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2 Introduction

Le sujet central et constant de cette thèse est l'objet mathématique connu
sous le nom de graphe. Formellement, un graphe est un ensemble de sommets et
un ensemble d'arêtes, c'est à dire de paires de sommets, qui relient les sommets.
Cet objet très simple peut servir à modéliser toutes situations où des objets sont
liés par une relation binaire. J'ai été attiré par l'étude de la théorie des graphes
du fait que c'est une notion simple, qui pourtant mène à une grande variété de
problèmes.

J'ai commencé ma thèse avec deux problèmes, tout deux concernant les
graphes sommet-coloriés. Un graphe sommet-colorié (G, c) est un graphe Gmuni
d'un coloriage des sommets c, c'est à dire une fonction qui associe une couleur
à chaque sommet. Un graphe sommet-colorié permet de modéliser beaucoup de
situations réelles, où un ensemble d'objets de natures di�érentes sont en relation.
Par exemple, le graphe du Web peut être considéré comme un graphe sommet-
colorié dans lequel la couleur d'un sommet représente le type de contenu de la
page associée. De même, un réseau social (virtuel ou réel) peut être modélisé par
un graphe sommet-colorié, la couleur d'un sommet représentant une qualité de
la personne associée, par exemple sa profession. On trouve aussi des exemples
de phénomènes réels modélisés par un graphe sommet-colorié en biologie [28].

Un sous-ensemble S des sommets du graphe sommet-colorié (G, c) est dit tro-
pical si c(S) = c(V (G)). Autrement dit, toutes les couleurs du graphe sommet-
colorié (G, c) sont utilisées pour colorier le sous-ensemble S. Cette notion a
été introduite dans [32] et s'apparente à la notion d'ensemble colorful [4], qui
contient toutes les couleurs de (G, c) une fois et une seule, et à la notion d'en-
semble arc-en-ciel, qui contient toutes les couleurs de (G, c) au plus une fois.
Di�érentes notions d'invariants de graphes, comme la domination ou la cou-
verture par les sommets, peuvent être étudiées dans une version où l'ensemble
recherché doit également être tropical.

Dans le Chapitre I, on s'intéressera à la recherche du plus petit sous-graphe
connexe dont l'ensemble de sommets est tropical. Cette notion est liée, quoique
di�érente, au concept de motif de couleur utilisé en bio-informatique [43, 74]. On
trouvera dans le Chapitre I de nombreux résultats de NP-complétude, quelques
résultats algorithmiques, et quelques résultats structurels autour de cette ques-
tion.

Le Chapitre II est lié aux homomorphismes de graphe, une généralisation
de la coloration propre. Si (G, c) est un graphe sommet-colorié, on dit que c est
une coloration propre de G quand il n'existe pas deux sommets adjacents de G
coloriés de la même couleur. Le problème, très classique, généralement associé
à la notion de coloration propre, c'est de trouver le coloriage propre utilisant le
moins de couleurs. Cela donne lieu à énormément de travaux et de résultats, y
compris le fameux théorème des quatre couleurs. Un homomorphisme du graphe
G vers le graphe H est une fonction des sommets de G vers les sommets de H
qui préserve l'adjacence. On peut alors reformuler le problème de trouver un
coloriage propre de G utilisant n couleurs en terme d'homomorphisme, ce qui
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donne le problème de trouver un homomorphisme de G vers le graphe complet
Kn. On peut généraliser ce problème d'homomorphisme à n'importe quel graphe
cible H, pas nécessairement complet. On appelle ce problème de décision binaire
H-Coloration. Un théorème classique [53] établi une dichotomie dans cette
classe de problème : Si H est biparti, alors H-Coloration se résout en temps
polynomial, sinon H-Coloration est NP-complet.

Plusieurs variantes au problème d'homomorphisme ainsi dé�ni ont été étu-
diées. Ces variantes incluent une version orientée [9, 10, 11, 12, 38], où les graphes
sont orientés et l'homomorphisme doit préserver l'orientation des arêtes, une ver-
sion arête-coloriée [5, 17, 18, 19], où les arêtes sont coloriées et l'homomorphisme
doit préserver la couleur des arêtes, et une version listée [39, 40, 41], où une liste
de sommets du graphe cible est fournie pour chaque sommet du graphe source et
l'homomorphisme doit envoyer chaque sommet du graphe source sur un sommet
contenu dans la liste qui lui est associée. Dans le Chapitre II se trouvent des
travaux sur une nouvelle variante, où les graphes sources et cibles sont sommet-
colorié, et l'homomorphisme recherché doit préservé la couleur des sommets.
On appellera alors l'homomorphisme en question un homomorphisme tropical.
Il est notable que les problèmes classiques d'homomorphismes, ainsi que toutes
les variantes sus-nommées, peuvent être transformés en temps polynomial en un
problème d'homomorphisme tropical équivalent.

Les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP) sont une grande classe
de problèmes de décision binaire, contenu dans la classe NP , conjecturé par
Feder et Vardi [42] comme étant tous NP -complet ou dans la classe P . Autre-
ment dit, aucun problème dans la classe CSP ne serait NP -intermédiaire [61].
On remarque que les problèmes classiques d'homomorphismes et toutes les va-
riantes sont dans la classe des CSP. Un résultat majeur dans le Chapitre II est
qu'une dichotomie des problèmes d'homomorphisme tropical, c'est à dire le fait
que tous les problèmes d'homomorphisme tropical sont NP -complet ou dans la
classe P , serait équivalent à la Conjecture de Dichotomie de Feder et Vardi. Le
reste du Chapitre II consiste en une collection de résultats, qui fournissent une
dichotomie partielle du problème où la coloration du graphe cible fait partie des
entrées du problème, proche des problèmes d'homomorphisme tropical. La re-
cherche d'une telle dichotomie est motivée par le fait que cette variante est une
restriction des problèmes d'homomorphisme listé, pour lesquelles la dichotomie
est connue [40]. Il y est aussi exhibé le lien entre l'homomorphisme tropical et
les autres variantes d'homomorphismes sus-mentionnés.

Le Chapitre III concerne deux problèmes ressemblant à des problèmes de
domination. Classiquement, un ensemble de sommets est dit dominant le graphe
quand tout sommet du graphe est dans cet ensemble ou dans son voisinage.
On cherche généralement à minimiser la taille d'un ensemble dominant. Une
idée intuitive d'application serait de voir le graphe comme un territoire que
l'on cherche à garder. L'ensemble dominant représente les positions où placer
chaque garde de manière à pouvoir intervenir rapidement sur tout le territoire.
La notion d'alliance globale, introduite pour la première fois par Hedetniemi,
Hedetniemi et Kristiansen [52], est une variante de ce principe. Un ensemble
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de sommets A est dit être une alliance défensive quand chaque sommet de
cet ensemble voit son voisinage fermé contenir plus de sommets dans A que
de sommets extérieurs à A. Un ensemble A est dit être une alliance o�ensive
quand chaque sommet dans le voisinage de A voit son voisinage fermé contenir
plus de sommets dans A que de sommets extérieurs à A. Un ensemble qui est
à la fois une alliance o�ensive et défensive est appelé une alliance puissante. Si,
de plus, une alliance est un ensemble dominant, on dira que c'est une alliance
globale. La notion d'alliance a plusieurs applications. En défense militaire, dans
un réseau, une alliance peut être utilisée pour défendre des n÷uds importants.
Une alliance peut aussi modéliser un réseau de distributeurs et de clients, où les
distributeurs doivent avoir su�samment de stock pour satisfaire la demande des
clients. Dans le Chapitre III, on s'intéresse aux variantes de l'alliance globale
dans un graphe pondéré, où la somme des poids des sommets est considéré, à la
place du nombre de sommets. En particulier, on peut y trouver un algorithme
linéaire pour calculer une alliance o�ensive globale minimum et une alliance
puissante globale minimum dans un arbre.

Toujours dans le Chapitre III, on s'intéresse aussi à la notion d'ensemble
sûr. Un ensemble de sommets S dans un graphe G est dit sûr quand toute
composante de G − S est entouré uniquement par des composantes de G[S]
plus grandes. Cette notion a été introduite dans [45]. Calculer un ensemble sûr
minimum est NP -complet en général. On peut trouver dans le Chapitre III un
algorithme pour calculer un ensemble sûr minimum en temps polynomial dans
un arbre.

Le Chapitre IV est consacré à l'étude d'un paramètre apparenté à la largeur
arborescente. Un problème fondamental de la théorie métrique des graphes [8]
consiste à plonger un graphe dans un espace métrique plus simple. En particu-
lier, le plongement d'un graphe dans un arbre ou un chemin a des applications
pratiques en vision des ordinateurs [70], en bio-informatique [57] ainsi qu'en in-
formatique distribuée [55]. Les problèmes de plonger un graphe dans un arbre ou
un chemin avec une distorsion minimum sont tout deux NP-di�cile [2, 21, 63],
cependant, on arrive à approximer ces deux problèmes. Plus précisément, des
paramètres de graphe ont été introduits pour mesurer combien la distribution
des distances d'un graphe est proche d'une métrique d'arbre ou d'une métrique
de chemin [35, 36, 37].

Une décomposition arborescente est une division d'un graphe G en sac, qui
sont des sous-graphes non-disjoints qui peuvent être assemblés à la manière
d'un arbre. La longueur arborescente (tree-length) [35] et l'étendue arborescente
(tree-breadth) [36] de G sont respectivement les meilleures bornes supérieures
possible du diamètre et du rayon des sacs d'une décomposition arborescente
de G. La longueur de chemin (path-length) [72] et l'étendue de chemin (path-
breadth) [37] sont dé�nies d'une manière similaire à la longueur arborescente
et l'étendue arborescente pour les décompositions en chemin. Dans le Chapitre
IV, on s'intéressera au calcul de ces quatre paramètres. Des études récentes sug-
gèrent que certaines classes de réseau réel ont une longueur arborescente et une
étendue arborescente bornée [1]. On peut exploiter cette propriété dans un algo-
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rithme. Par exemple, les graphes à longueur arborescente bornée admettent un
schéma d'étiquetage compact des distances [34], ainsi qu'un schéma d'approxi-
mation en temps polynomial pour le fameux problème du voyageur de commerce
[60]. De plus, le diamètre et le rayon d'un graphe de longueur arborescente bor-
née peuvent être approximés à une constante additive près, en temps linéaire
[26].

La complexité du calcul de la longueur arborescente, l'étendue arborescente,
la longueur de chemin et l'étendue de chemin est resté un problème ouvert de
plusieurs travaux [35, 36, 37]. Jusqu'à maintenant, la question a seulement été
résolue pour la longueur arborescente, qui est NP-di�cile à calculer [62]. Dans
le Chapitre IV, on verra qu'il est NP-di�cile de calculer l'étendue arborescente,
la longueur de chemin et l'étendue de chemin. On s'intéressera ensuite spéci-
�quement à l'étendue arborescente. On verra un certain nombre de propriétés
liés à l'étendue arborescente, et on présentera un algorithme polynomial pour
reconnaître les graphes planaire ou biparti d'étendue arborescente 1.

En�n, le Chapitre V contient mes travaux sur la suite des itérés du graphe de
bicliques. Une biclique du graphe G est un sous-graphe biparti complet induit
de G. Une biclique maximale est une biclique qui n'est pas strictement contenue
dans une autre biclique. Le graphe des bicliques de G étudié dans le Chapitre
V est dé�ni comme le graphe dont les sommets sont les bicliques maximales de
G, deux bicliques étant adjacentes si elles partagent une arête (cela di�ère de la
dé�nition usuelle du graphe des bicliques, où deux bicliques sont adjacentes si
elles partagent un sommet). Le i-éme itéré du graphe des bicliques est obtenu
en appliquant i fois la transformation qui à un graphe associe son graphe des
bicliques. Dans le Chapitre V, on s'intéresse au comportement asymptotique de
la suite des itérés du graphe des bicliques. C'est un système dynamique discret
qui présente des similarités avec un système chaotique. Des systèmes dynamiques
similaires sont très étudiés, comme l'itéré du graphe des cliques [44, 66], l'itéré
du graphe des bicliques usuelles [47, 48] et l'itéré du graphe adjoint [73]. On peut
voir dans le Chapitre V un lien entre l'itéré du graphe des bicliques et l'itéré du
graphe adjoint. On voit aussi un certain nombre de conditions su�santes sur un
graphe pour décider du comportement asymptotique de la suite des itérés du
graphe des bicliques associés, qui rapproche d'une preuve de la décidabilité du
problème de trouver ce comportement asymptotique.

2.1 Notions utiles et notations

Dans cette section sont rappelés quelques notions de théorie des graphes et
d'informatique utiles, ainsi que quelques notations que j'utiliserai librement, et
souvent, dans les chapitres suivantes.

Un graphe G = (V,E) (ou juste G) est constitué d'un ensemble V , dont les
éléments sont appelés des sommets, et d'un ensemble E de paires non-ordonnées
de sommets, appelées des arêtes. Pour un graphe G quelconque, V (G) désigne
l'ensemble des sommets deG et E(G) désigne l'ensemble des arêtes deG. L'ordre
de G est le cardinal de l'ensemble V (G). Une arête e dans E(G) peut s'écrire uv,
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ou plus rarement (u, v) ou {u, v}, où u, v ∈ V (G). On dit alors que u et v sont
adjacents, ou que u est adjacent à v, et que u et v sont chacun une extrémité
de l'arête e. Un graphe est dit simple s'il ne contient pas de boucle, c'est à dire
d'arête ayant ses deux extrémités égales, ou d'arête double, c'est à dire deux
arêtes distinctes ayant les mêmes extrémités. On supposera toujours dans la
suite que les graphes considérés sont simples, sauf si le contraire est précisé.

On appelle voisinage du sommet v, et on note N(v), l'ensemble des sommets
du graphe adjacents à v. On appelle voisinage fermé de v, et on noteN [v], l'union
de N(v) et de {v}. Si S est un ensemble de sommets, on appelle voisinage de S,
et on note N(S), l'ensemble des sommets qui ne sont pas dans S, mais qui sont
adjacents à un sommet dans S. Si v est un sommet, on appelle degré de v, et
on note d(v) ou deg(v), le cardinal de l'ensemble N(v). Le degré minimum du
graphe G est la valeur minimum du degré parmi tous les sommets de G, et on
le note δ(v).

Un sommet de degrés 0 est appelé un sommet isolé. Un sommet de degrés 1
est appelé une feuille. Et une arête ayant exactement une feuille parmi ses deux
extrémités est appelés arête pendantes. Une arête ayant deux feuilles comme
extrémités est appelé une arête isolé.

Si S est un ensemble de sommets, on dit que S est un ensemble dominant si
S ∪N(S) contient tout les sommets du graphe. Si, de plus, S contient un seul
sommet v, on dit que v est un sommet universel. On dit que le sommet u domine
le sommet v si N(v) ⊂ N(u). Un ensemble de sommets S est dit indépendant
ou stable quand il n'existe pas d'arête entre n'importe quel deux sommets de S.

G′ est un sous-graphe de G quand V (G′) ⊂ V (G) et E(G′) ⊂ E(G). G′ est
un super-graphe de G quand G est un sous-graphe de G′. G′ est un sous-graphe
induit de G quand V (G′) ⊂ V (G) et E(G′) = E(G) \ {uv ∈ E(G)|u /∈ V (G′)}.
On dit alors que G′ est induit par l'ensemble S = V (G′). On note G(S) le
sous-graphe de G induit par S.

On note G − u le sous-graphe de G induit par V (G) \ {u}, G − S le sous-
graphe de G induit par V (G)\S. On note G−e le sous-graphe de G d'ensemble
de sommets V (G) et d'ensemble d'arête E(G) \ {e}.

Pour k ≥ 2, le chemin Pk est dé�ni comme étant le graphe à k sommets v1,
· · · , vk tel que v1 est une feuille adjacente à v2, vk est une feuille adjacente à
vk−1, et pour i ∈ {2, · · · , k − 1}, le sommet vi a degrés 2 et est adjacent à vi−1

et vi+1. v1 et vk sont appelés les extrémités du chemin. Pk est de longueur k−1
par dé�nition.

Un graphe G est dit connexe si pour toute paire de sommet u et v de G,
G contient une copie induite d'un chemin ayant u et v comme extrémités. La
distance entre u et v est alors la longueur du plus petit tel chemin. Une com-
posante connexe de G est un sous-graphe induit de G connexe, maximal pour
cette propriété. Un ensemble S de sommets de G est dit séparateur si il existe
deux composantes connexes de G−S distinctes qui sont contenues dans la même
composante connexe de G. Un sommet est appelé un point d'articulation si le
singleton qui le contient est un ensemble séparateur. Un graphe est dit k-connexe
si il contient au moins k + 1 sommets, qu'il est connexe, et qu'il n'existe pas
d'ensemble séparateur contenant moins de k sommets.
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Un arbre est un graphe connexe T tel que |V (T )| − 1 = |E(T )|. Une étoile
est un arbre ayant un sommet universel. Une forêt est un graphe dont chaque
composante connexe est un arbre. Un cycle est un graphe connexe où tous les
sommets sont de degrés 2. Le cycle d'ordre k est noté Ck. On remarque qu'une
dé�nition équivalente d'un arbre est un graphe connexe sans cycle induit ou
encore un graphe G sans cycle induit tel que |V (T )| − 1 = |E(T )|. Un graphe
complet est un graphe où toutes paires de sommets sont adjacentes. On note
Kk le graphe complet d'ordre k. Un graphe biparti G est un graphe tel que
l'ensemble des sommets peut être partitionné en deux parties A et B, telles
que toutes les arêtes ont une extrémité dans A et une extrémité dans B. On
appelle alors cette partition une bipartition de G. Un graphe biparti complet est
un graphe biparti, de bipartition (A,B) tel que toutes paires de sommet dans
A × B sont adjacentes. Le graphe biparti complet ayant respectivement i et j
sommets dans chaque partie de sa bipartition est noté Ki,j .

On appelle la maille d'un graphe l'ordre du plus petit cycle induit du graphe.
Si le graphe n'admet pas de cycle induit, on dit que sa maille est in�nie. Une
clique est un sous-graphe induit qui est aussi un graphe complet. Une biclique
est un sous-graphe induit qui est aussi un graphe biparti complet. Un graphe
cordal est un graphe dont tout les cycles induit sont d'ordre 3.

Un sous-graphe de G est dit couvrant si son ensemble de sommets est V (G).
Cette notion est utilisée principalement pour parler d'arbres couvrants.

Contracter l'arête uv consiste à enlever les sommets u et v et les remplacer
par un nouveau sommet de voisinage N(u)∪N(v)\{u, v}. Si S est un ensemble
de sommets tel que G(S) est connexe, contracter S consiste à enlever tous les
sommets de S et les remplacer par un nouveau sommet de voisinage N(S). G′

est un mineur de G si G′ peut être obtenu par contraction d'arête dans un
sous-graphe de G.

Le graphe adjoint ou line graph L(G) de G est le graphe dont l'ensemble
des sommets est l'ensemble des arêtes E(G) de G et deux arêtes de G sont
adjacentes dans L(G) si et seulement si elles ont une extrémité en commun.

Un couplage est un graphe constitué exclusivement d'arêtes isolés. Un cou-
plage d'un graphe G est un sous-graphe de G qui est aussi un couplage. Un
couplage parfait ou complet de G est un couplage couvrant de G. Quand on
ajoute un couplage entre deux copies d'un graphe, on ajoute en fait une arête
entre chaque copie du même sommet.

Un graphe est dit planaire si il n'admet pas K3,3 ou K5 comme mineur. Un
plongement d'un graphe G dans le plan est une fonction injective p qui associe
un point du plan à chaque sommet de G et un chemin du plan entre p(u) et p(v)
à chaque arête uv tel que les images de deux arêtes distinctes ne s'intersectent
pas. Un plongement de G dans le plan est aussi appelé un plongement planaire
de G. Une dé�nition équivalente d'un graphe planaire est un graphe qui admet
un plongement dans le plan.

Soit un arbre T et r un sommet de T . Enraciner T en r donne une direction à
chaque arête de T : l'extrémité la plus proche de r est appelée parent de l'autre
extrémité. Chaque sommet v admet alors un unique parent que l'on nomme
p(v), sauf r. Si u est le parent de v, alors v est l'enfant de u. Dans ce contexte, r
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est appelé la racine de l'arbre. La profondeur d'un sommet d'un arbre enraciné
est la distance entre le sommet et la racine. Le sous-arbre enraciné en v, noté
T (v) est la composante connexe de T − p(v) contenant v. T (v) est un arbre,
automatiquement enraciné en v.

Il existe quelques variantes de la notion de graphe.
Un graphe orienté D = (V,A) (ou juste D) est constitué d'un ensemble

V de sommets, et d'un ensemble E de couples de sommets, appelés des arcs.
Intuitivement et dans les représentations visuelles, les arcs sont des �èches. Tout
graphe orienté admet un graphe non-orienté sous-jacent, obtenu en oubliant la
direction des arcs. Toutes les notions de théorie des graphes présentées ci-dessus
peuvent donc être utilisées directement pour parler de graphe orienté. Un arc
e ∈ A est noté uv ou parfois (u, v) avec u et v des sommets dans V . uv est
représenté par une �èche allant de u vers v. Un puits est un sommet de D qui
est la deuxième composante de toute arête dont il est l'extrémité. Une source
est un sommet de D qui est la première composante de toute arête dont il est
l'extrémité.

Un hypergraphe G = (V,E) est constitué d'un ensemble V de sommets, et
d'un ensemble E de parties de V , appelés des arêtes. C'est une généralisation
de la notion de graphe où les arêtes ne sont plus nécessairement des ensembles
à deux éléments.

Un graphe sommet-colorié est une paire (G, c), où G est un graphe et c est
une fonction de V (G) dans un ensemble de couleur. c(v) est donc la couleur du
sommet v, et c(S) l'ensemble des couleurs coloriant au moins un sommet de S.
Un graphe sommet colorié est dit proprement colorié si deux sommets adjacent
ne sont pas colorié de la même couleur.

Un graphe pondéré est une paire (G,w), où G est un graphe, est w est une
fonction de poids de V (G) dans R (généralement dans R+). w(v) est le poids
du sommet v et w(S) et la somme des poids des sommets dans l'ensemble S.

On note P (S) l'ensemble des sous-ensemble de l'ensemble S.
On utilisera les notions algorithmiques de complexité en temps, exprimé à

l'aide des notations o(), O() et Θ(), d'algorithme glouton et de programmation
dynamique telles qu'elles sont dé�nies dans [29]. On utilisera également la notion
d'algorithme FPT. Un algorithme est FPT en temps pour le paramètre k si son
temps d'exécution est O(f(k)×ni) où f est une fonction à valeur réelle positive
et i est un entier.

Un problème de décision binaire est constitué d'un certain nombre de va-
riables d'entrée, et d'une propriété qui peut être vraie ou fausse en fonction
des valeurs assignées aux variables d'entrée, généralement formulé comme une
question. Une instance d'un problème de décision binaire est une assignation de
valeur aux variables d'entrée. Une instance est dite positive si la propriété est
vraie pour cette instance, et négative sinon.

Un problème de minimisation est constitué d'un certain nombre de variables
d'entrée, et d'une sous-structure de ces variables d'entrée que l'on cherche à
minimiser. On peut penser par exemple à un graphe comme variable d'entrée,
dans lequel on chercherait la plus petite composante connexe. Un problème de
minimisation n'est pas un problème de décision binaire, mais peut facilement
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être reformulé comme un problème de décision binaire. Dans notre exemple,
on peut chercher si il existe une composante connexe d'ordre plus petit que k
�xé. Il peut arriver de faire le raccourci entre un problème de minimisation et
sa reformulation en terme de problème de décision binaire pour ce qui est de
l'appartenance à certaine classes.

On utilisera les dé�nitions de décidabilité, des classes P et NP , de réduction
et de NP -complet et NP -di�cile données dans [29]. On utilisera aussi la notion
de NP -intermédiaire, pour décrire un problème qui est dans la classe NP , qui
n'est pas dans la classe P et qui, pourtant, n'est pas NP -complet.
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Chapitre I

Sous-graphe connexe tropical

Dans un graphe sommet-colorié, un sous-ensemble de sommets est dit tro-
pical si il contient au moins une fois chaque couleur. On utilisera aussi la no-
tion de sous-ensemble arc-en-ciel, qui contient au plus une fois chaque couleur,
et de sous-ensemble colorful, qui est à la fois tropical et arc-en-ciel. Un sous-
graphe tropical de G est un sous-graphe de G dont les sommets forment un
sous-ensemble tropical de G. En considérant les couleurs comme des informa-
tions sémantiques sur le contenu ou la nature des n÷uds, rechercher un sous-
graphe tropical ayant certaine propriété permet de réduire un graphe compliqué
à un sous-problème plus simple qui contient toujours une bonne représentation
sémantique du graphe. Dans le cadre de ma thèse, je me suis intéressé à la
recherche de sous-graphes connexes tropicaux.

Dé�nition 1. Un sous-graphe connexe tropical du graphe sommet-colorié (G, c)
est un ensemble de sommets V ′ tel que V ′ ⊂ V (G), le sous-graphe induit par
V ′ est connexe, et c(V ′) = c(V (G)), c'est à dire que V ′ est coloré par toutes les
couleurs présentes dans G.

On peut remarquer aisément que si G est connexe, il admet toujours un
sous-graphe connexe tropical. En e�et, V (G) induit un sous graphe connexe,
G, qui est évidement tropical. De même, si G n'est pas connexe, il admet un
sous-graphe connexe tropical si et seulement si une de ces composantes est tro-
picale. Une question plus intéressante est de rechercher le plus petit sous-graphe
connexe tropical de G. On dé�nit ainsi tc(G) comme le nombre de sommet du
plus petit sous-graphe connexe tropical de G, associé au problème de décision
suivant :
Problème du Sous-graphe connexe tropical minimum (SCTM)

Donnée : Un graphe sommet-colorié (G, c)
Question : Déterminer la valeur tc.

Dans un premier temps, on verra la complexité théorique de SCTM, puis on
verra plusieurs conditions su�santes, permettant de borner la valeur de tc(G).

3 Complexité

Théorème 1. SCTM est NP-complet en restrictions aux arbres.

La preuve est obtenue par une réduction depuis le problème d'ensemble do-
minant minimum.
Problème d'ensemble dominant minimum (EDM)

Donnée : Un graphe G = (V,E).
Question : Trouver le cardinal du plus petit sous-ensemble V ′ ⊂ V tel que

pour tout u ∈ V , N [u] ∩ V ′ 6= ∅
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Démonstration. Considérons une instanceG = (V,E) de EDM où V = {v1, v2, v3, · · · , vn}.
On dé�nit un arbre sommet-coloré (T, c), tel que c(V (T )) = {0, 1, · · · , n + 1}
de la manière suivante. Soit r un sommet de couleur 0, et, pour chaque i ∈
{1, 2, · · · , n} :

1. Soit si un sommet de couleur n+ 1 adjacent à r.

2. Soit s′i un sommet de couleur i adjacent à si.

3. Pour chaque vj ∈ N(vi), soit ti,j un sommet de couleur j adjacent à s′i.

r

s′1

NG(v1)

s1

s′2

NG(v2)

s2

s′3

NG(v3)

s3

s′4

NG(v4)

s4

s′5

NG(v5)

s5

On peut associer un ensemble dominant de G à un sous-graphe connexe
tropical de (T, c) de la manière suivante. Étant donné un ensemble dominant S
de G, et une fonction f qui associe à chaque sommet de V \S un sommet qui le
domine dans S, on dé�nie un sous-graphe connexe tropical de (T, c), contenant
les sommets suivants :

1. Le sommet r.

2. Les sommets si et s′i pour chaque vi dans S.

3. Les sommets ti,j pour chaque vj ∈ V \ S, où i est tel que f(vj) = vi.

On remarque que le sous-graphe connexe tropical T ′ ainsi dé�ni est minimal.
En e�et, chaque couleur est présente exactement une fois, à part peut être n+1
qui est présente dans chaque si. De plus, si si est dans T ′, alors s′i l'est aussi,
donc T ′ \ si déconnecte s′i et r.
Étant donné un sous-graphe connexe tropical minimal T ′ de (T, c), on dé�-
nie l'ensemble S = {vi|s′i ∈ T ′} de G. Comme T ′ est tropical, pour tout
i ∈ {1, 2, · · · , n}, il existe un sommet de couleur i dans T ′. De plus, comme
tout les sommets de couleur i dans T , sauf un, sont des feuilles et que T ′ est
minimal, il existe un unique sommet de couleur i dans T ′. Si ce sommet est s′i,
alors vi ∈ S. Sinon, c'est le sommet tj,i pour un certain j où sj est dans T ′ et
donc vj est dans S. Cela nous permet de dé�nir une fonction f de V \ S dans
S, qui à vi associe vj tel que tj,i est dans T ′.
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v2
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v4

v5
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0

1

7

2

7

3

7

4

7

5

7

6

7

2 5 31 2 4 6 3 5 4 1 3

On remarque que ces deux opérations sont réciproques l'une de l'autre, ce
qui prouve que les sous-graphes connexes tropicaux minimaux T ′ de (T, c) sont
en bijection avec les couples (S, f) d'ensembles dominants et fonctions de do-
mination de G. De plus, cette bijection satisfait que |T ′| = 1 + |S| + n, car
toutes les couleurs sont présentes exactement une fois dans T ′ sauf n+ 1 qui est
présente autant de fois qu'il y a de sommets dans S. On en conclut, en passant
au minimum, que :

tc(T, c) = 1 + γ + n

La réduction depuis le problème d'ensemble dominant minimum se fait en temps
polynomial, ce qui prouve le théorème.

On peut remarquer que si on restreint les données de SCTM aux chemins
sommet-colorié, alors le problème est polynomial. En e�et, un chemin à n som-
mets admet n(n+1)

2 sous-graphes connexes, énumérables en temps polynomial.
SCTM est NP-complet en restriction aux arbres, mais pas en restriction aux che-
mins, ce qui pose la question de sa complexité en restriction aux graphes parfaits.
Dans les deux prochains théorèmes, nous allons montrer la NP-complétude de
SCTM en restriction au graphes d'intervalles, puis aux graphes splits, qui sont
deux familles de graphes parfaits.
Un graphe d'intervalle est un graphe (V,E) tel qu'on peut assigner à chaque
v ∈ V un intervalle Iv ⊂ R véri�ant que Iu ∩ Iv est non-vide si et seulement si
uv ∈ E.
Théorème 2. SCTM est NP-di�cile en restriction aux graphes d'intervalles.

La preuve est obtenue par une réduction depuis le problème de couverture
par sommets minimum. Problème de couverture par sommets minimum
(CSM)

Donnée : Un graphe G = (V,E).
Question : Trouver le cardinal du plus petit sous-ensemble V ′ ⊂ V tel que

pour tout uv ∈ E, u ∈ V ′ ou v ∈ V ′

Démonstration. Considérons une instance G = (V,E) de CSM. Soient n le car-
dinal de V et m le cardinal de E. On construit un graphe d'intervalle sommet-
colorié (G′ = (V ′, E′), c) à partir de G de la manière qui suit. Nous utiliserons la
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représentation en intervalle pour dé�nir G′. c utilise un ensemble C de 2m+n+2
couleurs dé�nit par :

� 2m couleurs cev, où e ∈ E et v ∈ V est une extrémité de e.

� n couleurs cv, où v ∈ V .
� 2 couleurs cgauche et cdroite.

A partir de G, on construit trois type de gadgets, présentés ci-dessous, qui, mis
ensemble, dé�nissent le graphe d'intervalle sommet-colorié (G′, c), qui est notre
instance de SCTM. Les couleurs cgauche et cdroite ne sont présentes qu'une fois
dans (G′, c). cgauche colorie un intervalle placé tout à gauche et cdroite un inter-
valle tout à droite. Cela assure qu'une solution de SCTM est obligé de couvrir
toute la longueur de la représentation en intervalle. Tous les gadgets sont placés
les uns à la suite des autres entre ces deux intervalles de telle manière que seuls
les intervalles les plus à droite d'un gadget intersectent uniquement les inter-
valles les plus à gauche du suivant. L'ordre des gadgets n'a aucune importance
dans la preuve.

Type 1 : Pour chaque sommet v ∈ V de degré au moins un, extrémité des
arêtes e1, e2, ... ed(v), le gadget wv est dé�ni comme suit. Il y a d(v) intervalles
de couleurs ce1v , ce1v , ... c

ed(v)
v , et un intervalle de couleur cv. L'intervalle de cou-

leur ceiv intersecte seulement les intervalles de couleurs cei−1
v , cei+1

v et cv. Les
intervalles de couleurs cv et ce1v sont placés le plus à gauche, et intersectent le
gadget précédent, et les intervalles de couleurs cv et c

ed(v)
v sont placés le plus

à droite, et intersectent le gadget suivant. Par exemple, si v est un sommet de
degrés quatre, wv est dé�nis comme suit :

cv

ce1v
ce2v

ce3v
ce4v

Une solution de SCTM est obligée de contenir soit l'intervalle de couleur cv, soit
les d(v) intervalles de couleurs ce1v , ce1v , ... c

ed(v)
v .

Type 2 : Pour chaque arête uv = e ∈ E, le gadget w′e est constitué de deux
intervalles de couleur respectivement ceu et cev qui ont même borne.

ceu

cev

Une solution de SCTM est obligée de contenir un de ces deux intervalles.

Type 3 : Pour chaque sommet v ∈ V , le gadget w′′v est simplement consti-
tué d'un intervalle de couleur cv. Une solution de SCTM est obligé de contenir
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cet intervalle.

Dans un premier temps, on construit un sous-graphe connexe tropical de (G′, c)
d'ordre 2m+ n+ k + 2 à partir d'une couverture par sommets de G d'ordre k.
Soit H une couverture par sommets de G d'ordre k. On dé�nit H ′ comme le
plus petit ensemble des sommets de V ′ véri�ant les propriétés suivantes :

1. Les deux sommets de couleurs cgauche et cdroite appartiennent à H ′.

2. Les n sommets appartenant à un gadget de Type 3 appartiennent à H ′.

3. Pour chaque sommet v ∈ H, le sommet de couleur cv dans le gadget wv
appartient à H ′.

4. Pour chaque arête e = uv ∈ E. On peut supposer sans perte de généralité
que u ∈ H, car H est une couverture par les sommets. Le sommet de
couleur ceu dans le gadget w′e appartient à H ′. Le sommet de couleur cev
dans le gadget wv appartient à H.

Montrons que H ′ est un sous-graphe connexe tropical de (G′, c) d'ordre 2m +
n+ k + 2.
H ′ est connexe car toute la longueur de l'intervalle de représentation est cou-
verte parH ′. En e�et, les gadgets de Type 3 sont couverts d'après la Propriété 2.
Les gadgets de Type 2 sont couverts d'après la Propriété 4. Les gadgets de Type
1 wv, où v appartient à H, sont couverts d'après la Propriété 3. Les gadgets
de Type 1 wv, où v n'appartient pas à H, sont couverts d'après la Propriété 4.
En�n, les intervalles le plus à gauche et le plus à droite sont couverts d'après la
Propriété 1. Tout l'intervalle de représentation est couvert par H ′ qui est donc
connexe.
H ′ est tropical. H ′ contient des sommets de couleurs cgauche et cdroite d'après
la Propriété 1. H ′ contient des sommets de couleurs cv pour tout v ∈ V d'après
la Propriété 2. H ′ contient des sommets de couleurs cev pour tout e ∈ E et tout
v extrémité de e, d'après la Propriété 4.
En�n H ′ est bien d'ordre 2m + n + k + 2. La Propriété 1 apporte deux som-
mets. La Propriété 2 apporte n sommets. La Propriété 3 apporte k sommets.
La Propriété 4 apporte 2m sommets. On remarque également qu'il n'y a pas
d'intersection entre les sommets apportés par di�érentes propriétés.
A partir d'une couverture par sommet de G d'ordre k, nous avons construit un
sous-graphe connexe tropical de (G′, c) d'ordre 2m+n+k+2. Soit, maintenant,
un sous-graphe connexe tropical H ′ de (G′, c) d'ordre 2m+n+k+2 avec k ≥ 0.
Montrons qu'on peut construire une couverture par sommet de G d'ordre au
plus k. Cela su�ra à prouver que trouver une solution à l'instance G de CSM
est équivalent à trouver une solution à l'instance (G′, c) de SCTM.
Soit H ′ un sous-graphe connexe tropical de (G′, c) d'ordre 2m + n + k + 2.
H ′ contient l'unique sommet de couleur cgauche et l'unique sommet de couleur
cdroite, de plus il est connexe, donc il couvre tout l'intervalle de représentation.
En particulier, il contient tout les sommets d'un gadget de Type 3. Soit H l'en-
semble des sommets v ∈ V tel qu'il existe un e ∈ E véri�ant que le sommet
colorié cev dans le gadget w

′
e appartient à H

′. Chaque gadget de Type 2 doit être
couvert, ce qui implique que chaque arête a une extrémité dans H, et donc H
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est une couverture par sommet. De plus, H est de cardinal au plus k. En e�et,
si le sommet colorié cev dans le gadget w

′
e appartient à H

′, soit le sommet colorié
cev dans le gadget wv appartient aussi à H ′, ou bien le sommet de couleur cv
dans le gadget wv appartient à H ′. Dans les deux cas, il y a deux sommets de
la même couleur, cev ou cv, dans H ′. H ′ est tropical, donc contient 2m + n + 2
couleurs, et contient 2m + n + k + 2 sommets, donc il ne peut y avoir au plus
que k couleurs présentes plusieurs fois. Ainsi H est d'ordre au plus k.

Cela su�t à prouver qu'un sous-graphe connexe tropical minimum de (G′, c)
permet de trouver en temps polynomial une couverture par les sommets mini-
mum de G et que si l'ordre de la couverture par les sommets est k, l'ordre du
sous-graphe connexe tropical sera 2m+ n+ k + 2. Ainsi SCTM est NP-di�cile
en restriction aux graphes d'intervalles.

On peut remarquer que cette preuve utilise des intervalles de di�érentes
tailles dans le gadget de Type 1. La complexité de SCTM en restriction au
graphes d'intervalles unitaires, où les intervalles doivent tous être de même taille,
est une question ouverte.

Un graphe G = (V,E) est appelé un graphe split si V peut être partitionné
en deux ensemble V0 et V1 tels que les sous-graphes induits par V0 et V1 soient
respectivement une clique et un ensemble indépendant. On montre, maintenant,
par une autre réduction depuis CSM que SCTM est NP-di�cile en restriction
aux graphes splits.

Théorème 3. SCTM est NP-di�cile en restriction aux graphes splits.

Démonstration. Soit G = (V,E) une instance de CSM. Soit n = |V | et m = |E|.
On construit le graphe split sommet colorié (G′, c) comme suit. G′ admet n+m
sommets, colorié avec m+ 1 couleurs.

� Pour chaque sommet v ∈ V il y a un sommet uv ∈ V (G′) colorié avec
la couleur 0. Pour tout v, v′ ∈ V , uv et uv′ sont adjacents. Ces sommets
forment donc une clique d'ordre n.

� Pour chaque arête e = vv′ ∈ E il y a un sommet u′e de degrés deux,
adjacent à uv et uv′ , colorié par une couleur unique.

G′ est clairement un graphe split, qu'on peut partitionner en une clique de
n sommets de couleur 0, noté V0 et un ensemble indépendant de m sommets
de m couleurs distinctes di�érentes de 0, noté V1. Montrons qu'il existe une
bijection entre les sous-graphes connexes tropicaux de (G′, c) et les couvertures
par sommets de G.
Soit H une couverture par les sommets de G, l'ensemble H ′ ⊂ V (G′) constitué
de l'union de V1 et de l'ensemble des uv tel que v ∈ H est un sous-graphe
connexe tropical. En e�et, H ′ contient V1 et au moins un sommet de V0, donc
est tropical. De plus chaque arête de G a au moins une extrémité dans H, donc
chaque sommet de V1 a au moins un voisin dans H ′, donc H ′ est connexe. H ′

est un sous-graphe connexe tropical de (G′, c) de cardinal m+ |H|.
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Réciproquement, soit H ′ un sous-graphe connexe tropical de (G′, c). H ′ contient
V1 car il est tropical. Par connexité, H ′ contient au moins un sommet dans le
voisinage de chaque sommet de V1. Cela implique que l'ensemble H dé�nit
comme l'ensemble des sommets v ∈ V tel que uv ∈ H ′, contient une extrémité
de chaque arête de G. En d'autres mots, H est une couverture par sommets.
On a construit une bijection entre les sous-graphes connexe tropicaux de (G′, c)
et les couverture par sommets de G qui préserve la cardinalité, avec un décalage
de m. On conclut en passant au minimum.

En�n, nous allons voir un algorithme FPT pour résoudre SCTM en temps
O(n2 ×m × 8c). En particulier, cet algorithme est polynomial si le nombre de
couleur est �xé, ou croît en logarithmique de la taille du graphe.

Théorème 4. SCTM peut être résolu en O(n2 ×m × 8c), où n est le nombre
de sommets, m le nombre d'arêtes et c le nombre de couleurs de l'instance.

Démonstration. Soit (G, c) une instance de SCTM à n sommets, m arêtes et
colorié avec l'ensemble de couleurs C. L'idée de l'algorithme est de calculer pour
chaque sommet v la fonction Cv : P (C)→ {1, ..., n} qui associe à un ensemble de
couleur S ⊂ C l'ordre du plus petit sous-graphe connexe contenant v et colorié
exactement avec les couleurs de S. L'ordre du plus petit sous-graphe connexe
tropical tc(G) est donc la plus petite valeur atteinte par Cv(C), en faisant varier
v. L'algorithme est le suivant :

� Pour tout u ∈ V et tout S ⊂ P (C), on initialise Cu(S) à 1 si S = {c(u)}
et à ∞ sinon.

� Tant qu'il existe une arête e = uv ∈ E et deux ensembles de couleurs
Su, Sv ⊂ P (C) tels que Cu(Su) + Cv(Sv) < Cu(Su ∪ Sv), on modi�e Cu
en mettant Cu(Su ∪ Sv) = Cu(Su) + Cv(Sv).

Prouvons maintenant que cet algorithme est correct.
Prouvons d'abord par récurrence la propriété P qu'à chaque étape de l'algo-
rithme, si Cu(S) = k 6= ∞, alors il existe un sous-graphe connexe de (G, c)
d'ordre au plus k qui contient au moins une fois chaque couleur dans S et conte-
nant u. Après l'initialisation Cu(S) 6= ∞ seulement pour S = {c(u)}, auquel
cas Cu(S) = 1. Le singleton {u} induit un sous-graphe d'ordre 1, colorié exacte-
ment par S contenant u. La propriété P est véri�é à l'initialisation. Supposons
maintenant que la propriété P est vraie avant une itération de la boucle "tant
que" agissant sur l'arête e = uv et les ensembles de couleurs Su et Sv. Par
hypothèse de récurrence, il existe un sous-graphe connexe Hu d'ordre au plus
Cu(Su) contenant u et contenant au moins une fois chaque couleur de Su. De
même, il existe un sous-graphe connexe Hv d'ordre au plus Cv(Sv) contenant v
et contenant au moins une fois chaque couleur de Sv. Comme u est adjacent à v,
Hu∪Hv est connexe, d'ordre au plus Cu(Su)+Cv(Sv), contient u et contient au
moins une fois chaque couleur de Su∪Sv. Ainsi, la modi�cation de Cu proposée
dans l'algorithme préserve la propriété P . Il en découle que pour tout u ∈ V ,
tc(G, c) ≤ Cu(C).
Supposons maintenant, par contradiction, qu'à la �n de l'algorithme, il y a
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un sommet u et un sous-graphe connexe H contenant u d'ordre k tel que
k < Cu(c(H)). Considérons T un arbre couvrant de H enraciné en u. Pour
tout sommet v ∈ T on dénote par T (v) le sous-arbre de T enraciné en v. Prou-
vons par récurrence pour chaque sommet v ∈ T la propriété P ′ qui dit que,
Cv(c(T (v))) ≤ |T (v)|.

C'est vrai si v est une feuille, puisque dans ce cas Cv(c(T (v))) = Cv({c(v)}) =
1 = |T (v)|.

Supposons maintenant que P ′ est véri�é pour tous les enfants v1, v2, ...vr d'un
sommet v ∈ T . Prouvons par récurrence pour j de 0 à r la propriété P ′′ qui dit
que, Cv(c({v} ∪ T (v1) ∪ T (v2) ∪ ...T (vj))) ≤ 1 + |T (v1)|+ |T (v2)|+ ...|T (vj)|.
La propriété P ′′ est vraie pour j = 0, puisque Cv({c(v)}) = 1.
Supposons P ′′ est vraie pour tout j = i < r, montrons qu'elle est également vraie
pour j = i + 1. Étant donné que l'algorithme est terminé, cela veut dire qu'on
ne peut pas modi�er Cv en regardant l'arête vvi+1 et les ensembles de couleurs
c({v} ∪ T (v1)∪ T (v2)∪ ...T (vi)) et c(T (vi+1)), donc Cv(c({v} ∪ T (v1)∪ T (v2)∪
...T (vi))∪c(T (vi+1))) ≤ Cv(c({v}∪T (v1)∪T (v2)∪...T (vi)))+Cvi+1(c(T (vi+1))).
On remarque que c({v} ∪ T (v1) ∪ T (v2) ∪ ...T (vi)) ∪ c(T (vi+1)) = c({v} ∪
T (v1) ∪ T (v2) ∪ ...T (vi+1)), que, par hypothèse de récurrence sur j, Cv(c({v} ∪
T (v1) ∪ T (v2) ∪ ...T (vi))) ≤ 1 + |T (v1)| + |T (v2)| + ...|T (vi)| et que, par hy-
pothèse de récurrence sur T , Cvi+1

(c(T (vi+1))) ≤ |T (vi+1)|. On obtient donc
Cv(c({v} ∪ T (v1) ∪ T (v2) ∪ ...T (vi+1))) ≤ 1 + |T (v1)| + |T (v2)| + ...|T (vi+1)|.
C'est la propriété P ′′ pour j = i+ 1.

On a montré par récurrence que la propriété P ′′ est vraie pour j entre 0 et
r. En particulier, P ′′ est vraie pour j = r, c'est à dire Cv(c(T (v))) ≤ |T (v)|.
C'est exactement la propriété P ′ pour le sommet v. Cela termine la récurrence
qui prouve que pour tout sommet v ∈ T , Cv(c(T (v))) ≤ |T (v)|. En particulier,
pour la racine, Cu(c(H)) ≤ |H| = k. Cela contredit notre hypothèse de départ.
Il n'existe pas, à la �n de l'algorithme, de sommet u et de sous-graphe connexe
H contenant u tel que |H| < Cu(c(H)). Cela prouve qu'à la �n de l'algorithme,
pour tout v ∈ V et pour tout S ∈ P (C), Cv(S) est exactement la taille du
plus petit sous-graphe connexe contenant v et au moins un sommet de chaque
couleur dans S. En particulier le minimum de Cv(C) pour v ∈ V est tc(G, c).

Calculons la complexité de l'algorithme. Identi�er une arête uv et deux en-
sembles Su et Sv permettant d'appliquer l'étape à l'intérieur de la boucle prend
au plus m× 2|C| × 2|C| opérations, en testant la condition pour chaque arête et
chaque sous-ensemble de C. On remarque ensuite qu'appliquer l'étape à l'inté-
rieur de la boucle décroit strictement la valeur de Cu(Su ∪ Sv), en prenant une
valeur en 1 et n. Chaque sommet correspond à une fonction sur un ensemble
de dé�nition de 2|C| valeurs. Chaque fonction peut décroître au plus n fois sur
chaque valeur. Il en découle que la boucle est exécutée au plus n× 2|C|×n fois.
La complexité de l'algorithme est O(n2 ×m× 8|C|).
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On peut trouver un algorithme exact pour calculer un plus petit sous-graphe
connexe tropical en temps O(1.5359n) et en temps O(1.2721n) dans [23].

4 Conditions su�santes

Maintenant que le problème semble su�samment di�cile à résoudre algo-
rithmiquement, il devient naturel de rechercher des conditions su�santes qui
assurent l'existence d'un sous-graphe connexe tropical su�samment petit. C'est
ce à quoi nous nous intéressons dans cette partie.

Proposition 1. Si (G, c) est un graphe proprement colorié avec χ(G) couleurs,
alors il contient un sous-graphe connexe colorful d'ordre χ(G).

Démonstration. Soit V1 ⊂ V (G), l'ensemble des sommets de couleur 0 dans G.
Il existe un sommet v ∈ V1 tel que le voisinage de v contient toutes les autres
couleurs. En e�et, dans le cas contraire, chaque sommet de V1 peut être recoloré
par une couleur qui n'est pas présente dans son voisinage, constituant ainsi un
coloriage propre avec χ(G)− 1 couleurs. Ainsi, le voisinage fermé de v contient
toutes les couleurs de c(G) et donc un sous-graphe connexe colorful.

On remarque qu'un graphe complet contient toujours un sous-graphe connexe
colorful et que retirer un petit nombre d'arête ne change pas ce fait. Il y a
donc une borne inférieure sur le nombre d'arêtes qui assure l'existence d'un
sous-graphe connexe colorful. Le prochain théorème explicite cette borne, et la
généralise. Pour prouver ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1. Soit G un graphe connexe à n sommets et m arêtes. Si G contient
au moins i points d'articulations, alors

m ≤
(
n− i

2

)
+ i

Démonstration. Un bloc est un sous-graphe 2-connexe maximal de G. Un bloc
feuille de G est un bloc qui contient exactement un point d'articulation de G.

On prouve ce résultat par récurrence. Il y a
(
n
2

)
paires de sommets, donc

(
n
2

)
arêtes possible dans un graphe simple, ce qui prouve le résultat pour i = 0. Si
i > 0, G admet au moins deux blocs feuilles. Soit v un sommet d'un bloc feuille
qui n'est pas un point d'articulation. Si v a degrés 1, alors G − v a au moins
i− 1 points d'articulations, et par hypothèse de récurrence

m ≤ |E(G− v)|+ 1 ≤
(

(n− 1)− (i− 1)

2

)
+ (i− 1) + 1 =

(
n− i

2

)
+ i

Sinon, G − v admet un ensemble C d'au moins i points d'articulation et v est
adjacent à au plus un d'entre eux. On remarque, cependant, que v ne peut pas
être adjacent à tous les sommets de V (G) \ C, car chaque point d'articulation
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sépare V (G) \ C en au moins deux composantes connexes non-vides. Ainsi v a
degrés au plus (n− 1)− (i− 1)− 1 = n− i− 1. Par hypothèse de récurrence

m ≤ |E(G− v)|+ n− i− 1 ≤
(
n− i− 1

2

)
+ i+ (n− i− 1) =

(
n− i

2

)
+ i

Théorème 5. Soit (G,C) un graphe connexe sommet-colorié à n sommets, m
arêtes et c couleurs. Pour tout entier k ≥ 0, si m ≥

(
n−k−2

2

)
+ n− c+ 2, alors

tc(G,C) ≤ c+ k.

Démonstration. On prouve ce résultat par récurrence sur n. Si n ≤ c+k, alors G
lui-même est un sous-graphe connexe tropical d'ordre au plus c+k. On suppose
donc que n ≥ c + k + 1. Soit F ⊆ V l'ensemble des sommets dont la couleur
apparaît plus d'une fois dans (G,C). On remarque que |F | ≥ n− c+ 1.
Soit i := n−c+1. Nous avons supposé que n ≥ c+k+1, c'est à dire k ≤ n−c−1,
ce qui implique que

m ≥
(
n− k − 2

2

)
+n−c+2 ≥

(
n− (n− c+ 1)

2

)
+n−c+1+1 =

(
n− i

2

)
+i+1

En utilisant le Lemme 1, on sait que G contient moins de i points d'articulation,
et donc que F contient un sommet v qui n'est pas un point d'articulation.

Supposons, dans un premier temps, que d(v) ≥ n− k − 1. G−N [v] est d'ordre
au plus k. Soit p le nombre de couleurs dans N [v]. Construisons un sous-graphe
connexe tropical d'ordre au plus k+c. D'abord, prenons v et p−1 de ses voisins
de manière à avoir un sommet de chacune des p couleurs présentes dans N [v].
Pour chaque couleur manquante z, on ajoute une composante connexe H de
G − N [v] qui contient z. On ajoute aussi éventuellement un sommet de N(v)
pour maintenir la connexité. Dans le pire des cas, on ajoute ainsi tous les som-
mets de G−N [v] et c−p sommets du voisinage de v, ce qui fait un sous-graphe
connexe tropical d'ordre au plus p+ k + (c− p) = c+ k.

Supposons, maintenant, que d(v) ≤ n − k − 2. Soit G′ = G − v, un graphe
à n′ = n− 1 sommets et m′ arêtes. On a alors

m′ ≥ m− (n− k − 2)

≥
(
n− k − 2

2

)
+ n− c+ 2− (n− k − 2)

=

(
n− k − 2

2

)
+ n− c+ 1− (n− k − 3)

=

(
n− k − 3

2

)
+ n− c+ 1

=

(
n′ − k − 2

2

)
+ n′ − c+ 2.
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Par hypothèse de récurrence, il y a un sous-graphe connexe tropical d'ordre c+k
dans G′. C'est aussi un sous-graphe connexe tropical d'ordre c+k dans G. Cela
complète l'argument et la preuve.

On remarque que la preuve peut facilement être transformée en un algo-
rithme polynomial qui trouve un sous-graphe connexe tropical d'ordre c + k
sous les hypothèses du théorème. De plus, la borne donnée par le théorème est
optimale, comme le montre le graphe extrémal décrit ci-dessous. Soit n et k deux
entiers positifs �xés, avec k < n. On considère le graphe complet Kn − k − 2
à n − k − 2 sommets que l'on colorie avec les n − k − 2 couleurs de l'ensemble
{1, 2, ...n − k − 2}. Chaque couleur colorie un unique sommet du graphe. Soit
x1 le sommet de couleur 1. On ajoute un chemin x1v1v2...vk+2 et on colorie
tout les vi avec la couleur 1, sauf vk+2 que l'on colorie 0. Le graphe G ainsi
obtenu a (n − k − 2) + (k + 2) = n sommets. Il est colorié avec c = n − k − 1
couleurs. Il a exactement

(
n−k−2

2

)
+k+2 =

(
n−k−2

2

)
+n−c+1 arêtes. Pourtant,

le seul sous-graphe connexe tropical de G est G lui même. Il n'a donc pas de
sous-graphe connexe tropical d'ordre plus petit que c+ k. Un exemple de cette
construction, pour n = 9 et k = 2, est montré ci-dessous.

x1

x2

x3

x4

x5

v4v1 v2 v3

G

On remarque que le graphe extrémal ci-dessus a une répartition de ses arêtes
très inégale. Une partie des sommets forment une clique tandis que les autres
sont de degrés 1 ou 2. Il est donc naturel de s'interroger sur l'existence d'une
condition sur le degré minimum qui entraînerait l'existence d'un petit sous-
graphe connexe tropicale. Dans un premier temps, nous avons cherché une condi-
tion sur le degré minimum, ou le degré arc-en-ciel minimum qui entraîne l'exis-
tence d'un sous-graphe connexe colorful. La construction suivante s'est avéré un
contre-exemple récurent.

Soit i, j, k ∈ N. On dé�nit G(i, j, k) comme le graphe à (i+ j)k sommets tel
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que

V (G(i, j, k)) = {xa,b,c | a ∈ {u, d} ∧
(a = u)⇒ b ∈ {1, 2, ..., i} ∧
(a = d)⇒ b ∈ {1, 2, ..., j} ∧
c ∈ {1, 2, ..., k}}

E(G(i, j, k)) = {xu,b,cxu,b′,c′ | b, b′ ∈ {1, 2, ..., i} ∧
c, c′ ∈ {1, 2, ..., k} ∧
(b, c) 6= (b′, c′)}

∪
{xd,b,cxd,b′,c | b, b′ ∈ {1, 2, ..., j} ∧

c ∈ {1, 2, ..., k} ∧
b 6= b′}

∪
{xu,b,cxd,b′,c′ | b ∈ {1, 2, ..., i} ∧

b′ ∈ {1, 2, ..., j} ∧
c, c′ ∈ {1, 2, ..., k} ∧
c 6= c′}

G(2, 2, 3) est dessiné ci-dessous en exemple.

xu,1,1 xu,1,2 xu,1,3

xu,2,1 xu,2,2 xu,2,3

xd,1,1

xd,2,1

xd,1,2

xd,2,2

xd,1,3

xd,2,3

G(2, 2, 3)

Pour une raison évidente, je ne dessinerai pas d'autres exemples issus de cette
classe de graphe. On remarque que G(i, j, k) a (i+ j)k sommets, k

(
i
2

)
+ k
(
j
2

)
+

i(i+ 2j)
(
k
2

)
arêtes, a degrés minimum (k− 1)i+ (j − 1) et est (k− 1)i-connexe.
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Pour tout c ∈ {1, ...k}, on appellera Hc le sous-graphe de G(i, j, k) engendré par
les j sommets de la forme xd,b,c.
Il n'est pas évident à priori si il est plus facile de trouver un sous-graphe connexe
tropical de petite taille lorsque le graphe a beaucoup ou peu de couleurs. En
e�et, si le graphe a beaucoup de couleurs, un sous-graphe connexe doit contenir
plus de couleurs pour être tropical, mais il peut aussi plus facilement choisir
des sommets de couleur "rare" pour assurer la connexité. Nous avons ainsi deux
variantes de colorations de G(i, j, k), en fonction de si on préfère un graphe avec
beaucoup de couleurs ou non.

Variante beaucoup de couleurs :
On colorie G(i, j, k) avec les jk + 1 couleurs de l'ensemble {0, ..., jk}. Les som-
mets xu,b,c avec b ∈ {1, ...i} et c ∈ {1, ...k} sont tous coloriés avec la couleur
0. Il reste jk couleurs pour colorier les jk sommets restants, qui prennent donc
tous une couleur unique. Dans cette variante, le graphe est colorié avec jk + 1
couleurs, et a un degré arc-en-ciel de j.

Variante peu de couleurs :
On colorie G(i, j, k) avec les k + j couleurs de l'ensemble {0, ..., k + j − 1}. Les
sommets xu,b,c avec b ∈ {1, ...i} et c ∈ {1, ...k} sont tous coloriés avec la couleur
0. Les sommets xd,b,c avec b ∈ {1, ...j − 1} et c ∈ {1, ...k} sont tous coloriés
avec la couleur b. Il reste à colorier les k sommets xd,j,c, avec c ∈ {1, ...k} et les
k couleurs de l'ensemble {j, ..., k + j − 1} n'ont pas été utilisées, les sommets
restant prennent donc tous une couleur unique. Dans cette variante, le graphe
est colorié avec j + k couleurs, et a un degré arc-en-ciel de j.

Dans les deux variantes de coloration, et pour chaque c ∈ {1, ...k}, il existe
au moins une couleur présente uniquement dans Hc. Cependant, pour tout
c, c′ ∈ {1, ...k}, il n'y a pas d'arête entre Hc et Hc′ . Tous les sommets qui
n'appartiennent à aucun Hc sont de couleur 0, et il n'existe aucun sommet qui
permet, à lui seul, de relier tout les Hc. Ainsi, avec les deux variantes de co-
loration, il n'existe pas de sous-graphe connexe colorful. Il existe, en revanche
un sous-graphe connexe tropical avec seulement un doublon de couleur, car on
trouve facilement deux sommets de couleur 0 qui dominent le graphe.
Avec un bon choix des paramètres i, j et k, on peut donc prouver les résultats
suivants.

Proposition 2. Soit ε, ε′ ∈ [0; 1[. Il existe un graphe à n sommets, sommet-
colorié avec c couleurs, n'admettant aucun sous-graphe colorful, tel que son degré
minimum δ ≥ εn et son degré arc-en-ciel minimum δr ≥ ε′c.

Démonstration. Pour commencer, on choisit k ∈ N tel que k > 1
1−ε . Puis, on

choisit j ∈ N tel que j > ε′k
1−ε′ . On regarde les graphes G(i, j, k) pour i ∈ N

colorié avec la variante à peu de couleurs. Ils sont coloriés avec j + k couleurs,
donc ε′c = ε′(j + k). Or, j > ε′k

1−ε′ , donc j − ε
′j > ε′k, donc j > ε′(j + k). La

condition sur le degré arc-en-ciel minimum est véri�é. De plus, δn = (k−1)i+(j−1)
(i+j)k
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converge vers k−1
k quand i tend vers l'in�ni. Or, k > 1

1−ε , donc k−kε > 1, donc
k − 1 > kε, donc k−1

k > ε. Pour i su�samment grand, le degré minimum de
G(i, j, k) est plus grand que εn, ce qui prouve la proposition.

Proposition 3. Soit K ∈ N. Il existe un graphe à n sommets, sommet-colorié
avec c couleurs, n'admettant aucun sous-graphe colorful, tel que son degré mi-
nimum δ ≥ n− c+K.

Démonstration. Soit i, j, k ∈ N tel que j > i + K (pas de condition sur k).
On regarde le graphe G(i, j, k) colorié avec la variante à beaucoup de couleurs.
n − c + K = (i + j)k − (jk + 1) + K = ik + K − 1 et le degré minimum
δ = (k − 1)i+ (j − 1) > (k − 1)i+ i+K − 1 = ik +K − 1 = n− c+K, ce qui
prouve la proposition.

Proposition 4. Soit K ∈ N et ε ∈ [0, 1[. Il existe un graphe à n sommets,
sommet-colorié avec c couleurs, n'admettant aucun sous-graphe colorful et K-
connexe, tel que son degré minimum δ ≥ εn.

Démonstration. Soit j, k ∈ N tel que k > 1
1−ε . On regarde les graphes G(i, j, k)

pour i ∈ N. Si i ≥ K
k−1 , le graphe est K-connexe. De plus, le degré minimum δ

satisfait que δ
n converge vers k−1

k > ε quand i tend vers l'in�ni. En conséquence,
pour i su�samment grand, G(i, j, k) est K-connexe, de degré minimum δ > εn,
ce qui prouve la proposition.

Finalement, nous avons quand même réussi à obtenir un critère sur le degré
minimum.

Théorème 6. Soit (G,C) un graphe à n sommets, sommet-colorié avec c cou-
leurs. Si le degrés minimum de G, δ ≥ n

2 et si c ≥ n
2 , alors le graphe G admet

un sous-graphe connexe colorful.

Démonstration. Soit S un sous-graphe connexe arc-en-ciel maximum de G. On
veut prouver que |S| = c. Supposons, par contradiction, que |S| < c. Autrement
dit, il y a au moins un sommet v dont la couleur n'est pas présente dans S. v ne
peut pas être adjacent à un sommet de S, car sinon S ∪ v serait un sous-graphe
connexe arc-en-ciel de cardinalité plus grande que S.
Supposons dans un premier temps que S est 2-connexe. Pour tout sommet u ∈ S,
|N(u) ∪ N(v)| ≥ 2, car d(u) ≥ n

2 , d(v) ≥ n
2 et u n'est pas adjacent à v. Si un

sommet w ∈ N(u) ∪N(v) a une couleur di�érente de u, on peut construire un
sous-graphe connexe arc-en-ciel S′ en enlevant au plus un sommet à S, de même
couleur que w, et en ajoutant w et v. S′ est connexe car S est 2-connexe, et
le seul sommet qui a été enlevé n'est pas u. S′ est arc-en-ciel, car la couleur
de v n'est pas présente dans S ∪N(S), S est arc-en-ciel, et on a fait attention
d'enlever le sommet de S de même couleur que w. Pourtant |S′| > |S| ce qui
engendre une contradiction.
Supposons maintenant que S n'est pas 2-connexe. On choisit U un sous-ensemble
de S qui contient exactement un sommet de chaque bloc feuille du sous-graphe
S, et aucun point d'articulation du sous-graphe S. Ainsi, si il existe un sommet
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w dans G qui domine U , alors le sous-graphe engendré par S∪{w} est 2-connexe.
Notre but est de montrer qu'il existe un sommet w dans G qui domine U ∪{v}.
Soit T = N(S). On remarque que toute couleur apparaissant dans T apparaît
aussi dans S, donc |V − T | ≥ c ≥ n

2 , donc |T | ≤
n
2 .

On s'intéresse maintenant au nombre e(U ∪ {v}, T ), c'est à dire le nombre
d'arêtes entre l'ensemble T et l'ensemble U ∪ {v}. On remarque qu'un som-
met de U appartenant au bloc feuille B de S a au plus |B| − 1 voisin dans S, et
donc e(U, T ) ≥ |U |n2 − |S| − 1. Il en découle le calcul suivant.

e(U ∪ {v}, T ) ≥

e(U,T )≥︷ ︸︸ ︷(
|U |n

2
− |S|+ 1

)
+

e(v,T )≥︷ ︸︸ ︷(n
2
−
(
n− |S| − |T |

)
+ 1
)

=(|U |+ 1)
n

2
− n+ |T |+ 2

=(|U | − 1)
n

2
+ |T |+ 2

≥(|U | − 1)|T |+ |T |+ 2

=|U ||T |+ 2

>|U ||T |.

Cela montre qu'il n'est pas possible que chaque sommet de T ne soit adjacent
qu'à au plus |U | sommets de U ∪ {v}. En conséquence, il existe au moins un
sommet w ∈ T tel que w domine U ∪ {v}. S ∪ {w} est 2-connexe. Soit w′ le
sommet de S de même couleur que w. S∪{w, v}\{w′} engendre un sous-graphe
connexe arc-en-ciel de cardinal plus grand que S, c'est une contradiction.

On remarque que la preuve donne un algorithme polynomial pour trouver
un sous-graphe connexe colorful quand les hypothèses s'appliquent. Il su�t de
prendre un sous-graphe connexe arc-en-ciel maximal, et d'appliquer les étapes
de la preuve pour obtenir un autre sous-graphe connexe arc-en-ciel de cardinal
plus grand, jusqu'à obtenir un sous-graphe connexe colorful.
Pour tout i ≥ 2, le graphe G(i, i − 1, 2) colorié avec la variante à beaucoup de
couleurs est un exemple de graphe à n sommets, sommet-colorié avec c couleurs,
tel que c = n

2 et δ = n
2 − 1, qui n'admet pas de sous-graphe connexe colorful.

En e�et, dans ce cas, n = 4i− 2, c = 2i− 1 et δ = 2i− 2.
De même pour tout i ≥ 2, le graphe G(i, i − 1, 4) colorié avec la variante à
beaucoup de couleurs est un exemple de graphe à n sommets, sommet-colorié
avec c couleurs, tel que c = n

2 − 1 et δ = n
2 , qui n'admet pas de sous-graphe

connexe colorful. En e�et, dans ce cas, n = 8i− 4, c = 4i− 3 et δ = 4i− 2.
Ces deux graphes extrémaux montrent bien que ce résultat ne peut pas être
amélioré.
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Chapitre II

Homomorphisme tropical

5 Généralités sur les homomorphismes

Un problème bien connu de la théorie des graphes consiste à trouver une
coloration propre d'un graphe, c'est à dire assigner une couleur à chaque som-
met de telle manière que deux sommets adjacents n'ait pas la même couleur.
Il est toujours possible de le faire en assignant à chaque sommet une couleur
unique. La question classique consiste donc plutôt à savoir combien de couleurs
sont nécessaire au minimum. On appelle ce nombre le nombre chromatique du
graphe, et on le note χ(G). Un résultat classique est que tout graphe planaire
peut être colorié avec quatre couleurs. Cette question peut être reformuler en
un problème de décision binaire de la forme "`Peut-on colorier le graphe G avec
k couleurs ?"' où k est �xé. Par exemple, un résultat classique est que le pro-
blème de décider si un graphe planaire peut être colorié avec trois couleurs est
NP-complet.
Une généralisation naturelle de ce problème consiste à dire que, peut-être, cer-
taines paires de couleurs ne peuvent pas se toucher non plus. La formalisation de
cette idée nous amènent à la notion d'homomorphisme de graphe. Un homomor-
phisme du graphe G vers le graphe H est une fonction des sommets de G vers les
sommets de H tel que deux sommets adjacents dans G ont une image adjacente
dans H. Si H est le graphe complet à k sommets, alors un homomorphisme de G
vers H est exactement une coloration propre de G avec k couleurs. C'est pour-
quoi un homomorphisme de G vers H est aussi appelé une H-coloration de G
(que H soit complet ou non). Le nombre chromatique χ(G) peut être interprété
comme l'entier minimum tel que G admette un homomorphisme vers un graphe
simple à χ(G) sommets.
On remarque que la relation G admet un homomorphisme vers H est transi-
tive, c'est à dire que si G admet un homomorphisme vers H et H admet un
homomorphisme vers I, alors G admet un homomorphisme vers I, la composé
de l'homomorphisme de G vers H et de celui de H vers I. La notion de core
de graphe est essentiel lorsque l'on travaille sur les homomorphismes de graphe.
Un graphe est dit core si il n'admet pas d'homomorphisme vers un de ses sous-
graphes induit strict. Tout graphe G admet un unique sous-graphe induit H tel
que H est un core et G admet un homomorphisme vers H. On appelle alors
H le core de G. La notion de core est importante, car pour tous graphes G et
H, G admet un homomorphisme vers H si et seulement si le core de G admet
un homomorphisme vers H si et seulement si G admet un homomorphisme vers
le core de H. On remarque que le core de tout graphe biparti non réduit à un
sommet est une simple arête.
Le problème de décision binaire associé aux homomorphismes est le suivant :
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H-Coloration
Donnés: Un graphe G.
Question: Existe-t-il un homomorphisme de G dans H ?

La remarque précédente nous donne tout de suite que si H est biparti, H-
Coloration est simplement le problème de savoir si G admet un homomor-
phisme vers une arête, autrement dit, si G est biparti. Cela prouve en particulier
que H-Coloration est polynomial quand H est biparti. Le théorème suivant
raconte l'autre moitié de l'histoire.

Théorème 7 (de Dichotomie [53]). Si H est biparti, alors H-Coloration est
polynomial, sinon H-Coloration est NP-complet.

6 Dé�nitions des homomorphismes tropicaux

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux homomorphismes tropicaux. Soit (G,C)
et (H,D) deux graphes sommets-coloriés (pas nécessairement proprement). Un
homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D) est un homomorphisme de G
vers H qui préserve la coloration, c'est à dire que l'image dans H d'un sommet
u de G est colorié dans (H,D) par la même couleur que u dans (G,C).
Il ne peut y avoir un homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D) que si
toutes les couleurs présentes dans (G,C) sont aussi présentes dans (H,D). De
plus, tout sommet de H colorié par D avec une couleur qui n'est pas présente
dans (G,C) n'interviendra pas dans l'homomorphisme. Ainsi, on peut suppo-
ser sans perte de généralité que l'ensemble des couleurs de (G,C) est le même
que l'ensemble des couleurs de (H,D). C'est ce qu'on fera dans le reste du cha-
pitre. On peut remarquer que si C et D colorient tous les sommets de la même
couleur, un homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D) est simplement un
homomorphisme de G vers H.
On retrouve la notion de core de graphe. On dit qu'un graphe sommet-colorié est
un core si il n'admet pas d'homomorphisme tropical vers un de ses sous-graphes
induit strict. Tout graphe sommet-colorié (G,C) admet un unique sous-graphe
induit H tel que (H,C|H ) est un core et (G,C) admet un homomorphisme tro-
pical vers (H,C|H ). On appelle alors H le core de (G,C). (G,C) admet un
homomorphisme tropical vers (H,D) si et seulement si le core de (G,C) admet
un homomorphisme tropical vers (H,D) si et seulement si (G,C) admet un ho-
momorphisme tropical vers le core de (H,D).
Le problème de décision binaire associé aux homomorphismes tropicaux est le
suivant.

(H,D)-Tropical-Coloration
Donnés: Un graphe sommet-colorié (G,C).
Question: Existe-t-il un homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D) ?

Ces problèmes sont tous dans NP car il est facile de véri�er qu'une fonction des
sommets de G dans les sommets de H est bien un homomorphisme tropical. On
a naturellement envie d'avoir un théorème de dichotomie des homomorphismes
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tropicaux, analogue au Théorème 7. On va voir dans la section suivante, que ce
n'est pas si simple.

7 Relation avec les Problèmes de Satisfaction de

Contraintes

Les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP) sont dé�nis formellement
par un triplet 〈X,D,C〉, où X est un ensemble de n variables, D est un ensemble
de n domaines de valeurs, chaque domaine étant associé à une variable, et où C
est un ensemble de contraintes. Chaque contrainte est une paire 〈t, R〉, où t est
un N -uplet de variables de X et R est un ensemble de N -uplet de valeurs des
domaines de valeurs correspondantes aux variables. R est donc plus simplement
une relation. Une évaluation des variables est une fonction f qui a chaque va-
riable de X associe une valeur de son domaine associé. On dit qu'un évaluation
f satisfait une contrainte 〈(x1, x2, ..., xn), R〉 si (f(x1), f(x2), ..., f(xn)) ∈ R.
Une solution d'un problème de satisfaction de contrainte est une évaluation qui
satisfait toutes les contraintes.
En termes de théorie des graphes, un problème de satisfaction de contraintes est
un hyper-graphe source G et un hyper-graphe cible H. Une solution est alors
un homomorphisme d'hypergraphe de G vers H, c'est à dire une fonction des
sommets de G dans les sommets de H tel que les arêtes sont préservées. En
e�et, les variables sont alors les sommets de G, les contraintes sont constituées
d'une arête de G et d'un ensemble d'arêtes de H de même arité. Les domaines
peuvent également être représentés par des arêtes supplémentaires dans G et H.
Le problème de décision binaire associé aux problèmes de satisfaction de contraintes
�xe les relations que l'on peut utiliser dans une contrainte et demande pour un
problème donné si il existe une solution. Le problème de décision binaire ainsi
dé�ni est appelé T -CSP, où T est l'ensemble des relations autorisées. En terme
de théorie des graphes, cela revient à �xer l'hypergraphe cible, et à demander
pour un hypergraphe source donné, si il existe un homomorphisme. Ainsi, il est
évident que le problème (H,D)-Tropical-Coloration est un T -CSP.
La conjecture la plus importante dans le domaine des CSP est la suivante.

Conjecture 1 (T. Feder et M. Vardi [42]). Pour tout ensemble de relation T ,
T -CSP est polynomial ou NP-complet.

Le résultat central concernant les homomorphismes tropical est le suivant.

Théorème 8. (H,D)-Tropical-Coloration est polynomial ou NP-complet
pour tout graphe sommet-colorié (H,D) si et seulement si la Conjecture 1 est
vraie.

Comme le problème (H,D)-Tropical-Coloration est un T -CSP, il est
immédiat que la Conjecture 1 implique que (H,D)-Tropical-Coloration
est polynomial ou NP-complet. Pour prouver le Théorème 8, il su�t donc de
prouver l'autre implication. En fait, on va même prouver quelque chose de plus
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fort, puisqu'on va se limiter à des graphes sommet-colorié à deux couleurs. On
suit la construction de Feder et Vardi (Théorème 10 de [42]) pour prouver un
résultat similaire pour les homomorphismes de graphes orientés, en se basant
sur la présentation qui en est faite dans le livre de Hell et Ne²et°il [54].

Deux problèmes de décisions binaires sont polynomialement équivalents si
ils sont mutuellement réductibles l'un sur l'autre en temps polynomial.

Dé�nition 2 (chemin forçant 2-colorié). Un chemin forçant 2-colorié est un
chemin colorié avec deux couleurs de telle manière que chaque sommet a au
plus un voisin de chaque couleur.

En d'autres termes, un chemin forçant 2-colorié est un chemin de sommets
noirs et blancs tel que chaque sommet interne a exactement un voisin blanc
et un voisin noir. Par exemple, NBBNNBBNNBBN est un chemin forçant
2-colorié.

On va considérer le problème H-Rétraction, dé�ni pour un graphe H.
Étant donné un grapheG qui contientH comme sous-graphe induit,H-Rétraction
consiste à décider si G admet un homomorphisme versH tel que sa restriction au
sous-graphe H de G est l'identité. Le problème (H,D)-Rétraction est dé�ni
de la même façon pour les homomorphismes tropicaux.

On remarque que siH (respectivement (H,D)) est un core, alorsH-Rétraction
(respectivement (H,D)-Rétraction) est polynomialement équivalent à H-
Coloration (respectivement (H,D)-Tropical-Coloration). En e�et, soit
G un graphe contenant H comme sous-graphe induit, si H est un core, un ho-
momorphisme de G vers H est obligé d'envoyer le sous-graphe H sur lui-même.
Réciproquement, ajouter une copie de H a un graphe ne change pas si il peut
être envoyé par un homomorphisme vers H.

Théorème 9. Pour tout ensemble de relations �xé T , il existe un graphe 2-
colorié (H,D) tel que (H,D)-Tropical-Coloration et T -CSP sont poly-
nomialement équivalents. De plus, (H,D) peut être choisi biparti et de telle
manière à admettre un homomorphisme vers un chemin forçant 2-colorié.

Démonstration. On suit la preuve du Théorème 5.14 du livre [54] qui prouve un
résultat similaire pour les homomorphismes de graphe orienté. Dans un premier
temps, on prouve que pour tout ensemble relationnel �xé T il existe un graphe
biparti H tel que le problème T -CSP et le problème H-Rétraction sont po-
lynomialement équivalents (on reprend directement cette première étape pour
notre preuve). Ensuite, on montre que pour tout graphe biparti H, il existe
un graphe orienté H ′ tel que H-Rétraction et H ′-Rétraction sont poly-
nomialement équivalents. En�n, on montre que H ′ est un core et que, donc,
H ′-Rétraction et H ′-Coloration-Orienté sont polynomialement équiva-
lents. On adapte ici cette preuve au cas du problème d'homomorphisme de
graphe 2-colorié.

La construction de H ′ à partir de H dans [54] utilise les chemins "zig-zag".
Pour nous, on remplace les chemins zig-zag par des chemins 2-colorié bien choi-
sis, qui joueront le même rôle. Ainsi, on pourra construire un graphe 2-colorié
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H ′ à partir d'un graphe biparti H tel que H-Rétraction et H ′-Rétraction
sont polynomialement équivalents. Nos chemins vont avoir des sommets noirs
dénotés par N et des sommets blancs dénotés par B. Ainsi, le chemin BN4B4N
consiste d'un sommet blanc, quatre sommets noirs, quatre sommets blancs et
un sommet noir. Les sous-chemins monochromatiques maximums sont appelés
des séries. Ainsi, le chemin ci-dessus est constitué de la concaténation de quatre
séries : la première et dernière de longueur 1 et les deux du milieu de longueur
4.

Étant donné un entier impair `, on construit un chemin P consistant de
` séries. La première et dernière série consistent toutes les deux en un seul
sommet blanc. Les séries intérieures sont de longueur quatre. On appelle 0 le
dernier sommet de P (le plus à droite). A partir de P , on construit `− 2 paths
P1, . . . , P`−2. Le chemin Pi (i ∈ {1, 2, . . . , ` − 2}) est obtenu en remplaçant la
i-ème série de longueur quatre de P par une série de longueur deux. On appelle
i le dernier sommet de Pi.

De même, étant donné un entier pair k, on contruit une deuxième famille de
chemins Q et Qj (j ∈ {1, 2, . . . , k− 2). Le premier sommet de Q est appelé 1 et
le premier sommet de Qj est appelé j. Les chemins sont décrits ci-dessous :

P := BN4B4 · · ·W 4N4︸ ︷︷ ︸
`−2

W

Pi := BN4 · · ·B4︸ ︷︷ ︸
i−1

N2B4 · · ·N4︸ ︷︷ ︸
`−i−2

B (i impair)

Pi := BN4 · · ·N4︸ ︷︷ ︸
i−1

B2N4 · · ·N4︸ ︷︷ ︸
`−i−2

B (i pair)

Q := BN4B4 · · ·N4W 4︸ ︷︷ ︸
k−2

N

Qj := BN4 · · ·B4︸ ︷︷ ︸
j−1

N2B4 · · ·B4︸ ︷︷ ︸
k−j−2

N (j impair)

Qj := BN4 · · ·N4︸ ︷︷ ︸
j−1

B2N4 · · ·B4︸ ︷︷ ︸
k−j−2

N (j pair)

On remarque les propriétés suivantes (voir page 156 de [54]) :

1. Les chemins P et Pi (i ∈ {1, 2, . . . `−2) admettent tous un homomorphisme
tropical vers un chemin forçant 2-colorié de longueur 2`− 1, (c'est à dire
un chemin consistant d'une série de longueur 1, `− 2 séries de longueur 2
et une série �nale de longueur 1 : BNNBBN · · ·BNNB).

2. Les chemins Q et Qj (j ∈ {1, 2, . . . k − 2) admettent tous un homomor-
phisme tropical vers un chemin forçant 2-colorié de longueur 2k − 1.

3. Si il existe un homomorphisme tropical de Pi vers Pi′ envoyant le sommet
i sur le sommet i′, alors i = i′.

4. Si il existe un homomorphisme tropical de Qj vers Qj′ , alors j = j′.

5. Pour tout i ∈ {1, 2, . . . ` − 2}, il existe un homomorphisme tropical de P
vers Pi envoyant le sommet 0 sur le sommet i.
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6. Pour tout j ∈ {1, 2, . . . k − 2}, il existe un homomorphisme tropical de Q
vers Qj envoyant le sommet 1 sur le sommet j.

7. Si X est un graphe sommet-colorié avec deux couleurs, x est un sommet
de X et i 6= i′ tel qu'il existe un homomorphisme de X vers Pi envoyant le
sommet x sur le sommet i et un homomorphisme de X vers Pi′ envoyant
le sommet x sur le sommet i′, alors il existe un homomorphisme de X vers
P envoyant le sommet x sur le sommet 0.

8. Si Y est un graphe sommet-colorié avec deux couleurs, y est un sommet de
Y et j 6= j′ tel qu'il existe un homomorphisme de Y vers Qj envoyant le
sommet y sur le sommet j et un homomorphisme de Y vers Qj′ envoyant
le sommet y sur le sommet j′, alors il existe un homomorphisme de Y vers
Q envoyant le sommet y sur le sommet 1.

On remarque que les chemins forçant 2-colorié peuvent être utilisés pour dé�nir
la hauteur dans les graphes sommet-coloriés avec deux couleurs d'une manière
similaire à la hauteur dans les graphes orientés acycliques. Plus précisément, en
supposant que G est un graphe connexe sommet-colorié avec deux couleurs qui
admet un homomorphisme tropical g vers un chemin forçant 2-colorié, disons C.
Les sommets de C sont appelés h0, h1, . . . , ht. On remarque que chaque sommet
de C a au plus un voisin noir et au plus un voisin blanc, donc une fois qu'un
sommet de G a été envoyé sur C par g, l'image par g de tous ses voisins est
déterminé et, comme G est connexe, l'image par g de tous les sommets de G est
déterminé. En particulier si g est surjectif, il y a exactement un homomorphisme
tropical de G vers C. (Plus précisément, si la longueur de C est paire, il peut y
avoir un automorphisme de C qui renverse le chemin. Dans ce cas, il y a deux
homomorphismes de G vers C, qui sont équivalents à renversement près.) On
observe ensuite que si il y a un homomorphisme tropical surjectif g de G vers C,
un homomorphisme tropical f de G vers H et un homomorphisme tropical h de
H vers C, alors pour tout sommet u ∈ V (G), g(u) = h(f(u)). Cela nous permet
de dé�nir la hauteur de u ∈ V (G) comme hi, où g(u) = hi. Plus exactement,
les sommets à hauteur hi dans G ne peuvent être envoyés par f que sur des
sommets à hauteur hi dans H.

Pour chaque ensemble relationnel T , il y a un graphe biparti H tel que
T -CSP et H-Rétraction sont polynomialement équivalents [42, 54]. Consi-
dérons que H est biparti avec partie A et B, avec A = {a1, . . . , a|A|} et B =
{b1, . . . , b|B|}. Soit ` (respectivement k) le plus petit entier impair (respective-
ment pair) plus grand ou égal à |A| + 2 (respectivement |B| + 2). On obtient
(H ′, D) de la manière suivante. On colorie tous les sommets de H en blanc. Puis,
à chaque sommet ai ∈ A on attache une copie de Pi en identi�ant le sommet i
de Pi au sommet ai de A. De même, à chaque sommet bj ∈ B on attache une
copie de Qj en identi�ant le sommet j de Qj au sommet bj de B. Le résultat de
cette construction est le graphe sommet-colorié (H ′, D) illustré sur la Figure 1.

On a�rme que H-Rétraction est polynomialement équivalent à (H ′, D)-
Rétraction (et donc à (H ′, D)-Tropical-Coloration, car (H ′, D) est un
core). Soit G un graphe biparti contenant H comme sous-graphe induit avec
partie A′ et B′ contenant respectivement A et B. On construit le graphe biparti
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sommet-colorié avec deux couleurs (G′, C) contenant (H ′, D) de la manière sui-
vante. On colorie tous les sommets de G en blanc. Puis, à chaque sommet ai ∈ A
on attache une copie de Pi en identi�ant le sommet i de Pi au sommet ai de A.
De même, à chaque sommet bj ∈ B on attache une copie de Qj en identi�ant
le sommet j de Qj au sommet bj de B. En�n, à chaque sommet a ∈ A′ \ A
on attache une copie de P en identi�ant le sommet 0 de P au sommet a et à
chaque sommet b ∈ B′ \ B on attache une copie de Q en identi�ant le som-
met 1 de Q au sommet b. Étant donné les Propriétés 5 et 6 et la notion de
hauteur précédemment dé�nie, G′ se rétracte sur H ′ si et seulement si G se
rétracte sur H. Réciproquement, soit (G′, C) un graphe biparti sommet-colorié
avec deux couleurs contenant (H ′, D) comme sous-graphe induit. (H ′, D) ad-
met un unique homomorphisme tropical vers un chemin forçant 2-colorié de
longueur 2(`+ k)− 1, appelé CF . On peut supposer que (G′, C) admet un ho-
momorphisme tropical g vers CF , sans quoi aucune rétraction de (G′, C) sur
(H ′, D) n'est possible. Les sommets de G′ correspondant au sommet de H sont
tous coloriés en blanc. La composante blanche maximale contenant les sommets
correspondant à H forment un graphe biparti appelé G. g envoie G sur deux
sommets blancs de CF qui séparent CF en deux chemins forçant de longueurs
respectives `−1 et k−1 appelés respectivement CFP et CFQ. Les composantes
de G′ −G peuvent être séparés en deux types, ceux qui sont envoyés par g sur
CFP et ceux qui sont envoyés par g sur CFQ. Soit C1, C2, . . . , Cl les composantes
du premier type. Si une composante Cj contient deux sommets de G distincts,
alors on peut les identi�er, car Cj doit être envoyé sur un Pa qui ne contient
qu'un sommet de G. On peut donc supposer sans perte de généralité que chaque
Cj contient un unique sommet de G. Par le même argument, on peut supposer
que Cj admet un homomorphisme vers au moins un Pa, avec a ∈ A. Si ce a
est unique, on peut rétracter Cj sur Pa et modi�er G′, sans changer l'existence
d'une rétraction. Donc, on peut supposer que Cj admet un homomorphisme
vers deux chemins distincts Pa1 et Pa2 , et donc, d'après les Propriétés 5 et 7,
Cj admet un homomorphisme vers tous les Pa. Par le même raisonnement, on
obtient que les autres composantes de G′ − G admettent un homomorphisme
vers tous les Qb. Cela implique que G′ se rétracte sur H ′ si et seulement si G se
rétracte sur H, ce qui complète la preuve.

On a prouvé qu'une dichotomie des problèmes (H,D)-Tropical-Coloration
serait équivalente à une dichotomie des problèmes T -CSP. Dans un premier
temps, il a semblé plus raisonnable de travailler sur une question peut être plus
facile, motivée par les problèmes d'homomorphisme listé présenté dans la sec-
tion suivante. La question est la suivante : Peut-on trouver une dichotomie entre
les graphes H dont toutes les colorations D véri�ent que (H,D)-Tropical-
Coloration est polynomial, et les graphes H dont il existe au moins une co-
loration D tel que (H,D)-Tropical-Coloration est NP-complet ? On peut
tout de suite répondre que si H-Coloration est NP-complet, alors il existe
une coloration D tel que (H,D)-Tropical-Coloration est NP-complet, la
coloration monochrome. Il en résulte que cette question n'a d'intérêt que pour
les graphes bipartis, pour lesquels H-Coloration est polynomial. Un sous-
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Figure 1 � Construction du graphe cible sommet-colorié avec deux couleurs
(H ′, D) à partir d'un problème de H-Rétraction.

problème pertinent serait de trouver une telle dichotomie pour les cycles et les
arbres.

8 Relation avec l'homomorphisme listé

Soit un grapheH. Le problème d'homomorphisme listéH-Liste-Coloration
est le suivant.
H-Liste-Coloration
Donnés: Un graphe G. Pour chaque sommet v de G, un ensemble l(v) ⊂
V (H).
Question: Existe-t-il un homomorphisme h de G vers H tel que pour tout
v ∈ V (G), h(v) ∈ l(v) ?

Ce problème est intéressant pour l'étude des homomorphismes tropicaux pour
deux raisons. Le problème d'homomorphisme listé est lié au problème d'homo-
morphisme tropical de plusieurs manières que nous allons détailler dans cette
partie. De plus, le problème d'homomorphisme listé satisfait un théorème de
dichotomie de Feder, Hell et Huang présenté ci-dessous.

Théorème 10 (Feder, Hell et Huang [41]). Le problème d'homomorphisme listé
H-Liste-Coloration est polynomial si H est un graphe bi-arc, et NP-complet
sinon.

Alternativement, ces graphes sont caractérisés par Trotter et Moore [71] par
sept familles de sous-graphes induit interdit (voir leur description dans la Table
1, reproduite depuis [41]). Pour décrire ces sept familles de manière concise,
ils emploient la notation suivante : Soit F = {Si : 1 ≤ i ≤ k} une famille de
sous-ensemble de {1, 2, · · · , `}. On dé�nie HF comme le graphe biparti (X,Y )
avec X = {x1, x2, . . . , x`} et Y = {y1, y2, . . . , yk} tel que xiyj est une arête si et
seulement si i ∈ Sj . Les familles C, T ,W ,D,M ,N etG de la Table 1 sont dé�nis
de cette manière. Ces familles sont représentées dans la Figure 2. On remarque
que la famille C est simplement la famille des cycles pairs d'ordre au moins six,
et que G1 est le seul arbre de la table. Étant donné cette caractérisation, on
peut reformuler le Théorème 10 comme suit.
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Théorème 11 (Reformulation du Théorème 10, Feder, Hell et Huang [41]). Si
H contient un des graphes dé�nis dans la Table 1 comme sous-graphe induit
ou si H n'est pas biparti, alors H-Liste-Coloration est NP-complet. Sinon,
H-Liste-Coloration est polynomial.

C6 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 1}}
C8 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}}
C10 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 1}}
. . .
T1 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {2, 3, 5}, {5}}
T2 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {2, 3, 4, 6}{6}}
T3 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}, {2, 3, 4, 5, 7}, {7}}
. . .
W1 = {{1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, {4}}
W2 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {2, 3, 4, 5}, {5}}
W3 = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {1, 2, 3, 4, 6}, {2, 3, 4, 5, 6}, {6}}
. . .
D1 = {{1, 2, 5}, {2, 3, 5}, {3}, {4, 5}, {2, 3, 4, 5}}
D2 = {{1, 2, 6}, {2, 3, 6}, {3, 4, 6}, {4}, {5, 6}, {2, 3, 4, 5, 6}}
D3 = {{1, 2, 7}, {2, 3, 7}, {3, 4, 7}, {4, 5, 7}, {5}, {6, 7}, {2, 3, 4, 5, 6, 7}}
. . .
M1 = {{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3}, {1}, {1, 2, 4, 6}, {2, 4}, {2, 5}}
M2 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3}, {1}, {1, 2, 3, 4, 6, 8}, {1, 2, 4, 6},

{2, 4}, {2, 7}}
M3 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3}, {1},

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10}, {1, 2, 3, 4, 6, 8}, {1, 2, 4, 6}, {2, 4}, {2, 9}}
. . .
N1 = {{1, 2, 3}, {1}, {1, 2, 4, 6}, {2, 4}, {2, 5}, {6}}
N2 = {{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3}, {1}, {1, 2, 3, 4, 6, 8}, {1, 2, 4, 6}, {2, 4}, {2, 7}, {8}}
N3 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3}, {1}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10},

{1, 2, 3, 4, 6, 8}, {1, 2, 4, 6}, {2, 4}, {2, 9}, {10}}
. . .
G1 = {{1, 3, 5}, {1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}
G2 = {{1}, {1, 2, 3, 4}, {2, 4, 5}, {2, 3, 6}}
G3 = {{1, 2}, {3, 4}, {5}, {1, 2, 3}, {1, 3, 5}}

Table 1 � Les six familles in�nies C, T , W , D, M , N et la famille G de
taille 3 des sous-graphes induits interdits pour la polynomialité de H-Liste-
Coloration

Ainsi la dichotomie des problèmes d'homomorphismes listés est bien connue.
Mais il existe une réduction très simple de (H,D)-Tropical-Coloration vers
H-Liste-Coloration. En e�et, soit (G,C) une instance de (H,D)-Tropical-
Coloration, c'est à dire un graphe sommet-colorié. On obtient une instance de
H-Liste-Coloration en prenant le graphe G et pour chacun de ses sommets
v, l(v) est l'ensemble des sommets de H de même couleur que v. Il est évident
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Figure 2 � Les six familles in�nies C, T , W , D, M , N et la famille G de
taille 3 des sous-graphes induits interdits pour la polynomialité de H-Liste-
Coloration

que c'est une réduction polynomiale de (H,D)-Tropical-Coloration versH-
Liste-Coloration. De plus, cette réduction existe quelle que soit la coloration
D. Ainsi le Théorème 11 nous donne immédiatement le théorème suivant.

Théorème 12. Si H est biparti et n'admet pas un des graphes de la Table
1 comme sous-graphe induit, alors (H,D)-Tropical-Coloration est polyno-
mial quel que soit la coloration D de H.

En revanche si H-Liste-Coloration est NP-complet, alors la réduction ne
nous dit rien sur la complexité de (H,D)-Tropical-Coloration.

Un autre lien intéressant entre les homomorphismes listé et les homomor-
phismes tropicaux est le suivant.

Théorème 13. Soit H un graphe à n sommets. Il existe un graphe sommet-
colorié (H ′, D) d'ordre n2 à n+ 1 couleurs, tel que H-Liste-Coloration est
polynomialement équivalent à (H ′, D)-Tropical-Coloration.

Démonstration. La construction est la suivante. H est un graphe à n sommets
v1, v2, ..., vn. On va construire un graphe sommet-colorié (H ′, D) à n2 som-
mets coloriés avec les couleurs 0, 1, 2, ..., n. Dans un premier temps, on copie
H et on colorie tous ses sommets avec la couleur 0. Puis pour chaque sommet
vi de H, on ajoute n − 1 sommets de degrés 1 adjacent à vi coloriés avec les
n − 1 couleurs de l'ensemble {1, 2, · · · , n} \ {i}. On appelle le résultat obtenu
(H ′, D). On remarque que les seuls sommets de (H ′, D) de degrés plus grand
que 1 sont exactement les sommets coloriés avec la couleur 0 et qu'ils forment
une copie de H. Pour prouver que H-Liste-Coloration est polynomialement
équivalent à (H ′, D)-Tropical-Coloration, il su�t de faire une réduction de
H-Liste-Coloration vers (H ′, D)-Tropical-Coloration, puis une réduc-
tion de (H ′, D)-Tropical-Coloration vers H-Liste-Coloration.
Soit le grapheG et l : V (G)→ P (V (H)) une instance deH-Liste-Coloration.
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On construit le graphe sommet colorié (G′, C) de la manière suivante. Dans un
premier temps, on copie G et on colorie tout ses sommets avec la couleur 0. Puis,
pour chaque sommet v de G, on ajoute n− |l(v)| sommets de degrés 1 adjacent
à v coloriés avec les n−|l(v)| couleurs de l'ensemble {1, 2, · · · , n}\{i|vi ∈ l(v)}.
On appelle le résultat obtenu (G′, C). Si le sommet v ∈ (G′, C) est de couleur
0 et admet un voisin de couleur i, il ne peut être envoyé que sur un sommet de
(H ′, D) de couleur 0 admettant un voisin de couleur i, c'est à dire n'importe
quel sommet de couleur 0 dans (H ′, D) sauf vi. La liste des couleurs dans le
voisinage de v correspond donc exactement à la liste des sommets vers lequel il
ne peut pas être envoyé dans (H ′, D). Il est ensuite facile de véri�er qu'un ho-
momorphisme tropical de (G′, C) vers (H ′, D) correspond à un homomorphisme
de G vers H satisfaisant les listes l, et réciproquement.
Soit (G′, C) un graphe sommet-colorié, instance de (H ′, D). Si deux sommets
de couleurs di�érentes de 0 sont adjacents dans (G′, C), il n'y a pas d'homo-
morphisme tropical de (G′, C) dans (H ′, D). On peut donc supposer que tout
les voisins d'un sommet de couleur di�érente de 0 est toujours colorié par la
couleur 0. De plus, comme tous les sommets de couleur di�érente de 0 ont degré
1 dans (H ′, D), on peut supposer sans perte de généralité que c'est aussi le cas
dans (G′, C). Soit G le sous-graphe de G′ induit par les sommets de (G′, C)
de couleur 0. Pour tout v ∈ G, on dé�nit l(v) comme l'ensemble des sommets
vi ∈ V (H) tel que la couleur i n'apparaît pas dans le voisinage de v dans (G′, C).
Comme précédemment, on remarque qu'un homomorphisme tropical de (G′, C)
vers (H ′, D) correspond à un homomorphisme de G vers H satisfaisant les listes
l, et réciproquement.

On a ainsi prouvé que tout problème d'homomorphisme listé peut en fait
s'écrire comme un problème d'homomorphisme tropical, ce qui nous donne
directement un certain nombre de graphes sommet-colorié (H,D) pour les-
quelles (H,D)-Tropical-Coloration est NP-complet. Appliquer ce théorème
à l'arbre de la Figure 2 nous donne ainsi un arbre d'ordre 81. On verra dans
la section 10 qu'on peut obtenir un arbre plus petit (d'ordre 23) en s'inspirant
de cette idée. En appliquant ce théorème au plus petit graphe de la Figure 2,
qui est en fait le cycle C6, on obtient un graphe sommet-colorié d'ordre 36 à
36 arêtes et 7 couleurs. Nous allons voir maintenant qu'en ra�nant un peu la
technique, on peut obtenir un résultat beaucoup plus fort.
On appelle H9 le graphe obtenu de C6 en ajoutant un sommet pendant de degrés
1 à trois sommets indépendants. Soit D la coloration de H9 qui colorie le cycle
avec la couleur 0 et les trois sommets pendants avec trois couleurs distincts 1,
2 et 3 (voir Figure 3).

Théorème 14. (H9, D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

Démonstration. Nous allons décrire la réduction depuis C6-Liste-Coloration.
Pour commencer, on nomme les sommets de C6 de 1 à 6 séquentiellement. On
fait de même sur le C6 qui est inclus dans H9. On peut supposer, sans perte
de généralité, que le sommet adjacent au sommet Rouge est nommé 1, et que
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Figure 3 � Le graphe sommet-colorié à quatre couleurs (H9, D).

celui adjacent au sommet Vert est nommé 3. Il en découle que celui adjacent au
sommet Bleu est nommé 5.

Soit un graphe G et l : V (G) → P (V (H)), une instance de C6-Liste-
Coloration. Si G n'est pas biparti, alors G n'admet pas d'homomorphisme
vers C6, donc on peut supposer que G est biparti. Comme G et C6 sont biparti,
on peut supposer que pour tout sommet u ∈ V (G), l(u) ∈ {1, 3, 5} ou l(u) ∈
{2, 4, 6}.

On construit (G′, C) un graphe sommet-colorié, instance de (H9, D)-Tropical-
Coloration comme suit. Dans un premier temps, on copie G et on colorie tout
ses sommets avec la couleur Noire. Puis pour chaque sommet u de G, on ajoute
un gadget Hu attaché à la copie de u. Le graphe sommet colorié ainsi obtenu
est appelé (G′, C). Le gadget Hu dépend de l(u) et est décrit ci-dessous.

� Si l(u) = {1} (respectivement, {3} ou {5}), alors Hu est un simple sommet
pendant Rouge (respectivement, Vert ou Bleu).

� Si l(u) = {2} (respectivement, {4} ou {6}), alors Hu est constitué de deux
chemin d'ordre 2 : un chemin Rouge et Noir et un chemin Vert et Noir
(respectivement Vert et Noir et Bleu et Noir, ou Bleu et Noir et Rouge et
Noir). Le sommet Noir de chaque chemin est adjacent à la copie de u.

� Si l(u) = {2, 4} (respectivement, {4, 6} ou {2, 6}), alors Hu est un chemin
d'ordre 2 Vert et Noir (respectivement Bleu et Noir, ou Rouge et Noir).
Le sommet noir est adjacent à la copie de u.

� Si l(u) = {1, 3} (respectivement, {3, 5} ou {1, 5}), alors Hu est un chemin
d'ordre 5 Rouge Noir Noir Noir Vert (respectivement Vert Noir Noir Noir
Bleu ou Bleu Noir Noir Noir Rouge) dont le sommet Noir central est
adjacent à la copie de u.

� Si l(u) = {1, 3, 5}, alors Hu est un chemin d'ordre 3 Noir Noir Rouge dont
le premier sommet Noir est adjacent à la copie de u.

� Si l(u) = {2, 4, 6}, alors Hu est un chemin d'ordre 4 Noir Noir Noir Rouge
dont le premier sommet Noir est adjacent à la copie de u.

Prouvons que G admet un homomorphisme vers C6 satisfaisant les contraintes
engendrées par l si et seulement si (G′, C) admettent un homomorphisme tro-
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pical vers (H9, D).
Dans un premier temps, considérons un homomorphisme h de G vers C6 satis-
faisant les contraintes engendrées par l. On peut construire un homomorphisme
tropical h′ de (G′, C) vers (H9, D) comme suit. Pour chaque sommet v tel que
h(v) = i ∈ C6, on envoie la copie de v sur i dans H9. Il est clair que cela dé�nit
un homomorphisme du sous-graphe G de G′ vers le cycle Noir de (H9, D). On
peut facilement compléter h′ en un homomorphisme tropical de (G′, C) vers
(H9, D) en considérant chaque gadget Hu indépendamment.
Soit h un homomorphisme tropical de (G′, C) vers (H9, D). On a�rme que la
restriction de h aux sommets de la copie de G dans G′ est un homomorphisme
de G vers C6 satisfaisant aux contraintes engendrées par l. En e�et, soit u un
sommet de cette copie. Hu impose le respect de cette contrainte dans chacun
des cas.

On a prouvé que (H9, D)-Tropical-Coloration est NP-complet. On verra
dans la section 11 que c'est, en fait, le plus petit graphe engendrant un problème
NP-complet. On verra aussi une preuve alternative du Théorème 14 dans la
section 10.

9 Relation avec l'homomorphisme de graphe orienté

Soit G et H deux graphes orientés. Un homomorphisme de G vers H est une
fonction h des sommets de G vers les sommets de H tel que si il y a un arc de u
vers v dans G, alors il y a aussi un arc de h(u) vers h(v) dans H. Le problème
d'homomorphisme de graphe orienté H-Coloration-Orienté est le suivant.

H-Coloration-Orienté
Donnés: Un graphe orienté G.
Question: Existe-t-il un homomorphisme de G vers H ?

La classe de problème H-Coloration-Orienté n'admet pas de dichotomie
connue. En fait, comme pour (H,D)-Tropical-Coloration, l'existence d'une
dichotomie des problèmes d'homomorphismes de graphe orienté serait équivalent
à l'existence d'une dichotomie des problèmes de satisfaction de contraintes.

Théorème 15. H-Coloration-Orienté est polynomial ou NP-complet pour
tout graphe sommet-colorié (H,D) si et seulement si la Conjecture 1 est vrai.

Ce théorème est le Théorème 5.14 du livre [54], dans lequel on peut trouver
une preuve similaire à la preuve du Théorème 9.

Comme pour le problème d'homomorphisme listé, les problèmes d'homomor-
phismes de graphe orienté peuvent être encodés en un problème d'homomor-
phisme tropical. Soit H un graphe orienté à n sommets et m arcs. On construit
le graphe sommet-colorié T (H) = (H ′, D) à n + 2m sommets, 3m arêtes et 3
couleurs comme suit :

� Pour chaque sommet v ∈ H, il y a un sommet Vert T (v) ∈ T (H).
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� Pour chaque arc uv ∈ H, il y a un chemin Vert Bleu Rouge Vert reliant
T (u) à T (v) dans T (H).

Théorème 16. H-Coloration-Orienté est polynomialement équivalent à
T (H)-Tropical-Coloration.

Démonstration. SoitG un graphe orienté, instance deH-Coloration-Orienté.
On a�rme qu'il y a un homomorphisme de G vers H si et seulement si il y a un
homomorphisme tropical de T (G) vers T (H). Soit h un homomorphisme tropi-
cal de T (G) vers T (H). Dans un premier temps, on remarque que les sommets
Vert de T (G) (respectivement T (H)) sont exactement les sommets de la forme
T (v) avec v ∈ V (G) (respectivement v ∈ V (H)). Comme un sommet Vert de
T (G) peut seulement être envoyé par h sur un sommet Vert de T (H), h corres-
pond de manière naturelle à une fonction f des sommets de G vers les sommets
de H. Comme de plus un chemin Vert Bleu Rouge Vert ne peut être envoyé par
h que sur un chemin Vert Bleu Rouge Vert (en respectant l'ordre), on a que f
doit être un homomorphisme. Réciproquement, si on a un homomorphisme f de
G vers H, on peut facilement construire un homomorphisme tropical de T (G)
vers T (H) en envoyant, pour tout v ∈ G, T (v) ∈ T (G) sur T (f(v)) ∈ T (H).
Soit maintenant (G,C) un graphe sommet-colorié, instance de T (H)-Tropical-
Coloration. Il n'existe pas nécessairement de graphe G′ tel que (G,C) =
T (G′). Cependant, on remarque que tout sommet Bleu dans T (H) a exacte-
ment un voisin Rouge et un voisin Vert, et que tout sommet Rouge dans T (H)
a exactement un voisin Bleu et un voisin Vert. Ainsi, si un sommet Bleu de
(G,C) a plusieurs voisins Rouges (resp. Verts), on sait qu'un homomorphisme
tropical de (G,C) vers T (H) les enverra tous sur le même sommet. On peut donc
fusionner tous les voisins Rouges d'un même sommet Bleu, tous les voisins Bleu
d'un même sommet Rouge et tous les sommets Verts d'un même sommet Bleu
ou Rouge. On sait aussi que si un sommet Bleu (resp. Rouge) a un voisin Bleu
(resp. Rouge), il ne peut pas y avoir d'homomorphisme de (G,C) vers T (H).
En�n, si un sommet Bleu (resp. Rouge) de (G,C) n'a pas de voisin Rouge (resp.
Bleu) ou Vert, on peut en ajouter un sans changer l'existence d'un homomor-
phisme de (G,C) vers T (H). Après toute ces opérations, on obtient un graphe
sommet-colorié (G′, C ′) qui véri�e que chaque sommet Bleu a exactement deux
voisins, un Rouge et un Vert, et chaque sommet Rouge a exactement deux voi-
sins, un Bleu et un Vert. Cela su�t pour qu'il existe un graphe orienté G′′ tel que
(G′, C ′) = T (G′′). En e�et G′′ est simplement le graphe orienté dont l'ensemble
des sommets est l'ensemble des sommets Vert de (G′, C ′), et l'ensemble des arcs
correspond aux chemins Vert Bleu Rouge Vert entre ces sommets. Pour la même
raison que précédemment, il y a un homomorphisme tropical de (G′, C ′) vers
T (H) si et seulement si il y a un homomorphisme de G′′ vers H.

Les deux derniers théorèmes impliquent le Théorème 8. Il existe plusieurs
variantes de cette construction, pour lesquelles la preuve est essentiellement la
même. Soit H un graphe orienté à n sommets et m arcs.

� Variante méta-sommet :
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� Pour chaque sommet v ∈ H, il y a un chemin Rouge Vert Bleu
T (v) ∈ T (H).

� Pour chaque arc uv ∈ H, il y a une arête entre le sommet Bleu de
T (u) et le sommet Rouge de T (v).

Avec cette variante, T (H) a 3n sommets et 2n+m arêtes.

� Variante Biparti : On ajoute un sommet dans certain gadget pour rendre
le graphe T (H) biparti.

� Variante Petit Puits (resp. Source) : On remplace les sommets puits (resp.
Source) de H par un seul sommet, et l'arc d'un sommet de H vers un
puits (resp. source) de H par une seule arête. Si on utilise la variante
méta-sommet, on peut appliquer à la fois la variante Petit Puits et Petite
Source, sinon on ne peut pas, car les puits adjacents aux sources posent
problème.

� Variante Bicolore : En se plaçant dans la variante Biparti, on remarque
qu'il n'y a que deux couleurs par partie, on peut donc essayer de faire
une variante bicolore en préservant les di�érences de couleurs au sein de
chaque partie. Un problème se pose : l'homomorphisme risque de mélanger
les parties. La solution est de rajouter un sommet qui domine les sommets
Vert d'une partie dans la transformation T . La preuve change un peu pour
répondre au problème : dans la réduction de H-Coloration-Orienté
dans T (H)-Tropical-Coloration, on se rend compte que si l'homomor-
phisme tropical de T (G) vers T (H) a mélangé les parties, en fait, G admet
un homomorphisme vers un arc. Dans la réduction de T (H)-Tropical-
Coloration dans H-Coloration-Orienté, on ne peut pas savoir à
priori quel partie s'envoie sur laquelle, donc on crée en fait deux instances
de H-Coloration-Orienté. En conséquence, cette réduction n'est pas
une réduction au sens de Karp, et il est possible que T (H)-Tropical-
Coloration soit NP-complet, mais que H-Coloration-Orienté ne
soit en fait que NP-intermédiaire.

Un exemple de ces di�érentes variantes est donné sur la Figure 4. Le graphe
orienté représenté estD4, le plus petit graphe orienté véri�ant queD4-Coloration-
Orienté soit NP-complet. En conséquence si (H,D) est un graphe sommet-
colorié représenté sur la Figure 4, (H,D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

Comme on s'intéresse aussi encore au problème dans le cas spéci�que des
cycles, on peut se demander si il est possible de faire une réduction de D4-
Coloration-Orienté dans (H,D)-Tropical-Coloration, avec H un cycle
sommet-colorié. Après tout D4 n'est rien d'autre qu'un cycle dirigé auquel on a
accroché un puits en deux points, donc il y a peut être espoir de faire quelque
chose. En particulier, on garde en tête l'idée de traiter les puits di�éremment
des autres sommets.

Soit D un graphe orienté. On dé�nit le graphe sommet-colorié F (D) avec quatre
couleurs comme suit.
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Figure 4 � D4 et ses représentations sous-forme de graphe sommet-colorié
suivant di�érentes variantes de la transformation T .

� Pour chaque sommet v ∈ D dont le degrés sortant est au moins 1, il y a
le sommet uv dans F (D), colorié avec la couleur Vert.

� Pour chaque sommet v ∈ D dont le degrés sortant exactement 0 (v est un
puits), il y a le sommet uv dans F (D), colorié avec la couleur Rouge.

� Pour chaque arc uv ∈ D tel que v n'est pas un puits, il y a un chemin
d'ordre dix-neuf reliant uu à uv dans F (D), colorié dans l'ordre par les
couleurs Vert Noir Noir Noir Noir Noir Noir Bleu Noir Noir Rouge Noir
Noir Noir Noir Bleu Noir Noir Vert (ou Vert Noir6 Bleu Noir2 Rouge Noir4

Bleu Noir2 Vert)

� Pour chaque arc uv ∈ D tel que v est un puits, il y a un chemin d'ordre
onze reliant uu à uv dans F (D), colorié dans l'ordre par les couleurs Vert
Noir Noir Noir Noir Bleu Noir Noir Noir Noir Rouge (ou Vert Noir4 Bleu
Noir4 Rouge)

On peut voir un exemple de construction sur la Figure 5.

44



D4 F (D4)

x1

x2x3

x4

ux1

ux2
ux3

ux4

Figure 5 � Construction de F (D4)

Théorème 17. Soit C52 le cycle à cinquante-deux sommets. Soit D, la colora-
tion de C52 avec les couleurs VN6BN2RN4BN2VN6BN2RN4BN2VN4BN2RN4BN2

(voir Figure 6). Soit en�n G un graphe orienté. G admet un homomorphisme
vers D4 si et seulement si F (G) admet un homomorphisme tropical vers (C52, D).

Démonstration. Pour commencer, on remarque que pour {c1, c2} = {V,R}, un
chemin colorié c1N6BN2c2 ne peut être envoyé dans (C52, D) que sur un chemin
colorié c1N6BN2c2 ou c1N4BN2c2. En particulier, si l'image d'une extrémité
est �xée, alors l'image de tous les sommets du chemin le sont aussi. Le che-
min c1N6BN2c2 force son extrémité colorié c1 à se trouver à un sixième de
tour de son extrémité colorié c2 dans la Figure 6. En conséquence, le chemin
VN6BN2RN4BN2V ne peut être envoyé sur (C52, D) que de trois manières dif-
férentes, qui correspondent à un tiers de tour dans le sens des aiguilles d'une
montre dans la Figure 6.
De même, un chemin colorié c1N4BN4c2 ne peut être envoyé dans (C52, D) que
sur un chemin colorié c1N4BN2c2 ou c1N2BN4c2. Il n'y a que quatre tels che-
mins dans (C52, D).
Soit h un homomorphisme de G vers D4. Construisons un homomorphisme tro-
pical h′ de F (G) vers (C52, D). Pour tout v ∈ G dont le degré sortant est au
moins 1, h(v) ∈ {x1, x2, x3}. Si h(v) = xi, alors h′(uv) = Gi. Les sommets Vert
de F (G) sont séparés par des chemins coloriés VN6BN2RN4BN2V, qui comme
on l'a vu au début de la preuve ne peuvent s'envoyer que sur trois chemins de
(C52, D, qui correspondent à un tiers de tour dans le sens des aiguilles d'une
montre. Ainsi si l'extrémité gauche du chemin est envoyée sur G1 (respective-
ment G2, G3), alors l'extrémité droite doit être envoyée sur G2 (respectivement
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G3, G1). Cela correspond bien a l'e�et d'un arc dans G.
Regardons maintenant un puits v ∈ G. uv est un sommet Rouge de F (G). Si v
est envoyé sur x1 (respectivement x2 ou x3) par h, alors tous ses voisins u sont
envoyés sur x3 (respectivement x1 ou x2). En conséquence, uv peut être envoyé
sur R1,3,4 (respectivement R2 ou R3), ce qui permettra aux chemins entre uu
et uv de s'envoyer correctement sur (C52, D). Si v est envoyé sur x4, alors ses
voisins sont tous envoyés sur x2 ou x3. h′(uv) doit donc être choisi de manière à
pouvoir être atteint depuis G2 ou G3 par un chemin VN4BN4R. h′(uv) = R1,3,4

fonctionne. Cela su�t à véri�er qu'il y a un homomorphisme tropical h′ de F (G)
vers (C52, D).

Réciproquement, supposons qu'il y a un homomorphisme tropical h′ de F (G)
vers (C52, D). Construisons un homomorphisme h de G vers D4. Soit v un som-
met de G. Si h′(uv) = Gi, alors uv est Vert et donc v a un degré sortant d'au
moins 1. On décide alors que h(v) = xi. On fait de même pour tous les sommets
de G ayant un degré sortant d'au moins 1. Soit u et v deux sommets de G ayant
un degré sortant d'au moins 1, tel que uv est un arc de G. Il y a un chemin
VN6BN2RN4BN2V entre uu et uv dans F (G). Comme h′ existe, on sait que uv
et uu sont envoyés respectivement vers G1 et G2, ou G2 et G3, ou G3 et G1.
Ainsi, on a décidé d'envoyer u et v respectivement vers x1 et x2, ou x2 et x3,
ou x3 et x1. Ainsi, notre homomorphisme partiel h satisfait la règle de respect
de l'adjacence.
Si maintenant h′(uv) = Ri, alors v est un puits. De plus, si h′(uv) = R2 (respec-
tivement R3), alors un chemin VN4BN4R ayant uv comme extrémité ne peut
envoyer l'autre extrémité que sur G1 (respectivement G2) par h′. En consé-
quence, tous les voisins de v sont envoyés sur x1 (respectivement x2) par h. On
décide alors que h(v) = x2 (respectivement x3). En�n, si h′(uv) = R1,3,4, un
chemin VN4BN4R ayant uv comme extrémité ne peut envoyer l'autre extrémité
que sur G2 ou G3. En conséquence, tous les voisins de v sont envoyés sur x2

ou x3. On décide alors d'envoyer v sur x4. Cela su�t à véri�er qu'il existe un
homomorphisme de G vers D4.

10 Une approche directe pour la NP-complétude

avec quelques graphes cibles

On a vu dans la section précédente un cycle sommet-colorié à 52 som-
mets (C52, D) tel que (C52, D)-Tropical-Coloration soit NP-complet. La
preuve utilise une réduction à partir d'un problème d'homomorphisme de graphe
orienté. En parallèle de ce travail, la recherche du plus petit cycle sommet-colorié
(Ck, D) tel que (Ck, D)-Tropical-Coloration soit NP-complet a aussi suivie
une autre approche : essayer de réduire directement un problème SAT classique
dans un problème d'homomorphisme tropical vers un cycle. Le problème choisi
est NAE3-SAT, pour son absence de négation, et pour sa symétrie dans le trai-
tement de Vrai et Faux.
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G1G2

G3

R2

R3

R1,3,4

Figure 6 � Le cycle (C52, D)

NAE3-SAT
Donnés: Un ensemble de variable V . Un ensemble de triplet de variable
S ⊂ V × V × V
Question: Existe-t-il une fonction e de V dans {V rai, Faux} tel que pour
tout (v1, v2, v3) ∈ S, e({v1, v2, v3}) = {V rai, Faux} ?

Une idée naturelle pour faire cela est d'avoir dans le graphe cible un sommet
pour Vrai et un sommet pour Faux, et de construire le graphe source avec un
sommet pour chaque variable qui ne peut être envoyé que sur le sommet Vrai ou
Faux et quelques gadgets pour représenter toutes les conditions supplémentaires.
Telle quelle, cette idée ne su�t pas à créer un cycle sommet-colorié (Ck, D) tel
que (Ck, D)-Tropical-Coloration soit NP-complet. En e�et, un gadget qui
interdirait la con�guration Vrai Vrai Vrai, mais autoriserait les con�gurations
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Vrai Vrai Faux, Vrai Faux Vrai et Faux Vrai Vrai doit être conçu de telle ma-
nière que le chemin entre le premier et le second sommet-variable du gadget
puisse distinguer entre la con�guration Vrai Vrai et les con�gurations Vrai Faux
et Faux Vrai. Dans un cycle, il n'y a que deux chemins séparant le sommet Vrai
du sommet Faux, ce qui ne laisse que deux distinctions possible. De plus, si
le gadget peut s'envoyer sur la con�guration Vrai Faux, ou Faux Vrai sur un
de ces deux chemins et que le chemin est de longueur paire, alors il peut aussi
s'envoyer sur la con�guration Vrai Vrai ou Faux Faux, ce qui empêche toute
distinction. En�n si le chemin n'est pas de longueur paire les sommets Vrai et
Faux n'appartiennent pas à la même partie de la bipartition, et donc on ne peut
pas avoir de sommets dans le graphe source qui peuvent s'envoyer sur les deux.

Cependant, une solution existe. On peut créer des méta-sommets A et B tel
qu'un méta-sommet A ne peut s'envoyer que sur un méta-sommet A, mais un
méta-sommet B peut s'envoyer soit sur un méta-sommet A, soit sur un méta-
sommet B. Ainsi, le graphe cible peut contenir seulement deux méta-sommet A,
Vrai et Faux, et autant de méta-sommets B que nécessaire, et le graphe source
peut être composé d'un méta-sommet A pour chaque variable de NAE3-SAT et
de gadgets utilisant des méta-sommets B. De cette manière, les méta-sommets
variables sont toujours obligés de s'envoyer sur Vrai ou Faux, mais les gad-
gets ne sont pas obligés de s'envoyer uniquement sur le chemin entre les deux
méta-sommet A Vrai et Faux : ils peuvent utiliser tout le cycle en utilisant les
méta-sommet B internes au gadget pour traverser les méta-sommet A Vrai et
Faux. Nous décrivons ci-dessous une telle construction.

Un méta-sommet A de degrés k est une étoile à k + 1 sommets, composé de k
sommets Rouge indépendants et adjacents à un sommet Vert central. Un méta-
sommet B de degrés k est un arbre à 3k + 1 sommets, composé de k chemin
Rouge Noir Rouge dont une extrémité est adjacente à un sommet Vert central.
Ces méta-sommets s'intègrent au reste du graphe en étant reliés par leur som-
mets extérieurs à des méta-chemins décrits plus bas. Les sommets extérieurs d'un
méta-sommet A sont ces sommets Rouge. Les sommets extérieurs d'un méta-
sommet B sont ces sommets Rouge non adjacent à un sommet Vert. Comme les
méta-chemins commencent tous par deux sommets noirs à leurs extrémités, on
remarque qu'un méta-sommet A peut s'envoyer sur un méta-sommet A, mais
pas un méta-sommet B, et qu'un méta-sommet B peut s'envoyer aussi bien
sur un méta-sommet A qu'un méta-sommet B. De plus, dans chacun des cas,
l'unique sommet Vert central doit s'envoyer sur le sommet Vert central, mais
chaque sommet extérieur du méta-sommet source peut s'envoyer sur n'importe
quel sommet extérieur du méta-sommet cible, ce qui fait que les méta-sommets
se comportent bien comme des sommets pour ce qui est de l'homomorphisme.
Pour la description de la réduction, nous allons aussi décrire des méta-arêtes.
Une méta-arête Courte est un chemin de longueur sept colorié NNRNRNN.
Une méta-arête Flèche est un chemin de longueur sept colorié NNNNRNN. Une
méta-arête Longue est un chemin de longueur onze colorié NNNNRNRNNNN.
Dans notre construction, chaque méta-arête aura une extrémité reliée à un méta-
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sommet A ou B et l'autre extrémité adjacente à un sommet Vert. Ainsi, les
méta-arêtes ne peuvent pas envoyer leurs deux extrémités sur le même som-
met. Cela implique qu'une méta-arête Courte peut seulement s'envoyer sur une
méta-arête Courte, une méta-arête Flèche peut seulement s'envoyer sur une
méta-arête Flèche dans la même direction, et une méta-arête longue peut aussi
bien s'envoyer sur une méta-arête Courte ou Flèche.
Le graphe cible que nous considérons est le cycle à 80 sommet C80 colorié de ma-
nière à être constitué dans l'ordre sur le cycle d'un méta-sommet A de degrés
2, une méta-arête Courte, un sommet Vert, une méta-arête Flèche, un méta-
sommet B de degrés 2, une méta-arête Courte, un sommet Vert, une méta-arête
Flèche, un méta-sommet A de degrés 2, une méta-arête Courte, un sommet
Vert, une méta-arête Flèche, un méta-sommet B de degrés 2, une méta-arête
Courte, un sommet Vert, une méta-arête Flèche. Le cycle et les constructeurs
sont représentés sur la Figure 7.
Pour e�ectuer la réduction de NAE3-SAT vers (C80, D)-Tropical-Coloration,
il nous faut considérer une instance de NAE3-SAT (V, S) et construire une ins-
tance de (C80, D)-Tropical-Coloration, c'est à dire un graphe sommet co-
lorié (G,C), tel qu'il existe un homomorphisme tropical de (G,C) vers (C80, D)
si et seulement si il existe une a�ectation des variables de V à Vrai ou Faux
satisfaisant les contraintes de S. Sans perte de généralité, on peut supposer que
toutes les variables de V appartiennent à au moins une contrainte dans S. Pour
chaque variable x dans V il y a un méta-sommet A de degrés 2k, où k est le
nombre de contraintes dans S dans laquelle apparaît x, dans (G,C) que l'on
appelle Ux. Pour chaque contrainte (x1, x2, x3) ⊂ S, on relie les méta-sommets
Ux1 , Ux2 et Ux3 à l'aide du gadget décrit ci-dessous :

� Un chemin composé, dans l'ordre, d'une méta-arête Longue, d'un sommet
Vert, d'une méta-arête Longue, d'un méta-sommet B, d'une méta-arête
Longue, d'un sommet Vert et d'une méta-arête Courte, relie Ux1

à Ux2

(respectivement Ux2
à Ux3

et Ux3
à Ux1

). Ce chemin est appelé P1,2 (res-
pectivement P2,3 et P3,1).

� Un chemin composé, dans l'ordre, d'une méta-arête Courte, d'un méta-
sommet B, d'une méta-arête Flèche, d'un sommet Vert, d'une méta-arête
Courte, d'un méta-sommet B et d'une méta-arête Longue, relie le premier
sommet Vert de P1,2 (respectivement P2,3 et P3,1) au premier sommet Vert
de P2,3 (respectivement P3,1 et P1,2).

Cette construction est représentée dans la Figure 8.
Montrons maintenant que ce gadget correspond bien à la contrainte de NAE3-
SAT, c'est à dire qu'il empêche les méta-sommets Ux1

, Ux2
et Ux3

de s'envoyer
tous sur le même méta-sommet, sans poser plus de contrainte.
Par symétrie entre Vrai et Faux, on peut supposer que Ux1 s'envoie sur le méta-
sommet représentant Vrai. Ainsi, le chemin P1,2 n'a que quatre manières de
s'envoyer sur C80. Ux2

peut être envoyé sur Vrai aussi, auquel cas P1,2 peut
se replier de trois manières di�érentes, envoyant son premier sommet Vert sur
n'importe lequel des deux sommets Vert les plus proches du méta-sommet Vrai,
à gauche sur la Figure 7. Ux2 peut aussi être envoyé sur Faux, auquel cas P1,2
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A Vrai Faux A

B

Courte

Courte Flèche

Flèche

A B

Courte FlècheLongue

B

Courte

CourteFlèche

Flèche

Figure 7 � Le cycle (C80, D) et ses constructeurs

s'envoie sur le demi-cycle Flèche, sommet Vert, Court, méta-sommet B, Flèche,
sommet Vert, Court et son premier sommet Vert ne peut être envoyé qu'à un
seul endroit, en bas à gauche sur la Figure 7.
Le chemin reliant les sommets Vert imposent que le sommet Vert du chemin P2,3

se trouve une ou deux méta-arête plus loin que le sommet Vert de P1,2 dans le
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Flèche

Flèche

Flèche

CourteCourte

Courte

Courte

Courte

Courte

Longue

Longue

Longue

Longue

Longue

Longue

Longue

Longue

Longue

Longue

Longue Longue

Courte

Courte

Courte

B

BB

B B

BB

B

B

A Ux1

A Ux2

A Ux3

P1,2

P2,3

P3,1

Figure 8 � Construction du gadget pour la réduction de NAE3-SAT dans
(C80, D)-Tropical-Coloration

sens des �èches. Autrement dit, si le sommet Vert du chemin P1,2 est envoyé en
bas à gauche du cycle sur la Figure 7, alors le sommet Vert du chemin P2,3 doit
être envoyé à droite du cycle sur la Figure 7, et donc Ux2 doit être envoyé sur le
méta-sommet Faux. En revanche, si le sommet Vert du chemin P1,2 est envoyé
en haut à gauche du cycle sur la Figure 7, alors le sommet Vert du chemin P2,3

doit être envoyé en bas du cycle sur la Figure 7, et comme Ux2
est alors envoyé

sur le méta-sommet Vrai, le sommet Vert du chemin P2,3 doit en fait être envoyé
en bas à gauche du cycle sur la Figure 7.
Par symétrie entre x1, x2 et x3, on en conclut que Ux1 , Ux2 et Ux3 ne peuvent
pas tous s'envoyer sur le même méta-sommet. Véri�ons que le gadget ne pose

51



pas plus de contrainte. Par symétrie, il su�t de véri�er qu'on peut envoyer Ux1

et Ux2 sur le méta-sommet Vrai et Ux3 sur le méta-sommet Faux. On peut le
faire en repliant P1,2 sur le cycle de telle manière à ce que son premier sommet
Vert s'envoie sur le sommet en haut à gauche du cycle sur la Figure 7, P2,3

de manière à ce que son premier sommet Vert s'envoie sur le sommet en bas à
gauche du cycle sur la Figure 7 et P3,1 de manière à ce que son premier sommet
Vert s'envoie sur le sommet en haut à droite du cycle sur la Figure 7.
Cela conclut la réduction et donc la preuve.

On peut remarquer que le cycle (C80, D) est symétrique. En particulier, il tra-
duit bien la symétrie Vrai-Faux de NAE3-SAT. En un sens, la moitié du cycle est
redondant. Cette idée nous pousse a essayer de construire une réduction vers un
problème dont le graphe cible serait un cycle plus petit, en abandonnant l'idée
d'avoir un sommet "`Vrai"' et un sommet "`Faux"'.

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes. Px,y est un chemin
sommet-colorié de longueur huit, de sommets x = x0, x1, . . . , x7, x8 = y où x
et y sont de couleurs di�érentes dans l'ensemble {V ert, Bleu}, x5 est colorié en
Rouge et tous les autres sommets sont coloriés en Noir.

x x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y

Qz,t est un chemin sommet-colorié de longueur dix, de sommets z = z0, z1, . . . , z9, z10 =
t où z et t sont de couleurs di�érentes dans l'ensemble {V ert, Bleu}, z5 est co-
lorié en Rouge et tous les autres sommets sont coloriés en Noir.

z z1 z2 z3 z4 z5 z6 z7 z8 z9 t

Lemme 2.
1. Px,y admet un homomorphisme tropical vers Pu,v si et seulement si x et

u sont de même couleurs et y et v sont de même couleurs.

2. Qz,t admet un homomorphisme tropical vers Pu,v à la fois dans le cas où
z et u ont la même couleur et t et v ont la même couleur, mais aussi dans
le cas où z et v ont la même couleur et t et u ont la même couleur.

D'après ce lemme, on peut adopter la représentation suivante dans la suite.
Un arc ~xy représente un chemin Px,y qui connecte x à y. Une arête en pointillé zt
représente un chemin Qz,t qui connecte z et t. Dans les deux cas, les extrémités
doivent être Vert ou Bleu et de couleurs di�érentes. Ainsi, d'après le Lemme 2,
une arête en pointillé peut être envoyé par un homomorphisme tropical sur une
arête en pointillé, ou sur n'importe quel arc, tant que les couleurs des extrémités
sont préservés. En revanche, pour qu'un arc soit envoyé par un homomorphisme
tropical sur un autre arc, non seulement les couleurs des extrémités doivent être
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préservées, mais aussi la direction de l'arc.

Avec cette notation, le cycle orienté de longueur six de la Figure 9 correspond à
un cycle à quarante-huit sommets colorié avec quatre couleurs, (C48, D). Dans

g0

b0

g1

b1

g2

b2

Figure 9 � Le cycle sommet-colorié (C48, D)

la suite, nous allons montrer que NAE3-SAT admet une réduction en temps
polynomial vers (C48, D)-Tropical-Coloration.

Théorème 18. (C48, D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

Démonstration. Étant donné un graphe sommet-colorié (G,C) et une fonction
h associant à chaque sommet de G un sommet de C48, il est facile de véri�er
que h est un homomorphisme tropical vers (C48, D). Ainsi (C48, D)-Tropical-
Coloration appartient à NP. Pour montrer la NP-complétude, on montre que
chaque instance de NAE3-SAT permet de construire en temps polynomial une
instance de (C48, D)-Tropical-Coloration équivalente.

Soit (X,S) une instance de NAE3-SAT. Pour partitionner X en deux parties, il
su�t de décider pour chaque paire de variables si elles sont dans la même par-
tie ou non. Ainsi, on s'attend à dé�nir une relation binaire entre les variables
satisfaisant les conditions suivantes :

1. Xp ∼ Xq ∧Xq ∼ Xr ⇒ Xq ∼ Xr (Partition)

2. Xp � Xq ∧Xq � Xr ⇒ Xp ∼ Xr (Partition en deux partie)

Pour construire notre gadget, on commence avec un gadget partiel associé à
chaque pair de variable dans X. A chaque pair xi, xj ∈ X, on associe le cycle
sommet-colorié (Cxixj

, C) représenté sur la Figure 10, où UG est un sommet
commun à tout les cycles ainsi construits, et tous les autres sommets sont dis-
tincts.

Par symétrie de (C48, D), on peut supposer sans perte de généralité que UG
est toujours envoyé sur g0 par un homomorphisme tropical.

Remarque 1. Il y a exactement deux homomorphismes tropicaux possibles en-
voyant (Cxixj , C) sur (C48, D), σ et ρ, dé�ni ainsi :

� σ(UG) = g0, σ(b0xixj
) = b0, σ(g1

xixj
) = g1, σ(b1xixj

) = b1, σ(g2
xixj

) = g2 et
σ(b2xixj

) = b2
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UG

b0xixj

g1
xixj

b1xixj

g2
xixj

b2xixj

Figure 10 � (Cxixj
, C)

b1xpxq

b2xqxr

b2xpxr

Figure 11 � Arbre connectant b1xpxq
, b2xpxr

et b2xqxr

� ρ(UG) = g0, ρ(b0xixj
) = b0, ρ(g1

xixj
) = g1, ρ(b1xixj

) = b0, ρ(g2
xixj

) = g1 et
ρ(b2xixj

) = b0

Dans la suite, un homomorphisme tropical qui envoie (Cxixj
, C) sur (C48, D)

par σ correspond à assigner xi et xj à deux parties di�érentes de la partition,
tandis qu'un homomorphisme tropical qui envoie (Cxixj , C) sur (C48, D) par ρ
correspond à les assigner à la même partie.

Remarque 2. Il n'existe pas d'homomorphisme tropical de (Cxixj , C) sur (C48, D)
qui envoie b2xixj

sur b1 ou b1xixj
sur b2.

Il nous faut ajouter plus de structure pour assurer les conditions 1 et 2 de la
relation binaire. Pour ce faire, on considère les trois gadgets partiels (Cxpxq , C),
(Cxqxr

, C) et (Cxpxr
, C). Prenons les sommets b1xpxq

de (Cxpxq
, C), b2xpxr

de
(Cxqxr , C) et b2xqxr

de (Cxpxr , D) et attachons les ensembles à l'aide de l'arbre
représenté dans la Figure 11.

On construit une structure similaire sur (b1xpxr
, b2xqxr

, b2xpxq
) et sur (b1xqxr

, b2xpxq
, b2xpxr

),
avec respect pour l'ordre. Soit (Cxpxqxr

, C) le gadget partiel résultant, représenté
sur la Figure 12.

Remarque 3. Dans tout homomorphisme tropical de (Cxpxqxr
, C) vers (C48, D),

le nombre de (Cxi,xj
, C) envoyé sur (C48, D) par ρ est impair. De plus, pour tout

choix d'un nombre impair de (Cxi,xj , C) (c'est à dire l'un des trois, ou les trois),
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UG

b1xpxq

b2xpxq

b1xpxr

b2xpxr

b1xqxr
b2xqxr

Figure 12 � Cxpxqxr

b1xpxq
b2xqxr

Figure 13 � Gadget partiel pour les clauses de NAE3-SAT

il existe un homomorphisme tropical de (Cxpxqxr
, C) vers (C48, D) qui envoie

les (Cxi,xj , C) choisis et uniquement eux sur (C48, D) par ρ.

En e�et, chaque (Cxi,xj
, C) admet exactement deux homomorphismes tropi-

caux vers (C48, D), σ et ρ, ce qui implique huit homomorphismes tropicaux de
l'union de (Cxpxq , C), (Cxpxr , C) et (Cxqxr , C) vers (C48, D). De ces huit homo-
morphismes, quatre envoie un nombre impair de (Cxi,xj

, C) sur (C48, D) par ρ.
Les quatre homomorphismes restant consistent soit à envoyer tous les (Cxi,xj

, C)
sur (C48, D) par σ, ou d'en choisir un à envoyer par σ et les deux autres par
ρ. On véri�e facilement que l'union de (Cxpxq

, C), (Cxpxr
, C), (Cxqxr

, C) et de
l'arbre de la Figure 11 admet six homomorphismes tropicaux vers (C48, D) : Il
n'est plus possible d'envoyer tous les (Cxi,xj , C) sur (C48, D) par σ, ni d'envoyer
(Cxpxr

, C) sur (C48, D) par σ et les deux autres par ρ. Étant donné la symétrie
de xp, xq et xr dans (Cxpxqxr

, C), cela su�t à prouver la Remarque 3.

En�n, pour compléter le gadget, il reste à interdire aux trois (Cxi,xj , C) de
s'envoyer sur (C48, D) par ρ dans le cas où (xpxqxr) ∈ S. Pour ce faire, il su�t
d'ajouter le chemin reliant b1xpxq

à b2xqxr
représenté sur la Figure 13. Soit f(X,S)

le graphe sommet-colorié ainsi construit. Si X contient v variables et S contient
s clauses, le graphe sommet-colorié f(X,S) a 1 + 53 × v2 + 132 × v3 + 33 × s
sommets. Il découle aisément de la construction que (X,S) est une instance po-
sitive de NAE3-SAT si et seulement si le graphe sommet-colorié f(X,S) admet
un homomorphisme tropical vers (C48, D).

Remarque 4. 1. Dans cette construction, les sommets Rouge ne se trouve
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jamais dans la même partie de la bipartition que les sommets Vert et Bleu.
On peut donc colorier tous les sommets Rouge en Bleu, sans changer la
validité du théorème 18 ou de la preuve.

2. Cette preuve peut facilement être adaptée pour étendre le résultat à n'im-
porte quel C2k avec k ≥ 24. En e�et, on peut modi�er Px,y et Qz,t sans
changer la validité du Lemme 2 de manière à agrandir le cycle.

3. Cette preuve peut également être adaptée pour un cycle à cinquante-quatre
sommets coloriés avec deux couleurs. En e�et, en séparant les sommets
Rouge en deux, le Lemme 2 est toujours valide, on peut alors colorié tout
les sommets Rouge, Vert et Bleu en Blanc, et utilisé la bipartition pour
les distinguer. La preuve n'a pas a être changer.

Le Théorème 14 dit que le problème d'homomorphisme tropical vers le
graphe sommet-colorié (H9, D), représenté sur la Figure 3, est NP-complet. La
preuve est une réduction depuis un problème d'homomorphisme listé. Voici une
réduction plus directe depuis NAE3-SAT.

Le graphe sommet-colorié (H9, D) est constitué d'un cycle à six sommets et
de trois sommets pendants. Appelons les sommets du cycles y1, y2, y3, y4, y5, y6,
coloriés en Noir. Le sommet pendant y7 est Rouge et adjacent à y1. Le sommet
pendant y8 est Vert et adjacent à y3. Le sommet pendant y9 est Bleu et adjacent
à y5.

y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7

y8 y9

Dans cette section, nous appellerons toile à k niveaux le graphe sommet-
colorié suivant. La toile est composé de k niveaux. Le premier niveau est une
copie de (H9, D). Tout les autres niveaux sont constitué d'un cycle à six sommets
Noir. Pour tout i entre 0 et k−1, le cycle de niveau i est couplé au cycle de niveau
i+ 1. Les sommets Noirs du niveau i sont appelés z1,i, z2,i, z3,i, z4,i, z5,i, z6,i, tel
que zj,1 = yj et zj,i+1 est adjacent à zj,i.Un exemple de toile à 3 niveaux est
dessiné dans la Figure 14.
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z1,1
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z3,1
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y8 y9

z1,2
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z3,2

z4,2

z5,2

z6,2z1,3

z2,3

z3,3

z4,3

z5,3

z6,3

Figure 14 � Toile à 3 niveaux

Lemme 3. Une toile à k niveaux admet un homomorphisme tropical vers
(H9, D). De plus, pour tout homomorphisme tropical h d'une toile vers (H9, D)
et pour tout i entre 1 et k, h restreint au ième niveau de la toile est injectif et
atteint tous les sommets Noir de (H9, D).

Démonstration. Le premier niveau de la toile, étant une copie de (H9, D), n'ad-
met qu'un homomorphisme tropical vers (H9, D), qui est une bijection. On
construit l'homomorphisme par récurrence. Si le ième niveau de la toile est in-
jectif et atteint tous les sommets Noir de (H9, D), cela veut dire que le cycle
du ième niveau de la toile s'envoie sur le cycle complet de (H9, D). A cause du
couplage, le i+ 1-ème niveau s'envoie aussi sur le cycle complet de (H9, D).

Soit (X,S) une instance de NAE3-SAT. On construit le graphe sommet-
colorié f(X,S) de la manière suivante :

1. On place le chemin sommet-colorié x7x1x2x3x8. x7 est Rouge. x1, x2 et
x3 sont Noirs. x8 est Vert.

2. On place aussi les deux sommets adjacents x9 et x5. x9 est Bleu et x5 est
Noir.

3. Pour chaque variable v ∈ X, on ajoute un sommet Noir xv, adjacent à x2.

4. Pour chaque clause c = {vp, vq, vr} ∈ S, on ajoute les sommets Noirs xc,vp ,
xc,vq et xc,vr , adjacents à x5. xc,vi est aussi adjacent à xvi .

5. En�n, pour chaque clause c = {vp, vq, vr} ∈ S, on ajoute une toile à 3
niveaux tel que z1,3 est adjacent à xc,vp , z3,3 est adjacent à xc,vq et z5,3

est adjacent à xc,vr . z1,3 est alors appelé zc,vp . z3,3 est alors appelé zc,vq .
z5,3 est alors appelé zc,vr .
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Remarque 5. Si il existe un homomorphisme tropical h de f(X,S) vers (H9, D),
alors :

1. h(x7) = y7, h(x1) = y1, h(x8) = y8 et h(x3) = y3. En conséquence
h(x2) = y2, et pour toute variable v ∈ X, h(xv) ∈ {y1, y3}.

2. h(x9) = y9 et h(x5) = y5. En conséquence, pour toute clause c = {vp, vq, vr} ∈
S, xc,vp ∈ {y4, y6}.

3. Le Lemme 3 et la bipartition indiquent que pour toute clause c = {vp, vq, vr} ∈
S, l'ensemble {zc,vp , zc,vq , zc,vr} a pour image l'ensemble {y1, y3, y5}.

Théorème 19. f(X,S) admet un homomorphisme tropical vers (H9, D) si et
seulement si il existe une bipartition de X, telle qu'au moins un élément de
chaque partie soit dans chaque clause dans S.

Démonstration. Supposons que f(X,S) admet un homomorphisme tropical vers
(H9, D). La remarque 1 nous donne une bipartition de X en regardant les an-
técédents de y1 et de y3. De plus, d'après la remarque 3, pour chaque clause
c = {vp, vq, vr} ∈ S, l'ensemble {zc,vp , zc,vq , zc,vr} contient un sommet s'en-
voyant sur y1 et un sommet s'envoyant sur y3. La remarque 2 implique alors
que l'ensemble {xc,vp , xc,vq , xc,vr} contient au moins un sommet s'envoyant sur
y4 et au moins un sommet s'envoyant sur y6. Il en découle que l'ensemble
{xvp , xvq , xvr} contient au moins un sommet s'envoyant sur y1 et au moins
un sommet s'envoyant sur y3. La bipartition de X suggérée par la remarque 1
satisfait bien aux conditions imposées par les clauses de S.

Supposons maintenant qu'il existe une bipartition de X, telle qu'au moins un
élément de chaque partie soit dans chaque clause dans S. On peut construire un
homomorphisme tropical de f(X,S) vers (H9, D) en associant y1 à une partie
et y3 à l'autre. Ainsi, pour tout v dans X, xv est envoyé sur y1 ou y3 en fonction
de la partie dans laquelle se trouve v. Pour toute clause c = {vp, vq, vr} ∈ S, il
y a au moins un sommet de {xvp , xvq , xvr} qui s'envoie sur y1 et au moins un
sommet qui s'envoie sur y3. Il est possible d'envoyer la toile associée à la clause
c sur (H9, D) de telle manière que les trois sommets zc,vp , zc,vq et zc,vr soient
envoyés sur y1, y3 et y5 et que quand zc,vi est envoyé sur y1 (respectivement y3)
alors xvi est aussi envoyé sur y1 (respectivement y3). Il est alors facile de trouver
l'image de xc,vp , xc,vq et xc,vr , ce qui �nit la construction d'un homomorphisme
tropical de f(X,S) vers (H9, D).

On a vu dans la section 8 qu'il existait un arbre sommet-colorié d'ordre
81 tel que le problème d'homomorphisme tropical associé est NP-complet. En
utilisant une réduction plus direct, depuis le problème 3-SAT, on obtient un
meilleur résultat, sur un arbre plus petit.

3-SAT
Donnés: Un ensemble de variables V . Un ensemble de littéraux L = {l|∃v ∈
V, l = v ∨ l = ¬v}.Un ensemble de triplets de littéraux S ⊂ L× L× L
Question: Existe-t-il une fonction e de L dans {V rai, Faux} telle que pour
tout (l1, l2, l3) ∈ S, V rai ∈ e({l1, l2, l3}) et pour tout v ∈ V , e(v) 6= e(¬v) ?
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Figure 15 � L'arbre (T23, D)

Le graphe cible est l'arbre sommet-colorié à 6 couleurs (T23, D) représenté
en Figure 15. Il contient les couleurs Noir, Rouge, Bleu, Vert, Jaune et Orange.
Comme tous les sommets non-Noir sont de degré 1 et adjacent à un sommet Noir,
il su�t de spéci�er la cible des sommets Noirs pour dé�nir un homomorphisme.
Ainsi, les sommets Noir sont notés y0, y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8, y9.

Soit (V,L, S) une instance de 3-SAT. Pour construire la réduction, nous
allons associer à chaque littéral l dans L un sommet Noir xl adjacent à un
sommet Bleu dans une instance de (-Tropical-Coloration(T23, D)). Ainsi,
ce sommet peut être envoyé par un homomorphisme tropical sur les sommets
y2, y5 et y8. Un envoi sur y2 correspond à donner la valeur V rai au littéral,
tandis qu'un envoi sur y5 ou y8 correspond à la valeur Faux. Pour construire le
reste de l'instance, nous allons avoir besoin de quelques structures.

La structure S2,5 est constituée d'un chemin de sept sommets Noir de l'en-
semble {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7} où une feuille Bleu est attachée aux sommets
x1 et x7, une feuille Verte est attachée aux sommets x2 et x6 et une feuille Jaune
est attachée au sommet x4.
La structure S2,8 est constituée d'un chemin de sept sommets Noir de l'ensemble
{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7} où une feuille Bleu est attachée aux sommets x1 et x7,
une feuille Rouge est attachée aux sommets x2 et x6 et une feuille Orange est
attachée au sommet x4.
La structure S5,8 est constituée d'un chemin de sept sommets Noir de l'ensemble
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{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7} où une feuille Bleu est attachée aux sommets x1 et x7,
une feuille Verte est attachée aux sommets x2 et x6 et une feuille Rouge est
attachée au sommet x4.
Les structures Si,j sont représentées sur la Figure 16.

Remarque 6. Pour tout (i, j) ∈ {(2, 5), (2, 8), (5, 8)} :
1. Si,j admet un homomorphisme tropical vers (T23, D).

2. Pour tout homomorphisme tropical de Si,j vers (T23, D), les sommets x1

et x7 sont envoyés dans l'ensemble {y2, y5, y8}.
3. Pour tout homomorphisme tropical h de Si,j vers (T23, D), soit h(x1) =

h(x7), ou bien {h(x1), h(x7)} = {yi, yj}. Cela laisse possible 5 valeurs de
(h(x1), h(x7)). De plus, il existe un homomorphisme tropical de Si,j vers
(T23, D) pour chacune de ces 5 valeurs de (h(x1), h(x7)).

La troisième remarque revient à dire que Si,j ne permet que de se déplacer
de yi à yj , dans un sens ou dans l'autre, ou de rester sur place. Pour le véri�er,
il peut être utile d'observer d'abord que pour tout (i, j), un des voisins de y0

est infranchissable par Si,j .

Pour que la réduction fonctionne, il faut aussi que l'on puisse s'assurer que
xv et x¬v ne seront pas envoyés sur des sommets traduisant la même valeur.
Pour cela, nous avons besoin d'une structure appelé SNON . SNON est constituée
d'une copie de S5,8, d'une copie de (T23, D) et d'un chemin de douze sommets
Noir, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7, t8, t9, t10, t11, t12. t12 est attaché à x1. t7 est attaché à
y4. Une feuille Bleu est attachée à t1, t5 et t9. Une feuille Rouge est attachée à t2
et t8. Une feuille Verte est attachée à t4 et t10. Une feuille Orange est attachée
à t6. Une feuille Jaune est attachée à t12. Cette construction est représentée sur
la Figure 16.

Lemme 4. 1. Il existe un homomorphisme tropical de SNON vers (T23, D).

2. Si h est un homomorphisme tropical de SNON vers (T23, D) tel que h(t1) =
y2, alors h(x7) ∈ {y5, y8}.

3. Si h est un homomorphisme tropical de SNON vers (T23, D) tel que h(t1) ∈
{y5, y8}, alors h(x7) = y2.

Démonstration. Essayons de construire un homomorphisme tropical de SNON
vers (T23, D). Tous les sommets Noirs adjacent à un sommet Bleu doivent être
envoyés vers y2, y5 ou y8. C'est le cas, en particulier, de t1, t5, t9, x1 et x7. De
plus, (T23, D) est un core, donc la copie de (T23, D) doit s'envoyer sur elle-même
par un isomorphisme. En particulier, y4 doit s'envoyer sur y4. Il en découle que
t7 doit être envoyé sur y0 ou y5, et en allant plus loin, que t5 doit s'envoyer sur
y2 ou y5.
Supposons qu'on envoie t1 sur y2. On peut facilement construire l'homomor-
phisme du chemin de t1 à t5, à condition d'envoyer t5 sur y2. On peut alors
étendre l'homomorphisme sur t6 et t7, ce qui oblige t7 à s'envoyer sur y0. Pour
étendre l'homomorphisme, on est obligé d'envoyer t9 sur y8, et x1 sur y8. Il est
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alors facile d'étendre le reste de la construction, à condition d'envoyer x7 sur y5

ou y8.
Supposons maintenant qu'on envoie t1 sur y8 ou y5. Il est alors impossible
d'étendre l'homomorphisme pour envoyer t5 sur y2. Par contre, on peut étendre
l'homomorphisme sur le chemin de t1 à t5, en envoyant t5 sur y5. On peut alors
étendre l'homomorphisme jusqu'à t7 qui doit s'envoyer sur y5. Pour étendre
l'homomorphisme, on est obligé d'envoyer t9 sur y5, et x1 sur y2. Il est alors
facile d'étendre le reste de la construction, à condition d'envoyer x7 sur y2.

En�n, nous avons aussi besoin d'une dernière structure. La structure Auiuj

relie les deux sommets Noirs ui et uj , par deux chemins de longueur 16 de
sommets Noirs, éventuellement adjacents à des feuilles pendantes, P et Q. P
est le chemin uiz1z2z3z4z5z6z7z8z9z10z11z12z13z14z15uj . uiz1z2z3z4z5z6 admet
les feuilles pendantes nécessaire pour former une copie de S2,5. z7 est adjacent à
une feuille Rouge. z9 est adjacent à une feuille Orange. z8z9z10z11z12z13z14z15uj
admet les feuilles pendantes nécessaire pour former une copie de S5,8. De même,
Q est le chemin uit1t2t3t4t5t6t7t8t9t10t11t12t13t14t15uj . uit1t2t3t4t5t6 admet les
feuilles pendantes nécessaire pour former une copie de S5,8. t7 est adjacent à une
feuille Jaune. t9 est adjacent à une feuille Verte. t8t9t10t11t12t13t14t15uj admet
les feuilles pendantes nécessaire pour former une copie de S5,8. La structure
Auiuj

est représentée sur la Figure 16.

Remarque 7. 1. Il existe un homomorphisme tropical de P vers (T23, D).
Un tel homomorphisme peut envoyer le couple de sommet (ui, uj) sur
n'importe quel couple dans l'ensemble {(y2, y2), (y2, y5), (y2, y8), (y5, y2),
(y5, y5), (y5, y8), (y8, y2)}, et seulement ces couples. En particulier, (ui, uj)
ne peut pas s'envoyer sur (y8, y5) ou sur (y8, y8).

2. Il existe un homomorphisme tropical de Q vers (T23, D). Un tel homo-
morphisme peut envoyer le couple de sommet (ui, uj) uniquement sur
n'importe quel couple dans l'ensemble {(y2, y2), (y2, y5), (y2, y8), (y5, y2),
(y5, y8), (y8, y2), (y8, y8)}, et seulement ces couples. En particulier, (ui, uj)
ne peut pas s'envoyer sur (y5, y5) ou sur (y8, y5).

3. Il existe un homomorphisme tropical de Auiuj
vers (T23, D). Un tel ho-

momorphisme h peut envoyer le couple de sommet (ui, uj) sur n'importe
quel couple dans l'ensemble {(y2, y2), (y2, y5), (y2, y8), (y5, y2), (y5, y8),
(y8, y2)}, et seulement ces couples. Autrement dit, soit (h(ui), h(uj)) =
(y5, y8), soit y2 ∈ {(h(ui), h(uj)}.

Lemme 5. Soit up, uq et ur trois sommets Noir. La structure composée de
Aupuq

, Auqur
et Aurup

admet un homomorphisme tropical vers (T23, D). Un tel
homomorphisme tropical h peut envoyer le triplet de sommet (up, uq, ur) sur
{y2, y5, y8} de toutes les manières qu'au moins deux sommets parmi up,uq et ur
soit envoyé sur y2, ou bien sur un des 3 triplets suivants : (y5, y8, y2), (y2, y5, y8)
ou (y8, y2, y5). En particulier, {h(up), h(uq), h(ur)} contient y2.

Démonstration. La preuve est une simple application de la remarque précédente.
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(a) S2,5

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

(b) S2,8

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

(c) S5,8

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 x1 x7S5,8

y4

(T23, D)

(d) SNON

ui ujS2,5
z6 z7 z8 z9 z10 S5,8

S5,8 t6 t7 t8 t9 t10 S2,8

(e) Auiuj

Figure 16 � Les structures de la construction de f(V,L, S)

Nous avons maintenant tous les outils pour construire la réduction de 3-
SAT vers (T23, D). Soit (V,L, S) une instance de 3-SAT. On construit le graphe
sommet-colorié f(V,L, S). de la façon suivante :

� Pour chaque littéral l ∈ L, f(V,L, S) contient le sommet Noir vl adjacent
à une feuille Bleue.

� Pour chaque variable x ∈ V . Les sommets vx et v¬x sont reliés par une
structure SNON .

� Pour chaque clause c = {lp, lq, lr} ∈ S, f(V,L, S) contient les trois som-
mets Noirs vc,lp , vc,lq et vc,lr , adjacents à une feuille Bleue. De plus vlp
(respectivement vlq et vlr ) sont reliés à vc,lp par une structure S5,8 (res-
pectivement vc,lq et vc,lr ). En�n les sommets vc,lp , vc,lq et vc,lr sont reliés
par les structures Avc,lpvc,lq , Avc,lqvc,lr et Avc,lrvc,lp .

Le graphe sommet-colorié ainsi obtenu est f(V,L, S).

Théorème 20. f(V,L, S) admet un homomorphisme tropical vers (T23, D) si
et seulement si il existe une évaluation e : L→ {V rai, Faux}, tel que pour tout
x ∈ V , e(v) 6= e(¬v) et pour tout {lp, lq, lr} ∈ S, V rai ∈ e({lp, lq, lr}).

Démonstration. Supposons que f(V,L, S) admet un homomorphisme tropical h
vers (T23, D). Pour tout l ∈ L on dé�nit e(l) comme étant V rai si h(vl) = y2 et
Faux si h(vl) ∈ {y5, y8}. Pour tout x ∈ V , vx et v¬x sont reliés par une structure
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SNON , donc d'après le Lemme 4, on a bien e(v) 6= e(¬v). De plus, pour tout
clause c = {lp, lq, lr} ∈ S, on a au moins un sommet parmi vc,lp , vc,lq et vc,lr
qui est envoyé par h sur y2 d'après le Lemme 5. Comme vc,lp (respectivement
vc,lq et vc,lr ) est relié à vlp (respectivement vlq et vlr ) par une copie de S5,8, au
moins un sommet parmi vlp , vlq et vlr est envoyé par h sur y2. Cela implique
que V rai ∈ e({lp, lq, lr}). e satisfait les conditions de 3-SAT.
Supposons maintenant qu'il existe une évaluation e : L→ {V rai, Faux}, tel que
pour tout x ∈ V , e(v) 6= e(¬v) et pour tout {lp, lq, lr} ∈ S, V rai ∈ e({lp, lq, lr}).
On veut construire un homomorphisme de f(V,L, S) vers (T23, D). On com-
mence par envoyer chaque vl (où l ∈ L) sur y2 si e(l) = V rai et sur y5 sinon.
Les Lemmes 4 et 5 su�sent à montrer que l'on peut étendre l'homomorphisme
à tout f(V,L, S).

11 Résultat de polynomialité

11.1 Techniques

Nous allons maintenant présenter des techniques qui permettent de prouver
que (H,D)-Tropical-Coloration est polynomial pour un certain (H,D).

Dé�nition 3 (Sommet Forçant). Soit (H,D) un graphe sommet-colorié. Un
sommet de (H,D) est un sommet forçant si tout ses voisins ont une couleur
distincte.

C'est un concept utile car dans tout homomorphisme tropical de (G,C) vers
(H,D) contenant un sommet forçant x, si un sommet de G est envoyé sur x, alors
l'image de tout ses voisins est forcé. Nous avons immédiatement l'application
suivante :

Lemme 6. Soit (H,D) un graphe sommet-colorié. Si tous les sommets de
(H,D) sont forçant, alors (H,D)-Tropical-Coloration se résout en temps
polynomial.

Démonstration. On choisit n'importe quel sommet x de l'instance (G,C), et
on l'envoie sur n'importe quel sommet de (H,D) de même couleur. Une fois
ce choix fait, l'homomorphisme tropical, s'il existe, est entièrement déterminé
pour toute la composante connexe de x. De plus, la véri�cation se fait en temps
linéaire. Il su�t donc d'essayer toute les O(|V (H)|) possibilités pour l'image
de x, puis de recommencer pour chaque composante connexe de G. (G,C) ad-
met un homomorphisme tropical vers (H,D) si et seulement si chacune de ses
composantes connexes admet un homomorphisme tropical vers (H,D).

Le lemme suivant utilise une réduction vers 2-SAT, un problème qui se résout
en temps polynomial.
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2-SAT
Donnés: Un ensemble de variable V . Un ensemble de littéraux L = {l|∃v ∈
V, l = v ∨ l = ¬v}.Un ensemble de pair de littéraux S ⊂ L× L
Question: Existe-t-il une fonction e de L dans {V rai, Faux} telle que pour
tout (l1, l2) ∈ S, V rai ∈ e({l1, l2}) et pour tout v ∈ V , e(v) 6= e(¬v) ?

Lemme 7 (2-SAT). Soient (H,D) un graphe sommet-colorié et {S1, . . . , Sk}
une collection d'ensembles de sommets de H, tous de taille au plus 2. Supposons
que pour chaque graphe sommet-colorié admettant un homomorphisme tropical
vers (H,D), il existe une partition P = P1, . . . , P` des sommets de G en ` ≤ k
ensembles et un homomorphisme h : (G,C) → (H,D) tel que pour tout i ∈
{1, . . . , `}, il existe un f(i) = j ∈ {1, . . . , k} tel que tous les sommets de Pi
s'envoient sur des sommets de Sj. Supposons, de plus, qu'on sait calculer la
partition P et la fonction f en temps polynomial, quitte à donner un résultat
absurde quand (G,C) n'admet pas d'homomorphisme vers (H,D). Alors (H,D)-
Tropical-Coloration se résout en temps polynomial.

Démonstration. On réduit (H,D)-Tropical-Coloration vers 2-SAT. Pour
chaque ensemble Si, si Si contient un seul vertex s, alors s représente la valeur
V rai, et si Si contient deux sommets s et s′, l'un deux représente la valeur
V rai et l'autre la valeur Faux. On remarque que si un sommet appartient à
deux ensembles Si et Sj distincts, il est autorisé à représenter des valeurs dif-
férentes dans chacun de ces deux ensembles (par exemple la valeur Faux dans
l'ensemble Si et la valeur V rai dans l'ensemble Sj).
Étant donné une instance (G,C) de (H,D)-Tropical-Coloration, on construit
comme suit une formule de 2-SAT, sur l'ensemble de variables V (G) qui est satis-
�able si et seulement si (G,C) admet un homomorphisme tropical vers (H,D).
On commence par calculer la fonction f . On sait alors, pour chaque x ∈ V (G),
dans quel Si se trouve h(x) si (G,C) admet un homomorphisme tropical vers
(H,D).
Soit xy une arête de G. Supposons que x est envoyé par h dans Si et y est envoyé
par h dans Sj . Comme x et y sont adjacents dans G, on ne peut les envoyer que
sur deux sommets adjacents de Si et Sj . Ainsi le couple (x, y) admet jusqu'à
quatre destinations possible dans H. Chacune de ces destinations correspond
par la relation détaillée plus haut à un couple dans l'ensemble {V rai, Faux}2.
Il existe une formule logique sur les variables x et y satisfaite exactement par les
couples de l'ensemble {V rai, Faux}2 correspondants au destinations possible
de (x, y). Cette formule peut être mise sous forme normale conjonctive, et on
l'appellera Fxy dans la suite. On remarque que chaque clause de Fxy contient au
plus deux littéraux, car Fxy n'utilise que les variables x et y. Soit F la formule
obtenue en prenant le conjonction des Fxy pour toute arête xy de G.
Par construction, si la formule F est satis�able par l'évaluation e, alors on
peut construire un homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D) en envoyant
chaque sommet x au sommet du Si associé correspondant à la valeur de vérité
de la variable x dans l'évaluation e. Il est clair, par construction, que c'est un
homomorphisme valide. Si, en revanche, la formule n'est pas satis�able, il n'y a
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pas d'homomorphisme tropical h de (G,C) vers (H,D) satisfaisant la condition
du lemme, et donc, il n'y a pas du tout d'homomorphisme tropical de (G,C)
vers (H,D).

En corollaire du Lemme 7, on obtient le lemme suivant.

Lemme 8. Si (H,D) est un graphe biparti sommet-colorié, où chaque couleur
est utilisée au plus deux fois, alors (H,D)-Tropical-Coloration se résout
en temps polynomial.

Nous verrons d'autres exemples d'applications du Lemme 7 dans la section
11.2.

Lemme 9. Soit (H,D) un graphe sommet-colorié contenant un ensemble S de
sommets forçant tel que pour toute composante connexe X de H − S :
(a) aucune couleur du voisinage de X, N(X) n'est présente dans X, et
(b) chaque sommet de N(X) est colorié avec une couleur distincte.
Si (H − S)-Liste-Coloration se résout en temps polynomial, alors (H,D)-
Tropical-Coloration se résout en temps polynomial.

Démonstration. Soit S = V (G)\S. Soit (G,C) une instance de (H,D)-Tropical-
Coloration. On suppose que (G,C) est connexe. Si ce n'est pas le cas, on
applique ce qui suit à chacune de ces composantes connexes. On considère un
sommet v de G avec C(v) = i. Alors un homomorphisme tropical de (G,C) vers
(H,D) doit envoyer v sur un sommet de couleur i. Pour chaque choix possible
d'image pour v, c'est à dire chaque sommet de couleur i, nous allons construire
une instance de (H − S)-Liste-Coloration. Pour construire cette instance,
nous allons, dans un premier temps, partitionner V (G) en deux ensembles :
l'ensemble VS qui contient les sommets qui doivent être envoyés dans S, dont
on détermine l'image par la même occasion, et l'ensemble VS qui contient les
sommets qui doivent être envoyés dans S. En même temps, on déterminera
pour chaque sommet de VS dans quelle composante connexe de S il doit être
envoyé. Ce partitionnement est e�ectué en appliquant une des deux procédures
ci-dessous à chaque sommet dont on connaît l'appartenance à VS ou VS , en
commençant par v.
Cas 1 : Le sommet u est envoyé sur un sommet de S. On connaît
son image x dans S. x est un sommet forçant, donc on connaît l'image des
voisins de u. Si cela entre en con�it avec une information précédemment connue
sur l'image d'un voisin de u, l'instance de (H − S)-Liste-Coloration répond
simplement NON. Si il n'y a pas de con�it, comme on connaît l'image des voisins
de u, on peut les classer dans VS ou dans VS . On sait dans quelle composante
connexe de S doivent être envoyés les sommets ainsi classés dans VS .
Cas 2 : Le sommet u est envoyé sur un sommet de S. On connaît la
composante connexe X de S dans laquelle se trouve l'image de u. Les
voisins de u ne peuvent s'envoyer que sur des sommets du voisinage fermé de
X, N [X]. Si un voisin w de u est colorié d'une couleur présente dans N(X),
on connaît l'image de w, qui se trouve dans S. En e�et, cette couleur n'est
présente qu'une seule fois dans N [X] d'après les hypothèses du théorème. w
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est alors classé dans VS . Si, en revanche, w est colorié d'une couleur qui n'est
pas présente dans N(X), mais seulement dans X, alors on sait que l'image de
w doit être dans X. w est alors classé dans VS . Si cela entre en con�it avec
une information précédemment connue sur l'image de w, l'instance de (H −S)-
Liste-Coloration répond simplement NON.
Fin du partitionnement. Une fois que le Cas 1 ou le Cas 2 a été appliqué à
chaque sommet une fois, on peut réduire l'instance à une instance de (H − S)-
Liste-Coloration.

On a construit autant d'instance de (H−S)-Liste-Coloration qu'il y a de
sommets de couleur i dans (H,D), c'est à dire un O(|V (G)|). (G,C) répond OUI
si et seulement si au moins une de ces instances de (H−S)-Liste-Coloration
répond OUI.

Le lemme suivant est très similaire au Lemme 9. La di�érence est qu'au lieu
d'identi�er la frontière des composantes X à l'aide d'un sommet de couleur non-
présente dansX, on l'identi�e à l'aide d'un arête dont les couleurs des extrémités
ne sont pas adjacentes dans X.

Lemme 10. Soit (H,D) un graphe sommet-colorié contenant un ensemble de
sommets forçant S. Soit B = {(x, y) ∈ S × N(S)|xy ∈ E(H)} l'ensemble des
arêtes formant la frontière de S. Supposons que pour toute composante connexe
X de H − S, les deux propriétés suivantes sont véri�ées :
(a) pour tout (x, y) ∈ B tels que y ∈ X, il n'y a pas d'arête dans X ×X dont
les extrémités sont coloriées D(x) et D(y), et
(b) pour tout (x, y), (x′, y′) ∈ B distincts tels que y, y′ ∈ X, on a (D(x), D(y)) 6=
(D(x′), D(y′)).
Si (H − S)-Liste-Coloration se résout en temps polynomial, alors (H,D)-
Tropical-Coloration se résout en temps polynomial.

Démonstration. La preuve est la même que pour le Lemme 9, sauf que la dis-
tinction entre VS et VS est déterminé en regardant la coloration des extrémités
d'arêtes et non plus des sommets individuels.

Les Lemmes 9 et 10 peuvent se généraliser à n'importe quelle situation où
le graphe cible (H,D) contient un ensemble de sommets forçant S et que pour
chaque composante connexe X de H − S, il y a un moyen de détecter :
(a) quand un sommet u adjacent à un sommet qui s'envoie dans X ne s'envoie
pas dans X, et dans cette situation
(b) sur quel sommet de S s'envoie u.
En particulier, il est possible de trouver un ensemble de sommets forçant S tel
que la condition du Lemme 9 s'applique à certaines composantes X, tandis que
la condition du Lemme 10 s'applique aux autres, auquel cas la technique est
applicable.

Le lemme suivant identi�e certaines caractéristiques locales uniques dans un
graphe sommet-colorié de manière à transformer le problème en un problème
d'homomorphisme listé plus simple.
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Dé�nition 4 (Caractéristique Tropicale Unique). Une caractéristique tropicale
unique d'un graphe (H,D) est d'un des types suivants :

Type 1. Un sommet u de H tel que u est le seul sommet de (H,D) de couleur
D(u).

Type 2. Une arête uv de H telle que uv est la seule arête dont les extrémités sont
coloriées D(u) et D(v), respectivement.

Type 3. Un sommet u de H tel que N(u) est monochromatique dans (H,D) de
couleur s, et que tout sommet colorié s dans (H,D) appartient à N(u) ou
n'a pas de voisin colorié D(u).

Type 4. Un sommet forçant u de (H,D) tel que pour chaque paire v, w de sommets
distincts dans N(u), il n'existe pas de chemin v′u′w′ dans H − u avec
D(v) = D(v′), D(u) = D(u′) et D(w) = D(w′).

Dé�nition 5. Soit (H,D) un graphe sommet-colorié et S un ensemble de ca-
ractéristiques tropicales uniques de (H,D). S se partitionne en quatre ensembles
S1 ∪S2 ∪S3 ∪S4, où Si est l'ensemble des caractéristiques tropicales uniques de
type i dans S. On dé�nit alors H(S) comme suit : V (H(S)) = (V (H)∪{uv|u ∈
S4, v ∈ N(u)}) \ (S1 ∪S3 ∪S4) et E(H(S)) = (E(H[V (H(S))]) \S2)∪{uvv|u ∈
S4, v ∈ N(u)}.

En d'autres termes, H(S) est le graphe obtenu de H en enlevant les caracté-
ristiques tropicales uniques de type 1, 2, et 3, et en remplaçant le voisinage fermé
de chaque caractéristique tropicale unique de type 4 par des arêtes pendantes.

Lemme 11. Soit (H,D) un graphe sommet-colorié et S un ensemble de ca-
ractéristiques tropicales uniques de (H,D). Si (H(S))-Liste-Coloration se
résout en temps polynomial, alors (H,D)-Tropical-Coloration se résout en
temps polynomial.

Démonstration. Soit (G,C) une instance de (H,D)-Tropical-Coloration.
Nous allons construire un graphe G′ et associer à chacun de ses sommets une
liste de sommets de H(S) de telle manière qu'il existe un homomorphisme de G′

vers H(S) envoyant chaque sommet vers un sommet de sa liste si et seulement
si il existe un homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D). On procède en
modi�ant G par étapes, en considérant les caractéristiques tropicales uniques
dans S une par une.

Dans un premier temps, on peut voir l'instance (G,C) de (H,D)-Tropical-
Coloration comme une instance de H-Liste-Coloration en associant à
chaque sommet u de G la liste L(u) des sommets de (H,D) colorié C(u). Si
dans la suite, on modi�e la liste associé à un sommet en la liste vide, on pourra
conclure qu'il n'y a pas d'homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D).

Pour chaque caractéristique tropicale unique u de type 1 dans S, il y a une
couleur c tel que u est le seul sommet colorié par c dans (H,D). Chaque sommet
de (G,C) colorié par c doit être envoyé sur u et est associé à une liste de taille au
plus un. Pour chaque sommet de (G,C) colorié par c, on modi�e la liste associée
à chacun de ses voisins w. L(w) devient L(w)∩N(u). Une fois cette modi�cation
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faite, on peut supprimer v de G, et oublier L(v) sans a�ecter l'existence d'un
homomorphisme listé de G vers H. En e�et, si un homomorphisme existe, il
doit envoyer chaque voisin de v sur un voisin de u. Ensuite, il n'y a plus aucun
sommet de G qui peut s'envoyer sur u.

Pour chaque caractéristique tropicale unique uv de type 2 dans S, il n'existe
pas d'autre arête dans (H,D) telle que la couleur de ses extrémités est D(u) et
D(v). En conséquence, toute arête de (G,C) dont les extrémités sont coloriées
D(u) et D(v) ne peut être envoyée que sur uv. Pour chaque arête xy de (G,C)
tel que C(x) = D(u) et C(y) = D(v), on modi�e les listes associées à x et y. L(x)
devient L(x)∩{u} et L(y) devient L(y)∩{v}. Une fois cette modi�cation faite,
on peut supprimer l'arête uv de G sans changer l'existence d'un homomorphisme
listé de G vers H. En e�et, si un homomorphisme listé existe, il doit envoyer x
sur u et y sur v. Ensuite, il n'y a plus aucune arête de G qui peut être envoyée
sur uv.

Pour chaque caractéristique tropicale unique u de type 3 dans S, N(u) est
monochromatique dans (H,D) de couleur c et tout sommet de couleur c ayant
un voisin de couleur D(u) appartient à N(u). Soit v un sommet de (G,C) tel
que C(v) = D(u) et N(v) est monochromatique de couleur c. On peut alors
supposer qu'un homomorphisme listé de G dans H envoie v sur u. En e�et
dans tout homomorphisme listé de G dans H, si v n'est pas envoyé sur u, il est
envoyé sur un sommet à distance 2 de u, et on obtient un autre homomorphisme
valide en changeant seulement l'image de v en u. Pour chacun de ces sommets
v, on modi�e la liste de ses voisins w. L(w) devient L(w)∩N(u). On peut alors
supprimer v de G sans a�ecter l'existence d'un homomorphisme listé. En e�et,
si un homomorphisme listé existe, il envoie chaque voisin de v sur un voisin de
u. Ensuite, il n'y a plus aucun sommet de G qui peut être envoyé sur u, puisque
tous les sommets de couleur D(u) ont au moins un voisin d'une autre couleur
que c.

En�n, pour chaque caractéristique tropicale unique u de type 4 dans S,
pour chaque v, w ∈ N(u), il n'y a pas d'autre chemin v′u′w′ dans H tel que
C(v) = D(v′), C(u) = D(u′) et C(w) = D(w′). Chaque sommet x de (G,C) tel
que C(x) = D(u) et qui contient les couleurs D(v) et D(w) dans son voisinage
ne peut être envoyé que sur u par un homomorphisme listé. Pour chacun de
ces sommets x, on modi�e la liste de chacun de ses voisins y. L(y) devient
L(y) ∩ N(u). Comme u est un sommet forçant, L(y) est maintenant de taille
au plus un. On peut maintenant supprimer x de G sans a�ecter l'existence
d'un homomorphisme listé. En, e�et, si un homomorphisme listé existe il doit
envoyer chaque voisin de x sur un voisin de u. Ensuite, chaque sommet x de G
qui peut être envoyé sur u n'admet qu'une seule couleur dans son voisinage, ce
qui implique que si x est envoyé sur u, alors tout son voisinage est envoyé sur
un seul sommet.

En conclusion, on a construit une instance de H-Liste-Coloration qui
s'envoie sur H si et seulement si il existe un homomorphisme tropical de (G,C)
vers (H,D). De plus, cette instance satisfait qu'aucun sommet ne peut s'envoyer
sur une caractéristique tropicale unique de type 1 ou 3 dans S, aucune arête
ne peut s'envoyer sur une caractéristique tropicale unique de type 2 dans S, et
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tous les sommets pouvant s'envoyer sur une caractéristique tropicale unique de
type 4 dans S ont un voisinage monochromatique. Il en découle facilement que
cette instance s'envoie sur H si et seulement si elle s'envoie sur H(S).

11.2 Application

Nous allons maintenant utilisé les lemmes de la section précédente pour dé-
montrer que (H,D)-Tropical-Coloration est polynomial pour un certain
nombre de "petits" graphes, indépendamment du coloriage D. Si le graphe
H n'est pas biparti, alors il existe un coloriage D tel que (H,D)-Tropical-
Coloration est NP-complet. En e�et, en coloriant tous les sommets de la même
couleur, (H,D)-Tropical-Coloration est simplement le problème d'homo-
morphisme classiqueH-Coloration, qui est NP-complet siH n'est pas biparti.
On ne va donc s'intéresser dans cette section qu'aux graphes bipartis. De plus,
dans le cas d'un graphe biparti, on a le lemme suivant.

Lemme 12. Soit (H,D) un graphe sommet colorié avec l'ensemble de couleur
S, biparti, qui est un core pour l'homomorphisme tropical. Soit {X,Y } la biparti-
tion de H. Soit D′ le coloriage des sommets de H avec l'ensemble de couleurs S×
{X,Y }, tel que chaque sommet x dans X est colorié (D(x), X) et chaque som-
met y dans Y est colorié (D(y), Y ). Alors, (H,D)-Tropical-Coloration se
résout en temps polynomial si et seulement si (H,D′)-Tropical-Coloration
se résout en temps polynomial.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que (H,D′)-Tropical-Coloration
se résout en temps polynomial. Soit (G,C) une instance de (H,D)-Tropical-
Coloration. Si (G,C) n'est pas biparti, il n'admet pas d'homomorphisme
vers (H,D), on peut donc supposer que (G,C) est biparti, avec la bipartition
{A,B}. Dans tout homomorphisme de (G,C) vers (H,D), A est envoyé sur X
et B sur Y , ou A est envoyé sur Y et B sur X. En supposant que A est envoyé
sur X et B sur Y , on peut facilement transformer (G,C) en une instance de
(H,D′)-Tropical-Coloration, de même pour l'autre cas. (G,C) admet un
homomorphisme tropical vers (H,D) si et seulement si une des deux instances
ainsi construites admet un homomorphisme tropical vers (H,D′). Ainsi (H,D)-
Tropical-Coloration se résout en temps polynomial.
Supposons maintenant que (H,D)-Tropical-Coloration se résout en temps
polynomial. Soit (G,C ′) une instance de (H,D′)-Tropical-Coloration. En-
core une fois, on peut supposer que (G,C ′) est biparti, avec la bipartition {A,B},
que tous les sommets coloriés par une couleur de la partie X sont dans la par-
tie A et que tous les sommets coloriés par une couleur de la partie Y sont
dans la partie B, sans quoi il n'y a pas d'homomorphisme tropical de (G,C ′)
vers (H,D′). Soit x un sommet dans la partie A, colorié (c,X). Il existe un
O(|H|) sommets coloriés (c,X) dans (H,D′), cibles potentielles de x. Pour cha-
cune de ces cibles potentielles, on construit une instance de (H,D)-Tropical-
Coloration, en enlevant la deuxième composante de la couleur des sommets
de (G,C ′), et en attachant une copie de (H,D) sur le sommet x, le sommet x
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prenant la position de la cible en question dans la copie. (G,C ′) admet un ho-
momorphisme tropical vers (H,D′) si et seulement si au moins une des O(|H|)
instances ainsi construites admet un homomorphisme tropical vers (H,D). Ainsi
(H,D′)-Tropical-Coloration se résout en temps polynomial.

On remarque que la construction e�ectuée dans cette preuve n'est pas une ré-
duction au sens habituel. En particulier, si un des problèmes, (H,D)-Tropical-
Coloration ou (H,D′)-Tropical-Coloration, est NP-complet, on ne peut
pas tirer de conclusion sur la NP-complétude de l'autre problème. Ceci dit lors-
qu'on cherche à prouver qu'un problème d'homomorphisme tropical est polyno-
mial, ce lemme nous indique que l'on peut supposer sans perte de généralité que
les couleurs de chaque partie de la bipartition sont distinctes.

Théorème 21. Pour tout entier k tel que 2 ≤ k ≤ 6, (C2k, D)-Tropical-
Coloration se résout en temps polynomial, indépendamment du coloriage D.

Démonstration. Puisque C4-Liste-Coloration se résout en temps polyno-
mial, (C4, D)-Tropical-Coloration se résout en temps polynomial, indépen-
damment du coloriage D.

Supposons maintenant par contradiction que pour un certain k ∈ {3, 4, 5, 6},
il existe un coloriage D de C2k tel que (C2k, D)-Tropical-Coloration ne se
résout pas en temps polynomial. Soit (X,Y ) la bipartition de C2k. On peut
supposer sans perte de généralité que les ensembles de couleurs présents dans
X et dans Y sont disjoints par le Lemme 12.

Supposons, dans un premier temps, que k = 3. Il y a trois sommets dans
chaque partie de la bipartition de C6. Si un sommet est colorié par une cou-
leur absente du reste du graphe, le Lemme 11 implique que (C6, D)-Tropical-
Coloration se résout en temps polynomial. On peut donc supposer que chaque
partie est monochromatique, mais, alors, (C6, D) n'est pas un core, ce qui en-
traîne une contradiction.

Supposons que k = 4. Il y a quatre sommets dans chaque partie de la bi-
partition de C8. Si un sommet est colorié par une couleur absente du reste du
graphe, le Lemme 11 implique que (C8, D)-Tropical-Coloration se résout
en temps polynomial. On suppose donc que chaque couleur apparaît au moins
deux fois. En particulier, chaque partie est coloriée avec une ou deux couleurs.
Si une partie est coloriée avec seulement une couleur (disons le Bleu), alors
(C8, D) n'est pas un core car il contient comme sous-graphe induit un chemin
de trois sommets dont le sommet central est Bleu et dans lequel toutes les cou-
leurs sont présentes. Ainsi, chaque partie est coloriée à l'aide d'exactement deux
couleurs, coloriant chacune exactement deux sommets. On peut alors utiliser
le Lemme 8, ce qui prouve que (C8, D)-Tropical-Coloration se résout en
temps polynomial.

Supposons que k = 5. Par un argument similaire à celui du cas précédent,
le Lemme 11, et le fait que (C10, D) ne doit pas admettre d'homomorphisme
tropical sur un P3 induit, impliquent que chaque partie de la bipartition {X,Y }
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est coloriée à l'aide d'exactement deux couleurs, une coloriant exactement deux
sommets et l'autre exactement trois. Disons que X contient trois sommets co-
loriés 1 et deux sommets coloriés 2, et Y contient trois sommets coloriés a et
deux sommets coloriés b.

L'ordre cyclique des couleurs de X est 1− 1− 1− 2− 2 ou 1− 1− 2− 1− 2
(à permutation et autres symétries près). Si cet ordre est 1− 1− 1− 2− 2, alors
le sommet de Y adjacent aux deux sommets coloriés 2 est une caractéristique
tropicale unique de type 3 et le Lemme 11 implique que (C10, D)-Tropical-
Coloration se résout en temps polynomial. On peut donc supposer que l'ordre
cyclique des couleurs de X est 1− 1− 2− 1− 2. Par le même argument, l'ordre
cyclique des couleurs de Y est a− a− b− a− b.

Il y a donc un unique sommet y dans Y dont les deux voisins sont coloriés 1.
Si D(y) = b, alors le second sommet de Y colorié b est au milieu d'un chemin à
trois sommets colorié 1−b−2, une caractéristique tropicale unique de type 4, et
le Lemme 11 implique que (C10, D)-Tropical-Coloration se résout en temps
polynomial. On suppose donc que D(y) = a. Par le même argument, l'unique
sommet de X adjacent à deux sommets coloriés a doit être colorié 1. Ainsi, à
permutation près, l'ordre cyclique des couleurs de (C10, D) est 1−a−1−a−2−
b−1−a−2−b, 1−a−1−b−2−a−1−a−2−b ou 1−a−1−b−2−a−1−b−2−a.
Le premier et dernier cas sont les mêmes à symétrie près et le deuxième cas n'est
pas un core car il admet un homomorphisme tropical sur le chemin à six sommets
coloriés a− 1− b− 2− a− 1, donc, l'ordre cyclique des couleurs de (C10, D) est
1− a− 1− a− 2− b− 1− a− 2− b.

Nous allons utiliser le Lemme 7 pour conclure ce cas. Dans un homomor-
phisme tropical vers (C10, D), un sommet colorié 2 ou b ne peut être envoyé
que vers deux sommets cible, de la même couleur. De même, un sommet co-
lorié 1 adjacent à au moins un sommet colorié b, ou un sommet colorié a ad-
jacent à au moins un sommet colorié 2, ne peut être envoyé que vers deux
sommets cible partageant cette caractéristique. En revanche, un sommet colo-
rié 1 dont tous les voisins sont coloriés a peut à priori être envoyé vers trois
di�érents sommets de (C10, D), car les trois sommets coloriés 1 dans (C10, D)
ont au moins un voisin colorié a. Cependant, le premier sommet x1 dans l'ordre
1−a−1−a−2− b−1−a−2− b voit tous ses voisins coloriés a (il n'en a qu'un
seul) être également voisin d'un autre sommet colorié 1, x2. Si il existe un homo-
morphisme tropical h de (G,C) vers (C10, D) envoyant un sommet v ∈ G, dont
tous les voisins sont coloriés a, sur x1, l'homomorphisme h′ qui envoie v sur x2 et
tous les autres sommets u de G sur h(u) est aussi un homomorphisme tropical
valide de (G,C) vers (C10, D). Ainsi, si il existe un homomorphisme tropical
de (G,C) vers (C10, D), alors il existe un homomorphisme tropical n'envoyant
aucun sommet colorié 1 dont tous les voisins sont coloriés a sur x1, et cet homo-
morphisme ne di�ère du premier que sur ces sommets là. Le même raisonnement
s'applique pour les sommets coloriés a dont tous les voisins sont coloriés 1. Nous
satisfaisons donc exactement les conditions du Lemme 7 et (C10, D)-Tropical-
Coloration se résout en temps polynomial.

En�n, supposons que k = 6. En utilisant le Lemme 11, on peut supposer
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que chaque partie de la bipartition est coloriée par au plus trois couleurs qui
apparaissent chacune au moins deux fois. De plus, si il y a exactement trois
couleurs dans chaque partie, chaque couleur apparaît exactement deux fois et
donc (C12, D)-Tropical-Coloration se résout en temps polynomial d'après
le Lemme 8. Si une partie est monochromatique et l'autre est coloriée par au
plus deux couleurs, alors (C12, D) admet un homomorphisme vers un chemin
d'ordre trois induit et n'est pas un core. En conclusion, le nombre de couleurs
des parties de la bipartition sont un et trois, deux et trois, ou deux et deux.

Supposons qu'une partie, X, est monochromatique, de couleur 1, et l'autre
partie, Y , est colorié par trois couleurs, a, b et c, chaque couleur coloriant deux
sommets. Pour que le graphe ne contienne pas de caractéristique tropicale unique
de type 3, chaque sommet de couleur 1 doit voir deux couleurs distinctes dans
son voisinage. Si on rajoute la condition que (C12, D) doit être un core, on peut
supposer sans perte de généralité que l'ordre cyclique des couleurs de (C12, D)
est a − 1 − b − 1 − c − 1 − a − 1 − b − 1 − c − 1. Dans la construction d'un
homomorphisme tropical, on remarque qu'une fois que l'image d'un sommet u
de couleur a, b ou c est �xée, les images des sommets à distance 2 de u sont
�xées également, en e�et tout sommet colorié a, b ou c dans (C12, D) admet
exactement un sommet colorié a, un sommet colorié b et un sommet colorié c
à distance 2 ou 0. Il en découle qu'après avoir fait un choix pour un sommet
colorié a, b ou c, l'éventuel homomorphisme tropical est déterminé pour toute
sa composante connexe. Il n'y a que deux choix par sommet ainsi colorié, qui,
de plus, sont symétriques, donc (C12, D)-Tropical-Coloration se résout en
temps polynomial dans le cas où une partie est monochromatique, et l'autre
partie est coloriée par trois couleurs.

Supposons maintenant qu'une partie, X, est coloriée par deux couleurs, 1
et 2, et que l'autre partie, Y , est coloriée par trois couleurs, a, b et c. Il y a
exactement deux sommets de chaque couleur dans Y . Si deux sommets de même
couleur dans Y sont à distance 2, leur voisin commun est une caractéristique
tropicale unique de type 3, on peut donc supposer que ce n'est pas le cas. Si
(C12, D) contient un chemin colorié a − 1 − b − 1 − a − 1 − b, à permutation
près des couleurs, alors il contient une caractéristique tropicale unique de type
4. En e�et, un sommet colorié 2 est adjacent au premier ou au dernier sommet
du chemin (ou les deux), faisant apparaître le chemin 2− a− 1 ou 1− b− 2, qui
est alors unique. Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques, les voisins
de chaque sommet de X sont de couleurs distinctes et pour chaque combinaison
d'une couleur i de X et de deux couleurs j et k de Y , il y a exactement zéro ou
deux sommets de X de couleurs i ayant pour voisins des sommets coloriés j et
k.

Nous allons conclure le cas où une partie est coloriée par deux couleurs et
l'autre par trois couleurs en utilisant le Lemme 7. Soit un sommet v d'un graphe
sommet-colorié (G,C). Si v est colorié a, b ou c, alors tout homomorphisme
tropical de (G,C) vers (C12, D) ne peut envoyer v que vers deux sommets, ceux
qui sont de couleur C(v). Si v est colorié 1 ou 2 et est adjacent à au moins un
sommet de chaque couleur a, b et c, alors il n'y a pas d'homomorphisme tropical
de (G,C) vers (C12, D), car il n'y a pas de sommet de degré 3 dans (C12, D).
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Si v est colorié 1 ou 2 et son voisinage contient exactement deux couleurs, qui
se trouvent parmi a, b et c, alors tout homomorphisme tropical de (G,C) vers
(C12, D) ne peut envoyer v que vers un sommet de même couleur, ayant les
même couleurs dans son voisinage. On a vu précédemment qu'il existe au plus
deux sommets de (C12, D) satisfaisant ces propriétés. En�n, si v est colorié 1 ou
2 et son voisinage est monochrome, colorié a, b ou c, alors tout le voisinage de v
sera envoyé sur un seul sommet, car il n'y a pas deux sommets à distance 2 de
même couleur a, b ou c dans (C12, D). En conséquence, pour chaque combinaison
d'une couleur i de X et d'une couleur j de Y , il est possible de choisir au plus
deux sommets de (C12, D) de couleur i ayant au moins un voisin de couleur
j comme représentant, de telle manière que si un homomorphisme tropical h
existe de (G,C) vers (C12, D), alors il existe un homomorphisme tropical qui
envoie les sommets de couleur i dont le voisinage monochrome est de couleur j
sur un représentant et tous les autres sommets v sur h(v). On trouve ainsi les
conditions d'applications du Lemme 7.

Donc, il doit y avoir exactement deux couleurs dans chaque partie. Supposons
dans un premier temps qu'il y a deux sommets coloriés 1 et quatre sommets
coloriés 2 dans une partie X. La partie Y est coloriée par a et b. Si les voisins des
sommets coloriés 1 sont tous de la même couleur, par exemple a, alors (C12, D)
n'est pas un core car il admet un homomorphisme vers un chemin induit colorié
1− a− 2− b. On suppose donc que (C12, D) contient le chemin a− 1− b. Pour
éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 3, les sommets coloriés 1
doivent être à distance au moins 4 l'un de l'autre. (C12, D) contient donc le
chemin 2 − a − 1 − b − 2. Pour éviter que a − 1 − b forme une caractéristique
tropicale unique de type 4, (C12, D) doit contenir deux versions du chemin
2−a−1− b−2. A symétrie près, il reste deux cas pour la position des sommets
coloriés 1 : 2 − a − 1 − b − 2 − . − 2 − . − 1 − . − 2 − . ou 2 − a − 1 − b −
2 − . − 1 − . − 2 − . − 2 − . (où les points peuvent être de couleur a ou b).
Le premier cas doit être 2 − a − 1 − b − 2 − . − 2 − a − 1 − b − 2 − ., sans
quoi (C12, D) n'est pas un core. Peut importe le coloriage des deux sommets
restants, on peut appliqué le Lemme 9 en utilisant l'union des voisinages fermés
des sommets coloriés 1 comme ensemble S de sommets forçant. De même, le
second cas doit être 2−a−1− b−2−a−1− b−2− .−2− ., sans quoi (C12, D)
n'est pas un core. On peut alors appliqué le Lemme 10 en utilisant le chemin
1 − b − 2 − a − 1 comme ensemble S de sommets forçant. Dans les deux cas
(C12, D)-Tropical-Coloration se résout en temps polynomial.

Pour �nir, on suppose qu'il y a exactement trois sommets de chaque couleur
dans chaque partie. Il y a trois con�gurations possibles dans chaque partie, à
symétries et permutations des couleurs près : 1−1−1−2−2−2, 1−1−2−2−1−2
ou 1 − 2 − 1 − 2 − 1 − 2. Si une partie, X, est dans la première con�guration
les deux sommets de Y dont le voisinage n'est pas monochrome doivent être
de la même couleur a, sans quoi on a deux caractéristiques tropicales uniques
de type 4. Mais alors, les trois sommets de Y de couleur b ont leur voisinage
monochrome. Un de ces sommets est une caractéristique tropical unique de type
3. On suppose maintenant qu'aucune des deux parties n'est dans la première
con�guration. Supposons qu'une partie, X, est dans la deuxième con�guration.
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Si les deux sommets de l'autre partie, Y , ayant un voisinage monochrome sont
coloriés de la même couleur a, alors (C12, D) contient un unique chemin 1 −
x − 2 qui forme une caractéristique tropicale unique de type 4. Sinon, Y est
nécessairement dans la deuxième con�guration et l'ordre cyclique des couleurs
est 1− a− 1− a− 2− b− 2− .− 1− .− 2− b, à symétrie et permutation des
couleurs près. On peut alors appliquer le Lemme 7 d'une manière similaire à la
preuve pour C10. En�n, si on suppose que les deux parties sont dans la troisième
con�guration, tous les sommets sont forçant, et on peut appliquer le Lemme 6.
Cela conclut la preuve.

Théorème 22. Pour tout entier k tel que k ≤ 11, pour tout arbre H d'ordre
k, (H,D)-Tropical-Coloration se résout en temps polynomial, indépendam-
ment du coloriage D.

Démonstration. Soit (H,D) un arbre sommet-colorié. Supposons (H,D)-Tropical-
Coloration est NP-complet. Le Théorème 12 implique que H contient un
graphe de la Table 2 comme sous-graphe induit. Or la Table 2 ne contient qu'un
arbre, d'ordre 10, G1. Ainsi, H contient G1 comme sous-graphe induit. H est
d'ordre au moins 10.
Les sommets de G1 sont nommés suivant la convention utilisée dans la Table 2.
Ainsi le sommet de degré 3 est y1, et il en sort trois branches, dont les sommets
sont appelés, dans l'ordre, y1, x1, y2 et x2 pour la première branche, y1, x3, y3

et x4 pour la deuxième branche et y1, x5, y4 et x6 pour la dernière branche.
Cette notation est représentée ci dessous :

y1

x1

y2

x2

x3

y3

x4

x5

y4

x6

Figure 17 � Arbre G1

Soit (X,Y ) la bipartition de H. On peut supposer sans perte de généralité
que les ensembles de couleurs présents dans X et dans Y sont disjoints par le
Lemme 12. On suppose de plus que X est la partie contenant x1, x2, x3, x4, x5

et x6 et que Y est la partie contenant y1, y2, y3 et y4.
Supposons que H est d'ordre 10 et donc que H = G1 et que D colorie y1 de
la couleur a. Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1, D
colorie un autre sommet de la couleur a. Par symétrie, on peut supposer que
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y2 est colorié a. Les deux voisins de y2, x1 et x2, ne peuvent pas être coloriés
de la même couleur, sans quoi (H,D) n'est pas un core. Sans perte de généra-
lité, x1 et x2 sont coloriés par les couleurs 1 et 2 respectivement. Pour éviter
les caractéristiques tropicales uniques de type 2, il doit exister une autre arête
que y2x2 dont les extrémités sont coloriées a et 2. Cependant, si un voisin de
y1 est colorié par la couleur 2, (H,D) n'est pas un core. En conséquence, y3x4

ou y4x6 voit ses extrémités coloriées par les couleurs a et 2. Par symétrie, on
peut supposer que x4 est colorié par la couleur 2 et y3 est colorié par la couleur
a. x3 ne peut pas être colorié 1 ou 2, car (H,D) ne serait alors pas un core.
En conséquence, x3 est colorié par une troisième couleur, 3. Pour le moment,
la branche y1x1y2x2 est coloriée a1a2 et la branche y1x3y3x4 est coloriée a3a2.
Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1, y4 doit être colorié
a. Il reste x5 et x6 dont le coloriage n'est pas déterminé, mais ils doivent être
coloriés 1 et 3 pour éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1. Dans
les deux cas, le graphe (H,D) n'est pas un core. C'est une contradiction, H est
d'ordre au moins 11.
Supposons que H est d'ordre 11. Il y a quatre arbres non-isomorphiques d'ordre
11 contenant G1, en fonction de l'endroit où on attache le sommet supplémen-
taire v. Par symétrie, v peut être adjacent à y1, x1, y2 ou x2. Si on suppose que
v est adjacent à y1, alors on peut appliquer la preuve du cas où H est d'ordre
10 pour trouver une contradiction.
Supposons que v est adjacent à x1 et que D colorie y1 de la couleur a. x1 et
x2 doivent être coloriés par des couleurs distinctes, sans quoi (H,D) n'est pas
un core. Sans perte de généralité, on suppose que x1 est colorié par 1 et x2 est
colorié par 2. Le sommet v doit être d'une couleur di�érente de y1 et de y2, sans
quoi (H,D) n'est pas un core. v est colorié par b. De plus, y2 n'est pas colorié
par b.
Supposons dans un premier temps que y2 est colorié par la couleur c. Alors, par
symétrie, y3 est colorié par a et y4 est colorié par c, sans quoi il y a une carac-
téristique tropicale unique dont l'ablation laisserait un graphe ne contenant pas
G1 comme sous-graphe induit. Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques
de type 2, il doit y avoir au moins deux arêtes dont les extrémités sont coloriées
1 et c et deux arêtes dont les extrémités sont coloriées 2 et c. En conséquence,
x5 et x6 doivent être coloriés 1 et 2. Si x5 est colorié 1 et x6 est colorié 2, alors
(H,D) n'est pas un core, donc x5 est colorié 2 et x6 est colorié 1. Encore une
fois, il doit y avoir au moins deux arêtes dont les extrémités sont coloriées 1 et
a et deux arêtes dont les extrémitées sont coloriés 2 et a. En conséquence, x3 et
x4 doivent être coloriés 1 et 2. Dans les deux cas (H,D) n'est pas un core.
On sait maintenant que y2 est colorié par la couleur a. Pour que (H,D) soit un
core, y1 ne peut pas avoir de voisin colorié 2. Pourtant, pour éviter les caracté-
ristiques tropicales uniques de type 2, (H,D) doit contenir au moins deux arêtes
dont les extrémités sont coloriées a et 2. On peut donc supposer sans perte de
généralité que y3 est colorié a et x4 est colorié 2. Si x3 est colorié par 1 ou 2,
alors (H,D) n'est pas un core. On suppose donc que x3 est colorié par 3. Pour
éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1, x5 et x6 sont coloriés 1
et 3. Si y4 est colorié par a, alors (H,D) n'est pas un core, donc y4 est colorié
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par b. Mais alors, il y a une unique arête dont les extrémités sont coloriées par
b et 3 dans le graphe, et on peut appliquer le Lemme 11, ce qui entraine une
contradiction.
Supposons maintenant que v est adjacent à y2 et que D colorie y1 de la couleur
a. v, x1 et x2 doivent être coloriés de trois couleurs distinctes, sans quoi (H,D)
n'est pas un core. x1 est colorié par 1, x2 est colorié par 2 et v est colorié par 3.
Supposons dans un premier temps que y2 est colorié par a. Pour éviter les ca-
ractéristiques tropicales uniques de type 3, avec le chemin colorié a − 1 − a, il
faut au moins un autre sommet colorié par a, y3 ou y4. Pour éviter les caracté-
ristiques tropicales uniques de type 1, à la fois y3 et y4 sont coloriés par a. Y est
entièrement colorié par a. Si X est colorié par les trois couleurs 1, 2 et 3, alors
(H,D) n'est pas un core, puisqu'il s'envoie sur l'étoile à trois branches centrée
sur y2. Il doit donc y avoir une quatrième couleur, 4, dans X. Pour éviter les
caractéristiques tropicales uniques de type 1, {x3, x4, x5, x6} doit contenir au
moins deux sommets coloriés par 4 et un sommet colorié par 1. A symétrie près,
les seuls coloriages possibles tel que (H,D) est un core voient x3 colorié par 1, et
x4 et x6 colorié par 4. Si x5 est colorié par 1 ou 4, alors (H,D) n'est pas un core.
Si x5 est colorié 2 ou 3, alors x3y3x4, colorié 1− a− 4 forme une caractéristique
tropicale unique de type 4.
On sait maintenant que y2 n'est pas colorié par a. y2 est colorié par b. Pour
éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1 et par symétrie, y3 est
colorié par a et y4 est colorié par b. Pour éviter que y1x1y2, colorié a − 1 − b
forme une caractéristique tropicale unique de type 4, x5 doit être colorié par 1.
Pour éviter que le voisinage de y2 forme une caractéristique tropicale unique de
type 4, x6 doit être colorié par 2 ou 3. Dans ce cas, (H,D) n'est pas un core.
Pour �nir, supposons que v est adjacent à x2 et que D colorie y3 par a. x3 et
x4 doivent être coloriés de di�érentes couleurs, sans quoi (H,D) n'est pas un
core. x3 est colorié par 1 et x4 est colorié par 2. Pour éviter que y3 soit une
caractéristique tropicale unique de type 4, il faut un autre sommet colorié a
adjacent à des sommets coloriés 1 et 2. De plus, si y1 est colorié par a et x1

ou x5 sont coloriés par 2, alors (H,D) n'est pas un core. Cela nous laisse donc
deux cas : Soit y2 est colorié par a adjacent à des sommets coloriés par 1 et 2,
ou ce n'est pas le cas et y4 est colorié par a adjacent à des sommets coloriés par
1 et 2.
Dans le premier cas, y2 est colorié par a. Si x1 est colorié par 1 et x2 par 2, alors
(H,D) n'est pas un core, donc x1 est colorié par 2 et x2 par 1. y1 est alors colorié
b, sans quoi (H,D) n'est pas un core. x5 et x6 ne peuvent pas être coloriés par
la même couleur, sans quoi (H,D) n'est pas un core. En conséquence, X ne
peut contenir que deux couleurs. En e�et, une troisième couleur ne colorierait
qu'un sommet parmi x5 et x6 qui formerait alors une caractéristique tropicale
unique de type 1. x5 et x6 sont donc de couleur 1 et 2. y4 est de couleur a ou
b, sans quoi y1 ou y4 formerait une caractéristique tropicale unique de type 1.
Dans toutes les colorations encore possibles de x5, y4 et x6, (H,D) n'est pas un
core.
Dans le second cas, y4 est colorié par a. Si x5 est colorié par 1 et x6 par 2,
alors (H,D) n'est pas un core, donc x5 est colorié par 2 et x6 par 1. y1 est alors
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colorié b, sans quoi (H,D) n'est pas un core. y2 est de couleur a ou b, sans quoi
y1 ou y2 formerait une caractéristique tropicale unique de type 1. De plus, si y2

est colorié par a, alors v est colorié par b, et x1 et x2 doivent être de couleur
di�érente, sans quoi (H,D) n'est pas un core. Pour éviter les caractéristiques
tropicales uniques de type 1, x1 et x2 doivent être coloriés par 1 et 2, ce qui
nous ramène au premier cas. Si, en revanche, y2 est colorié par b, alors v ne peut
pas être colorié par b, sans quoi (H,D) n'est pas un core, et donc le sommet x1

est une caractéristique tropicale unique de type 3. C'est une contradiction, H
est d'ordre au moins 12.

Théorème 23. Pour chaque graphe H appartenant à une des six familles T ,
W, D, M, N et G décrite dans la Table 1, (H,D)-Tropical-Coloration se
résout en temps polynomial, indépendamment du coloriage D.

Démonstration. On suppose par contradiction que pour un certain entier i et
une famille F parmi T , W, D, M, N et G, il existe un problème (Fi, D)-
Tropical-Coloration qui ne se résout pas en temps polynomial.

Famille T . On suppose que xi+4 est colorié par 1 et que yi+3 est colorié par a.
Alors, yi+4 ne peut pas être colorié par a, sans quoi (H,D) n'est pas un core,
donc il est colorié par b. Pour éviter une caractéristique unique tropicale de type
3 colorié a − 1 − b, il doit y avoir un autre chemin P3 colorié a − 1 − b dans le
graphe. Mais pour que le graphe soit un core, le sommet central, colorié 1, de
ce chemin ne peut pas être adjacent à yi+3. Cependant, tous les sommets de X
sont adjacent à yi+3, à part x1 et xi+3, qui sont tout les deux de degrès 1, et ne
peuvent donc pas être sommet central d'un P3 colorié a− 1− b.

x1 xi+3

yi+3

xi+4yi+4

· · ·

Famille W. Supposons que yi+1 est colorié par a et que xi+2 est colorié par
1. yi+3 ne peut pas être colorié a, sans quoi (H,D) n'est pas un core, on peut
donc supposer que yi+3 est colorié par b. yi+2 ne peut pas être colorié b, sans
quoi (H,D) n'est pas un core, donc yi+2 est colorié par a ou c.
Supposons dans un premier temps que yi+2 est colorié par c. Pour éviter les
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caractéristiques tropicales uniques de type 1, il doit y avoir un autre sommet
colorié par a. Parmi tous les sommets de Y dont la couleur n'est pas encore
déterminée, le seul qui peut être colorié par a est yi. En e�et, si un autre
sommet de Y est colorié par a, (H,D) n'est pas un core. De même, y1 doit être
colorié par c. Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 2, le
graphe doit contenir au moins deux arêtes dont les extrémités sont coloriées 1
et b, l'arête xi+2yi+3 et une autre arête e. On véri�e facilement que quelle que
soit cette arête e, (H,D) n'est pas un core.
On sait maintenant que yi+2 doit être colorié par a. Aucun autre sommet de Y
n'est colorié par a, sans quoi (H,D) n'est pas un core. Soit un graphe source
sommet-colorié (G,C). Soit A l'ensemble des sommets de (G,C) colorié par a.
Si il existe un homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D), alors il existe un
homomorphisme tropical de (G,C) vers (H,D) qui envoie toute les composantes
connexes de (G−A,C) colorié uniquement par 1 et b vers les sommets xi+2 et
yi+ 3. Sachant cela, on peut contracter chacune de ces composantes connexes en
un seul sommet d'une nouvelle couleur ω, et d'une manière similaire, contracter
xi+2 et yi+ 3 en un seul sommet de couleur ω. Cette transformation ne changera
pas l'existence ou la non-existence d'un homomorphisme tropical. En revanche,
le graphe cible obtenu après la transformation ne contient plus aucun des graphes
de la table 2. C'est une contradiction.

y1 yi

yi+1 yi+2xi+2

yi+3

· · ·

FamilleD. Supposons yi+4 est colorié par a. Pour éviter les caractéristiques
tropicales uniques de type 1, il y a un autre sommet colorié par a. Parmi tous
les sommets de Y dont la couleur n'est pas encore déterminée, le seul qui peut
être colorié par a est y1. En e�et, si un autre sommet de Y est colorié par a,
(H,D) n'est pas un core. x1 est colorié par 1. Pour éviter les caractéristiques
tropicales uniques de type 1, il y a un autre sommet colorié par 1. Quel que soit
ce sommet, (H,D) n'est pas un core.
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x1

y1

yi+4

· · ·

· · ·

Famille M. Supposons x2 est colorié par la couleur 1 et yi+2 est colorié par
la couleur a. Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1, il y a
un autre sommet de X colorié par 1. Mais x2 est adjacent à tous les sommets
de Y sauf yi+2 qui n'est adjacent qu'à x1. Ainsi, parmi tous les sommets de X
dont la couleur n'est pas encore déterminée, le seul qui peut être colorié par 1
est x1. En e�et, si un autre sommet de X est colorié par A, (H,D) n'est pas
un core. x1 est colorié par 1. Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques
de type 1, il y a un autre sommet de Y colorié par a. Quelque soit ce sommet,
(H,D) n'est pas un core.

x1 x2
yi+2

· · ·

· · ·

· · ·

Famille N . Supposons x2 est colorié par la couleur 1. Pour éviter les caracté-
ristiques tropicales uniques de type 1, il y a un autre sommet de X colorié par
1. Mais x2 est adjacent à tous les sommets de Y sauf yi+1 et y2i+4 qui ne sont
adjacents qu'à x1 et x2i+4 respectivement. Ainsi, parmi tous les sommets de X
dont la couleur n'est pas encore déterminée, les seuls qui peuvent être coloriés
par 1 sont x1 et x2i+4. Que x1 ou x2i+4 ou les deux, soient coloriés par 1, les
arêtes x1yi+1 et x2i+4y2i+4 ne doivent pas être des caractéristiques tropicales
uniques de type 2. Au moins une de ces deux arêtes a ses extrémités coloriées
par 1 et a. Si les deux arêtes ont leurs extrémités coloriées par 1 et a, alors
(H,D) n'est pas un core. Sinon, un sommet de Y adjacent à x2 est colorié par
a, et le graphe (H,D) n'est pas un core.
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x1 x2

x2i+4

yi+1

y2i+4

· · ·

· · ·

· · ·

G1. Le cas du graphe G1 a déjà été étudié dans la preuve du Théorème 22.

G2. Supposons que y2 est colorié par la couleur a. y1 ne peut pas être colorié
par a, ou bien (H,D) ne serait pas un core. y1 est colorié par la couleur b. Pour
éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1, y3 et y4 doivent être
coloriés par a et b. Par symétrie, on peut supposer que y3 est colorié par a et
y4 est colorié par b. x5 est colorié par la couleur 1. Alors x1, x2, x3 et x4 ne
peuvent pas être coloriés par 1, ou bien (H,D) ne serait pas un core. L'arête
x5y3 a ses extrémités coloriées a et 1. C'est une caractéristique tropicale unique
de type 2. Le Lemme 11 produit une contradiction.

y4

x6

x3

y3

x5

x4

x2

y2

x1

y1

G3. Pour éviter les caractéristiques tropicales uniques de type 1, il y a au plus
deux couleurs dans chaque partie de la bipartition. Si x1 et x2 sont de la même
couleur, alors (H,D) n'est pas un core. De même, si y1 et y4 sont de la même
couleur, alors (H,D) n'est pas un core. Mais si x1 et x2 sont de deux couleurs
di�érentes, et y1 et y4 sont de deux couleurs di�érentes, alors x1, y1, x2 et y4

induisent un sous-graphe biparti complet contenant toutes les couleurs, ce qui
implique que (H,D) n'est pas un core.
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x2

y4

y1

x1

Théorème 24. Pour tout graphe biparti H d'ordre au plus 8, (H,D)-Tropical-
Coloration se résout en temps polynomial, indépendamment du coloriage D.

Démonstration. Les seuls graphes d'ordre au plus 8 de la Table 1 sont les cycles
C6 et C8. D'après le Théorème 11, si H est d'ordre au plus 8 et ne contient pas
de C6 ou C8 induit, alors (H,D)-Tropical-Coloration se résout en temps
polynomial, indépendamment du coloriage D. De plus, si H est d'ordre au plus
8 et contient un C8 induit, alors H = C8, et on a vu dans le Théorème 21 que
(H,D)-Tropical-Coloration se résout alors en temps polynomial, indépen-
damment du coloriage D (de même si H = C6). Il ne nous reste donc pour
prouver le théorème qu'a véri�er que (H,D)-Tropical-Coloration se résout
en temps polynomial, indépendamment du coloriage D, quand H est biparti
d'ordre 7 ou 8 et contient un C6 induit.
Soit (H,D) un graphe biparti sommet-colorié d'ordre 7 ou 8 contenant un C6

induit. Supposons dans un premier temps que la partie X de la bipartition est
d'ordre 3. Ainsi chaque sommet x ∈ X appartient à chacun des C6 induit de H
et les sommets de X ne peuvent pas être des caractéristiques tropicales uniques,
sans quoi (H,D) n'est pas un core. En particulier, X est monochromatique,
colorié par a. Si Y contient au plus deux couleurs, alors (H,D) n'est pas un
core, car il contient un sommet colorié a dont le voisinage contient toutes les
couleurs de Y . Si Y est d'ordre 4 et contient au moins 3 couleurs, il existe au
plus deux sommets qui ne sont pas des caractéristiques tropicales uniques et le
Lemme 11 conclut. De même si Y est d'ordre 5 et contient au moins 4 couleurs.
Il reste le cas où Y est d'ordre 5 et contient 3 couleurs. Si il existe un sommet
colorié a dont le voisinage contient les trois couleurs de Y , alors (H,D) n'est
pas un core. On suppose donc que le voisinage de chaque sommet de X contient
au plus deux couleurs. Soit y1, y2 et y3 trois sommets de Y appartenant à un C6

induit de H. Si y1, y2 et y3 sont de trois couleurs distinctes, chaque sommet de
X est adjacent à exactement deux couleurs, et (H,D) n'est pas un core puisqu'il
admet un homomorphisme tropical vers le C6 induit contenant y1, y2 et y3. Si
y1, y2 et y3 sont coloriés par la couleur 1, alors (H,D) n'est pas un core puisqu'il
admet un homomorphisme tropical vers un chemin colorié 2 − a − 1 − a − 3.
En�n, si y1 est colorié pas 1, et y2 et y3 sont colorié par 2, alors les sommets
coloriés par 3 ne peuvent avoir comme seul voisin le voisin commun de y2 et y3

et (H,D) n'est pas un core puisqu'il admet un homomorphisme tropical vers un
chemin colorié 1− a− 2− a− 3. Dans tout les cas où X est d'ordre 3, (H,D)-
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Tropical-Coloration se résout en temps polynomial, indépendamment du
coloriage D.
Il reste le cas où H est biparti d'ordre 8 de bipartition (X,Y ) où |X| = |Y | = 4.
Si il y a au moins trois couleurs dans une partie, alors il y a au plus deux som-
mets de cette partie qui ne sont pas une caractéristique tropicale de type 1, ce
qui n'est pas su�sant pour former un C6 et le Lemme 11 conclut. Chaque partie
de la bipartition contient au plus deux couleurs. Si une partie contient exacte-
ment une couleur, alors il existe un chemin de longueur 3 contenant toute les
couleurs, et (H,D) n'est pas un core. Chaque partie de la bipartition contient
exactement deux couleurs. Si chaque partie contient exactement deux sommets
de chaque couleur, alors on peut appliquer le Lemme 8. On peut donc supposer
que la partie X contient trois sommets de couleurs a, x1, x2 et x3 et un sommet
de couleur b, x4. Comme x4 est une caractéristique tropicale unique de type 1 le
Lemme 11 conclut si H − x4 n'admet pas de C6 induit. On peut donc supposer
qu'il existe un C6 induit contenant x1, x2 et x3. Soit y1, y2 et y3 des sommets de
Y tel que x1y1x2y2x3y3 soit un C6. Soit y4 le sommet restant de Y . Si y1, y2 et
y3 ont la même couleur, alors (H,D) n'est pas un core. On peut donc supposer
que y1 et y2 sont coloriés par la couleur 1 et y3 est colorié par la couleur 2. Si y4

est colorié par 1, alors y3 et x4 sont des caractéristiques tropicales uniques de
type 1, et le Lemme 11 conclut, à moins que x1y1x2y2x3y4 est un cycle, auquel
cas (H,D) n'est pas un core. On peut donc supposer que y4 est colorié par 2. Si
x4 est adjacent à y3 et à au moins un des deux sommets y1 et y2, alors le graphe
contient un graphe biparti complet contenant toutes les couleurs et (H,D) n'est
pas un core. Si x4 n'est pas adjacent à y1 ou à y2, alors (H,D) n'est pas un core.
Si x4 est adjacent à y1 et à y2, alors (H,D) n'est pas un core. On peut donc
supposer sans perte de généralité que x4 est adjacent à y1, mais pas à y2 ou y3.
Si y4 n'est pas adjacent à x3, alors (H,D) n'est pas un core. De même, si y4

est adjacent à x1, alors (H,D) n'est pas un core. Si y4 est adjacent à x2, alors
(H,D) admet un homomorphisme tropical vers les quatre sommets x4, y1, x2

et y4, et n'est donc pas un core. On peut donc supposer sans perte de généralité
que y4 est adjacent à x3, mais pas à x1 ou x2. Si x4 et y4 ne sont pas adjacent,
alors (H,D) n'est pas un core. Il ne reste qu'un graphe sommet-colorié possible
(H,D) à véri�er. On remarque que y3 est une caractéristique tropicale unique
de type 3 et y4 est une caractéristique tropicale unique de type 4. Le Lemme 11
permet donc de conclure ce dernier cas, et donc la preuve.

12 Comment réduire le nombre de couleurs ?

On a vue dans la Section 7 que tous les problèmes de satisfaction de contraintes
sont polynomialement équivalents à un problème d'homomorphisme tropical
vers un graphe biparti et dichromatique. Pourtant, au vue des résultats précé-
dents, on connaît peu de "petits" graphes bipartis dichromatiques (H,D) tels
que (H,D)-Tropical-Coloration soit NP-complet.
Une variante de la preuve du Théorème 18, expliqué dans la Remarque 3,
donne un coloriage D de C54 tel que (C54, D)-Tropical-Coloration est NP-
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complet.
Une autre manière de trouver un graphe cible biparti dichromatique (H,D) tel
que (H,D)-Tropical-Coloration soit NP-complet est d'utiliser directement
la preuve du Théorème 9, qui transforme n'importe quel problème de satisfac-
tion de contrainte en un problème d'homomorphisme tropical polynomialement
équivalent. En revanche, cette méthode donne des graphes cibles qu'il est di�-
cile de quali�er de "petit". Par exemple, le graphe biparti dichromatique associé
à 3-SAT contient 1640 sommets.
En�n la variante Biparti Bicolore de la transformation utilisée dans la preuve
du Théorème 16 permet de transformer n'importe quel problème d'homomor-
phisme de graphe orienté en un problème d'homomorphisme tropical vers un
graphe biparti dichromatique. Cette méthode donne, au mieux, des graphes bi-
parti dichromatique (H,D) d'ordre 14 tel que (H,D)-Tropical-Coloration
soit NP-complet, présent sur la Figure 4. Cependant, cette méthode ne préserve
pas bien la topologie du graphe, puisqu'elle ajoute un sommet de gros degrés
au graphe, à distance au plus 3 de tout autre sommet.
Dans cette section, nous allons présenté une technique qui donne de relative-
ment petits graphes bipartis dichromatiques (H,D) tels que (H,D)-Tropical-
Coloration soit NP-complet. Plus précisément, pour tout graphe biparti (H,D)
tel que (H,D)-Tropical-Coloration soit NP-complet, on va construire un
graphe biparti dichromatique (H ′, D′) relativement petit, tel qu'il existe une ré-
duction de (H,D)-Tropical-Coloration vers (H ′, D′)-Tropical-Coloration.
De plus cette méthode préserve assez bien la topologie du graphe original. On
l'utilisera ensuite pour trouver un arbre dichromatique (H,D) tel que (H,D)-
Tropical-Coloration soit NP-complet.

Dé�nition 6 (Suite de Fibonacci). Pour tout n ∈ N, Fib(n) est dé�ni comme
suit :

� Fib(0) = Fib(1) = 1

� Pour i ≥ 2, Fib(i) = Fib(i− 1) + Fib(i− 2)

Théorème 25. Soit un graphe sommet-colorié (H,D) à n sommets, m arêtes
et c couleurs. Soit k un entier naturel tel que Fib(k) ≥ c. Il existe un graphe
sommet-colorié dichromatique (H ′, D′) à n× (3+k) sommets et m+n× (2+k)
arêtes, tel qu'il existe une réduction de (H,D)-Tropical-Coloration vers
(H ′, D′)-Tropical-Coloration. De plus, si H est biparti, alors H ′ est biparti.

Démonstration. Avant de prouver ce théorème, on va dé�nir la construction de
(H ′, D′). Soit k �xé. On dé�nit les Fib(k) chemins Pk(i) de longueur k + 2,
avec 0 ≤ i < Fib(k) comme suit. Les sommets de Pk(i) sont x0, x1, ... xk+2

dans l'ordre du chemin. x0 et xk sont coloriés par le couleur B. xk+1 et xk+2

sont coloriés par la couleur N . Les k− 1 sommets x1, ... xk−1 sont les sommets
codants. Il existe Fib(k) coloriages des k− 1 sommets codants avec les couleurs
B et N tel que deux sommets adjacents ne sont jamais coloriés N tout les deux.
Ainsi pour chaque i, les sommets codants de Pk(i) sont coloriés sans que deux
sommets adjacents ne soient coloriés N , de telle manière que pour i 6= j, Pk(i)
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est colorié di�éremment de Pk(j).
Soit (G,C) un graphe sommet-colorié à n sommets, m arêtes et c couleurs. Soit
k un entier naturel tel que Fib(k) ≥ c. Le graphe Dk(G,C) est construit de la
manière suivante. Dans un premier temps, on associe un i entre 0 et Fib(k)− 1
distinct à chacune des c couleurs. Le graphe Dk(G,C) contient une copie de
G coloriée par la couleur B et pour chaque sommet v de G de couleur i dans
(G,C), on ajoute une copie de Pk(i) à Dk(G,C) en identi�ant x0 à v. On
appelle cette copie P (v), et on appelle ses sommets v = x0(v), x1(v), x2(v) ...
xk+2(v). Dk(G,C) ainsi construit est dichromatique, et a n× (3 + k) sommets
et m+ n× (2 + k) arêtes. De plus, si G est biparti, Dk(G,C) est aussi biparti.
Un exemple de cette construction est illustré dans la Figure 12.
On peut maintenant prouver que pour tout (G,C) et (H,D) ayant le même
ensemble de c couleurs, et pour tout k tel que Fib(k) ≥ c, Dk(G,C) admet
un homomorphisme tropical vers Dk(H,D) si et seulement si (G,C) admet
un homomorphisme tropical vers (H,D), ce qui conclura la preuve. Supposons
dans un premier temps qu'il existe un homomorphisme tropical h de (G,C)
dans (H,D). On peut construire un homomorphisme tropical de Dk(G,C) vers
Dk(H,D) en commençant par envoyer la copie de G de Dk(G,C) vers la copie
de H dans Dk(H,D) à l'aide de h. Pour tout sommet v ∈ G, h envoie v sur un
sommet de même couleur que v dans H. En conséquence, on peut envoyer P (v)
sur P (h(v)), puisqu'ils sont coloriés de la même manière. Cela su�t à étendre
h à tout Dk(G,C).
Supposons maintenant que il existe un homomorphisme tropical h′ de Dk(G,C)
vers Dk(H,D). Pour tout v, les sommets xk+1(v) et xk+2(v) sont adjacents et
coloriés par N . De plus, ce sont les seules paires de sommets adjacents coloriés
par N dans Dk(G,C) et Dk(H,D). On sait donc que pour tout v ∈ G, xk+1(v)
dans Dk(G,C) est envoyé par h′ sur le sommet xk+1(v′) dans Dk(H,D) pour
un certain v′ ∈ H. Soit v et v′ deux sommets adjacents dans G ou H, la
distance entre xk+1(v) et xk+1(v′) est exactement 2k+1. On remarque que 2k+1
est impair, et donc xk+1(v) et xk+1(v′) sont dans des parties di�érentes de la
bipartition. De plus, pour tout v, v′ distinct non-adjacent dans G ou dans H, la
distance entre xk+1(v) et xk+1(v′) est au moins 2k+2. Il en résulte que si v et v′

sont adjacents dans G, et que h′(xk+1(v)) = xk+1(u) et h′(xk+1(v′)) = xk+1(u′)
pour u, u′ ∈ H, alors u et u′ sont adjacents dans H, le chemin complet P (v)
s'envoie sur P (u) et le chemin complet P (v′) s'envoie sur P (u′). En particulier,
les sommets codants de P (v) s'envoient sur les sommets codants de P (u) et
les sommets codants de P (v′) s'envoient sur les sommets codants de P (u′).
Autrement dit, v et u ont la même couleur dans (G,C) et (H,D). Cela su�t
à montrer que h′ restreint à G est un homomorphisme tropical de (G,C) vers
(H,D).

Remarque 8. 1. Cette technique ajoute des branches pendantes aux som-
mets du graphe initial. Une variante consiste à diviser chaque arête du
graphe initial en chemins de longueur 2k + 4, et de colorier le graphe de
manière à ce que pour tout sommet v de couleur i dans le graphe initial, v
se trouve, dans le graphe transformé, au centre d'un arbre de rayon k + 2
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(a) (G,C) (b) D3(G,C)

composé de d(v) copies du chemins Pk(i) identi�ant xk+2 avec v. Cette
variante forme des graphes avec plus de sommets, mais autant d'arêtes, et
préserve plus la topologie du graphe initial. La preuve de la réduction est
essentiellement la même.

2. En appliquant directement cette technique à l'arbre sommet-colorié (T23, D)
du Théorème 20, on obtient un arbre dichromatique (T184, D

′) à 184 som-
mets, tel que (T184, D′)-Tropical-Coloration est NP-complet.

3. En remarquant que l'arbre sommet-colorié (T23, D) du Théorème 20 a
tous ses sommets internes de couleur Noir, on peut adapté cette tech-
nique pour prouver que l'arbre (T88, D

′) représenté sur la Figure 18 est
tel que (T88, D

′)-Tropical-Coloration est NP-complet. La preuve est
essentiellement la même que pour le Théorème 25.
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Figure 18 � L'arbre (T88, D
′)

13 Récapitulatif

Nous avons discuté dans ce chapitre de l'importance des problèmes d'ho-
momorphisme tropical. Les problèmes d'homomorphisme tropical contiennent
des problèmes polynomialement équivalents à chaque problème de satisfaction
de contrainte. Ainsi une dichotomie des problèmes d'homomorphisme tropical
est équivalente à une dichotomie des problèmes de satisfaction de contrainte.
Plutôt que de chercher une telle dichotomie, nous avons chercher à discriminer
les graphes H tels que tout coloriage D de H satisfait que (H,D)-Tropical-
Coloration est polynomial, des graphes admettant un coloriageD qui satisfait
(H,D)-Tropical-Coloration est NP-complet. Ci-dessous se trouve un réca-
pitulatif des réponses partielles à cette question données dans ce chapitre.
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H non-biparti Le coloriage monochrome D satisfait
(H,D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

H biparti d'ordre < 9 Pour tout coloriage D,
(H,D)-Tropical-Coloration se résout en temps

polynomial.
H biparti d'ordre ≥ 9 Il existe un graphe biparti sommet-colorié

d'ordre 9, (H9, D), tel que
(H9, D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

H biparti d'ordre ≥ 14 Il existe un graphe biparti sommet-colorié
dichromatique d'ordre 14, (H14, D), tel que

(H14, D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

C2k, k ≤ 6 Pour tout coloriage D,
(C2k, D)-Tropical-Coloration se résout en temps

polynomial.
C2k, k ≥ 24 Il existe un coloriage D tel que

(C2k, D)-Tropical-Coloration est NP-complet.
C2k, k ≥ 27 Il existe un coloriage D dichromatique tel que

(C2k, D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

T arbre d'ordre < 11 Pour tout coloriage D,
(T,D)-Tropical-Coloration se résout en temps

polynomial.
T arbre d'ordre ≥ 23 Il existe un arbre sommet-colorié d'ordre 23,

(T23, D), tel que (T23, D)-Tropical-Coloration
est NP-complet.

T arbre d'ordre ≥ 88 Il existe un arbre sommet-colorié dichromatique
d'ordre 88, (T88, D), tel que

(T23, D)-Tropical-Coloration est NP-complet.

On remarque qu'on ne sait rien sur les cycles pairs d'ordre 14 à 46, les arbres
d'ordre 12 à 22, les graphes bipartis dichromatiques d'ordre 9 à 13, les cycles
pairs dichromatiques d'ordre 48 à 52 et les arbres dichromatiques d'ordre 24 à
86. On remarque aussi que l'existence d'un arbre à 23 sommets T23 admettant
un coloriage D tel que (T23, D)-Tropical-Coloration est NP-complet n'im-
plique pas que tous les arbres ayant au moins 23 sommets admettent un tel colo-
riage. La même remarque peut être faite pour H9 et les graphes biparti d'ordre
au moins 9. En revanche, tout graphe H contenant T23 ou H9 comme sous-
graphe induit admet un coloriage D tel que (H,D)-Tropical-Coloration
soit NP-complet.
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Chapitre III

Quelques sortes de domination

14 Alliances Globales Pondérées

L'étude des alliances d'un graphe débute par Hedetniemi, Hedetniemi et
Kristiansen [52], qui ont introduit les concepts d'alliances o�ensives et défen-
sives, globales ou non, et étudié les nombres d'alliance des graphes cycliques,
des roues, des grilles et des graphes complets. Haynes [50] a étudié le nombre
d'alliance global défensive de di�érente classe de graphes, donnant une borne
inférieure pour un graphe quelconque, les graphes bipartis et les arbres et une
borne supérieure pour un graphe quelconque et les arbres. Rodriguez-Velazquez
et Sigarreta [69] ont étudié le nombre d'alliance défensive et le nombre d'al-
liance défensive globale des graphes adjoints (line graphs). Une caractérisation
des arbres de même nombre de domination et d'alliance défensive globale forte
a été donné par Haynes, Hedetniemi et Hening [51]. Quelques bornes pour le
nombre d'alliance dans les arbres sont données dans [49]. Rodriguez-Velazquez
et Sigarreta donnent des bornes pour le nombre d'alliance dans [68]. Le concept
d'alliance puissante est introduite dans [20].

Dé�nition 7. Un ensemble S ⊂ V est une alliance défensive si pour tout
sommet v ∈ S, |N [v] ∩ S| ≥ |N [v] ∩ (V − S)|. Pour un graphe pondéré où
chaque sommet v a un poids positif w(v), un ensemble S ⊂ V est appelé une
alliance défensive pondérée si pour tout sommet v ∈ S,

∑
u∈N [v]∩S w(u) ≥∑

u∈N [v]∩(V−S) w(u). Une alliance défensive (pondérée) S est appelée alliance
défensive globale (pondérée) si S est aussi un ensemble dominant.

Dé�nition 8. Un ensemble S ⊂ V est une alliance o�ensive si pour tout
sommet v ∈ δ(S), |N [v] ∩ S| ≥ |N [v] ∩ (V − S)|. Pour un graphe pondéré
où chaque sommet v a un poids positif w(v), un ensemble S ⊂ V est appelé une
alliance o�ensive pondérée si pour tout sommet v ∈ δ(S),

∑
u∈N [v]∩S w(u) ≥∑

u∈N [v]∩(V−S) w(u). Une alliance o�ensive (pondérée) S est appelée alliance
o�ensive globale (pondérée) si S est aussi un ensemble dominant.

Dé�nition 9. Une alliance puissante (globale) (pondérée) est un ensemble S ∈
V tel que S est à la fois une alliance o�ensive (globale) (pondérée) et une alliance
défensive (globale) (pondérée).

Dé�nition 10. Le nombre d'alliance puissante globale de G est le cardinal d'une
plus petite alliance puissante globale (pondérée) de G. On le note γp(G).

Dé�nition 11. Le nombre d'alliance o�ensive globale de G est le cardinal d'une
plus petite alliance o�ensive globale (pondérée) de G. On le note γo(G).

Balakrishnan [22] ont étudié la complexité des alliances globales. Ils ont
montré que les problème de décision pour les alliances défensives globales et
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o�ensives globales sont tous les deux NP-complet. Il est clair que c'est aussi le
cas des variantes pondérées. Le problème consistant à trouvé une alliance défen-
sive globale minimum, une alliance o�ensive globale minimum ou une alliance
puissante globale minimum n'a été résolu que pour les arbres. Dans [33], on
trouve des algorithmes de programmation dynamique qui trouvent une alliance
défensive globale, o�ensive globale et puissante globale de taille minimum dans
n'importe quel arbre pondéré en temps O(|V |3). Dans cette section, je présente
des algorithmes linéaires qui trouve une alliance o�ensive globale et une alliance
puissante globale de taille minimum dans n'importe quel arbre pondéré.

14.1 Alliance o�ensive globale pondérée dans un arbre

Soit G = (V,E) un graphe et w : V → R+ une fonction de poids. Le nombre
d'alliance o�ensive globale pondérée est le cardinal du plus petit ensemble S
véri�ant la propriété que pour tout v /∈ S,∑

u∈N [v]−S

w(u) ≤
∑

u∈N [v]
⋂
S

w(u). (1)

Cette condition est appelée la condition d'alliance de v. On remarque que
n'importe quel ensemble véri�ant cette propriété est aussi un ensemble domi-
nant. Dans cette section, je présente un algorithme linéaire glouton qui trouve
une alliance o�ensive globale pondérée de taille minimum d'un arbre.

On supposera que l'arbre T est enraciné, et on notera sa racine r(T ). On
notera le p(v) le parent du sommet v. Même si r(T ), n'a techniquement pas de
parent, on considérera dans l'algorithme que w(p(r(T ))) = 0 pour simpli�er la
présentation. Durant l'algorithme, on mettra l'étiquette “ + ” aux sommets qui
feront partie de l'alliance o�ensive globale pondérée de taille minimum �nale et
“ − ” à ceux qui n'en feront pas partie et dont la condition d'alliance est déjà
véri�ée. On appellera L+ l'ensemble des sommets portant l'étiquette “ + ” à
tout moment de l'algorithme.
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Algorithme 1 Algorithme pour trouver une alliance o�ensive globale pondérée
de taille minimum dans l'arbre enraciné T de profondeur d
1: pour i de d à 0 faire

2: pour tout sommet v à profondeur i faire
3: si v est étiqueté “ + ” alors

4: ne rien faire
5: sinon

6: si
∑

u∈N(v)∩L+
w(u) ≥

∑
z∈N [v]−L+

w(z) alors

7: étiqueter v “− ”
8: sinon

9: si
∑

u∈N(v)∩L+∪{p(v)} w(u) ≥
∑

z∈N [v]−L+−{p(v)} w(z) alors

10: étiqueter p(v) “ + ” et v “− ”
11: sinon

12: étiqueter v “ + ”
13: �n si

14: �n si

15: �n si

16: �n pour

17: �n pour

A la �n de l'algorithme, tous les sommets ont été étiquetés. En conséquence,
le théorème suivant prouve que l'algorithme est correct.

Théorème 26. Après chaque tour de la boucle de la ligne 2 de l'algorithme, il
existe une alliance o�ensive globale pondérée de taille minimum contenant tous
les sommets étiquetés “ + ” et aucun des sommets étiquetés “− ”.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur le nombre de tours de la
boucle. Au début de l'algorithme, aucun sommet n'est étiqueté, donc il existe
une alliance o�ensive globale pondérée de taille minimum contenant tous les
sommets étiquetés “+” et aucun des sommets étiquetés “−”. Supposons main-
tenant qu'après le ième tour de la boucle, cette propriété P est encore véri�é,
et montrons que c'est toujours le cas après le i + 1ème tour. Le i + 1ème tour
de boucle considère un certain sommet v. On remarque que tous les sommets
descendants de v dans l'arbre sont étiquetés. En particulier, les enfants de v
sont tous étiquetés. Il y a quatre possibilités.

Si v est déjà étiqueté “+” avant le i+1ème tour de boucle, alors le i+1ème
tour de boucle ne change pas l'étiquetage, et la propriété P est toujours véri�ée.

Sinon, si les enfants de v étiquetés “ + ” su�sent à satisfaire la condition
d'alliance de v, alors une alliance o�ensive globale pondérée contenant tous les
sommets étiquetés “ + ” et aucun des sommets étiquetés “− ” et contenant à la
fois v et p(v) ne serait pas de taille minimum puisqu'on pourrait en enlever v.
De plus, si il existe une alliance o�ensive globale pondérée de taille minimum S
contenant v et contenant tous les sommets étiquetés “+” et aucun des sommets
étiquetés “ − ”, alors S \ {v} ∪ {p(v)} est aussi une alliance o�ensive globale
pondérée de taille minimum contenant tous les sommets étiquetés “+” et aucun
des sommets étiquetés “ − ”. On peut donc étiqueter v “ − ” et préserver la
propriété P .
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Sinon, si ajouter p(v) aux enfants de v étiquetés “ + ” su�t à satisfaire la
condition d'alliance de v, alors une alliance o�ensive globale pondérée conte-
nant tous les sommets étiquetés “ + ” et aucun des sommets étiquetés “− ” de
taille minimum contient v ou p(v). Comme dans le paragraphe précédent, il est
strictement préférable de choisir p(v) plutôt que v pour satisfaire les conditions
d'alliance des autres sommets du graphe, on peut étiqueter p(v) “ + ” et v “− ”
et préserver la propriété P .

En�n, si v ne satisfait aucune des conditions précédentes, toute alliance
o�ensive globale pondérée contenant tous les sommets étiquetés “ + ” et aucun
des sommets étiquetés “−” doit aussi contenir v. On peut donc étiqueter v “+”
et préserver la propriété P .

Dans chaque cas la propriété P est préservée par le contenu de la boucle.
Comme P est vrai au début de l'algorithme, où aucun sommet n'est étiqueté,
elle est vraie à tout moment de l'algorithme, et en particulier à la �n, quand
tous les sommets sont étiquetés.

On remarque que pour traiter le cas du sommet v, il est seulement nécessaire
que tous ses enfants soient étiquetés. Il est donc possible de parcourir l'arbre en
post-�xe plutôt que de trier les sommets par profondeur.

Considérons maintenant le temps d'exécution de l'algorithme. Il y a exacte-
ment une exécution du bloc d'instructions des lignes 3 à 12 de l'algorithme par
sommet dans l'arbre. Ce bloc d'instructions s'exécute en temps constant, donc
l'algorithme s'exécute en temps O(n).

14.2 Alliance puissante globale pondérée dans un arbre

Dans cette section, nous allons voir un algorithme linéaire qui trouve le
cardinal minimum d'une alliance puissante globale pondérée de n'importe quel
arbre. On suppose que les poids de l'arbre sont positifs.

Pour tout ensemble S ⊂ V , on dé�nie w(S) := Σu∈Sw(u).
Il est clair que quand les poids sont positifs, le problème d'alliance puissante

globale peut être formulé comme suit : Soit G = (V,E) un graphe et w : V →
R+ \ {0} une fonction de poids. Une alliance puissante globale de G est un
ensemble S ⊂ V tel que pour tout v ∈ V , w(N [v] ∩ S) ≥ w(N [v])

2 . Remarquez
que la condition que S est un ensemble dominant est automatique, car tous les
poids sont strictement positifs. Dans la suite on appellera condition d'alliance
de v ∈ V la propriété que w(N [v] ∩ S) ≥ w(N [v])

2 .

Vue d'ensemble de l'algorithme
On suppose que l'arbre est enraciné. Les sommets à profondeur k sont ordon-

nés de gauche à droite. On appelle C(v) l'ensemble des enfants de v et p(v) le
parent de v.

L'algorithme est essentiellement un algorithme glouton. On explore le voi-
sinage de chaque sommet en commençant par les sommets à profondeur maxi-
mum. On étiquette “+” les sommets choisis pour faire partie de l'alliance. Pour
chaque sommet v, on trouve le plus petit nombre de sommets de N [v] qu'il faut
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ajouter pour satisfaire la condition d'alliance de v, à l'aide de l'algorithme Trou-
ver_Plus_Petit_Sous_Ensemble. Dans certains cas, il y a plus d'une solution
optimale et la solution choisie a de l'importance. Par exemple, une solution opti-
male contenant v et p(v) sera toujours préférable à une solution optimale ne les
contenant pas, car v et p(v) pourront servir à satisfaire la condition d'alliance
de p(v) et de ses voisins. Les choses sont plus compliquées quand il y a une
solution optimale contenant v mais pas p(v) et une autre contenant p(v) mais
pas v. En e�et, si w(v) > w(p(v)), la solution préférable n'est pas évidente. v
est préférable à p(v) pour satisfaire la condition d'alliance de p(v), mais p(v)
peut aussi servir à satisfaire la condition d'alliance de ses voisins. Dans une telle
situation, on utilisera des étiquettes qui indiqueront l'appartenance de chaque
sommet à l'alliance en fonction de l'appartenance de p(v). Une autre situation
délicate est celle où toute solution optimale ne contient ni v ni p(v), et il existe
une solution contenant juste un sommet de plus contenant à la fois v et p(v).
Dans ce cas, prendre v et p(v) coûte, à priori, de mettre un sommet de trop
dans l'alliance. Cependant si v et p(v) sont ajoutés à l'alliance dans la suite de
l'algorithme, pour satisfaire la condition d'alliance de p(v) par exemple, il aurait
été préférable de prendre la solution sous-optimale les contenant déjà. Encore
une fois, ce cas est traité à l'aide d'étiquettes.

Étiquettes
L'algorithme utilise cinq étiquettes di�érentes : “ + ”, “ = ”, “ 6= ”, “ == ” et

“ 6= 6= ”. A chaque étape de l'algorithme, les sommets étiquetés “+” forment un
sous-ensemble d'une alliance puissante globale pondérée de cardinal minimum.
A la �n de l'algorithme, ils formeront une alliance puissante globale pondérée
de cardinal minimum.
On assigne l'étiquette “ 6= ” à un sommet v lorsqu'on a le choix entre prendre v
ou p(v) dans l'alliance pour satisfaire la condition d'alliance de v et que w(v) >
w(p(v)). Dans cette situation, on étiquette aussi certains enfants de v “ = ” et
“ 6= ” en fonction de leur appartenance aux solutions à la condition d'alliance
de v. Si v est étiqueté “ 6= ” et si p(v) n'est jamais étiqueté “ + ” dans la suite
de l'algorithme, alors v sera étiqueté “ + ” à la �n. En revanche si v est étiqueté
“ = ”, on l'étiquettera “ + ” seulement si p(v) est aussi étiqueté “ + ” dans la
suite de l'algorithme.
Dans le cas où aucune solution optimale de la condition d'alliance de v ne
contient v ou p(v), mais qu'il existe une solution contenant juste un sommet
de plus contenant v et p(v), on étiquetterait v “ = ” et certains enfants de v
“ == ” ou “ 6= 6= ” en fonction de leur appartenance au deux solutions. Ainsi
si p(v) est étiqueté “ + ” dans la suite de l'algorithme, la solution contenant v
et p(v) deviendrait optimale, et on pourrait étiqueter v “ + ”. Les enfants de v
étiquetés “ == ” serait étiquetés “ + ” à la �n de l'algorithme si et seulement si
v et p(v) le sont aussi, et les enfants de v étiquetés “ 6= 6= ” serait étiquetés “ + ”
à la �n de l'algorithme si v ou p(v) ne l'est pas.
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Satisfaire la condition d'alliance
Durant l'algorithme, nous allons avoir besoin, pour chaque sommet v, de

trouver le plus petit nombre de sommet de N [v] nécessaire pour satisfaire la
condition d'alliance de v. Pour ce faire, nous allons utiliser l'algorithme Trou-
ver_Plus_Petit_Sous_Ensemble.
Étant donné un tableauA de n entiers positifs, Trouver_Plus_Petit_Sous_Ensemble
trouve le plus petit entier k tel que la somme des k plus grands éléments de A
soit plus grande qu'une valeur cible T , en temps linéaire.

Algorithme 2 Trouver_Plus_Petit_Sous_Ensemble[A, n, T ; k].
Entrées : Un tableau A de taille n contenant des entiers positifs ; une valeur cible T .
Sortie : Le plus petit entier k tel que la somme des k plus grands éléments de A est
plus grand ou égal à T .

1: si n = 1 alors

2: Renvoyer 1.
3: �n si

4: Soit i = dn
2
e.

5: Soit A′ un tableau de taille i contenant les i plus grands éléments de A.
6: Soit A′′ un tableau de taille n− i contenant les n− i plus petits éléments de A.
7: Soit M la somme des éléments de A′.
8: si M > T alors

9: Renvoyer Trouver_Plus_Petit_Sous_Ensemble[A′, i, T ].
10: sinon
11: si M < T alors

12: Renvoyer i+ Trouver_Plus_Petit_Sous_Ensemble[A′′, n− i, T −M ].
13: sinon

14: Renvoyer i.
15: �n si

16: �n si

Lemme 13. Trouver_Plus_Petit_Sous_Ensemble s'exécute en temps linéaire
en n.

Démonstration. On remarque que trouver le médian d'un tableau d'entier se fait
en temps linéaire [29]. Une fois que le médian de A a été trouvé, les lignes 4, 5 et
6 de l'algorithme se font en temps linéaire en n, disons Cn, en un seul parcours
de A. Comme les appels récursifs à Trouver_Plus_Petit_Sous_Ensemble se
font sur un tableau de taille au plus dn/2e, le temps d'exécution de l'algorithme
T (n) satisfait T (n) ≤ T (dn/2e) +Cn. Par récurrence, il est facile de véri�er que
T (n) = O(n).

Comme mentionné précédemment, il est intéressant de trouver le plus petit
nombre de sommets de N [v] nécessaire pour satisfaire la condition d'alliance
de v sous les conditions que v ou p(v) doivent faire partie de ses sommets. On
utilisera donc l'algorithme Trouver_Plus_Petit.
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Algorithme 3 Trouver_Plus_Petit[u, prendre_u, prendre_p(u), T ;
resultat, liste_enfants].
Entrées : Un sommet u de l'arbre T ; deux booléens prendre_u et prendre_p(u) indiquant
si l'on veut que u et p(u) fassent partie de l'alliance
Sorties : Le plus petit entier resultat tel qu'il existe un ensemble d'enfants de u,
liste_enfants, qui, si on les étiquette “ + ”, ajoute resultat sommets dans l'alliance par-
tiel de T , en prenant en compte les étiquettes des sommets du sous-arbre enraciné en u.
1: w_total ←

∑
v∈N [u] w(v)

2: resultat ← 0
3: w_alliance ← 0
4: liste_enfants ←∅
5: si prendre_u alors
6: resultat ← resultat+ 1
7: w_alliance ← w_alliance+ w(u)
8: �n si
9: si prendre_p(u) alors
10: resultat ← resultat+ 1
11: w_alliance ← w_alliance+ w(p(u))
12: �n si
13: ensemble_enfants ← l'ensemble des enfants de u
14: pour tout v dans ensemble_enfants étiqueté “ + ” faire
15: w_alliance ← w_alliance+w(v) // Il n'est pas nécessaire de changer resultat car v
16: enlever v de ensemble_enfants // fait déjà partis de l'alliance. Son poids aide à
17: �n pour // satisfaire la condition d'alliance de u gratuitement
18: si prendre_u alors
19: pour tout v dans ensemble_enfants étiqueté “ = ” faire
20: w_alliance ← w_alliance+ w(v) // v était étiqueté “ = ”. Ainsi, pour satisfaire
21: enlever v de ensemble_enfants // la condition d'alliance de v, il n'existe pas de
22: ajouter v à liste_enfants // solution optimale contenant à la fois v et u, mais
23: �n pour // il existe une solution contenant v et u, contenant
24: // seulement 1 sommet de plus que l'optimale. Comme on a ici choisit de prendre u, on a
25: déjà payé ce coût de 1 sommet, et la solution contenant v et u devient optimale. On peut
26: donc considéré que v fait partie de l'alliance et son poids aide à satisfaire la condition
27: d'alliance de u gratuitement.
28: sinon
29: pour tout v dans ensemble_enfants étiqueté “ 6=" faire
30: w_alliance ← w_alliance+ w(v) // v était étiqueté “ 6= ”. Ainsi, pour satisfaire
31: resultat ← resultat+ 1 // la condition d'alliance de v en utilisant le
32: enlever v de ensemble_enfants // moins de sommets possibles, on a le choix
33: ajouter v à liste_enfants // entre prendre v ou u dans l'alliance. Comme on a ici
34: �n pour // choisi de ne pas prendre u, on est obligé de prendre v.
35: �n si
36: Trouver_Plus_Petit_Sous_Ensemble(ensemble_enfants,

taille_de(ensemble_enfants), w_total − w_alliance ;k)
37: resultat ← resultat+ k
38: ajouter les k plus grand éléments de ensemble_enfants à liste_enfants

L'algorithme
L'algorithme entier parcours l'arbre à deux reprises. Dans un premier temps, il

appelle l'algorithme Etiquette ci-dessous qui parcourt l'arbre de bas en haut en
étiquetant les sommets. Puis il parcourt l'arbre de haut en bas pour construire
l'alliance de manière gloutonne à l'aide de l'étiquetage.
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Algorithme 4 Etiquette[T ].
Entrée/Sortie : Étiquette prend en entrée un arbre T non-étiqueté et étiquette ses sommets.

1: pour i = 0 à d faire
2: pour tout sommet u à profondeur d− i faire
3: Trouver_Plus_Petit(u, Vrai, Vrai ; min11, liste_11)
4: Trouver_Plus_Petit(u, Vrai, Faux ; min10, liste_10)
5: Trouver_Plus_Petit(u, Faux, Vrai ; min01, liste_01)
6: Trouver_Plus_Petit(u, Faux, Faux ; min00, liste_00)
7: si u est étiqueté “ + ” alors // Si u (respectivement p(u))
8: min01 ← ∞ // est déjà étiqueté “ + ”, on
9: min00 ← ∞ // sait qu'il fera partie de
10: �n si // l'alliance puissante optimale
11: si p(u) est étiqueté “ + ” alors // construite, on peut donc
12: min10 ← ∞ // ignorer les valeurs de min0X
13: min00 ← ∞ // (respectivement minX0).
14: �n si
15: min ← le minimum de {min11, min10, min01, min00}
16: si min11 = min alors
17: étiqueter “ + ” les sommets u et p(u) et chaque sommet dans liste_11
18: sinon
19: si min10 = min ou min01 = min alors
20: si w(u) > w(p(u)) et min10 = min01 alors
21:

// Premier cas délicat : pour satisfaire la condition d'alliance de u
de manière optimale, il y a deux solutions, qui contiennent soit u soit p(u), mais pas les
deux et w(u) > w(p(u)).

22:23:
24: étiqueter “ + ” chaque sommet dans liste_10 ∩ liste_01
25: étiqueter “ 6= ” le sommet u et chaque sommet dans liste_01\liste_10
26: étiqueter “ = ” chaque sommet dans liste_10\liste_01
27: sinon
28: si min = min01 alors
29: étiqueter �+" le sommet p(u) et chaque sommet dans liste_01
30: sinon
31: étiqueter �+" le sommet u et chaque sommet dans liste_10
32: �n si
33: �n si
34: sinon
35: si min00 + 1 = min11 alors
36:

// Deuxième cas délicat : Pour résoudre la condition d'alliance de u, il
n'existe qu'une solution optimale, qui ne contient ni u, ni p(u). En revanche, il existe une
solution sous-optimale (qui ne contient qu'un seul sommet de plus) contenant à la fois u
et p(u).

37:38: étiqueter “ + ” chaque sommet dans liste_11 ∩ liste_00
39: étiqueter “ = ” le sommet u
40: étiqueter “ 6= 6= ” chaque sommet dans liste_00\liste_11 qui ne sont pas

déjà étiqueté “ 6= ”
41: étiqueter “ == ” chaque sommet dans liste_11\liste_00
42:
43: sinon
44: étiqueter “ + ” chaque sommet dans liste_00
45: �n si
46: �n si
47: �n si
48: �n pour
49: �n pour
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Algorithme 5 Trouve_Alliance_Puissante_Pondéré_Min[T ;
resultat].
Entrée/Sortie : Trouve_Alliance_Puissante_Pondéré_Min prend en entrée un arbre T
non-étiqueté et étiquette “ + ” les sommets d'une alliance puissante minimum.
Sortie : resultat retourne le nombre de sommet minimum d'une alliance puissante pondérée
de T .
1: Etiquette(T )
2: pour i = 0 à d faire
3: pour tout sommet v à profondeur i faire
4: si v est étiqueté “ = ” alors
5: si p(v) est étiqueté “ + ” alors
6: étiqueter “ + ” le sommet v.
7: sinon
8: enlever l'étiquette de v.
9: �n si
10: �n si
11: si v est étiqueté “ 6= ” alors
12: si p(v) est étiqueté “ + ” alors
13: enlever l'étiquette de v.
14: sinon
15: étiqueter “ + ” le sommet v.
16: �n si
17: �n si
18: si v est étiqueté “ == ” alors
19: si p(v) et p(p(v)) sont tous les deux étiquetés “ + ” alors
20: étiqueter “ + ” le sommet v.
21: sinon
22: enlever l'étiquette de v.
23: �n si
24: �n si
25: si v est étiqueté “ 6=6= ” alors
26: si p(v) et p(p(v)) sont tous les deux étiquetés “ + ” alors
27: enlever l'étiquette de v.
28: sinon
29: étiqueter “ + ” le sommet v.
30: �n si
31: �n si
32: �n pour
33: �n pour
34: resultat ← le nombre de sommets étiquetés “ + ” dans T .

L'algorithme est correct.
Soit T un arbre pondéré, enraciné au sommet r, et un étiquetage partiel (H, e)

des sommets de T , avec H ⊂ V et e : H → {“+”, “ = ”, “ 6= ”, “ == ”, “ 6= 6= ”}.
Un ensemble E de T sera dit cohérent avec l'étiquetage partiel (H, e) de T si :

1. Pour tout v ∈ V tel que v est étiqueté “ + ”, v ∈ E.
2. Pour tout v ∈ V tel que v est étiqueté “ = ”, si p(v) ∈ E, alors v ∈ E.
3. Pour tout v ∈ V tel que v est étiqueté “ 6= ”, si p(v) /∈ E, alors v ∈ E.
4. Pour tout v ∈ V tel que v est étiqueté “ == ”, si p(v) ∈ E et p(p(v)) ∈ E,

alors v ∈ E.
5. Pour tout v ∈ V tel que v est étiqueté “ 6= 6= ”, si p(v) /∈ E et p(p(v)) /∈ E,

alors v ∈ E.
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Pour tout sommet v, on dit que l'étiquetage satisfait la condition d'alliance de v
si pour tout ensemble S cohérent avec (H, e), l'ensemble S satisfait la condition
d'alliance de v. On remarque que si un étiquetage (H, e) satisfait la condition
d'alliance de v, alors l'étiquetage (H, e′), copie de (H, e) mis à part pour un
sommet u ∈ H étiqueté “ + ”, satisfait aussi la condition d'alliance de v. De
même, l'étiquetage (H∪{u}, e′), où e′ est une extension de e à H∪{u}, satisfait
aussi la condition d'alliance de v.

Pour montrer que l'algorithme est correct, nous allons utiliser l'invariant de
boucle I suivant :

1. L'ensemble des alliances puissantes minimum cohérentes avec l'étiquetage
partiel actuel EA est non vide.

2. Pour tout sommet u déjà considéré par la ligne 2 de l'algorithme Etiquette,
l'étiquetage partiel actuel satisfait la condition d'alliance de u.

Il est évident que si l'invariant I est véri�é à la �n de l'algorithme, alors
celui ci est correct. En e�et, à la �n de l'algorithme, tous les sommets ont été
considérés par la ligne 2 de l'algorithme Etiquette, l'étiquetage partiel satisfait
donc la condition d'alliance de tous les sommets. Mais à la �n de l'algorithme
la seule étiquette restante est “ + ”. Cela revient à dire que les sommets étique-
tés “ + ” forment une alliance puissante. Si EA est non vide, cette alliance est
nécessairement minimum.

Pour prouver que l'algorithme est correct, il nous su�t de prouver que I est
bien un invariant durant tout l'algorithme. Il est évident que I est véri�é au dé-
but de l'algorithme. En e�et, le premier point revient alors à dire qu'il existe une
alliance puissante minimum, et le deuxième point est automatiquement véri�é
puisqu'aucun sommet n'a encore été considéré. Il est également facile de voir
que si l'algorithme Etiquette préserve I, alors l'algorithme tout entier préserve
I. En e�et, le reste de l'algorithme consiste simplement à construire le plus petit
ensemble cohérent avec l'étiquetage des sommets. Il nous reste à prouver que
Etiquette préserve la propriété I.

Lemme 14. L'algorithme Etiquette préserve la propriété I.

Démonstration. L'algorithme Etiquette parcourt tous les sommets de l'arbre,
en commençant par ceux qui sont le plus profonds et exécute ainsi pour chaque
sommet u les lignes 3 à 36. Au début d'Etiquette, l'arbre T est non-étiqueté,
donc la propriété I est véri�é. Supposons que c'est au tour d'un sommet u ∈ V
d'être considéré par l'algorithme, et que la propriété I est véri�ée. Étant donné
le sens de parcours de l'algorithme, on sait que tous les sommets de profondeur
plus grande que u ont déjà été considérés, et, par hypothèse l'étiquetage partiel
satisfait leur condition d'alliance. On appellera (H0, e0) l'étiquetage à ce niveau
de l'algorithme. On appellera E0 l'ensemble des alliances puissantes minimum
cohérentes avec (H0, e0). Les lignes 3 à 13 calculent le plus petit nombre de
sommets min qu'il est nécessaire d'étiqueter “ + ” dans le voisinage fermé de u
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pour que l'étiquetage satisfasse la condition d'alliance de u. Comme les lignes
3 à 13 ne modi�ent pas directement l'étiquetage, on sait que la propriété I est
encore véri�ée après les avoir exécutées. L'algorithme se sépare ensuite en six cas.

Premier cas (ligne 15) : Il existe un ensemble R ⊂ N [u] de cardinal min tel
que u et p(u) appartiennent à R et étiqueter “ + ” les sommets de R su�t à sa-
tisfaire la condition d'alliance de u. Dans ce cas, l'algorithme étiquette “ + ” les
sommets de R. L'étiquetage satisfait toujours la condition d'alliance des enfants
de u. L'étiquetage satisfait aussi la condition d'alliance de u. Par minimalité
de R, et comme tous les sommets du sous-arbre enraciné en u voient déjà leur
condition d'alliance satisfaite, EA n'est pas vide.

Deuxième cas (ligne 20 à 22) : Les conditions du cas précédent ne sont pas
satisfaites. De plus, il existe deux ensembles R,S ⊂ N [u] de cardinal min tel
que u ∈ R, p(u) /∈ R, u /∈ S, p(u) ∈ S, et w(u) > w(p(u)). Par minimalité, et
comme tous les sommets du sous-arbre enraciné en u voient déjà leur condition
d'alliance satisfaite, E0 contient au moins un ensemble F contenant R ou S.
Dans ce cas, l'algorithme étiquette “ + ” les sommets de R∩S, “ 6= ” le sommet
u et ses enfants dans S \ R et “ = ” les enfants de u dans R \ S. Si F contient
R, F est alors cohérent avec ce nouvel étiquetage. De même, si F contient S
mais pas u. En�n si F contient S et u, on peut obtenir une autre alliance puis-
sante minimum F ′ en enlevant de F tout les sommets du sous-arbre enraciné en
u et en ajoutant le plus petit ensemble cohérent avec l'étiquetage restreint au
sous-arbre enraciné en u contenant u. F ′ est alors cohérente avec l'étiquetage.
Ainsi, dans tous les cas EA n'est pas vide. De plus, la condition d'alliance de u
est maintenant satisfaite.

Troisième cas (ligne 25) : Les conditions des cas précédents ne sont pas sa-
tisfaites. De plus, il existe un ensemble R ⊂ N [u] de cardinal min tel que u /∈ R,
p(u) ∈ R. Par minimalité, et comme tous les sommets du sous-arbre enraciné
en u voient déjà leur condition d'alliance satisfaite, E0 contient au moins un en-
semble F contenant R. Dans ce cas, l'algorithme étiquette “ + ” les sommets de
R. F est toujours une alliance puissante minimum cohérente avec l'étiquetage.
De plus, la condition d'alliance de u est maintenant satisfaite.

Quatrième cas (ligne 27) : Les conditions des cas précédents ne sont pas sa-
tisfaites. De plus, il existe un ensemble R ⊂ N [u] de cardinal min tel que u ∈ R,
p(u) /∈ R. Par minimalité, et comme tous les sommets du sous-arbre enraciné
en u voient déjà leur condition d'alliance satisfaite, E0 contient au moins un en-
semble F contenant R. Dans ce cas, l'algorithme étiquette “ + ” les sommets de
R. F est toujours une alliance puissante minimum cohérente avec l'étiquetage.
De plus, la condition d'alliance de u est maintenant satisfaite.

Cinquième cas (ligne 30 à 34) : Les conditions des cas précédents ne sont
pas satisfaites. Il existe un ensemble R ⊂ N [u] de cardinal min tel que u /∈ R,
p(u) /∈ R. De plus, il existe un ensemble S de cardinalité min+ 1 tel que u ∈ R,
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p(u) ∈ R. Par minimalité, et comme tous les sommets du sous-arbre enraciné
en u voient déjà leur condition d'alliance satisfaite, E0 contient au moins un
ensemble F contenant R ou S. On remarque que F ne peut pas contenir à la
fois R, u et p(u), car ce ne serait alors pas une alliance puissante minimum.
Dans ce cas, l'algorithme étiquette “ + ” les sommets de R∩S, “ = ” le sommet
u, “ 6= 6= ” les enfants de u dans R\S et “ == ” les enfants de u dans S \R. Si F
contient S, il est cohérent avec le nouvel étiquetage. De même, si F contient R
et ne contient pas p(u), il est cohérent avec le nouvel étiquetage. Si F contient R
et p(u), il n'est pas cohérent avec le nouvel étiquetage, mais on peut construire
une autre alliance puissante minimum F ′ en enlevant de F tout les sommets
du sous-arbre enraciné en u et en ajoutant le plus petit ensemble cohérent avec
l'étiquetage restreint au sous-arbre enraciné en u contenant u et p(u). F ′ est
alors cohérente avec l'étiquetage. Ainsi, dans tout les cas EA n'est pas vide. De
plus, la condition d'alliance de u est maintenant satisfaite.

Sixième cas (ligne 36) : Les conditions des cas précédents ne sont pas satis-
faites. Il existe un ensemble R ⊂ N [u] de cardinal min tel que u /∈ R, p(u) /∈ R.
Par minimalité, et comme tous les sommets du sous-arbre enraciné en u voient
déjà leur condition d'alliance satisfaite, E0 contient au moins un ensemble F
contenant R. Dans ce cas, l'algorithme étiquette “ + ” les sommets de R. F est
toujours une alliance puissante minimum cohérente avec l'étiquetage. De plus,
la condition d'alliance de u est maintenant satisfaite.

Dans tous les cas, la propriété I est toujours satisfaite après l'exécution
des lignes 3 à 36. Ainsi, I est bien un invariant de boucle, ce qui conclut la
preuve.

Complexité

Lemme 15. Trouver_Plus_Petit s'exécute en temps O(deg(u)).

Démonstration. Il est facile de voir que l'algorithme TrouverP lusP etit jusqu'à
la ligne 26 s'exécute en O(deg(u)). TrouverP lusP etitSousEnsemble est en-
suite appelé avec une entrée de taille O(deg(u)), et s'exécute donc en temps
O(deg(u)). Le temps total est donc O(deg(u)).

Théorème 27. Le temps d'exécution de Trouve_Alliance_Puissante
P ondere_Min est linéaire.

Démonstration. A chaque étape de Etiquette, on calcule Trouver_Plus_Petit(u)
quatre fois, puis on étiquette les voisins de u. Trouver_Plus_Petit(u) a un
temps d'exécution en O(deg(u)), donc chaque tour de boucle a un temps d'exé-
cution en O(deg(u)). La boucle visite chaque sommet une fois dont la complexité
de Etiquette est

∑
v∈V O(deg(v)) = O(n). Trouve_Alliance_Pondere_Min

visite ensuite chaque sommet à nouveau et change éventuellement son étiquette.
L'algorithme a donc un temps d'exécution total en O(n).
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14.3 Conclusion

En combinant ce résultat avec la borne inférieur évidente, on peut en fait
conclure que le problème consistant à trouver une alliance puissante ou o�ensive
pondérée minimum dans un arbre pondéré est Θ(|V |).
Le problème consistant à trouver une alliance défensive pondérée minimum dans
un arbre pondéré semble être plus di�cile. La di�culté vient du fait qu'ajouter
un sommet à une alliance défensive globale ne préserve pas forcément l'alliance
défensive. Les techniques gloutonnes ou quasi-gloutonnes utilisées ici semblent
donc peu e�caces.

15 Ensembles Sûrs

Dans un graphe G = (V,E), un ensemble non-vide de sommets S ⊂ V est
un ensemble sûr si, pour chaque composante A de G[S] et chaque composante B
de G[V \S] adjacente à A, |A| ≥ |B|. Un ensemble sûr connexe est un ensemble
sûr S tel que G[S] est connexe. Le nombre sûr s(G) d'un graphe G est la taille
d'un plus petit ensemble sûr de G, et le nombre sûr connexe cs(G) est la taille
d'un plus petit ensemble sûr connexe de G.

Ces notions ont été introduite par Fujita, MacGillivray et Sakuma [45]. Leur
motivation vient d'une variante de problème de lieu d'usine, dans laquelle le
but est de trouver un ensemble sûr de sommets dans un réseau pour placer des
usines. Ils ont remarqué que, dans un graphe connexe, s(G) ≤ cs(G) < 2×s(G).
Ils ont également montré que le problème de trouver le nombre sûr et le nombre
sûr connexe d'un graphe est NP-di�cile en général. En revanche, ils ont conçu
un algorithme linéaire qui permet de trouver un ensemble sûr connexe dans un
arbre.

Dans cette section, nous étudierons le problème consistant à trouver un
ensemble sûr dans un arbre ou dans un graphe à largeur arborescente borné,
ainsi que les variantes de ces problèmes pour les ensembles sûrs connexes, les
ensembles faiblement sûrs et les ensembles sûrs détendues, dé�nis ci-dessous.

15.1 Dé�nitions

Dé�nition 12 (Ensemble Sûr). Soit G = (V,E) un graphe connexe. Un en-
semble non-vide S ⊂ V est appelé un ensemble sûr quand, pour chaque compo-
sante A de G[S] et chaque composante B de G[V \S] adjacente à A, |A| ≥ |B|.
Le nombre sûr s(G) du graphe G est alors le cardinal d'un plus petit ensemble
sûr de G.

Dé�nition 13 (Ensemble Sûr Connexe). Soit G = (V,E) un graphe connexe.
Un ensemble non-vide S ⊂ V est appelé un ensemble sûr connexe quand c'est
un ensemble sûr et G[S] est connexe. Le nombre sûr connexe cs(G) du graphe
G est alors le cardinal d'un plus petit ensemble sûr connexe de G.

Dé�nition 14 (Ensemble Faiblement Sûr). Soit G = (V,E) un graphe connexe.
Un ensemble S ⊂ V est appelé un ensemble faiblement sûr quand, pour chaque
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composante B de G[V \ S], il existe une composante A de G[S] adjacente à B
telle que |A| ≥ |B|. Le nombre faiblement sûr ws(G) du graphe G est alors le
cardinal d'un plus petit ensemble faiblement sûr de G.

Dé�nition 15 (Ensemble Sûr Détendu). Soit G = (V,E) un graphe connexe.
Un ensemble S ⊂ V est appelé un ensemble sûr détendue quand, pour chaque
composante B de G[V \ S],

∑
A∈Ψ|A| ≥ |B|, où Ψ est l'ensemble des compo-

santes de G[S] adjacentes à B. Le nombre sûr détendue rs(G) du graphe G est
alors le cardinal d'un plus petit ensemble sûr détendue de G.

On remarque facilement que rs(G) ≤ ws(G) ≤ s(G) ≤ cs(G) < 2 × s(G).
En e�et, un ensemble faiblement sûr est un ensemble sûr détendue, un ensemble
sûr est un ensemble faiblement sûr, un ensemble sûr connexe est un ensemble
sûr. De plus, on peut toujours étendre un ensemble sûr S en un ensemble sûr
connexe en ajoutant au plus |S| − 1 sommets.

15.2 Trouver un ensemble sûr dans un arbre

Théorème 28. Pour un arbre à n sommets, on peut calculer un ensemble sûr
minimum en temps O(n5).

En fait, nous allons seulement voir que s(G) peut être calculé en temps
O(n5), mais nous allons utiliser un algorithme de programmation dynamique
qui peut facilement être adapté pour construire un ensemble sûr de cardinal
s(G).

Dé�nitions et notations utiles
Dans la suite, on considérera l'arbre T = (V,E) enraciné en r, et on supposera

que les enfants de chaque sommet sont numérotés. Pour chaque sommet u, on
appellera l'ensemble de ses enfants Cu et l'ensemble constitué de u et de ses
descendants Vu. On appellera T (u) le sous-arbre enraciné en u, T [Vu]. En�n, si
Cu = {w1, w2, · · · , wd}, on appellera T (u, i) le sous-arbre T [{u} ∪

⋃
1≤j≤i Vwj

].
Ainsi, T (u, 0) est le sous-arbre ayant u comme unique sommet, tandis que
T (u, |Cu|) = T (u).

Dé�nition 16 (Fragment). Soit un sous-arbre T ′ ⊂ T et un ensemble S ⊂
V (T ′). Un fragment de T ′ par rapport à S est l'ensemble de sommets d'une
composante connexe de T ′[S] ou de T ′[V (T ′) \ S]. F (T ′, S) est l'ensemble des
fragments de T ′ par rapport à S.

Deux fragments d'un sous-arbre T ′ sont dit adjacent si il existe une arête
entre les deux. Un fragment de T (u, i) est dit actif si il contient u et inactif sinon.
Un fragment F ∈ F (T (u, i), S) est mauvais quand il est inactif, que F ⊂ S et
qu'il existe un fragment F ′ ∈ F (T (u, i), S) adjacent à F tel que |F | < |F ′|.
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Dé�nition 17 (Ensemble (T (u, i), b, s, a)-faisable). Pour u ∈ V , 0 ≤ i ≤ |Cu|,
b ∈ {v, f}, s ∈ {0, · · · , |V (T (u, i))|} et a ∈ {1, · · · , |V (T (u, i))|}, un ensemble
S ⊂ V (T (u, i)) est dit (T (u, i), b, s, a)-faisable si |S| = s, la taille du fragment
actif dans F (T (u, i), S) est a, il n'y a pas de mauvais fragment dans F (T (u, i), S)
et b est v si et seulement u ∈ S.

Intuitivement, un ensemble (T (u, i), b, s, a)-faisable S est "`presque sûr"'. En
e�et, si A est le fragment actif dans F (T (u, i), S), soit S = A, ou bien S \A est
un ensemble sûr de T (u, i)−A.

Pour S ⊂ V (T (u, i)), on dé�nit δmaxT (u,i) et δminT (u,i) comme étant les car-
dinaux maximum et minimum des fragments adjacents au fragment actif. Si
S = V (T (u, i)) et qu'il n'y a donc pas de fragment adjacent au fragment actif,
on dé�nit δmaxT (u,i) := −∞ et δminT (u,i) := +∞.

Pour calculer s(T ), on va construire une table, qu'on va appeler la table
ProgDyn. ProgDyn(T (u, i), b, s, a) ∈ {0, · · · , n} ∪ {+∞,−∞}, avec u ∈ V ,
0 ≤ i ≤ |Cu|, b ∈ v, f , s ∈ {0, · · · , |V (T (u, i))|} et a ∈ {1, · · · , |V (T (u, i))|}. La
table aura les valeurs suivantes :

ProgDyn(T (u, i), v, s, a) =


s'il n'y a pas d'ensemble

+∞ (T (u, i), v, s, a)-faisable,

min
(T (u,i),v,s,a)-faisable S

δmaxT (u,i) sinon,

P rogDyn(T (u, i), f, s, a) =


s'il n'y a pas d'ensemble

−∞ (T (u, i), f, s, a)-faisable,

max
(T (u,i),f,s,a)-faisable S

δminT (u,i) sinon.

De cette dé�nition de la table ProgDyn découle le lemme suivant.

Lemme 16. s(T ) est le plus petit s > 0 tel qu'il existe un a ∈ {1, · · · , n} avec
ProgDyn(T, v, s, a) ≤ a ou ProgDyn(T, f, s, a) ≥ a.

Démonstration. Supposons que S est un ensemble sûr de T tel que |S| = s et
que la racine de T est contenue dans S. Soit A le fragment actif de F (T, S), alors
S est (T, v, s, |A|)-faisable. A ne peut pas être plus petit qu'un fragment qui lui
est adjacent, donc δmaxT ≤ |A|. On en conclut que ProgDyn(T, v, s, |A|) ≤ |A|.
Un argument similaire permet de dire que si la racine de T n'est pas contenu
dans S, alors ProgDyn(T, f, s, |A|) ≥ |A|.
A l'inverse, si on suppose que ProgDyn(T, v, s, a) ≤ a pour un certain a. Soit
S un ensemble (T, v, s, a)-faisable tel que δmaxT = ProgDyn(T, v, s, a). Le frag-
ment actif est plus grand que les fragments adjacents et il n'y a pas de mauvais
fragments. On peut en conclure que S est un ensemble sûr. Un argument simi-
laire permet de dire que si ProgDyn(T, f, s, a) ≥ a pour un certain a, alors S
est un ensemble sûr.
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D'après le Lemme 16, après avoir calculé toutes les cases de la table ProgDyn,
on peut calculer s(T ) en temps O(n2). Il y a O(n3) valeurs possibles pour
(T (u, i), b, s, a). En e�et, pour chaque sommet u �xé, il y a d(u) valeurs pos-
sibles pour T (u, i). En considérant toutes les valeurs possibles de u, on compte
un total de 2n valeurs possibles pour T (u, i). b a 2 valeurs possibles. En�n,
s et a ont chacun O(n) valeurs possibles. Il y a donc O(n3) cases dans la
table ProgDyn. Pour prouver le Théorème 28, il nous su�t donc de montrer
qu'on peut calculer ProgDyn(T (u, i), b, s, a) en temps O(n2), en supposant que
ProgDyn(T (u, i − 1), b′, s′, a′) et ProgDyn(T (wi), b

′, s′, a′) ont déjà été calcu-
lées pour tout b′, s′, a′, et pour wi le ième enfant de u.
On calcule donc les valeurs de chaque case de la table ProgDyn(T (u, i), b, s, a),
en commençant par les sommets u les plus profonds, puis par les entiers i
les plus petits, de manière à être sûr que ProgDyn(T (u, i − 1), b′, s′, a′) et
ProgDyn(T (wi), b

′, s′, a′) ont été calculés avant ProgDyn(T (u, i), b, s, a).

Lemme 17. La valeur de la case ProgDyn(T (u, 0), b, s, a) peut être calculée en
temps constant.

Démonstration. T (u, 0) est constitué d'un seul sommet. L'ensemble {u} est donc
le seul ensemble (T (u, 0), v, 1, 1)-faisable. Comme F (T (u, 0), {u}) ne contient pas
de fragment inactifs, ProgDyn(T (u, 0), v, 1, 1) = −∞. De même, l'ensemble vide
est le seul ensemble (T (u, 0), f, 0, 1)-faisable et ProgDyn(T (u, 0), v, 1, 1) = +∞.
Pour toutes autres valeurs de (b, s, a), il n'y a pas d'ensemble (T (u, 0), b, s, a)-
faisable. Il est évident que la valeur de ProgDyn(T (u, 0), b, s, a) peut être cal-
culer en temps constant.

Lemme 18. Soit u un sommet interne de T et 1 ≤ i ≤ |Cu|. Soit b ∈ {v, f},
s ∈ {0, · · · , |V (T (u, i))|} et a ∈ {1, · · · , |V (T (u, i))|}. Étant donné les valeurs
de ProgDyn(T (u, i− 1), b, s′, a′) et ProgDyn(T (wi), b

′, s′, a′) pour tout b′, s′, a′

et pour wi le ième enfant de u, on peut calculer ProgDyn(T (u, i), b, s, a) en
temps O(n2).

Démonstration. Supposons dans un premier temps que b = v. Considérons
un ensemble S qui est (T (u, i), v, s, a)-faisable. Par dé�nition, u ∈ S. Soit
S1 := S ∩ V (T (u, i − 1)) et S2 := S ∩ V (T (wi)). Il y a deux cas possibles :
soit wi ∈ S, ou bien wi /∈ S. Si wi ∈ S, alors il existe un s′ ∈ {0, · · · , s − 1}
et un a′ ∈ {1, · · · , a − 1} tel que S1 est (T (u, i − 1), v, s′, a′)-faisable et S2

est (T (wi), v, s − s′, a − a′)-faisable. Si, par contre, wi /∈ S, alors il existe un
s′ ∈ {a, · · · , s} et un a′ ∈ {1, · · · , |T (wi)|} tel que S1 est (T (u, i − 1), v, s′, a)-
faisable et S2 est (T (wi), f, s− s′, a′)-faisable.
Réciproquement, soit deux ensembles S1 ⊂ V (T (u, i−1)) et S2 ⊂ V (T (wi)). Si il
existe s′ ∈ {0, · · · , s−1} et a′ ∈ {1, · · · , a−1} tel que S1 est (T (u, i−1), v, s′, a′)-
faisable et S2 est (T (wi), v, s−s′, a−a′)-faisable, alors S1∪S2 est (T (u, i), v, s, a)-
faisable. De même, si il existe s′ ∈ {a, · · · , s} et a′ ∈ {1, · · · , |T (wi)|} tel que
S1 est (T (u, i − 1), v, s′, a)-faisable et S2 est (T (wi), f, s − s′, a′)-faisable, alors
S1 ∪ S2 est (T (u, i), v, s, a)-faisable également.
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La case ProgDyn(T (u, i), v, s, a) doit contenir le minimum parmi tous les en-
sembles (T (u, i), v, s, a)-faisable, de la taille maximum d'un fragment adjacent
au fragment actif. On obtient ce minimum en restriction aux ensembles (T (u, i), v, s, a)-
faisable contenant wi, en minimisant le maximum entre ProgDyn(T (u, i −
1), v, s′, a′) et ProgDyn(T (wi), v, s−s′, a−a′), en faisant varier s′ dans {0, · · · , s−
1} et a′ dans {1, · · · , a − 1}, ce qui se fait en temps O(n2). De même, on ob-
tient ce même minimum en restriction aux ensembles (T (u, i), v, s, a)-faisable ne
contenant pas wi, cette fois, en minimisant le maximum entre ProgDyn(T (u, i−
1), v, s′, a) et a′, en faisant varier s′ dans {a, · · · , s} et a′ dans {1, · · · , |T (wi)|},
en s'assurant de ne considérer que les couples (s′, a′) tel que ProgDyn(T (wi), f, s−
s′, a′) ≥ a′, sans quoi on considérera des ensembles contenant de mauvais frag-
ments. Ce calcul se fait aussi en temps O(n2). En conclusion, le calcul total se
fait en temps O(n2).
Supposons maintenant que b = f . Considérons un ensemble S qui est (T (u, i), f, s, a)-
faisable. Par dé�nition, u /∈ S. Comme précédemment S se décompose en
S1 ⊂ V (T (u, i − 1)) et S2 ⊂ V (T (wi)) et il faut considérer le cas où wi ∈ S
et celui où wi /∈ S. Si wi ∈ S, alors il existe un s′ ∈ {0, · · · , s − 1} et un
a′ ∈ {a, · · · , |T (wi)|} avec a′ plus grand que tous les fragments adjacents au
fragment actif dans F (T (wi), S2) et tel que S1 est (T (u, i − 1), f, s′, a)-faisable
et S2 est (T (wi), v, s−s′, a′)-faisable. Si wi /∈ S, alors il existe un s′ ∈ {0, · · · , s}
et un a′ ∈ {1, · · · , a − 1} tel que S1 est (T (u, i − 1), f, s′, a′)-faisable et S2 est
(T (wi), f, s− s′, a− a′)-faisable.
Comme précédemment la réciproque est vrai : si deux ensembles S1 ⊂ V (T (u, i−
1)) et S2 ⊂ V (T (wi)) ont ces propriétés de faisabilité, alors S1∪S2 est (T (u, i), f, s, a)-
faisable.
La case ProgDyn(T (u, i), f, s, a) doit contenir le maximum parmi tous les en-
sembles (T (u, i), f, s, a)-faisable, de la taille minimum d'un fragment adjacent
au fragment actif. Comme précédemment, on obtient d'abord le maximum
en restriction aux ensembles contenant wi, en maximisant le minimum entre
ProgDyn(T (u, i − 1), f, s′, a) et a′, en faisant varié s′ dans {0, · · · , s − 1} et
a′ dans {a, · · · , |T (wi)|}, en s'assurant de ne considéré que les couples (s′, a′)
où ProgDyn(T (wi), v, s − s′, a′) ≤ a′, sans quoi on considérera des ensembles
contenant de mauvais fragments. On obtiendra ensuite le maximum en res-
triction aux ensemble ne contenant pas wi, en maximisant le minimum entre
ProgDyn(T (u, i − 1), f, s′, a′) et ProgDyn(T (wi), f, s − s′, a − a′), en faisant
varier s′ dans {0, · · · , s} et a′ dans {1, · · · , a − 1}. Comme précédemment, les
deux calculs se font en temps O(n2).

Cela conclut la preuve du Théorème 28.

Variante pour les Ensembles Sûr Connexe
Il est facile de modi�er l'algorithme du Théorème 28 pour trouver un ensemble

sûr connexe minimum. Pour se faire, on va calculer la table ProgDyn(T (u, i), b, s).
On dé�nit δmaxT (u,i) comme le cardinal maximal d'un fragment adjacent au frag-
ment actif et δactT (u,i) comme le cardinal du fragment actif. On dit qu'un en-
semble est (T (u, i), b, s)-faisable, si il est connexe et qu'il existe un a tel qu'il est
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(T (u, i), b, s, a)-faisable. ProgDyn(T (u, i), b, s) est dé�nit comme suit.

ProgDyn(T (u, i), v, s) =


s'il n'y a pas d'ensemble connexe

+∞ (T (u, i), v, s)-faisable,

min
(T (u,i),v,s)-faisable S

δmaxT (u,i) sinon,

P rogDyn(T (u, i), f, s) =


s'il n'y a pas d'ensemble connexe

−∞ (T (u, i), f, s)-faisable,

min
(T (u,i),f,s)-faisable S

δactT (u,i) sinon.

Il est toujours facile de calculer les valeurs de ProgDyn(T (u, 0), b, s) en temps
constant, ainsi que de calculer ProgDyn(T (u, i), b, s) en temps O(n) en connais-
sant, pour tout b′, s′, les valeurs de ProgDyn(T (u, i−1), b, s′) et ProgDyn(T (wi), b

′, s′).
On peut donc calculer la table ProgDyn toute entière en temps O(n3). cs(T )
est alors le plus petit s tel que ProgDyn(T, v, s) ≤ s ou ProgDyn(T, f, s) ≤ s.

Variante pour les Ensembles Faiblement Sûr
Il est facile de modi�er l'algorithme du Théorème 28 pour trouver un en-

semble faiblement sûr minimum. Pour se faire, on change la dé�nition d'un
mauvais fragment et des valeurs de la case ProgDyn(T (u, i), b, s, a).
Un fragment F ∈ F (T (u, i), S) est presque-mauvais quand il est inactif, que F
n'est pas dans S et que pour tout F ′ ∈ F (T (u, i), S) adjacent à F , |F | ≥ |F ′|.
Un fragment F ∈ F (T (u, i), S) est mauvais quand il est presque-mauvais et
n'est pas adjacent au fragment actif.
On dé�nit δmaxT (u,i) comme le cardinal maximal d'un fragment adjacent au frag-

ment actif et δmalT (u,i) comme le cardinal maximal d'un fragment presque mauvais.
ProgDyn(T (u, i), b, s, a) est dé�nit comme suit.

ProgDyn(T (u, i), v, s, a) =


s'il n'y a pas d'ensemble

+∞ (T (u, i), v, s, a)-faisable,

min
(T (u,i),v,s,a)-faisable S

δmalT (u,i) sinon,

P rogDyn(T (u, i), f, s, a) =


s'il n'y a pas d'ensemble

−∞ (T (u, i), f, s, a)-faisable,

max
(T (u,i),f,s,a)-faisable S

δmaxT (u,i) sinon.

Avec ces quelques changements de dé�nitions, il est toujours facile de calculer
les valeurs de ProgDyn(T (u, 0), b, s, a) en temps constant, ainsi que de calculer
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ProgDyn(T (u, i), b, s, a) en temps O(n2) en connaissant, pour tout b′, s′, a′, les
valeurs de ProgDyn(T (u, i− 1), b, s′, a′) et ProgDyn(T (wi), b

′, s′, a′). On peut
donc calculer la table ProgDyn toute entière. ws(T ) est alors le plus petit s tel
qu'il existe un a tel que ProgDyn(T, v, s, a) = −∞ ou ProgDyn(T, f, s, a) ≥ a.

Variante pour les Ensembles Sûrs Détendus
Il est facile de modi�er l'algorithme du Théorème 28 pour trouver un ensemble

sûr détendue minimum. Pour se faire, on change la dé�nition d'un mauvais frag-
ment et des valeurs de la case ProgDyn(T (u, i), b, s, a).
Pour tout F ∈ F (T (u, i), S), on dé�nit N(F ) comme étant l'ensemble des
fragments adjacents à F et σ(F ) := |F | −

∑
F ′∈N(F ) |F ′| Un fragment F ∈

F (T (u, i), S) est presque-mauvais quand il est inactif, que F n'est pas dans S et
que σ(F ) > 0. Un fragment F ∈ F (T (u, i), S) est mauvais quand il est presque-
mauvais et n'est pas adjacent au fragment actif.
On dé�nit σT (u,i) comme étant σ(A) où A est le fragment actif et δT (u,i) comme
le σ(F ) maximum, pour F adjacent au fragment actif. ProgDyn(T (u, i), b, s, a)
est dé�nit comme suit.

ProgDyn(T (u, i), v, s, a) =


s'il n'y a pas d'ensemble

+∞ (T (u, i), v, s, a)-faisable,

min
(T (u,i),v,s,a)-faisable S

δT (u,i) sinon,

P rogDyn(T (u, i), f, s, a) =


s'il n'y a pas d'ensemble

+∞ (T (u, i), f, s, a)-faisable,

min
(T (u,i),f,s,a)-faisable S

σT (u,i) sinon.

Avec ces quelques changements de dé�nitions, il est toujours facile de calculer
les valeurs de ProgDyn(T (u, 0), b, s, a) en temps constant, ainsi que de calculer
ProgDyn(T (u, i), b, s, a) en temps O(n2) en connaissant, pour tout b′, s′, a′, les
valeurs de ProgDyn(T (u, i− 1), b, s′, a′) et ProgDyn(T (wi), b

′, s′, a′). On peut
donc calculer la table ProgDyn toute entière. rs(T ) est alors le plus petit s tel
qu'il existe un a tel que ProgDyn(T, v, s, a) ≤ 0 ou ProgDyn(T, f, s, a) ≤ 0.

Variante pour les graphes de largeur arborescente bornée
Il est possible de modi�er cet algorithme pour trouver un ensemble sûr mi-

nimum d'un graphe de largeur arborescente au plus k en temps O(n5k+8) [3].
Cette algorithme peut à son tour être adapté pour le calcul d'un ensemble sûr
connexe minimum, d'un ensemble faiblement sûr minimum et d'un ensemble sûr
détendue minimum.
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Chapitre IV

Décomposition arborescente étoilée

16 Introduction

Un problème fondamental de la théorie métrique des graphes [8] consiste à
plonger un graphe dans un espace métrique plus simple en minimisant la distor-
sion des distances du graphe. En particulier, le plongement d'un graphe dans un
arbre ou un chemin a des applications pratiques en vision des ordinateur [70],
en bio-informatique [57] ainsi qu'en informatique distribuée [55]. Les problèmes
de plonger un graphe dans un arbre ou un chemin avec une distorsion minimum
sont tout deux NP-di�cile [2, 21, 63], cependant, on arrive à approximer ces
deux problèmes. Plus précisément, des paramètres de graphe ont été introduis
pour mesurer combien la distribution des distances d'un graphe est proche d'une
métrique d'arbre ou d'une métrique de chemin [35, 36, 37]. Dans cette partie,
on va étudier la complexité du calcul de ces paramètres.

Les paramètres considérés ici sont dé�nis à l'aide de la terminologie de dé-
composition arborescente introduite par Robertson et Seymour [67]. De ma-
nière informelle, une décomposition arborescente est une division d'un graphe
G en sac, qui sont des sous-graphes non-disjoint qui peuvent être assemblés à
la manière d'un arbre. La longueur arborescente (tree-length) [35] et l'étendue
arborescente (tree-breadth) [36] de G sont respectivement les meilleures bornes
supérieures possible du diamètre et du rayon des sacs d'une décomposition arbo-
rescente de G. La longueur de chemin (path-length) [72] et l'étendue de chemin
(path-breadth) [37] sont dé�nies d'une manière similaire à la longueur arbo-
rescente et l'étendue arborescente pour les décompositions en chemin. Dans ce
chapitre, on s'intéressera au calcul de ces quatre paramètres. Des études récentes

suggèrent que certaines classes de réseau réel ont une longueur arborescente et
une étendue arborescente bornée [1]. On peut exploiter cette propriété dans
un algorithme. Par exemple, les graphes à longueur arborescente bornée ad-
mettent un schéma d'étiquetage compact des distances [34], ainsi qu'un schéma
d'approximation en temps polynomial pour le fameux problème du voyageur de
commerce [60]. De plus, le diamètre et le rayon d'un graphe de longueur arbo-
rescente bornée peut être approximé à une constante additive près, en temps
linéaire [26]. Ce résultat est à mettre en perspective avec le fait que le diamètre
d'un graphe quelconque ne peut pas être approximé à une constante additive
près, en temps plus petit que quadratique [24].

On remarquera que la plupart de la littérature sur les décompositions ar-
borescentes cherche à minimiser la taille des sacs plutôt que leur diamètre. La
largeur arborescente (tree-width) [67] d'un graphe G est la meilleure borne su-
périeure possible pour la taille des sacs d'une décomposition arborescente de G.
La longueur arborescente et les autres paramètres considérés dans ce chapitre
peuvent di�érer arbitrairement de la largeur arborescente, comme on peut le
voir dans [30]. On rappelle que calculer la largeur arborescente ou la largeur de
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chemin est NP-di�cile [6, 58], mais que pour tout k �xé, il y a un algorithme
linéaire qui décide si un graphe a largeur arborescente au plus k (ou largeur de
chemin) [14, 15].

Travaux apparentés
La complexité du calcul de la longueur arborescente, l'étendue arborescente,

la longueur de chemin et l'étendue de chemin est restée un problème ouvert de
plusieurs travaux [35, 36, 37]. Jusqu'à maintenant, la question a seulement été
résolue pour la longueur arborescente, qui est NP-di�cile à calculer.

Il est NP-complet de décider si un graphe a une longueur arborescente plus
petite que k pour toute constante k ≥ 2 [62]. Cependant, la réduction utili-
sée passe par les graphes pondérés, puis revient aux graphes non-pondérés en
utilisant d'élégants gadgets. Il ne semble pas que ces gadgets se généralisent
facilement pour s'appliquer aux autres paramètres considérés ici. Il existe, en
revanche, un algorithme qui trouve une 3-approximation de la longueur arbo-
rescente [35]. Il semble naturel de chercher la complexité du calcul de l'éten-
due arborescente, puisqu'un algorithme polynomial impliquerait un algorithme
qui trouve une 2-approximation de la longueur arborescente. Il existe des al-
gorithmes qui donnent une approximation à facteur constant de la longueur
arborescente et de l'étendue arborescente [37]

Nos contributions Dans un premier temps, on prouve que l'étendue arbores-
cente, la longueur de chemin et l'étendue de chemin sont NP-di�cile à calculer.
Plus précisément :

� reconnaître les graphes d'étendue arborescente 1 est NP-complet.

� reconnaître les graphes de longueur de chemin 2 est NP-complet.

� reconnaître les graphes d'étendue de chemin 1 est NP-complet.

On remarque que les deux derniers résultats sont obtenus avec la même réduc-
tion. Nos réductions présentent des similarités avec celle utilisée pour la longueur
arborescente, mais ne font pas détour par les graphes pondérés.

On s'intéresse ensuite à l'étendue arborescente (bien que certains résultats
peuvent peut être s'étendre aux autres paramètres considérés). On montrera
qu'il est aussi di�cile de calculer l'étendue arborescente que de reconnaître les
graphes d'étendue arborescente 1. On prouvera aussi quelques propriétés des
graphes d'étendue arborescente 1. En particulier, les graphes d'étendue arbo-
rescente 1 sont exactement ceux qui admettent une 1-bonne décomposition ar-
borescente, c'est à dire une décomposition arborescente où chaque sac admet
une étoile couvrante. La notion plus général de k-bonne décomposition arbores-
cente a été introduite dans [59] pour obtenir de nouveaux schémas de routage
compacts. On remarque qu'en conséquence de la relation entre 1-bonne décom-
position arborescente et graphe d'étendue arborescente 1, on obtient que décider
de l'existence d'une k-bonne décomposition arborescente est NP-complet, même
pour k = 1.
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En�n, on décrit un algorithme polynomial pour reconnaître les graphes
d'étendue arborescente 1, dans les cas planaire et biparti. Notre algorithme de
reconnaissance des graphes d'étendue arborescente 1 s'appuie sur des propriétés
structurelles profondes de ces graphes.

17 Dé�nitions et résultats préliminaires

Décomposition arborescente et décomposition en chemin d'un graphe
Une décomposition arborescente (T,X ) de G = (V,E) est une paire consistant

d'un arbre T et d'une famille X = (Xt)t∈V (T ) de sous-ensembles de V indexé
par les n÷uds de T satisfaisant :

�
⋃
t∈V (T )Xt = V .

� pour toute arête e = {u, v} ∈ E, il existe t ∈ V (T ) tel que u, v ∈ Xt.

� pour tout v ∈ V , l'ensemble des n÷uds t ∈ V (T ) tel que v ∈ Xt induit un
sous-arbre de T , qu'on note Tv.

Les ensembles XT sont appelés sacs de la décomposition. Si aucun sac n'est
contenu dans un autre sac, alors la décomposition arborescente est dite réduite.
En partant d'une décomposition arborescente, on obtient une décomposition
arborescente réduite, en temps polynomial, en contractant n'importe quels deux
sacs adjacents tels que l'un est contenu dans l'autre, jusqu'à ce que ce ne soit
plus possible.

Dans la suite, on utilisera la propriété de Helly :

Lemme 19 (Helly property [7]). Soient T un arbre et T1, T2, . . . , Tk une fa-
mille �nie de sous-arbres de T s'intersectant deux à deux. Alors,

⋂k
i=1 Ti 6= ∅.

Autrement dit, il y a un n÷ud de T contenu dans chacun des sous-arbres.

Finalement, la décomposition arborescente (T,X ) est dite une décomposition
en chemin si T induit un chemin.

Ressemblance métrique à un arbre ou à un chemin Tout les invariants
de graphe considérés dans ce chapitre peuvent être dé�nis en terme de décom-
position arborescente ou de décomposition en chemin. Soit (T,X ) une décom-
position arborescente de G. Pour tout t ∈ V (T ),

� le diamètre du sac Xt est maxv,w∈Xt distG(v, w) ;

� le rayon du sac Xt est minv∈V maxw∈Xt distG(v, w).

La longueur de (T,X ) est le diamètre maximum de ses sacs, tandis que l'étendue
de (T,X ) est le rayon maximum de ses sacs. La longueur arborescente et l'éten-
due arborescente de G, notées respectivement tl(G) et tb(G), sont les longueurs
et étendues minimum de ses décompositions arborescentes.

Soit k un entier positif, la décomposition arborescente (T,X ) est dite k-
bonne quand chaque sac contient un chemin induit dominant de longueur au
plus k − 1. Chaque graphe G admet une k-bonne décomposition arborescente
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pour k = ch(G)−1, où ch(G) est la taille du plus long cycle induit de G [59]. En-
�n, la longueur de chemin, l'étendue de chemin et les k-bonnes décompositions
en chemins sont dé�nies et étudiées similairement pour les décompositions en
chemin. La longueur de chemin et l'étendue de chemin de G sont notées respec-
tivement pl(G) et pb(G). On peut observer que les quatre paramètres longueur

arborescente, étendue arborescente, longueur de chemin et étendue de chemin,
ne peuvent pas être augmentés par contraction d'arête.

Lemme 20 ([36, 37]). Soit G = (V,E). Pour toute arête e ∈ E,

tl(G/e) ≤ tl(G), tb(G/e) ≤ tb(G), pl(G/e) ≤ pl(G), pb(G/e) ≤ pb(G).

De plus, on peut observer que pour tout graphe G, tb(G) ≤ tl(G) ≤ 2 · tb(G)
et pb(G) ≤ pl(G) ≤ 2 ·pb(G). Si un graphe G admet une k-bonne décomposition
arborescente, alors tb(G) ≤ bk/2c+ 1 et tl(G) ≤ k+ 1. Pour conclure cette sec-
tion, on prouve une équivalence plus forte, tb(G) = 1 si et seulement si G admet
une 1-bonne décomposition arborescente. Comme une décomposition arbores-
cente est 1-bonne si et seulement si chaque sac contient une étoile couvrante,
on appellera décomposition étoilée une telle décomposition.

Dé�nition 18. Soit G = (V,E) un graphe connexe. Une décomposition étoilée
est une décomposition arborescente (T,X ) de G dont chaque sac induit un sous-
graphe dominé par un sommet.

Il est clair qu'un graphe admettant une décomposition étoilée a une étendue
arborescente d'au plus 1. Il nous reste à prouver la réciproque.

Lemme 21. Soit G un graphe avec tb(G) ≤ 1. Chaque décomposition arbores-
cente réduite de G d'étendue 1 est une décomposition étoilée. En particulier :
� Toute décomposition arborescente de G d'étendue 1 peut être transformé

en décomposition étoilée, en temps polynomial.
� Toute décomposition en chemin de G d'étendue 1 peut être transformé en

1-bonne décomposition en chemin, en temps polynomial.

Démonstration. Soit (T,X ) une décomposition arborescente réduite d'étendue 1
de G. Prouvons que c'est une décomposition étoilée. Soient Xt ∈ X quelconque
et v ∈ V tel que maxw∈Xt

distG(v, w) = 1. Un tel v existe car Xt est de rayon
1. v est alors dans Xt. En e�et, le sous-arbre Tv et les sous-arbres Tw, w ∈ Xt

s'intersectent deux à deux. La propriété de Helly (Lemma 19) implique qu'il
existe un sac contenant {v} ∪Xt. Mais (T,X ) est réduite, donc ce sac ne peut
être que Xt lui même. Xt est dominé par v ∈ Xt. En appliquant ce raisonnement
à tous les sacs de X , on obtient que (T,X ) est une décomposition étoilée.

De n'importe quelle décomposition arborescente (T,X ) d'étendue 1 de G,
on peut obtenir en temps polynomial une décomposition arborescente réduite
(T ′,X ′) telle que X ′ ⊆ X . (T ′,X ′) est d'étendue 1 car c'est le cas de (T,X ). On
en conclut que (T ′,X ′) est une décomposition étoilée. Dans le cas particulier où
(T,X ) est une décomposition en chemin, c'est également le cas de (T ′,X ′).

Corollaire 1. Soit G un graphe. tb(G) ≤ 1 si et seulement si G admet une
décomposition étoilée.
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18 Résultats de NP-complétude

Théorème 29. Décider si un graphe a une longueur de chemin au plus k est
NP-complet, pour k ≥ 2.

Les graphes de longueur de chemin 1 sont les graphes d'intervalle [37]. On
peut les reconnaître en temps linéaire.

Théorème 30. Décider si un graphe a une étendue de chemin au plus k est
NP-complet, pour k ≥ 1.

Le Lemme 21 donne alors immédiatement le résultat suivant.

Théorème 31. Décider si un graphe admet une 1-bonne décomposition en che-
min est NP-complet.

Les preuves des Théorèmes 29 et 30 reposent sur la même réduction depuis
le problème d'Ordre Total dé�ni ci-dessous. Le problème d'Ordre Total est NP-
complet [64]

Ordre Total
Donnés: Un ensemble S de n éléments et un ensemble T ⊂ S × S × S de
m triplets d'éléments dans S.
Question: Existe-t-il un ordre total de S tel que, pour chaque triplet t =
(si, sj , sk) ∈ T , si < sj < sk ou sk < sj < si ?

Étant donné une instance (S, T ) du problème d'Ordre Total, on construit un
graphe GS,T , tel que dé�ni ci-dessous. On prouve ensuite que pl(GS,T ) ≤ 2 si
et seulement si pb(GS,T ) ≤ 1 si et seulement si (S, T ) est une instance positive
du problème d'Ordre Total.

Dé�nition 19. Soit S un ensemble de n éléments. Soit T ⊂ S × S × S un
ensemble de m triplets d'éléments dans S. Le graphe GS,T est construit comme
suit :

� Pour chaque élément si ∈ S, 1 ≤ i ≤ n, il y a deux sommets adjacents
ui, vi dans GS,T . De plus, les sommets ui sont adjacents deux à deux.
Autrement dit U = {ui | 1 ≤ i ≤ n} est une clique.

� Pour chaque triplet t = (si, sj , sk) ∈ T , on ajoute à GS,T le vivj-chemin
(vi, at, bt, vj) de longueur 3, et le vjvk-chemin (vj , ct, dt, vk) de longueur
3. De plus, at et bt sont adjacents à ul pour tout l ∈ {1, · · · , n} \ {k} et ct
et bt sont adjacents à ul pour tout l ∈ {1, · · · , n} \ {i}.

On peut remarquer que pour tout 1 ≤ i ≤ n, le sommet ui est adjacent
à tous les sommets sauf les vj tels que j 6= i, les at et bt tels que si est le
dernier élément du triplet t et les ct et bt tels que si est le premier élément
du triplet t. La construction du graphe GS,T est illustré en Figure 19 et 20.
On remarque que GS,T a un diamètre de 3 car la clique U domine GS,T , donc
pl(GS,T ) ≤ 3 et pb(GS,T ) ≤ 2. On va voir qu'il est di�cile de distinguer les
graphes de longueur de chemin 2 de ceux de longueur de chemin 3. De même, il
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est di�cile de distinguer les graphes d'étendue de chemin 1 de ceux d'étendue
de chemin 2.

Lemme 22. Soient S un ensemble de n éléments et T ⊂ S×S×S un ensemble
de m triplets de S. Si (S, T ) est une instance positive du problème d'Ordre Total,
alors pb(GS,T ) ≤ 1 et pl(GS,T ) ≤ 2.

Démonstration. Comme pl(GS,T ) ≤ 2·pb(GS,T ), il su�t de prouver que pb(GS,T ) ≤
1. Puisque (S, T ) est une instance positive du problème d'Ordre Total, on
peut ordonner les éléments de S pour que pour chaque triplet (si, sj , sk) ∈ T ,
si < sj < sk ou sk < sj < si. On ordonne donc les éléments de S ainsi. Si
sk < sj < si, on remplace aussi le triplet (si, sj , sk) par le triplet (sk, sj , si).
On obtient donc un ordre total de S tel que si < sj < sk pour tout triplet
(si, sj , sk) ∈ T .

On construit une décomposition en chemin (P,X ) de GS,T avec n sacs, notés
X1, X2, . . . , Xn, comme suit. Pour chaque 1 ≤ i ≤ n, U ⊆ Xi et vi ∈ Xi. De
plus, pour chaque t = (si, sj , sk) ∈ T , at, bt ∈ Xl pour tout i ≤ l ≤ j, et
ct, dt ∈ Xl pour tout j ≤ l ≤ k.

Pour chaque sac Xi il est facile de véri�er que ui domine Xi, et donc que Xi

a rayon 1. Il su�t pour �nir la preuve du lemme de prouver que (P,X ) est bien
une décomposition en chemin. Il est facile de véri�er que chaque sommet deGS,T
apparaît dans au moins un sac de (P,X ). Soit e une arête de GS,T . Si e = uiuj
pour certains i et j, alors e ∈ Xk pour tout k. Pour t = (si, sj , sk) ∈ T , si
e = atul ou e = btul, pour l 6= k, ou e = atbt, alors e ∈ Xm pour tout i ≤ m ≤ j.
De même, si e = ctul ou dtul, pour l 6= i, ou e = ctdt, alors e ∈ Xm pour tout
j ≤ m ≤ k. En�n pour tout i, N(vi) ∈ Xi, donc si e = uvi, pour u ∈ N(vi)
alors e ∈ Xi. Il reste à véri�er que pour tout sommet u ∈ v(GS,T ), Tu est un
sous-chemin de P . Pour tout i, Tui = P , Tvi = T [{Xi}], qui sont bien des sous-
chemins de P . Pour tout t = (si, sj , sk) ∈ T , Tat = Tbt = T [{Xi, Xi+1 · · · , Xj}]
et Tct = Tdt = T [{Xj , Xj+1 · · · , Xk}], qui sont bien des sous-chemins de P .
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Lemme 23. Soient S un ensemble de n éléments et T ⊂ S×S×S un ensemble
de m triplets de S. Si pb(GS,T ) ≤ 1 ou pl(GS,T ) ≤ 2, alors (S, T ) est une
instance positive du problème d'Ordre Total.

Démonstration. Comme pl(GS,T ) ≤ 2 · pb(GS,T ) il su�t de considérer le cas
où pl(GS,T ) ≤ 2. Soit (P,X ) décomposition en chemin de longueur 2. Comme
les sommets vi sont deux à deux à distance 3, aucun sac ne contient deux vi
distincts. Il en découle que les sous-chemins Tvi sont deux à deux disjoints.
Construisons un ordre total de S en suivant l'ordre d'apparition des sommets vi
le long de P , en partant d'une extrémité quelconque de P . On va montrer que
pour chaque triplet t = (si, sj , sk) ∈ T , si < sj < sk ou sk < sj < si, ce qui
prouve le lemme.

Supposons par contradiction que pour t = (si, sj , sk) ∈ T , sj < min{si, sk}
ou sj > max{si, sk}. Par symétrie, on peut supposer que sj < si < sk. Le
chemin entre Tvj et Tvk contiens Tvi . Soit B ∈ Pvi . D'après les propriétés d'une
décomposition arborescente, B est un vjvk-séparateur, et doit donc contenir ct
ou dt. Mais ct et dt sont tous deux à distance 3 de vi, ce qui contredit le fait
que (P,X ) a longueur 2.

Les Théorèmes 29 et 30 sont une conséquence directe des Lemmes 22 et 23.

19 Quelques propriétés des graphes d'étendue ar-

borescente 1.

Décomposition étoilée
Donnés: Un graphe connexe G = (V,E).
Question: tb(G) ≤ 1 ?

Dans le Lemme 24, on montre que le problème de reconnaître les graphes
ayant une étendue arborescente de 1 est équivalent au problème de calculer
l'étendue arborescente. On montre ensuite quelques conditions nécessaires pour
que le graphe ait une étendue arborescente de 1.

� Tous les graphes admettant une décomposition étoilée ont un ordre d'éli-
mination dominant (voir Section 19.1).

� On verra ensuite le Lemme 26 qui dit que si un graphe G admet une
décomposition étoilée, c'est aussi le cas de tous ses blocs.

En�n, on décrira un algorithme polynomial pour décider si un graphe biparti
admet une décomposition étoilée.

Dé�nition 20. Soit G un graphe à n sommets, notés v1, v2, · · · , vn, et soit r un
entier positif. Le graphe G′r est obtenu à partir de G en ajoutant une clique à n
sommets, noté U = {u1, u2, . . . , un}, de telle manière que, pour tout 1 ≤ i ≤ n,
le sommet ui est adjacent à BG(vi, r) := {x ∈ V (G) | distG(vi, x) ≤ r}.

Lemme 24. Soient un graphe G et un entier positif r. Soit G′r dé�nis comme
ci-dessus. tb(G) ≤ r si et seulement si tb(G′r) ≤ 1.
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Démonstration. Si tb(G) ≤ r, alors on peut construire une décomposition étoilée
de G′r, à partir de n'importe quelle décomposition arborescente (T,X ) d'éten-
due r de G, en ajoutant la clique U dans chaque sac. En e�et, par hypo-
thèse, dans chaque sac Xt, t ∈ V (T ) il y a un sommet vi ∈ V (G) tel que
maxx∈Xt

distG(vi, x) ≤ r. Il en découle que Xt ∪ U ⊆ NG′r [ui].
Réciproquement si tb(G′r) ≤ 1, alors on peut construire une décomposition

arborescente d'étendue r deG, à partir de n'importe quelle décomposition étoilée
(T ′,X ′) de G, en enlevant la clique U de chaque sac. En e�et, par hypothèse,
dans chaque sacX ′t, t ∈ V (T ′), il y a un sommet y ∈ V (G′r) tel queX

′
t ⊆ NG′r [y].

y ∈ {ui, vi} pour un certain i, et donc X ′t ⊂ NG′r [y] ⊂ NG′r [ui]. Par construction,
X ′t \ U ⊆ NG′r (ui) \ U = {x ∈ V (G) | distG(vi, x) ≤ r}.

19.1 Existence d'un ordre d'élimination dominant

Un ordre d'élimination dominant [31] d'un graphe G est un ordre total de
son ensemble de sommets, noté v1, v2, . . . , vn, tel que pour tout 1 ≤ i < n, il
existe un j > i satisfaisant que NG(vi) ∩ {vi+1, vi+2, . . . , vn} ⊆ NG[vj ]. L'exis-
tence d'un ordre d'élimination dominant dans certaines classes de graphes, et
les applications algorithmiques qui peuvent en être faites, ont été étudiées dans
[25]. Prouvons que tout graphe admettant une décomposition étoilée admet un
ordre d'élimination dominant.

Lemme 25. Soit G un graphe tel que tb(G) ≤ 1, G admet un ordre d'élimina-
tion dominant.

Démonstration. Supposons que G a au moins deux sommets. Pour prouver le
lemme, il su�t de prouver l'existence de u, v ∈ V (G) distinct tel que N(v) ⊆
N [u] et tb(G − v) ≤ 1. On peut ensuite conclure par récurrence sur l'ordre du
graphe.

Si G admet un sommet universel u, alors on peut choisir un sommet v ∈
V (G) \ u arbitrairement, et N(v) ⊆ N [u]. De plus, tb(G − v) ≤ 1 car G − v
admet un sommet universel u.

Supposons, maintenant, que G n'admet pas de sommet universel. Soit (T,X )
une décomposition étoilée réduite de G.

Soit Xt, t ∈ V (T ) une feuille de T . Comme la décomposition est réduite, il
existe v ∈ Xt tel que Tv = {Xt}. Deux cas sont possibles.
� Si il existe u ∈ Xt \ v tel que Xt ⊆ N [u], alors N(v) ⊆ Xt ⊆ N [u],

et tb(G − v) ≤ 1 d'après le Lemme 20, car G − v peut être obtenu en
contractant l'arête {u, v} de G.

� Sinon, Xt ⊆ N [v], et pour tout x ∈ Xt \ v, Xt 6⊆ N [x]. Soit t′ le n÷ud
adjacent à t dans T . On remarque que t′ existe car G n'admet pas de
sommet universel, donc T a au moins deux sommets. Si il existe u ∈
Xt\Xt′∪{v}, alors N [u] ⊂ N [v] et G−u admet une décomposition étoilée,
obtenue à partir de (T,X ) en enlevant u de Xt. Sinon, Xt \ {v} ⊂ Xt′ . Il
existe un sommet u tel que Xt′ ⊂ N [u]. On a donc N(v) ⊂ XT \ {v} ⊂
Xt′ ⊂ N [u] et G − u admet une décomposition étoilée, obtenue à partir
de (T,X ) en enlevant le n÷ud t et le sac Xt.
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On remarque qu'un graphe ayant une décomposition étoilée doit admettre
un ordre d'élimination dominant, ce qui peut être testé en temps polynomial.
Cependant, l'existence d'un ordre d'élimination dominant ne garantit pas que
le graphe admet une décomposition étoilée. Par exemple, une grille a un ordre
d'élimination dominant, mais la longueur arborescente d'une grille à n × m
sommets est au moins min{n,m} − 1 [35] (et tl(G) ≤ 2tb(G)).

19.2 Quelques propriétés utiles sur les séparateurs

Remémorons-nous la terminologie des séparateurs de graphe.

Dé�nition 21. Soit G = (V,E) un graphe connexe. Un séparateur de G est un
sous-ensemble S ⊆ V tel que G− S a au moins deux composantes. Une compo-
sante pleine pour S est alors une composante connexe C de G− S satisfaisant
N(C) = S. Un bloc est un sous-graphe de G induit par l'ensemble S ∪ C, où
S est un séparateur, et C une composante pleine pour S. En�n un séparateur
minimal est un séparateur avec au moins deux composantes pleines.

Si un graphe G a 1 pour étendue arborescente, alors c'est aussi le cas de tout
ses blocs. En fait, on va même montrer un résultat légèrement plus général.

Lemme 26. Soient un graphe G = (V,E), S ⊆ V un séparateur, et W ⊆ V \S
l'union de certaines composantes connexe de G−S. Si tb(G) = 1 et W contient
une composante pleine pour S, alors tb(G[W ∪ S]) = 1. Plus précisément, si
(T,X ) est une décomposition étoilée de G, alors (T, {Xt ∩ (W ∪ S) | Xt ∈ X})
est une décomposition étoilée de G[W ∪ S].

Démonstration. Soit (T,X ) une décomposition étoilée de G. En enlevant les
sommets de V \ (W ∪ S) de tout les sacs de (T,X ), il reste une décomposition
arborescente (T ′,X ′) du sous-graphe induit G[W ∪ S]. Pour prouver le lemme,
il faut montrer que cette décomposition est étoilé. Soit Xt un sac de (T ′,X ′).
Par construction, Xt a rayon 1 dans G. Soit v ∈ V tel que Xt ⊆ NG[v]. Si
v ∈ W ∪ S, Xt admet une étoile couvrante dans G[W ∪ S] et il n'y a rien
à faire. Supposons v /∈ W ∪ S, Xt. S est un séparateur, donc pour tout x /∈
S∪W,N(x)∩ (S∪W ) ⊆ S, donc Xt ⊆ S. Soient A ⊆W une composante pleine
pour S, et T ′A le sous-arbre de T ′ induit par les sacs intersectant la composante
A. Pour tout x ∈ Xt ⊂ S, x a un voisin dans A. Il en découle que, pour tout
x ∈ Xt, T ′x intersecte T ′A. Comme de plus les sous-arbres T ′x, pour x ∈ Xt

s'intersectent deux à deux, en Xt par exemple, on peut appliquer la propriété
de Helly (Lemma 19) pour dire qu'il existe un sac dans (T ′,X ′) contenant Xt

et un sommet de A. Par construction, ce sac contient un sommet u ∈ A ∪ S
qui le domine, ainsi que Xt. Quitte a rendre (T ′,X ′) réduite, tous les sacs sont
dominés par un sommet de (W ∪ S).

Le Lemme 26 implique qu'un graphe d'étendue arborescente 1 peut être dé-
connecté en utilisant n'importe quel séparateur minimal, et que les composantes
doivent toujours induire un sous-graphe d'étendue arborescente 1. La réciproque
ne tient pas en général, sauf dans certains cas intéressant.
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Lemme 27. Soient un graphe G = (V,E), une clique séparatrice minimal S ⊆
V et A une composante pleine de S. Alors, tb(G) = 1 si et seulement si à la
fois tb(G[A ∪ S]) = 1 et tb(G[V \A]) = 1.

Démonstration. S est un séparateur minimal donc V \ (A ∪ S) contient une
composante pleine. D'après le Lemme 26, si tb(G) = 1, alors tb(G[A ∪ S]) = 1
et tb(G[V \A]) = 1.

Réciproquement, supposons que tb(G[A ∪ S]) = 1 et tb(G[V \ A]) = 1. Soit
(T 1,X 1) une décomposition étoilée de G[A ∪ S] et (T 2,X 2) une décomposition
étoilée de G[V \ A]. Comme S est une clique, S est entièrement contenu dans
un sac de (T 1,X 1) et un sac de (T 1,X 1). Cela découle de la propriété de Helly
(Lemme 19) appliqué aux sous-arbres Ts, s ∈ S. On obtient une décomposition
étoilée de G en prenant une copie de (T 1,X 1) et de (T 2,X 2) et en ajoutant
une arête entre un sac de (T 1,X 1) contenant S et un sac de (T 2,X 2) contenant
S.

Calculer la décomposition par clique séparatrice minimal d'un graphe G se
fait en temps O(nm), où m est le nombre d'arêtes de G [13]. Ce fait, combiné
au Lemme 27, nous permet de supposer dans la suite que les graphes que nous
étudions n'ont pas de clique séparateur. On dira qu'un tel graphe est premier.

19.3 Les graphes bipartis

Si G est un graphe biparti premier, une décomposition étoilée de G a une
forme très particulière.

Lemme 28. Soit un graphe biparti premier G = (V0 ∪ V1, E) d'étendue arbo-
rescente 1. Il existe une décomposition étoilée (T,X ) de G tel que X = {N [v0] |
v0 ∈ V0}, ou X = {N [v1] | v1 ∈ V1}.

Démonstration. Soit (T,X ) une décomposition étoilée de G, qui minimise le
nombre de sacs |X |. Supposons qu'il existe v0 ∈ V0, v1 ∈ V1 et {t, t′} ∈ E(T )
tel que Xt ⊆ NG[v0], Xt′ ⊆ NG[v1]. Comme v1 et v0 sont dans deux parties
di�érentes de la bipartition de G, NG[v0] ∩ NG[v1] ⊂ {v0, v1} si v0 et v1 sont
adjacents, et NG[v0]∩NG[v1] = ∅ sinon. Mais Xt ∩Xt′ est un séparateur de G,
et Xt ∩Xt′ ⊂ NG[v0]∩NG[v1]. Clairement G n'est pas premier, ce qui entraîne
une contradiction. Il n'est donc pas possible de choisir deux sacs adjacent Xt et
Xt′ tels que l'un est dominé par un sommet de V0 et l'autre par un sommet de
V1. Comme T est connexe et que tous les sacs sont dominés par un sommet de
V0∪V1, en fait, tous les sacs sont dominés par un sommet de V0 ou tous les sacs
sont dominés par un sommet de V1.

Supposons, par symétrie, que tous les sacs sont dominés par un sommet de
V0. Soit v0 un sommet de V0. Tv0 6= ∅. On peut remarquer que tous les sacs de Tv0
sont dominés par v0. On peut donc contracter Tv0 en un seul sac sans changer
la propriété que (T,X ) est une décomposition étoilée de G. Par minimalité de
|X |, Tv0 est en fait réduit à un seul sac N [v0]. Cet argument s'applique à tous
les sommets de V0, ce qui conclut la preuve du lemme.
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On utilise cette propriété pour décrire un algorithme en temps O(nm) qui
décide si un graphe biparti a une étendue arborescente de 1. En e�et, si G est
un graphe biparti premier, alors il n'y a que deux ensembles de sacs possible
pour une décomposition étoilée de G. De plus, si X est un ensemble �xé de
sacs potentiels, satisfaisant que chaque sac est dominé par un de ses sommets,
il est facile de tester si G admet une décomposition étoilée utilisant les sacs de
l'ensemble X : il su�t d'ajouter les arêtes nécessaires pour que chaque sac de
X soit une clique, puis de véri�er que le graphe ainsi obtenu est cordal avec
pour cliques maximal les sacs de X . Comme il est possible de reconnaître un
graphe cordal et d'énumérer ses cliques maximals en temps linéaire [46], on a
ainsi un algorithme pour reconnaître les graphes bipartis premiers d'étendue
arborescente 1. Si on ajoute le Lemme 27, on obtient qu'il existe un algorithme
polynomial pour reconnaître les graphes bipartis d'étendue arborescente 1.

20 Un algorithme polynomial pour les graphes

planaires

Dans cette section, on décrit un algorithme quadratique qui décide si un
graphe planaire premier a une étendue arborescente de 1. On en déduit que cela
donne un algorithme quadratique qui décide si un graphe planaire quelconque a
une étendue arborescente de 1. En e�et, la décomposition en clique d'un graphe
planaire se calcule en temps quadratiques et donne O(n+m) morceau [13], c'est
à dire 0(n) dans le cas planaire.

Grossièrement, l'idée est de construire une décomposition étoilée morceau
par morceau. Le principe central de l'algorithme récursif est de trouver un som-
met particulier, appelé sommet-feuille, puis de reconnaître un sac de la dé-
composition étoilée dans le voisinage du sommet-feuille. On pourra ensuite, en
fonction du cas, enlever le sommet-feuille, ajouter une arête, ou contracter une
arête, en conservant la propriété que le graphe est planaire premier et a étendue
arborescente 1 si et seulement si c'était le cas du graphe original.

On prouve aussi que chaque étape prend un temps linéaire et qu'il y a au
plus un nombre linéaire d'étapes récursives (Lemme 43).

Il y a trois types de sommet-feuille (voir Figure 21).

Dé�nition 22. Soit un graphe G = (V,E). Un sommet v est un sommet-feuille
si une des conditions suivantes est vrai.

Type 1. N(v) induit un chemin, noté Πv de longueur 3 entre les sommets
av et bv de V \ {v}. De plus, il existe un sommet dv ∈ V \ {v} tel que
N(v) ⊆ N(dv). Autrement dit, dv domine Πv.

Type 2. N(v) induit un chemin, noté Πv = (av, bv, cv), de longueur 2.

Type 3. N(v) consiste en deux sommets non-adjacents av et cv, et il existe un
sommet bv ∈ (N(av) ∩N(cv)) \ {v}.

On peut maintenant décrire l'algorithme.
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Figure 21 � Les trois types de sommet-feuille.

20.1 L'algorithme Feuille-DeBasEnHaut

Soit un graphe planaire premier G = (V,E). On suppose que G a au moins
sept sommets, sans quoi il est facile de conclure.

Étape 1 La première étape consiste à trouver un sommet-feuille de G. On discute
dans la Section 20.4.1 de comment décider en temps linéaire si G admet
un sommet-feuille, et de le trouver le cas échéant.

� Si G n'admet pas de sommet-feuille, alors d'après le Théorème 33,
il n'existe pas de séparateur minimal de G induisant un chemin de
longueur 2. Il en découle, d'après le Lemme 36, que tb(G) = 1 seule-
ment si G a une décomposition étoilée composé d'au plus deux sacs.
Dans ce cas, l'algorithme véri�e s'il existe une décomposition étoilée
avec au plus 2 sacs, ce qui est possible en temps quadratique (voir le
Lemme 42). Si une telle décomposition existe, alors tb(G) = 1, sinon
tb(G) > 1.

� Si G admet au moins un sommet-feuille, on appelle v un sommet-
feuille de G, puis on continue l'algorithme par l'Étape 2, si v est de
type 1, ou l'Étape 3 si v est de Type 2 ou 3.

Étape 2 Cas v est de Type 1. Soit Πv et dv comme dans la Dé�nition 22 des
sommet-feuilles. Si V = N [v] ∪ {dv} alors, trivialement tb(G) = 1. Sinon,
soit G′ le graphe obtenu depuis G − v en contractant Πv en une seule
arête entre av et bv. D'après le Théorème 34, G′ est planaire premier
et tb(G) = 1 si et seulement si tb(G′) = 1. On applique l'algorithme
Feuille-DeBasEnHaut récursivement sur G′.

Étape 3 Cas v est de Type 2 ou 3. Soit av, bv, cv comme dans la Dé�nition 22 des
sommet-feuilles. Dans ce cas, l'algorithme regarde si G−v est premier. Le
Théorème 32 dit que si une clique séparatrice minimal S de G− v existe,
alors il existe un sommet uv ∈ N(bv) \ {av, cv, v} tel que S = {bv, uv}. Il
est donc facile de véri�er en temps linéaire si G− v est premier. Si G− v
est premier, on continue l'algorithme par l'Étape 3.1. Si G − v n'est pas
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premier, on continue l'algorithme par l'Étape 3.2.

Étape 3.1 Cas v est de Type 2 ou 3 et G−v est premier. Il y a 3 sous-cas.
On peut déterminer quel sous-cas appliquer en temps linéaire.

(a) Cas |N(av) ∩ N(cv)| ≥ 3 dans G − v, ou bien il existe un
séparateur minimal S ⊆ (N(av)∩N(cv))∪ {av, cv} de G− v
contenant {av, cv}.
D'après le Théorème 35, tb(G) = 1 si et seulement si tb(G−v) =
1. Comme G − v est planaire premier, on applique l'algorithme
Feuille-DeBasEnHaut récursivement sur G− v.

(b) Cas |N(av) ∩ N(cv)| < 3 dans G − v et il n'existe pas de
séparateur minimal S ⊆ (N(av)∩N(cv))∪ {av, cv} de G− v
contenant {av, cv}.

i Sous-cas |N(av)∩N(cv)| = 1 dans G−v. Dans ce sous-cas,
N(av) ∩ N(cv) = {v, bv}. D'après le Théorème 36, tb(G) =
1 si et seulement si G = C4. Comme G a au moins sept
sommets, tb(G) > 1.

ii Sous-cas |N(av)∩N(cv)| = 2 dans G−v. Dans ce sous-cas,
il y a un unique sommet uv dans N(av)∩N(cv)\{v, bv}. Soit
G′ le graphe obtenu en ajoutant les arêtes {v, uv} et {bv, v}.
D'après le Théorème 37, le graphe G′ est planaire premier,
et tb(G) = 1 si et seulement si tb(G′) = 1. On applique
l'algorithme Feuille-DeBasEnHaut récursivement sur G′.

Étape 3.2 Cas v est de Type 2 ou 3 et G − v a une clique séparateur.
Il existe un sommet uv ∈ V \ {av, bv, cv, v} tel que S = {bv, uv} est
une clique séparatrice minimale de G − v. D'après le Théorème 32,
G− {av, bv, cv, v} est connexe.
Si v est de Type 3, on appelle G′ le graphe obtenu de G en ajou-
tant l'arête {v, bv}. G′ est planaire premier. Le Théorème 38 dit que
tb(G) = 1 si et seulement si tb(G′) = 1. L'algorithme ajoute l'arête
{v, bv}, et on peut considérer dans la suite que v est de Type 2.

D'après le Théorème 32, uv /∈ N(av)∩N(cv). On peut supposer sans
perte de généralité que uv /∈ N(av), c'est à dire que uv /∈ N(av) ∪
N(cv) ou uv ∈ N(cv) \N(av).

(a) Cas uv /∈ N(cv), ou (N(uv) ∩N(av)) ∪ {v, cv} ne sépare pas
uv et av dans G.

D'après le Théorème 39, G/vav est planaire premier, et tb(G) =
1 si et seulement si tb(G/vav) = 1. On applique l'algorithme
Feuille-DeBasEnHaut récursivement sur G/vav, le graphe ob-
tenu en contractant l'arête {v, av} dans G.
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(b) Cas uv ∈ N(cv) \N(av), et (N(uv) ∩N(av)) ∪ {v, cv} sépare
uv et av dans G.

On va utiliser, pour la résolution de ce cas, le fait que G a au
moins sept sommets.

i Sous-cas N(bv) = {v, av, cv, uv}. D'après le Théorème 40, il
existe un sommet x ∈ (N(av)∩N(uv)) \ {bv}, tel qu'on peut
ajouter l'arête {bv, x} en conservant la planarité de G. On
appelle G′ := G + bvx. D'après le Théorème 41, G′/bvx est
planaire premier et tb(G) = 1 si et seulement tb(G′/bvx) = 1.
On applique l'algorithme Feuille-DeBasEnHaut récursive-
ment sur G′/bvx, le graphe obtenu en contractant l'arête
{bv, x} dans G′.

ii Sous-cas N(bv)∩N(av)∩N(uv) 6= ∅. D'après le Lemme 39,
|N(bv)∩N(av)∩N(uv)| = 1. Soit x l'unique voisin commun
de bv, av et uv. D'après le Théorème 41, G/bvx est planaire
premier et tb(G) = 1 si et seulement tb(G/bvx) = 1. On
applique l'algorithme Feuille-DeBasEnHaut récursivement
sur G/bvx, le graphe obtenu en contractant l'arête {bv, x}
dans G′.

iii Sous-cas {v, av, cv, uv} 6= N(bv) et N(bv)∩N(av)∩N(uv) =
∅. D'après le Théorème 42, il existe un unique sommet x ∈
(N(av) ∩ N(uv)) \ {bv} tel que N(bv) ∩ N(x) sépare bv et
x dans G, et |N(bv) ∩ N(x)| ≥ 3, sans quoi tb(G) > 1 et
l'algorithme termine ici.

� Supposons dans un premier temps qu'il existe un
sommet-feuille ` ∈ N(bv)∩N(x). D'après le Lemme 40,
G − ` est premier ou ` est de Type 1. On applique alors
l'algorithme Feuille-DeBasEnHaut en prenant ` comme
sommet-feuille au lieu de v. Puisque G− ` est premier ou
` est de Type 1, l'algorithme va passer par l'Étape 2 ou
l'Étape 3.1. En particulier, l'algorithme ne passera pas par
l'Étape 3.2 à nouveau, et ne risque donc pas de boucler.

� En�n, si il n'existe pas de sommet-feuille dans N(bv) ∩
N(x), le Théorème 43 dit qu'il existe deux sommets non-
adjacents y, z ∈ N(bv) ∩ N(x) tel que le graphe G′ :=
G+xy est planaire premier, et tb(G) = 1 si et seulement si
tb(G′) = 1. On applique l'algorithme Feuille-DeBasEnHaut
récursivement sur G′.
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20.2 Propriétés des graphes planaires premiers d'étendue

arborescente 1

20.2.1 Quelques lemmes sur les graphes planaires premiers

Les propriétés ci-dessous ne dépendent pas de l'existence d'une décomposi-
tion étoilée.

Propriété des graphes planaires 2-connexes On utilise la notion de graphe
intermédiaire dé�ni ci-dessous.

Dé�nition 23 (Graphe intermédiaire, [16] De�nition 6). Soit un graphe pla-
naire G = (V,E). On choisit un plongement de G dans le plan. Soit F l'ensemble
des faces de ce plongement. Le graphe intermédiaire GI = (V ∪ F,EI) a pour
ensemble de sommets V ∪ F . De plus E ⊆ EI et il y a une arête dans GI entre
un sommet originel v ∈ V et un sommet-face f ∈ F quand les sommets et faces
correspondantes de G sont incidentes (voir la Figure 22).

Figure 22 � A gauche un plongement dans le plan d'un graphe, et à droite le
graphe intermédiaire correspondant.

On remarque qu'un graphe intermédiaire est planaire, et que, comme un
plongement dans le plan peut être construit en temps linéaire [56], c'est aussi le
cas d'un graphe intermédiaire.

Lemme 29 ([16] Proposition 9). Soient S un séparateur minimal d'un graphe
planaire 2-connexe G = (V,E) et C une composante pleine pour S. On choisit
un plongement de G dans le plan. S correspond alors à un cycle séparateur
vS(C) du graphe intermédiaire GI , de longueur 2|S|, avec V ∩ vS(C) = S. De
plus, une composante connexe CI de GI − vS(C) véri�e que CI ∩ V = C.

Dans la suite se trouve deux corollaires du Lemme 29.

Corollaire 2. Soit S un séparateur minimal d'un graphe planaire 2-connexe
G = (V,E). S induit alors un cycle ou une forêt de chemin.

Démonstration. On choisit un plongement planaire de G, et on construit GI le
graphe intermédiaire correspondant. Soit CS le plus petit cycle de GI tel que
V ∩CS = S, qui existe d'après le Lemme 29. Pour prouver le corollaire, il su�t
de prouver que CS est un cycle induit de GI . Supposons, par contradiction, qu'il
existe une corde xy à CS . Les sommets issus de faces sont non-adjacents deux
à deux dans GI , donc x ∈ S ou y ∈ S. Supposons, sans perte de généralité, que
x ∈ S.
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Soit C1 et C2 les deux cycles tels que C1 ∪ C2 = CS et C1 ∩ C2 = {x, y}.
Par minimalité de CS , il existe deux sommets z1, z2 ∈ S tels que z1 ∈ C1 \
{x, y} et z2 ∈ C2 \ {x, y}. En�n, soit A et B deux composantes pleines pour
S. On contracte C1 et C2 pour obtenir les deux triangles (z1, x, y) et (z2, x, y).
GI admet un K3,3-mineur, avec {A,B, y} et {x, z1, z2} les deux parties de la
bipartition, ce qui est absurde.

CS induit un cycle de GI et donc le sous-graphe induit par S dans G est soit
un cycle, soit une forêt de chemins.

Corollaire 3. Soit S un séparateur minimal d'un graphe planaire 2-connexe
G = (V,E). Il existe un super-graphe planaire GS de G ayant V pour ensemble
de sommets, tel que S induit une arête ou un cycle de GS. De plus, GS peut
être construit en temps linéaire.

Démonstration. On choisit un plongement planaire de G, et on construit GI le
graphe intermédiaire correspondant. Pour chaque sommet-face de GI , on consi-
dère Sf = S ∩NGI

(f). Soit A,B deux composantes pleines pour S. Si |Sf | ≥ 3,
alors il y a un K3,3-mineur de GI avec {A,B, f} et Sf les deux parties de la
bijection, ce qui est absurde. |Sf | ≤ 2. On construit le graphe GS en partant de
G et en ajoutant une arête entre x ∈ S et y ∈ S quand il existe un f tel que
Sf = {x, y}.

On remarque que GS est un mineur de GI , donc c'est un graphe planaire.
D'après le Lemme 29, il y a un cycle de GI dont les sommets appartenant à
G sont exactement les sommets de S. Il en découle que S induit une arête ou
contient un cycle dans GS . S étant un séparateur minimal de GS, le Corollaire
2 permet de conclure que S induit un cycle de GS .

Propriétés des graphes planaires premiers.

Lemme 30. Soit un graphe premier G = (V,E) sans K3,3-mineur. Soient
v ∈ V , et S ⊂ NG(v) un séparateur minimal de G− v. S consiste alors en deux
sommets non-adjacents.

Démonstration. Soit S ⊆ NG(v) un séparateur minimum de G − v. Il existe
deux composantes pleines A et B pour S, inclus dans G− (S ∪ {v}). G admet
K3,|S| comme mineur, avec {A,B, v} et S comme partie de la bipartition. Il
en découle que |S| ≤ 2. En�n, comme S ∪ {v} est un séparateur de G qui est
premier, S est constitué d'exactement deux sommets non-adjacents.

Lemme 31. Soient un graphe planaire premier G, Π = (a, b, c) un chemin
séparateur de G, et C une composante de G−Π. Il y a, alors, au plus, un voisin
commun à a et b dans C.

Démonstration. On remarque d'abord que a et c ne sont pas adjacents sinon Π
est une clique séparatrice de G. De même, pour toute composante C ′ de G−Π,
a, c ∈ N(C ′), sans quoi ab ou bc est une arête séparatrice de G. En particulier,
il est toujours possible de rendre a et c adjacent en contractant une composante
arbitraire de G−Π.
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Supposons, par contradiction qu'il existe u, u′ ∈ N(a) ∩ N(b) ∩ C distinct.
G est premier, donc a, b, u′ n'est pas un séparateur de u et c. Il existe donc un
chemin Q entre u et c inclus dans C \ {u′}. De même, il existe un chemin Q′

entre u′ et c inclus dans C \ {u}. On distingue deux cas.

� Q et Q′ sont des chemins aux sommets internes distincts. En contractant
Q et Q′ sur u et u′, on fait apparaître un K5-mineur de G sur les sommets
a, b, c ,u et u′. Cela contredit le fait que G est planaire.

� Q et Q′ s'intersectent. Soit y ∈ (Q∩Q′) tel que le sous-chemin de Q entre
u et y n'intersecte pas Q′. Quitte à faire quelques contractions, on peut
faire apparaître un K3,3-mineur sur les sommets a,b et y dans une partie
et c, u et u′ dans l'autre. Cela contredit le fait que G est planaire.

Lemme 32. Soient un graphe planaire premier G admettant le chemin Π =
(a, b, c) comme séparateur, et C une composante de G−Π. Supposons qu'il existe
un sommet v ∈ C, voisin de a, b, et c. Alors, C est réduit à {v} ou (a, v, c) est
un chemin séparateur de G. De plus, si (a, v, c) est un chemin séparateur de G,
(a, v, c) sépare b de C \ {v}.

Démonstration. Soient un graphe planaire premier G admettant le chemin Π =
(a, b, c) comme séparateur, C une composante de G − Π et v ∈ C un voisin
de a, b et c. Supposons que C \ {v} 6= ∅. Soit D une composante connexe de
G[C \ {v}]. On rappelle que C est connexe, donc v ∈ N(D). Pour prouver le
lemme, il su�t de montrer que b /∈ N(D).

Supposons, par contradiction, que b ∈ N(D). v, b et a forment un triangle,
de même que v, b et c. Mais G n'admet pas de clique séparateur, donc nécessai-
rement N(D) = {a, b, c, v}. On contracte D en un sommet x. Soit C ′ une autre
composante de G − Π. Comme G n'admet toujours pas de clique séparateur,
{a, c} ⊂ N(C ′) ⊂ {a, b, c}. En contractant C ′ sur c, on obtient un K5 formé par
les sommets a, b, c, v et x. Cela contredit que G est planaire.

Rappelons que l'idée de l'algorithme est d'essayer d'enlever le sommet-feuille
v de G, puis d'appliquer récursivement l'algorithme sur G − v. L'algorithme
dépend du fait que G est premier, il est donc important d'arriver à assurer que
G − v est premier avant de faire l'appel récursif. Si on se contentait, dans le
cas où G − v n'est pas premier, de le séparer en plusieurs morceaux premiers,
alors on risquerait de provoquer une explosion combinatoire sur le nombre de
sous-graphes considérés. Dans la suite on caractérise les situations où il peut y
avoir une clique séparatrice dans G− v, avec v un sommet-feuille.

Lemme 33. Soit un graphe G = (V,E) admettant le chemin Π = (a, b, c)
comme séparateur. Soient C une union de composante connexe de G − Π et S
un séparateur de G[C ∪ Π]. Alors S est un séparateur de G ou S sépare a et
c dans G[C ∪ Π]. De plus, si S sépare a et c dans G[C ∪ Π], alors G[C ∪ Π] a
exactement deux composantes contenant chacune a ou c.
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Démonstration. Soit un graphe G = (V,E) admettant le chemin Π = (a, b, c)
comme séparateur. Soient C une union de composante connexe de G − Π et S
un séparateur de H := G[C ∪Π].

Supposons dans un premier temps qu'il existe une composante connexe D de
H − S tel que NG(D) ⊆ V (H). Clairement NH(D) ⊆ S. H est un sous-graphe
induit de G, et NG(D) ⊆ V (H), donc, en fait NG(D) ⊆ NH(D) ⊆ S. S est un
séparateur de G.

Supposons, maintenant que toute composante connexe de H − S admet,
dans G, un voisin en dehors de H. Clairement, toute composante connexe de
H − S contient alors au moins un sommet de Π. H − S admet au moins deux
composantes connexes, qui, par dé�nition ne sont pas adjacentes dans G. Or a
est adjacent à b et b est adjacent à c. Nécessairement, une composante connexe
Ca de H − S contient a, mais pas b, ni c, et une composante connexe Cc de
H − S contient c, mais pas b, ni a. Il ne peut pas y avoir plus de composante
connexe dans H−S, car tous les sommets de Π sont soit dans Ca, soit dans Cc,
soit dans leur voisinage.

Théorème 32. Soient un graphe planaire premier G = (V,E), un sommet-
feuille v de Type 2 ou 3 et Πv = (av, bv, cv) le chemin séparant v du reste du
graphe, tel qu'il est nommé dans la Dé�nition 22 des sommet-feuilles. Supposons
qu'il existe une clique séparatrice minimal S de G−v. Alors, S = {uv, bv}, uv /∈
Πv et les propriétés suivantes sont véri�ées :

� V \ {av, bv, cv, v} est une composante pleine pour Πv.

� Si uv ∈ N(av) (respectivement uv ∈ N(cv)), alors av (respectivement cv)
a pour ensemble de voisins {uv, bv}.

� uv /∈ N(av) ∩N(cv) sauf si V = {av, bv, cv, uv, v}.

Démonstration. Soient G, v et Πv = (av, bv, cv) comme dans les hypothèses, et
S une clique séparatrice minimal de G−v. On remarque que G−v est planaire.
D'après le Corollaire 2, S induit un cycle ou une forêt de chemins. Mais S est
une clique, donc S induit un singleton, une arête ou un triangle. S est une clique
et G est premier, donc S n'est pas un séparateur de G. Le Lemme 33 implique
donc que S sépare av de cv dans G− v. Il en découle que bv ∈ S et que S ∪ {v}
est un séparateur minimal de G séparant av et cv. S étant un sous-ensemble
strict d'un séparateur minimal de G, il ne peut pas induire un cycle d'après le
Corollaire 2. S induit un singleton ou une arête. D'après le Lemme 33, on sait
aussi qu'il existe exactement deux composantes Ca et Cc de G− (S ∪{v}), avec
av ∈ Ca et cv ∈ Cc. Si S = {bv}, alors {av, bv} et {bv, cv} sont tout les deux
des arêtes séparateur de G, ce qui est absurde, donc S induit une arête. Soit
uv ∈ N(bv) \ {av, cv, v} tel que S = {uv, bv}.

bv est adjacent à av et uv. Si uv ∈ N(av), alors {av, bv, uv} induit une clique
et donc Ca = {av}, sans quoi {av, bv, uv} est une clique séparatrice de G. De
même, si uv ∈ N(cv), alors Cc = {cv}. En particulier, si uv ∈ N(av) ∩ N(cv),
alors V = {av, bv, cv, uv, v}.

En�n, comme G n'admet pas de clique séparatrice, il existe un chemin entre
av et cv dans toute composante de G−Πv. Ce chemin intersecte uv ou v. Comme
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{v} est une composante connexe de G−Πv, cela implique que V \ {av, bv, cv, v}
est une composante pleine pour Πv.

20.2.2 Contraindre la décomposition étoilée

Lemme 34. Soient un graphe connexe G d'étendue arborescente 1, et deux
sommets distincts non-adjacents x, y ∈ V (G). Supposons que pour tout ensemble
S ⊂ V qui sépare x et y, tel que S est dominé par z ∈ V \ {x, y}, on a z ∈
N(x) ∩N(y). Alors, il existe une décomposition étoilée (T,X ) de G telle qu'on
a deux sacs Bx, By ∈ X , avec x ∈ Bx et y ∈ By, tel que Bx et By sont adjacents
dans T ou égaux. De plus, si Bx et By sont adjacents, Bx ⊆ N [x] et By ⊆ N [y].

Démonstration. Soient G, x et y comme dans les hypothèses. Soit (T,X ) une
décomposition étoilée de G. Si x et y sont dans le même sac, la conclusion du
lemme est véri�ée. Supposons que Tx ∩Ty = ∅. Soit Bx et By les sacs contenant
respectivement x et y étant les plus proches dans T . D'après les propriétés d'une
décomposition arborescente, N(x) ∩N(y) est inclut dans Bx, dans By et dans
tous les sacs sur le chemin entre Bx et By dans T .

Supposons, dans un premier temps, que Bx et By ne sont pas adjacents dans
T . Chacun des sacs B sur le chemin entre Bx et By sépare x et y si on le prend
comme un ensemble de sommets de G. Il existe donc un sommet z ∈ N(x)∩N(y)
qui domine B d'après les hypothèses du lemme. Il su�t d'ajouter x et y à tous
les sacs sur le chemin entre Bx et By pour obtenir une décomposition étoilée où
Tx et Ty s'intersectent.

Supposons, maintenant, que Bx et By sont adjacents dans T . Bx∩By sépare
x et y dans G. Soit z ∈ Bx qui domine Bx. z domine aussi Bx ∩ By. Si z 6= x,
alors z ∈ N(x) ∩ N(y), par hypothèses, et donc on obtient une décomposition
étoilée où Tx et Ty s'intersectent en ajoutant y à Bx. De même, si le sommet
z′ ∈ By qui domine By est di�érent de y, on obtient une décomposition étoilée
où Tx et Ty s'intersectent en ajoutant x à By. Le seul cas restant est celui où
z = x et z′ = y, et la conclusion du lemme est alors véri�é.

Corollaire 4. Soient un graphe connexe G d'étendue arborescente 1, et deux
sommets distincts non-adjacent x, y ∈ V (G). Supposons qu'il existe un sépara-
teur minimal S de G tel que {x, y} ⊆ S ⊆ (N(x) ∩ N(y)) ∪ {x, y}. Alors, il
existe une décomposition étoilée (T,X ) de G tel qu'on a deux sacs Bx, By ∈ X ,
avec x ∈ Bx et y ∈ By, tel que Bx et By sont adjacents dans T ou égaux. De
plus, si Bx et By sont adjacents, Bx ⊆ N [x] et By ⊆ N [y].

Démonstration. Soient G, x, y et S comme dans les hypothèses. Soient S′ un
ensemble qui sépare x et y dans G et z /∈ {x, y} tels que S′ ⊆ N [z]. On remarque
que pour toute composante C pleine pour S, S′ doit contenir au moins un
sommet de C. Il y a au moins deux composantes pleines pour S, donc z, qui
domine S′, appartient à S. Il en découle que z ∈ N(x)∩N(y). Ce raisonnement
fonctionne indépendamment du choix de S′ et z, on peut donc appliquer le
Lemme 34, ce qui conclut la preuve.
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Corollaire 5. Soient un graphe connexe G d'étendue arborescente 1 sans K3,3-
mineur, et deux sommets distincts non-adjacents x, y ∈ V (G). Si |N(x) ∩
N(y)| ≥ 3, alors il existe une décomposition étoilée (T,X ) de G telle qu'on
a deux sacs Bx, By ∈ X , avec x ∈ Bx et y ∈ By, tels que Bx et By sont ad-
jacents dans T ou égaux. De plus, si Bx et By sont adjacents, Bx ⊆ N [x] et
By ⊆ N [y].

Démonstration. Soient G, x et y comme dans les hypothèses. Soient S un en-
semble séparant x et y et z /∈ {x, y} tels que S ⊆ N [z]. z domine N(x)∩N(y) ⊆
S. Si z /∈ N(x) ∩N(y), alors G admet un K3,3 comme mineur avec {x, y, z} et
N(x) ∩N(y) les parties de la bipartition, ce qui est absurde. z ∈ N(x) ∩N(y).
Ce raisonnement fonctionne indépendamment du choix de S′ et z, on peut donc
appliquer le Lemme 34, ce qui conclut la preuve.

Lemme 35. Soient un graphe connexe G d'étendue arborescente 1, et deux
sommets distincts non-adjacents x, y ∈ V (G) tel que S = {x, y} est un sépa-
rateur minimal de G. Alors, pour toute composante C pleine pour S, on a que
N(x) ∩N(y) ∩ C 6= ∅.

Démonstration. Soient G, x, y et S comme dans les hypothèses. Soit (T,X ) une
décomposition étoilée de G minimisant la distance entre les sous-arbres Tx et
Ty.

Supposons, dans un premier temps, que Tx∩Ty 6= ∅. Pour toute composante
C pleine pour S, on appelle TC le sous-arbre de T induit par les sacs intersectant
C. Comme C est une composante pleine pour S, Tx intersecte TC et Ty intersecte
TC . Par la propriété de Helly, Tx ∩Ty ∩TC 6= ∅. Il existe un sac Xt contenant S
et intersectant C. Soit z ∈ Xt dominant Xt. x et y ne sont pas adjacents, donc
z ∈ N(x)∩N(y). De plus, z est adjacent à un sommet de C, donc z est dans C
et la conclusion du lemme est satisfaite.

Supposons, maintenant, que Tx ∩Ty = ∅. D'après le Corollaire 4, il y a deux
sacs Bx et By adjacents dans T tel que x ∈ Bx et x domine Bx, et y ∈ By et y
domine By. Bx ∩ By sépare x et y dans G, donc Bx ∩ By contient un sommet
de C. Mais Bx ∩By ⊂ N(x) ∩N(y), donc N(x) ∩N(y) ∩ C 6= ∅.

20.3 L'algorithme Feuille-DeBasEnHaut est correct

20.3.1 Existence d'un P3 séparateur

Pour prouver que l'algorithme Feuille-DeBasEnHaut est correct, commen-
çons par prouver que l'Étape 1 est correct. Autrement dit, on prouve que tout
graphe planaire d'étendue arborescente 1 contient un sommet-feuille ou admet
une décomposition étoilée avec au plus deux sacs. Dans la suite, P3(G) est dé�ni
comme l'ensemble des séparateurs de G qui induisent un chemin de longueur
2. On appellera les éléments de P3(G) des P3 séparateurs, puisqu'ils ont trois
sommets.

On va traiter séparément le cas où P3(G) = ∅ du cas où P3(G) 6= ∅.

126



Lemme 36. Soit un graphe planaire premier G d'étendue arborescente 1. Si
P3(G) = ∅, alors G admet une décomposition étoilée avec au plus deux sacs.

Démonstration. Soit G un graphe planaire premier d'étendue arborescente 1.
Supposons qu'il existe (T,X ) une décomposition étoilée réduite avec trois sacs.
Soient t ∈ V (T ) un n÷ud interne de T , et u ∈ Xt tel que Xt ⊆ NG[u]. Xt est un
séparateur deG.G est premier, donc 2-connexe.Xt\u est un séparateur deG−u.
D'après le Lemme 30, il existe deux sommets non-adjacents x, y ∈ Xt \u tel que
{x, y} est un séparateur minimal de G− u. (x, u, y) ∈ P3(G), donc P3(G) 6= ∅.
Autrement dit, si P3(G) = ∅, alors toutes les décompositions étoilées réduites
de G ont au plus deux sacs.

Pour prouver que l'Étape 1 est correcte, il nous reste à prouver le théorème
suivant.

Théorème 33. Soit un graphe planaire premier G d'étendue 1. Si P3(G) 6= ∅,
alors G a un sommet-feuille.

Démonstration. Pour prouver le Théorème 33, considérons un grapheG planaire
premier d'étendue 1 tel que P3(G) 6= ∅. On choisit Π = (a, b, c) ∈ P3(G) de
manière à minimiser la taille de la plus petite composante connexe C de G−Π.
On remarque que a et c ne sont pas adjacents, car G est premier. On cherche à
prouver qu'il existe un sommet-feuille v ∈ C dominant la composante C.

La déclaration suivante découle immédiatement de la minimalité de C.

Déclaration 1. Il n'existe pas de chemin Π′ ∈ P3(G) et de composante connexe
C ′ de G−Π′, tel que C ′ ⊂ C.

Soit (T,X ) une décomposition étoilée réduite de G minimisant la distance
entre Ta et Tc dans T . On distingue dans la suite le cas où Ta ∩ Tc 6= ∅ du cas
où Ta ∩ Tc = ∅.

Cas Ta ∩ Tc 6= ∅. Les sous-arbres Ta, Tb et Tc s'intersectent deux à deux.
D'après la propriété de Helly (Lemme19), Ta ∩ Tb ∩ Tc 6= ∅. Soit (T,XC) la
décomposition arborescente obtenue en enlevant les sommets de V \ (Π∪C) de
chaque sac de (T,X ).

Dans un premier temps, on va prouver que (T,XC) a étendue 1. Si b ∈ N(C),
alors C est une composante pleine pour Π. Dans ce cas, le Lemme 26 implique
que (T,XC) est une décomposition étoilée. Supposons, donc, que b /∈ N(C). Soit
D la composante connexe de D dans G− {a, c} et H le graphe obtenu à partir
de G en contractant D en b. D'après le Lemme 20, tb(H) = 1. Soit (T,XH) la
décomposition étoilée telle que pour chaque t ∈ V (T ), XH

t = Xt si Xt ∩D = ∅,
et XH

t = (Xt \D)∪ {b} si Xt ∩D 6= ∅. On remarque que H[C ∪Π] = G[C ∪Π].
Comme b est une composante pleine pour {a, c} dans H, le Lemme 26 implique
que (T,XC) est une décomposition étoilée de H[C ∪Π] et donc de G[C ∪Π].
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Soit (T ′,X ′) une décomposition étoilée réduite obtenu à partir de (T,XC).
On remarque que T ′a∩T ′b ∩T ′c 6= ∅ car Ta∩Tb∩Tc 6= ∅. On remarque que a a au
moins un voisin dans C, car G est premier. On va distinguer les trois cas sui-
vant : N(a)∩N(b)∩N(c)∩C 6= ∅, N(a)∩C ⊆ N(b)∩C\N(c) ou N(a)\N(b) 6= ∅.

� Cas 1. Il existe u ∈ C tel que u ∈ N(a)∩N(b)∩N(c). D'après le Lemme
32, C est réduit à u ou N(C − u) ⊂ {a, u, c}. Si N(C − u) ⊂ {a, u, c},
on obtient une contradiction de la Déclaration 1, donc C est réduit au
sommet u, qui est alors un sommet-feuille de Type 2. On suppose donc à
partir de maintenant qu'un tel sommet n'existe pas.

� Cas 2. N(a)∩C ⊆ N(b)∩C \N(c). D'après le Lemme 31, |N(a)∩C| = 1.
Soit u l'unique voisin de a dans C. u /∈ N(c). Comme G est premier, {a, b}
n'est pas séparateur de G, donc C n'est pas réduit à u. Mais alors, (u, b, c)
sépare C \ {u} de a, ce qui contredit la Déclaration 1. Le Cas 2 ne peut
pas avoir lieu.

� Case 3. Il existe u ∈ N(a) ∩ C \N(b). Il existe un sac B ∈ T ′a ∩ T ′u. Soit
v ∈ B qui domine B. v 6= b car u /∈ N(b). v 6= c car a /∈ N(c). On remarque
aussi que v ne peut pas être adjacent à b et c, carN(a)∩N(b)∩N(c)∩C = ∅.
Soit B′ le sac adjacent à B sur le chemin entre B et T ′a ∩ T ′b ∩ T ′c dans
T ′. B ∩B′ est un séparateur de G[C ∪Π]. a ∈ B ∩B′. Plus généralement,
Π ∩ B ⊆ B ∩ B′, donc B ∩ B′ est aussi un séparateur de G, d'après le
Lemme 33. Soit w ∈ B′ qui domineB′. On remarque que w 6= c, car a ∈ B′.

On cherche à prouver que v 6= a et que v est un sommet-feuille. Pour ce
faire, on commence par prouver que c ∈ B ∩B′.

Par contradiction, supposons que c /∈ B ∩B′. On a alors c /∈ B, car B′ est
sur le chemin entre B et T ′a∩T ′b ∩T ′c. On remarque que G−w est connexe
car G est 2-connexe, et (B ∩ B′) \ {w} sépare B \ B′ de c dans G. Soit
S ⊆ (B ∩B′) \w un séparateur minimal de G−w. D'après le Lemme 30,
il existe x, y ∈ (B ∩B′) \ w tels que S = {x, y}. (x,w, y) ∈ P3(G). c /∈ B,
donc c /∈ {x, y}. Comme de plus a et b sont adjacents, contrairement à
x et y, on sait que x ou y est dans C. Supposons, sans perte de généra-
lité que x est dans C. On remarque que G − C ∪ Π est inclus dans une
composante connexe de G− (x,w, y), car toutes les composantes connexes
de G − C ∪ Π contiennent un voisin de a et un voisin de c. Cela su�t à
contredire la Déclaration 1. c ∈ B ∩B′.

c ∈ B, mais a et c ne sont pas adjacents, donc v 6= a. On rappelle que v 6= b
et v 6= c, donc v ∈ C. De plus, a et c étant dans B, v n'est pas adjacent à
b. En e�et, si v était adjacent à b, alors N(a)∩N(b)∩N(c)∩C 6= ∅, ce qui
a déjà été considéré dans le Cas 1. On remarque que, comme b et v sont
non-adjacents et {b, v} ∈ N(a)∩N(c), il n'existe pas de clique séparant a
et c dans G[C ∪ Π]. D'après le Lemme 33, il en découle que G[C ∪ Π] est
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premier et donc 2-connexe.

On prouve maintenant que w = b.

Par contradiction, supposons que w 6= b. Le grapheG[C∪Π]\w est connexe
car G[C ∪Π] est 2-connexe. De plus, B ∩B′) \w sépare b de B \B′. Soit
S ⊂ (B ∩ B′) \ w un séparateur minimal de G[C ∪ Π] \ w. D'après le
Lemme 30, il existe x, y ∈ (B∩B′)\w non-adjacent tel que S = {x, y}, et
donc, (x,w, y) ∈ P3(G[C ∪ Π]). De plus, b /∈ {x, y, w}, car b /∈ B ⊂ N(v),
donc (x,w, y) ne sépare pas a de c dans G[C ∪ Π]. D'après le Lemme 33,
(x,w, y) ∈ P3(G). Il existe une composante D de G[C ∪Π]− (x,w, y) qui
ne contient aucun sommet de Π. D est une composante de G − (x,w, y).
Cela contredit la Déclaration 1. w = b.

Soit S = {v, b} ∪ (B ∩ B′). On peut maintenant prouver que S = C ∪ Π,
c'est à dire que C ∪Π est entièrement contenu dans les deux sacs B et B′.

Supposons, par contradiction, que S 6= C ∪ Π. Soit D une composante
connexe de G[C ∪ Π] − S. On remarque que D ⊂ C car Π ⊂ S. De plus,
B∩B′ est un séparateur minimal de v et b dans G[C∪Π]. Comme, de plus,
D ∩B′ ∩B = ∅, N(D) ne contient pas b ou ne contient pas v. Il existe un
z ∈ {v, b} tel que N(D)\z ⊆ B′∩B. Soit z′ ∈ {v, b}\{z}. G[C ∪Π]\z est
connexe car G|C∪Π] est 2-connexe. N(D)\z est un séparateur minimal de
G[C∪Π]\z car il sépare D et z′ et car N(D)\z ⊆ B′∩B ⊆ N(z′). D'après
le Lemme 30, il existe deux sommets non-adjacents x, y ∈ B ∩B′ tels que
N(D) \ z = {x, y}. Autrement dit, N(D) ⊆ {x, y, z}. (x, z, y) ∈ P3(G), et
on arrive à une contradiction de la Déclaration 1.

S = C ∪Π. Pour conclure que v est un sommet-feuille, on va prouver que
B ∩B′ = {a, c} ou B ∩B′ induit un chemin.

On rappelle que B∩B′ est un séparateur de b et v dans G[C∪Π]. Comme,
de plus, a, c ∈ B ∩ B′ et v ∈ C, B ∩ B′ est aussi un séparateur de b et v
dans G. C'est même un séparateur minimal, car B ∩ B′ ⊂ N(v) ∩ N(b).
D'après le Corollaire 2, B ∩B′ induit un cycle ou une forêt de chemins.

B ∩B′ n'induit pas de cycle, car G contiendrait alors un K3,3 induit. En
e�et, si B ∩ B′ induit un cycle, alors, en contractant une composante de
G − C ∪ Π pour rendre a et c adjacents, et en contractant les sommets
du cycle B ∩B′ pour obtenir le quadrangle (a, x, c, y), on obtient un K3,3

avec {a, b, v} et {x, y, c} comme partie de la bipartition.

B ∩ B′ induit une forêt de chemins. Supposons que cette forêt contient
plus d'un chemin et que B∩B′ 6= {a, c, }. Soit x /∈ {a, c, } l'extrémité d'un
chemin de la forêt induite par B ∩B′. Si N(x) \ {b, v} = {y}, alors N(x)
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induit le chemin Π′ := (b, x, v). Si, en revanche, N(x)\{b, v} = ∅, alors on
dé�nit Π′ := (b, a, v). Dans les deux cas, Π′ ∈ P3(G) sépare {x} ⊂ C du
reste du graphe, ce qui contredit la Déclaration 1. En conséquence, B∩B′
induit un chemin ou B ∩B′ = {a, c, }.

Si B ∩ B′ = {a, c, }, alors v est un sommet-feuille de Type 3. Si B ∩ B′
induit un chemin, alors |B∩B′| ≥ 4 pour ne pas contredire la Déclaration
1, et v est un sommet-feuille de Type 1.

Cas Ta∩Tc = ∅. Comme Π est un séparateur de G et G est premier, Π ou Π\b
est un séparateur minimal de G. Comme (T,X ) minimise la distance entre Ta
et Tc dans T , le Corollaire 4 implique qu'il existe deux sacs Ba et Bc, adjacent
dans T , tels que a ∈ Ba domine Ba et c ∈ Bc domine Bc. Ba∩Bc = N(a)∩N(c),
donc b ∈ Ba ∩ Bc. En particulier, cela implique que S = N(a) ∩ N(c) est un
séparateur minimal de G qui sépare a et c.

On cherche à prouver que C est réduit à un sommet-feuille. Pour ce faire,
on commence par prouver que C ⊆ S.

Supposons, par contradiction que C 6⊆ B ∩ B′. Cela veut dire qu'il existe
un sommet y ∈ C séparé de a ou c par S. Supposons, sans perte de gé-
néralité, que S sépare y et c. Soit C ′ ⊂ C la composante connexe conte-
nant y dans G − (S ∪ {a}). G − a est connexe, car G est 2-connexe. De plus,
N(C ′) \ a ⊆ S ∩ (C ∪ Π) ⊆ N(c) ∩ (C ∪ Π), donc, N(C ′) \ a est un séparateur
minimal de G − a séparant y et c. D'après le Lemme 30, il existe x′, y′ ∈ S tel
que N(C ′) \ a = {x′, y′}. (x′, a, y′) ∈ P3(G) ce qui contredit la Déclaration 1.

C ⊆ S. Comme S sépare a et c, et que pour toutes composantes connexes
C ′ de G − (Π ∪ C), a, c ∈ N(C ′), on a que S ∩ C ′ 6= ∅. En conséquence, on
observe la chaîne d'inclusion stricte C ⊂ C ∪{b} ⊂ S. D'après le Corollaire 2, S
induit un cycle ou une forêt de chemins. Comme C est un sous-ensemble strict
de S, et que C est connexe, C induit nécessairement un chemin. En particulier,
C ∪ {b}, étant aussi un sous-ensemble strict de S, induit un chemin ou l'union
du chemin induit par C et du sommet isolé b.

On prouve maintenant que |C| = 1.

Supposons que |C| ≥ 2. Soit v une extrémité du chemin induit par C qui
n'est pas adjacent à b. N(v) induit un chemin dans P3(G), ce qui contredit la
Déclaration 1.

C est réduit au sommet v. v est un sommet-feuille de Type 2 si v et b sont
adjacents. v est un sommet-feuille de Type 3 si v et b ne sont pas adjacents.
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On remarquera que dans certains cas, il n'existe des sommet-feuilles que d'un
seul type (voir Figure 23, 24 et 25). En conséquence, aucun des trois types de
sommet-feuille ne peut être éviter dans l'algorithme.
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Figure 23 � Un graphe
planaire G avec tb(G) =
1 dont tous les sommet-
feuilles v1, v2, v3, v4 sont
de Type 1.
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Figure 24 � Un graphe
planaire G avec tb(G) =
1 dont tous les sommet-
feuilles v1, v2, v3, v4 sont
de Type 2.
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Figure 25 � Un graphe
planaire G avec tb(G) =
1 dont tous les sommet-
feuilles v1, v2, v3, v4 sont
de Type 3.

20.3.2 Le cas d'un sommet-feuille de Type 1

Lemme 37. Soit G un graphe planaire premier et v un sommet-feuille de Type1.
Soient Πv, le chemin induit par N(v), d'extrémité av et bv, et dv tel que Πv ⊂
N(dv), comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille. Si V (G) 6= N [v]∪{dv},
alors (av, dv, bv) ∈ P3(G) et N [v] \ {av, cv} est une composante connexe de
G− {av, dv, bv}.

Démonstration. Soient G, v, Πv, av, bv et dv comme dans les hypothèses. Sup-
posons V (G) 6= N [v] ∪ {dv}. Il existe donc une composante connexe C de
G − (N [v] ∪ {dv}). v /∈ N [C] donc N(C) ⊆ N(v) ∪ {dv} et N(C) sépare v
de C. Comme G est premier, il existe deux sommets non-adjacents x et y dans
N(C). On remarque que N(v) ⊆ N(dv), donc x et y sont di�érents de dv.
x, y ∈ N(v).

On cherche à prouver que pour n'importe quels deux sommets non-adjacents
x et y dans N(C), on a {x, y} = {av, bv}. Supposons, par contradiction que x /∈
{av, bv}. Le chemin Πv peut alors se décomposer en Πv = (P, x,Q, y,R), avec
P et R deux sous-chemins non-vide de Πv et R un sous-chemin, éventuellement
vide, de Πv. Dans ce cas les sous-ensembles connexes S1 := {v}∪P , S2 := {dv},
S3 := {x}, S4 := Q et S5 := {y} ∪ C induisent un K5-mineur, ce qui contredit
que G est planaire. On a donc bien, pour toute composante connexe C de
G− (N [v]∪{dv}) et toute paire de sommets non-adjacents x et y de N(C), que
{x, y} = {av, bv}. Il en découle que N(C) ⊂ {av, bv, dv} , car tout sommet de
N(v) est non-adjacent à av ou à bv. Comme G est premier, (av, dv, cv) ∈ P3(G)
avec N [v] \ {av, cv} une composante pleine pour (av, dv, cv).

Théorème 34. Soit G un graphe planaire premier et v un sommet-feuille de
Type1. Soient Πv, le chemin induit par N(v), d'extrémité av et bv, et dv tel que
Πv ⊂ N(dv), comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille. Si V (G) 6= N [v]∪
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{dv}, alors le graphe G′ obtenu de G − v en contractant les sommets internes
de Πv en une seule arête est planaire premier et tb(G) = 1 si et seulement si
tb(G′) = 1.

Démonstration. Soient G, v, Πv, av, bv et dv comme dans les hypothèses. Sup-
posons V (G) 6= N [v] ∪ {dv}. Soit G′ comme il est dé�ni dans l'énoncé et
Π′v = (av, x, y, bv) le chemin entre av et bv obtenu en contractant les sommets
internes de Πv en une seule arête. D'après le Lemme 37, (av, dv, bv) ∈ P3(G) et
(N [v] \ (av, cv)) est une composante pleine pour {av, dv, bv}. En conséquence,
on sait que NG′(x) = {av, dv, y} et NG′(y) = {bv, dv, x}. Le graphe G′ est un
mineur de G. G′ est donc planaire.

On cherche à prouver que G′ est premier. Supposons par contradiction que
S est une clique séparatrice minimale de G′. On considère séparément les cas
où S ∩ {x, y} est non-vide, du cas où il est vide.

� Supposons x ∈ S ou y ∈ S. Alors, S ⊆ (av, x, dv), ou S ⊆ (x, dv, y), ou
S ⊆ (y, dv, bv). En particulier, av /∈ S ou bv /∈ S. Comme (av, dv, bv) ∈
P3(G) avec (N [v] \ (av, bv)) une composante pleine pour {av, dv, bv}. En
particulier, pour chaque composante C de G′− (Π′v ∪{dv}) = G− (N [v]∪
{dv}), av et cv appartiennent à N(C). Comme ici av /∈ S ou bv /∈ S, G′ \S
est connexe, ce qui est absurde.

� Supposons maintenant que x, y /∈ S. av et bv ne sont pas adjacents, donc
av /∈ S ou bv /∈ S. S doit être un séparateur de G′ − {x, y}, car {av, x, y}
et {bv, x, y} sont connexe. Mais (av, dv, bv) ∈ P3(G′) avec {x, y} une com-
posante pleine pour {av, dv, bv}. D'après le Lemme 33, il y a exactement
deux composantes dans G′−(S∪{x, y}) contenant chacune av ou bv. Mais
Π′v est un chemin entre av et bv dans G′−S donc S n'est pas un séparateur
de G′, ce qui est absurde.

En conséquence, G est planaire premier.

En�n, il nous reste à prouver que tb(G) = 1 si et seulement si tb(G′) = 1.

� Si tb(G) = 1 alors tb(G − v) = 1 car N(v) ⊆ N(dv). Il su�t donc de
remplacer v par dv dans tous les sacs contenant v d'une décomposition
étoilée de G, pour avoir une décomposition étoilée de G − v. tb(G′) = 1
car G′ est obtenu par contraction d'arête depuis G− v (Lemme 20).

� Réciproquement, supposons que tb(G′) = 1 et montrons que tb(G) =
1. Soit (T ′,X ′) une décomposition étoilée réduite de G′ minimisant la
distance entre les sous-arbre T ′av et T

′
bv
dans T ′. Dans un premier temps, on

prouve que T ′av ∩T
′
bv
6= ∅. Supposons, par contradiction que T ′av ∩T

′
bv

= ∅.
(av, dv, bv) ∈ P3(G′) avec {x, y} une composante pleine pour {av, dv, cv}.
Comme G′ est premier, (av, bv) ou (av, dv, bv) est un séparateur minimal
de G′. Le Corollaire 4 implique qu'il existe deux sacs B′av et B′bv adjacents
dans T ′ tel que av ∈ B′av domine B′av et bv ∈ B′bv domine B′bv . On a alors
B′av ∩B

′
bv

= N(av) ∩N(bv) qui est un séparateur de av et bv dans G′, ce
qui contredit l'existence du chemin Π′v. Cela prouve que T ′av ∩ T

′
bv
6= ∅.

T ′av , T
′
bv

et T ′dv s'intersectent deux à deux, donc par la propriété de Helly
(Lemme 19), T ′av ∩ T

′
dv
∩ T ′bv 6= ∅. On remplace x et y par dv dans tous
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les sacs de X ′. (T ′,X ′) est toujours une décomposition étoilée, car x et
y sont dominés par dv. On ajoute ensuite les deux sacs B1 = N [v] et
B2 = N(v) ∪ {dv}, avec B2 adjacent à un sac de T ′av ∩ T

′
dv
∩ T ′bv et B1

adjacent à B2. On obtient ainsi une décomposition étoilée de G, ce qui
termine la preuve.

20.3.3 Preuve de l'Étape 3.1 (a)

Dans les trois sections suivantes, on prouve la correction de l'algorithme dans
le cas où v est un sommet-feuille de Type 2 ou 3 et G − v est premier, c'est à
dire l'Étape 3.1 de l'algorithme. Dans cette section, on utilise le Lemme 34 pour
prouver la correction de l'Étape 3.1 (a).

Théorème 35. Soient un graphe planaire premier G = (V,E), un sommet-
feuille v de G de Type 2 or 3, et le chemin Πv = (av, bv, cv) comme dans la
Dé�nition 22 de sommet-feuille.

Si |N(av) ∩ N(cv)| ≥ 3 dans G − v, ou si il existe un séparateur minimal
S ⊆ (N(av)∩N(cv))∪{av, cv} dans G−v tel que {av, cv} ⊆ S. Alors, tb(G) = 1
si et seulement si tb(G− v) = 1.

Démonstration. Dans un premier temps, on prouve que tb(G) = 1 implique
que tb(G − v) = 1. Soit (T,X ) une décomposition étoilée de G et (T,X ′) la
décomposition arborescente obtenue en enlevant v de chaque sac de (T,X ).
(T,X ′) est une décomposition arborescente d'étendue 1, car pour chaque sac
Xt ⊆ NG[v], on a X ′t ⊆ NG[bv]. Il résulte que tb(G− v) = 1.

Réciproquement, on prouve que tb(G− v) = 1 implique que tb(G) = 1. Soit
(T ′,X ′) une décomposition étoilée de G − v qui minimise la distance entre les
sous-arbres T ′av et T ′cv dans T ′.

Si T ′av ∩ T
′
cv 6= ∅, alors les sous-arbres T

′
av , T

′
bv

et T ′cv s'intersectent deux à
deux. Par la propriété de Helly (Lemme 19), il existe alors un sac B contenant
av, bv et cv. Il su�t donc d'ajouter un nouveau sac NG[v] ⊆ {av, bv, cv, v}
adjacent à B pour obtenir une décomposition étoilée de G.

Si, en revanche T ′av ∩ T
′
cv = ∅, alors il existe deux sacs B′av et B′cv tels que

av ∈ B′av domine B′av et cv ∈ B′cv domine B′cv . En e�et, si |N(av) ∩N(cv)| ≥ 3
dans G − v, alors c'est le résultat du Corollaire 5, et si |N(av) ∩ N(cv)| < 2,
alors c'est le résultat du Corollaire 4. On obtient une décomposition étoilée de
G en ajoutant v dans les sacs B′av et B′cv .

20.3.4 Preuve de l'Étape 3.1 (b) i

Lemme 38. Soient un graphe premier G = (V,E) d'étendue 1, un sommet-
feuille v de G de Type 2 or 3, et le chemin Πv = (av, bv, cv) comme dans la
Dé�nition 22 de sommet-feuille.

Si N(av)∩N(cv) = {v, bv} et V 6= Πv∪{v}. Alors, NG[bv]\{av, cv, v} sépare
av et cv dans G− v.
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Démonstration. Soit (T,X ) une décomposition étoilée de G minimisant la dis-
tance entre les sous-arbres Tav et Tcv dans T . On cherche à prouver, dans un
premier temps, que Tav ∩ Tcv 6= ∅.

Supposons, par contradiction que Tav∩Tcv = ∅.G est premier et Πv est un sé-
parateur de G, donc Πv ou Πv\bv est un séparateur minimal de G. D'après le Co-
rollaire 4, il existe deux sacs adjacents Bav et Bcv tel que av ∈ Bav domine Bav et
cv ∈ Bcv domine Bcv . Cela implique que Bav ∩Bcv = NG(av)∩NG(cv) = {v, bv}
est un séparateur minimal de G. Cependant, n'importe quelle composante C de
G− (Πv ∪ {v}) contient un sommet voisin de av et un sommet voisin de cv, car
G est premier. Il en découle la contradiction que {v, bv} n'est pas un séparateur
de G. Tav ∩ Tcv 6= ∅.

On cherche maintenant à prouver que NG[bv]\{av, cv, v} sépare av et cv dans
G−v. Supposons, par contradiction, qu'il existe un chemin P entre av et cv dans
G−NG[bv]\{av, cv}. Soient x adjacent à av dans P et y adjacent à cv dans P . x
et y ne sont pas adjacents à bv ou à v. En particulier, x et y n'apparaissent pas
dans un sac contenant av et cv. Comme Tx et Tav s'intersectent ainsi que Tav
et Tcv , la propriété de Helly (Lemme 19) indique que Tx et Tcv ne s'intersectent
pas. De même Ty et Tcv s'intersectent, mais pas Ty et Tav . Il en découle que Tx
et Ty ne s'intersectent pas et que sur le chemin entre Tx et Ty se trouve un sac
B contenant av et cv. B sépare x et y dans G, mais B est dominé par v ou bv.
Il existe donc un chemin interne de P dominé par bv ou v, ce qui entraîne une
contradiction.

Théorème 36. Soient un graphe planaire premier G = (V,E) d'étendue 1, un
sommet-feuille v de Type 2 ou 3, et Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition
22 de sommet-feuille. On suppose aussi que N(av)∩N(cv) = {bv, v} et G−v est
premier. Si il n'existe pas de séparateur minimal de G− v contenant {av, cv} et
inclus dans (N(av) ∩N(cv)) ∪ {av, cv}, alors G est un cycle à quatre sommets.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que G 6= C4. G a au moins cinq
sommets. D'après le Lemme 38, N [bv] \ (av, cv, v) sépare av et cv dans G − v.
Comme G−v est premier, et donc 2-connexe, G−{bv, v} est connexe et N(bv)\
(av, cv, v) sépare av et cv dans G−{bv, v}. En particulier Πv = N(V \(Πv∪{v})).

On commence par prouver que V \(Πv∪{v}) induit un sous-graphe connexe.
Par contradiction, soit C1 et C2 deux composantes connexes distinctes de V \
(Πv ∪ {v}). G est premier, donc av, cv ∈ NG(C1) ∩ NG(C2). Comme N [bv] \
(av, cv, v) sépare av de cv dans G − v, on sait que bv ∈ NG(C1) ∩ NG(C2).
Πv est donc un séparateur minimal de G − v, ce qui contredit les hypothèses.
V \ (Πv ∪ {v}) induit un sous-graphe connexe.

Soit S′ ⊆ N(bv)\(av, cv, v) un séparateur minimal de av et cv dansG−(bv, v).
D'après le Lemme 30, il existe deux sommets, x et y tels que S′ = {x, y}. En�n,
soient Π′ = (x, bv, y) et A et C les composantes respectives de av et cv dans
G− (Π′ ∪ {v}). G− v est premier, donc x, y ∈ N(A)∩N(C). Soit P un chemin
entre x et y dans G− (Πv ∪ {v}), qui est connexe. Soient A′ ⊆ A et C ′ ⊆ C les
composantes respectives de av et cv dans G− (P ∪Π′ ∪ {v}). On remarque que
le chemin P \ (x, y) est inclus dans une composante connexe de G− (Π′ ∪ {v}),
donc A′ = A ou C ′ = C. Par symétrie, on suppose que C ′ = C.
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� Supposons dans un premier temps que A′ = A. On contracte les sommets
internes de P pour rendre x et y adjacents. On contracte les composantes
A et C sur les sommets av et cv. En�n, on contracte v sur av pour rendre
av et cv adjacents. Les sommets av, bv, cv, x et y induisent maintenant un
K5, ce qui contredit que G est planaire.

� Supposons maintenant que A′ 6= A, c'est à dire que P ⊆ A ∪ {x, y}.
G contient alors K3,3 comme mineur, avec la bipartition {A′, x, y} et
{P, bv, {cv, v}}. Cela contredit que G est planaire.

Les deux cas contredisent que G est planaire, donc G = C4.

20.3.5 Preuve de l'Étape 3.1 (b) ii

Théorème 37. Soient un graphe planaire premier G = (V,E), un sommet-
feuille de Type 2 ou 3 v, et le chemin Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition
22 de sommet-feuille. Supposons que les propriétés suivantes sont véri�ées :

� Il existe un sommet uv /∈ {v} ∪Πv tel que N(av) ∩N(cv) = {v, bv, uv}.
� V 6= {av, bv, cv, uv, v} ;
� Il n'y a pas de séparateur minimal S de G−v contenant {av, cv} et contenu

dans {av, bv, cv, uv}.
Alors, le graphe G′ obtenu en ajoutant les arêtes {v, uv} et {bv, v} (si cette
arête n'est pas déjà présente) est planaire premier, et tb(G) = 1 si et seulement
si tb(G′) = 1.

Démonstration. On prouve dans un premier temps que G− v est premier. Soit
S′ une clique séparatrice minimal de G − v. D'après le Théorème 32, S′ est
constitué de deux sommets, dont bv. D'après le Lemme 33, S′ sépare av et cv,
donc S′ = {bv, uv}. D'après le Théorème 32, on a alors V = {av, bv, cv, uv, v},
ce qui contredit les hypothèses. G− v est premier.

On prouve, maintenant que G′ est premier. Soit S′ une clique séparatrice
de G′. Clairement, S′ \ {v} est une clique séparatrice de G − v. Or G − v est
premier, ce qui entraîne une contradiction. G′ est premier.

On prouve maintenant que bv et uv ne sont pas adjacents. Supposons, par
contradiction que bv et uv sont adjacents. Le Lemme 32 nous dit que (av, uv, bv) ∈
P3(G − v) ou uv est un sommet isolé de G − (Πv ∪ {v}). Si uv est isolé dans
G − (Πv ∪ {v}) alors Πv ∈ P3(G − v). Mais (av, uv, bv) et Πv sont tous deux
inclus dans {av, bv, cv, uv}. G− v étant premier, on obtient qu'il existe un sépa-
rateur minimal de G − v contenant {av, cv} et contenu dans {av, bv, cv, uv}, ce
qui contredit les hypothèses. bv et uv ne sont pas adjacents.

On cherche à prouver, maintenant, que tb(G) = 1 implique que tb(G′) = 1.
Soit (T,X ) une décomposition étoilée de G minimisant la distance entre Tav et
Tcv dans T . Comme N(v) est inclus dans N [bv], on peut enlever v de chaque sac
de (T,X ) pour obtenir une décomposition arborescente de G − v d'étendue 1.
Soit (T ′,X ′) une décomposition étoilée réduite de G−v obtenue en enlevant v de
chaque sac de (T,X ), puis en réduisant la décomposition arborescente obtenue.
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� Cas T ′av ∩ T
′
cv 6= ∅. Par la propriété de Helly (Lemme 19), T ′av ∩ T

′
bv
∩ T ′cv

et T ′av ∩ T
′
uv
∩ T ′cv sont non-vides. De plus, les sacs de T ′av ∩ T

′
uv
∩ T ′cv

sont dominés par uv. En fait T ′av ∩ T
′
uv
∩ T ′cv contient exactement un sac

Buv
dominé par uv. De même, T ′av ∩T

′
bv
∩T ′cv contient exactement un sac

Bbvdominé par bv. Comme uv et bv ne sont pas adjacents, Buv
est di�érent

de Bbv . De plus, on sait que les deux sacs Buv et Bbv sont adjacents dans
T ′, car tout sac B interne à un chemin entre Buv et Bbv contient av ou
cv, donc est dominé par uv ou bv. On obtient une décomposition étoilée
de G′ en ajoutant le sommet v à Buv

et Bbv . tb(G
′) = 1.

� Cas T ′av∩T
′
cv = ∅. Cela implique que Tav∩Tcv = ∅. Le Corollaire 5 implique

que Tav et Tcv sont adjacents dans T , et donc T ′av et T ′cv sont adjacents
dans T ′, et il existe deux sacs adjacents B′av et B′cv , avec av ∈ B

′
av domine

B′av et cv ∈ B′cv domine B′cv . On obtient une décomposition étoilée de G′

en ajoutant le sommet v à B′av et B′cv . tb(G
′) = 1.

Avant de prouver la réciproque, tb(G′) = 1 implique tb(G) = 1, on prouve
que G′ est planaire.

On choisit un plongement de G dans le plan. D'après le Théorème de Jordan,
le cycle (av, bv, cv, uv) sépare le plan en deux régions. Soit G1 et G2 les sous-
graphes de G induits par les sommets de chaque région. Supposons qu'il existe
C1 et C2, deux composantes connexes distinctes de V \ {av, bv, cv, uv, v} telles
que C1 ⊂ V (G1) et C2 ⊂ V (G2). Si Πv ou (av, uv, cv) appartient à P3(G − v),
alors il existe un séparateur minimal de G − v contenant {av, cv} et contenu
dans {av, bv, cv, uv}, ce qui contredirait les hypothèses. En conséquence, uv et
bv appartiennent à N(C1)∩N(C2). On contracte C1 et C2 en deux sommets x1

et x2. D'après le Théorème de Jordan, le cycle (x1, bv, x2, uv) sépare le plan en
deux régions, et av n'est pas dans la même région que cv. v doit se trouver dans
une des deux régions, mais v est adjacent à av et à cv, ce qui contredit que G est
planaire. C'est absurde. La seule supposition qu'on ait faite est qu'il existe C1

et C2, deux composantes connexes distinctes de V \ {av, bv, cv, uv, v} telles que
C1 ⊂ V (G1) et C2 ⊂ V (G2). On en déduit que l'ensemble V \ {av, bv, cv, uv, v}
est entièrement inclus dans G1 ou dans G2. En plaçant v dans l'autre région du
plan, on voit qu'il est possible d'ajouter les arêtes bvv et uvv sans perturber le
fait G est planaire. Autrement dit, G′ est planaire.

Il reste à prouver, en�n, que tb(G′) = 1 implique tb(G) = 1. Soit (T ′,X ′) une
décomposition étoilée réduite de G′ qui minimise la distance entre T ′av et T ′cv
dans T ′. On remarque que B = {av, bv, cv, uv, v} est le seul ensemble de sommets
dominé par v et par aucun autre sommet deG′. B serait donc le seul sac potentiel
de (T ′,X ′) duquel on ne peut pas enlever v sans que la décomposition ne soit
plus étoilée. En particulier, il y a au plus un tel sac dans (T ′,X ′).

� Cas T ′av ∩ T
′
cv = ∅. En particulier, le sac B n'apparaît pas dans (T ′,X ′).

D'après le Corollaire 5, il existe deux sacs adjacents B′av et B′cv , avec av ∈
B′av domine B′av et cv ∈ B′cv domine B′cv . On obtient une décomposition
étoilée de G en enlevant v de tous les sacs et en l'ajoutant à B′av et B′cv .
tb(G) = 1
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� Cas T ′av ∩ T
′
cv 6= ∅. Les sacs de T

′
av ∩ T

′
cv sont dominés par uv, bv ou v.

Si B n'est pas dans T ′av ∩ T
′
cv , alors on obtient une décomposition étoilée

de G en enlevant v de tous les sacs et en ajoutant le sac contenant NG[v]
adjacent à un sommet de T ′av ∩ T

′
cv ∩ T

′
bv
, qui existe d'après la propriété

de Helly (Lemme 19).
Supposons donc que B est dans T ′av ∩ T

′
cv . B est alors le seul sac de

T ′av ∩ T
′
cv . En fait, tout sac adjacent à B contient bv et uv. En e�et, si B′

est adjacent à B, B ∩B′ est un séparateur minimal de G′. En particulier
B ∩ B′ n'est pas réduit à une arête, car G′ est premier, et ne contient
pas av et cv, car cela contredirait les hypothèses. B ∩ B′ contient bv et
uv et est inclus dans {bv, av, uv} ou dans {bv, cv, uv}. Pour obtenir une
décomposition étoilée de G, on enlève v de tous les sacs, on remplace le
sac B par les deux sacs adjacents {bv, av, uv, v} et {bv, cv, uv, v}, et en�n,
les voisins B′ de B tel que B ∩B′ est inclus dans {bv, av, uv} sont rendus
adjacents au sac {bv, av, uv, v} tandis que les autres sont rendus adjacents
au sac {bv, cv, uv, v}. tb(G) = 1

20.3.6 Le cas d'un sommet-feuille de Type 3 avec G− v non-premier

Dans les sections suivantes, on prouve que l'Étape 3.2 est correct. Dans
cette section, on s'intéresse à prouver que quand G − v n'est pas premier, il
n'est nécessaire de considérer que le cas des sommet-feuilles de Type 2, c'est à
dire quand v et bv sont adjacents, car on peut ajouter cette arête si elle n'est
pas présente. On remarque, qu'en général, si v est de Type 3, on ne peut pas
toujours ajouter une arête entre v et bv en conservant G planaire. Le théorème
suivant dit que quand on est dans les conditions de l'Étape 3.2, il est toujours
possible d'ajouter l'arête vbv.

Théorème 38. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de
Type 3 tel que G−v n'est pas premier, et Πv = (av, bv, cv) comme dans Dé�nition
22 de sommet-feuille. Si G′ est le graphe obtenu à partir de G en ajoutant l'arête
vbv, alors G′ est planaire premier et tb(G) = 1 si et seulement si tb(G′) = 1.

Démonstration. Dans un premier temps, on prouve que G′ est premier. Par
contradiction, soit S une clique séparatrice de G′. S est un séparateur de G,
mais pas une clique de G, donc {v, bv} ⊂ S. S ⊆ {av, bv, v} ou S ⊆ {bv, cv, v}.
D'après le Théorème 32, l'ensemble V \ (Πv ∪ {v}) est une composante pleine
pour Πv, ce qui contredit que G′ − S n'est pas connexe.

On prouve, maintenant, que G′ est planaire. Choisissons un plongement de
G dans le plan. Le cycle induit par {av, bv, cv, v} sépare le plan en deux régions,
d'après le théorème de Jordan. D'après le Théorème 32, l'ensemble V \(Πv∪{v})
est connexe et donc se trouve dans la même région du plan. On peut ajouter
une arête entre bv et v dans l'autre région du plan, sans changer que le graphe
est planaire. G′ est planaire.
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On prouve, maintenant, que tb(G) = 1 implique que tb(G′) = 1. Soit (T,X )
une décomposition étoilée de G qui minimise la distance entre les sous-arbres
Tav et Tcv dans T . D'après le Corollaire 4, Tav et Tcv s'intersectent ou sont
adjacents. De plus, si Tav et Tcv sont adjacents, il existe deux sacs adjacents
Bav et Bcv avec av ∈ Bav domine Bav et cv ∈ Bcv domine Bcv . Dans ce cas,
Bav ∩Bcv = N(av)∩N(cv) ⊂ {bv, v} donc (T,X ) est une décomposition étoilée
de G′. Il reste le cas où Tav et Tcv s'intersectent. Par la propriété de Helly
(Lemme 19), il existe un sac B contenant av, bv et cv. En enlevant v de tous
les sacs et en l'ajoutant à B, on obtient une décomposition étoilée d'étendue 1.
tb(G′) = 1.

Réciproquement, prouvons que tb(G′) = 1 implique que tb(G) = 1. Soit
(T ′,X ′) une décomposition étoilée réduite de G′ qui minimise la distance entre
les sous-arbres T ′av et T ′cv dans T ′. D'après le Corollaire 4, T ′av et T ′cv s'inter-
sectent ou sont adjacents. De plus, si T ′av et T ′cv sont adjacents, il existe deux
sacs adjacents Bav et Bcv avec av ∈ Bav domine Bav et cv ∈ Bcv domine Bcv .
Dans ce cas, Bav ∩ Bcv = N(av) ∩N(cv) ⊂ {bv, v} et enlevé v de tous les sacs
sauf Bav et Bcv donne une décomposition étoilée de G. Il reste le cas où T ′av
et T ′cv s'intersectent. Par la propriété de Helly (Lemme 19), il existe un sac B
contenant av, bv et cv et v. En enlevant v de tous les sacs, et en ajoutant un sac
contenant {av, v, cv} adjacent à B, on obtient une décomposition étoilée de G.
tb(G) = 1.

20.3.7 Preuve de l'Étape 3.2 (a)

Théorème 39. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de
Type 2, Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille, et le
sommet uv /∈ Πv ∪ {v} tel que bvuv est une arête séparatrice de G− v.

Si av, cv et uv ne sont pas adjacents deux à deux, ou si av et uv ne sont pas
adjacents et l'ensemble NG(av)∩NG(uv) ne sépare pas av et uv dans G−{cv, v},
alors G/vav, obtenu en contractant l'arête avv, est planaire premier et tb(G) = 1
si et seulement si tb(G/vav) = 1.

Démonstration. Le graphe G/vav est un mineur du graphe G, donc il est pla-
naire. On prouve que G/vav est premier. Supposons, par contradiction, que S
est une clique séparatrice minimal de G/vav. S est aussi un séparateur de G−v.
En revanche, S ne sépare pas av et cv, car ils sont adjacents dans G/vav, donc
d'après le Lemme 33, S est un séparateur de G. G est premier, donc S n'induit
pas une clique de G. Autrement dit, S contient av et cv. D'après le Lemme 33,
{uv, bv, v} sépare av de cv dans G. NG(av) ∩ NG(cv) ⊆ {v, bv, uv}. Mais av et
uv ne sont pas adjacents. S ⊆ Πv. D'après le Théorème 32, V \ (Πv ∪ {v}) est
une composante pleine pour Πv. S ⊆ Πv ne peut donc pas être un séparateur
de G− v, ce qui est absurde. G/vav est planaire premier.

Si tb(G) = 1, alors tb(G/vav) = 1, d'après le Lemme 20. On prouve la
réciproque, tb(G/vav) = 1 implique que tb(G) = 1.

Soit (T,X ) une décomposition étoilée réduite deG/vav, minimisant le nombre
de sacs |X |. En respectant cette propriété, on choisit (T,X ) de manière à mi-
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nimiser le nombre de sacs qui ne sont pas contenus dans le voisinage fermé
d'un sommet de G. On remarque qu'il existe un sac contenant Πv, car c'est
une clique de G/vav. On peut donc ajouter un sac contenant NG[v] adjacent à
n'importe quel sac de Tav ∩ Tbv ∩ Tcv pour obtenir une décomposition arbores-
cente de G. Pour prouver que tb(G) = 1, il su�t de prouver que (T,X ) est une
décomposition étoilée de G− v.

Supposons par contradiction, que (T,X ) n'est pas une décomposition étoilée
deG−v. Il existe un sac B de Tav∩Tcv qui n'est dominé que par av ou cv. Si B est
dominé par av et cv, alors B ⊂ NG/vav [av]∩NG/vav [cv] = {av, bv, cv}, ce qui est
impossible car alors il est dominé par bv. B n'est dominé que par un seul sommet.
Si B ⊂ N [cv], alors on peut supposer que cv et uv ne sont pas adjacents, car
sinon, d'après le Théorème 32, NG/vav [cv] = {av, bv, cv, uv} ⊆ N [bv], et donc
bv domine B. De plus, si cv et uv ne sont pas adjacents, av et cv jouent un
rôle symétrique. On peut donc supposer, sans perte de généralité que B est
uniquement dominé par av.

NG/vav (av)∩NG/vav (cv) = {bv} et N(cv) \ (Πv ∪{v}) 6= ∅, donc il existe un
sac B′ contenant cv adjacent à B.

B∩B′ est un séparateur de G/vav. Soit Ca la composante de G−{bv, uv, v}
contenant a. cv /∈ Ca. B ∩ B′ ⊆ NG/vav [av] ⊆ Ca ∪ Πv. Comme G/vav est
premier, B ∩B′ n'est pas une clique de G/vav et donc B ∩B′ ∩ Ca 6= ∅.

av ne domine pas B′ car (T,X ) est réduit. B′ est dominé par bv ou uv. Si B′

est dominé par uv, alors B ∩B′ sépare av et uv, mais B ∩B′ ⊆ N(av)∩N(uv),
ce qui contredit les hypothèses. B′ est dominé par bv. Tous les voisins de B
contenant cv sont ainsi dominé par bv. En conséquence, B′ est l'unique sac
voisin de B contenant cv, car on peut fusionner les voisins de cv dominé par bv,
ce qui réduirait le nombre de sacs si il y en a plusieurs. En enlevant cv de B
et en ajoutant av à B′, on obtient une décomposition étoilée de G/vav avec le
même nombre de sacs, mais avec un sac de moins qui n'est pas contenu dans
le voisinage fermé d'un sommet dans G, ce qui engendre une contradiction avec
la manière dont (T,X ) a été choisi. La seule supposition qu'on ait faite est que
(T,X ) n'est pas une décomposition étoilée de G−v. En conséquence, (T,X ) est
une décomposition étoilée de G− v. tb(G) = 1

20.3.8 Preuve de l'Étape 3.2 (b) i et de l'Étape 3.2 (b) ii

Pour traiter les cas restants, il nous faut étudier le voisinage de bv plus en
détail.

Théorème 40. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de
Type 2, Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille et un
sommet uv ∈ N(cv) \N(av) tel que bvuv est une arête séparateur de G− v.

Si N(av)∩N(uv) sépare av et uv dans G−{cv, v} et N(bv) = {av, cv, uv, v},
alors il existe un sommet x ∈ (N(av)∩N(uv)) \ bv tel que le graphe G′, obtenu
en ajoutant l'arête xbv à G est planaire et satisfait que tb(G) = 1 implique
tb(G′) = 1.

Démonstration. On prouve, dans un premier temps, l'existence d'un sommet
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x ∈ (N(av) ∩ N(uv)) \ bv tel que le graphe G′, obtenu en ajoutant l'arête
xbv à G, est planaire. N(av) ∩ N(uv) sépare av et uv dans G − {cv, v}, donc
S := (N(av) ∩ N(uv)) ∪ {v} est un séparateur minimal de av et uv dans G.
D'après le Corollaire 3, on peut calculer en temps linéaire un super-graphe
planaire GS de G tel que S induit un cycle dans GS . On choisit x tel que
NGS

(bv)∩S = {x, v}. Par construction, le graphe G′, obtenu en ajoutant l'arête
xbv à G, est planaire.

On prouve, maintenant, que {av, uv} est un séparateur minimal de G. cv
et uv sont adjacents, donc d'après le Théorème 32, N(cv) = {bv, uv, v}. De
plus, N(bv) = {av, cv, uv, v}. Comme G est premier N(av) \ {cv, bv, v} 6= ∅.
De plus, av et uv ne sont pas adjacent, donc V (G) \ {av, bv, cv, uv, v} 6= ∅. En
conséquence, {av, uv} est un 2 séparateur de G admettant {bv, cv, v} comme
composante pleine.

On cherche à prouver que tb(G) = 1 implique que tb(G′) = 1. Soit (T,X )
une décomposition étoilée de G minimisant la distance entre les sous-arbre Tav
et Tuv

dans T . Supposons que Tav ∩ Tuv
= ∅. Par le Corollaire 4, il existe deux

sacs adjacents Bav et Buv
tel que av ∈ Bav domine Bav et uv ∈ Buv

domine
Buv

. Cela implique que Bav ∩ Buv
⊆ N(av) ∩ N(uv) sépare av et uv dans G.

Pourtant, ce n'est clairement pas le cas, car le chemin (av, v, cv, uv) n'intersecte
pas N(av) ∩N(uv). On peut donc a�rmer que Tav ∩ Tuv 6= ∅.

Il existe une composante pleine pour {av, uv} dans G − {bv, cv, v}, donc,
d'après le Lemme 26, on peut enlever tous les sommets bv, cv et v des sacs de
X pour obtenir une décomposition arborescente (T,X−) d'étendue 1 du graphe
G − {bv, cv, v}. Soit (T ′,X ′) une décomposition étoilée obtenue en réduisant
(T,X−). Les sous-arbres T ′av , T

′
x et T

′
uv

s'intersectent deux à deux, donc, d'après
la propriété de Helly (Lemme 19), T ′av ∩ T

′
x ∩ T ′uv

6= ∅. Pour obtenir une décom-
position étoilée de G′, il su�t d'ajouter le sac NG′ [bv] = {av, bv, cv, uv, v, x},
adjacent à n'importe quel sac de T ′av ∩ T

′
x ∩ T ′uv

.

Le Théorème 40, montre des conditions telles que bv peut être rendu adjacent
à un autre sommet de N(av) ∩ N(uv). Le Lemme 39 nous indique que quand
NG(av) ∩ NG(uv) ∩ NG(bv) 6= ∅, alors |NG(av) ∩ NG(uv) ∩ NG(bv)| = 1 et le
sommet bv a exactement cinq voisins.

Lemme 39. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de Type
2, Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille, et le sommet
uv ∈ NG(cv) \NG(av) tel que {bv, uv} est une arête séparatrice de G− v.

Si il existe x ∈ NG(av) ∩NG(uv) ∩NG(bv), alors N(bv) = {av, cv, uv, v, x}.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que C est une composante de
G− {av, bv, cv, uv, v, x} telle que bv ∈ N(C). D'après le Théorème 32, N(cv) =
{bv, uv, v}, donc cv, v /∈ N(C). N(C) ⊆ {av, bv, uv, x}. av, uv ∈ N(C), sans quoi,
N(C) est une clique séparatrice du graphe premier G. G admet K3,3 comme
mineur, avec {av, bv, uv} et {C, x, {cv, v}} les deux parties de la bipartition.
Cela contredit le fait que G est planaire. N(bv) = {av, cv, uv, v, x}.
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Théorème 41. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de
Type 2, Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille, et le
sommet uv ∈ NG(cv)\NG(av) tel que {bv, uv} est une arête séparateur de G−v.

Si N(av)∩N(uv) sépare av et uv dans G−{cv, v}, et si N(bv) = {av, cv, uv, v}
ou N(bv) ∩ N(av) ∩ N(uv) 6= ∅, alors il existe un sommet x ∈ N(av) ∩ N(uv)
tel que une des propriétés suivantes est véri�ée :

� V (G) = {av, bv, cv, uv, v, x}, et G admet une décomposition étoilée com-
posée des deux sacs NG[bv] et NG[x].

� Π′ = (av, x, uv) ∈ P3(G), et le graphe G′, obtenu en contractant les som-
mets bv et x, est planaire premier, et véri�e que tb(G) = 1 si et seulement
si tb(G′) = 1.

De plus, le sommet x peut être calculé en temps linéaire.

Démonstration. SiN(bv) = {av, cv, uv, v}, alors on choisit x comme dans l'énoncé
du Théorème 40. Sinon, on choisit x comme étant le sommet de N(bv)∩N(av)∩
N(uv), qui est unique d'après le Lemme 39. Dans les deux cas, x peut être calculé
en temps linéaire. De plus, N(bv) ⊆ {av, cv, uv, v, x}. On suppose que V (G) 6=
{av, bv, cv, uv, v, x}, sans quoi le théorème est trivialement véri�é. {bv, cv, v} est
une composante connexe de G−Π′. En e�et, d'après le Théorème 32, N(cv) =
{bv, uv, v}, et N(bv) ⊆ Π′ ∪ {cv, v}. Comme V (G) 6= {av, bv, cv, uv, v, x}, on a
bien que Π′ ∈ P3(G).

Il faut prouver que G′ est planaire premier. D'après le Théorème 40, ajouter
une arête entre bv et x si elle n'est pas présente préserve le fait queG est planaire.
En conséquence, G′ est planaire, car c'est un mineur d'un graphe planaire.

On cherche à prouver que G′ est premier. Supposons, par contradiction qu'il
existe une clique séparatrice minimale S′ de G′. On note x′ le sommet obtenu
par contraction de bv et x. On note S l'ensemble tel que S = S′ si x′ /∈ S′, et
S = S′ ∪ {bv, x} \ {x′} si x′ ∈ S′. S est un séparateur de G. En particulier S
n'est pas une clique, car G est premier, donc S 6= S′ et x, bv ∈ S.

Supposons, dans un premier temps, que S \bv est un séparateur de G. Alors,
S \ bv n'est pas une clique, car G est premier. Mais S \ (bv, x) = S′ \ x′ est une
clique, donc il existe un sommet de S \ (bv, x) adjacent à bv, mais pas à x. En
conséquence, v ou cv appartient à S.

Supposons, maintenant, que S \ bv n'est pas un séparateur de G. S est un
séparateur de G, donc il doit y avoir deux voisins de bv qui sont séparés par S
dans G. Comme N(bv) \ x induit le chemin (av, v, cv, uv), S doit contenir un
sommet interne de ce chemin. v ou cv appartient à S.

Dans les deux cas, v ou cv appartient à S. Mais alors S′ doit être contenu dans
un des triangles (av, x

′, v), (v, x′, cv) ou (cv, x
′, uv) car c'est une clique de G′. Un

sommet parmi uv ou av n'appartient donc pas à S′. Mais uv et av ont chacun au
moins un voisin dans chaque composante connexe de G′ − {x′, av, bv, cv, uv, v},
donc G′ − S′ est connexe, ce qui contredit le fait que S′ est un séparateur de
G′. G′ est premier.

Il nous reste à prouver que tb(G′) = 1 si et seulement si tb(G) = 1.
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Supposons que tb(G) = 1. Si bv et x ne sont pas adjacents, alors on ajoute
l'arête bvx, sans changer l'étendue arborescente, d'après le Théorème 40. On
peut donc supposer que bv et x sont adjacents. tb(G′) = 1, d'après le Lemme
20, car G′ est obtenu par contraction d'une arête dans un graphe d'étendue 1.

Réciproquement, supposons que tb(G′) = 1. Soit (T,X ) une décomposition
étoilée de G′ minimisant la distance entre les sous-arbre Tav et Tuv dans T .
Supposons que Tav ∩ Tuv = ∅. On rappelle que (av, x

′, uv) ∈ P3(G′), donc
{av, x′, uv} ou {av, uv} est une séparateur minimal de G′. Par le Corollaire 4, il
existe deux sacs adjacents Bav et Buv

tel que av ∈ Bav domine Bav et uv ∈ Buv

domine Buv
. Cela implique que Bav ∩ Buv

⊆ N(av) ∩ N(uv) sépare av et uv
dans G′. Pourtant, ce n'est clairement pas le cas, car le chemin (av, v, cv, uv)
n'intersecte pas N(av) ∩N(uv). On peut donc a�rmer que Tav ∩ Tuv 6= ∅.

Les sous-arbres Tav , Tx′ et Tuv s'intersectent deux à deux. D'après la pro-
priété de Helly (Lemme 19), Tav ∩ Tx′ ∩ Tuv

6= ∅. On remarque que NG′ [cv] ∪
NG′ [v] ⊆ NG′ [x

′]. En particulier, si on enlève cv et v de tous les sacs, on ob-
tient une décomposition arborescente d'étendue 1 de G′ − {cv, v}. Si, de plus,
on remplace x′ par x dans tous les sacs, on obtient une décomposition arbores-
cente d'étendue 1 de G′−{bv, cv, v}. On obtient une décomposition arborescente
d'étendue 1 de G en ajoutant, à une telle décomposition, le sac NG[bv] adjacent
à n'importe quel sac de Tav ∩ Tx ∩ Tuv

. tb(G) = 1.

20.3.9 Preuve de l'Étape 3.2 (b) iii

Théorème 42. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de
Type 2, Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille, et le
sommet uv ∈ N(cv) \N(av) tel que {bv, uv} est une arête séparateur de G− v.

Si N(av)∩N(uv) sépare av et uv dans G− (cv, v), N(bv) 6= {av, cv, uv, v} et
N(av)∩N(bv)∩N(uv) = ∅, alors il existe un unique x ∈ N(av)∩N(uv) tel que,
si tb(G) = 1, alors N(bv) ∩N(x) sépare bv de x dans G et |N(bv) ∩N(x)| ≥ 3.
De plus, x peut être calculé en temps linéaire.

Démonstration. Soient G, v, Πv, av, bv, cv et uv comme dans les hypothèses.
Soit W = (N(av)∩N(uv))∪{av, cv, uv, v}. D'après les hypothèses, N(bv) 6=

{av, cv, uv, v} et N(av) ∩N(bv) ∩N(uv) = ∅, donc il existe une composante C0

de G −W telle que bv ∈ N(C0). D'après le Théorème 32, N(cv) = {bv, uv, v},
donc v et cv n'appartiennent pas à N(C0). De plus, un des sommets av et uv
n'est pas dans N(C0), car N(av)∩N(uv) sépare av et uv dans G−{cv, v}. Soit
z ∈ {av, uv} tel que {av, uv} \ {z} n'est pas inclus dans N(C0). N(C0) \ {z} est
un séparateur minimal de G− z. D'après le Lemme 30, il existe deux sommets
non-adjacents s et t tel que N(C0) = {s, t}. bv est dans N(C0) et s et t sont
dans N(av) ∩N(uv). En conséquence, il existe un x ∈ N(av) ∩N(uv) ∩N(C0)
tel que N(C0) ⊆ (av, bv, x) ou N(C0) ⊆ (uv, bv, x).

On prouve, maintenant, que x ne dépend pas du choix de C0. Supposons,
par contradiction, qu'il existe deux composantes C et C ′ de G −W telles que
bv ∈ N(C)∩N(C ′) et x, x′ ∈ N(av)∩NG(uv) distincts véri�ent que x ∈ N(C) et
x′ ∈ N(C ′). G admet alors K3,3 comme mineur, avec la bipartition {av, bv, uv}
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et {{cv, v}, C ∪ {x}, C ′ ∪ {x′}}, ce qui contredit que G est planaire. A partir de
maintenant, on dé�nit x comme étant l'unique sommet de N(av) ∩N(uv) \ bv
tel que pour toute composante C de G−W , si bv ∈ N(C), alors x ∈ N(C).

C0 est une composante �xée de G−W telle que bv, x ∈ N(C0). Si N(bv) ∩
N(x) sépare bv et x, alors N(bv)∩N(x)∩C0 6= ∅ et comme {av, uv} ⊂ N(bv)∩
N(x)}, on a donc |N(bv) ∩ N(x)| ≥ 3. On en conclut qu'il reste seulement à
prouver que N(bv)∩N(x) sépare bv et x pour terminer la preuve du théorème.

Supposons maintenant que tb(G) = 1. Soit (T,X ) une décomposition étoilée
de G minimisant la distance entre les sous-arbres Tbv et Tuv dans T .

Supposons que Tav ∩ Tuv
= ∅. Tous les sacs sur le chemin entre Tav et Tuv

dans T , contiennent N(av) ∩ N(uv) ainsi que le sommet v ou le sommet cv.
Mais le seul sommet qui domine N(av) ∩ N(uv) et v est av et le seul sommet
qui domine N(av) ∩N(uv) et cv est uv, donc il existe deux sacs adjacents Bav
et Buv tels que av ∈ Bav domine Bav et uv ∈ Buv domine Buv . Mais alors
Bav ∩Buv

= N(av)∩N(uv) sépare av et uv dans G, ce qui contredit l'existence
du chemin (av, v, cv, uv). Tav ∩ Tuv

6= ∅.
Supposons Tbv ∩ Tx 6= ∅. Les sous-arbres Tav , Tuv

, Tbv et Tx s'intersectent
deux à deux. D'après la propriété de Helly (Lemme 19), Tav ∩ Tuv ∩ Tbv ∩
Tx 6= ∅. Mais aucun sommet de G ne domine {av, bv, uv, x}, ce qui entraîne une
contradiction. Tbv ∩ Tx = ∅

N(C0) est un séparateur minimal de G contenant bv et x et contenu dans
(N(bv) ∩ N(x)) ∪ {bv, x}. D'après le Corollaire 4, il existe deux sacs adjacents
Bbv et Bx tels que bv ∈ Bbv domine Bbv et x ∈ Bx domine Bx. Il en découle que
Bbv ∩Bx = N(bv)∩N(x) sépare bv de x dans G, ce qu'il fallait démontrer.

Lemme 40. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de Type
2, Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille, et le sommet
uv ∈ N(cv) \N(av) tels que {bv, uv} est une arête séparateur de G− v, N(av)∩
N(uv) sépare av et uv dans G − {cv, v}, N(bv) 6= {av, cv, uv, v} et N(av) ∩
N(bv) ∩N(uv) = ∅.

S'il existe un sommet x ∈ N(av) ∩N(uv) et un sommet-feuille l ∈ N(bv) ∩
N(x), alors l est un sommet-feuille de Type 1 ou G − l est premier et l est un
sommet-feuille de Type 2 ou 3.

Démonstration. Supposons que l n'est pas de Type 1, sans quoi le lemme est
véri�é. l est un sommet-feuille de Type 2 ou 3. On remarque que l 6= av car
v, bv, x ∈ N(av) n'induisent pas un chemin. De même l 6= uv. D'après les hypo-
thèses, bv et x ne sont pas adjacents, donc ce sont les extrémités de Πl.

Par contradiction, supposons qu'il existe une clique séparatrice minimale S
de G− l. Le Lemme 33 implique que S sépare bv de x dans G− l. Cela implique
que av et uv sont dans S, ce qui entraîne une contradiction car S est une clique
et av et uv ne sont pas adjacents. G− l est premier.

Grâce au Lemme 40, on peut maintenant supposer qu'il n'y a pas de sommet-
feuille adjacent à bv et x, car l'algorithme pourrait alors les considérer immé-
diatement.
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Théorème 43. Soient un graphe planaire premier G, un sommet-feuille v de
Type 2, Πv = (av, bv, cv) comme dans la Dé�nition 22 de sommet-feuille, et
le sommet uv ∈ N(cv) \ N(av) tels que {bv, uv} est une arête séparatrice de
G− v, N(av) ∩N(uv) sépare av et uv dans G− {cv, v}, N(bv) 6= {av, cv, uv, v}
et N(av) ∩N(bv) ∩N(uv) = ∅.

S'il existe un sommet x ∈ N(av)∩N(uv) tel que |N(bv)∩N(x)| ≥ 3, N(bv)∩
N(x) sépare bv et x, et il n'y a pas de sommet-feuille dans N(bv)∩N(x), alors
il existe deux sommets non-adjacents y, z ∈ N(bv) ∩N(x) tel que le graphe G′,
obtenu en ajoutant l'arête yz à G, est planaire premier et véri�e que tb(G) = 1
si et seulement si tb(G′) = 1. De plus, y et z peuvent être calculés en temps
linéaire.

Démonstration. Dans un premier temps, on montre comment trouver les deux
sommets y et z. Soit W = {av, cv, v, uv} ∪ (N(av) ∩ N(uv)). On choisit une
composante C0 de G − W tel que bv, x ∈ N(C0) et N(C0) ⊆ (av, bv, x) ou
N(C0) ⊆ (uv, bv, x). L'existence d'une telle composante est prouvée dans la
démonstration du Théorème 42. Étant donné que N(bv) ∩ N(x) sépare bv et
x, on a N(bv) ∩ N(x) ∩ C0 6= ∅. Soit S := N(bv) ∩ N(x). S est un séparateur
minimal de G et |S| ≥ 3, donc d'après le Corollaire 3 il existe un super-graphe
planaire de G pour lequel S induit un cycle de GS . De plus, GS peut être calculé
en temps linéaire. Soit P un chemin entre av et uv du cycle GS [S] qui intersecte
C0. Comme av /∈ NG(C0) ou uv /∈ NG(C0), il existe un sommet y ∈ C0 ∩ V (P )
et un sommet z ∈ V (P ) adjacent à y tel que z /∈ C0 ∪ NG(C0). y et z ne sont
donc pas adjacents dans G. Le graphe G′, obtenu en ajoutant l'arête yz à G est
planaire, par construction.

On prouve maintenant que G′ est premier.
Supposons, par contradiction, que X est une clique séparatrice minimale de

G′. Comme G′ est un super-graphe de G, X est un séparateur de G. Comme
G est premier, X n'est pas une clique de G, donc y, z ∈ X. On remarque que
z /∈ C0∪N(C0) donc N(y)∩N(z) ⊂ N(C0). De plus, bv, x ∈ N(y)∩N(z), donc
N(y)∩N(z) est un des trois ensembles suivants {bv, v}, {bv, v, av} ou {bv, v, uv}.
Si N(y)∩N(z) 6= {bv, v}, alors G admet K3,3 comme mineur, avec la bipartition
{y, z, {cv, v}} et {bv, x, s}, où s = av ou s = uv. Comme G est planaire, par
hypothèse, N(y) ∩N(z) = {bv, v}.

Il en découle que X ⊆ {bv, y, z} ou X ⊆ {x, y, z}. En conséquence, G[W \X]
est connexe. En e�et, v et cv ne sont pas dans X, et au moins un sommet parmi
av et uv n'est pas dans X. En�n {av, v, cv} est connexe et domine W , de même
que {uv, v, cv}. Comme y ∈ X et N(y) ⊆ W ∪ C0, il existe une composante
connexe A de G−X telle que A ⊂ C0. Comme z /∈ C0 ∩N(C0), N(A) ⊆ X \ z.
X \ z est donc une clique séparatrice de G, ce qui contredit que G est premier.
On peut donc conclure que G′ est premier.

Il reste à prouver que tb(G) = 1 si et seulement si tb(G′) = 1.
Supposons que tb(G) = 1. Soit (T,X ) une décomposition étoilée de G qui

minimise la distance entre Tav et Tuv dans T . On remarque que (av, bv, uv) ∈
P3(G). Ainsi, {av, bv, uv} ou {av, uv} est un séparateur minimal de G. D'après le
Corollaire 4, il y a deux sacs Bav et Buv

, avec av ∈ Bav et uv ∈ Buv
tels que av
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domine Bav , uv domine Buv et Bav est adjacent à Buv , ou bien Buv = Bav . Le
premier cas est impossible, car alors Bav∩Buv = N(av)∩N(uv) séparerait av de
uv dans G, ce qui contredit l'existence du chemin (av, v, cv, uv). En conséquence,
Tav ∩ Tuv

6= ∅. Il en découle que Tbv ∩ Tx = ∅ car, sinon, la propriété de
Helly (Lemme 19) impliquerait que Tav ∩ Tbv ∩ Tx ∩ Tuv

6= ∅ alors qu'aucun
sommet de G ne domine {av, bv, x, uv}. Tbv ∩ Tx = ∅. Cependant G contient
le cycle (x, y, bv, z). Les propriétés d'une décomposition arborescente imposent
qu'il existe un sac contenant y et z. Comme la seule di�érence entre G et G′ est
l'arête yz, (T,X ) est une décomposition étoilée de G′. tb(G′) = 1

Réciproquement, on suppose que tb(G′) = 1. Soit (T ′,X ′) une décomposition
étoilée de G′ qui minimise le nombre de sacs |X ′|. De plus, on choisit (T ′,X ′),
avec respect pour la minimalité de |X ′|, de manière à minimiser le nombre de
sacs dans X ′ qui ne sont pas contenus dans le voisinage fermé d'un sommet de
G, c'est à dire le nombre de sacs contenant y et z et dominés uniquement par y
ou z.

On commence par prouver que av et uv ne sont pas dans le voisinage de y.
Supposons, par contradiction, qu'il existe z′ ∈ {av, uv} tel que z′ et y sont

adjacent dans G. En particulier, z′ 6= z, et NG(C0) = {bv, x, z′}. Le chemin
(bv, z

′, x) est un séparateur de G. Comme y ∈ NG(bv) ∩ NG(z′) ∩ NG(x), le
Lemme 32 implique que c0 = {y} ou (bv, y, x) ∈ P3(G) sépare z′ et C0 \ y. Le
cas C0 = y implique que y est un sommet-feuille de Type 2, ce qui contredit
les hypothèses. (bv, y, x) ∈ P3(G) sépare z′ et C0 \ y dans G. Soit C ′0 ⊆ C0 \ y
une composante de G − (bv, y, x). G est premier, donc bv, x ∈ N(C ′0). De plus,
y ∈ N(C ′0) car C0 est connexe. Quitte à contracter un chemin de entre z et
{av, uv} \ {z′}, G′ admet K3,3 comme mineur, avec la bipartition {bv, x, y} et
{av, C ′0, uv}, ce qui contredit le fait que G′ est planaire. av et uv ne sont pas
dans le voisinage de y.

On prouve maintenant qu'aucun sommet ne domine le cycle (av, bv, uv, x)
dans G′.

NG(bv) ∩ NG(av) ∩ NG(uv) = ∅. Le seul sommet qui pourrait dominer le
cycle (av, bv, uv, x) est y, avec z ∈ {av, uv}. Or av et uv ne sont voisins de y
dans G, donc au moins un sommet de {av, uv} n'est toujours pas voisin de y
dans G′. Aucun sommet ne domine (av, bv, uv, x) dans G′.

On prouve maintenant que T ′av ∩ T
′
uv
6= ∅.

Supposons, par contradiction, que T ′av ∩ T
′
uv

= ∅. Tous les sacs B sur le
chemin entre T ′av et T ′uv

dans T ′ doit contenir NG′(av) ∩ NG′(uv) et v ou cv.
Si cv ∈ B, alors B ne peut être dominé que par uv. Si v ∈ B, alors B ne peut
être dominé que par av. En conséquence, il existe deux sacs Bav et Buv tel
que av ∈ Bav domine Bav et uv ∈ Buv domine Buv . Mais alors Bav ∩ Buv =
NG′(av)∩NG′(uv) sépare av et uv dans G′, ce qui contredit l'existence du chemin
(av, v, cv, uv). T ′av ∩ T

′
uv
6= ∅.

On prouve maintenant que T ′bv ∩ T
′
x = ∅.

Supposons, par contradiction, que T ′bv ∩ T
′
x 6= ∅. Les sous-arbres T ′av , T

′
bv
,

T ′uv
et T ′x s'intersectent deux à deux. D'après la propriété de Helly (Lemme
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19), T ′av ∩ T
′
bv
∩ T ′uv

∩ T ′x 6= ∅. Mais aucun sommet de G′ ne domine le cycle
(av, bv, uv, x), ce qui engendre une contradiction. T ′bv ∩ T

′
x = ∅.

Pour �nir, on suppose, par contradiction, que (T ′,X ′) n'est pas une décom-
position étoilée de G. Il existe un sac B ∈ T ′y ∩ T ′z qui est uniquement dominé
par y ou z. En fait, B ne peut pas être dominé à la fois par y et par z. En e�et,
comme T ′bv ∩ T

′
x = ∅, un sac dominé par y et z serait inclus dans l'ensemble

{bv, x, y, z} mais ne contiendrait pas bv et x, et serait donc une clique de G′,
tout en n'étant pas G′ tout entier. Cela contredit le fait que G′ est premier.
Soit {s, t} = {y, z} de telle manière que B soit uniquement dominé par s. Il
existe un sommet r dans {bv, x} qui n'est pas dans B. On dé�nit B′ comme le
sac adjacent à B sur le chemin entre B et Tr. y, z ∈ B′. En particulier, B′ est
dominé par un sommet dans {bv, x, y, z}.

B′ n'est pas dominé par s, car on pourrait alors contracté B et B′ ce qui
contredirait la minimalité de |X ′|. B′ n'est pas non plus dominé par t, car B∩B′
serait alors une clique séparatrice de G′, qui est premier. B′ est dominé par bv
ou x. Soit r ∈ {bv, x} qui domine B′. On sait aussi que B n'est pas sur le chemin
entre Tbv et Tx, car sinon, av et uv devrait faire partie de B, mais {av, uv} n'est
pas inclus dans N(y) ou dans N(z).

Supposons il existe un sac B′′ un sac adjacent à B, distinct de B′ contenant
t. B′′ ne peut pas être dominé par s, car cela contredirait la minimalité de |X ′|.
B′′ ne peut pas être dominé par r, car on pourrait alors contracter B′ et B′′ et
cela contredirait encore la minimalité de |X ′|. En�n, B′′ ne peut pas être dominé
par t, car alors B∩B′′ serait une clique séparatrice de G′ qui est premier. B′′ est
dominé par un sommet de N(t)\{x, bv, y, z}. Mais alors, soit s = y et le sommet
qui domine B′′ n'a aucun voisin dans C0 et B ∩B′′ est une clique incluse dans
{x, z, bv}, soit s = z et le sommet qui domine B′′ est dans C0 \ {y} et B ∩ B′′
est une clique incluse dans {x, y, bv}. Cela contredit que G′ est premier. B′ est
le seul voisin de B contenant t.

En enlevant t de B et en l'ajoutant à B′, on obtient une décomposition
arborescente qui possède autant de sacs que (T ′,X ′), mais B n'est plus un
sac problématique pour une décomposition arborescente de G. Cela contredit
le choix de la décomposition (T ′,X ′). On en conclut qu'il n'existe pas de sac
uniquement dominé par y ou z. (T ′,X ′) est une décomposition étoilée de G et
tb(G) = 1.

20.4 Complexité de l'Algorithme Feuille-DeBasEnHaut

Pour �nir ce chapitre, il nous reste à prouver que l'Algorithme Feuille-DeBasEnHaut
s'exécute en temps quadratique. On suppose que le graphe planaire G est encodé
à l'aide de liste d'adjacence. On remarque que les listes d'adjacences peuvent
être mises à jour en temps linéaire avant chaque appel récursif.

Lemme 41 ([27]). Il existe une structure de données telle que chaque entrée
de la matrice d'adjacence d'un graphe planaire peut être lue en temps constant.
La structure de données utilise une mémoire linéaire, et peut être construite en
temps linéaire.
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20.4.1 Trouver un sommet-feuille

A chaque appel de l'algorithme, il faut commencer par décider si un sommet-
feuille existe. Si c'est le cas, un sommet-feuille doit être calculé. Voici un moyen
d'achever ce but en temps linéaire. On commence par calculer le degré des
sommets de G, puis on ordonne les sommets du graphe par degrés croissants.

Trouver un sommet-feuille de Type 1. Soit v un sommet de degré 4. Si v
est un sommet-feuille, alors, avec Πv, dv dé�nis comme dans la Dé�nition 22 de
sommet-feuille, d'après le Lemme 37, V (G) = N [v]∪{dv} ou (av, dv, cv) ∈ P3(G)
et N [v] \ (av, cv) est une composante pleine pour {av, dv, cv}. Dans les deux cas
les sommets de N(v) \ (av, cv) ont tous degré 4.

� On compte le nombre de voisins de degré 4 dans N(v), ce qui peut être
fait en temps O(deg(v)) en parcourant la liste d'adjacence de v.

� Si il y a au plus deux voisins dans N(v) qui n'ont pas degré 4, alors on
peut construire le graphe induit G[N(v)] en temps O(deg(v)). En e�et,
pour chaque voisin u de v qui a degré 4, on teste en temps constant pour
chacun de ses voisins si ils sont adjacents à v. On ne garde dans la liste
d'adjacence de u que les voisins de u qui se trouvent dans G[N(v)]. Pour
chaque sommet u ∈ N(v) qui n'ont pas degré 4, on construit la liste
d'adjacence de u dans G[N(v)] en cherchant à quels sommets de N(v) \ u
il est adjacent.

� Il est maintenant facile de tester si G[N(v)] est un chemin en temps
O(|N(v)|).

� En�n, on prend n'importe quel u sommet interne du chemin N(v). On
trouve en temps constant l'unique voisin de v qui n'est pas dans N [v]. Il
su�t de véri�er qu'il est adjacent à tous les sommets de N(v), pour décider
si v est un sommet-feuille de Type 1. Cela prend un temps O(deg(v)).

Trouver un sommet-feuille de Type 2. Un sommet-feuille de Type 2 est
un sommet de degré 3, dont les trois voisins induisent un chemin. Étant donné
un sommet de degré 3, cela prend trois tests d'adjacence pour déterminer si ses
3 voisins induisent un chemin. On peut véri�er en temps constant si un sommet
est un sommet-feuille de Type 2.

Trouver un sommet-feuille de Type 3. Un sommet-feuille de Type 3 est
un sommet de degré 2 dont les deux voisins sont non-adjacents et ont au moins
deux voisins communs (v inclus). Étant donné un sommet de degrés 2, on peut
tester en temps constant si ses voisins sont non-adjacents. On distingue trois
cas.

1. Supposons que le sommet v de degré 2 de voisinage N(v) = {x, y} a un
voisin de degré 2, x. N(x) = {v, z}. Pour tester si v est un sommet-feuille
de Type 3, il su�t de tester si y et z sont adjacents.
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2. Supposons v, v′ sont deux sommets de degré 2 qui ont les mêmes deux
voisins non-adjacents. v et v′ sont alors des sommet-feuilles de Type 3.
On peut tester si ce cas arrive en triant les paires N(v) où v a degré 2, en
temps linéaire.

3. En�n, soit V ′ contenant les sommets de degré 2 dont les voisins sont
non-adjacents et de degré au moins 3. Sans perte de généralité, comme
aucun sommet n'a été trouvé dans le second cas, tout sommet v ∈ V ′ est
uniquement déterminé par ses deux voisins. On contracte chaque v ∈ V ′ à
un de ses voisins. Soit G′ le graphe résultant. On liste tous les triangles de
G′ en temps linéaire [65]. Si on trouve un triangle de G′ dont exactement
une arête n'est pas présente dans G, on a trouvé un sommet-feuille de
Type 3.

Trouver un sommet-feuille dans G prend un temps O(
∑
v∈V deg(v)) c'est à

dire O(n), car G est planaire.

20.4.2 Existence d'une décomposition étoilée à deux sacs

Lemme 42. Soit un graphe planaire G. On peut décider en temps quadratique
si G admet une décomposition étoilée avec un ou deux sacs.

Démonstration. G admet une décomposition étoilée avec un seul sac si et seule-
ment si il existe un sommet universel dans G, ce qui peut être décidé en temps
linéaire. On suppose dans la suite que G n'admet pas de décomposition étoilée
avec un seul sac. On considère deux conditions nécessaires pour qu'une paire
x, y �xée domine les deux sacs d'une décomposition étoilée de G. Pour chacune
des conditions, on va prouver qu'on peut calculer toutes les paires satisfaisant la
condition en temps quadratique. On conclura ensuite la preuve en montrant que
ces deux conditions sont su�santes pour assurer l'existence d'une décomposition
étoilée de G avec deux sacs.

1. S'il existe une décomposition étoilée de G avec deux sacs, alors chaque
sommet de G doit être contenu dans au moins un sac. En particulier, si x
et y sont les dominants respectifs des deux sacs dans une décomposition
étoilée de G avec deux sacs, alors c'est une paire dominante de G. On peut
décider en temps O(deg(x) +deg(y)) si une paire �xée x, y est dominante.
Cela prend donc un temps O(n2) de calculer toutes les paires dominantes
de G, car le graphe est planaire, et donc creux.

2. De plus, s'il existe une décomposition étoilée de G avec deux sacs, alors
chaque arête de G doit être contenue dans au moins un sac. En par-
ticulier, s'il existe une décomposition étoilée de G avec deux sacs do-
miné respectivement par x et y, alors il n'existe pas d'arête uv tel que
u ∈ N [x] \ N [y] et v ∈ N [y] \ N [x]. Pour décider si cette condition est
véri�ée pour une paire x, y �xée, il su�t de tester si chaque sommet
de N [x] \ N [y] est non-adjacent à chaque sommet de N [y] \ N [x]. Cela
prend un temps O(deg(x) × deg(y)) au total. Calculer toutes les paires
x, y satisfaisant la condition nécessite un temps O(

∑
x,y deg(x)×deg(y)) =
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O([
∑
x deg(x)][

∑
y deg(y)]) = O(n2) car le graphe G est planaire, et donc

creux.

En�n si x, y satisfait les deux conditions ci-dessus, les deux sacs adjacents
N [x] et N [y] forment une décomposition étoilée de G. En e�et, chaque sommet
est dans un sac, car x, y satisfait la première condition. Chaque arête est dans un
sac, cas x, y satisfait la seconde condition. En�n les sacs contenant un sommet
commun engendre un sous-arbre, car il n'y a que deux sacs. C'est donc une
décomposition arborescente. Comme de plus chaque sac est dominé par x ou y,
c'est une décomposition étoilée.

On remarque que dans l'exécution de l'Algorithme Feuille-DeBasEnHaut,
on véri�e au plus une fois si un graphe planaire admet une décomposition étoilée
avec un ou deux sacs.

20.4.3 Borne supérieure sur le nombre d'étapes de l'algorithme

Lemme 43. Soit un graphe planaire premier G avec n sommets et m arêtes. Il
y a au plus 5n−m appel récursifs à l'Algorithme Feuille-DeBasEnHaut, c'est
à dire O(n).

Démonstration. On remarque G est planaire par hypothèse, donc 5n −m ≥ 0
et 5n−m = O(n).

SoitG′ avec n′ sommets etm′ arêtes, le graphe tel que l'Algorithme Feuille-DeBasEnHaut
est appelé récursivement sur G′ quand G est en entrée. Il y a au plus un tel
graphe G′. G′ est planaire premier. Il su�t donc de prouver que 5n′ − m′ <
5n−m.

� Si l'appel récursif a lieu à l'Étape 2, alors G′ est obtenu en enlevant un
sommet-feuille de Type 1, v, et en contractant tous les sommets internes
du chemin induit par N(v) en une seule arête. En conséquence, n′ = n−
deg(v)+3,m′ = m−3deg(v)+8 et donc, 5n′−m′ = 5n−m−(2deg(v)−7) <
5n−m car deg(v) ≥ 4.

� Si l'appel récursif a lieu à l'Étape 3.1 (a), alors G′ est obtenu en enlevant
un sommet-feuille de Type 2 ou 3. En conséquence, n′ = n−1 etm′ = m−3
ou m′ = m−2, donc m′ ≥ m−3 et donc, 5n′−m′ ≤ 5n−m−2 < 5n−m.

� Si l'appel récursif a lieu à l'Étape 3.1 (b) ii alors G′ est obtenu en ajoutant
des arêtes pour rendre un sommet-feuille adjacent à un ou deux sommets
supplémentaires. En conséquence, n′ = n et m′ = m + 1 ou m′ = m + 2,
donc 5n′ −m′ ≤ 5n−m− 1 < 5n−m.

� Sinon, la récursion a lieu à l'Étape 3.2. Dans ce cas, il existe un sommet-
feuille v de Type 2, avec les sommets av, bv et cv comme dans la Dé�nition
22 de sommet-feuille. Il existe aussi un sommet uv tel que bvuv est une
arête séparatrice de G− v.

� Si la récursion a lieu à l'Étape 3.2 (a), alors G′ est obtenu en contrac-
tant l'arête vav. En conséquence, n′ = n − 1, m′ = m − 2, donc
5n′ −m′ = 5n−m− 3 < 5n−m.
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� Si la récursion a lieu à l'Étape 3.2 (b) i, alors G′ est obtenu en ajou-
tant une arête entre bv et un sommet x ∈ (N(av) ∩ N(uv)) \ bv
puis en contractant cette arête. De plus, N(bv) = {av, cv, uv, v} et
cv, v /∈ N(x). En conséquence, n′ = n − 1, m′ = m − 2 et donc,
5n′ −m′ = 5n−m− 3 < 5n−m.

� Si la récursion a lieu à l'Étape 3.2 (b) ii, alors G′ est obtenu en
contractant l'arête bvx, où x ∈ N(av)∩N(uv)∩N(bv). De plus,N(bv) =
{av, cv, uv, v, x} et cv, v /∈ N(x). En conséquence, n′ = n − 1, m′ =
m− 3 et donc, 5n′ −m′ = 5n−m− 2 < 5n−m.

� Finalement, dans tout les autres cas, l'appel récursif a lieu à l'Étape
3.2 (b) iii, alors G′ est obtenu en ajoutant une arête entre deux som-
mets y, z ∈ N(bv)∩N(x) pour un x ∈ (N(av)∩N(uv))\bv. En consé-
quence, n′ = n, m′ = m+1 et donc, 5n′−m′ = 5n−m−1 < 5n−m.

21 Conclusion et questions ouvertes

On a prouvé que le calcul de cinq invariants de graphes est NP-di�cile,
ce qui s'ajoute à la preuve de [62] que le calcul de la longueur arborescente
est NP-di�cile. On a également prouvé qu'il est possible de décider en temps
polynomial si un graphe biparti ou un graphe planaire admet une décomposition
étoilée. La question reste ouverte pour d'autres classes de graphe. Étant donné
ces deux résultats positifs, on conjecture que le problème est FPT quand il est
paramétré par le nombre de cliques du graphe.
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Chapitre V

Un début sur le comportement

asymptotique de l'itéré du graphe

des bicliques

Une biclique d'un graphe G est un sous-graphe biparti complet induit maxi-
mal. Le graphe des bicliques KB(G) de G est dé�ni comme le graphe dont les
sommets sont les bicliques de G, deux sommets étant adjacents si les bicliques
correspondantes admettent un sommet en commun. Ici, on s'intéressera à une
variante du graphe des bicliques KBe(G), dans laquelle deux sommets sont
adjacents si les bicliques correspondantes admettent une arête commune.

Le i-ème itéré du graphe des bicliquesKBie(G) est alors dé�ni récursivement :
KB0

e (G) = G et KBi+1
e (G) = KBe(KB

i
e(G)). Pour tout graphe G, la suite

KBie(G) peut à priori suivre deux comportements asymptotiques distincts : la
suite KBie(G) peut être périodique à partir d'un certain rang, ou le nombre de
sommet de KBie(G) peut tendre vers l'in�ni avec i.

Si KBie(G) est périodique à partir d'un certain rang, on distingue le cas où
KBie(G) converge vers un graphe précis, point �xe pour l'opération KBe, du
cas où la période est plus grande que 1. En pratique, le cas où la période est
plus grande que 1 n'a pas été observé, et on conjecture que ça n'a jamais lieu.

Si le nombre de sommets de KBie(G) diverge, le nombre d'arêtes de KBie(G)
peut diverger ou non. En pratique, le cas où le nombre de sommets diverge, mais
pas le nombre d'arêtes n'a pas été observé, et on conjecture que ça n'a jamais
lieu.

L'étude de la suite des itérés de di�érents graphes d'intersection, et de son
comportement asymptotique, a pris son essor ces dernières années. La question
a été étudiée, entre autre, dans le cas des graphes adjoints [73], des graphes de
clique [66, 44] et dans le cas des graphes de biclique classique KB(G) [48, 47].
Dans ce chapitre, on s'intéresse donc à la suite des itérés du graphe des bicliques,
avec la variante d'intersection par les arêtes.

22 Convergence et divergence

Théorème 44. Si G est un graphe de maille au moins 5, alors KBne (G) est
constant à partir d'un certain rang.

Démonstration. Si G a une maille d'au moins 5, toutes les bicliques sont des
étoiles. Comme, de plus G ne contient aucun triangle, N(G) est stable. Autre-
ment dit, les bicliques maximales de G sont exactement les ensembles N [v], où
v a degré au moins 2. De plus, si u est adjacent à v, N [v] et N [u] contiennent
tout les deux u et v, donc les cliques correspondantes ont une arête en com-
mun. KBe(G) contient le graphe induit par les sommets de degrés au moins 2
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de G. Les seuls autres sommets de KBe(G) sont des sommets isolés, provenant
d'arêtes isolées de G. En particulier, KBe(G) est un sous-graphe induit de G.
G étant un graphe �ni, il existe un entier i tel que KBie(G) = KBi+1

e (G), ce
qui prouve le théorème.

Corollaire 6. Si G est un graphe de maille au moins 5 et aucun sommet de
degré 1, alors KBe(G) = G.

Corollaire 7. Pour tout entier positif i, il existe un graphe G tel que KBne (G)
est constant à partir du rang i, et varie à tout rang plus petit que i. Par exemple,
P2i satisfait cette propriété.

Lemme 44. Si G contient un cycle induit C = x1, x2, · · · , xn de longueur
n ≥ 5, alors KBe(G) contient un cycle (pas nécessairement induit) C ′ =
B1, B2, · · · , Bn tel que Bi est une biclique de G, contenant xi−1, xi et xi+1.

Démonstration. Soient G et C comme dans les hypothèses. xi−1, xi et xi+1

induisent une biclique de G, qui est nécessairement contenue dans une biclique
maximale de G, disons Bi. Bi et Bi+1 ont alors l'arête xixi+1 en commun.
Les bicliques B1, B2, · · · , Bn forment un cycle (pas nécessairement induit) de
KBe(G).

Théorème 45. Si G contient un cycle induit C = x1, x2, · · · , xn de longueur
n ≥ 5, tel que pour tout sommet v ∈ N(C), {xi, xi+2} ⊂ Sv := N(v)∩C implique
que xi+1 ∈ Sv. Alors, KBe(G) contient un cycle induit C ′ = B1, B2, · · · , Bn
tel que Bi est une biclique de G, contenant xi−1, xi et xi+1 et contenue dans
N [xi]. De plus, pour tout sommet B ∈ N(C ′), {Bi, Bi+2} ⊂ SB := N(v) ∩ C
implique que Bi+1 ∈ SB.

Démonstration. D'après le Lemme 44,KBe(G) contient un cycle C ′ = B1, B2, · · · , Bn
tel que Bi est une biclique de G, contenant xi−1, xi et xi+1. Soit v un sommet
de G dans Bi \ {xi−1, xi, xi+1}. Bi est une biclique de G, donc v est adjacent
à xi ou à xi−1 et xi+1. Mais si v est adjacent à xi−1 et xi+1, alors v est aussi
adjacent à xi+1, ce qui contredit que Bi est une clique. Autrement dit Bi est
une étoile centrée en xi. Comme C est un cycle induit de G, il en découle que
C ′ est un cycle induit de KBe(G).

Soit B ∈ N(C ′) tel que Bi, Bi+2 ⊂ SB . Comme Bi et Bi+2 sont respec-
tivement contenu dans N [xi] et N [xi+2], xi, xi+ 2 ∈ B. Comme il n'y a pas
d'arête entre xi et xi+2, il existe un sommet vi ∈ B ∩ Bi voisin de xi et de
xi+2 et un sommet vi+2 ∈ B ∩ Bi+2 voisin de xi et de xi+2 (il est possible que
vi = vi+2). Si vi et vi+2 ne sont pas égaux à xi+1, alors ils sont adjacents à
xi+1, par hypothèses, ce qui contredit le fait que vi ∈ Bi et que vi+2 ∈ Bi+2.
En conséquence, xi+1 ∈ B. B contient les arêtes xi−1xi et xixi+1, donc B est
adjacent à Bi+1.

Théorème 46. Soit G un graphe contenant un cycle induit C = x1, x2, · · · , xn
de longueur n ≥ 5, tel que pour tout sommet v ∈ N(C), {xi, xi+2} ⊂ Sv :=
N(v)∩C implique que xi+1 ∈ Sv. S'il existe au moins un sommet v ∈ N(C) tel
que Sv est une arête, alors KBne (G) diverge.
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Démonstration. Soient G et C comme dans l'énoncé du théorème. En utilisant
le Théorème 45, par réduction, on sait que chaque itéré du graphe des biclique
KBme (G) contient un cycle induit Cm = B1,m, B2,m, · · · , Bn,m de longueur n
tel que Bi,0 = xi, Bi,m+1 est une biclique de KBme (G) contenant Bi−1,m, Bi,m
et Bi+1,m. De plus, pour tout B ∈ KBme (G), si Bi,m et Bi+2,m appartiennent
à SB = N(B) ∩ Cm, alors Bi+1,m appartient aussi à SB .

Soit Ki,m la plus grande clique de KBme (G) dont tous les sommets sont ad-
jacents à Bi,m et Bi+1,m et non-adjacents à Bj,m si j /∈ {i, i+ 1}. On cherche à
prouver dans un premier temps que

∑
i |Ki,m| est croissant. Il existe au moins

une biclique B+
v contenant v, Bi+1,m et Bi+2,m, distincte pour chaque som-

met v ∈ Ki,m. Cette biclique contient Bi+1,m et Bi+2,m, donc sera adjacente à
Bi+1,m+1 et Bi+2,m+1 dans KBm+1

e (G). De même, il existe au moins une bi-
clique B−v contenant v, Bi,m et Bi−1,m, distincte pour chaque sommet v ∈ Ki,m.
Cette biclique contientBi,m etBi−1,m, donc sera adjacente àBi,m+1 etBi−1,m+1

dans KBm+1
e (G). Cela semble suggéré que

∑
i |Ki,m+1| ≥ 2×

∑
i |Ki,m|, mais la

biclique B−v , pour v ∈ Ki+1,m peut être égale à la biclique B+
u , pour u ∈ Ki−1,m,

si u et v sont adjacents. Cependant, on a tout de même que
∑
i |Ki,m+1| ≥∑

i |Ki,m|. De plus, le seul cas où
∑
i |Ki,m+1| =

∑
i |Ki,m| est quand pour tout

i, les arêtes entre Ki,m et Ki+1,m forment un couplage.

On veut prouver que
∑
i |Ki,m| tend vers l'in�ni quand m tend vers l'in�ni,

mais on a vu que
∑
i |Ki,m+1| peut être égal à

∑
i |Ki,m|. On prouve maintenant

que
∑
i |Ki,m+3| >

∑
i |Ki,m|.

On suppose, par contradiction, que
∑
iKi,m+3 =

∑
iKi,m+2 =

∑
iKi,m+1 =∑

iKi,m. Soit v(2) un sommet de Ki,m+2. Comme
∑
iKi,m+3 =

∑
iKi,m+2, v(2)

est adjacent dans KBm+2
e (G) à un sommet u(2) ∈ Ki+2,m+2. v(2) et u(2) sont

des bicliques de KBm+1
e (G) contenant respectivement l'arête Bi,m+1Bi+1,m+1

et l'arête Bi+2,m+1Bi+3,m+1. v(2) et u(2) contiennent aussi une arête commune
de KBm+1

e (G).
Comme

∑
iKi,m+2 =

∑
iKi,m+1, il existe un sommet v(1) de KBm+1

e (G),
tel que v(1) appartient à la clique Ki+1,m+1 à la biclique v(2). Comme v(2) et
u(2) contiennent une arête commune de KBm+1

e (G), il existe un sommet w(1)

de KBm+1
e (G), dans l'intersection des bicliques v(2) et u(2), tel que w(1) est

adjacent à Bi,m+1. Comme v(1) est adjacent à Bi+1,m+1, et que v(1) et w(1) sont
dans la même biclique v(2), (v(1), w(1), Bi,m+1, Bi+1,m+1) est un cycle induit
de longueur 4 de KBm+1

e (G). w(1) est donc adjacent à Bi,m+1, mais pas à
Bi+1,m+1. En conséquence, w(1) n'est pas adjacent à Bi+2,m+1. En revanche
w(1) appartient à la biclique u(2), donc w(1) est adjacent à Bi+3,m+1. v(1) est
une biclique de KBme (G), contenant l'arête Bi+1,mBi+2,m. w(1) est une biclique
de KBme (G), contenant Bi,m et Bi+3,m. De plus, v(1) et w(1) possèdent une
arête commune dans KBme (G).

Soit w(0) un sommet de KBme (G) dans v(1) ∩ w(1) tel que w(0) est adjacent
à Bi,m. Comme Bi,m et Bi+3,m ne sont pas adjacents et sont tous les deux
présents dans w(1), alors w(0) est adjacent à Bi+3,m. w(0) est un sommet de la
biclique v(1) qui contient l'arête Bi+1,mBi+2,m, donc w(0) est adjacent à Bi+1,m

ou à Bi+2,m, mais pas les deux. Cela entraîne une contradiction, car w(0) est
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adjacent à deux sommets de Cm à distance 2 dans Cm, mais pas au sommet de
Cm qui se trouve entre les deux.

La seule supposition qu'on ait faite est que
∑
iKi,m+3 =

∑
iKi,m+2 =∑

iKi,m+1 =
∑
iKi,m, donc

∑
i |Ki,m+3| >

∑
i |Ki,m|.∑

i |Ki,m| est croissante et ne peut pas être constante trois fois de suite, donc∑
i |Ki,m| tend vers l'in�ni quand m tend vers l'in�ni.

Corollaire 8. Soit G un graphe contenant un cycle induit C = x1, x2, · · · , xn
de longueur n ≥ 5, tel que pour tout sommet v ∈ N(C), {xi, xi+2} ⊂ Sv :=
N(v) ∩ C implique que xi+1 ∈ Sv. S'il existe au moins un sommet v ∈ N(C)
tel que Sv contient une arête et ne contient pas tout le cycle C, alors KBne (G)
diverge.

Démonstration. D'après le Théorème 45, KBe(G) contient un cycle induit C ′ =
B1, B2, · · · , Bn tel que Bi est une biclique de G, contenant xi−1, xi et xi+1 et
contenue dans N [xi]. De plus, pour tout sommet B ∈ N(C ′), {Bi, Bi+2} ⊂
SB := N(v) ∩ C implique que Bi+1 ∈ SB .

Soit j tel que xj , xj+1 ∈ Sv mais xj+2 /∈ Sv. v, xj+1 et xj+2 forment une
biclique de G. Soit B une biclique maximale contenant v, xj+1 et xj+2. B ne
contient pas xj , car v, xj et xj+1 forment un triangle. Tout autre sommet de
C contenu dans B doit être adjacent à xj ou xj+1, ce qui ne laisse que xj+2.
Si xj+2 n'est pas dans B, alors le voisinage de SB est une arête de C ′ et le
Théorème 46 conclut. Supposons xj+2 est dans B. SB = {Bj , Bj+1, Bj+2}. On
peut alors appliquer le même raisonnement à C ′ et B que à C et v, mais avec
l'assurance que B n'est pas adjacent à Bj+4, ce qui implique que KB2

e (G) est
dans les conditions d'application du Théorème 46.

23 Un lien avec l'itéré du graphe adjoint

Dé�nition 24. Soit G = (V,E) un graphe simple. Le bourgeonnement de G est
le graphe B(G) = (V ′, E′) où V ′ = {ve,u|e = uv ∈ E(G)}∪{vu|u ∈ V (g)∧d(u) =
0} et E′ = {ve,uve′,u|e = uv ∈ E(G) ∧ e′ = uv′ ∈ E(G)} ∪ {ve,uve,v|e =
uv ∈ E(G)}. Le bourgeonnement de G peut être vu comme la transformation
du graphe G où chaque sommet v est remplacé par un méta-sommet, formé
d'une clique de deg(v) sommets ayant chacun seulement un sommet extérieur
au méta-sommet, tel que la contraction de chaque méta-sommet donne G.

Théorème 47. Soit G un graphe simple sans sommet isolé. KBe(B(G)) =
B(L(G)) où L(G) est le graphe adjoint de G.

Démonstration. On peut supposer, sans perte de généralité, que G est connexe.
On traite séparément le cas où G est une arête isolée, qui ne contredit pas le
théorème. On peut donc supposer que G est connexe et contient au moins trois
sommets. On remarque que dans ce cas, L(G) ne contient pas de sommet isolé.
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Toutes les bicliques de B(G) sont des chemins de la forme (ve′,u, ve,u, ve,v),
avec e et e′ deux arêtes distinctes de G ayant le sommet u comme extré-
mité, et v l'autre extrémité de e. Soit B et B′ deux bicliques de B(G) ad-
jacentes dans KBe(B(G)). Si B = (ve′,u, ve,u, ve,v), alors B′ prend une des
trois formes suivantes : B′ = (ve,u, ve,v, ve′′,v) ou B′ = (ve′′,u, ve,u, ve,v) ou
B′ = (ve,u, ve′,u, ve′,w).

Un sommet de B(L(G)) est de la forme vee′,e où e = uv est une arête de G
et e′ est une arête de G distincte de e admettant u comme extrémité. vee′,e est
adjacent aux sommets de la forme vee′′,e, où e′′ est une arête de G distincte de
e et de e′ admettant u ou v comme extrémité et au sommet ve′e,e′ .

On met en bijection le sommet s = v(uv)(uw),uv ∈ B(L(G)), avec la biclique
(v(uw),u, v(uv),u, v(uv),v). Cette bijection respecte l'adjacence. En e�et, le voisin
v(uv)(ux),(uv) de s est mis en bijection avec la biclique (v(ux),u, v(uv),u, v(uv),v). De
même, la biclique v(uv)(vx),(uv) est mise en bijection avec la biclique (v(uv),u, v(uv),v, v(vx),v).
De même, le voisin v(uw)(uv),(uw) est en bijection avec la biclique (v(uv),u, v(uw),u, v(uw),w).
Cela conclut la preuve.

Corollaire 9. Soit G un graphe simple sans sommet isolé. KBne (B(G)) diverge
si et seulement si G n'est pas un cycle, un chemin ou une gri�e K1,3.

Démonstration. Le Théorème 47 implique que KBne (B(G)) = B(Ln(G)). De
plus, Ln(G) diverge si et seulement si G n'est pas un cycle, un chemin ou une
gri�e K1,3 (voir [73]). En�n, B(G) a au moins autant de sommets que G, ce qui
conclut la preuve.

24 Connexité du graphe des bicliques

Dans cette section, on s'intéresse à la question de savoir si KBe(G) est
connexe, et s'il ne l'est pas, quels formes ont ses di�érentes composantes connexes.
On remarque que toutes les bicliques de G contenant une arête uv sont adja-
centes deux à deux dans KBe(G). En particulier, le sous-graphe de KBe(G)
induit par les bicliques contenant uv est connexe. Il y a donc une correspon-
dance entre la partition des bicliques de G en composantes connexes de KBe(G)
et une partition des arêtes de G.

Lemme 45. Si uv et vw sont deux arêtes de G, alors elles sont présentes dans
la même composante connexe de KBe(G) ou uw est aussi une arête de G.

Démonstration. Si uw n'est pas une arête de G, alors uvw est une biclique de G
contenue dans une biclique maximale de G, donc dans un sommet de KBe

(G).
Dans ce cas uv et vw sont présents dans le même sommet de KBe(G) donc, à
fortiori, dans la même composante connexe.

Théorème 48. Soient un graphe G à n sommets et m arêtes et une arête uv de
G. On peut calculer l'ensemble R(uv) des arêtes qui se trouvent dans la même
composante connexe de KBe

(G) que uv, en temps O(m× n).
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Démonstration. On utilise l'algorithme suivant. Au début de l'algorithme,R(uv)
contient l'arête uv et S contient les paires sommet-arête (u, uv) et (v, uv). A
chaque étape de l'algorithme, on retire un élément (w, (wx)) dans S. Pour tout
sommet y dans N(w) \ {x}, si y et x ne sont pas adjacents, alors wy est dans la
même composante de KBe(G) que wx d'après le Lemme 24, donc si wy n'est
pas déjà dans R(uv), alors on ajoute wy à R(uv) et (y, wy) à S. L'algorithme
s'arrête quand S est vide.

Pour chaque élément dans S, on e�ectue une opération en temps constant
pour chaque sommet dans le voisinage d'un sommet précis. Cela prend au plus
un temps O(n). Comme on ajoute au plus m paires dans S, l'algorithme s'exé-
cute en temps O(m× n) au pire.

Il est clair que les arêtes dans R(uv) se trouvent toutes dans la même com-
posante connexe de KBe(G) que uv. En e�et, une arête wy n'est ajouté à R(uv)
que quand une arête wx se trouve déjà dans R(uv) et que wy et wx satisfont
les hypothèses du Lemme 24.

Il reste à prouver que les arêtes qui ne sont pas dans R(uv) ne sont pas dans
la même composante connexe de KBe(G) que uv.

Soit wx une arête qui n'est pas dans R(uv) voisine d'une arête dans R(uv)
d'extrémité x. Étant donné le fonctionnement de l'algorithme, w est voisin de
tous les voisins de x dans R(uv). Par connexité de R(uv), w est, en fait voisin de
tout R(uv). En particulier, pour toute arête yz dans R(uv), wyz est un triangle
dans G et donc n'appartiennent pas à une biclique commune. Il n'existe donc
pas de biclique de G contenant une arête de R(uv) et une arête extérieure à
R(uv). R(uv) est bien l'ensemble des arêtes qui sont dans la même composante
connexe de KBe(G) que uv.

25 Conclusion et Perspectives

On a vu un critère simple de convergence de la suite des itérés du graphe
des bicliques. On a aussi vu un critère de divergence basé sur l'existence d'un
cycle induit de longueur plus grande que 5 dont aucun sous-chemin de lon-
gueur 2 n'appartient à un C4 induit. On conjecture que pour tout graphe G, si
KBne (G) diverge, alors il existe un i �ni tel que KBie(G) satisfait les conditions
du Corollaire 8. Cela impliquerait que le problème de connaître le comporte-
ment asymptotique de KBne (G) est décidable. Si de plus le i tel que KBie(G)
satisfait les conditions du Corollaire 8 peut être borné indépendamment de G,
le problème pourrait être résolu en temps polynomial. On conjecture également
qu'il n'existe pas de graphe G tel que KB(G) 6= G et KBie(G) = G pour un
certain i ≥ 2. Le Théorème 48 peut aider à répondre à ces conjectures.

Une autre piste de travaux futurs est d'appliquer la même variante d'inter-
section par les arêtes à d'autre graphes d'intersections, en particulier le graphe
des cliques, ou des variantes d'intersections plus ésotérique, par exemple l'inter-
section par la paire de sommets (pas nécessairement adjacents).
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