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Résumé

Le palier hydrodynamique est une solution de guidage en rotation particulièrement ap-
préciée pour ses caractéristiques d’amortissement à hautes vitesses de rotation. Cependant
les performances des machines tournantes lubrifiées par un film fluide sont impactées par
des effets non linéaires difficiles à analyser. La prédiction du comportement du système
par la simulation nécessite une modélisation avancée de l’écoulement de lubrifiant dans
le palier hydrodynamique. Enfin, l’état de surface semble avoir un impact important sur
l’écoulement du fluide lubrifiant, lui-même agissant sur les caractéristiques statiques et
dynamiques des parties tournantes.

Cette étude vise à améliorer les modèles numériques liés à l’impact de l’état de surface
des paliers hydrodynamiques sur la dynamique de ligne d’arbre. La méthode d’homogé-
néisation multi-échelles a été utilisée à cet effet dans un algorithme multi-physiques pour
décrire l’interaction entre la structure flexible en rotation et les films fluides des supports
de lubrification. Différents modèles ont été utilisés pour prendre en compte la présence de
zone de rupture de film lubrifiant. Des méthodologies non-linéaires fréquentielles ont été
mises en place afin de permettre l’étude paramétrique des solutions périodiques d’un tel
système et de leur stabilité.

Afin de confronter ce modèle complexe à la réalité, un banc d’essai miniature a égale-
ment été conçu. Différents échantillons présentant des états de surface modifiés par abla-
tion à l’aide de LASER femto-seconde ont été testés. L’étude expérimentale a permis de
vérifier certaines tendances prévues par la simulation. Des améliorations des performances
des paliers hydrodynamiques par rapport aux vibrations auto-entretenues du système ont
été démontrées pour certaines textures. En revanche toutes les améliorations ne sont pas
prédites par les algorithmes d’homogénéisation multi-échelles. La présence de recircula-
tion dans les aspérités du motif a été mise en évidence à partir de la résolution locale des
équations de Navier-Stokes. Ce résultat participe à la remise en question des hypothèses
classiques utilisées en texturation, et peut justifier les améliorations obtenues expérimen-
talement avec les paliers texturés.

Mots-clés : Lubrification hydrodynamique, Texturation de surface, Homogénéisation multi-
échelles, Dynamique non linéaire, Couplage fluide-structure, Rupture de film
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Abstract

The hydrodynamic bearing provides good damping properties in rotating machineries.
However, the performances of rotor-bearings systems are highly impacted by nonlinear
effects that are difficult to analyze. The rotordynamics prediction requires advanced models
for the flow in the bearings. The surface of the bearings seems to have a strong impact on
the lubricant flow, acting on the static and dynamic properties of the rotating parts.

This study aims to enhance the simulation of the bearings’ surface state effect on the
motion of the rotating shaft. The flexible shaft interacts with textured hydrodynamic bea-
rings. Multi-scales homogenization is used in a multi-physics algorithm in order to describe
the fluid-structure interaction. Different models are used to account for the cavitation phe-
nomenon in the bearings. Nonlinear harmonic methods allow efficient parametric studies
of periodic solutions as well as their stability.

Moreover, a test rig has been designed to compare predictions to real measurements.
Several textured shaft samples modified with femto-seconds LASER surface texturing are
tested. In most cases the experimental study showed similar results than the simulation.
Enhancements of the vibration behaviors of the rotor-bearing system have been revealed
for certain texturing patterns. The self-excited vibration, also known as "oil whirl" phe-
nomenon, is stabilized on a wide rotating frequency range. However, the simulation tool
does not predict well the enhancements that are observed. Vortices in surface texturing
patterns have been revealed numerically with Navier-Stokes equation resolution. These
results are opposed to the classical lubrication hypothesis. It is also a possible explanation
of the enhancements that are experimentally measured with textured bearings.

Keywords : Hydrodynamic lubrication, Surface texturing, Multi-scales homogenization,
Nonlinear dynamics, Fluid-Structure Interaction, Cavitation, Oil whirl
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p̄ Champ de pression dans le lubrifiant adimensionné par la relation
(2.2.2.5)

t̄ Temps adimensionné

ū, v̄, w̄ Champs de position adimensionné par rapport au jeu radial Cr
x̄ Circonférence adimensionnée du palier, prise dans le repère fixe
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crétisée

fext Vecteur des forces extérieures à la structure

fstat Vecteur force statique
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●′ Dérivée par rapport au temps adimensionné t̄

●A Grandeur ● associée à l’arbre

●B Grandeur ● associée aux balourds

●D Grandeur ● associée aux disques

χpij, χspij, χsi Facteurs de flux de Navier-Stokes moyennés
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Introduction

Contexte industriel et scientifique

Les applications avancées des machines tournantes, sous forme de systèmes miniaturisés
et fonctionnant à haute vitesse de rotation, exigent un contrôle de plus en plus complet
des caractéristiques de chaque composant. Parmi eux, le support de guidage joue un rôle
crucial. Son impact est important sur le bon fonctionnement de l’ensemble du système et
sur sa durée de vie. Les paliers hydrodynamiques offrent des perspectives de conception
intéressantes, mais leur étude est complexe, spécialement lorsqu’ils sont de tailles réduites.
Leur montage requiert alors des exigences drastiques sur les tolérances de fabrication.

Par ailleurs, les avancées récentes des technologies de texturation de surface, et leur uti-
lisation en tribologie, ont permis des diminutions importantes des pertes par frottement
ou de l’usure des pièces en contact. Ces technologies pourraient également offrir des leviers
de conception intéressants vis-à-vis de la dynamique des systèmes, comme par exemple la
stabilisation du mouvement sur de plus grandes plages de fonctionnement, voire la dimi-
nution des amplitudes des vibrations. La maîtrise de l’état de surface pourrait également
permettre la réduction des tolérances de fabrication, ou encore des gains en consommation
de lubrifiant. A l’heure actuelle, l’impact de l’état de surface du palier sur les performances
dynamiques des machines tournantes est méconnu, en particulier pour celles de faible di-
mensions où l’échelle de la rugosité des pièces est du même ordre de grandeur que les jeux,
c’est-à-dire quelques micromètres.

Toutefois, en lubrification, les études récentes ont été focalisées sur les analyses des
texturations séparément du reste des mécanismes. La communauté des tribologues conti-
nue d’améliorer la compréhension des phénomènes locaux dus à la texturation de surface.
Cependant, les études de dynamique des machines tournantes les plus poussées utilisent
souvent des modèles extrêmement simplifiés pour les paliers. Ainsi, ces études ne per-
mettent pas de prendre en compte les effets éventuels de l’état de surface des pièces du
contact, mais présentent pour autant des non-linéarités complexes, menant à des compor-
tements vibratoires riches.

Objectifs de l’étude

Dans ce contexte, l’objectif de ce mémoire est d’intégrer les modèles avancés de lu-
brification tenant compte de l’état de surface du palier, directement dans les modèles de
dynamique de rotors flexibles, et de les confronter à des mesures sur un banc d’essais de
rotors présentant différents états de surface réalisés par texturation au laser femtoseconde.
Il s’agira in fine de statuer des éventuels effets bénéfiques du contrôle de l’état de sur-
face dans la conception des machines tournantes lubrifiées par un liquide. Notre étude se
focalise sur les rotors miniatures, de taille semblable à des rotors de turbocompresseurs
automobiles.

9
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La modélisation de tels systèmes nécessite l’emploi de stratégies multi-échelles compte
tenu des différences d’ordres de grandeur entre la taille centimétrique du système global et
micrométrique de la texturation de surface. De plus le système est multi-physiques, du fait
des vibrations des structures tournantes, et de leur interaction avec les films lubrifiants
liquides, dans lesquels on peut également constater la présence de bulles de gaz en cas de
rupture de film lubrifiant. Enfin, les études paramétriques dans le cadre de la dynamique
des systèmes non-linéaires nécessitent l’usage de méthodes robustes et efficaces pour l’étude
des régimes périodiques et de leur stabilité, comme l’utilisation de méthodes fréquentielles.

Afin de vérifier les hypothèses de modélisation, il est nécessaire de reproduire les condi-
tions de l’étude sur un banc d’essai. La précision due à la miniaturisation du système
tournant, et les hautes vitesses de fonctionnement imposent un certain nombre de chal-
lenges en terme d’étanchéité des paliers, d’alignement des pièces, et d’équilibrage fin des
parties tournantes.

Organisation du document

Ce mémoire est divisé en cinq chapitres. Le chapitre 1 rappelle les enjeux liés au contrôle
des vibrations des machines tournantes, et introduit les généralités sur les rotors flexibles,
lubrifiés par des paliers hydrodynamiques. Une attention particulière est apportée à l’état
de l’art sur l’utilisation de la texturation de surface, et sur les études de dynamique qui ont
intégré les paramètres de morphologie de surface. Ce chapitre détaille également les apports
possibles de la texturation de surface par le contrôle des instabilités auto-entretenues des
paliers hydrodynamiques.

Le chapitre 2 présente les modèles fluides retenus pour la simulation du comportement
du palier. Plusieurs niveaux de modélisation sont évoqués, à la fois celui du phénomène de
rupture de film, mais également celui des phénomènes multi-échelles. Une hiérarchisation
de la complexité des différents modèles est exposée en bilan de ce chapitre.

Leur couplage avec la dynamique des structures et les méthodes de résolution de sys-
tèmes d’équations non linéaires sont présentées dans le chapitre 3. Différents cas simplifiés
de dynamique de paliers sont analysés afin de valider et d’illustrer les méthodes non-
linéaires mises en place.

Les méthodes de prédiction seront adaptées aux dimensions du banc d’essai dans le
chapitre 4. Celui-ci présentera également les tendances de l’impact de différentes textu-
rations en fonction des modèles retenus à travers des études paramétriques. Certaines
améliorations peuvent être obtenues selon les texturations utilisées.

Le chapitre 5 est dédié à l’étude expérimentale visant à caractériser l’impact de la
texturation des arbres au niveau des paliers sur les vibrations de l’ensemble. Ce chapitre
décrit le dispositif expérimental qui a été développé (banc d’essais de Paliers Hydrody-
namiques avec Arbre Texturé ou PHAT ), afin de tester différents échantillons d’arbres
texturés avec des profondeurs de cavité et des taux de recouvrement de texturation va-
riables. Dans ce chapitre, les mesures seront confrontées aux prédictions, ce qui permettra
de valider ou d’invalider certaines hypothèses des modèles. Si les modèles de paliers lisses
présentent une bonne corrélation avec la mesure, les modèles multi-échelles classiques sont
limités lorsqu’ils sont appliqués aux texturations les plus profondes. En revanche, de nettes
améliorations sont mesurées dans ces cas-là en ce qui concerne les zones de stabilité des
vibrations auto-entretenues.



Chapitre 1

Etat de surface des paliers
hydrodynamiques et vibrations d’arbres

Dans ce chapitre, nous présenterons la démarche globale d’étude des vibrations dans
les machines tournantes, et nous introduirons les bases de la lubrification par les paliers
hydrodynamiques. Nous exposerons alors les représentations statiques et dynamiques du
palier hydrodynamique, et introduirons l’état de l’art de l’impact de l’état de surface sur
ces représentations.

1.1 Dynamique des rotors et vibrations

Les machines tournantes représentent la plus grande part des mécanismes créés par les
concepteurs. Le mouvement de rotation peut servir à effectuer une translation, comme
une roue le long d’un axe, à stocker de l’énergie, par exemple dans un volant d’inertie, à
transférer de la puissance, par l’intermédiaire d’une courroie ou d’une boîte de vitesses,
ou encore à récupérer l’énergie cinétique provenant de sources extérieures, par exemple
l’énergie thermique à l’aide d’une turbine, ou encore le vent à l’aide d’une éolienne. Les
parties tournantes, que l’on nomme aussi “rotors”, ont bien évidemment un rôle central
dans les procédés mentionnés, et représentent la principale source de nuisance dans ces
systèmes. L’objectif d’un concepteur de machine tournante est de disposer d’un mouve-
ment de rotation autour d’un axe connu et avec une vitesse bien contrôlée. Cependant
les multiples défauts géométriques ou matériels, ou encore les interfaces, provoquent une
perte de puissance diverses formes. Comme dans tous les mécanismes, on observe de la
dissipation thermique, mais les pertes en énergie mécanique sont également souvent impor-
tantes, et le mouvement du rotor s’accompagne d’un certain nombre de vibrations. Tout
d’abord, les vibrations du rotor peuvent êtres excitées, dans les directions axiales, radiales,
ou encore en torsion par rapport à son axe de rotation. En plus de cela, des vibrations
apparaissent aussi au niveau des supports de guidage (que l’on nomme paliers), ou au
niveau des fluides qui entourent le système en rotation (excepté dans les applications sous
vide). Par ces biais, des ondes énergétiques sont donc transmises aux parties non rotatives,
voire aux équipements voisins.

Les hautes vitesses permettent d’obtenir de grandes densités d’énergie dans des ma-
chines de tailles relativement petites. En revanche, les effets de vibrations sont accentués
dans ces configurations, et les conséquences mécaniques indésirables peuvent devenir de
plus en plus dangereuses. C’est pourquoi il est nécessaire de mieux comprendre les phéno-
mènes vibratoires et leurs interactions pour les applications à vitesses de rotation élevées.
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Figure 1.1 – Les effets des vibrations dans un système mécaniques (adapté de [104])

La principale conséquence mécanique des hautes vitesses est très probablement l’effet
de balourd, un rotor réel n’ayant jamais un axe d’inertie confondu avec son axe de rotation.
Par définition le balourd impacte directement les vibrations latérales du rotor, évidement
à la même fréquence qu’à celle de la rotation du rotor. Lorsqu’un système mécanique est
soumis à une telle excitation périodique, on parle de vibrations forcées, en opposition aux
vibrations libres d’un système soumis à un choc, ou à un chargement transitoire pour
atteindre un autre état d’équilibre. Il existe une troisième catégorie de vibrations appelées
“vibrations auto-entretenues” qui résultent d’un transfert d’énergie d’une source constante,
à une vibration dans le système. L’une des vibrations auto-entretenues la plus connue est le
phénomène de flottement par exemple. Dans les machines tournantes, les vibrations auto-
entretenues sont multiples, car la rotation du rotor est elle-même considérée comme une
source constante d’énergie dans le système. Les phénomènes de frottement, les impacts,
les interactions fluides-structures, ou les forces électromagnétiques peuvent générer des
vibrations auto-entretenues potentiellement dangereuses.

Si les vibrations des machines tournantes ne sont pas toujours néfastes et considérées
comme parasites du mouvement, elles se traduisent par un gaspillage d’énergie et mènent
à la détérioration prématurée des composants de la machine. La figure 1.1, adaptée de
[104] présente schématiquement les effets délétères que les vibrations peuvent engendrer.

Afin de limiter ces désagréments nous nous proposons, dans ce mémoire, d’étudier
en profondeur l’un des composants important impliqué dans les vibrations des machines
tournantes : le palier hydrodynamique. Cet organe de guidage en rotation, dont nous don-
nerons les caractéristiques essentielles dans les paragraphes suivants, permet d’atteindre
des vitesses élevées de rotation pour un couple résistant assez faible, tout en amortissant
correctement les vibrations du système. Néanmoins, il constitue également une source bien
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Figure 1.2 – Schématisation des vibrations d’un rotor flexible

identifiée de vibrations auto-entretenues, liées à l’interaction du rotor avec le fluide néces-
saire à son fonctionnement. Notons que cet organe intervient principalement au niveau
des vibrations latérales du rotor (représentées schématiquement figure 1.2). Cet organe a
été largement étudié et utilisé depuis le début de l’ère industrielle. Cependant, son impact
sur les vibrations des machines tournantes reste toujours relativement complexe à évaluer
pour différentes raisons :

— les vibrations du rotor interagissent avec le lubrifiant, ce qui en fait un problème
multi-physiques, incluant des interactions fluides-structures

— les défauts géométriques sont difficiles à modéliser, car ils interviennent à différentes
échelles (défaut de forme, ondulation, rugosité), et celles-ci sont couplées en raison
des jeux faibles au niveau des paliers par rapport à la taille des machines, ce qui en
fait un problème multi-échelles d’espace, comme souvent en lubrification

— les forces hydrodynamiques qui résultent des deux premiers points sont ainsi forte-
ment non-linéaires ; cet effet a longtemps imposé une simplification des hypothèses
physiques pour modéliser le système, et mène expérimentalement à spectre vibratoire
riche, comme l’apparition de multiples ou de fractions rationnelles de la fréquence
de rotation, voire d’autres fréquences encore, ou même du chaos

Enfin, les applications du palier hydrodynamique ont été très nombreuses à travers
l’histoire industrielle, ce qui a permis de pointer du doigt beaucoup de symptômes de
dysfonctionnement. En revanche les conseils de conception et les méthodes d’étude et de
simulation ne sont pas toujours généralisables et les mauvaises interprétations peuvent
être nombreuses. Les paliers hydrodynamiques existent dans maintes configurations, avec
sa taille allant de quelques millimètres à plusieurs mètres. Le fluide lubrifiant peut être
un liquide ou un gaz, et des géométries très diverses peuvent être envisagées (par exemple
des portions de cylindres pour la partie fixe, patins, etc... [132]) . Dans ce mémoire, nous
nous intéressons principalement aux paliers avec lubrifiants liquides de relativement petites
tailles (∼ cm), bien que certains modèles et résultats peuvent être extrapolés à d’autres
applications. Dans les paragraphes qui suivent, nous présenterons les principales caractéris-
tiques d’un palier hydrodynamique, les recommandations classiques de dimensionnement,
ainsi qu’un état de l’art concernant l’impact de l’état de surface du palier dans la dyna-
mique du système.
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Figure 1.3 – Schémas du palier hydrodynamique

1.2 Généralités sur le palier hydrodynamique

1.2.1 Principe de fonctionnement

Le principe de fonctionnement du palier hydrodynamique est le suivant (figure 1.3) :
— un arbre et un coussinet ont un mouvement relatif de rotation l’un par rapport à

l’autre
— un film de lubrifiant fluide est entraîné par le mouvement relatif et empêche le contact

direct des deux surfaces solides
Sur la figure 1.3 le pic de pression généré par le palier hydrodynamique est représenté

dans la partie où le lubrifiant est entraîné dans un convergent. Dans la partie divergente,
si la pression atteinte est assez faible, il peut se produire le phénomène de rupture de film
appelé improprement cavitation. En effet, dans cette zone, la pression peut être inférieure
à la pression de vapeur saturante du liquide. Ainsi, celui-ci se transforme en partie en gaz.
Le logement du palier est la partie représentée par le bâti, soutenant le coussinet.

Lorsqu’un fluide lubrifiant est piégé de cette manière entre deux surfaces, plusieurs
régimes dits “de lubrification” sont possibles. Bien qu’en fonctionnement nominal, le régime
hydrodynamique soit supposé s’établir dans le palier, d’autres régimes, comme les régimes
limite ou mixte, peuvent survenir au démarrage ou avant l’arrêt d’une machine. En effet,
dans ces phases de fonctionnement, la vitesse relative des surfaces peut être insuffisante
pour que le fluide les sépare, et certaines aspérités peuvent ainsi entrer en contact.

Les transitions entre les régimes de lubrification dépendent non seulement des vitesses
relatives des surfaces, de la viscosité et du chargement, mais aussi de l’état de surface des
matériaux en contact. Dans le cas du palier hydrodynamique en revanche, on considère
que les vitesses nominales d’entraînement sont suffisamment grandes et les chargements
suffisamment faibles pour constater le régime hydrodynamique lors du fonctionnement
normal de la machine.

D’autres solutions de guidage en rotation sont également possibles. On peut mention-
ner les paliers à graissage ou à lubrifiant solide pour les faibles chargements et les faibles
vitesses de rotation. A des chargements élevés et parfois même à hautes vitesses de ro-
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tations, les roulements peuvent s’avérer intéressants, notamment lorsqu’ils sont couplés à
des amortisseurs hydrostatiques ou squeeze film pour amortir les vibrations. Enfin dans
des applications moins courantes les paliers magnétiques peuvent être utilisés, présentant
un frottement quasi nul, mais posant cependant certains problèmes de stabilité en confi-
guration passive. La portance peut, par ailleurs, être contrôlée et répartie sur les différents
électroaimants dans sa configuration active et asservie. L’intégration de paliers magné-
tiques peut être en revanche assez lourde et couteuse.

La sélection du guidage doit être faite vis-à-vis du dimensionnement mécanique de
la machine et de ses sollicitations, mais aussi de l’environnement. Des suggestions de
présélection sont disponibles pour les ingénieurs, mais doivent être accompagnées d’études
plus fines selon l’application, pour s’assurer du bon fonctionnement du système.

Afin de cibler les utilisations courantes du palier hydrodynamique, nous rappelons ses
principaux avantages et inconvénients.

Avantages du palier hydrodynamique Le film d’huile séparant les surfaces de l’arbre et du
coussinet induit un frottement relativement faible, en fonction de la viscosité du lubrifiant,
et protège les surfaces de l’usure. De plus, la viscosité du fluide est également responsable
de l’amortissement éventuel des vibrations de la machine au niveau des paliers.

Inconvénients du palier hydrodynamique En revanche, comme souvent en dynamique, les
caractéristiques d’amortissement et de raideur peuvent conduire à des instabilités très
pénalisantes dans les systèmes mécaniques. En effet, les phénomènes d’instabilités auto-
entretenues directement liés au comportement du film lubrifiant peuvent avoir des consé-
quences néfastes dans le fonctionnement du système. C’est pourquoi elles seront étudiés
en détail dans ce mémoire, tant théoriquement qu’expérimentalement. De plus, contrai-
rement à la plupart des autres solutions de guidage en rotation, la présence de lubrifiant
liquide impose la mise en place d’un réseau d’alimentation en huile ou encore des systèmes
d’étanchéité dynamique qui compliquent l’intégration du palier dans le système global.

Les pertes de stabilité, en provoquant des vibrations importantes des machines, voire
des phénomènes de grippage, ont des conséquences couteuses et dangereuses sur le fonc-
tionnement du palier. C’est pourquoi la conception des machines doit intégrer des analyses
de stabilité aussi précise que possible. Cela passe par une compréhension fine de ces phé-
nomènes non-linéaires afin de prédire correctement l’évolution du système.

Les quatre composants du palier hydrodynamique, à savoir le lubrifiant, l’arbre, le
coussinet et le logement (représentés figure 1.3), ont des particularités de conception qui
leurs sont propres. Nous donnons ici les principaux critères de choix à effectuer pour chacun
d’eux, en précisant ceux qui seront faits dans ce mémoire.

1.2.2 Le lubrifiant

Le lubrifiant dans le palier hydrodynamique a pour rôle à la fois de réduire le frottement,
de séparer les surfaces en regard, mais aussi souvent d’évacuer la chaleur et les débris du
contact.

Origines des huiles Les bases des lubrifiants peuvent être séparées en deux catégories : les
bases d’origine pétrolière (ou minérales) et les bases synthétiques [133]. Les huiles les plus
utilisées sont les huiles minérales. Les huiles synthétiques ont été cependant développées
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pour les applications où des lubrifiants à faible toxicité sont nécessaires (procédés alimen-
taires, industrie pharmaceutique) ou encore pour les applications à pression de vapeur
saturante faible (moteurs d’avion, pompes à vide). En tribologie, les huiles synthétiques
présentent l’avantage d’être plus stable chimiquement et de mieux résister à l’oxydation.
Les structures moléculaires de ces différents types d’huile pilotent leurs propriétés phy-
siques, qui permettent de les décrire à l’échelle de la mécanique des milieux continus. Ces
grandeurs-clés sont résumées dans les paragraphes qui suivent.

Viscosité de l’huile C’est le paramètre clé qui influence au premier ordre la capacité
de l’huile à séparer les surfaces. Il évolue de façon significative avec la température, le
taux de cisaillement, la pression ou l’épaisseur de film dans le contact. Plus l’huile est
visqueuse, plus elle aura tendance à séparer les surfaces en contact, mais plus de puissance
sera nécessaire pour cisailler le lubrifiant, ce qui conduit à un accroissement des pertes
d’énergie et de la chaleur générée dans le contact. Dans ce mémoire, nous nous bornerons
aux lubrifiants considérés comme Newtonien, c’est-à-dire dont la viscosité est supposée
indépendante du cisaillement. Nous rappelons cependant les lois principales qui décrivent
l’évolution de la viscosité de l’huile en fonction de la température et de la pression.

Relation viscosité-température Plusieurs lois décrivant la relation viscosité-température
sont disponibles. La plus communément utilisée est l’équation de Vogel indiquée ci-dessous :

µ = av exp( bv
T − cv

) (1.2.2.1)

Afin d’utiliser cette loi il est nécessaire d’identifier les trois coefficients av, bv, et cv à partir
d’au moins trois valeurs de viscosité mesurées à trois températures distinctes.

Relation viscosité-pression La viscosité d’un lubrifiant augmente avec la pression. La loi
la plus utilisée est probablement la loi de Barus à appliquer cependant à des pression
inférieure à 0.5 GPa. Cette relation s’exprime :

µp = µ0 exp (αbp) (1.2.2.2)

Le coefficient αb, appelé le coefficient de piézo-viscosité, peut aussi être obtenu expéri-
mentalement par identification. Par ailleurs il peut être exprimé à partir de la structure
moléculaire du lubrifiant. Différentes relations semi-empiriques peuvent permettre d’ex-
primer ce coefficient en fonction de constantes numériques et de la viscosité cinématique
par exemple [133].

Propriétés thermiques des lubrifiants Les trois propriétés thermiques essentielles des lu-
brifiants sont la chaleur spécifique (exprimée en J.kg−1.K−1), la conductivité thermique
(W.m−1.K−1), et la diffusivité thermique (m2.s−1). Ces trois paramètres sont importants
dans le dimensionnement du palier afin de s’assurer de températures de fonctionnement ac-
ceptables pour le bon fonctionnement du contact et la tenue des matériaux. Ces grandeurs
sont dépendent également de la températures [133].

Additifs Un lubrifiant typique est composé de 95% d’huile de base et de 5% d’additifs.
Ces additifs visent à corriger les propriétés des huiles. Depuis les années 1940 de nombreux
additifs ont été développés. Les objectifs principaux sont :



CHAPITRE 1. ETAT DE SURFACE DES PALIERS HYDRODYNAMIQUES ET VIBRATIONS
D’ARBRES 17

— améliorer les caractéristiques d’abrasion et de friction en apportant des composés
pour l’adsorption et la lubrification haute pression

— améliorer la résistance à l’oxydation
— contrôler la corrosion
— contrôler la contamination par produits de réaction, particules d’abrasion ou autres

débris
— limiter la décroissance de la viscosité à hautes températures
— abaisser le point d’écoulement et inhiber la formation de mousse
Les phénomènes liés à l’ajout d’additifs sont complexes, et de nombreuses synergies sont

possibles et encore étudiées à l’heure actuelle. Afin de s’exempter des éventuelles réactions
chimiques pouvant influencer la lubrification hydrodynamique, nous utiliserons dans ce
mémoire des huiles synthétiques hydrocarbures du type Poly-alpha-olefine sans additifs.
Les olefines (ou alcènes) sont des chaînes d’hydrocarbures non saturés de formule générale
(−CH2−). Ils consistent en un chaîne droite de carbones avec un carbone insaturé à la fin
de la chaîne. Selon la longueur de la chaîne, on peut obtenir des lubrifiants de différentes
viscosités. Ces huiles ont une forte résistance à l’oxydation, et ne sont ni toxiques ni
corrosives.

1.2.3 La bague ou coussinet

Le coussinet est un composant clé du palier hydrodynamique. Son dimensionnement
relativement à celui de l’arbre impose l’épaisseur de film maximale. On considère en général
un jeu radial de l’ordre du millième du diamètre de l’arbre. L’épaisseur de film se mesure
donc à trois ordres de grandeur en dessous de ceux des autres dimensions de l’écoulement.
Ceci justifiera des simplifications importantes dans le modèle hydrodynamique présenté
dans le chapitre 2.

Les applications extrêmement diverses du palier hydrodynamique ont conduit à l’uti-
lisation d’une grande variété de matériaux pour le coussinet [78]. Le bronze et la fonte
ont été les premiers matériaux utilisés de manière industrielle. Cependant, le moindre
contact entre l’arbre et le coussinet donnait lieu à un grippage du rotor et du stator.
La solution à ce problème a été d’utiliser des matériaux fusibles dans leur masse comme
les métaux blancs, aussi connus sous le nom de “régules” ou encore “Babitt” (alliages de
plomb ou d’étain). Ces matériaux bien adaptés aux cas de grippage ne résistent pas à des
pressions de contact élevées. Ainsi, des bagues multi-couches ont été introduites afin de
disposer d’une phase fusible anti-grippage, maintenue par une phase rigide pour supporter
des charges élevées (Cupro-plomb, bronze au plomb, aluminium étain, etc ...). Certains
coussinets sont, de plus, munis de revêtements de surface sacrificiels pour les démarrages
et rodages des paliers, ou encore pour protéger les autres couches de la corrosion.

Dans ce mémoire, le matériau du coussinet sera pris de grande dureté afin d’éviter une
modification de sa géométrie aux cours des différents essais.

1.2.4 L’arbre ou rotor

En général, l’arbre ne doit pas se déformer radialement sous l’effet de la pression gé-
nérée au sein du fluide. On essaie dans ce cas d’éviter le régime de lubrification élasto-
hydrodynamique en fonctionnement nominal. De plus, sa flèche doit être limitée pour des
raisons d’alignement et de concentricité des paliers.

Vis-à-vis de cette déformation en flexion pendant la sollicitation, on distingue deux
types d’arbres :
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Figure 1.4 – Banc d’essai d’étude de rotor flexible miniature pour reproduire le comportement dynamique
de turbo-compresseurs [51]

— les rotors rigides, dont la flèche ne change pas avec la vitesse de rotation et l’exci-
tation, ou du moins sa déformation étant négligée dans la plage de fonctionnement
de la machine ; leurs premiers modes de résonance sont identifiés à de très hautes
fréquences par rapport à la fréquence d’excitation du système [20, 21] ; l’arbre ne
subit pas de déformation et se déplace uniquement selon des mouvements de corps
rigides

— les rotors flexibles, qui vibrent de façon importante avec la sollicitation dynamique de
la machine ; en général il s’agit de rotors ayant une fréquence de résonance de l’ordre
de grandeur de la fréquence d’excitation, voire même inférieure à cette dernière
(comme pour le banc présenté figure 1.4) ; on considère alors les déformations dues
à la flexion de la fibre neutre de l’arbre

Les études s’intéressant spécifiquement aux paliers hydrodynamiques utilisent en géné-
ral des rotors rigides, guidés par un seul palier hydrodynamique et de longueurs à peine
supérieures à celle des paliers [20, 21]. Dans notre étude, on s’intéressera à un rotor guidé
par deux paliers, suffisamment long pour constater les effets de flèches, de mésalignement
et de distribution de balourd, mais sollicité bien en deçà de son premier mode propre.
Il est à noter que le transfert d’énergie entre la fréquence de sollicitation et le premier
mode de flexion de la structure reste possible par les effets non-linéaires du palier hydro-
dynamique. Enfin, il est intéressant de constater que la communauté des concepteurs de
turbocompresseurs s’intéresse à des rotors de dimensions équivalentes à celles notre étude
sur paliers hydrodynamiques, mais au-delà de deux fois la fréquence de résonance du rotor,
donc ouvertement en régime de rotor flexible [51].

Par ailleurs, la conductivité thermique de l’arbre peut sevir à évacuer la chaleur du
contact. Dans les machines, on considère que sa dureté doit être supérieure à celle du
coussinet afin de le conserver intact, car la valeur économique de l’arbre est souvent plus
importante que celle des coussinets des paliers, souvent sacrificiels.
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(a) (b)

Figure 1.5 – Représentation géométrique du palier hydrodynamique (adapté de [60])

1.2.5 Le support ou logement

Le rôle principal du logement est d’évacuer la chaleur du coussinet. Cependant, on exige
souvent une rigidité mécanique élevée afin de limiter sa déformation par rapport à la solli-
citation mécanique pendant la durée de vie de la machine. La souplesse du logement peut,
de plus, directement influencer l’épaisseur de film minimale du palier hydrodynamique.
Le logement sera considéré comme parfaitement rigide dans ce document, et des pièces
massives seront utilisées à cet effet dans l’expérimentation.

1.3 Statiques et dynamiques du palier

Avant d’introduire le concept de texturation de surface, nous rappelons ici les dimen-
sions clés du palier hydrodynamique en fonctionnement, représentées sur la figure 1.5.
La dynamique du palier est par ailleurs complexe et nous présentons dans ce paragraphe
l’état de l’art des méthodes utilisées pour étudier les phénomènes de palier lisse avec rotor
rigides et flexibles. Une attention particulière sera apportée au phénomène de vibration
auto-entretenue dans le palier fluide.

1.3.1 Représentation statique

Portance Sous l’application d’une charge, le palier et le coussinet ne vont plus être concen-
triques. Un coin d’huile convergent-divergent se forme et l’écoulement de l’huile équilibre
la charge appliquée. On appelle la force résultante de l’action de l’huile sur l’arbre la
portance, notée F sur le schéma de la figure 1.5(a).

Excentricité On appelle excentricité la distance entre le centre du coussinet Oc et le
centre de l’arbre Oa, noté e sur la figure 1.5 (a). Lorsque l’on ne prend pas en compte
le mésalignement ou la flexion de l’arbre, c’est l’unique paramètre avec le jeu radial pour
trouver l’épaisseur de film h de la figure 1.5 (b), pour les paliers parfaitement cylindriques.

Angle de calage En raison de l’effet de coin d’huile, la droite passant par le centre de
l’arbre et celui du coussinet n’est pas colinéaire au chargement imposé. L’angle entre le
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vecteur
ÐÐÐ→
OcOa et le chargement est appelé angle de calage, noté φc. Cette angle dépend de

la zone de cavitation, de la géométrie du palier, de la viscosité de l’huile, ou de l’amplitude
du chargement imposé. Il peut être influencé par l’état de surface, ou l’étendue de la zone
de cavitation, tous ces paramètres étant intimement liés.

Palier développé Afin de représenter l’épaisseur de film “vue par le lubrifiant” on repré-
sente souvent le palier sous sa forme développée. Cette représentation consiste à prendre
pour plan de référence la surface du coussinet et à représenter la distance à l’arbre en
chaque point (figure 1.5 (b)). Cette représentation est commode pour visualiser le profil
de pression, en revanche, il ne faut pas oublier que le calcul de la portance doit être réaliser
en projetant le profil pression sur le repère de la figure 1.5 (a).

Couple résistant Une autre grandeur significative dans la représentation statique du palier
hydrodynamique est le couple résistant. Celui-ci résulte de l’intégrale de la contrainte du
cisaillement visqueux de l’huile sur la surface de l’arbre, et équivaut au couple à fournir
par le moteur pour imposer la vitesse de rotation voulue. C’est une grandeur directement
liée à la puissance perdue par frottement visqueux dans le palier.

1.3.2 Représentation dynamique

Amplitude de vibration Lorsqu’une machine est excitée par un mouvement périodique
comme la rotation d’un moteur, des vibrations sont transmises aux pièces en mouvement
et modifiées en raison des irrégularités d’un système réel ou, comme dans le palier hy-
drodynamique, de l’interaction fluide-structure. La fréquence de vibration peut subir des
déphasages, des amplifications ou atténuations, ou même être transférée à une ou plu-
sieurs autres fréquences caractéristiques de la réponse vibratoire de la structure. Parmi
ces phénomènes, les amplifications peuvent causer des dysfonctionnements ou même des
dommages importants. Les atténuations peuvent être, elles, recherchées par les concep-
teurs afin de mieux contrôler le mouvement de la machine. L’étude de vibrations prend de
plus en plus d’ampleur dans le travail des ingénieurs, notamment avec la tendance actuelle
d’allègement des structures, ou bien d’augmentation des vitesses d’excitation.

Balourd Comme l’arbre n’est jamais parfaitement équilibré, un balourd résiduel excite
toujours son mouvement. En effet, l’axe des centres de gravité des sections du cylindre n’est
en général pas confondu avec l’axe géométrique de rotation. On parle de balourd lorsque
l’on représente ce décentrement par une masse placée à une certaine distance de l’axe de
rotation. Cela a pour conséquence d’imposer un chargement dynamique proportionnel au
carré de la vitesse de rotation, dont la direction va tourner autour de l’arbre à la fréquence
de rotation de l’arbre. De plus, la distribution du balourd peut évoluer le long de la ligne
d’arbre, ce qui complexifie l’analyse et l’équilibrage éventuel. La distribution de balourd
sollicite la structure en mouvement et influence significativement les vibrations du rotor.
La figure 1.6 représente un arbre guidé par deux paliers avec une erreur d’alignement. L’axe
de rotation des paliers peut être différent de l’axe moyen des paliers, par exemple sous
l’effet de contraintes extérieures, telles qu’un chargement statique. À cela s’additionne
la distribution de balourd, due aux défauts géométriques de l’arbre ou aux défauts de
montage, comme le serrage de l’accouplement représenté sur le schéma 1.6.
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Figure 1.6 – Représentation schématique de l’axe de rotation et de la distribution de balourd d’une
machine tournante

Coefficients dynamiques En première approximation dans l’étude dynamique du palier
hydrodynamique, on peut s’intéresser à la linéarisation des efforts générés par le palier
par rapport au déplacement latéral et à la vitesse latérale du centre de l’arbre, considérés
homogènes le long du palier. En supposant que le déplacement autour de la position
d’équilibre est faible, l’approximation est réalisée en introduisant la notion de coefficients
dynamiques et se met sous la forme :

Fx = −kxxx − kxyy − cxxẋ − cxyẏ
Fy = −kyxx − kyyy − cyxẋ − cyyẏ

(1.3.2.1)

Il est intéressant de remarquer que, dans le cadre de cette approximation, le palier est
équivalent à un ressort (résultante proportionnelle au déplacement) associé à un amortis-
seur (résultante proportionnelle à la vitesse). Le comportement du palier est ainsi considé-
rablement simplifiée, car l’inclinaison de l’arbre n’est pas prise en compte (le déplacement
de l’arbre étant réduit à deux coordonnées dans le palier) pour un déplacement faible au-
tour de l’équilibre. De plus les coefficients dynamiques peuvent être calculés, mesurés, ou
extraits à partir d’abaques lorsque la position d’équilibre statique est connue. Ils peuvent
être utilisés pour dimensionner les vibrations linéaires du rotor et déterminer les ordres
de grandeurs des fréquences de résonance de la structure tournante en fonctionnement.
Enfin le doublement du nombre de déplacements pour la description (x1, x2, y1, y2) et la
linéarisation du moment résultant sur ces déplacements, permet de prendre en compte
l’inclinaison de l’arbre.

Par ailleurs, on peut utiliser le même raisonnement pour les positions considérées comme
statiques dans le repère tournant [32]. En effet, si le centre de l’arbre décrit un cercle autour
du centre du coussinet on peut tout à fait reprendre la notion de coefficients dynamiques,
cette fois-ci dans le repère tournant autour de la position du centre de l’arbre. Cette
configuration se retrouve notamment dans les cas de rotors verticaux, ou bien les rotors
légers.

1.3.3 Vibrations auto-entretenues dans les machines tournantes flexibles

Les vibrations auto-entretenues liées aux paliers hydrodynamiques sont connues depuis
le début du XXe siècle. Ces vibrations sont mentionnées sous le nom d’oil whirl et d’oil
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Figure 1.7 – Phénomènes d’ “oil whirl” et “oil whip” [103]

whip [96, 103, 104]. Le premier phénomène consiste en un tournoiement de l’arbre autour
de son orbite synchrone à une fréquence qui est de l’ordre de la moitié de la fréquence de
rotation de l’arbre. Ce phénomène, dû à l’instabilité de l’équilibre statique ou du mouve-
ment synchrone, atteint la plupart du temps un cycle limite stable. En revanche, lorsque
cette fréquence coincide avec le premier mode de vibration du rotor, l’amplitude des vi-
brations peut être importante dans le palier, et s’accompagner d’une perte de stabilité
définitive. Des cas de contact entre les parties fixes et tournantes peuvent alors subvenir,
avec des conséquences catastrophiques pour la machine entière. Ce phénomène, proche de
l’oil whirl, mais existant aux fréquences des modes propres du rotor, est appelé oil whip.
Il est recommandé de ne pas faire fonctionner de machine tournante au-delà du double de
la fréquence du premier mode de résonance de l’arbre pour cette raison. Ce phénomène,
analysé en détail dans le chapitre 4, semble corrélé à l’état de surface du palier puisqu’il
dépend de la conservation du débit de lubrifiant.

La figure 1.7, que l’on appelle diagramme cascade ou waterfall, permet de visualiser les
caractéristiques de ces phénomènes pour un rotor flexible. Trois axes sont nécessaires pour
construire un tel diagramme. L’amplitude du mouvement est décomposée sur les fréquences
(spectre de Fourier) pour différentes vitesses de rotation de la machine. Le cas illustré sur
la figure 1.7 correspond à l’analyse d’une machine en fonctionnement à des vitesses de
rotation d’environ 500 tr/min (ou 0.5 krpm) à 12.000 tr/min (ou 12 krpm). En dessous
de 2000 tr/min, les vibrations ont une amplitude relativement faible (bien inférieures à 50
microns), puis entre 2000 et 4000 tr/min la fréquence moitié de la fréquence d’excitation
devient prépondérante. C’est un trait caractéristique du phénomène d’oil whirl qui induit
deux révolutions de l’arbre sur lui même lorsque son orbite fait un tour. Cela est illustré sur
la figure 1.7 (b) où est représentée l’orbite filtrée de la machine. Les points représentent
un top tour, c’est-à-dire une référence sur l’arbre qui se remarque à chaque révolution.
Entre 4000 et 6000 tr/min, l’oil whirl s’atténue au profit de la fréquence d’excitation
(ou fréquence synchrone). On obtient donc l’orbite 1.7(a), l’arbre réalisant une révolution
par tour de l’orbite de son centre. Cela se produit lorsque la fréquence synchrone est
proche du premier mode propre du système tournant (donc à environ 80 Hz par lecture
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Figure 1.8 – Débit circonfrentiel moyen dans le palier hydrodynamique [104]

du diagramme). Le phénomène d’oil whirl réapparaît de 6000 à 9000 tr/min, pour se
transformer en oil whip lorsque la fréquence d’excitation a pour valeur le double de la
première fréquence de résonance du système tournant (donc environ 160 Hz, entre 9000
et 10000 tr/min sur le diagramme). Au-delà de 10000 tr/min la résonance de la machine
ne varie plus et reste fixée au premier mode propre du rotor. La figure 1.7(c) montre un
exemple de régime quasi-périodique, où la fréquence de rotation est d’environ 5/2 de la
fréquence de résonance. Ainsi lorsque le centre de l’arbre fait deux tours d’orbite, l’arbre
tourne 5 fois sur lui-même.

L’explication communément admise de la fréquence de vibration du phénomène d’oil
whirl est liée à l’entraînement du fluide par la partie tournante, avec une vitesse moyenne
λRΩ avec λ compris entre 0 et 1, RΩ représentant la vitesse d’entraînement du rotor. La
valeur de λ est due aux défauts géométriques, ou encore au décentrement de l’arbre par
rapport à un chargement statique par exemple. Lorsque l’arbre est à peu près centré et que
ses défauts de circularité et ceux du coussinet sont faibles, on peut s’attendre à avoir un
coefficient λ égal à 0,5. Ainsi, à partir de la conservation de débit d’une section diamétrale
de palier on obtient :

V̇ω = Q1 −Q2

2Raeω = λRaΩ(C + e) − λRaΩ(C − e)
ω = λΩ

(1.3.3.1)

Où V̇ω est le volume balayé par le mouvement de l’arbre, Q1 et Q2 les débits moyens de
lubrifiant par unité de largeur de palier des deux sections diamétrales, et ω la fréquence
de rotation de l’orbite du centre de l’arbre (whirl).

L’excitation du débit de fluide sur le rotor expliquerait alors la vibration de l’arbre à
la fréquence λΩ, observée par exemple sur la figure 1.7.

1.3.4 Stabilité des vibrations dues au fluide piégé entre le rotor et le stator

Les phénomènes d’oil whirl et oil whip sont souvent décrits comme étant “instabilités”,
bien que cela ne soit pas toujours en accord avec la définition classique de la stabilité
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d’un mouvement au sens de Lyapunov (détaillée dans le chapitre 3). Il serait préférable de
considérer ces vibrations comme “indésirables” du fait de l’augmentation de l’amplitude
des vibrations dans le système. On peut aussi affirmer que ce sont des cycles limites
atteints par la perte de stabilité d’un équilibre stationnaire du mouvement de vibration
synchrone (on parle alors de bifurcation). En revanche, les cycles correspondant à ces
vibrations peuvent être stables au sens de Lyapounov [107]. Dans ce cas de figure, la
machine continue de fonctionner à un niveau de vibration plus élevé, avec un mouvement
toujours périodique ou quasi-périodique. C’est probablement la raison pour laquelle ces
phénomènes sont observables sur certaines machines tournantes.

Les équations que nous décrirons dans les chapitres 2 et 3 permettent de montrer que
dans certaines configurations, les cycles limites d’oil whirl et d’oil whip peuvent eux-
mêmes devenir instables. Ainsi, il est possible d’atteindre un autre cycle limite à une autre
fréquence de vibration, ou bien simplement d’observer une amplification des vibrations
jusqu’au contact du rotor et du stator. Cela peut déclencher encore d’autres vibrations
non-linéaires à d’autres fréquences, avec d’autres physiques, ou bien mener au grippage
des pièces qui entrent en contact.

L’étude des vibrations et de leur stabilité est donc primordiale pour dimensionner une
machine et limiter ses dysfonctionnements. Les instabilités liées à l’interaction entre le
fluide et le rotor ont fait l’objet de nombreux travaux durant ces 50 dernières années.

Afin d’étudier la stabilité des points d’équilibre statique (balourd négligé), ou des vibra-
tions dues à des excitations d’assez faibles amplitudes, la méthode la plus économique est
probablement la linéarisation des efforts de palier autour de ses positions d’équilibre (pré-
sentée plus haut sous le nom de méthode des “coefficients dynamiques”). Cette méthode
peut être utilisée pour calculer des vitesses critiques de rotors [98, 92], ou des réponses
linéaires de faibles amplitudes [91]. Les coefficients dynamiques sont ainsi exprimés di-
rectement à partir des dérivées partielles de la pression obtenues avec les équations de
Reynolds [99], et calculées à partir d’un modèle de type éléments-finis [83]. Dans ces docu-
ments, Lund et al. expliquent que la méthode utilisant les coefficients dynamiques restent
assez précise, même pour des mouvements de relativement grande amplitude. Notons que
l’on peut aussi utiliser les coefficients dynamiques dans un repère mobile si le mouvement
est piloté principalement par un chargement dynamique. En conséquence cette méthode
est applicable sur une grande plage de chargements, mais se révèle limitée lorsque deux
chargements de même amplitude, possédant des dynamiques différentes, interagissent avec
le fluide. Lund précise aussi que de nombreuses bases de données mesurées sont disponibles
et en accord avec la théorie [132], mais que des écarts persistent vraisemblablement en rai-
son de déformations thermiques et élastiques, ou du phénomène de rupture de film. Des
études mêmes récentes sont toujours publiées sur cette théorie et montrent une bonne
corrélation avec l’expérience [101]. D’autres modèles simplifiés s’inspirent également de
la mesure du coefficient de débit moyen λ et de coefficients dynamiques pour l’étude de
l’interaction fluide-rotor [104].

La méthode la plus simple pour étudier théoriquement la stabilité des cycles limites
des vibrations de plus grande amplitude est probablement l’intégration temporelle des
équations du mouvement [81, 32, 33]. Cette méthode relativement robuste peut toutefois
nécessiter beaucoup de calculs pour des résultats très dépendants des conditions initiales.
De nombreux auteurs ont étudié différents modèles de paliers et de rotors., comme l’ap-
proximation de paliers courts présentant des régimes dynamiques très riches, avec des
orbites synchrones non-linéaires [72], des régimes sous-harmoniques [82], des enveloppes
de stabilité pour les conditions initiales [77], des régimes quasi-périodiques, ou encore du
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chaos [28]. D’autres travaux ont conduit à des résultats équivalents pour des modèles
plus complexes de paliers de longueur finie [106, 31], avec également des régimes sous-
harmoniques et quasi-périodiques [1, 157]. Enfin remarquons que des modèles avancés de
couplage rotor-paliers ont été proposés avec des condensations intéressantes des degrés de
liberté du fluide et de la structure, et différents modèles de cavitation [156, 130, 154].

D’autres efforts ont été portés sur l’analyse des solutions périodiques du problème. On
retrouve notamment la théorie de bifurcation de Hopf [105, 71]. Les bifurcations de Hopf
simple, et Hopf double ont été mises en avant dans le cas de vibrations libres [128], ou
d’un chargement périodique [129].Cette méthode a été utilisée également pour justifier
à la fois les phénomènes d’hystérésis constaté avec les vibrations auto-entretenues rotor-
palier [151], les enveloppes de stabilité des points d’équilibre (Hopf sous-critique) [152],
ou les bifurcations rencontrées dans le cas de rotors flexibles [150]. On trouve également
une méthode relativement proche de la théorie de Hopf basée sur la méthode des échelles
multiples [62]. Cependant, ces méthodes requièrent des simplifications importantes de
la résultante des forces de palier pour être appliquées (paliers courts ou paliers longs en
général), mais permettent de connaitre analytiquement la stabilité et l’amplitude des cycles
limites.

Les méthodes numériques, comme la méthode de discrétisation temporelle [39], la mé-
thode de tir [149, 35, 9], ou encore la méthode d’équilibrage harmonique [149, 23], sont
aussi utilisés pour étudier la stabilité des vibrations avec des modèles fluides plus avancés.
Certaines de ces méthodes seront présentées en détail dans le chapitre 3. Elles sont par-
ticulièrement adaptées à l’extension des principes de l’étude de stabilité des coefficients
dynamiques (avec les exposants de Lyapounov), tout en prenant en compte à la fois un
chargement statique et dynamique (les détails seront présentés dans le chapitre 3).

Retenons de cet état de l’art que les astuces de simplifications de modèles rotor-palier
sont multiples, et qu’elles permettent de mettre en évidence des comportements dyna-
miques riches. Cependant, le lien entre les approximations qu’elles engendrent (alignement
parfait de l’arbre dans le palier, absence de défaut de géométrie et de surface, ou linéari-
sation des efforts de palier pour de petits déplacements) et la réalité du fonctionnement
des machines n’est pas toujours clair. De manière générale, plus le modèle de palier et de
rotor est avancé, plus l’analyse non-linéaire de stabilité de cycle limite est complexe. C’est
pourquoi des méthodes numériques ont étés introduites pour transposer les résultats ana-
lytiques obtenus pour des paliers simplifiés à des modèles plus complexes. Notre démarche
dans ce mémoire est de les utiliser pour identifier des tendances dans le cas de modèles
avancés de palier texturé.

1.3.5 Facteurs physiques susceptibles de stabiliser les vibrations fluide-rotor

Nous avons présenté les phénomènes d’instabilité qui surviennent dans le palier. Nous
nous focalisons ici sur les facteurs qui semblent avoir une influence importante sur les
caractéristiques des bifurcations, comme la limite de stabilité ou son caractère (super-
critique ou sous-critique par exemple).

Chargement radial Muszynska [104], ou encore Van de Vorst et al. par exemple [149]
ont montré que le balourd peut augmenter l’excentricité et la stabilité du mouvement de
la même manière qu’un chargement statique radial [105, 71]. Cela a tendance à la fois à
accroître la raideur du palier, mais aussi à diminuer le flux circonférenciel de lubrifiant.
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Résonance du premier mode propre Muszynska a également montré expérimentalement
que le système tend à se stabiliser sur la fréquence synchrone à la résonance du premier
mode propre du rotor. Ce phénomène est probablement lié à l’impact du balourd sur le
flux de lubrifiant.

Injection d’huile et absence de cavitation Si l’injection d’huile sous pression directement
dans le palier ajoute un chargement statique et perturbe le flux circonférenciel, l’aug-
mentation de la pression uniquement en bord de palier peut alimenter le film lubrifiant
et empêcher la formation d’une zone de cavitation ou de rupture de film, cette dernière
tendant à stabiliser dynamiquement le palier.

Vitesse circonférencielle moyenne du fluide La vitesse circonférencielle du fluide, dépen-
dant directement du profil de pression vu par le rotor est la grandeur clé de l’interaction.
Muszynska a mis en évidence expérimentalement une corrélation claire entre la fréquence
de vibration de l’oil whirl et de la vitesse circonférentielle moyenne du fluide. Elle présente
également dans [104], la technique d” ’anti-swirl” visant à stabiliser l’oil whirl par injec-
tion de fluide dans un entrefer rotor/stator. En plus d’être gouvernée par l’excentricité,
donc par le chargement statique et dynamique du rotor, cette dernière semble également
influencée par l’état de surface du palier ainsi que par les défauts géométriques des pièces
et du montage. L’étude présentée ici vise à tirer parti du contrôle de la rugosité pour
stabiliser l’interaction fluide structure du palier hydrodynamique.

Les grandes lignes du dimensionnement du palier hydrodynamique et son analyse vi-
bratoire étant désormais tracées, nous présentons dans le paragraphe suivant quelques
notions sur l’état de surface du palier, son impact sur le comportement hydrodynamique
du lubrifiant, et les travaux qui ont étudié la dynamique de rotor rigides dans un seul
palier.

1.4 Etat de surface et dynamique du palier hydrodynamique

Avant de lier l’état de surface à la dynamique du palier, commençons par rappeler les
rudiments du vocabulaire de l’état de surface, la notion de texturation et la façon dont
elle joue sur la statique du palier. Nous verrons ensuite que les études touchant à l’état
de surface dans la dynamique de palier ont été relativement rares, ce qui nous amènera à
fixer les objectifs de l’étude actuelle.

1.4.1 Rugosité et défauts de surface

Toutes les pièces constitutives des machines industrielles possèdent des défauts de géo-
métrie par rapport à leurs formes théoriques. On sépare en général les différentes échelles
des défauts selon les écarts qu’ils engendrent par rapport à la géométrie théorique de la
manière suivante :

— l’écart de forme à l’ordre 1
— l’écart d’ondulation à l’ordre 2
— l’écart de rugosité à l’ordre 3 et 4

Ces écarts proviennent de dispersion issues du procédé d’usinage, des vibrations des
machines-outils, ou encore de la déformation des matériaux par exemple. Ces défauts
ne sont en général pas volontaires, et si certains sont considérés comme aléatoires, des
biais sont observés selon les origines des défauts. C’est pourquoi il est relativement difficile
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de trouver des paramètres géométriques permettant de les classer. De plus, ces défauts
sont difficiles à mesurer, notamment la rugosité de surface à cause de sa faible dimension
par rapport à la taille de la pièce. On utilise la plupart du temps des grandeurs moyennées
telles que des écart-types, directement influencées par la méthode de mesure, et sa résolu-
tion maximum. Des phénomènes rares peuvent avoir un impact fort sur le comportement
global, bien qu’ils ne soient pas détectables avec les mesures moyennées par exemple.

1.4.2 Introduction à la texturation de surface

On peut définir la texturation comme une introduction volontaire d’un motif bien dé-
fini (creux ou dimples, rayures, etc...) sur des surfaces, afin d’obtenir une fonction parti-
culière. Contrairement à la rugosité qui est considérée aléatoire, le motif de texturation
est périodique et organisé. Les techniques de texturations ont été développées à l’échelle
micrométrique vers la fin des années 90. Des avancées importantes ont alors été faites pour
aller vers une industrialisation des procédés.

Les procédés de texturation utilisés en tribologie Depuis longtemps déjà un certain nombre
de techniques ont été testées en tribologie. Etsion [55] y fait référence et mentionne la mé-
thode de vibrorolling, la technique de gravure ionique réactive (Reactif Ion Etching ou
RIE), la découpe par jet abrasif, le procédé LIGA ou encore la photolithographie. La
plupart de ces procédés sont toujours à l’état d’études expérimentales.

Texturation par LASER Parmi les procédés disponibles, la technique par texturation La-
ser (Laser surface texturing ou LST) semble à l’heure actuelle la plus efficace en raison
de la précision et de la vitesse du LASER femtoseconde. Ce dernier présente également
l’avantage de ne pas altérer le matériau lors du procédé d’ablation, réalisé dans un environ-
nement propre. Par ailleurs, en contrôlant la densité d’énergie du laser, on peut usiner des
aciers, des céramiques, des polymères autant que des structures cristallines. C’est pourquoi
ce procédé attire de plus en plus l’attention de la communauté des tribologues. Les appli-
cations sont nombreuses [55]. La figure 1.9 présente une mesure par interférométrie optique
d’un motif de creux obtenus par ablation LASER femtoseconde. Dans ce mémoire, nous
utiliserons cette technique pour maîtriser finement l’insertion d’un motif de texturation,
de la taille de l’ordre de grandeur de jeux de paliers miniatures, c’est-à-dire à l’échelle du
micron.

1.4.3 La texturation de surface en régime hydrodynamique

Les effets induits par une texturation de surface sur son fonctionnement en régime de
lubrification hydrodynamique peuvent être variés. La texturation de surface peut servir
par exemple de réservoir de lubrifiant [68], ou encore capter les débris d’usure et minimiser
l’abrasion. Une surface texturée permet aussi de diminuer la surface effective du contact, ce
qui peut réduire l’adhérence, permettant de réduire l’usure. Tous ces effets sont cependant
mal compris dans la littérature. Davantage d’études quantitatives sont nécessaires pour
caractériser ces phénomènes.

Toutefois, l’effet dominant attendu est la création d’une portance hydrodynamique due
au motif. Cet effet est le seul qui ait été quantifié numériquement de façon intensive. Une
des premières explications de ce phénomène est la création de cavitation locale, dissymé-
trisant le profil de pression. Ce phénomène a également été démontré expérimentalement



CHAPITRE 1. ETAT DE SURFACE DES PALIERS HYDRODYNAMIQUES ET VIBRATIONS
D’ARBRES 28

Figure 1.9 – Image interférométrique d’un motif de texturation de 5µm de profondeur et de 15µm de
diamètre obtenu par laser femtoseconde sur un arbre de diamètre 5mm

par Qiu et Khonsari [116] (figure 1.10). Cependant, avec cette hypothèse, le chargement
n’est généré que dans certains cas, à faible pression d’alimentation du motif.

Par ailleurs, Tonder a suggéré que l’introduction d’un motif à l’entrée d’un contact
parallèle constitue une configuration à marche ressemblant aux butées “step bearing”,
ce qui lui confèrerait les mêmes capacités de portance hydrodynamique [137]. D’autres
explications de la pression hydrodynamique générée par la texturation de surface reposent
sur un effet inertiel du lubrifiant piégé dans les aspérités de texturation [7]. Avec cette
hypothèse, les équations de Reynolds ou de Stokes ne sont plus valables dans les cavités.
Les études de Sahlin et al. [125], Dobrica et Fillon [46] ou encore de Kraker et al. [45, 44]
ont montré que l’inertie est non seulement due à la géométrie considérée mais aussi aux
conditions de l’écoulement (vitesse de cisaillement et gradient de pression). Un autre effet
appelé l’aspiration d’entrée (inlet suction, [58]) a été mis en avant par Fowell et al. Ils
justifient que la pression sub-ambiante causée par la partie divergente d’une cavité aspire
plus de lubrifiant dans la zone de contact, et donc augmente le maximum de pression et
la capacité de portance. Dans le cas de paliers à patins oscillants, Yagi et Sugimura ont
aussi souligné l’éventualité d’un équilibre du moment des patins pouvant augmenter leur
angle de convergence [155]. Enfin nous pouvons constater que suivant l’application, tous
ces phénomènes complexes peuvent coïncider.

Une bibliographie exhaustive a été publiée récemment par Gropper et al. ([66]), dans
laquelle ils détaillent les dernières avancées de la texturation de surface en régime hydro-
dynamique.

Nous nous intéresserons dans le paragraphe suivant aux applications concernant plus
particulièrement le palier hydrodynamique.
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Figure 1.10 – Cavitation à l’intérieur des cavités de texturation ([116])

1.4.4 La texturation de surface appliquée aux paliers hydrodynamiques

Dans le cas du palier hydrodynamique, l’épaisseur de film est générée par un contact
convergent divergent, donc non parallèle. La pression comme l’épaisseur de film peuvent
varier significativement selon la circonférence. De plus, peu d’études numériques et expéri-
mentales de texturation appliquées au palier ont été publiées à ce jour. Nous mentionnons
ici les différents modèles qui ont été appliqués, et les conclusions auxquels leurs auteurs
sont parvenus.

L’une des premières études numériques sur un palier texturé a été effectuée en 2007 par
Tala-Ighil et al. [136]. Dans cette étude ils s’intéressent à l’impact de la texturation sur les
caractéristiques statiques du palier (portance, angle de calage), en résolvant l’équation de
Reynolds avec des hypothèses de cavitation de Reynolds (donc ne conservant pas le débit),
qui sera rappelée dans le chapitre 2. D’après leurs travaux, la texturation dans le palier
hydrodynamique peut à la fois être bénéfique ou néfaste selon la portion du contact qui est
texturée. Ausas et al. ont aussi évoqué une augmentation de l’épaisseur de film conforme
aux hypothèses de Reynolds avec cavitation et conservation de débit accompagnée d’une
hausse du couple de frottement dans le cas texturé [8].

Cupillard et al. ont simulé l’écoulement de lubrifiant dans des paliers partiellement
texturés avec les hypothèses de Navier-Stokes et ont suggéré que les texturations profondes
devraient être localisées dans les zones de haute pression tandis que les textures moins
profondes devraient être localisées dans les zones ou l’épaisseur de film est la plus grande
[42, 41].

Brizmer et Kligerman ont réalisé une étude paramétrique toujours à partir de l’équation
de Reynolds et des conditions aux limites de Reynolds dans laquelle ils ont montré que
la texturation totale (ou texturation de toute la circonférence du palier) est sans effets
positifs sur les caractéristiques statiques des paliers [26]. Ils ont cependant montré que la
texturation partielle peut raisonnablement améliorer la capacité de chargement et l’angle
de calage à faible excentricité conformément aux résultats de Cupillard et al. [42, 41].

Kango et al. ont appliqué l’équation de Reynolds, avec les hypothèses de cavitation avec
conservation de débit, à des cavités sphériques, en s’intéressant à l’effet de température
([75]). Ils concluent que la texturation diminue la température du lubrifiant et que les
améliorations les plus significatives sont constatées à faible excentricité conformément aux
autres études numériques. Ils ont également montré que les paliers partiellement texturés
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Figure 1.11 – Paliers grossièrement texturés par usinage (à gauche) et gravure à (droite) ([90])

augmentent la portance par rapport aux paliers lisses et complètement texturés. Ainsi les
études numériques, quelques soient les modèles, semblent s’accorder sur l’inefficacité de
la texturation totale de la circonférence du palier. Certaines améliorations sont supposées
lors de texturation partielles, mais ne sont rarement significatives en fonction des modèles,
et principalement constatées à faibles excentricités. Rappelons que tous les articles men-
tionnés ont considéré une texturation du coussinet fixe, le palier étant uniquement soumis
à un chargement statique. Les différents modèles appliqués seront revus en détail dans la
partie 2.3.1.

Les études expérimentales n’ont pas encore permis de valider les conclusions de la mo-
délisation. Lu et Khonsari ont étudié expérimentalement les paliers complètement texturés
[90], et fortement chargés. Dans les conditions de lubrification mixte, ces derniers ont ob-
servé de meilleures performances qu’avec les paliers partiellement texturés. Une autre étude
expérimentale réalisée par Dadouche a permis de tester 4 paliers différents avec la même
texture et différentes densités [43]. Cette étude a montré que la texturation influence les
caractéristiques dynamiques des paliers et la montée en température du lubrifiant, dans le
cas de lubrifiants contaminés. Etant donné la taille importante des motifs de texturation
dans ces exemples (creux de plusieurs mm de diamètre), les comparaisons à effectuer avec
notre travail restent limitées.

En conclusion, on trouve dans la bibliographie un certain nombre de simulation concer-
nant l’étude des caractéristiques statiques des paliers hydrodynamiques texturés. Peu d’es-
sais expérimentaux sont disponibles et leurs conclusions ne sont pas en parfait accord avec
la théorie.

1.4.5 Les effets de l’état de surface sur la dynamique du palier

Les études traitant de l’impact de l’état de surface dans la dynamique des paliers hy-
drodynamiques sont relativement rares. Cependant le rôle des rugosités aléatoires a été
étudié via des simulations numériques en dynamique de rotor rigide, et en négligeant la
pression de cavitation par rapport à la pression en bord de palier. En 1990 Majumdar
et Ghosh caractérisent l’influence de la texturation de surface modélisée par la méthode
moyennée de Patir et Cheng [111] avec les conditions de cavitation de Reynolds, sur la
stabilité de rotors rigides [100]. En analysant l’impact de la variance de la rugosité sur
les coefficients dynamiques, la stabilité et le ratio d’oil whirl d’un palier, ils montrent que
lorsque l’arbre est très rugueux et le coussinet, lisse, la stabilité décroit de façon impor-
tante. Au contraire lorsque la surface du coussinet est très rugueuse, et lorsque le coussinet
est lisse, la stabilité augmente significativement. Dans tous les cas, ils concluent que la va-
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riation de rugosité prise en compte via les hypothèses de Patir et Cheng affecte peu la
stabilité linéaire. Plus tard, Ramesh et Majumdar ont étudié un problème similaire par
intégration temporelle afin de prendre en compte les effets non linéaires [117]. lls utilisent
également le modèle de rugosité aléatoire moyennée de Patir et Cheng. Ils trouvent que la
stabilité est améliorée en présence de rugosités. Par ailleurs, la rugosité longitudinale est
présentée comme stabilisante pour les paliers courts, mais déstabilisante pour les paliers
longs. Cette étude a été prolongée par Turaga et Majumdar [139], toujours en simulation
transitoire, par éléments finis stochastiques, basés sur le modèle de Christensen et Tonder
[36]. Elle montre que le palier semble stabilisé par les rugosités transversales, tandis que les
rugosités isotropes ont tendance à diminuer la stabilité. En somme la stabilité des cycles
limites est augmenté soit dans le cas de rugosité transversale, ou de rugosité isotrope des
parties tournantes. Par la suite Rao et Sawicki ont analysé la stabilité des paliers rugueux
modélisés sur la base des travaux d’Elrod à la fois pour prendre en compte la rugosité
par méthode de perturbation, et pour modéliser la cavitation avec conservation de masse
[120]. L’approche utilisée est assez avancée mais les résultats difficiles à exploiter, car le
seuil de stabilité est détecté à excentricité constante, et sans considération de masse et de
chargement. Rao et Sawicki suggèrent que le seuil de stabilité peut être influencé substan-
tiellement, avec des rugosités isotropes ou à chevrons, notamment pour des excentricité
élevées. Cet argument n’avait pas été avancé auparavant. Enfin, Lin élargie les conclusions
dues aux effets non-linéaires, en appliquant la théorie de bifurcation de Hopf au palier
court avec le modèle de Christensen pour une rugosité isotrope [87], transverse [88] et lon-
gitudinale [89], sans excitation de balourd. Les rugosités longitudinales et transverses sont
représentées sur la figure 1.12. Le palier avec rugosité isotrope présente une bifurcation
de Hopf sous-critique (dangereuse car les cycles limites sont instables) ou super-critique
(cycles limites stables). Pour les paramètres étudiés la rugosité isotrope tend à privilégier
des cycles limites ayant une amplitude plus élevée qu’avec un palier lisse. Pour une rugosité
transverse, il est montré que les zones de bifurcation sous-critiques sont réduites tandis
que les zones supercritiques sont augmentées, ce qui est positif pour des applications en
ingénierie. En revanche, le seuil de stabilité de la position d’équilibre est diminué dans
les deux cas, ce qui constitue un résultat plutôt négatif si l’on veut éviter la bifurcation.
Enfin, pour la rugosité longitudinale, le seuil de stabilité est augmenté et l’amplitude des
cycles limites diminuée.

On peut donc en déduire que la rugosité influence non seulement la stabilité linéaire,
mais aussi le caractère de la bifurcation, et l’amplitude des cycles limites. Il semble possible
d’obtenir à la fois des effets positifs ou négatifs sur les vibrations en fonction du type de
rugosité et des conditions de simulations (chargement et excentricité).

Ces études intéressantes ont toutefois été effectuées avec des modèle de palier rugueux
relativement simplifiés, en particulier au niveau des hypothèses de cavitation. Les états de
surface représentent plutôt des rugosités que des motifs texturés bien que des parallèles
soient possibles entre les deux types de morphologie de surface.
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(a) (b)

Figure 1.12 – Représentation de la rugosité du palier hydrodynamique : (a) longitudinale , (b) transverse
(adapté de [36])

1.5 Conclusion

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté de nombreux travaux concernant
les instabilités dynamiques dues au palier fluide. Des comportements non-linéaires , comme
des bifurcations, des régimes quasi-périodiques, ou encore du chaos ont été mis en évidence.
Les conclusions de ces études laissent entendre que l’état de surface du palier peut avoir un
rôle prépondérant dans ces instabilités en impactant directement le débit de lubrifiant, lui-
même lié aux fréquences de vibrations auto-entretenues du palier fluide. Toutefois, l’impact
de l’état de surface de paliers de longueur finie en interaction avec des rotors flexibles n’a
pas clairement été quantifié d’un point de vue dynamique. De plus le traitement de la
pression de cavitation est souvent simplifié, celle-ci étant souvent prise comme égale à
la condition aux bords de palier (en général la pression atmosphérique), ce qui n’est pas
nécessairement représentatif pour les rotors légers.

Par ailleurs, la communauté des tribologues a largement contribué à la compréhension
théorique de l’impact de l’état de surface dans le régime stationnaire, grâce à de nombreux
outils de modélisation mathématiques et numériques. Les progrès récents de texturation
de surface permettent également l’usage de procédés technologiques de contrôle micromé-
trique, voire nanométrique de l’état de surface.

Dans les chapitres qui suivent, nous intégrons les modèles avancés de lubrification en
tenant compte de la morphologie du palier, directement dans les modèles de dynamique de
rotors flexibles. Ces modèles sont confrontés à des mesures sur un banc d’essais permettant
l’analyse dynamique de différents rotors présentant des états de surface contrôlés par
texturation au LASER femtoseconde. L’objectif de cette comparaison est de statuer de
l’intérêt du contrôle fin de l’état de surface dans la conception des machines tournantes
lubrifiées par un liquide.



Chapitre 2

Modélisation du palier hydrodynamique
texturé

Le chapitre précédent a permis de présenter les généralités concernant le guidage en
rotation, le palier hydrodynamique, ses composants et ses caractéristiques. Un état de l’art
de la texturation de surface a été introduit, ainsi que son application au palier hydrody-
namique.

Dans ce chapitre, nous présentons en détail les hypothèses et les outils nécessaires à la
compréhension et à la simulation de la physique du palier hydrodynamique. Nous mettons
en place les hypothèses de la lubrification pour modéliser l’écoulement dans le palier lisse,
et obtenir les équations menant au calcul de la pression appliquée au rotor. Une attention
particulière est apportée au phénomène de cavitation, ainsi qu’à la prise en compte de la
texturation de surface, modifiant les expressions de la pression pour le palier texturé. Une
discrétisation en éléments finis est présentée afin de résoudre les variantes de l’équation de
Reynolds numériquement. Deux méthodes moyennées sont introduites afin de localement
prendre en compte les effets de la texturation, et les retranscrire à l’échelle globale :
la méthode d’homogénéisation périodique de l’équation de Reynolds, et la méthode de
résolution locale des équations de Navier-Stokes.

2.1 Modélisation de l’écoulement de Reynolds

2.1.1 Le fluide newtonien

La description eulérienne décrit le champ de vitesse en chaque point d’un domaine.
Cette description est utile dans le cas d’étude de fluide en vue du déplacement important
des volumes élémentaires, et du manque d’ordre à l’échelle du système (contrairement aux
structures, plus ordonnées).

L’hypothèse de fluide Newtonien décrit un fluide en considérant une loi de proportion-
nalité entre le taux de cisaillement et la contrainte de cisaillement. On introduit la viscosité
dynamique µ :

µ = τ
γ̇

(2.1.1.1)

Avec τ la contrainte en cisaillement, et γ̇ le gradient de vitesse (ou taux de cisaillement).
On introduit de même la viscosité cinématique :

νf =
µ

ρf
(2.1.1.2)

33
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On ajoute l’hypothèse de symétrie du tenseur de contrainte, négligeant l’influence des
couples agissants sur les volumes élémentaires.

En ajoutant l’hypothèse d’isotropie du fluide, on obtient l’expression suivante pour le
tenseur de contrainte visqueuse [64] :

σvij = 2µ(Aij − (1/3)δijAkk) + ζδijAkk (2.1.1.3)

Avec A la partie symétrique du tenseur de taux de distorsion ∂vi/∂xj. Le coefficient µ
correspond à la viscosité de cisaillement. Le second coefficient ζ défini la viscosité de
compression. En conséquence, le fluide ne revient pas instantanément à l’équilibre après
une compression ou une dilatation brutale, puisqu’il dissipe de l’énergie. Dans l’hypothèse
de fluide incompressible, ζ = 0 et Akk = 0.

On obtient pour le tenseur de contraintes globales :

σij = −pδij + 2µAij (2.1.1.4)

Avec p la pression hydrostatique.

2.1.2 Équation de la quantité de mouvement fluide

On écrit la forme forte de la conservation de la quantité de mouvement :

ρf
Dv

D t
= div(σ) + ρf f (2.1.2.1)

A cette équation s’ajoute l’équation de continuité :

∂ρf
∂t

+ div(ρfv) = 0 (2.1.2.2)

Notons que cela donne dans le cas incompressible l’équation div v = 0, avec v le champ de
vecteur défini sur le domaine étudié. Les forces volumiques f sont des champs de forces
externes (par exemple la gravité). En utilisant l’expression (2.1.1.4) et l’hypothèse d’in-
compressibilité, on obtient l’équation de Navier-Stokes pour tout fluide Newtonien :

ρf
Dv

D t
= −∇p + µ∆v + ρf f (2.1.2.3)

En notations indicielles (reportées sur la figure 2.1) :

ρf (
∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

) = ∂

∂xj
(−pδij + µ

∂vi
∂xj

) + ρf fi (2.1.2.4)

Il faut alors ajouter les conditions aux limites. Pour une surface solide imperméable :

v = vS sur ∂Ωf (2.1.2.5)

Le vecteur v représente la vitesse du solide à l’interface.

2.1.3 L’équation de la lubrification

Nombre de Reynolds

On suppose que f = 0 et que le fluide est incompressible. Le fluide est donc caractérisé
par sa densité et sa seule viscosité de cisaillement (la viscosité en compression n’intervient
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Figure 2.1 – Repère de coordonnées (adapté de [19])

pas). Le corps est supposé immobile dans le référentiel du laboratoire et est caractérisé
par sa dimension Lf . L’écoulement est caractérisé par sa vitesse V à l’infini. On construit
le nombre sans dimension de Reynolds :

Re = ρfV Lf
µ

(2.1.3.1)

Afin de trouver une signification physique du nombre de Reynolds, écrivons l’équation
de Navier-Stokes en régime stationnaire :

ρf(v.∇)v = −gradp + µ∆v (2.1.3.2)

L’ordre de grandeur des forces d’inertie est :

ρf(v.∇)v = ρf
V 2

Lf
(v̄.∇)v̄ (2.1.3.3)

Avec x̄ = x/Lf et v̄(x̄) = V v̄, les variables de l’espace et les vitesses adimensionnées.
L’ordre de grandeur des forces de viscosité peut être évaluer de la manière suivante :

µ∆v = µ V
L2
f

∆v̄ (2.1.3.4)

Le rapport de ces deux forces, donne le nombre de Reynolds :

Re = force d’inertie
force visqueuse

≈ ρfV Lf
µ

(2.1.3.5)

Nombre de Reynolds Réduit

Dans le cas où l’une des longueurs de l’écoulement est très faibles devant les deux autres,
par exemple la deuxième coordonnée, on peut insérer deux longueurs caractéristiques Lf13

et Lf2 telles que Lf13 >> Lf2 et deux vitesses caractéristiques U et V . On adimensionne
les positions et les vitesses de la manière suivante :

x̄ = (x1, x2, x3) = (Lf13x̄1, Lf2x̄2, Lf13x̄3) v̄ = (v1, v2, v3) = (Uv̄1, V v̄2, Uv̄3) (2.1.3.6)
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En injectant dans (2.1.3.2) et en négligeant les termes d’ordre 2 en Lf13
Lf2

= O(10−3), on
obtient :

Re∗vj
∂v1

∂xj
= − ∂p̄

∂x1

+ ∂
2v1

∂x2
2

∂p

∂x2

= O(10−6)

Re∗vj
∂v3

∂xj
= − ∂p̄

∂x3

+ ∂
2v3

∂x2
2

(2.1.3.7)

Avec Re∗ = ρfULf2
µ

Lf2
Lf13

le nombre de Reynolds réduit et avec p̄ = Re∗ p
ρfU

. Le nombre de
Reynolds réduit permet donc d’évaluer le terme de convection de Navier-Stokes dans le
cas où l’une des grandeurs de l’écoulement est très faible devant les deux autres, comme
cela peut être le cas en lubrification. Les différents cas de figure sont discutés de façon
extensive dans [135].

Hypothèses de la lubrification hydrodynamique

Les hypothèses de la lubrification ainsi que l’obtention des équations de Reynolds à
partir des équations de Navier-Stokes est disponible dans de nombreux ouvrages [19, 34,
133, 135], et donnent souvent lieu à des remises en question quant à leurs domaines d’ap-
plication. Jusqu’à maintenant, nous avons considéré que le milieu fluide était continu et
newtonien. Dans la théorie de la lubrification, on considère un fluide confiné entre deux
surfaces solides très rapprochées, c’est-à-dire que l’épaisseur de film lubrifiant est petite
devant la largeur et la longueur du film fluide, que le rayon de courbure des parois est
grand devant l’épaisseur moyenne de film. De plus, on fait l’hypothèse de non-glissement
du fluide sur les surfaces, on néglige les forces volumiques ainsi que les forces d’inertie. Il
est à noter que l’évaluation du nombre de Reynolds réduit présenté dans le paragraphe
précédent permet de valider cette hypothèse dans un problème particulier.

Équations générales de la lubrification hydrodynamique

Les détails de la démonstration permettant d’établir l’équation générale de la lubrifi-
cation sont disponibles dans [59] et dans [19]. Nous en présentons ici les grandes lignes.

Avec les hypothèses formulées dans le paragraphe précédent, on néglige donc le terme
de gauche dans l’équation (2.1.3.2) (forces d’inerties, puisque Re∗ << 1) ainsi que les forces
volumiques fi. Avec ces hypothèses sans nécessairement supposer l’incompressibilité du
fluide, on peut montrer, en reprenant la version dimensionnée de Navier-Stokes (2.1.2.1) :

∂p

∂x1

= ∂

∂x2

(µ∂v1

∂x2

)

∂p

∂x2

= 0

∂p

∂x3

= ∂

∂x2

(µ∂v3

∂x2

)

(2.1.3.8)

Et l’équation de conservation de la masse :

∂ρf
∂t

+ ∂ρfvi
∂xi

= 0 (2.1.3.9)
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A ce stade il suffit d’intégrer l’équation (2.1.3.8) pour obtenir v1 et v3 en fonction de p,
que l’on injecte dans (2.1.3.9). On introduit les notations suivantes :

In(x1, x2, x3, t) = ∫
x2

H1

ξn

µ(x1, ξ, x3, t)
dξ (2.1.3.10)

Jn(x1, x3, t) = ∫
H2

H1

ξn

µ(x1, ξ, x3, t)
dξ (2.1.3.11)

R(x1, x2, x3, t) = ∫
x2

H1

ρ(x1, ξ, x3, t)dξ (2.1.3.12)

F (x1, x3, t) =
1

J0(x1, x3, t) ∫
H2

H1

R(x1, ξ, x3, t)
µ(x1, ξ, x3, t)

dξ (2.1.3.13)

G(x1, x3, t) = ∫
H2

H1

R(x1, ξ, x3, t)ξ
µ(x1, ξ, x3, t)

dξ − J1(x1, x3, t)F (x1, x3, t) (2.1.3.14)

On obtient alors, à partir des équations (2.1.3.8) à (2.1.3.9) l’équation de la mécanique
des films minces visqueux généralisés :

∂

∂x1

(G ∂p

∂x1

) + ∂

∂x3

(G ∂p

∂x3

) = ∂

∂x1

(U2(R2 − F ) +U1F ) − ρ2U2
∂H2

∂x1

+ ρ1U1
∂H1

∂x1

+ ∂

∂x3

(W2(R2 − F ) +W1F ) − ρ2W2
∂H2

∂x3

+ ρ1W1
∂H1

∂x3

+ ∂R2

∂t
− ρ2

∂H2

∂t
+ ρ1

∂H1

∂t
+ ρ2V2 − ρ1V1

(2.1.3.15)

Cette version de Reynolds est très lourde à exploiter, et les auteurs la présentent ici prin-
cipalement dans le but de montrer que de nombreuses hypothèses sont encore nécessaires
pour arriver à l’équation classique de la lubrification.

2.2 Modélisation du palier lisse

2.2.1 Application de l’équation de Reynolds au palier lisse

On souhaite utiliser l’équation précédente pour déterminer la pression vue par l’arbre
dans le palier hydrodynamique. On prend alors le paramétrage de la figure 2.2.

On souhaite déterminer la pression p(θ, y) avec θ indiqué sur la figure 2.2(b) et y
l’abscisse curviligne de la fibre neutre de l’arbre modélisé par une poutre (cf. partie 3.1).

Pour cela, on se place dans un plan (OA(y), eX , eZ) avec OA le centre de la section de
l’arbre de l’abscisse curviligne y. On a donc

ÐÐÐ→
OCOA = ueX + weZ . Notons e l’excentricité

OCOA. D’après les schémas de la figure 2.2 nous devons connaître MCMA(θ, s) afin d’ap-
pliquer l’équation de Reynolds de la lubrification. Avec les notations de la figure 2.2, on
a :

h =MCMA = Rc −OCMA (2.2.1.1)

Or
OCMA = OCOA cos(α) +OAMA cos( ̂OCMAOA) (2.2.1.2)
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(a)

(b)

Figure 2.2 – Paramétrage d’un palier hydrodynamique
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Figure 2.3 – Repère de coordonnées

De plus,
sin( ̂OCMAOA)

e
= sin(α)

R
(2.2.1.3)

Enfin on a en combinant les équations

h = Rc − e cos(α) −R cos(arcsin( e
R

sin(α))) (2.2.1.4)

Ce qui donne à l’ordre 1 en e
R :

h = Rc −R − e cos(α) (2.2.1.5)

En posant Cr = Rc − R, φ = π − θ − α, on a u = e cos(φ) et w = −e sin(φ). L’équation
devient :

h = Cr + e cos(φ) cos(θ) − e sin(φ) sin(θ) (2.2.1.6)

D’où :

h(y, θ) = Cr + u(y) cos(θ) +w(y) sin(θ) (2.2.1.7)

Avec le paramétrage suivant, on obtient :

ÐÐÐÐ→
OCMA = ÐÐÐ→OCOA +

ÐÐÐÐ→
OAMA (2.2.1.8)

D’où : ÐÐÐÐ→
OCMA = ueX +weZ −Rx2 (2.2.1.9)

Ainsi
VMA

= u̇eX + ẇeZ +RΩy2 (2.2.1.10)

Avec Ω représentant toujours la vitesse de rotation de l’arbre.
Or, en négligeant ̂OCMAOA devant θ, on a :

eX = − cos(θ)x2 + sin(θ)y2 (2.2.1.11)

eZ = − sin(θ)x2 − cos(θ)y2 (2.2.1.12)

Et pour γa << 1
x2 = er + γaeθ (2.2.1.13)
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y2 = −γaer + eθ (2.2.1.14)

γ = 1

R

∂h

∂θ
(2.2.1.15)

En gardant uniquement les termes d’ordre au plus 1 :

U2 = RΩ + u̇ sin(θ) − ẇ cos(θ) (2.2.1.16)

V2 = u̇ cos(θ) + ẇ sin(θ) +Ω
∂h

∂θ
(2.2.1.17)

2.2.2 Modèle de palier hydrodynamique standard

Dans le cas où la viscosité et la masse volumique ne varient pas selon l’épaisseur de
film fluide [59], on a :

J0 =
h

µ
J1 =

h2

2µ
G = ρf

h3

12µ
(2.2.2.1)

En prenant de plus U1 = 0, V1 = 0, W1 = 0, W2 = 0, c’est-à-dire avec coussinet fixe et en
négligeant les vitesses selon l’axe de l’arbre, l’équation de la mécanique des films minces
(2.1.3.15), devient :

1

R2

∂

∂θ
(ρfh

3

µ

∂p

∂θ
) + ∂

∂y
(ρfh

3

µ

∂p

∂y
) = −6ρfU2

1

R

∂h

∂θ
+ 6h

1

R

∂(ρfU2)
∂θ

+ 12ρfV2 + 12h
∂ρf
∂t

(2.2.2.2)

Si, on considère ρf constant dans tout l’espace et dans le temps (approximation forte),
on a alors :

1

R2

∂

∂θ
(h

3

µ

∂p

∂θ
) + ∂

∂y
(h

3

µ

∂p

∂y
) = −6U2

1

R

∂h

∂θ
+ 6h

1

R

∂U2

∂θ
+ 12V2 (2.2.2.3)

En remplacant les expressions de U2, V2 et en gardant uniquement les termes d’ordre
au plus 1 en C

R , ainsi qu’en utilisant les notations de la figure 2.3 :

1

R2

∂

∂θ
( h3

12µ

∂p

∂θ
) + ∂

∂y
( h3

12µ

∂p

∂y
) = Ω

2

∂h

∂θ
+ (u̇ cos(θ) + ẇ sin(θ)) (2.2.2.4)

Cette forme de l’équation de Reynolds est la plus répandue dans l’étude des paliers
hydrodynamiques. On peut l’adimensionner en posant :

ȳ = y

Lp
h̄ = h

Cr
t̄ = Ωt p̄ = p − pcav

12µΩ( R
Cr

)2
(2.2.2.5)

Avec pcav une constante représentant la pression de cavitation que l’on va définir dans
la partie suivante.

On a alors :

∂

∂θ
(h̄3∂p̄

∂θ
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(h̄3∂p̄

∂ȳ
) = 1

2

∂h̄

∂θ
+ ∂h̄
∂t̄

(2.2.2.6)

Cette équation est valable dans tout le domaine de film complet du palier hydrodyna-
mique. Dans le programme utilisant la méthode des éléments finis, nous avons utilisé la
notation :

θ = 2πx̄ Lx = 2πR p̂ = p − pcav
12µΩ(LxCr )2

(2.2.2.7)
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∂

∂x̄
(h̄3 ∂p̂

∂x̄
) + L

2
x

L2
p

∂

∂ȳ
(h̄3∂p̂

∂ȳ
) = 1

2π

1

2

∂h̄

∂x̄
+ ∂h̄
∂t̄

(2.2.2.8)

Ou encore, en notant ●′ = ∂ ● /∂t̄ :

h̄(ū, w̄, ū′, w̄′, x̄) = 1 + ū cos(2πx̄) + w̄ sin(2πx̄) (2.2.2.9)

Avec ū = u/Cr,w̄ = w/Cr.

∂

∂x̄
(h̄3 ∂p̂

∂x̄
) + L

2
x

L2
p

∂

∂ȳ
(h̄3∂p̂

∂ȳ
) = (ū′ + w̄

2
) cos(2πx̄) + (w̄ − ū

2
) sin(2πx̄) (2.2.2.10)

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que l’on peut exprimer les équations de
Reynolds ci-dessus dans le repère tournant de la figure 2.4 issue de [34]. Dans ce repère,
on a :

h̃ = 1 + ẽcos(2πx̃) (2.2.2.11)

∂

∂θ̃
(h̃3∂p̄

∂θ̃
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(h̃3∂p̄

∂ȳ
) = ẽ′ cos(θ̃) + ẽ(β̃′ − 1

2
) sin(θ̃) (2.2.2.12)

Qui peut encore s’écrire avec θ̃ = 2πx̃ :

∂

∂x̃
(h̃3 ∂p̂

∂x̃
) + L

2
x

L2
p

∂

∂ȳ
(h̃3∂p̂

∂ȳ
) = ẽ′ cos(2πx̃) + ẽ(β̃′ − 1

2
) sin(2πx̃) (2.2.2.13)

En insérant la vitesse de cisaillement pur définie par :

Vs = V − (Ω

2
ez ∧Crēer) = Cr(x′ − z)ex +Cr(z′ + x)ez (2.2.2.14)

∂

∂θ̃
(h̃3∂p̄

∂θ̃
) + L

2
x

L2
p

∂

∂ȳ
(h̃3∂p̄

∂ȳ
) = V s

Cr
cos(θ̃ + α) (2.2.2.15)

Il est alors nécessaire de préciser les conditions aux limites du domaine de film complet.
Si l’on considère que le film lubrifiant remplit totalement l’entrefer, alors p = p0 en bord
des paliers, en prenant généralement pour p0 la valeur de la pression atmosphérique. Dans
ce cas-là uniquement, on obtient le profil de pression de Sommerfeld, illustré figure 2.5.

Dans le cas d’un palier lisse, les forces résultantes des profils de pression calculées
analytiquement sont disponibles avec les hypothèses de palier court et les hypothèses de
palier long [59]. On remarquera de plus que l’expression de la force résultante du palier en
fonction des variables cinématiques est également disponible pour un palier de longueur
fini [34], explicité dans la partie 2.2.3. Ces expressions donnent une bonne approximation
de l’équation de Reynolds, mais ne prennent pas en compte l’inclinaison éventuelle de
l’arbre dans le palier, ni son état de surface, considéré ici comme parfaitement lisse.

2.2.3 Rupture de film

Lorsque la pression dans le lubrifiant devient inférieure à la pression atmosphérique, on
constate expérimentalement une rupture de film lubrifiant (aussi désignée par le vocable
impropre de "cavitation") que l’on explique par trois processus ([59] p63) :



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DU PALIER HYDRODYNAMIQUE TEXTURÉ 42

Figure 2.4 – Variables cinématiques utilisées dans la description du palier par impédance (adapté de
[34])

— de l’air, ou un autre gaz, en provenance de l’atmosphère ambiant peut s’introduire
dans la région en dépression jusqu’à ce que la pression dans cette zone devienne
égale à la pression ambiante

— les gaz dissous dans le lubrifiant sont expulsés de celui-ci jusqu’à ce que la pression
équilibre la pression de saturation

— si la pression est inférieure à la pression de vapeur saturante du lubrifiant, il y a
vaporisation et génération de bulles de vapeur qui peuvent imploser et entraîner une
détérioration des surfaces

De nombreux articles proposent des conditions aux limites théoriques pour trouver la zone
de rupture de film [37, 38, 57, 50, 48, 53, 73]. Nous en décrirons par la suite les hypothèses
principalement utilisées. Certains de ces articles présentent des photographies de bulles de
rupture de film, comme par exemple Dowson et Taylor [48], dont nous présentons l’une
d’elles sur la figure 2.6. Nous utiliserons les notations de [59] représentées sur la figure 2.7.

Conditions aux limites de Gumbel Historiquement, ce sont ces conditions aux limites qui
ont été utlisées pour prendre en compte la rupture de film ([59] p70). Dès 1921, Gumbel
propose de négliger les pressions inférieures à la pression atmosphérique. Dans ces zones
on prend pour pression une valeur constante (en général la pression atmosphérique). Cette
approche a le défaut majeur de ne pas respecter la conservation de débit. Cependant, cette
méthode très simple donne des résultats souvent proches des résultats expérimentaux.

Conditions aux limites de Reynolds Les conditions aux limites de Reynolds (aussi connues
sous le nom de modèle de Swift-Stieber) intègrent la continuité de débit au niveau de la
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(a)

(b)

Figure 2.5 – Profil de pression avec film complet (Sommerfeld) pour un palier de 5 mm de diamètre à
20.000 tr/min
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Figure 2.6 – Photographie du film lubrifiant avec cavitation dans un palier hydrodynamique [48]. L’arbre
tourne du bas vers le haut sur la photographie (front de reformation bien visible).

Figure 2.7 – Représentation du film lubrifiant avec cavitation
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frontière de rupture de film lubrifiant (amont de la zone cavitation), c’est-à-dire :

∂p

∂n
= 0 sur Σ+ (2.2.3.1)

Avec Σ+ la frontière de rupture du film lubrifiant. En revanche, cette condition n’élimine
pas la discontinuité de débit à la reformation du film

Approximation π-film pour palier lisse En négligeant les pressions inférieures à la pression
extérieure, en bord de palier (généralement à la pression atmosphérique), on suppose dans
le cas de palier lisse, que la zone de cavitation s’étend sur la moitié de la circonférence du
palier (figure 2.8). Il est ainsi possible d’obtenir une expression analytique des forces de
palier ([31]), sans prendre en compte l’inclinaison de l’arbre. En connaissant la position du
centre de l’arbre u = Crū et w = Crw̄ et en posant V̄s = Vs/(CrΩ) on a, avec les notations
du schéma 2.4. :

ẽ = 1

Cr

√
u2 +w2 =

√
ū2 + w̄2

V̄s =
1

CrΩ

√
(u̇ − Ω

2
w)

2

+ (ẇ + Ω

2
u)

2

=
√

(ū′ − w̄
2
)

2

+ (w̄′ + ū
2
)

2

cos(βc) =
ū

ẽ
sin(βc) =

ū

ẽ

cos(ζc) =
ū′ − w̄

2

V̄s
sin(ζc) =

w̄′ + ū
2

V̄s
αc = βc − ζc

(2.2.3.2)

On est alors en mesure de calculer :

ξ′c = ε cos(αc) η′c = ε sin(αc)

B0 = (1 − ẽ2)
√

D

L

γc =
⎛
⎝

1 − ξ′c√
1 − η′2c

⎞
⎠

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
tan−1

⎛
⎝

4(1 + 2.12B)
√

1 − η′2c
3(1 + 3.60B)η′c

⎞
⎠
− π

2
sgn(η′c) + arcsin(η′c)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
+ αc − arcsin(η′c)

ξc = ε cos(γc) ηc = ε sin(γc)

Q0 = (1 − ξc)
√

D

L

E0 = 1 + 2.12 Q0

G0 =
3η(1 + 3.60Q0)

4(1 − ξc)
(2.2.3.3)

On peut finalement calculer la réaction adimensionnée P :

P = [0.150
√
E2

0 +G2
0(1 − ξ)3/2]−1 (2.2.3.4)

On peut rapporter la réaction dans le repère fixe suivant le schéma 2.4 :

Pu = P cos(βc) Pw = P sin(βc) (2.2.3.5)
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Figure 2.8 – Représentation du film lubrifiant avec cavitation Demi-Sommerfeld et pcav = patm

Figure 2.9 – Représentation du film lubrifiant avec cavitation de Gumbel et pcav ≠ patm

Enfin, pour trouver la force dimensionnée :

F = − C3

R32µLV̄sCrΩ
P (2.2.3.6)

Ces quelques équations permettent de s’affranchir d’un modèle élément fini, beaucoup
plus lourd en calcul. Elles ne sont valables cependant que pour le palier lisse, donc on
ne peut pas les utiliser directement avec une surface texturée. De plus, l’hypothèse π-film
est discutable pour les nombres de Sommerfeld élevés, où l’on peut, en revanche, utiliser
le calcul de γ et W avec l’hypothèse 2π-film, disponible aussi dans [31]. Cette méthode
analytique nous permettra néanmoins de valider les autres modèles dans les cas particuliers
où elle s’applique.

Conditions aux limites de Jakobson-Floberg-Olsson Les modélisations plus fines de la
rupture de film, on séparent le domaine d’intégration Γ en deux régions. Une première
région Γ− où le film est rompu et où la pression est constante, et une région Γ+ où le film
est complet et où il y a génération de pression (p > 0). Σ+ et Σ− représentent respectivement
les frontières de rupture et de reformation de film lubrifiant. Les conditions aux limites de
Jakobson-Floberg-Olsson permettent de définir le front de reformation du film lubrifiant
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[74, 108]. Elles ont été utilisées par Elrod pour mettre en place un algorithme de calcul de
pression avec conservation de débit défini dans le paragraphe suivant [53].

Modèle pression/remplissage de Elrod-Adams

On peut modéliser le mélange fluide-gaz, entre les parois, en le considèrerant homogène
et de masse volumique ρm < ρ . Dans ce domaine-ci, on néglige les solicitations en cisaille-
ment. Ainsi, la variation de pression y est nulle. En reprenant l’équation de Reynolds pour
palier hydrodynamique sans hypothèse d’incompressibilité et sans vitesse axiale (W = 0),
on a avec les notations de la partie 2.1.3 :

U

R

∂F

∂θ
+ ∂R2

∂t
= 0 (2.2.3.7)

On fait l’hypothèse d’une viscosité et d’une masse volumique de mélange ρm indépendante
de y. Le calcul donne alors :

R2 = ρmh F = ρmh
2

(2.2.3.8)

On retrouve bien l’équation de conservation de débit :

U

2R

∂(ρm)
∂θ

+ ∂(ρmh)
∂t

= 0 (2.2.3.9)

et on obtient en variables adimensionnées :

1

2

∂(rH)
∂θ

+ ∂(rH)
∂t̄

= 0 (2.2.3.10)

Avec
r = 1 − ρm

ρf
(2.2.3.11)

Cette expression de r permettra de mettre le problème sous la forme d’un problème de
complémentarité linéaire classique. La signification du remplissage est illustrée sur la figure
2.10. Sur cette figure, on montre le résultat du calcul du profil de pression en couleur, avec
les données du tableau C.3. L’axe vertical présente l’épaisseur de film, dont le remplissage
est partiel dans la zone de cavitation. Ce modèle est à comparer à la figure 2.6 de Dowson
et Taylor [48]. On observe une forme similaire de la zone de cavitation, malgré l’absence
des différents "doigts de cavitation".

Ainsi, on considère deux zones dans notre domaine fluide. Une "zone active" (notée do-
maine Γ+) c’est-à-dire une zone de remplissage total en lubrifiant incompressible (équation
2.2.2.8), et une "zone inactive" (notée domaine Γ−), dans laquelle le fluide est compressible
et la pression reste constante (équation 2.2.3.10).

Nous avons donc :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂θ
(h̄3∂p̄

∂θ
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(h̄3∂p̄

∂ȳ
) = 1

2

∂h̄

∂θ
+ ∂h̄
∂t̄

sur Γ+

1

2

∂(rh̄)
∂θ

+ ∂(rh̄)
∂t̄

= 0 sur Γ−
(2.2.3.12)

Il faut enfin ajouter les conditions aux limites. En écrivant la conservation du débit à
la frontière ∂Γ, on a :
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Figure 2.10 – Représentation du remplissage partiel du film lubrifiant avec les hypothèses de cavitation
JFO
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V∂Γ < RΩ/2; r = 0; p̄θ∈∂Γ = 0;
∂p̄

∂θ
∣
θ∈∂Γ

= 0

V∂Γ ≥ RΩ/2; r ≥ 0; p̄θ∈∂Γ = 0;
∂p̄

∂θ
∣
θ∈∂Γ

= 1

h̄2
(1

2
− V∂Γ

RΩ
)r

(2.2.3.13)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V∂Γ > RΩ/2; r = 0; p̄θ∈∂Γ = 0;
∂p̄

∂θ
∣
θ∈∂Γ

= 0

V∂Γ ≤ RΩ/2; r ≥ 0; p̄θ∈∂Γ = 0;
∂p̄

∂θ
∣
θ∈∂Γ

= 1

h̄2
(1

2
− V∂Γ

RΩ
)r

(2.2.3.14)

En notant r̄ = h̄r, les équations précédentes peuvent se réécrire de manière plus conden-
sées sous la forme d’un problème de complémentarité linéaire [65] :

∂

∂θ
(h̄3∂p̄

∂θ
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(h̄3∂p̄

∂ȳ
) = 1

2

∂h̄

∂θ
+ ∂h̄
∂t̄

+ 1

2

∂r̄

∂θ
+ ∂r̄
∂t̄

sur Γ = Γ+ ∪ Γ−

p̄ > 0

r̄ > 0

p̄r̄ = 0

(2.2.3.15)

Afin de résoudre ce problème numériquement, nous utiliserons une discrétisation par
éléments finis, largement appliquée dans le cadre du palier hydrodynamique [10, 17, 18,
12, 13, 15, 86, 109], avec un solveur de problème de complémentarité linéaire [65, 4]. De
nombreux algorithmes utilisent une discrétisation par différences finies ([124], [24], [144],
[145], [147], [25], [146] [146], [143]). Cependant, les résultats présentés par Bonneau et al.
[19] sur la conservation de débit, et le couplage avec une structure elle-même discrétisée
par éléments finis ont justifié le choix de la méthode des éléments finis pour le fluide
également. Concernant l’algorithme de résolution, différentes méthodes sont également
disponibles comme par exemple la méthode des caractéristiques [17, 18, 12]. La méthode
LCP est toutefois assez bien documentée [54], et offre des résultats satisfaisants. De plus,
on peut choisir de résoudre le problème par méthode de pivot (par exemple avec l’algo-
rithme de Lemke) ou par méthode itérative (par exemple la méthode de Fischer-Newton).
Par ailleurs, une toolbox MATLAB® est disponible en libre accès, proposant différents
algorithmes de résolution [54]. Enfin, Woloszynski et al. ont appliqué cette méthode avec
d’excellents résultats [153], sous la forme de système de Fischer-Burmeister, pour résoudre
le système itérativement par algorithme de Newton-Raphson et en utilisant le complément
de Schur pour que le système soit bien conditionné (méthode intégralement décrite dans
[54]). Ils ont appelé cette méthode Fischer-Burmeister-Newton-Schur (FBNS) que nous
rappelons dans la partie 2.2.6.7 et que nous avons également utilisé avec de bonnes per-
formances. En bilan, nous utiliserons une méthode de discrétisation par éléments finis du
fluide, et un solveur linéaire complémentaire FBNS afin d’optimiser la modélisation et la
résolution du palier.

La dynamique liée à la zone de cavitation a été étudiée par exemple dans [148]. L’effet de
l’algorithme de conservation de la masse semble relativement négligeable en ce qui concerne
le profil de pression dynamique. En revanche, lorsque l’on utilise un modèle intégrant la
montée en température du lubrifiant des écarts substantiels sont observés sur le régime
transitoire [51].
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2.2.4 Passage à la formulation faible

Afin d’appliquer la discrétisation en éléments finis, il convient de passer à la forme faible
du problème. Nous utiliserons pour cela les résidus pondérés de Galerkin.

On considère la forme intégrale définie sur le domaine entier Γ. Notons les fonctions
tests W de la fonctionnelle E .

E(p̄, r̄,W ) = ∫
Γ
W (−[ ∂

∂θ
(h̄3∂p̄

∂θ
) + R

2

L2

∂

∂z̄
(h̄3∂p̄

∂z̄
)] + [1

2

∂h̄

∂θ
+ ∂h̄
∂t̄

+ 1

2

∂r̄

∂θ
+ ∂r̄
∂t̄

])dΓ

(2.2.4.1)
Toujours avec :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

p̄ > 0

r̄ > 0

p̄r̄ = 0

dans Γ (2.2.4.2)

Notons par ailleurs qu’il est possible de réduire l’ordre de différenciation grâce à une
intégration par partie pour les deux premiers termes entre crochets :

∫
Γ
W

∂

∂θ
(h̄3∂p̄

∂θ
)dΓ = ∮

∂Γ
W(h̄3∂p̄

∂θ
)nθd(∂Γ) − ∫

Γ
h̄3∂W

∂θ

∂p̄

∂θ
dΓ (2.2.4.3)

On retrouve le même résultat avec ȳ. Notons alors :

E(p̄, r,W ) = ∫
Γ
[h̄3∂W

∂θ

∂p̄

∂θ
+h̄3R

2

L2

∂W

∂ȳ

∂p̄

∂ȳ
]dΓ+∫

Γ
W [1

2

∂h̄

∂θ
+ ∂h̄
∂t̄

+ 1

2

∂r̄

∂θ
+ ∂r̄
∂t̄

]dΓ (2.2.4.4)

On annule le terme sur les bords de Γ en sous-entendant que sur ∂Γ, soit W est nulle
soit ∂p̄

∂θnx (proportionnel au débit) est nulle. Divisons ∂Γ en deux sous domaines ∂Γ1 et
∂Γ2 correspondant respectivement à ces deux cas de figure. On cherche alors les champs
p̄ et r̄ vérifiant, pour tout W ∈ C0 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p̄ = p∗ et W = 0 sur ∂Γ1

E(p̄, r̄,W ) = ∮
∂Γ2

WQmd(∂Γ)

p̄ ≥ 0

r̄ ≥ 0

p̄r̄ = 0

(2.2.4.5)

2.2.5 Discrétisation par éléments finis

Une formulation faible étant ainsi obtenue, nous pouvons discrétiser notre domaine en
éléments finis.

Les fonctions de forme choisies sont de type Petrov-Galerkin, avec des fonctions de
pondérations différentes des fonctions d’interpolation. Plus spécifiquement, les fonctions
de pondérations sont choisies différentes uniquement dans la zone inactive (ou zone de
cavitation), c’est-à-dire pour les matrices multipliant la variable r̄. Cela vient du fait que
pour un problème de convection pur les matrices des éléments finis sont mal conditionnées
en prenant les mêmes fonctions tests que les fonctions d’interpolation (Boubnov-Galerkin).
On décentre alors les fonctions d’interpolation pour obtenir les fonctions test (fonctions
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Figure 2.11 – Correspondance entre les éléments quadratiques (numérotés en noir) et les sous-éléments
linéaires décentrés (numérotés en rouge)

décentrées amont [27]). Pour les éléments quadratiques à 9 nœuds, les fonctions d’inter-
polation sont classiquement choisies de la forme :

Nq01(x) =
1

2
x(x − 1)

Nq02(x) = 1 − x2

Nq03(x) =
1

2
x(1 + x)

(2.2.5.1)

On obtient alors les 9 fonctions de formes par combinaison :

Nij(ξ, η) = Nq0i(ξ)Nq0j(η) (2.2.5.2)

En ce qui concerne les fonctions décentrées amont, notons :

Nl01(x) =
1

2
(1 − x)

Nl02(x) =
1

2
(1 + x)

Nd0(x) =
3

2
(x2 − 1)

(2.2.5.3)

Nous avons alors choisi :

W1(ξ, η) = [Nl01(ξ) − sgn(ω)Nd0(ξ)]Nl01(η)
W2(ξ, η) = [Nl02(ξ) + sgn(ω)Nd0(ξ)]Nl01(η)
W3(ξ, η) = [Nl02(ξ) + sgn(ω)Nd0(ξ)]Nl02(η)
W4(ξ, η) = [Nl01(ξ) − sgn(ω)Nd0(ξ)]Nl02(η)

(2.2.5.4)

La correspondance entre les éléments quadratiques et les sous-éléments linéaires se fait
suivant la figure 2.11.

On pose :

p̄ ≈
N

∑
1

Ni(θ, ȳ)p̄i r̄ ≈
N

∑
1

Ni(θ, ȳ)r̄i h̄ ≈
N

∑
1

Ni(θ, ȳ)h̄i = h̄d(θ, ȳ) (2.2.5.5)
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Afin d’alléger la complexité de l’algorithme, on fait aussi les approximations :

h̄3

6
≈ 1

6

N

∑
1

Ni(θ, ȳ)h̄3
i = gd(θ, ȳ)

∂h̄

∂θ
≈

N

∑
1

∂Ni(θ, ȳ)
∂θ

h̄i = h′d(θ, z̄)

∂h̄

∂t̄
≈

N

∑
1

Ni(θ, ȳ) ˙̄hi = ḣd(θ, ȳ)

(2.2.5.6)

La quantité E est approximée par Ed :

Edi = (∫
Γ
[gd

∂Wi

∂θ

∂Nj

∂θ
+gd

R2

L2
p

∂Wi

∂ȳ

∂Nj

∂ȳ
]dΓ)pj

+(1

2 ∫Γ
Wi

∂Nj

∂θ
dΓ)r̄j + (∫

Γ
WiNjdΓ) ˙̄rj

+ (∫
Γ
Wi [

h′d
2
+ ḣd]dΓ)

(2.2.5.7)

Nous pouvons l’écrire matriciellement :

Ed = Hp̄ +Q1r̄ +Q2 ˙̄r − ff (2.2.5.8)

Avec :

Hij = ∫
Γ
[gd

∂Wi

∂θ

∂Nj

∂θ
+ gd

R2

L2

∂Wi

∂ȳ

∂Nj

∂ȳ
]dΓ

Q1ij =
1

2 ∫Γ
Wi

∂Nj

∂θ
dΓ

Q2ij = ∫
Γ
WiNjdΓ

ff i = −∫
Γ
Wi [

1

2

∂h̄

∂θ
+ ∂h̄
∂t̄

]dΓ

(2.2.5.9)

N.B. : Lorsque la position et la vitesse de l’arbre sont connues et qu’elles ne sont pas
influencées par l’huile, les grandeurs hd, ḣd, et gd sont connues avant résolution de l’al-
gorithme. Dans notre cas, en considérant l’interaction fluide-structure, ces grandeurs sont
liées aux mouvements de l’arbre. On doit donc résoudre le système complet, fortement
non linéaire. Pour cela, les notations des équations (2.2.2.9) et (2.2.2.10) dans le repère
fixe, ou (2.2.2.11) et (2.2.2.12) dans le repère tournant seront adaptées aux expressions du
système (2.2.5.9).

Avec cette discrétisation, pour résoudre le problème de l’équation (2.2.4.5) sans débit
imposé aux bornes du domaine il suffit de résoudre le système d’inéquations suivant :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Hp̄ +Q1r̄ +Q2 ˙̄r = ff

p̄ ≥ 0

r̄ ≥ 0

p̄T r̄ = 0

(2.2.5.10)
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Avec p̄ et r̄ les vecteurs respectifs des inconnues p̄i et r̄i.

Rappelons finalement qu’avec ces notations le problème de Sommerfeld s’écrit :

Hp̄ = ff (2.2.5.11)

Le problème avec cavitation de Gumbel s’écrit :

{
Hp̄ = ff

Si p ≤ 0 on impose p = 0
(2.2.5.12)

Le problème avec cavitation de Reynolds (soluble aussi avec l’équation (2.2.5.11) et
l’algorithme de Christopherson) s’écrit :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Hp̄ + r̄ = ff

p̄ ≥ 0

r̄ ≥ 0

p̄T r̄ = 0

(2.2.5.13)

2.2.6 Méthode de résolution de Fischer-Burmeister-Newton-Schur

Comme cela a été décrit par Erleben dans [54], puis appliqué plus tard par Woloszynsky
et al. à un problème de cavitation en lubrification dans [153], la contrainte du problème
de complémentarité linéaire

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

p̄ ≥ 0

r̄ ≥ 0

p̄T r̄ = 0

(2.2.6.1)

Peut se mettre sous la forme Fischer-Burmeister suivante sans erreur d’approximation :

F (p̄j, r̄j) = p̄j + r̄j −
√

p̄2
j + r̄2

j = 0 (2.2.6.2)

Pour tout j allant de 1 au nombre de degrés de liberté du domaine fluide Nf .
On note les autres équations du système complémentaire sous la forme G = 0, par

exemple pour le système (2.2.5.10) :

G(p̄, r̄) = Hp̄ +Q1r̄ +Q2 ˙̄r − ff = 0 (2.2.6.3)

Pour résoudre le système formé par les équations (2.2.6.2) et (2.2.6.3), on utilise une
méthode de Newton :

[JF,p̄ JF,r̄
JG,p̄ JG,r̄

] [δp̄
δr̄

] = −[F
G
] (2.2.6.4)

Avec
JF,p̄ =

∂F

∂p̄
JF,r̄ =

∂F

∂r̄
JG,p̄ =

∂G

∂p̄
JG,r̄ =

∂G

∂r̄
(2.2.6.5)

On remarque que les jacobiens JF,p̄ et JF,r̄ s’expriment :

JF,p̄j = 1 − p̄j√
p̄2
j + r̄2

j

JF,r̄j = 1 − r̄j√
p̄2
j + r̄2

j

(2.2.6.6)
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Afin d’appliquer le complément de Schur, on réorganise le système (2.2.6.7), en échan-
geant la j-ème colonne avec la (j +Nf)-ème colonne quand JF,p̄j < JF,r̄j.

Le système obtenu est ré-écrit sous la forme :

[AF BF

AG BG
] [δa
δb

] = −[F
G
] (2.2.6.7)

Sous cette forme on peut écrire le système de taille 2×Nf sous forme de deux systèmes
de taille Nf que l’on peut résoudre séquentiellement :

(BG −AGAF −1BF )δb = −G +AGAF −1F

AF δa = −F −BF δb
(2.2.6.8)

Les arguments numériques du bon conditionnement des inversions impliquées dans ce
système sont décrites en détails dans [153]. Notons enfin que cette décomposition est bien
plus rapide que l’algorithme de Lemke, et peut s’avérer extrêmement rapide quand on
connaît un vecteur d’initialisation pertinent (par exemple le pas de temps précédent dans
une intégration temporelle).

2.3 Modélisation du palier texturé sans recirculation

2.3.1 Méthodes de prise en compte de rugosités en lubrification hydrodyna-
mique

L’un des premiers auteurs à s’intéresser à la contribution de l’état de surface à l’échelle
micrométrique a été Hamilton en 1966 [68]. Ses travaux, portant principalement sur les
garnitures d’étanchéité, suggèrent que les aspérités des pièces mécaniques peuvent pro-
duire de la cavitation, ou d’autres phénomènes, capables d’améliorer la lubrification. Les
effets constatés concernent principalement l’augmentation de la portance hydrodynamique
en fonction du taux de surface texturée. Dans la foulée, Tzeng et Saibel ont modélisé le
rôle d’une distribution de la rugosité et de l’ondulation de la surface en une dimension
[140]. Les calculs sont très techniques, même pour un problème largement simplifié. Les
effets constatés sont une augmentation de la portance et du frottement générés par la
rugosité et l’ondulation. A la suite de ces travaux pionniers, de nombreuses études ont
porté sur le développement des méthodes stochastiques pour prendre en compte l’état de
surface des pièces lubrifiées en régime hydrodynamique. Christensen et Tonder appliquent
leur modèle à un palier hydrodynamique [36]. Ils concluent qu’une rugosité transverse
à l’écoulement du palier augmente le frottement et la portance, tandis qu’une rugosité
longitudinale les diminuent. De plus, ils remarquent que l’impact à excentricité faible est
relativement négligeable, tandis qu’il devient important à excentricité élevée. En parallèle,
Sun et al. s’intéressent à l’effet de la rugosité sur l’équation de Stokes en 1D. L’équation
de Stokes est plus générale que l’équation de Reynolds pour décrire l’écoulement du fluide.
En effet, dans le cas de Reynolds appliqué à la lubrification, l’hypothèse d’une hauteur de
film très petite devant sa longueur (h << L) permet de négliger le terme en laplacien de la
vitesse de l’équation de Navier Stokes (deuxième terme de la partie droite de l’équation
(2.1.3.8)). Sun et al. désignent par rugosité de Stokes, les surfaces pour lesquelles l’espa-
cement des aspérités est de l’ordre de grandeur de l’épaisseur de film. Pour celles-ci, ils
suggèrent d’utiliser l’équation de Stokes pour en analyser les effets sur la friction et la
portance. Par la suite, Patir et Cheng ont proposé une méthode stochastique de prise en
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compte de la rugosité en 3D sur l’écoulement hydrodynamique [111, 112]. Leur méthode
moyennée, avec l’insertion des facteurs de flux dans l’équation de Reynolds est depuis lar-
gement utilisée pour intégrer l’effet de la rugosité à l’échelle macroscopique. A partir d’une
génération aléatoire de la hauteur de film, liée à une rugosité, leur méthode consister à
calculer le rapport de chaque terme de débit (utilisé dans l’équation de Reynolds) au terme
correspondant à une surface lisse (facteur de flux). Les résultats obtenus sont cohérents
avec les méthodes analytiques mentionnées précédemment. Cependant le principal défaut
de cette méthode réside dans l’effort de calcul important pour obtenir les facteurs de flux
empiriques. Cela étant, une fois calculés, ces facteurs sont disponibles pour n’importe quels
paliers ou butées possédant les même paramètres statistiques de rugosité. Plus tard [69],
Harp et al. utiliseront cette méthode tout en considérant la cavitation avec conservation de
débit (Jacobson Flobert Olsson / Elrod Adams). L’utilisation de méthode de perturbation,
plus précisément de méthode d’homogénéisation multi-échelles (en espace), a été proposée
par Elrod [52]. Celui-ci souligne qu’il faut notamment supposer que la rugosité ait une
longueur d’onde caractéristique assez petite pour utiliser une méthode de perturbation, et
assez grande pour pouvoir utiliser l’équation de Reynolds (Lε << h << L). Son recours à
la transformée de Fourrier est astucieuse et permet de bien comprendre les phénomènes
associés à l’utilisation des échelles multiples dans l’équation de Reynolds. Tripp propose
une méthode assez semblable, et encore une fois très technique pour calculer des facteurs
de flux de Patir et Cheng [138]. La méthode d’homogénéisation a été ensuite formalisée
par Bayada et al. pour résoudre l’équation de Reynolds [11, 14, 16] avec des rugosités
déterministes. Ces auteurs proposent des expressions des facteurs de flux sous forme de
solution du problème local. Ils ont adapté, de plus, cette méthode au cas de la cavitation
avec conservation de débit massique [16]. Cette façon de prendre en compte la rugosité à
l’échelle macroscopique sera retenue dans notre étude lorsque les hypothèses de Reynolds
s’appliquent à l’échelle locale. L’impact du modèle de cavitation a été traité par Ausas et
al. [8] ainsi que par Almqvist [5]. La méthode a été utilisée par Sahlin [125] et Almqvist
[2] pour des profils de surface mesurés. Grâce aux avancées des moyens numériques de
calcul, de nombreux articles présentent des résultats utilisant un calcul déterministe de
la texturation de surface [123, 136, 113, 26, 75, 119, 61]. Tala-Ighil et al. [136] présentent
notamment des résultats de texturation de palier hydrodynamique, et leur étude conclut à
une augmentation de la portance dans le cas où l’on texture la moitié du palier située là où
la pression décroît. De même Brizmer et al. [26] ont énoncé qu’une texturation complète
du palier diminue la portance hydrodynamique, bien que dans le cas de palier long cela
augmente substantiellement l’angle de calage à faible excentricité. Des améliorations de la
portance sont démontrées pour la texturation partielle, surtout à excentricité élevée. Rao
et al. [119] aboutissent à des conclusions similaires, pour les paliers texturés partiellement.
Pei et al. [113] se servent d’un calcul déterministe pour évaluer les coefficients dynamiques
d’un palier texturé. Selon leur étude, la stabilité du palier est améliorée pour une excen-
tricité fixée. On peut cependant se demander si, pour une même géométrie de palier lisse
ou texturé, l’équilibre statique sera positionné à la même excentricité.

De nombreuses études s’intéressent également à la validité de l’équation de Reynolds
en présence de texturation de surface [7, 126, 22, 6, 45, 42, 41, 44, 115, 40]. De Kraker
propose un calcul de facteur de flux du type de Patir et Cheng, appliqué au calcul de
la convection dans les cavités par résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires
[45, 44]. Cette méthode intéressante sera développée dans la partie 2.4.

La littérature concernant la simulation de l’influence de l’état de surface qui s’étend sur
presque 50 ans est très fournie. Les progrès numériques ont permis une complexification
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des modèles. Cependant, les résultats sont encore difficiles à synthétiser. De plus, afin
d’intégrer les modèles de paliers texturés dans un algorithme dynamique plus complet,
modélisant la structure, il convient de choisir une méthode de résolution relativement
simplifiée. C’est pourquoi nous avons retenu la méthode d’homogénéisation multi-échelles
périodique, car une détermination a priori des coefficients de flux peut permettre un calcul
rapide de la pression moyenne dans le palier. De plus, les fondements de cette méthode sont
démontrés mathématiquement, même si pour l’appliquer, il faut que l’équation de Reynolds
soit valide à l’échelle locale. Lorsque ce n’est pas le cas, nous utiliserons la méthode de De
Kraker basée sur une résolution de Navier-Stokes stationnaire, pour calculer a priori les
coefficients multi-échelles. Nous présentons ces deux méthodes dans les parties suivantes.

2.3.2 Principe de l’homogénéisation

Les méthodes par homogénéisation consistent à résoudre un problème global qui dépend
de paramètres calculés localement. Ainsi, dans le cadre de la lubrification hydrodynamique
avec des surfaces texturées, la détermination du champ de pression dans le film lubrifiant
est décomposée en deux sous-problèmes [19] (figure 2.12) :

— un problème local, à l’échelle microscopique à laquelle est défini le motif (environ
10µm)

— la résolution d’une équation de Reynolds moyennée à l’échelle du film lubrifiant
Par la suite, nous expliciterons des valeurs de coefficients de flux pour l’équation de Rey-
nolds homogénéisée dont le calcul sera basé sur une méthode des échelles multiples appli-
quée à l’équation de Reynolds.

2.3.3 Homogénéisation périodique de l’équation de Reynolds stationnaire
sans cavitation

Pour expliciter une étude asymptotique formelle basée sur la méthode des échelles
multiples, nous nous plaçons d’abord dans un cas stationnaire isovisqueux incompressible.
L’équation adimmensionnée associée est donc :

∂

∂θ
(h̄3∂p̄

∂θ
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(h̄3∂p̄

∂ȳ
) = 1

2

∂h̄

∂θ
(2.3.3.1)

L’épaisseur de film peut alors s’exprimer de la façon suivante :

h̄(θ, ȳ, ξ̄, ζ̄) = h0(θ, ȳ) + h1(ξ̄, ζ̄) (2.3.3.2)

Avec h0 l’épaisseur de film adimensionnée moyenne, et h1 le motif local périodique de
cavitation adimensionné également.

Afin d’appliquer la méthode des échelles multiples, la fonction h̄ est redimensionnée à
l’aide du paramètre noté ε :

h̄ε(θ, ȳ) = h̄(θ, ȳ,
θ

ε
,
ȳ

ε
) (2.3.3.3)

Le paramètre ε est relié à la longueur d’onde des rugosités.
On suppose que la fonction p̄ solution de l’équation (2.3.3.1), avec ses conditions aux

limites, est développable sous la forme :

p̄ε = p̄0 + εp̄1 + ε2p̄2 + ... (2.3.3.4)

Où les pi sont des fonctions des variables θ, ȳ, ξ̄, ζ̄ périodiques en ξ̄ et ζ̄ de même
période que h1.
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Figure 2.12 – Représentation des deux échelles de la méthode d’homogénéisation pour un arbre texturé

Pour simplifier les notations, on introduit les opérateurs suivants :

A0 =
∂

∂ξ̄
(h̄3 ∂

∂ξ̄
) + R

2

L2

∂

∂ζ̄
(h̄3 ∂

∂ζ̄
) (2.3.3.5)

A1 =
∂

∂θ
(h̄3 ∂

∂ξ̄
) + R

2

L2

∂

∂ȳ
(h̄3 ∂

∂ζ̄
) + ∂

∂ξ̄
(h̄3 ∂

∂θ
) + R

2

L2

∂

∂ζ̄
(h̄3 ∂

∂ȳ
) (2.3.3.6)

A2 =
∂

∂θ
(h̄3 ∂

∂θ
) + R

2

L2

∂

∂ȳ
(h̄3 ∂

∂ȳ
) (2.3.3.7)

Avec ces nouvelles notations et en appliquant les règles de dérivation de fonction à
plusieurs variables on obtient pour l’équation (2.3.3.1) :

( 1

ε2
A0 +

1

ε
A1 +A2)(p̄0 + εp̄1 + ε2p̄2 + ...) =

1

2
(∂h̄
∂θ

+ 1

ε

∂h̄

∂ξ̄
) (2.3.3.8)

En factorisant par chaque puissance d’ ε et en se limitant aux puissances −2, −1 et 0,
on obtient :

A0p̄0 = 0 (2.3.3.9)

A0p̄1 +A1p̄0 =
1

2

∂h̄

∂ξ̄
(2.3.3.10)

A0p̄2 +A1p̄1 +A2p̄0 =
1

2

∂h̄

∂θ
(2.3.3.11)

A partir de ces équations, on remarque que p̄0 ne dépend pas de ξ et ζ. De plus la linéarité
de l’opérateur A0 et de A1 nous indique que p̄1 est de la forme :

p̄1(θ, ȳ, ξ̄, ζ̄) =
∂p̄0(θ, ȳ)

∂θ
Λ1(θ, ȳ, ξ̄, ζ̄) +

∂p̄0(θ, ȳ)
∂ȳ

Λ2(θ, ȳ, ξ̄, ζ̄) +Λ3(θ, ȳ, ξ̄, ζ̄) (2.3.3.12)
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Avec :

A0Λ1 = −
∂h̄

∂ξ̄
(2.3.3.13)

A0Λ2 = −
∂h̄

∂ζ̄
(2.3.3.14)

A0Λ3 =
∂h̄

∂ξ̄
(2.3.3.15)

On peut alors se ramener à l’équation suivante dont la seule inconnue est p̄0 :

∂

∂θ
(A11

∂p̄0

∂θ
) + ∂

∂θ
(A12

∂p̄0

∂ȳ
) + ∂

∂ȳ
(A21

∂p̄0

∂θ
) + ∂

∂ȳ
(A22

∂p̄0

∂ȳ
) = 1

2
(∂B1

∂θ
+ ∂B2

∂ȳ
) (2.3.3.16)

Que l’on peut aussi écrire :

∇(A∇p̄0) =
1

2
∇B (2.3.3.17)

Avec :

A11 =∬
ΓL
h̄3 (∂Λ1

∂ξ̄
+ 1) dξ̄dζ̄ A12 =∬

ΓL
h̄3∂Λ2

∂ξ̄
dξ̄dζ̄

A21 =∬
ΓL
h̄3∂Λ1

∂ζ̄
dξ̄dζ̄ A22 =∬

ΓL
h̄3 (∂Λ2

∂ζ̄
+ 1) dξ̄dζ̄

B1 =∬
ΓL
−h̄3∂Λ3

∂ξ
dξ̄dζ̄ +∬

ΓL
h̄dξ̄dζ̄ B2 =∬

ΓL
−h̄3∂Λ3

∂ζ̄
dξ̄dζ̄

(2.3.3.18)

Connaissant h̄ en régime stationnaire, on peut résoudre les équations (2.3.3.13) à
(2.3.3.15) et obtenir les Λi nécessaires aux calculs des Aij et Bi.

Afin de prendre en compte ces coefficients dans le problème discrétisé, il faut modifier
la matrice H et le vecteur ff du système (2.2.5.9) :

HT ij = ∫
Γ
[A11

∂Wi

∂θ

∂Nj

∂θ
+A12

R

L

∂Wi

∂θ

∂Nj

∂ȳ
+A21

R

L

∂Wi

∂ȳ

∂Nj

∂θ
+A22

R2

L2

∂Wi

∂ȳ

∂Nj

∂ȳ
]dΓ

ffT1i = −
1

2 ∫Γ
Wi

∂B1

∂θ
dΓ

ffT2i = −
1

2 ∫Γ
Wi

∂B2

∂ȳ
dΓ

(2.3.3.19)

On peut ensuite utiliser la même discrétisation qu’au paragraphe précédent.
Remarquons enfin que l’insertion des facteurs d’écoulement sous cette forme correspond

à la texturation de la partie mobile. En effet, en cas de texturation de la partie fixe, le
cisaillement local est de sens opposé au cisaillement global, et il convient de changer le
signe du premier terme du facteur B1 dans (2.3.3.18). Dans ce manuscrit, nous étudierons
uniquement le cas où la partie mobile est texturé et la partie fixe, lisse.
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2.3.4 Homogénéisation de l’équation de Reynolds instationnaire avec cavita-
tion

Par un raisonnement semblable, on peut prendre en compte la cavitation JFO, comme
le montrent Bayada et al. [16]. On insère la variable Θ d’homogénéisation du remplissage.
Bayada et al. indiquent que l’on peut prendre la même variable Θ dans les directions θ
et ȳ pour rendre le problème bien posé, bien que ce que cela implique mathématiquement
mérite encore quelques investigations. L’équation (2.3.3.17) devient :

∇(A∇p̄0) =
1

2
∇(ΘB) (2.3.4.1)

Almqvist et al. ont ajouté le terme instationnaire et concluent qu’une très bonne ap-
proximation peut être obtenue en gardant uniquement la moyenne de l’épaisseur de film
dans ce terme [2], d’où :

∇(A∇p̄0) =
1

2
∇B + ˙̃

h (2.3.4.2)

Une combinaison des deux approches est disponible dans l’article récent de Almqvist
et al. [3], qui étudie la convergence de la méthode de perturbation vers la solution homo-
généisée dans le cas instationnaire et compressible :

∇(A∇p̄0) =
1

2
∇(ΘB) + d(Θh̃)

dt
(2.3.4.3)

Dans les études thermohydrodynamiques, la conservation du débit de lubrifiant est pri-
mordiale pour le calcul de l’évolution de température. Cependant, la version de l’équation
(2.3.4.2) semble très correcte d’un point de vue de la dynamique du système, à température
fixée.

Remarquons enfin que si les constantes de nos systèmes d’équation diffèrent par rapport
aux systèmes présentés dans [2, 19, 16], elles-mêmes légèrement différentes entre elles,
cela est simplement dû aux choix d’adimensionnement de la pression et des échelles de
longueur. Tous ces systèmes sont néanmoins équivalents. Nous avons fait le choix de garder
l’adimensionnement local de Bayada et al. [16] pour faciliter la validation du calcul des
facteurs d’écoulement par rapport aux cas de résolution analytique. Pour l’échelle globale,
nous avons repris notre notation de la partie 2.2.2 ce qui explique la présence du facteur
1
2 par rapport au système de Bayada et al.

2.3.5 Calcul de coefficients de l’équation de Reynolds homogénéisée dans des
cas particuliers

Il est possible de simplifier les expressions des facteurs de flux obtenus par homogénéi-
sation en faisant une hypothèse sur l’expression de la hauteur de film. Nous insérons la
notation :

ũ(x) = 1

Y ∫Y u(x, y)dy (2.3.5.1)

La fonction u étant périodique par rapport à y de période Y . Si l’on suppose que l’épaisseur
de film peut s’écrire de la façon suivante :

h(θ, ȳ, θε, ȳε) = h1(θ, ȳ, θε)h2(θ, ȳ, ȳε) (2.3.5.2)

Avec
θε = θε ȳε = ȳε (2.3.5.3)
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Sinusoïdale transverse Sinusoïdale longitudinale

h̄ε(θ, ȳ, θε, ȳε) h̄(θ, ȳ) + hr sin(2πθε) h̄(θ, ȳ) + hr sin(2πȳε)

A11(θ, ȳ) 2
(h̄(θ,ȳ)2−h2

r)
5/2

2h̄(θ,ȳ)2+h2
r

h̄(θ, ȳ)3
+

3
2
h̄(θ, ȳ)h2

r

A22(θ, ȳ) h̄(θ, ȳ)3
+

3
2
h̄(θ, ȳ)h2

r 2
(h̄(θ,ȳ)2−h2

r)
5/2

2h̄(θ,ȳ)2+h2
r

B1(θ, ȳ) 2h̄(θ, ȳ)
(h̄(θ,ȳ)2−h2

r)

2h̄(θ,ȳ)2+h2
r

h̄(θ, ȳ)

Table 2.1 – Facteurs d’écoulement proposés par Bayada et al. [16] issus de l’homogénéisation périodique
avec les texturations sinusoïdales transverse et longitudinale par rapport à l’écoulement hydrodynamique

Bayada et al. [16] montrent que l’on a :

A11 =
h̃3

2

h̃−3
1

A22 =
h̃3

1

h̃−3
2

A12 = A21 = 0

(2.3.5.4)

Et :

B1 =
h̃−2

1

h̃−3
1

h̃2

Θ = 1

h̃2h̃−2
1

̃
(θ0h2

h2
1

)

B2 = 0

(2.3.5.5)

Facteurs de flux pour une texturation locale en sinusoïde A partir de ces expressions,
Bayada et al. ont calculé les facteurs de flux dans trois cas particuliers : la texturation
sinusoïdale transverse par rapport à l’écoulement du palier, la texturation sinusoïdale lon-
gitudinale, ainsi que la texturation sinusoïdale oblique. Nous reprendrons les texturations
sinusoïdales transverse et longitudinale, et ajouterons d’autres texturations plus proches
de notre problème. Le tableau 2.1 présente les coefficients de Bayada et al. dans les deux
cas retenus. Ces coefficients sont illustrés sur la figure 2.13.

Ces expressions peuvent ensuite être directement utilisées dans l’équation suivante pour
obtenir le profil de pression à l’échelle macroscopique (2.3.5.6) :

∂

∂θ
(A11

∂p̄0

∂θ
) + ∂

∂ȳ
(A22

∂p̄0

∂ȳ
) = 1

2

∂ΘB1

∂θ
(2.3.5.6)

La figure 2.14 compare les champs de pression obtenus avec la texturation longitudinale
et un palier lisse, en utilisant les données du tableau C.3. On remarque que le profil de
pression du palier avec texturation longitudinale est supérieur au profil du cas lisse. Si
dans cet exemple, le pic de pression est équivalent, on voit que la frontière de reformation
de la zone de cavitation est, elle, légèrement modifiée. L’impact dans ce cas précis reste
cependant relativement faible sur les grandeurs statiques. Ces résultats sont également à
mettre en regard avec le profil de demi-Sommerfeld (figure 2.8) dont Childs a proposé une
expression analytique, extrêmement plus économique en temps de calcul.
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Figure 2.13 – Facteurs d’écoulement dans le cas d’une texturation sinusoïdale transverse comparés aux
facteurs obtenus avec une surface lisse et à l’interpolation polynomiale

Figure 2.14 – Pression homogénéisée dans le cas d’une sinusoïde longitudinale d’amplitude 0.5Cr, com-
parée à un palier de référence lisse, avec hypothèse de cavitation JFO, vitesse de rotation 20.000 tr/min
et excentricité de 0.4 Cr
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Créneaux transverses Créneaux longitudinaux

h̄cε(θ, ȳ, θε, ȳε) h̄(θ, ȳ)hcr,a(θε/L) h̄(θ, ȳ)hcr,a(ȳε/L)

A11(θ, ȳ)
H3

(1−a)h̄−3+a(h̄+hr)
−3 (1 − a)h̄3

+ a(h̄ + hr)
3

A22(θ, ȳ) (1 − a)h̄3
+ a(h̄ + hr)

3 h̄3

(1−a)H−3+a(H+hr)
−3

B1(θ, ȳ)
(1−a)h̄−2+a(h̄+hr)

−2

(1−a)h̄3+a(h̄+hr)
−3 h̄

Table 2.2 – Facteur de flux issus de l’homogénéisation périodique avec les texturations en créneaux
transverses et longitudinaux par rapport à l’écoulement hydrodynamique

Figure 2.15 – Schéma représentant le rapport entre épaisseur de film locale et globale dans le cas d’un
créneau

Facteurs de flux pour une texturation locale en créneau En première approche, nous nous
proposons de considérer une fonction créneau pour décrire l’épaisseur de film à l’échelle
locale. Bien que les hypothèses de Reynolds ne soient pas vérifiées dans ce cas particulier,
le calcul des facteurs de flux permet une certaine compréhension de la méthode, et sera
réutilisé pour d’autres textures dans la suite.

On peut écrire alors l’épaisseur de film locale :

h̄cε = h̄hcr(θε/L) (2.3.5.7)

Avec hr(s) 1-periodique définie comme suit avec les notations de la figure 2.15 :

hcr,a(s) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 si s < 1−a
2

1 + b si 1−a
2 < s < 1+a

2

1 si s > 1+a
2

(2.3.5.8)

Notons que b = hr/h̄.
On trouve alors :

̃̄hkcε = h̄k[(1 − a) + (1 + b)ka] (2.3.5.9)

Cette formule sera utilisée pour k = −3, k = −2, k = 1, et k = 3.
Les coefficients homogénéisés pour une texturation en créneaux transverses et longitu-

dinaux sont donnés dans le tableau 2.2.
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Facteurs de flux pour une texturation locale de sinusoïde combinée avec la fonction créneau
Afin de se rapprocher d’une texturation pour laquelle les hypothèses de l’équation de
Reynolds sont valides, et contrôler le ratio de longueur texturée, on peut utiliser une
combinaison de la texturation sinusoïdale et de la fonction créneau. La figure 2.15 illustre
l’épaisseur de film locale dans ce cas là.

Insérons la fonction 1-périodique suivante :

hcrs,a(s) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 si s < 1−a
2

1 + f(u) si 1−a
2 < s < 1+a

2

1 si s > 1+a
2

(2.3.5.10)

Avec

f(u) = b
2
[1 − cos((u − 1 − a

2
)2π

a
)] (2.3.5.11)

On peut remarquer que cette fonction est proche des fonctions d’épaisseur de film locales
utilisées par Bayada et al. Pour calculer les facteurs de flux, on remarque que l’on a :

h̃kcrs,a = (1 − a) + ∫
1+a

2

1−a
2

(1 + f(u))kdu (2.3.5.12)

On injecte alors l’expression de f(u) et on utilise le changement de variable v = (u − (1 −
a)/2)/a − 1/4 . On obtient :

h̃kcrs,a = (1 − a) + a∫
1

0
((1 + b

2
) + b

2
sin(2πv))

k

dv (2.3.5.13)

Notons :
Jk(µ, ν) = ∫

1

0
(µ + ν sin(2πv))k dv (2.3.5.14)

L’intégrale de cette expression pour k = −3, k = −2, k = 1 et k = 3 donne :

J−3(µ, ν) =
2µ2 + ν2

2(µ2 − ν2)5/2

J−2(µ, ν) =
µ

(µ2 − ν2)3/2

J1(µ, ν) = µ

J3(µ, ν) = µ3 + 3

2
µν2

(2.3.5.15)

On peut alors facilement exprimer h̃kcrs et trouver les facteurs de flux avec les expressions
(2.3.5.4) et (2.3.5.5) :

h̃kcrs,a = (1 − a) + aJk(1 +
b

2
,
b

2
) (2.3.5.16)

Influence des facteurs croisés : rotation d’une texturation dans une dimension Bayada
propose un calcul des coefficients dans le cas d’une texturation oblique, c’est-à-dire une
texturation de la forme :

h(θ, ȳ, θε, zε) = h1(θ, ȳ,
X1

ε
)h2(θ, ȳ,

X2

ε
) (2.3.5.17)
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Créneaux-Sinusoide transverses Créneaux-Sinusoide longitudinaux

h̄cs(θ, ȳ, θε, ȳε) h̄(θ, ȳ)hcrs,a(θε/L) h̄(θ, ȳ)hcrs,a(ȳε/L)

A11(θ, ȳ) [(1 − a)h̄−3
+ 4a

2(2h̄+hr)
2
+h2

r

((2h̄+hr)
2−h2

r)
5/2 ]

−1

(1 − a)h̄3
+ a [(h̄ + hr

2
)
3
+

3
8
(h̄ + hr

2
)h2
r]

A22(θ, ȳ) (1 − a)h̄3
+ a [(h̄ + hr

2
)
3
+

3
8
(h̄ + hr

2
)h2
r] [(1 − a)h̄−3

+ 4a
2(2h̄+hr)

2
+h2

r

((2h̄+hr)
2−h2

r)
5/2 ]

−1

B1(θ, ȳ) ((1 − a)h̄−2
+ 4a 2h̄+hr

((2h̄+hr)
2−h2

r)
3/2 )A11 h̄

Table 2.3 – Facteur de flux issus de l’homogénéisation périodique avec les texturations en créneaux
transverses et longitudinaux par rapport à l’écoulement hydrodynamique

Figure 2.16 – Schéma représentant le rapport entre épaisseur de film locale et globale pour une combi-
naison de sinus en 3D

Avec

X1 = cos(2πθεα) + sin(ȳα)
X2 = − sin(2πθεα) + cos(ȳα) (2.3.5.18)

En notant par a et b les coefficients obtenus avec des motifs de texturation pouvant se
décomposer de la forme de l’équation (2.3.5.2), on obtient alors pour l’inclinaison décrit
par (2.3.5.17) et (2.3.5.18) :

A11 = a11 − (a11 − a22) sin2(α)
A22 = a22 + (a11 − a22) sin2(α)
A12 = A21 = ((a11 − a22) sin(α) cos(α)
B1 = Θb1 − (Θb1 −Θb2) sin2(α)
B2 = (Θb1 −Θb2) sin(α) cos(α)

(2.3.5.19)

Combinaison 2D de texture sinusoïdale A partir des texturations sinusoïdales transversale
et longitudinale, on obtient directement les facteurs de flux de la combinaison des deux
à partir en multipliant les deux colonnes du tableau 2.1, élevées à la puissance 1/2. La
surface de la figure 2.16 est ainsi homogéniéisée.
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Texturation proche de la texturation Laser Pour des motifs plus proches d’une texturation
par Laser, le calcul analytique devient plus difficile. On peut, en revanche, résoudre le
problème local par la méthode des éléments finis, comme pour le palier lisse. Une expression
d’un motif gaussien periodique correspondant à une texturation de surface laser peut
s’écrire :

Gα,β(y) = hr exp(−(y1 − α)2 + (y2 − β)2

2s2
)

h = h0 +G0,0(y) +G1,0(y) +G0,1(y) +G1,1(y) +G 1
2
, 1
2
(y)

(2.3.5.20)

Rappelons que 95% de l’amplitude de la fonction Gα,β est comprise dans un cercle de
rayon de 2s et de centre (α,β).

La figure 2.17(a) présente la topographie correspondante à une telle expression, repré-
sentant une maille de 42 µm, et un diamètre de la cavité à 95% de 15 µm, soit s ≈ 0.085
Remarquons que s n’a pas d’unité car on utilise des coordonnées locales adimensionnées.
Ces dimensions correspondent à une surface texturée (95 % de la gaussienne) de 20 %,
puisque l’on a l’équivalent de deux creux par motifs. Remarquons également que la topo-
graphie moyenne de la surface est légèrement décalée, car :

∫
+∞

−∞
Gα,βdy = 2πs2hr (2.3.5.21)

Comme l’on a deux gaussiennes par motif, la variation de jeu radial imposé par la textu-
ration est de l’ordre de 4πhrs2. Dans l’exemple, on a donc une augmentation du jeu radial
de 10% Cr. Sur la figure 2.18, on compare les facteurs de flux calculés pour le motif de la
figure 2.16 avec les épaisseurs de film correspondant au cas lisse avec un jeu égal à Cr, puis
au cas lisse avec un jeu radial est équivalent à celui obtenu en ajoutant la texturation, à
savoir Cr(1 + γ) avec γ = 4πhrs2/Cr (donc égal à 0,1 dans l’exemple).

Il faut alors adapter les matrices de la méthode des éléments finis au problème intermé-
diaire des équations (2.3.3.13) à (2.3.3.15). Cela est relativement simple si l’on remarque
que l’opérateur A0 donne la même matrice que l’écoulement de Poiseuille de l’équation
de Reynolds. Seul le terme de Couette est légèrement différent et à adapter aux dérivée
partielles de l’équation (2.3.5.20). On obtient alors les solutions intermédiaires χ1, χ2 et
χ3. La figure 2.17(b) présente la solution pour l’expression (2.3.5.20) du champ χ3, le
plus proche de la solution de la pression pour l’équation de Reynolds adimensionnée. Il
convient ensuite d’intégrer les solutions intermédiaires selon les expressions du système
(2.3.3.18) pour le calcul des coefficients du problème sans cavitation, c’est-à-dire pour les
zones de film complet. On obtient alors les coefficients A11, B1 de la figure 2.18. Les autres
coefficients sont nuls en raison de la symétrie du motif décrit par l’équation (2.3.5.20).

2.3.6 Interpolation polynomiale des facteurs de flux

Sur les figures 2.13 et 2.18, on voit que les facteurs de flux sont approximés fidèlement
par des polynômes. Une méthode tirant partie de cette approximation et permettant un
gain de temps très important dans les simulations, est décrite ici.

Afin de gagner du temps de calcul lors de la résolution du problème fluide, il est in-
téressant de ne pas recalculer les matrices fluide à chaque résolution de l’écoulement de
Reynolds pour chaque nouvelle position de l’arbre. Pour cela, dans le cas lisse, il est sim-
plement nécessaire de développer la quantité h3

0 avec

h0 = 1 + u1y cos(θ) + u2(1 − y) cos(θ) + v1y sin(θ) + v2(1 − y) sin(θ) (2.3.6.1)
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(a)

(b)

Figure 2.17 – Topographie d’un profil périodique gaussien représentant une texturation laser (a), et
résolution locale d’un champ intermédiaire de la méthode d’homogénéisation (b)

Figure 2.18 – Exemple de facteurs de flux homogénéisés pour la texturation de la figure 2.17(a) décrit
par l’équation (2.3.5.20)
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L’expression obtenue est alors polynomiale en u1, u2, v1 et v2 (dépendants de la structure),
et l’on peut calculer les matrices indépendantes de la structure au début du programme.
Dans le cas texturé, on peut réaliser une interpolation polynomiale des coefficients. Les
coefficients Aij seront approximés par des polynômes d’ordre 3 et les coefficients Bi par
des polynômes d’ordre 1.

Matrice de l’écoulement de Poiseuille L’expression des facteurs de débit de Poiseuille peut
donc s’écrire :

Apq(h) =
3

∑
n=0

αn,pqh
n (2.3.6.2)

Avec p et q ∈ {1,2}. A partir du développement du multinôme de Newton à l’ordre n, on
a :

(
m

∑
i=1

xi)
n

= ∑
∣k⃗∣=n

(n
k⃗
)
m

∏
i=1

xi
ki (2.3.6.3)

Avec ∣k⃗∣ = ∑mi=1 ki. Rappelons aussi que l’on obtient les coefficients multinomiaux avec l’
égalité suivante :

(n
k⃗
) = n!

∏m
i=1 ki!

(2.3.6.4)

Notons que numériquement, il peut être judicieux de calculer les factorielles avec la fonction
gamma d’Euler.

On peut donc calculer les matrices indépendantes de la position de l’arbre pour toutes
les combinaisons telles que ∣k⃗∣ = k1 + k2 + k3 + k4 + k5 = 3 :

ak⃗,pq,ij = ∫
Γ
(xk2+k42 (1 − x2)k3+k5 cosk1+k2(x1) sink3+k4(x1)

∂Wi

∂xp

∂Nj

∂xq
)dx1dx2 (2.3.6.5)

On veut alors exprimer la matrice H pour le problème texturé :

Hij = ∫
Γ
(Apq

∂Wi

∂xp

∂Nj

∂xq
)dx1dx2 (2.3.6.6)

Hij =
3

∑
n=0
∫

Γ
(αn,pqhn0

∂Wi

∂xp

∂Nj

∂xq
)dx1dx2 (2.3.6.7)

Hij =
3

∑
n=0

∑
∣k⃗∣=n

(n
k⃗
)αn,pqak⃗,pq,ijuk21 u

k3
2 v

k4
1 v

k5
2 (2.3.6.8)

On peut donc écrire les 35 matrices indépendantes de la position de l’arbre à calculer au
début du programme mk⃗ issues des 35 combinaisons telles que ∣k⃗∣ = k1+k2+k3+k4+k5 = 3 :

mk⃗ = (n
k⃗
)αn,pqak⃗,pq (2.3.6.9)

Hij =
3

∑
n=0

∑
∣k⃗∣=n

mk⃗u
k2
1 u

k3
2 v

k4
1 v

k5
2 (2.3.6.10)
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Plusieurs remarques peuvent être ajoutées à cette décomposition. Premièrement, il faut
noter que l’expression (2.3.6.9) désigne une double somme sur les indices p et, q bien que
ce soient simplement des entiers égaux à 1 ou 2, donc une somme de 4 termes. Remarquons
d’ailleurs qu’à partir de l’équation (2.3.6.5), on voit que l’adimensionnement des équations
de Reynolds peut ajouter des constantes à prendre en compte dans (2.3.6.9). Par exemple,
si l’on adimensionnait le domaine fluide par rapport à la circonférence Lx = 2πR et à la
longueur du palier Lp (équation 2.2.2.7), on obtiendrait :

mk⃗ = (n
k⃗
)(αn,11ak⃗,11 +

Lx
Lp
αn,12ak⃗,12 +

Lx
Lp
αn,21ak⃗,21 + (Lx

Lp
)

2

αn,22ak⃗,22) (2.3.6.11)

Par ailleurs, nous sommes partis d’une description de l’épaisseur de film avec 4 va-
riables de structure (expression 2.3.6.1), afin de prendre en compte une inclinaison dans le
palier. Cependant, on pourrait utiliser la même méthode dans des cas plus simples, sans
inclinaison de l’arbre par exemple, ce qui permettrait de retenir uniquement 2 variables,
et abaisserait le nombre de matrices mk⃗ à 10. On peut également augmenter le nombre
d’inconnues de structure, pour prendre en compte la flexion dans le palier.

Enfin, ces formules sont évidemment applicables dans le cas de palier lisse avec α3,11 =
α3,22 = 1, et en prenant tous les autres coefficients nuls.

Vecteurs de l’écoulement de Couette Pour ce qui est du calcul du vecteur ff avec les fac-
teurs Bp, l’adaptation est de la méthode est directe. Lorsque l’on choisit une interpolation
à l’ordre 1, nous avons :

Bp(h) = βp,0 + βp,1h (2.3.6.12)

Avec p ∈ {1,2}.

f1,i = −∫
Γ
Wi (

1

2

∂B1

∂θ
+ ∂h̃
∂t

)dΓ

f2,i = −∫
Γ
Wi

1

2

∂B2

∂ȳ
dΓ

(2.3.6.13)

En remplaçant les expressions de (2.3.6.12) :

f1,i = −∫
Γ
Wi (

β1,1

2

∂h0

∂θ
+ ∂h̃
∂t

)dΓ

f2,i = −
β2,1

2 ∫Γ
Wi

∂h0

∂ȳ
dΓ

(2.3.6.14)

∂h̃

∂t
= ∂(h̃1 + h0)

∂t
= ∂h0

∂t
(2.3.6.15)

On constate donc que le calcul des débits de Couette dans le cas texturé est très légère-
ment modifié par rapport au cas de palier lisse. Les expressions des vecteurs indépendants
de la position du rotor ne sont pas modifiés, seuls les deux coefficients constants βp,1 sont
à prendre en compte. Pour autant, l’approximation linéaire reste très cohérentes comme le
montre les figures 2.13 et 2.18, notamment quand l’épaisseur de film n’est pas trop faible
(excentricité < 0.8). Si toutefois, un cas de figure impose une excentricité élevée, on peut
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ajouter des termes à l’interpolation de la même manière que pour le calcul de la matrice
H.

Par exemple, pour une interpolation de degré 2, on aurait les 15 combinaisons telles
que ∣k⃗∣ = k1 + k2 + k3 + k4 + k5 = 2 :

fk⃗,q,ij = ∫
Γ
(xk2+k42 (1 − x2)k3+k5 cosk1+k2(x1) sink3+k4(x1)

∂Wi

∂xp
)dx1dx2 (2.3.6.16)

2.4 Modélisation du palier texturé avec recirculation

Comme nous l’avons mentionné au paragraphe 2.3.1, la validité de l’équation de Rey-
nolds autour d’un motif de texturation a fait l’objet de plusieurs études. Il a été montré
que les forces d’inertie peuvent ne pas être négligeables dans l’écoulement. Cependant,
résoudre Navier-Stokes pour un palier hydrodynamique complet, avec une résolution suf-
fisante au niveau du motif de texturation représente un coût calculatoire trop important.
La méthode proposée par de Kraker et al. ([44]) permet de prendre en compte l’iner-
tie au niveau des cavités sans alourdir de façon trop rédhibitoire le coût calculatoire. Il
est cependant à noter que pour cela une hypothèse forte est nécessaire : le deux échelles
sont considérées comme séparables, et la résolution du calcul de pression à chaque échelle
s’effectue de manière distincte.

Nombre Reynolds dans une cavité Le nombre de Reynolds réduit (Re∗) n’est pas un bon
moyen d’adimensionner les équations de Navier-Stokes autour d’une cavité. En effet, la
longueur de l’écoulement dans les trois directions doit être prise égale à l’épaisseur de film
quand sa profondeur s’en rapproche. Ainsi le nombre de Reynolds est de l’ordre de 1000
fois plus élevé que le nombre de Reynolds réduit du palier lisse (présenté partie 2.1.3).
Cela justifie l’étude approfondie de l’écoulement de Navier-Stokes autour de la cavité.

2.4.1 Micro-échelle : résolution de l’équation de Navier-Stokes

Reprenons les equations de Navier-Stokes (2.1.3.8) sous forme vectorielle sans négliger les
forces d’inerties mais en négligeant les forces volumiques, pour un fluide incompressible :

ρf
Dv

Dt
= −∇p + µ∆v (2.4.1.1)

Et l’équation de continuité (toujours pour un fluide incompressible) :

∇v = 0 (2.4.1.2)

Avec Dv
Dt la dérivée matérielle par rapport au temps.

Remarquons que pour un problème où l’on considère qu’une seule surface est texturée,
on peut montrer que prendre la surface de référence texturée équivaut à prendre la surface
référence lisse, par transformation des coordonnées. Comme on veut résoudre le système
(2.4.1.3) en régime stationnaire, la partie dépendant du temps de la dérivée matérielle
disparaît. On veut donc résoudre :

ρfv∇v = −∇p + µ∆v

∇v = 0
(2.4.1.3)
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Avec les hypothèses suivantes :
— la longueur caractéristique du motif est petite devant les dimensions globales du

palier
— une seule surface est texturée, l’autre surface étant lisse
— on ne prend pas en compte de rugosité de surface en dehors de la texturation
— la géométrie d’une cavité reste constante
— l’évolution des variables à l’échelle macroscopique est lente devant celle des variables

microscopiques. Cela permet de considérer le problème local comme quasi-statique,
c’est-à-dire que le régime stationnaire suit quasi-instantanément les changements de
conditions aux limites

2.4.2 Macro-échelle : résolution de Reynolds moyennée

A l’échelle macroscopique, on résoud un système en apparence semblable à l’équation
(2.3.3.16). Les calculs des facteurs de flux étant effectués dans un programme à part
(Fluent®), nous préférons présenter les équations dans leur forme dimensionnée dans cette
partie. Nous utiliserons des notations différentes pour les nouveaux facteurs de flux afin
d’éviter les confusions :

∂

∂xθ
(χp11

h3

12µ

∂p

∂xθ
) + ∂

∂xθ
(χp12

h3

6µ

∂p

∂y
) + ∂

∂y
(χp21

h3

12µ

∂p

∂xθ
) + ∂

∂y
(χp22

h3

6µ

∂p

∂y
)

= RΩ

2
(∂χs11h

∂xθ
+ ∂χs21h

∂y
)

(2.4.2.1)

Avec xθ = Rθ. Remarquons que l’on ne considèrera pas par la suite de changement de
vitesse selon la largeur de palier, ce qui se traduit par l’insertion de seulement deux facteurs
χs11 et χs21. Si une variation de vitesse relative dans deux directions est à modéliser, il
convient d’ajouter les facteurs χs12 et χs22. De plus, nous avons écrit cette équation avec
les notations adimensionnées utilisées précédemment.

Cette équation peut se réécrire de façon plus concise :

∇(−h
3

6µ
χp∇p +RΩhχs) = 0 (2.4.2.2)

Avec

∇ = [
∂
∂xθ
∂
∂y

] (2.4.2.3)

et

χp = [χp11 χp12

χp21 χp22
] χs = [χs11

χs21
] (2.4.2.4)

Les coefficients χp sont déterminés pour des écoulements seulement générés par la pres-
sion (écoulement de Poiseuille). Ils repésentent le rapport du débit au niveau de la texture,
au débit à l’échelle globale.

On doit alors simuler l’écoulement lorsque l’on applique une différence de pression
selon la direction x. Introduisons pour cela un repère local du motif (x, y, z) dans lequel
on exprime la vitesse d’un volume élémentaire v. Les symboles Γa et Γb représentent des
surfaces orthogonales aux directions xθ et y respectivement.
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χp11 =
∫Γa vxdΓa

− h3

12µ
∂p
∂xθ
Ly

(2.4.2.5)

Notons que le numérateur correspond au débit stationnaire entrant à l’échelle locale,
alors que le dénominateur correspond au débit calculé à l’échelle globale. On a de même :

χp21 =
∫Γb vydΓb

− h3

12µ
∂p
∂xθ
Ly

(2.4.2.6)

Afin de déterminer les deux autres coefficients il faut simuler l’écoulement lorsque l’on
applique une différence de pression selon la direction y :

χp22 =
∫Γb vydΓb

− h3

12µ
∂p
∂yLx

(2.4.2.7)

χp12 =
∫Γa vxdΓa

− h3

12µ
∂p
∂yLx

(2.4.2.8)

Afin de déterminer les coefficients χs il est nécessaire de simuler un écoulement de
Couette (seulement en cisaillement). On calcule ensuite les facteurs de flux comme précé-
demment :

χs11 =
∫Γa vxdΓa
RΩ
2 hLy

(2.4.2.9)

χs21 =
∫Γb vydΓb
RΩ
2 hLy

(2.4.2.10)

On peut de plus considérer des facteurs pour les écoulements hybrides, qui ne se com-
binent pas forcément linéairement. Il est donc possible de calculer une matrice 2×2, notée
χsp pour corriger les effets de chaque écoulement superposé. Pour un motif isotrope, on
peut démontrer, en égalant les débits locaux et globaux [122] :

χsp11 =
∫Γa vxdΓa

−χp11
h3

12µ
∂p
∂xθ
Ly + χs11

RΩ
2 hLy

(2.4.2.11)

χsp22 =
∫Γa vxdΓa

−χp22
h3

12µ
∂p
∂yLx

(2.4.2.12)

χsp21 = χsp21 = 0 (2.4.2.13)

Notons qu’avec ces facteurs correcteurs on a :

∇(χsp (−h
3

6µ
χp∇p +RΩhχs)) = 0 (2.4.2.14)

A partir de la résolution des équations de Navier-Stokes (par exemple avec le logiciel
commercial Ansys FLUENT), on peut alors calculer les rapports de débits de équations
(2.4.2.5 - 2.4.2.13) pour différentes valeurs de hauteurs de film et de pression aux limites,
à vitesse de cisaillement imposée constante.

En résumé, on doit commencer par discrétiser l’espace ( ∂p∂x ,
∂p
∂y , h) en calculant pour

chaque point les matrices (2× 2), χp et χsp, ainsi que le vecteur (2× 1), χs. Par interpola-
tion, on pourra ensuite injecter ces vecteurs dans (2.4.2.1), et ainsi prendre en compte la
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texturation dans un calcul de lubrification. L’algorithme peut utiliser la même discrétisa-
tion que celle présentée précédemment.

Enfin, Reynaud et al. [122] ont remarqué que ce modèle suppose que les écoulement
en gradient de pression axial du palier sont supposés se combiner linéairement avec le
cisaillement du rotor autour du motif. Dans leur rapport des simulations montrent que
ce n’est pas toujours le cas. Lorsque cette hypothèse n’est pas vérifiée, il serait nécessaire
d’ajouter d’autres facteurs correcteurs.

2.4.3 Simplifications dans le cas 1D

Lorsque le motif est invariant dans une direction, comme pour les motifs de la figure
2.15 ou avec les texturations sinusoïdales par exemple, certains facteurs d’écoulement se
simplifient. Si on choisit un motif invariant dans la direction y, on a :

χp12 = χp21 = 0 χp22 = 1

χs21 = 0

χsp21 = χsp12 = 0 χsp22 = 1

(2.4.3.1)

Par ailleurs, les débits locaux étant calculés par unité de largeur d’écoulement, il convient
de prendre Ly = 1 dans les expressions des dénominateurs des facteurs de flux pour que
les débits globaux soient également calculés par unité de largeur d’écoulement.

Ainsi, on conserve uniquement les facteurs χp11, χs1, et χsp11 dépendant chacun de
(∂p∂θ , h) [44]. L’équation (2.4.2.1) devient :

∂

∂θ
(χsp11χp11h̄

3∂p̄

∂θ
) + (R

L
)

2
∂

∂ȳ
(h̄3∂p̄

∂ȳ
) = 1

2

∂χsp11χs11h̄

∂θ
(2.4.3.2)

Appliquer la méthode de Galerkin à ce système donne donc pour le premier terme :

∫
Γ
F (θ, ∂p̄

∂θ
) ∂W
∂θ

dΓ (2.4.3.3)

Avec F = χsp11(∂p∂θ , θ)χp11(∂p∂θ , θ)h̄(θ)3. Un choix judicieux pour l’interpolation de la
non-linéarité de la fonction F peut simplifier le calcul des matrices de discrétisation.

Calculs des facteurs dans des cas particuliers

Afin d’expliciter les facteur de flux calculés à partir des équations de Navier-Stokes dans
un cas particulier, nous nous sommes intéressés à un motif 1D, dont la topographie est
invariante selon la largeur de l’écoulement. Pour ce faire, nous avons utilisé l’expression
suivante pour la surface fixe :

Σ1(x) = −dpe−
x2

2σ2 (2.4.3.4)

Les calculs ont été réalisés pour des cavités de différentes largeurs (σ = 1,41 µm et
σ = 2,82 µm) et pour différentes viscosités du lubrifiant (µ = 0,002 Pa.s et µ = 0,02 Pa.s).
La profondeur de la cavité est égale à dp = 10 µm. La période spatiale du motif est de
84 µm. Un exemple de calcul des lignes de courant est présenté sur la figure 2.19 (étude
détaillée dans [122]), lorsque l’on combine les conditions d’écoulement en cisaillement et
en pression. Dans cette configuration, une recirculation de lubrifiant apparait clairement
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Figure 2.19 – Lignes de courant dans une cavité pour différentes épaisseurs de film (U = 1,3 m/s,
∆P = 8400 Pa, h0 = 2 µm, σ = 1,41 µm) [122]
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Figure 2.20 – Facteur de flux en cisaillement calculés pour deux vitesses U = 1,3 m/s et U = 2,6 m/s (
σ = 1,41 µm, µ = 20 mPa.s)

dans la cavité. C’est lorsque les conditions des écoulements en pression et en cisaillement
s’opposent que l’on constate majoritairement ce phénomène.

Afin d’identifier les influences des différents facteurs, nous les présentons dans ce pa-
ragraphe pour certaines configurations. La figure 2.20 présente le calcul de débit et les
facteurs de flux en cisaillement correspondant à différentes épaisseurs de film h au dessus
de la cavité, et pour deux vitesses de cisaillement différentes. On constate que les facteurs
d’écoulement sont proches de 1, ce qui traduit la faible influence de la cavité sur le facteur
d’écoulement en cisaillement.

La figure 2.21 présente le débit et le facteur d’écoulement en pression pour différents
gradients de pression et épaisseurs de film au-dessus de la cavité. On constate également
que les facteurs de flux sont proches de 1, sauf dans le cas de faibles épaisseurs de film.
L’influence des hypothèses de Reynolds est donc également faible dans ce cas pour les
facteurs d’écoulement en pression.

La figure 2.22 expose les résultats de simulation du facteur d’écoulement combiné en
pression et cisaillement. Il est intéressant de remarquer le comportement asymétrique des
facteurs de flux par rapport au gradient de pression imposé, comme l’ont souligné de
Kraker et al. dans [44]. Ce comportement est d’autant plus important que l’épaisseur
de film au-dessus de la cavité est grande. De plus, la pondération du débit peut être
importante par rapport au débit de Reynolds comme l’indique la grande amplitude du
facteur d’écoulement.

2.4.4 Simplifications dans le cas 2D avec motif isotrope

Dans le cas ou le motif est le même dans les deux directions θ et ȳ, on peut également
simplifier certains termes. La figure 2.23 présente un tel motif. Au vu de la physique de
l’écoulement, on peut sélectionner une maille avec des conditions aux limites représentant
le fait qu’il existe un grand nombre d’autres mailles autour (hypothèse de séparation des
échelles).

Pour les facteurs χs et χp, ainsi que pour les facteurs diagonaux de la matrice χsp,
on utilise la maille représentée figure 2.23. L’isotropie permet également de simplifier le
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Figure 2.21 – Débit Qv et facteur d’écoulement χp calculé par différence de pression ( σ = 1,41 µm,
µ = 2 mPa.s)

Figure 2.22 – Débit Qv et facteur d’écoulement χsp en pression et cisaillement combinés (U = 1,3 m/s,
σ = 1,41 µm, µ = 20 mPa.s)
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Figure 2.23 – Motif de texturation périodique isotrope selon deux directions

nombre de facteurs à calculer. On a en effet :

χp12 = χp21 = 0 χp11 = χp22

χs21 = 0

χsp12 = χsp21 = 0 χsp11 = χsp22

(2.4.4.1)

Prendre un motif isotrope ajoute seulement un facteur supplémentaire à calculer, cor-
respondant à la combinaison de l’écoulement de cisaillement dans une direction, et en
différence de pression dans l’autre direction. En revanche, l’équation de Reynolds moyen-
née devient plus complexe :

∂

∂θ
(χsp11χp11h̄

3∂p̄

∂θ
)+

+(R
L
) ∂
∂θ

(χsp12h̄
3∂p̄

∂ȳ
) + (R

L
) ∂

∂ȳ
(χsp21h̄

3∂p̄

∂θ
)

(R
L
)

2
∂

∂ȳ
(χsp22χp22h̄

3∂p̄

∂ȳ
) = 1

2

∂χsp11χs11h̄

∂θ

(2.4.4.2)

Il est aussi intéressant de remarquer que les facteurs égaux entre eux doivent cependant
être évalués pour les gradients de pression dans des directions différentes. En clair on a
χp11 = χp22 bien que χp11 dépende de ∂p

∂θ alors que χp22 dépende de ∂p
∂ȳ dans l’équation

(2.4.4.2). Cette remarque est évidemment valable aussi pour les facteurs χsp.

2.5 Conclusions sur la modélisation du palier texturé

Nous avons présenté dans cette partie un certain nombre de modèles simulant l’écoule-
ment dans un palier, partant de la solution analytique de palier fini "demi-Sommerfeld", à
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Figure 2.24 – Exemple de recirculation modifiant le débit autour d’une cavité - les lignes de courants
sont représentées, les couleurs de bleu à rouge indiquent la vitesse des particules de 0 à la vitesse de
cisaillement du plan supérieur pris à 6m/s.

la prise en compte d’effets de cavitation et de texturation multi-échelles via des équations
de Reynolds moyennées. Si l’on considère que les effets locaux sont calculés a priori sous
la forme de facteurs d’écoulement, on peut synthétiser ces modèles selon les 5 niveaux de
complexité numérique décrits ci-dessous.

Les modèles définis "par impédance" , où l’on exprime un vecteur en 2D résultant des
efforts d’un palier en un point de la structure, comme le modèle de palier fini demi-
Sommerfeld que nous avons présenté. Ses déclinaisons pour un palier court et un palier
long en demi-Sommerfeld ou Sommerfeld complet sont aussi disponibles [60]. Ces modèles
permettent un dimensionnement rapide, et sont limités par la non prise en compte du
mésalignement du rotor dans son logement. Leur application est aussi discutable lorsque
la zone de cavitation n’est pas suffisamment étendue pour considérer le modèle demi-
Sommerfeld. Enfin, la texturation peut être ajoutée analytiquement avec le modèle de
Christensen, ce qu’a fait Lin pour les paliers courts [87, 88, 89] par exemple.

Les modèles de cavitation avec seuil , mais sans conditions physiques aux bornes de la
zone de cavitation (modèle de Gumbel). Dans ce cas, la résolution des équations linéaires
de Reynolds est nécessaire. Remarquons par ailleurs qu’avec les facteurs d’écoulement
interpolés que nous avons proposé, la prise en compte de la texturation n’ajoute pas de
complexité à la résolution (seulement un assemblage de matrices indépendantes de la
position du rotor).

Les modèles de cavitation avec conservation de débit , pour lesquels il est nécessaire d’uti-
liser un algorithme itératif ou un algorithme de pivot. On peut aussi en simplifier l’écriture
en le mettant sous forme de problème de complémentarité linéaire, et utiliser les astuces
classiques de résolution tels que la méthode FBNS présentée ici. On peut décrire à la fois la
condition de Reynolds et la condition JFO sous cette forme, le système pour la condition
de Reynolds étant un peu plus rapide à résoudre. Il faut toutefois remarquer que la variable
complémentaire dépend du temps avec la condition JFO. Avec ces méthodes, l’utilisation
de facteurs d’écoulement de Reynolds interpolés ne complexifie pas l’algorithme.
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La prise en compte du mésalignement qui augmente significativement la complexité des
deux modèles précédents, car cela combine les matrices liées à l’élévation de l’épaisseur de
film au cube. On peut par ailleurs augmenter le nombre de degrés de liberté décrivant la
position du rotor. Cependant avec 4 degrés de liberté, on doit déjà assembler 35 matrices
pour chaque résolution.

L’utilisation de facteurs d’écoulement de Navier-Stokes , qui impose une non-linéarité
supplémentaire dans la formulation des équations à résoudre, directement en gradient
de pression. Cette méthode est encore en développement, et il n’y a pas eu de réelle
application publiée dans la littérature à la connaissance des auteurs, en dehors de calculs
de facteurs d’écoulement et de comparaisons aux facteurs de Reynolds ou du système de
Stokes. La compatibilité de cette méthode avec les conditions de cavitation, ou avec le
terme instationnaire de l’équation de Reynolds n’est pas démontrée et doit être adaptée.

Mis à part pour le dernier niveau de complexité présenté ici, la résolution d’un problème
peut durer de quelques secondes à environ une minute sur un ordinateur actuel standard,
et ces modèles peuvent être utilisés sous cette forme dans des algorithmes d’études dyna-
miques que nous présentons dans la partie suivante.



Chapitre 3

Dynamique non linéaire du problème
couplé

Dans le chapitre précédent nous avons présenté les méthodes avancées de modélisation
de l’écoulement dans le palier hydrodynamique. Nous présentons dans cette partie la mo-
délisation classique de la structure basée sur la théorie de l’élasticité linéaire d’un solide
en petits déplacements. Ainsi, nous détaillerons le problème couplé, par projection de la
pression, calculée à l’aide des méthodes précédemment introduites, sur le rotor en rotation.
Nous présenterons alors les problèmes dynamiques associés à ces modèles. La dépendance
de la pression par rapport au déplacement de la structure étant fortement non-linéaire,
nous développerons le formalisme d’outils permettant d’étudier les vibrations associées
et leur stabilité. Ces outils vont nous permettre par la suite de comparer efficacement
l’impact des texturations modélisées sur le mouvement de l’arbre et ses vibrations. Nous
illustrerons ces outils par des exemples simplifiés, et leur étude approfondie fera l’objet du
chapitre 4.

3.1 Modélisation d’une poutre élastique en rotation par éléments
finis

Pour modéliser le solide, nous utiliserons une description lagrangienne du mouvement,
c’est-à-dire par les trajectoires [64]. De plus, nous utiliserons les hypothèses de l’élasticité
linéaire. Cela nous permettra de décrire la loi de comportement du matériau de manière
simplifiée. On ajoute également les hypothèses de petits déplacements, petites déforma-
tions, et on considèrera le repère du laboratoire comme Galiléen. Enfin, aux vues des
dimensions du rotor, nous ferons les hypothèses associées à la théorie des poutres.

3.1.1 Formulation d’une poutre en rotation

Le rotor de notre étude est constitué d’un arbre et de deux disques. Afin d’établir les
équations du mouvement, nous rappelons ici les expressions des énergies cinétiques de ces
composants, de l’énergie potentielle élastique de l’arbre, ainsi que les travaux des efforts
non conservatifs, internes et externes au système.

Paramétrage et cinématique

Pour décrire les mouvements du rotor, nous utiliserons les notations de la figure 3.1
dans le repère du laboratoire considéré comme fixe. Nous noterons par la suite (u∗, v∗,

79
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Figure 3.1 – Repère de référence (adapté de [85])

w∗) les coordonnées dans le repère tournant R(x, y, z).
Rappelons qu’avec ce paramétrage et les hypothèses de poutre, la déformation longitu-

dinale de second ordre (aussi nommée déformation de Von Karman) s’écrit :

εy = −x
∂2u∗

∂y2
− z∂

2w∗

∂y2
(3.1.1.1)

Nous avons par ailleurs :

θA = ∂w
∂y

, et ψA = −∂u
∂y

(3.1.1.2)

Avec le paramétrage de la figure 3.1, le vecteur rotation en chaque point est donné dans
le repère fixe par :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ωx
ωy
ωz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ψ̇A cos(θA) sin(φA) + θ̇A cos(φA)
φ̇A + ψ̇A sin(θA)

ψ̇A cos(θA) cos(φA) + θ̇A sin(φA)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.1.1.3)

Energie cinétique et inertie de rotation d’un disque

L’énergie cinétique d’un disque TD est donnée par :

TD = 1

2
MD(u̇2

D + ẇ2
D) + 1

2
(IDxωx2

D + IDyωy2
D + IDzωz2

D) (3.1.1.4)

Avec (u, v,w) les coordonnées du centre du disque dans le repère fixe, MD la masse du
disque, IDx , IDy , IDz les composantes du tenseur d’inertie du disque coïncident avec les
directions principales dans le repère tournant. On considèrera par la suite que les disques
sont symétriques par rotation autour de l’axe y, ce qui donne IDx = IDz . On suppose de
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plus en petites déformations que θ << 1 et ψ << 1. On note enfin φ̇ = Ω, considéré constant
par la suite. Nous évaluons alors l’expression (3.1.1.3) au centre du disque et obtenons :

TD = 1

2
MD(u̇2

D + ẇ2
D) + 1

2
IDx(ψ̇2

D + θ̇2
D) + 1

2
IDy2Ωψ̇DθD +

1

2
IDyΩ

2 (3.1.1.5)

Energie cinétique et inertie de rotation de l’arbre

On utilise le même raisonnement pour l’expression de l’énergie cinétique de l’arbre TA :

TA = ρAS
2 ∫

LA

0
(u̇2 + ẇ2)dy + ρAI

2 ∫
LA

0
(ψ̇2

A + θ̇2
A)dy + ρAILA

2
Ω2 + ρAIΩ∫

LA

0
ψ̇AθA dy

(3.1.1.6)
Avec ρA la masse volumique du matériau de l’arbre, S l’ aire de section de la poutre,

supposée constante, et I le moment d’inertie de la section par rapport à son axe neutre,
supposé aussi constant. Le premier terme est l’expression classique de l’énergie cinétique
pour une poutre en flexion, la seconde intégrale correspond à l’inclinaison des sections
droites par raport à la fibre neutre (poutre de Timoshenko), le terme ρAILAΩ2 est constant
et n’a pas d’influence dans les équations de Lagrange, le dernier terme représente l’effet
gyroscopique.

Travail des déformations d’un arbre visco-élastique en flexion

Afin de calculer l’énergie de déformation de l’arbre, il est nécessaire de faire des hypo-
thèses sur la loi de comportement. Nous utiliserons la loi de comportement d’une poutre
visco-élastique [161] qui correspond à :

σy = E(εy + ηbε̇y) (3.1.1.7)

Avec σy et εy les composantes principales respectivement des tenseurs de contrainte et de
déformation dans la direction y.

On réécrit l’expression générale du travail de la déformation élastique de l’arbre :

δWe = −∫
τ
σ ∶ δεdτ (3.1.1.8)

Cela donne :
δWe = −E ∫

LA

0
∫
S
(εy + ηbε̇y)δεy dSdy (3.1.1.9)

Or :
εy = −x

∂2u∗

∂y2
− z∂

2w∗

∂y2
(3.1.1.10)

D’où :
ε̇y = −x

∂2u̇∗

∂y2
− z∂

2ẇ∗

∂y2
(3.1.1.11)

Remarquons que x et z ne dépendent pas du temps d’après la description du schéma
3.2.

Notons :
δUe = E ∫

LA

0
∫
S
εyδεydSdy (3.1.1.12)

Ce terme correspond au travail des forces qui dérivent du potentiel élastique. Notons les
inerties diamétrales Ix et Iz telles que :

Ix = ∫
S
z2dS Iz = ∫

S
x2dS (3.1.1.13)
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Figure 3.2 – Section droite de l’arbre (adapté de [85])

Rappelons que pour un arbre symétrique on a :

I = Ix = Iz (3.1.1.14)

Ce qui nous donne en réinjectant :

δUe = EI ∫
LA

0
(∂

2u∗

∂y2

∂2δu∗

∂y2
+ ∂

2w∗

∂y2

∂2δw∗

∂y2
) dy (3.1.1.15)

Remarquons que la symétrie du rotor fait disparaître le terme croisé. Notons par
ailleurs :

δWd = −Eηb∫
LA

0
∫
S
ε̇yδεydSdy (3.1.1.16)

Ce terme correspond au travail des forces dissipatives.
Nous avons alors :

∫
S
ε̇yδεydS = (∫

S
x2dS) ∂

2u̇∗

∂y2

∂2δu∗

∂y2
+ (∫

S
z2dS) ∂

2ẇ∗

∂y2

∂2δw∗

∂y2
(3.1.1.17)

∫
S
ε̇yδεydS = I ∂

2u̇∗

∂y2

∂2δu∗

∂y2
+ I ∂

2ẇ∗

∂y2

∂2δw∗

∂y2
(3.1.1.18)

De nouveaux termes circulatoires vont apparaitre en se ramenant au repère fixe par la
transformation :

[u
∗

w∗] = [cos(Ωt) − sin(Ωt)
sin(Ωt) cos(Ωt) ] [u

w
] (3.1.1.19)

Or

[ u̇
∗

ẇ∗
] = [cos(Ωt) − sin(Ωt)

sin(Ωt) cos(Ωt) ] [ u̇
ẇ
] +Ω [− sin(Ωt) − cos(Ωt)

cos(Ωt) − sin(Ωt)] [
u
w
] (3.1.1.20)

D’où :

[ u̇
∗

ẇ∗
]
T

[δu
∗

δw∗] = [ u̇
ẇ
]
T

[δu
δw

] + [u
w
]
T

[ 0 Ω
−Ω 0

] [δu
δw

] (3.1.1.21)
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L’application de cette équation de changement de repère dans l’expression de Ue de
l’équation (3.1.1.15) donne, en vue de la symétrie du rotor :

δUe = EI ∫
LA

0
(∂

2u

∂y2

∂2δu

∂y2
+ ∂

2w

∂y2

∂2δw

∂y2
) dy (3.1.1.22)

L’équation (3.1.1.16) donne alors :

δWd = −EIηb∫
LA

0
(∂

2u̇

∂y2

∂2δu

∂y2
+ ∂

2ẇ

∂y2

∂2δw

∂y2
)dy −EIΩηb∫

LA

0
(∂

2u

∂y2

∂2δw

∂y2
− ∂

2w

∂y2

∂2δu

∂y2
)dy

(3.1.1.23)
L’expression finale du travail de déformation visco-élastique de l’arbre est exprimée

par :

δWe = −δUe + δWd = −EI ∫
LA

0
(∂

2u

∂y2

∂2δu

∂y2
+ ∂

2w

∂y2

∂2δw

∂y2
) dy

−EIηb∫
LA

0
(∂

2u̇

∂y2

∂2δu

∂y2
+ ∂

2ẇ

∂y2

∂2δw

∂y2
)dy

−EIΩηb∫
LA

0
(∂

2u

∂y2

∂2δw

∂y2
− ∂

2w

∂y2

∂2δu

∂y2
)dy

(3.1.1.24)

Forces de balourd

On représente le balourd par une masse mb située à la distance d de l’axe géométrique
de rotation du rotor (dans notre cas supposé être l’axe géométrique de l’arbre). Sa vitesse
VB est la suivante :

VB =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u̇B +Ωd cos(Ωt)
0

ẇB −Ωd sin(Ωt)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.1.1.25)

D’où l’énergie cinétique suivante :

TB = 1

2
mBu̇

2
B +

1

2
mBẇ

2
B +

1

2
mBΩ2d2 +mBΩd(u̇B cos(Ωt) − ẇB sin(Ωt)) (3.1.1.26)

Les deux premiers termes seront négligés car la masse du balourd est faible devant celle
du rotor. On fait alors l’approximation :

TB ≈ 1

2
mBΩ2d2 +mBΩd(u̇B cos(Ωt) − ẇB sin(Ωt)) (3.1.1.27)

Principe de l’action stationnaire pour l’élasto-dynamique et formulation faible du système

D’après le principe de l’action stationnaire, nous avons, de l’instant t0 à l’instant t1 :

δA = ∫
t1

t0
(δT − δU + δW )dt = 0 (3.1.1.28)

Avec A, l’action hamiltonienne, T l’énergie cinétique du système, U l’énergie dérivant d’un
potentiel, et δW le travail dissipé des forces ne dérivant pas d’un potentiel.

Le premier terme correspond à l’inertie de l’arbre, des disques, et des balourds. Le
second terme correspond à la déformation élastique de l’arbre en flexion et à l’action de la
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gravité sur l’arbre et les disques, et le dernier terme correspond à l’action des paliers dans
notre application. Détaillons chacun de ces termes :

∫
t1

t0
δTdt = ∫

t1

t0
(MD(u̇D ˙δuD + ẇD ˙δwD) + IDx(ψ̇D ˙δψD + θ̇D ˙δθD) + IDyΩ ˙δψDθD + IDyΩψ̇DδθD

+ρAS ∫
LA

0
(u̇A ˙δuA + ẇA ˙δwA)dy + ρAI ∫

LA

0
(ψ̇A ˙δψA + θ̇A ˙δθA)dy + ρAIΩ∫

LA

0

˙δψAθA + ψ̇AδθAdy

mBΩd( ˙δuB cos(Ωt) − ˙δwB sin(Ωt)))dt

(3.1.1.29)
Par intégration par partie et en rappelant que le champ cinématiquement admissible

δu est nul en t0 et t1 on a :

∫
t1

t0
δTdt = ∫

t1

t0
( −MD(üDδuD + ẅDδwD) − IDx(ψ̈DδψD + θ̈DδθD) − IDyΩ(θ̇DδψD − ψ̇DδθD)

− ρAS ∫
LA

0
(üAδuA + ẅAδwA)dy

− ρAI ∫
LA

0
(ψ̈AδψA + θ̈AδθA)dy − ρAIΩ∫

LA

0
(θ̇AδψA − ψ̇AδθA)dy

−mBΩ2d( − δuB sin(Ωt) + δwB cos(Ωt)))dt

(3.1.1.30)
Remarquons que l’on retrouve bien le travail des quantités d’accélération. Les termes
d’inertie sont tous contenus dans (3.1.1.30). Les termes dérivant d’un potentiel, à savoir
la déformation élastique et les forces de gravité donnent :

−∫
t1

t0
δUdt = −∫

t1

t0
(EI ∫

LA

0
(∂

2uA
∂y2

∂2δuA
∂y2

+ ∂
2wA
∂y2

∂2δwA
∂y2

) dy + ρAgS ∫
LA

0
δwA dy) dt

(3.1.1.31)

Enfin, il reste le travail des efforts non conservatifs (amortissement interne) et celui des
efforts généralisés des paliers sur le système :

∫
t1

t0
δWdt = ∫

t1

t0
[ −EIηb∫

LA

0
(∂

2u̇A
∂y2

∂2δuA
∂y2

+ ∂
2ẇA
∂y2

∂2δwA
∂y2

)dy

−EIΩηb∫
LA

0
(∂

2uA
∂y2

∂2δwA
∂y2

− ∂
2wA
∂y2

∂2δuA
∂y2

)dy

+ ∫
S
(TuδuA +TwδwA)dS]dt

(3.1.1.32)

En remplaçant les expressions (3.1.1.30) à (3.1.1.32) dans (3.1.1.28), on obtient la for-
mulation faible du système.

3.1.2 Discrétisation par éléments finis

Pour résoudre numériquement le problème énoncé par la formulation faible du système
mécanique, il est nécessaire de discrétiser le système. Pour ce faire, on découpe le domaine
linéaire de la poutre en plusieurs éléments, sur lesquels on définit des fonctions de forme
qui nous permettrons d’approximer les déplacements de la poutre.
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Figure 3.3 – Fonctions de forme de Hermite pour le vecteur N1

Fonctions de forme

Nous utiliserons les fonctions de forme de Hermite [160].
Notons :

N1(y) = [1 − 3y2

l2e
+ 2y3

l3e
−y + 2y2

le
− y3

l2e

3y2

l2e
− 2y3

l3e

y2

le
− y3

l2e
] (3.1.2.1)

N2(y) = [1 − 3y2

l2e
+ 2y3

l3e
y − 2y2

le
+ y3

l2e

3y2

l2e
− 2y3

l3e
−y2le +

y3

l2e
] (3.1.2.2)

u = N1(y)xu w = N2(y)xw (3.1.2.3)

xu = [u1, ψ1, u2, ψ2] xw = [w1, θ1,w2, θ2] (3.1.2.4)

Discrétisation

On prend pour vecteur de déplacement élémentaire :

xe = [u1,w1, θ1, ψ1, u2,w2, θ2, ψ2] (3.1.2.5)

On compose le vecteur des inconnues de déplacement global à partir des inconnues élé-
mentaires selon la méthode des éléments finis [160]. On réinjecte la discrétisation dans
les équations (3.1.1.29) à (3.1.1.32), pour exprimer (3.1.1.28). Les détails des matrices
élémentaires à assembler sont donnés en annexe A. Avec cette approximation, l’équation
(3.1.1.28) devient :

∫
t1

t0
(δxTMẍ + δxT [Kb +ΩG]ẋ + δxT [K +ΩKc]x − δxT fb(Ωt) − δxT fext(Ω,x, ẋ))dt = 0

(3.1.2.6)
Cette relation étant vraie pour tout δx, on obtient l’équation du mouvement suivante :

Mẍ + [Kb +ΩG]ẋ + [K +ΩKc]x = fb(Ωt) + fext(Ω,x, ẋ) (3.1.2.7)

Avec M la matrice de masse du système, Kb la matrice de dissipation, G la matrice
gyroscopique, K la matrice de raideur du système, et Kc la matrice circulatoire. La force
fb représente le balourd radial et la force fext représente les efforts extérieurs appliqués
au système. Cette force regroupera l’action de la gravité et celle des paliers sur l’arbre
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flexible.
Pour réécrire cette équation sous forme de système d’état, notons :

y = [ẋ
x
] (3.1.2.8)

On obtient :

[M 0
0 −K −ΩKc

] ẏ + [Kb +ΩG K +ΩKc

K +ΩKc 0
]y = [fb(Ω) + fext(Ω,y)

0
] (3.1.2.9)

On remarque que l’on peut écrire ce système de la manière suivante :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

[M 0
0 −K]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
sym

+Ω [0 0
0 −Kc

]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

antisym

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

ẏ +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

[Kb K
K 0

]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

sym

+Ω [G Kc

Kc 0
]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
antisym

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

y = [fb(Ω) + fext(Ω,y)
0

] (3.1.2.10)

3.1.3 Variantes utiles des équations du mouvement de la structure

Les équations présentées ci-dessus peuvent être légèrement modifiées afin de rendre
plus efficace leur résolution, ou de prendre en compte des effets supplémentaires. Nous
présentons ici la réduction modale permettant de tirer partie de la géométrie, la masse et
la raideur de la poutre, pour diminuer efficacement le nombre de degré de liberté. Nous
présenterons également la transformation permettant de changer de repère ; cette méthode
peut également permettre d’adapter la résolution du système par rapport aux chargements
prépondérants. Enfin, nous montrerons comment prendre en compte simplement un éven-
tuel défaut de rectitude de l’arbre dans la dynamique du système. Les deux dernières
variantes seront largement étudiées dans la partie 4.

Reduction modale

Nous avons vu, partie 3.1.2, qu’un choix de discrétisation de la structure est nécessaire.
Nous avons donc sous-entendu que l’on doit discrétiser la poutre en éléments dont le
nombre et la longueur sont arbitraires. Afin de diminuer le nombre de degrés de liberté,
on peut en revanche, à partir de cette discrétisation reconstituer des dépendances entre les
degrés de liberté afin d’en garder un nombre minimum. En effet, si l’on sait que le rotor
doit vibrer selon un certain type de déformées, on peut souhaiter garder uniquement ces
déformées, c’est-à-dire les dépendances entre les degrés de liberté du découpage arbitraire.
Dans cet optique, on peut utiliser par exemple les déformées libres de la poutre (sans
rotation et sans paliers), pour réduire le nombre de degrés de liberté d’un rotor sur deux
paliers hydrodynamiques. Nous donnons ici les grandes lignes d’une telle réduction modale.

On note Φ la matrice composée des nr vecteurs propres sélectionnés du système libre,
et Λ la matrice diagonale des valeurs propres. On a alors :

KΦ =MΦΛ (3.1.3.1)

On normalise Φ de sorte que :

ΦTMΦ = I ΦTKΦ = Λ (3.1.3.2)

On posant alors x = Φz les équations du mouvement (3.1.2.7) deviennent
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z̈ +Ξ1ż + [Λ +Ξ2]z = f∗b + f∗ext(Ω,z, ż) (3.1.3.3)

Avec Ξ1 = ΦT [Kb + ΩG]Φ, Ξ2 = ΩΦTKcΦ, f∗b = ΦT fb(Ωt), f∗ext = ΦT fext(Ω,Φz,Φż). Ce
système possède la taille du nombre de modes choisis nr, qui ont pu être calculés à partir
d’un discrétisation fine pour le vecteur des inconnues x.

Zheng et Hasebe [157] proposent de séparer les vecteurs modaux dont le déplacement
est non nul aux degrés de liberté concernés par les paliers. Cette séparation est avantageuse
lorsque l’on procède à une projection des forces de paliers sur des noeuds de structure,
mais l’est moins lorsqu’on les projette sur des éléments, car les modes concernés sont à
relativement hautes fréquences. Par ailleurs, si l’on n’effectue pas cette séparation, cette
méthode a le désavantage de distribuer la non-linéarité sur tous les degrés de liberté
restant. Nous verrons que cela diminue l’efficacité de la méthode de balance harmonique,
que nous présenterons dans la partie 3.3.8, qui est, elle, d’autant plus efficace que l’on a
peu de degrés de libertés affectés par la non-linéarité.

Repère fixe et repère tournant

Le choix du repère pour écrire les équations du mouvement peut être fait par rapport
aux sollicitations externes du systèmes. Pour les machines tournantes soumises à un char-
gement élevé dans le repère fixe, comme le poids par exemple, le choix de ce repère peut
être intéressant. En revanche le repère tournant peut représenter un choix plus avantageux
pour une excitation périodique, comme le balourd par exemple, devient prépondérant par
rapport au poids du rotor (par exemple pour des rotors légers ou verticaux à hautes vi-
tesses de rotation). Dans le repère tournant, le balourd est donc constant, ce qui simplifie
l’étude. Nous décrivons dans ce paragraphe le changement des équations du mouvement
dans le repère tournant.

Le passage d’un repère à l’autre s’effectue en remarquant :

[u∗,w, θ∗, ψ∗]T = [R 02

02 R
] [u,w, θ,ψ]T

R = [cos(Ωt) − sin(Ωt)
sin(Ωt) cos(Ωt) ]

RTR = I

Ṙ = Ω [0 −1
1 0

]R

(3.1.3.4)

Ainsi avec ces notations on peut exprimer le vecteur des inconnues du repère tournant
x∗ :

x∗ = (I2n ⊗R)x (3.1.3.5)

Où ⊗ designe le produit tensoriel, et n désigne le nombre de noeuds de poutre choisis
pour sa discrétisation. Notons :

R = I2n ⊗ [ 0 1
−1 0

] (3.1.3.6)

On a alors :

ẋ = (I2n ⊗ ṘT )x∗ + (I2n ⊗RT )ẋ∗ = (I2n ⊗RT ) ∗ (ΩRx∗ + ẋ∗) (3.1.3.7)
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ẍ = (I2n ⊗RT ) ∗ (−Ω2x∗ + 2ΩRẋ∗ + ẍ∗) (3.1.3.8)

L’équation (3.1.2.7) devient :

Mẍ∗ + [Kb +ΩG + 2ΩMR]ẋ∗ + [K +ΩKc −Ω2M +Ω(Kb +ΩG)R]x∗
= (I2n ⊗R) ∗ (fb(Ω) + fext(Ω,x, ẋ))

(3.1.3.9)

Rappelons que l’on a, par construction (annexe A), les relations :

Kc = KbRT

M =M0 +Ms

G = 2MsRT

(3.1.3.10)

Notons par ailleurs que la force fb est fixe dans ce repère. On note ce vecteur fixe
f∗b = (I2n ⊗R) ∗ fb(Ω). On utilise la même notation pour le chargement extérieur, qui est
donc appliqué dans le repère tournant.

Cela permet de simplifier le terme de gauche de (3.1.3.9) :

Mẍ∗ + (Kb + 2ΩM0R)ẋ∗ + [K +Ω2(Ms −M0)]x∗ = f∗b + f∗ext(Ω,x∗, ẋ∗) (3.1.3.11)

On retrouve conformément les termes classiquement attendus dans ce repère, à savoir
une nouvelle matrice de raideur en Ω2 due à l’inertie du système tournant. Le terme f∗ext,
qui sera explicité partie 3.2.1.

Défaut de rectitude de l’arbre

Les arbres réels n’ont évidemment pas de fibre neutre parfaitement droite. En général,
pour les rotors de bonne qualité, cet écart est faible (de l’ordre du micron). Cependant,
dans le cas de paliers hydrodynamiques, l’écart de rectitude avoisine le jeu radial. Il peut
alors être intéressant de l’inclure dans les modèles de simulation. Cela peut être fait assez
simplement en modifiant les équations du mouvement (3.1.2.7) dans le repère fixe de la
manière suivante [63] :

Mẍ + [Kb +ΩG]ẋ + [K +ΩKc]x = fb(Ωt) + fext(Ω,x, ẋ) +KI2n ⊗Rxr(Ωt + α0) (3.1.3.12)

Avec xr le défaut de rectitude mesuré à l’arrêt. La matrice I2n ⊗ R représente la ro-
tation du défaut de rectitude autour de l’axe de rotation (même expression que dans le
changement de repère présenté partie 3.1.3), et α0 représente l’angle à l’instant t = 0. Re-
marquons enfin que dans le repère tournant, le défaut de rectitude est fixe quand l’arbre
a une position stationnaire dans ce repère.

3.2 Problème monolithique

Maintenant que nous avons présenté un modèle de poutre élastique en rotation d’une
part, et d’autre part un modèle de palier hydrodynamique avec différents modèles de cavi-
tation, ainsi que diffèrents modèles d’écoulement du fluide dans les motifs de texturation,
nous allons présenter maintenant la projection de la pression due à l’écoulement sur la
structure, ce qui nous permettra de considérer un modèle global, qui pourra se résoudre
de manière monolithique.
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3.2.1 Projection de la pression sur la structure

Exprimons le travail de la pression du fluide sur l’interface de la structure :

δWcoupl = ∫ ∫
δΓ
[puδu + pwδw]dδΓ (3.2.1.1)

Or, en reprenant le paramétrage utilisé sur la figure 2.2, on a :

pu = p cos(θ)
pw = p sin(θ) (3.2.1.2)

D’où, pour un palier :

δWcoupl1 = ∫
Lp

0
∫

2π

0
[p cos(θ)δu + p sin(θ)δw]Rdθdy (3.2.1.3)

δWcoupl1 = ∫
Lp

0
∫

2π

0
[∑Nf i(θ, y)pi cos(θ)∑Nsj(y)δuj+

∑Nf i(θ, y)pi sin(θ)∑Nsi(y)δwj]Rdθdy
(3.2.1.4)

δWcoupl1ij =pi
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∫

Lp

0
(∫

2π

0
Nf i(θ, y)R cos(θ)dθ)Nsj(y)dy

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
δuj

+pi
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∫

Lp

0
(∫

2π

0
Nf i(θ, y)R sin(θ)dθ)Nsj(y)dy

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
δwj

(3.2.1.5)

On peut noter :

Nf ui
(y) = ∫

2π

0
Nf i(θ, y)R cos(θ)dθ

Nfwi
(y) = ∫

2π

0
Nf i(θ, y)R sin(θ)dθ

(3.2.1.6)

Et encore :

[Pu]ij = 12µ( R
Cr

)
2

∫
Lp

0
Nf ui

(y)Nsj(y)dy

[Pw]ij = 12µ( R
Cr

)
2

∫
Lp

0
Nfwi

(y)Nsj(y)dy
(3.2.1.7)

Donc, avec ces notations :

δWcoupl1 = Ω(δuTPup̄ + δwTPwp̄) (3.2.1.8)

On peut aussi insérer la matrice P composée de Pu et de Pw nous permettant d’écrire :

δWcoupl1 = δxTPp̄ (3.2.1.9)
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Projection dans le repère tournant

Le calcul des forces de palier dans le repère tournant n’est pas plus complexe que dans
le repère fixe, grâce à l’hypothèse de négligeabilité des forces d’inertie du fluide. Il faut
toutefois remarquer que le cisaillement de la surface mobile s’effectue dans l’autre sens,
c’est-à-dire que pour le fluide, ce n’est plus la surface l’arbre qui possède une vitesse de
cisaillement mais celle du coussinet. Ainsi le terme de Couette (1

2
∂h̄
∂θ + 1

2
∂r̄
∂θ

) de l’équation
de Reynolds (2.2.3.15) change de signe.

3.2.2 Bilan des différents problèmes à résoudre

Nous énonçons dans cette section les différents problèmes couplés dans le repère fixe.
Remarquons que les variantes présentées dans la partie 3.1.3 peuvent être également uti-
lisées.

Arbre sur palier lisse avec condition de cavitation de Gumbel

Le problème de dynamique d’arbre sur palier avec cavitation de Gumbel s’écrit :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Mẍ + [Kb +ΩG]ẋ + [K +ΩKc]x = fb(Ωt) + fs +Ω[P1 + P2]p̄
H(x)p̄ = ff(x, ẋ)

p̄ ≥ 0

(3.2.2.1)

Avec P1 et P2 les matrices respectives de projection de la pression de chaque palier, et p le
vecteur des inconnues de pression des deux paliers regroupés. Rappelons que les matrices
H, et le vecteur ff sont construits à partir des inconnues (x, ẋ), leur dépendance étant non-
linéaire. Une dernière précision est nécessaire pour définir le problème fluide : la périodicité
selon la circonférence du palier, et la condition de pression aux bord du palier. Notons que
sous la forme écrite ci-dessus, on a p̄δΓ(Ω), la pression adimensionnée aux bords du palier
qui dépend de Ω.

Arbre sur palier lisse avec condition de cavitation de Reynolds

Le problème de dynamique d’arbre sur paliers avec cavitation de Reynolds s’écrit :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mẍ + [Kb +ΩG]ẋ + [K +ΩKc]x = fb(Ωt) + fs +Ω[P1 + P2]p̄
H(x)p̄ + r̄ = ff(x, ẋ)

p̄ ≥ 0

r̄ ≥ 0

p̄r̄ = 0

(3.2.2.2)

Arbre sur palier lisse avec cavitation JFO et conservation du débit

Le problème de dynamique d’arbre sur paliers avec cavitation de JFO s’écrit :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Mẍ + [Kb +ΩG]ẋ + [K +ΩKc]x = fb(Ωt) + fs +Ω[P1 + P2]p̄
H(x)p̄ +Q1r̄ +Q2 ˙̄r = ff(x, ẋ)

p̄ ≥ 0

r̄ ≥ 0

p̄r̄ = 0

(3.2.2.3)
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Figure 3.4 – Représentation qualitative du problème (3.2.2.3) - la pression est représentée dans les
paliers en dégradé de bleu à rouge, et l’arbre flexible, en gris, est soumis à son propre poids ainsi qu’à
un chargement statique dirigée vers le bas ; la zone de cavitation déterminée par l’algorithme JFO est
représentée en blanc

On peut évidemment adapter tous ces systèmes dans les cas texturés en remplaçant
H,Q, ff par leurs équivalents homogénéisés des systèmes (2.3.3.16) à (2.3.4.2).

3.3 Méthodes d’étude des équations non-linéaires associées au pa-
lier hydrodynamique

3.3.1 Etat de l’art

Comme mentionné dans l’introduction, la dynamique non linéaire associée au palier
hydrodynamique a fait l’objet de nombreuses études analytiques et numériques dans les
40 dernières années. Lund et al. [83, 91, 92, 93, 94, 96, 98, 99] ont présenté les premiers
résultats de décomposition modale et d’analyse de stabilité d’un rotor flexible sur paliers
hydrodynamiques. Les analyses de stabilité du palier hydrodynamique ont été nombreuses
[47, 103, 118],et s’intéressent pour beaucoup à la vibration auto-entretenue appelée "oil-
whirl". Les analyses plus récentes ont reproduit les calculs de stabilité dans des cas où
l’on peut piloter l’état de surface du palier [120], une éventuelle texturation [30, 79], ou
encore l’optimisation d’une géométrie [134]. Zheng et al. proposent également des méthodes
de calcul de coefficients dynamiques optimisés dans le cas de cavitation modélisé par
un problème linéaire de complémentarité (LCP) [158]. En complément des analyses de
stabilité, de nombreuses études ont analysé le comportement du palier hydrodynamique à
partir d’intégration temporelle des équations du mouvement [1, 28, 31, 32, 33, 72, 77, 81,
82, 101, 106, 130, 154, 156, 157]. Ces études utilisent différents degrés de simplification
des modèles, et présentent une dynamique du palier hydrodynamique très riche, avec des
régimes sous-harmoniques, des régimes quasi-périodiques, ou encore du chaos. On peut
aussi trouver des analyses temporelles de palier avec une prise en compte de la rugosité
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Figure 3.5 – Schématisation de l’exemple simplifié

[117, 139]. D’autres efforts ont été effectués pour analyser les solutions périodiques du
problème. On retrouve notamment la théorie de bifurcation de Hopf [71, 105, 128, 129, 151,
152, 150], la méthode des perturbations [62], la méthode de discrétisation temporelle [39], la
méthode de tir [9, 35, 149], ou encore la méthode d’équilibrage harmonique [23, 80, 149].
Enfin, on trouvera aussi des études portant sur l’influence de la température dans le
système [95, 97, 110].Toutes ces études présentent la complexité du problème et la richesse
des solutions liées à la dynamique de ligne d’arbre sur palier hydrodynamique. L’analyse
de l’impact d’un modèle de rugosité périodique ou texturation de surface ne semble pas
avoir été effectuée d’un point de vue de l’analyse de bifurcations et représente l’objet de
notre étude.

3.3.2 Un exemple d’un système simplifié de palier

Afin d’illustrer les méthodes et outils d’analyse présentés dans cette partie, nous uti-
liserons un cas simple d’une masse positionnée dans un seul palier lisse fini, pouvant se
déplacer selon deux directions du plan (x, y), représenté figure 3.5. On utilise alors l’ex-
pression de l’impédance du palier fini en approximation π-film donné par les systèmes
(2.2.3.2) à (2.2.3.6), que nous pourrons comparer aux autres modèles de palier fini projeté
sur la structure avec les expressions (3.2.1.9). Cela se traduit par :

mI2 [
ẍ
ÿ
] + kI2 [

x
y
] = [Fx

Fy
] +meΩ2 [cos(Ωt)

sin(Ωt)] + [ 0
−mg] (3.3.2.1)

On a donc M =mI2, K = kI2, Kc = Kb = G = 02.
Les données utilisées seront : Lp = 8 mm, R = 2.5 mm, Cr = 8 µm, µ = 6 mPa.s,

m = 1 mg. La valeur de k sera prise nulle excepté dans la partie 3.3.12, afin d’ajouter
artificiellement une fréquence de résonance au système homogène.

Dans les paragraphes qui suivent, nous présenterons les différentes analyses du système,
à savoir, le calcul de la position d’équilibre statique et de sa stabilité, le calcul linéaire
et non-linéaire de la réponse forcée. En ce qui concerne les méthodes non-linéaires, nous
présenterons l’intégration temporelle, la méthode de tir, et enfin la méthode d’équilibrage
harmonique (HBM). Les systèmes seront adaptés à l’exemple illustratif.
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3.3.3 Position d’équilibre statique

Le problème se simplifie à l’équilibre statique :

[K +ΩKc]xstat = fs + fnl(xstat) (3.3.3.1)

La résolution est quant à elle toujours non linéaire et peut-être obtenue à partir d’un
algorithme itératif de type Newton-Raphson. Le calcul du jacobien dans l’algorithme peut
être obtenu directement à partir d’un développement de Taylor de la pression [83, 158]. On
peut aussi l’obtenir par perturbation numérique. Ces méthodes sont rappelées en annexe
C.3.3.

Exemple simplifié Dans le cas illustratif, en prenant k = 0, la recherche de position d’équi-
libre revient à calculer xstat pour avoir :

fnl(xstat) = −fs (3.3.3.2)

Par exemple, si l’on prend fs = [0;Wc]T et pour Wc = [0..20 N ] on obtient les positions
de la figure 3.6. Sur cette figure, on compare différents modèles pour calculer la position
d’équilibre idéale. Nous comparons le modèle π-film avec notre résolution éléments finis,
avec condition de rupture de film de Reynolds, et la pression de cavitation égale à la pres-
sion atmosphérique, ce qui présente une validation de l’algorithme. Cependant lorsque l’on
prend la pression de cavitation différente de la pression atmosphérique, on voit que l’angle
correspond à la position de film complet (Sommerfeld) avec un angle de calage de π/2, puis
intervient la cavitation. On voit par ailleurs qu’à des excentricités élevées, on rejoint le pro-
fil π-film, car les pressions inférieures à la pression de cavitation deviennent négligeables.
Lorsque l’on compare les position de paliers lisses avec cavitation JFO à un cas texturé de
la figure 2.17(a) (également avec cavitation JFO), on voit qu’il y a de faibles différences
sur la position d’équilibre statique. Le modèle de cavitation présente une variation minime
pour cet exemple. Remarquons que le chargement n’a pas été imposé jusqu’à 20N pour le
cas texturé, car l’excentricité devenait trop élevée. Cette texture semble limiter la portance
maximale. Une étude spécifique à chargement et excentricité élevés devrait toutefois être
réalisée pour tirer des conclusions plus précises. Cela ne présente pas d’intérêt par rapport
à l’étude actuelle. En conclusion, pour les conditions de fonctionnement d’un tel palier,
on ne peut pas adopter le profil π-film ce qui justifie le calcul par éléments finis.

3.3.4 Analyse de stabilité des positions d’équilibre statique

Une fois l’équilibre obtenu, il peut être intéressant de calculer les modes de vibration
du système linéarisé autour de la solution d’équilibre par exemple :

Mẍ + [Kb +ΩGJ1]ẋ + [K +ΩKc + J2]x = 0 (3.3.4.1)

Exemple simplifié Le système adapté à l’exemple présenté dans le paragraphe 3.3.2 donne :

Mẍ + J1ẋ + [K + J2]x = 0 (3.3.4.2)

Avec :
J1 = −P

∂p̄

∂ẋ
J2 = −P

∂p̄

∂x
(3.3.4.3)

On peut remarquer que pour le cas test du système (3.3.2.1) avec projection de la
pression sur un nœud, le jacobien du système correspond aux coefficients dynamiques
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Figure 3.6 – Position stationnaire adimensionnée par rapport au jeu dans le cas test du système (3.3.2.1)
pour un chargement vertical de 0 à 20 N (rotation en sens direct)

du palier. La figure 3.7 présente les coefficients adimensionnés pour le modèle π-film de
palier fini par impédance, confronté au modèle π-film par FEM, et au modèle π-film avec
facteurs d’écoulement correspondant à la texturation de la figure 2.17(a). On remarque
que le modèle le modèle FEM présente des résultats très proches du modèle de palier fini
par impédance, ce qui permet de le valider. Par ailleurs, concernant le modèle texturé on
remarque que pour des excentricités inférieures à 0.8 toutes les courbes se superposent,
montrant le faible impact de la texturation. Lorsque l’excentricité est supérieure à 0.8, les
coefficients dynamiques de palier texturé se séparent franchement des coefficients de palier
lisse, en présentant des raideurs et des amortissement significativement plus faibles.

On cherche alors les solutions sous la forme x = xstat + x0eλt :

[λ2M + λ(Kb +ΩG + J1) + (K +ΩKc + J2)]x0 = 0 (3.3.4.4)

A0 [
λx0

x0
] = λB0 [

λx0

x0
] (3.3.4.5)

Avec :

A0 = −[Kb + J1 +ΩG K + J2 +ΩKc

K + J2 +ΩKc 0
] B0 = [M 0

0 −K − J2 −ΩKc
] (3.3.4.6)

Comme dans l’annexe B.2, la partie réelle de λ nous donne la stabilité locale des posi-
tions d’équilibre du système autonome. Il faut tout de même remarquer que la sollicitation
d’un balourd peut stabiliser le mouvement autour de ces positions d’équilibre comme le
montrent Van de Vorst et al.([149]). Ce résultat peut sembler à première vue contre-
intuitif, mais résulte simplement de l’analogie entre le repère fixe et le repère tournant
pour le chargement statique et le balourd.

Exemple simplifié Le système adapté à l’exemple présenté dans le paragraphe 3.3.2 donne :

[λ2M + λJ1 + (K + J2)]x0 = 0 (3.3.4.7)
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Figure 3.7 – Coefficients dynamiques adimensionnés de l’approximation du palier fini π-film par im-
pédance (imp.), π-film par FEM (FEM), et π-film par FEM texturé avec le motif de la figure 2.17(a)
(text.)
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(a) (b)

Figure 3.8 – Diagramme de Campbell du système (3.3.2.1) avec palier π-film par impédance et une masse
de 30 g (a), et 300 g (b)

Dans notre cas test, on remarque que le chargement ajouté influe beaucoup sur l’analyse
de la stabilité de la position d’équilibre stationnaire de la masse. En effet, le chargement
ajouté pilote l’excentricité de la position d’équilibre, donc les coefficients dynamiques. Avec
les dimensions du cas test, avec un chargement de 30 mN et 300 mN, et en faisant varier
la vitesse de rotation de l’arbre de 100 tr/min à environ 20000 tr/min, on peut remarquer
que le palier est toujours stable (figure 3.8). On remarque de plus que la seule fréquence de
rotation du système à être non nulle est proportionnelle à la vitesse de rotation de l’arbre
d’un facteur 1/2. C’est ce que l’on appelle en général le phénomène d’oil whirl, dans le cas
stable.

En revanche, si l’on allège l’arbre pour que le chargement statique soit de 0,3 mN
(correspondant donc à une masse d’environ 30 mg), on remarque que le mode propre
de fréquence Ω/2 devient instable vers 14.000 tr/min (figure 3.9). Cela signifie qu’au-
delà de 14.000 tr/min, pour un système parfaitement équilibré (le centre de gravité de
la masse étant parfaitement sur son axe de rotation) on constatera qu’une perturbation
de l’équilibre éloignera la masse de son point d’équilibre stationnaire. A ce stade, on ne
peut pourtant pas savoir quel sera le mouvement de l’arbre, bien que l’on puisse parler
de bifurcation de Hopf pour le système autonome. En effet, une paire de valeurs propres
complexes conjuguées traverse l’axe des imaginaires. Plus exactement, on ne sait pas si
c’est une bifurcation de Hopf sur-critique ou sous-critique (cf partie 3.3.11).

On peut également comparer les diagrammes de Campbell pour des texturations longi-
tudinales et transversales. On voit que dans le cas transverse, la fréquence de l’oil whirl est
légèrement décalée. En effet, dans ce cas-là le facteur de flux de Couette n’est pas égal à 1

2

comme le montre la figure 2.13, et cela influence directement le diagramme de Campbell.
Ces conclusions sont en accord avec les considérations de Muszynska [103] et présentent
un lien clair entre les équations des différentes physiques pour expliquer ce phénomène.
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Figure 3.9 – Diagramme de Campbell du système (3.3.2.1) avec palier π-film par impédance et une masse
de 30 mg

(a) (b)

Figure 3.10 – Diagramme de Campbell du système (3.3.2.1) avec palier π-film par impédance et une
masse de 30 mg avec une surface localement sinusoïdale transversale (a) et sinusoïdale longitudinale (b)
d’amplitude 0,5Cr
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3.3.5 Réponse forcée autour de l’équilibre

De façon également similaire à l’annexe B.4, on peut, pour un balourd donné, esti-
mer l’amplitude de la réponse en déplacement de la structure en linéarisant le système
d’équation autour de la position d’équilibre. Par ce même calcul, on est capable d’approxi-
mer l’orbite d’un noeud de la structure autour de sa position d’équilibre par une ellipse.
L’approximation est cette fois assez forte, et il faut en général que le déplacement autour
de l’équilibre soit faible pour avoir une bonne approximation linéaire du mouvement. On
cherche donc une solution de la forme x = xstat + x0eiΩt :

(−Ω2M + iΩ[Kb +ΩG + J1] + [K +ΩKc + J2])x0 = fb (3.3.5.1)

En inversant ce système on trouve les amplitudes permettant de reconstituer l’ellipse du
mouvement linéarisé. Remarquons que l’on peut effectuer cette linéarisation dans le repère
tournant, en inversant les rôles des chargements statique et dynamique. Un exemple est
présenté figure 3.11, et les orbites sont comparées à une intégration temporelle, introduite
dans le paragraphe suivant.

3.3.6 Intégration temporelle

Lorsque l’amplitude du mouvement est suffisamment grande la force non-linéaire des
paliers ne peut plus être linéarisé comme dans les méthodes présentées dans les paragraphes
précédents. Ainsi, il est nécessaire d’utiliser des méthodes qui prennent en compte la
non-linéarité parmi lesquelles l’intégration temporelle est la plus simple. On peut alors
directement intégrer les équations du mouvement (3.1.2.9) à partir de certaines conditions
initiales. Il existe beaucoup de schémas d’intégration temporelle différents. Dans cette
étude, nous avons principalement utilisé les fonctions ode15s et ode45 pré-implémentées
dans Matlab.

Exemple simplifié On peut comparer les orbites obtenues par l’approximation linéaire
autour de l’équilibre, et les orbites obtenues par intégration temporelle des équations non-
linéaires (3.3.2.1), sur la figure 3.11. Pour des valeurs de balourd élevées (diagramme du
centre et diagramme de droite), on observe que l’approximation linéaire dans le repère fixe
est assez éloignée de l’intégration temporelle. Nous pouvons commenter cela par rapport
au choix du repère, discuté dans la partie 3.1.3. En effet, lorsque le balourd est faible,
l’amplitude du mouvement autour de la position d’équilibre est faible, la position est donc
principalement pilotée par le chargement statique, et l’on peut approximer relativement
fidèlement le mouvement avec la linéarisation des forces de palier autour de l’équilibre
(figure en haut à gauche). Lorsque le balourd est plus élevé, il devient prépondérant par
rapport au chargement, et l’on voit que l’orbite devient circulaire : la position dans le repère
mobile a une amplitude qui diminue. Si le balourd augmente encore, le chargement statique
pourra être considéré comme une petite perturbation de la position dans le repère tournant
(figure du bas). En revanche, lorsque les deux contributions sont du même ordre, aucun
repère n’est profitable (figure en haut à droite). Dans ces cas-là, il est nécessaire d’étudier
le mouvement avec des méthodes d’analyse non linéaire, parmi lesquelles l’intégration
temporelle est la plus simple.

L’intégration temporelle est une méthode très robuste pour analyser le comportement
non-linéaire d’un système mécanique. Son principal défaut est que l’on doit, la plupart du
temps, dépenser de longs efforts de calcul avant d’obtenir un résultat de régime établi.
Par exemple, la figure 3.12 présente une intégration temporelle du système à partir d’une
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Figure 3.11 – Comparaison des orbites obtenues avec l’intégration temporelle (en pointillés bleus), la
réponse forcée linéaire autour de l’équilibre dans le repère fixe (en rouge) et dans le repère tournant (en
jaune) dans le cas test à 1000 rad/s avec un chargement vertical de 0,3N et trois distances de balourd
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Figure 3.12 – Position horizontale adimensionnée lors de l’intégration temporelle pour le système test
dans un cas instable : 190.000 tr/min, chargement statique 100 mNm, balourd < 1mg

position instable. Le calcul a duré 14h pour le système à deux degrés de liberté et avec
un modèle analytique de forces de palier (environ 5000 périodes nécessaires). Par ailleurs,
plus la taille du système et grand, plus il est couteux de calculer le régime transitoire du
système. Lorsque le facteur d’amplification ou d’amortissement d’une solution périodique
est proche de 0 mais non nul, il est difficile de statuer de la stabilité de l’orbite obtenue, et
l’on doit parfois attendre un temps notable pour constater l’amplification ou la diminution
de la taille de l’orbite.

3.3.7 Méthode de tir

Afin de s’affranchir des phénomènes transitoires pouvant s’avérer couteux en temps de
calcul, et qui ne présentent pas d’intérêts particuliers dans notre étude, nous recherchons
directement les solutions périodiques des problèmes présentés partie 3.2.2. Dans ce para-
graphe, nous nous intéressons à la méthode de tir. Pour alléger les notations, insérons la
fonction F représentant les forces linéaires et non-linéaires du système d’état, adapté du
système (3.1.2.9) :

ẏ = F (y) (3.3.7.1)

Ayant pour matrice jacobienne DyF .
On part de la définition d’une solution périodique.

y(T,y0) = y0 (3.3.7.2)

On ne connait pas a priori T sauf dans certains cas non autonomes, et on cherche y0 ([107]).
L’idée de la méthode de tir est de résoudre ce problème par une méthode numérique de
type Newton-Raphson. En différenciant cette condition par rapport aux variables T et y0

on obtient le système suivant :

( ∂y

∂y0

− I)dy0 +
∂y

∂T
dT = 0 (3.3.7.3)

Comme le soulignent Nayfeh et al., remarquons que :

∂y

∂T
(T0,y0) = F (y0) (3.3.7.4)
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Figure 3.13 – Itérations de la méthode de tir dans le cas test à 2000 rad/s avec force verticale de 0.3 N
et un balourd de 37.5 mg.mm - A gauche, est représenté le logarithme du résidu de l’équation (3.3.7.2),
à droite, les courbes correspondantes à chaque intégration temporelle de l’itération de tir.

Ainsi que :
d

dt
( ∂y

∂y0

) =DyF
∂y

∂y0

(3.3.7.5)

Avec
∂y

∂y0

(0) = I (3.3.7.6)

Lorsque la période T du mouvement est inconnue (système autonome), il faut alors
ajouter une équation pour fermer le système, qui correspond à fixer la phase de la solution.
Nous avons pris une condition d’orthogonalité entre la correction dy0 et le champ vectoriel
F :

F T (y0).dy0 = 0 (3.3.7.7)

Nayfeh et al. proposent par ailleurs des conditions alternatives. On peut alors résoudre
le système (3.3.7.2) par une méthode de Newton. Lorsque l’on a obtenu une solution de ce
système, on est en mesure d’utiliser des algorithmes de continuation pour trouver d’autres
solutions de ce système en faisant varier un paramètre (comme par exemple la vitesse de
rotation du moteur dans le cas de système non-autonome).

Exemple simplifié Pour l’exemple illustratif (3.3.2.1), le système (3.3.7.1) devient :

ẏ = −[M 0
0 −I]

−1

([0 K
I 0

]y + [fb(Ω) + fext(Ω,y)
0

]) (3.3.7.8)

La figure 3.13 présente le résultat de la méthode de tir appliquée au système (3.3.2.1). Sur
cette figure, nous avons pris la force verticale Wc = 0.3 N , le balourd me = 37.5 mg.mm,
et la vitesse de rotation Ω = 2000 rad/s. On constate sur la figure de gauche que le résidu
de la méthode tend relativement rapidement vers 0. Au bout de 2 itérations, les orbites se
superposent sur la figure de droite.
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3.3.8 Méthode d’équilibrage harmonique

Les solutions périodiques des problèmes présentés partie 3.2.2 peuvent également être
approximées efficacement par des méthodes fréquentielles. La pertinence de ces méthodes
réside dans le nombre d’harmoniques présentes dans une solution périodique. Ces mé-
thodes sont intéressantes dans notre étude car peu d’harmoniques sont nécessaires pour
reconstituer le mouvement de l’arbre dans les paliers.

On rappelle le système dynamique à résoudre :

Mẍ + [Kb +ΩG]ẋ + [K +ΩKc]x = fb(Ωt) + fs + fnl(Ωt,x, ẋ) (3.3.8.1)

Comme dans la méthode de tir, on s’intéresse aux solutions périodiques de ce système.
Pour cela, on fait une approximation de la solution par série de Fourier tronquée :

x(t) = X0 +
Nh

∑
k=1

(Xck cos(kωt) +Xsk sin(kωt)) (3.3.8.2)

On note alors le vecteur :

X = [X0,Xc1,Xs1, ...,XcNh ,XsNh]T (3.3.8.3)

On insère aussi la notation :

T(Ωt) = [I, cos(Ωt)I, sin(Ωt)I, ..., cos(NhΩt)I, sin(NhΩt)I] (3.3.8.4)

On a donc :
x(t) = T(Ωt)X (3.3.8.5)

On insère de même l’opérateur de dérivée fréquentielle :

∇ = diag(0,∇1, ...,∇Nh)

∇k = k [ 0 I
−I 0

]
(3.3.8.6)

Remarquons que l’on a alors :

ẋ(t) = ΩT(Ωt)∇X

ẍ(t) = Ω2T(Ωt)∇2X
(3.3.8.7)

De même introduisons les notations :

fb(Ωt) + fs = T(Ωt)F
fnl(Ωt,x, ẋ) = T(Ωt)Fnl(∆) (3.3.8.8)

En effectuant une projection de Galerkin des équations du mouvement (3.3.8.1) sur la base
tronquée de fonctions trigonométriques de l’équation (3.3.8.2), on a :

(NM∇2 + [NKb +ΩNG]∇ + [NK +ΩNKc])X = F +Fnl(X) (3.3.8.9)

Avec les matrices N◻ = diag(◻,◻, ...), de taille Nh ×Nddl . Nddl représente le nombre de
degrés de liberté du système (3.3.8.1).
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Méthode temps-fréquence alternés

Pour calculer le vecteur Fnl nous avons choisi la méthode des domaines temporels
et fréquentiels alternés (méthode AFT, [29]). Cette méthode est basée sur l’usage de la
transformée de Fourrier discrète.

X
T(Ωt)Ð→ (x, ẋ) Ð→ fnl(Ω,x, ẋ)

FFTÐ→ Fnl(X) (3.3.8.10)

Le système non-linéaire (3.3.8.11) peut alors être résolu pour obtenir X. Des méthodes
de type Newton ou quasi-Newton peuvent être utilisées. Lorsque l’on a obtenu une solu-
tion, il est possible d’utiliser des méthodes de continuation par longueur d’arc ou pseudo-
longueur d’arc pour déterminer d’autres solutions en changeant un paramètre (comme par
exemple la vitesse de rotation du rotor Ω).

Enfin, au cas où l’on cherche des solutions quasi-périodiques, il est nécessaire de générer
des solutions sur des bases de Fourier tronquées dépendant de deux fréquences incommen-
surables. Il existe alors des méthodes utilisant des hyper-temps comme le propose Guskov
et al. [67], ou encore d’autres variantes de la HBM comme le propose Zhou et al. [159].

Exemple simplifié Pour le problème (3.3.2.1), il suffit de résoudre le problème :

(NM∇2 +NK)X = F +Fnl(X) (3.3.8.11)

On obtient alors la figure 3.14. On constate sur cette figure qu’avec une seule harmonique, le
mouvement est relativement bien approximé dans cet exemple. La simulation comptant 15
harmoniques se superpose quasi-parfaitement avec la simulation comptant 5 harmoniques
et avec l’intégration temporelle en régime établi.

Remplacement des degrés de liberté linéaires

Dans le cas général, il arrive souvent qu’un certains nombres de degrés de liberté ne
soient pas affecté par la force non-linéaire. Pour diminuer la taille du système (3.3.8.11) à
résoudre, on peut remplacer les degrés de liberté linéaires du système par leur expression
en fonction des degrés de liberté non-linéaires. On pose H = NM∇2+[NKb+ΩNG]∇+[NK+
ΩNKc]. En réorganisant ce système on obtient :

[Hll Hlnl

Hnll Hnlnl
] [ Xl

Xnl
] = [ Fnl,l(Xnl)

Fnl,nl(Xnl)] + [ Fb,l

Fb,nl
] (3.3.8.12)

On a donc :
Xl = H−1

ll [Fnl,l(Xnl) +Fb,l −HlnlXnl] (3.3.8.13)

Le système devient donc :

[Hnlnl −HnllH−1
ll Hlnl]Xnl = Fnl,nl(Xnl) +Fb,nl −HnllH−1

ll [Fnl,l(Xnl) +Fb,l] (3.3.8.14)

On peut alors résoudre ce système de taille réduite pour trouver les positions Xnl dont
on peut déduire les Xl. Remarquons toutefois que, dans notre cas, ce système peut se
simplifier, car on a Fnl,l(Xnl) = Fb,l = 0, c’est-à-dire que les degrés de liberté qui contribuent
à la force de palier hydrodynamique sont les seuls à recevoir la résultante. De plus, les
balourds sont situés en bord de palier. Cela donne donc :

[Hnlnl −HnllH−1
ll Hlnl]Xnl = Fnl,nl(Xnl) +Fb,nl (3.3.8.15)
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Figure 3.14 – Méthode d’équilibrage harmonique avec différents nombres d’harmoniques (Nh = {1,5,15})
dans la reconstitution de la solution périodique, comparées à l’intégration temporelle, dans le cas test à
2000 rad/s avec un chargement vertical de 0,3 N et un balourd de 37.5 mg.mm

3.3.9 Méthodes de continuation des solutions

Nous avons vu qu’avec la méthode de tir et la méthode d’équilibrage harmonique, la
recherche de solutions périodiques du système dynamique peut se mettre sous la forme
d’un système algébrique. On peut avoir besoin de faire varier un paramètre pour étudier
un système mécanique. Dans notre étude par exemple, on peut s’intéresser à faire varier
la vitesse de rotation du moteur, le chargement statique, le chargement dynamique (ba-
lourd), ou même la viscosité ou le nombre de Sommerfeld. Nous exprimons le paramètre
de continuation par la lettre κ . Le vecteur x̃ peut être par exemple représenter x0 dans la
méthode de tir, ou X dans la HBM. On a alors, en notant H le système algébrique issus
de (3.3.7.2) ou (3.3.8.11) :

H(x̃, κ) = 0 (3.3.9.1)

Appelons (x̃0, κ0) le couple obtenu à l’initialisation, vérifiant le système (3.3.9.1).

On peut alors utiliser une méthode de prédiction-correction illustrée sur le schéma 3.15
adapté de [127] à nos notations. Il s’agit alors, à partir de la solution connue au préalable
(x̃0, κ0) et du système algébrique de prédire une solution en faisant varier le paramètre κ
autour de κ0. Il est alors nécessaire d’utiliser une méthode de correction pour que vérifier
de nouveau le système algébrique (3.3.9.1) par itérations à partir de la solution prédite.
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Figure 3.15 – Schéma de l’algorithme de prédiction-correction [127]

Méthode de prédiction tangente

En écrivant le développement à l’ordre 1 de H par rapport aux variables (x̃, κ) et en
injectant dans (3.3.9.1) on a :

Dx̃H(x̃, κ).∆x̃ +Dx̃H(x̃, κ).∆κ = 0

∆x̃ = −∆κDx̃H(x̃, κ)−1Dx̃H(x̃, κ)
(3.3.9.2)

On impose alors ∆x̃T∆x̃ +∆κ2 = 1. Cela nous permet de déterminer ∆κ. Enfin, on a :

x̃
(0)
n+1 = x̃n +∆x̃

κ
(0)
n+1 = κn +∆κx

(3.3.9.3)

Méthode de correction

Lorsque l’on obtient une solution au rang n, (x̃n, κn) et que l’on prédit (x̃(0)n+1, κ
(0)
n+1), il

est nécessaire, comme présenté sur le schéma de la figure 3.15, de corriger la prédiction
pour obtenir la solution (x̃n+1, κn+1).

Dans le programme, nous avons choisi de corriger simultanément x̃ et κ. La méthode
de Newton nous donne :

[Dx̃H(x̃(i)n+1, κ
(i)
n+1) DκH(x̃(i)n+1, κ

(i)
n+1)] [

∆x̃
∆κ

] = [−H(x̃(i)n+1, κ
(i)
n+1)]

[x̃(i+1)
n+1 ;κ

(i+1)
n+1 ]T = [x̃(i)n+1;κ

(i)
n+1]T + [∆x̃,∆κ]T

(3.3.9.4)
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Il manque une équation pour inverser le système de Newton. On peut soit choisir d’utili-
ser la pseudo-inverse de Moore-Penrose, soit d’ajouter une équation comme par exemple
l’orthogonalité entre le vecteur tangent et le vecteur [∆x̃,∆κ]T .

3.3.10 Analyse de stabilité des solutions périodiques

Une fois que l’on obtient des solutions périodiques du système dynamique par méthode
de tir ou par méthode d’équilibrage harmonique, il peut être utile de connaître la stabilité
de la solution, notamment pour prédire si cette solution pourra se retrouver dans une
expérience réelle ou une intégration temporelle. De plus, une solution instable peut mener
parfois à une amplification du mouvement, pouvant parfois déclencher des accidents. La
simulation peut permettre de prédire ces comportements dès le dimensionnement afin de
prévoir une plage de fonctionnement dans une zone stable [107].

Théorie de Floquet

Sur le même principe que l’étude de la stabilité des points d’équilibre [107], on perturbe
une solution périodique y0(t) avec une petite pertubation z(t) :

y(t) = y0(t) + z(t) (3.3.10.1)

En injectant cela dans les équations du mouvement (3.3.7.1) et en effectuant un déve-
loppement de Taylor à l’ordre 1 en x0(t) de F on obtient :

ż(t) = J(t)z(t) (3.3.10.2)

Avec J(t) la jacobienne de F en x0. Ce système de dimension N possède N solutions
linéairement indépendantes zn(t) avec lesquelles on peut reconstituer toute solution :

z(t) =
N

∑
n=1

cnzn(t) (3.3.10.3)

Toute les solutions fondamentales peuvent s’exprimer :

zn(t) = pn(t)eαnt (3.3.10.4)

avec pn T-périodique et αn un nombre complexe [107].
On a alors :

zn(t + T ) = zn(t)eαnT (3.3.10.5)

Les nombres complexes (αn) sont les multiplicateurs de Floquet. On remarque par
ailleurs que si un αn vérifie (3.3.10.5) alors αn+2ikπ/T le vérifie aussi. A partir de (3.3.10.5),
on peut connaître la stabilité de x0 en analysant la partie réelle des (αn). On remarque
aussi que la matrice de monodromie définie dans la méthode de tir est la matrice composée
des vecteurs yn(T ). Les exposants de Floquet sont donc ses valeurs propres. On peut ainsi
obtenir directement l’information de la stabilité des solutions dans la méthode de tir. Ce
n’est pas exactement le cas dans la HBM pour laquelle on peut cependant calculer la
matrice de monodromie par intégration numérique de l’équation (3.3.10.2). Les méthodes
de calcul de la matrice de monodromie sont listées dans [114]. Parmi ces méthodes, nous
avons sélectionné la méthode des exponentielles, qui présente de bonnes performances
dans notre application. Cette méthode approxime la matrice jacobienne J par une matrice
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constante sur chaque sous intervalles de discrétisation en temps de l’équation (3.3.10.2).
En notant H la matrice de monodromie, on a :

H = [yn(0)] = [yn(T )] ≈ H̃ =
nd

∏
k=1

eJk(tk−tk−1) (3.3.10.6)

Avec Jk obtenue à partir des valeurs discrétisées de J sur les nd points de la période.
L’exponentielle de cette relation est bien entendu une exponentielle matricielle. Peletan
et al. [114] proposent de prendre Jk = (J(tk) + J(tk−1))/2. La qualité de l’approximation
dépend alors du nombre de points nd choisis pour discrétiser la période, puisque l’on a :

lim
nd→+∞

H̃ = H (3.3.10.7)

Exposants de Lyapounov du système HBM

A partir du système de la HBM, une autre méthode peut servir à étudier la stabilité,
sans passer par le calcul des multiplicateurs de Floquet. Cette méthode est basée sur
la supposition que le vecteur des composantes harmoniques X dépend du temps, et a
directement inspiré la méthode de HBM à coefficient variable présenté par Zhou et al.
dans [159]. Nous avons donc :

x(t) = TX

ẋ(t) = T(X′ +Ω∇X)
ẍ(t) = T(X′′ + 2Ω∇X′ +Ω2∇2X)

(3.3.10.8)

En injectant alors dans 3.3.8.1 et en utilisant encore la projection de Galerkin sur
l’espace trigonométrique on a :

NMX′′+(2ΩNM∇+NKb+ΩNG)X′+(NM∇2 + [NKb +ΩNG]∇ + [NK +ΩNKc])X = F+Fnl(X,X′)
(3.3.10.9)

La solution classique de la HBM présentée auparavant constitue simplement la solution
stationnaire de ce système. Autour de la position stationnaire, on peut donc calculer la
stabilité, comme dans un système dynamique classique. Il est donc nécessaire de linéariser
la force non-linéaire Fnl(X,X′), donc de calculer son jacobien :

MV CX′′ + (CV C + JV C1)X′ + (KV C + JV C2)X = 0 (3.3.10.10)

On peut de la même manière le mettre sous la forme d’un problème aux valeurs propre
en passant le système en variables d’état (X,X′).

Remarquons que :

[Fnl]k =
Nh−1

∑
j=0

fnl(x, ẋ)e−2πi jk
Nh (3.3.10.11)

D’où
∂[Fnl]k
∂X

=
Nh−1

∑
j=0

∂fnl(TX,TX′ +ΩT∇X))
∂X

e
−2πi jk

Nh (3.3.10.12)

Ce qui donne :

∂[Fnl]k
∂X

=
Nh−1

∑
j=0

(T∂fnl
∂x

+ΩT∇∂fnl
∂ẋ

) e−2πi jk
Nh (3.3.10.13)
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Rappelons qu’à partir des modèles de paliers, on peut calculer analytiquement ou semi-
analytiquement les grandeurs ∂fnl

∂x et ∂fnl
∂ẋ (détaillés dans le chapitre 2). D’où en distribuant

l’exponentielle et en factorisant les sommes par les matrices, et en notant Fnl,x et Fnl,ẋ les
transformées de Fourier discrètes respectives de ∂fnl

∂x et ∂fnl
∂ẋ :

JV C2 = −
∂[Fnl]
∂X

= −TFnl,x −ΩT∇Fnl,ẋ (3.3.10.14)

Par le même raisonnement on a :

JV C1 = −
∂[Fnl]
∂X′

= −TFnl,ẋ (3.3.10.15)

Enfin, en posant MV C = NM, CV C = 2ΩNM∇ + NKb + ΩNG et KV C = NM∇2 + [NKb +
ΩNG]∇ + [NK + ΩNKc], on peut linéariser le système (3.3.10.10), exactement comme le
système (3.3.4.1) :

On cherche alors les solutions sous la forme X = XHBM +X0eλt :

[λ2MV C + λ(CV C + JV C1) + (KV C + JV C2)]X0 = 0 (3.3.10.16)

AV C0 [
λX0

X0
] = λBV C0 [

λX0

X0
] (3.3.10.17)

Avec :

AV C0 = −[CV C + JV C1 KV C + JV C2

I 0
] BV C0 = [MV C 0

0 −I] (3.3.10.18)

On peut donc statuer de la stabilité des solutions périodiques de la HBM en résolvant
simplement le problème aux valeurs propres du système (3.3.10.16).

Illustration de la méthode de continuation : oscillateur de Duffing Avant d’appliquer la mé-
thode de continuation au palier hydrodynamique qui sera présenté au paragraphe 3.3.12,
nous nous proposons ici de l’illustrer et de la valider sur un exemple académique : l’os-
cillateur de Duffing. Pour cet exemple, nous appliquons la méthode de tir et la HBM au
système dynamique :

ẍ + 0.1 ẋ + x + x3 = 0.1 cos(ωt) (3.3.10.19)

La figure 3.20 présente l’amplitude des vibrations pour une continuation sur le para-
mètre ω du système (3.3.10.19). La methode de tir et la méthode HBM donnent bien des
résultats proches à la fois pour l’amplitude de vibration et la stabilité des cycles limites.

3.3.11 Bifurcations du palier hydrodynamique

Définitions de la stabilité

Nous avons à plusieurs reprises mentionné la “stabilité” du système dynamique, sans
la définir correctement. En fait, nous utiliserons dans ce mémoire deux définitions de la
stabilité locale. La première définition, la plus vulgarisée en mécanique, est la notion de
stabilité asymptotique, la seconde définition concerne la stabilité uniforme appropriée à
l’étude des vibrations. Afin de définir correctement ces notions, insérons la notation de
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Figure 3.16 – Exemple de continuation des solutions périodiques avec analyse de stabilité, par méthode
de tir et HBM à 4 harmoniques, dans le cas de l’oscillateur de Duffing

l’opérateur d’évolution qui suppose que pour un certain t ∈ T avec T un sous ensemble
discret ou continu de l’espace réel, défini dans l’espace d’état X,

ϕt ∶X →X (3.3.11.1)

qui transforme une état initial x0 ∈X en l’état à l’instant t, xt ∈X :

xt = ϕtx0 (3.3.11.2)

On peut alors définir la notion d’invariant d’un système dynamique {T,X,ϕt} comme
un sous-ensemble S ⊂X tel que x0 ∈ S implique que φtx0 ∈ S pour tout t ∈ T .

Stabilité asymptotique Un invariant S0 est dit asymptotiquement stable si il existe un
voisinage U0 ⊃ S0 tel que ϕtx → S0 pour tout x ∈ U0 quand t → +∞. En d’autres termes,
si on perturbe un point de l’invariant S0, il se rapporchera de S0 dans un voisinage aussi
petit que l’on veut au bout d’un certain temps.

Stabilité de Lyapounov Un invariant S0 est dit stable au sens de Lyapounov, si sur un
voisinage suffisamment petit U ⊃ S0 il existe un voisinage V ⊃ S0 tel que ϕtx ∈ U pour tout
x ∈ V et pour tout t > t0. Autrement dit, si un ensemble S0 est stable, une perturbation
suffisamment petite ne doit pas la faire sortir d’un voisinage. Remarquons qu’il existe des
objets stables asymptotiquement et non au sens de Lyapounov et inversement.

Bifurcation Lorsque l’on modifie la stabilité du système en faisant varier un paramètre,
on parle de bifurcation. Ce phénomène est largement documenté (le lecteur pourra se
référer par exemple à [84]) et nous présenterons ici uniquement les bifurcations que nous
avons constaté dans le cas du palier hydrodynamique. En fait, ce phénomène est plus large
que la simple étude de stabilité des invariants, car il est défini comme l’apparence d’un
portrait de phase non-équivalent topologiquement sous l’effet de variation d’un paramètre.
Les changements de stabilité asymptotique et au sens de Lyapounov sont donc inclus dans
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Figure 3.17 – Exposants de Lyapounov de la figure 3.9, indicant une bifucation de Hopf pour le palier
π-film faiblement chargé

les bifurcations. On parle alors de diagramme de bifurcation lorsque l’on représente une
partie du portrait de phase en fonction du paramètre faisant naître la bifurcation. Dans
notre application, le principal paramètre étudié pouvant faire émerger une bifurcation
est la vitesse de rotation de l’arbre. Néanmoins, on verra que l’amplitude du forçage, ou
le balourd dans le repère fixe, ainsi que l’amplitude du chargement statique permettent
également d’obtenir les mêmes types de bifurcation.

Bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf est une bifurcation entre solution stationnaire et solution oscil-
lante. La position d’équilibre stationnaire, sous forme de point d’équilibre, devient instable
(schéma de la figure 3.18). Pour étudier la stabilité d’un point fixe, on peut utiliser les
valeurs propres de la jacobienne DyF du système dynamique (3.3.7.1) en fonction du pa-
ramètre en question, explicitée par l’équation (3.3.4.6) pour notre système. Comme nous
l’avons évoqué dans la partie 3.3.4, si toutes les parties réelles des exposants de Lyapou-
nov (i.e. les valeurs propres de la matrice jacobienne) sont négatives, alors le système est
stable. On parle de bifurcation de Hopf lorsqu’une paire d’exposants imaginaires a des
parties réelles qui deviennent négatives. La figure 3.17 est une adaptation de la figure 3.9
en traçant les valeurs propres de la jacobienne du système d’état dans le plan complexe.

Notons que l’on distingue deux types de bifurcations de Hopf, les bifurcations sur-
critiques, qui donnent lieu à un cycle limite stable après la bifurcation, et les bifurcations
sous-critiques, pour lesquelles on constate un cycle limite instable avant la bifurcation,
le “sens” de la bifurcation étant communément admis par le sens de la perte de stabilité
du point fixe en fonction de la variation du paramètre, bien que ce sens soit totalement
arbitraire. Ces bifurcations sont schématisées sur la figure 3.18.

Bifurcation flip ou dédoublement de période

Une orbite est un invariant stable au sens de Lyapounov. Cependant, en faisant varier un
paramètre, il peut se produire un dédoublement de période, ce qui constitue une bifurcation
(parfois appelée flip). On caractérise ce genre de bifurcation par la sortie d’au moins
un multiplicateur de Floquet du cercle unité, par le point (−1; 0). C’est la bifurcation
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(a) Hopf super-critique (b) Hopf sous-critique

Figure 3.18 – Schématisation des bifurcations de Hopf super-critique et Hopf sous-critique (adapté de
[84])

Figure 3.19 – Bifurcation de dédoublement de période sous-critique ; multiplicateur de Floquet principal
(à gauche) et orbite perturbée au début de l’intégration temporelle (à droite) ; l’orbite est légèrement
divergente, et donne un cycle limite équivalent à celui de la figure 3.12 après une intégration longue

concernée par l’oil whirl lorsqu’il est situé à la fréquence Ω/2. Un exemple de bifurcation
est donné figure 3.19, reprenant le système test du paragraphe 3.3.2, avec un forçage très
faible de 0.25 mg.mm.

Bifurcation de Hopf II ou Neimark-Sacker

De la même manière que pour la bifurcation de flip, la bifurcation de Neimark-Sacker
se produit lors d’une perte de stabilité d’un cycle limite. Cette perte de stabilité se carac-
térise par la sortie de deux multiplicateurs de Floquet conjugués du cercle unité, avec des
parties imaginaires non nulles (exemple figure 3.22). Il s’en suit l’apparition qu’une nou-
velle fréquence, en général non commensurable avec la fréquence du cycle limite précédant
la bifurcation, ce qui se traduit par une orbite quasi-périodique.

Ce type de bifurcation peut aussi être caractérisé par une bifurcation de Hopf du sys-
tème HBM comme présenté dans la partie 3.3.10. Enfin, soulignons que la méthode de
Zhou etal. propose d’appliquer une nouvelle HBM du système (3.3.10.10) à une nouvelle
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Figure 3.20 – Exemple de continuation des solutions périodiques et quasi-périodiques, par méthode de
VCHBM avec 3 harmoniques pour la fréquence synchrone, et 5 pour la deuxième fréquence, dans le cas
de l’oscillateur de NES régit par l’équation (3.3.11.3) - ε = 0.1, λ = 0.4, knl = 5 ,A = 0.3

fréquence, ce qui leur permet de trouver des solutions quasi-périodiques. Ils ont appelé cette
méthode l’équilibrage harmonique à coefficients variables (Variable Coefficient Harmonic
Balance Method, VCHBM). La seconde fréquence est a priori inconnue, et ils proposent
de l’initialiser à partir de la perte de stabilité du système (3.3.10.16), en utilisant comme
point de départ le vecteur qui devient instable au point de bifurcation et sa valeur propre.

Illustration de la méthode multi-fréquentielle : système NES Afin de valider les routines du
programme associé, tant pour la continuation ou la stabilité que pour la méthode de HBM
à coefficients variables, nous avons reproduit le comportement du puits d’énergie non-
linéaire (Nonlinear Energy Sink, NES) présenté par Zhou et al. dans [159]. Cet exemple est
intéressant car il possède deux bifurcations de Neimark-Sacker sur-critiques qui pourraient
être également présentes dans un système de rotor lubrifié par palier hydrodynamiques
texturés. Cet exemple est décrit par les équations suivantes :

{
ẍ1 + ελ(ẋ1 − ẋ2) + x1 + εknl(x1 − x2)3 = εA cos(ωt)

ẍ2 + ελ(ẋ2 − ẋ1) + εknl(x2 − x1)3 = 0
(3.3.11.3)

L’amplitude du mouvement est présentée sur la figure 3.3.11.3. On voit qu’en dehors de
l’intervalle [0.95; 1.05], la fréquence synchrone est stable, tandis qu’elle perd sa stabilité à
l’intérieur de l’intervalle. Ainsi, l’amplitude du mouvement atteint une seconde branche,
représentée en rouge, où la contribution d’une deuxième fréquence augmente l’amplitude
du mouvement.

3.3.12 Application de l’étude de stabilité non linéaire au cas test

On se propose dans ce paragraphe d’appliquer les méthodes de continuation au cas
test (3.3.2.1) pour illustrer les notions que l’on a introduites. Dans cet exemple, on ajoute
une matrice de raideur K = 106M afin de créer artificiellement un mode de résonance à
1000rad/s. On calcule alors différentes réponses forcées à l’aide de la HBM, et on étudie la
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Figure 3.21 – Continuation des solutions pour le système test (3.3.2.1), en faisant varier le balourd dans
le cas test, avec palier lisse, et cavitation de type Reynolds, avec pcav < patm

stabilité des solutions périodiques grâce aux exposants de Lyapounov du système HBM.
La figure 3.21 présente différentes courbes obtenues pour des balourds de 100 mg.mm à 600
mg.mm avec un pas de 50 mg.mm. Le système est soumis à un chargement statique de 0.3
N. On voit qu’à faibles vitesses, le chargement contraint le rotor à rester au fond du palier,
la vitesse de rotation étant trop faible pour créer une portance suffisante, l’excentricité
représentée est en fait quasi invariante dans le repère fixe. Le système est stabilisé à faible
vitesse par la raideur ajoutée (le système est instable en son absence à faibles vitesses).
Alors que la vitesse augmente, la portance compense le chargement ce qui traduit une
diminution de l’excentricité maximale. Ensuite, le balourd prend de plus en plus d’impor-
tance et participe à l’augmentation de l’excentricité maximale, en revanche, l’excentricité
devient quasiment invariante dans le repère tournant. Lorsque l’on arrive à la fréquence
critique du système, correspondant à un point de bifurcation de Neimark-Sacker, la sta-
bilité des cycles synchrones est perdue. Avec l’augmentation de la vitesse de rotation, le
balourd permet enfin de retrouver la stabilité du système. Logiquement, en augmentant le
balourd, on diminue la zone d’instabilité fluide, en revanche, on augmente l’excentricité,
donc on diminue l’épaisseur de film minimale. Remarquons que la résonance à 1000 rad/s
est toujours parfaitement absorbée par l’amortissement du palier.

Les deux changements de stabilité sont des bifurcations de Neimark-Sacker, comme
l’indique la figure 3.22, sur laquelle sont représentés les multiplicateurs de Floquet prin-
cipaux pour la courbe de la figure 3.21 avec le plus faible balourd (100 mg.mm), mettant
en évidence les deux bifurcations de Neimark-Sacker.

La figure 3.23 met en évidence un régime quasi-périodique calculé par VCHBM après
la première bifurcation de Neimark Sacker présentée sur le diagramme, pour un balourd
de 125mg.mm, à 2000 rad/s. Le résultat de la VCHBM est également comparé à une
intégration temporelle sur cette figure. Des différences subsistent même si les amplitudes
du mouvement quasi-périodiques semblent assez bien approximées. En tout cas cela justifie
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Figure 3.22 – Multiplicateurs de Floquet pour l’excitation de 100mg.mm de la figure 3.21 présentant
deux bifurcations de Neimark-Sacker

Figure 3.23 – Reconstitution VCHBM du régime quasi-périodique après bifurcation à 2000 rad/s avec
un balourd de 125mg.mm pour les dimensions de la figure 3.21, et comparaison avec une intégration
temporelle (à droite)

que la bifurcation de Neimark-Sacker associée est super-critique car le cycle limite apparait
stable par intégration numérique. Toutefois, cette conclusion peut être fausse si la solution
diverge après une intégration temporelle plus longue, ce qui constitue la limite de cette
méthode.

Enfin un dernier exemple de test de continuation est présenté, dans lequel la texturation
dimple de la figure 2.17(a) est comparée à un palier lisse avec le jeu radial du même palier
sans texture, et un palier lisse avec un jeu radial moyen plus grand, correspondant au jeu
moyen avec la texturation (augmenté de 20% par l’aspérité de texturation). On voit sur
la figure 3.24 que le seuil de stabilité est légèrement diminué pour le palier lisse possédant
un jeu plus élevé. En revanche, l’amplitude des vibrations est augmenté. Le palier texturé
se situe entre les deux courbes des paliers lisses.
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Figure 3.24 – Comparaison de la texturation dimple de la figure 2.17(a) dans le système test sans raideur
externe, pour un balourd de 10 mg.mm et un chargement vertical de 2 N , à vitesse de rotation élevées

3.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de faire le lien entre l’écoulement fluide dans le palier, dont les
modélisations ont été présentées dans le chapitre 2, avec les mouvements de la structure
flexible. Les équations couplées à résoudre ont été introduites. La projection de la pression
représente un terme fortement non-linéaire, qui complique la résolution du système dyna-
mique global. Pour cette raison, les méthodes numériques classiques d’études des équations
de la dynamique non-linéaire ont été présentées et appliquées à un cas test, d’une simple
masse tournante dans un palier. A travers ce cas test, nous avons évalué à l’aide des ou-
tils mis en place, l’influence du modèle de cavitation et de différentes texturations sur
les positions d’équilibre stationnaire, sur les réponses forcées et sur leurs stabilités. Les
phénomènes de bifurcation de Hopf, de dédoublement de période et de Neimark-Sacker
ont aussi été mis en avant.

En cohérence avec les données bibliographiques présentées dans le chapitre 1, la textura-
tion influence l’instabilité d’oil whirl, en modifiant sa fréquence dans le cas de texturation
transversales, mais aussi en modifiant le seuil d’instabilité, c’est-à-dire les points de bifur-
cation.

Dans la continuité de cette étude, ces méthodes seront appliquées en détail dans le cas
d’un rotor flexible supporté par deux paliers hydrodynamiques dans le chapitre 4, afin de
prédire le comportement du banc d’essai qui sera présenté dans le chapitre 5.





Chapitre 4

Prédiction et analyse de l’impact de la
texturation de surface sur la dynamique
de ligne d’arbre

Dans les parties précédentes, nous avons présenté les outils de modélisation du compor-
tement du palier hydrodynamique avec un état de surface contrôlé, ainsi que le couplage
avec un solide élastique tournant et les méthodes de résolution d’équations de dynamique
non-linéaire associées. Nous disposons donc des outils nécessaires à l’analyse du compor-
tement vibratoire d’un rotor, supporté par des paliers hydrodynamiques dont on pourra
tester différents états de surface. Dans l’optique de les comparer à des essais expérimen-
taux par la suite, on se propose dans ce chapitre d’étudier un système de rotor miniature
qui possèdera les dimensions du banc d’essai du chapitre 5. Cela permettra à la fois de jus-
tifier le dimensionnement du banc d’essai, mais aussi d’appréhender les impacts théoriques
attendus par l’insertion de motifs de texturation particuliers sur la surface des paliers.

Nous commencerons par présenter les dimensions caractéristiques du rotor miniature
de l’étude, puis nous procéderons à l’analyse vibratoire classique introduite dans la partie
3, c’est-à-dire par l’analyse statique, modale, la dynamique en réponses forcées, et leurs
domaines de stabilité.

4.1 Dimensions du système

4.1.1 Dimensions du système rotor-paliers

Le rotor étudié est une tige en acier pour roulement à bille (100C6, dureté 62 HRC),
de relativement petite taille (schématisé sur la figure 4.1), sur laquelle sont frettées deux
rondelles d’aluminium. La masse du rotor calculée à partir des données du tableau 4.1
est donc assez faible (m ≈ 25 g). Cela se traduit par un chargement statique par palier
d’environ 0.13 N à comparer aux différents chargements tests des chapitres précédents.
Une seconde remarque peut être effectuée par rapport à la vitesse de rotation du rotor.
En effet, dans la plage de fonctionnement, à 10000 tr/min par exemple, (≈ 1000 rad/s), le
chargement dû au balourd, d’amplitude mbrbΩ2 deviendra relativement important. Pour
atteindre une excitation périodique équivalente au chargement statique (0.13 N par pa-
lier), il suffit d’un balourd de seulement 130 mg.mm. On peut donc aussi souligner qu’un
écart moyen entre l’axe de rotation et l’axe des centres de gravité du rotor de seulement
quelques microns suffit pour obtenir des chargements statiques et dynamiques équivalents
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Paramètres de l’arbre
Rayon R = 2.5 mm
Module d’Young E = 211 GPa
Coefficient de Poisson ν = 0.3
Densité ρa = 7800 kg/m3

Longueur La = 134 mm
Amortissement interne η = 2.10−7

Raideur d’accouplement radiale 8400 N/m
Raideur d’accouplement angulaire 0.014 N/

○

Distance entre les paliers 90 mm
Plage de vitesses de rotation 0 − 20.000 tr/min

Paramètres des paliers
Longueur Lp = 5 mm
Jeu radial Cr = 5 µm
Viscosité dynamique µ = 0.006 Pa.s
Pression de cavitation pcav = −1 bar
Pression de référence en bords de palier pδΓ = 0 bar

Paramètres des disques
Rayon RD = 7.5 mm
Densité ρD = 2700 kg/m3

Longueur LD = 5 mm

Table 4.1 – Dimensions du système rotor-palier

Figure 4.1 – Représentation schématique des dimensions géométriques du rotor (mm)

à 10000 tr/min. Remarquons aussi que le jeu radial est de l’ordre de grandeur de 10 µm.
Avec des motifs de texturation de l’ordre du micron également, on peut modifier locale-
ment l’épaisseur de film de façon importante. Sur la figure 4.1 sont également numérotés
trois plans de position orthogonaux à l’axe du rotor, pour lesquelles il sera intéressant
d’interpoler le déplacement calculé, car ces plans correspondront aux plans de mesure de
position sur le banc d’essai du chapitre 5.

4.1.2 Dimensions des motifs tests de texturation

Dans ce chapitre, nous testerons différents types de texturation obtenus par ablation
LASER. Nous étudierons premièrement l’impact de sinus longitudinaux ou transversaux
par rapport à l’écoulement du palier. Nous analyserons également l’impact des textura-
tions sinusoïdales partielles (partiellement constante sur le motif). Ces texturations sont
invariantes dans une direction. Enfin, nous présenterons les résultats lorsque l’on utilise
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une texturation isotrope mais variant dans les deux directions de la surface du palier, du
type des texturations en dimples obtenues par laser femtoseconde. Toutes ces texturations
sont décrites dans la partie 2.3.5. Le tableau 4.3 récapitule les formes en trois dimensions
de ces motifs. En ce qui concerne les motifs isotropes du type dimple, nous nous intéresse-
rons à 6 texturations particulières, dont 5 sont analysées sur le banc d’essais du chapitre
5 (texturations n°1 à 5), correspondant aux caractéristiques suivantes :

N° Surface texturée Profondeur hr s γ

1 5% 0.5 µm 0.05 ×Cr 0.0446 0.125% Cr
2 5% 5 µm 0.5 ×Cr 0.0446 1.25% Cr
3 5% 10 µm Cr 0.0446 2.5% Cr
4 20% 0.5 µm 0.05 ×Cr 0.0893 0.5% Cr
5 20% 5 µm 0.5 ×Cr 0.0893 5% Cr
6 20% 10 µm Cr 0.0893 10% Cr

Table 4.2 – Paramètres de forme des motifs de texturation dimple

4.2 Arbre sur paliers lisses

4.2.1 Déformées statiques

Repère fixe - Chargement statique

Le poids de l’arbre étant très faible, la position d’équilibre stationnaire dans le repère
fixe n’est donc pas très excentrée. Afin de visualiser les déformées statiques des différentes
tiges, on se propose d’ajouter un chargement vertical vers le bas dans le cas du palier
lisse. La figure 4.2 présente une tige en rotation à 100 rad/s sur paliers lisses, sur laquelle
on a appliqué progressivement un chargement de 5 N dans les bords intérieurs des palier.
Le chargement ajouté est représenté par une flèche sur le diagramme. L’excentricité pos-
sible dans les paliers (i.e. le jeu) est représentée par les parties grisées. Sur cette figure,
on constate qu’avec un chargement assez important par rapport à la taille des paliers,
l’excentricité de l’arbre reste relativement faible dans les paliers. La flexion de l’arbre est
cependant assez marquée au milieu de la tige, aux vue de la dissymétrie du chargement
ajouté par rapport aux supports.

Remarquons qu’il y a une nette différence de fonctionnement entre un rotor fortement
chargé dans le repère fixe (figure 4.3(b)), ou non chargé (4.3(a)), par rapport à la zone
de cavitation (représentée en gris dans le profil de pression). Le chargement influence
fortement la position d’équilibre statique, mais dissymétrise également le profil de pression
dans les paliers. On peut donc prévoir que cela va évidement jouer un rôle important dans
la stabilité locale, puisque les coefficients dynamiques vont fortement en être impactés.

Sans chargement statique autre que le poids propre de la tige, et sans prendre en compte
le balourd, l’excentricité est très faible comme on peut le constater sur la figure 4.4. Sur ce
diagramme on observe la tige pour des positions stationnaires d’équilibre à faibles vitesses
(10 à 100 rad/s). Aux plus faibles vitesses, le décentrage devrait être légèrement visible.
Sur la figure 4.4 on voit que le décentrage reste tout de même théoriquement inférieur au
dixième du jeu radial dans les paliers, donc inférieur au micron à 10 rad/s.
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Texturations
sinusoïdales
Paramètre :
hr

Transversale

Longitudinale

Texturations
sinusoïdales
partielles
Paramètres :
a, hr

Transversale

Longitudinale

Texturation
laser dimples
Paramètres :
s, hr

Isotrope

Table 4.3 – Texturations de l’étude - les flèches rouge représentent le sens de l’écoulement local du fluide
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Figure 4.2 – Positions du rotor pour un chargement progressif de 0 N à 2 × 5 N dans le cas d’un rotor
lisse du banc PHAT à 100 rad/s

(a) Position d’équilibre statique du rotor non chargé

(b) Position d’équilibre statique du rotor chargé de 2 × 5 N

Figure 4.3 – Représentation qualitative de l’arbre du banc d’essai PHAT non chargé, et chargé à 2×5 N ,
à 100 rad/s ; la pression dans les paliers est représentée par un dégradé de bleu à rouge et la zone de
rupture de film est représentée en blanc
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Figure 4.4 – Positions d’équilibre du rotor du banc PHAT soumis seulement à son propre poids, en faisant
varier sa vitesse de rotation de 10 rad/s (excentricité la plus élevée) à 100 rad/s (position quasiment
centrale, la figure étant tracée pour uniquement 10% du jeu radial)

Repère tournant - balourd seul

Il n’est pas possible d’ajouter un chargement statique sur le banc PHAT. En revanche,
nous verrons dans le chapitre 5 qu’il est possible de piloter le balourd assez finement. Ainsi
il peut être intéressant de considérer la déformée imposée par le balourd seul, en négligeant
le chargement statique en première approche. Pour cela, il suffit de résoudre le problème
statique dans le repère tournant. La figure 4.5 présente la montée en vitesse de 100 rad/s à
2000 rad/s dans le cas d’un balourd de 2×1 g.mm, qui devrait être de l’ordre de grandeur
du balourd maximal du banc PHAT. On remarque que la déformée est supérieure à la
contribution du poids propre de l’arbre dans cet exemple. Cependant à faibles vitesses et
pour des balourds moins élevés, les chargements statiques et dynamiques seront sensible-
ment du même ordre de grandeur, et ils imposeront une excentricité relativement faible
dans les paliers. Nous verrons par ailleurs que les problèmes d’instabilité du type oil whirl
se présentent principalement dans cette configuration.

4.2.2 Stabilité des positions d’équilibre statique

Projection des efforts des paliers sur des noeuds

Afin de bien comprendre l’impact du modèle de palier fini projetté sur la structure par
éléments finis, avec la prise en compte du mésalignement, rappelons tout d’abord le dia-
gramme de Campbell et les déformées modales classiques, obtenues dans le cas de palier
lisse (que l’on retrouve dans [92] ou plus récemment dans [101]). La figure 4.6 présente le
diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT, avec palier sur un nœud de la structure
et sans prendre en compte de mésalignement. On remarque sur cette figure qu’une paire
de modes doubles suit la droite 0.5x, c’est à dire que ces modes ont une fréquence propre
égale à la moitié de la fréquence de rotation de l’arbre. Cela correspond à la définition de
l’oil whirl. Le premier mode de résonance en flexion de l’arbre se sépare légèrement avec
l’augmentation de la vitesse de rotation. La séparation du mode de précession directe et
du mode de précession rétrograde est faible pour le rotor du banc PHAT, car il possède
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Figure 4.5 – Positions d’équilibre du rotor du banc PHAT dans le repère tournant, soumis seulement à
un balourd de 2×1 g.mm , en faisant varier sa vitesse de rotation de 100 rad/s (excentricité la plus faible)
à 1000 rad/s (excentricité la plus élevée) - le balourd est imposé dans la direction de u

une inertie très faible en raison de sa petite taille. La séparation serait plus marquée dans
le cas d’un rotor possédant une masse plus élevée. Lorsque les modes de corps rigide (cor-
respondant au phénomène d’oil whirl), atteignent la fréquence du premier mode propre,
on constate une perte de la stabilité. Cela correspond au phénomène d’oil whip.

Sur la figure 4.6, chaque point correspond à deux modes propres du rotor. Quatre point
ont été sélectionnés (points A, B, C et D), afin d’illustrer les phénomènes d’oil whirl et oil
whip sur la figure 4.7, sur laquelle nous représentons leurs déformées modales. On constate
que les modes d’oil whirl correspondent aux modes de corps rigide à faibles vitesses, puis
leurs déformés se fléchit après l’interaction avec le premier mode de flexion. Remarquons
aussi que chaque point des modes de la droite proche de 0,5x correspond à deux doubles
modes de déformée différente.

Maintenant que nous avons présenté le cas classique d’étude d’un rotor chargé sur deux
paliers hydrodynamiques, avec prise en compte des paliers sous forme de projection nodale
(donc avec la définition classique des coefficients dynamiques), nous présentons maintenant
l’analyse modale d’un rotor avec projection de la résultante de palier sur les éléments de
la structure. Rappelons que la projection sur élément permet de prendre en compte le
mésalignement. Nous nous intéressons premièrement au rotor chargé déjà présenté sur la
figure 4.2, avec un chargement ajouté de 2 × 5 N sur les noeuds intérieurs en bord des
paliers. Sur cette figure, on constate que la prise en compte de la projection sur élément
influence largement la fréquence du premier mode propre. Cependant, le seuil de stabilité
n’est influencé que légèrement.

Rotor chargé et projection des efforts de palier sur les éléments

Nous avons également représenté les déformées modales dans cet exemple (figure 4.9).
On constate que le second mode propre a une fréquence également fortement diminuée
(figure 4.9(c)). La forme des modes et leur stabilité sont faiblement influencés. La différence
avec la figure 4.7 réside essentiellement dans le fait que la position statique d’équilibre est
très différente. En effet, étant donné que l’on applique le chargement uniquement d’un
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Figure 4.6 – Diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT, avec un modèle de projection sur les
noeuds de la structure et sans prise en compte de l’inclinaison du rotor dans le palier ; un chargement
statique de 2 × 5 N est appliqué au niveau des paliers pour stabiliser l’oil whirl ; les marqueurs rouges
pleins représentent les modes instables

(a) Mode de corps rigide conique de
l’oil whirl (point A)

(b) Mode de corps rigide cylin-
drique de l’oil whirl (point A)

(c) Premier mode de flexion du ro-
tor (point B)

(d) Premier mode de flexion in-
stable (point C)

(e) Mode d’oil whip (point D) (f) Mode d’oil whip (point D)

Figure 4.7 – Déformées modales du rotor correspondant au diagramme de Campbell de la figure 4.6
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Figure 4.8 – Diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT, avec un chargement statique de 2× 5 N
est appliqué au niveau des bords intérieur des paliers pour stabiliser l’oil whirl - les marqueurs rouges
pleins représentent les modes instables

seul côté de chaque palier la déformée en flexion est plus importante (comme on l’observe
sur la figure 4.2). Nous ne présenterons plus de déformées modales par la suite, car elles
restent très proches de celles du cas présenté ici.

Diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT dans le repère fixe

Nous avons donc étudié le cas où le rotor est stabilisé par un chargement statique. Or,
comme nous l’avons mentionné précédemment, le rotor du banc PHAT possède un poids
très faible, et il n’y a pas de chargement ajouté dans la version actuelle du banc d’essai.
Sur la figure 4.10, nous présentons le diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT
dans le repère fixe, uniquement soumis à son propre poids. On constate dans ce cas là que
le rotor est toujours instable. Étant donné que ce type d’analyse ne prend pas en compte
le chargement dû au balourd, ce résultat est assez peu représentatif de la réalité pour le
problème envisagé.

Diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT dans le repère tournant

Si l’on a constaté au paragraphe précédent que le rotor du banc d’essai est supposé
instable lorsqu’il est soumis uniquement à son propre poids, en réalité, il est soumis au
chargement dynamique du balourd lors de son fonctionnement. On peut analyser l’effet
stabilisant dû au chargement progressif du balourd avec la vitesse de rotation. Pour cela,
il suffit de faire une étude statique dans le repère tournant en négligeant le chargement du
poids du rotor à partir du système 3.1.3.11. La figure 4.11 présente donc le diagramme de
Campbell du rotor PHAT dans le repère tournant avec un balourd de 2 × 0,5 g.mm. On
constate sur la figure que le rotor est instable jusqu’à ce que le balourd devienne suffisant
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(a) Mode de corps rigide conique de
l’oil whirl (point A)

(b) Mode de corps rigide cylin-
drique de l’oil whirl (point A)

(c) Premier mode de flexion du ro-
tor (point B)

(d) Premier mode de flexion in-
stable (point C)

(e) Mode d’oil whip (point D) (f) Mode d’oil whip (point D)

Figure 4.9 – Déformées modales du rotor correspondant au diagramme de Campbell de la figure 4.8

Figure 4.10 – Diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT, soumis seulement à son propre poids -
les marqueurs rouges pleins représentent les modes instables
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Figure 4.11 – Diagramme de Campbell du rotor du banc PHAT, dans le repère tournant, avec un balourd
de 0,5 g.mm - les marqueurs rouges pleins représentent les modes instables

pour obtenir la stabilité des modes d’oil whirl. En revanche, la stabilité est perdue lorsque la
vitesse de rotation atteint le premier mode propre de l’arbre. L’information de stabilité est
donc complètement différente dans le repère tournant, et aux vue des dimensions du banc
d’essai, c’est le repère le plus intéressant. Le rotor devrait donc être instable au démarrage,
puis se stabiliser sur la fréquence synchrone à partir d’une certaine vitesse de rotation.
La deuxième perte de stabilité prévue par l’analyse linéaire dans le repère tournant se
produit à une fréquence beaucoup plus haute que la vitesse de rotation nominale du banc
et ne devrait pas être observée sur le banc d’essais. Remarquons enfin que dans tous les
cas, les parties réelles des modes instables sont souvent très faibles, donc les comportement
divergents devraient avoir des apparitions relativement lentes. Par ailleurs, nous rappelons
que la perte de stabilité de ce système peut mener à l’observation d’un cycle limite stable
(comme dans le cas de bifurcation de Hopf super-critique).

4.2.3 Amplitude des vibrations non-linéaires

Nous avons vu que l’analyse linéaire autour des positions d’équilibre est un moyen
d’analyser en première approche la stabilité du système, en séparant l’impact du charge-
ment statique et celui du chargement dynamique. Cependant afin de prendre en compte les
deux contributions de manière économique, la méthode HBM est une alternative efficace.
Toutefois, rappelons que la limitation de la HBM dans l’analyse de système excité par
un balourd vient du fait que cette méthode n’est pas capable de prendre en compte les
mouvements stables à d’autre fréquences que la fréquence du moteur et ses harmoniques,
telle que nous l’utilisons dans ce mémoire.

La figure 4.12 présente la comparaison entre les amplitudes de vibration analysées avec
les méthodes linéaires dans le repère fixe et dans le repère tournant, et la méthode HBM.
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Figure 4.12 – Excentricité maximum et stabilité du mouvement du rotor du banc PHAT soumis à un
balourd de 1 g.mm pour différentes vitesses de rotation, obtenu par analyse linéaire dans le repère fixe,
tournant, et par analyse par HBM

Pour le système du banc PHAT, et avec un balourd de 1 g.mm, on fait un balayage en
vitesse et on trace l’excentricité maximum du cycle limite à une extrémité de l’arbre. On
constate que la méthode linéaire dans le repère fixe donne une mauvaise approximation du
mouvement à hautes vitesses de rotation, et particulièrement de la stabilité. En effet, c’est
avant tout la cavitation impliquée par le chargement de balourd qui n’est pas bien prise en
compte dans le cas de l’analyse linéaire dans le repère fixe, alors que c’est ce phénomène
qui participe à stabiliser le mouvement. Pour ces raisons, nous ne présenterons pas les
résultats non pertinents de l’analyse linéaire dans le repère fixe par la suite. En revanche,
dans le cas de l’analyse linéaire dans le repère tournant, les résultats sont parfois très
proches de la méthode HBM, aux vues du faible chargement statique du rotor qui nous
intéresse dans cette étude. En effet, dans le cas du banc PHAT, le chargement statique
n’est pas assez important par rapport au balourd pour mettre en défaut l’analyse linéaire
de ce chargement. Cela n’est pas toujours le cas à faibles vitesses ou en faisant varier
certains paramètres, et la méthode HBM, plus générale, permet de s’assurer de la bonne
approximation de l’analyse linéaire ou de proposer une alternative assez peu coûteuse en
temps de calcul.

Afin de bien visualiser la signification des points du diagramme de la figure 4.12, nous
représentons le mouvement de l’arbre pour le point obtenu à la vitesse de 2100 rad/s, sur
la figure 4.13. Les cercles noirs sur cette figure correspondent aux trajectoires des nœuds
de la fibre de la poutre représentée en violet pendant une révolution, aux extrémités
et en bords de palier. On voit que l’amplitude des vibrations au niveau des paliers est
relativement faible. Cela est dû au fait qu’à des vitesses élevées, le balourd et la résultante
du palier sont assez élevés par rapport à la raideur de l’arbre, et le moment induit impose
une courbure importante. La droite en pointillés indique la position stationnaire d’équilibre



CHAPITRE 4. PRÉDICTION ET ANALYSE DE L’IMPACT DE LA TEXTURATION DE SURFACE
SUR LA DYNAMIQUE DE LIGNE D’ARBRE 129

Figure 4.13 – Flexion de la fibre de l’arbre et révolution lors d’une sollicitation d’un balourd de 1 g.mm
sur le rotor du banc PHAT

sans sollicitation du balourd, c’est à dire uniquement en prenant en compte le poids propre
de l’arbre.

Afin d’observer des comportements légèrement différents du système, on se place sur
la figure 4.14 à un jeu radial Cr de 10 µm, et on fait varier la fréquence de rotation du
moteur au-delà du premier mode propre (situé environ à 1000Hz ≈ 6300rad/s), jusqu’à
presque 20.000 rad/s (≈ 191.000tr/min). On voit dans ce cas-là que les deux approxima-
tions linéaires sont inefficaces.

La méthode HBM prévoit la stabilisation de l’oil whirl vers la résonance, puis de nou-
veau la perte de stabilité vers le double de la pulsation de résonance, c’est-à-dire pour le
phénomène d’oil whip. Ce diagramme présente donc le même comportement que sur le
diagramme waterfall présenté dans l’introduction en figure 1.7, tiré de ([103]).

Dans les paragraphes qui suivent, nous nous proposons de faire varier certains para-
mètres clés afin d’appréhender leurs différentes influences dans les vibrations synchrones
du système.

Variation du balourd

L’un des paramètres souvent étudié dans le machines tournantes est bien évidemment
le balourd, car on ne le maitrise pas toujours complètement (défauts des pièces, défauts
d’assemblage) mais l’on peut souvent le corriger partiellement in situ. La figure 4.15 pré-
sente l’amplitude de vibration en faisant varier à la fois la vitesse de rotation et l’amplitude
du balourd. On aperçoit sur cette figure que plus le balourd est important, plus la sta-
bilité est atteinte à faibles vitesses de rotation. On constate sur la partie de droite de la
figure que la dépendance apparaît quadratique, ce qui est tout à fait compréhensible étant
donné que la force d’excitation dépend du carré de la vitesse de rotation, multiplié par
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Figure 4.14 – Excentricité maximum et stabilité du mouvement du rotor du banc PHAT soumis à un
balourd de 20 mg.cm pour différentes vitesses de rotation, obtenu par analyse linéaire dans le repère fixe,
tournant, et par analyse par HBM au-delà de la 1re fréquence de résonance du rotor (≈ 1000 Hz)

le balourd (mbrbΩ2). Par ailleurs on constate une très bonne approximation de l’analyse
linéaire effectuée dans le repère tournant par rapport à la méthode HBM, légèrement plus
coûteuse en temps de calcul. De plus, si le balourd permet de stabiliser l’arbre sur de plus
grandes plages de vitesses de rotation, il augmente aussi significativement l’amplitude de
vibration, et donc diminue également l’épaisseur de film fluide, ce qui peut être néfaste
dans le comportement de la machine.

Variation du jeu radial

Le jeu radial est impliqué dans la pression de cavitation, et influence également li-
néairement le dimensionnement de la pression. Malgré la forte dépendance de la stabilité
par rapport au seuil de cavitation, on remarque sur la figure 4.16, que le seuil de stabi-
lité augmente relativement légèrement avec le jeu radial. En revanche, s’il l’on considère
l’amplitude de vibration en microns sur la figure de droite (et non en pourcentage du jeu
radial qui lui-même augmente, figure de gauche), on constate qu’elle augmente de façon
relativement importante. Sur cette figure, nous présentons également la réponse linéaire
dans le repère tournant en magenta, afin de montrer une fois encore que si l’amplitude
de vibration est très proche du résultat HBM, cette méthode est également efficace dans
l’étude de stabilité dans le cas de rotors légers, ou en général des rotors faiblement chargés
dans le repère fixe.

Variation de la viscosité

On voit sur la figure 4.17 que le seuil est théoriquement à peu près constant lorsque l’on
fait varier la viscosité de 0.002 Pa.s à 0.02 Pa.s. Aux très faibles viscosités, l’épaisseur de
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Figure 4.15 – Dépendance par rapport au balourd, de l’excentricité maximum et de la stabilité du
mouvement du rotor du banc PHAT soumis à un balourd de 1 g.mm pour différentes vitesses de rotation
(à une extrémité de l’arbre), obtenu par analyse linéaire dans le repère fixe, tournant, et par analyse par
HBM

Figure 4.16 – Dépendance par rapport au jeu radial, de l’excentricité maximum et de la stabilité du
mouvement du rotor du banc PHAT soumis à un balourd de 1 g.mm pour différentes vitesses de rotation,
obtenu par analyse linéaire dans le repère fixe, tournant, et par analyse par HBM
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Figure 4.17 – Dépendance par rapport au jeu radial, de l’excentricité maximum et de la stabilité du
mouvement du rotor du banc PHAT soumis à un balourd de 1 g.mm pour différentes vitesses de rotation,
obtenu par analyse linéaire dans le repère fixe, tournant, et par analyse par HBM

film est plus faible, car un excentrement plus important est nécessaire pour contre-balancer
le chargement dynamique.

Impact du défaut de rectitude des arbres

Les arbres réels ne sont jamais rigoureusement droits, et un défaut de rectitude subsiste
par rapport à la géométrie cylindrique théorique. Si l’arc de l’arbre (ou shaft bow) est de
l’ordre de quelques microns (donc relativement faible pour l’ensemble de la pièce), il peut
influencer le film d’huile de façon importante. On peut constater sur la figure 4.18 que l’arc
de l’arbre peut avoir des vertus stabilisatrices pour le rotor. Afin de tracer cette figure,
le défaut de rectitude a été approximé avec des paraboles qui s’annulent au centre des
paliers, et dont l’extremum vaut Ar au milieu de la tige. A partir de ces trois points, on
interpole alors la flexion par un polynôme d’ordre 2 en première approximation. L’arc de
l’arbre a été, dans cet exemple, modélisé en phase avec le balourd, mais l’on peut imaginer
que la présence de déphasage peut influencer également l’amplitude du mouvement et le
seuil de stabilité.

4.3 Arbre avec paliers texturés : Texturations sinusoïdales

Nous avons vu les principales dépendances des vibrations par rapport aux paramètres
du système dans le cas d’arbre lisse sur palier hydrodynamiques. Nous nous proposons
à partir de ce paragraphe et dans la suite de ce chapitre, d’analyser l’impact des diffé-
rentes texturations du tableau 4.3 sur la dynamique du système, en commençant par les
texturations sinusoïdales, longitudinales et transversales. Afin de comparer les positions
d’équilibre des rotors pour les différentes textures, nous nous proposons d’utiliser le re-
père tournant, à un balourd relativement élevé de 2 × 1 g.mm et à la vitesse maximum
prévue pour le banc PHAT, c’est-à-dire 2000 rad/s. Rappelons que nous utilisons la forme
des facteurs d’écoulement décrite dans la partie 2.3.2, donc avec texturation de la partie
mobile (ici le rotor).
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Figure 4.18 – Dépendance par rapport au défaut de rectitude des arbres Ar, de l’excentricité maximum
et de la stabilité du mouvement du rotor du banc PHAT soumis à un balourd de 1 g.mm pour différentes
vitesses de rotation, obtenu par analyse linéaire dans le repère fixe, tournant, et par analyse par HBM

4.3.1 Positions d’équilibre stationnaire

La figure 4.19 présente la variation de la position du centre de l’arbre pour différentes
texturations sinusoïdales. On constate sur ce graphique que la modification de la position
d’équilibre stationnaire dans le repère tournant est relativement faible. La partie gauche du
diagramme permet de remarquer que la texturation longitudinale devrait modifier tout de
même la phase, et la partie droite montre que l’amplitude des vibrations pourrait varier au
maximum d’environ 15 %. Cependant cette valeur serait atteinte pour des amplitudes de
texturation très élevées (70 % du jeu), or pour ces amplitudes, l’épaisseur de film minimum
serait fortement réduite, ce qui pourrait poser d’autres problèmes dans le mécanisme.
Nous rappelons que dans la réalité, ces texturations ne seraient pas obtenues à partir du
palier lisse dont la position d’équilibre stationnaire est représentée sur la figure (pour une
amplitude hr = 0), car la sinusoïde est ajoutée par rapport au palier lisse en enlèvement
et en ajout de matière (donc difficile à obtenir dans un cas réel à partir d’un arbre lisse
de même rayon moyen). En revanche, cet exemple a pour intérêt de comparer des jeux
moyens équivalents.

4.3.2 Amplitude des vibrations non-linéaires

Oil whirl et bifurcation de Neimark-Sacker

Lorsque l’on s’intéresse à la stabilité des orbites obtenues par méthode HBM, nous
observons également une bifurcation pour le palier texturé. Cependant, la texturation
influence directement la bifurcation. Comme on le voit sur la figure 4.20 le point auquel les
multiplicateurs de Floquet traversent le cercle unité est bien différent entre la texturation
sinusoïdale transverse et longitudinale, de même amplitude hr = 0.5 Cr. Ce résultat est
également lié à la dépendance de la fréquence de l’oil whirl par rapport à l’état de surface
des paliers.
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Figure 4.19 – Positions d’équilibre du rotor du banc PHAT dans le repère tournant, soumis seulement
à un balourd de 2 × 1 g.mm , en faisant varier sa vitesse de rotation de 100 rad/s (excentricité la plus
faible) à 1000 rad/s (excentricité la plus élevée) ; le balourd est imposé dans la direction de u

Figure 4.20 – Bifurcation de Neimark-Sacker illustrée par les multiplicateurs de Floquet, avec un motif
sinusoidal longitudinal et transversal d’amplitude hr = 0,5 Cr ; les points A,B, et C sont reportés sur la
figure 4.22
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Figure 4.21 – Amplitude de vibration de rotors texturés avec un motif sinusoidal longitudinal et trans-
versal d’amplitude hr = 0,5 Cr

Impact sur le seuil de stabilité

Comme il a été présenté dans l’article [121], l’amplitude de vibration et le seuil de
stabilité peuvent être très influencés par la texturation sinusoïdale. Dans ce mémoire, nous
avons adapté les grandeurs du système au banc PHAT ce qui explique que les résultats sont
légèrement différents par rapport à l’article [121]. Par rapport à cet article, la vitesse de
rotation a été prise un peu inférieure (de 500 à 1000 rad/s), ce qui explique que les valeurs
des balourds soient également un peu supérieures pour atteindre la stabilité. La figure
4.21 présente les amplitudes de vibrations d’une extrémité du rotor pour des texturations
sinusoïdales transversales et longitudinales d’amplitude hr = 0,5 Cr. On remarque que pour
les plages de vitesses étudiées, l’amplitude des vibrations ainsi que le seuil de stabilité sont
diminués pour la texturation longitudinale, ce qui la rend théoriquement plus performante
que la texturation transversale.

Les seuils de stabilité sont présentés séparément sur la figure 4.22, et sont comparés
avec le seuil de stabilité obtenu dans le cas lisse de même jeu radial moyen Cr. Cette
figure illustre bien les remarques précédentes, et montre également que la texturation
transversale est, dans ce cas, moins performante que le rotor lisse d’un point de vue
vibratoire par rapport à la vibration synchrone. Dans l’article [121], l’analyse est effectuée
pour des vitesses de rotation plus élevées (2500 à 3000 rad/s) et des dimensions de rotor
légèrement différentes. Avec ces données, il est montré que le seuil de stabilité est diminué
avec la texturation transversale, tandis que c’est bien toujours la texturation longitudinale
qui permet de diminuer l’amplitude des vibrations. Toutefois, les différences de seuil de
stabilité sont obtenues avec des balourds très faibles à vitesses élevées.

A vitesse fixée, on peut s’intéresser au balourd minimum susceptible de stabiliser le
mouvement en fonction de l’amplitude de texturation (figure 4.23). On constate égale-
ment que la texturation longitudinale abaisse le seuil de stabilité ainsi que l’amplitude
des vibrations tandis que la texturation transversale a tendance à les augmenter. Sur ce
graphique, on peut souligner que les courbes ne semblent pas se rejoindre à amplitude
nulle. En fait, en affinant la discrétisation vers zéro, on observe que la courbe de la textu-
ration transverse rejoint bien la courbe de la texturation longitudinale, mais à très faible
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Figure 4.22 – Comparaison des seuils de stabilité des rotors texturés avec un motif sinusoïdal longitudinal
et transversal d’amplitude hr = 0,5 Cr par rapport au rotor lisse de même jeu radial

amplitude de texturation le mouvement est stabilisé par la texturation transversale. Ce
résultat a également été mis en évidence à plus haute vitesse dans [121].

4.4 Arbre avec paliers texturés : Texturations sinusoïdales par-
tielles

En vertu de la définition des texturations sinusoïdales partielles que nous avons adopté,
nous comparons dans cette partie un rotor lisse avec le même rotor, texturé par enlève-
ment de matière. Dans ce paragraphe, les jeux ne sont donc pas égaux contrairement au
paragraphe précédent. Il conviendra alors non seulement de comparer les rotors texturés
avec les rotors non texturés, mais également avec les rotors lisses à jeu moyen égaux, étant
donné que l’enlèvement de matière augmente le jeu radial moyen (cf. tableau 2.3).

4.4.1 Positions d’équilibre stationnaire

La figure 4.24 présente les positions d’équilibre stationnaire dans le repère tournant (en
négligeant le poids propre de l’arbre), pour différents taux a de texturation (pour a = 100%
on retrouve la texturation sinusoïdale du paragraphe précédent). Étant donné que le taux
d’enlèvement de matière influence également le jeu moyen, nous avons comparé les arbres
texturés avec les arbres lisses de jeu moyen Cr = Cr0+ a

2hr, avec Cr0, le jeu radial pris pour
a = 0. On constate que quelque soit l’état de surface, le fait d’augmenter le jeu radial moyen
augmente l’excentricité par rapport au rotor auquel n’a pas été effectué d’enlèvement de
matière.

4.4.2 Amplitude des vibrations non-linéaires et stabilité

Afin d’étudier l’impact du taux de surface texturé a, on se propose sur la figure 4.25
de présenter l’amplitude de vibration et la stabilité pour différentes vitesses de rotation.
On constate qu’en augmentant le jeu radial pour chacune des texturations, on augmente
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Figure 4.23 – Balourd minimum nécessaire à la stabilisation du système à 1000 rad/s en fonction de
l’amplitude de la texturation sinusoïdale dans le cas de motifs longitudinaux ou transversaux par rapport
à l’écoulement (à gauche) et amplitude des vibrations au niveau du seuil de stabilité (à droite)

Figure 4.24 – Positions d’équilibre stationnaire dans le repère tournant pour les systèmes sinusoïdaux
(hr = Cr) partiellement texturés (taux de texturation a) soumis à un balourd de 1 g.mm à 2000 rad/s,
comparé au palier lisse de jeu radial moyen équivalent, avec un balourd de 1 g.mm
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Figure 4.25 – Amplitude des vibrations et seuil de stabilité pour différentes densités de texturation (a),
pour les texturation par enlèvement de matière, transversales et longitudinales par rapport à l’écoulement
dans le palier

également la vitesse du seuil de stabilité, ce qui représente un résultat plutôt négatif pour
la machine.

Afin d’observer plus facilement le seuil de stabilité et l’amplitude de vibration lors du
passage du seuil de stabilité, et de comparer les texturations longitudinale, transversale
et lisse à jeu radial moyen équivalent, les seuils ont été tracés séparément sur la figure
4.26. On observe sur cette figure, les mêmes tendances que précédemment, à savoir une
augmentation du seuil de stabilité avec l’augmentation du jeu radial moyen. Remarquons
tout de même que la texturation transversale présente une inflexion intéressante, et cor-
respond à un seuil de vibration inférieur à la texturation longitudinale à haute densité de
texturation.

4.5 Arbre avec paliers texturés : Texturations dimples

4.5.1 Stabilité des positions d’équilibre stationnaire

De la même manière que précédemment, on peut s’intéresser aux positions d’équilibre
stationnaire dans le repère tournant pour les texturations du type de creux micrométriques
obtenus par laser (ou dimples). La figure 4.27 présente les résultats obtenus pour des arbres
soumis à un balourd de 2 × 10 g.mm, pour des vitesses de rotation de 100 à 2000 rad/s.
La position choisie pour l’exemple est l’une des extrémités intérieures d’un palier (abscisse
curviligne de 26 mm ou 108 mm sur la figure 4.1). Les positions d’équilibre en traits pleins
obtenus avec les texturations sont comparées avec les positions d’équilibre obtenues pour
des paliers lisses de jeu moyen équivalent en pointillés. On remarque premièrement sur
cette figure que les différentes texturations ménent à des résultats tout à fait similaires.
Par ailleurs, on constate que l’impact de la texturation est très proche de l’impact de
l’augmentation du jeu. On observe cependant une faible différence d’excentricité et d’angle
de calage dans les cas texturés.
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Figure 4.26 – Seuils de stabilité obtenus pour différentes densités de texturation (a), pour les texturation
par enlèvement de matière, transversales et longitudinales par rapport à l’écoulement dans le palier (à
gauche) - amplitude des vibrations lors du passage du seuil de stabilité (à droite)

Figure 4.27 – Positions d’équilibre stationnaire dans le repère tournant pour des arbres texturés avec
des dimples, soumis à un balourd de 2 × 10 g.mm, et pour des vitesses de rotation de 100 à 2000 rad/s
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Figure 4.28 – Amplitudes des vibrations et stabilité des cycles limites synchrones dans le cas de la
texturation type laser dimples n°6, comparé au même échantillon sans enlèvement de matière (en rouge),
et également à l’échantillon lisse de jeu moyen équivalent (en noir), avec Cr = 10µm et pour un balourd
de 2 × 5 mg.cm

4.5.2 Amplitude des vibrations non-linéaires

Les résultats de l’analyse non-linéaire obtenus avec la texturation 6 sont exposés pour
de hautes vitesses de rotation sur la figure 4.28. Nous avons choisis de présenter cette
texturation en premier lieu car c’est la texturation la plus éloignée du cas lisse dans les
texturations sélectionnées. La figure 4.28 indique les amplitudes des vibrations obtenus
par HBM et leur stabilité, pour des arbres soumis à des balourds de 2× 5 mg.cm, de 2000
à 8000 rad/s. Les vitesses étudiées, plus élevées que celles attendues sur le banc PHAT
permettent de dépasser la première fréquence de résonance du rotor. Pour faire apparaître
la résonance, le jeu radial a été pris de 10 µm. Que ce soit avant ou après la résonance, la
texturation a tendance à augmenter les amplitudes de vibration. Par ailleurs, le seuil de
stabilité est légèrement augmenté. Avec les hypothèses de Reynolds, la texturation dimples
semble peu influente, voire très légèrement néfaste d’un point de vue vibratoire avec les
dimensions étudiées ici.

Nous répétons cette étude à de plus faibles vitesses et pour toutes les texturations
étudiées afin de prédire le comportement des échantillons du banc PHAT. Sur la figure
4.29, on constate encore que la texturation augmente très légèrement les vibrations, ainsi
que le seuil de stabilité d’environ 1000 tr/min. Il est intéressant de constater que les
influences des texturations se classent dans l’ordre de l’augmentation du jeu moyen. On
remarque également que les tendances sont similaires pour Cr = 5 µm et Cr = 10 µm.

Enfin, on s’intéresse aux seuils de stabilité obtenus à faibles vitesses pour les textu-
rations de type laser dimples sur les figures 4.30 et 4.31. On observe que les seuils se
recouvrent quasi-parfaitement pour les courbes ayant un taux de recouvrement de 5% et
le cas non texturé. Par ailleurs, on constate un deuxième groupe de courbes pour le taux
de recouvrement de 20%. En ce qui concerne l’amplitude de vibration, on retrouve les deux
groupes de courbes mais dont les amplitudes sont légèrement distinctes en fonction de la
profondeur de texturation. Cela étant, la texturation de profondeur 0.5 µm et de taux de
recouvrement de 5% se superpose parfaitement avec la courbe lisse ce qui montre le peu
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Figure 4.29 – Amplitude des vibrations et stabilité des cycles synchrones obtenus avec les différentes
texturations type laser dimples, avec un balourd de 2 × 2g.mm pour deux valeurs de jeu radial du palier
sans texturation Cr = 5 µm et Cr = 10 µm

d’impact théorique de cette texturation. Afin de distinguer les courbe de la figure 4.30,
nous les avons tracées en 3 dimensions sur la figure 4.31.

En somme, les impacts des texturations du type laser dimples devraient être relative-
ment faibles par rapport au seuil de stabilité, et également minimes en ce qui concerne
les amplitudes de vibrations. Excepté pour les recouvrement importants (20%) et à faible
profondeur de texturation, les résultats seraient néfastes, si les hypothèses du programme
sont vérifiées.

4.6 Bilan des prédictions et de l’influence de l’état de surface

Grâce à l’efficacité de la méthode HBM, nous avons étudié, dans le cas de paliers lisses,
l’influence de divers paramètres dans l’ordre de grandeur du banc d’essai du chapitre
suivant :

— le balourd influence fortement la stabilité du système, notamment lorsque l’on fait
varier fortement la vitesse de rotation de l’arbre (dépendance en mrΩ2), par un
comportement stabilisant lorsque l’on augmente le balourd

— l’augmentation du jeu radial augmente à la fois les amplitudes de vibrations et le
seuil de stabilité

— la variation raisonnable de viscosité dans les conditions d’application n’influence que
très légèrement le seuil de stabilité

— l’existence d’un défaut de rectitude présente un effet stabilisant
La simulation du comportement dynamique d’une poutre élastique sur des paliers hy-

drodynamiques possédant divers état de surface a également été présentée dans ce chapitre.
Rappelons que le modèle de palier fluide utilisé repose sur l’application des hypothèses de
Reynolds à l’échelle des aspérités de topographie des surfaces, ce qui est une hypothèse
forte du modèle. Rappelons de plus que la variation locale de viscosité peut rendre cette
hypothèse encore plus discutable.
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Figure 4.30 – Balourds minimum nécessaires à la stabilité des cycles synchrones en fonction de la vitesse
de rotation (à gauche), et amplitude de vibration pour le cycle limite correspondant (à droite)

Figure 4.31 – Balourds minimum nécessaires à la stabilité des cycles synchrones en fonction de la vi-
tesse de rotation, et amplitude de vibration pour le cycle limite correspondant (courbes de la figure 4.30
présentées en 3D)
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En première approche nous avons séparé l’analyse de trois types d’états de surface
(sinusoïdes 1D, sinusoïdes espacées 1D, laser dimples, cf. tableau 4.3), prise en compte sur
tout le pourtour du palier , et dont l’étude a permis de mettre en avant les conclusions
suivantes :

— l’influence sur les positions d’équilibre stationnaire est relativement faible, et re-
lativement difficile à mettre en évidence sur banc d’essai par rapport aux autres
paramètres mentionnés plus haut (jeu radial du palier, défaut de rectitude de l’arbre
et balourd)

— les texturations longitudinales par rapport à l’écoulement dans le palier ont tendance
à diminuer l’amplitude de vibration, toutefois, si l’on considère qu’elles sont obtenues
par enlèvement de matière, l’augmentation du jeu radial qu’elles imposent rendent
le procédé inefficace en ce qui concerne la diminution des vibrations

— les mêmes conclusions peuvent être faites quant aux effets obtenus sur le seuil de
stabilité, c’est-à-dire que l’on ne devrait pas obtenir d’amélioration par enlèvement
de matière à partir d’un palier lisse, en revanche, les paliers possédant une rugo-
sité longitudinale présenteraient de meilleures performances que des paliers lisses de
même jeu radial

— en ce qui concerne les paliers texturés par laser, les prédictions du modèle ne sug-
gèrent pas d’amélioration du seuil de stabilité, voire plutôt une influence néfaste
de la profondeur de texturation, encore une fois liée à l’augmentation du jeu ra-
dial moyen ; les variations seraient cependant suffisamment faibles pour ne pas être
pénalisantes par rapport aux autres paramètres du système

— les améliorations les plus intéressantes concernent les texturations de faibles profon-
deurs et à faibles vitesses, qui devraient diminuer l’amplitude de vibration du rotor
- ce résultat est également intéressant car dans ce cas là, les hypothèses locales de
Reynolds devraient être vérifiées

En conclusion, l’étude des vibrations à partir du modèle d’écoulement local de Reynolds
suggère qu’un polissage, conduisant à un enlèvement de matière, donc à une augmentation
du jeu radial, à une diminution de la rugosité longitudinale du palier est inefficace. En
revanche, cette étude ne prend pas en compte l’abrasion accentuée dans les phases de
démarrage et d’arrêt par exemple, qui pourrait être due à un palier trop rugueux. Le
même constat peut-être obtenu avec les texturations laser : en effet leur impact semble a
priori faiblement négatif, mais si les aspérités permettent de capter les débris d’usure, la
durée de vie du palier peut en être augmentée.

Enfin, nous avons vu que dans tous les cas le seuil de stabilité est relativement peu
influencé par les texturations obtenues par enlèvement de matière, et que cette influence
est principalement négative. Nous verrons dans le chapitre 5 que l’expérience contredit
clairement ces résultats, mettant en doute les hypothèses de l’algorithme. Toutefois, ces
résultats sont cohérents avec la plupart des études statiques présentées dans la littérature
avec les mêmes hypothèses. Nous verrons dans la partie suivante que cette contradiction
remet en doute les conclusions des autres études, et suggère le besoin d’améliorer le mo-
dèle hydrodynamique de palier, notamment par l’adaptation du principe des coefficients
moyennés de Navier-Stokes au problème dynamique.





Chapitre 5

Caractérisation expérimentale du
comportement dynamique du système
rotor-paliers

Afin de reproduire le comportement dynamique d’une ligne d’arbre miniature lubrifiée
par des paliers hydrodynamiques texturés, un banc d’essai de Palier Hydrodynamique avec
Arbre Texturé (PHAT) a été conçu. L’objectif principal est de mesurer les vibrations du
rotor dues à son interaction avec les films fluides de ses deux paliers. Le changement du
rotor doit être facilité, pour tester facilement plusieurs tiges, lisses, ou texturées selon
différents motifs, obtenus par un procédé utilisant un laser femtoseconde. Les modèles
et les résultats des chapitres précédents ont permis de dimensionner les composants de
mesure et le moteur.

Dans ce chapitre, nous commencerons par décrire le banc d’essai dans son ensemble,
les choix de conception et de mesure, puis les dimensions réelles des éléments clés. Les
problématiques d’alignement, d’étanchéité et d’équilibrage seront présentées, et nous dis-
cuterons de leur impact dans l’étude des vibrations des différentes tiges. Nous décrirons
et discuterons les résultats obtenus pour différentes textures, et notamment leurs impacts
sur les vibrations des rotors. Des comparaisons avec les prédictions obtenues à partir des
modèles théoriques seront également effectuées.

5.1 Présentation générale

5.1.1 Principe du dispositif

Le schéma de la figure 5.1.1 présente une vue d’ensemble du banc PHAT. L’usinage a
été réalisé par l’entreprise COMERA. Le moteur MAXON EC22 (0007) met en rotation
la partie tournante du couplemètre MAGTROL TM301 (0009) via l’accouplement (0008).
De même, la tige (0105) est mise en rotation par l’accouplement flexible (0010) et soutenue
par les bagues (0101) et (0107), faisant office de paliers hydrodynamiques. Les paliers sont
alimentés en huile par écoulement gravitaire depuis les colonnes (0114). Le lubrifiant est
maintenu au bord des paliers par les joints d’étanchéité dynamique sans contact (0102)
et (0103). Ces joints viscoseal, sont décrits en détail dans le paragraphe 5.1.6. Les bagues
sont maintenues dans les boîtiers (0100) et (0106) par les pièces d’ajustement (0120).
Le bon alignement de tous les modules (moteur, couplemètre, boitiers des paliers), est
assuré par la réglette rectifiée (0004). Quatre thermocouples sont placés afin de sonder la
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température dans les bains d’huile en bord de palier (figure 5.2). Le portique de capteur de
position (0109) permet de monter et démonter en bloc les 3 plans de mesures capacitives,
sans trop modifier leur distance par rapport au rotor. Enfin, le banc a été conçu afin de
pouvoir effectuer un montage sans le couplemètre, grâce à deux taraudages permettant
de rapprocher le moteur et de l’accoupler directement à la tige (visible plus loin sur la
photographie de la figure 5.9(b)). Les deux paliers peuvent également être intervertis ainsi
que les boitiers. Notons que l’une des deux bagues a été usinée afin de coller des sondes
ultrasonores sur les plans de sa circonférence (0101) (présenté dans le paragraphe 5.1.4).
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Figure 5.2 – Représentation schématique du bain d’huile alimentant le palier

5.1.2 Mesure de couple

La mesure de couple est réalisée de deux manières sur le banc PHAT : en montage
couplemètre ou à partir de l’intensité du moteur. Le couplemètre, basé sur une mesure
de champ électromagnétique entre deux disques troués de fenêtres, permet la mesure de
couples faibles (200 mNm nominal). La torsion des disques assure la correspondance ou
non des fenêtres des disques. Lorsque les fenêtres ne se recouvrent pas, il n’y a pas de
courant dans les bobines de la partie statique. Lorsque les disques sont déformés en tor-
sion, et que les fenêtre se recouvrent une tension alternative est mesurée dans les bobines.
Il est important de remarquer que pour mesurer des couples aussi faibles, le dispositif
nécessite d’être relativement gros par rapport à la taille du système. En ajoutant une
inertie importante sur les parties tournants, le couplemètre induit un effet pénalisant. Le
tableau 5.1 indique les inerties des différents composants. On constate que le montage avec
le couplemètre présente une inertie 30 fois plus grande que le montage où le moteur est
accouplé directement à la tige. Cela implique qu’à vitesse de rotation égale, le montage
avec couplemètre stockera 30 fois plus d’énergie dans le système que le montage sans cou-
plemètre. Un autre inconvénient lié au montage du couplemètre est le fait que la précision
de l’assemblage sera moins maîtrisée, en raison des différents balourds qu’il introduit. Par
ailleurs, on peut remonter à l’information de couple à partir de l’intensité nécessaire au
moteur pour maintenir la vitesse de rotation de l’arbre dans les paliers. Cette mesure
moins précise permet toutefois de comparer les différents échantillons directement d’un
point de vue de leur consommation d’énergie électrique.

5.1.3 Mesure de vibrations

La mesure des vibrations est effectuée le long de la ligne d’arbre au moyen de capteurs
capacitifs. Le bon fonctionnement de ce genre de capteur est directement lié à l’environ-
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Partie tourante Inertie
Tige 0,62 g.cm2

Disque 0,66 g.cm2

Couplemètre 250 g.cm2

Accouplement pour le couplemètre 23,3 g.cm2

Accouplement sans couplemètre 3,7 g.cm2

Montage complet avec couplemètre 301 g.cm2

Montage complet sans couplemètre 8 g.cm2

Table 5.1 – Inertie des composants en rotation

nement. En effet, la présence d’huile sur la cible change la conductivité diélectrique dans
l’entrefer et peut perturber la mesure. Afin de réaliser une mesure fiable avec ce genre
de capteur dans un environnement lubrifié, il faut s’assurer de la propreté de la cible (en
l’occurence la surface de l’arbre entre ses rondelles dans notre application).

Les capteurs de position sont orientés à 90° afin de pouvoir reconstituer au mieux les
orbites de l’arbre au niveau des plans de mesure. Par un choix d’interpolation, on peut
extrapoler les positions de l’arbre à partir des trois plans de mesures du banc PHAT. En
général, il peut être judicieux de positionner les capteurs de part et d’autre des paliers.
Cependant pour des questions de simplicité d’intégration, nous avons choisi de les placer
uniquement entre les paliers. Il faut donc être prudent quant à l’interpolation du dépla-
cement au niveau des extrémités des tiges. En revanche, le positionnement d’au moins
trois plans permet de distinguer la flexion de l’arbre, ce qui n’aurait évidemment pas été
possible à partir d’un nombre inférieur de plans.

Les capteurs capacitifs acquièrent un signal en volt proportionnel à la position de l’arbre
à une fréquence maximum de 10 kHz donnant ainsi des analyses de spectres à des fré-
quences maximum de 5 kHz, soit environ 5 fois supérieures au premier mode propre des
tiges.

5.1.4 Mesure de l’épaisseur de film par ultrasons

Comme nous l’avons vu dans tous les chapitres précédents, la première grandeur clé des
vibrations induites par les paliers hydrodynamiques est le débit de lubrifiant à l’intérieur
du palier. Cette grandeur est, dans notre configuration, impossible à mesurer directement
de façon non intrusive. La deuxième grandeur clé est la pression dans le palier, directement
reliée au débit de lubrifiant et à la zone de cavitation. Certaines études expérimentales ont
permis d’observer cette grandeur comme par exemple dans l’article de Mihara et al. [102],
de Valkonen et al. [142, 141], ou encore l’étude de Sinanoglu et al. [131]. Toutefois dans ces
études les sondes ont été utilisées sur des paliers de diamètres assez élevés, et elles auraient
un impact largement intrusif dans l’écoulement d’un palier de diamètre aussi faible que
ceux du banc PHAT, ou alors seraient difficiles à intégrer. Par ailleurs, instrumentations
relativement récentes permettent de mesurer localement l’épaisseur de film et la zone de
cavitation par des méthodes ultrasonores. Le travail du groupe de Dwyer-Joyce semble le
plus prometteur pour obtenir des mesures non-intrusives du comportement local du film
lubrifiant [49, 76].

Des sondes piézoélectriques de très petites tailles ont été placées sur l’un des paliers
afin d’émettre et recevoir des signaux ultra-sonores. Le traitement de ces signaux permet
de remonter à une valeur de l’épaisseur de film et à la présence éventuelle d’une zone de
cavitation dans le palier. Douze sondes ont été collées le long de la circonférence du palier
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Figure 5.3 – Positions des 12 capteurs à ultrasons, l’émission de l’onde est représentée en rouge, la
transmission en orange et la réflexion en bleu, schématiquement pour deux positions différentes

Figure 5.4 – Photographie du palier instrumenté par les capteurs ultrasons

selon le schéma de la figure 5.3. Un commutateur permet d’acquérir le signal d’une de ces
sondes lorsqu’elle est sélectionnée.

On distingue plusieurs méthodes permettant de calculer l’épaisseur de film à partir de
l’émission et la réception de signaux ultra-sonores. Les trois méthodes principales, plus
ou moins efficaces selon l’ordre de l’ordre de grandeur de l’épaisseur de film à mesurer
sont résumées dans le tableau 5.2. En raison des faibles épaisseurs de film prévues dans les
paliers du banc PHAT, nous avons sélectionné la méthode de raideur d’interface, modèle de
"ressort" (Spring model), décrit dans le paragraphe suivant. Cette méthode est préconisée
lorsque l’interface à caractériser a une épaisseur de l’ordre de grandeur de la longueur
d’onde des ultrasons.

Modèle de “ressort” du film fluide

Dans ce modèle, on considère que la couche de lubrifiant agit comme un ressort, dont
la raideur kL est fonction de l’épaisseur de film h :



CHAPITRE 5. CARACTÉRISATION EXPÉRIMENTALE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE
DU SYSTÈME ROTOR-PALIERS 151

Méthode
Épaisseur de
film mesurée
min - max

Avantages Inconvénients

Temps de
vol 100 µm −∞

Pas affecté par la
température- Mesure

de référence non
nécessaire

Mesure de couches
épaisses uniquement

Resonant
dip 30 µm −∞

Pas affecté par la
température - Mesure

de référence non
nécessaire

Mesure de couches
épaisses uniquement

Modèle
ressort 100 nm−50 µm

Mesure de couches
très minces

Un signal de référence
est nécessaire -
Dépend de la
température

Table 5.2 – Les différentes méthodes de mesure par spectrométrie ultra-sonore (adapté de [70])

kL =
ρc2

h
(5.1.4.1)

A partir de la réflexion de l’onde ultra-sonore sur l’interface, on obtient la relation liant
le coefficient de réflection R et la raideur de l’interface kL :

R = 1√
1 + (2kL

ωZ
)2

(5.1.4.2)

Avec Z l’impédance acoustique des matériaux solides du contact. Ainsi, en mesurant le
coefficient de réflexion R à partir du signal émis et de la mesure du signal réfléchi, on peut
obtenir h par la relation suivante :

h = 2ρc2

ωZ

√
R2

1 −R2
(5.1.4.3)

Le module d’acquisition installé sur le banc PHAT permet d’obtenir après traitement
le coefficient de réflexion R à une fréquence maximum de 1 kHz.

5.1.5 Analyse modale des pièces

Afin d’éviter toute résonance externe aux vibrations d’intérêt de l’étude, les modes des
différentes pièces ont été analysés à l’aide du logiciel Code ASTER, et les résultats obtenus
sont présentés sur la figure 5.6.

Modes du moteur et couplemètre

Afin d’analyser les fréquences des modes de vibration pour le moteur et le couplemètre,
nous avons représenté ces derniers par des masses en acier sous forme de cylindre (module
d’Young 210 GPa, coefficient de poisson 0.3, masse volumique 7800 kg/m3). Nous obtenons
alors les 4 premières fréquences propres présentées dans le tableau 5.3. Ces dernières sont
plus de dix fois supérieures à la fréquence de rotation nominale du banc (300 Hz).
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Mode Fréquence (kHz)
1 moteur 3.7
2 moteur 4.1

1 couplemètre 4.2
2 couplemètre 4.5

Table 5.3 – Tableau des premières fréquences propres du moteur et du couplemètre

Mode Fréquence (kHz)
1 réservoir seul 1.8
2 réservoir seul 1.9

1 palier et réservoir 5.1

Table 5.4 – Tableau des premières fréquences propres correspondant aux boitiers des paliers

Modes des paliers

Pour l’analyse des paliers, nous avons modélisé le réservoir en verre par un matériau élas-
tique (module d’Young 69 GPa, coefficient de poisson 0.25, masse volumique 2500 kg/m3)
et le reste en acier (y compris le joint plat). Sur la figure 5.5 apparaissent la vis (en rouge)
et le joint torique (en noir), que nous n’avons pas pris en compte dans le modèle éléments
finis.

Figure 5.5 – Vue en coupe de l’arrivée d’huile dans le palier

Les fréquences de résonance sont présentées dans le tableau 5.4.
Cette analyse montre que les fréquences de résonances des pièces du banc d’essai sont

suffisamment élevées pour ne pas être excitées. De plus les modes possédant les fréquences
propres les plus faibles (environ 2 kHz), correspondant aux modes de vibration des réser-
voirs, qui ne devraient pas être excités par la rotation de l’arbre.

5.1.6 Etanchéité sans contact viscoseal

Afin de retenir l’huile en bords de palier en limitant l’augmentation du frottement et
des vibrations dans le système, des joints sans contact ont été conçus. Le type d’étanchéité
dynamique sans contact utilisé ici est appelé joint viscoseal ou joint windback. Ces joints
permettent d’obtenir une bonne étanchéité avec un frottement faible, mais présentent deux
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(a) Mode 1 du couplemètre (4.2 kHz) (b) Mode 1 du moteur (3.7 kHz)

(c) Premier mode de palier (5.1 kHz) (d) Mode 1 et 2 du réservoir d’huile vide (1.8
kHz et 1.9 kHz)

Figure 5.6 – Modes des pièces du banc d’essai

désavantages principaux :
— l’étanchéité est garantie uniquement à partir d’une certaine vitesse de rotation (pas

d’étanchéité à l’arrêt)
— ces joints ne sont efficaces qu’au niveau d’une interface gaz/liquide

L’étanchéité est assurée par l’écoulement visqueux généré entre la surface en mouvement
(dans notre cas le rotor) et la surface fixe. Remarquons que nous avons utilisé la version
cylindrique du joint visqueux, mais on peut la décliner sous la forme radiale sur une butée.

Dans le cas d’un écoulement laminaire, on peut dimensionner le joint visqueux à partir
d’un coefficient d’étanchéité Λv [56] défini par :

Λv = 3µ
LvΩdv
c2
v∆p

(5.1.6.1)

Permettant de relier la différence de pression entre l’entrée et la sortie du joint ∆p, la
viscosité du fluide µ, la longueur du joint Lv, la vitesse de rotation de l’arbre Ω, le diamètre
du joint dv, et le jeu radial minimum du joint cv. Ces grandeurs sont explicitées sur la
figure 5.7.

Les performances du joint sont alors garanties par les paramètres géométriques sui-
vants :

βv =
hv + cv
cv

(5.1.6.2)

avec hv la profondeur du filetage

γv =
bv

av + bv
(5.1.6.3)

avec bv la largeur de la rainure, et av la largeur du créneau.
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Figure 5.7 – Représentation schématique des notations nécessaires au dimensionnement du joint viscoseal
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Figure 5.8 – Plans de joints d’étanchéité sans contact viscoseal

Paramètres géométriques
Longueur du joint lv 7 mm
Profondeur de rainure hv 0.5 mm
Jeu radial cv 100 µm
Diamètre de l’alésage dv 5 mm
Angle de la rainure αv 20○

Largeur axiale d’espace entre rainure av 3 mm
Largeur axiale de rainure bv 3 mm

Table 5.5 – Données des joints viscoseal

tv = tan(αv) (5.1.6.4)

avec αv l’angle de l’hélice
On peut alors utiliser l’expression de Λ à partir de ces paramètres géométriques si les

hypothèses d’écoulement laminaire sont justifiées.

Λv =
β3
v(1 + t2v) + γvt2v(1 − γv)(β3

v − 1)2

γvtv(1 − γv)(β3
v − 1)(βv − 1) (5.1.6.5)

Remarquons également que sur le banc d’essai PHAT, l’excentricité de l’arbre est limitée
par le jeu des paliers hydrodynamiques. Ainsi, en prenant un jeu radial dans les joints de
l’ordre de 100 µm, l’excentricité relative dans les joints visqueux ne doit pas excéder 10%
de l’entrefer.

Les grandeurs retenues pour les joints utilisés sur le banc PHAT sont listées sur le plan
5.8, ainsi que dans le tableau 5.5.

Avec ces grandeurs, on trouve pour une huile de viscosité 0.006 Pa.s (comme pour la
PAO-2 à 25○C, une augmentation de pression maximum d’environ 4 kPa à 10.000 tr/min
(dans le cas où Lv = lv).
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Type d’accouplement Rigidité radiale
[Nm/mm]

Rigidité en torsion
[Nm/rad]

Rigidité angulaire
[Nm/

○]
Moment d’inertie

[kg.m2]
Membrane métallique en
cuivre (couplemètre) 8,43 389 (par lamelle) 0,014 (par lamelle) 2,33 × 10−6

Membrane métallique en
inox 4 145 0,3 6,0 × 10−7

Soufflet en inox 16 310 - 3,7 × 10−7

Table 5.6 – Caractéristiques dynamiques des différents accouplements

N° de mode Valeur mesurée Valeur théorique erreur (%)
1 1222 Hz 1216 Hz 0.4 %
2 3021 Hz 2987 Hz 1.1 %
3 6315 Hz 6350 Hz 0.6 %

Table 5.7 – Fréquences propres mesurées et théoriques des échantillons

5.1.7 Variantes des montages du banc

Nous rappelons dans ce paragraphe les différents montages possibles sur le banc PHAT :
— joints viscoseal ou joints lisses (cf. paragraphe 5.1.6)
— différents types d’accouplements dont les différentes raideurs sont présentées dans le

tableau 5.6
— présence ou non du couplemètre (figure 5.9(a) et 5.9(b))
— présence du palier instrumenté par ultrason côté moteur ou côté libre, ou encore

bague de remplacement non instrumentée (figure 5.9(c))
— 3 différentes huiles sont disponibles à savoir la PAO-2, la PAO-4 et la PAO-6, pré-

sentant respectivement à 25○C des viscosités de 5.4 mPa.s, 27 mPa.s, et 44 mPa.s

5.2 Caractérisation des échantillons

5.2.1 Analyse modale libre d’un échantillon

Afin de vérifier la validité des fréquences propres prévues par la théorie des poutres
libres, nous avons effectué une analyse au marteau de choc, la tige étant soutenue par des
élastiques souples. Les vibrations ont été mesurées par un microphone afin d’analyser la
réponse globale de la poutre par rapport à la sollicitation, et de comparer les fréquences.
Le tableau 5.7 présente la comparaison entre les résultats théoriques et la mesure. Le
modèle de poutre droite est relativement bien vérifié, les erreurs sur les trois premiers
modes propres étant de l’ordre de grandeur de 1%.

5.2.2 Morphologie des surfaces texturées

Les échantillons testés sur le banc PHAT présentent différents états de surface réalisés
par texturation par ablation au LASER femtoseconde, en plus de la rugosité aléatoire des
échantillons (Ra inférieur à 0,1µm). Sur les cinq échantillons texturés, nous avons testé
deux recouvrements surfaciques (5% et 20% de la surface), et trois profondeurs de tex-
turations (0,5 µm, 5 µm et 10 µm représentées figure 5.11). Les diamètres d’entrée des
trous sont constants, et correspondent au diamètre du faisceau LASER (≈ 15 µm). Ainsi,
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(a) Montage avec couplemètre

(b) Montage sans couplemètre

(c) Interversion du palier instrumenté

Figure 5.9 – Photographies de différents montages
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N○ Profondeur / Densité surfacique
2 Lisse
3 0,5 µm / 20%
4 5 µm / 20%
5 0,5 µm / 5%
6 Lisse
7 Lisse
8 10 µm / 5%
9 5 µm / 5%

Table 5.8 – Tableau des échantillons texturés testés

Figure 5.10 – Représentation schématique des motifs de texturation obtenus par ablation

pour reproduire une densité surfacique de 5% et 20%, les espacements ont été pris respec-
tivement de 84 µm et 42 µm, égaux dans les directions longitudinales et circonférencielles
par rapport à l’arbre (exposées figure 5.10).

Le tableau 5.8 rappelle les combinaisons réalisées et le numéro correspondant, gravé sur
l’échantillon.

5.2.3 Défaut de rectitude des arbres

Les arbres présentent un défaut de rectitude relativement faible (quelques microns de
courbure entre les paliers). Cependant, étant donné le jeu également faible des paliers
(entre 5 et 10 microns), l’amplitude de mesure des capteurs de position est principalement
influencée par ce paramètre. Ainsi, nous avons mis en place une procédure de métrologie à
partir d’un profilomètre confocal (figure 5.12(a)). La mesure a été effectuée par balayage
radial au niveau des paliers ainsi qu’au niveau des capteurs de position, pour relier la
mesure capacitive à la position de l’arbre dans le palier (figure 5.12(b)). Quatre positions
angulaires ont été mesurées sur chaque arbre afin d’évaluer les maximums dans deux plans
orthogonaux (plan [0° 90°] et [-45° 45°]), les angles étant mesurés à partir de la marque
gravée du numéro de l’arbre (figure 5.12(c)).

Les mesures moyennées et leurs écarts sont présentés sur le graphique de la figure 5.13.
Celle-ci montre que les 4 échantillons possèdent des défauts de rectitude comparables : deux
lisses, une texturation de recouvrement 20% et de profondeur 5 µm et une texturation de
recouvrement 5% et de profondeur 10 µm. Il est également intéressant de constater que
l’on dispose d’un arbre lisse de déflexion importante, ce qui peut nous permettre de vérifier
ou non les prédictions de la simulation sur l’impact de ce paramètre sur la stabilité du
système.
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(a) Image 3D (0,5 µm; 20%) (b) Profil 0,5 µm

(c) Image 3D (5 µm; 20%) (d) Profil 5 µm

(e) Image 3D (10 µm; 5%) (f) Profil 10 µm

Figure 5.11 – Images topographiques 3D de surfaces texturées avec des cavités de profondeur différentes,
et leurs profil 1D (arbre N○3, N○4, et N○8)
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(a) Dispositif de mesure

(b) Mesure au niveau des paliers et du milieu de la tige
(arbre N○2, angle 0°)

(c) Angles de mesures de la déflexion

Figure 5.12 – Procédure de mesure de défaut de rectitude des tiges

Figure 5.13 – Moyenne des deux mesures du défaut de rectitude des différents échantillons
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5.3 Analyse vibratoire des machines tournantes

Les différentes caractéristiques du banc d’essai et des échantillons ayant été détaillées,
nous présentons les mesures qui ont été réalisées pour confronter l’expérience à la modé-
lisation. L’influence des différentes texturations sera mise en évidence dans le paragraphe
5.4. Afin de s’assurer de la bonne reproductibilité des mesures, deux campagnes de 5 es-
sais par échantillons ont été menées, avec montage/démontage du boitier de palier le plus
éloigné du moteur, et nettoyage des alésages des paliers entre chaque essais à l’aide de bâ-
tonnets swabs. Le montage sans couplemètre avec l’accouplement à membrane métallique
en inox a été utilisé pour ces campagnes. Les paliers ont été lubrifiés avec l’huile PAO-4
pour la première campagne et l’huile PAO-2 pour la seconde. La température ambiante a
pu varier de 22°C à 25°C durant les campagnes d’essais, et l’accouplement avec le moteur
a été effectué angulairement de façon aléatoire. Pour la première campagne de mesure
(PAO-4), la consigne du moteur a été une rampe de 50 tr/min/s, jusqu’à un plateau à
5000 tr/min d’environ 900 secondes. Pour la seconde campagne de mesure (PAO-2), la
rampe de consigne a été de 50 tr/min/s jusqu’à un plateau de 10000 tr/min pendant
environ 800 secondes. Chaque essai a duré environ 1000 s. Aucun balourd n’a été ajouté,
et l’étude de l’impact du balourd (paragraphe 5.3.5) a fait l’objet d’une campagne d’essais
supplémentaire, avec un contrôle spécifique de l’accouplement angulaire des échantillons
avec le moteur.

Les références utilisées dans les paragraphes suivants pour les différents capteurs sont
présentées sur la figure 5.14.

5.3.1 Filtrage fréquentiel et interpolation

Les acquisitions des signaux des conditionneurs ont été effectuées par un module de
synchronisation compatible avec MATLAB. Un minimum d’informations en temps réel
sont conservées pour le contrôle durant les essais, et les signaux bruts sont ensuite analysés
en post-traitement. Le filtrage a été effectué à partir de fenêtrage rectangulaire passe-
bande dans le domaine fréquentiel. Une fois les signaux filtrés, nous avons procédé à une
interpolation des trois plans de mesure afin d’obtenir une information qualitative de la
déformée des arbres autour de la valeur moyenne en régime établi. La figure 5.15 présente
le résultat du filtrage et de l’interpolation.

Toutefois, il est nécessaire d’étudier l’interpolation polynomiale de façon critique puisque
seulement 3 plans ont été utilisés, et que chacun des trois plans se situe du même côté des
paliers. Bien que les amplitudes extrapolées restent tout à fait discutables, elles permettent
une analyse qualitative interessante des différents essais.

5.3.2 Mesure dynamique du défaut de rectitude des arbres

La figure 5.16 compare la mesure du défaut de rectitude des arbres à celle des capteurs
de position. La valeur utilisée pour la position est la moitié de la valeur crête à crête du
capteur de position 4 (représentée sur les figures 5.14 et 5.15) en régime stationnaire à
10000 tr/min. La campagne d’essais utilisée est constituée de 5 essais par échantillons,
avec l’huile PAO-2. Les moyennes et les écarts-types des mesures sont représentés sur le
diagramme de la figure 5.16. On constate que les écarts-types sont relativement faibles,
malgré l’absence de contrôle de la position angulaire de l’accouplement du moteur et de la
température ambiante. En contrôlant la position angulaire de l’accouplement du moteur,
la répétabilité des mesures est encore meilleure. La corrélation est un peu moins bonne
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Figure 5.14 – Schéma représentant les notations des différents signaux en montage sans couplemètre,
avec les positions (1 à 6), les températures (T1 à T3, et TU utilisée pour le calcul ultrason), le compte-tour
du moteur (Tr), l’intensité du moteur (IM) et le signal des transducteurs à ultrasons après le commuteur
(U) - on insère également la notation des plans d’équilibrage au niveau des rondelles (A et B)

Figure 5.15 – Représentation de l’interpolation de la position de l’arbre à partir des signaux filtrés des
capteurs de postions, dont les 3 orbites sont représentées au milieu de la ligne d’arbre (positions 1 à 6)-
les orbites extrapolées sont également présentées au niveau des bords des paliers et des extrémités
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Figure 5.16 – Comparaison de la mesure dynamique en régime stationnaire à 10000 tr/min et avec l’huile
PAO-2 de la moitié de la valeur crête à crête du capteur de position 4 comparé au défaut de rectitude
obtenu par métrologie

pour les arbres possédant un défaut de rectitude élevé, en raison d’excentricités de paliers
élevées dans cette configuration. Ceci augmente la contrainte due aux films d’huile sur
l’arc de l’arbre, et peut contribuer à diminuer ce dernier par flexion.

On constate sur ce graphique que l’amplitude de la mesure des capteurs de position
semble donc directement liée au défaut de rectitude. L’impact des texturations sur ce
paramètre apparait minime. Sans ajout de balourd supplémentaire, les orbites dans les
paliers sont également très faibles, ce qui est tout à fait cohérent avec les résultats du
chapitre 4.

5.3.3 Diagramme cascade et oil whirl

Le moyen le plus efficace pour étudier le seuil d’instabilité de l’oil whirl est l’utilisation
de diagrammes cascades ou waterfall lors de la montée en vitesse du moteur. Celle-ci
doit être suffisamment lente, d’une part pour être considérée à peu près constante sur
les fenêtres glissantes où seront calculées les transformées de Fourier, d’autre part pour
améliorer la définition des spectres en agrandissant les fenêtres.

Nous présentons sur la figure 5.17 la montée en vitesse pour l’échantillon lisse n○ 2. Le
spectrogramme de la figure 5.17(a) montre que l’instabilité existe bien lors du démarrage
à cause du faible chargement dynamique, comme expliqué dans les chapitres précédents. A
partir de 50 Hz l’oil whirl commence à s’estomper mais reste faiblement présent jusqu’à
10000 tr/min. Les figures 5.17(b) et 5.17(c) présentent les spectres et les orbites extraits à
60 secondes et 180 secondes, filtrés à 500 Hz. On observe bien à 60 secondes (donc à une
rotation de l’arbre d’environ 1200 tr/min), une orbite et un spectre typiques de l’oil whirl.
En effet, le plus haut pic représente la fréquence synchrone, principalement liée à la mesure
du défaut de rectitude de l’arbre en rotation, et l’on observe un pic plus faible exactement
à la fréquence moitié. A 180 secondes, le pic lié au défaut de rectitude est à peine augmenté
en raison de l’accroissement du chargement de balourd à vitesse de rotation plus élevée.
Cependant le pic à la fréquence moitié est très largement atténué. On observe distinctement
sur cet essai la bifurcation flip prédite par la modélisation, vers 10000 tr/min. Des ordres
du spectrogramme sont extraits en couleur du diagramme cascade de la figure 5.17(d).
Dans la partie 5.4, nous présenterons essentiellement l’impact de l’oil whirl sur les ordres
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extraits de 1x (ordre 1 synchrone) et 0,5x (ordre moitié correspondant à l’oil whril).

5.3.4 Spectre complet et première fréquence propre

Dans la partie précédente, nous avons volontairement tronqué le spectrogramme à des
fréquences relativement faibles pour mettre en évidence le phénomène d’oil whirl. Cepen-
dant, le premier mode propre de l’arbre est excité à plus hautes fréquences. Afin d’analyser
le sens de rotation de ce mode (sens de précession direct ou inverse), nous utilisons dans
ce paragraphe le spectre complet obtenu par mesure d’orbite (ou full-spectrum) décrit en
détails dans [104]. L’avantage de cette méthode est de mettre l’orbite mesurée sous forme
d’une combinaison entre une orbite circulaire de précession directe et une orbite circulaire
de précession inverse. Si les composantes d’une fréquence est égale dans les deux spectres,
cela signifie que les deux rotations se compensent et que l’orbite est relativement "aplatie".
En revanche, si l’un des deux spectres l’emporte sur l’autre, la précession se fait dans le
sens du spectre où la composante fréquentielle est plus élevée.

Le diagramme 5.18 présente l’analyse des vibrations à hautes fréquences. Sur la figure
5.18(a), nous présentons le même spectrogramme que sur la figure mais dont l’ordonnée
est prise de 1850 Hz à 2050 Hz5.17(a) pour illustrer l’apparition d’une fréquence excitée
avec la rotation. L’étude quantitative de cette composante en régime permanent, repose
sur le spectre complet (full-spectrum) calculé sur 100 périodes au bout de 900 secondes
d’essai, présenté sur la figure 5.18(b). Sur cette figure, le pic le plus élevé correspond à
la fréquence synchrone, essentiellement en précession directe. L’oil whirl est indiscernable
à cette vitesse de rotation, mais l’on voit que la fréquence excitée vers 2 kHz possède
un spectre symétrique dans les deux sens de précession. Cette caractéristique est mise en
évidence par l’orbite filtrée en passe-bande présenté sur la figure 5.18(c). La fréquence
excitée présente donc une précession très faible. Cependant son amplitude avoisine le
micrométre en régime établi, ce qui est relativement important par rapport à la vibration
synchrone. Par ailleurs, cette vibration ne semble ni être affectée par la viscosité de l’huile,
ni par la texturation, ni même par le défaut de rectitude des arbres à travers nos campagnes
d’essais. Cela est cohérent avec le fait que la déformée du premier mode propre possède
des noeuds de vibration dans les paliers. Ainsi, cette fréquence correspond probablement
à un mode propre des tiges.

5.3.5 Equilibrage et balourd

Afin de piloter l’influence du balourd, un procédé a été mis en œuvre pour modifier la
masse du balourd et son orientation angulaire par rapport à l’échantillon, uniquement en
démontant le portique de capteurs de position (donc sans démonter l’arbre et les paliers).
Pour cela, nous avons utilisé une gaine thermo-rétractable autour des rondelles des échan-
tillons. Entre la gaine et la rondelle, il est possible d’insérer de fines lamelles de métal de
5 mg à 200 mg , ce qui donne des balourds d’environ 4 mg.cm à 150 mg.cm.

La figure 5.19(a) présente l’ordre 1 de la vitesse de rotation, extrait du spectrogramme
(cf. figure 5.17(d)), pour différents balourds ajoutés au plan A (cl. figure 5.14). Des masses
de 15 mg, 45 mg et 80 mg ont été placées de chaque côté de l’arbre dans le plan de l’arc du
défaut de rectitude mesuré en métrologie (convention positive du côté du défaut de recti-
tude et négative du côté opposé). On ajoute et on soustrait ainsi respectivement 11 mg.cm,
34 mg.cm et 60 mg.cm au balourd initial dû à l’arc de l’arbre et à l’accouplement du mo-
teur. On remarque sur cette figure que l’on peut assez finement contrôler la cinématique
du système à partir du balourd par cette méthode.
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(a) Spectrogramme de la montée en vitesse

(b) Deux exemples de transformées de Fourier extraits
du spectrogramme

(c) Orbites (passe-bas 500 Hz)

(d) Extraction des ordres de la vitesse de rotation (en rose ordre
1, en cyan ordre moitié)

Figure 5.17 – Diagramme cascade et seuil de stabilité de l’oil whirl pour l’arbre lisse n°2 lors d’une
montée en vitesse de 200 s à 10000 tr/min avec l’huile PAO-2
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(a) Spectrogramme à hautes fréquences

(b) Full-spectrum à 10.000 tr/min (c) Orbites (passe-bande 1.9-2.0 kHz)

Figure 5.18 – Vibrations à hautes fréquences de l’arbre lisse n°2 lors d’une montée en vitesse de 200 s à
10000 tr/min avec l’huile PAO-2
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(a) Ordre 1x (b) Ordre 0,5x

Figure 5.19 – Ordres de la vitesse de rotation du moteur extraits du spectrogramme pour différents
balourds appliqués au plan A de la tige lisse n°2 - les balourds sont appliqués dans le plan de l’arc du
défaut de rectitude

En revanche, l’effet du balourd sur l’ordre 1/2 n’est pas significatif, comme le montre
la figure 5.19(b). Ce résultat est relativement cohérent avec la simulation, les balourds
testés étant environ 10 fois plus faibles que les balourds nécessaires pour obtenir la sta-
bilité d’après le modèle théorique du chapitre 4 (cf. figure 4.15). Cependant, les balourds
nécessaires théoriquement peuvent induire des déflexions importantes des arbres et nuire
à l’ensemble du système.

5.4 Influence de la texturation sur le comportement du système

Ce paragraphe présente l’impact de la texturation sur les différentes mesures disponibles
sur le banc d’essai et les conclusions que l’on peut en tirer à partir de l’étude théorique.
Premièrement, nous discutons de l’impact faible sur la puissance nécessaire au moteur
pour les différents échantillons. Deuxièmement, nous verrons que la texturation possède
des caractéristiques d’amortissement de l’oil whirl remarquables. Ce résultat remet en
question les hypothèses du modèle de Reynolds local, car ces améliorations ne sont pas
prévues par la modélisation du chapitre 4.

5.4.1 Influence sur la mesure de couple

Afin de comparer le couple résistant des différents échantillons, nous utilisons la cam-
pagne d’essais réalisée à 10.000 tr/min avec l’huile PAO-2 (décrite au début du paragraphe
5.3). La figure 5.20 expose les différentes valeurs de couple moteur en mNm, pour les diffé-
rents échantillons, ainsi que l’amplitude du déplacement au milieu de l’arbre relativement
à sa valeur moyenne (en microns). Nous remarquons d’abord que la dispersion des couples
est relativement faible (environ 10%). Malgré la variation de température ambiante de
quelques degrés, les écarts-types sont en outre assez faibles, excepté pour l’arbre N°7, dont
le couple a probablement été influencé par les différents accouplements angulaires avec le
moteur selon les essais, en raison d’un défaut de rectitude élevé. Les échantillons N°3 et N°6
présentent les couples résistants les plus faibles, or ils possèdent des déflexions et des tex-
turations différentes. Ensuite, nous pouvons souligner que deux échantillons semblables en
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Figure 5.20 – Comparaison du couple résistant en régime stationnaire à 10000 tr/min et avec l’huile
PAO-2 et de la moitié de la valeur crête à crête du capteur de position 4

terme de déflexion et d’état de surface, les arbres lisses N°2 et N°6, présentent des couples
légèrement différents. Enfin, des arbres possédant des déflexions très différentes comme
l’arbre N°5 et l’arbre N°9 possèdent des couples résistants assez proches.

A travers cette étude nous ne sommes pas en mesure de lier texturation et couple
résistant. Quoiqu’il en soit, chaque arbre possède un couple résistant qui lui est propre avec
une bonne répétabilité, mais la variation entre les différents échantillons reste inférieure à
10%. Enfin, pour établir un lien éventuel entre le défaut de rectitude et couple résistant, une
description géométrique plus fine est nécessaire. En conclusion, l’impact des texturations
testées sur le couple résistant ne semble pas significatif, et si d’autres avantages dynamiques
sont obtenus, il est intéressant de remarquer que l’usage de paliers texturés n’est pas
pénalisant d’un point de vue énergétique en régime établi.

5.4.2 Amortissement de l’oil whirl

Nous avons présenté sur la figure 5.21 les ordres extraits du diagramme cascade de
l’arbre N°8, c’est-à-dire un arbre texturé avec un recouvrement de 5% et de profondeur
10 µm. Ce diagramme est à comparer directement avec la figure 5.17(d) obtenue avec
l’arbre lisse N°2. On constate que l’ordre 0,5x est atténué pour des vitesses beaucoup plus
faibles avec l’arbre texturé. De plus, la fréquence d’oil whirl est également très proche
de la moitié de la vitesse de rotation. Nous avons constaté cela pour tous les arbres
texturés, alors que les prédictions issues de la simulation pour ce genre de texturation ne
prévoient pas une modification importante de la fréquence de l’oil whirl contrairement à
des texturations transverses par exemple (cf. chapitre 4).

La figure 5.24 présente l’extraction de l’ordre 0.5x pour tous les essais de la campagne
de mesure effectuée avec l’huile PAO-2, avec une montée en vitesse de 200 s jusqu’à
10.000 tr/min. Pour chaque échantillon, les différents essais présentent des résultats très
proches, ce qui justifie encore une fois la bonne reproductibilité des résultats. On constate
sur cette figure que les arbres lisses ou faiblement texturés (0,5 µm) présentent une at-
ténuation de l’oil whirl à beaucoup plus hautes fréquences de rotation que dans les cas
texturés. Par ailleurs, la comparaison des arbres lisses (N°2, N°6 et N°7), suggère que le
défaut de rectitude permet aussi de diminuer l’amplitude de la vibration d’oil whirl. Si
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Figure 5.21 – Extraction des ordres de la vitesse de rotation (en rose ordre 1, en cyan ordre moitié), du
diagramme cascade pour l’arbre lisse n°2 lors d’une montée en vitesse de 200 s à 10000 tr/min avec l’huile
PAO-2

l’on compare des arbres présentant un défaut de rectitude similaire (arbres N°2, N°4, N°6,
N°8), on constate nettement l’effet stabilisant des texturations.

Pour mieux caractériser les effets des texturations sur le seuil de stabilité des arbres,
nous avons présenté sur la figure 5.23, les fréquences de rotation moyennes à partir des-
quelles l’amplitude de l’oil whirl devient inférieure à 0.1 µm. Les remarques précédentes
peuvent être faites, sur la bonne répétablité des mesures (excepté pour l’arbre lisse N°7,
fortement arqué), ainsi que sur l’efficacité de la texturation pour stabiliser le phénomène
d’oil whirl.

Remarquons que ces résultats sont en complet désaccord avec les prédictions de la
partie 4. En effet, mis à part pour les texturations les plus faibles (0,5 µm), le seuil de
stabilité devrait être atteint à des vitesses de rotation légèrement plus élevées. Le modèle
de Reynolds local n’explique donc pas d’effet stabilisant de la texturation. L’existence des
recirculations à l’intérieur des cavités pourrait expliquer ce phénomène. En effet, nous
avons mentionné dans la partie 2.4 que l’écoulement est également influencé en fonction
des conditions aux limites en pression autour des cavités, donc de la position des cavités
par rapport aux convergents et divergents. Ce paramètre supplémentaire à prendre en
compte dans les facteurs d’écoulement dissymétriserait le profil de pression et perturberait
l’écoulement circonférenciel de l’oil whirl. Enfin nous pouvons remarquer que l’impact
important des cavités plus profondes (5 µm et 10 µm), suggère l’existence d’un seuil vers
50 Hz à partir duquel on constate l’effet de la texturation. Une explication possible de
ce phénomène repose également sur l’étude des facteurs de flux de la partie 2.4. En effet,
nous avons montré, à travers l’étude de mécanique des fluides, qu’il existe une dissymétrie
du flux par rapport au gradient de pression, en fonction de l’épaisseur de film moyenne
(liée à l’amplitude de la vibration synchrone et au jeu radial). Cette dissymétrie intervient
à partir d’une certaine profondeur de texturation et d’un certain gradient de pression
atteint dans le palier pour huile donnée. On peut donc supposer que la perturbation du
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(a) Arbre 2 - Lisse (b) Arbre 3 - 0,5µm / 20%

(c) Arbre 4 - 5µm / 20% (d) Arbre 5 - 0,5µm / 5%

(e) Arbre 6 - Lisse (f) Arbre 7 - Lisse

(g) Arbre 8 - 10µm / 5% (h) Arbre 9 - 5µm / 5%

Figure 5.22 – Ordre extrait 0,5x pour la campagne d’essais avec montée en vitesse à 10.000 tr/min, avec
l’huile PAO-2
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Figure 5.23 – Fréquence de rotation du rotor à partir l’amplitude de l’ordre 0,5x devient inférieure à
0.1 µm, pour la campagne d’essais avec montée en vitesse à 10.000 tr/min, et avec l’huile PAO-2

débit due à l’oil whirl s’effectue à partir de ce seuil de profondeur. Les investigations sont
à poursuivre à partir du modèle de Navier-Stokes moyenné pour confirmer hypothèse.

La campagne de mesure utilisant l’huile PAO-4 a donné des résultats similaires, bien
que tous les seuils de stabilité soient diminués. Sur la figure 5.24, nous présentons l’ordre
0,5x pour les arbres texturés et l’arbre lisse N°7. On remarque encore une fois que les arbres
faiblement texturés N°3 et N°5 ainsi que l’arbre lisse N°7 présentent encore l’instabilité
vers 2000 tr/min, tandis que sur les arbres texturés de profondeur supérieure à 5 µm ne
présentent plus du tout l’instabilité après 1000tr/min. Par ailleurs, on retrouve quasiment
parfaitement le rapport 5 de viscosité dans le rapport de fréquence du seuil de stabilité
dans ce cas de figure, ce qui est particulièrement intéressant. On remarque encore que
l’amplitude de l’oil whirl est une fois de plus diminuée en raison du défaut de rectitude
important de l’arbre N°7.

5.4.3 Amplitude de vibration dans les paliers

Les capteurs à ultrasons présentés dans la partie 5.1.4 permettent d’obtenir des infor-
mations sur le film fluide venant directement du contact pouvant être corrélées au couple
résistant ou à l’épaisseur de film. Toutefois, nous avons constaté que le jeu radial du palier
instrumenté par sondes ultra-sonores présente un jeu radial plus faible que le palier utilisé
pour l’étude de l’oil whirl. Ainsi, la stabilisation de l’oil whirl s’effectue à plus basse vitesse
de rotation, et devient alors difficilement observable. Dans cette section, nous n’étudierons
donc pas le phénomène d’oil whirl, mais nous analyserons les vibrations mesurées par les
capteurs à ultrasons à l’intérieur de paliers.

Coefficient de réflexion moyen et couple résistant Les différents échantillons d’arbres tex-
turés sont comparés en se focalisant d’abord sur une seule position de capteur ultrason
(position 9). La figure 5.25 présente les résultats mesurés à 10.000 tr/min, les arbres étant
lubrifiés par l’huile PAO-2. On remarque sur cette figure une légère corrélation entre la
mesure du couple moteur et le coefficient de transmission mesuré par ultrasons (T = 1−R) :
un coefficient de transmission faible est synonyme d’épaisseur de film élevée. Ainsi, on peut
supposer que les différences de couple observées expérimentalement sont dues à des épais-
seur de film en moyenne un peu plus élevée pour ces échantillons. On remarque également
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(a) Arbre 3 - 0,5µm / 20% (b) Arbre 4 - 5µm / 20%

(c) Arbre 5 - 0,5µm / 5% (d) Arbre 7 - Lisse

(e) Arbre 8 - 10µm / 5% (f) Arbre 9 - 5µm / 5%

Figure 5.24 – Ordre extrait 0,5x pour la campagne d’essais avec montée en vitesse à 5.000 tr/min, avec
l’huile PAO-4
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Figure 5.25 – Coefficient de réflexion moyen ultrasonore mesuré en position 9, comparé au couple moteur
à 10.000 tr/min, et avec l’huile PAO-2

que le coefficient de transmission moyen, et donc le coefficient de réflexion moyen, varient
relativement peu entre tous les échantillons (< 10%). On peut interpréter cela par le fait
que tous les arbres ont des positions moyennes relativement équivalentes quelque soit la
texturation ajoutée et que le contact "voit" une épaisseur moyenne semblable pour tous
les motifs.

Amplitude de variation du coefficient de réflexion et texturation La variation du coefficient
de réflexion autour de sa position moyenne est très différente en fonction des texturations.
Par exemple, pour l’essai effectué à 10.000 tr/min avec l’huile PAO-2 et en sélectionnant
le capteur à ultrason N ○9, les arbres lisses présentent une amplitude crête à crête du coef-
ficient de réflexion la plus faible (figure 5.26). On constate également que la proportion de
surface texturée influe également sur l’amplitude du coefficient de réflexion. Une interpré-
tation possible serait que les arbres texturés ont une excentricité dynamique plus élevée
que les arbres lisses. Des oscillations importantes du coefficient de transmission seraient
dus à une excentricité plus élevée dans le repère tournant. On peut supposer, à partir de
la simulation et des mesures ultrasonores de coefficient de réflexion moyen, que les arbres
sont tous relativement bien centrés en valeur moyenne dans les paliers. En revanche, les
arbres lisses semblent plus contraints dans leurs paliers, et leurs oscillations autour du
centre semblent moins importantes que pour les arbres texturés.

Afin de confirmer cette tendance à d’autres vitesses de rotation et à d’autres positions de
mesure par ultrasons dans le paliers, nous avons effectué un essai à 2.000 tr/min, toujours
avec l’huile PAO-2, en commutant les 12 capteurs à ultrasons, et en les synchronisant par
rapport au top-tour moteur en post-traitement. Ainsi, on compare sur la figure 5.27 les
positions des capteurs 3, 6, 9 et 12. On retrouve bien la tendance énoncée précédemment,
c’est-à-dire une valeur crête à crête du coefficient de réflexion faible pour les arbres lisses,
et plus élevée pour les texturations, en particulier pour les plus profondes. Par ailleurs,
on remarque que les arbres possédant des défauts de rectitude élevés comme l’arbre 7
se caractérisent par des amplitudes de coefficients de réflexion plus élevées que les autres
échantillons lisses. Cela peut expliquer le fait que l’arbre 9, combinant texturation et défaut
de rectitude élevés possède la plus forte amplitude du coefficient de réflexion. Enfin, les
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Figure 5.26 – Amplitude crête-à-crête du coefficient de réflexion ultrasonore mesuré en position 9 à
10.000 tr/min, et avec l’huile PAO-2

mesures d’amplitude crête à crête du coefficient de réflexion confirment les tendances
mesurées sur le seuil de stabilité avec le palier non instrumenté par ultrasons, présenté
figure 5.23.

Comparaison avec l’interpolation de la position Les signaux temporels de l’épaisseur de
film théorique obtenue avec la formule (5.1.4.3) sont comparés à l’interpolation dans les
paliers de la mesure capacitive de position (cf. schéma 4.1), afin de relier la mesure de
coefficient de réflexion de l’onde ultrasonore et l’épaisseur de film dans les paliers, ou
d’étudier la possibilité d’apparition de zones de ruptures de film. Par exemple, la figure
5.28 montre ces signaux temporels pour l’arbre lisse N ○2 sur un peu plus de deux périodes.
Un filtre passe-bas à 200 Hz a été appliqué pour simplifier la lecture des signaux. La valeur
moyenne a également été soustraite afin de comparer l’amplitude des vibrations. Avant
d’interpréter ces signaux, il faut remarquer que l’interpolation de la mesure capacitive
est effectuée à partir de 3 points de mesures, ce qui représente une forte approximation.
Néanmoins, les évolutions des signaux sont relativement proches, excepté pour les trois
pics à 1,70 s, 1,73 s, et 1,76 s. On peut supposer que l’augmentation du coefficient de
réflexion des ultrasons est due à la présence zone de rupture de film en face du capteur, ce
qui est interprété à tord par une augmentation de l’épaisseur de film. Cela explique la forte
différence sur un pic par période entre les deux signaux. Enfin, il convient de remarquer
que la zone de rupture de film peut être relativement faible par rapport à la taille du
capteur ultrason (0,5 mm × 3 mm). Or, la mesure d’épaisseur de film et de la cavitation
est moyennée sur la surface du capteur. Ainsi, il est difficile d’évaluer la part du signal qui
est liée à la cavitation.

Par ailleurs, si l’on compare les signaux temporels de position par mesure ultrasonore à
l’interpolation de la mesure capacitive pour l’arbre N ○8, représenté figure 5.29, on constate
une bien plus forte décorrélation entre les signaux. La présence de pics supplémentaires
suggère le fait que la distribution circonférentielle du film lubrifiant est bien plus complexe.
Plusieurs explications peuvent justifier la présence de pics supplémentaires, comme par
exemple plusieurs zones de rupture de film, ou la présence de recirculation de lubrifiant
dans les cavités, modifiant la raideur de l’interface, et donc le coefficient de réflexion
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Figure 5.27 – Amplitude crête-à-crête du coefficient de réflexion ultrasonore mesuré en positions 3, 6, 9
et 12, à 2.000 tr/min, et avec l’huile PAO-2

Figure 5.28 – Epaisseur de film calculée par ultrasons (position US3), comparée à l’interpolation du
déplacement mesuré avec les capteurs capacitif, à 2.000 tr/min, et avec l’huile PAO-2 pour l’échantillon
N○2, (filtre passe-bas à 200 Hz, les top-tour sont représentés par les symboles ○)
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Figure 5.29 – Epaisseur de film calculée par ultrasons (position US3), comparée à l’interpolation du
déplacement mesuré avec les capteurs capacitif, à 2.000 tr/min, et avec l’huile PAO-2 pour l’échantillon
N○8, avec filtre passe-bas à 200 Hz

mesuré. Dans ce cas de figure, d’autres hypothèses sont nécessaires pour déduire des valeurs
d’épaisseur de film à partir du coefficient de réflexion de l’onde ultrasonore.

Comparaison avec la simulation Les signaux mesurés à partir des capteurs à ultrasons
présentent de nombreuse harmoniques de la fréquence de rotation. Nous nous proposons
de calculer la valeur de pression obtenue à partir de la simulation de la partie 4, moyennée
sur une surface équivalente à un capteur ultrason, pour interpréter ces signaux. La figure
5.30 montre deux périodes d’un tel signal, pour un arbre présentant un défaut de rectitude
parabolique de 4µm, et soumis à un balourd faible de 2 mg.mm. Le passage de la zone
de rupture de film ainsi que l’inclinaison de l’arbre due à son balourd et à son défaut de
rectitude déforme le signal de pression, selon une allure comparable à celle des signaux de
la figrure 5.28. Il est à noter que la pression, moyennée sur une surface équivalente à un
capteur ultrasonore, n’atteint pas la pression de cavitation dans cet exemple, car la zone
de rupture de film ne recouvre jamais entièrement la surface du capteur. Nous avons choisi
d’étudier le profil de pression obtenu avec le modèle de rupture de film de type Reynolds.
Cependant on pourrait également s’intéresser au remplissage obtenu par algorithme JFO
et l’utiliser pour l’interprétation de la mesure de coefficient de réflexion des ultrasons sous
la forme d’épaisseur de film.
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Figure 5.30 – Prédiction du signal temporel de pression moyennée sur la longueur de mesure des capteurs
ultrasons, à partir du programme de simulation de la partie 4 et avec les dimensions du banc PHAT, pour
un arbre lisse, à 1000 rad/s soumis à un balourd de 2 × 1mg.mm, et un défaut de rectitude parabolique
de 4 µm ; le temps est adimensionné par rapport à une période de révolution de l’arbre sur lui-même

5.5 Conclusions de l’étude expérimentale

Nous avons présenté la conception d’un banc d’essai de rotors miniatures lubrifiés par
des paliers hydrodynamique. Ce dispositif de haute précision mécanique permet de carac-
tériser différentes tiges texturées efficacement. Les étanchéités dynamiques, les mesures
capacitives de positions et les mesures ultrasonores rendent l’étude peu intrusive sur le
comportement vibratoire des paliers. Ce banc modulable permet également différents mon-
tages. Le remplacement des échantillons est simplifié par sa conception. Par ailleurs, une
caractérisation relativement fine des échantillons testés a été réalisée afin d’expliquer la
plupart des biais entre les mesures, à travers leur topographie et leur défaut de rectitude.

La reproduction du comportement vibratoire de rotors miniatures sur paliers lisses a
permis de mettre en évidence une bonne corrélation entre théorie et expérimentation. Ainsi,
la bifurcation flip du palier lisse prédite a bien été observée. A basses vitesses de rotation
une forte composante 0,5x a été mesurée, signature de la vibration auto-entretenue d’oil
whirl. La stabilité de la fréquence synchrone est rétablie à partir d’une certaine vitesse de
rotation correspondant à cette bifurcation.

Concernant l’étude des texturations, le banc PHAT a permis de mettre en évidence les
points suivants :

— La texturation de surface a peu d’impact sur les amplitudes de vibrations synchrones.
Il est difficile de les discriminer par rapport aux défauts géométriques propres au
système (défaut de rectitude des tiges par exemple).

— Les texturations utilisées sur toute la surface du rotor ne modifient pas significati-
vement la consommation énergétique du moteur.

— Une augmentation significative de la zone de stabilité du système peut être obtenue
avec les surfaces texturatées vis-à-vis de la vibration sous-synchrone oil whirl.

— Cette augmentation nécessite une profondeur minimum d’au moins 5µm pour les
cavités. Cependant, notre étude n’a pas mis en évidence une influence nette du taux
de surface texturée sur ce paramètre.
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— La présence des texturations influe fortement sur la raideur du film lubrifiant, vrai-
semblablement en diminuant la portance du palier, ce qui se traduit par un excentre-
ment plus important de l’arbre à l’intérieur des paliers sous l’action du balourd. Ce
phénomène pourrait expliquer l’origine de la stabilisation de la fréquence synchrone.

— L’augmentation de l’amplitude de la vibration synchrone dans les paliers conduit
principalement à un signal temporel riche en harmoniques de la vitesse de rotation,
probablement dues au moyennage des défauts géométriques comme le défaut de
rectitude, sur la longueur du capteur ultrason, ou à la présence éventuelle de zones
de rupture de film tournantes.

En confrontant ces résultats à l’analyse théorique des vibrations non-linéaires présen-
tée dans le chapitre 4, basée sur les hypothèses de Reynolds dans les cavités, une forte
discordance a été démontrée dans le cas de texturations profondes. Ainsi, les hypothèses
de Reynolds sont efficaces pour prévoir le phénomènes d’oil whirl pour les paliers lisses ou
faiblement texturés, mais elles ne sont plus valides pour rendre compte de la stabilisation
rencontrée avec les texturations plus profondes. A ce titre, des améliorations numériques
supplémentaires doivent être effectuées pour adapter des modèles plus complexes à une
étude de dynamique non-linéaire, comme par exemple le modèle de Navier-Stokes moyenné
sur un motif, présenté dans la partie 2.4. Cette méthode intéressante peut expliquer la mo-
dification du débit par rapport à la dérivée de la pression, elle-même reliée à l’excentricité
du palier et donc à la géométrie de l’écoulement.

Cette remarque peut également être faite dans le cas de l’interprétation de la mesure des
capteurs à ultrasons en terme d’épaisseur de film. L’impact des texturations sur la raideur
de l’interface, et donc sur le coefficient de réflexion des ondes ultrasonores est important. Il
est difficile d’interpréter les signaux dynamiques qui en résultent avec les modèles actuels.
Toutefois, la mesure de ces sondes permet de comprendre à la fois les différences de couples
résistants mesurés par la valeur moyenne des signaux, et également les tendances en termes
de fréquence de stabilisation d’oil whirl. Cette méthode semble particulièrement promet-
teuse pour la caractériser. Des efforts supplémentaires seront nécessaires pour affiner la
mesure et en améliorer la compréhension à partir des modèles, notamment en présence de
surfaces texturées et de rupture de film. On pourrait par ailleurs élargir ce commentaire
aux surfaces rugueuses.



Conclusions générales et perspectives

Nous avons présenté dans ce mémoire une étude numérique et expérimentale du com-
portement dynamique d’une ligne d’arbre de machine tournante miniaturisée, dont les
supports de guidage sont deux paliers hydrodynamiques, lesquels peuvent présenter une
texturation maîtrisée de leur surface. Le premier chapitre a permis d’énoncer les générali-
tés concernant le palier hydrodynamique et les vibrations d’arbres, ainsi que de présenter
un état de l’art de la texturation de surface utilisée en lubrification hydrodynamique. A
partir des documents disponibles, nous avons montré l’intérêt du contrôle de l’état de
surface pour modifier le débit de lubrifiant à l’intérieur du palier, et ainsi perturber les
vibrations auto-entretenues qui y sont liées, telles que l’oil whirl et l’oil whip.

Les méthodes avancées de modélisation du film fluide ont été présentées dans le chapitre
2. Différentes conditions aux limites ont été exposées pour modéliser la zone de rupture
de film, comme les conditions de Reynolds et les conditions de conservation de Jakobson-
Floberg-Olsson. Un algorithme de résolution efficace a été présenté pour résoudre le calcul
de pression sous forme d’un problème de linéaire de complémentarité (FBNS). Afin de
prendre en compte l’effet global des texturations micrométriques, deux méthodes multi-
échelles ont été étudiées. La première méthode, appelée homogénéisation périodique, re-
pose sur la vérification des hypothèses de Reynolds à l’échelle locale. La seconde méthode,
plus complexe, repose sur la résolution locale des équations de Navier-Stokes pour un fluide
incompressible. La première méthode a été adaptée à la résolution du profil de pression
avec les différentes conditions de rupture de film. Toutefois la seconde méthode, plus réa-
liste mais plus complexe, nécessite davantage d’investigations avant d’être parfaitement
adaptée au calcul de la pression dans le palier. Les résolutions locales de Navier-Stokes
incompressibles peuvent être cependant exploitées pour augmenter la compréhension phé-
noménologique des mesures expérimentales.

Le chapitre 3 a permis d’adapter les méthodes complexes de calcul de la pression du
lubrifiant à une ligne d’arbre flexible. La méthodologie de l’étude non-linéaire des systèmes
dynamiques a été exposée et exploitée sur différents exemples de paliers, afin de faire le
lien entre les chargements statiques et dynamiques et leur interaction avec le film fluide.
Les bifurcations entre solutions synchrones stables vers des cycles limites sous-synchrones
ont été mises en évidence. La méthode d’équilibrage harmonique a présenté de bonnes
performances. Une variante de cette méthode appelée méthode d’équilibrage harmonique
à coefficients variables (VCHBM) a également permis de trouver des cycles limites sous-
synchrones après bifurcation super-critique dans le cas d’un palier étudié séparément du
reste de la ligne d’arbre.

L’application de l’algorithme présenté dans le chapitre 3 au cas du rotor étudié dans la
partie expérimentale dans le chapitre 5, a été largement exploitée dans le chapitre 4 sous
forme d’étude paramétrique. L’algorithme a permis de présenter l’influence stabilisante du
balourd, du défaut de rectitude des tiges, et de la diminution du jeu radial. Trois types de
texturation ont alors été testés à savoir les texturations sinusoïdales complètes et partielles
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en une dimension, placée de façon longitudinale et transverses par rapport à l’écoulement,
ainsi que les texturation de type dimple (cavités). L’amplitude de vibration est diminuée
dans le cas de texturation longitudinale et les zones de stabilité sont étendues. Néanmoins,
ces modifications restent minimes par rapport à l’influence du jeu radial. Les améliorations
les plus intéressantes sont obtenues pour les texturations d’amplitudes les plus faibles. Or,
dans ce cas les hypothèses de Reynolds devraient effectivement être vérifiées localement.
Les conclusions générales de l’étude de l’algorithme multi-échelles et multi-physiques sti-
pulent que la texturation totale par enlèvement de matière semble néfaste, si l’on garde les
hypothèses de l’écoulement de Reynolds à l’échelle locale. Cependant, comme nous l’avons
vu dans le chapitre 2, ces hypothèses sont très discutables pour les texturations les plus
profondes, de l’ordre de grandeur du film fluide.

Les mesures présentées dans la partie 5 sont cohérents avec l’algorithme pour les paliers
lisses et les texturations peu profondes. En effet la bifurcation flip prédite par l’algorithme
a bien été vérifiée expérimentalement. L’efficacité des texturations les plus profondes réa-
lisées par ablation LASER sur la stabilisation du mouvement synchrone dans de plus
grandes plages de fonctionnement a également été démontrée. Toutefois, ce résultat en
discordance avec l’étude du chapitre 4, amène deux conclusions principales :

— la justification de l’intérêt de la texturation totale des parties tournantes pour atté-
nuer les vibrations auto-entretenues liées au palier hydrodynamique

— la remise en question du modèle multi-échelles basé sur les hypothèses de Reynolds
locale dans l’étude de l’apport de la texturation de surface

Par ailleurs, l’étude expérimentale du film fluide par méthode ultrasonore a également
présenté des résultats très intéressants par rapport aux oscillations de la raideur du film
fluide autour de sa valeur moyenne. Cette étude permet de supposer que les texturations
les plus profondes et les plus denses diminuent la portance hydrodynamique du film par
rapport au chargement dynamique, ce qui se traduit par une oscillation également plus
importante de l’arbre autour de sa position moyenne. Par ailleurs, si la comparaison des
signaux des capteurs à ultrasons à ceux des capteurs de position capacitifs, suggère la
présence de cavitation, il semblerait que ce phénomène soit encore plus complexe dans les
paliers texturés. Dans ce cas, il peut être également lié à la présence de recirculation dans
les motifs de texturations, changeant localement la raideur du film fluide dans les zones
de basses pressions. Des investigations supplémentaires sont nécessaires pour discriminer
ces deux phénomènes. La mesure par capteur à ultrasons offre une information in situ
extrêmement précieuse, à laquelle on ne peut accéder avec les autres capteurs en dehors du
contact. Pour continuer à exploiter l’information issue de ces mesures, il serait nécessaire
d’améliorer les modèles fluides notamment en intégrant la résolution des équations de
Navier-Stokes locales, et le remplissage partiel de lubrifiant dans les zones de ruptures de
film.
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Annexe A

Matrices élémentaires de poutre en
rotation

Afin de construire les matrices M,G,K,Kb, et Kc, il convient de les assembler à partir
de matrices élémentaires ([85], [160]).

Matrice élémentaire de masse

δxTM0ex = ρaS
2 ∫

le

0
(δxTuNT

1 N1xu + δxTwNT
2 N2xw) dy

M0e =
ρASle
420

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

156 0 0 −22le 54 0 0 13le
0 156 22le 0 0 54 −13le 0
0 22le 4l2e 0 0 13le −3l2e 0

−22le 0 0 4l2e −13le 0 0 −3l2e
54 0 0 −13le 156 0 0 22le
0 54 13le 0 0 156 −22le 0
0 −13le −3l2e 0 0 −22le 4l2e 0

13le 0 0 −3l2e 22le 0 0 4l2e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.1)

Matrice élémentaire de masse liée aux rotations

δxTMsex = ρAI
2 ∫

le

0
(δxTu

∂NT
1

∂y

∂N1

∂y
xu + δxTw

∂NT
2

∂y

∂N2

∂y
xw) dy

Mse =
ρAI

30le

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

36 0 0 −3le −36 0 0 −3le
0 36 3le 0 0 −36 3le 0
0 3le 4l2e 0 0 −3le −l2e 0

−3le 0 0 4l2e 3le 0 0 −l2e
−36 0 0 3le 36 0 0 3le
0 −36 −3le 0 0 36 −3le 0
0 3le −l2e 0 0 −3le 4l2e 0

−3le 0 0 −l2e 3le 0 0 4l2e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.2)
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Matrice élémentaire gyroscopique

δxTGex = −ρAI ∫
le

0
(δxTu

∂NT
1

∂y

∂N2

∂y
xw − δxTw

∂NT
2

∂y

∂N1

∂y
xu) dy = 2MseRT

Ge = ρAI
15le

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −36 −3le 0 0 36 −3le 0
36 0 0 −3le −36 0 0 −3le
3le 0 0 −4l2e −3le 0 0 l2e
0 3le 4l2e 0 0 −3le −l2e 0
0 36 3le 0 0 −36 3le 0
−36 0 0 3le 36 0 0 3le
3le 0 0 l2e −3le 0 0 −4l2e
0 3le −l2e 0 0 −3le 4l2e 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.3)

Matrice élémentaire de dissipation

δxTKbex =EIηb
2 ∫

le

0
(δxTu

∂2NT
1

∂y2

∂2N1

∂y2
xu + δxTw

∂2NT
2

∂y2

∂2N2

∂y2
xw) dy

Kbe =
ηbEI

l3e

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 0 0 −6le −12 0 0 −6le
0 12 6le 0 0 −12 6le 0
0 6le 4l2e 0 0 −6le 2l2e 0

−6le 0 0 4l2e 6le 0 0 2l2e
−12 0 0 6le 12 0 0 6le
0 −12 −6le 0 0 12 −6le 0
0 6le 2l2e 0 0 −6le 4l2e 0

−6le 0 0 2l2e 6le 0 0 4l2e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.4)

Matrice élémentaire circulatoire

δxTKcex =EIηb∫
le

0
(δxTu

∂2NT
1

∂y2

∂2N2

∂y2
xw + δxTw

∂2NT
2

∂y2

∂2N1

∂y2
xu) dy = KbeRT

Kce =
ηbEI

l3e

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −12 −6le 0 0 12 −6le 0
12 0 0 −6le −12 0 0 −6le
6le 0 0 −4l2e −6le 0 0 −2l2e
0 6le 4l2e 0 0 −6le 2l2e 0
0 12 6le 0 0 −12 6le 0
−12 0 0 6le 12 0 0 6le
6le 0 0 −2l2e −6le 0 0 −4l2e
0 6le 2l2e 0 0 −6le 4l2e 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.5)

Matrice élémentaire de raideur avec cisaillement ([85]) Il est fréquemment nécessaire de
prendre en compte l’effet du cisaillement. L’effet du cisaillement modifie la matrice de
raideur classique, que l’on retrouve avec aG = 0 :
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δxTKex = EI

(1 + a) ∫
le

0
(δxTu

∂NT
1

∂y

∂N1

∂y
xu + δxTw

∂NT
2

∂y

∂N2

∂y
xw) dy

Ke = EI

(1 + aG)l3e

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 0 0 −6le −12 0 0 −6le
0 12 6le 0 0 −12 6le 0
0 6le (4 + aG)l2e 0 0 −6le (2 − aG)l2e 0

−6le 0 0 (4 + aG)l2e 6le 0 0 (2 − aG)l2e
−12 0 0 6le 12 0 0 6le
0 −12 −6le 0 0 12 −6le 0
0 6le (2 − aG)l2e 0 0 −6le (4 + aG)l2e 0

−6le 0 0 (2 − aG)l2e 6le 0 0 (4 + aG)l2e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.0.0.6)

Avec :
aG = 12EI

GcSrl2e
Gc =

E

2(1 + ν) (A.0.0.7)

où ν représente le coefficient de poisson et Sr ≈ S la section réduite.

Vecteur élémentaire du poids propre de l’arbre :

xTwfs = ρAgS ∫
LA

0
xTwNw

Tdy

xTu fs = 0

fse
T = [0 le

2
l2e
12 0 0 le

2 − l2e
12 0]

(A.0.0.8)

Matrices nodales des disques Pour finir d’assembler les matrices de la structure, on doit
ajouter les matrices associées aux disques aux noeuds correspondants. Pour un noeud,
constitué des degrés de libertés x = [u,w, θ,ψ], on a :

MDe =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Md 0 0 0
0 Md 0 0
0 0 IDx 0
0 0 0 IDx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.9)

GDe =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −IDy
0 0 IDy 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.10)

Vecteur nodal d’excitation périodique dû au balourd :

fbe = −mBdΩ2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sin(Ωt)
cos(Ωt)

0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.0.0.11)





Annexe B

Analyse linéaire d’un rotor sur un
palier rigide

B.1 Déformée statique

Lorsque l’on n’impose aucune excitation dynamique ni aucune force non linéaire, on
obtient l’ équilibre statique linéaire à partir de la résolution du système :

Kxstat = fstat (B.1.0.1)

En inversant ce système on trouve classiquement la déformée statique de la poutre, comme
illustré figure B.1 pour le cas particulier de poutre encastrée-libre.

La figure B.1 compare la solution de l’algorithme éléments finis à la solution analytique
connue pour décrire la flèche d’une poutre encastrée-libre désignée par w dans l’équation
(B.1.0.2).

w(y) = ρAgS
6EI

(y
4
− y3LA +

3

2
y2L2

A) (B.1.0.2)

B.2 Modes de poutre

Autour de la position d’équilibre, on peut alors s’intéresser aux modes propres de vi-
bration de la poutre. On cherche les solutions sous la forme x = xstat + x0eλt :

[λ2M + λ(Kb +ΩG) + (K +ΩKc)]x0 = 0 (B.2.0.3)

Ce système peut se mettre sous la forme d’un problème aux valeurs propres :

M0 [
λx0

x0
] = λ [λx0

x0
] (B.2.0.4)

Avec :

M0 = −[M 0
0 −K +ΩKc

]
−1

[Kb +ΩG K +ΩKc

K −ΩKc 0
] (B.2.0.5)

La figure B.2 présente les déformées modales du cas précédent sans rotation. Seuls les
modes dans le plan z = 0 sont illustrés, mais le calcul donne les mêmes modes dans le
plan x = 0. La figure B.3 illustre les déformées modales avec rotation de la poutre sur
elle-même. Sur cette figure, seuls les modes de précession directe sont présentés, mais le

195
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Figure B.1 – Déformée statique en microns d’un cylindre en acier de longueur 13 cm et de rayon 2,5
mm, encastré en 0 et soumis à son propre poids.

calcul donne les mêmes déformées à des fréquences un peu inférieures pour le modes de
précession inverse (voir diagramme de Campbell dans la partie suivante). Les fréquences
propres seront validées par comparaison aux solutions analytiques dans la partie C.3.1.

B.3 Diagramme de Campbell

Une façon de présenter la dépendance des fréquences de vibration des modes de la
poutre en fonction de la vitesse de rotation Ω est le diagramme de Campbell. Ce type de
diagramme permet de constater quel mode est excité par la fréquence synchrone (figure
B.4). On remarque que les modes obtenus à vitesse de rotation nulle (présentés figure
B.2) se séparent en mode de précession directe et mode de précession inverse avec la
vitesse de rotation. Cela s’observe surtout sur la figure avec zoom (figure B.4 (b)). Un
zoom sur les fréquences est nécessaire pour mettre en évidence la séparation des modes
de précessions directe et inverse, le rotor choisi ayant une masse très faible. La séparation
des fréquences propres est plus flagrante lorsque l’on ajoute de la masse au rotor. Par
ailleurs, sans amortissement structural, les modes de la structure ont pour valeur propre
des imaginaires purs (pas d’amplification ni d’amortissement, car la partie réelle des valeurs
propres est nulle).

En ajoutant un amortissement structural η = 2.10−7, on remarque que les modes de
précession directe de la structure deviennent instables lorsque la vitesse de rotation devient
supérieure à leur fréquence propre (figures B.5).

B.4 Réponse forcée

Pour un balourd donné, on peut calculer l’amplitude de la réponse en déplacement de
la structure. Par ce même calcul, on est capable de reconstituer l’orbite d’un noeud de la
structure autour de sa position d’équilibre. Pour cela, on cherche une solution de la forme
x = xstat + x0eλt :
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Figure B.2 – Déformée modale d’un cylindre en acier de 13 cm et de rayon 2,5 mm, encastré en 0 (modes
dans le plan z = 0)

Figure B.3 – Déformée statique en microns d’un cylindre en acier de 13 cm et de rayon 2,5 mm, encastré
en 0, en rotation autour de son axe principal (modes de précession directe).
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(a) Modes de flexion 1 et 2

(b) Zoom sur le deuxième mode de flexion

Figure B.4 – Diagramme de Campbell d’un arbre de 13 cm et de rayon 2,5 mm encastré à une extrémité,
sans amortissement structural (fréquence synchrone en pointillés)



ANNEXE B. ANALYSE LINÉAIRE D’UN ROTOR SUR UN PALIER RIGIDE 199

(a) Modes de flexion 1 et 2

(b) Zoom sur le deuxième mode de flexion

Figure B.5 – Diagramme de Campbell d’un arbre de 13 cm et de rayon 2,5 mm encastré à une extré-
mité, avec amortissement structural, mode instables (partie réelle positive) entouré par un ’o’ (fréquence
synchrone en pointillés).
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Figure B.6 – Réponse à un balourd de 7.5 × 10−3g.mm placé à une extrémité d’un arbre de 13 cm et de
rayon 2.5mm encastré à l’autre extrémité : amplitude du noeud à l’extrémité libre en micromètres.

(−λ2M + iλ[Kb +ΩG] + [K +ΩKc])x0 = Ω2fb (B.4.0.6)

En inversant ce système, on obtient par exemple la courbe de la figure B.6. Sur cette
courbe, on présente l’amplitude de déplacement d’une extrémité de l’arbre en réponse à
un balourd placé à l’extrémité libre de l’arbre.



Annexe C

Description du programme de
résolution

Le programme de résolution a été réalisé à l’aide du logiciel MATLAB®. Afin de faciliter
sa lecture et sa compréhension, tout en le rendant facilement modifiable et évolutif, il a été
conçu par programmation orientée objet. Cette structure permet de modifier facilement le
nombre d’arbre ou de palier, tout en modifiant ou ajoutant aisément des modèles (cavita-
tion, texturation, solide élastique ou rigide). Afin d’assurer la fiabilité du programme, un
certain nombre de tests ont été mis en place, basés sur la comparaison des résultats par
rapport à la littérature, et vérifiables à tout moment de l’évolution du code. Les routines
sont alors validées dans des cas tests directement intégrés au programme. Par ailleurs, la
plupart des figures des parties précédentes de ce document sont issues de ces codes de
validation.

C.1 Structure du programme

C.1.1 Diagramme des classes

Le programme est organisé autour de trois classes principales :
— la classe Domaine, qui contient les routines qui vont permettre de modéliser les

différents domaines fluide ou structure, avec différentes hypothèses, à travers ses
différentes sous-classes

— la classe Control, qui va permettre à l’utilisateur de construire les matrices de son
modèle, puis d’en exploiter les résultats après résolution.

— la classe Resolution, qui va permettre de résoudre différents systèmes à partir des
matrices construites par la classe Control, et procéder aux recherches de solutions
statiques, modales, transitoires, ou périodiques par méthode de tir ou HBM.
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On remarque aisément sur la figure C.1 que les classes Control et Fluide sont les plus
importantes. Pour la classe Fluide, cela est dû au fait que de nombreuses variantes sont
disponibles au niveau du modèle de fluide, à savoir 4 modèles diffèrents de cavitation, la
projection du fluide sur un élément ou sur un nœud, ou encore la prise en compte ou non
de la texturation de surface.

C.1.2 Classe Control

La classe Control est la première classe à être appelée au début du programme. Elle
va charger les données du fichier “donneesInitiales.m” qui contient toutes les informations
relatives au modèle comme le nombre de paliers, les caractéristiques de la texturation, le
modèle de cavitation, les données géométriques et physiques, ou même les informations
relatives à l’intégration temporelle. Une fois chargées, ces données sont sauvegardées et
accessibles dans la structure “control.donnees”. Les informations de force extérieure appli-
quée, de position du palier, de mode de projection ou même des degrés de liberté structure
associés à la projection des pressions palier sont sauvegardées et accessibles dans la struc-
ture “control.cl”. On y trouve aussi les conditions aux limites en pression pour les paliers.

Une fois le fichier “donneesInitiales.m” chargé, la classe Control va créer les domaines, les
maillages, les degrés de libertés et les matrices élémentaires des domaines par l’appel de leur
constructeur de classe. Ces actions sont détaillées dans les fichiers des classes concernées.
Une fois les matrices de base calculées et les maillages construits, ils seront stockés dans les
structures control.fluid.mail, control.fluid.matrices, control.struc.mail, control.struc.matrices.

Ensuite, la classe Control possède les fonctions “système” c’est-à-dire les fonctions qui
vont être appelées par les fonctions de résolution pour construire les systèmes d’équations
à résoudre. Elles font notamment appel aux fonctions privées, par exemple pour le calcul
des forces non-linéaires dues aux palier, mais aussi pour les autres forces, comme le balourd
ou le chargement statique extérieur.

Dans la dernière partie du fichier, on retrouve un certain nombre de méthodes publiques,
qui seront, elles, destinées à être appelées par l’utilisateur (ou une future classe de vue
pour une interface graphique) afin d’exploiter les résultats de la classe Resolution.

Il faut donc bien remarquer que la classe Control est la colonne vertébrale du pro-
gramme, car elle initialise les domaines, construit les systèmes, et permet d’exploiter les
résultats.

C.1.3 Classe Fluide

La classe Fluide est appelée pour chaque palier pour composer les forces qui vont s’ap-
pliquer sur la structure. Dans la classe Fluide, toutes les grandeurs sont adimmensionnées.
Les classes privées contiennent toutes les informations de fonctions de forme, et d’inté-
gration par points de Gauss pour le calcul des matrices élémentaires. Dans certains cas,
on peut aussi calculer des matrices invariantes à assembler en fonction de l’excentricité
de la structure. Cela n’est pas valable avec texturation, mais accélère considérablement
le calcul dans le cas lisse. On intègre en fait les fonctions de la méthode “DevelCub” qui
sont issues du développement de la hauteur de film élevée au cube, afin d’extraire une
somme de matrices indépendantes de la vitesse et de la position de l’arbre. Une fois ces
fonctions pré-calculées, on peut donc les multiplier par la valeur du degré de liberté struc-
ture qui leur correspond et assembler le tout sans avoir à ré-assembler toutes les matrices
élémentaires.
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On peut aussi remarquer que les matrices de projection de la pression pour chaque
palier sont calculées à l’initialisation du programme et sont indépendantes des grandeurs
du problème.

C.1.4 Classe Resolution

La classe Resolution est appelée indépendemment des autres classes. On choisi une
fonction de résolution, et on lui soumet une fonction système contenant les matrices né-
cessaires à la résolution. Par exemple, la méthode AnalyseModale nécessite seulement une
matrice de masse et une matrice de raideur et donne les fréquences propres et les vec-
teurs propres correspondants à la résolution du problème aux valeurs propres. On stocke
alors les résultats de chaque méthode employée dans la propriété publique correspondante
(Xstat, Modal, tir, HBM, Temporel).

C.2 Paramètres d’entrée du modèle : le fichier DonnéesInitiales.m

On retrouve les paramètres du modèle dans le fichier "DonnéesInitiales.m" :

%% PALIER
donnees.nx=15;donnees.ny=5; % nb ddl fluide

donnees.palier.mu = 0.006; % viscosité dynamique de l'huile (Pa.s)
donnees.palier.p_cav=-.1e6; % pression de cavitation (Pa)
donnees.palier.C=.5e-5; % jeu radial (m)
donnees.palier.L=0.008; % longueur de palier (m)
donnees.palier.solver='Reynolds'; % algorithme de resolution du domaine fluide
donnees.palier.alignement=[0. 0. 0. 0.]; % decalage du 2e palier [noeud1X noeud1Z noeud2X noeud2Z]
donnees.palier.textPoly='Manutech_6.mat' % facteurs polynomiaux de la texturation voulue

%% ROTOR
donnees.arbre.type='Flexible';
cl.projection='Element';
cl.ddls_fx=[];

donnees.ns=5; % valable uniquement si type = 'Flexible' sinon ns=1 (1 element) ou ns = 0 (1 noeud)
nb_noeud=donnees.ns+1;
cl.noeuds_F=[2,3,nb_noeud-2,nb_noeud-1]; % force imposée sur bord de paliers
cl.ddls_F=4*(cl.noeuds_F)-2;

%Arbre
donnees.arbre.E=2e11; % module d'Young (Pa)
donnees.arbre.nu=0.3; % coefficient de poisson
donnees.arbre.rho=7800; % masse volumique de l'arbre (kg/m3)
donnees.arbre.L=0.134;%0.08; %longueur de l'arbre (m)
donnees.arbre.R=0.0025; %rayon de l'arbre (m)
donnees.arbre.W=-0; % Chargement supplémentaire(N)
donnees.arbre.eta=2e-7; %coefficient de dissipation visqueuse
cl.F=zeros(4*nb_noeud,1);
cl.F(cl.ddls_F,1)=donnees.arbre.W*ones(size(cl.ddls_F)); %Force imposée
cl.noeud_disque=[3,nb_noeud-2];
cl.positionsPalier=[.022,.112];%[donnees.arbre.L/2]; %vecteur position du milieu de chaque palier
donnees.ndomainefluid=size(cl.positionsPalier,2);
donnees.arbre.Acc=-diag([8000 8000 0.3*pi/180 0.3*pi/180]); % donnees pour l'accouplement (N/m et N/rad)
donnees.arbre.sens_rotation = 1 ;
donnees.arbre.deflexion = 0;
donnees.arbre.nR = 0;
% Disque
donnees.disque.rho=2700; % masse du disque (kg)
donnees.disque.R=3*donnees.arbre.R; % rayon externe du disque (m)
donnees.disque.h=0.005; % epaisseur de disque (m)

% Balourd
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donnees.balourd.D=3*donnees.arbre.R; % Distance de décentrement du balourd (m)
donnees.balourd.M=2e-6/donnees.balourd.D; % masse de balourd (kg)
donnees.balourd.alpha=0; % angle de position du balourd à t=0 (rad)

C.3 Tests de validation

C.3.1 Modes de vibration de l’arbre

Le premier test de validation consiste à valider la méthode des éléments finis de la
structure. On compare les modes de vibration de poutre calculés numériquement aux
solutions analytiques classiques (tableau C.1). On obtient les fréquences propres (en Hertz)
par l’équation suivante :

fn =
λ2
n

2π

√
EI

ρSL4
(C.3.1.1)

Libre-libre λ1 = 0 λ2 = 0 λ3 = 4.73004 λ4 = 7.85320 λk≥5 = (2k − 3)π
2

Encastrée-libre λ1 = 1.87510 λ2 = 4.69409 λ3 = 7.85473 λk≥4 = (2k − 1)π
2

Encastrée-encastrée λ1 = 4.73004 λ2 = 7.85320 λk≥3 = (2k + 1)π
2

Appuyée-encastrée λ1 = 3.9266 λ2 = 7.0686 λk≥3 =
π
4
+ kπ

Appuyée-appuyée λk≥1 = kπ

Glissante-libre λ1 = 0 λ2 = 2.3650 λ3 = 5.4978 λk≥4 = −
π
4
+ (k − 1)π

Glissante-encastrée λ1 = 2.3650 λ2 = 5.4978 λk≥3 = −
π
4
+ kπ

Glissante-Appuyée λk≥1 = (2k − 1)π
2

Glissante-Glissante λ1 = 0 λk≥2 = (k − 1)π

Table C.1 – Valeurs analytiques des modes

f1 (Hz) / Err. f2 (Hz) / Err. f3(Hz) / Err. f4(Hz) / Err.
Libre-libre 0 - 0 - 1333.6 0.0002 % 3676.2 0.002 %
Encastrée-libre 209.6 4.10−4 % 1314 1.10−4 % 3678 2.10−3 % 7207 5.10−3 %
Encastrée-Encastrée 1334 6.10−5 % 3676 1.10−3 % 7207 6.10−6 % 11913 0.02 %
Appuyée-Encastrée 919 1.10−4 % 2948 3.10−4 % 6214 4.10−3 % 10626 0.01 %
Appuyée-Appuyée 1334 6.10−5 % 3676 1.10−3 % 7207 6.10−3 % 11913 0.02 %
Glissante-libre 0 - 333 2.10−3 % 1802 4.10−4 % 4449 2.10−3 %
Glissante-encastrée 333 2.10−3 % 1802 3.10−4% 4450 2.10−3 % 8273 8.10−3 %
Glissante-Appuyée 147 7.10−6 % 1324 1.10−3% 3677 6.10−3% 7207 0.02 %
Glissante-Glissante 0 - 588 1.10−3 % 2353 5.10−4% 5295 3.10−3 %

Table C.2 – Comparaison des modes propres de la structure à partir du programme avec 20 éléments de
poutre.

La validation de la structure peut aussi être effectuée par comparaison avec le calcul
de la déformée statique (partie B.1, figure B.1).

C.3.2 Comparaison des grandeurs statiques de palier lubrifié

Afin de valider le calcul de pression hydrodynamique dans un palier seul (sans arbre
flexible), on dispose de données issues du livre de Bonneau et al. ([19]) dans une simulation
de référence (tableau C.3). On compare alors, en fonctionnement stationnaire du palier à
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excentricité imposée, la pression max, la charge totale, le nombre de Sommerfeld, le couple,
l’angle de calage, et le débit entrant et sortant par rapport au tableau de ([19]) p. 136
(tableaux C.4, C.5, C.6). Ces tableaux permettent de valider les modèles de cavitation.
En revanche, notre calcul du débit ne correspond pas au calcul de Bonneau et al.. Nous
parvenons au bon ordre de grandeur, et constatons bien que seul le modèle JFO conserve
le débit, mais une erreur persiste. Ce calcul est à améliorer par la suite.

Rayon du palier 20 mm
Largeur du palier 20 mm
Jeu radial 25 µ m
Fréquence de rotation 3000 tr/min
Pression ambiante 0 MPa
Viscosité dynamique 0.01 Pa.s

Table C.3 – Données de référence pour les conditions de simulation

Méthode Ref. Gumbel Alg. Gumbel Err.(%)
Pression (MPa) 2.164 2.163 0.04
Charge (N) 688.8 690.5 0.2
Nombre de Sommerfeld 0.3717 0.3707 0.3
Couple 14.55 24.58 15.26 24.61 4.6 0.1
Angle de calage (°) 58.3 58.4 0.2
Débit entrant (l/min) 0.0702 0.122 -
Débit sortant (l/min) 0.0946 0.123 -

Table C.4 – Comparaison entre algorithme et référence avec l’hypothèse de cavitation de Gumbel

Méthode Ref. Reynolds Alg. Reynolds Err.(%)
Pression (MPa) 2.225 2.224 0.04
Charge (N) 719.4 721.3 0.3
Nombre de Sommerfeld 0.3559 0.3549 0.3
Couple 18.14 24.59 18.40 24.61 1.4 0.08
Angle de calage (°) 54.9 54.84 0.1
Débit entrant (l/min) 0.0374 0.0849 -
Débit sortant (l/min) 0.0962 0.114 -

Table C.5 – Comparaison entre algorithme et référence avec l’hypothèse de cavitation de Reynolds

Méthode Ref. JFO - EA Alg. JFO - EA Err.(%)
Pression (MPa) 2.210 2.2100 0
Charge (N) 699.5 701.1 0.2
Nombre de Sommerfeld 0.3660 0.3652 0.2
Couple 21.12 22.1 4
Angle de calage (°) 46.3 46.28 0.4
Débit entrant (l/min) 0.0598 0.0892 -
Débit sortant (l/min) 0.0598 0.0892 -

Table C.6 – Comparaison entre algorithme et référence avec l’hypothèse de cavitation JFO
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L’expression du nombre de Sommerfeld est la suivante :

So =
2µR3ΩLp
F0C2

(C.3.2.1)

Afin de comparer l’angle de calage de Bonneau et al. avec le paramétrage de la figure
2.4, on utilise la formule suivante :

ψ = φ + arctan(Fv
Fw

) (C.3.2.2)

Pour calculer le couple résistant, on part de la contrainte de cisaillement au sein du
lubrifiant avec les notations de la figure 2.1 ([19]) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τxy = µ
∂u

∂y

τzy = µ
∂w

∂y

(C.3.2.3)

Par intégration, on a :

Ma
OZc

= −R∬
Γ
τxy ∣y=hdxdz (C.3.2.4)

D’où le couple résistant calculé sur l’arbre avec nos notations :

Ma
OZc

= −R∬
Γ
[h

2

∂p

∂xθ
+ r
h

µRΩ

h
]dxdy (C.3.2.5)

Cf =Ma
OZc

= −R∬
Γ
[ h
2R

∂p

∂θ
+ r
h

µRΩ

h
]dθdy (C.3.2.6)

Le couple est adimensionné selon la formule suivante :

C̄f =
Cf

2µLpΩ
R3

Cr

(C.3.2.7)

Enfin, l’expression du calcul de débit axial sortant à l’une des extrémités est la suivante :

Qv = ∫
2π

0
− ρh

3

12µ

∂p

∂y
Rdθ (C.3.2.8)

En faisant intervenir les variables adimmensionnées :

Qv =
ρCrΩR3

12Lp
∫

2π

0
h̄3∂p̄

∂ȳ
dθ (C.3.2.9)

On peut séparer ensuite la partie de la frontière sur laquelle le gradient de pression est
négatif et la partie pour laquelle le gradient est positif pour avoir une valeur de débit
entrant et sortant. Le calcul de Bonneau et al. ([19] p171)est plus complexe car il considère
une autre façon de calculer le débit dans les éléments possédant au moins un nœud inactif.
Cela explique les écarts dans le calcul de débit du tableau C.6.



ANNEXE C. DESCRIPTION DU PROGRAMME DE RÉSOLUTION 208

C.3.3 Comparaison des coefficients dynamiques de palier

Les coefficients dynamiques de palier représentent une linéarisation des forces de palier
par rapport à la position du centre de l’arbre (raideur) ou par rapport à la vitesse du centre
de l’arbre (amortissement), autour d’une position d’équilibre statique. On peut calculer
ces coefficients de deux manières. La première consiste à calculer la pression en pertur-
bant la position d’équilibre statique selon chaque variable selon laquelle on veut obtenir
un coefficient dynamique (méthode de différentiation numérique). La seconde consiste à
dériver directement l’équation de Reynolds et d’intégrer la dérivée partielle de la pression
calculée dans le domaine de film complet (méthode de perturbation).

Méthode de différenciation numérique
Pour obtenir le couple de force appliqué par l’huile sur l’arbre on intègre la pression selon
les relations :

Fu = ∫
Γ
p(u,w, u̇, ẇ) cos(θ)Rdθdy

Fw = ∫
Γ
p(u,w, u̇, ẇ) sin(θ)Rdθdy

(C.3.3.1)

Donc afin de calculer les coefficients de palier on peut résoudre Reynolds pour chaque
position perturbée par rapport à l’équilibre statique ce qui donne :

Kuu =
Fu(u0 + ε,w0,0,0) − Fu(u0,w0,0,0)

ε

Kuw = Fu(u0,w0 + ε,0,0) − Fu(u0,w0,0,0)
ε

Kwu =
Fw(u0 + ε,w0,0,0) − Fw(u0,w0,0,0)

ε

Kww = Fw(u0,w0 + ε,0,0) − Fw(u0,w0,0,0)
ε

(C.3.3.2)

De même pour les coefficients d’amortissement :

Cuu =
Fu(u0,w0, ε,0) − Fu(u0,w0,0,0)

ε

Cuw = Fu(u0,w0,0, ε) − Fu(u0,w0,0,0)
ε

Cwu =
Fw(u0,w0, ε,0) − Fw(u0,w0,0,0)

ε

Cww = Fw(u0,w0,0, ε) − Fw(u0,w0,0,0)
ε

(C.3.3.3)

Cela demande donc de résoudre autant de fois l’équation de Reynolds que de coefficients.
En plus, on doit recalculer la zone de cavitation pour chaque résolution. Cette méthode
est lourde en temps de calcul. De plus, le choix de la perturbation ε peut être difficile dans
certains cas.

Notons que pour retrouver les coefficients dynamiques à partir des coefficients adimen-
sionnés on utilise les relations :

Kij =
F0

Cr
Kijad Cij =

F0

CrΩ
Cijad (C.3.3.4)

Avec F0 =
√
Fu(u0,w0,0,0)2 + Fw(u0,w0,0,0)2



ANNEXE C. DESCRIPTION DU PROGRAMME DE RÉSOLUTION 209

Excentricité
0 0.5 1

A
di

m
en

si
on

né
s

10-2

10-1

100

101

102
Raideurs dynamiques

Kxx
-Kxy
Kxy
Kyx
Kyy

Excentricité
0 0.5 1

A
di

m
en

si
on

né
s

10-1

100

101

102
Amortissements dynamiques

Cxx
-Cxy
-Cyx
Cyy

Figure C.2 – Comparaison de coefficients dynamiques calculés par méthode de différenciation numérique
entre impédance de palier lisse fini (o) et calcul par l’algorithme de palier lisse avec cavitation de Reynolds
et pcav = 0 (équivalent à π-film) avec un maillage 8x2 éléments (x).

Méthode de perturbation
On écrit la pression adimensionnée p̄ sous la forme :

p̄ = p0 + puεu + pwεw + pu̇εu̇ + pẇεẇ (C.3.3.5)

On note :
h = C + (u0 + εu) cos(θ) + (w0 + εw) sin(θ) (C.3.3.6)

Et notons la position d’équilibre stationnaire (u0,w0).
En injectant cette expression dans l’équation de Reynolds pour le domaine de film

complet, on obtient 4 nouvelles équations en plus de Reynolds stationnaire [99, 158] :

∂

∂θ
(H

3

6

∂p0

∂θ
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(H

3

6

∂p0

∂ȳ
) = u0 sin(θ) +w0 cos(θ)

∂

∂θ
(H

3

6

∂pu
∂θ

) + R
2

L2
p

∂

∂ȳ
(H

3

6

∂pu
∂ȳ

) = sin(θ) + ∂

∂θ
(3 cos(θ)H2

6

∂p0

∂θ
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(3 cos(θ)H2

6

∂p0

∂ȳ
)

∂

∂θ
(H

3

6

∂pw
∂θ

) + R
2

L2
p

∂

∂ȳ
(H

3

6

∂pw
∂ȳ

) = cos(θ) + ∂

∂θ
(3 sin(θ)H2

6

∂p0

∂θ
) + R

2

L2
p

∂

∂ȳ
(3 sin(θ)H2

6

∂p0

∂ȳ
)

∂

∂θ
(H

3

6

∂pu̇
∂θ

) + R
2

L2
p

∂

∂ȳ
(H

3

6

∂pu̇
∂ȳ

) = 2

Ω
cos(θ)

∂

∂θ
(H

3

6

∂pẇ
∂θ

) + R
2

L2
p

∂

∂ȳ
(H

3

6

∂pẇ
∂ȳ

) = 2

Ω
sin(θ)

(C.3.3.7)

En fait, avec les matrices de la méthode des éléments finis, les termes de droite de l’équa-
tion en pu et de l’équation en pw peuvent être calculés dès l’initialisation du programme
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[158]. En effet en notation matricielle on a :

Hp0 = f1

Hpu = f3 −H1p0

Hpw = f4 −H2p0

Hpu̇ =
2

Ω
f4

Hpẇ = 2

Ω
f3

(C.3.3.8)

Avec

H1ij = ∫
Γ
[cos(θ)h2

2

∂Wi

∂θ

∂Nj

∂θ
+ cos(θ)h2

2

R2

L2

∂Wi

∂ȳ

∂Nj

∂ȳ
]dΓ (C.3.3.9)

H2ij = ∫
Γ
[sin(θ)h2

2

∂Wi

∂θ

∂Nj

∂θ
+ sin(θ)h2

2

R2

L2

∂Wi

∂ȳ

∂Nj

∂ȳ
]dΓ (C.3.3.10)

En récapitulatif, on résout la première équation du système pour déterminer la zone de
cavitation et le vecteur p0. Ensuite, on peut calculer les vecteurs pu, pw, pu̇, et pẇ, sur le
domaine de film complet. Une justification de cette méthode aux bords de la zone de film
complet est donnée dans Lund [99]. Ensuite, il suffit d’intégrer sur le domaine :

Kuu = ∫
Γ+
pu cos(θ)Rdθdy

Kuw = ∫
Γ+
pu sin(θ)Rdθdy

Kwu = ∫
Γ+
pw cos(θ)Rdθdy

Kww = ∫
Γ+
pw sin(θ)Rdθdy

(C.3.3.11)

De même pour les coefficients d’amortissement :

Cuu = ∫
Γ+
pu̇ cos(θ)Rdθdy

Cuw = ∫
Γ+
pu̇ sin(θ)Rdθdy

Cwu = ∫
Γ+
pẇ cos(θ)Rdθdy

Cww = ∫
Γ+
pẇ sin(θ)Rdθdy

(C.3.3.12)

Cette méthode est plus rapide que la précédente, dans la mesure où l’on n’a pas besoin
de rechercher la zone de cavitation une fois qu’elle a été calculée pour l’équation station-
naire. Il suffit donc de résoudre seulement 4 systèmes d’équations linéaires, ce qui est moins
coûteux que les 8 systèmes linéaires complémentaires de la méthode précédente.

Le calcul des coefficients dynamiques de palier peut alors être comparé modèle de palier
lisse fini de Childs et al. [31]. Par ailleurs, un livre est consacré à une base de donnée de
simulation et d’expérimentation pour différents types de paliers [132].
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C.4 Validation de la méthode d’interpolation des facteurs de flux

C.5 Autres outils qualitatifs de validation

Les étapes précédentes permettent de valider :
— le modèle de la structure ainsi que les matrices de masse et de raideurs (figure B.1,

B.2, tableau C.2)
— le modèle statique de lubrification de Reynolds et les modèles de cavitation (tableaux

C.4, C.5, C.6)
— le modèle dynamique de lubrification de Reynolds (figure C.2)
D’autres outils permettent de valider qualitativement les routines du programme :
— l’analyse statique et temporelle du système correspondant à la poutre en rotation

pour des conditions aux limites arbitraires (figures B.2 à B.6)
— l’analyse dynamique d’un palier seul (figures 3.6 à 3.13)
— la validation des algorithmes non-linéaires sur un problème de Duffing en une di-

mension (3.20) et un Nonlinear Energy Sink (NES) en deux dimensions
— le calcul des facteurs d’écoulement d’un palier lisse présentant un jeu radial différent,

comparé au cas directement calculé avec le bon jeu radial
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