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■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ✜rst s✉♣❡r✈✐s♦r✱ Pr♦❢✳ ❊♠❛♥✉❡❧ ❘❛❞♦✐✱

❢♦r ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ ❣r♦✇ ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤ s❝✐❡♥t✐st ✉♥❞❡r

❤✐s s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ ❍✐s ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ♦♥ ♠② ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❧✐❢❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✐s

❛❞✈✐❝❡ ♦♥ ♠② ❢✉t✉r❡ ❝❛r❡❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡✳ ❍✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t

❣❛✈❡ ♠❡ ❢✉❧❧ ♦❢ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❞❛② ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤r❡❡ ②❡❛rs✱ t♦ ♣✉rs✉✐t

♠② r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s✳

❙✐♠✐❧❛r✱ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❣♦❡s t♦ ♠② s❡❝♦♥❞ s✉♣❡r✈✐s♦r✱ ❉r✳ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✳ ■ ❛♠

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❤❡r ❢♦r t❤❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉

st✉❞②✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠② P❤❉✱ s❤❡ s♣❡♥t ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡ t♦ t❡❛❝❤ ❛♥❞ ❤❡❧♣ ♠❡ t♦

❜✉✐❧❞ ✉♣ ♠② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠②s❡❧❢

❢r♦♠ ❤❡r ✐♠♠❡♥s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❍❡r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣

r❡s❡❛r❝❤✱ ✇r✐t✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛♣❡rs ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

■ ✇♦✉❧❞ ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ✇❤♦ ✐s ❛❧s♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r✳ ■ ❛♠

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❤✐s ❛❞✈✐❝❡✱ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳ ❍❡ ❤❛s ♣❛t✐❡♥t❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ♠② ♠✐st❛❦❡s ❛♥❞ ❣✉✐❞❡❞ ♠❡ t♦

t❤❡ r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍✐s ✐❞❡❛s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥s♣✐r✐♥❣ ♠❡✳ ■ st✐❧❧ r❡♠❡♠❜❡r ❤❡

✉s❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ ♠❡ ❤♦♠❡ ❛❢t❡r ♦✉r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❧❛st✐♥❣ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛t❡

❡✈❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❤✐s ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✳

❚❤❛♥❦s t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs✱ t❤❡ t❤r❡❡ ②❡❛r ❣r❛❞✉❛t❡ ✇♦r❦ ❛t ▲❛❜✲❙❚■❈❈ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st

✇♦♥❞❡r❢✉❧ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ♠② ❧✐❢❡✳ ❚❤❡② ❣❛✈❡ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ❤❛✈❡ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❛♥❛❞❛ ❛♥❞ ❯❙✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❣❛✈❡ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠②

t❡❛❝❤✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛r ♦❢ ♠② P❤❉✳ ■t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡

t♦ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❢❡✇ ✇♦r❞s✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ t✇♦ r❡✈✐❡✇❡rs ♦❢ ♠② P❤❉ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ Pr♦❢✳ ❇❡♥♦ît ●❡❧❧❡r

❛t ❊◆❙❚❆ P❛r✐s❚❡❝❤ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❈❤❛r❧② P♦✉❧❧✐❛t ❛t ■◆P✲❊◆❙❊❊■❍❚ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❢♦r t❤❡✐r

❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ♦♥ ♠② P❤❉ r❡♣♦rt✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡

✜rst ❡①❛♠✐♥❡r ♦❢ t❤❡ ❥✉r②✱ Pr♦❢✳ ❖❧✐✈✐❡r ❇❡r❞❡r ❛t ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶✳ Pr♦❢✳ ❇❡r❞❡r

✇❛s ♠② ♠❛st❡r t❤❡s✐s s✉♣❡r✈✐s♦r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐♠ ❣❛✈❡ ♠❡ ❛ ❣r❡❛t

♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ♣✉rs✉✐t ❛ P❤❉ ❛♥❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠② ❝❛r❡❡r ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r✳ ■ ❛♠ ❡q✉❛❧❧②

✈❡r② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠✐♥❡r ♦❢ t❤❡ ❥✉r②✱ ❉r✳ ❚❡❧❡① ▼✳ ◆✳ ◆❣❛t❝❤❡❞ ❛t ▼❡♠♦r✐❛❧

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❡✇❢♦✉♥❞❧❛♥❞ ✭▼❯◆✮✱ ❈❛♥❛❞❛✳ ■ ✇❛s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❜② ❉r✳ ◆❣❛t❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ■

✇❛s ❛ ✈✐s✐t✐♥❣ st✉❞❡♥t ❛t ▼❯◆✳ ■ ✈❡r② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❤❡ s♣❡♥t

❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡ ✈✐❛ ❙❦②♣❡✱ ❛❢t❡r ■ ❤❛❞ ❝♦♠❡❜❛❝❦ t♦ ❋r❛♥❝❡✳



■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❖❝t❛✈✐❛ ❉♦❜r❡ ❛t ▼❯◆✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ ❛ ❣r❡❛t

♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❥♦✐♥ ❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ❛s ❛ ✈✐s✐t✐♥❣ st✉❞❡♥t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❣r❡❛t ♣r✐✈✐❧❡❣❡

t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❤❡r r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠✳ ❙❤❡ ❣❛✈❡ ♠❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❤❡❧♣ ✇❤❡♥❡✈❡r ■ ❛s❦❡❞ ❢♦r

❛ss✐st❛♥❝❡✳ ❍❡r s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦♥ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ✐s ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡✳ ■ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥t ❢r♦♠ ❤❡r

♠❛♥② t❤✐♥❣s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠② ❢✉t✉r❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝❛r❡❡r ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❧✐❢❡✳ ■ ✇♦✉❧❞

❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ ❉❡②✉❛♥ ❈❤❛♥❣✱ ❉r✳ ❨✐ ❩❤❛♥❣✱ ❉r✳ ❨❛❤✐❛ ❊❧❞❡♠❡r❞❛s❤ ❛♥❞ ▼r✳

❚r✉♥❣ ◆❣✉②❡♥ ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ■ ✇❛s ❛t ▼❯◆✳

■ ✇❛s ❧✉❝❦② t♦ ❜❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❡①♣❡rts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■ ❛♠ ✈❡r② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ Pr♦❢✳

❨❛❤♦♥❣ ❘♦s❛ ❩❤❡♥❣ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❈❤❡♥❣s❤❛♥ ❳✐❛♦ ❛t ▼✐ss♦✉r✐ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭▼❙❚✮✱ ❯❙❆✱ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ❛s ❛ ✈✐s✐t✐♥❣

st✉❞❡♥t✳ ❆t ▼❙❚✱ ■ ❤❛✈❡ ❣♦t t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ st✉❞② ❛♥❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❞②♥❛♠✐❝

❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡✐r ❡①❝❡❧❧❡♥t s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❦✐♥❞♥❡ss ❛t

✈❛r✐♦✉s st❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠✐♥❞✱ ❛♥❞ s❦✐❧❧s

♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤✐♥❦✐♥❣✱ ✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ▼r✳ ▲❡♦ ❉❛✈✐❞ ❋❛♥✱ ▼r✳

❏✉❡♥✐♥❣ ❏✐♥✱ ▼r✳ ◆✐❛③ ❆❤♠❡❞✱ ▼r✳ ❲❡✐♠✐♥ ❉✉❛♥✱ ❉r✳ ❚✉ ◆❣✉②❡♥✱ ❉r✳ ❉❛♦ ▲❛♠✱

▼s✳ ❏❡♥♥② ▼❛✐ ❍✉②♥❤ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❱✐❡t♥❛♠❡s❡ ❢r✐❡♥❞s ❛t ▼❙❚ ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣s ❛♥❞ ❢♦r

♠❛❦✐♥❣ ♠② ✈✐s✐t ❛t ▼❙❚ s✉❝❤ ❛ ❣r❡❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳

❚❤❡ ✇❛r♠❡st t❤❛♥❦ t♦ ♠② ▲❛❜✲❙❚■❈❈ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ❜♦t❤ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲❡st❡r♥ ❇r✐t✲

t❛♥② ❛♥❞ ❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡ ❢♦r t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥t ❛♥❞ ❣r♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t

t♦ t❤❛♥❦ ❛❧❧ ♦❢ ♠② ❢r✐❡♥❞s ✐♥ ❇r❡st ✇❤♦ ♠❛❦❡ ♠② st❛② ❛ ♠❡♠♦r✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✳

■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❙té♣❤❛♥❡ ❆③♦✉ ❛t ➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞✬■♥❣é♥✐❡✉rs ❞❡ ❇r❡st

✭❊◆■❇✮✱ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❞❧② ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦♥ ♠② ✇♦r❦❧♦❛❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠②

♣♦st❞♦❝ ❛t ❊◆■❇✳ ❍✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❤❡❧♣s ♠❡ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ♠② P❤❉ ❞❡❢❡♥s❡ ❡❛s✐❧②✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❉r✳ ❚✉❛♥✲❉✉❝ ◆❣✉②❡♥✱ Pr♦❢✳ ❚✉❡ ❍✉②♥❤✱

❉r✳ ▲✳ ◗✳ ❱✐♥❤ ❚r❛♥✱ ❉r✳ ❚✳ ❑✳ ◆❣❛♥ ◆❣✉②❡♥✱ ❉r✳ ❱✐❡t✲❍♦❛ ◆❣✉②❡♥ ❛♥❞ ❉r✳ ▼✐♥❤✲❚❛♥

P❤❛♠ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡♠ ❤❛✈❡

str♦♥❣❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ♠❡✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥st❛♥t ❧♦✈❡✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❧❡ss

s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② ❧✐❢❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ✜❛♥❝é❡✱ ❚❤✉② ❚r❛♥✱ ✇❤♦

✐s ❛❧s♦ ❛ P❤❉✱ ❢♦r ❤❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ❤❡r ❤❡❧♣s✱ ❛♥❞ ❤❡r ❡♥❞❧❡ss ❧♦✈❡✳



❈♦♥t❡♥ts

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✐

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✐✐✐

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✈✐✐
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❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

a ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ✭❜♦❧❞ ❧♦✇❡r❝❛s❡✮

A ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ ✭❜♦❧❞ ✉♣♣❡r❝❛s❡✮

A❸ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ✭❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡✮ ♦❢ ♠❛tr✐① A

AT tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ♠❛tr✐① A

Tr{A} tr❛❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐① A

∥A∥F ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ ♠❛tr✐① A

E[a] ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ a

Ib ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ b × b
∥a∥ ✈❡❝t♦r ✷✲♥♦r♠

∣A∣ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ s❡t A
⌊a⌋ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✐♥t❡❣❡r ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ a

diag{a1, a2,⋯, an} ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ n ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts a1, a2,⋯, an

nT ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s

nR ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s

b ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛str❡❛♠s

H [nR × nT ] ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①

F [nT × b] ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①

G [b × nR] ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①

s [b × 1] tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r

Hv [b × b] ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①

Fd [b × b] ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧

η [b × 1] ❛❞❞✐t✐✈❡ ✈✐rt✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r

γ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❝❛s❡ b = 2

ρ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❝❛s❡ b = 2

I(y, s) ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t y

❛♥❞ ✐♥♣✉t s②♠❜♦❧ s

dmin ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

ℓ1 ♠✐♥✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢

s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐♥❛r② ♠❛♣♣✐♥❣s ❞✐✛❡r

❜② ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❜✐t

✐





▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❆ r❛t❡ ✶✴✷✱ (13,15)octal r❡❝✉rs✐✈❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❡♥❝♦❞❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ ❚r❡❧❧✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ (1,3)octal ❘❙❈ ❝♦❞❡✳ k = 1✱ n = 2✱ c(1)t = ut✱

c
(2)
t = ut + c(2)t−1 ❛♥❞ u(1)t = ut ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
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✷✳✽ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ xi ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❝❛s❡ Fd = Fr1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✾ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ xi ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ❝❛s❡

Fd = Focta✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✶✵ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ dmin ✈❡rs✉s γ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✶✶ ❘❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✷✳✶✷ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❢♦r t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❙◆❘ ❂ ✽ ❞❇✱ γ = 30o ❛♥❞ (13,15)octal

❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✶ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ♠❛♣♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✸ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✜rst s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r✱ ❈❤❛♥♥❡❧ A✱

●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✸✳✹ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✱ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✱

✭✶✸✱✶✺✮✲❘❙❈ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✸✳✺ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✱ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✱

✭✶✸✱✶✺✮✲❘❙❈ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✻ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ✈❡rs✉s ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✼ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ Fℓ1✲♠♦❞ ♣r❡❝♦❞❡r✱

❈❤❛♥♥❡❧ ❆✱ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✸✳✽ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ℓ1 ✈❡rs✉s γ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ▼❙❊❲ ♠❛♣♣❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✾ ❇❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✐✐✐



✸✳✶✵ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛t ❙◆❘ = 8.1 ❞❇✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✱ ▼❙❊❲♠❛♣♣✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ✐♥❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ✻✻
✸✳✶✶ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛t ❙◆❘ = 8.1 ❞❇✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✱ ▼❙❊❲♠❛♣♣✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ✐♥❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ✻✼
✸✳✶✷ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛♣✲

♣✐♥❣s✱ ✹✲◗❆▼✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✶✸ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛♣✲

♣✐♥❣s✱ ✹✲◗❆▼✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✸✳✶✹ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s

♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✶ ❙❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst s✉❜str❡❛♠
♦✈❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜str❡❛♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ b = 2✱ ✹✲◗❆▼✱ ❝❤❛♥♥❡❧
γ = 17.5o ❛♥❞ ❙◆❘ ❂ ✶✷ ❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ b = 3✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ ❙◆❘ =
9.77 ❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✹ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✲❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞✲❧✐♥❡s✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❛❧❧ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡
✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✺ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✲❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞✲❧✐♥❡s✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ max✲dmin ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s✱
●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✻ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ γ = 17.5o ❛t ❙◆❘ ❂ ✾ ❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✹✳✼ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐✲

♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s✱ b = 2✱ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✶ Pr❡❝♦❞❡❞ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ♦❢ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈s✳ t❤❡ r❡❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ A✱ ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✶✵✺
✺✳✸ I1E(1) ✈❡rs✉s γ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❙◆❘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✹ ❚❤❡ ♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞ γth ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙◆❘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✺ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡max✲dmin ❛♥❞

max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡❞ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ 2 × 2 ▼■▼❖ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✻ ❚❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ ♦❢ ■❈ ❛t ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡ ✭I✶A = 1✮✱ ✐✳❡✳ I✶E(1)✱

φ = 30o✱ ❈❤❛♥♥❡❧ A✱ ❙◆❘ = 11 ❞❇✱ ✹✲◗❆▼✱ ψ ❛♥❞ θ ❛r❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✺✳✼ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ ■❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛t ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇✱ ❈❤❛♥✲

♥❡❧ A✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✺✳✽ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ ■❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛t ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇✱ ❈❤❛♥✲

♥❡❧ B✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✺✳✾ I1E ❛t I1A = 1 ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥❣❧❡ γ ❛t ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✺✳✶✵ ❇❊❘ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ A✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✶✶ ❇❊❘ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ B✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✺✳✶✷ ❆✈❡r❛❣❡ ❇❊❘ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✺✳✶✸ ❆✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)octal✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ✶✷✷

✻✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✻✳✷ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❙◆❘ = 18 ❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✻✳✸ ❋❊❘ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ H❡①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✻✳✹ ❆✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✺ ❘❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼



✼✳✶ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ P❙❋❉ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✼✳✷ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ P❙❋❉ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✢✐♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✼✳✸ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❱✲P❙❋❉ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✼✳✹ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❱✲P❙❋❉ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✢✐♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✼✳✺ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘

♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✶ ✭❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✼✳✻ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘

♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✷ ✭❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✼✳✼ ❱♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ❈♦❞❡ ✶ ✭❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✼✳✽ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘

♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✸ ✭❤✐❣❤ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✼✳✾ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘ ♦❢ ▼❱✲P❙❋❉

❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✶ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✷ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶





▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs Fqc2 ❛♥❞ Fqc3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✶ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
❝♦❞❡rs ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✶ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❡♥✐❡✲
♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✻✲◗❆▼
❛♥❞ b = 2✱ α = 1 + 6√

34
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✻✳✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❞❡✇♦r❞✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✻✳✸ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛t s♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❙◆❘ ✭✐♥ ❞❇✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦✉♥❞

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✭r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✭ω = π

5
, ν = π

10
✮ ♦✈❡r H❡① ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧

❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✭✐♥ ❜✐ts✴s✴❍③✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✼✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜② ♦♣❡r❛t♦rs ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳✶✹✼

✈✐✐





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✉s❡rs ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛

✐♥ t❤✐s ❞❡❝❛❞❡✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♠♦❞❡r♥ r❛❞✐♦✲❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s

♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✉♣✳ ▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❚❊✮ ❛♥❞ ▲❚❊✲❆❞✈❛♥❝❡❞ ✭▲❚❊✲❆✮ st❛♥❞❛r❞s

✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✷✵✵✹ ❛♥❞ ✷✵✵✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❛❝❦❧❡ ✐t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ✜❢t❤✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✺●✮ r❛❞✐♦ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ♦♥❣♦✐♥❣ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢♦✉rt❤✲

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✹●✮ ▲❚❊ ❛♥❞ ✹✳✺● ▲❚❊✲❆✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✹● t♦ ✺●✱ ✇❤✐❝❤

❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❧r❡❛❞② ❜❡❣✉♥✱ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛ ❞❡❝❛❞❡ ♦r ❧♦♥❣❡r✳ ❚❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ▲❚❊✲❆ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡

♣❧❛②✐♥❣ ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✺● ❡r❛ ❬✶❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥t♦ ▲❚❊ ❛♥❞

▲❚❊✲❆ ✇❡r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉r❡ ❧♦✇ ❡rr♦r✲r❛t❡

❛♥❞ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ❬✷✕✺❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t s✉r✈❡②s ❬✻✱ ✼❪✱ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✺● ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚♦ ❛❞❛♣t

✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ tr❡♥❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❋❊❈✮ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞

❢♦r ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝②✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡

s②st❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ▲❚❊ ❛♥❞ ▲❚❊✲❆✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐t❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❝❛t❝❤ ✉♣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ▲❚❊ ❛♥❞ ▲❚❊✲❆ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭▼■▼❖✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥❞❡❡❞✱

♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐r❡❧❡ss s②st❡♠s✱ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▼■▼❖ s②st❡♠s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡

✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡ ♦❢ ✶✾✾✵s ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✾❪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ ❛ ✇✐r❡❧❡ss

▼■▼❖ s②st❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❬✶✵❪✳ ❇② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡

❛♥t❡♥♥❛ tr❛♥s❝❡✐✈❡rs✱ ▼■▼❖ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♥♦t ♦♥❧② ♦✛❡rs ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐t② ❣❛✐♥s✱

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷

❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❧✐♥❦ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

s✐♥❣❧❡ tr❛♥s❝❡✐✈❡r s②st❡♠s ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ▼■▼❖ s❝❤❡♠❡ t❤❛t

❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ❬✶✷✱ ✶✸❪✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢

tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠❛♣ ❛❝r♦ss ❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r ❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❤❛s

s❤♦✇♥ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞✉♣❧❡① ❝❧♦s❡❞✲

❧♦♦♣ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ✐s r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r

t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡s✐❣♥ ❛ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦

❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s

♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✭r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s max✲dmin ❬✶✻✕✷✶❪✮✱ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✷✷❪

✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❖P❚✮ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❜✐t✲❡rr♦r✲r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ❬✷✸❪✮✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ▼▼❙❊ ❬✷✹❪✱ ♠❛①✲❙◆❘ ✭♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞

❙◆❘ ♦r ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✮ ❬✷✺❪✱ ✇❛t❡r ✜❧❧✐♥❣ ✭❲❋✮ ❬✾❪ ♦r ♠❡r❝✉r②✴✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ✭♠✴❲❋✮ ❬✷✻❪✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❝♦❞❡ ♥♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝✲

❝♦✉♥t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s♣❛❝❡ t✐♠❡ ❜❧♦❝❦

❝♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❈❙■ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡ ❬✷✼❪✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦

❝♦❞❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ r❡✲

❝❡✐✈❡r✳ ■ts ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ✐s

❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ✐t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡✲

❝♦❞❡r ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦

♠❛❦❡s t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❜✉t ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✳

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❜✐♥❛r② ❋❊❈ ❡♥✲

❝♦❞❡r ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❋✐rst❧②✱ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ♣r❡❝♦❞❡r ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐♥❛r② ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜② ♦♥❧②



✸ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦♥❡ ❜✐t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡❝♦❞❡r ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ♦♣✲

t✐♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

♣r❡❝♦❞❡rs ✇✐t❤ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡rs ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❝♦❞❡❞

s②st❡♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✱ ❛ ❣♦♦❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥ ❢♦r ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱

t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r❡✈✐✲

♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t

❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ max✲dmin ❛♥❞ ●❖P❚ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡s

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r ❤❛s ✜①❡❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧② t❤❡

♠❛♣♣✐♥❣s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r st✉❞② ♦♥ ♣r❡❝♦❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②

♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✉❜✲

str❡❛♠s✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ s♦❢t✲♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤✐s r❡❝❡✐✈❡r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❢t✲♠❡ss❛❣❡s ❢❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥✲

❝❡❧❧❡r ✭♥♦t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t✮✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❛t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r ♦✉t♣✉t r❛t❤❡r t❤❛♥

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❛

♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r ♦✉t♣✉t

✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞

♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦

✭◆❇✲▲❉P❈✮ ❋❊❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ✜rst❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈

❝♦❞❡s ✇✐t❤ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧②✱ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞ ✭●❋✮ ✐s ✉s❡❞

❛t t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡✳ ❊❛❝❤ ●❋ s②♠❜♦❧ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ♦♥❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹

▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s♣❡♥t ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ t❤❡

❤✐❣❤✲♦r❞❡r ✜❡❧❞ ❝♦❞❡s ✐s st✐❧❧ ♣❛✐♥❢✉❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

t♦ ♠❛♣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦✇✲♦r❞❡r ●❋ s②♠❜♦❧s ♦♥t♦ ♦♥❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦♥✲

❜✐♥❛r② t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧②

▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❢✉rt❤❡r

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈

❞❡❝♦❞❡r✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

s②st❡♠s t❤❛t ✉s❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❤❛r❞ ♦✉t♣✉t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❈❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ▼■▼❖ ✐t❡r❛t✐✈❡

r❡❝❡✐✈❡rs

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥s✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ✇❛s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ t❤❡ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❋❊❈

❝♦❞❡s ✭❢♦r ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

✭❘❙❈✮ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s str✉❝✲

t✉r❡✱ ✇❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s

t❤❡s✐s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡

r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ✇r❛♣s ✉♣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✶✳✶ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣

❲❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❘❙❈ ❛♥❞ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❘❙❈ ❝♦❞❡s ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧✲❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡

♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t ◆❇✲▲❉P❈

✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✻

❝♦❞❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❘❙❈ ❝♦❞❡s✱ ✇❡

♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳

✶✳✶✳✶ ❘❡❝✉rs✐✈❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ✭❘❙❈✮ ❝♦❞❡s

✶✳✶✳✶✳✶ ❘❙❈ ❡♥❝♦❞❡r

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ❜❧♦❝❦ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s ❛ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤ ✐♥♣✉t ♠❡ss❛❣❡✱ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

❡♥❝♦❞❡r ✇♦r❦s ❛s ❛ ✜♥✐t❡✲st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❜✐ts ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜✐ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

❡♥❝♦❞❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡✲st❛t❡ r❡❣✐st❡r ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✲

✐st❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r✳ ❚❤❡ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡

♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② R = k
n
✱ ✇❤❡r❡✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ t✱ k ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❜✐ts ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ❜✐ts✳

❆ r❡❝✉rs✐✈❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✐s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r ♥❡①t st❛t❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r

♦✉t♣✉t ✐s ❢❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r st❛t❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② m t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r ♦❢

t❤❡ ❘❙❈ ❝♦❞❡✱ ❛♥❞ ❜② [S(1), . . . , S(m)] t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t✲r❡❣✐st❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❤✐❢ts

❞❛t❛ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♠♦st❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ▼■▼❖

s②st❡♠s ❛ss✉♠✐♥❣ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

s✐♠♣❧❡ ❋❊❈ ❝♦❞❡s✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❘❙❈ ❝♦❞❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t♦

m = 3✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ♦✈❡r

❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠♦r② ♦r❞❡rs ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♥ ❡♥❝♦❞❡r ✇✐t❤ m = 3 ✐s

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ a ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐t✱ c(1) ✐s t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐t✱
c(2) ✐s t❤❡ ♣❛r✐t② ❜✐t ❛❢t❡r ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜✐t e ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t

❛❧❧ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ ③❡r♦s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡✈❡r② ❜❧♦❝❦ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡❢♦r❡

❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜✐ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r m✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❧✐♥❦s ❛t ✐♥♣✉t

❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t✲r❡❣✐st❡r ❛r❡ 1 +D2 +D3 ❛♥❞ 1 +D +D3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ D ✐s

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❞❡❧❛② ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♣❛✐r ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ♦❝t❛❧ ❢♦r♠ ❛s (13,15)octal✳



✼ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆ r❛t❡ ✶✴✷✱ (13,15)octal r❡❝✉rs✐✈❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❡♥❝♦❞❡r✳

✶✳✶✳✶✳✷ ❇❈❏❘ s♦❢t✲❞❡❝♦❞❡r

❚❤❡ ❇❈❏❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♥✈❡♥t❡❞ ❜② ❇❛❤❧✱ ❈♦❝❦❡✱ ❏❡❧✐♥❡❦ ❛♥❞ ❘❛✈✐✈ ✐♥ ✶✾✼✷ ❬✷✽❪✳ ■t ❝❛♥

❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❢t✲✐♥♣✉t s♦❢t✲♦✉t♣✉t ❞❡❝♦❞❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❇❈❏❘ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ ✐♥t♦ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♥❛♠❡❞ ▲♦❣✲❇❈❏❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✾❪✳

❲❡ ❤❡r❡✐♥ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ▲♦❣✲❇❈❏❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ ❏❛❝♦❜✐❛♥

❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡s✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

♥♦t❛t✐♦♥s✳

❼ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

✉ = [u1 . . . uK] = [u(1)1 . . . u
(k)
1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

u
1

t=1
; . . . ;u

(1)
t . . . u

(k)
t´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ut
t

; . . . ;u
(1)
T . . . u

(k)
T´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

uT
t=T

]

✇❤❡r❡ K st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❜✐♥❛r② ❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ T = K
k
✳

❼ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

❝ = [c1 . . . cN ] = [c(1)1 . . . c
(n)
1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

c
1

t=1
; . . . ; c

(1)
t . . . c

(n)
t´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ct
t

; . . . ; c
(1)
T . . . c

(n)
T´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

cT
t=T

]

✇❤❡r❡ N = K
R
= nT ✐s t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤✳

❼ ❚❤❡ ♥♦✐s② ♠❡ss❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

✈ = [v1 . . . vN ] = [v(1)1 . . . v
(n)
1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v
1

t=1
; . . . ; v

(1)
t . . . v

(n)
t´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vt
t

; . . . ; v
(1)
T . . . v

(n)
T´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vT
t=T

]





✾ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

✇❤❡r❡ urs ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ut ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ Sr t♦ Ss ✐♥ t❤❡ tr❡❧❧✐s ❛♥❞

crs ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❝♦❞❡r ♦✉t♣✉t✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

γt (Sr, Ss) = s✐❣♥ (ut) At
2
+ s✐❣♥(c(1)t ) R

(1)
t

2
+ s✐❣♥(c(2)t ) R

(2)
t

2´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
γ
′
t(Sr,Ss)

+Υut +Υc
(2)
t +Υc

(1)
t´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Υt

,

✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ Υt ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t✱ At ✐s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭▲▲❘✮

♦❢ ut✱ R
(1)
t ❛♥❞ R(2)t ❛r❡ t❤❡ ▲▲❘s ♦❢ v(1)t ❛♥❞ v(2)t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ s✐❣♥(.) ✐s t❤❡ s✐❣♥

♦❢ t❤❡ ▲▲❘ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❜✐t ✭❡✳❣✳ s✐❣♥ (ut = 0) = −1 ❛♥❞ s✐❣♥ (ut = 1) = +1✮✳
✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡s✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② αt t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s Ss

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡s✱ t❤❡♥✱ αt ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

αt (Ss) = ln [P (S(t) = Ss)] = ln [∑
i

P (S(t−1) = Si)P (S(t−1) = Si, S(t) = Ss)] ,
= ln [∑

i

eαt−1(Si)eγt(Si,Ss)] ,
✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ S(t) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r st❛t❡ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✱

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
αt (0) = t∑

n=1Υn + ∗
max (α′t−1 (0) + γ′t (0,0) , α′t−1 (1) + γ′t (1,0)) ,

αt (1) = t∑
n=1Υn + ∗

max (α′t−1 (0) + γ′t (0,1) , α′t−1 (1) + γ′t (1,1)) .
✭✶✳✻✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

αt (Ss) = t∑
n=1Υn + ∗

max
i
(α′t−1 (Si) + γ′t (Si, Ss))´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

α
′
t(Ss)

. ✭✶✳✼✮

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ st❛t❡s✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② βt t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s Sr

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ st❛t❡s✱ t❤❡♥✱ βt ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

βt (Sr) = ln [P (S(t) = Sr)] = ln [∑
i

P (S(t+1) = Si)P (S(t) = Sr, S(t+1) = Si)] ,
= ln [∑

i

eβt+1(Si)eγt+1(Sr,Si)] .
✭✶✳✽✮



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✶✵

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
βt (0) = T∑

n=tΥn + ∗
max (β′t+1 (0) + γ′t+1 (0,0) , β′t+1 (1) + γ′t+1 (0,1)) ,

βt (1) = T∑
n=tΥn + ∗

max (β′t+1 (0) + γ′t+1 (1,0) , β′t+1 (1) + γ′t+1 (1,1)) .
✭✶✳✾✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

βt (Sr) = T∑
n=tΥn + ∗

max
i
(β′t+1 (Si) + γ′t+1 (Sr, Si))´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

β
′
t(Sr)

. ✭✶✳✶✵✮

✹✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧♦❣✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② δt(Sr, Ss) t❤❡ ❧♦❣✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ Sr t♦ Ss✳

❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

δt(Sr, Ss) = ln [P (S(t−1) = Sr, S(t) = Ss,v)] ,
= ln [eαt−1(Sr)eγt(Sr,Ss)eβt(Ss)] ,
=

T∑
n=1Υn

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
Υ

+α′t−1(Sr) + γ′t(Sr, Ss) + β′t(Ss)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δ
′
t(Sr,Ss)

.

✭✶✳✶✶✮

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘ ♦❢ ✐♥♣✉t ❜✐t ut✳

❚❤❡ ▲▲❘ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜✐t ut ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜✐ts v ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

L(ut∣v) = ln [P (ut = 1∣v)
P (ut = 0∣v)] ,

= ln

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
i∣ut=1P (S

(t−1) = S(i)r , S(t) = S(i)s ∣v)P (v)
∑

i∣ut=0P (S(t−1) = S
(i)
r , S(t) = S(i)s ∣v)P (v)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

= ln

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
i∣ut=1

e
δt(S(i)r ,S

(i)
s )⎤⎥⎥⎥⎥⎦

− ln
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
i∣ut=0

e
δt(S(i)r ,S

(i)
s )⎤⎥⎥⎥⎥⎦

.

✭✶✳✶✷✮

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

L(ut∣v) = ∗
max
i∣ut=1 (δ

′

t(S(i)r , S(i)s )) − ∗
max
i∣ut=0 (δ

′

t(S(i)r , S(i)s )). ✭✶✳✶✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ut = c
(1)
t ✳ ❚❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘s ♦❢ c(2)t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ■♥

t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡
∗

max ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ c(2)t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ut✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ▲♦❣✲❇❈❏❘

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ α
′

t, γ
′

t, β
′

t ❛♥❞ δ
′

t✳



✶✶ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

✶✳✶✳✷ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡

▲♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ✭▲❉P❈✮ ❝♦❞❡ ✇❛s ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ❘♦❜❡rt ●❛❧❧❛❣❡r ✐♥ ❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧

❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐♥ ✶✾✻✷ ❬✸✵❪✱ t✇❡❧✈❡ ②❡❛rs ❛❢t❡r ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡s ✇❡r❡ ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜② ❍❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ✶✾✺✵✳ ■♥ ✶✾✽✶✱ ❘✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ❚❛♥♥❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❉P❈ ❝♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❛♥❞ ❦♥♦✇♥

❛s ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤✳ ❙✐♥❝❡ ✶✾✾✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❚✉r❜♦ ❝♦❞❡s✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦❝✉s❡❞

♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❙❤❛♥♥♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❈♦♥s❡✲

q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ▲❉P❈ ✇❛s r❡✲✐♥✈❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❉❛✈✐❞ ▼❛❝❦❛② ❬✸✶❪✱ ❬✸✷❪✳ ■♥ ✶✾✾✽✱

❉❛✈❡② ❛♥❞ ▼❛❝❦❛② ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s ♦✈❡r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞ ●❋(q)✱ ✇❤❡r❡ q
✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦r❞❡r ❬✸✸❪✳ ❲❤❡♥ q = 2✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❜✐♥❛r② ▲❉P❈ ❝♦❞❡✳ ❲❤❡♥

q > 2 t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❝♦❞❡ ❬✸✹❪✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈

❝♦❞❡s ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❜✐♥❛r② ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ q ❬✸✺❪✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛r❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❡r❡✐♥ ♣r♦✈✐❞❡

❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛❜♦✉t ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧♦❣✲❞♦♠❛✐♥ ❇❡❧✐❡❢✲Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✶✳✷✳✶ P❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤

▲❡t ✉s ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♥❛r② ▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦

♥♦♥✲❜✐♥❛r② ✭◆❇✲▲❉P❈✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s

s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❆s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡✐r ♥❛♠❡✱ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦

♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♦❢

t❤✐s s♣❛rs❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡❝♦❞❡rs✳ ■♥ ▲❉P❈

❝♦❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢

❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❢♦r ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦❞❡

✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ▲❉P❈ ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞❡♥✲

s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ✜rst❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❛❢t❡r✇❛r❞s✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✶✷

❆♥ ▲❉P❈ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛♥ M ×N ♠❛tr✐① H✳ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ✭♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝❤❡❝❦✲s✉♠s✮ ❛♥❞ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✭❝♦❞❡✇♦r❞s ❧❡♥❣t❤✮✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡♥❡ss ♦❢

t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② div ❛♥❞ d
j
c✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ t❤❡ it❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦r ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ jt❤ ❝❤❡❝❦ ✭♦r r♦✇ ✇❡✐❣❤t✮✳

❚❤❡ ♠❛tr✐①H ✐s s♣❛rs❡ ✐❢ dv <<M ❛♥❞ dc << N ✳ ❆♥ ▲❉P❈ ♠❛tr✐① ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r ✇❤❡♥

div ❛♥❞ djc ❦❡❡♣ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ r♦✇s✳ ❆♥ ▲❉P❈ ♠❛tr✐① ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐rr❡❣✉❧❛r

✇❤❡♥ div ❛♥❞ djc ❞♦ ♥♦t ❦❡❡♣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ▲❉P❈ ♠❛tr✐①

♥♦r♠❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ div ❛♥❞ d
j
c✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ▲❉P❈ ♠❛tr✐① ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣❛rt❧② r❡❣✉❧❛r ✇❤❡♥ ♦♥❧② div ♦r d

j
c ❦❡❡♣s

❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ✈❛r✐❡❞✳

❆♥ ▲❉P❈ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❦♥♦✇♥ ❛s ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤✳ ▼♦st ♦❢

❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤✐s ❣r❛♣❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠

t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r dv = 2, dc = 4,M = 4,N = 8 ❜✐♥❛r②

♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① H ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✶✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

♠❛tr✐① ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 1 1 0 0 1

1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. ✭✶✳✶✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✭✹✱✽✮ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐①✳



✶✸ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✱ t❤❡ ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐①H ❝♦♥t❛✐♥sM ❝❤❡❝❦

♥♦❞❡s ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s✮ ❛♥❞ N ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s

✐♥ t❤❡ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐①✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r t♦ q✉❛❧✐❢② ❛ ❣♦♦❞ ▲❉P❈ ♠❛tr✐①

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣✐rt❤✳ ❚❤❡ ❣✐rt❤ ♦❢ ❛♥ ▲❉P❈ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡♣s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣s ✐♥ t❤❡ ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡

s❤♦✉❧❞ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ▲❉P❈ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✉♣

❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ s❤♦rt ❝②❝❧❡

✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ▲❉P❈ ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳ ❣✐rt❤ ❡q✉❛❧s ✹✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ H ❛r❡ ♦r❞❡r✲q ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞ ✭●❋✭q > 2✮✮ s②♠❜♦❧s✱ t❤❡♥ ✇❡

♦❜t❛✐♥ ❛ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡✳ ❆❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ♠❛tr✐① ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✐♥ ●❋✭q✮✳ ❚❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❊❞❣❡ ●r♦✇t❤ ❬✸✻❪ ♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ❈②❝❧✐❝ ❛♥❞ ◗✉❛s✐

❈②❝❧✐❝ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❬✸✼❪✳

✶✳✶✳✷✳✷ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡r

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ●❋✭q✮ s②♠❜♦❧s

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❝♦❞❡s ✉s✐♥❣ s②♠❜♦❧s ❢r♦♠ ❛♥② ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞ ●❋✭q✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②♠❜♦❧s

❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✜❡❧❞ ●❋✭✷✮ ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ●❋✭2m✮ ❛r❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❞❛t❛

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②

❝♦❞❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❢♦r♠✳ ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ●❋✭2m✮

s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✜❡❧❞ ❛❧❣❡❜r❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❬✸✽✱ ❈❤❛♣t❡r ✷❪✳

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡

❜✐♥❛r② ✜❡❧❞ ●❋✭✷✮✳ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f(X) ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ ❜✐♥❛r② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fi ✐s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

f(X) = f0 + f1X + f2X2 + ⋅ ⋅ ⋅ + fnXn ✭✶✳✶✺✮

✇❤❡r❡ fi ✐s ✵ ♦r ✶ ❢♦r 0 ≤ i ≤ n✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② m✱ ✐s

t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦✇❡r ♦❢ X ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 2n ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

♦✈❡r ●❋✭✷✮ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ m = n✳

❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(X) ♦✈❡r ●❋✭✷✮ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ m ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦✈❡r ●❋✭✷✮ ✐❢ p(X) ✐s
♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r ●❋✭✷✮ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ m ❜✉t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✶✹

❆♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(X) ♦❢ ❞❡❣r❡❡ m ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐❢ t❤❡

s♠❛❧❧❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r n ❢♦r ✇❤✐❝❤ p(X) ❞✐✈✐❞❡s Xn + 1 ✐s n = 2m − 1✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

p(X) =X4 +X + 1 ❞✐✈✐❞❡s X15 + 1 ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ ❛♥② Xn + 1 s✉❝❤ t❤❛t 1 ≤ n < 15✳
▲✐st ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✽✱ ♣♣✳ ✹✼❪✳

❚❤❡ ●❋(2m) s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ m ♦✈❡r

●❋✭✷✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ●❋(24 = 16) s②♠❜♦❧s ✇✐t❤

❞❡❣r❡❡ m = 4 ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(X) = 1+X +X4✳ ❙❡t p(x) = 1+x+x4✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

x4 = 1 + x✳ ❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐♥ ●❋✭24✮✿

α0 = x−Inf = 0, α1 = x0 = 1, α2 = x1 = x,α3 = x2, α4 = x3, α5 = x4 = 1 + x✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡

❜② ✵ t❤❡ s②♠❜♦❧ α0 ✐♥ ●❋✭q✮✳ ❋r♦♠ x5 ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ t❤❡ ❜❛❝❦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

α6 = x5 = x(1 + x) = x + x2

α7 = x6 = x(x5) = x(x + x2) = x2 + x3

. . .

❲❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ●❋✭✶✻✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠

♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(X) = 1 +X +X4✳

◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣

■♥ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ●❛✉ss✲❏♦r❞❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❤♦✇s ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞

t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ H✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛s

❢♦❧❧♦✇s ❬✸✾❪✳

❚❤❡ ♠❛tr✐① H ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s H = [A B]✱ ✇✐t❤ A ❛♥ M ×M ♠❛tr✐① ❛♥❞ B ❛♥ M ×K
♠❛tr✐①✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❢♦r♠✱ ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞ v ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s v = [r i]✱ ✇✐t❤ r t❤❡

r❡❞✉♥❞❛♥t s②♠❜♦❧ ♣❛rt ❛♥❞ i t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ♣❛rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t

✈❡❝t♦r r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜②

HvT = 0,

⇔ [A B].[r i]T = 0,
⇔ r =A−1Bi,

✭✶✳✶✻✮

✇❤❡r❡ A−1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ♠❛tr✐① A✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s

♥♦t ❛❧✇❛②s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

P ♦❢ s✐③❡ N ×N s✉❝❤ t❤❛t

Ȟ =HP = [Ǎ B̌]. ✭✶✳✶✼✮



✶✺ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

▼❛tr✐① Ǎ ✐s ♥♦✇ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡❝t♦r v̌ = [ř i] ✇✐t❤ ř = Ǎ−1B̌i✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐s ❜❛❝❦✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡

♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ✐s r❡❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐①✱ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛rt r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

st❡♣ ❜② st❡♣ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❜❛❝❦✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

✶✳✶✳✷✳✸ ▲♦❣✲❇P s♦❢t✲❞❡❝♦❞❡r

❱❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❇P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❬✸✹❪ ❛♥❞ ❬✸✺❪✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ♦✈❡r ❧♦❣✲❞♦♠❛✐♥✱

✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▲♦❣✲❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ▲♦❣✲❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ▲♦❣✲❇P ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭▲▲❘✮ ✐♥ ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞✳ ▲▲❘ ♦❢ ❛

●❋ s②♠❜♦❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ▲▲❘ ✈❡❝t♦r ✭▲▲❘❱✮ ❛s t❤❡ ▲▲❘ ♦❢

❛ ●❋ s②♠❜♦❧✳ ▲▲❘❱ ♦❢ ❛ ●❋ s②♠❜♦❧ ❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ v0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

L(v0) = [L(v0 = α1) . . . L(v0 = αq−1)]T , ✭✶✳✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡❛❞

L(v = αi) = ln P (v = αi)
P (v = α0) , ✭✶✳✶✾✮

✇✐t❤ P (v = αi) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t v t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ αi ∈ GF (q)✳ ❇♦①✲♣❧✉s ♦♣❡r❛t♦r
✭⊞✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▲▲❘❱ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡✮ t❤❡ ▲▲❘❱

♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣

L1 ❛♥❞ L2 t❤❡ ▲▲❘❱s ♦❢ v1 ❛♥❞ v2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ {A1,A2} ∈ GF (q) t✇♦ ●❋ s②♠❜♦❧s✱

t❤❡ ❜♦①✲♣❧✉s ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

L(A1v1 +A2v2) = ⊞(L1,L2,A1,A2). ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡ ▲▲❘❱ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ❜♦①✲♣❧✉s ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ▲♦❣✲❇P ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐♥ ❬✹✵❪ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❢♦✉r ♠❛✐♥

st❡♣s✳

❙t❡♣ ✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✶✻

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Lch(vi) t❤❡ ▲▲❘❱ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ vi r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ni ❛♥❞ Mj t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

♥♦❞❡ vi ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡ cj r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮✳ ❲✐t❤ 1 ≤ i ≤ ∣Ni∣ ❛♥❞ 1 ≤ j ≤ ∣Mj ∣✱ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ vi s❡♥❞s t♦ ❛ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡ cj ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

V
(0)
ij = Lch(vi),

C
(0)
ji = 0, ∀j.

✭✶✳✷✶✮

❙t❡♣ ✷✿ ❚❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣

❆t t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘❱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ❛s

Lpost(vi) = Lch(vi) + ∑
j
′∈ Ni

C
(l)
j′i . ✭✶✳✷✷✮

❋r♦♠ Lpost(vi)✱ t❤❡ ❤❛r❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡✳ ❲✐t❤

k ∈ {1, . . . , q − 1} t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲▲❘❱✱ ✇❡ ✜♥❞ kmax = argmax
k

(Lpost(vi)k)✱ t❤❡♥✱
vi = α0 ✐❢ Lpost(vi)kmax

< 0✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ vi = αk✳ ❆❢t❡r ❤❛r❞ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②

❝♦❞❡✇♦r❞ ṽ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s②♥❞r♦♠❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

s =HṽT . ✭✶✳✷✸✮

■❢ s = 0✱ ṽ ✐s ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛t t❤✐s st❡♣✳

❙t❡♣ ✸✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ st❡♣

❚❤✐s st❡♣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s t♦ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ V(l)ij
❢r♦♠ vi t♦ cj ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ l r❡❛❞s

V
(l)
ij = Lch(vi) + ∑

j
′∈ Ni∖j

C
(l−1)
j
′
i
. ✭✶✳✷✹✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ st❡♣ ✸✳

❙t❡♣ ✹✿ ❱❡rt✐❝❛❧ st❡♣

❚❤✐s st❡♣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡s t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ◆❇✲▲❉P❈

❝♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡ cj s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ●❋ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts



✶✼ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

���௝
���

�௝
.

.

.

.

.

.

�1�ሺ�−1ሻ
�௝�ሺ�−1ሻ
����ሺ�−1ሻ

��௝ሺ�ሻ
�௖ℎሺ��ሻ

��

�1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✳

✐♥ H t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t♦ ✐t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡ cj

s❡♥❞s t♦ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ vj ✐s ❛ ▲▲❘❱✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝❤❡❝❦ s✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ ❤❛✈❡

C
(l)
ji = L(hjivi + ∑

i
′≠ i

hji′vi′ = 0),

= L(vi = h−1ji ∑
i
′≠ i

hji′vi′ ).
✭✶✳✷✺✮

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ●❋ ❜♦①✲♣❧✉s ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ✭✶✳✷✵✮✱ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❬✹✵❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

σji = ∑
i
′≤ i

hji′vi′ ,

ρji = ∑
i
′≥ i

hji′vi′ .

✭✶✳✷✻✮

❚❤❡♥✱

L (σji) = L (σj(i−1) + hjivi) ,
= ⊞(L(σj(i−1)),L(vi),1, hji) .

L (ρji) = L (ρj(i+1) + hjivi) ,
= ⊞(L(ρj(i+1)),L(vi),1, hji) ,

✭✶✳✷✼✮

✇❤❡r❡ L(vi) ✐s V(l−1)ij ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ s♣❧✐tMj ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✐♥t♦ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r

♣❛rts ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ L(σji) ❛♥❞ L(ρji) ❛s ✐♥ ✭✶✳✷✼✮ ✇✐t❤ i ∈ {1, . . . , dv}✳ ❚❤❡



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✶✽

.

.

.

.

.

.

�1௝ሺ�−1ሻ, ℎ௝1
��௝ሺ�−1ሻ, ℎ௝�

���௝ሺ�−1ሻ, ℎ௝��

�௝�ሺ�ሻ

ℳ௝

�1
��
���

���௝

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡s✳

♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡ cj t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ vi ✐s ✜♥❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

C
(l)
ji = L (h−1ji σj(i−1) + h−1ji ρj(i+1)) ,
= ⊞(L (σj(i−1)) ,L (ρj(i+1)) , h−1ji , h−1ji ) .

✭✶✳✷✽✮

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ r✉♥ ✉♥t✐❧ ✐t ♠❡❡ts t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t st❡♣ ✷ ♦r ✉♥t✐❧ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ ♠♦st t✐♠❡

❝♦♥s✉♠✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ▲♦❣✲❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ st❡♣ ✭st❡♣ ✹✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ st❡♣✱

♥❛♠❡❧② ▲♦❣✲❇P✲❋❋❚ ❬✹✶❪ ✭❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮✲❜❛s❡❞✮ ❛♥❞ ❊▼❙ ❬✹✷❪✭❡①t❡♥❞❡❞

♠✐♥✲s✉♠✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦✈❡r ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❋✱ ❡✳❣✳

q = 64,128, . . . ✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧♦✇ t♦ ♠♦❞❡r❛t❡ ♦r❞❡r ♦❢ ●❋ ✭❡✳❣✳ q = 16 ❛s

✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ▲♦❣✲❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❝✲

❝❡♣t❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❧❛r❣❡✲❣✐rt❤ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

▲♦❣✲❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ st✉❞② ❛❜♦✉t ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

✶✳✷ ■t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❢♦r ▼■▼❖ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢

❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣❡❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡



✶✾ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝❡✐✈❡r ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛s②♠♣✲

t♦t✐❝❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼▲ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡

▼■▼❖ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❛♥❞ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛t❡r ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳

✶✳✷✳✶ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

Receiving 

Block

�Transmitting 

Block

�
1

ʹ
��

1
ʹ
��

… …

�� ��

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ nT tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ nR r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s

▼■▼❖ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t♦ t❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞❛t❛ r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❛t❛ tr❛✣❝ t❤❛t r❛❞✐♦✲❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❝❡

✉♣✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✸● ❛♥❞ ✹● ✇✐r❡❧❡ss s②st❡♠s ❬✶✵❪✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛s ♥♦t ♦♥❧② ♦✛❡rs t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛♥❞

❞✐✈❡rs✐t② ❣❛✐♥s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❧✐♥❦ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ r❡❝❡✐✈❡r s②st❡♠s ❬✶✶❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡

♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ▼■▼❖ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

st❛♥❞❛r❞s s✉❝❤ ❛s ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶❛❝✴♥ ✭❲✐❋✐✮✱ ✸●PP ▲❚❊ ✫ ▲❚❊✲❆ ✭✹● ✫ ✹✳✺●✮ ❛♥❞ t❤❡

✉♣❝♦♠✐♥❣ ✺●✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ nT tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ nR r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ▼■▼❖ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞

s✐❣♥❛❧ ❛t ❛♥t❡♥♥❛ j r❡❛❞s

yj =
nT

∑
i=1hj,isi + nj , ✭✶✳✷✾✮

✇❤❡r❡ hj,i ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛ i t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡

❛♥t❡♥♥❛ j✱ si ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s♠✐t s✐❣♥❛❧ ❛t ❛♥t❡♥♥❛ i✱ ❛♥❞ nj ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✷✵

r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛ j✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r y r❡❛❞s

y =Hs + n, ✭✶✳✸✵✮

✇❤❡r❡ y = [y1, y2, ..., ynR
]T ✱ ❛♥❞ s = [s1, s2, ..., snT

]T ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r✱ H

✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① H✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts

nR×nT ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ nT tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥❞ nR r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜②

H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h1,1 ⋯ h1,nT

⋮ ⋱ ⋮
hnR,1 ⋯ hnR,nT

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. ✭✶✳✸✶✮

❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭❆❲●◆✮ ❛♥❞ ✐ts

❡❧❡♠❡♥ts nj ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝✐r❝✉❧❛r❧②✲s②♠♠❡tr✐❝

●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✳✷✳✷ ❚✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹✸❪✳ ▲❛t❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ▼■▼❖ s②st❡♠s

❬✹✹❪✱ ✐t s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡

▼■▼❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t✉r❜♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✹✺❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛

▼■▼❖ s②♠❜♦❧ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ❛♥❞ ❛ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t ❞❡❝♦❞✐♥❣ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ s❤♦✇s t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞

❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✶✳✸✵✮✳ L1
❆, L

1
P ❛♥❞ L1

❊

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s

✭▲▲❘s✮ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ L2
❆, L

2
P ❛♥❞ L2

❊✳

❋r♦♠ ✭✶✳✸✵✮✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ E[nn❸] = σ2nInR
❛♥❞ E[ss❸] = σ2sInT

❛♥❞ ❧❡t InR
❜❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ nR✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t QnT ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

r✉❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

(αk1 , . . . , αkq)αk
ℓ
∈{0,1} → sk ∈ QnT ,



✷✶ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

MIMO Symbol 

Soft Demapper

(SD)

Soft 

Decoder
Decoded 

bits

�P1

��−1 : Interleaver

: De-interleaver

 � �−1 +
-

+

�+
+
-

�
�Pଶ

�E1

�Eଶ

�Aଶ

�A1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

✇❤❡r❡ q = log2(∣QnT ∣)✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞

✈❡❝t♦r y ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(y∣s = sk) = 1(πσ2n)nR
exp(−∥y −Hsk∥2

σ2n
) . ✭✶✳✸✷✮

●✐✈❡♥ y✱ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ i ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

L✶
P (i) = ln P (αi = 1∣y)P (αi = 0∣y) , ✭✶✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♥♦♠✐♥❛t♦r ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

P (αi = ε∣y) = ∑
sk∈QnT

P (αi = ε, s = sk∣y) ,
= ∑

sk∈QnT ∣αi=ε
P (s = sk∣y) , ε ∈ {0,1}. ✭✶✳✸✹✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✶✳✸✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

L✶
P (i) = ln ∑sk∈QnT ∣αi=1 p (y∣s = sk)P (s = sk)

∑sk∈QnT ∣αi=0 p (y∣s = sk)P (s = sk) . ✭✶✳✸✺✮

❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ ✭✶✳✸✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✸✺✮

L✶
P (i) = ln

∑
sk∈QnT ∣αi=1

exp (− ∥y−Hsk∥2
σ2
n
)P (s = sk)

∑
sk∈QnT ∣αi=0

exp (− ∥y−Hsk∥2
σ2
n
)P (s = sk) . ✭✶✳✸✻✮



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✷✷

❆t ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s❡t t♦ P (s = sk) = 1∣QnT ∣ ✭❡q✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✳
❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ L✶❆ ✭✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞

L✷❊✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮ ❜②

P (s = sk∣L✶❆) = q∏
i=1P

(αi = αki ∣L✶❆) , ✭✶✳✸✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐t ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

P (αi = ε∣L✶❆) = exp ((2ε − 1)L✶A(i)
2
)

exp (L✶A(i)
2
) + exp ( − L✶

A
(i)
2
) , ε ∈ {0,1}. ✭✶✳✸✽✮

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r L✶P (i) ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠

❛s ❢♦❧❧♦✇s

L1
P (i) = ∗

max
sk∈QnT ∣αi=1

⎛⎝−∥y −Hsk∥2
σ2n

+ q

∑
j=1(2αkj − 1)

L1
A(j)
2

⎞⎠
− ∗

max
sk∈QnT ∣αi=0

⎛⎝−∥y −Hsk∥2
σ2n

+ q

∑
j=1(2αkj − 1)

L1
E(j)
2

⎞⎠ .
✭✶✳✸✾✮

✶✳✷✳✸ ❚✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❚✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹✻❪ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥

❬✹✼✱ ✹✽❪✱ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧

✇✐t❤ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❆ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r

❛♥❞ ❛ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s②♠❜♦❧✲t♦✲

❜✐♥❛r② ✭❙❇❈✮ ❛♥❞ ❜✐♥❛r②✲t♦✲s②♠❜♦❧ ❝♦♥✈❡rt❡rs ✭❇❙❈✮✳ ■♥ ♠♦❞❡r♥ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡

✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦t ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r ✭▼▼❙❊ ■❈✮ ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r✱

❜✉t ❛❧s♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧✲t♦✲❜✐♥❛r② ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❜✐t✲

✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛t

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✱ ✇❤❡r❡ L1
❆, L

1
P ❛♥❞ L1

❊ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r

t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s ✭▲▲❘s✮ ♦❢ t❤❡ ❙❇❈✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ L2
❆, L

2
P ❛♥❞ L2

❊✳

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✉r❜♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉♥❞❡r ❛♥ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣♦♦❞ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✹✾✕✺✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❛♥❦s

t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✉❜str❡❛♠s



✷✸ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

Interference 

Canceller (IC)
Soft Decoder

Symbol to Binary 

Converter (SBC)

Decoded 

bits

ࢠ
�

��ଶ  ���−1 : Interleaver

: De-interleaver

 �
�−1

+

-

+
-

+

Binary to Symbol 

Converter (BSC)
�+

��ଶ

��ଶ
��1

��1 ��1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❚✉r❜♦ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❛♥❞ ❞❡♠❛♣♣❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▼❆P ❞❡t❡❝t✐♦♥

✭❙❇❈ ❜❧♦❝❦✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜str❡❛♠✱ ✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✶✳✷✳✸✳✶ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✜❧t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② W ❛♥❞ Q✳ ❆t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❛♥❝❡❧❧❡r✱ t❤❡

❞❡t❡❝t❡❞ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② z✱ r❡❛❞s

z =Wy −Qs̃, ✭✶✳✹✵✮

✇❤❡r❡ s̃ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r s ✭❇❙❈ ♦✉t♣✉t✮ ❛♥❞ W

✭nT × nR✮✱ Q ✭nT × nT ✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼▼❙❊ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜②

Λ■❈✱✐♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘ ✐♥♣✉t ♦❢ ❇❙❈ ❛♥❞ ❜② ω■❈✱✐♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘ ✐♥♣✉t ♦❢ ❙❇❈✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ E[s̃] = E[s] = 0 ✭③❡r♦ ♠❡❛♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ E[s̃s❸] = E[s̃s̃❸] = σ2s̃ × InT
✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ǫ = E[∥z − s∥2] = E [Tr{(z − s)(z − s)❸}]✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ǫ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t Qii = 0 ∀i✳ ❚❤❡

❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♠❛tr✐① Q ❛r❡ ③❡r♦s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ s②♠❜♦❧ zi ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧ s̃i ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
min
W,Q

E[∥z − s∥2],
s✉❜❥❡❝t t♦ Qii = 0 ∀i. ✭✶✳✹✶✮



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✷✹

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ B = (σ2s − σ2s̃)HH❸ + σ2nInR
✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ t❤❡ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s

Wk,∶ = σ2sH❸∶,k(B + σ2s̃H∶,kH❸∶,k)−1, ✭✶✳✹✷✮

❛♥❞

Qk,∶ =Wk,∶H −Wk,∶H∶,kek, ✭✶✳✹✸✮

✇❤❡r❡ ek ✐s t❤❡ kth r♦✇ ♦❢ InT
✱ H∶,k ❛♥❞ Hk,∶ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ kt❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ kt❤

r♦✇ ♦❢ H✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ (B+σ2s̃H∶,kH❸∶,k)−1 =C✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ Wk,∶ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲♦♦❞❜✉r②✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

C =B−1 − σ2s̃B−1H∶,kH❸∶,kB−1
1 + σ2s̃H❸∶,kB−1H∶,k

. ✭✶✳✹✹✮

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

0 <Wk,∶H∶,k =
σ2sH

❸∶,kB−1H∶,k
1 + σ2s̃H❸∶,kB−1H∶,k

= µk < 1. ✭✶✳✹✺✮

❋r♦♠ ✭✶✳✹✵✮ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

z =WHs −Qs̃ +Wn,

=WHs − (WH −µ)s̃ +Wn,

✭✶✳✹✻✮

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ nT × nT ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ µk, k ∈ {1, . . . , nT }✳
❍❡♥❝❡✱

zk = µksk + ∑
m≠k

Wk,∶H∶,m(sm − s̃m) +Wk,∶n
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ξk

.
✭✶✳✹✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ■❈ ♦✉t♣✉t ❛t t❤❡ kt❤ s✉❜str❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

zk = µksk + ξk ❢♦r k ∈ {1, . . . , nT }, ✭✶✳✹✽✮

✇❤❡r❡ ξk ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ sk✱ ❤❛s ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

σ2ξk = σ2sµk(1 − µk)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛t ■❈ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ kt❤ s✉❜str❡❛♠✱



✷✺ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② pk✱ r❡❛❞s

pk =
µ2kσ

2
s

σ2
ξk

= µk

1 − µk , ✭✶✳✹✾✮

✇❤❡r❡✱ ❢r♦♠ ✭✶✳✹✷✮✱✭✶✳✹✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳✹✺✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

1 − µk = 1 + σ2s̃H❸∶,kB−1H∶,k − σ2sH❸∶,kB−1H∶,k
1 + σ2s̃H❸∶,kB−1H∶,k

. ✭✶✳✺✵✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❙◆❘ pk ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

pk =
σ2sH

❸∶,kB−1H∶,k
1 + (σ2s̃ − σ2s)H❸∶,kB−1H∶,k

. ✭✶✳✺✶✮

❆t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡✱ ✐✳❡✳ σ2s = σ2s̃ , s̃ = s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤♦❧❞

zk = µksk +Wk,∶n´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
ξk

,
✭✶✳✺✷✮

Wk,∶ = σ2sH❸∶,k(σ2s̃H∶,kH❸∶,k + σ2nInR
)−1, ✭✶✳✺✸✮

µk =
σ2
s

σ2
n
H

❸∶,kH∶,k
1 + σ2

s

σ2
n
H

❸∶,kH∶,k
, ✭✶✳✺✹✮

❛♥❞

pk =
σ2s
σ2n

H
❸∶,kH∶,k. ✭✶✳✺✺✮

✶✳✷✳✸✳✷ ❙❇❈ ❛♥❞ ❇❙❈ ❝♦♥✈❡rt❡rs

▲❡t Q ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ Q✲❛r② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ r✉❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

(αℓ1, . . . , αℓq)αℓ
i
∈{0,1} → sℓ ∈ Q✱ ✇❤❡r❡ q = log2(Q)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✶✳✹✽✮✱ t❤❡ ▲▲❘s

❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❙❇❈ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✱

✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✶✳✸✾✮✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

L1
P,k(i) = ∗

max
sℓ∈Q∣αi=1

⎛⎝−∣yk − µksℓ∣
2

σ2
ξk

+ q

∑
j=1(2αℓj − 1)

L1
A,k(j)
2

⎞⎠
− ∗

max
sℓ∈Q∣αi=0

⎛⎝−∣yk − µksℓ∣
2

σ2
ξk

+ q

∑
j=1(2αℓj − 1)

L1
A,k(j)
2

⎞⎠ .
✭✶✳✺✻✮



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✷✻

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ s̃k ♦♥ t❤❡ kt❤ str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ■❈ ♦✉t♣✉t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

s̃k = E [sk∣L1
A,k] = ∑

sℓ∈Q
sℓP (sk = sℓ∣L1

A,k),
= ∑
sℓ∈Q

sℓ

q∏
i=1P (αi = αℓi ∣L1

A,k),
✭✶✳✺✼✮

✇❤❡r❡ P (αi = αℓi ∣L1
A,k) ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ L1

A,k✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✲

❧❡❛✈❡❞ L2
E,k✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✶✳✸✽✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❡❝t♦r s̃ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ■❈ ♦✉t♣✉t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✶✳✹✵✮✳

✶✳✸ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙t❡♣❤❛♥ t❡♥ ❇r✐♥❦ ✐♥ ✶✾✾✾ ❬✺✸✱ ✺✹❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡

❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ s②st❡♠ ❛♥❛❧②s❡s ❬✺✺✱ ✺✻❪✱ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rt ✐s

❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s♦❢t✲✐♥✴s♦❢t✲♦✉t ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r

❜② tr❛❝❦✐♥❣ ✐ts ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼■✮ tr❛♥s❢❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❙◆❘ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t✇♦

❡①tr✐♥s✐❝ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳

❊❛❝❤ ❝✉r✈❡ ♣❧♦ts t❤❡ ▼■ ♦❢ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s ✭▲▲❘s✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ▼■ ♦❢

t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘s ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② LP t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❡❞ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

LA✳ ❚❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘ ✭LE✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ LA ❢r♦♠ LP ✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡

♦♥❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❡r✐❛❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥s✱ ✇❤♦s❡ ✐♥♥❡r r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r

❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❋♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞

t❤❡ ▼▼❙❊ ■❈ r❡✈♦❧✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❙❇❈ ❛♥❞ ❇❙❈ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ▲▲❘ ❢r♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧

♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳



✷✼ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❞❡t❡❝t♦r ♦r ❞❡❝♦❞❡r✮✱

✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ IA ✭❡✳❣✳ IA r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❛s❡✮ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t

t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ IE ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ IA✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✸ ♠❛✐♥ st❡♣s✳

❙t❡♣ ✶✿ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ❛ s♦❢t✲✐♥✴s♦❢t✲♦✉t r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ▲▲❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s✱ IA

s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ LA✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt♥❡r ❞❡❝♦❞❡r ❝♦✉❧❞

❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐rst❧②✱

❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ LA ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✺✼❪

❤♦❧❞s E[LA] = σ2A/2✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘s ❛s

LA =
σ2A
2
X +BA, ✭✶✳✺✽✮

✇❤❡r❡ BA ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2A✱ X ∈ {−1,+1} ❛r❡

s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ❛t ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲✐t❤

t❤❡ s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❜✐♥❛r② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

▲▲❘ L✱ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ L ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

I(X,L) = 1 − +∞∫
−∞

pL(τ ∣X = +1) log2[1 + e−τ ] dτ . ✭✶✳✺✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ✭✶✳✺✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss IA ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ σA✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥

❛s J(.) ❢✉♥❝t✐♦♥✳ J(.) r❡❛❞s

IA = J(σA) ≜ 1 − +∞∫
−∞

e
− (τ−σ2

A
/2)2

2σ2

A√
2πσA

log2[1 + e−τ ] dτ . ✭✶✳✻✵✮

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② J−1(.) t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ J(.)✳ ❍❡♥❝❡✱ σA ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠

IA ❜②

σA = J−1(IA). ✭✶✳✻✶✮

❚❤❡ J(.) ❛♥❞ J−1(.) ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

J(σ) ≈ (1 − 2H1σ
2H2)H3

, ✭✶✳✻✷✮



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✷✽

J−1(IA) ≈ (− 1

H1

log2 (1 − I 1

H3

A ))
1

2H2

. ✭✶✳✻✸✮

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳✻✵✮

❛♥❞ ✭✶✳✻✷✮ ❣✐✈❡s H1 = 0.3073✱ H2 = 0.8935✱ ❛♥❞ H3 = 1.1064 ❬✺✽❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜rst❧② ❝♦♠♣✉t❡ σA ❢r♦♠ IA ❜② ✭✶✳✻✶✮ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡ LA ❢r♦♠

σA ❜② ✭✶✳✺✽✮✳

❙t❡♣ ✷✿ ❚❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘s LP ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r

t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐♥ s❡r✐❛❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ LP ✐s ♦♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ LA ❣❡♥❡r❛t❡❞

✐♥ st❡♣ ✶✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ s❡r✐❛❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ LP ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤

t❤❡ LA ❛♥❞ Lch✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t ▲▲❘ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t X ❛t

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

LE = LP −LA. ✭✶✳✻✹✮

❙t❡♣ ✸✿ ❚❤✐s st❡♣ ❛✐♠s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ IE ❢r♦♠ LE ✳ ❉✉❡

t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ▲▲❘ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ♦✉t♣✉t ✐s

✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ●❛✉ss✐❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✭✶✳✺✾✮ ❛s I(X,L) = 1 −
E{log2(1+ e−L)}X=+1✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥

♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rN ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❡✈❡♥ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥

♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

I(X,L) = 1 −E [log2(1 + e−sign(L)∣L∣)]
X=+1 ,

≈ 1 − 1

N

N

∑
n=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(1 − Pen) log2(1 + e−∣L∣´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1/(1−Pen)
) + Pen log2(1 + e∣L∣´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

1/Pen

)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

≈ 1 − 1

N

N

∑
n=1Hb(Pen).

✭✶✳✻✺✮

✇❤❡r❡Hb ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ Pen = P (sign(L) = −1∣X = +1) = 1

1+e∣L∣ ❛♥❞ P (sign(L) =+1∣X = +1) = 1 − Pen ✳ ❚❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ IE ✐s t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✭✶✳✻✺✮✳

❚♦ ♣❧♦t ❛♥ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❢♦r ❛♥② ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❡ ✜rst❧②

❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r ✭t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❞❡t❡❝t♦r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡

▲▲❘ ❢r♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② (I1A, I1E) ❛♥❞ (I2A, I2E) t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐



✷✾ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡

❊❳■❚ ❝❤❛rt ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ I1A ✈❡rs✉s I1E ❛♥❞ I2E ✈❡rs✉s I2A ✐♥ ♦♥❧②

♦♥❡ ✜❣✉r❡✳

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ r❡✈✐❡✇ ❜r✐❡✢② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡

s②st❡♠s ❛♥❞ t♦♦❧s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❘❙❈ ❛♥❞ ◆❇✲

▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❢t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ▼■▼❖ ✐t❡r❛t✐✈❡

r❡❝❡✐✈❡rs ✇❡r❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rt✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤❛♥❦s t♦

t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs

✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆❡①t ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ▼■▼❖

❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡♠❡s ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤✐s P❤❉ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳





❈❤❛♣t❡r ✷

▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✷✳✶ Pr❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠s

■♥ ▼■▼❖ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡

♠❛✐♥ ❣r♦✉♣s✿ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❙▼✮✱ ❞✐✈❡rs✐t② ❝♦❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣✳

❼ ❙♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ s♣❧✐ts ❛ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ nT ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛✲str❡❛♠s

❛♥❞ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛✳ ❙♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❈❙■ ❛t tr❛♥s♠✐tt❡r ✭❈❙■✲❚✮ ❜✉t ❈❙■ ❛t r❡❝❡✐✈❡r ✭❈❙■✲❘✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s

❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ❚① ❛♥❞ ❘① ♥✉♠❜❡rs ❞✉❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬✺✾❪✳

❼ ❉✐✈❡rs✐t② ❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s ❛ st❛t✐❝ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠ ♦♥t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣

s②♠❜♦❧s ❜❡❢♦r❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ❣❛✐♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r

r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s❝❡✐✈❡r s②st❡♠s✳ ❉✐✈❡rs✐t② ❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡

t❤❡ ❈❙■✲❚ ❜✉t ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❈❙■ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❛r❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦❞❡s ✭❙❚❇❈s✮ ❛♥❞ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❡❧❧✐s ❝♦❞❡s

✭❙❚❚❈s✮ ❬✻✵❪✳

❼ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r ❜② ♠✉❧✲

t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❜❡❢♦r❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①

❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❈❙■✲❚ ❛♥❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❬✻✶❪✳

✸✶





✸✸ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r s ❤❛s s✐③❡ b × 1✱ F ✐s t❤❡ nT × b ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ H ✐s t❤❡

nR ×nT ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①✱ G ✐s t❤❡ b×nR ♣♦st❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ nR × 1 ❛❞❞✐t✐✈❡

♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t b ≤ r❛♥❦(H) ≤ min(nT , nR)✱ s♦ nT ❛♥❞ nR ❝❛♥ ❜❡

❧❛r❣❡r t❤❛♥ b✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ E[ss❸] = Ib,E[sn❸] = 0 ❛♥❞ E[nn❸] = Rn, ✇❤❡r❡ Ib ✐s t❤❡

✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ b × b ❛♥❞ Rn ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥ ❛t ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r

❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✇❤✐t❡♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✮ ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞

✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s ❛♥❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✈✐rt✉❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ Fd ❛♥❞ Fv s✉❝❤

t❤❛t F = FvFd✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s Fv ❛♥❞ G ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢

t❤r❡❡ ♠❛tr✐❝❡s ②✐❡❧❞

Fv = F1F2F3 ❛♥❞ G =G1G2G3, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ (Fi,Gi) ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r✳

✷✳✷✳✶ ◆♦✐s❡ ✇❤✐t❡♥✐♥❣

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

Rn = E[nn❸] =QΛQ❸, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ Q ✐s ❛♥ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① ❛♥❞ Λ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s st❡♣ ❛✐♠s t♦ tr❛♥s❢♦r♠

t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ✐♥t♦ ✇❤✐t❡ ❝✐r❝✉❧❛r❧②✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ❣❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❛t ❣♦❛❧✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Rv1 = E[G1nn
❸G1

❸] =
G1QΛQ❸G1

❸ ❜❡❝♦♠❡s σ2ηInR
✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① G1 ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

G1 = σηΛ−1/2Q❸. ✭✷✳✺✮

❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❛t t❤✐s st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Hv1 ✱ r❡❛❞s

Hv1 =G1HF1, ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ F1 ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ nT ✳



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✸✹

✷✳✷✳✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥

❆t t❤✐s st❡♣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❛tr✐① Hv1 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Hv1 =AΣB❸, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B❸ ❛r❡ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ Σ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦ts ♦❢ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Hv1H
❸
v1 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s♦rt❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥♦♥✲♥✉❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Hv1

k = rank(Hv1) ≤min(nT , nR). ✭✷✳✽✮

❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Σ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❧❧ ♦♥❡s✳

Σ =
⎛⎜⎝
Σk 0

0 0

⎞⎟⎠ ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Σk ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① Hv1 ✱ ✇❡ ♠✉st s❡❧❡❝t

F2 =B ❛♥❞ G2❂A❸. ✭✷✳✶✵✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Hv2 ✱ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧

♠❛tr✐① t❤❛t r❡❛❞s

Hv2 =G2Hv1F2 =Σ. ✭✷✳✶✶✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Rv2 ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Rv2 =G2Rv1G
❸
2 = σ2ηG2G

❸
2 = σ2ηInR

, ✭✷✳✶✷✮

s✐♥❝❡ G2 ✐s ❛♥ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡✳

✷✳✷✳✸ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Hv2 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

♦r❞❡r ♦♥ ✐ts ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❞❛t❛✲str❡❛♠s b ✐♥ ❝❛s❡ b ≤ k✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s F3 ❛♥❞ G3 ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞

❜②

F3 =
⎛⎜⎝
Ib

0

⎞⎟⎠ ❛♥❞ G3 = (Ib 0). ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Hv =G3Hv2
F3 =Σb, ✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ Σb r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ b ❧❛r❣❡st s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ Hv2 ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡

♥♦✐s❡ ✐s ❛❧s♦ tr✉♥❝❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s

Rη = σ2ηIb. ✭✷✳✶✺✮





✸✼ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

�1
…

��

Noise

�1
��…

�1
��… ��

�1
��

�� �
�1
��

Channel gainPower allocation

x

x

x

x

+
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……

��

Channel outputModulated 

symbol vector

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳

✷✳✸✳✶ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Fd = diag(f1, . . . , fb) t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

✭♠❛①✲❙◆❘ ♣r❡❝♦❞❡r ❬✷✺❪✮✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭▼▼❙❊ ♣r❡✲

❝♦❞❡r ❬✷✹❪✮✱ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐t✲❡rr♦r✲r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ❬✷✸❪✮✱

❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ❬✷✹❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s P❤❉ ✐s

t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ✭❲❋✮ ♣r❡❝♦❞❡r ❬✾❪ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥t ♠❡r❝✉r②✴✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣

✭▼✴❲❋✮ ♣r❡❝♦❞❡r ❬✷✻✱ ✻✷❪✳

✷✳✸✳✶✳✶ ❲❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r

❚❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠ ✇✐t❤ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s

C =
b

∑
i=1 log2(1 + f2i σ2i ), ✇✐t❤

b

∑
i=1 f

2
i = 1. ✭✷✳✶✼✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

f2i =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ψ❲❋ − 1
σ2

i

✐❢ Ψ❲❋ > 1
σ2

i

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✇✐t❤ i = 1, ..., b ✭✷✳✶✽✮







❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✹✵

✭dmin✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ dmin ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠❛①✲

✐♠✐③❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ❝❛♥

❢♦r❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②

t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳

✷✳✸✳✷✳✶ ●❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞❡r

❋♦r ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs✱ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ Fd ❣✐✈❡s Fd = UFΣFV
❸
F
✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① UF ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

♠❛tr✐① Ib ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ UF = Ib✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜②
r❡✇r✐t✐♥❣ Ψ =ΣF✱ Θ =V❸

F
✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

Fd =ΨΘ. ✭✷✳✷✸✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① Ψ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❧❡ Θ ❝♦♥❝❡r♥s ✐ts❡❧❢

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✶✻✮✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

✐♥♣✉t s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t y ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

I(y, s) = b log2Q − 1

Qb

Qb

∑
m=1E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
log2

Qb

∑
k=1

e−ζm,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ ζm,k = (∥HvFd(sm − sk) + η∥2 − ∥η∥2) /σ2η ❛♥❞ Q ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ Q✲❛r②

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ W = F❸
d
H

❸
vHvFd✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

I(y, s) ✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ W ❛♥❞ Ψ2✳

❲✐t❤ Fd = ΨΘ✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✉♣❞❛t❡s Θ ❛♥❞ Ψ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ✉♣❞❛t✐♥❣ Fd✱

✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✮✳ ❚❤♦✉❣❤ Ψ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❡

❤♦✇❡✈❡r ♠✉st r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♦❢ W t♦ ✉♣❞❛t❡ Θ✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❖P❚

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ xi ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❝❛s❡ Fd = Fr1 ✳

✷✳✸✳✷✳✷ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r

max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❛✐♠s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Fd s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dmin = min
m≠ℓ ∥xm − xℓ∥ ✇❤❡r❡ x = HvFds✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r b = 2 ❞❛t❛ str❡❛♠s

❚❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✇❛s ✜rst❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡

❝❛s❡ b = 2 ❞❛t❛ str❡❛♠s ✇✐t❤ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ b = 2✱ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

Hv ❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
σ1 = ρ cosγ
σ2 = ρ sinγ

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ρ =
√
σ21 + σ22

γ = arctan σ1
σ2

. ✭✷✳✷✺✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❛rt❡s✐❛♥ t♦ ♣♦❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ Hv ❣✐✈❡s

Hv =
⎛⎜⎝
σ1 0

0 σ2

⎞⎟⎠ = ρ
⎛⎜⎝
cosγ 0

0 sinγ

⎞⎟⎠ , ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ρ ❛♥❞ γ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡✳ ❆s σ1 ≥ σ2 > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡
0 < γ ≤ π/4✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ γ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞

γ0 = arctan
√ √

2−1
2
√
2+√6−1 ✭≈ 17,280✮✱ Fd r❡❛❞s

❼ ✐❢ 0 ≤ γ ≤ γ0

Fd = Fr1 =
⎛⎜⎝
√

3+√3
6

√
3−√3

6
ei

π
12

0 0

⎞⎟⎠ , ✭✷✳✷✼✮
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✭❜✮ ❙❡❝♦♥❞ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ xi ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ❝❛s❡
Fd = Focta✳

❼ ✐❢ γ0 < γ ≤ π/4
Fd = Focta =

1√
2

⎛⎜⎝
cosψ 0

0 sinψ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
1 ei

π
4

−1 ei
π
4

⎞⎟⎠ , ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ψ = arctan
√
2−1

tanγ
✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ γ ≤ γ0✱ ✐✳❡✳ Fd = Fr1 ✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r ♦♥❧② s♣r❡❛❞s

♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜rst

s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡r max✲dmin ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡

♦❢ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❜② 15o ✐♥ ❡❛❝❤ q✉❛❞r❛♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ γ > γ0✱ ✐✳❡✳ Fd = Focta✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r s♣r❡❛❞s ♣♦✇❡r ♦♥ ❜♦t❤ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧s✱

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ t❤❛♥❦s t♦

t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧✱ ❡✳❣✳ x3

❛♥❞ x4✱ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ dmin ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ρ ❢♦r Fr1 ❛♥❞ Focta✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ dmin✱ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r

✉s❡s γ0 ❛s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ Fr1 ❛♥❞ Focta✳ ◆♦t❡ t❤❛t γ0 ✐s s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡

r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✉♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ max✲dmin

♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ b = 2 ❞❛t❛ str❡❛♠s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✻✸❪✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r r❡❝❛❧❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
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 = 17.28o

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ dmin ✈❡rs✉s γ✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r b = 3 ❞❛t❛ str❡❛♠s

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ b = 3 ❞❛t❛ str❡❛♠s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✵✱

✻✸❪✳ ❲✐t❤ b = 3✱ Hv ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

Hv = ρ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cosγ1 0 0

0 sinγ1 cosγ2 0

0 0 sinγ1 sinγ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ✭✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ρ✱ γ1 ❛♥❞ γ2 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❣❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s t❤❡

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Hv ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ 0 ≤ γ2 ≤ π/4 ❛♥❞ cosγ2 ≤ cotanγ1✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Fd =ΨBθBϕ´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
Θ

, ✭✷✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Bϕ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 eiϕ2 0

0 0 eiϕ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
✱ Bθ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
c1 s1c2 s1s2

s1c3 −c1c2c3 − eiϕ1s2s3 −c1s2c3 + eiϕ1c2s3

s1s3 −c1c2s3 + eiϕ1s2c3 −c1s2s3 − eiϕ1c2c3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
❛♥❞ Ψ

✐s ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ci = cos θi ❛♥❞ si = sin θi ❢♦r i = 1, ..,3 ✇✐t❤

0 ≤ θi ≤ 90o ❛♥❞ ϕi ≤ 360o✳ ■❢ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ Θ = BθBϕ✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Fd ❜❡❝♦♠❡s

s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✷✳✷✸✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✵✱ ✻✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t

s✇✐t❝❤❡s ❛♠♦♥❣ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡rs✿ Fqc1✱ Fqc2 ❛♥❞ Fqc3✳ ❚❤❡ Fqc1 ♣r❡❝♦❞❡r
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Fqc2 θ1 θ2 θ3 ϕ1 ϕ2 ϕ3

✭❛✮ ✹✹✳✹✾✶✾✼ ✸✵✳✺✾✸✻✻ ✸✾✳✻✺✸✶✻ ✵ ✶✻✶✳✺✻✺✵✺ ✵
✭❜✮ ✸✷✳✸✹✸✷✷ ✸✼✳✽✺✶✻✹ ✺✻✳✼✶✷✼✵ ✶✽✵ ✵ ✹✺
✭❝✮ ✻✷✳✺✷✷✸✾ ✷✷✳✺✾✻✵✻ ✻✻✳✾✼✷✸✻ ✽✺✳✸✶✽✸✹ ✷✶✳✺✷✻✻✾ ✶✶✽✳✶✺✹✾✻
✭❞✮ ✸✼✳✹✷✾✷✹ ✷✷✳✺ ✸✽✳✹✺✸✷✹ ✶✽✵ ✾✵ ✶✸✺
Fqc3 θ1 θ2 θ3 ϕ1 ϕ2 ϕ3

✭❛✮ ✹✷✳✸✸✸✸✾ ✹✺ ✺✵✳✻✸✺✺✸ ✾✵ ✶✺✺✳✷✺✾✷✷ ✷✹✳✼✹✵✼✼
✭❜✮ ✺✷✳✽✻✹✸✾ ✹✵✳✼✼✺✼✻ ✺✸✳✸✷✶✶✷ ✶✶✺✳✷✼✽✾✷ ✶✹✺✳✹✸✼✸✹ ✼✷✳✼✶✽✻✼
✭❝✮ ✺✷✳✵✶✽✶✷ ✹✺ ✾✵ ✵ ✹✺ ✶✸✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs Fqc2 ❛♥❞ Fqc3 ❬✷✵❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❘❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✵❪✳

s♣r❡❛❞s ♣♦✇❡r ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✜rst ✭str♦♥❣❡st✮ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Fqc1 r❡❛❞s (θ1 = arctan
√
5(√3+1)√

2
, θ2 = arctan 1

2
, θ3 = 0)✱ ❛♥❞

(ϕ1 = 0, ϕ2 = ϕ3 = 15o)✳ ❚❤❡ Fqc2 ♣r❡❝♦❞❡r s♣r❡❛❞s ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst ✭t✇♦ str♦♥❣❡st✮

s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❤❛s ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ (θi, ϕi)
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ Fqc3 ♣r❡❝♦❞❡r s♣r❡❛❞s ♣♦✇❡r ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s

❛♥❞ ❤❛s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ (θi, ϕi) ❣✐✈❡♥ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✵✱ ✻✸❪✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (γ1, γ2)✳
❚❤✉s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ γ1 ❛♥❞ γ2✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ b = 3 ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳

●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✐ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠s b✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✶❪



✹✺ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t

❝❛♥ ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣♦❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ dmin ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s

♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✶❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ Θ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧

t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ♠❛tr✐①✱ dmin ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡✳

●✐✈❡♥ t❤❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❉❋❚ ♠❛tr✐① Θ✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Ψ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ s♦ ❛s

t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ dmin✳

✷✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝♦❞❡rs

❲❡ ♠♦st❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ b = 2 ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r❡❝♦❞❡r

❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛s❡ b = 2 ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❋❊❈

❡♥❝♦❞❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r b✱ t❤❡ ❧♦✇❡r

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡rs ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ b > 2 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ b > 2 ❢♦r ♦✉r ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥

❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ✜❧❧✐♥❣✱ ♠❡r❝✉r②✴✇❛t❡r ✜❧❧✐♥❣✱

●❖P❚ ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs ✐♥ ❝❛s❡ b = 2✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs
❛r❡ ❧❡ss s✉✐t❛❜❧❡ t❤❛♥ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉t❡r

❋❊❈ ❝♦❞❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs✱ ✇❤♦s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥

❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ♦❢

❈❤❛♣t❡r ✶✱ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t y ❢r♦♠ ✭✷✳✶✻✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ b = 2 ❞❛t❛

str❡❛♠s ❛♥❞ ♣✐❝❦ ❛ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ γ = 30o t♦ ♣❧♦t t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

r❡❝❡✐✈❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✱ t❤❡

s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ✐♥ ❝❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞❡rs

❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ✭♦r✱ ✐♥ s❤♦rt✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞❡rs✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❙◆❘s ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ♠✉t✉❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② I1A ❛♥❞ I1E ✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r

s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ I2A ❛♥❞ I2E ✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛t t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✹✻
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BCJR decoder of RSC code
Water filling
Mercury/water filling
max-d

min

GOPT

crossing points

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❢♦r t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❙◆❘ ❂ ✽ ❞❇✱ γ = 30o ❛♥❞ (13,15)octal
❘❙❈ ❝♦❞❡✳

♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t✱

t❤❡ ❜❡tt❡r s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✱ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❝✉r②✴✇❛t❡r✲

✜❧❧✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡rs r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

❞✐✈❡rs✐t② ❛tt❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❝♦❞❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②✳

■♥ ❝♦♥str❛st✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs ❡♥❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐✈❡rs✐t②

t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱

❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✭♦♥❧②✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡

❛r❡❛ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r❝❡ t❤❡

❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✭❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③✲

✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ✉s❡❞ r❡❣✉❧❛r❧② ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s

t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳



✹✼ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ▲❚❊ ❛♥❞ ▲❚❊✲❆ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❢✉❧❧ ❈❙■ ❛t

❜♦t❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ▼■▼❖

s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst❧② r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❡❧♣s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥② ▼■▼❖ s②st❡♠ ✐♥t♦

❛ s✐♠♣❧❡r str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡s✐r❡❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s b✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡✈❡r❛❧ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞

♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs t❤❛t ❛✐♠ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rt t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥

♦✉t❡r ❋❊❈ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧ ❞✐✈❡rs✐t② ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛s

t❤❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡r ❞♦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲

❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ✭●❖P❚✮ ♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡ ✭max✲dmin✮ t❤❡

❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ◆❡①t ❝❤❛♣t❡r

✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊❈ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣ t✉r❜♦

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚✇♦ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧

♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ Q✲❛r② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ▼■▼❖

❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞

❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳





❈❤❛♣t❡r ✸

❏♦✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■▼❖

Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦r

❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡rs✿

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❏♦✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■▼❖ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ❚✉r❜♦

❉❡t❡❝t✐♦♥✧✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❡♥❞✲

✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❖♣t✐♠✐③❡❞ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t✉r❜♦ ❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ ♦❢

✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥✧✳ ■♥ t❤❡ ✷✵✶✺ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❈♦♥✲

❢❡r❡♥❝❡ ✭❊❯❙■P❈❖✮✱ ♣❛❣❡s ✾✵✾ ✲ ✾✶✸✱ ✷✵✶✺✳

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❖♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛①❞♠✐♥ ♣r❡❝♦❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

✇❡✐❣❤t✲♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✧✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠

♦♥ ❚✉r❜♦ ❈♦❞❡s ❛♥❞ ■t❡r❛t✐✈❡ ❘❡❝❡✐✈❡rs ✭■❙❚❈✮✱ ✷✵✶✻✳

✹✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✺✵

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❛r②

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛t ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❖✉r ♠❛✐♥

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s Fℓ1

♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧

♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❜✐♥❛r② t♦ Q✲❛r② s②♠❜♦❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② Q✲❛r②

s②♠❜♦❧ t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ❛r❡ ✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r t♦ r❡♣❧❛❝❡

t❤❡ ✉s✉❛❧ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤✐s ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t

♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣② ❛t t❤❡ ♠❛♣♣❡r✳

❆s ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r

♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✳ ❚❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥♦✈❡❧

♣r❡❝♦❞❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s②s✲

t❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❛ ♥❡✇

♣r❡❝♦❞❡r ✭Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r✮ ❢♦r t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣r♦✲

♣♦s❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ❢✉❧❧

❈❙■ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ●r❛②✲▼ ♠❛♣✲

♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱

❛♥♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡r ✭EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲

♠❛♣♣✐♥❣✱ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❊rr♦r✲r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞

▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼■▼❖ s②st❡♠ ✇✐t❤ nR r❡❝❡✐✈❡✱ nT tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ b ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞❛t❛ str❡❛♠s t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❢✉❧❧✲❈❙■ ❛t ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆ ❜✐♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡✲s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ✭❘❙❈✮ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t❡r

❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜✐ts✳ ❚❤❡ ❋❊❈ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞

❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❋❊❈✲❡♥❝♦❞❡❞ ❜✐♥❛r②

s❡q✉❡♥❝❡ c̄ ✐s ❣r♦✉♣❡❞ ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Q✲❛r② q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭◗❆▼✮ s②♠❜♦❧ s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ b ♣❛r❛❧❧❡❧ str❡❛♠s✱ ✐✳❡✳ ❡✈❡r②

b s②♠❜♦❧s ♦❢ s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦s❡❞ t♦ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ s ♦❢ s✐③❡ b×1✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r
s ✐s t❤❡♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛tr✐① F ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆t

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ✐s

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✻✮✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t y ❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

r❡❛❞s y =HvFds + η✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ b = 2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✹●✮ ❝❡❧❧✉❧❛r

♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ r❡q✉✐r❡s

b ≤ r❛♥❦(H) ≤min(nT , nR)✱ s♦ nT ❛♥❞ nR ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ b✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ b = 2✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 2×2
▼■▼❖ s②st❡♠s✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Fd ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Fd =UFd
ΣFd

V
❸
Fd
.
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▲❡t ✉s r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ΣFd
✐♥ ❛ ♣♦❧❛r ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ΣFd
=
⎛⎜⎝
cosψ 0

0 sinψ

⎞⎟⎠ .

❚❤✐s ♣♦❧❛r ❢♦r♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ∥Fd∥2F = 1✳ ❲✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ψ✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞

t❤❛t t❤❡ ❜❡st s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ UFd
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ HvFd ✐s UFd

= Ib ❬✶✻❪✳
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ 2 × 2 ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① V

❸
Fd

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

V
❸
Fd
=D
⎛⎜⎝
cos θ sin θeiφ

− sin θ cos θeiφ

⎞⎟⎠ ,

✇❤❡r❡D ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① ❬✷✷❪✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s s❡❧❡❝tD = I2✳
❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Fd ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Fd =
⎛⎜⎝
cosψ 0

0 sinψ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
1 0

0 eiφ

⎞⎟⎠ , ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ ψ (0o ≤ ψ ≤ 90o) ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s✱ θ

(0o ≤ θ ≤ 90o) ❛♥❞ φ (0o ≤ φ ≤ 90o) ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠✐① ❛♥❞ r♦t❛t❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s

♦♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥✲s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s✳

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❝❤❡♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ✇❤❡r❡ L1
A, L

1
P ❛♥❞ L1

E r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞

❢♦r t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s ✭▲▲❘s✮ ♦❢ t❤❡ s♦❢t

❞❡♠❛♣♣❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❇❈❏❘ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ L2
A, L

2
P ❛♥❞ L2

E ✳

✸✳✷✳✷ ❙◆❘ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❲✐t❤ b = 2✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❛rt❡s✐❛♥ t♦ ♣♦❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ Hv ❣✐✈❡s

Hv =
⎛⎜⎝
σ1 0

0 σ2

⎞⎟⎠ = ρ
⎛⎜⎝
cosγ 0

0 sinγ

⎞⎟⎠ , ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ρ ❛♥❞ γ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡✳ ❆s σ1 ≥ σ2 > 0✱

0 < γ ≤ 45o✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② r❛♥❞♦♠ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡

♣❛✐r (ρ, γ) t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞



✺✸ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❙◆❘ ❛s

❙◆❘ = σ2
s

σ2
η
∥H∥2F = σ2

s

σ2
η
ρ2. ✭✸✳✸✮

❚❤✐s ❙◆❘ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ❙◆❘✱ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♦♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❛♥❣❧❡ γ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ H =
[2 1; 1 1]✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✷✷✱ ✻✹❪✱ ❤❛s γ = arctan σ2

σ1
≃ 8.3o✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② ❝❤❛♥♥❡❧s ❜② ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ H = [2 1; 1 1] ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦

❛s ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❈❤❛♥♥❡❧ ❇ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ γ = 30o✳

✸✳✸ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●r❛②✲▼♠❛♣♣✐♥❣ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶

✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞ c̄ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦

▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❛❧✲t♦✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ℓ1 t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐♥❛r② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✲

♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ℓ1 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳

❲❡ ✜rst❧② s❤♦✇ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ℓ1 r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❇❊❘✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡

♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s Fℓ1✮ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ℓ1 ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡

b = 2✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✸✳✸✳✶ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t

❈❙■

Equivalent encoder & mapper

Inner

Mapper

 �  �FEC

encoder

� � �
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ♠❛♣♣❡r ❜❧♦❝❦✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s❡r✐❛❧✲t♦✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r ✭✐♥♥❡r ♠❛♣♣❡r✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r

❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❛♥❞ t❤✐s ✐♥♥❡r ♠❛♣♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ♠❛♣♣❡r ❜❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❡✈❡r② ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t w ✐♥♣✉t ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡

a ♦❢ ❧❡♥❣t❤ W ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s s̄ ♦❢ s✐③❡ b×U ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✺✹

❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② B =HvFd t❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ b×b✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡✱

❞❡♥♦t❡❞ ❜② ȳ✱ r❡❛❞s

ȳ =HvFd²
B

s̄ + η̄, ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ η̄ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ b×U ✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ η̄ ❛r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ηi,j ∼ CN(0, σ2η)✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t B ✐s ❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐t✲

t❡r✱ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s s̄ ❛♥❞ s̄′ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

P (s̄′ → s̄ ∣ B, s̄′) ≤ P (∥ȳ −Bs̄∥2F ≤ ∥ȳ −Bs̄′∥2F ) . ✭✸✳✺✮

❋r♦♠ ✭✸✳✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ B ❛♥❞ s̄′✱

∥ȳ −Bs̄∥2F − ∥ȳ −Bs̄′∥2F = ∥B(s̄′ − s̄)∥2F + 2R{Tr{(B(s̄′ − s̄))❸ η}}´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ξ

, ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ σ2ξ = 2σ2η∥B(s̄′ − s̄)∥2F ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✻✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✺✮ ②✐❡❧❞s

P (s̄′ → s̄ ∣ B, s̄′) ≤ P (ξ ≤ −∥B(s̄′ − s̄)∥2F ) ,
≤ 1

2
exp(−∥B(s̄′ − s̄)∥2F

4σ2η
) . ✭✸✳✼✮

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ̟(s̄′, s̄) = ∥B(s̄′− s̄)∥2F t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

s̄ ❛♥❞ s̄′✱ ❛♥❞ ❜② s̄0 t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❧✲③❡r♦ ❝♦❞❡✇♦r❞✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② S

t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s̄ ❛♥❞ ❜② Sl = {s̄ ∈ S ∣̟(s̄0, s̄) = l} t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s s̄ t❤❛t

❤❛✈❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✇❡✐❣❤ts ✭❙❊❲s✮ ❡q✉❛❧ t♦ l ✭♦r ❙❊❲✲l✱ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✮✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② s̄ ∈ S ✭✇♦r❞✲❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ r❡❛❞s

Pe = Pe (s̄o) ≤ ∑
s̄∈S, s̄≠s̄o

P (s̄o → s̄ ∣ B, s̄o) ,
≤ ∑

l

AlP (s̄o → s̄l ∣ B, s̄o) , ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② (Pe = Pe(s̄o)) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❋❊❈

❝♦❞❡ ❬✻✺❪✱ s̄l ∈ Sl ❛♥❞ Al ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ Sl✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡ ❜② Aw,l t❤❡ ♥✉♠❜❡r



✺✺ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ s̄ t❤❛t ❤❛s ✐♥♣✉t ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲w ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❙❊❲✲l✳ ❍❡♥❝❡✱ Al ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Aw,l ❛s

Al = ∑
w

Aw,l. ✭✸✳✾✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ s̄o ✐s ✇r♦♥❣❧② ❞❡❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ s̄l✱ t❤❡r❡ ❛r❡ w ❜✐♥❛r② ❡rr♦rs ❛♠♦♥❣

K ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ✭✸✳✼✮✱ ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✾✮✱ t❤❡ ❜✐t✲❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

✐♥♣✉t ❜✐♥❛r② ♠❡ss❛❣❡ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

Pb ≤ ∑
w

∑
l

wAw,l

2K
exp(− l

4σ2η
) . ✭✸✳✶✵✮

❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ c ❤❛s ❧❡♥❣t❤ N ❛♥❞ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲κ ✭s♦ ❞♦❡s ✐ts ✐♥t❡r✲

❧❡❛✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ c̄✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✱ ❛ ❍❛♠♠✐♥❣

✇❡✐❣❤t✲κ ♦✉t❡r ❝♦❞❡✇♦r❞ c ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ✐♥t♦ (N
κ
) ♣♦ss✐❜❧❡ c̄✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Aw,l ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Aw,l =
N

∑
κ=df

A
(♦✉t)
w,κ A

(✐♥)
κ,l(N

κ
) , ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ A(♦✉t)w,κ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❊❈ ❝♦❞❡✇♦r❞s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t✲κ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞❛t❛ ✇♦r❞s

✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t✲w✱ A(✐♥)
κ,l

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❙❊❲✲l ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

❋❊❈ ❝♦❞❡✇♦r❞s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t✲κ ❛♥❞ df ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❲❊❋✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♠❛♣♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲

✜♥❡❞ ❜②

A(✐♥)(κ,L) = ∑
l

A
(✐♥)
κ,l

L(l) ∣
L(l)= 1

2
exp(− l

4σ2
η
) . ✭✸✳✶✷✮

❋r♦♠ ✭✸✳✶✵✮✱ ✭✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

Pb ≤ ∑
w

w

W

N

∑
κ=df

A
(♦✉t)
w,κ(N
κ
) A(✐♥)(κ,L). ✭✸✳✶✸✮

✸✳✸✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r ✭✇❤✐❝❤ ♠❛♣s t❤❡ ✇❤♦❧❡ c̄ ✐♥t♦ s̄✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛♣♣❧②✲

✐♥❣ N/m t✐♠❡s t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛♣s ❡✈❡r② m ❜✐♥❛r②

❜✐ts ♦❢ c̄ ✐♥t♦ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ s ♦❢ s✐③❡ b × 1✱ ✐✳❡✳ s̄ = [s1 s2 . . . sN/m]✳ ❆t t❤❡ ♦✉t❡r



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✺✻

❋❊❈ ❞❡❝♦❞❡r✱ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡rr♦r ❡✈❡♥t ✐s t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❍❛♠✲

♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✱ ✐✳❡✳ κ = df ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ❡rr♦r

s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ df ❡rr♦r ❜✐ts✱ ❛❢t❡r t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞✱

❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ N ≫ df ✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ df ❜✐ts ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ df ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲✶ ❜❧♦❝❦s ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ♠❛♣♣❡❞ t♦ df ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙❊❲ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲✶ s②♠❜♦❧s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜✐t✲

❡rr♦r✲r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❧♦✇ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❇❊❘ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❊❲ ♦❢ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲✶ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❝♦❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✸✮ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r A(✐♥)(κ,L)✱
t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❇❊❘✳ ❋♦r ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✇✐t❤ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t df ✱ ✐✳❡✳ κ = df ✱ t❤❡

❈❲❊❋ A(✐♥)(κ,L) ❜❡❝♦♠❡s A(✐♥)(df , L) = [T (1, L)]df ❬✻✻❪✱ ✇❤❡r❡ T (1, L) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡
❈❲❊❋ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲✶ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❇❊❘✱ T (1, L) ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢

T (1, L)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ r❡❛❞s

T (1, L) =∑
i

αiL(ℓi) ∣
L(ℓ)= 1

2
exp(− ℓ

4σ2
η
), ✭✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ℓ1 ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ ℓi ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ ℓmax✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t L(ℓi) ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ℓi✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ T (1,H)✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ℓ1 ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s ℓ1 ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✲

t✐♦♥❛❧ ●r❛②✲♠❛♣♣❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ℓ1 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ℓ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t

❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s

✜①❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ℓ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ℓ = ∥HvFd(s̆ − s̆′)∥2, ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ s̆ ❛♥❞ s̆′ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐♥❛r② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s

❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐t✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ν̆ = [ν̆1 ν̆2]T t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥



✺✼ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

s̆ ❛♥❞ s̆′✳ ❋r♦♠ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞

∥HvFdν̆∥2 = ∣ν̆1∣2 (σ21 cos2ψ cos2 θ + σ22 sin2ψ sin2 θ)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
D1

+∣ν̆2∣2 (σ21 cos2ψ sin2 θ + σ22 sin2ψ cos2 θ)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
D2

+ sin θ cos θ(ν̆1∗ν̆2eiφ + ν̆1ν̆2∗e−iφ)(σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
D3

.

✭✸✳✶✻✮

▲❡♠♠❛ ✶✳ ■♥ ❝❛s❡ b = 2✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡✲

✇♦r❞s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞

ν̆ = [ν̆1 ν̆2]T ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s̆ ❛♥❞ s̆′✱ ✇❤♦s❡
❜✐♥❛r② ♠❛♣♣❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❞✐✛❡r ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❜✐t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ν̆1ν̆2 = 0✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤ b = 2✱ ❧❡t ✉s r❡✇r✐t❡ s̆ = {s̆(1) s̆(2)} ❛♥❞ s̆′ = {s̆′(1) s̆′(2)}✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

❜✐♥❛r② ♠❛♣♣❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s̆ ❛♥❞ s̆′ ❞✐✛❡r ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐t ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s̆

❛♥❞ s̆′ ❛r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s❡r✐❛❧✲t♦✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ s̆ ❛♥❞ s̆′✱ s̆(1) ≠ s̆′(1)
❛♥❞ s̆(2) ≠ s̆′(2) ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❢♦r

❛♥② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✭❜❡❢♦r❡ t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ ν̆1 = s̆(1) − s̆′(1) ❛♥❞ ν̆2 = s̆(2) − s̆′(2)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ν̆1ν̆2 = 0 ✭✐✳❡✳ ❛t

❧❡❛st ν̆1 ♦r ν̆2 ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s̆ ❛♥❞ s̆′✱ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐♥❛r②

♠❛♣♣✐♥❣s ❞✐✛❡r ❜② ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❜✐t✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② s0, s1, s2, s3 t❤❡ ✹✲◗❆▼

❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤♦s❡ ❜✐♥❛r② ♠❛♣♣❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ 00,01,10,11 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡

❛r❜✐tr❛r✐❧② ♣✐❝❦ ✉♣ t✇♦ ✹✲❜✐ts ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡s 0101 ❛♥❞ 0111 ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐t✳

❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✹✲◗❆▼ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ s❡r✐❛❧✲t♦✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ s̆1 = {s1 s1} ❛♥❞ s̆2 = {s1 s3} r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❍❡♥❝❡✱ ν̆1 = 0 ❛♥❞ ν̆2 = s1 − s3 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ν̆1ν̆2 = 0✳ ❋♦r ❛♥② ♦t❤❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✇♦ ✹✲❜✐ts ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐t✱ ✐t ❛❧✇❛②s ❝♦♠❡s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ν̆1 ♦r

ν̆2 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ▲❡♠♠❛ ✶✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t D3 = 0✳ ❋r♦♠ ✭✸✳✶✻✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ∥HvFdν̆∥2 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✇✐t❤ ∣ν̆1∣2 ❛♥❞ ∣ν̆2∣2✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❥♦✐♥t❧②

♠❛①✐♠✐③❡ D1 ❛♥❞ D2✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ψ ❛♥❞ θ ✭t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① Fd ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✸✳✶✮✮✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ (D1,D2) ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♣❡❝✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥♦♥✲♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✻✼❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ (ψ, θ) t❤❛t



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✺✽

❥♦✐♥t❧② ♠❛①✐♠✐③❡s (D1,D2) ❜❡❝♦♠❡s

(ψ⋆, θ⋆) = argminF (✵(ψ, θ) = (D1 −Dmax
1 )2 + (D2 −Dmax

2 )2), ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Dmax
k ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Dk ♦✈❡r t❤❡ s❡t F ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 0o ≤ ψ ≤ 90o ❛♥❞

0o ≤ θ ≤ 90o✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D1 ❛♥❞ D2 ♦✈❡r t❤❡ s❡t F ❛r❡ Dmax
1 =Dmax

2 = σ21✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r (ψ, θ) t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡

✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ▲❡♠♠❛ ✷✱

t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ✵ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞ ψ ②✐❡❧❞

∂✵

∂θ
(ψ, θ) = − sin(4θ) (σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ)2 ,

∂✵

∂ψ
(ψ, θ) = σ4s

σ4η
sin(2ψ) [2(σ41 + σ42) sin2ψ − 2σ21σ22 +(σ21 + σ22) sin2(2θ) (σ21 − (σ21 + σ22) sin2ψ)] .

✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts (ψ, θ) ♦❢ F t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠

✭∇✵ = 0✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F⋆✱ ❡q✉❛❧s
F⋆ =⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(0,0), (0,45

o), (0,90o), (90o,0), (90o,45o), (90o,90o),⎛⎝arcsin σ1σ2√(σ41 + σ42) ,0
⎞⎠ ,

⎛⎝arcsin σ1σ2√(σ41 + σ42) ,90
o⎞⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ♦❢ F⋆ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠

✭t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ∇2
✵ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡✮ ✐s (ψ, θ) = (0,45o)✱ ✇❤❡r❡ ∂2✵

∂ψ2 (0,45o) =
σ21(σ21 − σ22)✱ ∂2✵

∂θ2
(0,45o) = 4σ41 ❛♥❞ ∂2✵

∂θ∂ψ
(0,45o) = 0✳ ❆s ✵ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s

❣❧♦❜❛❧✳

ℓ1 ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ (ψ = 0, θ = 45o)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡

❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ s②♠❜♦❧s ♦♥

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dmin✱ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s t♦

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦t❤❡r ℓi✱ ✇✐t❤ i > 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡r φ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦ ❛s

t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ dmin ✇❤✐❧❡ ❛ss✉♠✐♥❣ (ψ = 0, θ = 45o)✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ν = [ν1 ν2]T t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s ❛♥❞ s̃ ✭s ≠ s̃✮✳ ❲✐t❤ (ψ = 0, θ = 45o)✱
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s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ∥HvFdν∥2 = σ2

1

2
∣ν1 + ν2eiφ∣2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✱ r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s φopt✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜②

φopt = argmax
0o≤φ≤90o

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
min
ν

σ1
√
2

2
∣ν1 + ν2eiφ∣´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
d(φ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
. ✭✸✳✷✵✮

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❋♦r ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝ ◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ φ ❝❛♥ ❜❡

r❡str✐❝t❡❞ ❢r♦♠ 0o ≤ φ ≤ 90o t♦ 0o ≤ φ ≤ 45o✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

❯♣ t♦ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r φ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✹✲◗❆▼

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ r❛♥❣❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 0o ≤ φ ≤ 45o t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✸✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s❤♦✇s t❤❛t dmin ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✿ {(1−i√
2

−1−i√
2
)T ; (−1−i√

2

1−i√
2
)T} ❛♥❞

{(−1+i√
2

−1−i√
2
)T ; (1−i√

2

−1+i√
2
)T}✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦✉♣❧❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ν = (√2 −√2)T ✱

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s d(φ) = σ1√2(1 − cosφ) r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s d1✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦✉♣❧❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✈❡❝t♦r ν = (−√2 + i√2 − i√2)T ✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s d(φ) = σ1√3 − 2(cosφ + sinφ) r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s d2✳ ❍❡♥❝❡✱ dmin ✐s ❡q✉❛❧ t♦ d1 ❢♦r 0 ≤ φ ≤ 30o ❛♥❞ t♦ d2 ❢♦r 30o ≤ φ ≤ 45o✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s dmin✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ d1

✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ φ✮ ❛♥❞ d2 ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ φ✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s φopt = 30o✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❛❦❡ φ = 30o✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡✜♥✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs (ψ = 0o, θ = 45o, φ = 30o)✱ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡

♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ❛r❡ ✜①❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐ts ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡❛s✐❡r✳

✸✳✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r

❛ nT = 2 tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ nR = 2 r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s ▼■▼❖ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲r❛t❡

(13,15)octal✲❘❙❈ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t❡r ❡♥❝♦❞❡r✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✽✵✵ ✉♥❝♦❞❡❞

❜✐ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✉s❡s ●r❛② ♠❛♣♣✐♥❣ r✉❧❡ ✭●r❛②✲▼✮ ❢♦r t❤❡ ✹✲◗❆▼ s②♠❜♦❧s ❜❡❢♦r❡

t❤❡✐r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✜rst s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r✱ ❈❤❛♥♥❡❧ A✱
●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❞❛t❛ str❡❛♠s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭b = 2✮ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭Fr1 ♦r Focta✮✱

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❝♦❞❡❞ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥

t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡rs s✉❝❤ ❛s ▼▼❙❊✱ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣✱ ♠❛①✲❙◆❘ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❇❊❘✱

❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞

s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ Focta ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✭❜✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ Fr1 ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳ ❚❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✱ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✱
✭✶✸✱✶✺✮✲❘❙❈ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
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6 7 8 9 10 11 12
SNR (dB)

10-8
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10-6
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10-4

10-3
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10-1

100
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Focta + Gray-M (max−dmin)

Fℓ1
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Analytic bound of Fℓ1
+ Gray-M

BER

FER

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✱ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✱
✭✶✸✱✶✺✮✲❘❙❈ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆ ✭γ ≃ 8.3o✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ γ ≤ γo✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s

t❤❡ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ Fℓ1 ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs ♦♥ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡s Fr1 ♠♦❞❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✭γ ≤ γo✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r

❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✷ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−6 ❛♥❞ r♦✉❣❤❧② ✷✳✺ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−7 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❛♠❡✲❡rr♦r✲r❛t❡ ✭❋❊❘✮✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ Fℓ1 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❛❧s♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✷ ❞❇ ❛t ❋❊❘ ❂ 10−3 ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✷✳✷✺ ❞❇

❛t ❋❊❘ ❂ 10−4✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s✱ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ Fℓ1 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin ✐s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡

♦❢ ❙◆❘✳

❚❤❡ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇ ✭γ = 30o✮ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ γ > γo✳ ❚❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ Fℓ1 ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs ♦♥ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡s Focta ♠♦❞❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✭γ > γo✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✶ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−6 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin

♣r❡❝♦❞❡r✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❊❘✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶ ❞❇ ❛t ❋❊❘ ❂ 10−4✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

❈❤❛♥♥❡❧ ❆ ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ✐s

♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❣❧❡ γ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r✲❢r❡❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡

❜♦✉♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭✸✳✶✸✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦❞❡✇♦r❞s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❍❛♠♠✐♥❣



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✻✷

❞✐st❛♥❝❡ ✭df ✮✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s

t❤❡ ✐♥♥❡r ♠❛♣♣❡r t♦ ♠❛♣ df ❡rr♦r ❜✐ts ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠

❜♦t❤ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝✉r✈❡ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✳ ❚❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❛❧s♦ r❡❛❝❤❡s ✐ts ❛♥❛❧②t✐❝ ❜♦✉♥❞✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣❧♦tt❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❜r❡✈✐t② ❜✉t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳

✸✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞ c̄ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ▼■▼❖

s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s✳ ❙✐♥❝❡ Hv ❛♥❞ Fd ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣

♦♥t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x = HvFds✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✇❡✐❣❤t ✭▼❙❊❲✮ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥ ❬✻✻❪ ✭♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ℓ1 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ α1 ✐♥ ✭✸✳✶✹✮✮ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣

❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●r❛②✲▼

♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s t❤❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞

♣r❡❝♦❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s Fℓ1✲♠♦❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳

❲❡ ✜rst❧② ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

❢♦r♠s ✭Fr1,Focta,Fℓ1✲♠♦❞✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥

✭♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ℓ1 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ α1✮✱ t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦rs ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐st❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡

✈❡r② ❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❇❊❘✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ ℓ1 ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♣t✐✲

♠✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▼❙❊❲♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

ℓ1 ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣②

t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ▼❙❊❲✲♠❛♣♣❡❞

♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❲✐t❤ t❤❛t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❊❳■❚ ❝❤❛rt t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♥♦✈❡❧ ♣r❡❝♦❞❡r ✭r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ▼❙❊❲✲♠❛♣♣❡❞ Fℓ1✲♠♦❞ ❛♥❞ Focta ❢♦r♠s

✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ γ1 = 22.5o✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹✳✶ ❉✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

❋r♦♠ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✮✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t✱ ❢♦r Fr1✱ Focta✱ Fℓ1 ❛♥❞ Fℓ1✲♠♦❞ ♣r❡❝♦❞❡rs✱ B =
HvFd = βB̌✱ ✇❤❡r❡ B̌ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♠❛tr✐① ❛♥❞ β ✐s ❛ s❝❛❧❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ γ ❛♥❞ ρ✳



✻✸ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

�-ary

modulator

Conventional (Gray-M) mapping

Mapping with MIMO 

symbol mapper

Binary bits ࢉ
Serial to parallel 

converter

Q-ary symbols� MIMO symbol� (size � × 1)

Binary bits ࢉ MIMO symbol 

mapper

MIMO symbol� ∈ �
With �௝ is the �-ary symbol, we define all possibilities 

of �� = [�1, … , �௝ , … , ��]T ∈ � = �1, … , �� , … , ࢈�� .

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ✈❡rs✉s ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✳

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Fd✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❥✉st s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r

❢❛❝t♦r β ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s

❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r✱ T (1,H) ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥

❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s

✜①❡❞✱ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐r❡❝t ▼■▼❖

s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ♠❛♣♣❡r ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❛ ❜❧♦❝❦

♦❢ m ❜✐♥❛r② ❜✐ts ♦♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s②♠❜♦❧ s✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥t♦

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r x =HvFds s✐♥❝❡ Hv ❛♥❞ Fd ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✇❡✐❣❤t ✭▼❙❊❲✮ ♠❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r

t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ P✐♦♥❡❡r❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ▼❙❊❲ ✐s

t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇ ❡rr♦r✲r❛t❡ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t✇♦ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ♠❛♣♣❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜②

♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ℓ1 ✐♥ ✭✸✳✶✹✮✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤

❜✐♥❛r② ♠❛♣♣❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡ ℓ1 ✭✐✳❡✳ α1 ✐♥ ✭✸✳✶✹✮✮✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ ❜❡st ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t❤❡♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r s❡❛r❝❤✳

❙✐♥❝❡ ❥♦✐♥t❧② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛❧❧ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡r

✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✜① t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✐✳❡✳ (ψ = 0o, θ = 45o)✱ ❛♥❞ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r φ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❜❡st

▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❲✐t❤ (ψ = 0o, θ = 45o)✱ ✇❡ ✜rst❧② ✈❛r② φ ❢r♦♠ 0 t♦ 45o✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡

s❡❛r❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ ∈ [0,45o]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ℓ1 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ α1✳ ❈♦♠♣✉t❡r s❡❛r❝❤ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ ❜❡st ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t φ = 45o✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✻✹

❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs (ψ = 0o, θ = 45o, φ = 45o)✱ ❛s Fℓ1✲♠♦❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

♦❢ t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r t❤❡

Fr1 ❛♥❞ Focta ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ Fℓ1 ✲♠♦❞ ♣r❡❝♦❞❡r✱
❈❤❛♥♥❡❧ ❆✱ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ 16 ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s ❜② s0 = [s0 s0]T ✱ s1 = [s0 s1]T ✱ s2 = [s0 s2]T ✱
s3 = [s0 s3]T ✱ s4 = [s1 s0]T ✱ s5 = [s1 s1]T ✱ s6 = [s1 s2]T ✱ s7 = [s1 s3]T ✱ s8 = [s2 s0]T ✱
s9 = [s2 s1]T ✱ s10 = [s2 s2]T ✱ s11 = [s2 s3]T ✱ s12 = [s3 s0]T ✱ s13 = [s3 s1]T ✱ s14 = [s3 s2]T
❛♥❞ s15 = [s3 s3]T ✱ ✇❤❡r❡ s0 = (−1 − i)/√2✱ s1 = (−1 + i)/√2✱ s2 = (1 − i)/√2✱ s3 =
(1 + i)/√2✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧ xi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱

r❡❛❞s xi =HvFdsi✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭❜✉t ♥♦t ✉♥✐q✉❡✮

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳

❊❛❝❤ ❞❡❝✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✹ ❜✐♥❛r② ❜✐ts t❤❛t ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r si✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t xi✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ▼❙❊❲

♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ Fr1 ♣r❡❝♦❞❡r✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r s0 ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ (7)10 ✐♥ ❞❡❝✐♠❛❧✱ ✇❤✐❝❤

❡q✉❛❧s t♦ (0111)2 ✐♥ ❜✐♥❛r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ xi ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✱

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ●r❛②✲▼✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ●r❛②✲▼ ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ✸✳✶✱

t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✺✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
❝♦❞❡rs ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣s✳

▼❛♣♣✐♥❣ Pr❡❝♦❞❡r [s0 . . . si . . . s15]
●r❛②✲▼ Fr1/Focta/Fℓ1 ❬✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺❪

▼❙❊❲
Fr1 ❬✼ ✷ ✶ ✶✶ ✶✸ ✹ ✽ ✶✹ ✶✷ ✻ ✶✵ ✶✺ ✺ ✸ ✵ ✾❪

Focta/Fℓ1✲♠♦❞ ❬✷ ✺ ✼ ✵ ✾ ✶✷ ✶✵ ✶✺ ✶✶ ✶✹ ✽ ✶✸ ✹ ✸ ✶ ✻❪



✻✺ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲♠❛♣♣✐♥❣ s❤♦✇♥ ✐♥❚❛❜❧❡✳ ✸✳✶✱

❧❡t ✉s ✜rst❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ℓ1✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ ♥♦r♠❛❧✲

✐③❡❞ ℓ1 ✭ℓ1 ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ρ✮ ✈❡rs✉s γ ✭✐✳❡✳ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✮✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✉♥❞❡r

t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ℓ1✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Fr1 ❛♥❞ Focta ♣r❡❝♦❞❡rs ❛t t❤❡

♥❡✇❢♦✉♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ γ′0 = 30.7o✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛t❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ max✲dmin ❛ss✉♠✐♥❣ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇

t❤r❡s❤♦❧❞ γ′0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ℓ1 s❤♦✇s ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦♥❧② ❛t t❤❡

❡rr♦r✲✢♦♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ ❙◆❘

r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱

✇❡ r❡s♦rt t♦ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
γ (degree)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

N
or
m
al
iz
ed

ℓ
1

Fℓ1
-mod + MSEW mapping

Focta + MSEW mapping

Fr1 + MSEW mapping

≃ 30.7o≃ 22.5o

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ℓ1 ✈❡rs✉s γ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ▼❙❊❲ ♠❛♣♣❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs✳

✸✳✹✳✷ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s

❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥

✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s t❤❡ s♦❢t✲✐♥♣✉t s♦❢t✲

♦✉t♣✉t ❋❊❈ ❞❡❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧✲❞❡♠❛♣♣❡r✳ ❲❡ ✉s❡ ❊❳■❚

❝❤❛rt t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ▼■ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❋❊❈✲❡♥❝♦❞❡❞ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ c̄ ❛♥❞ ✐ts ▲▲❘s ❛t ✐♥♣✉t
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Fℓ1
-mod + MSEW

Fr1 + MSEW
BCJR decoder of RSC code

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛t ❙◆❘ = 8.1 ❞❇✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✱ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♣♣❡r✳ ❚❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ ❛t ♦✉t♣✉t ♦❢ ❞❡♠❛♣♣❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ I1A ❛♥❞ t❤❡ ❙◆❘✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ I1E = T1 (I1A,❙◆❘)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

I2E = T2(I2A) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ ❛t ♦✉t♣✉t ♦❢ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡

✇❛② ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ▼■ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

▲▲❘s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❡❛❝❤ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ r❛♥❞♦♠ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ Fℓ1✲♠♦❞ ❛♥❞ Fr1 ♣r❡❝♦❞❡rs ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ ❆

❛t ❙◆❘ = 8.1 ❞❇✳ ❇♦t❤ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ s❤♦✇♥ ✐♥

❚❛❜❧❡✳ ✸✳✶✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♣r❡❝♦❞❡rs ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❛ s✐♠✐❧❛r ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ Fr1 ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ Fℓ1✲♠♦❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Fr1 ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❇❈❏❘

❞❡❝♦❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ Fr1 ✐s ✇♦rs❡
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Fℓ1-mod + MSEW

Focta + MSEW
Fr1 + MSEW
BCJR decoder of RSC code

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛t ❙◆❘ = 8.1 ❞❇✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✱ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Fℓ1✲♠♦❞ ❛t t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ ❇ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Focta ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❜❡tt❡r ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Fℓ1✲♠♦❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❛t t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

s❤♦✇s t❤❛t Fr1 ✐s t❤❡ ✇♦rst ♣r❡❝♦❞❡r ❛t t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛✳ ◆♦t❡ t❤❛tmax✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❞♦❡s

♥♦t ✇♦r❦ ✐♥ Fr1 ♠♦❞❡ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❡ ❛❧s♦

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ Fr1 ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

ℓ1 ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❡st

♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ Fr1 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣r❡❝♦❞❡r ♦♣t✐♠✐③❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❲❡ t❤✉s ❦❡❡♣ ♦♥❧② Focta ❛♥❞ Fℓ1✲♠♦❞

❛♥❞ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ℓ1 ❛♥❛❧②s✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ t♦ s❡t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r✳ ■t ❤❛s t✇♦

♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ γ1 = 22.5o ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

✇✐t❤ γ ≤ γ1✱ t❤❡ EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡s Fℓ1✲♠♦❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ γ > γ1✱ t❤❡
EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡s Focta✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠❛♣♣✐♥❣s✱ ✹✲◗❆▼✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✳

✸✳✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭✐✳❡✳ Fr1 ♦r Focta ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲

▼ ♠❛♣♣✐♥❣✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ ✐s ❛❧s♦ ♣✉t ❛❣❛✐♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ ❆✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❡ EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r

❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✷✳✻ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−5 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭✇✐t❤ Fr1

♠♦❞❡ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ ❆ ❛♥❞ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✮✳ ❚❤❡ Fr1 ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ✷✳✶ ❞❇

❛t ❇❊❘ ❂ 10−5✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ Fr1

✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ℓ1 ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❧♦✇ ❇❊❘ ✈❛❧✉❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② t❛r❣❡t❡❞ ❇❊❘

r❛♥❣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❲❡ s❡❡

t❤❛t✱ ❛t t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛✱ t❤❡ EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✵✳✺ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂

10−6 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ Fr1 ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳



✻✾ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ t❤❡

EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✷✳✸ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−5 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin

♣r❡❝♦❞❡r✳ ❆t t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛✱ t❤❡ EXIT✲based ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✵✳✺ ❞❇ ❛♥❞ ✶ ❞❇ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② ❛t ❇❊❘ ❂ 10−6 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Fℓ1✲♠♦❞ ❛♥❞ Fr1 ♣r❡❝♦❞❡rs✱ ❜♦t❤ ❜❡✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✳

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11
SNR (dB)

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

B
E
R

max−dmin (Focta + Gray-M)
Fr1 + MSEW
Fℓ1

-mod + MSEW
EXIT-based (Focta + MSEW)
Analytic bound for Focta + Gray-M
Analytic bound for Fℓ1

-mod + MSEW
Analytic bound for EXIT-based + MSEW

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠❛♣♣✐♥❣s✱ ✹✲◗❆▼✱ ❈❤❛♥♥❡❧ ❇✳

❲❡ ✜♥❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5

SNR (dB)

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

B
E

R

proposed EXIT-based (Fℓ1
-mod/Focta + MSEW, with threshold γ1 = 22.5o)

proposed Fr1/Focta + MSEW, with threshold γ′

0 = 30.7o

Fr1/Focta + MSEW, with threshold γ0 = 17.3o

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s
♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥✿ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❏♦✐♥t❧② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✼✵

❡❧❡♠❡♥t ♦❢ H ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s Hi,j ∼ CN(0,1)✳ ❚❤✉s✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡❧❡♠❡♥t

❤❛s ✉♥✐t ❡♥❡r❣② ✭E[∣Hij ∣2] = 1✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❙◆❘

✐♥ ✭✸✳✸✮✱ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ρ2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r ❜♦t❤ Fr1 ❛♥❞ Focta

❢♦r♠s✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② t❤❛t ✉s❡s t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t γ′0 = 30.7o ✭t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ℓ1✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮ ♦✉t✲

♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ γ0 = 17.3o ✭♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ❬✶✻❪ ❢♦r max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡

♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r Fℓ1✲♠♦❞ ❛♥❞ Focta ❛♥❞ s✇✐t❝❤❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ γ1 = 22.5o✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❇❊❘

r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❆t t❤❡

✈❡r② ❧♦✇ ❇❊❘ ✭❇❊❘ ❂ 10−9✮✱ t❤❡ EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ❜❡❣✐♥s t♦ s❛t✉r❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ℓ1 ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❙✐♥❝❡

EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣r✐♦r✐t② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ❜♦tt❧❡✲♥❡❝❦ ♦❢ ❊❳■❚ ❝❤❛rt✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r r❡❣✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ℓ1✱

♦r t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r✮✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ✜rst ♣r❡❝♦❞❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ♠❛♣♣❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❞✐✛❡r✐♥❣

❜② ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞

❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s✮✳ ■♥ t❡r♠s

♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ Fℓ1 ♣r❡❝♦❞❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ max✲dmin ♣r❡✲

❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣❡❞✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❞❡t❡❝t❡❞✱ ✉♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞✱ ✇❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣s t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❋❊❈✲❡♥❝♦❞❡❞ ❜✐✲

♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✱ t❤❡ ▼❙❊❲

♠❛♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊❲

♠❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ℓ1 ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r ♦❢ t❤❡ ▼❙❊❲✲♠❛♣♣❡❞

♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❇❊❘✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛
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r❡❣✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛t t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r ✭✐✳❡✳ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ℓ1✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ❜❡♥❡✜t

❢r♦♠ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ✇❛s

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ EXIT✲based ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ❛t t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ EXIT✲based

♣r❡❝♦❞❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡rs ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❡r ❋❊❈

❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❆s ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♦♥❧② ℓ1 ✭❡✳❣✳ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊❲

♠❛♣♣✐♥❣✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❡rr♦r✲✢♦♦r ❜✉t ✐t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt❧❡✲♥❡❝❦

♦❢ ❊❳■❚ ❝❤❛rt✱ ✇❤✐❝❤ s❝❛❧❡s t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❙◆❘✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡t

✉s r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r

✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✜rst❧② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡

❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✭♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r

t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛t ❜♦tt❧❡✲♥❡❝❦✮ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧② ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦

♠❛①✐♠✐③❡ ℓ1 ✭♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r✮ t♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡rr♦r✲✢♦♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤

❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✱ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r

t❤✐s s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ t❤❡

♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡① s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦t ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞

❛ss✉r❡s ❛ ❝❧♦s❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ●❖P❚✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣❧② ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳





❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸

❆ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ σ2
ξ

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ✇r✐t❡ C = B(s̄ − s̄l) ❛♥❞ D = C❸η✳ ❙✐♥❝❡ Di,i ❛r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

Tr{D} r❡❛❞s
var (Tr{D}) = var(∑

i

{Di,i}) ,
= ∑

i

var (Di,i) ,
= ∑

i

var (C❸∶,iη∶,i) ,
= ∑

i

E [(C❸∶,iη∶,i −E[C❸∶,iη∶,i]) (C❸∶,iη∶,i −E[C❸∶,iη∶,i])❸] ,
= ∑

i

C
❸∶,iE [(η∶,i −E[η∶,i]) (η∶,i −E[η∶,i])❸]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

σ2
ηIb

C∶,i,

= σ2η∑
i

C
❸∶,iC∶,i

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶∥C∥2
F

,

= σ2η∥B(s̄ − s̄l)∥2F .

✭✺✳✷✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Tr{(B(s̄ − s̄l))❸ η} ∼ CN (0, σ2η∥B(s̄ − s̄l)∥2F )✳ ❍❡♥❝❡✱ ξ ∼ N (0, σ2ξ)✱
✇❤❡r❡ σ2ξ = 2σ2η∥B(s̄ − s̄l)∥2F ✳

✼✸
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❋r♦♠ ✭✸✳✶✻✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ (ψ, θ) t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ D1 ❜❡❝♦♠❡s

(ψ◇, θ◇) = argmaxF (σ21 cos2ψ cos2 θ + σ22 sin2ψ sin2 θ) . ✭✺✳✷✷✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡t F ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② 0o ≤ ψ ≤ 90o ❛♥❞ 0o ≤ θ ≤ 90o✳ P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢

D1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞ ψ ②✐❡❧❞

∂D1

∂ψ
= sin 2ψ (σ22 sin2 θ − σ21 cos2 θ) , ✭✺✳✷✸✮

∂D1

∂θ
= sin 2θ (σ22 sin2ψ − σ21 cos2ψ) . ✭✺✳✷✹✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts (ψ, θ) ♦❢ F t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠

✭∇D1 = 0✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F◇✱ ❡q✉❛❧s
F◇ = {(0,0), (0,90o) , (90o,0) , (90o,90o) ,(arctan σ1

σ2
,arctan

σ1

σ2
)} . ✭✺✳✷✺✮

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ♦❢ F◇ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s

(ψ, θ) = (0,0)✱ ✇❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s D♠❛①
1 = σ21✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r D2✱

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s D♠❛①
2 = σ21 ❛t (ψ = 0, θ = 90o)✳

❈ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸

❋♦r ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ν = (ν1 ν2)T ✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡
φ1 = argmax

0o≤φ≤45o (min
σ1
√
2

2
∣ν1 + ν2eiφ∣) ✭✺✳✷✻✮

❛♥❞

φ2 = argmax
45o≤φ̌≤90o

(min
σ1
√
2

2
∣ν1 + ν2eiφ̌∣) . ✭✺✳✷✼✮
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❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ φ̌ = π
2
− φ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

φ2 = argmax
0o≤φ≤45o (min

σ1
√
2

2
∣ν1 + ν2ei(π2 −φ)∣) ,

= argmax
0o≤φ≤45o (min

σ1
√
2

2
∣ν∗1 + e−iπ2 ν∗2 eiφ∣) ,

✭✺✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ν∗ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♦❢ ν✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r Q✲❛r② ◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥②

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ν = (ν1 ν2)T ∈ V ✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r (ν∗1 e−iπ2 ν∗2 )T ✐s ❛❧s♦ ❛ ✈❛❧✐❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✈❡❝t♦r ✐♥ V t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ✭✺✳✷✻✮ ❛♥❞

✭✺✳✷✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t φ1 = φ2✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s ♣r♦✈❡❞✳





❈❤❛♣t❡r ✹

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r Pr❡❝♦❞❡rs

♦✈❡r ❘❛♥❞♦♠ ▼■▼❖ ❈❤❛♥♥❡❧s

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡r✿

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r Pr❡❝♦❞❡rs ♦✈❡r ❘❛♥✲

❞♦♠ ▼■▼❖ ❈❤❛♥♥❡❧✧✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥s✱ ♣❡♥❞✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❡♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s ♦✈❡r ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞

✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❖P❚✮ ♣r❡❝♦❞❡r ❬✷✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✳ ❚❤❡

●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛✐♠s t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥✐t❡

❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ ❬✷✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞

❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①

❢♦r ❡❛❝❤ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛

✜①❡❞ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♥❞ ✐t ✐s ❙◆❘✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s t❛r❣❡t❡❞ ❢♦r t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣❛✐♥❢✉❧❧② ❤✐❣❤✳

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✼✽

■t ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛t ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●❖P❚ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞

♠❛❦❡s ●❖P❚ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦♥❧②✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✻✽❪ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ dmin ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛s Fd =ΨΘ✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Ψ ❧✐♥❦s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡

✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① Θ ❧✐♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s t❤❡ ✜rst

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▲❈❖P❚✮ ♣r❡✲

❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●❖P❚✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ✜①❡❞ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① Θ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

dmin ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Ψ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐✲

t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ Θ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t✇♦ ❝❛s❡s ♥❛♠❡❧② b = 2 ❛♥❞ b > 2✳ ❲✐t❤ ❛ ✜①❡❞

Θ✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ ▲❈❖P❚ ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✇❡✐❣❤t ✭▼❙❊❲✮ ♠❛♣♣✐♥❣ ❬✻✻❪✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❛♣♣❧② ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞

❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●❖P❚ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

❙◆❘✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ❙◆❘ ✐♥ ❝❛s❡ b = 2✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♣r❡❝♦❞✐♥❣

❝♦❞❡❜♦♦❦s ❢♦r ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s②st❡♠

♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣❧② ●❖P❚ t♦ t❤❡ s②st❡♠s t❤❛t ❞❡s✐r❡ ❛

❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡

s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ Θ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❝❛s❡s✱ ♥❛♠❡❧② b = 2 ❛♥❞ b > 2✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s

♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❝♦❞❡❜♦♦❦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ●❖P❚ ✐♥ ❝❛s❡ b = 2✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳



✼✾ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

✹✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✹✳✷✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼■▼❖ s②st❡♠ ✇✐t❤ nR r❡❝❡✐✈❡✱ nT tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ b ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t ❞❛t❛ str❡❛♠s t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❣r♦✉♣❡❞ ❛♥❞

♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ Q✲❛r② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧s s✳ ❚❤❡s❡ s②♠❜♦❧s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ▼■▼❖

s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s✐③❡ b× 1✳ ❊❛❝❤ ✈❡❝t♦r s ✐s t❤❡♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

♠❛tr✐① F ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✻✮✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

♦✉t♣✉t y ❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❞s y = HvFds + η✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥♣✉t s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

♦✉t♣✉t y ✭I(y, s)✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✷✹✮✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(y, s)
✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ W ❬✷✷❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ζm,k ✐♥ ✭✷✳✷✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ W ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ I(y, s) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ W✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∇WI(y, s)✱ r❡❛❞s
∇WI(y, s) = Φ

σ2η
, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ Φ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

Φ = E{(s − ŝ)(s − ŝ)❸}✱ ŝ = E{s∣y}✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡

♠❛② ✉♣❞❛t❡

Wk+1 =Wk + δW, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ δW = µW∇WI(y, s)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ µW ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❡♣ s✐③❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❧s♦

✉♣❞❛t❡

F
(k+1)
d

= F(k)
d
+ δFd, ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ∥F(k+1)
d

∥2F = ∥F(k)d ∥2F = 1✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✈✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✉♣❞❛t❡ δFd ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ µW ♠✉st ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐t

s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣❛rt✐❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡s Fd ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ I(y, s)✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✽✵

✹✳✷✳✷ ●❧♦❜❛❧❧② ❖♣t✐♠✐③❡❞ ✭●❖P❚✮ ♣r❡❝♦❞❡rs

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♠♠❛r② t❤❡ ●❖P❚ ❬✷✷❪ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦

♠❛❦❡ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt

✐s t❤❛t ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✷✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ✭✷✳✶✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥②

❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ❙❱❉ ♦❢ Fd ❣✐✈❡s Fd =UFΣFV
❸
F
✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❲✐t❤ Fd =UFΣFV
❸
F
✱ t❤❡ ♠❛tr✐①UF ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①

Ib t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❆s ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦

s❡t UF = Ib✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ Ψ =ΣF✱ Θ =V❸
F
✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

Fd =ΨΘ. ✭✹✳✹✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① Ψ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❧❡ Θ ❝♦♥❝❡r♥s ✐ts❡❧❢

✇✐t❤ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❧❡❢t s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ♦❢ F t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r✐❣❤t

s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ♦❢ H✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✷✳✶✻✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

■t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(y, s) ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ Ψ2 ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ I(y, s) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Ψ2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∇Ψ2I(y, s)✱
r❡❛❞s

∇Ψ2I(y, s) = diag (H2
vΘΦΘ❸) . ✭✹✳✺✮

❲✐t❤ Fd = ΨΘ✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✉♣❞❛t❡s Θ ❛♥❞ Ψ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ✉♣❞❛t❡ Fd✱

✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✮✳ ❚❤♦✉❣❤ Ψ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥

✭✹✳✺✮✱ ✇❡ ❤♦✇❡✈❡r ♠✉st r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♦❢ W t♦ ✉♣❞❛t❡ Θ✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Θ ❝❛♥



✽✶ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② δW ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆♥② b × b ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① Θ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Θ =D
1∏

p=b−1
b∏

q=p+1Upq(ωpq, νpq), ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ D ✐s ❛♥ b × b ✉♥✐t❛r② ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t I(y, s) ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Upq(ωpq, νpq) ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜②

r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ (p, p)t❤✱(q, q)t❤✱ (p, q)t❤ ❛♥❞ (q, p)t❤ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① Ib ❜②

cosωpq✱ cosωpq✱ sinωpqe
−jνpq ❛♥❞ − sinωpqejνpq r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ ωpq ∈ (−π,π] ❛♥❞

νpq ∈ [−π2 , π2 ]✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ δωpq ❛♥❞ δνpq✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ Θ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

❜② s♦❧✈✐♥❣

δΘ =
1

∑
p=b−1

b

∑
q=p+1

∂Θ

∂ωpq
δωpq + 1

∑
p=b−1

b

∑
q=p+1

∂Θ

∂νpq
δνpq, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ δΘ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ δW ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

δW ≃ [δΘ]❸H2
vΨ

2Θ +Θ❸H2
vΨ

2[δΘ]. ✭✹✳✽✮

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ❢♦r δωpq ❛♥❞ δνpq ❢r♦♠ δW ✐♥ ❝❛s❡ b = 2✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r ❛s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs✳

✹✳✸ ❆♥❛❧②s✐s

✹✳✸✳✶ ▲♦✇ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❖♣t✐♠✐③❡❞ ✭▲❈❖P❚✮ ♣r❡❝♦❞❡rs

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② t❤❛♥❦s t♦ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣❛✐♥❢✉❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦st ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐ss✉❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❡♣ s✐③❡s µW ❛♥❞ µΨ2 ✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❤❛s t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(y, s)♠❛♥② t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❧✐♥❡

s❡❛r❝❤ ✭❇❚▲❙✮ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✷✳✷✹✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ I(y, s) ✐s
❤✐❣❤✱ s✐♥❝❡ ✐t ♥❡❡❞s ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡

t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ✐♥ ❬✻✽❪✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦

❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ I(y, s)✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✽✷

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ●❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs ❬✷✷❪✳

✶✿ ■♥♣✉ts✿ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s lmax✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① Hv ❛♥❞
s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳

✷✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❉❡✜♥❡ f(W) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(y, s) ✇✐t❤ ✐♥♣✉t
W ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳ ❉❡✜♥❡ g(Ψ2) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(y, s) ✇✐t❤
✐♥♣✉t Ψ2 ✭✉s✐♥❣ ✭✷✳✷✹✮✱ ✇❤❡r❡ Fd = ΨΘ✮✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ωpq ❛♥❞ νpq
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❢♦r Ψ✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s Tr{Ψ2} = 1✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡
s❡❧❡❝t Ψ✐♥✐t = Ib/b✳ ❙❡❧❡❝t ϑ ∈ [0 0.5] ❛♥❞ ζ ∈ [0 1] ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤
✭❇❚▲❙✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ♠❛tr✐① Φ✳

✸✿ ✇❤✐❧❡ k ≤ kmax ♦r ♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦
✹✿ ❋r♦♠ Φ✱ ✜♥❞ ∇WI(y, s) ❜② ✭✹✳✶✮
✺✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ∆W = ∇WI(y, s)
✻✿ ❋✐♥❞ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ µW ✉s✐♥❣ ❇❚▲❙✿ s❡t µW = 1
✼✿ ✇❤✐❧❡ f(W + µW∆W) < f(W) + ϑµW[∇WI(y, s)]T∆W ❞♦
✽✿ µW = ζµW
✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✵✿ ❯♣❞❛t❡ δW = µW∇WI(y, s)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ δW✱ s♦❧✈❡ ❢♦r δΘ ❜② ✭✹✳✽✮✳ ❋r♦♠
δΘ✱ s♦❧✈❡ ❢♦r δωpq ❛♥❞ δνpq ❜② ✭✹✳✼✮✳ ❯♣❞❛t❡ ωpq = ωpq + δωpq ❛♥❞ νpq = νpq + δνpq

✶✶✿ ❯♣❞❛t❡ Θ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ωpq ❛♥❞ νpq
✶✷✿ ❋r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Θ✱ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ♠❛tr✐① Φ ✭❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❝❛❧❝✉❧❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ∇Ψ2I(y, s)✮
✶✸✿ ❋✐♥❞ ∇Ψ2I(y, s) = diag (H2

vΘΦΘ❸) − λIb✱ ✇❤❡r❡ λ = Tr{diag (H2
vΘΦΘ❸)}/b

✶✹✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ∆Ψ2 = ∇Ψ2I(y, s)
✶✺✿ ❋✐♥❞ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ µΨ2 ✉s✐♥❣ ❇❚▲❙✿ s❡t µΨ2 = 1
✶✻✿ ✇❤✐❧❡ g(Ψ2 + µΨ2∆Ψ2) < g(Ψ2) + ϑµΨ2[∇Ψ2I(y, s)]T∆Ψ2 ❞♦
✶✼✿ µΨ2 = ζµΨ2

✶✽✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✾✿ ✐❢ µΨ2 ≈ 0 t❤❡♥
✷✵✿ ❯♣❞❛t❡ Ψ2 =Ψ2 − µΨ2Ψ2

✷✶✿ ❡❧s❡
✷✷✿ ❯♣❞❛t❡ Ψ2 =Ψ2 + µΨ2Ψ2

✷✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✹✿ ❙❡t ❛♥② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr② ♦❢ Ψ2 t♦ ③❡r♦ ❜❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ Ψ2

t♦ s❛t✐s❢② Tr{Ψ2} = 1
✷✺✿ ❋r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ψ✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ♠❛tr✐① Φ ✭❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ∇WI(y, s)✮
✷✻✿ k = k + 1
✷✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✷✽✿ ❖✉t♣✉t✿ Fd =ΨΘ✳



✽✸ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② I▲❇(y, s)✱ r❡❛❞s
I▲❇(y, s) = b log2Q − (1/ ln 2 − 1)b

− 1

Qb

Qb

∑
m=1 log2

Qb

∑
k=1

exp(−∥HvFd(sm − sk)∥2
2σ2η

) . ✭✹✳✾✮

❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❬✻✽❪

I(y, s) ≈ I▲❇(y, s) + (1/ ln 2 − 1)b. ✭✹✳✶✵✮

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✾✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✶✵✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✭✷✳✷✹✮✳

❆s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

✉♣❞❛t✐♥❣ Θ ✭✐✳❡✳ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✭✹✳✻✮✱ ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✽✮✮ ✐s ❤✐❣❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❛t❛

str❡❛♠ ♥✉♠❜❡r b✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✈❛❧✉❡s (ωpq, νpq) ♦❢ Θ✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱

✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✵✮ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I▲❇(y, s) ❤❡❧♣s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(y, s)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✻✽❪✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛t

❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I▲❇(y, s) ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

max{min
m≠k {∥HvFd(sm − sk)∥2}} ,

s✉❜❥❡❝t t♦ ∥Fd∥2F = 1.
✭✹✳✶✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I▲❇(y, s) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ dmin = min
m≠k {∥xm − xk∥2} ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

s②♠❜♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② xi =HvFdsi✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ✭✹✳✹✮

t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① Ψ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❧❡ Θ ❝♦♥❝❡r♥s

✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱

✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♠❛tr✐① Θ✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① Θ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ dmin✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

❛ ♥♦✈❡❧ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❜❡❧♦✇✮ t❤❛t ♦♥❧② ✉♣❞❛t❡s

t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Ψ✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

♥❡✇ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭▲❈❖P❚✮ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❲❡

✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✽✹

❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊ ♠❛tr✐① Φ ✐s ❤✐❣❤✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♦♥❧②

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ♠❛tr✐① Φ ♦♥❝❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✇✐❝❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❜②

✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t

t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ Θ ✐♥ ❝❛s❡s b = 2 ❛♥❞ b > 2 ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs✳

✶✿ ■♥♣✉ts✿ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s lmax✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① Hv✱ ❙◆❘
❛♥❞ Θ✳

✷✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❉❡✜♥❡ g(Ψ2) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(y, s) ✇✐t❤ ✐♥♣✉t
Ψ2 ✭✉s✐♥❣ ✭✷✳✷✹✮ ♦r ✭✹✳✶✵✮✱ ✇❤❡r❡ Fd =ΨΘ✮✳ ❙❡❧❡❝tΨ✐♥✐t = Ib/b✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▼▼❙❊
♠❛tr✐① Φ✳

✸✿ ✇❤✐❧❡ k ≤ kmax ♦r ♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦
✹✿ ❋✐♥❞ ∇Ψ2I(y, s) = diag (H2

vΘΦΘ❸) − λIb✱ ✇❤❡r❡ λ = Tr{diag (H2
vΘΦΘ❸)}/b

✭♥♦t❡ t❤❛t Θ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ r❡❛❞s ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t✮
✺✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ∆Ψ2 = ∇Ψ2I(y, s)
✻✿ ❋✐♥❞ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ µΨ2 ❜② ✉s✐♥❣ ❇❚▲❙ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡Ψ2 ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶
✼✿ ❋r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ψ✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ♠❛tr✐① Φ ✭❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ∇Ψ2I(y, s)✮
✽✿ k = k + 1
✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✵✿ ❖✉t♣✉t✿ Fd =ΨΘ

✹✳✸✳✷ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t Θ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♥ ❝❛s❡ b = 2

❚❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s dmin✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ ❤❛s ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞

✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳ ▲❡t

✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡✇r✐t❡ ✭✷✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✽✮ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❼ ✐❢ 0 ≤ γ ≤ γ0

Fd = Fr1 =
⎛⎜⎝
1 0

0 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
√
3 +√3 √

3 −√3ei π
12

−√3 −√3 √
3 +√3ei π

12

⎞⎟⎠ 1√
6

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ΘFr1

, ✭✹✳✶✷✮

❼ ✐❢ γ0 < γ ≤ π/4
Fd = Focta =

⎛⎜⎝
cosψ 0

0 sinψ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
1 ei

π
4

−1 ei
π
4

⎞⎟⎠ 1√
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ΘFocta

, ✭✹✳✶✸✮



✽✺ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

✇❤❡r❡ ψ = arctan
√
2−1

tanγ
❛♥❞ γ0 = arctan

√ √
2−1

2
√
2+√6−1 ✭≈ 17,280✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❙◆❘✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ γ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ t♦

s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t dmin ✐s ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❜②

t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛tr✐① Θ ♦❢ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Ψ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❜♦t❤ ΘFr1
❛♥❞ ΘFocta ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐t❤ γ < γ0 ✭σ1 ≫ σ2✮✱ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡

♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ψ = 0✱ ✐✳❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t Θ =ΘFocta ✜①❡❞ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✳

❚❤❡ ❢♦✉♥❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Fr1 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦

✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② RPAi t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ it❤ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤

r❡❛❞s RPAi = σi
√
Pi✱ ❛♥❞ ❜② Γ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ RPA1 ❛♥❞ RPA2 ✭Γ = RPA1/RPA2✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s Γ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Γ ♦❢ Focta ❦❡❡♣s ❝♦♥st❛♥t

❢♦r ❛❧❧ γ > γ0 ❛♥❞ ❙◆❘s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ψ ✐♥ ✭✹✳✶✸✮ t❤❛t

tanψ tanγ =
√
2 − 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s Γ = 1/(√2 − 1)✳ ❋♦r ▲❈❖P❚✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛❧✲

❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭RPA1 ≥ RPA2✱

t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r γ = 45o✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❛ ✜①❡❞

❙◆❘✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r γ✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r RPA1 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ RPA2✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣

▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❧♦✇ γ ✭γ ⪅ 30o✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r

❙◆❘✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r RPA1✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡

♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ max✲dmin✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦t ♦♥❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶

❛♥❞ ✷✮ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭ωpq, νpq✮✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ γ = 17.5o✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ γ ❢♦r 2 × 2 ▼■▼❖ s②st❡♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ Hv = [cos(17.5o) 0 ; 0 sin(17.5o)]✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ●❖P❚ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✭ωpq, νpq✮ ❛♥❞ ▲❈❖P❚ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✮ ♦✈❡r

t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❙◆❘ ❂ ✶✷ ❞❇✱ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ b = 2 ❛♥❞ ✹✲◗❆▼✱ ▲❈❖P❚



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✽✻
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst s✉❜str❡❛♠
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GOPT (initial values: ω = π/6 & ν = π/10)
proposed LCOPT, initial values are not required

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ b = 2✱ ✹✲◗❆▼✱ ❝❤❛♥♥❡❧
γ = 17.5o ❛♥❞ ❙◆❘ ❂ ✶✷ ❞❇✳

✉s❡s Θ =ΘFocta ✭s❡❡ ✭✹✳✶✸✮✮✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞

❙◆❘ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s

(ωpq, νpq) ❢♦r ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛

❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳



✽✼ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

✹✳✸✳✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t Θ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♥ ❝❛s❡ b > 2

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Θ ✐♥ ❝❛s❡ b > 2✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦

✜♥❞ Θ t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ Θ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❢r♦♠ Ψ✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ψ ✐s ✜①❡❞✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✾✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ d2 =
∥HvFd(sm − sk)∥2 ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs e = sm − sk✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞

❞✐st❛♥❝❡ d2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

d2 = e❸We, ✭✹✳✶✹✮

=
b

∑
i=1 δi∣ei∣2 + 2

b

∑
i=1,j>iR{e∗i ejwij}, ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ wij st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ (i, j) ❡♥tr② ♦❢ W =ΘΨ2H2
vΘ

❸✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ♦❢ W ✭wii✮

❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② δi ❢♦r i = 1, . . . , b✳

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ d2 t❡♥❞s t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛s s♦♦♥ ❛s✱ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥❞❡① i✱ ei ❛tt❛✐♥s ✐ts

♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ∣ei∣ = ∣emin∣✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥✱

❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥❞❡① i✱ ∣ei∣ = ∣emin∣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ d2✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝♦♠❡s

❢r♦♠ ✭✹✳✶✺✮ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ♦❢ d2 ✐s ∑bi=1 δi∣ei∣2✳ ❚❤✐s t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞

t❤❛♥❦s t♦ Θ s✐♥❝❡ δi > 0 ✭W ✐s ❛♥ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐①✮✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t

t❡r♠s ✭✐✳❡✳ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮✮✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r k ✐♥ ✭✹✳✾✮

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ δ = [δ1, . . . , δb]✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s

δ = argmin
δ

{ b

∑
i=1nie

−δi∣emin∣2/2σ2
η} ,

s✉❜❥❡❝t t♦
b

∑
i=1 δi = Tr{W} = Pw,

✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ni ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ e s✉❝❤ t❤❛t ∣ei∣ = ∣emin∣ ♦♥ t❤❡ it❤ ❡♥tr② ♦❢ e = [e1, . . . , ei, . . . , eb]T ✳
❆s ❛❧❧ t❤❡ str❡❛♠s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t ni = nj ,∀i, j✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

δ = argmin
δ

{∑bi=1 e−δi∣emin∣2/2σ2
η}✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❲✐t❤ c = ∣emin∣2/2σ2η ❛♥❞
b

∑
ℓ=1 δℓ = Pw✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s

1

b

b

∑
i=1 e

−cδi ≥ e−cδ̄, ✭✹✳✶✼✮

✇✐t❤ δ̄ = Pw

b
✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❝❝✉rs ✐❢ δi = δ̄,∀i✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✽✽

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s e
∑
i
κixi ≤ ∑

i
κie

xi ✇✐t❤ 0 < κi < 1 ❛♥❞

∑
i
κi = 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ κi = 1

b
❛♥❞ xi = −cδi✱ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s

♣r♦✈❡❞✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② βℓ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Ψ2H2
v✳ ❚❤❡♥ Pw = Tr{W} = b∑

ℓ=1βℓ ❛s Θ

✐s ✉♥✐t❛r②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✻✮ ✐s δi = δ̄ = 1
b

b∑
ℓ=1βℓ,∀i✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞ δi =
b∑
j=1βj ∣Θi,j ∣2✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ∣Θi,j ∣2 = 1

b
,∀i, j✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ΘDFT = 1√
b
[e−i2πkl/b]

k,l=0,...,b−1 ✐s ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①

t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❝❛s❡ b > 2✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ΘDFT ❛s ✐♥♣✉t

♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭♠❛①✐♠✐③✐♥❣ dmin ✐♥st❡❛❞ ♦❢

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✷✶❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ΘDFT

❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ max✲dmin ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ 3 × 3 ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (γ1 = 40o, γ2 = 27o) ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✭✷✳✷✾✮✱ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ❝❛s❡ b > 2✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❈❖P❚ ❛♥❞ ●❖P❚ ♦✈❡r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛t ❙◆❘ ❂ ✾✳✼✼ ❞❇ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ ✺ ❞❇ ✐♥ ❬✷✷❪✶✮✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r

♥❡❡❞s ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛✐r ✭ω, ν✮ ❢♦r ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r ▲❈❖P❚✱ ❜❡s✐❞❡ ♦❢ ΘDFT ✱ ✇❡ ❛❧s♦

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ Θ ♦❢ max✲dmin s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r b = 3 ✭Θmax✲dmin
✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞s ♦❢ ▲❈❖P❚ ✉s✐♥❣

❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ΘDFT ❛♥❞ Θmax✲dmin
❛r❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ●❖P❚✳

✹✳✸✳✹ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧

t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① Hv ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Ψ ♦♥❧② s❝❛❧❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛tr✐① Θ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛♥❣❡s

t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡

s❡❛r❝❤ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① Θ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t✇♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s Fr1 ❛♥❞ Focta ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱

✶✐♥ ❬✷✷❪✱ t❤❡ ❙◆❘ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② nT ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙◆❘ r❡❛❞s ❙◆❘ ❂ 5 +
10 log

10
(3) ≃ 9.77 ❞❇✳



✽✾ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r
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GOPT (initial values: ω = π/10, ν = π/10)
GOPT (initial values: ω = π/100, ν = π/100)
LCOPT + Θ

DFT

LCOPT + Θ
max-d

min

(precoder F
qc3

(b))

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ b = 3✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞
❙◆❘ = 9.77 ❞❇✳

✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❤❛✈❡ ΘFr1
❛♥❞ ΘFocta ✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❬✷✷❪ ❤❛s

❞✐✛❡r❡♥t Θ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❙◆❘✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❡ ♠✉st s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❙◆❘✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜① t❤❡ ♠❛tr✐① Θ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ s❤♦✇

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✳

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✹✳✹✳✶ ❈♦❞❡❜♦♦❦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ●❖P❚

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ●❖P❚ ❬✷✷❪ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s t❤❛t ✐ts ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❙◆❘✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ♦✈❡r r❛♥❞♦♠

❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡s ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥

❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ❝❛s❡

b = 2 ❞❛t❛ str❡❛♠s✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✾✵

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ✭✸✳✷✮ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ❛s ❙◆❘ ❂

ρ2
σ2
s

σ2
η
✱ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ Hv ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥❣❧❡ γ✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡❧② ♦♥

γ ❛♥❞ ❙◆❘ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ▼■▼❖ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t

❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s ♣✐❝❦ ✉♣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r (nT = 2, nR = 2) ▼■▼❖ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

b ≤min(nT , nR)✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮✱ ✇❡ ✜rst❧② s♣❧✐t

γ ✐♥t♦ N r❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s♣❧✐t γ ✐♥t♦ N = 10

r❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢r♦♠ γ1 t♦ γ9✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ✶✵✪ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ s❡❧❡❝t γ = ξi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦♥ ❡❛❝❤ r❛♥❣❡ [γi−1 γi]i∈{1,...,N} ✭✐✳❡✳ Pr(γ ∈ [γi−1, ξi]) = Pr(γ ∈ [ξi, γi])✱ γ0 ❂ ✵ ❛♥❞

γN = 45o✮✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② γ ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① Fξi ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ γ = ξi✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥② ❝❤❛♥♥❡❧

t❤❛t ❤❛s ❛♥❣❧❡ γi−1 ≤ γ < γi ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① Fd = Fξi ✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❙◆❘s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦✳

✹✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ▼■▼❖ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ tr❛♥s❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ●❖P❚ ❬✷✷❪ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

b = 2 ❞❛t❛ str❡❛♠s ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭M = 4✮ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r Fr1 ❛♥❞ Focta ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ♠❛② ✉s❡ ✐♥♣✉t Θ = ΘFr1
♦r Θ = ΘFocta ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r

t❤❡ ❙◆❘ r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡s ✐♥♣✉t

Θ = ΘFocta ♦♥❧② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ♦❢ ▲❈❖P❚ ❛♥❞ Focta ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡

♦♥❡ ♦❢ Focta✳ ❚❤✉s ▲❈❖P❚ ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜② t❤❡✐r ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

♠❛tr✐① Ψ✳

✹✳✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ b = 2✳ ❆ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ 2 × 2
▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ H ✐s



✾✶ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r
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GOPT using codebook with N=10
max-d

min

 proposed LCOPT

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✲❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞✲❧✐♥❡s✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❛❧❧ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡
✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳

❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s Hi,j ∼ CN(0,1)✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ Hv ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ H ❜②

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡t t♦ ✽✵✵ ✉♥❝♦❞❡❞ ❜✐ts

❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲r❛t❡ (13,15)octal✲
❘❙❈ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r✳

❲❡ ✜rst❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s ❢r❛♠❡✲❡rr♦r

r❛t❡ ✭❋❊❘✮ ❛♥❞ ❜✐t✲❡rr♦r r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✇❤❡♥

t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦❞❡❜♦♦❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ N = 10✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦✇

❝♦♠♣❧❡①✐t② s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲❈❖P❚ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ●❖P❚ ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ●❖P❚ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦✳ ❚❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛❧s♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s

max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ❋❊❘ ❛♥❞ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t ❇❊❘

❂ 10−6 ❛♥❞ ❋❊❘ ❂ 10−4✱ t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❣❛✐♥s ♦❢ r♦✉❣❤❧②

✶ ❞❇ ❛♥❞ ✵✳✽ ❞❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧②✱ ❛t t❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s ♦❢

max✲dmin ❛♥❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ■t ✐s

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s✱ t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦r❡



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✾✷
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 + MSEW mapping

proposed LCGOPT + MSEW mapping

proposed LCGOPT + Gray-M mapping

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❋❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✲❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭s♦❧✐❞✲❧✐♥❡s✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ max✲dmin ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s✱ ●❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳

t❤❛♥ ✶✳✺ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−6 ❛♥❞ r♦✉❣❤❧② ✶✳✺ ❞❇ ❛t ❋❊❘ ❂ 10−5 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin

♣r❡❝♦❞❡r✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❣❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ●r❛②✲▼✲♠❛♣♣❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡✲

❝♦❞❡r ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ❡rr♦r✲r❛t❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s ✐ts ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥

●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛

❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✹✳✶ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−8 ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹ ❞❇ ❛t ❋❊❘ ❂ 10−6 ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱

❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s ♦❢ ●❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❙❊❲ s❡❛r❝❤ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ✭✜①❡❞ Θ✮✱ t❤❡ ▼❙❊❲

♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙◆❘s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s

t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳

❲❡ r❡s♦rt t♦ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rt ❬✺✼❪ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❋❊❘ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛❧s♦ ❤❡❧♣s t♦

❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤

▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳
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(1)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ γ = 17.5o ❛t ❙◆❘ ❂ ✾ ❞❇✳

❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ γ = 17.5o✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ t♦ ♣❧♦t ❊❳■❚ ❝❤❛rt

❛t ❙◆❘ ❂ ✾ ❞❇✳ ❚❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❡♠❛♣♣❡r

✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛t ❙◆❘

❂ ✾ ❞❇✱ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❞✐♥❣

♣♦✐♥t I1E(1) ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢

▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ❛t t❤✐s ❙◆❘ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❝❛s❡ ▲❈❖P❚

✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡

✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡❛s✐❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ❢r❛♠❡s ❝❛♥ r❡s✉❧t

❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ♦❢ ❡rr♦♥❡♦✉s ❜✐ts✳ ❚❤✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❊❘ ✭♦r✱ ✐♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❋❊❘ ❝✉r✈❡ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥

❋❊❘ ❛♥❞ ❇❊❘✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛t ❙◆❘ ❂ ✾ ❞❇✱ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ max✲dmin ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r I1E(1) ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼✱ t❤❡ ❊❳■❚ t✉♥♥❡❧ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝❧♦s❡❞ ✭❡❛r❧②✲❝r♦ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼

✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ max✲dmin ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ❛t t❤✐s ❙◆❘✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛t ❤✐❣❤❡r ❙◆❘✱ t❤❡

❊❳■❚ t✉♥♥❡❧ ✐♥ ❝❛s❡ max✲dmin ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❙❊❲ ✐s ✇✐❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❡❛r❧②

❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r I1E(1) ✭✐✳❡✳ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❈❖P❚ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ●r❛②✲▼✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇♥



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✾✹

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞

s♦ ❢❛r✱ ✇❤♦s❡ ❞❡s✐❣♥s t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❛ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜❡st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r

st✉❞②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊❈ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②

♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✶✻✵✵ ❜✐ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❘❙❈

❝♦❞❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② t❤❡✐r ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤✉s ❢r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭df ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦r ❡✈❡♥ts ✭eev✮ ✇✐t❤ df ✳ ❚❤❡ df ❛♥❞ eev ❛r❡ ✭df = 5, eev = 1✮✱ ✭df = 6, eev = 2✮
❛♥❞ ✭df = 6, eev = 1✮ ❢♦r t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r✲✷ (7,5)octal✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r✲✸ (13,15)octal
❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r✲✹ (23,37)octal ❘❙❈ ❝♦❞❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r✲

✢♦♦r ✐s ❛❧❧ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛s t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ❡rr♦r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤♦s❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡rr♦r ❡✈❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛

❞❡❝✐❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❢r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r✲❢❛❧❧ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ ❙◆❘ r❛♥❣❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛s

t❤❡ ♠❡♠♦r②✲♦r❞❡r ✐s ❧♦✇✳ ❚❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✐t✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❢r❡❡

❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✢❛tt❡r t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❙❈ ❝♦❞❡✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❊❳■❚

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢

❜♦t❤ ❝✉r✈❡s ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ❘❙❈ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✢❛t✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡

▲❈❖P❚✱ t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❇❊❘ ✈❛❧✉❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 10−6✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❇❊❘ r❛♥❣❡

♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❢♦r r❛t❤❡r s❤♦rt

❢r❛♠❡s✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ❧♦✇ ♠❡♠♦r②✲♦r❞❡r ❘❙❈ ❝♦❞❡s

✭②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭▲❈❖P❚✮ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭●❖P❚✮ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ✜①❡❞ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①

Θ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ dmin✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

Ψ ✐s t❤❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❚▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ▲❈❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❢❛st

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ (ωpq, νpq)✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✈✐t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧✲

❧❛t✐♦♥✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱



✾✺ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

SNR (dB)

10-10

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

B
E

R

RSC code with 2 memory elements
RSC code with 3 memory elements
RSC code with 4 memory elements

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐✲
♠✐③❡❞ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣s✱ b = 2✱ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙◆❘✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❈❖P❚✱ ✇❤♦s❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

❢♦r♠ ✐s ✜①❡❞ ✇✐t❤ Θ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ●❖P❚ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ b = 2 ❞❛t❛

str❡❛♠s ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♣r❡❝♦❞✐♥❣

❝♦❞❡❜♦♦❦ ❢♦r ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①

❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙◆❘✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡

▲❈❖P❚ ❛♥❞ ●❖P❚✳ ❇♦t❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ max✲dmin ✐♥ ❝❛s❡ ●r❛②✲▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ▲❈❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r t❤❛♥❦s t♦ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣✱

t❤❡ ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❈❖P❚ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ max✲dmin ✭❉❋❚✲max✲dmin✮ ♣r❡❝♦❞❡r ❬✷✶❪

✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❡st ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❝♦❞❡rs ❛♥❞

✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Θ ❢♦r b > 2 ❛♥❞

❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ♣❡r ❞❛t❛ str❡❛♠✳



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✾✻

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r st✉❞② ♦♥ ♣r❡❝♦❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥✲

❝❡❧❧❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✉❜✲str❡❛♠s✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦

s♦❢t✲♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✹

❆ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r Fd = UFΣFV
❸
F
✭∥Fd∥2F = 1✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐①W = F❸
d
H

❸
vHvFd✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢W ②✐❡❧❞s

W =QΛQ❸, ✭✺✳✶✽✮

✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① ❛♥❞ Λ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❖♥❡

❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Σ̃F ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t Λ =H2
vΣ̃

2
F✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐① W r❡❛❞s

W =QΣ̃FH
2
vΣ̃FQ

❸. ✭✺✳✶✾✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① F′d = Σ̃FQ
❸ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡

♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① Fd =UFΣFV
❸
F
✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① tr❛❝❡ ♦❢

W r❡❛❞s

Tr{W} = Tr{H2
vΣ̃

2
F} = Tr{ΣFU

❸
F
H2
vUFΣF} ≤ Tr{H2

vΣF
2}. ✭✺✳✷✵✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① UF ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①

Ib✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✺✳✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✾❪✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② σi ❛♥❞ σ̃i

t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ΣF ❛♥❞ Σ̃F r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠ ✭✺✳✷✵✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t σ̃2i ≤ σ2i
❢♦r i = 1, . . . , b✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ F′d s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

∥F′d∥2F = Tr{Σ̃2
F} ≤ Tr{ΣF

2} = ∥Fd∥2F = 1. ✭✺✳✷✶✮

✾✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✾✽

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✉♥✐t② ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♠✉st ❜❡ ♥♦r♠❛❧✲

✐③❡❞ ❛s F′′d = αF′d ✇❤❡r❡ α = 1/∥F′d∥2F ✇✐t❤ α ≥ 1 t❤❛♥❦s t♦ ✭✺✳✷✶✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜②

I(HvF
′′
d)✱ I(HvF

′
d) ❛♥❞ I(HvFd) t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ F′′d ✱ F′d ❛♥❞

Fd ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t I(HvF
′
d) = I(HvFd)✳ ❆s α ≥ 1✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤♦❧❞s

I(HvF
′′
d) ≥ I(HvF

′
d) = I(HvFd) ✭✺✳✷✷✮

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r UF = Ib✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s F′′d = F′d = Fd ✭✐✳❡✳ α = 1✱ Q =VF ❛♥❞

Σ̃F =ΣF✮✳

❇ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ δωpq ❛♥❞ δνpq ❢r♦♠ δW ✐♥ ❝❛s❡ b = 2

❲✐t❤ b = 2✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✻✮✱ t❤❡ b × b ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① Θ r❡❛❞s

Θ =
⎛⎜⎝

cosω sinω (cos ν − j sin ν)
− sinω (cos ν − j sin ν) cosω

⎞⎟⎠ . ✭✺✳✷✸✮

❋r♦♠ ✭✹✳✼✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

[δΘ] = ⎛⎜⎝
− sinω cosω (cos ν − j sin ν)

− cosω (cos ν + j sin ν) − sinω
⎞⎟⎠ δω

+⎛⎜⎝
0 − sinω (sin ν + j cos ν)

sinω (sin ν − j cos ν) 0

⎞⎟⎠ δν .
✭✺✳✷✹✮

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ H2
vΨ

2 =
⎛⎜⎝
A1 0

0 A2

⎞⎟⎠ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ K = A1 − A2✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✽✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

②✐❡❧❞s✿

δW =
⎛⎜⎝

−K sin(2ω) K cos(2ω) (cos ν − j sin ν)
K cos(2ω) (cos ν + j sin ν) K sin(2ω)

⎞⎟⎠ δω

+ ⎛⎜⎝
0 −K

2
sin(2ω) (sin ν + j cos ν)

−K
2
sin(2ω) (sin ν − j cos ν) 0

⎞⎟⎠ δν ,
✭✺✳✷✺✮



✾✾ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

✇❤❡r❡ δW = µWΦ²
B

✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ B =
⎛⎜⎝
B11 B12

B21 B22

⎞⎟⎠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ B21 ❛♥❞ B12 ❢♦r♠ ❛

❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣❛✐r✳ ❍❡♥❝❡✱

B21 +B12 = 2R{B21}
= 2K cos(2ω) cos νδω −K sin(2ω) sin νδν , ✭✺✳✷✻✮

❛♥❞ ∣B21 −B12∣ = ∣j2I{B21}∣
= ∣j (2K cos(2ω) sin νδω +K sin(2ω) cos νδν) ∣, ✭✺✳✷✼✮

✇❤❡r❡ R{a} ❛♥❞ I{a} ❛r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ a r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

❢♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r (δω, δν) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−K sin(2ω) 0

K sin(2ω) 0

K cos(2ω) cos ν −K
2
sin(2ω) sin ν

K cos(2ω) sin ν K
2
sin(2ω) cos ν

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
× ⎛⎜⎝

δω

δν

⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

B11

B22

R{B21}
I{B21}

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. ✭✺✳✷✽✮

❈ ❋✐♥❞ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ W

▲❡t ✉s r❡✇r✐t❡

ζm,k = (∥HvFdem,k + η∥2 − ∥η∥2)/σ2η
= (e❸

m,k
F

❸
d
H❸
vHvFd´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
W

em,k + η❸HvFdem,k + e❸m,kF❸
d
H❸
vη)/σ2η,

= 1

σ2η
e
❸
m,k

Wem,k +R{ 2

σ2η
e
❸
m,k

F
❸
d
H❸
v²

R

η}.
✭✺✳✷✾✮

❚❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ W ②✐❡❧❞s

W =UWΣWVW =UWΣ
1

2

W´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
R

Σ
1

2

W
VW. ✭✺✳✸✵✮

❚❤✉s R =UWΣ
1

2

W
✳





❈❤❛♣t❡r ✺

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼■▼❖

♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ss✉♠✐♥❣ ▼▼❙❊✲❜❛s❡❞

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡rs✿

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ss✉♠✐♥❣ ▼▼❙❊✲❜❛s❡❞ t✉r❜♦

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✧✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❡♥❞✲

✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✲❞♠✐♥ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ▼■▼❖

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✧✳ ■♥ ■❊❊❊ ●❧♦❜❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭●▲❖❇❊❈❖▼✮✱

♣❛❣❡s ✶ ✲ ✻✱ ✷✵✶✺✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡r✲

r♦r ✭▼▼❙❊✮ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ❬✼✵✕✼✷❪✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❛s ♥♦t ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥s r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡①

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✜♥❞ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✵✷

♣♦✇❡r ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✼✸❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♦♣t✐✲

♠✐③❡❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❢✉❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ❛t

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦♥❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❢✉❧❧ ❈❙■ ❛t

❜♦t❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♥♦♥✲❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭▼■▼❖✮ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ ▼▼❙❊ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥✲

❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✭■❈✮ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞✉♣❧❡① ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s❝❤❡♠❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❲❡ ✜rst❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ ■❈ t✉r❜♦

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡

♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛r❣❡t❡❞ ❢♦r ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡① ♦✉t❡r ❢♦r✇❛r❞ ❡rr♦r

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡s ❛ss✉♠✐♥❣ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ ■❈ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡❞ s❝❤❡♠❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t❡❞ r❡❢❡r✲

❡♥❝❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤❡r❡ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡① ❋❊❈ ❝♦❞❡s

❛r❡ ✉s❡❞✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s②st❡♠

♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♠❛✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤

t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❆ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❡①tr✐♥s✐❝

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rt ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱

❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s ✭Fr1 ❛♥❞ Focta✮ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❛r❡

✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ r❡♣❧❛❝❡

❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✜①❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r✱

✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙◆❘✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ Fr1 ❛♥❞

Focta ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s✱ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✇❡❧❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇❤❡♥ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡ ♦❢ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ ❥✉❞✐❝✐♦✉s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡



✶✵✸ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

t❤❡ ♥♦✈❡❧ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ✐s

✉s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①✐st✐♥❣

♣r❡❝♦❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡ ✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡rr♦r r❛t❡s ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞

❣✐✈❡s s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✺✳✷ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✺✳✷✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼■▼❖ s②st❡♠ ✇✐t❤ nR r❡❝❡✐✈❡✱ nT tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ b ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞❛t❛ str❡❛♠s t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❢✉❧❧✲❈❙■ ❛t ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆ ❜✐♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡✲s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ✭❘❙❈✮ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜✐ts✳ ❚❤❡ ❋❊❈ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ♠❛♣♣❡❞ t♦

Q✲❛r② q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭◗❆▼✮ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡

❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ b✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r s✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r s ✐s t❤❡♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❜② ❛

♠❛tr✐① F ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ▼▼❙❊

■❈ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✻✮✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t y r❡❛❞s y = HvFds + η✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ r❡❛❞✐♥❣✱

❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ Fd✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ✭✸✳✶✮✱ ❢♦r b = 2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Fd =
⎛⎜⎝
cosψ 0

0 sinψ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
1 0

0 eiφ

⎞⎟⎠ , ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ ψ (0o ≤ ψ ≤ 90o) ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s✱ θ

(0o ≤ θ ≤ 90o) ❛♥❞ φ (0o ≤ φ ≤ 90o) ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠✐① ❛♥❞ r♦t❛t❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s

♦♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥✲s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s✳

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ ✇❤❡r❡ L1
❆, L

1
P ❛♥❞ L1

❊ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ❛

♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s ✭▲▲❘s✮ ♦❢ t❤❡ ❙❇❈✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❇❈❏❘ s♦❢t ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ L2
❆, L

2
P ❛♥❞ L2

❊✳
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

I1
A
 (I2

E
)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

I1 E
  (

I2 A
)

BCJR decoder of RSC code
Equalizer EXIT function associated with spatial multiplexing
Equalizer EXIT function associated with max-d

min

I1E(0)
early crossing

trajectory measured from simulation

I1E(1)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ♦❢ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈s✳ t❤❡ r❡❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ A✱ ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳

t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ✐s t❤❡ s♦❢t✲✐♥♣✉t s♦❢t✲♦✉t♣✉t ❋❊❈ ❞❡❝♦❞❡r ✭✇✐t❤ ✐♥♣✉t L1
A ❛♥❞ ♦✉t♣✉t

L1
E✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❇❙❈ ❛♥❞ ❙❇❈ r❡✈♦❧✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼▼❙❊✲❜❛s❡❞ ■❈

✭✇✐t❤ ✐♥♣✉t L2
A ❛♥❞ ♦✉t♣✉t L2

E✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼■✮

❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭▲▲❘✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❏✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✼✹❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛❧❢✲r❛t❡ ❘❙❈ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ♦❝t❛❧ ❢♦r♠ (13,15)✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛♥❞

max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❚❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❈❤❛♥✲

♥❡❧ A ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇✐t❤ γ = 8.3o✮ ❛t ❙◆❘ = 10 ❞❇✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ♠❛t❝❤✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✺✳✸ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❏♦✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢max✲dmin Pr❡❝♦❞❡r

✇✐t❤ ▼■▼❖ ❚✉r❜♦ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✺✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s✐s

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② I1E(1) t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ ❛t ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❙❇❈ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥

I1A = 1✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ t❤❡ I1E(1) ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡r max✲dmin ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡



❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✵✻

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

I1 E
 (

1)

γ (degree)

 

 

F
r1

F
octa

New thresholds

2 dB

6 dB

14 dB

10 dB
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0
 = 17.28o

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ I1E(1) ✈❡rs✉s γ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❙◆❘✳

s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ♦♥❡✳ ■t ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r

❡rr♦r✲✢♦♦r ❬✼✺❪ ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t✉♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ max✲dmin ✐s ✇✐❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ max✲dmin

❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❙◆❘ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞✱

✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ❡❛r❧② ❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ ❊❳■❚ ❝❤❛rt✱ ✐s ❧♦✇❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t✉♥♥❡❧✳ ❚❤❡s❡

♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✇ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦❞❡ ❛♥❞

❛ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷ t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ γ0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ Fr1

❛♥❞ Focta ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r max✲dmin✱ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ dmin ♦❢ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥

t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤

❙◆❘ s✉❝❤ t❤❛t I1E(1) ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ I1E(1) ♦❢ ❜♦t❤ Fr1 ❛♥❞ Focta✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ✱

❛t ❡❛❝❤ ❙◆❘✳ ◆♦t❡ t❤❛t ρ2 = 1 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱

✐t s❤♦✇s t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ γ0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❛❧❧✐♥❣ ❣❛♣ g ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ I1E(1)
♦❢ Fr1 ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ Focta✱ ✐✳❡✳ t❤❡ I1E(1) ❛t t❤❡ γ > γ0 ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱

✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞ γth ✭s❡❡

t❤❡ ❜♦❧❞ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❝♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t γth ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙◆❘ s❛t✐s❢②✐♥❣

γth > γ0✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❣❛♣ g ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❙◆❘✱ ✐✳❡✳
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γ
0
 = 17.28o

function γ
th

γ
0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚❤❡ ♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞ γth ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙◆❘✳

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ I1E(1) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ γ0 ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡ ✐s ♥♦t

s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙◆❘✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡

♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❢♦r ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❙◆❘s ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ❬✼✻✱ ❈❤❛♣t❡r ✻❪✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❣❛♣ g✱ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ γ0 ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ γth ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❙◆❘✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✜tt✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ γth (x) ✐s ❛ ❝✉❜✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s

γth (x) = α4 + α3x + α2x
2 + α1x

3, ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ x ✐s ❙◆❘ ✐♥ ❞❇✱ α1 = 8.66524×10−3, α2 = −0.19457, α3 = −0.50131 ❛♥❞ α4 = 42.15576✳

❚❤❡ γth (x) ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r x ∈ {2, . . . ,16}✳ ❋♦r t❤❡
r❡❣✐♦♥ x > 16✱ ✇❡ ✜① γth = 20o✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ x < 2 ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❛r❧②

❝r♦ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞ γ0 t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ Fr1 ❛♥❞ Focta

❛s max✲dmin ❞♦❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞ γth ❢♦r ❡❛❝❤ ❙◆❘ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✺✳✺✮✳

❚❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r✱ t❤❛t ✉s❡s γth✱ ✐s ♥♦✇ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
max✲dmin ❛♥❞ max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡❞ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ 2 × 2 ▼■▼❖ s②st❡♠✳

✺✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢max✲dmin✲mod

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ H ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s

Hi,j ∼ CN(0,1)✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲r❛t❡ (13,15)octal✲❘❙❈ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r✳ ❚❤❡

❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡t t♦ ✷✵✵✵ ✉♥❝♦❞❡❞ ❜✐ts ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠

✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼■▼❖ s②st❡♠ ✇✐t❤ nT = 2 tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ nR = 2 r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s

✭▼■▼❖ 2 × 2✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❜✐t✲❡rr♦r✲r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✱ max✲dmin ❛♥❞ max✲dmin✲mod

♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦✉t❡r ❋❊❈ ✇✐t❤

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✶✳✺ ❞❇ ❛t ❇❊❘ = 10−2 ❛♥❞ ♦❢

r♦✉❣❤❧② ✸✳✺ ❞❇ ❛t ❇❊❘ = 10−3 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ❡✈❡♥

❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❙◆❘ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ▼■ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡✱ I1E(1)✱ ♦❢ max✲dmin ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧

♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✳



✶✵✾ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ γth✱ t❤❡

max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✵✳✽ ❞❇ ❛♥❞ ♦❢ ✶ ❞❇ ❛t

❇❊❘ = 10−3 ❛♥❞ ❇❊❘ = 10−4 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ♦❢ max✲dmin ❛♥❞ max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤

❙◆❘ ✭❡✳❣✳ max✲dmin✲mod ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✵✳✺ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−7 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

max✲dmin✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤

❙◆❘✱ γth ✐s ❝❧♦s❡ t♦ γ0✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❛♠❡✲❡rr♦r✲r❛t❡

✭❋❊❘✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞ γt❤ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ I1E(1) ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡ t✇♦ ✜①❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ max✲dmin✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① Fd✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t s ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧ y ❛t ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❚♦

t❤✐s ❡♥❞✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ I1E(1)
❛♥❞ I1E(0) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ I1E(1) ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧✱ ✐t ❢✉rt❤❡r ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ max✲dmin✲mod ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✹ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ●❡♥✐❡✲

♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r

✺✳✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ▲▲❘s ❢❡❞ t♦ t❤❡ ❋❊❈ ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♦✉t♣✉t z ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼■ I(z, s) ♣❧❛②s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧

r♦❧❡ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭✶✳✹✵✮

t❤❛t t❤❡ ▼■ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t y ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t s ✭❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✮

✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ I(z, s)✱ ✐✳❡✳ I(y, s) ≠ I(z, s)✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠♦t✐✈❛t❡s ♦✉r q✉❡st ❢♦r

❛ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s I(z, s)✱ s✐♥❝❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② I(y, s)✳
❙✐♥❝❡ z t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭̃s✮ ❢r♦♠ ❋❊❈ ❞❡❝♦❞❡r✱ ✐t ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡

t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡s I(z, s)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ♦❢ ♠✉t✉❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧✲✇✐s❡ ▼■ ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢M ❜✐t✇✐s❡ ▼■s✱ ✇❤✐❝❤



❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✶✵

❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡ I(z, s) = M−1∑
L=0 I(z, s∣L ♦t❤❡r ❜✐ts ❦♥♦✇♥) ❬✺✹✱ ✼✼❪✱ ✇❤❡r❡ M = (log2Q)b

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♣❡r ♠❛♣♣❡❞ s②♠❜♦❧✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❡♥✲❇r✐♥❦ ❤❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥

❬✼✼❪ t❤❛t I(z, s∣♥♦ ♦t❤❡r ❜✐t ❦♥♦✇♥)(≈ I(z, s∣̃s = 0)) ❛♥❞ I(z, s∣❛❧❧ ♦t❤❡r ❜✐ts ❦♥♦✇♥)(≈
I(z, s∣̃s = s)) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✭I1E(0)✮ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✭I1E(1)✮ ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✼✺❪ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❡rr♦r✲✢♦♦r ♦❢ t✉r❜♦

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦t

♦♥❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜✉t ❛❧s♦ s❤✐❢ts t❤❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❙◆❘✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I1E(1) ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❡❛r❧②

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ✐t ❢♦r❝❡s t❤❡ ❡❛r❧②✲❝r♦ss✐♥❣

♣♦✐♥t ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I1E(0) ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t

❢♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛t ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s I(z, s∣̃s = s) ✭I(z, s)
❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡✮ ❛♥❞ I(z, s∣̃s = 0) ✭I(z, s) ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✮✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ I(z, s∣̃s = s) ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs (ψ, θ)
✐♥ ✭✺✳✶✮ ♦❢ Fd ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (ψ, θ) ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡

♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡r φ ✐♥ ✭✺✳✶✮ ♦❢ Fd t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ I(z, s∣̃s = 0)✳

✺✳✹✳✷ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ I(z, s∣̃s = s)

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I(z, s) ❧❡❛❞s t♦ ❥♦✐♥t❧② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ❙◆❘s ♦♥ ❛❧❧ s✉❜✲str❡❛♠s ♦❢ t❤❡ ■❈ ♦✉t♣✉t✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡❞

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜✲str❡❛♠s ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ■❈ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡♥ I(z, s) =
b∑
k=1 I(zk, sk)✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I(z, s) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❥♦✐♥t❧② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I(zk, sk)✱
✇❤❡r❡ k ∈ [1, . . . , b] ❛♥❞ sk ✐s t❤❡ Q✲❛r② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ♦♥ t❤❡ kt❤ s✉❜✲str❡❛♠✳ ❇②

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ ❬✻✽❪ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t s✉❜✲

str❡❛♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✺✳✹✮✱ ❛ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ I(zk, sk) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

ILB(zk, sk) = log2Q − ( 1

ln 2
− 1) − 1

Q

Q

∑
m=1 log2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Q

∑
n=1 exp

⎛
⎝−µ

2
k∣sm − sn∣2

2σ2
ξk

⎞
⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. ✭✺✳✻✮



✶✶✶ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ I(zk, sk)✱ ✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ILB(zk, sk)✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥♥❡❝ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

µ2k
σ2

ξk

✱ ✇❤❡r❡ σ2ξk = σ2sµk(1 − µk)✳ ❋r♦♠ ✭✶✳✹✾✮✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❙◆❘ pk ♦♥ t❤❡ s✉❜✲str❡❛♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

✇❤❡♥ ✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲str❡❛♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❬✼✹❪✱

t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲str❡❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② IE,k ≈ (1 − 2−H1(4pk)H2)H3

✐♥ ❝❛s❡ ♦❢

❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ H1 = 0.3073,H2 = 0.8935 ❛♥❞

H3 = 1.1064✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ IE,k ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ pk✳

▲❡t ✉s st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❥♦✐♥t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ pk✱ k ∈ [1, . . . , b]✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ✭✶✳✺✹✮ t❤❛t✱ ✇✐t❤

s = s̃✱ B = σ2ηIb✱ µk =
σ2
s

σ2
η
A

❸
∶,k

A∶,k

1+σ2
s

σ2
η
A

❸
∶,k

A∶,k

✱ ❛♥❞ ξk ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ η✳ ❚❤❡ ❙◆❘ t❤✉s ❡q✉❛❧s

pk =
σ2s
σ2η

A
❸∶,kA∶,k. ✭✺✳✼✮

❋r♦♠ ✭✺✳✶✮✱ ✇✐t❤ Hv =
⎛⎜⎝
σ1 0

0 σ2

⎞⎟⎠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ AA❸ =
⎛⎜⎝
σ21 cos

2ψ 0

0 σ22 sin
2ψ

⎞⎟⎠✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢

✭✺✳✼✮ ②✐❡❧❞s

p1 = σ
2
s

σ2η
( (σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ) cos2 θ + σ22 sin2ψ), ✭✺✳✽✮

p2 = σ
2
s

σ2η
( (σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ) sin2 θ + σ22 sin2ψ). ✭✺✳✾✮

❚❤❡ ❥♦✐♥t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ (p1, p2) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t

❛♥② s♣❡❝✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥♦♥✲♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✻✼❪ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ (ψ, θ) t❤❛t ❥♦✐♥t❧② ♠❛①✐♠✐③❡s (p1, p2) ❜❡❝♦♠❡s

(ψ⋆, θ⋆) = argminF (✵(ψ, θ) = (p1 − pmax
1 )2 + (p2 − pmax

2 )2) , ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡r❡ pmax
k ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ pk ♦✈❡r t❤❡ s❡t F ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 0o ≤ ψ ≤ 90o ❛♥❞

0o ≤ θ ≤ 90o✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p1 ❛♥❞ p2 ♦✈❡r t❤❡ s❡t F ❛r❡ pmax
1 = pmax

2 = σ2
s

σ2
η
σ21✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳



❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✶✷

❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ✭✺✳✽✮✱ ✭✺✳✾✮✱ ▲❡♠♠❛ ✺ ❛♥❞ tr✐❣♦♥♦♠❡tr② r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✵ r❡❛❞s

✵(ψ, θ) = σ4s
σ4η
[(cos4 θ + sin4 θ) (σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ) +2σ21 sin2ψ(σ21 − σ22 sin2ψ)] .

✭✺✳✶✶✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r (ψ, θ) t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡

✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ✵ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞ ψ ②✐❡❧❞

∂✵

∂θ
(ψ, θ) = −σ4s

σ4η
sin(4θ) (σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ)2 ,

∂✵

∂ψ
(ψ, θ) = σ4s

σ4η
sin(2ψ) [2(σ41 + σ42) sin2ψ − 2σ21σ22+(σ21 + σ22) sin2(2θ) (σ21 − (σ21 + σ22) sin2ψ)] .

✭✺✳✶✷✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts (ψ, θ) ♦❢ F t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠

✭∇✵ = 0✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F⋆✱ ❡q✉❛❧s
F⋆ =⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(0,0), (0,45

o), (0,90o), (90o,0), (90o,45o), (90o,90o),⎛⎝arcsin σ1σ2√(σ41 + σ42) ,0
⎞⎠ ,

⎛⎝arcsin σ1σ2√(σ41 + σ42) ,90
o⎞⎠
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

✭✺✳✶✸✮

❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ✵ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞ ψ ②✐❡❧❞

∂2✵

∂θ2
(ψ, θ) = −4σ4s

σ4η
cos(4θ) (σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ)2 ,

∂2✵

∂ψ2
(ψ, θ) = 2σ4s

σ4η
cos(2ψ)[(σ21 + σ22) sin2(2θ) (σ21 − (σ21 + σ22) sin2ψ) − 2σ21σ22 + 2(σ41 + σ42) sin2ψ]

− σ4s
σ4η

sin2(2ψ) [(σ21 + σ22) sin2(2θ) − 2(σ41 + σ42)] ,
∂2✵

∂θ∂ψ
(ψ, θ) = −σ4s

σ4η
(σ21 + σ22) sin(4θ) sin(2ψ) (σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ) .

✭✺✳✶✹✮

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ♦❢ F⋆ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠

✭t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ∇2
✵ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡✮ ✐s (ψ, θ) = (0o,45o)✳ ❆s ✵ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❣❧♦❜❛❧✳
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✺✳✹✳✸ ■♠♣r♦✈✐♥❣ I(z, s∣̃s = 0)

❆t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡ s̃ = 0✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ▼▼❙❊ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ■❈ r❡❛❞s

z0 =Wy =WAs +Wη±
ξ

. ✭✺✳✶✺✮

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ξ ∼ CN(0, σ2ξIb)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② S = {s(1), . . . , s(i), . . . , s(N)} t❤❡ s❡t

♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r s✱ ✇❤❡r❡ N = Qb✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Q ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢

Q✲❛r② ◗❆▼ ❛❧♣❤❛❜❡t ❛♥❞ b = 2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❬✻✽❪✱

❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ I(z, s∣̃s = 0) ❢♦r t❤❡ ▼■▼❖ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ILB(z0, s) = b log2Q−( 1

ln 2
− 1) b− 1

Qb

Qb

∑
k=1

log2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Qb

∑
ℓ=1

exp
⎛
⎝−∥WA(s(k) − s(ℓ))∥2

2σ2
ξ

⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. ✭✺✳✶✻✮

❚❤✉s✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ I(z, s∣̃s = 0)✱ ✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ILB(z0, s) ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

∥WAν(k,ℓ)∥2✱ ✇❤❡r❡ ν(k,ℓ) = (ν(k,ℓ)1 ν
(k,ℓ)
2 )T = s(k)−s(ℓ) ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✈❡❝t♦r s②♠❜♦❧s✳ ❯♣ t♦ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ✜① (ψ, θ) t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ ✐✳❡✳ (ψ = 0o, θ = 45o)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ❢♦r φ✳ ❲✐t❤ s̃ = 0✱
✇❡ ❞❡❞✉❝❡ W = σ2sA❸ (σ2sAA❸ + σ2ηIb)−1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ (ψ = 0o, θ = 45o)✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

∥WAν(k,ℓ)∥2 =
⎛
⎜
⎝

σ2

1

2
(σ2

1

2
+ σ2ξ)

(σ2

1

2
+ σ2

ξ
)2 − σ4

1

4

⎞
⎟
⎠

2 XXXXXXXXXXXXXX

⎛
⎜
⎝
ν
(k,ℓ)
1 + ν(k,ℓ)2 eiφ

ν
(k,ℓ)
1 e−iφ + ν(k,ℓ)2

⎞
⎟
⎠

XXXXXXXXXXXXXX

2

. ✭✺✳✶✼✮

❙✐♥❝❡ ∣(ν(k,ℓ)1 + ν(k,ℓ)2 eiφ)∣2 = ∣(ν(k,ℓ)1 e−iφ + ν(k,ℓ)2 )∣2✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

φopt✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜②

φopt = argmax
0o≤φ≤90o (d

IC
min) , ✭✺✳✶✽✮

✇❤❡r❡ dICmin =min
k≠ℓ ∣ν

(k,ℓ)
1 + ν(k,ℓ)2 eiφ∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d(k,ℓ)(φ)
✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❋♦r ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝ ◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ φ ❝❛♥ ❜❡

r❡str✐❝t❡❞ ❢r♦♠ 0o ≤ φ ≤ 90o t♦ 0o ≤ φ ≤ 45o✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❚❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ ♦❢ ■❈ ❛t ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡ ✭I✶A = 1✮✱ ✐✳❡✳ I✶E(1)✱
φ = 30o✱ ❈❤❛♥♥❡❧ A✱ ❙◆❘ = 11 ❞❇✱ ✹✲◗❆▼✱ ψ ❛♥❞ θ ❛r❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡✳

❙✐♥❝❡ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r φ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✉♣ t♦ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ r❡s♦rt

t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r φ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤✲

✐♥❣ r❛♥❣❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 0o ≤ φ ≤ 45o t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡

s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs s❤♦✇s t❤❛t dICmin ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣❛✐rs ♦❢ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✿ {(1−i√
2

−1−i√
2
)T ; (−1−i√

2

1−i√
2
)T} ❛♥❞ {(−1+i√

2

−1−i√
2
)T ; (1−i√

2

−1+i√
2
)T}✳ ❚❤❡

❢♦r♠❡r ❝♦✉♣❧❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ν = (√2 −√2)T ✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s d(k,ℓ)(φ) = 2√1 − cosφ
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s d1✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦✉♣❧❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ν = (−√2 + i√2 − i√2)T ✱
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s d(k,ℓ)(φ) = √6 − 4(cosφ + sinφ) r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s d2✳ ❚❤❡ dICmin ✐s ❡q✉❛❧ t♦ d1

❢♦r 0o ≤ φ ≤ 30o ❛♥❞ t♦ d2 ❢♦r 30o ≤ φ ≤ 45o✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s

dICmin✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ d1 ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ φ✮ ❛♥❞ d2 ✭❞❡✲

❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ φ✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s φopt = 30o✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❛❦❡ φ = 30o✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs (ψ = 0o, θ = 45o, φ = 30o)✱ ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s

♣r❡❝♦❞❡r ❛r❡ ✜①❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐ts ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡❛s✐❡r✳
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✺✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

✺✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✜① φ = 30o ❛♥❞ ♠❛❦❡ (ψ, θ) ✈❛r②✳
❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❢♦r

❙◆❘ ❂ ✶✶ ❞❇✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ I1E ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t (ψ = 0o, θ = 45o)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ I1E(1) ✇❤❡♥ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ φ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s✐♥❝❡ φ ♦♥❧② s❤♦✇s

✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t I1E(0)✳

✺✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡rs

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r t♦ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❡①✐st✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡rs✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❈❤❛♥♥❡❧ A

✭γ = 8.3o✮ ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ B ✭γ = 30o✮ ❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❚❤❡ t✇♦ ❜❡st ♣r❡❝♦❞❡rs t❤❛t ❣✐✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② I(y, s)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ●❖P❚

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✮ ❛♥❞ max✲dmin✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✮ ♣r❡❝♦❞❡rs✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r

❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ❝❛♣❛❝✐t② ♦✈❡r t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧s s✐♥❝❡ ✐t ❛✐♠s t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡

max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ♦♥❡ ❛t

❤✐❣❤ ❙◆❘✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❞❛t❛ str❡❛♠s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭b = 2✮ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱

t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❝♦❞❡❞ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡rs s✉❝❤ ❛s ▼▼❙❊✱ ❲❋✱ ▼❲❋✱ ♠❛①✲❙◆❘ ❛♥❞

♠✐♥✐♠✉♠ ❇❊❘✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ max✲dmin ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✭✺✳✶✮ ❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

Pr❡❝♦❞❡r ψ θ φ

●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ 0o 45o 30o

max✲dmin
F♦❝t❛✭γ > γ0✮ arctan (√2−1

t❛♥γ
) 45o 45o

Fr✶ ✭γ ≤ γ0 ≃ 17.28o✮ 0o 27.37o 15o

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❡♥✐❡✲
♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳

❚❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs ♦✈❡r ❈❤❛♥♥❡❧ A ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ B ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
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proposed Genie - optimized
 max-d

min
 (F

r1
)

GOPT
BCJR decoder of RSC code

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ ■❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛t ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇✱
❈❤❛♥♥❡❧ A✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳

●❖P❚ ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❬✻✽❪ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ●❖P❚ ❛♥❞ max✲dmin ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✳ ▼♦r❡

✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ■❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●❡♥✐❡✲

♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r I1E t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❜❡tt❡r

❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❡rr♦r ✢♦♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳ ■♥ t❤✐s

✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ ❛t t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt✱ ✐✳❡✳ I1E ❛t I1A = 1 ♦r I1E(1)✱
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✳ ❘❡❝❛❧❧

t❤❛t✱ ❢♦rmax✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ Fr1 ❛♥❞ Focta ✐s γ0 ≃ 17.28o✳
❆s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛❧✇❛②s ♣r❡❞✐❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ I1E(1)✮ ♦❢

t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✺✳✾ t❤❛t

t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡

st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❛ ❝✉r✈❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛rts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② γ0 ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙◆❘✱ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ❢♦r♠s✳ ■t ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❣❛♠♠❛s ❛♥❞ ❙◆❘s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ●❖P❚ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾ s❤♦✇s ❛ ✢✉❝t✉❛t❡❞
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 (F

octa
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BCJR decoder of RSC code

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ♦❢ ■❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛t ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇✱
❈❤❛♥♥❡❧ B✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳

❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ tr✐♣❧❡ ✭ψ, θ, φ✮

♦♥ I1E(1) ✭✐✳❡✳ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❧♦t ❢♦r max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥❡✇ t❤r❡s❤♦❧❞ γth✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ I1E(1) ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

γ0 ≤ γ ≤ γth ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ max✲dmin

♣r❡❝♦❞❡r✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r

❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s ✭Fr1 ❛♥❞ Focta✮ ♦❢ max✲dmin ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞ γth t♦ ✐♠♣r♦✈❡ I1E(1)✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞

♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ Fd ✭s❡❡ ✭✺✳✶✮✮ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ I1E(1) ❛♥❞ I1E(0) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ t❤♦✉❣❤ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞

❛t ❙◆❘❂✶✵ ❞❇✱ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ♦t❤❡r ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡

❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s

❛ ❜❡tt❡r ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛t t❤❡ ❙◆❘

✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛t ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts✳ ❖✉r
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Channel B, γ = 30o

          γ0 = 17.28o

          (max-d
min

,

SNR-independent)

γ
th

 = 26.16o

(max-d
min

-mod,

SNR-dependent)

Channel A, γ = 8.3o

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ I1E ❛t I1A = 1 ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥❣❧❡ γ ❛t ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇ ❛♥❞ ✹✲◗❆▼✳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ I1E(1) ♦♥❧② r❡s✉❧ts ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥s ✇❤❡♥ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡① ❋❊❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❧♦♣❡

♦❢ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❋❊❈ ❞❡❝♦❞❡r ✐s ✢❛tt❡r ✇✐t❤ str♦♥❣ ❋❊❈ ❝♦❞❡s t❤❛♥ ✇❡❛❦ ✭❧♦✇✲

❝♦♠♣❧❡①✮ ❋❊❈ ❝♦❞❡s✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❧♦✇ ❡rr♦r✲r❛t❡ ✭✐✳❡✳ t♦

r❡❛❝❤ I2E = 1✮ ❡✈❡♥ ❛t ❛ ❧♦✇❡r I2A✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❋❊❈

❞❡❝♦❞❡r ✐s st❡❡♣ ✇✐t❤ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡① ❋❊❈ ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ♥❡❡❞s ❤✐❣❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛❧✐③❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❧♦✇ ❡rr♦r✲r❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤ I1E(1) t♦
❛✈♦✐❞ ❡❛r❧② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ ❡rr♦r✲r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❡♥✐❡✲

♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ ❛ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①

❋❊❈ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲t♦✲♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

✺✳✻ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ t❤❛t ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧
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Genie bound
proposed Genie-optimized
GOPT
max-d

min
 (F

r1
)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❇❊❘ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ A✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳

❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ γ✱ ✇❤❡r❡ 0o ≤ γ ≤ 45o✳ ❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❈❤❛♥♥❡❧ A ❛♥❞

❈❤❛♥♥❡❧ B t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t✇♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ γ✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲r❛t❡ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ nT = 2 tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ nR = 2 r❡❝❡✐✈❡

❛♥t❡♥♥❛s ▼■▼❖ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✷✵✵✵ ✉♥❝♦❞❡❞ ❜✐ts✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st♦♣ ✇❤❡♥ ✶✵✵ ❡rr♦r ❢r❛♠❡s ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛t ❧❡❛st

✺✵✵✵ ❢r❛♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ✜①❡❞ t♦ ✶✵✳

❈❤❛♥♥❡❧ A ✇✐t❤ γ = 8.3o ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ γ ≤ γ0✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ γ = 8.3o

max✲dmin ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ str♦♥❣❡st s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ σ1✳ ❚❤❡ ●❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ str♦♥❣❡st s✉❜❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❇❊❘

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝♦❞❡rs ♦♥ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ max✲dmin

❛♥❞ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✈❡r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞

♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❧♠♦st ✷ ❞❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin ❛t ❇❊❘ ≃ 10−6✳ ◆♦t❡

t❤❛t✱ ✐♥ ❝❛s❡ γ ≤ γ0✱ max✲dmin ✉s❡s t❤❡ Fr1 ❢♦r♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

st❛t❡ ♦❢ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❣❡♥✐❡ ❜♦✉♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞

♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡❞ ❛t tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ✐s ❛❧s♦ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣

❜♦t❤ ❙❇❈ ❛♥❞ ❇❙❈ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘s✱ ✐✳❡✳ L1
A = (2c̄−1)K✱ ✇❤❡r❡
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Genie bound
proposed Genie-optimized
GOPT
max-d

min
 (F

octa
)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❇❊❘ ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ B✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳

c̄ ✐s t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡❞ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ K ✐s ❛ ❧❛r❣❡✲❡♥♦✉❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ t❤❛t t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❈❤❛♥♥❡❧ B ✇✐t❤ γ = 30o ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ γ > γ0✱ ✇❤❡r❡ max✲dmin ✉s❡s

Focta ❢♦r♠✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✜①❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠✱ t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ✉s❡

♦♥❧② t❤❡ str♦♥❣❡st s✉❜❝❤❛♥♥❡❧ σ1✳ ❲❤✐❧❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ A✱ t❤❡

max✲dmin ❛♥❞ ●❖P❚ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❙◆❘ r❛♥❣❡✮ ♣r❡❝♦❞❡rs ✉s❡ ❜♦t❤ s✉❜❝❤❛♥♥❡❧s σ1

❛♥❞ σ2✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡s

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘s✮ ❛♥❞ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✭♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

❝❛♣❛❝✐t②✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❚❤❡

●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✶ ❞❇ ❛t ❇❊❘ = 10−6 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

max✲dmin ❛♥❞ ●❖P❚✳ ❆t ❧♦✇ ❙◆❘✱ t❤❡ ●❖P❚ ❛♥❞max✲dmin ♣❡r❢♦r♠ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥

●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ B

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡❛r❧② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛rt ❢♦r

●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❛t ❧♦✇ ❙◆❘✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❈❤❛♥♥❡❧ A ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ B✱ ✐t ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r
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spatial multiplexing

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❇❊❘ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳

t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❣❧❡ γ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✐✳❡✳ σ2 ≪ σ1✮✳

❘❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✇✐t❤ hij ∼ CN(0,1)✱ ✇❤❡r❡ hij ✐s ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ 2 × 2
❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① H✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ t♦ ❛✣r♠ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ●❡♥✐❡✲

♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞

❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♦✈❡r γ✳ ❆s ♦❜✲

s❡r✈❡❞✱ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ♣❡r❢♦r♠s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❛t ❧♦✇

❙◆❘✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❣❛✐♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❈❤❛♥♥❡❧ B✱

s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

❤✐❣❤ γ ❝❤❛♥♥❡❧s s✉❝❤ ❛s ❈❤❛♥♥❡❧ B✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛

❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✹✳✺ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−3 ❛♥❞ ✷ ❞❇ ❛t ❇❊❘ = 10−6 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛①✲d♠✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●❖P❚✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞

♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✶ ❞❇ ❛t ❇❊❘ ❂ 10−7✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞
♣r❡❝♦❞❡r ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s❡s ❛ ✜①❡❞ ❙◆❘✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❙◆❘✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛s ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❖P❚✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥
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spatial multiplexing

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✹✲◗❆▼ ❛♥❞ (13,15)octal✲❘❙❈ ❝♦❞❡✳

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s A ❛♥❞ B✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ I1E(1) ❜❡t✇❡❡♥ ●❖P❚

❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ γ0 ≤ γ ≤ γth ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✾✮✱ ✇❤❡r❡✱ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠

❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❣❧❡ γ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ γs ♦❢ ❈❤❛♥♥❡❧ A ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ B✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ max✲dmin✲mod

♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✐s

♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❊❘ ❛s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❊❘✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞

♣r❡❝♦❞❡r ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ✭❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ ❙◆❘s✮✳ ■t ❡❛r❧②

r❡❛❝❤❡s t❤❡ ●❡♥✐❡✲❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

♦t❤❡r ♦♥❡s✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ❛♥❞ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❙◆❘✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦

✇♦r❦✐♥❣ ♠♦❞❡s ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s max✲dmin✲mod ♣r❡❝♦❞❡r✮✳ ▼♦r❡



✶✷✸ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛ ♥❡✇ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼■✮

❜❡t✇❡❡♥ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖

❝❤❛♥♥❡❧ ✭❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ▼■ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛✲

t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▼■ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ st❛t❡✱ ✐✳❡✳ I1E(1)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ I1E(1) ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❤✐❣❤

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▼■▼❖ s❝❤❡♠❡ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❙◆❘ t❤❛♥❦s t♦

t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ▼■▼❖ ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡① ❋❊❈ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ b✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❛t❛✲r❛t❡ ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ▼■▼❖ s②st❡♠s ❬✼✽❪✱

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t min(nT , nR) ≥ b ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s s❤♦✇ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❜✐♥❛r②

❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ✇✐t❤ ▼■▼❖ s②st❡♠s ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭♠♦st❧② s♣❡♥t ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r

●❋✮✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠s✳ ❲❡

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜②

♠❛♣♣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦✇❡r✲♦r❞❡r ●❋ s②♠❜♦❧s ♦♥t♦ ♦♥❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣

♦♥❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❋ s②♠❜♦❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r

❛♥❞ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡

♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳





❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺

❆ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺

❋r♦♠ ✭✺✳✽✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ (ψ, θ) t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ p1 ❜❡❝♦♠❡s

(ψ◇, θ◇) = argmaxF (σ2
s

σ2
η
[(σ21 cos2ψ − σ22 sin2ψ) cos2 θ + σ22 sin2ψ]). ✭✺✳✶✾✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡t F ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② 0o ≤ ψ ≤ 90o ❛♥❞ 0o ≤ θ ≤ 90o✳

P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ p1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞ ψ ②✐❡❧❞

∂p1

∂ψ
= σ2s

σ2η
sin 2ψ[σ22 − (σ21 + σ22) cos2 θ], ✭✺✳✷✵✮

∂p1

∂θ
= σ2s

σ2η
sin 2θ(σ22 sin2ψ − σ21 cos2ψ). ✭✺✳✷✶✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts (ψ, θ) ♦❢ F t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠

✭∇p1 = 0✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F◇✱ ❡q✉❛❧s
F◇ = {(0,0), (0,90o) , (90o,0) , (90o,90o)} . ✭✺✳✷✷✮

❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ p1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ❛♥❞ ψ ②✐❡❧❞

∂2p1

∂ψ2
= 2

σ2s
σ2η

cos 2ψ [σ22 − (σ21 + σ22) cos2 θ] , ✭✺✳✷✸✮

∂2p1

∂θ2
= 2

σ2s
σ2η

cos 2θ(σ22 sin2ψ − σ21 cos2ψ), ✭✺✳✷✹✮

∂2p1

∂ψ∂θ
= σ2s

σ2η
sin 2θ sin 2ψ (σ21 + σ22) . ✭✺✳✷✺✮

✶✷✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ Pr❡❝♦❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✷✻

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ♦❢ F◇ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s

(ψ, θ) = (0,0)✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s p♠❛①1 = σ2
s

σ2
η
σ21✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r p2✱ ✇❤✐❝❤

②✐❡❧❞s p♠❛①2 = σ2
s

σ2
η
σ21 ❛t (ψ = 0, θ = 90o)✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈

❈♦❞❡s ✐♥ Pr❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❙②st❡♠s

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡r✿

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ❊♠❛♥✉❡❧ ❘❛❞♦✐✱ ❛♥❞ ❨✳ ❘♦s❛

❩❤❡♥❣✳ ✧❚✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠s✧ ❙✉❜✲

♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❡♥❞✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ▼■▼❖ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs

❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ▲❡t ✉s ✜rst❧② r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛r② ❡♥❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❜✐ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞

❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ Q✲❛r② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s❡r✐❛❧✲t♦✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡s❡ s②♠❜♦❧s ✐♥t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼■▼❖

❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ Qb✱ ✇❤❡r❡ b ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠s ✭❧❛②❡rs✮ ✐♥ t❤❡ ▼■▼❖ s②st❡♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

❜✐♥❛r② ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✼✾✱ ✽✵❪ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ●❋ ♦r❞❡r ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈

❝♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ▼■▼❖ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s✐③❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤ ●❋

s②♠❜♦❧ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ✐♥ ▼■▼❖ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡

♠❛♣♣✐♥❣✳

✶✷✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✐♥ Pr❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❙②st❡♠s ✶✷✽

▼♦❞❡r♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✜❢t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✺●✮ ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✱

r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤ ❞❛t❛✲r❛t❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧❛t❡♥❝② ❬✽✶❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛✲

t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❬✽✷❪✳ ❯s✐♥❣ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▼■▼❖ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s✐③❡✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❋ ✐s ♥❡❡❞❡❞

❢♦r ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❋ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s r❡q✉✐r❡ ✈❡r②

❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s②st❡♠

❧❛t❡♥❝②✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t

s❡✈❡r❛❧ ❧♦✇✲♦r❞❡r ●❋ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ♦♥❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s

♠❛♣♣✐♥❣ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❥♦✐♥t❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r

✭♦r t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✱

t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t❤❛t ♠✉❧t✐✲

♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r ✭❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s

❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ②✐❡❧❞s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ❋❊❈ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r

✐♥ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❚❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs✱ ❜✉t

♥♦ ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛s ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥ ❬✽✸❪ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ r❛t❡✲✶ ❡♥❝♦❞❡r ✐♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈

❝♦❞❡s ❛ss✉♠✐♥❣ s♣❤❡r❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♠❛♣♣❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✐♥ ❬✽✹❪ ✇❛s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝②❝❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② r❡❧❛t❡❞

♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❬✽✺❪ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♠❛♣♣✐♥❣

str❛t❡❣② ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r tr❛❞❡✲♦✛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦r t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❛❝❦❧❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦

✉s❡ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡rs t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠

♣r❡❝♦❞❡rs ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ▼■▼❖ ❡♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇② ✉s✐♥❣

t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡



✶✷✾ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✐♥ Pr❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❙②st❡♠s

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t r❡❝❡✐✈❡r ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ▲❛st ❜✉t

♥♦t ❧❡❛st✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❇P✮

◆❇✲▲❉P❈ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❬✽✻✱ ❈❤❛♣t❡r ✸❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s

✉s❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❣✐rt❤ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s

t♦ ❞❡❝♦❞❡ ❛ ❧❛r❣❡✲❣✐rt❤ ❝♦❞❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❝❤❡❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝②❝❧❡✲❢r❡❡ ❝♦❞❡s ❬✽✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❇P

✐♥ ❧♦❣✲❞♦♠❛✐♥ ✭▲♦❣✲❇P ❬✹✵❪✮ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♣♣❡r ✐♥ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s

t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ✭♦♥❧② s♦❢t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✮✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r

❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s

❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❜✉t r❡q✉✐r❡ ❧♦✇✲

❝♦♠♣❧❡① ❢❛st✲❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✉❝❤ ❛s ♠❛❝❤✐♥❡✲t♦✲♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡

▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺ ✇r❛♣s ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✻✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✻✳✷✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧

MAP 
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳
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▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼■▼❖ s②st❡♠ ✇✐t❤ nR r❡❝❡✐✈❡✱ nT tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ b ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞❛t❛ str❡❛♠s t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❢✉❧❧✲❈❙■ ❛t ❜♦t❤

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡r ♦❢ ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞ ♦r❞❡r q ✭●❋✭q✮✮

✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞ u ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ✐♥t♦ ū ❜② ❛

s②♠❜♦❧✲✇✐s❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✳ ❆t t❤❡ ♠❛♣♣❡r✱ ❡✈❡r② b Q✲❛r② q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✭◗❆▼✮ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r s ♦❢ s✐③❡ b× 1✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✱

❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s S = {s0, . . . , sk, . . . , sQb−1} ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s✱

❡✈❡r② ns ●❋ s②♠❜♦❧s ✐♥ ū ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ s ∈ S ✇✐t❤ ❛

♠❛♣♣✐♥❣ r✉❧❡ X ✳ ❚❤❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ s ✐s t❤❡♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❝♦❞❡r F ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣

tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ns ●❋ s②♠❜♦❧s ✐♥ ū ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞

♦♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧✱ t❤❛t ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❤♦✇❡✈❡r

♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ ❞❡♠❛♣♣❡r✳

❚❤♦✉❣❤ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

♦✉t♣✉t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✻✮ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛

♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ s♦❢t✲❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❛♥ ◆❇✲▲❉P❈ s♦❢t✲❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐t❡r❛✲

t✐✈❡❧② ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✈❡❝t♦rs ✭▲▲❘❱s✮✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✐s

❝❛❧❧❡❞ ♦✉t❡r✲❧♦♦♣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❧♦♦♣ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② n♦✉t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

✐♥♥❡r✲❧♦♦♣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s

❡q✉❛❧ t♦ n✐♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② {0, α1, . . . , αi, . . . , αq−1} t❤❡ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② s②♠❜♦❧s ✐♥ ●❋(q)✳
❚❤❡♥✱ ❛ ▲▲❘❱ ♦❢ ❛ ●❋ s②♠❜♦❧ a ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② l = [l(α1), . . . , l(αi), . . . , l(αq−1)]T ✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ l ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② l(αi) = ln P (a=αi)

P (a=0) ✳

❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘❱s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② lA1 , lP1

❛♥❞ lE1 ✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ lA2 , lP2 ❛♥❞ lE2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘❡✲

❝❛❧❧ t❤❛t s = X (a = [a1, . . . , aj , . . . , ans
])✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r y✱ t❤❡ ❡①✲

tr✐♥s✐❝ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ns ▲▲❘ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜② LE1 = [lE1

1 , . . . , lE1

j , . . . , lE1

ns
]✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ▲▲❘ ♠❛tr✐① LA1

1 =
[lA1

1 , . . . , lA1

ℓ
, . . . , lA1

ns
]✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ lE1

j ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

lE1

j (αi) = ∗
max

s∈S ∣a∶aj=αi

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−∥y −HvFds∥2

σ2
+ ns

∑
ℓ=1,ℓ≠j

lA1

ℓ
(aℓ)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

− ∗
max

s∈S ∣a∶aj=0
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−∥y −HvFds∥2

σ2
+ ns

∑
ℓ=1,ℓ≠j

lA1

ℓ
(aℓ)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

✭✻✳✶✮
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Fd F1 F2 F3 F4 F5

ψ ✵ arctan 5
√
2−7

tanγ
arccos

√
α−α cos2 γ
α−2 cos2 γ arctan

√
15−4√14
tanγ

arctan
√
2−1

tanγ

θ arctan(2 sinφ) π/4 π/4 1
2
arctan

√
10
2

π/4
φ arctan 1

6+√3
π/4 arctan 3

5
arctan 1

3
π/4

γ r❛♥❣❡ ✭✐♥ ❞❡❣r❡❡✮ 0o ≤ γ < 5.12o 5.12o ≤ γ < 5.26o 5.26o ≤ γ < 8.4o 8.4o ≤ γ < 15.38o 15.38o ≤ γ ≤ 45o
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✻✲◗❆▼

❛♥❞ b = 2✱ α = 1 + 6
√

34
❬✻✸❪✳

❆❞❞✐t✐♦♥s ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
∗

max

❉❡t❡❝t♦r Nv

ns
Qb (7b2 + 7b − 2) + n♦✉tNv(qns − 1) Nv

ns
Qb (3b2 + 3b + 1) n♦✉t[Nvq(q − 1)]

❉❡❝♦❞❡r ❬✹✵❪ n♦✉tn✐♥[2(3dc − 4)Nc(q − 1)2 + dcNc(dv − 1)(q − 1)] n♦✉tn✐♥ [2(3dc − 4)Nc(q − 1)2]
❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❞❡✇♦r❞✳

✇❤❡r❡
∗

max st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳

✻✳✷✳✷ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡rs

❘❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❬✽✽❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

t❤❡ ●❖P❚ ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶ ❛♥❞

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r❡❝♦❞❡rs r❡s✉❧t ✐♥ ❤✐❣❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ b = 2 ❞❛t❛ str❡❛♠s✱ ◆❣♦ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✻✸❪

❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ❤❛s ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✳

❚❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r s✇✐t❝❤❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ γ = arctan σ2
σ1
✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

t❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ❛❧s♦ ❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F1 t♦ F5 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✐♣❧❡t (ψ, θ, φ) ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ Fd ✐♥ ✭✻✳✷✮✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❛♥❣❡s ♦❢ γ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜✈❡

♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❙◆❘s ✭❙◆❘ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮✳

Fd =
⎛⎜⎝
cosψ 0

0 sinψ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
1 0

0 eiφ

⎞⎟⎠ . ✭✻✳✷✮
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✻✳✸ ❆♥❛❧②s✐s

✻✳✸✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▲♦❣✲❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ▲❡t ✉s

❞❡♥♦t❡ ❜② Nc ❛♥❞ Nv t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡s ✭❈◆s✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ✭❱◆s✮ ✐♥ ❛♥

◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈◆s ❛♥❞ ❱◆s ❞❡❣r❡❡s ❛r❡ dc ❛♥❞ dv r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡❝♦❞❡ ❡✈❡r② ❝♦❞❡✇♦r❞✱ ✐s

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳

■t ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s ♣✐❝❦ ✉♣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ b = 2✱ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r✐t②

❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❉❆❱■◆❈■ ♣r♦❥❡❝t

❬✽✾✱ ✾✵❪ ✇✐t❤ Nv = 192,Nc = 96, dc = 4✱ dv = 2 ❛♥❞ t❤❡ ❣✐rt❤ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✹✳ ❚❤❡ ▼■▼❖

❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ Qb = 256✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♠❛♣✲

♣✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐✳❡✳ ns = 1 ❛♥❞ n♦✉t = 1✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❛♥ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ●❋

♦r❞❡r q = 256✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✭❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛♣ ❡✈❡r② ns = 2 ●❋ ♦r❞❡r q = 16 ✐♥t♦

❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t n♦✉t > 1 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s

s❡❧❡❝t n♦✉t = 10 ❛♥❞ n✐♥ = 10✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② n✶✲❜②✲✶+ ❛♥❞ n✶✲❜②✲✶⊞ t❤❡ t♦t❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
∗

max ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❡ nns✲❜②✲✶+ ❛♥❞ nns✲❜②✲✶⊞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

n
ns✲❜②✲✶+ /n✶✲❜②✲✶+ ≈ nns✲❜②✲✶⊞ /n✶✲❜②✲✶⊞ ≈ 0.036✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
∗

max ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② r♦✉❣❤❧② 96.4% ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥

t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t n✐♥ = 10 ❢♦r ❜♦t❤ ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱

t❤❡ ♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ n✐♥ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s

❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ss✉♠✐♥❣

✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♠❡s ♦✉t ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥

s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r λ = n♦✉tn✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t♦t❛❧

✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❛✐s❡ ✉♣ ❛s

❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡rs t♦ t❛❦❡ ✉♣

t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ λ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❙◆❘ = 18 ❞❇✳

✻✳✸✳✷ ◆♦♥✲❜✐♥❛r② ❊❳■❚ ❝❤❛rt

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rt ❢♦r s②♠❜♦❧✲❜❛s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡

❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❬✾✶❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ❛

❣✐✈❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ n✐♥ ✭nmax
✐♥ ✮ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❤❛rt✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❙◆❘ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✸✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❛r✲

❜✐tr❛r✐❧② s❡❧❡❝t ❛ ❝❤❛♥♥❡❧H = [0.4067−0.1801i 0.0419+0.2015i; −0.8206−0.0268i 0.2896−
0.0428i] ❢♦r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❜② H❡①✳ ❚❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛✲

tr✐❝❡s ❛t s♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❙◆❘ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❢♦✉♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✷✷❪ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ H❡①✱ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✷✳✷✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡♠ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ∥F∥2F = 1✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ❛r❡

❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❙◆❘ = 18 ❞❇✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t nmax
✐♥ ✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡

❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❤❡♥ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❙▼✮✱ max✲dmin ✭♣r❡❝♦❞✐♥❣

♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② F4 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ s✐♥❝❡ γH❡①
≈ 10o✮ ❛♥❞ ●❖P❚ ✭♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✐♥ Pr❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❙②st❡♠s ✶✸✹

❙◆❘ F ✭♦❢ ●❖P❚✮ ❈❤❛♥✳ ❝❛♣✳ ●❖P❚ ❈❤❛♥✳ ❝❛♣✳ max✲dmin

✶✽ [−0.8645 + 0.0360i −0.8346 + 0.2190i
0.5359 + 0.3961i −0.1780 − 0.1765i] ✺✳✾✶✷✺ ✺✳✻✹✹✽

✷✵ [−0.7986 + 0.0426i −0.8320 + 0.2087i
0.5654 + 0.4329i −0.2648 − 0.2174i] ✻✳✻✸✺✷ ✻✳✹✾✻✾

✷✷ [−0.7314 + 0.0484i −0.8237 + 0.1976i
0.5889 + 0.4642i −0.3439 − 0.2541i] ✼✳✷✼✹✸ ✼✳✷✺✶✾

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛t s♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❙◆❘ ✭✐♥ ❞❇✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦✉♥❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✭r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭ω =
π
5
, ν = π

10
✮ ♦✈❡r H❡① ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✭✐♥ ❜✐ts✴s✴❍③✮✳

✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ❛t ❙◆❘ = 18 ❞❇✮ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ✭♦r✱ ✐♥

s❤♦rt✱ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r

❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ❙◆❘✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ❞❡t❡❝t♦r ❊❳■❚

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② I0 ❛♥❞ I1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r st❛rts t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢r♦♠ nmax
✐♥ = 10✳ ❲❡ ✜rst❧②

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠

nmax
✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❙▼✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ❧✐♠✐t✐♥❣ nmax
✐♥ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ λ✱ t❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❙▼ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r

❛r❡ ❡❛r❧② ❝r♦ss❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❛❞ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

❡❛r❧② ❝r♦ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ t❤❛t I1 ♦❢

●❖P❚ ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❙▼✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝ts ❜❡tt❡r

❡rr♦r✲✢♦♦rs ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ I1✱ t❤❡ I0 ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡rs

❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❙▼✳ ❚❤✐s ♠❛② ❝❛✉s❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r

❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r ❛t ❧♦✇ ❙◆❘✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇❡r I0✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤ n♦✉t ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤

✉s✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡rs ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉s❡

❧♦✇ nmax
✐♥ ✱ t❤❡ ❜❡st s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ nmax

✐♥ ✭t♦ r❡❞✉❝❡ λ✮ ❤♦✇❡✈❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r❡❝♦❞❡r✳

■♥❞❡❡❞✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ s❤♦✇ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❡❞ nmax
✐♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r

❙▼✱ max✲dmin ❛♥❞ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡rs✳

✻✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦♣♦s❡ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r (nT = 2, nR = 2) ▼■▼❖ s②st❡♠s ✇✐t❤ b = 2 ❞❛t❛ str❡❛♠s✱ Q = 16
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min

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❋❊❘ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ H❡①✳

✭✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮✱ ●❋✭q = 16✮ ❛♥❞ ns = 2 ●❋ s②♠❜♦❧s ♣❡r ▼■▼❖ s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡

▼■▼❖ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ Qb = 256✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈
♠❛tr✐① ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❉❆❱■◆❈■ ♣r♦❥❡❝t ❬✽✾✱ ✾✵❪

✇✐t❤ ✭Nv = 192,Nc = 96, dc = 4✱ dv = 2✱ ❣✐rt❤ ❂ ✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦❣✲❇P ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❬✹✵❪ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦

❧✐♠✐t t❤❡ ♦✉t❡r✲❧♦♦♣ ✐s ✶✵✳

❲❡ ✜rst❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ H❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s

❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❡ s②st❡♠ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r✲r❛t❡

✭❋❊❘✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s ❙◆❘ ♦✈❡r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❝❛s❡ ❙▼ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ max✲dmin

✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ●❖P❚ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♣r❡❝♦❞❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s

✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t nmax
✐♥ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦❡r✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡rr♦r✲✢♦♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ nmax
✐♥ ✱ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r nmax
✐♥ = 5 ❛t ❋❊❘ ❂ 10−3✱

t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✻ ❞❇ ❛♥❞ ✸ ❞❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙▼ ❛♥❞

max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❙▼ ❛♥❞ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡rs✱ t❤❡ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡ ♣❧♦ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t nmax
✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ I1 t♦ t❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✳ ❋♦r ●❖P❚

♣r❡❝♦❞❡r✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❙◆❘ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ H❡① ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳

▲❡t ✉s st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ♦✈❡r

t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭hij ∼ CN(0,1)✱ ✇❤❡r❡ hij ✐s ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① H✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s②st❡♠ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s ❙◆❘ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ❝❛s❡ ❙▼ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ ✉s❡❞

❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t nmax
✐♥ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦❡r✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱

✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ▼■▼❖ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❙◆❘s t❛❦❡s ❛ ❧♦♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ●❖P❚ ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞

❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ✉s❡ ●❖P❚ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦❞❡❜♦♦❦

♦❢ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❣❛✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡

❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤ nmax
✐♥ = 5 ❛❝❤✐❡✈❡s ❛

❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✺ ❞❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙▼ ✉s❡❞ ✇✐t❤ nmax
✐♥ = 10 ❛t ❋❊❘ ❂ 10−4✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ λ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② λ̄✮ ✐s ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❝❛s❡ ❙▼ ✐s ✉s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞

❝❤❛♥♥❡❧ H❡①✱ t❤❡ ❧♦✇❡st λ̄ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ nmax
✐♥ = 10 ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✭❛✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n✐♥ ✐s ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n♦✉t✱ ✇❤✐❝❤ t♦t❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥

❛ ❧♦✇ λ̄ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❡st nmax
✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ λ̄✮ ♦❢ ●❖P❚ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞
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✭❜✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❘❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✭❛✮ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤

nmax
✐♥ = 3 r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦✇❡r λ̄ t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦♥❡ ♦❢ ❙▼✱ ♥❛♠❡❧② nmax

✐♥ = 10✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ nmax
✐♥ ✱ t❤❡ ●❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✹✳✺ ❞❇ ❛t

❋❊❘ ❂ 10−3 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙▼ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ λ̄

✈❡rs✉s ❙◆❘ ❢♦r ❙▼ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡st

nmax
✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ λ̄✮ ♦❢ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✭❜✮✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❜❡st nmax
✐♥ ❢♦r ❙▼ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ λ̄✮ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧

✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✺✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ max✲dmin ♣r❡❝♦❞❡r

✭✇✐t❤ nmax
✐♥ = 5✮ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐rt❤ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✹

❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤✐s ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❝②❝❧❡✲

❢r❡❡✲❧✐❦❡❧② ✐s n✐♥ ≤ 6 ❬✽✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❧② s❛t✐s✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ✭nmax
✐♥ = 3 ❢♦r

●❖P❚ ❛♥❞ nmax
✐♥ = 5 ❢♦r max✲dmin✮✳



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚✉r❜♦ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✐♥ Pr❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❙②st❡♠s ✶✸✽

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦✇✲♦r❞❡r ●❋ s②♠❜♦❧s ♦❢ ◆❇✲

▲❉P❈ ❝♦❞❡✇♦r❞s ♦♥t♦ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❋ t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r

❞❡❝♦❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥

✉s❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢

t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡rs t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❡rr♦r✲✢♦♦r✳ ❚❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤ ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣

♣r❡❝♦❞❡rs ♥♦t ♦♥❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡s t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ✭♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣✮ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ❡rr♦r✲r❛t❡✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r st✉❞② ♦♥ ❧♦✇✲

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✼

▼✉❧t✐♣❧❡✲❱♦t❡s P❛r❛❧❧❡❧

❙②♠❜♦❧✲❋❧✐♣♣✐♥❣ ❉❡❝♦❞✐♥❣

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈

❈♦❞❡s

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡r✿

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ ❚❡❧❡① ▼✳ ◆✳ ◆❣❛t❝❤❡❞✱ ❖❝t❛✈✐❛ ❆✳ ❉♦❜r❡✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱

❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧ ❘❛❞♦✐✳ ✧▼✉❧t✐♣❧❡✲❱♦t❡s P❛r❛❧❧❡❧ ❙②♠❜♦❧✲❋❧✐♣♣✐♥❣ ❉❡✲

❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈✧✱ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ♣♣✳

✾✵✺ ✲ ✾✵✽✱ ❱♦❧✳ ✶✾✱ ✷✵✶✺✳

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ♣❧❛②s ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✇✐❧❧

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛t❡✲

❣♦r✐❡s✿ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❬✾✷❪✱ s♦❢t✲❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❬✹✵✱ ✹✷✱ ✾✸✱ ✾✹❪✱ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞

✶✸✾



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✶✹✵

❞❡❝♦❞✐♥❣ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✮ ❬✾✺✕✾✽❪✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✲

✐t② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❢❛r ❛✇❛② ❛s ❛ ❢❡✇ ❞❡❝✐❜❡❧s ❢r♦♠

t❤❛t ♦❢ s♦❢t✲❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❙♦❢t✲❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜✉t

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍②❜r✐❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❡①tr❡♠❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❆♠♦♥❣ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s②♠❜♦❧ ✢✐♣♣✐♥❣ ❞❡❝♦❞✲

✐♥❣ ✭P❙❋❉✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✾✼❪ ♦✛❡rs ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛ ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ t❤❡

✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❤❡❝❦✲❜❛s❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❡❝❦✲s✉♠s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ♠❡s✲

s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ s②♠❜♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡s t❤❡♠

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✢✐♣♣✐♥❣ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❛

✈♦t✐♥❣ s②st❡♠ ✇❤❡r❡❜② ❡❛❝❤ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❝❤❡❝❦ ♥♦❞❡ ✭❈◆✮ ❣✐✈❡s ♦♥❡ ✈♦t❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

♥♦❞❡ ✭❱◆✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ✐t✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s t❤✉s ❛❝❝✉♠✉✲

❧❛t❡ ✈♦t❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦t❡s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❇② ♦♥❧② ♣❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥s✱ P❙❋❉

✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡❝♦❞❡ ❤✐❣❤✲r❛t❡ ✜♥✐t❡✲✜❡❧❞ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t P❙❋❉ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦♥❧② r❡❣✉❧❛r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✇❤♦s❡

♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts✱ ❡✳❣✳✱ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✽✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ P❙❋❉ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦t✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞

t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛

♣❛✐r ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ ✭η, λ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡✲✈♦t❡s P❙❋❉ ✭▼❱✲P❙❋❉✮✳

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ P❙❋❉✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥

❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ♣❛ss❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞

❈◆s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❱◆s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s P❙❋❉

❢♦r ❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❙✉❝❤

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❚❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞

t❤❡ P❙❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②
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❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✼✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✼✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❆ r❡❣✉❧❛r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ C ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ K ♦✈❡r t❤❡ ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞ ♦❢ ♦r❞❡r q

✭●❋✭q✮✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ✭❘❈✮✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐①

♦❢ s✐③❡ M ×N ✭M ≥ K✮ H = [hj,i] ♦✈❡r ●❋✭q✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t dv

❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t r♦✇ ✇❡✐❣❤t dc✳ ❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❜✐♥❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥

✜❡❧❞s✱ ✇❤❡r❡ q = 2p✳ ▲❡t Mj = {i ∶ 0 ≤ i < N,hji ≠ 0} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❱◆s

✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ❈◆ cj ❛♥❞ Ni = {j ∶ 0 ≤ j <M,hji ≠ 0} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢
❈◆s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ❱◆ vi✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛r ✭N,K✮ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❛ ❜✐♥❛r②✲

✐♥♣✉t ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭❇■❆❲●◆✮ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t✇♦✲s✐❞❡❞

♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② N0/2✳ ❆ss✉♠❡ ❜✐♥❛r② ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t✲❦❡②✐♥❣ ✭❇P❙❑✮ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

✉♥✐t ❡♥❡r❣②✳ ❆ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❝ = (c0, c1, . . . , cN−1) ✐♥ C✱ ✇❤❡r❡ cn = (cn,0, cn,1,⋯, cn,p−1)
∈ ●❋(2p) ✇✐t❤ cn,i ∈ ●❋✭✷✮✱ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ① = (x0, x1, . . . , xN−1) ❜❡❢♦r❡ ✐ts
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ xn = (xn,0, xn,1,⋯, xn,p−1) ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ r✉❧❡ xn,i = (2cn,i − 1)
∈ {+1,−1}✳ ▲❡t ② = (y0, y1, . . . , yN−1) ❜❡ t❤❡ s♦❢t✲❞❡❝✐s✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡

♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✳ ❋♦r 0 ≤ i ≤ N − 1✱ yn = (yn,0, yn,1,⋯, yn,p−1) =
(xn,0 + νn,0, xn,1 + νn,1,⋯, xn,p−1 + νn,p−1) ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ νn,i✬s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ N0/2✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ s②♠❜♦❧
s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② z = (z0, z1, . . . , zN−1)✳
❋♦r ❛♥② ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ s②♠❜♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ z✱ t❤❡ s②♥❞r♦♠❡ ✈❡❝t♦r s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s s = z⋅HT ✱

✇❤❡r❡ sj = hj0z0 +hj1z1 + ⋅ ⋅ ⋅ +hj(N−1)zN−1 ✇✐t❤ 0 ≤ j <M ✳ sj ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ jth ❝❤❡❝❦✲

s✉♠ ♦❢ z✳ z ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐♥ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s = 0✳ ▲❡t Si(z) = {sj ∶ j ∈ Ni} ❜❡ ❛
s❡t ♦❢ ❝❤❡❝❦✲s✉♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s②♠❜♦❧ zi ❛t t❤❡ ❱◆ vi ❛♥❞ S̃i(z) = {s̃ji(z) = h−1ji sj ∶
sj ∈ Si(z)} ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❡❝❦✲s✉♠ s❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t S̃∗i (z) ❜❡ S̃i(z) ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ③❡r♦

❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ S̃∗i (z) = S̃i(z) ∖ {0}✳
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✼✳✷✳✷ P❙❋❉ ❆❧❣♦r✐t❤♠

●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r z(0) = (z(0)0 , z
(0)
1 , . . . , z

(0)
N−1)✱ t❤❡ P❙❋❉

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✢✐♣s ❡rr♦♥❡♦✉s s②♠❜♦❧s ✐♥ z(0) ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ♦r ❛

♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s ❛♥ ❡rr♦r

s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r e = [e0, e1, . . . , eN−1]✱ s✉❝❤ t❤❛t z = z(0) − e ✐s ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞✳ ❚❤❡ ❡rr♦r

s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② e(0) = 0 ❛♥❞ e(l+1) = e(l) + ε(l)✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ε(l) ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛ ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤

✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

F
(l)
i = max

α∈S̃∗(l)
i
(z)F

(l)
i (α). ✭✼✳✶✮

■♥ ✭✼✳✶✮✱ F (l)i (α) ✇✐t❤ α ∈ GF (q) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

F
(l)
i (α) = E(l)i (α) − Ii(α + e(l)i ), ✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❤❡❝❦✲❜❛s❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ❛❜♦✉t zi(l)✱ E(l)i (α)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❜❛s❡❞

♠❡ss❛❣❡✱ Ii(α + e(l)i )✱ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

E
(l)
i (α) = ∑

j
′∈Ni∶s̃(l)

j
′
i
(z)=α

Wj
′
i − ∑

j
′∈Ni∶s̃(l)

j
′
i
(z)=0

Wj
′
i, ✭✼✳✸✮

❛♥❞

Ii(α) = ηφi(α), ✭✼✳✹✮

✇❤❡r❡ η ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ Wji ✐♥ ✭✼✳✸✮ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ zi ❜②

♦t❤❡r zi′ ✬s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② sj ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Wji = λ min
i
′∈Mj∖{i}Ri′ , ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ Ri ✐s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ s②♠❜♦❧ z(0)i
❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ri = min
α∈GF (q)φi(α), ✭✼✳✻✮
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�1
�1ሺ�ሻ ሻ࢒ሺ࢑� ���ሺ�ሻ

�௝

�௞ ���… … ��

�1 �௞ ���
�௝1 = 0 ࢑࢐� = � �௝�� = 0

max {�1 � , … , ���ሺ�ሻ} = ሻ࢒ሺ࢑�

�1� �௞� ����
… …

� =  ௞=1�� �௞�
If � > ��ℎ , then �� should be flipped

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ P❙❋❉ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✇✐t❤ φi(α) ❜❡✐♥❣ ❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ♦❢ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ z
(0)
i

❛♥❞ z(0)i − α ❞❡✜♥❡❞ ❜②

φi(α) = N0

4
ln

P (vi = z(0)i ∣yi)
P (vi = z(0)i − α∣yi) . ✭✼✳✼✮

❚♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✢✐♣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s②♠❜♦❧s ✐♥ ❡❛❝❤

❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ P❙❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤✐s ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ✈♦t✐♥❣ s②st❡♠

✇❤❡r❡❜② ❡❛❝❤ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❈◆ ❣✐✈❡s ♦♥❡ ✈♦t❡ t♦ t❤❡ ❱◆ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ✐t✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳ ❆t t❤❡ lth ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❱◆ vi ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦t❡s✱ V(l)i ✱ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❈◆s✳ ❚❤❛t ✐s

V(l)i = ∑
j∈Ni

V
(l)
ji , ✭✼✳✽✮

✇❤❡r❡ V (l)ji0 = 1 ✐❢ s(l)j ≠ 0❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ V (l)ji = 0 ✇✐t❤ i0 = argmaxi′∈Mj
F
(l)
i
′ ✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✲

❞❡❝✐s✐♦♥ z(l)i ✇✐❧❧ ❜❡ ✢✐♣♣❡❞ t♦ z(l+1)i = z(l)i −ε(l)i ✇❤❡♥ V(l)i > Vth ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮✱

✇❤❡r❡ Vth ✐s ❛ ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞✳



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✶✹✹

Iteration �

Iteration ሺ� + 1ሻ

…�1ሺ�ሻ ��ሺ�ሻ ��ሺ�ሻ…

…�1ሺ�+1ሻ ��ሺ�+1ሻ ��ሺ�+1ሻ…

Flipping Symbols: �1ሺ�ሻ ��ሺ�ሻ ��ሺ�ሻ

�1ሺ�+1ሻ�1ሺ�+1ሻ
��ሺ�+1ሻ��ሺ�+1ሻ

��ሺ�+1ሻ��ሺ�+1ሻ

��ሺ�+1ሻ = ��ሺ�ሻ + ��ሺ�ሻ
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ P❙❋❉ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✢✐♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

�௞
࢑� ࢒� ���

�௝

�� ���… … ��

�1 �௝ ���
࢒࢐� = �૙ �௝�� = 0 �1� �௝� ����

… …

�� = ௝=1�� �௝�

࢑࢐� = ��
�1 …

�1

�௝1 = 0

The maximumThe second maximum

An example of two

voting levels: �૙ and ��

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❱✲P❙❋❉ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✼✳✸ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❱♦t❡s P❙❋❉ ❆❧❣♦r✐t❤♠

✼✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✱ Vth✱ ✐♥ t❤❡ P❙❋❉ ✐s ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞

t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✾✼❪✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥❡✇ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ♠✐t✐✲

❣❛t❡s t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ P❙❋❉✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❈◆ t♦ ♣❛ss ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦♥❡ ✈♦t❡ t♦ t❤❡ ❱◆s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ✐t✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡

t✇♦ ✈♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ζ0 > ζ1 > 0✳ ❆t ❡❛❝❤ ❱◆ vi✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✼✳✽✮

❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s



✶✹✺ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s

❋♦r s(l)j ≠ 0✱
❼ V

(l)
ji0
= ζ0 ✇✐t❤ i0 = argmaxi′∈Mj

F
(l)
i
′ ✳

❼ V
(l)
ji1
= ζ1 ✇✐t❤ i1 = argmaxi′∈Mj∖{i0}F (l)i′ ✳

❼ V
(l)
ji = 0 ❡❧s❡✇❤❡r❡✳

❚❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❈◆ cj ❣✐✈❡s ζ0 t♦ t❤❡ ❱◆ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ζ1

t♦ t❤❡ ❱◆ t❤❛t ❤❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳ ❚❤♦✉❣❤

✐t ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ζ0 ❛♥❞ ζ1 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤r♦✉❣❤

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♥❞r♦♠❡ ✇❡✐❣❤t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs✱

❛♥❞ t❤❡ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t dv ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❬✾✾❪✳

▲❡♠♠❛ ✼✳ ❋♦r r❡❣✉❧❛r ▲❉P❈ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s②♥❞r♦♠❡ ✇❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧②

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs✳

Pr♦♦❢✳ ✭❍❡✉r✐st✐❝✳✮ ❋♦r ❛♥② r❡❣✉❧❛r ▲❉P❈ ♠❛tr✐①✱ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s②♥❞r♦♠❡ ✇❡✐❣❤t

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs ②✐❡❧❞ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇✐t❤ s❧♦♣❡ dv✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▲❡♠♠❛✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ l✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥

✈❡❝t♦r z(l)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠❜♦❧s t♦ ❜❡ ✢✐♣♣❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

Ne
(l) = ⌊w(l) (s)

dv
⌋ , ✭✼✳✾✮

✇❤❡r❡ ⌊x⌋ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✐♥t❡❣❡r ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ x✱ ❛♥❞ w(l) (s) ✐s t❤❡ s②♥❞r♦♠❡

✇❡✐❣❤t ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ l ❞❡✜♥❡❞ ❜②

w(l) (s) = ∑
j

(s(l)j ≠ 0). ✭✼✳✶✵✮

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✈♦t✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ✢✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ✜rst Ne
(l) s②♠❜♦❧s

✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈♦t❡s V(l)i ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳

❚❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❱♦t❡s P❛r❛❧❧❡❧ ❙②♠❜♦❧✲❋❧✐♣♣✐♥❣

❉❡❝♦❞✐♥❣ ✭▼❱✲P❙❋❉✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✶✹✻

�� = �� + ��
�1 �����…

�1 ��Sort ���> ⋯ > > ⋯ >
… ��

Number of symbols to flip: average syndrome ��
UnchangedFlipped

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❱✲P❙❋❉ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✢✐♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ▼❱✲P❙❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✶✿ ■♥♣✉ts✿ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s lmax✱ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ z(0) ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r y✳

✷✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❙❡t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① l = 0✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ lmax✱
❛♥❞ ❡rr♦r s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r e = 0✳ ❋✐♥❞ φi(α) ❜② ✭✼✳✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ♠❡ss❛❣❡
Ii(α) ❜② ✭✼✳✹✮✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Wji ❜② ✭✼✳✺✮ ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡♠✳

✸✿ ✇❤✐❧❡ l ≤ lmax ❞♦
✹✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s②♥❞r♦♠❡ s(l)
✺✿ ✐❢ s(l) = 0 t❤❡♥
✻✿ ❙t♦♣ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣
✼✿ ❡♥❞ ✐❢
✽✿ ❲✐t❤ 0 ≤ i < N ✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ F

(l)
i ❛♥❞ ✜♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✢✐♣♣✐♥❣ s②♠❜♦❧ α = ε(l)i ❜② ✭✼✳✶✮

✾✿ ❈♦♠♣✉t❡ V(l)i ❜② ✭✼✳✽✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✈♦t❡s ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✶✵✿ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs Ne

(l) ❜② ✭✼✳✾✮

✶✶✿ ❲✐t❤ 0 ≤ i < N ✱ s♦rt ❱◆s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ V(l)i
✶✷✿ ❋❧✐♣ t❤❡ ✜rst Ne

(l) ❱◆s ❜② s❡tt✐♥❣ ♥❡✇ ❤❛r❞✲❞❡❝✐s✐♦♥ s②♠❜♦❧s z(l+1)i = z(l)i − ε(l)i
❛♥❞ ♥❡✇ ❡rr♦r s②♠❜♦❧s e(l+1)i = e(l)i + ε(l)i

✶✸✿ l ← l + 1
✶✹✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✺✿ ❖✉t♣✉t✿ z(l)✳

✼✳✸✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♥t❡❣❡r ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭■❆✮✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭■▼✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭■❈✮ ♦♣❡r❛t♦rs ❛s ✐♥ ❬✹✵❪✳

❆t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ Ii(α) ❛♥❞ Ri ✭❇P❙❑✮ ♥❡❡❞ O(Nqlog2(q)) ■❆s✱
O(Nq) ■▼s✱ ❛♥❞ O(N(log2(q)− 1)) ■❈s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ O(M(2dc − 3)) ■❈s ❛♥❞ O(Mdc)
■▼s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r Wji✳

❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❝❤❡❝❦✲s✉♠s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ O(M(dc−1)) ■❆s ❛♥❞ O(Mdc) ■▼s✳

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❡❝❦✲s✉♠s S̃∗(l)i ♥❡❡❞ O(Mdc) ■▼s✳ ❚❤❡ ✢✐♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✢✐♣♣✐♥❣



✶✹✼ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜② ♦♣❡r❛t♦rs ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳

■❆ ■▼ ■❈

P❙❋❉ ❬✾✼❪ 3σ 2σ 2σ −M
▼❱✲P❙❋❉ 3σ +M − 1 2σ + 1 2σ −M −N +Nlog2(N)

■❆✿ ■♥t❡❣❡r ❆❞❞✐t✐♦♥ ■▼✿ ■♥t❡❣❡r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ■❈✿ ■♥t❡❣❡r ❈♦♠♣❛r✐s♦♥
σ =Mdc(= Ndv)✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐①✳

s②♠❜♦❧s r❡q✉✐r❡ ❛t ♠♦st O(2N(dv − 1)) ■❆s ❢♦r F (l)i (α) ❛♥❞ ❛t ♠♦st O(N(dv − 1)) ■❈s
❢♦r F (l)i ✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❛t ♠♦st O(M − 1) ■❆s ❢♦r ds(l) ❛♥❞ O(1) ■▼ ❢♦r

Ne
(l)✳ ❋♦r ✈♦t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ V(l)i ✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛t ♠♦st O(M(dc−1)) ■❈s ❛♥❞ ❛t ♠♦st O(M)

■❆s✳ ■❢ t❤❡ ◗✉✐❝❦ ❙♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✵✵❪ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ♠♦st O(Nlog2(N))
■❈s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ◗✉✐❝❦ ❙♦rt ✐s ♥♦t t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs s❛✈✐♥❣✱ ❜✉t

✐t ✐s t❤❡ ❢❛st❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ O(2N) ■❆s ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r z(l+1)i ❛♥❞ e(l+1)i ✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ❛♥❞ P❙❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ❋r♦♠ ❬✾✼❪✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t P❙❋❉ ✐s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦sts

t❤❡ ❧♦✇❡st ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡

▼❱✲P❙❋❉ r❡q✉✐r❡s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛♥ P❙❋❉ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♦rt✐♥❣

♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t♦rs ✐s ♠✉❝❤ ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r s♠❛❧❧ t♦ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡♥❣t❤ ❝♦❞❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❙❋❉✳

✼✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐t✲❡rr♦r

r❛t❡ ✭❇❊❘✮✱ ❢r❛♠❡✲❡rr♦r r❛t❡ ✭❋❊❘✮✱ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ♣❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐t (Eb/N0)✱ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ P❙❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈

❝♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s❤♦rt t♦ ♠❡❞✐✉♠ ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s

✐♥❝❧✉❞❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ❬✸✼❪✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡❞❣❡✲❣r♦✇t❤ ❬✶✵✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ●❛❧❧❛❣❡r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s s❡t t♦ ✺✵ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆t

❡❛❝❤ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡✱ ❛t ❧❡❛st ✶✵✵ ❡rr♦♥❡♦✉s❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳
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PSFD
MV−PSFD, η / λ = 1
MV−PSFD, η / λ = 0.7

FER

BER

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘
♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✶ ✭❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ η✱ λ✱ Vth✱ ζ1✱ ❛♥❞ ζ0✱ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❞❡✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ r❛t✐♦s η
λ
❛♥❞ ζ1

ζ0
❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t

✐s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ r❛t✐♦ ζ1
ζ0

✐s 2
3
❢♦r ❛❧❧ ❝♦❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡rr♦r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ζ1
ζ0
= 2

3
❛♥❞ ζ1

ζ0
= 1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ζ1 ❛♥❞ ζ0 ✐♥

▼❱✲P❙❋❉ ❛r❡ ♥♦t ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❲❡ ✜rst❧② ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ ❝♦❞❡s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈♦❞❡ ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❤♦s❡ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦

♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✽✳ ❈♦❞❡

✶ ✐s ❛ (dv = 3, dc = 6) ❬✶✵✷❪ ❛♥❞ ❈♦❞❡ ✷ ✐s ❛ (dv = 5, dc = 10) ❬✶✵✸❪❀ ❜♦t❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r

✭✶✵✷✱ ✷✵✹✮ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ♦✈❡r ●❋✭24✮ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛❧❧❛❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤♦s❡

♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❘❈✲❝♦♥str❛✐♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❇❊❘ ❛♥❞ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❈♦❞❡ ✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ P❙❋❉✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs η ❛♥❞ λ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ P❙❋❉ ❜② ❛❜♦✉t

✵✳✺ ❞❇ ❛t t❤❡ ❇❊❘ ♦❢ 10−5✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ P❙❋❉ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ η
λ
❛♥❞

Vth✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❇❊❘ ❛♥❞ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❈♦❞❡ ✷✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs η ❛♥❞ λ✳
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PSFD
MV−PSFD, η / λ = 1
MV−PSFD, η / λ = 0.4375

BER

FER

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘
♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✷ ✭❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η
λ
✱ t❤❡ ▼❱✲P❙❋❉ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ P❙❋❉ ✇✐t❤ ❛

❣❛✐♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✸ ❞❇ ❛t t❤❡ ❇❊❘ ♦❢ 10−5 ❛♥❞ ✵✳✹ ❞❇ ❛t t❤❡ ❇❊❘ ♦❢ 10−6✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦

❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ▼❱✲P❙❋❉ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ η ❛♥❞ λ✱ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ P❙❋❉✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ✈♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r

♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ✈♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❞❡s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼

❢♦r ❈♦❞❡ ✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t✇♦ ✈♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s

❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r r❡❣✉❧❛r

◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✇❤♦s❡ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦❧✉♠♥

✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✽✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ②✐❡❧❞s s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s t❛❦❡ ❛♥♦t❤❡r ✭✽✱✶✸✮✲r❡❣✉❧❛r ✭✶✼✺✱ ✷✺✺✮ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡ ♦✈❡r ●❋✭24✮✱

✇❤♦s❡ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐① ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❘❈✲❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ❝♦❞❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜②

Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❊❞❣❡ ●r♦✇t❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❝♦❞❡ ❛s ❈♦❞❡ ✸✳ ❚❤❡ ❋❊❘ ❛♥❞ ❇❊❘

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❈♦❞❡ ✸ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t❧②

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❊❘ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P❙❋❉✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✶✺✵

4.5 5 5.5 6 6.5 7
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Eb/N0 dB

E
rr

or
 R

at
e

 

 
PSFD
MV−PSFD, η / λ = 0.7, 2 votes
MV−PSFD, η / λ = 0.7, 3 votes

FER

BER

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❱♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ❈♦❞❡ ✶ ✭❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❋❊❘ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❇❊❘ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘
♦❢ ▼❱✲P❙❋❉ ❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✸ ✭❤✐❣❤ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t✮✳



✶✺✶ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s
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PSFD
MV−PSFD, η / λ = 1
MV−PSFD, η / λ =  Optimal values

Code 2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✈❡rs✉s r❛t❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙◆❘ ♦❢ ▼❱✲P❙❋❉
❛♥❞ P❙❋❉ ❢♦r ❈♦❞❡ ✶ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✷ ✭❞❛s❤❡❞✮✳

❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❈♦❞❡s ✶ ❛♥❞ ✷✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t✱ ❛t ❧♦✇ t♦ ♠❡❞✐✉♠ ❙◆❘✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

r❛t❡✳

✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ◆❇✲▲❉P❈

❝♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r st✉❞② ❛❜♦✉t ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡♥❝♦❞❡❞

▼■▼❖ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❙❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡❣✲

✉❧❛r ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐❣♥✐✜✲

❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ❢♦r ❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐✳❡✳✱

❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts ❧❡ss t❤❛♥ ✽✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼❱✲P❙❋❉ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈ ❈♦❞❡s ✶✺✷

❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ♣❤❛s❡✲

s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣ ✭❇P❙❑✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

t♦ ▼■▼❖ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ▼❱✲P❙❋❉

s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ ❤②❜r✐❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❤❛r❞✲♦✉t♣✉t✳ ❋♦r

t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧✐st ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵✹❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡

❛ ❤②❜r✐❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ s♦❢t✲♦✉t♣✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣

s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙✐♥❝❡ t❤❡ ▲❚❊✲❆ st❛♥❞❛r❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✺● ❡r❛ ❬✶❪✱

t❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ t❛r❣❡t❡❞ ❢♦r ▲❚❊✲❆ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ▲❚❊✲❆ ❛r❡ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤

q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉r❡s ❧♦✇ ❡rr♦r✲r❛t❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

s②st❡♠s✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❝♦❞❡rs ❢♦r

❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t

t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ▲❚❊✲❆✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❋❊❈ ❝♦❞❡s

t❤❛t ✇❡r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t✉r❜♦

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡✐r ❧❛t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❊❳■❚ ❝❤❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖

s②st❡♠s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡

❜❡st r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❡r ❋❊❈ ❝♦❞❡ ❛ss✉♠✐♥❣

t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✜rst ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r t❤❡

✉s✉❛❧ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❜✐♥❛r② t♦ Q✲❛r② s②♠❜♦❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② Q✲❛r② s②♠❜♦❧

t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ♠❛♣♣❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣s t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞

✶✺✸



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✹

❋❊❈✲❡♥❝♦❞❡❞ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛①✲

✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✇❡✐❣❤t ✭▼❙❊❲✮ ♠❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣② ♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♥♦✈❡❧ ♣r❡❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❲ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡rs✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❡rr♦r✲r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠ ❛ss✉♠✐♥❣ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

Pr❡❝♦❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐❣♥❛❧s ♦✈❡r ▼■▼❖ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❛s ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r❡❝♦❞✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉✲

t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❜✉t ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥✲

♥❡❧ ❛♥❞ ❙◆❘ ❢♦r ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❖P❚✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱

✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ❛♥❛❧②s✐s✱ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r❡✲

❝♦❞❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡

✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●r❛② ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦❞❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤

♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ■t ✐s t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r t❤❡ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❚❤✐s ♣r❡❝♦❞❡r ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ Fℓ1 ❛♥❞ Fℓ1✲♠♦❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❙◆❘ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s

♣r❡❝♦❞❡r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●❖P❚✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥

♦✉t❡r ❢♦r✇❛r❞ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▼▼❙❊✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛✲

t✐♦♥ ✭t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳ ●✐✈❡♥ ♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡❝♦❞❡r t❤❛t ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✉s❡ ✇✐t❤ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝♦❞❡rs t❤❛t

♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t s②♠❜♦❧s

✭❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ s②♠❜♦❧s ❛t ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r ✇❛s

t❛r❣❡t❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤❡r❡ s✐♠♣❧❡ ❋❊❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ t✇♦ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r❡❝♦❞❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠



✶✺✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳

▼■▼❖ s②st❡♠s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆ss✉♠✲

✐♥❣ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧♦✇✲♦r❞❡r ●❋ ❝♦❞❡✇♦r❞ s②♠❜♦❧s ✇❡r❡ ♠❛♣♣❡❞

♦♥t♦ ♦♥❡ Q✲❛r② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✈❡❝t♦r ✭♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥❡

❤✐❣❤✲♦r❞❡r ●❋ s②♠❜♦❧ ✭♦♥❡✲❜②✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣✮✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲

❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞❡rs

✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♥♦t ♦♥❧② ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

r❡❝❡✐✈❡r ❜✉t ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡ ❡rr♦r✲r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❊❳■❚ ❝❤❛rt ✇❛s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

r❡❝❡✐✈❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❛ss❡ss ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s

t❤❛t ✉s❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r

◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s②♠❜♦❧✲✢✐♣♣✐♥❣

❞❡❝♦❞✐♥❣ ✭P❙❋❉✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈♦t✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❝❤❡❝❦✲s✉♠ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡

♥♦❞❡s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❧❡♥❣t❤s

❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♥♦t ♦♥❧② ❛✈♦✐❞s ✉s✐♥❣ ❝♦❞❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈♦t✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P❙❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ❧♦✇ ❝♦❧✉♠♥ ✇❡✐❣❤t ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦

♠❛tr✐❝❡s✳

❚❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ❡♠♣❧♦② ❛

❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ❛t t❤❡ tr❛♥s❝❡✐✈❡rs ✭❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❛ss✐✈❡ ▼■▼❖

s②st❡♠s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆s ❢✉t✉r❡

✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ str❡❛♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s②st❡♠s ♠♦❞❡❧s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❢♦r ♦t❤❡r ♣r❡❝♦❞❡rs t❤❛t ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r b > 2
✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r ▲❈❖P❚ ♣r❡❝♦❞❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ r♦♦♠

❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ b ❝♦✉❧❞

❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞

❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❧✐t t❤❡ ▼■▼❖ s②st❡♠

✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜s②st❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✻

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ b = 4✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♣r❡❝♦❞❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜② ❛ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧

♠❛tr✐① F′d = [Fd1 0;0 Fd2]✱ ✇❤❡r❡ Fd1✱ Fd2 ❛r❡ t❤❡ 2×2 ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ✇❡r❡
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ Q = 16✮ ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤❡r

♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r ✐s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

♠✉st ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ✹✲◗❆▼ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s

♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞

♣r❡❝♦❞❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥✲

♥❡❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡

❊❳■❚ ❝❤❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡ t❤r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ s❡❛r❝❤ t❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r r❡✈♦❧✈❡s ❛r♦✉♥❞ ❙❇❈

❛♥❞ ❇❙❈✮ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞

♠✐① t❤❡ max✲dmin ❛♥❞ t❤❡ ●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ▼❆P ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ▼▼❙❊ ■❈ ❢♦r

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ s❝❤❡♠❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♣♣❧② t♦ ▼■▼❖✲❖❋❉▼ ✭♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✮ ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛ss✉♠✐♥❣ s✐♥❣❧❡

❝❛rr✐❡r✱ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
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❘❛❞♦✐✳ ✧❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❥♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✲❞♠✐♥ ♣r❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ▼■▼❖

t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✧✳ ■♥ ■❊❊❊ ●❧♦❜❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭●▲❖❇❊❈❖▼✮✱

♣❛❣❡s ✶ ✲ ✻✱ ✷✵✶✺✳
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❘❛❞♦✐✳ ✧❖♣t✐♠✐③❡❞ ▼■▼❖ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t✉r❜♦ ❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐t✲

❡r❛t✐✈❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥✧✳ ■♥ t❤❡ ✷✵✶✺ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❈♦♥✲
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❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❖♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛①❞♠✐♥ ♣r❡❝♦❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

✇❡✐❣❤t✲♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✧✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠

♦♥ ❚✉r❜♦ ❈♦❞❡s ❛♥❞ ■t❡r❛t✐✈❡ ❘❡❝❡✐✈❡rs ✭■❙❚❈✮✱ ✷✵✶✻✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣❡❡r✲r❡✈✐❡✇❡❞ ❥♦✉r♥❛❧s

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ ❚❡❧❡① ▼✳ ◆✳ ◆❣❛t❝❤❡❞✱ ❖❝t❛✈✐❛ ❆✳ ❉♦❜r❡✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱

❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧ ❘❛❞♦✐✳ ✧▼✉❧t✐♣❧❡✲❱♦t❡s P❛r❛❧❧❡❧ ❙②♠❜♦❧✲❋❧✐♣♣✐♥❣ ❉❡✲

❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲❇✐♥❛r② ▲❉P❈✧✱ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ♣♣✳

✾✵✺ ✲ ✾✵✽✱ ❱♦❧✳ ✶✾✱ ✷✵✶✺✳

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ss✉♠✐♥❣ ▼▼❙❊✲❜❛s❡❞ t✉r❜♦

✶✺✼



P❡rs♦♥❛❧ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✺✽

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✧✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❡♥❞✲

✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ❊♠❛♥✉❡❧ ❘❛❞♦✐✱ ❛♥❞ ❨✳

❘♦s❛ ❩❤❡♥❣✳ ✧❚✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠s✧

❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❡♥❞✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳

❼ ◆❤❛t✲◗✉❛♥❣ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧

❘❛❞♦✐✳ ✧❏♦✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■▼❖ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ❚✉r❜♦

❉❡t❡❝t✐♦♥✧✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❡♥❞✲

✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳
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❘❛❞♦✐✳ ✧❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r Pr❡❝♦❞❡rs ♦✈❡r ❘❛♥✲

❞♦♠ ▼■▼❖ ❈❤❛♥♥❡❧✧✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥s✱ ♣❡♥❞✐♥❣ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳



■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s

❚❤❡ P❤❉ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ st❛②s

❼ ❚✇♦✲♠♦♥t❤ st❛② ❛t t❤❡ ▼✐ss♦✉r✐ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❯❙❆✱ ✐♥

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ Pr♦❢✳ ❨❛❤♦♥❣ ❘♦s❛ ❩❤❡♥❣ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❈❤❡♥❣s❤❛♥ ❳✐❛♦✳ ❚❤❡
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▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ s②stè♠❡s ♠♦❜✐❧❡s ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❞❡s rés❡❛✉① s♦❝✐❛✉① ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s r❡♥❞❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❞❡s rés❡❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s r❛❞✐♦ ♠♦❞❡r♥❡s✳ ▲❡s ♥♦r♠❡s ▲❚❊ ✭▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✮

❡t ▲❚❊✲❆ ✭▲❚❊✲❆❞✈❛♥❝❡❞✮✱ é❧❛❜♦ré❡s ❡♥ ✷✵✵✹ ❡t ✷✵✵✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ré♣♦♥❞❡♥t à ❝❡

❜❡s♦✐♥✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭✺●✮ ❞❡ rés❡❛✉① r❛❞✐♦ ♠♦❜✐❧❡s ❡st

❡♥ ❝♦✉rs✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❛❝t✉❡❧❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭✹●✮ ▲❚❊ ❡t ✭✹✳✺●✮ ▲❚❊✲

❆✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✹● à ❧❛ ✺● ♣♦✉rr❛✐t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱

✈♦✐r❡ ♣❧✉s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝❧❡❢s ❞❡ ❧❛

♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ▲❚❊✲❆ ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s

❧✬❛✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✺● ❬✶❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s ▲❚❊ ❡t ▲❚❊✲❆

❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s st❛♥❞❛r❞s s❛♥s ✜❧✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❤❛✉t ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❡t ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ é❧❡✈é❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❞❡s t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❢❛✐❜❧❡s ❡t ✉♥❡

❧❛t❡♥❝❡ ré❞✉✐t❡ ❬✷✕✺❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ♠♦❜✐❧❡s ✺● ❬✻✱✼❪✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s

t❡♥❞❛♥❝❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❛♥s ✜❧

à ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❛t❡♥❝❡ ré❞✉✐t❡s✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ❋❊❈ ✭❋♦r✇❛r❞ ❊rr♦r ❈♦rr❡❝t✐♦♥✮

s✐♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s ♦♣t✐♠✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉①

❞✬❡rr❡✉r ❛✜♥ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦r♠❡s ▲❚❊ ❡t ▲❚❊✲❆✳

▲✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♥♦r♠❡s ▲❚❊ ❡t

▲❚❊✲❆ ❡st ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ▼■▼❖ ✭▼✉❧t✐♣❧❡✲■♥♣✉t ▼✉❧t✐♣❧❡✲❖✉t♣✉t✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s②stè♠❡s

s❛♥s ✜❧ à ❛♥t❡♥♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧és s②stè♠❡s ▼■▼❖✱ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s ❞❡

♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ❛♣rès ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t

❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❤❛✉t❡ ❡✣❝❛❝✐té

s♣❡❝tr❛❧❡ ❬✽✱ ✾❪✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥t❡♥♥❡s ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡♥

ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ▼■▼❖ s❛♥s ✜❧ ♦♥t été ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐tés ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s

❛♥♥é❡s ❬✶✵❪✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é♠❡tt❡✉rs✲ré❝❡♣t❡✉rs ♠✉❧t✐✲❛♥t❡♥♥❡s✱ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ▼■▼❖

♦✛r❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ♣♦✐♥t✲à✲♣♦✐♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉① s②stè♠❡s ♠♦♥♦✲❛♥t❡♥♥❡ ❬✶✶❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é✜ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s

✶



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✷

▼■▼❖ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥t❡♥♥❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥

❞❡s s②♠❜♦❧❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥t❡♥♥❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ❬✶✷✱ ✶✸❪ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té

❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs

✐tér❛t✐❢s ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ P❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥❝♦r❡✱ ❞❛♥s

❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✉♣❧❡① ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

✭❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❈❙■✮ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r ✈✐❛ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ r❡t♦✉r✱ ❝❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r ❛❞❛♣té ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❉ès

❧♦rs✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré❝♦❞❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ■❧s ♦♥t été ❝♦♥ç✉s

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ✭max✲dmin ❬✶✻❪✮✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ✭❇❊❘✮ ❬✶✼❪✮✱ ❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡

♠♦②❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭▼▼❙❊✮ ♣♦♥❞éré❡ ❬✶✽❪✱ ♠❛①✲❙◆❘ ✭♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à

❜r✉✐t ✭❙◆❘✮ r❡ç✉ ♦✉ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡✮ ❬✶✾❪✱ ✇❛t❡r ✜❧❧✐♥❣ ✭❲❋✮ ❬✾❪ ♦✉ ❧❡ ♠❡r❝✉r②✴✇❛t❡r✲

✜❧❧✐♥❣ ✭♠✴❲❋✮ ❬✷✵❪✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥✐ ❧❡ ❝♦❞❡ ❋❊❈ ❡①t❡r♥❡✱ ♥✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♥✬♦♥t été ♣r✐s

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s

❝♦❞❡s ❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ ❜❧♦❝✱ q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❈❙■ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝ôté ré❝❡♣t❡✉r ❬✷✶❪✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✭▲♦✇ ❉❡♥s✐t② P❛r✐t② ❈❤❡❝❦✮ ❛✐❡♥t été ❝♦♥s✐❞érés ❡♥ ❬✷✷❪✱ ❧❡

♣ré❝♦❞❡✉r ❛ss♦❝✐é ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té à ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❙♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡st

❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡

❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧

✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✈❛❧❡✉r

❞✉ ❙◆❘✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ s♦✐t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡

❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✉r ❋❊❈ ❡t ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r

▼■▼❖ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s♦♥t ♦r✐❡♥té❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s

♦♣t✐♠✐s♦♥s ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ▼■▼❖ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡✉r ❋❊❈ ❜✐♥❛✐r❡ s✐♠♣❧❡ ❡t

❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ✐tér❛t✐❢s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡

✉♥ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t❡✉r✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r✭♥♦té Fℓ1✮✱ q✉✐ ❛♠é✲

❧✐♦r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❞✐❢✲

❢èr❡♥t ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❜✐t✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

r❡ç✉❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ✭❛♣♣❡❧é ❊❳■❚✲❜❛s❡❞✮✱ ❛ss♦❝✐é

❛✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ♦♣t✐♠✐sé ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ✭❊❳■❚✮ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s

❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ♣r♦♣♦sés ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉①



✸ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❞✬❡rr❡✉r s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s

♥♦♥✲❝♦❞és ❡t ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r

❞❡s s②stè♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦❞❡✉rs ❋❊❈✱ ✉♥ ❜♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣ré❝♦✲

❞❡✉r ▼■▼❖ ❡st ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱

❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣ré❝♦❞❡✉r ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r

●❖P❚ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥

r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té é❧❡✈é❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs max✲dmin ❡t ●❖P❚✱

❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ♦♣t✐♠✐sé à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❛♣♣❡❧é ▲❈❖P❚✮✱ q✉✐

♠❛①✐♠✐s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❝✲

❝❡♣t❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ ♣r♦♣♦sé ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s r❡ç✉❡s ✜①❡s✱

❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠❛♣♣✐♥❣s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉❡✉①✐è♠❡✲

♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡

str✉❝t✉r❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s s②♠✲

❜♦❧❡s r❡ç✉s s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r ❧❡s

✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐s ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉♣❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❝❡ ré❝❡♣t❡✉r✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ♥❡ r❡ç♦✐t ♣❛s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱

♠❛✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉♣❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s tr❛♥s♠✐s ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❛♣rès

❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♠✉t✉❡❧❧❡ ❛♣rès ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✭❛♣♣❡❧é ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣t✐♠✐sé✮✳ ▲❡s s✐✲

♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❡✉r ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥

❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r

●❖P❚✱ q✉✐ ✈✐s❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲

❞ér♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❋❊❈ ▲❉P❈ ♥♦♥✲❜✐♥❛✐r❡s ✭◆❇✲▲❉P❈✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s t♦✉t

❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ▼■▼❖ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❍❛✲

❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦❞❡✉rs ◆❇✲▲❉P❈ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✭●❋✮ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ♣♦✉r

❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ●❋ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠❛♣♣é s✉r ✉♥ ✈❡❝✲

t❡✉r s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✐❡♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❞❡ ♠❛♣♣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s②♠❜♦❧❡s ●❋ ❞✬♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❡♥

✉♥ ✈❡❝t❡✉r s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t❡✉r ♥♦♥✲❜✐♥❛✐r❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ré❞✉✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r ▼■▼❖ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✜♥

❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥

❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ◆❇✲▲❉P❈✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✹

s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s

◆❇✲▲❉P❈✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❢❛✐❜❧❡

❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❝❡s ❝♦❞❡s✱ ❜❛sé s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✉r❡s ❡♥ s♦rt✐❡✳

▲❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛ ♦✛❡rt ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞❡ ❞❡✉① ❝♦❧✲

❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✐♥✐t✐é❡s ✈✐❛ ❞❡s sé❥♦✉rs s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✭❞❡✉① ♠♦✐s à ▼❡♠♦r✐❛❧

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❡✇❢♦✉♥❞❧❛♥❞✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ❖❝t❛✈✐❛ ❉♦❜r❡ ❡t ❚❡✲

❧❡① ▼✳ ◆✳ ◆❣❛t❝❤❡❞✱ ❡t ❞❡✉① ♠♦✐s à ▼✐ss♦✉r✐ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❡♥

❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ❨❛❤♦♥❣ ❘♦s❛ ❩❤❡♥❣ ❡t ❈❤❡♥❣s❤❛♥ ❳✐❛♦✮✳



▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s s②stè♠❡s ▼■▼❖ s❛♥s ✜❧ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥

s②stè♠❡ ▼■▼❖ ❛✈❡❝ nR ❡t nT ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞✬é♠✐ss✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t b

✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts à tr❛♥s♠❡ttr❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡

❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧❛ ❢♦✐s à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈ôté é♠❡tt❡✉r✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♥❝❛✲

té♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✉r ❋❊❈ ❡t ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r ▼■▼❖ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ �FEC

Encoder 

Pre-coder�Modulation
Channel�� S/P 

converter

� ��
Input bits

+
 �

�
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❯♥ ❝♦❞❡✉r ❋❊❈ à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❧❡s ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠♦ts

❞❡ ❝♦❞❡ ❋❊❈ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥tr❡❧❛❝és ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ♠❛♣♣és s✉r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉✲

❧❛t✐♦♥ ◗❆▼ ✭◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✮✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ♠♦❞✉❧és s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐s

❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s②♠❜♦❧❡ b✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣ré❝♦❞é ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

F ❡t tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r y ❡st ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

y = GHFs+Gn, ✭✶✮

♦ù F ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ nT × b✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

‖F‖2F = 1✱ G ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ b × nR✱ H ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱

❞❡ t❛✐❧❧❡ nR × nT ✱ ❡t n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r nR × 1 ❞✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱

à s②♠étr✐❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E[nn†] = σ2nInR
❡t E[ss†] = σ2sIb✱ ♦ù E[.] ❡t

(.)† r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡✱

❡t InR
❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ nR✳

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

Fd ❡t Fv t❡❧❧❡s q✉❡ F = FvFd✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞✉ ❝❛♥❛❧ H ❞❡ t❛✐❧❧❡ nR × nT ❝♦♥❞✉✐t à H = UHΣHV
†
H
✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s Fv =

✺



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✻

V
†
H

(

Ib 0

)T

❡t G =
(

Ib 0

)

U
†
H
✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

GHF =
(

Ib 0

)

U†UΣV†V
(

Ib 0

)T

Fd = HvFd, ✭✷✮

♦ùHv = [ΣH]b = ❞✐❛❣(σ1, ..., σb) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ b×b✱ {σ1, ..., σb}

s♦♥t ❧❡s b ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞❡ H tr✐é❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ❡t

Fd r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ‖Fd‖
2

F = 1✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

y = HvFds+ η, ✭✸✮

♦ù η ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❜r✉✐t ❞❡ t❛✐❧❧❡ b× 1✱ ❛✈❡❝ E[ηη†] = σ2ηIb ❡t σ
2
η = σ2n✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡ ❝❛s b = 2✱ q✉✐ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé

❞❛♥s ❧❛ 4è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭✹●✮ ❞❡ rés❡❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ✭❧❡s ♥♦r♠❡s ▲❚❊ ❡t ▲❚❊✲❆✮✳ ■❧ ❡st à

♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥é❣❛❧✐té b ≤ r❛♥❦(H) ≤ min(nT , nR)✱

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ nT ❡t nR s♦✐❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs à b✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s

❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t b = 2✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐♠✐tés ❛✉① s②stè♠❡s ▼■▼❖ 2×2✳

❙♦✐t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ Fd ✿ Fd = UFd
ΣFd

V
†
Fd
✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

b = 2✱ ΣFd
=

(

cosψ 0

0 sinψ

)

✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ‖Fd‖
2

F = 1✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ψ✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r

❝❤♦✐① ❞❡ UFd
✱ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ HvFd ❡st UFd

= Ib ❬✶✻❪✳ ■❧ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ 2 × 2 r❡st❛♥t❡ V
†
Fd

♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥

V
†
Fd

= D

(

cos θ sin θeiφ

− sin θ cos θeiφ

)

❬✷✷❪✱ ♦ù D ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❙❛♥s ❛✉❝✉♥❡

♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s D = I2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ Fd ❛❞♠❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛r❛♠étré❡

❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

Fd =

(

cosψ 0

0 sinψ

)(

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(

1 0

0 eiφ

)

, ✭✹✮

♦ù ψ (0o ≤ ψ ≤ 90o) ❡st ❧✐é à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ♣r♦♣r❡s✱ t❛♥❞✐s

q✉❡ θ (0o ≤ θ ≤ 90o) ❡t φ (0o ≤ φ ≤ 90o) ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡r ❡t ❢❛✐r❡ ♣✐✈♦t❡r

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ♣r♦♣r❡s✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞❡Hv ❞♦♥♥❡ ✿

Hv =

(

σ1 0

0 σ2

)

= ρ

(

cos γ 0

0 sin γ

)

, ✭✺✮



✼ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

♦ù ρ ❡t γ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P✉✐sq✉❡ σ1 ≥ σ2 > 0✱

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ 0o < γ ≤ 45o✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❙◆❘ ✐♥st❛♥t❛♥é ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥

♣❛r ✿

❙◆❘ = σ2
s

σ2
η
‖H‖2F = σ2

s

σ2
η
ρ2. ✭✻✮

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛♥❣❧❡ γ✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❛♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s b = 2 ✭♥♦t♦♥s q✉❡

nT ❡t nR ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉rs à b✮✳

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s✳

▲❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♠♣❧❡t✱ q✉✐ s❡

tr♦✉✈❡ ❛♣rès ❝❡ rés✉♠é ét❡♥❞✉✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✉

♣ré❝♦❞❡✉r ▼■▼❖ ❡t ❞✉ ♠❛♣♣✐♥❣

s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥

✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r Fd✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥

t✉r❜♦✲❞ét❡❝t❡✉r ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❡t ❛ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ❚♦✉t

❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s✱ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥

❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ▼■▼❖ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ❋❊❈ ❡①t❡r♥❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ✐tér❛t✐❢✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r✱ q✉✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à

❧❛ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉s✉❡❧✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❞✉ tr❛✐♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥ s②♠❜♦❧❡s Q✲❛✐r❡s✱ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s Q✲❛✐r❡s ❡♥

s②♠❜♦❧❡s ▼■▼❖ ✭♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼✮✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♣ré❝♦❞❡✉r s♦♥t ✜①❡s ♣♦✉r t♦✉s

❧❡s ❝❛♥❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ✸è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ▼■▼❖✱ q✉✐ ♣❡✉t

êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡✱ ❡t q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡

❧✬❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❡t ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s Q✲❛✐r❡s ❡♥

s②♠❜♦❧❡s ▼■▼❖✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡

❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ✭▼✐♥✐♠✉♠ ❙q✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❲❡✐❣❤t✮✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❊❳■❚✱ ❡t

❛❞❛♣té ❛✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✳ ▲❡ ♣ré❝♦❞❡✉rmax✲dmin✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r

♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥✲❝♦❞és ❡t ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱

❡st ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉

✾



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✶✵

♣ré❝♦❞❡✉r s✉r♣❛ss❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❝♦❞❡✉r

❋❊❈ ❡①t❡r♥❡✱ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✮✳

✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

❯♥ ❝♦❞❡ ❘❙❈ ✭❘❡❝✉rs✐✈❡ ❙②st❡♠❛t✐❝ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧✮ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❝♦❞❡✉r

❋❊❈ ❡①t❡r♥❡ ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❧❡s ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❋❊❈ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡

❡♥tr❡❧❛❝és ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❜✐♥❛✐r❡

❡♥❝♦❞é❡ ❡t ❡♥tr❡❧❛❝é❡ c̄ ❡st ♠❛♣♣é❡ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s Q✲❛✐r❡s ◗❆▼✱ q✉✐ ❡st

❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ b ✢✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s b s②♠❜♦❧❡s ❞❡ s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és

❡t tr❛♥s♣♦sés ❡♥ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖ s ❞❡ t❛✐❧❧❡ b× 1✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣ré❝♦❞é ❡t

tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖✳ ❆ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❛♣rès ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ▼■▼❖✱ ✉♥ ❞é♠❛♣♣❡✉r

▼■▼❖ s♦✉♣❧❡ é❝❤❛♥❣❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r

s♦✉♣❧❡ ❇❈❏❘ ❬✷✸❪✳ ❆♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡

s❝❤é♠❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ♦ù L1

❆, L
1

P ❡t L1

❊ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

r❛♣♣♦rts ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▲▲❘✮ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❡t ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ❞é♠❛♣♣❡✉r

s♦✉♣❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❇❈❏❘ s♦✉♣❧❡ s♦♥t L2

❆, L
2

P
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙②stè♠❡ ♣ré❝♦❞é à t✉r❜♦✲❞ét❡❝t❡✉r✳

✸✳✸ Pré❝♦❞❡✉r ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ●r❛②✲▼

✸✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s❡

❙♦✐t ℓ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡✱

❞♦♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♠❛♣♣é❡s ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❜✐t ✭❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ é❣❛❧❡

à ✶✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ℓ s✬é❝r✐t ✿

ℓ = ‖HvFd(̆s− s̆′)‖2, ✭✸✳✶✮



✶✶ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

♦ù s̆ ❡t s̆′ ❞és✐❣♥❡♥t t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s②♠❜♦❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s

❛ss♦❝✐é❡s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❜✐t✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ℓ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s r❡ç✉❡s ❡st ♥♦té❡ ℓ1✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥

❞❡ ℓ1 ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ♣ré❝♦❞é✱ ❛✈❡❝ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r✱ ❛♣♣❡❧é Fℓ1 ✱ q✉✐ ✈✐s❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r

ℓ1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼ st❛♥❞❛r❞✳

✸✳✸✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡✉① ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t tr❛♥s♠✐s ✭b = 2✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✹✲

◗❆▼✱ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉rmax✲dmin ❬✶✻❪ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡r✲

r❡✉r ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥✲❝♦❞é✱ ❛✈❡❝ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs Fℓ1 ❡t max✲dmin ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡ ♣ré❝♦❞❡✉r

max✲dmin ✈✐s❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧✲

❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡✳ ❈❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ❛ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ γ✳ ■❧

❞✐str✐❜✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❝❛♥❛✉① ✭♣ré❝♦❞❡✉r Focta✮ s✐ γ > γ0 ≃ 17.28o✱ ❡t

✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲❝❛♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♣ré❝♦❞❡✉r Fr1✮

s✐ γ ≤ γ0✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s

♣♦✉r ❞❡✉① ❝❛♥❛✉①✱ ♥♦tés A ❡t B✱ q✉✐ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r γ = 8.3o < γ0

❛♥❞ γ ≃ 30o > γ0✳ ▲❡s t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs Fℓ1 ❡t max✲dmin s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝❛✲

♥❛✉① s♦♥t ♠♦♥trés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✷✭❛✮ ❡t ✸✳✷✭❜✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡
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✭❛✮ ❈❛♥❛❧ A✳
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BER

FER

✭❜✮ ❈❛♥❛❧ B✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❇❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❋❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✮✱ ♣♦✉r
❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼ ❡t ✉♥ ❝♦❞❡ ✭✶✸✱✶✺✮✲❘❙❈✳

❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ♣r♦♣♦sé Fℓ1 ❛ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin ♣♦✉r

❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉①✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧

B ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ A✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r Fℓ1 ❡st

❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛♥❣❧❡ γ✳



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✶✷

✸✳✹ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣

❞❡s s②♠❜♦❧❡s ▼■▼❖

✸✳✹✳✶ ❆♥❛❧②s❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✐❡♥t été ❛♠é❧✐♦ré❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r Fℓ1 ✱ ℓ1 ♣❡✉t

êtr❡ ♠❛①✐♠✐sé❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

r❡ç✉❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✜①❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❧à✲❞❡ss✉s✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ▼■▼❖ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ♠❛♣♣❡✉r ✐♥tér✐❡✉r✱ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ♠ ❜✐ts ❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s②♠❜♦❧❡ s✳ ❈❡tt❡

♦♣ér❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ✉♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s②♠❜♦❧❡ r❡ç✉ x = HvFds ♣✉✐sq✉❡

❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Hv ❡t Fd s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛

str❛té❣✐❡ ❞✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✳ ■♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ❬✷✹❪✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❡st ❞✬♦❜t❡✲

♥✐r ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭ré❣✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥❝❤❡r ❞✬❡rr❡✉r✮ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❞❡✉①

❝r✐tèr❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞♦♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ♥❡ ❞✐✛ér❡♥t q✉❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❜✐t

✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ℓ1✮✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞♦♥t ❧❡s

séq✉❡♥❝❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❞✐✛ér❡♥t ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❜✐t✱ ❡t q✉✐ s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ℓ1✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠❛♣♣✐♥❣

▼❙❊❲ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s

r❡ç✉❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ✉t✐❧✐sé✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ▼❙❊❲ ❞♦✐t êtr❡

❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ré❝♦❞❡✉r Fd✳
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ℓ
1

Fℓ1 + MSEW mapping

Focta + MSEW mapping

Fr1 + MSEW mapping

≃ 30.7o≃ 22.5o

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ℓ1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣ré❝♦❞❡✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ℓ1✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ℓ1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❛✉①

♣♦ss✐❜❧❡s✮✳ ❚❡❧ q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥st❛té✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥

❞❡ ℓ1✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ à ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r q✉✐

❝♦♠♠✉t❡ ❞❡ Fr1 à Focta ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ γ′
0
= 30.7o✱ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧✳



✶✸ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ℓ1 ♠♦♥tr❡ s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s

s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥❝❤❡r ❞✬❡rr❡✉r✱ q✉✐ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠❛♣♣✐♥❣

▼❙❊❲ ❡t ❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❙◆❘ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s

s✉rt♦✉t ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❊❳■❚✱ à ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝

❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡✳ ❈❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ❛ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧

❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡ s❡✉✐❧ γℓ1 = 22.5o ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❛②❛♥t γ ≤ γℓ1 ✱

❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r à ❜❛s❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❊❳■❚ ✉t✐❧✐s❡ Fℓ1 ✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❛②❛♥t

γ > γℓ1 ✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✉t✐❧✐s❡ Focta✳

✸✳✹✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
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Proposed EXIT-based (Fℓ1 + MSEW)
Analytic bound of Fr1 + Gray-M
Analytic bound of Fr1 + MSEW
Analytic bound of EXIT-based + MSEW

✭❛✮ ❈❛♥❛❧ A✳
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Fr1 + MSEW
Fℓ1 + MSEW
Proposed EXIT-based (Focta + MSEW)
Analytic bound for Focta + Gray-M
Analytic bound for Fℓ1 + MSEW
Analytic bound for EXIT-based + MSEW

✭❜✮ ❈❛♥❛❧ B✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❇❊❘ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❛♣♣✐♥❣s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ✿ ❝❛♥❛❧ A ❡t ❝❛♥❛❧ B✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛♣♣✐♥❣s ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛♥❛❧ A✳ ❚❡❧ q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥st❛té s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r Fℓ1 ♣❡r♠❡t

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✷✳✻ ❞❇✱ ♣♦✉r ✉♥ ❇❊❘ ❂ 10−5✱ ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin ✭❛✈❡❝

❧❡ ♠♦❞❡ Fr1 ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ A ❡t ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼✮✳ ▲❡ Fr1✉t✐❧✐sé ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝

❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❝♦♥❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r

max✲dmin✱ q✉✐ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✳✶ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❇❊❘ ❂ 10−5✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s

q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ Fr1 ✉t✐❧✐sé ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✱ ❡st ✐♥❢é✲

r✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r Fℓ1 ✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❇❊❘ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡s

❧✐♠✐t❡s ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❙◆❘ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s

rés✉❧t❛ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ t✉r❜♦✲❝❧✐✛ s♦♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛✲

t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r Fℓ1 ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✵✳✺ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥

❇❊❘ ❂ 10−6✱ ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r Fr1 ✉t✐❧✐sé ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✳

❉❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✉ss✐ t✐ré❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ B✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ✐❧❧✉stré

s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✳



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✶✹

✸✳✹✳✸ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❬❏✶❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑❛r✐♥❡ ❆♠✐s✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊♠❛♥✉❡❧ ❘❛❞♦✐✱

❏♦✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r t✉r❜♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱

❛rt✐❝❧❡ r❡✈✉❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳

❬❈✶❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ P✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑✳ ❆♠✐s✱ ▲✳ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘❛❞♦✐✱ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ▼■▼❖

s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t✉r❜♦ ❝❧✐✛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✱ ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ 23è♠❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭❊❯❙■P❈❖✮✱

❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✺✱ ♣♣✳ ✾✵✾✲✾✶✸✳

❬❈✷❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ P✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑✳ ❆♠✐s✱ ▲✳ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘❛❞♦✐✱ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛①❞♠✐♥

♣r❡❝♦❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✇❡✐❣❤t✲♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t✉r❜♦ ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✱ ❛❝t❡s ❞✉ 9è♠❡ s②♠♣♦s✐✉♠ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✓ ❚✉r❜♦ ❈♦❞❡s ✫ ■t❡r❛t✐✈❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✔ ✭■❙❚❈✮✱ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✻✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

Pré❝♦❞❡✉r ♦♣t✐♠✐sé à ❢❛✐❜❧❡

❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ▼■▼❖

❛❧é❛t♦✐r❡s

✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣ré❝♦✲

❞❛❣❡ ●❖P❚✳ ◆♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts✳

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ✐❧ ♣❡✉t

êtr❡ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ dmin éq✉✐✈❛✉t ❛s②♠♣t♦✲

t✐q✉❡♠❡♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❬✷✺❪✳P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

♠❡ttr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Fd = ΨΘ✱ ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ Ψ ❡st

❧✐é❡ à ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❝❛♥❛✉① ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ Θ

❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s r❡ç✉❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠✐sé✱

❛♣♣❡❧é ▲❈❖P❚✱ q✉✐ ré❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝♦♠♣❛ré à ●❖P❚✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✜①❡ Θ ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ dmin✱ ❡t ♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

Ψ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Θ ❡st ❞✐s❝✉té ♣♦✉r b = 2 ❡t b > 2✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞ét❡r♠✐♥❡

❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚✳ ◆♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r

▲❈❖P❚ ♣r♦♣♦sé✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✷✹❪ ❡t ❛

❞é❥à été ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥ts ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ❬✷✻❪✮✳ ■❧

✶✺



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✶✻

❡st à ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡

❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞✐s❝rèt❡ s ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ y ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ❬✷✷❪ ✿

I(y, s) = b log2Q−
1

Qb

Qb
∑

m=1

E







log2

Qb
∑

k=1

e−ζm,k







, ✭✹✳✶✮

♦ù ζm,k =
(

‖HvFd(sm − sk) + η‖2 − ‖η‖2
)

/σ2η ❡t Q ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ Q✲❛✐r❡✳

❙♦✐t W = F
†
dH

†
vHvFd✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ I(y, s) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ Fd

❝♦♥❞✉✐t à Fd = UFΣFV
†
F
✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é♠♦♥tré ❬✷✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶❪ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ UF

♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✱Ib✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t

Ψ = ΣF✱ Θ = V
†
F
✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✿

Fd = ΨΘ. ✭✹✳✷✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Ψ ❝♦♥trô❧❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❝❛♥❛❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ Θ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

r❡ç✉❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ I(y, s) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt Ψ2✳

❆✈❡❝ Fd = ΨΘ✱ ❞❛♥s ❬✷✷❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ✭❛♣♣❡❧é ●❖P❚✮✱

q✉✐ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Θ ❡t Ψ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥❞❛♥t ✭❛✉

❧✐❡✉ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t Fd✱ q✉✐ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❢❛✐s❛❜❧❡✮✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ψ

♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Θ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W✱ ♥♦té❡ δW✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r

●❖P❚ ♠❛①✐♠✐s❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st

tr♦♣ é❧❡✈é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Θ ❡①✐❣❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥t✱

♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s b ❞❡✈✐❡♥t é❧❡✈é✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❖P❚ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Θ✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✳



✶✼ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡

❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿
I▲❇(y, s) = b log2Q− (1/ ln 2− 1)b

−
1

Qb

Qb
∑

m=1

log2

Qb
∑

k=1

exp

(

−
‖HvFd(sm − sk)‖

2

2σ2η

)

.
✭✹✳✸✮

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ♠❛①✐♠✐s❡r I▲❇(y, s) ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ I(y, s)✳ ▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡s

❙◆❘ é❧❡✈és ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♠❛①✐♠✐s❡r I▲❇(y, s) à ❤❛✉t ❙◆❘ éq✉✐✈❛✉t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ dmin = min
m 6=k

{

‖xm − xk‖
2
}

❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

r❡ç✉❡✱ q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r xi = HvFdsi✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✹✳✷✮ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ψ ❝♦♥trô❧❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❝❛♥❛❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ Θ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

r❡ç✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Θ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❡st ✜①é❡✳ ❊♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Θ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ dmin✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥

♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ q✉✐ ♠❡t à ❥♦✉r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Ψ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ ❛✉

♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠✐sés ✭♦✉ ♣ré❝♦❞❡✉rs ▲❈❖P❚✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ Hv ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Ψ ❡✛❡❝✲

t✉❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❝❛♥❛✉①✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ Θ ♠♦❞✐✜❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡

♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✱ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ Θ✳ ▼❛❧❤❡✉✲

r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ❬✷✷❪✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❛✈❡❝ ❧❡

♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❙◆❘✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ♣♦✉r ❧❛

❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ ♣r♦✲

♣♦sé✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✜①❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Θ ✱ ❡t tr♦✉✈❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲

♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✹✳✸ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ 2× 2✱ ❣é♥éré ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ H ❡st ❞✐str✐❜✉é Hi,j ∼ CN (0, 1)✳

▲❡ ❝❛♥❛❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t Hv ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ H ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✸✮✳

▲✬❡♥❝♦❞❡✉r ❋❊❈ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦❞❡ (13, 15)octal✲❘❙❈✱ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ✶✴✷✳

Pr❡♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼ st❛♥❞❛r❞✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡r✲

r❡✉r tr❛♠❡ ✭❋❊❘✮ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ✭❇❊❘✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✶✽
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GOPT using codebook with N=10
max-d

min

 proposed LCOPT

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❇❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❋❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✮✱ t♦✉s
❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼✳

s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼ st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ❡st s✐♠✉❧é à ❧✬❛✐❞❡

❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱

❛②❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ N = 10 ♣ré❝♦❞❡✉rs ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡

♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧✱ à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r s✐♠✐❧❛✐r❡

à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t

♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ▲❈❖P❚ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ●❖P❚✱ ❝❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r

♦♣t✐♠❛❧✱ ♠❛✐s ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✱ t✐ré ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡✲

♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ▲❈❖P❚ s✉r♣❛ss❡ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❋❊❘ ❡t

❞❡ ❇❊❘✳

7 8 9 10 11 12 13 14

SNR (dB)

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1
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max-d
min

 + MSEW mapping

poposed LCGOPT + MSEW mapping

poposed LCGOPT + Gray-M mapping

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❇❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❋❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✮ ❀ ❧❡s
♣ré❝♦❞❡✉rs max✲dmin ❡t ▲❈❖P❚ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛♣♣✐♥❣s ▼❙❊❲ ♦♣t✐♠❛✉①✱

t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ♠❛♣♣✐♥❣s ▼❙❊❲ ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rsmax✲dmin



✶✾ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❡t ▲❈❖P❚✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠❛♣♣❡✉r s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♣rés❡♥✲

tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ s✉r♣❛ss❡ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin✳

❙✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ ❛✈❡❝

❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ●r❛②✲▼ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❡♥

t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ ❛♠é❧✐♦r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠❛♣✲

♣✐♥❣ ●r❛②✲▼✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✳✶ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❇❊❘ ❂ 10−8 ❡t ❞❡

♣❧✉s ❞❡ ✹ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❛t ❋❊❘ ❂ 10−6✳❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s

♠❛♣♣✐♥❣s ▼❙❊❲ ♦♣t✐♠❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ♥✬❡st ♣❛s ♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡

❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙◆❘✳ ❚♦✉✲

t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✜①é❡ ✭Θ ✜①é❡✮✱ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ▼❙❊❲ ❛ss♦❝✐é ❛✉

♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ ❡st ✜①❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛✈❛♥✲

t❛❣❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ▲❈❖P❚ ♣r♦♣♦sé ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s

♠❛♣♣✐♥❣s ♦♣t✐♠✐sés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡✳

✹✳✹ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❬❏✷❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ P✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑✳ ❆♠✐s✱ ▲✳ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘❛❞♦✐✱ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡❞✉❝t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r Pr❡❝♦❞❡rs ♦✈❡r ❘❛♥❞♦♠ ▼■▼❖ ❈❤❛♥♥❡❧s✱ ❛rt✐❝❧❡

s♦✉♠✐s à ❧❛ r❡✈✉❡ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ▼■▼❖

❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❛t✐♦♥

▼▼❙❊ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥

✺✳✶ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r Fd ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❡♥

ré❝❡♣t✐♦♥ ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✭t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠✐♥✐✲

♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭▼▼❙❊✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

♣ré❝♦❞❡✉r✱ q✉✐ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥ t✉r❜♦✲éq✉❛❧✐s❡✉r ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣ré❝♦❞❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧✬✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s à ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧✮✱

❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ♣r♦♣♦sé ✈✐s❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s à ❧✬❡♥✲

tré❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r✳ ❈❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ❡st ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♦ù ❞❡s ❝♦❞❡s ❋❊❈ s✐♠♣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳

✺✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

❯♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❡t ✉♥ t✉r❜♦✲

é❣❛❧✐s❡✉r✱ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ ♦ù L1

❆, L
1

P ❡t L1

❊ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s r❛♣♣♦rts

❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▲▲❘✮ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❡t ❡①tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉r ❞❡s

s②♠❜♦❧❡s ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❇❈❏❘ s♦✉♣❧❡

s♦♥t L2

❆, L
2

P ❡t L2

❊✳ ▲✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ✜❧tr❡s ❛✈❛♥t ❡t

✷✶
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♦ù ξk ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ sk✱ ❛ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2ξk = σ2sµk(1− µk)✳ ▲❡

r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ■❈ ❡st ♥♦té pk ❡t ✈❛✉t ✿

pk =
µk

1− µk
. ✭✺✳✻✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr✐♥sèq✉❡ ✭❊❳■❚✮ ♣♦✉r ❛♥❛✲

❧②s❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❡✉r✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❊❳■❚ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✸✷❪✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❘❙❈ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ✶✴✷

❞é✜♥✐ ♣❛r s❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦✉s ❢♦r♠❡ ♦❝t❛❧❡ ✭✶✸✱ ✶✺✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✐❧❧✉str❡ ✉♥

❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❡✉r✱ ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ✉t✐❧✐sé ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✜①❡ ❡t ✉♥ ❙◆❘ = 10 ❞❇✳
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2 A

BCJR decoder of RSC code

Equalizer EXIT function associated with Spatial Multiplexing

trajectory measured from simulation

I1
E

(1)

I1
E

(0)
early crossing

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚ ❞✉ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ré❡❧❧❡
✭♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✜①❡✱ ❙◆❘ ❂ ✶✵ ❞❇✱ ✹✲◗❆▼ ❡t ✉♥ ❝♦❞❡ ✭✶✸✱✶✺✮✲

❘❙❈✳

✺✳✸ ❆♥❛❧②s❡

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ ❧❡s ▲▲❘ ❞✬❡♥tré❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ❞é❝♦❞❡✉r ❋❊❈ s♦♥t ❝❛❧✲

❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ z ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ I(z, s) ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s②s✲

tè♠❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✺✳✶✮ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉

❝❛♥❛❧ y ❡t ❧✬❡♥tré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✱ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ I(z, s)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ I(y, s) 6= I(z, s)✳

❈✬❡st ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ I(z, s)✳ ✱

s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ❬✷✷❪ ♠❛①✐♠✐s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ I(y, s)✳

P✉✐sq✉❡ z ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭̃s✮ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ❋❊❈✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t I(z, s)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡

❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡
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❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ M ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❜✐t✱ à

s❛✈♦✐r ✿ I(z, s) =
M−1
∑

L=0

I(z, s|L ❜✐ts ❝♦♥♥✉) ❬✸✸✱ ✸✹❪✱ ♦ù M = (log2Q)b ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❜✐ts ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ♠❛♣♣é✳

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ t❡♥✲❇r✐♥❦ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❬✸✹❪ q✉❡ I(z, s|❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ❜✐t ❝♦♥♥✉) (≈

I(z, s|̃s = 0)) ❡t I(z, s|t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜✐ts ❝♦♥♥✉)(≈ I(z, s|̃s = s)) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts

♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✸✺❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✜♥❛❧ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚

❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ ♣❧❛♥❝❤❡r ❞✬❡rr❡✉r ❜❛s ♣♦✉r ❧❛ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛

♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t❡❧ q✉✬✐❧

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥st❛té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ q✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ I1E(1) é✈✐t❡ ❧❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t

♣ré♠❛t✉ré ❞❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❊❳■❚✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ I1E(0) ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥

❜♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

I(z, s|̃s = s) ✭I(z, s) à ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ❡t I(z, s|̃s = 0) ✭I(z, s) à ❧✬ét❛t

✐♥✐t✐❛❧✮✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❡st ❞✬♦♣t✐✲

♠✐s❡r I(z, s|̃s = s) ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣❧❛♥❝❤❡r ❞✬❡rr❡✉r✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r

❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s (ψ, θ) ❞❡ Fd ❞❛♥s ✭✹✮✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

(ψ, θ) ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦♣t✐♠✐s♦♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ φ ❞❡ Fd ❞❛♥s ✭✹✮

❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r I(z, s|̃s = 0)✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❡

♣ré❝♦❞❡✉r ♣r♦♣♦sé ✈❛✉t ✭ψ = 0, θ = π/4, φ = π/6✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ❡st ♦♣✲

t✐♠✐sé à ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r s̃ = s ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠

❞❡ ❜♦r♥❡ ●é♥✐❡✮✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣t✐♠✐sé ✭●❡♥✐❡✲♦♣t✐♠✐③❡❞✮✳

✺✳✹ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣✲

t✐♠✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r

❡st ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ❬✷✷❪✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

❝❛♣❛❝✐té s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ▼■▼❖ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈✐s❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡

♣ré❝♦❞❡✉r✱ q✉✐ ❛ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ❙◆❘✱ ❡st

❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin ❬✶✻❪✳ ❈❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ✈✐s❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠✐✲

♥✐♠❛❧❡ ✭❞♠✐♥✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ r❡ç✉❡ ✭xi = HvFdsi✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♣✉✐sq✉❡ ♠❛①✐♠✐s❡r dmin ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉

❝❛♥❛❧ ▼■▼❖ à ❙◆❘ é❧❡✈é ❬✷✺❪✱ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❛ss✉ré❡ ♣❛r ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ à ❤❛✉t

❙◆❘✳



✷✺ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

▲❡s ❝❛♥❛✉① ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣t✐✲

♠✐sé ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✻✮✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

‖H‖2F = ρ2 ❡st ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙◆❘✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡

ρ2✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t s✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ✳ ❚❡❧ q✉✬✐❧ ♣❡✉t

êtr❡ ❝♦♥st❛té✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✹ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❇❊❘ ❂

10−3 ❡t ❞❡ ✷ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❇❊❘ = 10−6 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧

❡t ❛✉ max✲dmin r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♠♣❛ré ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚✱ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣t✐♠✐sé

♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶ ❞❇ ❡t ❞❡ ✷ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❇❊❘ ❂

10−6 ❡t ❇❊❘ ❂ 10−7✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✉♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r✱ s✉rt♦✉t ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣t✐♠✐sé✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡

s♣❛t✐❛❧ ✭❛✉❝✉♥❡ ❈❙■ ❡①♣❧♦✐té❡ ❞✉ ❝ôté é♠❡tt❡✉r✮✳ ▲❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●é♥✐❡ ♦♣t✐♠✐sé ❛tt❡✐♥t

t♦✉❥♦✉rs très tôt ❧❛ ❜♦r♥❡ ●é♥✐❡ ❡t ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛ré à ❞✬❛✉tr❡s

♣ré❝♦❞❡✉rs✳

6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Genie bound
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GOPT
Spatial Multiplexing

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❇❊❘ ♠♦②❡♥ s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✹✲◗❆▼ ❡t ✉♥ ❝♦❞❡ ✭✶✸✱✶✺✮✲❘❙❈✳

✺✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❬❏✸❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ P✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑✳ ❆♠✐s✱ ▲✳ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘❛❞♦✐✱ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✲

♥❡❛r ▼■▼❖ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ss✉♠✐♥❣ ▼▼❙❊✲❜❛s❡❞ t✉r❜♦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s à

❧❛ r❡✈✉❡ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❬❈✸❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ P✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑✳ ❆♠✐s✱ ▲✳ ❈♦❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘❛❞♦✐✱ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❏♦✐♥t

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ max✲dmin Pr❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ▼■▼❖ ❚✉r❜♦ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛

❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ■❊❊❊ ●▲❖❇❊❈❖▼✱ ❉❡❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✺✱ ♣♣✳ ✶✲✻✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❚✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s

◆❇✲▲❉P❈ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ▼■▼❖

♣ré❝♦❞és

✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❡♣✉✐s q✉✬✐❧s ♦♥t été r❡❞é❝♦✉✈❡rts ♣❛r ▼❛❝❦❛② ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ♦♥t été ét✉❞✐és

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❧❡s

❝♦❞❡s ♥♦♥✲❜✐♥❛✐r❡s ✭◆❇✮ s✉r♣❛ss❡♥t ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r

❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉rt❡s à ♠♦❞éré❡s ❬✸✼❪✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t

❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ▼■▼❖✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ▼■▼❖ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s ♠♦ts

❞❡ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❡t ♠❛♣♣és ❞❛♥s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ Q✲❛✐r❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡s s②♠❜♦❧❡s s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ❡♥ ✈❡❝t❡✉rs s②♠❜♦❧❡s ▼■▼❖ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

sér✐❡✲♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs s②♠❜♦❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ▼■▼❖✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ à Qb✱ ♦ù b ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥✲

♥é❡s ✭❝♦✉❝❤❡s✮ ❞✉ s②stè♠❡ ▼■▼❖✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜✐♥❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡s

r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❬✸✽✱ ✸✾❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ●❋ ❞❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ♣❡✉t

êtr❡ ❝❤♦✐s✐ é❣❛❧ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ▼■▼❖✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ●❋ ❡st

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♠❛♣♣é s✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s②♠❜♦❧❡✳ ❈❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓ ♠❛♣♣✐♥❣

✉♥ à ✉♥ ✔✱ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r ❧❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ▼■▼❖✳

▲❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❛♥s ✜❧ ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡

❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭✺●✮✱ ❡①✐❣❡♥t ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s é❧❡✈és ❡t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❬✹✵❪✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡s é❧❡✈és

❬✹✶❪✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

✷✼



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✷✽

▼■▼❖✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡s ●❋ ❞✬♦r❞r❡s très é❧❡✈és s❡r❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥

♠❛♣♣✐♥❣ ✉♥ à ✉♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❞❡s ●❋ ❞✬♦r❞r❡

é❧❡✈é ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ◆❇✲▲❉P❈✱ ❝❡ q✉✐

❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ✓ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✔

q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②♠❜♦❧❡s ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥ ●❋ ❞✬♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ✐tér❛t✐❢ ♦✉ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t❡✉r✱ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t

❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱

❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❡ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥ ré❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉♥ à ✉♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st

❛ss♦❝✐é à ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞é✜s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞é✜ ❡st q✉❡ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s

✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ♣❧❛♥❝❤❡r ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞é✜ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s

❡♥tr❡ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❡t ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❞❛♥s ❧❡ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r

♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✳

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés✉♠é❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❚♦✉t

❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ▼■▼❖ ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❧✬✐♥❝♦♥✈é✲

♥✐❡♥t ❞✉ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ s✉rt♦✉t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥❝❤❡r

❞✬❡rr❡✉r✳ ❈❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r♠✐ ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ s❡❧♦♥

❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té

♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ▼■▼❖ ❡♥❝♦❞és✳ ❉❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts s♦♥t ré❛❧✐sés

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t

❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉

❞é❝♦❞❡✉r✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❝✉té❡✳

✻✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

❯♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ◆❇✲▲❉P❈ s✉r ✉♥ ●❋ ❞✬♦r❞r❡ q ✭●❋✭q✮✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ▲❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ♦❜t❡♥✉s u s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥tr❡❧❛❝és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡✳

▲❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡✉r s♦♥t ♥♦tés ū✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠❛♣♣❡✉r✱ ❧❡s

s②♠❜♦❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ◗❆▼ Q✲❛✐r❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s ❞❡

t❛✐❧❧❡ b × 1✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s

▼■▼❖ S = {s0, . . . , sk, . . . , sQb−1}✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ●❋ ❞❡ ū s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❡t

♠❛♣♣és s✉r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖ s ∈ S s❡❧♦♥ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ♠❛♣♣✐♥❣ X ✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖

s ❡st ♣r❡❝♦❞é ♣❛r ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r Fd ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ▼■▼❖✳ ❇✐❡♥ q✉❡

ns s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ū ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ♠❛♣♣és s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s②♠❜♦❧❡s ▼■▼❖ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s❡✉❧✱ ❝❡



✷✾ ❘és✉♠é ét❡♥❞✉

♠❛♣♣✐♥❣ ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té é❧❡✈é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ❞é♠❛♣♣❡✉r✳

▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ▼❆P ✭♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮ s♦✉♣❧❡ ❡t ✉♥ ❞é❝♦✲

❞❡✉r ◆❇✲▲❉P❈ s♦✉♣❧❡✱ q✉✐ é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ▲▲❘✳ ❈❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡

✐tér❛t✐✈❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❜♦✉❝❧❡ ❡①t❡r♥❡ ✔✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ét❛♥t

♥♦té n♦✉t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✐tér❛t✐✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❜♦✉❝❧❡

✐♥t❡r♥❡ ✔✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ét❛♥t ♥♦té n✐♥✳

MAP 
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NB-LDPC

Soft DecoderDecoded 

symbols

�
��−1 : Symbol-wise interleaver.

: Symbol-wise de-interleaver.
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Encoder 

Precoder�ࢊGF to MIMO symbol 
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Channel�࢜
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 �
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�−1

+

-

+ �-

+

�+

��మ ��భ

 �
+

��భ

��భ��మ��మ
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

✻✳✸ ❆♥❛❧②s❡

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ✐tér❛t✐❢ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✲

❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❬✹✷❪✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧

❞♦♥♥é n✐♥ ✭nmax

✐♥ ✮✱ ❡♥ t❛♥t q✉✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❧✬❛✉tr❡

é❧é♠❡♥t ét❛♥t ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r❡♥♦♥s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❧❡ ❝❛♥❛❧

H❡① = [0.4067 − 0.1801i 0.0419 + 0.2015i; −0.8206 − 0.0268i 0.2896 − 0.0428i]✳ ▲❛ ✜✲

❣✉r❡ ✻✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛♥❛❧ ❡t ✉♥ ❙◆❘❂ ✶✽ ❞❇✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s à

tr❛✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❊❳■❚ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

nmax

✐♥ ✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s à tr❛✐t ♣❧❡✐♥ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❊❳■❚ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r

❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ✭❙▼✮✱ ♦✉ ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs max✲dmin ❡t ●❖P❚ s♦♥t ✉t✐❧✐sés

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❊❳■❚ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ✈❛r✐❡♥t

❛✈❡❝ ❧❡ ❙◆❘✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❊❳■❚ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r s♦♥t ♥♦tés

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t② I0 ❡t I1✳

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❊❳■❚ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❝♦♥✈❡r❣❡r

à nmax

✐♥ = 10✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❊❳■❚ ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r ♣❡✉t

êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ nmax

✐♥ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥♦♥✲✐tér❛t✐❢ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛

t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❡ ❙▼✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ nmax

✐♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❊❳■❚ ❞✉ ❙▼ ❡t ❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r s❡ ❝r♦✐s❡♥t tr♦♣ tôt✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡

❢❛✐❜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❊❳■❚ ♣♦✉r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✉♥ ❙◆❘ ❂ ✶✽ ❞❇✳

♣ré♠❛t✉ré ❞❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ♣❡✉t êtr❡ ré❣❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✜❣✉r❡

✻✳✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ I1 ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ●❖P❚ ❡t max✲dmin s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s

é❧❡✈é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙▼✱ ❝❡ q✉✐ ♣ré❞✐t ❞❡s ♣❧❛♥❝❤❡rs ❞✬❡rr❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡

♣ré❝♦❞é✳

✻✳✹ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✲

❝♦❞❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ▼■▼❖ ❛✈❡❝ nT = 2, nR = 2✱ b = 2

✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ Q = 16 ✭♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✶✻✲◗❆▼✮✱ ●❋✭q = 16✮ ❡t ns = 2 s②♠❜♦❧❡s ●❋

♣❛r s②♠❜♦❧❡ ▼■▼❖✱ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❧♦❣✲❇P ❬✹✺❪✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥

▼■▼❖ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ à Qb = 256✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ◆❇✲▲❉P❈ ❡st ❞é✲

t❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥ç✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❉❆❱■◆❈■ ❬✹✸✱ ✹✹❪ ❛✈❡❝

✭Nv = 192, Nc = 96, dc = 4✱ dv = 2✱ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝②❝❧❡ ♦✉ girth ❂ ✶✹✮✳ ▲❡

♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡①t❡r♥❡ ❡st ✜①é à ✶✵✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❋❊❘ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ H❡①✱ q✉✐

❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❊❳■❚✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❙▼ ✭❝♦✉r❜❡s à tr❛✐t

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✮✱ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉rmax✲dmin ✭❝♦✉r❜❡s à tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ✭❝♦✉r❜❡s

❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♠ê♠❡

nmax

✐♥ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛rq✉❡✉r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥❝❤❡r ❞✬❡rr❡✉r ❞✉

s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t ❣râ❝❡ ❛✉① ♣ré❝♦❞❡✉rs✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ nmax

✐♥ ✱ ❧❡ t❛✉①

❞✬❡rr❡✉r ❡st ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❋❊❘ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ H❡①✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r nmax

✐♥ = 5 ❡t ❋❊❘ ❂ 10−3✱ ❧❡ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥

✻ ❞❇ ❡t ✸ ❞❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❙▼ ❡t ❛✉ ♣ré❝♦❞❡✉rmax✲dmin✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r

❧❡ ❙▼ ❡t ♣ré❝♦❞❡✉r max✲dmin✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts nmax

✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t à

❙◆❘ é❧❡✈é✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ I1 ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡

❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❊❳■❚ à ❙◆❘ é❧❡✈é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣ré❝♦❞❡✉r ●❖P❚✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

s❡ ♣r♦❞✉✐t à ✉♥ ❙◆❘ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❚♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ H❡① s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❊❳■❚✳

✻✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❬❏✹❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ P✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑✳ ❆♠✐s✱ ▲✳ ❈♦❧❧✐♥✱ ❊✳ ❘❛❞♦✐✱ ❛♥❞ ❨✳ ❘♦s❛ ❩❤❡♥❣✱ ❚✉r❜♦

❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❇✲▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✐♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ ▼■▼❖ s②st❡♠s✱ ❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s à ❧❛ r❡✈✉❡

■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡

♣❛r r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❡t

✈♦t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s

▲❉P❈ ♥♦♥✲❜✐♥❛✐r❡s

✼✳✶ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣és ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉r❡ ❬✹✻❪✱ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❞é❝✐s✐♦♥ s♦✉♣❧❡ ❬✹✺✱ ✹✼✕✹✾❪✱ ❡t

❞é❝♦❞❛❣❡ ❤②❜r✐❞❡ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s

❞✉r❡s✮ ❬✺✵✕✺✸❪✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ÷✉✈r❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❧❛ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ ét❛♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t

❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❇✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❞é❝✐s✐♦♥ s♦✉♣❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❤②❜r✐❞❡ s❡ s✐t✉❡

❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✱ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞✉ ❞é❝♦❞❡✉r✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r r❡✲

t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ✭P❙❋❉✮✱ ré❝❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✺✷❪ ♦✛r❡ ✉♥ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs

❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t

q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ♣❛r✐té ♣♦♥❞éré ✐ss✉ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❡t

❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ r❡ç✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥♦♥✲✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s

✸✸



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✸✹

♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉r❡✱ ❡t ❧❡s ❞é❝♦❞❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s r❡t♦✉r♥és ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥ts✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ♥♦♥✲✜❛❜❧❡s s♦♥t tr♦✉✈és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡

♥÷✉❞ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❈◆✮ ♥♦♥✲s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈♦✐① ❛✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❱◆✮ ❛②❛♥t

❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❡s ♥÷✉❞s

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❝❝✉♠✉❧❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ✈♦✐① ❡t ❝❡✉① q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✈♦✐①

❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ♣ré❞é✜♥✐ s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲✜❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

❛✈❡❝ ❧❡s ✜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✉r❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❋❉ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❞é❝♦✲

❞❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ❤❛✉t ❞é❜✐t✱ ❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts

❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❋❉ ❡st ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞é❝♦❞❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s

❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ré❣✉❧✐❡rs✱ ❞♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣❛r✐té ♦♥t ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡

♣♦✐❞s é❧❡✈és ✭❛✉ ♠♦✐♥s ✽✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❋❉ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ✈♦✐① q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡t q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ✭η, λ✮✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡ ❡t q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ à ♦♣t✐♠✐s❡r ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛♣♣❡❧é P❙❋❉ à ✈♦t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭▼❱✲P❙❋❉✮✳

❈♦♠♣❛ré ❛✉ P❙❋❉✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✱ q✉✐ ♣❡r✲

♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐①✱ ❡t ♣❛ss❡ ❧❡s ✈♦t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

❞❡s ❈◆ ♥♦♥✲s❛t✐s❢❛✐ts ❛✉① ❱◆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé s✉r♣❛ss❡ s✐❣♥✐✜❝❛✲

t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ P❙❋❉ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡

♣♦✐❞s✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s

s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✐♠✐❧❛✐r❡✳

✼✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡✉① ❝♦❞❡s✱ ❞és✐❣♥és ♣❛r ❈♦❞❡ ✶ ❡t

❈♦❞❡ ✷✳ ❈♦❞❡ ✶ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r (dv = 3, dc = 6) ❬✺✹❪ ❡t ❈♦❞❡ ✷ ♣❛r (dv = 5, dc = 10)

❬✺✺❪ ❀ ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈ ré❣✉❧✐❡rs ✭✶✵✷✱ ✷✵✹✮ s✉r ●❋✭24✮ ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❧❛❣❡r✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣❛r✐té ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❈✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❇❊❘ ❡t ❞❡ ❋❊❘ ❞✉ ❈♦❞❡ ✶✳ ■❧ ♣❡✉t

êtr❡ ❝♦♥st❛té q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❙❋❉✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

♣r♦♣♦sé ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s η ❡t λ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé s✉r♣❛ss❡

❧❡ P❙❋❉ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✳✺ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥ ❇❊❘ ❞❡ 10−5✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t tr❛❝é❡s ♣♦✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt η
λ
♦♣t✐♠✐sé ❡t Vth✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❈♦❞❡ ✷ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❇❊❘ ❡t ❞❡ ❋❊❘✳ ❈♦♥tr❛✐✲

r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉①
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MV−PSFD, η / λ = 1
MV−PSFD, η / λ = 0.7
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❱✲P❙❋❉ ❡t P❙❋❉ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❋❊❘
✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❇❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘

♥♦r♠❛❧✐sé✱ ♣♦✉r ❧❡ ❈♦❞❡ ✶✳

♣❛r❛♠ètr❡s η ❡t λ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ η
λ
✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❱✲

P❙❋❉ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✳✸ ❞❇ ❡t ✵✳✹ ❞❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

❞❡ ❇❊❘❂10−5 ❡t ❇❊❘❂10−6✳ ■❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥st❛té q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▼❱✲P❙❋❉ ❡st ✉t✐❧✐sé s❛♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ η ❡t λ✱ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s

❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
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MV−PSFD, η / λ = 0.4375
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❱✲P❙❋❉ ❡t P❙❋❉ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❋❊❘
✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ❇❊❘ ✭❝♦✉r❜❡s ❡♥ tr❛✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❙◆❘

♥♦r♠❛❧✐sé✱ ♣♦✉r ❧❡ ❈♦❞❡ ✷✳



❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✸✻

✼✳✸ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❬❏✺❪ ◆✳✲◗✳ ◆❤❛♥✱ ❚❡❧❡① ▼✳ ◆✳ ◆❣❛t❝❤❡❞✱ ❖❝t❛✈✐❛ ❆✳ ❉♦❜r❡✱ P✳ ❘♦st❛✐♥❣✱ ❑✳ ❆♠✐s✱ ❛♥❞

❊✳ ❘❛❞♦✐✳ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❱♦t❡s P❛r❛❧❧❡❧ ❙②♠❜♦❧✲❋❧✐♣♣✐♥❣ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆♦♥✲

❇✐♥❛r② ▲❉P❈✱ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ♣♣✳ ✾✵✺ ✲ ✾✵✽✱ ❱♦❧✳ ✶✾✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✺✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✈❡st✐❣✉é✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s

❝♦❞❡s ❋❊❈ s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡s

s②stè♠❡s s❛♥s ✜❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s ▲❚❊ ❡t ▲❚❊✲❆✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♦♣t✐♠✐sé

❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡s ♥♦r♠❡s✳

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s ❋❊❈ ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ♣ré❝♦❞❡✉rs

▼■▼❖ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r à t✉r❜♦✲❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❡t ♠❛♣♣✐♥❣ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡r✲

r❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♣ré❝♦❞❡✉r s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉

♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ✉♥ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❡✉r✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ❧❡s ❝♦❞❡s ❋❊❈ ◆❇✲▲❉P❈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ◆❇✲▲❉P❈✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣ré❝♦❞❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s

▼■▼❖ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ◆❇✲▲❉P❈✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❢❛✐❜❧❡

❝♦♠♣❧❡①✐té ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s

s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ◆❇✲▲❉P❈✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ t❤ès❡ ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ r❡✈✉❡ ❡t tr♦✐s

❛rt✐❝❧❡s ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ tr♦✐s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s✳ ◗✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ❛rt✐❝❧❡s

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❥♦✉r♥❛✉①✳

✸✼
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❬✶❪ ❇✳ ❇❛♥❣❡rt❡r✱ ❙✳ ❚❛❧✇❛r✱ ❘✳ ❆r❡✜✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙t❡✇❛rt✱ ✏◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ❢♦r t❤❡

✺● ❡r❛✱✑ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✳ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✾✵✕✾✻✱ ✷✵✶✹✳

❬✷❪ ❈✳ ❈♦①✱ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▲❚❊ ✿ ▲❚❊✱ ▲❚❊✲❛❞✈❛♥❝❡❞✱ ❙❆❊ ❛♥❞ ✹● ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✶✷✳

❬✸❪ ❆✳ ●❤♦s❤ ❛♥❞ ❘✳ ❘❛t❛s✉❦✱ ❊ss❡♥t✐❛❧s ♦❢ ▲❚❊ ❛♥❞ ▲❚❊✲❆✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②

Pr❡ss✱ ✷✵✶✶✳

❬✹❪ ❑✳ ❋❛r♦♦q✱ ▲❚❊ ❢♦r ✹● ♠♦❜✐❧❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✾✳

❬✺❪ ■✳ ❋✳ ❆❦②✐❧❞✐③✱ ❉✳ ▼✳ ●✉t✐❡rr❡③✲❊st❡✈❡③✱ ❛♥❞ ❊✳ ❈✳ ❘❡②❡s✱ ✏❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✹●

❝❡❧❧✉❧❛r s②st❡♠s ✿ ▲❚❊✲❛❞✈❛♥❝❡❞✱✑ ❊❧s❡✈✐❡r P❤②s✐❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✈♦❧✳ ✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳

✷✶✼✕✷✹✹✱ ✷✵✶✵✳

❬✻❪ ❆✳ ●✉♣t❛ ❛♥❞ ❘✳ ❑✳ ❏❤❛✱ ✏❆ s✉r✈❡② ♦❢ ✺● ♥❡t✇♦r❦ ✿ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡♠❡r❣✐♥❣
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RESUME 

Les standards « Long-term evolution » (LTE) et LTE-Advanced (LTE-A) devraient 

influencer fortement l’avenir de la cinquième génération (5G) des réseaux mobiles. 

Ces normes exigent de hauts débits de données et une qualité de service de très bon 

niveau, ce qui permet d’assurer un faible taux d’erreur, avec une faible latence. Par 

ailleurs, la complexité doit être limitée. Dans le but de déterminer des solutions 

technologiques modernes qui satisfont ces contraintes fortes, nous étudions dans la 

thèse des systèmes de communication sans fil MIMO codés. D’abord,  nous imposons 

un simple code convolutif récursif systématique  (RSC) pour limiter la complexité et   

la latence. En considérant des récepteurs itératifs, nous optimisons alors la 

performance en termes de taux d’erreur de ces systèmes en définissant un 

précodage linéaire MIMO et des techniques de mapping appropriées. Dans la 

deuxième partie de la thèse, nous remplaçons le RSC par un LDPC non-binaire 

(NB-LDPC). Nous proposons d’utiliser les techniques de précodage MIMO afin de 

réduire la complexité des récepteurs des systèmes MIMO intégrant des codes NB-

LDPC. Enfin, nous proposons également un nouvel algorithme de décodage itératif 

à faible complexité  adapté aux codes NB-LDPC. 

Mots clefs : Précodage linéaire MIMO, information mutuelle, mapping des 

symboles, turbo-détection, turbo-égalisation, codes LDPC non-binaires, 

diagrammes EXIT.  

ABSTRACT 

The long-term evolution (LTE) and the LTE-Advanced (LTE-A) standardizations 

are predicted to play essential roles in the future fifth-generation (5G) mobile 

networks. These standardizations require high data rate and high quality of service, 

which assures low error-rate and low latency. Besides, as discussed in the recent 

surveys, low complexity communication systems are also essential in the next 5G 

mobile networks. To adapt to the modern trend of technology, in this PhD thesis, we 

investigate the multiple-input multiple-output (MIMO) wireless communication 

schemes. In the first part of this thesis, low-complex forward error correction (FEC) 

codes are used for low complexity and latency. By considering iterative receivers at 

the receiver side, we exploit MIMO linear precoding and mapping methods to 

optimize the error-rate performance of these systems. In the second part of this 

thesis, non-binary low density parity check (NB-LDPC) codes are investigated. We 

propose to use MIMO precoders to reduce the complexity for NB-LDPC encoded 

MIMO systems. A novel low complexity decoding algorithm for NB-LDPC codes is 

also proposed at the end of this thesis. 

Keywords: Linear MIMO precoding, mutual information, symbol mapping, 

turbo-detection, turbo-equalization, iterative receiver, NB-LDPC codes, 

EXIT charts. 
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