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Abstract : Let A and E be laminations provided with riemannian metrics. A
map f : A — E is a laminated harmonic map if f sends leaves to leaves and is
leafwise harmonic. In this thesis, we study the existence problem for laminated
harmonic maps and we study their rigidity properties. We generalize convergence
results due to Gromov - initially restricted to the case when A is a foliation and =
is a manifold - and we prove that, when A is provided with a transverse measure
of finite volume and = is compact with leafwise non positive curvature, the heat
flow converges weakly to a & -harmonic measure. A strong convergence is shown
to hold under homotopic assumptions. We also study the fibered-laminated pro-
blem : find harmonic section of = — A, assuming that the leaves of = are flat
fibrations over the leaves of A. After studying the structure of measures on the
boundary at infinity of Hadamard manifolds, we generalize a geometric reduc-
tivity criterion due to Labourie and we give a weak convergence theorem for
the fibered-laminated heat flow. We also give stability criterions for harmonic
mappings based on a Bochner type formula for the distance function. These exis-
tence and stability results are useful to study the rigidity of laminations. We ex-
tend Sampson and Schoen-Yau'’s existence theorem of harmonic diffeomorphisms
when A and E are laminated by hyperbolic Riemann surfaces. This is a first step
towards a description of a measurable laminated Teichmiiller space. We also use
the fibered-laminated interpretation of superrigidity and a stability criterion to
prove a stability theorem for superrigid group actions over fibrations. This last
result was proven independantly, with completely different methods, by Margulis
and Quian.

keywords: harmonic maps; laminations; foliations ; transverse measures;
superrigidity ; Teichmiiller theory.
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Introduction

ETTE thése a pour objet d’étudier le lien entre les applications harmoniques
C et la géométrie des espaces laminés.

— Un espace métrique A est une lamination de dimension n §’il existe un
atlas de A par des cartes de la forme R™ x X, tel que les changements de
carte préservent les plaques R” x {x},

— Si (A, Z) sont des laminations munies de métriques riemaniennes (g,g=)
sur les plaques, une application f : A — = est une application harmonique
laminée si f envoie plaque sur plaque, f est 62 plaque a plaque, et son
champ de tension s’annule :

7(f):=tr(Vdf)=0

ou V est la connexion sur 7*A ® f*TZ= induite par les connexions de Levi-
Civita sur TA et T'Z, les espaces tangents aux plaques de A et =.
Le probleme de base que nous nous posons est le suivant :

Probleme 1 Soient A et = deux laminations. Existe-t-il une application harmo-
nique laminée f : A — Z? Quelles sont les propriétés géométriques des applica-
tions harmoniques laminées ?

0.1. Applications harmoniques et rigidité

L'étude des applications harmoniques a débuté avec l'article Harmonic map-
pings of riemannian manifolds d’Eells et Sampson [15] en 1964. En utilisant la
méthode de I'équation de la chaleur, Eells et Sampson démontrent que chaque
classe d’homotopie d’applications entre deux variétés riemaniennes compactes
M et N admet un représentant harmonique f : M — N lorsque N est a courbure
K < 0. Grace a une formule de Bochner, ils prouvent le théoréme de rigidité sui-
vant : si M est a courbure de Ricci positive ou nulle et N a courbure sectionnelle
négative ou nulle, toute application harmonique f : M — N est totalement géodé-
sique, c’est a dire : Vdf = 0. De plus, lorsque M est a courbure de Ricci positive,
f est constante.

La rigidité des espaces localement symétriques a été mise en évidence par
Mostow [35]. Mostow a démontré que lorsque M et N sont compactes, localement
symétriques, a courbure négative ou nulle, si M et N ont méme type d’homotopie,
en général M et N sont homothétiques. Le phénomene de rigidité de Mostow n’est
pas vérifié en dimension 2. Par exemple, lorsque M est une surface hyperbolique,
c’est-a-dire une variété de dimension 2 a courbure —1, la flexibilité des structures
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hyperboliques est décrite par ’espace de Teichmiiller, qui est de dimension finie
lorsque M est compacte.

D’apres le théoreme d’existence d’Eells et Sampson et le théoréme d’unicité
d’Hartman [23], toute classe d’homotopie d’application f : M — N admet (a trans-
lation prés) un unique représentant harmonique lorsque N est a courbure né-
gative ou nulle. Dans le cadre de la rigidité de Mostow, M et N ayant méme
type d’homotopie, il existe une équivalence d’homotopie f : M — N, donc une
classe d’homotopie privilégiée qui admet un unique représentant harmonique f.
D’apres la théorie de Mostow, on sait que 'application harmonique f : M — N est
totalement géodésique.

Il a fallu attendre la découverte en 1980 par Siu [42] d'une formule de Bochner
adaptée aux variétés Kihleriennes, puis celle de Corlette [10] en 1992 pour H}
et [H% et, dans les cas les plus généraux, les formules de Mok, Siu et Yeung [33]
en 1993 pour que 'on sache démontrer directement, sans utiliser la théorie de
Mostow, que toute application harmonique f : M — N est totalement géodésique
lorsque :

— M est un espace compact, localement symétrique, de courbure K < 0, de
rang r = 2 (respectivement M est de rang 1 et M est non archimédien,
cest-a-dire : M =Hjj ou M = I]-I]?O)

— N est a courbure K < 0 (respectivement & courbure complexifiée K¢ <0).

La généralisation des théoréemes de rigidité aux feuilletages a été initiée par
Gromov [18][19] en 1991. Dans le cadre fibré-feuilleté, Corlette et Zimmer [11] en
ont déduit un résultat de superrigidité pour les actions de groupe sur les fibrés.
Quiroga [37] et Adams et Hernandez [1] ont exploité les méthodes de Gromov
pour démontrer des théoréemes de rigidité pour les feuilletages a feuilles locale-
ment symétriques.

Gromov [19] développe deux techniques différentes pour étudier les appli-
cations harmoniques feuilletées : une technique de perturbation, basée sur un
phénomene de stabilité pour les applications harmoniques et la méthode du flot
de la chaleur. Ces deux techniques s’appliquent sous des hypothéses de régularité
transverse tres différentes : continuité transverse pour la technique de perturba-
tion, mesurabilité transverse pour la méthode du flot de la chaleur. Dans cette
these, jexploite ces deux méthodes pour étudier les applications harmoniques la-
minées et japplique les résultats obtenus pour étudier différents phénomenes de
rigidités : d’'une part, les actions de groupes superrigides sur les fibrés princi-
paux, qui se ramenent a ’étude du probléme fibré-laminé, d’autre part la rigidité
des laminations et 'espace de Teichmiiller des laminations par des surfaces hy-
perboliques.

0.2. Flot de la chaleur

Avant d’énoncer les théoréemes de convergence pour le flot de la chaleur la-

miné, fixons deux définitions :

— Si A est une lamination, les changements de carte R” x X — R* xY in-
duisent une application entre transversales f : X — Y. Une mesure trans-
verse sur A est une mesure v sur les transversales, invariante par chan-
gement de carte,

— Une lamination riemanienne mesurée (A,g,v) est une lamination munie
d’'une mesure transverse v et d'une métrique riemanienne sur les feuilles.
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0.2. FLOT DE LA CHALEUR

Sous des hypotheses de régularité, je démontre une généralisation du théoréme
de convergence faible de Gromov :

Théoréme 2 (Convergence vers une mesure %-harmonique) .

Soit (A, g,v) une lamination riemannienne mesurée réguliére et = une lamination
riemannienne compacte a courbure négative ou nulle. Soit fo : A — = une appli-
cation d’énergie ey et de tension T(f) bornés. Les mesures p; = (f;)«v convergent
faiblement (& extraction pres) vers une mesure (% -harmonique, c’est-a-dire a sup-
port dans Uespace des applications harmoniques laminées

76 ={(x,p) € M17(p) = 0}

Autrement dit, il existe une lamination riemannienne mesurée # telle que
Pon a le diagramme suivant :
H - E
l
A

ou la projection 7 : # — A est une isométrie locale sur les feuilles et fo : 2 — =
est une application harmonique feuilletée , telle que - en un sens assez subtil - le
flot de la chaleur sur A converge faiblement vers fo.

Gromov s’était resteint au cas ou = est une variété, A un feuilletage et fy
transversalement € : nous redémontrons le théoréme de Gromov dans un cadre
plus général et sous des hypotheses de régularité minimales. Nous démontrons
également une généralisation du théoréme de convergence forte de Gromov. Dé-
finissons :

— Le rang géométrique d'une variété M a courbure négative ou nulle : on

dira que M est de rang géométrique supérieur ou égal a k si, pour tout
k + 1-uplé orthonormé (Xy,...,Xz),on a :

%
Rx,x,(X0,X7)<0
=1

— Le k-support d’une mesure : si y est une mesure sur €°(M,N), suppr(w)
est ’'ensemble des points x de M tel qu’il existe une fonction dans le sup-
port de u qui est de rang au moins % au point x.

On a alors :

Théoreme 3 (Convergence forte) .
Soit (A, g,v) une lamination riemannienne mesurée réguliére de volume fini et
une lamination riemannienne réguliére compacte a courbure K < 0. Soit fo: A — =
une application laminée d’énergie et de tension bornée. Si la mesure transverse v
est ergodique, le flot de la chaleur f :
— converge a extraction pres, v-presque partout pour la topologie € sur les
feuilles, vers une application harmonique laminée f : A — = mesurable-
ment homotope a fo, de rang supérieur a k sur le k + 1-support de y,
— converge globalement pour la topologie L' sur le k + 1-support de j au sens
ou :

[1]

tim [ 47,0 =0

ol @ est une fonction telle que p(x) > 0 lorsque x >0,



lorsque l'une des hypothéses suivantes est vérifiée :
— Eest de rang géométrique 1 et f est d’aire minimale non nulle. Dans ce cas,
suppa(u) est de mesure pleine,
— Z est de rang géométrique k et fi«v converge (a extraction pres) vers une
mesure & -harmonique de rang supérieur ou égal a k + 1.
De plus, f est 'unique représentant harmonique de la classe d’homotopie mesu-

rable de fy.

Lorsque = n’est pas compacte, la convergence du flot de la chaleur est un
probléeme nettement plus difficile. Nous ’étudions dans un cas trés particulier :
celui des espaces fibré-laminé. On dira que = est un espace fibré-laminé de fibre
N au dessus de A §’il existe une submersion 7 : = — A, tel que = est un N fibré
plat au dessus de A pour la topologie fine. Autrement dit, si A € A, il existe un
voisinage V dans la feuille contenant A tel que 77 1(V) est isométrique au produit
riemannien V x N. On peut alors généraliser le théoréeme de convergence faible :

Théoreme 4 Soit = — (A,v) un fibré-laminé mesuré ergodique. Si les fibres de =
sont a courbure K <0, on a les trois possibilités suivantes :

— T(2) admet une mesure F-harmonique (qui se projette sur v),

— 11 existe un sous-fibré convexe invariant I =Y x X, ou £ — A est un fibré-
laminé mesurable, a fibres euclidiennes, et Y — A est un fibré-laminé me-
surable tel que T(Y) admet une mesure F-harmonique,

— 11 existe un sous-fibré convexe invariant I' =Y x %, o X — A est un fibré-
laminé mesurable, a fibres euclidiennes, et 00 Y — A est un fibré-laminé
mesurable qui admet une section invariante.

0.3. Superrigidité

Le formalisme fibré-laminé peut étre exploité pour étudier les actions de
groupe sur des fibrés. Le probleme est le suivant : étant donnés G et H deux
groupes de Lie semi-simples de type non compact et Py — M un fibré principal
de fibre H, on cherche a classifier les actions de G sur Py par automorphisme de
fibré. Définissons d’abord :

— Les actions superrigides. 1l s’agit des actions qui se réduisent essentiel-
lement & un morphisme de groupe de G dans H. Plus précisément, p est
superrigide §’il existe un morphisme ¢ : G — H, un sous groupe compact
K de H qui commute avec ¢(G) et une section o de Py telle que pour tout
meM :

o(g.m)=g.o(m)p(g Hy(m,g)

ou y(m,g)eK.
— Les groupes non déplagables. On dira que le groupe G n’est pas déplacable
dans H si, pour tout morphisme immersif p : G — H, le centralisateur de
0(G) est compact.
En utilisant le formalisme fibré-laminé, on démontre le théoréeme de superri-
gidité :

Théoreme 5 (Superrigidité de Zimmer-Margulis) .

Soit G un groupe de Lie semi-simple irréductible, de type non compact, de rang
r = 2. Soit H un groupe de Lie semi-simple de type non compact et Py — M un H
fibré principal. Si G agit par automorphisme de fibré sur Py en préservant une
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0.4. ESPACE DE TEICHMULLER

mesure de probabilité ergodique et si G n’est pas déplacable dans H, laction de G
est mesurablement superrigide.

En utilisant un critere de stabilité pour les applications harmoniques, on a
un résultat de stabilité €° pour les actions superrigides :

Théoreme 6 Soient G, H deux groupes de Lie semi-simples de type non compact,
M une variété compacte, simplement connexe et ppr une action € de G sur M.
Soit p un morphisme de G dans H et pp,, laction induite par pys et p sur le fibré
Py =M xH — M. Soit nyr une action de G sur M et n une action de G sur Py par
automorphisme de fibré, qui se projette sur 1. Supposons que :
— Gest irréductible, de rang supérieur r = 2 ou G = isom(Hy)), G = isom([l-[l%,),
— le morphisme p est réductif, c’est a dire : le centralisateur de p(G) dans H
est compact,
— laction ppr de G sur M est d’Anosov et préserve une mesure absolument
continue,
Alors, si 1 est €2 proche de pp,,, 1 est €0 superrigide.

Un résultat analogue, utilisant les techniques de dynamique hyperbolique a
été démontré indépendamment par Margulis et Qian [32].

0.4. Espace de Teichmiiller

Lorsque A est une lamination par des surfaces de Riemann hyperboliques, je
démontre ’'analogue du théoréme d’existence de difféomorphismes harmoniques
de Sampson [38] et Schoen et Yau [40] :

Théoreme 7 Soit (A,g,v) une lamination riemannienne mesurée réguliere com-
pacte de dimension 2, de volume fini, et telle que g est hyperbolique. Soit g1 une
métrique hyperbolique réguliére sur A. Le flot de la chaleur laminé :

ftltEO : (Ayg)_’ (A:gl)

avec pour condition initiale fo = id converge vers un difféomorphisme harmonique
laminé f. De plus, [ est 'unique représentant harmonique de la classe d’homoto-
pie mesurable de f.

Ce théoréme suggere que I'espace de Teichmiiller d’'une lamination s’identifie
a un espace de différentielles quadratiques. Cette identification reste a démon-
trer : quelques exemples surprenants de la théorie de Wan prouvent qu’il y a un
travail délicat a fournir pour justifier I'identité Teich(A) = Q D(A).

0.5. Plan de la these

Cette these est divisée en 6 chapitres :

— Le premier chapitre rappelle les propriétés élémentaires des applications
harmoniques. Je démontre dans ce chapitre une formule de Bochner pour
la fonction distance et je donne des critéres de stabilité pour les applica-
tions harmoniques,



— Le second chapitre est consacré a 1'étude générale des laminations. Je
développe le formalisme nécessaire pour démontrer les théorémes de conver-
gence du flot de la chaleur laminé : étude de 'espace des applications lami-
nées, des mesures transverses sur une lamination et des invariants d’ho-
motopie bornée,

— Nous récoltons au chapitre 3 les fruits de nos efforts. Ce chapitre est consa-
cré a I'étude générale des applications laminées. Je discute la régularité
transverse du flot de la chaleur, les critéres de stabilité pour les applica-
tions laminées, et les résultats de convergence du flot de la chaleur,

— Je généralise au chapitre 4 les résultats d’existence et de stabilité pour
les applications harmoniques dans le cadre fibré-laminé. Liétude des ap-
plications harmoniques fibré-laminées est liée a la géométrie des variétés
d’Hadamard : jétudie en particulier les propriétés géométriques des me-
sures sur le bord a l'infini d’'une variété d’'Hadamard, puis je donne une
extension du critere de réductivité géométrique de Labourie [28] dans le
cadre fibré-laminé,

— Je m’intéresse dans le chapitre 5 a un cas particulier du probléme fibré-
laminé, adapté a I'étude des actions de groupe sur des fibrés. J’en déduis
un théoréme de stabilité pour les actions superrigides, et une preuve du
théoréeme de superrigidité de Zimmer,

— Le chapitre 6 est consacré a ’étude de I'espace de Teichmiiller laminé.
Je commence par rappeler la théorie de Wan et al. [45] [44], qui étu-
dient I'espace universel de Teichmiiller griace aux difféomorphismes har-
moniques du plan hyperbolique. Je généralise le théoréeme de Sampson
[38] et Schoen et Yau [40] d’existence de difféomorphismes harmoniques
dans le cadre laminé. Ce théoreme est un premier pas vers une paramé-
trisation de I'espace de Teichmiiller d’'une lamination par un espace de
différentielles quadratiques. L'identification entre espace de Teichmiiller
et différentielles quadratiques reste a démontrer : quelques exemples sur-
prenants de la théorie de Wan prouvent qu’il y a un travail délicat a four-
nir pour justifier 'identité Teich(A) = @ D(A).
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Chapitre 1

Applications harmoniques

E chapitre présente des résultats généraux sur les applications harmoniques :
C je rappelle les résultats de compacité - estimées de Schauder et principe de
Bloch - de stabilité - principe de prolongement de Sampson [38] et critéres de sta-
bilité de Gromov [19] - et de rigidité - formules de Mok, Siu et Yeung [33] - pour
les applications harmoniques. Je rappelle la méthode du flot de la chaleur d’Eells
et Sampson [15] [29] et ’étude du probleme de Dirichlet asymptotique d’apres
Gromov [19] et Li et Tam [29] [30] [31]. Pour énoncer les critéres de stabilité
des applications harmoniques dans toute leur généralité, je définis les notions de
rang géométrique et de déplacabilité et je démontre une formule de Bochner pour
la fonction distance. Cette formule est classique en rang un ou sur les espaces
symétriques, mais, quoique implicite chez Gromov [19], & ma connaissance elle
n’avait pas été énoncée en rang supérieur. J’exploite en particulier cette formule
pour généraliser un critére de Li et Tam pour l'existence de solutions au probléeme
de Dirichlet asymptotique en rang supérieur.

Soient (M™,gyr), (N",gn) deux variétés riemanniennes et f : M — N une
application différentiable. Si x est un point de M, I'image d’un cercle de T, .M
par df est une ellipse : il existe une base orthonormée de T M, telle que f*g =

1 /llzdx? ; ou les A; = 0 sont les coefficients de dilatation de f , rangés par ordre
décroissant : 11 = Ag = ... = 1,,. Pour tout point de M, on définit I’énergie de f
par:

er@)=zldf@I*=2) A;
2 2i3
et I'énergie totale : E(f) = [j;es(x)dx. Si M et N sont deux variétés rieman-
niennes compactes, f : M — N est une application harmonique lorsque f est une

application €, point critique pour I'énergie. Léquation d’Euler-Lagrange pour
I’énergie se déduit par intégration de la formule :

div{df1X) = (T(HIX) +({dfIVX)

ol on a défini le champ de tension de f : 7(f) :=trace(Vdf)e f*TN et X est une
section de f*TN. Si f; une perturbation ¢! de f, en posant X = 6@_}? on en déduit :

dE(f) ofs
10 fM<r(ft>| It
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CHAPITRE 1. APPLICATIONS HARMONIQUES

En particulier, une application €2 est harmonique si et seulement si son champ
de tension s’annule. Remarquons que I'on obtient naturellement une suite mini-
misante pour ’énergie en résolvant I'équation de la chaleur fy|;>0 : M — N :

or

at )

Une stratégie raisonnable pour le probleme d’existence des applications harmo-
niques passe donc par I'étude de '’équation de la chaleur : existence d’une solution
en temps fini et convergence lorsque ¢ — oo.

Définition 1.1 (Application harmonique, stabilité, rigidité) .
Soient M et N deux variétés riemanniennes, et f : M — N.
— Si M est compacte, [ est une application harmonique lorsque f est une
application €1, point critique pour Uénergie,
— Si M n’est pas compacte, f est harmonique lorsque f est €2, et son champ
de tension s’annule t(f) :=tr(Vdf)=0.
On dira que f est une application harmonique stable si toute application harmo-
nique g homotope a [ par une homotopie bornée vérifie g = f.
On dira que f est une application harmonique rigide si f est totalement géodési-
que :Vdf =0.

Par abus de langage, j’écrirai par la suite : g est homotope, a distance bornée
de f pour signifier que g est une application homotope a4 f par une homotopie
bornée.

1.1. Compacité : principe de Bloch

Léquation 7(f) = 0 est une équation elliptique : d’apres la théorie de Schau-
der (cf Gilbarg-Trudinger [16]) on sait donc que les topologies €' et € sont
équivalentes pour les applications harmoniques :

Théoréme 1.2 (Estimées de Schauder) .
Soient M et N deux variétés riemanniennes €°°. Si f : M — N est une application
harmonique :

— [ est €,

— [ vérifie les estimées de Schauder :

IVEfl(x) < CoM,f(x),NErSUpldf]

De plus, I'équation 7(f) = 0 est invariante par changement d’échelle : si on

effectue un changement d’échelle des métriques a la source gps — Agy et au but :
&N —Bgn, T(f)lagy.Bey = ﬁ‘r(f)lgM,gN. D’apres Gromov [19], on en déduit :

Théoreme 1.3 (Principe de Bloch) .

Soit M une variété riemannienne (de dimension m) et N une variété riemannienne
compacte a bord. Si toute application harmonique h : R™ — N est constante, alors :
les applications harmoniques [ : M — N sont localement 6 équicontinues; c’est-
a-dire : si x est un point intérieur de M, on a :

IVEF(x) < CiMNE
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Rappelons d’abord le :

Lemme 1.4 (Quasi-maximum) .

Soit m € M tel que la boule B, o, est compleéte. Toute fonction localement bornée ¢ :
Bp2r —10,+00l telle que ¢p(m) = 1 admet un quasi-maximum x € By, ,, c’est-a-dire
tel que :

1
p(x) = sup(p(m), zw(y))

si d(x,y) <inf( 1 ,r) pour A = (%)2.

1
Vp(x)

Preuve (Lemme) Posons xg = m . Si xg n’est pas un quasi-maximum, il existe

: > < 1 8 1
x1 tel que : p(x1) = Ap(xp) et d(xg,x1) < Wk Par récurrence, on construit x,41

+2

L <1 "% tant que
x, n'est pas un quasi-maximum. Si on peut continuer la construction pour tout
n €N, x, converge vers X, tel que : d(m,x) < # <r et ¢ n’est pas localement

tel que : P(xn11) = Ap(x,) = A" Lop(xg) et d(xy,xp41) <

borné en x,. Par la contraposée, lorsque ¢ est localement bornée, on en déduit
qu’il existe n € N tel que x,, est un quasi-maximum. a

Preuve (Proposition) D’apres les estimées de Schauder, il suffit de vérifier que
toute application harmonique f : M — N est d’énergie (localement) bornée.

— Soit m € M\ 0M et p € N. Posons 2r = d(m,0M). Supposons qu’il existe
fn : M — N une suite d’applications harmoniques telles que : |df,(m)| —
+00. On sait qu’il existe un quasi-maximum x, pour |df,| : posons A, =

— Apres changement d’échelle, f, définie sur la variété riemannienne poin-
tée (M,,,x,) = (M,x,,A,gy) & valeur dans (N, gn) vérifie : |df,|(x,) =1,

et |[dfylx) < A sid(x,x,)<r, = \//‘14_". De plus : (M,,x,) converge vers

(R™,0) au sens ou le tenseur de courbure et toutes ses dérivées covariantes
tendent vers O : IVkRIMn = A;k_4|VkR|M -0,

— La suite f, : M, x,) — (N, gn) est €' équicontinue. D’apres les estimées
de Schauder, f, est en fait € équicontinue, donc converge (a extrac-
tion pres) pour la topologie €*° vers h : (R™,0) — N, harmonique, non
constante puisque |[dA(0)| = 1.

On en déduit que si toute application harmonique A : (R"™,0) — N est constante,
toute application harmonique f : M — N est d’énergie (localement) bornée, puis,
d’apres les estimées de Schauder, que toutes les dérivées de f sont localement
bornées. d

Corollaire 1.4.1 Soit M une variété riemannienne et N une variété riemannienne
a bord, a courbure K < 0, qui n'admet pas de géodésique infinie : v : R — N. Les
applications harmoniques f : M — N sont localement €°° équicontinues.

Corollaire 1.4.2 Soit f : M — N une application harmonique. Si N est un espace
symétrique de type non compact et si 'image de B, , est de diamétre borné d <R,
les dérivées de [ sont contrélées :

IV f(x)l < C(x,M,r,R,N)
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Preuve S’il existe f5, : M — N telles que |d f,,(x)| — oo, on a démontré qu’il existe
h : R™ — N, d’énergie bornée, telle que |dh(0)| = 1. Si x,, est une suite maximi-
sante pour |dh|, h,(x) = h(x —x,) est une suite d’applications harmoniques €'
équicontinues, qui convergent, a extraction pres, vers ¥ : R”™ — N, dont I'énergie
est maximale en 0 : [dw(0)| = sup |[dw¥| # 0. En appliquant le principe du maximum
fort a la formule de Bochner : Aes = IVdf|? —Rfl.,fj(fi,fj) (cf proposition 1.11), on
en déduit que v est totalement géodésique. En particulier, si dy(0)(X) =1, yx :
R — N défini par yx(¢) = w(¢X) est une géodésique infinie. Par la contraposée,
s’il n’existe pas de géodésique infinie y : R — N, les applications harmoniques f :
M — N sont localement €*° équicontinues. a

1.2. Stabilité des applications harmoniques

1.2.1. Principe de prolongement

Le principe de prolongement de Sampson [38] pour les applications harmo-
niques est une conséquence directe du théoréme d’annulation d’Aronszjan [2] :

Théoreme 1.5 (Théoréeme d’annulation d’Aronszjan [2]) Soit A un opérateur
elliptique du second ordre sur un ouvert U de R" et f : R" — RP telle que :

[AfI=CUdfI+IfD
Si f et toutes ses dérivées s’annulent en xg € M, alors f =0 partout.

Corollaire 1.5.1 (Principe de prolongement de Sampson [38]) .

Soient M et N deux variétés riemanniennes €. Les applications harmoniques
f : M — N vérifient le principe de prolongement : si f et g coincident en xo € M,
ainsi que toutes leurs dérivées, alors [ = g partout.

Corollaire 1.5.2 Soit f : M — N. Supposons que toutes les dérivées de [ sont
paralléles en xo € M, c’est a dire qu’il existe Y € TN tel que, pour tout k €N :

VE Fo X1,y Xp) = AX 1., Xp)Y

f factorise & travers la géodésique y(t) = expy(y,)(tY). Il existe donc une fonction
harmonique ¢ : M — R telle que : f(x) = y(p(x)).

Preuve (Corollaires) Dans une carte locale, f vérifie: Af =T'¢(df,df)ou A est
le laplacien riemannien sur M et I's est donnée par les symboles de Christoffel
en f(x) sur N.

— On sait que :

A(f -g)
IA(f - 8)I

Si f et g coincident, ainsi que toutes leurs dérivées au point xg, d’apres le
théoréme d’Aronszajn appliqué a u = f — g on en déduit que f = g,

— On peut choisir au voisinage de f(xq) des coordonnées y4 telles que y(¢) =
(t,0,...,0) et I'¢ 0)(dt,_) = 0. Dans ce cas, g(x) = (f2,...,f")(x) vérifie |Ag| <
C(ldg| + |g|) et, puisque g et toutes ses dérivées s’annulent en xg, g =0
partout. O

(Crdf.df)-Tr(dg,dg))+(Tf(dg,dg)-T,(dg,dg))
Cldf -dgl+CIf —gl
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1.2.2. Formules de Bochner pour la fonction distance

Gromov [19] a donné des criteres de stabilité pour les applications harmo-
niques f : M — N lorsque N est a courbure : K <0, ou lorsque K <0 et Ric <O0.
Ces criteres se généralisent sous des hypotheses plus exotiques sur la courbure.
Introduisons donc les définitions :

Définition 1.6 (k-Courbure, rang géométrique) .
Soit M™ une variété riemannienne. A X € TM et P € Grp(TM), un k-plan ortho-
gonal a X, on associe la k-courbure :

k
Ricy(X,P) :=trpRx (X, )=) Rxpg,(X,E;)
i=1

o (E i)i?zl est une base orthonormée de P.
M est a k-courbure majorée si Ric,(X,P) < KIX|2 ce que lon notera : Ricyp, <
K. Le rang géométrique de M est : rgg(M) =inf{k|3x > 0/Ricj, < —x2}.

La courbure sectionnelle s’identifie a la 1-courbure et la courbure de Ricci a
la (m-1)-courbure. Si M est un espace symétrique de type non compact, le rang
de M (en tant qu’espace symétrique) ne s’identifie pas a son rang géométrique :

— lorsque M est de rang 1, le rang géométrique de M est également 1,

— lorsque M = N xR, la courbure de Ricci de M s’annule pour X = (0,1) €

TN xR et le rang géométrique de M est infini,

— lorsque M est de rang k, sans facteur euclidien, M est de courbure de
Ricci négative, donc : rgg(M) <m — 1. Si X est dans l'intersection de deux
plats maximaux distincts P*, @ = X+ n(P* UP") est de dimension d > k
et vérifie : Ricq(X,Q) = 0. En particulier : rg (M) =k + 1.

Dans le cadre des espaces symétriques, il est commode de définir la notion de
déplacabilité. Cette notion géométrique a un analogue en théorie de groupe : un
sous groupe G d’'un groupe semi simple H n’est pas déplacable si le centralisateur
de G dans H n’est pas compact.

Définition 1.7 (Application déplacable) .

Soient M et N deux variétés riemanniennes telles que N est & courbure K <0 et
f :M — N. f n’est pas localement déplagable en x € M s’il existe x # 0 tel que pour
tout X € Ty)N il existe Y € U M tel que :

Rxarv)X,df (V) < %X

f n’est pas déplacable s’il existe x # 0 tel que pour tout x € M, pour tout X € T¢()N,
il existe Y e UyM tel que :

Ry aroX,df (V)= —x*X|?

La condition de déplacabilité est liée a la stabilité des applications harmo-
niques. Illustrons le par un exemple particulierement frappant. Supposons fixée
une immersion totalement géodésique i : M xR — N et définissons f : M — N
par f(x) = i(x,0). Dans ce cas, (0,1) € T, M x R définit un champ de vecteur X =
di,0)(0,1)cTr)N, tel que Rx q7v)(X,df(Y)) =0 pour tout Y € T M. f est donc
une application harmonique déplacable. De plus, il existe une famille d’applica-
tions harmoniques homotopes a f par une homotopie bornée : f(x) = i(x,t). [
n’est donc pas une application harmonique stable.
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Plus généralement, on peut déformer une application f en f; = exp(,)(tX)
sans changer le Hessien de f - au premier ordre - si X € f*TM est un champ de
vecteur paralléle tel que Rx q7v)(X,df(Y)) =0 pour tout Y € TM.

Dans le cadre des espaces localement symétriques, on peut donner une ver-
sion algébrique de la condition de déplacabilité. Nous démontrerons dans la pro-
position 5.3 que si X et Xy sont deux espaces localement symétriques de type
non compact et f : Xg — Xy une immersion totalement géodésique, il existe un
morphisme de groupe p : G — H tel que f(g.x) = p(g).f(x). On peut alors vérifier :

Proposition 1.8 Soit f : X — Xy une immersion totalement géodésique et p :
G — H le morphisme associé. Soit Z(G) = {h € H|h.p(g) = p(g).h} le centralisateur
de p(G) dans H et Zy(G) la composante connexe de l'identité dans Z(G). f est dé-
placable si et seulement si Zo(p(G)) n'est pas compact.

Preuve Quitte a conjuguer p par un automorphisme de H, on peut supposer
que f([id]) = [id]. Soient ¥ T'algebre de Lie de G et # I'algébre de Lie de H.
Soit o € H la symétrie géodésique par rapport a [id]. On peut décomposer # =
K +P,ouo|xy =id et o|lp =—id. On sait alors que TXy = 2 et pour X,Y € &2 :

Rxy(X,Y)=-|[X,Y] [2. Si f est localement déplacable en x = [id], il existe
Z € 2 tel que Z commute avec D p(¥). Le groupe exp(tZ) est alors un groupe non
compact, qui commute avec p(G). a

Si M est une variété riemannienne a courbure négative ou nulle, la fonction
distance est convexe : Hess(d) = 0 en dehors de la diagonale M < M x M. Sous
des conditions de courbure un peu plus stricte, on peut estimer plus finement le
Hessien de la fonction distance :

Théoreme 1.9 (Estimation du champ de Jacobi) .
Soient M une variété riemannienne simplement connexe a courbure négative ou
nulle, x et y € M tels que x # y.

— siMestderang 1:K < —«x2 <0, le hessien de la fonction distance vérifie :

Hess(d)(X,Y),(X,Y)) = «|X|?tanh(xd(x,y))

lorsque X € T M est orthogonal a la géodésique reliant x & vy,
— si M un espace localement symétrique de type non compact, et X vérifie :

Ry (X,7)= %X
ou y est la géodésique reliant x a y, alors :
Hess(d)(X,Y),(X,Y)) = «|X[*tanh(xd(x,y))

— si M est de rang géométrique k : Ricp < —x2 et (Xi)?:ll est une famille
orthonormée de T' M, le hessien de la fonction distance vérifie :

k+1
Hess(d)(X;,Y:),(Xi,Y:) = xokd(x,y))
i=1
4d3 3 1 3
o :pd)=d- 5 lorsque d < g; et p(d) = ﬁ lorsque d = g
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Preuve Si y(¢)lse[0,q) est la géodésique reliant x et y et X;|sc(0,4] le champ de
Jacobi le long de v, tel que Xo =X et X5 =Y, le Hessien de la fonction distance
est:

d
Hess(d)(X,Y),(X,Y)) = fo V3,12~ Ryx, (7, Xp)dt

— Enrangl:Hess(d)(Xo,Xq) = f(;’ IV X¢12+x2|X;|2d¢t. A changement d’échelle
prés : g — k2g, par transport parallele d’'une base orthonormée, on se ra-
meéne a4 démontrer dans R* 1 :

d
f 1X 12 +1X1? = p(d)
0

lorsque |X(0)| = 1. Léquation d’Euler-Lagrange associée est : X = X et
X(d) = 0. Elle admet pour unique solution :

X (¢) = (cosh(t) — coth(d) sinh(¢))X (0)

qui vérifie : fod 1X12 + X% = tanh(d),

— Si M est localement symétrique, le tenseur de courbure reste invariant
par transport parallele. Si X(¢) = 22”22 x;(t)E;(t), ou E; est une base ortho-
normée paralléle de T, (£)M telle que y = E1 et X(0) = Eg, on est amené a
minorer dans R”!

d
f X2 +R(X,X)
0

On sait que x2(0) = 1 et que fi |X12+R(X,X) = [ |25|2 + |x2|2. On est donc
ramené exactement a la formule en rang 1,

— En rang k, on est ramené a minorer : H(X) = f(fl 1X ()2 +g:(X (), X ()dt
lorsque X(t) € 4;(R) vérifie X(0) = 1 et g; est la forme bilinéaire symé-
trique induite sur M,(R) par une forme bilinéaire g; sur R”, symétrique,
positive, de trace ¢r(g;) = 1. En particulier g,(1,1) =1 et g:(a,a) < |a|? pour
tout a € R,

— Ily a un phénomeéne de compensation entre les deux termes a intégrer :

d d
f IXIQSajf g:X,X)zvy(a,d)
0 0

ot y(x,d) = d — §Vd3x lorsque x < 7, et y(x,d) = 73 lorsque x = ;.
En effet : d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour t<d,on a :

t t t
|X—1]|sf|X|s\/f |X|2f 1<Vat
0 0 0

D’ou ’'on déduit :

v

d d
fo gi(X,X) fo 21,1 -2 (X 1, D+ g(X ~1,X ~1)

%

d
f sup(0,1-2vauw)du =yw(a,d)
0
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— En jouant sur cette compensation, on déduit :

d d
fo X2 < a, :»fo X2 < @par = HX)— yan,d)

En posant ag = H(X), on définit ainsi une suite a, telle que :
d .
VnzO,f 1X12 < ap
0

En étudiant 'application @ — H(X)—-y(a,d), on vérifie qu’il existe y > 0
tel que :
— Si H(X) <y, la suite a, devient négative a partir d’'un certain rang,
ce qui contredit : a, =0,
— Si H(X) > v, la suite a, est positive, décroissante, donc converge
vers une limite ¢ telle que : ¢ = H(X)-y(¢,d), et %(H(X)—w)(l,d) <
1.
On en conclut que H(X) = y, ou y est caractérisé par : y—w(¢,d) = ¢,
lorsque ¢ vérifie : %w([ ,d)=—1. On en déduit la formule de Bochner par
un calcul de routine. d

Remarque 1.9.1 .
Lorsque K = —c2 on peut aussi démontrer : Hess(d)(X,Y),(X,Y)) < 44‘(|X|2 +

|Y|2)coth(%>

Corollaire 1.9.2 (Distance entre deux fonctions) .

Soit M une variété riemannienne, N une variété simplement connexe, & courbure
négative ou nulle, de rang géométrique k : Ric, < —x% < 0. Soient f et g deux
applications de M dans N. On a :

AWd(f,8) = =t =11(@)]+ kA 1()Poxd(f,g) (1.1)

Si N est a courbure minorée : K > —c2, ona:

AWd(f,g) < |T(f)|+|r(g)l+4c(|df|2+Idglz)coth( (1.2)

xkd(f,g ))
2
Corollaire 1.9.3 (Espaces symétriques) .
Soit N un espace symétrique. Soit f : M — N une application harmonique, qui
n’est pas localement déplacable, c’est a dire telle que pour tout X € f*TN, il existe
Y € TM tel que :
Ry aro)X,df (V) < - XPIY

Si g : M — N est homotope a f, g vérifie :
Ad(f,g) = —|1(g)| + xtanh(xd(f, g))

Corollaire 1.9.4 (Formule de Bochner pour le flot de 1a chaleur) .

Soit M une variété riemannienne, N une variété simplement connexe & courbure
négative ou nulle, de rang géométrique k : Ric, < —x% < 0. Soient f et g deux
applications de M dans N, f; et g; les flots de la chaleur associés a f et g. On a :

0
A(d(fr,g1) = adm,gmmm(ﬁ)%(xd(ft,gt» (1.3)
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Si N est & courbure minorée : K = —c2, ona :

(1.4)

0 d
Aalfued) = &d(ft,gt)+4c(ldftlz+|dgtl2)coth(_" (l;t,gt))

Remarque 1.9.5 On a démontré une inégalité optimale en rang 1 :
Hess(d)(X,X) = tanh(d)

On peut conjecturer qu’en rang supérieur, la fonction optimale pour la formule
de Bochner est également ¢(x) = tanh(x).

Dans tous les corollaires, les formules sont valables lorsque f(x) # g(x) - res-
pectivement fi(x) # g4(x) -

Preuve (Corollaires 1.9.2 et 1.9.4) On calcule :

A(d(f,8))

vd(z(f),7(g)) + tr(Hess(d)o(df,dg))
ad(f,8)
ot

Sachant que |Vd(X,Y)| = |X|+1Y], les inégalités [1.1] et [1.3] se déduisent de
la formule de Bochner en constatant que, les directions principales de dilata-
tion de f en x, Xi,...,Xz+1 sont orthonormées, d'images orthogonales et véri-
fient |df(X;)I? = A2, | (f). Les inégalités [1.2] et [1.4] se déduisent de la remarque
1.9.1. O

+tr(Hess(d)o(df,dg))

D’apres les formules de Bochner pour la fonction distance, on a les critéres de
stabilité pour les applications harmoniques :

Proposition 1.10 (Critéres de stabilité) .
Soit f : M — N une application harmonique, oit N est a courbure de Ricci mino-
rée. f est stable dés que :
— N est de rang géométrique k : Ric), < —x2, et f est de rang au moins k + 1
en dehors d’'un compact K : infypg Ap1(f) >0,
— N est localement symétrique, de type non compact, et f n’est pas déplacable.

Preuve Soit g une application harmonique, homotope a f par une homotopie
bornée. Passons au revétement universel, et définissons les relevés de f et g
f.8:M— N.f et g étant homotopes, d(f, ) est 71(M) invariante, donc définit
une fonction sur M, que l'on notera d(f,g). De plus, la fonction d(f,g) vérifie
les formules de Bochner. En particulier, Ad(f,g) = 0. Supposons le maximum
de la distance atteint : d’apres le principe du maximum fort, on en déduit que
f et g sont a distance constante. Si f # g, d’aprés la formule de Bochner, on
a : Ad(f,g) > 0 en dehors d'un compact, ce qui est contradictoire. Si f # g, le
maximum de la distance n’est donc pas atteint. D’apres le principe du maximum
d’Omori [36] et Yau [47], il existe une suite maximisante pour d : x, telle que
limsup Ad(f(x,),8(x,)) < 0.
— Si N est de rang géométrique %, on sait que, en dehors d'un compact K :

Ad(f,g) = exp(xd(f,g))

2 (f)>0.0n en déduit exp(k sup(d(f,g))) < 0, ce qui contre-

oue= 1nfM\K Ak+1

dit
sup(d(f,£)) >0
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— Si N est localement symétrique et f(M) n’est pas localement déplacable,
d’apres la formule de Bochner : Ad(f,g) = xtanh(xd(f,g)). La stabilité de
f se déduit a nouveau par application du principe du maximum d’Omori
et Yau. a

Remarque 1.10.1 (Critére de stabilité d’Hartman [23]) .

Lorsque M est compacte, si f* : M — N sont deux applications harmoniques
homotopes, a valeur dans un espace a coubure négative ou nulle, ’'homotopie
géodésique entre f~ et f, F : M x[0,1] — N est une application harmonique :
pour tout ¢ € [0,1], 7(f;) =0.

On en déduit le critere de stabilité : si f : M — N est harmonique, de M
compacte, a valeur dans N a courbure K < 0, s’il existe un point ot /(M) n’est
pas localement déplacable, f est stable.

Remarquons que si M = S! et f est une géodésique périodique, on obtient une
famille & un parametre d’applications harmoniques homotopes, a distance bornée
de f en posant :

ft(eia) — f(ei(3+t)

Preuve Comme Ad(fy,f1) =0, et M est compacte, d(fo, f1)(x) est constante. Si f;
est 'homotopie géodésique engreS fo est f1, on peut appliquer le flot de la chaleur
fils=0 & ft. On sait que : %ts’fe) < Ad(f},f}), c’est-a-dire : le flot de la chaleur
est contractant. Pour s = 0, f/|;c0,1] est donc une homotopie entre fo et f1 plus
courte que '’homotopie géodésique. Nécessairement, sachant que d(fy, f1)(x) est
constante : f = f;. Pour tout £, on en déduit : 7(f;) = 0. Enfin, §’il existe un point
ou fo(M) n’est pas localement déplacable et fo(x) # f1(x), Ad(fo, f1)(x) > 0, ce qui
contredit : d(fo, f1) est constante. O

1.3. Rigidité : les formules de Mok, Siu et Yeung

Le prototype de la formule de rigidité de Mok, Siu et Yeung [33] est la formule
de Bochner pour les applications harmoniques f : R — N.

— 2 N . F.
A‘i'f = |Vdf] _Rfiyfj(fl’f])
d’ot 'on déduit le résultat de rigidité :
Théoréeme 1.11 (Eells-Sampson [15]) Soient M une variété riemannienne com-
pacte plate et N une variété riemannienne & courbure K < 0. Toute application

harmonique f : M — N est totalement géodésique

Plus généralement, si f : R® — N est a valeur dans un espace a courbure
K <0 et I'énergie atteint son maximum, f est totalement géodésique.

Preuve M étant compacte, ey atteint son maximum. Comme Aey = |Vd f 2, par
le principe du maximum fort on en déduit que |Vdf|=0. O

Avant d’énoncer la formule de Mok, Siu et Yeung, posons la :
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Définition 1.12 (Tenseur rigide positif) .
Soit (M, g) une variété riemannienne. @ € T* M®* est un tenseur rigide adapté &
(M, g) si Q vérifie les conditions algébriques :
— @ est paralléle : VQ =0
— Qe Sym(AZ(T*M)) ausensol : QXY ® )=-QYoX® et XeX'®
YoY)=QY oY eX X'
— @ et R sont orthogonaux au sens ot :
— (Q | R) =0 si M est localement symétrique, irréductible,
— ou bien : (Q(_,X) | R(_,Y))p+pr08 =0 pour tout (X,Y)e TM.
Q est positif si @ vérifie les conditions :
— Q6= Qijklfilfjk >0si (e Sym(TM) est de trace nulle
— Q| T)<0si T est un tenseur de type courbure, de courbure sectionnelle
négative ou nulle.

Lorsque M est une variété riemannienne, la métrique permet d’identifier
TM et T*M. Si (M, g) et (N,h) sont deux variétés riemanniennes, f : M — N
une application €2 et @ un tenseur rigide, on peut définir Q(_® Vdf ® df) €
T*M ® f*TN®? puis Q(_,Vdf,df) = treryQ(_®Vdf ® df) € TM en identifiant
TN =T*N et TM = T*M. Par abus de notation, on posera : Q(Vdf,Vdf) =
trrnQ(013.(VAfoVdf)) siois.(a®beced) = coboa®d et Q(F*RN) = (Q|f*RN).

La formule de Mok, Siu et Yeung s’écrit alors :

Proposition 1.13 .
Soit (M, g) une variété riemannienne et @ un tenseur rigide adapté a (M, g). f :
M — N vérifie :

1
divQ(,Vdf,df) = Q(Vdf,vdf)—EQ(f*RN)
Preuve

divQ(Vdf,df) = trV@QUVdf,df)
= tr(VQ)VAFf,df)+Q(Vdf,Vdf)+Q(Vdf,df)

1
= QWdf.Vdf)+;QUY.VIdf.df)
1 1
= Q(Vdf,vdf)+ §<Q(_,df)IRM(_,df)> - EQ(f*RN)

ou QUV,VIdf,df) =2Q(VVdf,df) car @ est antisymétrique. On en déduit la
formule annoncée, sachant que (Q(_,df JRM ,df)y=0car:

— soit (@, X)IR(,Y)) =0,

— soit, lorsque M est localement symétrique, la forme quadratique

X)) =(QLXIR(C,X)
est parallele, de trace nulle (puisque (Q|R) = 0) : M étant irréductible, ¢

est proportionnel a la métrique de M, donc nul. a

Corollaire 1.13.1 (Rigidité des applications harmoniques) .

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Si (M, g) admet un tenseur rigide
positif Q, les applications harmoniques f : M — N a valeurs dans une variété N
a courbure K < 0 sont rigides : Vd f =0.
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CHAPITRE 1. APPLICATIONS HARMONIQUES

Preuve Par intégration de la formule de Mok, Siu et Yeung, on sait que
1 w N
fMQ(Vdf,Vdf) - 5@ RN =0

D’apreés les conditions de positivité : Q(f*R™) <0 et Q(Vdf,Vd[f)>0si Vdf #0;
on en déduit que Vdf =0. a

Lorsque M est un espace localement symétrique, si K est le tenseur de cour-
bure constante 1 : K =id y2(p+p), @ =K — (”Igﬁ?R est un tenseur rigide (pas né-
cessairement positif) adapté a (M, g). En s’inspirant de cet exemple, Mok, Siu et

Yeung ont prouvé le résultat remarquable :

Théoreme 1.14 (Mok, Siu, Yeung) Soit M un espace symétrique, de type non
compact, de rang supérieur. Il existe un tenseur rigide positif adapté a M.

Pour la preuve : voir Mok, Siu, Yeung [33].

Si M est un espace localement symétrique de rang 1, la formule de Mok, Siu
et Yeung permet de conclure a la rigidité sous la condition (plus forte que K <0)
de courbure sectionnelle complexifiée K¢ < 0, c’est-a-dire : R X,y()_(,?) <0, pour
X, Y e TM®C . Lorsque M est de rang 1, un tenseur rigide adapté a M sera
positif §’il vérifie les conditions :

— Q(&,8) > 0 pour tout tenseur symétrique ¢ de trace nulle,

— Q(T) <0 pour tout tenseur de type courbure, de courbure sectionnelle com-

plexifiée K¢ <0.
Si M est compacte, et @ un tenseur rigide positif adapté a M, toute application
harmonique f : M — N a valeur dans N, de courbure sectionnelle complexifiée
K¢ <0 est totalement géodésique. Dans ce cas, d’aprés Corlette [10] :

Théoreme 1.15 (Corlette) Soit M un espace symétrique de rang 1. M admet un
tenseur rigide positif :
— lorsque M = H{j est l'espace hyperbolique quaternionien, de dimension dy =
2
— lorsque M = IH% est le plan hyperbolique de Cayley.

Lorsque M est plate, on peut utiliser le principe du maximum fort pour conclure
a la rigidité des applications harmoniques f : M — N lorsque N est a courbure :
K <0. Dans ce cas, la formule de Mok, Siu et Yeung s’écrit en effet sous forme de
Laplacien :

Nep = IVAfP-RY , (fif))

En général, on ne peut pas utiliser le principe du maximum pour démontrer les
théoremes de rigidité :

Proposition 1.16 Si Q est un tenseur rigide positif adapté a (M,g) a courbure
K <0, la formule de Mok, Siu et Yeung ne peut pas s’écrire sous forme de lapla-
cien :

Ap(df,Vdf)

1
QVdf,Vdf)- SQ(F R™)
a moins que M soit plate.
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Preuve Une condition nécessaire est en effet : dQ(_,Vd[f,df) =0, soit, en se
placant dans les coordonnées exponentielles :

dQUf.vdf) = d(QfAf4dx')
= QUPCrAfhda ndx' + QU FALS dxl nda'
=0
ou 5%’axb
dx®. On obtient alors :

0 a4
fbi = Fw ( L) On peut supposer : fupe =0 et Vdf =dx® @ dx? + dxb ®
X

Y Q1%dx* adx'+ ) QPdx" Adx' = 0

i£b i£a
Dot l'on déduit que @ = Aid p2(p+pp). On peut choisir A = +1. Si M est a cour-
bure négative ou nulle, la condition d’orthogonalité : (@ | R) = 0 implique alors :
scal(R) =0, donc M est plate. La formule de Mok, Siu et Yeung est alors exacte-
ment la formule de Bochner pour I’énergie. d

1.4. Existence : le flot de la chaleur

Si M est compacte, et N est a courbure K < 0, Eells et Sampson [15] ont
démontré I'existence de solutions pour I’équation de la chaleur. La version la plus
générale du théoréeme d’Eells et Sampson est celle de Li et Tam [29] :

Proposition 1.17 (Existence du flot de la chaleur) .

Soit M une variété riemannienne de courbure de Ricci minorée Ric = —x2 et N
une variété riemannienne & courbure K <0. Si f : M — N est une application €2,
d’énergie et de tension bornée, ’équation de la chaleur admet une unique solution
fili=o :M — N :

of
E = 1(f)
fo = f

L'unicité se déduit de la formule de Bochner pour la fonction distance :

0
Ad(fi,g0) = &d(ft,gt)

Le flot de la chaleur vérifie des estimées a priori :
K2t . 2 . .
— supley,) < supleg,)e” * et sup(e(f),) < sup(e(r),), qui se déduisent du prin-
cipe du maximum appliqué aux formules de Bochner :

de .

Aes = |vdf|2+d—tf+chM(df,df)—R%fk(fi,fk)
de;

Bewpy = VTP +— L =R (Fi,fi)

ot ex(p) = 31T(FIZ,
L4 : . p c p
— Lestimée en moyenne de Li et Tam [29] : supp_, e oy S ng) fo,R el
qui se déduit de la formule de Bochner pour I’énergie,
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— Les estimées de Schauder sur les dérivées d’ordre supérieur :
IV 1)1 < Cp supey,
Bx,R
ou les constantes Cj, dépendent de la géométrie de M et de N,
— Lorsque M est compacte, I’énergie de f est décroissante :

OE
ot
0L 1(f)

ot
ce qui se déduit de I'équation d’Euler-Lagrange pour I'énergie, et de la
formule de Bochner pour le champ de tension. En particulier : E,) est

= —2Eyy

décroissante positive, donc converge. Comme Ef = 0 et aa—tf =-2E ), la

limite vérifie
hmf [T(f)1* =0
t—oo Jpm

Corollaire 1.17.1 (Existence d’applications harmoniques) .
Soit M une variété compacte, N une variété a courbure K <0. Soit f : M — N. On
a la dichotomie :

— Soit f est homotope a une application harmonique g : dans ce cas, le flot de
la chaleur converge vers h harmonique, homotope a f,

— Soit il n’existe pas d’application harmonique dans la classe d’homotopie de
f :le flot de la chaleur converge (a extraction prés) vers un point du bord a
linfini de N

Preuve Comme % < Ad(ft,81), le flot de la chaleur est contractant.

— Dans le premier cas on sait donc que, pour tout ¢ =0 : d(f;,g) < d(f,g2).
Le flot de la chaleur est donc €*° équicontinu, borné : a extraction pres,
on peut supposer que f;, — h. Exp) = limEqy, ) = 0, donc A est harmo-
nique. D’apres la propriété de contraction du flot de la chaleur, pour ¢ = ¢,
d(ft,h) = d(f,,h) : [t converge donc vers h. Notons qu'a priori, il n’y a
aucune raison pour que h = g,

— Dans le deuxiéme cas : s’il existe x tel que f;(x) admet une sous suite
convergente, f;, est une suite équicontinue, bornée : donc f;, converge (a
extraction pres) vers g, harmonique; et on est ramené au premier cas!
Par contraposée, on en déduit que fy(x) quitte tout compact. On sait que
I'énergie locale ey, (x) est controlée par 'énergie globale E,, qui est dé-
croissante. Le diametre de f;(M) est donc borné et on en déduit que f;
converge, a extraction pres, vers un point du bord a I'infini de N. a

D’apres Hamilton [21], on a une version du théoreme d’Eells et Sampson pour
les variétés a bord :

Proposition 1.18 (Flot de la chaleur pour les variétés a bord) .

Soit M une variété riemannienne compacte a bord et N une variété riemannienne
& courbure K <0. Si f : M — N est une application €2, Uéquation de la chaleur
(avec condition de Dirichlet) admet une unique solution fi|;=0 : M — N :

of 3

il 7(f)

fo = f
filom = flom

24



1.5. STABILITE PAR PERTURBATION

Corollaire 1.18.1 Soit M une variété compacte a bord, N une variété a courbure
K <0. Soit f : M — N. Il existe une unique application harmonique g : M — N
homotope a f, telle que gloy = flom-

1.5. Stabilité par perturbation

Définition 1.19 (Application quasi-harmonique) .
Soit N une variété a courbure négative ou nulle.
— Lorsque N est de rang géométrique k : Ricy, < —x2. f : M — N est quasi-
harmonique s’il existe € > 0 tel que f vérifie :

V3

A1(F? = ——@+ ol

— Lorsque N est de rang 1 : K < —x? <0, f est quasi-harmonique si :

1
A2 = %wn

— Lorsque N est localement symétrique, f est quasi-harmonique si : pour tout
Xef*UN, il existe Y e UM tel que :

~Rx gror)X,df (V) = [(1+e)lt(f) +el?

On dira que f est une application quasi-harmonique stricte si les inégalités véri-
fiées sont strictes.

Théoreme 1.20 (Probleme de Dirichlet asymptotique) .
Soit f : M — N une application quasi-harmonique. [ est homotope, & distance
bornée d’une application harmonique .

Preuve La résolution du probleme de Dirichlet asymptotique se fait par la mé-
thode d’exhaustion de Gromov [19] :

— On choisit M, une suite exhaustive de sous-variétés connexes, compactes,

a bord dans M. D’apres le théoréme d’'Hamilton [21], on peut résoudre le

probléme de Dirichlet : il existe f;,, homotope a f telle que : Af,, =0 sur M,,

et fnlom = flom,
— En rang k, d’apres la formule de Bochner pour la distance, on sait que :

Ad(fns ) 2 Aps1(FPxp(cd(fr, £)) = |T(f)]
soit : Ad(fn,f) = 1T(HIVBA +)p(kd(fr,f)) — 1). Comme d(fy,f) =0 sur

0M,, le maximum est atteint a 'intérieur de M,,. Si maxd(f,,f) > (,0_1( 1

Ad(fy,f) = 0 au voisinage du maximum de d(f,,f). Par le principe du
maximum fort, d(f},, f) est constante sur M,,, ce qui contredit d(f,,,f)=0
sur 0M,,. Par la contraposée, on en déduit que f, reste a distance bornée
de f :

1
d(fn, )< (——
maxd(fp,f)<¢ (\/§(1+€))

— Lorsque N est localement symétrique, d’apres la formule de Bochner pour
la fonction distance :

Ad(f,fr) =z (1 +e€)tanh(ed(f, 8)— D 7(f)I
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et on en déduit de méme que f, est a distance bornée de f :
1 1
maxd(fy, ) < —argtanh(——)
€ l+e

— Comme d(f5,f) = C, ou C ne dépend pas de n, 'image de B, 1 par f, est
dans une boule Bf(y) g, ou R ne dépend pas de n. D’aprés le principe de
Bloch, f,, est donc localement €°° équicontinue, bornée. Par le théoreme
d’Arzéla-Ascoli, on en déduit que f, converge, a extraction pres, vers une
application harmonique ¢ homotope a distance bornée de f. O

Remarque 1.20.1 (Stabilité) .

Lorsque f est quasi-harmonique, il n’existe pas en général une unique applica-
tion harmonique homotope, a distance bornée de f. Par exemple, si y est une
géodésique de N et g une fonction harmonique sur M, ¥ = yo g est une applica-
tion harmonique, qui n’est pas stable : y; = y(g +¢) est une famille d’applications
harmoniques a distance bornée de w. Il n’y a donc pas a priori stabilité lorsque
¥ est quasi-harmonique. Je ne sais pas si, en supposant f quasi-harmonique
stricte, il y a unicité pour le probleme de Dirichlet asymptotique. Cependant,
dans ’exemple précédent, il est probable que l'on peut pertuber ¥ en une appli-
cation quasi-harmonique stricte...

Remarque 1.20.2 (Stabilité en dimension 2) .

Si f : H? — H? est une quasi-isométrie asymptotiquement quasi-harmonique, f
est a distance bornée d’'une unique application harmonique ¢. De plus, ¢ est une
quasi-isométrie.

Ce résultat est énoncé et démontré dans la proposition 6.18.

Lorsque M est a courbure négative ou nulle, on peut résoudre le probleme
de Dirichlet asymptotique sous une condition légerement plus faible : Li et Tam
[31, Theorem 6.4] ont démontré que les applications asymptotiquement quasi-
harmoniques f : H?> — H? sont & distance bornée d’une application harmonique
et Gromov [19, Proposition 2B3s] a donné des critéres généraux d’existence de
solution pour le probléme de Dirichlet asymptotique. Dans I'esprit du théoréme
de Li et Tam,on a :

Théoréeme 1.21 (Applications asymptotiquement quasi-harmoniques) .
Soit M une variété simplement connexe, a courbure négative ou nulle, N une
variété & coubure négative ou nulle, de rang géométrique k : Ricy, < —«x2. Soit [ :
M — N une application asymptotiquement quasi-harmonique; c’est-a-dire qu’il
existe € > 0 tel qu’en dehors d’un compact K :

V3
Api1(f)? = —xelr(f)l+e
Alors : f est a distance bornée d’'une application harmonique.

Preuve Fixons y € M et R tel que K < B, . On peut supposer K = B, r. Pour
r =R, posons f, : B, , — N ,'unique application harmonique égale & f sur S, , et
définissons ¢(x) = d(fr,f) +w(p?), ol p(x) = d(y,x) et ¥ est une fonction que l'on
choisira, telle que 4 = 0. On calcule :

A Ad(fr, £)+2(1dpI® + pAp)ir(p) +4pii(p)
> Ad(fr,f)+24(p) +4p>ii(p)

\Y
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car |[dp| =1 et, puisque M est a courbure K <0, Ap =0. On sait que, en dehors de
K:

\%

Ad(fr f) = Apr1()*xp(cd(fr, ) = 1T(F)]

1
V3(1 d(fr,f) - ——
@A +olt(OI|exd(fr, ) 103

v

+exp(xd(fr,f))

On peut choisir y(x) tel que :
— sur le compact K : A¢ > 0. 11 suffit en effet de choisir ¢(0) =0 et ¥(x) =C+1
pour x <R? si [7(f)| = C sur K,
— en dehors de K, lorsque d(f,,f)=1:

1
A > (\/5(1 +€)|T(f)|) (‘P(KP) - m

Si on pose € = ex¢(x), il suffit en effet de choisir v de sorte que e+4xy(x) >0
et 7(x) = 0 lorsque x = R2. On sait que #(R%) = C +1> 0 et §/(x) > —a
Comme [;* ‘i—x = 00, on peut choisir ¥ de telle sorte que w(x) soit constante

pour x = M(e,x,C). En particulier, pour tout x =0, on aura donc :
0<svy(x) < a=al,x,C)

On sait que ¢ atteint son maximum sur B, ;. Comme A¢ > 0 sur K, le maxi-
mum est atteint sur B, . \ K. Trois cas sont & considérer :
— ¢ atteint son maximum sur le bord de B, ;.. On sait que ¢ < d(f, f)+sup(y)
et sup(y)=a, donc: ¢p <a,
— ¢ atteint son maximum en un point x intérieur & B, ;, et d(f-(x), f(x)) < 1.
Comme ¢ <d(fr,f)+a,ona:¢p<a+l,
— ¢ atteint son maximum en un point x intérieur a B, ,, et d(f-(x),f(x)) = 1.

(bmmeAMﬁsOmn&MMhdUﬂMf@»s%¢4(ﬂ&HJ¢+m.

Dans tous les cas :

maxd)(x)s%(p_l( )+a+1

x€By ,

1
V3(1+e)
Comme : d(fr,f)=¢—v¥ < ¢, on en déduit :

d(fr,f) < %w‘l( +1

1
¢Q1+0)+“

fr est donc a distance bornée de f : d’apres le principe de Bloch, on en déduit
que f, est localement €*° équicontinue, bornée, donc converge, a extraction pres,
vers fo harmonique, a distance bornée de f. a
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Chapitre 2

Laminations

E chapitre est consacré a une présentation générale des laminations et plus
C particulierement a I’étude de I'espace .# des applications laminées. Cet es-
pace a été introduit par Gromov [19] pour démontrer I'existence d’applications
harmoniques laminées. Gromov [19] suppose implicitement que I'espace .4 est
naturellement muni d’'une métrique adapté a la topologie €*° et que .# muni
d’une telle distance est complet. Aprés un rappel des propriétés élémentaires des
laminations, je définis la notion de revétement asymptotique, qui me permet de
définir explicitement une distance adaptée a la topologie €*° sur I'espace /.
En général .4 muni de cette distance n’est pas un espace métrique complet. Par
contre, on peut considérer .# comme un sous espace de son revétement d’holo-
nomie / : la distance définie sur .# s'étend naturellement sur % et /4 est un
espace métrique complet a base dénombrable. Remarquons que, dans le méme
esprit, Quiroga [37] a défini explicitement une distance adaptée a la topologie
€ sur l'espace des applications laminées, lorsque les feuilles a la source sont
localement symétriques. Cependant, contrairement a la distance que nous défi-
nissons, la distance de Quiroga n’est a priori pas complete. Je termine ce chapitre
en donnant une interprétation des mesures transverses sur I'espace .4, qui sera
utile au chapitre 3 pour démontrer le théoréeme de convergence faible du flot de
la chaleur laminé, puis en étudiant les invariants d’homotopie bornée des appli-
cations laminées, qui nous seront utiles pour étudier la convergence forte du flot
de la chaleur laminé.

2.1. Généralités sur les laminations

Définition 2.1 (Lamination) .
Soit A un espace métrique paracompact.

— A est une lamination de dimension n s’il existe un atlas €° de A par des
cartes de la forme f; : R* xY; — A, et tel que les changements de carte sont
de la forme : g = fj_1 of; : R"xY; — R" xYj, gx,y) = (p(x,y),y(y)). De
plus, A est une lamination transversalement continiment €° si les appli-
cations x — @(x,y) sont €%, et toutes les dérivées D¢ : (8FR") x A — R"
sont continues. Sauf mention explicite du contraire, on supposera toujours
A transversalement continiiment €°.

— A est un feuilletage € si A est une variété munie d’un atlas € tel que
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les changements de carte sont de la forme : g = fJTl ofi tR*"xY; = R"xY},
8(x, y) = (p(x, ), y(y)).

Dans une carte de A, on peut distinguer les plaques, c’est-a-dire les ensembles
de la forme R” x {y} et les transversales, de la forme {x} x Y;. Lorsque A est une
lamination, les changements de cartes (x,y) — (¢(x,y),¥(y)) envoient plaque sur
plaque, et définissent une application entre transversales, appelée transforma-
tion d’holonomie : y — w(y).

On définit une relation d’équivalence sur A en posant : x ~ y s’il existe n =1 et
une suite (x;)o<i<n telle que xg = x, x,, = y et deux points consécutifs (x;,x;+1) sont
sur une méme plaque. Une feuille de la lamination A est une classe d’équivalence
pour cette relation d’équivalence : c’est une variété de dimension n, immergée
dans A.

Si A est une lamination €°°, on peut distinguer deux topologies sur A : la
topologie initiale, induite par la structure d’espace métrique de A et la topologie
fine : la structure de lamination de A fait de A une variété de dimension n, en
général non paracompacte. Dans une carte locale : A = R" xY, un voisinage de
(x,y) est donné par O x {y}. Les feuilles de A sont alors les composantes connexes
de A pour la topologie fine. Puisque A est une variété €°° de dimension n pour la
topologie fine, on peut définir T'A le fibré tangent a A, les fibrés de jets J¢(A) et
tous les fibré induits naturellement. Si A est une lamination €, le fibré tangent
T A est naturellement muni d’'une structure de lamination €.

Définition 2.2 (Application laminée) .

Soient A et = deux laminations €°°. Une application f : A — E est une application
laminée €° si f est € pour la topologie fine, c’est-a-dire f envoie chaque feuille
£ de A dans une feuille de = et Uapplication induite f : £y — £ est €. [ est
transversalement contintiment € si f est une application laminée €*° conti-
nue pour la topologie initiale et les jets Ji(f) : Jp A — JLZ sont continus pour la
topologie initiale sur Uespace laminé des k jets de A et =.

Les propriétés géométriques des laminations sont liées a leurs propriétés
transverses : ces propriétés se comprennent a travers la notion d’holonomie.
Soit v : [0,1] = £) un chemin sur une feuille de A. On sait que l'on peut re-
couvrir y par un nombre fini de cartes 0; = R” xY; : il existe une suite crois-
sante 0 = xg < x1 < ... = xp = 1 tels que y([x;,x;+1]) © O;. Les transformations
d’holonomie définissent des applications gi. +1 ¢ Yi — Y41, donc une application
Hol(y,Y0,Yp,0;) : Yo — Y,. Le germe de Hol(y,Yo,Y,,0;) est défini intrinséque-
ment : si on choisit des cartes (Ei)f‘zo telles que ?0 =Yy=Y et Y_k =Y,=2Z,
Hol(y,Y,Z,0;) = Hol(y,Y,Z,Ei) sur un voisinage de y(0). On peut donc poser
la:

Définition 2.3 (Holonomie) .

Soit A une lamination. A y : [0,1] — £) un chemin sur une feuille de A, Yy -
resp. Y1- une transversale @ £) en y(0) -resp. y(1)-, est naturellement associée une
holonomie Hol(y,Yo,Y1) : (Yo,y(0)) — (Y1,7(1)), dont le germe est défini intrinse-
quement.

L’holonomie définit un groupoide, et ne dépend que de la classe d’homotopie
du chemin considéré. De plus si y est un lacet la condition d’holonomie triviale :

Hol(y,Y,Y)=id
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ne dépend pas de la transversale Y choisie. En particulier :

Définition 2.4 (Revétement d’holonomie) .
Soit A une lamination et A € A. Le groupe d’holonomie de (£), A) est le groupe des
lacets basés en A, quotienté par les lacets d’holonomie triviale :

Hol(£),) = ly :(S1,0)— (L1, WIHol(y,Y,Y) = id)

ou Y est une transversale a la lamination en A. Le revétement d’holonomie de
(Zr, V) est Ly =LA{Hol(y,Y,Y) =1id}, o £) est le revétement universel de A. Il
a pour fibre le groupe d’holonomie de £,

En général, I'holonomie d’'un chemin est un homéomorphisme. On peut enri-
chir la structure transverse d’'une lamination, en restreignant I’holonomie. Illus-
trons le par deux exemples radicalement opposés : un exemple trivial est donné
par A =M x N, laminé par M x {n}. Si N est une variété riemannienne, A est
un feuilletage riemannien : il existe un atlas dans lequel les transversales s’iden-
tifie & des ouverts de N et les transfomations d’holonomie sont des isométries.
Un exemple plus délicat est celui du feuilletage géodésique, défini sur le fibré
unitaire tangent UM d’une variété riemannienne M. La feuille en (x,n) est :
(exp,(tn),d exp(n));cr. La mesure de Lebesgue est préservée par le flot géodésique
¢y : UM xR— UM, elle définit donc une mesure sur les transversales au feuille-
tage, invariante par les transformations d’holonomie : c’est une mesure tranverse
sur A.

Définition 2.5 (Mesure transverse) .

Soit A une lamination. A est munie d’'une mesure transverse u s’il existe un atlas
de A telle que les transversales Y; sont munies d’'une mesure de Borel y1; = uly, et
les transformations d’holonomie préservent i, c’est-a-dire, si les changements de
carte sont de la forme : le S, ) ER"XY; — (w}(x,y),gi.(y)) ER"xY et gj.l*ui = ;.

Lorsque = est une lamination de dimension n munie d'une forme volume w
- c’est-a-dire d’'une section du fibré A"(Z), donc d’'une mesure sur les feuilles -,
la mesure w et la mesure transverse u définissent une mesure w x u sur 'espace
total A : dans une carte locale 0 = R" xY, w est une mesure sur R?,  est une
mesure sur Y et w x u est le produit habituel des deux mesures. Par exemple, si
Z est munie d'une métrique riemannienne g sur les feuilles, = est munie de la
forme de volume associée a la métrique g :

Définition 2.6 (Lamination riemannienne) .

Soit A une lamination. A est une lamination riemannienne si A est munie d’une
métrique riemannienne g sur les feuilles, €*° feuille a feuille, c’est a dire d’'une
section du fibré Sym*(TA) des formes bilinéaires symétriques définies positives
sur TA. A est une lamination riemannienne transversalement continiment €
si de plus g est transversalement continiment €*°. Enfin, A est complete si les
feuilles de A sont des variétés riemanniennes complétes.

Pour la suite, les laminations riemanniennes seront toujours supposées com-
pletes.

Lorsque A et = sont deux laminations riemanniennes, A et = sont munies de
la connexion de Levi-Civita et on peut définir 7(f) € f*T'Z pour toute application
laminée f : A — =Z. On a donc une notion d’application harmonique laminée, de
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flot de la chaleur laminé etc... Pour étudier les applications harmoniques lami-
nées, il est commode de supposer que les feuilles de A sont a géométrie bornée :
c’est-a-dire que la courbure et toutes ses dérivées sont bornées.

Définition 2.7 (A, g) est une lamination riemannienne réguliére transversale-
ment continiiment € si A une lamination munie d’une métrique riemannienne
g transversalement continiment €°°, telle que R et toutes ses dérivées sont bor-
nées.

Par exemple, si A est une lamination compacte, muni d’'une métrique rieman-
nienne g transversalement continiment €°°, (A, g) est une lamination rieman-
nienne réguliére transversalement continiment €*°. Pour énoncer les théorémes
de convergence du flot de la chaleur dans toute leur généralité, il sera commode
d’affaiblir la régularité transverse des métriques riemaniennes. On définit donc :

Définition 2.8 (Lamination riemannienne réguliére ) .

(A, g) est une lamination riemannienne réguliére si A est munie d’une métrique
de référence h telle que (A, h) est une lamination riemannienne réguliére transver-
salement contintiment €° et telle que g et toutes ses dérivées Vﬁg sont bornées.
(A, g, ) est une lamination riemannienne mesurée réguliére si A est munie d’une
mesure transverse (L et si la métrique g et toutes ses dérivées sont bornées par
rapport a h en norme L.

Remarquons que l'existence d’'une métrique de référence transversalement
6 sera indispensable pour définir dans le paragraphe 2.3 une distance sur I’es-
pace des applications laminées.

Rappelons enfin sans démonstration deux résultats élémentaires :

Proposition 2.9 Soit A une lamination €°.
— Si Ojljer est un recouvrement ouvert localement fini de A, il existe une par-
tition de l'unité transversalement continiiment € subordonnées a 0;,
— 11 existe un plongement transversalement contintiment € de A dans un
espace de Hilbert séparable €.

2.2. Revétements asymptotiques et holonomie

Le but de ce paragraphe est de donner une interprétation du revétement d’ho-
lonomie qui nous permette de construire une distance associée a la topologie €
sur 'espace des applications laminées. L'idée est la suivante : si f : A — = est
une application laminée, lorsque x et y sont proches de A on peut presque relever
fle, et fle, en fy et fy, définies sur le revétement d’holonomie de £, a valeur
dans E, donc, via un plongement de = dans un espace de Hilbert #, a valeur
dans . fy et f, étant définies sur la méme variété, a valeurs dans un espace de
Hilbert #, on peut définir raisonnablement leur distance ¢°.

Définition 2.10 (Revétement asymptotique) .
Soit M un espace métrique et y — £, une application qui, a y € M associe une
variété riemannienne pointée (£,,y,8y). Fixons xe M :
— On dira que les variétés £, au voisinage de x, ce que 'on notera Ly|y_,
sont des revétements asymptotiques de Z, ce que l'on notera Ly < Ly|y—x,
si pour tout y € M, on se donne une holonomie Hol, : By ;) — ZLx tel
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que : limy_.,r(y) = oo, lim,_., Hol ,(y) = x et Hol, est presque une isométrie
locale : pour tout r >0, on a :

limsup |Hol}g:— gyl =0
yﬂxBy,r

— On dira que % est un revétement asymptotique de Zy|y—x, ce que l'on
notera Ly|y_—.x < £y, si pour tout y € M, on se donne une holonomie Hol, :
B, r(y) — £y tel que : limy_,r(y) = oo, limy ., d(y,Hol,(x)) =0 et Hol, est
presque une isométrie locale : pour tout r >0, on a :

lim sup IHol;gy —gxl=0
y_'xBy,r

Si M — M est un revétement riemannien d’'une variété M, on notera de
méme : M <M.

Si A est une lamination, on sait que I'on peut plonger A dans un espace de
Hilbert. Une fois choisi un tel plongement, x étant fixé, la projection orthogonale
de la feuille £, sur £, définit une holonomie Hol, : £, — Z,.

Proposition 2.11 (Dualité pour les revétements asymptotiques) .
Si ZLy|y—x sont des revétements asymptotiques de £, le revétement universel Ly
est un revétement asymptotique des ZLy|y—.x. On a donc :

Ly =Ly yox > Lr = Lyly—x = Lyly—x <Ly

Preuve Soit y : [0,1] — &£, un chemin tel que y(0) = x. Comme %, < £, il
existe une holonomie Hol, : B, ,(,) — Zx. On peut relever y en Hol;l(y) :[0,1] —
Zy. La classe d’homotopie de H ol;l(y) ne dépend que de la classe d’homotopie
de y, pourvu que y soit proche de x : en effet, si y¢ et y; sont deux chemins sur
%, de longueur ¢ < r, il existe K(r) # oo tel que yg et y; sont homotopes, par une
homotopie y; telle que ¢(y;) < K(r). Si H ol;1 est défini sur B, k(-), les chemins
Hol;l(yo) et Hol;l()fl) sont homotopes. Hol;l(y) définit donc une application
H_oly :(Byxrc L) — gy et 2, est un revétement asymptotique des be,_,x. a

Corollaire 2.11.1 Soit A une lamination et A € A. Le revétement d’holonomie §,1
est un revétement asymptotique des revétements d’holonomie des feuilles proches.
On a donc : . .

L= Lyxn 2D LS L2 S L2 = L)

Preuve Le revétement d’holonomie de £, est ’ensemble des chemins y : [0,1] —
A tels que y(0) = A, ou deux chemins y et ¥ sont identifiés s’ils ont méme holo-
nomie : Hol(y,Yo,Y1) = Hol(y,Yo, Y1), pour deux transversales Yy et Y;. Cette
condition ne dépend pas des transversales choisies.

On sait que Zyjx—) < £y, cest-a-dire : pourvu que x soit proche de A, tout
chemin y de longueur ¢ < r sur £, se reléve en un chemin Hol,(y) défini sur %,
et la classe d’homotopie de Hol,(y) ne dépend que de celle de y. Pour démontrer
que cette application passe au quotient, et définit une holonomie : Hol : Ly —

£ xjx—1, il suffit de vérifier que lorsque y est d’holonomie triviale, le chemin relevé
sur %, est d’holonomie triviale.

Supposons donc que Hol(y,Y,Y) =id. Il existe 0 =xg<x3 <..<x, =1
et des cartes 0; =R" xY; de A telles que : Yo=Y , Y, =Y, y(x;,x;+1]) < O},
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et g, Y, — Y, vérifie : gt 0...og(1) = id. Sur chaque carte, y définit une
courbe [x;,x;+1] — R". Si x est proche de A, on peut relever naturellement y sur
[x;,x;+1[ en Hy(y), qui admet des points de discontinuité aux points x;. Lorsque
x est proche de A, on peut rectifier H,(y) en une courbe continue. On sait alors
que : Hol(H(y),Y,Y,0;) = Hol(y,Y,Y,0;) = id. De plus, H,(y) est homotope a
Hol,(y) : Hol,(y) est donc d’holonomie triviale. d

Avant de d’étudier la topologie €°° sur lespace des applications laminées,
posons la :

Définition 2.12 (Limite d’une suite de feuilles) .

Soit A une lamination et A, une suite de points qui convergent vers A. Le sous
groupe des lacets triviaux relativement a A, est le sous groupe I de m1(%)) engen-
dré par les lacets dont les relévements sur des feuilles abitrairement proches sont
fermés :

To={yemi(L)IVN eN,3n = N3y, € n11(£y,VHol(y,) =y}
La limite des feuilles £, est le revétement de £, défini par :
lim £, = LT
o Py est le revétement universel de la feuille £y.

Cette définition sera utile pour caractériser I’adhérence de lespace des appli-
cations laminées dans son revétement d’holonomie.

2.3. Lespace des applications laminées

Définition 2.13 Soient A et = deux laminations. Ll espace des applications lami-
nées pointées de A dans E est :

M={N, @A Net ¢ : L) — L cE}

Notons quelques propriétés élémentaires :

— ., Tespace des applications laminées pointées est naturellement laminé :
(x,¢) et (y,9) sont dans la méme feuille si £, = .Z,, et ¢ = . Autrement
dit, ¢ : £, — E étant fixée, la feuille passant par (x, ) est 'ensemble des
(y,¢), lorsque y parcourt %,

— M se projette naturellement sur A : n(x, @) = x, et cette projection est une
application laminée.

Si A et = sont deux laminations riemanniennes transversalement contin-
ment €°°, on peut définir une distance adaptée a la topologie € sur I'espace
des applications laminées et sur son revétement d’holonomie : ./ = {(A,p)/A €
ANeto :§x — %Z¢ c E}. De méme que ./, 'espace M est naturellement laminé,
se projette sur A et la projection est une application laminée. De plus : .4 s’iden-
tifie & un sous espace de M. En effet, a (1,¢p) € 4, on associe naturellement
(A,pom) ou 7 est la projection de L) sur &y.

Supposons choisi un plongement de A dans un espace de Hilbert /). Via ce
plongement, on sait alors que le revétement d’holonomie £, est un revétement
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asymptotique des §y|yﬂx. Supposons également choisi un plongement de la la-
mination = dans un espace de Hilbert #=. On peut alors comparer les dérivées
covariantes de tout couple de fonctions (¢, ) : &, — Z. Une fois choisis les plon-
gements : A — A\ et : E — A=, la distance sur M se construit en trois étapes :
— Comparaison locale entre Y =(y,py) et Z € M : Fixons x € A. On sait (via
le plongement A — #)) que ,%yb,ax < 2L,.cest-a-dire : r,n > 0 étant fixés,
il existe €,(r, n) tel que, si d(x y) < €x(r,n), il existe  : Lo— 2 tel que :
d(ny(x) y)<= et In*g—gl<21. Siy etz sontproches de x, QyOTTy et Q0T :
B,.,c .,%x Jﬁg sont bien deﬁms, et on pose :

inf(1,supp, . IVk<py Oy — VEp, om,l)
2k +1

n
" w,z)=Y
k=0

sinon, on pose Ei’n(Y,Z )=1. E;n est alors une pseudo-distance : c’est une
fonction symétrique, qui vérifie 'inégalité triangulaire,

— Continuité des pseudo-distances : lorsque £, a une holonomie non triviale,
en général, les fonctions €,(r,n) ne sont pas localement minorées :

liminfe,(r,n)=0
y—x

. =rn s e s
et les pseudo-distances d = n’ont pas de propriété de continuité satisfai-
sante. On remédie a cette difficulté par un argument de moyenne : r,n >0
étant fixés, on choisit un recouvrement localement fini de la lamination
A par des ouverts de la forme By, ., ot €}, = %exk(r,n). On définit alors la
. r.n —r,n . . N
pseudo distance : dy" = Y g|d(x,x)<2¢;, Du, » QUi varie continiment en fonc-
tion de x :

1 di
Vx,3e(x),K |da(x,y) < e(x) = e < d—r((a ©a),(B,pp)) =K

des que d(x,a) et dalx, B) <e(x).

— Distance € sur 4 : On sait construire une distance sur une variété
a partir d'une métrique (riemannienne ou finslerienne) définie sur l'es-
pace tangent. Dans le méme esprit, on peut agréger les pseudo-distances
dy" - que l'on peut assimiler & une métrique définie sur l'espace tan-
gent & ./ - en une distance sur .# : on définit la longueur d’'une chaine

(X, Pr)1<k<n+1 :

n
O((cpypp)izkens1)) = Y [dalar,xp41)
k=1

2 dy (@, Pr+1) +dy) (Ph, Pr+1)
+ Z 2r+n
r,n=2
puis la distance de (x,¢) a (y,) comme le minimum des longueurs des
chaines les reliant.
On définit ainsi une distance sur .4 : d est symétrique et vérifie 'inégalité
triangulaire par construction et la propriété de continuité des pseudo-distances
permet de conclure que d est non dégénérée.
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Proposition 2.14 (Topologie €™ sur .4) .
Soient A et E deux lamination riemanniennes transversalement continiiment
€. Le revétement d’holonomie de l'espace des applications laminées :

M= (A @IAeNet ¢ : L) — L cE}

muni de la topologie €™ est métrisable : il existe une distance d adaptée a la
topologie €°, telle que (M ,d) est un espace métrique complet a base dénombra-

ble.

Preuve (Complétude) Par définition de d—, la projection : U > A est contrac-

tante. Toute suite de Cauchy (x,,¢,) sur U se projette donc en une suite de Cau-
chy sur A. On peut donc supposer que x, converge vers x dans A. Sachant que £,
est un revétement asymptotique des gmxnﬁx, on peut relever ¢, sur £, Ces
relevés forment alors une suite de Cauchy pour la topologie ¥*° et convergent
donc vers une limite ¢. O

Remarque 2.14.1 (Topologie €%%) .
Si A et = sont des lamination riemanniennes €*%, on peut définir naturellement
une distance sur 'espace .# adaptée a la topologie €*%, qui fait de .# un espace
métrique complet a base dénombrable.

Donnons sans démonstration la :

Proposition 2.15 (Complétude de .#) .
Soient A et 2 deux lamination riemanniennes réguliéres. Lespace des applications
laminées :

M ={A,p)IAeNet ¢ : L) — £ cE}

est un sous espace de M : la distance d sur 4 définit par restriction une dis-
tance sur M adaptée & la topologie €. Ladhérence de M dans M est Uensemble
des (x,), ot @ est défini sur un revétement ﬁx limite d’une suite de feuilles £,
lorsque x, — x.

Remarque 2.15.1 Le feuilletage de Reeb de $2 -cf Godbillon [17] - est un feuille-
tage de dimension 2 de la sphére S2, qui admet une feuille torique S! xS, et dont
toutes les autres feuilles sont des plans. Le revétement d’holonomie de la feuille
torique est R x R. Par contre, les feuilles proches de la feuille torique ont pour li-
mite : soit ST x S, soit St x R, soit Rx S1. Le revétement d’holonomie de la feuille
torique n’est donc pas réalisé comme limite d’'une suite de feuilles proches. Si
A =S2, muni du feuilletage de Reeb et = est une lamination quelconque, espace
des applications laminées de A dans E présente donc deux particularités : d’'une
part, ./ n’est pas complet, d’autre part : 'adhérence de ./ est distincte de 4

Lorsque (A, g,v) est une lamination riemannienne mesurée réguliere, A ad-
met une métrique A de référence telle que (A, h) est réguliére et g et toutes ses
dérivées sont bornées en norme L par rapport a k. Quitte & modifier g sur un
ensemble de mesure nulle, on peut supposer g et toutes ses dérivées uniformé-
ment bornés, c’est a dire que, pour tout 2 =0 :

sup | V¥ g ||= supess | Vig |

Si E est une lamination réguliére, on peut définir une distance adaptée a la to-
pologie €. Le théoréme d’Arzéla et Ascoli permet alors de caractériser les com-
pacts de 4 :
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Proposition 2.16 Soit (A, g,v) une lamination riemannienne mesurée réguliére
et Z une lamination riemannienne réguliére. Si Kp est un compact de A, K= un
compact de = et si on fixe C(r,n) > 0 pour tout r,n € N, 'espace

Z={(x,<p)

x€Kp, p(x)eKz, Vr,neN, sup [V'(y)|<C(r,n) }
d(x,y)<r

est précompact dans M.

2.4. Mesures transverses sur .4

Soit (A,g,v) une lamination riemannienne mesurée. La mesure de volume
riemannienne et la mesure transverse sur A définissent une mesure, que l'on
notera encore v, sur 'espace total A. Soient = une lamination riemannienne et
f : A — E une application laminée. f définit une section de la projection naturelle
M — N :ade A est associé f(1) = (A,f) ou f = fle, ome, si on note 1 la
projection de £, dans %;. U = f«v définit une mesure sur _, qui se projette sur
v.

D’apres le théoréme de désintégration des mesures - cf Bourbaki [9] -, si p
est une mesure sur .# qui se projette sur v, alors : pu = fA uadv(A), ou uy est
une mesure de probabilité sur n_]l(/l), c’est-a-dire une mesure sur ’espace des

applications ¢ : £, — =. p définit donc une section L™, que I'on notera encore (,
du fibré Z* — A, ou Z = %g[‘gw(fA,E),R] est muni de la norme sup et Z; est
le dual topolgique de Z;.

Une application laminée définit donc une section u € L*°(Z*). De toute évi-
dence, L®(Z*) c LY(Z)*. Les fibres de Z varient de facon non triviale. Il n’est
donc pas du tout évident que I'on ait I'identité :

Pour contourner cette difficulté, définissons T'Z) = 962 [€°(T1A,Z),R], muni de
la norme sup. L'espace T'Z a une structure de fibré localement trivial, de fibre :
I’espace de Banach c6;3(%""([!@”,5), R) des fonctions continues bornées sur ’espace
des applications de R” dans =Z. L'application exponentielle définit un plongement
exp:TZ — Z.Sif: %) — E est une application € et L € TZ;, on définit :

(exp(L)If) = (L|f oexp)

ot exp : Ty £y — £, est Papplication exponentielle. Par dualité, on a donc une
application exp* : Z* — (TZ)*. u définit une section L*>° de Z* : exp* u définit
donc une section de T7Z*. On a ainsi démontré :

Proposition 2.17 Soit (A,g,v) une lamination riemannienne mesurée et = une
lamination riemannienne. Soit TZ — Ale fibré de fibre T Z) = <€£[<6°°(T,1A, =),R].
TZ est un fibré en espace de Banach, et est localement trivial. Si f : A — E est
une application laminée, |1 = f.V est une mesure transverse sur lespace M. |1 peut
également s’interpréter comme une section L™ du fibré T Z*, de norme 1 v presque
stirement.

D’apres Ionescu-Tulcea [25], on sait de plus :
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Théoreme 2.18 Soit A un espace métrique muni d’une mesure v et TZ — A un
fibré en espace de Banach localement trivial. Alors :

L®(TZ*)=LNTZ)"

2.5. Invariants d’homotopie des applications la-
minées

Dans ce paragraphe, nous introduisons deux invariants d’homotopie bornée :
Paire minimale et ’étirement, qui sont particulierement utiles pour ’étude de
la rigidité des laminations. Rappelons que si A est une lamination, A x R est
naturellement laminé et les feuilles de A x R sont £ x R. On peut donc définir :

Définition 2.19 (Homotopie) .
Soient A et E deux laminations riemanniennes, o et f1 deux applications lami-
nées de A\ dans E.

— Une homotopie bornée entre fy et f1 est une application laminée F' : AxR —
= telle que F(1,0) = fo(A), F(A,1) = f1(A) et

L dF
supess,leAf | —Q,8) || dt # oo
0 dt

— Lorsque A est une lamination riemannienne mesurée, une homotopie mesu-
rable entre fy et f1 est une application laminée transversalement mesurable
F : Ax[0,1] — E telle que, pour v presque tout A : F'(1,0) = fo(1), F(A,1) =
f1(A).

Définition 2.20 (k-volume) Soient A et = deux laminations riemanniennes et
f : A — Z. Le k-volume de f est : volp(f) = | A¥df|, o ARdf est une section de
A¥(T* N)® A*(T'E). La longueur de f est son 1-volume ; et aire de f son 2-volume.
Lorsque A est une lamination riemannienne mesurée, le k-volume total de f est :
VOL(f) = [yvoli(f) et on définit le k-volume minimal :

MinVOLE(f)= in;‘VOLk(g)
2~

ot g ~ f si g est une application laminée mesurable, homotope & [ par une homo-
topie bornée.

Le k-volume minimal est, par définition, un invariant d’homotopie bornée. On
peut donner des criteres cohomologiques permettant d’assurer que MinVOL(f) #
0. Par exemple :

Proposition 2.21 Soit (A, g,v) une lamination riemannienne mesurée de dimen-
sion 2. Si h est une métrique riemannienne sur A, bornée par rapport a g, ainsi
que toutes ses dérivées et de courbure pincée : —K% <K(h)<—-«? alors id : (A, g) —
(A, h) vérifie : MinAIRE(id) = x*AIRE(id).

On peut noter que l'aire de I'identité ne dépend pas de la métrique a la source.
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Preuve D’apres le théoréme de Gauss-Bonnet pour les laminations :
1A, v) = fAK(h)deh
ou Kj, est la courbure de la métrique A et dx|; est la mesure sur A induite par la

mesure transverse v et la mesure de volume riemannienne associée a la métrique
h. Si f est homotope, & distance bornée de I'identité :

f FEK(h)dxl, f id*K(h)dxly,
A A

x(A,v)

D’apres la condition de pincement :
1
K2AIRE(id) < —/ f K(h)dx|p < —AIRE(f)
A K
Donc AIRE(f) = x*AIRE(id). d

Un autre invariant d’homotopie bornée intéressant est donné par I’étirement
- le "stretch" de Gromov [19] - :

Définition 2.22 (Etirement) .
Soient M et N deux variétés simplement connexes et [ : M — N. Liétirement de [
en (x,n) e UM est défini par :

st(x,N) = limsup d(f(expx(tn)zf(expx(_tn)))
t—oo

Soient A et = deux laminations riemanniennes et f : A — Z une application lami-
née d’énergie bornée.
— Létirement local de f, sty : UN — R" est défini par :

d(f(exp,(tn)), f(exp,(~tn)))
2t

str(A,n) = lim
t—o00

ouf: Ly — Qg est le relevé de f aux revétements universel des feuilles £,
et L.
— Lorsque A est muni d’une mesure transverse v, 'étirement total de f est :

St(f) zf str(A,n)
UA

Létirement contréle la distortion asymptotique du flot géodésique. D’apres
Croke et Fathi [12] - dans le cas ou A est une variété - et Gromov [19] - dans le
cas des feuilletages - :

Proposition 2.23 Soit (A, g,v) une lamination riemannienne mesuréeet f : A —
Z une application laminée.
— Létirement total est un invariant d’homotopie bornée : si h est homotope, a
distance bornée de f, St(h) = St(f),
— Létirement contréle la longueur minimale : MinL(f) = vol(S" )St(f), si
les feuilles de A sont de dimension n.

39



CHAPITRE 2. LAMINATIONS

Preuve D’apres la définition, I’étirement local est invariant par homotopie bor-
née :

str(A,n) =limsup d(f(expl(tn))z,;”(exp;t(—tn)))
t—oo

Comme f est & distance bornée de A, 4 la limite, pour ¢ — oo, on vérifie : str(A,n)=
sty (A,n). Létirement total vérifie :

o d(f(exp,(tn)), f(exp,(~tn)))

St(f) = lim su
UA t—oo 2t
- limsupf d(f(exp,(tn)), f(exp,(—tn)))
t—oo JUA 2t
1 t
< limsupf —f |dfl(exp,(¢in))
t—oo JUA 2t J—¢

La mesure de Liouville étant invariante par le flot géodésique, on en déduit que :

t1
limsu f —f ldf]
t—»oop -t 2t Jua f

vol(§”_1)f |df]
A

S(f)

IA

IA

On a un critére élémentaire de non annulation de ’étirement. D’apres Qui-
roga [37] :

Proposition 2.24 Soit (A,g,v) une lamination riemannienne mesurée et h une
métrique riemannienne sur N, quasi-isométrique a g, c’est-a-dire telle que les mé-
triques associées dj, et dg vérifient :

1
Edg(x,y) —-K <dp(x,y) < Cdglx,y)+K

id : (N, g)— (A, h) est d’étirement non nul dés que : pour tout A € A, le revétement
universel £y de (¥£,8) n’a pas de points conjugués.

Preuve id : (A,g~) — (A, h) étant une quasi-isométrie, %dg(x,y) —-K =<dp(x,y) <
Cdg(x,y)+K. Si(Z£),g) n’a pas de points conjugués, la géodésique y4(¢) = exp, (tn)|g
est minimisante, donc : d(exp,(tn),exp,(—tn))lg = 2¢. On en déduit que I'étire-
ment local vérifie : st(A,n) = % a

Corollaire 2.24.1 Si (A, g,v) est une lamination riemannienne mesurée a cour-
bure K <0 et h une métrique quasi-isométrique & g. L'étirement de id : (A,g) —
(A, h) n'est pas nul.
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Chapitre 3

Applications harmoniques
laminées

E chapitre est consacré a I'’étude des applications harmoniques laminées,
C c’est-a-dire : aux applications f : A — Z, ou A et = sont des laminations
riemanniennes et f est harmonique feuille a feuille. Lorsque A est un feuilletage
et Z une variéte compacte, ce probléme a été étudié par Gromov [19], qui a mis
en évidence un phénomene stabilité par perturbation pour les applications har-
moniques feuilletées et de décohérence transverse pour le flot de la chaleur. Nous
démontrons d’abord que le phénomeéne de décohérence transverse pour le flot de
la chaleur n’a pas lieu lorsque A et = sont des feuilletages riemanniens, locale-
ment de la forme (M, g) x (N, h), puis nous étendons les résultats de convergence
de Gromov dans le cadre des laminations riemanniennes mesurées réguliéres,
c’est-a-dire sous des hypothéses minimales sur la structure transverse. On en
déduit un résultat de rigidité pour les laminations localement symétriques.

3.1. Deux exemples

Pour motiver notre étude, examinons d’abord deux exemples tres différents :
celui des produits riemanniens X x Y, feuilleté par X x {y}, pour lesquels le flot
de la chaleur feuilleté est bien contr6lé transversalement aux feuilles et celui
du feuilletage horosphérique d’'une variété hyperbolique : si 7 : UM — M est la
projection sur M du fibré unitaire tangent a M feuilleté par les horospheres, le
flot de la chaleur associé a un comportement ergodique. La régularité transverse
du flot de la chaleur, dans le cas des produits riemanniens, peut se déduire d’'une
formule de Bochner.

Soient A une variété feuilletée, munie d'une métrique riemannienne, £ une
feuille de A et i : £ — A I'immersion de £ dans A. Le fibré tangent a A est
naturellement muni de la connexion de Levi-Civita V associée a g . Le fibré tan-
gent aux feuilles est également muni de la connexion de Levi-Civita Vg associée
a g =i*ga. La différence entre i*V et Vg définit la seconde forme fondamen-
tale : si X,Y sont deux section de 7%, Vgy X = Vy X +II(X,Y). II est linéaire :
c’est une section du fibré T* L@ T* L NL — £. Si e est une fonction définie
sur A, on posera Age le laplacien riemannien de e restreinte aux feuilles £ de
A munies de la métrique i*gx.
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Théoréme 3.1 (Formule de Bochner feuilletée) .
Soient A et E deux variétés riemanniennes feuilletées. Soit f; : A — Z une solution
€2 de léquation de la chaleur feuilletée. Lénergie de f; vérifie :
de 2 )\ =
Dye = IVAf Ik 4richdf.d)- RS, 4df,df)
—(Vutrg)VAf | d«f)— (VutrgIldf | d.f) +trgIl . (V.df | df)

ou :
— Age=trgzVgde est le laplacien feuilleté,
— ricg(df,df)= t"XeTga,YeTA%RX,Y(X,Y)Idf(Y)IQ,
— Ry ardfz,df)=trxerzyeraRarco),dra)(@f(X),df(Y)).

Les termes ‘3—§+ | vdf IILZQ +ricfg>,(df,df)—Rgf%df(dfg,df) apparaissent dans
la formule de Bochner pour I’énergie classique. Les termes supplémentaires dé-
crivent la géométrie des feuilles plongées dans les variétés A et =, a travers la
seconde forme fondamentale II et la fagon dont ces plongements varient, a tra-
vers les termes Virg et V.trzIIdf.

Preuve Ona:

Oe
ot

G v
= (s dfldfy=(V_-1df)

= (VtrgVdf |df)+(VtrgIldf |df)
Age = trgVagde=trgV{Vdf|df)+trzIKVdf |df)
= |Vaf % +ira(VVdf | df) +trgIKVAf | df)
= %+||Vdf||?6i+(trgVVdf—Vtrngf—VtrgIIdf|df)
+trgIKVAf | df)
Or:

trgVVdf —VitrgzVdf

Y Vx,Vx,df -VVx,dx,f - (Virg)Vdf
X, eTF

ricgdf —R3; 4pdfz —(Virg)Vdf

D’ou la formule annoncée. a

Corollaire 3.1.1 Lorsque A et = sont localement des produits riemanniens, on a :

det -
1 _ ve 12 _p=E 1
Ae = ot + Vdf ”9 Rdfgd}u_(dfg,df )
ou on définit Df* : NF — TE par Df* =df|nz et e+ = % | dfL |2 est Uénergie
transverse du flot de la chaleur.

En particulier, si A et = sont localement des produits riemanniens et si les
feuilles de = sont a courbure K < 0, le flot de la chaleur est transversalement
contractant. Lorsque A = M xR et = = N, cette formule a été démontrée par
Hartman [23] : c’est une version locale de la formule de Bochner pour la fonction
distance. En général, si A ou = ne sont pas des produits riemanniens, la formule
de Bochner feuilletée ne permet pas de contréler le comportement transverse du
flot de la chaleur : c’est ce phénomene de décohérence transverse qu’illustre de
facon spectaculaire I'exemple du feuilletage horosphérique de Gromov [18].
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Exemple 3.2 Le fibré unitaire tangent UHP de I’espace hyperbolique H” est
feuilleté par les horospheéres : la feuille passant par (x,n) est 'ensemble des (y,v)
tels que

tlim d(exp,(tn),exp,(tv)) =0

—+00

Ce feuilletage est un feuilletage ¥ invariant par isométrie, et induit donc un
feuilletage sur UM, si M est une variété hyperbolique compacte. Si 7 : UM —
M est la projection du fibré UM feuilleté par les horospheéres, sur M muni du
feuilletage trivial, le flot de la chaleur associé a 7 est donné par l'application

exponentielle : 7:(x,n) = expx((p_zl)tn).

En particulier : le flot de la chaleur 7; est bien contrélé feuille a feuille : d |
tend vers 0, mais diverge transversalement. On voit sur cet exemple qu’en géné-
ral il y décohérence transverse pour le flot de la chaleur, c’est-a-dire : d(f:(x), /()
oo lorsque «x, y n’appartiennent pas a la méme feuille.

3.2. Stabilité des applications harmoniques lami-
nées

En exploitant la formule de Bochner pour la fonction distance, nous avons
donné dans le chapitre 1 des critéres de stabilité pour les applications harmo-
niques et nous avons démontré que les applications quasi-harmoniques sont a
distance bornée d’une application harmonique. Dans le cadre des laminations, on
a un critere de stabilité laminé :

Définition 3.3 (Critére de stabilité) .
Soient A et E deux laminations riemanniennes réguliéres, telle que E est a cour-
bure K <0, de rang géométrique k et f : A — = est une application harmonique
laminée. f vérifie le critére de stabilité laminé si f est transversalement continii-
ment € et :

— [ est "propre”, au sens ot sup A1(f) # oo et sup |Vd f| # oo,

— festderang au moins k+1 :infA, 1(f)>0

Avant d’énoncer le théoréme de stabilité par perturbation, définissons d’abord :

Définition 3.4 (Perturbation d’une lamination) .
Soit (A, g) une lamination riemannienne réguliére transversalement continiiment
E°. Npert = (N, gpert) est une perturbation de (A, g) si gpers est une métrique rie-
mannienne compléte sur A, transversalement contintiment €°°, bornée par rap-
porta g:

Yk eNIM}, > 01 || VEgper: lI< My

ot V est la connexion induite par la Levi Civita associée a g et || _| est la norme
induite par g sur les fibrés T*M®*+2

Théoreme 3.5 (Stabilité par perturbation) .

Soient (A, g) et (Z,h) deux laminations riemanniennes réguliéres transversale-
ment continiiment €, telles que = est a courbure K <0, de rang géométrique k.
Soit f : A — = une application harmonique laminée, qui vérifie le critére de sta-
bilité laminé. Soient Apers et Spert des perturbations de A et Z, telles que Zpert
est a courbure K < 0. Si gpert et hpert sont suffisament proches de g et h pour
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la topologie €2*¢ uniforme, il existe une unique application harmonique fpert *
Apert — Epert homotope a distance bornée de f. De plus, fpers vérifie le critere de
stabilité laminé.

Preuve Remarquons tout d’abord que :

— Si Epers est a courbure K <0 et Ay, est suffisamment proche de 4 pour
la topologie €2 uniforme, = pert €st encore de rang géométrique k&,

— Si Apers et Epert sont des perturbations suffisamment petites, f : Apers —
Epert est quasi-harmonique. En effet, on peut calculer 7,.,(f) en consi-
dérant f =gohol,oul=id : Apers =N, h=f:A—>Eetg=id : Z—
Epert- On calcule : 7(f)pers = dgodh(1(€))+d g(tr(£*Vdh))+tr((hol)*Vdg).
Sachant que : sup|Vdh| # oo et : sup|dh| # oo, on en déduit que 7(f) <
C(d2(gpert,8) + da(hpers, h)), ot da est la distance associée a la topologie
%62 uniforme. De plus, Ak+1(Fpert—Ak+1(F = C(d1(g pert, &) +d1(h pert, ),
o1 d1 est la distance associée a la topologie 6! uniforme. On en déduit que
/1k+1(f)pert 2I{T(f)pert, ouk < C(dZ(gpert,g)"'dZ(hperty h)).

f i Apert — Epert est quasi-harmonique donc & distance bornée feuille a feuille
d’'une application harmonique f,¢,;. Démontrons maintenant que fp,; vérifie le
critére de stabilité laminé.

Soient A, = (A,g,) et Z, des perturbations de A et =, telles que g, et h,
convergent vers g et & pour la topologie €2*¢ et f, : A, — =, une application
harmonique laminée homotope, a distance bornée de f. f, converge vers [ pour
la topologie 62. En effet, pour K < ls’ si Ap+1(f) = K1(f), f est homotope, a dis-

tance bornée d’une application 1, telle que d(f,¥) < ¢~ NK) # co. On sait donc
que supd(fr(1),f(1)) = C(da(gn,8) + dalhy,,h)) si (da(gn,8) +da(hy,h) est suffi-
samment petit. Nous pouvons affirmer que f, converge donc vers f pour la to-
pologie €° uniforme. De plus, d’aprés le principe de Bloch, les applications f,
sont bornées pour la topologie €2*¢, donc sont €2 équicontinues et convergent
pour la topologie €2 vers f. En particulier, il existe N € N tel que : pour n = N,
infAz.1(fn) > 0. D’apres les criteres de stabilité, f, est 'unique application har-
monique homotope, a distance bornée de f. De plus, supA1(f) # oo et sup|Vd f| #
oo Reste a vérifier que £, est transversalement continiiment €. Si A,, converge
vers A, f, pert Q;Ln — c@gn , définie sur le revétement universel de £, , converge (a
extraction prés) pour la topologie € locale vers g : &) — j?g a distance bornée
de f: &) — 525. Par unicité, g = fpers, Cest-a-dire : fper: est transversalement
continfiment €°. a

3.3. Flot dela chaleur laminé : convergence faible

Lorsque A est une lamination riemannienne, de courbure de Ricci minorée et
Z une lamination a courbure négative ou nulle, d’apres Li et Tam [29], le flot de
la chaleur laminé est bien défini :

Proposition 3.6 (Existence du flot de la chaleur) .
Soit A une lamination riemannienne de courbure de Ricci minorée : Ricp =

—«x2g 4 ; E une lamination riemannienne & courbure négative ou nulle. Soit [ :

N — Z, d’énergie et de tension borné. Léquation de la chaleur laminée : % =1(fy)

admet une unique solution f|s=o telle que fo=f.

Rappelons que le flot de la chaleur vérifie des estimées a priori :
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— supley,) < sup(es,)e*! et sup(es(s),) < sup(ex(s),);

— Lestimées en moyenne de Li et Tam [29] : supg, el;ﬁ-l < %ﬁ’xﬁ) fo’R el;t,
De plus, si A et = sont réguliéres, le flot de la chaleur vérifie des estimées de
Schauder sur les dérivées d’ordre supérieur : [VEf; 1|2 < Cp, supg_ . ef,- Ainsi, si
(A, g,v) est une lamination riemannienne mesurée réguliére et = une lamination
riemannienne réguliére a courbure négative ou nulle, le flot de la chaleur est

borné en temps fini pour la topologie € :

k
sup|V*filpeo < Cp 1
t<T

Corollaire 3.6.1 (Régularité transverse du flot de la chaleur) .
Si A et E sont des laminations riemanniennes réguliéres transversalement conti-
niiment €°°, le flot de la chaleur est transversalement continiiment €.

Preuve Si x, — x, d’apres les estimées a priori, les flots de la chaleur sur les
feuilles : fiy, : Ly, = Lf(x,) sont €°° équicontinus. On peut donc supposer (a
extraction prés) qu’ils convergent pour la topologie € vers : £ : Ly — ZLr)
, qui est solution de I’équation de la chaleur sur le revétement d’holonomie de
%y, avec [ pour condition initiale. Par unicité des solutions de ’équation de la
chaleur, on en déduit : lim, .o fi x, = ft,x , Cest-a-dire : le flot de la chaleur et
toute ses dérivées est transversalement continu. a

Lorsque (A, g, 1) est une lamination riemannienne mesurée, A est naturelle-
ment munie d'une mesure, induite par la mesure transverse et par la mesure de
volume riemannienne sur les feuilles. Le volume de (A, gp) est alors : Vol(A) =
J 1. Si A est de volume fini et f : A — = est transversalement mesurablement €'
d’énergie bornée, on peut définir 'énergie totale de f : E(f) = [, ef(x)dx D’apres
Gromov [19] :

Proposition 3.7 (Décroissance de I’énergie) .

Soit A une lamination riemannienne mesurée de volume fini et = une lamination
riemannienne. Soit [ : A — = une application transversalement mesurablement
G, d’énergie et de tension bornée. Lénergie totale du flot de la chaleur est dé-

croissante :
OEy,

I 2By =- fA (FP

De plus, si A est une lamination riemannienne mesurée réguliere et = une lami-
nation riemannienne réguliére, [’énergie de tension de f; est décroissante :

aET(ft) <

0
ot

Rappelons sans démonstration le lemme de divergence de Gromov [19, Lemme
4.C1]:

Lemme 3.8 Soit A une lamination riemannienne mesurée. Si X est un champ de
vecteur sur A tel que X € L' et div(X) e LY, alors :

fdiv(X)zO
A
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Preuve On sait :

dey,

= div(F) | dfs) - 17(F)12

¢ étant fixé, T étant fixé, définissons : V, = {x|3t€ [%T,s 2TV|\VT(f)| = %} et po-
sons : pe(x) = min(1,dist(x,V,). On sait que (quitte a régulariser p¢) : |[dpe| < 1.
Par le théoreme de convergence dominée : E = lim._oE. ou : E, = %preldf|2.
De plus :

degft . * * ?
s div(p(T(f).df) )= dpelT(f).df)*) — pelt(f)
dECft *

Sl fA (dpel(T(F)df)*) ~2Ecryy)

car pe et div(pe(1(f).df)*) sont intégrables. Par le théoréme de convergence do-
minée, on conclut :

€ft

lim
e—0

=-2E 1,

uniformément en ¢ € [Z,ZT]. On en déduit : Ef, est dérivable, de dérivée :

OEy,
ot

= —2E1(ft)

Si (A, g,v) et (5, g) sont réguliéres, on conclut & la décroissance de E(r) par inté-
gration de la formule de Bochner :

deT(f)
dt
car on sait que tous les termes de la formule sont bornés (donc intégrables). Par

contre, si A et = ne sont pas réguliéres, 'argument de troncature ne se généralise
pas. On peut démontrer :

Aers) = IVT()I” + —R5 . (fi.f)

dEex(s) _

1 2
D < fA [ dpetVeAITN 1+ | Aper(P]

mais on ne sait pas si V7(f) et Ap. sont intégrables. O

Corollaire 3.8.1 (Convergence de 7(f:)) .

Sous les hypotheses de la proposition 3.7, en supposant de plus la lamination rie-
manienne mesurée (\,g,v) et la lamination riemannienne = réguliéres le champ
de tension 1(f;) converge vers 0 pour la norme L? : }iI&E,(ft) =0

On sait qu’en général il y a un phénomeéne de décohérence transverse pour
le flot de la chaleur. Lexemple du feuilletage horosphérique prouve que, méme si
Iénergie et toutes les dérivées du flot de la chaleur décroissent exponentiellement
sur toutes les feuilles de A, le flot de la chaleur ne converge pas. Cependant, il y
a un phénomene de convergence faible pour le flot de la chaleur.

Si A est une lamination riemannienne mesurée et ./ est le revétement d’ho-
lonomie de I’espace des applications laminées :

%z{(l,w)MEA, 7] iga—*iﬂf}
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toute application laminée f : A — = définit une section de la projection naturelle
M — N.Simestla projection sur £, de §;L, le revétement d’holonomie de £, on
associe a A € A le point de .4, que I'on notera abusivement f(1) : f(1) = (A, f| £,°
7). En particulier, f induit une mesure transverse f,v sur .#. Lorsque A est un
feuilletage riemannien 4¥°° muni d’'une mesure transverse v de volume fini et =
une variété riemannienne a courbure K < 0, Gromov [19] a démontré que (f;).v
converge faiblement. Plus généralement :

Théoreme 3.9 (Convergence vers une mesure .%-harmonique) .

Soit (A, g;Vv) une lamination riemannienne mesurée réguliére de volume fini et
Z une lamination riemannienne compacte a courbure négative ou nulle. Soit fy :
A — E une application d’énergie ey et de tension 1(f) bornés. Les mesures p; =
(ft)«Vv convergent faiblement (a extraction prés) vers une mesure [ %-harmonique,
cest-a-dire a support dans lespace des applications harmoniques laminées

76 = {(x,p) € Ar(p) = 0}

La démonstration utilise deux faits essentiels : d'une part, les propriétés de
compacité de ’espace .# des applications laminées, qui permet de conclure a la
convergence faible de y;, d’autre part 'interprétation des mesures transverses
sur .4 comme sections d’un fibré en espace de Banach, qui permet de conclure a
la convergence des intégrales de la forme [, S(fy)(x)dx :

[ stpraucn = jim [ o
M t—ooJp
lorsque S est une fonctionelle € sur les feuilles, transversalement mesurable.

Preuve La preuve se décompose en trois parties :

— Les mesures p; = (f;)«Vv sont précompactes pour la topologie faible : A étant
muni d’'une métrique sur les feuilles, la mesure de volume riemannienne
sur les feuilles et la mesure transverse v induisent une mesure sur ’espace
total A, que l'on notera également v. De méme, .# est une lamination
riemannienne -les feuilles de .# s’identifient aux feuilles de A, et on peut
considérer y; = (f;)«v comme étant une mesure sur /.

Supposons A compact. Soient E;t(x) = fo’ . €f: et E;t = [pep,. A étant com-

pact, Ef, et E;t sont équivalents :

e

1 Efz

—=<—=<K'

K" Ey,
En particulier, E;t est uniformément borné. Si A} ={x e AlVre I\I,E;t (x) =
27+TK"} on a donc : limy, . o[sup;(v(A}))] = 0. On en déduit que p; est
presque a support compact. En effet, d’apres les estimées a priori : E;t <
AT = supg,_, | kat+1 < fk(n,r) . Posons %, = {(x,p)|V(k,r) | Vk(p =

F&(n,r)). D’aprés le théoréeme d’Arzéla-Ascoli - proposition 2.16 - %, est
compact dans 4. Or : u;41 est presque a support dans %, :

lim (sup(us 1G4\ H)| =0
n—oo t
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l:+1 restreinte au compact %}, est précompacte pour la topologie faible :
par un procédé diagonal, on en déduit que ;1 converge faiblement, a
extraction pres, vers une mesure transvers .
Si A n’est pas compact, en choisissant une suite exhaustive de compacts
K, pour A, on démontre que y; est presque a support dans un compact de
la forme :

T, = {(x,(p)lx €K, et Vk,R,| Vtg|< fk(n,R)}

d’ou 'on conclut a la convergence ( a extraction prés ) de y; vers une me-
sure transverse sur / : U, qui se projette sur v,

— La mesure limite est harmonique lorsque les métriques sont transversale-
ment continiment €2 : On sait que tllrg) Ef,) = 0. Les métriques étant

transversalement €2, (x,f) — |7(f)|(x) est continue. On en déduit que :

f—lr(f)(x)lzdu(x,f) < lim Eyf,) =0
u t—o0

Donc : u est a support dans les applications harmoniques laminées,

— La mesure limite est harmonique lorsque les métriques sont transversale-
ment mesurablement €2 : On a vu a la fin du chapitre 2 que y; = (f1).v
peut se réinterpréter comme une section L™ de TZ*, ou T Z est le fibré
en espace de Banach, de fibre 7%, = ng[clopoo(T,lA,E),R]. De plus, d’apres
Ionescu-Tulcea [25] : L(TZ*) = LY (T Z)*. u; converge -a extraction pres-
pour la topologie faible vers u € L®°(TZ"). f — inf(|7(f)|,1) étant une sec-
tion L' de TZ, on déduit comme précédemment que : f] [T(F))Idulx, f) =
0. d

Corollaire 3.9.1 Soit s une fonction intégrable positive sur M, cest-a-dire telle
que s(A, ) dépend de facon continue de ¢ € €°(ZL,,E) et de facon mesurable de
A€ A. On définit :

St = Jim [ infts(F),mdu(r)

Sous les hypotheses du théoreme, la mesure &-harmonique p=1lim,_.o(f:,)«V est
une mesure transverse sur Z, qui se projette sur v et telle que :
— si s est une fonction intégrable positive sur M, S(u) < lim;_.oo S(uy),
— S(uy) converge vers S(u) si s(y;) vérifie une estimée LP, c’est-a-dire c’est-a-
dire s’il existe p > 1tel que : [7;sP(f)dus(f) est borné.

Corollaire 3.9.2 Sous les hypothéses du théoréme :
— La longueur du flot de la chaleur converge (a extraction pres) vers la lon-
gueurde i :

L) := fildfldu(f) — lim L(f,)
i t—o0

— Lorsque = est de rang géométrique 1 : K < —x2, Uaire et le 3-volume du flot
de la chaleur convergent vers Uaire et le 3-volume de p.

Remarque 3.9.3 (Le feuilletage horosphérique) .

Soit A = UE le fibré unitaire tangent d’'une variété hyperbolique compacte =
muni du feuilletage horosphérique. La mesure de Liouville sur UZ définit une
mesure transverse sur A. Si 7 : A =UZE — E est la projection naturelle, le flot de
la chaleur 7; converge faiblement vers la mesure de Liouville normalisée sur =.
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Preuve (Corollaires) Le corollaire 3.9.1 se déduit des propriétés élémentaires
de la convergence faible. Soit ¢(f) = |df]|. On sait que E(f}) est borné, donc que
0(fy) vérifie une estimée L2. On en conclut que L(x) = lim;_.oo L(f;). Lorsque = est
de rang 1 : K= < —«x2 < 0, Iénergie vérifie la formule de Bochner :

de . =
Be = Zo+Rictdf,df)~RE a0 @ X, df(X,)

de

T +Ric(df,df)+x2aire®(f)

=
On en déduit que aire(f;) vérifie une estimée L2 :

K2 f aire®(f;) < 2E (s, +sup(-Ric)E s
A

Comme vols(f) < (aire2(f))1, vols(f;) vérifie également une estimée L3 et on en
déduit que l'aire et le 3-volume de f;, convergent vers l'aire et le 3-volume de p.O

Preuve |df;| converge exponentiellement vers 0. u = lim;—.oo(f3)«v est donc a
support dans les applications constantes £) — Z. On peut donc réinterpréter u
comme une mesure sur = x A, puis vérifier que y =dé x dA ou d¢ est la mesure
de Liouville normalisée sur =. a

Un cas particulier et particulierement agréable du théoréme de convergence
faible pour le flot de la chaleur est celui ou f; : A — Z converge v presque si-
rement vers f : A — =Z. Dans ce cas, la mesure limite u est : u = f.v et on peut
démontrer un lemme qui nous sera utile dans I'étude de la convergence forte du
flot de la chaleur :

Lemme 3.10 .

Soient (A, g,v) une lamination riemannienne mesurée réguliére de volume fini et =
une lamination riemannienne réguliere. Si f : A — = est une application laminée
d’énergie et de tension bornée, telle que le flot de la chaleur associé f; converge v
presque stirement vers fo, alors (fi)«v converge faiblement vers i = (foo)«Vv. De
plus, si s est une fonction intégrable positive sur M, telle que S(u) =lim,_.oo S(f,)
alors : s(f;) converge ( & extraction prés ) presque partout vers s(foo).

Preuve Puisque (fo0)«V = lim;_ ()« V, pour toute fonction g bornée :

1 . 1

| strte=lim [ stroig
A t—ooJA

c’est-a-dire s(ft)% converge faiblement dans L? vers s( foo)%. Comme de plus :

19 . 1o

Is(feo)2 1% = lim [s(f})2]
t—oo

la convergence faible implique la convergence L2, donc & extraction pres, la conver-
gence presque partout de s(f;) vers s(foo). O
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3.4. Flot de la chaleur laminé : convergence forte

Soit A une lamination riemannienne mesurée. Si f : A — Z une application
laminée et f; le flot de la chaleur associé, le but de cette section est d’étudier la
convergence Vv presque stirement de f; lorsque ¢ — co. Un préalable est de vérifier
que la limite éventuelle est unique :

Proposition 3.11 Soit A une lamination riemannienne mesurée - de volume fini
ou non -, Z une lamination riemannienne compacte a courbure négative ou nulle,
de rang géométrique k. Soit [ : A — = une application laminée d’énergie finie. La
classe d’homotopie mesurable de f admet au plus un représentant harmonique ¢ :
A — E de rang presque siirement supérieur a k + 1 et d’énergie finie.

Preuve = étant compacte, il existe ¢ tel que : -c2 <K=, Si ftlter0,11 est une
homotopie entre fj et f1, on définit d(fo(1), f1(1)) =infl(y), our y(¢) est un chemin
reliant (1) et fo(1), homotope a f:(A). Posons : d. = ezp(%) ol ¢ est une fonction
convexe €, telle que @(x) =0 pour x <1 et @e(x) =x — 1 pour x = 3. On sait que
V(d.)e L. De plus : Ad, = %(p + @Ad = 0. D’apres le corollaire 1.9.2 de la formule
de Bochner pour la fonction distance :

d
0<Ad < 4c(dfol + Idf1|2)coth(%)

On en déduit que : Ad. est intégrable, donc : fA Ad¢ = 0. Puisque Ad¢ =0, on a
donc : Ade =0, puis Ad = 0. Or, d’apres la formule de Bochner pour la fonction
distance :

Ad = Kﬁk+1(f0)2(p(1<d)

D’ou : d =0 presque-partout. a

Avant d’énoncer le théoreme de convergence forte, posons la :

Définition 3.12 (k-support) Soient A et = deux laminations riemanniennes et
W une mesure transverse sur 4. On définit le k-support de u, noté : suppp(u)
par : Aesuppr(p) s’il existe ¢ : L) — Z tel que rang(dp)y =k et (A,¢) € supp(u)

Remarque 3.12.1 Sous les hypotheéses de la définition, si u est une mesure & -
harmonique, on sait :
— le 2-support de p est invariant par holonomie, & un ensemble de mesure
nulle pres,
— lorsque p est rigide, cest-a-dire : [|Vdf|du(f) =0, le k-support de p est
invariant par holonomie.

Preuve D’apres le principe de prolongement de Sampson [38], une application
harmonique est entiérement déterminée par son jet en un point. En particulier,
si toute ses dérivées sont paralleles en un point, elle est de rang 1 partout. A
contrario, s’il existe un point ol elle est de rang supérieur a 2, elle sera presque-
partout de rang supérieur a 2. Ag est donc invariant par holonomie, a une en-
semble de mesure nulle pres. Lorsque p est rigide, si (A,¢9) € supp(u), ¢ est de
rang constant : suppy(u) est donc invariant par holonomie. O
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En général, pour k£ = 3, le principe de prolongement de Sampson ne permet
pas de conclure que lorsque f est de rang & en un point, f est de rang au moins
k sur un ouvert dense. En particulier, suppy(u) n’est a priori pas invariant par
holonomie - & un ensemble de mesure nulle pres -.

Une fois posés ces préliminaires, nous pouvons énoncer le :

Théoreme 3.13 (Convergence forte du flot de la chaleur) .
Soit (A, v) une lamination riemannienne mesurée réguliére de volume fini et = une
lamination riemannienne réguliére compacte a courbure K < 0. Soit fo : A - E
une application laminée d’énergie et de tension bornée. Si la mesure transverse v
est ergodique, le flot de la chaleur f; :
— converge & extraction pres, v-presque partout pour la topologie € sur les
feuilles, vers une application harmonique laminée f : N — Z mesurable-
ment homotope a fo de rang supérieur a k sur le (k + 1)-support de u,
— converge globalement pour la topologie L sur le (k + 1)-support de u au
sens o :

lim fA A2 (F)p(d(Fo £ =0

ot ¢ est la fonction donnée par la formule de Bochner pour la distance.
lorsque l'une des hypothéses suivantes est vérifiée :
— Z est de rang géométrique 1, et f est d’aire minimale non nulle. Dans ce
cas, suppa() est de mesure pleine,
— E est de rang géométrique k et f;|.v converge (a extraction prés) vers une
mesure & -harmonique | de rang au moins k + 1.
De plus : f est 'unique représentant harmonique de la classe d’homotopie mesu-

rable de fy.

Preuve Les mesures f;|.Vv convergent, a extraction pres, vers une mesure p. On
sait que la mesure limite u se désintégre par rapport a v - cf Bourbaki [9] - :

dud, f) = dua(f) & dv(r)

ot du) est a support dans v 1(1) = {()L,w)lw (L — E} et est invariante par
holonomie. La preuve du théoréme se décompose alors en trois lemmes :
— Unicité : Pour v-presque tout A, il existe au plus une application harmo-
nique de rang supérieur a k+1 en A dans le suppport de ().

D’apres le corollaire 1.9.2 de la formule de Bochner pour la fonction dis-
tance :

Ad (e, fran) = =1TFD = 1T Fremd + KA1 (Fran)2@(cd 2 (fr, fr41))

ol d ¢ est la distance sur les feuilles de Z. On a alors :

A

fAK/1k+1(ft+h)2<P(7<d$(ft,ft+h)) < \/Uol(A)((j;\|T(ft)|2)% 3.1)
w([ i
A
1 1
V2vol(A) (ETZ( o HED th)) (3.2)

IA
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On peut trouver une distance dz sur E telle que : d= < d &,. On peut alors
passer a la limite, pour A — oo :

fzmkﬂ(f)%(xda(ft,f»du(f) < \/200l(ME.s) — (3.3)

Définissons 8(A) = infrez [ Ap1+1(F)?MNkd 2 (&, fF(A))dpa(f). D’apres I'iné-

galité 3.3, on sait :
f6(/1)dv(it)= \/2vol(M)E (1,
A

En passant a la limite, pour ¢ — oo, on en déduit :
f o(A)dv(A)=0
A

Donc 6(1) = 0 presque partout. On en déduit que, si (f1,f2) € supp(ua)
vérifient rang(f;)(1) = k + 1, alors f1(A) = f2(A), puis : f1 et fo coincident
sur un voisinage de A. D’apres le principe de prolongement de Sampson,
on en déduit : f1 = fo.

— Convergence pour la topologie initiale : le flot de la chaleur converge a ex-
traction pres, pour la topologie initiale de = sur suppp+1(p) et la mesure
limite est u = fyv.

La mesure limite y a une composante y; de rang inférieur ou égal a &, et
une composante fi;+1 tel que toute application dans le support de py+1 est
de rang au moins % + 1. D’apres le lemme d’unicité, uy.; est localement de
la forme pp+q1 = w(A)f.v. Linégalité 3.3 se réécrit alors :

lim fA WAL, (Pp (dz(fr, £))dv) =0

c’est-a-dire, a extraction pres d'une suite ¢, : lim,_.o f;, = f sur supp(y).
On en déduit que u = fv sur supp(y). Le support de v s’identifie au & +1-
support de yu. Comme p est de rang au moins k2 + 1, v(suppr+1(1) #0. v
étant ergodique, le saturé de suppy.+1(u) est de mesure pleine. u étant
invariante par holonomie, u = f.v partout,

— Convergence pour la topologie fine : on a vu que le flot de la chaleur converge
a extraction prés pour la topologie initiale de = sur suppp+1(W). A priori, la
limite f |§f(x> de f; |§f(x> peut étre a valeur dans une feuille dans Uadhérence
de ZLr(). En fait : nous allons montrer que le flot de la chaleur converge
v-presque-partout, a extraction pres, pour la topologie fine de Z : en parti-
culier la limite f |§f<x) est a valeur dans la méme feuille que f0|§f(x)'

D’apres le lemme 3.10, comme p = f.v, Ap+1(f:) converge vers Ap.1(f) v
presque strement si A, 1(f;) converge en norme L!. La convergence de
Iénergie : E(f) = lim; . E(f;) permet de conclure que A;.1(f;,) vérifie une
estimée L?, donc, d’apres le corollaire 3.9.1 du théoréme de convergence
faible, As.+1(f:) converge en norme L1 vers Aj.1(f). La formule 3.2 s’écrit
alors :

lim sup fA A2, (Fon YO (KA Fr,  Fon.,)) dV(2) =0
n—oo p

d’our : £, (x) est une suite de Cauchy v-presque-partout. On en déduit que
ft, converge vers f pour la topologie fine sur le (k£ + 1)-support de f.
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Démontrons maintenant qu’en fait, pour v presque toute feuille, f;, converge
vers f . Soit er(x) = fo Lef I’énergie moyenne de f. Si on note Eﬂ(f ) =
fAE?(x)dv(x) , on sait que Eﬁ(u) = Eﬁ(f) = limtﬂooEﬁ(ft) pour 5 < 1. On

en déduit qu’a extraction pres : ef (= lim,_.ooe” (f¢,) v-presque partout.
D’apres les estimées LP de Li et Tam (cf page 44), on en déduit : f; est
6 équicontinue. En particulier, la convergence sur un ouvert implique
la convergence €°. f; converge donc v presque partout vers f pour la to-
pologie fine. De plus, f est nécessairement définie sur les feuilles %, et
non sur leur revétement d’holonomie. O

Corollaire 3.13.1 (Convergence en dimension 2) .

Sous les hypothéses du théoréme, si (A, g,v) est une lamination de dimension 2 et
Z = (A, h) est une lamination a courbure pincée — K% <K < —«2, le flot de la chaleur
associé a id : (A, g) — (A, h) converge vers une application harmonique laminée f :
(A, 8)— (AR)

Corollaire 3.13.2 (Laminations localement symétriques) .
Sous les hypothéses du théoréme, si A est une lamination localement symétrique
de dimension n, c’est-a-dire : si les feuilles de A sont modelées sur un espace sy-
métrique Q, le flot de la chaleur laminé associé & f : A — Z, d’énergie et de ten-
sion borné, converge vers une application laminée totalement géodésique lorsque
MinL(f)>0 et de plus :
— lespace modeéle Q) est un espace symétrique non compact, irréductible, de
rang k =2 et = est a courbure K <0,
— Q est lespace hyperbolique quaternionien Hfj ou le plan hyperbolique de
Cayley [H]% et = est a courbure complexe négative ou nulle.

Corollaire 3.13.3 (Rigidité des laminations localement symétriques) .
Si (A, g,v) est une lamination localement symétrique de dimension n et Z = (A, h),
il existe une homothétie f : A — E lorsque :
— lespace modeéle Q) est un espace symétrique non compact, irréductible, de
rang k =2 et = est a courbure K <0,
— Q est l'espace hyperbolique quaternionien Hyj ou le plan hyperbolique de
Cayley [HI% et Z est a courbure complexe négative ou nulle.

Preuve En dimension 2, d’apres la formule de Gauss-Bonnet,
MinAIRE(id)>0

d’ot1 'on conclut a la convergence du flot de la chaleur. Si A est une lamination
localement symétrique, il existe un tenseur rigide positif @ adapté a A et on sait
que :

L[Q(Vdf,Vd,v)—lQ(f*RE) du(f)=0
W4 2

D’apres les conditions de positivité sur @, on en déduit que p est a support
dans les applications totalement géodésiques. Q étant irréductible, ces applica-
tions sont soit constantes, soit de rang maximum. Comme L(u) = lim;_.o, L(f}) >
MinL(f), on en déduit que le support de u contient des applications de rang au
moins 1, donc de rang maximum et on peut appliquer le théoréme de convergence
forte du flot de la chaleur.
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On en déduit le résultat de rigidité pour les laminations localement symé-
triques : en effet, sous les hypothéses du corollaire 3.13.3, le stretch de I'identité
est non nul. Comme MinL(id) = CSt(id) > 0, on en déduit que le flot de 1a chaleur
converge vers une application laminée f totalement géodésique, donc une homo-
thétie feuille a feuille. De plus : f*g = Kg, o K est une appliction mesurable,
invariante sur les feuilles. Par ergodicité, K est constante. d

3.5. Conclusion

Nous avons généralisé dans le cadre des laminations riemanniennes les théo-
rémes de convergence faible et de convergence forte du flot de la chaleur démon-
trés par Gromov [19]. Rappelons que Gromov se plagait dans un cadre plus res-
treint : il supposait que A était un feuilletage mesuré d'une variété riemannienne
€ et = une variété riemannienne compacte. Pour le théoréme de convergence
forte, il supposait de plus = de rang géométrique 1.

N

Lorsque A est un feuilletage transversalement 6°° a feuilles localement sy-
meétriques, le théoreme de convergence faible du flot de la chaleur a été démontré
par Quiroga [37], qui en a déduit [37, theorem 4.15] une version plus faible du
corollaire 3.13.3 :

Théoreme 3.14 Si (A, g,v) est un feuilletage mesuré, de feuilles localement sy-
métriques modelées sur Q et Z = (A, h) lorsque :
— lespace modeéle ) est un espace symétrique non compact, irréductible, de
rang k =2 et Z est & courbure K <0,
— Q est lespace hyperbolique quaternionien Hfj ou le plan hyperbolique de
Cayley I]-I]% et = est a courbure complexe négative ou nulle.
alors g et h sont homothétiques pour v presque toute feuille.

Les résultats que nous avons démontrés laissent ouvertes trois énigmes :

— La propriété de rigidité est elle stable par perturbation ¢ Si (A, g) est une
lamination localement symétrique de rang supérieur, et A une métrique
a courbure K < 0 proche de g, on sait qu’il existe une application harmo-
nique [ : (A, g) — (A, h) homotope, a distance bornée de l'identité. Cette
application est elle rigide ? Lorsque A est munie d’'une mesure transverse
v, par intégration de la formule de Mok Siu et Yeung, on sait que f est
rigide sur le support de v. En général, compte tenu de la remarque 1.16,
faute de mesure transverse on ne peut pas affirmer a priori que f est ri-
gide,

— Le k +1-support de la mesure &-harmonique i est il invariant par holono-
mie (& un ensemble de mesure nulle prés) ? Autrement dit :

Conjecture 3.15 (Sampson [38]) Soient M et N deux variétés rieman-
niennes, et f : M — N une application harmonique. Si rang(f)(x) =k, f est
de rang au moins k sur un ouvert dense.

Lorsque 2 =1 ou & = 2, c’est un corollaire du principe de prolongement
des applications harmoniques. Pour %2 = 3, 4 ma connaissance, le probleme
reste ouvert,

— Peut on trouver des critéres pour vérifier que p est de rang au moins k+17?
Sauf en rang k& = 1, le critére homologique : MinVOL.1(f;) # 0 ne permet
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pas de conclure que p est de rang au moins k + 1. En effet : en 'absence
d’estimées LP sur |df;| pour p >k +1 ou d’estimées LP sur volp.1(df:)
pour p > 1, on ne peut affirmer que VOLp1(u) =lim;—.oo VOL},+1(f%).
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Chapitre 4

Applications harmoniques
fibré-laminées

E but de ce chapitre est d’étendre les résultats d’existence d’applications har-
moniques et de convergence du flot de la chaleur laminé au cadre fibré-
laminé.

Définition 4.1 (Espace fibré-laminé) .

Soient A et ZE deux laminations riemanniennes et w : 2 — A une application lami-
née. £ :=(Z,\,n) est un espace fibré-laminé de fibre type N si 7 est un fibration
riemannienne de fibre N : pour tout A € A, il existe un voisinage V de A pour la
topologie fine tel que n~1(V) est le produit riemannien V x N et 7 est la projection
surV.

Par exemple, fixons M et N deux variétés riemanniennes et notons G le groupe
d’isométrie de N. A tout morphisme p : 71(M) — G, est associé un fibré-laminé de
fibre N au dessus de M : P, = M x o N/m1(M). Réciproquement, tout fibré-laminé
de fibre N au dessus d’'une lamination A est induit feuille a feuille par un mor-
phisme p : 711(Z) — G.

Remarque 4.1.1 Soit = un espace fibré-laminé de fibre type N et 0 : A — = une
section de =. Fixons A € A. Le groupe fondamental de la feuille £, 71(1), agit
par isométrie sur &) et N. La section ¢ induit donc une application o, : &) —
N m1(1)-équivariante. Dans une carte locale o A = R" xY, la section ¢ s’écrit
sous la forme : o(x,y) = (x,0,(x)). 0, décrit donc la composante non triviale de la
section o. Létude des sections de = est équivalente, feuille a feuille, a celles des
applications 71(1)-équivariantes o : &y — N associées. Par exemple, une section
o est une application harmonique laminée si et seulement si les applications
associée (03)1ea sont harmoniques. De méme, si 0¢|;>0 est solution de ’équation
de la chaleur, les applications associée g;|; sont solutions de 1’équation de la
chaleur. Par abus de language, on notera par la suite A;(0) les coefficients de
dilatation de o).

Le probleme que nous étudions est de savoir, étant donné un espace fibré-
laminé =, si = admet des sections harmoniques ¢ : A — =Z. Dans la premieére
section, nous donnons une version fibré-laminé du théoréeme de stabilité par per-
turbation des applications harmoniques. La seconde section donne une générali-
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sation du théoréme de convergence faible du flot de la chaleur dans cadre fibré-
laminé, qui se résume en la dichotomie : soit le flot de la chaleur converge fai-
blement vers une mesure %-harmonique, soit il converge vers une mesure sur
le bord a l'infini de =. Le probléme de divergence vers le bord a I'infini de = est
étudié dans la troisiéme section : nous décrivons divers critéres de réductivité,
qui permettent d’éviter la divergence du flot de la chaleur.

4.1. Stabilité des sections harmoniques fibré-feuil-
letées

Dans le cadre fibré-feuilleté, le phénomeéne de stabilité des applications har-
moniques permet de démontrer un théoréme de perturbation qui est un prototype
élémentaire du théoréeme de stabilité des actions superrigides que nous démon-
trerons au chapitre 5. Lorsque A et = sont des feuilletages, on a la notion de :

Définition 4.2 (Fibré feuilleté) .

Soient A et Z deux variétés riemanniennes € feuilletées et @ : = — A une submer-
sion €. = est fibré feuilleté si m est une fibration riemannienne sur les feuilles
de A, c’est-a-dire, pour tout A € A, il existe un voisinage V de A pour la topologie
fine tel que n~X(V) est le produit riemannien V x N.

On peut alors poser le critére de stabilité :

Définition 4.3 (Criteres de stabilité) .
Soit = un fibré feuilleté de rang géométrique k, c’est-a-dire tel que les fibres types
de = — A sont des variétés d’Hadamard de rang géométrique k et o0 : A — E une
section harmonique de Z.
— 0o vérifie le critere de stabilité fort si o est €*° -pour la structure de variété
€ de A et =-, de rang au moins k+1 :infA,,1(0) >0,
— 0o vérifie le critere de stabilité faible si o est transversalement continiiment
€, de rang au moins k+1 :infA;,1(c) > 0.

Avant d’énoncer le théoréme de stabilité par perturbation, définissons :

Définition 4.4 (Perturbation d’un fibré-feuilleté) .
Soient Z un espace fibré feuilleté. Une perturbation =,.,; de = est définie par :
— un feuilletage &' et une métrique g’ € sur A,
— une métrique € pour le feuilletage 1~ 1(F"), telle que 7 : Epert = Npert est
un fibré feuilleté.

Remarquons que 'espace des perturbations du fibré feuilleté = est naturel-
lement muni de la topologie €¢*° uniforme. Nous pouvons maintenant énoncer
le:

Théoréeme 4.5 (Perturbation fibré feuilleté) .

Soit E un fibré feuilleté €*° de rang géométrique k et o : A — = une section
harmonique €° de Z. Si A est compact et si o vérifie le critére de stabilité fort, il
existe un voisinage V' de = dans lespace des perturbations fibré-feuilletées tel que,
St Epert €V, Epert — Npers admet une unique section harmonique o pers, homotope,
a distance bornée de 0. De plus : 0 pert vérifie le critére de stabilité faible.
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Remarquons qu’il y a une perte de régularité transverse : si o est supposé
transversalement 6, 0 per: est seulement transversalement continu.

Preuve f : A — = est €°°. On en déduit que, si Zp.,; est une pertubation de
Z 1 infAp1(f)pert €t sup|1(f)pert| dépendent contintiment de la perturbation. De
plus, la condition : Z,.,; est de rang géométrique % est une condition ouverte. f
étant une section fortement stable de =, ce sera une section quasi-harmonique
de Zpers. f 1 Apert — Zpert est donc homotope, & distance bornée d'une section
harmonique fjer¢. Par le méme argument que pour le théoréme de stabilité la-
miné 3.5 on démontre que fper; vérifie le critére de stabilité : infAz,1(fpers) > 0,
sila perturbation Z,; est proche de Z, puis que fpe,s est définie de facon unique
et est transversalement contintiment €°°; c’est-a-dire : f},.,; vérifie le critére de
stabilité faible. ]

4.2. Convergence du flot de la chaleur

4.2.1. Bord alinfini de =

Rappelons la définition du bord a I'infini d’'une variété d'Hadamard :

Définition 4.6 Soit (M,x() une variété riemannienne pointée. M est une variété
d’'Hadamard si M est compléte, simplement connexe, a courbure K <0. A xe M
est associée la fonction de Busemann ¢,(y) = d(x,y) — d(x,x9). M s’injecte dans
GO(M,R) : & x € M est associé ¢,. Limage de cette application est précompacte. Si
(M, x0) est Uadhérence de @(M), le bord a l'infini de (M, xg) est :

OooM =M\ (M)

De plus : si x1 est un autre point de xo, (M,x1) et (M,xo) sont cannoniquement
homéomorphes.

Dans le cadre des espaces fibrés laminé, on a :

Proposition 4.7 Soit = un espace fibré-laminé, de fibre type N, une variété d’Hada-
mard. Z admet une compactification naturelle par les fonctions de Busemann : si
o est une section locale de Z, (Z),0(A)) se compactifie en (EU0xZ),0(A)). De plus,
lespace ZU 0= ne dépend pas de la section g choisie. EU 0= est naturellement
muni d’une topologie €° et est un espace fibré-laminé au dessus de A, de fibre
type : N. Le bord a l'infini de = est Uespace fibré-laminé 0=, et a pour fibre type
OcoN.

Soit N une variété d’Hadamard, x € N et B,N ={X € T, N| | X |< 1}, Pappli-

cation K, : ByN — N définie par : K.(X) = expx(ﬁ) s’étend en un homéo-

morphisme K, : BN — N. De méme :

Proposition 4.8 Soit E un espace fibré-laminé et o une section de E. Lespace
ZE U 02 s’identifie naturellement au fibré B;Z de fibre By1)E), la boule unité
fermée de Ty()=1, via :

K;(X) =exp,(

X )
V1-1X|2

Cette identification nous sera utile pour étduier les propriétés de compacité
de 'espace des sections fibré-laminées.
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4.2.2. L’espace des sections fibré-laminées

Définition 4.9 (Sections fibré-laminées) .
Soit == (E,,m) un espace fibré-laminé. Lespace des sections fibré-laminées de
Zest:

IE)={A,0)lo : £y — E/moo=id|g,}

Le revétement d’holonomie de 'espace des sections laminées est :
T(E) = {(;L,a)m . P, —E/mog = idL%}

ol g}( est le revétement d’holonomie de la feuille £;.

Par le méme procédé qu’au chapitre 2, on démontre :

Proposition 4.10 Soit = un espace fibré-laminé. Le revétement d’holonomie de
lespace des sections laminées de Z, est un espace fibré-laminé au dessus de A,
et est naturellement muni d’une distance adaptée a la topologie €°°. De méme, le
revétement d’holonomie de l'espace des sections laminées de 2U0y =, est un espace
fibré-laminé au dessus de A et est naturellement muni d’'une distance adaptée a
la topologie €° sur ZU0sZ. De plus, Uinjection naturelle T(Z) — T(Z U 0Z) est
continue.

Preuve ./, le revétement d’holonomie des applications laminées de A dans =
est muni d’une métrique adaptée a la topologie €. Pour cette métrique, I'(Z)
est un sous espace fermé dans .#. Pour définir la métrique sur T(EUds=), Choi-
sissons une section o de =, Z U 0= s’identifie au fibré en boule fermées EUE et
T(EUd4E) s'identifie & un sous espace fermé de .#, muni de la topologie €°. O

De méme, on a une propriété de compacité :

Proposition 4.11 Soit (Z,A,m) un espace fibré-laminé, Kp un compact de A.
Pour tout r,n eN fixons C(r,n) > 0 et définissons :

K = {(Mp)ef(E)

AeEKp, V(r,n)eN sup |V'@(y)<C(r,n) }
dA,y)<r

Ladhérence de # dans T(E U 0xE) est compacte. De plus, Uadhérence de K est
K = KregUHsing OU :

— la partie réguliere Krqg est adhérence de X dans (),

— la partie singuliére Xs;ng s’identifie avec 0o = :

Hsing = 1A, OIf 1 L) — 000Z, [ constante)

4.2.3. Convergence du flot de la chaleur

Théoréeme 4.12 (Convergence vers une mesure %-harmonique) .

Soit E — A un fibré-laminé a courbure négative ou nulle, muni d’'une mesure
transverse de volume fini. Si o est une section de = d’énergie et de tension bornée,
le flot de la chaleur o; induit une famille yu; = ;.v de mesures transverses sur
lespace des section fibrées laminées de =, qui convergent faiblement, a extraction
prés, vers une mesure |1 = reg + lsing SUr T(Eu 0co), O ©
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— Ureg, la composante réguliere de y, est a support dans Uespace des applica-
tion harmoniques laminées : 7€ = {(x, p)|t(¢p) = 0},

— MUsing, la composante singuliere de y, est a support dans les applications
constantes §,1 — 0. Using Sidentifie & une mesure transverse sur 0 E.

Preuve Lénergie de g; étant bornée, on en déduit que 0.V est presque a sup-
port dans :

H = {(/l,(p)Ef(E)

AeKyp, sup V') =C(r,n)
dAy)=R

qui est précompact dans T(Z U 0xZ), d’adhérence : A Udoo A oll
Ooo . =1(x,0)l@ : Lx — 0oZ ¢ constante}
On en déduit que 0;,v converge faiblement vers une mesure g sur [(Z U0 Z). O

Définition 4.13 (Condition de réductivité mesurable) .

Un fibré-laminé = — (A,v) est mesurablement réductif si, pour presque toute
composante ergodique Vs de v, il n’existe pas de mesure transverse (i sur 0xoZ= qui
se projette sur vs.

Si = — (A, v) est mesurablement réductif, la mesure associée au flot de la cha-
leur y; = 04, v converge vers une mesure %-harmonique sur I'(Z). En particulier,
la mesure limite jouit des propriétés énoncées dans le cas feuilleté, et on a :

Corollaire 4.13.1 (Convergence forte) Soit = — A un fibré-laminé a courbure
négative ou nulle, muni d’'une mesure transverse de volume fini. Soit o une section
de Z d’énergie et de tension bornée., Si la mesure transverse v est ergodique et =
vérifie la condition de réductivité mesurable, le flot de la chaleur oy :

— converge a extraction pres, v-presque partout pour la topologie €*° sur les
feuilles, vers une section harmonique laminée [ : A — = mesurablement
homotope a fo de rang supérieur a k sur le k + 1-support de y,

— converge globalement pour la topologie L' sur le k + 1-support de i au sens
ou :

lim fA A2 (Pe(fr =0

o ¢ est la fonction donnée par la formule de Bochner pour la distance.
lorsque :
— E est de rang géométrique 1, et o est d’aire minimale non nulle. Dans ce
cas, suppa() est de mesure pleine,
— E est de rang géométrique k et 0.V converge (a extraction prés) vers une
mesure F-harmonique sur I(Z), de rang au moins k + 1.
De plus : o est l'unique représentant harmonique de la classe d’homotopie mesu-
rable de oy.

4.3. Conditions de réductivité

Le but de ce paragraphe est de donner des conditions de réductivité qui im-
pliquent I'existence de sections harmoniques fibré-laminées.
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4.3.1. Structure du bord a 'infini d’une variété d’Hadamard

Avant d’énoncer une condition de réductivité géométrique, rappelons les struc-
tures du bord a l'infini d’une variété dHadamard. On pourra se référer a Ball-
man, Gromov et Schroeder [4] ou & Eberlein [14] pour plus de détails.

Si M est une variété dHadamard et x € M, 0,,M s’identifie naturellement a
UM :a N eU,M est associé 0 = lim; ., exp,(tN). On peut donc définir deux
topologies sur 0, M :

— la topologie visuelle, qui est induite par la topologie de U, M. On note 0., M

le bord a I'infini, muni de la topologie visuelle,

— la topologie de Tits, induite par la distance de Tits définie par : <(a, ) =
sup,ep <x(a, B), ou <(a, B) est 'angle, sur la sphere U, M, entre les vec-
teurs représentant a et f € 0,oM = U, M. On note 0;;;sM le bord a l'infini
de M, muni de la distance de Tits.

Proposition 4.14 Soit M une variété d’Hadamard. La topologie de Tits est plus
fine que la topologie visuelle : 04j;sM — 0o M est continue. La distance de Tits est
semi continue inférieurement pour la topologie visuelle : si (ay,B,) — (a, B) dans
O0ooM,

a, ) <liminf<(ay,, B,)

Nous pouvons maintenant énoncer le :

Lemme 4.15 (Centre de masse) .

Soit T un ensemble de diametre <(4i;5(I') < Z dans le bord a Uinfini d’une variété
M & courbure négative ou nulle. 1l existe un unique y € 043sM tel que : I < By,
avec r minimal. y est le centre de masse de I'.

Preuve (D’apres Eberlein [14]) On vérifie facilement que les sous ensembles
de diametre d < § de la sphere S” admettent un unique centre de masse. Si
x €M, posons I'y € SM, ~ 0ooM la trace de I" sur le fibré unitaire tangent en x.
On sait que < (a,B) = <s(a,B), done I'y est de diametre d < % et admet un

unique centre de masse y,. De plus, si n =dim(M), pour tout fel'y,on a:
7
<Ix(Yx; B = Cn)< E

x — Y, définit un unique champ de vecteur sur M, dont le flot ¢; diverge. Si
0 =lim, . ¢;,(x), d’apreés la semi continuité de la distance de Tits, on déduit que
I'cBg,cm) ou C(n) < %

Posons r = inf(C|37/T < B, ¢). 1l existe une suite (0,,r,) telle que I c By, ,,
et lim,_.oor, =r. 0oM est compact pour la topologie visuelle : on peut donc sup-
poser que 6, converge vers . La distance de Tits étant semi continue inférieu-
rement, on en déduit qu’il existe un point minimisant. Le rayon minimal étant
r < g, ce point est unique : par comparaison avec S?, il existait deux points
minimisant 0y et 01, pour y milieu de [0o,01], on aurait : ' =B, , avecp<r. O

Définition 4.16 (Demi bande plate) .

Soit M une variété d’Hadamard. M est sans demi bande plate si toute sous variéte
totalement géodésique isométrique a R* x [0,1] s’étend en un plat, isométrique a
R x[0,1].
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Proposition 4.17 Soit M une variété d’Hadamard. Soit 6 € 0oM, de fonction de
Busemann Bg. S’il existe un point ot VdB =0, M se décompose en : M =R x My,
ol 0 = 0R"

Preuve Si VdB(x) =0, I'ensemble M+ = B~1]— oo, B(x)] factorise en : M* = R* x
My. Compte tenu de 'hypothése : M n’a pas de demi bande plate, on en déduit
que M =R x My a

4.3.2. Condition de réductivité géométrique

Soit M une variété dHadamard, et G un groupe agissant sur M. D’apres La-
bourie [28] laction de G sur M est géométriquement réductive si M contient un
convexe C G-invariant, tel que

— C se décompose en C1 x E ou E est euclidien,

— G =61 x Gg ou Gg agit isométriquement sur E, G; sur Cy,

— G1 ne fixe pas de point a I'infini de C;.

Par analogie, :

Définition 4.18 (Réductivité géométrique) .
Le fibré-laminé = — A est géométriquement réductif s’il existe un sous-fibré
convexe invariant I', qui se décomposeen I' =Y x Z, oix :
— X — A est un fibré-laminé mesurable, a fibres euclidiennes,
— Y — A est un fibré-laminé mesurable, tel que : 0,,Y — A n‘admet pas de
section mesurable invariante.

La notion de barycentre d'une mesure permet d’établir un lien entre la condi-
tion de réductivité géométrique et I'existence de mesures & -harmoniques :

Proposition 4.19 (Barycentre d’'une mesure) .
Soit M une variété d’Hadamard sans demi bande plate. A une mesure | sur
M UM, on associe By, la moyenne des fonctions de Busemann :

B, (x) =f b(x,0)d w)
MUd M

On a les trois possiblités suivantes :

— By, atteint son minimum sur un compact K. Si o est le barycentre de K, on
dira que p est elliptique, et o est le barycentre de y,

— By, atteint son minimum sur un convexe non compact C. On dira que y est
hyperbolique, et C est 'enveloppe convexe de u. De plus, si C =M, M se
décompose sous la forme d’un produit riemannien X x RP et y est a support
dans 05 RP,

— By, n'atteint pas son minimum. On peut associer & [ un unique point a
Uinfini 0. On dira que i est parabolique, et o est le barycentre a l'infini de

.
Preuve Posons Cp ={x € M/B,(x) < A}. C est une famille de convexes emboités

fermés. Soit & =infB . On a les trois possibilités :
— Cy # @ est compact : la mesure p est elliptique,
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— Cqy # @ est non compact : p est hyperbolique. Supposons que Cy, =M. On
sait alors que la moyenne des Hessiens des fonctions de Busemann dans
le support de p est nulle :

VdB, :f vdb(.,0)du0)|c,=0
0o M

Ainsi, les fonctions de Busemann dans le support de u sont affines. En
particulier, si 6 est dans le support de y, 0 € 0oM et, compte tenu de I’hy-
pothése : sans demi bande plate, on peut décomposer M sous la forme :
M =Rg x My. Supposons que 'on décompose M =R”" x Xy. On définit alors
sur M pour chaque direction de R" n champ de vecteurs (X71,...,X,) paral-
leles, orthormés, qui commutent entre eux. Soit 6 € supp(u). Si 0 € 0,,R"
on peut lui associer un champ de vecteur parallele X sur C,. X étant pa-
ralléle, X commute avec (X1,...,X,). En effet : [X,Y]=VxY -VyX =0.
A orthonormalisation pres, on peut donc définir un (n + 1)*™€ vecteur or-
thonormé X, 1 qui commute avec (X3,...,X,), dou I'on déduit que M se
décompose en M = R"*1 x C. Par récurrence, on en déduit la décomposition
C, =2 xRP et le fait que u est a support dans 0,,R”.

— Cas ou C, =@ : u est parabolique. Posons d) la fonction distance a C)
(normalisée par d;(xg) = 0). Les fonctions d, sont convexes, de gradient
IVd,| =1 en dehors de C). D’aprés Gromov [4], les fonctions d ) convergent
(a extraction pres) lorsque A — a vers une fonction de Busemann. Définis-
sons I' 'ensemble des valeurs d’adhérences des fonctions d), et démon-
trons que le diamétre de Tits de I' est majoré par 3 :

i1
Tigs(D) = 3

Fixons x € M. Si x) est la projection de x sur C), I' est aussi ’ensemble
des valeurs d’adhérence de x). Choisissons A >> 1, de sorte que x ¢ C,. On
sait alors que, pour tout y € Cy, <x(x3,) < 5. En effet, si <(x1,y) > 5, 22
n’est pas le projeté de x sur le segment [x),y], ce qui est contradictoire, C
étant convexe. Pour y — oo, on en déduit : <,(x),y) < %, pour tout y €T,
puis, pour A — oo, on conclut : <(a,y) < <x(a,y) < % pour tout a,yeI'. T’
est donc de diametre D < § : d’apres le lemme 4.15, I' admet un unique
centre de masse, qui définit le barycentre a 'infini de p. d

Corollaire 4.19.1 (Cas des variétés de rang un) .
Lorsque M est & courbure négative : K < —x2 <0, la mesure i est :
— hyperbolique si pa deux atomes i+ de poids % sur 0oocM. Lenveloppe convexe
de p est l'unique géodésique reliant [,
— parabolique si 1 a un unique atome ¢ de poids u(é) = % ¢ est alors le ba-
ryucentre a linfini de y,
— elliptique dans tous les autres cas.

Preuve La mesure est elliptique si et seulement si lim; . 1o B (y(#)) = +oo pour
toute géodésique y. Si on suppose que [(Yoo) < %, M étant a courbure néga-
tive : K < —x2, on vérifie que, en dehors d’'un voisinage V de Yoo SUr 0ocM, on
a:b(y(#),0)=¢. On a alors :

B, (y(®)) =z p(V)t — w0 N — V)t + 0(t)
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Comme on peut choisir V tel que u(V) < %, on en déduit : lim; . o By(y(2)) =
+00. a

Théoreme 4.20 (Existence de mesures .%-harmoniques) .
Soit = — (A,V) un fibré feuilleté mesuré ergodique, de courbure K <0. On a les
trois possibilités suivantes :

— T(Z) admet une mesure F-harmonique (qui se projette sur v),

— 1l existe un sous-fibré convexe invariant I' =Y x X, o X — A est un fibré-
laminé mesurable, a fibres euclidiennes, et Y — A est un fibré-laminé me-
surable tel que T(Y) admet une mesure F-harmonique,

— 1l existe un sous-fibré convexe invariant I' =Y x %, o £ — A est un fibré-
laminé mesurable, a fibres euclidiennes, et 00,Y — A est un fibré-laminé
mesurable qui admet une section invariante.

Preuve Soit 0 une section (d’énergie et de tension bornée) de =. Le flot de la
chaleur o; converge faiblement vers une mesure p.,. La composante singuliére
1 définit une mesure transverse sur 0,,=, que 'on supposera non triviale. y se
désintegre par rapport a v : u=duy ® dv(A). v étant ergodique, les mesures )
sont presque siirement toutes du méme type. On dira suivant les cas que u est
elliptique, hyperbolique ou parabolique.

— Si u est elliptique, pour presque tout A, ) admet un barycentre (1), ce
qui définit une section invariante de =,

— Si p est parabolique, le barycentre a 'infini de p) définit une section inva-
riante de 0.,=,

— Si u est hyperbolique, on définit I'1, ’'enveloppe convexe des mesures ().
Définissons oy, le projeté orthogonal de o sur I';. Le flot de la chaleur
associé o; est bien défini, et converge faiblement vers p, la partie sin-
guliere de p définissant une mesure transverse i sur 0ol'1. Si y; =0
ou yy est elliptique, I'y admet une section totalement géodésique, si y est
parabolique , 0,,I'1 admet une section invariante.

Si le flot de la chaleur sur I'; converge vers une mesure hyperbolique pj, on dé-
finit I'y, I'enveloppe convexe de la mesure pj, puis (tant que le flot de la chaleur
converge vers une mesure hyperbolique) par récurrence une suite décroissante de
convexes I;,, de dimension strictement décroissante. I';, se stabilise nécessaire-
ment. Si I'! est le convexe stable, I'' admet une mesure hyperbolique d’enveloppe
maximale, donc se décompose en : r=vy;x 21, 0u X est a fibre plates. Par récur-
rence : soit [(Y1) admet une mesure Z-harmonique, soit 0o, Y1 admet une section
invariante, soit Y1 contient un convexe invariant I' qui se décompose en Yg x Z%.
On définit par récurrence une suite de convexes "l =v,,1x%,.1 (en posant
Zn+1 =27 1 X Zy), contenu dans 'L, tels que Y, est de dimension décroissante.
Lorsque la suite Y,, se stabilise, on obtient la décomposition annoncée. a

4.3.3. Condition cohomologique de réductivité en rang un

Si o est une section de I'espace fibré-laminé Z, o s’écrit localement : 1 —
(1,7(A)). On définit alors le k-volume ponctuel de o : volx(o)(A) = | A¥ T|(A), puis,
si v est une mesure transverse sur A : VOL(0) = [ vol,(A)d u(A).

Définition 4.21 (k-volume minimal) .
Soit E — (A,v) un fibré-laminé mesuré et o une section de =, d’énergie bornée.

65



CHAPITRE 4. APPLICATIONS HARMONIQUES FIBRE-LAMINEES

— Le k-volume minimal de ¢ : MinVOL(0), est le minimum des k-volumes
des sections @ d’énergie bornée, homotopes, a distance bornée de o,

— Le k-volume minimal de E : MinVOL(Z) est le minimum des k-volumes
des sections de = d’énergie bornée.

Proposition 4.22 (k-volume minimal d’un fibré-laminé) .
Soit = — (A,v) un fibré-laminé mesuré. Soit o une section de Z d’énergie bornée.
Le k-volume minimal de Z et celui de o sont égaux.

Preuve Soit ¢ une section de =, d’énergie bornée. On sait que :
MinVOLE(0)=MinVOLL(E)

Réciproquement : soit { une section de =, telle que VOL;({) = MinVOL(ZE) +e€.
Pour ¢ #{(1) € E), on définit le champ de vecteur X unitaire, pointant vers {(1),
qu'on régularise en X = ¢ od[¢,{(1)]1X. Soit ¢; le flot associé a X : g, = ¢,(0) est
une section de =, d’énergie bornée, a distance bornée de g, qui converge vers (.
On en conclut : MinVOL (o) <lim;_o VOL(g;) = VOL(). a

Lorsque Z — (A, v) est un fibré-laminé mesuré ergodique, a courbure stricte-
ment négative, la condition de réductivité mesurable : il n’existe pas de mesure
transverse sur 0..= se projetant sur v, est équivalente a la condition de réducti-
vité géométrique : il n’existe ni section invariante de 0=, ni section invariante
de =, ni géodésique invariante I' c Z. On a un critére cohomologique :

Proposition 4.23 (Critere cohomologique de réductivité en rang un) .
Soit Z — (A,v) un fibré-laminé mesuré ergodique, de rang géométrique 1 : K= <
—«2. Si E est d’aire minimale positive, = est réductif

Preuve Supposons que 0,,= admette une mesure transverse invariante y. Trois
cas sont a condidérer :

— u est elliptique. Le barycentre de p définit une section invariante de = :
MinAIRE(Z)=0,

— p est hyperbolique. Lenveloppe convexe I' de u définit une géodésique in-
variante : par projection d'une section de = sur I', on obtient une section
de rang 1, donc d’aire nulle,

— U est parabolique. Le barycentre a linfini de p définit une section inva-
riante 6 de 0Z=. Soit ¢ une section de = d’énergie bornée. Posons X le
champ de vecteur unitaire pointant vers 0 et ¢; le flot associé. ¢; est
contractant sur les horospheéres : a la limite, o; = p;00 est essentiellement
derang 1, et lim; .. AIRE(d:)=0

Par contraposée, si MinAIRE(E) #0, E est réductif. O

Corollaire 4.23.1 (Flot de la chaleur fibré-laminé en rang un) .

Soit E — (A, V) un fibré-laminé mesuré ergodique, de rang géométrique 1 et d’aire
minimale positive. Soit o une section de Z d’énergie bornée, de tension bornée. Le
flot de la chaleur o; converge v presque siirement vers une section harmonique,
d’aire positive.
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Chapitre 5
Superrigidité

0US étudions dans ce chapitre les actions de groupe sur des fibrés princi-
N paux. Commencons par fixer le cadre général de notre étude :

Soit H un groupe de Lie semi-simple et Py — M un fibré principal (a droite)
de fibre H. Un groupe de Lie G semi-simple, de type non compact, de rang réel
r =2 agit par automorphisme de fibré sur Py — M, si G agit sur Py et 'action de
G commute avec l'action de H. En particulier, Paction de G sur Py se projette en
une action sur M. Dans des trivialisations locales U et V, I’action de G est donnée
par un cocycle : g.(m,h) =(g.m, a‘[;(m,g)h.

On peut donner différents exemples de telles actions :

— Action associée a un morphisme p : G — H. Si on fixe une action de G sur

M, G agit sur le fibré trivial Py = M xH par : g.(m,h) = (g.m, p(g)h),

— Action obtenue par suspension : si G agit sur le fibré Px — M de fibre K,
un sous groupe de H, G agit naturellement sur le fibré Py = Px x H/K de
fibre H (ot (p,h) = (pk,k~'h)) par : g.[p,h] =[g.p,h]. On dira que ’on peut
réduire Uaction de G au sous fibré Py,

Moyennant une condition de réductivité algébrique, le théoreme de superrigi-
dité de Zimmer [48] classifie a conjugaison mesurable pres les actions de groupe
G semi-simples non compacts de rang r = 2 sur des fibrés principaux Py — M :
Paction de G (ou, plus généralement, d’'un réseau I' c G) est conjuguée au produit
de deux actions qui commutent :

— Une action associée 4 un morphisme p : G — H,

— Une action de G qui se réduit a un sous-fibré Py a fibre compacte K.

Définition 5.1 (Action superrigide) .

Soient G et H deux groupes de Lie, Py — M un fibré principal de fibre H et p
une action de G par automorphisme de fibré. Laction p de G sur le fibré Py est
superrigide si p est le produit de deux actions qui commutent :

p(g).p = py(8)pK(g).p

ol py est associée a un morphisme ¢ de G dans H et py se réduit & un sous fibré a
fibre compacte K.

On dira que Uaction de G est €% superrigide si les actions Py et py sont €F et
que laction de G est fortement superrigide si pi est triviale : K = {id}.

67



CHAPITRE 5. SUPERRIGIDITE

Exemple 5.2 Si I' = SL,(2), il existe de nombreux morphismes de I' dans des
groupes compacts K : I' = SL,(Z/pZ) ou I' — SL,(Z,) ou Z, est 'anneau des
entiers p-adiques. Si I' agit librement sur M, I' agit donc sur Px = M x K. Par
suspension, on en déduit que G = SL,(R) agit sur @k — N, ou N = M x G/T est
de volume fini, et QK = Px x G/T'. SL,(R) agit donc par automorphisme de fibré
sur de nombreux fibrés (de volume fini) a fibre compacte. Comme les morphismes
SL,(Z) — G ne s’étendent pas a SL,(R), on obtient des exemples d’actions sur
des fibrés a fibre compacte, qui ne sont pas associés & un morphisme G — K.
D’apres le théoreme d’arithméticité de Margulis, les réseaux I' des groupes
de Lie simple de type non compact, de rang r = 2 s’obtiennent virtuellement (a
extension ou quotient par un groupe compact prés) par I' = p~1(SL,(Z)) pour un
morphisme p : G — SL,(R). On a donc par ce procédé des exemples d’actions de G
sur des fibrés a fibre compacte qui ne sont par associés a un morphisme G — K.

Le but de ce chapitre est de donner un résultat de stabilité topologique pour
les action superrigides. Je commence par rappeler le lien entre les applications
harmoniques et les actions superrigides, tel que I'expliquent par exemple Cor-
lette et Zimmer [11]. Je donne un rapide apercu sur la propriété T de Kazhdan,
qui joue un role essentiel pour ’étude de la superrigidité, puis je démontre une
version du théoreme de superrigidité de Zimmer [48], sous une condition de ré-
ductivité géométrique. Je donne ensuite un théoreme de stabilité des actions su-
perrigide. Notons que Margulis et Qian [32] ont indépendamment démontré, par
des méthodes différentes, un théoréme analogue a notre théoréeme de stabilité.

5.1. Action superrigide sur un fibré

D’apres l'interprétation par Mok, Siu et Yeung de la rigidité de Mostow, on
sait que les applications harmoniques entre espaces localement symétriques sont
généralement totalement géodésiques. On peut donc leur associer naturellement
un morphisme de groupe, comme le prouve la :

Proposition 5.3 Soient G et H deux groupes semi-simples connexes, de type non
compact, sans facteur euclidien, d’espace symétrique associé Xg = G/Kg et Xy =
H/Ky. Si f : X — Xy est une application totalement géodésique, il existe un mor-
phisme de groupe p : G — H tel que pour tout xg € Xg :

f(g.xg) = p(g)f (xg)

Réciproquement, a tout morphisme de groupe est associée une application totale-
ment géodésique.

Preuve On peut supposer G irréductible. Dans ce cas, f est constante, ou f est
une immersion. Si f est constante, on définit p(g) = id.

— Si f est une immersion, on peut définir G = Stab(f(Xg)), le stabilisateur
de X¢. h€Gsi, pour tout x € Xg, h.f(xg) € f(Xg). On définit également K =
Fix(f(Xg)) le fixateur de f(Xg). k € K si, pour tout x € Xg, k.f(xg) = f(Xg).
Si on fixe xg € Xg, K est un sous groupe du stabilisateur de f(xg), donc
K est un sous groupe compact de H. f étant une immersion totalement
géodésique, G est le groupe des isométries de f(Xg). Par restriction de
action de g € G & f(Xg) < Xy, on définit un morphisme G — G de noyau K.
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Ce morphisme est surjectif : G = isom(f(Xg)) est en effet engendré par les
symétries ponctuelles, qui s'étendent sur X en une symétrie ponctuelle
Oy € G2 H. On a donc la suite exacte :

1-K-G6—-6—-0

— Si g €G, et g est un relevé de g, g définit un automorphisme de K : g.k =
§k§71. Si on choisit un autre relevé g, I'action de g et de g different par un
automorphisme intérieur : on a donc définit naturellement un morphisme
de G dans Out(K) = Aut(K)/Int(K). Out(K) étant compact, G semi-simple,
connexe, de type non compact, ce morphisme est nécessairement trivial.
On en déduit que, si g € G, il existe un relevé g € G qui commute avec K.
Notons Z(K) le centralisateur de K. Si K =K nZ(K) et G = Z(K), on a donc
la suite exacte :

1-K-6—-G6G—-0

ou K c Z(G).
Les commutateurs d’éléments de G ne dépendent que de leurs projections sur
G. Si (g1,h.) € G se projettent sur g et h € G, il existe k et x, qui commutent
avec tous les éléments de G, tels que g, = kg_ et A, = kh_. On en déduit que
[+,he]=18_,h_]. Le groupe dérivé [G,G] s’identifie donc avec [G,G]. G étant
semi-simple, G = [G,G] . On définit ainsi un morphisme p : G — G c H, qui vérifie
les propriétés annoncées. Pour la réciproque : ¢f Gromov-Pansu [20, proposition
4.6.Al. O

Le probleme de superrigidité peut se ramener a I’étude de sections totale-
ment géodésiques. Soient G et H deux groupes de Lie semi-simples, de type non
compact, d’espaces symétriques associés X¢ et Xyy. Si p est une action de G par
automorphisme de fibré sur un fibré principal Py — M de fibre H, on peut dé-
finir naturellement un espace fibré feuilleté associé a p. Posons A = M x X¢ et
Z = [(Py x Xp)ul x Xg. Lespace fibré feuilleté associé a p est défini par (2, A, 1)
ou 7 est la projection naturelle de = sur A. A est feuilleté par {m}xXg : les feuilles
de A sont donc isométriques a X¢ et les fibres de = isométriques a Xy. L'action
de G sur Py induit une action de G sur l'espace fibré feuilleté =. Cette action
préserve le feuilletage de A, et est une isométrie sur les fibres. La proposition
suivante permet de faire un lien entre les sections totalement géodésiques de =
et les propriétés du fibré Py :

Proposition 5.4 (Sections totalement géodésiques et superrigidité) .
Soient G et H deux groupe de Lie semi-simples de type non compact et Py — M un
fibré principal (a droite) de fibre H. Soit p une action de G par automorphisme de
fibré sur Py, telle que 'action de G sur M est transitive. On associe naturellement
a p un espace fibré-feuilleté (2, A, m), sur lequel agit le groupe G : A = M x Xg
feuilleté par {m} x X¢g et = = [(Py x Xp)/ul x Xg. A 0, une section G invariante,
totalement géodésique, du fibré feuilleté = — A, on peut associer :

— un morphisme ¢ : G —H,

— un sous fibré Pz c Py de fibre le centralisateur de ¢(G) :

Z ={hcH/Vg € G,ho(g)h ™' = p(g)}
tels que, pour tout p € Pz, p(g).p.p(g 1) € Py.
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On peut déduire de cette proposition une version faible de la superrigidité.
Définissons les actions faiblement superrigides par la propriété : il existe une
morphisme ¢ : G — H et un sous fibré a fibre compacte Py tels que, pour tout
p € Pz, p(g).p.p(g™!) € Pz. S'il existe une section G-invariante, totalement géo-
désique, qui n’est pas déplacable, on déduit de cette proposition que 'action de G
est faiblement superrigide.

Preuve Définissons Geo(Xg,Xp) 'espace des applications totalement géodésiques
de X dans Xp. La proposition se démontre en deux temps :
— Définition d’un application Py — Geo(Xg,Xy) (G,H) équivariante associée
a o. Une section G équivariante 0 : M x Xg — (Py x Xy)/H x X définit
naturellement une application G équivariante, H équivariante : f : Py —
F(Xg,Xn). A p € Py qui se projette sur m € M, et a xg € Xg, on associe
l'unique f(p,xg) € Xy tel que : o(m,xg) = (p,f(p,x6)lH,%Xc).
— Définition du fibré Pz : Par hypothese, f(p,_) : X¢ — Xy est une ap-
plication totalement géodésique. Il existe donc un morphisme 7, : G —
H tel que : f(p,g.x6) = np(g)f(p,xg). De plus, f(g.p,g.x6) = f(p,x¢), et
f(p.h,xg)=h"1f(p,xg). On en déduit que :

Mo = h7'nph

Top = Mpe 're)
= mpg np(npe)
= Tpnp@

Fixons p € Py, posons ¢ =1,. et définissons le fibré Pz = 7~ H¢). Cest un
fibré de fibre type le centralisateur de ¢(G) :

Z={heH|Vg €G,ho(g)h™! = p(g)}

et tel que : si p € Pz, p(g)pp(g) ™' € Py. a

Corollaire 5.4.1 (Superrigidité €*) .

Soient G et H deux groupe de Lie semi-simples de type non compact et Py — M un
fibré principal (& droite) de fibre H. Soit p une action de G par automorphisme de
fibré sur Py. Laction p est €* superrigide des que :

— M est simplement connexe,

— laction de G sur M est topologiquement transitive, c’est-a-dire : il existe une
orbite dense pour l'action de G sur M

— 1l existe une section o de lespace fibré feuilleté associé a p qui vérifie les
propriétés suivantes : o est €*, G équivariante, totalement géodésique, et o
n’est pas déplacable.

Corollaire 5.4.2 (Superrigidité mesurable) .

Sous les hypothéses du corollaire précédent, si p préserve une mesure de proba-
bilité ergodique sur M, L'action p est mesurablement superrigide des que l'espace
fibré feuilleté associé a p admet une section mesurable o qui vérifie les propriétés
suivantes : o est G équivariante, totalement géodésique et o n’est pas déplacable.

Preuve (Corollaire 5.4.1) Reprenons les notations de la démonstration précé-
dente. Soit m € M d’orbite dense, p € Py qui se projette sur M et ¢ le morphisme
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associé a p. Le centralisateur Z de ¢(G) est un groupe compact, puisque 'on
suppose que la section o n’est pas déplacable. On peut définir Pz = n~(¢). Pz
restreint a l'orbite de m est un Z fibré principal. Si ¢ est 'application totale-
ment géodésique associée a ¢, on sait également que Pz = f~1(¢), ou f est la
fonction Py — Geo(Xg, Xy) induite par o. Puisque f(ph) = h~1f(p), on sait que
f(ph)lid] — oo lorsque A — oco. Lapplication p — (f(p),n(p)) € Geo(Xg,Xy) x M
est donc propre : 'image réciproque d’'un compact est compact. Lorbite de m étant
dense, on en déduit que Pz est un Z fibré principal au dessus de ’adhérence de
Porbite de m, donc : au dessus de M. De plus : Pz est %" sila section o est €*.
M étant simplement connexe, le fibré Pz admet une section oz. On peut iden-
tifier Py au fibré trivial M x H via 0z. Si p,, est 'action induite par le morphisme
¢ sur Py=M xH, pz(g) = p(g)p(’pl(g) se réduit a une action de G sur le fibré Pz,
qui commute avec p,,. La décomposition p = p,pz est donc superrigide. a

Le corollaire 5.4.2 est démontré par Corlette et Zimmer dans [11, theorem
4.2].

5.2. La propriété T de Kazhdan

La propriété T de Kazhdan est une propriété des groupes de type non compact,
de rang r = 2, qui nous sera utile pour étudier la stabilité des actions superrigides
et pour donner une version du théoréme de superrigidité mesurable de Zimmer.

Définition 5.5 (Propriété T) .

Soit G un groupe localement compact et n : G — U(A°) une représentation unitaire
dans un espace de Hilbert séparable. Soient K un compact de G et € > 0. 7 a des
vecteurs (¢,K) invariants s’il existe v € A€ tel que |v| =1 et |m(g)v—v| < € pour tout
g € K. 7 a des vecteurs presque invariant si, pour tout € > 0 et K < G compact, il
existe des vecteurs (e,K) invariants. G vérifie la propriété T de Kazhdan si toute
représentation unitaire de G qui admet des vecteurs presque invariants admet des
vecteurs invariants non nuls.

D’apres Kazhdan [27] :

Proposition 5.6 Si G est un groupe de Lie semi simple connexe, de centre fini et
dont tous les factors sont de rang au moins 2. G et les réseaux I de G vérifient la
propriété T. De plus, il existe e(G) > 0 et K(G) compact, tels que toute représentation
unitaire qui admet des vecteurs (e¢,K) invariants admet des vecteurs invariants
non nuls.

Les deux propriétés suivantes nous seront utiles :

Proposition 5.7 (Seydoux [41]) Soit I' un groupe de Kazhdan discret, M une
variété compacte et p un action 6! de T sur M. Supposons que po préserve une
mesure absolument continue. Alors : il existe un voisinage V de p € R(I', M) pour
la topologie €7, telle que toute action py € V préserve une mesure absolument
continue.

Proposition 5.8 Soit = = (5,(A,v),n) un fibré-laminé mesurable a fibre eucli-
dienne, tel que (A,v) est ergodique, de volume fini. Soit G un groupe de Kazhdan
agissant sur Z, telle que Uaction sur les fibres est isométrique. Alors : G préserve
une section mesurable de Z, constante feuille a feuille.
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Preuve (Proposition 5.7 d’apres Katok, Lewis et Zimmer [26]) Soit n,, lare-
présentation unitaire sur /# = LA(M) : 7p(g).(x) = IDpI_%(p(p(g).x). La densité
invariante & est telle que : v/ est un vecteur invariant de 7. On sait qu’il existe
€ >0 et K compact tel que toute représentation unitaire de G qui admet des vec-
teurs (¢,K) invariant admet des vecteurs invariants. Si p; est proche de p, V&
sera (¢,K) invariant pour 7,,. Donc 7,, admet un vecteur invariant unitaire ¢.
La mesure ¢?dx est une mesure p; invariante. a

Preuve (Proposition 5.8) Soit . l'espace de Hilbert des sections L2 du fibré
L%(Z), de fibre L%(Z,). G agit naturellement sur .#°. Si o est une section de =,
on définit o, = 1p,,. Les vecteurs o, sont presque-invariant sous l’'action de G.
G étant de Kazdhan, il existe donc une section invariante ¢ de L%(Z). Si on fixe
A€ A, on peut définir sur la fibre

B(x) = bx, )p*()dt
teEp
ou b(x,t) est la fonction de Busemann : b(x,t) = d(x,t) —d(¢,0(A). B(x) est stricte-
ment convexe. Par ergodicité, ¢ # 0 pour presque tout A et est constante feuille a
feuille. On en déduit que lim,_ ., B(x) = +00, donc B admet un unique minimum
o(A). 0(1) est donc une section G invariante de =. a

La proposition 5.8 est un cas particulier d'une proposition plus générale, dont
nous aurons besoin plus tard :

Proposition 5.9 Soit H un groupe moyennable, G un groupe de Kazhdan et Py —
M un H fibré principal. Si G agit par automorphisme de fibré sur Py en préservant
une mesure de probabilité ergodique sur M, Uaction de G se réduit & une action
sur un fibré a fibre compacte.

Cette proposition est démontrée par Zimmer [48, proposition 9.1.1].

5.3. Stabilité topologique des actions superrigides

Avant d’énoncer le théoreme de stabilité, posons les définitions :

Définition 5.10 (Morphisme réductif) Soient G, H deux groupes de Lie et p
un morphisme de G dans H. Soit Z(p) :={h € H|Vg € G, hp(g) = p(g)h} le centra-
lisateur de p(g) dans H et Zy(p) la composante connexe de lidentité dans Z(p).
p est un morphisme réductif si Zy(p) est un sous groupe compact de H. p est un
morphisme fortement réductif si Z(p) est discret.

Définition 5.11 (Action d’Anosov) Soient M une variété compacte, G un grou-
pe de Lie et p une de G sur M. Laction p est une action d’Anosov s’il existe un
élément g € G et un scindage de TM en deux sous fibré p(g) invariants

TM=T°Me&T“M

tels que p(g) est contractant sur T*M, dilatant sur T“M. Autrement dit il existe
C>0et A<1tel que, pourtout X e T°M et neN :

IDp"(g).X| < CA"IX|
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et il existe D >0 et u> 1 tel que, pour tout X e T°M et neN
IDp"(g).X|=Du"|X|

Les actions d’Anosov ont deux propriétés importantes. Dune part, elles vé-
rifient une propriété de perturbation : elles sont ouvertes pour la topologie €7 ;
d’autre part, elles ont des propriétés d’ergodicité : si p est une mesure absolu-
ment continue, invariantes par un difféomorphisme d’Anosov, u est positive sur
les ouverts et ergodique. En particulier presque toute orbite est dense - cf par
exemple Zimmer [48, prop 2.1.7]-.

Nous pouvons désormais démontrer le :

Théoreme 5.12 (Stabilité des actions superrigides) .
Soient G, H deux groupes de Lie semi-simples connexes de type non compact M
une variété compacte, simplement connexe et py une action €°° de G sur M. Soit
p un morphisme de G dans H et pp, laction induite par py et p sur le fibré
Py =M xH — M. Soit ny; une action de G sur M et n une action de G sur Py par
automorphisme de fibré, qui se projette sur nys. Supposons que :
— G est irréductible, de rang supérieur r =2 ou G = isom([l-[lﬁ), G= isom([l-[l%,),
— le morphisme p est réductif,
— laction ppr de G sur M est d’Anosov et préserve une mesure absolument
continue,
Alors, si 1 est €2 proche de Ppy, M est €0 superrigide.

Les hypotheése sur l'action pjps nous serons utiles pour deux raisons. Dune
part, 'existence d’'une mesure invariante permet de conclure que les sections
harmoniques que nous contruirons sont totalement géodésiques. D’autre part,
I’hypotheése d’Anosov permet de conclure a I'existence d'une orbite dense et donc
d’appliquer la proposition 5.4.

On peut remarquer que ce résultat de superrigidité est trés proche du théo-
réme 4.5 de perturbation fibré feuilleté. La différence entre les deux théorémes
provient de la construction de la section quasi-harmonique o : dans le cadre fibré
feuilleté, o est donnée a priori, alors que pour le théoréme de stabilité des actions
superrigides, il faudra construire o de fagon a ce que o soit G-invariante.

Preuve Posons A = M x Xg, feuilleté par {m} x Xg et = = Px,, x Xg. Z est un
fibré feuilleté au dessus de A, de fibre type Xy. D’apres la proposition 5.4, on
est ramené a démontrer I'existence d’'une section ¢ de Z, qui est G invariante,
totalement géodésique et transversalement continue. La preuve se décompose en
plusieurs parties :

— Définition d’une section o de Xy G invariante. Sin = pp, est action in-
duite par p, on sait quil existe une section G invariante o, de & — A,
totalement géodésique. Si on pose op(m) = o,(m,[id]), on sait de plus
que :

op(m,xg) =f p(@)ou(g tm)dg
gexg
ol [ f(g)dg est le barycentre dans la fibre - isométrique & X} - des points
f(g) pour la mesure de Haar sur K = stab(id) - qui s’identifie a xg = gk
-. Si ) est une action générale de G par automorphisme de fibré sur Py on
définit une section o G invariante pour l’action 7 par :

o(m, xg) = f n@oulg  mdg
gexg
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0, est €, de dérivée bornée : sup 11(0) # co. De plus, p étant réductif, o,
n’est pas localement déplacable, c’est-a-dire qu’il existe x > 0 tel que :

VX €o,UE, Y € UN| Ry 4o,1)X,dop(Y) < -1

— 0 est quasi-harmonique lorsque 1 est une perturbation de laction induite
par p. Laction de G est isométrique sur les fibres. De plus, o est G inva-
riante :

o(m,xg) =n(g Vo(gm,g.xg))

11 suffit donc de vérifier les conditions de quasi-harmonicité sur le compact
M x {[id]}. M étant compacte

I 7o) Il (m,[id]) < Cda(n, p)
o1 dy est la distance associée a la topologie €2. De plus,
VX €0*UZ,3Y eUMRx 4,1 X,do(Y) < —x% + Cd1(n, p)

Si da(n, p) << 1, on sait donc que sup |7(f)| <<1let:

2
VX €0 UE,3Y e UMRy g,/ X,do(¥) < —%

o est donc quasi-harmonique. D’apres le théoréeme 1.20, o est homotope, a
distance bornée d’'un section harmonique 0. Comme dans le théoréme de
stabilité fibré-laminé, on vérifie que o est stable, c’est-a-dire :

sup A1(@) # 0o et VX €5 UZ,3Y € UNRy g5v)X,do(Y) < -k

o est donc 'unique application harmonique homotope a distance bornée de
0. On en déduit que T est transversalement contintiment ¢° G invariante
et n’est pas déplagable.

— O est totalement géodésique : Soit I' un sous groupe co-compact de G - on
sait qu’il existe de tels sous groupes -. ¢ est I' invariant, donc définit une
section harmonique de I'espace fibré-feuilleté Px,, x X¢/I' = M x Xg/T'. On
sait que l’action initiale py; de G préserve une mesure absolument conti-
nue sur M. En utilisant le propriété T de Kazhdan, on déduit que I'action
perturbée njs préserve également une mesure absolument continue. L'ac-
tion perturbée étant d’Anosov, cette mesure est positive sur les ouverts.
Lespace M x X¢/T est donc muni d’'une mesure transverse de volume finie,
positive sur les ouverts. En intégrant la formule de Mok, Siu et Yeung,
sachant que Xy est a courbure K < 0 et a courbure complexifiée K¢ <0, on
en déduit que 7 est totalement géodésique. a

Corollaire 5.12.1 Sous les hypothéses du théoréme, en supposant de plus que M
est compacte, pas nécessairement simplement connexe et p est fortement réductive,
si 1 est une action 62 proche de PPy, 1 est €Y fortement superrigide.

Preuve A une section totalement géodésique est associé un sous fibré Pz, de
Py, a fibre compacte. Pour le théoréme de perturbation : lim;—, Pzq) = Pz().
Lorsque 7 est proche de p, Z(n) est donc discret et Pz;) admet une section, o.
On sait qu’il existe un morphisme -que 'on notera encore 1 - de G dans H tel
que : o(g.m) = g.o(m)n(g V)y(m, g), ot y(m,g) € Z(n). Comme y(m,id) = id, par
connexité de G on sait que y(m,g) =id : n est donc fortement superrigide. O
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Lorsque 'on ne perturbe pas l'action sur M, on peut affaiblir les hypothéses
sur M :

Théoreme 5.13 (Stabilité des actions superrigides) .
Soient G, H deux groupes de Lie semi-simple de type non compact et M un espace
métrique compact, sur lequel G agit continiment. Soit p un morphisme de G dans
H et pp, Uaction induite par p sur le fibré Py := M xH — M. Soit n une action de
G sur Py par automorphisme de fibré. Supposons que :

— G est irréductible, de rang supérieur,

— le morphisme p est réductif,

— laction de G sur M est topologiquement transitive, et préserve une mesure

absolument continue,

Alors, si nest €2 proche de pp,,, n est €° superrigide.

5.4. Superrigidité mesurable

Définition 5.14 Soient G et H deux groupes de Lie semi-simple. G n’est pas dé-
placable dans H si pour tout morphisme immersif ¢ : G — H, Zy(p(G)) est compact.

Sous la condition que G n’est pas déplacable dans H, on a un théoréme de
superrigidité mesurable. Commencons par en donner la version fibré-feuilletée :

Théoreme 5.15 Soit G un groupe de Lie semi-simple irréductible, de type non
compact, de rang r = 2. Soit H un groupe de Lie semi-simple de type non compact
et Py — M un H fibré principal, sur lequel G agit par automorphisme de fibré en
préservant une mesure de probabilité ergodique sur M. Soit (£,A) Uespace fibré
feuilleté associé a Paction de G : E = (Pyx Xy)HxXg et A=M xXg. On a la
dichotomie suivante :

— il existe une section G-invariante, totalement géodésique, de l'espace fibré

feuilleté =,
— il existe une section G-invariante, constante sur les feuilles, de 0 Z.

Preuve Fixons une section mesurable G invariante de =, d’énergie et de tension
bornée et appliquons le flot de la chaleur. Si I' est un réseau cocompact de G,
on peut appliquer le théoréme 4.20 au fibré feuilleté Z/T' — A/T". On a alors trois
possibilités : £ admet une mesure & -harmonique, ou bien il existe un sous fibré
totalement géodésique Y x Z, o1 Z est un fibré a fibre euclidienne et Y admet une
mesure % -harmonique, ou bien il existe une section de 0,,Y, constante feuille a
feuille. Toutes les constructions sont naturellement invariantes sous l'action de
G. D’apres la proposition 5.8, £ admet une section G invariante, constante sur
les feuilles. On est donc ramené a étudier deux possibilités : soit =y admet une
mesure %-harmonique G invariante, soit il existe une section G invariante de
0o Z.

Supposons que = admette une mesure y F-harmonique. Par intégration de
la formule de Mok, Siu et Yeung, on vérifie que u est a support dans les fonctions
totalement géodésiques. Distinguons deux cas :

— Le support de u ne contient que des applications constantes. On définit une

section constante de = en posant o(1) = f]A f)dup(f), le barycentre de
(1) pour la mesure . Il existe donc une section o de Z qui est constante
et G invariante.
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— Le support de i contient des applications de rang au moins 1. G étant ir-
réductible, il existe des applications de rang maximum dans le support de
u. Dans la construction du théoréeme 4.20 :

u=lim oz v
t—o0

ol g; est solution de ’équation de la chaleur feuilleté. Comme G n’est pas
déplacable dans H, les applications totalement géodésiques dans le sup-
port de p sont stables. On peut donc démontrer que le flot de la chaleur
converge fortement, c’est a dire : il existe une section totalement géodé-
sique de =, de rang maximum. ]

Corollaire 5.15.1 (Superrigidité de Zimmer-Margulis) .

Soit G un groupe de Lie semi-simple irréductible, de type non compact, de rang
r = 2. Soit H un groupe de Lie semi-simple de type non compact et Py — M un H
fibré principal. Si G agit par automorphisme de fibré sur Py en préservant une
mesure de probabilité ergodique et si G n’est pas déplagable dans H, l'action de G
est superrigide.

Preuve Soit = — A l'espace fibré feuilleté associé a 'action de G. On a deux
possibilités : soit = admet une mesure &-harmonique G invariante, soit il existe
une section G invariante de 0, =.
Si Z admet une mesure p -harmonique, on a vu de plus qu’il existe une
section de E G-invariante, totalement géodésique. Deux cas sont a distinguer :
— 0 est constante sur les feuilles. A p € Py, on associe alors I'unique point
f(p) € Xy tel que o(m,x6) = [p, f(p)]. De plus, f(ph) = A~ f(p). Soit Py =
F~U(id]). Px — M est un fibré principal, de fibre K, le stabilisateur de
[id] dans X}. P est invariant sous l’action de G : 'action de G sur Py est
Paction induite par supension de ’action de G sur Pk,
— o est de rang au moins 1. G étant irréductible, compte tenu de la condition :
G n’est pas déplagable dans H, o n’est pas déplacgable, et on déduit de la
proposition 5.8 que I'action de G sur Py est superrigide.
Supposons que 0,,= admette une section G invariante. Dans ce cas, ’action de
G se réduit a une action sur un sous fibré Pz, ou Z est le stabilisateur d’un point a
I'infini de Xy. Si Z est un groupe moyennable, sachant que G vérifie la propriété T
de Kazhdan, on conclut par la proposition 5.9 - ¢f Zimmer [48, proposition 9.1.1] -
que l’'action de G se réduit a un fibré a fibre compacte. Ce n’est pas nécessairement
le cas, mais Corlette et Zimmer [11] ont démontré que 'on a une dichotomie plus
précise : soit = admet une mesure % -harmonique G invariante, soit il existe une
section G invariante de 0= ou OrZ= est le bord de Furstenberg de =. D’apres
Moore [34], si le groupe Z est le stabilisateur d’'un point de 0=, Z est un groupe
moyennable, et on conclut a la superrigidité de 'action de G. O

5.5. Conclusion
On a démontré dans ce chapitre :
— Un résultat de stabilité pour les actions superrigides, sous une condition

algébrique sur le morphisme associé :
— Lorsque M est compacte, simplement connexe, Z(p(G)) est compact,
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— Lorsque M est compacte, pas nécessairement simplement connexe :
Z(p(G)) est discret.
Un résultat de stabilité analogue a été démontré récemment, par des mé-
thodes différentes, par Margulis et Tian [32],
— Une version du théoréeme de superrigidité de Zimmer-Margulis;

Une question reste ouverte : peut on améliorer les conditions de régularité pour
le théoréeme de superrigidité ? On a démontré qu'une perturbation C2 + ¢ d’'une
action superrigide est €° superrigide. Plus généralement, une perturbation ¢*
d’une action superrigide est elle €* superrigide ? Dans la formulation fibré-laminé,
pour k& > 2, on est ramené a démontrer que les sections harmoniques o sont trans-
versalement continiiment €*, ce qui est loin d’étre évident.
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Chapitre 6

Espace de Teichmiiller
laminé

E chapitre est consacré a ’étude des liens entre les applications harmoniques
C et 'espace de Teichmiiller d’'une lamination par des surfaces de Riemann
hyperboliques. Apres un bref rappel des propriétés des surfaces de Riemann, et
des applications harmoniques entre surfaces de Riemann, je définis la notion
de métrique harmonique : g1 est une métrique harmonique par rapport a go si
gi1=f%g,ouf :(M,go) — (IN,g) est une injection harmonique. Cette notion per-
met d’exposer rapidement les résultats de Wan et al. [45] [44] sur le lien entre
applications harmoniques et espace universel de Teichmiiller. Dans un exposé
par ailleurs classique, je signale un principe du maximum pour le facteur de
distortion, qui ne me parait pas avoir été remarqué et je discute les cas de dé-
générescence des métriques harmoniques. Enfin, je démontre une généralisation
du théoréme d’existence de difféomorphismes harmoniques dans le cadre laminé,
suivi d’'une bréve discussion de I'espace de Teichmiiller laminé.

6.1. Métriques harmoniques

6.1.1. Surfaces de Riemann

Définition 6.1 Une surface de Riemann X est une variété de dimension 2, mu-
nie d’une structure complexe J. Si Z1 et Zo sont deux surfaces de Riemann, une
application [ : X1 — X9 est holomorphe si et seulement si : Joodf =df odi. Une
métrique g sur X est une métrique conforme si, pour tout X € TZ, g(J(X),J(X)) =
g(X,X).

L'étude des surfaces de Riemann est basée sur le théoréme duniformisation
de Riemann :

Théoreme 6.2 Soit X une surface de Riemann. Le revétement universel de X est
biholomorphe soit & la sphére de Riemann S2, on dit alors que I est elliptique,
soit au plan C, Z est alors parabolique, soit au demi plan U ={y >0} : X est alors
hyperbolique.

Le groupe des biholomorphismes de U s’identifie & PSLE, agissant par ho-
mographie. Il laisse invariant une unique famille de métrique conforme : g; =
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dx2+dy? _ -1 a: .
t——=—, de courbure K; = —¢ . Si (Z,J) est une surface de Riemann hyperbo-
lique, X est donc canonniquement muni d'une métrique conforme a coubure —1.

On appellera cette métrique la métrique de Poincaré de (Z,<J).

Définition 6.3 (Espace de Teichmiiller) .
Soit (Z, g) une surface de Riemann, c’est-a-dire : une variété de dimension 2 munie
d’une structure complexe J et d’une métrique conforme g. Si :
— 6 est la composante connexe de J dans Uespace des structures complexes
sur (X, g), muni de la topologie €°° uniforme,
— Diffo la composante connexe de lidentité dans le groupe des difféomor-
phismes de X, muni de la topologie € uniforme,
Iespace de Teichmiiller de X est : Teich(Z,g) = €/Dif fo.

D’apres le théoreme d’Ahlfors-Bers, si J2 est une structure complexe quasi-
conforme a J1, (£, J1) et (£, J2) ont méme type. De plus, si (X, J1) est hyperbolique,
la métrique de Poincaré dépend contintiment de J € 6. On en déduit :

Proposition 6.4 Soit X une surface de Riemann hyperbolique. Notons _1 en-
semble des métriques hyperboliques sur X et Dif fy le groupe des difféomorphismes
homotopes a l'identité. Les deux définitions suivantes sont équivalentes :

— Ulespace de Teichmiiller de X est l’espace des modules des structures com-
plexes sur Z, ot deux structures complexes sont identifiées s’il existe un
difféomorphisme f : Z — X homotope a lidentité, tel que [*Jg = J1,

— Ulespace de Teichmiiller de X est I’espace des modules des structures hyper-
boliques : Teich(X) = 4_1/Dif fo.

Soit M une variété de dimension 2. Le choix d’'une métrique riemannienne
et d’'une orientation de M déterminent une structure complexe sur M, telle que
dans une carte holomorphe, la métrique g s’écrive g = 02|dz|2. Réciproquement,
la donnée d’une structure complexe induit une structure conforme [g] : celle des
métrique localement de la forme o2|dz|?. D’apres les propriétés d’homogénéité
de I’énergie, I’étude des applications harmoniques f : M — N ne dépend que du
choix de la classe conforme de la métrique g a la source, c’est-a-dire (au choix
d’une orientation pres) : de la structure complexe sur M.

Proposition 6.5 Soit (M?2,g) une variété riemannienne de dimension 2 et f :
M — N",
— Lénergie totale ne dépend que de la classe conforme sur M,
— La 2-forme de tension : t(f)dx € A2(T*M)® f*TN est invariante par chan-
gement conforme sur M,
— La différentielle de Hopf ¢ = ¢p(z)dz% = f* gi}o est holomorphe lorsque f
est harmonique.

Preuve Soit o : M — R*. Aprés un changement conforme : g, = 02g, I'énergie de
f:(M,gs)— N devient : ef|g, = U—lzef et la forme volume : dx|g, = 2dx. Donc :
E(f)lg, = E(f)lg. En écrivant 'équation d’Euler Lagrange associée, on en déduit
que la forme de tension est invariante. Dans une carte conforme, on définit la
différentielle de Hopf @ = ¢(2)d2? = f*g?0 par : f*g = pdz? + efcr2|dz|2 +pdz2.
Si (M,gM) = R2,dx? +dy?) et (N,gV) = R",dx? + ... + dx2), on vérifie sans dif-
ficulté que ® est holomorphe lorsque f est harmonique. Plus généralement, en
calculant dans des coordonnées exponentielles, on est exactement ramené au cas
ol (M,g)=(R?,dx?+dy?) et (N,g) = (R",dx? +...+dx2). O
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Proposition 6.6 Soient M et N deux variétés riemanniennes de dimension 2 et
f : M — N un difféomorphisme local. f est harmonique si et seulement si sa diffé-
rentielle de Hopf est holomorphe.

Preuve Si ¢ est holomorphe et ¢(x) # 0, on peut choisir une carte conforme o
¢ = dz%. Dans ce cas, *g = (a(2) + 2)dx? + (a(2) — 2)dy%. On peut alors calculer
explicitement les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita associée
a f*g et vérifier que 7(f)=0. (]

Par contre, si ¢ : M — R est une fonction harmonique (non constante) et y :
R — N est une courbe paramétrée par l'arc (i.e : |y| = 1), la différentielle de Hopf
de f = yow est holomorphe, mais f n’est harmonique que si y est une géodésique.

6.1.2. Métriques harmoniques

Définition 6.7 (Métrique harmonique) .

Soit (22, g¢) une variété hyperbolique, de dimension 2. g est une métrique har-
monique par rapport a (X,g0) st Uapplication identité : (Z,g0) — (Z,g) est harmo-
nique.

On sait qu’en dimension 2, un difféomorphisme f : M2 — N? est harmonique
si et seulement si sa différentielle de Hopf est holomorphe. On en déduit :

Proposition 6.8 (Caractérisation des métriques harmoniques) .
Soit (M, go) une surface de Riemann, munie d’une métrique conforme go. g est
une métrique harmonique non dégénérée si et seulement si il existe une forme
différentielle quadratrique holomorphe ¢, une fonction h tels que :

— g=¢+"+|pPe Mg+

— Vx, u(x) :=hx)-logldpx)| £0

oL on pose |P| = lg%l si ¢ = p(2)dz? et go = 0%(2)dzdZz dans une carte conforme.

L'espace des métriques harmoniques hyperboliques g 4 sur H?2 est en bijec-
tion avec les immersions harmoniques f5 4 : H2 — H?, modulo action des iso-
métries au but. En particulier : fj s est surjective si et seulement si gp, 4 est
complete; fj, 4 est quasi-conforme (resp. une quasi-isométrie) si et seulement si
g1, est quasi-conforme (resp. quasi-isométrique) & la métrique de Poincaré.

A une métrique harmonique g = ¢ + (e” + |p|2e™")go + ¢ sont associés :

— La différentielle de Hopf ¢. Cette différentielle définit une métrique plate

gl = lol |dz|2, et une paire de feuilletages, avec des singularités aux points
o1 ¢ = 0. Le feuilletage horizontal est caractérisé par ¢(X;,X) € R, le
feuilletage vertical par : ¢p(X,,X,) € R™. Si ¢p(x) # 0, il existe une carte
dans laquelle ¢ = dz2. Le feuilletage horizontal est défini par les courbes
y = €', le feuilletage vertical par les courbes x = €%¢. La métrique har-
monique s’écrit :

g=4 coshQ(%)alx2 + sinh2(%)oly2

Le feuilletage horizontal correspond aux directions de dilatation maxi-
male : /1% = e"(1+e7%)2, et le feuilletage vertical aux directions de dila-
tation minimale : /1% =el(1—e %),
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— Le facteur de distortion quasi-conforme u = h —log|¢|. u = oo lorsque ¢ =0,
cest-a-dire aux points ou la métrique harmonique gy 4 est conforme; et
u =0 aux points ou g5 4 est de rang un. Il existe deux fonctions % . telles
que : g = gp ¢, qui se déduisent 'une de l'autre par : 2, = 2log|p|—h_. Les
coefficients de distortion associés sont u, = —u_, et on peut donc toujours
supposer que : u >0,

— La métrique conforme g5 = e’ go. Les coefficients de dilatation de gho
sont : /1-2_+ =el(1+e%)2 < de?; d’ott Pon déduit : Ehp <48, et gj est (2
une constante pres) la plus petite métrique conforme majorant gy, 4,

—-u$
[l

Proposition 6.9 (Courbure des métriques harmoniques) .

Soit (M,go) une surface de Riemann, ¢ € QD(M, go) une différentielle quadra-
tique holomorphe et h € €*°(M) telle que : Vx, h(x) —log|p(x)| # 0. La métrique
ghp=¢+ (e +|¢pI2e M) go + ¢ a pour courbure :

— Le coefficient de Beltrami y=e

1
_ —1AR+Ey,
Shop — _
¢ eh—|¢|2e h

Preuve Si ¢ # 0, on se place dans une carte conforme, dans laquelle ¢ = dz2.
62
022
forme gp ¢ = adx® + pdy? et on sait que da = dB = 2sinh(u)du. En calculant
explicitement les symboles de Christoffel, on vérifie que la courbure de g est :

2 2
1 (ayy + Brx — l(& + ] + e + by ))

Le laplacien associé & go = 02(dx® +dy?) est : A = %( + %). &h,e est de la

K

_Zaﬁ 2 «a a B
1 (62 02 |da|2(a+ﬁ))
= ——[(—+—=)a-———F
2ap\ 0x2  Ay? 2ap
~ 1 0 & )
= “sinh(u) 9x2  9y2 "
B Ah + Alogo
- 2eh—2|(/>|2e*h

D’ou le résultat, en notant que, pour h =0, ¢ = 0, on retrouve (par continuité) :
Ky, = —%A]ogo a

D’apres Wan [45], les métriques harmoniques hyperboliques vérifient un prin-
cipe du maximum :

Proposition 6.10 Soit ¢ une différentielle quadratique holomorphe. Si gy, ¢ est
une métrique hyperbolique telle que la métrique conforme associée g = eh" g est
complete, gp, » est maximale : si g est une métrique harmonique hyperbolique de
méme différentielle de Hopf ¢, g < gp ¢

Preuve Si A, =e "A est le laplacien par rapport & g, en posant w = ¢ —h, on
a:

1 _
§Ahw = (e¥—1)(1+e e 2w)

g» étant compléte, de courbure minorée : K = —(1—e~2) > —1, on peut appliquer
la principe du maximum d’Omori et Yau :
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1 . . z
— pour @ =e 3% | on déduit que w est majorée. En effet :
1 1 1
Apa=e3?|dal® - ge 3YALw
a étant minorée par 0, il existe une suite minimisante x,, telle que :

lim da(x,)=0
n—oo
et
lim Apa(x,)=0
n—oo

1 1
Si w n’est pas majorée, le terme 3% |d a|? est négligeable devant %e‘ﬁwAhw >

2 2 . . .
%e 3% +0(e3%). On en déduit que lim,, ., Apa(x,) = —oo, ce qui est contra-

dictoire,
— pour w, on déduit que : eS"P¥ —1 <0, c’est-a-dire : £ < h.
Eho—8rp = F(R)— f(D)go si on pose f(x) = e* +e || % =e%(1-e ™) on
v(x) = x—log|¢p|. Quitte a changer ¢ en 2log|¢p|—¢, ce qui ne change pas la métrique
associée, on peut supposer que v(¢) = 0 et on en déduit que f(h) = f(¢), donc :
Ehp = 80,p- o

On en déduit :

Théoréeme 6.11 (Wan [45]) Soit ¢ une différentielle quadratique holomorphe bor-
née sur H2. Il existe une unique métrique harmonique hyperbolique compléte g¢s
de différentielle de Hopf ¢.
— 8¢ est maximale : toute métrique harmonique hyperbolique de méme diffé-
rentielle de Hopf est majorée par g,
— gy est quasi-isométrique & la métrique de Poincaré,
— gp=¢+ (" +|pl2e M) go + ¢ ouu h est Punique solution bornée de :

1
EAh:eh—|¢>| e -1

Remarquons qu’en général, il existe une infinité de métriques harmoniques
hyperboliques quasi-conformes (non compléetes) de différentielle de Hopf ¢p. En ef-
fet, si on identifie H2 avec le disque D ={z :|z| < 1} et si ¢ s’étend sur un domaine
Q contenant D, a tout ouvert A relativement compact dans £, on peut associer
une métrique harmonique hyperbolique g@, complete sur A, de différentielle de
Hopf ¢, quasi-conforme (car quasi-isométrique a la métrique de Poincaré de A).
Remarquons que, d’apres le principe du maximum, cette famille de métriques
est décroissante : si A c A, g$|A < g@. Pour ¢ = 0, on retrouve la propriété de
monotonie pour la métrique de Poincaré des domaines du plan complexe!

Preuve La preuve se décompose en trois étapes principales :
— Lunicité découle du principe du maximum : dés que g5 4 est compléte, la
métrique conforme associée g est compléte : g, = 4gp ¢,
— Llexistence d’une solution bornée a I’équation %Ah =eh - Id)lze_h —1 se dé-
duit en appliquant la méthode de Perron. Posons @(h) = —%Ah +F(h) ou

F(h)=eh - |¢7|2e‘h -1.SiAt = logH— W et h~ =0, on vérifie que
Q(h")=0=Q(h"). F étant croissante, par la méthode de Perron (cf Wan
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[45]), on en déduit qu’il existe une solution & € [A~,h*]. h étant bornée, la
métrique conforme g, est compléte : d’apres le principe du maximum, on
en déduit que g5 ¢ est I'unique métrique harmonique hyperbolique maxi-
male de différentielle de Hopf ¢,

— La quasi-conformité de la métrique se ramene a vérifier que son coefficient
de distortion u = A —log|¢| vérifie

inf(u) >0

Sachant que : _
(1_eflnfu)2g0 <gp< 4esuphg0

et que & est bornée, si 'on prouve que g est quasi-conforme, on en déduit
également que g4 est quasi-isométrique a la métrique de Poincaré (donc
en particulier compléte).

Il reste & montrer que : inf(z) > 0. Pour cela, rappelons le :

Lemme 6.12 (Principe de prolongement d’Aronszajn [2]) .
Soit © un overt connexe de H? et u : ©@ — R™, tel que : u(0)=0et 0 < Au < «xu.
Alors : u=0.

Preuve Si f(r) := [p u,ona: f =sinh(r)(r) , ol : @(r) = [, _; u(rx) et ¢(0) =
27u(0) par continuité. La formule de Green nous donne : sinh(r)p = fB, Au. On
sait que : 0 < Au < xu. Donc : ¢ = 0 et : sinh(r)¢ < KfBr u. On en déduit : ¢ <
rxsupy 1. En particulier : ¢(0) = 0 par continuité. Si u(0) =0, on a alors : 0 <
@ <r’ supyo, - ¢- Dot 'on conclut : u = 0. a

Fin de la preuve du théoréme :

On sait que & est minoré et log|¢| est majoré : u = h —log|p| est donc minoré.
Quitte & faire agir le groupe des isométries de H2, on peut supposer : ©(0) = inf(x).
En effet, si x,, est une suite minimisante pour u, posons (¥, hy,,n) = (u,h,p)o@,
ou ¢, est une isométrie de H2 qui envoie 0 sur le point x,. La suite (&, )nen
est € équicontinue, donc converge (a extraction pres) vers (ho, o) tels que :
Uoo(0) = inf(u o) = inf(x). On sait que :

1
EAu =eh(1-e"2%)

Comme u©(0) = inf(x), on a : Au(0) = 0, c’est-a-dire : e P(1 - e249) > 0 et donc
©(0) = 0. Reste a vérifier u(0) # 0. Or, d’apres le principe de prolongement d’Arons-
zajn [2], si @ est un ouvert connexe de H2, si u : @ — R* vérifie 0 < Au < ku et
u(0) =0, alors u =0 sur ©. On sait que :

1
0= EAu =elf(1-e?)<xu

Si u(0) =0, on déduit par le principe de prolongement que u = 0 partout, c’est-a-
dire : A =log|¢|, donc :

1
—Ah=-1
2

h étant minorée, d’apres le principe du maximum d’Omori et Yau il existe x, tel
que : lim,_ %Ah(xn) = 0. Par la contraposée, on en déduit que & # log|¢p| donc
u(0) #0. O
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Corollaire 6.12.1 (Wan) Soit f : H? — H? un difféomorphisme harmonique. f
est quasi-conforme si et seulement si [ est une quasi-isométrie, c’est a dire : inf(12(f)) #
0 et sup(A1(f)) # co.

Preuve Soit ¢ la différentielle de Hopf de f. On sait que f*g est une métrique
harmonique compléte.

— Si ¢ est bornée, f* g est quasi-isométrique & la métrique de Poincaré, donc

[ est quasi-conforme. De plus, le facteur de distortion u vérifie : inf(u) <

ﬁl(ﬁl' En effet, on a vu que :
1+4/1+4 2
h < h+ :=10g 2 Sup|¢|
< log(1+supl¢pl)

Comme u = h —log|¢|,

v < log(1+supl¢pl)—loglol
inf(u) < log(1+supl¢pl)—logsuplpl
1
sup |¢|

— Supposons que ¢ n’est pas bornée. Soit 2, = B, , une suite exhaustive
de compact de HZ2. ¢Plq, est bornée pour la métrique de Poincaré de Q,, :
on peut lui associer une métrique harmonique maximale g,. D’apres le
principe du maximum : f*glg, < g,. On en déduit que les coefficients de
distortions vérifient : u < u,, donc : inf(u) < m. Pour n — oo, on en

conclut : inf(u) =0, c’est a dire : f n’est pas quasi-conforme. a

Avant de terminer cette présentation de la théorie de Wan en donnant un
exemple pour lequel on peut calculer explicitement la métrique harmonique hy-
perbolique associée a une différentielle de Hopf, nous pouvons remarquer que
le facteur de distortion vérifie également un principe du maximum. Bien que je
n’utilise pas cette propriété par la suite, le résultat me semble digne d’étre si-
gnalé :

Proposition 6.13 (Principe du maximum pour le facteur de distortion) .

Soient ¢+ € QDy(H2), de métrique harmonique associée g¢. et de coefficient de
distortion u+. Les coefficients de distortion vérifient le principe du maximum sui-
vant : st [P+ (x)| = |¢p_(x)| pour tout x € [H]z, alors :uy <u_.

Remarquons que les principes du maximum pour les métriques et pour le
facteur de distortion permettent de conclure que I'on peut majorer localement les
métriques harmoniques hyperboliques et leur facteur de distortion. Au contraire,
trouver une minoration est un probléme global.

Preuve Posons Q(h) = —%Ah +eh - |(,b+|26_h —letw=u_+|¢+|=0. On vérifie
que :

Qw)=e"(1-—e"2%)

IE -1{=0
¢-

D’apres la méthode de Perron, on en déduit : A, < u_ +|¢4|, cCest-a-dire : u, <
u_. Od
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Exemple 6.14 On peut chercher les différentielles quadratiques holomorphes
invariantes par un sous groupe a un parameétre d’isométries G, puis les métriques
harmoniques associées. Trois possibilités sont a envisager :

— G est hyperbolique, donc conjuguée a un sous groupe de la forme : z — elz
dans le modele du demi-plan. Les différentielles invariantes par G sont
bornées : ¢ =(a + iﬁ)dzi;,

— G est parabolique, donc conjuguée a sous groupe de la forme : z — z+¢ dans
le modele du demi-plan. Les différentielles associées ne sont pas bornées :
¢ = (a+ip)dz2. Elles donnent des exemples intéressants d’injection har-
moniques f : H2 — H? (cf Li et Tam [31] lorsque ¢ = —a?dz?, et la section
suivante),

— G admet un point fixe, donc est conjugué a un sous groupe de la forme :
z — e'*z dans le modele du disque. Les différentielles quadratiques holo-
morphes invariantes sous G ont une singularité au point fixe : ¢ = (a +

) 2
ip%-.

On peut calculer le difféomorphisme harmonique associé a une différentielle
de Hopf ¢ invariante par un sous groupe hyperbolique. Dans le modele H? =
W :={im(w) €]0, 7[} muni de la métrique g = Sin%(y) (dx? + dy?), les différentielles
quadratiques holomorphe invariantes sous l'action du sous groupe d’isométrie
hyperbolique z — z + ¢ sont de la forme : ¢ = (a +if)dz? € QDy(W) et le difféomor-
phisme harmonique associé vérifie : f(z +t) = f(z) + At. Il est donc de la forme :

fx+iy)=Ax+¢@(y)+iw(y). Par identification, on trouve :

Ade = -2Bsin®(y)dy

2
dy = \/Az - 4)1% sin*(y) — 4asin®(y)dy

« et B étant fixés, on calcule A(a, §) par la condition : [dy =7, c’est a dire :

1

dy=n

fﬂ

2
0 /22— 4 sint(y) - 4asin(y)
On peut vérifier que l'on décrit ainsi tous les difféomorphismes harmoniques
quasi-conformes, dont ’extension au bord du tube est une application quasi-

symmétrique, invariante sous l'action du sous groupe hyperbolique z — z +¢ :
f@)=Axet flx+inm)=Ax+in)+K.

6.2. Dégénérescence des métriques harmoniques

Ce paragraphe est consacré a ’étude des métriques harmoniques hyperbo-
liques dégénérées, c’est a dire des métriques harmoniques hyperboliques définies
sur C et des métriques définies sur H et de différentielle de Hopf non bornée.
Notons d’abord le :

Théoreme 6.15 (Wan [45], Wan et Au [3]) .
Soit ¢ € QD(X) une différentielle quadratique holomorphe sur = =H? ou R2.
— SiZ=R2et ¢ = Cdz?, il nexiste pas de métrique harmonique hyperbolique
de différentielle de Hopf ¢,
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— Dans les autres cas, il existe une unique métrique harmonique hyperbolique
g¢ de différentielle de Hopf ¢, telle que la métrique conforme associée est
compléte. Cette métrique est maximale : si g a méme différentielle de Hopf,

8=8¢-

Preuve SiQ est un ouvert relativement compact, ¢|q est borné pour la métrique
de Poincaré de ( : il existe donc une métrique harmonique hyperbolique compléte
sur Q, de différentielle de Hopf ¢p. A tout domaine relativement compact Q2, on
associe donc gq. On sait que les métriques gq sont décroissantes et on définit
alors gy =limg .y gq.

— Lorsque X = H?, on vérifie que la fonction % associée est positive : h =
limg_5 hq, et on sait Ag = 0. On en déduit que la métrique conforme g5
est compléte, et que le facteur de distortion ne s’annule jamais. En ef-
fet : u =limg_.suq = 0, et si u(x) =0, par le principe de prolongement
d’Aronszajn, u = 0 partout. Dans ce cas, Ah = —2, ce qui contredit (d’apres
le principe du maximum) : inf(2) = 0,

— Lorsque X = R?, la complétude de la métrique conforme e” gy a été dé-
montrée par Wan et Au [3] (en exploitant la méthode de Perron). Lorsque
¢ = Cdz?%, 1a métrique 8¢ est de rang un et & =log|C| est I'unique solution
de

1
§Ah =el - e_hl(/bl2

Dans les autres cas, comme u =limg_.yuq =0, si u s’annule en un point,
u =0, donc 2 =log|¢p| partout. Lorsque ¢ admet des zéros, on en déduit
que u ne s’annule jamais, donc que gy n’est pas dégénérée. Le cas général
est résolu par Wan et Tam [43, p. 600]. a

On sait qu’'a toute différentielle quadratique bornée sur une surface de Rie-
mann hyperbolique X est associée une unique métrique harmonique hyperbo-
liques complete. Lorsque (Z,¢) dégénere, c’est a dire lorsque X est parabolique,
ou lorsque ¢ n’est pas bornée, on peut se poser la question naturelle : la métrique
harmonique maximale g est elle complete ? Autrement dit, lorsque £ =C ou H? :
existe-t-il un difféomorphisme harmonique f : £ — H? de différentielle de Hopf
¢? La question reste ouverte en général. Lorsque X = C, Han Tam Treibergs et
Wan [22] ont démontré, en exploitant les feuilletages horizontaux et verticaux
associés a ¢ que gy n’est pas complete si ¢ est polynomiale. Lorsque X = HZ et ¢
n’est pas bornée, la question n’a pas encore été étudiée.

Lorsque ¢ est invariant sous l'action d’un sous groupe a un parametre d’iso-
métries paraboliques, on peut calculer explicitement g :

Théoréeme 6.16 Dans le modéle du demi plan U = {z|Im(z) > 0}, si ¢ = adz? la
métrique harmonique maximale associée & ¢ est :

1+ cosh?(2By)

= dx®+dy>)+p+¢
€0 T osinh(y) yIre+e

ou p=lal
— Si aeR7, gy est compléte,
— Sia¢dR™, gy n'est pas complete. Les images feuilles du feuilletage horizon-
tal ont une extrémité de longueur finie, les points limites associés décrivant
une géodésique.
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Sig= %dz2, on peut calculer 'immersion harmonique associée a ¢ :

1+isinh(y)
cosh(y)

X

folx+iy)=e
fo n’est pas surjective : 'image de fy est le quart de plan {z|Re(z) > 0,Im(z) > 0}.

Preuve ¢ est une différentielle quadratique non bornée, stable par le sous groupe
d’isométries paraboliques : z — z +t. La métrique g associée est donc également
stable et 'immersion harmonique associée a ¢ est invariante par un sous groupe
a un parametre : f(z +1) = y(£)fp(2).
— Si ce sous groupe est parabolique, donc conjugué a z — z + At, f est de
la forme : x +iy — Ax + g(y). Ou encore (apres action de ’homothétie z —

A7 12), fo(x+iy) = x+p(y)+ic(y). La différentielle de Hopfest : ¢ = ( 1_Zj;¢2 -

1'2—2"2)dz2 =(a+1ib)dz%. On en déduit que :
d¢
V1-4ac?-4b2¢

Comme [ dy = oo, on conclut que : ¢ = —p2dz2et: p(y)=0,c(y) = % sinh(26y).
La métrique gy s’écrit alors :

dy =

_ 1+cosh®(2y)

= dx®+dy?)+p+¢
8= oenhi(y) T FAITeTe

— Si ce sous groupe est hyperbolique, donc conjugué a z — elz, f est de la
forme : x +iy — e*y(y). Cest le cas dés que ¢ = adz’ si a ¢ R™.
La métrique g, s'écrit g¢ =P+ (" +|pl2e ™) go + P, ot h est I'unique solution de
%Ah = e —|p|%e™" — 1 telle que e’ g¢ est complete. 4 ne dépend que de |¢|.
Si ¢ = —p%e??dz2 En posant u +iv = e %(x + iy), la métrique harmonique
hyperbolique associée a ¢ est donc :

462 (du? + cosh?(2By)dv?)
sinh?(2By)

*

v'g =

Le feuilletage vertical est donné par les courbes v = €%¢. Lextrémité y(¢) = x(¢) +
iy(¢) qui tend vers l'infini (i.e : ¥ — co) a pour longueur :

;- foo 26dt
uo sinh(2B¢|sin[11)

{ # +oo

La métrique g4 n’est donc pas compléte. De plus : on sait que le facteur de dis-
tortion u (et toutes ses dérivées) tend vers zéro lorsque y — oo. Dans une carte
o1 ¢ = dz'?, on peut vérifier que le feuilletage horizontal a pour courbure géodé-
sique :

_ 1 du

B 4cosh(5) dy’

En particulier :
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Si (T'y,y(2)) est la feuille horizontale pointée passant par y(¢), on en déduit que
la courbure de I'; converge (uniformément sur tout compact) vers 0, donc que I';
converge vers une géodésique I'. a

Remarque 6.16.1 On voit sur cet exemple que la complétude de la métrique gy
est liée au comportement du feuilletage vertical de ¢. On peut trouver de nom-
breux exemples de différentielles ¢ telles que la métrique harmonique associée
8¢ n'est pas complete, par exemple lorsque ¢ = e?dz? sur U=H? ou, comme l'ont
montré Han Tam Treibergs et Wan [22], lorsque ¢(z) = P(z)dz2 si P est un poly-
néme de degré d = 1 sur U = H2. Dans ces deux cas, on peut trouver une feuille
verticale qui diverge dans la métrique de Poincaré, mais qui est de longueur bor-
née pour la métrique harmonique g.

Un test intéressant serait de caractériser les métriques harmoniques hyper-
boliques complétes sur H? :

Conjecture 6.17 Soit ¢ € @ D(H?). La métrique harmonique hyperbolique de différen-
tielle de Hopf ¢ est compleéte si et seulement si ¢ est bornée, ou ¢ = —dz? sur H? =,
a laction de PSLg pres.

6.3. Espace universel de Teichmiiller

L'étude du probléeme de Dirichlet asymptotique est crucial pour comprendre le
lien entre métriques harmoniques hyperboliques et espace universel de Teichmiil-
ler : étant donné f : H? — H?, existe-t-il une application harmonique & distance
bornée de f?

Théoréme 6.18 Soit f : H2 — H? une quasi-isométrie, asymptotiquement quasi-
harmonique : A9(f) > (1+¢€)|7(f)| en dehors d’un compact. Il existe un difféomor-
phisme harmonique stable ¢ a distance bornée de f. De plus : il n’existe pas d’autre
application harmonique a distance bornée de f.

Preuve D’apres le théoréeme 1.20, il existe une application harmonique ¢ a dis-
tance bornée de f. En appliquant judicieusement la méthode d’exhaustion de
Gromov [19], on peut également vérifier que ¢ est un difféomorphisme et vérifie
la condition de stablilité inf(19) >0 :

— Posons K, =f _I(Bo,n). f(K,) est un ouvert a bord convexe : d’apres le théo-
réme de Schoen-Yau [40], il existe un unique difféomorphisme harmonique
fn K, —Bo, tel que: f, = f sur 6K,. f étant quasi-harmonique, on sait
que f, reste a distance bornée de f : d(f,,f) < p. D’apres le principe de
Bloch, £, est €° équicontinue. On peut donc supposer, a extraction pres,
que f, converge vers ¢, application harmonique a distance bornée de /. On
sait alors que le Jacobien de ¢ est positif ou nul : J(¢) =lim, o J(f) = 0.
En posant A = log(e(p) + J(¢)), on a : ¢*g = ¢+ (e + |p2e Mg + , et
J(p) = e(1 - e"2*). On en déduit que u = 0.

— Supposons que infu = 0. Quitte & faire agir le groupe d’isométrie de H?,
on peut supposer u(0) =0 : si x; est une suite minimisante pour u, on
définit f3 =y o f oy}, quasi-conforme, ¢ = y; o f oy, harmonique, a dis-
tance bornée de f3, tels que up(x) = u(xy), et tel que f, envoie 0 sur 0.
Par compacité des applications quasi-conformes, en passant a la limite, on
peut donc supposer que ¢, a distance bornée de f quasi-conforme, est telle
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que : u =0 et u(0) = 0. Par le principe de prolongement d’Aronszajn, on en
déduit que u = 0, donc que ¢ est de rang un. D’apres le principe de prolon-
gement de Sampson [38], on sait que ¢ factorise a travers une géodésique.
Or : ¢ est a distance bornée de f, donc se prolonge en un homéomorphisme
quasi-conforme du cercle... ce qui est contradictoire,

— On en déduit que infu > 0, donc : ¢ est un difféomorphisme harmonique
quasi-conforme, donc une quasi-isométrie. En particulier, si ¥ est harmo-
nique, a distance bornée de ¢, d’apres la formule de Bochner pour la dis-
tance : Ad(¢,w) = etanh(d (¢, 1)), ou : € :=infAa(¢p) > 0 d’apres la condition
de stabilité. Par le principe du maximum, on en déduit : ¢ = . a

Corollaire 6.18.1 Soit f : H2 — H? un difféomorphisme quasi-conforme, Si [
est a distance bornée d’une application harmonique @, @ est un difféomorphisme
harmonique stable.

Corollaire 6.18.2 Si f est un homéomorphisme K quasi-symétrique de S = d,oHZ,
pour | K —1|<< 1, f admet une unique extension harmonique quasi-conforme.

Preuve (Corollaire 6.18.1) f est a distance bornée de ¢ : on peut résoudre le
probléeme de Dirichlet asymptotique par la méthode d’exhaustion de Gromov. On
définit une suite f;, : K,, — By, qui reste a distance bornée de ¢, donc converge
(a extraction pres) vers fo, harmonique, de Jacobien JJ = 0. Par le méme raisonne-
ment que précédemment, on vérifie que fo, est un difféomorphisme harmonique
stable, donc unique dans sa classe d’homotopie bornée. a

Preuve (Corollaire 6.18.2) D’aprés Douady-Earle [13], tout homéomorphisme
quasi-symétrique du cercle S! = d,,H? admet une extension naturelle quasi-conforme
sur H2. Lextension de Douady-Earle dépend contintiment (pour la topologie €)
de la valeur au bord. Lorsque K est proche de 1, I'extension de Douady-Earle est
%6 proche de l'identité, donc quasi-harmonique et on peut résoudre le probleme
de Dirichlet asymptotique associé a I'extension de Douady-Earle. a

Définition 6.19 Soit .#_1 l'espace des métriques hyperboliques, completes sur
H2, quasi-isométriques & la métrique de Poincaré. Llespace universel de Teichmiil-
ler est :

Teich(M%) = #_1/Dif fo

ot Dif [y est le groupe des difféomorphismes quasi-isométriques, a distance bor-
nées de lidentité et M1 et Dif fo sont munis de la topologie €*° uniforme sur
H2.

Les métriques harmoniques hyperboliques définissent une application de I’es-
pace des différentielles quadratiques holomorphes bornées sur H? dans l'espace
universel de Teichmiiller : & ¢ est associée la classe de gy, I'unique métrique
harmonique hyperbolique compléte de différentielle de Hopf ¢.

Théoréeme 6.20 (Tam-Wan [44]) Lespace universel de Teichmiiller est locale-
ment paramétré par les différentielles quadratiques holomorphes bornées. St ¢ €
QD (H?), et h est Punique solution bornée de :

1
EAhzeh—kpl e -1

Lapplication QDp(H?) — Teich(H2) qui & ¢ associe la métrique harmonique :
gp=¢+ (e + I(/ﬁlze*h)go + ¢ est injective, d’image ouverte.
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Preuve La preuve se décompose en deux parties :

— Si gy = gy dans Teich(H?), il existe une isométrie a distance bornée de
I'identité f : (IH]Z,g(/,) — ([HIZ,gu,). Orid: (H? go) — ([H]z,g(p) est harmonique,
stable. f = foid : (H2, g¢) — (H?, gy) est harmonique stable, a distance bor-
née du difféomorphisme harmonique id : (H2,go) — (H?, gy). On a donc :
f =id, cest-a-dire ¢ = y. L'application : ¢ — [g¢] est donc injective,

— Soit g € 41 tel que [g] contient une métrique harmonique g. Il existe un
difféomorphisme harmonique, & distance bornée d’ identité : f : (H?,go) —
(H2, 2). f est une quasi-isométrie :

infAa(f)=e>0 et supAi(f)=M < oo
Si g € .#_1, on peut calculer le champ de tension de f : (H2, g¢) — (H2, 3) :
T(flgo,g = trgo(f " Vig,zid)

O ={g € M1 tel que sup | Viggid [I< 557 et 12(f)lgy,z > 5} est un voisi-
nage ouvert de g dans .#_1. Si g € O, f : (H2,go) — (H?,3) est quasi-
harmonique, au sens ou : A9(f) = 27(f). On en déduit que f est a distance
bornée d’un unique difféomorphisme harmonique quasi-conforme . Si ¢
est la différentielle de Hopf de £, on sait donc que [g] = gl a

Remarque 6.20.1 Lorsque X est une surface compacte, Sampson [38] et Wolf
[46] ont démontré que I'application ¢ — [g¢] est un difféomorphisme QD(Z, go) —
Teich(Z). Pour I'instant, le probleme reste ouvert de savoir si les métriques har-
moniques permettent d’identifier ’espace universel de Teichmiiller et les diffé-
rentielles quadratiques bornées sur H2.

Le probleme de démontrer la surjectivité de I'application de Wan est équi-
valent a la conjecture de Schoen [39] :

Conjecture 6.21 Soit ¢ un homéomorphime quasi-symmétrique de doH2. ¢ s%é-
tend en un difféomorphisme harmonique de H?.

Remarquons que nous avons indiqué dans I'exemple 6.14 que cette conjecture
est vérifiée dans le cas trés particulier ou ¢ est invariant sous 'action d’un sous
groupe hyperbolique. Lorsque ¢ est €1, le probleme a été résolu par Li et Tam
[31]. Le cas général reste ouvert.

6.4. Espace de Teichmiiller d’'une lamination hy-
perbolique

Définition 6.22 (Espace de Teichmiiller ¥°° d’une lamination) .

Soit (A, g) une lamination €*° de dimension 2 hyperbolique, c’est-a-dire : qui ad-
met une métrique g transversalement contintiment €°° de courbure K = —1. Soit
M_1 Uespace des métriques transversalement continiiment €°° hyperboliques sur
A et Dif fo Uensemble des difféomorphismes transversalement continiiment 6°
laminés, homotopes a distance bornée de l’identité. Lespace de Teichmiiller €
est Teich(A)=.4_1/Dif fo.
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Définition 6.23 (Espace de Teichmiiller mesurable) .

Si (A, g,v) est une lamination mesurée, de dimension 2, hyperbolique, 'espace de
Teichmiiller mesurable est : Teich(A,v) = M_1/Dif fo ot M _1 est l'espace des mé-
triques hyperboliques g telles qu’il existe une homotopie mesurable f; telle que f; g
est quasi-conforme et Dif fo Uespace des difféomorphismes laminés mesurables
homotopes a l'identité.

D’apres le théoréeme de Tam et Wan, 1’espace universel de Teichmiller est
localement homéomorphe a 'espace des différentielles quadratiques bornées. Si
A est une lamination, on en déduit que si on fixe une métrique hyperbolique de
référence g , 'espace des différentielles quadratiques holomorphes par rapport a
g, € (resp. mesurables) et bornées s’injecte dans 'espace de Teichmiiller €
(resp. mesurable) de A :

QDy(A,g) — Teich(A)
De plus, I'image de cette application est ouverte dans l’espace de Teichmiiller
€.

Dans le cadre des surfaces de Riemann compactes, la surjectivité de I’appli-
cation de Wan : @D — Teich se raméne a démontrer que toute application de
degré 1 est homotope a un difféomorphisme harmonique : c’est le théoréme de

Sampson [38] et Schoen et Yau [40]. Dans le cadre des laminations mesurables,
on a ’'analogue du théoreme d’existence de difféomorphismes harmoniques :

Théoreme 6.24 Soit (A, g,v) une lamination riemannienne mesurée réguliére de
dimension 2, de volume fini, et telle que g est hyperbolique. Soit g1 une métrique
hyperbolique réguliére sur A. Le flot de la chaleur laminé :

@Oiliz0 (A, 8)— (A, 81)

avec pour condition initiale o = id converge vers un difféomorphisme harmo-
nique laminé f. De plus, f est 'unique représentant harmonique de la classe d’ho-
motopie mesurable de l'identité.

Démontrons d’abord :

Lemme 6.25 Soit A, une partie de A, telle que, feuille a feuille, 0\, est une variété
avec des singularités isolées. Si h : A — R vérifie : dh € LY(A.) et Ah € LY(A,), on

a .
f Ah:f (dh|N)
Ae OAe

Preuve (Lemme) On peut décomposer 2 en A =) y;h ol y; est une partition
de I'unité. On est donc ramené a prouver le lemme sur un ouvert trivialisant
0 =%xX.Sur cetouvert : dh; = y;dh+dy;h et Ah; = Ay;h+{dy;|dh)+ y;Ah. Si
dh € L1(A,), on sait que dh; € L1(A,) et Ah; € L1(A,). Si X est une transversale
de A, on sait que :

f Ah; = ( f Ahi(/l,x)dl) dv(x)
ONnAe xeX \JAeZLnA,

On peut intégrer par partie feuille a feuille :

f Ah; = (f (dhi()t,x)lN)d/l) dv(x)
OnA¢ xeX \J1eLndA,

en tenant compte du fait que dh; =0 sur 0.Z. O
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Preuve (Théoreme) Quitte & décomposer v en composantes ergodiques, on peut
supposer que la mesure transverse v est ergodique. La preuve se décompose en
quatre étapes :
— Le flot de la chaleur converge v presque siirement. D’apres la formule de
Gauss Bonnet, adaptée au feuilletage A, AIRE(¢p;) = AIRE(¢p) = —x(A,v) >
0. En particulier, si v est ergodique, on en déduit que ¢; converge v presque
stirement vers une application harmonique laminée . En général, en dé-
composant v en composantes ergodiques, on vérifie que ¢; converge v
presque slirement vers une application harmonique laminée f. Si ef et
Jr sont I'énergie et le jacobien de f, ¢ est la différentielle de Hopf de f,
on définit H = # >0,L= % Sih =log(H) on adonc f*g =gp¢ =
P+ +elp?)g+ ¢, et u = h—log|¢| est le coefficient de distortion associé
afr.
— Les zéros de H sont isolés feuille & feuille. On sait en effet que HL = |¢|2.
Par ergodicité, nous avons deux cas a considérer :
— ¢ = 0 pour v presque toute feuille. Dans ce cas, f est holomorphe et
H = |df|?. Puisque AIRE(f) # 0, on sait que, pour v presque toute
feuille, f est une fonction holomorphe non constante. En particulier :
les zéros de f, donc ceux de H = |df|? sont isolés,
— ¢ # 0 pour v presque toute feuille. Dans ce cas, les zéros de ¢, donc ceux
de H sont isolés,
— h :=log(H) vérifie le théoreme de Stockes. Pour ¢ > 0, définissons A, =
{AVH(A) = €} et Ag = UesgAe. Pour € < 1, 0A, est feuille a feuille une variété
avec éventuellement des singularités isolées. En effet, lorsque dH(A) # 0,
0. a pour espace tangent Ker(df) et lorsque d H(1) = 0, comme %Alog(H) =

H-1- % <0, on sait que AH <0, donc H(x,y) = € +ax? +by? + o(x? + y?),
oua+b <0etdH # 0 sur un voisinage de A. On sait que Ah =2(jr—1) eLl.
De plus, dh = dﬁH = %. D’apreés les estimées de Schauder, comme e € L1,
(de,dj) € L' donc dH € LY(A). Puisque |dh| < L|dH| sur A, dh € LY(A,),
et on peut appliquer le théoréme de Stockes : [y Ah =[5, |dhl,

— H vérifie infess(H) = 1. On sait que :
1 .
éAlog(H) =jr—1

D’aprés le théoréme de Gauss Bonnet laminé [, jr—1=AIRE(f)+x(A,v) =
0. Puisque les zéros de H sont isolés feuilles a feuille, Ay est de mesure
pleine, donc : lim._.¢ fAe Jjr—1=0.Cest a dire :

lim |~ Alog(H) =0

e—~0JA,
D’aprés le théoreme de Stockes : [, Alog(H) = — [;5_|dlog(H)|. On sait
donc que :
lim |dlog(H)| =0
0JoA,

€—

Définissons AZ = {Me < H(A) < a} et A* ={A/H(A) < a}. Pour a < 1, on peut
appliquer le théoreme de Stockes :

1
f Intogrny = f \dlog(HD)| f \d log(ED)
AZ 2 aA® 0A.
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Lorsque e —» 0 et @ — 1, on en déduit : f,:1j,—1=0.0r: j; :H—l—% <0
sur Al. On en déduit que Al est de mesure nulle, donc H = 1 v presque
srement.
On a démontré que f*g = g5 ¢, avec : infh = 0. D’apres le principe du maximum
pour les métriques harmoniques, on sait que ’équation :

1
S0 = e —e g2 -1

admet une unique solution 2 = log(H) telle que inf(h) = 0. De plus, le facteur de
distortion associé vérifie u > 0. On en déduit que f* g est non dégénérée et f est
un difféomorphisme feuille a feuille. O

Remarque 6.25.1 Cette démonstration reprend le schéma de preuve utilisé par
Sampson [38] et Schoen et Yau [40]. Cependant, outre ’extension aux lamina-
tions, nous introduisons une amélioration a cette preuve : contrairement a Samp-
son et Schoen et Yau, nous n’avons pas besoin d’établir que, lorsque H s’annule,
H(z) = |2""| + 0(]z"]) et nous démontrons directement que, comme I’a remarqué
Wolf [46], H vérifie : inf(H) = 1.

Corollaire 6.25.2 Soit (A, g,v) une lamination mesurée réguliére de volume fini
par des surfaces de Riemann hyperbolique. Lespace de Teichmiiller s’injecte dans
Vespace des différentielles quadratiques holomorphes L' sur (A,g,v) : & g1 € M_1,
on associe la différentielle de Hopf de l'unique difféomorphisme harmonique la-
miné homotope a lidentité f : (A,g) — (A, g1).

Preuve Il y a deux points a vérifier :
— Linjectivité de g1 — ¢(g1). Si ¢(g2) = ¢p(g1), d’apres le principe du maxi-
mum : f{'g1 = fy g2. En posant v = f2’1 o f1, on en déduit qu’il existe
v eDiffo tel que g2 =vy"g1,
— ¢(g1) est intégrable. Lénergie de f s’écrit : ey = H+H1¢|? = 2|¢|. Comme
ey est intégrable, on en déduit que ¢ € L1, a

6.5. Conclusion

Cette étude de ’espace de Teichmiiller laisse ouverte plusieurs questions :

— Llespace universel de Teichmiiller s’identifie-t-il, via 'application de Wan,
a Tespace des différentielles quadratiques bornées sur H2? Une autre for-
mulation est :

Conjecture 6.26 Soit ¢ un homéomorphisme quasi-symmétrique de dooH?.
¢ admet une extension harmonique f : H? — H2.

— Peut-on caractériser les métriques harmoniques hyperboliques completes
sur X = H2 ou sur C? Autrement dit : comment caractériser les difféomor-
phismes harmoniques f : = — H2? Schoen [39] a conjecturé :

Conjecture 6.27 Il n’existe pas de difféomorphisme harmonique f : C —
H2.

— Lespace de Teichmiiller laminé mesurable s’identifie-t-il aux différentielles
quadratiques intégrables? On sait qu’'a ¢ € QD(A, g,v), on peut associer
une unique métriques maximale. Cette métrique est elle compléte pour
presque toute feuille ? Est elle homotope a une métriques quasi-conforme ?
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Résumé : Si A et = sont des laminations munies de métriques riemanniennes,
une application f : A — E est une application harmoniques laminée si f en-
voie les feuilles de A sur celles de = et si f est harmonique feuille a feuille.
Dans cette these, nous étudions I'existence d’applications harmoniques laminées,
et leurs propriétés de rigidité. Nous généralisons les théorémes de convergence
de Gromov - démontrés initialement lorsque A est un feuilletage, et = une va-
riété riemannienne - et nous démontrons que lorsque A est munie d’'une mesure
transverse de volume fini et = est compacte, a courbure négative ou nulle sur les
feuilles, le flot de la chaleur converge faiblement vers une mesure %-harmonique.
De plus, il y a convergence forte sous des conditions homotopiques. Nous étudions
également le probleme fibré-laminé : trouver des sections harmoniques de = — A
lorsque les feuilles de = sont des fibrés plats au dessus des feuilles de A. En étu-
diant la structure des mesures sur le bord a l'infini des variétés d’Hadamard,
nous généralisons un critére de réductivité géométrique de Labourie, et nous
démontrons un théoréeme de convergence faible pour le flot de la chaleur fibré-
laminé. Nous donnons également des critéres de stabilité pour les applications
harmoniques, basés sur une formule de Bochner pour la fonction distance. Ces
résultats d’existence et de stabilité peuvent s’appliquer pour étudier la rigidité
des feuilletages. Nous démontrons ainsi une extension du théoréeme d’existence
de difféomorphismes harmoniques de Sampson et Schoen-Yau lorsque A et = sont
des laminations par des surfaces de Riemann hyperboliques. Ce résultat permet
d’envisager une description de I'espace de Teichmiiller mesurable grace aux ap-
plications harmoniques. Enfin, nous utilisons 'interprétation fibré-laminée de la
superrigidité et les critéres de stabilité pour les applications harmoniques pour
démontrer un résultat de stabilité pour les actions de groupes superrigides sur
des fibrés principaux. Un résultat du méme type a été démontré indépendam-
ment par Margulis et Quian, et des méthodes complétement différentes.

Mots clés : applications harmoniques; laminations ; feuilletages ; mesures
transverses ; superrigidité ; espace de Teichmiiller.

Classification o/ /% : 58E20 (25A33 30F60 53C12 53C35 58G11)
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