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Résumé

Résumé en francais

Dans cette these, nous nous intéressons aux méthodes dites récursives qui per-
mettent une mise a jour des estimations séquentielles de données spatiales ou
spatio-temporelles et qui ne nécessitent pas un stockage permanent de toutes les
données. Traiter et analyser des flux des données, Data Stream, de facon effective et
efficace constitue un défi actif en statistique. En effet, dans beaucoup de domaines
d’applications, des décisions doivent étre prises a un temps donné a la réception
d’une certaine quantité de données et mises a jour une fois de nouvelles données
disponibles a une autre date. Nous proposons et étudions ainsi des estimateurs a
noyau de la fonction de densité de probabilité et la fonction de régression de flux
de données spatiales ou spatio-temporelles. Plus précisément, nous adaptons les
estimateurs a noyau classiques de Parzen-Rosenblatt et Nadaraya-Watson. Pour
cela, nous combinons la méthodologie sur les estimateurs récursifs de la densité et
de la régression et celle d’une distribution de nature spatiale ou spatio-temporelle.
Nous donnons des applications et des études numériques des estimateurs proposés.
La spécificité des méthodes étudiées réside sur le fait que les estimations prennent
en compte la structure de dépendance spatiale des données considérées, ce qui
est loin d’étre trivial. Cette these s’inscrit donc dans le contexte de la statistique
spatiale non-paramétrique et ses applications. Elle y apporte trois contributions
principales qui reposent sur I'étude des estimateurs non-paramétriques récursifs

dans un cadre spatial /spatio-temporel et s’articule autour des l’estimation récur-
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sive a noyau de la densité dans un cadre spatial, ’estimation récursive a noyau de
la densité dans un cadre spatio-temporel, et ’estimation récursive a noyau de la

régression dans un cadre spatial.

Mots-clefs

Statistique spatiale; Flux de données; Données dépendantes; Processus faible-
ment mélangeant ; Estimation non paramétrique ; Estimateur a noyau; Conver-

gence en moyenne quadratique ; Convergence presque sire.

Extension to spatial setting of kernel recursive

estimation

Abstract

In this thesis, we are interested in recursive methods that allow to update
sequentially estimates in a context of spatial or spatial-temporal data and that
do not need a permanent storage of all data. Process and analyze Data Stream,
effectively and efficiently is an active challenge in statistics. In fact, in many areas,
decisions should be taken at a given time at the reception of a certain amount
of data and updated once new data are available at another date. We propose
and study kernel estimators of the probability density function and the regression
function of spatial or spatial-temporal data-stream. Specifically, we adapt the
classical kernel estimators of Parzen-Rosenblatt and Nadaraya-Watson. For this,
we combine the methodology of recursive estimators of density and regression and
that of a distribution of spatial or spatio-temporal data. We provide applications
and numerical studies of the proposed estimators.

The specificity of the methods studied resides in the fact that the estimates take

v



into account the spatial dependence structure of the relevant data, which is far
from trivial. This thesis is therefore in the context of non-parametric spatial statis-
tics and its applications. This work makes three major contributions. which are
based on the study of non-parametric estimators in a recursive spatial /space-time
and revolves around the recursive kernel density estimate in a spatial context, the
recursive kernel density estimate in a space-time and recursive kernel regression

estimate in space.

Keywords

Spatial statistics ; Data stream; Dependent data; Weakly dependent mixing pro-
cesses ; Nonparametric estimation ; Kernel estimator ; Mean squared error con-

vergence ; Almost sure convergence.
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Cette these est une contribution a la statistique spatiale non-paramétrique
et ses applications. Le theme principal repose sur I’étude des estimateurs non-
paramétriques récursifs dans un cadre spatial /spatio-temporel et s’articule autour
des points suivants :

e Estimation récursive a noyau de la densité dans un cadre spatial
e Estimation récursive a noyau de la densité dans un cadre spatio-temporel

e Estimation récursive a noyau de la régression dans un cadre spatial

1.1 Généralités sur la statistique spatiale

La statistique spatiale inclut toutes les techniques statistiques qui étudient
des phénomenes observés sur des ensembles spatiaux. De tels phénomenes appa-
raissent dans une variété de domaines incluant entre autres la géologie, I’'océano-
graphie, I’économie, I’épidémiologie, les sciences de I’environnement. La statistique

spatiale étudie ainsi des phénomeénes observés sur un ensemble spatial S € RV,



1.1. GENERALITES SUR LA STATISTIQUE SPATIALE

N > 2 de sites. La statistique spatiale se différencie de la statistique classique par
le fait que les observations sont dépendantes dans ’espace. On appelle données
spatiales ou géoréférencées, les réalisations d’une famille de variables aléatoires

indexées dans RY. Cette famille sera appelée champ aléatoire.

Les trois types de données géoréférencées.

On peut regrouper les données spatiales en trois types (voir Cressie (1991),
Chiles et Delfiner (1999)) : les données géostatistiques, les données latticielles et
les données ponctuelles.

e Les données géostatistiques : Les données géostatistiques sont définies sur un
ensemble spatial S qui est un sous-espace continu de RY. Ces données sont alors
mesurées en un nombre fini de sites échantillonnés : le champ Z = (Z5, s € S) est
observé en n sites fixés {sy, so, ..., 8,} C S avec Zs € R<.

D.G. Krige, ingénieur des mines en Afrique du Sud, est a l'origine de la géosta-
tistique. Il s’est intéressé a la prédiction de la qualité du minerai dans un bloc

minier, a partir d’échantillons observés.

On peut citer comme exemples de données géo-statistiques, des cumuls de pré-
cipitations dans une région S C R2, les propriétés des sols, les caractéristiques
géologiques d'une zone de prospection S C R2,... Les questions types que l'on
se pose dans 1’étude de ces données concernent la caractérisation de la variabi-
lité spatiale en fonction de la distance (géographique) entre deux lieux (sites),
I'interpolation (cartographie ou Krigeage) de la variable étudiée entre les points

mesurés.

e Les données latticielles : Dans ce cas le champ est observé sur un ensemble
spatial S C R? discret et fixé. Les sites s représentent en général des unités géo-
graphiques d'un réseau structuré a partir par exemple d’un graphe de voisinage.
On peut citer par exemple des zones liées par un réseau de transport, des pixels
d’une image IRM, etc.

On utilise dans ce types de données, des extensions au cadre spatial des modeles
ARMA de séries temporelles.

Les questions types que 1'on se pose dans 1’étude de ces données concernent la



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

caractérisation de la variabilité spatiale, I'indépendance entre voisins, 1’explica-
tion de la distribution des caractéristiques en fonction des distributions dans un

voisinage donné.

e Les données ponctuelles : Les processus ponctuels surviennent lorsque les
sites ou ont lieu les observations sont aléatoires. Ce type de processus sont des
extensions des processus ponctuels indexés dans R au cadre RY. La question que
I'on se pose dans I'étude de ces types de données est : la localisation des sites
est-elle homogene 7 Est-elle plutot réguliere 7 Ou présente-t-elle des agrégats 7 Par
exemple, on retrouve ce type de données dans 1’étude de la répartition spatiale
d’une espece.

Les analyses de ces trois catégories de données vont de la visualisation, de
I’exploration de la dépendance spatiale a la modélisation.
Un des problemes fondamentaux en statistique spatiale est la prédiction en un
lieu non observé a ’aide d’observations effectuées dans d’autres sites a l'aide de la
structure de dépendance entre les sites. Un probleme non négligeable est la non-
existence des notions de passé et futur et d’'un ordre naturel en spatial contrai-
rement au cadre temporel. Ainsi, les modeles classiques en séries temporelles ne
peuvent pas étre étendus facilement aux données spatiales. Pour en savoir plus
sur les différences et les similarités existantes entre les séries spatiales et chrono-

logiques, nous référons le lecteur aux travaux de Tjgstheim (1987).

1.1.1 L’estimation spatiale

Soient S un ensemble spatial et Z = {Z;, s € S} un champ aléatoire spatial
indexé dans S ou s est considéré comme un site. Les premiers outils de la statis-
tique spatiale furent paramétriques. Il existe une vaste littérature sur les modeles
paramétriques en statistique spatiale allant de I’estimation de la variabilité spa-
tiale et des tests associés a la prédiction (cf. Guyon (1995), Cressie (1991), Chiles
et Delfiner (1999), Stein (1999), Gaetan et Guyon (2008) etc). Les méthodes
non paramétriques spatiales sont plus récentes mais il existe une dynamique as-
sez forte dans ce cadre. On peut citer entre autres Tran (1990), Carbon et al.
(1997), Biau et Cadre (2004), Menezes et al. (2010), Ould-Abdi et al. (2010),
Dabo-Niang et Thiam (2010), Garcia-Soidédn et Menezes (2012), Dabo-Niang et

3



1.1. GENERALITES SUR LA STATISTIQUE SPATIALE

Yao (2013), Ternynck (2014),...dans le cadre de l'estimation d’une densité, de la

régression ou la prédiction spatiale non-paramétrique.

Dans le cadre des données géostatistiques, principalement considérées dans
cette these, on considere S comme un sous-ensemble fixé de RY avec N > 1. On
dénote par (si,ss,- - ,s,) des sites localisés dans S C RY et on suppose qu’on
dispose d’observations Zs,, ..., Zs,, .

Dans les estimations paramétriques et non-paramétriques, lorsque qu’on s’inté-

resse aux propriétés asymptotiques des estimateurs, on étudie généralement leurs

comportements lorsque la taille de ’échantillon converge vers 'infini. Deux struc-

tures sont généralement utilisées pour 1'étude asymptotique (cf. Gaetan et Guyon
(2008)) dans un cadre spatial :

- L’asymptotique extensive (increasing domain asymptotics) : c’est la situa-
tion ou le nombre d’observations disponible croit avec le domaine d’obser-
vation S.

- L’asymptotique intensive (infill asymptotics) : c’est la situation ou les ob-
servations augmentent dans un domaine S fixé et borné (on a de plus en
plus de sites d’observation tandis que la région reste fixe).

Dans nos travaux, I'asymptotique extensive est considérée.

Dans la suite, nous commencons par donner quelques définitions, puis nous
donnons quelques méthodes d’estimation non-paramétriques utiles dans le cadre

de nos travaux.

1.1.2 L’estimation non paramétrique spatiale

Comme mentionné ci-dessus, la statistique spatiale constitue ’ensemble des
techniques formelles qui étudient les entités utilisant leurs propriétés topologiques,
géométriques ou géographiques. L’analyse spatiale se réfere ainsi a une variété de
techniques, et se pose dans une variété de domaines. Des questions complexes
se posent dans ’analyse spatiale, dont beaucoup ne sont ni clairement défini ni
completement résolu, mais constituent la base de la recherche actuelle. Le plus

fondamental d’entre eux est le probleme de la reconstruction d’un phénomene
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sur son domaine a partir d'un ensemble de valeurs observées. Un intérét princi-
pal en modélisation spatiale est ainsi la prédiction de valeurs non observées d’un
champ aléatoire. Dans ce but, des techniques linéaires de prévision (krigeage) ont
été développées. Les méthodes de krigeage standard conviennent bien lorsque la
variable spatiale est gaussienne parce que le prédicteur linéaire est le prédicteur
optimal dans le cas gaussien. Cependant, ces techniques donnent des résultats
médiocres de prédiction lorsque la variable considérée est loin d’étre gaussienne.
D’autres approches telles que le krigeage lognormal ou le krigeage trans-gaussien
qui transforment les données d’origine en des données réalisées comme étant gaus-
sienne, ont été introduites. Néanmoins, avec ces dernieres techniques, il pourrait y
avoir des valeurs aberrantes comme un effet des données extrémes qui ne peuvent
pas étre supprimées. Cela exige une considération particuliere pour les inférences.

Ainsi, une alternative du krigeage pourrait étre un modele non paramétrique.

Dans ce mémoire de these, nous nous intéressons ainsi a l’estimation non-
paramétrique récursive de la densité et de la régression de flux de données spa-
tiales ou spatio/temporelles. Les premieres méthodes non-paramétriques spatiales
concernent 'estimation de la densité et de la régression. La plupart de ces mé-

thodes font appel a I'estimateur a noyau.

Estimation de la densité spatiale par la méthode a noyau.

Les premieres contributions concernant ’estimation a noyau de Parzen (1962) et
Rosenblatt (1985) de la densité spatiale sont dues a Tran (1990). 11 se place dans
le cas olt on observe un champ aléatoire strictement stationnaire (X;);cgny € RY,

de densité marginale f et estime cette derniére en un point x € R? par

- X;
fn(x):ﬁLhdZK(xh )

i€ln

ot K(.) est un noyau, hy est la fenétre, Z,, = {i € ZV : 1 < ip < ny, k =
1,...,N} et n=mng x---xny. Il montre, sous certaines conditions de dépendance
(mélange fort), la normalité asymptotique de f,. Ce dernier est étendu par Tran
et Yakowitz (1993) qui proposent un estimateur de f basé sur les k-plus proches
voisins et montre sa normalité asymptotique via la technique de décomposition

par blocs utilisée. Carbon et al. (1997) ont étudié les convergences uniformes en
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probabilité et presque sure de (fy,). Hallin et al. (2001) ont étudié Iestimateur
a noyau de la densité d'un processus spatial linéaire et ont montré sa normalité
asymptotique. El Machkouri (2014) a considéré la normalité asymptotique de (fy)
via la méthode de Lindeberg. Dabo-Niang et al. (2014) proposent une nouvelle
version de l'estimateur de Tran (1990) qui tient compte a la fois de la valeur
des observations mais aussi de la position des sites ou ont lieu les observations.
Il existe d’autres contributions dans la littérature spatiale que nous ne pouvons
citer de maniere exhaustive (Biau (2003), Fazekas et Chuprunov (2006),...)

A partir de l'estimateur de la densité proposé par Tran (1990), nous construisons

un estimateur récursif de la densité.

Estimation par la méthode a noyau d’une régression spatiale.

Soit Zg = (X, Ys) 4z, un échantillon d'un champ aléatoire Z = {(Xs, Ys), s € RN}
strictement stationnaire obéissant au modele de régression r(z) = E[Y;| X = z],
c’est-a-dire basé sur I'espérance conditionnelle de Yy sachant Xg ou Xy € RY.

L’estimateur a noyau de la fonction de régression r(-) est donné par :

1 T — Xg

— E Y. K

nbd ( ba )
SGIn

fa(2) '

Cet estimateur est au cceur d'une dynamique de recherche depuis le début des
années 2000 (cf. Lu et Chen (2002), Hallin et al. (2004), Biau et Cadre (2004),
Carbon et al. (2007), Dabo-Niang et Yao (2007), Li et Tran (2009), Gheriballah
et al. (2010), Menezes et al. (2010), Kardcsony et Filzmoser (2010), Robinson

(2011) dans le cas de données réelles). Dans le cadre du "fixed-design setting”, le

ra(T) =

modele de régression suivant a été considéré :

Yi=7(z;) +¢, iec NV

ou (x, Yi)ieny est observé sur Z,, les z; sont déterministes, et {€;}ieny est un
champ aléatoire stationnaire de moyenne nulle. Lorsque x; = - avec ny = -+ =

ny = n, El Machkouri (2007) a proposé un estimateur basé sur I'estimateur de

6
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Nadaraya-Watson et défini comme suit

ez, KK (552

eyt € [0, 1]
ZiEInK< h )

7(x) =

ou K est la fonction noyau et h est la fenétre. Il a montré la convergence uni-
forme en probabilité de cet estimateur. La normalité asymptotique a été étudié
par El Machkouri (2010). L’estimateur local linéaire de la régression a été étendu
récemment dans un cadre spatial; Francisco-Fernandez et Opsomer (2005) ont
développé un estimateur local linéaire a noyau de la régression dans un cadre de de-
sign aléatoire spatial. Ils ont prouvé la convergence faible de leur estimateur. Wang
et Wang (2009) ont proposé un estimateur local linéaire de la régression dans le
cadre de données réelles spatio-temporelles. Ils établissent la normalité asympto-
tique de leur estimateur via la technique de décomposition par blocs de Bernstein.

D’autres formes de régressions basées sur d’autres caractéristiques conditionnelles

(quantile et mode) qui utilisent la méthode par noyau sont proposées dans la lit-
térature (cf. Hallin et al. (2009), Dabo-Niang et Thiam (2010), Ould-Abdi et al.
(2010), Dabo-Niang et al. (2014),...).

1.2 L’estimation récursive

Bien que des estimateurs non paramétriques tels que I'estimateur de la densité
de Parzen (1962) et Rosenblatt (1985) et 'estimateur de la régression de Nada-
raya (1964) et Watson (2014) peuvent étre utilisés pour estimer les fonctions de
densité et de régression, ces estimateurs présentent cependant un inconvénient lié
a leur complexité de calcul dans un contexte de grande dimension. En effet, si la
densité ou la régression est estimée par un estimateur non récursif, ce dernier doit
étre recalculé completement a chaque fois qu’une nouvelle donnée apparait. Cette
succession d’opérations de plus en plus longues peut devenir cotuteuse en temps
de calcul et en espace de stockage des données. Les méthodes récursives procurent
alors un grand avantage sur la gestion de ces données volumineuses. En effet avec
ces méthodes, la mise a jour des estimations s’effectuent alors séquentiellement et

ne nécessite pas un stockage permanent de toutes les données.

7



1.2. L’ESTIMATION RECURSIVE

Des approches récursives ont été introduites et étudiées dans le cas non spatial. On
parle alors d’estimation en temps réel. Dans ce cadre, 'approche récursive est tres
intuitive du fait de la nature séquentielle de 1’écoulement du temps. Cependant,
dans le cas spatial I’'absence de définitions universelles de la notion de passé et

de futur ne facilite pas 'interprétation des méthodes séquentielle dans ce contexte.

Dans ce mémoire de these, nous nous intéressons aux versions récursives de
I'estimateur de type Parzen (1962) et Rosenblatt (1985), dans un cadre spatial.
Une premiere contribution a été proposée dans un cadre non spatial par Wagner

et Wolverton (1969) sous la forme :

n

1 1 r—X;
WW N i % d
fY (m).—n§ th< n ),VwGR.

i=1

Ces auteurs ont montré que cet estimateur possede les mémes propriétés asympto-
tiques que celui de Parzen (1962) et Rosenblatt (1985). Il a également I'avantage
de pouvoir s’écrire sous une forme autoregressive permettant une mise a jour de
I’estimateur avec n.

De nombreuses variantes récursives ont également été proposées et étudiées
depuis. En particulier, Deheuvels (1974) s’est intéressé a la famille générale sui-

vante :

fH(z):= [ZZ; h,H(h,-)] h ZH(hi)K (x 2){) |

Il a étudié ses propriétés asymptotiques pour des données i.i.d et uni-dimensionnelles
dans une classe de fonctions H(-). Plus récemment, Amiri (2010) introduit la fa-

mille d’estimateurs récursifs a noyau indexée par un parametre ¢, définie par :

1 1 z—X;
O L i d
falz) = > hf(p@) ; hng ( h, ) , z€R? (€ €10,1]) (1.1)
qui correspond pour d = 1 au cas H(u) = u~¢ dans f(z). Cette famille d’esti-
mateurs généralisent les estimateurs récursives de la densité étudiés auparavant
par Wagner et Wolverton (1969), pour ¢ = 0, Davies et Wegman (1979) pour
¢ = 1/2 et Deheuvels (1974) pour ¢ = 1. La famille (1.1) possede également

I’avantage de s’exprimer sous une forme simple permettant la comparaison des
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différents estimateurs qui la composent.
Pour une bibliographie sur I'estimation de la densité par une approche récursive,

nous reprenons ci-dessous celle détaillée dans Amiri (2010).

Dans le cas iid, Davies (1973), Deheuvels (1974), Davies et Wegman (1979)
et Wertz (1985) étudient la famille fil(x) et les cas ¢ = 0, £ = 1/2 et £ = 1.
En particulier, en dimension d = 1, Deheuvels (1974) établit la convergence en
moyenne quadratique de la famille f(x) et donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour sa convergence presque siire sous certaines conditions vérifiées par
la fonction H. Roussas et Tran (1992), Davies et Wegman (1979) établissent les
vitesses de convergence presque sure exactes dans lescas £ =0, (=1/2et { = 1.
Isogai (1994) établit sous certaines conditions, la normalité asymptotique pour
¢ =1 dans le cas iid.
Dans le cas dépendant, la convergence en moyenne quadratique et la normalité
asymptotique pour £ = 1/2 et ¢ = 1 sont établis par Masry (1986), pour des
processus stationnaires fortement mélangeants. La vitesse de convergence presque
sure ponctuelle pour £ = 1/2 et ¢ = 1 est étudiée par Takahata (1980), Masry et
Gyorfi (1987), d’abord sous des conditions de p-mélangeance, ensuite pour £ = 1,
par Masry (1987), pour des processus fortement mélangeants. Pour les valeurs
fixées ¢ = 1/2 et ¢ = 1, la normalité asymptotique pour des processus temporels
négativement associés a été traitée par Liang et Beak (2004), tandis que la conver-
gence en moyenne quadratique et la normalité asymptotique ont été étudiées par
Masry (1986) sous une condition de forte mélangeance. Les approches utilisées
dans tous ces travaux, notamment pour la convergence en moyenne quadratique
et la normalité asymptotique, ne se généralisent pas aisément, en dimension su-
périeure pour des valeurs plus petites de ¢, alors qu’en particulier, le cas £ = 0 est
intéressant du fait de la faible variance de I'estimateur. Amiri (2010) a ainsi gé-
néralisé les travaux précédents par I'introduction de la famille (1.1). Il a étudié le
biais, variance et 1’ erreur quadratique moyenne (EQM) asymptotiques, ainsi que
le comportement presque str de la famille (1.1) pour des observations iid. Ensuite,
ces résultats sont généralisés a des processus fortement mélangeants. Mezhoud et
al. (2014) ont étendu les résultats obtenus par Amiri (2010) au cas des processus

temporels faiblement dépendants.
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S’agissant de l’estimation de la fonction de régression, une vaste littérature
traite le probleme dans le cas non spatial par une approche récursive. Les premiers
estimateurs récursifs considérés dans la littérature sont de la forme :

Z?:l YiK;:i (z, X;)
Z:'L:l K;:Z (337 Xl) ’

et les plus populaires d’entre eux sont proposés et par Devroye et Wagner (1980)

et par Ahmed et Lin (1976). Ils sont définis respectivement par :

._ 2 h_?K ( hi )
2 h_i-iK ( hi )

— X
Z?:l Y;K (x h Z)

et

7

:_ n T — Xz
Zi:l K ( hz )

Ces deux estimateurs sont largement étudiés dans la littérature. Dans le cas iid
on peut citer les travaux de Ahmed et Lin (1976), Devroye et Wagner (1980).

Pour des processus ¢-mélengeants , Wang et Liang (2004) a étudié la conver-

gence presque stre uniforme de versions tronquées de r2?% et rAL. Dans le cas
a-mélangeant Roussas (1990) a établit la convergence uniforme presque sture de
rPW tandis que la normalité est démontrée par Roussas et Tran (1992). Ces ré-
sultats sont ensuite généralisés par Amiri (2010) par I'introduction de la famille

d’estimateur de la régression :
K n
¢ P () . 1 Y, (r—X,
T (T) == 7 avec ¢, (T) == ————q K —— ], €[0,1]).
fi(@) S 2 R I
La convergence en moyenne quadratique et presque stre ainsi que la normalité

asymétrique de 7% (x) ont été établit dans Amiri (2012, 2013) dans le cas iid et

pour des processus a-mélangeants.

i=1""

Contribution du Chapitre 2

Le chapitre 2 présente une estimation de la fonction de densité de probabi-

lié d’une variable aléatoire spatiale multivariée. L’approche que nous utilisons est

10



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

un lissage par noyaux récursifs qui généralise la méthode de Parzen (1962). Le
probleme abordé dans ce chapitre a été largement étudié dans la litérature dans
différents contextes. Des approches récursives ont été introduites et étudiées dans
le cas non spatial. Nous renvoyons le lecteur aux travaux pionniers de Wagner et
Wolverton (1969), Deheuvels (1974), Davies et Wegman (1979) sur 'estima-
tion récursive non paramétrique de la densité de processus temporels. De récentes
contributions se sont intéressées aux propriétés asymptotiques de la densité de
données dépendantes par une approche récursive. Amiri (2010) a généralisé les
travaux précédents par 'introduction d'une famille générale d’estimateurs récur-
sifs, utilisant différentes valeurs d’un parametre ¢ € [0, 1] associé a chaque estima-
teur. Pour les valeurs fixées ¢ = 1/2 et £ = 1, la normalité asymptotique pour des
processus temporels négativement associés a été traitée par Liang et Beak (2004),
tandis que la convergence en moyenne quadratique et la normalité asymptotique
ont été étudiées par Masry (1986) sous une condition de forte mélangeance. Mez-
houd et al. (2014) ont étendu les résultats obtenus par Amiri (2010) au cas des
processus temporels faiblement dépendants.

Dans ce chapitre, nous étendons les travaux de Amiri (2010) au cas de données
spatiales dépendantes et présentons une version récursive de ’estimateur a noyau
de la densité spatiale classique étudié auparavant par Tran (1990), Carbon et
al. (1997). Nous donnons des résultats asymptotiques d’un tel estimateur ainsi

qu'une application a I’estimation d’une fonction de risque.

Contribution du Chapitre 3

Traiter et analyser des flux des données, Data Stream, de facon effective et
efficace constitue un défi actif en statistique. En effet, dans beaucoup de domaines
d’applications, des décisions doivent étre prises a un temps donné a la réception
d’une certaine quantité de données et mises a jour une fois de nouvelles données
disponibles a une autre date. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’estima-
tion non-paramétrique de la densité de probabilité d’un “Data Stream” de nature
spatio-temporelle. Nous proposons et étudions ainsi un estimateur a noyau de la
fonction de densité de probabilité d’un flux de données spatio-temporelles. Plus
précisément, nous adaptons l'estimateur a noyau classique de Parzen-Rosenblatt.

Pour cela, nous proposons de combiner la méthodologie sur I'estimateur récursif

11
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de la densité et celle d'une distribution de nature spatiale (Tran (1990)). Nous

donnons une étude de simulations.

Contribution du Chapitre 4

La statistique spatiale permet de répondre a I’'un des besoins fondamentaux qui
sont étudiés dans de nombreux domaines a savoir la prévision spatiale. Il arrive que
des données soient enregistrées dans des sites spécifiques et il est crucial parmi
ces sites, d’étudier I'influence qui s’y exerce entre deux sites. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons a l’estimation de la fonction de régression spatiale par le
biais des méthodes non paramétriques. Nous étendons les travaux effectués dans
le chapitre 2 au cadre de la régression. Nous présentons une version récursive de
I'estimateur a noyau de la régression spatiale classique étudié auparavant par Biau

(2003). Nous donnons des résultats asymptotiques d’un tel estimateur.

Organisation de la these

Les chapitres 2, 3 et 4 donnent les contributions de la these énoncées ci-dessus.

Le document se termine par une conclusion et quelques perspectives de recherche.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’estimation de la fonction de densité

de probabilité d’une variable aléatoire spatiale multivariée. L’approche que nous
utilisons est un lissage par noyaux récursifs qui généralise la méthode de Parzen
(1962). Le probleme abordé dans ce chapitre a été largement étudié dans la litéra-
ture dans différents contextes. La méthode et les résultats obtenus ici généralisent
les travaux existants dans le cadre d’une estimation non récursive de la densité
spatiale.
Bien que des estimateurs non paramétriques tels que l’estimateur de la densité
de Parzen (1962) peuvent étre utilisés pour estimer la fonction de densité, ces
estimateurs présentent cependant un inconvénient lié a leur complexité de calcul
dans le contexte de grande dimension.

Dans ce chapitre, nous proposons d’étendre les travaux de Amiri (2010) au cas
des données spatiales dépendantes. Ainsi, nous présentons une version récursive
de 'estimateur a noyau de la densité spatiale classique étudié auparavant par Tran

(1990), Carbon et al. (1997). Nous donnons des résultats asymptotiques d'un tel
estimateur. Ce dernier sera ensuite adapté au cas des données spatio-temporelles

dans le chapitre suivant.

Dans la suite de cette these, on consideére un espace de probabilité (€2, A, P).
Soient d, N et n des entiers naturels non nuls. Nous introduisons quelques nota-

tions et définitions qui seront utilisées dans la suite de ce document.

2.1 Meéthodologie

2.1.1 Notations et définitions

Dans la définition suivante nous rappelons la notion de processus spatial.

Définition 2.1.1 Soit S C RY un ensemble spatial (appelé aussi ensemble de
sites). On appelle champ aléatoire (ou processus spatial) sur S toute famille de

variables aléatoires indéxée par S et on note alors : X = {Xs, s € S}.

14



CHAPITRE 2. ESTIMATEURS RECURSIFS DE LA DENSITE SPATIALE

Dans la suite, nous considérons un ensemble fini de n sites, Z,, C NV, muni de

la distance uniforme définie par :

I =3I} = max fir — jil,
pour tous sites i = (i1,...,in), j= (j1,.-.,7n5) € NV et nous notons :

i=Card{jeZ,: [lill <}

Contrairement au cas temporel, en statistique spatiale, il existe deux facons de
caractériser le comportement asymptotique d’un domaine spatial (Cressie (1991),
p. 480). Les sites peuvent augmenter dans un domaine borné qui devient de plus en
plus dense (Figure 2.1) ou bien le domaine lui-méme peut étre non borné et croitre
suivant les directions de l'espace (Figure 2.2). Dans le premier cas, le nombre de
sites d’observation augmente de maniere dense au sein d’'une région bornée, on
parle alors d’asymptotique intensive, tandis que dans le second, I'augmentation
de la taille d’échantillon est die & 1" expansion de la région (non bornée), on parle

alors d’asymptotique extensive.
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Comme dans Robison (1926), dans la suite de cette these, dire que le N-
uplet n = (nq,...,ny) tend vers l'infini signifie que min_n; tend vers I'infini.
Observons que dans le cas d'une asymptotique extensivjé.,ﬂle plus grand site (au
sens de l'ordre lexicographique) du domaine tend vers U'infini, alors que pour une
asymptotique intensive ce site est fixe. Enfin, lorsque le domaine est régulier et de

forme rectangulaire, alorson a: n =net n = 0o & n — oo.

2.1.2 Présentation de 'estimateur

Considérons un processus spatial X = { X, s € Z,,}, strictement stationnaire
mesurable sur (Q, A, P) et & valeurs dans R?, tel que pour tout s € Z,,, X, admet
la méme distribution qu’'un vecteur aléatoire X, de densité de probabilité inconnue
p(+) relativement & la mesure de Lebesgue Ay sur R%.

Nous cherchons donc a estimer p(-). Pour cela, nous introduisons une version
spatiale de la famille générale d’estimateurs récursifs a noyau introduite dans le
cadre temporel par Amiri (2010), définie par :

1 1 Xs—x
¢ == — K| == R (¢ 1 2.1
e =g, =gk () eemeco, ey

ou K(-) est une fonction de noyau, {hg}sez, une suite de fenétres de lissage et

Spei= Y ™Y (2.2)

SEIn

est une constante de normalisation. Ici, contrairement au cas d'une estimation
par noyau classique, la fenetre de lissage est adaptative. Le choix de celle-ci tient
compte la localisation de 'observation Xgs. Comme cela a été démontré dans le
cas temporel, cette prise en compte du comportement local du processus étudié
a pour avantage de réduire la variance de l'estimateur, mais augmente le biais
d’estimation. Le parametre ¢ joue alors un role de régulateur de 'efficacité de 'es-
timateur selon des criteres de biais et de variance minimaux. Soulignons toutefois
que ces considérations sont d’ordre pratiques (lorsqu’on se place dans le cas d’une
taille d’échantillon finie). En effet, nous montrerons que tout comme 'estimateur
a noyau classique étudié par Tran (1990) et Carbon et al. (1997), 'estimateur

défini en (2.1) est asymptotiquement sans biais et que sa variance tend également
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vers zéro. Dans le cas temporel, Amiri (2010) a montré que le parametre ¢ n’a
pas d’influence majeure dans la qualité de I'estimation et que seuls les cas ¢ = 0
et £ = 1 présentent un intérét pratique (la variance de I'estimateur est minimale
pour ¢ = 0 et le biais ainsi que l'erreur quadratique sont minimaux pour ¢ = 1).
Ainsi, afin de simplifier la rédaction, nous nous intéressons uniquement a ces cas.
Dans cette these, on se place dans le cas ou ’ensemble spatial Z,, est régulier, de
forme réctangulaire et évolutif dans le sens ou il croit de maniere récursive (avec
le temps par exemple). Dans cette configuration, nous utilisons 'ordre lexicogra-
phique et numérotons les sites pris dans cette grille rectangulaire. Par exemple,
dans le cas bivarié (N = 2), la numérotation se fait de la fagon suivante : I’ob-
servation du site i = (i1,42) peut étre indexée par t = ny(i; — 1) + iy de la grille,
voir Robinson (2011). Dans ce cas, la nouvelle observation du site est (n; + 1, 1)
et donc indexée par n + 1. Soit donc s, +; un nouveau site d’observation qui vient

s’ajouter a Z,,, a savoir :
In+1 = In U {Sn+1}.

Sil’on note X

Sn+1

le choix d’une suite de fenétres adaptatives permet une mise a jour de I’ estimateur

la nouvelle observation du processus collectée au site s,, .1, alors

(2.1) via la formule autoregressive suivante :

Sn,ﬁ
prJrl(x) -5 . pﬁ(@ + K7l;+1 (Xsn+1 - x) (2.3)
n+1,4

avec
1 .
K{()=——K|[-—).
i) hi‘Sie (hs)

Notons que dans (2.3), p’, () est I'estimateur de la densité basé sur les obser-
vations collectées dans le domaine Z,, U {s,41}. La formule (2.3) indique alors
comment corriger l'estimation de la densité lorsqu’une donnée (une information)
nouvelle est enregistrée sans recourir a tout “I’historique” du processus.
Remarquons également que la définition de 'estimateur (2.3) peut étre motivée
par un algorithme stochastique de type Robbins et Monro (1951). Pour mieux
argumenter notre propos, rappelons d’abord cet algorithme.

Soit M (-) une fonction telle que 1’équation M (z) = 0 admette une solution unique

notée z = 1. On se propose d’estimer . Robbins et Monro (1951) ont proposé
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2.2. RESULTATS ASYMPTOTIQUES

une solution iterative @n définie a chaque “étape n + 1”7 par :

-~ ~

n+l — ﬁn — GpMp,

>

o0

2
i—1 Ay, < 00 et

ou a, est une suite de “pas” asymptotiquement faible, telle que )
N, une estimation adéquate de la fonction M(+), qui dépend uniquement de 1/9\71 et

de l'information collectée a 1’étape n + 1. En posant

Sn,f

SnJrl,é

f}/nzl_ )

on déduit aisément de (2.3) que p’(z) est une combinaison convexe de la forme :

Prr(®) = (1= 9)pn(@) + P (@), (2.4)

avec

- 1 Xs,o1 —
pn—‘rl(x) = hﬂi K< h+1 ) :

8nt1 Sn+1

On peut remarquer que dans la représention (2.4), la quantité p,1(z) est un es-
timateur de la densité p(z) basée uniquement sur I'information collectée au site
Sp+1- Ainsi, I'estimateur (2.3) peut donc se déduire d’un algorithme stochastique
de type Robbins et Monro (1951) en choisissant M(z) = z — p(x) avec un pas
égale a ,.

Dans la litérature des algorithmes stochastiques, plusieurs choix de ~, sont pos-
sibles. Plusieurs auteurs préconisent de prendre 7, = 1/(n+1). Ce dernier corres-
pond a un choix de parametre ¢ = 1, dans notre cas. Observons qu’avec ce choix,
si hg = h, pour tout s € Z, (choix d’une fenétre unique pour ’ensemble de la
zone Z,,) on retrouve l'estimateur classique étudié par Tran (1990) et Carbon et
al. (1997).

2.2 Résultats asymptotiques

2.2.1 Hypotheses

Afin d’établir nos résultats asymptotiques, nous avons besoin des hypotheses

suivantes.
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Hypothese H. 2.2.1 7,, est régulier et rectangulaire
In:{i:(il,...,iN>, 1 S’LJ Snj,jzl,...,]\f}.
Hypothese H. 2.2.2

(i) hy 0 et nhd — oo lorsque n — oo ;

(it) Pour toutr €] —00,2+d|, on a :
B 1zn: LANNNFEY -
= — — . orsque n — 0o.
’ n <= \ hn 1

La premiere condition de I’hypothese H.2.2.2 est classique en estimation non pa-
ramétrique, tandis que la seconde est tres utile dans nos calculs et est également
propre a la récursivité. Elle est souvent utilisée dans la littérature dans le cas tem-
porel, notamment par Masry (1986), Davies et Wegman (1979), Yamato (1972),
Mugisha et Samanta (1981) et Isogai (1994). Des exemples de choix de fenétre
vérifiant H.2.2.2 dans le cas temporel sont discutés dans Amiri (2010) et sont

facilement transposables au cas spatial, notamment les fenétres h,, = A,n~? avec
Inn

q
A, A>0, O<q<1ouhn:An(—> ,avecAn¢A>OetO<q<ﬁ.
n

Hypothése H. 2.2.3 K : RY — R est une densité bornée symétrique telle que :

/ uK (u)du =0 et / ||| K (u)du < oo
Rd Ré

avec || - || une norme de R%

Hypothese H. 2.2.4 La densité p est bornée et de classe C? sur R,

Les hypotheses H.2.2.3 et H.2.2.4 sont usuelles en estimation non paramétrique
et sont vérifiées en particulier par le noyau d’Epanechnikov et le noyau Gaussien,

ete.

Hypothese H. 2.2.5 Pour tous i,j € I, tels que i # j, le vecteur aléatoire
(Xi, X;) admet une densité jointe fi;(-,-) telle que :

Sup 1935l <00, 0t gi5(-, ) = fiz(,-) —p(-) X p(:).
i#j
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2.2. RESULTATS ASYMPTOTIQUES

Hypothese H. 2.2.6

Le champ (Xj)iez, est a-mélangeant : il existe une fonction
¢:RY - RY avec ¢(z) | 0 quand z — oo,

telle que pour tous E, E' C RY dont les cardinauxr Card(E) et Card(E') sont finis
on ait :

alo(B),o (B) = g IP(AN B) — P (A)P(B)]

< ¢ (Card(E), Card(E")) ¢ (dist(E, E')),

ot
G(E) = {Xi,i € E} et O'(E/) = {Xi,i € El},

dist(E, E') est la distance entre E et E' et (+) est une fonction positive symétrique
croissante sur ’ensemble des deux variables.

On suppose de plus que les fonctions ¢(-) et (-) vérifient les inégalités suivantes :

$(2) <Cz7? 0>0 et(z,t) < Cmin(z,t)

La mesure de dépendance utilisée dans H.2.2.6 est usuelle en statistique spa-
tiale. On suppose généralement dans ce cadre que la fonction ¢ (+) tend vers 0 avec

une vitesse polynomiale ou bien
¢ (z) < Cexp(—pz), pour tous C,pu > 0,

c’est a dire que ¢ (-) tend vers 0 avec une vitesse exponentielle. Nos résultats

peuvent étre prouvés sous ces conditions.

2.2.2 Convergence en moyenne quadratique

Le Théoreme 2.2.1 suivant établit la convergence de I’erreur quadratique moyenne
de l'estimateur (2.1). Soit p, (resp. p%) l'estimateur donné par (2.1) avec ¢ = 1
(resp. £ = 0).
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Théoreme 2.2.1 Soit x tel que p(x) > 0. Sous les hypothéses H.2.2.1 - H.2.2./,

on a :

. K(u) & 0*p(x)

2

e Bln(e) =) = B [ S S g i 25)
J1,j2=1

lorsque n — oo, avec u = (uy, ..., uq).

De plus st H.2.2.5-H.2.2.6 sont vraies et 0 > 1+ N, on a :

nh?V(p,(x)) = p(z)B_q | K?*(u)du (2.6)

Rd
Le Théoreme 2.2.1 est établi sous I’hypothese H.2.2.1 mais il peut étre généralisé
moyennant quelques conditions supplémentaires au cas d'un domaine irrégulier no-

tamment lorsque le domaine d’observation satisfait I'hypothese H.2.2.7 ci-dessous.

Hypothese H. 2.2.7 La région d’observation D est un ensemble irréqulier infini
et dénombrable, tel que tous deux points de D sont distants d’au moins d > 1. Dans
ce cas (comme dans Conley (1999)), nous considérons une suite finie de régions
fermées et convexes {R,}, de surfaces croissantes lorsque u — +oo. On suppose
alors que le domaine d’échantillonnange est obtenu par I’ intersection de chacune

des régions convezes et D : I, =D C R,,.

Ici, nous ne spécifions aucun ordre, ni toute autre hypothese sur la configuration
et 'augmentation de la taille de I’échantillon, exceptée I’hypothese de croissance
uniforme des surfaces de R, dans au moins deux directions non opposées pour
augmenter la taille de I’échantillon n (lorsque u — +o00) voir Conley (1999).
Ainsi, une nouvelle observation correspond a n’importe quel nouveau site s, ;1 de
D qui se trouve en dehors de Z,.

Le Théoreme 2.2.1 est une extension au cas spatial des résultats obtenus dans le
cas de données temporelles par Amiri (2010) sous la condition a-mélangeante.

Nous avons également le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1 Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.1, pf vérifie (2.5), lorsque

By est remplacé par BngdH.

Nd+ 2

De plus si 0 >
B;'.

, alors p’ wvérifie (2.6) lorsque B_g est remplacé par
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Notons en particulier que si h, = nﬁld, on obtient le comportement asympto-

tique de l'erreur quadratique moyenne :

T A O

J 2
4 * O*p(x
na+d EQM(ph(x)) — [ K (u) g ujlujz,x‘p—()ldu T4 g

lorsque n — oo pour tout = tel que p(x) > 0. En effet, si h, = n_4}rd, alors pour
d+4 :
tout r < d—+2,ona B, =———.1I vient que
d+4—r

B;' =

Donc B;leH = 2. Puisque l'erreur quadratique moyenne se décompose comme
la somme du biais au carré et de la variance, on obtient donc le résultat précédent.
Une représentation similaire peut étre établie pour I'estimateur (2.1), pour tout
¢ e0,1].

Enfin, soulignons que les résultats du Théoreme 2.2.1 sont établis en supposant
que la suite des fenétres {hg}s est déterministe. Plutot que de faire dépendre
les fenétres uniquement des localisations des observations, on peut choisir des
fenétres qui dépendent des observations elles-méme. On obtient ainsi une suite de
fenétres {hg}s aléatoires. C’est en particulier le cas lorsque les sites sont répartis
aléatoirement dans l'espace et que l'on s’intéresse a la distribution de ceux-ci.
Les observations sont alors les coordonnées des sites eux-mémes. Dans le cas non
spatial, ce choix de fenétres est suggéré par Abramson (1982) et étudié également
par Hall et Marron (1988). Motivé par les références ci-dessus, nous obtenons le
Théoreme suivant qui établit la représentation biais-variance de notre estimateur

avec un choix de fenétres aléatoires.

Théoréme 2.2.2 Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.1 si hy = Ao f(Xs) ™2,
avec {As}s une suite vérifiant hypothése H.2.2.2, alors

E(pa(r)) — p(z)

lorsque n — oo et

nX YV (pa(2)) = f(2)"?p(x)B-g | K*(u)du

R4
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lorsque n — oo pour tout x tel que p(x) > 0.

Moyennant quelques hypotheses supplémentaires sur p(-) et une complexité accrue
au niveau de la preuve, on peut obtenir un biais asymptotique exact de ’estimateur

(2.1) et établir la méme vitesse de convergence qu’au Théoreme 2.2.1.

2.2.3 Convergence presque sire

En plus des hypotheses précédentes nous aurons besoin de I’hypothese sui-

vante :

Hypotheése H. 2.2.8 Pour tout € > 0 (et pour n =ny X --- X ny), soit

N

Up = H(log n;)(loglogn;)'**.

=1

On suppose que

oy _do_ 2N Nd+ 2
nlognZNQ—]ghﬁ_‘lNuéN‘e — 00, ot f > max {4N, 2+ }

La définition de u,, de I’ hypothese H.2.2.8 implique que

1
> <o

(n1,...,nN)ENN

(rappelons que n =ny X -+ X ny).

Le théoreme suivant établit la convergence presque stre de p,, dans le cas £ = 1.

Théoreme 2.2.3 Sous les hypothéses H.2.2.1, H.2.2.2- H.2.2.6, on a :

|pn<x>—p<x>|=0< 12%}}), ps (2.7)

lorsque n — oo pour tout x tel que p(z) > 0.
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L’hypothese H.2.2.1 permet de se placer dans le cadre d’une grille réguliere ou
le type d’asymptotique choisi est extensif. Les hypotheses H.2.2.2- H.2.2.6 sont
cruciales pour la convergence presque stre de l'estimateur p,. Les Théoremes
2.2.1 et 2.2.3 sont également obtenus dans le cas ¢ = 0 (a partir de I’équation
(2.1)) par Amiri et al. (2015) et peuvent aisément se généraliser au cas général
¢ e0,1].

2.3 Application

2.3.1 Cadre genéral

En épidémiologie, 'utilisation de l'analyse spatiale pour 'aide a la décision
est de plus en plus fréquente, notamment pour évaluer des risques sanitaires en
association avec des pollutions environnementales. Pour cela, on combine des mé-
thodes épidémiologiques, statistiques et les systemes d’information géographiques.
Par exemple, en santé environnementale, on s’intéresse souvent a ’analyse de la
répartition spatiale d’indicateurs de santé. Cette démarche comporte plusieurs
objectifs. D’une part, on cherche a décrire les variations des indicateurs de santé
et modéliser leur structure. D’autre part, on a besoin de mettre en évidence des
associations entre ces variations et celles des expositions a des facteurs de risque
environnementaux.

Les variations spatiales des indicateurs de santé et des facteurs d’expositions en-
vironnementaux sont souvent étudiés en épidémiologie dans un cadre descriptif. Il
existe différents types d’analyses faisant intervenir une approche géographique : la
représentation cartographique du risque de maladie, la détection d’agrégats spa-
tiaux autour d’un point source ou encore I’évaluation de I’association entre risque
et exposition environnementale en fonction de facteurs de risque connus. Pour ef-
fectuer ces analyses, des informations spatialisées sont utilisées. Ces informations
peuvent étre des données sanitaires. Par exemple, on peut utiliser les cas, pour
une épidémie donnée, géolocalisés a partir des adresses des malades, ainsi que des
informations contextuelles.

Pour comprendre 1’évolution spatiale du risque lié a une épidémie dans une zone

géographique donnée, il est nécessaire d’étudier la distribution spatiale des cas
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d’épidémie, en comparaison avec la distribution spatiale de la population. On
examine alors la fonction de risque relative liée a I’épidémie. Celle-ci représente le
rapport entre la densité des cas d’épidémie et la densité de controle (densité de la

distribution spatiale de la population exposée a I’épidémie).

2.3.2 Estimation de la fonction de risque relatif

Supposons que nous avons les coordonnées géographiques (exemple latitude,
longitude) d'un nombre n; de cas d’épidémie que nous notons par (Xj)iey,, et d'un

ensemble de ny cas de controle représentant des populations a risque (Yj)jey,, olt
U; = {51, ...,snj} , 1 =1,2.

On suppose que les X; (resp. les Yj) sont identiquement distribués avec une densité
commune p (resp. q), telles que p et ¢ sont définies dans un compact D C R? (une
quelconque région géographique de R?). La fonction de risque relatif est définie
par (Bithell (1990)) :

—— pour tout z € D.

) — P2
r(z) q(z)

Plutot que d’étudier directement la fonction 7(-), on peut lui appliquer une trans-
formation de type Box-Cox. Par exemple, une transformation logarithmique, conduit
au risque logarithmique défini par (Kelsall et Diggle (1995)) :

p(z) = logr(z) = log {%1 .

Davies et Hazelton (2010) utilisent des estimateurs & noyau pour I'estimation de
la fonction de risque relatif liée & la cirrhose biliaire primitive' dans le nord-ouest
de I’Angleterre.

En s’inspirant de Davies et Hazelton (2010), nous pouvons proposer un esti-

mateur de la fonction de risque relatif basé sur des noyaux récursifs. Nous utilisons

1. c’est une maladie hépatique touchant le plus souvent la femme.
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pour cela l'estimateur (2.1) pour estimer p et g. Soient p et ¢ les estimateurs as-

SOCiés, a savoir :

P =5 5k (F) et =g ¥ ok (Y_> ey

Pieut,, i 9 jetn, ]

avec

Sy = Z h?‘e et S, == Z KjQ_é ou ¢ € [0,2].

i€lUn, j€Un,
En remplagant p et ¢ par leur estimations, on obtient un estimateur de la (log)

fonction de risque relatif :

pe(z) = log7(z) = log

p(z)
@(Z)} , (€02, (2.9)

2.3.3 Propriétés asymptotiques

On pose

n = min(ny, ng)

et pour toute fonction a deux variables v, on définit :

1 [ K@ 0% LI
Ay(z) = e /R2 5 {% 27 (z) + 2u1u28x1x2 (z) + uj 12 (z) | du,

avec u = (ug, us).

Hypothese H. 2.3.1

(i) D vérifie 'hypotese H.2.2.1

)
(ii) Les fenétres h et k vérifient 'hypotese H.2.2.2
(iii) Le noyau K vérifie 'hypotese H.2.2.3

)

(iv) Les densités p et ¢ sont bornées et de classe C? sur R?
Hypothese H. 2.3.2

(i) Pour tous i,j € U, tels que i # j, le vecteur aléatoire (Xj, X;) admet une

densité jointe pi;(-,-) telle que :
Sup [Pille < o0, ot Pig(,-) = piz — p(-) x p(-).
i#]
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(ii) Pour tous i,j € U, tels que i # j, le vecteur aléatoire (Y;,Y;) admet une

densité jointe g;;(-, -) telle que :

sup 1Qill, < o0, out Qiy(+-) = a5 —al-) x q().
i#j

(ili) Pour tous i€ U, et j € U,,, les variables X et Yj sont indépendantes.
(iv) Les champs (Xi)ieu,, et (Yi)ieu,, vérifient Phypotese H 2.2.6.

Théoréme 2.3.1 Soit z € D tel que p(z) > 0 et q(z) > 0. Sous I’hypothése

H.2.3.1, si p est l’estimateur donné par (2.9) avec £ = 2, alors on a :

B((2) - p(a) = 5= {2 00) — 2,0 (2)} +oe()  (210)

lorsque n — oo.

De plus st H.2.5.2 est vraie, alors pour 8 > 3, on a :

1 1

B0 .
R

2
Bs , Jre

V(p(z)) = K?(u)du [ + op(1) (2.11)

lorsque n — o0.

2.3.4 Sélection des parametres

En estimation non-paramétrique la sélection des fenétres de lissage h; et K
est un probleme crucial qui affecte considérablement le degré de lissage de l'es-
timateur. De trop grandes valeurs de la fenétre donnent un estimateur avec un
grand biais et une variance tres faible, alors qu’ une trop petite fenétre donne
un estimateur avec un biais trop faible et une variance trop grande. En pratique
on peut par exemple utiliser la méthode de séléction des fenétres introduite par
Davies et Hazelton (2010) dont voici la description.

Soit p (resp. ¢) un estimateur de p (resp. ¢) calculé avec une fenétre auxiliaire h
appellée fenétre pilote. Afin de calculer la valeur de p(z), on utilise une suite de

fenétres adaptatives de la forme :

h: = ho

i "yp(X)UQ’ i GZ/Im, (212)
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ou hg est une constante multiplicative appellée fenétre globale, commune a tous

les sites d’observation, et

1

ni + neg
v = exp Z log [p(X;)™?] + Z log [q(X;)~"/7]

i€y, j€Un,

est la moyenne géométrique groupée des séries p(X;),i € Uy, et q(Xj),] € Uy,.
Le calcul de q(z) se fait en sélectionnant la suite des fenétres x;,j € Uy, de la
méme maniere. La méme fenétre globale hg est utilisée dans les deux procédures

de sélection. Celle-ci est donnée par :

— 10%7 3

ou n* est la moyenne géométrique de n; et ny et IQR est la moyenne des écarts
interquartile des Xj et des Yj.

Cette méthode de sélection des fenétres est implementée dans le package sparr.?

2.4 Preuves

Rappelons que pour £ =1, on a d’apres (2.1) :

1 X;—=x
W) ==Y KUK [ &
pa(z) =~ > b ( I

i€Z,

) , r € RY (2.13)

Pour prouver les résultats de la Section 2.2, nous utiliserons souvent le Lemme
2.4.1.

Lemme 2.4.1 Soit (wy,),>1 une suite de nombres réels tendant vers w. Si I’ hy-

pothése H. 2.2.2 est vérifiée pour tout r €] — oo, d + 2|, alors :
I~ hi\
— — P — Br
2 () v

lorsque n — oo.

2. https ://cran.r-project.org/web/packages/sparr/sparr.pdf
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2.4.1 Preuve du Lemme 2.4.1

Le Lemme 2.4.1 est une conséquence directe du lemme de Toeplitz (voir Stout
(1974)). Sa preuve est une adaptation directe du calcul de Amiri (2010), p. 28.
|

2.4.2 Preuve du Théoreme 2.2.1

Pour controler le terme de variance de p,(z), nous le décomposons en deux

termes principaux. On a :

1 X —
V(pa(x)) =V | =Y h K ( - x)] =1+ I, (2.14)
"z, i
ou ) )
Li=—=> h>V(Z)et h=— > h'hCov(Z, Z),
n ieZ, " i,jeZy
i
avec

Xi—l'
Zi =K )
( hy )

D’une part, sous I” hypothese H.2.2.2, on a :

hd
dr _"n —2d 2\ _ |27,
nhyly == > hME(ZD) - B (Z)]

i€eZ,

- %gllzn;h;?d {/Rd K? (t ;x) p(t)dt — UWK <t ;x) p(t)dtr} .

t—x
En faisant le changement de variable u = ———, on obtient :

hi

d n
nhe I, _ln Z h; ¢ { K*(u)p(z + uhg)du — he [
n
i=1

R4 R4

1<~ h\
=-S5 (), 2.15
nz(h) w (2.15)

K(u)p(x + uhz)du} }

avec

K(u)p(x + uhi)du] — p(x) g K*(u)du,

w; = [ K*(u)p(x + uh;)du — hf {

R4 R4
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lorsque h; — 0, grace a la continutié de p (hypothese H.2.2.4). On a donc par
application du Lemme 2.4.1 et grace a I’hypothese H.2.2.2 :
nhil, = p(x)B_q | K*(u)du (2.16)
Rd
lorsque n — oo.

D’autre part, on décompose le terme de covariance I, comme suit :

IQ == Jl —+ JQ, (217)

N

ou

1 Z —dy—d 1 Z —dy—d
J = ﬁ h; hj COV(Zth) et Jp = ﬁ h; hj COV(Zi7Zj)7
li—jll<cn en<[li-jll

¢, étant une suite qui tend vers 'infini lorsque n tend vers 'infini.

Les changements de variables

tl — X t2 — T
Uy = et ug =
i hs
et la densité jointe définie dans I’hypothese H.2.2.5, conduisent a :

Cov(Z;, Z;) = / / h?h‘?K(U]_)K(UQ)giJ (z + hyuy, x + hjUg)dUldUQ.
R JR4

Par conséquent :

|Cov(Zi, Z;)| < B N|gisll . -

Maintenant puisque Z, est une grille réguliere, un raisonnement similaire a
celui de Tran (1990)), donne
Card {(u,v) €L : lu—v| < ¢} = O (nc)).

Il vient alors que :

i )

7szﬂ§7;§:@d > he! |Cov(Z, Z)|
i€z, JELn: |li-jlI<cn

Chd
SY Y il

€T, jeTn: [lizjl|<cn 79

<

SC%&@MWNMZOM#ﬁ-
i#j
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Concernant le terme Jy, une adaptation de I'inégalité de Billingsley (voir Blanke

et Bosq (2007), dans un cadre non spatial), permet d’obtenir I'inégalité suivante :
|Cov(Z;, Z;)| < 4o(|li —jI) 1K1,

Par conséquent grace a la décroissance de la suite {hg}s et 'hypothese H.2.2.6 :

hd
d n —d —d . .
nhy, |Ja] < . E hi E hj |Cov(Z;, Z;)|

icZ, jeZn: li—jll>cn
4 HKH d s s
Zh > kel
i€z, JE€Ln: |li—jl|>cn
4 HKHf,o 4
= nhd Z t.i
T JEIn: tj>en
avec tj := ||i — j|| pour tout i € Z,, fixé. Ainsi
4| K5 e oy -
hd Il < oo ''n  1-0 -0 1 Oh d )
nn‘2’— (9_1) Cp (Cn n)

En choisissant
__2d
Cp = Lhn N+9‘1J , avec 0 > 1+ N,

on a:
nh? |I,| — 0 lorsque n — oo, (2.18)

Le résultat (3.4) est une conséquence de (2.16) et (2.18).

Concernant le terme de biais, on a

Bln(o) - ple) = 3 i 1 ()| - pte)

1€I 1

:_Z —d/Rd ( - >p(t)dt—p(x) (2.19)

i€z,

—x
, on obtient :

i

En faisant un changement de variable, u =

E(pn()) — p(x) = ~ > N K (u)p(z + hu)du — p(x)
=3 [ Kb+ b~ p@ldu. (220
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Grace a 'hypothese H.2.2.3 et par application d’'un développement de Taylor a
I'ordre 2, il existe un réel 7, avec 0 < 7 < 1 tel que :

n

B2 [E(pa(2)) — pla)] = = > (Z—n)z wi,

n-
=1
avec
d d
K(u) O*p(x + Thiu) K(u) 0*p(z)
P = W, —————du — Wy —————dU
R4 2 jlgzl 7 8le (9acj2 R4 2 j1§=1 e 8le 8:@2

lorsque hs, — 0. Grace aux hypotheses H.2.2.3 et H.3.3.4, au théoreme de la

convergence dominée et au Lemme 2.4.1, on obtient (2.5). |

2.4.3 Preuve du Corollaire 2.2.1

La preuve est identique a celle du Théoreme 2.2.1. Le seul point de différence
repose sur le controle du terme de covariance. Consiérons donc la décomposition

(2.17), qui cette fois s’écrit avec

1 1
J = B i > Cov(Zi, Z,) et Jy = B i > Cov(Zi, Z).

Lj€Ln i,jeln
li-jll<en en<[li=jll

Ecrivons :
h2t + h2?

Cov(Zi, Z;,)] < B gl < —5 Sup 1934l - (2.21)
i#£j

Ici le Lemme 2.4.1 n’est pas directement applicable du fait que le majoration de

la covariance fait apparaitre les termes h? et hJ?d. En effet, 2d > d+2 lorsque d > 3.

Ainsi, si d > 3 alors on choisit un réel  tel que

Puisque la suite des fenétres (h, ), est décroissante, alors on obtient a partir de
I'inegalité (2.21) :

h?(('l'l)hlli(l—o + h?(<+1)hf(1_C)

‘COV(Zth?)l < l ?

5 sii?Hgi,jHoo-
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Ainsi :

1 1
d
nhy, |Ji] < %W Z E |Cov(Zi, Z;)]

" A€T, JETn: |i—jl<cn
11 n h d(¢+1) d1-0) 1 4
i _
nd 5= \/tn J€Tn: [limjll<cn 79

Braec+1) , di—¢), ac n
< D p I Bde N sup || g o
B; 4 i

= 0 (MY |

Si1<d<3,onprend ( =1 et on applique un raisonnement identique.

Concernant le terme J5, on a :

1
d
nhy, |Ja| < mz > |Cov(Zi, %)

i€Zy jeTn: |li—j||>cn

4 K15 ..
Ul 5~ 5 i)
n,d'‘n

i€T, jeZn: ||i—j|l>cn

4K 4 4K i c
< ——= t. < = n . 2.22
S B2 Z i = Bg,dhg(e—n% 0 hd (2.22)

n,d'"n JEL,: tj>Cn

IN

_d(cH)
En choisissant ¢, = {hn N “’1J, on obtient :

d(¢(0—1)—N)

nhe |I] = O (hn ot ) — 0 lorsque n — oo.

D’ou le résultat.

2.4.4 Preuve du Théoréeme 2.2.2

Pour ¢ = 1, on obtient & partir de la formule (2.1) :

N2 X

: A
ieZ, 1
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Ainsi, pour le terme de biais on a :

1 A2 — ¢
E(pn(@) = 2 2 N | JOPpOK (M) dt.
niez, B e A
En effectuant le changement de variable

f@) (@ —1)

u =

A
T —d/2 T — N:U
Bnta) = FO=F [ o te -k ( %) "
- ]@ Z /Rd T, ( iu)dTaz,p<niu)2K (uTe(miw)) du.

avec pour toute fonction ¢ et x fixé :

G
()

Ce qui donne la convergence du terme de bais vers 0, du fait que 7, — 0 lorsque

m = N f (@) 72 et () =

i — o0o. Pour le terme de variance, on a :

1 1
V(pa(2) =— > ONV(Z) + — > NINICov(Z:,Z;) = 1+ L, (223)

i€, i,jeTn
i#j

ou

A

1

gy (LX),

Pour le premier terme de la décomposition précédente, nous écrivons :

nAL T :An—Z D oA { 5 F() ) K? (%) dt — ]E2(Zi)} .

i€eZ, i

R VI
=2 il 2.24
nZ(Q w (2.24)

avec

wi = f(2)" | f(o—nw)'ple — na) K2 (ure () du — ME*(Zs,)
Rd

S F(2)2p(a) / K2 (u)du,

Ra

34



CHAPITRE 2. ESTIMATEURS RECURSIFS DE LA DENSITE SPATIALE

lorsque 7; — 0, grace a la continutié de p et 7,. On a donc par application du

Lemme 2.4.1 et grace a I’hypothese H.2.2.2 :

n\ L — B_gf (2)Y?p(z) | K?(u)du (2.25)

R4
lorsque n — oo. |
2.4.5 Preuve du Théoreme 2.2.3

Posons

Gn(x) = pu(z) — Ep, (2 Z A; avec A

i€Z,

(Z EZ;),

ou les Z; sont définis en (2.14). Dans la suite, a, est un entier. On utilise la

méthode des blocs en regroupant les variables aléatoires A; comme suit :

tp=2jkan+1

=1,..,

(2jktlan  2(in+1an

U2,n,j,z) = Z Z Ay;

g=2jkan+1liny=(2jny+1)an+1
k=1,...N—1

(2jk+1)an 2(jN—1+1)an (2jn+1)an

UB,njz)= Y > oA (2.26)

ik=2jkan+1iny_1=(2jn_1+1)an+1in=2jNan+1

=1,...,

(2jk+1)an 2(jn—1+1)an 2(jn+1)an

U4,n,jz) = Z Z Z JAVE

ik=2jkan+1liny_1=(2jn_1+1)an+1in=(2jn+1)an+1
k=1,..,N—2

etc. On note que

(2jk+)an  2(in+1)an (2jkx+1)an
N-1 . N .
U2t ,n,j,x) = E g Ay, U2V, n,j,x) = E Aj.
ig=2jgan+1in=2jNnan+1 =2jpan+1
k=1,...N—1 k=1,..,N

Et pour tout entier 1 <4 < 2V, on définit

E(n,i,x) ZUsz:c
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alors on peut écrire
2N+1

Gplz) = Z E(n,i,x).

Sans perte de généralité, on montre le résultat pour + = 1. Puisque K est bornée,

on obtient . |
a
U ]-a a.a < B
(L,n,j,z) < i
On considere les suites
A = {(nhi logn)l/QJ , et =n;/(2a,), i=1,...,N.

On en déduit que, pour n assez grand,

1
M [U(L 3, 2)] = O (ﬂ> . (2.27)

\/nhd

On numérote les variables aléatoires U(1,n, j, x) dans F(n, 1, z) de facon arbitraire
avec leurs représentants respectifs Ul, o U v tel que M =ry..ry.

Par application de I'inégalité de Markov et du Lemme 4.5 de couplage de Carbon
et al. (1997), il existe des variables aléatoires réelles notées Uy, ..., Uy, et qui
sont indépendantes de Ul, ...,UM telle que pour tout i, U, = Uz(x) a la méme

distribution que U; = Uj(z). De plus :

o U,
P(Ui—Ui > e) <18 [ = | vn, a)o(an). (2.28)

logn
Soit €, = 1, /%, ol 1 est un nombre positif. Il vient que
n n

P(|E(n,1,2)| > €,) <P (Z U;| > %") +P (Z U, —U;| > %‘) . (2.29)

Les U; étant indépendantes, I'inégalité de Bernstein entraine que :
M M
~ € An€ A2 -
P Ul > ) <2exp [ -2 4 20N (U? )
(Z > 5 ) < 2exp ( 5 + 1 ; (x)

j=1
1 2 X
< 2exp (—77 og T + s E (Uf(m))) .

2 4

=1
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Il est clair que,
L.l fo A2 log(n) .4
=3 E <Ui (x)) < TV (pa(x)) < =0l V(pa (@)
i=1

De I'égalité 2.27, on en déduit que pour n assez grand,

nh?V(pn(z)) < p(x)B_q | K*(u)du.

Rd

Il s’en suit donc que

% ZlE (Uf(x)) < log(n)p(x)% » K?(u)du.

D’ou

M
p(z 0 >%) <t

J=1

ou d > 1, pour 7 assez grand. Concernant le second terme du second membre de

(2.29), on a
; ay ||K]
Ui H < (= < ).

On obtient grace a I'inégalité de Markov :

M
bl En ay [IK]lo) -1 N
P> |Ui-T > 5| < OM (=2 ) e (n, a)o(an).

i=1

Ce qui donne

1> %‘) < Cn 37 logn ' WIY = €3,
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On rappelle que n = n = ny; X ny X ... X ny et de 'hypothese H.2.2.8 on déduit

que
4N—6

o_on _do 2N 2N
nu, 3, = | nlogn=e b, *N u,"° — 0 lorsque n — oo.

Etant donné e > 0, on peut trouver ng € N tel que si n > ng alors
[nu,B,] < e.
Les suites étant a termes positifs, on obtient :

Bn <

€

nu,
Or d’apres 'hypothese H. 2.2.8,

Sos= Y ;f < oo,

n>1 (ni,....,nN)ENN

Le Théoreme 2.2.3 découle alors du lemme de Borel-Cantelli. [ ]

2.4.6 Preuve du Théoreme 2.3.1

1 +0,(z)
o 1+ 04(z)

e ( (z) q(z) — q(z)
p\z) — p(Z q\z) — q\Z
0,(z) ;= ——" et §,(z2) := ———>.
p( ) q( ) p(Z)
D’apres le Théoreme 2.2.3 on a d,(z) — 0 et §,(z) — 0 p.s, lorsque ny,ny — 0.

Ainsi, un développement limité de la fonction log permet d’écrire :
Blz) = p(2) + 0,(2) — 84(2) + Op [3,(2)] + Op [5;(2)] .
Par conséquent pour n suffisamment grand, on obtient grace au Théoreme 2.2.1,
E(p(z)) = p(z) + E(0,(2)) — E(d,(2)) + 0p(1)
et grace a I’hypothese H.2.3.2, on a aussi
Var (5(2)) = p(z) + Var (3,(2)) — Var (5,(2)) + 05(1)

On en déduit les résultats du Théoreme 2.3.1 par application de ceux obtenus au
Theoreme 2.2.1. |
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Chapitre

Estimateurs récursifs de la densité d’'un

flux de données spatio-temporelles
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’estimation non-paramétrique de
la densité de probabilité d’un “Data Stream” de nature spatio-temporelle. Nous
proposons et étudions un estimateur a noyau de la fonction de densité de proba-
bilité d’un flux de données spatio-temporelles. Plus précisément, nous adaptons
Iestimateur a noyau classique de Parzen-Rosenblatt. Pour cela, nous proposons
de combiner la méthodologie sur I'estimateur récursif de la densité et celle d’une
distribution de nature spatiale (Tran (1990)).
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3.1. FLUX DE DONNEES SPATIO-TEMPORELLES

3.1 Flux de données spatio-temporelles

Soient d, N > 1 et X une variable aléatoire a valeurs dans Rd, définie sur
I'espace de probabilité (€2, A,P). Un flux de données spatio-temporelles est un
processus spatiotemporel pour lequel les données d’entrée peuvent étre décompo-

sées en une suite de matrices de la forme
Wiy = {X(S,m, o 7X(s,t)k(s,t)}7 seNV, tez,

indexées par l'espace et le temps, ou le sous-échantillon X1, ..., X(s ks, est
une suite de vecteurs aléatoires de R? de méme distribution qu’une variable aléa-
toire X.

Dans le cadre de flux de données spatio-temporelles considéré ici, Ws ) est désigné
comme une fenétre et k(s,t) sa largeur, considérée comme un nombre entier.

En s’inspirant du cas traité par Hall et al. (2005) dans le cadre non spatial, on
peut considérer le cas ou les tailles des lots W) sont aléatoires ; c’est-a-dire sup-
poser que k(s,t) un processus spatio-temporel également. En effet, dans un cadre
temporel, ces derniers ont considéré une estimation de la densité dans laquelle les
tailles des lots sont aléatoires, lorsque la distribution sous-jacente évolue avec le

temps et les observations sont indépendantes.

Dans ce chapitre, nous traitons le cas d’un flux de données spatio-temporelles
stationnaire, ce qui signifie que la distribution des X (s ); est invariant dans I'espace
et le temps. L’objectif est de fournir un estimateur de la densité f des X(s,); qui
peut étre mis a jour facilement quand un nouveau lot de données est disponible,

tout en gardant de bonnes propriétés théoriques.

Nous supposons qu’un utilisateur recueille de maniere séquentielle un flux de
données spatio-temporelles a travers le temps dans {1,...,7} et I'espace dans un
ensemble spatial Z,, de cardinal n, d'une région D C Z¥, ott Z" est muni de la
métrique uniforme définie au Chapitre 2.

Posons

Doy =T, x {1,..,T},

'ensemble d’observations du processus {Ws ) }s -

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas ou le processus satisfait une condi-
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tion de dépendance faible qui est plus générale que le mélange fort dans la mesure

ou la faible dépendance couvre une grande classe de processus. En effet, le mélange
fort est utile pour caractériser la dépendance d’un certain nombre de processus,
et permet d’obtenir les mémes résultats asymptotiques comme dans le cas indé-
pendant. Cependant, certains processus qui sont d’intérét pour les statistiques ne
sont pas fortement mélangeants, mais remplissent des conditions de dépendance
faible. Pour une introduction plus exhaustive sur la faible dépendance, nous nous
référons a Doukhan et Louhichi (1999) et Dedecker et al. (2007). On rappelle

d’abord quelques définitions d’une suite doublement indexée.

Définition 3.1.1 Soit u : N> — R une suite doublement indézée de nombres
réels. On dit que (u(n,m)) converge vers a € R et on écrit

lim w(n,m)=a
n,m—00

si la condition suivante est satisfaite : Ye > 0,dN, M tel que si Yn > N, m > N,

on ait |u(n,m) —a| < e.

Définition 3.1.2 Une suite doublement indexée (u(n,m)) est dite bornée s’il

existe une constante C' > 0 tel que |u(n,m)| < C'  pour tout n,m € N.

Définition 3.1.3 Soit (u(n,m)) une suite doublement indexée de nombres réels :
— Siu(n,m) < u(n/,m') V(n,m) <. (n',m') € N2, on dit que la suite
(u(n,m)) est décroissante avec <., l'ordre lexicographique dans N* défini

par :
(n,m) <jer (n',m') & n<n’ ou (n=n"et m<m),

— Siu(n,m) > u(j, k) Y(n,m) <. (j, k) € N2, on dit que la suite (u(n,m))

est croissante.

Il existe différents coefficients qui sont définis pour décrire la faible dépendance,
voir Dedecker et al. (2007).
Nous utiliserons les notions de n-dépendance introduites par Doukhan et Louhichi

(1999) et que nous adapterons au cadre spatio-temporel qui nous intéresse.
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3.2. PRESENTATION DE L’ESTIMATEUR

Définition 3.1.4 Soit une fonctions v : N2 XRi — R, la suite spatio-temporelle

{X(s,t)7 <S>t) € Dn,T}

de variables aléatoires est dite 1-faiblement-dépendante s’il existe une suite dé-
croissante {e(r,m), (r,m) € N?} tendant vers 0 quand r,m — oo telle que, pour

tous sous-ensembles
/ / /
S={s1,...,s;} et S ={s],...,s;.}

de Z,, et pour tout (t1,ts,...,t;) et (t],..., 1) avect; <ty < ... <t <tj+z=1t) <

. < ty., linégalité suivante est vérifiée :
Cov (90 (X1 Xs30) - 91 (Xisp, ...,X(S;C,t)))‘
< ¥(illg ek 90l - Lip (g0) . Lip (1) Je(=,w). (3.1)

ot w = dist(S,S’) est la distance entre S et S’ et g, : RUWIPFTE) S R p =

0,1 sont des fonctions arbitraires bornées, telles que

9,(1) = 9,(v)] TR
lgpll. < 00 et Lip(gy) = sup I < oo avecfoll, = D7 fail.
uFv ”u - v”l i=1
(3.2)

Définition 3.1.5 Dans I’ équation (3.1), quand
»(j, k,u,v) = ju+ kv,
le coefficient € sera noté n. Dans ce cas, on dira simplement que le processus

{X(s,t)7 (Sat> € Dn,T}

est n-faiblement-dépendant.

3.2 Présentation de ’estimateur

Pour simplifier la présentation, et puisque le cas général est plus complexe en
terme de notations, nous étudierons 'estimateur de la densité simplifié lorsque

k(s,t) = 1. Ainsi, nous considérons 'estimateur de la densité suivant :

( @5 ) zeR? (3.3)
T et t=1 (lt)
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ou

Sur = Y00

iceZ, t=1

3.3 Hypotheses et résultats asymptotiques

Pour évaluer le biais et la variance de (3.3), nous supposons les hypotheses

suivantes.

Hypothese H. 3.3.1 Le processus

{Xen, (5.0) € Dur}

est n-dépendant . De plus, il existe m; et ny avec m1(0) = 1n2(0) = 1 tel que pour
tout z,w € R,

n(z,w) = n1(2)ny hm m” Zm et lim m"~ NZT n2(r) = 0.

m—00
r>m r>m

1
ou v > et p > Nd.

Hypothese H. 3.3.2 K est une densité bornée et symétrique telle que

/ uK (u)du = 0, et/ || | K (w)| du < co.
Rd Rd

Hypothese H. 3.3.3 (i) hary 40, quand n,T — oo.

(i1) Pour tout p €] — 00,2 +d|,

1 < h(;
Bur,: ( (t)) — B, quand (n,T) — oo.
TLT hnT
1 t=1 (7)

i=

Hypotheése H. 3.3.4 (i) Le processus spatio-temporel

{Xen: (5.0) € Dur}

est strictement stationnaire de densité marginale f.
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3.3. HYPOTHESES ET RESULTATS ASYMPTOTIQUES

(i) Pour tous (i,t),(j,7) € Dpr tels que (i,t) # (j,7), le vecteur aléatoire

X(ivt),X(ij)> admet une densité jointe f( ) telle que :

X)X (§,r

M= Sub fixa ; — [ x f] <oc.
li=ill>1, |t77\21| (X6,0:XG,m) |

Hypotheése H. 3.3.5 La densité f est bornée et 2 fois différentiable sur RY.

La condition H. 3.3.1 est la version spatio-temporelle de I’hypothese de dé-
pendance faible considérée par Doukhan et Louhichi (1999) pour I'estimation de
densité dans le cadre temporel. Les conditions de convergence ci-dessus sur les
coefficients de dépendance sont considérées pour simplifier les calculs et sont sem-
blables & celles proposées par Doukhan et Louhichi (2001).

A titre d’exemples de fenétres vérifiant les hypotheses H. 3.3.1, hgy = (8t)77
0 <v<1lavecs = Card({i€Z,, i<pers}) ou <j, est I'ordre lexicographique
de N¥. On voit dans le cadre d’un rectangle ou les observations se portent sur n
sites, B = n, hmy = (nt)™" et pour le cas spatial, il suffit de prendre ¢ = 1.

L’hypothese H.3.3.2 est courante pour 'estimation a noyau de la densité.

H. 3.3.3 (ii) est une hypothese technique utilisée dans la méthode récursive a
noyau, c’est la version spatio-temporelle des conditions utilisés par Amiri (2010)
dans le cas temporel et par Amiri et al. (2015) dans le cas spatial. Elle vient
du fait que nous devons controler asymptotiquement la mise a jour de la fe-
nétre et est remplie par les choix habituels de cette derniere. H. 3.3.4 concerne
la stationnarité des flux de données. Cette condition est moins réaliste en pra-
tique (elle peut étre assouplie moyennant une complexité supplémentaire sur les
preuves), puisqu’en pratique la majorité des flux de données est générée par des
procédés qui peuvent changer considérablement au fil du temps et/ou de I'espace.
Dans ce dernier contexte plus général, nous pouvons considérer I’hypothese que
X(st)1s- - - s X(st)k(s,) €St une séquence de vecteurs aléatoires de R?, identiquement
distribués suivant une densité de probabilité f(s;. Dans ce cas, fss) reflete le
comportement local et a court terme des phénomenes décrits par le flux, alors que
le comportement a long terme des phénomenes sur un site peut étre décrit par
une densité globale tenant compte du passé du flux jusqu’au temps ¢ (voir par
exemple Hall et al. (2005), Cao et al. (2012)). Nos résultats théoriques peuvent

alors étre étendus dans ce cas général par une estimation de la densité globale
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prenant en compte le passé du flux.

Avec les hypotheses précédentes, nous sommes en mesure de donner des résul-
tats théoriques. Le Théoreme 3.3.1 établit la convergence en moyenne quadratique

de Pestimateur récursif (3.3).

Théoréme 3.3.1 Sous les hypotheses H. 3.3.1 - H. 3.3.5 si

nTh?mT) — o0 quand (n,T) — oo,

alors
nThenV(far(@)) = f@)B;" | K*(u)du (3.4)
et
K d o2
(3.5)

quand (n,T) — oo, pour tous x tels que f(x) > 0.

Le Théoreme 3.3.1 est une extension des résultats obtenus dans le cas temporel
par Amiri (2010) avec un processus a-mélangeant. En outre, un résultat similaire a
été prouvé par Mezhoud et al. (2014) pour des processus temporels n-dépendants.
Dans le cas particulier ot hj ) = h,r) pour tout i € Z,,, t € {1,...,T}, nous
obtenons du Théoreme 3.3.1, la convergence en moyenne quadratique de ’estima-
teur a noyau de Parzen-Rosenblatt, f: I(z) dans le cadre spatio-temporel. Notons
que les expressions du biais et la variance de notre estimateur dépendent de la
constante B,. Ceci permet une comparaison avec I’estimateur Parzen-Rosenblatt

en termes de variance. Avec le choix usuel de la fenétre
hnry = (nT) /@),

nous avons
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Par conséquent, la variance de 'estimateur récursif de la densité est réduite. La
comparaison est également possible par rapport au biais asymptotique. Les re-
lations (3.4) et (3.5) nous permettent de déduire une borne exacte de l'erreur
quadratique moyenne (MSE) et les fenétres optimales de 'estimateur récursif.
Par conséquent, si les hypotheses du Théoreme 3.3.1 sont vérifiées, alors pour

(n,T) assez grands, on obtient :

d 2
K (u 0*f(z)
MSE( f, ~ h{ B;'B / LU, ————d
<f ’T($)> (n,T) < d+2 Pt lujluh 81’]181}]2 u
B—l
+ —4  f(z K(u)du,
it I [ R

ou la fenétre optimale est donnée par

(dBdl (@) K(u)du) -

T, = 2 —(nT) 5. (3.6)
f(x) o
-1
Bd+2/ K(u Ui Us, ————dU
( J1JZ21 " ]28 ]185(}]2

Notons que pour obtenir nos résultats asymptotiques dans le contexte d’un ré-
seau irrégulier, on peut considérer des hypotheses supplémentaires sur le nombre
d’unités spatiales sur une boule fermée de D ot la région D est un réseau irrégulier
et infini dénombrable. En outre, tous les éléments de D sont censés se situer a des
distances d’au moins 6 > 1 de 'autre. Dans ce cas, nous considérons une séquence
de régions finies, convexes et fermées { R, } du increasing domain quand u — 400
et supposons que I’échantillon est constitué de 'intersection de 'une des régions
convexes et D : 7, = D C R,. A part I’hypothese d’une zone de plus en plus
uniforme de {Ry} dans au moins deux directions non opposées pour augmenter
la taille de I’échantillon n (quand u — +o00) (voir Conley (1999)), nous n’avons
pas spécifié un ordre et toute autre hypothese sur la configuration et la croissance
de la taille de I’ échantillon.

Le théoreme suivant donne la convergence presque sure de (3.3). Pour cela,
on utilise une version spatio-temporelle de la notion de 7-faible-dépendance intro-

duite par Dedecker et Prieur (2004), puisque la n-dépendance est plus générale
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mais insuffisante pour atteindre la convergence uniforme presque stire dans notre

contexte.
Définition 3.3.1 Soit L(R?) I'ensemble des fonctions
g:RY = R telles que Lip(g) < 1.

Pour toute fonction aléatoire intégrable, X a wvaleurs dans RY, et définie sur
(Q, A,P) et pour tout o-algébre M dans A, soit

(4, X) = E ( sup [Bxiaal9) - Px<g>(> ,

geEL(RY)

ou Px et Pxip sont les distributions de X et X|M respectivement. Définissons
pour tous sous-ensemble de localisations S = {s1,...,s;} et S’ = {s],...,s}} de I,
et pour tout (t1,ts,....t;) et (¥}, ..., 1;) tel quety <ty < ... <tj+z=1t) <. <t :

1
T(z,w) = sup max —O,
n>0 1<k<n k

avec

@k = sup {7‘ (O‘ (X(Sl,t)J"'7X(S_7‘7t)) 7X(s/1,t)7m7X(s§€,t))}‘
S={s1,...,8;}, S’:{s’1 ..... s,
t1<ta<...<tp<tjtz=t] <...<t]

On dira que la suite
{X(s,t)7 (Sat) € Dn,T}

de variables aléatoires est T-faiblement-dépendant si pour tout T(z,w) — 0 quand

Z, W — 00.

Notons que, selon Dedecker et al. (2007), on peut écrire que pour tout z,w > 0,

n(z,w) < 7(z,w).

Théoréme 3.3.2 Soit D un sous-ensemble compact de R%. Supposons que
{X(s,t) (S,t) € ’Dan}
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est T-dépendant et qu’il existe T1(.) et To(.), avec T(0) = T(0) = 1 tel que

T(z,w) = 11(2)12(w) pour tout z,w € R :
71(2) = O(exp(—p12)) et 72(w) = O(exp(—paw)) (3.7)

ou py,p2 > 0. Si les hypotheses H. 3.3.2 - H. 3.3.5 sont vraies, alors le choix
hnr =0 ((nT)™7) avec

dq +3 dq' + 3 1
p1 > q2—i- , po > q2—i- 6t0<q/<c_i’
entraine que
Tn)l—dd 1
lim sup (I'n) sup fnT(x)—f(:U)) < - <sup f(@)B' | K?*(u)du+ 2) p.S.
(n,T)—o00 log nl zep 2 \zeD Rd

(3.8)

Le Théoreme 3.3.2 est une extension des travaux de Carbon et al. (1997)
dans le cas d’un processus spatial a-mélangeant au cadre d’un processus spatio-

temporel T-faiblement dépendant.

3.4 Reésultats numériques

Cette section fournit une étude de simulation pour analyser le comporte-
ment de notre estimateur récursif de la densité pour certaines données spatio-
temporelles faiblement dépendantes. Le travail effectué dans ce chapitre concerne
le cas de flux de données spatio-temporelles, dans lequel les données sont captu-
rées continuellement au fil du temps en n = 36 sites d’observation fixés et pour
lesquelles des mises a jour en temps réel de 'estimation sont nécessaires. Le scé-
nario utilisé a été fourni par le package stream ' disponible dans I’environnement
R. Cet outil a un support pour la lecture et I'écriture de flux de données via
une connexion R qui permet d’accéder a des données produites a 'extérieur de
I’environnement R. Afin de générer un tableau de données spatio-temporelles, des
vecteurs

X, = (Xap,- - 7X(36,t))T7t >1

1. https ://cran.r-project.org/web/packages/stream/stream.pdf
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sont simulés grace au processus Gaussien spatio-temporel défini comme étant la

solution de I'équation stochastique donnée par (a 'aide du package spate? de
R):

9 @
EXW) - (Z > VXp + VS'SVXiy = (Xp + €6y X =0,
y

avec t > 01 € Z,, V est I'opérateur gradient et

S:l< COS (v sinoz)
P1 \ —ysina ycosw
oll €(34) est un processus spatial Gaussien, bruit blanc (en temps) avec une struc-
ture de dépendance spatiale décrite par la fonction de covariance de Matérn de
densité spectrale :
o= (e %)
2m n/)
olt o > 0, pg > 0 sont les parametres de covariance, k € NV,

Une fois que la base de données simulées est créée et enregistrée sur le disque,
nous ouvrons une connexion vers le fichier ou elle a été écrite et nous la trai-
tons comme un flux de données spatio-temporelles. Puis, a tout instant ¢, la ligne
de données X; est lue en retour. Dans ce contexte, dans lequel il y a une taille
d’échantillon variable dans le temps, notre méthode d’estimation démarre a I’'ins-
tant tg = 1 et I'estimateur de la densité est continuellement mis a jour par rapport
au temps jusqu’a atteindre l'instant final 7" = 50 (correspondant a la taille des
échantillons : 36,72, ...,1800). En outre, afin d’éviter des calculs inutiles, I’algo-
rithme est interrompu si la distance absolue entre deux valeurs de ’estimateur de

la densité obtenus en deux étapes successives est inférieure a 107°.

3.4.1 Sélection des parametres

Dans cette étude de simulation, nous avons choisi les valeurs suivantes des

parametres du processus spatio-temporel :

po=0.05,0 =0.7,¢ = —10g(0.99), p1 = 0.06,y = 3,0 = w/4, pt, = p, = —0.1.

2. https ://cran.r-project.org/web/packages/spate/spate.pdf
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En pratique, pour étre en mesure de mettre en ceuvre I'estimateur récursif étudié
dans ce chapitre, le choix de certains parametres est nécessaire. Le noyau Gaussien
est considéré dans la mise en oeuvre des deux algorithmes considérés (récursives et
non récursives). Il est bien connu que le probleme de la fenétre optimale est fonda-
mental dans le cadre non paramétrique et a fait ’'objet de nombreuses recherches.
L’estimation de ce parametre est un probleme crucial qui affecte notamment le
niveau de lissage de I'estimateur qui en résulte. De grandes valeurs de la fenétre
donnent un estimateur avec un biais important et une faible variabilité, tandis que
des valeurs trop petites donnent un estimateur avec un petit biais et une grande
variabilité.

t=2

60 80 100

40

20

FIGURE 3.1 — Une réalisation du processus spatiotemporel X;,t = 1,...,6 et
n = 10%

Dans cette section, nous avons sélectionné une fenétre spatialement et tempo-

rellement adaptative, conformément a ’algorithme suivant :

20
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| pour tout k =tg,...,T :
| Fenétre

‘ considérer le vecteur X = {X(ng),i € In} ;

| pour toutt =1,...k :
| pour s € Z,
‘ calculer les fenétres adaptatives : hyy = 1.06 X oy, (8k)~
| fin de boucle
| fin de boucle

| fin de boucle
| fin de boucle

‘ calculer oy, l’écart-type de I’échantillon {X(S,t), sel,t=1,...

‘ sauvegarder la matrice de fenétres hy, = {h(g,t), sel,t=1,...

7]{:};'

1/5.
bl

k}

Le choix d’une fenétre adaptative spatio-temporelle est motivé par le fait qu’une
fenétre fixe est moins efficace quand il y a une in-homogénéité locale de la dis-
tribution. Les fenétres hgy, (s,t) € D peuvent étre sélectionnées en utilisant une
autre approche, telle qu'une version récursive de la méthode de validation croisée
basée sur la minimisation de l'erreur quadratique. Plus précisément, des estima-
teurs récursifs d’une suite de fenétres sont donnés par une combinaison convexe :
ilg’t =(1- ’Yt)ilg’t_l + %CAV(W(SJ)) ol C’AV(W(SJ)) est la fenétre sélectionnée par

une une validation croisée basée sur des données a jour des lots (W(sy)).

3.4.2 Résultats numériques

Pour évaluer la performance de notre estimateur, nous utilisons la moyenne

des erreurs quadratiques (MSE) sur 100 points x; de [0,1] :
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ou fi@l(xz) est la valeur de lestimateur f(x;) calculée de la mi®™® réplication
par la procédure de Monte-Carlo aux point x;, ¢ = 1,...100 de I’échantillon
Wy, t = 1,...,T. La Table 3.1 donne la moyenne de 100 réplications de la MSE

des estimateurs de la densité (récursif et non-récursif) évaluée en ces 100 points.

T 10 20 30 40 50

Estimateur récursif 0.00129 0.00025 0.00015 0.00013 0.00013
Estimateur non-récursif 0.00144 0.00034 0.00034 0.00021 0.00020

TABLE 3.1 — MSE pour comparer les estimateurs récursif et non-récursif

La performance est également évaluée par rapport au temps de calcul de 'es-
timateur de la densité & un point z € [0, 1]. La Table 3.2 donne le temps moyen

de calcul en secondes pour les estimateurs de la densité basé sur 100 simulations.

L’analyse des Tables 3.1 et 3.2 révele que (i) les MSE sont en faveur de lesti-
mateur non récursif mais les MSE des deux estimateurs coincident si les résultats
sont approximés a 1073 pres et (ii) le temps de calcul est clairement en faveur
de I'estimateur récursif. En outre, comme prévu, nous observons que les erreurs
d’estimation diminuent et le temps de calcul diminue quand le nombre de fenétres
du flux de données augmente. Enfin, les résultats montrent que le temps de calcul
cumulé de T' =1 a T = 500 est de 1.90 secondes pour 'estimateur récursif et
2757.501 secondes pour le non-récursif. [’avantage de notre approche récursive
dans le cadre d’un flux de données spatio-temporelles réside dans le gain de temps
de calcul considérable enregistré sans une augmentation substantielle des erreurs

d’estimation.

T 100 200 300 400 500

Estimateur récursif 0.003 0.003 0.004 0.004 0.005
Estimateur non-récursif 0.382 1.107 2.193 3.783 57.919

TABLE 3.2 — Temps de calcul en secondes pour comparer les estimateurs récursif

et non-recursif
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3.5 Preuves

Dans la suite, C' est une constante dont la valeur peut varier d’une ligne a
lautre. Avant d’établir les preuves des résultats principaux, nous donnons un
lemme préliminaire, qui est une conséquence d'un résultat de Robison (1926). I
s’agit d’une généralisation du lemme de Toeplitz dans le cadre d’une série double-

ment indexée.

Lemme 3.5.1 Soit (w,1)n>1,7>1 une suite bornée de limite finie w. Sous I’hypo-
these H 3.3.3,

n T r
1
— Wi — Byw quand (n, T) — oo.
nT h(n T) '
k=1 t=1

Preuve

Si on pose :

h T
i( (’“’t)) fk<nett<T

A ¢ (n, T) = nT h(n,T) ,
0 sinon
alors, H. 3.3.3(i) permet d’avoir,
ourk>lett>1, ap(n T)<M
p - — 4 k,t\%y = nTh’ .
(n,T)
Ainsi
lim ag(n,T) =0 pour tout k > 1ett> 1. (3.9)
(n,T)—o0
A Taide de H. 3.3.3(i), nous obtenons
n hr h'l"
(1,t) (1,t)
T < < — 0 3.10

k>1

et de manieére similaire

hY
Z|aktnT h(kl) — 0,

t>1 (n,T)
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lorsque (n,T) — oo. De plus, H. 3.3.3(ii) permet de dire qu’ il existe une
constante A > 0 telle que pour n > 1et T > 1,

D aka(n, T)| < A < o0. (3.11)

k>1,t>1

En utilisant une fois de plus H. 3.3.3(ii), nous avons

hm ZZaktnT lim B,r, =B, <. (3.12)

(n,T)—00

Les équations (3.9)-(3.12) et le Théoréeme 3 de Robison (1926), p. 67 permettent

de conclure.

[ |
Par simplicité, notons dans la suite
Xy — 2 d s
Kiy =K . pourx e R*, ieZ,ett=1,..T.
(i,t)
3.5.1 Preuve du Théoreme 3.3.1
Considérons en premier lieu le terme de variance :
T
22V (K
T T
2.2 2 Co v (Koo Ko ) +
i€z, t=1 r=1
#T
oV (@) = T
n n
(n.T) T nThe B} 1 ZZ ( (Jt)>+
JET, t=1
i#j
T T
> ZZ v (Koo Kun)
i,jez, t=1 =1
i#j t
= ]1—|-]2+[3+I4. (313)
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Etudions d’abord le terme I :

- d K?(u) f(x + uhgg)du
e Ly ()
T

R4
i=1 t=1

2
_( g K(u)f(x—i—uh(i,t))du) h?m
Les hypotheses H. 3.3.2, H. 3.3.3, H. 3.3.5 et le Lemme 3.5.1 permettent

d’avoir

L — f(x / K*(u)du, quand (n,T) — oo. (3.14)
Considérons les termes de covariance dans (3.13). En ce qui concerne I, nous
avons
( T )
> ‘COV (K, Keir) (
2 T 1< 7;\:<1d
I, < T ( T)
T P 2 2
, dier, =1 | Z ‘COV o ))‘
L |7— t\>d(n T) )
ou d(¢+1)+1 d-+1 9
- _I_
dnr) = {h(nm“ J , avee —— <(< 7
A T'aide des hypotheses H. 3.3.3 et H. 3.3.4, nous obtenons :

n T da¢
2Md 1) Z Z B2 < Cd(an) hn,TBn,T:d(C‘H)
it) =
Thd BZ (i,t) B?L,T,d

n,Tod j=1 t=1

[ | <

= O<d(n,T)h(n7T)> =o0(1), lorsque (n,T) — oo.
Concernant le terme I3, nous obtenons a 'aide de H. 3.3.1, H. 3.3.3 (i) et (3.1),

pour tout i€ Z, et tout t,7=1,..., 7T :
K| Lip(K 2 || K|, Lip(K
Cov (K s )| < LD, gy < WK DU, g
Ry + Dir hn.1)

Cette derniere inéquation, combinée a H. 3.3.1 et H. 3.3.3 impliquent :

4
Hze] < nTh, , B2 Z Z ’COV( (i) KW“))’

n,Td § ieZ,, t=1 T>d(nT)

d—V
= B2 hd+1 Z mn(r hd+1 =o(1), quand (n,T) — oo
n,T,d

(n,T) r>d (1) (n,T)

95



3.5. PREUVES

Il s’en suit
I =0(1) lorsque (n,T) — oo. (3.15)

Etudions maintenant /3. Pour cela, nous écrivons

C r r
T D DL BED DI DL Th, ZZ‘COV (K@t),Ku,t))’

(n, 1) n,T\d jeT, €L, t=1 JET, t=1
1< li=jlI<ern, 1) i=3l>¢(n 1)
= I3 + I3,
ou /
_d¢’+1)+1 N(d + 1) 2
/
Cln,T) = \‘h(n’T;\H‘# J , avec T < g S E

Par des arguments similaires a ceux utilisés pour étudier I5; et I55, nous obtenons

pour (n,T') assez grands

d 4
OC@Z,T)h(E 7y Barae+1)

7 d /
| I3] < = = O (i) = o)
n,T,d
et
2 Lip(K) 1) N
| I32] < Wh g2 2772 [i—jl) < W Z (1)
(nT)"nTd  {jeT, (n,T)=n,Tod r>c, 1)
li=ill>e(n, 1)
) ( d””) = o(1).
+1
1)
Ainsi
Iy =0(1) as (n,T)— oco. (3.16)

Pour étudier le dernier terme de (3.13), posons

_w _d(c“ﬂ)
b(n,T) = \‘h(n,T) e J y a(n,T) = \‘h(n’T)VJr J s (317)
e d+1)(N 2 2
DN+ ) 2
d(vpy — N) d
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et

S={(i,td7) €D2ps i) t£7: 0<li=jl Sboury, 0<[t—7I<apn};

nous pouvons alors écrire :

- CW(KWbK(O

|I4| — 1 (i,t,j,7)€eS
nTh’?n,T)Bi,T,d Z Cov ( ))
(i,t,j,7)ES*
Donc :
( 3\
S 33 fcor (s Kiyo)|
i,jeZ, t=171=1
‘I*JHSb(n’TL)t 7—lga’(n,T)
T T
3 35 o (K )
i,jez, t=17=1
|[ | | ]- Ili— JH<b( TL)t 7—‘>a(n T)
4 P
Th?n T) BTQL,T,d

+Z ZZ)COV (K(i,t)v K(j,T)> ‘

i,jeZ, t=171=1
Ii=3ll>b(, T‘f *'<a(n T)

+Z ZZ)COV (K(iﬂf)a K(.iﬂ'))‘

i,j€Z, t=171=1
Li=3l>b (g, ) 1>, 1)

=1y + Lo + Ly + Lua.
En utilisant les mémes arguments que pour 1’étude de I3, nous obtenons

- T-1
4K Llp(K)szé\[mT) Z (r)
hd+1 B2 mir
n,T,d

r=a(, 1)+1

—of—n ) Z o
v d+1
o1y

Cammbry & A(n,1)bp,

n,T)%(n,T) (n,T)(n,1)

Lus| < — > () =0 —g5 | = o).
h iy BQTd r=b(pn,T)+1 h(:;}r)

| 142 <

et
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Ces mémes arguments, donnent pour n et T' assez grands,

1) b
(n,T)

Finalement, nous obtenons pour le premier terme

2M SR h

7 1 (1) A0+
] < ) (n i,
< —— nTZ > Z (—hm>

i,jeZn
311311 Sb g,y T T'<a(nT)

1"

d
=0 (W ryaemh(Sr) ) = o1).

dC”
< Cbé\[z T)a(an)h(n,T)
= 1
B, Td({”—l—l)BrQL,T,d

Ceci met fin a la preuve de (3.4).

Etudions maintenant le terme de biais. Pour cela, notons que

Z—x
z)dz
/RdK<h(;,t)>f()

E(fn,T(l'))
1€Int 1 o hd: d
[t @)
1 r ,
- ST %;/Rd h(lt)K( u) [f(x+ h(lt u) — f(x)| du.

La formule de Taylor et I'hypothese H. 3.3.5 permettent d’écrire :

Bl () = J(0) = g mnTZ Tl

d 2
K 0° f(x + Ouh;
<U) Z Uy Uy ( ( ’t)) du
Rd 2 a1 8le anQ
d+2

>y ()

d
0? Ouhy;
K(u) Z s, [z + Ouhgg)

alearh

du

)
Rd 2 L
Ji,J2=1

avec 6 €]0,1[. Le théoreme de convergence dominée et le Lemme 3.5.1 donnent

ainsi le résultat (3.5). [
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3.5.2 Preuve du Théoréme 3.3.2

Puisque D est un ensemble compact, il peut étre couvert par un nombre fini

v d’hypercubes [ centrés en xj et de rayon r. Ainsi

fuit (@) = Fair ()|

sup | for(z) = Efpr(x )’ < max sup

zeD 1<k<v e,
+ s sup [Bfr(a1) ~ Efr(z)
TR Far (@) = Efn,T(xk)’ =Q1+ Q2+ Q3 (3.18)

L’hypothese H. 3.3.2 permet d’avoir

Xl Xi — X
() = fnTxk‘—‘S ZZK( 2 )—K( (Z)A k)’
nT €z, t=1 (it @it)

i€z, t=1
L Hx — 2| 1
~  Bura h?:l
ainsi le choix
log(nT)
— pldtD)
" (n Tnh?n
implique
log(nT)

fn,T(«T) - fn,T(I‘k)‘ S LB;;—:A W —0 quand n, T — oo.

Nous obtenons donc

lim @ =0, et lim Q=0 (3.19)
n,T'—o00

n, I'—o00

Pour étudier ()3, posons

GN,T(x) = fn,T( ) EfnT Z Z A1t

i€z, t=1
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avec

Ai,t = (K(i,t) - EK(i,t)>>

considérons les suites

AT = L(TnhflmT) log nT)l/zJ ,

1/2N

dj2 a2\ /2
po= | (2} | g, o™ | pr = | (22 ) | g = LogT)
logn log T’

(3.20)
Nous pouvons alors représenter les variables aléatoires A;,; avec les blocs sui-

vants :

Jk(Pntan)+pn  ulpr+er)teT

U(17n7j7T7u7$) = Z Z Ai7t;

ik=Jk(Pntan)+1 t=u(pr+qr)+1

et AR

Jk(Pntqn)+pn (u+1)(pr+q1)

U2,n,j,T,u,x) = Z Z AVYS

i=Jk(Pn+aqn)+1 t=u(pr+qr)+pr+1
he=l.....N

Jk(Prn+an)+pn (Ge+1)(Pnt+an) w(pr+qr)+pT

UB3,n,j, T, u,x) = Z Z Z Ay

ig=Jk (Pn+aqn)+1iN=3N (Pnt+an)+pn+1 t=u(pr+qr)+1

EEAt]

Jk(Pn+an)+rn (Ge+1)(Pnt+an) (u+1)(pr+qT)

UdnjTouz)= > > > Ay (3.21)

ik=Jk (Pn+aqn)+1iN=jN(Pnt+qn)+pn+1 t=u(pr+qr)+pr+1

et ainsi de suite. On a :

(Jx+1) (Pn+an) w(pr+qr)+pT

U2N n,j,T,u,x) = Z Z AVPS

ik =Jk (Pn+qn)+pn+1 t=u(pr+gr)+1

(jk+1)(pn+QH) (u+1)(pT+QT)

UM n,j, T,u,x) = Z Z Ay

ik=Jk(Pnt+qn)+pn+1 t=u(pr+¢r)+pr+1

=1,...,
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On pose :
Nk T
Tk = 77— k= ]-a7N7 'N+1= 77—~
(pn + Qn) (pT + QT)
et pour tout entier 1 < ¢ < 2V
rg—1 TN41—1
E(n,f’,T,x) = U(E’,n,j,T,u,m),
Jr=0 u=0
k=1,...,N
On peut donc écrire
2N+1
Gor(r) =Y E(n,l,T,x)
=1

Sans perte de généralité nous traitons seulement le terme F(n,1,7T,x). Puisque

K est bornée on obtient :

papr || K|

d
nTh(mT)

U(l,n,j,T,u,x) <

pour (n,T') suffisamment grands , on en déduit alors que

[ lognT
1 j, T = ——— | =ol). .22
)\n,T|U< y 1, ], 7U,[I§')‘ O( lognlogT) 0( ) (3 )

Enumérons les variables U(1,n, j, T, u, ) dans un ordre arbitraire et nommons
les Ul, o UM, M =ry.ryi.

Puisque Ul, e Un sont T-dépendants, alors par le Lemme 5 de Dedecker et
Prieur (2004), il existe des variables aléatoires Uy, Uy indépendantes, de mémes

distributions que s, e Unr telles que

N K
S pinH ||ooT1<qn>7_2<qT)

E|U;, — U,
1 1 d
nTh(an)

Par I'inégalité de Markov, nous avons

M
" M plpr | K|
P> |0— U >e) < =t —fee (n) 3.23
(i:1 E) o€ nTthnT) S TQ<QT) ( )
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Soit
log(nT")

€n,T = C* d
nTh(mT)

ou C* un nombre positif dont la valeur sera spécifiée plus tard. En conséquence,

M

P(|E(n,1,T,z)| > epr) <P ( Zﬁi < EET)
7j=1

6”) (3.24)

+IP’<ZU Ui

Pour le premier terme du second membre de (3.24), grace a 'indépendance

des U; et I'application de I'inégalité de Bernstein nous obtenons

(e

D’une part :

> @) g exp [ — 2T Mot JZM:IE (U?)
y ) =77 2 4 Z
C*lognT Np & .y
< 2exp (— 5 + 1 ZE<U1> .

log(nT)

“V(far(z)) <

nThy, )V (far(@))

(02) <

Pour controler le terme V(f,, r(x)), observons que grace a (3.7), on obtient

m Z 7i(r) = O(exp((v — p1m))) = o(1) pour tout v < py
r>m
et
m# Z i (r O(exp((pt — p2)m)) = o(1) pour tout p < ps.
r>m

En particulier, quand

d+1
%<,u<pletNd<,u<p2,

I’hypothese H. 3.3.1 est vérifiée. De plus, puisqu'un processus 7-faiblement dépen-

dant est n-faiblement dépendant, nous pouvons alors utiliser le résultat concernant
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la variance dans le cadre d’un processus n-faiblement dépendant. Il vient alors, a

partir de (3.4), que pour n, T assez grands,

nTh‘(imT)V(fmT(x)) < f()B;' | K*(u)du <sup f(x)B;" [ K?*(u)du.

Ré zeD Rd
Ainsi :
Ao f:E <U2> < log(nT) sup f(x)BL_1 K*(u)du.
1 T w€D 4 Jra

=1

Par conséquent :

(e

> €”—T> < 2exp K—C* + sup f@)Bl1 K?(u)du) log(nT)]

2 x€eD 4 R4
< C(nT)™?
ou .
* B_
6:£—supf( )= | K*(u)du.
2 €D 4 Rd

Etudions maintenant le deuxieme terme du second membre de (3.24). A partir

de (3.23), on a :

M
(200>

€nT> n 71(¢n)72(qr)

oN nh 7)€n,T

(3.25)
Par conséquent :
l € Tn
P U, -0 >>2L ) <0, [————7(gn : 3.26
(; 2 ) =\ hd lognTﬁ(q )72(ar) (3.26)
Ainsi 'hypothese (3.7), permet d’écrire :
6nT 1 1
<C = B, 3.27
( 2.V ) - (nT) (ogry2 = Prir - (320)
avec
2p1 — 1 —dq 2pz—1—dq
=T T nda, =2 T
2 2
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Finalement,
P (sup |E(n,1,T,x)| > en;r) <C ((nT)_(S + ﬁmT) .
zeD
Puisque
dq' + 3 dq' + 3
¢+ et po > q2+ ,

nous avons a; > 1,ay > 1 et la série de terme général f3, r est convergente. Le

p1 >

Théoreme 3.3.2 est alors une conséquence du lemme de Borel-Cantelli en choisis-
sant C* tel que
-1

d>1let C*>2 (1 + supf(x)BL KQ(u)du) .

zeD 2 R4
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Chapitre

Estimation de la régression spatiale par

une approche récursive

Sommaire
4.1 Cadredutravail ... ... ... ............. 66
4.1.1 Notations et hypotheses . . . . . .. ... ... .. ... 70
4.1.2 Preuve du Théoreme 4.1.1 . . . . . . ... ... ... .. 71

Une des applications de la statistique spatiale et de produire des prévisions
pour des processus spatiaux. On parle donc de prévision spatiale, lorsque les don-
nées étudiées sont collectées a differents sites et 'influence des ces derniers sur
le processus générant les données est manifeste. Un des modeles les plus utilisés
pour la prévision est la régression. Le modele de régression considéré ici est une
relation statistique qui décrit le lien entre deux variables aléatoires : une variable

réponse Y € R et un régresseur X € R? (d > 1). Mathématiquement, on écrit
Y=r(X)+e¢

oli r est une fonction de R? & valeurs dans R et ¢ une variable d’erreur. L’estimation
de la régression est définie comme la construction d’un estimateur de la fonction
de régression 7(+) a partir d'un échantillon de données tiré selon la loi de (X,Y).

La communauté statistique a consacré beaucoup de travaux pour une estima-
tion de la fonction de régression a ’aide des méthodes paramétriques, semi- para-

métriques et non paramétriques pour des données univariées et multivariées. Une
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estimation paramétrique de la régression est réalisée sous 'hypothese que la fonc-
tion de régression admet une forme paramétrique connue, telle qu'un polynome.
Cependant, dans le cas d’une estimation non paramétrique, aucune hypothese de
forme n’est nécessaire. Du fait que le lien statistique entre deux variables aléa-
toires est totalement inconnu dans la plupart des applications, 1’estimation non
paramétrique de la régression trouve un nombre considérable d’applications dans
de nombreux domaines. L’estimation de la fonction de régression par la méthode
des noyaux est une technique non paramétrique classique pour étudier le modele
de régression. Elle a récemment attiré une attention considérable parmi les statis-

ticiens et les économetres.

Dans le cadre spatial traité dans ce chapitre, nous considérons que statisticien
dispose des réalisations du processus (X,Y') a différents lieux de I'espace et que
chaque localisation d’une observation a un impact sur la valeur de celle-ci. Le

modele de régression s’écrit alors
Ys=1r(Xs) +es, s€I,

ot Z, C RY (N > 1) est un domaine spatial de cardinal n.

4.1 Cadre du travail

Soit (Xs, Ys), s € Z, un processus stochastique spatial, bivarié et défini sur un
espace de probabilité (€, A, P), & valeurs dans R%*!. On suppose que pour tout
s € T, le couple (X, Ys) admet une densité jointe g(-,-) relativement a la mesure

de Lebesgue. La fonction de régression de Y en X est définie par :
r(z) =E(Y|X =x).

Notons que la connaissance du parametre de régression r est tres utile pour pré-

dire des valeurs futures de Y sachant X = z.
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On peut définir une version de la fonction r(-) par

( /Ryg(lvy)dy
r(z) = /Rg(w,y)dy

E(Y) si /Rg(:v,y)dy =0

Si/Rg(:v,y)dy%O |

\

Pour estimer r(-), on se base sur le Chapitre 2. On considere ainsi une version

spatiale de I'estimateur récursif de la densité jointe g(-, ) définie par :

~ 1 1 Xs_x Y’s_y
In(7,y) = = EL( Y,

. (z,y) € RT (L€ 0,1]),
Sut sez, (hghy) )

(4.2)

ou h et h' sont deux suites de fenétres choisies dans les directions de x et y

respectivement, S, ¢ est un parametre de normalisation défini par

Sue=Y (hiny)"

SEIn

et L est une fonction de densité définie dans R4*! & valeurs dans R telle que

/Rd L(u,v)du = H(v); /RL(u,v)dv = K(u) et /Rd uL(u, v)du = /RUL(U,v)dv _o

avec H et K deux noyaux vérifiant les conditions du Chapitre 2.

Ensuite, on integre par rapport a la variable y et moyennant le changement de

variables v =

-y . . . N . ;
— pour obtenir une estimation de (4.1), a savoir pour le numé-

s
rateur :

~ 1 1 )(s_a7 Ys_y
gn(T,y)dy = = /L< : )dy
o= 55wy b R

N2 s€l,
1 Rt Xs—x
-3 Z T K :
Sn7£ s€ly, hé hé

Pour ce qui est du numérateur dans (4.1), on a :
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~ 1 1 Xs_x )/S_y
Ygn(z,y)dy = = /yL( ; >dy
/R (@9) S ,ZSEZZ (hdny)" Jr hs " hy

1 h’l ! X, —
= / ( - x,z)dz

nesGZ
11—¢
Xg —
:_Zh YK( " ) (4.4)
”gsEI é

Pour x € R? fixé, notre objectif est d’estimer (), une quantité qui ne dépend
pas de y. Il est donc tout a fait naturel de choisir dans I’équation (4.2) la méme
fenétre dans la direction de y. Autrement dit, I'attribution des poids aux obser-
vations, dans I'estimation de la fonction de régression, dépend uniquement de la
proximité ou non a x. Ainsi, en posant hy = hy > 0 pour tout s € Z,,, on déduit
de (4.3) et (4.4) un estimateur de la fonction r(-) défini par

Ou(2) si pf(x) >0
() =4 (@) " , z€R? (L€0,1]) (4.5)
Y si pt(z) =0
avec v ¥
b L Y (Xamw
n(x) - Sn[ hggK hs ’

Comme pour 'estimateur de la densité étudié au Chapitre 2, I'estimateur de
la régression r! peut étre déduit d'un algorithme stochastique de type Robbins et
Monro (1951). En effet, soit s,,41 un nouveau site d’observation qui vient s’ajouter
aZ,, asavoir :

In+1 = In U {Sn+1}-

Si l'on note (X

Sn419

Y,

sns1) la nouvelle observation du processus collectée au site

Sni1, alors Iestimateur 72 peut s’exprimer de maniere autorégressive par le biais

de la formule suivante :

(@) = (D) + pusa [Yayos — 74 (0) (4.6)
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ou

n+1 A(I’) -
Pn+1 = An—‘,—l (ZL’) [h(sifurl Z ;Ldz

1
Xs, — ,
avec A;(x) = K (;L—x> ci=1,..,n.

i=1

En effet, on peut exprimer de maniere récursive l'estimateur ¢ par :

S Y, X, —x

) n,¢ Y Sn+41 Sn+1

1 (T) = o\ T) + K .
+1( ) Sn—i—l,ﬁgb ( ) Sn+1,€hgi+1 ( hgn+1 )

Or pour tout z € R? tel que p’(z) > 0, on a

() = Pl () (2),

ce qui nous donne :

T@ (33) . Sn,qug(x) ¢ (x) + }/;n+1 <Xsn+1 — x)
’ SnJrl,fpr_l(-T) Sn+1’zpfb+1($)hgi+1 h§n+1
Posons S g( )
n P\ T

o 0 T L P

Snt1,6P511(T)
Il s’en suit que :

Sn,fpfz(x)

prot = 1= i
" Sn+1,€pfz+1<x>

_ Sn—l—l,ﬂpfw-l (l’) - Sn,prz(x>
5n+1,epﬁ+1($)

Grace a la forme récursive de p, on obtient :

1 X, -
n — K Sn+41
Prost pf;+1(x)sn+1,£h€w ( h )

Sn+1

n+1
Ai Zz
= Apii(2) [hgfwz hg'g)

=1

Ainsi, on peut exprimer de maniere autorégressive ¢ par :
¢ —(1 ¢ Y.
n+1 (LU) - ( - anrl)rn(‘r) + Pn+1¥s,

= 10(2) + prs1 (Ye,py = 70 (2))-

r
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4.1.1 Notations et hypotheses

Soient
p(x) Z/Rg(fv,y)dy et p(r) Z/Ryg(x,y)dy.

Dans la suite de ce chapitre, on considérera seulement les x € R? tels que f(x) > 0.
Dans ce cadre, la fonction r(x) est estimée par la famille d’estimateurs (4.5). En
plus des hypotheses faites au Chapitre 2, nous introduisons des hypotheses sup-
plémentaires pour obtenir le comportement asymptotique de notre famille d’esti-

mateurs de la régression.

Hypothése H. 4.1.1 Le processus spatial (X, Ys)sez, est strictement station-

naire et a-mélangeant.

Hypothese H. 4.1.2 [ existe un réel ¢ > 2 tel que pour touss € I, et k € Z

on ait : -
Y a@) T =0k™")
i=k
et la fonction u— E(|Y |9 X = u)f(u) est continue en x et intégrable sur RY.
Hypotheése H. 4.1.3 Pour tous y,y' € RY il existe C > 0 tel que
r(y) =) < Clly =yl

Hypotheése H. 4.1.4 Pour tous s # §', la densité jointe de (X5, Xy) est unifor-

mément bornée.

Hypothese H. 4.1.5 La fonction noyau K est bornée et positive et il existe >
0 tel que

/ 1P K (2)dz < oo.
]Rd

Théoreme 4.1.1 Sous les hypotheses H j.1.1- H 4.1.5 et celles du Théoréme
2.2.83, on a
1
1 _ B
— =0 — Op (h

ro(x) —r(x) p( nh;{) + Op (hy,)
lorsque n — oo pour tout x point de continuité de la fonction u — E(Y?|X = u)
tel que p(zx) > 0.
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4.1.2 Preuve du Théoreme 4.1.1

Pour tout z € R% on a :

£\ () — On(@) —r(@)pp(7) _ Gia(z) | Gon(z)
e =T aw w0
Z 6 K; Z(r(xi) — r(2))K;
Gin(x) = el et Gop(x) = — 5 ,
nt n,l

1 Xi — X
€ — K — T(Xi), Ki = WK (T)

1

D’une part on a :

E(G%n(l’)) = Sn_,? (Z E(GIZK?) + Z E(EiKiEjKj) + Z E(GiKiEjKj)>
i€Z, ijeA ijeAs

= Ghu+ Gl + G

avec :
Ai={i,jeZ,: 0<|i—j| <ecu}

et
Ay ={i,j€Z,: |i—j|| >cn}-

En utilisant I’hypothese de stationnarité, et en appliquant le Lemme de Bochner

et I'inégalité de Markov, on obtient :

Glo=S,0 ) b ™" /

d
€T, R

_ -2 —2d¢ 2
- Sn,@ Z hz /]Rd K ( ]
i=1 ¢

Maintenant grace a I'inégalité de Holder et du fait que la fonction K est bornée,

2 () (B0 = 01X = )

1

X —u

) V(Y| X: = w)p(u)du

on en déduit que pour tous i,j € Z, tels que i # jon a :
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[E(eiKi6K;)| < BV ([es]” KiKG) BV (|| K KG) B2 (KGK5)
< || KBV (6] K EY (6] K) B9 (IGK;) (4.9)

On a par ailleurs grace a l'inégalité c.r. :

E(al" K) < Ch /

Rd

=0 (n)

1

K (S0 ) @YX =0+ bl

1

Par conséquent :

|E(6:KigK;)| = O <h§(1—f)(1—1/q)hfl(l—e)u_uq)) ‘

1 J

Ainsi :

1" —2 d(1-0)(1-1/q) 5 d(1=£)(1-1/q)
G, <CSy > K I

1
i€ln jeIn: HI_JHSCn

< 052Ny R0/
, =1
CN
=9 (nh2d/q) ' 10

D’autre part, en utilisant le Lemme 2.1, p.39 dans Tran (1990), on a :

E(aKieK;)| < (Blaki|)Y4(E K" Ya (i — jl|) 2/
= O (- apd 0 =2a(i — | ) (4.11)

1 J

On en déduit que :

Q=0 (5;; LIS a”“(@)
1=1

cn<k<n

<0 ( " ) (4.12)
= O\ ppra-an1 :
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Avec le choix ¢ = O (hz((l_g)(l_l/q)_l/@> et les relations (4.10) et (4.12) on
obtient :

1
1" "o
G + G0 =0 (nhglue(ll/q))) '

Cette derniere relation combinée avec (4.8) nous permet d’écrire :

(G (2))2 = O (ﬁ) (4.13)
En utilisant les hypotheses H 4.1.3 et H 4.1.5, on obtient :
Gl < OIS b "1l
i=1 "
= O(hP). (4.14)

Le résultat du Théoreme 4.1.1 suit grace a (4.1.2) et (4.14) et le Théoreme 2.2.3.
|
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5.1 Conclusion générale

Dans ce mémoire de these, nous avons considéré l’estimation récursive non
paramétrique dans le cas de flux de données spatiales. Plus particulierement, nous
avons considéré deux cas de figures, a savoir des flux spatiaux et des flux spatio-
temporels. Nous avons estimé les fonctions de densité et de régression. Dans le
premier chapitre de cette these, nous donnons une estimation de la fonction de
densité de probabilié d'une variable aléatoire spatiale multivariée par noyaux ré-
cursifs qui généralise la méthode de Parzen (1962). Nous avons ainsi étendu les
travaux de Amiri (2010) au cas de données spatiales dépendantes. Nous avons
donné des résultats asymptotiques d’'un tel estimateur ainsi qu'une application a
I’estimation d’une fonction de risque.

Le chapitre 2 traite et analyse des flux des données, Data Stream. Nous nous
sommes intéressés a l’estimation non-paramétrique de la densité de probabilité
d’un "Data Stream” de nature spatio-temporelle. Nous avons proposé et étudié un

estimateur a noyau de la fonction de densité de probabilité d'un flux de données
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spatio-temporelles. Nous avons combiné la méthodologie sur 'estimateur récursif
de la densité et celle d’une distribution de nature spatiale (Tran (1990)).

Le dernier chapitre vient contribuer a la régression spatiale. Dans ce chapitre,
nous nous sommes intéressés a l'estimation de la fonction de régression spatiale
par le biais des méthodes non paramétriques. Nous avons ainsi étendu les tra-
vaux effectués dans le chapitre 2 au cadre de la régression et donné des résultats
asymptotiques de I'estimateur proposé.

Les illustrations numériques montrent que les estimateurs proposés sont per-
formants et sont comme dans le cadre non-spatial des alternatives aux méthodes
d’estimation a noyau non-récursifs.

A travers ce travail de these, nous venons contribuer a la statistique spatiale non-
paramétrique aussi bien dans un cadre théorique mais aussi appliqué. Tout au long
de ce travail, des questions et remarques sont apparues laissant place a quelques

perspectives de recherche que nous développons ci-apres.

5.2 Perspectives

Tout d’abord, une étude de simulations et une application a la prévision et a
des données réelles seront faites pour étudier les performances numériques de I’
estimateur de la régression étudié au Chapitre 4. D’autres types de convergences
, notamment la normalité asymptotique seront considérées.

Nous nous sommes limités dans ce travail au cadre d'un design spatial régulier, il
serait judicieux de considérer le cadre irrégulier.

Deux types d’asymptotique ont été considérés dans le Chapitre 3. Il est naturel
de regarder le cas ou I'un des domaines est fixé (par exemple la région est fixée)
et 'autre évolue. Le cadre localement stationnaire est aussi a envisager.

Nous avons considéré dans cette contribution uniquement le cadre géostatistique
ol les sites sont dans NV, une extension possible serait de considérer un champs
aléatoire indexé de maniere continue, des données laticielles ou les processus ponc-
tuels spatiaux dont le cadre d’étude serait intéressant pour ’estimation de la fonc-
tion de risque étudiée au Chapitre 2.

Les travaux effectués dans ce mémoire peuvent également étre étendus aux flux

de données spatiotemporels avec des tailles de fenétres aléatoires. De méme il sera
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plus intéressant de considérer le cas ou la distribution sous-jacente évolue avec le

temps et I’espace qui constitue un cadre la plus réaliste dans le contexte des data

stream.
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