N

N

Descripteurs de Fourier inspirés de la structure du
cortex visuel primaire humain: Application a la
reconnaissance de navires dans le cadre de la
surveillance maritime
Amine Bohi

» To cite this version:

Amine Bohi. Descripteurs de Fourier inspirés de la structure du cortex visuel primaire humain:
Application a la reconnaissance de navires dans le cadre de la surveillance maritime. Traitement des
images [eess.IV]. Université de Toulon, 2017. Francgais. NNT: 2017TOUL0002 . tel-01611384

HAL Id: tel-01611384
https://theses.hal.science/tel-01611384
Submitted on 5 Oct 2017

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01611384
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVER SITE Laboratoire des Sciences DEOpéraergonomie

de I'Information et

DE TOULON des Systémes morovehumanexoerience

ECOLE DOCTORALE MER ET SCIENCES
Laboratoire des Sciences de I'iInformation et des Systémes

THESE

présentée par :
Amine BOHI

soutenue le : 22 mai 2017

pour obtenir le grade de Docteur en Informatique
Spécialité : Traitement et analyse d’'images

Descripteurs de Fourier inspires de la
structure du cortex visuel primaire humain

Application a la reconnaissance de navires dans le
cadre de la surveillance maritime

THESE dirigée par :

Frédéric BOUCHARA Maitre de conférences, HDR, Université de Toulon
Jean-Paul GAUTHIER Professeur, Université de Toulon
JURY :

Johel MITERAN Professeur (Rapporteur)
Faculté Mirande, Dijon

William PUECH Professeur (Rapporteur)
Université de Montpellier

Yuliya TARABALKA Chargée de recherche (Examinateur)
Inria Sophia Antipolis

Nicole VINCENT Professeur (Examinateur)
Université Paris Descartes

Vincente GUIS Ingénieur de recherche (Co-Encadrant)
Université de Toulon

Dario PRANDI Chargé de recherche CNRS (Co-Encadrant)

Centrale Supelec

1



Thesis title: Fourier descriptors inspired by the
structure of the human primary visual cortex

Application to vessels recognition in the framework of maritime
surveillance.

Abstract

In this thesis, we develop a supervised object recognition method using new global image
descriptors inspired by the model of the human primary visual cortex V1. Mathematically
speaking, the latter is modeled as the semi-discrete roto-translation group SE(2, N) = R? x
Zy (semi-direct product between R?> and Zy. Therefore, our technique is based on
generalized and rotational Fourier descriptors defined in SE(2, N), and which are invariant
to natural geometric transformations (translations, and rotations). Furthermore, we show
that such Fourier descriptors are weakly complete, in the sense that they allow to distinguish
over an open and dense set of compactly supported functions in L?(SE(2,N)), hence
between real-world images. These descriptors are later used in order to feed a Support
Vector Machine (SVM) classifier for object recognition purposes. We have conducted a series
of experiments aiming both at evaluating and comparing the performances of our method
against existing both local - and global - descriptor based state of the art techniques, using
the RL, the CVL, and the ORL face databases, and the COIL-100 image database (containing
various types of objects). The obtained results have demonstrated that our approach was
able to compete with many existing state of the art object recognition techniques, and to
outperform many others. These results have also shown that our method is robust to noise.
Finally, we have applied the proposed method on vessels recognition in the framework of

maritime surveillance.

Keywords: Object recognition - Primary visual cortex V1 - Geometric transformation -
Local/global image descriptor - Generalized Fourier descriptor - Support Vector Machine -

Vessels recognition - Maritime surveillance.



Résumé

Dans cette these, nous développons une approche supervisée de reconnaissance d’objets
basée sur l'utilisation de nouveaux descripteurs d’'images globaux inspirés du modele du
cortex visuel humain primaire V1 en tant que groupe de roto-translations semi-
discrétes SE(2,N) = R? x Zy (produit semi-direct entre R? et Zy. La méthode proposée
est basée sur des descripteurs de Fourier généralisés et rotationnels définis sur le
groupe SE(2,N), qui sont invariants aux transformations géométriques (translations, et
rotations). De plus, nous montrons que ces descripteur de Fourier sont faiblement complets,
dans le sens qu’ils permettent de discriminer sur un ensemble ouvert et dense L?(SE(2,N))
de fonctions a support compact, donc distinguer entre des images réelles. Ces descripteurs
sont ensuite utilisés pour alimenter un classifieur de type SVM dans le cadre de la
reconnaissance d’objets. Nous avons mené une séries d’expérimentations dans le but
d’évaluer notre méthode sur les bases de visages RL, CVL et ORL et sur la base d’images
d’objets variés COIL-100, et de comparer ses performances a celles des méthodes basées sur
des descripteurs globaux et locaux. Les résultats obtenus ont montré que notre approche est
en mesure de concurrencer de nombreuses techniques de reconnaissance d’objets
existantes et de surpasser de nombreuse autres. Ces résultats ont également montré que
notre méthode est robuste aux bruits. Enfin, nous avons employé la technique proposée

pour reconnaitre des navires dans un contexte de surveillance maritime.

Mots-clefs : Reconnaissance d’objets — Cortex visuel primaire V1 — Transformations
géométriques — Descripteur d’images local/global — Descripteur de Fourier généralisé —

Machines a vecteurs de supports — reconnaissance de navires — Surveillance maritime.
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Chapitre 1 : Introduction générale

1. Contexte
La tache de description d’images est primordiale dans la plupart des applications en vision

par ordinateur. Il s’agit entre autres de : la reconnaissance d’objets [44, 6, 74], la recherche
d’images [46, 67], la reconnaissance de texture [42], la mise en correspondance d’images

[82, 65].

Cette thése est une contribution dans le domaine de la reconnaissance d’objets dans les
images couleurs. Ici nous adoptons I'approche classique qui repose sur |'utilisation d’une
méthode de classification supervisée prenant en entrée des vecteurs descripteurs d’images

issues des bases de données considérées.

La finalité de la tache de description d’'images est de fournir une représentation d’image
compacte, distinctive et invariante aux transformations géométriques d’images, changement
de luminosité, occlusions et bruits. A cette fin, différentes méthodes ont été proposées, qui
peuvent étre classées en deux grandes catégories : locales ou I'image est représentée par un
ensemble de descripteurs locaux [45, 11, 42, 47,79, 14, 17, 84, 4, 5, 53, 90], et globales qui
utilisent un unique vecteur descripteur [55, 91, 39, 76, 68, 21, 92, 74].

Un descripteur d’images efficace doit discriminer différents types d’images qui ont subit
différentes transformations géométriques (rotations, translations, changement d’échelle) et
qui sont soumises a des altérations complexes (ajout de bruit, changement de luminosité,

occlusions...).

2. Contributions
Les travaux réalisés au cours de cette thése s’articulent autour d’'un axe principal de

recherche ayant pour but de proposer une nouvelle solution de reconnaissance automatique

d’objets basée sur des descripteurs de Fourier.

Une premiere contribution sera le développement d’'un ensemble de descripteurs de Fourier
nommés par la suite « Rotational Fourier Descriptors » (RBS et RPS pour Rotational Bi-

Spectrum invariant et Rotational Power-Spectrum invariant, respectivement), basés sur la

12



structure du cortex visuel primaire humain V1 qui est modélisé mathématiquement par un
groupe de roto-translations semi-discrétes SE(2,N) = R? x Zy. Dans ce modéle, les
stimuli corticaux sont des fonctions dans l'espace L?(SE(2,N)) des fonctions de carré
intégrable, par rapport a la mesure de Haar de SE(2,N), et les images provenant du plan
visuel sont relevées a des stimuli corticaux par lintermédiaire d’'une opération de

relévement injectif et invariant & gauche £: L?(R?) - L?>(SE(2,N)).

Enfin, la deuxiéme contribution dans cette thése sera I'association de ces descripteurs de
Fourier a un classifieur pour résoudre le probleme de reconnaissances de navires, dans le

cadre de la surveillance maritime.

3. Organisation du manuscrit

Cette thése comprend trois chapitres, les deux premiers introduisent des notions théoriques,

le dernier les valident par des tests et des expérimentations.

Nous commencgons dans le premier chapitre par un état de I'art des descripteurs d’images
locaux et globaux utilisés pour la reconnaissance d’objet, domaine dans lequel la notion de
I'invariance aux transformations géométriques, la robustesse aux bruits, aux changements

de luminosité, et aux occlusions, est centrale.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons un nouvel ensemble de descripteurs de
Fourier dits « rotationnels » basés sur la structure du cortex visuel primaire humain V1. Nous
commencons d’abord par présenter quelques notions préliminaires sur [’analyse
harmonique (i.e. I'étude de la transformée de Fourier et ses propriétés) sur les groupes
abéliens et non-abéliens localement compacts. Ensuite, nous présentons les invariants
spectraux et bi-spectraux, ainsi que leurs propriété de complétude (i.e. capacité de
discrimination) dans les groupes abéliens localement compacts et dans le groupe dérivé de
produit semi-direct SE(2,N) défini dans la section 2.3 par SE(2,N) = R? X Zy. Dans la
section d’apres, nous introduisons les descripteurs de Fourier rotationnels basés sur la
structure du cortex visuel primaire humain V1. Enfin, pour clore le chapitre, nous présentons

guelgues techniques pour le calcul pratique de ces descripteurs.
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Le troisieme, et dernier chapitre, a pour objectif d’évaluer les performances de notre
ensemble de descripteurs de Fourier, dans un contexte de reconnaissance d’objets. A cette
fin, nous proposons d’utiliser une structure classique basée sur un descripteur et un
classifieur, et nous menons une série de tests et d’expérimentations sur des bases d’images
différentes afin de comparer notre ensemble de descripteurs de Fourier aux principaux de la
littérature, tel que les descripteurs locaux SIFT et les histogrammes de gradients orientés, et
les descripteurs globaux représentés par les moments de Zernike et de Hu, et les invariants
de Fourier-Mellin. Enfin, nous évaluons ces descripteurs de Fourier pour une problématique

de reconnaissance de navires dans un contexte de surveillance maritime.
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Chapitre 2 : Descripteurs d’'images

1. Introduction
La description de I'image est souvent |'étape principale, pour plusieurs applications de

traitement d’images. Celles-ci incluent, par exemple, le suivi par vidéo [81, 28, 52], la
localisation et cartographie pour robots mobiles [77, 78], et la reconnaissance d’objet [44,

6].

La raison principale derriere cette étape de description d’image est de fournir une
représentation de I'image, compacte, distinctive et invariante (robuste) aux transformations

géomeétriques et aux altérations simples et complexes.

Dans ce but, de nombreux algorithmes d’extraction de descripteurs ont été proposés dans la
littérature de traitement d’images, et qui peuvent étre classés en deux grandes catégories,

approches locales et globales :

e Locale : basée sur des méthodes locales, I'image est représentée par un ensemble de
descripteurs locaux qui encodent les propriétés (e.g, distribution, variation, ...) des
informations collectées au voisinage du point caractéristique considéré. Cette
catégorie comprend plusieurs types de descripteurs, on peut citer:

- Ceux basés sur le calcul des orientations du gradient comme SIFT [45], DSIFT [11],
RIFT [42], GLOH [47], DAISY [79], MOPS [14] et HOG [17].

- Ceux basés sur Il'utilisation de I'image intégrale comme les caractéristiques de
Haar [84] et les descripteurs SURF [4] (basés sur le méme principe que SIFT).

- Autres types de descripteurs locaux comme le Shape Context [5] utilisé pour la
description de la forme et les descripteurs binaires LBP [53] et Centrist [90] (basé

sur la Census Transform).

e Globale: pour les méthodes globales, une image est représentée par un unique

descripteur (vecteur), qui encode les propriétés (e.g, distribution, variation, ...) des

informations disponibles sur I'ensemble de I'image. Cette catégorie comprend :
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- Les descripteurs basés sur les filtres de Gabor comme GIST [55] et HGPP [91]
(Histogrammes de Gabor Phase Patterns) qui encodent les informations de phase
de Gabor.

- Les descripteurs basés sur les moments géométriques (Hu) [39] et orthogonaux
(Zernike) [76].

- Les descripteurs exploitant les propriétés de la transformée de Fourier comme les
descripteurs de Fourier-Mellin (FMT) [68, 21], Fourier génériques [92] et Fourier

généralisés [74].

Une méthode de description d’images efficace doit fonctionner indifféremment tout en
maintenant de bonnes performances (i.e., caractére distinctif et robustesse) sur différents
types d’images et sous des altérations difficiles. Ceux-ci incluent, par exemple, les problémes
qui se posent avec des images extraites de scénes homogeénes et texturées, ou avec celles

soumises a des transformations géométriques compliquées.

Pour contourner ces problémes, plusieurs techniques ont été suggérées. Nous les

présenterons en détails dans les deux sections suivantes.

2. Descripteurs locaux

2.1. Haar

2.1.1. Extraction des caractéristiques de Haar
Les valeurs d'un pixel nous informent sur la luminance et la couleur d'un point donné.

Cependant, pour étre a la fois plus efficace et plus rapide, Il est plus judicieux d’utiliser des
caractéristiques plus globales de l'objet, c'est-a-dire des représentations synthétique et
informative, calculée a partir des valeurs des pixels. C'est le cas des descripteurs de Haar ou
pseudo-Haar définis dans [84]. Les descripteurs de Haar sont des fonctions permettant de
connaitre la différence de contraste entre deux ou plusieurs régions rectangulaires
adjacentes. La Figure 1 donne des exemples des caractéristiques rectangulaires de Haar les
plus utilisées, dans lesquelles la somme de pixels sombres est soustraite de la somme des

pixels blancs. La valeur du descripteur de Haar est obtenue grace a la relation suivante :
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fi = Z Ii,blanche - Z Ii,noire
i i

Ou I représente l'intensité dans I'image.

Caractéristiques de bord
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Figure 1: Exemples de Descripteurs rectangulaires de Haar [43]

Ces descripteurs sont calculés dans une fenétre glissante de taille fixe (par exemple 24x24
pixels). Généralement, on trouve 3 sortes de descripteurs de Haar: a 2 rectangles, a 3
rectangles et a 4 rectangles (Figure 2). Les descripteurs a 2 rectangles sont utilisés
horizontalement et verticalement (Figure 2: A et B). Les zones blanches ont des poids positifs

et celles noires ont des poids négatifs.
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Figure 2 : Descripteurs de Haar dans une fenétre de taille fixe: a 2, 3 et 4 rectangles [84]

Un descripteur de Haar est caractérisé par les parametres suivants: le nombre de rectangles
utilisées par filtre, la position de chaque filtre dans la fenétre (c’est le coin supérieur
gauche), la largeur w et la hauteur h de chaque filtre avec0 < x,x +w <W;0<y,y +
h < H, et enfin les poids positifs ou négatifs attribué a chaque filtre. Une description

compléte d’un exemple de descripteur de Haar est donnée dans la Figure 3.

- W -
Fenétre ‘
" w )
h w H
Rectangle droit th
Rectangle pivoté de 45° '

Figure 3 : Description compléte d’un descripteur de Haar, H et W représentent la taille de la fenétre [43]

Les descripteurs de Haar sont trés simples a calculer mais trés nombreux du fait du balayage
de toute I'image avec des fenétres de taille et de position variable. Selon [84], pour une
fenétre donnée de résolution 24x24 pixels, on peut définir environ 160 000 détecteurs

possibles dans cette fenétre.
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L'opération de balayage de toute l'image par une sous-fenétre de taille et de position
variable est trop colteuse en temps. Pour contourner ce probléme, Viola et Jones ont

introduit I'idée d’image intégrale afin d’optimiser le calcul.

2.1.2. Image intégrale
L'image intégrale est une nouvelle représentation sous la forme d’une image, de méme taille

que l'image d’origine, qui va permettre de calculer plus rapidement les attributs du
descripteur. L'idée est de calculer seulement une fois la somme de tous les pixels de I'image
[84]. Le pixel a la position (x,y) de I'image intégrale contient la somme de tous les pixels

situés au-dessus de lui, a sa gauche et lui méme (voir la Figure 4 et la Figure 5).

| I 1 1 2 3
1 1 1 2 4 6
| I I 3 5 9
Image d'entrée Image intégrale

Figure 4 : Exemple de calcul de I'image intégrale

(3£, %)

Figure 5 : Image Intégrale (la valeur de I'image intégrale au point (x, y) est égale a la somme de tous les pixels situés au-
dessus et a sa gauche [85]

L'image intégrale I1(x, y) au point (x, y) est définie a partir de I'image d’origine I(x, y) par :
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HEy = Y 1@,y
x'<x,y'<y
La somme des valeurs des pixels dans le rectangle D (Figure 6) peut étre calculée avec
seulement quatre références. La valeur de I'image intégrale a I’endroit 1 est la somme des
valeurs des pixels dans le rectangle A. la valeur a I’endroit 2 est A + B, a I'endroit 3
est A+ C, et a I'endroit 4 est A+ B + C + D. La somme dans D peut donc étre calculée
par:4+1—(2+ 3).

Grace a cette représentation, une caractéristique a 2 rectangles peut donc étre calculée en
seulement 6 accés a I'image intégrale, et donc en un temps constant quelle que soit la taille

de la caractéristique.

Figure 6 : Calcul de la somme du rectangle D avec I'image intégrale [84]

D’autre formes et orientations de descripteurs de Haar ont été proposées. Parmi ces travaux

les exploitant, on peut citer ceux de [43] pivoté a 45 degrés.

2.2, SIET

2.2.1. Description de la méthode SIFT
SIFT (Scale-invariant feature transform) est une approche proposée et développée par David

Lowe [45, 44] pour détecter des points d’intérét et d’extraire des caractéristiques
distinctives afin de les identifier entre différentes images. La force des caractéristiques de
SIFT est gu’elles sont invariantes a la rotation, a la translation, a I'échelle et partiellement

invariantes aux changements d’illumination et de projection affine et 3D.
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Lowe propose une approche constituée de deux parties :

- Une partie pour la détection et I'extraction de caractéristiques sur les points
d’intérét.

- Une partie pour la mise en correspondance

Cependant, c’est la premiére partie qui a assuré la popularité de la méthode de Lowe et elle

se déroule en quatre étapes principales :

Détection d’extrema d’espace-échelle (scale-space),

Localisation des points d’intérét,

Choix de I'orientation des descripteurs,

Calcul des Descripteurs.

Nous détaillerons pas a pas les différentes étapes de cette approche.

2.2.2. Détection d’extrema d’espace-échelle
La détection d’extrema se fait dans un espace discret appelé « espace des échelles » (scale

space en anglais) qui comporte trois dimensions (les coordonnées cartésiennes x et y et le
facteur d’échelle o). Soit une image I et un noyau gaussien G de parametre d’échelle g, on
appelle le gradient de facteur d’échelle o (noté L) le résultat de la convolution de I par G et

il est donné par:
L(x,y,0) = G(x,y,0) *1(x,y)
Avec

3 I CA 4
e 202

GCoy,0) = 2ma?

La convolution de I'image originale par le filtre gaussien permet de lisser I'image I de telle
sorte que les détails trop petits sont estompés. Par conséquent, la détection des extrema
dans l'espace des échelles s’effectue en utilisant la fonction Différence de Gaussiennes
(DOG) définie comme la différence de deux images filtrées par un noyau gaussien, séparées

par un facteur k. La fonction DOG est définie comme suit :

D(x,y,0) = L(x,y,ka) — L(x,y,0)
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= (G(x,y, ko) — G(x,y,0)) * I(x,¥)

OU k est un paramétre multiplicatif fixe (généralement fixé a v/2) qui dépend de la finesse de

la discrétisation de I'espace des échelles voulue.

Afin d’optimiser le calcul des images floutées a un grand nombre d’échelles, Lowe utilise une
pyramide dont la base est I'image originale et chaque niveau (octave) est obtenu a partir du
niveau précédent en divisant la résolution de I'image par 2, c.a.d. doubler le facteur

d’échelle. Le nombre d’intervalles par octave est définit par k (Figure 7).

Pour chaque octave de I'espace des échelles, I'image initiale est successivement convoluée
par une gaussienne pour produire les différentes images a échelle. La différence entre
images a échelle successive est calculée pour produire la DoG correspondante comme
montré a droite. Aprés chaque octave, |'image gaussienne est sous échantillonnée d’un

facteur 2, et le processus recommence.

sale | L ——3o———»
e | 2 —

octave)

Scale
(first
octave)

Difference of
Gaussian Gaussian (DOG)

Figure 7 : Différence de Gaussiennes [45, 44]

Un point-clé candidat retenu (x,y,0) correspond a un extremum local du DoG. Chaque
point est comparé a ses 8 voisins immédiats et aux 9 voisins des niveaux (ou échelles)

supérieurs et inférieurs comme le montre la Figure 8 (typiguement un voisinage de
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type 3 X 3 X 3), c’est-a-dire on a besoin d’un ensemble contenant 26 comparaisons défini

par:
{D(x+ A,y +Ay,to),Ave {-1,0,1},A,€ {-1,0,1}, ¢t € {k™%, 1, k}}

Si la valeur du pixel est supérieure ou inférieure aux valeurs des pixels testés, on retient le

point.

Figure 8 : Recherche d'extrema dans DoG [45, 44]

2.2.3. Localisation précise des points d’intérét
Une interpolation de la fonction D(x, y, o) a pour but : d’'une part, de raffiner la position des

points d’intérét pour obtenir une localisation plus précise en espace et en échelle, d’autre
part, d’éliminer les points de faible contraste ou situés sur des arétes de contour a faible
courbure et donc susceptible de glisser facilement. En appliquant le développement
polynomial de Taylor a I'ordre 2 sur la fonction D(x, y, o) autour du point-clé candidat, on
obtient :

DT 1_..9%D

9]
T
D(X)—D+a X+2X 3 X

OuX = (x,y,0)Test le décalage par rapport au point d’intérét M selon les 3
dimensions (x,y, o). La position précise de I'extremum local X est obtenue en annulant la

dérivée de la fonction précédente par rapport a X. On obtient donc:

. 32D\ oD
— \oaxz/) oax
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Si X est supérieur a un seuil égal a 0.5 dans I'une des trois dimensions, cela signifie que
I’'extremum se trouve plus prés d’un des points voisins dans I'espace des échelles. Dans ce
cas, on recommence cette interpolation autour du point voisin le plus proche. Sinon,
I'extremum X est ajouté a la position du point candidat initial interpolé pour déterminer la

position exacte de I'extrema.
Pour rejeter les points-clé de faible contraste, il suffit d’évaluer la fonction D a I'extrema X.
En cette positionon a:

D(Xx) =D+ Lob” .
X) = -
2 0x
Pour les points de faible contraste, la valeur absolue de la fonction D()?) est petite, il suffit

donc d’appliquer un seuillage pour les éliminer.

Finalement une analyse des rapports des valeurs propres de la matrice hessienne carrée
permet d’éliminer les points d’intérét détectés sur des contours a faible courbure. Pour
rappel, la matrice hessienne (ou simplement la hessienne) d’une fonction numérique f est la
matrice carée, noté H(f), de ses dérivées partielles secondes de la gaussienne. Cette

matrice est définie par :
Y = (Dxx ny>
Dxy  Dyy
Si une des valeurs propres est trés supérieure a l'autre, alors le point détecté est sur un

contour (Forte variation uniqguement dans un sens), sinon il s’agit d’un coin (Forte variation

dans tous les sens).

Les points détectés sur un contour peuvent étre filtrés facilement en analysant la trace et le

déterminant de la matrice hessienne H. On peut écrire :

Tr(H)? (M +A)?  (rh +72)°  (r+1)?
Det(H) B 1112 B T'l% B r

y) . . . . .
Avecr = /1—1 Ce ratio augmente quand r augmente, on peut donc filtrer les points ou ce ratio
2

est inférieur a un seuil (Lowe utilise un seuil égal a 10).
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2.2.4. Assignation d’orientation

L’étape suivante consiste a attribuer a chaque point-clé sélectionné une ou plusieurs
orientations déterminées localement sur I'image et qui correspondent a la direction
majoritaire des gradients spatiaux d’intensité calculés dans un voisinage autour du point
d’intérét a I'échelle préalablement déterminée. Cette étape est primordiale pour garantir

I'invariance des descripteurs SIFT a la rotation.

Pour un point donné (xg, Vo, 0g), le calcul est réalisé sur I'image L(x,y,0,), a savoir le
gradient de la pyramide dont le facteur d’échelle est le plus proche de celui du point. De
cette maniére, les calculs sont effectués dans un contexte indépendant de I'échelle. A
chaque position dans un voisinage du point (x,y, ), on estime le gradient par différences
finies symétriques, puis son amplitude (c.-a-d. sa norme)m(x,y), et son

orientation 6(x, y) dont leurs formules sont données par:

m(ny) = \/(L(X + 1,}/) - L(X - 1)}’))2 + (L(X,y + 1) - L(X,y - 1))2

Llx,y+1)—L(x,y — 1))

6(x,y) = tan™?! <L(x +1,y)—-L(x—1,y)

Un histogramme est constitué a partir de l'orientation des gradients des points sur le
voisinage du point d’intérét (Figure 9). L’histogramme est réalisé avec 36 bins (c.-a-d.
intervalles), couvrant chacun 10 degrés d’angle. L’histogramme est doublement pondéré :
d’une part, par une fenétre gaussienne circulaire d’écart type de 1,5 fois I’échelle du point,

d’autre part, par I'amplitude du gradient de chaque point.

L'orientation du point correspond au pic maximal de I'histogramme. Tout pic supérieur a
80% de la valeur du pic maximal est aussi pris en considération, ce qui provoque si
nécessaire la génération de nouveaux points supplémentaires a la méme échelle et la méme

position.
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Figure 9 : lllustration de la construction de I'histogramme des orientations. A gauche : gradients des pixels définissant le
voisinage du point, au centre : histogrammes des orientations a 36 bins, a droite : extraction des orientations
dominantes

2.2.5. Descripteur de point d’intérét
Une fois les points détectés et qu’on leur ait associé des facteurs d’échelle et des

orientations, et assuré leur invariance aux changements d’échelles et aux rotations, on
calcule un descripteur pour chaque point. A cette occasion, Lowe propose des traitements
supplémentaires permettant de rendre également les descripteurs invariants a d’autres
transformations telles que les changements affines de I'éclairage et de point de vue 3D, etc.
Cette étape est réalisée sur I'image lissée avec le parametre de facteur d’échelle le plus

proche de celui du point considéré.

Afin de garantir I'invariance a la rotation, on modifie le systeme de coordonnée local autour
du point d’intérét considéré, en utilisant une rotation d’angle égal a 'orientation du point,
mais de sens opposé. A partir d’une fenétre 16 X 16, toujours autour de ce point, on calcule
I’histogramme des orientations par sous-fenétres de taille 4 X 4, orientés selon I'orientation
principale du point calculée dans I'étape antérieure. En chaque point de ces sous-fenétres,
I'orientation et la norme du gradient sont calculés comme précédemment. L’orientation
détermine l'intervalle a incrémenter dans I'histogramme, ce qui nécessite, d’une part, une
pondération par la norme du gradient, et d’autre part, par un noyau gaussien centré au

point d’intérét et d’écart type 0.5 fois la taille de la fenétre de calcul du descripteur.
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Figure 10 : Construction d'un descripteur SIFT 4 X 4 X 8 a partir de gradients calculés dans une fenétre 16 X 16!

L’étape suivante consiste a concaténer et normaliser les seize histogrammes a huit
intervalles chacun. Dans le but de limiter la sensibilité du descripteur aux changements de
luminosité, les valeurs sont plafonnées a 0.2 et I’histogramme est de nouveau normalisé, le

résultat est un vecteur descripteur de 4 X 4 X 8 = 128 éléments.

2.3. RIFT
RIFT (Rotation invariant Feature Transform) est un descripteur invariant par rotation dérivé

de SIFT, adapté aux images texturées pour lesquelles la notion d'orientation principale n'a
pas vraiment de sens. Le SIFT original a été noté pour sa performance supérieure dans
différentes applications, cependant, et d’aprés [42], il ne peut pas étre utilisé directement
pour la représentation de la texture, car il dépend de trouver I'orientation dominante dans
un patch normalisé. Le descripteur RIFT est construit de la maniere suivante : d’abord on
décompose l'image en patches normalisés dans lesquels on calcule un histogramme
d’orientations de gradient. La différence avec le SIFT est qu’on utilise la des patches divisés
en anneaux concentriques et que les orientations du gradient en un point sont calculées par

rapport a la direction du centre en ce point (Figure 11).

1

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6b/SIFT_gradient_magnitude_and_orientation_computat
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Figure 11 : Construction du descripteur RIFT [42]

Pour chaque région, on note la position centrale par (x.y.), pour une position
aléatoire (x,y) dans cette région, les gradients dans les directions horizontales et

perpendiculaires sont donnés par :

I(x+1,y)—1(x—1,y)
X =
2
I,y +1)—1(x,y—1)
dy = >

L’amplitude du gradient est m(x,y) = /dx? + dy? et son orientation 8(x,y) = tan‘l(Z—;).

Pour garantir I'invariance a la rotation, I'orientation du gradient du point est mesurée a
chaque point par rapport a la direction pointant vers I’extérieur a partir du point central, elle

est donnée par:
p(x,y) =0(x,y) —alxy)
Ou la direction par rapport au centre est :

a(x,y) = tan™ G—*
c

)

Lorsque I'image tourne, ¢ (x, y) ne changera pas, d’ou l'invariance a la rotation illustrée dans

la Figure 12.
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Figure 12 : extraction de I'angle avec invariance a la rotation

Une fois que l'invariance a la rotation est obtenue pour chaque point de la région locale,
I’"histogramme peut étre facilement calculé. Le descripteur de caractéristiques RIFT est défini
comme F(d,0) = m(x,y)g(d,o), avec g(d,o) est la fenétre gaussienne. Finalement, le

descripteur final RIFT est obtenu par :
RIFT(xC'yC) = (F(dlﬁel)ﬂ F(dZ’HZ)I ---;F(dél-: 98))

Dans [42], les auteurs utilisent quatre anneaux et huit histogrammes d’orientations, ce qui

donne des descripteurs de taille 32.

2.4. DSIFT (SIFT denses)

Le SIFT dense (DSIFT) est une variante de SIFT avec des descripteurs extraits a de multiples
échelles. Ici les descripteurs SIFT sont calculés a des points sur une grille réguliére avec un
espacement de M pixels, une échelle et une orientation fixée. Dans [11], les auteurs
choisissent M = 5,10 et 15. Au niveau de chaque point de la grille des descripteurs SIFT
sont calculés sur des patchs circulaires avec des rayonr = 4,8,12 et/ou 16 pixels. En
conséquence, chaque point est représenté par n descripteurs SIFT (oun est le nombre de
patchs circulaires), chacun de taille 128. Lorsque n > 1, plusieurs descripteurs sont calculés
pour permettre la variation d’échelle entre les images. Les patchs avec des rayons de 8, 12 et
16 se chevauchent. A noter que ces descripteurs sont également invariants par rotation et

souvent utilisés pour la catégorisation d’objet.
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2.5. SURF
Le descripteur SURF (Speeded Up Robust Features) a été introduit par Bay et al. dans [3, 4],

fortement influencé par les SIFT de Lowe, puisqu’il traduit la distribution des intensités dans
le voisinage du point d’intérét. L'approche proposée par Bay utilise une approximation de la
matrice hessienne afin de détecter les structures de types « blobs ». Les blobs sont localisés
aux maxima du déterminant de la matrice hessienne (cf. Localisation précise des points
d’intérét). L'originalité du descripteur SURF réside dans le fait d’utiliser la notion d’image
intégrale et de son calcul récurent [84] afin de diminuer fortement les temps de calculs car
elles permettent le calcul rapide des convolutions avec les approximations de type « box-

filters » (cf. Image intégrale).

Dans le contexte du descripteur SURF, la matrice hessienne en un point donné X(x,y) et a

I’échelle o est définie par :

Lix(X,0)  Lyx(X,0)
H(X,0) = (ny(x, o) Lzy(X:U)>

Avec Lyy,(X,0), Lyx(X,0), Ly (X,0), Lyx(X,0) sont les résultats de la convolution

. 92 92 92 92 e
gaussienne de second ordreﬁg(a), axayg(a),aymg(a) eta—yzg(a) de l'image au

point X(x, o).

Pour pouvoir tirer parti des images intégrales, Bay et al. Proposent d’approximer les valeurs
de la matrice hessienne par des filtres rectangulaires (box-filters) (Figure 13), ce qui permet
de réduire le temps de calcul. Typiquement, on peut distinguer des filtres de tailles 9 X

9,15 x 15,21 x 21,27 x 27,39 x 39,51 x 51, etc.
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0y? 0xdy

Ly (X,0) Lyx(X,0)

Figure 13 : Opérateurs de dérivation d’ordre 2 discrétisés et dérivées d’ordre 2 de la gaussienne [3]

Les nouvelles valeurs de la matrice Hessienne aprés approximation par les filtres
correspondent a la somme des termes sur le voisinage des points X, et sont ensuite utilisées
pour normaliser le déterminant de la hessienne. L'approximation de ce dernier est stockée
dans des structures de données appelées « blob response map » (Figure 14), puis les maxima
locaux sont recherchés sur ces blob pour déterminer les coordonnées et la taille des

meilleurs points d’intérét.

Figure 14 : Blobs détectés [3]

Le descripteur SURF est invariant aux changements d’échelle et a la rotation. Comme pour le
SIFT de Lowe, I’échelle de détection o permet de définir la taille de la fenétre du descripteur
(60) ainsi que la taille du box-filter utilisé. Dans la région de calcul du descripteur, les
réponses aux filtres dans les directions x et y sont calculées et pondérées par une fonction

gaussienne d’écart-type 20 (Figure 15). Comme dans la construction du descripteur SIFT,
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Pour chaque pixel du voisinage, un vecteur d’orientation est calculé et |'orientation
maximale est considérée comme étant |'orientation dominante. Ainsi la fenétre de calcul est
orientée dans la direction de l'orientation dominante et subdivisée en sous-fenétres de
taille 4 * 4. Pour chacune des ces sous-fenétres, on calcule les quatre valeurs suivantes :
Y dy, X dy, Yld, |, Xldy|, ou d, etd, sont les réponses du filtre de Haar de premier ordre

(box-filter) dans les directions x et y respectivement (Figure 15).

Finalement, le vecteur descripteur SURF est obtenu par concaténation de ces quatre valeurs
pour chacune des sous-fenétres considérées. Une derniére étape de normalisation du

vecteur est nécessaire afin d’assurer I'invariance au contraste.

Figure 15 : La structure du descripteur SURF. A droite : les ondelettes de Haar. A gauche : calcul de I'orientation
dominante [4]

2.6. GLOH
L'opérateur GLOH (Gradient Location and Orientation Histogram) [47] est une extension du

descripteur SIFT destiné a accroitre sa robustesse et sa spécificité. Il s'applique sur des
régions concentriques a la place des grilles de patterns utilisées dans le SIFT de Lowe. Il se
génere de la maniére suivante : pour 'opérateur original SIFT, les positions sont établies
avec trois rayons du petit au grand dans la direction radiale, sur la base des coordonnées
polaires logarithmiques (r = 6,r = 11,r = 15), et huit orientations angulaires : I'espace des
coordonnées polaires est défini par (r,0,¢9) qui représente respectivement le rayon,

I'orientation polaire et I'orientation du gradient du pixel.
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Figure 16 : (a gauche) la structure de la fenétre de calcul du SIFT, (a droite) la structure de la fenétre du calcul du GLOH
[36]

La différence avec le descripteur SIFT réside dans la structure spatiale de la fenétre de calcul
du descripteur (Figure 16). Celle-ci est représentée par une grille polaire de 17 sous-régions
(une région circulaire centrale et 8 * 2 sous-régions a des intervalles de% sur deux régions
circulaires centrées sur le point d’intérét). A noter que la région centrale ne se divise pas
dans les directions angulaires. Les orientations du gradient sont quantifiées sur 16 sous-
régions. En chacune des sous-régions, un histogramme de gradients orientés est construit
suivant seize bins (intervalles de g). L’histogramme final est donc constitué de 16 X 17 =
272 données, seuillées et normalisées. Enfin, la taille est réduite a 128 dimensions en
utilisant I’analyse en composante principale ACP [41]. La structure du masque d’analyse du

descripteur GLOH est montrée dans la Figure 17.

Figure 17 : La structure du masque d’analyse du descripteur GLOH [47]
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2.7. DAISY
Le descripteur DAISY proposé par Tola et al. en 2008 et repris ensuite en 2010 [79, 80] est

proche des descripteurs SIFT et GLOH. Il a été introduit pour accélérer les temps de calculs et
d’améliorer I'invariance. Selon les auteurs, il est 66 fois plus rapide que le SIFT. La différence
essentielle réside dans la forme de la région dans laquelle est calculé le descripteur et dans
I'utilisation des filtres de dérivées gaussiennes orientées a la place des gradients exploités
dans les méthodes précédemment citées. Etant donné une image I et une orientation 8, les

auteurs proposent de créer huit orientations définies par :
al
Mg =g,*(z2)"

Le terme Mg correspond a I'ensemble des gradients d’une orientation donnée, ayant une
norme positive. L'image I est convertie en une série de maps d’orientations (une dans

chaque direction).

Tola et al. présentent un masque d’analyse ayant une structure constituée de 25 cercles se
chevauchant et centrée sur le point d’intérét (Figure 18) : les rayons des cercles augmentent
proportionnellement a leurs distance par rapport au centre du descripteur, a savoir le pixel
pour lequel le descripteur est calculé, et la puissance du lissage gaussien est proportionnelle
aux rayons des cercles. Pour chaque région circulaire, un histogramme d’orientation est
7 \ . O' . . . . LB .
calculé a partir de toutes les valeurs de Mg suivant une orientation particuliere 8, il est

défini en une position (x,y) par:

he = [M7 (x,y), M5 (x,y), ..., Mg (x, y)]"

Ces histogrammes sont calculés et normalisé selon les mémes principes de SIFT et GLOH afin

d’accroitre I'invariance aux changements de luminosité. lls sont notés par h,(x, y).
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Figure 18 : La structure du masque d’analyse du descripteur DAISY [80]

Une fois que ces calculs sont faits, le vecteur descripteur final D(x,, y,) est construit par la
concaténation de tous les histogrammes d’orientation A de la région considérée, et se
compose donc de vingt-cinqg histogrammes (un par cercle) possédant chacun huit

orientations. Il peut étre écrit de la maniere suivante :

D(x0,y0) = [ hf,(x0,0),
Y (I, (x0, Y0, R1)), o, Y. (In (0, Y0, R1)),
AT (1, (x0, Y0, R2)), e, BT (Iy (%0, Y0, R2)),
ﬁ£3(11(x0,y0,R3)),...,fl(T,S(IN(xO,yO,R3)), 17

Ou Jj(x,y,R) correspond a la position du cercle avoisinant a une distance R de (x,y) et
suivant une orientation j. Les cercles sont ordonnés suivant trois rayons: Ry, R, et R; et
suivant huit orientations : 1 — N avec 'indice 1 pour I'orientation locale du cercle central (le

point d’intérét considéré).

Dans leurs tests, les auteurs recommandent d’utiliser: N = 8 orientations avec R; =
2.5,R, =3R; etR; =6R; ainsi queod; = 2.55,0, =30, eto; =50;. Enfin, leur
descripteur est constitué de 8 + 8 X 3 X 8 = 200 valeurs et extrait a partir de 25 cercles et

suivant 8 orientations.
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2.8. MOPS
Comme le SIFT de Lowe, les motifs orientés multi-échelles (en anglais multi-scale oriented

patches) [14] utilisent les gradients du voisinage du point d’intérét pour extraire une
orientation dominante. Les MOPS sont construit en utilisant un échantillonnage des valeurs
d’intensité par le biais de patchs de taille 8 X 8 pixels calculés dans un voisinage de rayon 4.5
fois I’échelle de détection du point d’intérét, avec un échantillonnage d’espacement 5 pixels
entre chaque pixel retenu (Figure 19). Cet échantillonnage basse-fréquence donne au
descripteur une certaine robustesse aux erreurs (bruit) de localisation des points d’intérét.
En conséquence, un vecteur de 64 dimensions est obtenu et normalisé. Finalement, une
transformée en ondelettes de Haar est appliquée a ce vecteur pour former un vecteur
descripteur contenant les 64 coefficients des ondelettes. Ce descripteur est invariant aux

faibles changements d’intensité.

Figure 19 : Structure des descripteurs MOPS [14]

2.9. Shape Context
Shape context (SC), que I'on peut traduire par contexte de forme, est un descripteur

d’images présenté pour la premiere fois en 2000 par Serge Belongie et Jitendra Malik [5], et
repris en 2002 par les mémes auteurs [6] afin de mesurer la similarité entre deux formes
différentes et pour l'utiliser aussi dans la reconnaissance d’objets. Le descripteur SC se base
sur I'idée qu’une forme est associée a un objet dont le principe est d’extraire d’'une image les
points p; décrivant les contours, et d’obtenir pour chacun de ces points le contexte de forme

en déterminant la distribution des points de contour dans la région au voisinage de p;, au
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moyen d’un histogramme de coordonnées relatives des points de contour par rapport a ces

points p; qu’on appelle les points de référence.

Une forme est décrite par un sous-ensemble discret de points de contours externes et
internes. Supposons que C = {py, Py, ..., Pn}, Pi € R? est I'ensemble des points de contours

détectés sur I'image, avec n est le nombre de points de contour :

Pour chaque point p; du contour de la forme, on considere lesn — 1 vecteurs obtenus en
connectant le point p; a tous les autres points. Le contexte de forme h; du point p; est

I’'histogramme des coordonnées relatives des autres n — 1 points, il est défini par :

hi(k) = #{ q # p;: (q — p;) € bin(k)}

Ou h; (k) est le nombre de points de contour appartenant a la k*™€ classe de I’histogramme

et bin(k) = (dg, 6,).
Avec:
q= (log(dq),eq), Vgq#piANq€EC

Oud, est la distance entre q etp;, 6, est 'angle entre le vecteur p,q et I'axe horizontal

(Figure 20)

Figure 20: Diagramme d’histogramme log-polaire
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Les auteurs utilisent des bins (ou régions) qui sont uniformes dans I'espace log-polaire,

rendant le descripteur plus sensible aux points les plus proches qu’aux ceux les plus loin.

Une comparaison entre les descripteurs SC de deux versions différentes de la lettre « A » est

montrée dans la Figure 21.

i '_G":
e,
(a) (b) (c)
e
£ !
/,f e “‘;\ﬁ
// "ju:
(d) (e) (f) (8)

Figure 21 : Comparaison des contextes de forme de deux versions différentes de la lettre "A". (a) et (b) correspondent
aux points des contours des deux formes. (c) est le diagramme d’histogramme log-polaire utilisé pour calculer le shape
context. Belongie et al. utilisent 5 bins pour log(d) et 12 pour 6. (d-f) les contextes de forme pour les points de référence
marqués respectivement dans (a) et (b) par un cercle, un triangle et un rectangle. (g) les correspondances trouvées [5]

Chaque contexte de forme est un histogramme log-polaire des coordonnées de I'ensemble
des autres points calculés en prenant le point de référence comme origine. A noter dans la
Figure 21, la similitude visuelle entre le contexte de forme de la référence marquée par un
cercle et celui de la référence marquée par un rectangle, et qui ont été calculés pour des
points relativement similaires sur les deux formes. En revanche, le contexte de forme de la
référence marquée par un triangle est tout a fait différent. Les correspondances sont
trouvées en utilisant un appariement avec des co(ts définis par la distance y? entre les

histogrammes.

Considérons un point p; dans la premiere forme et un point q; dans la deuxieme forme.

Soit C;; = C(pl-, qj) représente le colt de mise en correspondance de ces deux points.
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Puisque les contextes de forme sont des distributions représentées sous forme

d’histogrammes, il est donc naturel d’utiliser le test statistique y? :

K
) 1 [l = KT
Cij = C(pi' q]) - E; hl(k) + h](k)

Ou h;(k) et hj(k) représentent le nombre de points de contour appartenant a la k™€ classe

des histogrammes aux points p; et q; respectivement.

Cependant le contexte de forme décrit ci-dessus n’est pas invariant a la rotation et au
changement d’échelle. Pour obtenir I'invariance au changement d’échelle, les distances

radiales sont normalisées. Par la distance moyenne a des n? paires de points de la forme.

Pour que le contexte de forme soit aussi invariant a a rotation, les auteurs ont proposé
d’utiliser le vecteur tangent associé a chaque point au lieu de I'axe absolu horizontal. Dans
chaque région ou bink, les vecteurst; tangents a chacun des points q; de contour Q

appartenant a la grille sont calculés. L’orientation est donnée par la somme sur chaque bin :
hl(k) = quEQ t] , ou Q = {CIJ * Di, (q] — pl) € bln(k)}

Ce descripteur est appelé Generalized Shape Context [49] et contient I'orientation

dominante des contours dans chaque bin de I’histogramme.

2.10. Histogrammes de gradients orientés

Les descripteurs HOG (Histogram of Oriented Gradients) ont été introduits par Navneet Dalal
et Bill Triggs [17, 18], deux chercheurs de I'Institut National de Recherche en Informatique et
en Automatique (INRIA). Le but des HoG est de représenter I'apparence et la forme d’objet
dans une image grace a la distribution d’intensité des gradients ou de direction des contours.
Ceci est effectué en divisant I'image en régions connectées, appelées cellules, et en calculant
pour chaque cellule un histogramme des directions de gradients ou des orientations de
contour pour les pixels appartenant a cette cellule. Le descripteur final est obtenu par la
concaténation de ces histogrammes. La Figure 22 montre le processus d’utilisation des HOG

dans un contexte de détection d’objets a base des SVM.
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Figure 22 : Chaine d'extraction des descripteurs HoG et de détection d’objet proposé par Dalal et Triggs dans [17]

2.10.1. Normalisation Gamma/Couleur
Avant de commencer, une étape de prétraitement facultative peut étre effectuée: la

normalisation des couleurs de I'image et une correction gamma correcte. Cette étape n’a
gu’une faible incidence sur les performances et n’est donc pas obligatoire, la normalisation
du descripteur HOG lui-méme s’averent suffisante. Dalal et Triggs ont montré des résultats
comparables pour les espaces couleurs RGB et LAB, alors que le niveau de gris réduit les

performances.

2.10.2. Calcul des gradients
Le calcul du gradient est une étape critigue dans la formation du descripteur, les

performances de ce dernier sont sensibles a la maniére dont ont été calculés les gradients.
La justesse des orientations calculées, et des histogrammes, dépends de cette étape et les
résultats sont donc étroitement liés a la méthode employée pour calculer le gradient dans
I'image. Il s’agit de calculer le gradient pour tous les points de I'image ; généralement deux
filtres dérivatifs sont appliqués sur I'image, un horizontal et un vertical, qui peuvent étre des
masques de dérivation simple 1-D (centré[-1 0 1] et non centré [—1 1]), des

opérateurs 2-D de Sobel, ou encore des opérateurs récursifs de Deriche.

Dans le cas des images couleurs, le gradient est calculé séparément pour chaque canal, le

gradient ayant la norme la plus grande est gardé.

Une opération de lissage gaussien 2-D est souhaitable afin de réduire le bruit et de limiter le

nombre de contours. Différents filtres dérivatifs ont été testés par Dalal et Triggs:

o Filtre dérivatif 1-D non centré : [—1 1]

o Filtre dérivatif 1-D centré : [-1 0 1]
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o Filtre dérivatif 1-D ajusté cubiquement:[1 —-8 0 8 —1]

+1 0 -1
o FiltredeSobel3 x3:|4+2 0 -2
+1 0 -2

o Filtre diagonale 2 x 2 : [_01 (1)] et [_01 (1)]

Prenons I'exemple du filtre de Sobel de taille 3 X 3, sa convolution avec I'image permet de
calculer les approximations des dérivées horizontales et verticales. Soit I I'image source,
pour chaque point del, une approximation de la dérivée horizontale notée G,

(respectivement verticale notée G, ) du gradient est obtenue (Figure 23) :

+1 0 -1 +1 +2 +1
Ge=|+2 0 —2|*IEtG,=|0 0 0 |=*I
+1 0 -2 -1 -2 -1

En chaque point, les approximations horizontales et verticales sont combinées pour obtenir

une approximation de la norme du gradient (voir Figure 23.d) :

G= [G2+G

On calcule également I'orientation du gradient comme suit :

Gy
0 = Arctan| =
Gy
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(a) (b) (c) (d)

Figure 23 : (a) image d'un piéton en niveau de gris normalisée, (b) composante horizontale du gradient, (c) composante
verticale du gradient, (d) la norme de gradient [18]

2.10.3. Calcul des histogrammes
L'image est découpée en blocs (ou cellules), généralement de taille 8 X 8 pixels, pour chacun

d’entre eux on calcule I’histogramme d’orientation de gradient. Chaque pixel de blocs vote
pour une orientation entre 0 et 180 dans le cas du gradient non signé (Figure 24.b), ou entre
0 et 360 dans le cas du gradient signé. Ces orientations du gradient sont représentées par les

classes de I'histogramme.

2]

1 c2 c3 c4

n’..Hﬂwi FH.HHHHW e

i i - .
e > 7 g1 9 Orientations  Gragient en un pixel
de norme N appartenant

a une cellule C

+N
& wi2i31415 6 A 819
Histogramme de la cellule C

(a) (b)

Figure 24 : Construction du HoG d'une image: (a) découpage en blocs et formation de I'histogramme des blocs adjecents,
(b) vote d'un pixel selon I'orientation de ses gradients
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L’étape suivante est la normalisation des histogrammes, afin d’éviter les disparités dues aux
variations d’illumination, ainsi que l'introduction de redondance dans le descripteur. Pour
cela, les histogrammes de blocs adjacents sont concaténés pour former un vecteur qui est

ensuite normalisé.

Le descripteur HOG final est obtenu en répétant I'opération sur tous les blocs adjacents

possibles.

Les normalisations possibles du descripteur final sont les suivantes (v représente

I’histogramme d’un bloc) :

v
/IIVII%+62

lvlli+e

. v
o L1-Racine:v —
lvlly+e

Différents types de masques dérivatifs ont été testé dans [17], permettant de différencier

o L2-Norme:v —

o L1-Norme:v —

deux types d’architectures: les R-HOG (Rectangular-HOG) calculés avec des fenétres
rectangulaires, et les C-HOG (Circular-HOG) calculés avec des fenétres circulaires. Les
différents descripteurs utilisant les HOG peuvent donc étre classés dans I'une des deux

classes.

Ces derniere années, de nombreuses variantes par rapport aux HOG ont été proposés [57,
2]. Afin de choisir la meilleure version a implémenter, il est nécessaire de passer par une
étape de test pour régler les différents parametres des HOG, généralement, le type du filtre

dérivatif et le nombre de bins de I’histogramme.

Ce descripteur est devenu l'un des plus performants en reconnaissance d’objet, par sa
capacité d’étre applicable en temps réel, notamment a travers |'utilisation des images
intégrales introduites par Viola et Jones [84], I'idée est inspirée de la méthode proposée par
Porikli [61] qui calcule rapidement des histogrammes d’une région rectangulaire aléatoire,

nommeée ‘Histogramme intégral’.
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2.11. Descripteurs binaires

2.11.1. Local Binary Patterns (LBP)
L'opérateur LBP (Local Binary Patterns) a été introduit en 1996 par Ojala et al. [53] puis

complété dans [54]. L'idée de cet opérateur de texture est d’assigner a chaque pixel un code
dépendant des valeurs des niveaux de gris des pixels situés dans le voisinage (Figure 25). La
valeur du niveau de gris du pixel central n, de cordonnées (x., y.) est comparée a celle de

ses pixels voisins n; suivant I'équation :

N-1

LBP(xo,ye) = ) s(ne—n)) + 2!
i=
(1 si x>0
s(x) = {O sinon

Avec N est le nombre de pixels voisins équi-répartis sur le cercle de centre n. et de rayon R.
Cet opérateur renvoie un mot binaire crée en comparant successivement l'intensité du pixel
central n. avec celles des pixelsn;(i =0, ...,N). Si la valeur du niveau de gris du pixel

central est supérieure ou égale a celle de son voisin, la valeur est mise a 1, sinon a 0.

9 1 4 2 6
o D LBP 110
sl s ]| =™ ! 0
8 1 4 7 1 + 0 0 1
4 6 2 1 3

Figure 25 : Les étapes de calcul du LBP?

Généralement N est fixé a huit, c.a.d. un voisinage de 3 X 3 pixels. On obtient donc, dans le
cas d’'une image en niveaux de gris, une matrice contenant des valeurs des LBP comprises
entre 0 et 255 pour chaque pixel. Finalement, un histogramme est calculé en se basant sur

ces valeurs pour former le descripteur LBP.

Un inconvénient de ce descripteur est le nombre de parametres a fixer au préalable. Dans la

littérature, il existe des versions différentes de ce descripteur, suivant le parametre fixé N

? http://robinhsieh.com/?p=156
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désignant le nombre de pixels voisins et suivant le rayon R choisi. Dans le cas des grandes
bases de données, le paramétrage optimum devient trés compliqué. En plus, I'application de
ce descripteur en temps réel est difficile si le nombre de pixels voisins considéré est

important.

Néanmoins, I'avantage du descripteur LBP est sa représentation binaire ayant une capacité
et une rapidité de traitement car il ne nécessite pas de gestion de nombres décimaux. De
plus, le stockage mémoire des informations, surtout dans le cas des grandes bases de

données.

2.11.2. CENTRIST
CENTRIST (CENsus TRansform hISTogram) est un descripteur visuel qui a été proposé par

Jianxin Wu et James Rehg [90] pour contourner le probléme de la catégorisation de scénes

et de la reconnaissance de lieux. Les différentes étapes du calcul sont les suivantes:

- Extraction de contour (Figure 26). Cette étape peut-étre réalisée a I'aide d’un

opérateur quelconque tel que le filtre de Sobel.

Image originale Extraction de contours

Figure 26 : Détection de contours par le filtre de Sobel [89, 90]

- Encodage de la structure locale du gradient au voisinage de chaque pixel ou « Census
Transform » (CT). Il s’agit d’'une transformation locale qui réalise la comparaison du

niveau de gris du pixel considéré avec celui de ses 8 voisins. Dans cette
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transformation chacun des pixels voisins se voit affecté la valeur « 0 » ou «1»

suivant le résultat « vrais » ou « faux » de la comparaison. Voici un exemple :

32 64 96 1 1 0
32 64 96|—-1 P, 0-(11010110), » CT = 214
32 32 96 1 1 0

Les huit bits générés a partir des comparaisons des valeurs d’intensités peuvent étre
mis ensemble dans un ordre quelconque (du gauche a droite, et du haut vers le bas).
La nouvelle valeur du pixel central est donnée par la conversion en base 10 de cette
suite de bits, cette valeur correspond a la Census Transform du pixel central.

En tant qu’approche visuelle, une image transformée par la CT est crée en

remplacant la valeur du niveau de gris de chaque pixel par celle de sa CT (Figure 27).

Image originale CT

Figure 27 : Exemple d'une image transformée par la Census Transform [89, 90]

L’étape finale consiste a découper I'image en M X M régions de taille 3 X 3 pixels et
de calculer I’histogramme dans chacune de ces sous-régions (Figure 28). L’ensemble
de ces histogrammes forment le descripteur visuel CENTRIST. A noter qu’on obtient

256 valeurs possibles pour la CT car on travaille sur 8 bits.
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Figure 28 : Histogrammes des sous-régions de la Census Transform [89, 90]

L'inconvénient de ce descripteur est qu’il n’est calculé que pour une seule échelle. De plus,
les auteurs utilisent le filtre de Sobel qui n’est pas le meilleur choix, car il existe d’autres
détecteurs de contours plus efficaces dans la littérature. Enfin, une autre limitation du
CENTRIST est que les valeurs de la CT des voisinages sont fortement corrélées. Un exemple
est illustré dans la Figure 29 : le bit 5 de CT(x,y) et le bit 4 de CT(x + 1,y) sont toujours
complémentaire sauf dans le cas de I(x,y) = I(x,y + 1), car le premier vaut 1 siI(x,y) =
I(x,y + 1) et le deuxieme vaut 1 siI(x,y) < I(x,y + 1). En effet, Wu et Rehg mentionnent
gue ces contraintes (et d’autres) existent mais ils ne les exploitent pas. Pour réduire la
dimensionnalité du vecteur, une analyse en composante principale (ACP) est utilisée. A noter
gue la Census transform est équivalente (a I'ordre de parcours pres) a I’encodage LBP (Local

Binary Pattern) d’OJALA [53].

31132 33| 34 11
i S S
12

30/40 41] 49  pit

1 1 (0)000
~

1(1) 0 000
31 5 678

Figure 29 : lllustration des contraintes entre les valeurs de la CT des pixels voisins [89, 90]

Néanmoins, I'avantage de ce descripteur est la notion de la transformation CT qui est

robuste aux changements d’illumination et aux variations gamma, etc.
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3. Descripteurs globaux

3.1. Filtres de Gabor

Les filtres de Gabor sont largement utilisés en vision par ordinateur, pour la description de la

texture [94]. Généralement, les parametres de texture sont déterminés en calculant un

ensemble de valeurs des moyennes et d’écarts type des niveaux de gris de I'image filtrée par

Gabor, ces valeurs seront regroupées dans un seul vecteur descripteur.

Les filtres de Gabor sont des ondes sinusoidales avec une fréquence et une orientation

particuliere modulée par une gaussienne elliptique. Dans le cas bidimensionnel, cette onde

sinusoidale est la somme de deux fonctions sinusoidales, la premiére paire et réelle, et la

deuxiéme impaire et imaginaire. Ces filtres ont une réponse impulsionnelle de la forme:

avec:

h(x, y) — g(X, y)62nj(Ux+VY)

(X,Y) =(xcos¢p +ysing,—xsin¢ + ycos¢) ou I'angle de rotation ¢p de (X,Y)
par rapport a (x,y) donne l'orientation de I'enveloppe gaussienne dans le domaine

spatial, et
_(£)2+Y2

1 AL . . - .
e 202 est une fonction gaussienne bidimensionnelle de rapport

2ma?

gX,Y) =

d’axe A, de facteur de dilatation o.

Un filtre de Gabor en partie réelle et imaginaire, est illustré dans la Figure 30.
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Figure 30 : Filtres de Gabor a différentes échelles et fréquences spatiales

La transformée de Fourier correspondante a h(x, y) est donnée par :
H(u 'U) — e_2n20.2[(uI_UI)ZAZ_i_(vI_VI)Z]
Oou

e (u,v')=(ucos¢ +vsing,—using + vcos ), et

e (U',V") est obtenu par rotation du point (U, V) par le méme angle ¢.

H(u,v) est une gaussienne passe-bande de rapport d’axes 1/14, tournée d’un angle ¢,
. o . _1,U .
centrée enF =+VU?+V? et dorientation § = tan 1(;). La connaissance de ces

parametres permet de définir completement le filtre de Gabor.

La Figure 31 présente 40 filtres de Gabor de différentes fréquences et de différentes

orientations, par leur partie réelle et les modules de 5 fréquences.
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Figure 31 : Filtre de Gabor (a) en partie réelle (b) les modules de 5 fréquences

Le filtrage de Gabor conserve les aspects temporels et fréquentiels du signal. Dans le
domaine spatial, ce filtrage est effectué par la convolution complexe d’une image I(x,y) par

un filtre de Gabor, elle est donnée par :

G(x,y) =1(x,y) = h(x,y)

Dans le domaine fréquentiel, le produit de convolution se réduit a une simple multiplication
des transformées de Fourier. La Figure 32 montre les résultats de |'application de cette

transformation sur une méme image avec différentes fréquences et orientations.

o i > <
N1Y
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=

Figure 32 : Transformation de Gabor (a) en module (b) en phase



Dans la littérature, La plupart des travaux effectués n’utilisent que la partie module, comme
dans [95, 88]. Les phases sont considérées comme des informations inutiles pour la
description d’images, car elles varient considérablement méme dans des régions locales

presque identiques.

C'est en 2007 que Zhang et al. ont proposé une nouvelle méthode de représentation de la
texture pour la reconnaissance de visage [91], appelée Histogramme de Gabor phase pattern

(HGPP), combinant ainsi I’histogramme spatiale et les informations de phase de Gabor.

3.1.1. Histogramme de Gabor Phase Patterns (HGPP)
Pour encoder les informations de phase de Gabor, Zhang et al. ont proposé deux patterns :

GGPP (Global Gabor Phase Patterns) et LGPP (Local Gabor Phase Patterns) [91], les deux sont
définis en fonction du codage QBC (Quadrant-bit codes) [19] de la partie réelle et de la partie
imaginaire de la transformation de Gabor. Alors que le GGPP encode les informations
d’orientation a chaque échelle, le LGPP encode les variations locales au voisinage a chaque
orientation et échelle. Enfin, GGPP et LGPP sont combinés avec des histogrammes spatiaux

pour modéliser 'image d’origine de I'objet.

a. Encodage QBC (Quadrant-bit codes)

Selon la méthode proposée par Daugman dans [19] et appliquée dans la reconnaissance de
I'iris, chaque pixel de I'image résultante sera codé sur deux bits, et donc le calcul des

patterns de phase de Gabor se fera selon les formules suivantes :

0,if Re (Gyp(2)) >0

Fus (4) = 1if Re (G,0(2)) < 0
0,if Im (Gu,v(Z)) >0

PIR(2) =
’ 1if Im (Gu,v(Z)) <0

Ou Re (Gu,,,(Z)) etIm (Gu,,,(Z)) sont les parties réelles et imaginaires des coefficients de

Gabor respectivement.

La méthode d’encodage de Daugman, citée ci-dessus, peut étre reformulée de la maniére
suivante :
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0, if 6,,(2) € {1,IV}

PX(Z) = {1 if 6,,(2) € {1,111}

! 0, if 0,,(Z) €e{l, I}
Purg(Z) = . 4

' 1 if 0,,(Z) € {1I1,1V}
Ou 6, ,,(Z) est I'angle de phase de Gabor pour le pixel a la position Z.

Le QBC sépare les convoluées de Gabor dans 4 quadrants dans I’espace complexe, 00 pour le
quadrant I, 10 pour le quadrant I1, 11 pour le quadrant II1] et 01 pour le quadrant IV (Figure
33).

=10 [>00

Va\ s
N

[I->11 V=01

Figure 33 : QBC de phase de Gabor [91]

Maintenant a partir de QBC, on extrait les deux Patterns: GGPP (Global Gabor Phase

Patterns) et LGPP (Local Gabor Phase Patterns).

b. GGPP (Global Gabor Phase Patterns)

Le pattern GGPP calcule une chaine binaire pour chaque pixel en concaténant la partie réelle
ou imaginaire du QBC de toutes les orientations pour une fréquence donnée, dans une
image de méme taille que I'image originale. La valeur GGPP, GGPP,(Z,), pour la fréquence v

a la position Z, dans une image, est définie par :
GGPP(Zo) = [Poy (Zo), P((Zo), .. Piy(Zo)]
GGPP™(Zo) = [Poly (Zo), P{y (Zo), .., Pty (Zo)]
Ou GGPPRe(Z,) est la valeur du GGPP réel et GGPP/™(Z,) est la valeur du GGPP imaginaire.
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Dans [91] k = 7, et huit bits représentant huit orientations sont exploités qui forment un
octet, pour représenter 256 modes d’orientation différents. Ces modes peuvent étre

facilement calculés par les équations suivantes :
GGPBfé(Z,) = P55(Zo) AR Pfﬁ(zo) * 2k 4t P,f;(ZO)]
GGPR™(Zy) = Py (Zy) * 2k + P (Zy) * 2Kt 4t P;Q?(Zo)]

Un exemple des Patterns GGPP en partie réelle et imaginaire est montré dans la Figure 34(a)

et (b).
(a)

(b)

Figure 34 : Patterns GGPP (a) partie réelle (b) partie imaginaire [91]

c. LGPP (Local Gabor Phase Patterns)

Contrairement aux patterns GGPP qui encode des informations d’orientation, Zhang et al .
proposent aussi un encodage des variations locales pour chaque pixel, appelé LGPP. Pour
chaque orientation u et chaque fréquence v, la valeur de la partie réelle ou imaginaire de
LGPP a la position Z; est calculée en encodant la différence de signe du pixel a la position Z,,

et ses 8 voisins par I'opérateur LXP (local XOR pattern):
LGPPfS(Zo) = [P (Zo) XOR PS5 (Z1), B (Zo) XOR P (Z2), ., P (Zo) XOR P (Z3)]
LGPP(Zo) = [PiF (Zo) XOR B (Z1), Pl (Zo) XOR PIF(Z5), ., Pi% (Zo) XOR PRI (Z5)]

OuZ;i=1,2,..,8, sont les huit voisins du pixel Z,, et XOR désigne 'opérateur OU Exclusif.

Cette procédure est illustrée dans la Figure 35.
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Figure 35 : lllustration de I'opérateur LXP [91]

— 00101001 — LGPP(zy)=41

Similaire aux patterns GGPP, huit bits qui représentent huit voisins forment un octet (255

niveaux de gris) pour chaque pixel. Un exemple de 40 images de partie réelle du pattern

LGPP, ainsi pour la partie imaginaire, est illustré dans la Figure 36.

Figure 36 : Patterns LGPP (a) partie réelle (b) partie imaginaire [91]

d. HGPP (Histogramme de Gabor Phase Patterns

Dans la méthode de Daugman pour la reconnaissance d’iris,

les QBC sont utilisés

directement pour former la représentation d’une image d'’iris, et la classification est réalisée

par une distance de Hamming. Toutefois, pour cinq fréquences et huit orientations, la

méthode d’encodage GPP proposée donnera 90 images (5 GGPPs réels, 5 GGPPs imaginaires,

40 LGPPs réels et 40 LGPPs imaginaires), qui ont la méme taille que I'image originale. Pour

les modéliser efficacement, les auteurs exploitent les histogrammes spatiaux pour modéliser

les GPPs encodés (GGPP et LGPP), appelés Histogrammes de Gabor Phase Patterns (HGPP).

La raison du choix d’'une méthode a base d’histogramme réside dans les observations que les
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GPPs ressemblent a des images ayant une texture structurelle (voir Figure 34 et Figure 36),

en plus, I’histogramme spatial est un bon outil pour représenter des images de texture.

Si on calcul les histogrammes directement sur une image entiére, les détails locales seront
perdus. Les auteurs proposent de diviser I'image originale en 64 sous-régions (Figure 37(a))
et de calculer les histogrammes HGPP de toutes ces sous-régions. En effet, chaque

histogramme est un micro-pattern, en 16 bins.
Ces HGPPs sont formulés comme suit:
HGPP - (HGGPPI HGGPP' HLGPP' HLGPP

OuHEe,,, HIMp, HR S, p, HIT  sont, respectivement, les histogrammes de la sous-région de
la partie réelle du GGPP, les histogrammes de la sous-région de la partie imaginaire du
GGPP, les histogrammes de la sous-région de la partie réelle du LGPP et les histogrammes de

la sous-région de la partie imaginaire du LGPP, et ils sont donnés par :
HEépp = (HEor (v, D):v =0,...,41=1,...,L)
H Yy = (H (0, D):v =0,...,41=1,..,L)

HLGPP (HLGPP(u, v,D):u=0,...7v=0,...41=1,..,L)

Hn, = (HM L (wv,D):u=0,..7,v=0,..,41=1,..,L)

Ou L est le nombre de sous-régions divisées pour le calcul de I’histogramme.

Le diagramme général de calcul du HGPP est présenté dans la Figure 37(b). Selon Zhang et al.
les images de doivent étre normalisées en 128 X 128 pixels avant la convolution avec les

filtres de Gabor 2D afin d’avoir le meilleur résultat.
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Figure 37 : (a) 8 X 8 sous-régions de LGPP (b) diagramme général de HGPP [91]

3.2, GIST

Dans le domaine de la vision par ordinateur, le descripteur GIST est une représentation
d’une image en basse dimension qui contient suffisamment d’informations pour identifier
une scene. Il a été introduit par les chercheurs Oliva et Torralba dans [55, 56] dans le but
d’une classification automatique des images. Ces deux auteurs ont défini le descripteur GIST
de I'image en analysant les fréquences spatiales et les orientations. Il est issu d’une suite de
travaux de recherche a la fois psychologiques et informatiques sur la classification
automatique de scenes. Il y a plusieurs présentations différentes de ce descripteur. Nous
nous basons ici sur une étude du code source disponible sur la page web de Torralba

(http://people.csail.mit.edu/torralba/code/spatialenvelope/).
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Figure 38 : Principe du descripteur GIST [58]

GIST permet d’extraire Une enveloppe spatiale globale qui correspond aux différentes
fréquences et orientations contenues dans I'image, d’ou vient le critére de globalité de ce
descripteur. Du fait de la description globale de I'information essentielle dans I'image, il est
possible de ne pas conserver les détails d’'une image et donc n’identifier que les fréquences

et les orientations principales de celle-ci dans I'objectif de la classer.

D’aprés Torralba et Oliva, le descripteur GIST peut étre considéré comme une bonne
solution pour des problemes de catégorisation de scénes [56]. Le succes du descripteur GIST
s’est rapidement propagé vers d’autres applications, d’abord il a été réutilisé efficacement
pour résoudre des problémes de reconnaissance de lieux [50], ensuite il a été appliqué dans

le domaine de la recherche d’image a I’échelle du web [22].
Le descripteur GIST se calcule suivant les étapes montrées dans la Figure 38 :

- D’abord, les images d’entrée sont réduites en imagettes carrées, d’une taille
comprise entre 32 X 32 et 128 X 128, quelles que soient leur proportions.
- Ensuite elles sont convoluées avec un banc de filtres de Gabor avec Ny orientations

et N, échelles.
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- Les images en sortie du filtre sont divisées en une grille réguliere de M X M régions
sur lesquelles on calcule la moyenne.
- Enfin, le descripteur GIST de I'image est obtenu par concaténation des descripteurs

des différentes régions.
Dans le cas des images couleurs, ces étapes sont répétées pour chaque canal.

La taille du vecteur descripteur final est M? X Ng X N, (x3 dans le cas d’une image couleur),
indépendante de la taille de I'image. On choisit souvent Ng = 8 orientations et N, = 4
échelles. Enfin, une analyse en composantes principales (ACP) est utilisée pour réduire la

dimension des vecteurs.

3.3. Les moments géométriques

Les moments géométriques sont utilisés pour caractériser I'intégralité de la forme d’une
région a l'aide de propriétés statistiques. lls étaient Utilisés dans un premier temps
globalement, puis localement en limitant le calcul des moments au voisinage d’un point
d’intérét. Ces moments géométriques ont été introduits et appliqués pour la premiére fois

en tant qu’approche pour la description d’images dans [39]. En général, ils sont définis par :

m, o (x,y) = j j Xy f (x, y)dxdy

Oup + q est 'ordre du moment. my, est le moment d’ordre 0 et représente |'aire de la
forme de l'objet dans I'image. Ce dernier est associé aux moments d’ordre 1my, etm, g

afin de calculer le centre de gravité de I'objet dont les coordonnées sont données par:

mqg Mo,1
—_— et yc —_— —

X, =
Mo,0 Mo,0

D’une maniere plus courante, on utilise les moments centraux qui ont la propriété
importante d’étre invariants par translation, ils sont calculés a base des coordonnées du

centre de gravité de l'objet et sont notés par u, , :

ta) = [ [ = xP =yt o yddxay
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A partir de ces moments géométriques, et dans le but de les utiliser pour la description de
forme en vue d’une classification ou d’une indexation, Hu [39] a proposé d’utiliser une
succession de sept polyndmes calculés a partir des moments centraux et sont donnés par les

équations suivantes :

I; = pao + Uoz

I = (20 + Hoz)* + 4ufy

I3 = (30 — 3pt12)* + (Bliz1 — Ho3)?
Iy = (30 + p12)* + (U21 + Ho3)?

Is = (30 — 3t12) (U0 + a2 [(M30 + H12)? — 3(21 + Ho3)?] + Biar — Ho3) (21
+ po3[3(uz0 + H12)? — (12 + 1o3)?]

Is = (z0 + Ho2) [(H30 + 112)? — (Ua1 + Ho3)?] + 411 (3o + pa2)*Btzr + Hos)

I; = By, — ﬂ03)(ﬂ30 - 3#12)[(#30 + .1112)2 — (Bup; + .U03)2]
— (30 — 3p12) (a1 + 1o3) [3(Hz0 + 112)% — (a1 + 1o3)?]

En plus du fait qu’ils soient invariants aux translations, rotations et changement d’échelle,
ces moments géométriques sont trés simples et rapides a calculer. Hu montre qu’il est
suffisant d’utiliser les deux premiers invariants I; etl, pour séparer les 26 caracteres
alphabétiques, cela montre bien qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser tous les moments de

I’ensemble de Hu en vue d’une classification d’objets.

Par ailleurs ces descripteurs sont assez sensibles aux bruits et aux déformations. En plus, ils
ne sont ni orthogonaux ni complets, ce qui fait, qu’ils souffrent d’un niveau élevé de
redondance d’informations. Un autre inconvénient de ces descripteurs, c’est gu’ils doivent
étre dérivés a la main, au contraire des moments orthogonaux tels que les moments

invariants de Zernike qui peuvent étre calculés a des ordres arbitraire.

3.4. Les moments orthogonaux

A l'inverse des moments géométriques qui sont définis par rapport a une base quelconque,

les moments orthogonaux sont définis dans une base orthogonale, ce qui résout le probleme
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de la redondance des informations portées par chacun des moments. Les moments
orthogonaux les plus utilisés en vision par ordinateur sont ceux de Zernike, introduits par
Teague [76] qui a proposé d’utiliser une série de polyndmes complexes et orthogonaux

définis sur le disque unitaire x? + y2 < 1, qu’on peut écrire sous la forme :
Vo (%, ¥) = Vi (r cos 8, sin 8) = R, (r)e/™?

n=012..;0<|m|<n

Avec { .
n — |m| est pair

Et R,y (1) le polyndme orthogonal défini par :

(n=|m|)
S (n—s)!
Rum (1) = ZO (1) o EE |Zl|)j(n—252— i

La Figure 39 ci-dessous présente une pyramide des polynémes de Zernike jusque quatrieme

ordre.

Figure 39 : Les polynomes de Zernike au 5 premiers ordres (wikipédia.org)



Les moments de Zernike Z¢(n, m) d’une image sont construits par les projections de cette
image f sur la base de ces polynémes {V,,,,(r,8)}. Le moment de Zernike d’ordre n et de

répétition m de I'image f(x,y) peut étre donné par :

n+l ; fmé
Zr(n,m) = TZZf(r cos@,rsin@)r - R, (r)e’ r<i
r 6

Ces moments possedent certains avantages dont :

- Les modules des moments de Zernike sont invariants par rotation [15, 87],
- lls sont robustes aux altérations telles que le bruit, changement de luminosité, etc.

(voir section 2.3.6),

Une des limitations de ce descripteur, c’est que la complexité de calcul des polyn6mes de
Zernike augmente fortement dans les hautes fréquences de I'image qui sont principalement

codées dans les moments d’ordres supérieurs.

3.5. Les descripteurs de Fourier

3.5.1. Les descripteurs de Fourier-Mellin

Les descripteurs de Fourier-Mellin sont construits principalement a base de la transformé de
Fourier Mellin (TFM) qui est trés utilisée en traitement d’images [68, 69, 20, 21]. Pour une

image en niveaux de gris I de R? dans C passée dans I'espace polaire, la TFM est définie par :

1 o 21 ] - dT‘
V(u,v) EZ X R M,(u,v) =— I(r,0) r~ve g —

2r )y Jo r
Ou I est supposée intégrable sur le groupe des similitudes planes vectorielles (rotation,

translation et homothétie) G = R% X S, avec S est le cercle unité de R?.

La TFM a été définie dans le but de mettre en oceuvre des approches invariantes aux
similitudes directes, ces approches ne prennent en considération que le module de la TFM,
par contre, la phase est souvent non exploitée, donc une représentation partielle des objets,
ce qui est insuffisant pour discriminer des objets surtout dans le cas des grandes bases

d’images. Afin de résoudre ce probléme, Derrode et al, ont présenté un procédé de
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normalisation de la transformée de Fourier-Mellin analytique (TFMA) permettant de mettre

en ceuvre des familles complétes de descripteurs invariants par similitude.

La TFMA a été introduite dans [33] pour pallier le probléme de divergence des intégrales

lorsqu’elles sont calculées sur des images en niveaux de gris. Celle-ci est définie par :
1 o 2T ' » dT‘
V(u,v) EZXR, M; (u,v) =— I,(r,0)r e 4 —
c 2wty Jo r

Avec g > 0 un nombre réel strictement positif et (r,0) € R} x S ou S désigne le cercle

unité. I,(r,0) =r%I(r, 0) et I, est intégrable sur le groupe de similitudes G.

La TFMA admet une transformée inverse ce qui permet de reconstruire des images depuis

son spectre (Figure 40). Elle s’exprime par la formule suivante :

+oo
V(T, 9) € ]Ri X 5111(1", 0) = f Z Mla(u, v)r—0'+iveiu9dv

U€EZ

D 113 365 1985 8065

Figure 40 : Reconstruction des formes de quatre images de papillons en fonction du nombre de descripteurs invariants
utilisés pour la reconstruction (TFMA) [33]
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La famille compléte des descripteurs invariants par similitude issue de la TFMA a été proposé

dans [33], et peut étre réécrite facilement et appliquée pour toute valeur strictement

positive de o :

—o+iv |
V(u,v) €EZXRF_(u,v) =M, (00) o ™4 dIM0LOp, (y,v)

Partant de ces invariants, sig(r,0) =I(ar,0 + ), il peut étre montré facilement

que F;(w,v) = F(w,v).

De plus, cette famille d’invariants est compléte car il est possible de reconstruire la TFMA
d’un objet a partir des valeurs des descripteurs invariants F,a(u, v) et des deux paramétres
de normalisation M;_(0,0) et M,; (1,0). On peut alors reconstruire I'objet de I'image
originale en utilisant la TFMA inverse. Dans [33], il est prouvé également que cette famille
d’invariants est convergente au sens L?. Ces deux propriétés ont pour conséquence de

définir une vraie distance dans I'espace des formes donnée par :
+ oo 1
& (Fiofy,) = (| D1, @) = By (u )Py
~® uez

La distance d, = 0 pour des objets de méme forme et elle utilisée comme critére de mesure
de degré de similarité entre deux objets indépendamment de leur orientation, leur taille et

leur pose.

3.5.2. Les descripteurs de Fourier Génériques

La transformée de Fourier a été largement utilisée dans le traitement et I'analyse d’images.
L'avantage d’analyser une image dans le domaine fréquentiel est qu’il est facile de pallier au
probleme du bruit qui est fréquent dans les images numériques. Cependant, il n’est pas
recommandé de calculer des descripteurs utilisant directement la transformée de Fourier,
car ces derniers ne seront pas invariant par rotation. En outre, les descripteurs acquis ne
sont pas compacts (Figure 41(a)(b)). Densheng Zhang et Guojun Lu [92, 93] ont contourné ce
probléme en proposant un descripteur de Fourier générique (GFD), celui-ci est basé sur une

transformée de Fourier modifiée polairement (MPFT), c.a.d. en traitant 'image polaire dans
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I’espace polaire comme une image rectangulaire a deux dimensions dans I'espace cartésien

(Figure 41).

Figure 41 : (a) I'image originale dans I'espace polaire; (b) I'image polaire de (a) dans tracée dans I'espace cartésien [92]

L'image polaire de la Figure 41(b) est I'image rectangulaire. Par conséquent, si nous
appliquons une transformé de Fourier 2D sur cette image rectangulaire, la FT polaire aura
une forme similaire a celle d’une FT discréte classique dans I'espace cartésien. Donc, pour
une image donnée f(x,y), la transformé de Fourier modifiée polairement (MPFT) est définie

par :

. 2mi
PF(p, ¢) — Z Z f(T', 01')612”(%’”-%(1))
r i

QU0 <T=(x—x)2+ (Y —Y.)2<R et = i(z?n) avec (0<i<T);(x,y.) sont les
coordonnées du centre de gravité de la forme. (0 < p <R),(0<¢ <T) avecR et T sont
les résolutions radiales et angulaires. La signification physique de p et ¢ est claire, ce sont
respectivement la p€™¢ fréquence radiale et la ¢p¢™° fréquence angulaire. La détermination
du nombre de p et de ¢ pour la description des formes est physiquement réalisable, parce
que les caractéristiques de la forme sont normalement extraites par les quelques basses
fréquences. Les Figure 42(c)(d) montrent des images polaires et les spectres de Fourier
polaire des deux motifs des Figure 42(a)(b). On peut observer sur la Figure 42(c)(d) que la
rotation du motif dans I'espace cartésien se traduit par un shift (ou décalage) circulaire dans
I’espace polaire. Le décalage circulaire ne modifie pas la répartition spectrale dans I'espace
polaire. Le spectre de Fourier polaire est plus concentré autour de |'origine de |'espace
polaire. Ceci est particulierement bien adapté pour la représentation des formes, car pour
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représenter une forme efficacement, le nombre de caractéristiques spectrales sélectionnées
pour la décrire, ne devrait pas étre grand. Le spectre est circulairement symétrique, on peut
ne considérer qu’'un quart des caractéristiques spectrales pour décrire une forme. Les

coefficients de Fourier polaire acquis sont invariants par translation.

— & N\ &

= A A= -~

(c)

Figure 42 : (a) un motif et son spectre de Fourier; (b) le motif pivoté de (a) et son spectre de Fourier; (c) I'image polaire de
(a) et son spectre de Fourier; (d) I'image polaire de (b) et son spectre de Fourier [92]

L'invariance par rotation et par changement d’échelle est atteinte par la normalisation

suivante :

|PF(0,0)| |PF(0,1)] |PF(0,n)| |PF(m,0)] |PF(m,n)|

GFD = , ) e ) e ) e
¢ area ' |PF(0,0)] |PF(0,0)] |PF(0,0)] |PF(0,0)]

Ou area est la surface du cercle englobant la forme d’intérét, m et n sont respectivement le

nombre maximal des fréquences radiales et angulaires sélectionnées.

Pour une représentation efficace d’objets, seulement un petit nombre de caractéristiques
GFD sont sélectionnées. Dans I'implémentation de Zhang et Lu, 36 caractéristiques GFD
reflétant 4 fréquences radiales et 9 fréquences angulaires sont sélectionnées pour indexer
I'objet. Les caractéristiques GFD sélectionnées forment un vecteur descripteur qui est utilisé
pour indexer un objet. Pour deux formes représentées par leurs descripteurs GFD, la
similarité entre ces deux formes est mesurée par la distance City Block entre leurs GFD. Par

conséquent, la mise en correspondance en ligne est simple et efficace.

Zhang et Lu ont comparé leur descripteur GFD avec celui basé sur les moments de Zernike,
ils ont pu conclure que: le GFD est plus simple a calculer, les attributs sont purement

spectraux et montrent de meilleurs performances de recouvrement car I'analyse multi-
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résolution dans les deux directions radiale et spectrale, est possible. Enfin, les auteurs ont

montré aussi que le GFD donnait de meilleurs résultats que les moments de Zernike.

3.5.3. Les descripteurs de Fourier Généralisés

Les premiers descripteurs de Fourier généralisés ont été introduit par Gauthier et al dans
[29], ils sont construits a partir des actions de groupe et plus particulierement du groupe de
déplacement SE(2), ce groupe est constitué des translations et des rotations dans le plan.
Dans [74], les auteurs ont proposé un second ensemble de descripteurs issu également des
actions du groupe de déplacement SE(2), et qui peuvent étre utilisés de maniére souple et
robuste pour la reconnaissance de forme basée sur des images couleur, en les associant avec
des SVM, ils ont aussi proposé une implantation matérielle qui permet d’accélérer le calcul

de leurs descripteurs.

a. Les premiers invariants

Ces invariants sont de type « densité spectrale » et sont définis comme suit : Soit f une
fonction carrée sommable sur le plan, et f sa transformée de Fourier définie par I'équation

suivante :
F© = [ foe O dn
RZ

ou {.,.) est le produit scalaire sur R?.

Si (4,8) sont les coordonnées polaires du point £, nous noterons a nouveau par f(/l,H) la
transformée de Fourier de f au point (4, 8). Dans [29], Gauthier et al ont défini les premiers

descripteurs de Fourier Généralisé (DF1) par :
)Ry » Ry

r =L (f)

2T
() = f 7, 0| d6
0
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Dans le domaine discret, ces descripteurs sont remplacés par un ensemble fini de valeurs
formant les composantes d’un vecteur qu’il est possible d’utiliser a I’'entrée d’un processus

de classification.

Les descripteurs de Fourier I] calculés selon I'équation précédente ont des propriétés
élémentaires cruciales pour la reconnaissance d’objets. Ils sont invariants par déplacement

et réflexion :

- SiM est un déplacementtelque g = f o M, alors I{ (f) = I (g), Vr € R,
- S’il existe une réflexion R tel que g = f o R, alors I] (f) =17 (g), Vr € R,
- Ces descripteurs sont aussi covariants par homothétie :

Si k est une constante réelle tel que g(x) = f(kx) pour toutx € R?, I (g) =

1 r
SIE(f), vreR,

b. Les invariants complets

Les premiers invariants cités précédemment et introduits par Gauthier dans [29] ne sont pas
complets (i.e. deux images différentes peuvent avoir le méme DF1), mais ceci n’est pas un
inconvénient car ils sont suffisant pour une large classe d’applications. Dans [74], Smach et
al. définissent une seconde famille d’invariants (contenant également les premiers déja
cités) qui sont complets dans les cas des groupes commutatifs et dans une large classe de
fonctions, dans le cas des groupes compacts. Ces invariants sont de type « décalage de

phase », notés par 15142 et définis par :

545() = [ F1Ro(6: + €DV IRs GIFIRo (5210
S1

Avec &,&, € R?%et Ry(&) désigne I'action de S; dans R2définie par :
Ry(x,y) = (xcosB —ysinf,xsinf + ycos ),
A noter que :

-l est clair que 15142 est invariant par déplacement.

- Il est également clair que Iensemble des invariants 5152 est complétement
déterminé par le plus petit ensemble obtenu en prenant &; sous la forme (0,77), 1y €
R+
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Par conséquent, une autre définition de 15142 est donnée par :

[P Oa22) = [[F(=225in(6 + 0)

S1
—A,sin 0,1, cos(8 + w) + A, cos B) X ]_?(—ll sin(6 + w), A4 cos(6 + w))

X ?(—/12 sin(0), 1, cos(6))]do
Ou Ay, A, € RY etw € [0,27].

Cet ensemble d’invariants stables, nommés DF2, est adapté au groupe SE(2) des

déplacements dans le plan, et la complétion de cette famille est assurée dans le
. , k . . .
groupe SE(2,N) des déplacements d’angle ZTH Ceci permet de garantir que deux objets

différents auront des DF2 différents, et par conséquent, donner une raison solide a leur

utilisation en tant que descripteurs discriminants pour la reconnaissance de formes.

4. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons fait I'inventaire des différentes techniques d’extraction de
caractéristiques. Ainsi, les propriétés de chaque descripteur d’images ont été étudiées pour
montrer leurs différentes invariances. De plus, un soin particulier a été apporté a I'étude des

avantages et des inconvénients.

Si on considére tout d’abord les descripteurs locaux, on peut remarquer en premier temps
gque ces descripteurs sont extraits de maniere fiable autour de points d’intéréts
préalablement détectés. L'efficacité de ces descripteurs a été démontrée dans de multiples
travaux, mais dans certains contextes, tel que la présence d'un bruit important, les

descripteurs globaux sont les plus efficaces.

Si toutes ces méthodes présentent des qualités et des défauts, nous allons devoir
développer de nouvelles méthodes plus adaptées a notre objectif de reconnaissance d’objet,

et c’est I'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 3 : Descripteurs de Fourier généralisés et rotationnels

1. Introduction
La méthode que nous proposons est un prolongement des travaux de Smach et al. [74] qui

ont permis de définir un ensemble de descripteurs de Fourier Généralisés (GFD). Comme
nous le verrons dans leur définition, les descripteurs de Fourier Généralisés munis d’un
relevement cyclique dans les groupes de roto-translations discrétisées SE(2,N), sont
invariants en translation et en rotation. Cette approche a guidé la définition de notre nouvel
ensemble de descripteurs de Fourier dits « rotationnels » dont le calcul réel sur des images
relevées (en considérant plutot un relevement invariant a gauche) nécessite N fois moins de
temps de calcul et d’espace par rapport aux descripteurs de Fourier généralisés proposés

dans [74].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section suivante, nous présentons quelques
notions préliminaires sur I'analyse harmonique (i.e. I'étude de la transformée de Fourier et
ses propriétés) sur les groupes abéliens et non-abéliens localement compacts. La deuxiéme
section concerne les invariants spectraux et bi-spectraux, ainsi que leurs propriété de
complétude dans les groupes abéliens localement compacts et dans le groupe dérivé de
produit semi-direct SE(2,N) défini dans la section 2.3 par SE(2,N) = R? X Zy. Dans la
troisieme section, nous introduisons les descripteurs de Fourier rotationnels basés sur la
structure du cortex visuel humain primaire V1. Enfin, pour clore ce chapitre, nous

présentons quelques techniques pour le calcul pratique de ces descripteurs.

2. Préliminaires
Pour définir et calculer les descripteurs de Fourier spécifigues a notre étude, nous

introduisons quelques généralités sur la transformée de Fourier dans les groupes non-

commutatifs. Nous nous référons a [63, 37] pour une introduction générale du sujet.
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2.1. Analyse harmonique sur les groupes abéliens localement compacts
Soit G un groupe abélien localement compact. Un caractere A de G est un homomorphisme

continu de groupes A : G — C tel que |A(a)| = 1 pour tout a € G. En définissant le produit
de deux caractéres comme une multiplication point par point, et I'inverse comme le

conjugué complexe, I'ensemble

G = {1 | A estun caractére de G},

muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, est un groupe abélien

localement compact, appelé le groupe dual (de Pontryagin) de G.
Soit I'application Q : G — 5 définie par
Q,(\) :=A(@) pourtout A€G et a€QG.

Ceci est un homomorphisme continu de groupes, et donc G c G.

Théoréme 2.1.1 (Dualité de Pontryagin). L’application (2 est un isomorphisme de groupe, et par

conséquent G est canoniquement isomorphe au dual de G.

Grace au théoreme ci-dessus, la transformée de Fourier permet de réaliser cet
isomorphisme au niveau des fonctions a valeurs complexes définies sur G et G. A savoir, on
peut munir G de sa mesure de Haar’ et pour tout f € L2(G) N L'(G) définir sa transformée

de Fourier f € L?(G) par

f) = j f(x)A(x)dx.

G

Avec:
L*(G) ={f:G->C(ouR) / [If(g)|*dg < oo},
LI'G) ={f:G>C(ouR) / [If(g)ldg < oo}.

Notons en particulier que, si I'on définit avgfszf(x)dx, alors on a:avg f = f(0),

ol 6(x) = 1 est I'identité de G. Nous avons le théoréme suivant.

* Une mesure de Haar sur un groupe localement compact G est une mesure de Borel quasi-réguliére non-
nulle A invariante par translation a gauche. En particulier, pour tout ensemble Borélien B de G et pour tout g
dans G,ona: A(gB) = A(B).

71



Théoréme 2.1.2 (Théoréme de Plancherel). Il existe une mesure unique dA sur G, appelée
mesure de Plancherel, de sorte que la transformée de Fourier définie ci-dessus peut étre
étendue & une isométrie F : L(G) —» L?(G). En particulier, lorsque f € L*(G) n L*(G)

etf €1%(G) n L}(G),ona:
P = [
G

Remarque 2.1.3. Lorsque G = R, la procédure ci-dessus nous donne la transformée de Fourier

classique.
fQ) = ff(x)e‘z’”’lxdx f € L*(R).
R

En effet, la mesure de Haar sur R est la mesure de Lebesgue, R = R peut étre réalisée
comme I'ensemble des x — e?™** pour A € R, et la mesure de Plancherel sur R devient la

mesure de Lebesgue, i.e. la transformée de Fourier inverse peut étre réécrite comme suit :
1 £ 2TiA £ 2(D
f(x) = o F(A)e?™ 4 dy f € I2(R).
T Jr

Considérons la représentation réguliere a gauche de G, i.e. I'opérateur de translation x —
T, € U(L2(G)) définie comme T, f(y) = f(y —x), la propriété fondamentale de Ia

transformée de Fourier pour nos besoins est la suivante.
Théoréme 2.1.4. Pour tout f, g € L?(G) et toutx € G, ona:

f=tg9< f)=10§A) VieG.

2.2. La transformée de Fourier sur les groupes non-commutatifs localement

compacts
Soit maintenant G un groupe localement compact unimodulaire’, non nécessairement

abélien. Une représentation unitaire T de G est un homomorphisme continuT : G —

U(H7), ouH7r est un espace de Hilbert complexe (éventuellement de dimension infinie)

4 . . . . . . N .

Un groupe est unimodulaire si et seulement si sa mesure de Haar est invariante non seulement a gauche mais
aussi a droite. En effet, sa fonction modulaire (qui mesure le défaut d’invariance a droite d’une mesure de
Haar) est le morphisme constant g — 1.
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et U(H;) est I'ensemble des opérateurs unitaires sur Hp. Une représentation T est
irréductible s’il n’y a aucun sous-espace fermé non triviale de H; invariant pour
toute T(a), a € G. Deux représentations T, T’ sont équivalentes s’il existe un opérateur

linéaire inversible A : H = Hrtelque Ao T =T' o A. Dans ce cas nous écrivons T = T'.

L’ensemble dual de G est lI'ensemble G de toutes les classes d’équivalence des
représentations irréductibles unitaires de G. Nous remarquons que G, en général, n’a pas
une structure de groupe. Cependant, cela est suffisant pour généraliser la transformée de

Fourier a cet égard. Soit f € L%(G) N L'(G), alors sa transformée de Fourier est définie par :
f(r) = jf(a)T(a)‘lda, VT €G. 1)
G
Observons que f(T) est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur#;. Nous avons la

généralisation suivante du Théoréme 2.1.2.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Plancherel non-commutatif unimodulaire). Soit G un groupe
localement compact unimodulaire. Alors, il existe une (unique) mesure de Plancherel fi; sur G
telle que la définition ci-dessus peut étre étendue a une isométrie F : L?>(G) — LZ(@, ,uG). En

particulier, la formule d’inversion suivante est vérifiée :
f@ = [ Trace (f(T) o T(@) ditg(D).
G

De facon plus générale, si T est une représentation unitaire de G — pas nécessairement

irréductible — on peut définir la transformée de Fourier f(T) par la méme formule (1).

De la méme fagon que dans le cas abélien, la transformée de Fourier satisfait le théoréme
(2.1.2) en diagonalisant I'action de la représentation réguliére a gauche A : G = U(L*(G)),

définie par A(a)f(b) := f(a~b).
Théoréme 2.2.2. Pour tout f, g € L?(G) et tout a € G, il en est que :

f=Aage 1) =g T () VTEG (2)
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2.3. Contexte de notre travail

Dans le reste de ce chapitre, nous considérons le cas particulier de produit semi-direct de

deux groupes SE(2,N) = R? x Zy. On rappelle que :

e R? est un groupe abélien localement compact, connexe et séparable.

e Zy estun groupe abélien fini de cardinalité N.

e L’action de rotation k € Zy — R;, € Aut(R?) de Zy sur R? est libre et la mesure de
Haar sur R? (i.e. la mesure de Lebesgue) est invariante sous les R}’s.

e |'opération (ou action) du groupe (non-commutatif) de SE (2, N) est :

(x, k), 1) = (x+ Ry, k + 7).
Ici, nous identifions implicitement k + r par k + r mod N.

Les hypotheéses ci-dessus garantissent que SE (2, N) est unimodulaire. Plus tard, nous allons
calculer explicitement les représentations irréductibles unitaires de SE (2, N), qui seront de

dimension finie, démontrant ainsi que SE(2, N) est un groupe de Moore’.
Une notation additive est utilisée pour les deux groupes R? et Z,. Nous notons :

e lidentité de R? par o et celle de Zy, par e.

e Les lettres x,y, z sont réservées aux éléments de R?, alors que k, h, [, a, B sont des
éléments de Zy.

e Les éléments des duals de Pontryagin R2 et Zy sont notés, respectivement, A, u € R?
etk h, .. € Zy.

e Lesidentités des duals de Pontryagin sont 0 et é.

e Lles éléments deSE(2,N) sont notés soit para,b € SE(2,N) ou par les
couples (x, k), (y, h).

e L’action de rotation de Zy sur R? induit une action de rotation de Zy sur R?,
toujours notée k — R, et définie par R, A(x) = A(R_yx).

e Les représentations réguliéres a gauches de R? et Zy sont appelées translation et

opérateurs de décalage, et notées, respectivement,x - 7, € U(L*(R?))

5 . . e .y .
Un groupe de Moore est un groupe localement compact dont les représentations unitaires irréductibles sont
de dimension finie.
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etk - S* € U(L?(Zy)). Leur action de rotation sur f € L2(R?) etv € L?(Zy) = CV

est donnée par:

f)=f(y—x) et (§*v); =,

Observons que, Zy étant cyclique, I'opérateur de décalage est complétement déterminé

parS = S¢viaS*v = So ..o Sv.

La représentation réguliere a gauche deSE(2,N) est notée parA:SE(2,N)—
U(L*(SE(2,N))), et son action sur f € L>(SE(2,N)) est A(a)f(b) = f(a~1b). En exploitant
la structure du produit semi-direct de SE (2, N), nous pouvons considérer la représentation
quasi-réguliere de SE(2,N), notée  : SE(2,N) - U(L?(R?)), dont I'action sur f € L?(R?)
est(x, k) f (¥) = f(R_k(y — x)).

Nous allons aussi considérer la représentation 7 obtenue par conjugaison de m avec la

transformée de Fourier sur R?, celle-ci est facilement vue opérer sur L?(RR2) via :

#(x, k) f(A) = Fr(x, k) f)(A) = 20 f (R_x D).

Une description compléte des représentations irréductibles unitaires de SE(2, N) peut étre
obtenue au moyen de la théorie de Mackey (voir, e.g., [63], Ch. 17.1, Théoréme 4 et 5]).

Nous la rappelons dans ce qui suit.

Théoréme 2.3.1 (Représentations des SE(2, N)). Le dual SE/(TN) est paramétré par les orbites
de I'action des rotations {Ry }xez, Sur R?, i.e., par la tranche de camembert Sc € R? qui en
coordonnées polaires est (p,0) € (0,4+) X [0,2m/N) (Figure 43). En outre, correspondant a
l'origine, il y a les caractéres deZy. A savoir, a chaque A € Sc correspond la

représentation T* agissant sur CN via :
T*(x, k)v = diagh(ei<’1'th>) o §7Fy = (ei<A’th>vh+k)1f\lI;(:)ly (3)

ou l'on désigne par diag,v, la matrice diagonale de diagonale v € CN. D’autre part,

S .2mnk
chaque k € 7, correspond la représentation sur C donnée par : T°**(x,n)z = e" v z.
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Figure 43: Rotation de la tranche de camembert Sc par {Ry }cz,

Proposition 2.3.2. Soit f € L*(SE(2,N)). Alors, pour tout A € R2\ {0}, on peut vérifier que :

A =y F(FCh = D) R v (k) v € CV,

k€Zy

(4)

De plus, pour tout f € L*(SE(2,N)) N L?(SE(2,N)) et pour toutk € Zy, ona:
f(12F) = avgz (k).

Démonstration. D’apres le théoreme 2.3.1, des calculs simples nous donnent :

f(THw(r) = ZJ f(x,De “ARn-1¥)y(h — Ddx
RZ

lEZN

= Z v(k) | f(x, h —k)e URkAx) gy,

2
k€ZN R

Ce qui implique le premier énoncé. D’autre part, pour démontrer le second énoncé, il suffit

de calculer :

o 27kl _j2mkl ~
f(Toxk) — Z f(x, l)e—l—N dx = Z avgf(l)e N = a/Vg\f(k)
]RZ

leZn l€ZN

76



2.4. Fonctions faiblement cycliques
On vérifie que les fonctions utilisées pour nos descripteurs sont faiblement cycliques, une

condition nécessaire pour démontrer que les invariants rotationnels, introduits dans la

section 4.4, soit faiblement complets.

Un vecteur v € CN est cyclique si {S*v}c zy ©st une base de CN. Ceci est équivalent & ce

gue la matrice circulante suivante soit inversible :
Circv = (v, Sv, ..., SN "1v).

Fixons f € L2(R?). Pour A € RZ, nous considérons le vecteur wr(A) € CN tel que :

wr(Di = f(Rd) VK€ Ty, (5)

Ici, nous désignons parf la transformée de Fourier abélienne sur R%. Observons

que S*w; (1) = wr (R ).

Etant donné que ws(0) = (f(0), ..., f(0)), le vecteur wr (1) ne peut pas étre cyclique pour

tout 1 € ]I/i{\z, motivant ainsi la définition suivante.

Définition 2.4.1. Une fonction f € L*(IR?) est faiblement cyclique si wr(A) est cyclique pour

presque toutA € R2. Nous notons C c L?(R?) /l'ensemble des fonctions faiblement

cycliques.

a. Fonctions d valeurs réelles

Nos arguments, dans ce qui suit, sont fortement basés sur I'exploitation de la propriété de la
cyclicité faible des fonctions. Toutefois, pour les fonctions a valeurs réelles cela se révele en

général impossible.

Proposition 2.4.2. Soit N un nombre paire et f € L*(R?). Alors, ws(1) € X pour tout A €

I@, ol X est le sous-espace R-vectoriel propre de CN défini par :
N
X={wec"|v(h) =v(h+ E) Vh € Zy}. (6)
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En particulier, ws (1) n’est jamais cyclique.

Démonstration : A partir de la parité de N, il en résulte que R_yA = —R_j_p/,4 pour

tout 1 € R2 et h € Zy. Etant donné que f(A) = f(=2), celaimplique que :

wf(/l)h = f(R—h/D = f(_R—h—N/Z/l) = f(R—h—N/Z/l) = (‘)f(/l)h+N/2' Vh € Zy,

Ce qui démontre I'énoncé.

Observons que X est invariant sous |'action de I'opérateur de décalage. Nous disons alors

que w € Xest R-cyclique si span{S*w}yxe 7y = X, et posons la définition suivante.

Définition 2.4.3. Si N est paire, une fonction & valeurs réelles f € L4 (R?) est faiblement R-
cyclique si ws(A) est R-cyclique pour presque tout A € R2. D’autre part, si N est impaire, f €
L% (R?) est faiblement R-cyclique si et seulement si elle est faiblement cyclique dans le sens

de la définition 2.4.1.

Nous notons Cg © L% (R?) I'ensemble des fonctions faiblement R-cycliques.

3. Descripteurs de Fourier dans les groupes

3.1. Invariants spectraux et bi-spectraux
Des applications f — I sont appelées des invariants pour G si Ir = I5(q)r pour touta € G.

Un choix d’invariants est complet s’il vérifie la propriété suivante : pour tout f, g € L?(G),

nous avons :
da €G telque I =1, & f = A(a)g.

Un choix d’invariants est faiblement complet si I’énoncé ci-dessus est vrai uniqguement sur un

sous ensemble résiduel® de L2(G).

Comme il a été montré dans les sous-sections 2.1 et 2.2 qui présentent les propriétés

associées a la représentation réguliere a gauche dans le cas abélien (Th 1.1.4) et non abélien

6 . ,
Intersection dénombrable d’ensembles ouverts et denses.
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(Th 1.2.2), nous utilisons ces deux théoremes afin de mettre en évidence le caractere

invariant des descripteurs spectraux et bi-spectraux.
Les premiers invariants que I'on peut envisager sont les suivants.

Définition 3.1.1. Les invariants spectraux (Power Spectrum invariant ou PS) de f € L*(G)

sont 'ensemble PS; = {PSf(T) | T € supp ¢}, ou:

PSy(T) := f(T) o f(T)".

Les invariants spectraux ne sont pas faiblement complets, méme dans le cas simple

de G = R. Dans ce cas PS;(1) = |f(/1)|2 pour tout A € supp uz = R, et il est facile de
construire un contre-exemple. En effet, il suffit de fixer un certain ¢ : R — St et considérer
la fonction g = F~1(e*@Wf(2)). De toute évidence, g est tel que PS; = PS, mais f =

A(a)g si et seulement si p(1) = aA.
Ainsi, nous devons considérer des ensembles plus riches d’invariants, comme les suivants.

Power Spectrum de limage originale Power Spectrum de limage pivotée

Image otiginale Image pivotée

A v

Figure 44 : Log du Power Spectrum d'une image synthétique et sa version pivotée

Définition 3.1.2. Les invariants bi-spectraux (Bi-Spectrum invariant ou BS) de f € L?(G) sont

I'ensemble BS; = {BSf(Tl,Tz) | T,, T, € supp ug}, ou :

BS¢(Ty, Ty) := f(Ty) @ f(T3) o f(T) ® Ty)".
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A priori, on a besoin d’utiliser les deux invariants, spectraux et bi-spectraux, bien que nous
allions voir que dans la plupart des cas, et en particulier, dans le cas du groupe SE(2, N),

nous avons BSf D PSf.

3.2. Invariants spectraux et bi-spectraux sur les groupes abéliens localement

compacts
Dans cette section, nous allons démontrer la faible complétude des invariants bi-spectraux

dans le cas ou G est un groupe abélien localement compact. Dans ce cas, toutes ses
représentations sont unidimensionnelles et la mesure de Plancherel est la mesure de Haar
sur le caractére du groupe G. En effet on va montrer que les invariants sont faiblement

complets sur I'ensemble :

G :={f € I*(G) | f a un support compact et f

= 0 pour au plus une quantité discréte des As € G}

Des calculs simples montrent que:

PSf(/D = |f@)|2 et BSf(AerZ) = f(/h)f(/lz)f:(/h + 12). (7)

Dans ce cas, nous avons que BSy O PSy pour tout f, g € L*(G) N L?(G). En effet, observons
que le fait de choisir ; = 1, = 6 dans les invariants bi-spectraux donne avg(f)|avg(f)|? =

avg(g)lavg(g)|? ce qui implique que avg(f) = avg(g). Ceci montre que BS¢(14,,0) =
PS;(24).

Théoréme 3.2.1. Les invariants bi-spectraux sont complets sur I'ensemble G.

Démonstration. Soit f, g € G tel que BSy = BS,. Etant donné que ceci implique PSy = PS,,

nous avons que |f| = |g|. Ainsi, f et§ s’annulent sur le méme ensemble I. En outre,
observons que étant donné f et g sont a support compact, leurs transformées de Fourier f

et § sont continues.

Soit u(1) = §(1)/f(X) pour tout A € I. Puisque u est le ratio de deux fonctions continues
qui s"annulent uniquement sur un ensemble discret, elle est mesurable. Alors, par I'égalité

des invariants bi-spectraux et (7), il en résulte que u satisfait :
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u(d; + 1;) = u(d)udy).

Ceci implique que u est un caractére mesurable de G et donc, par le biais d’un résultat
connu ([37], Théoreme 22.17), il doit étre continu. Par la dualité de Pontryagin, ceci
démontre I'existence de a € G tel que u(1) = A(a). Ainsi, nous avons démontré que f(1) =
A(a)g(A), ce qui d’aprés le théoréme 2.2.2 implique que f = t1,-1g, complétant ainsi la

démonstration.

Dans le cas ol G = R" le résultat ci-dessus peut étre renforcé.

Corollaire 3.2.2. Les invariants bi-spectraux sur R™ sont complets sur les fonctions a support

compact de L?(R?).

Démonstration. |l suffit d’observer que par le théoréme de Paley-Wiener, les transformées

de Fourier des fonctions a support compact sont analytiques. Etant donné que les fonctions
non nulles analytiques ont un ensemble discret de zéros isolés, ceci implique que

I’ensemble G du théoreme 3.2.1 coincide avec toutes les fonctions considérées.

3.3. Invariants spectraux et bi-spectraux sur SE(2, N)

Dans cette sous-section, nous allons étudier la faible-complétude des invariants spectraux et

bi-spectraux dans le cas ou G = SE(2, N).

Soit K € R? un ensemble compact. Dans ce qui suit, nous serons principalement concernés

par les fonctions qui sont a support compact soit dans K ou dans K X Zy < SE(2,N).

Le résultat suivant généralise, par une démonstration simplifiée, le résultat présenté dans
[74]. Notons que ce résultat est vrai dans un cadre plus général, comme il sera montré dans

un article a paraitre par Prandi et Gauthier.

Théoréme 3.3.1. Soit K ¢ R? un ensemble compact. Le PS et BS généralisés sont faiblement

complets sur L>(Zy X K). En particulier, ils discriminent sur I'ensemble ouvert et dense G de

81



fonctions f a support dans Zy X K et dont la transformée de Fourier est inversible pour un

ensemble ouvert et dense des As.

Autrement dit, f, g € G sont tel que PSy = PS, et BSy = BS, si et seulement si f = A(x,k)g
pour certains (x,k) € SE(2,N).

Démonstration. Le fait que G est ouvert et dense est démontré dans le lemme 1 (Annexes :

Lemmes auxiliaires pour la démonstration du théoreme 3.3.1). Soit f, g € G tel que PS; =
PS, etBS; = BS,. L'égalité du BS généralisé implique que I'ensemble desAs pour
lequel f(1) et (1) ne peuvent pas étre inversibles, est le méme. Nous le notons I et

considérons
u(T?):=f(T" 'g(T*) vael

Afin de compléter la démonstration de I'énoncé, nous allons démontrer que U(T ’1) peut

étre définie pour tous As dans R? et, en outre, que 3a € SE(2,N) tel que U(T*) = T *(a).
En effet, par (2) cela implique donc que f = A(a)g.

De plus U(T ’1) est unitaire pour tout A € I. En effet, par I'égalité du PS généralisé, nous

avons :
u(T?)'u(T*) = g(T*) PS;(N)g(T*) = PSy;(A)*PS;(A) =1.

Observons que |'égalité du BS généralisé et la définition de U, impliquent que pour

toutA,,4, €l,ona:
BS; () = F(T) @ F(T7) 0 U(1%) @ U(TH) o g(TH @ T72)"
Par l'inversibilité de f(T*) ® f(T?2) et I'unitarité de U, on obtient :

fr®@1%2) (1) @ U(T*) = §(T" @ T%2). (g

Le résultat annoncé est alors une conséquence des trois faits suivants, qui sont démontrés

dans I'annexe (Lemmes auxiliaires pour la démonstration du théoréme 3.3.1) :
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1. Lemme 2 : La fonction A = U(T*%) est continue sur I.
2. Lemme 3 : La fonction 1 = U(T*) peut étre étendue a une fonction continue sur R?,
pour laquelle (8) est toujours vraie.

3. Lemme 4: Il existe a € SE(2,N) tel que U(TA) = T*(a).

Un corollaire immédiat est le suivant.

Corollaire 3.3.2. Soit L : L>(R?) —» L?>(SE(2,N)) un opérateur de relévement injectif.
Supposons qu’il existe un ensemble résiduel R c L?>(R?) tel que L(R) NG est résiduelle.
Alors, les PS et BS généralisés sont faiblement complets sur L*(R?). A savoir, pour
toutf,g ER on admet queBS;; =BS;, si et seulement sif =m(x,k)g pour

certains (x, k) € SE(2,N).

4, Descripteurs de Fourier basés sur la structure du cortex visuel
primaire humain V1

4.1. Présentation du pipeline naturel pour la reconnaissance d’objets
Dans cette partie, suivant une ligne de recherche commencée dans [74], nous présentons un

cadre théorique qui nous permet de construire des descripteurs de Fourier généralisés

invariants par rapport aux roto-translations (semi-discretes) d’images.

En fait, les contributions de certains des auteurs a un modeéle assez récent du cortex visuel
primaire humain V1 [62, 9, 8, 10], ont montré que celui-ci peut étre modélisé comme un
groupe de roto-translations semi-discrétes SE(2, N) = R? x Zy. Dans ce modéle, les stimuli
corticaux sont des fonctions dans L?(SE(2,N)), par rapport a la mesure de Haar
de SE(2,N), et les images provenant du plan visuel sont relevées a des stimuli corticaux via
une opération naturelle de relévement injectif et invariant & gauche £ : L?(R?) -
L?>(SE(2,N)). Un tel relévement est défini comme la transformée en ondelettes par rapport

a une ondelette mere (voir: section 4.2).

A partir de ces faits, un pipeline naturel pour la reconnaissance d’objets est le suivant (Figure

45) .
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1. Etant donné une image f € L?(R?), relevons-la & un stimulus cortical Lf €
L*(SE(2,N)).

2. Calculer les descripteurs de Fourier généralisés de Lf sur le groupe non-
commutatif SE(2, N).

3. Sile reléevement d’une autre image g € L?(R?) a les mémes descripteurs de Fourier
que Lf, on déduit que Lf = Lg a une action d’un élément de SE (2, N) pres.

4. Grace a linvariance a gauche et a l'injectivité du relevement £, on obtient aussi

que f = g a une action d’'un élément de SE(2,N) preés.

Ce pipeline a été déja étudié dans [74], ou les auteurs ont considéré un relevement non-
invariant a gauche. Pour ce reléevement, ils ont démontré un résultat de faible complétude
du BS pour des images, représentées comme des fonctions de L?(R?) a support a l'intérieur

d’un ensemble compact et fixe.
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' Parlethéoréme 3.3.1

Lf = A(a)l:g

£f = L(n(a)g)

| Gracea l'injectivité de £

| AR PR R - -

Figure 45 : Pipeline naturel pour la reconnaissance d'objets

Dans la suite, nous considérons la méme question pour les relevements invariants a gauche,
ou la situation se révele étre plus compliquée. En particulier, comme il sera expliqué dans la
section 4.4, afin d’assurer la faible complétude, nous sommes amenés a considérer des
invariants « plus forts » que le BS généralisé. Toutefois, comme il sera observé dans la
section 4.4, le calcul réel de ces plus forts invariants sur des images relevées nécessite N fois
moins de temps de calcul et d’espace par rapport au calcul des invariants proposés dans

[74].
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4.2. Présentation du modéle mathématique du cortex visuel primaire V1
Comme mentionné précédemment, la principale nouveauté de notre approche est son lien

avec un modele assez récent du cortex visuel primaire humain V1, grace a Petitot et Citti-
Sarti [16, 60] et les contributions récentes de certains des auteurs [8, 9, 10, 62, 7]. La théorie
« Orientations score » introduite dans [24, 25], est aussi fortement connectée avec ce
travail, en particulier pour son exploitation du reléevement invariant a gauche. Nous
mentionnons aussi [73], ou les invariants d’images basés sur la structure du groupe de roto-
translation SE(2) ont été introduits pour les textures. Dans cette section, nous présentons

les caractéristiques de ce modele qui sont essentielles pour notre approche.

Etant donné qu’il est bien connu [40] que les neurones dans V1 sont sensibles non
seulement aux différentes positions dans le champ visuel, mais aussi aux orientations
locales, et qu’il est raisonnable de supposer que ces orientations soient finies, dans [8] V1 a
été modélisé comme un groupe de roto-translations semi-discrétes SE(2,N) = R? x Zy

pour N € N paires.

Les stimuli visuels f € L?(R?) sont supposés étre relevés a des motifs (patterns) d’activation
dans L(SE(2,N)) par un opérateur de relevement £ : L*(R?) - L?(SE(2,N)). Motivés

par des évidences neurophysiologiques, nous supposons donc que :

(H) I'opérateur de relevement L est linéaire et défini par

Lf(x, k) = fsz MNP(R_k(y — x))dy, (9)

pour une ondelette mére donnée 1 € L?(R?) tel que £ est injectif et borné.

Remarque 4.2.1. Cette hypothese signifie que I'opérateur de relevement sous considération
est la transformation en ondelettes par rapport a Y (voir, e.g. [27]). Le fait que L soit injectif

et borné est alors équivalent au fait que I'ondelette mere est faiblement admissible, i.e., est

o 2
tel que I'application 1 € R? - Zkelellj(R—kl)l est strictement positive et essentiellement

bornée.
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Comme conséquence de I’hypothése ci-dessus, I'opération de relevement L est invariante a

gauche par rapport a I'action de SE (2, N). A savoir :

A(x, k) o L = L o7t(x, k). (10)

Ici A et 7 sont les actions de SE(2,N) sur L(SE(2,N)) et L?(R?) respectivement. C'est-a-

dire :
[AC, K@y, 1) = o((6 k) (1,7) = e(R_x(y — %), k + 1),

[(x, K)F1G) = (G k) 7y) = fF(R(y — 1))

La formule (10) peut étre vue comme une version semi-discréte de la symétrie shift-twist

[13].

L’observation principale pour nos besoins est que (10) signifie que deux images f,g €
L?>(R?) peuvent étre déduites par roto-translation (i.e., f = m(x, k)g pour certains (x, k) €

SE(2,N)) si et seulement si leurs reléevements peuvent étre déduits par A(x, k). C.-a-d. que,

Lf =Aa)oLg & f=mn(a)g.

4.3. La non-applicabilité du théoréeme de la complétude dans SE(2, N

Le corollaire 3.3.2 ne peut jamais étre appliqué aux relévements de la forme (9). En fait, on a

le résultat suivant.

Proposition 4.3.1. Considérons w, (1) := (f(R_xA))R=¢ € CV, nous avons :

LF(TH) = wy(D)* @ wr(A)*, (11)

Ou pourv,w € CV, nous considérons v* = (Tp)x et (v @ W)y = vxWy,, de sorte
que (v @ w)u = (w,u)v pour toutu € CV. En particulier, on a que rang Z?(TA) <1et

donc L(L*(R?*)) NG = @ lorsque N > 1.
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Démonstration. Soit A € Sc et considérons v € CV. Observons que (x, k)1 = (—R_yx, —k).

Ensuite, par (1), (4) et (3), pour tout h € Zy, nous avons

N-1
(LA(TA).v)h = z f 2L(x, k)e i<ARh-kX>y, . dx
k=0 "R

N-1
=S v f f FOIB(R_(y — x))e i <ARui> Ay
k=0 ]RZ ]RZ
N-1
=S v f B@)f () eI <Ruidy=2>dydy
k=0 ]RZ RZ

N-1
= llj(Rh/D Z Uh—kf(Rh—k/D
k=0

= Wy D < WD), v >,

Par définition de wy,(1)" & wy(4)" ceci compléete la démonstration.

4.4, Les invariants spectraux et bi-spectraux rotationnels et leur complétudes

dans SE(2,N)

Pour contourner la difficulté posée par la non-inversibilité de la transformée de Fourier pour

les fonctions relevées, nous sommes amenés a considérer les descripteurs plus forts

suivants.

Définition 4.4.1. Les invariants spectraux et bi-spectraux rotationnels (RPS et RBS
respectivement) de f € L?>(SE(2,N)) sont les collections de matrices, pour tout 1,1;,1, € S

eth € Zy,
RPS;(A,h) := f(TR») o £(T?)".
RBS;(Ay, Ap, h) := f(TRM) @ f(T%2) o f(Th @ TH2)".

Les descripteurs rotationnels sont invariants uniqguement sous l’action de rotations
de Zy € SE(2,N) mais pas sous l'action de translations. Pour éviter ce probléme, nous

fixons un K © R? compact et considérons 'ensemble A < L?(R?) des fonctions & support
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compact dans K, avec une moyenne non-nulle. Observons que ceci est un sous-ensemble

ouvert et dense de L?(K). On peut donc définir le barycentre cr € R? de f € A comme::

1
cr = — ( fszl f(x)dx, fszz f (x)dx),

Et 'opérateur de centrage ¢ : A = A comme :

of (x) = f(x — ¢f)- (12)

Ensuite, en considérant le relevement centré L. = Lo ¢, nous avons L.f = L.g si et

seulement si g est une translatée de f. En particulier,
L.f=A0,k)L.g = f=mn(xk)g Pourcertains x € R2.

Définition 4.4.2. Soit R c L?(IR?) I'ensemble des fonctions & valeurs réelles f a support
. N-1
dans K, tel que f(1) # 0 pour presque tout 1 € R? et la famille Q¢ = {Skwf(/l)}k=0 est une

base pour CV, si N est impair, ou, si N est pair, pour

N
X={v€(€”|v(h)=v(h+§> VhEZN}.

A

La dépendance de cette définition de la parité de N provient du fait que f(1) = f(=2).

En effet, pour N paire, cela implique que Skwf(/l) € x pour tout k € Zy. A ce titre, il ny a

aucun espoir pour que la famille Q¢ génére la totalité de CV.
Finalement, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.3. Pour tout compact K c R?, si 'ondelette mére y € R, les RPS et RBS sont
faiblement complets sur L>(K) N A. A savoir, ’ensemble R est ouvert et dense dans L?(K) et
pour toutf,g € RNA, on admet queRPS; ;= RPS; , etRBS; ;= RBS;, si et

seulement si f = m(x, k)g pour certain (x, k) € SE(2,N).

Ici, nous nous contentons de présenter uniguement une esquisse de la démonstration de ce

résultat pour le cas N impaire. La parité de N ne présente pas les problemes essentiels, il
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suffit d’exploiter le fait que rang Z?(TA) C y pour tout f € R et 1 € S, oU y est défini dans
(6) et que I'équivalence A du théoreme d’induction-reduction se réduit tout simplement a
une équivalence entre y X y et@yez,x. Cependant, afin de démontrer le point-clé
technique (13), nous avons besoin d’une étude plus raffinée des propriétés des opérateurs
circulants, ce qui est en dehors du cadre de ce travail et nous nous en reportons a un article

par Prandi et Gauthier, a paraitre.

Démonstration. (Esquisse dans le cas N est impair). Le fait que R est ouvert et dense

dans L?(K) résulte des mémes arguments dans le lemme 1 (Annexe : Lemmes auxiliaires pour

la démonstration du théoréme 3.3.1).

Soit Circ v la matrice circulante associée a v, donnée par, Circ v = [v, Sv, ...,SN_lv]. Alors
la condition sur ()¢ pour f € R est équivalente a l'inversibilité de Circ wg(4d) pour un
ensemble ouvert et dense de As. Selon les propriétés de la transformée de Fourier sur R?

par rapport aux translations, il en résulte :
wpr(D) = diagk(e_i(’l'Rka))wf(/l).

Ceci implique que Circ wy(A) est inversible si et seulement siCirc wgy(1) I'est. Par
conséquent, I'énoncé est équivalente au fait que pour tout couple f,g € R nous

avons RBS;r = RBS,, si et seulement si f = R, g pour certain k € Zy.

La démonstration est similaire a celle du théoreme 3.3.1 mais avec des difficultés techniques

supplémentaires. Soit/ I'ensemble ou Circ wg(A) et Circ wy(4) sont inversibles. Par

hypothése I est ouvert et dense. Pour surmonter la non-inversibilité de Lf dans la
définition U candidate, nous exploitons I'inversibilité des matrices circulantes Circ ws(4)

et Circ wy(A) sur un ensemble ouvert et dense. A savoir, pour tout A € I, nous considérons
U(T*)* := Circ wy (1) (Circ wp (1))~

Par définition, U(T*) est circulant et U(TA)*Skwf(A) = S*¥w,4 (1) pour toutk € Zy. En

outre, par (11), ceci est équivalent a :

Lf (TR U(TH) = Lg(TRe), Vk € Zy.
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En particulier, A = U(T%) est constante sur les orbites {RiA}kez, - Finalement, U(T?*) est

unitaire, en conséquence, e.g. du théoreme 5.1.

La difficulté principale dans la démonstration maintenant est d’obtenir I'équivalent de

I'identité (8), qui est, que pour un ensemble ouvert et dense de couples (44, 4,) nous avons

Z}‘(TRkll R TRklz)U(Tll) R U(TAZ) - @(TRk/h R TRk/lz)’

Vk € Zy. (13)

Comme déja mentionnée, la démonstration de cette identité exige une utilisation profonde
des propriétés des opérateurs circulants, ce qui est en dehors du cadre de ce travail. Nous

reportons donc a un article a paraitre.

Une fois (13) est connue, I'énoncé suit en appliquant les mémes arguments que ceux dans le

théoréme 3.3.1. A savoir :

1. La fonction A - U(T*) est continue surl. Cela peut étre fait par les mémes
arguments que dans le lemme 2 (Annexe : Lemmes auxiliaires pour la démonstration du
théoréme 3.3.1).

2. La fonction A — U(T?) peut étre étendue a une fonction continue sur S satisfaisant
(13). Cela peut étre fait exactement comme dans le lemme 3 (Annexe: Lemmes
auxiliaires pour la démonstration du théoréme 3.3.1).

3. |l existe k € Zy tel que U(TA) =T*(0,k). Cela est démontré suivant le lemme 4
(Annexe : Lemmes auxiliaires pour la démonstration du théoréme 3.3.1). En effet, le fait
que A - U(T?) est maintenant constante sur les orbites {RiA}kezy, implique que
les f.s y obtenues doivent étre indépendantes de k. Comme f;, (1) = e!<Ri*¥oA> poyr
certains x, € R?, ceci implique quex, =0 et doncf, =0. Evidlemment, cela

démontre que U(T’l) = Sk = T*(0, k), pour certains k € Zy.
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5. Le calcul pratique des descripteurs de Fourier

Ici, nous présentons des formules explicites pour le calcul des descripteurs de Fourier

présentés dans les sections précédentes.

Dans ce qui suit, nous montrons que, sous certaines hypotheses sur I'ondelette mére v, le
calcul concret des PS et BS généralisés et de leurs homologues rotationnels RPS et RBS, ne
dépend que de la transformée de Fourier 2D de f. Dans la suite, étant donné deux

vecteurs v,w € CY, on note ©, le produit élément par élément de deux vecteurs.
Théoréme 5.1. Nous supposons que "'ondelette mere 1 € R. Alors :

- Pour tout f € R, les PS et BS généralisés de Lf sont déterminés respectivement par

les quantités, pour presque tout A, A,A, €S :
N-1
2 A 2
2 = lo; " = ) |FRoA)|
k=0

1111'12 (f) = (wf(/h) © (Uf(/lz): (Uf(/11 + 12))

- z FR_ADF (R_A)f (R_ie (A1 + 13)).
k=0

- Pour tout f € ANR, les RPS et RBS de Lf sont déterminés respectivement par les

quantités, pour presque tout A, A;,A, ESeth € Zy :

I(f) = (wpr (R A), 0 (1))

f(R—k+h/1) f(R_iA)

N7

1;1"12'h(f) = (wgr(RpA1) © wgr(A2), wer(A1 + 13))

f (Roisndn)f (R A2)f (Roi (A1 + 45)).

N7

Ici, ¢ : A — A est'opérateur de centrage défini dans (12).

Remarque 5.2. Le théoréme 5.1 montre en particulier que le résultat du théoreme 4.4.3
est en effet plus fort que le résultat de complétude pour le BS généralisé du relevement

cyclique obtenu dans [74]. En effet, dans ce travail, il est démontré que celui-ci (pour N
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impaire) est déterminé exactement par les quantités, pour presque toutA;,4, €S

eth,kEZN:

LY = (g (Rrt) © wor (Rida), 0gr (s + Rugid)):

En particulier, pour chaque 44,4, € S, on doit calculer N fois plus de quantités que celles

pour les RBS.

Comme corollaire du théoreme 5.1, nous montrons que, dans le but de comparer le PS et

BS, il est généralement suffisant de comparer que le dernier.

Corollaire 5.3. Soity € Retf,g € RN A. Alors, si Lf et Lg ont le méme BS généralisé

(resp. rotationnel), elles ont aussi le méme PS généralisé (resp. rotationnel).

Démonstration. Nous démontrons uniquement le résultat pour les descripteurs

rotationnels. Dans le but de démontrer celui des descripteurs généralisés, il sera suffisant

de fixer h = 0 dans ce qui suit. D’aprés le théoréme 5.1, il est suffisant de montrer qu’a
chaque fois que Izll’lz’h(f) = I;l')lz'h(g) pour presque toutA;,A, €S et touth € Zy,

alors I?'h(f) = Izil'h(g) pour presque tout A € S et tout h € Zy. Nous commengons par
observer que par le théoréeme de Paley-Wiener, toutes ces quantités sont analytiques,

étant donné que f et g sont a support compact. De plus,

; A1,A2,h — NFf 7 2 _ 3

limy, 4,10 13" (f) = Nf(0)|f(0)|” = N avg(f)?,

Et la méme chose est vraie pour g. Ainsi, avg(f) = avg(g).

Finalement, le résultat suit en observant que :

lim B (F) = avg (D" ().

6. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté un ensemble de descripteurs de Fourier sur le groupe

de roto-translations semi-discrétes SE(2,N). Ensuite, nous avons démontré que les
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descripteurs PS et BS généralisés — et leurs homologues rotationnels RPS et RBS — sont
faiblement complets, dans le sens ou ils permettent de discriminer sur un ensemble ouvert
et dense de fonctions a support compact f € L>(S(2,N)) a une action d’un élément

de SE(2,N) pres.

Les aspects techniques, les tests comparatifs effectués et les résultats obtenus seront

présentés dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4 : Résultats et expérimentations

1. Introduction
Les chapitres précédents ont abordé un des points clés essentiels pour réaliser la tache de

reconnaissance d’objets: I'extraction des caractéristiques. Le but de ce chapitre est
d’évaluer les performances, dans un contexte de reconnaissance d’objets, des descripteurs

proposés dans ce document.

De nombreuses applications de reconnaissance automatique d’objets sont proposées dans la
littérature. Certaines sont spécifiqguement destinées a des traitements temps réel tel que les
travaux de Gould et al. [35] et Shotton et al. [72]. Les structures des systemes de
reconnaissance les plus communes utilisent un seul descripteur suivi d’un seul classifieur
[18, 59, 86], d’autres systemes font appel a des combinaisons associant plusieurs
descripteurs et/ou classifieurs [66, 32, 30].

u Dans cette these, nous proposons d’utiliser la structure classique basée sur un
un classifieur. En ce qui concerne les descripteurs, nous mettons en place ceux
dans le chapitre précédent, a savoir : les invariants spectraux (PS) et bi-spectraux (BS)

généralisés et leurs homologues rotationnels (RPS) et (RBS), nous considérons aussi
combinaison des deux descripteurs BS et RPS. En effet, combiner ces deux

semble étre un bon compromis entre le résultat théorique de la complétude donné
théoreme 4.4.3 (qui ne tient que pour le RBS) et les calculs, comme le montreront les
résultats sur les différentes bases d’images. Pour les classifieurs, nous aurons recours
méthode de classification supervisée a noyau : les machines a vecteurs de support

Annexe :

Machines a vecteurs de support (SVM)).

Dans I'objectif de comparer nos ensembles de descripteurs de Fourier aux principaux de la
littérature, une série d’expérimentations complexes est menée. Cette derniere testera et
comparera des descripteurs globaux tels que les moments de Zernike et de Hu, les invariants
de Fourier-Mellin, des descripteurs locaux tels que les SIFT et les histogrammes de gradients

orientés, et notre ensemble de descripteurs de Fourier {PS, BS, RPS, RBS, RPS & BS}. Les
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performances de reconnaissance de ces différents descripteurs par rapport a I'invariance par

rotation, la capacité de discrimination et la robustesse aux bruits, seront calculées.

2. Evaluation des descripteurs de Fourier
Pour évaluer les descripteurs de Fourier que nous avons définis dans la partie théorique

(chapitre 3), nous mettons en place différentes expérimentations sur des bases d’images
standards. Nous commencerons par étudier la capacité de discrimination chez ces
descripteurs en les évaluant sur une base d’'images synthétiques, ensuite nous comparerons
leurs performances avec celles des descripteurs locaux et globaux en les testant sur des
bases de visages comme RL’, CVL [75], ORL [64], Shieffeld® et Extended Yale b[31], et sur une
base d’images d’objets variés larges comme COIL-100 [51]. Enfin, nous évaluerons ces
descripteurs de Fourier pour une problématique de reconnaissance de navires dans un

contexte de surveillance maritime.

2.1. Les bases d’'images utilisées

a. Base d’'images synthétiques
La premiere base d’'images de test est composée des images de quelques formes

géomeétriques simples (triangles, rectangles, étoiles, ellipses ....) et qui ont subit des rotations

entre 0 a 2m (Figure 46)

A - “ Y N ¥ A
0 ) o 0 « o 0
* * » x x x *
[ | & L [ | L L

Figure 46 : Base des images synthétiques

7 http://robotics.csie.ncku.edu.tw/Databases/FaceDetect_PoseEstimate.htm#Our_Database_
® https://www.sheffield.ac.uk/eee/research/iel/research/face
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b. Base de visages RL
La base de visages RL a été construite par le laboratoire RL (Robotics Laboratory,

Department of Computer Science and Information Engineering), basé a I'université nationale

de Cheng Kung, Taiwan.

Elle contient 6660 images de 90 sujets. Chaque sujet a 74 images, ou 37 images ont été
prises tous les 5 degrés du profil droit (défini par +90°) au profil gauche (défini par -90°) dans
le plateau de rotation (Figure 47). Les 37 images restantes sont générées (synthétisées) par
les 37 images existantes a l'aide d’un logiciel commercial de traitement d’images afin
d’obtenir les images symétriques. Les images suivantes constituent un exemple de cette

base de données, avec des rotations de 0° (frontal) -> -90° (profil de gauche) (Figure 47) :

0 ° (frontal)

-5°-10°-15°:20° -25° 30 ° -35 ©-40° -45 °

0 — —
y f
-

-60°-65°-70°-75°-80°-85°-90°

o

-5A0°-55

Figure 47: Extrait de la base RL. Pour chacune des 90 personnes enregistrées, on dispose de 74 vues avec des poses
différentes

¢. Base devisages CVL
La base CVL a été collectée par le chercheur Peter Peer, membre du Computer Vision

Laboratory (CVL) a I'université de Ljubljana, Slovénie. Elle contient 114 personnes dont 90%
sont de sexe masculin et avec un age moyen de 18 ans, chacune étant enregistrée sous 7
vues différentes avec des expressions faciales différentes (Figure 48 et Figure 49). Les images
sont en couleur de taille 640 X 480 pixels. Pour tous les sujets, les images ont été collectées
dans des conditions d’éclairage uniformes avec des variations de poses et d’expressions

faciales. Parmi ces vues, trois seulement sont de face.
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Figure 48: Extrait de la base CVL. Ensembles de vues collectées pour un individu de la base

Figure 49: Trois expressions faciales extraites de la base CVL

d. Base de visages ORL
Cette base de données de visage a été créée au laboratoire AT&T, basé a Cambridge (Figure

50). Elle contient 40 personnes de sexe différent. Les images sont de taille 112 X 92 pixels.
10 vues différentes de chaque sujet ont été collectées (Figure 51). Ces vues présentent
différentes poses et expressions faciales (expression neutre, sourire et yeux fermés) et des

occlusions partielles par des lunettes, sous des conditions de luminosité variables.

Figure 50 : Base de visages ORL
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Figure 51 : Exemples de visages enregistrés sous des vues différentes

e. Base de visages Sheffield

La base de visages Sheffield (auparavant UMIST) est composée de 564 images de 20
individus (race/genre/apparence mixtes), chacun représenté dans un intervalle de poses,
allant des vues de profil aux vues frontales (Figure 52). Les images des visages sont sous le

format PGM et sont de taille 200 X 200 pixels.

Figure 52: Base de visages Sheffield

[ Base devisages Extended Yale B
La base extended Yale B est une verison étendue de la base de visages Yale B construite par

I"'université de Yale. Cette base est considérée comme la base standard pour I'évaluation de
la robustesse des systemes de biométrie faciale en cas de conditions d’illumination variables
(Figure 53). Elle est composée de 16128 images faciales de 10 personnes, chacune
enregistrées sous 9 poses et 64 conditions différentes d’éclairages (en total 576 images par
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individu). Le format des images de cette base est le méme que celui des images de la base

d’origine Yale B : format GIF en niveaux de gris.

Figure 53: Base de visages Extended Yale B

g- Base d’images COIL-100
Coil-100 (Columbia Object Image Library) est composée de 7200 images couleur de

taille 128 x 128 de 100 objets différents (Figure 54). Chaque image est composée d’un fond
noir et chaque objet est pris sous 72 angles de vue différents (Figure 55). Cette base, utilisée
dans des travaux similaires [74], peut étre qualifiée de « facile » car le seul contenu
fréquentiel est celui de I'objet d’intérét. De plus, les objets ont souvent un contenu tres

géométrique.

Figure 54 : Les 100 objets de COIL-100
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Figure 55 : Exemples d'objets vus sous des angles différents

2.2. Extraction des descripteurs
Comme démontré dans le théoréme 5.1, I'égalité des descripteurs de Fourier que nous

avons introduite, ne dépend pas du choix de I'ondelette mere 1. Par conséquent, dans
notre implémentation, nous avons calculé uniquement les quantités introduites dans le
théoreme 5.1, dont la complexité est réduite au calcul efficace du vecteur wg(4),
pour A € S donnée. Nous rappelons que ce vecteur est obtenu par I'évaluation de la
transformée de Fourier de f sur l'orbite de A sous I'action des rotations discrétes R_;

pourk € Zy.

D’un point de vue théorique, l'utilisation d’une ondelette mere spécifique permet
d’améliorer les performances en termes de discrimination du descripteur. Les tests
préliminaires que nous avons réalisés en utilisant une ondelette de Gabor, ont
effectivement montré une amélioration sensible mais pour des col(ts de calcul plus

importants.

Pour I'implémentation, nous choisissons de considérer N = 6 et de travailler avec des

images composées de pixels hexagonaux. Il y a deux raisons pour ce choix :

- Il est bien connu que les cellules rétiniennes sont réparties sur une grille hexagonale,
et il est donc raisonnable de supposer que les activations corticales refletent ce fait.

- Les grilles hexagonales sont invariantes sous l'action de Z, et les translations
discrétisées. En effet, a part le réseau hexagonal, les seules autres grilles sur R? qui
sont invariantes par certaines Zy et par des translations discrétes appropriées, sont

obtenues avec N = 2,3,4.
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Figure 56 : Etapes de calcul des descripteurs de Fourier. (S1) calcul de la FFTSHIFT de I'image f, (S2) génération du
maillage hexagonal, (S3) extraction des hexagons, (S4) évaluation de la FFT de f sur chaque hexagon extrait, (S5)
génération du vecteur w;(4) et (S6) calcul des quatres invariants

Les différentes étapes de calcul des descripteurs’ sont décrites dans la Figure 56 et

données de la fagon suivante :

1. L'image d’entrée est convertie en mode niveau de gris, la transformée de Fourier est

calculée, et la composante de fréquence zéro est décalée au centre du spectre.

(Figure 56 S1).

2. Pour des raisons de colt de calcul et puisque nous traitons des images naturelles,

dont les fréquences concernées sont les basses, nous extrayons une grille de 16 * 16

pixels autour de I'origine (Figure 56 S2).

3. Lesinvariants du théoréme 5.1 sont calculés a partir des valeurs de la transformée de

Fourier décalée (FFTSHIFT), sur toutes les fréquences dans un maillage hexagonal a

I'intérieur de cette grille de taille 16 * 16 pixels. Une interpolation bilinéaire est

appliquée pour obtenir les valeurs correctes de ws(4) (Figure 56 S3, S4, S5, S6). La

dimension finale du vecteur descripteur est donnée dans le Tableau 1.

? Exemple de code Matlab pour I'implémentation des invariants bi-spectraux rotationnels :

https://nbviewer.jupyter.org/github/dprn/bispectral-invariant-

svm/blob/master/Invariant_computation _matlab.ipynb
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Descripteurs Dimension
PS 136
BS 717
RPS 816
RBS 4417
RPS + BS 1533

Tableau 1 : Dimension des vecteurs descripteurs de Fourier considérés

2.3. Expérimentations

2.3.1. Protocole de test
Nous utilisons nos descripteurs de Fourier pour alimenter un classifieur de type SVM, en

I'appliquant sur les différentes bases d’images. Finalement, nous comparons les résultats

obtenus avec ceux obtenus via des descripteurs traditionnels.

Le résultat de I'étape d’apprentissage consiste en I'ensemble des vecteurs supports SVM.
Durant I'étape de décision, le classifieur calcule les descripteurs de Fourier et le modeéle
déterminé durant I'étape d’apprentissage est utilisé pour réaliser la décision du SVM. La

sortie est la classe image.

Nous évaluons séparément le taux de reconnaissance obtenu en utilisant les quatre
descripteurs cités précédemment et la combinaison des deux invariants RPS et BS afin de
tester leur complémentarité. Ensuite, nous comparons leur performance avec les moments
de Hu (HM), les moments de Zernike (ZM), les descripteurs de Fourier-Mellin (FM), décrits
dans I'état de I'art, nous avons comparé aussi avec des descripteurs locaux comme SIFT et

HOG.

Le classifieur SVM que nous avons utilisé est basé sur un noyau Gaussien dont la taille o est

fixée empiriguement afin de maximiser le taux de reconnaissance.
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Les performances des différents descripteurs invariants sont analysées en fonction du taux
de reconnaissance. Par conséquent, pour un ratio donné, les ensembles d’apprentissage et
de test ont été construits en divisant aléatoirement tous les exemples. Puis, en raison du
caractére aléatoire de cette procédure, de multiples essais ont été effectués avec différents
tirages au hasard de I'ensemble d’apprentissage et de test. Dans le cas ou un bruit est
ajouté, puisque comme mentionné précédemment I'ensemble d’apprentissage comprend

toutes les images, cette procédure est appliquée uniquement a 'ensemble de test.
Les parameétres fixés pour nos expérimentions sont les suivant :

- L’'ensemble d’apprentissage c; correspondant aux valeurs d’un descripteur invariant
calculé sur une image de la base de données.

- Lesclasses ¢; € {1,100} correspondant a la classe d’objet (100 classes pour le cas de
la base COIL-100).

- Nombre d’essais aléatoires : fixé a 5.

- Noyau K : un noyau gaussien de bande passante o est choisi

=llx=yll?
K(x,y) =e 202

x et y correspondent aux vecteurs descripteurs des objets.

Pour résoudre un probleme multi-classes, les deux approches les plus populaires sont la
méthode One-Against-All (OAA) et la méthode One-Against-One (OAQ). Pour notre propos,
nous avons choisi un multi-classifieur SVM basé sur la méthode OAO, car cette derniére est
beaucoup plus rapide pour I'étape d’apprentissage et semble préférable pour les problemes

avec un trés grand nombre de classes.

2.3.2. Tests sur la base des images synthétiques
Les tests sur la base d’images synthétiques ont été réalisés dans le but de valider la propriété

de faible-complétude (i.e. capacité de discrimination) des descripteurs de Fourier définis
dans le chapitre précédent {PS, BS, RPS, RBS, BS+RPS}. Tout d’abord, nous commencons par
calculer ces différents descripteurs pour chaque image synthétique de la base, ainsi pour
d’autres images réelles. Dans le but de comparer ces descripteurs, nous avons eu recours a

la norme euclidienne classique qui calcule la distance entre deux vecteurs descripteurs.
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Dans Figure 57, les notations {D-D60, D-D120, D-D180, D-D240, D-D300, D-D360, D-rose, etc.}
signifient, respectivement, les distances euclidiennes entre le descripteur de I'image de
I'objet original {Diamant, Triangle, Ellipse...} et ceux des images du méme objet subissant des

rotations de 0 a 2, ainsi que les descripteurs des images réelles.

La Figure 57 montre bien que les normes euclidiennes entre le descripteur de I'image de
I'objet original et ceux des images du méme objet pivoté, sont presque égales et convergent
vers 0, au contraire de celle entre le méme descripteur et ceux des images réelle, qui
divergent. En analysant les différents graphes de la figure, nous constatons aussi que les
descripteurs BS et RBS sont légérement plus faiblement complets que les descripteurs PS,

RPS et la combinaison (BS,RPS).
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Figure 57: Test sur la base d'images synthétiques
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2.3.3. Tests sur la base des visages RL
Pour la base de visages RL, les tests ont été réalisés en utilisant 75% d’images de visages

pour I'apprentissage (environ 55 images par visage) et 25% pour le test (environ 19 images

par visage).

Nous effectuons des expérimentations sur la base de données RL en utilisant I'ensemble des
descripteurs globaux RBS, BS, PS, RPS, ZM, HU, FM, la combinaison du RPS & BS, et les deux

fameux descripteurs locaux SIFT et HOG.

Le Tableau 2 présente les résultats obtenus en testant notre méthode de reconnaissance
d’objets sur la base de visages RL. Le meilleur résultat a été obtenu en utilisant le descripteur
RBS confirmant ainsi son invariance aux rotations, suivi des descripteurs SIFT et HOG et de Ia

combinaison du RPS + BS.

Descripteurs Taux de reconnaissance (%)

RBS 99.5
BS 91.4

PS 53
RPS 96.4
RPS + BS 97.6

M 95
HM 42.8
FM 51.5
HOG 98.8
SIFT 98.7

Tableau 2: Taux de reconnaissance pour chaque descripteur en utilisant la base de visages RL
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2.3.4. Tests sur la base des visages CVL
La base de visages CVL a été utilisée dans plusieurs travaux, sous des conditions

d’apprentissage et de test différents. Elle est notamment utilisée par Albiol et al. dans [1] qui
présentent un nouvel algorithme de reconnaissance de visages basé sur une combinaison
des EBGM (Elastic Bunch Graph Matchnig) et des descripteurs HOG (Histogram of Oriented
Gradients), et par Goal et al. dans [34], ou les auteurs ont mené une étude de la faisabilité

des RP (Random Projection) pour la reconnaissance de visages.

Les tests ont été réalisés en utilisant les mémes descripteurs d’images exploités dans la base
de visages RL. Le Tableau 3 montre que le descripteur RBS et la combinaison du RPS et BS,
approchent les performances des descripteurs locaux SIFT et HOG, et donnent un meilleur

résultat par rapport aux autres descripteurs globaux.

Descripteurs Taux de reconnaissance (%)
RBS 97.5
BS 95
PS 93.5
RPS 96.7
RPS + BS 96
ZM 80.4
HM 65.2
FM 69
HOG 98.2
SIFT 98.4

Tableau 3: Taux de reconnaissance pour chaque descripteur en utilisant la base de visages CVL
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2.3.5. Tests sur la base des visages ORL
Dans la littérature, le protocole utilisé pour I'apprentissage et le test est différent d’un

papier a l'autre. Dans [64], une approche basée sur le modéle de Markov caché (HMM) est
utilisée, et le meilleur modele a abouti a un taux de reconnaissance de 95%, avec un co(t de
calcul élevé. Dans [38], Hjelmas a atteint un taux de reconnaissance de 85% en utilisant la

base de visages ORL et des vecteurs descripteurs constitués de coefficients de Gabor.

Les résultats sont présentés dans le Tableau 4, ou I’on voit clairement que le descripteur RBS

approche les descripteurs locaux et surpasse ceux globaux en terme de performances.

Descripteurs Taux de reconnaissance (%)
RBS 92.5
BS 70
PS 50
RPS 83.5
RPS + BS 86.5
ZM 82
HM 50
FM 54
HOG 95
SIFT 92.5

Tableau 4: Taux de reconnaissance pour chaque descripteur en utilisant la base de visages ORL
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2.3.6. Tests sur la base de visages Sheffield
Dans le cas de la base de visages Sheffield, les expérimentations ont été réalisées en

respectant le méme protocole de test (c.a.d. 75% d’images pour |'apprentissage et 25% pour

le test) et en utilisant les mémes descripteurs testés dans le cas de la base de visages RL.

Le Tableau 5 montre que le descripteur RBS et la combinaison du RPS et BS égalent les
performances du descripteur local SIFT, et surpassent celle du HOG et des autres

descripteurs globaux.

Descripteurs Taux de reconnaissance (%)
RBS 100
BS 90
PS 83
RPS 95
RPS + BS 100
ZM 92.5
HM 81.2
FM 85
HOG 90
SIFT 100

Tableau 5: Taux de reconnaissance pour chaque descripteur en utilisant la base de visages Sheffield

2.3.7. Tests sur la base de visages Extended Yale B
Pour la base de visages Extended Yale B, nous refaisons les mémes tests et nous réutilisons

I'ensemble de descripteurs exploité dans les cas des bases de visages RL et Sheffield.

Le Tableau 6 présente les résultats obtenus en testant notre méthode de reconnaissance

d’objets sur cette base de visages. Le meilleur résultat a été obtenu en utilisant le
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descripteur local HOG, qui surpassent nettement les autres descripteurs, suivi des

descripteurs SIFT et RBS qui donnent aussi un taux de reconnaissance acceptable.

Descripteurs Taux de reconnaissance (%)
RBS 89.9
BS 70.3
PS 66.4
RPS 84.3
RPS + BS 87.4
M 82
HM 63.5
FM 68.1
HOG 98
SIFT 92.1

Tableau 6: Taux de reconnaissance pour chaque descripteur en utilisant la base de visages Extended Yale B

2.3.8. Tests sur la base des images COIL-100
Pour la base d’images COIL-100, deux cas ont été étudiés : un cas avec bruit et un autre sans

bruit. Dans le premier cas, les tests ont été réalisés en utilisant 75% de la base d’images pour
I'apprentissage (54 images par objet) et 25% pour le test (18 images par objet). Dans le
second cas, nous avons utilisé un ensemble de données d’apprentissage composé de 6700
images (100 objets avec 67 vues pour chacun) non bruitées, et un ensemble de données de
test composé de 15 vues par objet sélectionnées aléatoirement pour lesquelles un bruit

gaussien avec Std = 5, 10 et 20 est ajouté (Figure 58).
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Figure 58 : Exemple d'images bruitées pour un objet de la base COIL-100

a. Cassimple

Le Tableau 7 présente les résultats obtenus en testant notre méthode de reconnaissance
d’objets avec la base d’images COIL-100. Les meilleurs résultats ont été obtenus en utilisant
le descripteur RBS. Le descripteur local SIFT vient en deuxieme place et le HOG troisieme.
Alors qu’il a été démontré dans la littérature, que les méthodes locales donnent
actuellement les meilleurs résultats [15]. De plus, si le bruit est ajouté sur l'image,
I'utilisation d’une approche globale semble plus efficace que I'approche locale. La raison
principale est que le détecteur de points-clés utilisé dans les méthodes locales produit dans
ce cas de nombreux points-clés qui ne sont pas pertinents pour la reconnaissance d’objets.

Cela sera montré dans la sous-section suivante.

Descripteurs Taux de reconnaissance (%)

RBS 95.5
BS 88
PS 84.3
RPS 89.8

RPS + BS 92.8
ZM 91.9
HM 80.2
FM 89.6
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HOG 95.3

SIFT 93.4

Tableau 7: Le taux de reconnaissance pour chaque descripteur en utilisant la base de données COIL-100 (cas non-bruité)

Dans la Figure 59, nous présentons le taux de reconnaissance en fonction de la taille de
I'ensemble d’apprentissage. Comme prévu, il s’agit d’'une fonction croissante et nous
remarquons que les descripteurs HOG et SIFT, le RBS et la combinaison RPS + BS nécessitent
moins de données d’apprentissage afin de donner un bon taux de reconnaissance, au

contraire des descripteurs qui ont besoin d’une grande taille de données.

100
—6—RBS

90 == BS
== PS

80 - e RPS
=#=RPS + BS

70 7 =0=7M
et HM

60 - —M
e SIFT

50 . . . . =o=HOG

10% 20% 50% 75%

Figure 59: Taux de reconnaissance pour différentes tailles de la base d'apprentissage

b. Cas bruité

Les résultats présentés dans le Tableau 8 montrent que le bruit a peu d’influence sur la
performance de classification quand on utilise un descripteur global tel que le RBS, BS, Ila
combinaison du BS & RPS, ZM, HM et FM. Il a cependant une grande influence sur les

descripteurs locaux SIFT et HOG.
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Std RBS BS PSS RPS RPS+BS ZM HM FM  SIFT HOG SIFT
%) (W (%) (W () (%) (%) (%) (B (%) (%)

5 98.2 934 854 918 942 93.7 82 90.2 89.27 4 1.4
10 | 98.2 928 85 914 94 93.7 82 90.2 88.89 12 0.6

20 1 982 92 85 908 936 928 808 89 8546 1 0.3

Tableau 8: Taux de classification pour le cas bruité de la base COIL-100

3. Application a la surveillance maritime

3.1. Navires subissant des rotations 2D

3.1.1. Présentation de la base de données
Cette base d’'images de navires a été construite par les membres de I'équipe SIIM (Signal

Image) du LSIS.

Elle contient 875 images de 125 navires. Chaque navire a 7 images, qui représentent des

rotations sur le plan 2D (Figure 60) :

Figure 60: Exemples de bateaux qui ont subit des rotations 2D
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3.1.2. Résultats obtenus
Vu le nombre petit d’images par navire (7 images par navire), nous avons choisi d’alimenter

le classifieur SVM par un ensemble d’apprentissage composé de 6 images, et se contenter
d’une seule image par navire pour le test. Les tests ont été réalisés en utilisant les mémes

descripteurs d’images exploités dans les cas des bases de visages RL, CVL et ORL.

Le Tableau 9 présente les résultats obtenus sur cette base et montre que les descripteurs
SIFT, HOG, RBS et RPS+BS donnent les meilleurs résultats et sont par la suite les plus

discriminants.

Descripteurs Taux de reconnaissance (%)
RBS 98.6
BS 94
PS 91.2
RPS 97.1
RPS + BS 98.2
ZM 95
HM 84.3
FM 89.5
HOG 98.2
SIFT 929

Tableau 9: Résultats obtenus pour la base de navires 2D

3.2. Navires sous différents angles de vue

3.2.1. Présentation de la base de données
Les images de cette base ont été téléchargées depuis le site

https://www.marinetraffic.com/. Nous avons pu collecter 2200 images de 44 navires, ou
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chaqu’un a été pris sous 50 vues différentes avec des arriere-plans complexes et des

conditions d’éclairage qui changent d’une image a une autre (Figure 61) :

Figure 61: Exemples de bateaux qui ont subit des transformations générales

3.2.2. Résultats obtenus
Pour la base de navires « Marine Traffic », les tests ont été réalisés de la méme maniere que

dans le cas de la base précédente, c.-a-d., nous avons pris une image parmi les 50 images par
navire de facon aléatoire pour le test, et nous avons utilisé les 49 images restantes pour
I'apprentissage. Les tests ont été réalisés en utilisant les mémes descripteurs d’images

exploités dans les cas des bases de visages RL, CVL et ORL.

Les résultats des expérimentations sur cette base sont donnés par le Tableau 10, qui montre
qgue le descripteur RBS approche les performances du descripteur SIFT et discrimine mieux
qgue le descripteur local HOG et les autres descripteurs globaux. La difficulté principale
rencontrée lors de ces expérimentations était constituée par des arriere-plans complexes,
qui comportent, par exemple, d’autres objets que celui que nous cherchons a reconnaitre
(arbres, batiments, autres navires ...), ou encore, des conditions météorologiques et de I'état
de la mer variables, qui influencent légerement sur la qualité de la description d’images dans

un espace fréquentiel.
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Descripteurs Taux de reconnaissance (%)

RBS 83.5
BS 68.2
PS 61.2
RPS 72.7
RPS + BS 75
ZM 71
HM 37.8
FM 41.2
HOG 83.4
SIFT 88

Tableau 10: Résultats obtenus sur la base de navire "Marine Traffic"

4. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons exposé les performances obtenues par notre ensemble de

descripteurs et nous les avons comparées a celle des descripteurs principaux (locaux et
globaux) de la littérature. Tout d’abord, nous avons validé et confirmé la propriété de la
faible-complétude de nos descripteurs de Fourier démontrée théoriquement dans le
chapitre 2, par une série de tests que nous avons effectués sur des images synthétiques
comportant des formes géométriques simples (triangles, ellipses, étoiles...). Ensuite, nous
avons testé ces descripteurs et les avons comparés a d’autres descripteurs locaux et globaux,
dans le cadre de la reconnaissance d’objet, en utilisant des bases de visages telles que RL,
CVL, ORL, Sheffield, Extended Yale B, et des bases d’'images d’objets variés comme COIL-100.
Pour la base d’images COIL-100, deux cas ont été traités : un cas simple de reconnaissance
d’objet et un cas bruité, ou différentes images de la base ont subit des altérations
différentes telles que I'ajout de bruit gaussien. Cette série d’expérimentations que nous

avons menée, nous a permis de constater qua la théorie était validée. Ainsi, nos descripteurs
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de Fourier rotationnels fournissent des résultats supérieurs en moyenne a tous les autres

descripteurs.

Dans un second temps nous avons testé nos descripteurs de Fourier dans un contexte de
surveillance maritime, en les utilisant pour reconnaitre des navires. Une fois encore nous
avons pu montrer que nos descripteurs de Fourier rotationnels mis au point permettent
d’obtenir de bons résultats de reconnaissance sur des bases d’images de navires ayant un

arriere-plan complexe et pour des conditions d’acquisition variables.
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Chapitre 5 : Conclusion et perspectives

1. Conclusion
Les travaux décrits dans cette theése portent sur la définition et la mise en ceuvre de

nouveaux descripteurs de Fourier sur le groupe de roto-translations semi-discrétes SE (2, N).

Nous avons commencé par présenter un état de l'art des différentes approches de
description d’images. Les propriétés de chagque méthode ont été étudiées pour montrer
leurs invariances aux différentes transformations géométriques et leurs robustesses aux
altérations. Nous avons également présenté les avantages et inconvénients de ces

différentes approches.

La deuxieme partie concerne plus précisément notre contribution. Celle-ci débute par des
rappels sur I'analyse harmonique dans les groupes abéliens et non-abéliens localement
compacts. Ensuite, nous avons démontré que les invariants spectraux (PS) et bi-spectraux
(BS) généralisés, et leurs homologues rotationnels (RBS) et (RPS), sont faiblement complets,
c'est-a-dire qu’ils permettent de discriminer deux fonctions définies sur un ensemble ouvert
et dense de fonctions & support compact ¢ € L>(SE(2,N)) a une action d’un élément
de SE(2,N) pres. Cela généralise un résultat de [74]. Par la suite, nous avons utilisé ces
descripteurs dans le cadre de la reconnaissance d’objets invariante aux roto-translations,
inspiré par certaines propriétés neurophysiologiques du cortex visuel humain primaire V1.
Dans ce cadre, nous avons montré que les invariants bi-spectraux rotationnels sont en effet
des invariants aux roto-translations faiblement complets pour les images planaires. De plus,
bien que les descripteurs de Fourier proposés soient définis en termes d’objets
mathématiques complexes, nous avons montré qu’ils peuvent étre implémentés de facon
linéaire en tant que combinaisons linéaires des valeurs de la transformée de Fourier 2D de

I'image.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous avons proposé une évaluation des
performances de ces descripteurs de Fourier dans un contexte de reconnaissance d’objets et
nous avons présenté les résultats obtenus sur différents base de données : les bases de
visages RL, CVL, ORL, Sheffield et Extended Yale B, sur lesquelles différents visages sont

soumis a plusieurs types de variations ; la base d’images COIL-100, composées de plusieurs
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objets soumis a des changements de rotations 3D et d’échelles. Pour toutes ces bases de
données, les descripteurs de Fourier globaux introduits dans cette thése sont, en moyenne,
les descripteurs testés les plus efficaces. Bien que pour les images non altérées, les
descripteurs de Fourier rotationnels approchent souvent les performances des descripteurs
locaux SIFT et HOG et parfois donnent un meilleur taux de reconnaissance, I'addition de

bruit et de différentes altérations donne toujours I'avantage aux descripteurs globaux.

Ces résultats montrent ainsi que l'invariant bi-spectral rotationnel (RBS) est un trés bon
descripteur de Fourier pour la reconnaissance d’objets, en cohérence avec le résultat
théorique de la faible-complétude. Lorsque la dimension du vecteur descripteur de Fourier
pose un probleme, le RBS peut étre remplacé par la combinaison des descripteurs bi-
spectraux généralisés BS et des descripteurs spectraux rotationnels RPS, qui donne des
résultats légerement moins bons avec un vecteur descripteur de taille égale au tiers de celle

du RBS.

2. Perspectives
Les travaux réalisés au cours de cette thése nous ouvrent un large champ de perspectives.

D’une part, I'implémentation d’une architecture hexagonale en spirale (Figure 62) introduite
par Sheridan [71, 70], a la place de la grille hexagonale classique utilisée dans nos
expérimentations, peut améliorer le temps de calcul et réduire la taille de nos descripteurs
de Fourier. L'architecture en spirale est un moyen d’indexer des hexagones de la grille avec
un seul index qui permet d’introduire une opération, multiplication en spirale, qui, avec la
méme complexité d’'une multiplication normale, calcule des rotations avec des multiples 7t/

3.

Il existe des méthodes efficaces [23] pour simuler des pixels hexagonaux par un sur-
échantillonnage de I'image par un ratio de 7 puis en utilisant ce que nous appelons des

« hyperpels », composés de 56 pixels pour approximer un pixel hexagonal.
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Figure 62: Principe de I'architecture hexagonale en spiral

Enfin, en s’inspirant de la méthode de détection d’objets, proposée par les chercheurs Paul
Viola et Michael Jones en 2001 [84], nous envisageons d’associer ce type de descripteurs a
un classifieur de type Adaboost (ou Adaptative Boosting) [26] qui semble tres prometteur et

bien adapté au probleme de détection d’objets.
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Annexes

A. Décomposition du produit tensoriel des représentations

Théoréme 1.2. (Théoréme d’Induction-Reduction). Pout tout A;, 1, € R? \ {8}, il en est que :

Tll le ~ T/11+ Rz
® &3 (14)

L'équivalence A : L?(Zy X Zy) » @ L?>(Zy) dans le théoréme (14) peut étre
ke Zy

explicitement calculée comme :
AV)(h) = A,V (h) =V (h,h — k), VYV € L2(Zy X Zy) (15)
Ici, Ay : @ L?(Zy) — L*( Zy) est la composition de A avec la projection i, sur le k-ieme
KEL

N

composant. L'inverse de A est son adjoint A* : @ L?(Zy) = L>(Zy X Zy), donné par :
k€EZNn

CRDIERTSI0) VY = (Yrdnezy Ehg% L*(Zy).

Soit py : L2(Zy) —>hEG% L?( Zy) l'inverse a droite de 1), défini par :
N

(v si k=h,
Prev)n = {O sinon.

Par ailleurs, I'action d’un opérateur linéaire B: @ L?(Zy) » @ L*>(Zy) est donnée
ke Zy k€eZy

par :

(B = Z B, VY = (Yr)hezy EhS%N L*(Zy),

leZn

Ou By ; = my ° B o p; sont les composants du bloc de B.
Dans ce qui suit, nous recueillons quelques faits utiles.
Proposition 1.3. Soit A I’équivalence dans (15). Alors, on a ce qui suit :

e Pour tout opérateur linéaireT : L>(Zy X Zy) = L?(Zy X Zy) avec les

composantes T = (T; )i jrs I'opérateur Ao T o A* a k,l composant de bloc :
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(AoT oA )y =AxoToA opy = (Tyi—kjj-1)ijezy-

En particulier, pour un couple d’opérateurs linéaires B,C : L?>(Zy) = L*( Zy), il en est
que :
(Ao (BQ®C) oAy = (ByjCi—k j-1)ije zy-
o SoitS/: @ L*(Zy)— @ L*(Zy) définie par (S'y), =y,_; pour tout =
ke Zy ke Zy

(Yn)nezy etl € Zy. Alors :

AoSI®SIoA* =S5"To P .
ke Zy

B. Lemmes auxiliaires pour la démonstration du théoréme 3.3.1

Lemme 1. L’ensemble G introduit dans le théoréme 3.3.1 est ouvert et dense dans L?(Zy X

K).

Démonstration. Nous commengons par montrer que G # @. Pour ce faire, il suffit de

considérer f tel que f(-,k) = 0 pour toutk € Zy \ {0} et f(-,0) # 0 tel que suppF(f(-

,0)) = IR2. Par (4), nous avons alors f € G, comme

det £(T?) = H F(f(-.0)R D) #0  VAES.

k€ Zy

Pour toutf € G etk € Zy, le théoréme de Paley-Wiener implique que F(f(-, k)) est
analytique. En particulier, par (4), 1 = detf(T’l) est analytique. Ainsi, f € G si et seulement

sidly €S tel que f(T’lO) est inversible.

Nous affirmons que I'ensemble G est dense. En effet, soit f & G et fixons un certaing € G
et 1, € S tel que §G(T0) est inversible. Par 'analyticité de & — det(fA(TAO) + £§(T?0)), il en
résulte que f + £g € G pour une > 0 suffisamment petite, ce qui implique que g € G,

démontrant ainsi ce que nous avons affirmé.

Démontrons maintenant que G est ouvert dans L?(Zy X K). Pour ce faire, fixons f € G
et f, = f dans L?(Zy x K). Ceci implique que f,, = f dans L?(SE(2,N)), et en particulier

que f,, — f est en mesure. Par la définition de la convergence en mesure, ceci implique que
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pour n suffisamment grand on doit admettre quedet fn(TAO) # 0. D'oy, f,, EG pourn

suffisamment grand et G est ouvert.

Avant de plonger dans les démonstrations des autres lemmes auxiliaires, nous faisons
I’'observation suivante. Soit 1;,4, € I tel que A; + RiA, € I pour tout k € Zy. L'application

du théoréme d’Induction-Reduction (14) sur (8) donne :

AcU(TM)QU(T*) oAt

— @ f(T A+ Rklz)—lg(T A+ Rk/lz)
ke Zy (16)

=P U(T A+ Rklz)
k€EZNn

Lemme 2. La fonction A — U(T*) est continue sur I.

Démonstration. Fixons A, € I et un ensemble ouvert V c R? tel que

j U(le):fjdaz >0 Vi,j € Zy.
. .

Ceci est possible puisque U # 0. Puisque I'ensemble ] est ouvert et dense, jusqu’a la
réduction de VV nous pouvons supposer qu’il existe un voisinage W de A, tel queV + 1 c
pour toutA € W. Ensuite, (16) est valable pour 4, €W et A, €V. En calculant

explicitement le bloc 0,0 de (16), nous avons

U(rR), V(TR = U(TRR) Vi e,

*
i, i,J

Ensuite, en l'intégrant sur V w.r.t. 4,, ¢ca donne

f.,u(T*). da
u(rt), === L

P NI Ts VA, €W Vi, j€EZy.

Puisque la fonction sur le c6té droit est clairement continue sur W, ceci prouve la continuité

aly,ded - U(T?), complétant ainsi la démonstration.
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Lemme 3. La fonction A = U(T*) peut étre étendue a une fonction continue sur R?, pour

laquelle (8) est toujours vraie.

Démonstration. Soit 1, & I. Puisque I est un ensemble ouvert et dense, ceci implique que 4,

est dans sa fermeture et que nous pouvons choisir 14,4, € I tel que Ay = A; + Ry A, pour

un certain ko € Zy et A, + Ry A, € I pour tout k # k(. Nous considérons ensuite

U(Tlo) =(Ao U(T/ll) R U(T/lz) o A*)koko 1)

Nous montrons maintenant que la définition ci-dessus ne dépend pas du choix de 14,1,
et ky. Par I'ouverture de I, il existe un voisinage I de A, entierement contenu dans I. Puis,
jusqu’a prendre un petit V, on admet que A; + Ry A3 € I pour tout A; € I\ {A;}. Par (16),

ceci implique que pour tout pu; + R, = Ay, il en est que
(Ao U(T)Ll) ® U(T)‘IZ) o A*)kkao =AU(T") ® U(Tli;) o A*)l,l'

Pour A, et u; assez prés, mais différents, de 1, et u,, respectivement. Par la continuité de U
sur I, démontrée dans le lemme 2, ceci implique que cette équation est valable aussi

pour A, = A, et u; = p,. D’o, (17) ne dépend pas du choix de A4, 1, et k.

Finalement, le fait que f(TAl X TAZ) ° U(Tll) X U(T’lz) = g(T’ll ® TAZ) pour tout A4, 4,
résulte de (17) et (16).

Lemme 4. Il existe a € SE(2,N) tel que U(TA) =T*(a).

Démonstration. Par la définition de U on admet que

@ UTHh*TRA)o A =A0U(TH)QU(T*) VA, A, #0.
ke Zy

Ensuite, pour tout i, j, [, k,

/'1 A_ s s

0 sinon. (18)
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Par l'inversibilité de U(T’Ll), il existe iy € Zy tel que U(T’M)Oi # 0. En utilisant (18) ceci
Lo

implique que U(TAZ)_kj =0 pour toutj # iy — k. A savoir, nous avons démontré qu’il

existe une famille de fonctions f_;:S — C tel que U(T’ll)_k’. = f_x(21)8;,_x ou, de maniére

équivalente, que

U(T?) = diagy fi (1)S'.

Par I'expression explicite (3) de T#, dans le but de compléter la démonstration, il suffit de

démontrer que 3x, € R? tel que f;, (1) = et<¥oR-kA>,

Par la continuité et I'unitarité de U, les f;'s sont continues et satisfont |f;,(1)| = 1. En

utilisant encore une fois (18) avec j = i, — k, nous obtenons

fil + Ridy) = fil M) fioie(A2) (19)

Pourtout A;,4, # Oetl, k € Zy.

Nous affirmons que les f;’s sont les caractéres de R?. En effet, fixons k = 0 dans (19) :

filh + 42) = i) fi(A2) (20)

Choisir A, = —A; dans ce qui est ci-dessus montre que f; peut étre étendue a 0. De plus,
considérer A; = 0 et prendre la limite A, = 0 montre que cette extension est continue.
Puisque les caractéres de R? sont exactement les fonctions continues satisfaisant (20),

I’affirmation est démontrée.

Par la dualité de Pontryagin, il existe x; € R? tel que f;(1) = e!<A*1>_ Finalement, par (19)
avec k € Zy on obtient R_,x; = x;_;, qui démontre qu’il existe x, € R? tel que f;(1) =

el<¥oR-1A> Ceci compléte la démonstration de I'énoncé.
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C. Machines a vecteurs de support (SVM)

La plupart des systémes de reconnaissance d’objet incluent une étape de classification. Nous

avons choisi ici la fameuse et efficace approche SVM.

SVM est une machine d’apprentissage universelle (développée en particulier par Vladimir
Vapnik [83, 12]). Une revue des principes de base suit, en considérant un probléme de deux
classes (quelque soit le nombre de classes, il peut étre réduit a un probleme de deux classes,

via une approche One-Against-All ou One-Against-One [48].

L'objectif des machines a vecteurs de support est de déterminer un classifieur ou une
fonction de régression qui minimise le risque empirique (c’est-a-dire, I'erreur de I'ensemble
d’apprentissage) et I'intervalle de confiance (qui correspond a I'erreur de généralisation ou

de I'ensemble de test).

Vapnik et al. ont introduit des classifieurs SVM pour lesquels les surfaces de décision sont

des hyperplans dans un espace K :
f(x) =sgn({w,x) +b) =0, where weK,b€eR

Etant donné un ensemble d’apprentissage de N exemples linéairement séparables S =
{x;e R"|i=12,..,N}, ol chagque exemple appartient a l'une des deux classes,
représenté pary; € {+1,—1}, la méthode d’apprentissage SVM cherche [I'hyperplan
optimalw -x + b = 0, comme surface de décision, qui sépare les exemples positifs et
négatifs avec une plus grande marge. La fonction de décision pour classifier les données

linéairement séparables est :

f(x) = sign({w, x) + b)

Ouw et b sont obtenues a partir de I'ensemble d’apprentissage en résolvant un probléme

d’optimisation quadratique contraint. La fonction de décision finale est :

N
f(x) = sign (Z a;y;i(x; - x) + b)

i=1
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La fonction dépend des exemples d’apprentissage pour lesquels a; est non-nulle. Ces
exemples sont appelés les vecteurs de support. Souvent, le nombre de vecteurs de support
n’est qu’une fraction de I'ensemble de données d’origine. La formulation SVM de base peut
étre étendue au cas non-linéaire en utilisant des noyaux non-linéaires qui mappent I'espace
d’entrée a un espace caractéristique de grande dimension. Dans cet espace caractéristique

de grande dimension, une classification linéaire peut étre réalisée.

Les SVM ont été mis en place avec succes pour les taches de détection et de reconnaissance

de visages.
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Abstract In this paper, we propose B supervisad object
recognition method using new global features and inspired
by the model of the homan primary visual cortex V1 as the
semidiscrete roto-translation group SE(2, N) = Ty = B2
The proposed technique is based on generalized Fourier
descriptors on the latter group, which are invariant to natoral
peometric transformations (rotations, translations). These
descriptors are then used to feed an SVM classifier. 'We
have tested our method against the COIL-100 image data-
base and the ORL face database, and compared it with other
techniques basad on traditional descriptors, global and local.
The obtained results have shown that our approach looks
extremely efficient and stable to noise, in presence of which
it outperforms the other techniques anal yzed in the paper.
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1 Introduction

Ohbject recognition is a fundamental problem in computer
vision and keeps attracting more and more attention nowa-
days. Its concepis have been applied in multiple fields, such as
manufacturing, surveillance system, optical character recog-
nition, face recognition., etc.

Almost every object recognition algorithm proposed in
the liberature is based on the computation of certain features
of the image, which allow to characterize the object depicted
and to discriminate it from others. In particular, since ohjects
can appear at different locations and with different sizes, it
is desirable for such features to be invariant by translation,
rotation and scale. These invariant features can be global, ie.,
computed taking into sccount the whole image, or local, ie.,
computed considering only neighborhoods of key-points in
the image.

In this paper we focus on Fourier descriptors, an important
class of global invariant featunes used since the seventies [19,
40] based on algebraic properties of the Fourier transform. In
particular, inspired by somea newrophysiological facts on the
structure of the human primary visual cortex, we extend this
theory to define featnres imvariant to translation and rotation
and we apply them for imvariant object recognition in 5VM
context. These results are then compared with those obtained
with another important class of global invariant featores, the
moment imvariants (see Appendix 1), usede.g., in[10, 34, 35],
and with two different local invariants. For more information
on object recognition via local features we refer to [2, 12,25,
27,28,30].

Our choice of a global approach is motivated by the better
results obtained by these methods in presence of noise, himi-
nance changes and other different alterations, with respect
to algorithms based on local invariant features [7]. Indeed,
under these conditions, key-points detectors used in the local
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approach produce key-points that are not relevant for the
object recognition.

In the following, we briefly introduce the theory of Fourier
descriptors, before discussing the framework used in this
paper and our contributions.

1.1 Fourier Descriptors

The basic idea behind Fourier descriptors is that the action of
an abelian locally compact group & on functions in L2(3) is
much easier to treat at the level of their Fourier transfiorms. In
the specific case of images, f, g & L2{R?), this is axpressed
bry the well-known equivalence for the translation of a € B:

firi=pix—a) ¥reR?
= fy=£"YE0) VieR? (1

where the Fourier transform is defined” by
f[1}=f Fm)e ™A dr ViR
B

In this setting, Fourier descriptors are quantities associated
with functions of L2{R?) that can be easily computed starting
from their Fourier represantation and that are invariant under
the action of translations. Ideally, a Fourier descriptor should
be complete, meaning that for any couple of images f.g &
L*(®*) the equality of the Fourier descriptor is equivalent
to the equality of f and g up to translations. Indeed, the
lack of completensass could yield to problems in applications,
notably to false positives in the classification.

However, a result as strong as completeness is usually out
of reach and unnecessary for practical applications. In this
case, one looks for Fourier descriptors that are at |east weakly
complete, meaning that they are complete on a sufficiently
big subset of L2(R?), usually either open and dense or at
lzast residual, ie., the intersection of countably many open
and dense sets. This guarantees that the Fourier descriptor
will cormectly classify a sufficiently large class of images.

Various Fourier descriptors have been defined in the litera-
tare [19,24, 26,38, 40]. In this work we are mainly interested
in the following baro, whose invariance w.r.t translations can
be checked via (1)

— Power-spectrum: the quantity PS (A} = |_;“[.!.}||2 fior
A = E2, which is the Fourier transform of the auto-
correlation function

astn) = [ TG sty +)ay.

! Here we wse o non-onitary defmition of the Fourier transform For
future convenience in computations.

&) Springer

It is easy to show that the power-spectrum is not weakly
complete, and indead it is used in texture synthesis to
identify the translation invariant Gawssian distribution of
textures [18].

— Bispecirum: an extension of the power-spectum, it is
the quantity BS rii1, kz) = Fia1) flRz) fik + Az).
or equivalently the Fourier transform of the triple cormre-
lation, defined as

g (61, 32) = fmmm 4 10) fy +x2)dy.

These descriptors are complete on compactly supported
functions of L2(E?) and are well established in statistical
signal processing. See e.g., [14], where they are applied
to sound texture recognition.

Theess two Fourier descriptors can be easily generalized to
functions on L2{G) of a locally compect abelian group G to
obitain imvariants under the action of z. This can be applied,
for example, to 2D shape recognition. However, when work-
ing with images, these descriptors are unsatisfying. Indeed,
they are invariant only under translations, and so cannot be
usad to classify images under the action of rotations.

1.2 Framework of the Paper

In this paper, following a line of research started in [38],
we present A theoretical framework that allows us to boild
pgenerlized Fourer descriptors which are invariant w.rt
(semidiscrete) roto-iranslations of images. We exploit the
following two facts:

— It is possible to define a natural penerlization of the
power-spactrom and the bispectrum on non-commutative
groups, as it has been done in [24, 38].

— Contributions of some of the authors to a fairldy recent
maodel of the human primary visual cortex V1 [4,5] hawve
shown that the latter can be modeled as the semidiscreta
group of roto-translations 5 E(2, N) = Zx = B, In this
model, cortical stimuli are functions in LS E(2, N},
w.rt. the Haar measure of SE(2, N). and images from
the visual plane are lifted to cortical stimuoli via a nataral
injective and laft-invariant lift operation £ @ L3 (RY) —
L*(SE(2, N}). Such lift is defined as the wavelet trans-
form wort. a mother wavelet ¥, see Sect. 2.

From these facts, 8 natural pipeline for invariant object
recognition is the following:

1. Given an image f = L2(R?) lift it to a cortical stimuls
Lf e LYSE(2, NY).
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2. Compute the generalized Fowrier descriptors of £ f on
th non-commutative group SE(2, N).

3. If the lift of another image g & L*(R*) has the same
Fourier descriptors as £ f, dedoce that £ f &= Cg op to
the action of SE(2, N).

4. Thanks to the left-invariance and injectivity of the lift £,
obiain that also f 2= g up to the action of SE(2, N).

This pipeline was already investigated in [38], where the
authors considered a non-left-invariant lift. the cyclic lift. For
this lift they then proved a weak completeness result of the
penemlized bispectrum for images, represented as L2(RY)
functions with support inside a fixed compact set.

In this paper. we consider the same guestion for lefi-
invariant lifts, where the situation tums out o be more
complicated. In particular, as explained in the following sec-
tion, to ensure the weak completeness we are led to consider
“stromger” invariants than the generalized bispectrum. How-
ever, as observed in Remark 4, the actual computation of
these stronger invariants on lifted images requires N times
less compuiational time and space w.rt. the computation of
the genemlized bispectrom of cyclically lifted images.

1.3 Contributions of the Paper

Let K ¢ R? be any compact sei, representing the size of
the images under considemtion. According to the pipeline
for ohject recognition introduced above, the weak complete-
ness of the genaralized Fourier descriptors on images can be
proved in two steps:

1. Prove the completeness of the generalized Foarier descrip-
tors on some residual set § © L3(Ex = K) of contical
stimuli;

2. Prove that for some residual set & < L*(B*) of images
with support in K we have Z(R) < §.

The first point is addressed in Theorem 1, where is iden-
tified an open and dense set § © L2(Zy = K) on which
the combination of the genemlized power-spectrum and bis-
pectrum holds. This generalizes the result in [3£], where the
same result was proved for a residual subset of the range of
the cyclic lift.

Unfortunately, it twms oot that for this set § and a lefi-
invariant lift £ there is no hope of finding & set & C
L*{®?) satisfving the sacond point above. W are then led to
introduce stronger Fourier descriptors, the rotational power-
spectmum and bispectrom, which are invanant only wrt
rotations. To solve this problem we preprocess images by
centering them at their barycenter, a procedure that is essen-
tial also in [38]. Theorem 2 then shows that the resulting
invarianis are complete for an open and dense set of functions
in LXK}, for any compact £ © B2, The proof of this com-

pleteness requines fine technical tools from harmonic analysis
and the theory of circulant operators, and for this reason we
only present a sketch of it. evidencing the technical difficul-
ties. A complete proof will be presented in a forthcoming
paper by the second and last authors.

Finally, in Theorem 3 we show that, under mild assump-
tions on the mother wavelet ¥, to check the equality of all
these Fourier descriptors it is sufficient o compute simple
quantities computed from the 21 Fourier transform of the
image. This allows for an efficient implementation on regu-
lar hexagonal grids. After using these descriptors to feed an
5VM-based classifier, we compare their performances with
those of Hu and Zemike moments, the Fourier—Mellin trans-
form and some well-known local descriptors. To this purpose,
we test them on two large databases: the COIL-1007 ohject
recognition database, composed of 7200 objects presenting
rotation and scale changes [31], and the ORL? face datsbase,
on which different human faces are subject to several kinds
of variations.

1.4 Structure of the Paper

The remainder of the paper is organized as follows. InSect. 2,
we present the features of & mathematical model of the pri-
mary visual cortex V1 that ane essential to our approach. In
Sect. 3, we introduce some generalities on the Fourier Trans-
form on the semidiscrete group of roto-translation S E(2, N).
In Sect. 4, we describe the natural generalization of the
power-spectram and the bispectrum on B to SE(2, N).
‘We then prove the weak completeness result (Theorem 1)
and show that under the chosen lift operator this does not
imply weak completeness for images. Finally, we introduce
the rotational power-spectrum and bispectrum and sketch the
proof of the comesponding weak completeness result (Theo-
rem 1) for images. We end this section with some results on
the practical computation of these descriptors. In Sect. 5, we
illustrate some numerical results where these descriptors are
compared with those obtained via global descriptors such as
ZLemike moments, Hu moments, Fourier—Mellin transform,
and local ones like the SIFT and HoQG descriptors. Finally,
we conclode with some practical suggestions in Sect. 6.

1 A Mathematical Model of the Primary Visual
Cortex V1

As mentioned in the introduction, the main novelty of our
approach is its connection with a fairly recent model of the
human primary visual cortex V'] due to Petitot and Citti-Sarti
[11,32] and our recent contributions [3-5,33]. The theory

2 hitp:fwrww.cs.columbinedudC AVE softwarefsafllibionil - 100.php.
3 hitp:twwrw.cl.cam ac pkiresearchfdig/attarchive/facedsinbase_ heml.
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of orientation scores introduced in [15, 16] is also strongly
connected with this work, in particular for its explodtation
of left-imvariant Lift opemtors. We also mention [37], where
image invariants basad on the structure of the roto-tanslation
group 5 E(2) are introduced fior textures. In this section, we
present the features of this model that are essential to oor
approach.

Since it is well-known [23] that neurons in V1 are sensitive
not only to positions in the visual field. bot also to local orien-
tations and that it is reasonable to assume these orientations
to be finite, in [4] V1 has been modealed as the semidiscrete
group of roto-translations SE(2, N) = £y » B for some
even ¥ = M. Letting Ry be the rotation of 2x /&, the (non-
commutative) group operation of SE(2. N) is

(. k}y.rl=(1+ Rey.k+r).

Here, we are implicitly identifving k +r withk +r mod N.

Visnal stimuli f & L*(R?) are assumed to be lifted
io activation patterns in L2(SE(2, N)) by a lift operator
£ LA®Y) — LYSE(2, N)). Motivated by newrophysi-
ological evidence. we then assume that

{H) The lift operator £ is linear and is defined as
ek = [ [ TR =20y @

for & given mother wavelet ¥ & L*{R*) such that £ is
injective and bounded.

Remark I This assumption means that the lift operator under
consideration is the wavelet transform wort. W (seee.g., [1T]L
The fact that £ be injective and bounded is then equivalent
to the fact that the mother wavelet ¥ is weakly admissible,
ie., is such that the map

AeR = 3 (R
[ 1=

is strictly positive and essentially bounded.

As a consequence of the above assumption, the lift oper-
ation £ is lefi-invariant w.rt to the action of SE(2. ¥).
MNamely,

Alx. K)o £ = Lom{x. k). 03

Here A and 7 are the actions of SE(2, N) on LS E(2. N))
and L(R?), respectively. That is,

&) Springer

At Bellr.r) = (.6 (1)
=p(Raly - x).r = ),
wix 1 I = f ((x.K7'y) = F(Raty — ).

Formula {3} can be seen as a semidiscrete version of the
shifit-twist symmetry [§].

The main observation for our purposes is that (3) means
that two images f and g & LX{R?) can be deduced via roto-
translation (ie, f == (x. k)g for some (x, k) = SE(2, N))
if and only if their lifts can be deduced via A({x, £).

3 Preliminaries on Non-commutative Harmonic
Analysis

In this saction we introduce some generalities on the (non-
commutative) Foarier transform on SE(2. ¥), an essential
tool to define and compute the Fourer descriptors we are
interested in. We refer to [ 1,20] for a general introduction to
the topic.

Since SE(2, N) is a non-commutative unimodular group,
the Fourier transform of ¢ & LI{SE(2, N)) is an operator
associating to each (continuous) imeducible unitary repre-
santations T* of SE(2, N) some Hilbent—Schmidt operator
on the Hilbert space where T* acts. Here, A is an index taking
values in the dual object of §E(2, N), which is denoted by
SE(2, N) and is the set of equivalence classes of immeducible
unitary representations.

The set of imeducible representations of a semi-direct
product group can be obtmined via Mackey's machinery
(see e.g.. [1, Ch. 17.1, Theorems 4 and 5]). Accordingly,
SE{2. N} is paramatrized by the orbits of the (contragredi-
ent) action of rotations [Relecz, on B, ie, by the slice
& ¢ B® which in polar coondinates is {0, +00) x [0, Zx/N).
Additionally, corresponding to the origin, there are the char-
acters of Ey. Mamely, to each A & & cormesponds the
representation T4 acting on C¥ via

Tz k) = diagy (g™ ™) o 5%
N1
— (AR
(¢ "*H:'...u . i)

whera we denoted by diag, v, the diagonal matrix of dizpo-
nal v e " and by § the shift operator (Sv); = 141, 50 that
($'v); = vy On the other hand, to each & & Ty comre-
sponds the representation on C given by £ — H#z.ﬂiﬂm
it is possible to show that to invert the Fourier transfiomn it is
enough to consider only the representations parametrized by
&, we will henceforth ignore the Zy part of the dual.

Finally, the matrix-valued Fourier coefficient of a function
e LMSEQ. NN LYSE2. N))fork e SE(2. M) is
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o= [ e T da, )
SE(LN)

where da is the Haar measure? of SE(2, N'). This is essen-
tially the same formula for the Fourier transform on B2,
which is a scalar and is obtainad using the representations
A(x) = "M acting on C.

Sirai ghiforward computations yield

#T 0y = Fleli — NR_jA), (5)

where we let  denote the Fourier transform on B,

As usual, the definition of the Fourer transform can
be extended to the whole L2(SE(2, N)) by density argu-
ments. Then, there exists a unique measure on §SE(2. N). the
Plancherel measure, supported on & where it coincides with
the restriction of the Lebesgue measure of B2, such that the
Fourier transform is an isometry between L2(5E(2, N)) and
LZ(SE_ﬁTN)}. In particular, the following inversion formula
holds

pir. k) = fs Tr (§(T™) o T*(x, K)) di.

The fundamental property of the non-commutative Fourier
transform, genemlizing (1), is that for all ¢, 5 & LE(SE(2,
N))and @ = SE(2, N) it holds

plr k) = [Alg)mlix, k) ¥(r. k) s SE@2 N) =
@I =RHT)oT "(a) ¥T e SE(Z.N). (T

Mamely, . p can be deduced via the action of SE(2, N) if
and only if their Fourier transforms at a representation T can
be deduced via multiplication by T{a).

Remark 2 The fact that the Fourier transform in (5) be
matrix-valued is a direct consequence of 5E{2, N) being a
Moo group. that is. that all the T* act on finite-dimensional
spaces. This is not troe for the roto-translation group § E(2).
As a consequence, the Foorier transform on $E(2), takes
values not in the finite dimensional space of complex N = N
matrices, but in the infinite dimensional space of operators
owver L2(S"). This is indeed the main theoretical advantage
of considering SE(Z, N).

3.1 Decomposition of Tensor Product Representations

Proofs of Sect. 4, willuse awell-known fact on tensor product
representations: the Induction—Reduction Theorem (see [1]).
This theorem allows to decompose the tensor products of

4 That is, up to o multplicative constant, the only left and right invari-
anl messure on S ECZ. N). One can check that f,ﬂlmp[ﬂ]dﬂ -

T8 fepls b

representations T @ T2, acting on CY¥ @ OY = V=¥,
to an equivalent representation acting on Bz, T, which
is a block-diagonal operator whose block elements are of the
form Thi+Redz_Moreover, the linear transformation realizing
the equivalence is explicit.

To avoid confusion, we will henceforth denote compo-
nents of vectors v e C¥ as v{0). . ... v(N — 1), elements
of Pz, TV a5 (yp)pex,, where wy & CV, and the com-
ponents of vectors v € O @ CY as wik ) for kb =
..., N — 1. We also remark that linear opemtors 5 on
Pircx,, T can be decomposed as B = {B“")y pcy,,. where
each B** iman N :« N complex matrix. Mamely, we have

N_1
By Jecy =(z B"."-'l) . (&)
P e

Then, exploiting the commutation of the Fourier trans-
form with equivalences of represantation, the Induction—
Reduction Theorem implies that foreveryg = LS E(2. N))
and amy A1, Az € & it holds

Acp(Th@T) oA = P g(rh+ii), @)
teZ,

Here, A : C¥ @ C¥ — )y, CV is given by

(AV)(h) = (Ag¥)i(h) = wih, h—k), v e C¥aC¥. (1)

4 Fourier Descriptors on SE(2, N}

In the following sec Gons, we intmduce and study the Founier
descriptors on the group SE(2, V). As already mentioned,
proving a general completeness result is essentially hopeless,
and we will content ourselves to prove the weak complete-
Mess.

Let K < B? be a compact set. In the following, we will
be mainly concerned with functions that are compactly sup-
ported either in K orin K = Ty C SE2, N).

4.1 Generalized Fourier Descriptors

Following [18], the power-spectrum and the bispectram on
E* can be generalized to SE(2, N) as follows.

Definition 1 The gemeralized power-specirum and bispec-

trum of ¢ & LE{SE(2, N)) are the collections of matrices
forany &, L. k2 £ 8,

PS, (k) = B(TY) o F(TY)’
BS, (1. k) == F(T™) @ BT™) o FT™ @ T4

£) Springer
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The next result generalizes, with a simplified proof, the
result presented in [38]. Let us mention that this result is
indeed true in a more general setting, as it will be shown in
a forthcoming paper by Prandi and Gaothier.

Theorem 1 Lef K © B be a compact. The peneralized
power-spectrum and hispectrum are weakly complete on
L(Ey = K). In particular, they discriminate on the open
and dense set § © LTy = K) of functions @ supporied
in By = K and whose Fourier transform @(TY) is imvert-
ible for an open and dense et of ix. That is, gn. 42 € §
are such that P8, = P8, and BS,,, = BS,, if and only if
wn = Alx, kg for some (x, k) = SE(2, N).

Proof The fact that (f is open and dense is proved in Lemma 1
in Appendix 2. Let @, § € § be such that PS5, = P5,, and
BSy = BSy. The equality of the generalized bispectrum
implies that the set of s whese @(T*) and §(T+) fail to be
invertible is the same. We will denote it by J and let
UIr* = @I "T" viel
In order io complete the proof of the statement, we will prove
that L/ ({T*) can be defined for all As in B? and, moreover,
that &(T*) = T%(a) for somea € SE(2, N). Indeed, by (7)
this will readily imply that ¢ = A(a)n 85 announced.

We claim that [7(T™*) is unitary for all & £ /. Indeed, by
the equality of the generalized power-spectrom we have

VMU = 0T P, () =1.

Observe that the equality of the generalized bispectrum
and the definition of L7, imply that for all L;. &z € [ it holds

BS (k. A0 = @(T) @ @(T*) 0 U(TH)
S (T2 o (T & Tha)*.

By the invertibility of ${T%') & $(T*?) and the unitarity of
L', this yields

#TH @ T o (T @ U(T) = 5T @ TH). (11)

The announced result is then a consequence of the foll ow-
ing three facts, which are proved in Appendix 2.

1. Lemma 2: The function A + U/'{T*) is continuous on /.
2. Lemma 3: The function & — [/{T) can be extended to
a continuous function on B2 for which (11) is still true.
3. Lemma 4: There existsa £ §E(2, N') such that I/{T*) =
TA{a). u]

An immediate corollary is the following.

&) Springer

Corollary 1 Ler £ : L*{R%) — LY{SE(2, N)) be an injec-
tive lift operator (Rot necessarily satisfying (2)). Assume that
there exists a residual set R © L&) such that S{R) N G
ix residual. Then, the generalized power-spectrum and bis-
pectrum are weakly complete on L2(R®). Namely, for any
fog & R it holds that BS, = Bsfr'g'mdmfy{f
F=m(x k)g for some (x,k) € SE(2. N).

Remark 3 In [38], the authors applied their version of Theo-
rem | to & non-left-invariant lift £, called crelic liff. Indeed,
for this cyclic lift, when ¥ is odd, it is possible to prove
that, for any compact K < B2, there exists a residual sat
R LYK satisfying the assumptions of Cosollary 1.

Unfortunately, Corollary | can never be applied to lifts
of the form (2). In fact, as proved in Appendix 3, letting
w (k) = (f(ReA))y 5 & CV, we have that
LT = ww (A @y ()", (12)
where for v, w € C¥, we let v* = (Tre and (v @ wiey =
by Wy, 50 that (v @ wiu = {w,u)v for all v = C¥_ This
immediately implies that rank £ F(T*) =< 1 and hence that
mnge £ = @ whepever N = L

4.2 Rotational Fourier Descriptors

To bypass the difficulty posed by the non-invertibility of the
Fourier transform for lifted functions, we are led to consider
the following stronger descriptors.
Definition 2 The mtationasl power-spectrum and bispec-
trum of ¢ & LX({SE(2. N')} are the collections of matrices,
forany A, k1. Az € Sand b & Ty,

RPS (k. h) == §(T ™) o T
RBSy (A1 Az h) == WT ™) @B(T™) o FTH @ TH)".

As already mentioned in the introduction, the rotational
descriptors are invariant only under the action of Ey C
SE(2, N) but not under translations. To avoid this problem,
letus fixacompact K B2 and consider the set 4  LI(RT)
of functions compactly supporied in K, with non-zero aver-
age”. Observe that this s an open and dense subset of L2{K).
We can then define the barycenter oy & Rof f=.das

i.';=$(L:I|I{I}JI.IFI:I{I111[),

and the centering operator & © 4 — 4 as
& fix) = fix — ;). (13)

¥ Recall thal the verageaf f : B? — Risovg f = [gz fFix)dr, which
is always well-defined for L2{BY) Functions with compact suppar.
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Then, considering the centered lift £y = £odr, we have that
Lo f = g if and only if g is a translate of f. In particular,

Lof = ADE)Lcg
= f=mn(r.klg forsomex e R

Let us consider the following set of functions.

Definition 3 Let & C L*(R?) be the set of real-valued func-
tions f supported in K, such that F{L) # 0 for ae. A = B
and the family 12 = 5% (3} is a basis for CV, if N
is odd, or, if N is even, for

X =[veC¥ | vh) ="k + NI} ¥heZx]

The dependence of this definition on the parity of N comes
from the well-known fact that _f{lj = f(—A&). Indeed, for
N even, this implies that $*esp(A) & X for any k = Ew.
A5 such, there is no hope for the family 2 o generate the
whale C¥.

Finally, we have the following theorem.

Theorem 2 Forany compact K C B2, if the mother wawelet
W e R, the rolational power-spectrum and bispectram are
weakly complete on LK) N A. Namely, the set R is open
and dense in L*{K) and for any f. g € R0 A it holds thar
RPS; = RPS, and RBS; ; — RBS. , if and only if
F=m(x_k)g for some (x. k) € SE(2. N,

Here, we content ourselves to present only a skeich of
the proof of this result for the case N odd. The parity of N
does not introduce essential problems, up to exploit the fact
dlatmngaff'{lrlj C X forall f € R and & = 5 and that
the equivalence A of the Induction—Reduction Theorem quo-
tients nicely toan equivalence between &' s A" and (Fy 7, X-
However, in order to prove the key technical point (14) we
need a moch finer study of the properties of circulant opera-
tors, which is outside the scope of this work and we defer to
a forthcoming paper by Prandi and Gaothier.

FProof (Sketch in the case N odd) The fact that R is open
and dense in LY(K) follows from the same arguments in
Lemma 1.

Let Circ v be the circulant matrix associated with v, that
is, Cicv = [v, S, ... S”—Lbl.'ITthBcund.itimmﬂf
for f e R is equivalent to the invertibility of Circ w (1) for
an open and dense sat of As. By the properties of the Fourier
transform on B* w.rt translations it follows that

angp(4) = ding, (e-‘ Mtfr'} ey (h).

This entails that Circarg(d) is invertible if and only if
Circ avg r{4) is. Hence, the statement is equivalent to the fact

that for any couple f. g & R we have RBS; ; = RBS, if
and only if f = Ryp for some k & Ew.

Thiz proof is similar to the one of Theorem 1, but with addi-
tional technical difficulties. Let I be the set where Circ a: (1)
and Circ wy (i) are inverible. By assumption [ is open and
dense. To overcome the non-invertibility of £ f in the defin-
ition the candidate intertwining representation L', we exploit
the invertibility of the circulant matrices Circarp(A) and
Circ arg (A} on an open and dense sef. Namely, forany 4 & [
we lat

U(T™* == Circay (A) (Circap(3)) ™ .

By definition, [7(T*) is circulant and U (T*)* S (1) =
.S*W,{ljfurmj't & Ey. Moreover, by (12), thisis equivalent
o
ERTay Ty = EgT™Y),  WkeZy.
In particular, & U{T"} is constant on orbits [Redjor, -
Finally, LF{T*} is unitary a5 a consaquence, e.g., of Theo-
rem 3.

The main difficulty in the proof is now to derive the equiv-
alent of identity (11), that is, that for an open and dense set
of couples (4y, &a) we have

Cfrih @ T i) @ U(r')

= Egp(THh g TRy Wk e Ty, (14
As already mentioned, the proof of this identity requires a
deep use of properties of circulant operators, which is outsida
the scope of this paper. We thus defer it to a forthcoming

Once (14) is known, the statement follows applying the
same arguments as those in Theorem 1. Mamely,

1. The function & — U/{T*) is continuous on [. This can
be done via the same arguments as in Lemma 2.

2. The function X — U'{T*) can be extended to a continu-
ous function on & still satisfying (14). This can be done
exactly 85 in Lemma 3.

3. There exisis k & Ty such that L(T*) = T*(0, k). This
is proved following Lemma 4. Indeed, the fact that now
L+ U{T") is constant on the orbits [ ReA), oz, implies
that the gy 5 obtained there have to be independent of k.
Since ge(d) = 2 for some xp e R, this implies
that xy = 0 and hence gy = 0. Obviously, this proves
that IF{T*) = 5% = TX{0, k), for some k & Ty. o

4.3 Practical Computation of the Fourier Descriptors

Here, we present some explicit formulage for the computation
of the Fourier descriptors presented in this section.
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In the following, we show that, onder some assumptions
on the mother wavelet ¥ the concrete computation of the
genemlized power-spectrum and bispectrum and of their
rotational countenparts, depend only on the 2D Fourier trans-
form of f.

Theorem 3 Assume that the mother wavelet W € T Then:

— Forany f & R, the peneralized power-spectrum and
bispectrum of Cf are, respectively, determined by the
quanlities, foroe L, Ly, A € 8,

N-1
L = e IF = 3 I (R P
k=0

20 = fwp ) © ep(ha), @ + Az))

N-1

= fIR_eh)F(R_ha) FLR (M + da)).

k==l

— Foranmy [ e AN'R, the niational power-spectrum and
bispectrum of £ f are, respectively, determined by the
quantities, fora.e A, Ay, Ay € Sand h € By,

E(f) = {war(Rak), sy (4))

N=1
=2 fIR saad) f(R_eh),
2]
S (g (Rpdy ) @ wgp(Aa), @iy + 420
N-1

= 2 FIR sandn) fIR_£ha) FIR a(h1 + A2)).

=0}

Here, & : A — A is the cendering operalor defined in
(13

Remark 4 Theorem 3 shows in particular that the result of
Theorem 2 is indeed stronger than the completeness result
for the generalized bispectrum of the cyclic lift obtained in
[3&]. Indeed, in that work is proved that the latter (forodd V)
is determined exactly by the quantities, for e &1, k2 € &
and k. k Ty,

j;-hil.:b.l:.t — ':ﬂ-lf_r[ﬂnll.:l E!lﬂl'.” {R&lﬂ
thgr(hy + By gedall).

In particular, foreach i1, Az € &5 one has o compute N times
mide quantities than those for the motational bispectrum.

As a corollary of Theorem 3 we show that, in order to
compare the power-spectra and bispectra, it is usually enough
it compare only the latter.
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Corollary 2 LetW e Rand f. g € RN A Then, if £ f and
Lg have the same peneralized (resp. rolational] bispectrum,
they have also the same generalized (resp. rolational) power-
spechrum.

FProvf We only prove the result for the rotational descriptors.
In order to prove the one for the generalized descriptors, it
will be enough to fix & = 0 in the following. By Theorem 3
it is enough to show that whenever 13724 f) = [H-*="(g)
forae. A1, Az € 5and any b & Ew, then 1-*(F) = 5 (g)
forae A € & and any h & T, We start by observing that by
the Paley—Wiener Theorem all these quantities are analytic,
since [ and g are compactly supported. Moreover,

Jm 1) = N OO = N avery.
and the same is troe for g. Thus, avg( ) = avg(g). Finally,
the result follows observing that

lim () = avg(N 1" 1).

5 Experimental Results

The goal of this section is to evaluate the performance of the
invariant Fourier descriptors defined in the previous section
on a larpe image datsbase for object recognition. In addi-
tion to the generalized power-spectrum (PS) and bispactrom
(BS) and the rotational power-spectrum (RPS) and bispec-
trum (RBS), we also consider the combination of the RPS
and BS descriptors. Indeed, combining these two descrip-
tors seems o be a pood compromise between the theoretical
result of completeness given by Theorem 2, which only holds
for the RBS, and computational demands, as the results on
the COTL- 100 database will show.

Afiter showing how to efficiently compute these descrip-
tors and presenting the image data-set, we analyze some
experimental results. In order to estimate the features capa-
hilities, we use a support vector machine (SVYM) [39] as
supervised classification method. The recognition perfor-
mances of the different descriptors regarding invariance to
rotation, discrimination capability and robustness agninst
noise are compared.

5.1 Implementation

As proved in Theorem 3, the equality of the Fourier descrip-
tors we introduced does not depend on the choice of the
maother wavelet % _ Accordingly, in our implementation we
only computed the guantities introduced in Theorem 3,
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Fig. 1 Siops of compuling the: imvariant descriptars. (51) computation
af the shified FFT of the image §, (52) genertion of the hexogonal
grid. (33 extraction of different hexagons, (S4) evaluation of the FFT

whose complexity is reduced to the efficient computation
of the vector e (L), for a given & = 5. We recall that this
vector is obtained by evaluating the Fowrier transform of [
omn the orbit of & under the action of discrete rotations R _g
fork € Ey.

Let us remark that, althoogh in our implementation we
chose this approach, in principle fixing a specific mother
wavelet could be useful to appropriately weight descriptors
depending on the associated frequencies. Indeed. prelimi-
nary tests with a Gabor mother wavelet {which can be easily
shown to be in ) showed slightly better results at a bigger
computational cost

For the implementation we chose to consider N = 6 and
to work with images composed of hexagonal pixels. Thera
are two reasons for this choice:

— It is well-known that retinal cells are distributed in a
hexagonal grid. and thus it is reasonable to assume that
cortical activations reflect this fact.

— Hexagonal grids are invariant under the action of £, and
discretized translations, which is the most we can get in
the line of the invariance w.rt SE(2, ). Indeed, apart
from the hexagonal lattice, the only other lattices on B2
which are invariant by some Zy and appropriate discrete
translations are obtained with N = 2, 3, 4.

The different steps of computation of the descriptors® are
described in Fig. 1 and given as follows:

EM.ﬁ:l'.l..'ms..n'll:v.‘be-|:\c:n|‘i: for the implementation of the rols-
tional bispectrnl @mvarignis con be found ot hopssifnbviewer
jupyier.org! githubfdpmibispeciml- invardant- svmfblobimasien’
Imvariant_computation_matlab ipynb

e,

ey fris
/ * :
A . i -
ia Pl 1:;r-:it o (f‘l
fiR_ai Fbdy

af [ on each extmacied humtﬁ!]gmuiﬁmn{l}:wmruﬁl}
and (36) compuiation of the four imariants

Table 1 Dimension af the

Descr. Dim
feature vecioms for the Fourier
descripions under consideration s 136
RBE nT
RP5 BlE
RES 4417
BPS + BE 1533

1. The input image is converted to grayscale mode, the
Fourier transform is computed via FFT, and the zero-
frequency component is shified to the center of the
spectrum {Fig. 1, 51).

2. For cost computational reasons and since we are dealing
with natural images, for which the relevant frequencies
are the low ones, we extract a grid of 16 = 16 pixels
around the origin (Fig. 1, 32).

3. The invariants of Theorem 3 are computed from the
shifted Fourier transform valoes, on all frequencies in
an hexagonal grid inside this 16 x 16 pixels square. A
bilinear interpolation is applied to obtain the correct val-
ues of @ () (Fig. 1, 53, 54, 55, 56). The final dimension
of the feature vector is given in Table 1.

5.2 Test Protocol

‘We use the Fourier descriptors to feed an SWM classifier,
via the MATLAB Siatistics and Machine Leamning Toolbox,
applying it on a database of 7200 objects extracted from the
Columbia Chbject Image Library (OOIL-100) and a databasa
of 400 faces extracted from ORL face database. Finally, we

£) Springer
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compare the results obtained with those obtained using tra-
ditional descriptors.

The result of the training step consists of the set of support
vectors determined by the SVM-based method. During the
decision step, the classifier computes the Fourier descriptors
and the model determined during the training step is used to
perform the SVM decision. The output is the image class.

For COIL- 100 database, two cases are studied: a case with-
out noise and another with noise. In the first one, tests have
been performed using 75% of the COIL-100 database images
for training and 25% for testing.In the second one, we have
used a learning data-set composed of all the 7200 images
(100 objects with 72 views) without noise and a testing data-
set composed of 15 randomly selected views per object to
which an additive Gaussian noise with §; of 5, 10 and 20
was added (see Fig. 4).

We evaluate separately the recognition rate obtained using
the four previous invariant descriptors and the combination of
the RPS & BS invariants to test their complementarity. Then,
we compare their performance with the Hu's moments (HM),
the Zemike's moments (ZM), the Fourier—Mellin transform
(FM), described in Appendix 1, and the local SIFT and HOG
descriptors [12] whose performance under the same condi-
tions has been tested in [7],

Since we use the RBF kernel in the SVM classification
process, this depends on the kernel size o. The results pre-
sented here are obtained by choosing empirically the value
Ogpy that provided maximum recognition rate.

5.3 Experiments

The performances of the different invariant descriptors are
analyzed with respect to the recognition rate given a learning
set. Hence. for a given ratio, the leaming and testing sets
have been built by splitting randomly all examples. Then,
due to randomness of this procedure, multiple trials have been
performed with different random draws of the learning and
testing set. In the case of an added noise, since as mentioned
before the learning set comprised all images, this procedure
is applied only to the testing set.
The parameters of our experiments are the following:

1. The learning set ¢; corresponding to the values of an
invariant descriptor computed on an image from the data-
base;

2. The classes é; & {1.100] corresponding to the object
class.

3. Algorithm performance: the efficiency is given through
a percentage of the well recognized objects composing
the testing set.

4. Number of random trials: fixed to 5.

9 springer

Fig. 2 Sample objects of COIL-100 database

5. Kemel K: a Gaussian kemnel of bandwidth ¢ is chosen

—k—;l’
K(x,y)=e¢ >*

x and y correspond to the descriptors vectors of objects.

For solving a multi-class problem, the two most popular
approaches are the one-against-all {(OAA) method and the
one-against-one (OAO) method [29). For our purpose, we
chose an OAO SVM, because it is substantially faster to train
and seems preferable for problems with a very large number
of classes.

5.3.1 COIL-100 Databases

The Columbia Object Image Library (COIL-100, Fig. 2)is a
database of color images of 100 different objects, where 72
images of each object were taken at pose intervals of 5°.

5.3.2 Classification Performance

Table 2 presents results obtained testing our object recogni-
tion method with the COIL-100 database. The best results
were achieved using the local SIFT descriptor. The RBS
comes in the second place and the local HOG features come
third. Indeed it has been demonstrated in the literature, these
local methods curreatly give the best results. However, if
noise is added on the image, the use of global approach is
better than the use of local ones. The main reason is that
the key-points detector used in the local method produce in
these cases many key-points that are nor relevant for object
recognition. This will be shown in the next subsection.

In Fig. 3 we present the recognition rate as a function of
the size of the training set. As expected, this is an increasing
function and we remark that the RBS and the combination of
the RPS and the BS give better results than the other global
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177

Table 2 Recognilion rate foreach desoripior using the OO0~ 100 data-
base. The st resulis for 58, HM, FM, and SIFT e token from [7)]

ZM, HM and FM. It has however a sensible effect on the SIFT
local descriptor, and a big one on the HOG local descriptor.

Descriplons Recognition rates (%)
RES %55
ns &%
s 843
RS B8
RPS+05 LT
M 919
HM %02
™ 96
HOG %53
SIFT 100

5.34 The ORL Database

The Cambridge University ORL face database (Fig. 5) is
composed of 400 gray level images of ten different patterns
for each of 40 persons. The variations of the images are across
time, size, pose and facial expression {openfclosed eyes, smil-
ing/not smiling), and facial details (glasses/no glasses).

In the literature, the protocol used for training and testing is
different from one paper to another. In [36], a hidden Markov
madel (HMM) based approach is used, and the best model
resulied in recognition rate of 95%, with high computational

The best resulis for =ach trial are given in bold

5.3.3 Robusiness Apaingd Noise

Aleo in this case, test results for ZM, HM, FM, and SIFT are
taken from [7].

Results presented in Table 3 show that noise has little
influence on classification performance when we use a global
descriptor such as RBS, BS, the combination of BS & RPS,

Fig. 3 Olmssification raie for 113
different size of the training
dninhes. The test pesulis for
#M, HM. FM, and SIFT are

cost. In [21]. Hjelmas reached a 855% recognition rate using
the ORL database and feature vector consisting of Gabor
coefficients.

We perform experiments on the ORL database using the
RES, BS, PS, RPS, M, HU, FM, and the combination of
the RPS & BS descriptors. Since the local descriptors SIFT
and HOWG obtained, predictably, almost perfect scores, we do
not present them. The resulis are shown in Table 4, where we
clearly see that the RBS invariant descriptor gives the best
recognition rate ¢ = B9.8%, faring far better than befone
w_rt. the combination of RPS and BS descriptors.

taken From [7] "n
—
= —#=FE5
'E 1 _— —m-B5
i =
E // /-'f —i—F5
2 .
£ 0 ——FF5
& / —+—RP5:AS
E —a—-7

o

51 -

——HM
=}

A 503 55
Size of the training databasa

Table 3 Clossification roie on COIL- 10K noisy daishase. The test resulis for Z0, HM, FM, and SIFT are token from [7]

Sa RES (%) BE (%) 3 (%) RFS (%) RFS+BS (%) M %) HM (%) M (%) SIFT (%) HOG (%)

5 L01] ([L1] 7135 998 100 1 952 SE6 927 4
L] LMy (LL1] T1.2 908 Tk Ll 952 552 ER.BD 12
0 [L01] ([L1] 678 9nE 100 100 914 i BS.A6 1
The best resulis for =ach iral are given in bold
9) springer
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Al =5 EISE (1] il X

Fig. 4 Sample of COIL-100 noisy object

Fig. 5 Face samples from the ORL. database

Table 4 Recognition mte for cach descriptor using the ORL database

Descriptors Recognition rates (%)
RBS 05

BS 679

Ps 492

RPS 769

RPS+BS T98

™ 75

HM 435

™ 476

The best result for each trial is given in bold

6 Conclusion and Perspectives

In this paper, we presented four Fourier descriptors over
the semidiscrete roto-translation group SE(2, N). Then, we
proved that the generalized power-spectrum (PS) and bispec-
trum (BS)—and thus the rotational power-spectrum (RPS)
and bispectrum (RBS)—are weakly complete, in the sense
that they allow to distinguish over an open and dense set of
compactly supported functions ¢ € L2(SE(2. N)) up to the
SE(2, N) action. This generalizes a result of [38]). We then
considered a framework for the application of these Fourier
descriptors to roto-translation invariant object recognition,
inspired by some neurophysiological facts on the human
primary visual cortex. In this framework, we showed that
the rotational bispectrum is indeed a weakly complete roto-
translation invariant for planar images. Moreover, although
the proposed Fourier descriptors are given in terms of com-

@) springer

plex mathematical objects, we showed that they can be
implemented in a straightforward way as linear combinations
of the values of the 2D Fourier transform of the image.

In the second part of the paper, we proposed an eval-
uation of the performances of these Fourier descriptors in
object recognition and we presented the results obtained on
different databases: the COIL-100 database, composed of
several objects undergoing 3D rotation and scales changes.
and the ORL-database, on which different human faces are
subject to several kinds of variations. For both these data-
bases, the global Fourier descriptors introduced in this paper
are the most efficient global descriptors tested, equalled only,
for noisy images, by the Zemike Moments. Although for
unperturbed images the local SIFT descriptor gives better
recognition rate, the addition of noise leads to the global
descriptors outperforming the local ones. These results thus
show the rotational bispectrum (RBS) to be a very good
Fourer descriptor for object recognition, consistently with
the theoretical weak completeness result. When the dimen-
sion of the feature vector is an issue, the RBS can be replaced
by a combination of the generalized bispectrum (BS) and
the rotational power-spectrum (RPS), which yields slightly
worse results with a feature vector of length almost one-third.

An extension of the object recognition method presented
in this paper to an AdaBoost framework for the problem of
object detection is curreatly ongoing.
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pean Research Council, ERC SiG 2009 “GeCoMethods™, contract o
239748. The second and last suthors wese partially supporied by the
Grant ANR-15-CE40-0018 of the ANR.

Appendix 1: Moment Invariants and
Fourier-Mellin Transform

In this section, following [7), we review the two most used
classes of moment invariants, Hu and Zemike, and Fourier—
Mellin descriptors, that we use as a comparison for our
generalized Fourier descriptors.

Moment invariants were first introduced to the pattern
recognition and image processing community in 1962 by Hu
[22]. with the introduction of the seven Hu moments which
are invariants under translation, rotation and scaling. These
are derived from a scaling and translation invariant modifi-
cation of the standard moments of an image / : R? - R
Namely,

AR .
PA (+2d)"
.0,0
where
Upg = / (x = x0)"(y — yo)¥ 1 (x. y)dxdy.
®
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L)

and xp = 2L and yy = are the coordinates of
M5 Moo

the barycenter computed via the standard (p + g)th order

moments of [:

mpg = f;: I i, vidxdy.

Another important class of moments are the Zemike ones,
introduced in [%] and computed via orthogonal Zermike poly-
nomials. The Zemike moment of onder (m, n) is:

z,,=mt! 33 i ¥ [V r. 901,
r ¥

whera x2 4+ ¥2 <= 1 and Vy,{x, v) are the Zemike polynomi-
als defined in polar coordinates as Vea(r, 8) = Rma(r)e!™
where

2 —1)F(m — 5)lrm-=
Rty = 3 — O —5)

part s!(l’gﬂ —:]! [igﬂ - ;]!

These moments present several advantages. Indeed, beside
a rotation and translation invariance they have nice orthog-
onality properties and are considered to be robust against
image noise. In particular, the orthogonality property helps
in achieving a near zero value of redundancy measure in a
set of moments functions [E].

Finally, strictly related to Fourier descriptors are the
descriptors obtained via Fourier—Mellin iransform (FMT),
presented in [13]. The FMT of an image [, that we assume
to be given in polar coordinates, is defined as:

Ix
u;{::.ﬂ:% j; f J'{r.Bj.r“"'e‘“’dr—rdﬂ.

Following [13], we will indeed compute the analytical
Fourier—Mellin transform (AFMT). That is. we replace [ in
the above definition with its regularized version I, (r. ) =
r® I'(r, 8), where o > 0. Finally, each feature My, (u. v) is
muodified in order to compensate for the rotation, translation
and size changes of the object.

Appendix 2: Auxiliary Lemmata for the Proof of
Theorem 1

Lemma 1 The set § imtroduced in Theorem 1 is open and
dense in L2(K = Fx).

FProof Westart by showing that G # ©_To this aim, it suffices
o consider i such that g(-, k) = 0 for all k e Ty, [0] and
(-, 00 # 0 such that supp F{p(-, 1)) = B2 By (6), we then
have @ & G, since

detg(T") = [ Flet-. R ) #£0 WVreS.

kel

For any ¢ € § and k € Zy, the Paley—Wiener Theorem
implies that F ({-, k)) is analytic. In particalar, by (6), A —
det §(T*) is analytic. Thus, ¢ = & if and only if @{T*0) is
invertible for some Ay £ 5.

We claim that the set § is dense. Indeed, let ¢ ¢ G and
fix some § € G and Ay € S soch that §{T30) is invertible.
By analyticity of & s det(@({T*) + ef(T*)) follows that
g + &n & G for sufficiently small ¢ > 0, which entails that
@ & . proving the claim.

Let us prove that  is open in L2( K x« Ty ). To this aim, fix
g € Gandg, — pin L3(K x Zy). Thisimplies that g, — ¢
in L2(5E{2. 7)), and in particular that g, — { in measure.
By definition of comvergence in measure, this implies that
for sufficiently big m it has to hold det @ga (7} £ 0. Hence
iy €  for n sufficiently big and  is open. u]

Before diving into the proofs of the other auxiliary lem-
mata, we make the following observation. Let L, 4z & [
be such that &, + Bpi; = [ forall k & Zy. Applying the
Induction—Raduction theorem (%) to (11) yields

AcT) @ U(T*)n0 4!
= EB g T +Reday =1 p ki + By
ely

_ @_ U{Tll + Rz ).
1=

(15)

Lemma 2 The function & — U'(T*) iy continuous on I

Proof Fix kg & I and an open set V B2 such that
f U{Thj;f diz =0 Wi, jeTy.
¥

This is possible since [/ #= (. Since the set [ is open dense, up
toreducing V we can assume that there exists a neighborhood
W of Ay soch that V + & « [ for any 4 = W_ Then, (15)
holds for A1 & W oand Az € V_ Explicitly computing the 0. 0
block of (15), we have

UMy Ty = (Tt Vi j e Zy.

Then, integrating it over ¥V w.rl Az yields

B Jo i U(T™0y dia

iy
v = I U[Th]'t..,l iy

Yi1 e W.Vi. j e Ex

Since the function on the rh.s. is clearly continuous on W
this proves the continuity at iy of L — UF(T%), completing
the proo. o
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Lemma 3 The finction & — U'{TY) can be extended to a
contimeous finction on B for wiich (11) i sl true.

Proof Let &y ¢ 1. Since [ is an open and demse set, this
implies that ig is in its closure and that we can choosa
Ay, Az = ¥ suchthat by = hy 4 Ry A for some ky & Zy and
Ay + Rphp € I for amy k # k. We then let
U(T*) = (A= U(TH) @ U (T) 0 A%)™% (16)

We mow prove that the above definition does not depend
om the choice of 4, A; and ky. By openness of [, there exists
a neighborhood V of Az entirely contained in 7. Then, wp to
taking a smaller ¥, it holds that Ay + Ry A5 € [ forany 3] &
V', [iz]. By (15), this implies that for any p; + Rypp = Ay
it haolds

(Aall{Th) @ (T') o A*)fet =
(A o U(TH) @ U(TH7) 0 AM)EE.

for &4 and p!, sufficiently near, but different, to A and p;.
respectively. By the continuity of I7 on I, proved in Lemma 2,
this implies that this equation has to hold also for ), = &;
and pr = pz- Hence, {16) does not depend on the choice of
Ay, Ay and k.

Finally, the fact that {{T™ & T™)o U{T )@ U{T*) =
F({T™ @ T*2) fior any 4. & follows from (16) and (15). O

Lemma 4 There exisis @ € SE(2. N) such that U(T*) =
T*{a).

Proof By definition of I it holds that

P virifiny o 4 = A= DTy @ U(T™) Vo, dz £ 0

keT,

Then, for any i, j. £k,

;_,r.['riq +ﬂzh)m

iFj=i—k
DT DT Yy = o

otherwise.
(17

By invertibility of L7{T*"), there exists iy & Zu such that
LT 4 )y g, # 0 Using (17) this implies that U{Thj_tlj =
Oforany j # in— k. Mamely, we have proved that there exists
a family of functions g_y 1 & — C such that 7{T4)_, =
k(A1) Bie—p of, equivalently, that

U(T) = diagg (k) 59.
By the explicit expression (4) of T, in order o complete the

proof it suffices to prove that (i) = & Fo-F-ei! for some
xp e BE

&) Springer

By continuity and onitarity of L7, the gy s ae continsous
and satisfy |gw(A)] = 1. Using apain (17} with j = ip — k.
we obtain

wel(dn + Redz) = pelhadgpe_xlia), (18)

forany Ay, 4; £0and £, k & Ly
We claim that the g s are characters of B2, Indead. let us
Axk =0in (18}

el + d2) = geliJpe(iz).

Choosing 4; = —Jy in the above shows that ¢, can be
extended at 0. Moreover, letting A7 = 0 and taking the limit
Ay — 0 shows that this extension is continoouws. Since char-
acters of B? are exactly the continwous functions satisfying
{19}, the claim is proved.

By Pontryiagin duality, there exists 1z & B such that
(i) = &%) Finally, by (18) with k £ £ one cbtains
that B _,x, = x;_,, which proves that there exists x; = R
such that ge(d) = ¢*+F+4 This completes the proof of

(19

the statemeant. u]
Appendix 3: Proofs

Proof (Formula (12)) Let & € S and consider v & CV.
Observe that {r, k)" = (—R_gx. —k). Then, by (5), {2),

and (4), for any h & Ey we have

N—1

(EiT o = z[ﬂ Cix, ket Reathy, o
k=0

. Jf; fl? FUyWb (R_y(y — e B-Fuat! dy dx

e fo.? #(2) f(ype R FT) gy gy

N-1

(Rad) D vt f(Re_ad)
k=0

:’g—;
:’g—‘:

1]
i

= eongr (A e (A1), v).
By definition of ay (A)* @@ (3)*; this completes the proof.
u]

In order to prove Theorem 3. we need the following
explicit description of the squivalence in the Induction—
Reduction theorem of Sact. 3.1.

Lemma 5 Forany M. N & OV*N we have

LE
(.-i o (M & N) 0-“"} = (M) Ni_g g )i jemy-

Proof Observe that for any v € C¥ @ CF it holds (M ®
N)¥=Movo N7 Thus,

154



Y Math Imaging Vis (2017) 57:117-133

131

N-1

[Ao(M®NLY(i) = ¥ My Nexevi(i. )
Jui=0

Since is straightforward to check that A~" - g, OV —
CN =¥ is given by [ A~ (w,) gz, k. B) = 1wy _y (k), wethen
have

[Ao{M @ N) o A {wpdnez, (i)
N-1
= z My Ni_gewy_e(J)
k=0
N-1
= Z Ml'-._f -H]_ﬁ,_]'—.l Wk{.ﬂ-
Jh=0

By (8), the proof is completed. [u}

Proof (Proof of Theorem 3} Without loss of generality we
can restrict ourselves o consider functions such that ¢f =
fand £ f = £f. We start by the trivial remark that the
result on the rotational descriptors contains the one on the

penemlized ones.
Let us consider

L) = (@ (Rak), @A),
Bt = (o (Rpda ) @ e p(Ag), @ p(hg + Az)).

Simce f is assumed o be compactly supported, its Fourier
transform is analytic, and so are the functions & — 13"}
and (kg hg) — =) for any b & Zp_ Thus, the
statement of the proposition reduces to show that RPS - =
RPSy, (resp. REBy; = RBgp) if and only if 1;"(f) =
13" ) (resp. 13000 = 1 g forae A, Ay kg &
Sandall h € Ty

Let us recall the following properties of the temsor product,
valid for all v, vy, vy, w, wy, wy & CF:

Lir@w)=v@&w,
2 (m@un)e iz ®uz) = (w1, w2} 1n @ws,

By these and (12}, we immediately have

RPSc, ria, B) = (ogr (Rei)®, migp ()"} avw (Ri)* @ ang(2)*
= "oy (R 20 @ g (10°

Hence, whenever ang { Ra ) * @ese (L) £ O.RPSy (i k)=
RPSg (i k) if and only if 5°(F) = I3""(). Since
g {Ryh)* @ mg (M) # 0 if and oaly if wy (A) # 0, by
the fact that ¥ = R this is true for e & & &. This com-
pletes the proof of the part of the statement regarding the
rotational power-spectnm.

To prove the statement regarding the rotational bispec-
trum, let E_r = Mo R.BS.E_F[J.L.},LH:I @ .4_', where A
is the equivalemce givem by the Induction—Reduction The-
orem and defined in (10). Since A is invertible, determining
RBS s (a1, 2. k) is equivalent to determining 5. Exploit-
ing the fact that the rhs of (9) is a diagonal matrix, we
have

Bi.;E — [A :rE}{TI'J":I @E_?I:T‘i":l . A“}t't
EL?ET1|+I':1,}._

By Lemma 5, formuola (12), and explicit computations, we
then get

B;" = {wr(Raia) © wp(Reha), wy(h1 + Redz))
= (g [ Reia)® @ o (Rryeha)) @ mw (b + Redz).

Similardy to before, (an (Rad1)* © oe{ Rayedz)* )@ me (A
+ Rpdy) # 0 forae iy, k; & & since W = . For thesa
couples, By = B, if and only if

{er p( Reda ) © oo p{ Reda), ey (ha 4 Redz))
= (g (Bri1) @ wpl Reda), aig(h1 + Reka)).

Finally, making the change of variables Reiz — iz com-
pletes the proof of the theorem. [m]
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