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Introduction

On distingue les différents états de la matière par leurs symétries. Ce raisonnement s’applique dès qu’il s’agit
de différencier un liquide ou un gaz d’un solide cristallin, où les atomes sont périodiquement arrangés. Ces arran-
gements sont nombreux et eux-mêmes classifiés, ils donnent lieu à différents comportements électroniques en
fonction de la densité de porteurs de charges : isolants, métaux ou semi-conducteurs. Les isolants et les métaux
sont deux limites extrêmes où le courant électronique est soit absent ou soit présent, de manière incontrôlable.
À mi-chemin entre les deux se trouvent les semi-conducteurs dont on sait aujourd’hui l’importance qu’ils ont
pour le développement technologique. Les aimants et les supra-conducteurs sont d’autres exemples, fascinants,
où les corrélations électroniques et électrons-phonon sont aussi comprises en termes de symétries.

Il y a pourtant des phases de la matière difficiles à distinguer en terme de symétries. Cette distinction est
si faible que ce sont parfois seulement des effets quantiques qui permettent de les dévoiler comme pour les
molécules chirales, pour l’hélicité (L et R) des fermions ultra-relativistes ou pour les isolants topologiques. La
discussion théorique de tels effets en matière condensée remonte aux travaux de Shockley et à ceux de Su,
Schrieffer et Heeger sur les états de surface mais la première observation notable fût la découverte de l’effet
Hall quantique par von Klitzing. La compréhension de ces mesures permit à Haldane, puis à Kane et Mele,
d’expliquer que les isolants topologiques, pourtant similaires entre eux, se distinguent drastiquement sous
certaines conditions. Par exemple, par l’existence d’un effet Hall anormal ou par la présence d’états de surfaces
insensibles à la qualité de la surface.

La modélisation des phases topologiques nécessite de savoir décrire à la fois le spectre en énergie et le
comportement des fonctions d’ondes. Le comportement à basse énergie s’avère ainsi souvent très analogue à
celui d’électrons relativistes et que l’on illustre par l’observation de l’effet tunnel de Klein. La relativité restreinte
montre pourtant bien d’autres effets tel que la contraction du temps et la dilatation des longueurs, conséquences
de la covariance de Lorentz des équations du mouvement. Ainsi, au cours de cette thèse, j’ai cherché à mettre
en évidence l’importance de la covariance relativiste sur la réponse électronique de deux classes de matériaux
topologiques : les semi-métaux de Weyl et les isolants topologiques. Je me suis en particulier concentré sur le
comportement de ces matériaux dans un champ magnétique ou à leur interface. Ces perturbations montrent
qu’un autre type de classification existe, en terme de régime électrique et de régime magnétique, très semblable à
la distinction entre un événement de type espace et un événement de type temps dans l’espace de Minkowski.

Le premier chapitre est une introduction aux états de surface et aux matériaux topologiques. Au second, je
détaille la covariance relativiste (rotations trigonométriques et hyperboliques) de modèles de basse énergie et
je l’illustre dans le cas des niveaux de Landau. Je montre que cette covariance n’est pas une conséquence de
la relativité restreinte mais bien du comportement à basse énergie. Le troisième chapitre est une application
de ces outils à des calculs de spectroscopie infrarouge sans et avec champ magnétique, en lien avec notre
collaboration avec les expérimentateurs du LNCMI, Grenoble, à la caractérisation de Cd3As2. Nous montrons
que le comportement de ce matériau s’écarte de celui d’un semi-métal de Dirac et s’apparente à un semi-
métal de Kane. Le quatrième chapitre explique l’influence d’un champ magnétique, d’un champ électrique
et d’une anisotropie de la relation de dispersion sur les états électroniques à l’interface entre deux matériaux
topologiquement distincts. J’y présente les résultats de notre collaboration avec les expérimentateurs du LPA,
Paris, à la caractérisation des états de surface d’échantillons tridimensionnels de HgTe déformés par des mesures
de transport.

1



2 TABLE DES MATIÈRES



Chapitre 1

Introduction aux états de surface et aux phases
topologiques

Si l’équation de Schrödinger permet en principe de déterminer le mouvement des électrons dans un solide,
en pratique ce n’est pas ce que nous utilisons. Il y a deux raisons à cela : (i ) les cristaux de la nature ont
une géométrie compliquée et, (i i ) la combinaison des potentiels qui entoure les ions et atomes du cristal est
inconnue. C’est pour ces raisons que nous sommes amenés à introduire des hypothèses simplificatrices et dont
le présent chapitre est une introduction. L’étude des propriétés optiques et électroniques des solides montre
qu’une bonne description des états électroniques est en terme de leurs symétries. La symétrie la plus notable est
l’invariance par translation discrète le long d’un réseau que l’on appelle réseau de Bravais et dont le théorème de
Bloch est l’outil de prédilection [Blo29, Sla34, WS97]. Dans le cas d’un réseau infini, Kronig et Penney [dLKP31]
ont ainsi été capables de résoudre exactement certaines situations et ont montré que la périodisation du réseau
mène à un ensemble d’états électroniques permis – les bandes permises – entre lesquelles sont intercalées des
bandes où aucun état électronique ne peut exister – les bandes interdites. Cependant un cristal n’est jamais
vraiment périodique de par la présence de ses bords. En introduisant une terminaison au modèle de Kronig et
Penney, Igor Tamm montra [Tam32] l’existence théorique d’états électroniques à la surface des cristaux. Cette
découverte entraîna un fort engouement pour les états de surface et une contribution importante fût apportée
par William Shockley [Sho39] qui étudia l’apparition des états de surface lors de la formation du cristal, lorsque
les orbitales atomiques qui le constitue sont mises en interaction. Ce dernier travaillait alors pour le laboratoire
Bell à la découverte d’un mécanisme purement électronique d’amplification et dont les états de surface peuvent
être acteur. C’est d’ailleurs dans cette dynamique d’invention du transistor que Bardeen, Brattain et Shockley
mirent en évidence, les premiers, l’existence expérimentale de ces états électroniques [Mey47, BS47].

L’argument de Shockley porte sur des concepts tels que la symétrie de l’interface et le croisement de bandes
[Sho39] dont l’ambiguïté entraîne confusions et débats dans la littérature scientifique. Le premier à rationaliser
ces propriétés de symétrie est Joshua Zak [Zak84, Zak85]. Ce dernier explique que pour certaines positions
de l’interface, bien que la symétrie par translation est brisée, il est possible d’utiliser les symétries du groupe
ponctuel du cristal pour évaluer l’existence d’états de surface. Cet éclairage de Zak s’avère en lien avec un
travail qu’il publiera quelques années plus tard, sur le calcul de la phase de Berry des bandes avec symétrie
d’inversion. Son raisonnement montre ainsi la relation entre la topologie des bandes et l’apparition d’états
de surfaces. Ces discussions montrent que la préparation de l’interface joue pour beaucoup dans l’existence
des états de surface et parait ambiguë pour des observations expérimentales. Cependant, la modélisation
de la chaîne de polyacétylène – dont il existe deux conformations dégénérées – par Su, Schrieffer et Heeger
(SSH) [SSH79, SSH80] montre qu’à la jonction entre deux chaînes de configurations différentes il existe une
déformation mécanique qui joue le rôle d’un soliton mécanique où des modes électroniques localisés existent.
Ce modèle va être à l’origine de nombreux travaux sur les états à la surface des hétérojonctions où sont décrits
des états de surface topologiquement stables. Ces notions de topologie se raffinent au cours des années, en
lien avec l’interprétation de l’effet Hall quantique, et dont le graphène s’avère être une plate-forme utile pour
la discussion des phases topologiques ainsi introduites. Ce matériau est bi-dimensionnel et son extension à

3
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trois dimensions comporte diverses phases, dont les deux qui m’ont intéressées pour cette thèse : les isolants
topologiques et les semi-métaux de Weyl.

1.1 Découverte des états de surface

La théorie des bandes s’appuie sur deux approximations : (i ) les mouvements électroniques et nucléaires
sont décorrélés par l’approximation de Born-Oppenheimer [BO27] et, (i i ) chaque électron ne subit que le
champ moyen des autres électrons et des noyaux. Les méthodes de calcul des états électroniques sont ainsi
basées sur l’équation de Schrödinger indépendante du temps à un électron 1

[
− 1

2m
∇2

r +V (r)

]
Ψ(r) = EΨ(r). (1.1)

où l’énergie potentielle V (r) est périodique sur le réseau de Bravais, i.e. V (r+Rn) =V (r), où Rn , n ∈Z sont les
vecteurs du réseau de Bravais. Le théorème de Bloch [Blo29] permet de simplifier le traitement d’un tel potentiel
[Sla34, WS97] et parfois même une résolution exacte [dLKP31]. L’introduction d’une coupure à la périodicité est
à l’origine d’états localisés à la surface dont on distingue deux catégories, les états de de Tamm [Tam32, Goo39]
et de Shockley [Sho39], et qui ne seront observés expérimentalement que quinze ans après leur découverte
théorique [Mey47, BS47]. Ces points sont importants pour poser le contexte de cette thèse et une discussion
plus approfondie peut être trouvée dans le livre suivant [DS92].

1.1.1 Théorème de Bloch

F. Bloch

Selon le théorème de Bloch [Blo29], les solutions de l’équation de Schrödinger (1.1)
s’écrivent sous la forme

Ψn(r) =Ψn,k(r) = un,k(r)e i k·r, (1.2)

où un,k(r) sont des fonctions périodiques sur le réseau de Bravais et dont le vecteur d’onde
k dépend des conditions aux bords. Par exemple, dans le cas d’un cristal infini le vecteur
d’onde est réel, k ∈R3, alors que dans le cas d’un cristal périodique de taille L dans chaque
direction le vecteur d’onde est discret, k = (u, v, w)2π/L où u, v, w sont des entiers.

Il existe d’autres formulations au théorème de Bloch et qui seront pratiques selon la situa-
tion. Par exemple, au lieu d’utiliser les un,k(r) périodiques, on introduit la base orthonormée
des fonctions de Wannier définies pour une bande n par

an,R(r) = an(r−R) = 1p
N

∑
k
Ψn,k(r)e−i k·R, (1.3)

où R est un vecteur du réseau de Bravais. Elles sont construites à partir d’une même fonction an(r) [Koh59] qui
caractérise le comportement globale de la bande n. En présence de la symétrie d’inversion on peut caractériser
cette fonction par deux nombres (s, l ) de sorte que a(s,l )

n (r) et l =± en fonction de la parité de an(r) par rapport
au centre d’inversion à la position s [Koh59]. Cette propriété s’avère utile pour discuter certaines symétries de la
fonction de Bloch qui dans cette base s’écrit

Ψn,k(r) = 1p
N

∑
R

an,R(r)e i k·R. (1.4)

Le théorème de Bloch, en utilisant la symétrie par translation discrète du Hamiltonien, a permis une
dérivation approchée des énergies propres pour divers systèmes [Sla34, WS97]. La résolution exacte d’un
potentiel périodique en une dimension fut apportée par R.L. Kronig et W.G. Penney en 1931.

1. Pour cette équation et à de nombreuses reprises je me place dans un système d’unités où ħ= 1.
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FIGURE 1.1 – Modèle de Kronig-Penney : (a) Schéma du potentiel périodique constitué de barrières de potentiel
d’épaisseur b et de hauteur V1 ; (b) Résolution graphique de la relation de dispersion ; (c) Spectre du modèle
pour différentes valeurs de P , où P → 0 est le spectre des électrons libres et 1/P → 0 est le spectre des électrons
liés. Figures (b) et (c) extraites de [dLKP31].

1.1.2 Bandes permises et bandes interdites

Kronig et Penney [dLKP31] ont analysé le cas d’un potentiel périodique V (x) comme celui illustré à la Figure
1.1(a) et pour lequel

V (x) =
{

V1 pour −b < x ≤ 0,
0 pour 0 < x ≤ a

, (1.5)

V [x + (a +b)] =V (x). (1.6)

Les solutions de l’équation (1.1) doivent être de la forme des fonctions de Bloch Ψk (x) = uk (x)e i kx (1.2). On
injecte ces solutions sur les deux domaines I = {x ∈ [−b,0]} et II = {x ∈ [0, a]} où les ondes de Bloch uI (x) et
uI I (x) vérifient {

u′′
I +2i ku′

I − (k2 +k2
0)uI = 0

u′′
I I +2i ku′

I I − (k2 −k2
1)uI I = 0

=⇒
{

uI (x) = Ae(k0−i k)x +Be−(k0+i k)x

uI I (x) =Ce i (k1−k)x +De−i (k1+k)x , (1.7)

où k0 =
p

2m(V1 −E) et k1 =
p

2mE sont réels et positifs par convention. Les coefficients A, B , C et D dépendent
des conditions de continuité et de périodicité de uI et uI I

(continuité) : uI (0) = uI I (0), u′
I (0) = u′

I I (0),
(périodicité) : uI (−b) = uI I (a), u′

I (−b) = u′
I I (a).

(1.8)

Les quatre équations ainsi obtenues correspondent à une solution non-nulle si seulement le déterminant des
coefficients en face des quatre constantes s’annule. Ce qui permet d’obtenir la relation de dispersion du modèle
de Kronig-Penney qui, à la limite où b = 0 et V1 =∞ tout en gardant limb→0,k0→∞ k2

0 ab/2 = P fini, se simplifie en

cos(ka) = cos(k1a)+P sin(k1a)/k1a ≡ g (k1a). (1.9)

La situation est alors similaire à un ensemble de puits quantiques délimités par des pics de Dirac. L’équation
(1.9) est représentée graphiquement à la Figure 1.1(b). Comme pour toute valeur réelle de k on a |cos(ka)| ≤ 1, il
n’y a de solution à (1.9) que pour les énergies telles que −1 ≤ g (k1a) ≤ 1 : ce sont les bandes permises, en couleur
sur les Figures 1.1(b,c). Les autres valeurs de k ne donnent aucune solution : ce sont les bandes interdites. Les
bords de bande (permise) supérieurs sont donnés par

En = n2π2/2ma2 n ∈N, (1.10)
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et les bords de bandes inférieurs sont obtenus pour cos(ka) = (−1)n de sorte que, k1 =
p

2mE ,

{
k1a tan(k1a/2) = P n pair,
k1a

/
tan(k1a/2) =−P n impair.

(1.11)

L’influence de P sur le spectre est notable, comme on le constate à la Figure 1.1(c). Ainsi, dans le cas où P est nul
Eq.(1.9) a toujours une solution et il n’y a aucune bande interdite : c’est la limite des électrons libres. Par contre,
si on augmente P – et donc l’énergie de liaison d’un électron au noyau – alors on voit apparaître des bandes
interdites et une réduction de la taille des bandes permises. À la limite où P =∞, les seules solutions sont pour
sin(k1a) = 0. Le spectre en énergie est alors discret et exprimé par (1.10) ce qui correspond à la situation d’un
électron dans une boite à la dimension de la distance a entre deux barrières de potentiel.

Ce comportement du modèle de Kronig-Penney est général comme en atteste le travail de Kramers [Kra35] :
un potentiel périodique induit un ensemble de bandes permises et interdites. Cependant ce résultat dépend des
conditions aux bords obtenues pour un cristal infini ou pour un cristal fini mais périodique. Dans le cas de la
présence d’une terminaison au réseau, I. Tamm mit en évidence en 1932 l’existence théorique d’états localisés à
l’interface et dont le spectre se situe dans les bandes interdites.

1.1.3 États de Tamm et de Shockley

I. Tamm

La formulation du théorème de Bloch ne spécifie pas le nombre d’onde k, qui dépend des
conditions aux bords. Il sera réel dans le cas d’un cristal infini ou périodique afin de garantir
des solutions finies. Cependant, si on introduit une terminaison au cristal ce critère n’est
plus nécessaire et k peut être complexe. C’est ce point que Igor Tamm mit en évidence en
introduisant une terminaison au modèle de Kronig-Penney [Tam32] et illustrée sur la Figure
(1.2) où le potentiel est périodique à l’intérieur du cristal (x > 0) et constant dans le vide
(x < 0). Le plan x = 0 correspond à la surface. De façon générale, on résout l’équation de
Schrödinger dans le vide et dans le cristal et on impose la relation de continuité à la surface.
La solution dans le cristal est une superposition des états à même énergie et, pour un système
invariant par inversion où Ek = E−k , on a

(vide) : Ψv (x) = Aek0x

(cristal) : Ψc (x) = Buk (x)e i kx +Cu−k (x)e−i kx , (1.12)

où k0 =
p

2m(V0 −E) est positif et réel. Les trois coefficients A, B et C sont déterminés par les deux relations de
continuitéΨv (0) =Ψc (0) etΨ′

v (0) =Ψ′
c (0). Il y a deux situations pour la résolution de ces équations. (i ) Si k est

FIGURE 1.2 – Modèle de Tamm : (a) Illustration du potentiel utilisé par Tamm ; (b) Potentiel équivalent au
potentiel de Tamm, le site terminal subit une différence de potentiel [Sho39] ; (c) Modèle sur réseau équivalent.

réel, on se trouve nécessairement dans les bandes permises du cristal et les deux équations à trois inconnus
ont toujours une solution. (i i ) Si k est complexe, on se trouve nécessairement dans les bandes interdites du
cristal et la fonction d’onde du cristal est finie si B ou C est nul (selon le signe de la partie imaginaire de k). Les
solutions sont exponentiellement décroissantes de part et d’autre de la surface, c’est ce que l’on appelle des
états de surface. On peut distinguer ces états de surface en deux catégories, les états de Tamm et les états de
Shockley dont je vais maintenant discuter.
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Le modèle de Tamm

La terminaison utilisée par Tamm [Tam32] est décrite à la Figure 1.2(a) et on constate [Goo39, Sho39] que
cette terminaison modifie le potentiel du dernier site du réseau tel qu’illustré à la Figure 1.2(b). On peut ainsi
simplifier l’analyse à l’aide du modèle de liaisons fortes [Sho39, Gri60, DS92] décrit à la Figure 1.2(c) où l’intégrale
Coulombienne α du dernier site, situé en n = 1, est modifiée. On note β l’intégrale d’échange et, sur la base
des orbitales atomiques, la fonction d’onde s’écritΨ=∑

n≥1 cnφn . L’équation de Schrödinger indépendante du
temps s’écrit alors, pour n > 1,

(E −α)cn =β (cn+1 + cn−1) (1.13)

et la condition aux bord de cette chaine en n = 1 est (E −α′)c1 = βc2. De plus, on considère que le cristal
contient un nombre de sites N grand afin que l’autre extrémité soit négligeable et donc cN+1 = 0 [Gri60, DS92].
La décomposition des solutions sur les ondes de Bloch, Ψθ = ∑

n e i nθψn , donne E(θ) = α+2βcos(θ) (1.13),
invariant par θ→−θ, et en présence de l’interface on cherche donc les solutions sous la forme

cn,θ = ae i nθ+be−i nθ = A cos(nθ)+B sin(nθ). (1.14)

Les conditions aux bords pour cN+1 et c1 permettent d’obtenir les deux équations suivantes

cn = A sin[(N +1−n)θ]/sin[(N +1)θ] ; z ≡ (α′−α)/β= sin[(N +1)θ]/sin(Nθ). (1.15)

La Figure (1.3)(a) correspond à la résolution graphique de la second équation de (1.15) et il intéressant d’étudier
les différents régimes obtenus en fonction des valeurs prises par z = (α′−α)/β. Dans le cas où z = 0, α′ =α, on
trouve les N solutions réelles θ j = jπ/N , j ∈N de la chaîne périodique. Pour −1 < z < 1, on conserve N solutions
réelles mais le spectre se décale vers les hautes (0 < z < 1) ou vers les basses (−1 < z < 0) énergies. Par contre, à la
limite où z > 1 (z < 1) une des racines réelles en θ = 0 (θ =π) disparaît et il ne reste plus que N −1 racines réelles
pour θ. On récupère la racine manquante si on considère que θ est complexe et sous la forme

θ = ξ+ iµ (1.16)

avec µ réel et positif pour que la solution soit finie. Le spectre qui correspond à cette forme de θ est

E =α+2β
[
cos(ξ)cosh(µ)− i sin(ξ)sinh(µ)

]
, (1.17)

et pour une évolution unitaire la partie imaginaire de E doit être nulle, ce qui correspond à ξ = 0 ou π : ce
sont les positions des bords de bandes où E =α±β. De manière générale, les bords de bandes sont à l’origine
de l’apparition des états de surface [Kra35, Koh59]. Dans le cas présent, si θ est complexe, on n’a que deux
possibilités soit θP = iµ [état de Tamm de type P , z > 1] soit θN =π+iµ [état de Tamm de type N , z <−1] d’où on
obtient les spectres EP =α+βcosh(µ) >α+β et EN =α−βcosh(µ) <α−β et les solutions propres cP,n = Ae−nµ

et cN ,n = A(−1)ne−nµ, pour une chaîne semi-infinie [DS92]. La décroissance exponentielle de ces solutions est
accompagnée d’une oscillation à la période du bord de bande correspondant (ξ= 0 ou π) et que l’on schématise
à la Figure 1.3(b). Les états de type P sont ceux qui ont été décrits par Tamm [Tam32], en raison de la terminaison
utilisée où z > 1 [Goo39, Sho39].

Les états de Tamm sont donc les états obtenus sous l’effet d’un changement de potentiel sur les sites
terminaux, ce qui permet d’obtenir jusque n états de surface si n sites terminaux sont affectés. C’est sur ce
principe que l’on peut sonder les états de surface avec de forts champs électriques [DS92]. Cependant un tel
potentiel joue le rôle d’impureté qui brise la symétrie de translation sur le site terminal, comme le fit remarquer
W. Shockley en 1939 [Sho39].
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FIGURE 1.3 – Modèle de Tamm : (a) Solution graphique de la condition sur z. (b) Représentation schématique
du comportement des états de Tamm de type P (z > 1) et de type N (z <−1).

Le modèle de Shockley

W. Shockley

A l’aide son modèle, illustré par la Figure 1.4(a), Shockley [Sho39] donne une nouvelle
perspective aux états de surface. Il cherche à expliquer le spectre en énergie de ces états
électroniques à l’aide des niveaux discrets des atomes qui coalescent d’une séparation infinie
(b infini sur la Figure 1.4(a)) pour former le cristal (b fini). La différence du potentiel qu’il
utilise (Fig. 1.4(a)) avec celui de Tamm (Fig. 1.2(a)) est que le site terminal n’est pas affecté par
la surface. On va ici décrire les états de Shockley à l’aide du modèle de liaisons fortes [Goo39,
DS92] illustré à la Figure 1.4(b) où il y a hybridation de deux orbitales, de type sp. L’intégrale
Coulombienne α est partout constante et l’intégrale de résonance alterne entre les liens
forts (β) et faibles (β′). Ce modèle est similaire à celui de la chaîne de polyacétylène [THH60,
SSH79, SSH80] auquel on reviendra. Le réseau est composé de deux sites inéquivalents sur
lesquels ont décompose la fonction d’onde selon Ψ= ∑

n≥1
(
unΨ1,n + vnΨ2,n

)
[voir Figure

1.4(b)] et l’équation Hamiltonienne s’écrit pour n > 1{
[(E −α)/β]un = vn +ηvn−1

[(E −α)/β]vn = un +ηun+1
(1.18)

où η=β′/β. La résolution de ce modèle à l’aide du théorème de Bloch donne en fonction du vecteur d’onde θ
Ψθ =

∑
n≥1

(
uθΨ1,n + vθΨ2,n

)
e i nθ où les coefficients uθ et vθ sont solutions de l’équation matricielle

ĥθ ≡
[

0 t (θ)
t∗(θ) 0

][
uθ
vθ

]
= [(E −α)/β]

[
uθ
vθ

]
, (1.19)

avec t(θ) = 1+ ηe−iθ. Le spectre associé E±(θ) = α±β[
1+η2 +2ηcos(2θ)

]1/2
est symétrique par inversion

E±(θ) = E±(−θ) et, en présence de l’interface, comme pour le modèle de Tamm (1.14), on peut écrire la solution
pour un sous la forme un = A cos(nθ)+B sin(nθ) = A sin[(N +1−n)θ]/sin[(N +1)θ] dans le cas d’une chaîne
semi-infinie où uN+1 = 0. De plus, la condition au bord n = 1, et qui correspond à (1.18) où v0 = 0, donne

−η= sin[(N +1)θ]

sin(Nθ)
. (1.20)

Les équations obtenues sont les mêmes que dans le modèle de Tamm analysé précédemment, il suffit de
remplacer η→−z. Par conséquent, on aura un état de surface si seulement |η| > 1, c’est à dire s’il y a inversion
de bande comme illustré à la Figure 1.4(c). Les solutions évanescentes ont θ = iµ (ou θ = π/2+ iµ) d’où on
obtient que le spectre des états de surface est toujours E(θ) =α, pile au centre du gap inversé. Ainsi, Shockley
montre que si l’hybridation de deux orbitales au sein d’un réseau donne lieu à un croisement de bandes avec
gap inversé (Fig. 1.4(c)) alors on obtient des états de surfaces sans avoir à introduire un potentiel de terminaison.
Cette distinction entre états de Tamm et de Shockley sera sujette à de nombreuses discussions et il en ressort
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FIGURE 1.4 – Modèle de Shockley : (a) Illustration du potentiel. (b) Modèle sur réseau équivalent. (c) Croisement
des bandes obtenus en fonction du paramètre η=β′/β, gap direct pour η< 1 et inversé pour η> 1 où les états
de surface apparaissent. (d) Dans le cas où les bandes se recouvrent, aucun état de Shockley n’est obtenu au
delà de η= 1.

que l’hybridation des orbitales est importante : dans le cas d’un recouvrement de bandes tel qu’illustré à la
Figure 1.4(d) aucun état de Shockley ne peut être obtenu [TK69]. De plus, les résultats expérimentaux mettrons
du temps à faire surface car il est naturel de penser que les effets de volume sont prédominants.

1.1.4 Observation expérimentale

Bardeen, Shockley, Brattain

Le début des années 1940 voit une meilleure compréhension de la jonc-
tion métal - semiconducteur grâce au travail de N. Mott [Mot39] sur les
redresseurs cristallins dont la propriété notable est la présence d’un poten-
tiel de redressement que les porteurs de charge doivent dépasser afin de
transporter le courant. Ce potentiel de contact est associé à la redistribution
en surface des porteurs de charge du semi-conducteur, afin d’équilibrer les
énergies de Fermi des deux matériaux tel qu’illustré sur la Figure 1.5(a). On
distingue les redresseurs à large surface des redresseurs à contact ponctuel.
Dans les deux cas, le semi-conducteur fait contact avec le métal à deux de
ses extrémités et, chaque jonction redresse le courant dans une direction
opposée. On obtient un redressement asymétrique en modifiant la nature
du contact d’une extrémité à l’autre (i) en utilisant différents métaux (redres-
seur à large surface) ou (ii) en ayant un contact ponctuel et l’autre étalé (redresseur à point de contact). De cette
façon, la chute de potentiel est concentrée au niveau du contact de plus haute résistance et on peut en général
négliger les effets de redressement associés à l’autre contact. En particulier, la théorie de N. Mott [Mot39] prédit
que le potentiel de redressement Vr est directement lié à la différence de potentiel de sortie du semiconducteur
(χ) et du métal (φ) : Vr = χ−φ [voir Figure 1.5(a)]. Cependant, l’amélioration de la technique expérimentale
permet à Meyerhof de montrer que le potentiel de redressement est indépendant du métal en contact avec
l’échantillon [Mey47]. Dans le cas du silicone dopé p, il mesure un potentiel de redressement Vr ≈ 0.3V que le
métal soit de l’or, du cuivre, du fer, du nickel, du platine, etc.. alors qu’il mesure bien une variabilité de leur
tension de sortie [Mey47].

A la même époque, Shockley, Bardeen et Brattain travaillent aux laboratoires Bell à développer une technique
d’amplification purement électronique, qui donnera lieu au transistor. Ils cherchent en particulier à contrôler
électriquement le potentiel de redressement mais n’y parviennent pas [Sho50]. Ainsi, au vu des résultats de
Meyerhof, Bardeen propose que les états de surface sont suffisamment denses pour faire écran à la redistribution
des charges des impuretés au sein du semi-conducteur [Bar47]. Pour tester cette théorie des états de surface de
Bardeen, Brattain mesure les potentiels de contact χn du silicone dopé n et χp du silicone dopé p, de sorte qu’en
l’absence d’état de surface χp −χn = Eg = 1.2 eV est la taille du gap [voir Figure 1.5(b)]. Cependant il obtient
χp −χn = 0.3− (−0.3) = 0.6eV [BS47] à cause des effets d’écrantage par les états de surface. La neutralisation
chimique de l’écrantage des états de surface permettra à Bardeen et Brattain de découvrir le transistor à point
de contact, suivi quelques temps plus tard par le transistor à effet de champ de Shockley [Sho50, RHH99].
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FIGURE 1.5 – Jonction métal - semiconducteur dopé. (a) Le transfert d’électrons vers le matériau de plus grand
travail de sortie, φ, entraîne à l’équilibre une accumulation de charges sur une distance ` qui empêche le transit
des porteurs de charges. La barrière est assez large pour qu’il n’y ait pas d’effet tunnel, les porteurs doivent
passer par dessus. (b) Travaux de sortie pour un semiconducteur dopé n et p, en l’absence d’état de surface
χp −χn = Eg .

1.2 Symétrie de la surface et topologie

1.2.1 Cas de l’interface ponctuelle : sensibilité en la terminaison

Les états de surface apparaissent dans les bandes interdites et en 1984 J.Zak propose de caractériser ces
bandes afin de compléter l’argument de Shockley. Il montre que la symétrie des états électroniques peut
s’exprimer en surface si la terminaison se situe en un centre de symétrie du groupe ponctuel (ou un plan de
symétrie, en trois dimensions) du cristal [Zak84, Zak85]. Une manière de caractériser cette symétrie est en terme
de la phase de Berry [Ber84, Zak89].

Phase de Zak et symétrie des bandes permises

Le concept de phase de Berry [Ber84] est à l’origine d’un fort engouement de la part des physiciens dans
les années 1980 que ce soit en physique classique [KS88, BS88], nucléaire[Tyc87] et moléculaire [DGW+86]. Le
principe étant que lors d’une évolution cyclique et adiabatique, un système peut accumuler une phase totale
non-nulle. En matière condensée, la zone de Brillouin offre un espace de paramètres cyclique où l’évolution du
vecteur d’onde k finit par se refermer sur elle-même en bord de zone [Zak89]. Prenons l’exemple d’un électron
dans un potentiel périodique V (x+a) =V (x) et soumis à un potentiel vecteur A(t ), son équation de Schrödinger
s’écrit

i∂tΨ=
[

1

2m

(
p −e A(t )

)2 +V (x)

]
. (1.21)

Dans l’approximation adiabatique et dans la base des fonctions d’onde de Bloch Ψn,t (x) = e i kx un,k(t )(x), on
ramène toute l’évolution à un vecteur d’onde dépendent du temps k(t ) = k +e A(t ). Ainsi, les solutions peuvent
s’écrire sous la forme [Zak89]

Ψ(x, t ) = expiγn (t )−i
∫ t

0 E(k(t ′))d t ′Ψn,t γn = 2π

a

∫ π/a

−π/a
dk

∫ a

0
d x u∗

n,k (x)i∂k un,k (x). (1.22)

Cette phase de Berry γn , que l’on appelle aussi phase de Zak, se présente pour un système qui n’est pas cyclique
H (t +T ) 6= H (t ) mais cependant lorsque A(t ) croit de 2π/a le vecteur d’onde k fait le tour de la zone de Brillouin
et le mouvement est périodique à un changement de jauge près un,k+2π/a(x) = e−i 2πx/aun,k (x). La phase de Zak
permet ainsi de généraliser le concept de phase de Berry. De plus, elle est invariante par changement de jauge
modulo 2π, e iγn est donc une observable qui permet de décrire une bande permise. Il est utile d’utiliser la base
orthonormée des fonctions de Wannier (1.4) et réécrire γn sous la forme

γn = 2π

a

∫ ∞

−∞
x|an(x)|2d x. (1.23)
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Comme nous l’avons introduit à la Section 1.1.1, pour un système invariant par inversion la fonction de Wannier
a(s,l )

n (x) d’une bande est paire ou impaire (l =±) par rapport à l’un des centres de symétrie (s = 0 ou s = a/2). Si
s = 0 alors an(−x) =±an(x) et donc γn = 0. Si s = a/2 alors an(a −x) =±an(x) et donc γn =π. De cette manière
le calcul de la phase de Zak d’une bande indique son centre d’inversion : (i) s = 0 si γn = 0 et (ii) s = a/2 si γn =π
et ceci permet aussi de caractériser l’existence des états de surface.

Existence des états de surface et symétrie de la surface

On considère un cristal dont la surface est en xν tel que le vide est situé en x < xν et est décrit par le
potentiel constant V (x) =V0. On illustre ce potentiel par la Figure 1.6(a) où l’on dessine aussi la fonction d’onde
à l’intérieur et à l’extérieur du cristal. En particulier, comme la composante de la fonction d’onde à l’extérieur
du cristal croit exponentiellement, la condition de continuité en x = xν impose à la composante à l’intérieur du
cristal de croître exponentiellement en ce point. La fonction d’ondeΨk (x) dans le cristal vérifie donc

ρ(k, xν) =Ψ′
k (xν)/Ψk (xν) > 0. (1.24)

La condition nécessaire pour l’existence des états de surface est donc la positivité de ρ(k, xν), ce qui nous permet
de caractériser les bandes interdites. On se place dans le cas d’un système invariant par inversion et dont les
bords de bande sont en k = 0 et π/a [Zak84, Zak85, Zak89] [voir Figure 1.6(b)]. Comme les bords de bandes
sont à l’origine des états de surface [Kra35, Koh59], ceux-ci ont k = iβ ou k = π/a + iβ avec β > 0 pour que
l’onde de Bloch soit exponentiellement décroissante dans le cristal. Dans le cas où les centre de la symétrie
d’inversion sont xν = 0 ou −a/2, on peut relier la valeur de ρ(k, xν) d’une bande interdite à l’autre [Zak84, Zak85]
en utilisant la règle du tableau de la Figure 1.6(c). Comme, en général, la plus basse bande interdite n’a pas de
comportement oscillatoire, on a ρ(iβ, xν) < 0 et absence d’état de surface. Il est aussi intéressant de remarquer
que pour une terminaison dans l’autre sens, où le vide est situé en x > xν, le signe de ρ(k, xν) est opposé et
ρ(k, xν) =−ρ(k∗, xν).

On peut ainsi analyser le modèle de Shockley de la section 1.1.3 où la terminaison est en xν =−a/2. Dans
la limite de couplage faible [|η| < 1 à l’équation (1.20)], la symétrie des bandes de conduction et de valence en
terme du centre de symétrie d’inversion s = 0 ou −a/2 et de la parité l = ±1 (1.4) est (s, l ) = (0,+) et (0,−) tel
qu’illustré sur la Figure 1.6(b). Comme pour la plus basse bande interdite ρ0(iβ,0) < 0 on en déduit que pour
les deux autres bandes interdites ρ1(π+ iβ,0) < 0 et ρ2(iβ,0) < 0 : la condition (1.24) n’est pas vérifiée, il n’y a
aucun état de surface. Cependant pour un couplage plus fort, les bandes finissent par se croiser Fig.1.4(c) et
les deux bandes sont alors de symétries (q, l ) = (a/2,+) et (a/2,−) tel qu’illustré sur la Figure 1.6(b). Comme
pour la plus basse bande interdite ρ0(iβ,0) < 0, alors pour les deux autres bandes interdites ρ1(π+ iβ,0) > 0
et ρ2(iβ,0) < 0 : un état de surface existe au sein de la bande interdite commune aux deux bandes permises.
Ce résultat est bien sûr inversé dans le cas où xν = −a/2. Dans le cas du modèle de Tamm, le raisonnement
précédent est court-circuité par la présence d’un potentiel de Dirac à l’interface [voir Fig. 1.2(b)] qui modifie la
condition de passage pourΨ′

k (x) ce qui force l’apparition d’un état.

FIGURE 1.6 – Symétrie du site terminal. (a) Illustration des positions xν de la surface et de la continuité de la
fonction d’onde. (b) Bandes permises et caractérisation de leurs indices (q, l ) sous la symétrie d’inversion. (c)
Tableau des changement de signe de ρ(k, xν) lorsque l’on passe d’un bord de bande à un autre d’une bande
permise de symétrie (q, l ) . Les figures (b) et (c) sont extraites de [Zak84, Zak85].
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Le raisonnement de Zak ramène ainsi les états de Shockley à la caractérisation du centre de symétrie
q = 0 ou −a/2 des bandes, équivalent à une phase de Zak nulle ou égale à π, et à la position de l’interface sur
une de ces deux positions xν = 0 ou −a/2. Ce raisonnement peut être généralisé au cas d’une jonction entre
deux cristaux semblables mais dont la valeur des paramètres a changé et où le critère de Zak (1.24) se réécrit
ρ1(k + iβ, xν)/ρ2(k − iβ, xν) > 0 afin de prendre en compte le caractère oscillant des fonctions d’ondes [voir
Figure 1.6(a)]. Si on pousse le raisonnement, il apparaît qu’un état de surface existe s’il y a des bandes dont le
centre de symétrie change d’un matériau à l’autre. Bien sûr, ce raisonnement nécessite xν en un centre de la
symétrie ponctuelle mais, en pratique, l’interface entre les deux matériaux peut se relaxer et donner lieu à une
interface graduelle où le point xν n’a plus d’importance et où une autre symétrie, la symétrie chirale, permet de
discuter l’existence des états de surface.

1.2.2 Cas de l’interface graduelle : états de surface topologique

L’interface entre deux cristaux perturbe le potentiel cristallin. Le modèle de la chaîne de polyacétylène
introduite à la section 1.1.3 en est un bon exemple [SSH79, SSH80]. Si on développe le modèle de liaisons fortes
des électrons autour d’une position d’équilibre où la chaîne n’est pas dimérisée, β′ =β, alors on obtient pour le
Hamiltonien du cristal

Ĥ =−∑
n

[t −α(un+1 −un)]c†
n+1cn +h.c.+ K

2

∑
n

(un+1 −un)2 + M

2

∑
n

u̇2
n , (1.25)

où ĉ†
n et ĉn créé ou détruit un électron π au n-ème site et un décrit le déplacement des centres attracteurs du

cristal. Dans la limite de la chaîne dimérisée, le déplacement un est alterné tel que un = (−1)nu ou un =−(−1)nu
forment deux états fondamentaux dégénérés [SSH80]. Les valeurs ±u du paramètre d’ordre ψn ≡ (−1)nun

décrivent ces deux états fondamentaux. Dans le cas d’une jonction entre deux chaînes où dans l’une ψn =−u et
dans l’autre ψn = u, Su, Shrieffer et Heeger [SSH79, SSH80] ont montré qu’à l’interface entre les deux il existe
un état électronique dont la longueur de localisation est ξ≡ vF /∆≈ 10a où vF = 2at est la vitesse de Fermi et
∆= 4αu est le gap électronique [voir Figure 1.7]. Ce qui est notable est que l’extension ` du mur de domaine ψn

est aussi de l’ordre de ξ, la raison étant qu’en théorie de champ moyen [TLLM80] on a ψn =−16α3a〈c†
nσ̂x cn〉/κ

ce qui est proportionnel à la densité d’états locale. Ainsi, lorsque deux matériaux sont mis en contact, des
changements peuvent se faire sur une échelle bien plus large que la cellule unité. Ce que l’on appelait jusque
maintenant la surface a une extension que l’on appelle l’interface et peut contenir des modes localisés que l’on
continuera d’appeler des états de surface.

FIGURE 1.7 – Modèle de la chaîne de polyacétylène. A l’interface entre les deux états fondamentaux ψ=±u, la
chaîne se déforme et la double liaison se délocalise. On illustre aussi le spectre électronique pour chaque partie
de la chaîne.

L’équation de Schrödinger qui correspond à une telle interface n’est pas périodique et s’écrit{[
p2/2m +V (r)

]+U (r)
}
Ψ(r) = EΨ(r) (1.26)
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où V (r) est le potentiel cristallin et U (r) est une fonction lentement variable. Résoudre cette équation par
une série de conditions aux bords le long du gradient de U (r) est difficile [Har61, Fis10] et s’avère similaire à
l’approximation de la fonction enveloppe [BD66, KL54, Ros11]. Cette théorie propose de réécrire la solution
comme une superposition d’ondes de Bloch Ψ(r) = ∑

α

∫
BZ dk3 Fα,kψα,k(r). L’équation de Schrödinger (1.26)

s’écrit alors en terme de l’Hamiltonien de Bloch H(k)

∑
α′

[
Hαα′(k)Fα′,k +

∫
BZ

dk
′3 ∑

G
Bα,k,α′,k′(G)Uα,α′(k′−k−G)Fα′,k′

]
= EFα,k (1.27)

où l’on a utilisé la périodicité de uα,k(r), Bα,k,α′,k′(G) = ∫
d 3r e i (G+k−k′)·rψ†

α,k(r)ψα′,k′(r) et Uα,α′(k′ −k−G) =∫
d 3re i (k′−k−G)·rUα,α′(r). Pour un potentiel U (r) lentement variable, on peut considérer G = 0 et Bα,k,α′,k′(0) ≈

δα,α′ . Ainsi, l’équation de Schrödinger devient

∑
α′

Hαα′(k)Fα′,k +
∫

BZ
dk

′3 Uαα(k′−k)Fα,k′ = EFα,k (1.28)

dont la transformée de Fourier inverse donne
∑
α′ Hαα′(−i∇r)Fα′(r)+Uα(r)Fα(r) = EFα(r). Ainsi l’effet d’un

potentiel suffisamment lent peut être traité en remplaçant les vecteurs d’ondes par l’opérateur dérivée spatiale
pour une équation appliquée à F (r), l’onde enveloppe. Il faut garder à l’esprit que la solution propre à l’équation
(1.26) est

Ψ(r) =∑
α

∫
BZ

dk3 Fα,ke i k·ruα,k(r) ≈∑
α

Fα(r)uα(r) (1.29)

C’est ce même raisonnement qui permet d’introduire un champ magnétique 2 par la substitution de Peierls
k →−i∇r +eA(r) où A(r) est le potentiel vecteur et le champ magnétique est B(r) =∇×A(r) [KL54].

Cette technique a été appliquée à la résolution des états de surface de la chaîne du polyacétylène [TLLM80].
Un autre calcul important, au vu des jonctions utilisées pour les matériaux topologiques, est le calcul des états
de surface à l’interface PbTe/SnTe [VP85] et HgTe/CdTe [PPV87, LR12] par Volkov et Pankratov. Ils considèrent le
modèle de basse énergie suivant[

0 i∆(z)+ vFσ ·k
−i∆(z)+ vFσ ·k 0

][
F−
F+

]
= E

[
F−
F+

]
, (1.30)

où σ = (σ̂x , σ̂y , σ̂z ) est le vecteur des matrices de Pauli. Dans le cas où ∆(z) = ∆0 le spectre est constitué de

deux bandes doublement dégénérées E± = ±
√
∆2

0 + v2
F k2 et est indépendant du signe de ∆0, à la manière

du paramètre d’ordre φn du modèle du polyacétylène [SSH79, SSH80]. Dans le cas d’un potentiel lentement
variable, par exemple à cause d’un gradient de dopage, tel que ∆(z) =∆0 tanh(z/`) relie les deux phases −∆0 et
+∆0, ils déterminent le spectre des états de surface de manière analogue à la chaîne de polyacétylène [TLLM80]
et en terme de k∥ = (kx ,ky ,0), le vecteur d’onde parallèle à l’interface. En particulier, les états de surface dont le
spectre est E± = vF |k∥| sont indépendants du profil de ∆(z), ils ne sont pas dégénérés et leurs solutions propres
s’écrivent toujours de la manière suivante

Ψ†
± = 1p

2

[
1 0 0 e−iθ

]
exp

[
− 1

vF

∫ z

0
∆(z)d z + i k∥ · r

]
, (1.31)

où tan(θ) = ky /kx . Ces états sont comme stables vis-à-vis des fluctuations du potentiel d’interface. L’origine de
cette stabilité est similaire à celle du niveau de Landau n = 0 des fermions de Dirac dans un champ magnétique
dont on doit l’explication à Aharonov et Casher [AC79, KHMA11, HKA15] par l’utilisation de la symétrie chirale
et qui fait part importante de ma thèse. Nous y reviendrons au Chapitre 2. De plus, comme le spectre de ces

2. Dans ce cas, l’approximation d’un potentiel lentement variable correspond à une longueur magnétique `B = pħ/eB =
25.7nm/

p
B [T] négligeable devant le pas du réseau a ∼ 1Å, soit B ¿ 5 104T ce qui est raisonnable. Cela compte aussi pour l’échelle des

non-uniformités du champ magnétique.
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états de surface, aussi appelés états de surface topologiques, est valable pour n’importe quel potentiel d’interface,
en particulier ∆(z) =∆0(Θ(−z)−Θ(z)) où Θ(z) est la fonction de Heaviside, on peut le calculer en appliquant
directement la continuité de la fonction d’onde [ZKM12].

Ces états de surface topologiques semblent avoir la même origine que les états de Shockley : l’inversion de
bandes que l’on a illustrée à la Figure 1.4(b). Les deux cas de figures sont néanmoins différents : (i ) dans le cas
du modèle de Shockley, l’existence des états de surface dépend fortement de la position xν de l’interface comme
l’a montré Zak [Zak84, Zak85] et, (i i ) dans le cas des états de surface topologiques, si le potentiel d’interface
est suffisamment doux – typiquement `≈ vF /∆À a – alors l’existence des états de surface est complètement
insensible aux détails de l’interface. Dans ce qui suit nous seront intéressés par ces états de surface topologiques
et leur lien avec un caractère que l’on doit à l’histoire de l’effet Hall quantique entier : l’invariant topologique.

1.3 Matériaux topologiques

La découverte expérimentale de l’effet Hall quantique entier [KDP80] a permis de mettre en avant l’impor-
tance des états de surface en physique de la matière condensée. Cette expérience est réalisée pour un champ
magnétique suffisamment intense pour que le système soit dans un état isolant, i.e. l’énergie de Fermi est dans
une bande interdite. Alors qu’on ne s’attend à aucune propriété de transport, l’expérience montre qu’il y a tout
de même une contribution : celle des états de surface. L’existence de ces états est ainsi reliée à l’effet Hall et on
s’attend à les observer même en l’absence d’un champ magnétique, s’il existe un effet Hall intrinsèque et que
l’on caractérise à l’aide des invariants topologiques.

1.3.1 Rappel : l’effet Hall quantique entier

Une discussion approfondie de l’effet Hall peut être trouvée dans la thèse de Nicolas Thiébaut [Thi15] dont je
donne ici un bref aperçu.

L’effet Hall, tel que découvert par E.H. Hall [Hal79], met en évidence la dérive des électrons en présence d’un
champ magnétique B et d’un champ électrique E . Le champ magnétique donne aux électrons un mouvement
cyclotron de pulsation ωc = eB/m qui, en présence du champ électrique, dérive avec la vitesse vD ≡ E ×B/B 2. Si
on associe cette vitesse de dérive à un courant I transverse au champ magnétique dont la densité de courant
est j =−envD , où e est la charge élémentaire et n la densité de porteurs de charge, alors tout se passe comme
en présence d’un champ électrique transverse au champ magnétique et au courant et auquel on associe la
différence de potentiel VH . La résistance de Hall RH =VH /I est ainsi

RH = Ex / jy = B/en (1.32)

et fût mesurée par E.H Hall en 1879 [Hal79]. Ce raisonnement est valable (i) dans la limite d’un échantillon
bi-dimensionnel afin de de négliger le mouvement des électrons le long du champ magnétique et, (ii) dans la
limite où les effets quantiques sont négligeables. La quantification des orbites cyclotrons en niveaux de Landau,
dont la dégénérescence est NB =Φ/Φ0 oùΦ est le flux total de champ magnétique etΦ0 = h/e est le quantum
de flux [AC79], doit être prise en compte lorsque le nombre de porteurs de charges N est comparable à NB

(limite quantique, densité) : N /NB = nφ0/B . 1, (1.33)

et pour de faibles températures (kB T ¿ħωc ) soit T . 10K. L’expérience de Hall [Hal79] a été réalisée à tem-
pérature ambiante et sur une feuille d’or dont la densité volumique est ρAu = 5.9×1028 m−3, soit une densité
surfacique nAu = (ρAu)2/3 = 1.5 1019 m−2, d’où l’absence d’effets quantiques. L’utilisation d’un semiconducteur
bidimensionnel n ∼ 1015 m−2, un champ magnétique intense B ∼ 15 T et une très basse température T ∼ 1.5 K a
ainsi permis à K. von Klitzing d’observer les effets quantiques de la résistance de Hall en 1980 [KDP80]. Il observe
que l’évolution de la conductivité de Hall se fait par paliers centrés autour de valeurs du champ magnétique qui
correspondent à des facteurs de remplissage des niveaux de Landau ν= N /NB entiers [voir Figure 1.8]. De plus
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FIGURE 1.8 – Illustrations de l’effet Hall quantique entier. (a) Orbites cyclotrons et états chiraux aux bords de
l’échantillon où le potentiel de confinement V (x) change. (b) Paliers de la résistance de Hall.

les paliers évoluent comme l’inverse de ces entiers

RH = B/en = h/νe2. (1.34)

C’est ce que l’on appelle l’effet Hall quantique entier. Il existe deux approches théoriques à l’expression de la
conductivité de Hall :

− Soit le système est pris de taille finie [Lau81, Hal82, B8̈8] et la conductivité de Hall est associée aux états de
surface. Par exemple, la théorie de Büttiker [B8̈8] considère un champ magnétique en jauge de Landau tel que

Ĥ = [
p2

x + (py +eB x)2]/2m +V (x), (1.35)

où le potentiel V (x) décrit le désordre, le confinement des électrons dans l’échantillon et un champ électrique.
Les orbites cyclotron sont centrées autour de 〈x〉 = py`

2
B /ħ ∈ [0,Lx ] où Lx est la taille de l’échantillon dans la

direction x. La vitesse de groupe des électrons d’un niveau de Landau n s’écrit vn,y = ∂py En,py =ħ∂〈x〉En,py /`2
B

et, dans l’approximation d’un potentiel V (x) lentement variable par rapport à la longueur magnétique `B ,
l’énergie du niveau de Landau est En,py = ħω(n +1/2)+V (〈x〉). Par conséquent, la vitesse moyenne d’un
niveau de Landau rempli est

vn,y =
Ly

h

∫ ħLx /`2
B

0
∂py En,py d py =

Ly

h
[E(x = Lx )−E(x = 0)] . (1.36)

La contribution de toutes les vitesses se compense en volume à part pour les états de surface et dont la
différence d’énergie n’est rien d’autre que la tension de Hall. Ainsi pour un niveau de Landau complètement
rempli on a Iy =−evn,y /Ly = e2VH /h alors que les quelques électrons peuplant un niveau peu rempli sont
localisés par les impuretés du volume et ne contribuent pas au transport. La contribution de ν niveaux de
Landau remplis se somme et donne lieu à la résistance de Hall (1.34). De plus, dans le cas où la contribution
principale au potentiel V (x) est celle du potentiel de confinement, constant dans le volume et qui change
essentiellement en surface, tel qu’illustré à la Figure 1.8, alors la vitesse de groupe des états de volume est
nulle et la vitesse de groupe des états de surface est vy =ħ∂〈x〉V (〈x〉)/`2

B dirigée dans une direction privilégiée
pour une surface et pour une autre. On parle alors d’état de surface chiral que l’on représente à la Figure 1.8.

− Dans le cas d’un système infiniment grand, la conductivité de Hall σx y = 1/RH peut être calculée par la
théorie de la réponse linéaire [Str82b, Str82a, TKNdN82, Koh85]. Son expression peut se réécrire comme le
flux de la courbure de Berry [Ber84, Cay13] des états occupés à travers la première zone de Brillouin [Koh85]

σx y = e2

h
1

2πi

∫
BZ d 2k

[
∇× Â(kx ,ky )

]
z où Â(kx ,ky ) ≡ 〈uk|∇k|uk〉. (1.37)

Le facteur en face de e2/h s’avère relié à au premier nombre de Chern C1 =σx y
/

(e2/h) [Koh85, Cay13], un
nombre entier utilisé pour caractériser le monopole magnétique de Dirac et en lien avec la topologie des
fibrés vectoriels [Dir31, Zak64].

Pour ces raisons, la caractérisation des bandes de volume par un invariant topologique est associée à l’existence
d’états de surface chiraux. Cette situation a été initialement introduite aux électrons dans un champ magnétique
et généralisée, à l’aide de l’équation (1.37), à des systèmes sans champ magnétique : les phases topologiques.
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1.3.2 Effet Hall quantique anormal, phases topologiques bidimensionnelles

Les systèmes hors équilibre montrent un certain nombre de relations de réciprocité universelles. Par exemple,
l’effet Peltier – qui correspond aux changements de température aux jonctions entre différents métaux d’un
même circuit traversé par un courant électrique – et l’effet Seebeck – qui décrit l’apparition d’une force élec-
tromotrice si une différence de température est maintenue en deux points d’un circuit – s’avèrent reliés par
la relation de Kelvin [Tho57]. Les symétries globales et la thermodynamique ne permettent pas de mettre en
évidence ces relations car leur origine vient de la symétrie des équations qui régissent le mouvement individuel
des particules par renversement du temps, soit t → −t [Boh11, Ons31a, Ons31b, Cas45]. Comme le champ
magnétique change de signe sous le renversement du temps (t ,B) → (−t ,−B), on obtient pour la conductivité
de Hall [Mei41, Cas45, CG41]

(renversement du temps) : σx y (B) =σy x (−B). (1.38)

Dans le cas où l’énergie de Fermi est dans une bande interdite [Str82b, Str82a, TKNdN82, Koh85], l’équation
(1.37) permet aussi d’écrire

(EF dans une bande interdite) : σx y (B) =−σy x (B). (1.39)

Cette relation n’est pas valable dans le cas où l’énergie de Fermi est dans une bande permise, à cause de
la contribution des états de volume au transport [Str82b, Str82a]. Des relations (1.38) et (1.39), on en déduit
que σx y (B) = −σx y (−B) et la conductivité de Hall dans le gap d’un isolant est nulle en l’absence de champ
magnétique. Une conductivité de Hall non-nulle en l’absence de champ magnétique nécessite donc de lever
la symétrie par renversement du temps (1.38). On peut réaliser une telle situation pour les électrons de Dirac
massifs [AC79, Jac84, Hal88] dont le Hamiltonien en présence d’un champ magnétique B = Bez =∇×A est

Ĥ =
[

∆ vx (kx +e Ax )− i vy (ky +e Ay )
vx (kx +e Ax )+ i vy (ky +e Ay ) −∆

]
. (1.40)

En l’absence de champ magnétique le spectre de cet Hamiltonien est E±(k) =±
(
∆2 + v2

x k2
x + v2

y k2
y

)1/2
, similaire

à celui obtenu pour l’équation (1.30) et présente aussi des états de surface topologiques pour une inversion
∆→−∆ le long des x croissants et dont la dispersion est Esurf. =−sgn(vx vy∆)|vy |ky [Cay13]. La présence d’un
champ magnétique quantifie le spectre en niveaux de Landau [AC79, Jac84, Hal88]

En≥1,± =±(
∆2 +2n|vx vy |/`2

B

)1/2
, En=0 =−sgn(B)sgn(vx vy∆)|∆|. (1.41)

Ce spectre est schématisé sur la Figure 1.9(a) et a la particularité d’avoir un mode, le mode zéro (n = 0), dont
l’énergie dépend du signe de s = sgn(vx vy∆) et du signe de B . Si on place le niveau de Fermi dans le gap, comme
les situations sB > 0 et sB < 0 ne diffèrent que par le peuplement d’un niveau de Landau dont la contribution à
la conductivité de Hall est σ0,x y = e2/h (1.34), on trouve

σx y (s,B)−σx y (s,−B) = sgn(vx vy∆B)e2/h. (1.42)

De plus, la symétrie (s,B) → (−s,−B) permet d’écrire une symétrie similaire à celle du renversement du temps
(1.38)

[
σx y (s)+σx y (−s)

]
(B) = [

σx y (s)+σx y (−s)
]

(−B) qui avec l’antisymétrie (1.39) pour EF dans une bande
interdite donne

σx y (s,B)+σx y (−s,B) = 0. (1.43)

On en déduit donc que pour un électron massif relativiste

σx y = sgn(B vx vy∆)e2/2h. (1.44)
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FIGURE 1.9 – Phase topologiques. (a) Niveaux de Landau d’un électron de Dirac massif en deux dimensions,
pour différentes chiralités. (b) Modèle du graphène (M = t2 = 0), le modèle de Haldane est obtenu pour M , t2 6= 0.
(c) Phases de la conductivité de Hall anormale du modèle de Haldane. Les traits représentent l’ensemble des
valeurs prises par M pour un empilement de feuillets de graphène (1.59) ; SMW/D = semi-métal de Weyl/Dirac,
IN = Isolant normal.

La conductivité de Hall d’un électron de Dirac est donc non-nulle pour un champ magnétique infinitésimale,
rôle qui sera tenu en pratique par la présence d’une aimantation rémanente [CZF+13, GFS+17a]. De plus, par
analogie avec l’équation (1.37), on peut introduire un pseudo-nombre de Chern C̃1 = sgn(B vx vy∆)/2 et dont la
dispersion des états de surface topologiques dépend. Ce pseudo-nombre de Chern C̃1 est un demi-entier car,
contrairement au nombre de Chern C1, les vecteurs d’ondes du modèle que l’on a décrit à l’équation (1.40) n’est
pas défini sur un support compact [Koh85].

Le comportement à basse énergie des électrons du graphène est similaire à celui de l’équation de Dirac
bidimensionnelle sans masse, où la vitesse de Fermi vF = vx = vy ≈ c/300. Il existe de nombreuses revues
de littérature au sujet du graphène [Dut14, Cay13] dont le réseau, illustré à la Figure 1.9(b), est triangulaire
bipartite. La décomposition des deux sous-réseaux A/B sur la base des ondes de Bloch, par exemple sous la
forme [Dut14, BM09],

ΨA(R) = 1p
N

∑
k

e−i k·RcA(k), ΨB (R) = 1p
N

∑
k

e−i k·RcB (k), (1.45)

permet de diagonaliser le Hamiltonien par bloc, de sorte que H0 =∑
k c†

α(k)Hαβcβ(k). En l’absence de sauts entre
seconds plus proches voisins, le bloc s’écrit Ĥ(k) = h(k) · σ̂ = h1(k)σ̂1 +h2(k)σ̂2 où σi∈{0,1,2,3} sont les matrices
de Pauli. Le spectre correspondant est

E(k) =±|h(k)| = ±
√

h2
1(k)+h2

2(k) (1.46)

avec une bande de valence (−) et une bande de conduction (+). Il s’avère que ces bandes se touchent, i.e.
h(k) = 0, en deux points, appelés K et K′, de la zone de Brillouin. Le spectre du Hamiltonien de basse énergie est
E±(q) =±vF |q| et est représenté par deux équations de Dirac sans masse

H0 = vF
∑
q
Ψ†

q


0 qx − i qy 0 0

qx + i qy 0 0 0
0 0 0 −qx − i qy

0 0 −qx + i qy

Ψq (1.47)

oùΨ†
q =

[
c†

A,K+qc†
B ,K+qc†

A,−K+qc†
B ,−K+q

]
. Les symétries par inversion I et par renversement du temps T [Cay13,

Dut14] du graphène protègent ce modèle de l’ouverture d’un gap. En effet, si on développe le Hamiltonien sous
la forme Ĥ(k) = h1(k)σ̂1 +h2(k)σ̂2 +h3(k)σ̂3, elles imposent aux composantes h(k) les relations suivantes

{
P : (σ1,σ2,σ3) → (σ1,−σ2,−σ3)
T : (σ1,σ2,σ3) → (σ1,−σ2,σ3)

=⇒


h1(k) = h1(−k),
h2(k) =−h2(−k),
h3(k) =−h3(−k) = h3(−k).

(1.48)
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Une conductivité de Hall non-nulle en l’absence d’un champ magnétique, aussi appelée conductivité de Hall
anormale, nécessite la présence d’un gap qui en présence de ces symétries est h3(k) = 0. La brisure de la symétrie
d’inversion tout en conservant la symétrie par renversement du temps donne h3(k) = h3(−k) et donc un terme
de masse identique en K et K′ = −K. Une façon de le réaliser est en imposant une différence de potentiel
chimique M2 entre les sites A et B du réseau, comme c’est le cas pour le nitrure de Bore hexagonal. Cependant,
cette situation ne donne aucune conductivité de Hall anormale car la symétrie par renversement du temps
est présente (1.38). Ce modèle sert souvent à décrire le vide où aucune conductivité de Hall anormale n’est
présente. Une autre manière de le constater est de calculer le signe de s = sgn(vx vy∆) en K et K′ en utilisant le
Hamiltonien (1.47) et sommer les deux contributions à l’effet Hall en se basant sur l’équation (1.44)

σ(TR)
x y = {

sgn[B vF h3(K)]− sgn[B vF h3(−K)]
}

e2/2h = 0 (1.49)

et donc le facteur remplissage est comme attendu ν= 0. Afin d’observer un effet Hall anormal, il est nécessaire
de lever la symétrie par renversement du temps et en particulier d’avoir un signe opposé de la masse sur les
deux vallées h3(K)/h3(K′) < 0. On obtient alors une conductivité de Hall anormale

σH
x y = sgn[B vF h3(K)]e2/h (1.50)

dont le facteur de remplissage est ν= sgn[vF h3(K)] =±1. Ce comportement est décrit dans le cas du graphène
par Haldane [Hal88] en introduisant des termes de sauts de second plus proches voisins déphasés, t2e±iφ,
comme par un champ magnétique, mais dont le flux magnétique par cellule unité est nul. On obtient ainsi un
diagramme de phase en terme de M2 etφ qui contrôlent la brisure des symétries d’inversion et par renversement
du temps [voir Figure 1.9(c)]. Les phases où ν=±1 sont appelées isolant de Chern, en raison de la relation (1.37).
Comme dans le cas de l’effet Hall quantique entier, la conductivité de Hall est soutenue par la présence d’états
de surface que l’on peut décrire en modélisant le vide autour du graphène dans une phase ν=±1 par une phase
ν= 0. Dans ce cas, comme nous l’avons vu lors de la discussion du modèle des électrons de Dirac massifs (1.40),
la dispersion des états de surface est donnée par

Esurf. =−sgn[vF h3(K)] |vF |ky . (1.51)

Les modes de surface sont chiraux ou antichiraux en fonction du signe de B , comme dans le cas de l’effet
Hall quantique entier. L’existence d’états de surface est bien sûr possible dans le graphène sans ouvrir de gap
[DUM11].

Le modèle de Haldane montre que l’obtention d’une conductivité de Hall anormale nécessite de lever la
symétrie par renversement du temps (1.38) qui, en présence du degré de liberté de spin sz =↑↓, devient

(symétrie par renversement du temps, spin) : σx y,↑(B) =σy x,↓(−B). (1.52)

Un isolant invariant par renversement du temps n’a donc aucune contribution à la conductivité de Hall. Cepen-
dant, ce n’est pas nécessairement le cas de la conductivité de Hall du courant polarisé en spin jS = j↑− j↓, ce que
l’on appelle l’effet Hall quantique de spin. Cette effet est illustré par le modèle de Kane et Mele [KM05a] où les
spins ↑↓ correspondent à deux copies du modèle de Haldane avec chacun une phase φ opposée. Leurs facteurs
de remplissage sont ν↑ = −ν↓ = sgn

[
B vF h↑,3(K)

]
d’où une conductivité de Hall de spin σs

x y = σx y,↑−σx y,↓ =
sgn

[
B vF h↑,3(K)

]
2e2/h, dont la mesure en transport n’est pas possible car nécessite de différencier les spins. Ce

modèle est invariant par rotation du spin par Ŝz qui est donc une quantité conservée. Cependant on déduit
de l’équation de conservation de la densité de spin que l’effet Hall quantique de spin est accompagné d’une
accumulation de spin sur deux faces opposées suivant [KM05b]

e
d〈Ŝz〉

d t
=σs

x y Ey . (1.53)

Comme dans le cas de l’effet Hall quantique, cet effet est associé à la présence d’états de surface chiraux mais tel
que chacun est accompagné par un état anti-chiral de spin opposé. Le transport par ces états est protégé de la
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rétrodiffusion en l’absence d’impuretés qui brisent la symétrie par renversement du temps. Le travail de Kane et
Mele [KM05a, KM05b] est d’autant plus fondamental qu’il montre que l’invariance par rotation du spin par Ŝz

n’est pas nécessaire pour l’existence de ces états de surface, qui subsistent pour toute perturbation invariante par
renversement du temps, tout comme σs

x y mais qui n’est plus nécessairement quantifié [KM05b]. Ils montrent
que la symétrie par renversement du temps impose des symétries sur les fonctions d’ondes de Bloch [KM05b] et
permet de classifier les systèmes avec et sans effet Hall quantique de spin, on parle de classification Z2.

1.3.3 Les phases topologiques tridimensionnelles

Isolants topologiques. On peut chercher à généraliser l’argument de l’effet Hall anormal à trois dimensions
en considérant cette fois des électrons relativistes massifs. Le raisonnement de Dirac [Dir28, Zee10] montre
que ces électrons sont alors décrits par quatre équations différentielles du premier ordre couplées, similaires
au modèle utilisé par Volkov et Pankratov [VP85, PPV87, LR12] et que nous avons abordé à l’équation (1.30). Le
Hamiltonien après introduction d’un champ magnétique B = Bez =∇×A est

Ĥ =
[

vx (kx +e Ax ) σ̂x + vy
(
ky +e Ay

)
σ̂y + vz kzσ̂z ∆1̂

∆1̂ −vx (kx +e Ax ) σ̂x − vy
(
ky +e Ay

)
σ̂y − vz kzσ̂z

]
(1.54)

et dont on calcul le spectre suivant [Goe09]

En≥0,± =±(
∆2 + v2

z k2
z +2n|vx vy |/`2

B

)1/2
. (1.55)

Sa seule particularité est la dégénérescence double des niveaux n ≥ 1 et simple du niveau n = 0. Par contre,
contrairement à (1.41), le spectre ne change ni avec le signe de B ni avec le signe des paramètres. La conductivité
de Hall anormale des états de volume pour une énergie de Fermi dans le gap est donc

σ(TI,vol.)
x y = 0, (1.56)

ce qui correspond à un facteur de remplissage ν= 0. Cependant, comme nous en avons déjà discuté à la Section
1.2.2, l’inversion de bande à la surface de ces matériaux donne lieu à des états de surface topologiques. Ces
derniers sont des électrons de Dirac sans masse bidimensionnels (1.31) dont la contribution a l’effet Hall est
[FK07a]

σ(TI,surf.)
x y = [

ν+ sgn(µ)/2
]

e2/h (1.57)

où ν est le facteur de remplissage de niveaux de Landau n ≥ 1 et le potentiel chimique µ remplace l’échelle
vx vy∆ dans le raisonnement de la Section 1.3.2. L’énergie de Fermi étant toujours fixée dans le gap de l’isolant
de volume. La contribution totale à la conductivité de Hall pour une énergie de Fermi dans le gap de l’isolant est
donc donnée par l’expression (1.69) et présente plusieurs paliers, à la manière de l’effet Hall quantique entier
(1.34) mais au sein d’une même bande interdite de volume. De plus, dans le cadre des systèmes invariant par
renversement du temps, la classification Z2 s’étend aux isolants topologiques [FK07b]. On peut associer un
indice Z2 au modèle de basse énergie (1.30) au point Γ [ZKM12, Vol09] qui distingue deux catégories d’isolants

δ=−sgn(vx vy vz∆). (1.58)

Semi-métaux de Weyl Une autre manière d’obtenir une phase topologique est d’utiliser le modèle de Haldane
du graphène [Hal88] comme une bric de base pour construire un modèle à trois dimensions 3. Si on empile des
feuillets de graphène selon z et qu’on les couple par un terme de saut de plus proche voisin alterné, tel que
tz,A A =−tz,BB , le Hamiltonien est inchangé sauf

h(3D)
3 (k) = h(2D)

3 (k)+2tz cos(kz a), (1.59)

3. Cette procédure permet d’obtenir d’autres phases topologiques, telles que les semi-métaux en ligne de point nodaux, par rotation
[LM17].
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FIGURE 1.10 – Semi-métaux de Weyl. (a) Spectre des états de volume. Le Hamiltonien aux points de croisement
s’apparente à celui de particules ultra-relativistes (1.60). (b) Spectre des états de surface (en orange). Ceux-ci
ne sont définis que pour les impulsions qui contribuent à la conductivité de Hall anormale soit entre les deux
cônes de Weyl (en transparence).

ce qui revient à réécrire M → M ′(kz ) = M + 2tz cos(kz a) comme une fonction de l’impulsion kz . Si tz <
M/t2 sin(φ), on retrouve le comportement le comportement du modèle de Haldane. Cependant, si tz > M/t2 sin(φ)
alors la conductivité de Hall anormale σx y prend des valeurs non-nulles sur une gamme restreinte d’impulsions
kz . On l’illustre à la Figure 1.9(c) par un trait plein qui correspond aux différentes valeurs prises par M(kz ).
Le passage d’une phase à l’autre se fait en kz =±∆k/2 où seul le gap en K (ou K′) se referme et le spectre est

E± =±
√

v2
x q2

x + v2
y q2

y + v2
z q2

z [voir Figure 1.10(a)]. Le modèle de basse énergie pour les deux points de croisement
est

H (WSM) =∑
q
Ψ†

q


vz qz vx qx − i vy qy 0 0

vx qx + i vy qy −vz qz 0 0
0 0 −vz qz vx qx − i vy qy

0 0 vx qx + i vy qy vz qz

Ψq (1.60)

où l’on considère que le gap en K′ est suffisamment grand pour être négligé. Ce Hamiltonien est caractéristique
des semi-métaux de Weyl par référence à l’équation de Weyl pour les particules ultra-relativistes à trois dimen-
sions [Zee10]. On observe que la parité, sgn(vx vy vz ), est opposée en chaque point de croisement. Un électron
de Weyl en présence d’un champ magnétique uniforme B = Bez montre les mêmes particularités que pour un
électron massif sur un plan. Il suffit de remplacer ∆ par vz kz dans l’équation (1.41) et le spectre de niveaux de
Landau est

En≥1,±(qz ) =±(
v2

z q2
z +n|vx vy |/`2

B

)1/2
, En=0(qz ) =−sgn(B)sgn(vx vy vz )|vz |qz . (1.61)

La conductivité de Hall est la somme des contribution de tous les kz où ν = ±1. Si on reprend les notations
précédentes, on trouve ainsi

σ(WSM)
x y = sgn(vx vy vz B)∆ke2/2πh. (1.62)

Cette relation nécessite plusieurs remarques. Elle est valable si l’énergie de Fermi est dans le gap, EF = 0, et si
on néglige les problèmes de remplissage des niveaux de Landau au niveaux des cônes car la dimension de la
conductivité est modifié par la taille Lz selon z, prise comme étant grande. La conductivité de Hall anormale est
accompagnée d’états de surface pour les impulsions kz concernées. La relation de dispersion de ces états de
surface topologiques est [OM14]

−∆k/2 < kz <∆k/2 : E (WSM)
surf. (ky ,kz ) =−sgn(vx vy vz )|vy |ky . (1.63)

La surface de Fermi au potentiel chimique µ des états de surface est décrite par un arc qui s’étend sur kz ∈
[−∆k/2,∆k/2] avec ky =−sgn(vx vy vz )µ/|vy | [voir Figure 1.10(b)]. Ces états de surface topologiques sont souvent
appelés arcs de Fermi par référence à leur surface de Fermi. L’ensemble de ces aspects montre que les semi-
métaux de Weyl sont l’extension à trois-dimensions des isolants de Chern. On distingue les semi-métaux de Weyl
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des semi-métaux de Dirac où une paire de cônes est accompagnée par son symétrique de parité opposée à kz

fixé. Par exemple, sur la Figure 1.9, pour φ= 0 le changement de phase à M = 0 s’accompagne d’une fermeture
simultanée des gaps en K et K′. Il n’y a pas de conductivité de Hall anormale, c’est un semi-métal de Dirac. Par
analogie, les semi-métaux de Dirac s’apparentent aux isolants à effet Hall de spin où le degré de liberté de spin
est ici joué par les vallées K et K′.

L’équation (1.61) montre que la vitesse de groupe vz = ∂qz En,±(qz ) de chaque niveau de Landau n ≥ 1 se
compense, par symétrie qz →−qz , mais pas pour le niveau n = 0. Ainsi Vilenkin [Vil80] constate que pour un
potentiel chimique µ, en prenant en compte la dégénérescence NB =Φ/Φ0, le courant moyen d’une particule
de Weyl n’est pas nul

〈 jz〉 = sgn(vx vy vz )
|vz |e2B

h

∫ ∞

−∞
d qz fD (|vz |qz −µ). (1.64)

On considère la présence d’un second électron de Weyl de chiralité opposée – comme c’est le cas pour le modèle
(1.60) – mais dont le spectre est décalé en énergie et de potentiel chimique −µ. Le courant moyen à température
nulle pour ces deux cônes séparés en énergie de ∆µ= 2µ est ainsi [Vil80]

〈j〉 = sgn(vx vy vz )
|vz |e2

h
B

∫ ∞

−∞
d qz

[
fD (|vz |qz −µ)− fD (|vz |qz +µ)

]= sgn(vx vy vz )
∆µe2

h
B. (1.65)

Cette relation indique qu’un courant permanent peut apparaître à l’état fondamental sous l’effet du champ
magnétique, c’est l’effet chiral magnétique. Lors de sa dérivation, Vilenkin [Vil80] fait aussi remarquer que le
raisonnement n’est valable que pour un champ magnétique statique uniforme et en injectant le courant (1.65)
dans l’équation d’Ampère il observe une instabilité du champ magnétique(∇2 +λ−2)B = 0 (1.66)

dont l’échelle spatiale est λ = c/(2α∆µ) où α est la constant de structure fine et c la célérité de la lumière.
L’effet chiral magnétique (1.65) est donc valable pour de faibles valeurs de ∆µ où le champ magnétique est
suffisamment uniforme, cependant cette équation donne à B un comportement oscillatoire et le courant
macroscopique peut être nul [voir Annexe A.1]. Ce calcul en incite beaucoup d’autres tels que [Eli83, FKW08,
Kha14, KW09] mais les observations expérimentales manquent encore. Ce courant ne respecte pas la symétrie
de jauge et certains travaux théoriques sont négatifs quant à son existence à l’équilibre [Naz86, Bui14, BPV15,
Yam15, Zub16]. Par exemple, la réponse d’un courant statique uniforme à un champ magnétique tel que
〈j〉 = κ ·B implique nécessairement une aimantation M = 1

2µ0

∫
d 3x

[
x× j(x)

]
qui, pour un potentiel vecteur

A(x) = A uniforme, est en moyenne [Naz86]

〈M〉 = κT ·A/µ0. (1.67)

Ce n’est pas possible pour un système invariant de jauge tel qu’un semi-métal de Weyl mais peut l’être dans
le cas d’un supraconducteur où la définition de la jauge est importante. L’argument est retranscrit en annexe
A.2. Ainsi cet effet ne peut apparaître que si le système est hors équilibre ou en présence de non-uniformités du
champ magnétique, ce qui n’est pas sans rappeler les fondements de la loi de Lenz 4.

La réalisation de cet effet hors-équilibre, en générant la différence de potentiel chimique à l’aide d’un champ
électrique [NN83, SS13], a été traitée par des raisonnements semi-classiques et prévoit une magnétorésistance
négative. La conductivité correspondante a la forme [SS13]

σzz = e2

4π2ħc

vF

c

(eB)2v2
F

µ2 τ (1.68)

où τ est le temps caractéristique des collisions. La limite semi-classique n’étant valide que si le potentiel
chimique µ est assez grand (1.33).

4. Le barreau de Laplace se met en mouvement si le champ magnétique n’est pas uniforme sur le circuit ou s’il change dans le temps.
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1.3.4 Observations expérimentales

Les expériences les plus fréquentes pour la caractérisation d’une phase semi-métal de Weyl ou isolant
topologique sont les mesures ARPES (= Angle Resolved Photo-Emission Spectroscopy, en anglais) qui en général
donnent des informations précieuses sur les états de surface. Les mesures de magnétorésistance sont plus
difficiles à interpréter et une magnétorésistance négative n’est pas toujours indicative de la présence d’un
semi-métal de Weyl. La classification suivante est souvent réalisée :

− Isolants topologiques : Bi1−x Sbx [HQW+08], Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3 [ZLQ+09, HXQ+09], ZrTe5 [WMN+16,
ZWY+17] et HgTe (sur CdTe). La structure de bande de HgTe en volume est bien connue [HKS+64, WD69,
Sco69, GRGM73a] et est inversée [voir Figure 1.13(a)] mais présente une bande plate qui le rend métallique.
Une différence de paramètres de maille entre les réseaux de HgTe et CdTe permet de décaler cette bande
plate de 30 meV [BLN+11, DHQ+08] pour ouvrir un gap et observer les états de surface sans être dérangé par
les états de volume 5.

− Semi-métaux de Weyl : TaAs [XBA+15], NbAs [XAB+15], NbP [NGW+17], TaP[XWL+16], MoTe2 (type II) et
WTe2 (type II). Nous discuterons de la classification des semi-métaux de Weyl en type-I et type-II au Chapitre
2.

− Semi-métaux de Dirac : Na3Bi [LZZ+14, XKL+15] et Cd3As2 [AGJ+14, LJZ+14, NXS+14, BGE+14, LGA+15].
Nous verrons au Chapitre 3 que les propriétés optiques de l’arsenure de cadmium (Cd3As2) sont mieux
décrites en terme d’un semi-métal de Kane où une bande plate est présente.

Arcs de Fermi. Nous avons mentionné la présence d’arcs de Fermi en surface des semi-métaux de Weyl. Ces
derniers ont été identifiés par des mesures ARPES par de nombreux groupes expérimentaux [XAB+15, XWL+16,
XBA+15, JXH16]. Les résultats obtenus ressemblent à ceux de la Figure 1.11 et montrent de multiples arcs de
Fermi courbés, ce qui est attribué à la présence de multiples paires de fermions de Weyl de même chiralité (à
ne pas confondre avec un semi-métal de Dirac). Les descriptions théoriques des états de surface topologiques
décrivent plutôt un arc droit [OM14] tel que décrit à l’équation (1.63), mais nous verrons une explication à cette
courbure au Chapitre 4.

FIGURE 1.11 – Spectroscopie ARPES des états de surface du semi-métal de Weyl TaAs, figures tirées de [XBA+15].
(a) Structure cristallographique commune aux composés de la famille (Ta,Nb)(As,P). (b) La surface de Fermi des
états de surface montre deux arcs de Fermi qui disperse parallèlement tel qu’illustré par les flèches blanches. (c)
Spectre des arcs de Fermi dans les directions kx et ky , les numéros 1-6 font référence aux points de la figure (b).

États massifs d’un isolant topologique. Pour Bi2Se3, l’état de surface topologique a été observé en spectrosco-
pie ARPES [BGB+10, BHM+11, BKdlT+12] mais est accompagné par des états liés des bandes de conduction et
de valence, illustrés la Figure 1.12. Ces travaux associent ces états de surface supplémentaires à un effet de puits

5. En utilisant ce même principe, il a été prédit que le décalage de cette bande dans l’autre sens donne lieu à un semi-métal de Weyl
mais il n’y a encore aucune observation expérimentale [RJY+16].
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quantique suffisamment profond pour quantifier simultanément le bas (ou le haut) des bandes de conduction
et de valence. Les travaux sur la chaîne de polyacétylène [SSH79, SSH80, TLLM80] et sur les hétérojonctions

FIGURE 1.12 – Spectroscopie ARPES des états de surface de l’isolant topologique Bi2Se3 au cours de son oxydation
par du monoxyde de carbone. Figures tirées de [BHM+11]. (a-c) Spectre des états de surface à différents instants
de l’oxydation. (d) Évolution des énergies au point Γ au cours du temps et potentiel de surface estimé (en
vert). Les états de la bande de conduction (CB), de la bande de valence (VB) et l’état de surface topologique en
cône de Dirac (DP), sont indiqués. La séparation des bandes de conduction semble due à un couplage Rashba
[BKdlT+12].

HgTe/CdTe [VP85, PPV87, LR12] mentionnent aussi la possibilité d’états de surface massifs. Ces états ne sont
généralement pas étudiés car on admet que l’interface est suffisamment abrupte pour les négliger, à l’instar
de [SSH79, SSH80]. Cependant, ces états massifs peuvent être observés sous l’effet d’un champ électrique à la
manière du modèle de Tamm [voir Section 1.1.3]. Nous aborderons cette question au Chapitre 4.

Propriétés d’écrantage des états de surface.
L’analyse qui suit est inspirée par la thèse de A. Inhofer [Inh17] avec qui nous avons travaillé sur les propriétés de
transport de HgTe (sur CdTe) en utilisant comme hypothèse de travail un fort écrantage du potentiel de grille par
les états de surface.

Nous l’avons vu à la Section 1.1.4, les états de surfaces peuvent contribuer à l’écrantage du champ électrique.
Dans le cas des isolants topologiques, cela se manifeste par l’apparition d’une asymétrie de la contribution à la
conductivité de Hall de la face supérieure et inférieure de HgTe (sur CdTe) [BLN+11]. En effet, comme chaque
état de surface contribue à la conductivité de Hall selon la relation 1.57, la conductivité de Hall totale est

σ(TI)
x y = [

νsup. +νinf. + sgn(µ)
]

e2/h. (1.69)

où νsup./inf. est le facteur de remplissage des états de surface sur la partie supérieure/inférieure. Les deux états
étant symétriques, on s’attend à ce que νsup. = νinf. et le facteur de remplissage total νtot = νsup. +νinf. + sgn(µ)
est impaire. La figure 1.13(b) montre que c’est bien ce qui se produit à faible champ mais ce n’est plus le cas à fort
champ, où νtot devient pair. La seule raison constatée est un changement de l’environnement électrostatique
en chaque surface. Cette même expérience a été réalisée en présence d’un potentiel de grille sur l’une des
surfaces [BTS+14] et indique l’absence de contribution des états de volume. L’explication fournie attribue de
fortes propriétés d’écrantage aux états de surface mais est vague et en désaccord avec un autre travail [BBB+14].
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FIGURE 1.13 – (a) Structure de bande de CdTe et HgTe, tiré de [SKT+13]. Les bandes Γ6 et Γ8 ont la symétrie
d’orbitales s et p : HgTe a donc une structure de bande inversée mais son comportement est métallique par la
présence de la bande plate. (b) Conductivité de Hall de HgTe (sur CdTe), tiré de [BLN+11]. Le passage de paliers
où le facteur de remplissage (1.34) est ν= 9,7,5 à ν= 4,3,2 indique une brisure de la symétrie entre les états de
surface sur chaque face du matériau.

Magnétorésistance. L’interprétation de la magnétorésistance n’est pas sujette à consensus. Un exemple carac-
téristique est la magnétorésistance négative de ZrTe5 [LKZ+16]. Le profil de la magnétorésistance est similaire à
celui d’autres semi-métaux de Weyl, avec une montée de la résistance à petit champ magnétique et, au delà, le
comportement décrit par l’équation (1.68). Cependant, une caractérisation plus approfondie montre que ce
matériau est en fait un isolant topologique dont le gap est de l’ordre de 2∆= 100meV [WMN+16, ZWY+17] et
pose donc la question de l’origine de cette magnétorésistance.



Chapitre 2

Modèles de basse énergie, covariance et
niveaux de Landau

Au chapitre précédent nous avons abordé les matériaux topologiques en étudiant leur relation à l’effet Hall
et aux états de surfaces. Nous avons peu insisté sur leur structure de bande qui rappelle celle rencontrée en
mécanique quantique relativiste [Zee10], ce qui sera le sujet de ce chapitre. Je vais insister en particulier sur
les structures de bandes sans gap rencontrées pour décrire les semi-métaux de Weyl et de Dirac (Section 2.1).
Comme nous l’avons mentionné au Chapitre 1, ces modèles sont caractérisés par une chiralité dont nous allons
discuter l’origine topologique et sa conservation lors de l’étude d’un modèle de fusion de cônes de chiralités
opposées. Il s’avère que ces descriptions sont très proches d’une situation réaliste décrite par un modèle k ·P
adapté à Cd3As2 et qui nous sera utile pour expliquer les mesures de spectroscopie de ce semi-métal de Dirac au
Chapitre 3. Nous aborderons les outils mathématiques nous permettant d’interpréter certains comportements
des matériaux topologiques avec un vocabulaire qui rappelle celui de la relativité restreinte : covariance, boost
de Lorentz, etc.. et qui a été au cœur de cette thèse [TCG16, TCG17] (Section 2.2). Ces outils nous seront utiles
aux Chapitres 3 et 4. Cela nous permettra en particulier de discuter de manière approfondie les niveaux de
Landau en présence et en l’absence d’un champ électrique transverse au champ magnétique, pour l’équation
de Schrödinger non-relativiste et pour l’équation de Weyl (Section 2.3). La sensibilité des niveaux de Landau
de l’équation de Weyl au champ électrique est notable, tout comme la stabilité du mode n = 0 vis-à-vis des
fluctuations spatiales de champ magnétique. Ceci rappelle le comportement des états de surface topologiques
discutés à la section 1.2.2 et que nous approfondirons au Chapitre 4.

2.1 Modèles de basse énergie

Un semi-métal de Weyl est un semi-conducteur à gap nul où la dispersion des quasi-particules autour d’un
point de la zone de Brillouin, que l’on note K, est linéaire avec l’impulsion dans chaque direction. La proximité
des deux bandes permet de ramener l’étude du système à ces dernières, sur lesquelles agissent les matrices de
Pauli σ̂i (i = 1,2,3) [voir Annexe B.1]. Le modèle minimal pour ces quasi-particules est le suivant

Ĥ(q ≡ k−K) =ω0 ·q1̂+
3∑

j=1

d∑
i=1

vi j qi σ̂ j . (2.1)

où d est la dimension d’espace. Ce modèle illustre le comportement à basse énergie du graphène aux points K
et K′ pour d = 2 et décrit par l’équation (1.47). Dans ce chapitre, nous étudierons les modèles où d = 3 que l’on a

déjà introduit à l’équation (1.60). Le spectre en énergie des états propres de (2.1) est Eq,λ =ω0 ·q+λ
√∑

j (vi j qi )2

avec λ=± et s’obtient à l’aide des propriétés de commutation des matrices de Pauli [voir Annexe B.4]. Pour un
semi-métal de Weyl, la dispersion étant linéaire dans chaque direction, nous pouvons redéfinir les vecteurs

25
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FIGURE 2.1 – Relation de dispersion des fermions de Weyl pour différentes inclinaison selon l’axe z (a) tz = 0, (b)
tz = 0.5 et (c) tz = 1.5. Le plan rouge est à énergie constante, il capture le comportement de la surface de Fermi
qui croit avec l’énergie et l’inclinaison. Sous l’effet de l’inclinaison, la surface de Fermi est décalée le long de
l’axe z pour différentes énergies.

d’ondes de telle sorte que le Hamiltonien générique s’écrit [voir Annexe B.2]

Ĥ(q) =
3∑

i=1
vi qi

(
ti 1̂+ σ̂i

)
, (2.2)

où, à moins que vi j soit symétrique, les trois directions ne sont pas nécessairement orthogonales. C’est ce
modèle auquel nous nous référerons par la suite en terme d’équation de Weyl ou de cône de Weyl, par abus

de langage. Les vitesses de Fermi sont vi = χ
√∑3

j=1 v2
j i où χ est la chiralité du cône de Weyl qui s’écrit χ ≡

sgn(vx vy vz ) = sgn
[

det(v)
]

. Le spectre s’écrit ainsi

Eλ(q) =
(∑

i
vi ti qi +λ

√∑
i

(vi qi )2

)
. (2.3)

Le terme sous la racine donne au spectre une forme conique et le vecteur t = (t1, t2, t3) décrit l’inclinaison des
cônes. L’orientation de t est celle de l’inclinaison de la structure de bande conique et son amplitude en donne
l’importance. Différentes situations sont illustrées à la Figure 2.1 : (a) Si l’inclinaison est négligeable, ∥ t ∥≡ t ¿ 1,
alors le spectre est composé de deux cônes diamétralement opposés. La densité d’états à l’énergie E est alors
g (E) = E 2

/
(2π2|vx vy vz |) [voir Annexe B.3]. (b) Pour une inclinaison suffisamment faible, ∥ t ∥< 1, la densité

d’état reste finie g (E , t ) = E 2
/[

2π2
(
1− t 2

)2 |vx vy vz |
]

[voir Annexe B.3] et on a un semi-métal de type-I. (c) Pour

une inclinaison importante, ∥ t ∥≥ 1, les deux cônes qui constituent le spectre traversent l’énergie de Fermi [voir
Figure 2.1(c)] : les lignes iso-énergies sont des paraboles ouvertes, ce qui indique que le modèle de départ n’est
pas complet. La densité d’états est large et il est en principe nécessaire de décrire la structure de bande bien au
delà du point nodal. Cependant pour certaines directions du champ magnétique cette description suffit et sera
discutée à la Section 2.3. On a un semi-métal de type-II [SGW+15]. On parle parfois de semi-métaux de type-1.5
lorsqu’il y a simultanément la présence de cônes de type-I et type-II [KHLK17].

2.1.1 Dédoublement des fermions de Weyl

À la section 1.3.3 nous avons fait remarquer, dans le cas de l’empilement de feuillets de graphène, qu’à un
cône de Weyl de chiralitéχ correspond un autre cône de chiralité opposée,−χ. Pour les particules ultrarelativistes,
la chiralité est une quantité physique qui définit les saveurs L et R conservées par l’interaction faible. Cependant,
il a été observé que toute tentative raisonnable de modéliser un lepton ultrarelativiste de chiralité donnée sur
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un réseau est vouée à l’échec : les deux types de chiralités apparaissent toujours en même temps. Ce théorème
de no-go a été décrit par Nielsen et Ninomyia [NN81c, NN81a, NN81b], dont je reproduis l’argument ci-dessous
et qui repose sur les hypothèses suivantes :

(i) Continuité. Le Hamiltonien dans l’espace réel

Ĥ =
∫

dxd dx′d Ψ†(x′)H(x′,x)Ψ(x), (2.4)

est tel que H(x,x′ →∞) → 0 tend vers zéro suffisamment vite pour que sa transformée de Fourier, et donc
le spectre et les fonctions d’ondes, soit continue. Typiquement, cela correspond à une convergence plus
rapide que 1/r d , on dit alors que l’opérateur est local. Par exemple, on n’obtient pas le dédoublement de
fermions dans le cas de la dérivée SLAC où H(x) est non local. Le spectre est alors fortement discontinu en
bords de bande [QW86, Cos02a, Cos02b]. Le nom de “dérivée SLAC" a été donné en l’honneur du Stanford
Linear Accelerator Center où H.R. Quinn et M. Weinstein travaillaient au moment de leur découverte.

(ii) Périodicité. On considère un Hamiltonien périodique dans l’espace réel, H(x+R,x′+R) = H(x,x′), et on
définit une zone de Brillouin sur laquelle on peut construire des solutions propres périodiques [voir Section
1.1.1].

(iii) Spectres réels. Les vecteurs d’ondes et l’énergie sont réels, dit autrement le Hamiltonien et l’impulsion
sont des opérateurs hermitiens.

(iv) Dimensions spatiales et de l’espace de Hilbert. L’argument est valable en une dimension dans le cas où
l’on peut négliger le croisement de bandes : la position relative de deux bandes étant décrite par trois
variables et le vecteur d’onde étant décrit par une seule composante, le croisement de bande est en général
une conséquence de la présence de symétries et n’est pas associé à la topologie. Par exemple, dans le
cas du graphène, le vecteur d’onde a deux composantes et le croisement de bandes est permis par les
symétries par inversion et par renversement du temps [Fuc13, Hat11] plutôt que par la topologie de la zone
de Brillouin. On observe d’ailleurs qu’en l’absence de ces symétries, un cône de Dirac unique peut exister
[Hal88].

Dans le cas d’un système en trois dimensions d’espace, le croisement de deux bandes est possible et on
admet que l’on peut se concentrer sur ces deux bandes seulement. La présence d’une troisième bande
est négligée et peut contredire l’argument [DFM86], ce qui est réalisé dans le cas de Hg1−x Cdx Te et nos
travaux sur Cd3As2 semblent aussi aller dans ce sens [voir Chapitre 3].

Cas unidimensionnel, une mise en jambe. Comme nous l’avons déjà mentionné, nous considérons qu’il n’y
a pas de croisement de bandes et nous nous concentrons sur le spectre proche de l’énergie de Fermi. En chaque
point de contact Ki avec la mer de Fermi nous avons

E(q = k −Ki ) ≈ ∂k E |Ki
q (2.5)

et nous notons χ= sgn(∂k E |K ) la chiralité d’un système unidimensionnel. Le spectre étant périodique, la courbe
décrite par [k,E(k)] est fermée et équivalente à un cercle. Si la courbe passe par l’un des points de contact Ki

dans un sens (de chiralité χ) par continuité elle doit repasser par un autre point Ki dans l’autre sens (de chiralité
−χ) : lors du parcours, il y a autant d’états de chiralité χ=+ que χ=− [voir Figure 2.2(a)]. Ce raisonnement,
comme le suivant, fait référence au groupe d’homotopie qui sert à caractériser les courbes continues. Ce résultat
s’applique à la dispersion des bandes de Landau dans la direction du champ magnétique.

Cas tridimensionnel. A proximité du croisement de deux bandes, le Hamiltonien linéarisé a la forme de
l’équation (2.1) que l’on peut toujours 1 réécrire sous la forme (2.2) et dont le spectre, exprimé à l’équation (2.3),

est indépendant de la chiralité χ = sgn
[

det(v)
]

. Cependant les solutions propres dépendent de χ mais sont

1. Le cas où det(v) = 0 est une situation critique que l’on ne décrit pas ici et apparaît lors de la fusion de cônes de chiralités opposées.
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FIGURE 2.2 – Théorème de Nielsen-Ninomyia. (a) Structure de bande unidimensionnelle, chaque chiralité est
représentée par un point rouge ou bleu. Dans le cas tridimensionnel, on illustre en (b) les trajectoires le long des
solutions propres telles que 〈a|Ψk〉 = 0, ces dernières passent par tous les cônes de Weyl. On représente en (c)
une portion de la trajectoire C dont l’orientation est définie par la circulation de la phase de 〈a|Ψnk〉 le long de
S et que l’on calcul en chaque point Q ∈S . (d) Les trajectoires pour les cônes de chiralité χ=+ sont toujours
montantes alors que pour la chiralité χ=− elles sont toujours descendantes.

indépendantes de t et sont dérivées à l’annexe B.4. On définit un chemin unidimensionnel dans l’espace des
vecteurs d’ondes et de l’énergie par

C = {(k,E) |E = En(k) et 〈a|Ψnk〉 = 0 ,n ∈ [1, N ]} (2.6)

où |a〉 est un vecteur complexe constant tel que 〈a|Ψnk〉 ≡
∑N

i=1 aiΨ
(i )
nk et Ψ(i )

nk est la i -ème composante du
N -spineur propre Ψnk associé à la bande n. La trajectoire C est continue et unidimensionnelle car elle est
décrite par quatre coordonnées avec trois contraintes : la contrainte E = En(k) et deux contraintes liées à la
partie imaginaire et réelle de 〈a|Ψnk〉 = 0, toutes continues par hypothèse. Ces trajectoires passent toujours par
les cônes de Weyl. En effet, au niveau d’un point de croisement, les solutions |+〉 et |−〉 sont dégénérées et l’état
propre le plus général a la formeΨdeg. =α|+〉+β|−〉. Il est toujours possible de choisir α et β de telle sorte que
〈a|Ψdeg〉 = 0. De plus, la périodicité de la zone de Brillouin permet de dire que cette courbe – qui passe par tous
les points de croisements – est fermée (ou est un ensemble fini de courbes fermées) et donc chaque boucle
passe autant de fois de la bande λ=+ à λ=− et inversement [voir Figure 2.2(b)].

Il ne nous reste plus qu’a définir l’orientation de C . La condition de normalisation 〈Ψnk|Ψnk〉 = 1 définit les
solutions à une phase globale près que l’on fixe afin que les états propres aient une expression analytique, en
dehors des points de croisement. On choisit l’orientation de C telle que l’accumulation de phase de 〈a|Ψk〉 est
positive lorsque k décrit un cercle dans le sens trigonométrique autour de C [voir Figure 2.2(c)]. Par exemple, si
on oriente l’axe z le long de C , les solutions le long de C pour la bande λ sont 2 ΨC

k = |sgn(λvz qz )〉 de sorte que
|a〉 = |− sgn(λvz qz )〉. Pour calculer l’accumulation de phase de 〈a|Ψk〉, on définit les points Q du cercle S de
rayon R situé à une distance d du point de croisement dessiné à la Figure 2.2(c) par

qx = R cos(φ), qy = R sin(φ), qz = d . (2.7)

À la limite où R/d ¿ 1, la solution propre y est telle que

|ΨS
k 〉 ≈ |− sgn(λvz qz )〉+λ R

2d
e i sgn(vx vy vz )sgn(λqz )φ|sgn(λvz qz )〉 =⇒ 〈a|ΨS

k 〉 =λ R

2d
e i sgn(vx vy vz )sgn(λqz )φ. (2.8)

2. Ces solutions sont le long des pôles Nord et Sud où on prend la convention φ= 0.
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L’orientation de C est donc donnée par le signe de sgn(vx vy vz )sgn(λqz ). Par exemple, pour un cône de chiralité
χ≡ sgn(vx vy vz ) =+, pour la bande λ=+ et qz > 0, la courbe C est orientée vers les kz croissants. Ce résultat
est reproduit à la Figure 2.2(d) pour les deux chiralités χ=±, chaque bande λ=± et chaque signe de qz . On
observe ainsi que la trajectoire va toujours de λ=− à + (respectivement λ=+ à −) pour un cône de chiralité
χ=+ (respectivement χ=−) et comme par périodicité C passe autant de fois dans chaque sens, on en déduit
qu’il y a nécessairement autant de cônes de chaque chiralité.

2.1.2 Symétries cristallines

Nous avons vu au chapitre 1.3.2 que les points de dégénérescence du graphène sont permis par la présence
simultanée des symétries par inversion P et par renversement du temps T dont on rappelle l’action pour une
décomposition du Hamiltonien de la forme Ĥ = h0(k)1̂+h(k) · σ̂{

P : (σ1,σ2,σ3) → (σ1,−σ2,−σ3)
T : (σ1,σ2,σ3) → (σ1,−σ2,σ3)

=⇒


h1(k) = h1(−k),
h2(k) =−h2(−k),
h3(k) =−h3(−k) = h3(−k).

(2.9)

La composante h3(k) est alors toujours nulle, ce qui n’est pas recherché pour un cône de Weyl tridimensionnel
car cela implique det(vi j ) = 0 pour le développement à l’équation (2.1). Il est donc nécessaire de briser l’une des
deux symétries, par inversion ou par renversement du temps. On a ainsi deux classes de semi-métaux de Weyl

(i) Les semi-métaux de Weyl invariants par inversion. Dans ce cas on admet que la symétrie par renversement
du temps est levée mais que la symétrie par inversion est toujours présente. Alors, si en un point K de la
zone de Brillouin il y a un cône de Dirac de chiralité χ= sgn[det(∂i h j (K))] alors au point −K il se trouve un
autre cône, de chiralité χ′ =−sgn[det(∂ki h j (−K))] =−χ où un signe − apparaît car l’opérateur dérivée est
impair. Un tel semi-métal de Weyl permet en principe de réaliser un modèle minimal à seulement deux
cônes de chiralités opposées.

(ii) Les semi-métaux de Weyl invariants par renversement du temps. Dans ce cas, on considère que la symétrie
par inversion est levée mais que la symétrie par renversement du temps est conservée. Alors, si en un
point K de la zone de Brillouin se trouve un cône de Dirac de chiralité χ= sgn[det(∂i h j (K))], on retrouve au
point −K un autre cône de chiralité χ′ =−sgn[det(∂ki h j (−K))] =χ identique. Ces deux cônes ont la même
chiralité et doivent donc être accompagnés d’au moins deux autres cônes de chiralité opposée à cause du
théorème de Nielsen-Ninomyia discuté à la section 2.1.1 : un tel modèle nécessite au moins quatre cônes
de Weyl. Ce cas s’apparente au semi-métal de Dirac abordé au Chapitre 1.3.3.

Cet argument n’est valable qu’en l’absence du degré de liberté de spin, si ce dernier est pris en compte alors
la structure de bande peut contenir des cônes de Weyl même en présence des symétries P et T . En effet, la
symétrie par renversement du temps T relie les Hamiltoniens H↑ et H↓ de chaque famille de spin. De son côté,
la symétrie par inversion P contraint la structure de bande pour une polarisation de spin donnée, par exemple
H↑, qui peut être vu comme un semi-métal de Weyl invariant par inversion accompagné de son partenaire de
spin opposé H↓ de même chiralité. Une telle structure de bande est celle d’un semi-métal de Dirac, auquel on
reviendra quand nous discuterons la structure de bande de l’arsenure de cadmium au Chapitre 3.

Par la suite nous considérerons le modèle minimal d’un semi-métal de Weyl invariant par inversion. Au
Chapitre 4 nous allons décrire leurs états de surface lorsqu’ils sont en contact avec un isolant, ce qui nécessite
de savoir connecter les deux modèles entre eux : comme les cônes de Weyl disparaissent en même temps, cela
nécessite de pouvoir décrire leur fusion [MPFG09, dGFG+12].

2.1.3 Fusion

Nous considérons deux cônes de Weyl de chiralités opposées, situés en (kx ,ky ,kz ) = (±∆k0/2,0,0), symé-
triques par inversion et dont le modèle de basse énergie est ramené à un modèle à quatre bandes

Ĥf =
(

vF q · (t1+ σ̂)+∆k0/2σ̂x V̂
V̂ † −vF q · (t1+ σ̂)+∆k0/2σ̂x

)
, (2.10)
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qz

E(a.u.)

(a.u.)

FIGURE 2.3 – Structure de bande de basse énergie d’un semi-métal de Weyl invariant par inversion avec deux
cônes de chiralités opposées. La figure encadrée représente le modèle basse énergie à deux bandes.

tel que pour des cônes suffisamment séparés, la matrice de couplage est V̂ = 0. Le spectre est alors la superposi-
tion de celui de deux cônes de Weyl, séparés de ∆k le long de kx . Ce spectre est invariant par rotation d’axe x et
les cônes de Weyl étant le long de cet axe, la perturbation V̂ n’ouvre pas spontanément de gap si elle conserve la
symétrie par rotation. Le générateur de la symétrie par rotation [voir Section 2.2.1] est σ̂x ⊗ 1̂, la perturbation
qui préserve les cônes de Weyl vérifie donc[(

σ̂x 0
0 σ̂x

)
,

(
0 V̂

V̂ † 0

)]
= 0 =⇒ [σ̂x ,V̂ ] = 0 =⇒ V̂ = κ1̂+ωσ̂x , (2.11)

pour la suite on considère la situation simplifiée ω= 0. Le but est maintenant de réduire le modèle à quatre
bandes en présence de cette perturbation à un modèle à deux bandes. Comme la fusion des cônes de Weyl se fait
en k = 0, il est intéressant de réécrire le modèle sur la base des états propres en k = 0 notés (Ψ++,Ψ+−,Ψ−+,Ψ−−).
Dans cette base le Hamiltonien s’écrit Ĥ ′

f = Û ĤfÛ
†

Ĥ ′
f =


−

(
κ+ vF∆k0

2

)
vF (kx − t ·k) 0 vF (kz − i ky )

vF (kx − t ·k)
(
κ− vF∆k0

2

)
vF (kz − i ky ) 0

0 vF (kz + i ky ) −
(
κ− vF∆k0

2

)
−vF (kx + t ·k)

vF (kz + i ky ) 0 −vF (kx + t ·k)
(
κ+ vF∆k0

2

)

 avec Û = 1

2


1 −1 −1 1
−1 1 −1 1
−1 −1 1 1
1 1 1 1

 .

(2.12)

À la limite où |κ+vF∆k0/2|À |κ−vF∆k0/2|, le poids sur les étatsΨ±± est négligeable pour les énergies propres
proches de |E | = |κ− vF∆k0/2|. Le Hamiltonien peut être réduit sur la base de (Ψ+−,Ψ−+)

Ĥ ′
f


Ψ++
Ψ+−
Ψ−+
Ψ−−

≈ E


0

Ψ+−
Ψ−+

0

 =⇒ Ĥeff(k)

(
Ψ+−
Ψ−+

)
= E

(
Ψ+−
Ψ−+

)
, (2.13)

où Ĥeff est le développement à l’ordre le plus bas en kx ,ky et kz dont on calcule l’expression suivante

Ĥeff(k) = tx (∆k/2)2 −kx t ·k

2m0
+

( k2
x−(∆k/2)2

2m1
vF (kz − i ky )

vF (kz + i ky ) −k2
x−(∆k/2)2

2m1

)
. (2.14)

Les paramètres sont m0 = (κ+ vF∆k0/2)/4v2
F , m1 = 2m0/(1+ t 2

x ) et ∆k = ∆k0

√
1− (2κ/vF∆k0)2

/√
1+ t 2

x . On a

décalé le spectre de ∆E = tx∆k2/8m0 afin que les cônes soient bien centrés en E = 0 et ce résultat n’est valable
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que pour une faible inclinaison tx . Par la suite on adapte nos notations et on permute les composantes kx → kz

de sorte que le Hamiltonien effectif est

Ĥe f f = tz

(
k2

z

2m
−∆

)
+ vF kz

∆k
(tx kx + ty ky ) (2.15)

+
 k2

z
2m −∆ vF (kx − i ky )

vF (kx + i ky ) −
(

k2
z

2m −∆
)  (2.16)

où∆k =p
2m∆. Ce modèle de fusion est pratique pour décrire de nombreux aspects qualitatifs des semi-métaux

de Weyl, cependant pour des situations concrètes il est nécessaire de composer avec un développement k ·P .

2.1.4 Modèle de Kane et Bodnar

Le modèle qui suit a été initialement proposé par Kildal [Kil74] afin de décrire les mesures optiques de
CdGeAs2. Il consiste en un modèle de Kane à quatre orbitales à symétrie cubique en présence de l’interaction
spin-orbite et d’une déformation tétragonale du réseau. Ce modèle a été réutilisé par Bodnar [Bod77] afin de
décrire les oscillations de Shubnikov-de Haas de Cd3As2. Comme dans [Kil74], on utilise la base des fonctions
d’ondes de la bande de conduction et de valence de Cd3As2. On les écrit i |S ↓〉,2− 1

2 |(X − i Y ) ↓〉,−2−
1
2 |(X + i Y ) ↓〉,

|Z ↑〉,i |S ↑〉,2− 1
2 |(X + i Y ) ↑〉,2− 1

2 |(X − i Y ) ↑〉, |Z ↓〉. Les ↑ et ↓ correspondent aux deux orientations de spin selon
l’axe z tandis que S se réfère à la bande de conduction et X , Y , Z aux bandes de valence, dont les symétries
respectives sont celles d’orbitales s et p. Dans cette base le Hamiltonien autour du point Γ s’écrit

Ĥ0(k) =



−E0 P⊥k− −P⊥k+ 0 0 0 0 P∥kz

P⊥k+ 0 0 0 0 0 0 0

−P⊥k− 0 −2
3∆

p
2∆
3 0 0 0 0

0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 ) P∥kz 0 0 0
0 0 0 P∥kz −E0 P⊥k+ P⊥k− 0
0 0 0 0 P⊥k− 0 0 0

0 0 0 0 P⊥k+ 0 −2
3∆

p
2∆
3

P∥kz 0 0 0 0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 )


, (2.17)

où E0 décrit la séparation en énergie entre les bandes de valence et de conduction, ∆ le couplage spin-orbite, δ
la déformation tétragonale du champ cristallin et P∥, P⊥ sont les termes de couplage interbandes. On introduit
la notation k± = (kx ± i ky )/

p
2. Le spectre est calculé numériquement et consiste en quatre bandes doublement

dégénérées dont deux ont des contacts ponctuels séparés de ∆k = 2
√
δE0/P 2

∥ [voir Figure 2.4]. Les bandes

dispersent linéairement avec une vitesse de Fermi v∥,⊥ =p
2/3P∥,⊥.

Réalisations expérimentales. Le modèle (2.17) a été utilisé par Bodnar pour expliquer les oscillations Shubnikov-
de Haas de Cd3As2 [Bod77] et s’avère similaire au développement basse énergie de HgTe [NPJJ+05], en l’absence
des termes quadratiques en vecteur d’onde. Dans le cas de Cd3As2, les paramètres obtenus par spectroscopie
infrarouge sont [voir Chapitre 3]

P⊥ ≈ P∥ = 7.5 eV.Å,E0 = 30 meV,δ= 30 meV,∆= 300−400 meV. (2.18)

Comme δ ·E0 > 0 il y a deux cônes de Weyl distants de ∆k = 8 ·10−3 Å−1. Il ne semble pas y avoir de consensus
sur les valeurs à donner pour la position des cônes de Dirac. On trouve par exemple ∆k = 6 ·10−2 Å−1 en STM
[JZG+14] et ∆k = 0.2−0.3 Å−1 en ARPES [NXS+14]. L’énergie de Fermi est en général EF ≈ 100−200 meV au
dessus des cônes et il semble qu’elle fluctue beaucoup spatialement. Dans le cas de HgTe, la structure de bande
est telle que δ= 0 et le matériau a un comportement métallique [SKT+13]. Cependant, la croissance de HgTe
sur CdTe a permis d’obtenir une déformation suffisamment uniforme sur 67 nm avec δE0 < 0 : la bande plate
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FIGURE 2.4 – Structure de bande du modèle de Bodnar pour
les paramètres P⊥ ≈ P∥ = 7.5 eV.Å, E0 = 30 meV, δ = 30 meV
et ∆= 100 meV obtenus par spectroscopie infrarouge.

est séparée de la bande de conduction et permet d’observer un comportement isolant [BLN+11, DHQ+08].
Le gap ainsi obtenu est de l’ordre de 30 meV. Certaines études théoriques prédisent l’existence d’une phase
semi-métal de Weyl pour HgTe pour une déformation dans l’autre sens mais il n’y a pour le moment aucune
étude expérimentale allant dans ce sens [RJY+16].

Rotation. Il est pratique de réécrire cet Hamiltonien sous la forme plus condensée

Ĥ(k) = Ĥ(k = 0)+P⊥(kx Ĵx +ky Ĵy )+P∥kz Ĵz . (2.19)

Avec cette représentation, on observe que la projection de J sur n’importe quelle direction en coordonnées
sphériques n = (sin(θ)cos(φ),sin(θ)sin(φ),cos(θ)) se ramène à Ĵz par une rotation matricielle telle que

J ·n = Jx sin(θ)cos(φ)+ Jy sin(θ)sin(φ)+ Jz cos(θ) =U †
φ

(Jx sin(θ)+ Jz cos(θ))Uφ =U †
φ

U †
θ

JzUθUφ , (2.20)

Uφ = diag
(
1,e−iφ,e iφ,e iφ,e iφ,e2iφ,1,1

)
, (2.21)

Uθ = exp(iθL) , (2.22)

L =



0 0 0 0 i
2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 i
2

ip
2

0 0 0 0 0 − i
2 0 − ip

2
0 0 0 0 0 − ip

2
− ip

2
− i

2

− i
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 i
2

ip
2

0 0 0 0

0 − i
2 0 ip

2
0 0 0 0

0 − ip
2

ip
2

i
2 0 0 0 0


. (2.23)

La dérivation de ces opérations est expliquée à la section 2.2.1. La rotation agit différemment sur Ĥ(k = 0) en
fonction de la présence ou de l’absence de la déformation cristalline. (i) Si δ= 0 le Hamiltonien est covariant
pour les rotations de n’importe quels angles θ,φ et la covariance agit sur les paramètres (P⊥kx ,P⊥ky ,P∥kz ) dans
(2.19). On retrouve l’invariance par rotation des vecteurs d’ondes k, bien que P⊥ 6= P∥, par un simple changement
d’échelle. Nous y reviendrons à la section 2.2.1. (ii) Si δ 6= 0 le Hamiltonien est covariant pour les rotations d’angle
φ autour de l’axe z seulement (θ = 0). Par conséquent, si δ induit un croisement de bandes, il n’y aura ouverture
de gap qu’en dehors de l’axe z [de la même façon que V̂ à la section 2.1.3]. Comme le spectre en k = 0 est tel

que E1 =−E0, E (±)
2 =−∆+δ

2 ±
√(

∆−δ/3
2

)2 +2δ2/9 et E3 = 0 et que, pour tout kz , on a E3(kx = 0,ky = 0,kz ) = 0 : les
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bandes E (+)
2 et E3 vont se croiser à E = 0 en kz =±∆k/2 =±

√
δE0/P 2

∥ , ce qui correspond à la position des cônes

de Weyl.

Limite de fort couplage spin-orbital. Le couplage spin-orbite ∆≈ 400 meV est généralement large comparé
aux autres échelles d’énergie. On peut donc éliminer les états correspondantsΨ∆,1 etΨ∆,2, à k = 0, à l’aide d’une
projection et permutation P̂ tels que

Ψ∆,1 =



0
0p
2/3

−p1/3
0
0
0
0


, Ψ∆,2 =



0
0
0
0
0
0p
2/3

−p1/3


, P̂ =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0

p
1/3 0 0 0

0 0
p

2/3 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

p
1/3

0 0 0 0 0
p

2/3


. (2.24)

Le Hamiltonien projeté sur les six bandes restantes (ψ1,ψ2,ψ3,ψ4,ψ5,ψ6) est

Ĥ6 = P̂ †Ĥ8P̂ =



−E0 P⊥k−/
p

2 −P⊥k+/
p

6 0 0
p

2/3P∥kz

P⊥k+/
p

2 0 0 0 0 0
−P⊥k−/

p
6 0 −2δ/3

p
2/3P∥kz 0 0

0 0
p

2/3P∥kz −E0 P⊥k+/
p

2 P⊥k−/
p

6
0 0 0 P⊥k−/

p
2 0 0p

2/3P∥kz 0 0 P⊥k+/
p

6 0 −2δ/3

 . (2.25)

Modèle basse énergie des points de contact. Le spectre au niveau des deux points de contact est constitué de
deux bandes doublement dégénérées. On utilise le même raisonnement que pour la fusion des cônes de Weyl
au paragraphe 2.1.3 et on traite en perturbation les deux états à E(k = 0) =−E0 (ψ1,ψ4) du Hamiltonien (2.25).
On obtient alors le modèle de basse énergie suivant, dans la base (ψ3,ψ5,ψ6,ψ2),

Ĥ4,eff. =
{

P 2
⊥

(
k2

x +k2
y

)
+P 2

∥
[

k2
z −δE0/P 2

∥
]}
1̂/3E0 (2.26)

+


∆(kx ,ky ,kz ) P⊥P∥k+kz /

p
3E0 0 −P 2

⊥k2−/2
p

3E0

P⊥P∥k−kz /
p

3E0 −∆(kx ,ky ,kz ) P 2
⊥k2−/2

p
3E0 0

0 P 2
⊥k2+/2

p
3E0 ∆(kx ,ky ,kz ) P⊥P∥k−kz /

p
3E0

−P 2
⊥k2+/2

p
3E0 0 P⊥P∥k+kz /

p
3E0 −∆(kx ,ky ,kz )

 ,

où∆(kx ,ky ,kz ) =
[

2P 2
∥
(
k2

z −δE0/P 2
∥
)
−P 2

⊥(k2
x +k2

y )
]

/6E0. On observe ainsi qu’en chacun des cônes, en (kx ,ky ,kz ) ≈
(0,0,±∆k/2) =

(
0,0,±

√
δE0/P 2

∥
)
, le Hamiltonien est

Ĥ4,±∆k/2 =±vz qz 1̂±


vz qz v⊥k+ 0 0
v⊥k− −vz qz 0 0

0 0 vz qz v⊥k−
0 0 v⊥k+ −vz qz

 (2.27)

où vz = P 2
∥∆k/3E0 ≈ 5 eV.Å et v⊥ = P⊥P∥∆k/2

p
3E0 ≈ 4.3 eV.Å. L’inclinaison selon z est critique, telle que |tz | = 1,

et des cônes de chiralités opposées se superposent en chaque point. C’est le modèle minimal d’un semi-métal
de Dirac où les quatre cônes sont reliés par l’invariance par renversement du temps et par inversion. Les deux
blocs ont une chiralité opposée en kz =±∆k/2 alors qu’à la section 2.1.2 la symétrie par renversement du temps
imposait des chiralités identiques. La différence porte ici sur la présence du spin : la symétrie par renversement
du temps échange les deux saveurs de spins, ce qui correspond aux deux blocs de Ĥ4,±∆k/2.



34 CHAPITRE 2. MODÈLES DE BASSE ÉNERGIE, COVARIANCE ET NIVEAUX DE LANDAU

Le comportement à basse énergie que nous venons de décrire n’est valable qu’autour des cônes de Dirac,
pour une gamme d’énergies de l’ordre de δ≈ 30 meV pour Cd3As2. Au delà, les effets de croisement de bandes
s’estompent et le comportement du modèle de Bodnar s’apparente à celui d’électrons de Kane plutôt que
d’électrons de Dirac. Nous reviendrons sur ce modèle lors de l’étude de la spectroscopie infrarouge de Cd3As2

au Chapitre 3, nous verrons alors que pour ce matériau l’énergie de Fermi est EF ≈ 100 meV où le comportement
de type semimétal de Kane prédomine.

2.2 Covariance relativiste

Dans le cadre de cette thèse nous allons étudier l’influence d’un potentiel doux sur les modèles que nous
venons d’introduire, par exemple dû à un champ magnétique ou à une interface graduelle. Dans ces cas, les
vecteurs d’ondes k deviennent des opérateurs différentiels [ voir section 1.2.2 ] et l’équation de Schrödinger
indépendante du temps consiste en un ensemble de d’équations différentielles couplées. Pour un modèle à n
bandes, on peut toujours réaliser la décomposition suivante sur une base de matrices hermitiennes

(
Ĥ −E 1̂

)
Ψ=

n2∑
i=1

hi ĴiΨ= h · ĴΨ= 0, (2.28)

où les coefficients h = (h1,h2, . . . ,hn2 ) sont des opérateurs hermitiens qui régissent les n équations différentielles.
Le traitement de ces équations peut être simple en l’absence de certains paramètres, tel que l’inclinaison
t, mais pour traiter les cas plus généraux il est utile de pouvoir se ramener aux modèles plus simples par
une transformation matricielle telles que les rotations et les transformations hyperboliques. En effet, pour
une transformation inversible quelconque T̂ telle que T̂ † Ĵi T̂ = ∑

j τi j Ĵ j = τĴi , on peut réécrire l’équation
Hamiltonienne sous la forme

h′ · ĴΨ′ = 0 où h′ = τT h , Ψ′ = T̂ −1Ψ. (2.29)

De cette manière une rotation ou une transformation hyperbolique matricielle revient à une rotation ou à une
transformation hyperbolique des coefficients h et, comme je l’illustre à la Figure 2.5, on peut ainsi annuler
certaines composantes de h. Afin de deviner ces transformations, l’équation séculaire det(Ĥ −E 1̂) = 0 est un
objet utile.

2.2.1 Rotations

Invariance par rotation. L’écriture de l’équation séculaire permet d’identifier les coefficients reliés par une
rotation : ce sont ceux qui apparaissent sous une forme quadratique. Par exemple, dans le cas du modèle de
Bodnar (2.17), on obtient l’équation séculaire suivante [SW83, SW85, Wal79]

γ(E) = f1(E)
[
(P∥kx )2 + (P∥ky )2

]+ f2(E)(P⊥kz )2 où
γ(E) = E(E +E0) [E(E +∆)+δ(E +2∆/3)] ,
f1(E) = [E(E +2∆/3)+δ(E +∆/3)] ,
f2(E) = E(E +2∆/3).

(2.30)

Ainsi, une rotation des coefficients P∥kx et P∥ky de l’équation (2.19) entre eux ne modifie pas le spectre. On
décrit cette rotation comme (

P∥kx

P∥ky

)′
=

(
cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)(
P∥kx

P∥ky

)
, (2.31)

et, en s’appuyant sur le raisonnement qui a mené à l’équation (2.29), cette transformation des coefficients peut
s’écrire à l’aide d’une transformation sur les matrices Ĵx , Ĵy introduites à l’équation (2.19)(

Ĵx

Ĵy

)′
=

(
cos(θ) sin(θ)
−sin(θ) cos(θ)

)(
Ĵx

Ĵy

)
. (2.32)
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θ

FIGURE 2.5 – Transformations covariantes. On illustre les courbes iso-Hamiltonien pour (a) les rotations et (b) les
transformations hyperboliques. Ces deux transformations modifient une distribution de spineurs uniforme en
la tournant pour une rotation ou en la translatant pour une une transformation hyperbolique. On le représente
sur la sphère de Bloch en tenant bien compte de la normalisation des spineurs.

On peut en principe se contenter de cette écriture mais afin de déterminer l’action de cette transformation sur
les fonctions d’ondes, on postule que la transformation est unitaire et de la forme T̂ = e iθL̂ où L̂ est hermitien.
On note ainsi Ĵ ′i (θ) = e−iθL̂ Ĵi e iθL̂ dont les dérivées par rapport à θ sont

d

dθ

(
Ĵx

Ĵy

)′
= e−iθL̂

(
i
[

Ĵx , L̂
]

i
[

Ĵy , L̂
] )

e iθL̂ =
( −sin(θ) cos(θ)
−cos(θ) −sin(θ)

)(
Ĵx

Ĵy

)
= e−iθL̂

(
Ĵy

− Ĵx

)
e iθL̂ . (2.33)

Les deux dernières relations sont déduites de (2.32). On en déduit donc que la rotation des deux coefficients
(P∥kx ,P∥ky ) est réalisée grâce à la transformation matricielle T̂ = e iθL̂ telle que

(définition rotation) :
[

Ĵx , L̂
]=−i Ĵy ,

[
Ĵy , L̂

]= i Ĵx , (2.34)

et de sorte que L̂ commute avec tous les autres opérateurs du développement (2.19),
[

Ĵz , L̂
]= [

Ĥ(k = 0), L̂
]= 0.

On obtient ainsi un ensemble d’équations sur les d 2 coefficients qui définissent L̂ et que l’on peut déterminer à
l’aide d’un programme informatique. C’est d’ailleurs la méthode que j’ai utilisé pour déterminer le générateur L̂
à l’équation (2.23).

Un autre exemple est la rotation des coefficients h dans le cas d’un Hamiltonien 2×2 qui s’écrit Ĥ = h · σ̂.
Dans ce cas, les matrices de Pauli étant une représentation de l’algèbre de Lie des rotations,

[
σ̂i , σ̂ j

]= iεi j k σ̂k ,
une rotation d’axe principal u et d’angle θ sera décrite par T̂ = e iθσ̂u /2 où σ̂u = σ̂ ·u. Le calcul de la dérivée
seconde de T̂ par rapport à θ donne une équation différentielle dont la solution est

T̂ = cos(θ/2)1̂+ sin(θ/2)σ̂u . (2.35)

Relations de commutation. Le raisonnement précédent s’applique de manière plus générale à toute rotation
des paramètres, sans que le Hamiltonien ne soit nécessairement invariant. Par exemple, dans le cas où l’on
applique un champ magnétique uniforme dans une direction b quelconque B = B b alors par la substitution
minimale k → π = k + eA, où A est le potentiel vecteur, les règles de commutation deviennent

[
πµ,πν

] =
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−iεµν`b`/`2
B . On peut simplifier ces règles de commutation à l’aide d’une rotation suivie d’un changement

d’échelle des paramètres (Pxπx ,Pyπy ,Pzπz ) → P (px , py , pz ) tel que P p j =∑
j n jµPµπµ. La rotation est décrite

par les trois vecteurs orthonormés n j∈{1,2,3} =∑3
µ=1 n jµeµ et les changements d’échelle sont représentés par les

vecteurs Pn j∈{1,2,3} =∑3
µ=1 Pµn jµeµ. Les relations de commutation deviennent alors[

p j , pk
]=−i

(
Pn j ×Pnk

) ·b
/

(P`B )2. (2.36)

Il suffit de construire Pnz //b, soit nz =
[∑3

i=1(bi /Pi )ei
]/∑3

j=1(b j /P j )2, avec Pnx , Pny ⊥ b et de choisir P =√∣∣(Pnx ×Pny
) ·b

∣∣ pour que les relations de commutation se simplifient en

[px , py ] =−i sgn
[
det

(
Pnx ,Pny ,b

)]/
`2

B , [px , pz ] = 0, [py , pz ] = 0 . (2.37)

La représentation matricielle de la rotation décrite par la matrice n jµ peut se décomposer en deux temps :

(i ) Une rotation d’angle θ qui laisse Pzπz invariant, soit n j z = 0 pour z ∈ {1,2,3}, et permet d’orienter Pnz

dans le plan x y , parallèle à bx y = (b ·ex )ex + (b ·ey )ey . La transformation est T̂1 = e iθL̂ où la matrice L̂
vérifie les relations de commutation (2.38) auxquelles la contrainte n j z = 0 impose aussi

[
Ĵz , L̂

]= 0 mais
aucune contrainte sur

[
Ĥ(k = 0), L̂

]
comme c’était le cas pour le traitement de l’invariance par rotation.

(i i ) Une rotation d’angle φ qui laisse (Pπ) ·bx y invariant, soit n j (bx y ) = 0, et permet d’orienter Pnz selon b. La

transformation est T̂2 = e iφK̂ telle que les relations de commutation de la matrice K̂ sont[
Ĵz , K̂

]=−i Ĵ⊥,
[

Ĵ⊥, K̂
]= i Ĵz ,

[
Ĵbx y , K̂

]
= 0. (2.38)

On a définit les matrices Ĵ⊥ la composante de Ĵ = ( Ĵx , Ĵy , Ĵz ) perpendiculaire à ez ,bx y et Ĵbx y la composante
parallèle à bx y .

Le comportement des autres matrices, tel que Ĥ(k = 0) du modèle de Bodnar (2.19), sous ces deux transforma-
tions n’est pas simple. En général, on le détermine en évaluant une équation différentielle pour les angles θ (et
φ) de Ĥθ(k = 0) = e−iθL̂ Ĥ(k = 0)e iθL̂ . La dérivée première donne par exemple,

d

dθ
Ĥθ(k = 0) = e−iθL̂i

[
Ĥ(k = 0), L̂

]
e iθL̂ . (2.39)

Si
[
Ĥ(k = 0), L̂

] = 0 on en déduit que Ĥ(k = 0) est invariant. Par contre si
[
Ĥ(k = 0), L̂

] = i D̂, on réitère la
procédure : on dérive D̂θ jusqu’à obtenir un système de matrices fermé. Le raisonnement dans le cas du modèle
de Bodnar est détaillé en Annexe B.5.

Nous venons de montrer l’intérêt des rotations pour : (i ) Résoudre un Hamiltonien en éliminant certaines
composantes puis en les reconstruisant à l’aide d’une rotation. Par exemple, on peut résoudre le cas (kx ,ky ) =
(k,0) puis appliquer la rotation pour obtenir la solution en (kx ,ky ) = k(cos(θ),sin(θ)) et, (i i ) Réduire le nombre
de relations de commutation à traiter par un choix pratique des coordonnées, par exemple dans le cas d’un
champ magnétique. Cependant, les rotations sont liées aux transformations unitaires, telles que Û † = Û−1, et ne
permettent pas de combiner certaines composantes entre elles : par exemple, dans le cas de l’équation de Weyl
(2.2), on aimerait réaliser une “rotation" entre l’inclinaison vx tx qx 1̂ et la partie conique vx qxσ̂x mais ce n’est
pas permis car 1= Û †

1Û est invariant sous toute transformation unitaire. On se rend compte de la difficulté si
on écrit l’équation séculaire de l’équation de Weyl sous la forme

(E − vx tx qx )2 − [
(vx qx )2 + (vy qy )2 + (vz qz )2]= 0. (2.40)

Cette forme quadratique est celle d’une hyperbole, ce qui indique que la transformation linéaire entre les
coefficients E−vx tx qx et vx qx – en face de 1̂ et σ̂x – qui laisse l’équation séculaire invariante est la transformation
hyperbolique [voir Figure 2.5(b)](

E − vx tx qx

vx qx

)′
=

(
cosh(η) sinh(η)
sinh(η) cosh(η)

)(
E − vx tx qx

vx qx

)
. (2.41)

De façon plus générale, on ne peut pratiquer une rotation que si le spectre des deux opérateurs en question est
identique. C’est une contrainte forte que l’on peut aisément lever en considérant des transformations inversibles
plus générales dont les transformations hyperboliques sont un exemple.
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2.2.2 Transformation hyperboliques

Les transformations hyperboliques sont connues en mécanique quantique relativiste [Zee10] et se réfèrent
aux boosts de Lorentz qui permettent de décrire un ensemble de coordonnées d’un référentiel inertiel dans un
autre. Leur utilisation en matière condensée remonte à [AP67] mais a été peu étudiée jusqu’à leur application
dans le contexte du graphène [LSB07] puis à travers l’étude des propriétés magnétiques et optiques de matériaux
organiques quasi-bidimensionnels [GFMP08, GFMP09, SGTmH15]. Dans ces contextes, l’utilisation du boost
de Lorentz est réalisée par analogie avec l’équation de la relativité restreinte. Dans cette partie je réutilise le
raisonnement décrit par l’équation (2.29) et plutôt que de l’appliquer aux transformations unitaires, telles que
T̂ = e iθL̂ , je l’applique aux transformations hermitiennes, telles que Ŝ = eηΓ̂ où Γ̂ est hermitien.

Représentation matricielle. On généralise la remarque faite à l’équation (2.41) à la transformation d’un
opérateur Ŵ =ωÂ+ vB̂ tel que les coefficients (ω, v) changent selon(

ω

v

)′
=

(
cosh(η) sinh(η)
sinh(η) cosh(η)

)(
ω

v

)
. (2.42)

Cette transformation laisse s2 =ω2 − v2 invariant et en fonction du signe de cette quantité on peut soit éliminer
toute dépendance en v , si s2 > 0 avec tanh(η) =−v/ω, ou éliminer ω, si s2 < 0 avec tanh(η) =−ω/v . Ces deux
situations sont analogues aux limites de type espace et de type temps de la relativité restreinte [voir Figure
2.5(b)]. Comme nous l’avons précisé à l’équation (2.29) cette transformation sur les coefficients correspond à la
transformation matricielle (

Â
B̂

)′
=

(
cosh(η) sinh(η)
sinh(η) cosh(η)

)(
Â
B̂

)
. (2.43)

On postule que la transformation est hermitienne et de la forme Ŝ = eηΓ̂ où Γ̂ est hermitien. Si on note M̂ ′(η) =
eηΓ̂M̂eηΓ̂ les matrices dans la nouvelle base, alors les dérivées de Â′ et B̂ ′ par rapport à η sont

d

dη

(
Â
B̂

)′
= eηΓ̂

( {
Â, Γ̂

}{
B̂ , Γ̂

} )
eηΓ̂ =

(
sinh(η) cosh(η)
cosh(η) sinh(η)

)(
Â
B̂

)
= eηΓ̂

(
B̂
Â

)
eηΓ̂. (2.44)

Les deux dernières relations sont déduites de (2.43). La transformation hyperbolique des coefficients (ω, v) est
donc réalisée grâce à la transformation matricielle Ŝ = eηΓ̂ telle que

(définition transformation hyperbolique) :
{

Â, Γ̂
}= B̂ ,

{
B̂ , Γ̂

}= Â. (2.45)

Le cas qui nous intéresse en particulier est celui où Â = 1̂. On a alors

(si Â = 1̂) :

{
Γ̂= B̂/2,
B̂ 2 =1,

(2.46)

et comme la transformation nécessite B̂ 2 = 1, les valeurs propres de B̂ sont nécessairement réelles et égales
à ±1. Par exemple, dans le cas des matrices 2× 2, ce rôle est tenu par les trois matrices de Pauli σ̂x , σ̂y et
σ̂z , et on peut écrire Γ̂ = σ̂ ·u/2 où u est un vecteur unitaire. Comme Ŝ = eησ̂·u/2 est hermitien, on peut le
décomposer sur la base des matrices hermitiennes {1̂, σ̂x , σ̂y , σ̂z } : Ŝ = ∑3

i=0 si σ̂i . Cette base de matrices est
orthonormée avec le produit scalaire suivant

(
Â, B̂

)= Tr
(

Â†B̂
)

et permet d’exprimer les coefficients si∈{0,1,2,3}

selon si = Tr
(
σ̂i Ŝ

) = Tr
(
σ̂i eησ̂·u/2

) = Tr
(
eησ̂·u/4σ̂i eησ̂·u/4

) = Tr
(
σ̂′

i (η/2)
)
. Par construction, les composantes

σ̂0 ≡ 1̂ et σ̂ ·u se transforment selon (2.43) tandis que les composantes σ̂⊥ perpendiculaires à u anticommutent
avec σ̂ ·u et sont donc invariantes sous la transformation Ŝ. Enfin, comme seule σ̂0 est de trace non-nulle, on
obtient

Ŝ = cosh(η/2)1̂+ sinh(η/2)σ̂ ·u. (2.47)

Une autre manière d’obtenir cette relation est de dériver deux fois Ŝ par rapport à η et résoudre l’équation
différentielle correspondante, comme je l’ai fait à l’équation (2.35).
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Relations de commutation (le retour). Cette transformation permet de continuer la procédure de simplifica-
tion des relations de commutation abordée à l’équation (2.37). En effet, si à l’aide d’une rotation on oriente le
champ magnétique selon B = Bez et que dans cette base on décompose le Hamiltonien de Weyl de l’équation
(2.2) avec t = (tx ,0, tz ) sous la forme Ĥ = h01̂+h·σ̂, alors les coefficients hi vérifient les relations de commutation
suivantes

[h0,h2] =−i tx vx vy /`2
B , [h1,h2] =−i vx vy /`2

B ,
[
hi ,h j

]= 0 sinon. (2.48)

La transformation hyperbolique Ŝ = eησ̂x /2 transforme les coefficients h0 et h1 selon (2.42) tandis que h2 et h3

sont invariants. Les nouvelles relations de commutation sont alors[
h′

0,h′
2

]=−iγ(β+ tx )vx vy /`2
B ,

[
h′

1,h′
2

]=−iγ(1+βtx )vx vy /`2
B ,

[
h′

i ,h′
j

]
= 0 sinon, (2.49)

où β= tanh(η) ∈]−1,1[ et γ= cosh(η) = (
1−β2

)−1/2
. On peut ainsi annuler l’un des deux commutateurs restants

en fonction de la valeur de tx

(i ) Limite magnétique. Si tx ∈ [−1,1] alors le choix β=−tx permet d’écrire[
h′

0,h′
2

]= 0,
[
h′

1,h′
2

]=−i vx vy /γ`2
B ,

[
h′

i ,h′
j

]
= 0 sinon. (2.50)

Nous reviendrons à cette situation lors de la discussion des niveaux de Landau, on obtient alors le
Hamiltonien de l’équation (2.99).

(i i ) Limite électrique. Si 1/tx ∈]−1,1[ alors le choix β=−1/tx permet d’écrire[
h′

0,h′
2

]=−i tx vx vy /γ`2
B ,

[
h′

1,h′
2

]= 0,
[

h′
i ,h′

j

]
= 0 sinon. (2.51)

Je n’ai pas traité cette situation pour la thèse mais les équations du mouvement ressemblent à celles
rencontrées pour les états de Sauter [Sau31, RkY84] dont le spectre est continu.

On parle de limite magnétique et de limite électrique par référence aux niveaux de Landau, discutés à la section
2.3. Nous verrons des exemples d’application lors de la discussion des niveaux de Landau ou des états de surface
des semi-métaux de Weyl et avant ça je vais aborder quelques propriétés des transformations hyperboliques : (i )
leur effet sur la distribution d’états sur la sphère de Bloch et, (i i ) l’effet de deux transformations hyperboliques
consécutives que l’on est amené à faire si, par exemple, on prend aussi en compte la composante ty de t pour
les commutateurs de l’équation (2.48).

Représentation spinorielle. La représentation d’un état sur une sphère de Bloch permet de visualiser sim-
plement les solutions d’une matrice 2×2 [voir Figure 2.5(c)]. Chaque état |n〉 y est décrit en terme des angles
(θ,φ)

|n〉 =
(

cos(θ/2)
sin(θ/2)e iφ

)
(2.52)

et vérifie 〈n|σ̂|n〉 = n ≡ [
sin(θ)cos(φ),sin(θ)sin(φ),cos(θ)

]
ce qui permet une interprétation géométrique des

transformations. Par exemple, dans le cas d’une rotation décrite à l’équation (2.35) les fonctions d’ondes se
transforment selon |n〉→ |n′〉 = e iθσ̂u /2|n〉 et alors

n′
rot. = 〈n′|σ̂|n′〉 = 〈n|e−iθσ̂u /2σ̂e iθσ̂u /2|n〉 = 〈n|Rθ,uσ̂|n〉 = Rθ,u〈n|σ̂|n〉 = Rθ,un, (2.53)

où Rθ,u est la rotation vectorielle d’axe u et d’angle θ. Un autre exemple est celui des transformations hyperbo-
liques où la fonction d’onde change selon |n〉→ |n′〉 =N eησ̂u /2|n〉 où N est un facteur de normalisation. Dans
ce cas on a

n′
boost =

〈n′|σ̂|n′〉
〈n′|n′〉 = 〈n|eησ̂u /2σ̂eησ̂u /2|n〉

〈n|eησ̂u |n〉 = n⊥+γ(n ·u+β)u√
(n⊥)2 +γ2(n ·u+β)2

, (2.54)
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où n⊥ sont les composantes de n perpendiculaires à u, β= tanh(η) et γ= cosh(η) = (1−β2)−1/2. A la Figure 2.5(c)
on illustre cette transformation dans le cas où n ·u = 0 et n = n⊥. On a alors

n′ = n/γ+βu, (2.55)

et la transformation hyperbolique s’apparente plus à une translation sur la sphère de Bloch qu’à une rotation.
On obtient aussi les relations pratiques suivantes qui relient les transformations hyperboliques aux rotations et
qui nous seront particulièrement utiles en présence d’un champ magnétique

N e−η1σ̂x /2|±ez〉 = e±iθ1σ̂y /2|±ez〉, (2.56)

N e−η2σ̂y /2e−η1σ̂x /2|±ez〉 = e±iθs σ̂s /2|±ez〉, (2.57)

où tan(θ1/2) = sinh(η1) et tan(θs/2) =
√

sinh2(η1)+cosh2(η1)sinh2(η2), σ̂s = σ̂ · es avec es = (−sinh(η2)ex +
tanh(η1)ey )/

√
tanh(η1)2 + sinh(η2)2. La relation entre les transformations hyperboliques et les rotations est à

l’origine de la rotation de Thomas-Wigner, connue en relativité restreinte, dont un effet notable est un facteur
deux pour le terme de couplage spin-orbite [Zee10].

Rotation de Thomas-Wigner. Comme je l’ai mentionné au paragraphe précédent, si on ajoute la composante
ty à l’inclinaison t = (tx ,0, tz ) il est nécessaire de réaliser deux transformations hyperboliques consécutives afin
de simplifier les relations de commutation en présence d’un champ magnétique. Dans le cas des matrices 2×2,
deux transformations hyperboliques L̂1 et L̂2 sont décrites par L̂i = eηi σ̂·ni /2 où n2

i = 1, i ∈ {1,2}. Ces opérateurs

sont hermitiens, L̂†
i = L̂i , mais pas leur produit

L̂1L̂2 = ch1ch2 (1+ th1σ̂ ·n1) (1+ th2σ̂ ·n2) (2.58)

= ch1ch2 [(1+ th1th2n1 ·n2)1+ (th1n1 + th2n2 + i th1th2n1 ×n2) · σ̂] , (2.59)

où on a utilisé la relation (2.47) et noté cosh(ηi /2) = chi et tanh(ηi /2) = thi. Par conséquent, le produit de deux
transformations hyperboliques n’est pas une transformation hyperbolique : cet effet est connu en relativité
restreinte où le produit de deux boosts de Lorentz correspond en fait au produit d’un boost de Lorentz et d’une
rotation : la rotation Thomas-Wigner. On retrouve le même effet ici, en effet pour la rotation R̂θ,u = e iθσ̂·u/2 et la
transformation hyperbolique L̂3 = eη3σ̂·n3/2 avec u2 = 1 et n2

3 = 1, le calcul de L̂3R̂θ,u donne

L̂3R̂θ,u = ch3c (1+ th3σ̂ ·n3) (1+ i t σ̂ ·u) = ch3c [(1+ i t th3u ·n3)1+ (th3n3 + i t u+ t th3u×n3) · σ̂] (2.60)

où c = cos(θ/2) et t = tan(θ/2). Cette relation s’identifie à l’équation (2.58) L̂1L̂2 = L̂3R̂θ,u et à l’aide du projecteur
P̂i∈{0,1,2,3}• = Tr(σ̂i•) et par identification des parties réelles et imaginaires on obtient les huit relations suivantes

ch1ch2 (1+ th1th2n1 ·n2) = ch3c,
u ·n3 = 0,
ch1ch2 (th1n1 + th2n2) = ch3th3c (n3 + tu×n3) ,
ch1ch2th1th2n1 ×n2 = ch3ctu.

(2.61)

La réécriture de ces relations sous une forme condensée donne
tu = th1th2

1+th1th2n1·n2
n1 ×n2,

th3n3 = (1+th2
2+2th1th2n1·n2)th1n1+(1−th1

2)th2n2

1+(th1th2)2+2th1th2n1·n2
,

(2.62)

et ces dernières permettent d’exprimer l’angle de rotation θ et la rapidité η3. Par exemple, dans le cas où n1 ≡ n2

: les deux boosts sont parallèles et on n’a aucune rotation, t = 0, et

tanh(η3/2) = tanh(η1/2)+ tanh(η2/2)

1+ tanh(η1/2)tanh(η2/2)
= tanh

[
(η1 +η2)/2

]
(2.63)
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ce qui donne η3 = η1 +η2 tel qu’attendu par des arguments géométriques en relativité restreinte. Autre exemple,
la situation où deux transformations hyperboliques transverses sont nécessaires pour simplifier les relations de
commutation en présence de l’inclinaison (2.48) avec n1 = ex et n2 = ey , ces deux transformations hyperboliques
consécutives peuvent se ramener à une seule si on tourne d’abord le système selon u = ex ×ey = ez avec un
angle θ tel que

tan(θ/2) = tanh(η1/2)tanh(η2/2), (2.64)

puis que l’on réalise une transformation hyperbolique avec une rapidité η telle que

cosh(η3/2) = cosh(η1/2)cosh(η2/2)

cos(θ/2)
. (2.65)

Cela justifie a posteriori notre choix t = (tx ,0, tz ), ie ty = 0, au paragraphe 2.2.2 : une rotation d’axe z permet
d’orienter l’inclinaison t afin d’éliminer la composante ty . Ainsi pour les cas pratiques que nous considérons
dans cette thèse, nous orienterons les axes afin de nous ramener à une seule transformation hyperbolique.

2.3 Niveaux de Landau

J’ai à plusieurs reprises mentionné que l’introduction d’un champ magnétique dans les équations du
mouvement donne aux vecteurs d’ondes des relations de commutations non-triviales et à l’origine de la
quantification du spectre. On parle de quantification en niveaux de Landau. Cette quantification est un outil
puissant pour l’analyse de la structure de bande et nous l’exploiterons pour la caractérisation de Cd3As2 au
chapitre 3. Nous allons ici étudier les étapes du raisonnement en présence d’un champ électrique (analogue
à une inclinaison) dans le cas classique, non-relativiste et pour l’équation de Weyl. Je montrerai dans chacun
des cas la façon dont le spectre et le potentiel chimique sont affectés par le champ électrique. La structure
matricielle de l’équation de Weyl donne lieu à des transformations analogues aux boosts de Lorentz du champ
électromagnétique et du potentiel chimique. Nous montrerons que l’équation de Weyl compte aussi des modes
chiraux stables sous les fluctuations du champ magnétique et que nous discuterons dans le cadre de l’argument
de Aharonov-Casher [AC79].

2.3.1 Électrons non-relativistes

Approche classique.

En mécanique classique, le mouvement d’un électron non relativiste dans des champs magnétique B et
électrique E transverses est décrit par l’équation de Newton

me
dv

d t
=−e [E +v×B] . (2.66)

La solution homogène vc de cette équation est celle en l’absence de champ électrique (E = 0) et où la force
est toujours orthogonale à la vitesse et au champ magnétique. La projection de (2.66) (i ) selon vc donne v2

c

constant et (i i ) selon B donne v ·B constant : la trajectoire est donc circulaire dans le plan perpendiculaire à
B et en translation rectiligne uniforme le long de B, c’est le mouvement cyclotron dessiné à la figure 2.6. Les
coordonnées de la trajectoire sont les suivantes

rc (t ) =
 X + rc cos(ωc t +φ)

Y + rc sin(ωc t +φ)
z0 + vz t

 (2.67)

où la pulsation cyclotron est ωc = eB/m et la position transverse moyenne (X ,Y ), le rayon cyclotron rc , la
position z0 et la vitesse vz selon z dépendent toutes des conditions initiales une fois la solution particulière
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FIGURE 2.6 – Mouvement cyclotron en présence et en l’absence d’un champ électrique E . L’encadré à droite
représente le mouvement dans le plan x y en l’absence de champ électrique.

prise en compte. Dans le cas considéré E ·B = 0 et la solution particulière vD = E ×B/B 2 est indépendante du
temps : ainsi, dans le référentiel à la vitesse vD tout se passe comme en l’absence de champ électrique et le
mouvement est décrit par la solution homogène (2.67) [voir Figure 2.6]. D’ailleurs, avant de passer au traitement
quantique, il est intéressant de remarquer que le passage à un référentiel à la vitesse v∗ modifie les champs
magnétique et électrique uniformes de la façon suivante

(covariance de l’équation de Newton, v → v+v∗) :

{
E → E ′ = E +v∗×B,
B → B′ = B.

(2.68)

Cette transformation traduit la covariance galiléenne de l’équation de Newton qui n’est valable que pour |v∗|¿ c .
Au delà, les champs électromagnétiques se transforment en suivant la covariance des équations de Maxwell,
fondamentale pour que la célérité de la lumière soit indépendante du référentiel choisit, dont l’expression est

(covariance des équations de Maxwell, v → v+v∗) :


E ∥ → E ′

∥ = E ∥,

E⊥ → E ′
⊥ = γ (E⊥+v∗×B) ,

B∥ → B′
∥ = B∥,

B⊥ → B′
⊥ = γ(

B⊥−v∗×E/c2
)

,

(2.69)

où β = v∗/c et γ= (1−β2)−1/2. Dans le cas présent, les deux transformations coïncident à la limite où v ¿ c.
Dans le cas de l’équation de Weyl, nous verrons à la section (2.3.2) que la transformation des champs électrique
et magnétique s’apparente à celle de l’équation (2.69) mais où la célérité c est remplacée par la vitesse de Fermi
vF ¿ c des électrons.

Approche quantique.

Changement de référentiel et choix de jauge. Comme nous l’avons indiqué à la section 1.3.1 à une faible
température, une faible densité et un fort champ magnétique le système devient sensible aux fluctuations
quantiques du rayon cyclotron qui est de l’ordre de grandeur de la longueur magnétique

`B =
p
ħ/eB ≈ 26 nm

/√
B [T] . (2.70)

On introduit le champ magnétique au Hamiltonien Ĥ = p2/2m en substituant l’impulsion p → π = p+ eA
où A est le potentiel vecteur tel que B =∇×A. Le champ électrique E transverse à B est introduit au moyen
du potentiel scalaire V (x) = V0 −E · x tel que E = −∇V (x). L’impulsion généralisée π vérifie les relations de
commutation

[
πi ,π j

] = −i eħεi j k Bk que nous avons déjà rencontré à la section 2.2.1. Comme dans le cas
classique, il s’agit maintenant de simplifier ces expressions. Une rotation des axes qui aligne ez selon B permet
d’écrire, comme pour le raisonnement qui a mené à l’équation (2.37),[

πx ,πy
]=−i sgn(B)/`2

B [πx ,πz ] = 0
[
πy ,πz

]= 0. (2.71)
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De plus, la rotation d’axe z qui aligne ey selon E permet d’écrire V (x) =V0 −E y , tel que discuté au paragraphe
2.2.2. Afin de traiter l’influence du champ électrique il est pratique d’utiliser une jauge telle que le potentiel
vecteur ne dépend que de la coordonnée y , soit A =−B yex : c’est la jauge de Landau. Après ces transformations
le Hamiltonien s’écrit

Ĥ =
p2

y +p2
z

2m
+ (px −eB y)2

2m
+2emE y −eV0 =

p2
y +p2

z

2m
+

[(
px −m E

B

)−eB y
]2

2m
+ E

B

(
px − m

2

E

B

)
−eV0. (2.72)

De la même façon que dans le cas classique où le changement de référentiel à la vitesse vd se traduit par
p → p′ = p−mvD , nous pouvons redéfinir l’impulsion par px → p ′

x = px −mE /B tel que

Ĥ =
p ′2

y +p ′2
z

2m
+

[
p ′

x −eB y
]2

2m
+ E

B

(
p ′

x +
m

2

E

B

)
−eV0. (2.73)

Avec le choix de jauge sur le potentiel vecteur, le Hamiltonien ne dépend pas explicitement de la position x et le
terme additionnel n’est qu’une constante que l’on peut absorber par le choix de jauge scalaire eV0 = E

B

(
px − m

2
E
B

)
.

Ce choix de jauge affecte l’expression du potentiel chimique et nous y reviendrons à l’équation (2.83). Le
Hamiltonien s’écrit alors

Ĥ =
p ′2

y +p ′2
z

2m
+

(
p ′

x −eB y
)2

2m
≡ π′2/2m, (2.74)

ce qui est similaire à la situation sans champ électrique et où les relations de commutation (2.71) sont valables.

Opérateurs d’échelle. On résout le Hamiltonien (2.74) par analogie avec l’oscillateur harmonique [Goe09].
Pour cela on introduit l’ opérateur d’échelle entre les coordonnées non-commutantesπx ,πy : â = `Bp

2

(
απx − iβπy

)
où les constantes α,β ∈R sont telles que [

â, â†
]
= sgn(B)αβ= 1. (2.75)

L’opérateur nombre n̂ = â†â a comme spectre les entiers n ∈N dont les vecteurs propres |n〉 vérifient â|n〉 =p
n|n −1〉 et â†|n〉 =p

n +1|n +1〉 ce qui permet de construire la base des états nombres

(définition des états nombre) : â|0〉 = 0, |n〉 = 1p
n!

â†n |0〉. (2.76)

De façon générale, on peut réécrire toute expression quadratique sous la forme

uπ2
x + vπ2

y =
1

2`2
B

(
u

α2 − v

β2

)(
â2 + â†2

)
+ 1

2`2
B

(
u

α2 + v

β2

)
(2n̂ +1) . (2.77)

Alors, tant que uv > 0, on peut choisir (α/β)2 = u/v en gardant αβ= sgn(B) pour obtenir

(réécriture d’une forme quadratique) :

{
â = `Bp

2
p

uv

(p|u|πx − i sgn(B)
p|v |πy

)
uπ2

x + vπ2
y = sgn(u)(2n̂ +1)

p
uv/`2

B

. (2.78)

Niveaux de Landau. Pour une particule non-relativiste dans des champs magnétique B et électrique E trans-
verses dont l’équation est (2.74), on introduit l’opérateur d’échelle â = `Bp

2

(
πx − i sgn(B)πy

)
, le Hamiltonien

s’écrit alors

Ĥ = p2
z /2m +ħωc (n̂ +1/2), (2.79)

où ωc = eB/m. Le spectre des états propres est En(pz ) = p2
z /2m +ħωc

(
n + 1

2

)
avec n ∈ N [Thi15, Goe09] et

n’est pas affecté par le champ électrique [voir Figure 2.7]. Les bandes permises sont régulièrement espacées,
proportionnellement à B , on les appelle les bandes de Landau.
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FIGURE 2.7 – Spectres des niveaux de Landau d’un électron non-relativiste en présence d’un champ électrique
transverse E . Les bords de bande sont indépendants de E et le potentiel chimique µ (en orange) change avec le
champ électrique, pour un nombre d’électrons fixé et en négligeant les effets de surface.

Les états propres sont ceux de l’opérateur n̂ et leur expression dépend de la jauge choisie. Dans le cadre
de cette thèse, nous utiliserons la jauge de Landau, A =−B yey , car elle facilite le traitement de l’inclinaison et
du champ électrique. Dans ce cas, l’impulsion px reste un bon nombre quantique et pour la dimension y on
obtient

〈py 〉 = 0, 〈y〉 = (
px −mE /B

)/
eB = p ′

x

/
eB. (2.80)

La position moyenne Y = 〈y〉 de l’orbite joue le même rôle que la constante Y de l’équation (2.67). L’échantillon
étant de taille finie, 〈y〉 ∈ [0,Ly ] et px = 2πk/Lx où k ∈Z, l’impulsion kx peut prendre

NB = Lx Ly /`2
B =Φ/Φ0 (2.81)

valeurs différentes, oùΦ est le flux magnétique etΦ0 = e/h est le quantum de flux. Chaque niveau de Landau
étant indépendant de px on en déduit qu’ils sont chacun dégénérés NB fois [Thi15, Goe09], cependant des
fluctuations du champ magnétique peuvent lever cette dégénérescence et nous verrons plus loin qu’elle reste
valable pour le niveau n = 0 du cas relativiste [AC79].

Potentiel chimique. On considère que le nombre d’électrons du système est fixe. Dans ce cas, à l’équilibre
électrostatique et électrochimique le potentiel chimique µ et le potentiel électrique V =V0 −E 〈y〉 sont liés par

µ+e(V0 −E 〈y〉µ) =µ0 (2.82)

où µ0 est le potentiel chimique en l’absence de champ électrique. Avec le choix de jauge pris pour A et V0, on
obtient l’expression suivante du potentiel chimique et indépendante du choix de jauge

µ=µ0 −mv2
d /2. (2.83)

Cette expression du potentiel chimique dépend des choix de jauge que nous avons exprimé aux équations (2.72)
et (2.73), elle présente l’avantage d’avoir un décalage en énergie constant. Ce décalage en énergie est similaire à
celui que l’on obtient lors du passage au référentiel à la vitesse vd à l’équation (2.66) avec l’apparition d’un terme
d’énergie cinétique, comme px est centré autour de mvd . On représente l’évolution du potentiel chimique avec
le champ électrique E sur la Figure 2.7, comme les bandes sont indépendantes de E le potentiel chimique est
susceptible de croiser des bandes de Landau. Il faut cependant pondérer cet argument par l’éventualité d’un
écrantage de la part des états de surface et qui empêche le champ électrique d’influer sur le potentiel chimique
de volume [voir Chapitre 4].

Le traitement détaillé que nous venons de réaliser a permis de montrer que dans le cas non relativiste le
champ électrique ne modifie pas les bandes de Landau mais affecte seulement le potentiel chimique µ. Ce
n’est pas le cas de l’équation de Weyl où le spectre est affecté par le champ électrique et des transformations
analogues à (2.69) apparaissent.
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2.3.2 Électrons relativistes et structure de bande

L’analogie entre l’oscillateur harmonique et les niveaux de Landau ne semble valable que dans le cas non-
relativiste, par l’apparition d’une forme quadratique avec les impulsions telle que (2.77). Cependant, on retrouve
ce même comportement quand on insère l’un des Hamiltonien de la section 2.1 à la place de l’énergie dans
l’équation séculaire. Par exemple, pour un modèle 2×2 de la forme Ĥ = h01̂+h · σ̂ on obtient [voir Annexe B.4](

Ĥ −h01̂
)2 = h2

1̂+ ∑
i< j

iεi j k
[
hi ,h j

]
σ̂k . (2.84)

Dans la situation où le champ magnétique est orienté selon l’axe z, les modèles de cône de Weyl (2.2) et de
fusion de cônes (2.15) sans inclinaison (t = 0 ⇔ h0 = 0) donnent, après la substitution q →π = q+eA,

Ĥ 2 = [
h2

3(qz )+ (vxπx )2 + (vyπy )2]
1̂+ sgn(vx vy B)|vx vy |σ̂z . (2.85)

où h3(qz ) = vz qz pour le cône de Weyl (2.2) et h3(qz ) = [
k2

z − (∆k/2)2
]/

2m pour la fusion des cônes (2.15). On
retrouve la forme quadratique déjà discutée à l’équation (2.78) et un bon choix d’opérateur d’échelle s’avère être
â = `B

(
vxπx − i sgn(vx vy B)vyπy

)/√
2|vx vy | tel que

Ĥ 2 = h2
3(kz )+2

|vx vy |
`2

B

{
n̂ + 1

2

[
1+ sgn(vx vy B)σ̂z

]}
. (2.86)

De cette relation on en déduit que pour vx vy B > 0 un état propre à l’énergie E a nécessairement la forme
suivante Ψn = [

α|n −1〉,β|n〉]. Par la suite on étudiera ce cas de figure mais en gardant à l’esprit que le cas
vx vy B < 0 donneΨn = [

α|n〉,β|n −1〉]. La dégénérescence des niveaux de Landau est toujours donnée par NB

introduit à l’équation (2.81). Le Hamiltonien écrit en terme des opérateurs d’échelle est

Ĥ =
(

h3(qz )
√

2|vx vy |â/`B√
2|vx vy |â†/`B −h3(qz )

)
. (2.87)

Une fois projeté sur les solutionsΨn = [
α|n −1〉,β|n〉], le Hamiltonien pour les coefficients [α,β] de la fonction

d’onde est

Ĥ =
(

h3(qz )
√

2n|vx vy |/`B√
2n|vx vy |/`B −h3(qz )

)
. (2.88)

Comme on l’explique en annexe B.4, le spectre pour n ≥ 1 est Eλn(qz ) =λ
√

d 2
3 (qz )+2n|vx vy |/`2

B (B.22) et les
solutions propres sont (B.23)

Ψλ,n(d3) = 1p
2

 (
1+λ h3

E+n (qz )

)1/2 |n −1〉(
1−λ h3

E+n (qz )

)1/2 |n〉

 . (2.89)

Le mode n = 0 se distingue des autres car il n’est associé qu’à une seule solution dont l’énergie propre est
En=0(qz ) =−sgn(B vx vy )h3(qz ) et la solution propre est (i )Ψn=0 = [0, |0〉] si vx vy B > 0 ou (i i )Ψn=0 = [|0〉,0] si
vx vy B < 0. Cet état est stable vis-à-vis des fluctuations du champ magnétique mais avant d’en discuter nous
allons aborder l’influence d’un champ électrique E transverse sur les états propres.

Régime magnétique et électrique. La présence d’un champ électrique E transverse au champ magnétique
B = Bez est décrite par l’introduction du potentiel scalaire V (x) =V0 −E y , le Hamiltonien est alors

Ĥ = e
(
E y −V0

)
1̂+

(
h3(qz ) vx (qx −eB y)− i vy qy

vx (qx −eB y)+ i qyπy −h3(qz )

)
. (2.90)
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FIGURE 2.8 – Spectres des niveaux de Landau de l’équation d’un seul cône de Weyl sans inclinaison (t = 0)
en l’absence (à gauche, β= 0) et en présence (à droite, β= E /(vx B) = 0.8) d’un champ électrique transverse
E . Les courbes en pointillés correspondent au niveau n = 0 dans le cas où sgn(vx vy vz B) > 0 (en bleu) et
sgn(vx vy vz B) < 0 (en rouge). La figure central reproduit le déplacement des bords de bandes en fonction du
champ électrique et la courbe orange donne l’évolution du potentiel chimique µ avec le champ électrique.

où, pour simplifier les expressions, on se place en jauge de Landau A =−B yex . On observe que l’on est dans
une situation analogue à celle obtenue en présence d’une l’inclinaison t = (tx ,0, tz ) à l’équation (2.48), comme
pour l’équation de Dirac bidimensionnelle [GFMP09]. En effet la décomposition du Hamiltonien sous la forme
Ĥ = h01̂+h · σ̂ donne les relations de commutation suivantes

[h0,h2] = iħevyE =−i sgn(B)td vx vy
/
`2

B , [h1,h2] =−i sgn(B)vx vy /`2
B ,

[
hi ,h j

]= 0 sinon, (2.91)

où l’on a introduit le paramètre d’inclinaison td associé à la vitesse de dérive vd = E ×B/B 2 = E
B ex ≡ vd ex tel

que td =−vd /vx . Nous avons montré à l’équation (2.49) qu’en fonction de la valeur de td , une transformation
hyperbolique, |Ψ〉 → |Ψ′〉 = N e−ησ̂x /2|Ψ〉 avec N une constante de normalisation, simplifie ces relations de
commutation. On rencontre les deux situations suivantes :

• Régime magnétique. Dans ce cas −1 < td < 1 et pour β≡ tanh(η) =−td = E /(vx B), l’équation de Schrödinger
s’écrit Ĥ ′|Ψ′〉 = E |Ψ′〉 avec

Ĥ ′ = (
vd qx −eV0

)
1̂+

(
h′

3(qz ) vx
[
qx +δq −eB ′y

]− i v ′
y qy

vx
[
qx +δq −eB ′y

]+ i v ′
y qy −h3(qz )

)
(2.92)

où h′
3(qz ) =

√
1−β2h3(qz ), v ′

y =
√

1−β2vy , B ′ = (1−β2)B et δqE = −β (E +eV0)/vx . Cet Hamiltonien est
similaire [AP67, LSB07] à celui de l’équation de Weyl avec champ magnétique mais sans champ électrique
(E = 0) (2.87)

Ĥ =
 h′

3(qz )
√

2|vx v ′
y |âE /`B ′√

2|vx v ′
y |â†

E /`B ′ −h′
3(qz )

 , (2.93)

où l’on a fixé la jauge eV0 = vd qx , ce qui aura une incidence sur le potentiel chimique. On introduit aussi

l’opérateur d’échelle âE = (1−β2)3/4`B

{
vx

[
qx +δqE −eB ′y

]− i v ′
y qy

}/√
2|vx vy | qui dépend explicitement

de l’énergie E à travers δqE mais qui cependant définit toujours l’opérateur nombre n̂E = â†
E âE . Les solutions
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sont donc similaires à celles en l’absence du champ électrique avec, pour n ≥ 1, dans la base originale

Eλn(qz ,β) =λ
√

(1−β2)h2
3(qz )+2n(1−β2)3/2|vx vy |/`2

B (2.94)

Ψλ,n(d3,β) = 1̂+ tanh(η/2)σ̂xp
2


(
1+λ (1−β2)1/2h3

E+n (qz )

)1/2
|n −1〉E(

1−λ (1−β2)1/2h3

E+n (qz )

)1/2
|n〉E

 . (2.95)

Le mode n = 0 a quant à lui le spectre E0(qz ,β) =−sgn(vx vy B)(1−β2)1/2h3(qz ) et son état propre est, dans la
base originale,Ψ0 =

(
1̂+ tanh(η/2)σ̂x

) |0〉E ⊗|− sgn(vx vy B)〉. Le spectre de ces solutions est représenté sur la
Figure 2.8 pour différentes valeurs du champ électrique transverse.

Les états nombres |n〉E dépendent explicitement de l’énergie E considérée et le produit scalaire entre deux
états nombres nécessite de prendre en compte leur différence en énergie tel qu’expliqué en Annexe B.6.
L’apparition de cette dépendance en énergie est due au décalage des orbites pour différentes énergies à cause
de l’inclinaison, tel qu’on l’aperçoit à la Figure 2.1(b) et que l’on calcule explicitement en jauge de Landau

〈qy 〉 = 0, 〈y〉E = (
qx +δqE

)
/eB ′. (2.96)

Pour un nombre d’électrons fixé, cela nous permet de déduire qu’à l’équilibre électrostatique et électrochi-
mique la relation (2.82) s’écrit

µ= (1−β2)µ0 =µ0 − m∗v2
d

/
2. (2.97)

où m∗ = 2µ0
/

v2
x . Cette modification du potentiel chimique rappelle l’équation (2.83) obtenue dans le cas

non relativiste, sauf que cette fois le potentiel chimique change comme lors d’un boost de Lorentz et le rôle
de masse effective est tenu par le potentiel chimique µ0 en l’absence de champ électrique (E = 0). Comme les
bandes sont affectées par le champ électrique de façon différente que le potentiel chimique, on s’attend à ce
que la mer de Fermi croise des niveaux de Landau pour un champ électrique croissant comme illustré à la
Figure 2.8.

• Régime électrique. Dans ce cas −1 < 1/td < 1 et pour β≡ tanh(η) =−1/td , l’équation de Schrödinger s’écrit
Ĥ ′|Ψ′〉 = E |Ψ′〉 tel que

Ĥ ′ = eE ′y1̂+
(

h′
3(qz ) vx

[
qx +δqE

]− i v ′
y qy

vx
[
qx +δqE

]+ i v ′
y qy −h3(qz )

)
(2.98)

où h′
3(qz ) =

√
1−β2h3(qz ), v ′

y =
√

1−β2vy , E ′ = (1−β2)E et δqE =−β (E +eV0)/vx . On a fixé la jauge eV0 =
βvx qx et l’équation est similaire à l’équation de Weyl avec champ électrique mais sans champ magnétique
(B = 0), on parle de régime électrique et dans ce cas on obtient un spectre continu dont les solutions sont des
fonctions d’ondes délocalisées [AP67, LSB07, Sau31, RkY84].

La situation où des champs magnétique et électrique sont tout deux présents en même temps s’avère donc
bien différente pour l’équation de Weyl que dans le cas non relativiste pour deux raisons (i ) le spectre dépend
explicitement du champ électrique appliqué au système et, (i i ) il existe un champ électrique critique au-delà
duquel il n’y a plus de niveaux de Landau. Les transformations du champ électromagnétique que l’on observe
ressemblent à celles de la covariance des équations de Maxwell (2.69) où le rôle de la célérité c est tenu par
la vitesse de Fermi vF = vx , mais dont l’origine est seulement la covariance de l’équation de Weyl et pour des
structures de bandes plus riches on peut s’attendre à des transformations plus exotiques.

Analogie entre l’inclinaison t et le champ électrique E . Comme je l’ai fait remarquer et tel que déjà discuté
pour l’équation de Dirac à deux dimensions [GFMP09], l’inclinaison t tient le même rôle que le champ électrique
si sa composante transverse t⊥ = t×B/B est non-nulle. On peut alors reprendre le même raisonnement que
ci-dessus et la limite magnétique est obtenue pour |t⊥| < 1 soit |sin(α)| < 1/|t| où α est l’angle entre le champ
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FIGURE 2.9 – On représente le vecteur d’inclinaison t pour des cônes de type-I (en bleu) et de type-II (en rouge).
La sphère délimite le domaine des deux phases et sous l’effet d’un champ magnétique seule la composante
transverse, ici dans le plan x y , influence la quantification en niveaux de Landau.

magnétique et l’inclinaison. On observe ainsi que même un cône de Weyl de type-II (t > 1) peut avoir des
niveaux de Landau, à condition que l’angle entre l’inclinaison et le champ magnétique ne soit pas trop grand.
J’ai traduit cette condition graphiquement à la Figure 2.9 où le régime magnétique est atteint si seulement la
projection de l’inclinaison t dans le plan transverse au champ magnétique se trouve dans le disque vert.

Pour les calculs, on oriente les axes pour que t = (t⊥ =
√

t 2
x + t 2

y ,0, tz ) et on réalise alors la transforma-

tion hyperbolique |Ψ〉 → |Ψ′〉 = N e−ησ̂x /2|Ψ〉 avec β≡ tanh(η) =−t⊥. L’équation de Schrödinger s’écrit alors
Ĥ ′|Ψ′〉 = E |Ψ′〉 avec

Ĥ ′ = vz tz qz 1̂+
(

h′
3(qz ) vx

[
(1−β2)(qx −eB y)+δqE ,qz

]− i v ′
y qy

vx
[
(1−β2)(qx −eB y)+δqE ,qz

]+ i v ′
y qy −h′

3(qz )

)
(2.99)

où h′
3(qz ) =

√
1−β2h3(qz ), v ′

y =
√

1−β2vy et δqE ,qz =β(vz tz qz −E)/vx . Dans ce cas les énergies propres sont En,λ(qz ) = vz tz qz +λ
√

(1−β)2v2
z q2

z +2n(1−β2)3/2|vx vy |/`2
B ,

E0(qz ) = vz

[
tz − sgn(vx vy B)

√
1−β2

]
qz = v ′

z

[
t ′z − sgn(vx vy B)

]
qz .

(2.100)

où v ′
z =

√
1−β2vz et t ′z = t |cos(α)|/

√
1− t 2 sin(α)2. Le spectre des niveaux de Landau est tracé à la Figure 2.10. Il

est fréquent d’associer la chiralité unidimensionnelle du niveau n = 0,χ(1D)
n=0 = sgn

{
vz

[
tz − sgn(vx vy B)

√
1−β2

]}
,

à la chiralité tridimensionnelle des cônes de Weyl χ(3D) = sgn(vx vy vz ) [ voir section 2.1.1 ]. La relation (2.100)

montre que cette relation tient dans le cas des cônes de type-I où χ(1D)
I ,n=0 = −sgn(vx vy vz B) mais ce n’est

pas vrai dans le cas des cônes de Weyl de type-II où l’inclinaison prédomine dans la relation de dispersion,
χ(1D)

I I ,n=0 = sgn(vz tz ). La conservation de la chiralité nécessite donc soit (i ) la présence de niveaux de Landau
associés au comportement de la structure de bande en dehors des cônes de Weyl, soit (i i ) une contrainte reliant
l’inclinaison à la chiralité, tel que pour les modèles aux équations (2.15) et (2.17) où l’inclinaison change de
signe pour chaque chiralité. On remarque aussi que la phase critique t → 1 est mal définie et donne lieu à des
niveaux n = 0 non-dispersifs. Le potentiel chimique ne change pas, contrairement à ce que l’on a obtenu en
présence d’un champ électrique à l’équation (2.97).

L’équation de Weyl sous champ magnétique donne lieu à des niveaux de Landau si l’inclinaison est assez
faible (|t| < 1, type-I) ou si l’angle entre l’inclinaison et le champ magnétique α est suffisamment petit [voir
Figure 2.1]. Cependant, si l’amplitude de l’inclinaison est importante (|t| > 1) et que l’angle α est grand, alors
on perd la quantification en niveaux de Landau de l’équation de Weyl. Il est alors nécessaire de d’étendre la
description de la structure de bande au delà du point nodal [LLD+16, Kos16, ODB16, TBUK17]. La discussion
précédente a fait l’objet d’un article [TCG16] qui a été soumis pour publication à la même période que deux
autres travaux [KAH16, UB16] et dont je conseille la lecture.
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FIGURE 2.10 – Spectres des niveaux de Landau de l’équation d’un seul cône de Weyl de type-I (à gauche) et de
type-II (à droite). Les droites en pointillés correspondent au niveau de Landau n = 0 pour sgn(vx vy vz B) > 0 (en
bleu) et sgn(vx vy vz B) < 0 (en rouge). On observe que pour les semi-métaux de type-II les bandes supérieures et
inférieures vont traverser la mer de Fermi et que les modes chiraux dispersent toujours dans le sens donné par
l’inclinaison.

2.3.3 Stabilité du mode n = 0 et chiralité

La variation spatiale des composantes (h0,h) d’un Hamiltonien que l’on a décomposé sur une base Ĵ de
matrices hermitiennes

Ĥh0,h = h0(q)1+h(q) · Ĵ , (2.101)

peut donner lieu à un spectre discret. Nous l’avons explicitement montré en présence d’un champ magnétique
uniforme B = Bez dans le cas des niveaux de Landau et nous l’avons mentionné au Chapitre 1 par la présence
d’états de surface lors de variations du gap ∆(x) à l’interface de deux matériaux. Nous aborderons plus en
détail le cas des états de surface au Chapitre 4. Dans ces deux cas de figures il est apparu que le Hamiltonien
de Weyl possède des modes n = 0 qui ne dépendent pas explicitement des paramètres du potentiel. Cette
propriété a été formalisée par Aharonov et Casher [AC79] pour les niveaux de Landau. Ils ont montré que pour
l’équation de Dirac sans masse, le niveau de Landau n = 0 est insensible aux fluctuations dans le plan x y du
champ magnétique B = B(x, y)ez . Cet argument s’appuie sur la symétrie chirale que nous allons maintenant
discuter et son extension en présence d’inclinaison a été traitée par [KHMA11, HKA15] dont je propose ici une
reformulation à trois dimensions et à l’aide des transformations hyperboliques. Cela nous permettra au chapitre
4 de discuter la stabilité des états de surface topologiques.

Pour la suite, on considère le Hamiltonien de Weyl en présence d’un champ magnétique B = B(x, y)ez décrit
par le potentiel vecteur A = Ax (x, y)ex + Ay (x, y)ey

Ĥ = [
vz tz qz 1̂+h3(qz )σ̂z

]︸ ︷︷ ︸
≡Ĥz

+[
vx (tx 1̂+ σ̂z )(qx +e Ax )+ vy (ty 1̂+ σ̂y )(qy +e Ay )

]︸ ︷︷ ︸
≡Ĥx y

, (2.102)

où h3(qz ) = vz qz pour un cône seul (2.2) et h3(qz ) = (q2
z − (∆k/2)2)/2m pour deux cônes proches de la fusion

(2.15). On sépare l’équation de Schrödinger (Ĥ −E 1̂)|Ψ〉 = 0 en deux parties, l’une dépend explicitement des
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positions dans le plan Ĥx y et l’autre ne dépend que des autres paramètres ĤE z = E 1̂− Ĥz . On se ramène ainsi à
l’analyse de l’équation suivante

Ĥx y |Ψ〉 = ĤE z |Ψ〉. (2.103)

Nous allons commencer par mettre en évidence la symétrie chirale de Ĥx y puis nous discuterons la stabilité des
modes n = 0.

Chiralité. Admettons que nous connaissons un opérateur chiral κ̂ hermitien tel que κ̂2 = 1̂ et qui anti-
commute avec le Hamiltonien Ĥx y {

κ̂, Ĥx y
}= 0. (2.104)

Nous construirons explicitement cet opérateur à la fin de ce paragraphe. On peut alors projeter l’équation
(2.103) sur la base des états propres |±〉 de κ̂ tel qu’expliqué dans [HKA15, Z̃88][ 〈+|Ĥx y |+〉 〈+|Ĥx y |−〉

〈−|Ĥx y |+〉 〈−|Ĥx y |−〉
][

Ψ+
Ψ−

]
=

[ 〈+|ĤE z |+〉 〈+|ĤE z |−〉
〈−|ĤE z |+〉 〈−|ĤE z |−〉

][
Ψ+
Ψ−

]
,

et comme Ĥx y est chiral dans la base |±〉, 〈+|Ĥx |+〉 = 0 = 〈−|Ĥx y |−〉, on obtient l’équation générique[
0 α̂−
α̂+ 0

][
Ψ+
Ψ−

]
=

[ 〈+|ĤE z |+〉 〈+|ĤE z |−〉
〈−|ĤE z |+〉 〈−|ĤE z |−〉

][
Ψ+
Ψ−

]
, (2.105)

où α̂−(x,kx ), α̂+(x,kx ) sont des opérateurs qui vont jouer le rôle d’opérateurs d’échelle. Cette équation admet
en principe les deux solutions suivantesΨ1 = (0,Ψ−) etΨ2 = (Ψ+,0) auxquelles correspondent les équations de
mode zéro [HKA15]

(Équations de modes zéro) :


Ψ1 :

{
α̂−Ψ− = 〈+|ĤE z |−〉Ψ−
〈−|ĤE z |−〉 = 0

Ψ2 :

{
α̂+Ψ+ = 〈−|ĤE z |+〉Ψ+
〈+|ĤE z |+〉 = 0

. (2.106)

L’argument de Aharonov-Casher discute de la stabilité de ces deux modes, comme nous le verrons à la section
suivante mais avant nous allons explicitement dériver κ̂ pour l’équation de Weyl (2.102).

La présence de l’identité 1̂ dans Ĥx y complique la recherche d’une symétrie chirale et dans ce cas il s’avère
que cette symétrie doit être recherchée sous une forme plus générale [KHMA11, HKA15, KAH16] où κ̂ n’est pas
hermitien. La symétrie chirale est alors définie selon, avec κ̂ telle que κ̂2 = κ2

1̂,

(Symétrie chirale) : κ̂†Ĥx y κ̂=−Ĥx y . (2.107)

Une telle symétrie chirale permet de retrouver l’équation (2.106) sur la base des modes propres de κ̂. Les transfor-
mations hyperboliques introduites à l’équation (2.43) permettent de faciliter la recherche d’une symétrie chirale
de (2.102) en éliminant, à la limite magnétique, toute dépendance de Ĥx y avec l’identité 1̂. La transformation

est Ĥ ′ = eηΓ̂ĤeηΓ̂, tel que discutée aux équations (2.2.2) et (2.93) et l’équation (2.103) se réécrit

eθΓ̂Ĥx y eθΓ̂|Ψ〉 = eθΓ̂ĤE z eθΓ̂|Ψ〉 (2.108)

pour laquelle on peut généralement trouver un opérateur chiral κ̂′ hermitien qui anticommute avec Ĥ ′
x y =

eθΓ̂Ĥx y eθΓ̂. Ce qui permet d’écrire {
κ̂,eηΓ̂Ĥx y eηΓ̂

}
= 0 =⇒ κ†

ηĤx yκη =−Ĥx y (2.109)



50 CHAPITRE 2. MODÈLES DE BASSE ÉNERGIE, COVARIANCE ET NIVEAUX DE LANDAU

avec κθ = eηΓ̂κ̂e−ηΓ̂ l’opérateur chiral du Hamiltonien Ĥx y .
On illustre ces considérations générales dans le cas du modèle (2.102) où, en l’absence d’inclinaison (t = 0),

l’opérateur chiralité est κ̂ = σ̂z . Si on introduit une inclinaison t = (tx ,0, tz ), alors les deux Hamiltonien sont
reliés par la transformation hyperbolique

Ĥ(tx = 0, tz ) = e
η

2 σ̂x Ĥ(tx , tz )e
η

2 σ̂x (2.110)

où tanh(η) =β=−tx ∈ [−1,1]. On en déduit donc que l’opérateur chiralité de Ĥ(tx , tz ) est

κ̂t = e
η

2 σ̂x σ̂y e−
η

2 σ̂x = γ(
σ̂y − iβσ̂x

)
(2.111)

où γ = 1/
√

1−β2. L’utilisation des transformations hyperboliques permet ainsi d’exprimer la chiralité pour
une classe de systèmes plus variés avec une inclinaison [KAH16] ou un champ électrique transverse. Ces
transformations n’étant valables que dans le régime magnétique, elles indiquent aussi la valeur critique des
champs au delà desquels il y a brisure de la symétrie chirale. Cette dernière peut encore avoir un sens pour
les semi-métaux de type-II (|t| > 1) car c’est la composante transverse au champ magnétique qui compte [voir
Figure 2.1].

Argument de Aharonov-Casher. Pour la suite j’oriente les axes tels que t = (tx ,0, tz ) dans l’équation (2.102) et
j’utilise le raisonnement précédent pour obtenir l’expression suivante des modes chiraux (2.106){[

(1−β2)vx∂x −σv ′
y e Ay

]
+ iσ

[
v ′

y∂y +σvx (δq +e(1−β2)Ax )
]}
Ψσ = 0 (2.112)

dont le spectre vérifie Eσ(qz ) = vz

[
tz −σ

√
1−β2

]
qz similaire à celui du mode n = 0 de l’équation (2.100). On

peut alors réécrire la fonction d’onde sous la formeΨσ(r) = eσeφ(r) fσ(r) que l’on injecte afin d’avoir
∂xφ= 1p

1−β2

vy

vx
Ay

∂yφ=− 1p
1−β2

vx
vy

[
δq/e + (1−β2)Ax

]
 =⇒ λ2∂2

xφ+λ−2∂2
yφ= sgn(vx vy )Bz (x, y),[

sgn(vx vy )λ∂x + iσ∂y
]

fσ = 0.

(2.113)

où λ=
√

1−β2
∣∣vx

/
vy

∣∣ . On en déduit que fσ est une fonction entière de u = x + i sgn(vx vy )σλy dont le profil
dépend des conditions aux bords. De plus, comme l’équation pour φ est similaire au Laplacien bidimensionnel
: φ(x, y) = ∫

d x ′d y ′ G(r− r′)Bz (r′) où la fonction de Green est G(r) = log(r /r0)/2π. À la limite asymptotique, a
doncφ(x, y) → sgn(vx vy )Φ log(r /r0)/2π, oùΦ= ∫

drBz (r) est le flux total de champ magnétique à travers le plan
x y , et les fonctions d’ondesΨσ vérifient donc

Ψσ ≈ fσ(u)

(
r

r0

)σsgn(vx vy )Φ/Φ0

(2.114)

où Φ0 = e/h est le quantum de flux. Comme une fonction entière ne converge pas vers zéro dans toutes les
directions à l’infini, la fonction d’ondeΨσ est normalisable si seulement σsgn(vx vy )Φ> 0 soit σ= sgn(vx vyΦ).
On en déduit aussi que, comme la fonction d’ondeΨσ est de carré intégrable,

lim
r→∞r 2| fσ|

(
r

r0

)σ2sgn(vx vy )Φ/Φ0

= 0. (2.115)

Si on décompose la fonction fσ sur la base des polynômes
{(

x + iσsgn(vx vy )λy
) j

}
j∈N, l’intégrabilité indique

que le degré maximal est jmax = NB−1 où NB est la partie entière deΦ/Φ0. De ces résultats on en déduit donc que

seul le modeΨσ tel que σ= sgn(vx vyΦ) est stable, dont le spectre est Eσ(qz ) = vz

[
tz − sgn(vx vyΦ)

√
1−β2

]
qz

et dont la dégénérescence est indépendante des fluctuations et égale à NB =Φ/Φ0.



Chapitre 3

Spectroscopie infrarouge et magnéto-optique

Au chapitre précédent, nous avons introduit plusieurs modèles pour décrire les semi-métaux de Weyl et dont
les propriétés électroniques sont communes si la structure de bande est conique pour le gamme de potentiels
chimiques étudiés. Cependant, les signatures que l’on associe aux semi-métaux de Weyl se retrouvent pour
d’autres phases, ce qui nécessite de les caractériser par diverses méthodes. Par exemple, bien que la méthode
ARPES soit souvent privilégiée elle ne résout pas nettement certains aspects de la structure de bande de Cd3As2

et certaines études concluent à l’existence d’un cône de Dirac sur une large gamme de potentiels chimiques
[LJZ+14, NXS+14, BGE+14]. De son côté, la spectroscopie infrarouge est sensible à plusieurs contributions du
matériau tels que les vibrations du cristal, le mouvement des charges libres, la structure de bande, etc... et qui
permettent ensemble de reconstruire des informations très pertinentes sur la structure de bande. Après une
courte introduction à la spectroscopie infrarouge dont les détails peuvent être retrouvés en annexe, je présente
les caractéristiques optiques d’un semi-métal de Weyl en l’absence et en présence d’un champ magnétique. Cela
nous servira pour analyser la réponse optique de Cd3As2 pour lequel nous verrons qu’une bande peu dispersive
est en fait présente et que le modèle sous-jacent n’est pas celui d’un cône de Weyl mais ressemble plutôt à un
modèle de Kane tel que décrit à la phase critique de Hgx Cd1−x Te dans [OBZ+14].

3.1 Spectroscopie des semi-métaux de Weyl

La spectroscopie infrarouge est une technique optique où l’on sonde les divers modes d’un matériau grâce à
la réflexion ou la transmission d’une onde électromagnétique à pulsation ω fixée 1. Dans l’un ou l’autre cas, la
réponse du matériau est décrite par sa susceptibilité diélectrique χ(ω) qui relie la polarisation P du matériau au
champ électrique P(ω) =χ(ω)E (ω) ou, de façon équivalente, par sa conductivité optiqueσ(ω) qui relie le courant

volumique j au champ électrique j =σ(ω)E (ω). Ces deux quantités sont reliées par l’équation de conservation
de la charge

∂tρ+∇ · j = 0, (3.1)

sachant que ρ =−∇ ·P =−χ(ω)ε0∇ ·E (ω). On peut ainsi définir la permittivité diélectrique εr (ω) = 1+χ(ω) du

milieu en fonction de la conductivité optique seulement

εr (ω) = 1+ iσ(ω)/ε0ω. (3.2)

La réflexion en énergie d’une onde qui passe d’un milieu d’indice optique n1 à un milieu d’indice optique n2, en
incidence normale, s’exprime sous la forme [BDF+04]

R(ω) =
∣∣∣∣n1(ω)−n2(ω)

n1(ω)+n2(ω)

∣∣∣∣2

=
∣∣∣∣pεr (ω)−1p

εr (ω)+1

∣∣∣∣2

, (3.3)

1. Les quantités complexes sont décrites avec la convention suivante : A(t ) =∑
ω Aωe−iωt .

51
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où l’on a considéré que l’un des milieux est le vide, n2(ω) = 1, et exprimé l’indice optique du matériau en fonction
de la permittivité relative du milieu, n1(ω) =p

εr (ω). La réflectivité est mesurée expérimentalement à l’aide
d’un spectromètre qui permet (i ) de sélectionner la fréquence de l’onde incidente et réfléchie et, (i i ) mesurer
l’intensité de l’onde réfléchie et d’une onde de référence (en général réfléchie sur de l’or), à l’aide d’un bolomètre.
Cependant, la mesure de la réflectivité R(ω) ne permet pas d’accéder à tout le contenu physique du coefficient de
Fresnel r (ω) = [n1(ω)−n2(ω)]

/
[n1(ω)+n2(ω)] =p

R(ω)e iφ(ω) censé nous permettre d’exprimer la permittivité
diélectrique du milieu. La détermination de la phase φ(ω) est obtenue par l’utilisation du théorème de Kramers-
Kronig [Bod45, Roe65], qui exprime la causalité de la réponse et permet d’en relier les parties imaginaire et réelle
par une intégrale sur toutes les fréquences – dont l’évaluation nécessite certaines approximations car la mesure
ne permet d’accéder qu’à une gamme de fréquences réduites. Plus de détails sur la technique expérimentale
peuvent être trouvés dans la thèse de Michael Hackl [Hak17] qui a réalisé des expériences de spectroscopie
infrarouge sur Cd3As2 avec et sans champ magnétique, en lien avec mes calculs théoriques présentés ici.

Afin de comprendre la spécificité des résultats obtenus pour Cd3As2, je commence par illustrer un modèle
classique qui permet d’introduire la pulsation plasma puis je discute des contributions électroniques inter-
bandes. J’illustre ces deux cas de figure dans le cas des semi-métaux de Weyl.

3.1.1 Théorie classique, réponse plasma

A la limite des basses fréquences, la réponse optique est dominée par la dynamique des particules libres
[BDF+04]. Dans le cas non-relativiste et si on néglige les forces de frottements de la forme f =−j/τ (ωÀ 1/τ),
l’équation du mouvement classique est

∂t j(t ) = ne2

me
E (t ) =⇒ jω = i

ne2

meω
Eω, (3.4)

où j = −env est le courant, v est la vitesse des charges (−e) libres de densité n et E est le champ électrique.
La conductivité optique est alors σ(ω) = i ne2

/
meω d’où on déduit, à l’aide de l’équation (3.2), l’expression

suivante de la permittivité diélectrique

εr = 1−
ω2

p

ω2 , (3.5)

où ωp =
√

ne2/meε0 est la pulsation plasma. On observe ainsi que pour ω < ωp , εr (ω) est négatif. L’indice
optique n(ω) =p

εr (ω) est donc purement imaginaire et la réflectivité en énergie est donc R(ω) = 1 : toute la
lumière est réfléchie par la présence des charges libres [voir Figure 3.1]. Un raisonnement plus approfondi
permet de prendre en compte l’influence de la dimension du gaz électronique et de sa relation de dispersion
[DSH09], le résultat précédent étant obtenu pour une relation de dispersion quadratique E ≈ p2/2m en trois
dimensions. Pour ce qui nous concerne, les matériaux que l’on étudie ont une relation de dispersion linéaire
E ≈ vF |p| dans les trois dimensions et on a alors [DSH09]

ωp =
√

(32π/3)1/3 vF n2/3e2/ε0. (3.6)

Cette relation se retrouve à partir du cas non-relativiste, si on utilise la définition de la masse effective obtenue
à l’équation (2.97) du Chapitre 2, m = 2µ0/v2

F , et que l’on applique la relation entre la densité n et la densité
d’états g (µ) = ∂µn où g (µ) =µ2/(2π2v3

F ) pour la relation de dispersion linéaire.

Il y a d’autres contributions à la conductivité optique à basse fréquence telles que celle des phonons
(vibrations), des magnons (excitations magnétiques), etc. qui se superposent à la réponse plasma mais que je ne
détaillerai pas. A plus haute fréquence, on sonde les modes électroniques liés et qui vont nous intéresser à la
section suivante. On néglige les excitations intra-atomiques qui se font aux pulsations proches de l’ultra-violet.
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FIGURE 3.1 – Contribution plasma à la réflectivité (en bleu) et à la conductivité optique (en orange) pour
différentes pulsations ω.

3.1.2 Théorie quantique, transitions électroniques

L’expression de la conductivité optiqueσ en mécanique quantique statistique se déduit du calcul du courant
électronique

j ≡ eTr(ρ̂v̂), (3.7)

où v = i
[
Ĥ , r̂

]
est l’opérateur vitesse et ρ̂ est la matrice densité. La matrice densité est solution de l’équation

d’évolution [BV13]

i
∂ρ̂

∂t
+ [
ρ̂, Ĥ + V̂ (t )

]+ i (ρ̂− ρ̂F )/τ= 0, (3.8)

où ρ̂F = 1
/(

1+eβ(Ĥ−µ)
)

est la densité d’état à l’équilibre et décrite par la distribution de Fermi. La perturbation

par le champ électrique est V̂ (t ) = E · r̂cos(ωt ) et le calcul de la conductivité optique se fait par le développement
au premier ordre en E de la matrice densité à l’équation (3.7). Le calcul est détaillé en Annexe C.1 et on obtient
la formule de Kubo de la conductivité optique

σi j (ω) = i e2
∑
n,m

fD (En)− fD (Em)

Em −En −ω+ iδ

〈m|v̂i |n〉〈m|v̂ j |n〉∗
Em −En

, (3.9)

où fD (E ) = 1
/(

1+eβ(E−µ)
)

est la distribution de Fermi-Dirac et δ= 1/τ. En pratique, on se contente d’étudier la
partie réelle de la conductivité en prenant la limite 2 de faibles frottements où δ→ 0+

Re[σi i (ω 6= 0)] = e2

ω

∑
n,m

[
fD (En)− fD (Em)

] |〈m|v̂i |n〉|2δ[ω− (Em −En)]. (3.10)

Cette expression comporte trois composantes qui méritent d’être interprétées

(i ) Le terme fD (En)− fD (Em) décrit que seules les transitions d’un état occupé vers un état vide sont possibles,
on parle de blocage de Pauli. On illustre cet effet de l’occupation par la coloration rouge et verte des
bandes à la Figure 3.3.

(i i ) Le terme |〈m|v̂i |n〉|2 décrit l’intensité du couplage des deux bandes et traduit les règles de sélection optiques.
Pour l’équation de Schrödinger usuelle introduite à l’équation (1.1), l’expression de l’opérateur vitesse est
donnée par v̂ = p̂/m mais cela devient moins évident pour un Hamiltonien effectif tels que ceux décrits au
Chapitre 2 et qui nous intéressent. Pour un Hamiltonien décomposé par blocs Ĥ =∑

k
∑
αβΨ

†
αkhαβ(k)Ψβk

2. Ce qui permet d’utiliser la relation limε→0+
(
1
/

(x + iε)
)= PV

(
1
x

)
− iπδ(x).
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sur une base d’ondes de Bloch dont les fonctions de Wannier définies à la section 1.1.1 du Chapitre 1 sont
(i ) localisées, et (i i ) à symétrie sphérique, on montre en Annexe C.2 que l’opérateur vitesse v s’écrit

v̂ =∇kĥ(k). (3.11)

Ce qui rappelle l’expression de la vitesse de groupe, vg = ∂E
/
∂k , en physique ondulatoire [BDF+04]. Nous

admettrons par la suite que les Hamiltoniens effectifs introduits au Chapitre 2 vérifient les conditions
d’applicabilité de la relation (3.11).

(i i i ) le terme Jmn(ω) = ∑
kδ[ω− (Emk −Enk)] décrit la densité d’états jointe, en référence à la densité d’états

g (E ) =∑
kδ(E −Ek) mais associés à la différence d’énergie entre deux bandes. Cette quantité décompte le

nombre de transitions possibles pour une différence d’énergie ω.

Les deux premier termes donnent en général une contribution constante et le comportement qualitatif de la
conductivité optique pour la transition entre les bandes m et n est souvent bien exprimé par la densité d’états
jointe Jmn(E). De plus, dans le cas où les bandes m et n sont symétriques particules-trou, tel que Emk =−Enk,
on peut écrire Jmn(E) = gm(2E) où gm(E) est la densité d’états de la bande m, soit

Re[σ(ω)] ∼ Jmn(ω)

ω
≈ gm(2ω)

ω
. (3.12)

Par exemple, pour un spectre de la forme E± =±vF |k| en d-dimensions d’espace la densité d’états est gm(E) ∼
E d−1. On s’attend donc à ce que la conductivité optique vérifie Re[σ(ω)] ∼ω le cas d’un semi-métal de Weyl
[BV13], ce que nous allons maintenant dériver explicitement.

Application : conductivité optique d’un cône de Weyl

Je vais exprimer la partie réelle de la conductivité optique, sans et avec champ magnétique, pour le modèle
en cône de Weyl introduit à l’équation (2.3) du Chapitre 2 dont je rappelle l’expression

Ĥ =∑
i

(
ti 1̂+ σ̂i

)
vi qi . (3.13)

Réponse à champ magnétique nul. Au Chapitre 2 nous avons exprimé les énergies propres E±(k) et les états
propres Ψ±k du Hamiltonien (3.13), aux équations (2.3) et (B.20). En particulier, nous avons observé que les
états propres sont indépendants de l’inclinaison t et en utilisant l’orthogonalité des solutions propres on obtient

v̂ =∑
i

(
ti 1̂+ σ̂i

)
vi ei =⇒ 〈Ψ+k|v̂|Ψ−k〉 =

∑
i

vi 〈Ψ+k|σ̂i |Ψ−k〉ei . (3.14)

Le couplage interbandes est donc indépendant de l’inclinaison t. La densité d’états jointe est aussi indépendante

de l’inclinaison car elle est seulement fonction de la différence d’énergie∆E = E+k−E−k = 2
√

v2
x q2

x + v2
y q2

y + v2
z q2

z .

Par conséquent, l’inclinaison n’a d’effet sur la conductivité optique que par la distribution des électrons au sein
des bandes, donnée la distribution de Fermi fD (E ). J’ai schématisé le remplissage des bandes pour l’équation de
Weyl de type-I (|t| < 1) et de type-II (|t| > 1) aux Figures 3.2(a) et (b). Ces représentations ne sont pas habituelles
car au lieu d’incliner les cônes c’est l’énergie de Fermi qui est penchée [voir équation (3.15)]. A température
nulle et pour un semi-métal de type-I, l’effet du remplissage implique que les seules transitions qui contribuent
à la conductivité optique (3.9) ont un vecteur d’onde q tel que E−(q) <µ< E+(q) soit

−δE(q) < µ̃(q) ≡µ− vz t qz < δE(q) ≡
√

v2
x q2

x + v2
y q2

y + v2
z q2

z , (3.15)

où j’ai orienté les axes pour que l’inclinaison soit dans la direction z. Les transitions permises et interdites que
décrit cette condition sont représentées par des flèches sur la Figure 3.2(a). On parle parfois de blocage de Pauli
pour discuter ces transitions interdites, afin de ne pas confondre cet effet avec celui lié aux règles de sélection
décrit par la matrice de couplage.
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FIGURE 3.2 – Spectroscopie infrarouge d’un cône de Weyl de type-I (Figures (a) et (c)) et de type-II (Figures
(b) et (d)). (a,b) On représente les quantités δE(q) et µ̃(q) de l’équation (3.15) pour les vecteurs d’ondes q
selon l’inclinaison, t. Les zones colorées correspondent aux états occupés et on représente par des flèches les
transitions optiques permises et interdites. (c,d) Partie réelle de la conductivité de Weyl. Le comportement
asymptotique σ∞ est représenté par une ligne en pointillés, il est linéaire dans les deux cas mais ce n’est que
pour un type-I que son prolongement tend vers σ= 0. On observe que la zone intermédiaire où la réponse est
sensible à l’inclinaison est d’autant plus grande que |t| est proche de 1.

Le calcul de la conductivité optique a été réalisé récemment [Car16] et le résultat est tracé aux Figures
3.2(c) et (d) dans le cas d’un semi-métal de type-I et -II. Dans le cas isotrope vx = vy = vz = vF et Re[σxx (ω)] =
Re

[
σy y (ω)

]= Re[σzz (ω)], on obtient pour un semi-métal de type-I

Re[σxx (ω)] = σ0ω

24πvF


0 pour ω< 2µ/(1+ t ),

1
2 + 3

8t

(
1− 2µ

ω

)[
1+ 1

3t 2

(
1− 2µ

ω

)2
]

pour 2µ/(1+ t ) <ω< 2µ/(1− t ),

1 pour 2µ/(1− t ) <ω,

(3.16)

où σ0 = e2/ħ. L’influence du remplissage des bandes est donc concentré entre les deux pulsations caractéris-
tiques ωµ,± = 2µ/(1± t) qui sont identiques si µ = 0 ou t = 0, situation que j’ai représenté par µ̃(q) en traits
pleins à la Figure 3.2(a). Pour une pulsation au delà de ces pulsations caractéristiques, le comportement de
la conductivité optique est linéaire σ∞(ω) ∼ω, comme on s’y attendait par la discussion sur la densité d’état.
Il est intéressant d’analyser le prolongement à ω→ 0 du comportement à grande pulsation σ∞(ω) [lignes en
pointillés aux Figures 3.2(c et d)] [Car16] :

(i ) pour un semi-métal de type-I : σI∞(ω→ 0) = 0 ;

(i i ) pour un semi-métal de type-II : σI I∞(ω→ 0) > 0 ;

(i i i ) pour la phase critique t = 1 on a ωµ,− →∞ et c’est le comportement intermédiaire qui prédomine où σ(ω)

est aussi linéaire. On observe que σ(t=1)∞ (ω→ 0) < 0.

Ainsi, la limite à ω= 0 du comportement asymptotique de la conductivité optique permet de distinguer un semi-
métal de type-I ou -II ou dans la phase critique, t = 1. Cette observation n’est bien sûr valable qu’à condition de
négliger les autres transitions optiques, ce qui n’est pas nécessairement possible comme nous le verrons pour la
spectroscopie infrarouge de Cd3As2. La spectroscopie en présence d’un champ magnétique nous permettra de
compléter l’information.

Réponse magnéto-optique. Nous avons discuté le spectre de l’équation de Weyl sous un champ magnétique à
la section 2.3.2 du Chapitre 2. Pour rappel, nous avons alors exprimé les solutions propres en nous plaçant dans
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une nouvelle base obtenue par la transformation hyperbolique |Ψ′〉 = 1
γeησ̂x /2|Ψ〉. Dans cette base, le terme de

couplage pour une polarisation l de la lumière est

〈Ψ2|l · v̂|Ψ1〉 = (1/γ2)〈Ψ′
2|l ·∇k

(
eησ̂x /2Ĥeησ̂x /2

)
|Ψ′

1〉 = (1/γ2)〈Ψ′
2|l ·e+v⊥σ̂++ l ·e−v⊥σ̂−+ l ·ez vzσ̂z |Ψ′

1〉 (3.17)

où σ̂± = (
σ̂x ± i σ̂y

)
/2, v⊥ = γ−1/2

√
v2

x /γ+γv2
y et où l’on a défini deux polarisations elliptiques non-orthogonales

(e∗+ ·e− 6= 0) telles que

e± = 1
v⊥

01
vx /γ
∓i vy

0

 , ez =
 0

0
1

 . (3.18)

Il est préférable de séparer le calcul de la conductivité optique pour les semi-métaux de type-I et de type-II. Par
exemple, pour un semi-métal de type-I à température nulle, pour ω> 0 et µ= 0 seules les transitions λ=−→+
sont permises et nous avons obtenu pour une polarisation l de la lumière [TCG16]

Re
[
σI

l l (ω)
]= γv2

⊥σ0nB

2πωvz

(
|l ·e+|2

∑
n∈N

Θ
(
ħω− (1−β2)3/4vF

p
2n/lB

)
Rn−1

0 (ħω)2

+ ∑
n,m∈N∗

Θ
(ħω− (1−β2)3/4vF

(p
2m +p

2n
)

/lB
)√[

(γħω)2 − 2v2
F

γl 2
B

(n +m)
]2

+
(

2v2
F

γl 2
B

)2 [
(n −m)2 − (n +m)2

] (3.19)

{
2

[
(γħω)2 − 2v2

F

γl 2
B

(n +m)

][|l ·e+|2Rn−1
m (ħω)2 +|l ·e−|2Rn

m−1(ħω)2]
−4v2

F

γl 2
B

p
nm Re

[
(l ·e+)∗ (l ·e−)

]
Rn

m−1(ħω)Rn−1
m (ħω)

})
,

où σ0 = e2/ħ2, nB = 1/(2πl 2
B ) est la densité de flux, Θ(x) est la fonction de Heaviside et R s

p (ħω) est la fonction
de recouvrement entre deux niveaux de Landau |s〉 et |p〉 déjà rencontrée à l’équation (B.39) de l’Annexe B.6 et
dont l’expression est ici

R s
p (ħω) = 〈s(En,+,kz )|p(Em,−,kz )〉 =

√
s!

p !
α

p−s
ħω L(p−s)

s (|αħω|2)e−
|αħω |2

2 , (3.20)

où αħω =− β(
1−β2

)3/4

ħωp
2vF /lB

. (3.21)

Le premier terme de l’expression (3.19) montre que le mode n = 0 n’est couplé aux autres que pour une
polarisation e+ de la lumière incidente. Le reste de l’expression donne l’amplitude des transitions entre niveaux
de Landau, avec un pic de résonance à la fréquence [ voir Figure 3.3(a) ]

ħωmn = (1−β2)3/4vF

(p
2m +p

2n
)/

`B . (3.22)

On observe une décroissance en 1/
p

E de la conductivité optique aux pics de résonance en conséquence du
comportement en g (E) ∼ E 1/2 de la densité d’état d’un système unidimensionnel.

Dans le cas d’un semi-métal de type-II, il faut aussi ajouter les transitions λ = ± → ± = σ car le niveau
de Fermi coupe toutes les bandes comme illustré à la Figure 2.10 du Chapitre 2. De plus l’expression de la
conductivité optique est similaire à celle du type-I mais avec quelques changements [TCG16] :

(i) L’amplitude des transitions −→+, représentée par une flèche bleue dans l’encadré de la Figure 3.3(b), est
(i ) divisée par deux pour γħω> E−+

c (n < m,m) et, (i i ) nulle pour γħω> E−+
c (m,n < m) où

Eα,δ
c (p,b) =

√
2/γvF /lB√

t
′2
z −1

[
δ|t ′z |

p
p −α

√
p + [

t
′2
z −1

]
b

]
. (3.23)
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FIGURE 3.3 – Partie réelle de la conductivité optique pour un semi-métal de type-I (figure a, à gauche) et de
type-II (figure b, à droite) dans un champ magnétique selon ez , une polarisation e+ et pour différentes valeurs
de β= t sin(α) (= 0, 0.1, 0.2, 0.4 et 0.6) où α est l’angle entre le champ magnétique et la direction de l’inclinaison.
L’inclinaison est fixée à t = 0.5 et les courbes ont été décalées pour les valeurs croissantes de β. L’encadré permet
de visualiser les niveaux de Landau occupés (en vert) et vides (en rouge), ainsi que les transitions optiques
permises (indiquées par des flèches). A la limite où β= 0 on obtient les règles transitions n → n ±1 habituelles
pour les niveaux de Landau, tandis que pour de plus grandes valeurs de β de nouvelles transitions sont permises.
Les pics ont une dispersion de la forme 1/

pħω caractéristique de la dispersion de systèmes 1D.

où t ′z = γωz /vz a été introduit à l’équation (2.100). La raison en est que chaque bande traverse l’énergie de
Fermi et éteint certaines transitions. De plus, les transitions optiques avec le niveau n = 0 n’existent que
pour des pulsations au delà de γħωc = E s+

c (m,0) avec s = sign(vx vy vzω0z B).

(ii) La contribution des transitions λ = ±→± = σ représentée par des flèches rouges dans l’encadré de la
Figure 3.3(b) est aussi similaire mais avec un facteur −1/2 additionnel. Les transitions entre états m et n
sont permises pour γħω compris entre Eσσ

c (n,m) et Eσσ
c (m,n) où σ=±.

L’ensemble des ces résultats sont représentés à la Figure 3.3 pour différentes valeurs de l’inclinaison transverse
au champ magnétique, β=−t⊥ =−t sin(α). On observe que lorsque B et t sont parallèles, les règles de sélection
sont de la forme (n,λ) → (n ±1,λ) et que des transitions additionnelles sont permises dès que ces deux vecteurs
forment un angle. Cette observation est déjà connue de la physique des cônes de Dirac bidimensionnels (d = 2)
[SGTmH15] et dans des travaux plus anciens mais malheureusement peu connus [AP67]. La raison physique
pour ces transitions optiques supplémentaires est le décalage des orbites dans l’espace des impulsions comme
on peut le constater aux Figures 2.1(b) et (c) du Chapitre 2. Cela se traduit ici par la perte d’orthogonalité des
états nombres |n〉 en conséquence de la transformation hyperbolique et que nous avons discuté en Annexe B.6.
Le moment angulaire n’est plus un bon nombre quantique de par l’absence de symétrie par rotation.

Cependant, contrairement au cas bi-dimensionnel, la réponse d’un semi-métal de type-II montre un
comportement qualitativement similaire à celui d’un type-I tant que l’angle que forme le champ magnétique
et l’inclinaison n’est pas trop grand, |sin(α)| < 1/t . Au jeu des différences, on en trouve deux dans la réponse
magnéto-optique des semi-métaux de Weyl de type-I et -II [TCG16]

(i ) pour un type-II on observe un large pic de la conductivité optique à basse fréquence, pour

ω< (1−β2)3/4
p

2eB v⊥

p
2|tz |−

√
t 2

z +1√
t 2

z −1
. (3.24)

Cet effet, décrit par les flèches rouge dans l’encadré de la Figure 3.3(b), est dû à la possibilité des transitions
entre niveaux de Landau de la bande de conduction ou de valence. Nos résultats donnent un pic qui s’étend
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jusqu’aux plus basses fréquences,ω= 0, mais on s’attend à ce que ce ne soit pas le cas expérimentalement
si la structure de bandes est constituée de poches d’électrons et de trous fermées [LLD+16, Kos16, ODB16,
TBUK17]. La prise en compte de la taille finie de ces poches aura essentiellement pour effet de couper le
pic de conductivité optique à basse fréquence.

(i i ) pour un type-II les pics de résonance ont une pulsation de coupure caractéristique, décrite à l’équation
(3.23), qui traduit le blocage de Pauli des transitions représentées par des flèches bleus dans l’encadré de
la Figure 3.3(b).

La conductivité optique permet donc essentiellement d’explorer les effets de la densité d’état, comme le
permet en principe la technique ARPES une fois intégrée sur tous les vecteurs d’ondes (on parle alors d’AIPES
= Angle Integrated Photo-Emission Spectroscopy). Le couplage aux bandes est cependant mieux décrit dans le
cas de la spectroscopie infrarouge, ce qui permet une analyse quantitative du profil de la conductivité optique.
Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents afin d’analyser la structure de bande de l’arsenure de
cadmium.

3.2 Spectroscopie de l’arsenure de cadmium

Dans le cadre d’une collaboration avec des expérimentateurs du LNCMI à Grenoble, je me suis intéressé
aux propriétés magnéto-optiques de Cd3As2. Ce matériau a récemment suscité un certain intérêt en raison de
l’identification de fermion avec une dispersion linéaire semblable aux fermions de Dirac.

FIGURE 3.4 – (1) Les différentes phases de Cd3As2 à haute (T > 900K, structure HT), moyenne (T ∈ [750−900]K,
structure IT) et basse (T < 750K, structure LT) température, figure tirée de [AGJ+14]. (2,3) Bandes obtenues par
spectroscopie ARPES dans [NXS+14] pour (2) et [LJZ+14] pour (3).

La stœchiométrie Cd3As2 de l’arsenure de cadmium est en apparence simple mais pour ce matériau à fort
couplage spin-orbite, la spectroscopie par rayons X [AGJ+14] montre que la cellule élémentaire du cristal à basse
température compte 160 atomes [voir Figure 3.4(1)], qu’il existe un centre d’inversion et que le matériau n’est
pas magnétique. L’étude de la structure de bande de Cd3As2 a ainsi fait l’objet de plusieurs calculs ab-initio
[PWP84, SanSM94, MCPB17] et de modélisations effectives [Bod77, JZG+14]. Nous avons par exemple introduit
à la section 2.1.4 du Chapitre 2 le modèle de Bodnar qui a été utilisé pour expliquer les oscillations de Shubnikov-
de Haas de Cd3As2 [Bod77]. Cependant, lors de ma première année de thèse, trois études ARPES sur ce même
matériau ont été publiées [LJZ+14, NXS+14, BGE+14], chacune indiquant la présence de cônes de Dirac centrés
autour du point Γ, distants de ∆k ≈ 0.2−0.3 Å−1, sans inclinaison (t = 0) et dont la vitesse de Fermi est de l’ordre
de vF ≈ 6.2 eV.Å [voir Figures 3.4(2,3)]. Une analyse attentive de ces résultats indique la présence d’une bande
plate qui intersecte les bandes coniques et rappelle le spectre du modèle de Bodnar [voir Figure 2.4] avec les
paramètres E0 ≈±100 meV, ∆≈ 400−800 meV. Je vais montrer ici que ce même modèle est cohérent avec les
résultats obtenus par spectroscopie infrarouge par le groupe de Milan Orlita, avec qui nous avons collaboré afin
d’interpréter les mesures de Anna Akrap et Michael Hakl [AHT+16]. Ces résultats ont été publiés peu de temps
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après ceux du groupe de Artem Pronin [NCN+16] avec qui j’ai eu l’occasion de discuter, au cours de l’école
d’été sur le couplage spin-orbite organisée par Marcello Civelli. Leur approche est différente de la nôtre car ils
analysent leurs résultats en terme d’un cône de Dirac et introduisent les interactions pour expliquer certaines
caractéristiques de la conductivité optique. Notre analyse repose seulement sur le modèle de Bodnar et ne fait
pas appel aux corrélations électroniques.

Les résultats expérimentaux que je présente ici sont obtenus pour une lumière non-polarisée et pour un
faisceau incident normal à la surface d’un échantillon poli, selon (001), ou d’un échantillon obtenu après
croissance cristalline, selon (112). Le principal défaut d’une autre orientation de la surface est la sensibilité de la
réfléctivité aux aspérités. Pour tout complément d’information concernant les propriétés physiques de Cd3As2

et la technique expérimentale employée pour la spectroscopie infrarouge, j’invite le lecteur à consulter la thèse
de Michael Hakl [Hak17].

3.2.1 Spectroscopie infrarouge

La réflectivité et la conductivité optique de Cd3As2 ont été publiées dans [NCN+16] et [AHT+16] et sont
reproduites sur la Figure 3.5. Les figures de gauche représentent la réflectivité des échantillons, on y reconnaît
la contribution plasma ce qui indique la présence de porteurs de charge libres [voir Figure 3.1]. La pulsation
plasma change d’un échantillon à l’autre, avec ωp ≈ 400 cm−1 = 50 meV dans [NCN+16] et ω001

p ≈ 30 meV pour

les échantillons polis avec une surface selon (001) et ω112
p ≈ 60 meV pour les échantillons après croissance

avec une surface selon (112) dans [AHT+16]. Ce comportement à basse fréquence est accompagné de pics de
résonance, que l’on observe aussi dans le tracé de σ1 ≡ Re[σ(ω)], autour de 15-30 meV. Ces pics sont associés
aux résonances avec les vibrations cristallines.

FIGURE 3.5 – Réflectivité ( à gauche ) et partie réelle de la conductivité optique ( à droite ) de Cd3As2 (a) tiré de
[NCN+16] et (b) tiré de [AHT+16]. Pour la conversion d’unités, 100 meV ≈ 800 cm−1.

La comparaison de la conductivité optique pour les orientations (001) et (112) [AHT+16] [ Figure 3.5(b) ]
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montre une faible anisotropie du système, qui ne s’exprime vraiment qu’au delà de 500 meV (voir encadré). La
différence de conductivité optique à basse fréquence est associée à une différence de densité de porteurs de
charges, ce qui donne lieu à un blocage de Pauli dont la pulsation de coupure ωµ dépend du potentiel chimique.
La position de ces pulsations de coupure est indiquée par des flèches sur la Figure 3.5(b) où on lit ω001

µ ≈ 200

meV et ω112
µ ≈ 100 meV. Le potentiel chimique a été déterminé pour les deux échantillons de deux façons : (i )

par l’étude des oscillations de Shubnikov-de Haas (conductivité) dont l’amplitude et la fréquence dépendent de
la masse effective et du potentiel chimique du matériau [AM76] et, (i i ) par le dédoublement de la pulsation
plasma sous l’effet d’un champ magnétique avec une séparation égale à la pulsation cyclotronωc = eB/m [PF70]
où m =µ/v2

F pour une relation de dispersion linéaire telle qu’on l’a rencontré à l’équation (2.97). On obtient
ainsi µ001 ≈ 200 meV et µ112 ≈ 100 meV soit exactement les pulsations de coupure : si on fait le lien avec la
Figure 3.2 tout se passe comme en présence d’un semi-métal de Weyl à la phase critique où t = 1. Cela traduit en
fait la présence d’une bande plate, qui est aussi décrite par le modèle de Bodnar et contredit le modèle d’un cône
de Dirac sans inclinaison décrit dans [NCN+16] et les études ARPES [LJZ+14, NXS+14, BGE+14].

La pente de la conductivité optique est liée à la vitesse de Fermi. Par exemple, si on utilise la relation (3.16)
obtenue pour l’équation de Weyl on obtient vF ≈ 1 eV.Å ce qui est bien plus petit que la valeur obtenue par
spectroscopie infrarouge [LJZ+14, NXS+14, BGE+14] et STM [JZG+14]. Dans de le cas du modèle de Bodnar, la
conductivité optique vérifie [voir Annexe C.3]
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Cette expression est dérivée en en admettant que les échelles d’énergie δ et E0 sont négligeables et que les
vitesses de Fermi sont isotropes P∥ ≈ P⊥ ≈p

3/2vF . Ces deux hypothèses sont en fait vérifiées par l’analyse de
la réponse magnéto-optique que je décris à la section suivante. La discontinuité de l’expression (3.25) est due
à l’activation des transitions avec la bande à très basse énergie, E ≈−∆, que l’on décrit dans l’approximation
où ∆À p

3/2(ħω−∆) et qui semble valable ici. Ainsi, la conductivité optique (i ) est linéaire par morceaux,
(i i ) double sa pente pour ħω > ∆ et (i i i ) l’extension du comportement de la conductivité à ħωÀ ∆ à basse
fréquence s’annule pour ħω≈∆. Ce comportement de la conductivité optique du modèle de Bodnar se retrouve
dans la réponse optique de Cd3As2 illustrée dans l’encadré de la Figure 3.5(b). On trouve ainsi ∆≈ 400 meV, ce
qui est proche du couplage spin orbite de InAs et ce qui s’explique par l’importance de la contribution anionique
(dans les deux cas, l’arsenic) pour le couplage spin-orbite. Enfin, le calcul de la vitesse de Fermi donne vF ≈ 6.1
eV.Å, ce qui est cohérent avec les résultats obtenus par ARPES et STM. Cette valeur est plus grande que pour le
modèle de cône de Dirac grâce à l’accroissement de la densité d’états jointe par la présence de la bande plate.

L’analyse magnéto-optique permet le complément de ces informations, en particulier en justifiant l’isotropie
de la dispersion P∥ = P⊥ et la petitesse de δ et E0.

3.2.2 Spectroscopie magnéto optique

La mesure de la réflectivité en présence d’un champ magnétique a été réalisée dans la configuration de
Faraday – où le champ magnétique est parallèle au faisceau incident, pour des raisons d’accès du faisceau à
l’échantillon. Les résultats expérimentaux ont été publiés dans [AHT+16] et je les reproduis aux Figures 3.6(a,b
et c). La réflectivité affiche un pic que l’on associe à une transition inter-niveaux de Landau, et que l’on note par
des cercles pleins. Cette résonance est accompagnée d’une seconde, à plus basse fréquence mais moins bien
résolue et que l’on note par des cercles vides.

L’évolution des fréquences de résonance avec le champ magnétique est en
p

B , ce qui rappelle le spectre
des électrons de Dirac dans un champ magnétique. Ce comportement révèle en fait une surface de Fermi qui
croît linéairement avec l’impulsion et que l’on retrouve aussi dans le modèle de Bodnar. De plus, ces fréquences
de résonance sont similaires pour les orientations (001) et (112), ce qui indique que les vitesses de Fermi sont
isotropes, P⊥ ≈ P∥. En effet, à l’aide d’un raisonnement semi-classique on montre que pour un rapport de
pulsations ω112

c /ω001
c ≈ 1.03 on a le rapport P⊥/P∥ ≈ 0.9 [AHT+16].

L’intervalle en champ magnétique pour lequel on observe les pics de résonance est différent pour les deux
échantillons. La limite quantique pour (112) est atteinte pour un champ magnétique plus faible que pour (001)
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FIGURE 3.6 – Spectroscopie magnéto optique de Cd3As2 tirée de [AHT+16]. Les figures (a) et (b) sont le tracé de
la réflectivité pour différentes valeurs du champ magnétique et pour des échantillons dont surface est orientée
selon (001) et selon (112). Les courbes ont été décalées verticalement pour aider à la lisibilité. On reporte les
pics de résonance sur la figure (c) en fonction du champ magnétique. La figure (d) correspond à l’évolution des
bords de bande de Landau du modèle de Bodnar pour différentes valeurs du champ magnétique. La coloration
rouge et bleu correspond à deux familles d’états propres entre lesquelles les transitions optiques sont interdites
et toujours telles que n → n ±1.

car, comme nous l’avons discuté à la section précédente, sa densité de porteurs est plus faible. Autre observation
: le pic de résonance de basse énergie (cercles vides) devient inactif pour (112) au delà de B = 20 T et pas pour
(001). C’est la conséquence du dépeuplement d’une bande de Landau, le potentiel chimique de (112) étant plus
faible que (001).

Ces observations ne sont pas reproduites par le modèle avec un cône de Dirac sans inclinaison où la limite
quantique est rapidement atteinte. Les transitions se font alors essentiellement avec le niveau n = 0 qui disperse
sans bord de bande et ne donne pas de pic de réflectivité, à moins d’avoir un effet de blocage de Pauli mais
cela ne reproduit qu’un des pics de résonance et ceci seulement pour µ = 0 [AHT+16]. Nos calculs avec le
modèle de Bodnar nous permettent de tracer à la Figure 3.6(d) les bords de bandes de Landau, En(kz = 0),
à l’origine des pics de résonance, et dont le calcul est expliqué en Annexe C.4. Les flèches vertes sont les
transitions qui permettent d’expliquer l’ensemble des observations expérimentales. On a reporté la fréquence
de résonance de ces transitions en fonction du champ magnétique sur la Figure 3.6(c) (i ) pour E0 = 30 meV
et δ=−30 meV en traits pleins et, (i i ) pour E0 = 0 et δ= 0 en tirets. Ce choix de paramètres reproduit bien le
comportement expérimental mais est ambigu et nécessite une analyse plus poussée. Cependant, on s’attend à
que ces deux paramètres soient petits comparés au potentiel chimique. Le comportement du matériau est alors
essentiellement dominé par la dynamique du modèle de Kane que celle du modèle de Dirac car à haute énergie
le modèle de Bodnar coïncide avec le modèle Kane.
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Chapitre 4

Électronique de surface des matériaux
topologiques

L’interface de deux solides est la démarcation qui définit le contact de deux matériaux et s’étend généralement
sur une profondeur de quelques couches atomiques. Par exemple, le contact d’un semi-conducteur avec une
électrode de métal est décrit par l’interface métal-semiconducteur illustrée sur la Figure 1.5. Une autre situation
est celle de l’interface constituée par un solide en contact avec l’atmosphère ou, dans un cas idéal, avec le vide.
On parle alors de surface du matériau.

En matière condensée, nous sommes amenés à décrire le comportement d’une très grande assemblée
de particules, de l’ordre de 1023 atomes par centimètres cube. Le calcul de l’élasticité, de la conductivité
électronique, de la réflectivité, de la chaleur spécifique, etc.. du matériau passe par une simplification du
système à l’aide des symétries. La simplification la plus importante est apportée par la symétrie par translation
discrète que l’on a introduit au Chapitre 1 et que l’on a exprimée par le théorème de Bloch. Elle s’appuie sur
l’hypothèse d’un solide infiniment grand où le nombre d’atomes en surface – dont la densité est de l’ordre
de 1015 atomes par centimètres carré – peut être négligé par rapport à celui du volume. Ceci est justifié pour
un système dont la taille, L, est bien plus grande que ses dimensions microscopiques et pour les quantités
physiques qui sont directement liées au nombre total d’atomes du système. On peut ainsi efficacement rendre
compte des mesures spectroscopiques où les sondes – telles que que le rayonnement infrarouge, X, de neutrons,
etc – pénètrent profondément dans le matériau, de sorte à négliger l’influence des atomes en surface. Pour des
échantillons macroscopiques, la validité de ces approches théoriques n’est donc valable que si

L,λÀ n2d /n3d ≈ n−1/3
3d = 1Å−1000Å, (4.1)

où λ est la longueur de pénétration des sondes, n2d et n3d sont les densités de particules en surface et en
volume. Cette approche en terme d’un solide infiniment étendu doit être questionnée si les sondes interagissent
fortement avec le matériau et ne pénètrent que sur quelques couches atomiques du solide [voir Figure 4.1(a)].
C’est ce que l’on rencontre pour les mesures chimiques, de transport et de photo-émission. Par exemple, on
illustre à la Figure 4.1 les longueurs typiques de pénétration en photo-émission et qui sont de l’ordre de 5-100 Å,
l’électron arraché interagissant fortement avec son environnement. Ainsi, le développement et la miniaturisation
croissantes de la technologie des semi-conducteurs auraient été impossibles sans une discussion approfondie
des états de surface [voir section 1.1.4].

Nous avons vu au Chapitre 1 qu’il y a eu un regain d’intérêt pour la physique des états de surface après la
découverte de l’effet Hall quantique [KDP80] et des matériaux topologiques [Hal88] [voir sections 1.3.1 et 1.3.2].
Ces approches ont comme point commun de ramener l’étude des états de surface à l’analyse du comportement
du matériau en volume, ce que l’on appelle souvent la correspondance volume-surface. Cette correspondance
n’est possible que pour des interfaces suffisamment douces comme l’a illustré le travail de Zak [Zak84, Zak85]
[voir section 1.2.1] et sa formulation rappelle l’argument de Aharonov-Casher pour la stabilité du mode n = 0
du spectre de niveaux de Landau d’un électron relativiste [AC79] [voir section 2.3.3]. Mon travail de thèse s’est
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FIGURE 4.1 – (a) Illustration de la longueur de pénétration d’une sonde dans un matériau. (b) Longueur de
pénétration de la spectroscopie par photo-émission pour différentes valeurs du rayonnement incident [tiré de
[Lüt13]].

porté sur l’influence des champs magnétique et électrique et de l’inclinaison sur les états de surface des isolants
topologiques et des semi-métaux de Weyl. Afin de présenter ce travail je vais commencer par un rappel de
la physique des états de surface où je discute de façon approfondie le comportement en surface d’un semi-
conducteur standard. J’introduis ensuite le modèle d’interface d’un matériau topologique que j’ai utilisé pour
l’étude des isolants topologique et des semi-métaux de Weyl, dont je parle dans les deux sections qui suivent. Ce
travail nous a permis d’interpréter certaines observations expérimentales sur les isolants topologiques Bi2Se3,
Bi2Te3 et HgTe.

4.1 Origines des états de surface

Au Chapitre 1, nous avons décrit les états de surface de quelques modèles simplifiés. Pour cela, il nous a
suffit de résoudre l’équation de Schrödinger[

− 1

2m
∇2

r +V (r)

]
Ψ(r) = EΨ(r), (4.2)

de part et d’autre de l’interface et imposer des conditions de continuité. Cette approche est très utile mais peut
être trop simplificatrice pour certaines situations réalistes. Par exemple, le réseau cristallin peut se déformer
à l’interface [SSH79, SSH80] [voir section 1.2.2] et les charges sont susceptibles de se réorganiser [Lüt13]. On
s’attend par conséquent à une modification du potentiel V (r) sur une échelle de longueur de taille finie. Les
corrélations électroniques changent aussi à l’interface [KVM+10] mais je n’ai pas abordé cette problématique au
cours de la thèse.

4.1.1 Terminaison du cristal et écrantage

Nous avons vu au Chapitre 1 que l’on distingue deux types d’états de surface :

(i) Les états de Tamm sont associés à la présence d’un potentiel différent sur le site terminal par rapport à
celui du volume. Ils sont par exemple dus à une irrégularité du cristal, une molécule adsorbée, etc. Si ce
potentiel ∆α dépasse la largeur de la bande permise, β, alors un état de surface apparaît au-dessus ou
en-dessous de la bande permise [voir équation 1.15]. On parle d’états de surfaces extrinsèques comme lors
de l’adsorption de molécules en surface, illustrée à la Figure 4.2(a).

(ii) Les états de Shockley sont quant à eux associés à la terminaison d’un cristal où les interactions inter-
atomiques β dépassent les interactions intra-atomiques β′ et on dit que l’on a inversion de bande. On parle
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d’états de surface intrinsèques comme par la présence de liaisons de valences libres illustrées à la Figure
4.2(b).

FIGURE 4.2 – (a,b) Illustration des phénomènes responsables (a) des états de Tamm et (b) des états de Shockley.
Dans le cas (a) le potentiel du site terminal change par l’adsorption de molécules et dans le cas (b) des états de
surfaces apparaissent au niveau des liaisons flottantes. (c) Caractère donneur et accepteur des états de surface.

Ces états de surface vont modifier l’équilibre des charges au sein du semi-conducteur [Lüt13, Inh17]. Comme
les états de surface apparaissent par la disparition d’un état d’une des bandes de volume, il est important de
garder la trace de leur origine et de distinguer les états de surface de la bande de conduction de ceux de la bande
de valence [voir Figure 4.2 (c)]. Dans le volume, un état occupé de la bande de conduction porte une charge
négative tandis qu’un état inoccupé de la bande de valence porte une charge positive. Par conséquent, un état
de surface de la bande de conduction est neutre s’il est inoccupé, et chargé négativement s’il est occupé : c’est
un état accepteur. De la même façon, un état de surface de la bande de valence est neutre s’il est occupé, et
chargé positivement s’il est inoccupé : c’est un état donneur.

Ainsi si l’énergie de Fermi est suffisamment importante pour peupler l’état de surface accepteur, on observe
un excès de charges en surface illustré à la Figure 4.2(c). La seule façon d’éviter une telle situation est de ramener
les états accepteurs de surface à une énergie au dessus du niveau de Fermi, afin qu’ils soient inoccupés et
que l’on retrouve la neutralité de charge du matériau. Comme l’énergie des états de surface par rapport aux
bords de bande de volume est fixée par le potentiel de surface, on ne peut réduire la densité de charges des
états accepteurs de surface qu’en déplaçant l’énergie des bandes de conduction et de valence. Ce mécanisme
va en même temps décroître la densité de charge des niveaux donneurs de volume proche de la surface car
ces derniers passent au dessus de l’énergie de Fermi, ce qui forme la zone de charge d’espace. On l’illustre sur
la Figure 4.3 par les signes "+ ". Le décalage des bandes est tel que la charge en surface QS est exactement
compensée par la charge de la zone de charge d’espace QZ

(condition de neutralité globale) : Qs +Qz = 0. (4.3)

On représente à la Figure 4.3 trois situations d’écrantage possibles, dans le cas d’un semi-conducteur dopé-n
(négativement). Le cas d’un semi-conducteur dopé−p est en tout point analogue. Les situations que l’on décrit
en général sont les suivantes [Lüt13]

(i ) Zone de déplétion. C’est le cas discuté au paragraphe précédent où l’on dépeuple les niveaux donneurs du
volume par la présence de niveaux accepteurs en surface. Dans ce cas, le nombre de porteurs majoritaires
diminue en surface ainsi que la conductivité [voir Figures 4.3].

(i i ) Zone d’inversion. Pour une zone de déplétion dont le potentiel de surface est important, l’énergie d’ionisa-
tion Ei = (Ec +Ev )/2 à T = 0 K peut croiser le potentiel chimique µ. Un semiconducteur étant dopé p si
EF < Ei , intrinsèque si EF = Ei et dopé n si EF > Ei : la zone d’inversion correspond à l’inversion du type
de porteurs majoritaires et une ré-augmentation de la conductivité [voir Figure 4.3].

(i i i ) Zone d’accumulation. Dans ce cas, la présence de niveaux donneurs en surface augmente la densité
de porteurs majoritaires et donc la conductivité. Si le potentiel de surface est suffisamment important,
on peut arriver au point où la bande de conduction est peuplée et où les électrons libres du volume
contribuent à l’écrantage.
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FIGURE 4.3 – Illustration du potentiel électrostatique, de la densité de porteurs et de la conductivité d’une zone
de déplétion, d’une zone d’inversion et d’une zone d’accumulation [tiré de [Lüt13]].

De façon générale, ces situations sont décrites par l’équation de Poisson, où l’on admet l’uniformité du potentiel
dans le plan de l’interface (x y),

(équation de Poisson) : d 2V
d z2 =− e

εr ε0
n(z) (4.4)

où la densité électronique n(z) correspond à l’excès de charge des niveaux inoccupés et au défaut de charge
des niveaux occupés. Pour le calcul de ces excès et défauts de charges, on admet un équilibre électrochimique
local et la relation de Gibbs-Duhem permet ainsi de définir un potentiel électrochimique µ0 uniforme que l’on
exprime en fonction du potentiel chimique µ(z) et du potentiel électrique V (z) selon

(équilibre électrochimique) : µ0 =µ(z)+eV (z). (4.5)

La densité électronique qui apparaît dans l’équation de Poisson est calculée à partir de la densité d’états
g (µ) = ∂n/∂µ et déterminée par la résolution de l’équation de Schrödinger. Comme cette dernière dépend
explicitement du potentiel, on est en principe amené à résoudre le système couplé d’équations de Schödinger-
Poisson. Cependant, pour cette thèse, je me contente soit du traitement de l’équation de Poisson pour une
densité d’états fixée (capacité quantique, écrantage), soit du calcul des modes électroniques de l’équation de
Schrödinger avec un potentiel électrostatique imposé (confinement électrostatique, effet du champ électrique
sur les états de surface topologiques).

Nous allons maintenant exprimer les états quantiques que l’on obtient en présence du potentiel électrique
de surface et la façon dont la capacité électrique est affectée par la distribution de charges à la surface du
semi-conducteur. Ces calculs nous seront utiles pour interpréter les données obtenues par les mesures de
transport de HgTe.

Effets quantiques

Dans le cas d’un semi-conducteur standard, on peut modéliser chaque bande par une relation de dispersion

quadratique E = (k2
x +k2

y +k2
z )

/
2m. Au niveau de la surface, le potentiel électrique V (z) est décrit par l’équation
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FIGURE 4.4 – (a) États de surfaces pour un potentiel d’écrantage décroissant. Les électrons (bande de conduction)
sont confinés mais pas les trous (bande de valence). (b) Spectres de photo-émission du silicium dopé où sont
observés les états confinés de la zone d’inversion (Vs = 700 meV sur une longueur de 30 nm), tiré de [THD05].

de Poisson et, plutôt que de le décrire de façon exacte, on peut le modéliser par un potentiel triangulaire
suffisamment doux V (z) =−E z. L’équation de Schrödinger s’écrit alors en terme de la fonction d’onde enveloppe
F (z) (

− 1

2m
∂2

z +eE z

)
F (z) =

(
E −

k2
x +k2

y

2m

)
F (z), (4.6)

et les solutions propres sontΨ(kx ,ky ) = F (z)e i (kx x+ky y) [voir section 1.2.2]. On impose F (z = 0) = 0 afin que les
électrons restent confinés dans le cristal. La solution propre de 4.6 s’exprime en terme de la fonction d’Airy et le
spectre est donné par les zéros de cette fonction 1 [Lüt13, SH67, Ste72]

En(k∥) = 1

2m

(
k2

x +k2
y

)
+ (n +3/4)2/3 ε0, (4.7)

où ε0 =
(3

2πħe|E |/p2m
)2/3

et n ∈N. Cette quantification nécessite sgn(mE ) > 0 : un puits de potentiel permet
de confiner les électrons mais correspond à une barrière de potentiel pour les trous [voir Figure 4.4]. On aura
donc seulement quantification des bords de bande inférieurs si E > 0 et supérieurs si E < 0, ce qui n’est pas sans
rappeler les états N et les états P des états de Tamm [voir section 1.1.3]. Par la suite on appelle ces états les états
de surface triviaux : ils ne décrivent que la quantification des électrons ou des trous mais jamais des deux à la
fois. Ce comportement rappelle celui des états de surface de Tamm [voir section 1.1.3] où, en fonction du signe
de z =∆α/β, on obtient soit le confinement du bord de bande en θ0 = 0 ou en θ0 =π. La distinction entre les
deux étant qu’en l’un la relation de dispersion est de type trou et, en l’autre, de type électron. Le confinement
électrostatique peut ainsi être vu comme l’extension du mécanisme d’apparition des états de surface proposé
par Tamm.

L’observation expérimentale de cette quantification n’est pas aisée car des effets d’écrantage complexes
peuvent se produire [SH67, Ste72]. Comme pour les niveaux de Landau, on observe la quantification si la
séparation entre niveaux dépasse leur extension, soit ε0τ>ħ où τ est le temps de diffusion. Ce qui se produit
pour de forts champ électriques ou pour des bandes peu dispersives. Par exemple, par le dopage du silicium
on obtient un champ électrique en surface assez fort pour observer la série de niveaux (4.7) par spectroscopie
de photo-émission [THD05] [voir Figure 4.4(b)]. Ces observations ont été reportées pour d’autres matériaux
tels que InN [KVM08] et Bi2Se3 [BHM+11] mais de façon plus qualitative. Nous avons déjà discuté les états de

1. On évalue en fait les zéros par le comportement asymptotique Ai (−x) ≈ sin( 2
3 x3/2 +π/4)

/p
πx1/4 de la fonction d’Airy.
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surface de Bi2Se3 à l’occasion de la Figure 1.12 du Chapitre 1 où des échantillons oxydés en surface présentent,
pour un potentiel de surface comme celui de la Figure 4.4(a), à la fois des états de surface de type électron
(bande de conduction) et de type trou (bande de valence). Pour ces expériences, la quantification des états de
surface de type électron s’accorde avec les calculs en présence d’un potentiel électrostatique mais pas pour
les états de type trou. Il a été suggéré [BHM+11] que la partie trou apparaît si le potentiel de surface dépasse
la largeur de la bande de valence, que l’on vérifie pour Bi2Se3 mais pas pour les mesures analogues sur Bi2Te3

[CHW+12]. Nous verrons à la section 4.2 un autre mécanisme pour expliquer les états de surface de Bi2Se3

et de Bi2Te3 qui s’apparente cette fois à un champ magnétique, analogue au modèle de Shockley, capable de
quantifier simultanément les états de type électron et de type trou [voir section 2.3].

Capacité quantique

Cette partie est inspirée de la thèse de Andreas Inhofer [Inh17] avec qui j’ai travaillé à l’interprétation de mesures
de transport électronique. Je conseille la lecture de son manuscrit pour tout complément d’information.

La charge Q portée par un matériau soumis à une différence de potentiel V est décrite par la capacité
électrique C =Q/V . Par exemple, dans le cas de deux électrodes de métal de surface S, séparées d’une distance
d par un isolant de permittivité diélectrique ε on a C = εS/d . La généralisation de cette relation entre la charge
et la différence de potentiel dans le cas non linéaire se fait en terme de la capacité différentielle

C = ∂Q

∂V
, (4.8)

que je réécrirai parfois en terme de la capacité différentielle surfacique c. Nous aurons à interpréter des ex-
périences où un semi-conducteur est couplé capacitivement à un circuit électronique, dans la configuration
illustrée à la Figure 4.5(a). Le potentiel de grille Vg induit une charge Qc à la surface d’un isolant d’épaisseur d .
Ces deux quantités sont reliées au potentiel Vs à la surface du semi-conducteur par la capacité géométrique
Cg = εS/d

Qc =Cg
[
Vg −Vs(Vg )

]
. (4.9)

FIGURE 4.5 – (a) Schématisation du couplage capacitif au semi-conducteur et des quantités utilisées dans le
texte. (b) Circuit électrique équivalent à l’équation (4.11). (c) Capacité quantique d’une relation de dispersion
linéaire, E =±vF |k|, en deux et trois dimensions d’espace. La capacité n’est proportionnelle à la densité d’états
que dans le cas bidimensionnel.
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La valeur de Vs(Vg ) est pour l’instant inconnue et dépend de la condition de neutralité Qc +Qs +Qz = 0. On
introduit les capacités Cs =−∂Qs/∂Vs et Cz =−∂Qz /∂Vs des états de surface et de la zone de charge d’espace. La
différentiation de l’équation (4.9) par rapport à Vs(Vg ) permet ainsi d’écrire [Inh17]

Cg +Cs +Cg =Cg
∂Vg

∂Vs(Vg )
=Cg

[
∂Qs

∂Vs(Vg )
+ ∂Qz

∂Vs(Vg )

]
∂Vg

∂(Qs +Qz )
=Cg (Cs +Cz )

∂Vg

∂Qc
. (4.10)

La capacité totale du système étant C = ∂Qc /∂Vg , on obtient

(capacité équivalente) : 1
C = 1

Cg
+ 1

Cs+Cz
, (4.11)

dont le circuit équivalent est tracé à la Figure 4.5(b). Le calcul des capacités Cs =−∂Qs/∂Vs et Cz =−∂Qz /∂Vs se
fait en deux étapes [Lüt13, Inh17]

(i ) On utilise le théorème de Gauss afin de relier la charge au champ électrique E et on impose E (z →∞) = 0

Q = ε0εr

∫
dSd z div(E ) = ε0εr Ez (z = 0)S. (4.12)

Le calcul de la charge se ramène donc au calcul du champ électrique correspondant en z = 0.

(i i ) On utilise l’équation de Poisson (4.4) et l’équilibre électrochimique (4.5) pour calculer le champ électrique.
On intègre une fois en la multipliant par dV /d z et on impose E (V = 0) = E (z →∞) = 0

E (z) = dV

d z
=±

√
2e

ε0εr

√∫ V

0
d v

∫ µ∞

µ∞−ev
dµ g [µ, z(v)], (4.13)

où µ∞ est le potentiel chimique du volume et g (µ, z) est la densité d’états locale des électrons 2. La
densité d’états locale s’écrit g (µ, z) = 1

V

∑
kδ(µ−Ek)|Fk(z)|2 où Fk[z] est la fonction enveloppe normalisée

(
∫

d(z/Lz )|F (z)|2 = 1). La présence de la fonction enveloppe nécessite le calcul explicite de V (z) que l’on
obtient en intégrant numériquement (4.13) [Lüt13]. On peut cependant faire le calcul analytique dans
deux cas de figure :

• États de surface. Pour un état de surface fortement localisé |Fk(z)|2 ≈ δ(z) = E (z = 0)δ(V −Vs) et
g (µ, z) = E (z = 0)g2d (µ)δ(V −Vs), ce qui permet d’écrire

Eloc.(z = 0) = 2e

ε0εr

∫ µ∞

µ∞−eVs

dµ g2d (µ). (4.14)

On en déduit avec l’aide de (4.12) que la capacité des états de surface est cs = 2e2g2d (µ∞−eVs). Cette
relation est strictement valable pour les matériaux bi-dimensionnels, tel que le graphène, où on l’appelle
la capacité quantique. Ce concept a été expliqué dans [Lur88] mais avait déjà été discuté et associé
à la densité d’état du gaz bidimensionnel par le passé [BBF+80, KZ68, SGSH85]. Par exemple, si la
dispersion des états de surface est linéaire E± = ±vF |k|, on obtient le comportement suivant de la
capacité cDirac

s = e2|µ|/(2πv2
F ) [ voir Figure 4.5(c)].

• États délocalisés. Dans le cas d’un état délocalisé |F (z)|2 = 1 et g (µ, z) = g3d (µ), on obtient

Edel oc.(z = 0) =
√

2e

ε0εr

√∫ Vs

0
d v

∫ µ∞

µ∞−ev
dµ g3d (µ). (4.15)

La capacité correspondante est celle de la zone de charge d’espace dont l’expression est

cz =−1

S

∂Qz

∂Vs
=

√
eε0εr

2

∫ µ∞
µ∞−eVs

dµ g3d (µ)√∫ Vs
0 d v

∫ µ∞
µ∞−ev dµ g3d (µ)

. (4.16)

2. On utilise la relation simplifiée ∂n
/
∂µ= g (µ, z) et pour les porteurs de types trou il faut compte un signe moins en facteur.
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Par exemple, dans le cas d’un semi-métal de Weyl où l’on écrit la densité d’états sous la forme g (µ) =
Nd (µ/µ∞)2, on obtient

cWeyl
z (Vs) =

√
e2ε0εr Nd

6µ∞

∣∣∣∣∣∣∣
1− (1−eVs/µ∞)3√

eVs/µ∞+ 1
4

(
1−eVs/µ∞

)4

∣∣∣∣∣∣∣ . (4.17)

Cette expression est tracée à la Figure 4.5(d) où l’on constate que la capacité ne s’annule pas et évolue
linéairement avec le potentiel de surface, ce qui ne reproduit pas le comportement de la densité d’état
du semi-métal de Weyl g3d (µ) ∼µ2. On observe ici un effet de moyenne lié à l’écrantage du potentiel
dans la zone de charge d’espace, ce qui a un rôle analogue à une moyenne thermique 3. Cet effet
complique la spectroscopie par la capacité quantique et affecte les états de surface si ces derniers sont
étendus : on s’attend à un effet de moyenne d’autant plus important que les états de surface sont
étendus dans le volume et que le potentiel de la zone de charge d’espace chute abruptement.

Le cas d’un semi-conducteur est plus compliqué a traiter à cause de son gap et de l’apparition d’une
zone de déplétion lorsque la bande de conduction est totalement dépeuplée (eVs = µ∞) et suivie du
peuplement de la bande de valence (eVs > µ∞+∆). Cette situation est discutée dans [Inh17] et pose
certains problèmes comme l’apparition d’une jonction p-n en surface.

Par la suite, on considère que l’on peut séparer le calcul de la capacité des états de surface et des états de volume,
ce qui est valable si la chute de potentiel au niveau des états de surface est négligeable [BBF+80]. En règle
générale, on mesure la capacité quantique en fonction du potentiel de grille ou du champ magnétique ce qui
permet une mesure directe de la densité d’états des états de surface. Nous y reviendrons à la section 4.3.3 mais
auparavant je vais introduire l’équivalent des états de Shockley pour une interface continue.

4.1.2 Inversion de bande en surface

FIGURE 4.6 – L’interface de deux solides peut être abrupte (a) ou graduelle (b et c) pour diverses raisons. (c)
Chaque solide est décrit par un paramètre d’ordre qui change doucement à l’interface et est à l’origine d’états de
surface. Nous considérons le cas où ce paramètre d’ordre est le gap ∆, pour une hétérojonction topologique ce
paramètre change de signe à l’interface.

Le comportement d’un électron à l’interface entre deux matériaux n’est pas seulement affecté par un
décalage en bloc de la structure de bandes. Par exemple, le modèle de Su, Schrieffer et Heeger (SSH) [SSH79,
SSH80] de la chaîne de polyacétylène indique l’apparition de déformations de la chaîne sur une longueur
ξ≈ vF /∆> a où vF est la vitesse de Fermi et ∆ le gap des états de volume [voir section 1.2.2]. Cette déformation
a pour conséquence une dépendance en position du gap des électrons le long de la chaîne, ∆(z), et qui change
de signe dans le cas du modèle SSH. De façon plus générale, on peut observer un potentiel différent sur chaque
bande en fonction des conditions de croissance du matériau, de la diffusion atomique, de l’oxydation à la
surface et des fluctuations du potentiel électrostatique au sein de grandes cellules élémentaires [voir Figure 4.6].

3. Par contre, contrairement à la moyenne thermique, le potentiel électrostatique a une forme triangulaire [voir Figure 4.4(a)] et
donc la distribution de probabilités n’est pas symétrique et induit un décalage [voir Figure 4.5(c)].
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Dans tous les cas, si ce potentiel est lentement variable, il est possible d’utiliser le développement de la fonction
d’onde en terme d’une enveloppe lentement variable F (z) introduite à la section 1.2.2

Ψk∥(x, y, z) = F (z)e i(kx x+ky y). (4.18)

On introduit la notation k∥ = (kx ,ky ,0) pour les vecteurs d’ondes dans le plan de l’interface (plane).

La forme exacte du potentiel de surface est généralement inconnue, ce qui donne une grande liberté
pour la modélisation de l’interface. Pour cette thèse nous avons travaillé à la modélisation d’une interface
lentement variable où les équations du mouvement s’avèrent très similaires à celle d’un électron dans un champ
magnétique. Ce raisonnement sera détaillé à la section suivante mais avant cela je souhaite discuter les autres
méthodes existantes. Ces dernières étendent la relation de continuité de l’équation de Schrödinger, utilisée pour
dériver les états de Tamm et de Shockley [voir sections 1.1.3 et 1.1.3], et qui traduit la conservation de la densité
de probabilité ρ = |Ψ|2 et de l’opérateur courant j = ħ

2i m (Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)

∂tρ+∇ · j = 0. (4.19)

L’extension de cette relation de continuité aux modèles de basse énergie permet en principe de décrire les états
d’une interface lentement variable. Par exemple, si le matériau est à l’interface avec le vide et si la fonction
enveloppe F (z) est solution du Hamiltonien de basse énergie suivant

Ĥ = Ĥ0 − iħ Ĵ∂z , (4.20)

avec Ĥ0 et Ĵ des matrices hermitiennes indépendantes de la position, alors la condition de continuité s’écrit
[VE16]

(condition de continuité avec le vide) :
[
Ψ† ĴΨ

]
bords = 0. (4.21)

Cette équation étant non-linéaire, on la linéarise en introduisant un opérateur Ô tel que ÔΨ(z = 0) = 0 et qui
injecté dans l’équation (4.21) impose Ô† Ĵ Ô = Ĵ . Cette approche permet la dérivation d’une grande variété
d’états de surfaces mais ceux-ci sont souvent difficiles à interpréter et dépendent de paramètres inconnus
[DV17, VE16, EZV15]. L’apparition de ces états n’est pas forcément due à l’inversion de bande à l’interface, ce
qui fut critiqué dans le cadre des isolants topologiques [ZKM12, Lin17]. Afin de pallier à ce défaut, une autre
approche est d’imposer la continuité de l’équation de Schrödinger à l’interface entre deux matériaux [ZKM12].
Par exemple, avec le Hamiltonien (4.20), pour une matrice Ĵ inversible, on a

(condition de continuité entre matériaux) : Ĵ
[
Ψ(0+)−Ψ(0−)

]= 0 =⇒ Ψ(0+) =Ψ(0−). (4.22)

Cette relation de continuité a été utilisée avec succès pour décrire le comportement à la surface des isolants
topologiques [ZKM12] et des semi-métaux de Weyl [OM14]. Cependant, cette approche présente un désavantage
quand il s’agit d’y ajouter une perturbation en surface : l’interface étant fortement localisée, il est nécessaire
d’introduire une perturbation elle aussi très localisée V̂ (z) = V̂0δ(z). En présence d’un tel potentiel de surface, la
continuité de la fonction d’onde devient 4

Ψ(0+)−Ψ(0−) = Ĵ−1V̂0
[
Ψ(0+)+Ψ(0−)

]
/2. (4.23)

L’utilisation d’une perturbation localisée à l’interface est difficile à justifier car on s’attend à ce qu’elle s’étende
aussi dans les matériaux. La méthode que je présente à la section suivante étend cette approche à une interface
lentement variable, afin de permettre une description plus réaliste de l’influence des potentiels de surface.

4. On utilise que le carré de la fonction de Heaviside vérifie θ2(z) = θ(z) =⇒ 2θ(z)δ(z) = δ(z), par conséquent
∫ ∞

0 δ(z) f (z) = f (0)/2.
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4.2 États de surfaces topologiques : un modèle illustratif

Au cours de cette section je vais illustrer les états électroniques à l’interface de deux isolants dont le nombre
de Chern diffère [voir 1.3.2]. Nous allons considérer le cas simplifié où les isolants j = 1,2 sont bi-dimensionnels
et ne diffèrent que par le signe de leur gap. Ces derniers sont décrits par le modèle de basse énergie introduit à
l’équation (1.40),

Ĥ j =µ j 1̂+
(

∆ j vF (kx − i ky )
vF (kx + i ky ) −∆ j

)
. (4.24)

Dans un premier temps nous fixons µ à zéro, le spectre de ce modèle est alors E j ,±(kx ,ky ) =±
√
∆2

j + v2
x k2

x + v2
y k2

y

et les deux isolants se distinguent par leurs gaps ∆1 et ∆2. Ce modèle simplifié est décrit par un nombre de
Chern partiel – car ce gap isolant est en principe accompagné d’un second – qui vaut sgn(∆)/2 [voir 1.3.2] et on
considère que l’on a une hétérojonction topologique si ∆1∆2 < 0.

L’interface des deux isolants est perpendiculaire à l’axe x. On la décrit par un Hamiltonien dépendant de la
position x et qui interpole les deux isolants de part et d’autre de l’interface, sur une longueur caractéristique `
[voir Figure 4.6(d)]. Cela revient à remplacer le paramètre ∆ de l’équation (4.24) par un gap ∆(x) qui interpole
entre les deux isolants, tel que ∆(x →−∞) =∆1 et ∆(x →+∞) =∆2. Ceci introduit une longueur caractéristique
ξ= 2vF /|∆2−∆1| qui se compare à l’épaisseur ` de l’interface : on a une interface abrupte si `≤ ξ et une interface
douce si `> ξ. On obtient l’un ou l’autre régime en fonction du matériau et des conditions de croissance. Le
vecteur d’onde kx =−i∂x ne commute pas avec les positions, [x,kx ] = i , et il est utile de réécrire le Hamiltonien
dans la base chirale à l’aide d’une rotation |Ψ〉 = e−iπσ̂x /4|Ψc〉

Ĥc =
(

vF ky â
â† −vF ky

)
, (4.25)

où l’on a introduit l’opérateur â = vF kx + i∆(x). Le profil de ∆(x) est en général choisit arbitrairement pour être
comparé à l’expérience. La rotation fournit donc un hamiltonien sous une forme (4.25) qui souligne le lien avec
des bandes de Landau [voir section 2.3]. En effet, on montre dans la suite que â et â† jouent le rôle d’opérateurs
d’échelle et le “gap" entre bandes de Landau est ici donné par la dispersion selon l’axe y .

4.2.1 Spectre des états de surface et analogie magnétique

On peut par exemple choisir un potentiel de la forme

∆(x) = 1

2
(∆2 −∆1) [δ+ tanh(x/`)] , (4.26)

où l’on a introduit le rapport d’asymétrie δ= (∆1 +∆2)
/

(∆2 −∆1). Le calcul dans le cas de gaps antisymétriques,
δ= 0, a été discuté à de nombreuses reprises [SSH79, SSH80, TLLM80, VP85, PPV87, PSW13, KY15, AYN16] car
il est similaire à la résolution l’équation de Pöschl-Teller [PT33, Lek07]. Lors de cette thèse nous avons résolu la
situation où δ 6= 0 afin de discuter la situation plus réaliste d’une hétérojonction asymétrique (|δ|→ 1) [TJI+17].
Le calcul est donné en Annexe D.1 pour les isolants topologiques tridimensionnels et dont nous discutons à la
section 4.3. Cependant, il s’avère que les résultats obtenus pour un tel potentiel sont qualitativement reproduits
par une linéarisation de ∆(x) au niveau de l’inversion de bande (∆(x = 0) = 0)

∆(x) ≈ sgn(∆2 −∆1)vF x/`2
S , (4.27)

où la longueur caractéristique `S dépend du comportement du potentiel au niveau de l’inversion de bande.
Par exemple, la linéarisation du potentiel (4.26) donne `I

S =
√
`ξ/(1−δ2) mais si on interpole directement le

gap des deux isolants on obtient `I I
S =√

`ξ [KRvO13]. Nous allons voir que cette longueur `S est analogue à la
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longueur magnétique `B des niveaux de Landau. En effet, si on introduit l’opérateur ĉ = `S â†/
p

2vF on trouve
l’algèbre des opérateurs d’échelles rencontrée à l’équation (2.75)[

ĉ, ĉ†
]
= sgn(∆2 −∆1). (4.28)

Par la suite, on considère la situation où ∆2 > 0 > ∆1, le traitement du cas ∆1 > 0 > ∆2 étant complètement
analogue si on permute le rôle des opérateurs ĉ et ĉ†. Le Hamiltonien est alors similaire à celui d’un électron de
Dirac en présence d’un champ magnétique (1.40)

Ĥc =
(

vF ky
p

2vF ĉ†/`Sp
2vF ĉ/`S −vF ky

)
. (4.29)

On rencontre une telle équation à l’occasion des niveaux de Landau d’un électron relativiste dans un champ
magnétique uniforme [voir section 2.3]. Les états propres sont de la forme

Ψn = [
α1,n |n〉,α2,n |n −1〉] , (4.30)

où |n〉 est un état propre de l’opérateur nombre n̂ = ĉ†ĉ. Le spectre et les états propres pour n ≥ 1 sont obtenus
par la diagonalisation du Hamiltonien

Ĥc,n = vF

[
vF ky

p
2nvF
`Sp

2nvF
`S

−vF ky

]
, (4.31)

qui agit sur le spineur
(
α1,n ,α2,n

)
. Le spectre correspondant est En,±(ky ) = ±

√
v2

F k2
y +2nv2

F /`2
S , ce qui est

similaire au spectre des niveaux de Landau obtenu à l’équation (1.41) où le rôle du gap est joué par le terme
dispersif vF ky . Il y a donc en surface des états massif qui dispersent en vF ky le long de l’interface, avec un terme
de masse ∆n =p

2nvF /`S . De la même façon que pour les niveaux de Landau, le mode n = 0 est spécial car il est
chiral,Ψ0 = [|0〉,0], et son spectre E0(ky ) = vF ky ne dépend pas des paramètres du potentiel ∆(x) (4.27). Il est
indépendant de la façon dont on modélise l’interface, on y reviendra à la section suivante. On l’appelle l’état
de surface chiral. Le spectre des états de surface est représenté à la Figure 4.7(a) pour le potentiel (4.26). On
superpose le gap des états de surfaces à la Figure 4.7(b) (i ) pour le potentiel décrit à l’équation (4.26) et (i i ) pour
le potentiel linéarisé de l’équation (4.27). Les gaps des états massifs sont plus petits pour un potentiel adouci
et les deux modèles ont un indice n maximal N lorsque le gap des états de surface dépasse le gap des états de
volume (la courbe verte a été tracée au delà pour guider l’œil).
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FIGURE 4.7 – (a) Spectre des états de surface pour le potentiel ∆(x) ∼ tanh(x/`) résolu en Annexe D.1 pour `= 6
nm, vF = 2.5 eV.Å, 2∆1 = −0.35 eV et 2∆2 = 5 eV comme pour une interface entre Bi2Se3 et HfO2. Le spectre
est similaire pour un matériau bidimensionnel où k∥ = ky et tridimensionnel où k∥ = (k2

x +k2
y )1/2. L’état chiral

(n = 0) est en rouge et les états massifs sont en orange, tous sont situés en dehors de bande de volume (en bleu).
(b) Positions du bord de bande en fonction de l’indice du niveau pour le potentiel ∆(x) ∼ tanh(x/`) (en orange)
et pour la limite d’une interface large (en vert). Le tracé des lignes sert de guide.
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Le raisonnement précédent nécessite d’appliquer les conditions de continuité en x = 0 et `. Ceci contraint
les valeurs de n à celles où le gap des états massifs est dans le gap commun aux deux isolants. On peut ainsi
estimer que le nombre d’états massifs maximal nmax est

n < nmax = `2
s min(∆2

1,∆2
2)

2v2
F

≈ `

ξ
(1−|δ|)2 . (4.32)

En présence d’une forte asymétrie, |δ| → 1, le nombre d’états massifs est fortement réduit. Nous verrons à la
section 4.2.3 que cette asymétrie peut être abaissée par l’application d’une différence de potentiel autour de
l’interface. On observe enfin que les états massifs apparaissent par paires (pour un n donné, il y a les deux états
±) et qu’il n’y a qu’un seul état chiral (n = 0) : le nombre d’états de surface est toujours impair [HK10]. Une autre
condition d’existence phénoménologique, qui sera importante dans le cas des états de surface des semi-métaux
de Weyl, porte sur la localisation des états de surface 〈x〉 ∈ [0,`]. Dans le cas du modèle linéarisé à l’équation
(4.29), en prenant ∆(x) =∆1 + (∆2 −∆1)x/`, j’obtiens par exemple

〈x〉/`= 1

2
(1−δ) ∈ [0,1], (4.33)

ce qui revient à imposer la condition d’inversion de gap ∆1∆2 < 0.
Nous venons donc de montrer pour un modèle 2D simple mais générique, qu’une inversion de bande

graduelle fait apparaître un état de surface chiral et un ensemble d’états massifs. Ceci est similaire au com-
portement des niveaux de Landau et nous verrons le caractère générique dans la suite de cette thèse où je
discute de modèles plus réalistes, notamment en 3D. De plus, l’état chiral semble indépendant du potentiel et les
états chiraux n’apparaissent que pour une interface suffisamment douce [voir équation (4.32)]. Ces propriétés
peuvent être comprises par un raisonnement analogue à celui exposé par l’argument de Aharonov-Casher
[AC79] [voir section 2.3.3] et dont nous allons maintenant discuter [TJI+17].

4.2.2 Existence et stabilité des états de surface

Pour cette section, nous considérons un profil général du potentiel ∆(z) à l’interface entre deux isolants [voir
Figure 4.8].

FIGURE 4.8 – Illustration d’un potentiel d’interface quelconque (en vert). La solution à courte portéeΨcp (en

rouge) est obtenue pour un potentiel linéarisé et son extension est ∆xc = `S ∼√
`ξ. La solution à longue portée

Ψl p (en bleu) est obtenue pour une interface abrupte [voir section 4.1.2] et son extension est ∆xl = `2
S/`∼ ξ. Le

comportement à longue portée prédomine si `¿∆xc ,∆xl soit pour `¿ ξ.

Stabilité du mode chiral. Le mode chiral (n = 0) ne dépend ni de ∆(z) ni de l’épaisseur ` de l’interface. Les
solutions chirales Ψ+ = (φ+,0) et Ψ− = (0,φ−) reproduisent le spectre du mode n = 0, E0±(ky ) = ±vF ky [voir
équation (2.106)] mais, à la façon de l’argument de Aharonov-Casher [AC79, KHMA11], seule l’une de ces
solutions est confinée au niveau de l’interface [VP85, PPV87]. En effet, les composantes φ± sont solutions de
l’équation (s =±) [voir équation (2.112)]

[vF∂x + s∆(x)]φs = 0, (4.34)
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dont le comportement à longue portée est (i ) φs ∼ e−sλ1x avec λ1 = ∆1/vF pour z < 0 et (i i ) φs ∼ e−sλ2x avec
λ2 =∆2/vF pour z > 0. Dans le cas d’un échantillon infiniment grand, ces solutions sont localisées si seulement
sλ2 > 0 > sλ1, soit pour s = sgn(∆2 −∆1) et ∆1∆2 < 0. Le mode n = 0 existe donc dès qu’il y a inversion de bande
et il est de chiralité sgn(∆2 −∆1) dont le spectre est E0(ky ) = sgn(∆2 −∆1)vF ky . Cet argument n’est valable que
pour le mode chiral que l’on appelle parfois l’état de surface topologique.

Cette conclusion est aussi valable pour les états de surface des isolants topologiques tridimensionnels
[VP85, PPV87, TJI+17] et des semi-métaux de Weyl [TCG17]. Les arguments sont en tout point les mêmes, seules
les notations changent.

Existence des modes massifs. De façon générale, les solutions propres se décomposent sous la forme Ψ =
(φ+,φ−) et le carré du Hamiltonien (4.25) donne[−v2

F∂
2
z +Vs(z)

]
φs = (E 2 − v2

F k2
y )φs , (4.35)

où V±(z) =∆(z)2∓vF∂z∆(z). Cette équation de Schrödinger unidimensionnelle non relativiste avec un potentiel
confinant Vs(z) et les énergies propres ε2

n = E 2 − v2
F k2

y est supersymétrique [Weg16]. Elle présente la symétrie
chiraleφs =− [vF kx − i s∆(x)]φ−s entre les solutions des potentiels V±. Ainsi, hormis le mode n = 0, chaque mode
est doublement dégénéré. J’ai représenté deux situations typiques de l’équation 4.35 : (i ) en cas d’inversion de
gap aux Figures 4.9(a et b) et (i i ) en cas d’un minimum local du gap |∆(z)| aux Figures 4.9(c et d).

(c)

(d)

(a)

(b)

FIGURE 4.9 – Interface graduelle (a) d’une hétérojonction entre deux isolants de gaps opposés et (b) d’un
empilement de trois isolants dont les gaps ont le même signe avec un gap minimal au centre. Les potentiels
chiraux V±(z) sont représentés (b) pour l’hétérojonction et (d) pour l’empilement d’isolants.

Le cas d’une inversion de bande constitue ce que l’on appelle une hétérojonction topologique. Le cas illustré
à la Figure 4.9(a) présente toujours un minimum pour V+(z) car ∆(z = 0) = 0 et donc V+(z = 0) =−vF∂z∆(z =
0) < 0 <∆2

1,∆2
2. L’état de surface associé à ce minimum est l’état de surface chiral dont l’énergie propre est E0 = 0.

Cet état n’est pas dégénéré car la symétrie chirale donne V−(z = 0) = +vF∂z∆(z = 0) > E0 = 0, d’où l’absence
d’un second mode chiral. L’existence des modes massifs dépend de la forme de V−(z) : s’il existe un minimum,
i.e. V−(0) < min

{
∆2

1,∆2
2

}
, il existe au moins un état de surface massif et son partenaire supersymétrique. On

peut évaluer V (z ∼ 0) ∼ vF∂z∆(z = 0) ∼ v2
F /`ξ, de sorte que la condition d’apparition d’un état de surface massif

s’écrit v2
F /`ξ< min{∆2

1,∆2
2} = v2

F (1−|δ|)2/ξ2, ce qui est en accord avec la condition (4.32) déjà rencontrée.
Cette discussion peut être étendue aux hétérojonctions conventionnelles rencontrées dans le cas où une

couche semi-conductrice est insérée entre deux isolants [KZ17] et ce qui correspond à la situation représentée
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sur la Figure 4.9(c) et (d). On s’attend à observer des états de surface si la fonction |∆(z)| présente un minimum
|∆min| < min{|∆1|, |∆2|} tel qu’illustré à la Figure 4.9(c). On s’attend alors à l’apparition d’états doublement
dégénérés et séparés d’une distance δz ' vF /2∆min de part et d’autre de l’interface [voir Figure 4.9(d)].

4.2.3 États de surface en présence d’un champ électrique

Nous considérons maintenant que les isolants de part et d’autre de l’hétérojonction topologique ont un
potentiel chimiqueµ différent. Cela se produit pour des matériaux dont les potentiels d’ionisation sont différents
ou si l’on applique une différence de potentiel électrique. L’écrantage peut être concentré en surface [voir
section 4.1.1], ce qui semble avoir été observé pour HgTe et a été associé à l’écrantage par les états de surface
topologiques [BTS+14]. Ce phénomène est appelé l’écrantage de Dirac. On associe à ces effets d’écrantage un
champ électrique E tel que ∆µ= µ2 −µ1 = eE`. On s’attend à ce que ce champ affecte les états de surface de
la même façon que les niveaux de Landau abordés à la section 2.3 en raison de la covariance relativiste de
l’équation de Dirac, ce que nous montrons dans ce paragraphe.

La chute de potentiel est modélisée par un potentiel chimique dépendant de la position, µ(z) = 1
2 eE` f (z), et

dont le profil f (z) est similaire à celui du gap ∆(z), avec f (±∞) =±1. Cette situation est illustrée à la Fig 4.10(a)
avec la convention d’un potentiel chimique opposé sur chaque isolant. Il s’agit alors de réaliser la transformation
hyperbolique du Hamiltonien (4.25) dans la base chirale, |Ψ̃〉 = N e−ησ̂y /2|Ψ〉 [voir section 2.2.2] afin de se
ramener à la situation en l’absence de champ électrique décrite à la section 4.2.1. L’équation de Schrödinger
s’écrit alors Ĥ ′

c |Ψ̃〉 = E |Ψ̃〉 pour tanh(η) ≡β=−eE`/(∆2 −∆1) ∈ [−1,1], avec

Ĥ ′
c =−1

2
eE`δ1̂+ Ĥc (v ′

F ,ξ′,δ′,`) (4.36)

où Ĥc a été définit à l’équation (4.25) avec v ′
F =

√
1−β2vF , ξ′ = ξ/

√
1−β2 et

δ′ = 1

1−β2

[
δ− EeE`/2

(vF /ξ)2

]
= 1

1−β2

[
δ− E(µ2 −µ1)/2

(vF /ξ)2

]
. (4.37)

Comme |β| < 1, il existe un champ électrique critique Ec = (∆2 −∆1)/e` au delà duquel il n’est plus possible
de se ramener à l’image d’une hétérojonction où les deux gaps sont centrés l’un sur l’autre. Ce champ critique
est associé à la tension de claquage de la jonction au delà de laquelle le gap commun Eg aux deux matériaux
disparaît [voir Figure 4.10(a)]. On n’obtient les états de surface que si la différence de potentiel chimique est plus
petite que la différence de gaps. Le mode chiral (n = 0) est stable pour tous les champs en deçà du champ critique
[voir section 2.3.3] et de nouveaux modes massifs apparaissent pour les champs croissants car l’asymétrie δ′ –
qui limitait le nombre de modes massifs à l’équation (4.32) – est abaissée. Comme l’expression de l’asymétrie
effective δ′ dépend explicitement de l’énergie E : (i ) on s’attend à observer de nouveaux modes massifs sur
la bande supérieur si δeE`> 0 ou sur la bande inférieur sinon, et (i i ) l’expression du spectre pour un profil
tel que (4.26) est résolue de façon auto-cohérente car l’expression en l’absence de champ électrique dépend
explicitement de δ.

Dans le cas du potentiel linéarisé discuté à la section 4.2.1, on en déduit le spectre en présence du champ
électrique

En,±(ky ) =−eE`δ/2± v ′
F

√
k2

y +2(1−β2)1/2n/`2
S . (4.38)

Les conséquences de l’application d’une différence de potentiel que l’on déduit de cette expression sont les
suivantes

(i ) L’aplatissement de la relation de dispersion de chaque mode, v ′
F =

√
1−β2vF . Ce résultat a été obtenu

pour le mode chiral dans [LR12, VE16, DFCGDA17, KSPS17, TJI+17, ITA+17].

(i i ) La réduction du gap des états massifs, (vF /`n)′ = (1−β2)3/4vF /`n . Ce résultat est analogue à celui obtenu
en 2D pour les niveaux de Landau en présence d’un champ électrique transverse [AP67, LSB07, GFMP09]
et discuté à la section 2.3. On l’observe sur la Figure 4.10(c) où le gap des état massifs décroit quand la
différence de potentiel augmente.
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(a)

(c)

(b)

FIGURE 4.10 – États de surface d’une hétérojonction topologique ente deux isolants dopés n et p. (a) Illustration
de l’hétérojonction avec µp,n =±eE`/2 pour E > δEc . La jonction pn est caractérisée par le potentiel µc et par
le gap commun aux deux isolants (en vert) de largeur Eg = |∆2 −∆1 − eE`| qui s’annule si |β| > 1. Le spectre
des états de surface est décalé en énergie du potentiel chimique µ(z0) au point z0 de l’inversion de bandes. (b)
Spectre numérique avec les mêmes paramètres que ceux de la Figure 4.7, f (z/`) = tanh(z/`) et centrés autour
du centre de la bande interdite de l’isolant inversé [cercle en pointillés du panneau (a)]. On a pris eE`= 1 eV et
les couleurs correspondent à l’amplitude de la densité de surface ρ ≈ |Ψ(z = z0)|2 de chaque état. (c) Bords de
bande εn,±(k∥) = 0 des états de surface en fonction de la différence de potentiel chimique eE`. Plusieurs états
de surface massifs apparaissent pour |eE`| proche de |eEc`| = |∆2 −∆1| = 2.675 eV, pour une asymétrie de gap
négative et forte (δ< 0, |δ| = 0.87 ∼ 1 = |δ|max).

(i i i ) Le décalage en énergie µs des états de surface par rapport aux états de volume dépend de l’asymétrie des
gaps δ. On trouve µs =−1

2 eE`δ dans la convention où les potentiels chimiques sont opposés pour chaque
isolant. Cette valeur est en fait celle du potentiel chimique à l’inversion de gap en z0, µs =µ(z = z0) et se
trouve toujours dans le plus petit gap isolant [voir figure 4.10(a)].

Le potentiel chimique, µc , de la jonction p-n est au milieu du gap commun aux deux isolants [voir
figure 4.10(a et c)] et sa valeur dans le cas où |∆1| < |∆2| est (i ) pour E <−δEc , µc,1 = eEc`δ/2, (i i ) pour
−δEc < E < δEc , µc,2 = −eE`/2 et, (i i i ) pour E > δEc , µc,3 = −eEc`δ/2. Par conséquent le dopage des
états de surface est µc,s =µc −µs et avec notre modèle on trouve |µc,s | < |δ∆1|.

Le spectre des états de surface a été obtenu à l’aide des transformations hyperboliques pour un cas simplifié
à l’équation (4.38). La résolution numérique de l’équation (4.24) pour le potentiel (4.26) en présence d’une
différence de potentiel chimique a été obtenue par Victor Jouffrey avec qui nous avons collaboré sur ce projet
[TJI+17]. On représente le résultats de ces simulations aux Figures 4.10(b) et (c) où l’on retrouve les comporte-
ments déjà décrits : l’existence d’un champ critique, le décalage en énergie des états de surface, la diminution
de leur gap et l’augmentation du nombre d’états de surfaces du côté trou ou du côté électrons en fonction
du signe de ∆2 −∆1 par rapport à µ2 −µ1. Ces calculs numériques corroborent ainsi de manière frappante la
symétrie relativiste de ces états de surface, en accord avec la théorie que j’ai étudié ici.
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Nous venons ainsi de montrer que les états de surfaces d’une hétérojonction topologique se comportent
de façon similaire aux niveaux de Landau. Nous allons maintenant illustrer ce comportement des états de
surface pour les isolants topologiques tridimensionnels [section 4.3] et les semi-métaux de Weyl [section 4.4].
En particulier, nous discuterons des résultats expérimentaux que l’on attribue à la présence des états de surface
massifs et nous verrons comment les états de surface d’un semi-métal de Weyl sont affectés par un véritable
champ magnétique et par l’inclinaison des cônes.

4.3 Caractérisation des états de surface d’un isolant topologique tridimension-
nel

Je réutilise les résultats précédents dans le cas des isolants topologiques tridimensionnels (Bi2Se3, Bi2Te3 et
HgTe) et je montre l’influence qu’a un champ magnétique sur les états de surface pour une configuration où il est
hors du plan et dans le plan de l’interface. Dans un second temps je vais interpréter les résultats expérimentaux
pour Bi2Se3 et Bi2Te3 en ARPES [BGB+10, BHM+11, BKdlT+12, CHW+12] et pour HgTe en transport [ITA+17]
en terme de l’existence d’états massifs d’une hétérojonction douce et en présence d’un fort champ électrique
en surface. Les expériences de transport sur HgTe ont été réalisées récemment au LPA, Paris à l’occasion de
la thèse de Andreas Inhofer sous la supervision de Bernard Plaçais [Inh17]. Nos travaux ont beaucoup profité
des discussions avec eux et leur équipe, notamment Erwann Bocquillon et Badih A. Assaf, mais aussi de la
collaboration avec David Carpentier à l’ENS de Lyon et Victor Jouffrey qui est actuellement en thèse à Cambridge,
Royaume-Uni. Ce dernier nous a fourni les simulations numériques permettant de vérifier nos calculs en terme
de transformations relativistes.

4.3.1 Modélisation de l’interface

Dans le cas tridimensionnel, on décrit une phase isolante par le Hamiltonien suivant

Ĥ0 =µ 1̂⊗ 1̂+∆ 1̂⊗ τ̂z + vF kz 1̂⊗ τ̂y + vF
(
ky σ̂x −kxσ̂y

)⊗ τ̂x , (4.39)

où, pour Bi2Se3, les matrices de Pauli σ̂ et τ̂ agissent respectivement sur le degré de liberté de spin et orbital
[ZKM12]. Ce modèle est similaire à celui des phases isolantes bi-dimensionnelles à l’équation (4.24) avec l’ajout
de l’impulsion kz qui nécessite de passer à un Hamiltonien de dimensions au moins 4×4 pour que le modèle

soit isotrope et de gap non-nul [Zee10]. Le spectre est ainsi constitué des bandes E±(k) =±
√
∆2 + v2

F k2 chacune
doublement dégénérée. On considère vF > 0 et l’indiceZ2 de cet Hamiltonien est sgn(∆) [ZKM12]. On a toujours
une hétérojonction topologique si les gaps ∆1 et ∆2 des deux isolants en contact vérifient ∆1∆2 < 0.

Afin de modéliser le contact, selon z, des deux isolants, on interpole le gap de chacun par la fonction ∆(z),
comme à la section 4.2. Il est pratique de se placer dans la base chirale, par la rotation |Ψ〉 = e−iπ1̂⊗τ̂y /4|Ψ′〉,

Ĥc =


0 vF k+ 0 â

vF k− 0 â 0
0 â† 0 −vF k−

â† 0 −vF k+ 0

 , (4.40)

où k± = ky ± i kx et où l’on introduit l’opérateur â =−[vF i kz +∆(z)]. La résolution est en tout points similaire
au cas bidimensionnel. On résout le cas du profil continu (4.26) en Annexe D.1 pour lequel le spectre est [voir
Figure 4.7]

En,±(k∥) =±vF

√
k2
∥ +1/`2

n (4.41)

où k∥ =
√

k2
x +k2

y et où l’extension de chaque mode dans la direction z est donné par

1

`2
n
= 2n

`ξ

(
1−n

ξ

2`

)[
1−

(
δ

1−n ξ
`

)2]
, (4.42)
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en terme de l’indice entier n délimité par n < N = `
ξ

(
1−

√
|δ|

)
. Cette condition sur n est similaire à celle obtenue

dans le cas du profil linéaire à l’équation (4.32) car elle impose aux gaps des états de surface massifs d’être plus
petits que les gaps de volume. Chaque bande n ≥ 1 est doublement dégénérée tandis que le mode chiral n = 0
est simplement dégénéré, ce dernier est l’état de surface topologique indépendant du profil du potentiel de
surface [voir section 4.2.2].

Comme dans le cas bi-dimensionnel, il est pratique d’analyser le Hamiltonien pour un gap linéarisé
∆(z) ' sgn(∆2 −∆1)vF z/`2

S pour lequel on introduit les opérateurs d’échelle ĉ = `S â/
p

2vF , ĉ† = `S â†/
p

2vF

tels que
[
ĉ, ĉ†

]= sgn(∆2 −∆1). Le traitement est identique à celui de la section 4.2 : pour ∆2 > 0 >∆1, les états
propres s’écrivent sous la forme 5 Ψn = [

α1,n |n −1〉,α2,n |n −1〉,α3,n |n〉,α4,n |n〉
]

où |n〉 est l’état nombre associé
à l’opérateur n̂ = ĉ†ĉ . Le spectre des états propres pour n ≥ 1 est obtenu en diagonalisant le Hamiltonien suivant

Ĥc,n = vF


0 k+ 0

p
2n
`S

k− 0
p

2n
`S

0

0
p

2n
`S

0 −k−p
2n
`S

0 −k+ 0

 . (4.43)

On trouve ainsi le spectre E±(k∥) = ±vF

√
k2
∥ +1/`′2n où `′n = √

2n/`ξ ressemble au développement limité de

(4.42) pour `À ξ. L’état de surface chiral (n = 0) s’écrit quant à lui Ψ0 = [
0,0,α|0〉,β|0〉] et le Hamiltonien

agissant sur les composantes (α,β) s’écrit

Ĥc,n = vF

[
0 −k−

−k+ 0

]
. (4.44)

Le spectre correspondant au mode chiral (n = 0) est donc le cône de Dirac E0,±(k∥) =±vF |k∥|. La dérivation des
états à la surface d’un isolant topologique tridimensionnel est ainsi bien analogue au cas bidimensionnel et tous
les résultats se transposent [TJI+17]. Les raisonnements étant analogues je ne vais pas les reproduire, ce sera
aussi le cas pour les semi-métaux de Weyl. Cependant, maintenant que les états de surface sont bidimensionnels
je vais discuter leur spectre en présence d’un champ magnétique hors du plan et dans le plan.

Champ magnétique hors du plan. Dans le cas d’un champ magnétique hors du plan, B = Bez (B > 0), on
introduit les opérateurs d’échelle b̂, b̂† tel que b̂ = `Bp

2
k+ [voir section 2.3]. Le Hamiltonien (4.40) s’écrit alors

Ĥc =


0

p
2vF b̂/`B 0 âp

2vF b̂†/`B 0 â 0
0 â† 0 −p2vF b̂†/`B

â† 0 −p2vF b̂/`B 0

 , (4.45)

pour lequel on peut écrire les états propres sous la forme Ψm = [
β1,m |m −1〉,β2,m |m〉,β3,m |m〉,β4,m |m −1〉]

où l’on note |m〉 l’état propre de m̂ = b̂†b̂. La détermination des états de surface est similaire aux passages
précédents où l’on remplace k∥ →

p
2n/`B , quelque soit le profil ∆(z). On constate que chaque état de surface,

qu’il soit chiral (n = 0) ou pas (n ≥ 1), donne lieu à un mode magnétique chiral (m = 0) dont l’énergie propre est
indépendante du champ magnétique

En≥1,m=0 =±vF /`n , (4.46)

En=0,m=0 = 0. (4.47)

La situation est intéressante car on est confronté à deux types d’oscillateurs associés (i ) à la quantification du
mouvement dans l’interface â, â† et (i i ) à la quantification de Landau b̂, b̂† de fermions de Dirac sans masse
(n = 0) et massifs (n ≥ 1), accompagné de la dégénérescence NB =φB /φ0 discutée au Chapitre 1. Cependant, le
cas d’un champ magnétique hors du plan n’altère pas le potentiel∆(z) et pour cela il est nécessaire de considérer
un champ magnétique dans le plan.

5. Il suffit de permuter les composantes dans le cas ∆1 > 0 >∆2.
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Champ magnétique dans le plan. On considère le cas d’un champ magnétique dans le plan, B = Bex , que l’on
introduit en jauge de Landau par la substitution ky → ky −sgn(B)z/`2

B . Afin de pouvoir traiter cette situation
nous considérerons un profil linéaire du gap à l’interface, de la forme

∆(z) =∆1 + (∆2 −∆1)z/`=∆1 + vF z/`2
S , (4.48)

tel que ∆(0) =∆1 et ∆(`) =∆2. On se ramène alors au Hamiltonien dans la base chirale en réalisant la rotation
suivante de l’équation (4.40), |Ψ′〉 = e−iθσ̂y⊗1̂|Ψ′′〉 avec tan(θ) = sgn(B)`2

S/`2
B ,

ĤcB =


0 v ′

F (ky −δky )+ i vF kx 0
p

2vF ĉ ′/`′S
v ′

F (ky −δky )− i vF kx 0
p

2vF ĉ ′/`′S 0
0

p
2vF ĉ ′†/`′S 0 −[

v ′
F (ky −δky )− i vF kx

]
p

2vF ĉ ′†/`′S 0 −[
v ′

F (ky −δky )+ i vF kx
]

0

 ,

(4.49)

où v ′
F /vF = 1/

√
1+ tan(θ)2, δky =− tan(θ)∆1, 1/`′2S = 1/`2

S +1/`2
B et en remplaçant ∆(z) par

∆′(z) = [
∆1 − tan(θ)vF ky

]/√
1+ tan(θ)2 + vF z/`′S , (4.50)

dans l’expression de ĉ du paragraphe précédent. La résolution de cet Hamiltonien est identique à celle de
l’équation (4.43) et on a pour les états de surface

(i ) une diminution de la vitesse de Fermi transverse au champ magnétique (ici vy ) : ceci traduit la localisation
des orbites cyclotron et engendre une augmentation de la densité d’états des états de surface,

(i i ) une augmentation du gap des états de surface en vF /`S ∼ vF /`B que l’on a rencontré pour les niveaux de
Landau [voir section 2.3],

(i i i ) un décalage de la relation de dispersion de δky selon ky : cet effet n’a pas de rôle physique et peut être
éliminé en translatant le potentiel vecteur,

(i v) une réduction des valeurs accessibles de ky , en effet on calcule

ky = 1

tan(θ)

[
∆1

vF
+

√
1+ tan2(θ)

〈z〉
`′2S

]
∈

[
1

tan(θ)

∆1

vF
,

1

tan(θ)

∆1

vF
+

√
1+1/tan2(θ)

`

`′2S

]
. (4.51)

À la limite d’un fort champ magnétique tan(θ) →∞ on se retrouve avec la condition de quantification des
orbites de Landau pour un système dont la dimension est ` selon z [Goe09].

Ainsi on s’attend à observer l’influence du champ magnétique en transport par (i ) les variations de capacité
quantique – proportionnelle à la densité d’états des états de surface – car vy et les valeurs permises de ky

changent et par (i i ) la disparition de canaux de transport par l’évolution du gap en vF /`′S . Ces mesures n’ont
pour le moment pas été réalisées et elles seraient un moyen de tester la description en terme d’une interface
graduelle.

La prise en compte simultanée d’une composante du champ magnétique B hors du plan (Bz ) et dans le
plan (Bx ) donnera ainsi lieu à : pour Bz , une quantification de Landau des états de surface et pour Bx une
augmentation du gap entre les bandes des états de surface.

4.3.2 États massifs de Bi2Se3 en spectroscopie ARPES

L’isolant topologique Bi2Se3 a été caractérisé à de multiples reprises. On lui attribue une vitesse de Fermi
vF = 2.3..5 eV Å [XQH+09, HXY+12] et un gap de 2∆= 350 meV [BGB+10], ce qui permet d’estimer ξ≈ vF /∆=
6.5..23 Å. Les mesures de spectroscopie ARPES dont j’ai discuté au Chapitre 1 à l’occasion de la Figure 1.12, ont
été faites en atmosphère oxydante et montrent l’existence de quelques états de surface massifs de type électron
et de type trou (2..3 de chaque) [BHM+11]. On sait qu’une telle atmosphère favorise la croissance d’une couche
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FIGURE 4.11 – Spectroscopie ARPES des états de surface de l’isolant topologique Bi2Se3 au cours de son oxydation
par du monoxyde de carbone, tiré de [BHM+11]. J’y ai superposé des lignes de couleur afin d’identifier les états
de surface d’une hétérojonction topologique. La ligne rouge identifie le mode chiral (n = 0) et les lignes oranges
les modes massifs (n ≥ 1). J’estime la position du zéro de potentiel de surface (Vs = 0 V) au niveau de la ligne
bleu, là où les états massifs s’éloignent le plus du mode chiral. On observe une asymétrie particule trou qui est
peut-être liée à la présence d’un terme supplémentaire en k2/2m1̂ à l’équation (4.39) [ZKM12]. Je pense que
cette asymétrie peut expliquer les nombreuses sous-bandes qui apparaissent sous le mode chiral lorsque ce
dernier se rapproche de la bande de valence, à cause du confinement électrostatique de la partie électron au
centre de la bande de valence.

d’oxyde à la surface du matériau de l’ordre de `≈ 10..20 Å [GDA+16] et que j’associe à une interface graduelle
[voir Figure 4.6] où l’on s’attend justement à observer N ≈ `/ξ = 1..3 états de surface massifs [voir équation
(4.32)]. De plus, on estime `S =√

`ξ≈ 8..20 Å, ce qui donne un ordre de grandeur du gap des états de surface
massifs ∆n≥1 ≈ vF /`S = 100..600 meV en accord raisonnable avec les résultats expérimentaux [BHM+11]. Des
mesures similaires ont été réalisées sur Bi2Te3 dont les caractéristiques sont proches de celles de Bi2Se3 et pour
lequel ces ordres de grandeur se vérifient aussi. Pour ce dernier la quantification purement électrostatique de
la bande de valence ne devrait pas être permise car le potentiel de surface est plus petit que la largeur de la
bande [CHW+12] et l’apparition des états massifs en conséquence de l’inversion de bande est une explication
alternative à approfondir. J’identifie le spectre des états de surface associés à l’inversion de bande sur la Figure
4.11 avec en rouge le mode chiral (n = 0) et en orange les modes massifs (n ≥ 1). Le spectre n’étant pas symétrique
particule-trou, peut être par la présence d’un terme supplémentaire en k2/2m1̂ à l’équation (4.39) [ZKM12], on
observe des états de surface supplémentaires que j’associe au confinement électrostatique de la partie électron
de la bande de valence [voir section 4.1.1].

Une lecture attentive de la position en énergie des états massifs de Bi2Se3 à la Figure 4.11 [BHM+11] permet
d’extraire les valeurs suivantes pour le gap des états massifs : (i ) ∆+,n=1 ≈ 330 meV et ∆+,n=2 ≈ 450 meV pour les
états massifs de type électron et, (i i ) ∆−,n=1 ≈−330 meV et ∆−,n=2 ≈−400 meV pour les états massifs de type
trou. Nos calculs indiquent que le rapport des gaps des états n = 1 et n = 2 par rapport au point de Dirac est
proche de

p
2 ≈ 1.4 dans le traitement approximatif d’une inversion de gap linéaire, ce qui peut être vu comme

une borne supérieure [voir section 4.2]. On trouve ici ∆+,2/∆+,1 ≈ 1.36 et ∆−,2/∆−,1 ≈ 1.2 en bon accord avec
notre théorie. En outre, je lis ces gaps pour les potentiels extrémaux de [BHM+11] que j’identifie comme étant
Vs =±200 meV en posant Vs = 0 à l’endroit où les états massifs sont les plus éloignés en énergie du point de
Dirac [voir Figures 4.10 et 4.11]. Nos calculs théoriques montrent que le gap des états massifs en présence d’une
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chute de potentiel dépend seulement de β2 ∼V 2
s et est donc indépendant du signe de Vs : dans ces conditions,

le fait que l’on trouve le même gap pour les états de type trou et de type électron se justifie bien par une interface
graduelle.

La tension de claquage d’une hétérojonction topologique comprenant Bi3Se3 est eVc = eEc`> 2∆= 350 meV.
On s’attend donc à ce que le paramètre β=V /Vc introduit pour décrire l’influence du champ électrique sur les
états massifs [voir section 4.2] soit β<βmax =Vs/Vc = 0.56. La renormalisation de la vitesse de Fermi est donc

au plus v ′
F /vF =

√
1−β2

max = 0.82 et celle du gap est au plus de ∆′/∆= (1−β2
max )3/4 = 0.75 pour les résultats

reportés dans [BHM+11]. Il est difficile d’être suffisamment précis sur la lecture des figures pour vérifier ces
pourcentages.

Ces ordres de grandeurs indiquent que les états de surface massifs observés en ARPES lors de l’oxydation
de Bi2Se3 et de Bi2Te3 peuvent être expliqués en terme d’une inversion de bande graduelle plutôt qu’avec des
arguments purement électrostatiques [voir section 4.1.1]. Des mesures supplémentaires en spectroscopie ARPES
de l’oxydation de Bi2Se3 sont encore nécessaires pour étudier quantitativement l’évolution du gap des états
massifs, de la vitesse de Fermi et du potentiel de surface. D’ailleurs, pour ces expériences la mesure du potentiel
de surface se fait en suivant le déplacement en énergie du point de Dirac, ce qui n’est valable que si δ≈ 1 car,
comme nous l’avons montré à l’équation (4.38), on s’attend à un déplacement µs ≈Vsδ. Ainsi, la caractérisation
du gap de l’oxyde permettrait l’évaluation de δ et donc d’accroître la précision sur la lecture du potentiel de
surface Vs . Au delà, il a été montré récemment [BXK+17] que le dopage à l’indium (In) de Bi2Se3 permet de
passer d’un isolant topologique à un isolant trivial : la caractérisation par spectroscopie ARPES de ces deux
phases en atmosphère oxydante serait un moyen de vérifier la présence d’une inversion de bande graduelle. On
ne s’attend pas à observer la coexistence des états de surface de type électron et de type trou lorsqu’on se trouve
dans la phase triviale.

4.3.3 États massifs de HgTe en transport

L’analyse des mesures de transport de HgTe (déformé) a fait l’objet de la thèse de Andreas Inhofer avec qui nous
avons collaboré à l’interprétation des mesures [ITA+17]. Je me contenterai ici d’une description superficielle de ces
résultats expérimentaux dont les détails sont donnés dans la thèse d’Andreas [Inh17].

La croissance de HgTe sur CdTe déforme sa maille cristalline et décale la bande Γ8 massive par rapport aux
bandes Γ8 légère et Γ6 qui forment un gap inversé de 2∆HgTe =−302 meV [GRGM73b] [voir Figure 1.13(a)]. Ceci
permet d’éliminer la contribution de la bande massive sur une portion de 25 meV du gap inversé. Ainsi, il a été
possible de réaliser l’étude de la conductivité de Hall des états de surface de ces échantillons [voir Figure 1.13(a)]
[BLN+11], ce qui a montré que le remplissage des états de surface est différent sur les deux faces opposées et a
été attribué aux propriétés d’écrantage. Il semblerait en effet que les états de surface de cet isolant topologique
agissent comme une cage de Faraday qui cache le potentiel électrique du volume, ce que l’on appelle l’écrantage
de Dirac [BTS+14]. Dans ce cas, si on réalise une mesure de capacité, comme nous l’avons décrit à la section
4.1.1, alors on s’attend à être surtout sensible à la capacité quantique cs des états de surface. La mesure de cette
capacité pour différents potentiels de grille permet de remonter à la densité d’état des états de surface [voir
équation (4.14)].

Une telle mesure de la densité d’états sur une large gamme de potentiels chimiques est possible si la capacité
géométrique cg = ε/d est suffisamment grande dans la configuration décrite à la Figure 4.5(a). C’est le cas des
mesures de capacité quantique cs et de conductivité σ dont on tire la constante de diffusion D =σ/cs ∼ τ que je
reporte à la Figure 4.12 et qui sont obtenues pour différentes tensions de grille Vg [ITA+17, Inh17]. Les mesures
ont été réalisées sur deux types d’échantillons (i ) un échantillon capé d’une couche de Cd0.7Hg0.3Te (2∆C d H g Te =
900 meV [BS72]) afin de le protéger de l’oxydation [Figures 4.12(a) et (b)] et (i i ) un échantillon non-capé et dont
la surface, en contact avec l’oxydant HfO2, s’oxyde [Figures 4.12(d),(e),(f),(g) et (h)]. L’échantillon de HgTe est
épais de 67 nm ce qui est suffisant pour pouvoir négliger l’autre surface. Les figures expérimentales sont obtenues
en fonction de la densité électronique n = 1

e

∫
Ctot(Vg )dVg et du potentiel chimique µ= e

∫
(Ctot/Cq )dVg dont

l’évolution est grossièrement proportionnel au potentiel de grille Vg . Le champ électrique est évalué comme
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étant celui dans l’isolant HfO2, E = ne/(Cg d). Ces mesures indiquent l’existence d’états massifs (notés MSS pour
Massive Surface States sur la Figure 4.12) que l’on attribue aux états d’une interface graduelle et que je résume
ici.

a b c

d e

f g h

FIGURE 4.12 – Mesures de transport de HgTe déformé [tirées de [ITA+17]] pour une interface avec un oxyde (a,b)
et pour une interface avec Cd0.7Hg0.3Te (d,e,f,g,h). (a,d) Capacité quantique (en bleu) et conductivité (en rouge)
en fonction de la densité surfacique de porteurs. La capacité quantique permet essentiellement de repérer la
position du cône de Dirac tandis que la conductivité indique la position des états massifs. (b,e) On reporte par
des carrés rouge la position des bords de bande des états massifs sur un diagramme similaire à celui de la Figure
4.10. La droite bleu correspond à la droite de charge alors que les lignes vertes correspondent à la position du
bord de bande des états massifs en fonction du champ électrique à la surface. (c) Spectre des états de volume
(en bleu) et des états de surface (en jaune-rouge) obtenu numériquement pour une interface large (5 nm) entre
HgTe et CdTe, sans différence de potentiel chimique. Les états de surface coexistent avec les états de volume
par un effet de taille de finie (l’hybridation est alors faible). (f) Cycle d’hystérésis de Cs −Vg . (g et h) Mesure de
transport direct. On trace la conductivité longitudinale σxx et la dérivée de la conductivité de Hall σx y autour de
B = 0T. La forme en S de la conductivité de Hall est indiqué dans l’encadré de la figure (g).

Capacité quantique. Les mesures de capacité quantique sont tracées en bleu sur les Figures 4.12(a) pour
l’échantillon oxydé et 4.12(d) pour l’échantillon capé. On constate un minimum de capacité quantique que
l’on attribue au cône de Dirac avec (i ) un profil plus étalé et dopé pour l’échantillon oxydé et (i i ) un profil
raide et non (ou peu) dopé au cône de Dirac pour l’échantillon capé. On retrouve le profil dessiné à la Figure
4.5 pour les états de surface de Dirac, sur une large gamme de dopage n correspondant à une gamme de
potentiels chimiques de l’ordre de 300 meV. Ceci indique que l’on n’observe peu la contribution des états de
volume, en conséquence de l’écrantage de Dirac [BTS+14]. La capacité quantique ne s’annule jamais, même



84 CHAPITRE 4. ÉLECTRONIQUE DE SURFACE DES MATÉRIAUX TOPOLOGIQUES

pour l’échantillon non-dopé : la raison n’est pas encore claire mais est peut être du au recouvrement du cône de
Dirac par la bande Γ8 lourde, ce qui décale le minimum apparent [voir Figure 4.12].

On observe de légers accrocs au comportement linéaire de la capacité quantique, peut-être lié à l’apparition
d’états de surface dont la densité d’états est tracée en lignes noires aux Figures 4.12(a) et (d). Les deux courbes
ne se superposent pas. On peut invoquer plusieurs raisons pour l’expliquer mais je pense qu’on observe un effet
de moyenne lié à l’étalement spatial des états massifs dans le volume (décrit par la fonction enveloppe F (z) à
l’équation (4.13) et que nous n’avons pas prise en compte).

Conductivité. La conductivité σ mesurée en radiofréquence est tracée en rouge sur les Figures 4.12(a) pour
l’échantillon oxydé et 4.12(d) pour l’échantillon capé. On observe que le minimum de conductivité au niveau du
cône de Dirac n’est pas centré au même endroit que la capacité quantique : ceci étaye l’explication précédente
de la superposition du cône de Dirac et de la bande Γ8 massive dessinée à la Figure 4.12(c)].

Dans le cas des échantillons capés [Figure 4.12(d)], la constante de diffusion D(µ) =σ/Cs ∼ τ s’avère linéaire
avec le potentiel chimique. On l’explique en terme d’un mécanisme de diffusion par des impuretés chargées
[CHSDS10, Inh17]. La chute de la constante de diffusion à µ= 300 meV (le pic de conductivité) s’accompagne
d’un accroc de la capacité quantique. Ce pic de conductivité est lié à l’apparition d’un mécanisme de diffusion
supplémentaire que l’on attribue à la nucléation d’un état massif.

Dans le cas des échantillons oxydés, on observe la même phénoménologie mais avec cette fois deux pics
de diffusion du côté des électrons et peut-être un troisième du côté trou. Cette fois la capacité quantique ne
montre pas d’accroc, probablement à cause d’une contribution d’arrière-plan du volume, qui est dopé.

La position des pics de conductivité a été reportée sur les Figures 4.12(b) et (c) où est tracée la position
théorique des bords de bande des états massifs en fonction du champ électrique [voir Figure 4.10]. Ceci permet
d’évaluer le champ critique Ec des deux échantillons : Ecapé ≈ 108 V m−1 > Eoxydé ≈ 0.4 108 V.m−1. La différence
de ces deux valeurs indique que le gap de la couche d’oxyde doit être plus petit que celui de HgCdTe. On trouve
un gap des états de surface, de l’ordre de 100−300 meV, plus large que celui de l’isolant, ce qui indique une
faible hybridation entre états de surface et de volume [voir Figure 4.12(c)]. On peut interpréter ces états en tant
que quasirésonances [DS92].

Métastabilité, hystérésis de la droite Cq −Vg . Le tracé de la relation Cq (Vg ) pour l’échantillon capé avec une
tension de grille lentement variable montre l’apparition d’un cycle d’hystérésis si la tension de grille dépasse
Vg = 3 V [voir Figure 4.12(f)]. Ce que l’on vérifie en traçant la largeur du décalage en tension ∆V sur le cycle
en fonction de la tension de grille maximal Vm (voir encadré de la Figure 4.12(f)). On attribue cet hystérésis à
l’apparition d’un état de surface supplémentaire à partir d’une tension de grille critique. On observe aussi un
décalage du minimum de capacité, ce qui indique le transfert de charges vers le volume.

Conductivité de Hall. La mesure de résistance DC montre un accroissement de la résistance autour de Vg = 3
V [voir Figure 4.12(g)] qui est accompagné par un changement du profil de la conductivité de Hall qui prend
une forme en S [voir Figure 4.12(h)]. Cette forme en S s’explique par l’apparition d’un porteur de charge
supplémentaire [AM76] à partir de Vg = 1V.

L’ensemble de ces mesures s’explique qualitativement par la présence d’états de surface massifs contrôlés
par un champ électrique comme à la section 4.2. Leur interprétation reste toutefois difficile et nécessite une
meilleure description de l’écrantage en surface et des mesures pour d’autres interfaces qu’avec Cd0.7Hg0.3Te et
HfO2. Nous avons pris le parti d’expliquer les mesures à l’aide de quasi-résonances [voir Figure 4.12], ce qui
peut être discutable.

Les semi-métaux de Weyl ont, comme les phases isolantes, la possibilité d’avoir des états de surface topolo-
giques. Ces états sont particuliers car ils n’ont pas une surface de Fermi fermée, on parle d’arcs de Fermi, ce que
nous allons maintenant étudier en présence d’un champ magnétique et d’une inclinaison.
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4.4 États de surfaces d’un semi-métal de Weyl

La discussion des propriétés de transport des semi-métaux de Weyl repose généralement sur le compor-
tement en volume de ces matériaux. Ce n’est pourtant pas une conclusion évidente si on calcule la longueur
de pénétration du champ électrique au sein du matériau : on s’attend alors à observer une contribution non-
négligeable de la part des états de surface. En partant de ce constat nous avons entrepris de décrire l’influence
du champ magnétique et de l’inclinaison des cônes sur les états de surface [TCG17]. Il existe de nombreux
travaux théoriques sur les états de surface des semi-métaux de Weyl [OM14, LA15, DV17] mais ce n’est que
récemment que l’approche d’une interface douce a été utilisée pour ces matériaux [GVVI16, AYN16, TCG17].

4.4.1 Longueur de pénétration du champ électrique

Comme nous l’avons mentionné en introduction, on peut négliger la contribution des états de surface
si la longueur de pénétration λ [équation (4.1)] est suffisamment importante. Par exemple, on s’attend au
comportement suivant du rapport des conductivités σ des états de volume et de surface

σvolume/σsurface ∼λ/∆x, (4.52)

où∆x est l’extension des états de surface. L’évaluation deλ est en général compliquée et nous nous contenterons
ici d’un ordre de grandeur, qui indique que λ∼∆x et donc σvolume/σsurface ∼ 1. Pour cela nous allons considérer
l’écrantage du mode de surface chiral (n = 0) et des états de volume [LA15] d’un semi-métal de Weyl, à l’aide de
l’équation de Poisson (4.4)

U ′′(x) =− e

ε0
n(x), (4.53)

où U (x) est le potentiel électrique, e est la charge élémentaire et n(x) est la densité électronique. Nous considé-
rerons l’équilibre électrochimique d’un matériau non dopé tel que µ(x)+eV (x) = 0 [voir équation (4.5)].

Écrantage par les états de surface. On considère la situation où le semi-métal de Weyl est situé en x < 0 et le
vide en x > 0, chacun étant décrit par un modèle similaire à celui introduit à la section 2.1.3. Les cônes de Weyl
ont une vitesse de Fermi vF et sont situés dans l’espace réciproque en k =±∆kez . On admet que les états de
surface d’une interface abrupte (`¿ 1/∆k) entre un semi-métal proche de la fusion (2.15) et un isolant à large
gap vérifient [OM14] 

E(k∥) = vF ky ,

|Ψs〉 =
√

(∆k/2)2−k2
z

mvF

(
0
1

)
e

k2
z−(∆k/2)2

2mvF
x

.
(4.54)

Les impulsions dans le plan étant k∥ = (0,ky ,kz ) avec kz ∈ [−∆k/2,∆k/2]. La densité électronique vérifie donc

∂ns

∂µ
= gs(µ, x) = 1

(2π)2vF

∫ ∆k
2

− ∆k
2

dkz
(∆k/2)2 −k2

z

mvF
e
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z−(∆k/2)2

mvF
x

(4.55)

où gs(µ, x) est la densité d’état locale par unités de surface selon la normale à l’interface. Le changement

d’échelle x → s = (∆k/2)2

mvF
x permet de réécrire l’équation de Poisson sous la forme

U ′′(s) = g

(∫ 1

−1
du (1−u2)e s(u2−1)

)
U (s), (4.56)

où g = 2αmvF /π∆k avecα= e2/4πεr ε0vF la constante de structure fine du matériau et εr la permittivité relative.
Les deux échelles caractéristiques de l’équation de Poisson sont alors

(i) L’extension des états de surface ∆x = mvF /(∆k/2)2. Comme le gap ∆ entre deux cônes de Weyl vérifie
∆= (∆k/2)2/2m ≈ vF∆k/2, on peut utiliser l’approximation vF m/∆k ≈ 1 et ∆x ≈ 2/∆k.



86 CHAPITRE 4. ÉLECTRONIQUE DE SURFACE DES MATÉRIAUX TOPOLOGIQUES

(ii) L’amplitude d’écrantage g = 2αmvF /π∆k ≈ 2α/π= (2α0/πεr )(c/vF ) en terme de la constante de structure
α0 = 1/137. On s’attend à ce que l’écrantage par les états de surface soit important si g > 1 et faible si g < 1.
Il est notable que la constante d’écrantage est indépendante du potentiel électrique, à la façon d’un métal.

Dans le cas de Na3Bi [LZZ+14, DE16, JLB+16] on a ∆k = 2
p

2m∆= 0.1 Å, vF = 2.5 eVÅ , 1/2m = 10 eV.Å2 et εr = 5.
Par conséquent, g ≈ 1 et ∆x ≈ 5nm : l’arc de Fermi écrante le champ électrique sur l’extension caractéristique
des états de surface, comme le montrent nos calculs numériques à la Figure 4.13. Ce même calcul dans le
cas d’une interface large (`& 1/∆k) donne une extension des états de surface plus courte que l’épaisseur de
l’interface, ∆x ∼p

`/∆k < `. Dans ce cas on s’attend à ce que le champ électrique renormalise la structure de
bande des états de surface comme à la section 4.2.3.

Electric field (V/ls)

Local density of surface states (ns)
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FIGURE 4.13 – Écrantage du champ électrique pour un semi-métal de Dirac tel que Na3Bi (en bleu). La longueur
de pénétration est de l’ordre de l’extension des états de surface dont on représente la densité locale (en orange).

Écrantage par les états de volume. La contribution des états de surface montre que le champ électrique est
écranté sur l’extension typique des états de surface. Il est intéressant de voir comment les états de volume
peuvent réduire encore cette longueur de pénétration. La dispersion d’un cône de Weyl étant E(k) =±vF |k|, la
densité d’état et l’équation de Poisson s’écrivent

∂n
∂µ = µ2

π2v3
F

, U ′′(y) =−4gαe2

3π2v2
F

U 3(y). (4.57)

L’équation de Poisson est non linéaire et on estime la longueur de pénétration λ= (
3π2v2

F

/
4gαe2E 2

)1/4
pour un

champ électrique typique E ∼U /λ. Le rapport de cette longueur de pénétration avec celle des états de surface
s’écrit

`scr

λ
=

√
E

E0
, (4.58)

où l’on a introduit le champ caractéristique E0 ≈
√

3
gα

π∆∆k
16e ≈ 106V/m (soit U0 ∼ 10 mV) pour Na3Bi. Ce n’est

qu’au delà de ce champ électrique que les états de volume contribuent plus à l’écrantage que les états de surface,
ce qui s’explique en terme de densité d’état : alors que les états de surface ont une densité d’états constante
gs(E) ∼ 1 proportionnelle à la longueur de l’arc de Fermi, la densité d’états en volume s’annule au niveau des
cônes gv (E) ∼ E 2.

On s’attend donc à ce que les états de surface contribuent de façon non négligeable au transport électronique.
Leur structure de bande peut même être renormalisée en présence d’un potentiel électrique suffisamment
important, comme dans le cas des isolants topologiques [section 4.2.3]. Les sections suivantes vont nous
permettre de montrer l’influence du champ magnétique et de l’inclinaison sur la conductivité des états de
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surface qui, selon la relation d’Einstein, s’écrit

σi i =
e2τ(ei ·vg )2

2
g (µ), (4.59)

en terme de la charge élémentaire e, du temps de diffusion τ, de la densité d’états g (µ), de la vitesse de groupe
vg =∇E et de l’orientation ei , i = x, y, z du courant.

4.4.2 Influence du champ magnétique dans le plan

La dérivation des états de surface d’un semi-métal reprend la méthodologie introduite pour un isolant
topologique à la section 4.2. On peut décrire l’ensemble des phases de cette section par le Hamiltonien

Ĥ =
[

M(kz ) vF (kx − i ky )
vF (kx + i ky ) −M(kz )

]
, (4.60)

où le terme M(kz ) permet de décrire (i ) un isolant (4.24) si M(kz ) = k2
z /2m +∆ (m,∆ > 0), (i i ) un semi-métal

de Weyl proche de la fusion (2.15) si M(kz ) = k2
z /2m −∆ (m,∆ > 0) ou (i i i ) un cône de Weyl unique (2.2) si

M(kz ) = vF kz .

FIGURE 4.14 – Illustration des phases décrites par le modèle de fusion. La variation du paramètre ∆ permet de
passer de façon continue d’une phase semi-métallique à une phase isolante par le rapprochement (courbe
orange) puis la fusion des cônes de Weyl.

Nous discuterons dans un premier temps le cas idéalisé du contact entre deux semi-métaux de Weyl dont les
cônes sont légèrement décalés. L’intuition ainsi gagnée sur ce modèle nous permettra de mieux comprendre les
états à l’interface entre un semi-métal de Weyl et un isolant.

Décalage d’un cône de Weyl à l’interface

On considère la situation où un cône de Weyl se déplace dans l’espace réciproque au passage d’une interface.
On décrit les cônes de part et d’autre de l’interface par les Hamiltoniens Ĥ1g = vF k · σ̂ pour x < 0 et Ĥ1d =
vF (k−δk) · σ̂ pour x > `. Le comportement des électrons au niveau de l’interface x ∈ [0,`] peut à nouveau être
décrit par l’interpolation linéaire entre les deux Hamiltoniens

Ĥ1s = vF (k−δkx/`) · σ̂. (4.61)

Cette dépendance spatiale rappelle celle obtenue pour un électron de Dirac dans le pseudo-champ magnétique
Bp =∇×Ap où la substitution de Peierls donne la dépendance en position ĤB = vF Ap · σ̂. Le cas présent est
analogue à celui d’un pseudo-champ magnétique dans le plan de l’interface

Bp =−δk×ex /(e`), (4.62)

où ex est le vecteur unitaire normal à l’interface. Le pseudo-potentiel vecteur Ap correspondant n’est pas
invariant de jauge car ∇·Ap = δkx est fixé par le modèle. Ce terme est à l’origine d’une dépendance en position
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de la phase φ(x) =−x2δkx /2` de la fonction d’onde [TCG17] et que nous retrouverons à l’équation (4.65) lors
du calcul de la longueur d’onde moyenne de la fonction enveloppe des états de surface.

La rotation d’angle θ et d’axe x de Ĥ1s permet de réécrire, pour tan(θ) = δkz /δky ,

Ĥ (θ)
1s = e i θ2 σ̂x Ĥ1se−i θ2 σ̂x =

(
M(k∥)

p
2vF ĉ/`Sp

2vF ĉ†/`S −M(k∥)

)
, (4.63)

où `S =√
`/|δk∥| est la longueur magnétique effective discutée à la section 4.2. Cette longueur dépend à la fois

de l’épaisseur ` de l’interface et de la projection δk∥ des nœuds de Weyl dans le plan de l’interface. Par rapport
aux états de surface dans les isolants topologiques, décrits à la section 4.2, |δk∥|−1 joue le rôle de la longueur
intrinsèque ξ. La dispersion des états de surface dépend de M(k∥) dont l’expression est

M(k∥) = vF
δky kz −δkz ky

|δk∥|
= vF k ·bp , (4.64)

où bp = Bp /Bp est le vecteur unitaire associé à l’orientation du pseudo-champ magnétique. Les opérateurs
d’échelle sont similaires à ceux introduits à l’équation (4.29) et nous permettent de définir l’opérateur nombre
n̂ = ĉ†ĉ. Les états nombre |n〉 sont caractérisés par une extension

p
2n +1`S et

(position moyenne) : 〈x〉/`= (
δky ky +δkz kz

)
/δk2

∥,

(longueur d’onde moyenne) : λx = 2π`/(δkx〈x〉).
(4.65)

Cette longueur d’onde moyenne peut être vue comme une conséquence de la fixation de jauge du pseudo-
potentiel vecteur Ap vu précédemment.

On est ainsi en mesure de résoudre l’équation de Schrödinger de la même façon que pour l’équation (4.29)
de la section 4.2. On obtient, pour n ≥ 1 (et vx`> 0), des états massifs qui ne dispersent que dans la direction du
pseudo-champ magnétique Bp [voir équation (4.64)]

|Ψλ,n〉 = e iθσ̂x /2

 [
1+λM(k∥)

En

]
|n −1〉

λ
[

1−λM(k∥)
En

]
|n〉

 ,

Eλ,n(k∥) =λEn =λ
√

M(k∥)2 +2v2
F n/`2

S .

(4.66)

Nous sommes particulièrement intéressés par le mode chiral (n = 0) pour lequel nous avons (pour vx`> 0)
|Ψ+

0 〉 = e iθσ̂x /2
(

0
|0〉

)
,

E0(k∥) =−M(k∥),

. (4.67)

Dans la situation où vx` < 0, le cône se déplace dans le sens contraire au cas vx` > 0 lors de la traversée de
l’interface. Dans ce cas, les composantes des fonctions d’ondes sont permutées et E0(k∥) = M(k∥).

La surface de Fermi du mode chiral est définie par E0(k∥) = µ soit vF k ·bp = µ : elle forme un arc perpen-
diculaire au pseudo-champ magnétique Bp . De plus, si on impose à la fonction d’onde d’être localisée dans
l’interface 〈x〉 ∈ [0,`] [voir équation (4.33)] alors on obtient un arc ouvert tel que

0 < ky

δky
− tan(θ)

µ

vF |δk∥|
= kz

δkz
+cotan(θ)

µ

vF |δk∥|
< 1. (4.68)

L’arc est donc de longueur vF |δk∥| avec l’une de ses extrémités en (ky ,kz ) = (sin(θ),−cos(θ))µ/vF . Sur la Figure
4.15 est dessinée par des lignes en pointillés (en vert, jaune et bleu) l’équation de cette surface de Fermi, que
l’on appelle arc de Fermi, pour différents décalages δk et pour µ= 0. Sur cette figure je note δk−1

y = `B , afin d’y



4.4. ÉTATS DE SURFACES D’UN SEMI-MÉTAL DE WEYL 89

- 1.5 - 1.0 - 0.5 0.0

- 1.0

- 0.5

0.5

1.0

2.0-

FIGURE 4.15 – Surface de Fermi du mode chiral (n = 0) àµ= 0 pour le déplacement d’un cône de Weyl à l’interface
(en tiret) et pour la fusion de cônes de Weyl (en traits plein). Les vecteurs d’ondes dans le plan k∥ = (ky ,kz ) ont
été renormalisés par le déplacement caractéristique dans chaque direction. Les deux modèles donnent des
résultats qualitativement similaires.

revenir lorsque je discuterai l’effet d’un champ magnétique. L’équation de cet arc s’avère très similaire à celle
obtenue pour semi-métal de Weyl proche de la fusion en contact avec un isolant et que l’on traite à la section
suivante. Les états de surface entre deux semi-métaux de Weyl ont récemment été discutés pour l’étude du
transport des semi-métaux de Weyl sous l’effet de déformations qui renormalisent la position des cônes au sein
du matériau [GVVI16].

Enfin, il est intéressant d’ajouter un véritable champ magnétique B = Bez dans le plan de l’interface,
introduit en jauge de Landau par la substitution de Peierls ky → ky − sgn(B)/`2

B . Cette situation revient à
redéfinir δky → δky +sgn(B)`/`2

B dont on déduit deux conséquences du champ magnétique sur l’arc de Fermi :

(i ) L’orientation de l’arc change pour être perpendiculaire à Bp +B ∼ `Bδk×ex + `
`B

b où b est l’orientation
du champ magnétique. Ce changement d’orientation est accompagné d’un changement de la direction
de la relation de dispersion, orientée parallèlement à Bp +B [voir équation (4.64)]. Ceci est représenté sur
la Figure 4.15 en lignes pointillés pour différentes valeurs du champ magnétique, représenté par `B , pour
un déplacement du cône δk = δkez fixé.

(i i ) La longueur de l’arc de Fermi change pour être L = vF

√
δk2

z +
(
δky + sgn(B)`/`2

B

)2
. Si le champ magné-

tique est suffisamment faible, `B > `, cette longueur peut croître comme décroître. Par contre pour
un fort champ magnétique, `B < `, la longueur de l’arc croit linéairement avec le champ magnétique
L ≈ vF

p
`eB/h.

Ces deux effets seront importants si le champ magnétique est suffisamment intense pour que la longueur
magnétique soit plus petite que l’extension de l’interface `B =p

eB/h < `. Dans ce cas on s’attend à deux effets
sur l’expression (4.59) de la conductivité

(i) Densité d’états. La densité d’états dépend de la longueur de l’arc et on trouve, indépendamment du potentiel
chimique µ,

gB (µ) = 1

(2π)2|vy vz |

√√√√v2
y

[
δky − sign(B)

`

`2
B

]2

+ (vzδkz )2 (4.69)

≈
`BÀ`

g0 − 1

(2π)2

|vy |
|vz |

δky sign(B)`/`2
B√

(vyδky )2 + (vzδkz )2
(faible champ) (4.70)

≈
`B¿`

1

(2π)2|vz |
`

`2
B

∼ B (fort champ). (4.71)
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On s’attend donc à ce que pour de fort champ magnétique, la conductivité (4.59) des arcs de Fermi soit
croissante avec l’amplitude du champ magnétique parallèle à l’interface. Cet effet traduit la dégénérescence
des niveaux de Landau en unité de flux NB =Φ/Φ0 ∼ B discuté à la section 2.3.

(ii) Vitesse de groupe. L’orientation de la vitesse de groupe des états de surface change selon

vB = vF
Bp +B

|Bp +B| ≈
`B¿`

vF b, (4.72)

où b est l’orientation du champ magnétique. Ainsi, pour un fort champ magnétique, le courant soit
essentiellement orienté dans la direction parallèle au champ magnétique. Cet effet est la traduction de la
localisation du mouvement dans le plan transverse au champ magnétique, comme pour le mouvement
cyclotron discuté à la section 2.3.

Ces effets sont donc très similaires à ceux attendus pour le transport électronique des niveaux de Landau en
volume [NN83, SS13]. Par conséquent, afin d’explorer cette physique des états de surface à l’aide d’un champ
magnétique il faudrait se placer à la limite intermédiaire où `B ∼ `. Dans ce cas, le résultat sera de fortes
anisotropies du transport avec l’orientation du champ magnétique et qui dépendent de l’amplitude et de
l’orientation du décalage δk∥.

Cette description des états de surface à l’interface de deux semi-métaux de Weyl est simplifiée. Cependant,
elle traduit qualitativement les principales caractéristiques des états de surface d’un semi-métal de Weyl à
l’interface avec un isolant. Ceci est abordé à la section suivante.

Interface entre un semi-métal de Weyl et un isolant

Nous considérons la situation plus réaliste où un semi-métal de Weyl est en contact avec un isolant, chacun
étant décrit par le modèle (4.60)

Ĥ2 = vF
(
kxσ̂x +ky σ̂y

)+ (
k2

z /2m −∆)
σ̂z , (4.73)

où (i ) ∆ > 0 pour un semi-métal de Weyl avec des cônes situés en kz = ±∆k/2 = ±p2m∆ et (i i ) ∆ = −∆′ < 0
pour un isolant. On modélise le comportement des états électroniques à l’interface, x ∈ [0,`], par l’interpolation
linéaire du semi-métal de Weyl en x < 0 et de l’isolant en x > `

Ĥ2s = vF (kxσ̂x +ky σ̂y )+
(
k2

z /2m −∆+ ∆+∆′

`
x

)
σ̂z . (4.74)

Comme on l’a vu à la section précédente, on associe à la dépendance en position du Hamiltonien (4.74) un
pseudo-champ magnétique Bp =∇×A =−Bp ey où Bp = (∆+∆′)/(evF`). À ce stade, on peut aussi introduire
un véritable champ magnétique B = Bez orienté dans la direction qui sépare les deux cônes. Cette orientation
permet des expressions simplifiées dans le cas du modèle de fusion 6. L’ajout du champ magnétique donne lieu,
en jauge de Landau, à la substitution ky → ky + sign(B)x/`2

B , ce qui revient à ajouter le terme sign(B)vF`/`2
B σ̂y

au Hamiltonien de l’équation (4.74). L’effet de ce champ magnétique est donc similaire à celui du déplacement
de la structure de bande de ky = 0 à ky = δky =−sgn(B)`/`2

B lors de la traversée de l’interface, comme on l’a vu
à la section précédente.

La rotation des équations d’un angle θ et d’axe x, |Ψθ〉 = e i θ2 σ̂x |Ψ〉, pour tan(θ) = `2
B /`2

Bp
avec `Bp = 1/

√
eBp

la longueur du pseudo-champ magnétique, donne

Ĥ (θ)
2s = e i θ2 σ̂x Ĥ2se−i θ2 σ̂x =

(
M(k∥)

p
2vF ĉ2/`Sp

2vF ĉ†
2/`S −M(k∥)

)
. (4.75)

6. Le champ magnétique n’étant plus selon un axe de symétrie principale il faut passer par un traitement numérique ou une
approche en théorie de champ moyen.
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On a introduit la longueur caractéristique des états de surface `S = 1/
p

eBT associée au champ magnétique

(effectif) résultant BT =
√

B 2
p +B 2. Les opérateurs d’échelle ĉ2, ĉ†

2 sont définis comme à la section 4.2. Ils

définissent les états nombre |n〉 dont l’extension est ∆xn =p
2n +1`s et la position moyenne est

〈x〉
`

=−
Bp

[
Bp

(
k2

z
2m −∆

)
+B vF ky

]
B 2

T (∆+∆′)
. (4.76)

On calcule le terme de masse suivant, dont la forme rappelle celle de l’équation (4.64) où apparaissent les
composantes du Hamiltonien transverses à chaque champ magnétique

M(k∥) = [
B(k2

z /2m −∆)−Bp vF ky
]

/BT . (4.77)

On en déduit ainsi la dispersion de l’état chiral (n = 0) (pour vx`> 0) E0(k∥) =−M(k∥) dont je vais maintenant
discuter la surface de Fermi. La condition de localisation des états de surface, 〈x〉 ∈ [0,`], impose aussi

0 > Bp (k2
z /2m −∆)+B vF ky >−B 2

T (∆+∆′)/Bp . (4.78)

FIGURE 4.16 – (a) et (b) : Superposition du spectre du semi-métal de Weyl en kx = 0 (bande de conduction en
vert et bande de valence en bleu), du spectre des états de surface chiraux (n = 0) qui vérifient 〈x〉 ∈ [0,`] (en
orange) et d’un plan à énergie constante µ (fixé dans le bande de conduction, en rouge transparent). Les cercles
noirs correspondent aux sections à kx = 0 de la surface de Fermi du semi-métal de Weyl. L’arc de Fermi est tracé
en rouge et connecte la surface de Fermi du volume. Ces spectres sont obtenus (a) pour un champ magnétique
dans le plan négligeable B ¿ Bp (isolant à fort gap ∆′) où l’on retrouve le comportement obtenu dans d’autres
études et (b) pour un champ magnétique B ∼ Bp (isolant à faible gap ∆′). (c) Surface de Fermi du semi-métal
de Weyl (en noir), de l’isolant (en bleu) et de l’état de surface (en rouge), pour différentes valeurs du potentiel
chimique µ et une courbure non-nulle de l’arc de Fermi. L’arc de Fermi disparaît ou est coupé en deux lorsque
sa surface de Fermi pénètre celle du semi-métal de Weyl ou celle de l’isolant.

En l’absence de champ magnétique (B = 0) le spectre du mode chiral (n = 0) est identique à celui obtenu
pour une interface abrupte [OM14] : E0 = vF ky [voir Figure 4.16 (a)]. La similarité des résultats obtenus pour
une interface abrupte et pour une interface épaisse est une conséquence de l’argument de Aharonov-Casher
évoqué à la section 4.2 : la forme du potentiel importe peu pour la dispersion le mode chiral. Cependant, la
description en terme d’une interface graduelle permet de discuter les effets du champ magnétique B = Bez

quand l’extension des orbites cyclotrons est suffisamment faible (`B ∼ `).
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En présence du champ magnétique, la surface de Fermi de l’état chiral (n = 0) au potentiel chimique µ est
décrite par les équations

−1 <
k2

z
2m −∆
∆+∆′ +

B

BT

µ

∆+∆′ =
ky

δky
− Bp

BT

µ

vFδky
< 0. (4.79)

On représente l’arc en présence du champ magnétique à la Figure 4.16 (b). L’arc est courbé de la même façon
qu’à la section précédente et les deux approches ont un même comportement aux bords de l’arc [voir Figure
4.15, lignes continues pour différentes valeurs du champ magnétique]. En revanche, dans le cas de la fusion, l’arc
de Fermi ne relie les surfaces de Fermi des deux cônes du semi-métal de Weyl que pour un potentiel chimique
faible proche de zéro √

1+ (Bp /B)2∆′ > sign(B)µ>
√

1+ (Bp /B)2∆, (4.80)

au delà, l’arc disparaît totalement ou est coupé en deux morceaux. Ceci explique le trou que l’on observe dans la
relation de dispersion des états de surface à plus grande énergie [voir Figure 4.16(b)] qui traduit l’hybridation
des états de surface avec les états de volume si l’arc se courbe trop et dépasse le bord de bande du semi-métal de
Weyl ou de l’isolant [voir Figure 4.16(c)]. Pour observer cet effet, on a donc besoin :

(i ) que l’arc de Fermi soit courbé. Dans le cas présent cela correspond à B 6= 0, ce qui est analogue à un
décalage de la structure de bande transversalement à la direction des deux cônes lors de la traversée de
l’interface.

(i i ) que le gap de l’isolant ∆′ puisse être comparable au potentiel chimique µ. Ce n’est pas toujours le cas en
ARPES où l’isolant décrit le vide, dont le gap est très grand. On doit pouvoir l’observer lors du vieillissement
de la surface du semi-métal en atmosphère oxydante mais, à présent, aucune expérience de la sorte n’a
encore été réalisée. Ce comportement a été calculé numériquement par un autre groupe [GVVI16].

La description des états de surface d’un semi-métaux de Weyl en terme d’une interface graduelle permet
donc de faire les deux observations suivantes

(i ) Un champ magnétique dans le plan déforme la surface de Fermi, ce qui modifie la densité d’états et la
vitesse de groupe. À fort champ magnétique (`B ¿ `) on retrouve les niveaux de Landau tandis qu’à faible
champ (`B À `) on retrouve le comportement des états de surface. Le régime intermédiaire (`B ∼ `)
doit permettre l’évaluation de l’amplitude et de l’orientation du pseudo-champ magnétique Bp mais
nécessite des champ magnétiques intenses ou une interface suffisamment douce. Pour contourner ce
problème, l’application d’un fort champ électrique en surface devrait permettre d’augmenter la sensibilité
des mesures par la réduction de Bp .

(i i ) Un arc de Fermi courbé peut disparaître ou être coupé en deux si µ∼∆,∆′. Les expériences mentionnées au
Chapitre 1 montrent que les arcs de Fermi sont en général courbés, ainsi on s’attend à ce que l’oxydation
de la surface donne lieu à un isolant dont le gap est suffisamment petit pour couper l’arc de Fermi.

Le traitement précédent a l’avantage de mettre sur un pied d’égalité le potentiel de surface et le champ magné-
tique dans le plan. On s’attend à ce qu’un champ magnétique hors du plan B = Bex discrétise le spectre des
états de surface comme dans le cas des états de surface d’un isolant topologique. Cependant, comme la surface
de Fermi des états de surface est ouverte, le champ magnétique hors du plan va en fait être en compétition avec
le pseudo-champ magnétique Bp .

4.4.3 Champ magnétique hors du plan

La surface de Fermi des états de surface d’un semi-métal de Weyl étant ouverte, l’analyse semi-classique
des niveaux de Landau pour un champ magnétique hors du plan semble voué à l’échec : il est impossible de
décrire une orbite fermée. Pourtant, des expériences récentes ont associé des oscillations quantiques aux états
de surface, en considérant que chaque portion d’arc de Fermi de part et d’autre du matériau est connectée
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par les états de volume [voir Figure 4.17(a)] [ZBH+16, MNH+16]. La dépendance des oscillations quantiques
avec l’orientation θ du champ magnétique, l’épaisseur L des échantillons et leur forme sont en accord avec
l’explication théorique. Ces expériences ont été réalisées sur Cd3As2 étudié au Chapitre 2 où les mesures
optiques ont montré la présence d’une bande plate : elle n’est pas prise en compte dans la description théorique
[ZBH+16] et je pense qu’une analyse plus fine permettrait de mieux comprendre la structure de bande de
l’arsenure de cadmium.

FIGURE 4.17 – (a) Orbite cyclotron obtenue en complétant les arcs de Fermi de deux surfaces opposées par
diffusion via les états de volume [tiré de [MNH+16]]. (b) Orientation du pseudo-champ magnétique Bp et du
champ magnétique B pour une interface de taille finie (en orange). Le plan de localisation est tourné (en gris).

Dans le cas où l’on attribue à l’interface un profil graduel, il est intéressant de réaliser le calcul des niveaux de
Landau dans la configuration d’un champ magnétique hors du plan B = Bex [voir Figure 4.17(b)]. On l’introduit
au Hamiltonien (4.60) en jauge de Landau par la substitution kz → kz + sign(B)y/`2

B . Nous n’étudierons pas
cette situation pour l’interface où les cônes de Weyl fusionnent mais dans le cas simplifié où un cône se décale
de kz = 0 à kz = δkz dans l’espace réciproque 7, comme à l’équation (4.61). Dans ce cas, il suffit de réaliser deux
rotations successives de (4.60) : (i ) une rotation du Hamiltonien d’un angle θ1 et d’axe z avec tan(θ1) = `/(δkz`

2
B )

afin de simplifier les relations de commutation puis, (i i ) une rotation du Hamiltonien d’un angle θ2 =π/2 et
d’axe x afin de se placer dans la base chirale. On obtient alors

Ĥ (θ)
⊥ = e i π4 σ̂x e i

θ1
2 σ̂z Ĥ1se−i π4 σ̂x e−i π4 σ̂x =

(
M(k∥)

p
2vF ĉ/`Sp

2vF ĉ†/`S −M(k∥)

)
, (4.81)

où les deux nombres quantiques qui composent k∥ sont kz et kp = kx`/`2
B−kyδkz√

(`/`2
B )2+(δkz )2

. Le terme de masse s’écrit

M(k∥) = vF kp et l’extension typique `S vérifie

1/`2
S =

√
(1/`2

B )2 + (δkz /`)2. (4.82)

Le spectre de l’état chiral (n = 0) est très similaire à celui obtenu aux sections précédentes [voir Figure 4.16(a)]
mais selon le vecteur d’onde kp . Il est intéressant de développer les opérateurs d’échelle dans ce cas de figure

ĉ = 1p
2

[
kxδkz +ky`/`2

B

`/`3
S

− i`S
(
kz +xδkz /`+ y/`2

B

)]
, (4.83)

afin de constater que l’on a la relation entre kz et les positions moyennes suivante

kz =−〈x〉δkz /`−〈y〉/`2
B ∈ [−δkz −Ly /`2

B ,0]. (4.84)

Par conséquent, on observe une forte augmentation de longueur de l’arc avec la taille de la surface et le champ
magnétique. Contrairement au cas d’un champ magnétique dans le plan où l’accroissement est de l’ordre
de `/`2

B [voir équation (4.69)] il est maintenant bien plus grand, de l’ordre de L/`2
B . Je m’attend à ce que la

7. On fixe δkx et δky à zéro pour simplifier les calculs.
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sensibilité expérimentale soit accrue dans une telle configuration, en particulier pour observer les oscillations
quantique qui auront lieu si la longueur magnétique est plus courte que `S,0 =

√
`/δkz . Par exemple, dans

le cas de Cd3As2 on s’attend à avoir δkz ≈ 8 ·10−3 Å et pour ` ≈ 2 nm on obtient `S,0 ≈ 5 nm. Cela nécessite
des champs magnétiques bien plus larges que ceux utilisés dans [MNH+16] et on ne peut pas attribuer les
oscillations quantiques qu’ils observent à un modèle d’interface graduelle.

Nous venons de voir qu’un champ magnétique affecte les états de surface d’un semi-métal de Weyl si sa
longueur magnétique `B est comparable à l’épaisseur de l’interface `. Comme on considère que `≈ 2−3 nm,
l’observation semble peu réaliste. Dans l’idéal l’utilisation d’un potentiel électrique pour dilater `S par les effets
relativistes discutés à la section 4.2 peut exacerber les effets du champ magnétique. Nous allons maintenant
aborder l’inclinaison des états de surface qui joue un rôle similaire au poteniel électrique.

4.4.4 Rôle de l’inclinaison sur les états de surface

Le caractère topologique d’un semi-métal de Weyl est indépendant de l’inclinaison car elle n’apparaît pas
explicitement dans l’expression de la fonction d’onde [SGW+15]. Par contre, cela ne signifie pas que cette
quantité ne va pas altérer les propriétés physiques des semi-métaux de Weyl comme le montre le comportement
des niveaux de Landau discutés aux Chapitres 2 et 3. En particulier, la disparition de la quantification en niveaux
de Landau pour les semi-métaux de type-II pour certaines orientations du champ magnétique pose la question
de la visibilité de l’arc de Fermi pour toutes les orientations de l’interface. Cette problématique est fondamentale
pour la caractérisation des semi-métaux de Weyl en spectroscopie ARPES où l’observation de l’arc de Fermi
détermine la classification du matériau en tant que semi-métal de Weyl [HXBH17].

Modèle. Nous avons introduit à la section 2.1.3 un modèle de cônes de Weyl inclinés à la fusion, dont je
rappelle le Hamiltonien

Ĥ = tz

(
k2

z

2m
−∆

)
+ vF kz

∆k
(tx kx + ty ky )+

 k2
z

2m −∆ vF (kx − i ky )

vF (kx + i ky ) −
(

k2
z

2m −∆
)  . (4.85)

Ce modèle décrit (i ) un semi-métal de Weyl si ∆> 0, dont les cônes sont situés en kz =±p2m∆ et d’inclinaisons
±t =±(tx , ty , tz ) et (i i ) un isolant si ∆=−∆′ > 0 et |t ′x |, |t ′y |, |t ′z | < 1. Ainsi, pour un semi-métal de type-I ou de
type-II à gauche de l’interface (x < 0) et un isolant à droite (x > `), le comportement des électrons est modélisé
en interpolant chacun des paramètres entre les deux matériaux pour x ∈ [0,`]

Ĥt s =
[

eEp x + tz

(
k2

z

2m
−∆

)
+ 2vF kz

∆k
(tx kx + ty ky )

]
1+

 k2
z

2m −∆+evF Bp x vF (kx − i ky )

vF (kx + i ky ) −
(

k2
z

2m −∆+evF Bp x
)  . (4.86)

On introduit le pseudo-champ magnétique Bp et le pseudo-champ électrique Ep

Bp = ∆+∆′

evF`
, (4.87)

Ep (kx ,ky ,kz ) = 1

e`

{
(t ′z − tz )

k2
z

2m
+ tz∆+ t ′z∆

′+ 2vF kz

∆k

[
(t ′x − tx )kx + (t ′y − ty )ky

]}
.

Nous avons déjà eu l’occasion d’introduire le pseudo-champ magnétique aux sections précédentes et il est
désormais en compétition avec le pseudo-champ électrique qui compte deux contributions :

(i ) la première, (tz∆+ t ′z∆′)/e`, est due au changement du gap à l’interface et ressemble au pseudo-champ
électrique qui apparaît quand on fait la substitution de Peierls sur un cône de Weyl incliné [voir section
2.3.2],

(i i ) la seconde, est due au changement de l’inclinaison à l’interface.
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La description d’une phase isolante avec un terme d’inclinaison paraît artificiel et on est tenté de fixer t′ = 0.
Afin de pouvoir mener nos calculs à bien nous allons considérer la situation où l’inclinaison dans la direction de
l’interface ne change pas, t′ = (tx ,0,0), afin d’éliminer toute dépendance en vecteur d’onde kx dans l’expression
du champ électrique. Il faudra cependant garder à l’esprit que la notion de phase isolante n’est valable que tant
que |tx | < 1. Le pseudo-champ électrique est alors

Ep (ky ,kz ) =− 1

e`

[
tz

(
k2

z

2m
−∆

)
+ ty

2kz

∆k
vF ky

]
. (4.88)

On peut en principe aussi ajouter l’effet d’une chute de potentiel électrostatique à l’interface, par exemple due
à un potentiel de grille ou à des effets d’impuretés de surface. Nous ne le ferons pas afin de nous concentrer
spécifiquement sur l’influence de l’inclinaison sur la quantification des états de surface. Afin de traiter l’effet du
pseudo-champ électrique nous allons utiliser les transformations hyperboliques introduites à la section 2.2.2
où l’on peut soit éliminer le pseudo-champ électrique si la vitesse de dérive vD = Ep /Bp < vF soit éliminer le
pseudo-champ magnétique si vD > vF . Ceci dépend de l’inclinaison et ne donne lieu à une quantification des
états de surface que dans le premier cas.

Changement de référentiel. On commence d’abord par se placer dans la base chirale qui – en l’absence d’un
champ magnétique dans la direction des deux cônes ou d’un déplacement de la structure de bande selon ky –
revient à tourner le Hamiltonien selon l’axe x d’un angle π/2

Ĥ ′
t s = e iπσ̂x /4Ĥt se−iπσ̂x /4 (4.89)

=
[

eEp x + tz

(
k2

z

2m
−∆

)
+ 2vF kz

∆k
(tx kx + ty ky )

]
1+

( −vF ky vF kx − i evF Bp (x −〈x〉0)
vF kx + i evF Bp (x −〈x〉0) vF ky

)
,

(4.90)

où la position moyenne 〈x〉0/`= (∆−k2
z /2m)/(∆+∆′) est la même que celle calculée à l’équation (4.76) pour

B = 0. Les dépendances en x et kx en face de l’identité, 1̂, sont ensuite absorbées par une série de deux
transformations hyperboliques à la manière du traitement utilisé pour les niveaux de Landau à la section 2.3.
La première transformation hyperbolique de rapidité η1 et d’axe x absorbe le terme 2tx vF kz kx /∆k tandis que
la seconde transformation, de rapidité η2 et d’axe y , absorbe le pseudo-champ électrique eEp x. L’équation de

Schrödinger s’écrit alors Ĥη
st |Ψ̄〉 = E |Ψ̄〉 où |Ψ̄〉 =N e−

η2
2 σ̂y e−

η1
2 σ̂x |Ψ〉 avec une constante de normalisation N et

Ĥη
st =

[
2ty

kz

∆k
vF ky +

[
tz −Tz (k∥)

](
k2

z

2m
−∆

)]
1+ 1

γ3

{
vF kx

γ1
+γ1β1eEp (k∥)

[
x −x1(E ,k∥)

]}
σ̂x

+ 1

γ3

evF Bp

γ2

{
x − [〈x〉0 +γ2

3T 2
z (k∥)x1(E ,k∥)

]}
σ̂y − 1

γ3
vF ky σ̂z , (4.91)

où l’on introduit x1(E ,k∥) =
[

E − 2ty kz

∆k vF ky − (tz −Tz (k∥))
(

k2
z

2m −∆
)]/

eEp (k∥) , Tz (k∥) = Ep (k∥)/(vF Bp ), β1 =
tanh(η1) =−tx kz /∆k, β2 = tanh(η2) =−γ1Tz (k∥) et γi = 1/

√
1−β2

i .

Cette expression est longue mais le terme en face de l’identité, 1̂, ne compte plus de dépendance en x et kx

tandis que les autres composantes peuvent de nouveau être traitées à l’aide des opérateurs d’échelle. À ce stade,
il est important de remarquer que les deux transformations hyperboliques successives ne sont valables que si

β2
3(k∥) =

(
2tx

kz

∆k

)2

+Tz
(
k∥

)2 < 1, (4.92)

auquel on associe γ3 = γ1γ2 = 1/
√

1−β2
3 = 1/λ3. Cette condition traduit le régime magnétique discuté à la

section 2.3 et il n’y a pas d’état de surface pour les valeurs de k∥ qui ne satisfont pas (4.92). Au paragraphe suivant
j’exprime le spectre des états qui vérifient cette équation.
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Spectre des états de surface. Afin de résoudre le Hamiltonien (4.91), on introduit les opérateurs d’échelle,
[b̂, b̂†] = sign(vF`), suivants

b̂ = `Sp
2λ3/2

3 vF
Tr

[
Ĥη

st

σ̂x − i σ̂y

2

]
, (4.93)

b̂† = `Sp
2λ3/2

3 vF
Tr

[
Ĥη

st

σ̂x + i σ̂y

2

]
, (4.94)

où `S = 1/
√

eBp est la longueur de localisation introduite à l’équation (4.75) pour t = 0 et B = 0. Ces opérateurs
d’échelle dépendent explicitement de l’énergie E et l’impulsion dans le plan k∥ [voir Annexe B.6], la position
moyenne d’un état propre |n〉E ,k∥ de n̂E ,k∥ = b̂†b̂ a pour position moyenne 〈x〉 ∈ [0,`]

〈x〉 = 〈x〉0 +γ2
3T 2

z (k∥)x1(E ,k∥). (4.95)

Le Hamiltonien de l’équation (4.91) se réécrit ainsi en terme des opérateurs d’échelle

Ĥη
st =

{
ty

2kz

∆k
vF ky +

[
tz −Tz (k∥)

](
k2

z

2m
−∆

)}
1+

( −λ3vF ky
p

2λ3/2
3 vF b̂/`Sp

2λ3/2
3 vF b̂†/`S λ3vF ky

)
. (4.96)

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.18 – Spectre du semi-métal de Weyl (en vert et bleu transparent), de l’état de surface chiral (n = 0, en
orange) et du plan à énergie constante µ (en rouge transparent). La surface de Fermi à kx = 0 du semi-métal de
Weyl sont les cercles noirs et l’arc de Fermi est représenté par un trait rouge. Pour (a) et (b) le gap de l’isolant est
large (∆′ À∆,µ) et le pseudo-champ magnétique Bp n’est jamais dépassé par le pseudo-champ électrique Ep

associé à l’inclinaison des cônes, que l’on ait (a) un semi-métal de type-I où t1 = (0.1,0.1,−0.4) (|t1| = 0.18 < 1)
ou (b) un semi-métal de type-II où t2 = (0.1,0.75,−0.75) (|t2| = 1.13 > 1). On utilise les mêmes valeurs pour
l’inclinaison pour (c) et (d) où l’isolant à un gap comparable aux autre échelles d’énergies (∆′ ∼ ∆,µ) ce qui
donne lieu à une coupure de l’arc. Ceci est similaire au comportement obtenu à la section 4.4.2 où pour µ 6= 0
l’arc de Fermi pénètre la surface de Fermi de l’isolant ou du semi-métal de Weyl. Il est notable que dans le cas
d’un semi-métal de type-II [Figure (d)] l’arc de Fermi peut n’être connecté qu’à un seul des cônes, car alors le
pseudo-champ électrique domine, Ep (k∥)/Bp > vF .
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Le calcul est alors similaire à celui des sections précédentes et pour les niveaux de Landau [voir Section 2.3
et Annexe B.4]. Les solutions, pour vx`> 0 et n ≥ 1, sont

|Ψσ,n〉 = R̂

 (
1−σλ3vF ky

En

)
|n −1〉

σ
(
1+σλ3vF ky

En

)
|n〉

 ,

Eσ,n(k∥) = ty
2kz
∆k vF ky +

(
tz −Tz (k∥)

)( k2
z

2m −∆
)
+σEn ,

(4.97)

où σ = ±, R̂ = N e−η2σ̂y /2e−η1σ̂x /2e iπσ̂x /4 et En =
√
λ2

3v2
F k2

y +2λ3
3v2

F n/`S . Comme dans le cas des niveaux de

Landau ou des isolants topologiques, le gap des états n ≥ 1 est renormalisé par le facteur (1−β2
3)3/4 lié à

la transformation hyperbolique. On s’attend donc à ce que ces états de plus haute énergie soient observés
expérimentalement pour les semi-métaux de Weyl et en fonction de l’orientation la surface, étant donné que β3

est grossièrement la composante de l’inclinaison transverse au pseudo-champ magnétique et dont l’orientation
dépend de la surface. Alors que dans la limite d’une interface abrupte, `→ 0, le gap des états n ≥ 1 devient
infiniment large, l’état de surface chiral (n = 0) est toujours présent et correspond à la solution suivante pour
vx`> 0

|Ψ0〉 =N e−η2σ̂y /2e−η1σ̂x /2e iπσ̂x /4
(

0
|0〉

)
,

E0(k∥) =
(
ty

2kz
∆k −λ3

)
vF ky +

[
tz −Tz (k∥)

](
k2

z
2m −∆

)
.

(4.98)

Dans le cas où vx` < 0, il suffit de permuter les composantes du spineur et de remplacer λ3 → −λ3 dans
l’expression du spectre. La polarisation en isospin des états propres est orientée selon u(k∥) = −γ1β1ex −
γ2[γ1β2 + sign(vx`)]ey .

On obtient ainsi l’arc de Fermi représenté à la Figure 4.18 pour deux inclinaisons différentes et pour deux
valeurs du gap ∆′ de l’isolant. Les sous-figures (a) et (c) correspondent à un semi-métal de type-I, dont l’inclinai-
son est modérée, et les sous-figures (b) et (d) correspondent à un semi-métal de type-II. Il y a deux conditions
d’existence des états de surfaces (i ) la condition de localisation 〈x〉 ∈ [0,`] et (i i ) la condition de régime magné-
tique |β3| < 1 (4.92). À la limite où ∆′ À∆ (Figures (a) et (b)), i.e. lorsque le semi-métal de Weyl est en contact
avec un isolant de grand gap ou avec le vide, on retrouve la situation sans inclinaison car le pseudo-champ
électrique est négligeable face au pseudo-champ magnétique et on obtient un arc de Fermi entier [voir Figures
4.18(a) et (b)]. En revanche, dans le cas d’un isolant à petit gap, ∆′ ¿∆, (Figures (c) et (d)) la condition du régime
magnétique (4.92) est

(
2tx

kz

∆k

)2

+
(

tz (k2
z − (∆k/2)2)+ ty (2kz /∆k)2mvF ky

(∆k/2)2

)2

< 1. (4.99)

et, pour le niveau n = 0, la condition de localisation s’écrit

−2m∆′ <
(
1− s

vF ky

λ3(∆+∆′)
tz

)
k2

z + s
vF ky

λ3(∆+∆′)

(
tz (∆k/2)2 − ty

2kz

∆k
2mvF ky

)
<∆k2, (4.100)

où s = sign(vx`). Par exemple, dans le cas où ty = 0, on obtient les deux inégalités suivantes pour la surface de
Fermi E0(k∥) =µ

t 2
x q2

z + t 2
z

[
q2

z −1
]2 =β2

3 < 1, (4.101)

− 1− t 2
x q2

z + tz
[
tz

(
q2

z −1
)− µ

∆

]
1− t 2

x q2
z − tz

[
tz (2q2

z −1)
(
q2

z −1
)− µ

∆

] < q2
z < 1, (4.102)
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où qz = 2kz /∆k. Ces deux conditions montrent que, même à µ= 0, pour tz > 1 (semi-métal de Weyl de type-II)
l’arc de Fermi est coupé en deux [voir Figure 4.18(d)] et disparaît totalement une fois que t 2

x (1− t 2
x /4t 2

z ) > 1. La
disparition de l’arc est facilitée pour les potentiels chimiques croissants. Comme ces conditions dépendent de
l’orientation de la surface, on s’attend à ce que son orientation par rapport à l’inclinaison soit cruciale pour
l’existence des états de surface et l’analyse des mesures expérimentales.



Conclusion et perspectives

Cette thèse a porté sur le caractère relativiste de deux classes de matériaux topologiques : les semi-métaux
de Weyl et les isolants topologiques. Ce caractère relativiste s’exprime lorsque ces matériaux sont soumis à une
perturbation dont on simplifie le traitement grâce aux transformations hyperboliques, connues en relativité
restreinte mais peu utilisées en physique de la matière condensée. Je les ai appliquées à des modèles de basse
énergie dont l’équation est semblable à l’équation de Dirac et soumis aux deux composantes d’un potentiel :
(1) l’une, magnétique, se couple avec des charges opposées à deux types d’orbitales et, (2) l’autre, électrique,
se couple avec la même charge aux deux types d’orbitales. Les transformations hyperboliques permettent
d’éliminer l’une ou l’autre de ces composantes, ce qui permet de conclure sur l’existence d’états liés dans le
cas du régime magnétique ou d’états délocalisés dans le cas du régime électrique. Au cours de cette procédure,
on obtient une renormalisation des paramètres qui rappelle la contraction et la dilatation des durées et des
longueurs en relativité restreinte. J’ai illustré cette procédure dans le cas des niveaux de Landau et des états de
surface, en présence d’un champ électrique ou d’une inclinaison de la relation de dispersion.

Après une introduction aux états de surface, l’effet Hall et les matériaux topologiques, j’ai introduit les princi-
paux outils utilisés pendant cette thèse de doctorat. Les modèles de basse énergie m’ont permis de décrire avec
différents degrés de précision la présence de plusieurs cônes de Weyl avec une inclinaison. Les changements
de base de ces modèles permettent de simplifier le traitement d’un Hamiltonien dont les composantes ne
commutent pas entre elles, comme en présence d’un champ magnétique ou à l’interface de deux matériaux. Le
cas des rotations est l’exemple le plus fréquemment rencontré et j’ai montré qu’il est similaire au cas des trans-
formations hyperboliques. J’ai illustré l’importance de ces transformations pour le calcul des niveaux de Landau
en présence d’un champ électrique transverse au champ magnétique. Les transformations hyperboliques m’ont
permis de faire le parallèle avec le cas d’un cône de Dirac incliné et d’étendre le domaine d’application de
l’argument de Aharonov-Casher. Il existe très probablement d’autres transformations canoniques dont l’utilité
peut être importante à la simplification des équations du mouvement en mécanique quantique, je pense en
particulier au traitement des corrélations électroniques.

Au troisième chapitre, j’ai appliqué ces transformations pour le calcul de la réponse magnéto-optique des
semi-métaux de Weyl où un effet notable est l’apparition de transitions inter-niveaux de Landau supplémen-
taires, au-delà de la règle n → n ±1. Ces transitions additionnelles s’expliquent à l’aide des transformations
hyperboliques qui décrivent la dérive des orbites cyclotron sous l’influence de l’inclinaison. L’apparition de ces
transitions est susceptible d’expliquer certaines mesures récentes obtenues par Michael Hakl et Milan Orlita
au LNCMI, Grenoble en spectroscopie infrarouge. J’ai eu l’occasion de travailler avec eux à l’interprétation
de données de la spectroscopie de Cd3As2 sans et avec champ magnétique. L’objectif était de comprendre les
anomalies expérimentales en rapport avec la récente interprétation de ce matériau en tant que semi-métal de
Dirac. Nous avons expliqué ces anomalies par la présence d’une bande plate à basse énergie, ce qui est bien
décrit par le modèle de Bodnar. Il s’avère ainsi que le comportement des électrons aux remplissages usuels se
rapproche plutôt de celui d’un semi-métal de Kane que de Dirac. Nous continuons à travailler ensemble sur ce
projet et nous espérons pouvoir mieux comprendre le comportement des électrons proches du croisement de
bande.

Le dernier chapitre porte sur la modélisation de la surface des matériaux topologiques en terme d’une
interface graduelle. Cette modélisation permet de dériver, en plus de l’état de surface topologique, un ensemble
d’états de surface massifs de type électron et de type trou. Ces états de surface massifs ne doivent pas être
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confondus avec ceux d’un puits de potentiel électrostatique où ne peuvent pas coexister à la fois des états de
type trou et de type électron. Ce point fort m’a permis de réinterpréter la nature des états de surface des isolants
topologiques Bi2Se3 et Bi2Te3 observés en spectroscopie ARPES pour des échantillons oxydés. Ce travail a eu
pour origine une discussion sur les mesures de transport d’échantillons de HgTe déformé, réalisées par Andreas
Inhofer et Bernard Plaçais au LPA, Paris. Ils ont observé que le transport de l’état de surface topologique est
accompagné de pics de résistance que l’on a associé à la présence d’états de surface massifs. Ces états étant
obtenus théoriquement par le passé mais peu étudiés, mon travail de thèse a consisté à pousser le raisonnement
plus loin afin de décrire le rôle d’un potentiel électrique sur ces états. En particulier, le champ électrique ramène
les états de surface à plus basse énergie tout en les délocalisant, ce qui permet de les observer plus facilement.
Cet effet se décrit à l’aide des transformations hyperboliques, comme en présence de champs électrique et
magnétique croisés. J’ai aussi étudié la question des états de surface des semi-métaux de Weyl, motivé par
l’éventualité que les états de surface contribuent fortement au transport. J’ai montré que pour une interface
entre un semi-métal de Weyl et un isolant, si le gap de ce dernier est suffisamment petit, alors (1) les états de
surface sont sensibles au champ magnétique et (2) les états de surface d’un semi-métal de type-II peuvent
disparaître au niveau des points nodaux, pour certaines orientations de la surface par rapport à l’inclinaison. J’ai
ainsi voulu montrer que les états de surface d’un semi-métal peuvent être manipulés avec un champ magnétique
et que l’absence d’une surface de Fermi fermée n’empêche pas le calcul des niveaux de Landau. Une autre raison
à ce projet était de mieux comprendre les semi-métaux de type-II dont la découverte prédisait qu’ils étaient
topologiques et comptaient donc toujours des états de surface. Notre projet a validé cette affirmation dans le
cas où l’isolant a un gap infiniment grand.

Il y a plusieurs voies au développement de ce travail de thèse. L’extension des changements de référentiels,
au delà des rotations trigonométriques et hyperboliques, devrait permettre de traiter d’autres situations où le
champ magnétique est orienté en dehors de l’axe de symétrie principale [BB67, HS] comme pour l’orientation
[112] de Cd3As2. Cela permettrait aussi de traiter les effets de l’asymétrie particule-trou sur les états de surface de
Bi2Se3 et Bi2Te3 oxydé [ZKM12]. La fin de ma thèse m’a permis de prendre conscience de l’importance des effets
d’écrantage sur la réponse des états de surface. Par exemple, j’ai mentionné en introduction le changement
de parité de la conductivité de Hall d’échantillons de HgTe tridimensionnels, associé à une asymétrie des
états de surface entre les deux côtés de l’échantillon [BLN+11]. Le tracé des demi-cercles de la conductivité
longitudinale et de Hall [DR94] a récemment permis de mettre en évidence cette asymétrie, similaire à un effet
Hall quantique fractionnaire (ν= 1/2) sans interaction [GFS+17b, MKY+17]. Ceci nécessite de mieux comprendre
le comportement de l’écrantage en présence d’états de surface en prenant en compte : (i ) l’extension de la
fonction d’onde, comme nous l’avons vu pour la capacité quantique à la section 4.1.1, (i i ) les modifications
qu’entraîne le potentiel électrostatique sur les états de surface, et (i i i ) l’écrantage simultané des états de surface
et de volume.

Il y a d’autres développements, plus spéculatifs, de la physique des états de surface qui m’intéressent. Le
premier porte sur la dépendance en vitesse du premier nombre de Chern, C1, des matériaux topologiques. Par
exemple nous avons montré à la section 1.3.2 que pour un isolant topologique C1 = sgn(vx vy vz∆) et nous nous
sommes concentré sur des matériaux dont les gaps, ∆, sont de signes opposés. Dans le cas où l’on considère
un changement de signe des vitesses à la traversée de l’interface, par exemple vx1 > 0 change en −vx2 < 0,
alors on obtient aussi des états de surface chiraux mais dont le spectre est gappé. Enfin, décrire la surface en
terme d’une interface graduelle peut permettre : (i ) de décrire la sensibilité au champ électrique des états
de Majorana à la surface des supraconducteurs afin de pouvoir les manipuler autrement qu’avec un champ
magnétique [CVF12, ORvO10], (i i ) de décrire les états de surface des supra-conducteurs de type-p et d où le
changement de signe du gap supraconducteur reproduit le comportement des semi-métaux de Weyl et (i i i ) de
simplifier la description des mouvements atmosphériques où l’équateur joue le rôle de l’interface entre pôle
Nord et pôle Sud où la force de Coriolis change de signe [DMV]. Je pense que cela peut permettre de discuter les
mouvements atmosphériques de Jupiter [lien] si l’on considère une interface graduelle et par l’introduction
d’un pseudo-champ électrique décrit par les fluctuations du rayon de la planète.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:790106-0203_Voyager_58M_to_31M_reduced.gif#/media/File:790106-0203_Voyager_58M_to_31M_reduced.gif


Annexe A

Courant magnétique chiral

A.1 Champ magnétique

On considère la situation où un champ magnétique uniforme est appliqué en dehors du matériau (z < 0)
avec B0 = B0x ex +B0z ez . On cherche à résoudre l’équation (1.66) du champ magnétique dans la matériau (z > 0).
Par invariance par translation dans le plan x y on a B(x, y, z) = B(z) et chaque composante a une solution de la
forme

Bi (z) = Ki cos(z/λ)+Li sin(z/λ). (A.1)

Les équations de Maxwell nous permettent aussi d’écrire

(équation de Maxwell-Thomson) : B ′
z (z) = 0,

(équation de Maxwell-Ampère) :


B ′

x (z) =λ−1By (z),
B ′

y (z) =−λ−1Bx (z),
Bz (z) = 0.

(A.2)

L’équation de Maxwell-Thompson indique aussi la continuité de Bz à l’interface et, comme Ki = Li = 0, les
équations ne sont solubles que si B0z = 0. Le cas B0z 6= 0 nécessite de lever l’invariance par translation dans
le plan x y ou l’introduction d’un monopole magnétique en surface qui écrante totalement Bz mais dont le
sens physique n’est pas clair. Cependant, on ne s’attend pas à ce que B0z contribue au courant, en accord avec
l’équation de Maxwell-Ampère intégrée.

Pour B0z = 0 et en négligeant les courants de surface, la continuité du champ magnétique parallèle à
l’interface donne, pour z > 0,

B(z) = B0x cos(z/λ)ex +B0x sin(z/λ)ey (A.3)

et, dans ce cas, le courant macroscopique déduit de l’équation (1.65) est nul 〈j〉 = 0.

Remarque : Le courant de l’anomalie chirale est incompressible au sens où il n’est pas accompagné d’une
accumulation de charges

(équation de Maxwell-Thompson) : div(B) = 0,

(courant magnétique chiral) : j = sgn(vx vy vz )∆µe2

h B,
(conservation de la charge) : ∂tρ+div(j) = 0.

(A.4)

On en déduit donc que la densité de charges ρ(x, t) = ρ(x) reste constante. Le courant entrant et le courant
sortant sont égaux.
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A.2 Invariance de jauge

L’argument suivant est tiré de l’article de Y. Nazarov [Naz86].
La réponse du courant au seul champ magnétique s’écrit de façon la plus générale en fonction du potentiel

vecteur A(x)

jα(x) =
∫

V
d 3x′ Qαβ(x,x′)Aβ(x′). (A.5)

Dans le cas de la réponse du courant à un champ magnétique B homogène on choisit la jauge symétrique où
Aα(x) = εαβγBβxγ/2 et le courant moyen s’écrit

〈 jα〉 = 1

2V

∫
V

d 3xd 3x′ Qαβ(x,x′)εαβγxγBβ ≡ καβBβ. (A.6)

On peut maintenant exprimer l’aimantation moyenne pour une potentiel de jauge A(x) = A uniforme. L’expres-
sion de l’aimantation locale est M = 1

2µ0

∫
d 3x

[
x× j(x)

]
, par conséquent

〈Mα〉 = 1

2µ0V

∫
d 3x εαγδxγ jδ(x) = 1

2µ0V

∫
V

d 3xd 3x′ εαγδxγQδβ(x,x′)Aβ = κβαAβ/µ0. (A.7)

où pour la dernière égalité j’utilise le relation de Onsager Qαβ(x,x′) =Qβα(x′,x). On obtient donc une aimantation
M non-nulle pour un potentiel vecteur A uniforme

Mα = κβαAβ/µ0. (A.8)

Ce résultat n’est pas celui attendu pour un système invariant de jauge tel qu’un semi-métal de Weyl, ce qui
indique l’impossibilité d’observer l’effet magnétique chiral pour un système à l’équilibre.



Annexe B

Modèles de basse énergie

B.1 Matrices de Pauli

Les matrices de Pauli sont les matrices hermitiennes sans trace, Tr(σ̂i ) = 0, de dimensions 2×2 suivantes

σ̂1 = σ̂x =
[

0 1
1 0

]
, σ̂2 = σ̂y =

[
0 −i
i 0

]
, σ̂3 = σ̂z =

[
1 0
0 −1

]
. (B.1)

et dont les relations de commutations sont [
σ̂i , σ̂ j

]= 2iεi j k σ̂k , (B.2){
σ̂i , σ̂ j

}= 2δi j 1̂. (B.3)

Ce qui permet de réduire le produit de deux matrices de Pauli à la relation suivante σ̂i σ̂ j = iεi j k σ̂k +δi j 1̂. Ces
matrices sont indépendantes l’une à l’autre : toute expression de la forme M̂ =∑

i αi σ̂i est unique, en effet pour
toute matrice N̂ =∑

i βi σ̂i tel que M̂ = N̂ on obtient à l’aide des propriétés de la trace que αi =βi .

B.2 Hamiltonien de Weyl réduit

Nous considérons le Hamiltonien de Weyl décrit à l’équation (2.1) et nous définissons trois axes principaux
(e∗1 ,e∗2 ,e∗3 ) le long desquels les composantes de l’impulsion sont

v∗
i q∗

i =
3∑

j=1
v j i q j , (B.4)

où les coefficients v∗
i sont tels que les vecteurs e∗i sont normalisés et que l’on détermine en identifiant q∗

i =
q ·e∗i =∑

j q j e j ·e∗i avec l’expression (B.4),

e∗i =
3∑

j=1
v j i e j /v∗

i . (B.5)

La normalisation donne ainsi v∗2
i =∑3

j=1 v2
j i et par la suite on note la matrice

{
v j i /v∗

i

}
i j
= ni j , chaque vecteur

colonne étant normalisé. Les trois axes principaux sont bien indépendants si seulement leur déterminant est
non nul,

det(e∗1 ,e∗2 ,e∗3 ) = det
(
ni j

)
det(e1,e2,e3) (B.6)

et on choisit le signe des v∗
i afin que les deux bases aient la même orientation, det(e∗1 ,e∗2 ,e∗3 ) = det(e1,e2,e3) = 1

et donc det(n) = 1 > 0. Ce qui revient à choisir |v∗
i | =

√∑3
j=1 v2

j i et sgn(v∗
1 v∗

2 v∗
3 ) = sgn

[
det(v j i )

]
et le Hamiltonien
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de Weyl réduit s’écrit

Ĥ =∑
i

(
t∗i 1̂+ σ̂i

)
v∗

i q∗
i , (B.7)

où t∗ = n−1 · t. Ce qui permet d’écrire (2.2).

B.3 Densité d’états

On considère le modèle minimal de semi-métal de Weyl (2.2) et on oriente les axes qx , qy et qz de telle sorte
que le spectre s’écrit

Eλ(q) = vz t qz +λ
√

v2
x q2

x + v2
y q2

y + v2
z q2

z (B.8)

où λ=±. La densité d’état g (E , t ) de la bande λ a pour expression

g (E , t ) = 1

(2π)3

∫
R3

d 3qδ(E −Eλ(q)) (B.9)

= 1

(2π)2|vx vy vz |
∫ π

0
dθ sin(θ)

∫ ∞

0
dr r 2δ [E − (t cos(θ)+λ)r ] (B.10)

= E 2

(2π)2|vx vy vz |
∫ 1

−1
du

1

(1+λtu)3 (B.11)

= E 2

2π2
(
1− t 2

)2 |vx vy vz |
. (B.12)

B.4 Diagonalisation du Hamiltonien

Un Hamiltonien est en général un opérateur hermitien par conservation de la densité de probabilité. Ainsi,
dans le cas d’un sous-espace de Hilbert de dimension d = 2, le Hamiltonien y compte d 2 = 4 degrés de libertés
dont une base sont les matrices {σ̂0, σ̂1, σ̂2, σ̂3} = {1, σ̂x , σ̂y , σ̂z } de sorte que le Hamiltonien s’écrit

Ĥ =d01̂+d · σ̂ =
[

d0 +d3 d1 − i d2

d1 + i d2 d0 −d3

]
, (B.13)

où les coefficients (d0,d1,d2,d3) sont hermitiens. Le calcul du carré de Ĥ −d01̂ donne

(
Ĥ −d01̂

)2 = (d · σ̂)2 =∑
i j

di d jσiσ j = 1

4

∑
i j

({
di ,d j

}{
σ̂i , σ̂ j

}+ [
di ,d j

][
σ̂i , σ̂ j

])
(B.14)

= d2 + ∑
i< j

iεi j k
[
di ,d j

]
σ̂k . (B.15)

On a utilisé la décomposition d’un produit d’opérateurs en la somme du produit symétrisé et anti-symétrisé. On
a alors deux cas caractéristiques,

− Si les coefficients di commutent entre eux alors l’équation (B.15) permet d’obtenir directement le spectre
suivant

Eλ(d) = d0 +λ
√

d 2
1 +d 2

2 +d 2
3 = d0± ∥ d ∥, (B.16)
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où λ=± et on utilise les valeurs propres des coefficients di . On noteΨλ(d) = [
αλ,βλ

]
les vecteurs propres

correspondants. Ces derniers sont normalisés et sont solutions de l’équation suivante

(d3 −λ ∥ d ∥)αλ+ (d1 − i d2)βλ = 0 (B.17)

=⇒ −λ (∥ d ∥ −λd3)αλ+
(∥ d ∥2 −d 2

3

)1/2 d1 − i d2√
d 2

1 +d 2
2

βλ = 0 (B.18)

=⇒ −λ (∥ d ∥ −λd3)1/2αλ+ (∥ d ∥ +λd3)1/2 d1 − i d2√
d 2

1 +d 2
2

βλ = 0. (B.19)

Par conséquent, la solution normalisée est, avec e iθ = d1+i d2p
d 2

1+d 2
2

,

Ψλ(d) = 1p
2

 (
1+λ d3

∥d∥
)1/2

λ
(
1−λ d3

∥d∥
)1/2

e iθ

 . (B.20)

− Si seuls les deux coefficients d1 et d2 ne commutent pas entre eux tel que [d1,d2] =−i g . Alors l’équation (B.15)
s’écrit (

Ĥ −d01̂
)2 = d 2

3 +d 2
1 +d 2

2 + sgn(g )|g |σ̂z = d 2
3 +2

{
n̂ + 1

2

[
1+ sgn(g )σ̂z

]} |g | (B.21)

où de [d1,d2] =−i g , et par analogie avec l’oscillateur harmonique, on a d 2
1 +d 2

2 = (2n̂ +1)|g | tel que les états
propres de n̂, |n〉, ont pour valeur propre les entiers n ∈N. Le spectre des états propres du Hamiltonien est
donc

Eλ,n(d3) = d0 +λ∆En(d3) = d0 +λ
√

d 2
3 +2n|g |, (B.22)

où λ = ±. De l’équation (B.21), on déduit que les composantes de l’état propre Ψλ,n(d3) sont de la forme
Ψλ,n(d3) = [

αλ,n |n −1〉,βλ,n |n〉
]

et à l’aide du même raisonnement que pour l’équation (B.20) on obtient
pour g > 0

Ψλ,n(d3) = 1p
2

 (
1+λ d3

∆En (d3)

)1/2 |n −1〉
λ

(
1−λ d3

∆En (d3)

)1/2 |n〉

 (B.23)

(dans le cas où g < 0 il faut permuter |n〉 et |n −1〉). Les états propres |n〉 sont construits en résolvant d’abord
l’état n = 0 tel que (d1 − i d2) |0〉 = 0 puis en utilisant la propriété suivante (d1 + i d2) |n〉 =√|g |(n +1)|n +1〉.
L’état propre à n = 0 est spécial car on n’a alors qu’un seul état propre d’énergie E0 =−sgn(g )d3 et dont l’état
propre est, pour g > 0,

Ψ0(d3) =
[

0
|0〉

]
. (B.24)

À l’aide des boost des Lorentz, il s’avère aussi possible de résoudre le cas où [d1,d2] = −i g et où en plus
d0 = c0 + t1d1 + t2d2.

B.5 Covariance et rotation du modèle de Bodnar

On considère le modèle de Bodnar (2.17) en présence d’un champ magnétique orienté selon

b = (sin(θB )cos(φB ),sin(θB )sin(φB ),cos(θB )), (B.25)
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et on simplifie les relations de commutation à l’aide des opérations décrites à l’équation (2.23) avec φ = φB

et θ = −arctan
[
P⊥ tan(θB )/P∥

]
et on cherche à déterminer la façon dont se transforme Ĥ(k = 0). Ce dernier

commute avec Ûφ mais pas avec Ûθ, à cause du paramètre δ. On peut décomposer Ĥ(k = 0) = Ĥ0 +δD̂1 où

Ĥ0 =



−E0 0 0 0 0 0 0 0
0 −δ

4
δ
4 0 0 0 0 0

0 δ
4 −

(
2
3∆+ δ

4

) p
2∆
3 0 0 0 0

0 0
p

2∆
3 −(δ2 + ∆

3 ) 0 0 0 0
0 0 0 0 −E0 0 0 0
0 0 0 0 0 −δ

4 −δ
4 0

0 0 0 0 0 −δ
4 −

(
2
3∆+ δ

4

) p
2∆
3

0 0 0 0 0 0
p

2∆
3 −(δ2 + ∆

3 )


, (B.26)

D̂1 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 1

4 −1
4 0 0 0 0 0

0 −1
4

1
4 0 0 0 0 0

0 0 0 −1
2 0 0 0 0

0 0 0 0 −E0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

4
1
4 0

0 0 0 0 0 1
4

1
4 0

0 0 0 0 0 0 0 −1
2


, (B.27)

et tel que
[
Ĥ0, L̂

]= 0, [D̂1, L̂] = i D̂2 et [D̂2, L̂] =−4i D̂1 où

D̂2 = 1p
2



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0


. (B.28)

L’équation différentielle d’ordre deux pour Ĥ(k = 0) donne

U †
θ=−αU †

φB
Ĥ(k = 0)UφB Uθ=−α = Ĥ0 +δ

[
cos(2α)D̂1 + 1

2
sin(2α)D̂2

]
. (B.29)

On en déduit donc qu’après rotation, le Hamiltonien est, avec P =
√

|P 2
⊥ cos(α)cos(θB )+P⊥P∥ sin(α)sin(θB )|,

Ĥα =U †
θ=−αU †

φB
ĤUφB Uθ=−α (B.30)

=



−E0 Pk− −Pk+ 0 0 0 0 Pkz

Pk+ −δsin2(α)
2

δsin2(α)
2 0 0 0 0 δsin(2α)

2
p

2

−Pk− δsin2(α)
2 −δsin2(α)

2 − 2
3∆

p
2∆
3 0 0 0 −δsin(2α)

2
p

2

0 0
p

2∆
3 −δcos2(α)− ∆

3 Pkz
δsin(2α)

2
p

2
δsin(2α)

2
p

2
0

0 0 0 Pkz −E0 Pk+ Pk− 0

0 0 0 δsin(2α)
2
p

2
Pk− −δsin2(α)

2 −δsin2(α)
2 0

0 0 0 δsin(2α)
2
p

2
Pk+ −δsin2(α)

2 −δsin2(α)
2 − 2

3∆
p

2∆
3

Pkz
δsin(2α)

2
p

2
−δsin(2α)

2
p

2
0 0 0

p
2∆
3 −δcos2(α)− ∆

3


.

(B.31)
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B.6 Opérateurs d’échelles dépendants de l’énergie et de l’impulsion

Pour la résolution des niveaux de Landau en présence d’un champ électrique transverse nous avons été
amené à introduire à l’équation (2.93) des opérateurs d’échelle qui dépendent explicitement de l’énergie. Cette
même procédure apparaît dans le cas où l’équation de Weyl comporte une inclinaison t = (t⊥,0, tz ), comme
nous l’avons décrit à l’équation (2.99) où, par exemple, les opérateurs d’échelle sont

âE ,qz = `B

{
vx

[
(1−β2)(qx −eB y)+δqE ,qz

]− i v ′
y qy

}/√
2(1−β2)3/2|vx vy | (B.32)

où β=−t⊥ et δqE ,qz =β(vz tz qz −E)/vx . On observe que pour des énergies E et des impulsions qz différentes,
deux opérateurs d’échelles auront

âE1,qz,1 − âE2,qz,2 =α1,2 ≡α(E1 −E2, qz,1 −qz,2), (B.33)

oùα(E , qz ) = vxp
2(1−β2)3/2|vx vy |

`BδqE ,qz . Ce décalageα1,2 indique que chaque orbite cyclotron est décalée pour dif-

férentes énergies E et impulsions qz [SZ97]. Cela influe sur la définition des états |0(E , qz )〉, tels que â(E , qz )|0(E , qz )〉 =
0, et l’équation (B.33) permet d’écrire

â(E1, qz,1)|0(E2, qz,2)〉 =α1,2|0(E2, qz,2)〉. (B.34)

Ce qui est la définition d’un état cohérent de â(E1, qz,1). Cela nous permet de déduire la relation entre deux
bases d’états nombres à différentes énergies et impulsions [SZ97]

|0(E2, qz,2)〉 = e−
|α1,2 |2

2

∞∑
p=0

α
p
1,2√
p !

|p(E1, qz,1)〉.. (B.35)

Cette relation nous permet de calculer le produit scalaire entre deux états nombres à différentes énergies E et
impulsions qz , en effet

〈n2(E2, qz,2)|n1(E1, qz,1)〉 = 1p
n2!

〈0(E2, qz,2)|â(E2, qz,2)n2 |n1(E1, qz,1)〉.. (B.36)

Il suffit alors de remplacer â(E2, qz,2) par l’expression (B.33), d’utiliser la relation binomiale (a+b)n2 =∑n2

k=0

(n2
k

)
ak bn2−k

et la relation (B.35). Les termes qui apparaissent dans la somme de la relation binomiale sont de la forme

〈α12|â(E2, qz,2)n2−k |n1(E1, qz,1)〉 =
√

n1!

(k +n1 −n2)!
〈α12|(k +n1 −n2)(E2, qz,2)〉 (B.37)

=
p

n1!α∗k+n1−n2
12

(k +n1 −n2)!
e−

|α12 |2
2 , (B.38)

et une fois réintroduits dans la somme, ces termes permettent de reconnaître le polynôme de Laguerre généralisé

L(α)
n (x) =∑n

k=0

(n+α
n−k

) (−x)k

k ! . On obtient ainsi le produit scalaire entre deux états nombres à différentes énergies E
et impulsions qz

〈n2(E2, qz,2)|n1(E1, qz,1)〉 =
√

n2!

n1!
α
∗n1−n2
1,2 L(n1−n2)

n2
(|α1,2|2)e−

|α1,2 |2
2 . (B.39)

Cela influe sur les éléments de matrices des processus que l’on peut rencontrer, tel qu’en magnéto-optique.
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Annexe C

Spectroscopie infrarouge

C.1 Expression de la conductivité optique

Dans le cadre de la matière condensée, l’état du système est décrit par une matrice densité, ρ̂, et pour un
ensemble de fermions à l’équilibre elle s’exprime comme

ρ̂F = Z−1e−βĤ = 1

1+eβ(Ĥ−µ)
, (C.1)

où Z = trace
(
e−βĤ

)
, la trace étant réalisée pour une statistique fermionique et tel que trace(ρ̂F ) = N le nombre

de particules. L’équation d’évolution de la matrice densité lors de l’application d’une perturbation V̂ au système
est

i
∂ρ̂

∂t
+ [
ρ̂, Ĥ + V̂ (t )

]+ i ρ̂/τ= 0, (C.2)

où le dernier terme atténue les effet brusques sur le système et permet une mise en place adiabatique de V̂ ; à la
fin des calculs on peut considérer 1/τ→ 0+. Je décris les étapes pour résoudre l’équation (C.2) avec ρ̂(−∞) = ρ̂F :

(i ) On écrit ρ̃ = ρ̂e−t/τ alors

i
∂ρ̃

∂t
+ [
ρ̃, Ĥ + V̂ (t )

]= 0. (C.3)

(i i ) On passe en représentation interaction et on note ρ̂I = e i Ĥ t ρ̃e−i Ĥ t , de sorte qu’on a désormais

i
∂ρ̂I

∂t
+ [
ρ̃I ,V̂ (t )

]= 0, (C.4)

dont la solution est directement

ρ̂I (t ) = ρ̂I (−∞)+ i
∫ t

−∞
d t ′

[
ρ̃I (t ′)+ ρ̂F ,V̂ (t ′)

]
. (C.5)

(i i i ) si on remplace les ρ̂I (t ) par leur expression en terme de ρ̂(t ) on obtient

ρ̂(t ) = ρ̂F + i e−t/τ
∫ t

−∞
d t ′ e t ′/τe i Ĥ(t ′−t ) [ρ̂(t ′),V̂ (t ′)

]
e−i Ĥ(t ′−t ). (C.6)

Dans le cas où le potentiel d’interaction V̂ est petit, on peut développer la matrice densité en série ρ̂ = ρ̂F + ρ̂1 +
ρ̂2 +·· · et alors on a

ρ̂1(t ) = i
∫ ∞

0
d s e−s/τe−i Ĥ s [

ρ̃F ,V̂ (t − s)
]

e i Ĥ s , (C.7)

109



110 ANNEXE C. SPECTROSCOPIE INFRAROUGE

où on a fait le changement de variable s = t − t ′.
On fait maintenant l’hypothèse que le potentiel V̂ (t ) n’a qu’une seule composante en fréquence de sorte que

V̂ (t ) = e iωt V̂ , (C.8)

et de cette manière on a

ρ̂1(t ) = i e iωt
∫ ∞

0
d s e−iωse−s/τe−i Ĥ s [

ρ̃F ,V̂
]

e i Ĥ s . (C.9)

L’intégrale est indépendante du temps, on en déduit donc que ρ̂1(t ) est en régime stationnaire à tout instant. Le
facteur e−t/τ permet la convergence de l’intégrale, on peut considérer 1/τ= δ→ 0+. De cette manière on obtient
l’expression suivante pour la conductivité optique

σi j (ω) = e2

i

∫ ∞

0
d s e−iωse−s/τTr

(
v̂i e−i Ĥ s [

ρ̃F , r̂ j
]

e i Ĥ s
)

. (C.10)

On développe explicitement cette expression sur la base des états propres du Hamiltonien Ĥ0, où l’on note |α〉
l’état propre associé à l’énergie Eα, et on utilise la relation de fermeture

∑
m |m〉〈m| =1 pour obtenir

σi j (ω) = e2

i

∑
n,m

fD (En)
∫ ∞

0
d s e−iωse−s/τTr

(
v̂i e−i Ĥ s (|n〉〈n|r̂ j |m〉〈m|− |m〉〈m|r̂ j |n〉〈n|

)
e i Ĥ s

)
(C.11)

= e2

i

∑
n,m

( fD (En)− fD (Em))
∫ ∞

0
d s e−iωse−s/τTr

(
v̂i e−i Ĥ s |n〉〈n|r̂ j |m〉〈m|e i Ĥ s

)
(C.12)

= e2

i

∑
n,m

( fD (En)− fD (Em))
∫ ∞

0
d s e i (Em−En−ω+iδ)s Tr

(
v̂i |n〉〈n|r̂ j |m〉〈m|)︸ ︷︷ ︸
=〈m|v̂i |n〉〈n|r̂ j |m〉

(C.13)

= e2
∑
n,m

fD (En)− fD (Em)

Em −En −ω+ iδ
〈m|v̂i |n〉〈n|r̂ j |m〉. (C.14)

L’expression est simplifiée en remplaçant l’opérateur position grâce à la relation v = [
r, Ĥ

]
/i d’où

〈n|r|m〉 = i
〈n|v|m〉
Em −En

. (C.15)

On a ainsi

σi j (ω) = i e2
∑
n,m

fD (En)− fD (Em)

Em −En −ω+ iδ

〈m|v̂i |n〉〈m|v̂ j |n〉∗
Em −En

. (C.16)

C.2 Opérateur vitesse

Nous avons vu à la Section 1.1.1 du Chapitre 1 deux formulations du théorème de Bloch, en fonction des
états périodiques uk(r) et en fonction des états de Wannier aα,R(r)

Ψα,k(r) = uα,k(r)e i k·r = 1p
N

∑
R

aα(r−R)e i k·R. (C.17)

Nous allons utiliser ces différentes notations afin d’exprimer l’opérateur vitesse en trois étapes [BV13]

(i ) L’expression en terme des états de Wannier |aα〉 est pratique lorsque l’on se restreint à un sous-ensemble
de n orbitales atomiques, tel qu’on l’a vu pour le graphène à l’équation (1.45) du Chapitre 1. Les solutions
propres s’écrivent alors sous la forme |Φl ,k〉 =

∑n
µ=1 cl ,µ(k)|Ψµ,k〉 où les coefficients cl ,µ sont solutions

d’une équation matricielle

ĥ(k)cl (k) = En,kcn(k), (C.18)

où ĥ est lié au Hamiltonien par la relation Ĥ =∑
k,α,α′ |Ψα,k〉ĥαα′(k)〈Ψα′,k|.
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(i i ) L’expression en terme des fonctions d’ondes périodiques |uα,k〉 a l’avantage de simplifier l’écriture de
l’opérateur vitesse v̂. L’équation de Schrödinger de ces états étant

Ĥk|uα,k〉 ≡ e−i k·r̂Ĥe i k·r|un,k〉 = En,k|un,k〉, (C.19)

l’opérateur vitesse v̂ ≡ i
[
Ĥ , r̂

]
s’écrit v = e i k·r̂∇kĤke−i k·r̂. Les éléments de matrices de v̂ entre deux états

propres |Φl ,k〉 que l’on développe sur la base des états périodiques sont

〈Φm,p|v̂|Φn,k〉 = δnmδ
(3)(p−k)∇kEn,k + (En,k −Em,p)〈um,p|e i (k−p)·r̂∇kun,k〉. (C.20)

Le détail du calcul est rédigé au paragraphe suivant.

(i i i ) On exprime les solutions périodiques en fonction des solutions propres exprimées dans la base des états
de Bravais un,k(r) =∑

µ cl ,µ(k)
∑

Ri
e−i k·(r−Ri )aµ(r−Ri ), alors on peut réécrire les éléments de l’opérateur

vitesse sous la forme

〈Ψm,p|v̂|Ψn,k〉 = δ(3)(p−k)c†
m(k)∇kh(k)cn(k)+δv (C.21)

où δv =−i
∑
µ,ν

c(ν)∗
m (p)c(µ)

n (k)
∑

R j ,Ri

∫
d 3ra∗

ν(r−Rj)raµ(r−Ri). (C.22)

Si la base des états de Wannier est suffisamment localisée – peu de recouvrement si Ri 6= R j – et à symétrie
sphérique – pas de moment dipolaire si Ri = R j – alors le terme sous l’intégrale peut être négligé (δv ≈ 0).
C’est ce que l’on fera par la suite et il faudra garder à l’esprit que le choix de la base est important, tout
changement de base dépendant des vecteurs d’onde k tel que c ′nk = Ûkcnk ajoute un terme additionnel
[voir paragraphe suivant].

L’opérateur vitesse s’exprime donc aisément à l’aide du Hamiltonien par bloc ĥ(k)

v̂ =∇kĥ(k). (C.23)

Détail du calcul de l’opérateur vitesse
On s’inspire de l’équation de Heisenberg pour définir l’opérateur vitesse,

v̂ ≡ i

ħ [Ĥ , r̂] ≈ i

ħ [Ĥe f f , r̂] (C.24)

De plus on observe que ∇kĤk =−i e−i k·r̂[r̂, Ĥe f f ]e i k·r̂ =ħe−i k·r̂v̂e i k·r̂, ∀k, par conséquent les éléments de matrice
de l’opérateur v̂ sur les états propres du hamiltonien sont

ħ〈Ψm,p|v̂|Ψn,k〉 = 〈Ψm,p|e i k·r̂∇kĤke−i k·r̂|Ψn,k〉 = 〈um,p|e i (k−p)·r̂∇kĤk|un,k〉 (C.25)

=∇k

(
〈um,p|e i (k−p)·r̂Ĥk|un,k〉

)
−〈um,p|e i (k−p)·r̂Ĥk|∇kun,k〉 (C.26)

−〈um,p|∇k

(
e i (k−p)·r̂

)
︸ ︷︷ ︸
=−∇p(e i (k−p)·r̂)

Ĥk|un,k〉

=∇k
(
En,kδ

(3)(k−p)δm,n
)+∇p

(
En,kδ

(3)(k−p)δm,n
)

(C.27)

−〈um,p|e i (k−p)·r̂Ĥk|∇kun,k〉−〈∇pum,p|e i (k−p)·r̂Ĥk|un,k〉 (C.28)

On utilise que e i (k−p)·r̂Ĥk = Ĥpe i (k−p)·r̂ et 〈∇pum,p|e i (k−p)·r̂un,k〉 =−〈um,p|e i (k−p)·r̂|∇kun,k〉 pour écrire

ħ〈Ψm,p|v̂|Ψn,k〉 = δmnδ
(3)(p−k)∇kEn,k + (En,k −Em,p)〈um,p|e i (k−p)r̂∇kun,k〉. (C.29)
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Approximation, en vu de calculs pratiques
L’expression précédente est trop compliquée pour être utilisée puisqu’on n’a pas directement accès aux |un,k〉.

Il faut faire le lien avec avec la base des orbitales atomiques. On observe que,

〈um,p|e i (k−p)r̂∇kun,k〉 =
∑
µ
∇kc(µ)

n (k)〈um,p|e−i p·r̂ψµ,k〉︸ ︷︷ ︸
=〈Ψm,p|ψµ,k 〉

−i
∑
µ

c(µ)
n (k)〈um,p|e−i p·r̂r ψµ,k〉︸ ︷︷ ︸

=〈Ψm,p|r ψµ,k 〉

(C.30)

= δ(3)(p−k)c†
m(k)∇kcn(k)− i

∑
µ,ν

c(ν)∗
m (p)c(µ)

n (k)〈ψν,p|r̂ ψµ,k〉 (C.31)

Or 〈ψν,p|r̂ ψµ,k〉 =
∫

d 3rd 3r′φ∗
ν(r′)φµ(r)

∑
R j ,Ri

〈r′+Rj|r̂|r+Ri〉 =∑
R j ,Ri

∫
d 3rφ∗

ν(r−Rj)rφµ(r−Ri), donc :

〈um,p|e i (k−p)r̂∇kun,k〉 = δ(3)(p−k)c†
m(k)∇kcn(k)− i

∑
µ,ν

c(ν)∗
m (p)c(µ)

n (k)
∑

R j ,Ri

∫
d 3rφ∗

ν(r−Rj)rφµ(r−Ri) (C.32)

Le second terme semble compliqué à prendre en compte et décrit la polarisation associée aux orbitales ato-
miques. Cependant, les orbitales atomiques sont en général (i ) éloignées les unes des autres (peu de recouvre-
ment si Ri 6= R j ) et (i i ) à symétrie sphérique (pas de moment dipolaire si Ri = R j ), le second terme peut ainsi
être évalué à zéro. On a alors

〈um,p|e i (k−p)r̂∇kun,k〉 ≈ δ(3)(p−k)c†
m(k)∇kcn(k) (C.33)

Par conséquent, si on néglige les termes de polarisation orbitale, les éléments de matrice de l’opérateur vitesse
s’écrivent simplement sur la base des états propres

ħ〈Ψm,p|v̂|Ψn,k〉 ≈ δ(3)(p−k)
(
δmn∇kEn,k + (En,k −Em,k)c†

m(k)∇kcn(k)
)

(C.34)

≈ δ(3)(p−k)c†
m(k)∇kh(k)cn(k). (C.35)

Cette écriture n’est possible que sur une base d’orbitales atomiques et si l’on passe à une base quelconque
décrite par c

′
n,k = Ûk cn,k, alors

ħ〈Ψm,p|v̂|Ψn,k〉 ≈ δ(3)(p−k)
[

c
′†
m(k)∇kĥ′(k)c

′
n(k)− c

′†
m(k)[ĥ′(k),Û †

k∇kÛk](k)c
′
n(k)

]
. (C.36)

Le terme additionnel est un terme correctif à prendre en compte pour tout changement de base et décrit la
dérive en position des nouvelles orbitales.

C.3 Conductivité optique du modèle de Bodnar, sans champ magnétique

Dans cette partie, je vais exprimer la conductivité optique du modèle de Bodnar à l’aide de la relation (C.16)
de la conductivité optique, dont je rappelle l’expression

Re[σi i (ω)] = σ0

ω

8∑
l ,l ′=1

∫
d 3k

(2π)3 ( fD (El (k))− fD (El ′(k))︸ ︷︷ ︸
band occupation

|c†
l (k)∇ki H(k)cl ′(k)|2︸ ︷︷ ︸

interband coupling

δ(ħω− (El (k)−El ′(k))︸ ︷︷ ︸
∼density of states

JDOS

) (C.37)

avec σ0 =πe2/ħ2, l , l ′ indices les états propres du modèle de Bodnar décrit à l’équation (2.1.4) du Chapitre 2.
Avec la notation de l’équation (2.19), chaque composante de l’opérateur vitesse s’écrit ∇ki H = P Ji où i = x, y, z
représente les directions cartésiennes. En accord avec les résultats obtenus en magnéto optique, on admet
P⊥ ≈ P∥ = P . De plus, l’énergie de la lumière incidente ħω étant suffisamment large pour négliger δ et E0, on
peut ainsi utiliser la transformation (2.23) afin de relier n’importe quel état propre |l ,k〉 à un état où l’impulsion
est selon z, |l ,k〉 = Û †

φ
Û †
θ
|l ,kz = |k|〉 où θ,φ sont les coordonnées sphériques.
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On admet que ∆≈ 400 meV est suffisamment large pour que l’on sépare les étatsΨ1 etΨ2 à l’énergie −∆ des
autres. À l’ordre le plus bas en Pk/∆ on a

Ψ1 =



0
0p
2/3

−p1/3
0
0
0
0


, Ψ2 =



0
0
0
0
0
0p
2/3

−p1/3


, Q.P =



0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1p

3
0

0 0 0 0
√

2
3 0

0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 1p

3
0 0 0

0 0
√

2
3 0 0 0


. (C.38)

Dans cette nouvelle base, le Hamiltonien 6×6 projeté est

Ĥ∞(k) ≡ (Q.P )†Ĥ(Q.P ) = Ĥ∞(k = 0)+Pk · Ĵ∞ (C.39)

=



0 0 0 0 0 Pk−
0 0 0 Pk+ 0 0

0 0 0
√

2
3 Pkz 0 1p

3
P⊥k+

0 Pk−
√

2
3 Pkz 0 − 1p

3
Pk+ 0

0 0 0 − 1p
3

Pk− 0
√

2
3 Pkz

Pk+ 0 1p
3

Pk− 0
√

2
3 Pkz 0


(C.40)

avec k± = (kx ± i ky )/
p

2. Il est similaire à l’équation (2.25) mais on a ajouté un changement de base supplé-
mentaire afin de faciliter le raisonnement ultérieur. De plus dans la nouvelle base, l’invariance par rotation est
toujours présente et s’écrit maintenant

J∞ ·n = J∞,x sin(θ)cos(φ)+ J∞,y sin(θ)sin(φ)+ J∞,z cos(θ) =U †
∞,φ(J∞,x sin(θ)+ J∞,z cos(θ))U∞,φ

=U †
∞,φU †

∞,θ J∞,zU∞,θU∞,φ (C.41)

U∞,φ = diag
(
e2iφ,e−iφ,1,1,e iφ,e iφ

)
(C.42)

U∞,θ = exp
(
iθL∞)

(C.43)

L∞ =



0 0 0 0 i
p

3
2 0

0 0 i
p

3
2 0 0 0

0 −i
p

3
2 0 0 i 0

0 0 0 0 0 i
2

−i
p

3
2 0 −i 0 0 0

0 0 0 − i
2 0 0


. (C.44)

On peut ainsi ramener l’étude de tous les états à ceux tel que |l ,kz = |k|〉. En effet, par rotation on a

Ĥ∞,z (k) ≡U †
∞,φU †

∞,θ(Q.P )†Ĥ(Q.P )U∞,θU∞,φ =
√

2

3
P⊥k Ĵ∞,z , (C.45)

dont on trouve les trois énergies propres suivantes, chacune doublement dégénérée,

E0(k) = 0 , E±(k) =±
√

2

3
Pk (C.46)
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associées aux six états propres suivants

1
0
0
0
0
0


0,1



0
1
0
0
0
0


0,2

1p
2



0
0
1
1
0
0


+,1

1p
2



0
0
0
0
1
1


+,2

1p
2



0
0
1
−1
0
0


−,1

1p
2



0
0
0
0
1
−1


−,2

(C.47)

Comme les énergies propres ne dépendent que de |k|, l’intégration sur θ,φ de l’intégrale (C.37) donne les
éléments de couplage interbandes suivants pour σxx :

J x
l l ′ = P 2

∫
dθdφ |〈l ,k|Jx |l ′,k〉|2 = P 2

⊥
∫

dθdφ |〈l ,kz = |k||ÛθÛφ JxÛ †
φ

Û †
θ
|l ′,kz = |k|〉|2 (C.48)

= P 2
∫

dθdφ |〈l ,kz = |k|| Ĵx cos(θ)cos(φ)− Ĵy sin(φ)+ Ĵz sin(θ)cos(φ)|l ′,kz = |k|〉|2 (C.49)

= 4πP 2

3

(
2|〈l ,kz = |k| Ĵx |l ′,kz = |k|〉|2 +|〈l ,kz = |k| Ĵz |l ′,kz = |k|〉|2) (C.50)

où l’on a utilisé [L̂, Ĵ,x ] = −i Ĵz , [L̂, Ĵy ] = 0 et [L̂, Ĵz ] = i Ĵx . L’expression de la matrice de couplage dans la base
définie à l’équation (C.47) et à laquelle on ajoute le couplage avec les états Ψ1 et Ψ2 à l’énergie −∆ (deux
dernières colonnes) est ainsi

J x = 4πP 2

3



0 0 0 1
2 0 1

2 0 0
0 0 1

2 0 1
2 0 0 0

0 1
2

2
3 0 0 1

3
1
6

1
3

1
2 0 0 2

3
1
3 0 1

3
1
6

0 1
2 0 1

3
2
3 0 1

6
1
3

1
2 0 1

3 0 0 2
3

1
3

1
6

0 0 1
6

1
3

1
6

1
3 0 0

0 0 1
3

1
6

1
3

1
6 0 0


. (C.51)

La conductivité optique pour un potentiel chimique µ> 0 est la somme des contributions des trois transitions
suivantes (i ) de E = 0 à E =p

2/3Pk, (i i ) de E =−p2/3Pk à E =p
2/3Pk et, (i i i ) de E =−∆ à E =p

2/3Pk. On
obtient ainsi

Re
[
σ∞

xx (ω> 0)
]= σ0

ω

4πP 2

3

∫
k2dk

(2π)3

[
δ

(
ħω−

√
2

3
Pk

)
+ 2

3
δ

(
ħω−2

√
2

3
Pk

)
+δ

(
ħω−∆−

√
2

3
Pk

)]
(C.52)

=
√

3

2

e2

4πP
ω

[
13

12
+θ(ħω−∆)

(
1− ∆

ħω
)2]

. (C.53)

Comme le dernier terme est obtenu en découplant les bandes à E =−∆ des autres, il n’est en fait valable que
pour ∆À Pk =p

3/2(ħω−∆) et il semble correspondre au comportement expérimental.

C.4 Niveaux de Landau de Cd3As2 et spectroscopie infrarouge

On considère de nouveau le modèle de Bodnar introduit à l’équation (2.1.4) du Chapitre 2. On considère
qu’un champ magnétique est appliqué dans le plan x y et on obtient les règles de commutation suivantes

[kx ,ky ] =− i
l 2

B
cos(θ), [kx ,kz ] = 0, [ky ,kz ] =− i

l 2
B

sin(θ) . (C.54)
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Si on exprime {φ3, ...,φ8} en terme de φ1 et φ2 comme dans [SW83], ce qui est similaire à insérer le Hamiltonien
dans l’équation séculaire, alors on obtient l’équation matricielle suivante

(
γ(E)− f1(E)(k2

x +k2
y )− f2(E)k2

z

)[
φ1

φ2

]
=

[ 1
3∆(E +δ)P 2

⊥i [kx ,ky ] −1
3 E∆P⊥P∥i [ky ,kz ]

−1
3 E∆P⊥P∥i [ky ,kz ] −1

3∆(E +δ)P 2
⊥i [kx ,ky ]

][
φ1

φ2

]
(C.55)

où

γ(E) = E(E +E0)[E(E +∆)+δ(E + 2

3
∆)], (C.56)

f1(E) = P 2
⊥[E(E + 2

3
∆)+δ(E + 1

3
∆)], (C.57)

f2(E) = P 2
∥E(E + 2

3
∆). (C.58)

Ceci redonne, en l’absence de champ magnétique, l’équation séculaire

γ(E) = f1(E)(k2
x +k2

y )+ f2(E)k2
z . (C.59)

Quantification
En présence du champ magnétique, les relations de commutation sont non-nulles et on a

[ 1
3∆(E +δ)P 2

⊥i [kx ,ky ] −1
3 E∆P⊥P∥i [ky ,kz ]

−1
3 E∆P⊥P∥i [ky ,kz ] −1

3∆(E +δ)P 2
⊥i [kx ,ky ]

]
=

 1
3∆(E +δ)P 2

⊥
cos(θ)

l 2
B

−1
3 E∆P⊥P∥ sin(θ)

l 2
B

−1
3 E∆P⊥P∥ sin(θ)

l 2
B

−1
3∆(E +δ)P 2

⊥
cos(θ)

l 2
B

 (C.60)

= 1

3
∆(E +δ)P 2

⊥
cos(θ)

l 2
B

σ̂z − 1

3
E∆P⊥P∥

sin(θ)

l 2
B

σ̂x . (C.61)

On peut redéfinir les impulsions sous la forme suivante

kx = cos(θ)k ′
x + sin(θ)k ′

z (C.62)

ky = k ′
y (C.63)

kz =−sin(θ)k ′
x +cos(θ)k ′

z (C.64)

de sorte que les règles de commutation sont désormais

[k ′
x ,k ′

y ] =− i
l 2

B
, [k ′

x ,k ′
z ] = 0, [k ′

y ,k ′
z ] = 0 . (C.65)

Dans notre cas, on obtient ainsi

f1(E)(k2
x +k2

y )+ f2(E)k2
z =

[
cos(θ)2 f1(E)+ sin(θ)2 f2(E)

](
k ′

x +
cos(θ)sin(θ)( f2(E)− f1(E)

cos(θ)2 f1(E)+ sin(θ)2 f2(E)
k ′

z

)2

+ f1(E)k2
y

+ f1(E) f2(E)

cos2(θ) f1(E)+ sin2(θ) f2(E)
k ′2

z . (C.66)

L’expression des opérateurs d’échelle, dérivés à l’équation (2.78) du Chapitre 2, est toujours valable si on translate
k ′

x d’une constante. Ainsi, si (cos(θ)2 f1(E)+ sin(θ)2 f2(E))/ f1(E) > 0 alors

f1(E)(k2
x +k2

y )+ f2(E)k2
z =

sign( f1(E))(2n +1)

l 2
B

√
f1(E)(cos(θ)2 f1(E)+ sin(θ)2 f2(E))

+ f1(E) f2(E)

cos2(θ) f1(E)+ sin2(θ) f2(E)
k ′2

z (C.67)
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où le nombre entier n ∈N est valeur propre de l’opérateur nombre n̂ associé aux opérateurs d’échelle définis à
l’équation (2.78). Cette expression n’est plus valide dans le cas où

(cos(θ)2 f1(E)+ sin(θ)2 f2(E))/ f1(E) < 0 (C.68)

=⇒ 0 > f1(E)

f2(E)
>− tan(θ)2 (C.69)

=⇒ 0 > 1+δ E + 1
3∆

E(E + 2
3∆)

>− tan(θ)2, (C.70)

ce qui décrit la condition pour avoir des orbites ouvertes. On trouve ainsi des solutions pour des énergies en
dehors d’un intervalle de taille finie de l’ordre de δ et qui se trouve à E < 0. Cette gamme d’énergie est celle des
cônes de Dirac où la relation de dispersion semble présenter un point selle. Cet intervalle disparaît pour δ= 0
ou pour θ = 0, soit un champ magnétique dans la direction [001]. Les niveaux de Landau sont alors solutions de
l’équation polynomiale suivante

γ(E) =sign( f1(E))(2n +1)

l 2
B

√
f1(E)(cos(θ)2 f1(E)+ sin(θ)2 f2(E))

+ f1(E) f2(E)

cos2(θ) f1(E)+ sin2(θ) f2(E)
k ′2

z ± 1

3l 2
B

P⊥∆
√

P 2
⊥ cos2(θ)(E +δ)2 +E 2P∥ sin(θ)2 (C.71)

La résolution numérique de cette équation a été réalisée dans [SW83] où la condition (C.70) n’était pas prise
en compte, ce qui a mené à des confusions dans la littérature [LA87]. De plus, nous allons le voir, certaines
valeurs de n ne donnent pas lieu à 8 solutions comme on peut s’y attendre en comptant le degré du polynôme
de l’équation (C.71) mais moins. Pour cela nous allons analyser en détail deux situations, pour un champ
magnétique selon la direction [001] et [112].

Champ magnétique dans la direction [001]

L’équation (C.71) permet de montrer que chaque composante de la fonction d’onde s’écrit comme un état
nombre. Comme le Hamiltonien s’écrit sous la forme suivante, avec â l’opérateur d’échelle,

Ĥ =



−E0 P⊥â −P⊥â† 0 0 0 0 P∥kz

P⊥â† 0 0 0 0 0 0 0

−P⊥â 0 −2
3∆

p
2∆
3 0 0 0 0

0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 ) P∥kz 0 0 0
0 0 0 P∥kz −E0 P⊥â† P⊥â 0
0 0 0 0 P⊥â 0 0 0

0 0 0 0 P⊥â† 0 −2
3∆

p
2∆
3

P∥kz 0 0 0 0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 )


(C.72)

on en déduit que les solutions propres ont la forme suivante

Φn = (
α1,+φn α2,+φn+1 α3,+φn−1 α4,+φn−1 α1,−φn−1 α2,−φn−2 α3,−φn α4,−φn

)
(C.73)

où φn =φn(y +px l 2
b)e i px x est solution de l’équation de l’oscillateur harmonique et lB =pħ/eB est la longueur

magnétique. Les coefficients sont solutions de l’équation aux valeurs propres suivante

ĤBΨ= EΨ
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avecΨ= (α1,+,α2,+,α3,+,α4,+,α1,−,α2,−,α3,−,α4,−) et

ĤB =



−E0
p

n +1 P⊥
lB

−pn P⊥
lB

0 0 0 0 P∥kzp
n +1 P⊥

lB
0 0 0 0 0 0 0

−pn P⊥
lB

0 −2
3∆

p
2∆
3 0 0 0 0

0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 ) P∥kz 0 0 0

0 0 0 P∥kz −E0
p

n −1 P⊥
lB

p
n P⊥

lB
0

0 0 0 0
p

n −1 P⊥
lB

0 0 0

0 0 0 0
p

n P⊥
lB

0 −2
3∆

p
2∆
3

P∥kz 0 0 0 0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 )


(C.74)

dont les valeurs propres sont les niveaux de Landau. Les pics de résonance pour la spectroscopie d’un système
unidimensionnel sont obtenus par les bords de bande, qui sont ici situés en kz = 0, et sur lesquels nous nous
concentrerons par la suite. Dans ce cas, les sous-espaces ± sont découplés et on peut chercher des solutions
sous la forme suivante (pour n ≥ 2)

Ψn,+ = (
α1,+φn−1 α2,+φn α3,+φn−2 α4,+φn−2 0 0 0 0

)
, (C.75)

Ψn,− = (
0 0 0 0 α1,−φn−1 α2,−φn−2 α3,−φn α4,−φn

)
. (C.76)

dont les coefficients sont solutions de
−E0

p
n +1 P⊥

lB
−pn P⊥

lB
0p

n +1 P⊥
lB

0 0 0

−pn P⊥
lB

0 −2
3∆

p
2∆
3

0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 )



α1,+
α2,+
α3,+
α4,+

= En,+


α1,+
α2,+
α3,+
α4,+

 , (C.77)


−E0

p
n P⊥

lB

p
n +1 P⊥

lB
0p

n P⊥
lB

0 0 0p
n +1 P⊥

lB
0 −2

3∆
p

2∆
3

0 0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 )



α1,−
α2,−
α3,−
α4,−

= En,−


α1,−
α2,−
α3,−
α4,−

 . (C.78)

Il existe, comme pour l’équation de Weyl, des plus bas niveaux de Landau n = 0 et n = 1 qui sont spéciaux car
plusieurs composantes de la fonction d’onde s’annulent :

(i) pour n = 0, la fonction d’onde est de la forme

φ0,+ =(
0 φ0 0 0 0 0 0 0

)
, (C.79)

φ0,− =(
0 0 0 0 0 0 α3,−φ0 α4,−φ0

)
. (C.80)

et les trois énergies propres correspondantes sont

E0,+ = 0 , (C.81)

E (±)
0,− =−∆+δ

2
±

√(
∆−δ/3

2

)2

+2δ2/9 . (C.82)

On peut montrer à l’aide d’un argument similaire à celui de Aharonov-Casher [ voir section 2.3.3 ] que le
mode n = 0 est stable vis-à-vis des fluctuations du champ magnétique. Si on prend en compte la dispersion
selon z, on n’observe pas l’anomalie sur le signe des vitesses de Fermi observée pour les semi-métaux de
Weyl, tout comme pour un cône de Weyl à la phase critique t = 1.

Les coefficients α3,− et α4,− sont solutions de(
−2

3∆
p

2∆
3p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 )

)(
α3,−
α4,−

)
= E (±)

0,−

(
α2,−
α4,−

)
. (C.83)
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(ii) pour n = 1, les solutions sont de la forme suivante

φ1,+ =(
α1,+φ0 α2,+φ1 0 0 0 0 0 0

)
, (C.84)

φ1,− =(
0 0 0 0 α1,−φ0 0 α3,−φ1 α4,−φ1

)
. (C.85)

Les deux énergies propres de type + sont

E (±)
1,+ =−E0

2
±

√(
E0

2

)2

+
(

P⊥
lB

)2

, (C.86)

et les coefficients correspondants vérifient l’équation(
−E0

P⊥
lB

P⊥
lB

0

)(
α1,+
α2,+

)
= E (±)

1,+

(
α1,+
α2,+

)
. (C.87)

Les trois solutions propres de type − sont solutions de l’équation matricielle 3×3 suivante
−E0

P⊥
lB

0
P⊥
lB

−2
3∆

p
2∆
3

0
p

2∆
3 −(δ+ ∆

3 )


 α1,−
α2,−
α4,−

= E1,−

 α1,−
α2,−
α4,−

 . (C.88)

Les règles de sélection optiques à kz = 0 sont obtenues en calculant les éléments de matrice de Ĵ± = Ĵx ± i Ĵy .
Elles sont telles que

(i) Ψn →Ψn±1,

(ii) les transitions entreΨn,− etΨn′,+ sont interdites, en incidence normale.

Il est intéressant de remarquer que pour un modèle de cônes de Dirac, la taille du gap permet d’éliminer toutes
les transitions de type + ou − : on perd la moitié des transitions optiques. Ce n’est pas observé dans le cas du
modèle de Bodnar.

Champ magnétique dans la direction [112]

Dans ce cas une approche analytique parait plus compliquée et nécessite de réécrire le Hamiltonien avec
des opérateurs d’échelle énergie-dépendants comme on l’a vu à l’équation (C.71). Ce n’est pas sans rappeler le
comportement obtenu pour les électrons de Dirac en présence d’un champ électrique ou d’une inclinaison. Je
n’ai pas eu l’occasion de continuer ce calcul mais, afin de pouvoir interpréter les mesures expérimentales, nous
avons développé le calcul numérique des niveaux de Landau. Pour cela on s’appuie sur les résultats obtenus
dans la direction [001] et il est pratique de réécrire le Hamiltonien dans la base où les relations de commutation
sont

[kx ,ky ] =− i
l 2

B
, [kx ,kz ] = 0, [ky ,kz ] = 0. . (C.89)

A l’aide du changement de base décrit à l’équation (B.31), on a

Ĥα =



−E0 P â/`B −P â†/`B 0 0 0 0 Pkz

P â†/`B −δsin2(α)
2

δsin2(α)
2 0 0 0 0 δsin(2α)

2
p

2

−P â/`B
δsin2(α)

2 −δsin2(α)
2 − 2

3∆
p

2∆
3 0 0 0 −δsin(2α)

2
p

2

0 0
p

2∆
3 −δcos2(α)− ∆

3 Pkz
δsin(2α)

2
p

2
δsin(2α)

2
p

2
0

0 0 0 Pkz −E0 P â†/`B P â/`B 0

0 0 0 δsin(2α)
2
p

2
P â/`B −δsin2(α)

2 −δsin2(α)
2 0

0 0 0 δsin(2α)
2
p

2
P â†/`B −δsin2(α)

2 −δsin2(α)
2 − 2

3∆
p

2∆
3

Pkz
δsin(2α)

2
p

2
−δsin(2α)

2
p

2
0 0 0

p
2∆
3 −δcos2(α)− ∆

3


.

(C.90)
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Il suffit pour cela de réaliser le développement de chaque coefficient de la fonction d’onde sur les états propres
de l’oscillateur harmonique φn . La fonction d’onde Ψ se décompose sous la forme Ψ = (ψi )i∈[1,8] avec pour
chaque composante

ψi =
Ni∑

k=0
ci ,kφk . (C.91)

Afin de conserver la structure des plus bas niveaux de Landau obtenue pour la direction [001], on choisit Ni tel
que 

N2 = N7 = N8 = Nmax,
N1 = N5 = Nmax −1,
N3 = N4 = N6 = Nmax −2.

(C.92)

où Nmax est le plus grand niveau de Landau que l’on calcule. Avec le choix Nmax = 4 on obtient en général une
bonne approximation. Si on injecte la forme (C.91) dans l’équation de Schödinger indépendante du temps, alors
on obtient comme dans la méthode CLAO (Combinaison Lineaire d’Orbitales Atomiques)

6∑
j=1

Hi jψ j = Eψi =⇒
6∑

j=1

N j∑
k=0

Hi jφk ci ,k = E
Ni∑

k=0
ci ,kφk . (C.93)

Il suffit de projeter cette équation sur φn afin d’obtenir

6∑
j=1

N j∑
k=0

φ∗
n Hi jφk ci ,k = E

Ni∑
k=0

ci ,kδn,k . (C.94)

On définit de cette manière une matrice de dimension
∑

j N j = 32. Ses coefficients sont ceux de (C.72) où

1. chaque scalaire (Eg ,δ,∆, qz ) devient une matrice de taille (Ni +1)× (N j +1) à la ligne i et colonne j , ce qui
correspond au delta de Kornecker δn,m avec n ∈ [0, Ni ] et m ∈ [0, N j ].

2. les opérateurs â et â† à la ligne i et la colonne j sont écrits

〈n|â|m〉 =p
n +1δn+1,m , (C.95)

〈n|â†|m〉 =p
nδn−1,m , (C.96)

avec n ∈ [0, Ni ] et m ∈ [0, N j ].

Comme les pics de résonance en spectroscopie d’un système unidimensionnel sont obtenus pour les transitions
optiques en bords de bande, on peut limiter le calcul numérique à qz = 0. Pour un champ magnétique dans
la direction [112], en utilisant le résultat de l’Annexe B.5, l’angle du changement de base à l’équation (C.72)
est α = arctan

(p
2P⊥/P∥

)
, et en admettant P⊥ ≈ P∥ on a α ≈ θB . On trace le spectre obtenu pour δ = 30meV,

Eg =−30meV, ∆= 400meV, v = 0.93×106m/s (P =p
3/2ħv = 7.5eV/Ȧ) et pour les deux directions [001] et [112]

à la Figure C.1.
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FIGURE C.1 – Spectre des niveaux de Landau obtenu numériquement pour deux directions du champ magné-
tique, tiré de notre article [AHT+16].



Annexe D

Etats de surfaces des semi-métaux de Weyl et
isolants topologiques

D.1 Hamiltonien de Pöschl-Teller avec décalage

On considère le Hamiltonien d’un isolant topologique suivant [ZKM12]

Ĥ0 =∆ 1̂⊗ τ̂z + vF kz 1̂⊗ τ̂y + vF
(
ky σ̂x −kxσ̂y

)⊗ τ̂x (D.1)

Les matrices de Pauli σ̂ et τ̂ agissent sur les degrés de libertés de spin et orbitaux. Le spectre de ce Hamiltonien est

constitué de deux bandes doublement dégénérées E (±)
k =±

√
∆2 + v2

F k2 et son indiceZ2 est sgn(∆). On distingue
deux isolants par leurs gaps ∆1 et ∆2 et ceux-ci constituent une hétérojonction topologique si ∆1∆2 < 0.

Nous allons modéliser l’interface de la même manière qu’à la section 4.2 et l’on réécrit le Hamiltonien dans
la base chirale |Ψ〉 = e−iπ1̂⊗τ̂y /4|Ψ′〉

Ĥc =


0 vF k+ 0 â

vF k− 0 â 0
0 â† 0 −vF k+

â† 0 −vF k− 0

 , (D.2)

où k± = ky ± i kx et â =−[vF i kz +∆(z)]. Cette annexe présente le calcul du spectre des états de surface de cet
Hamiltonien pour un gap dont le profil est

∆(z) = 1

2
(∆2 −∆1)[δ+ tanh(z/`)], (D.3)

où le rapport d’asymétrie des gap est δ = (∆1 +∆2)/(∆2 −∆1). Ce profil a été résolu à de multiples occasions
pour des interfaces antisymétriques où δ = 0 [LR12] et nous considérons ici le cas plus réaliste où δ 6= 0.
Pour la suite, j’introduis les notations ∆̄= (∆2 +∆1)/2 et δ∆= (∆2 −∆1)/2. Le changement de variable suivant
s = [1− tanh(z/`)]/2 permet de réécrire

â = 2vF

`
s(1− s)∂s − (∆̄+δ∆−2δ∆s), (D.4)

â† =−2vF

`
s(1− s)∂s − (∆̄+δ∆−2δ∆s). (D.5)

Le calcul du carré du Hamiltonien (D.2) et la décomposition de la fonction d’onde en deux spineurs φσ, σ=±
tel queΨ= (φ+,φ−), permettent d’écrire[

1

2

({
â†, â

}
+σ

[
â†, â

])
− (E 2 − v2

F k2
∥ )

]
φσ = 0 (D.6)

=⇒
[

s(1− s)∂2
s + (1−2s)∂s −

(
`

2vF

)2
{

[∆̄+ (1−2s)δ∆]2 − (E 2 − v2
F k2

∥ )

s(1− s)
−σ4vFδ∆

`

}]
φσ = 0. (D.7)
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Afin d’éliminer la singularité en 1/s(1− s), on réécrit les spineurs sous la forme suivante : φσ(s) = sα(1− s)βuσ(s).
On reconnaît alors l’équation d’Euler hypergéométrique [WW96] s(1− s)∂2

sφ+ [c − (1+a +b)s]∂sφ−abφ= 0 si
on choisit les paramètres α et β suivants α2 = (`/2vF )2

[
∆2

1 − (E 2 − v2
F k2

∥ )
]

β2 = (`/2vF )2
[
∆2

2 − (E 2 − v2
F k2

∥ )
] , (D.8)

On prend désormais la convention que ces racines sont positives. L’équation est ramenée à la suivante[
s(1− s)∂2

s +
[
1+2α−2(1+α+β)s

]
∂s −

{(
α+β)(

α+β+1
)− `δ∆

vF

(
σ+ `δ∆

vF

)}]
uσ(s) = 0, (D.9)

dont les solutions sont exprimées en termes des fonctions hypergéométriques 2F1(a,b,c; s) où 2F1(a,b,c; s) =∑∞
n=0

(a)n (b)n
(c)n

zn/n! avec (x)n = x(x +1) · · ·(x +n −1). On note les paramètres auxiliaires de l’équation d’Euler
hypergéométrique 

aσ = 1/2+α+β+
∣∣∣1/2+σ`δ∆

vF

∣∣∣ ,

bσ = 1/2+α+β−
∣∣∣1/2+σ`δ∆

vF

∣∣∣ ,

c = 1+2α.

(D.10)

Pour chaque valeur de σ, il y a deux solutions possibles [WW96] (i ) uI (s) = 2F1(a,b,c; s) et (i i ) uI I (s) =
s1−c

2F1(1+ a − c,1+ b − c,2− c; s). La solution uI I (s) ne décrit pas un état lié à la surface car φI I (s ∼ 0) =
sα(1−s)βuI I (s ∼ 0) ∼ s1+α−c diverge en s = 0 (x =∞) comme 1+α−c =−α< 0 : seuls les solutions uI (s) peuvent
décrire les états de surface. On vérifie bien que φI (s ∼ 0) = sα(1− s)βuI (s ∼ 0) ∼ sα s’annule en s = 0 (x =∞),
cependant il est aussi nécessaire de vérifier le comportement de cette fonction en s = 1 (x =−∞). À l’aide des
relations sur les fonctions hypergéométriques [WW96], on a

2F1(a,b,c; s) =Γ(c)Γ(c −a −b)

Γ(c −a)Γ(c −b)
2F1(a,b, a +b +1− c;1− s) (D.11)

+ Γ(c)Γ(a +b − c)

Γ(a)Γ(b)
(1− s)c−a−b

2F1(c −a,c −b,1+ c −a −b;1− s).

Par conséquent, pour s ∼ 1 (x =−∞)

φσ(s ∼ 1) ∼ Γ(c)Γ(c −aσ−bσ)

Γ(c −aσ)Γ(c −bσ)
(1− s)β+ Γ(c)Γ(aσ+bσ− c)

Γ(aσ)Γ(bσ)
(1− s)−β. (D.12)

Comme β> 0, cette expression diverge à moins que Γ(aσ) ou Γ(bσ) ne diverge aussi. On rencontre cette situation
dans le cas où aσ ou bσ est un entier négatif et, comme a > b, cette condition ne peut être satisfaite que pour b.
On peut ainsi écrire la condition de quantification des états de surface, pour n ∈N,√

∆2
1 − (E 2 − v2

F k2
∥ )+

√
∆2

2 − (E 2 − v2
F k2

∥ ) =
∣∣∣∣2vF

`

∣∣∣∣[∣∣∣∣1

2
+σ`δ∆

vF

∣∣∣∣− (n + 1

2
)

]
≡ gσ(n), (D.13)

dont on déduit l’expression des énergies propres

E =±
√

v2
F k2

∥ −
1

4g 2
σ(n)

[g 2
σ(n)−4δ∆2][g 2

σ(n)−4∆̄2]. (D.14)

Comme nous l’avons montré, le comportement à longue portée des fonctions d’ondes est donné par (i) φ< =
(1− s)β = 1/(1+ e−z/`)β pour s ∼ 1 (x ∼ −∞), et par (ii) φ>(s) = sα = 1/(1+ ez/`)α pour s ∼ 0 (x ∼∞). Ce n’est
valable que si α,β > 0, ce qui selon l’équation (D.8) impose E 2 − (vF k∥)2 < min(∆2

1,∆2
2). De plus, comme α,β

apparaissent dans l’expression bσ =−n, on déduit de α2 −β2 = (`/2vF )24∆̄δ∆ et α+β= gσ(n)`/2vF que

gσ(n) > 2
√

|∆̄δ∆| =
√
|∆2

1 −∆2
2|. (D.15)

Ici, nous ne sommes pas intéressés par la forme exacte des fonctions d’ondes que nous ne détaillerons pas. À la
section 4.2 nous avons introduit deux limites `> vF /δ∆ (interface épaisse) et `< vF /δ∆ (interface abrupte), qui
correspondent aux deux situations suivantes :



D.1. HAMILTONIEN DE PÖSCHL-TELLER AVEC DÉCALAGE 123

Interface épaisse, |`| > |vF /2δ∆|. Dans cette situation, on peut réécrire

gσ(n) = 2 |δ∆|−
∣∣∣∣2vF

`

∣∣∣∣[n + 1− sgn(σ`δ∆/vF )

2

]
. (D.16)

On trouve alors que les deux ensembles d’états pour σ=± sont associés à une famille d’états |n〉 tel que φ+ ∼ |n〉
etφ− ∼ |n+sgn(`δ∆/vF )〉 comme pour les niveaux de Landau. Cette structure induit l’existence d’un état chirale
(n = 0) dont la polarisation sur la base chirale est φσ avec σ = −sgn(`δ∆/vF ). On simplifie les notations en
choisissant g (n) = g+(n) = 2(|δ∆|− |vF /`|n) et de l’équation (D.15) on déduit que l’indice n doit être tel que

n < Nmax. = `|δ∆|
|vF |

1−
√∣∣∣∣ ∆̄δ∆

∣∣∣∣
= `

ξ

(
1−

p
δ
)

, (D.17)

où j’ai utilisé les notations introduites à la section 4.2. Par conséquent on ne trouve d’états liés (Nmax. ≥ 0) que si
|∆̄/δ∆| < 1, ce qui correspond aux situations avec inversion de gap (∆1∆2 < 0).

Interface abrupte, |`| < |vF /2δ∆|. Dans ce cas, on peut écrire

gσ(n) =
∣∣∣∣2vF

`

∣∣∣∣[sgn(σ`δ∆/vF )

∣∣∣∣`δ∆vF

∣∣∣∣−n

]
. (D.18)

De cette relation et de la condition D.15), on déduit que les indices n sont tels que

−n > sgn(σ`δ∆/vF )

∣∣∣∣`δ∆vF

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ `

2vF

√
∆̄δ∆

∣∣∣∣> sgn(σ`δ∆/vF )

∣∣∣∣`δ∆vF

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
∈[0, 1

2 ]

, (D.19)

qui n’admet la solution n = 0 que pour le spineur φσ dans la base chirale tel que σ=−sgn(`δ∆/vF ) : seul l’état
de surface chiral est présent.

Les calculs précédents montrent que dans le cas d’un interface graduelle, les états de surface ont le spectre
suivant (n ∈N)

E =±
√

v2
F k2

∥ −
1

f 2(n)
[ f 2(n)−δ∆2][ f 2(n)− ∆̄2], (D.20)

avec f (n) = |δ∆|− |vF /`|n et n < Nmax. = `|δ∆|
|vF |

(
1−

√∣∣∣ ∆̄δ∆ ∣∣∣). On peut rendre cette expression plus explicite

E =±

√√√√√v2
F k2

∥ +2n(1− ∆̄2/δ∆2)

∣∣∣∣ vFδ∆

`

∣∣∣∣
(
1− ∣∣ vF

2`δ∆

∣∣n
)(

1+ |vF /`|
∆1

n
)(

1− |vF /`|
∆2

n
)

(
1− ∣∣ vF

`δ∆

∣∣n
)2 (D.21)

≈±
√

v2
F k2

∥ +2n(1− ∆̄2/δ∆2)

∣∣∣∣ vFδ∆

`

∣∣∣∣+o
( vF

`

)
(D.22)

où la dernière relation correspond à la limite d’une interface très épaisse `À vF /δ∆ abordée à la section 4.2.

Avec les notations de la section 4.2, le spectre a la forme

εn,±(k∥) =±vF

√
k2
∥ +1/`2

n , (D.23)

où k∥ =
√

k2
x +k2

y et 1
`2

n
= 2n

`ξ

(
1−n ξ

2`

)[
1−

(
δ

1−n ξ
`

)2]
est l’extension de chaque mode surface dans la direction z,

en terme de l’indice entier n tel que

n < nmax = `

ξ

(
1−

√
|δ|

)
. (D.24)
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En Français.

Titre :

Signatures relativistes en spectroscopie de matériaux topologiques : en volume et en surface

Mots clés :

Semi-métaux de Weyl, isolants topologiques, champ magnétique, champ électrique, états de surface, spectro-
scopie infrarouge, transport électronique

Résumé :

Dans cette thèse je me suis intéressé au caractère relativiste de matériaux topologiques tridimensionnels : les
semi-métaux de Weyl et les isolants topologiques. Après une introduction aux états de surfaces et aux matériaux
topologiques, je discute leurs propriétés de covariance sous les rotations trigonométriques et hyperboliques.
Ces transformations me permettent de traiter les équations du mouvement d’un électron dans un champ
magnétique ou à la surface, sous l’influence d’un champ électrique ou d’une inclinaison de la relation de disper-
sion. En première partie, je l’illustre dans le cas de la réponse magnéto-optique des semi-métaux de Weyl, en
présence d’une inclinaison. Ces calculs sont en lien avec ma collaboration avec les expérimentateurs du LNCMI
à Grenoble pour la caractérisation de la structure de bande de Cd3As2 où l’on montre que ce matériau est un
semi-métal de Kane et non un semi-métal de Dirac dans la gamme de potentiels chimiques expérimentalement
accessible. L’autre partie de cette thèse porte sur les états de surface des isolants topologiques où l’on montre
qu’il existe des états de surface massifs au delà de l’état de surface chiral. Ces états semblent avoir été observés
par des études en ARPES d’échantillons de Bi2Se3 et Bi2Te3 oxydés et par des mesures de transport sur HgTe
déformé. J’ai ainsi eu l’occasion de travailler avec les expérimentateurs du LPA à Paris sur le comportement des
états de surface de HgTe sous forts effets de champ. Je termine par une discussion des états à l’interface entre un
semi-métal de Weyl et un isolant dans le cas où le gap de ce dernier est suffisamment petit pour observer l’effet
d’un champ magnétique et d’une inclinaison de la relation de dispersion sur les états de surface.

In English.

Title :

Signature of special relativity in the spectroscopy of topological materials : in the bulk and at the surface

Keywords :

Weyl semimetals, topological insulators, magnetic field, electric field, surface states, infrared spectroscopy,
electronic transport

Abstract :

During my PhD studies I focused on the relativistic properties of threedimensional topological materials, namely
Weyl semimetals and topological insulators. After introducing surface states and topological materials I discuss
their covariance in trigonometric and hyperbolic rotations. These transformations help to solve the equations
of motion of an electron in a magnetic field or at the surface with an applied electric field or with a tilt in
the band dispersion. In a first place, I illustrate these transformations for the magneto-optical response of
tilted Weyl semimetals. This work is related to my collaboration with experimentalists at LNCMI, Grenoble for
characterizing the band structure of Cd3As2 where we show that this material is a Kane semi-metal instead of
a Dirac semi-metal in the experimentally accessible range of chemical doping. The other part of this thesis is
concerned with the surface states of topological insulators. I show that massive surface states can also exist in
addition to the chiral surface state due to band inversion. Such states may have already been observed in ARPES
measurement of oxidized Bi2Se3 and Bi2Te3 and in transport measurement of strained bulk HgTe. I show the
work we performed with experimentalists at LPA, Paris on the behavior of HgTe surface states for strong field
effects. Finally, I discuss the states at the interface of a Weyl semimetal and a small gap insulator. In this situation,
an applied magnetic field or the tilt of the band dispersion can strongly affect the observed surface states.
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