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Résumé

L'essor des Cristaux Phononiques (CP), stru
tures 
onstituées d'un arrangement pério-

dique de di�érents matériaux, dans des domaines d'appli
ations variés tels que la sismique,

l'éle
tronique ou l'imagerie, tient prin
ipalement aux propriétés ex
eptionnelles que 
es

stru
tures possèdent pour le 
ontr�le de la propagation des ondes.

Des travaux ré
ents se sont intéressés à l'a

ordabilité en fréquen
e des CP. Notamment

en insérant des matériaux a
tifs, il a été montré qu'il était possible de moduler la position en

fréquen
e ou la largeur de bandes interdites de Bragg ou d'hybridation sans avoir à 
hanger

la géométrie du CP. Dans 
e 
ontexte, on étudie la propagation d'ondes de Lamb dans une

plaque piézoéle
trique homogène 
ouverte par des éle
trodes disposées périodiquement sur

ses deux fa
es. Di�érentes 
onditions aux limites éle
triques sont imposées sur 
es éle
trodes

a�n d'agir sur la dispersion des ondes de Lamb se propageant dans la plaque piézoéle
trique.

On montre expérimentalement et numériquement que l'appli
ation de 
es 
onditions aux

limites permet des 
ouplages de modes de Lamb de mêmes symétries ou de symétries

di�érentes. Ces 
ouplages entrainent l'ouverture de bande interdite de Bragg en bord de

zone de Brillouin mais aussi au sein même de la première zone de Brillouin lorsque deux

modes de Lamb 
ontra-propagatifs di�érents sont en jeu.

Mots 
lés : Cristaux phononiques, piézoéle
tri
ité, ultrasons, ondes de Lamb, métama-

tériaux, bandes interdites, résonan
es lo
ales.
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Abstra
t

One of the most important properties of phononi
 
rystals (PCs) is their ability to pro-

hibit the propagation of a
ousti
 waves in spe
i�
 frequen
y ranges 
alled band gaps (BG).

Bragg s
attering and mode hybridization are the two prin
ipal known me
hanisms for BG

nu
leation. Re
ently, the interest for BG tunability has grown rapidly and many studies

have been fo
used on the opening of Bragg BGs and on the 
ontrol of their frequen
y

range. This study 
on
erns the development of a piezoele
tri
 phononi
 
rystal that is able

to generate and 
ontrol the propagation of guided Lamb waves, thus o�ering tunability of

the phononi
 band stru
ture. A piezoele
tri
 plate 
overed by 1D periodi
 arrangement of

thin metalli
 ele
trodes is investigated. It is shown that the appli
ation of various Ele
-

tri
al Boundary Conditions (EBCs) on the ele
trodes (�oating potential, short-
ir
uiting,


onne
ting an ele
tri
al load) allows to 
hange the e�e
tive properties of the piezoele
tri


plate. The dispersion of the waves is then ele
tri
ally tuned and, depending on the applied

EBCs, we demonstrate experimentally and numeri
ally the possibility of opening Bragg or

hybridization gaps in the sub-wavelength regime.

Keyworlds : Phononi
 
rystals, piezoele
tri
ity, ultrasounds, Lamb waves, Bragg band

gap, metamaterials, lo
ally resonan
e, hybridization gaps.
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Introdu
tion

Développés dans les années 70 et 
ommer
ialisés dans les années 80, les systèmes Mi
ro-

Ele
tro-Mé
aniques, 
ommunément appelésMEMS, n'ont pris leur véritable essor qu'à par-

tir du 21ème
siè
le. En moins d'une dé
ennie, ils sont devenus des éléments fondamentaux

dans la fabri
ation de la plupart des objets de haute te
hnologie qui nous entourent. La

ri
hesse de 
es 
omposants réside dans leur fa
ulté à 
oupler plusieurs prin
ipes physiques,


e qui leur pro
ure des fon
tionnalités multiples. Il existe di�érentes sortes de MEMS : ma-

gnétostri
tif, thermique, éle
trostatique et piézoéle
trique. Les deux dernières permettent

une transdu
tion réversible et sont fa
ilement intégrables sur 
ir
uit.

D'un autre 
�té, depuis les années 2000, les 
ristaux phononiques (CP) sus
itent l'in-

térêt de la 
ommunauté s
ienti�que et industrielle. À l'instar des 
ristaux photoniques,

les CP permettent un 
ontr�le de la propagation des ondes élastiques et a
oustiques grâ
e

à des propriétés extraordinaires que les matériaux naturels ne possèdent pas. En e�et,

l'agen
ement périodique de matériaux ave
 des propriétés élastiques di�érentes permet la

réalisation de stru
tures pouvant interdire la propagation des ondes élastiques pour des

longueurs d'ondes voisines de la périodi
ité spatiale du CP [1℄. Ces bandes interdites de

fréquen
es sont nommées bandes interdites de Bragg. De nombreuses fon
tionnalités des

CP ont été mises en éviden
e 
omme par exemple le �ltrage [2℄, le guidage des ondes [3℄,

la réfra
tion négative [4℄, le démultiplexage [5℄, la furtivité [6℄ ou la super-résolution [7℄.

L'insertion d'éléments a
tifs possédant, par exemple, des propriétés piézoéle
triques

dans les CP, o�re de nouvelles fon
tionnalités en parti
ulier une a

ordabilité en fréquen
es

sans avoir à pro
éder à des 
hangements de géométrie. En e�et, les 
ara
téristiques des

matériaux piézoéle
triques permettent de 
hanger leurs paramètres élastiques et piézoéle
-

triques e�e
tifs en les soumettant à des 
onditions aux limites éle
triques (CLE). Le pro�t

de 
ette fa
ulté a 
onduit au développement de CP piézoéle
triques a

ordables dont la

propagation des ondes 
hange en fon
tion des CLE appliquées sur les éle
trodes.

L'obje
tif de 
ette thèse se situe dans 
e 
ontexte. Cette étude est le fruit d'une 
olla-

boration entre deux laboratoires membres de la Fédération de Re
her
he en A
oustique du

Nord-Ouest (FANO - FR CNRS 3110) : le GREMAN (Groupement de Re
her
he en Maté-

riaux Mi
ro-ele
tronique A
oustique et Nanote
hnologies - UMR CNRS 7347) à Blois et le

LOMC (Laboratoire Ondes et Milieux Complexes- UMR CNRS 6294) au Havre. Ces tra-

vaux s'ins
rivent également dans le 
adre du projet MIRAGES (MétamatérIaux et 
Ristaux

phononiques A
tifs 
ontr�lés par 
hamps éle
trique et maGnétiquES) �nan
é par l'Agen
e

Nationale de la Re
her
he (ANR-12-BS09-0015). Ce projet a pour obje
tif le développement

et l'optimisation des 
ristaux phononiques et métamatériaux piézoéle
triques et magnétos-
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tri
tifs a

ordables respe
tivement par des 
hamps éle
triques et magnétiques. Des travaux

antérieurs à 
ette thèse ont été e�e
tués sur des empilements 1D de barreaux ou de plaques

piézoéle
triques. Ils ont montré la possibilité d'ouvrir, fermer ou même dé
aler des bandes

interdites en modi�ant les 
onditions aux limites éle
triques (CLE) appliquées à des maté-

riaux a
tifs (piézoéle
triques) [8�13℄. Cela permet un 
ontr�le éle
trique sur la propagation

des ondes longitudinales et transversales. Le travail présenté dans 
e manus
rit exploite

les propriétés des ondes guidées (ondes de Lamb) dans des plaques piézoéle
triques a�n de

pouvoir intégrer le CP sur des dispositifs de type SAW (Surfa
e A
ousti
 Wave). Nous nous

sommes plus parti
ulièrement intéressés aux e�ets de CLE périodiques sur la dispersion

des ondes de Lamb. Des plaques piézoéle
triques possédant une distribution périodique

d'éle
trodes sur leurs deux fa
es ont été fabriquées et 
ara
térisées. Elles permettent d'une

part de générer les ondes de Lamb et d'autre part de 
ontr�ler leur propagation au sein de

la plaque 
onsidérée.

Le présent manus
rit est organisé en quatre 
hapitres. Le premier est 
onsa
ré aux no-

tions élémentaires sur les 
ristaux phononiques (diagrammes de bandes, bande interdite de

Bragg, bande interdite d'hybridation, ...) ainsi qu'à des pré-requis théoriques sur la piézo-

éle
tri
ité. Un état de l'art sur les 
ristaux phononiques et les métamatériaux à résonan
es

lo
ales est ensuite réalisé en mettant l'a

ent sur le 
as parti
ulier de la propagation des

ondes guidées dans les CP réalisés ave
 des plaques.

Le deuxième 
hapitre est dédié à une étude préliminaire sur la propagation des ondes de

Lamb dans une plaque piézoéle
trique homogène 
ouverte ou non d'éle
trodes 
ondu
tri
es

uniformes. En e�et, déterminer la dispersion des modes guidés pour di�érentes CLE est

un pré-requis important pour la 
ompréhension des e�ets observés ave
 des éle
trodes

disposées périodiquement. Un modèle utilisant les éléments �nis a été développé pour


al
uler les diagrammes de bandes et les impédan
es éle
triques de la plaque piézoéle
trique

ave
 di�érentes CLE. Une validation expérimentale est e�e
tuée pour 
haque 
as de CLE.

Le troisième 
hapitre aborde le 
as d'une plaque piézoéle
trique possédant des éle
-

trodes périodiques sur les deux fa
es. La première partie du 
hapitre est d'abord dédiée

à l'observation et la 
ompréhension de l'ouverture des bandes interdites liées à la pério-

disation des éle
trodes, suivie d'une étude paramétrique des e�ets de la dimension des

éle
trodes périodiques sur les 
ara
téristiques des bandes interdites. La deuxième partie

du 
hapitre est 
onsa
rée à une étude expérimentale et numérique d'une a

ordabilité ty-

piquement éle
trique de la stru
ture par modi�
ation des CLE. Les résultats de 
al
uls et

de mesures d'impédan
es éle
triques de la stru
ture sont présentés à la �n du 
hapitre.

Dans le quatrième et dernier 
hapitre, on 
onne
te les éle
trodes ave
 des 
omposants

éle
triques notamment des bobines et des 
ondensateurs. En 
onséquen
e, le 
hapitre dé-

bute ave
 une évaluation de la 
apa
ité éle
trique asso
iée à un élément du CP. Cette pre-

mière 
ara
térisation permet de déterminer le 
hoix des 
omposants éle
triques à 
onne
ter

ainsi que la fréquen
e de travail adéquate.

Une 
on
lusion résumant les résultats de 
es travaux est �nalement présentée. Elle est

suivie par les prin
ipales perspe
tives qui apparaissent à l'issue des résultats déjà obtenus

et dé
rits dans 
ette thèse. Une brève des
ription d'un démonstrateur 2D d'une plaque

piézoéle
trique ave
 des éle
trodes disposées périodiquement suivant deux dimensions est

�nalement présentée dans 
ette partie.
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Ce manus
rit s'a
hève par deux annexes. La première (annexe A), présente les bases

de données (paramètres mé
aniques, diéle
triques et piézoéle
triques) des matériaux pié-

zoéle
triques utilisés pour les simulations numériques réalisées tout au long de 
ette étude.

Dans la deuxième annexe, des 
al
uls analytiques de la dispersion des ondes de Lamb dans

une plaque piézoéle
trique, d'abord sans éle
trode, ensuite ave
 des éle
trodes uniformes

sont données. Les 
ourbes de dispersion des modes de Lamb 
al
ulées permettent une

véri�
ation analytique rigoureuse des 
ourbes obtenues ave
 le modèle numérique.
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Chapitre 1

Généralités sur les 
ristaux

phononiques

1 Introdu
tion

La stru
ture étudiée dans 
ette thèse est une plaque phononique piézoéle
trique a

or-

dable. Le 
ontr�le des ondes de Lamb dans 
ette stru
ture se fait par le biais des 
onditions

aux limites éle
triques (CLE) qui permettent d'ouvrir des bandes interdites par des mé
a-

nismes de type di�ra
tion de Bragg ou/et par des résonan
es lo
ales.

Dans 
e 
hapitre, nous introduirons les notions générales utiles à la 
ompréhension des

phénomènes physiques observés dans les 
hapitres suivants tels que la di�ra
tion de Bragg,

les notions 
ristallographiques sur les réseaux dire
ts et ré
iproques, la dispersion et les

diagrammes de bandes ainsi que la piézoéle
tri
ité.

Nous terminerons 
e 
hapitre par un état de l'art sur les 
ristaux phononiques (CPs) et

métamatériaux (MMs) à résonan
es lo
ales ainsi que sur leur a

ordabilité en fréquen
e. En

parti
ulier, nous aborderons le 
as des CPs et les MMs piézoéle
triques et leur importan
e

dans le domaine de la mi
roéle
tronique notamment sous la forme de dispositifs SAW

(Surfa
e A
ousti
 Wave) mettant en jeu des ondes guidées dans les plaques.
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Chapitre 1 2 Généralités

2 Généralités

2.1 Loi de Bragg

La loi de la di�ra
tion de Bragg a été initialement introduite pour dé
rire le phéno-

mène de di�ra
tion d'une onde éle
tromagnétique lors de sa propagation dans un 
ristal

atomique. Elle établit un lien entre la distan
e d séparant deux plans réti
ulaires du 
ristal

et l'angle θ de Bragg (angle entre la dire
tion de l'onde in
idente et les plans 
onsidérés) [14℄.
Elle s'é
rit sous la forme :

2dsinθ = nλ (1.1)

où n est un entier naturel et λ est la longueur d'onde. Le phénomène de di�ra
tion est

illustré sur la �gure 1.1.

Figure 1.1 � S
héma dé
rivant les 
onditions de di�ra
tion de Bragg.

Cette �gure permet de déduire géométriquement la di�éren
e de par
ours entre deux

rayons du fais
eau in
ident. Lorsque 
ette di�éren
e est un nombre entier de longueurs

d'ondes λ, les rayons se 
ombinent pour donner une interféren
e 
onstru
tive et l'onde

di�ra
tée est de forte amplitude.

Par analogie, 
ette loi s'applique également à la propagation d'une onde élastique dans

un milieu stru
turé périodiquement selon une, deux ou trois dimensions de l'espa
e. Cela se

véri�e pour 
ertaines valeurs parti
ulières de la longueur d'onde vis à vis de la périodi
ité

spatiale du milieu de propagation. La �gure 1.2 illustre une stru
ture périodique 
onstituée

de deux plans ave
 des masses volumiques et des modules d'Young di�érents. En augmen-

tant le nombre de plans su

essifs, l'a

umulation d'interféren
es 
onstru
tives entraine

une ré�exion totale dans 
ertaines dire
tions de l'espa
e, on parlera alors de "miroir de

Bragg" pour 
ette stru
ture périodique également nommée 
ristal phononique (CP).
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Figure 1.2 � Miroir de Bragg 
onstitué d'une su

ession périodique de deux plans ave


des masses volumiques (ρn) et modules d'Young (En) di�érents (n= 1 ou 2). a et b sont

les épaisseurs des deux 
ou
hes, le paramètre du réseau s'é
rit alors 
omme Λ = a+ b.

2.2 Réseaux dire
t et ré
iproque

Pour résoudre les équations des ondes qui se propagent dans les 
ristaux, les 
her
heurs

se sont inspirés des travaux de Blo
h qui a dé
rit les états quantiques des éle
trons dans

un potentiel éle
trique périodique. En appliquant le théorème de Blo
h-Floquet [15,16℄, la

fon
tion d'onde φ s'exprime alors 
omme le produit d'une onde plane de ve
teur d'onde

~k
et d'une fon
tion périodique u(r) dont la périodi
ité Λ est 
elle du réseau

φ(r) = u(r)ej
~kr

(1.2)

où j2 = −1, r est la position et

~k est le ve
teur d'onde de Blo
h. L'équation 1.2 peut

s'é
rire sous la forme :

φ(r + Λ) = φ(r)ejkΛ (1.3)

Le nombre d'onde de Blo
h k est une grandeur du réseau ré
iproque. Ce dernier est

dé�ni à partir du réseau dire
t (voir �gures 1.3(a) et 1.3(b)) par la relation :

~ai.~bj
∗
= 2πδij (1.4)

où ~ai et ~bj sont respe
tivement les ve
teurs de bases du réseau dire
t et du réseau

ré
iproque. δij est le symbole de Krone
ker.

La maille primitive du réseau ré
iproque est appelée première zone de Brillouin, elle

est dé�nie 
omme étant le motif géométrique le plus simple qui se répète indé�niment pour


onstituer le réseau ré
iproque. Elle 
orrespond aussi à l'ensemble des points de l'espa
e k

pouvant être atteints depuis l'origine sans 
roiser de plan de Bragg. La �gure 1.3(
) illustre

un exemple de première zone de Brillouin pour un réseau dire
t 
arré. La première zone de

Brillouin est aussi un 
arré dont le 
entre est Γ. La périodi
ité du système permet de limiter

l'étude des solutions à la première zone de Brillouin et de déduire la relation de dispersion
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Figure 1.3 � Illustrations (2D) : (a) du réseau dire
t, (b) du réseau ré
iproque, (
) de la

première zone de Brillouin.

dans tout l'espa
e ré
iproque [17℄. Mais il est possible de restreindre en
ore l'étude en

exploitant les symétries de la stru
ture, d'abord dans la zone des kx et ky positifs, puis

ensuite, dans le 
as d'un matériau isotrope, on peut se 
ontenter du triangle (ΓXM). Ces

zones réduites sont appelées zones irrédu
tibles de Brillouin.

2.3 Dispersion et diagrammes de bandes

A�n de 
ara
tériser le 
ristal phononique, on représente généralement les 
ourbes de

dispersion des ondes dans les prin
ipales dire
tions 
ristallographiques du CP. Comme nous

l'avons vu pré
édemment, le phénomène de di�ra
tion de Bragg interdit la propagation

des ondes dans 
ertaines dire
tions faisant apparaître des bandes de fréquen
es interdites

en
ore appelées bandes interdites de Bragg. La représentation des 
ourbes de dispersion,


omposée d'une alternan
e de bandes de fréquen
es passantes et de bandes de fréquen
es

interdites, est appelée diagramme de bandes. Les bandes passantes 
orrespondent à des

ondes propagatives dont le nombre d'onde est réel, tandis que les bandes interdites sont

asso
iées à des ondes évanes
entes ave
 un nombre d'onde 
omplexe.

Parmi les travaux pré
urseurs sur les 
ristaux phononiques, nous pouvons 
iter les

travaux de Kushwaha [1℄ qui a montré théoriquement l'existen
e d'une bande interdite

qui s'étend dans toutes les dire
tions 
ristallographiques, dite bande interdite 
omplète

dans un 
ristal bidimensionnel 
onstitué d'un réseau de tiges in�nies d'aluminium dans

une matri
e élastique isotrope de ni
kel. Les solutions sont obtenues ave
 la méthode de

dé
omposition en ondes planes en prenant en 
ompte uniquement les ve
teurs d'ondes

dans le plan de propagation. Le diagramme de bandes de 
e 
al
ul est présenté dans la

�gure 1.4. Des repliements sont observés au bord de la première zone de Brillouin qui sont

dus à la périodi
ité introduite dans le 
al
ul des 
ourbes de dispersion. On peut observer

sur le diagramme une bande interdite 
omplète autour d'une fréquen
e réduite (ωa/2πc0)
de 0,55. Une bande interdite plus importante est présente dans la dire
tion ΓX. Cette

première bande interdite 
orrespond à une bande interdite de Bragg. La bran
he présente
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ristaux phononiques à résonan
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ales Chapitre 1

Figure 1.4 � Diagramme de bandes dans la première zone de Brillouin d'un 
ristal 2D


onstitué d'un réseau de tiges in�nies d'aluminium dans une matri
e de ni
kel. La �gure

représente les variations de la fréquen
e réduite (ωa/2πc0) en fon
tion du nombre d'onde

réduit (ka/2π), a étant la taille de la maille élémentaire et c0 la vitesse du son dans la

stru
ture. La bande interdite 
omplète est matérialisée par un re
tangle ha
huré [1℄.

dans la se
onde bande passante au dessus de 
ette première bande interdite possède une

pente négative : la vitesse de groupe est négative et de signe opposé à la vitesse de phase

(k = 2πf/vφ > 0). Ce type de bande peut être exploité pour obtenir le phénomène de

réfra
tion négative.

3 Métamatériaux et 
ristaux phononiques à résonan
es lo-


ales

Le terme "métamatériaux" (MM) est plus général que 
elui de 
ristaux phononiques.

Il désigne des matériaux arti�
iels ave
 des propriétés atypiques. Plus pré
isément ils pos-

sèdent des propriétés que les matériaux naturels n'ont pas. Les métamatériaux n'ont pas

né
essairement de stru
turation périodique à l'inverse les 
ristaux phononiques. Leurs pro-

priétés peuvent être simplement liées à des résonan
es lo
ales. Le développement de 
es

matériaux a été amor
é dans le domaine des ondes éle
tromagnétiques en 1968 ave
 les

travaux du 
her
heur théori
ien russe Veselago [18℄, qui s'est notamment intéressé aux mi-

lieux d'indi
es de réfra
tion négatifs en imaginant des matériaux ayant simultanément une


onstante diéle
trique et une perméabilité magnétique négatives. Mais 
'est une trentaine

d'années plus tard que Pendry et al. [19�21℄ ont réalisé 
on
rètement un dispositif ave
 un


oe�
ient de réfra
tion négatif. Ils ont eu l'idée d'utiliser un réseau périodique 
omposé

d'anneaux métalliques 
on
entriques 
oupés nommés split-ring resonators (SRR) et de �ls

métalliques (�gure 1.5). Les �ls métalliques périodiques présentent une 
onstante diéle
-

trique négative en basses fréquen
es, et à la fréquen
e de résonan
e des SSR, la perméabilité
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ristaux phononiques à résonan
es lo
ales

magnétique des anneaux devient également négative. En 
ombinant les deux systèmes, une

réfra
tion négative se produit à la fréquen
e de résonan
e des SRR. Ces milieux ave
 un

indi
e de réfra
tion négatif sont appelés matériaux main gau
he, ils permettent la réalisa-

tion des dispositifs très innovants tels que les lentilles super résolution [19,22℄, et les 
apes

d'invisibilités [20, 23, 24℄.

Figure 1.5 � Métamatériau à indi
e de réfra
tion négatif formé par un réseau périodique

de SRR (split-ring resonators) et de �ls métalliques [21℄.

Plus ré
emment les métamatériaux a
oustiques ont été développés autour des mêmes


on
epts. Le phénomène de réfra
tion négative a été étudié en exploitant l'anisotropie des


ourbes de lenteurs [25℄ ou bien simplement le repliement de bandes qui induit des vitesses

de groupe et de phase de signes opposés [4,25℄. Nous avons introduit au paragraphe pré
é-

dent les bandes interdites de Bragg dans les milieux périodiques : l'ouverture de 
es bandes

interdites né
essite d'avoir une périodi
ité du milieu du même ordre de grandeur que la lon-

gueur d'onde. Un autre type de bande interdite peut être obtenu en utilisant des in
lusions

résonantes, appelé bande interdite d'hybridation ou bandes interdites à résonan
es lo
ales.

Ces bandes interdites s'ouvrent pour des longueurs d'ondes qui peuvent atteindre 300 fois

la dimension de la périodi
ité du réseau ou à la dimension de l'in
lusion résonante [26℄.

Au voisinage des fréquen
es de 
es résonan
es lo
ales, on observe sous 
ertaines 
onditions

des propriétés hors du 
ommun telles qu'une masse volumique e�e
tive ρeff négative et/ou

des 
oe�
ients élastiques e�e
tifs κeff négatifs [?℄. Un métamatériau ave
 de telles pro-

priétés a un 
omportement élastique inhabituel. La �gure 1.6 [27℄ illustre le 
omportement

dynamique de 
e type de métamatériau : ave
 une masse volumique e�e
tive négative, un

élément de volume V possède une a

élération dans le sens opposé de la for
e exer
ée ;

alors qu'un 
oe�
ient élastique e�e
tif négatif entraine une dilatation 
omme réponse à un

e�ort de 
ompression.

La périodi
ité ne joue don
 au
un r�le dans le mé
anisme d'ouverture de bandes in-

terdites à résonan
es lo
ales. Ce
i permet d'envisager des métamatériaux 
ontenant des

in
lusions résonantes sub-longueur d'onde disposés aléatoirement 
omme dans les travaux

de P.Sheng et al. [28℄. Il a été démontré dans 
es travaux que des sphères au 
oeur de

plomb enrobées de sili
one dans une matri
e d'epoxy prohibent la propagation des ondes

à la fréquen
e de la résonan
e lo
ale à 
ondition que les résonateurs soient su�samment
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(a) Un matériau ave
 une densité e�e
tive ρeff
négative à une a

élération ~a opposée à la for
e

~F .

(b) Le volume d'un matériau ave
 un module élas-

tique e�e
tif κeff négatif s'étend quand une pres-

sion est appliquée.

Figure 1.6 � Illustration du 
omportement dynamique d'un métamatériau à résonan
e

lo
ale ave
 
ertains paramètres e�e
tifs négatifs [27℄.

espa
és pour ne pas interagir entre eux.

D'autres pistes ont été suivies pour ouvrir des bandes interdites ave
 le mé
anisme de

résonan
e lo
ale. Des plots disposés périodiquement sur la surfa
e d'une plaque 
réent un

e�et de masse en résonant lo
alement. Le 
ouplage entre les modes guidées et les résonan
es

lo
ales requiert un 
hoix judi
ieux de géométrie et des matériaux 
onstituants [29�33℄. Un

état de l'art sur 
es plaques phononiques sera approfondi dans la dernière se
tion de 
e


hapitre.

4 A

ordabilité en fréquen
e des 
ristaux phononiques

Les fréquen
es et les largeurs des bandes interdites dans les 
ristaux phononiques,

qu'elles soient engendrées par la di�ra
tion de Bragg ou par l'a
tion des résonan
es lo
ales,

dépendent de la géométrie et des propriétés des matériaux 
onstituant de la stru
ture. Les


ara
téristiques des bandes interdites sont don
 dé�nitivement �xées lors de la fabri
ation.

Pour palier à 
ette limitation majeure, la 
ommunauté s
ienti�que s'est tournée vers la


on
eption de 
ristaux phononiques a

ordables en fréquen
e.

Go�aux et al. ont montré théoriquement que les bandes interdites d'un 
ristal phono-

nique peuvent être modi�ées en appliquant une rotation de ses éléments sous forme de

barreaux de se
tion re
tangulaire [34℄. Bertoldi et al. ont étudié l'e�et d'un 
hargement

axial sur un 
ristal phononique fabriqué ave
 des matériaux élastomères. Ils ont montré

que la stru
ture de bande évolue d'une manière monotone quand la for
e appliquée est

linéaire. Une fois que la for
e atteint une valeur 
ritique, le motif périodique 
hange de

même que la stru
ture de bandes qui évolue de manière non linéaire [35℄.
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Chapitre 1 5 Piézoéle
tri
ité : prin
ipe et équations 
onstitutives

D'autres travaux ont utilisé la température 
omme élément de 
ontr�le des stru
tures

de bandes. En modi�ant la température d'un 
omposite 
onstitué d'un matériau ferroéle
-

trique/ résine epoxy. Jim et al. ont 
hangé la vitesse de propagation des ondes lors de la

phase de transition ferroéle
trique et ont pu dé
aler la bande interdite d'au minimum 10%
vers les hautes fréquen
es pour une élévation de la température de 10◦C [36℄.

Par la suite, des 
ristaux phononiques 
omportant des éléments magnétostri
tifs ont été

développés pour agir sur les propriétés de la stru
ture ave
 un 
hamp magnétique [37�40℄.

Par exemple, Chen et al. [40℄ ont utilisé l'e�et magnétostri
tif inverse pour obtenir un mé-

tamatériau a
oustique ave
 une densité de masse e�e
tive a

ordable. Ils ont 
ouvert des

anneaux 
ir
ulaires en aluminium par un élastomère magnéto-rhéologique dont ils ont mo-

di�é la fréquen
e de résonan
e lo
ale par un 
hamp magnétique. Néanmoins, 
es méthodes

ont l'in
onvénient d'être di�
iles à mettre en oeuvre expérimentalement.

Les matériaux piézoéle
triques ont été adoptés rapidement dans le domaine des 
ristaux

phononiques a

ordables. En e�et, la 
onnexion des 
ir
uits éle
triques sur les éle
trodes

d'un élément piézoéle
trique permet de modi�er d'une manière e�e
tive l'élasti
ité du

matériau. La suite du 
hapitre est 
onsa
rée à un état de l'art des re
her
hes établies sur

les 
ristaux phononiques piézoéle
triques a

ordables. Mais avant, nous allons présenter

quelques généralités sur la piézoéle
tri
ité.

5 Piézoéle
tri
ité : prin
ipe et équations 
onstitutives

5.1 Généralités

La piézoéle
tri
ité est la propriété que possède 
ertains matériaux, d'une 
lasse de

symétrie bien dé�nie, à 
onvertir l'énergie mé
anique résultante d'une for
e appliquée sur

leurs fa
es en énergie éle
trique et vi
e-versa.

Figure 1.7 � Cristal ne présentant pas de 
entre de symétrie en (a), soumis à une 
ontrainte

en (b) : les 
entres de gravité C−
et C+

se séparent et 
réent un dip�le éle
trique.

La stru
ture 
ristalline d'un matériau piézoéle
trique ne possède pas de 
entre de sy-

métrie. Un exemple de maille ne présentant pas une symétrie entre les 
harges positives

et négatives est montré dans la �gure 1.7. Au repos, les bary
entres des 
harges positives

et négatives 
oïn
ident et un équilibre éle
trostatique est établit. L'appli
ation d'une for
e

sur l'une des fa
es de la maille induit un dépla
ement des bary
entres, 
e qui entraine
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le déséquilibre éle
trostatique et fait apparaître une polarisation éle
trique

~P , 
'est l'e�et
piézoéle
trique dire
t. L'e�et piézoéle
trique indire
t résulte de l'appli
ation d'un potentiel

éle
trique. Ce dernier fait apparaître une 
ontrainte interne entrainant une déformation de

la maille.

Plus pré
isément, dans un matériau ferroéle
trique (typiquement une 
éramique de type

PZT [41℄), les grains sont divisés en domaines qui possèdent leur propre axe de polarisa-

tion permanente (�gure 1.8a). Les dire
tions de 
es axes sont arrangées aléatoirement et

le matériau est globalement non polarisé. Si un 
hamp éle
trique extérieur est appliqué au

matériau entre deux éle
trodes (typiquement 2 kV/mm pour les PZT), les domaines orien-

tés selon la dire
tion du 
hamp éle
trique extérieur grossissent au détriment des autres. Ce

phénomène est réversible et se traduit par une 
ourbe d'hystérésis. La polarisation globale

sature pour de très fortes valeurs de 
hamps appliqués. En�n, une polarisation rémanente

(

~P ) 
orrespondant à la valeur de la polarisation à 
hamp nul apparait(�gure 1.8b).

Sur les 32 
lasses de symétries existantes, seulement 21 sont non 
entro-symétriques

dont 20 piézoéle
triques. Il existe des matériaux naturellement piézoéle
triques tel que

le quartz. D'autres matériaux sont rendus piézoéle
triques par la génération d'une po-

larisation permanente sous l'e�et d'un 
hamp éle
trique intense tels que les 
éramiques

ferroéle
triques, les �lms polymères et 
opolymères [42℄ et les piézo
omposites [43℄.

(a) Matériau férro-

éle
trique avant pola-

risation.

(b) Matériau pié-

zoéle
trique obtenu

après la polarisation.

Figure 1.8 � Orientation des dip�les éle
triques des domaines d'un matériau ferroéle
-

trique avant et après polarisation.

5.2 Équations 
onstitutives

Dé
ouvert en 1880 par les frères Ja
ques et Pierre Curie, l'e�et piézoéle
trique est dé
rit

par un système d'équations liant les grandeurs mé
aniques (
ontraintes T et déformations

S) aux grandeurs éle
triques (dépla
ement D et 
hamp E) [44℄.

On peut établir quatre systèmes d'équations de la piézoéle
tri
ité en fon
tion des va-
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riables indépendantes 
hoisies :







Tij = cEijklSkl − eijkEi

Di = ǫSijEj + eijkSjk







Sij = sEijklTkl + dijkEi

Di = ǫTijEj + dijkTij

(1.5)







Ei = βS
ijDj − hijkSjk

Tik = cDjklmSlm − hijkDi







Ei = βT
ijDj − gijkTjk

Sjk = sDjklmTlm + gijkDi

(1.6)

Les 
oe�
ients cijkl sont les 
omposants du tenseur des rigidités élastiques et les 
oe�-


ients sijkl sont les 
onstantes de �exibilités (tenseurs de rang 4). Les 
onstantes eijk, dijk,
hijk et gijk sont les 
oe�
ients piézoéle
triques (tenseurs de rang 3). ǫij est la 
onstante

diéle
trique et βij est son inverse.

Les exposants E, D, T et S indiquent respe
tivement que les grandeurs sont 
onsidérés

à 
hamp éle
trique 
onstant, à dépla
ement éle
trique 
onstant, à 
ontrainte 
onstante (le

matériau est libre) ou à déformation 
onstante (le matériau est en
astré).

5.3 Cara
téristiques fon
tionnelles

Trois propriétés sont importantes pour l'étude d'un élément piézoéle
trique : son im-

pédan
e a
oustique Za, son impédan
e éle
trique Z et son 
oe�
ient de 
ouplage éle
tro-

mé
anique suivant un mode de vibration parti
ulier.

5.3.1 Impédan
e a
oustique

L'impédan
e a
oustique est une grandeur 
ara
téristique d'un milieu, elle est dé�nie


omme étant la multipli
ation de la masse volumique du matériau ρ par la vitesse du son

dans 
e même milieu v. Elle s'exprime en Rayleigh (Rayl) :

Za = ρv (1.7)

5.3.2 Impédan
e éle
trique

L'impédan
e éle
trique mesure l'opposition d'un 
ir
uit éle
trique au passage d'un 
ou-

rant alternatif sinusoïdal. Elle est dé�nie 
omme étant le rapport entre la tension éle
trique

U et le 
ourant I. Elle s'exprime en Ohm (Ω) de la manière suivante :

Z =
U

I
= R+ jX (1.8)

La partie réelle de l'impédan
e 
orrespond à la résistan
e R, et la partie imaginaire

est la réa
tan
e X. Notons que l'impédan
e éle
trique est largement 
onditionnée par la


onstante diéle
trique du matériau en dehors de la résonan
e (voir paragraphe 5.4).
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5.3.3 Couplages éle
tromé
aniques

Le 
oe�
ient de 
ouplage d'un élément piézoéle
trique traduit sa 
apa
ité à 
onver-

tir l'énergie éle
trique en énergie mé
anique et ré
iproquement. Il s'é
rit en fon
tion des

énergies mutuelles d'intera
tions élastique-éle
trique, élastique et diéle
trique notées res-

pe
tivement Em, Ee et Ed [45℄ :

k =
Em

EeEd
(1.9)

Un élément piézoéle
trique possède di�érents 
oe�
ients de 
ouplages qui sont privi-

légiés ou non selon la polarisation et la 
on�guration géométrique (�gure 1.9). Il existe

douze 
oe�
ients qui peuvent se 
al
uler dire
tement ave
 les 
onstantes élastiques, pié-

zoéle
triques et permittivités du matériau. Leurs valeurs doivent êtres 
omprises entre 0

et 1. Les détails des expressions des 
oe�
ients de 
ouplages et leurs modes de vibrations

sont donnés dans le tableau 1.1 :

Table 1.1 � Coe�
ients de 
ouplages éle
tromé
aniques exprimés en fon
tion des 
oe�-


ients élastiques, piézoéle
triques et des permittivités. Les modes de vibrations 
orrespon-

dants sont représentés sur la �gure 1.9 [46℄.

(a) : k231 =
d231

sE11ǫ
T
33

(b) : k233 =
d233

sE33ǫ
T
33

(
) : k2p
a =

2

1− σ

d231
sE11ǫ

T
33

(d) : k
′2
p

b =
2

1 + σ′

e231
cE11ǫ

RT
33

(e) : k
′2
31


 =
e
′2
31

c̃Eǫ
′WT

(f) : k
′′2
31

d =
e
′2
31

c̃
′Eǫ

′WT

(g) : k
′2
33

e =
e
′2
33

c̃D33ǫ
RT
33

(h) : k2t =
e233

cD33ǫ
S
33

(i) : k2e =
e231

cE11ǫ
S
33

(j) : k215 =
e215

cD55ǫ
S
11

(k) : k25e =
e215

cE55ǫ
S
11

(l) : k2h
f =

d2h
sEh ǫ

T
11

a. σ = −sE12/s
E
11

b. σ′ = cE12/c
E
11, ǫ

RT
33 = ǫT33(1− k2

33)


. e′31 = e31 − e33c
E
13/c

E
33, c̃

E = 1/sE11(1− σ2), ǫ
′WT = ǫT33(1− k2

31)

d. e′′31 = e31 − (1− cE12/c
E
11), c̃

′E = cE11 − (cE12)
2/cE11

e. e′33 = e33 − e31c
E
13/c

E
11, c̃

D
33 = cD33 − (cD13)

2/cD11
f. dh = 2d31 + d33, s

E
h = 2(sE11 + sE12) + 4sE13 + sE33
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Figure 1.9 � Les di�érents modes de vibrations d'une 
éramique piézoéle
trique polarisée

suivant l'axe 3. Les éle
trodes sont représentées par des surfa
es ha
hurées. Chaque mode

possède un 
oe�
ient de 
ouplage éle
tromé
anique exprimé dans le tableau (a) : k31 ;(b) :
k33 ; (
) : kp ; (d) :k

′
p ; (e) : k

′
31 ; (f) : k

′′
31 ; (g) : k

′
33 ; (h) : kt ; (i) : ke ; (j) : k15 ; (k) : k5e ;

(l) : kh ; (m) : kt ; k31 [46℄.

5.4 S
héma éle
trique équivalent de Krimholtz, Leedom et Matthaei

(K.L.M)

Cette partie est 
onsa
rée à la modélisation de la vibration longitudinale d'un élément

piézoéle
trique par un s
héma éle
trique équivalent. Le modèle étudié a été développé

par Krimholtz, Leedom et Matthaei [47, 48℄, il o�re l'avantage de bien séparer les ports

a
oustiques du port éle
trique 
e qui apporte une plus grande souplesse d'utilisation. Pour


ela, on 
onsidère une plaque min
e piézoéle
trique, métallisée sur ses deux fa
es, de surfa
e

A et d'épaisseur e, polarisée suivant ~x3 et vibrant en mode épaisseur (�gure 1.10).

On pré
ise sur la �gure 1.10 que le milieu extérieur exer
e deux for
es

~Fav et

~Far sur

les fa
es avant et arrière de la plaque, les vitesses de dépla
ement des deux fa
es sont

notées vav et var. Ue et I sont respe
tivement la tension et le 
ourant éle
trique appliqués

aux éle
trodes. Dans 
ette modélisation, on ne prend en 
ompte que le mode de vibration

longitudinale. En e�et, 
onsidérant les dimensions latérales de la plaque grandes par rapport

à son épaisseur, elle est 
onsidérée 
omme vibrant selon le mode épaisseur. Cela implique

que le 
hamp éle
trique E3 entraine une vibration longitudinale. Dans 
e 
as, le système

d'équations 
onstitutives 1.5 se réduit en notation 
ontra
tée à :

{

T3 = cE33S3 − e33E3

D3 = e33S3 + ǫS33E3
(1.10)

Le s
héma éle
trique K.L.M est a�
hé sur la �gure 1.11. L'élément piézoéle
trique est

représenté par une ligne de propagation non piézoéle
trique de 
ara
téristiques Zp et γ qui
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Figure 1.10 � Modèle unidimensionnel d'une plaque min
e piézoéle
trique d'épaisseur ep
(ep << dimensions latérales).

~P est la polarisation,

~Fav , ~Far sont respe
tivement les for
es

appliquées sur les fa
es avant et arrière de la plaque. ~vav, ~var sont les vitesses des deux

fa
es. Ue et I sont respe
tivement la tension et le 
ourant éle
trique.

p

Figure 1.11 � S
héma éle
trique du modèle K.L.M.

sont les paramètres se
ondaires exprimés en fon
tion des paramètres primaires de la ligne

(R,L, C' et Cp). Cette ligne de transmission représente la propagation a
oustique dans le
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milieu.

Le 
ourant éle
trique est inje
té dans le milieu par le biais d'un transformateur éle
-

tromé
anique parfait de rapport Φ, 
e dernier modélise le phénomène piézoéle
trique.

La tension aux bornes des éle
trodes s'é
rit alors :

Ue = ΦF0 + ZI (1.11)

Ave
 F0 la for
e appliquée au 
entre de la ligne de propagation et Z l'impédan
e du

transformateur 
onstitué des deux 
apa
ités Cp (
apa
ité statique ou bloquée) et C ′
(
a-

pa
ité dynamique) 
onne
tées en série.

Le potentiel éle
trique Ue est 
al
ulé en intégrant le 
hamp éle
trique E sur l'épais-

seur de la plaque (entre −ep/2 et ep/2). Deux termes apparaissent : un terme purement

éle
trique 
orrespondant à la 
apa
ité statique de l'élément piézoéle
trique et un terme

dépendant du dépla
ement au 
entre de la plaque. Lors de 
e 
al
ul, on applique les 
ondi-

tions de ra

ordement au 
entre sur les équations de propagation dans les deux demi-lignes

de longueur ep/2, 
'est à dire, la 
ontinuité des for
es et des dépla
ements a�n d'exprimer

Ue en fon
tion de F0. On obtient les équations suivantes :

Ue =
1

jCpω
I − 1

jC ′ω
I +ΦF0 (1.12)

ave
 :

Cp =
ǫS33A

ep
(1.13)

C ′ =
−Cp

k2t sinc(2α)
, (1.14)

Φ =
2epsinα

AǫSZ0ω
= kt

√

π

ACpZ0ωa
sinc(2α), (1.15)

α =
kep
2

=
πω

2ωa
, (1.16)

ωa = 2π
γ

2ep
. (1.17)

Ce s
héma permet de dé
oupler les ports a
oustiques du port éle
trique, trois parties

se distinguent :

� La partie éle
trique 
onstituée de deux 
apa
ités en série dont la 
apa
ité statique

(bloquée) de l'élément Cp.

� La partie éle
tromé
anique modélisée par le transformateur, 
ette partie introduit

le 
oe�
ient de 
ouplage éle
tromé
anique du mode épaisseur.

� La partie mé
anique formée par les deux demi-lignes de propagation.

32



5 Piézoéle
tri
ité : prin
ipe et équations 
onstitutives Chapitre 1

Ce s
héma permet aussi de 
al
uler la réponse éle
troa
oustique d'un élément piézo-

éle
trique soumis à des 
harges d'impédan
es. Si on 
onsidère deux impédan
es mé
aniques

Za et Zb 
onne
tées sur ses deux fa
es, il su�t de ramener 
es impédan
es de 
harge à

travers les demi-lignes de transmission pour obtenir des 
ara
téristiques éle
triques et don


de 
al
uler la fon
tion de transfert globale.

Dans le 
as d'un résonateur piézoéle
trique libre, on néglige l'impédan
e de rayonne-

ment dans l'air. On aboutit au fait que les for
es auxquelles sont soumises les deux fa
es

sont nulles, 
e qui revient à 
ourt-
ir
uiter les ports a
oustiques. L'impédan
e éle
trique

s'é
rit alors :

Z =
1

jCpω






1− k2t

tan(
ωep
2v

)

ωep
2v






. (1.18)

p

Figure 1.12 � Module de l'admittan
e d'un résonateur piézoéle
trique dans l'air en fon
-

tion de la fréquen
e [44℄.

La �gure 1.12 représente le module de l'admittan
e éle
trique |Y | en fon
tion de la

fréquen
e. On distingue sur le tra
é deux fréquen
es 
ara
téristiques :

� La fréquen
e d'anti-résonan
e fa : l'admittan
e s'annule pour 
haque multiple im-

pair de fa qui 
orrespond à une 
ondition de 
ir
uit éle
trique ouvert :

fa =
v

2ep
et ep =

λ

2
(1.19)

� La fréquen
e de résonan
e fr : l'admittan
e est in�nie pour les fréquen
es f
(n)
r


orrespondant à une 
ondition de 
ir
uit éle
trique fermé et telles que :

k2t tan

(

π
fn
r ep
v

)

= π
fn
r ep
v

, (1.20)
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où n est l'ordre de l'harmonique.

Si l'on 
onsidère des pertes diéle
triques faibles et une 
onstante diéle
trique ne variant

pas ave
 la fréquen
e, la représentation dans le plan 
omplexe de l'admittan
e est un


er
le qui permet de dé�nir des fréquen
es 
ara
térisant le matériau. Le 
er
le tra
é sur

la �gure 1.13 montre les fréquen
es fa et fr ainsi que les fréquen
es parallèle fp et série

fs qui 
orrespondent respe
tivement au maximum de la partie réelle de l'impédan
e et

l'admittan
e.

Figure 1.13 � Fréquen
es 
ara
téristiques dé�nies dans le plan 
omplexe de l'admittan
e

éle
trique d'une plaque piézoéle
trique.

Dans le 
as de très faibles pertes mé
aniques, la fréquen
e série fs 
orrespond à la

fréquen
e de résonan
e fr, et la fréquen
e parallèle fp est égale à la fréquen
e d'anti-

résonan
e fa. La 
onnaissan
e de 
es fréquen
es 
ara
téristiques permet d'extraire des

grandeurs 
ara
térisant le matériau.

La vitesse de propagation des ondes ultrasonores v s'é
rit alors :

v = 2epfa (1.21)

Le 
oe�
ient de 
ouplage du mode longitudinal est déduit par la relation :

k2t =

πfn
r

2fa

tan

(

πfn
r

2fa

) . (1.22)

En dehors de la fréquen
e de résonan
e (typiquement à 2fa), le matériau piézoéle
trique

se 
omporte 
omme un 
ondensateur plan d'une 
apa
ité Cp appelée : 
apa
ité bloquée. Elle

s'é
rit en fon
tion de la surfa
e de l'éle
trode A et de la permittivité du vide ǫ0 de la manière

suivante :
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Cp =
ǫS33rAǫ0

ep
(1.23)

(a) Parties réelle et imaginaire de Z. Les pointillés

verts désignent la fréquen
e d'anti-résonan
e fa.
(b) Parties réelle et imaginaire de Y. Les pointillés

verts désignent la fréquen
e de résonan
e fr.

Figure 1.14 � Impédan
e (Z) et admittan
e (Y) éle
triques d'une 
éramique dans l'air de

type PZT [49℄.

La �gure 1.14 représente l'impédan
e et l'admittan
e en fon
tion de la fréquen
e pour

un matériau piézoéle
trique (mode épaisseur) possédant de faibles pertes et vibrant dans

l'air. Le fa
teur de perte δ du matériau est 
al
ulé à l'aide de la partie réelle de l'impédan
e

à mi-hauteur ∆f du pi
 d'anti-résonan
e :

δ =
∆f

fa
=

1

Q
(1.24)

où Q représente le fa
teur de qualité.

Dans un matériau piézoéle
trique, le fa
teur de perte regroupe deux types de pertes :

mé
aniques δm et diéle
trique δe. L'introdu
tion de 
es pertes dans la modélisation d'un

résonateur libre, en parti
ulier dans le s
héma K.L.M, permet une 
ara
térisation 
omplète

du matériau piézoéle
trique [50℄.
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6 Cristaux phononiques et métamatériaux piézoéle
triques

L'utilisation de materiaux piézoéle
triques pour le 
ontr�le de vibrations est une idée

an
ienne. Le 
on
ept a été étudié brièvement par Olson [51℄ dans les années 
inquante puis

a été repris et développé par Foward pour des appli
ations aérospatiales. En 1981, il a été

montré expérimentalement l'amortissement de stru
tures 
ontenant des matériaux piézo-

éle
triques en 
onne
tant 
es derniers à des 
ir
uits éle
triques résistifs (R) ou résonants

(LR) [52℄. Dix ans après, Hagood et Von Flotow ont développé un modèle analytique pour

prédire le 
omportement de 
es deux types de systèmes. Ils ont 
al
ulé et validé expéri-

mentalement les fon
tions de transfert d'une poutre ave
 deux paires d'éléments piézoéle
-

triques 
ollées sur les deux fa
es opposées [53℄. Jusque là les stru
tures étudiées 
ontenaient

un seul élément piézoéle
trique 
ourt-
ir
uité dans le but d'amortir un mode de vibration

parti
ulier. Ce sont Edberg et al. [54℄ en 1991 et Hollkamp en 1994 [55℄ qui ont étendu

la méthode à plusieurs modes. Ils ont utilisé des 
ir
uits éle
triques ave
 des bran
hes ré-

sonantes multiples a

ordées aux fréquen
es de résonan
es des modes de vibrations de la

stru
ture.

(a) (b)

Figure 1.15 � For
e transmise à travers le système pour un élément piézoéle
trique


onne
té à un (a) 
ir
uit résistif (b)
ir
uit résistif/indu
tif (b) [56℄.

C'est en 2001 que Thorp et al. [56℄, sur la base de leurs travaux antérieurs sur les

stru
tures périodiques ave
 des alliages à mémoire de forme (AFM) [57℄, ont étudié un em-

pilement de barreaux sur lesquels ils ont pla
é périodiquement des pat
hs piézoéle
triques.

L'obje
tif de 
ette étude est de 
onne
ter les pat
hs à des 
ir
uits extérieurs pour 
ontr�ler

la propagation de l'onde longitudinale dans les barreaux. Les 
onstantes de propagation

sont 
al
ulées ave
 la méthode des matri
es de transferts pour deux types de 
ir
uits éle
-

triques : un 
ir
uit résistif ou un 
ir
uit résistif/indu
tif. Les résultats ont montré que le


ir
uit résistif introduit de l'amortissement dans la stru
ture (�gure 1.15a). Par 
ontre, il

n'a pas d'e�et sur la fréquen
e et la largeur de la bande interdite. L'indu
tan
e (L) bran
hée

en série ave
 le 
ir
uit piézoéle
trique résisitif a un e�et remarquable sur la stru
ture de

bande. Si la valeur de L est 
hoisie de sorte que la fréquen
e de résonan
e éle
trique fRLC
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soit aux alentours de la fréquen
e de la bande interdite de Bragg, la bande interdite est

étendue. Aussi, une bande interdite additionnelle générée par le mé
anisme de résonan
e

éle
trique lo
ale est observée à la fréquen
e fRLC �xée par la valeur de L (�gure 1.15b).

Dans la même étude, des valeurs aléatoires de R et de L ont été utilisées pour voir l'e�et

du "désordre" sur la propagation. Il a été 
onstaté une extension de la bande interdite aux

zones de fréquen
es adja
entes quand du "désordre" est introduit dans le système.

Hou et al. se sont intéressés à un 
ristal phononique bidimensionnel 
omposé de 
éra-

miques piézoéle
triques de formes 
ylindriques in
orporées dans une matri
e polymère [58℄,

pour lequel ils ont 
al
ulé ave
 la méthode de dé
omposition en ondes planes la stru
ture

de bandes. L'étude a révélé que pour un fa
teur de remplissage volumique important, les

bandes interdites sont plus larges quand les 
ylindres sont piézoéle
triques, mais unique-

ment pour les modes vibrant dans la dire
tion de polarisation des éléments piézoéle
triques.

Ce 
omportement s'explique par un 
hangement de raideur e�e
tive des 
éramiques dû à

l'e�et piézoéle
trique. Gonnela et al. [59℄ ont utilisé 
et e�et dans un dispositif multi-

fon
tions développé pour la ré
upération d'énergie. Le 
ristal phononique étudié a une

géométrie en nid d'abeille dont la 
ellule élémentaire est un hexagone régulier ave
 trois

poutres 
antilevers piézoéle
triques supplémentaires (�gure 1.16a.I). L'idée est d'utiliser

l'e�et piézoéle
trique des substru
tures (
antilevers) pour 
onvertir en énergie éle
trique

l'énergie 
inétique résultante de la résonan
e des éléments aux fréquen
es voisines des

bandes interdites. Ainsi, les substru
tures piézoéle
triques agissent 
omme amortisseurs

d'ondes et absorbeurs dynamiques d'énergie. Un autre 
on
ept de 
ellule élémentaire est

proposé dans la même étude. Au lieu d'une stru
ture en nid d'abeille, les auteurs proposent

un 
omposite en �bres renfor
ées, il s'agit d'une matri
e ave
 un matériau mou 
ontenant

des �bres rigides 
ouvertes d'un matériau piézoéle
trique (�gure 1.16a.II).

(a) (b)

Figure 1.16 � (a) Con�guration interne des stru
tures phononiques piézoéle
triques I et

II. (b) La stru
ture phononique (I ou II) absorbe les vibrations de l'environnement A et


onvertit son énergie pour alimenter l'environnement B [59℄.
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Ce type de stru
ture phononique a une double fon
tion, elle absorbe l'énergie mé
anique

asso
iée à la vibration du 
oeur des �bres et la 
onvertit en énergie éle
trique qui pourra

être utilisée ensuite pour alimenter un autre système 
omme illustré sur la �gure 1.16b.

Des CP entièrement piézoéle
triques ont été également étudiés [60℄. On peut 
iter les

travaux de Degraeve et al. [9, 61℄ qui ont étudié théoriquement et expérimentalement la

propagation d'une onde longitudinale dans un empilement de barreaux piézoéle
triques

soumis à di�érentes 
onditions aux limites éle
triques. En négligeant la rupture d'impé-

dan
e mé
anique introduite par les éle
trodes entre deux barreaux 
onsé
utifs, les auteurs

ont ainsi 
onsidéré une périodi
ité ex
lusivement éle
trique. Ils ont étudié trois 
on�gura-

tions de 
onditions aux limites éle
triques. Dans la première, toutes les éle
trodes sont en


ir
uit ouvert (CO) ; dans la deuxième, les éle
trodes sont 
onne
tées à des 
apa
ités C
d'une valeur égale à 
elle de la 
apa
ité bloquée Cp d'un barreau piézoéle
trique, dans le

dernier 
as, toutes les éle
trodes sont 
ourt-
ir
uitées (CC). Ils ont ainsi mis en éviden
e

l'ouverture d'une bande interdite de Bragg lorsque toutes les éle
trodes sont reliées éle
tri-

quement entre elles ou bien 
onne
tées à une 
apa
ité. Les stru
tures de bandes des trois


on�gurations présentées sur la �gure 1.17 montrent une ouverture de la bande interdite

pour les deux derniers 
as qui devient plus importante quand toutes les éle
trodes sont


ourt-
ir
uitées.

Cette bande interdite de Bragg appelée bande interdite de 
harges est induite par les


harges éle
triques qui apparaissent sur les éle
trodes et qui 
réent une dis
ontinuité du

dépla
ement éle
trique entre deux barreaux adja
ents.

La fréquen
e de la limite supérieure de la bande interdite est 
elle de l'anti-résonan
e fa
du barreau quelque soit la valeur de la 
harge 
apa
itive 
onne
tée. Quant à la fréquen
e

de la limite inférieure, elle 
oïn
ide ave
 la fréquen
e de résonan
e fr quand les éle
trodes

sont 
ourt-
ir
uitées, et varie entre fr et fa quand la valeur de la 
apa
ité varie. En 
onsé-

quen
e, la largeur due la bande interdite est dire
tement liée au 
oe�
ient de 
ouplage

éle
tromé
anique du mode barreau k33 et à la valeur de la 
apa
ité C. Ainsi, le CP piézo-

éle
trique ave
 des éléments 
onne
tés à des 
apa
ités est approximé par un milieu e�e
tif

ave
 une vitesse longitudinale e�e
tive Veff qui peut être 
ommandée en faisant varier la

valeur de la 
apa
ité C. Cette vitesse e�e
tive est proportionnelle à la vitesse longitudinale

VL et s'é
rit de la manière suivante :

Veff = VL

√

√

√

√

√

1− k233

1 +
Cp

C

(1.25)

Par la suite, d'autres travaux ont fait état de 
harges indu
tives pour 
ontr�ler la propa-

gation d'une onde longitudinale dans un multi
ou
he 
omposé d'éléments piézoéle
triques

alternés ave
 des éléments passifs [10, 62℄. Mansoura et al. [11℄ ont utilisé la résonan
e

éle
trique du 
ir
uit LCp formé par le matériau piézoéle
trique et l'indu
tan
e 
onne
tée

à ses éle
trodes pour modi�er la stru
ture de bandes (�gure 1.18). Quand la valeur de l'in-

du
tan
e 
hoisie est telle que la résonan
e éle
trique est lo
alisée dans une bande passante,

une bande interdite d'hybridation (bande interdite ouverte par le mé
anisme de résonan
e

lo
ale éle
trique du 
ir
uit LC) est ouverte à 
ette fréquen
e. Si la fréquen
e de résonan
e

est située dans un une bande interdite de Bragg, 
e dernier est élargi et deux bandes pas-
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Figure 1.17 � Stru
ture de bandes d'un CP ave
 des barreaux piézoéle
triques de longueurs

l en (a) CO (b), 
onne
tés à une 
apa
ité C, et (
) en CC [9℄.

santes apparaissent. Hou et al. ont également montré que la bande interdite 
al
ulée pour

la même stru
ture dépend non seulement de la fréquen
e de résonan
e éle
trique liée à

l'indu
tan
e L mais aussi aux propriétés intrinsèques des éléments piézoéle
triques. Ils ont

aussi 
al
ulé analytiquement les 
oe�
ients élastiques e�e
tifs qui deviennent négatifs aux

voisinage de la bande interdite. Ce type de matériaux peut être utile dans la 
onstru
-

tion de métamatériaux a
oustiques ave
 une double négativité (deux paramètres e�e
tifs

négatifs) [62℄.

Certains des travaux que l'on vient de 
iter sur les 
ristaux phononiques piézoéle
triques

ont utilisé des éléments sous forme de plaque, par 
ontre, ils ne se sont 
onsa
rées qu'à

l'étude des ondes de volume longitudinales et transversales. Dans la se
tion suivante, on

s'intéressera aux re
her
hes e�e
tuées sur les ondes guidées dans les plaques phononiques

qu'elles soient élastiques ou piézoéle
triques.
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(a) Photographie du CP. (b) Courbes de dispersion

théorique du CP en 
ir-


uit ouvert (lignes rouges),


onne
té à des indu
tan
e

de valeur 0, 7 µH (lignes

noires).

Figure 1.18 � CP piézoéle
trique 
onstitué d'une alternan
e de plaques piézoéle
triques

et de 
ou
hes passives de Plexiglas (PMMA). Chaque plaque piézoéle
trique est 
onne
tée

à une indu
tan
e [11℄.

7 Ondes guidées dans les plaques phononiques

Un grand nombre d'appli
ations potentielles des CP et MM 
on
erne l'éle
tronique

et notamment le domaine des télé
omuni
ations RF (radio-fréquen
es) ave
 des fon
tions

de �ltrage, multiplexage/démultiplexage, os
illateur [3, 5, 63�65℄. A
tuellement, les dispo-

sitifs SAW (Surfa
e A
ousti
 Waves) ou BAW (Bulk A
ousti
 Waves) mettant en oeuvre

des ondes a
oustiques sont déjà très présents dans nos téléphones mobiles par exemple. Ils

présentent en e�et un très faible en
ombrement en 
omparaison des �ltres diéle
triques uti-

lisant des résonan
es éle
tromagnétiques [66℄. C'est don
 naturellement que des re
her
hes

visant à introduire des CPs dans des 
ir
uits intégrés ont été menées. A l'autre extrémité

du spe
tre fréquentiel, le développement de MM pour isoler des infrastru
tures des ondes

sismiques se propageant à la surfa
e de la terre sus
ite un intérêt grandissant [67�71℄. Dans


es deux domaines (sismique et éle
tronique RF) le développement de CP pour ondes

guidées présente un enjeu majeur.

Les premiers travaux s'intéressant à la propagation d'ondes de surfa
e dans un CP se

sont 
onsa
rés aux ondes de Rayleigh [72�75℄. Meseguer et al. [72℄ ont étudié l'atténuation

des ondes de Rayleigh à la surfa
e d'un blo
 de marbre à travers laquelle un réseau de trous

a été per
é. Dans 
ette étude, la hauteur des trous est supposée in�nie (
'est à dire que

la hauteur des trous est grande devant la profondeur de pénétration des ondes de surfa
e,
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qui dans le 
as des ondes de Rayleigh est de l'ordre d'une longueur d'onde). En réalité, la

propagation de 
es ondes se fait en partie dans le réseau périodique et l'autre partie dans

le substrat uniforme sous le réseau. D'un point de vue pratique, il est intéressant d'étudier

les ondes de Lamb, qui sont des ondes guidées se propageant dans un milieu limité par

deux surfa
es parallèles. La distan
e entre les deux surfa
es étant de quelques longueurs

d'ondes, le 
ouplage entre les ondes ré�é
hies sur les deux surfa
es donnent naissan
e à des

modes de déformations symétriques S et antisymétriques A selon l'épaisseur de la plaque.

La réalisation de 
ir
uits intégrés se fait prin
ipalement sur des substrats de sili
ium.

Au sein de l'INSP, B. Bonello et al. [76℄ ont étudié la propagation des ondes de Lamb

dans un CP réalisé sous forme d'une 
ou
he min
e déposée sur un substrat de sili
ium. Le

CP est 
onstitué d'un arrangement périodique de 
ylindres de fer insérés dans une matri
e

en 
uivre. Ils ont 
omparé expérimentalement deux stru
tures ave
 deux 
oe�
ients de

remplissage (rapport des surfa
es d'un 
ylindre et de la maille élémentaire) di�érents en

utilisant des lasers pour la génération et la déte
tion des ondes de Lamb. Ils ont montré

(�gure 1.19) la présen
e de bandes interdites de Bragg dans les 
ourbes de dispersion des

modes fondamentaux symétrique S0 et anti-symétrique A0.

Figure 1.19 � Courbe de dispersion expérimentale montrant les modes de Lamb dans un

stru
ture 
onstituée d'un �lm min
e sous forme de CP déposé sur un substrat de Sili
ium.

Le CP est un arrangement périodique de 
ylindres en fer insérés dans une matri
e en 
uivre.

Fa
teur de remplissage (a) f = 25 % (partie en
adrée est un zoom de la bande interdite

du mode S0), (b) f = 56 % [76℄.

Le 
ristal étudié par Wu [77℄ est 
onstitué de trous remplis d'air ave
 des fa
teurs
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de remplissage qui varient graduellement le long d'une plaque (plaque ave
 un gradient

d'indi
e transversal) en sili
ium pour fo
aliser le premier mode de �exion (que l'on appelle

A0) dans une gamme de fréquen
es dé�nie. Ils ont observé une diminution de la largeur de

la bande interdite et de la vitesse de groupe de 
e mode quand le fa
teur de remplissage

augmente. L'indi
e de réfra
tion qui dépend de la vitesse de groupe est don
 variable et

module l'amplitude de l'onde. Ce type de stru
tures peut avoir des appli
ations dans le

guidage des modes de Lamb notamment dans les 
omposants MEMS.

La 
on
eption de 
omposants de type SAW suppose de pouvoir générer et déte
ter des

ondes guidées ultrasonores. Ce
i se fait généralement par l'intermédiaire de transdu
teurs

interdigités (IDT's) disposés à la surfa
e d'un substrat piézoéle
trique. Le quartz et le

niobate de lithium (LiNbO3) sont les plus 
ouramment utilisés. On peut par exemple


iter les travaux de Wu et al. [78, 79℄ qui ont 
onçu un CP bidimensionnel à l'é
helle

mi
rométrique 
onstitué d'un arrangement 
arré de trous dans une matri
e de sili
ium.

La génération et la déte
tion des ondes de surfa
e sont assurées par des transdu
teurs

interdigités 
onfe
tionnés sur deux 
ou
hes piézoéle
triques d'oxyde de zin
 (ZnO) déposées

de part et d'autre du CP. Réaliser le CP dire
tement dans le substrat piézoéle
trique permet

d'obtenir ave
 un matériau unique la transdu
tion éle
trique/a
oustique et la fon
tion de

�ltrage asso
iée au CP (�gure 1.20). Ainsi, Ben
habane et al. [80℄ ont réalisé un CP sur

une plaque piézoéle
trique en LiNbO3 per
ée de trous selon un arrangement périodique

et ont 
ara
térisé éle
triquement le CP en utilisant des transdu
teurs interdigités intégrés

sur la même plaque pour générer et déte
ter les ondes de Rayleigh. La fréquen
e 
hoisie

(200 MHz) permet d'avoir une longueur d'onde 
orrespondant à la profondeur des trous

ainsi qu'une bande interdite importante. Le désavantage de 
e type de stru
ture est que

les matériaux piézoéle
triques sont plus di�
iles à miniaturiser 
ontrairement au sili
ium.

Figure 1.20 � Exemples de dispositifs SAW piézoéle
triques [80, 81℄.

Le mé
anisme de résonan
e lo
ale a aussi été utilisé pour ouvrir des bandes interdites

dans des plaques phononiques. Plusieurs travaux se sont fo
alisés sur l'étude de la propa-

gation des ondes guidées dans une plaque d'épaisseur �nie sur laquelle un réseau de plots


ylindriques résonants a été déposé [31, 82�85℄. Des bandes interdites peuvent ainsi être

42



7 Ondes guidées dans les plaques phononiques Chapitre 1

ouvertes à des fréquen
es pour lesquelles les longueurs d'ondes sont supérieures à la pério-

di
ité du réseau. En modi�ant les paramètres géométriques de la stru
ture, en parti
ulier

le rapport entre la hauteur des plots et l'épaisseur de la plaque, on peut a

order la stru
-

ture de bande et ouvrir une bande interdite à une fréquen
e 
hoisie (�gure 1.21). Ainsi,

pour les 
as (b) et (
) respe
tivement une bande interdite intera-bande apparait pour les

rapports h2/h1 de 25% et 50%. Une bande interdite 
omplète est ouverte pour la géométrie

du 
as (d). Ce type de CP peut être utilisé pour réaliser des guides d'ondes. On 
ite à titre

d'exemple Oudi
h et al. [84℄ qui ont 
onstruit un guide d'ondes en supprimant quelques

rangées d'un réseau 
arré périodique de plots en 
aout
hou
 de sili
one déposés sur une

plaque en epoxy. Ils ont montré que la bande interdite obtenue ave
 les résonan
es lo
ales

est plus large que 
elle obtenu ave
 le mé
anisme de di�ra
tion de Bragg.

Figure 1.21 � Courbes de dispersion d'une plaque phononique d'épaisseur h1 = 1mm ave


des plots de di�érentes hauteurs h2 suivant la dire
tions ΓX. (a) h2 = 0, (b) h2 = 0, 25h1,
(
) h2 = 0, 5h1, (d) h2 = 10h1 [82℄.

Des plaques phononiques à résonan
es lo
ales ont aussi été développés ave
 des maté-

riaux piézoéle
triques. Que 
e soit pour la génération et la déte
tion de SAW à la surfa
e

des dispositifs, 
omme dans le 
as des travaux d'A
haoui et al. [86℄ qui ont 
onçu un dispo-

sitif 
ontenant un arrangement hexagonal de plots déposés sur un substrat piézoéle
trique

en niobate de lithium. Ils ont ensuite 
omparé les résultats à 
eux de la même plaque mais

ave
 des plots posés d'une manière aléatoire. Ils ont montré que dans la première 
on�gura-

tion, deux bandes interdites sont observées, la première à la fréquen
e de résonan
e lo
ale

43



Chapitre 1 7 Ondes guidées dans les plaques phononiques

et la deuxième à la fréquen
e de Bragg. Cette dernière bande interdite a disparu pour la

se
onde 
on�guration par 
ontre, la bande interdite liée à la résonan
e lo
ale a bien été

maintenu.

L'autre intérêt d'utiliser les matériaux piézoéle
triques dans la 
on
eption des 
ristaux

phononiques est leur aptitude à a

order les bandes interdites en fréquen
es grâ
e au 
ou-

plage éle
tromé
anique 
omme il a été vu dans la se
tion pré
édente. Plusieurs études se

sont 
onsa
rées à l'atténuation des vibrations de plaques et de poutres en 
ollant des élé-

ments piézoéle
triques 
onne
tés à des 
ir
uits éle
triques [87�97℄. Casadei et al. [87℄ ont

utilisé 
ette méthode pour 
ontr�ler les vibrations d'une plaque en aluminium en 
ollant

des pat
hs piézoéle
triques d'une manière périodique sur la surfa
e de la plaque. Chaque

élément piézoéle
trique de 
apa
ité bloquée Cp est 
onne
té à un 
ir
uit RL. Ensuite, ils

ont 
al
ulé les 
ourbes de dispersion pour di�érentes valeurs d'indu
tan
es et ont remarqué

l'ouverture de trois bandes interdites. Deux bandes sont présentes quelque soit la valeur de

l'indu
tan
e 
hoisie 
ar elles sont 
réées par la rupture d'impédan
e mé
anique due à l'e�et

de masse des éléments piézoéle
triques 
ollés périodiquement sur la plaque. La troisième

bande interdite est dire
tement liée à la résonan
e éle
trique lo
ale induite par l'indu
tan
e


onne
tée à 
haque élément piézoéle
trique. Sa lo
alisation fréquentielle peut être 
ontr�lée

par la valeur de l'indu
tan
e.

(a) Le 
ellule élémentaire est 
onsti-

tuée d'une élément piézoéle
trique


ollé à la plaque d'Al et 
onne
té à

un 
ir
uit RL [92℄.

(b) Quand les éléments piézoéle
triques sont en CO (image à gau
he),

l'onde se propage dans le guide d'onde. Sur l'image de droite, le 
ir
uit

résonant RLC absorbe l'énergie de l'onde et l'empê
he de se propager

[93℄.

Figure 1.22 � Guide d'onde phononique piézoéle
trique a

ordable [92, 93℄.

En se basant sur les travaux de Wu [82℄ qui a 
ollé des plots 
ylindriques sur une plaque

d'aluminium pour ouvrir une bande interdite de Bragg à une fréquen
e inhérente aux para-

mètres géométriques de la stru
ture, 
ertains auteurs [92,93℄ ont ouvert une bande passante

lo
alisée spatialement pour 
on�ner l'onde de �exion A0 en supprimant une rangée de plots.

Ils ont ensuite rempla
é 
ette rangée par un réseau 1D de huit pastilles piézoéle
triques

et ont montré que la propagation de l'onde dans le guide n'est pas in�uen
ée par l'e�et

de masse des pastilles piézoéle
triques en 
ir
uit ouvert. Par 
ontre, la 
onnexion d'indu
-
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tan
es sur 
haque pastille permet l'ouverture d'une bande interdite lo
alisée à la fréquen
e

de résonan
e éle
trique du 
ir
uit LC (�gure 1.22).

Bergamini [94℄ et al. ont 
ombiné l'e�et de masse des plots et le 
ouplage éle
tromé-


anique des matériaux piézoéle
triques pour 
ontr�ler la propagation des ondes dans une

poutre. Le système est 
onstitué d'une poutre en aluminium ave
 des plots de la même

matière déposés dessus en un réseau 1D. Des pat
hs piézoéle
triques ont été 
ollés entre

la poutre et 
haque plot. Quand les éléments piézoéle
triques sont en 
ir
uit ouvert, le

système est une stru
ture phononique 
ara
térisée par une bande interdite ouverte par la

résonan
e lo
ale des plots. Par 
ontre, la 
onnexion des indu
tan
es aux pat
hs piézoéle
-

triques induit une résonan
e éle
trique de type LC et ouvre une bande passante au sein

de la bande interdite initiale. En e�et, les éléments piézoéle
triques interagissent ave
 la

résonan
e mé
anique lo
ale de 
haque plot et transforment l'énergie de 
ette résonan
e

mé
anique en une résonan
e éle
trique dissipée dans le 
ir
uit LC. En d'autres termes,

au voisinage de la fréquen
e de résonan
e, la raideur e�e
tive de l'élément piézoéle
trique

devient faible, il en résulte une dé
onnexion mé
anique entre les plots et la poutre. Les

auteurs ont réussi ainsi à diminuer l'e�et des plots résonants et adapter les bandes de

fréquen
es sans avoir à 
hanger la géométrie de la stru
ture.

Figure 1.23 � Courbes de dispersion d'un 
ristal phononique piézoéle
trique ave
 (a) une


ellule élémentaire hybride ave
 une périodi
ité mé
anique et éle
trique, (b) une 
ellule

élémentaire résonante lo
alement [97℄.

Les mêmes auteurs se sont inspirés ré
emment des travaux d'Airoldi et Ruzzene [90℄.

Ils ont 
ollé des éléments piézoéle
triques de façon périodique sur une poutre en alumi-

nium en rajoutant à 
ette périodi
ité mé
anique une périodi
ité éle
trique [97℄. La 
ellule

élémentaire hybride est 
omposée d'une partie éle
trique (
ir
uit éle
trique), une partie

mé
anique (poutre en aluminium) et un élément de 
ouplage entre les deux parties (pat
h

piézoéle
trique). La partie éle
trique du système est une ligne de transmission réalisée en


ombinant des indu
tan
es ave
 les éléments piézoéle
triques. La périodi
ité est dé�nie non

seulement par les valeurs des indu
tan
es de la ligne de transmission mais aussi par la pé-

riodi
ité spatiale des éléments piézoéle
triques. Les 
ourbes de dispersion montrent qu'en
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basses fréquen
es, 
ha
un des deux modes du milieu hybride 
orrespond à des modes mé-


anique ou éle
trique dé
ouplés. Les deux modes interagissent et se 
ouplent à la fréquen
e

de résonan
e du 
ir
uit LC (�gure 1.23). Le nombre et l'intensité des 
ouplages augmentent

quand on 
onsidère une maille élémentaire 
onstituée d'une double 
ellule éle
trique ave


deux valeurs di�érentes d'indu
tan
es.

Le 
ouplage entre les modes de Lamb a été également étudié par Zou et al. [98℄. Ils

ont développé une plaque 
omposite piézoéle
trique faite d'une alternan
e d'éléments pié-

zoéle
triques et d'éléments en polymère (résine d'epoxy). L'épaisseur des éle
trodes sur

les parties piézoéle
triques est négligée et n'a au
un e�et sur les ondes élastiques qui se

propagent dans la plaque. Des 
onditions aux limites éle
triques de 
ourt-
ir
uit et 
ir
uit

ouvert sont appliquées d'une manière antisymétrique ou symétriques sur les éle
trodes des

éléments piézoéle
triques pour obtenir les fon
tions de 
onversion et de séle
tion des modes

de Lamb suivant leurs symétries. Pour une transmission ou une interdi
tion de propagation

dans les deux sens de propagation, les auteurs ont montré que les 
onditions aux limites

de 
ourt 
ir
uit ou de 
ir
uit ouvert doivent être appliquées sur toutes les éle
trodes de

la plaque. Cette stru
ture peut don
 avoir plusieurs fon
tions de 
ontr�le de propagation

des ondes de Lamb. Il est possible de passer d'une fon
tion à une autre uniquement en


hangeant les 
onditions aux limites éle
triques sans avoir à 
hanger les paramètres géo-

métriques ou élastiques de la plaque.

8 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, on a présenté les 
ristaux phononiques en 
ommençant par quelques


on
epts fondamentaux. Tout d'abord, on a rappelé une des propriétés prin
ipales des


ristaux phononiques qui, grâ
e à la di�ra
tion de Bragg, ont la 
apa
ité d'interdire la

propagation des ondes dans une gamme de fréquen
es parti
ulière appelée bande interdite.

Le phénomène de résonan
e lo
ale a été également utilisé pour ouvrir des bandes interdites

dans des stru
tures périodiques à des longueurs d'ondes largement plus importantes que la

taille du réseau et développer ainsi di�érents types de métamatériaux.

On a également fait un état de l'art sur les 
ristaux phononiques et métamatériaux

a

ordables, en parti
ulier, les stru
tures piézoéle
triques qui sont fa
ilement a

ordables

et plus pratiques à réaliser.

L'obje
tif de la thèse étant l'étude d'une plaque phononique piézoéle
trique, on a 
onsa-


ré une partie du 
hapitre à rappeler les prin
ipes de la piézoéle
tri
ité et dé�nir les gran-

deurs qui seront utilisées dans les 
hapitres suivants.

En�n, on a donné quelques exemples sur les plaques phononiques et leurs appli
ations

dans le domaine de la mi
roéle
tronique notamment les 
omposants à ondes a
oustiques de

surfa
es (SAW). Les travaux présentés situent l'utilisation des matériaux piézoéle
triques

suivant deux axes : la génération des ondes a
oustiques de surfa
es dans la même stru
ture

phononique et le 
ontr�le de la propagation des ondes guidées ave
 des 
ir
uits éle
triques


onne
tés aux éle
trodes des éléments piézoéle
triques 
onstituants le CP. Dans le 
adre

de 
ette thèse, on exploite l'e�et piézoéle
trique pour les deux utilisations : les éle
trodes

dé
oupées périodiquement à la surfa
e de la plaque permettent la génération des ondes de

Lamb symétriques et antisymétriques ainsi que le 
ontr�le de la dispersion en 
hangeant

46



8 Con
lusion Chapitre 1

lo
alement les 
onditions aux limites éle
triques.
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Chapitre 2

Ondes de Lamb dans une plaque

piézoéle
trique uniforme

1 Introdu
tion

Le 
ristal phononique étudié dans 
es travaux est une plaque piézoéle
trique possédant

des éle
trodes disposées périodiquement sur ses deux fa
es. Ces éle
trodes sont alternées

ave
 des surfa
es sans éle
trode pour 
réer un 
ontraste a
oustique. Pour mieux 
omprendre

le mé
anisme d'ouverture des bandes interdites dans 
e type de stru
ture, il est important

d'étudier tout d'abord la propagation des ondes de Lamb dans une plaque piézoéle
trique

ave
 des fa
es uniformes.

Jusqu'au début des années soixante, les solutions des relations de dispersion des plaques

piézoéle
triques ave
 un 
ouplage éle
tromé
anique relativement faible ont été assimilées

aux solutions des plaques purement élastiques [99�101℄. Ces solutions étaient alors inadé-

quates pour les plaques piézoéle
triques ave
 des 
oe�
ients de 
ouplage plus importants.

C'est Tiersten en 1963 qui a traité le problème analytique de propagation des ondes dans

une plaque piézoéle
trique in�nie ave
 des éle
trodes (de 
haque 
�té de la plaque) 
ourt-


ir
uitées [102, 103℄. Quelques années plus tard, Bleustein a 
al
ulé les solutions pour une

plaque piézoéle
trique in�nie sans éle
trodes et dans le vide [104℄.

Le guide d'onde étudié i
i est une plaque piézoéle
trique en Pz26 [105℄(Titano-Zir
onate

de Plomb) polarisée suivant son épaisseur ep. Sa longueur L et sa largeur l sont très grandes

par rapport à son épaisseur (�gure 2.1). Bien que le milieu de propagation ait des propriétés

de 
ouplages éle
tromé
aniques, les ondes harmoniques guidées qui se propagent selon la

dire
tion (Ox ) peuvent être assimilées aux ondes de Lamb 
lassiquement dé�nies dans

une plaque élastique. Dans 
e 
hapitre, le 
as d'une plaque piézoéle
trique sans éle
trode

métallique sera tout d'abord étudié numériquement. Ensuite, on abordera le 
as d'une

plaque piézoéle
trique ave
 éle
trodes métalliques soumises à di�érentes 
onditions aux

limites éle
triques. On 
al
ulera pour 
haque 
as, les 
ourbes de dispersion et l'impédan
e

éle
trique à l'aide du logi
iel d'éléments �nis COMSOL Multiphysi
s

R©
(version 4.4). Une

validation expérimentale des résultats sera proposée à la �n de 
e 
hapitre. Une étude

analytique de la dispersion des modes de Lamb dans une plaque piézoéle
trique ave
 et
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sans éle
trodes est développée dans l'annexe B et 
omparée aux résultats pré
édents.

Figure 2.1 � Représentation s
hématique de la plaque piézoéle
trique sans éle
trode de

longueur L, largeur l et d'épaisseur ep.

2 Étude numérique par éléments �nis

Comme dans 
haque étude par la méthode des éléments �nis (MEF), la géométrie

étudiée est dé
oupée en un nombre �ni d'éléments dis
rets de faible dimension devant la

longueur d'onde. Ce dé
oupage est usuellement appelé maillage. Le 
al
ul des solutions

du système est réduit à la détermination des solutions pour 
haque noeud, il est don


important que le maillage soit optimisé et bien adapté à la géométrie et la méthode de

résolution.

2.1 Analyse des modes propres

Les 
ourbes de dispersion des ondes de Lamb dans une plaque in�nie sont déterminées à

partir d'une analyse modale dans le plan xOz (étude réalisée dans un plan bi-dimensionnel)

d'une plaque de dimension limitée sur laquelle des 
onditions de périodi
ité de type Blo
h-

Floquet sont appliquées. Ce
i sera dé
rit en détail au 
hapitre 3 lorsque nous nous intéresse-

rons au 
as d'une plaque possédant des éle
trodes déposées périodiquement. Ainsi, pour 
e

deuxième 
hapitre, la plaque est assimilée à une su

ession in�nie de 
ellules élémentaires

de dimension Λ suivant l'axe (Ox ) 
omme le montre la �gure 2.2. Pour éviter d'observer les

repliements de 
ourbes de dispersion asso
iés à la périodi
ité �
tive utilisée dans le 
al
ul,

une longueur de plaque très 
ourte est utilisée. Cette étude prend en 
ompte les modes de

Lamb générés à des fréquen
es inférieures à 1, 3 MHz. On 
hoisit don
 de prendre une 
el-

lule élémentaire de taille Λ = 1 mm. Les fréquen
es propres de la plaque sont déterminées

pour 
haque valeur de la 
omposante selon x du nombre d'onde. La partie imaginaire des

fréquen
es est due aux pertes mé
aniques δm = 1 % prises en 
ompte dans le matériau.

Cette valeur a été 
hoisie en a

ord ave
 la base de données du matériau piézoéle
trique


hoisi (Pz26).

La plaque est maillée ave
 des éléments triangulaires. La taille de l'élément �ni est

dire
tement liée à la plus petite longueur d'onde du problème λmin. Pour avoir une bonne
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Figure 2.2 � S
héma représentant le dé
oupage "�
tif" de la plaque in�nie en une in�nité

de 
ellules élémentaires identiques Λ suivant l'axe Ox.

pré
ision de 
al
ul, il est né
essaire d'avoir au minimum 6 éléments par longueur d'onde

[106, 107℄. Dans 
e 
al
ul, les éléments sont 
hoisis de sorte à 
e que le rapport entre λmin

et la taille maximale d'un élément du maillage soit égal à 25. Le solveur retenu pour le


al
ul est PARDISO.

Le module dispositifs piézoéle
triques disponible dans COMSOL Multiphysi
s

R©
prend

en 
ompte les équations de la piézoéle
tri
ité en 
ombinant les deux modules : Mé
anique

du Solide et Éle
trostatique. Cette interfa
e dé�nit deux variables dépendantes : le 
hamp

de dépla
ement u et le potentiel éle
trique V.

Les propriétés du matériau piézoéle
trique Pz26 [105℄ utilisées pour les 
al
uls (
oe�-


ients élastiques, piézoéle
triques et diéle
triques) ont été déterminées à partir des é
han-

tillons utilisés par la suite. La démar
he utilisée pour obtenir les 
ara
téristiques des ma-

tériaux ainsi que les tableaux ré
apitulatifs de 
es valeurs sont donnés en annexe A.

2.1.1 Plaque piézoéle
trique sans éle
trode

a. Courbes de dispersion

La �gure 2.3 représente la partie réelle des fréquen
es 
al
ulées pour une plaque in�nie

suivant la dire
tion x, sans éle
trode métallisée, en fon
tion du nombre d'onde kx. Comme

dans une plaque élastique, on distingue les modes de Lamb symétriques S et antisymé-

triques A. On re
ense sur la �gure 
inq modes : le mode fondamental de �exion A0, le

mode fondamental de 
ompression S0 et les modes d'ordres supérieurs A1, S1 et S2. Les

modes fondamentaux A0 et S0 sont toujours des solutions des équations de Lamb, alors

que les fréquen
es de 
oupure des autres modes dépendent de l'épaisseur de la plaque et

des paramètres du milieu de propagation.
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Figure 2.3 � Courbes de dispersion d'une plaque piézoéle
trique en PZT (Pz26) in�nie

sans éle
trodes, d'épaisseur e = 2, 2 mm.

b. Étude du potentiel éle
trique

L'analyse du potentiel éle
trique et de la déformée des modes de Lamb permet une

meilleure 
ompréhension de leur sensibilité aux di�érentes 
onditions aux limites éle
triques

appliquées sur les deux fa
es de la plaque piézoéle
trique. Pour des raisons pratiques, on

a 
hoisi de fo
aliser notre étude sur les deux modes fondamentaux A0 et S0. Le potentiel

éle
trique et la déformée des modes A0 et S0 dans le plan xOz sont illustrés par la �gure

2.4. Les potentiels éle
triques sont donnés aux fréquen
es pour lesquelles le nombre d'onde

des modes A0 et S0 vaut kx = 1571 m−1
. Cette valeur a été 
hoisie 
ar elle 
orrespond à

un 
as parti
ulier étudié au 
hapitre 3 
onsa
ré à l'étude d'une plaque phononique.

On représente la déformée et le 
hamp de potentiel pour une longueur d'onde 
omplète

(8mm). La déformation et le potentiel éle
trique dans la plaque étant 
ouplés, les extrema

du potentiel éle
trique 
oïn
ident ave
 
eux du dépla
ement mé
anique de l'onde. Le dé-

pla
ement mé
anique du mode de �exion A0 est quasiment uniforme suivant l'épaisseur.

En 
onséquen
e, son potentiel éle
trique représenté sur la �gure 2.4a en niveaux de 
ou-

leurs est symétrique par rapport au plan médian de la plaque, 
e
i entraine une di�éren
e

de potentiel éle
trique nulle entre les deux fa
es de la plaque. Dans le 
as du mode de


ompression S0, la propagation de l'onde s'a

ompagne d'une variation d'épaisseur, 
'est

pourquoi une di�éren
e de potentiel apparaît entre les surfa
es de la plaque, le 
hamp de
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potentiel est antisymétrique vis à vis du plan médian (�gure 2.4b).

(a) Mode A0 représenté à la fréquen
e f = 496, 2 kHz. (b) Mode S0 représenté à la fréquen
e f = 668 kHz.

Figure 2.4 � Potentiels éle
triques (en niveaux de 
ouleurs) et déformées des modes fon-

damentaux pour une plaque piézoéle
trique sans éle
trode dans le plan xOz.

2.1.2 Plaque piézoéle
trique ave
 éle
trodes uniformes

On s'intéresse maintenant au 
as d'une plaque piézoéle
trique re
ouverte d'éle
trodes

uniformes. Dans les 
al
uls qui vont suivre, l'épaisseur des éle
trodes déposées sur les deux

fa
es de la plaque est négligée vis à vis de l'épaisseur de la plaque. Typiquement, pour les

é
hantillons étudiés par la suite, l'épaisseur de l'éle
trode est de l'ordre d'une dizaine de

µm tandis que l'épaisseur de la plaque est de l'ordre du mm. Ainsi, seuls les 
onditions

aux limites éle
triques seront modélisées dans les 
al
uls par éléments �nis. On supposera

les éle
trodes parfaitement 
ondu
tri
es et don
 le potentiel uniforme sur toute la surfa
e

(�gure 2.5).

Figure 2.5 � Appli
ation de potentiels �ottants (PF) sur les deux fa
es de la plaque ave


éle
trodes (
ir
uit ouvert).

a. Courbes de dispersion

Les 
ourbes de dispersion d'une plaque ave
 des éle
trodes ayant un potentiel �ottant

(PF) sont représentées en rouge sur la �gure 2.6. Cette CLE 
orrespond à laisser la valeur

du potentiel libre sur 
haque éle
trode. Les 
ourbes de dispersion de la même plaque sans

éle
trode (�gure 2.3) sont superposées en bleu. On peut 
onstater que le fait d'avoir un
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potentiel éle
trique uniforme et don
 une densité de 
harge uniforme sur toute la surfa
e

de la plaque in�ue sur la dispersion des modes. On observe un dé
alage plus ou moins

important des 
ourbes de dispersion des modes de Lamb vers les basses fréquen
es. Ce

dé
alage des modes témoigne de leur sensibilité aux 
onditions aux limites éle
triques sur

les fa
es de la plaque.
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Figure 2.6 � Courbes de dispersion d'une plaque piézoéle
trique in�nie, d'épaisseur : e =
2, 2 mm. Courbes bleues : plaque sans éle
trode. Courbes rouges : plaque ave
 éle
trodes

(PF).

Il est intéressant d'étudier le 
as parti
ulier des fréquen
es de 
oupures fc de 
haque

mode. La fréquen
e fc d'un mode est dé�nie 
omme étant la fréquen
e d'un mode lorsque

son nombre d'onde k tend vers zéro [44℄.

Un 
al
ul analytique des équations de dispersion des ondes de Lamb dans une plaque

piézoéle
trique in�nie d'épaisseur e polarisée suivant l'axe Oz a été développé (voir annexe

B). Les deux 
as de 
onditions aux limites éle
triques ave
 et sans éle
trodes sont 
onsidérés.

Les fréquen
es de 
oupures 
al
ulées à partir des relations (B.32) et (B.33) obtenues

dans l'annexe B pour les modes A1, S1, S2 et A2 sont respe
tivement : 0, 421 MHz,
0, 841 MHz, 1, 049 MHz et 1, 262 MHz. Elles 
oïn
ident ave
 
elles des modes 
al
ulés

numériquement dont les fréquen
es de 
oupures 
orrespondent à des fréquen
es réelles. On

note que pour k = 0, les modes A1 et A2 de la plaque sans éle
trodes et le mode S2 ne

sont pas réels.
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Ainsi les fréquen
es de 
oupures dépendent des vitesses des ondes de volume, 
e qui

explique leur insensibilité aux 
onditions aux limites éle
triques.

b. Étude du potentiel éle
trique

La �gure 2.7 représente les 
artographies des potentiels éle
triques et des déformées des

modes A0 et S0 pour une plaque piézoéle
trique ave
 des éle
trodes libres éle
triquement

(PF). On remarque que le potentiel éle
trique est nul sur les deux surfa
es de la plaque.

En e�et, la propagation des ondes de Lamb génère une distribution sinusoïdale de 
harges

sur les surfa
es. Les éle
trodes étant parfaitement 
ondu
tri
es, les 
harges en surfa
e se

neutralisent et le potentiel s'annule au voisinage des surfa
es. En s'éloignant de la surfa
e,

le potentiel éle
trique a la même allure que dans une plaque sans éle
trode. C'est 
ette

dis
ontinuité du potentiel au voisinage des surfa
es qui modi�e la dispersion des modes. On

peut 
onsidérer que l'onde qui se propage dans une plaque ave
 des éle
trodes est "
on�née"

dans une épaisseur e�e
tive réduite. Cette épaisseur 
orrespond à l'épaisseur de la plaque

sans la partie au voisinage des deux fa
es où le potentiel est nul. Ce 
hangement d'épaisseur

e�e
tive du guide d'onde induit un dé
alage en fréquen
e des 
ourbes de dispersion [108℄.

(a) Mode A0 représenté à la fréquen
e f = 482, 7 kHz. (b) Mode S0 représenté à la fréquen
e f = 667 kHz.

Figure 2.7 � Potentiels éle
triques (en niveaux de 
ouleurs) et déformées des modes fon-

damentaux pour une plaque piézoéle
trique ave
 éle
trodes au PF dans le plan xOz.

2.1.3 In�uen
e d'une 
harge d'impédan
e éle
trique 
onne
tée aux éle
trodes

Nous nous intéressons dans 
ette partie aux modi�
ations induites sur la dispersion des

ondes de Lamb par l'ajout de 
harges d'impédan
es éle
triques 
onne
tées aux éle
trodes.

Une 
harge d'impédan
e éle
trique Z est 
onne
tée aux deux éle
trodes de la plaque 
omme

montré sur la �gure 2.8. Deux 
as sont présentés. Le premier 
as 
orrespond à la mise en


ourt-
ir
uit (CC) des éle
trodes en 
onne
tant une masse sur les deux bords de la plaque

(Z1 = 0). Le se
ond 
as est l'ajout d'un 
ondensateur de 
apa
ité C en parallèle à la

plaque piézoéle
trique (Z2 = 1/jCω). Les simulations numériques sont faites en utilisant

le module mathématique EDO et EAD globales

1

(COMSOL Multiphysi
s

R©
).

Les 
ourbes de dispersion sont 
al
ulées pour les deux 
as dé
rits pré
édemment ave


Z1 et Z2 (C = 69 nF ). La 
omparaison des 
ourbes de dispersion de 
es deux 
as (
roix

1. Le détail de l'implémentation des équations 
orrespondantes au module EDO et EAD globales sera

expliqué dans le 
hapitre 4.
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Figure 2.8 � Une 
harge d'impédan
e Z est 
onne
tée en parallèle aux deux fa
es de la

plaque piézoéle
trique ave
 éle
trodes.

vertes sur la �gure 2.9) ave
 
elles d'une plaque ave
 éle
trodes en potentiels �ottants

(superposées en 
arrés rouges) ne montre au
une di�éren
e. Le 
hoix de la valeur de la


apa
ité est arbitraire, le résultat est le même ave
 n'importe quelle autre valeur 
hoisie.

Dans le 
as d'une plaque uniforme in�nie ave
 éle
trodes 
omme dans le 
as d'une 
harge

d'impédan
e ajoutée, les 
harges se 
ompensent sur les surfa
es et la di�éren
e de potentiel

est nulle entre les deux surfa
es de la plaque piézoéle
trique. Quelques soient les 
onditions

aux limites éle
triques appliquées, au
un 
ourant ne 
ir
ule dans la 
harge d'impédan
e Z.
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Figure 2.9 � Comparaison des 
ourbes de dispersion d'une plaque piézoéle
trique in�nie

d'épaisseur e = 2, 2 mm ave
 éle
trodes en potentiel �ottant ave
 la même plaque 
onne
tée

à une 
harge Z. Carrés rouges : potentiel �ottant. Losanges verts : Z1 = 0. Points bleus :
Z2 = 1/jCω.
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2.2 Impédan
e éle
trique de la plaque piézoéle
trique ave
 ou sans éle
-

trode

Comme indiqué dans le 
hapitre pré
édent, l'impédan
e éle
trique est généralement

utilisée pour 
ara
tériser les éléments piézoéle
triques. Il est intéressant de la 
al
uler pour

étudier la sensibilité des modes de Lamb aux di�érentes 
onditions aux limites éle
triques.

Les simulations en régime harmonique permettent une étude de la réponse fréquentielle

de la plaque piézoéle
trique en fon
tion des 
onditions aux limites éle
triques en employant

les modules dispositifs piézoéle
triques et 
ir
uit éle
trique de COMSOL Multiphysi
s

R©
.

(a) Représentation s
hématique de la plaque piézoéle
trique sans éle
trodes.

(b) Représentation s
hématique de la plaque piézoéle
trique ave
 des éle
-

trodes uniformes au potentiel �ottant.

Figure 2.10 � Plaques piézoéle
triques modélisées pour le 
al
ul d'impédan
e éle
trique :

plaque piézoéle
trique de longueur �nie (L = 80 mm) dans le plan xOz. Les deux éle
trodes

rouges au bord de la plaque sont 
onne
tées à une sour
e de tension alternative d'amplitude

égale à 10V.

La plaque piézoéle
trique de longueur L présentée dans la �gure 2.10 est modélisée ave


une géométrie �nie dans le plan xOz. Les longueur et largeur de la plaque ont une valeur

de 80 mm et son épaisseur e = 2, 2 mm. Bien que la modélisation soit e�e
tuée dans un

plan 2D, il est possible de dé�nir dans le logi
iel COMSOL Multiphysi
s

R©
une profondeur

qui 
orrespondrait dans notre 
as à la largeur de la plaque. Une éle
trode de 2 mm de

longueur est modélisée sur 
haque fa
e pour l'ex
itation des ondes. Ces éle
trodes sont


onne
tées via le module 
ir
uit éle
trique à une sour
e de tension alternative d'amplitude

10 V . La disposition des éle
trodes d'ex
itation (symétrique par rapport au plan médian de

la plaque) permet de générer uniquement le mode S0. On 
al
ule l'impédan
e éle
trique à

partir de l'évaluation du 
ourant I et de la tension U au niveau des éle
trodes d'ex
itation

ave
 la loi d'Ohm Z = U/I.
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Dans un premier temps, les 
as d'une plaque piézoéle
trique ave
 et sans éle
trode

métallisée sont 
onsidérés. D'autres 
onditions aux limites éle
triques seront étudiées en

utilisant les 
omposants éle
triques disponibles dans le module 
ir
uit éle
trique du logi
iel

COMSOL Multiphysi
s

R©
.
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Figure 2.11 � Impédan
e éle
trique 
omplexe Z de la plaque piézoéle
trique. Courbe

bleue : plaque sans éle
trode. Courbe rouge : plaque ave
 éle
trodes au potentiel �ottant.

La �gure 2.11 montre les parties réelles (�gure 2.11a) et imaginaires (�gure 2.11
) de

l'impédan
e éle
trique pour une plaque sans éle
trode (
ourbe bleue) et une plaque ave


ses éle
trodes au potentiel �ottant (
ourbe rouge).

La position en fréquen
e de l'anti-résonan
e de la plaque est approximée par la fréquen
e

parallèle fp qui est pro
he de 
elle-
i à 
ause des faibles pertes. Comme nous l'avons vu au


hapitre pré
édent (relation (1.19)), elle s'é
rit de la manière suivante :

fp =
1

2ep

√

cD33
ρ

(2.1)
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où cD33 est le 
oe�
ient élastique suivant l'axe d'épaisseur de la plaque (axe Oz ou axe 3)

à dépla
ement éle
trique 
onstant, ρ la masse volumique et ep l'épaisseur de la plaque. Les
valeurs utilisées dans 
e 
al
ul sont : ρ = 7500 kg.m−3

, cD33 = 150, 4 GPa et ep = 2, 2 mm
(le tableau des 
oe�
ients est donné dans l'annexe A).

On obtient théoriquement pour les plaques étudiées fp = 1, 03 MHz. Les 
ourbes

d'impédan
es 
al
ulées numériquement montrent un maximum d'amplitude autour de

1, 04 MHz pour les plaques ave
 et sans éle
trode.

L'allure de la partie imaginaire de l'impédan
e éle
trique de la plaque montre le 
om-

portement 
apa
itif de 
elle-
i (�gure 2.11
). La 
apa
ité bloquée de la plaque Cp est

évaluée à partir de la formule (1.23) en fon
tion de la permittivité diéle
trique relative ǫS33,
la permittivité du vide ǫ0, la surfa
e d'une éle
trode A et l'épaisseur de la plaque ep. Le

�té de la plaque étant de 80 mm, la surfa
e est estimée à 6400 mm2

.

On dé�nit la 
apa
ité basse fréquen
e Cb de la plaque piézoéle
trique 
omme étant la


apa
ité évaluée à des fréquen
es inférieures à fp. On l'estime également ave
 la formule

de la 
apa
ité d'un 
ondensateur plan (1.23) mais en utilisant 
ette fois 
i la permittivité

diéle
trique à 
ontrainte 
onstante ǫT33

Cb =
ǫT33ǫ0A

ep
(2.2)

La relation entre Cp et Cb s'é
rit en fon
tion du 
oe�
ient de 
ouplage kt :

Cb =
Cp

1− k2t
(2.3)

Les valeurs des 
apa
ités Cp et Cb ainsi que les valeurs des 
onstantes qui ont permis

de les évaluer sont ré
apitulées dans la Table 2.1.

ep (mm) ǫS33 ǫT33 ǫ0 (F.m
−1
) A (m2

) Cp (nF) Cb (nF)

2,2 768 1067 8, 85.10−12 64.10−4
19,7 27,5

Table 2.1 � Épaisseur de la plaque ep, 
onstantes diéle
triques ǫ
S
33 et ǫ

T
33, permittivité du

vide ǫ0, surfa
e d'une éle
trode S, 
apa
ités Cp et Cb.

Le pi
 observé à la fréquen
e 653 kHz est un mode de bout. Ce type de mode a été

étudié par le passé [109℄. Il reste lo
alisé à l'extrémité de la plaque et est évanes
ent dans

la dire
tion Ox. Le pi
 d'impédan
e asso
ié à 
e mode disparaît don
 lorsqu'on s'éloigne

de l'extrémité de la plaque.

En basses fréquen
es, on observe des pi
s également liés à la présen
e de modes de

Lamb se propageant dans la plaque et donnant naissan
e à des modes stationnaires aux

fréquen
es d'a

ord de phase suivant la longueur de la plaque.

La �gure 2.12 donne une représentation s
hématique des premiers modes stationnaires.

La 
ondition de stationnarité des ondes de Lamb se propageant dans la dire
tion (Ox )

s'é
rit :
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2L = nλ (2.4)

où λ est la longueur d'onde, L la longueur de la plaque piézoéle
trique et n un entier.

Ce
i 
onduit à la 
ondition suivante pour les nombres d'ondes

kn =
nπ

L
(2.5)

Figure 2.12 � S
héma des ondes stationnaires dans le plan xOz de la plaque.

On détermine la fréquen
e et le nombre d'onde kn des 28 premiers pi
s d'anti-résonan
e

sur la �gure 2.11b pour la plaque ave
 éle
trodes. La valeur du nombre d'onde pour 
haque

fréquen
e est superposée aux 
ourbes de dispersion d'une plaque piézoéle
trique ave
 éle
-

trodes. Le résultat est présenté sur la �gure 2.13. On véri�e ainsi que 
haque pi
 de ré-

sonan
e de l'impédan
e éle
trique pour des fréquen
es inférieures à f = 600 kHz est un

mode stationnaire de l'onde S0. Le même raisonnement aurait pu s'appliquer sur le mode

antisymétrique A0 ave
 une ex
itation éle
trique adéquate.
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Figure 2.13 � Courbes de dispersion théoriques d'une plaque ave
 éle
trodes en potentiel

�ottant (
arrés rouges). Le mode S0 est superposé ave
 la ligne 
onstruite ave
 les points

(k, fn) extraits de la 
ourbe d'impédan
e éle
trique 
orrespondante (
ourbe grise).
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Le dé
alage fréquentiel entre les pi
s observés sur les spe
tres d'impédan
es éle
triques


al
ulés pour les plaques ave
 et sans éle
trode (�gures 2.11b et 2.11d) est la 
onséquen
e

de la sensibilité des ondes de Lamb aux 
onditions aux limites éle
triques qui se traduit par

un 
hangement de vitesse. Il est don
 possible d'établir un lien entre le dé
alage fréquentiel

de 
es pi
s et le dé
alage observé sur les 
ourbes de dispersion des ondes de Lamb (�gure

2.6).

2.3 Impédan
e éle
trique de la plaque piézoéle
trique ave
 ajout de


harges éle
triques d'impédan
e

On a vu pré
édemment (se
tion (2.1.3)) que la dispersion des modes de Lamb se pro-

pageant dans une plaque piézoéle
trique n'était pas modi�ée par l'ajout d'une 
apa
ité à

ses bornes. A�n de 
onsolider 
e résultat, on 
al
ule l'impédan
e éle
trique d'une plaque

piézoéle
trique sur laquelle est 
onne
tée un 
ondensateur ou une bobine. On reprend la


on�guration pré
édemment utilisée pour 
al
uler l'impédan
e sur une plaque seule en y

ajoutant une 
harge d'impédan
e Z (�gure 2.14)

Figure 2.14 � Impédan
e de 
harge (Z) 
onne
tée aux éle
trodes (en bleue) de la plaque.

Les éle
trodes représentées en rouge sont 
onne
tées à une sour
e de tension alternative.

a. Ajout d'un 
ondensateur

Les spe
tres d'impédan
es éle
triques ave
 
ondensateurs pour di�érentes valeurs de


apa
ités C sont 
al
ulés numériquement. Les parties réelles et imaginaires sont représen-

tées sur la �gure 2.15. Les valeurs des 
apa
ités 
hoisies sont respe
tivement égales à l'∞
(
ourt-
ir
uit CC), 2Cp, Cp, Cp/2, la 
apa
ité bloquée Cp étant de 19, 2 nF (Table 2.1). Les


ourbes pour les di�érentes valeurs de C se superposent parfaitement. On remarque une

diminution de l'amplitude des pi
s par rapport à la plaque ave
 PF mais au
un dé
alage

fréquentiel des pi
s. Ce
i peut être expliqué par la mise à la masse des éle
trodes lors de

la 
onnexion d'une 
harge d'impédan
e qui permet aux 
harges de 
ir
uler à l'extérieur

du système. Ce résultat est en a

ord ave
 les 
ourbes de dispersion des ondes de Lamb

obtenues pré
édemment, au
une variation de vitesse de propagation des ondes de Lamb

n'est observée (�gure 2.9).
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Figure 2.15 � Impédan
e éle
trique 
omplexe pour di�érentes valeurs de 
harges 
apa
i-

tives 
onne
tées aux éle
trodes. Les 
ourbes 
al
ulées pour les di�érentes valeurs de C sont

parfaitement superposées.

b. Ajout d'une bobine

Le bran
hement d'une bobine d'indu
tan
e L ave
 la plaque piézoéle
trique produit

une résonan
e éle
trique à la fréquen
e fe :

fe =
1

2π
√
LC

(2.6)

Trois valeurs d'indu
tan
es sont étudiées, L = 36 µH, L = 100 µH et L = 470 µH.

Les spe
tres d'impédan
es pour les trois valeurs de L et le 
as d'éle
trodes ave
 PF sont

tra
és sur la �gure 2.16. Comme pré
édemment, les amplitudes des pi
s diminuent lorsqu'on

ajoute une 
harge d'impédan
e. Les 
ourbes pour les di�érentes valeurs de L se superposent

parfaitement, on observe 
ependant une résonan
e supplémentaire sur 
haque spe
tre qui


orrespond à la résonan
e éle
trique fe.

On 
al
ule les fréquen
es de résonan
es éle
triques à partir de la formule (2.6) en


onsidérant les deux valeurs de 
apa
ités Cp et Cb pour 
haque valeur d'indu
tan
e. On

regroupe 
es valeurs ainsi que 
elles relevées sur les spe
tres d'impédan
es éle
triques dans

la Table 2.2. Un bon a

ord est observé entre les valeurs relevées et 
elles 
al
ulées à partir

de Cb. Par 
ontre on remarque un dé
alage (entre 11 % et 15 %) entre les valeurs relevées

et 
elles 
al
ulées à partir de Cp. Ce
i s'explique 
ar la fréquen
e de résonan
e éle
trique

apparaît à une fréquen
e inférieure à fp, elle est don
 asso
iée à la valeur basse fréquen
e

Cb de la 
apa
ité de la plaque.
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Figure 2.16 � Impédan
e éle
trique 
omplexe pour di�érentes valeurs de 
harges indu
tives


onne
tées aux éle
trodes.

L (µH) 36 100 470

fe relevée (kHz) 167 98 46

fe théorique à partir de Cp (kHz) 188,7 113,2 52,2

∆fe à partir de Cp (%) 11,5 13,4 11,8

fe théorique à partir de Cb (kHz) 160 96 44,2

∆fe à partir de Cb (%) 4 2 3,9

Table 2.2 � Valeurs des indu
tan
es et fréquen
es de résonan
e éle
trique 
orrespondante.

∆fe est l'erreur relative.

Mis à part le pi
 de résonan
e éle
trique supplémentaire, on remarque que le bran
he-

ment d'une indu
tan
e n'a au
un e�et sur la position fréquentielle des pi
s 
orrespondant

aux modes de Lamb S0. On peut don
 
on
lure que l'indu
tan
e n'a pas non plus d'e�et

sur la dispersion des modes de Lamb.

On présente dans la pro
haine se
tion une étude expérimentale de la dispersion des

modes de Lamb sur une plaque piézoéle
trique ave
 di�érentes 
onditions aux limites éle
-

triques.
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3 Étude expérimentale

3.1 Présentation de l'é
hantillon

L'é
hantillon est une plaque piézoéle
trique Pz26 [105℄ polarisée selon son épaisseur de

longueur L = 80 mm, de largeur l = 80 mm et d'épaisseur ep = 2, 2 mm. Ses surfa
es sont


ouvertes de deux éle
trodes en argent, l'épaisseur de 
haque éle
trode ne dépasse pas une

dizaine de mi
romètres [105℄. Deux bandes re
tangulaires en vis à vis de 2 mm de largeur


ha
une et espa
ées de 0, 3 mm ont été dé
oupées sur 
haque éle
trode initiale. Elles sont

utiles pour l'ex
itation éle
trique des ondes de Lamb (�gure 2.17a). La 
ara
térisation des

ondes de Lamb se fait sur la surfa
e restante des deux éle
trodes qui 
ouvrent la plaque.

(a) Deux éle
trodes re
tangulaires sont dé
oupées sur 
haque fa
e

pour l'ex
itation éle
trique des modes symétriques et antisymé-

triques.

(b) Photographie de l'é
hantillon 1.

Une bande (horizontale) de s
ot
h

ré�é
hissant est 
ollée sur la surfa
e

pour la mesure optique.

(
) S
héma (
oupe) du dispositif. Les éle
trodes 1, 2, 3 et 4 sont utili-

sées pour la génération des ondes de Lamb. Les 
onditions aux limites

éle
triques sont appliquées sur les éle
trodes 5 et 6.

Figure 2.17 � S
hémas (a) et (
) et photographie du dispositif utilisé.

Un dispositif expérimental a été mis en pla
e pour mesurer la dispersion des ondes de

Lamb dans la plaque piézoéle
trique. Un générateur d'impulsions Sofranel

R©
délivrant une

impulsion éle
trique de l'ordre de 200 V sur une durée de 50 ns environ est 
onne
té aux

éle
trodes en bord de plaque. L'ex
itation étant symétrique vis à vis du plan médian de la

plaque (on utilise les éle
trodes 1 et 2 sur la �gure 2.17
 pour la génération des ondes), on

favorise ainsi la génération des ondes de Lamb symétriques.

Un vibromètre laser Polyte


R©
mesure la 
omposante normale de la vitesse de vibration

à la surfa
e de la plaque. Il est pla
é sur un axe perpendi
ulaire à la surfa
e de la plaque sur

64



3 Étude expérimentale Chapitre 2

un module de translation motorisé dans le sens de la propagation de l'onde (�gure 2.18).

Un balayage est e�e
tué suivant l'axe (Ox ) sur une longueur de 44 mm par pas de 0, 1 mm.

On enregistre un signal temporel à 
haque point de mesure pour obtenir une matri
e de

signaux spatiotemporels que l'on traitera par la suite. Chaque signal temporel enregistré

est le résultat d'une moyenne de 512 a
quisitions e�e
tuées ave
 un os
illos
ope numérique

LeCroy

R©
, a�n d'améliorer le rapport signal à bruit. La sensibilité du vibromètre laser est

réglée à la valeur 25 mm/s/V , elle permet de déte
ter un signal jusqu'à une fréquen
e

maximale de 1, 5 MHz (�gure 2.18).

(a) S
héma du dispositif. (b) Photographie du dispositif.

Figure 2.18 � Dispositif expérimental pour la mesure de la 
omposante normale de la

vitesse de vibration.

3.2 Mesure sur une plaque piézoéle
trique ave
 éle
trodes métallisées

au potentiel �ottant

La première mesure s'e�e
tue ave
 les deux éle
trodes en PF (
ir
uit ouvert). Les

signaux spatiotemporels sont présentés sur la �gure 2.19. La partie du signal en
adrée en

pointillés bleus 
orrespond aux ondes de Lamb in
identes générées au bord de la plaque.

Le balayage a été e�e
tué au milieu de la plaque. On observe les ondes ré�é
hies par l'autre

extrémité à partir de 40 µs. Ces ondes ré�é
hies sont en
adrées en rouge sur la �gure.

Le signal est fenêtré spatialement et temporellement pour ne prendre en 
ompte que les

ondes in
identes en
adrées en bleu sur la �gure 2.19. Une double transformée de Fourier est

ensuite appliquée sur les signaux temporels pour obtenir une représentation dans l'espa
e

des fréquen
es et des nombres d'ondes. Son module est représenté en niveaux de 
ouleurs

65



Chapitre 2 3 Étude expérimentale

 

 

x (mm)

T
em

ps
 (

µs
)

0 10 20 30 40

0

10

20

30

40

50

60  

70 −0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

Ondes réfléchies
par les bords
opposés de la

plaque

Ondes
incidentes

Figure 2.19 � Signaux spatiotemporels pour la plaque piézoéle
trique ave
 des éle
trodes

en PF. Les ondes in
identes sont en
adrées en bleu et les ondes ré�é
hies en rouge.

sur la �gure 2.20. Les 
ourbes de dispersion 
al
ulées numériquement pour une plaque

piézoéle
trique ave
 des éle
trodes ayant un potentiel �ottant et présentées dans la se
tion

2.1.2 y sont superposées. On 
onstate un bon a

ord entre le modèle numérique et les

données expérimentales. L'ex
itation éle
trique par les deux éle
trodes à l'extrémité de la

plaque permet de générer les deux modes symétriques S0 et S2, le mode S1 est généré

également mais en plus hautes fréquen
es autour de f = 1, 3 MHz.

Pour générer les modes antisymétriques, il su�t d'ex
iter les modes de Lamb d'une

manière asymétrique : au lieu d'utiliser le 
ouple d'éle
trodes (1,2) dont les éle
trodes

sont l'une en fa
e de l'autre, on utilise les éle
trodes 1 et 4 qui sont dé
alées suivant

l'axe Ox (�gure 2.17
). Ce dé
alage permet de générer les deux types de modes de Lamb,

symétriques et antisymétriques. Une mesure est réalisée ave
 
e type d'ex
itation dans les

mêmes 
onditions expérimentales que la première mesure. Le balayage 1D est e�e
tué sur

toute la longueur de la plaque. Les signaux sont analysés ave
 le même traitement des

signaux que pré
édemment. L'image de la double transformée de Fourier est présentée sur

la �gure 2.21.
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Figure 2.20 � Transformée de Fourier 2D du signal fenêtré mesuré sur une plaque ave


éle
trodes ex
itées d'une manière symétrique (représentée en niveaux de 
ouleurs). Les


ourbes obtenues par MEF sont superposées en pointillés blan
s.
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Figure 2.21 � Transformée de Fourier 2D du signal fenêtré mesuré sur la plaque ave


éle
trodes ex
itées d'une manière asymétrique. Les 
ourbes obtenues par MEF sont super-

posées (pointillés blan
s).

3.3 Mesure sur une plaque piézoéle
trique ave
 d'autres 
onditions aux

limites éle
triques

Une impédan
e de 
harge est 
onne
tée entre les deux éle
trodes 
omme illustré sur la

�gure 2.10. Un suivi de mode guidé est réalisé 
omme pré
édemment.

67



Chapitre 2 3 Étude expérimentale

Trois 
onditions aux limites éle
triques di�érentes sont étudiées. Dans un premier

temps, les éle
trodes sont en 
ourt 
ir
uit et mises à la masse. Ensuite, les deux éle
trodes

sont 
onne
tées en parallèle à une bobine d'indu
tan
e L = 470 µH et dans la dernière me-

sure, elles sont bran
hées en parallèle ave
 un 
ondensateur d'une 
apa
ité C = 69 nF en

a

ord ave
 les valeurs théoriques dis
utées dans les partie 2.1.3. Les 
ourbes de dispersion

pour 
es trois 
as d'études sont a�
hées dans les �gures 2.22a, 2.22b et 2.22
 respe
ti-

vement. Les modes de Lamb 
al
ulés numériquement pour le 
as des éle
trodes ave
 un

potentiel �ottant sont superposés en pointillés blan
s sur les trois �gures.

La 
omparaison de 
es résultats ave
 le 
as expérimental d'une plaque ave
 des éle
-

trodes ave
 un potentiel �ottant montrent une di�éren
e d'amplitude des modes générés

mais au
un dé
alage fréquentiel. Un bon a

ord est observé entre les modes expérimen-

taux et les 
ourbes de dispersion théoriques. Ce
i démontre d'une manière expérimentale

que la dispersion des ondes de Lamb dans une plaque piézoéle
trique ave
 des éle
trodes

uniformes n'est pas sensible aux 
onditions aux limites éle
triques appliquées sur 
elles-
i.
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Figure 2.22 � Transformée de Fourier 2D du signal fenêtré mesuré sur une plaque ave


des éle
trodes 
onne
tées à une 
harge d'impédan
e Z. Les 
ourbes obtenues par MEF sont

superposées pour le 
as des éle
trodes ave
 un PF (pointillés blan
s).

3.4 Mesure sur plaque piézoéle
trique sans éle
trode

A�n de véri�er les 
al
uls par éléments �nis des 
ourbes de dispersion présentées dans

la se
tion 2.1.1, une plaque piézoéle
trique sans éle
trode a été réalisée.

Pour retirer les éle
trodes en argent de l'é
hantillon dont on dispose, la plaque a été

plongée dans un bain d'a
ide nitrique à 69, 5 %. Ensuite, pour générer les ondes de Lamb

d'une manière éle
trique, deux bandes d'éle
trodes en aluminium ont été déposées sur


ha
une des fa
es. La largeur de 
haque éle
trode est 2mm et l'espa
e entre deux éle
trodes

est de quelques 
entaines de mi
romètres. Les �ls pour les prises de 
onta
t sont �xés à

l'aide d'une 
olle 
ondu
tri
e. Une photographie de l'é
hantillon est montrée sur la �gure

2.23.

Le même proto
ole de mesure est suivi. Ave
 une ex
itation asymétrique, on génère les

deux types de modes de Lamb (A et S). La �gure 2.24 représente le module de la double

transformée de Fourier des signaux spatiotemporels. Les 
ourbes de dispersion 
al
ulées
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Figure 2.23 � Photographie de l'é
hantillon 2 : plaque piézoéle
trique sans éle
trode de

dimension 80 × 80 × 2.2 mm3
. Deux éle
trodes en aluminium de largeur de 2 mm sont

déposées sur 
haque fa
e. Une bande (verti
ale) de s
ot
h ré�é
hissante est 
ollée sur la

fa
e pour la mesure optique.

numériquement pour une plaque piézoéle
trique sans éle
trodes sont superposées en poin-

tillés blan
s. À nouveau, on 
onstate un bon a

ord entre le modèle numérique et les relevés

expérimentaux.
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Figure 2.24 � Transformée de Fourier 2D du signal fenêtré mesuré sur la plaque sans

éle
trode (représentée en niveaux de 
ouleurs). Les 
ourbes numériques 
orrespondantes

sont superposées (pointillés blan
s).
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4 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre on a étudié numériquement et expérimentalement la propagation des

ondes de Lamb dans une plaque piézoéle
trique ave
 di�érentes 
onditions aux limites éle
-

triques : plaque sans éle
trode, éle
trodes ave
 un potentiel �ottant, éle
trodes 
onne
tées

à des 
harges d'impédan
es 
apa
itive et indu
tive. La sensibilité des ondes de Lamb à 
es

di�érentes 
onditions aux limites éle
triques a été analysée pour 
ha
un des 
as en exa-

minant théoriquement et expérimentalement les diagrammes de bandes et les impédan
es

éle
triques.

Les résultats obtenus ont montré que la dispersion des ondes de Lamb dans une plaque

piézoéle
trique sans éle
trode est di�érente de 
elle d'une plaque ave
 éle
trodes. Cepen-

dant, les diagrammes de bandes et les spe
tres d'impédan
e éle
trique ont montré que

la 
onnexion d'une 
harge 
apa
itive aux bornes des éle
trodes de la plaque n'a au
un

e�et sur la dispersion des ondes de Lamb. Bien qu'un pi
 supplémentaire apparaisse sur

le spe
tre d'impédan
e à la fréquen
e de résonan
e éle
trique lors de la 
onnexion d'une


harge indu
tive, les vitesses du mode S0 ne sont pas a�e
tées.

Ce travail sur une plaque piézoéle
trique ave
 des surfa
es uniformes est indispensable à

la 
ompréhension de la propagation des ondes de Lamb dans une plaque ave
 des éle
trodes

périodiques soumises aux di�érents types de 
onditions aux limites éle
triques. Cette plaque

phononique est l'objet d'étude des pro
hains 
hapitres de 
e manus
rit.
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Chapitre 3

Ondes de Lamb dans une plaque

phononique piézoéle
trique

1 Introdu
tion

Nous nous sommes intéressés dans le 
hapitre pré
édent aux ondes de Lamb dans une

plaque piézoéle
trique. Nous avons vu que la dispersion de 
es ondes est modi�ée selon

qu'une plaque piézoéle
trique est 
ouverte ou non d'éle
trodes. Ces 
hangements sont liés

aux modi�
ations des 
onditions aux limites éle
triques (CLE) et non à un e�et de masse

ajoutée. Il est don
 possible de 
ontr�ler la propagation des ondes de Lamb dans la plaque

en modi�ant le potentiel éle
trique à sa surfa
e.

Dans 
e 
hapitre, la plaque piézoéle
trique sera re
ouverte sur 
ha
une de ses fa
es

d'une su

ession d'éle
trodes disposées de façon périodique. Ces 
on�gurations permettent

de nouvelles fon
tionnalités à partir des 
onditions aux limites éle
triques appliquées. Une

étude théorique sera suivie d'une 
onfrontation expérimentale à travers la superposition

des 
ourbes de dispersion. Dans 
e 
adre, plusieurs grandeurs seront étudiées 
omme le

taux de re
ouvrement des éle
trodes sur la plaque piézoéle
trique ainsi que di�érentes


ombinaisons de 
onditions aux limites éle
triques (
ourt-
ir
uit et 
ir
uit ouvert). Pour

terminer, les e�ets observés seront 
on�rmés ave
 des mesures d'impédan
es éle
triques.
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2 Étude numérique par éléments �nis

2.1 Des
ription du 
ristal phononique piézoéle
trique

Le 
ristal phononique étudié i
i est une plaque piézoéle
trique homogène de PZT (ave


la même 
omposition que 
elle utilisée dans le 
hapitre pré
édent) possédant un réseau

d'éle
trodes disposées périodiquement sur ses deux fa
es. Le motif élémentaire est 
omposé

d'une éle
trode de largeur a et d'une partie sans éle
trodes de largeur b qui 
orrespond

à l'espa
e entre deux éle
trodes su

essives. La taille de la maille élémentaire est don
 :

Λ = a+ b (�gure 3.1).

Le rapport entre a et Λ 
ara
térise le fa
teur de re
ouvrement r dé�ni de la manière

suivante :

r(%) =
a

Λ
× 100 (3.1)

Ainsi on a un fa
teur de re
ouvrement de 0 % pour une plaque sans éle
trodes et de

100 % pour une plaque ave
 des éle
trodes uniformes.

Figure 3.1 � Représentation de la 
ellule élémentaire. La périodi
ité Λ est la somme de la

longueur de l'éle
trode a et de l'espa
e entre deux éle
trodes su

essives b. Les éle
trodes

ont un potentiel �ottant (PF). Des 
onditions aux limites périodiques de Blo
h-Floquet

sont appliquées de 
haque 
�té de la 
ellule élémentaire.

2.1.1 Courbes de dispersion

Un modèle numérique bi-dimensionnel de la plaque phononique est développé. Les


ara
téristiques du modèle sont les mêmes que 
elles du 
hapitre pré
édent. Une étude

modale est e�e
tuée en appliquant les 
onditions de Blo
h-Floquet sur le dépla
ement u

et le potentiel éle
trique V suivant la dire
tion (Ox ) :

u(x+ Λ, kx) = u(x, kx)e
−ikxΛ

(3.2)

V(x+ Λ, kx) = V(x, kx)e
−ikxΛ

(3.3)
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Ces 
onditions mé
anique de périodi
ité sont appliquées sur les extrémités de la 
ellule

élémentaire, 
omme représenté sur la �gure 3.1. On 
hoisit de présenter le 
as d'une 
ellule

élémentaire d'épaisseur ep = 2, 2 mm et de longueur Λ = 2 mm (a = 1, 7 mm et b =
0, 3 mm). Cette géométrie 
orrespond à un fa
teur de re
ouvrement de 85%.

Figure 3.2 � Diagramme de bandes d'une plaque phononique ave
 des éle
trodes en po-

tentiel �ottant (PF) de périodi
ité Λ = 2 mm et un fa
teur de re
ouvrement r = 85 %. les

bandes bleues indiquent les bandes d'arrêts et la bande rouge une mini bande d'arrêt. Les

fréquen
es finf et fsup sont pré
isées pour le mode S0.

L'étude modale est réalisée en faisant varier la 
omposante selon x du nombre d'onde

sur la demi-zone de Brillouin (ZDB) par pas de π/100Λ ( kx ∈ [0;π/Λ]). Le résultat

de 
e 
al
ul modal donne les fréquen
es (valeurs propres) pour 
haque nombre d'onde. On

représente sur la �gure 3.2 les parties réelles des fréquen
es 
al
ulées en fon
tion du nombre

d'onde. On observe les repliements des 
ourbes de dispersion des modes de Lamb aux bords

de la ZDB (k = 0 et k = π/Λ).

La �gure 3.2 présente le diagramme de bandes de 
inq modes A0, S0, A1, S1 et S2 sur

une plage fréquentielle [0 ;1,25 MHz℄. Nous pouvons observer que la répartition périodique

des éle
trodes 
hange la dispersion des modes de Lamb par rapport à une plaque ave
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des éle
trodes uniformes (�gure 2.6) et induit l'ouverture de bandes de fréquen
es dans

lesquelles la propagation est interdite. Ces bandes d'arrêts peuvent être de deux natures

di�érentes. D'une part on observe des bandes d'arrêt à la limite de la ZDB. Elles sont

désignées par des re
tangles bleus sur le diagramme de bande de la �gure 3.2 et ne font

intervenir qu'un seul mode. D'autre part, des bandes d'arrêts apparaissent à l'intérieur de

la zone de Brillouin, en
ore appelées mini-bandes d'arrêts, et font intervenir deux modes

di�érents 
ontra-propagatifs [108, 110℄. Le terme mini bande d'arrêt a été introduit en

éle
tromagnétisme pour désigner des bandes interdites faisant intervenir des modes de

natures di�érentes [111℄.

Certains auteurs [112℄ dé�nissent deux types d'interse
tions des 
ourbes de dispersion :

Le premier phénomène appelé blo
age ou lo
king en anglais se produit lorsque deux modes

ont des vitesses de groupe de signes opposés au point de 
roisement, 
'est 
e que l'on

observe i
i aux niveaux de la mini-bande d'arrêt. On a matérialisé par une bande rouge la

mini-bande d'arrêt entre le mode A0 et le mode A1 
omprise entre les fréquen
es 678, 8 kHz
et 702, 4 kHz. Le se
ond phénomène est l'é
artement des modes, en
ore appelé veering en

anglais. Il résulte de l'intera
tion de deux modes ayant des vitesses de groupe du même

signe.

Chaque bande interdite est 
ara
térisée par les deux fréquen
es qui la délimitent. On

note les fréquen
es des bran
hes inférieures et supérieures respe
tivement finf et fsup. La
fréquen
e 
entrale de la bande interdite fc et sa largeur relative Lgap sont dé�nies par les

relations suivantes :

fc =
finf + fsup

2
(3.4)

Lgap(%) =
fsup − finf

fc
× 100 (3.5)

Les valeurs des fréquen
es 
ara
téristiques et des largeurs relatives des bandes d'arrêts

présentes sur la �gure 3.2 sont présentées dans la Table 3.1.

Mode finf (kHz) fsup (kHz) fc(kHz) Lgap (%)

A0 448,3 456,1 452,2 1,72

S0 647,6 674,4 661 4,05

A1 917,7 958,9 938,3 4,39

S1 1089 1120 1104 2,8

A0/A1 678,8 702,4 690,9 3,42

Table 3.1 � Fréquen
es 
ara
téristiques et largeurs des bandes interdites.

On 
onstate que les largeurs des bandes interdites di�érent d'un mode à un autre. Pour


omprendre le mé
anisme d'ouverture d'une bande d'arrêt, nous pouvons étudier la repré-

sentation du potentiel éle
trique de la plaque phononique asso
ié à un mode. Étant donné

qu'on a montré dans le 
hapitre pré
édent que les résonan
es des impédan
es éle
triques
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en basses fréquen
es (avant 400 kHz) 
orrespondent au mode S0, on a 
hoisi de 
onsidérer

le 
as de 
e mode dans la suite de 
es travaux.

2.1.2 Interprétation physique - Étude du potentiel éle
trique

On a vu dans le 
hapitre pré
édent que le potentiel éle
trique d'une plaque piézoéle
-

trique in�nie re
ouverte d'éle
trodes uniformes s'annule au voisinage de la surfa
e, 
e n'est

pas le 
as du potentiel éle
trique d'une plaque sans éle
trode. Dans le 
as de la plaque pho-

nonique piézoéle
trique étudiée i
i, 
ha
une de ses surfa
es est une alternan
e entre une

partie métallisée a et une partie non métallisé b. Cette alternan
e 
rée une dis
ontinuité

périodique du potentiel éle
trique au voisinage des surfa
es pour 
ertaines fréquen
es, 
e

qui favorise l'ouverture des bandes de fréquen
es interdites.

On 
al
ule numériquement les potentiels éle
triques aux deux fréquen
es finf et fsup
de la bande interdite du mode S0 à k = π/Λ et on les 
ompare aux potentiels éle
triques

du même mode au point de son premier repliement pour une plaque sans éle
trode et une

plaque ave
 éle
trodes uniformes. La �gure 3.3 représente le potentiel éle
trique (en niveaux

de 
ouleurs et la déformée du mode S0 dans le plan Oxz, sur une distan
e 
orrespondant à

deux longueurs d'onde (8 mm).

PF PF PFPF PF

PF PF PFPF PF

a a aba/2 a/2b b b

(a) Plaque phononique, fsup = 674, 4 kHz. (b) Plaque sans éle
trode, f = 668 kHz.

PF PF PFPF PF

a a aba/2 a/2b b b

PF PF PFPF PF

(
) Plaque phononique, finf = 647, 6 kHz. (d) Plaque ave
 éle
trodes uniformes, f =
668 kHz.

Figure 3.3 � Potentiels éle
triques et déformées du mode S0 
al
ulés aux bords de la ZDB

ave
 k = π/Λ = 392, 7 m−1
.

Sur la �gure 3.3a, on représente le potentiel éle
trique à la fréquen
e fsup de la bande

interdite du mode S0 de la plaque phononique, les valeurs du potentiel éle
trique sous les

éle
trodes alternent entre des maximums et des minimums 
ar en bord de ZDB la longueur

de la 
ellule élémentaire est égale à une demi-longueur d'onde. Le potentiel prend une valeur

intermédiaire entre deux éle
trodes su

essives. Ce 
omportement est similaire au 
as d'une

plaque sans éle
trodes (�gure 3.3b). Le potentiel éle
trique 
al
ulé à la fréquen
e finf de la
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bande interdite représenté sur la �gure 3.3
 s'annule sous les éle
trodes et sa valeur absolue

est maximale entre les éle
trodes. Ce 
omportement au voisinage des éle
trodes rappelle la

répartition du potentiel éle
trique à l'intérieur d'une plaque 
ouverte ave
 des éle
trodes

uniformes pour laquelle le potentiel éle
trique est nul au voisinage des éle
trodes (�gure

3.3d). Ainsi, les fréquen
es finf et fsup des bandes interdites s'apparentent à deux 
as de

propagation équivalents respe
tivement à la plaque piézoéle
trique ave
 et sans éle
trodes,


e qui 
onduit à l'ouverture de la bande interdite.

Le mé
anisme d'ouverture de la bande interdite de Bragg pour les autres modes est

similaire à 
elui du mode S0. On obtient don
 des répartitions spatiales des potentiels

éle
triques 
omparables à 
elles de 
e mode.

2.2 In�uen
e du fa
teur de re
ouvrement

On étudie dans 
ette partie l'évolution des paramètres de la bande interdite dé�nie

pré
édemment en fon
tion du fa
teur de re
ouvrement r dans une maille élémentaire de

dimension �xe Λ = 2 mm.

Les 
ourbes de dispersion sont 
al
ulées pour 
haque valeur de r par pas de 0, 5 %.

Pour 
haque valeur du fa
teur de re
ouvrement, on prélève les fréquen
es finf et fsup de la
première bande interdite du mode S0 et on 
al
ule les vitesses de phases Vφ de la manière

suivante :

Vφ.inf/sup =
2π.finf/sup

kΛ
(3.6)

où kΛ, le nombre d'onde estimé au bord de la zone de Brillouin, est donné par

kΛ =
π

Λ
(3.7)

En 
ombinant les expressions 3.6 et 3.7 on obtient :

Vφ.inf/sup = 2Λ.finf/sup (3.8)

On représente les vitesses de phases Vφ.inf et Vφ.sup sur la �gure 3.4a. Les valeurs

maximales des deux vitesses sont égales à la vitesse de phase d'une plaque piézoéle
trique

sans éle
trode : Vφ.SE = 2752 m.s−1
. À partir de 
ette valeur, les deux vitesses diminuent

ave
 le fa
teur de re
ouvrement jusqu'à 
e qu'elles atteignent la vitesse de phase d'une

plaque ave
 des éle
trodes uniformes : Vφ.EU = 2582 m.s−1
.

L'évolution de la largeur bande interdite montre qu'elle atteint une valeur maximale

pour r = 77% (�gure 3.4b) 
orrespondant à une largeur relative de 4, 2%. Par la suite,

elle s'annule logiquement pour r = 100%. Ce
i signi�e qu'il faut des éle
trodes de largeur

a = 1, 54 mm espa
ées de b = 0, 46 mm pour 
réer le maximum de 
ontraste de vitesses

entre les deux milieux e�e
tifs dé�nis par 
es 
onditions aux limites éle
triques.

Cette étude a montré l'in�uen
e des paramètres géométriques sur les bandes interdites.

On étudie dans la se
tion suivante la sensibilité de 
es bandes interdites aux 
onditions

aux limites éle
triques appliquées sur les éle
trodes.

76



2 Étude numérique par éléments �nis Chapitre 3

0 50 100

2600

2650

2700

2750

Facteur de remplissage (%)

V
ite

ss
es

 (
m

.s
−

1 )

Plaque avec électrodes
uniformes

Plaque sans 
électrodes

L
gap

 = 4,2%

(a) Vitesses de phase. Courbe bleue :Vφ.inf et


ourbe rouge : Vφ.sup.

0 20 40 60 80 100
0

1

2

3

4

5

Facteur de remplissage (%)

La
rg

eu
r 

de
 la

 b
an

de
 in

te
rd

ite
 (

%
)

(b) Largeur de la bande interdite Lgap.

Figure 3.4 � Évolution des vitesses de phase (Vφ.inf et Vφ.sup) et de la largeur de la bande

interdite (Lgap) en fon
tion du fa
teur de re
ouvrement (r) pour le mode S0.

2.3 Modi�
ation des 
onditions aux limites éle
triques

2.3.1 Mise en 
ourt 
ir
uit

a. Stru
ture de bande

L'intérêt d'étudier 
ette stru
ture phononique piézoéle
trique est le 
ontr�le de la dis-

persion des ondes de Lamb dans la plaque en 
hangeant les 
onditions aux limites éle
triques

sans 
hanger la géométrie de la stru
ture. Pour véri�er 
ette a

ordabilité éle
trique, on


ourt-
ir
uite toutes les éle
trodes des deux fa
es en les mettant à la masse (�gure 3.5).

Figure 3.5 � Représentation de la 
ellule élémentaire. CC : Court Cir
uit et mise à la

masse.

La �gure 3.6a présente le diagramme de bande 
al
ulé numériquement pour la maille

élémentaire de la �gure 3.5 ave
 r = 85%. Toutes les bandes interdites observées dans le
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as où les éle
trodes ont un potentiel �ottant se ferment partiellement. La largeur relative

de la première bande d'arrêt du mode S0 est maintenant très faible et égale à 0, 25%.

L'appli
ation d'un potentiel nul sur toutes les éle
trodes dé
ale alors la fréquen
e finf de la
bande interdite. Si on augmente la distan
e entre les éle
trodes à b = 1, 6 mm en diminuant

la taille de l'éle
trode a = 0, 4 mm (
e qui 
orrespond à un fa
teur de re
ouvrement de 20%,

Λ étant in
hangée.), on dé
ale prin
ipalement la fréquen
e fsup de la bande interdite et on
retrouve un 
ontraste de vitesses e�e
tives. On observe à nouveau l'ouverture des bandes

d'arrêts de tous les modes en bord de ZDB et deux mini-bandes d'arrêts à fc = 700 kHz
entre A0 et A1 et fc = 1 MHz entre S0 et S2 (�gure 3.6b).
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(a) Fa
teur de re
ouvrement r = 85 % (b) Fa
teur de re
ouvrement r = 20 %

Figure 3.6 � Diagrammes de bandes d'une plaque phononique ave
 des éle
trodes en 
ourt


ir
uit pour (a) r = 85% et (b) r = 20%. Les bandes bleues indiquent les bandes d'arrêts

et les bandes rouges deux mini-bandes d'arrêt.
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On représente les déformées et les potentiels d'une plaque in�nie ave
 des éle
trodes à la

masse sur une longueur de 8 mm pour un fa
teur de re
ouvrement de 85% aux fréquen
es

du mode S0 au bord de la première zone de Brillouin finf et fsup respe
tivement sur les

�gures 3.7a et 3.7b. Ces images montrent que le potentiel dans la plaque à la fréquen
e fsup
est identique à 
elui obtenu dans le 
as où toutes les éle
trodes sont au potentiel �ottant

à la fréquen
e finf (�gure 3.3
).

Si on 
ompare les potentiels du 
as des éle
trodes ave
 un potentiel �ottant ave
 des

éle
trodes mises à la masse pour un fa
teur de re
ouvrement de 85%, on remarque que

dans le premier 
as on a bien un potentiel éle
trique périodique au niveau des surfa
es :

il est nul sous l'éle
trode à finf et nul sous la partie non métallisée à fsup (�gures 3.3a

et 3.3
). Cette périodi
ité du potentiel aux deux fréquen
es s'a

ompagne de l'ouverture

d'une bande interdite. Dans le 
as où on met les éle
trodes à la masse (�gure 3.7a), on

retrouve un potentiel nul partout sous les éle
trodes à finf , exa
tement 
omme dans le 
as

d'une plaque 
ouverte d'éle
trodes uniformes. Cette absen
e de périodi
ité s'a

ompagne

d'une fermeture de la bande interdite.

CCCC CC CC CC

CCCC CC CC CC

a a aba/2 a/2b b b

(a) CP, finf = 645, 6 kHz, r = 85%

CCCC CC CC CC

CCCC CC CC CC

a a aba/2 a/2b b b

(b) CP, fsup = 647, 6 kHz, r = 85%

a a aba/2 a/2b b b

CC CC CC CCCC

CC CC CC CCCC

(
) CP, finf = 655, 8 kHz, r = 20%

CC CC CC CCCC

a a aba/2 a/2b b b

CC CC CC CCCC

(d) CP, fsup = 680, 1 kHz, r = 20%

Figure 3.7 � Potentiels éle
triques et déformées du mode S0 
al
ulés au bord de la première

ZDB pour un CP ave
 des éle
trodes mises à la masse. (a) et (b) : r = 85%. (
) et (d) :

r = 20%.

Comme dans le 
as d'une plaque phononique ave
 des éle
trodes ayant un potentiel

�ottant, on 
al
ule les fréquen
es finf , fsup et fc en fon
tion du fa
teur de re
ouvrement r

et on déduit Vφ.inf , Vφ.sup, Vφ.c et la largeur relative de la bande interdite Lgap du mode S0.

Ces quatre dernières grandeurs sont représentées en fon
tion de r sur la �gure 3.8. Comme

pré
édemment, les vitesses de phase limites inférieure et supérieure sont respe
tivement


elles de la plaque piézoéle
trique ave
 et sans éle
trode. On obtient des 
ourbes parfai-

tement symétriques à 
elles du CP ave
 des 
onditions aux limites éle
triques (CLE) aux

potentiels �ottants, La largeur de la bande interdite atteint sa valeur maximale pour un
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fa
teur de re
ouvrement de 23% et diminue jusqu'à sa fermeture pour r = 100%. Partant

de 
e fait, il faut autant de partie métallisée a dans un 
as que de partie non métalli-

sée b dans l'autre 
as pour obtenir le même 
ontraste d'impédan
es des milieux e�e
tifs,

né
essaire pour une ouverture similaire de la bande interdite du mode S0.
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en PF, trait bleu 
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en pointillés : Vφ.sup en CC, trait gris en poin-

tillés : Vφ.inf en CC.
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(b) Largeur de la bande interdite. 
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Figure 3.8 � Évolution des vitesses de phase (Vφ.inf et Vφ.sup) et de la largeur de la bande

interdite (Lgap) du mode S0 en fon
tion du fa
teur de re
ouvrement (r) pour des éle
trodes

en CC et PF.

2.3.2 A

ordabilité du CP en fon
tion de la taille de la 
ellule élémentaire

Dans 
ette partie on étudie la possibilité de 
ontr�ler la position des bandes de fré-

quen
es interdites de la plaque phononique en 
hangeant la taille de la maille élémentaire.

En e�et, il est possible de 
onsidérer simplement de nouvelles mailles élémentaires en mo-

di�ant simplement les 
onditions aux limites éle
triques tout en modi�ant la périodi
ité

Λ.

Figure 3.9 � Mailles élémentaires de di�érentes tailles.(a) :Λ′ = 4 mm, (b) :Λ′′ = 8 mm,

(
) :Λ′′′ = 12 mm. Les éle
trodes bleues ont un potentiel �ottant et les éle
trodes rouges

sont mises à la masse (
ourt-
ir
uit).
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On 
onsidère une maille élémentaire 
omposée de deux 
ouples d'éle
trodes su

essifs

Λ′ = 4 mm, le premier 
ouple a un potentiel �ottant et les éle
trodes du deuxième 
ouple

sont 
ourt-
ir
uitées et mises à la masse 
omme le montre la �gure 3.9a. La stru
ture

de bande 
al
ulée pour 
ette maille élémentaire est représentée sur la �gure 3.10a. Le

repliement des 
ourbes de dispersion est maintenant observé pour k = π/Λ = 785, 4 m−1
.

La fréquen
e 
entrale de la première bande interdite de Bragg du mode S0 est fc =
432, 8 kHz. La se
onde bande interdite de Bragg pour 
e même mode s'ouvre au deuxième

repliement (k = 0 m−1
) à une fréquen
e 656, 3 kHz pro
he de la première bande interdite

de Bragg d'une 
ellule élémentaire de longueur Λ = 2 mm.

(a) Λ′ = 4 mm (b) Λ′′ = 2Λ′ = 8 mm (
) Λ′′′ = 3Λ′ = 12 mm

Figure 3.10 � Courbes de dispersion pour di�érentes tailles de 
ellules élémentaires en


ombinant les deux CLE. (a) :Λ′
, (b) :Λ′′

, (
) :Λ′′′
. Les bandes bleues indiquent la présen
e

des bandes d'arrêt du mode S0.

La 
ombinaison de deux 
onditions aux limites éle
triques di�érentes dans la même

maille élémentaire permet don
 une réelle maîtrise de la fréquen
e 
entrale de la bande

interdite. Si on prend des mailles élémentaires 
omposées de deux ou trois éle
trodes su
-


essives ave
 un potentiel �ottant et deux ou trois éle
trodes su

essives mises à la masse

(�gure3.9b et �gure3.9
) on dé
ale la fréquen
e 
entrale de la bande interdite de Bragg

vers les basses fréquen
es.

Les 
ourbes de dispersion des 
ellules élémentaires de tailles 4, 8 et 12 mm sont re-
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présentées respe
tivement sur les �gures 3.10a, 3.10b et 3.10
. La fréquen
e 
entrale de la

bande interdite du mode S0 pour la 
ellule élémentaire de Λ′′ = 8 mm est 216, 7 kHz, et

elle de la 
ellule élémentaire de Λ′′′ = 12 mm est à 146, 7 kHz. Le dé
alage de la fréquen
e

entrale de la bande interdite en fon
tion de la taille de la maille élémentaire suit la relation

suivante :

fΛ′

c =
fΛ
c

n
(3.9)

ave
 Λ′ = nΛ et n un nombre entier 
orrespondant au nombre d'éle
trodes su

essives

ave
 les mêmes 
onditions aux limites éle
triques.

D'autres 
ombinaisons de 
onditions aux limites éle
triques des mailles élémentaires

peuvent être imaginées, 
omme par exemple alterner deux éle
trodes ayant un potentiel

�ottant ave
 une éle
trode à la masse. Ce
i permet de des
endre en
ore vers les basses

fréquen
es où on peut agir sur les modes fondamentaux S0 et A0 qui sont des modes sans

fréquen
e de 
oupure.

2.3.3 Conditions aux limites éle
triques antisymétriques

Jusque là nous avons 
onsidéré des 
onditions aux limites symétriques, 
'est à dire

qu'on appliquait la même 
ondition aux limites éle
triques sur une éle
trode et 
elle en vis

à vis. Ce type de CLE symétriques a permis le 
ouplage entre des modes de même parité

(modes de type S ou de type A).

On étudie maintenant une 
on�guration ave
 des 
onditions aux limites antisymé-

triques. La 
ellule élémentaire de Λ′ = 4mm est maintenant 
omposée de quatre éle
trodes,

une éle
trode sur deux est mise à la masse et les autres ont un potentiel �ottant. Chaque

éle
trode a une 
ondition aux limites éle
triques di�érente de 
elle en vis-à-vis 
omme le

montre la �gure 3.11a. Le diagramme de bandes présenté sur la �gure 3.11b montre un


ouplage entre des modes de Lamb de parités di�érentes (un mode de type S ave
 un mode

de type A). En e�et, on observe l'ouverture d'une mini-bande d'arrêt entre le mode A0 et

le mode S0 au milieu de la première zone de Brillouin à fc = 280 kHz. On observe aussi

l'ouverture d'une autre mini bande d'arrêt plus importante entre les modes S0 et A1 à la

fréquen
e fc = 533 kHz.

Les représentations des potentiels éle
triques sur la �gure 3.12 pour les bran
hes des

deux mini-bandes d'arrêt A0/S0 et S0/A1 montrent une forte dissymétrie par rapport au

plan médian de la plaque. Les déformations modales ne sont ni symétriques ni antisymé-

triques, 
'est un mode hybride qui est généré par l'appli
ation de 
es CLE antisymétriques.

3 Étude expérimentale

3.1 É
hantillons

Les é
hantillons utilisés pour les mesures ont été obtenus à partir de plaques piézo-

éle
triques initialement 
ouvertes d'éle
trodes uniformes en argent. Les plaques sont en
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(a) Maille élémentaire Λ′
(b) Courbes de dispersion.

Figure 3.11 � Cellule élémentaire (a) et 
ourbes de dispersion (b) 
orrespondantes à des


onditions aux limites éle
triques antisymétriques.

aba/2 a a a/2b b b

CC CC CCPF PF

PF PF PFCCCC

(a) Intera
tion entre les modes A0 et S0 à finf = 275 kHz.

aba/2 a a a/2b b b

CC CC CCPF PF

PF PF PFCCCC

(b) Intera
tion entre les modes S0 et A1 à fsup = 544 kHz.

Figure 3.12 � Potentiels éle
triques et déformées des modes au niveau des mini-bandes

d'arrêts.

Pz26 [105℄ et sont polarisées selon l'épaisseur. Les 
ara
téristiques élastiques, diéle
triques

et piézoéle
triques de la plaque sont données dans l'annexe B.

Le premier é
hantillon CP1, a été usiné par la so
iété VERMON (Tours, Fran
e) à

partir d'une plaque re
tangulaire d'épaisseur ep = 2 mm, de longueur L = 58mm et

de largeur l = 33 mm possédant des éle
trodes uniformes (�gure 3.13a). On a dé
oupé

ave
 une s
ie à disque diamantée 
haque éle
trode a�n d'obtenir une série d'éle
trodes

re
tangulaires de plus petites dimensions en prenant garde à 
e que les éle
trodes des deux


�tés de la plaque soient bien en vis-à-vis. La largeur de 
haque éle
trode est a = 1.7 mm
et l'espa
e entre deux éle
trodes 
onsé
utives est b = 0, 3 mm, 
e qui fait une périodi
ité
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Λ = 2 mm ave
 un fa
teur de remplissage de 85%.

Le deuxième é
hantillon CP2 est un 
ristal phononique réalisé ave
 une plaque piézo-

éle
trique 
arrée en PZT(Pz26), de 
�té 80 mm et d'épaisseur 2, 2 mm. Le réseau d'éle
-

trodes a été réalisé di�éremment ave
 un graveur de 
ir
uits imprimés, il possède les mêmes


ara
téristiques Λ, a et b que le CP1. Ses dimensions permettent de suivre les ondes gui-

dées sur des distan
es supérieures a�n de mieux observer la formation des bandes interdites

de Bragg (�gure 3.13b).

Pour 
haque é
hantillon, des �ls éle
triques ont été soudés sur 
haque éle
trode a�n de

pouvoir modi�er les 
onditions aux limites éle
triques à notre 
onvenan
e.

(a) É
hantillonCP1 : sa longueur L = 58mm,

sa largeur l = 33 mm, épaisseur ep = 2 mm.

La largeur de 
haque éle
trode est 1, 7 mm.

(b) É
hantillon CP2 : L = l = 80 mm et

ep = 2, 2 mm. La largeur de 
haque éle
trode est

1, 7 mm.

Figure 3.13 � Photographies des é
hantillons. Une bande de s
ot
h ré�é
hissante est 
ollée

sur la fa
e pour les mesures optiques (visible sur les deux photographies). (a) CP1, (b)

CP2.

Un relevé du pro�l de surfa
e a été réalisé sur les deux é
hantillons en utilisant un rugo-

simètre Mitutoyo

R©
. Les deux é
hantillons CP1 et CP2 ont été analysés sur une longueur

∆x = 55 mm ave
 une résolution d'environs 0, 5 mm. Ces pro�ls sont montrés sur la �gure

3.14. On remarque un défaut de planéité de l'ordre de quelques µm sur les deux surfa
es,

produit au 
ours de la fabri
ation des plaques.

À partir de 
es relevés, on détermine aisément la périodi
ité et la profondeur des stries

réalisées dans les éle
trodes. Les résultats sont donnés dans la Table 3.2.

Les éle
trodes duCP1 sont plus régulières ave
 un é
art type faible (σp = 11, 7 µm). Les

éle
trodes ont été 
oupées ave
 une s
ie à disque qui a 
reusé en moyenne une profondeur

Pm de 27, 7 µm. Sa
hant que l'épaisseur des éle
trodes donnée par le 
onstru
teur varie

de 10 à 15 µm, on a don
 une rugosité de surfa
e sur le matériau piézoéle
trique qui

peut in�uer sur la propagation des ondes. Nous verrons par la suite que 
ette "rugosité"

est négligeable vis à vis des e�ets induits par les 
onditions aux limites éle
triques sur la

propagation des ondes de Lamb.

Con
ernant le se
ond é
hantillon CP2 qui a été usiné ave
 un graveur de 
ir
uits impri-

més, la profondeur moyenne des parties sans éle
trodes est en moyenne 10 fois plus grandes
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(b) É
hantillon CP2.

Figure 3.14 � Pro�ls des surfa
es des deux é
hantillons.

Grandeur CP1 CP2

Λm (mm) 2 1,99

σΛ (mm) 0,01 0,1

Pm (µm) 27,7 98,6

σP (µm) 15,1 9,1

Table 3.2 � Périodi
ités et profondeurs des éle
trodes des é
hantillons CP1 et CP2. Λm :

la périodi
ité moyenne et σΛ est son é
art type. Pm : profondeur moyenne des parties sans

éle
trodes et σP est son é
art type.

que l'épaisseur des éle
trodes. On s'attend don
 à observer des bandes interdites supplé-

mentaires asso
iées à 
ette périodi
ité "mé
anique" surtout vers les hautes fréquen
es. Les

é
arts à la périodi
ité sont également plus importants que pour le CP1 .

3.2 Conditions aux limites éle
triques symétriques

3.2.1 Ex
itation symétrique

Deux mesures ont été réalisée sur l'é
hantillon CP1, 
ha
une 
orrespondant à une 
on�-

guration de 
onditions aux limites éle
triques di�érentes. La première mesure est e�e
tuée

pour des éle
trodes en 
ir
uit ouvert ave
 un potentiel �ottant (
on�guration 1). Dans la

deuxième mesure, une éle
trode sur deux est mise à la masse et les autres éle
trodes ont un

potentiel �ottant (
on�guration 2). Ces deux 
on�gurations 
orrespondent aux mailles élé-

mentaires représentées sur la �gure 3.15. La stru
ture de bande 
al
ulée pour la deuxième


on�guration 
orrespond à une 
ellule élémentaire de taille Λ = 4 mm (�gure 3.10a) et

montre une ouverture de la 1re bande interdite de Bragg pour le mode S0 à la fréquen
e
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entrale fc = 405 kHz.

Pour observer 
ette bande interdite, on 
onne
te la première paire d'éle
trodes du CP

à un générateur basses fréquen
es. La tension imposée est un train d'ondes de 5 périodes

d'amplitude 10 V à la fréquen
e de 400 kHz. Cette ex
itation symétrique favorise la gé-

nération des modes de Lamb symétriques. Le vibromètre laser est utilisé pour e�e
tuer

un balayage 1D sur toute la longueur de la plaque par pas de 0, 1 mm (même pro
édure

expérimentale utilisée dans le 
hapitre 2). Un s
héma du dispositif expérimental de mesure

est présenté sur la �gure 2.18.

(a) Con�guration 1. (b) Con�guration 2.

Figure 3.15 � Cellules élémentaires des CPs étudiés expérimentalement.

Les signaux spatiotemporels mesurés pour les deux types de 
onditions aux limites

éle
triques sont présentés à la �gure 3.16. On observe sur les deux �gures l'ex
itation des

ondes au bord de la plaque en x =0 mm ainsi qu'une ré�exion sur l'extrémité opposées en

x =58 mm. On remarque également des ré�exions d'amplitudes plus faibles tout au long

de la propagation lorsqu'une éle
trode sur deux est 
ourt-
ir
uitée (3.16b). Ces ré�exions

sont la signature d'une sensibilité de l'onde à la mise à la masse des éle
trodes.

On 
onsidère la partie fenêtrée du signal spatio-temporel en
adrée en rouge sur les

images de la �gure 3.16. On ex
lut ainsi la partie liée à l'ex
itation et 
elle qui 
orrespond

aux ré�exions à l'extrémité de la plaque. Le signal fenêtré 
orrespond à une propagation

de l'onde sur 10 
ellules élémentaires environ (ave
 Λ′ = 4 mm). Les modules des transfor-

mées de Fourier 2D (TF2D) appliquées au signaux fenêtrés sont représentés en niveaux de


ouleurs sur la �gure ??. Les diagrammes de bandes 
al
ulés numériquement pour 
haque


ellule élémentaire (�gure 3.15) sont superposés en traits blan
s. La première zone de

Brillouin (k = ±π/Λ) est délimitée par des traits rouges verti
aux sur 
haque image.

On observe sur la �gure 3.17a un maximum d'amplitude autour de la fréquen
e 400 kHz
asso
ié au mode symétrique S0. La propagation de l'onde S0 dans la plaque ave
 des

éle
trodes ayant un PF n'est pas a�e
tée par la présen
e du réseau d'éle
trodes. Par 
ontre,

sur la �gure 3.17b 
orrespondant à la maille élémentaire de la �gure 3.15b, on observe

l'ouverture d'une bande interdite autour de 400 kHz située au bord de la zone de Brillouin.

Une autre zone de plus faible amplitude est observée à 
ette même fréquen
e 400 kHz pour
des nombres d'onde négatifs. Elle 
orrespond aux ré�exions du mode S0 liées à la présen
e

de la bande interdite de Bragg.
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Figure 3.16 � Signaux spatiotemporels obtenus ave
 l'é
hantillon CP1 pour deux 
on�-

gurations de CLE (voir �gure 3.15) symétriques.
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Figure 3.17 � Transformée de Fourier 2D des signaux expérimentaux fenêtrés obtenus

ave
 une ex
itation symétrique(CP1) pour deux 
on�gurations de CLE (voir �gure 3.15).

Les amplitudes sont représentées en niveaux de 
ouleurs. Les 
ourbes de dispersion numé-

riques sont superposées en traits blan
s. La première zone de Brillouin est délimitée par

les pointillés rouges [113℄.

Pour quanti�er l'atténuation au niveau de la bande interdite. On dé�nit un 
oe�
ient

d'atténuation α de la manière suivante :

α(f) = 20log
A1

A2
(3.10)

Ave
 A1 et A2 les amplitudes maximales du mode S0 respe
tivement pour la première

et la deuxième 
on�guration.
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Le 
oe�
ient α en fon
tion de la fréquen
e (�gure 3.18) montre une atténuation de

10 dB à la fréquen
e 408 kHz. La bande de fréquen
e interdite est représentée par un

re
tangle gris. Un dé
alage de 0, 7% par rapport à la fréquen
e 
entrale de la bande interdite


al
ulée numériquement (405 kHz) est observé. Ce
i peut s'expliquer par le fait que la

mesure est e�e
tuée sur une stru
ture �nie (10 périodes) alors que les 
al
uls numériques


onsidèrent une stru
ture in�nie. Les 
ara
téristiques élastiques et piézoéle
triques de la

plaque CP1, utilisées pour réaliser les simulations numériques, peuvent également être

légèrement di�érentes des valeurs réelles.

Figure 3.18 � Coe�
ient d'atténuation expérimental (
ourbe bleue). Bande interdite 
al-


ulée numériquement est représentée en re
tangle gris.

3.2.2 Ex
itation antisymétrique

Nous avons vu au �2.1.1 de 
e 
hapitre qu'une bande interdite s'ouvrait lors du se
ond

repliement du mode A0 pour une 
ellule élémentaire de 2 mm ave
 des 
onditions aux

limites PF. Cette bande interdite étant très faible, nous travaillerons ave
 le CP2. En e�et

la longueur du CP2 étant plus importante que 
elle du CP1, nous maximisons de 
ette

manière l'intera
tion de l'onde A0 ave
 le réseau et favoriserons l'observation d'une bande

d'arrêt, même de faible largeur. Comme pré
édemment un signal éle
trique sinusoïdal de 5

périodes (10 V ) à la fréquen
e de 440 kHz est appliqué. A�n de favoriser la génération du

mode antisymétrique A0, le signal éle
trique est appliqué sur deux éle
trodes qui ne sont

plus en vis à vis mais dé
alées 
omme indiqué dans la �gure 2.17
.

Les signaux spatio-temporels fenêtrés sont traités suivant la même pro
édure qu'au

(�3.2). Sur la �gure 3.19a, on peut observer une ta
he qui 
orrespond à l'ex
itation du

mode A0. Celle 
i s'a

ompagne d'une onde S0 qui ne perturbera pas notre étude 
ar 
es

deux modes sont parfaitement dé
ouplés. Deux mesures ave
 deux 
onditions aux limites

éle
triques di�érentes ont été e�e
tuées, la première 
onsiste à laisser toutes les éle
trodes

ave
 un potentiel �ottant. La stru
ture de bande théorique donnée à la �gure 3.2 indique

qu'une bande interdite de Bragg s'ouvre pour le mode A0 autour de la fréquen
e 452, 2 kHz.
C'est bien 
e que l'on observe sur la �gure 3.19
 ave
 une atténuation du mode A0 autour

de la fréquen
e 450 kHz. La mise en 
ourt 
ir
uit de l'ensemble des éle
trodes referme


ette bande interdite 
omme l'indique les �gures 3.19b et 3.19d en a

ord ave
 la stru
ture
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de bande théorique donnée à la �gure 3.6a.

L'appli
ation de 
onditions aux limites simples de type CC et PF su�t don
 à 
ontr�ler

l'ouverture et la fermeture de la bande interdite de Bragg pour les modes fondamentaux sy-

métriques et antisymétriques. Comme nous l'avons déjà signalé dans la se
tion 3.1, l'usinage

des éle
trodes de l'é
hantillon CP2 a entrainé une rugosité de surfa
e liée à la profondeur

des stries au delà de l'épaisseur des éle
trodes. Nous avons don
 montré que 
ette rugo-

sité de surfa
e n'entraine pas de modi�
ation signi�
ative dans la propagation des ondes

pour 
ette gamme de fréquen
es, les 
hangements dans la stru
ture de bandes sont induits

uniquement par les 
hangements de 
onditions aux limites éle
triques.
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Figure 3.19 � Transformée de Fourier 2D des signaux expérimentaux fenêtrés obtenus

ave
 une ex
itation antisymétrique (CP2). Les amplitudes sont représentées en niveaux

de 
ouleurs. Les 
ourbes de dispersion numériques sont superposées en traits blan
s. La

première zone de Brillouin est délimitée par les pointillés rouges.
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3.3 Conditions aux limites éle
triques antisymétriques

Dans 
ette partie, on applique sur les éle
trodes du CP2 des 
onditions aux limites

antisymétriques 
omme indiqué sur la �gure 3.11.a. Nous souhaitons i
i 
on�rmer expéri-

mentalement les résultats numériques obtenus à la se
tion 2.3.3 (�gure 3.11.b). Nous avions

alors 
onstaté l'ouverture de mini-bandes d'arrêts traduisant le 
ouplage de deux modes de

symétries di�érentes. Les 
ourbes de dispersion 
al
ulées numériquement sont superposées

aux TF2D des signaux expérimentaux.

On observe sur la �gure 3.20 
omme attendu, l'intera
tion entre les deux modes de

symétries di�érentes S0 et A1, et l'ouverture de la bande interdite intra-bande à la fréquen
e

530 kHz ainsi qu'un signal lié à une ré�exion à la même fréquen
e (nombres d'ondes

négatifs).
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Figure 3.20 � Transformée de Fourier 2D des signaux expérimentaux fenêtrés d'une me-

sure ave
 des CLE antisymétriques (CP2). Les amplitudes sont représentées en niveaux

de 
ouleurs. Les 
ourbes de dispersion numériques sont superposées en traits blan
s. La

première zone de Brillouin est délimitée par les pointillés rouges.

4 Impédan
e éle
trique

L'impédan
e éle
trique de la plaque phononique piézoéle
trique �nie est 
al
ulée numé-

riquement à partir de 
al
uls harmoniques 
omme indiqué dans le 
hapitre 2. Les 
ara
té-

ristiques de la plaque étudiée dans 
ette partie 
orrespondent à 
elles de l'é
hantillon CP1.

Les 
al
uls numériques sont e�e
tués pour deux 
on�gurations de 
onditions aux limites

éle
triques : dans la première 
on�guration, l'ensemble des éle
trodes a un potentiel �ot-

tant et pour la deuxième 
on�guration, un 
ouple d'éle
trodes sur deux est 
ourt-
ir
uité

et mis à la masse (�gure 3.21).

La génération des ondes de Lamb s'e�e
tue sur le deuxième 
ouple du CP pour éviter

la génération du mode de bout par l'ex
itation en bords de plaque [109℄ étant donné qu'il

empê
he l'observation des bandes interdites dans 
e 
as d'étude.

On présente les parties réelle et imaginaire de l'impédan
e éle
trique 
al
ulée au niveau
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(a) Con�guration 1.

(b) Con�guration 2.

Figure 3.21 � S
hémas pour l'évaluation numérique de l'impédan
e éle
trique sur la plaque

phononique CP1 pour les deux 
on�gurations de CLE.

du deuxième élément du CP respe
tivement sur les �gures 3.22a et 3.22b. Les 
ourbes sont

tra
ées jusqu'à f = 500 kHz 
ar après 
ette fréquen
e, il devient di�
ile de distinguer les

résonan
es du mode S0.

Les résonan
es sur les tra
és des parties réelle et imaginaire de l'impédan
e éle
trique

(�gure 3.22) 
orrespondent aux modes stationnaires du mode S0 dans la longueur de la

plaque 
omme il a déjà été montré dans la partie 2.2 du 
hapitre 2. Les 
ourbes bleues et

rouges sont respe
tivement 
elles du 
al
ul ave
 les 
on�gurations 1 et 2.

Le dé
alage en fréquen
e entre les pi
s rouges et bleus sur les deux �gures témoigne de

la sensibilité du mode S0 aux 
onditions aux limites éle
triques.

On observe sur les 
ourbes d'impédan
e de la 
on�guration 2 l'extin
tion d'un pi
 à

la fréquen
e 404 kHz. Cette bande interdite indiquée ave
 une bande bleue sur les �gures
3.22a et 3.22b 
orrespond à la bande interdite de Bragg déjà observée sur les 
ourbes de

dispersions théoriques et expérimentales (�gure 3.17b).

À 
et e�et, on superpose la partie réelle de l'impédan
e éle
trique de la 
on�guration

2 en rouge ave
 le diagramme de bandes 
al
ulé pour le CP1 ave
 les mêmes CLE en bleu

sur la �gure 3.23. Un bon a

ord est 
onstaté entre la bande interdite de Bragg du mode

S0 ouverte à la fréquen
e fc = 405 kHz sur le diagramme de bandes et 
elle 
al
ulée ave


l'impédan
e éle
trique (indiquée en re
tangle bleu).
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(a) Partie réelle de Z. Courbe bleue : 
on�guration

1, 
ourbe rouge : 
on�guration 2

(b) Partie imaginaire de Z. Courbe bleue : 
on�-

guration 1, 
ourbe rouge : 
on�guration 2

Figure 3.22 � Impédan
e éle
trique de la plaque phononique CP1 
al
ulée numériquement

en fon
tion de la fréquen
e. (a) : partie réelle, (b) : partie imaginaire. La bande bleue indique

la bande interdite observée sur les 
ourbes de dispersion théoriques.

Figure 3.23 � Diagramme de bandes du CP1 
al
ulé pour la 
on�guration 2 superposé

ave
 la partie réelle de l'impédan
e éle
trique (en rouge) 
al
ulée pour la même 
on�gura-

tion. La zone bleue indique la bande interdite du mode S0.
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Une démonstration expérimentale de l'impédan
e éle
trique de l'é
hantillon CP1 est

e�e
tuée ave
 un analyseur d'impédan
e de marque ZChe
k 16777K qui mesure une impé-

dan
e 
omplexe dans une gamme de fréquen
es allant de 10 Hz à 16 MHz. On e�e
tue la

mesure sur le premier élément du CP (�gure 3.24).

Figure 3.24 � S
héma de la mesure de l'impédan
e éle
trique.

Les parties réelles et imaginaires de l'impédan
e éle
trique sont présentées sur la �gure

3.25. Les 
ourbes expérimentales sont bruitées surtout en basses fréquen
es. On observe

néanmoins le dé
alage fréquentiel des pi
s rouges et bleus ainsi que l'extin
tion du pi
 du

mode S0 à la fréquen
e de la bande interdite de Bragg aux alentours de 400 kHz.

(a) Partie réelle de Z.Courbe bleue : 
on�guration

1, 
ourbe rouge : 
on�guration 2

(b) Partie imaginaire de Z.Courbe bleue : 
on�-

guration 1, 
ourbe rouge : 
on�guration 2

Figure 3.25 � Mesure de l'impédan
e éle
trique (Z) de la plaque phononique CP1 en

fon
tion de la fréquen
e. (a) : partie réelle, (b) : partie imaginaire. La bande bleue indique

la bande interdite observée sur les 
ourbes de dispersion théoriques.

Ainsi, on a démontré dans 
ette partie du 
hapitre qu'il était possible de mesurer la

bande interdite du mode S0 à travers la mesure de l'impédan
e éle
trique. Par 
ontre, il

sera plus di�
ile d'utiliser 
et outil pour mesurer les bandes interdites des modes d'ordres

supérieurs, puisque le nombre élevé de modes rend di�
ilement lisible les 
ourbes relevées.
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5 Con
lusion

Au 
ours de 
e troisième 
hapitre, une plaque phononique piézoéle
trique a été réalisée

et étudiée en disposant des éle
trodes périodiquement sur les deux fa
es de la plaque.

Nous avons montré numériquement et expérimentalement qu'une bande interdite de Bragg

s'ouvre grâ
e au motif périodique du potentiel éle
trique induit par la disposition des

éle
trodes.

Deux types de bandes interdites ont été observées, des bandes arrêts lo
alisées aux

bords de la ZDB qui sont propres à un seul mode de Lamb et des mini-bandes d'arrêts

intra-bandes qui traduisent une intera
tion entre deux modes de même parité. La position

fréquentielle et la largeur de 
es bandes interdites sont liées au fa
teur de re
ouvrement

des éle
trodes sur la plaque ainsi qu'au type de 
onditions aux limites éle
triques appliqué

sur 
elles-
i.

D'un point de vue pratique, il est plus simple de modi�er les CLE que de modi�er la

géométrie de la plaque phononique. Cette propriété a été exploitée pour 
ontr�ler la dis-

persion des ondes de Lamb en modi�ant la maille élémentaire de façon éle
trique : mettre

les éle
trodes à la masse (
ourt-
ir
uit) agit sur la largeur des bandes interdites, alors que

l'augmentation de la taille de la maille élémentaire diminue la largeur des bandes inter-

dites et les dé
ale vers les basses fréquen
es. De plus, la di-symétrisation des CLE favorise

l'ouverture des mini-bandes d'arrêt entre des modes de Lamb de symétries di�érentes.

En�n, une 
ara
térisation de la bande interdite de Bragg du mode S0 a été réalisée

à partir de l'impédan
e éle
trique. Cette observation a été 
on�rmée par des résultats

théoriques obtenus ave
 des éléments �nis. Les fréquen
es des pi
s des modes stationnaires


orrespondant au mode S0 sont sensibles aux CLE. Dans la gamme de fréquen
es de la

bande interdite, une extin
tion des pi
s a ainsi été observée.

Un autre type de CLE qui engendre un mé
anisme de résonan
e lo
ale sera étudié dans

le 
hapitre suivant.
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A

ordabilité d'une plaque

phononique piézoéle
trique par ajout

de dip�les éle
triques passifs

1 Introdu
tion

Ce 
hapitre prolonge l'étude de l'a

ordabilité en fréquen
e de la stru
ture phononique

étudiée au 
hapitre pré
édent. Pour 
ela, des 
harges d'impédan
es éle
triques di�érentes

(indu
tan
es, 
apa
ités) sont 
onne
tées aux éle
trodes disposées périodiquement sur la

plaque piézoéle
trique. Ce type d'a

ordabilité a été étudié pré
édemment sur des CP

formés d'un empilement unidimensionnel de plaques piézoéle
triques [61, 114℄. Il a été

montré que l'ajout d'impédan
es de 
harges 
apa
itives ou indu
tives modi�e la stru
ture

de bandes du CP. Une 
harge 
apa
itive bran
hée en parallèle sur une plaque piézoéle
trique

entraine un dé
alage de la fréquen
e d'anti-résonan
e alors que, 
omme nous l'avons vu dans

le se
ond 
hapitre, la 
onnexion d'une indu
tan
e (L) en parallèle à la plaque piézoéle
trique

produit une résonan
e éle
trique.

Ce 
hapitre débute par une évaluation de la 
apa
ité éle
trique asso
iée à un élément

du CP. La détermination de 
ette grandeur est fondamentale pour le 
hoix des 
omposants

éle
triques à 
onne
ter par la suite et la détermination de la fréquen
e de travail adéquate.

Des études expérimentales et numériques sont menées ensuite sur un CP ave
 des éle
trodes


onne
tées à des indu
tan
es pour évaluer l'e�et de 
elle-
i sur la dispersion des modes de

Lamb. Des mesures d'impédan
es éle
triques viennent 
ompléter 
ette étude. En�n, une

étude numérique sur l'in�uen
e de 
harges 
apa
itives 
onne
tées au CP sur la propagation

des ondes sera présentée à la �n de 
e 
hapitre.
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2 Évaluation des 
apa
ités d'un élément

Une plaque piézoéle
trique 
ouverte de deux éle
trodes uniformes possède un 
ompor-

tement 
apa
itif. La valeur de 
ette 
apa
ité asso
iée à la plaque varie en fon
tion de la

fréquen
e. On appelle i
i la 
apa
ité "basse fréquen
e" Cb, la 
apa
ité évaluée pour des va-

leurs de fréquen
es inférieures à la valeur de la fréquen
e d'anti-résonan
e fa. La 
apa
ité

bloquée Cp s'estime à la fréquen
e 2fa 
omme spé
i�é dans le standard IEEE [115℄. Il est

important d'évaluer 
es deux 
apa
ités a�n de déterminer la fréquen
e de travail ainsi que

le 
hoix des 
omposants éle
triques à 
onne
ter aux éléments du CP.

2.1 Capa
ité bloquée

Une plaque piézoéle
trique 
ouverte de deux éle
trodes uniformes possède une 
apa
ité

bloquée dé�nie par la relation (1.23).

Cette expression de la 
apa
ité est 
elle d'un 
ondensateur plan ave
 des éle
trodes

de longueurs l grandes devant l'épaisseur ep ( l >> ep). Dans le 
as du CP étudié i
i, la

largeur de 
haque éle
trode (a = 1, 7 mm) est inférieure ou égale à l'épaisseur de la plaque

(ep = 2, 2 mm) et l'utilisation de l'expression (1.23) n'est plus li
ite. Les e�ets de bord

doivent être pris en 
ompte. Nous allons don
 évaluer expérimentalement et numériquement


ette 
apa
ité.

On 
ommen
e par évaluer la 
apa
ité bloquée Cp d'un élément du CP isolé pla
é au

milieu de la plaque piézoéle
trique sans éle
trode 
omme montré sur la �gure 4.1a. Pour


e faire, nous 
al
ulons par la méthode des éléments �nis l'impédan
e éle
trique Z d'une

plaque piézoéle
trique de 
�té égal à 80 mm, d'épaisseur 2, 2 mm ave
 une éle
trode de

largeur a = 1, 7 mm (�gure 4.1a).

(a) S
héma du modèle par éléments �nis pour le


al
ul de Z.
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e. fa : fréquen
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d'anti-résonan
e.

Figure 4.1 � Évaluation de la 
apa
ité Cp d'un élément au milieu d'une plaque sans

éle
trode par le biais de la partie imaginaire de Z 
al
ulée numériquement.
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La partie imaginaire de l'impédan
e éle
trique est tra
ée en bleu sur la �gure 4.1b. La


apa
ité bloquée Cp est évaluée à la fréquen
e 2fa 
orrespondant à un mode rejeté où la

plaque piézoéle
trique se 
omporte 
omme un 
ondensateur plan.

En utilisant l'expression de l'impédan
e éle
trique d'un 
ondensateur à la fréquen
e

2fa = 2, 1 MHz :

Cp =
−1

4πfaIm[Z(2fa)]
(4.1)

On obtient une valeur de 
apa
ité Cp = 0, 65 nF . Cette valeur est bien supérieure

à 
elle obtenue ave
 la formule (1.23) qui est de 0, 5 nF . L'é
art entre 
es deux valeurs

s'explique par la non prise en 
ompte dans le deuxième 
as des e�ets de bords.

(a) S
héma du modèle par éléments �nis pour le


al
ul de Z.
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(b) Im(Z) en fon
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e).

Figure 4.2 � Évaluation de la 
apa
ité Cp du 14ème
élément du CP2 par le biais de la

partie imaginaire de Z 
al
ulée numériquement.

Par la suite nous étudions une plaque piézoéle
trique sur laquelle sont disposées pé-

riodiquement des éle
trodes. Chaque élément piézoéle
trique subira don
 une in�uen
e de

ses pro
hes voisins. On 
al
ule l'impédan
e éle
trique du 14ème
élément du CP2 
omme

illustré sur le s
héma de la �gure 4.2a. On voit sur la 
ourbe de la �gure 4.2b que la partie

imaginaire de l'impédan
e à la fréquen
e 2fa prend la valeur de −98, 9 Ω 
e qui donne une

valeur de la 
apa
ité estimée à partir de la formule (4.1) de 0, 77 nF .

Expérimentalement on détermine l'impédan
e éle
trique d'un élément situé au 
entre du

CP. L'analyseur d'impédan
e Z-
he
k est 
onne
té au 14ème
élément du CP2 (�gure 4.3a).

Comme nous l'avons fait à partir du 
al
ul numérique, une estimation de la 
apa
ité bloquée

est établie à partir de la mesure de la partie imaginaire de l'impédan
e éle
trique. La

partie imaginaire tra
ée sur la �gure 4.3b permet d'estimer Cp à 0, 64 nF . Cette valeur est
sensiblement di�érente de 
elle 
al
ulée numériquement. Cette di�éren
e peut s'expliquer

par le fait que nous observons dans la mesure de l'impédan
e des pi
s d'amplitudes plus

importantes liés à la présen
e de modes de Lamb stationnaires. L'estimation de la 
apa
ité
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est don
 plus di�
ile à réaliser et sujette à une plus grande in
ertitude (17 %).

(a) S
héma de la mesure de Z du CP2.
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Figure 4.3 � Évaluation de la 
apa
ité Cp du 14ème
élément du CP2 par le biais de la

partie imaginaire de Z mesurée.

Par la suite nous 
onsidérons l'in�uen
e de l'indu
tan
e sur la propagation des deux

modes fondamentaux S0 et A0 en basses fréquen
es (inférieure à fa). Or, le 
omportement

éle
trique en basses fréquen
es de la plaque piézoéle
trique s'évalue non pas ave
 la permit-

tivité à déformation 
onstante mais ave
 la permittivité à 
ontrainte 
onstante T ǫT33. Nous
évaluons don
 dans la se
tion suivante une 
apa
ité que nous appelons "Basse fréquen
e"

Cb, asso
iée à un élément piézoéle
trique du CP.

2.2 Capa
ité en basses fréquen
es

La 
apa
ité d'un élément piézoéle
trique en basses fréquen
es Cb est évaluée ave
 la

formule (2.2). La relation qui relie Cp et Cb pour un élément du CP s'é
rit en fon
tion

s'é
rit en fon
tion du 
oe�
ient de 
ouplage k′33

Cb =
Cp

1− k′33
(4.2)

On évalue la 
apa
ité Cb d'un élément du CP en e�e
tuant un ajustement de la partie

imaginaire pour des fréquen
es inférieures à 400 kHz par une 
ourbe théorique d'impédan
e

d'un 
ondensateur en fon
tion de la fréquen
e tra
ée à partir de l'expression :

Im[Z] =
−1

2πCbf
(4.3)

On 
onsidère les deux 
as d'un élément pla
é au milieu d'une plaque piézoéle
trique sans

éle
trode (�gure 4.1a) et du 14ème
élément du CP2 (�gure 4.2a). Les parties imaginaires

des impédan
es éle
triques sont présentées respe
tivement sur les �gures 4.4a et 4.4b.
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L'ajustement des 
ourbes bleues par les 
ourbes théoriques (points rouges) donne une valeur

de 
apa
ité Cb = 1 nF pour le premier 
as et Cb = 1, 1 nF dans le se
ond. L'estimation par

ajustement est di�
ile à réaliser et sujet à une grande in
ertitude à 
ause de l'amplitude

importante des résonan
es liés à la présen
e de modes de Lamb stationnaires en basses

fréquen
es.

La 
apa
ité 
al
ulée ave
 la formule (2.2) est de 0.67 nF . En
ore une fois, l'é
art entre

ette valeur théorique et 
elles estimées ave
 les parties imaginaires s'explique, outre l'erreur

liée à une estimation sur une 
ourbe "parasitée" par des résonan
es, par la non prise en


ompte des e�ets de bords dans l'expression théorique.

0 0.1 0.2 0.3 0.4
−2000

−1500

−1000

−500

0

Fréquence (MHz)

P
ar

tie
 im

ag
in

ai
re

 d
e 

Z
 (

Ω
)

 

 

M.E.F
Ajustement : C

b
 =  1nF
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e. Courbe bleue : 
al-


ul par MEF. Points rouges : ajustement par la formule

(4.3), Cb = 1 nF
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(b) Im(Z) en fon
tion de la fréquen
e. Courbe bleue : 
al-


ul par MEF. Points rouges : ajustement par la formule

(4.3), Cb = 1.1 nF .

Figure 4.4 � Évaluation de Cb à partir de la partie imaginaire 
al
ulée par MEF d'un

élément (a) au milieu de la plaque sans éle
trode (b) : du CP2 .

On évalue expérimentalement la 
apa
ité Cb du 14ème
élément du CP2 par la même

méthode. On obtient à partir de l'ajustement de la 
ourbe de la �gure 4.5 une valeur de

0, 97 nF .
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Figure 4.5 � Évaluation expérimentale de Cb du 14ème
élément du CP2 par le biais de la

partie imaginaire de Z.

La Table 4.1 regroupe les di�érentes évaluations des 
apa
ités bloquées Cp et basses

fréquen
es Cb e�e
tuées dans 
ette partie. Par la suite, nous prendrons 
omme estimation

de la 
apa
ité bloquée asso
iée à un élément du CP2 la valeur de Cp = 0, 77 nF et une


apa
ité basse fréquen
e Cb = 1, 1 nF .

Cp( nF ) Cb( nF )

Élément seul (formules (1.23) et (2.2) ) 0,5 0,67

Élément au milieu de la plaque sans éle
trode (numérique) 0,65 1

Élément au milieu du CP2 (numérique) 0,77 1,1

Élément au milieu du CP2 (expérimental) 0,64 0,97

Table 4.1 � Di�érentes estimations des 
apa
ités Cp et Cb d'un élément du CP.
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3 A

ordabilité du CP par ajout d'indu
tan
es éle
triques

3.1 Courbes de dispersion

La modélisation des 
omposants éle
triques 
onne
tés aux éle
trodes de la plaque pié-

zoéle
trique pour le 
al
ul fréquentiel de l'impédan
e éle
trique a été réalisée dans le se
ond


hapitre en utilisant le module 
ir
uit éle
trique. Or, une in
ompatibilité existe entre 
e

module et l'analyse des fréquen
es propres dans le logi
iel d'éléments �nis COMSOL Mul-

tiphysi
s

R©
(version 4.4). Pour 
ontourner 
e problème, on utilise le module mathématique

EDO et EAD globales (équation aux dérivées ordinaires et équation algébro-di�érentiels

globales) qui permet de dé�nir les équations régissant les grandeurs éle
triques du mo-

dèle [97℄.

Figure 4.6 � S
héma du 
ir
uit éle
trique de la plaque piézoéle
trique PZT 
onne
tée à

une indu
tan
e.

Si une indu
tan
e est 
onne
tée en parallèle sur 
haque élément du CP 
omme pré
isé

sur le s
héma du 
ir
uit représenté sur la �gure 4.6, on é
rit la loi des mailles entre la tension

aux bornes de l'indu
tan
e UL et la tension aux bornes de l'élément piézoéle
trique Up

Up − UL = 0 (4.4)

En régime harmonique :

Up + jLωI = 0, (4.5a)

Up − Lω2qp = 0, (4.5b)

I étant le 
ourant éle
trique et qp la 
harge présente sur une éle
trode de l'élément

piézoéle
trique.

On applique la 
harge 
al
ulée via le module mathématique EDO et EAD globales sur

l'éle
trode de l'élément piézoéle
trique dé�ni ave
 le module dispositifs piézoéle
triques puis

une analyse des fréquen
es propres est réalisée permettant une étude modale de la stru
ture

ave
 
es nouvelles 
onditions aux limites éle
triques (�gure 4.7).
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Figure 4.7 � Maille élémentaire simulée.

Le diagramme de bandes théorique du CP2 obtenu pour une valeur d'indu
tan
e de

L = 470 µH est présentée sur la �gure 4.8a. Cette valeur est 
hoisie de sorte à générer

une résonan
e éle
trique qui favorise une intera
tion prin
ipale ave
 le mode S0 en basses

fréquen
es. On remarque la génération d'un mode dispersif supplémentaire par rapport à

la �gure 3.2 d'origine éle
trique entre les fréquen
es f1 = 127, 9 kHz et f0 = 285, 7 kHz.
Ce mode se 
ouple ave
 les modes de Lamb qu'il 
roise et induit l'ouverture de deux

bandes interdites d'hybridation, le premier ave
 le mode A0 à la fréquen
e 
entrale

1 fc =
162, 1 kHz, et le se
ond ave
 le mode S0 à la fréquen
e fc = 225, 2 kHz. Le 
ouplage de

la résonan
e éle
trique ave
 le mode S0 est très important et induit une bande interdite de

largeur relative

2 Lgap = 35, 5%.

Les largeurs des bandes d'arrêts en bords de la ZDB représentées en bleu ont réduit

par rapport à 
elles d'un CP ave
 des éle
trodes aux PF étudié dans le 
hapitre pré
édent

(�gure 3.2). En e�et, loin de la résonan
e, l'ajout d'une indu
tan
e entraine des e�ets qui

s'apparentent à la mise en 
ourt 
ir
uit des éle
trodes. On remarque également que des

mini-bandes d'arrêts entre des modes de parités di�érentes sont ouvertes (indiquées en

rouge), 
e
i est lié à la dissymétrie des CLE par rapport au plan médian de la plaque,

une éle
trode est à la masse et l'autre pas. Nous avions déjà observé 
e phénomène dans

le 
hapitre 3. Nous observons également l'ouverture d'une mini-bande d'arrêt indiquée en

jaune à l'interse
tion des 
ourbes de dispersion des modes de même symétrie A0 et A1 à

la fréquen
e 676, 6 kHz.

Le potentiel éle
trique d'une 
ellule élémentaire de la plaque phononique piézoéle
trique

in�nie suivant Ox ave
 des éle
trodes 
onne
tées à des indu
tan
es (L = 470 µH) est donné

sur la �gure 4.9. Il est représenté au point 
orrespondant à k = 0 m−1
du mode éle
trique à

la fréquen
e f0 (la fréquen
e f0 sera dé�nie dans la se
tion suivante). Le potentiel éle
trique

est 
onstant suivant la dire
tion Ox, la longueur d'onde de 
e mode étant in�nie en k=0.

1. La fréquen
e 
entrale fc d'une bande interdite a été dé�nie dans le 
hapitre 3 ave
 la relation (3.4).

2. La largeur relative d'une bande interdite Lgap a été dé�nie dans le 
hapitre 3 ave
 la relation (3.5).
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(a) CP2. (b) CP2 sans la prise en 
ompte de l'e�et

piézoéle
trique.

Figure 4.8 � Diagrammes de bandes du CP2 dont 
haque élément est 
onne
té à des

indu
tan
es (L = 470 µH). Ele
 : mode éle
trique en
adré en vert. (a) : CP2, (b) : CP2

sans la prise en 
ompte de l'e�et piézoéle
trique.

Masse

L

Figure 4.9 � Potentiel éle
trique du mode éle
trique pour une 
ellule élémentaire du CP2


onne
té à des indu
tan
es, représenté à k = 0 m−1
et f0 = 285, 7 kHz.
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La dispersion en fréquen
es du mode éle
trique semble étonnante. Nous nous attendions

à voir apparaitre une bran
he "plate" asso
iée au mode éle
trique supplémentaire lié à la

résonan
e LC du 
ir
uit éle
trique formé par l'élément piézoéle
trique et l'indu
tan
e. Pour


omprendre l'origine de 
ette dispersion, nous e�e
tuons un se
ond 
al
ul en supprimant le


ouplage piézoéle
trique. Nous modélisons une plaque ave
 les mêmes paramètres élastiques

et géométriques que la plaque étudiée mais en annulant les 
oe�
ients piézoéle
triques (eij).
Le diagramme de bande 
al
ulé ave
 les mêmes CLE est présenté sur la �gure 4.8b.

Sans e�et piézoéle
trique, les CLE n'ont au
un e�et sur la dispersion des ondes de

Lamb, 
omme nous pouvions nous y attendre, au
une bande interdite n'a été ouverte. De

plus, nous observons toujours le mode éle
trique dispersif (en
adré en vert) dé
ouplé des

modes de propagation élastiques. Pour 
omprendre 
e 
omportement dispersif du mode

éle
trique, on se propose de modéliser le système étudié par une ligne éle
trique dans la

se
tion suivante.

3.1.1 Modélisation de la ligne éle
trique

A�n de 
omprendre le 
ara
tère dispersif de la bran
he éle
trique générée par la 
onnexion

des indu
tan
es, on modélise notre système par une ligne éle
trique (�gure 4.10). Chaque

élément du CP est modélisé par un 
ondensateur dont la 
apa
ité est égale à la 
apa
ité

éle
trique C asso
iée à un élément piézoéle
trique. Une indu
tan
e L est 
onne
tée en

parallèle à 
e 
ondensateur. Sur une même fa
e, nous avons une su

ession d'éle
trodes

séparées les unes des autres dont le 
omportement éle
trique s'apparente à des 
ondensa-

teurs pla
és en série. Un 
ondensateur supplémentaire C ′
est don
 ajouté entre deux motifs

élémentaires.

Figure 4.10 � S
héma éle
trique équivalent du modèle de la plaque piézoéle
trique ave


des éle
trodes périodiques 
onne
tées à des indu
tan
es.

La di�éren
e de potentiel entre une 
ellule N et ses pro
hes voisines (N-1) et (N+1)

s'é
rit

1

jC ′ω
Ie = VN−1 − VN , (4.6a)

1

jC ′ω
Is = VN − VN+1, (4.6b)
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où Ie et Is sont respe
tivement les 
ourants entrant et sortant de la 
ellule N, ils sont

liés par la loi des noeuds de la manière suivante :

Ip = Ie − Is, (4.7)

où :

VN = ZeqIp, (4.8)

ave


1

Zeq
= jCω +

1

jLω
. (4.9)

Les tensions VN−1 et VN+1 peuvent s'exprimer en fon
tion de la tension VN en exploi-

tant les 
onditions de Blo
h-Floquet

VN−1 = VNejΛk, (4.10a)

VN+1 = VNe−jΛk. (4.10b)

Alors les équations (4.6) deviennent

1

jC ′ω
Ie = VN (ejΛk − 1), (4.11a)

1

jC ′ω
Is = VN (1− e−jΛk), (4.11b)

La 
ombinaison de 
es deux équations s'é
rit

1

jC ′ω
(Is − Ie) = VN (2− ejΛk − e−jΛk) (4.12)

sin2

(

Λk

2

)

=
−1

4jC ′ω

(

jCω − j

Lω

)

(4.13)

On obtient la relation de dispersion

k =
2

Λ
asin

(
√

1

4C ′

(

1

Lω2
− C

)

)

(4.14)

Si on rempla
e k = 0 dans la relation (4.13), on obtient une fréquen
e de 
oupure f0
du mode éle
trique 
orrespondant à la fréquen
e de résonan
e du 
ir
uit LC

f0 =
1

2π
√
LC

. (4.15)
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Don
, dans le 
as de grandes longueurs d'ondes λ >> Λ, le mode éle
trique est uni-

quement déterminé par la 
apa
ité d'un élément et la valeur de l'indu
tan
e L. C ′
ne joue

au
un r�le 
omme illustré sur la �gure 4.11a.

A partir de la �gure 4.8b, nous pouvons prélever 
ette fréquen
e f0 et déduire la valeur
de C sa
hant que L = 470µF . On obtient C = 0, 49 nF .

Cette valeur est pro
he de la 
apa
ité basse fréquen
e d'un élément dé�nie dans la

se
tion pré
édente.

Dans le 
as où la valeur de k s'appro
he de π/Λ, la fréquen
e s'é
rit

f1 =
1

2π

√

1

L(4C ′ + C)
. (4.16)

On se situe dans la 
on�guration de la �gure 4.11b et la valeur de C' peut être déduite

à partir de la fréquen
e f1 = 127, 9 kHz de la �gure 4.8b.

C ′ =
1

4

(

1

Lω2
1

− C

)

= 0.4 nF (4.17)

(a) (b)

Figure 4.11 � Orientation des 
hamps éle
triques entre les éle
trodes périodiques de la

plaque piézoéle
trique pour (a) λ >> Λ et (b) λ ≈ Λ.

À l'aide de la relation (4.14), les parties réelle et imaginaire du nombre d'onde sont

tra
ées en fon
tion de la fréquen
e sur la �gure 4.12 pour les valeurs de C et C ′
égales

respe
tivement à 0, 49 nF et 0, 4 nF . On remarque que le mode éle
trique se propage

dans une gamme de fréquen
es 
omprises entre les fréquen
es f0 et f1 pour laquelle la

partie imaginaire est nulle. Dans le but d'illustrer l'in�uen
e des 
apa
ités C et C' sur les

fréquen
es de 
oupures (4.15) et (4.16), on 
al
ule la partie réelle du mode éle
trique pour

d'autres valeurs de C ′
et C qu'on présente sur la �gure 4.12a. La 
ourbe bleue est 
al
ulée

pour C = 0, 38 nF et C ′ = 0, 4 nF . On remarque que son dé
alage par rapport à la 
ourbe

initiale est plus important pour les faibles longueurs d'ondes (k = π/Λ). Par 
ontre, le

dé
alage de la 
ourbe orange 
al
ulée pour C ′ = 1 nF et C = 0, 49 nF , est plus pronon
é
au voisinage des grandes longueurs d'ondes (k = 0).
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Figure 4.12 � Courbes de dispersion 
al
ulées à partir du modèle éle
trique. (a) Partie

réelle du nombre d'onde k en fon
tion de la fréquen
e, trait 
ontinu vert : Cp = 0, 49 ; C ′ =
0, 4 nF , pointillés bleus : C = 0, 38 nF ; C ′ = 0, 4 nF , pointillés oranges : C = 0, 49 nF ;

C ′ = 1 nF . (b) Partie imaginaire de k en fon
tion de la fréquen
e pour Cp = 0, 49 nF ;

C ′ = 0, 4 nF . Les fréquen
es f0 et f1 sont respe
tivement dé�nies ave
 les relations (4.15)

et (4.16).

A�n de superposer le mode éle
trique 
al
ulé par éléments �nis dans le 
as d'une plaque

phononique sans e�et piézoéle
trique ave
 des éle
trodes 
onne
tées à des indu
tan
es de

valeur L = 470 µH, on attribue aux 
apa
ités C et C ′
la valeur 0, 49 nF et 0, 4 nF . Le

résultat est représenté sur la �gure 4.13a où le mode éle
trique 
al
ulé ave
 la relation de

dispersion (4.14) est également représenté.

Le 
as de la plaque phononique piézoéle
trique CP2 est représenté sur la �gure 4.13b, la


ourbe de dispersion théorique du mode éle
trique a été 
al
ulée pour C = C ′ = 0, 66 nF .

La valeur de la 
apa
ité C ′
du 
ondensateur formé par deux éle
trodes juxtaposées prise

en 
ompte dans la modélisation par une ligne éle
trique peut paraître ex
essive 
ar elle

est pro
he de la 
apa
ité C qui 
orrespond à un 
ondensateur formé par deux éle
trodes

fa
e à fa
e. En réalité la 
apa
ité C ′
est e�e
tive et la 
ondensation des 
harges se fait

prin
ipalement par in�uen
e entre deux éle
trodes fa
e à fa
e aux petites longueurs d'ondes

(λ ≈ Λ).

Une étude expérimentale de la bande interdite d'hybridation induite par l'intera
tion

du mode éle
trique ave
 le mode S0 est présentée dans la se
tion suivante.

3.1.2 Étude expérimentale

Les mesures des 
ourbes de dispersion s'e�e
tuent sur deux types de 
ellules élémen-

taires. D'abord, une 
ellule élémentaire Λ′
de longueur 4 mm est 
onsidérée. Celle-
i est


onstituée d'une paire d'éle
trode 
onne
tée à une indu
tan
e et la voisine ave
 un potentiel
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Figure 4.13 � Courbes de dispersion superposées ave
 le mode éle
trique dans le 
as (a)

CP2 sans e�et piézoéle
trique, (b) CP2.

�ottant (�gure 4.14a).

Nous travaillerons ensuite ave
 une 
ellule élémentaire élémentaire Λ = 2mm 
omposée

d'un 
ouple d'éle
trodes étudiée dans la partie pré
édente de 
e 
hapitre (�gure 4.7).

Le diagramme de bandes 
al
ulé par éléments �nis 
orrespondant à Λ′
ave
 une valeur

d'indu
tan
e de 470 µH est présenté sur la �gure 4.14b. On remarque un dé
alage de la

bande interdite d'hybridation par rapport au 
as où 
haque paire d'éle
trodes est reliée à

une indu
tan
e. Cette bande interdite est maintenant 
entrée sur une fréquen
e d'environ

200 kHz.

On applique au premier 
ouple d'éle
trodes du CP2 un signal sinusoïdale de 5 
y
les

d'amplitude 10 V à la fréquen
e 270 kHz. Comme pour les mesures présentées dans les


hapitres pré
édents, le vibromètre laser est utilisé pour e�e
tuer un balayage 1D sur toute

la longueur de l'é
hantillon par pas de 0, 1 mm a�n de suivre la propagation des ondes

guidées (�gure 2.18).

Les signaux spatiotemporels sont fenêtrés a�n d'ex
lure des traitements TF2D les si-

gnaux liés aux ré�exions à l'extrémité de la plaque. On représente le module de la trans-

formée de Fourier 2D appliquée aux signaux fenêtrés en niveaux de 
ouleurs sur la �gure

4.15a. Les diagrammes de bandes 
al
ulés pour la 
ellule élémentaire Λ′
(�gure 4.14b) sont

superposés en pointillés blan
s. La première zone de Brillouin (k = ±π/Λ′
) est délimitée

par des pointillés rouges.

On remarque la génération du mode S0 à la fréquen
e f = 286 kHz. En e�et, 
ette

fréquen
e se situe au dessus de la bande interdite d'hybridation du mode S0 ave
 la réso-

nan
e éle
trique. Bien que l'ex
itation soit symétrique, on génère aussi le mode A0 autour

de la fréquen
e 250 kHz. Une troisième ta
he à f = 260 kHz pour un nombre d'onde

négatif indique qu'un mode de Blo
h S0 d'ordre n = −1 est généré. Bien que 
e mode ait

un nombre d'onde négatif, il se propage dans le sens des x > 0 et a une vitesse de groupe
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(a) Maille élémentaire Λ′
simulée. (b) Diagramme de bandes. Ele
 : mode éle
trique.

Figure 4.14 � (a) S
héma de la maille élémentaire Λ′
(b) Diagramme de bandes 
orres-

pondant à Λ′
pour L = 470 µH.

positive (dω/dk > 0).

Le traitement des signaux issus d'une mesure e�e
tuée dans les mêmes 
onditions mais

ave
 un signal d'ex
itation 
entré sur 200 kHz est présenté sur la �gure 4.15b. En a

ord

ave
 la stru
ture de bandes théorique, le mode S0 est atténué à la fréquen
e de la bande

interdite d'hybridation. On l'observe ave
 une faible amplitude et toute l'énergie est portée

par le mode A0. Par 
ontre nous n'observons pas la ré�exion du mode S0 à la fréquen
e

de la bande interdite 
omme 
'était le 
as pour l'ouverture d'une bande interdite de Bragg

dans les mesures ave
 des CLE étudiées dans le 
hapitre pré
édent. En e�et, la bande

interdite de Bragg se 
onstruit au fur et à mesure que le nombre de périodes augmente,


ontrairement à la bande interdite d'hybridation produite par des résonan
es lo
ales qui

absorbent l'énergie de l'onde in
idente dès les premières éle
trodes.

A�n d'observer la ré�exion du mode S0 à la fréquen
e de la bande interdite d'hybri-

dation, il est né
essaire de permettre la propagation du mode dans une première partie de

la plaque. Pour 
ela, on laisse les 15 premières éle
trodes en 
ir
uit ouvert (ave
 un PF),
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Figure 4.15 � Transformée de Fourier 2D des signaux expérimentaux. CP2 ave
 une

maille élémentaire Λ′
de la �gure 4.14a (L = 470 µH). Les amplitudes sont représentées

en niveaux de 
ouleurs. Les 
ourbes de dispersions numériques sont superposées en traits

blan
s. La première zone de Brillouin est délimitée ave
 des pointillés rouges.

Figure 4.16 � S
héma de bran
hement des indu
tan
es.

ensuite, on 
onne
te les 15 éle
trodes suivantes ave
 des indu
tan
es (L = 470 µH), et on

laisse les 9 dernières éle
trodes de la plaque en PF (�gure 4.16).

Les signaux spatiotemporels de 
ette mesure sont représentés sur la �gure 4.17. La

partie du signal se propageant sous le réseau d'éle
trodes 
onne
tées aux indu
tan
es est

en
adrée en rouge. On observe en x = 0 la génération des modes de Lamb qui se propagent

tout au long de la plaque. Les ondes se ré�é
hissent d'abord en ren
ontrant le réseau

d'éle
trodes bran
hées aux indu
tan
es (lo
alisées par deux droites en pointillés bleus sur

la �gure). Ensuite, elles se ré�é
hissent à nouveau mais sur les bords de la plaque. On

observe également sur 
ette �gure l'atténuation de l'onde S0 à fur et à mesure qu'elle se

propage sous le réseau d'indu
tan
es. D'ailleurs on observe dans le re
tangle rouge des

ondes stationnaires S0 et A0 d'amplitude importante piégées par les résonan
es lo
ales
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Figure 4.17 � Signaux spatiotemporels de la mesure e�e
tuée ave
 les CLE du s
héma

4.16.

éle
triques.

À présent, on fenêtre 
es signaux spatiotemporels pour ne prendre en 
ompte que

les signaux se propageant avant le réseau d'éle
trodes 
onne
tées aux indu
tan
es. Les

ré�exions sur l'extrémité de la plaque ne sont pas prises en 
ompte. La TF2D des signaux

temporels fenêtrés est représentée sur la �gure 4.18b. Les diagrammes de bandes 
al
ulés

pour la 
ellule élémentaire 
orrespondante Λ (�gure 4.8a) sont superposés en blan
.

Lorsqu'au
une indu
tan
e n'est 
onne
tée (�gure 4.18a), l'onde S0 est générée et se

propage sans se ré�é
hir dans le CP. Si les indu
tan
es sont 
onne
tées (�gure 4.18b), on

observe un signal à k = 0. 
e signal 
orrespond à la présen
e d'onde stationnaire par la

ré�exion de l'onde S0 au niveau de l'interfa
e entre la partie du CP où les éle
trodes sont

au PF et 
elle où les éle
trodes sont 
onne
tées aux indu
tan
es. Une ré�exion du mode

S0 est observée ave
 une faible amplitude dans l'espa
e des nombres d'ondes négatifs au


entre de la bande interdite d'hybridation, et en
ore une fois, une partie de l'énergie est

transmise au mode A0.

La longueur d'onde du mode S0 se propageant dans le CP2 ave
 des éle
trodes ayant

des potentiels �ottants est λ = 2 cm à la fréquen
e 200 kHz. Celle-
i 
orrespond à 10 fois

la longueur de la maille du réseau Λ = 2 mm. Nous avons don
 réalisé i
i un métamatériau

lo
alement résonant qui interagit à une é
helle sub-longueur d'onde ave
 les ondes guidées
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orrespondant aux ondes se propageant sous

les 15 premiers éle
trodes. CLE représentées dans le

s
héma de la �gure 4.16 (L = 470 µH).

Figure 4.18 � Transformée de Fourier 2D des signaux expérimentaux fenêtrés du CP2

ave
 la maille élémentaire Λ de la �gure 4.7. Les amplitudes sont représentées en niveaux

de 
ouleurs. Les 
ourbes de dispersion numériques sont superposées en traits blan
s. La

première zone de Brillouin est délimitée ave
 des pointillés rouges.

se propageant dans la stru
ture.

3.2 Impédan
e éle
trique

L'impédan
e éle
trique de la plaque phononique ave
 des éle
trodes 
onne
tées aux

indu
tan
es est déterminée par la méthode d'éléments �nis en régime harmonique de la

même manière que dans les 
hapitres pré
édents.

Deux 
on�gurations sont étudiées : le premier 
al
ul est e�e
tué pour l'é
hantillon CP2

dans le 
as où toutes les éle
trodes ont un potentiel �ottant. Le se
ond 
al
ul est réalisé

pour le même é
hantillon mais ave
 une éle
trode sur deux 
onne
tée à une indu
tan
e

d'une valeur L = 470 µH. Les autres éle
trodes restent à un potentiel �ottant (�gure

4.19).

Les parties réelle et imaginaire de l'impédan
e éle
trique sont représentées respe
tive-

ment sur les �gures 4.20a et 4.20b. Les 
ourbes bleues représentent l'impédan
e du CP2

ave
 des éle
trodes ayant un PF et les 
ourbes rouges sont 
elles du 
al
ul ave
 les indu
-

tan
es.

Les 
ourbes rouges (�gure 4.20) présentent une bande interdite d'hybridation (indiquée

par un fond bleu). Des résonan
es 
orrespondantes au 
ouplage du mode S0 ave
 le mode

éle
trique sont observées autour de 
ette bande interdite.

On superpose la partie réelle de l'impédan
e sur le diagramme de bandes 
al
ulé pour

les mêmes CLE (�gure 4.8a) sur la �gure 4.21. La bande de fréquen
es interdite liée à

la présen
e de la bande interdite d'hybridation est parfaitement identi�ée sur la mesure
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Figure 4.19 � Mesure d'impédan
e : une éle
trode sur deux est 
onne
tée à une indu
tan
e

L = 470 µH, les autres éle
trodes ont un PF.

(a) Partie réelle de Z. (b) Partie imaginaire de Z.

Figure 4.20 � Impédan
e éle
trique Z 
al
ulée numériquement. Courbes bleues : éle
trodes

ave
 PF, 
ourbes rouges : 
on�guration du s
héma de la �gure 4.19. La bande interdite

d'hybridation est indiquée par la zone bleue.

d'impédan
e et en a

ord ave
 le diagramme de bande matérialisée par un re
tangle à fond

bleu sur la �gure.

Les re
tangles à fond jaunes mettent en éviden
e la 
orrespondan
e fréquentielle entre

les résonan
es éle
triques de la partie réelle de l'impédan
e générées par le bran
hement

des indu
tan
es et la bran
he du mode éle
trique sur le diagramme de bande avant et après

la bande interdite d'hybridation.

Deux mesures de l'impédan
e éle
trique ont été e�e
tuées sur le premier 
ouple d'éle
-

trodes du CP2. Pour la première, toutes les éle
trodes sont en 
ir
uit ouvert, et dans la

se
onde les éle
trodes ont les mêmes 
onditions éle
triques que sur le s
héma de la �gure

4.19. Les parties réelle et imaginaire sont tra
ées respe
tivement sur les �gures 4.22a et

4.22b. Les 
ourbes bleues 
orrespondent à la première mesure et les rouges à la se
onde.

On observe sur les 
ourbes expérimentales un "massif" de pi
s 
orrespondant à un

nombre important de pi
s autour de 238 kHz. Ces pi
s sont asso
iés aux ondes S0 sta-

tionnaire dans la longueur dont la vitesse de groupe s'annule en bord de gag. Le premier
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Figure 4.21 � Diagramme de bandes du CP2 
al
ulé pour la maille Λ′
(�gure 4.14a)

superposé ave
 la partie réelle de l'impédan
e éle
trique (en rouge) 
al
ulée pour la même


on�guration. La bande bleue indique la bande interdite d'hybridation et les bandes jaunes

en
adrent les bran
hes du mode éle
trique (Ele
).

pi
 est dé
alé d'environs 7% par rapport au pi
 observé numériquement. Ce
i est proba-

blement lié aux di�éren
es d'estimation de la 
apa
ité bloquée d'un élément du CP entre

un 
al
ul d'éléments �nis et une mesure 
omme il a déjà dis
uté dans la première se
tion

de 
e 
hapitre.

Il est di�
ile d'observer les autres pi
s de 
e mode en plus basses fréquen
es ni la

bande interdite d'hybridation à 
ause du bruit important qui perturbe les mesures à 
es

fréquen
es.

Dans 
ette partie, on a montré que l'in�uen
e des indu
tan
es 
onne
tées aux éléments

du CP se 
ara
térise par une génération d'un mode éle
trique dispersif. L'intera
tion de 
e

mode ave
 les ondes de Lamb produit une bande interdite d'hybridation aux alentours de

la fréquen
e du 
ir
uit LC. Alors, l'utilisation des valeurs plus petites de L permettrait le

dé
alage du mode éle
trique vers les hautes fréquen
es, 
e qui produirait des bandes inter-

dites d'hybridation ave
 des modes de Lamb d'ordres supérieurs. Dans la partie suivante,

on étudiera l'e�et de la 
onnexion d'une 
harge 
apa
itive sur la dispersion des ondes de
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Figure 4.22 � Mesure d'impédan
e éle
trique Z. Courbes bleues : éle
trode ave
 PF,


ourbes rouges : alternan
e d'éle
trodes ave
 PF et d'éle
trodes 
onne
tées à L.

Lamb.

4 A

ordabilité du CP par ajout de 
apa
ités éle
triques

Nous nous intéressons maintenant à l'e�et de 
ondensateurs (de 
apa
ité C) 
onne
tés

en parallèle aux éle
trodes périodiques de la plaque piézoéle
trique CP2. Le modèle est


onstruit en utilisant les modules dispositifs piézoéle
triques ainsi que EDO et EAD globales


omme on l'a déjà fait pour le 
as d'une 
harge indu
tive étudiée pré
édemment.

L'équation (4.4) devient :

Up − Uc = 0 (4.18)

où Uc est la tension aux bornes du 
ondensateur.

En régime harmonique :

Up −
1

C
qp = 0. (4.19)

Comme dans le 
as des indu
tan
es, on applique la 
harge résultante sur l'éle
trode.

La maille élémentaire étudiée i
i est 
onstitué d'une seule paire d'éle
trodes. On 
al
ule

les diagrammes de bandes pour trois 
ondensateurs ajoutés de valeurs Cp/2, Cp, et 2Cp,

en prenant Cp = 1, 1 nF . Les résultats obtenus sont présentés sur la �gure 4.23 et le

diagramme de bandes de la plaque ave
 des éle
trodes au PF est superposé en bleu.

La bande interdite du mode S0 en
adrée en rouge est représentée sur la �gure 4.23b. On

remarque un dé
alage de quelques kHz entre les bornes supérieures de la bande interdite

pour les di�érentes valeurs de C. En e�et, la largeur de la bande interdite est inversement

proportionnelle à la valeur de la 
apa
ité 
onne
tée. Plus on diminue la valeur de la 
apa
ité
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Figure 4.23 � (a) Diagramme de bandes théorique du CP2 dont les éle
trodes sont 
onne
-

tées à des 
apa
ités. Points bleus : PF, 
arrés rouges : C = Cp/2, losanges verts : C = Cp,


er
les en magenta : C = 2Cp. (b) grossissement de la partie en
adrée dans la �gure (a).


onne
tée et plus la bande interdite s'ouvre. Pour une 
harge d'impédan
e 
orrespondant

à une 
apa
ité nulle on se retrouve dans le 
as limite d'un 
ir
uit ouvert et on retrouve la

bande interdite obtenue lorsque les éle
trodes du CP sont au PF.

Ce léger dé
alage entre les 
ourbes de dispersion devient plus important aux alentours

de 1 MHz, valeur qui 
orrespond à la fréquen
e du mode épaisseur de la plaque piézo-

éle
trique. En e�et, la 
onnexion d'une 
apa
ité aux bornes d'une plaque piézoéle
trique

dé
ale le pi
 
orrespondant i
i à la résonan
e du mode épaisseur [61, 114℄.

Ces résultats sont en a

ord ave
 des travaux antérieurs réalisés sur des empilements

1D d'éléments piézoéle
triques 
onne
tés à des 
harges 
apa
itives [61,114℄. Il a été montré

dans 
es travaux que l'alternan
e du bran
hement d'une 
apa
ité ave
 un autre type de
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CLE (
ir
uit ouvert ou 
ourt 
ir
uit) permet le 
ontr�le en fréquen
e d'une borne de la

bande interdite. Dans 
ette étude, on alterne la 
onnexion des 
apa
ités ave
 des longueurs

de la plaque sans éle
trode dont le potentiel éle
trique est libre.

La 
onnexion des 
harges 
apa
itives permet don
 une a

ordabilité en fréquen
e de la

largeur des bandes interdites. Bien que la position en fréquen
e d'une des deux bornes de la

bande interdite soit �xée par le 
hoix du fa
teur de re
ouvrement, les 
apa
ités 
onne
tées

permettent de 
ontr�ler la position de la deuxième borne ainsi que la vitesse du mode de

Lamb généré à la fréquen
e de résonan
e du mode épaisseur de la plaque.

5 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre nous avons étudié l'e�et de la 
onnexion d'une 
harge d'impédan
e

sur la dispersion des ondes de Lamb dans une plaque phononique piézoéle
trique.

Une étude numérique et expérimentale de la dispersion des ondes de Lamb dans le CP2

ave
 des éle
trodes 
onne
tées à des indu
tan
es a été réalisée. Les résultats ont montré

l'ouverture d'une bande interdite d'hybridation induite par les mé
anismes de résonan
es

lo
ales éle
triques. Un modèle éle
trique a été développé pour 
al
uler la dispersion du

mode éle
trique généré par la 
onnexion des indu
tan
es aux éle
trodes périodiques de la

plaque piézoéle
trique. Ces CLE ont permis la réalisation d'un métamatériau qui fon
tionne

à une longueur d'onde 10 fois plus importante que le paramètre de la maille du réseau.

L'impédan
e éle
trique 
al
ulée et mesurée pour 
es CLE a permis la 
ara
térisation de

l'intera
tion entre 
e mode éle
trique et le mode S0.

En�n, un autre type d'a

ordabilité des bandes interdites de Bragg a été démontré

par la 
onnexion des 
harges 
apa
itives aux éle
trodes du CP. En e�et, la 
onnexion d'un


ondensateur 
hange la vitesse de phase des ondes de Lamb en permettant ainsi de modi�er

la fréquen
e de la borne supérieure des bandes interdites.
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Con
lusions

Les travaux réalisés dans 
ette thèse sont 
onsa
rés à l'étude du 
ontr�le de la propa-

gation des ondes de Lamb dans un 
ristal phononique piézoéle
trique. Nous avons 
onçu

un CP en disposant simplement de façon périodique des éle
trodes 
ondu
tri
es sur les

deux fa
es d'une plaque piézoéle
trique. L'avantage de guides d'ondes 
onçus à partir de

matériaux piézoéle
triques est qu'ils permettent à la fois la génération séle
tive d'ondes

guidées, en utilisant des peignes interdigités, mais également le 
ontr�le de 
es ondes. En

e�et, nous avons montré que l'appli
ation de di�érentes 
onditions aux limites éle
triques

permet d'a

order très simplement en fréquen
e les propriétés des ondes de Lamb se propa-

geant dans le CP. Di�érents démonstrateurs ont été réalisés durant 
ette thèse qui nous ont

permis de valider expérimentalement un 
ertain nombre de propriétés mises en éviden
e

ave
 des études numériques par la méthode des éléments �nis.

Les études expérimentales s'appuient sur deux types de mesure :

� une 
ara
térisation a
oustique des propriétés élastiques des ondes guidées par des

mesures de dépla
ements de surfa
e à l'aide d'un vibromètre laser. On obtient ainsi

des 
ourbes de dispersion expérimentales 
omparables aux stru
tures de bandes

théoriques obtenues par des 
al
uls modaux sur une 
ellule élémentaire du CP.

� des mesures d'impédan
es éle
triques pour lesquelles la présen
e de pi
s est asso-


iée à des modes de Lamb stationnaires se propageant dans le CP. La présen
e ou

l'absen
e de pi
s d'impédan
e permet de 
ara
tériser respe
tivement des bandes de

fréquen
es permises ou interdites de propagation.

L'augmentation du nombre de modes propagatifs ave
 la fréquen
e nous a amené à

nous limiter dans 
ette étude aux modes de Lamb présents à des fréquen
es inférieures à la

résonan
e d'épaisseur de la plaque, et plus parti
ulièrement aux deux modes fondamentaux

symétriques S0 et antisymétriques A0.

Les prin
ipaux résultats obtenus dans 
ette thèse sont les suivants :

Après avoir présenté les notions fondamentales sur la piézoéle
tri
ité et les 
ristaux

phononiques au 
hapitre 1, nous avons dans le 
hapitre 2 étudié la propagation des ondes

de Lamb dans des plaques piézoéle
triques ave
 et sans éle
trodes. Nous avons mis en

éviden
e que les vitesses de propagation des ondes variaient suivant la présen
e ou non

des éle
trodes sur les fa
es de la plaque. Ce
i nous a permis par la suite d'interpréter

les résultats obtenus ave
 des alternan
es de 
onditions aux limites éle
triques (CLE).

Sur une plaque piézoéle
trique 
ouverte d'éle
trodes 
ondu
tri
es sur la totalité de ses
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surfa
es, la 
onnexion d'une 
harge d'impédan
e (
apa
ité ou indu
tan
e) en parallèle n'a

au
un e�et sur la dispersion des ondes de Lamb. Les 
harges se neutralisent et le potentiel

reste nul au voisinage de la surfa
e. Nous avons également dans 
e 
hapitre 
ara
térisé


omplètement les plaques piézoéle
triques utilisées par la suite en ajustant les 
onstantes

piézoéle
triques, éle
triques et mé
aniques fournies par le fabri
ant. Une 
omparaison ave


un modèle analytique a permis de valider les modèles numériques utilisés.

Les résultats importants de 
ette thèse se 
on
entrent dans le 
hapitre 3, traitant du 
as

périodique. Nous avons montré que l'alternan
e de surfa
es ave
 et sans éle
trodes 
rée des

dis
ontinuité de potentiels éle
triques qui se traduisent via un 
ouplage éle
tromé
anique

par une périodi
ité de paramètres e�e
tifs du matériau. Cette dis
ontinuité permet d'ouvrir

des bandes interdites de Bragg aux bords de la première zone de Brillouin mais aussi des

bandes interdites "intra-bandes" impliquant des modes de Lamb di�érents. Une étude

paramétrique a montré que les positions et les largeurs des bandes interdites dépendent

du fa
teur de re
ouvrement pour une 
on�guration de CLE donnée. La bande interdite du

mode S0 du CP2 ave
 des éle
trodes ayant un potentiel �ottant atteint une largeur de

4, 2% pour un fa
teur de re
ouvrement de 77 %. Quand les éle
trodes sont 
ourt-
ir
uitées

et mises à la masse, la largeur est alors maximale (4, 17 %) pour un fa
teur de re
ouvrement

de 23 %. On obtient également une a

ordabilité du CP sans avoir à 
hanger la géométrie

de la plaque et des éle
trodes mais en modi�ant uniquement les CLE. Cette a

ordabilité

s'e�e
tue par une modi�
ation de la 
ellule élémentaire du CP en 
hangeant par exemple

la périodi
ité spatiale ave
 laquelle une 
ellule est mise à la masse. L'augmentation de la

taille de la 
ellule élémentaire a pour e�et de dé
aler vers les basses fréquen
es les bandes

interdites. De plus, le 
ontr�le des mini-bandes interdites (bande interdite impliquant deux

modes de Lamb di�érents dans la ZDB) se fait par le biais du 
ontr�le de la symétrie

des CLE par rapport au plan médian de la plaque. En e�et, si la maille élémentaire est

symétrique éle
triquement, on obtient un 
ouplage entre les modes de même parité. Tandis

que la di-symétrisation des CLE favorise l'intera
tion entre les modes de parités di�érentes.

La dernière partie de la thèse est 
onsa
rée à l'in�uen
e de 
harges d'impédan
es 
onne
-

tées aux éle
trodes sur la dispersion des ondes de Lamb. Pour 
ela, il nous a fallu 
ara
tériser

éle
triquement un élément du CP et évaluer la 
apa
ité éle
trique asso
iée à 
et élément.

La présen
e d'e�ets de bords pour les dimensions d'éle
trodes 
onsidérées (largeur d'éle
-

trode inférieure à l'épaisseur de la plaque piézoéle
trique) ont été mis en éviden
e. La

position de l'élément au sein du CP ainsi que la longueur d'onde de travail in�ue sur la


apa
ité éle
trique qui possède à la fois une 
omposante statique mais également dyna-

mique. Nous avons montré que si nous asso
ions à la 
apa
ité de l'élément une indu
tan
e

et 
e, périodiquement sur le CP, alors on observe la propagation d'un mode éle
trique

dispersif autour de la fréquen
e de résonan
e du 
ir
uit LC. Des 
al
uls par la méthode

d'éléments �nis ont montré le 
ouplage de 
e mode ave
 les modes de Lamb. Ce 
ouplage

entraine l'ouverture d'une bande interdite d'hybridation. Cette bande interdite d'hybri-

dation est induite par les résonan
es éle
triques lo
ales "dé
len
hées" par le passage de

l'onde mé
anique dont la propagation est ainsi empê
hée. Il est important de noter que


ette bande interdite d'hybridation est ouverte à une longueur d'onde 10 fois supérieure à

la taille de la maille élémentaire. Le CP se 
omporte don
 i
i 
omme un mématériau. Le


omportement éle
trique du dispositif a été modélisé par une ligne éle
trique dans laquelle

le 
ouplage entre les éléments du CP se traduit par la prise en 
ompte d'une 
apa
ité éle
-
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trique e�e
tive entre deux éle
trodes adja
entes. Ce
i a permis d'expliquer la dispersion

du mode éle
trique généré par la 
onnexion des indu
tan
es. Pour terminer 
e 
hapitre,

nous nous sommes intéressés au bran
hement de 
apa
ités sur les éle
trodes. Ce
i permet

également le 
ontr�le de la dispersion des modes de Lamb. Les valeurs de 
apa
ités uti-

lisées permettent d'a

order les positions fréquentielles des bornes supérieures des bandes

interdites, les positions des bandes inférieures sont dé�nies quant à elles par le fa
teur de

re
ouvrement. Cependant 
ette a

ordabilité des bandes interdites est faible, elle est de

l'ordre de quelques kilohertz pour des valeurs des 
apa
ités allant jusqu'à 10 fois la valeur

de la 
apa
ité bloquée. Les variations de vitesses des modes sont plus notables au voisinage

de la fréquen
e de résonan
e d'épaisseur de la plaque.

Perspe
tives

Les travaux menés dans 
ette thèse ouvrent de nombreuses perspe
tives. En e�et, nous

n'avons étudié que des dispositifs éle
triques passifs pour 
ontr�ler la propagation des

ondes, des 
ir
uits éle
triques a
tifs peuvent être envisagés tels que des 
apa
ités négatives.

Ces dernières autorisent des modulations très importantes des 
onstantes e�e
tives du

matériau piézoéle
trique et ont démontré leur e�
a
ité dans le 
as de CP 
onstitué d'un

empilement 1D de plaques piézoéle
triques [116, 117℄.

Une autre perspe
tive 
onsiste à réaliser des stru
tures a

ordables bi et tri-dimensionnelles.

Ce
i permettra d'étendre les fon
tionnalités du dispositif. On peut par exemple envisager

de réaliser un guide d'onde sur un CP ave
 une répartition 2D d'éle
trodes soumises à un

potentiel �ottant. En 
ourt-
ir
uitant 
ertaines rangées d'éle
trodes ont peut ouvrir des

bandes passantes et 
réer des "
hemins" sur lesquels pourront se propager les ondes. On

obtient ainsi des guides d'ondes très 
on�nés pouvant être utilisés pour des appli
ations du

type multiplexeur/demultiplexeur.

Nous avons au 
ours des derniers mois de Thèse 
ommen
é à développer un modèle

de plaque piézoéle
trique ave
 des éle
trodes périodiques dans un plan bi-dimensionnel

à partir du modèle déjà étudié pour une périodi
ité 1D. L'analyse des modes propres

d'une plaque piézoéle
trique d'épaisseur e = 2, 2 mm ave
 des éle
trodes 
arrées disposées

périodiquement dans le plan xOy a été réalisée suivant les dire
tions ΓX, XM et ΓM de

la première zone de Brillouin. Les paramètres des 
onstantes élastiques, piézoéle
triques et

diéle
triques sont 
elles du CP2 donnée en annexe B. La périodi
ité Λx suivant l'axe Ox

est égale à 
elle suivant l'axe Oy Λy (Λx = Λy = Λ = 2 mm). Les paramètres de la maille

élémentaire a et b sont les mêmes que 
eux de la maille étudié dans les 
hapitres pré
édents

(a = 1, 7 mm et b = 0, 3 mm). Des 
onditions de Blo
h-Floquet ont été appliquées selon

la dire
tion Ox (C.B-F.x) et suivant la dire
tion Oy (C.B-F.x)
omme montré sur la �gure

4.24. Le diagramme de bandes résultant est présenté sur la �gure 4.25.

Des bandes interdites pour 
ertains modes sont observées en bord de bandes pour les

dire
tions 
ristallographiques ΓX et ΓM étudiées ainsi que des mini-bandes d'arrêts entre

des modes de même symétrie. Par 
ontre, au
une bande interdite n'est observée suivant la

dire
tion XM . L'ouverture d'une bande interdite 
omplète peut né
essiter une optimisation

des paramètres géométriques. Nous pouvons également envisager d'utiliser des résonan
es

lo
ales obtenues en 
onne
tant des indu
tan
es aux éle
trodes.
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Figure 4.24 � S
hémas représentant la maille élémentaire. C.B-F.x et C.B-F.y sont res-

pe
tivement les 
onditions de Blo
h-Floquet suivant les axes Ox et Oy.
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Figure 4.25 � Courbes de dispersion de la plaque phononique piézoéle
trique ave
 des

éle
trodes périodiques en PF dans le plan xOy.

Un prototype d'une plaque phononique piézoéle
trique ave
 des éle
trodes périodiques

suivant deux dimensions est en 
ours de réalisation par Thales Resear
h & Te
hnology
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Fran
e à partir d'une plaque en PZT (Pz26) polarisée suivant son épaisseur [105℄. Il a

été réalisé a�n que la fa
e supérieure de la plaque 
ontienne un réseau d'éle
trodes 
arrées

disposées périodiquement dans le plan xOy. Des éle
trodes pour l'ex
itation et la ré
eption

des ondes ont été faites sur deux 
�tés de la plaque. Les deux autres extrémités 
ontiennent

des reprises de 
onta
t pour 
haque éle
trode qui serviront à la 
onnexion des CLE. La

fa
e inférieure de la plaque 
ontient une éle
trode uniforme pour 
onne
ter une masse.

Une photographie du prototype est présentée sur la �gure 4.26, ses dimensions sont 80

x 80 x 1,6 mm3
. 13 x 13 éle
trodes en or ont été déposées sur une surfa
e de la plaque

de 52 x 52 mm2
. Le 
�té de 
haque éle
trode est a = 3, 7 mm et l'espa
e entre deux

éle
trodes est de 0, 3 mm dans les deux dire
tions, 
ela 
onduit à des périodi
ités Λx et Λy

de 4 mm 
ha
une.

Figure 4.26 � Prototype d'une plaque phononique piézoéle
trique ave
 des éle
trodes

périodiques dans le plan yOx.
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Annexe A

Base de données des matériaux

piézoéle
triques utilisés

Les matériaux piézoéle
triques 
hoisis sont des 
éramiques de type PZT (Titano-Zir
onate

de Plomb). Plus exa
tement, la référen
e du fabri
ant MEGGITT A/S est le Pz26 [105℄.

Ces 
éramiques sont 
onsidérées de 
lasse de symétrie 6mm. Les 
omposantes des trois

tenseurs élastiques (CE
αβ), diéle
triques (ǫ

S
ij) et piézoéle
triques (eiα) sont données par :

CE
11 CE

12 CE
13 0 0 0 0 0 e31

CE
12 CE

11 CE
13 0 0 0 0 0 e31

CE
13 CE

13 CE
33 0 0 0 0 0 e33

0 0 0 CE
44 0 0 0 e51 0

0 0 0 0 CE
44 0 e51 0 0

0 0 0 0 0 CE
66 0 0 0

0 0 0 0 e51 0 ǫS11 0 0

0 0 0 e51 0 0 0 ǫS11 0

e31 e31 e33 0 0 0 0 0 ǫS33

La 
lasse de symétrie du PZT permet d'é
rire :

CE
66 =

CE
11 + CE

12

2
. (A.1)

Les valeurs des 
oe�
ients élastiques, piézoéle
triques et diéle
triques, fournies ave


une in
ertitude de ±15% par le fabri
ant, sont regroupées dans la Table A.1.
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Table A.1 � Constantes élastiques, piézoéle
triques et diéle
triques fournis par le fabri
ant

ave
 une in
ertitude de ±15% pour le matériau Pz26 (PZT) [105℄.

Coe�. élastiques (GPa)

CE
11 168

CE
12 110,3

CE
13 99,9

CE
33 122,6

CE
44 30,1

CE
66 28,8

Coe�. piézoéle
triques (C.m−2
)

e31 -2,8

e33 14,7

e15 9,86

Permittivité éle
trique relative

ǫ11 828

ǫ33 700

Les 
oe�
ients de 
ouplage éle
tromé
aniques dé�nis dans le premier 
hapitre dans

la Table1.1 sont 
al
ulés à partir des paramètres de la Table A.1 et leurs valeurs sont

regroupées dans la Table A.2.

Table A.2 � Coe�
ients de 
ouplage éle
tromé
aniques 
al
ulés à partir des valeurs de

référen
e de la Table A.1.

Coe�
ient de 
ouplage k33 k31 kp k′p k′31 kt k′33 k5e ke k15 kh

(%) 66,6 29,2 51,9 8,4 44,9 49,4 62,6 73,2 7,6 59 26,4

Cette base de données a été utilisée pour toutes les simulations numériques du 
ristal

phononique CP1 (
hapitre 3). Pour les autres plaques étudiées et provenant d'un autre lot,

des di�éren
es ont été observées sur les 
ara
téristiques du matériau et en parti
ulier sur

le mode d'épaisseur. Cette 
onstatation a été faite notamment sur la plaque CP2 avant

la dé
oupe des éle
trodes réparties périodiquement. Ce
i nous a 
onduit à dé�nir un nou-

veau jeu de 
onstantes. Cette modi�
ation s'est prin
ipalement e�e
tuée par ajustements

su

essifs des 
ourbes de dispersion expérimentales.

Certains paramètres ont très peu d'in�uen
e sur les 
ourbes de dispersion mais une

nouvelle base de données a ainsi été dé�nie de façon réaliste (Table A.3). Les variations des


onstantes restent dans la marge d'erreur donnée par le fabri
ant. De plus, les di�érents


oe�
ients de 
ouplages ont été re
al
ulés pour véri�er la plausibilité de 
e nouveau jeu
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de 
onstantes.

Dans la Table A.4 sont d'ailleurs données les variations de 
es 
oe�
ients de 
ouplage

entre les deux bases de données ∆k

∆k =
|ke − kn|

max(ke, kn)
(A.2)

où ke représentent les 
oe�
ients de 
ouplages donnés dans la Table A.2 et kn sont les


oe�
ients 
al
ulés à partir de la nouvelle base de données.

Table A.3 � Constantes élastiques, piézoéle
triques et diéle
triques ajustés pour le maté-

riau Pz26 (PZT).

Coe�
ients élastiques (GPa)

CE
11 175

CE
12 110,3

CE
13 95

CE
33 124

CE
44 26,4

CE
66 32,3

Coe�
ients piézoéle
triques (C.m−2
)

e31 -2,6

e33 16,5

e15 10

Permittivité éle
trique relative

ǫ11 800

ǫ33 767

Table A.4 � Coe�
ients de 
ouplage éle
tromé
aniques 
al
ulés à partir de 
oe�
ients de

la Table A.3.

Coe�
ient de 
ouplage k33 k31 kp k′p k′31 kt k′33 k5e ke k15 kh

(%) 68,3 29,2 56,7 9,5 49 47 63,5 66,3 8,7 55,3 23,8

∆k(%) 2,9 10 8,4 11,6 8,3 4,7 1,37 9,38 12,4 6,4 9,7

Ce jeu de paramètres n'est a priori pas unique mais donne un bon a

ord entre les


ourbes de dispersion numérique et expérimentale 
omme 
ela est montré sur la �gure A.1

qui 
orrespond aux 
ourbes de dispersion de la plaque piézoéle
trique ave
 des éle
trodes

uniformes étudiée dans le 
hapitre 2.
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Figure A.1 � Courbes de dispersion expérimentales d'une plaque piézoéle
trique ave
 des

éle
trodes en CO en niveaux de 
ouleurs. Les 
ourbes de dispersion numérique 
al
ulées

ave
 les 
oe�
ients de la Table A.3 sont superposées en blan
.

En résumé, la première base de donnée (Table A.1) a été utilisée dans le 
hapitre 3

pour les 
al
uls sur l'é
hantillon CP1. Alors que la se
onde base de données ajustée (Table

A.3) a été employée dans le reste des travaux.
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Étude analytique des ondes de Lamb

dans une plaque piézoéle
trique ave


des surfa
es uniformes

Dans 
ette annexe sont données les équations de dispersion des ondes de Lamb dans

une plaque piézoéle
trique ave
 des surfa
es uniformément re
ouvertes d'éle
trodes 
ondu
-

tri
es ou non. Cette modélisation théorique a été développée par Pas
al Rembert, maître

de 
onféren
es au LOMC, en se basant sur les travaux de Tiersten [102℄.

1 Équation de dispersion dans un matériau piézoéle
trique

On rappelle que les équations 
onstitutives de la piézoéle
tri
ité peuvent être exprimées

par ( 
hapitre 1, équations (1.5))

Tij = cEijklSkl − ekijEk (B.1a)

Di = eiklSkl + ǫSikEk (B.1b)

Le 
hamp éle
trique (Ek) et la déformation (Sij) s'é
rivent respe
tivement en fon
tion

du potentiel éle
trique ϕ et du dépla
ement u

Ek = −ϕ,k (B.2a)

Sij =
1

2
(ui,j + uj,i) (B.2b)

(ave
 a,j ≡ ∂a/∂xj). Les 
ontraintes (Tij) et les dépla
ements éle
triques (Di) se déve-

loppent alors :
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T1 = cE11u1,1 + cE12u2,2 + cE13u3,3 + e31ϕ,3 (B.3a)

T2 = cE12u1,1 + cE11u2,2 + cE13u3,3 + e31ϕ,3 (B.3b)

T3 = cE13u1,1 + cE13u2,2 + cE33u3,3 + e33ϕ,3 (B.3
)

T4 = cE44u3,2 + cE44u2,3 + e15ϕ,2 (B.3d)

T5 = cE44u3,1 + cE44u1,3 + e15ϕ,1 (B.3e)

T6 = cE66u2,1 + cE66u1,2 (B.3f)

D1 = e15u3,1 + e15u1,3 − ǫS11ϕ,1 (B.3g)

D2 = e15u3,2 + e15u2,3 − ǫS11ϕ,2 (B.3h)

D3 = e31u1,1 + e31u2,2 + e33u3,3 − ǫS33ϕ,3 (B.3i)

On é
rit l'équation du mouvement du système

Tij,i = ρüj (B.4)

ρ étant la masse volumique.

On 
onsidère une onde mono
hromatique progressive selon l'axe Ox3 dont l'expression
du dépla
ement est

ui = Bie
iω(t−s1x1−s2x2−s3x3)

(B.5)

ave
 ωsi = ki proje
tions du ve
teur d'onde dans le matériau selon xi. Les Bi sont les

amplitudes du dépla
ement.

L'équation (B.4) devient

Tij,i = −ρω2uj (B.6)

On é
rit également l'équation de la 
harge

Di,i = 0. (B.7)

On obtient ave
 la relation (B.6)

T11,1 + T21,2 + T31,3 = −ρω2u1 (B.8a)

T12,1 + T22,2 + T32,3 = −ρω2u2 (B.8b)

T13,1 + T23,2 + T33,3 = −ρω2u3 (B.8
)

D1,1 +D2,2 +D3,3 = 0. (B.8d)

En remplaçant le dépla
ement u donné par la relation (B.5), on obtient un système

indépendant de la pulsation ω. De plus, la propagation étant uniquement 
onsidérée dans

le plan x1Ox3, et supposée indépendante de x2, s2 doit être nulle, le système s'é
rit alors
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







cE11s
2
1 + cE44s

2
3 − ρ 0 [cE13 + cE44]s1s3 [e31 + e15]s1s3

0 cE66s
2
1 + cE44s

2
3 − ρ 0 0

[cE44 + cE13]s1s3 0 cE44s
2
1 + cE33s

2
3 − ρ e15s

2
1 + e33s

2
3

[e31 + e15]s1s3 0 e15s
2
1 + e33s

2
3 −[ǫS11s

2
1 + ǫS33s

2
3]

















B1

B2

B3

B4









=









0
0
0
0









.

(B.9)

Ainsi, l'équation aux valeurs propres relative au dépla
ement u2 se dé
ouple du reste

du système et peut être traitée d'une manière indépendante. Dans le reste du 
al
ul, on se

fo
alise uniquement sur le sous-système M(s1, s3)B̂ = 0





cE11s
2
1 + cE44s

2
3 − ρ [cE13 + cE44]s1s3 [e31 + e15]s1s3

[cE44 + cE13]s1s3 cE44s
2
1 + cE33s

2
3 − ρ e15s

2
1 + e33s

2
3

[e31 + e15]s1s3 e15s
2
1 + e33s

2
3 −[ǫS11s

2
1 + ǫS33s

2
3]









B1

B3

B4



 =





0
0
0



 , (B.10)

A�n de préparer le 
al
ul des ondes de Lamb se propageant dans la dire
tion Ox1,
on va 
onsidérer les solutions de valeurs propres du système pré
édent pour une valeur s1
donnée, 
'est à dire en 
onsidérant s3 
omme l'in
onnue de 
e problème. Dans 
e 
as le

sous-système se résume à M(s3)B̂ = 0 , B̂ étant le ve
teur propre droit asso
ié à s3. Le
déterminant de la matri
e pré
édente est alors le polyn�me

αs63 + βs43 + γs23 + δ = 0 (B.11)

ave
 :

α = cE44(ǫ
S
33c

E
33 + e233) (B.12a)

β =
[

−(cE13 + cE44)
2ǫS33 − 2e33(e31 + e15)(c

E
13 + cE44)

+(e31 + e15)
2cE33 + cE44(ǫ

S
33c

E
44 + ǫS11c

E
33 + 2e15e33) + cE11(c

E
33ǫ

S
33 + e233)

]

s21

−ρ(ǫS33c
E
33 + e33

2 + ǫS33c
E
44) (B.12b)

γ =
[

e215c
E
44 + ǫS11[c

E
44

2
+ cE11c

E
33 − (cE44 + cE13)

2] + ǫS33c
E
11c

E
44

+2cE11e15e33 + (e31 + e15)
2cE44 − 2(e31 + e15)(c

E
13 + cE44)e15

]

s41

−ρ(ǫS33c
E
44 + ǫS11c

E
33 + 2e15e33 + cE11ǫ

S
33 + ǫS11c

E
44 + (e31 + e15)

2)s21

+ρ2ǫS33 (B.12
)

δ = (cE11e
2
15 + cE11ǫ

S
11c

E
44)s

6
1 − ρ[e215 + ǫS11(c

E
44 + cE11)]s

4
1 + ρ2ǫS11s

2
1 (B.12d)

Les trois valeurs propres s3p (p = 1, 2, 3) ainsi que leurs opposées sont des solutions du
système (B.10) :
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s31 =

√

∆

3α21/3
− 21/3 (3αγ − β2)

3α∆
− β

3α
, (B.13a)

s32 =

√

−
(

1− i
√
3
)

∆

6α21/3
+

(

1 + i
√
3
)

(3αγ − β2)

3 α22/3∆
− β

3α
, (B.13b)

s33 =

√

−
(

1 + i
√
3
)

∆

6α21/3
+

(

1− i
√
3
)

(3αγ − β2)

3 α22/3∆
− β

3α
, (B.13
)

où

∆ =
{

[(−27α2δ + 9αβγ − 2β3)2 + 4(3αγ − β2)3]1/2 − 27α2δ + 9αβγ − 2β3
}1/3

(B.14)

On utilisera pour la suite les ve
teurs propres normalisés Bp = B̂p/‖B̂p‖, B̂p =
[

B̂1p B̂3p B̂4p

]t
étant le ve
teur propre asso
ié à s3p.

2 Propagation dans une plaque piézoéle
trique ave
 éle
trodes

On 
onsidère la propagation d'ondes de Lamb selon la dire
tion Ox1 dans une plaque

piézoéle
trique in�nie dans les dire
tions Ox1 et Ox2 
omme présenté sur la �gure B.1.

La plaque d'épaisseur h est de 
lasse de symétrie 6mm, elle est polarisée suivant l'axe

Ox3. On 
onsidère dans un premier temps que deux éle
trodes métalliques d'une épaisseur

négligeable e (e <<< h) ont été déposées sur les deux fa
es de la plaque.

Figure B.1 � Géométrie de la plaque et 
onventions utilisées.

Pour développer les équations de Lamb, on admet les hypothèses suivantes :

1. Les deux fa
es parallèles de la plaque sont lo
alisées à ±h/2,

2. Les 
ontraintes sur 
es deux fa
es sont nulles : T3j(x3 = ±h/2) = 0 (
onditions de

vibration libre),

3. Le potentiel éle
trique sur 
haque fa
e est également nul : ϕ(x3 = ±h/2) = 0.

Les 
omposantes ui (i = 1, 3, 4) du 
hamp de dépla
ement u =
[

u1 u3 u4 = ϕ
]t

s'é
rivent en fon
tion des valeurs et ve
teurs propres notés respe
tivement ±s3n et B±
in :
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ui = e(−iωs1x1+iωt)
3
∑

n=1

C+
n B

+
ine

−iωs3nx3 + C−
n B−

ine
+iωs3nx3

(B.15)

Les six in
onnues du problème sont les amplitudes C±
n . À partir de 
e point, on omet

le terme e−iω(s1x1+t
de l'expression des 
hamps étudiés. En posant : B−

1n = B+
1n

L'introdu
tion de 
es expressions dans les formules des tra
tions normales T3 et tan-

gentielle T5 données dans les équations (B.3) aboutit à :

T3 =
3
∑

n=1

C+
n Une

−iωs3nx3 + C−
n Une

+iωs3nx3
(B.16)

T5 =

3
∑

n=1

C+
n Vne

−iωs3nx3 + C−
n (−Vn) e

+iωs3nx3
(B.17)

ϕ =

3
∑

n=1

C+
n B+

4ne
−iωs3nx3 − C−

n B+
4ne

+iωs3nx3
(B.18)

ave
 :

Un = iωs1c
E
13B

+
1n − CE

33B
+
3n(iωs3n)− e33B

+
4n(iωs3n) (B.19)

Vn = cE44B
+
1n(−iωs3n)− iωs1C

E
44B

+
3n − iωs1e15B

+
4n (B.20)

La solution non triviale du système

T3(x3 = ±h/2) = 0 (B.21a)

T5(x3 = ±h/2) = 0 (B.21b)

ϕ(x3 = ±h/2) = 0 (B.21
)

donne les deux équations dé
ouplées des modes Lamb symétriques et antisymétriques :

U1 cotφ1

[

V2B
+
43 − V3B

+
42

]

− U2 cotφ2

[

V1B
+
43 − V3B

+
41

]

+ U3 cotφ3

[

V1B
+
42 − V2B

+
41

]

= 0
(B.22a)

U1 tanφ1

[

V2B
+
43 − V3B

+
42

]

− U2 tan φ2

[

V1B
+
43 − V3B

+
41

]

+ U3 tan φ3

[

V1B
+
42 − V2B

+
41

]

= 0
(B.22b)

ave


φn = ωs3n
h

2
(B.23)
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Les équations (B.22a) et (B.22b) 
orrespondent respe
tivement aux modes de Lamb

symétriques Sn et antisymétriques An.

L'a

ord entre les 
ourbes de dispersion obtenues ave
 le 
al
ul par éléments �nis (pré-

sentées dans le 
hapitre 2) et 
elles tra
ées à l'aide des solutions réelles des équations de

dispersion de Lamb (B.22) est parfait 
omme montré sur la �gure B.2a.

3 Propagation dans une plaque piézoéle
trique sans éle
trodes

Dans 
e 
as d'étude, les 
onditions aux limites éle
triques en x3 = ±h/2 sont :

T3 = 0 (B.24a)

T5 = 0 (B.24b)

D3 = 0 (B.24
)

La troisième 
omposante du dépla
ement éle
trique D3 s'é
rit

D3 = e31u1,1 + e33u3,3 − ǫS33ϕ,3

=
3
∑

n=1

C+
n Wne

−iωs3nx3 + C−
n Wne

+iωs3nx3
(B.25)

ave
 :

Wn = (−i)
[

e31B
+
1nωs1 + e33B

+
3nωs3n − ǫS33B

+
4nωs3n

]

(B.26)

En suivant les mêmes démar
hes de 
al
ul que pour une plaque ave
 éle
trodes, on

obtient les équations de Lamb pour une plaque piézoéle
trique sans éle
trodes

V1 tan φ1 [U2W3 −W2U3]− V2 tanφ2 [U1W3 −W1U3] + V3 tanφ3 [U1W2 −W1U2] = 0
(B.27a)

V1 cot φ1 [U2W3 −W2U3]− V2 cot φ2 [U1W3 −W1U3] + V3 cotφ3 [U1W2 −W1U2] = 0
(B.27b)

La première équation 
orrespond aux modes de Lamb symétriques Sn et la deuxième

est 
elle des modes antisymétriques An.

Comme dans le 
as de la plaque ave
 éle
trodes, on observe une totale 
on
ordan
e

entre les 
ourbes de dispersion obtenues ave
 le 
al
ul par éléments �nis (présentées dans

le 
hapitre 2) et 
elles tra
ées à l'aide des solutions réelles des équations de dispersion de

Lamb (B.27) 
omme montré sur la �gure B.2b.
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Figure B.2 � Courbes de dispersion analytiques (trait rouge) superposées ave
 les 
ourbes

de dispersion numériques (losanges bleus) 
al
ulées pour une plaque piézoéle
trique en

Pz26 d'épaisseur 2, 2 mm : (a) sans éle
trodes, (b) ave
 éle
trodes.

4 Étude des fréquen
es de 
oupures

Il est intéressent d'étudier le 
as parti
ulier des fréquen
es de 
oupures fc de 
haque

mode, 
'est à dire examiner le 
as parti
ulier s1 = 0 [44℄. Dans 
e 
as, les 
oe�
ients de

l'équation (B.11) deviennent

α = cE44(ǫ
S
33c

E
33 + e233), (B.28a)

β = −ρ(ǫS33c
E
33 + e33

2 + ǫS33c
E
44), (B.28b)

γ = ρ2ǫS33, (B.28
)

δ = 0, (B.28d)

et l'équation aux valeurs propres se réduit à
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s23(αs
4
3 + βs23 + γs3) = 0. (B.29)

Elle admet pour solutions s3 = 0 
omme valeur propre double, s3L = ±1/vL et s3T =
±1/vT où

vL =

√

√

√

√

√

cE33 +
e233
ǫS33

ρ
=

√

cD33
ρ
, (B.30a)

vT =

√

cE44
ρ

. (B.30b)

(B.30
)

sont respe
tivement les vitesses longitudinale et transversale dé�nies en fon
tion des


oe�
ients du matériau piézoéle
trique.

Les équations de dispersion pour une plaque ave
 éle
trodes se simpli�ent alors



















−cos
ωs3Lh

2
sin

ωs3Th

2
= 0

−sin
ωs3Lh

2
cos

ωs3Th

2
= 0

(B.31)

et 
elles pour une plaque sans éle
trode étant rigoureusement identiques.

La première équation du système (B.31) fournit les bran
hes symétriques Sn, et l'autre

permet de 
al
uler les bran
hes antisymétriques An.

Les deux premiers modes symétrique S0 et antisymétrique A0 se distinguent des autres

modes d'ordres supérieurs 
ar ils ne présentent pas de fréquen
es de 
oupures.

Les expressions des fréquen
es de 
oupures pour la plaque piézoéle
trique ave
 les deux


onditions aux limites éle
triques pour les bran
hes symétriques Sn sont

fc =















(2p+ 1)
vL
2e

p
vT
e

(B.32)

et 
elles des bran
hes antisymétriques An

fc =















(2p + 1)
vT
2e

p
vL
e

(B.33)

où p est un entier.

Les expressions (B.33) et (B.32) sont dis
utées dans le se
ond 
hapitre en fon
tion des

CLE 
onsidérées.
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