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���������� �� ��� T = (Tc)c �� ������ �� ����� �� ����� S �� ������� �� ���� �� T ��
������ �� ����� S ��� �!�"�� ���� c �� ������ ��� �#����� θ(c) ������ ���

θ(c) := |{d ∈ S | d ∈ HS(c) � tc < td}| ���� �� c ∈ S,

�$ HS(c) ������� �#�"����� ����� �� c �#���%����� �#�������� ��� ����� ������ % ����� � ��
������� �� c ���� �� ��������� S�
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�� ���� &'��� �������� ��	 ������	 �������� )% ����!�
 � �"�������� )%
�����
 �� ����� (4, 3, 2, 2, 1)�

�#����� ����������� % �� ������� ����	� � ���� ���� ����� �� ����������� ��� �������
�� *������ � +����� % �� ���������� ����� ������� �� ������	�

,��� ���������� �� ����� "�#% ��� ��������� ������	�
� σ )���� ����� �� ���� 2134

�� ��� �������� �� '�� T (σ) �� "�� ��� ������	 �������� ����� �������� ��� ��� ������	
�������� �� ���� ����� )���� !������ -�.���
� *� ���������� �� ������� �� ��� "�� �#���
������ ��� ������	 �������� � �#�������� ��� ������	 �"�������� �� ���� ��������� /� ��
������� �� ���� "�� ��� ������������� �� ������ ��� ��� ��� �������� ������ � ������
�� ������� ����������� �#����� ������ ��� ��� ���������� ����� ������������� *� �����
��� ��� �����	��� �� ����� �������� "�� �� ������ ������	 �� '�� T (σ) ��� "�� ���
������ 1, 2, . . . , k ����������� % ��� �������� �	�� �� ����� ��� �� ������ �� ����������
���� ������� �#��� ������� ��������� ω �	������� ���� ���������� �� ������ �������� ����
0����1 % ������ ��� ������	 �"���������

2� ��� �������� ���� "�� �� ������ ������ �� ������ ����������� ������� ���� ���
�	��������� ������� �#��� ���������� 2� ��� ����� ����� ������������ % ��� ���������
��� ������� �� ������	 �!���� ����� % �#���� �� �#������!�� � ����� �!���� ��� �������
"����� ������� % ��� �	�������� ������ �� �� ���������� ��� �� ����� ������� �� ���������
��� ������	 �������� ��	 �	��������� ������� �� [4, 1, 3, 5, 2]�
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1

0 0

L = [ ]

a

b

c

1

0 0

L = [a]

a

b

c

0

0 0

L = [a]

a

b

c

-1
0

0

L = [a]

b

c

0

0

L = [a, b]

b

c
0

L = [a, b]

c
0

L = [a, b, c]

c

L = [a, b, c]

∅

������ ��	� , ���
	����� � �������� �� ����
�� ,� ����� L 
������ # �� .� ���
�� "� 
� ������� �� �������� �� G�

'� �
�� PS(G) � �������� ��� ��������� ����� 
������� �� 
� �
����$	� � �������� IS(G)
��� �����
�� �������� ��� ������ �� PS(G)� � ��� # ��	� ��� ��������� �� �� �
	�� {z1, z2, . . . , zk}�

� �� ����� [z1, . . . , zk] ��� �� ���� � �� �������� �� G� '� �
��	� ��
	� "�� �� �
��� (IS(G),⊆)
� �� �
��	����� �	
�	��� �������	�� # ������ �� � 
	�	� �������



�� ������	
���� �� ������ ��

�������� �	 ���� G = (G, θ) �� �	
�� �
���� � ���� (IS(G),⊆) �� �� �����	�����
����	��	 �	
���� ���� �
 �	
��
���� �� ����� �
	 ρ : A → |A|� � ����� �� G �� ���� 
��	�
(IS(G),⊆) �� �� �	����� �������

�� 	
���� �� �
 �������� � ������ μ ��	 �� ���� (P,≤) �� �
 �������� � P 2 �
�� Z

����� 	��	������ �
	  

• ���	 ���� x ∈ P � μ(x, x) = 1�

• ���	 ���� x, y ∈ P � μ(x, y) = −
∑

x≤c<y

μ(x, c)�

�������� !	 ���� μ �
 �������� � ������ � (IS(G),⊆) � A ∈ IS(G)� �� ������ �� ��"
������ ����
���  

N (A) := {x ∈ A | θ(x) = 0},
F(A) := {x ∈ A | A \ {x} ∈ IS(G)}.

�� 
  

#�$ �� F(A) = N (A)� 
��	� μ(∅, A) = (−1)|N (A)|�
#!$ ������ �� 
 μ(∅, A) = 0�

{c}{e}{d}

{e, c} {c, f}{c, d}

V = {a, b, c, d, e, f}

2

1

0
0

0

0

a

b

c

d

e
f

{d, b} {e, b}


���� �	�	 %� "��� � ���� (IS(G),⊆) #& �
���$ � � �	
�� �
���

������ #& �	���$�

�� �'
��
�� ����� & ����		� � �����	���
�� "��������� � �	
�� �
��� 
������� ��

�'�	�	 �
��� ��	 �� �	���� � (�"�	 � �)� A� B � Ã ��� *�	 ���	�� �
	 � ���+��
(�� ���	��� �� �	�� 
��	�
��� �� �
�� ��'�� �'
��� � �	����� �	
����� �� ����
� ���+�
������
���	 ���	 ��	 ����� 
���� ��'�� ������ ��	��� ���	 �
����	 �� �
��	� � �

�������� � ������ 
������ & ��
��� � �� �
�� ,	������� �� �� �
 ������ ����)� ���	
����		 �� �'�	�	 �
��� � �)� A �	����� �'�� �	
�� �
��� #�
 ������ �� �����
�	 ���	

�� �)�� B � Ã$� -� �� ��
����� �� � �	��� An−1 �'������ 
� �	��� �� �	���
�����
Sn� � �� ��� 
�����	 & ���� �	���
���� σ �� ������ 
���� ��� ����� �'���	�����
����� �
	

Inv(σ) := {(a, b) ∈ [n]2 | a < b � σ−1(a) > σ−1(b)}.
.����� ��'�� � �'
��� �
� ��� � �
 ��������� ��
��
	� #���	 ������ /�/��$� �
�� �� �'
��� � ���
��� �'
�
�� � ���" & ���	 ����� 0� �
	������	� �� 
 �
 �	��	���� ����
�� #���	 �
	 "���
1��2 ���	 �� �	�� �	���� � ��� �	���������$

���	 ���� σ, ω ∈ Sn, σ ≤R ω �� � ������ �� Inv(σ) ⊆ Inv(ω),



�� �� �����	
����� �� �������

�� ≤R ������	 
�����	 ���
	 ��� 
	� �	����������� �� �	�� �
��� ���������	 �� �����	 ��
�� A
���� 
	� ����	�� ���� ������� ��� 
	� ����
	� ��	���	�� (a, b) �	
� ��	 1 ≤ a < b ≤ n� 	� �	
 ��	

IS(A) = {Inv(σ) | σ ∈ Sn},
�	 ��� 	������	 ��������	�	�� ��	 (IS(A),⊆) 	� (An−1,≤R) ���� ��������	�� �� �����	
���
	�	�� �����	 ������
������� �	 
�����	 ���
	 �� ��� �	� �����	� �	 �	���������� ��
���	��
���	
� 
	 ��� ���� ��	�� 	� ��������� ��� ����� ��	��� 	� �������� ���� ���� � �	�� !��	
������ ���� �	 ����	��	� "
 	�� �����	����� �	 ���	� ��	 �	� �����	� �	��	�� ���� !��	 �� ����	
�	� ���
	��� ����� ����	 ��������	 �	 �����	 ���
����	� ����	 �	����	��� ���� 
� #���	 $�%�

0

0

0

0

1

1

1

1

2

2

2

2

3

3

3

3

4

4

4

4

5

5

5

5

6

67

0

0

0

01

1

11

2

22

3

3

3 45

0

1 0

0

10

210

(Ã4,≤R) (B4,≤R) “Flag weak order” sur G(2, 3).

������ ��	� &	� �����	� �������	� ' ��(��	��� ����	�� &� ��������	 �	 �����	
	�� �����	 ���
����	�	�� ��� ��	 ������ �����	��	 ������	 ' �����	 ��������	
)���� �������	 *+�

,���	���� 
�	�	��
	 
	 �
�� ����	 �	 �������	��	 	�� ����� 
	 �
�� ����
	 - �	
�� �� ��	�

�� �	�
������ �����	��� )	� ������	���+ �	 ���� ���	� #��� .� 	(	�� �� �����	 ��	 ���� ���� ���	� #��
P � �
 	����	 �� �����	 ��
�� G(P ) ���� 
	� ����	�� ���� 
	� �
��	��� �	 P � �	
 ��	 IS(G(P ))
���� ��������� 	����	�	�� �	� ������ �����	��� �	 P � 	� �	
 ��	 PS(G(P )) ���� 	����	�	��

�	��	��
	 �	� 	��	������ 
������	� �	 P � ������ ����	 ������������ �	�� !��	 ��	 ����	 ��	
������
������� �� ����	�� ��	��	����� 
������	 �� ��� �	� �����	� ��
���� �� 
	� 	��	������

������	� ���� �����	�	�� �	
��	� ' 
� ������	 �	� �������� �����/�0�������	�� ��� 
� ������ �	
P /��������� )���� �� +� "
 	�� ���� �����	
 �	 ��	���	� ' ���
��	� ����	 ������������ ���� ��#���
�	� �������� �����/�0�������	�� 1	�� 	�� 
���2	� �	 
� #� �	 �	 �������	� �� �� �����	 ����	��
������	� ��	 ���

	 �	 �������� �����/�0�������	� ' ���� �
��	�� ���� ���	� ��������� ' ������
���� �����	 ��
��� 3�� ���� 
� ��2	��	 �����	 �	� ���� �	� �������� �	 �	��
	�� ��� �	����	��	�� �
������� ���� 
�����	 �	 
� ��������	 �� ���	� ����/2��	��� �
 �����	 ��	 
� ���	 �!�	 �� �����	
��
�� ������	 �� ����� ��������	 �	 ������� �����/�0�������	 ���� �	��	 ���

	� 1�	�� ���
	�	��
	 
	 ��� ���� 
	� �����	� ��
��� �������� ' 
�����	 ���
	 ��� 
	� �����	� �	 1��	�	� �	

�0�	 A 	� Ã� 4��� �	� ��� �� �����	 )	� ������� ��	 ������	 ����
���	� ' �	

	 ����	���	
���� ����� 	� ��� + ��	 �	��	 ������� ��������	 	�� 	����	�	�� 
� ������� �0�������	

�	 3���
	0 	� �0�	 A )���� ��� +� 	� 
� ������
������� �	 &�� 	� �0�	 Ã )���� �	� +� 5�����
���
	�	�� ��	 �	��	 �	��������� ������� �����	

	�	�� ' ��	 �	��������� �	� ����	� �	 3���
	0
����	 ��	 ����	 �	 ���6�	� �������� ' ��	 �	�����	 ���

	 �	 ���
	���� ������
����� ��
������	 
� ������ �	 ���
	��� �������� 	� �	��/���������

�� 	� ��	�� �
��� ' 
� ��	����� �	 
� ������
������� �	 �	� ����
���� ' ���� �����	 �	 1��	�	��
5��������� ���� �	��	 ��7�	 ��	� �
�� 
���	� �	 �����	��	� ��8��
��� ���������	��� 	� ����
�����	� �	 ����
7�	 ���� �

��� �	���� 	����	 ��	 ��� �
����� ����	 ����� �	 ��	 ��� 
	� ��2	�� 	�
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2
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0
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2
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Des équivalents des tableaux standards...σ = [4, 1, 3, 5, 2]

1
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4

5

1

2

3

45 123

4

5
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... et des tableaux semi-standard.

2

55

7

8

3

84

6

8

2

11

3

1

x2x
2
5x7x8 x3x4x6x

2
8 x31x2x3

������ ��	� �������� ��	
���� ������� � 
� ���������� [4, 1, 3, 5, 2] �� 
����
������ �������

���� ������� ��� ���	�� ���
���� ������� ��� 
� ������ ���
��� ��� ��������� 
�� �������

��
��� ������� ��� ������ �� ������ �� ����� B �� Ã� ���� ������ �� ��� ��� � ��� ��
�� ���� ������ ! ��� ���	�� ������ ��� 	��� ���� ���������� ��	�
���	�� ������� ���

����� B �� Ã "	� ������
����� 
�� ��������� ��� �����	
�� ����������� ��� �����������# �$�
�� ��������� �� �������� �� ������ ��
��% ���� ���
���� 
�������������� �
������� ��� �
������

�� Bn "����� Ãn# ���� ��� ����������� ������� "����� �&���# �$� �� ������ � 
����� ��
������� ��	�������� ��� 
�� ������� ��
��� 	����� ��������� 	��� 
����� '��	
��

(� ��� ������ ��� �� ������
 ��������������� ��� ������ �� ������ �� ���� ��������	
�
�� ����������� "� ��	���� ������	
����#% � � ��� ����� 	��� ��� ���� �������	
� ����)
������ ��� 
�� �������� �� ���	���� *
 ������ ���� 	��� ��������

����� ����������% ��� ������
�� ��� �� ����� �� ������ ���� ����� �+���������� �� ����� �� ��,����% ���� ���� ��
����� ��� ����� ������
����� �
�� ���
������ -
�� ���� ������% �� W ��� �� ����� �� ������
�� ���� n% �� ���� �� �� ������� �� W ��� ��� ��� ������ Φ �� Rn ��� 
����
 W ����% ���
����������� W ���
 ������% �� ��� ��� ������ ������������ �������������� �� ��	������
��������� �� W � .� �������
���% �
 ������ ��� �������� �� Φ �� ���� ���)�����	
�� Φ+ �� Φ−%
����
�� �������������� 
�� ���	��� ���	�	
�� �� 
�� ���	��� �����	
�� �� Φ% ���� 
����

� � ����
��$��� ��� ���� �������	
� ����������� -�� ��� �
����� ω ∈ W % � ��$��� �� �����	
�
���������� ���

Inv(ω) := Φ+ ∩ ω(Φ−).

/� ���� �
�� ������ "��� 0��1# ��� ��� ��� τ ���� W % ω ��� �
�� ����� ��� τ ��� 
�����
'��	
� �� �� ���
����� �� Inv(ω) ⊆ Inv(τ)�

2����� ��� �
�� �� ��������� �� ������ ��
�� G ��� 
�� ������ ��� 
�� �
������ �� Φ+%
�� ��
 ��� IS(G) ��� �������� ���������� ��� �����	
�� ���������� ��� �
������ �� W � /� ��
������� �������� ��'���� � ���� ��&��
��� ! ���� ���� 
� ��� ��� ������ ���������% �

� � �� ��	���� ������� ��� ���������� "��� � ��� ��� �� ���� ��������# 3 �� ����� �
���� ������
���� 
� ���������� �� ��� ��� ������ �� ������ �� ������
% 
� ������ ������

�
�� ���� ������
����� ��� �� ������ ����
���� "��� 
� ������ ����
���� �� �������� 4 ��
�����
���� ���#� ��� ���� ��������� ��� �� ���� �� ������ �� �������� 5�

���� 
� �������� 5% � ������� ��� ������
���� 
� ���������� �� �������� ���������%
�� 
� ������� ���
���	
� �� ��� �� ������� �� ����
������ ����� ����

� ���������� ��� ��
'��� ��� ���������� ������

� �� 
� ������ �� �������� 4� .� �+��% �$� �� ����
�$�� ���������
������� � � � �������� ��� �������������� ������� ��� ��� �
������ �� IS(G) ��� �����
���



�� �� �����	
����� �� �������

��� ��� �����	�
��� �� �� �� ������ �� �� ��������� �������� �� 
���	�� �� �� ���� �� ���
�������� �� IS(G) ������ ����� �� ���� ���� ������� ����� ����������� ����� ��������� ���
�������� �� IS(G)� �� �������� ��� ���������� ��� �� 
���	� ����� �� �� ��������� �� ��������
���� ������������ �� ������� ���� IS(G) �� ��������� ���������

���������� �� ���� G = (G, θ) �� ������ ����� ���� 
���	� �������� �� ����� �����������
θ : V(G) −→ N ��� ��

0 ≤ θ(z) ≤ d+(z) ���� ���� z ∈ V(G).
�� ���� ����� IS(G) ���������� ������ ���

IS(G) :=
{
A ⊆ V(G)

∣∣∣∣∣ θ(z) ≤ d+A(z) ���� ���� z ∈ A

θ(z) ≥ d+A(z) ���� ���� z ∈ V(G) \ A

}
.

 ����� �� ����� �������� ��������� 
��������� �� ��������� �������� �� �	������ !� "���
��� ������ ��������� ��������� # ���� �� 
���	� ��� ������ ������ �� ��������� �� ����� ��
������ ���� ����� �������� ��������� ��� ��������� ������ $��� �%����� V(G) ��� ���&���� ����
IS(G)'� �� ���� ������������� �� ��������� �� ��������� ( ���� �� �������� ��������� �������	�
���
)��� �� ������� ����� ����
��� �� ������ �� �	������ ��������

	
����� !� ���� ���� 
���	� ����� G� (IS(G),⊆) ��� �� �������� ��������

*� ������������ ���� ���� ����� �� ����
����� ������� ��� ������ ���������� �� �	������ !
���� �� �������� ������� $���� �� 
���	� ����+&����� ��� �����'�

,� ������� ����� ��� ���������������� ��������� ���� �� ����� �� �� �	������� *� �-��� )���
� ���&������� ���� .��/ �� .��/� ���� ����� �������� �� ��������� ������� ������ ��� ���������
��� 
����� �� ,�%����� ,���� ���&������ ���� ���������� �� ������ ���������� ��+����� ������
����� ����� 0� �������� A ⊆ Φ+ ��� ��� ���� �� �� ��������� ��

∀α, β, γ ∈ Φ+ tel que γ = aα + bβ, a > 0, b > 0, si α, β ∈ A, alors γ ∈ A.

�� ��� �� A ��� ������� �� �� ��������� �� A �� Φ+ \A ���� ���� ��� ���% ����� �� ���� B(Φ+)
���������� ��� ��+���� �� Φ+� �� ���� ������� $����� ��� �%������ .�/' �� ��� ��������� ��+����
���� ���� �%�������� ��� ��������� ������������ ��� �������� �� W � "����� �� ����� (B(Φ+),⊆)
��� ��� �%������� �� ������� ������� �� �� ���&������ �� )��� ��� �� �� ����� ��� �� ���� �� ��������
�������� �� ���������� ��� �� ����	���� �
��� �� ����� (B(Φ+),⊆) ������ ( ������ �� ���%�����
�� ���� ������ �� 
����� �� ,�%���� ����� # �� 
����� ��	����� ������

∅

Φ+

{α1}

{α1, α2}

{α1, α2, α3}

{β1}

{β1, β2}

{β1, β2, β3}

Φ+ \ {α1}Φ+ \ {β1}

Φ+ \ {α1, α2}

Φ+ \ {α1, α2, α3}

Φ+ \ {β1, β2}

Φ+ \ {β1, β2, β3}

(B(Φ+),⊆)

α1

α2

α3

β1

β2

β3

Φ+

������ ���� �� ���������� ��� ����� �
��� �� ����� (B(Φ+),⊆) ������ �� �����+
������ �� �������� �� ������ �� 
����� ��	����� ������
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1

1

1
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V(G)

{a1}
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{b1, b2}

{b1, b2, b3}

V(G) \ {a1}V(G) \ {b1}

V(G) \ {a1, a2}
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V(G) \ {b1, b2}

V(G) \ {b1, b2, b3}
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����� ����� G ���� ���������
�� � B(Φ+) ⊆ IS(G)� �� ���� ���� A ⊆ Φ+� �� A ∈ IS(G) ����� Φ+ \ A ��� ����� 	��� IS(G)�
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δ
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ν
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$��� �� �������� % ���� ���� 	� 	������ ��� ����� �������������

&� 	�'����� ���������� ��� �������� # ����� ����� ��� �� ��������� ���� 	�� 
������ �����
����������� (� ��� 	� )��� 	�'���� 	� )���� 	�� ����� ���� �	������ ��� �������� 	� IS(G)� �� ����
���� ����� # �����	���� ��� �������� )������ 	� 
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���� ������������ ���	��� �� �������� (IS(G∞),⊆) �� ������� 	�� �������� ��� (IS(Gi),⊆)� �� ���
���� ������ 	� ��� ���	��� �� 	� )���� 	�� ������
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 �������� ������������ �	 ����� ������	��� �	���� ���� 	�� �	���
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 ���� ����	�����	�� �� ������ ��� �	����� 	
 ��� �������

&� �������(� �� ������ �	�� 
���������� ������� ��� �	����	�� ��	�� �������� ��������
������ )��������*� ��������� 	������ ���� )�	����*� �������� ��� �	���� ��	����
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	� ��� �������	� λ � n� �������� ������� ��� ��������
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 �� ���������	���� ��#���� � ���
� ��� �������
����� &������ �� ���� ��� ���$ 	���� 	� ��� ��������� ��	�� �� �������������
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 ��� ���	����� ��������� ����� �	 � ��������1���	� 	
 ��� �	����� 	
 �������� ��������
������ �� ���	����� �	 ���� ������� )����� ��� �	� ��'����� �	 �� �������� 	� ��������* �
�	������	���� 	�#��� ������ ��� �����

	�
������ 4� +�� T = (Tc)c �� � 5	��� ������� 	
 ����� λ � n� ��� ���� 	
 T �� ���
������� 	
 ����� λ ��	�� ���� �	 c �
 0���� �� ��� ������� θ(c) ��0��� ��

θ(c) := |{d ∈ S | d ∈ HS(c) �� tc < td}| 
	� ��� c ∈ S,

����� HS(c) �� ��� �		$ ����� 	� c� ���� �� ��� ��� 	
 ��� ��� �	�� ����� ���	� ��� 	� ���
����� 	
 c �� ��� /������ ������� 	
 λ�
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	�� ��	 ���������� ������� 	
 	�� ������0����	�� 3� ��� ��������� ����� ��� ���	�����
�	 ���� ��� �	����� ��� ���� ���	�� �� �	 ��������1� -������ ��� .����� ������� �	 � �����
����� 	
 ��������

7	�� ���������� �� ��	� ���� 	�� ��� ���	����� � ���� Tσ ���� ���� ������	
� ���������	�
σ ∈ Sn )���� � 	����� ��� ������� 2134*� ��	�� ����� �� �� �� �� � �������	� λ(σ) ���	�������
���	������ ���� σ� ���� ���� ��� ������� 	
 ���� Tσ ��� ��� �������� ������� 	
 ����� λ(σ)
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�� V(G)� ������ ������� ���	��
�� �� G� 	
 ������ ��� ������� ������ 	
 ������ ���� ������� ��
��� �������� ���� 	
 ��� �������� θ� ���� ��������
� �� ���� ����� � �����	�� ������ z ��
V(G)� ���� �� � ������ ���� �����

• θ(z) = 0�
• ��� ��� y ∈ V(G)� �� ����� �� � ��� ���� y �� z � G� ��� θ(y) > 0�

�� ��� ���� ���� ������� ���� ���

�� �� �������� 	
 �� ��� �������� � ���� ������ y ���� ���� ����� �� � ��� ���� y ��
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������ ��	� %����� ������� � ������ &�� �������� ��'���� L �� ���� �� ����
� ������ ��'���� �� G�

�� ����� 	
 PS(G) ��� ��� �� ��� ��� ������ ��'������ �� �� ������� ��� ��� IS(G)
�� ��� ��� ������ ������� �� ��� ������� �� PS(G)� ���� ��� ��� ���� �� ��� ���� {z1, . . . , zk}
����� ��� ��'���� [z1, . . . , zk] �� ��� 	����� �� � ������ ��'���� �� G� �� ��� ���� ����
��� ����� �IS(G),⊆) ��� ��
 ���������� ������� �� ����� �� ��� ���( ������


����� �� )�� G = (G, θ) 	� � ������ �������� ��� ����� (IS(G),⊆) �� � ������ ����
����*�������� ���� ��( ������ ���� 	
 A → |A|� ��������� �� G �� ����� ��� (IS(G),⊆) ��
� �������� ��������

�� ������ ���� ��� �+	��� ������ μ � � ������
 ���� ����� (P,≤) �� ��� ������ ����
P 2 �� Z ����������
 ����� 	
�

• ��� ��� x ∈ P � μ(x, x) = 1�

• ��� ��� x, y ∈ P � μ(x, y) = −
∑

x≤c<y

μ(x, c)�


����� !� )�� A ∈ IS(G)� N (A) := {x ∈ A | θ(x) = 0}� F(A) := {x ∈ A | A \ {x} ∈
IS(G)} �� μ 	� ��� �+	��� ������ �� (IS(G),⊆)� &��� �� �����

�� �� F(A) = N (A)� ��� μ(∅, A) = (−1)|N (A)|�
�! ����� �� ���� μ(∅, A) = 0�

�� ��� ����� ���� ��� ���( ����� � ,������ ������ �� �
�� A� B �� Ã �� 	� ������	��
����� ���� �����
� ���������� ���������
 � ���������� ������ �������� &��� �������� �
���������� ����� �� ��� ���� ���� ���
 ��� ������ ���� ����*��������� � �� ���	��������
����� ��� ����� ����
 �� � �� ������� ��� ��� ������ �� ����� ���������� �+	��� ��������
)�� �� ������ � ������ 	�� ��� ������ �� ������ �� ����� ���� ��� ���( ����� � An−1 �� 	�
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 �	��� (IS(G),⊆) 	� ��� ��
�� ��� ��� ���	������
������ ������� 	� ��� �������

��������� ����� � ������ ������� ��� ����	� �� ����� B ��� Ã �� ��������� �� �� �������	��
���� An−1 ��� �� ��������� ���� ��� ��������� ��	�� Sn� ��� ����� �� � ���	����� ��� ���	������
���� ���� ���������	� σ ∈ Sn ��� �������	� ���� ������ ��

Inv(σ) := {(a, b) ∈ [n]2 | a < b �� σ−1(a) > σ−1(b)}.
!� ���� ���� ��� 
	��	���� ��������� ��	������


	� ��� σ, ω ∈ Sn, σ ≤R ω �
 ��� 	��� �
 Inv(σ) ⊆ Inv(ω),

����� ≤R ���	��� ��� ���� 	���� 	� An−1� !� ���� �	������� � ������ ������� A ��	��
�������� ��� ������� �� ��� ����� 	
 �������� (a, b) ���� ���� 1 ≤ a < b ≤ n� ��� ���� ���� A
�������� ��� 
	��	���� ��	����� 

IS(A) = {Inv(σ) | σ ∈ Sn},
�������� ����������� ���� (IS(A),⊆) ��� (An−1,≤R) ��� ��	�	������ !� ���	 ��	� ���� �
������������	� 	
 ��� ���� 	���� �	 ��� ��	�� 	
 r��	�	��� ���������	�� G(r, n)� ������ ��� ���

���� ��	��� ����	����� �� ����� "����� ��� #	������ �� $���% ��� �� ��������� ���� � ������
�������� �� �� ����������� �	 �	�� ���� ��� �����	�� �������� ��� �� ���� �� �������� ���	���
���� �� �������� ������� ���������� �� �������� 	� &����� '�(
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��� �	�� �������� 	� 	�� �	��������	�� ������� �� ��	� ���� 
	� ��� ����� �	��� P � ����� ������
� ������ ������� G(P ) ��	�� �������� ��� ��� �������� 	
 P ���� ���� IS(G(P )) �� ��� ��� 	

��� �	��� ���� 	
 P ��� PS(G(P )) �� ��� ��� ��� ������ �������	�� 	
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���� ��� ���� 	���� 	� ����� A ��� Ã� ��� �� ��	� ���� ��� ������� ������ ��� ������� ���

/������ ��������� 
�����	�� �� ���� A ��� $��%� ��� 0��1� ��������+���	� �� ���� Ã ��� $��%��
�� 
	��	���� � ������� ����	� �� �� $	���% ��� $

%� 2	���� ���� ���� ���������	� ���������
����� �	 � ����������+���	� 	
 /������1� ������ �� � ��� 	��� � ��� 	
 �������� ��������+���
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(Ã4,≤R) (B4,≤R) “Flag weak order” on G(2, 3).
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�� ��������� ���� ��� 
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1

������ ��
� $�� ������� ��������� ���� ��� 
�	������� [4, 1, 3, 5, 2] ���
����	 ��������� ��������

�� �� ����	�� � ��� �� ����� 
	����� 	������ ��� �� ����	���%�� � ��� � ���	 �	�
�
&����	� �� ���� ��	��	 �	��� ���� ��'������� �

��	� ��� � ��	��� ����� �� ���� �
������ �	 
��� � ���� � ��� ������	�� �(����� )�� �� *	�� � 
���� ��� ����� �� ������

� ����	��� ��� ������ ���	�
�� ��������� ���� � ���	 �	�
� � ��
� B ��� Ã� �� ���� �����
��� ����� ��� �� �
��� ��� �� ���
�+ *	��� �� *�� � �� ���� � ����	��� ��� ���������

���� ��
�� B ��� Ã ����� ����� ����	���%�� ��� 
	
�	���� � ����	��� ���� � 
�	��������� ��
	��	 � ����	��� � ��������� � ������ ���	�
�, ����� �� ��� ��� ����	
	������ � ��� ��������

� Bn �	��
� Ãn� �� ������ 
�	�������� �	��
� �'�� 
�	��������� �� 	��	 � 
	�� ���� �����
������ ���	�
�� 
	���� � ����	�
��� � ��� ���� 	��	 �� ����� �������	��� ������-����

�� ����	��� �� � �� ���� �� ����	
	������ � � ���	 �	�
� �� � �	�
 � 
�	��������
�	 ������	 �(������ ��� �� ���� � ����	�� ���� � ����	��� ��� ������ � 	� �������� .�
������� �	� �����	���� �(���� ������� �� � ��� ��� � ���	 �	�
 �� � 	�/����� �	�
�
��� ����	���� �� �� �� 0�������� �
���� 1	� 
	�������� � 	� ������ � � � ���	 �	�
 W



�� ������	
���� ��

�� ���� n �� � �	
��� Φ �� �� ������ ����� Rn �� ��� W ���� ��� �������� 	� �� ���������
������������� ���� ���������� �� W � �� ������	���� ���� ������ � ��������� �� Φ ���� ��� �	
����
Φ+ ��� Φ−� ������������ ������ �� ���� �� �������� ��� �������� ������ ���� ��� �� ��� �����
� ������ �� ��������� ���� ��� ��� ω ∈ W � �� ���

Inv(ω) := Φ+ ∩ ω(Φ−).

���� �� �� ���� �� ���� ��� ��� ��� τ ∈ W � ω �� ������� ��� τ ��� �� ���� ����� �� ��� ����
�� Inv(ω) ⊆ Inv(τ)�

���� �� ���� �� �� ������	�� � ���	�� ������ G ���� �������� ��� �� �������� �� Φ+

��� �	� ��� IS(G) �� ���� ������� �� �� ��������� ���� �� �� �������� �� W �  �������
��� ��!�� ��"�	����� ������� ���� �� �� ��������� ����� ��� � ���	�� ������ �� �� ���� ��
������� ���	�� #���� ���	�� ������� ����$% ��� �� ��� �� ��������&� �� ������	����� ��
�� ���� �� ��� '������ ���	�� �� ���	����� ������ �� ��������� ��� �������� �� ��� �� �����
��������� �� '����� ( ���� ��� ������ ���� ��� ������� ���� 	� �� �� ������� �� '����� )�

�� '����� )� �� 
���� ��� ��������&��� �� ������	����� ���� �� �� ������	� �������
�������� 	� �� ��	�� �� ���� ���� �� ���	�� ������ �� ��� �������� ��� ��� ������	����� ��
� ���	��� �����*	���� �� �� ������� �� '����� (� ������� �� ����� �� �������� ���� ������ ��
������	��� � ���������&����� �� �� �������� �� IS(G)� ��� ���� ��� ���� �� ������� ��*	�����
��� ���� ��� ���� �� �� ���������� �� �� ������ #�	� �� ����������$� ��������� �� ��� ����
��� ���������&����� �� � ��������� �� IS(G) ��� ������ �� ���������� �� �� ������� +���
���������� �� ��� �� ��������� ����������

���������� ,� -�� G = (G, θ) 
� � ��	��� �� � ������ G ������� ��� � �	������ θ :
V(G) −→ N �	� ���

0 ≤ θ(z) ≤ d+(z) ��	� ��	� z ∈ V(G).
.� ������ 
� IS(G) �� ��� ������ 
�

IS(G) :=
{
A ⊆ V(G)

∣∣∣∣∣ θ(z) ≤ d+A(z) ��� ��� z ∈ A

θ(z) ≥ d+A(z) ��� ��� z ∈ V(G) \ A

}
,

���� d+A(z) �� �� �	�
�� �� ���� �� G ����� z �� �������� ����� ��� �� ������� �� A �� ������
������

��� ��������� ��������&�� �� ��� �������� �� '����� (� 
	� ���� ��� � �	
����� ��������
.�� �� ������ �� �������� ������ ��� �������� ��� ��� ��� ��������� IS(G) �������� ����

���� ������� #��� �������� V(G) �� ������ �� IS(G)$� ��� ���� ���� ��� ��� 
� ������ 	����
������� �������� �� ������� ��*	������ �� ��� ���� ������� ���������� �� ��� �� ���������
�������

	
����� (� /�� ��� ���	�� ������ G� (IS(G),⊆) �� � �������� ��������

�� ������	���� ��� �������� � ���	��� ��
������ �� ������ �� '����� ( ���� � ��������
������� #��� �� 	��������� ������ �� �������$�

��� ���� ����� �� ������	����� ��������� ��� �� ��*	�� �� ��� ������� ������� 0��� ���!��1
�	��� �� ���� ��� ���� ��� �� �� �����
�� �� ������ �� ���� ����� �� ��� '������ ���	� ����
� �������� �������� ��� ���!���	�� 	��� �� ������ �� ��������	 ��
� �� Φ+� .� ��� ��� � ���
A ⊆ Φ+ �� �����	 �� ��� ���� �� ��� ��� α, β, γ ∈ Φ+ �	� ��� γ = aα+ bβ, ��� a > 0 ��� b > 0
�� ��� ���

�� α, β ∈ A, ��� γ ∈ A.

.� ��� ��� A �� 
�1������ �� ��� ���� �� 
�� A ��� Φ+ \ A ��� ������� ��� �� ������ 
�
B(Φ+) �� ��� �� 
�1������ ���� �� Φ+� �� �� ����� ��� ����� 
�1������ ���� ��� ������� ��
��������� ���� �� �� �������� �� W #���� ��� ��������� ���$� �	�� �� ����� (B(Φ+),⊆) �� ��
��������� �� �� ���� ����� �� W � ��� 0���2� ���!���	�� ���� ��� ��� ����� �� � ��������



�� �� ����	
����	�

�������� �� 	�
	����� �� ���	� ��� ��� 
���� (B(Φ+),⊆) �������� �������	��� ��������� ���� ��
� 	��� ������ �� ��� ������� �����	�� �	��
�

∅

Φ+

{α1}

{α1, α2}

{α1, α2, α3}

{β1}

{β1, β2}

{β1, β2, β3}

Φ+ \ {α1}Φ+ \ {β1}

Φ+ \ {α1, α2}

Φ+ \ {α1, α2, α3}

Φ+ \ {β1, β2}

Φ+ \ {β1, β2, β3}

(B(Φ+),⊆)

α1

α2

α3

β1

β2

β3

Φ+

������ ��	� �� ��� 	����� ��� 
���� (B(Φ+),⊆) �������� �������	��� � 	���
������ �� ��� ������� �����	�� �	��
 ��� ��� ������

���	���	�� ��� ���� �� �� ��� ��	 � !����� ���	�
� G ��!��� Φ+ �� ��� �� !�	����� ���
���� ���� IS(G) = B(Φ+)� "� ��� ���� �� ��� �����	�� �	��
� ���� ��# �����	���� 	���	����
�������	���� ��� �!������� ������� ��� ����� �� �� ���	����� � ��# ������ �� !����� ���	�
�
���� #� ���� ��������	
�� �� ���	� ��$ #� ��
��� ��� ������� �������� �������	��� �� �������
���%������� �� ��� ���� ��� ������� �������� #��� ���� ���%������ ��� ��� 
���� �� ��� ���������

a1 b1

a2 b2

a3 b3

a4 b4

0

1

1

1

0

1

1

1

∅G

V(G)

{a1}

{a1, a2}

{a1, a2, a3}

{b1}

{b1, b2}

{b1, b2, b3}

V(G) \ {a1}V(G) \ {b1}

V(G) \ {a1, a2}

V(G) \ {a1, a2, a3}

V(G) \ {b1, b2}

V(G) \ {b1, b2, b3}

(IS(G),⊆)

������ ��
� �� ��� ����� �� ������� ���%������ G& �� ��� 	����� ��� 	��������
������� (IS(G),⊆)�

���� �� ��� ������� �����	�� �	��
 �	� �����	
���� ����������� αi #��� ai ��� βi #��� bi� '����
���� ����	������� #� ��� ���%������� ���	� 
	�������� #� ���� ���%������� �������	 #��� 	��
���
�� ���� �����	���� ��!�� �� ��� ������	� �� ��� 	��� ������� �� �	��	 �� �����	��� � ������ ��
!����� ���	�
� ���� #� ���� ������������� �	 Φ+� �� ���� ���# ���� ��	 ��� #������������� ��
Φ+ !����� ���	�
� G� #� ��!� B(Φ+) ⊆ IS(G) ��� ��	 ��� A ∈ IS(G)� #� ��!� Φ+ \A ∈ IS(G)�
����� #� ��!� �� ��������� �� (B(Φ+),⊆) ���� � ���
���� �	������������
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������ ���	� ���������	�� �
 � ����� �	����� ��	�� 	� ����������� �� � ����
������ �
 A3� ��� ��� ����� ���� ��� �����	�� ���	�� 	� 	�������	� �� (A3,≤R)�
��� ������� � 
�� ���� ����	� ����� ��	� ���������	���

��� �
 ��� ��	� �	����	�� ������	�� �� ��	� ����� 	� ��� 	���	�� ��������� �
 ��� ����	�����
����� �	������� ������ 	� 	� !�	�� �����	�� �� ���� ����� 	� ����� �� 	����	
� ��� ������� �

IS(G) ��� ��	� ������ ���� �� �� ��� ����	�	�� �
 � ��� 
��	� �
 ����� �	����� �����
��������	� 	
��� ���
���� "���� ����� �	������ #������� �� G∞$ ��� ����� �	������ ����
��� �� ���� �� � 	�	� #	� � �����	� �����$ �
 � ��!����� (Gi)i≥1 �
 ��	�� ����	� ����� �	�������
�� ��	� ���� �� ����� ���� ��� 
��	� (IS(Gi))i≥1 	� � ���%���	�� ������ #
�� � ��������� ��� �

���%���	���$ ��� ���� IS(G∞) ��� �� ���� �� ��� ���%���	�� 	�	� �
 ��	� ���%���	�� ������� "�	�
���� �� �� ����� ��� ���	�� ��������� �
 (IS(G∞),⊆) ������� ��� ��	�� ���	��� (IS(Gi),⊆)
��� �� ���� �&���	�� ������

'������ 	�������	�� ��	�� ����� ���%���	�� ����� �	������ 	� ���	� �	�	��	�� �	�� ��� ��
�	�� ����	� ����� ������ �� ��� �����	��� ���� ���%���	�� ����� �	����� G∞ �	�� � ��� �

���� �����	��� �
 ��� ����	��� �
 G∞ ��	�� �� ������ �� PS(G∞) ������	(	�� ��� ���	��
�
 ���	�� ��!������� "��� 	� ���� ������ �
 IS(G∞) 	� �� 	�	�	� ����	�� �
 �� ������ �

PS(G∞)� )���������� PS(G∞) ����� ������� ��*	�� ���	�� �
 (IS(G∞),⊆)+ 
�� � ���	�
C �
 (IS(G∞),⊆) �� ���� ���� C 	� ��*	�� 	
 ��� ��� 	
 ����� �*	��� I ∈ PS(G∞) ����
���� C �!��� ��� ��� �
 ��� 	�	�	� ����	��� �
 I� "�	� �������� ���� �� �� ����	��� �������
���%������ �
 ,��� #��� -��.$ ����� ��� ��������� �
 ��*	�� ���	�� �
 (B(Φ+),⊆)� ������ 
,��� ���%������� ���� 
�� � ���	� C �
 (B(Φ+),⊆) �� ���� ���� C 	� ��*	�� 	
 ��� ��� 	

����� �*	��� � ��/���	�� �����	��� L �
 Φ+ ���� ���� C �!��� ��� ��� �
 ��� 	�	�	� ����	��� �
 L�
"��� 	� ��� ��!�� �
 ������� � �� ����� ���� ����� �*	��� � ���%���	�� ����������� �� Φ+

����� �	����� ��� �� ����� ���� 
�� ���� ���� ����� �	����� G∞ �� ���� ���� ���� ��/���	��
�����	��� �
 Φ+ 	� 	� PS(G∞)� "��� �� ���� ���� 	� ��	� �����*� ��� ��� ���%������� �
 ,���
��� �!�	�����+ �� ���� ���� B(Φ+) = IS(G∞) 	
 ��� ��� 	
 PS(G∞) 	� ��� ��� �
 ��� ��/���	���
�����	��� �
 Φ+� 0������� ��� ���%���	�� ��������� ���� �� �� ���
��� ���� ����� ��� ��
���%������ ���� ����� �*	��� �� ���� ��� ���%���	�� ����������� �� Φ+ ����� �	����� G∞
���� ���� B(Φ+) = IS(G∞)�

"�� ��� �
 ��	� ������� 	� ������� �� ��� ����� �
 ���� ���	���	��� �
 ��� ���������	���
1� ���	� �	�� � !�	�� �*��	���	��� �
 �������	��� �*	��	�� ������� ��� ������ ��� ��������
�����* ��������� �� ����	���� �� 	�������� ������ ������ ��������� ��� �� ���� ���� �

���	� �������	���

2�	�� ��� �
 ����� ������ �������� �� ���� 	�������� ���� ������ 	� ��� �	����	�� �
 ���
�*����	�� �
 �����	�� ���	����	��� ����	���� ���	�� 	� ��� 	��������	��� 0��� ����	��� ��
���� ��� ��� ��� �����	��� �� ���� �����	�� ���	����	�� � ����� �	����� ��� �� �����
���� ��� �����	�� ���	����	�� 	� � ��������� �
 ��� �����	�� ���	��� 1� ������� �� ���	���
�*����� �� ���� A ���� ��	� ���	�� 	� 	�������	� �� ��� �����	���� �����	�� ���	�� ��� ��
�� ��� ���� �� �*�����	�� �
 ��	� 
��� ����

�� ������� 3 �� ����� ��� ����	���� ���� �
 ��� "����	 ���	�� 	�������	�� � ����� �	�����
������� �� A↑

n ��� ����	�� ���� ��� ���	�� (IS(A↑
n),⊆) 	� 	�������	� �� ��� (n+1)��� "����	
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�������� �	
 �
�� �� ����� �� ��� �����
	����� � � ���������� ��

���������� ������� IS(A↑
n)

��� ��� ��� � ���� ����� � ���� n+1� �������� 	� �� �
����� � ������
 ����
������ � m�����
�

���������
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 ��������	

	
 ��� ������� �� ��� ���� ���
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� �
� ���� ��������� �� ��� ��� 
 ��� ������

���� ������	
� ������� ��� �������

���  ������ 
 ������
� ����� ��� ��!���� 
�������� 
 ��� �����
" �� �� �� ��� ������ ��
#��$�

������ �������� ��� ������	
� � ��������� λ � � 
�

������ 
����� n ∈ N" � �

�

�����
� ��%��
�� � 
�

������ 
������ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ���� ����

∑
λi = n� ��� 
������

λi �= 0 ��� ������ ����� � ��� ������
 λ� ��� 	
��
�� ������ � λ � � �
�� ��������
 � 
��&��" �� �����" ����
��� 
 �� �'!������ ���� � ��
���� ���
 �( ��� ����� � λ� )( *��
� ���
������ ���� �� ��
 ����
�� �� ����
 ��� ������ � ��� ��������
 ��������� � λ ��
����
λ′� +� ������( ��
� ( � ������
 ��� �� ������� �������

,��� ��
�����(" 
 ��� ����� �� ���- ��� ������� � �������( �����" 
����( �
��
������� � N×N" ������ �
( ��
����
�. ��� S ⊂ N×N ���� ���� |S| = n /����� |S| ��
����
��� ����
�� � S0� � ����
�� T � ����� S � � �!����� ���
� � S /���
 �� � ��� � ��&��0
��� �
���� 
 [n] := {1, 2, . . . , n}� 1��
 � ������� �� ��
��� �� ����� �( Sh(T )� ��� ���
� ��� �������& � ����� S ��� �� ��
���� �( TabS� 	 �� ��%��� Sh(T ) �� �� � ������
 λ"
���
 T ��� �� ���� � ������( ������ � ����� ����
��� ,�������"  �� ��
���� 2��
� �������&
���� (
� ��� ��
���
� ���� ��� ���
� �

/30 
�����
�  ��� �� � �� ���� ������ ���� ���4
/�0 
�����
� ���
 ���� �����
4

�� ����
 ��� ��� � �������� ����� ����
��� � ����� λ" ��
���� �( SYT(λ)�

���������� ��3�3� 5�� S �� � ������ �
� c = (a, b) �� � ��& � S� +� ���
� ���  �����
�
����"

/��30 La,b(S) = { (k, b) | k ≥ a, (k, b) ∈ S}, Aa,b(S) = { (a, k) | k > b, (a, k) ∈ S},

/���0 Ha,b(S) = Aa,b

⊎
La,b,

����������( ������ ��� �
�" ��� ��" �
� ��� ���� ����� �
 (a, b)� +� ��� ��
��� �( la,b(S)"
aa,b(S)" �
� ha,b(S) ���� ��������� ����
������

��� 
���
 � ���- ������ �� �� �
������� ���
���� 2��
� �������&" ���
-� �� ��� ����'
-
��
 ������
���� ������ /��� #��$  �� ���� ������ ����� ���  ������0�

	
����� ��3��� �
� λ �
 � ��������� �� ��
 ���
�
� n� �

� �� � ������� ��
�� �
 ���


|SYT(λ)| = n!∏
(a,b)∈λ ha,b(λ)

.

	
 #��$" ������
 �
� 1���
� 
�������� ��� ��
���� � ����
��� �������&" ���
�� ��
 �������

���������� ��3�6� 5�� λ �� � ������
 � ��� 
����� n� � ������
� ����
�� T = (ta,b)(a,b)∈λ
� ����� λ � � 2��
� ������� ���� (
� ���  �����
� ��
���
.

 �� ��� (a, b) ∈ λ, aa,b = |{(x, y) ∈ Ha,b(λ) | tx,y > ta,b}|.
+� ��
��� �( Bal(λ) ��� ��� � ��� ����
��� �������& � ����� λ

��



�� �� ����	
	���	� ��� �����	��

�� ��� ���� 	�	�
� ������ �� �
���� 	
��� ��� ��������� 
������ ����� �� ��� ����
���������� ��
 ��� ������� �� ���	��
 ��

������� ������ ��� ��� λ � n� �� 	�
� |Bal(λ)| = |SYT(λ)|�
������ �����	
��

��	
�
�
�� ������ � �����	 �� � ���	�� G = (V,E)� ���
� V �� ��� ��� �� 
������ �� G
 ��� �������
��! "����#� �� E �� � �����$��� E �� �������� �� V × V � ����� ��� ��� �� ���� ��
G�

�� ���� ������� �� �
� 	�
������
�! ����
���� �� � �	����� �����! �� ��
�	��� ���� �� �"��
%�����

��	
�
�
�� ������ &� ��! ���� � ��
�	� G = (V,E) �� ����� �� �� ���! �� E �� � ��� ��
��
 ��� z ∈ V � (z, z) /∈ E� �� ������� �����  ���� ����� � �!���# �� G �� � ��'����� �� ��
�����
z1, z2, . . . , zn ���� ���� (zi, zi+1) ∈ E ��
 ��� i� ���
� ��� ������ �
� ��(�� ����� n� � ��
�	�
����� ��� ��� ���� ��! �!��� �� ����� �������

&� "���� ���� �"���� � ������ ��������� �� ��� ��
����� �� � ��
�	��

��	
�
�
�� ����)� *�� G = (V,E) � ��
�	�� A ⊆ V � �� z ∈ V � &� �"�� ��� ���������
���������

d+A(G, z) :=
∑
y∈A

(z,y)∈E

M(z,y),

���
� M(z,y) ������ ��� ��������� �� ��� �
� (z, y) �� E� +��� ���� ��� ����� ��� %� ��"����
���� ��� ���
�!��� ��
�	� �� ��"����� �� ��� �	����� ���� ���
� A = V � ��� �%����� ���������
�� ����� ��� ���������� �� z� ����� d+(z)�

������ ����� ��� ���������

��	
�
�
�� ����,� � ����� �� � 	��
 (P,≤) ���
� P �� � ��� �� ≤ �� � %���
! 
������� ��
P %����-

• 
�.�/���� ��� ��
 ��� x ∈ P � x ≤ x0
• �
��������� ��� ��
 ��� x, y, z �� P � �� x ≤ y �� y ≤ z� ���� x ≤ z0
• ����$�!����
��� ��� ��
 ��� x, y �� P � �� x ≤ y �� y ≤ x� ���� x = y�

&� ��! ���� � 	���� (P,≤) �� ������� ���� �� �� ���! �� ��
 ��� x, y ∈ P � ��� ��� {z ∈ P | x ≤
z ≤ y} �� "����� 1�
 ��! ������! "���� 	����� ��� ��� �"�� � �������� μ : P × P → N� �����
��� ����� �������� �� %� ��� ���'�� �		�������� ������!��� ��� ��������� ���������-

• ��
 ��� x ∈ P � μ(x, x) = 10

• ��
 ��� x, y ∈ P � μ(x, y) = −
∑

x≤z<y

μ(x, z)�

2�� (P,≤) %� � 	���� �� X %� � ��%��� �� P � � ����� �����  
��	� ����� ����� # �� X ��
P �� �� ������� z ∈ P ���� ���� ��
 ��� x ∈ X� �� ���� z ≤ x  
��	� x ≤ z#� �� ���
� �/����
z ∈ P ���� ���� ��
 ��� ����
 %��� y �� X �� ���� y ≤ z� ���� z �� �������
��! ���'�� ��
�� ����� ��� �����  �
 ��� ����# �� X� ������! ����� %! ∧X� *�����
�! �� ���� ��� ���
������ �� ��������  ���� ����� ��� ���#� ���� �� �� ������� x ∈ P ���� ���� ��
 ��� �		�

%��� y �� X �� ���� x ≤ y� ����� �� ������! ����� %! ∨X� &� ��! ���� (P,≤) �� � ��������

���� ����������  
��	� �������� ��� ���������� # �� �� ���! �� ��! ��%��� �� P ����� ��
��"���  
��	� � ��	
����#� 1�����!� �� ��! ���� � 	���� ����� �� %��� � ���	���� ���� ��
3��� ����$������� �� � �������� �������

�� ���	��
 �� �� ���� �����! ����� �� ���� �	���"� ���	���� ��������� �����! ���	����
���	���������� &� ��! ���� � ���	���� ������� (P,≤) �� � ���	���� �
���$������� �� �� ���! ��
���
� �/���� �� �		�������� x → x⊥ �
�� P �� ������� ����� ��� ���	������������ �� P � ����
���� ��
 ��� x, y ∈ P �� ���� ����-



���� ������� 	��
�� �� ��� ����� ��

• ��� �������� 	
 {x, x⊥} ������ ���	��� �� x ∨ x⊥� �� ��� ������ ������ 	
 P �
• ��� ������ 	
 {x, x⊥} ������ ���	��� �� x ∧ x⊥� �� ��� ������ ������ 	
 P �
• �
 x ≤ y� ���� y⊥ ≤ x⊥�
• x⊥⊥ = x�

�� ��� ���� (P,≤) �� �	����� �
 ��� 	�� �
 ����� ��� � ������ ��� � ������ ������ ��
P � ���� P ����
 ��� � �������� ��� �� ������� ���� �	��	� ������� �	�� �� �	 �����
�
��� ��		
 	
 ��� 
��� ���� � ����� �	��� �� � �	����� ������� ������ �	 ��� 
		���� �������
�����

�����  �!�"� �� (P,≤) �� � �	
���� 	������ ���� �	� �	��� ������������ ���� �� �� �
	������ �������

����	� #�� X ⊆ P ��� C �� ��� ��� 	
 ��� ����� �	���� 	
 X� ����� �� �	� ����� �����
(P,≤) �� �	������ �� ���	�� �� z ��� ������ 	
 C� $� �������	�� ��� ������ x 	
 X �� �
	��� �	��� 	
 C� �	 ���� x ≤ z �� �������	� 	
 ��� ������� ����� z �� ��� %	�� 	
 X� �	 ����
P �� � �	����� ������� ��� ��		
 �� ��� ���� ����� (P,≤) �� � %	�� ����&������ �� ������� �

�� �	� ���� ��	 ������� �	��	�� 	
 �	��� ���	��� ����� �� �� ���
� �� '������� ( ��� )�


�	������  �!�!*� + ������ A 	
 P �� ���� � �	��� ��� 	
 (P,≤) �
 ��� 	�� �
 
	� � x, y
�� P � �
 y ∈ A ��� x ≤ y� ���� x ∈ A�


�	������  �!�!!� + �	��� (L,�) �� ���� � �	��� 	���� �
 ��� 	�� �
 
	� � x ��� y �� L�
�� ���� ������ x � y� 	� y � x� ��� 	��� ���� 	
 � �	�� 	���� ��� ���� ������� ����	�� 	
 L�
'������ ������� 	
 �	�� 	����� ��� ����� �� ��� ������ �������	�� 	
 ��� ����� �	��� (P,≤)�
����� �� ���� ��� �	�� 	����� (P,�) ���� ���� x � y �������� x ≤ y�

�� �	����� ���� � ������� ���� �	�������� 	��� ���� 	
 � ����� �	���� �	 ��� �����
�������	�� ���� ,��-��

�����  �!�! � ��� �	��� ���� 	� ��� ����� �	��� ��� ������ ��� ������� ����	�� 	� ��� ������
�������	���

����	� ���� ��� �� ����� ��	��� �� �������	� 	� ��� ���������� 	
 P � �

���� ����	�
 �
��� ��� ���� �
��


.� ���� �����	� �� ���� �	�� ����� ��	������� ��� �������	�� ��	�� '	����� ��	��� ���
����� ���	������ �		� �������� �� ��
�� ��� ������ �	 ,��- ��� ,�- 
	� �	�� ������ ��	�� �����
�	�����

������ ����	�
 �
��� ��� ���� �
��
� #�� S �� � ��� ������ ������ ��� M =
(ms,t)s,t∈S � �	����� ������� ���� �� � ������ ����� ����� ����� ���	 Z≥1 ∪ {∞}� ����� ��
���������� ��� ���� ���� ms,s = 1 
	� � s ∈ S� ��� �	����� ��	
� W ���	������ ���� S ���
M �� ��� ��	�� ��������� �� S ��� ���%��� 	�� �	 ��� �����	�� (st)ms,t = Id� 
	� ��� s ��� t
�� S� $� �	������	�� ���� ms,t = ∞ ��� �����	�� �����	� %��� ����� ���� st �� �	� 	
 �����
	����� ��� �	��� (W,S) �� ���� � �	����� ������� ��� ���������� 	
 S �� ���� ��� ��� 	

W � .� �� �	�������� �	 ��������� ���� � '	����� ������ (W,S) �� ��� �	����� ������ ���� �� ���
�	�&	������� ����� ��	�� �������� ��� ��� ������� 	
 S� ���� �� ���� ������� s ��� t �
 ���
	�� �
 ms,t ≥ 3� ��� ���� ���� ����� ��� ����� �� ms,t �������� ms,t > 3� /	�� ���� ���
����� '	����� ��	��� ��� �	������ ��������� ��� �� ���� �� 0�����  �! ��� �	����� ��� 	

��� '	����� ����� 	
 ���� ����� ���������� '	����� ��	���

�	 ���� ������ ω �� W �� ��� ���	����� ��� ������� ���	��� �� (ω)� ��� ������ ��

(ω) := min{k ∈ N | ω = s1 · · · sk, si ∈ S}.
���� ��������� �� ��� ���� 
�����	� 	
 � ������ �	��� ��������� 	� W � ����� ��� ������� ��� 
	���� 	� W � ���� ��� ��� ��1����� ��� ���������� �	���� 	
 ��� �����	�

∀ω ∈ W, s ∈ S, ω ≤R ω.s if and only if (ω) < (ω.s).
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� ������� ������ ����� ����� �
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����� ������ ��� ����� (W,≤R) �� 	 
�	��� ��� �����	����� �� 
����	�� 	�� 	 
�	���

������� �	����� ���� W �� ������

 ���!� �� ����� �
� ������� ������������� �� ��! ω ∈ W �� �� �
� ��"���� �� �
� ���

Red(ω) := {(i1, . . . , i�(ω)) | sj ∈ S ��� si1 · · · s�(ω) = ω}.
#� ����� "��� �� �
� ��"� �� �� ��! �
�� si1 · · · s�(ω) �� � ����$�� ��$�"	�������� ������� ��
(i1, . . . , i�(ω))�
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��
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��	�� ������� ����	�


���� �����	
 ���	� 
�� ��	 �
����	 	�
 �� �	� ����� � ���	�� �	�	
������� ��	 �	�� �
�	

�� ���	 ���	�	
 �
����� ��������	 �� ��������
��� �
�����!"#$ #%!&!�' �� 

�������	�
��

��� ��� ����� �� � ������� ����� W �� � ������� ����� �� W ���� ����� � ����������
���� �� ���� ����� � ����!�� ��� ����!���� ���!��������� �� "����������� ��������# ���
$���!��� ����������� %��� 	���
&' (����)��# �� �� ������� ������� �� ��� �������� � ��� ����
������ ���������� ��� � ������� ����� %��� 	��
# 	��
# 	�
# �� 	��
&# ��� �� ��� ������
� *����+���������  �������� %��� 	��
  �� � ������� ���)��& ������ �� ��� $������ ������+
���  ��������' �����  �������� ��� ���������� !� $������ �� 	��
# �� ����� �� ��������� ���
������� �������������� � ��� ����������� σ �� ��� ��������� ����� Sn# �*��)������� ������+
����� ��� ������� ������  ��� ��� �������� �� σ �� ��� ��� ����� �� Sn# ��� ������ ��� ��
!� �  ���������� ���������� �� ���� ����� � ����!�� %��� 	���
&' ,� 	��
# -�� ��������.��
$������/� ��� �� ��� �0�� ������� ����� � ���� A'

,� ���� ������� � ��������� � ��  ����� � ������# ������  ��� � ������� �������� ��� �
)�������� �� ��� )�������' ����# �  ���� �������)��� �� ��� ���� ���� ��� ������� �� ������ ���
�������# �� ���� ���� ��� ������������� ����� ��� � ���� ���!��������� ���������' ,� �������
���� ���� ���+���� ������ ��� !� ������!�� ����� ���� ������# ��� � ��� � ���� �� ���� !�

���� �����# � ��� ���� ��� ��� ����� �� ������� ������ � ���� A# Ã ��� B# ��� 1�� ���
����� �� ����� ������� Zr � Sn %��� 	��
&# ��� ��� ��+��� %����' ���+���& ������� � ���
����� �����# ����� ���� � �����������'

��� ����� � ����  ����� � ������ ��� !�  ������ ��)������ �� ������� 2# �� ���� �
��� ��� �� ���� ��� !� ���� �� ����� �� ����+�������� ���3������� � (����� 4��� ��
��� �������� � ���� ������� �� ������� ������� ������ %��� 	��
 ��� 	��
&' (����)��# ��
������� ��!��*���� ��!�������� � ��� ��������� ����������� ���� ����� !����� ��� ������
��� ������ ��� ���!���� ��������' 5��� ���� ������  �� ��� ���� � ������� ������ � ���� A#
��� ������� � ������� 2 ��� ��� �)����� ��� ������� � ��� ������� �������' ,�����# ������� 2
�� ������ ������� �� ����!���� ��� ��������� ������� � ���� ������������# ���� ���� � ��)����
��� ���!��������� ����6 � ��)� � ��  ������  �� ��� )����� � ��� (7!���  ������� ��� �
���)��� � �� ���!��������� �����  �� ��� ������� ������ �� ��� ��� ����� �� ������� ������

� ���� A# B ��� Ã'
8�� ������������ ������ �� � ��������.����� � ��� ������ � ������ ��������� � � ����� �����

�� ������ ������� �������# ��� ����� �� �� ��������� *����+���������  �������� ��� ���� �������
� ��� ������# �� �� �� ��� ����  �� ������ ���������� �� ��� ������� � P +���������� %��� 	��
&' ,�
����� ���� ���� � ���  �������� ���������� ��� �� ������� �� ��� ��)� ���� �������� �!���
��� ���������� ����� ���������' ���)��# ���  ��� � ��� ���������� ������� ��������� �����
�� � ��������� ������ ����� ����� *����+���������  ��������# ���� ������ ��� �����������

��� �������� ���������� ��� ����� A ��� Ã' ,� ����� �� �����# � ��� % ������� � �������
������ �� �� 	���
 ��� 	��
& ���� ��� ��������� *����+���������  �������� ���� ����� ���
������� ��� $������ ��� -��/� ���������  ��������'

,� ��� ������/� �������# $������ �'2 3��� ������� ��� ��� ��� � ��� ����������� �������� !�+
���� ��� ������������ ��� *����+���������  �������� ��������� �� ��� ���� ��*���� � ����
��������)� �����' (����)��# ��� ������� ������� ���� ��� ������������ ��������� �� ���� �������

��
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����� �� ��	�
����� �� �� �� �����	 ��� ���� �
��
 �	 �	� ������
 �
��� ���� ������
 ��� �	�
���� ��� ���� �� � ��	�
�������	 �� ���	��� ������
�� ��	����	� �� � ����
 ����� �� ������

�
����� � ���� ���
��	� ���	� ����� �� �� ���� ��
 � �����	���
��� ����
�����	 �� ���� B
���	��� ������
�� ��	����	�� ���	� ��� ���
��� �	�
������ �	 ���� ������
�

 �� ������
 �� �
��	���� �� �������! �	 ������	 "�# �� ��$	� ��� ������ �� ������ �
��
������ ���	�
��� ����� �
� ������� �� � ������ ������� ���
��� �������
 ���� � %�������	 �	 ���
%�
������ &� ������� ���� ��	�
�� �
���
���� �� ����� ������� 	����� ���� �
� �	���� ��
����

���� ������������ �	 ��� ��	�
�� ����� �	���� ��
���� ������� ���	 ��� �	��
���	� ���
��� ��
$	���� �	� �� ��%� � ������ �	� �������� ��
���� �� ������� ��� %����� �� ����
 ������ ��������

'	 ������	 "�"� �� ���� ���� ��� �
����� ���� �
��
 �	 ������
 �
���� An−1� Bn �	� Ãn� ���
(�� ���� �
��
 �	 Zr � Sn� �	� ��� ��)��� �
���� ���	)���� ������� �� �	� $	��� ����� ��	 ��
����
���� ���	�� �� ���� ����
�� '	 ������	 "��� �� ������� � ��	� ������	 ����� ������ �	�
��� ����
� �� *����)������
�� ��	����	�� +�
� �
�������� �� ������	 ��� ��� ��
��� ����������
���� �	� P �
�	������ ���� ,��-�� ��� ���	��� ������
�� ��	����	�� �	� .��/� ��	�
�������	
	���
���� �
��� �
�� ���� ����
�����	�

���� ����	
	�� ��  ��� ��	�� �� ����
�

&� �
���	� ��
� � ������ �� �����	 ��� ����
 ���� �� � $	��� ����� P � ��	�� P �� $	���� ���
�
������ a1 �	 P ����� �� � ��	����� ���� �� �� x ≤ a1 �	 P � ���	 x = a1� .�� P2 = (P \ {a1},≤)
�� ��� $	��� ����� �����	�� �� 
���%�	� a1 �
�� P �  ��	� ���
� ������ a2 �	 P2 ����� �� �
��	���� �	� �� ��	 ��$	� ��� ����� P3 �����	�� �� 
���%�	� a2 �	 P2� �	� �� �	� 0�	�����
�� �	� ���� �	 �	1����%� ��*��	�� [a1, . . . , an] �� �����	�� �� P �  ��� ��*��	�� �� � ��	��

����	���	 �� P �� ��	��
�����	� 0�
���
��
�� �	� ��	 ������ �
�%� �� �	������	 ���� ��� ���
��	��
 ����	���	� �� P ��	 �� �����	�� �� ���� ����

'	 � ��
���	 ��	��� ���� ������ 2�����3 � $	��� ����� �����	� �� �����	�� �	 �
��
 �� �����	
� ������ �� ��*��	��� ����� ��%� 
��� �� �	 �	��
����	� ������ �� ���� ���
�� ��� ����
 ������ 4�
��
�� �
����� �� ����� � ������
 �
�	����� �� � ������ ������� ���
���� 5������ �� ���� ���� ���
���
��� %�
��� �� %�
���� ���� 
������ �� � ��	��
��	� ��%�	 �� � %�������	 �	 ��� %�
������ '�
���� ��%� 
��� �� � ������ �� ��*��	��� �� %�
����� �� ��� �
���� ���	 �� � ������ �� ������� ��
%�
����� ��%�	� �	 �	��
����	� ����� ��
����
� �	�� �
��
�� �� �	������	�

&� ���
� ���� ��� ��$	����	 �� ��� %�������	 �	 ��� %�
����� �� � ������ ������� ���
����

���������� "�#�#� .�� G = (V,E) �� � ������ ������� ���
���� � %�������	 θ : V → N ��
������ �	 �������	�� ��
������ ��������� �	 G �6�7� �� �	� �	�� �� ��
 ��� x ∈ V � �� ��%�

0 ≤ θ(x) ≤ d+(x).

� ���
 G = (G, θ)� ���
� G �� � ������ ������� ���
��� �	� θ �� �	 6�7� �� ������ � ������

���	�
��

'	 ���� �������� G = (G, θ) ���� ��	��� � %����� ���
���� 8����� ���� ��
 ��� �� �� ��	�
����
��� ������ ����� ����� $	��� ������ �� %����� ���
�����  ���� �� $
�� 	��� �� ������� �����
%�
����� �� � %����� ���
��� ��	 �� �������  ��� �� ��� ���	� �� ��� �������	� ��$	����	�

���������� "�#�9 �:
������ %�
����� � %�
��� x �� G �� ������ �	������ �	 G �� �	� �	�� ��!
• θ(x) = 0;
• ��
 ��� z ∈ V ���� ���� (z, x) ∈ E� �� ��%� θ(z) �= 0�

&� 	�� �	�
����� ��� 
������ 
	����� ����� �� �	���� � ��	�
��������	 �� ��� �
����� �	
$	��� ������ �
���	��� �	 ��� �	�
�������	 �� ���� ������	�

���������� "�#�" �<����	� �
����� �	� �����	� ��*��	����� =�%�	 G = (G, θ) � %�����
���
���� �� ��	��
��� 
���
��%��� ��� ��*��	���! � ��*��	�� L = [x1, x2, . . .] �� �����	�� �� V �
�	� � ��*��	�� (Gi = (Gi, θi))1≤i �� %����� ���
���� �� ��������

�#� .�� G1 = G�
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Sequence (Gi)

associated with L1.

G (IS(G),⊆)

������ ��	�

��� �� ���	� 
� �� ��� �	������ ��	��� 
� Gi� ��� �	���� ���� ����	�
��� ���� x � ��	���
� Gi ��
�� 
� �	������ 
� Gi� ��� ��� xi = x�
��� ��� Gi+1 �� ��� �
���� �����
� �
	����� �	��� ���
��� �� 	���
�� ��� ��	��� xi


� Gi ��� ��� ��� �	�� � ��� �	� (z, xi) 	 (xi, z) 
� Gi�
��� ��� θi+1 �� ��� ��� � Gi+1 � �� ���� θi+1(y) = θi(y) − 1 
� (y, xi) 
� �� �	� �

Gi� ��� θi+1(y) = θi(y) ���	�
��� !��� ��� Gi+1 = (Gi+1, θi+1) ��� 
��	��� "���
��

# ��$ ���� L �	
�
�� �	� ��
� �	���� 
� ������ � ������� ���	��
� � G� ��� �� ����� PS(G)
��� ��� � ��� ����
�� ��$ ����� � G�

%����� ���� ��� ���	 ���� � ��� &�
�� ���� P �	� ��� 
�
�
�� ����
�� � ��� �
���	 ������
�
P � ��� �� ��� ������� ��
� ��
� � ��� �� �
�	��� 
� ��� ��� 	�� ����


�������� '�(�)� ��� L = [x1, x2, . . .] �� � ����
�� ��$ ���� � G� !�� ������� ��
���� �
L �	� ��� ���� � ��� �	� {x1, x2 . . . , xk}� k ∈ N∗� *� ������
�� ∅ 
� �� 
�
�
�� ����
� � L�
!�� ��� � ��� 
�
�
�� ����
�� � ��� ��� ����
�� ��$ ����� � G �
�� �� ������ �� IS(G)�

+
������ 	����� ���� ��� ���	 ���� � ��� &�
�� ���� �
��� 	
��� ��� 	��	�� �� 
��� �
�� �
� �����
��� ����
�� ������ 
�� ���,��� ����
��� ���� ���
�� ��
� ������ ��� 	���� ����	��
-�� �
��� �� �
�	����� ��� ��� ����� �� �
�� ���
��	 ��� ���� ��
� ������	 �	� ��� ����� (IS(G),⊆)
�	 ��� ��� �� �
�	���� G�

������� '�(�.�(� ���
��	 G �� ���
���� 
� ���  ���	 ���� �	��	 � +
� 	� '�(� !�� ����
��
��$ ����� � G �	� L1 = [a, c, b] ��� L2 = [b, c, a]� �� � IS(G) = {∅, {a}, {b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}�

/� &�
�� ��
� ����
� �
�� ����
��  	 ��
� 	�� ��� ����	�
�� ��� �	��	�
�� � (IS(G),⊆)�
!�� �	�� �	� �
��� 
� "���
� '���

������� '�(�0� ��� G = (G, θ) �� � ���	�� �������� ��� ���� (IS(G),⊆) �� � ������

������ ���� ����������
�� ��� ��� ���� �	�
��� �� ρ : A → |A|� ������� �� G �� ������ ����
(IS(G),⊆) �� � 
������ �����
��

/� ��� ���� �� ����
�
� �	� �� �	 ��� ��� �� � ��� 12�
 � � ���
� � (IS(G),⊆)� +	
��� ��3� � ���	
��� �� �
�� ��� �	� �� ��� �	 ��� � ���� � ��� �	� (∅, A)� A ∈ IS(G)� � �
� �
�
��	 �� ��� �� ������ �	 ��� � ���� 
� IS(G)�

������� '�(�4� ��� A ∈ IS(G)� N (A) = {x ∈ A | θ(x) = 0} ��� F(A) = {x ∈ A | A \
{x} ∈ IS(G)}� �� ���� �� 
�����

���  � F(A) = N (A)� ���� μ(∅, A) = (−1)|N (A)|�
�!� "��������� μ(∅, A) = 0�
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��� ����� ��
� ����� ��	���� ��������

��� �� ����	
 ������ ��� ��� ��� ��� ������� ����� �� ������� � ��� ����� �� ��� ������
��������� ��� A,B ∈ IS(G) ���� ���� A ⊆ B� ��� ������ �
 G ′ ��� ����� �� ���� ��������
����� �� ����� � ��� �������� �� A ���� ��� ����� �������� !� �� ����� ��������� �� ����"
���� #���������� ��$�� %��� &������ ����� ����' ���� B \ A ∈ IS(G ′)� ��� ���� ��� ��������
[A,B]G ��� [∅, B \ A] ��� ����������� ���������� �� �� ������ �
 μ′ ��� ������ �������� ��
(IS(G ′),⊆) ���� �� ����

μ(A,B) = μ′(∅, B \ A).

���� ������

!� ���� �������� �� ������� ��� ������ �� �������� ����( ��� ������ )��� ������ ��
 �� ��
��������� ����������*����� �� ��� ������� �� IS(G) %#���������� ��$��' ��� �� � �������� ����
%����� ��$��'� ����� ��  ��� �����

����������� ��$��	 ��� G = (G, θ) �� � �����	 	
���� ��	 A �� � ��
�� ������ �� ����
���
�� G� ���� A ∈ IS(G) 
� ��	 ���� 
��

��� ��� ��� x ∈ A� θ(x) ≤ |{ y | y ∈ A and (x, y) ∈ E}|�
��� ��� ��� x ∈ V \ A� θ(x) ≥ |{ y | y ∈ A and (x, y) ∈ E}|�
����
	 +����� ���� A ∈ IS(G)� 
��� ����� ������ L = [x1, x2 . . .] ∈ PS(G) ��� k ∈ N∗

���� ���� {x1, . . . , xk} = A� ��� x �� � ������ �� G� ���� �� ������ ��� ����
 ���� ��� ������

• !� x ∈ A� ���� ����� ������ i ≤ k ���� ���� xi = x� ��� �� �������
 ����

{ xj | j < i and (xi, xj) ∈ E} ⊆ { y | y ∈ A and (xi, y) ∈ E}.
,����������� �
 ��-������ �� ��� ����� �������� �� ���� θ(xi) = |{ xj | j <
i and (xi, xj) ∈ E}|� .����� x �����-�� ����� %�'�

• !� x /∈ A� ���� ��� Gi = (Gi, θi) ��� ��/����� ���������� ���� L� )
 ��-������ �� ���
����� �������� �� ���� θk+1(x) = θ(x)− |{ y | y ∈ A and (x, y) ∈ E}| ≥ 0� .����� x
�����-�� #���� %$'�

0�������
� ������ ���� A �����-�� ���� ������ %�' ��� %$'� 1� ����� ���� A ∈ IS(G)
���������
 �� k := |A|� !� k = 1� ���� ��� x ��� ������ �� G ���� ���� A = {x}� 1� ����
θ(x) = 0 ����"� �� #���� %�'� ��� #���� %$' ������ ���� ��� � y �= x ���� ���� (y, x) ∈ E
�� ���� θ(y) ≥ 1 > 0� .����� x �� ������� �� G� �� ���� A ∈ IS(G)� ��� k �� ���� ���� ���
�������
 �� ���� ��� ������ ���� |A| = k + 1� 1� -��� ����� ���� ����� ������ � ������ �� A
����� �� �������� &���� G �� ��
��� ��� A �� -����� ����� ������ z ∈ A ���� ���� ��� � y ∈ A�
(z, y) /∈ E� ����� �
 #���� %�'� �� ���� θ(z) = 0� + ���� ����� G �� ��
��� ��� A �� -����� �����
������ x �� A ���� ���� θ(x) = 0 ��� ��� � y ∈ A� �� (y, x) ∈ E ���� θ(y) > 0� ,�����������
��� � z ∈ A ���� ���� θ(z) = 0� �� ����� ������ y ∈ V \ A ���� ���� (y, z) ∈ E� ���� θ(y) > 0
�
 #���� %$'� 0����/����
� ���� ������ x �� ������� ��� ��� �� ����� �� ��� -��� ���� �� ���
����� �������� ����� �� �� ��� G ′ ��� ����� �� ���� �������� ���� ��� ����� ������� �����
�� ����� ��� ������ x� ���� |A \ {x}| = k ��� A \ {x} ����
 �����-�� #����� %�' ��� %$' ��
G ′� ���������� �
 ��������� �� ���� A ∈ IS(G)� �

����� ��$�$	 1� ������ ���� #���������� ��$�� �� ����������� ��� ��
 ������� �� �����2
-�� ��� ������ �� �������� ����( ��� ������ ��� ��� ������� �� ���� �� ��� ������� �� 0������ 3�

1� -���� ���� � �������� �����

��� ��$��	 ��� S ⊆ IS(G) ��	 	����� �� X ��� ���
⋂
A∈S

A� �� ����� ��
��� x ∈ X ����

���� θ(x) = 0� ���� ����� ��
��� z ∈ X  �
�� 
� �������� 
� G�
����
	 1� -��� ���� ���� ��� �����
�� �� ���� �� � ����� �� ���� �� ��
���� ���

z ∈ X �� ���� ���� θ(z) = 0� ,�� � y /∈ X� ����� ������ B ∈ S ���� ���� y /∈ B� ����������
�� (y, z) ∈ E� ���� �
 #���������� ��$�� �� ���� θ(y) ≥ 1� +����� �
 ������������� ���� ��� �
x ∈ X ���� ���� θ(x) = 0� ����� ������ y ∈ X ���� ���� θ(y) = 0 ��� (y, x) ∈ E� &���� X ��



���� ������ �	

������ ���� �	
���� ���� ���� �� � ����� �� G� ����� �� ������ ������ ���� ������ �� �������
����� �� G �� X� ��� ���� ���� ��� 
���� �

������ ����� �� 	
����� ����� �� ������ ��� 
��� �� �����	 ����� ���� ��� ��������
���
�� ����� �� 
��� ���� (IS(G),⊆) �� �  ���� 
���� !"�
������� ��#�$%� ����� �� 
���
���� �� �� � 	��� ��	�&������� !'������ ��#�(%� ���������� ��
������� ��� ���	�	 �� ��� ������
�� IS(G)�

)�� �� �� �� ���� � 
�
�������� ����� �		�������� �	
���� ���� (IS(G),⊆) ��  �����

����������� ��#�$	 ��� A ��� B �� ��	 �
������ 	 IS(G)� ��� ���	�� �� k ��� q ���

�������
��� 	 A ��� B� ����������
�� � A ⊆ B� ���� ����� ������ L = [x1, x2, . . .] ∈ PS(G) ����

���� A = {x1, . . . , xk} ��� B = {x1, . . . , xq}� �	��������
�� (IS(G),⊆) �� ������ ���� ����

�����	� A → |A|�
����
	 *���� ��� ���� k = q �� �������� �� ����	� ���� k < q� )�� �� ��� 
���	 ���


����� 
����� �� G� �� ��� �� �������� ��� ����	�� 
����� ��+������ *���� A ∈ IS(G)�
�� �� �� ���� ���������� ��� ��+����� L �� 
����� ��� ��� k ���	���� x1, . . . , xk �� A�
'����+������� A = {x1, . . . , xk}�

)�� �� ��� ������� ��� ������ �� �
� Gk+1 = (Gk+1, θk+1) ��	�� ��	 ��� 
����� 
�����
���� �� 
����� x1, . . . , xk� ,� ��������� �� Gk+1� C = B \A �� � ������ �� ������� �� Gk+1� ��

��� ���� C �� �� IS(Gk+1) ����-�� ���� C �������� ���� "����� !�% ��� !#% �� "�
������� ��#���
,� ������������ �� ��� z ∈ C �� ���� θk+1(z) = θ(z)− |{y ∈ A | (z, y) ∈ E}|� ���

{y ∈ C | (z, y) ∈ E} = {y ∈ B | (z, y) ∈ E} \ {y ∈ A | (z, y) ∈ E}.
*���� B ∈ IS(G)� �� ���� �� "�
������� ��#�� ���� θ(z) ≤ |{y ∈ B | (z, y) ∈ E}|� �� ����

θk+1(z) ≤ |{y ∈ B | (z, y) ∈ E}| − |{y ∈ A | (z, y) ∈ E}| = |{y ∈ C | (z, y) ∈ E}|.
����� C �������� "���� !�% �� "�
������� ��#��� .��� ��	��� � �	����� �� ���� ���� C ����
�������� "���� !#% �� "�
������� ��#��� ������ ���� ������ � 
����� ��+����� [xk+1, xk+2, . . .]
�� Gk+1 ���� ���� C = {xk+1, . . . , xq}� ��� ������� ��� ��+����� L = [x1, x2, . . .] �� � 
����� 
��+����� �� G ���� ���� A = {x1, . . . , xk} ��� B = {x1, . . . , xq}� ���� ���� ��� 
��� �� ���

�
�������� �

�� ��� ��� 
��� �� �����	 ����� ������ ���� (IS(G),⊆) �� � 	��� ��	�&�������� �� ����

�
���� �� �������� ��
������� ��� ���	�	 !���� ������ ��� ����% �� � ��� S ⊆ IS(G)�

������������ �� �
� ����� )�� S �� � ������ �� IS(G) ��� X �� ��� ����������� �� ��� ���
���	���� �� S� �� �������� ��������� � ��� C ∈ IS(G) �� ��������

/� �� ��� x ∈ X� θ(x) �= 0� �� ��� C = ∅� 0�������� ��� z1 ∈ X �� �� ������� ����� �� G
��� ���� ��� 
����� 
����� �� 
����� ���� ������ �� ������ �� G2 = (G2, θ2) ��� ��������
������ �� �
�� ����� �� ��� A ∈ S� �� ���� A\{z1} ∈ IS(G2)� �������� �� ��� � ��� �

��
)�		� ��#�� �� X \ {z1} ���� �� � ������ �� ������� �� G21 �� �� ��� x ∈ X \ {z1} �� ����
θ2(x) �= 0� ���� �� ��� C = {z1}2 ��������� ��� z2 ∈ X \ {z1} �� �� ������� ����� �� G2 ���

���	 ��� 
����� 
����� 
����� ���� z2 �� G2� �� �
��� ���� 
������ ����� ���� �� ���
��� ������� ����� ���� !���� 
����� ������ ����� ����� X �� �����%� ��� �� ��� C ��� ������� 
���� ,� ������������ C ∈ IS(G)�

3� ���  ������ ���� ��� C ���� ��� �

�� �� �� ���� ������� ��� ���	� �� ��
��� �������
�� ��� ������� �� ������� 	��� �� ���� ���
 �� ��� ������������ ��� ���� 
�
������� �����
���� �� ��� ��� �����

����������� ��#��	 ��� A ∈ IS(G)� � A ⊆ X� ���� A ⊆ C�

����
	 �� �
��� ��� 
��� ���� ��� ������

• /� �� ��� z ∈ X �� ���� θ(z) �= 0� ����� �� ��������� �� ��� 
����� 
������ �� ����
���� A = ∅ = C�



�� �� � �����	 
� �
��� ����� ��
� ����� ��	���� ��������

• �� ����� ���	�	 z ∈ X 	
�� ���� θ(z) = 0 ���� C �= ∅� ��
	 ����� ���	�	 L =
[x1, x2, . . .] ∈ PS(G) ��� k ∈ N∗ 	
�� ���� C = {x1, . . . , ck}� ��� 
	 ������ ��
Gi = (Gi, θi)i ��� 	��
���� �� ���
�� �������	 �		������� ���� L ��� ��� L′ = [z1, z2, . . .]
�� �� PS(G) 	
�� ���� A = {z1, . . . , z|A|}�

�		
�� �� ������������� ���� A �⊂ C ��� ���	���� j ≤ |A| ������� 	
�� ����
zj /∈ C� �� ���� ���� zj �	 � ������ �� Gk+1 ��� �� ���������� ��� ��� q < j �����
���	�	 1 ≤ iq ≤ k 	
�� ���� zq = xiq � ��� 
	 ��� ����
�� ��� ���
� �� θk+1(zj)� ��
�� ������ �� ��� ������� �����		 �� ����

θ(zj) = |{q < j | (zj, zq) ∈ E}| = |{q < j | (zj, xiq) ∈ E}|.
!������ ��� ��� q < j �� ���� iq ≤ k 	� ����

θk+1(zj) = θ(zj)− |{p ≤ k | (zj, xp) ∈ E}| ≤ 0.

��
	 θk+1(zj) = 0 ��� ���	 �	 ��	
�� �� ���	��
����� �� C ����� A ⊆ C�

���	 ���	 ��� ����� �

�	 C ⊆ X �� ���	��
����� "����	����� #�$�% ������	 ��� ��������� ����������

��������� #�$�&� ��� ��� C �� ��� ���	
	 �� S

'������ ���� ���� �� ��� 
��������� ����� G �	  ���� ���� �� �����
	�� ���� ���� V  ���
	�� �� ��� ��� �������	 �� G 	���	 �	 ��� "����	 ()* ��� ($* �� "����	����� #�$�)� +��	��
�����
V ∈ IS(G) ��� ��� ��	�� (IS(G),⊆) �	 ��
����� ��
	 (IS(G),⊆) �	 � ������� 	���� �� �	 � ����
	���,������� (���� �����	��� �� �	 � �������� �������* ��� ���	 ���	 ��� ����� �� ������� #�)�%�

������ ����� �� �	
��
� ����� ��� ����� �� ���	 ����
�� �	 �
���� ������������� ���
�	 ��	�� �� ��� ����,-���� ����
���������
���� ��������� (	�� §$ �� .��/*� ��  �	� ������
��
	��� ��������	0 ��� ��� A ∈ IS(G) �� ������ �� [∅, A] ��� 	�� {B ∈ IS(G) | ∅ ⊆ B ⊆ A}� ���
A N (A) ��� F(A) �� �	 �� ��� �� ������� #�)�& ��� ��� S ⊆ F(A) ��� 
	 ������ �� AS ���
�� �
� �� {A \ {x} | x ∈ S} ⊆ IS(G)�

�� ����� ��� ����� ���� � ��������� ������

�	

� #�$�1� ��� S ⊆ F(A)� �� ���� AS �= ∅ �� ��� ���� �� N (A) �⊂ S

������ 2����
	��
⋂
x∈S

(A \ {x}) = A \ S� ����-	 �� ����� #�$�# �� N (A) �⊂ S ����

����� ���	�	 z ∈ A \ S ����� �	 ���	���� �� G 	� ���� ��� �� �
� �� {A \ {x} | x ∈ S} �	 ���
∅� ��� ����� �� ��� ������	� ����������� �	 ��	�� �� 	������ ���
����	� �

�� ��������� ���	��
���� �� ��� ���� 	���,������� 	��
��
�� �� P(G) �	 ���� ��� ��� A ���
B �� IS(G) [∅, A]∩ [∅, B] = [∅, A∧B] ����� A∧B �	 ��� �� �
� �� {A,B}� ���	 ��	�� �����-
����	 �� ��� ������� ����
���

'��	� �� ����

[∅, A] \ {A} =
⋃

x∈F(A)

[∅, A{x}].

���� �� ��� ����
	���,3���
	��� "�������� �� ����

|[∅, A] \ {A}| =
∑

∅�=S⊆F(A)

(−1)|S|+1

∣∣∣∣∣⋂
x∈S

[∅, A{x}]

∣∣∣∣∣ = ∑
∅�=S⊆F(A)

(−1)|S|+1 |[∅, AS]| .

2��� ������� �� ��� 45��
	 �
������ �� P(G) ���	 ����	 ��	� �� ��� ��������� ��������0

(#�)* μ(∅, A) = −
∑

∅�=S⊆F(A)

(−1)|S|+1
∑

B∈[∅,AS ]

μ(∅, B).



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

�� �������	� 	
 ��� ����� 
�����	��
∑

B∈[∅,AS ]

μ(∅, B) = 1 �
 AS = ∅� ��� � 	��������� ������

������ �	 ����� ������ �
 N (A) �⊂ F(A)� ���� μ(∅, A) = 0� ����������  !����	� "��#$ ���	���

μ(∅, A) = −
∑

N (A)⊆S⊆F(A)

(−1)|S|+1 = (−1)|N (A)|
∑

S⊆F(A)\N (A)

(−1)|S|

= (−1)|N (A)|(1− 1)|F(A)\N (A)|.

%��	��� ��#�& 
	''	�� ���������'��

���� ���� ���	 �	
 �
�� ��


(� ���� �����	�� �� ��	� ��)���' �*��+'�� 	
 �'������' +	���� ����� ��� �� ��������� ����,
)�'��� ��,��+��� -� ���� ����'' ��� �������	� 	
 ���� 	���� 	� � .	*���� ,�	�+��

���W �� � .	*���� ,�	�+ ���� ,��������, ��� S� ��� ���� 	���� 	� W �� ��� +	��� (W,≤R)�
������ �� 
	''	��/ �� ��� ���� w ≤R τ �
 ��� 	�'� �
 ����� �*���� s1, . . . , sk �� S ���� ����
τ = ωs1 · · · sk ��� (τ) = (w) + k�

(� �� ��''0��	�� ���� (W,≤R) �� � �	�+'��� ���� ����0'������ ���� W �� �������� � �	�+'���
'������ ���� W �� ������ ��� ���� ��� ����� 
�����	� ����� )�'��� ���	 {±1, 0} "��� 1�2 ���
1��2$� ������ �� �� ������' �	 '		� 
	� �� �����+������	� 	
 ��� ���� 	���� ���	�,� ��� ���	��
��)�'	+�� �� ��� +��)�	�� �����	�� (����� ���� �� �����+������	� �*���� �� �	�� ������ ��� ��
,�)� �� �*+'���� ������+��	� 
	� ��� 
	''	���, '��� 	
 +	�����

������� ����#� ��� ���� ��	�
 (P ,≤) �� 
�� �������� ��	
� 
���� ���	
	 �� �������
 ������
������� G 	��� 
��
 (P ,≤) �	 �	�������� 
� (IS(G),⊆)�

• (W,≤R) ����� W = An−1, Bn, Ãn ��� ≤R �	
�� �����
� ���� ����� �� W �
• 
�� ��� ���� ����� (Zr � Sn,≤f )�
• 
�� ���	�
 ���	�� �����	�
� ��

��� � ���  ��
� ��	�
�

-� +�	)� %��	��� ����# ���� � ����
�' ����0��0���� ������ ����� �� �	�� �� ��� 
	''	���,
�����	��� �	�� +������'�� �� 3����	� ����# �� +�	)��� � ��������� 	
 )�'��� ��,��+� ���	������
���� ��� ���� 	���� 	� An−1� ��� �� +�	)� ���� ���� ��������� ������ +�	)���� � ������+��	�
	
 ��� ���� 	���� 	� An−1 �� 3����	� ������ 3���'��'�� �� 3����	� ����� �� �	������� � )�'���
��,��+� ���	������ ���� Bn� ��� �� +�	)� �� 3����	� ����4 ���� ���� )�'��� ��,��+� ��������

��� ���� 	���� 	� Bn� 3����	� ����5 �� ��)	��� �	 ��� ����� 	
 ��� ���� 	���� 	� Ãn� 6���''��
�� 3����	�� ����& ��� ����� �� ����� ��� ����� 	
 ��� 7�, ���� 	���� ��� ��� �+0��� '�������
���+����)�'��

������ �
�� ��
 �� An−1� 8���'' ���� An−1 �� ��� .	*���� ,�	�+ ���� ,��������, ���
S = {s1, . . . , sn−1} ��� ���� .	*���� �����* M = (mst)s,t∈S ,�)�� �� msisi+1

= 3 
	� �''
1 ≤ i ≤ n − 2� mss = 1 
	� �'' s ∈ S ��� mst = 2 	��������� 9� ����'� �� ������
� An−1 ����
��� ��������� ,�	�+ Sn� ������
���, ��� ,������	� si ���� ��� 	����� 
���	��	�
��� 	
 Sn �����
�*����,�� ��� ����,��� i ��� i+ 1�

-��� �� ��� �	 ��� � )�'��� ��,��+� G = (G, θ) ���� ���� (An−1,≤R) �� ��	�	�+��� �	
(IS(G),⊆)� ��� ���� +�	�'�� ������, �� ����� 	� ��� 	�� ���� �� ��)� � +	��� ��	�� �'������
��� +��������	��� ��� 	� ��� 	���� ���� �� ��)� � +	��� ��	�� �'������ ��� ����� (� 	����
�	 	)���	�� ���� ��:��'��� '�� �� �	������ � ���	����' ��� ���	������ ���� ���� +��������	�
σ ∈ Sn� ��� �����	��� 	�
 /

"���$ Inv(σ) = {(a, b) ∈ [n]2 | a < b and σ−1(a) > σ−1(b)}.
;	�� ���� ��� �������	� �� ,�)� ���� �� �	� ��� ����' 	�� "��� 1��� �!�"#��5$2 
	� ��� �'������'
�������	�$� �	��)��� �� �� �����,��
	����� �	 ����� ���� ��� �	������	� ������� ��)����	� ����



�� �� � ����	
 �� ���� ������� ���� ���	� ��
�	�� �������

��� ��� ���� 	
��
 	� Sn �� 
���
���� ���� ��� �� ���� ��� �	��	���� 
	�
�� ���� ���� ������
�	
 ��� σ, ω ∈ Sn�

����� σ ≤R ω if and only if Inv(σ) ⊆ Inv(ω).

���� 
	�
�� ���	�� �� �	 ���
��� 	�
 �	��� �� �
� �		���� �	
 � ������ ���
�� G = (G, θ) ����
�����

� � ��� ��
����� 	� ��� �
�� �
� ����!�� "� �	���� 	� ������
� (a, b) ∈ [n]2 ���� ���� a < b#
�$� ��� ���
�� ��
����
� 	� G� �	�����
 ���� ��� �������	� θ� �%�� ���� IS(G) �� �	����&

����� �!����� 	� ��� ���� 	� ��� �	
% Inv(σ)� σ ∈ Sn�

���
� �� � �	�������� ��� �	 
�
����� ��� ��� {(a, b) ∈ [n]2 | a < b}� �	�����
��� ��� n���
��������	 
������� ��%��� ��� '�

�
� ����
�% 	� ��� �
����	� λn = (n− 1, n− 2, . . . , 1) 	� ��(�
N =

(
n
2

)
� )� ��� ���� 	� '���
� ��$� ��� ����
�% ���	������ �	 ��� ���� n = 5 �� 
�
��������

��� �		
������� 	� ���� "	! ��� "� 
��� ������ �	 ��� ��
���� ������
� 	� ��� ����	���� '
	%
�	� 	�� �� �������� λn ���� ��� ��� {(a, b) ∈ [n]2 | a < b}� *� ��	�� �� ��� %����� 	� '���
� ��$�

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

3

The coordinates of
this box are (2, 5)

The inversion set of
σ = [4, 1, 3, 5, 2]

Hook based on (2, 5)

������ ��	�

	�� ��� ������ �������(� ��� ����
��	� ��� 	� ��� ���%��� 	� Sn �� � ��"��� 	� "	!�� �� λn� +	��
���� ��� ��� %��� 	� ��� ��� "	!�� 	� ��� ����
�% �	

��	��� �	 ��� ����
��	� ��� 	� ��� �		��	

�	��������� [n, n− 1, . . . , 1] ∈ Sn� ����� �� ��� %�!�%�� ���%��� �� ��� ���� 	
��
�
,� ��� ��-�� � ���
�� ��
����
� G 	� ��� ����
���� ����
�% λn ����
� ��� ��
����� �
�

��� "	!�� 	� ��� ����
�%�� ������ �	 � ��������� �	%"����	
��� 	".��� ���	������ �	 ���� "	!
c ∈ λn� ��	 ���� ���	
 �� c� ���	��� H(c)� �	�������� 	� c ��� ��� ��� "	!�� ����� �
� 	� ���

���� ��� "��	� c ���� '���
� ��$� 	� ��� 
������ �� ��� ���� ���
� �� �� �
� �
	% c �	 d �� ���
	��� �� c �= d ��� d ∈ H(c)� )"��	����� ��� 
�������� ���
�� G �� �������� ��� ��� 	��&���
��

	� ��� "	! �� �� ���� ��%"�
� ����� �� �� ��� θ ��� ������	� ��-��� "� θ(c) := d+(c)
2

� ���� ���
�	��� A = (G, θ) �� � ������ ���
��� /�� �� ��%%�
�(� ���� �	���
����	� �� � ��-����	��


�������� ����$� /�� G = (V,E) "� ��� ���
�� ���� ����

V := λn = {(a, b) ∈ [n]2 | a < b} and E := {(c, d) ∈ λ2
n | c �= d and d ∈ H(c)}.

,� ���	�� "� A := (G, θ) ��� ������ ���
�� ���� ���� �	
 ��� c ∈ λn

θ(c) :=
d+(c)

2
.

)�� ��� ����� ���� ��� 	���� (IS(A),⊆) 	"������ �� ��� ����� n = 2� � ��� 0 �
� ��	%	
���
�	 ��� ���� 	
��
 	� A1� A2 ��� A3� 
����������� *� ������ �� ��� �	��	���� ���	
�%� ����
�������	� �� �� ���� ����
���

������� ������ ��	 ���	�� (Sn,≤R) ��
 (IS(A),⊆) ��	 �����������

��� ��!� �����	� �� ��������� �	 ��� 
		� 	� ���	
�% ������



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

������ ����� �� �	
��
� ������ �� ���� �����	�
 �� ��	� ����

IS(A) = {Inv(σ) | σ ∈ Sn},
����� ��������� ������ ���	�� ����� ������� �	 ������� �� ������ 	�� ��		� ���	 �����
������ �����
 �	� ��� ��������	� σ ∈ Sn �� ����� � ��������� dσ 	� λn\Inv(σ) ��������	� ���� �

����� �� ����������!� ����" ��� �	��	� 	� ��������� ���� #�� ����$�� �� ���� ��� ���� �	
"��� � �	%����	���� ������������	� 	� ��� �������	�� θi ��������" ���� �� ����	� ��� ������"
��	���� 	� A ���� &�	�	����	� ����'�� �������
 ����" ���� �	%����	���� ������������	�
 �� ��	��
���� IS(A) = {Inv(σ) | σ ∈ Sn} ���� &�	�	����	� ����( ��� )	�	����� ����*+��

�� %�"�� ���� ��� �������	� 	� ��� ��������� dσ�

���������� ���� � #�� σ ∈ Sn ��� (a, b) ∈ λn \ Inv(σ)� ����
 �� ���,

dσ(a, b) := |{a < k < b | σ−1(a) < σ−1(k) < σ−1(b)}|.
#�� σ ∈ Sn ��� (a, b) ∈ λn
 �� ��� ���� a ��� b ��� �������� �� σ �� ��� 	��� �� σ−1(b) =

σ−1(a) + 1� -�� ��� ������� �������!� ��	 ��.����� ������� 	� � ��������	� σ ∈ Sn
 ����" ���
	
���	 �����
�� 	� σ� ���� ��
 a ��� b ��� ��.����� �� σ �� ��� 	��� �� (a, b) ∈ λn ���

σ = [σ(1), σ(2), . . . , a, b, . . . , σ(n− 1), σ(n)].

���� �	��	� �� ������ �	 ��� ���� 	���� ������ �	 ��� �	��	���" ����/��	�� ��	�����, �	� ���
σ, ω ∈ Sn �� ���� σ ≤R ω ��� (ω) = (σ) + 1 �� ��� 	��� �� ω ��� %� 	%������ ��	 σ %�
�������" �	����	�� 	� ��	 ��.����� ������� 	� σ ��� �� ��� ���� ω ����� σ
 ���	��� %� σ�R ω�
���� ��� %� ������	��� �	 ��� �	���0� 	� �������	� ���� ����" 12����	� ����� �� �	��	��, �	� ���
σ, ω ∈ Sn
 �� ����

σ �R ω if and only if Inv(ω) = Inv(σ) ∪ {(a, b)}
�	� a ��� b ��	 ��.����� ������� 	� σ�

	�
�� ����3� 4	�� ���� �� a ��� b ��� ��	 ��.����� ������� 	� σ
 ���� dσ(a, b) = 0
 %��
��� �	������ �� �	� �����

�� �	� ��	���� � ����������!���	� 	� ��� ��������� dσ�

��

� ����$� ��� σ ∈ Sn ��� (a, b) ∈ λn \ Inv(σ)� ����� 	� ����

dσ(a, b) = |{a < k < b | k ∈ N}| − |{a < k < b | (a, k) ∈ Inv(σ) or (k, b) ∈ Inv(σ)}|.
������ #�� s1 · · · sq %� � ������� ���	�	����	� 	� σ ��� ���	�� %� σi ��� ��������	�

s1 · · · si
 0 ≤ i ≤ q ����� ��� �	������	� ���� σ0 = Id�� �� ��	�� %� �������	� 	� i ���� ���
��� �� ���� �	� σi�

4	�� ���� ��� ��	����� �� 	%��	���� ���� �	� σ0� #�� i ≥ 0 %� ���� ���� ��� ��	����� �� �����
�	� ��� ���� 	� �������
 ��� �� ���	�� %� δj ��� ����"�� dσj

(a, b)� 5���� s1 · · · sq �� �������
 ��
���� σi�R σi+1
 ���� ����� �0���� � ���2�� (ai+1, bi+1) �� Inv(σi+1) \ Inv(σi)� �� �	� ��	� �	�
	�� ��� ������ ��� ����� 	� δi+1 ��	 %	�� δi ��� (ai+1, bi+1)�

• ����� (ai+1, bi+1) = (a, k) ���� a < k < b� ��� ��������	� σi+1 �� 	%������ ��	 σi %�
�0����"��" ��� �	����	� 	� ��� ����"�� a ���� ��� �	����	� 	� ��� ����"�� k� 6	��	���

����� σi �R σi+1
 a ��� k ��� ��.����� �� σi� 7	�����
 (a, b) /∈ Inv(σi)
 ���� k ����
�������� %������ a ��� b �� ��� ����	� �	����	� 	� σi
 
��� �� ����

σi = [σ(1), . . . , a, k, . . . , b, . . . , σ(n)].

7����
 �� �� �	 �	�"�� ��� ���� �� σi+1
 �	 ���� δi+1 = δi − 1�
• �� (ai+1, bi+1) = (k, b) ���� a < k < b
 ���� ���� ������ ��"����� �� ��	� ����
δi+1 = δi − 1�

• �� ��� 	���� �����
 %	�� ai+1 ��� bi+1 ������ ��� %������ a ��� b �� σi
 	� ���� �	 �	��

��� ���� �� ���	 ���� �	� σi+1� ������	��
 �� ���� δi+1 = δi�

�������
 %� �������	� ���	������
 σi+1 �������� ��� ��	�����
 ��� ���� ���� ��� ��		�� �
�	� ��� ���� 	� �������
 �� ����	���� ��� �	��	���" ������ �	����	��



�� �� � ����	
 �� ���� ������� ���� ���	� ��
�	�� �������

���������� ������ ��� G = (G, θ) �� � 	�
��� ������ ��� A ∈ IS(G)� �� ������ ��
GA = (GA, θA) ��� 	�
��� ������ ������� ����� ����	�� �

 ��� �
������ �� A � G ���� ���
���
�� ��������

�� ��� ��� ��
� �� ���	�� � ����������
 ������������ �� θA ��� ���� A ∈ IS(A)�

	
��������� ������ ��� A ∈ IS(A)� �� ����� �	�
�
 σ ∈ Sn 
��� ��� A = Inv(σ)� ���� ���

�� (a, b) ∈ λn \ Inv(σ)� �� ��� θA(a, b) = dσ(a, b)�

	
���� ��� (a, b) ∈ λn \ Inv(σ)� �� ����������� �� A = (G, θ)� ����� � �� ��� ���� (a, b)
�� (c, d) � ��� ��
� � (c, d) = (a, k) �� (k, b) ��� a < k < b� ����� �� ������� �� ��� ���
��
�������� �� ��	�

θA(a, b) = θ(a, b)− |{a < k < b | (a, k) ∈ Inv(σ) or (k, b) ∈ Inv(σ)}|.

�����	��� �� ��	���
� ��	� θ(a, b) = b− a− 1 = |{a < k < b | k ∈ N}|�  ����!����
�� ����"�
�� ����� ����#� �� ��	�

θA(a, b) = |{a < k < b | k ∈ N}| − |{a < k < b | (a, k) ∈ Inv(σ) or (k, b) ∈ Inv(σ)}| = dσ(a, b),

���� ���� ��� ������ �

$��

�� �� ��� ��� ��
� �� ���	� ��� ��� �������� �� ��� ������� ���� �������
� 
����
�� ��� ����� �� ������� ����� %���  ���

��� ����&'(�

	
��������� ����)� ��� A ∈ IS(A)� σ ∈ Sn 
��� ��� A = Inv(σ) �� (a, b) ∈ λn \ A�

����� a �� b �� ������ �� σ �� �� ���� �� (a, b) �
 ��
��� �� AA�

	
���� *����� ���� a ��� b ��� ��+����� � σ� ���� dσ(a, b) = 0� ��� (c, d) ∈ λn \ A
�� ���� ���� ����� � �� ��� ���� (c, d) �� (a, b)� ���� �� ��	� (c, d) = (a, p) ��� p > b ��
(c, d) = (q, b) ��� q < a� ,��� a ��� b ��� ��+����� � σ� �� ��	� � ��� ���� ���� ���� b �
������� a ��� p � ��� ����� ������� �� σ� ��� �� ��	�

σ = [σ(1), . . . , a, b, . . . , p, . . . , σ(n)],

��� �� ��	� � ��� ������ ���� ���� a � ������� q ��� b � σ� -� ���� ������ θA(c, d) =
dσ(c, d) ≥ 1�  ����!����
�� (a, b) � ������
� � AA�

�� ��� ���	� ��� ���	���� ��
������ ��� (a, b) ∈ λn \ A �� ������
� � AA� ��� ������
�� ����������� ���� a ��� b ��� ��� ��+����� � σ� ����� ����� �.��� 1 ≤ c ≤ n ���� �
������� a ��� b � σ ��� ���� θA(a, b) = dσ(a, b) = 0� �� ��	� c < a �� c > b�

•  ��� c < a� ��� d �� ��.��
 ���� ���� d < a ��� d � ������� a ��� b � σ� ��� 
��
k �� �� ������ ���� � ������� d ��� b � σ %� ���� � k �.���(� �� ��	�/
� �� ��.��
�� �� d� k /∈ [[d, a]]0
� ���� dσ(a, b) = 0� k /∈ [[a, b]]�

����� dσ(d, b) = 0 = θ(d, b)� ���� � ������ ���� (a, b) � ������
� ��� ����� � �� ���
���� (d, b) �� (a, b)�

•  ��� c > b 
���� �� � ��
�� ������������

��� ���	�� ���� a ��� b ��� ��+����� � σ� ��� ��� ���� ��� ������ �

�
����
� ����&'� IS(A) = {Inv(σ) | σ ∈ Sn}�

	
���� ��� L = [(a1, b1), . . . , (aN , bN)] ∈ PS(A)� ���� Inv(Id) = ∅� a1 ��� b1 ��� ��+�����
� Id �� 1�������� ����)� ��� σ1 �� ��� ���������� ���� ��� {(a1, b1)} �� �	����� ���� �����
���� ������	�
� 1�������� ����)� �� ���� ���� ��� �

 1 ≤ k ≤ N � ����� �.��� � ����������
σk ���� ��� {(a1, b1), . . . , (ak, bk)} �� �	����� ���� ��� � ������ �� ���	� ��� ����

���� �

��� ����
���� ��� ����� �� ������� ������



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

������ ���� ��	�� �
 Bn� ������ ���� Bn �	 ��� 
����� ���� ���� ��������� 	��
S = {s0, s1, . . . , sn−1}� ��� ���� 
����� ����� M = (mst)s,t∈S ����� �� msisi+1

= 3 ��
��� 1 ≤ i ≤ n − 1� mss = 1 �� ��� s ∈ S� ms0s1 = 4 ��� mst = 2 ������	�� ���	 ���� ���
�� 	��� �	 ��� ���� �� ��� ������ ���	
������ ω �� ��� 	�� [±n] := {−n, . . . ,−1, 1, . . . , n}
	���	����� ω(−m) = −ω(m) �� ��� m� ������ ���	 ������������� s0 �	 ��� 	����� ����������
	��� ���� s0(1) = −1 ��� s0(j) = j �� ��� j > 1� ��� si �	 ��� ���������� ����� �������� ���
��	�����	 �� i ��� i+1 ���� ��	� ��� ��	�����	 �� −i ��� −i−1�� �� ���� ������	� �� 	�������	
���	��� �� ������� ω �� Bn �� ��	 �
�� ����� ������� ���� �	 

[ω(−n), ω(−(n− 1)), . . . , ω(−1), ω(1), . . . , ω(n− 1), ω(n)].

!� ��� �� ���	 	������ �	 �� ������ �� ������������ �� (Bn,≤R) �	��� �� ������ "�	��
�� ���� �� #�� � ��������� �� ������ ������� "� ���� ����	�� �� ������ ��� 	��� ������
�	 �� $������ %�%�&� �	��� � ���� ������ �� ����	��� 	���

������ %�%�&&� �� �	 �������� �� ���� ���� �� ���� ��� �	� ��� ������ �� ����	��� 	��
������ ��� ��� 	�	���	 �� ���	 ������� ������� ��� ������������ ������'��	 �� �	� ���
������� ������ �� ��� ������������ �� Bn �	 � 	�� �� ����������	� ��� ��� �	 � 	�� ��
�(������	� ��� ������) �� ���	 ������� �	 ���� �� ���� �� ����� �� ��	����	 ���	� ����	���
	��	 �� ��� ���) ��� �� Bn� "���������� ��	� �� ��� ��������� �����	 ���� ������ ����
��������	��� �� *��+�

�� ����� ���� �		�������� �� ���� ������� ω �� Bn � B,����	��� 	��� ��#��� �� 

�%�-� InvB(ω) = {(a, b) ∈ [±n]× [n] | a < b, |a| ≤ b and ω−1(a) > ω−1(b)}.
.�� �	 ��� ����� B,����	��� 	�� �� ��� ���) ��� �� Bn� "� ���� ����	�� �� ���� �

��#������ ��� � �	��� ������ ��� *��+� ����� �� ��� �����

��	
�
�
� %�%�&/ �	�� *��+� �'� �0�/� ��/-1�� .�� ω ∈ Bn� ��� B,����	��� ����� �� ω
�	 ��� '�������

invB(ω) :=|{(a, b) ∈ [n]2 | a < b and ω(a) > ω(b)}|
+ |{(a, b) ∈ [n]2 | a ≤ b and ω(−a) > ω(b)}.|

����� %�%�&% �	�� *��+� 2'� �0�3� ��� �0�1� �� /-1�� ��� ω ∈ Bn ��� i ∈ [n− 1]� �� ����

invB(ωsi) =

{
invB(ω) + 1, �� ω(i) < ω(i+ 1),

invB(ω)− 1, �� ω(i) > ω(i+ 1).

�� ��� ���� invB(ωs0) = invb(ω) + ���� (ω(1))�

��� 	����	��� invB �	 ������ �� B,����	��� 	��	� ����)	 �� ��� ��������� ������

����� %�%�&-� �� ��� ω ∈ Bn� �� ���� invB(ω) = |InvB(ω)|�
��	� �� ����

invB(ω) = |{(a, b) ∈ [n]2 | a < b and ω(a) > ω(b)}|
+ |{(a, b) ∈ [n]2 | a ≤ b and ω(−a) > ω(b)}.|

= |{(a, b) ∈ [±n]× [n] | a < b, |a| ≤ b ��� ω(a) > ω(b)}
= |InvB(ω)|,

����� �	 ��� �������� �	���� �
�� ��� ����� �� ���� ���� B,����	��� 	��	 ��� �� �	�� �� 	���� (Bn,≤R)� ���� �	� ��

	��� ���� �� ��� ω, τ ∈ Bn �� ����

�%�4� ω ≤R τ �� ��� ���� �� InvB(ω) ⊆ InvB(τ).

�� 	��� ���� ��#���� ��� �'�������� �� ��� ������ �� ��5������ �� ���� B�



�� �� � �����	 
� �
��� ����� ��
� ����� ��	���� ��������

���������� ������� ��� ω ∈ Bn �	
 a < b �� �	 [±n] �� ��� ���� a �	
 b ��� B���������

�	 ω �� �	
 �	�� �� ��� �������	� ��� ��	
����	� ��� �����

��� |a| ≤ b
��� a �	
 b ��� �
����	� �	 ω ����	 �� � ����������	 �� [±n] 	
�
 ��� ���� ��	
�� 	������	

�� ω �� �� ��� ����

ω = [ω(−n), . . . , a, b, . . . , ω(n)].

 � ������� ���� ��� 	����	 �� B!�
����	�� ����� ��� ���� ���� �	 ���� B �� ��� ����� 	����	
�� �
����	�� 
� �	 ���� A �� ����	 �	 ��� 	�"� ����������	�

	
��������� �����#� ��� ω ∈ Bn ��� 0 ≤ j ≤ n − 1� ���� ��	��� (a, b) ��� ��� |a| ≤ b�
��� ��� ��� ωsj 	� ����	��� ���� ω �� �����	�� �� ���	�	��� �� a ��� b ��� �� ���	�	��� ��

−b ��� −a 	� ω
 ���� �� ��� ��� ����	�	�	�	���

• 	� a ��� b ��� B��������� 	� ω� ��� (ωsj) = (ω) + 1 ��� InvB(ωsj) = InvB(ω) ∪ {(a, b)}�
• 	� a ��� b ��� ��� B��������� 	� ω� ��� (ωsj) = (ω)−1 ��� InvB(ωsj) = InvB(ω)\{(a, b)}


	
���� $��� �� � ��	��%��	�� �� ����� �����& �������� ���� ����� ������ �	
 '�(	�!
���	 ������� �

)	 ����
���� ��	��%��	�� �� *���������	 �����# �� ��� �������	� ����������	�

	
��������� �����+� ��� ω, τ ∈ Bn
 ���� ω �R τ 	� ��� ���� 	� ���� ��	��� a, b ∈ [±n]
B��������� 	� ω ��� ��� InvB(τ) = InvB(ω) ∪ {(a, b)}


*���������	 �����+ ������� ��� 
����� ����������	 �⇒� �� ������ ,��� ���� � ����� �� ���
��	-���� ����������	 �� ����� ����� �� �� ��	
���	��� �������	�� ��� ��� ������� ���� ������
���� ��� ������� �� .�����	 ����& ���� /�������� ������� �	
 �� ���� ������	� ���� ������

��� �� 	�� �	���
��� � ��� �� -������0� B!�	-�����	 ����� 1���� 	��� ���� ��� B!�	-�����	
��� �� �	� �����	� �� Bn �� � ������ �� {(a, b) ∈ [±n]× [n] | |a| < b}� 2	� ��	 ������ �������	�
��� ��� {(a, b) ∈ [±n] × [n] | |a| < b} ��	��
���	� ��� �	���� �	����� λs

n �� ��� ��������	
(2n − 1, 2n − 3, . . . , 1) �� 
������
 �	 1����� ���� $�� ����
�	���� �� ���� ��" ��	 �� ���

���	3� �� ��� ������
 �	�������

1��� 	�� �	 �� �
�	���� λs
n ���� ��� ��� {(a, b) ∈ [±n]× [n] | |a| < b}�

4

3

2

1

-2-3-4 -1

4

3

2

1

-2-3-4 -1

The coordinates of this box

are (−2, 4).
Shifted hook based on (−2, 4).

���
� ����

4� 	�� 
�(	� � 
������ ��������� G �	 λs
n ������ ��� -������� ��� ��� ��"�� �� ��� 
�������

���	� ��� �%��-���	� �� ���3� �� 1������ 
������� �	 ��� ������
 ���� 	����� �	���� ���� ���

������
 �	 ��� ����� �� 1����� ����� $�� ������
 ���3 ����
 �	 (a, b) �	 λs

n �� �������� 
�(	�

��

H̃(a, b) := {(a, b)} ∪

⎧⎪⎨⎪⎩(x, y) ∈ λs
n | ∃k ∈ N ���� ���� a < k < b �	
 (x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
(k, b)

or (a, k)

or (−k,−a)

⎫⎪⎬⎪⎭ .



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

��������� �	
 ��
 
�	��� �� �
����� ������ �
 �
��
 � ������	 ��������
 G �� λs
n �� ������

�	�� �	
�
 �� �� ��� ��� c �� d �� G �� ��� ���� �� c �= d ��� d �� �� �	
 �	���
� 	��� ���
�
�� c� �� ���
��� �	�� G �� ������� ��� �	
 �����
��

 �� ��� ��� �� �� 
 
� ���
�� �� �	��

�	
  �������� θ(c) = d+(c)
2

�� �� !"# �� G� $	��� B := (G, θ) �� �  ���
� ������	� %
� ��
�����&
 �	�� ������������ �� � �
��������

���������� �����'� %
� G = (V,E) �
 �	
 ������	 ���	 �	��

V := λs
n and E := {(c, d) ∈ (λs

n)
2 | c �= d and d ∈ H̃(c)}.

(
 �
���
 �� B = (G, θ) �	
  ���
� ������	 ���	 �	�� ��� ��� c ∈ λs
n

θ(c) :=
d+(c)

2
.

!�
 ��� 
����� �	
�� �	�� �	
 ���
� (IS(B),⊆) �� ������	�� �� �	
 �
�� ���
� �� (Bn,≤R)
�	
� n = 2 �� �� $	�� ��������� �� �� ���� �
�
���� �� ����
� �� �	
 ��������� �	
��
�

	
����� �����)� ��� ������ (Bn,≤R) �	
 (IS(B),⊆) ��� ����������

$	
 ����� �� �	�� �	
��
 ������� �	
 
���� ��
 ����
�� �� �	
 ��
 �� $	
��
 ������
*��
 
�� ��� �
�	����� ��+�����
� ���
�� �� �	
 Bn ���
� �� �	�� �
 �
���� ����
�
�� �	

������ �� �	
 ��������� �
������

������ ����� �� �	
��
� ������ �� �	�� �
������ �
 �	�� �	��

IS(B) = {InvB(ω) | ω ∈ Bn},
�	��	 ����
� $	
��
 �����)� (
 ������ �	
 ��
 
�	�� �� �� �
����� ����, ��� �
 �� ��

��� ����� ���� �	�

 ��
��� ������ ��� ��� ω ∈ Bn �
 �
��
 � ��������� dω �� λs

n\InvB(ω) -.
����
���� ����,/0� $	
� �� ����� �	
 ������ �� ��1��
��� -�

 �����20 �� Bn �
 ��� ��
 �� ���
����� 

�
������� �� dω -%
� ����,�0� �
����� �� � ������������ ���
���
������ �� �	
  ���������
���
����� �	
� ��
 �
����� �	
 �

���� ����
�� �� B -3���������� ����,,0� �������� �
 ��� 

�	�� IS(B) = {InvB(ω) | ω ∈ Bn} �� ����� �	�� ������������ ���
���
������ -"�������� ����,40�
5��
� 
�� �� � ����
6�
��
 �
 ������ �	
 ��� 
��
 ���������� �� -��20 -"�������� ����,20� ��
�	�� (IS(B),⊆) ��� (Bn,≤R) ��
 ������	���

(
 �
��� ���	 �	
 �
������� �� �	
 ��������� dω�

���������� ����,/� %
� ω ∈ Bn ��� (a, b) ∈ λs
n \ InvB(ω)� (
 �
��
 �	
 ��������� dω(a, b)

�� �������7

• �� |a| < b� �	
� dω(a, b) := |{a < k < b | ω−1(a) < ω−1(k) < ω−1(b)}|8
• �� −a = b� �	
� dω(a,−a) := |{1 ≤ k < −a | ω−1(a) < ω−1(k) < ω−1(−a)}|�

$	
 ��������� dω ����� �	
 ��������� �	�����
��&������

���� ����,�� ��� ω ∈ Bn� �	
 (a, b) ∈ λs
n \ InvB(ω)� ���	 �� ����

dω(a, b) = dId(a, b)− |H̃(a, b) ∩ InvB(ω)|.

������ %
� s1 · · · sq �
 � �
���
� �
���������� �� ω ��� �
���
 �� ωi �	
 ����
� �
���
������ s1 · · · si� 0 ≤ i ≤ q� (
 ��� 
 �� ��������� �� i �	�� �	
 �
� �� ���
 ��� ωi�

$	
 ����
��� �� �� ������ ���
 ��� Id� %
� i ≥ 0 �
 ���	 �	�� �	
 ����
��� �� ���
� ���
�	
 ���
 �� �������� �
� �� �
���
 �� δj �	
 ���
�
� dωj

(a, b)� ����
 s1 · · · sq �� �
���
�� �
 	� 

σi �R σi+1� 	
��
 �	
�
 
����� � ���6�
 (ai+1, bi+1) �� InvB(ωi+1) \ InvB(ωi)� (
 ��� �	�� 	��
��
 ��� �
���
 �	
  ���
 �� δi+1 ��� ���	 δi ��� (ai+1, bi+1)� (
 ����� ��� ����� ���� �	�


���
�



�� �� � ����	
 �� ���� ������� ���� ���	� ��
�	�� �������

• ����� (ai+1, bi+1) = (a, k) ���	 a < k < b �
� |a| ≤ k� ωi+1 �� ����
�� ��� ωi ��
������
� �	� �����
� � a �
� k �
� �	� �����
� � −k �
� −a� ����	������ a
�
� k ��� ������
� �
 ωi �
� (a, b) /∈ InvB(ωi)� � �	�� �� 	���

ωi = [. . . , a , k , . . . , b , . . .].

�� 
� �����
����	 �� ����������
� �� |a| < b� �	�
 �	� ���� ��
�� 
����
 � ω 	�� 
� � �	� �	��� �����
� ���� 

[. . . , a , k , . . . , −k , −a , . . . , b , . . .],

or [. . . , a , k , . . . , b , . . . , −k , −a , . . .],

or [. . . , −k , −a , . . . , a , k , . . . , b , . . .].

!	������� �
 ��� ����� ���	�� ��	 −k �
� −a ��� ������
 a �
� b �
 ωi� � ��	
−k �
� −a ��� 
� ������
 a �
� b� "�
��� �� �� ����
 �	� ���� �
 ωi+1� � ��
	��� δi+1 = δi − 1� #������ �� ��� 	���

|H̃(a, b) ∩ InvB(ωi+1)| = |H̃(a, b) ∩ InvB(ωi)|+ 1.

� �� b = −a� �	�
 �� 	���

ωi = [. . . , a , k , . . . , −k , −a , . . .],

� �	�� ��	 k �
� −k ��� ������
 a �
� −a �
 ωi� �
� �� �� 
 �
��� �	� ���� �

ωi+1� "�
��� �� ��$
���
 � dω(a,−a)� �� 	��� δi+1 = δi − 1� ����	������ ��
��� 	���

|H̃(a, b) ∩ InvB(ωi+1)| = |H̃(a, b) ∩ InvB(ωi)|+ 1.

• ����� (ai+1, bi+1) = (k, b) � (−k,−a) ���	 a < k < b� ���
� ������� ������
�� �� �
 �	�
������� ����� �� �	� �	�� δi+1 = δi − 1 �
���� �	�� �	� ���� (ai+1, bi+1) = (−b,−k)
��

� ���� �	�
%� � �	� �
����
 |a| ≤ b� �
�

|H̃(a, b) ∩ InvB(ωi+1)| = |H̃(a, b) ∩ InvB(ωi)|+ 1.

• &�	������� �� 	��� �	�� ��	 ai+1 �
� bi+1 ���	�� ��� ������
 a �
� b �
 ωi� � � 
�
��� ������
 a �
� b ��
� ��������� �� −bi+1 �
� −ai+1�� !	��� �� �� ����� ���� �
 ωi+1�
� �	�� δi+1 = δi �
�

|H̃(a, b) ∩ InvB(ωi+1)| = |H̃(a, b) ∩ InvB(ωi)|.
'� �
�����
 	���	���� ωi+1 ������� �	� �������� � �	�� �	� ����� �� ������ �

�� 
� ���� � ����
������ �
����������
 � θA �� ��� A ∈ IS(B)
����������� (�(�))	 ��� A ∈ IS(A)� �� ����� �	�
�
 ω ∈ Bn 
��� ��� A = InvB(ω)� ����

��� �� (a, b) ∈ λs
n \ InvB(ω)� �� ��� θA(a, b) = dω(a, b)�

����
	 *�� �	�� θ(a, b) = dId(a, b)� !	��� �� �	� ��$
���
� � �	� �
������
� ������	 �
B ���
� �	����� 	%� �
� � �	� �����
� ������� �
� �	�
%� � +���� (�(�),� �	� �������
������ �

-������
 (�(�)) ����� �� � ��
% �	� ���% ���� 
 Bn �
� �	� ���� (IS(B),⊆)� �� �� ��
�	�
 �
 �	� 
�.� �������
�

����������� (�(�)(	 ��� A ∈ IS(B)� �� ����� �	�
�
 ω ∈ Bn 
��� ��� A = InvB(ω)� ����

��� �� (a, b) ∈ λs
n \ A� �� ��� ��� (a, b) �
 ��
��� �� BA �� �� ���� �� a �� b �� ������

�� ω�

����
	 +�� (a, b) ∈ λs
n \A �
� ������ �	�� a �
� b ��� ������
� �
 ω� &�� ��� �� � ����

�	�� (a, b) �� �������� �
 BA�
������ 
�� �	�� θA(a, b) = dω(a, b) = 0� +�� (c, d) ∈ λs

n \ A �� ���	 �	�� �	��� �� �
 ���
��� (c, d) � (a, b)� �� ���� �	�� θA(c, d) �= 0� /0������
���� �� �	� �	�� dω(c, d) �= 0� '�
��$
���
 � �	� �
������
� ������	 � B� �� 	��� 
�� �	��� ����� �	��	 �� 
� �������



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

• �(a, b) = (c, p) ���� ���� |c| ≤ p < d�	 
��� a ��� b �� ������� �� ω� � ��� ���� c
��� p �� ������� �� ω	 ������� � ��� (c, d) /∈ A = InvB(ω)� �� ���� c �� �� ��
��� �� d �� �� ������ �������� �� ω	 �� ������� ���� � ���

ω = [. . . , c , p , . . . , d , . . .].

������ � ��� c < p < d �� ���������� ��� dω(c, d) ≥ 1	
• �(a, b) = (q, d) ���� c < q < d�	 � ��� ���� q ��� d �� ������� �� ω	 �������
� ��� (c, d) /∈ InvB(ω)� �� ���� � ���

ω = [. . . , c , . . . , q , d , . . .].

��������� � ��� c < q < d �� ���������� ��� dω(c, d) ≥ 1	
• �(a, b) = (k,−c) ���� c ≤ k < −c�	 ������ ��� ���� � ��� c < −k ≤ −c	 �������
� ��� (c, d) ∈ λs

n� �� ���� −c ≤ |c| ≤ d	 � ���� ��� c < −k ≤ −c ≤ d	  ���!
�� ������������� ���� −k = d� ��� −c = d� ��� � ���

(a, b) = (−d, d) = (k,−c) = (c, d).

"���#������ ��� �� �� ��� ���! (a, b) �� (a, b) �� �� ��������$ $���� �� B� ���
���� �� ������	 %������ � ��� c < −k < d	

&� �� ��� ���� ���� −k ��� ���� c ��� d �� ω	 '� ���������� � ���

ω = [. . . , k , −c , . . .],

��� ω �� � ��$�� ��!�������� �� ���� � ���

ω = [. . . , c , −k , . . .].

������ (c, d) /∈ InvB(ω)� ��� � ���

ω = [. . . , c , −k , . . . , d , . . .].

%������ �� −c �= d� ��� � ��� dω(c, d) ≥ 1	 �� −c = d� ��� � ���

ω = [. . . , c , −k , . . . , k , −c , . . .],

��� � ���� ��� c < −k < k < −c� �� ���� dω(c, d) ≥ 1

�� ��� ����� � ��� dω(c, d) ≥ 1� ��� θ(c, d) = dω(c, d) �� (���������� )	)	**� ��� θ(c, d) ≥ 1	
%���� � ���� ����� ���� ��� ��� ��+ c ∈ λs

n \A� �� ��� �� �� ��� ���! c �� (a, b)� ��� θ(c) ≥ 1	
"���#������ (a, b) �� ������ �� BA	

&� �� ��� ���� �� ������	 &� (a, b) ∈ λs
n \ A � ������ �� BA ��� ����! ��

������������� ���� a ��� b �� ��� ������� �� ω	 � ����� �� ����� ���� ��� ����	

• �"�� a = −b� 
��� −b ��� b �� ��� ������� �� ω� ��� +���� k ����$ ���� −b
��� b �� ω	 '� ��!!���� ���� k ��� −k �� ���� −b ��� b� ���� � ��� ������
���� k > 0	 ������!��� dω(−b, b) = 0� �� ���� k > b	 &� �� ������� p > b !���!��
����$ ���� a ��� b ��� �� q � �� ���$� ����$ ���� −b ��� p �� ω ��� ���� �
q +�����	 %��� � ���

ω = [. . . , −b , . . . , q , . . . , p , . . . , b , . . .],

�� ���� q �� ���� −b ��� b �� ω	 ������� � ��� �� ��������$ �����,
� �� !���!����� �� p� q /∈ [[b, p]]-
� ���� dω(−b, b) = 0� q /∈ [[−b, b]].

"���#������ q /∈ [[−b, p]]� ��� dω(−b, p) = 0 = θA(−b, p)	 ������ ��� �� �� ���
���! (−b, p) �� (−b, b)� ��� ���� �� � ������������� ���� (−b, b) �� ������	

• �"�� |a| < b� %�� +���� k ����$ ���� a ��� b ���� ���� ���� k > b �� k < a	
�� �� .��� ���� ��!���� ��$�!��� �� �� �� ������� ��� ��� �� � ������������� ����
�� ���� ���� (a, b) �� ������	 �� �� ����� ���� � ������� p < a !�+�!�� ����$
���� a ��� b	 � ��� �� ��������$ ��� ���/����	



�� �� � ����	
 �� ���� ������� ���� ���	� ��
�	�� �������

� �� −b ≤ p < a� ���� ��	 �
�� q ������ p 
�� b �� ω� � �
�� �����	 q < p ��
�
���
����� �	 q > b ���
��� dω(a, b) = 0� ����� dω(p, b) = 0� �� ��
� θ(p, b) = 0�
��� ���	� �� 
� 
	� �	�� (p, b) �� (a, b)� ����� �� ����	
����� ��� �
�� ��
� (a, b) ��
�	
�
����

� �� p < −b� ���� � �	��� ��
� dω(−b,−p) = 0� ��	 ��
� ��	����� 
����� ��
����	
������� ��
� dω(−b,−p) = 0� ����� ���	� ������ q ������ −b 
�� −p �� ω
���� ��
� −b < q < −p� ����� � �
�� p < −q < b� ��	����	� ����� ω �� 
 ������
��	���
���� � �
��

���� ω = [. . . , p , . . . , −q , . . . , b , . . .],

��� p �� ������ a 
�� b �� ω� ����� � �
��

ω = [. . . , a , . . . , −q , . . . , b , . . .].

���	���	�� � �
�� p < −q < b 
�� �� �
���
���� �� p� � �
�� a ≤ −q� !����
p �� ������ a 
�� b �� ω� ��
�"� �� ���� � �
�� a �= −q� #�����
���� �
�
�� a < −q < b� 
�� ���� �� 
���	� ����� dω(a, b) = 0� $����%������� � �
��
dω(−b,−p) = 0� �� ��
� θ(−b,−p) = 0� &�� ���	� �� 
� 
	� �	�� (−b,−p) �� (a, b)�
����� �� ����	
����� ��� �
�� ��
� (a, b) �� �	
�
����

���
���� �� 
�� �
��� � ���
�� 
 ����	
�������� ����� a 
�� b 
	� 
�'
���� �� ω 
�� ���� ���������
��� �	���� �

(��� )	��������� ����*�� ��� �
� �	��� ��� �������� 	����� ����� ��
���� ��� �
�� ������

� �� ��� �	��� �� $�	���
	� ����+,�

��������� ����*-� IS(B) = {InvB(ω) | ω ∈ Bn}�
���� 	����� �
� ��� �������� ����	�
�� �����%����� ����� ����� ��� �����	�� ��	������ ��

���.  �

��������� ����*.� ��� σ, ω ∈ Bn� ���� σ ≤R ω �	 
�� ��� �	 InvB(σ) ⊆ InvB(ω)�

����	� ��� ��	��� ��	������ �� ����� �� ���. � 
�� � �� �	��� ��� �����	��� /�����
��
� InvB(σ) ⊆ InvB(ω)� ���� ���	� ����� L = [z1, . . . , zn2 ] ∈ PS(B) 
�� p ≤ q �� ������	�
���� ��
� Inv(σ) = {z1, . . . , zp} 
�� Inv(ω) = {z1, . . . , zq}� ���� ��
�"� �� $�	���
	� ����*-

�� )	��������� ����+0� ���	� ����� σ1, . . . , σk ���� ��
� σ = σ1 �R σ2 �R . . . �R σk = ω� 
��
���� ���� ��� �	���� �

$����%������� ��
�"� �� $�	���
	� ����*- ��� ������ (IS(B),⊆) 
�� (Bn,≤R) 
	� �����	�����
���� ��������� ��� �	��� �� ����	�� ����+1�

������ ���� �	
�	 �� Ãn� 2��
�� ��
� Ãn �� ��� $�����	 3	��� ��� ����	
���� ���
S = {s1, . . . , sn}� 
�� ��� $�����	 �
�	�� ����� �� msisj = 3 �� j = i+1 ���	� ��� ������� 
	�
�
"�� ������ n � 
�� msisj = 2 ����	���� ���� �	��� �
� �� ���� 
� ��� �	��� �� ��� 
���

������
������ ��
� ��� ��� �	��� �� 
�� ��� ��'������� σ : Z → Z ���� ��
�4

�+ ��	 
�� k 
�� q �� Z� σ(q + kn) = σ(q) + kn5

�* σ(1) + σ(2) + · · ·+ σ(n) = n(n+1)
2

�

��
�"� �� ���� ����	�	��
����� � �������� si ��� ��� 
6�� ��	���
���� �
����� ��������� ��
��� ������	� i+ kn 
�� i+ 1 + kn� ��	 
�� k ∈ Z�

(� 
	� ����� �� ����� ��� �
�� ������ �� ��� �	������ ��������� �� �	��	 �� 7�� 
 �
����
��

�� �
���� ���	
��� � �������	 
 ������ �� Ã8����	���� ��� 
�
���� �� ��� �
�� �� Ãn ����
9�7������ ����*1 � /���	 � ����"�� ��
� ���� ������ �� �:�������� 	��
��� �� ��� �
" �	��	 ��

Ãn ���� )	���	�� ��; � � �	����� 
 �	
����
� ����	�	��
���� �� Ã8����	���� ���� ����� ��������


��
��
��� <��� 
�
��� ���� 	��	�����
���� �
		��� 
 �
��	
� ������ �� ���"�� �
���� ��������


������ ���� ��
�� �� �� ��7�� 
 ���	
�� ��	����	� �� 
 ������	��
� ��
�	
� 
� �� !������� ����+

�� ������ ����� � ��7�� 
 �
���� ���	
�� ����� ��� 	�������� ���	
��� 
�� � ����" ��
� ���

���
���� �
����� �� ������ �����	���� �� (Ãn,≤R)�



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

������ ������� �� ��	
� ��� ���� �� 	
 ����	�
 ������ �� 
��	�
 �� Ã�	
����	�
 ���

�� ��� ��� ���� 
�� ���� ���� � ���� ������ �� Ãn� �	� ��	�� �	��� �� ���� ��
����

��  ��������	�
 ��	
� �� �	��! �
 �� ���" �����# �
� �	�����
����� ��� ��� �� ��$��� Ã�
	
����	�
 ���� �� �� ���" ����� �� �����$���# �� 	
 ����	�
 ������ %����
���$�� �
�� ���	
 ����
�� ���
	��$ ��	
�� ��� �$����� ���
 ����	�� 	
 &����

�� �����	�
� 
� ���� ��� �����
�
	� σ � Ã�	����	� ��
� ���� �� ��������

����� Inv
˜A(σ) := {(a, b) ∈ [n]× N∗ | a < b, and σ−1(a) > σ−1(b)},

���������� ������ ����  ���� �!� �"��#� ���$%�� &�
 σ ∈ Ãn� 
�� Ã�	����	� ��'�� �� σ
	� 
�� !��
	
(

inv
˜A(σ) := |{(a, b) ∈ [n]× N∗ | a < b and σ(a) > σ(b)}|

)�
� 
��
 �� ������( ���� inv
˜A(σ) = |Inv

˜A(σ)| ��� ��� σ ∈ Ãn�

	�

� �����" ����  ���� *!� �"��+� �� �$��� ��� σ ∈ Ãn ��� i ∈ [n]� �� 	�
�

inv
˜A(σsi) =

{
inv

˜A(σ) + 1, �� σ(i) < σ(i+ 1),

inv
˜A(σ)− 1, �� σ(i) > σ(i+ 1).

�� �� '�,	 
� ����� 
��
 Ã�	����	� ��
� �� '� ���� 
� �
��( (Ãn,≤R)� -��
 	�� ��
���� 
��
 �� ����

���"� ��� ��� σ, ω ∈ Ãn, 	� σ ≤R ω, 
�� Inv
˜A(σ) ⊆ Inv

˜A(ω).

�� �
��
 �	
� ���	, 
�� �!�	����
 �� 
�� �
	� �� ��.����( 	 
(�� Ã�

���������� �����/� &�
 σ ∈ Ãn �� (a, b) ∈ [n]× N∗� �� ��( 
��
 a �� b ��� Ã��������

	 σ 	� �� ��( 	� a < b �� σ−1(a) = σ−1(b)− 1�

�� ��� �� �'�� 
� �
�
� 
�� ����� ��	�� ����
� Ã�	����	� ��
� 
� (Ãn,≤R)�

	�

� �����#� ��� σ ∈ Ãn ��� 1 ≤ j ≤ n� �	��� �	��� ������ (a, b) ���	 �	�� 1 ≤ a ≤ n�
a < b ��� σsj �� �������� ���� σ �� �������� ��������� �� �	� �������� a + kn ��� b + kn ���

��� k ∈ Z� ��� �� 	�
� ��� ��������������

• �� a ��� b ��� �������� �� σ� �	�� (σsj) = (σ)+1 ��� Inv
˜A(σsj) = Inv

˜A(σ)∪{(a, b)}�
• �� a ��� b ��� ��� �������� �� σ� �	�� (σsj) = (σ) − 1 ��� Inv

˜A(σsj) = Inv
˜A(σ) \

{(a, b)}�

����� -�	� 	� � 	����	�
� 
�����
	� �� 
�� �����
� 	 &���� �����" 	 
���� �� Ã�
��.����(� �

0 	����	�
� ����!���� �� &���� �����# 	� 
��
 ���"� ������

��
�� �����%� 0� 	 1��
	� ������ �
� 
��
 
�� ������� 	���	��
	� ������ �� 	
 	� ����
� '(�������
 �� 
�� ������	, �����
��

�� �� 	
������ � ����	�
 ��( 
� �������
 Ã�	����	� ��
�� 2	��
� �
� 
��
 ��� ���

σ ∈ Ãn �� ��� ��� a, b ∈ Z ���� 
��
 1 ≤ a ≤ n �� b ≡ a (mod n)� �	�� σ 	� � ���

�����
�
	� �� ���� (a, b) /∈ Inv
˜A(σ)� -���� ���� Ã�	����	� 	� � ��'��
 ��

{(a, b) ∈ N2 | 1 ≤ a ≤ n, b �≡ a (mod n), a < b}.
-�	� ��
 �� '� �������
�� '( � �	�,���� ��	�� �� ���
� '( λcyl

n � �� ���	�
�� 	 2	,��� ��+�
2��� �� �� �� 	��
	�( λcyl

n �	
� 
�� ��
 {(a, b) ∈ N2 | 1 ≤ a ≤ n, b �≡ a (mod n), a < b}.
-�	� �	�,��� λcyl

n �� '� 
���,�
 �� � 	�	
� ����	� �� 
�� �	�,��� �����	�
�� �	
� 
��
�(���
�	� ,���� ������ ����� � �(�	���� �	
� 
�	� ��	
 �� �	��� λcyl

n �
�����( ����	�� �
�
	� �� ���3�� ��	�� �� ���� ����������� 	����� �� ���	�
�� � 
�� �	,�
 �� 2	,��� ��+� 4���
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The coordinates of this box

are (2, 9).

Cylindric hook based on (2, 9).

������ ��	� ������� λcyl
4

�����		
� ��� �		 (a, b) ∈ λcyl
n � �� �
	�������	 ��� ����� �� (a, b) �� �� ������ Hcyl(a, b) �� λcyl

n

������ �
�

Hcyl(a, b) := {(a, k) ∈ λcyl
n | a < k < b} ∪

⎛⎜⎜⎝ ⋃
q≡b (mod n)

q≤b

{(k, q) ∈ λcyl
n | a < k < b}

⎞⎟⎟⎠
����������	
� �� ��� ����� � ������ ��������� G �� λcyl

n ����� �
	�������	 ����� ��� ���

��� �		 c, d ∈ λcyl
n � ���� �� �� ��� ���� c �� d �� G �� ��� ��	
 �� c �= d ��� d ∈ Hcyl(c)� ������

��� �� ���������� �� � �� �� λcyl
n �� ������		
 ��� �� �!�� ������� �� ��� �� ������ �����

�� !�	������ �� �� �� ���!���� ��������� ��!����	���� ����� ���� ����� �� ������� ��� ��

!�	������ θ ������ ��� �		 (a, b) ∈ λcyl
n �


θ(a, b) := |{(a, k) ∈ λcyl
n | a < k < b}|,

��� �� "��� �� ������ �� �� �� ��� ��� ��	�� (a, b) �� �� �������	 �������������� �� λcyl
n �

����� �� 	��� �� �� � ������ ����������� �� �� ���� ����� �� Ãn� #����� ��!��� �� �� �����

��� ��� �� ������ �� ����� 	�� �� �������$� ��� ������������ �� � ����������


�������� %�%�%&� '�� G = (V,E) �� �� ������ ������ �


V := λcyl
n and E := {(c, d) ∈ (λcyl

n )2 | c �= d and d ∈ Hcyl(c)}.
(� ������ �
 Ã = (G, θ) �� !�	��� ������ ��� ��� ��� �		 (a, b) ∈ λcyl

n �

θ(a, b) = |{(a, k) ∈ λcyl
n | a < k < b}|.

)�� ��� �� ��� �� ���!� ��� (IS(Ã),⊆) �� ��������� �� (Ãn,≤R)� ��� ��� �� ����

��		����� � ���	
 �� ���� ����� �� �� *������ %�%�+� ��� �� ����� �� ������ �� �� ������������

�� *������ %�%�+ ��� �� �����	 �� �� ��,����� ������

(� ���� ����� �� ��������� �� �� �-�� ������������� ��� 	���� �� �� �� ������������	

�������������� �� �� !�	������� ��������� ��� ��� ������� �� ���	��� ������� �� Ã�


�������� %�%�%%� '�� σ ∈ Ãn ��� (a, b) ∈ λcyl
n \ Inv

˜A(σ)� (� ���

dσ(a, b) := |{a < k < b | k �≡ a (mod n), σ−1(a) ≤ σ−1(k) ≤ σ−1(b)}|.
(� ��� �!� �� ��		����� ���������$����� �� �� ��������� dσ�



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

����� ������� ��� ��� σ ∈ Ãn ��� (a, b) ∈ λcyl
n \ Inv

˜A(σ)� 	
 ���


dσ(a, b) = dId(a, b)− |Hcyl(a, b) ∩ Inv
˜A(σ)|.

����	� ��� ��		
 �� ������ �� ��� 	�� 	
 ��� ������ �
������ �	 ��� ������� �� ���� ��� 
	��	���� ��	�	����	��

���
������ ������� 
� A ∈ IS(Ã)� �� ��
�
 
����� σ ∈ Ãn ���� ���� A = Inv
˜A(σ)� ��
�

��� ��� (a, b) ∈ λcyl
n \ A 	
 ���
 θA(a, b) = dσ(a, b)�

����	� ��� ��		
 �� ������ �� ��� 	�� 	
 ��	�	����	� ������ �
�� ��� �	� ����� ��� ��	�� ��� ��� ��	�	����	� 	
 ���� �����	��

���
������ ������� 
� A ∈ IS(Ã)� �� ��
�
 
����� σ ∈ Ãn ���� ���� A = Inv
˜A(σ)� ��
�

(a, b) �� 
������
 �� ÃA �� ��� ���� �� a ��� b ��
 Ã������
�� �� σ�

����	� ���� ������ ��� ��		
 �� ������ �	 ���� 	
 ��	�	����	� ���� � �
!����"���#� �� ���� ��� 
	��	���� ����� �	�	������� ���� �	���"�� ���� �����	��

��������� �����$� IS(Ã) = {Inv
˜A(σ) | σ ∈ Ãn}�

��������� ������� 
� σ, ω ∈ Ãn� ��
�� σ ≤R ω, �� ��� ���� �� Inv
˜A(σ) ⊆ Inv

˜A(ω)�

��������� ����� � ��
 �	� ���
�� (IS(Ã),⊆) ��� (Ãn,≤R) ��
 �����������

������ ���� �	�
 ��	� �� Zr � Sn� %� ���� �����	�� �� �	������ �� 	���� 	� G(r, n) :=
Zr � Sn &����	�"��� '# (���� )����� ��� *	����� �� +���,-� ������ ��� ��� 	
�� ���
�� ����
��������.�� ��� ���� 	���� 	� ��� �#����� ��	"�� %� 	���� �	 ��/�� ���� ��� �	���� ��� "�
/��� ����	�"�� �	� �	����	�� ��� ��/����	��� �� ���	�� '# Zr ��� &��������- �#���� ��	"� 	

	���� r ��� '# G(r, n) ��� ��	"�

G(r, n) := {((c1, . . . , cn), σ) | ci ∈ [r], σ ∈ Sn}
���� ��� ��	"� 	������	� ����� '#

((c1, . . . , cn), σ).((d1, . . . , dn), ω) = ((cω(1) + d1, . . . , cω(n) + dn), σω),

����� ��� �"� cω(i)+di ��� ����� 	�"�	 r� ���� ��	"� �� "�"���# ������ ��� ��	"� 	
 r������
�
�
����������� ���� '�0����	�� g 	
 ��� ��� Zr × {1, . . . , n} 	��	 �����
 �"�� ����1

g(c, i) = (d, j) =⇒ g(c+ c′, i) = (d+ c′, j).

2	�� ���� ��� ��	"� G(r, n) ��� ���	 '� ������ �� � �����
� �
�
����� ������ 3	������ 	���
����� �� �� ��� 4���"����	� �	��� 	
 ����5 	� G(r, n) ���� ���	�� "� �	 ����# 	"� ���	�# �����

)�
	�� 	���� �	 ��� ��/����	� 	
 ��� 6�� ���� 	����� �� ����	�"�� �	� "��
"� �	����	��
����� 
�	 +���,�

��	������ �����7� ��� π = ((c1, . . . , cn), σ) '� �� G(r, n)� �� ��/��1

&8- |π| = σ9
&:- Inv(π) = Inv(|π|)9
&�- n(π) =

∑
i ci9

&�- finv(π) = r.|Inv(π)|+ n(π)� ������ ��� ��� ���
����� ����
� 	
 π�

��� "� �	� ������� ��� ����	�	��# '����� ��� ��/����	� 	
 ��� 6�� ���� 	����� '# /���
��������� ��� ��/����	� 	
 ��� ���� 	���� 	� ��� �#����� ��	"�� ��� ��/����	� 	
 (Sn,≤R)
��� '� ���	�	��� ���	 ��	 �������� �����1

• /���� �� �	������ � �����/� ��� S 	
 �������	� 	
 Sn &���� ��� ����� ������	����	��-9
• ����� �� �	������ � ���������  	� Sn &���� ��� ������- ��� �� ��/�� ��� ���� 	���� �	
'� ��� ��6�;��� ��� ���������� ��	�"�� 	
 ��� ������	�


	� ��� σ, ω ∈ Sn, σ �R ω ⇐⇒ ∃s ∈ S �"�� ���� ω = σs and (τ) < (π).



�� �� � �����	 
� �
��� ����� ��
� ����� ��	���� ��������

��� ��� ���� 	
��
 � ������ �� �	��	���� � �����
 �����
��

• �
�� �� ����� � ������ ����
����� �� 	� G(r, n)� ���	��� �� A ∪B�
• ����� �� ����� ��� ��� ���� 	
��
 �	 �� ��� 
������� ��� �
������� ��	�
� 	� ���


�����	�� �	
 ��� π, τ ∈ G(r, n)�

π �f τ ⇐⇒ ∃s ∈ A ∪B ��� ���� τ = πs and finv(τ) < finv(π).

� 	�� ��� �	����� ��� 	��� ����
���� ���� ��� �������	� 	� (Sn,≤R) � ���� �� ������
��� ������ ���� ��� ��� ����
�	� �����
  �� !������	� "#"#$%&# '�� � �	� �	
����(� ���
�	��
����	� �� � �������	�#

���������� "#"#$)  *��� ���� 	
��
� �� +���,&� -� ���	�� �� A ��� B ��� ��	 ����
	� G(r, n) ������ ��

A = {ai ∈ G(r, n) | i ∈ [n− 1], ai = ((δi1, . . . , δii, . . . , δin), si)} , ���

B = {bi ∈ G(r, n) | i ∈ [n], bi = ((δi1, . . . , δii, . . . , δin), Id)} ,
���
� si � ��� i.�� ��������
� �
���	���	� 	� ��� �����
�� �
	�� ��� δij = 1 �� i = j� ���
% 	���
���# ��� ��� ���� ��	�� ≤f 	� G(r, n) � ��� 
������� ��� �
������� ��	�
� 	� ���

�����	� �f ������ ���

∀π, τ ∈ G(r, n), π �f τ ⇐⇒ ∃s ∈ A ∪B ��� ���� τ = πs and finv(τ) < finv(π).

��� �	��	���� ����� �
	���� � �	������ ���
����	� 	� �	��
��� 
�����	� �� ��� ��� ����
	
��
#

	�

� "#"#$/  +���,� 0
	�# 1#$&� 
�� π = ((c1, . . . , cn), σ) ∈ G(r, n) ��	 s ∈ A ∪ B
����� πs ������ π �� ��� ��� ���� ��	�� �� ��	 ���� �� ��� �� ��� ��� ��������� ����������
������

��� ����� ������ 1 ≤ i ≤ n ���� ���� s = bi ∈ B ��	 ci �= r − 1�
��� ����� ������ 1 ≤ i ≤ n− 1 ���� ���� s = ai ∈ A� ci+1 = r − 1 ��	 σ(i) < σ(i+ 1)

-� �	� ���� ��	��� ����
�� ���	
����	� ��	�� ��� ��� ���� 	
��
 �	 �
	�	� � ������
���
��� ����� ���
��� ��� ��� ���� 	
��
# ��� ��� �	��� ������� � �	 ��� �	��
����	� 	�
��� ������ ���
��� � ���� ��� ������� 	� A 2�		� ����3 ��� ����� �
���	���	� 	� Sn# ���� ��
���� ��� 	� r.�	�	�
�� ��
������	� � ����� �
���	���	� ��� 	� ��
������	�� �� �������
��� �	���	� 	� ��	 ��4����� ���
��# *�
���
�	
�� 	�� ��� �	�� ���� ��� ������	�

φ : Sn −→ G(r, n)
σ −→ ((0, . . . , 0), σ)

� �� ��4������ �	�� �	
���� �
	� (Sn,≤R) �	 (G(r, n),≤f )# ���� ��� ��� ���� 	
��

�	����� � ��.�	�� �	�	
���� �	 ��� ���� 	
��
 	� Sn# 5��� ��� ���� � ���� ��� ����

	�� 2��� ��� �
�3 ��� 	� ��� ������� 	� G(2, 4)� ��� ����	
 �	��� 	�� � ��������� 	� ������
���
���� ����� � �������� 	� *���
� "#6# 7��� ������ ��� ���
��� �
����
� 	� ��� ����
�� �
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VAVB

����� ���� ��� ��������� 	� ������ ���
��� �	
 (G(2, 4),≤f )

����� ����������� ���� � ������� �	��	� 	� �		�# � ��� �	
� �	
������ �� �� ���� �	
 ��� �	��
c ��� d �� ��� ����
��� ���
� � �� �
� �
	� c �	 d �� ��� 	��� �� c �= d ��� d � �����
 �� ���



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

���� ��� ��	 �� 
�� ���
 �� c� �� �� 
�� ���� ������ ��	 ����� c� ��
� 
��� 	����
���� ���
��� ����� 
��
 
�� �����
�� ����
 �� ��	��	 ���������� 
� (G(2, 4),≤f )�

��
 �� ��� ��������� ��	 ��������� 
��� ����
���
��� 
� 
�� ���� �� r ��	 n ����
����� ��
���
 	����� 
�� 	������

���������� ������� �� ��
 λr,n := VA,n ∪ VB,r,n �����

VA,n :=
{
(a, b) ∈ [n]2 | a < b

}
, ��	 VB,r,n := {(a, b) ∈ Z× [n] | − b(r − 1) ≤ a ≤ −1} .

4

3

2

1

-1-1-2-1-2-3-1-2-3-4

	�
��� ��� ��������� ��������
�
��� �� λ2,4 ��
� �
� ����	���
��

��
� 
��
 �� �� � VA,n = λn !��� "��
��� ����#$� ��	 �� ����
���� ��� 
��� ��
�
���� ��
 ��
��� 	���� 
�� ��
��� �� ���� �������
�	 ��
� 
�� 	����� λr,n� ���� ����
�	 �� �
� ��������
��������
�
��� !��� %���� ��&$�

���������� ������� ��
 (a, b) ∈ λr,n� �� 	���
� �� Hf (a, b) 
�� �����
 �� λr,n 	����	 ��

Hf (a, b) :=

{ {(x, y) ∈ λr,n | ∃k ∈ N, a < k < b, (x, y) = (a, k) �� (k, b)} �� (a, b) ∈ VA,n,

{(x, y) ∈ λr,n | a < x ��	 y = b} �� (a, b) ∈ VB,r,n.

' ��
������ �� ��� ��� 	���� 
��  ����	 	������

���������� �����(� ��
 G = (V,E) �� 
�� 	����� 	����	 ��

V := λr,n ��	 E := {(c, d) ∈ λ2
r,n | c �= d ��	 d ∈ Hf (c}.

�� 	���
� �� G(r, n) := (G, θ) 
��  ����	 	����� ���� 
��
 ��� ��� (a, b) ∈ λr,n

θ(a, b) :=

⎧⎨⎩
b− a− 1 �� (a, b) ∈ VA,n,

b+

⌊
a

r − 1

⌋
�� (a, b) ∈ VB,r,n.

������� ����&�#� �� ��������
 �� %���� ��) 
��  ����	 	����� G(2, 4)� *� ��� ��� ����

��� �� �+��
�� 
��  ����	 	����� 	����
�	 �� %���� ��(�

λ4
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	�
��� ���

,�� ��� �� ��� 
� ���� 
��
 (IS(G(r, n)),⊆) ��	 (G(r, n),≤f ) ��� ����������� �� ���-
�
���
�� �� �+�����
 ����
 ������������ %�� 
��
 �������� �� ����
 ��� �
�	� ��
� 
�� 	��
���

�
���. �� ���
 ����
���
 � ��/��
��� ��
���� IS(G(r, n)) ��	 G(r, n) !��� 0����
��� �����1 ��	



�� �� � �����	 
� �
��� ����� ��
� ����� ��	���� ��������

����������� 	
	
��� ��� ���� �� ���� ���� ���� ��������� �� �� ���� � ����� ����������� ����
������� 	
	
��
 �� ����� ���� � ������ ����� ����� ��� �� ��� ��������� � �����������
���� ���� ������� �� IS(G(r, n))


����� 	
	
 !� ��� U ∈ IS(G(r, n)� ���� U ∩ VA,n �� ��� ��	�
���� ��� ��  ��
������� ��

An−1�

����	� "�� �� ������ �# X ��� ��� U ∩VA,n ��� �# E ′ ��� ��� �� ���� �� A� ����� A �� ���
$����� ������� ���������� �� (Sn,≤R) ��%��� �� &������ 	
	
�
 &���� λn = VA,n� �� X ∈ IS(A)�
���� X �� ��� ��$������ ��� �� � ����������� ����'� �� (�������# 	
	
�)
 �� ����� ��$� �� ����
���� X �� �� IS(A)
 *����� ������ ���� ��� ��� c �� VA,n� �� ��$� H(c) = Hf (c)� ����� H(c) �� ���
���' ����� �� c �� λn ��%��� �� &������ 	
	
�
 ����� �# ��%������ �� ��� ������#��� �������
�� G(r, n)� ��� ��� c ∈ VA,n �� ��$�

{ d ∈ λn | d ∈ U, (c, d) ∈ E} = U ∩Hf (c)

= U ∩H(c)

= { d ∈ λn | d ∈ U, (c, d) ∈ E ′}.
(����+�����#� ��� ��� c ∈ λn� �� c ∈ U � ���� �# ����������� 	
�
� �� ��$�

θ(c) ≤ |{d ∈ λn | d ∈ U, (c, d) ∈ E}|
≤ |{d ∈ λn | d ∈ U, (c, d) ∈ E ′}|,

��� ��� ���$���� ���+�����# ����� ���� c /∈ U 
 ����� X �� �� IS(A) �# ����������� 	
�
�� ���
���� ���� ��� �����
 �

����'� �� "���� 	
	
 !� ��� ��� ��������� �� ���� ������� �� IS(G(r, n)) � ����������� ��
Sn
 ���� ������� �� ���������� �� ��� �� ��������� � ����� �� ���� $���� �� ��� �����������

*�� ���� �������� �� ��������� � ��� ��������



�	������ 	
	
 ,� "�� U ∈ IS(G(r, n)) ��� i ∈ [n]� �� ��%�� ��� ��������� ��� +���������

Ri(U) := |{(x, i) ∈ U | (x, i) ∈ VA,n}| ��� Li(U) := |{(x, i) ∈ U | (x, i) ∈ VB,r,n}|.
����� 	
	
 -� ��� U ∈ IS(G(r, n)) �� i ∈ [n]� ����� �� �	�

0 ≤ Li(U)− (r − 1)Ri(U) ≤ r − 1.

����	� .# ��%������� ��� ��� (x, i) ∈ VB,r,n ��� (y, i) ∈ VA,n� �� ��$� ((x, i), (y, i)) ∈ E

����� �� ��$� ��� ��� (x, i) ∈ VB,r,n

Ri(U) ≤ |{d ∈ U | ((x, i), d) ∈ E}|.
"�� �� �������� ��� ��������� ���

X = {(x, i) ∈ VB,r,n | − i(r − 1) ≤ x < −(i−Ri(U))(r − 1)}.
(�����#� �� ��$� |X| = (r − 1)Ri(U)
 /����$��� �# ��%������ �� ��$� ��� ��� (x, i) ∈ X ����

x

r − 1
< Ri(U)− i =⇒

⌊
x

r − 1

⌋
< Ri(U)− i =⇒ i+

⌊
x

r − 1

⌋
< Ri(U)

=⇒ θ(x, i) < Ri(U) =⇒ θ(x, i) < |{d ∈ U | ((x, i), d) ∈ E}|.
�� ���� ��$� X ⊆ U �# ����������� 	
�
�
 ���������� �� ��$�

�	
0 (r − 1)Ri(U) = |X| ≤ Li(U) =⇒ 0 ≤ Li(U)− (r − 1)Ri(U).

�� ���$� ��� ���$���� ���+�����#� �� �������� ��� ���

Y = {(y, i) ∈ VB,r,n | − (i−Ri(U)− 1)(r − 1) ≤ y ≤ −1}.
*�� ��� (y, i) ∈ Y � �� ��$�

Ri(U)− i+ 1 ≤ y

r − 1
=⇒ Ri(U)− i <

⌊
y

r − 1

⌋
=⇒ Ri(U) < θ(y, i).



���� ���� ���	 �	
 �
�� ��
 ��

��� �� ��� 	
 (y, i) �� Y � � ���� �� �������� ��������� �� y ���� (y, i) /∈ U � �� ��	�������
���� ��� ������ (−1, i) �� �������� ����� ��� �� ������� �� VA,n �� ������ ������ ���������
���� �� ��� ��� ��� ������ ����� �� ��� i� �� ���� �� ����

|{d ∈ U | ((−1, i), d) ∈ E}| ≤ Ri(U) < θ(−1, i).

����� (−1, i) /∈ U ��  ���������� !�"�#� ��� ��� ��� 	���� ��� ��������� ����� ������� ����$
������ %����&������� Y ∩ U �� ������ '������� �� ���� |Y | = (i − Ri(U) − 1)(r − 1)� ��
����

(!�#)* Li(U) ≤ i(r − 1)− |Y | = (Ri(U) + 1)(r − 1) =⇒ Li(U)−Ri(U)(r − 1) ≤ r − 1.

%�������� !�#) ��� !�+� �� ���� ��� �
������ ������� �
������ �� ����� !�!�,- ��� ����� !�!�,.� �� ��� ��� ���� �� ��������� � r$�������

����������� �� ���� ������� �� IS(G(r, n))�
���������� !�!�,+� ��� U ∈ IS(G(r, n))� � ������ �� σU ��� ���&�� ����������� ����

���� Inv(σU) = U ∩ VA,n� ��� �� ������ �� (ci(U))1≤i≤n ��� ��&����� ��	��� ��

cσ−1(i)(U) := Li(U)− (r − 1)Ri(U).

� ������ �� Ψ ��� ��� ���� IS(G(r, n)) �� G(r, n) ��	��� ��

��� ��� U ∈ IS(G(r, n)), Ψ(U) = ((ci(U))1≤i≤n, σU).

/� ���� �������� �� ���� ���� ���� ��� �������� Ψ �� � ����� ����������� ������� (IS(G(r, n)),⊆
) ��� (G(r, n),≤f )� � 	��� ���� � ��������� ������ ����� �� ������ ��� ���� ���� �� ��� ������

	�

� !�!�0)� ��� U ∈ IS(G(r, n)) ��� (a, b) ∈ VB,r,n� �	��
 �� ��� k ∈ Z ���	 �	��

−b(r − 1) ≤ k < a,

�� (a, b) ∈ U, �	�� (k, b) ∈ U. �� �	� ������������ �� G(r, n) �� � ������
 �	�� ����� �	�� ��

� ��� �� VB,r,n �� �� U 
 �	�� ��� �	� ����� �	��	 �� ������� �� ��� ���� ��� �� �	� ���� �� ��

���� �� U �

����� ��� k �� Z �� ���� ���� −b(r − 1) ≤ k < a ��� ������ ���� (a, b) ∈ U � ��
 ���������� !�"�#� �� ����

θ(a, b) ≤ |{d ∈ U | ((a, b), d) ∈ E}|.
��� �� �������� d ∈ U ���� ���� ((a, b), d) ∈ E� �� ������������ �� ��� ���������� ������� ��
G(r, n)� �� ���� ((k, b), d) ∈ E� ��������� ((k, b), (a, b)) �� ���� �� E� �� ����

|{d ∈ U | ((a, b), d) ∈ E}| < |{d ∈ U | ((k, b), d) ∈ E}|.
1������� �� ��	������ �� θ �� ���� θ(k, b) ≤ θ(a, b)� ����� �� ����

θ(k, b) < |{d ∈ U | ((k, b), d) ∈ E}|.
����� (k, b) ∈ U ��  ���������� !�"�#� ��� ���� ��������� ��� ������ �

���������� !�!�0#� �	� �������� Ψ �� � ����������

����� ��� �� 	��� ����� ���� Ψ �� ��2������� ��� U,U ′ ∈ G(r, n) ���� ���� Ψ(U) = Ψ(U ′)�
���� σU = σU ′ � ����� Inv(σU) = Inv(σU ′)� �� ���� U ∩ VA,n = U ′ ∩ VA,n� ���������� �� ����
Rj(U) = Rj(U

′) ��� ��� j ∈ [n]� ��� �� ��� 	
 j ∈ [n]� �� ��	������ �� (ci)1≤i≤n �� ����

Lj(U)− (r − 1)Rj(U) = Lj(U
′)− (r − 1)Rj(U

′),

�� ���� Lj(U) = Lj(U
′)� ����� ��� ������ �� ��
�� ���� ��� �� VB,r,n ∩ U ��� �� ��� j �&����

��� ������ �� ��� ��
�� ���� ��� �� VB,r,n∩U ′ ��� �� ��� j� '������� ������ �� ����� !�!�0)�
����� ��
�� ��� ����$2����	�� �� VB,r,n� ����� �� ����

{(a, j) ∈ VB,r,n | (a, j) ∈ U} = {(a, j) ∈ VB,r,n | (a, j) ∈ U ′}.
����� U ∩ VB,r,n = U ′ ∩ VB,r,n �� U = U ′� ��� ���� ������ ���� Ψ �� ��2�������



�� �� � �����	 
� �
��� ����� ��
� ����� ��	���� ��������

�� ��� ����� 	
�	 Ψ � �����	���� ��	 π = ((ci)i, σ) ∈ G(r, n)� �� ����	� �� Ri 	
� ����	�	�
������ ��

Ri := |{(x, i) ∈ VA,n | (x, i) ∈ Inv(σ)}|,
��� �� ����� 	
� ��������� �	�

��� ��� i ∈ [n], Ui = {(x, i) | − i(r − 1) ≤ x < −(i−Ri)(r − 1) + cσ−1(i)}.
�� ����� 	
�	 U := Inv(σ) ∪ U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Un � �� IS(G(r, n))� ��� 	
�	 ������� ��	 �
������� c ∈ λr,n ��� ������ ��� 	��� ��	� ���� ����

�� ���� c ∈ U ∩ VA,n � ��������� � �!���� !�	
�� � �� 	
� ����� �� ��!!� "�"�#$� ���
��� 
�� 	
�	

θ(c) ≤ |{d ∈ U | (c, d) ∈ E}|
�% ���� c ∈ VA,n \ U � & �!���� ����!��	 � �� '�� �� 
�� 	
�	

θ(c) ≥ |{d ∈ U | (c, d) ∈ E}|
�" ���� c ∈ U ∩ VB,r,n � �� �	 (x, i) = c� (� �����	��� �� Ui� �� 
���

x < −(i−Ri)(r − 1) + cσ−1(i) =⇒ x < −(i−Ri)(r − 1) + (r − 1)

=⇒ x

r − 1
< 1 +Ri − i =⇒

⌊
x

r − 1

⌋
≤ Ri − i =⇒ θ(c) ≤ Ri,

��	 Ri ≤ |{d ∈ U | (c, d) ∈ E}| �� �����	��� �� 	
� ������
� 
���� �� 
���

θ(c) ≤ |{d ∈ U | (c, d) ∈ E}|.
�# ���� c ∈ VB,r,n \ U � & �!���� ����!��	 � �� ��� �" 
�� 	
�	

θ(c) ≥ |{d ∈ U | (c, d) ∈ E}|.
'�������	��� U ∈ IS(G(r, n)) 	
��) 	� *�����	��� "�%��� ��� �� ���	���	��� �� 
���
Ψ(U) = π� +
�� Ψ � �����	���� ��� 	
� �������� 	
� ������ �

�� ��� ����� 	
�	 Ψ � � !���
�! �� ���	�

����������� "�"�,%	 ��� U,U ′ ∈ IS(G(r, n))� �� ���� ���� U 	
���� U ′ � (IS(G(r, n)),⊆)
� ��� 
��� � Ψ(U) 	
���� Ψ(U ′) � ��� ��� ���� 
�����

����
	 �� �	

Ψ(U) := ((ci)i, σ) = π ��� Ψ(U ′) := ((c′i)i, ω) = π′.

&�!� 	
�	 U ����� U ′ �� (IS(G(r, n)),⊆)� -���� (IS(G(r, n)),⊆) � ������� 	
��� �.�	
(x, y) ∈ λr,n \ U ��
 	
�	

U = U ′ ∪ {(x, y)}.
�� ��� ����� 	
�	 Ψ(U) ����� Ψ(U ′) ���� ��!!� "�"�#%� +
��� ��� 	�� ����

• �'�� (x, y) ∈ VA,n � �� 
��� 	
�	 ω � ��	����� ���! σ �� ������� ���	��� �� x
��� y� /�������� �� �����	��� �� Ψ �� 
��� 	
� ��������� 	�� ���	�

σ−1(x) = σ−1(y) + 1 ��� (x, y) /∈ Inv(σ),

� 	
�	 x ��� y ��� �������	 �� σ� 0	 ��!��� 	� 
�� 	
�	 cσ−1(y)(U) = r− 1� ��� 	
�
�)� �� �����	�� ��	 � ����	� �� i 	
� ��	���� σ−1(y)� ��� ��!� �� ���	�����	��� 	
�	
ci(U) < r − 1� -���� �� 
���

ci(U) = Li(U)− (r − 1)Ri(U), i(U) = Li(U
′) ��� Ri(U

′) = Ri(U) + 1,

�� 	
� 
��� Li(U
′)−(r−1)Ri(U

′) < 0� ��� 	
� ���	�����	 ��!!� "�"�#1� +
��������
�� 
��� π′ = π.ai, ci+1 = r − 1 ��� σ(i) < σ(i + 1)� � 	
�	 π′ ����� π �� G(r, n) ��
��!!� "�"�#%�



���� �������	
�� ������ ��� ����	��������	� �����	�� ��

• ����� (x, y) ∈ VB,r,n�� �� 	
 ��� ���	��� ����� ��� �� ��
��� �� i ��� 	
����� σ−1(y)�
�
� ������ �� ��
����	��	�
 ���� ci(U) = r − 1� �� ���
	�	�
� �� ����

ci(U) = Li(U)− (r − 1)Ri(U) = r − 1 �
� Li(U
′) = Li(U) + 1,

�� ���� ci(U
′) = r� ��	�� 	� ������� ����� �� ���� ci(U) < r − 1 �
� 	� 	� ����� ����

π′ = π.bi� ��
�����
���� π
′ ������ π �� �����  � �!"�

#� 
�� ���� ��� ��
������ $% π′ = π.bi� ���
 ci(B) = ci(A) + 1� �� ���� U ′ 	� ����	
��
%��� U �� ���	
� &��� �
� ��' 	
 ��� i(�� �	
� �% VB,r,n �� �����  � �)*� ���� U ′ ������ U � $%
π′ = π.ai� ���
 � ����	���%������ ��������	�
 ��	
� ��� ���
	�	�
 �% ��� %�
��	�
 Ψ ����� ����
U ′ = U ∪ {(σ−1(i), σ−1(i+ 1)}� �� ���� U ′ ������ U � ��	� ��
������ ��� ���%� �

�� �
 	����	��� ��
�����
�� �% +����	�	�
�  � �), �
�  � �)"� �� ���� ��� %�����	
�
���������� ��	�� ��
������ ��	� ����	�
�

���������  � �) � ��� ������ (G(r, n),≤f ) �	
 (IS(G(r, n)),⊆) ��� ����������

������ �����	
� �
	�� ���	
�� ������
 �� � ����
 ��	
�� $
 ��	� ����	�
� �� ��
�	���
P = (P,≤) � �
	�� ����� ��� �� ��
��� �� G = (V,E) ��� �	���� ���
�� ��

V := P �
� E := {(x, y) ∈ P 2 | x �= y �
� x ≤ y}.
$� 	� ����� ���� G 	� � �	��� �����	� �	����� �
� �� ��
��� �� G(P ) = (G, θ) ��� ������
�	���� ���� ���� %�� ��� z ∈ P � θ(z) = 0�

���	�
����  � �)!� ��� ��� PS(G(P )) ������ ��� ��� �� ��� ��	��� ����	���	� �� P �

������ ��� �� ��%��� ��� ���	
� ������ �
 G(P )� �� ���
	�	�
 �% θ� � �����' z ∈ P 	�
�������� 	
 G(P ) 	% �
� �
�� 	% �� ���� ��� %�����	
� ������- %�� ��� y ∈ P

	% y ≤ z, ���
 y = z,

���� z 	� � �	
	��� �% (P,≤)� ��� �� ��
��� �� G(P )′ ��� ������ �	���� ����	
�� �%��� ��
����� � �	
	��� �����
� z �% P � �
� ��
��� �� P ′ ��� ���� (P \ {z},≤)� �������� �� ����

G(P )′ = G(P ′).

�����%���� ���	
� ��� ���	
� ������ �
 G(P ) 	� ���	����
� �� ��%���	
� �
 P ��� ������
�����	��� 	
 ��� 	
�������	�
 �% .���	�
  �,� $� %������ ���� ���� ���	
� �����
�� �% G(P ) 	�
� �	
��� �'��
�	�
 �% P � ��� ��
����� 	��	���	�
 ��
 �� ���	�� ����� �� 	
����	�
 �
 ���
����	
��	�� �% P � �

#� ���� ��� %�����	
� 	����	��� ����������

���������  � �))� ��� ����� (IS(G(P )),⊆) �� ��������� �� ��� 
��	���� ������� �� (P,≤)�

������  � �)/� 0��� ���� �
� ��
 ����	
 ��� �(��� ����	�� �% (P,≤) �� ��� ���� �������
��
�	���	
� ��� ���� �	���� G �
����� �	�� ��� ������	�
 η ���
�� ��

%�� ��� z ∈ P, η(z) := d+(z).

���� �
�
����
� ������	 ��� ���	��	���
��� ��������	

.������	� %�
��	�
� ��
 �� ���
�� �� ��� ������
���� %����� ���� ���	�� F (x1, x2, . . .)
	
 ���
����� 	
�
	���� ��
� ���	����� ��	
� 	
���	�
� �
��� ��� ���	�
 �% ��� �������	� �����
���� 	�� %�� �
� ��
��	�� X = xi1 · · · xik ����	
� 	
 F �
� %�� �
� �	��� ���
���	�	�

sj ∈ Sn� ��� ��
��	��� X �
� sj.X ���� ��� ���� ���1�	�
�� ����� sj.X ��
��� ��� ��
��	��
����	
�� �� �����	
� ��� ���	����� xj �
� xj+1 	
 X� 2���	(�������	� %�
��	�
� ���	�� �
�	�	��� ���
	�	�
� #� ��� ���� F (x1, x2, . . .) 	� � ������������� ��	����	 	% �
� �
�� 	% %��
�
� ��
��	�� X = xi1 · · · xik ����	
� 	
 F �
� %�� �
� �	��� ���
���	�	�
 sj ���� ���� 
��
���� xj �
� xj+1 ���� 	
 X� ���
 X �
� sj.X ���� ��� ���� ���1�	�
� 	
 F � $
 ���	������
�������	� %�
��	�
� ��� ����	(�������	� %�
��	�
��



�� �� � �����	 
� �
��� ����� ��
� ����� ��	���� ��������

� ������ ���	� 
� ��� ���� 
� ����	��������	� �����	
�� �
� ������ n� 	� �	��� �� ���
����������	 
������������� ���������� 	���
����� �� ������ 	� ��� ���� ���
 ���� ��� !���
"��� ��� ��#��� �� �
��
$�% �
� ��� X ⊆ [n− 1] $� ���

Gn
X(x1, x2, ...) :=

∑
i1≤i2≤...≤in

ij<ij+1 if j∈X

xi1 · · · xin ,

���� $� ��������� ���
�� �� GX $��� ����� 	� �
 ���	��	���

������ ��	
�� 
�
	���	� �	� ����������
���� ��	����	�� "�� #��� 
��������� 
�
����	��������	� �����	
� �
�� ���& �
 ��� ����	� $
�& 
� '������� �	� ��� �
�	
� 
� P ����	�	
�
$�	�� �������	(�� ��� �
���� 
� �����	��� ���	�	
� 
� �� 	������� � P ����	�	
� 	� ��� �
��� 
�
� #�	�� 
��� P �$	�� |P | = n�� �
������ $	�� � �	��� �	)���	
� γ ��
� P �
 [n]� *
� ��� �	����
�+����	
� L = [z1, . . . , zn] 
� P � ��� Des(L, γ) �� ��� ��� 
� ��� ��� 	��	��� j ∈ [n− 1] ���� ����
γ(zj) > γ(zj+1)� ������ ��� ������� ��� 
� L� '������ ���
�	���� 	� ���� � �
���� 
$�� ���	��
$	�� ��� P ����	�	
� (P, γ) �� �
��
$�%

�,�!!� Γ(P, γ) :=
∑
L

GDes(L,γ),

$���� ��� ��� 	� 
��� ��� �	���� �+����	
�� 
� P � -
�� ���� ��	� 	� � �����	��� ���
������	
� 
�
��� 
�	�	��� ��#�	�	
�� ���� $� �	�� 	� ��� �
��
$	�� �

�	�	
��

����������� ,�.�!	 � (P, γ)��������� �� � �������� f ���� P �� N∗ ���� ���� ����� ������
� 	����� ��������� L = [z1, . . . , zn] �� P ����� ���������

��� ��� �		 1 ≤ i < j ≤ n� f(zi) ≤ f(zj)�
��� ��� �		 1 ≤ i < j ≤ n� �� γ(zi) > γ(zj)� ���� f(zi) < f(zj)�

 � ��!� Γ(P, γ) =
∑
f

∏
p∈P

xf(p)� ����� ��� ��� �� �!�� �		 (P, γ)�����������

������ �
�	����	 �� ��
 ������ ���
� �
��
�� "���&� �
 '���	
� ,�,��� $� ���� ����
��� �
�	
� 
� ���	�� �������� 	� � �������	(��	
� 
� �	���� �+����	
� 
� � #�	�� 
��� �
 � ������
�	����� "���� 	� 	� ������� �
 �

& �
� � �������	(��	
� 
� �,�!!� �
 ��� ���� 
� ������ �	������
"�	� 	� ��� 
	�� 
� ��	� ����	
�� /� ���	� $	�� 	���
���	�� � ������ �
���	
��


��������� ,�.�0	 1�� G = (G, θ) �� � ������ �	����� *
� ��� A ∈ (IS(G),⊆) $� ���
��
�� PS(A) ��� ��� ��#��� ��

PSA(G) :=
{
[z1, . . . , z|A|]

∣∣∣∣A = {z1, . . . , z|A|}
∃[x1, x2, . . .] ∈ PS(G) ���� ���� xi = zi �
� ��� i ≤ |A|

}
.

� ����	����
�$��� $�� �
 �������	(� ��� ���	�� Γ(P, γ) $
��� �� �
 �
��	��� � �	)���	
� μ ��
�
��� ����	��� 
� G �
 {1, . . . , |V |}� ��� �	������ ���� �,�!!� �
 ��	� ��$ �
���+�� 2
$����� 	� ���
������ $� $	�� ���� � ��	����� �
�� ������� ��#�	�	
�� $�	�� 	� 	��	��� �� ��� ��	�������������
���������� 	���
����� 	� � �!�� ��� �""��


��������� ,�.�,	 � ��� 
� "�����	�#�� ��	���� 
� G 	� � ���	�� U = (Uz)z∈V 
� ������� 
�
V � 1�� A ∈ IS(G)� U �� � ��� 
� �������	(�� �
����� ��� f �� � �����	
� ��
� A �
 N� /� ���
���� f 	� � (A,U)������������ �������� 	� ��� 
��� 	� ����� �+	��� L = [z1, . . . , zn] ∈ PSA(G)
���� ����%

�!� �
� ��� 1 ≤ i < j ≤ n� $� ���� f(zi) ≤ f(zj)3
�0� �
� ��� 1 ≤ i < j ≤ n� 	� zj ∈ Uzi � ���� f(zi) < f(zj)�

'��� � ���	�� �������� 	� ������ � f �������$	� ���	��" ��
����� 
� A� /� ���
�� �� SSF(A,U)
��� ��� 
� ��� ��� (A,U)����	��������� �����	
�� �$��� ����� 	� �
 ���	��	��� $� �	��� ���
��
	� �� SSF(A)�� *	������ $� ��#�� ��� �
���� 
$�� ���	��

Γ(A,U) :=
∑

f∈SSF(A)

∏
z∈A

xf(z).



���� �������	
�� ������ ��� ����	��������	� �����	�� ��

����������� �����	 ��� ������ Γ(A,U) �� � �	���
�������� �	������

����
	 ��� n = |A|� i ∈ N∗ �	
 f ∈ SSF(A) ��� ���� f−1({i}) �= ∅ �	
 f−1({i+1}) = ∅�
��� L = [z1, . . . , zn] �� � f ���������� �����	� �����	� �� A �	
 
�	��� �� f̂ ��� ��	���	 ����
A �� N∗ 
��	�
 ��

��� ��� z ∈ A, f̂(z) =

{
i+ 1 �� z ∈ f−1({i}),
f(z) ���������.

�� ����� ���� L �� � f̂ ���������� �����	�� ��	� f ∈ SSF(A)� ���	 f̂ �� ��� �� �	�����	�
���	� [z1, . . . , zn]� !����� �� �	���
����	 ���� ����� �"���� p < q ��� ���� zq ∈ Uzp �	


f̂(zp) = f̂(zq)� #��	� �� ���� f(zp) = f(zq) �	
 ���� �	���
��� ��� ��� ���� L �� f �����������

#��������� L �� f̂ ����������� ��	� f̂ �� �	 (A,U)���������	
��
 ��	���	� �	
 ���� �� �	����
�� ����� ���� Γ(A,U) �� ��������������� #��� �	��
�� ��� ������ �

$� ������� ���� Γ(A,U) �� � ��	�����%����	 �� ��� ��	���	 ��������
 ���� � P ��������	�
���	 � �� ��� �������	� ����
���� ����������	�

����������� ����&	 �� (P,≤) �� � ���� ����� (P, γ) �� � P 
������� ��� G(P ) �� ��

���	�� ������� ������ �� ������ ������ �� �� Uz(γ) := {y ∈ P | γ(z) > γ(y)} ��� U(γ) =
(Uz(γ))z∈P � �� �� �������� �� ���	��� �� G(P )� ����

Γ(P,U(γ)) = Γ(P, γ).

������� ����'	 !� ��������
 ������� �� ���
 ���� 
��	�
 Γ(A,U) ��������	� � 
���	�
��� �� ��� �����	� �� PSA(G) �	 ��� ������� ��� �	
 ���	 �����	� ��� ��� ��������
 ��	
��
��	��� �������������� ��	���	�� (������� �� ����� 	�� �� �� �	� ��������� �����	 �� �"���
����� ��� 
��	����	� �� ��	�
� �	 ��	����� $� �����
 �� �	�������	� �� �	��������� �� ����� �"����
���� �����
 
������� ���� � ���� �� ��	�����%�
 ����	� ��� ���� ���� �������� �����

�� �	��� ���� �����	 ���� �	 ������� ����� �		���	� ���� ��	���	 �� ��� �	��������	
�� ��"���� ���	� �	 (IS(G),⊆)�

���� ����)	 �� G �� � ���	�� �������� U �� � �� �� �������� �� ���	��� �� G ��� A ��

�� ������ �� IS(G)� ����� �� ���!���� �� x1x2 · · · xn �� Γ(A,U) �� ��	�� � �� �	���� ��

��"���� ����� ���� ∅ � A �� (IS(G),⊆)�

����
	 #��� �� ���� �� 
��	����	 �� SSF(A)� �

������ ���� A �	
 ���	���� ��������� ��	����	� $	 ���� �����	� �� �	��
�� ���
�����
 
������ A = (G, θ) ��������
 ���� ��� ��� ��
�� �	 An−1 *��� �����	 ����+,� ��	�
A �	 �� ���	 �� ��� -������ 
������ �� ��� ��������	 λn� �� ���� � 	������ ���� ��� � ��� ��
��	�����%�
 ����	�� ����	 �� ��� ����	� �� A�

�
������� ����.	 #�� ��� �� ��	�����%�
 ����	� U col = (U(a,b))1≤a<b≤n �� A �� 
��	�
 ��/

U(a,b) := {(a, k) | a < k ≤ n}.
��������	���� ��� ������ ���� ����� ���� ���� ���� �� ��	�����%�
 ����	� ��� ��� �����

 	��	 ���	��� �������� ��	���	� �� ���� A *��� 0��1,� ��� �� ���� ����� ��� 
��	����	 ��
���	��� �������� ��	���	��

�
������� ����2	 ��� σ ∈ Sn� ��� ������ �������� �	����� ��������
 ���� σ �� ���
������ ����� ������ 
��	�
 ��/

Fσ(x1, x2, . . .) :=
∑

(i1,...,i�(σ))∈Red(σ)

∑
r1≤r2≤...≤r�(σ)

rj<rj+1 if ij<ij+1

xr1xr2 · · · xr�(σ)
,

����� Red(σ) 
�	��� ��� ��� �� ��� ��
��
 
����������	� �� σ�



�� �� � ����	
 �� ���� ������� ���� ���	� ��
�	�� �������

�� ������� ��� 	
���� ���� 	 ��	�	������	���� �� 
�� �
������ ������� �� 	 ����
�	����
σ ∈ Sn� �� ���� �� 
� ���� 	 �� �� �	���	
� �	���� �������� ��������	
 �� ��� ���� ����

	��� �� σ� �� ���� ����� ��	� ��� ���� 	����� ���� �
� ���������� 	�� ��	���� ��� ��	����
�������� �
������� �� ������ ��� 	�� ������ 	 ����� ���� ��	� 	������ ������ ��� 
�� �� �����
����� 	� �������� ��!������ ������� ���� �	�	���� �	������� 	�� ��� ������� ��
SSF(Inv(σ),U col)� �
� �� �� ��� ���	�� ��� �����

������� "�#�$%� ��� ��� σ ∈ Sn� �� �����

Γ(Inv(σ),U col) = Fσ.

&����� ������ ��� ������ �� ���� ��� ��������� �������	� ����	�

��	
�
�
�� "�#�$$� '�� σ ∈ Sn� f ∈ SSF(Inv(σ),U col) 	�� M = max{f(c) | c ∈ Inv(σ)}�
(�� ������	 ���� �� f � ��� 
��)
� ������� (a, b) ∈ Inv(σ) 
�� ��	�*

+$, f(a, b) = M -
+., ��� ������� σ−1(a) � �����	� 
�� ��	� +$, � ��
��

���� "�#�$.� �� σ ∈ Sn� f ∈ SSF(Inv(σ)) ��� (a, b) �� �� ������	 ���� �� f � ����� ����

���

 ω ∈ Sn 
��� �� Inv(ω) = Inv(σ) \ {(a, b)}�
����	� '�� M = f(a, b) 	�� L = [(a1, b1), . . . , (a�(σ), b�(σ))] ∈ PSInv(σ)(A) �� 	 f  ����	�����

������� �)
����� (�	�/ �� 0�����	�� "�"�$%� ����� ���� σ1, σ2, . . . , σ�(σ) ∈ Sn 
�� ��	�*

+$, Id�R σ1 �R . . .�R σ�(σ) = σ-
+., Inv(σi) = {(a1, b1), . . . , (ai, bi)}�

(���� ���� k 
�� ��	� (ak, bk) = (a, b)� ����� a 	�� b 	�� 	�!	���� �� σk−1 	�� σk � ���	����
���� σk−1 �� �	����� ��� ������� �� a 	�� b� '�� 
 	
�� ��	� ��� ������� �� a 	�� b ��
σk � �������� �� σ� ��	� � �� �	��

+"�$., σk = [σk(1), . . . , b, a, . . . , σk(n)] 	�� σ = [σ(1), . . . , b, a, . . . , σ(n)].

�� ��	� �	�� ��� ����
�	���� ω ���	���� ���� σ �� �	����� ��� ������� �� b 	�� a 	����
Inv(ω) = Inv(σ) \ {(a, b)}� ����� � ��	���� ��� �������� ��
��� �� ���� �	�� �� ����� ��	�
+"�$., � ��
�� 1�� ��	� �
����� �� ��� ��	� ap �= a 	�� bp �= b ��� 	�� p > k� �������� ��	�
��� ������� �� a 	� b �	� ��� 	�� �� σk, σk+1, . . . , σ�(σ) = σ�

2
�� �� �����	������� ��	� ����� ���� p > k 
�� ��	� ap = a� (���� �� �	�� f(a, bp) =
M = f(a, b) ���	
� f � ��	/�� �����	��� 	���� L� &
� (a, bp) 	�� (a, b) 	�� �� ��� 	��
���
�� �� λn� 	�� ��� � 	�
�� �� ��3������ �� U col� �����	���� 	
�� �� �����	������� ��	�
����� ���� p > k 
�� ��	� bp = b� (���� ��� 	�� q > p �� �	�� (aq, bq) �= (ap, a) +��������
(ap, bp) 	�� (aq, bq) ��
�� �� ���� �� ��� ���
�� ap� �
� �� � �������� ���� f �	/� ��� �	�
�
M �� ���� �� ����,� ����� �� �	��

σ = [σ(1), . . . , ap, . . . , a, . . . , σ(n)].

(�
� �� �	�� σ−1(ap) < σ−1(a)� 	�� ��� �����	���� ��� �����	���� �� σ−1(a)�
0���)
������ "�$. � ��
�� 	�� ��� �����
�� ��� ������ �
�� ��� �	�� ���������� �� ���� �� ����� (������ "�#�$%�

����	 �	 ������� ������� �� ��3�� 	 ��!������ Ψ 	���	���� 	 (Inv(σ),U col) ��� 
�	��	�� �
������ f ���� 	 �	�� �� �)
����� ������� ��

+"�$", Ψ(f) = ( [i1, . . . , ik] , [r1, . . . , rk] ),


�� ��	�

+$, si1 · · · sik � 	 ���
��� ������������ �� σ-
+., (rj)j � ��	/�� �����	��� 	�� rj < rj+1 �������� ij < ij+1-

+",
∏

1≤j≤k

xrj =
∏

z∈Inv(σ)
f(z)�



���� �������	
�� ������ ��� ����	��������	� �����	�� ��

�������� �	 
�� � ��������� ���
�
� ��� ������ ������ �
 ����� �� 
���� ��� ����	 ���� ���

���� ��
�� ��  ���� � 	������� 
���
	���! ��� �� ��"���� ��� �����
# ���� �� ���$� ��� �� �

���������� ���
�������! ��
 ��$��
� 	��������

���� �� ���	
�
�	 �� Ψ %�� f ∈ SSF(Inv(σ))� ��  ���� �� ���&��� �� ������ � ����
�	 
�"�����
 [i1, . . . , i�(σ)] �� [r1 ≤ . . . ≤ r�(σ)] �
��! %���� �����' �
 	�����
�

• ��� (a, b) ∈ Inv(σ) �� �� ��� ��! ���� �	 f #
• ��� ω ∈ Sn �� 
�� ��� Inv(ω) = Inv(σ)\{(a, b)} �� 
�� i�(σ) �� r�(σ) �� ��� ����!��


�� ��� σ = ωsi�(σ)

�� r�(σ) = f(a, b)#

• ������ ��
 ����� ��� 
������! σ ��� ω �� f ��� g := f |Inv(ω)� �� 
� ���

%�� �
 ��� ���& ��� ��
 ���� �	 
�"�����
 
���
��
 ��� �����
 (�)� (') �� (�)� �������� ��
�$� r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ r�(σ)� �� ���&
 �� %���� �����' si1 · · · si�(σ)

�
 �� Red(σ)� �� 
���� �$�
�� ���$� ��� rj < rj+1 ����$�� ij < ij+1� �� ���$� �� ��������
���$�� ��� j �� 
�� ���
rj = rj+1� ��  ����� �� a �� b �� ��� ����!��
 
�� ���

si1 · · · sij−1
= [. . . , a, b, . . .],

si1 · · · sij = [. . . , b, a, . . .].

*�� ��� �
 ��� �� ���$� ��� ij+1 �
 
������� 
������ ��� ij� +

��� �� ������ ������ ���
ij ≤ ij+1� �� ���
� �� �� ���� 	�������! ��
�
�

• ,	 ij = ij+1� ��� si1 · · · si�(σ)
�
 ��� �� ��� � ��� �
 ��
�� �

• ,	 ij+1 = ij + 1� ��� ���� ���
�
 c 
�� ��� �� �$�

si1 · · · sij = [. . . , b, a, c, . . .],

si1 · · · sij+1
= [. . . , b, c, a, . . .].

-���$��� (a, b) �� (a, c) ��� �� �� 
��� ������ �	 λn� �� �� �����
�
 �� �$�
f(a, b) = rj = rj+1 = f(a, c)� �� ��
 ������ ���
 �� 	��� ��� f ∈ SSF(Inv(σ),U col)�

• ,	 ij+1 > ij + 1� ��� ���� ���
�
 ��� ����!��
 c �� d 
�� ���

si1 · · · sij = [. . . , b, a, . . . , c, d, . . .],

si1 · · · sij+1
= [. . . , b, a, . . . , d, c, . . .].

+� ��
 ������ ���
 �� 	��� ��� (c, d) �
 � ��� ��!.���� (�	 f |Inv(si1 ···sij+1)� 
�� ��
�������$�  �������� �	 �� 
�"�����
 ���$�)� ,� �� � �� �$� f(a, b) = f(c, d) �� 
σ−1(a) < σ−1(c)� ��� ������ ���
 �� ���������� �	 σ−1(c)�

,� ��� ��
�
� �� �$� � ������ ������
� ��
� ij+1 ≤ ij� �� ��
 ������ �
 �� ����	�
���� �� ��	������
�	 �� ��� ������� ��	��
�	 %�� si1 · · · si�(σ)

∈ Red(σ) �� r1 ≤ . . . ≤
r�(σ) �� � 
�"����� �	 ����!��
 
�� ��� rj < rj+1 ����$�� ij < ij+1� ,� �
 ��
� �� �

������ �
	������� f : Inv(σ) → N∗ �� ��
 ���� �	 
�"�����
� ��� L = [(ai, bi)]1≤i≤�(σ) ∈ PSInv(σ)(A) ��
�� 
�"����� 
�� ��� 	�� ��� j�

si1 · · · sij = [. . . , aj, bj, . . .],

si1 · · · sij+1
= [. . . , bj, aj, . . .].

���� ��  ���� f : Inv(σ) → N∗ �� f(aj, bj) = rj 	�� ��� j� %�� �
 ��
� 
�� ��� f ∈
SSF(Inv(σ))� ,� �� �� ��  � 
�� ��� �
 ���
� �� j < k 
�� ��� aj = ak� �� ���$� ���
f(aj, bj) < f(ak, bk)� �������! ��� f �
 �� SSF(Inv(σ))� ���
� �� �� 
�"����� ij, ij+1, . . . , ik�
�� �

��� �� ������ ������ ��� ��
 
�"����� �
  �����
��!� ���� 	�� ��� i ≤ q < k �� �$�
�����

si1 · · · siq = [. . . , c, aj, . . .],

�� si1 · · · siq+1 = [. . . , aj, c, . . .],



�� �� � ����	
 �� ���� ������� ���� ���	� ��
�	�� �������

�� �� ����

si1 · · · siq = [. . . , c, d, . . . , aj, . . .],

��	 si1 · · · siq+1 = [. . . , d, c, . . . , aj, . . .].


� ����� ���	� �� ������ si1 · · · siq+1 ���� si1 · · · siq ������ �� �������� ��������� �� aj ����
�� ������� ���� �� ��� ���� �� �� �������� ��������� �� ��� �������� ����� �� ��� ���� �� aj�
��������� �� ak �= aj ����� �� �����	� ���� ����� ������ j ≤ q < k ���� ���� iq ≤ iq+1
��� si1 · · · si�(σ)

�� ��	���	 �� ���� iq < iq+1� ������������ �� ���� rq < rq+1 �� 	�������� ��

f(aj, bj) < f(ak, bk)�

� ��	�� �� �������� ��� ����� �� ���� ���� �� ���� ���� ���� �������� �� ��� ������� ��

Ψ ��	 ���� ��� �� ������ 	��� ������������ ������ �� ������	������ ���� (a�(σ), b�(σ)) �� ���
��� ���	��� ���� �� f � ���� ����� ������ k < (σ) ���� ���� f(ak, bk) = f(a�(σ), b�(σ)) ��	
σ−1(ak) < σ−1(a�(σ))� ��������� �� ����

σ = [. . . , ak, . . . , b�(σ), a�(σ), . . .],

�� ���� ����� �� �� ������� q ���� ���� k ≤ q < (σ) ��	 iq < i�(σ) �� ���� �� ����

f(ak, bk) = rk ≤ rq < r�(σ) = f(a�(σ), b�(σ)),

��	 ���� �� �����	�  �������� ���� �������� �� ���� ��� �������	 �������� �� ��	������ ��	
���� ��	� ��� ������ �

���� ������������ ���	� �� � ������������� �������������� �� Fσ �� � ��� ���� � ��� ��
�������� !����� ��� 	������	 �� "����� #�$%� ��� �� �����	�� � ����������� σ ∈ Sn ��	 	�����
�� A ��� ��������� ��� Inv(σ) ���� �� �� ������ �� ����� �� λn� ������� A �������� ��� 	������
��������� ��	 ��� ��������� �� A� &������� A 	����� � �����	 	������ ������� A ∈ IS(A) !��
� ����� A 	���� � '���(�����	 	������ �� A)% �� ���� �� ��� ������� ��� ������� ������� ��
��� *�������� ��� ������� ��������� ��� ��������� ��� �������� �� PSA(A) ��	 �� ��� ���������
���� ������� �� PSA(A) �� � ������� �� ����� A� ���� �� ��� L = [z1, . . . , zk] ∈ PSA(A) ����
L ��� �� ����������	 �� � ������� �� ����� A ����� ��� ��� zi �� ����	 �� ��� ������� i� �����
�������� ��� �� ���� �� ��� ���������� ����������� �� ����	��	 �������� ������ ��� �������

+�������� �� ��� 	���� � ������ �� '����(����	��	) �������� �� ��� ��������� ���� ���
L = [z1, . . . , zk] ∈ PSA(A) �� ��������� � ������� �� ����� A �� ������� �� ������� ti �� ���
��� zi ���������� ��� ��������� ��� ���	�������

!,% ��� �������� (ti) �� ���-�� ���������� ����� L.
!/% � ����� ������� ������ ������ ����� �� ��� ���� ������ !������������ �� i < j ��	 zi

��	 zj ��� �� ��� ���� ������ ���� ti < tj%�

������� ����� �������� ��� �� ��������� ���� ��� �������� �� SSF(A)� ��������� �� �� 	�����

�� xT ��� �������� x
T (1)
1 x

T (2)
2 · · · ����� T (i) �� ��� ������ �� ����������� �� i �� � ������� T

�������	 �� ��� �������� �����	 ���� ��� +������ ��������� �������� Fσ �� ��� ��� ���� ���
��� �������� �� ����� ��������� xT �

������ ���� Ã �	
 ��	� ��	��� ������� 
� ���� ������� �� ����� ��� ���� �����	

���	 �� ��� �������� ������� �� ��� �����	 	������ Ã = (G, θ) ���������	 ���� ��� ���- ��	��

�� Ãn !��� +������ #�#�0%� *��� ����� ��� ��������� �������������� �� G �� � 	������ ���	� ��
� ������� ������ ��� � ��� �� ��������1�	 ������� ����� �� ��� ����� ������� �� G�

���������� #�2�,#� 3� 	����� �� U col = (U(a,b))1≤a≤n, a<b ��� ��� �� ��������1�	 �������

�� Ã 	����	 ���

U(a,b) = {(a, k) | a < k and k �≡ a (mod n)}.
4� �� ��� An−1 ���� ��� ������ ������� ���� ���� ������ �� ��������1�	 ������� �� -����

������ ��� �5�� +������ ��������� �������� �����	���	 �� 6�� �� 7��8� 9��� ���� � ���(
���������� �������������� �� ����� �� �������� �� ���� ������ ��� �����	� ���� �����	�	 �� :��
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������ ��	�

��� ��� �� ����	 ��� 
�� ��� ������ ��� �� ����� �� ��� ������� �������	 
�� ����� ��
�������

��
 �� ����� ��
� 
�� �����
��� �� 
�� ���� �
����� �����
�� ����
����


��������  �!�"!� # ��$����� (i1, . . . , ik) �� ������
� �� Z/nZ �� ������ ���������� ������	�
�

�� ��� ���� ��%

• ���� ������
 �� Z/nZ ������ �
 ���
 ���� �� 
�� ��$�����&
• �� 
��� �'��
� p ��� q ���� 
��
 ip = j ��� iq = j + 1	 
��� q < p�

#� ���� ����
�
��� σ ∈ Ãn �� ������ ���������� ��������� �� 
��� �'��
� � ���������� ������(
��� ��$����� (i1, . . . , ik) ���� 
��
 si1 · · · sik �� � ������ ���������
��� �� σ )��
� 
��
 Id ��

���������� ��������� �� ������
���*� +� ��� ω ∈ Ãn	 � ���������� ������	�
� ����������
 �� ω
�� �� �'������� �� ω �� � �����
 ω = v1v2 · · · vr ���� 
��
%

• ���� vi ∈ Ãn �� ���������� ���������&
• (ω) = (v1) + · · ·+ (vr)�

+������	 
�� ��
� ��
��� 	������� ��
���
 Fω �������
�� ��
� ω �� ������ ��

F̃ω(x1, x2, . . .) :=
∑

ω=v1···vr
x
�(v1)
1 · · · x�(vr)

r ,

���� 
�� ��� �� ��� ��� ���������� ��������� ���
����
���� �� ω )��� ����*�


��������  �!�",� ��
 ω ∈ Ãn	 f ∈ SSF(Inv(ω))	 L = [(ai, bi)] ∈ PSInv(ω)(Ã) �� � f (
�����
���� ������� ��$����� ��� si1 . . . si�(ω)

�� 
�� ������ ���������
��� �� ω �������
�� ��
�
L� -� ����� 
�� ��������� ���
��.�
��� �� ω%

Ψ(f, L) := v1v2 · · · vr,
���� vk �� ������ �� �������% �� ��� j	

• �� f(aj, bj) �= k	 
��� vk = Id&
• �� 
��� �'��
� p ≤ q ���� 
��
 f(aj, bj) = k �� ��� ���� �� p ≤ j ≤ q	 
��� vk =
sipsip+1 · · · siq �

����������  �!�"/� ��� ��
���
 Ψ ���	 
� ����
� �
 �� ������ �� �� f ����������

�����
� 	����
�� L� �
� Ψ(f, L) �	 � ���������� ������	�
� ����������
 �� ω�

������ ����� vk �� ���$���� ��
������ �� 
�� ��������� (aj, bj) �� ����� f(aj, bj) = k	

�� ��
 �
�
����
 �� 
�� ������
��� �� �����



�� �� � ����	
 �� ���� ������� ���� ���	� ��
�	�� �������

�� ������	 �
 	�
� ���� vk �	 ������� �����	��� �
� ��� k� �� vk = Id� ���� �� �	 �����
��� k �� 	�� ���� vk �= Id� ���� ����� ���	�	 p ≤ q 	�� ���� vk = sip · · · siq � �� p = q� vk �	

���
�	�� ������� �����	����

�� �
� �
�	 
� ��� �	� p < q� �		��� �� 
��������
� ���� ����� ���	�	 p ≤ u < v ≤ q
	�� ���� iu = iv + 1� ����
�� �
		 
� ����������� �� �� 	���
	� ���� v �	 ������� ���� ���	
��
������ �	 �	���� �� ���
�� �� ωm ��� ���� ���������
� si1 · · · sim � �� ���� ���� ωm+1 �	

������� ��
� ωm �� 	������� ��� �
	���
�	 
� ��� ��� ���� 
� �������	 am + rn ��� bm + rn�
r ∈ Z� �
� ��� 	��� 
� ������� ��  �	� 	�� ���� ��� �
	���
�	 
� am ��� bm ��� 	������� ��� �	
�
� 	���� ��� 	���� ���
 ��
 �	�	�

• �� �
� ��� u ≤ j < v �� ���� bj �= au� ���� ��� �
	���
� 
� au ������	 �������� ��
��� ωj� !��	� �� ���������� 
� v� (av, bv) = (au, bv)� ���� �	 ��	��� 	��� (au, bu)
��� (au, bv) ��� �� ��� 	��� 
���� ��� f ∈ SSF(Inv(ω),U col)�

• �� ����� ���	�	 u ≤ j < v 	�� ���� bj = au� ���� ����� ���	�	 �� ������� m 	�� ����
�� ����

ωj = [. . . ,m, au, . . .] ��� ωj+1 = [. . . , au,m, . . .].

"��� �� ���� ωu = [. . . , bu, au, . . .]� ����� ���	�	 u ≤ j′ < j 	�� ����

ωj′ = [. . . ,m, bu, . . .] ��� ωj′+1 = [. . . , bu,m, . . .].

!�����
��� �� ���� f(m, bu) = f(m, au) ���� �	 ��	��� 	��� (m, bu) ��� (m, au) ���
�� ��� 	��� 
�����

�� ��� �	�	 �� ���� � 
��������
�� 	
 ���� vk �	 ������� �����	���� ��� ���	 
�����	 ���
��

�� �

�� ��� �
� ���� �
 ��
�� ��� ���� ���
��� 
� ���	 	���
�� �	��� ���	 �����
� Ψ #��� ��

�
�	 	������ �
 ���� 
� ��� An−1 �	�$�

������� %�&�'(� ��� ��� ω ∈ Ãn� �� 	�
�

F̃ω = Γ(Inv
˜A(ω),U col).

����	� !����	 �
 )�
�
	���
� %�&�'*� �� ���� � ��� ���� �		
���� �
 ��� f ∈ SSF(Inv(ω))
� ������� �����	��� ���
��+���
� ω = v1 · · · vr� ,
��
���� �� ������ ���� ����

x
�(v1)
1 · · · x�(vr)

r =
∏

c∈Inv
˜A
(ω)

xf(c).

-
�	�.������� ��  �	� ���� �
 	�
� ���� ���	 �����
� �	 � �� ���
� �
 ��
�� ��� ���
����
��� �	 
�	���� ��� �����	� �����
�/ ��� ω = v1 · · · vr �� � ������� �����	��� ���
��+���
�


� ω� -
�	���� ��� ������� �����	��� ������ ��
��
	���
� 
� vi ��� 
�������� ����
�
 ��� � ������ ��
��
	���
� 
� ω� ���� ω = (si1 · · · si�(v1))(si�(v1)+1

· · · si�(v1)+�(v2)
) · · · � ���

L = [(ai, bi)]i ∈ PSInv(ω)(Ã) �� ��� ������� 	�.����	 ��
������ �		
����� ���� ���	 ������
��
��
	���
�� ��� �� ��0�� � �����
� f ��
� Inv

˜A(ω) �
 N∗ �� ��� �
��
���� ���/

if (v1) + · · ·+ (vk) + 1 ≤ j ≤ (v1) + · · ·+ (vk) + (vk+1), then f(aj, bj) = k + 1.

-������ ���	 �����
� f �
�	 �
� ������	 
� ��� ������� �����	��� ������ ��
��
	���
�
�
	�� �
� ��� vi� ��� ������	 
��� 
� ��� ������� �����	��� ���
��+���
� 
� ω�

��� �	 ��
�� ���� f �	 �� SSF(Inv
˜A(ω)) �	 �	���� �� ���
�� ωj = si1 · · · sij � "�� k 	�� ����

(vk) ≥ 2� p = (v1)+ · · ·+(vk−1)+1� ��� q = (v1)+ · · ·+(vk)� 1
� �		��� ���� ����� ���	�	
p ≤ u < v ≤ q 	�� ���� f(au, bu) = f(av, bv) = k ���� au = av� ����
�� �
		 
� ����������� ��
�� 	���
	� ���� u �	 ������� ���� ���	 ��
������ ��� ���� v �	 ������� ���� ���	 ��
������
2�� ������ ����� ��� ��
 �	�	�

• �� �
� ��� u < j < v� bj �= au� ���� ��� �
	���
� 
� au ������	 �������� �� ωu+1, . . . , ωv−1�
3��� �� ���������� 
� v �� ���� iv = iu + 1� ���� �	 ��	��� 	��� vk �	 �������
�����	����



���� �������	
�� ������ ��� ����	��������	� �����	�� ��

• �� ����� ���	�	 u < j < v 	
�� ���� bj = au ���� ����� ���	�	 u < j′ < j 	
�� ����

(aj′ , bj′) = (aj, bu) 	���� bu �	 �
	� �� ��� ���� �� au �� ωu� ����� �� ��
�� j′ > u 	
��

���� ����� ���	�	 j > j′ ���� aj′ = aj ����� �	 ��	
�� �� ���������� �� u�

����� f ∈ SSF(Inv(ω)) ��� ���	 �
������ ������� ������ ��� ��� ������ ������� ��� ���	 �������	

��� ����� �� ��� �������� �





������� �

��������� �	� 
��� ���� ��� �������� �������������

���������	��

	
�� � ���� ��
 �
� ���� ����� �� � ������� ����� W �� ����� ����� � ��������� 
���
�� ��������  ������������ ��������� �� 
��
�� W �� ����� �� ���! "� �
� ��� 
���� 
��
W �� ����� �
� ��� ����� ������ � ������ ��	
���� ������������ �� W � ��
 �
� ��������
�� #����$ ���$���� ��� ��
 ���
�% �$���$��� ����� #� �
� $�� ω → ω0ω� 
��� ω0 �� �
�
$���$�� ���$��� �� W ! &�������� �
� $���$��  
���� �� �
�� ����� ��� ������� �� ���� #� �
��� �������  �$#��������� �#'� �( �
� ������� ����	
�������� �� ω0� �
�� ���� �
� �����������
�� ω0 �� � ����� � �� � $���$�� ��$#�� �� ����������! "� �
� ��
�� 
���� 
�� W �� �������
�
� ��������� �� ���� ��'���#��( �
� ��� ����� ���� ������ � ��	
���� 	��� ��	��������� �� W �
��� �
��� ��� ��  ���� �)��������� �� ω0 ��� ��� ���� �� �� �$���������!

�
�� ��*���� � �� #�
������ �� ����� ������ ������� �� �
�  ������ �� ��	����� ���������

� 
 ��� ��� ������� ��������������� �� �
� ��	��� �������� �� ��� ����� ������� ������! �
��
��� ������� �� #� +��
�� ������� �� ,
�-� 
� ��#��)������ ������� ������� �� �
��� ���� ��
�� ,
�-� ,
-! .� ����� ����� 
� �
��� �
�� �
�� ���  �$����� ����� ��! �
�� ���� ��� ������ ��
 ���� ��� �� �������%�������  �$#������� � ��� �� ������� �������� /���� ��� ������ �� ,
��-0�
��� ���$��� �
� ����� ������	 �� � ��$#���� ����� � �� ���$���
� �� �
� ������� ���
 ��
�
�  ������������ ������� ����#��!

�� �
�� #� ������� ��� 1����� �� ,
�-� �
��  ������ ����  �� #� �������� �� �������
������� ������! 2�������������� �� �
�� $� 
 $��� �������  ���� �
� ��������� ����� ��
�����
�
� 3����4 ��� ���5 �� �
� ��� ����� �� �
� �������  ���( � �� ��� �#���� �  �$����� ����� ��
#�� � ��$�%����� �  ����� �
� ��	����� ��	���������! 6���
��$���� ������� ��� 1����� �
���
�� ,
��- �
�� �
�� ��$#���� ��$�%����� � ���� ��� ���� ��� �
� ���� ��� �����$����� �#��� �
�
���� ����� ������� ����#�� /��� ���$���� �
� ����� ������$ �� � ��$#���� ��$�%����� �  ����%
������ �� � ���� � ��#%����
 �� �
� �� 
���� ����
0! +�����
������ �
�� �
��� �� ,
��- 
�
�
��  ������ ����  �� #� 3 �$������5 �� �
�  ��� �� �4�� ������� ������� #�� �� ������� �
��
���#��$ ��$���� ����!

�
�� ���#��$  �� ���� #� ����� ���$ ����
�� �����( ������� �� ������� � ��$#���� ��$�%
����� � ��� �
�� ������ �� 3 �$�����5 ��� ���  �� ��� �� 3 �$�����5 �
� ��� ����� ����� ���
�
�� ��  ������ � ���� ��� � ��$#���� ����� � ���$ �
��  �$�������! � ������ #�� $��� ���$�����
�
�� $��
��  ������� �� �� ������ � �����! �
� ���� ���  ������� �� ������ ��� �� 
 �������
������� ����� W � ����� PW �� 
 �
�� �
� ��� ����� �� W �� ���$���
� �� � ��#%����� ��
PW /�� �
� ����� ���������� �
� ��� ����� ���� #� � ����� ��� �� PW 0� ��� �� 
 �
�� PW


�� �����
 3�� �5 ���������� ��������7��� �
��� �� �
� �����  ���! �
� �� ��� ����  ������� �� �
�������������� �� ��$#���� ����� �� ����� PW ������� �� �
� ��� �����!

.� �
��  
������ � ��� ���� ������ ����� �
� ���� ����� ��������� � �
���� �� 
� 
 $���
���������� �� �
� ��� �����  �� #�  ������ ���� ��� � ��� ����
 ��
 �� ������ 
 �� �
�
�� ��� ���� ��
�� ��� �
����� ��������� ���� �� ��������� �� ��$#���� ��$�%����� ��! &���
��� ������ � ������� � 
��� � �� ��$��� ��  �$����� ����� ��� 
� 
 ������ ����������� �
�
 ������ ���� �� �
����� 8! �
� �����$����� �#'� �� �� �
��  
����� ���� �� � ������ 
�� �
 ��� ������ �����
�! +�$����  ������ �� �
� ���$ G = (G, θ)� 
��� G �� � ��$��� ������
 /����
�
�� �
� ��*���� � ��
 �
� ��������  
����� ���� �� �
� �� � �
�� � ���� ������ ������
� ��
 ������  � ���0 ��� θ � ��� ���� ���$ V(G) �
� ����� �� �� G �� �
� ����������� �������� �� 


��



�� �� �����	
�� ��� ��� ��	�� ��	 �����
�� ���
�����
���

���� ��� ��� �	��
�	� z �� G θ(z) 
� �	���� �����	� ���� ��	 ���������� �� z ��	��
�
�� �������
�� 	��� ����	� �
����� G = (G, θ) �	 �����
��	 � ����	� �� ��	 ���	� �	� �� V(G) �	���	�
�� IS(G) ��	��
�
�� ���� � ��� �	��	� �� �
���	 
�	!���
�
	�� "	 ����	 ���� 
� �	�	���
(IS(G),⊆) 
� � �����	�	 ����
�	 ���	��	� ����#� ��� �	 	$�
�
� � ���
�� �� ����	� �
������
����	� 	
�
��� �
���� ����
��� ��	��
�
�� ����%� ���� ���� (IS(G),⊆) 
� � �����	�	 �����&
����
�	 �'�����
�
�� �����(� �
�� �����&�����	�	�� �
�	� �� ��	 ����� �	� �����	�	�� �� V(G)�

"	 ����
��	 ��� ����� �	��
�� ��	 ���
�� �� ��������� ����	� �
������ ��	��
�
�� ��)��(��
���� ��	 ����	� �
������ G = (G, θ) ���� ��� �	 �		� �� ��	 �
�
� �
� � �	���
� �	��	� �� �
�	!�	��	 (Gi)i≥1 �� ��
�	 �����
� ����	� �
������� ��
� �
�	� �
�	 �� � ���*	��
�	 ����	� ��	�	
��	 ��������	 �� (IS(G),⊆) ��� �	 ����
	� �����	�	�� ��
�� ��	 �	!�	��	 �� ��
�	 �����	�	
����
�	� (IS(Gi),⊆)i≥1 ���	��	� ��)��+�� ,�
�� 
� ��	 ���	 ��	�	 G 
� ���*	��
�	 �	 �	��	 � �	�
PS(G) ��	��
�
�� ��)��� �� ����� ���	�
��� �� V(G) ��
�� ������� 	����	� ��	 ��$
��� ���
��
�� (IS(G),⊆)� ���� 
� ��� 	��� ���
� C �� (IS(G),⊆) C 
� ��$
��� 
� ��� ���� 
� ��	�	 	$
���
I ∈ PS(G) ���� ���� ��	 	�	�	��� �� C ��	 	$����� ��	 
�
�
�� �	��
��� �� I ���	��	� ��)�)���
"	 ��
�� ��
� ��	��	�
� ���������
�� �
�� ����
�� ���� ��� ��� ���*	��
�	 ����	� �
����� G
(IS(G),⊆) 
� �� 
���	�
� �����	�	 ����
�	 ���	��	� ��)�-(��

"	 ��	� ����� 
� ,	��
�� ��- ��	�	 ��	��	�
� ���������
�� �� ��	 ����� �� ��� ���*	����	� ��
��	� ����� �� 	$�	��
�� �� ��	 �	�� ���	� �� � .�$	�	� ����� W ��
�� ��	 ��&����	� �
&����	�
�	�� ��� �	/	��
�� ���	�
��� �� � ���� ����	� �� W ��		 0��1 ��� 0��1�� 2��	 ��	�
�	�� �	

�������	 ��	 ���
�� �� �	��&���	���	� �� Φ+ ����	� �
����� ��� �	 ����	 ���� 	��� ����
����	� �
����� ����
�	� �� 	$�	��
�� �� ��	 �	�� ���	� ���
�� ���� �� ��	 ����	��
	� ���� ��	
���*	�������� ������	� �� ��	�3� 	$�	��
����

4� ,	��
�� ��� �	 ����
�	 � !�
�� ����� �� ���	 ����	��
��� ��	�	 	$
�� �	��		� ��� ���&
������
�� ��� ����	$ �	��	��� �����
��
�� �� 	��� �����
� ����	� �
����� G � ���&��
�
�� 
	�
���
� ����� �������� ��� 
�� �����
��	� ������ ����
��� 	$�	��
�� ��	 ����
�	 
�������	� 
�
��
� ���	��

"	 ��
�� 
� ,	��
�� ��  �
�� �
�
�� �� 	$�	��
�� �� .����
�� �	�
&����
�	� 
��� �����	�	
����
�	�� 2��	 ��	�
�	�� �	 	$���
� ��� ��	 ��� �����
��	 �� 	��� �	��&���	���	� �� Φ+ ����	�
�
����� G ��� 	��� .����
�� �	�
&����
�	 �� W  � ���&���	� �� (IS(G),⊆) 	$�	��
�� ��
�
.����
�� �	�
&����
�	 ��� �	 ����	 ���� ��
� ���&���	� 
� � �����	�	 ����
�	�

���� �����	
 �����������

5	� �� ���� �	���� ��	 ������
�� �����
�� 
�������	� 
� .����	� )�

���������� ������ 5	� G �	 � �
����� A ⊆ V(G) ��� z ∈ V(G) �	 �	�

d+A(G, z) := |{y ∈ A | (z, y) ∈ E(G)}|,
��
�� �	 �
���� �	���	 �� d+A(z) ��	� ��	�	 
� �� ���
��
���

	�
�� ����)� 6��	 ���� 
� A ⊆ B ⊆ V(G) ��	� d+A(z) ≤ d+B(z) ��� ��� z ∈ V(G)�

������ ��������� �� 	 �	��
� �� ����� "	 �	�
� �
�� ��	 �	��
�
�� �� ��	 ������	����
��*	�� �� ��
� ���	� ��
�� 
� ��	 ����
���������� �	�	���
7��
�� �� �	��
�
�� -���� �� ��	 ���	
�� ��� �
����� ��
����� ��	 �����
�
�� ����
�
����

���������� ����-� 8 �
���� ����
�� G 
� � �����	 (G, θ) �� � �
���	 �
����� G ���	��	�
�
�� � ������
�� θ : V(G) −→ N ���� ���� ��� ��� z ∈ V(G) �	 ���	

0 ≤ θ(z) ≤ d+(z).

���������� ��
� �	��
�� G �
�� �	���	 � ����	� �
����� �
�� ���	���
�� �
����� G ���
������
�� θ�

	�
�� ������ 4� ��
� ���	� �	 	��	��
���� ���� �
�� ����	� �
������ �	��	 �	 ��	 ��	
�����
��� V(G) := V(G) E(G) := E(G) ��� d+A(G, z) := d+A(G, z) ��� ��	 ���	 �� ����
���
,
�
����� ��	� �	 ��� ���� � ����	� �
����� ��� � ����	��� �������� �����
��	� �
�� ���
����
�
������ ����� �� 9G 
� �����
�:� �	 �������� �	�� ���� ��	 ���	���
�� �
����� ��� ��
� ����	����



���� ������	 
�����
��� ��

�� ��� ����� � 	�
�� �	 ������� �	 V(G)� ����� ��� � ���� ����� ��������� ���� �������
� ����������

���������� ������ �� ������ � IS(G) ��� 	�
�� �	 ������� �	 V(G) ������ �� 	�������
	�� ��� A ⊆ V(G) � �� ���� A ∈ IS(G) �	 ��� ��� �	 ��� 	�������� ��� ���������� ��� �����

��� ∀z ∈ A� θ(z) ≤ d+A(z) 
�!� ∀z ∈ V(G) \ A� θ(z) ≥ d+A(z)�

"����� ���� ���� ��������� ��������#� ���� �	 $������ % ����&� �� '���������� %�!��� (��)
����� ���� ���� �� ��� ���� �	 ��� ������� ��
��� ������ ������ �������� ��� ��� IS(G) ��
���
	��
 *�������� ����� �� ������ ���� ��� ��� �������� ����� ��� ������� �������� +������ *�	)
������� ����� ������ �� �� �������� ������� ������� �	 V(G)� ,�� 	�������� ������
 ����� ���
������� ��������� �	 ��� ����� (IS(G),⊆)� (������� ������ ���� �� ���� ���� ������� ��� ����	
�	 ,�����
 %���� ����� �� ���� ��� ���� �� ��	��
����� ����� ��� ������ ��������� �	 (IS(G),⊆)
���� G �� ����� ��� �������

	
����� ����-� ��� ��� �����	 	
���� G� �� ����� (IS(G),⊆) 
� � �������� ����
���

����� .����� ���� ���� ���� V(G) ��� ∅ ��� �� IS(G)� ,���� (IS(G),⊆) �� �������� ���
�� �� ������ �� ����� ���� �� �� � ��
����� /��� ��
�)��������

�� ��� ��������� �0������� ��� /��� �	 �� ������ �	 IS(G)� .�� ���� �������� �0 X ⊆ IS(G)
��� ������ � J0 ��� ���

⋃
B∈X B� �� ���� ����� ���������� � ��1����� (Ji)i≥0 �� 	�������

∀i ≥ 0, Ji+1 = Ji ∪ {z ∈ V(G) \ Ji | θ(z) < d+Ji(z)}.
2�������� �� ���� J0 ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ . . .� ��� �� ������ � J∞ = ∪i≥0Ji ��� ��
�� �	 ����� �����
�� ��� ���� ���� J∞ �� �� IS(G)� 3�� z ∈ V(G)� �� ���� ����� ������

• +	 z ∈ J0� ���� ����� �0���� B ∈ X ���� ���� z ∈ B� �� ���� θ(z) ≤ d+B(z)� ���
B ⊆ J0 ⊆ J∞� ����� θ(z) ≤ d+J∞(z) ����&� �� 4�
��& ����!�

• +	 z ∈ J∞ \ J0� ���� ����� �0���� i ≥ 0 ���� ���� z ∈ Ji+1 \ Ji� ����� θ(z) < d+Ji(z) ≤
d+J∞(z)�

• +	 z ∈ V(G) \ J∞� ���� 	�� ��� i ≥ 0 �� ���� θ(z) ≥ d+Ji(z)� ,���� �	 �� ������
� Ci ��� ��� {y ∈ Ji | (z, y) ∈ E(G)}� ���� �� ���� C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ . . . ���
|Ci| = d+Ji(z) ≤ θ(z) 	�� ��� i ≥ 0� ,����	���� ��� ��1����� (Ci)i≥0 �� ��������� �� �
����� ���&� 
��� ����� �0���� N ≥ 0 ���� ���� 	�� ��� m ≥ N � Cm = CN � ,���� �� ����
d+J∞(z) = d+JN (z) ≤ θ(z)�

+� 	������ ���� J∞ �� �� IS(G)�
.������ �� ���� ���� J∞ �� ��� /��� �	 X� 3�� A �� �� ����� ����� �	 X� �� ���� �

��������� �� i ���� Ji ⊆ A 	�� ��� i ≥ 0� 5���� A �� �� ����� ����� �	 X� �� ���� J0 ⊆ A� 3��
i ≥ 0 �� ���� ���� ��� ������� �� ���� ��� �������� z ∈ Ji+1\Ji� �� ���� θ(z) < d+Ji(z) ≤ d+A(z)
� ��������� ���������� ,����	���� z ∈ A� �� ���� Ji+1 ⊆ A� ,���� �� ���� J∞ ⊆ A� �����
�
����� ���� J∞ �� ��� /��� �	 X �� (IS(G),⊆)� ��� ���� ���� ��� ����	� �

�� �������� ���� ������� ���� ��� ���� �	 � ������� ����� �	 ������ ��������� ����� �� 	����)

����� 	�� ��� ���� �	 *��6� ���/�������� ��
�� �������	 �����	 	
����� �*�������� ����7��
8�	��� ������ ����� ���������� �� ����9 ���� � ������� ���� �	 ������ ������� ���� ����
��� ���� ��� � ������ �	 ����� ���������� ������� ��� ���� �� ��������� ����� � ������ �������
�'���������� ����:��

���������� ����;� �� �� ���� � ������ ������� G �� �	 ��
�� ����	����� �	 ��� ��� �	 	��
��� z ∈ V(G)� d+V(G)(z) < +∞� .�� ��� ������ ������� G = (G, θ) �	 ����� ���)������� �� ������

� G̃ = (G, θ̃) ��� ������ ������� ���� ���� 	�� ��� z ∈ V(G)� θ̃(z) = d+V(G)(z)− θ(z)� �� ���� G̃
��� 	��� ������ ������� �	 G�

���������� ����:� ��� G �� � �����	 	
���� �� ��
�� ����	������ �� ���

IS(G̃) = {V(G) \ A | A ∈ IS(G)}.



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

�� ������	
��� ��� ���
�� ���� (IS(G̃),⊆) � ��������� �� ��� �	�
 �� (IS(G),⊆)�

������ ��� A ∈ IS(G) ��� z ∈ V(G)� �� 	�
� ��� ����

• �� z ∈ A� �	�� θ(z) ≤ d+A(z)� � �	�� −θ(z) ≥ −d+A(z) ��� ������ �� 	�
�

θ̃(z) = d+V(G) − θ(z) ≥ d+V(G) − d+A(z) = d+V(G)\A(z).

• �� z ∈ V(G) \ A� �	�� �� ���
� ���	 � ������ �������� �	�� θ̃(z) ≤ d+V(G)\A(z)�

�	� ���
� �	�� V(G)\A ∈ IS(G̃)� ���	 �	� ��� ���	��� ��� ��� 	�� �	�� �� B � �� IS(G̃)�
�	�� V(G) \B � �� IS(G)� ��� �	� ��� �	� ������ �

����� ��� 
����� ������	 �� ����� ����������� ��� ��������� ���� �� ����
��� ������

������� � 	��� �� ���������� �� � !�

����	�
��	 �� �"� � 
����� ������	 G �� ����� ���������� � ������ ��
����� �� ��� ���� ��

��� ��� z ∈ V(G)� d+(z) � �� �
�� ���#�� ��� θ(z) = d+(z)
2

�

�������
��	 �� � !� ��� G �� � ��
	�� ������� �� ����� �	��������� �� G � ��
������
���� (IS(G),⊆) � � ����
��� ������
������ ���� ����������
����� � ����� �� ��� 		�
 ���
����
����� �� V(G)�

������ �	� � ��������� �	��$ �� ���������� �� �% �����	�� ���	 �	� ���� �	�� G =

G̃� �
����� �� �  � &����� �	�� ��� �	�� ���
��� ����� �� ��� ������ �� �	� ���� �	�� G �

������ '���(������� �	�� ��������� ��������)� �� �	� ��� �	��� G � ��� ������

������ ��� ��	
��� � ��������	
� � �� �	� ������� �� ��������� � ������ �� ������	
������ ����
���� *+�������� �� � ,-� �	��	 ���� #� �� ������� ���������� �� .������ ��,� ��
�	� ���������� �� ��������� ��	���� ���� #� � �(����� �	��	 � ��/����
� ���� ��� � � ��������
���� N �� � ��
�� ��� 0�� ��� �(����� (ai)i≥1� �� ������ #� Im(a) �	� �� {a1, a2, . . .}�

�	� ��������� �� ��1������ ��(���� �	� ������ �� �	�� �� � ���� �� �(������ �	��	 ��
��� ������

����	�
��	 �� � 2� ��� a = (ai)i≥1 ��� b = (bi)i≥1 #� ��� ��/����
� �(����� *�	��	 ��� #�
����� �� ���- �� ������� �� ��� ��/���� �� Xa ��� Xb� �������
���� � �(����� c = (ci)i≥1

� ������ � �	�� �� a ��� b �� ��� ���� ��3

* - c � �� ��/����
� �(����� ��$��� ��� �	� 
���� ����� Im(a) � Im(b)4
*2- #��	 a ��� b ������ �� �	� ��� ������
� ����� �� c�

0�� �5������ �� �� �� a = [a1, a2, a3] ��� b = [b1, b2]� �	�� [a1, b1, a2, a3, b2] � � 	�6� �� a
��� b� #�� [a1, b1, a3, a2, b2] � ����

����	�
��	 �� � ,� ��� a ��� b #� ��� ��/����
� �(����� �� ��� ��/���� ��� � ������	
G � ������ � ����
���� ���� �� a ��� b �� ��� ���� �� �	��� �5�� � �(����� c ��	 �	��3

• c � � 	�6� �� a ��� b4
• V(G) = Im(a) � Im(b) = Im(c)4
• {c1, c2} = {a1, b1}4
• �	� ���������� �� c1 ��� c2 � !4
• ��� ��� j ≥ 3� �� �� ������ #� ja *���� jb- �	� ��5���� ������� ��	 �	�� ja < j *����
jb < j- ��� cja ∈ Im(A) *���� cjb ∈ Im(b)-� �	�� (cj, cja) ��� (cj, cjb) ��� �	� ���� ���
	�
��� cj � ������� ����� �� G�

�	� ��������� 	� ��� ��������� ����(������ �	��	 ��� ��
�� �� �	� ��5� ������

����� �� � �� �� G � � ����
���� ���� �� a ��� b� ���� 

!"# ��� �	�������� �� ��� �����$ z �� G � % �� z ∈ {a1, b1}� ��� & ��������'
!&# ��� �

 j ≥ 1� (aj+1, aj) ��� (bj+1, bj) ��� ���� �� E(G)�



���� ������	 
�����
��� ��

a1 b1

a2
b2

b3

b4

a1 b1

a2 b2

a3 b3

a4 b4

c = [a1, b1, a2, b2, b3, b4] c = [a1, b1, a2, b2, a3, b3, . . .]

������ ��	� ��� �����	�
 �� 
���	����
�


����� ����� ��� �
 �	��� �� ���������� ����� ��� �
 �� ��������� ���
������� �� ��� ����
���� G �
 ���
������� ���� � 
�� � c �� a ��� b 
��� ���� {c1, c2} = {a1, b1}� �
!� ����� ��� �� "���� #����#$ ���� 
���	���� G �����
 � �������� ��	����� %�	��� �������

G� ��� ��	���%�	� 
���	� ������� 
�������� �� G �		��
 �
 �� ��������� ����	���	� ��� �	�����

�� IS(G)$ ��� ���
 �
 ��� ����� �� ��� ���� �����
������ &� �����
��� �� '����� #�� ��� ��
��
(IS(G),⊆) �

������� ���� ��� 
���	���� �� ��� ����� �� '����� #���


��������� #����(� ��� G �� � ������	
�� �	� �� a ��	 b� ��� 
�����
�� ��������� ��
��� 	
���
�� ����� G �� ��� �������	 �����	 	
����� ���
�� G �� ��	����
�� 	
������ A �� ���
��� �� ��� 
�
�
�� ����
��� �� a ����� �� � ����� ��	�� �� Im(a)� ��	 B �� ��� ��� �� ��� 
�
�
��
����
��� �� b� ����� �� ����

IS(G) = {C ⊆ V(G) | C or V(G) \ C is in A ∪ B}.
������ �� ���� ��		
� � ��	� �� c �� ���� 	
 a ��� b ���	����� ���� G�
� ���� ��	� ���� A∪B ⊆ IS(G)� �� A ∈ A ��� z ∈ V(G)� � ����� 	�� ����� ���	 ��	

�����

• �
 z ∈ A� ��� � ��� ��	 �	�����������
� �
 z = a1� ��� d+A(z) = 0 = θ(z)� �	 ���� d+A(z) ≥ θ(z)�
� �
 z = ak ���� k > 1� ��� ak−1 �� �� A ����� A ∈ A� �	�	��� � ���
(ak, ak−1) ∈ E(G)� ����� � ��� d+A(z) ≥ 1 = θ(z)�

• �
 z ∈ V(G) \ A� ��� � ��� ���� z = a1� 	� z = b1� 	� ��� ����� �� ����� j
���� ���� (z, bj) ∈ E(G)� �� �� ���� ��� � ��� A = ∅� �� �� ��	�� ��� � ���
d+A(z) = 0 = θ(z)� ��� �� �� ����� ��� � ��� d+A(z) ≤ 1 = θ(z) ������ �	 �� 
���
���� A ∩ Im(b) = ∅ �	���� ���� �� 
��� ���� �� 	�� ��� 	
 z �� �!���� ���� "
#� �!!� $�%�%$&� ����� � ��� d+A(z) ≤ θ(z)�

'	��(������ A ∈ IS(G)� ��� A ⊆ IS(G)� ���� ��!���� ����!���� 	� ��� ��	� ����
B ⊆ IS(G)� ����� A∪B ⊆ IS(G)� )������� ���� G �� ������� ��� ������ �	 *�	�	����	� $�%�%+�
� ���

{C ⊆ V(G) | C or V(G) \ C is in A ∪ B} ⊆ IS(G).
�� �!���� �	 ��	� ���� �� �	���� �������	� �	���� �� 	��� �	 �	 ����� �� C ∈ IS(G) �

���� ���� C �= ∅� � ��� ��� ���� �	 �	������

• �
 C ⊆ Im(a)� ��� �	����� k > 1 #�
 ���� � k �����& ���� ���� ak ∈ C� � ���
θ(ak) = 1� ��� �� 	��� ��� 	
 G ������ ak �� �������� �	��� ��� �	� ������ �� �!��
	
 Im(b) �� ����� �	��� �� (ak, ak−1)� ���
	�� ak−1 ∈ C� ��� �� �������	� � ���
��	� ���� 
	� ��� j ≤ k� aj ∈ C� ����� C ∈ A�

• �
 C ⊆ Im(b)� � ��!���� ����!�� ��	�� ���� C ∈ B�
• �
 C �	������ �	! �!��� 
�	! �	�� Im(a) ��� Im(b)� ��� � ��� ��� ��� �����



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

� �� a1 /∈ C� ���� ����� �	
��� k > 1 �
�
�� ���� ��� ak ∈ C� �� ���� ���

C = {ak, ak+1, . . .} ∪ {b1, b2, . . .} = V(G) \ {a1, a2, . . . , ak−1}.
�� ���������
��� ����� �� ���� ��� ��� �
�� ak � ����
�� ��
��� (ak, ak−1) ��
(ak, bq) ��� ���� q ≥ 1� �� �
�
��
��� �� ��� ak−1 /∈ C� ����� bq ∈ C� ����
��� bq ����� ������ ak 
� c �� ���������
��� ���������� 
� q > 1� ���� �����
�	
��� r < k ���� ��� (bq, bq−1) �� (bq, ar) �� ��� ���� ��� ��
�� bq � ����
��
��
��� �� ��� bq−1 ∈ C �� �
�
��
�� �� k� �����
�� ��
� �������� ��� ��
��
�� ���� �� 
�����
�� ��� {b1, . . . , bq} ⊆ C�
�� ����� �� �������� ��� ����� �� ��
� ���� ��� �� ��� ������ �� j > 1 ��� 
������
���� ��� cj = ak� �� �� �
�
�� ��  ��!���
��� ���� (cj+1, bq) �� (cj+1, ak)
�� 
� E(G)� �� ��� θ(cj+1) = 1 < d+C(cj+1)� ����� cj+1 ∈ C� �� ���� �����
��
�� �
�
�� ��������� ��� cj+2 ∈ C "�����
�� ��� ���� cj+2 = ak+1 ��
cj+2 = bq+1#� �� �� ��� �� 
�����
��� �� ��� {cj, cj+1, . . .} ⊆ C� ��� c 
� 
���$� �� a �� b� ����� �� ���

C = {ak, ak+1, . . .} ∪ {b1, b2, . . .} = V(G) \ {a1, a2, . . . , ak−1}.
� ��� ��� b1 /∈ C 
� �
�
��� �� ��� ����� �	
��� k > 1 ���� ���

C = V(G) \ {b1, b2, . . . , bk−1}.
� �� {c1, c2} = {a1, b1} ⊆ C� ���� ��� �� ��
�� ����% �� 
�����
�� ��� C =
{c1, c2, c3, . . .} = V(G)�

�� �� ����� �
���� C �� V(G) \ C 
� 
� A ∪ B� �� ��
� ���� ��� ������ �
������� &�'�'(� )� ��� ������
��  ����� �� ���
�� ��� ���
�� ���
��� �
�� ��� ��!���
��

�� ��� �
��� �� *
���� &�'�

a1 b1

a2 b2

a3 b3

a4 b4

0

1

1

1

0

1

1

1

∅G

V(G)

{a1}

{a1, a2}

{a1, a2, a3}

{b1}

{b1, b2}

{b1, b2, b3}

V(G) \ {a1}V(G) \ {b1}

V(G) \ {a1, a2}

V(G) \ {a1, a2, a3}

V(G) \ {b1, b2}

V(G) \ {b1, b2, b3}

(IS(G),⊆)

	
��� ����

���� �����	
��� ����� �������� 
���� ��������� �� ������	�
�

+� ��
� ��
��� � 
���� �
���� ���� G 
� 
� �
��� ��� ����� �� (IS(G),⊆) ����� �� ��
�
,���� 
� ������� *����������� ��� �� �% 
� 
� 
� ����
��� �� ������
-� ��� ���
�� ��
����
�� ��.������ "��� /� �
�
�� 0�'�0# �� ��� ��� �����	��

����� ��� ��
��� �� ��� �
� ���
��
��� ��� ��� �������
� ���������
�� ��������� 
� ��
�
����
��� �� �
�� �	�
�
�  ��
�� �� 
� �
�� ����� �
����� ���� ����



���� �����	
��� ����� �������� 
���� ��������� �� ������	�
� ��

��� ��� ���	
��� 
������ ��� �� ���� �� � ���������� 
���� �� ����� 
������� �������� ��������
�

���� 	� �� ���� � ������ ����� !������ �� ��� ������� ���	�� �� ��� 
������"

��� ��� ��#���
 ������ �� ��� ���	
��� 
������ ��� ����!�! �$ ���� ������� ����
 ��!�����
�� ��� �������� �� ��� ��
	�! !����� ���� ������� ��������

���� ������	����� �� �� ���� � �����
�%����� �� ��� �����$ !���
���! �� &������ '� (�!��!� ��
��� ������	� ������� �� ��	!��! ��� ���� ����� ��� ��
	�! !����� G �� ��$�
�� ��! ������ ��!
�� ������	���! ��� ����� (IS(G),⊆) 	��� �

 ��� ������
 �������� �� ���� ������� ����
 ��!�����
�� V(G) ������ �� ��

�! ���
�� ��)	����� �� G��

����� ������� ��
	�! !������ ��� ���� �� ��

 ��������	� 	
��� ���
��� �*�������� �����+��
���� ���� ������� ��
	�! !������ ����� ��� �� ���� �� � 
���� ��� � ������� ������ �� � ��)	����
�� ����� ��$�
�� ��
	�! !������� ,� ��

 ���� ���� ��� ��$ ���������� ��
	�! !����� G� �����
�#���� � ��� PS(G) �� ����
 ��!����� �� V(G) �*�������� ������� ����� ����
���
$ ����!�� ���
��#���
 ������ �� (IS(G),⊆) �������� �������� ���� ��� � ����� C �� (IS(G),⊆) �� ��#���
 ��
��! ��
$ �� ����� �#���� I ∈ PS(G) �	�� ���� C �)	�
� ��� �� ��� ������
 �������� �� I� ,� ��

 �
��
�#�
��� ��� ��� 
������ ���	��	�� �� (IS(G),⊆) ��� �� ����
���
$ ��	!��! ���	� �� ���������!
��)	���� �� ����� ����
��� 
������� �������� �������� �

���� 	� �� ���� ���� ����	�������

������ ,� ����� ���� ������� ������ ���� (IS(G),⊆) �� 
�����
�� �������� G �� �����������

������ ���� 	
�� 
���� ��� ����� 
������ �
�� (� ���� �������� �� ����-$ ��	!$
��� ���� ����� ��� ��
	�! !����� G �� ����� ��! ��$�
��� ���� ����� �

 ��� ���	
�� �� ����
������� ����� ���� ���� ��� �
���!$ ���� ���������
$ ��	!��! �� &������ '� 	��� ������������

������)	��� .���� �� ���� ���� ������� �� �� �� ��
� ��������! �� ������
�� �� ��

 ��
$ 	�� �
������	
�� ���� �� ������� '���/� ���� ����� �

 ��� ��

���� ���	
�� ��� �� !�!	��!�

������� ������ ��� G �� 
 	
��� ���
��� �� G �� ����� 
� 
������� ���� (IS(G),⊆) �� 


��
� �������� �
����� ���� �
�� �������� ρ : A → |A|�
(� ��� ����� ��$�
�� ����� ���� ��!�! ���	��	�� 
��!� �� ��� ��

���� ������	������ 0�� G

�� � ����� ��$�
�� ��
	�! !����� ��! n = |V(G)|� ������ �� ������� ������ � ��#���
 �����
�� (IS(G),⊆) �� � ��)	���� (Ai)0≤i≤n �� �
������ �� IS(G) �	�� ���� ��� �

 i ≥ 1� ����� �#����
zi ∈ V(G) \ Ai−1 �	�� ���� Ai = Ai−1 ∪ {zi}� ��	�� ��� ��� ��������� �� ���� ��#���
 �����
�� (IS(G),⊆) �� ��������� ��)	���� [z1, . . . , zn] �� �
������ �� V(G)� .	�� � ��)	���� �� ��

�!
� ������� �������� �� G� ��! �� !����� �$ PS(G) ��� ��� �� �

 ��� ���
�� ��)	����� �� G� 0��
	� �	�����%� ���� ������	������

��	
�
�
�� ������ 0�� G �� � ����� ��
	�! !������ |V(G)| = n ��! L = [z1, . . . , zn] �� ��
��������� ��)	���� �� V(G)� ,� ��$ ���� L �� � ���
�� ��)	���� �� G �� ��! ��
$ ��

��� �

 k ∈ [n], {z1, z2, . . . , zk} ∈ IS(G),
��! �� !����� �$ PS(G) ��� ��� �� �

 ��� ���
�� ��)	����� �� G�

(� ��

��� ����� �� ��� ����� ��$�
�� ����� ��� ��	!$ �� IS(G) �� �)	���
��� �� ��� ��	!$ ��
PS(G)� (� &������ '� �� �#�
����! ��� ����� ���
�� ��)	����� ��� �� ������	���! ���������1
���

$ ������ �� �� �
�������� �����!	��� ��

�! ��� ���
�� �������� 2������� �� ���� �������
�� ��

 ���! � ���� ��������� ����������%������ ����� �� ���� �� ��� ��

���� ������������

�����
�
�� ����'� ��� G = (G, θ) �� 
 ����� 
������ 	
��� ���
��� |V(G)| = n 
�

[z1, . . . , zn] �� 
� �������	� �������� �� �������� �� V(G)� ����� [z1, . . . , zn] ∈ PS(G) �� 
� ����

�� �� �
	�

��� 
�� i ∈ [n], θ(zi) = |{j ≤ i | (zi, zj) ∈ E(G)}|.
���	� 0�� 	� !����� �$ Ak ��� ��� {z1, . . . , zk} ��� �

 k ∈ [n]� ���� ��� ���������� ����

A0 = ∅� (� [z1, . . . , zn] ∈ PS(G)� ���� ��� �

 i ∈ [n] �� ���� Ai−1, Ai ∈ IS(G)� 3��������
zi /∈ Ai−1� �� ���� �$ !��������

θ(zi) ≥ |{z ∈ Ai−1 | (zi, z) ∈ E(G)}| = |{j < i | (zi, zj) ∈ E(G)}|.



�� �� ��������	 �
� ��� ����� ��� �������� �������������

�� ���� ���� zi ∈ Ai	 ��
��

θ(zi) ≤ |{z ∈ Ai | (zi, z) ∈ E(G)}| = |{j ≤ i | (zi, zj) ∈ E(G)}|.
�
����	 �
�� G � �����	 �� ���� (zi, zi) /∈ E(G)	 �� ����

{j < i | (zi, zj) ∈ E(G)} = {j ≤ i | (zi, zj) ∈ E(G)},
�
� ��� ����� ���� θ(zi) = |{j ≤ i | (zi, zj) ∈ E(G)}| �� ��������

�� 
�� ����� ��� ��
����� �������
� ���� ����	 �� ���
��
	 ��� ��� 
������ i, k ∈ [n]	
�� ����

d+Ak
(zi) = |{j ≤ k | (zi, zj) ∈ E(G)}|.

���������	 �� ����

∀i ∈ [n], θ(zi) = d+Ai
(zi).

�� �
 
����� i ∈ [n]	 �� ����� ���� Ai ∈ IS(Gi)� ��� z ∈ V(G)	 � z ∈ Ai	 ���
 ����� �����
j ≤ i ���� ���� zj = z�  
�� Aj ⊆ Ai	 �� ����

θ(z) = θ(zj) = d+Aj
(zj) ≤ d+Ai

(zj).

!� z /∈ Ai	 ���
 ����� ����� k > i ���� ���� z = zk�  
�� Ai ⊆ Ak	 �� ����

θ(z) = θ(zk) = d+Ak
(zk) ≥ d+Ai

(zk).

��� ������ ���� Ai � 
 IS(G)� ����	 �� ���
��
	 [z1, . . . , zn] ∈ PS(G)	 �
� ��� �
�� ���
������ �

������ ������	
 �� �� ����� ��	���� "�������
 #�$�% ���� �� � 
������ ��� ��
����
� ��� ���
��
 �� ����
� �����
��� �� �
� ����� ������ ������� ��� � ��� ��
� ��
��� �����
� �� ������ ��� ���� ����	 ���
 � ��� ���
��
 ��
 �� ����
��� �� �
� ��������
������ ������	 ��� ������
� ��&��� ���� 
�� ���� ��� ��� ��������� �� ���� ���
��� ���� 

��� �
�� ������ ���� '��� (����) #�$�*+�

���������� #�$�#� ��� G = (G, θ) �� � ������ ������ �
� I = (V(G),�) �� � ����� �����
�
�� V(G)	 �� ��� ���� I � � ������� �� G � �
� �
�� � ��� ��� z ∈ V(G)	

θ(z) = |{y � z | (z, y) ∈ E(G)}|.
�� ��
��� �� PS(G) ��� ��� �� ��� ��� ����
�� �� G�

����� ���� ��� ��� PS(G) ��� �� ����� '��� (����) #�$�*+� ��� ��� ��)� �� ������	 ��� ��

������� ��� ������
� 
�����
	 ���� �� ��� ��� ���������� ��� �����
�

���������� #�$�,� ��� X �� � ��� �
� I = (X,�) �� � ����� �����
� �� X	 ��� ��� z ∈ X
�� ��
��� �� Iz ��� ��� {y ∈ X | y � z}�

-�� �� � 
�� �� ����� ���� .��
��
 #�$�# 
���� ��
����/�� ���� �� ��� ��������� ��
����
� �����
���� ���� �	 �� ��� ����� ���� ���� 
��� �����
 �� � ����
� '� � ����
�
�����+ � 
 IS(G) '��� "�������
 #�$�0+� �� ���
 ��� � ���� �����	 ��� ������	 ������

	�

� #�$�1� ��� G 	� 
 �
��� ���
�� 
� I 	� 
 ���
� ������� �� V(G)� ����� I ∈ PS(G)
�� 
� ���� �� θ(z) = d+Iz(G, z) ��� 
�� z ∈ V(G)�

����� 2� ���
��
	 d+Iz(G, z) = |{y ∈ Iz | (z, y) ∈ E(G)}| = |{y � z | (z, y) ∈ E(G)}|� �

�� ��� 
�� ���� �� ����� ���� ���� 
��� �����
 �� �
� ����
� � 
 IS(G)� ����� ����
��� ������
��� ������
 PS(G) �
� IS(G) � 
 ���� ����
��� ���
 ����	 �
� ��� ������
�
��������
 ���� ������� �
 �����
���� ���������/���
 �� ��� �����
�� �� PS(G)�

���������� #�$�0� ��� G 	� 
 �
��� ���
�� 
� I 	� 
 ���
� ������� �� V(G)� ����� I
�� �� PS(G) �� 
� ���� �� �
�� �����
� ������� �� I �� �� IS(G)�



���� �����	
��� ����� �������� 
���� ��������� �� ������	�
� ��

������ ������ ���� ��� 	
	�	�� ����	
� � I ��� 	
 IS(G) �
� ��� z �� 	
 V(G)� ���
Iz �
� J := Iz \ {z} ��� 	
	�	�� ����	
� � I� �	
�� (z, z) /∈ E(G) �������� G 	� �	������
�� ���� d+J (z) = d+Iz(z)� ����������� �� ���
	�	
 �� ���� z ∈ Iz �
� z /∈ J � � ����

θ(z) ≤ d+Iz(z) and θ(z) ≥ d+J (z) = d+Iz(z)� ��
�� θ(z) = d+Iz(z)� ����� I ∈ PS(G)�
�� 
� ���� ��� �
������  �� A �� �
 	
	�	�� ����	
 � I ∈ PS(G) �
� z ∈ V(G)� 	�

z ∈ A� ���
 Iz ⊆ A� � ���� θ(z) = d+Iz(z) ≤ d+A(z)� �	�	������ 	� z /∈ A� ���
 A ⊆ Iz� ��
��

θ(z) ≥ d+A(z)� ����� A ∈ IS(G)� �
� ��	� �
�� ��� ���� �
���	�
 !�"�#� $
 ��� �
	�� �����	� ����� ����� 	� � 
�%�%
� ������
��
�� ������


����	
&� �
� ��'	��� ���	
� � (IS(G),⊆)� ��� 	� 	� 
� � &�
���� �	����	
� �� �'������
PS(G) ��� �� ������ (��
 	
 ��� ���� ����� PS(G) �= ∅� ����� ��
 �� ��� �����
�� �
IS(G) ��	�� ��� 
� 	
	�	�� ����	
� � �����
�� � PS(G) ���� �	&��� !�) �� �� 	��������	
�
� ����� ������� *������������ �� ��
 �
� � ���	�� � 	
�
	�� ������ �	&����� ���� ���� ��	�

0

0 0

1

0
a

b

c

d

e

IS(G) = {∅, {a, b}}
PS(G) = ∅

IS(G) = {∅, {c}, {e}, {e, d}, {c, d, e}}
PS(G) = {[e, d, c]}

����� ����

������
��
�� ������
 ��'	��� ���	
� �
� &�
����	��� ����	
& ��+��
��� 	� ���������� ����
��� ��� ��,���	�� ������ �	&����� ��
�	
�� 	
 ��� 	
������	
 � ��	� ����	
�

������ ����	
	�� �� �����
	�� ������ �	������  �� �� �'���	
 ��� ��	����� ���	
�
��� 
�	
� 	
������� ����� -�� �	� 	
 ��	� ����	
 ��
 �� ������	.�� 	
 ��� ����	
&
+����	
/ �� ����� � ��	�
� �� ����� ��
��� ������� ����� ���������� �����
��� ����� �� ���

���� ����
�� ���� � 0�� ����	����� ��
 �� �
� �
 	
�
	�� ������ �	&���� G ���� ���� ����
��'	��� ���	
 � (IS(G),⊆) 	� ��� ��� � ��� 	
	�	�� ����	
� � �
 �����
� � PS(G)1

� 
������ �����	
& �	
� 	� � �
�	��� �	&����� ��� �	�� �
�	��� ������ �	&����� � �	����
�	� ������ ���� ��
 �� ���
 �� � �	�	� � � ��+��
�� � �
	�� �����	� �	&������ ����� ��� ��
�

������ ��� � ���
� � 
�	
 � �	�	� � � ��+��
�� � �	&������ �
� ��� 
� �� �	�� �
�	���
���� 	� ������� 
� � ��� �	������/ ��� (Gi)i≥1 �� � ��+��
�� � �	&����� ���� ����

�2� G1 	� �
	��� �	���� �
� �����	�3
�"� V(Gi+1) 	� ���	
�� ��� V(Gi) �� ���	
& � 
�� �����' zi+1 � 	�3
�)� E(Gi+1) 	� ���	
�� ��� E(Gi) �� ���	
& ��� 
�� ���� � 	�� ���� 
� ���	
& zi+1

�� �����	
& �	
� �
�	�� ���� �� � 
� ���� � ��� ���� ���	
& zi+1 �� �
�	
& �	
���

���� � ��+��
�� ������� ���
� ���� ������
�� � ��� 	
��	�	�� 
�	
 � 4�	�	� � � ��+��
��
� �	&�����5� ���� 	� ��� �	&���� G∞ ���� ����

V(G∞) =
⋃
i≥0

V(Gi) �
� E(G∞) =
⋃
i≥0

E(Gi).

-
 �	&��� !�! �� �������
� ��� ��&	

	
& � ���� � ��+��
�� � �	&������ �	�� ����� �
�	�	
��
��� ��+��
�� � �	&���� 	� ���� � �
	�� �����	� �	&������ � ���� G∞ 	� 	
���� � �	�	� � �	����
�����	� �	&������ 6������ ��� ��	
 ����
��&� � ��	� ���
	�	
 �	�� 
 � ����
	��� �	
�� �������
� �� ����� � ������ �	&������ ���� 	�� �
�	��� A � ������ � V(Gj) �
� z ∈ V(Gi)� �	��
i < j� ���
� �� ����

�!�2� d+A(Gj, z) = d+A∩V(Gi)
(Gj, z) = d+A∩V(Gi)

(Gi, z).



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

G1

G2

z2

G3

z2

z3

G4

z2

z3

z4

������ ����

������� �� ����	
	�� �� 
� �������� (Gi)i≥1 
��� 	� �� ��� 	� Gj ��	�� z �� �
��
	�� ��	�

��� �� ������
 �� V(Gj) \ V(Gi) �� ���	�� ��	�
 �� ������ ��� ����	�� ����� �� ����� 	� �	���
	� ����� ����� �� !���
	�� ����� �� 
"� 	����	�
� ������������� "	� ��� ��������
�� 	�
"�
 �����"��

#	��
� 	� "� ����	��� � �����
	�� θ : V(Gj) → N ��� 
�
 Gj = (Gj, θ) 	� � ������ �	�����

�� ��� ��� z ∈ V(Gi) "� ���$

0 ≤ θ(z) ≤ d+V(Gj)
(Gj, z) =⇒ 0 ≤ θ(z) ≤ d+V(Gi)

(Gi, z).

%�������� 
� ��	� Gi := (Gi, θ) �"��� θ 	� ���
�	�
�� 
� 
� ������
� �� V(Gi)� 	� ���� � ������
�	����� !��� ���� 	�
����
	��� "� ��� 
�
 ��� ��� A ⊆ V(Gj)� 
��

A ∈ IS(Gj) ⇐⇒
{
θ(z) ≤ d+A(Gj, z) ��� ��� z ∈ A

θ(z) ≥ d+A(Gj, z) ��� ��� z ∈ V(Gj) \ A
�� 
�
 "� ���

A ∈ IS(Gj) =⇒
{
θ(z) ≤ d+A∩V(Gi)

(Gi, z) ��� ��� z ∈ A ∩ V(Gi)

θ(z) ≥ d+A∩V(Gi)
(Gi, z) ��� ��� z ∈ V(Gi) \ A

��� ������� �� ����	
	�� �� IS(Gi) "� ���

����� A ∈ IS(Gj) =⇒ V(Gi) ∩ A ∈ IS(Gi).

�� �
�� "����� "� ��� ���&��
 IS(Gj) �� IS(Gi)� �� ���	�
�� 	� #	���� ��'� ��� 
� ���	��

IS(Gj)IS(Gj−1)IS(G2)IS(G1)

AA ∩ V(Gj−1)A ∩ V(G2)A ∩ V(G1)

������ ��	�

(IS(Gj))i≥1 	� "�
 "� ���� � ��������	� 
�
��� ��� � "���(����� ��
 �� ���&��
	��� ���� 
�
����	
	�� ����"��


�������� ����)� * ��������	� 
�
��� 	� � ���	�� (Ai, pj,i)1≤i<j� "��� 
� 	��	��� ��� 
�+��
	� N ∪ {∞}� Ai 	� � ��
 ��� pj,i 	� � ����
	�� ���� Aj 
� Ai ��� 
�


pk,i o pj,k = pj,i ��� ��� i < j < k.



���� �����	
��� ����� �������� 
���� ��������� �� ������	�
� ��

����������	
� �� ��
 �	����� A �� IS(G∞) �� 	���� ��	��� ������� ���� �� ���� � ��	���
������ ���� ������ � �������� �� �	������ (Ai)i≥1 �������� �
 ��������� A �� ���� IS(Gi)� ����
��� �� ����� Ai ����� ������  � ��� �� ���� ������� �� �����	�! ���� �� ��		 ����	�"� ����	

��� ����������� �������� ������ ��� ���� ���� ���� ��� �	������ �� IS(G∞) �� ����	���	

��������� �
 ���� �������� �� ����������� #��� ������ ����� ��� �� �������� ������������
���� �� �� ��� ����
 ��� 	������ ������� �� (IS(G∞),⊆) ����� ��� �������� �� ����� 	�������
(IS(Gi),⊆)� �		����� �� �� ��$� �%������ ����� �� G∞ ������� �� ��� ������� ������
&� ����� ���� ������� ��� ������ �� ��������� ��	��� �������

���������� '�(�)*� + �������� �� ��	��� ������� (Gi = (Gi, θi))i≥1 �� ��		�� ��������	� ��
��� ��	
 �� ��� ��� ��		����� ���������� �� ���������

�)� #�� ��	��� ������ G1 �� ����� ��� ��
�	���
�(� ,� �		 i ≥ 1� ���� ������ zi+1 /∈ V(Gi) ���� ���� V(Gi+1) = V(Gi) ∪ {zi+1}�
�-� ,� �		 i ≥ 1� ���� ������ X ⊆ V(Gi) ���� ���� E(Gi+1) = E(Gi) ∪ {(zi+1, x) | x ∈ X}

����� ���� X ��
 �� ����
��
�'� ,� �		 i ≥ 1 ��� z �= zi+1� θi+1(z) = θi(z)�

#� ���� ��������� �������� �� ��	��� ������� (Gi)i≥1� �� ��������� �� ������� ��	��� �������
������� �
 G∞� ������ �
!

V(G∞) =
⋃
i≥0

V(Gi), E(G∞) =
⋃
i≥0

E(Gi) and for all z ∈ V(G∞), θ∞(z) = θj(z),

���� j �� �� ������ ���� ���� z ∈ V(Gj)� .��� � G∞ �� ��		�� ��������� ��	��� �������

#�������� ���� �������� G∞ ��		 ������ � ��������� ��	��� ������� (Gi)i≥1 ��		 ������ ���
���������� ��������� �������� ��� zk ��		 ������ ��� ������ �	����� �� V(Gk) \ V(Gk−1)� &�
����� �� ����
 ���� ���� �����	 �������� �� G∞�

	
��������� '�(�))� 
 ��������	� 	���� ������� G∞ �� ������� ��� �� ����� ����������

	
���� &� ��� ���� ���� G∞ �� �� ����� ���������� /�� z ∈ V(G∞) ��� ������ �

������������ ���� d+(G∞, z) �� �������� 0
 ������������ ���� ������ i ≥ 1 ���� ���� z ∈ V(Gi)�
.���� Gi �� ������ d

+(Gi, z) �� ������ ����� ���� ������ k > i ���� ���� zk �� ��� ������ �	����� ��
V(Gk)\V(Gk−1) ��� ���� ���� (z, zk) ∈ E(Gk)� ��� ���� ���������� 1���� �-� �� 2�������� '�(�)*�
#���� G∞ �� �� ����� ����������
&� ��� ���� ���� G∞ �� ��
�	��� +����� �
 ������������ ���� ���� ������ i > 1 ����

���� Gi �� ��� ��
�	��� ��� 	�� n > 1 �� ������	 ���� ���� Gn �������� � �
�	� �G1 ������ ��
��
�	�� �
 ����������� 0
 ������	��
� � �
�	� �� Gn ���� ������� ��� ����� zn� ����� ����
������ z ∈ V(Gn) ���� ���� (z, zn) ∈ E(Gn)� ����� ���������� 2�������� '�(�)*��-�� #�������
Gi �� ��
�	�� �� �		 i ≥ 1� ,���		
� ������ �
 ������������ ���� ���� ������ � �
�	� x1, . . . , xq

�� G∞� 0
 ������������ ���� ������ �� ������ m ���� ���� x1, . . . , xq �� �		 ������� �� Gm�
���� x1, . . . , xq �� �	�� � �
�	� �� Gm� ����� �� ������ #������� G∞ �� ��
�	��� ��� ���� ����
��� ����� �
 � ��� �� ��� �� ���� ���� ��� ����	
 (IS(Gi))1≤i≤∞ �� � ��������� �
���� �1������

���� '�(�)'� �� � ��		 ������ ����	
 �� ���������� (pj,i)1≤i<j≤∞ �2�������� '�(�)(�� ��� ����
�� ���� ���� IS(G∞) ��� �� ���� �� � 3$��� ��4 ��������� 	���� �� (IS(Gi), pj,i)1≤i<j≤∞ �� ����
����	����� �� ���� �� ��������� �� �������� ���� ���	���� ��� 3$��� ��4��
&� ����� ���� ��� ��������� �� ��� �����������

���������� '�(�)(� ,� �		 1 ≤ i < j ≤ ∞� �� ���� V(Gi) ⊆ V(Gj) �
 ������������ &�
������ �
 pj,i ��� ��� ��� ��� ���� ��� �� V(Gj) �� ��� ���� ��� �� V(Gi)� ������ �


pj,i(A) = A ∩ V(Gi),

�� �		 A ⊆ V(Gj)� #���� ��������� pj,i �� ��		�� ��� ����������� ���������� ���� G∞� 5��� ����
�� �	��	
 ���� pj,i o pk,j = pk,i �� �		 1 ≤ i < j < k ≤ ∞�



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

�� ��� ����� 	
� ���� 	
�	 (IS(Gi), pj,i)1≤i<j≤∞ �� � ������	��� ���	��� �� �	��	 ��	
 �
	��
����� ��	 ������ ����� ������ �
��
 �� 	
� ����� ���� � ������

����� ������� ��� 1 ≤ i < j ≤ ∞� A ⊆ V(Gj) ��� z ∈ V(Gi)� �� 	�
�

d+A(Gj, z) = d+pj,i(A)(Gi, z).

����	� �� ��	 Cj = {y ∈ A | (z, y) ∈ E(Gj)} ��� Ci = {y ∈ pj,i(A) | (z, y) ∈ E(Gi)}�
�� ����� 	
�	 Ci = Cj�  ���� pj,i(A) ⊆ A ��� E(Gi) ⊆ E(Gj)� �� 
��� Ci ⊆ Cj� !�����
�� ���	�����	��� 	
�	 	
��� �"��	� x ∈ Cj \ Ci� 	
�� 	
��� �"��	� �� ��	���� k > i ���
 	
�	
V(Gk) = V(Gk−1) ∪ {x}� ���� x = zk� #�	 zk ∈ Cj� 
���� 	
��� �"��	� �� ��� ��� z 	� zk �� Gk�
#�	 z �� �� V(Gi) �� �	 �� �� V(Gk−1)� ��� 	
�� ���	�����	� $���	 ��� � %�&��	��� �����'� (
���
�� 
��� Ci = Cj� )������� �� 
��� �� ��&��	��� 	
�	 d+A(Gj, z) = |Cj| ��� d+pj,i(A)(Gi, z) = |Ci|�

���� d+A(Gj, z) = d+pj,i(A)(Gi, z)� ��� 	
�� ���� 	
� ����� �

�� ��� ��� ���� 	� ����� 	
�	 (IS(Gi), pj,i)1≤i<j≤∞ �� � ������	��� ���	���

���
������ ������� �� ��� 1 ≤ i < j ≤ ∞� �� 	�
�

pj,i(IS(Gj)) = IS(Gi).

����	� *�	 A ∈ IS(Gj)� �� ����� 	
�	 pj,i(A) ∈ IS(Gi)� )�� 	
�	 �������� &" z ∈ V(Gi)�
��� �������� 	
� �������� 	�� ������

• + z ∈ A� 	
�� �� 
��� θj(z) ≤ d+A(Gj, z)� (
��,� 	� *���� ������� �� 
���
d+A(Gj, z) = d+pj,i(A)(Gi, z)� -�������� θi(z) = θj(z) �� ����	���	���� 
���� �� 
���

θi(z) = θj(z) ≤ d+A(Gj, z) = d+pj,i(A)(Gi, z).

• + z ∈ V(Gi) \ A� 	
�� ����� 	
� ���� �������	�� �� 
���

θi(z) = θj(z) ≥ d+A(Gj, z) = d+pj,i(A)(Gi, z).

(
��� pj,i(A) ∈ IS(Gi)� �� 	
�	 pj,i(IS(Gj)) ⊆ IS(Gi)�
�� ��� ����� 	
�	 	
� �������� ��������� 
����� ./�������	��� �� ����� 	
�	 	
� ���	���	���

� pj,i 	� IS(Gj) �� ������	��� ��	� IS(Gi)� *�	 B ∈ IS(Gi)� �� ����	���	 �"�����	�� �� ������	 Bj

�� IS(Gj) ���
 	
�	 pj,i(Bj) = B� )�� 	
�	 �������� �� ��&�� ����������� � ��/����� (Bk)i≤k≤j

�� ������0

• Bi = B1
• �� ��� i < k ≤ j� Bk = Bk−1 ∪ {zk} � θk(zk) < d+Bk−1

(Gk, zk) ��� ������ 	
�	 zk �� 	
�

���/�� ������	 � V(Gk) \ V(Gk−1)�� ��� Bk = Bk−1 �	
�������

)������� � j = +∞� 	
�� �� ��	 B∞ =
⋃

k≥i Bk� #� ����	���	���� for all i ≤ k < q ≤ j 	
�
�������� ����	�	��� 
���0

����� pq,k(Bq) = Bk.

+� ���	������� pj,i(Bj) = Bi� +	 ������� 	� ����� 	
�	 Bj ∈ IS(Gj)� )�" z ∈ V(Gj)� ��� ��������
	
� �������� ��� �������� ������

• + z ∈ Bi ⊆ V(Gi)� 	
�� θi(z) ≤ d+Bi
(Gi, z)� (
��,� 	� ./��	��� ����� �� 
���

Bi = pj,i(Bj)� ��� �� *���� ������� �� 
��� d+Bj
(Gj, z) = d+pj,i(Bj)

(Gi, z) = d+Bi
(Gi, z)�

2����/���	��� �� 
���

θj(z) = θi(z) ≤ d+Bi
(Gi, z) = d+Bj

(Gj, z).

• + z ∈ Bj \ Bi� 	
�� 	
��� �"��	� �� ��	���� k ���
 	
�	 i < k ≤ j ��� z = zk� #�
����	���	���� �� 
��� θk(zk) < d+Bk−1

(Gk, zk)� )��	
������� ����� (zk, zk) /∈ E(Gk)�

�� 
��� d+Bk−1
(Gk, zk) = d+Bk

(Gk, zk)� ��� �� *���� ������ �� 
��� d+Bj
(Gj, zk) =

d+Bk
(Gk, zk)� (
��� �� 
���

θj(zk) = θk(zk) < d+Bk−1
(Gk, zk) = d+Bk

(Gk, zk) = d+Bj
(Gj, zk).



���� �����	
��� ����� �������� 
���� ��������� �� ������	�
� ��

• �� z ∈ V(Gi) \Bi� ���� �	
�� ��� 	�� �������	 �� ��� ��	� ��	�� �� ����

θj(z) = θi(z) ≥ d+Bi
(Gi, z) = d+pj,i(Bj)

(Gi, z) = d+Bj
(Gj, z).

• �� z ∈ V(Gj) \ (Bj ∪ V(Gi))� ���� ����� ��
	�	 �� 
������ k 	��� ���� i < k ≤ j ���

z = zk� �� ���	�����
��� θk(zk) ≥ d+Bk−1
(Gk, zk)� ��� �	
�� ��� 	�� �������	 �� ���

	����� ��	�� �� �������� ����

θj(z) ≥ d+Bj
(Gj, z).

���	� �� ���� Bj ∈ IS(Gj)� ��� ��
	 ���	 ��� ������ �
���	��������� (IS(Gi), pj,i)1≤i<j≤∞ 
	 � �������
�� 	�	��� ��� �	 ��� �����
� ��� ��
	 ��� 

����
�� 	�������� ��� !� �	�� �� 	���� ��� ����
�� (IS(G∞),⊆)� "�� ���� �����	�� �� 
��������

��� ������
�� �����
���

���������� #�$�%&� '� ������ !� ISproj(G1,G2, . . .) ��� 	��{
(A1, A2, . . .) ∈

∏
i≥1

IS(Gi) | pj,i(Aj) = Ai for all 1 ≤ i < j < ∞
}
,

��� �� ����� ��� �����
�� π : IS(G∞) −→ ISproj(G1,G2, . . .) �� !�

∀A ∈ IS(G∞), π(A) := (p∞,1(A), p∞,2(A), . . .).

(
��� ��� ��� i ≥ 1 ��� A ∈ IS(G∞)� �� ���� pi+1,i(p∞,i+1(A)) = p∞,i(A)� ����)	 ��

*����	
�
�� #�$�%#� ��� �� π 
	 ���� �������

	
��������� #�$�%+� ��� �����	
� π 	� � 	����	
��

	
���� ��
	 �����
�� 
	 ������� 
�����
��� �� 	��� ���� 
� 
	 	������
��� ���	
���

(A1, A2, . . .) ∈ ISproj(G1,G2, . . .),

��� 	�� A :=
⋃

i≥1 Ai� '� 	��� ���� A ∈ IS(G∞)� �� ����� �� �� 	�� �� z ∈ V(G∞)� ���

���	
��� ��� ������
�� ��� ��	�	�

• �� z ∈ A� ���� ����� ��
	�	 n ≥ 1 	��� ���� z ∈ An ⊆ V(Gn)� (
��� An ∈ IS(Gn)�
θn(z) ≤ d+An

(Gn, z)� ���	� !� ��� #�$�%, �� ����

θ∞(z) = θn(z) ≤ d+A(G∞, z).

• 
� z ∈ V(G∞) \ A� ���� ����� ��
	�	 m ≥ 1 	��� ���� z ∈ V(Gm) \ Am� ����� !�

�������
�� �	 
� ��� ����
��	 ��	�� �� ����

θ∞(z) ≥ d+A(G∞, z).

���	� A ∈ IS(G∞)� ��� �� �!�
��	�� ���� π(A) = (A1, A2, . . .)� 	� ���� π 
	 	������
�� ��� ��
	

��������	 ��� ������ �
*����	
�
�� #�$�%+ 	���	 ���� IS(G∞) !�����	 �
)� � �������
�� �

� �� ��� �������
�� 	�	 

�� (IS(Gi), pj,i)1≤i<j≤∞� �� ��� ������
�� ������� �� 	��� ��� ��
	 �������
�� 	�������� 
	

����	������ �� ��� ������� ����
�� (IS(G∞),⊆)� �����
�� �	 �� 	���� 
� ������� ��� 	�������

�� ��
�� ����
��	 (IS(Gi),⊆)1≤i<∞�

���
�� #�$�%-� ��� G∞ � � ��
����	�� ������ �	������ �	�� ���
�	���� ��
����	�� ��������
(Gi)i≥1� X ⊆ IS(G∞) ��� A,B ∈ IS(G∞)� �	�� π(A) = (A1, A2, . . .) ��� π(B) = (B1, B2, . . .)�
����� ��� �
��
�	�� �
�� ���������� ��� �����

��� �� ���� A ⊆ B 	� ��� 
��� 	� Ai ⊆ Bi �
� ��� i ≥ 1�

� � ��� ���� ������ �	����� G̃∞ ���� !�"�	�	
� #���$� 	� ��
����	�� �	�� ���
�	���� ��������

(G̃i)i≥1�
�%� &
� ��� i ∈ N∗ ∪ {∞}� 	� �� ���
�� � ∨i ��� �
	� 	� (IS(Gi),⊆)� ����

π(∨∞X) = (∨1 p∞,1(X),∨2 p∞,2(X), . . .).



�� �� �����	
�� ��� ��� ��	�� ��	 �����
�� ���
�����
���

��� ������	�
� π(∧∞X) = (∧1 p∞,1(X),∧2 p∞,2(X), . . .)�

������ ����� A =
⋃

i≥1 Ai ��� B =
⋃

i≥1 Bi� 	
��� �� �� 
���
��� �
�� ���� ��� ������ 
�
��� �������
� �
�� �
� ���� � �
�� �� ��� �������
� 
� � ��
������� ������ �������� ����� 	
���
��� �� ������� �����

 �� �� ��
�� 	
��� �!��  �� π(∨∞X) = (C1, C2, . . .) ��� ���
�� �� Xi ��� ��� p∞,i(X) �
�
��� i ≥ 1� ����� ∨∞X �� �� ����� �
��� 
� X� Ci �� �� ����� �
��� 
� Xi �
� ��� i ≥ 1� �
 ����
"� ���� ∨i Xi ⊆ Ci�

#� �
" ��
�� ���� ��� �
������ �������
� �
���� $
� ���� ����
��� "� ���� ��
" ����
∨nXn = pn+1,n(∨n+1Xn+1) �
� ��� n ≥ 1� #� ��� ��� �
����
�� 
� ��� ��

� 
� ���
��% &��'(
��� (Ji) �� ��� ��)����� ���
������ "��� ∨n+1Xn+1� ��� (J ′

i) �� ��� ��)����� ���
������ "���
∨nXn� #� ��
�� ���� pn+1,n(Ji) = J ′

i �� �������
� 
� i�

• ����� J0 =
⋃

A∈Xn+1
A ��� J ′

0 =
⋃

A∈Xn
A� "� ������� ���� pn+1,n(J0) = J ′

0�

•  �� i ≥ 0 �� ���� ���� pn+1,n(Ji) = J ′
i ��� z ∈ V(Gn)� ����*� �
  �%%� &���!� "�

���� d+Ji(Gn+1, z) = d+pn+1,n(Ji)
(Gn, z) = d+J ′

i
(Gn, z)� ������ �� �������
� 
� ��� ��)������

J ��� J ′� z ∈ Ji+1 �� ��� 
��� �� z ∈ J ′
i+1� ����� "� ���� pn+1,n(Ji+1) = J ′

i+1�

���� �%����� ����

pn+1,n(∨n+1Xn+1) = pn+1,n

(⋃
i≥0

Ji

)
=
⋃
i≥0

pn+1,n(Ji) =
⋃
i≥0

J ′
i = ∨nXn.

������
��� �� 	�
�
����
� &���' "� ���� (
⋃

i≥1 ∨iXi) ∈ IS(G∞)� $������%
��� �� �� �� �����
�
��� 
� X �� �
��������
�� ����� ∨∞X ⊆ (

⋃
i≥1 ∨iXi)� ����� �� �%����� ���� �
� ��� i ≥ 1�

Ci ⊆ ∨iXi� +
���)������� "� ���� ∨iXi = Ci� ��� ���� ���� ��� ��

� 
� �!��
	
��� �&� �� �� �%%������ �
���)����� 
� �!� �
������ "��� ��� ��� 	�
�
����
� &��,� �

������ ���� �	
�		� PS(G) �� IS(G) �� 
�	 ����	�
��	 ���	� -� ������� ���� ���
���%���� 
� PS(G∞) ���
 ������� ��� ��
������� ��������� 
� G∞� .���� ���� ���������� "� "���
��
�� ���� �������� �� ��� ��
������� ���� ���
�� %�/�%�� ������ 
� (IS(G∞),⊆) �� ��� ��%�
"�� ���� �
 �� ��� ����� ������� ���� ���� ���
��% &����&�� #� ����� "��� ��
"��� ����
(PS(Gi))i≥1 �� � ��
������� �����%� ����
������ ���� ��� ���
������ ��
�����
���

����	�
��	 &���,� ��� 1 ≤ i < j ≤ ∞ ��� J = (V(Gj),≺) ∈ PS(Gj)� #� ���
�� ��
pj,i(J) ��� �
��� 
������� 
� V(Gi) 
������� �� ����������� ≺ �
 V(Gi)�

�
�� ���� �
� ��� 1 ≤ i < j ≤ ∞� z ∈ V(Gi) ��� J ∈ PS(Gj)� "� ���� pj,i(Jz) = (pj,i(J))z�
#� �
" ��
�� ���� (PS(Gi), pj,i)1≤i<j≤∞ �� � ��
������� �����%�

�������
��	 &���0� �	 ��� 1 ≤ i < j ≤ ∞� pj,i(PS(Gj)) ⊆ PS(Gi)�

������ ���� �� �� �%%������ �
���)����� 
�  �%%� &���' �
������ "���  �%%� &���!(
��� J ∈ PS(Gj)� I = pj,i(J) ��� z ∈ V(Gi)� "� ����

θ(z) = d+Jz(Gj, z) = d+pj,i(Jz)(Gi, z) = d+Iz(Gi, z).

����� ��  �%%� &���' I ∈ PS(Gj)� ��� ���� �
������� ��� ��

�� �
	�
�
����
� &���0 ���
"� �� �
 ����� ��� �
��
"��� ������
��

����	�
��	 &����1� #� ���
�� �� PSproj(G1,G2, . . .) ��� ���

{(I1, I2, . . .) ∈
∏
i≥1

PS(Gi) | pj,i(Ij) = Ii for all 1 ≤ i < j},

��� "� ����� ��� %�� π : PS(G∞) −→ PSproj(G1,G2, . . .) �
 ��

π(I) := (p∞,1(I), p∞,2(I), . . .).

#� �
" ��
�� ��� ����
�
�� 
� 	�
�
����
� &���' �
� ��� �������� �� ��� ��
������� �����



���� �����	
��� ����� �������� 
���� ��������� �� ������	�
� ��

����������� ������	 ��� �����	
� π 	� � 	����	
��

����
	 ��� �	
���
 π � ������� 
������� �� ����
� �� ���� ���� � � �	�������� ���
(Ii)i≥1 ∈ PSproj(G1, . . .)� �� ���� pj,i(Ij) = Ii ��� ��� 1 ≤ i < j� ��	�� ��� ��� x �
� y �	��
���� x � ������� ���
 y 
 Ii� ���
 x � ���� ������� ���
 y 
 Ij� ���������� �� ��
 ���
�
I = (V(G∞),≺) ��� ����� �����
� �� V(G∞) ����
�� �� ����
� x ≺ y ���
���� ����� �����
m ≥ 1 �	�� ���� x � ������� ���
 y 
 Im�  ������� π(I) = (I1, I2, . . .) �� �� �	�� 
��� �� ����
���� I ∈ PS(G∞) �� !���� ��� !��!����� ��� 	� 
�� !���� ���� I ∈ PS(G∞)� "�� ���� !	�!����
��
���� A �
 
��� �����
 �� I �
� ��
��� �� Ai ��� ��� p∞,i(A) ��� ��� i ≥ 1� #� ����
pi+1,i(Ai+1) = Ai� �
� Ai � �
 
��� �����
 �� Ii ��� ��� i ≥ 1� $	� Ii ∈ PS(Gi) ��� Gi �
��
�
� ������� ��
�� Ai � 
 IS(Gi)� ��	�� �� %��!����
 �����& �� ���� A ∈ IS(G∞)� "
�����
���
'� �� %��!����
 ����( I � 
 PS(G∞)� �
� ��� �
�� ��� !����� �

#� �
�� ��� �����
 ��	��
� ��� ������ ���
� 
 (IS(G∞),⊆)) �� ��� ���� ����� 

��� !�������� ����� ���� ��� �
����� �� !���
�� *������� ������+� #� ����� ��� ��� ����
���
�������

��� ������	 ��� k ∈ N∗� C � � ���	� 	� (IS(Gk+1),⊆) ��� I ∈ PS(Gk) � ���� ����
pk+1,k(C) 	� 	������� 	� ��� ��� 
� ��� 	�	�	�� ����	
�� 
� I ��	��� Gk+1 	� ��	�� ��� �����	�� ����
� I ������ ��	����� ����� ����� ��	��� J ∈ PS(Gk+1) ���� �����

��� pk+1,k(J) = I�
��� C 	� 	������� 	� ��� ��� 
� ��� 	�	�	�� ����	
�� 
� J �

����
	 "�� ��� ��'� �� ������� 
 ��� !���� �� ��
��� �� θ ��� ���	���
 θk+1�
#� ��
���	�� ��!����� ��� !���
� J � #���	� ���� �� ��
������� �� ��
 ���	�� ���� ����

∅ �
� V(Gk+1) ��� 
 C� ,
�� Gk � �
��� �� ��
 ���� I �� � ��-	�
�� [x1, . . . , xn] ���
n := |V(Gk)|� $� ��!������� ����� ����� 0 = i1 < i2 < . . . < iq = n �	�� ����

pk+1,k(C) = {Aij | 1 ≤ j ≤ q},
����� Aij = {x1, . . . , xij} �
� ��� ��� ��
��
��
 ���� A0 = Ai1 = ∅� ��� 	� ��
��� �� Bj ���
�������� �����
� 
 C �	�� ���� pk+1,k(Bj) = Aij �
� �� z ��� 	
-	� �����
� �� V(Gk+1)\V(Gk)�
,
�� ∅ �
� V(Gk+1) ��� ���� 
 C� ����� ����� 1 ≤ m < q �
��� �	�� ���� z /∈ Bm �
�
z ∈ Bm+1� #� 
�� �!�� �	� ��	�� 
�� ��� ������

• �� |C| > |pk+1,k(C)|� ���
 C = {B1, . . . , Bm, B,Bm+1, . . . , Bq} ��� B = Bm ∪ {z}� #�
��� J ��� ��-	�
�� ���
�� ��

J := [x1, . . . , xim , z, xim+1, . . . , xn].

��� 	� 
�� !���� ���� J ∈ PS(Gk+1)� ,
�� ��� ��� j ∈ [n] �� ���� (xj, z) /∈ E(Gk+1)�
�� ���� ���� ���� d+Ixj

(xj) = d+Jxj
(xj)� ��	�� �� ����

θ(xj) = d+Ixj
(xj) = d+Jxj

(xj) ��� ��� j ∈ [n].

"	���������� �
�� z /∈ Bm �
� z ∈ B� �� ���� θ(z) ≥ d+Bm
(Gk+1, z) �
� θ(z) ≤

d+B(Gk+1, z)� $	� (z, z) /∈ E(Gk+1)� �� ���� d
+
Bm

(Gk+1, z) = d+B(Gk+1, z)�  �
��-	�
����
�� ����

θ(z) = d+Bm
(Gk+1, z).

��	�� ���
'� �� ����� ����& �� ���� J ∈ PS(Gk+1)� �
� J ������� ������� *�+ �
�
*�+�

• �� |C| = |pk+1,k(C)|� ���
 C = {B1, . . . , Bq}�  �
���� ��� �
�� ��-	�
�� (di)0≤i≤n

���
�� �� di = |{j ≤ i | (z, xj) ∈ E(Gk+1)}| − θ(z)� ��� ��-	�
�� � ���'�� 
�����
�
�
� �� ���� di+1−di ≤ 1 ��� ��� 0 ≤ i < n� $� ���
��
� z ∈ Bm+1 \Bm ��� Bm �
�
Bm+1 ���� 
 IS(Gk+1)� ��
�� dim ≤ 0 �
� dim+1 ≥ 0� �� ���� ����� ����� r �
���
�	�� ���� im ≤ r ≤ im+1 �
� dr = 0�  �
��-	�
���� � �� ���

J := [x1, . . . , xr, z, xr+1, . . . , xn],



�� �� �����	
�� ��� ��� ��	�� ��	 �����
�� ���
�����
���

���� ������ �� � �	
	��� ���
��� �� 	� ��� ����	��� ���� �� ����

θ(xk) = d+Ixk
(xk) = d+Jxk

(xk) ��� ��� k ∈ [n],

��� θ(z) = d+Jz(z) �� ����	�	�� �� dr� ����� J ∈ PS(Gk+1) ��� ���	��� ��	�� ��� ���
���� �

 � ��� 	�� ��� ������ �����	��� ��

��

����� !����"� ��� I = (X,�I) ��� J = (X,�J) �� ��	 �	��
 	������� 	� � ��� X� �� ���

��� 	� ��� ������
 �����	�� 	� I �� ���
���� �� ��� ��� 	� ��� ������
 �����	�� 	� J � ���� I = J �

����	�  � ���� ���� x �I y 	� ��� ���� 	� x �J y� #	���� ���� ���� ��� ��� x, y ∈ X� x �I y
	� ��� ���� 	� ����� �$	��� �� 	�	�	�� ����	�� A �� I ���� ���� x ∈ A ��� y /∈ A� ��� �	
	����� ���
�J � ���������� 	� x �I y� ���� x �J y� %���������� 	� x �J y ���� �� ���� ���� �	���� x �I y�
�� y �I x �������� I 	� � ����� ������� &���
� �� �������	��	�� ���� y �I x� ���� ����� �$	���
�� 	�	�	�� ����	�� B �� I ���� ���� y ∈ B ��� x /∈ B� '������� �� ��������	�� B 	� ���� ��
	�	�	�� ����	�� �� J � �� ���� y �J x ��� ��	� 	� ������� ����� �� ���� x �I y�
(���������� �� ������ ���� x �I y 	� ��� ���� 	� x �J y� ����� I = J � ��� ��	� ���� ���

������ �

 � ��� ��� ���� �� ����� ��� ����� ��� 
�	� ������
 �� ��	� ����	���


������ !����!� ��� G∞ �� � ��	������� ��
��� ������� (Gi)i≥1 �� ��� ���	������ ��������

	� ��
��� ������� ��� C �� � ����� 	� (IS(G∞),⊆)� ����� ����� ������ I ∈ PS(G∞) ���� ����

C �� ���
���� �� ��� ��� 	� ��� ������
 �����	�� 	� I ��� C �� ������
 �� ��� 	�
� �� �� ����

����
����

����	� ���� �) ����� �� ��������� � ����	� I ���� ���� C 	� 	������� 	� ��� ��� �� ��� 	�	�	��
����	��� �� I�  � ������ �� Ci ��� ��� p∞,i(C) ����	�� ���� pj,i(Cj) = Ci�� *	��� C1 	� � ���	� 	�
(IS(G1),⊆) ��� �	��� G1 	� ��	�� ��� �����	�� �� ������
 !���� ����� �$	��� I1 ∈ PS(G1) ����
���� C1 	� 	������� 	� ��� ��� �� ��� 	�	�	�� ����	��� �� I1� ����� ��	� ������	���� +�

� !������
��� ��� i > 1 ����� �$	��� Ii ∈ PS(Gi) ���� ����)

• Ci 	� 	������� 	� ��� ��� �� ��� 	�	�	�� ����	��� �� Ii,
• pi+1,i(Ii+1) = Ii�

(���������� ������ �� ������	�	�� !����� ����� �$	��� I = (V(G∞),�) ∈ PS(G∞) ���� ����
π(I) = (I1, I2, . . .)�
 � ��� ����� ���� ���� ���
��� �� C 	� �� 	�	�	�� ����	�� �� I� +�� A ∈ C� �� ���������	��

���� Ai = p∞,i(A) 	� �� 	�	�	�� ����	�� �� Ii� +�� u � v �� ���� ���� v ∈ A� ����� �$	��� k ≥ 1
���� ���� ���� u ��� v ��� 	� V(Gk)� ����� �� ���� v ∈ Ak� ��� Ak 	� �� 	�	�	�� ����	�� �� Ik�
�� ���� u ∈ Ak� %����-������� u ∈ A �� A 	� �� 	�	�	�� ����	�� �� I� ����� C 	� 	������� 	� ���
��� �� ��� 	�	�	�� ����	��� �� I� ��� ��	� ���� ��� ���� ���� �� ��� ������

���� �)  � ��� ����� ���� C 	� 
�$	
�� 	� ��� ���� 	� C 	� �-��� �� ��� ��� �� ��� 	�	�	��
����	��� �� I� *	��� ��� ��� �� ��� 	�	�	�� ����	�� �� I 	� � ���	� ���� �����	�� C� 	� C 	� 
�$	
��
���� �� ���� �-���	��� %���������� ����
� ���� ����� �$	��� I ∈ PS(G∞) ���� ���� C 	� �-��� ��
��� ��� �� ��� 	�	�	�� ����	��� �� I� ����� �$	��� C ′ � 
�$	
�� ���	� ���� ���� C ⊆ C ′ ����� ����
��	� 	� � �����-����� �� .���/� +�

�� ��� 	�� ��� ��� �� ���	��� ��� ��� ����� 	� ��
�����
������� 0� *��� � ����� �$	��� J ∈ PS(G∞) ���� ���� C ′ 	� ��� ��� �� ��� 	�	�	�� ����	��� �� J � &�
� �����-������ ��� 	�	�	�� ����	��� �� I ��� 	�	�	�� ����	��� �� J � ����� ������ �� +�

� !����"
�� ���� I = J � �� ���� C = C ′� ��	�� ���	����� 	
��	�� ���� C 	� 
�$	
��� �

������
 !����! ��� ��� ������	� ���������� ��	�� ��������� ��	� ����	���

������� !����1� ��� A ∈ IS(G∞)� ����� ������ I ∈ PS(G∞) ���� ���� A �� �� ������


�����	� 	� I�



���� �����	
��� ����� �������� 
���� ��������� �� ������	�
� ��

������ ����� A �� �����	�	 �� 
 �
���
� �
��� ��� ������
�� �� ���
�� �� ��� �
��� �� 
���	
�� ��� �� ������ ����
 �		�� �� ��� ������ 
�������� ���� �
� �� �
� �� �
�� ��������� ��
������� I ����� ����������� ����
 ������� �

������ ����	
��	 �����	� ���	����
� ��� �� ���� ���
�� �� 	��������� �� ����
�� ��� 
����� �� 
 �������� �
����� 
�	 �� 
���!�
�� �������� �
�������

����	�
��	 �����"� ��� P = (P,≤) !� 
 �������� �
����� 
�	 c ∈ P � �� �
� �
� c ��
������� �� 
�	 ���� �� ��� 
�� ��!��� X �� P ��� �
� c ≤ ∨X� ���� ������ Y ⊆ X ����� ���
�
� c ≤ ∨Y �

����	�
��	 �����#� $ �������� �
����� P = (P,≤) �� �
���	 ���	
���� �� 
�	 ���� ��%

for all x ∈ P, we have x = ∨{c ≤ x | c compact}.
�� �� �!����� �
� 
 ����� �������� �
����� �� 
���!�
��� ����� �� ��� �
�� 
�� �� ��������


�� ����
��� &�������� (IS(G),⊆) �� 
���!�
�� ������� G �� ������ �� �
� �� �
����� ������
���� 
 ���'������ �
���	 	���
� �� 
 ����� �� 
���!�
�� �
������� 
�	 �� �� �
���
� �� 
�( �� ��
�������� )�� !� 
���!�
��* 
��� �
���� �� �� ������

+� ���� ��� �
� �� �� ��	��	 �� �
�� ,&����� ����-./� �� �� ��������� �� ��� ��������
G∞ ���� 	����� 
 ���'������ �
���	 	���
� ��� 
�����
��	 ��0����� (Gi)i≥1� 
�	� 
� ���
��
��� 
�� k > 1 �� ���� 	����� !� zk �� ���0�� ������� �� V(Gk) \ V(Gk−1)� +� !���� ���
�����	����� 
 �
���� �� ��!���� �� V(G∞)� ��� ���� ��� �� !� ����
�� �������� �� (IS(G∞),⊆)
,1���������� �����2/�

����	�
��	 �����3� ��� k ∈ N∗ 
�	 A ∈ IS(Gk)� �� ����������� 	���� 
 ��0����� (Ai) 
�
�������%

• ��� 
�� 1 ≤ i < k� Ai = pk,i(A)4
• Ak = A4
• ��� 
�� j ≥ k� Aj+1 = Aj∪{zj+1} �� θ(zj+1) < d+Aj

(Gj+1, zj+1)� 
�	 Aj+1 = Aj ���������

5��
���� �� 	����� !�
←−
A �� ���

⋃
i≥1 Ai�

�������
��	 �����2� �� ��� k ∈ N∗ ��� A ∈ IS(Gk)� �	 ���	 ����
←−
A �� �� IS(G∞) ��� ��

������� �� (IS(G∞),⊆)�

������ +� ���� ��� �
�
←−
A ∈ IS(G∞)� ��� (Ai) !� �� ��0����� 
�����
��	 ���

←−
A �

����� A ∈ IS(Gk)� �� 
�� �
� ��� 
�� i ≤ k� Ai ∈ IS(Gi)�
+� ��� ����� !� ��	������ �� j �
� Aj �� �� IS(Gj) ��� 
�� j ≥ 1� 5����� ������ �
�

Ak ∈ IS(Gk) !� 	��������� 
�	 ��� 
�� i ≤ k �� 
�� Ai = pk,i(Ak) ∈ IS(Gi)� ��� j ≥ k !� ���
�
� Aj ∈ IS(Gj)� 
�	 ��� z ∈ V(Gj+1)� &��� 
�� ��� �
����

• �� z �= zj+1� ��� z ∈ V(Gj) 
�	 d+Aj+1
(Gj+1, z) = d+Aj

(Gj, z) !� ����
 ����6-� &��� 

����� �� z ∈ Aj+1� ��� z ∈ Aj 
�	 θ(z) ≤ d+Aj
(Gj, z) = d+Aj+1

(Gj+1, z)� �������� ��


�� θ(z) ≥ d+Aj+1
(Gj+1, z)�

• �� z = zj+1� ��� �� �
�� �
� (zj+1, zj+1) /∈ E(Gj+1) ������� �
�

d+Aj
(Gj+1, zj+1) = d+Aj+1

(Gj+1, zj+1).

&��� !� 	�������� �� Aj+1� �� zj+1 ∈ Aj+1� ��� θ(zj+1) < d+Aj+1
(Gj+1, zj+1)� 
�	

θ(zj+1) ≥ d+Aj+1
(Gj+1, zj+1) ���������

�� 
�� �
���� Aj+1 ∈ IS(Gj+1) ��� 
�� j� 7������� ��� 
�� j ≥ 1� pj+1,j(Aj+1) = Aj 
�	 p∞,j(
←−
A ) =

Aj� ���� !� 1���������� ����6"�
←−
A �� �� IS(G∞)�

+� ��� ��� �
�
←−
A �� ����
��� ��� X ⊆ IS(G∞) !� ��� �
�

←−
A ⊆ ∨∞X� 
�	 	�����

!� Yk �� ��� p∞,k(X)� ��� �� 
 ����� ��!��� �� IS(Gk)� &��� ������ Y 
 ����� ��!��� ��
X ��� �
� p∞,k(Y ) = Yk� ��� �� 	����� !� Yi �� ��� p∞,i(Y ) ��� 
�� i ≥ 1� 
�	 ���� �
�
�
�(� �� &����� ����6# ,-/ �� 
�� π(∨Y ) = (∨1Y1,∨2Y2, . . .)� 8����0������� �� �� �����



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

���� Ai ⊆ ∨iYi ��� ��� i ≥ 1� ��	
 �� �	��	� ������ ��� �	 ���	 ����
←−
A ⊆ ∨Y � ����� �� ��	

	��	��	� �	����� �� �	���
� �� ���� ���� Ai ⊆ ∨iYi� �
� �	 ����		� �� �
������
 �
 i�

•  � ��
��������
� ��� ��� 1 ≤ i ≤ k �	 ���	 Ai ⊆ ∨iYi�
• !	� j ≥ k �	 ���� ���� Aj ⊆ ∨jYj� �� zj+1 ∈ Aj+1� ��	


θ(zj+1) < d+Aj
(Gj+1, zj+1) ≤ d+∨jYj

(Gj+1, zj+1) ≤ d+∨j+1Yj+1
(Gj+1, zj+1).

���� zj+1 ∈ ∨j+1Yj+1� �� ���� Aj+1 ⊆ ∨j+1Yj+1� �� zj+1 /∈ Aj+1� ��	
 Aj = Aj+1 ⊆
∨jYj ⊆ ∨j+1Yj+1�

 � �
������
� �	 ���	 ��	 �	���	� ����	���� �
� ���� 	
�� ��	 ������ �

"	 ��	 
�� ���	 �� ����	 ���� #���$	����	 �����	� ��%	�����&�

������� ����'(� ��� G �� � �����	 	
����� 
� G 
� ������
��� ���� (IS(G),⊆) 
� �������
��

����	� !	� A ∈ IS(G)� (Gi)i≥1 �	 ��� ��������	� �	)�	
�	 �� ����	� ��%������ zi �	 ��	
�
�)�	 	�	�	
� �� V(Gi) \ V(Gi−1) �
� k ∈ N∗� �	 �	
��	 �� Ai ��	 �	� p∞,i(A) ��� ��� i ≥ 1�

"	 ����	 ����
←−
Ak ⊆ A� �
 ���	� �� �� ��� �	� �� �	
��	 �� Bi ��	 �	� p∞,i

(←−
Ak

)
��� ��� i ≥ 1�

"	 ����	 �� �
������
 �
 i ���� Bi ⊆ Ai�
 � �	*
����
� �� �� ��	�� ���� ��� ��� i ≤ k� Bi = Ai� !	� i ≥ k �	 ���� ���� Bi ⊆ Ai �
�

z ∈ Bi+1� "	 ���	 ��� ���	��

• �� z = zi+1� ��	
 �	 ���	 θ(z) < d+Bi
(Gi, z) �� �	*
����
� +��	��	�� �	 ���	 ����

(zi+1, zi+1) /∈ E(Gi+1)� ����� �����	� ����

θ(z) < d+Bi
(Gi, z) ≤ d+Ai

(Gi, z) = d+Ai
(Gi+1, z) ≤ d+Ai+1

(Gi+1, z),

�	
�	 z ∈ Ai+1�
• �� z ∈ Bi� ��	
 z ∈ Bi ⊆ Ai ⊆ Ai+1�

�
 ��� ���	�� �	 ���	 Bi+1 ⊆ Ai+1� �
� ���� 	
�� ��	 �
������
� ,�
�	)�	
���� ���
-� ��

�	��	� ������� �	 ���	 ����
←−
Ak ⊆ A�

.�	
������� �	 
�� ��	 ���	 �� ����	 ���� (IS(G),⊆) �� ��%	������ /�� ��� z ∈ A� ��	�	 	�����

k ∈ N∗ ���� ���� z ∈ V(Gk)� ���� z ∈ p∞,k(A)� �� ���� z ∈ ←−
Ak� �	�	���	� �	 ���	

A ⊆
⋃
k≥1

←−
Ak ⊆

⋃
C⊆A

C compact

C ⊆ A.

��� �����	� ���� (IS(G),⊆) �� ��%	������ �
� ���� 	
�� ��	 ������ �

���� ������	
��� 
� 
� �
��� �� ������ ������
����

�
 ���� �	����
� �	 ������ ��	 �	���
���%� ��	� �
 0��1�

������ ������ ������
���� 	�� �
	
����
 �� 
� �����
� �� 
�� ���
���� !	� ��
�	%�
 ���� �	�����
% ���	 ����� ����� ,��	�	� %����� �
� ��	�� ���� ����	��� �
 ���� �	����
 �	
��
���	� � ,��	�	� %���� W ���� *
��	 %	
	����
% �	� S� �
� ,��	�	� ������ M = (mst)s,t∈S�
��� ��� M �� � ����	���� ������ ���� mss = 1 �
�� ��� s �= t� mst = mts ∈ {2, 3, . . .} ∪ {∞}�
�	 �	�����
� ���
% ��	 %	
	������ ��	 �� ��	 ���� (st)mst = 1 �� mst < ∞� /�� ��� w ∈ W �
�	 �	
��	 �� (w) ��	 ��
���� �	
%�� �� �
� �	����������
 w = s1 · · · sl ���� si ∈ S� ���
���������  �
 W �� ��	 ��
- ��
����
 �� � ���	� ��������	 (W,≤R)� ����	� ��	 ��
���� ���� ��	��
�
 W � �
� ����� �� �	*
	� �� �������2 �	 ��� ���� w ≤R τ �� �
� �
�� �� ��	�	 	����� s1, . . . , sk
�
 S ���� ���� τ = ωs1 · · · sk �
� (τ) = (w) + k� �
 ��	 �	���
�
% �� ���� �����	�� �	 ����
	�������	�� ���- ���� ��	 ��%�� �	�- ���	� �� �	 ��	 ���� 
�� �
 ��	 �	�� #�	�- ���	�& �
��	��
�� #��%�� �	�- ���	�&�



���� �������	�
� 	
 	� �	��� 
� ����� �
���	��� ��

��� �� ����	
�� � ��
���	� ����� (V,B)� ����� V 	� � ������ ����� �� ��	�� 
	����	�� |S|
�	�� ���	� Δ = {αs | s ∈ S}� ��
 ����� B 	� � �	�	���� ���� ��	�� ���	���� ��� ������	��
���
	�	���� ��� ��� s ��
 t 	� S�

B(αs, αt) = − cos(
π

mst

) 	� mst < +∞,

B(αs, αt) ∈ ]−∞;−1] ������	��.

�� 
����� �� OB(V ) ��� ����� �� �	���� ���� ���� �������� B� � ������ v ∈ V 	� �����

	������	� 	� ��
 ���� 	� B(v, v) = 0� ��
 �� ���� ����	������	� ������ α �� �����	��� ��� B�

������	�� sα(u) = u − 2B(u,α)
B(α,α)

α� sα ∈ OB(V )�  ��� �� ���� � ��������� ��	��
�������� �� W �

���� 	� � ��	����� �����������	�� �� W �� � �������� �� OB(V ) ���� ���� S 	� �����
 	��� ���
��� �� B�������	��� �����	���
 �� Δ� �� 
����� �� Φ := W (Δ) ��� ���������
	�� ���� 

���

�	�� ���	� Δ� ��	�� 	� ����	�	���
 	��� 	�
����� ����
 Φ+ !��� �������� �� Φ ���� ��� �	����
����	���	�� �� �������� �� Δ �	�� ���������	�� ���"�	����# ��
 �������� ����
 Φ− = −Φ+� ��
���� ��� ������ (Φ,Δ) � �������	� ������ �� W � ��
 �� ���� Δ � 
��	�� 

��� �� ��	� �������	�
�������  � ���� ω ∈ W ��� ��� �����	��� 	�� �����
��� 
��� ������ Inv(ω) = Φ+ ∩ω(Φ−)�  ��
	�����	�� ��� 	� � ��	�� ��� �� ���	�	�� ������ ��	�� ��� ��� ��� ������	�� �����	��� �������	��
!��� $��%#�

!&# '�� ��� ω ∈ W � (ω) = |Inv(ω)|�
!(# '�� ��� ω ��
 τ 	� W � �� ���� ���� ω ≤R τ 	� ��
 ���� 	� Inv(ω) ⊆ Inv(τ)�

'�� ���� 
���	�� ����� �������	� �����������	��� ��
 ������� �������	�� �� )�*���� ������� ���
���
�� ��� �������� ��� 	�������� $�% ��
 $��%�

+� ���� �������� �� �	�� ��������� ���� ������� ��	�� 	��������� ��	��
��������
 �� Φ� �� 	�
$��%� $���%� ��
 $���%� ,	��� Φ = Φ+ � Φ− 	� ����
�
 �� ��� ��� �� ���	�	�� ������ ��

��������� Φ �� �� �"�� ��� Φ̂�  ��� 	�� ����� �*	��� �� �"�� ���������� V1 	� V ���� ���� ���
��� γ ∈ Φ+� ��� ��� R+γ 	��������� V1 	� � ��	�� ���-��� ��	�� γ̂ !	� ��� �����	��� �������	�
�����������	��� ��� ��� ������ V1 �� ��� ���������� �� ����	�� x1+x2+ · · ·+xn = 1#� '	������

Φ̂ 	� ��� ��� ����	��
 ����	
��	�� ��� ����� 	��������	�� ��	��� γ̂� ��
 Φ̂ 	� ���� 	� �����
 �
���.���	�� �����������	�� �� Φ� �� 
��	�� 	� '	���� /�0 � ���.���	�� �����������	�� �� ��� ����
������ Φ = {ej − ei | i, j ∈ [n − 1], i �= j} �� A3� ����� ei 
������ ��� i��� ������ �� ���
�����	��� ���� �� Rn� )������� ����� ��	��� ��� ��	���
 	� � ���.���	�� �����������	�� 	� ��
 ����
	� ���	� ���������
	�� ����� ��� ��������� ,	��� ��	� �������� 	� ���
������� ��� ���� ��������
�� ��������� ����	����	�� �	�� � ����	�� �� �	���

(0, 0, 1,−1)

(0, 1, 0,−1)

(0, 1,−1, 0)

(1, 0,−1, 0)

(1,−1, 0, 0)
(1, 0, 0,−1)

������ ��	� � ���.���	�� �����������	�� �� � ���� ������ �� A3� ����� �� ��	��

��� ������� 1 .̂ 2�

�� �	�� ����	������� ����� �� ���� ������� �� Φ+� ���� �� 
���� ������


�������� /�3�&� ��� A ⊆ Φ+� �� ��� ���� A 	� ���
�� 	� ��
 ���� 	�

��� ��� α, β, γ ∈ Φ+ such that γ = aα + bβ, a > 0, b > 0, if α, β ∈ A, then γ ∈ A.

�� ��� ���� A 	� ������
�� 	� ��
 ���� 	� ���� A ��
 Φ+ \ A ��� �����
� �� 
����� �� B(Φ+)
��� ��� �� ��� ��� �	������
 ���� �� Φ+�



�� �� �����	
�� ��� ��� ��	�� ��	 �����
�� ���
�����
���

����� ���� ������	 ��
�
 �� � �
�
������ �������
�������� �� ��
 ���
����� �
�� �� ��
 
�

���
�� W 	 �� ����� �� ����������� ������ ��� � ����� �� ���� �����������	 ��
 ���
�
��
� �
�� ��
�������	 ��� �������
	 ����

����������� �����	 ��� ����� ��	
���� �� �� Φ+ ��� ���
��� ��� �������� �� �� ���
������� �� W �

 �
�
���
	 ��
 ���
� (B(Φ+),⊆) ������
� � ������� 
!�
����� �� ��
 �
�" ���
��


�������� ����� #����	 $
��" ��%�&	  �
 ���
� (B(Φ+),⊆) �� � ����
�
 �����'������

���� �����'����

�� ���
� (� ��
 �
� ����

�� �� Φ+�

)
� �� ��� ����� �� � �
���� ���*
����
 �� +�
�	 ����� ���
� � �
�
���������� �� ��
 �
���
�
�
����������� �� ��
 �!��� 
�

�� �� ��
 ,���
 ���
	 �� �
�� �� ����
���� ���������

���������� �����	 - �
.
����� ���
���� �� � ����� ���
� I = (Φ+,�) �� Φ+	 ���� ����

��� ��� α, β, γ ∈ Φ+, if γ = aα + bβ, a > 0, b > 0, then α � γ � β, or β � γ � α.

/� �� "���� ����	 �� ��
 ,���
 ���
	 �
 ���
 � ��
'��'��
 ����
�����
��
 (
��

� �
���
�
�
���������� �� ��
 �!��� 
�

�� ��� �
.
����� ���
������ 0��
 ��
���
��	 �� W �� ,���
	
��
� � ����� C �� (B(Φ+),⊆) �� �!��� �� ��� ���� �� ��
�
 
!���� � �
.
����� ���
���� I ����
���� C �� ���������
� 
!����� �� ��
 ������� �
���� #���� ���
� �
��& �� I�  �
 �
���� ���*
����

���� ���� ���� ��������� �� ��
�
��
� �� ��
 ��,���
 ���
�


�������� ����1 #����	 2
����� ���&	 - ����� C �� (B(Φ+),⊆) �� �!��� �� ��� ���� ��
��
�
 
!���� � �
.
����� ���
���� I ���� ���� C �� ���������
� 
!����� �� ��
 ������� �
������ �� I�

3�� �� �� ��
 ��������� �
������ �� �� ����� ��
 ������ �� ����
� ������� �� ��
 �����
�� +�
�4� ���*
����
�� �����	 �
 ��������
 �� 2
����� ����� � ����� �� ����
� �������	 ����
�
�
��'���
(�
� �� Φ+ ���� �
 �
���
 �� 5��*
����
� ����� ��� ����1� /� 2
����� �����	 �
 ����

���� ��
�
 
!���� � ���*
����
 �
��'���
(�
� �� Φ+ ����
� �������	 ������������ 
!�������� ����
� ����
� ��������

/� 2
����� �����	 �
 
!����
 ��
 �� ��
 ����
6�
��
� �� ��
 
!���
��
 �� � ���*
����
 �
��'
���
(�
� �� Φ+ ����
� ������� G� 0��
 ��
���
��	 �
 ����
 ��
 ��������� ��
��
�

������� ����7	 ��� W �� � ������� ����� �� ����� ����� Φ = Φ+ � Φ− �� ��� ��
�����
���� ����� B(Φ+) �� �� �� �� ��	
���� �� ��� G �� � �����
����  ���	������� �� Φ+ ������
��������  � ���� ��� � � ����� ��� ����������

!"# ��� ���� (IS(G),⊆) � � 
������� ��������
 �����	�����
� �
� ���� B(Φ+) ⊆ IS(G)�
��� ��
� ����
���� �������� �� Φ+ � �� PS(G)�

!$# %� ���� ���� IS(G) = B(Φ+) �� ��� ���� �� PS(G) � �&��� �� ��� �� �� ��� ����
����
�������� �� Φ+�

 �
� �
 
!����� ��� ��
 ���*
����
 ��������
 �� G ��� (
 ��
� �� �
�� �� IS(G) ��� � �����

�� (
 
6��� �� B(Φ+) �� ��� #����������� �����1&� ����� ����������� �����1	 �
 ������
 ��

!���
 �� � ���*
����
 ����
� ������� G ′ (
��� �
��'���
(�
� �� � ���� ����
 �� ��
 5�!
�
�

����� C̃3 ���� ���� IS(G ′) �= B(Φ+)� 8
�
���
�
��	 �
 �"
 ��
 ��������� ���*
����
�


�������� ����9	 )
� W (
 � 5�!
�
� ����� �� ,���
 ���" ��� Φ = Φ+ � Φ− (
 � ����
����
 �� W 	 ��
�
 
!���� �� �
��� ��
 ���*
����
 ����
� ������� G �
��'���
(�
� �� Φ+ ����
���� IS(G) = B(Φ+)�

�������	 �� 2
����� ����1 �
 ��
 �
����� ��� 2
������ ����� ��� ����� �� ����
 ���� ���
���*
����
 ����� �� ��
 ���
 �� ,���
 ����� ��
�� 5�!
�
� ������ #5�������� �����:&	 ���� ��

5�!
�
� ������ An	 Dn	 E6	 E7 ��� E8�
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 	� �	��� 
� ����� �
���	��� ��

������ ����	
	�� �� ������������� ������ �	������� � ������� ��	 �
 ����
�� �
��
������� ����� ��� �� ��
�	 �����
��� �� �� �����
�� �����
�� �� �
 �

� �
� � �������� ������
������ G ��� ��� V(G) = Φ+ ��� IS(G) = B(Φ+)� ��� �� ���� ��� �� ��� ��� �� �
�� 
� ��
�������� ������� � �����! �� ������� ������� �
 ���� ��
���

������� ����"� #� ��������� 
� $����� ��% �� �
��� 
������� �	 
������� �	 �������
�
�� �����
��� ���� 
� � �

� �	���� 
� �� ������� ������� ��
��& ���� �� �
 ���� ��
�� ���
��
 �������
�� s ��� t ��� ��� ms,t = +∞� �� 
�� ��� ���& �� ������� 
������� �� ��
�
����
�
 �� 
�� �������� �� ' ����� ��(�()& �������	��� αi ��� ai ��� βi ��� bi�

∅

Φ+

{α1}

{α1, α2}

{α1, α2, α3}

{β1}

{β1, β2}

{β1, β2, β3}

Φ+ \ {α1}Φ+ \ {β1}

Φ+ \ {α1, α2}

Φ+ \ {α1, α2, α3}

Φ+ \ {β1, β2}

Φ+ \ {β1, β2, β3}

(B(Φ+),⊆)

α1

α2

α3

β1

β2

β3

Φ+

	
��� ����

�� �� �� �
�� �� �� �����
�� � �����& 
�� ��� �������� �� ������� (B(Φ+),⊆) ����� �����
�
����� ������� W �� � ������� ��
�� *
� �
����& �� ��� �
 ��� � ����� ���+
����� �������
W �� � ����� ������� ��
��,� -� ��� �
��
��& �� ��
�
�� � �����	 
� ���������� �
� � ����
��� ������ ���������� �����
��� ���� *��� .������
� ����((,& ����� ���+
������ �� �����������
�
��
����� ��� �� ���� ����
���� �
�� �������
�� ��� ��
������� ��
�� �� ��
����	 
� Φ+�

� �� ���� ������� �����	���� �� � ��� Φ′ = Φ ∩ P ���� P �� � ���� 
� V & ��� ���
|Φ′+| ≥ 2 *���� Φ′+ = Φ+∩Φ′,� /��& ���� � ���� Δ′ = {α, β} ⊆ Φ′+ ��� � ������� �
 ����
��
�� W ′ ��� ���!

• ��� ������� 
� Φ′+ �� � ������ �
�������
� 
� α ��� β ��� �
���������� �
�0������1
• (Φ′,Δ′) �� � ��
������ �	���� 
� W ′& ���� �� �������� �
�� �� ����� �	 B ����������
�
 P �

$
� � ��

� 
� ���� �����& �� ����� �� ������ �
 2�3& 4����
� "�5�

���
�
�
�� ����6� #� ���
�� �	 M �� ��� 
� ��� �� �� ���� ������� �����	����� 
� Φ�
$
� ��� �
������ �

� γ& �� ����� �� ��� Mγ ⊆ M �
 ��

Mγ = {Φ′ ∈ M | γ ∈ Φ′ ��� γ /∈ Δ′(Φ′)},
���� Δ′(Φ′) ���
��� �� ������ �	���� 
� Φ′�

#� �
� � ����� ��� �� ���� �
 �� ��� �����
�� /� ��	 �
��� �� �� �
��
���� ���������
��
����	!

*���, B(Φ+) = {A ⊆ Φ+ | A ∩ Φ′ ∈ B(Φ′+) �
� ��� Φ′ ∈ M},
���� �� ��
����	 7�
 �� �����
���8 �� ������������	 5��������
���� 9
�����& �� �� ���� 
�
������� ��
���& �� ������	 ��� � �����	 
� ������ ������ ���������� �� ������� 
� �����
���
���� *��� $������ ��5 ��� ��%,� /����
��& �
��������� ��� ���� �
����� ��� *���,& �� ��� �
������� ��	 �
 �
������� 
�� ��������� 
� ������ ������ G �
��
���� � ��
 ���� ���
�!



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

��� �������	
 	� 
��� Φ′ ∈ M � ��������� GΦ′ ���� 	��	 V(GΦ′) = Φ′+ ��� IS(GΦ′) =
B(Φ′+)�

��� ������� 	��
	�
� 	�
�
 ���������� �� ���
� 	� ��	��� � ���
� ������� G ���� 	��	
V(G) = Φ+ ����
 ������� �
 ��
�	��� 	�
 �
�	��
� ����
�������� 	� 	�
 ���
 ����
�	��
 ���	� ��� 	�
 ����	��� �� ��	���
� �� ������ 	�
 ����	���� ������ ���� 
���
���������� 

α

δ

β

μ

γ

ν

α

δ

β

μ

ν

0

0

0

0

0

1

α

δ

β

μ

γν

0

1

0

1

0

2

Step 1 Step 2Root system of A3

1 1

1

0

0

0

γ

������ ��	� !
��
�
�	�	��� �� ��� �
	��� �� 	�
 ���
 �� � ���	 ���	
� �� A3 
"�	
 	��	 	�
 �
��	��� ���
� ������� �� 	�
 ���
 ��
 ��	�����
� �� #����
	
� $ %
�	��� $ $ � 

&
 ���
 	�
 ����� �
'��	��� �� 	��� ����� �� ���
� �������� ��	
� � ��
������� 
��� 


���� ( $ �)� ��� ��� γ ∈ Φ+� ��	 
	� Mγ �
 ���	�

����� *�
�
 
+��	� ω �� W ���� 	��	 γ ∈ Inv(ω)� ��� Inv(ω) �� '��	
 ��� ������
� 
,��
��
�� �� �
 ������
� Φ′ ∈ Mγ ��	� �������	
� ����
 ���	
� Δ′ = {α, β}� 	�
� γ �� �
��
�� �������	��� ��	� ����	��
 ��
-��
�	� �� α ��� β *���� �
 ���
 	��	 α ∈ Inv(ω) ��
β ∈ Inv(ω) #
���� �� �
 ������
� Φ′′ ∈ Mγ \ {Φ′} ��	� �������	
� ����
 ���	
� Δ′′� 	�
�
Δ′′ ∩Φ′ = ∅ .��	�
����
� �
 ��� ���
 Δ′′ ∩ Inv(ω) �= ∅ *���� �
 ���
 |Mγ| ≤ |Inv(ω)|� ��	
Inv(ω) �� '��	
� �� 	��	 �
 ���
 	�
 
+�
�	
� ����
�	� �

/� 	�
 ������� �
'��	���� �
 �
'�
 	�
 ����
� ����� �� �����
� ���
� ��������� 
���
��
 �� 	�
� ������ ���
 	� � ����
	
 ��	����		��
 ���	������ (B(Φ+),⊆) �� � �������
	 �*�
�
��
� ( $ �$� &
 �� 
+���� 0��	 ��	
� ��� 	��� �
'��	��� '	� �� ��� 	�� �	
� ����
���
 

���������� ( $ ��� 1
	 G = (G, θ) �
 � ���
� ������� ���� 	��	 V(G) = Φ+� �
 ��� 	��	
G �� �	����

	���	� �� Φ+ �� ��� ��� ��2

��� ��� � Φ′ ∈ M ��	� ����
 ���	
� Δ′� 	�
�
 
+��	� 	�� ���0���	 ��0
�	��
 �
3�
��
�
(ai)i≥1 ��� (bi)i≥1 	�4��� ���
� �� Φ′+ := Φ′ ∩ Φ+ ���� 	��	2
��� {a1, b1} = Δ′�
��� Φ′+ = Im(a) � Im(b)�
��� 	�
 ���	�� �
�	���� �� a ��� b ��
 ������
� �� Φ′ ���	 ��	 �
�
������ �� Φ��
��� 	�
 ������� G′ ��	���
� �� �
�	������� G 	� Φ′+ �� � ��������� ���
 �� a ��� b 

��� ��� � γ ∈ Φ+� θ(γ) = |Mγ|�
5���	� ����� 	� ��� ����
����� 	� 	�
 '��	 �	
� �� ��� �������2 	�
�
 	
������ ����	� ��


�
�
 	� 
����
 	��	 	�
 �
�	���	��� �� � �
����
��
� �� Φ+ ���
� ������� 	� ��� Φ′ ∈ M
�� � ��������� �5���	 ������� ��� ���� 	��	 	�
 �����
� ���
� ������� GΦ′ �
'�
� �� 	���
��������� ��	��'
� IS(GΦ′) = B(Φ′+) �5���	� ����� 	� ���� 5���	 ��� ����
������ 	� 	�
 �
����
�	
�2 �� .����
 ( 6� �
 �

 	��	 	�
 ���
 �� 	�
 ����	��� ��	���
� ��	
� �
 ��
� 	�
 ���������
��
���
� 
3��� |Mγ| 
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 �	��� �� �
����
��
� ���
� ��������� �
 ���
 	� �
 ���
 	��	
���� � ���
� ������� 
+��	� *��� �� 	�
 ����	 �� 	�
 ������� 
��� 



���� �������	�
� 	
 	� �	��� 
� ����� �
���	��� ��

����� ������� ��� ��� ����	�� 
���� W �	� �������	�� ���	 ���	�� Φ = Φ+ � Φ−� 	����
����	� � ������������� �� Φ+ ������ ��
�����

����	� ��� Φ′ ∈ M 	
� �
����� ��� ��������� �������
�	��
� �� �� 	
 	�����	�� ���
�
�	��
 � ���� �������
�	��
 	
� �� ���
� �� �����
��� aΦ′ 	
� bΦ′ 	� �������� �
 �� ��� ��!
"aΦ′ ������
�� � ��� #��� ���� � ��� �������
�	��
� 	
� bΦ′ � ��� �� �� ����$� %� �� �#�	�

example in the finite case example in the infinite case

a1 a2 a3 b1b2 a1 a2 a3 a4 b1b2b3b4

Orientation Orientation

Left Right


���� ���� �� ��� �	&� � �#	����� �� '�� ��� �
��� Φ′ 
 ���� � ���

"��� �� ��� ��!$ ��	� ��� �����
��� aΦ′ 	
� bΦ′ �	����� ��
�� "��	$� "���$ 	
� "���$ � (��
��
��
 �������

)� 
� �
������ 	 ��##�	���'�#�� 
 Φ+ �	#��� �� �	��� �� ���� ������� �� ���� �
�
������ ��� �
���#��
 �� �	��� �� 	## Φ′ ∈ M� �� GΦ′ 	
 	�����	�� ��	*#��
 '	�� � aΦ′

	
� bΦ′ 	
� ���
 #�� G �� ��� �� �	�� ���� ��	� V(G) = Φ+ 	
�

E(G) =
⊔

Φ′∈M
E(GΦ′).

+� �
�������
� G �	������ ��
�� "��	$� "���$� "���$ 	
� "���$ � (��
���
 �������
)� 
� ��� ��	� ��� �	#�	��
 θ : V(G) → N� ���
�� �� θ(γ) = |Mγ|� �	�����

"��,$ ∀γ ∈ Φ+, 0 ≤ θ(γ) ≤ d+(G, γ).

%
 ���� � ���� "��,$� �� ���#����#� �'���� ��� �	#�� � d+(G, γ)� ��� Φ′ ∈ M� ���� ��'�#�
�����' Δ′� 	
� γ ∈ Φ′� +� �
�������
� �� γ ∈ Δ′� ���
 d+(GΦ′ , γ) = 0� 	
� d+(GΦ′ , γ) = 2
��������� �������'��� �� �#�	�#� �	��

"��-$ d+(G, γ) =
∑
Φ′∈M
γ∈Φ′

d+(GΦ′ , γ).

.���� �� ���
���
 � Mγ� �� �	�� d+(G, γ) = 2|Mγ|� /
�����
�#�� θ �	����� "��,$ 	
�
(G, θ) �� 	 �	#��� �� �	��� ����� �� ��##�	���'�#�� 
 Φ+ �� �
�������
� .��� �'�#��� ���
���� �

������� ������� ��	 W �� � ����	�� 
����� Φ = Φ+ ∪ Φ− �� � ���	 ���	�� �� W � B(Φ+)
�� 	�� ��	 �� 	�� ��������� ��	� �� Φ+ ��� G = (G, θ) �� � ������������� �� Φ+ ������ ��
�����

����� G �� �������� ��� B(Φ+) ⊆ IS(G)�
����	� 0�
�� G �#�	�#� �	����� 1��	��
 "��-$� G �� �	#	
����
)� 
� ���� ��	� B(Φ+) ⊆ IS(G)� ��� B ∈ B(Φ+)� γ ∈ Φ+ 	
� Φ′ ∈ Mγ� �� ��
�� ��

(ai)i 	
� (bi)i ��� �����
��� 	����	��� ���� Φ′ "��� (��
���
 ������ "�$$ 	
� �� A 	
� B �����
���������� ���� � �
���	# �����
�� )� ������ �� ����� �
� �� �	����

• /	�� γ ∈ B2 ��
�� B ∈ B(Φ+)� ��� ��� B′ := B ∩ Φ′ �� ����#��� �
 Φ′+ = Φ′ ∩ Φ+�
+� ���
���
 � 	 ��##�	���'�#�� �	#��� �� �	��� A 	
� B 	�� ��� �
�������� �
����#��� ���� � Φ′ 	
� {a1, b1} �� ��� ��'�#� �����' � Φ′� .�������� ��� ���������
�������
�	��
 � Φ′ ��� 
�� 	 	�
� 	� �������� �
 �� ��� ��!� .�	
&� � ����  �	����	#
�������
�	��
 	
� � ��� �	�� ��	� B′ �� ����#��� �
 Φ′+� �� �� �#�	� ��	� �� �	��
������ B′ ∈ A ∪ B� � Φ′+ \ B′ ∈ A ∪ B� .���� ��	
&� � ��� �	�� ��	� ��� ���������

� G � Φ′ �� 	 ��	*#��
 '	�� � a 	
� b 	
� � 3������
 �����,� ����� ������
μ ∈ Φ′+ ∩ B′ ���� ��	� (γ, μ) ∈ E(G)� 0�
�� ���� �� ���� �� 	
� ����� � Φ′ �
 Mγ�
�� �	�� d+B(G, γ) ≥ |Mγ| = θ(z)�



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

• ���� γ /∈ B� ����	 ��
���� ��	�
��� �� �� �� �������� ����� ��� ��� ���� ��

θ(z) ≥ d+(G, γ)�

��� ���������� �� ��� ���� �� �� B ∈ IS(G)� ����� B(Φ+) ⊆ IS(G) ��� ��� ���� ��

������ �
��������� ������� ��� ��� ��		
�����	�� �� Φ+ ��	��� ������� G� ����� ������ �� ���������

����� �������� ���� (B(Φ+),⊆) �� ��� ����	��� �����
	������ (IS(G),⊆)�

�	
��� ������� ����� �� �� ������ ��	����� ��������� �� ������ � �� ����� � ���

���� � �� ���! ����� �� An−1 ��� Bn ���  ��  � ���� �� ���������
 ��� �� � ��� ����


������������	 � An−1 ��� Bn� ������������ "������� ��� �� � �� �� �� ���� ��� ��

������ ��	���� ������ ��	 �� ���! ����� �� Ãn� ����� �� ��� ���� ��
� ������� ���� �� ���

�����	����

������ �����	
�����
�� �������� ��� �����
���� ������
�� ������ �
����� #��

��
 �� ��� ������ �� � ������� � ���$����� ���������
 ��� �� Φ+ ������ ��	����� %����

����� �� ��� ���&�����	 �� � ������� ���$������ �� ������� �� %�	��� ���'� ���������� �

b1

a2

0

1

0 b1

a2 b2

0

1

0

1

b1

a2 b2

a3

0

1

1

0

1

G1 G2 G3

����	 ����� ��������	
� �� ���������

	������ ��� �� ��	������ � �������� ��� ������� �	 Φ+ ����� ��
���� G ����� � �� �	�
� ��� �� ��	������ �������	����� �� ��������	
� �� G� �������	
 �� �� �����	 ������� �	
��
�� ����� ��� ���� ������� � ��	���� � ��������� ��������� �	 �� ������� ���� �����  �
!��"#� $� β ∈ Φ+� ��	 �� ����� �� β ��

dp(β) := ��	{(ω) | ω ∈ W, ω(β) ∈ Φ−}.
% ���� ���� �	 ���� ������� ���� ��� �	� Φ′ ∈ M ���� ����� ����� Δ′� ��� &���� ���
�	����� �'�	�� (ai) �	� (bi) �� ��	�� �� Φ′+ ���� ����(

• ��� ��� i < j� � ��� dp(ai) < dp(aj) �	� dp(bi) < dp(bj))
• Φ′+ = Im(a) � Im(b))
• Δ′ = {a1, b1})
• ��� �	����� �����	 �� (ai)i �� (bi)i �� � ��*����� �� �� Φ′+�

+������ �� �	 ��	����� �	 �	����� �'�	� (ci) ���� ���� Φ+ = Im(c) �	� ��� ��� i, j ∈ N�
�� dp(ci) < dp(cj) ��	 i < j� ��	 �� ���������	 (c′i)i �� (ci)i �� �� ��	�� �� Φ′ �� � ���,
�� a �	� b� �	� �� �������	��	
 ��������	
 ������� ���	��  �#* �# ��  �# �� -�	����	 ��.����
+���� �	 ��	 ��	������ � �������� ���*������� �	 Φ+ ����� ��
���� ���	
 �� �'�	�
(ci)i�

$� �� �
�	 �� ������ ��	��������	 ���� � ���*/	��	 ������� �� �� ����  � ���
�	���	� !!��"� $��� ��0�1"#�

����������� ��.��0	 ��� s ∈ S ��� β ∈ Φ+ \ {αs}	 
� ���� dp(αs) = 1 ���

dp(s(β)) =

⎧⎨⎩ dp(β)− 1 if B(αs, β) > 0
dp(β) if B(αs, β) = 0

dp(β) + 1 if B(αs, β) < 0

% ���� �	������ � ����� 	������	�



���� �������	�
� 	
 	� �	��� 
� ����� �
���	��� ��

���������� ������� ��� γ 	� 
 ������� ����� 
�� Φ′ ∈ M 	� ��� ��
� γ ∈ Φ′� �� ������
	� dpΦ′(γ) ��� ����� �� γ� ��� 
 
� ������� �� Φ′�

��� ��������� ���������� ���� 
���� � �� ����� ���������� ������� ����� � ���  �� ��������

������� � �� �������� 
 ���!������ ����"
��	��� �� Φ+ �
���� ����
���

	
��������� �����#� ��� γ ∈ Φ+� �� ���� ��� ��	�� 
������� �	���	����

��� �� ���� dp(γ) = 1 +
∑

Φ′∈Mγ

(dpΦ′(γ)− 1).

��� ��	 ��� Φ′ ∈ Mγ ��� ��������� ����� ������ Δ′� ���	� ����� α ∈ Δ′ ���� �����
B(γ, α) > 0� ��� 
�	 ��� μ ∈ Φ′+� 
 B(μ, α) > 0 ��� 
 dpΦ′(μ) < dpΦ′(γ)� ����
dp(μ) < dp(γ)�

� � ��	 ��� Φ′ ∈ Mγ ��� α ∈ Δ′� �� ���� dp(α) < dp(γ)�

	
���� ����� ���$ ��� ����� ����� �� ��� ����������� �� 
 ����"����� �	�� A ⊆ Φ+�
��� ��
� A � ��� �������� �� �� ��� ω ∈ W � γ ∈ A 
�� |A| = dp(γ)� %�� ��
� ������� ���
Φ′ ∈ Mγ ���� ����� ���� Δ′ 
�� α 	� 
� ������� �� Δ′ ��� ��
� B(γ, α) > 0 &��� 
 α

��
� �'��(� �� ������ 	� Uα(γ) ��� �� �� 
�� ��� ���� μ ∈ Φ′+ ��� ��
� dpΦ′(μ) < dpΦ′(γ)

�� B(μ, α) > 0� )�
����
���� Uα(γ) � �� ��� ���� �������� �� %����� �����

γUα(γ)α

���
� ����� *�����
���� �� ��� �
� �� 
� ��+���� ������
� �	"�����

,��� ��
� 	��� Uα(γ) ∪ {γ} 
�� Φ′+ \ Uα(γ) 
�� 	�"����� �� Φ′+� -� 
�� �
��

&���( |Uα(γ)| = dpΦ′(γ)− 1, and |Φ′+ \ Uα(γ)| > |Uα(γ)|.
.���� 
� 
�	���
�� �
	������ �� ��� ������� �� Mγ� ��
� �

Mγ = {Φ1(γ),Φ2(γ), . . . ,ΦMγ (γ)},

�� ��� αi 	� 
� ������� �� ��� ����� ���� �� Φi(γ) ��� ��
� B(γ, αi) > 0� -� ���
������� ω ∈ W ��� ��
� γ ∈ Inv(ω)� ���� Inv(ω) � 	�"������ �� �
�� ��
� Uαi

(γ) ∪ {γ} ��
Φ′+\Uαi

(γ) � �������� �� Inv(ω)� /���� ��� �� Uα1(γ),Uα2(γ), . . . 
�� �
����� ��!����� ��
� 
�� 01�
���� &���( �� �
�� ��� ��������� ���1�
����$

|Inv(ω)| ≥ |{γ} ∪

⎛⎝ ⋃
1≤i≤|Mγ |

Uαi
(γ)

⎞⎠ | = 1 +
∑

1≤i≤|Mγ |
dpΦi(γ)

(γ)− 1.

-� ��� ����� 	� ��������� �� ��� ����� �� γ� ��
� ����� �'�� 
 +���� �1����� �� �������
���� (αi)1≤i≤|Mγ | ��� ��
�$

• ��� 
�� 1 ≤ i ≤ |Mγ|� αi � �� ��� ����� ���� �� Φi(γ) 
�� B(γ, αi) > 02

• {γ} ∪

⎛⎝ ⋃
1≤i≤|Mγ |

Uαi
(γ)

⎞⎠ � ��� �������� �� �� 
 ����� ω �� W �

*� dp(γ) = 1� ���� γ � 
 ����� ����� � ��
� Mγ = ∅ 
�� ��� �������� � �	������ �����
��� n+ 1 	� ��� ����� �� γ� 
�� 
��� ��
� ��� �������� � ���� ��� 
�� ���� �� ����� 
�

��� n� ����� ����� �'�� μ �� ����� n 
�� α 
 ����� ���� �� Φ+ ��� ��
� sα(μ) = γ� 3�

���������� ����� �'�� (αi)1≤i≤|Mμ| ��� ��
� {μ} ∪
(⋃

1≤i≤|Mμ| Uαi
(μ)

)
� ��� �������� �� ��


 ������
���� ω� -� ������ ��� ���� ���� ��� �
��

• *� ��� 
�� 1 ≤ i ≤ |Mμ| �� �
�� α /∈ Φi(μ)� ���� α /∈ Inv(ω)� ����� Inv(sαω) =
{α} ∪ sα(Inv(ω))� -� �
�� ��� ��������� �
��$
	 sα(Φi(μ)) ∈ Mγ ��� 
�� 1 ≤ i ≤ Mμ2



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

� sα(αi) �� �� ��� ����	� �
���� �� sα(Φi(μ))
� B(γ, sα(αi)) = B(sα(μ), sα(αi)) = B(μ, αi) > 0
� dpsα(Φi(μ))

(sα(β)) = dpΦi(μ)
(β) ��� �		 β ∈ Φi(μ)�

���������� �� �� ��� βi = sα(αi) �� ���� sα(Uαi
(μ)) = Uβi

(γ)� �� ���� Inv(sαω) =

{α, γ}∪
(⋃

1≤i≤|Mμ| Uβi
(γ)

)
� ���� ���� {α, μ} �� ��� ����	� �
���� �� �� �	����� �� Mγ�

��������� dp(γ) > dp(sα(γ)) ���� B(α, γ) > 0 �
 ����������� ������� �� ���� Uα(γ) =

{α} ��� �� �� ������ β|M(μ)|+1 = α �� ���� Inv(sαω) = {γ} ∪
(⋃

1≤i≤|Mμ|+1 Uβi
(γ)

)
�

�� ����� ��  ���� ��� ����
 �� ���� !���� �� "��� ���� �� ���� ���� |Mγ| = |Mμ| + 1�
��� ���� �� ��������� ���!� ��� �������!���� �� Inv(sαω) ���� ��
 �	����� �� Mγ ��
���#����
�

• �� ����� �$���� 1 ≤ j ≤ |Mμ| ��!� ���� α ∈ Φj� ���� α �� �� ��� ����	� �
���� �� Φj

%��!���� �� �� � ����	� ����&� ��������� �
 ����������� ������ �� ���� B(α, μ) < 0�
�� ���� �� ���� α /∈ Uαj

(μ)� '��!�� Inv(sαω) = {α} ∪ sα(Inv(ω))� (��� ����� ��
!��!	��� ���� � ����	�� ������ �� �� ��� �������� !����

�� �		 !����� ��� �������
 �� ������� )� � !����*���!�� ����� %�& �� �����
����� ���+ !������� � �������� ���� γ� Φ′ ∈ Mγ� ��� α �� ��� ����	� �
���� �� Φ′ ��!� ����

Uα(γ) �� �� ��� ��������� ��� �� �� �	����� ω ∈ W ��!� ���� |Inv(ω)| = dp(γ) %��!� � ω �	��
�
�$����� ����,� �� ��� ����� �� ����� %�&&� -�� μ ∈ Uα(γ)� �
 ������	��
 �� |Inv(ω)| ����� �$����
ω′ ∈ W ��!� ���� μ ∈ Inv(ω′) � Inv(ω)� ���� dp(μ) ≤ |Inv(ω′)| < |Inv(ω)| = dp(γ)� ��� ����
���� ��� ����� �� ��� ����� %.&�

����� �	�+ ���� !�� ����	
 �� ����� �
 ����!����� ���� � ����	�� ������ �� �� ��� ����� ��
����� %�&�

���� ���� ��� ����� �� ���� ������������ �

����������� �����/	 ��� ��� Φ′ ∈ M ��	
 ����� ���	�� Δ′� 	
��� ����	� 	�� �����	���

��������� (ai) ��� (bi) �� ������	� �� Φ′+ ���
 	
�	�

• ��� ��� i < j� �� 
��� dp(ai) < dp(aj) ��� dp(bi) < dp(bj)�
• Φ′+ = Im(a) � Im(b)�
• Δ′ = {a1, b1}�
• ���
 ���	��� ���	��� �� (ai)i �� (bi)i �� � ��������� ��	 �� Φ′+�

����
	 0� !������!� ��!������	
 ��� ��� ��*���!��� (����� ���� ���� �� ���� ��� ���������
����!��� �� (�1��� ���.� 0� ��������
 ��� a1 ��� b1 ��!� ���� {a1, b1} = Δ′� ����� �� !�������

1 1234432

12321

����� �	��	 2�	��� �� dpφ′ ��� �� �� ���� %�� ���& ��� �  ���� %�� ������&
��$���	 �������	 ���#�
������

γ ∈ Φ′+ ��!� ���� dpφ′(γ) = 2� ����,� �� ����������� �����3#%.&� ����� �$���� α ∈ Δ′ ��!� ����
B(α, γ) > 0 ��� dp(α) < dp(γ)� ���������� �� α = a1 ���� �� ��� γ = a2� ��� �� ��� γ = b2
���������� �� ����� �$���� μ ∈ Φ′+ ��!� ���� μ �= γ ��� dpφ′(μ) = 2� ���� �� ���� B(α, μ) ≥ 0
��� �� ��� μ = b2 �� α = a1� μ = a2 ���������� 0� ������ ���� ���!����� ��� ��� ����� ��
����� �� ��� �� ��� )� ��� ���� �� ���� ��� !�� 1������� ����������� �� (�1��� ����� ��� ���
��*���!�� (ai)i ��� (bi)i ������
 ��� !��������� �� ��� �������
� ���� ���� ��� ������ �



���� �������	�
� 	
 	� �	��� 
� ����� �
���	��� ��

a1 a2 a3 a4 · · · b1b2b3b4· · ·

������ ��	
�

������ �� ��	 
�	���� 
��
������ �	 ��	 ��� ���	 �� ��������� � 
���	���	 �	������	���	�
�� Φ+ ����	� ����
� ��	����� ������ � ��� ����������� �	�	� �� ��	 ����	
� �! ������

��	
����� ������	�� �! Φ+� �� ���� �	 �	�� ��� �	���� ����	 �	"�	��	��

�������� �����#� $	� c = (ci)i≥1 �	 �� ��	���	 �	"�	��	 �! 	�	�	��� �! Φ+� �	 ��% ����
c � � ��������	
����� ������	� �� �������� 
���� ! ��� ���% ! Φ+ = Im(c) ��� i < j ��	�	�	�
dp(ci) < dp(cj)�

��	 !��� ���� � �	
������	���� �	"�	��	 �! 
����	 ����� 	&��� � ��	��� ���	 ��	�	 ��	
���% � ���	 ����	� �! ����� ���� ���	 � ��	� �	
��� '	!��	 ����� �� ��	 ����������� �! ��	
����	� ����
�� �	 �������	 � ��	!�� �������� ���� �����	����% ��
��	� �� ������������

�������� �����(� $	� (ci)i �	 � �	
������	���� �	"�	��	 �! ����� k ∈ N∗ ��� Φ′ ∈ Mck �
�	 �	���	 �% FΦ′(ck) = {ci, cj} ��	 �	� �! ��	 ��� ��"�	 ����� � Φ′+ ���� ���� ck = aci + bcj
��� a > 0� b > 0� ��� ��� i, j ���� ��&��� ��� ������% �����	� ���� k�

��	 !��� ���� FΦ′(ck) � ��� 	�
�% ��	�	�	� Φ′ ∈ Mck � ��	�� �% )��� �� �! )��
���
��� ����(*� +	 ��� ���	 	�	�%���� �	"��	� �� �	��	 ��	 ����	� ����	� ����
���

�������� ������� $	� c = (ci)i≥1 �	 � �	
������	���� �	"�	��	 �! ����� �	 �	��	 �	����
��	�% ��	 �	"�	��	 �! ����
� (Gi(c))i≥1 �%,

• V(G1(c)) = {c1} ��� E(G1(c)) = ∅-
• V(Gi+1(c)) = V(Gi(c)) ∪ {ci+1};
• E(Gi+1(c)) = E(Gi(c)) ∪ {(ci+1, α) | α ∈ ∪Φ′∈Mci+1

FΦ′(ci+1)}�
+	 �	���	 �% GW (c) ��	 ��
�	 ����
� ���� ����

V(GW (c)) = ∪i≥1V(Gi(c)) ��� E(GW (c)) = ∪i≥1E(Gi(c)).

'% ����������� ��� ������ �� $	��� ����(#� ��	 �����	��		 �! ��% ���� ck � �� 	�	� ����	�
	"��� �� 2|Mck |� ��� �	 �	� GW (c) ��	 ������	� ����	� ����
� �������	� ��� GW (c)�

���������� ������� ��� W �� � ������
 
��� ��� Φ = Φ+�Φ− ��� ����	����� 
��� �������

��
 ��	� ��������	
����� ������	� c� �� ���� ���� GW (c) �� �
���	���� ��� �������������� ��

Φ+�

������ .���� ����	 ���� GW (c) � �������% 
���	���	 �% ������������
+	 ��� 
���	 ���� GW (c) � �	������	���	� �� Φ+� $	� φ′ �	 � ��&��� ��	���� �����%��	�

�! Φ ��� (ai)i, (bi)i �	 ��� �	"�	��	� ����� !��� )��
����� ����(*� ��	�� ��	�	 	&��� (ik)k
��� (jk)k ��� �	"�	��	� �! ���	���� ���	� ���� ����

!�� ��� k ≥ 1, cik = ak ��� cjk = bk.

$	� �� �	���	 �% c′ ��	 �	"�	��	 �����	� �	������� c �� ��	 	�	�	��� �! Φ′� '% �	������ c′

� � ���/	 �! a ��� b� ��� ������ �� )��
����� ����(* ���	��	� ��� ��	 !��� ��	 c � �	
��
���	����� �	 ���	 ���� ��	 ����
� �����	� �% �	������� GW (c) �� Φ′ � � ���0����� ���	
�! a ��� b� ��	 ���� �	����� �! a ��� b ��	 ������	� � Φ′� ��� ��	 ��
�	 �%��	� �! Φ′ 	"����
{α1, β1}� ����� GW (c) � �	������	���	� �� Φ+� ��� ��� �������	� ��	 
���!� �

������ �����	
����� �� ��� �����
����� 1� ��� �	����� �	 ��	 ���	 ����	"�	��	�
�! ��	 	&��	��	 �! � 
���	���	 �	������	���	� �� Φ+ ����	� ����
�� +	 �	�� ��� 
�����
��	��	� ����2�



�� �� ��������	 �
� ��� ����� ��� �������� �������������

����� �� ������� 	
�
�
 ����� ���� ������ �	 ��
	�
� ����� ��� ��
	�
� ������
(IS(G),⊆) �� � �	���
�
 ���
����� 	���	�������
 ���� ���� B(Φ+) ⊆ IS(G)� �	�
	�
�� ��� �������
�
���	� 	 � �
!
���	� 	��
���� �� � �����	�
� �
�� ��
� �� �� �� IS(G)� "	��
#�
����� ������ �	
$�	�	����	� ���%� 
��� �
!
���	� 	��
���� �� �� PS(G) ��� ���� 
��� ��
 ��		 	 $	��� &�'�

����� �	�� (����
 ���� IS(G) = B(Φ+) ��� �
� I = (Φ+,�) ∈ PS(G) ��� α, β, γ ∈ Φ+

���� ���� γ = aα + bβ� )��� a > 0 ��� b > 0� *���	�� �	�� 	 �
�
������� )
 ��� ����	�
 ����
α ≺ β� +���
 Iβ ∈ B(Φ+)� )
 ���
 γ ∈ Iβ �	 ���� γ ≺ β� ����� )
 ���
 ���� β /∈ Iγ� ���
Iγ ∈ B �	 ���� α ∈ Iγ ��� α ≺ γ� ,������� )
 ���
 α ≺ γ ≺ β� ���� I �� � �
!
���	� 	��
�����
��
 �	��
��
 �� ��
��� ��� ���� �	�����
� ��
 ��		 	 $	��� &�'� �

-� )���  	��	)�� )
 
.����� �	) ��
 ��	/
����
 ��������
 	 � ��	/
����
 )
������
���
� 	�
Φ+ ����
� ������� G ��� �
 ��
� �	 �
�� � IS(G) ��� � �����
 �	 �
 
#��� �	 B(Φ+)�

��������� ����
 0
� A ⊆ Φ+ ��� B ⊆ A� )
 ��� ���� B �� A���	�
� � ��� 	��� � 

∀α, β, γ ∈ A such that γ = aα + bβ, a > 0, b > 0, if α, β ∈ B, then γ ∈ B.

*
 ��� ���� B �� A������	�
� � ��� 	��� � B ��� A \B ��
 �	�� A���	�
�� *
 �
�	�
 �� B(A)
��
 �
� 	 ��
 A������	�
� �
���

����������� ����1
 ��� G �� � ���	�
���� ������������� �� Φ+ ������ �������� ���

����
����� ������
� �� ������ �������� (Gi)i≥1� � ���� ���� IS(G) = B(Φ+) �� ��� ���� ��

IS(Gi) ⊆ B(V(Gi)) ��� ��� i ≥ 1�

�����
 0
� A ∈ B(Φ+)� )
 ���
 ���� A ∩ V(Gi) �� �� B(V(Gi))� ���� � IS(G) = B(Φ+)�
��
� IS(Gi) ⊆ B(V(Gi))�

*
 �	) ��	�
 ��
 �	��
��
� 0
� α, β, γ ∈ Φ+ �
 ���� ���� γ = aα + bβ )��� a > 0 ���
b > 0� n ≥ 1 �
 ���� ���� α, β, γ ∈ V(Gn) ��� A ∈ IS(G)� - α ��� β ��
 �� A� ��
� α ���
β ��
 �� p∞,n(A) )���� �� V(Gn)������	�
�� �	 ���� γ ∈ p∞,n(A) ���� �� � �	��
#�
��
� γ ∈ A�
*
 �	�����
 )��� � ������� �����
�� ���� � α ��� β ��
 �	�� �� V(G)) \A� ��
� γ ∈ V(G) \A�
����� A �� �����	�
� ��� ���� �	�����
� ��
 ��		 � �

2���� $�	�	����	� ����1� )
 ��
 ���
 �	 ��	���
 �� 
.����
 	 � ��	/
����
 )
������
���
�

	� Φ+ ����
� ������� G ���� ���� IS(G) �= B(Φ+) �� ��
 ���
 	 W = C̃3 &��
 ����	� )���� �	

����� �����
) 3�
�� )�	  	��� ���� �����
 
.����
'� *
 �
���� ���� C̃3 �� ��
 "	.
�
� ��	��
	 ���� � )��� �
�
���	�� a� b� ��� c ���� ���� ma,b = mb,c = 4 ��� ma,c = 2� "	����
� � �		�

����
� Φ = Φ+∪Φ− 	 C̃3� )��� �����
 ����
� {α, β, γ} �	��
��	����� �
��
����
�� �	 a� b� ���
c� ��� �
� �� �
4�
 � �
��� ����
����� �
#�
��
 d 	 Φ+ )�	�
 �
� 4��� �
��� ��
 	��
�
� ��
 	��	)��

d = [α, β, γ, a(β), b(α), b(γ), c(β), ab(γ), cb(α), ac(β), . . .].

5� ��
 ��	/
����
 �
��
�
�����	� 	 Φ+� ��
 �	�4������	� �� �� �
����
� �� ,����
 ���

α

β

γ

d4

d5 d6

d7d8 d9

d10

������ 	
�	


-� ���� ���
� )
 ���
 ���� {α, d4, d5, d9} �� �� IS(G10)� ��� �� �	� {d1, . . . , d10}������	�
�
����
 d10 �� � ���
�� �	�������	� 	 α ��� d9� 6
��
� ������ �	 $�	�	����	� ����1� )
 ���
 ����



���� �������	�
� 	
 	� �	��� 
� ����� �
���	��� ��

IS(GW (d)) �= B(Φ+)� �������� 	�
� 
��
 
�� �
��
�	 ���� 	�
 ����� � �� ���� 
�� ���
�	�
�� d9 �	� d10� ����
� �� 
�� ���	
����������� �� �	�� 
�� ���
�	 �
� � ���
� ��	�� ������

� ��
��
� ��	 ��
��� !�"�#�

������ !�"�$%� &
 ����
 	 ��	� "� 
���� � � ����' �� ���
��	�����	� �����	��� ����
	���� ��� 
� � ���	
�� �������� ����
� �� ���
��� 
��
�� (���� ��� 
�� �����	��� ���	�� ��
�������� ��	���� �	 �����	� L1 = [α1, . . . , αn] �� 
�� ����� �'�
�� �� 
�� ���
�� ���
 �� �
����
�� ����� �� ��	� n� �	� ��	�
� )' si 
�� ��*��
�	 ��������	�	� 
� αi� (��	 �� ���	�

�� ������	� �����	��+

L′ := [s1(α1), s1(α2), . . . , s1(αn), s2(α1), . . . , s2(αn), s3(α1), . . . , sn(αn)],

�	� �� ���	� L2 = [β1, . . . , βk]� 
�� �����	�� �)
�	�� ���� L′ )'� ���
� ����	� �	�' 
�� ���

�������	�� �� ���� ���
 	 L′� �	� 
��	 ����
	� 
�� ���
� ���� ��� 	�
 ���
�� �� ���
� $�
,�����'� �� ���	�+

L′′ := [s1(β1), . . . , s1(βk), s2(β1), . . . , sn(βk)],

�	� �� ���	� L3 ���� L′′ )' ����
	� 
�� ���
� ���� ��� 	�
 �� ���
� "� �	� ����
	� 
��
����

�	�� �	� �� �	� -
 ������� 
��
 �� ���	�� � ����' �� �����	��� Li� �	� )' ��	�
���
�	
Li � � 
�
�� �����	� �� 
�� ���
�� ���
� ���� ��� �� ���
� i� (���� 
�� �����	�� c �)
�	��
��	��
�	�
	� 
�� �����	��� Li � � ���
� 	�����	� �����	���

(�� �����	 ��' 
���� �����	��� ���� 
� ��
��' ��	 ��
��� !�"�# ��
 ����
 	 ��	� "� ����	�
��
� �'�
������ -	����� 
�� � �	 ����� �)�����
�	 )���� �	 
�� �
��' �� ��	� " ����
��
������� �	� 
�� ��
��� ���� 	�
 �	�� ��' 
�� �
��
�	 ����� 
� ���� 
��
 ��'� �������� 

����� 
��
 � ����� �� � ����
�
�	 �� ��� ��	 ��
��� ���	� 
���� �����	��� �� 	�
� ����� )�
)���� �	 � )�

�� �	����
�	�	� �� 
�� �����
�' �� Φ+� �� 
 � 
�� ���� 	 
�� ,��
�	 !�"�.�

������ �����	 
�������	� ��
	� -	 
�� ���
�	� �� ����� 
��
 ��	 ��
��� !�"�# �����
���	 W � � �	
� ����'������ ����
�� ����� ���������' !�"�"/�� 0�� ����� ����� �	 
�� ���


��
 	 
�� �	
� ����'������ ����� 
���� � �	�' �	� ��� ��
�� ������ ������ ����������)���
�	 Φ+� �	� �	 ���� �����
�� ������
�� �� Φ+ ���� ���	
�	 !�"�$# �	� 1�����
�	 !�"�$2��

3� )��	 �
� ������	� 
�� ���	
�	 �� � ����' ����� ����
�� ������ 3� ��' 
��
 �
����
�� �'�
�� (W,S) �� �	
� ��	� � ���������	
� � �	� �	�' � ��� ��� s �	� t 	 S� �� ����
�
��� mst = 2� �� mst = 3� (�� �	
� ����'������ ����
�� ������ ��� ����
�' 
�� ����
��
������ An� Dn� E6� E7� �	� E8�

-	 
�� ����		� �� 
�� ���
�	� �� ������ 
��
 W � � �	
� ����'������ ����
�� ������
4' �5�6� 7���� "�$�" ����� �� ���� 
��
 ��� ��� Φ′ ∈ M� |Φ′ ∩Φ+| = 2 �� "� ,	�� 
���� � �	�'
�	� ���8���	� �
� ������
���' $ �	� " ���
��� ���� 9���� !�:.�� 
���� � �	�' �	� ������
������ ����������)��� �	 Φ+� �� 
��
 �� ����' ��	�
� )' GW 
�� ���� ��
��� ����������)���
������ �������

Scaffolding with two vertices Scaffolding with three vertices

�	
��� ����

0�� �� � 	�� 
� ����� 
��
 IS(GW ) = B(Φ+)� -	 ����� 
� �� ��� 
�� ���
 ��' ������ �

��
 
�� ��	�
���
�	 �	� 
�� ������
�� �� ��� ��
�� ������ ������� ����	 
��� ���	 
��
�����	�� �� ������ ������ � �
�
�	��' ��
�� � ���	 ��	�� (��
 �� ��	���� � �	
� �����	��
(Gi)1≤i≤N �� �	
� ����� ��'��� ������ ������� ���� 
��
 ��� ��� 1 ≤ i ≤ N−1� Gi+1 � �)
�	��
���� Gi ���	� 
� 
 � ���
�� �	� ���� ���� �
� ������
 
� 
�� ��	�
�	� �� ���	
�	 !�$�:/�

��	 
�� ��
� IS(Gi) ���� � ��� ��
�� �'�
��� �	� GN ��� ��� 
�� ������
�� 
��
 G∞ ��� 	



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

��� ������� ��	�
 ������ � �� ���	���� � ������������	��� 	������� c = (ci)1≤i≤|Φ+| � Φ
+ ���

(Gi) ��� �		������� 	������� � ������ �������� ���� �� ���� � ���������� 	�	��� ����� ��� ���
���� ���������	� ��� G|Φ+| = GW 
 �� ����������� �����	�����  
!
"# ����	 ��� �� ��� �	� �� ��
����� ���� IS(GW ) = B(Φ+) $� ���������


�� ���� �����	� �� ������ $� c � ������������	��� 	������� � Φ+� $� (Gi) ��� ����� 	�������
� ������ �������	 �		������� ���� GW � ��� $� Bk ��� 	�� � {c1, . . . , ck}�$�����	�� 	��	
 %�������
�� ��� k 	������ ���� ��� ���& � W � �� ���� IS(Gi) = Bi ����	 �	 ���� �� ��� %�'���� �����
W �


(� 	��� $� ��������� �� i ���� IS(Gi) = Bi
 )�� ���� �����	�� �� ���� �� 	���� ���
�������� � Φ+
 *��	 �	 ��� ����� � ��� �������� ��������� ��� ���������	


����������  
!
"+� ,�� γ ∈ Φ+ 	��� ���� |Mγ| ≥ 2� ��� Φ′,Φ′′ $� ��� ��	����� �������	 �
Mγ ���� ��	������� 	����� 	�	��� Δ′ ��� Δ′′
 (� 	�� ���� Φ′ ��� Φ′′ ��� �� � ��������	
������

���� ��	���� �� γ � ��� ���� � ����� �'�	�	 μ ∈ Φ+ ��� � ��$������ Δ′ = {α1, β1} ��� Δ′′ =
{α2, β2} 	��� ���� α1 ���	�
 β2� �	 � ������ ���$������� ���� ��	����� ���-�����	 � μ ��� α2

���	�
 μ ��� β1�
 *��	 &��� � ������������ ��	 � 	����� ���������� �����	��������� ��������
�� )�����  
./


γ

α1

α2

β2

β1

μ

	�
��� ���� ���������� �����	�������� � � &����������������

�����������  
!
"0� ��� γ ∈ Φ+ �� ���� ��� |Mγ| ≥ 2 �� Φ′,Φ′′ �� ��� �������� ��������

�� Mγ� �� ��� ��� Φ′ �� Φ′′ �� ��  ���� ���	
������ ���� ������� �� γ�

������ (� ����� ���	 �����	����� $� ��������� �� ��� ����� n � γ
 )��	�� ���� ���� �
dp(γ) = 1 �� "� ���� |Mγ| = 0 �� . ��	���������� ����� ���� ��	����� ���� � ����� . �� " 	���	�
��� ��������


,�� n ≥ 2 $� 	��� ���� ��� �������� �	 ���� �� ��� ��	����� ���� � ����� �� ��	� n� ���
�		��� ���� γ �	 � ����� n+ 1
 1����� ���� ����� �'�	�	 � 	����� ���� μ ��� � ��	����� ���� ρ
� ����� n 	��� ���� γ = sμ(ρ)
 ,�� Φ

′,Φ′′ ∈ Mγ� �� ���� ��� ��	�	


• *���� �'�	�	 Φ1 ∈ Mρ 	��� ���� Φ′ = sμ(Φ1) ��� Φ′′ ∩Φ+ = {ρ, γ, μ}
 ,�� {α1, β1} $�
��� 	����� 	�	��� � Φ1� ��� ���	���� ��� ��'���� �������� 	�$	�	���	 ����� �������
��	��������� {μ, α1} ��� {μ, β1}
 2���� W �	 ������ �� ���� ���� ���	� ��� ��'����
�������� 	�$	�	���	 ������ $��� ������� ! ��	����� ����	3 �������	� W ����� ����

� ��4������ 	�$������ �	�������� �� Ã2
 ������ �� ���� ��� ����� ��		�$�� ��	�	
�������� �� )�����  
.+ ��� �� ����$�������
 �� ��	� .� �� ���� ���� sμ(ρ) = ρ� ��� ���	
�	 ����		�$�� 	���� dp(ρ) < dp(γ) = dp(sμ(ρ))
 �� ��	� !� $� �����	�����  
!
.5 ��
���� dp(ρ) > dp(γ)� 	� ���� ���	 ��	� ������ �����
 6� ��� ���� ��� ���� ���������
��		�$����� �	 ��	� "� ��� ���	 �����	 ���� Φ′ ��� Φ′′ ��� �� � &��� ������������ ����
��	���� �� γ


• *���� �'�	�	 Φ1 ��� Φ2 �� Mρ ���� ��	������� 	����� 	�	��� Δ1 ��� Δ2� 	��� ����
Φ′ = sμ(Φ1) ��� Φ′′ = sμ(Φ2)
 7� ���������� Φ1 ��� Φ2 ��� �� � &��� ������������
���� ��	���� �� ρ� ����� ����� �'�	�	 ν ∈ Φ+ ��� � ��$������ Δ1 = {α1, β1} ��� Δ2 =
{α2, β2} 	��� ���� �� ���� ��� 	�������� �������� �� )�����  
.0
 2���� dp(sμ(ρ)) >
dp(ρ)� �� ���� ���� μ /∈ {ν, α2, β1}� $�� sμ �	 � ������ ��� 	��� ���� sμ(Φ

+ \ {μ}) =
Φ+ \ {μ}� 	� ���� sμ({α1, α2, β1, β2, ν}) ⊆ Φ+� sμ(α1) �	 � ������ ���$������� ����



���� �������	�
� 	
 	� �	��� 
� ����� �
���	��� ��

μ

ρα1 β1

μ

ρα1 β1

β

μ

ρ

α1

β1

βγ

γ

Case 1 Case 2 Case 3

������ ��	
�

ρ

α1

α2

β2

β1

ν

������ ��	��

�������� ���	���
�� �� sμ(ν) �
 sμ(α2)� �
 sμ(β2) �� � ��
��� �����
����
 ���� ��������
���	���
�� �� sμ(ν) �
 sμ(β1)� ���� ��� Φ′ �
 Φ′′ ��� �
 � ���� ��
��������
 ����
������� �� γ�

�� �
�����
� ��� ����� �� �
�� �
���� ���� ��������� ��������� �� ��� 
�� ���� �� ����� ��� ���
 ������ �� ���� ������
�

�������� ���� !� ��� ��� 1 ≤ i ≤ |Φ+|� �� 	�
� IS(Gi) ⊆ Bi�

���� �� ����� ���� IS(Gi) ⊆ Bi �� �
�����
 �
 i� "� ����� ������� �
 ���� ������
� ����
�������� �� ��������� ���� ���
 i �� ������� ���
 ��� ��
� �� W �

#�� i �� ���� ���� IS(Gi) ⊆ Bi �
 A ∈ IS(Gi+1)� $����� 
��� ����� ���
�� �� %������&
���
 �� �'�� �� �� �
��� �� A′ ��� ��� A ∩ V(Gi)� ���
 A′ ∈ IS(Gi)� (�� ��� �� 
�� �� �����
���� ���� A �
 V(Gi+1) \ A ��� V(Gi+1)&������ )
 ���� �� � ��� ��� α, β, γ ∈ {c1, . . . , ci+1}
���� ���� γ = aα+ bβ ���� a > 0 �
 b > 0� ���� ��� {α, β} �� ��� ������ ������ �� �
 �����
�
Φ′ �
 Mγ �

���� �� �� ���� ����� ���� A �� V(Gi+1)&������ "����� ���� α, β ∈ A� ���
 �� ���� ���
������

• *��� |Mγ| = 1+ �� ���� ���� {y ∈ A|(γ, y) ∈ E(Gi+1)} = {α, β}� ����
d+A(Gi+1, γ) = |{α, β}| = 2 > 1 = θ(γ),

�� ���� γ ∈ A�
• *��� |Mγ| ≥ 2+ ��� Φ′′ ∈ Mγ \ {Φ′}� ���
�� �� %���������
 ���� , Φ′ �
 Φ′′ ��� �

� ���� ��
��������
 ���� ������� �� γ� ����� ����� �-���� μ ∈ Φ+ �
 � ���������
�
{α, β} = {α1, β1} �
 � �������
� {α2, β2} �� ��� ������ ������ �� Φ′′ ���� ���� α1

.����� β2/ �� � ��
��� �����
����
 ���� �������� ���	���
�� �� μ �
 α2 .����� μ �

β1/� �� %���������
 ����'!� ���� ������� ���� ��� ���� �� γ �� �������� ������ ���
 ���
���� �� α1� α2� β1� β2� �
 μ� 0�
�� {α1, α2, β1, β2, μ} ⊆ V(Gi)�

�� �
�����
 ����������� �� ���� A′ ∈ Bi� 1�������� ���� α1 �
 β1 ��� �
 A′�
��� α1 �� � ��
��� �����
����
 ���� �������� ���	���
� �� μ �
 α2� 0�
��� �� ����
���� α2 ∈ A′ �� μ ∈ A′� )� μ ∈ A′� ���
 β2 ∈ A′ ��� ��� ���� �����
� )
 ����� �� 2���
����� ���� ��� �
� Φ′′ ∈ Mγ � ��� �
���������
 �� A ���� ��� ������ ������ �� Φ′′ ��

�
 ������ �������� �� ��
��������
 �� Gi+1� ����� �� �
 ��� ���� γ �� ���� �����
� ��



�� �� ������	�
 ��� ��� ����� �� ����	� ���	����	���

��� ������ �	���� 
� Φ′′� �
 ��� �� ���

d+A(Gi+1, γ) > |Mγ| = θi+1(γ),

����� ������� ��� γ ∈ A�

�
���������	� A �� V(Gi+1)���
����
���� �� ����� Gi+1 �� ������� �� ��� ��� V(Gi+1) \ A �� �� IS(Gi+1)� ����� �	 ���� ��

�� ��� ��� V(Gi+1) \ A �� V(Gi+1)���
����
������
��� A ∈ Bi+1� �� ���� ���� ��� ��

�� �

���� ��
�
����
� �� ��� �
��
���� �������� �
�
���	� ����� �
������� ���� �����
��

��������� ����� � �� ��� ����� ��	
������� ����� (W,≤R) ��� (IS(GW ),⊆) ��� ���	��


����

���� 	
�� 
�� ������ �������� ��� ������� ���������

�	
��� ������ ��� ���
� ��� �
 ���! "����� #	�� �
� ��� ������ ��������
��� �����
��� �
 ��� �
����� 
� ���� �����
��

$� ���� �����
�� �� ����%	 ��������� �
�� �
������
�� �&������ ������� 
�� �
��������
� ��
��� �
��
� 
� �������� ������ ���	���� �� ����� ��
����� ������� �
�������� '��
�� ������
��� ������� 
� ���� �����
�� �� ����� ��� ��(����
� 
� ����� ��
 �
��
�� )�
� �
�� ���
����
��
�
�� ������ �
���& ��
�������� ��� ���������� ����� �	 �
������ �
� �������� *��+,�

-�� X ��  ��� )(���� 
� �
�,�  ��
���� 
����
� 
� X ��  �� Γ ��
� ��� �
��� ��� 
� X
�
 ������ ���� ���.

)�, �
� �� A ⊆ X� A ⊆ Γ(A)/
)0, �
� �� A �� B ������� 
� X� �� A ⊆ B� ���� Γ(A) ⊆ Γ(B)/
)�, �
� �� A ⊆ X� Γ(Γ(A)) = Γ(A)�

1� �	 ��� Γ �� 
� ����� ��
� �� �� 
��	 �� �
� �� A ⊆ X�

Γ(A) =
⋃
B⊆A

B finite

Γ(B).

-�� �� ���
�� �	 C ��� ��� {Γ(A)|A ⊆ X}� �� �	 ��� ��� �
���� (C,Γ) )
� �����	 C�
���� ����� �� �
 �������	, �� � ������ �
���& ��
����	 �� �� 
��	 �� Γ ����(�� ��� ����

�������� 
��
����� ��� ��� �
� �� K ∈ C �� p, q /∈ K ���� ��� p �= q� �� q ∈ Γ(K ∪ {p})� ����
p /∈ Γ(K ∪ {q})�

-�� �� �
� ���� ��� ������� 
� ���� �����
�� $� �����
� ������ �� ��(��� �
� �	 ����� ������
G�  ������ C(G) 
� ��� �
��� ��� 
� V(G) ��  ��
���� 
����
� Γ 
� V(G) )#�(����
� ����0,�
1� ���� ��
� ��� C(G) �� ��
��� ����� ������	 ����������
� �� ��� C(G) = {Γ(A)|A ⊆
V(G)} )2�
�
����
� �����,� 3
���� ��� ��� ���! ������� (C(G),Γ) �� ��� ���
�	 �����
���
�� �����
�� �����
�� �� �������� �	 ��� ���� ��� IS(G) ⊆ C(G) �� �
� �� X ⊆ IS(G)�
Γ
(⋃

a∈X A
)
= ∨X� 4����	� �� ��
�� ��� �� G �� �	����� ���� Γ �� ��� �����&����� ��
����	�

�
 ��� (C(G),Γ) ��  �
���& ��
����	 )2�
�
����
� �����,�
$� �����
� ����0� �� ����� ��� G �� ��
5������� �� �� ��
�� ��� ��� ��� 
� ��� ����������
��


� �������� 
� IS(G) �� ��
  �
���& ��
����	 )2�
�
����
� ����6,�
4����	� �� �����
� ����� �� ����	 ��
���� 
����
�� 
� ��� �
��

∀X ⊆ V(G), ΓS(X) :=
⋂
A∈S
X⊆A

A,
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� ���� ������ �� ��� �
�� ΓIS(G) �� ΓB(Φ+) �� 
� (���� �	�� )�
�
���	 ������,�
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����� �������� ��

������ ��� ��	�
�� ����� �� ���� �����	�
 �� ������ �	� �� ��� ���	����� �	 ���� �������
������ ������ G = (G, θ) � �	���� ��	����� (C(G),Γ) ���� ���� IS(G) ⊆ C(G)
 ��� ���� ����

�	� ��� X ⊆ IS(G)
 �� ���� ∨X = Γ

(⋃
A∈X

A

)
� �	�� ���� ��� ��	���� 	����	� ����	����� ��

���� �����	� �� 	� ����������� ��	������ �	� 	�� ����� 	� �������� �������� �� �����	� ����

���������� ������  � ���	�� �� C(G) ��� ������ 	� ��� 	��� ��� 	� V(G) ��!��� ��
C(G) := {A ⊆ V(G) | θ(z) ≥ d+A(G, z) �	� ��� z ∈ V(G) \ A},

��� �� Γ ��� 	����	� ��!��� ��

∀X ⊆ V(G), Γ(X) =
⋃
i≥0

Ji,

����� (Ji) �� � ��"����� 	� ������ 	� V(G) ����������� ��!��� ��#
• J0 = X$
• �	� ��� i ≥ 0
 Ji+1 = Ji ∪ {z ∈ V(G) \ Ji | θ(z) < d+Ji(G, z)}�

 � ����� ���� �	�� ������� �	������ 	� C(G) ��� Γ�
	
��������� ����%� ��� G �� � �����	 	
����� ��� ��� C(G) ��	 ��� ������� Γ ���� ���

������
�� �����
���

��� IS(G) ⊆ C(G) ��	 ��� ��� X ⊆ IS(G)� ∨X = Γ

(⋃
A∈X

A

)
�

��� ��� 
��������
�� �� ��� ���
�� �� �������� �� C(G) 
� ���� 
� C(G)�
��� C(G) = {Γ(A)|A ⊆ V(G)}�
��� Γ 
� � ������� ������� ��  �
�� ���!

	
����

���� ���# ��� ���� ���� IS(G) ⊆ C(G) �� ������ &�� ���	�� ��� 	� ���� 	��� ��� �� �	���
�	��	���� ��� ����� ���� ����	� �� �� ��� �		� 	� &��	��� ��'�(�

���� ���# ��� X ⊆ C(G)
 Y �� ��� ����������	� 	� ��� ��� �������� 	� X ��� z ∈ V(G) \ Y �
&���� ������ A ∈ X ���� ���� z /∈ A
 ����� θ(z) ≥ d+A(G, z)
 ��� Y ⊆ A �	 ���� d+A(G, z) ≥
d+Y (G, z)� �	���"������
 θ(z) ≥ d+Y (G, z) �	 ���� Y ∈ C(G)�

���� ���# �	��	���� ��� ����� ���� ����	� �� �� ��� ����� 	��� 	� ��� �		� 	� &��	)
��� ��'�(
 �� ���� ���� Γ(A) ∈ C(G) �	� ��� A�  � �	� �	�� ��� �	������
 ��� B ∈ C(G) ���
���	�� �� (Ji) ��� �	�)���������� ��"����� 	� ���� ���	������ ���� Γ(B)�  � ���� ���� �	� ���
z ∈ V(G) \ J0
 θ(z) ≥ d+J0(G, z) �� ��!����	� 	� C(G)
 ����� J1 = J0 = B
 ��� �� �������	� ��
���� Ji = B �	� ��� i ≥ 0� �� �	��� ���� Γ(B) = B
 ��� ���� ���� ��� �		� 	� *	��� +%,�

���� ���# �� !��� ��	� ���� Γ �� � ��	���� 	����	�� &���-� �	 ��� �		� *	��� +%,
 ��
���� ���� Γ(Γ(A)) = Γ(A) �	� ��� A ⊆ V(G)� .	��	���
 �� �� 	���	�� �� ��!����	� 	� Γ ����
A ⊆ Γ(A)� �� ������� �	 ��	� ���� �	� ��� A ⊆ B ⊆ V(G)
 Γ(A) ⊆ Γ(B)� �� 	���� �	 �	 �	
 ���
A ⊆ B ⊆ V(G) ��� ���	�� �� (Ji)i ��� (J ′

i)i ��� �	�)���������� ��"������ 	� ���� �����������
���	������ ���� Γ(A) ��� Γ(B)�  � �	�� �� �������	� ���� Ji ⊆ J ′

i �	� ��� i ≥ 0� /����
 �	��
���� J0 = A ⊆ B = J ′

0 �� ��!����	�� 0�� i ≥ 0 �� ���� ���� Ji ⊆ J ′
i ��� ��� z ∈ Ji+1 \ Ji�  �

���� ���� θ(z) < d+Ji(G, z) ≤ d+J ′
i
(G, z) �� �������	� ��	������
 �	 ���� z ∈ J ′

i+1
 ���� �� ����

Ji+1 ⊆ J ′
i+1 ��� ���� ���� ��� �������	�� �	���"������
 �� ���� ���� Γ(A) ⊆ Γ(B)
 �	 ���� Γ

�� � ��	���� 	����	��
 � �	� �	�� ���� Γ �� 	� !���� ���� 0�� A ⊆ V(G)
 (Ji)i ��� �	�)���������� ��"����� 	�

���� ���	������ ���� Γ(A) ��� z ∈ Γ(A)� 1� �	��������	�
 ����� ������ k ≥ 0 ���� ���� z ∈ Jk

��� �� �	�� �� �������	� 	� k ���� ����� ������ X ⊆ A !���� ���� ���� z ∈ Γ(X)� �� z ∈ J0

���� ��� ��� {z} 	���	���� �	�-�� 0�� k ≥ 0 �� ���� ���� ��� �	���� �� ����
 ��� ������
���� z ∈ Jk+1 \ Jk� &���
 �� ���� θ(z) < d+Jk(G, z)
 ���� ����� ������ z1, . . . , zθ(z)+1 �������
�������� �� Jk ���� ���� (z, zj) ∈ E(G) �	� ��� 1 ≤ j ≤ θ(z) + 1� 1� �������	� ��	������
 �	� ���



��� �� �����	
�� ��� ��� ��	�� ��	 �����
�� ���
�����
���

1 ≤ j ≤ θ(z) + 1 ����� ������ � 	
��� ������ Xj � A ���� ���� zj ∈ Γ(Xj)� ��� �� ��
�� �� X
��� �
�
 � ��� ����� Xj� ����� �� 	
��� �
� � ������ � A� ��
�� Γ �� � ������ ������� ��
���� zj ∈ Γ(X) �� ��� j� � ���� θ(z) < d+Γ(X)(G, z)� ��� Γ(X) ∈ C(G)� ��
�� z ∈ Γ(X)� �
�

���� ���� ���� Γ �� � 	
��� ����� �
��� ���� ��������� ���� �� � � 
������ ������
� �� ��� ����� (C(G),Γ) �
 ��������

�
��� ������� �  
 ��� ��
���� ����� �� � 
� !
� ��������� ���
 ��� ������ ������ Γ
��� ��� �
��"�����
�� ������� #��� ��� ������� 
 ��� ����� � $����� %�& �� � ������ �������
���� ���� ��� ��������� ������ ������ ��� 
� ���� ��� �
��"�����
�� �������'� (������
��� ����� (C(G),Γ) �� �
 �������� �
��� ������� ���
 G �� �������� �� ������ �
 ��� �����
�
�������
�

����������� %�%�%	 ��� G �� � �����	 	
���� ��	 Γ �� 
�� �����
���	 ������� �������� 
�

G 
� �����
�� ���� Γ ��� ��� ���
��������� �������

����
	 )� ������ ��� ��� �
� �� �����
�� ������  
 ��� 	��� ����� �� ��� � ����
����
������� � Γ� ���
� �
 ��� ���
� ����� �� ��� ���� ������� � ���� ���� Γ �� � 	
��� �����

���� �� ��� A ∈ C(G)� p ∈ V(G) \ A �
� z ∈ (Γ (A ∪ {p})) \ (A ∪ {p})� �� ��� ���� �����
������ � �����
�� z1, . . . , zk ���� ���� (z, z1), (z1, z2), . . . , (zk−1, zk), (zk, p) ��� ��� �
 E(G)� $�
���� ������� ��� (Ji)i �� ��� �����
�� � ���� ��������� ���� Γ (A ∪ {p})� *�� ���� �����
������ j ≥ 0 ���� ���� z ∈ Jj+1 \ Jj� )� ���� ��� ������� �� �
�����
 
 j�

 � j = 0� ���
 �� ���� ���� θ(z) < d+A∪{p}(G, z)� ��� A ∈ C(G)� � ���� θ(z) ≥ d+A(G, z)�
�
�����
���� ����� �� �
 ��� ��� z � p �
 G� ��� j ≥ 0 �� ���� ���� ��� ������� �� ����� �
�
������ ���� z ∈ Jj+2 \ Jj+1� )� ���� ���� θ(z) < d+Ji+1

(G, z) �
� θ(z) ≥ d+Ji(G, z) #���������

z ���� ���� ���
 �
 Ji+1'� ���� ����� ������ z1 �
 Ji+1 \ Ji ���� ���� (z, z1) ∈ E(G)� �
�
�� �
�����
 ��������� ����� ������ z2, . . . , zk ���� ���� (z1, z2), . . . , (zk−1, zk), (zk, p) ��� ��� �

E(G)� ���� �
�� ��� �
�����
�

���� �� �� 
� ���� ���� Γ ��� ��� �
��"�����
�� �������� ��� q, p ∈ V(G) \A ���� ����
q �= p �
� q ∈ Γ(A ∪ {p})� ���
!� � ���� +� ����� ������ � 	
��� �����
�� � ���� ������
�
�� q �
� �
��
� �� p� ,����� �� �
��������
 ���� p ∈ Γ(A ∪ {q})� ���
 �� ���� � 	
���
�����
�� � ���� ������
� �� p �
� �
��
� �� q� �
� ���� �� � �
��������
 ��
�� G �� �������� ,�
� �
�����
��� p /∈ Γ(A ∪ {q}) � ���� Γ ��� ��� �
��"�����
�� �������� �

�	�	�	 
 �������� ������ �������� �� ��� ���������� ���	 ��� �� ����
 ���� �����

���� � �����!� ��� W �� � �������� ���� ���� �� ������ Φ = Φ+∪Φ− �
� B(Φ+) �� ��� ���
� ��� ��"����� ���� � Φ+�  � �� ����� ���� ��� ��� A � ��� ��� �
��������
� � �����
�� � B(Φ+)
�� ��� ��� � ��� ����� ���� � Φ+� �
� ���� A �� �
 �������� �
��� �������� (������ �

��
���� �� � ������ ������� G ����"��������� 
 Φ+� �� ���� ���� C(G) �� �������� ������ ���

A� ���� ����� �� � ��� �����
� 
������ ������
� �� ����� #�
 ��� ���� ����� G �� �������' �
�
��� ������� ������� ���
 C(G)� ����� �
���
� IS(G)� �
� ���� ���� ��� ������ ������
��������� ���� ���� ������� ����� ��� -�
 ���
 ������� � ��� �
�
 � � ������ � �����
��
� IS(G) �

 
 ��
����� ���� ������
 �����
� ��
� (������ �
 ��� ��-������ ���� �� ��
 ��� ����
��� 
������ ������ 
��� ��� ��� � ��� �
��������
� � �����
�� � IS(G)� �� � �
��� ��������
 
 ���� ������ G∞ ���� ��
�� � ��-������ ������ �������� ���� ��������� �����
�� � ������
������� (Gi)i≥1� �
� IS(G∞) ���� ��
�� ��� ��� � ��� �
��������
� � �����
�� � IS(G∞)� ���
�� ����
 ���� ��	
�
� � ������ � ������ ������ V(G∞)

��
������� %�%�.	 ��� S �� � ������ � IS(G∞)� �� ��	
� ��� ������ ������ ΓS ��

∀X ⊆ V(G∞), ΓS(X) =
⋂
A∈S
X⊆A

A.

*�� ����� �� ��	
���
� IS(G∞) �� ����� �
��� �
��������
 �
� �� ����

IS(G∞) = {ΓIS(G∞)(X) | X ⊆ V(G∞)}.



���� ���� ���	 
���� ������ ��� 
����� �������� ���

�� ��� ����� 	
�	 (IS(G∞),ΓIS(G∞)) � �� ��	���	 ������ �����	��� ��� 	
�	 ������� ��
��	 ���� � �
����	����	��� �� ΓIS(G∞)�

����������� �����	 ��� L ∈ PS(G∞)� IS(L) �� ��� ��� �	 ��� 
�
�
� ����
��� �	 L ���

������ �� ΓL ��� ������ �������� ������ ��

∀X ⊆ V(G∞), ΓL(X) =
⋂

A∈IS(L)
X⊆A

A.

�� ���� ����

∀X ⊆ V(G∞), ΓIS(G∞)(X) =
⋂

L∈PS(G∞)

ΓL(X).

����
	 �� ��	 
�� 	
�	 ��� ��� L = (V(G∞),�) ∈ PS(G∞) ��� X ⊆ V(G∞)� ΓL(X) ∈
IS(L)� ��	��� 	
�	 �� ������� 
���

ΓL(X) = {z ∈ V(G∞) | ∃x ∈ X, z � x}.
��	 y, z ∈ V(G∞) �� ��
 	
�	 y � z ��� ���� 	
�	 z ∈ ΓL(X)�  
��� 	
��� ���	 x ∈ X
��
 	
�	 z � x�  
�� y � x � y ∈ ΓL(X)�  
�������� �� 
��� ΓL(X) ∈ IS(L)� ��	
IS(L) ⊆ IS(G∞)� 
����

ΓIS(G∞)(X) ⊆
⋂

L∈PS(G∞)

ΓL(X).

�� ��� ����� 	
�	 	
� ������ �������� 
���� ��	 A ∈ IS(G∞) ��
 	
�	 X ⊆ A� 	
���
���	 L′ �� PS(G) ��
 	
�	 A � �� ���	��� ��	��� �� L′�  
��� �� 
��� ΓL′(X) ⊆ A� ! �
����"������ �� 
��� ⋂

L∈PS(G∞)

ΓL(X) ⊆
⋂

A∈IS(G∞)
X⊆A

A = ΓIS(G∞)(X).

 
� ��� 	
� ������ �

�� ��� ��� ���� 	� ����� 	
�	 (IS(G∞),ΓIS(G∞)) � �� ��	���	 ������ �����	���

����������� ����#	 ��� G∞ �� � �������
�� ����� �
������ ��� ������ �������� ΓIS(G∞) ���

��� ���
��������� ���������

����
	 ��	 A ∈ IS(G∞) ��� p, q ∈ V(G∞) \ A �� ��
 	
�	 p �= q� �� 
��� 	
�	 p /∈ A =
ΓIS(G∞)(A)� 	
�� 	
��$ 	� %�����	��� ������ 	
��� ���	 L′ = (V(G∞),�) ∈ PS(G∞) ��

	
�	 p /∈ ΓL′(A)� &� ��� ��� z ∈ A� z ≺ p '
��� p � �� ����� ����� �� A �� L′(� !��� 	
�	
q ∈ ΓIS(G∞)(A∪{p})� 	
�� �� 
��� q ∈ ΓL′(A∪{p})� � 	
�	 q ≺ p�  
�� ��� ��� z ∈ A∪{q} ��

��� z ≺ p� 
���� p /∈ ΓL′(A ∪ {q})� ��� 	
� ������ 	
�	 p /∈ ΓIS(G∞)(A ∪ {q})� )���"���	���
ΓIS(G∞) 
� 	
� ��	�*���
���� ������	�� �

������ ���� �	�
��� �������
 �� ����� ��� �� ��� ��������� ��
�� +	 ������ ����
%�����	��� ����# 	
�	 (IS(G),ΓIS(G)) � �� ��	���	 ������ �����	��� ,�� ��� �$ �� ΓIS(G)
� �� ���	� 	���� ! �	 ���� 	��� ��	� �	 � ������ 	
� ���� ��� �� ����� �	 �� 	
� ��	���
')�������� ����-.(� ���	
������� ��� ����� ��� �� ��	����� 	� 
�� 	
�	 ΓB(Φ+) � ��� �� ���	�
	����

! ����� �� ����	� �� G∞ � ���/��	��� ������ ������
 ��	
 �����	�� �"����� �� ������
������
 (Gi)i≥1�

��
������� ����0	 ��	 S∞ ⊆ IS(G∞) ��� Si ⊆ IS(Gi) ��� ��� i ≥ 1� �� �� 	
�	 	
� ������
(Si)1≤i≤∞ � �������
�� ������� �� ��� ���� �� 	
� ��������� ������	�� ��� 	���1

'-( ��� ��� 1 ≤ i < j ≤ ∞� pj,i(Sj) ⊆ Si2
'3( ���������� ��� ��� �"����� Ai ∈ Si� �� pi+1,i(Ai+1) = Ai ��� ��� i ≥ 1� 	
�� ∪iAi ∈ S∞�



��� �� ����	
�	� �� ���� ��
�� �	
 �������	 �������������

����� ��� ��� 	�
� ���	��� �� ������
�� ��	���� ��	
�
��� ��� ���� ��� 
� �
	�� ���
��	
�� (IS(Gi))1≤i≤∞� ��� ������ ��� ��	�� ���	 ��� �
������� ���� �� � ������� ����� ����

�� ��� G �� � ������
�� ���������	���� �� Φ+ ������ �
����� (Gi)i �� 
�� �����
���� ��������
��� B(V(Gn)) �� ��� ��� �� V(Gn)��
������� ���� �� Φ+� ����� �� ���� Bn(V(Gn)) ⊆ IS(Gn)�
��� ������
�� ��� ��	� 	����� �� 
� ��� ���� �� �����
�
��  �!�"#� ��� ��� ���� ����
(B(V(Gi)))1≤i≤∞ 
� ������
�� ��	�����

$� ���� �������� (Si)1≤i≤∞ �
�� ������ � ������
�� ��	���� ��	
�� ���� ���� V(Gi) ∈ Si

��� ��� 1 ≤ i ≤ ∞� $� �������� ΓS∞ ���� ��� ���� ��� ���
��������� ������� ��� �� �
�� ����
���� 
� 
� �� ��
�� ���� ��� ���� 
� � �
� ��
�%�� ��� �� ���� �� 
�������� ������� �����
����
$� ���� �������� X �
�� ������ � ������ �� V(G∞)� &� ����� ��� ������
�� ����'

∀i, j ���� ���� 1 ≤ i < j ≤ ∞,

⎧⎪⎨⎪⎩
Xi := p∞,i(X),

Si(X) := {A ∈ IS(Gi) | Xi ⊆ A} ,
Sj,i(X) := pj,i(Sj(X)).

$� ����� �� ���� ���� ΓS∞ 
� �� ��
�� ���� �� ���� ���� ����� �����
��� ��		���

�����  � �(� ��� ��� i ≥ 1� �� 	�
�

Si+1,i(X) ⊇ Si+2,i(X) ⊇ Si+3,i(X) ⊇ · · · .

����	� )�� j > i ��� A ∈ Sj(X)� ����� Xj ⊆ A �� Xi = pj,i(Xj) ⊆ pj,i(A) ∈ Si� �����
�� ���� Sj,i(X) ⊆ Si(X)� )�� k > j� �� ����

Sk,i(X) = pk,i(Sk(X)) = pj,i(pk,j(Sk(X))) = pj,i(Sk,j(X)) ⊆ pj,i(Sj(X)) = Sj,i(X). �
����%� �� )�		�  � �( ��� �� ��� ���� ���� V(Gi) ∈ Sj,i(X) ��� ��� j > i� �� ���� ����

(Sj,i(X))j>i 
� � ����
������
�� �������� �� ��
�� �����	�� ����� ����� ����� ��
��� n > i
���� ���� ��� ��� m > n� Sm,i(X) = Sn,i(X)� &� ������ �� S∞,i(X) ��� ��� Sn,i(X) *��
�� 
�
�����	��+�

�����  � �,-� ��� ��� j > i� pj,i(S∞,j(X)) = S∞,i(X)�

����	� ����� ��
��� n > j ���� ���� pn,j(Sn(X)) = S∞,j(X) ��� pn,i(Sn(X)) = S∞,i(X)�
����� �� ����

pj,i(S∞,j(X)) = pj,i(pn,j(Sn(X))) = pn,i(Sn(X)) = S∞,i(X). �
�����  � �,,� �� (Ai)i≥1 �� ���	 	� Ai ∈ S∞,i(X) ��� A =

⋃
i≥1 Ai� �� ��� ��� i ≥ 1�

pi+1,i(Ai+1) = Ai� 	�� A ∈ S∞(X)�

����	� .
��� (Si)1≤i≤∞ 
� ������
�� ��	���� ��� S∞,i(X) ⊆ Si� �� ���� A ∈ S∞� ����
�
��� x ∈ X� ����� ��
��� i ≥ 1 ���� ���� x ∈ V(Gi)� /�������� x ∈ Xi ��� Ai ∈ Si(X)� �� ����
x ∈ Ai� ���������� x ∈ A� ���� X ⊆ A� ���� 
�� A ∈ S∞(X)� �

����%� �� ����� ��		��� �� ��� ��� ���� �� ���� ��� 	�
� ������ �� ��
� ����
���


������  � �,"� �� (Si)1≤i≤∞ �� � �������
� ������� ������ ���	 	� V(Gi) ∈ Si ��� ���

i ≥ 1� �	��� ΓS∞ �� �� ���� ����

����	� )�� X ⊆ V(G∞) ��� z ∈ ΓS∞(X)� 0���	� �� �������
��
�� ���� ��� ��� n ≥ 1�
����� ��
��� m > n ���� ���� ����� ��
��� B ∈ Sm(X) ���� ���� z /∈ B� $� ���
������ ����
���
i ≥ 1 ���� ���� z ∈ V(Gi) ��� ��� n > i �� ���� ���� S∞,i(X) = Sn,i(X)� ����� ����� ��
���
m > n ��� B ∈ Sm(X) ���� ���� z /∈ B� ��� pm,i(Sm(X)) = S∞,i(X)� �� ���� pm,i(B) 
� 
�
S∞,i(X)� 1��
�� ���� z /∈ pm,i(B) �� ���������
��� ����%� �� )�		�  � �,-� ����� ��
��� �
�������� (Aj)j≥1 ���� ���� Aj ∈ S∞,j(X) ��� ��� j ≥ 1� Ai = pm,i(B) ��� pj+1,j(Aj+1) = Aj ���
��� j ≥ 1� ����%� �� )�		�  � �,,� A := ∪jAj 
� 
� S∞(X)� /�������� �� ���� ���� z /∈ A ��
���������
��� �� ���� z /∈ ΓS∞(X) ��� ��
� 
� �������

���������� ����� ��
��� n ≥ 1 ���� ���� ��� ��� m > n ��� ��� ��� B ∈ Sm(X)� z ∈ B�
)�� A ∈ S∞ �� ���� ���� Xn+1 ⊆ A� ����� Xn+1 
� ���� �� � ������ �� V(G∞)� �����



���� �����	 
������ ����
��� ���

Xn+1 ⊆ p∞,n+1(A) ∈ Sn+1� ����� p∞,n+1(A) ∈ Sn+1(X)� �� ��	� z ∈ p∞,n+1(A) 	�
 ���� ��	�
������ ��	� z ∈ A� �� 	 ������������ �� �	�� z ∈ ΓS∞(Xn+1)� ��� Xn+1 �� 	 ����� ������ ��
X� ���� ΓS∞ �� �� ����� ����� �

���� ������� �	� ��� ������� ����	���

��������� �������

��� ��� G �� � 	
������� ������ ���
�	�� ��� �	�
���
 ΓIS(G) �� �� ����� ��	��
��� ��� W �� � ������
 �
��	 �� ����� 
���� Φ = Φ+ ∪ Φ− �� � 
��� ����� �� W ���

B(Φ+) �� ��� ��� �� ��!����� ���� �� Φ+� ��� �	�
���
 ΓB(Φ+) �� �� ����� ��	��

�� �����
� ���� ������� ���� 	 ���	� 	���� ����� �	����� ������ ����	�����

�	
��� ������� !��� ��	� �� �����	� �� 
� ���  ��� �� ��� ����	��� ΓB(Φ+) �	� ��� 	���"
�#��	��� ��������� $�� �� ��	���� ���� %���&� ���'������� ��� �	� 
���� 	������ ������
����	��� ����� ��(������ ��
������� ��	� ��� �����
�� A ��� ��� �� ��� �����	 �������� �� 	 ���
��(������ ��
������ �� Φ+� ���� ��� ������ ����	���

∀X ⊆ Φ+, ΓA(X) :=
⋂
A∈A
X⊆A

A

�	� ��� 	���"�#��	��� ��������� )������� �� 
� ���  ��� �� A �� ���'������ �������� ����� ��

� ���  ��� �� �� �� �� ����� ����� *��	�� ���� ��	� �� ����� �#���� 	 ���'������ �	��
 
���	�� G
��"	������
 �� Φ+ ���� ��	� IS(G) = B(Φ+)� ���� ��� 	�����	��
 ������ ����	��� ΓIS(G) ��
���	 �� ��� ������ ����	���� ΓB(Φ+) 	�
 ΓA� )����� ��� ���
� �� ����� ��� ������ ����	����
ΓB(Φ+) 	�
 ΓA +	�
 ������� �� 
��������� ��	� ���� 	�� �� ����� ���� ���� ��� 	���"�#��	���
��������, ����
 �� 	 ���
 ��	����� ����� �� ��� ���
� �� -��'������ ����.�

���� �����	 
������ ��������

�	
��� ��/��� ��� 	����� �	��� �� ��	� -��������� )����� ��� �	�� ����� 
�����������
����� �
 �� ��� ������� �� ���� ��������

0� ���� ������� �� ����� ���� 	������ ��� ������ �� ��� ������ �� �#���
��� -	����	�
����"	������� !��� ��	� ���� �� '��� 	� 	����	�� �� ���� ������� 	�
 �� �� ��
��
 �����
� 	�
�#������� �� -	����	� ����"	������ ���� ������� 	������ �� 	�� ��� ���� 	�� �� ����� ��	�
��� �#������� ������
� ���� -	����	� 	������ �� ���� A� )������� ���� ������ �����	��� ���
�����
������ �� 	 ��� 
��������� �� ��� ������� ����� ����� �� �� ����������� �� ��� ��� +���
$������ ��/��,�

������ ������� �� 
������ ������������ �� ����� ���� ���	��� ��� 
�������� ��
-	����	� ����"	������� ������� 1���2� 0� ���� ������� W 
������ 	 -�#���� ����� �� �����
�	� n ���� �����	���� ��� S� 	�
 c 
������ 	 -�#���� ������ �� W � ��	� �� 	� ������ �����
�	� 	 ��
���
 ���
 �� ��� ���� s1s2 · · · sn� ����� S = {s1, . . . , sn}�

�	������� ��/�3� *�� 	 ������ J �� [n]� 
����� �� RJ ��� ���
 sj1sj2 · · · sjk � �����
J = {j1, . . . , jk} 	�
 j1 < j2 < · · · < jk� �� ������ w �� W �� �	�
 c"����	�� �� 	�
 ���
�� ����� �#���� 	 ����� �������� �� ��� [n] ⊇ J1 ⊇ J2 ⊇ · · · ⊇ Jr ���� ��	� ��� ����	���	����
RJ1RJ2 · · ·RJr �� 	 ��
���
 ���
 ��� w +���� ��	� c"����	�� ������� 
� ��� 
����
 �� ���
������ �� 	 �	�����	� ��
���
 
������������ �� c,� ��� �� �
��� �� �!������ 	�����	��
 ����
c �� ��� ��� �� 	 ��� c"����	�� ������� �� W ��
���
 �� ��� ��	 ��
�� �� W �

��� �	�� ��	� -	����	� ����"	������ 	�� �4������� ����"	������ �� ��� �����	� 	�
 	 ���"
���� ����� �	� �� ����
 �� 1���2 +�� �� 1��2 �� ��� �	�� ����� W �� �����,� 0� 	���	�� ��	�
c"����	�� ������� �� W �	� �� �������5�
 �� ��� �������� �� ����� ��������� ����� 6������ ��
���
 �� �����
��� ��� �����	 ������ �� �
��������� �� 	 ���� �������



��� �� �����	
�� ��� ��� ��	�� ��	 �����
�� ���
�����
���

���������� ������ ����	
�� Φ = Φ+ ∪Φ−  ���� ������ �� W � �
 
����� �� M>2 ��� ���
�� ��� ��	�� 
	��
�� ����������� �� Φ+ ����	�	�� ���	���� ���� ��� ��� ���	�	�� ������

�� ��	����	��
−→
Φ �� Φ ����	��� 	�  ������ X �� M>2 ���� �������� �� X �� ����
 ��� ��������

���	���
 �� M>2 �������� �	��  �����	�� ψ : X → Φ+ × Φ+ ����	�	�� �� ��� Φ′ ∈ X 
������ (α, β)� ���� ��� {α, β} 	� ��� �	���� ������ �� Φ′�

!�� ����	
�� A ⊆ Φ+ �

−→
Φ � ��	����	�� �� Φ� �� �� ��� A 	�

−→
Φ ��	���
 	� �
 ����

	� ��� ��� ������	�� ���
	�	��� �� ��	�"�
#

�$ A 	� �	������
%
�& ��� �� Φ′ ∈ X �	�� ψ(Φ′) = (α, β)� 	� A ∩ Φ′ ����	�� ���� β �
 sβ(α)� ���� Φ′ ⊆ A�

�� ��	����	�� ��  ������� ����� �� ��	�� �� ����������
 �� ��� ���'���	�� ����������	��
�� 	�� ���� ������� � 
��	���
 	� (	���� ��$) �� � ������ �� ��* ��� ������� ������ +� ��	�
���� ��� �	���
 �������� �� ������ ��� �������

∅, {α}, {α, γ1}, {α, γ1, γ2}, {α, γ1, γ2, γ3}, {α, γ1, γ2, γ3, β}, {β}.

Orientation

α βγ1 γ2 γ3

	�
��� ����

!��� ��� ����� �	������
 ���� �� ������ ��� 	�����	�� ���� �� ��� sαsβ�������� ���������
,����� ���� �� ��
���
 ����� ���� �� 	�����	��� �� ���	� ��� ����	� ���	�� ����	��
 �	��
sαsβ ���� (	���� ��&- �

∅

β

α

α, γ1

α, γ1, γ2

α, γ1, γ2, γ3

α, γ1, γ2, γ3, β

	�
��� ����

.�	� ��� 	� ���  ��	��	
����� �
 ��� ������	�� ������ ������ �� �����
 �� /�
	�� �

0����� 	� 1���2 ��
 "��� �� /�
	�� 	� 1��2 	� ��� ��� W 	� "�	�� �

������� ������ ��� ��� ������� ���	��� c� ����� ���
�
 �� �����������
−→
Φ 
�� ���� ���

�����
��� 
��
 �� c�
������� ���	���
 �� W ���
−→
Φ ��������� ��� �� ����������� �
 ����� � c�

��	����	�� �� Φ� �� W �
 ������ �� ���� ���� ��� �����
��� 
��
 �� c�
������� ���	���
 �� W

��� ������ ���
−→
Φ �������� ���	���
�

+� ��� �������� �� �	�� ���* �� ������ ��	����	��� �� ����� ������� �
 ��� ���� �� c�
��	����	���� .���� ��� ��� ��� ����  c���	����	�� ��	��� �	�� �� ��3�	��� ��� ��� ���� ��
��	� ����	��� �
 �� ����� ��� 	��������
 ��
�� �� 1���2 �� 1��2 ���  ����	�� ���������	�� �� 
c���	����	���



���� �����	 
������ ����
��� ���

������ �� ���	
	����� �	���	���� �� ���� �����	�
 �� ���� 	��	� ��� ���� ����	� ��

�� �����	� �����
 �� ���� ������ � �	������ ���������	� 	 �������� ������������� ��� �������� ��

�������� �	����� ��	 �
 ��� ���� �������� ���� �	���� ���	� �	 ��	���� � ��������� 	 ��� ��

������� �� ��� ������� �����

�	������ � �������� �	����� ��	 � W ���� ���������� ��� S = {s1, s2}
 ��� ��� Φ = Φ+∪Φ−

�� � �		� ������ 	 W � !��	�� {α1, α2} ��� ������ ������ 	 Φ+
 ����� αi �� ��� ������ �		�

�	�����	����� �	 si� "������
 �	������ ��� 	��������	� 	
−→
Φ ����� �� ψ(Φ) = (α1, α2)� #�

Valued digraph well-assembled

on Φ+.

0 0

1

α1 α2γ

Φ+, non-oriented.

α1 α2γ

Φ+, oriented.

α1 α2

γ

0 0

1

α1 α2

γ

∅

α1

α1, γ

α1, α2, γ

α2

α2, γ

∅

α1

α1, γ

α1, α2, γ

α2

������ ��	
� #� ����������� ��� �� ��������

�������� �� "�� �� ���$
 �� ��� ���� ����� (s1s2)
3 = Id �� ���� � ��� �� �������

−→G � �� ����

IS(
−→G ) �� �	����� ��� ������� 	 ���

−→
Φ �������� �������� 	 Φ+� �� ���
 ���� ��� ���	� �� �	�

������� �	 ���� ������� ����
 ��� �� ��� ��� � �� � ��� �� ������� 	� ���� �������� ��	 ��

���������� ��%�%� ��� G �� � �����	 	
���� ���� ��������	 �� Φ+� ��	 	����� ��
−→G

��� �����	 	
���� ����
��	 ���� G �� �		
�� �� ��� ���� α1 �� s2(α1)� ���� ��� �������� ��

IS(
−→G ) ��� ������� ���

−→
Φ ���
���	 �������� �� Φ+�

������ &�� A ∈ IS(
−→G ) ��� z ∈ V(−→G )\{α1}
 �� �	���� ���	� �� ���� d+A(G, z) = d+A(

−→G , z)�
'����	��
 � z ∈ A
 ���� θ(z) ≤ d+A(G, z)
 ��� θ(z) ≥ d+A(G, z) 	��������� (	�� ���� θ(α1) = 0
��� ����� �� �	 ��� �� G ������ α1 �� �������� �	���
 ����� �� ��� ����� �� ���� θ(α1) =
d+A(G, α1) = 0
 �	 ���� A ∈ IS(G)
 ����� ������� ���� A �� �����	��� ����� W �� ��������� )���

������� ��� ����� �� ��	� ���� {α2} ∈ IS(
−→G ) ��� ���� �����	��� ��� ����� �	������ α1 �� ��

IS(
−→G )


�� ������� 	��� �	 ��	� ���� ����� �����	��� ���� ��� ��� 	��� 	�� �� IS(
−→G )� (	�� ���� � A

�	������ �	�� α2 ��� s2(α1)
 ���� d+A(
−→G , α1) = 1 > θ(α1)
 �	 ���� α1 ∈ A
 � � A �� �����	���


�� � A = V(−→G ) ��� ���� ���� ��� ��		� �

'��� �	���� ���	� ��� ����� ������� �	 ��� �	����� ��	 � W �



��� �� ����	
�	� �� ���� ��
�� �	
 �������	 �������������

0 0
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α1 α2γ μ ν

α1

γ

μ

ν

α2

∅

α1

α1, γ

α1, γ, μ

α1, γ, μ, ν

α2

α1, γ, μ, ν, α2

������ ��		� �� ������� 	� � 
���
�� �	�� 	� ��
������� ���


�������� ������ ��� W �� � �	���� �	�� 	� ����� ���� Φ = Φ+∪Φ− �� � 		�  � ���

	� W � G �� � !����
 
����� "��� �  �����
 	� Φ+ ��

−→
Φ �� �� 	�������	� 	� Φ� #� 
��	�� ��

G−→
Φ

��� !����
 
����� �  	�����
 "���
−→
Φ � 	������
 �	� G �� �

��� �	 �� ��� �� (α, sβ(α))�

"��� {α, β} � ���  �����  � ��� 	� �� 	�����
 ������� Φ′ 	� M>2  ��� ���� ψ(Φ′) = (α, β)�

��� �  �� "��� ������ �� ��� �� � 	� !��	� 	�������	� 	� A3� $� %���� ��&'� "� 
�����
��� !����
 
����� 	������
 �	� �
���� ��� s1s2s3(	�������	� ��
 ��� s1s3s2(	�������	�� )�
�	�� �� � � 	�� ��� ����� ���� ��� ������� 	� IS(G−→

A3
) �� ������� ��� ��!� �	�  �� 	� ���

� �����!� ������
 ������� � *�� � ��� � ������ ������� � ��� �	� �	�
��� ������� �������
�� �	�� �� � � %������� ��� � �	� �
� �� 	�������	� "���� 
	� �	� �	�� �	� � �	����
������� 	� A3 + �� %���� ��&�,� )� ��� �� �� ��� �	� �	�
��� ������
 ������� �� ��� �� ���
	������
 �������� -	"�!�� �	�� ���� ���� �� ������� �� IS(G−→

Φ
) "���� �� �	� ������
 + ��

��� ������� �� ��� �
 �	�� 	� %���� ��&�,�
.!�� �� ��� ������  ������	�  ��� �	 �� /���� �	��������
� �	���� ���� �� ��� �� � 	�

��� c(	�������	� 	� A3� ��� � ������ ������� � ��"�� ��� �	� �	�
��� ������� ��������
%�����	�� ��� �	� �����	� ��"�� ��!� � � �	 � �	������ �������� �	 ����� ��
 �������
�	���� �	�� � �	� �/������� ��� �	� �����	� ��� ���
 �	 �� ����� �	� 	� ������� ������� 
�� ������� �	���� �	�� � )� 	
� �	 ��!� ������ ��� �	  �������� "� ���
 �	 
�!��	� ��" �		� �
)�
��
� � ���
������� �	���� 	� ������� ������� � ���� ���� ��  ��(�	 �� 	� ��� "���
	
� 	� ��� �	� �	�
��� �	���� �	��� -	"�!�� �� "� �	� �
� � !����
 
����� G ��
 �
 ��	�
 !����
 
����� G ′ 	������
 �	� G �� �

���  	�� �� �	 G� ���� IS(G ′) � ��������
�	� �����
�
 �� IS(G) + �� %���� ��&�,� )� ����� ��� �����	� ��� ���"��� IS(G ′) ��
 IS(G)
 ��� �	 ���!��� 
����
 	� ��� �	� �
��
 !����
 
����� � ��
 IS(G ′) ��� �� ����� 
�0����
�	� IS(G)� *	 	!��	�� ��� 
�1������ "� 
�!��	� �� ��� ����  ����	� � 
�0���� +��
 �	�
 �����, ���	���� �� ���������� �	" G ′ ��� �� � �
 �	 
���� �  ��(�	 �� 	� (IS(G),⊆)� "����
��� 	�� �	 �� � ������� +��� �������� �	� �  ��(������� 	� (IS(G),⊆),�

������ �����	 
�� �� 
 �
���� ��	�
�� 
�� ������� �
������ )� ���  ����	�� G ��
 G ′

"��� 
��	�� �"	 !����
 
�����  ��� ���� V(G) = V(G ′)� E(G) ⊆ E(G ′)� ��
 �	 ��� z ∈ V(G)�
θ(z) = θ′(z)� 2	�� ���� "� 
	 �	� � ���� 	�  ��
� �	  ����� 
����� ���� ����� E(G)
��
 E(G ′) ��� �� �"	 �����( �� � *����	�� ��� �	���� E(G) ⊆ E(G ′) ���� ���� �	 ����
a ∈ E(G)� ��� ������������ 	� a �� E(G) � "�����  ����� ���� ��� ������������ 	� a �� E(G ′)�
3��	� "� ������� "��� "� "��� 
	 ������� �� ���  ����	�� ��� � � � ���	
��� � ��" �	����	� 
��
 �	����� �



���� �����	 
������ ����
��� ���
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α1, α2, μ, γ, ν
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α1, α2, γ
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������ ��	
� �� ��� ���� 	
��� ���
�� 
� �
����� ���
��� ���� ��� s1s2s3�
������
���� �� A3� �� ��� ������� ��� �
�� ����� ���������� ��� s1s3s2�
������
�����

�� ����� �� Γ ��� ������� ����
��� 
�����
�� ���� G ���� �� ��������� ������ ��
� �� 

��� 
�� X ⊆ V(G) �� �
	�

Γ(X) =
⋃
i≥0

Ji,

����� (Ji)i≥0 �� �������	��� ���� �� J0 = X 
�

Ji+1 = Ji ∪ {z ∈ V(G) \ Ji | θ(z) < d+Ji(G, z)}.

�� ����� �� Γ′ ��� ������� ����
��� �����
��� 
�����
�� ���� G ′� !�� �� ��
�� ��� ���� ��

��	��� ���� ���
����
� ���������� �� Γ 
� Γ′� �� ����� ���� 
 ������ ���������
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�� �	
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α1, γ, μ α3, μ, ν

������ ��	�� ������ ���	�
� ��� ����� ������� ��� �� �	������� ����� ��

�� � c��	�������� ��� ������� �� �� 	�� ����� �	� �� ��������

c

b

a

G

0

1

1

∅

a

a, b

a, b, c
c

b

a

G′

0

1

1

∅

a

a, b

a, b, c

b, c

������ ��	
� ��� ������� �� ��� 	�
 �� �� �� IS(G ′)� ��� ��� �� IS(G)�

�������� ������ ��� X ⊆ V(G)� �� ��� ���� X �� � ���� �� G �� ��
 ���� �� �� ����

��	 ��� x ∈ X, θ(x) ≤ d+X(G, x).
����� ������ �� X ⊆ V(G) �� 	 ���� �
 G� ��
 Γ(X) �� �
 IS(G)�
������ ��� �	��� �� ������	 �� ��� ��� �� ����	�� ������ �
����� ������ ��� 	�� z ∈ V(G) = V(G ′) 	
� ��� 	�� X ⊆ V(G)� �� 	�� d+X(G, z) ≤

d+X(G ′, z)�

������ ���� �� ����
���� ��� � E(G) ⊆ E(G ′)� �
!�	 ��� �� ���� �� ���� ���� �� �� 
�"�� �� �#������� � 	������� �� IS(G) $��� %�"��&

���� �����'(� ����) ���  ����	� ���	���	 Γ′� *�	� �	� ������ �� ���� ��� ���� A ��
 B �� IS(G)
�	� G ′&�#�������� �� ��
 ���� �� Γ′(A) = Γ′(B)� ����� �� ���� ���� ���� �� � �#������� �
 ���� �� ���� 	������� �
���� � ������ ������� $��� +	��������� �����,(� ��
 "����� �� ����
�	��� ���� ��� ����� �������
 �� �	
�	��) �� �� ������ ����� ������ �������� �� � ����� � $���
-�	����	� ������(� ��� ��� � ���&����� � �� (IS(G),⊆) �� )���	�� $��� .�)�	� ��/�(�



���� �����	 
������ ����
��� ���

���������� ������� ��� A,B ∈ IS(G)	 
� �� ���� A ��� B ��� G ′�����������	 ������� �

A ∼G′ B	 �� ��� ��� �� Γ′(A) = Γ′(B)�

�� ��
 ����� ��� ���� �� ���� ����������� ���������

	
��������� ������� ��� ��� A ∈ IS(G)� �� 	�
� Γ′(A) ∈ IS(G ′)�

	
���� ��� ��� z ∈ A	 
� ���� θ(z) ≤ d+A(G, z) ≤ d+A(G ′, z)	 ����� A �� � ���� �� G ′ ���

� �������� ���� � �� ����� ����!� �

"�� �����
��� ����� ���
� ��
	 �� � ������� �����	 Γ′ #��������$ Γ�

���� �����%� ��� ��� X ⊆ V(G) = V(G ′)� Γ′(Γ(X)) = Γ′(X)�

	
���� �� ���� X ⊆ Γ(X)	 �� ���� Γ′(X) ⊆ Γ′(Γ(X))�
&� ����� �� '���� ���� ��� ������� ��������� �����	 
� �������� ��� �������������� ���������

�� ���� (Ji)i≥0 ��� (J ′
i)i≥0 ���'������� ���������� 
��� Γ(X) ��� Γ′(X)� �� 
��� ���
 �

��������� ���� Ji ⊆ J ′
i ��� ��� i ≥ 0� (���� J0 = X = J ′

0	 ��� ���� i = 0 �� �������� ��� i ��
���� ���� ��� '��'��� �� ����	 ��� )* z ∈ Ji+1 \ Ji	 
� ����

θ(z) < d+Ji(G, z) ≤ d+J ′
i
(G, z) ≤ d+J ′

i
(G ′, z).

"��������	 z ∈ J ′
i+1	 ���� Ji+1 ⊆ J ′

i+1� +����	 
� ���� Γ(X) ⊆ Γ′(X)	 �� ����

Γ′(Γ(X)) ⊆ Γ′(Γ′(X)) = Γ′(X).

, ������ ���������	 
� ���� Γ′(Γ(X)) = Γ′(X) ��� ���� ��������� ��� '����� �
�� ��
 '���� ���� ���� ����������� ����� �� ∼G′ ������ � ��*���� ��������

	
��������� �����-� ������� Q ⊆ IS(G) � ����
����� ����� �� ∼G′� �	� Q 	�� �

������� ������ ��� �	� �������� �	��	 �� ��
� �� �	� ��� � (IS(G),⊆) �� ��� �	� �������

�� Q�

	
���� (�� X :=
⋃
A∈Q

A	 ���� � �� .��'������� ����- 
� ���� ���� Γ(X) �� ��� /��� �� Q

�� (IS(G),⊆)� "��������	 �� Γ(X) ∈ Q	 ���� Γ(X) �� ��*���� �� Q� &� ������� �� '���� ����

Γ(X) ∈ Q� ��* A ∈ Q	 
� ���� A ⊆ X	 ����� A ⊆ Γ(X) ��� Γ′(A) ⊆ Γ′(Γ(X))�
�� ��
 '���� ���� ��� ������� ��������� ������ ��� B ∈ Q	 
� ���� Γ′(A) = Γ′(B)	 �� ����

B ⊆ Γ′(A)	 ��� ���� �� ���� ��� ��� B ∈ Q� "���	 
� ���� X ⊆ Γ′(A)	 �� ����

Γ′(X) ⊆ Γ′(Γ′(A)) = Γ′(A).

������	 ���� � �� ����� �����% 
� ���� Γ′(Γ(X)) ⊆ Γ′(A)� 0����������	 Γ(X) �� �� Q	 ���

�� �� ��*���� �� Q� "��� ���� ��� '����� �
���������� ������� �� ������ � IS(G,G ′) ⊆ IS(G) ��� ��� ����������� �� ��� ��*����

�������� �� ��� ����������� ������� �� ∼G′ �

	
��������� ������� ��� A,B ∈ IS(G,G ′)� �� 	�
� A ⊆ B �� �� ��� �� Γ′(A) ⊆ Γ′(B)�

	
���� 0�����	 A ⊆ B ��'���� Γ′(A) ⊆ Γ′(B)�
�� ��
 ���
 ��� �������� ��'��������� 0������� B′ = Γ(B ∪A) ∈ IS(G)	 
� ���� B ⊆ B′	

���� Γ′(B) ⊆ Γ′(B′)� �� ���� ���� ���� B ∪ A ⊆ Γ′(B)	 �� ���� Γ′(B ∪ A) ⊆ Γ′(B)	 ���
���� � �� ����� �����% 
� ���� Γ′(B ∪ A) = Γ′(Γ(B ∪ A)) = Γ′(B′)� 1� � �����������	

Γ′(B′) = Γ′(B)	 ��� � ��*������ �� B 
� ���� Γ(B ∪ A) = B	 �� ���� B ∪ A ⊆ B	 �����

A ⊆ B	 ��� ���� ���� ��� '����� �
.��'������� ������ ��'���� ���� ��� �
� '����� (IS(G,G ′),⊆) ��� (Γ′(IS(G)),⊆) ��� ����

���'���� 0����������	 '������ ���� (Γ′(IS(G)),⊆) �� � ������� ��'���� ���� (IS(G,G ′),⊆) �� �
��������

����
�� �����2� �	� ����� (Γ′(IS(G)),⊆) �� � ��������



��� �� �����	
�� ��� ��� ��	�� ��	 �����
�� ���
�����
���

������ ��� X ′ �� � ������ �	 Γ′(IS(G))
 X ⊆ IS(G,G ′) �� ���� ���� Γ′(X) = X ′ ��
����� �� Y ��� ��� �	 ��� ��� ������� �	 X� ������� Γ(Y ) ∈ IS(G)
 	�� ��� A ∈ X ��

���� A ⊆ Y �� ���� Γ′(A) ⊆ Γ′(Y ) = Γ′(Γ(Y ))� ����
 Γ′(Γ(Y )) �� � ����� ���� �	 X ′ �
(Γ′(IS(G)),⊆)�

�� �� ����� ���� Γ′(Γ(Y )) �� ��� �������� �	 X ′� ��� M �� � ����� ���� �	 X ′ �
(Γ′(IS(G)),⊆)� �� �������
 �� ���� Γ′(A) ⊆ M 	�� ��� A � X� �����	���
 A ⊆ M 	�� ���

A ∈ X
 ���� Y ⊆ M 
 �� ����

Γ′(Γ(Y )) = Γ′(Y ) ⊆ Γ′(M) = M.

���� ����� ���� Γ′(Γ(Y )) �� ��� �������� �	 X ′ � (Γ′(IS(G)),⊆)� � ����� �� �������� ���

����	
 ������ ���� ���� ∅ �� V(G) = V(G ′) ��� � Γ′(IS(G))� ����
 (Γ′(IS(G)),⊆) �� ������

���� (Γ′(IS(G)),⊆) �� � �������� �

��������	 �� �!"� ��� ����� (IS(G,G ′),⊆) �� 	 
	������


���� �� �!#� $��� ���� � %����� (IS(G,G ′),⊆) �� �� � ���&������� �	 (IS(G),⊆)�
�����
 � ��� �'����� ���������� � (�%��� ��)*
 ��� +�� �	 {a} �� {b} �� {a, b, c} �

1

0 0

0

a b

c

d

1

0 0

0

a b

c

d

G G′

∅

a bd

a, d b, d b, ca, c

a, d, c b, c, da, b, c

a, b, c, d

∅

a bd

a, d b, d

a, d, c b, c, d

a, b, c, d

������ ����� ��� ��� ��'�� ��������� �� ��� ������� �	 IS(G,G ′)�

(IS(G),⊆)
 ��� ����� +�� � (IS(G,G ′),⊆) �� {a, b, c, d}�
$�� ���� �� ���� � ��������% ���&����� �	 (IS(G),⊆)
 ��� �'� ������ ���� �� �� ����

	�� � ��� �� �����	� ��� ������� �	 IS(G,G ′) ����� IS(G)� ,� ���� ����
 ���% ���� �

���������� � ��� %����� ���� ������ � ��� �������� -������
 ��� 	������% ���������� ��

� ������� ��� ���	�� ������ � ���� ���������

����������� �� �!.� �� A ∈ IS(G ′)� �� A ∈ IS(G)� ���� A ∈ IS(G,G ′)�

������ /��� Γ′(A) = A
 �� ���� ���� A �� ��'���� � ��� �0�������� �����
 �� �� �� �

IS(G,G ′)� �
(�����
 �� ��� ��� ������ ��������� � ���� ������ �� ����� ��� ����� �	 ��� ������� �	

���% � �'����� �	 ������� ���������



���� �����	 
������ ����
��� ���

������� ������� ��� W �� � ������	 
	��� ��� 	��� ������ Φ = Φ+ ∪Φ−� G �� � ������

��
	��� ������������� �� Φ+�
−→
Φ �� �� �	��������� �� Φ ��� G−→

Φ
�� ��� ������ ��
	��� ����������

��� ���� �	���������� �� A ⊆ Φ+ ��
−→
Φ ����
���� ���� A �� �� IS(G,G−→

Φ
)�

����	� �� �	
������ A �� �������	�� �	��	 A ∈ IS(G)� �	 z ∈ V(G)� �� z ∈ A �	�

θ(z) ≤ d+A(G, z)� ����	��	���� �	 ���	 θ(z) ≤ d+A(G, z) ≤ d+A(G−→
Φ
, z)�

�� z /∈ A� �	� �����	 �� ��� ������� �� θ(z) < d+A(G−→
Φ
, z)� !���	 θ(z) ≥ d+A(G, z)� �	 	

	"��� Φ′ �� � �	�	� 	�	�	� �� M>2 ���� �� ψ(Φ′) = (z, α) ��� sα(z) ∈ A� ���	�	 A ��

�������	� ��� z /∈ A� �� �� α ∈ A� �� A ��
−→
Φ ����#�	�� ��� Φ′ ⊆ A ��� z ∈ A� ��� ��� ��

���� �� �	��	 θ(z) ≥ d+A(G−→
Φ
, z)�

$�	 	�� 	� A ∈ IS(G−→
Φ
)� ��� ���%� � & �'������ ����()� �	 ���	 A ∈ IS(G,G−→

Φ
)� ��� ���

	��� �	 ' ���� �
$�	� 	� ������ ��� �	 ��������# ���	���	 �� ���� �� ����� ����� �� �� ���� �����

	"	��� ���� ��� �	�������	��


������� �����(� �� W �� � ������	 
	���� ���
−→
Φ �� � c��	���������� ���� ��� ����	���

������������ ���������� ��� c �� � ��������� �� (IS(G,G−→
Φ
),⊆)�
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���������	
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 ��� �������� �� ���� ��� ��� ������ ��������� 
 ������� � ��
 �� ���� �� ����� �����
�
� ������
 ��������  ��� ��������� �� 
������� � 
�� ������ �!����� ��
���� �� A↑

n�
�
� �� ����� ��
! ����
������ �������� ���� (IS(A↑

n),⊆) � �������� �� ��� (n + 1)"��
����� ������ Tn+1�  �������� ��� ����# ������ �� �� ������ � ����� ��������
 �# m"�����
�������� ���� ��� � !�
��������
 �# ����� ��������


��� �	�� ������� �� ����	��� �������� ��� ����	�	�� �� �����	 ��� m������	
����	��� ��	�� ���� �����


����� �� �� �!��	� ��� ������ �	����� �����	����  	�� (An−1,≤R) ��	�� ����
�������� ��
���� ��� ��$���� !���� An−1� ��� !�
����
! ��� S = {s1, . . . , sn−1}� ��
����
��� ������ ����� Rn ��� ��
�
��� ���� (ei)1≤i≤n� � ���� ������ �# An−1 � !��
 �� ��� ���

Φ = {ej − ei | j �= i, i, j ∈ [n]},
��� ��� ��
��� #��� !��
 �� ��� ���
��� ������ ������� �
 Rn� 	
 ��� ����� �� ������
Δ = {ei+1− ei | 1 ≤ i < n} �� ����� ������ %����� si ��������
�� �� ��� ����� ���� ei+1− ei&�
'�� ��� ������ ��� ��� �# ������ ����� � Φ+ = {ej−ei | 1 ≤ i < j ≤ n}� (
�� An−1 � �����"
������ �� ��
������ ��� %�
)��& ���� ��������� �
 Φ+ ������ �!���� GW %��� (����
 ��*��&�
�� +��� 
��� �� ��
�#�� #�� ���� (ej − ei) ∈ Φ+� ��� ��� ���� �# ���
�� ����� {u, v} ���� ����
%��,& {u, v} ⊆ Φ+, ej − ei = au+ bv, with a > 0 and b > 0.

'� ���� ���� #�� ��� k ∈ [n]

if i < k < j, then ej − ei = (ej − ek) + (ek − ei),

�
� � � ���� �� ��� ���� ��� ���� �# ��� #��� {(ej − ek), (ek − ei)} ��� ��� �
�� �
�� ����#�
!
�)����
 ��,� ����� ��� �
�� ���� ���
! ej − ei �� �����
! ��
� 
 GW ��� (ej − ei, ej − ek)
�
� (ej − ei, ek − ei)� #�� ��� i < k < j� �� 
 ������� *� �� �������
� GW ��� � -������
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This box represents

the root e5 − e2.

(implicit) digraph

structure.

GAn−1

������ ��	� ��� ���� �# A4�

��!��� �# �������� ����� �� ������� 
 -!��� ��,� ��� ��#� ������ �
 -!��� ��, �$���
�
��� �� �������� � ������ ���� �� ���� ��$ �# ��� ��!���� ��� ��
��� �
� ������ ��� �!����
���������� �
� ��� �!�� �
� �������
�� ��� �������
� �� ������ ��#���� ��� ����
�� ������
�!���� � �$����� ��� �
� ��
�������� 
 ������� *�

���



��� �� ����	
��
� � ����	
 ����
��� ��
�� ������ �
�	����

������ �����	 �
� m������	 ���	���� ��� n��� �����	 
���	�� ��� � ������ 	� ����
����� ��� ��� ���� ������� �� ��� ������� 	� ��� ��� 	���
�	�� ���� ����	� � ���� ���� ��
�	�� n 	� � ���� �� ��� ������ ��	� ����	��	�� �� ����� (1, 0) ��� (0, 1)� �����	�� �� (0, 0) ���
���	�� �� (n, n)� ��� ��	�� ����� ���� �
�� ��� 
	�� �� �����	�� x = y� �� ���� ���� ����
�� �	�� n ����������� � ���� �� 
����� 2n ���	�� ����	�� 	� {0, 1}� ����� ��� i��� ����� �� ���
���� 	� �  	� ��� i��� ���� �� ��� ����������	�� ���� ���� 	� (0, 1)� ! ������	��� "���	��� �
���� D ��	�� ����������� �� � ���� ���� ��� ������ � D[i] ��� i��� 
����� �� D� #� ��� ����
� ���� D′ �� ��� ���� D[j]D[j + 1] · · ·D[j + 2k] ��� ���� j ��� k 	� � ���� 
����� �� D 	� ���
��
� 	� D′ 	� ��� ���� ����������	�� �� � ���� ���� �� �	�� k $��� %	���� &�' ��� �� 	

������	��
�� ����� ���	���(� )� ���� ��

���� �� 	����	�� � ���� ���� �	�� 	�� ����������	�� ����� ����
	�� ��� ��� ���� ���� P � P [i] �	

 ������ ��� i��� 
����� �� 	�� ����������	�� �����

(0, 0)

(8, 8)

D = (1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0)

������ ��	� �� �*���
� �� ���� ���� �� �	�� +� )� ���� � ���� ������ �� �	�� '�

,�� �� ������ � ����(n) ��� ��� �� �

 ��� ���� ����� �� �	�� n� #� ����� �� ����� ��
����(n) �� ��

���� ,�� D ∈ ����(n) ��	�� ���� ��� ��	� � n ��������� ��� ��� 1 ≤ i < 2n
���� ���� D[i] = 0 ��� D[i+1] = 1� )� 	� �
��� �� ��� �����	��
 �����������	�� �� D ���� �����
�*	��� � �	�	��
 k > 0 ���� ���� D[i+ 1] · · ·D[i+ 2k] 	� � ���� ������ �� D� #� ��� ���� ���
���� ���� D′� ���	��� � �����	�� ��� ���	�	��� �� D[i] ��� ��	� �������� ���� ������� ������
D $��� %	���� &�-(�


�������� &� � � ��� n��� �����	 
���	�� Tn 	� ��� ����� ���	��� � ����	���	�� ���
�����	�	�� ��� ��.�*	�� �
����� �� ��	� �����	�� ��
��	���

(0, 0)

(8, 8)

D = (1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0)

(0, 0)

(8, 8)

D′ = (1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0)

Covering

relation

������ ���� �� �*���
� �� �����	�� ��
��	���

��� n��� m������	 
���	�� T (m)
n 	� ������ �	�	
��
�� � ���
��	�� ��� ���� ����� �� �	�� n

� m������ ����	 �� �	�� n� � m��

�� ���� �� �	�� n 	� � ���� �� ��� ������ ��	� ����	��	��
�� ����� (1, 0) ��� (0, 1)� �����	�� �� (0, 0)� ���	�� �� (mn, n) ��� ����� ��	�� �
�� ��� 
	�� ��
�����	�� x = my� �� 	� ��� ���� �� ���� ������ ��� ���� ������� i �� � m��

�� ���� �����



���� ���� ��	
�� ������� �� ����� ��� m������ 	������ ���

������ � ������ �	 �
������ m������ 	����� �
��
 ������ � �
� ���� i� �
�� ����� �� �� �
�
	�������� ��������� �	 n��
 m������� ��������

���������� ������ ��� D ��� D′ ��� m������ ���
� �	 ���� n� �� ��� �
�� D′ �� ��� D �	
��� ���� �	 �
��� ������ �� D � 
��������� ���� i 	������� � �� �������! ���
 �
�� D′ �� �������
	��� D � �������� �
� ��������� �	 �
� ���� i ��� �
� �
������ m������ 	����� �	 D �
�� �����

���
 �
� ���� i+ 1� �
� n��
 m������� "������ T (m)
n �� �
� ����� ������� � ����������� �
�

��#��� � ��� �������� � ������� �	 �
�� �� ����� ���������

���� ���� �	
�� ���	��� �� �	�	�� 	� m��	�	�� 
	������

"�� �� �������� �
� ������� S4 = A3� $� �� %���� &��� '��() �
�� �
� *������ �������
���������� ���
 s1s2s3 �� �������
�� �� �
� ������ ������� T4� $� �
� ��� ���� �
�����! ��
���������� �  ����� ������
 �� �
� s1s2s3������������ ��� �� �
��%�� �
�� �
� ��������� �������
�� ������ �
� ���������� *������ ������� &��� +����� ,��,)� -� �� �� �������� �� +����� ��.! �
��
 ����� ������
 ��� ������ � ����������� ����� �
� ��������� �������! � ������ ���� �� ���

�������

0

1

0

1

0

2
0

0

01

1

2

	�
��� ��� ��� ��������������� �	 �
�  ����� ������
 ���������� ���
 �
�
s1s2s3�������������

$� �
�� 	������! �� ���� ���������� �
�� ������������ ��� ��� � �
�� ���
 ������ "������ Tn

��� � �������� ���
 �  ����� ������
 �	 �
�� 	����

������ ��� �	
�� ���	�� A↑
n 	� ��� ����������� ���� ����(n+1)� �� ������ �

An = (G, θ) �
�  ����� ������
 ���������� ���
 (An,≤R)� �� ������ �
�� �� 
� �

V(An) := {(a, b) | 1 ≤ a < b ≤ n+ 1},
E(An) := {((a, b), (a, d)) | b > d} ∪ {((a, c), (b, c)) | a < b},
θ(a, b) := b− a− 1 	�� ��� (a, b) ∈ V(An).

���������� ������ �� ������ � A↑
n = (G′, θ′) �
�  ����� ������
 ���
 �
��/

V(A↑
n) = V(An),

E(A↑
n) = E(An) ∪ {((a, b), (a, d)) | b < d},

θ′(z) = θ(z) 	�� ��� z ∈ V(A↑
n).

�
� ������������ �	 A↑
n 	��� An �� �������� �� +����� ���! �� �
� ���� n = 3� ����� �
��� �� ��

��������! �� �
�� 	������ �� ���� ������ ������ � θ �
�  �������� ���������� ���
 ��
 An

��� A↑
n� 0��� �
�� 	�� ��� c ∈ V(A↑

n)! θ(c) �� �
� ����� �	 ���� �
��
 ��� ���� c ��� �� �
�
���� �������

1� +����� ��2! �� ��������� �
� �������� ���������� ���
 A↑
2 ��� A↑

3! �
��� �
� ��� ����
���������� �� �
� �������� �	 IS(A↑

n)� $� �
� ���� ����! �� ��� ��������� �
� ������ �������
T3! ��� �� �
� ������ T4�

$� �
�� 	������! �� ���� ��� � �
�� �
� �������������� ������ �
� ������� (IS(A↑
n),⊆) ���

Tn+1 ���� �� 	�� n = 2 ��� , �� �������� �������� +�� �
�� �������! �� ���� ��������� ����������
� ����� �������
��� ������ �
��� ��� �������� ����������� ��� ����� ���� �
��� �����! �
��
�� ��� �������



��� �� ����	
��
� � ����	
 ����
��� ��
�� ������ �
�	����
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A3 A↑
3

������ ���� ���� A3 �� A↑
3�

������ ��	� ��	 
����	� (IS(A↑
2),⊆) ��� (IS(A↑

3),⊆)�

���	� �� ������ �	 �������	 	�� 	
	�	�� �� ���(n + 1) ���� � �	��	�	 �� ���	�	�� �

	� ���
�����

���	� �� ��	�� �� ��	 ���	 ����� ���� ��	 	
	�	��� �� IS(A↑
n)� ���������� ��	� ���� �	��	�	�

�� ���	�	�� ���� �	 �
�� �

 ��	��
���	�  � ����

�� �	 ������� ��	 ����������� !� �	"���� � �	

#���	� !�$	���� !	��		�

��	� �� ���(n+ 1) ��� ��	� �� IS(A↑
n)�

%	� �� �������&	 ���� �
������ �� � �������� �	���	� �� �����	 '�(�

Dyck(n+ 1)

IS(A↑
n)

{Codes of Dyck(n+ 1)}

{Codes of IS(A↑
n)}

Step 1

Step 2

Step 3

������ ��
�

%	� �� !	��� ���� �	"���� ��	 ��	 �� � ��� ����� )��	 ���� �	 
	��
� ��*	 � ��	#��#
��	 ���	�����	�	 !	��		� ���������� (λ1, . . . , λk) ��� ���� ��� �

 1 ≤ i ≤ n� λi ≤ n− i ���
���(n+1)� ���������� ��� � ��������� ���� ��	 ��� ���� ��*	� !� ��� !�������� �� �	���	�
�� �����	 '�+�

������ �� ���� ����� �� *�	�� �	 ��	 ��� �!
	 �� ����
��� ��	 "��� ��	� ��		 �����	 '�(��



���� ���� ��	
�� ������� �� ����� ��� m������ 	������ ���

������ ��	� ���� ���� 	
 ��� � ���	������ ���� (4, 2, 2, 1)�


�������� ������ ��� D ∈ ����(n) ��� λ = (λ1, . . . , λk) �� ��� ���	������ �������	�� ��
����� ��� �	�� 	
 D �	 �� ��� ����� �������� (ci(D))1≤i≤n−1� �����

ci(D) = n− i− λi 
	� ��� i ≤ n− 1,

���� ��� �	������	� ���� λi = 0 �������� i > k�

 � �� ����� ���� ��	 �������� ���� ����� ���� �������� �	���� !�
	�� �� "	�� �	 ��� ���	��
����� ��� �� #��� � ���
�� �������������	� 	
 ��� ����� ��������� ����� ��� ��� �	�� 	
 �	"�
���� ������

����� ����$� � �������� (ci)1≤i≤n−1 �� 	
� ���� � � ���� ��	
 � ���� n � ��� ���� � 	
�

�������� 	�� �����	���� ��� ��	������

• �� ��� i ∈ [n− 1]� 0 ≤ ci ≤ n− i�
• �� ��� i ∈ [n− 1]� ci − ci+1 ≤ 1�

������ %���"� ���� (ci)i �� ��� �	�� 	
 � ���� ���� 	
 ��� n� ��� ���	�� �� λ =
(λi, . . . , λk) ��� �	�����	����# �������	��  � ������� �������� ��� ���� �	�����	�� &	��	���� ��
����

ci − ci+1 = n− i− λi − (n− i− 1− λi+1) = 1− (λi − λi+1),

��� λ �� � �	�'���������# ��������� ����� ci − ci+1 ≤ 1�
�� �	� ��	�� ��� �	������� ��� �� �	������ μ = (μ1, . . . , μn−1 ����� μi := n− i− ci 
	� ���

i ∈ [n− 1]� (������� �� ���� μi ≤ n− i� )������"	��� �� ����

μi − μi+1 = n− i− ci − (n− i− 1− ci+1) = 1− (ci − ci+1) ≥ 1− 1 = 0.

*���� μ �� � �	�'���������# ��������� ���� �� �� � �������	�� *��� �	������� ��� ��		
� �
�� �	� ��#�� ���� ��� ����� 	
 ��� ���	�� ���� +)�#��� ���,� )	���������� ����� �� �

���	����� �������� 	
 ����#��� ���	������ ���� ���� ���"��� A 	
 IS(A↑
n)� ����� �� #���� �� ���

��"��� 	
 �	-�� 	
 A �� ���� �	� 	
 V(A↑
n)� ��� �� 
	�"���� ���� ��"��� �� � �������	��


�������� ����.� ��� A ∈ IS(A↑
n)� �� ����� ��� �	�� 	
 A �	 �� ��� �������� (ci(A))i�

����� 
	� ��� i ∈ [n]�

ci(A) := |{(a, i+ 1) ∈ V (A↑
n) | (a, i+ 1) ∈ A}|.

������ ������ %� ���� �	���� �� �� �	� ����� ���� �� ���� � 	��'�	'	�� �	�����	������
������� IS(A↑

n) ��� ��� ��� 	
 ��� �	���� ��� ���� ���� 
	��	� 
�	" /�	�	����	� ������

0�� ��" �� �	� �	 �	������� � 	��'�	'	�� �	�����	������ ������� �	��� 	
 IS(A↑
n) ���

�	��� 	
 ����(n+1)�  � 	���� �	 �	 �	� �� ���� �	 ���������� � ��� "	�� ���� ��� ���"���� 	

IS(A↑

n) �		� �����  � ��� 
	��	���# ��""�� �� 
	�"���� ��� ��	�� ��� 
	��	���# ��	 ��	�������1

+2, 
	� ��� A ∈ IS(A↑
n) ��� c ∈ V(A↑

n)� �
 c �� �� A� ���� ��� ��� �	-�� ����� ��� �� ���
��"� �	��"� ��� ���	� c ��� �� A3

+�, 
	� ��� A ∈ IS(A↑
n) ��� c ∈ V(A↑

n)� �
 ����� �� � �	- �� ��� ��"� �	� ��� 	� ��� ��#��
	
 c ����� �� �� A ��� �
 ��� �	- ����# 4��� ���	� c �� ���	 �� A� ���� c �� �� A +���
)�#��� ��5 
	� � #�������� ������������	� 	
 ���� �������	�,�

����� ����6� ��	 A ∈ IS(A↑
n) ��� (a, b) ∈ V(A↑

n)� �
��� �� 
����



��� �� ����	
��
� � ����	
 ����
��� ��
�� ������ �
�	����

a

b

k

������ ��	� ��� ��� ����	 
�� �� A

��� �� (a, b) ∈ A� ��	
 (a, k) ∈ A ��� �� a < k < b�
��� �� (a, b− 1) ∈ A 
� ��	�	 	����� a < q < b ���� ��� (q, b) ∈ A� ��	
 (a, b) ∈ A�


����� � 	��� ��� ��	� ����� �� ��������� �� k� ����� k �
���	 ������� a+1 
�� b−1�
���� ��
� θ(a, a+ 1) = 0 
�� ((a, a+ 1), (a, b)) ∈ E(A↑

n)� �����

θ(a, a+ 1) < d+A(A↑
n, (a, a+ 1)),

	� ��
� (a, a + 1) ∈ A� ��� k < b − 1 �� 	��� ��
� (a, j) ∈ A ��� 
�� a + 1 ≤ j ≤ k� ����� ��
�
�� ((a, k + 1), (a, b)) ∈ E(A↑

n), and ((a, k + 1), (a, j)) ∈ E(A↑
n) for all a + 1 ≤ j ≤ k� ���	�

�� �
��
θ(a, k + 1) = k − a < d+A(A↑

n, (a, k + 1)),

	� ��
� (a, k + 1) ∈ A� �� ���������� �� �	 �������
��� �	 ��� ����� �! � "���� (a, b− 1) ∈ A� �� �� �� �
�� (a, k) ∈ A ��� 
�� a < k < b− 1�

#�������� �� 
�	� �
��

((a, b), (q, b)) ∈ E(A↑
n) 
�� ((a, b), (a, k)) ∈ E(A↑

n) for all a < k ≤ b− 1,

	� ��
� θ(a, b) < d+A(A↑
n, (a, b))� ����� (a, b) ∈ A 
�� ���	 ��������	 ��� ������ �

��� �	 ����
�� ��� ��� �
� 
		���
��	 ��� ���� �� 
� ���$��� �� IS(A↑
n) ���� ��� ���� ��


� ���$��� �� %��&(n+ 1)�


��������� '�!�(� �	� A ∈ IS(A↑
n) 
� (di)1≤i≤n �	 ��	 �	��	
�	 �	�
	� �� di :=

cn+1−i(A)� ��	
� (di)1≤i≤n �� ��	 ���	 ��  ���� ��� �� �� 	 n+ 1�


����� � ����� ���	 �����	����� �	��� ��$$
 '�!�)� *��	�� ���� ��
� �� ���
��� �
��
di ≤ n + 1 − i� ����� �� +�	� ���� �� ����� ��
� di − di+1 ≤ 1. ,-���
������� �� �
�� �� 	���
��
� ci+1(A) − ci(A) ≤ 1 ��� 
�� i� *�� ��
� �����	�� ��� �	 ���	���� 
 ��� (k, i + 1) ∈ A�
.� 1 ≤ k < i� ���� �� ��$$
 '�!�/ �� �
�� (k, i) ∈ A� 
�� 	���� (i, i + 1) �	 ��� ���� ���
�� ��� (i + 1)0�� ��� ����� ���	 ��� �
�� 
�� ��� ����� ��� ���	 �$$���
���� �$����	 ��
�
ci+1(A)− ci(A) ≤ 1� 
	 ��-������ �

���������� '�!�1� � ������ �� Ψ ��� 
�����
���� ���$ IS(A↑
n) �� %��&(n+1) ����� 
		�0

��
�� �
�� A ∈ IS(A↑
n) ���� ��� ���-�� D ∈ %��&(n+1) ���	� ���� �	 ����� �� (cn+1−i(A))1≤i≤n�


��������� '�!�2� ��	 ��������
 Ψ ��  ��!	����
�

"���� ��� ����� �� 3����	����� '�!�2 �	 -���� ���� 
�� �������
�� �� ���
�� �� 	��
�
���� ��
"������ '�)���

������ ��� ����	
 ����
� Tn+1 ��� (IS(A↑
n),⊆) �	� 
����	��
� .� ���	 	������� ��

���� ����� ��
� Ψ �	 $��� ��
� +�	� 
 ��+������4 �� �	 
 ��	�� �	�$�����	$ ������� (IS(A↑
n),⊆)


�� Tn+1� .� ����� �� ����� ���	� �� ���� ����� ��
� Ψ 5��	����	6 �������� ���
����	 �� ����
��	��	� ��
� �	� �� ���� ����� ��
� A′ �����	 A �� (IS(A↑

n),⊆) �� 
�� ���� �� Ψ(A′) �����	 Ψ(A)
�� Tn+1� 7��	�-������� �� ���� �� �����	�
�� �������� ���
����	 �� (IS(A↑

n),⊆) ��	��

���������� '�!��8� ��� A ∈ IS(A↑
n) 
�� i ∈ [n]� � ����� ��� ��������� ���$	�

• � �
�� ��� �	�"�� �� ��� ����$� i �� A ��� $���$
� ������� k 	��� ��
� (i, k) /∈ A�
• � 	
� ��
� ��� ��� (i, k) �	 �#������	 ��$	 A �� 
�� ���� �� k �	 ��� ������ �� ���

����$� i� 
�� ��� 
�� j < i ��� ������ �� ��� ����$� j �	 ��9����� ���$ k�



���� ���� ��	
�� ������� �� ����� ��� m������ 	������ ���

• � ������ C �� V(A↑
n) 	� 
���� �� ���������� 	
���� ��
� A 	� �� ���� 	� ����� ��	���

� ��� (i, k) ��	��	��� ����� A ��
� ���� C = {(i, k), (i, k + 1), . . . , (i, q − 1)}� �����
q 	� ��� ��	��� �� ��� 
����� k �� A�

��� �	���� ���� ��� �� 	��������	�� �� ����� ���	����

C

q

k

i

������ ��	
� �� ������� A 	� IS(A↑
n) 	� ��	
�� 	� ��� ��	�� �� ��	��	���


����� ����� A 	� 	� �����

��	�� ��� ���	�� �� ��	��	��� 
������� �� ����	� � 
������� 
����
���	 ��	�� �� 
����	��
�����	��� 	� (IS(A↑

n),⊆) 	� ��� ������	�� ������	�	��� ����� ����� 	� �	��� 	� ��
�	�� ��!�"�

���������� ��"���� ��� A,A′ ∈ IS(A↑
n)� ���� A′ 	
��� A �� (IS(A↑

n),⊆) �� ��� 
��� ��

����� ������ C �� ���������� 	
���� ��
� A ��	� ���� A′ = A ∪ C�

�	�
� ��� �#�	�	�� �� Ψ 	������� ��� ���	�� �� 
�� �� � $�
% ����� �� ��� �� 	��������

����	�� �����	��� 	� Tn+1 	� ����� �� ��� 
��� �� ��� ������	�� $�
% ������ &� ���� ��������
�� 
���	�� D ∈ $�
%(n + 1)� '���� �� � ��� ��
�� ��(���� �� D� " ��� ��	�� �� �� ���
)���	�� ��� ��*���
� (di) �#�� �� di = cn−i(D) �� ��� d0 = dn+1 = 0 +��	� 	� ����������
��� ��� ������� �����%�,� -��� ���� di �	��� ��� ���	�	�� �� ��� ��(���� ������� �� i �� D� ��
��	
�� 	� �	���� ����� .���%� �� ��	� �����	
�� 	����������	�� ��� ������	�� ��
�� ��� ���	����

1

2

3

4

5

6

d5 = 3

������ ��		�

• .���� 	� �� ���	 ����� ���� ������� ��� i(�� �� (i + 1)(�� ��(���� 	� �� ���� 	�
di ≥ di+1�

• )���	�� ��� $�
% ��
��� �� �	 � k �� D ��	
� ��� ��� i(�� ��(���� �� #��� ����� &� k 	�
�	�	���� ���� dk+i ≤ di �� ��� ��� j ��
� ���� i < j < k + i� �� ���� dj > di�

• )���������� 	� ����� ��	�� ��� 	������� i �� k ��
� ���� dk+i ≤ di �� ��� ��� j ��
�
���� i < j < k + i� �� ���� dj > di� ���� ����� ��	��� � �	�	��� $�
% ��
��� �� �	 � k
�� D ��	
� ��� ��� i(�� ��(���� �� #��� �����

.���� �����%� ����� �� �� ������� �� ��������	�� ��
�	��	�� �� ��� 
����	�� �����	��� 	�
Tn+1�



��� �� ���	
����� �� ���
� ���	�� ����� ������ ���
����

����������� ������	 ��� D,D′ ∈ ����(n + 1) �	
 
�	��� �� (di)1≤i≤n �	
 (d′i)1≤i≤n ��
�����	��� 
��	�
 �� di = cn−i(D) �	
 d′i = cn−i(D

′) ��� �� ��	��	���	 ��� d0 = d′0 = dn+1 =
d′n+1 = 0� �� ��� ��� D′ ������ D �	 Tn+1 �� �	
 �	�� �� ���� ����� ��� �	������ 1 ≤ i ≤ n
�	
 k > 0 ��� ����

��� di ≤ di−1 
�!� di+k ≤ di �	
 ��� ��� i < j < k + i" dj > di 
�#� ��� ��� j ∈ [n+ 1]" �� i ≤ j < k + i ��	 d′j = dj + 1" �	
 dj = d′j ���������

����
	 ����	
 �� �� ��������� ������������� �� D′ ����
 D ��� �� ��� �����
 ��
�����
����� ������ �� 
���
���
� ��� ���� �� �����
� ���
��� D ��� D′ 
���
����� �� ��� �����
� ����� ��� � ���


���� ��� �
 �  ��� �� !��	 ������ F �� D ������ �� i"�� #�"
�� �� D �
 ��
� 
��� ����� ���
� ���
 ���� �� 
�� ����� �
 $#
� %��� �� i"�� #�"
�� �� D �
 �� ����&����� 
��� '�������
����	
 �� �� ����� �(� ��� �� ��������� ������������� � ��� ���� D′ �
 �%����� ��� D
%� 
������� �� ��
�����
 �� F ��� �� ����&����� 
�� ���� ����
 F � ���� �
� D′ ����
 D
�� Tn+1� �
'������� � ��� �������� � �� �� 
��� ��� ���� ��  ��� ���� �� ���
 
������

����� �����(	 ��� A,A′ ∈ IS(A↑
n)� $�	" A′ ������ A �	 (IS(A↑

n),⊆) �� �	
 �	�� ��
Ψ(A′) ������ Ψ(A) �	 Tn+1�

����
	 ���� �� �

#  ���� A′ ����
 A �� (IS(A↑
n),⊆) ��� ���� %� (dj)j ��� (d′j)j

���� �
����� ���
� )� �����
����� ������ ��� *�
�
 C �� �� �

�%� ���# � �%�� A 
#��
���� A′ = A∪C� !��� %� q �� ���* �� �� ���# � ����� �������
 C ��� �� i ��� k % ��
 ��� �� �����
 
#�� ���� (q, i) ∈ C ��� (q, i+ k) /∈ C �
 '��#� ������

C

i+ k

i

q

����� �	��	

� ���� ���� ���� �� 
+#��
 (dj)j ��� (d′j)j 
���
�� �����
 ���� ��� ��� �(� �� �����
�"
���� �������

• ����� ���� � ��� �� 
��� ���� A ��
  �� %�*
 �� ��� i − 1 ���� �� ��� i� ,�
#
 ���
��� (p, i) ∈ A ��� ����� �#� 
�#�� ���� ��� ��

� ������� �� �� ���#
�� p� -� p < q� ��� %� ,  � ����. (p, i − 1) ∈ A� /��� (q, i) �
 �� �

�%� �%��
A� �� �
 ��� �� A� '������� �

#  %� ������������� p > q� ���� %� ���
��#����� ��
%�* $#
� %��� (q, i) �
 �� A� ��� (p, i) �
 �� �� 
�  ��� �� �� ����� �� (q, i)� ��#
�
%� ,  � ����. (q, i) ∈ A ����� �
 �%
#��� 0��
+#����� ��� ��� %�* �� A �� ��� i
��� �
 � ����
������� %�* �� A �� ��� i− 1� 
� ���� di ≤ di−1�

• ����� ���� �� #
 ��
� ���� ���� dj > di ��� ��� i < j < k + i� /��� ���
 ������� �

������ ��# ��� k = 1� � �

#  ���� k > 1� ,� #
 ���
��� (p, i) ∈ A� � ����
���� %� ���#����� �� j� ��� j ����
 %��� i ��� k + i� ���� (p, j) ∈ A� /���
i+ k �
 �� ����� �� ���# � i �� A� (i, i+ 1) ∈ A� ��#
� �� %�* $#
� %��� (p, i+ 1)
�
 �� A %� �������� ��� (i, i+1) �
 �� �� ����� �� (p, i+1)� ��� (p, i+1) ∈ A� 1�
��� �� ��� �� ���#����� ������� ���
 ���# ��� 
� ���� � ��� dj ≤ di ��� ���
i < j < k + i� '������� ��� ���� i + k �
 �� ����� �� ���# � i� 
� ���� (i, j) ∈ A ���



���� ���� ��	
�� ������� �� ����� ��� m������ 	������ ���

��� i < j < k + i� ������	
 (i, i) /∈ V(A↑
n)
 �� � �� ��������� �� �� A
 ��� ��� �������

�� dj > di
 �� 	����	���
�� ���� ���� � ���� �� di+k ≤ di� �� ��������
 ��� �� ����� ����� (q, i + k)

�	� �� A′
 �� (q, i+ k) /∈ A� ����
 ��	 ��� p ≥ q
 �� ���� (p, i+ k) /∈ A� ��	����	
 ��	
��� p ���� �� p < q ��� (p, i+k) ∈ A
 �� �����  �!�" �� ���� (p, i) ∈ A� ���	���	�

�� ���� di ≥ di+k�

• #��� $% ��� �� ����	
 ����� A′ = A ∪ C ��� C �� ���������� �������

���� �� �� ��� �	��� �� �����	��� �� �� ����� �� D ��� D′ �� &��' ���� Ψ(A) ���
Ψ(A′)
 	����������
 ��� ������ �� D′ ����	� D �� Tn+1� �� �� ����� �� (dj)j ��� (d′j) ��
��������� ������ �� dj = cn−j(D) ��� d′j = cn−j(D

′)
 �� ��������� (dj)j ��� (d′j)j ������ ��
�	�� ��������� �� #	��������  �!�(!� �� �� '��� �� ������� �� ��� �	��������
 ��� �� i
��� k �� �� �� ���)�	� ����� �����	 �� #	��������  �!�(!�

*�	 ��� �� ��� � �	��� �� ��	� ����� �� ���������� ������ C ����� A ���� ��
A′ = A∪C� +�	 �� ��	����
 �� �� �	� �	��� �� ��	� �� �� ���������� ��� ����� A �� 	��
i� ,����� �� ���	������� �� (i− 1, i) �� �� A
 ��� ��	 ��� p < i− 1 ���� �� (p, i− 1) ∈ A

�� ���� (p, i) ∈ A �� �����  �!�" -!.� ����
 �� ���� di > di−1 ��� ��� ���	����� ����
-(. �� #	��������  �!�(!
 ����� (i − 1, i) /∈ A� ���	���	�
 ��	� ����� � ��� (q, i) ����� ��
���������� ����� A -��� �� �� �������� ���� (q, i) = (i− 1, i).�

�� �� ��� ���� �� {(q, i), (q, i+1), . . . , (q, i+k−1)} �� ���������� ����� A� /����������

�� ���� ���� �� �� ���)� �� �� ����� i �� A �� i+ k �� �������) ��	 ���� ��� �� ������

• 0��� k = 1% ������ �� ���	������� �� (i, i+1) �� �� A� ����
 ��	 ��� p < i ���� ��
(p, i) ∈ A
 �� ���� (p, i+ 1) ∈ A
 ����� ������� di < di+1 = di+k ��� ��� ���	�����
���� -!. �� #	��������  �!�(!� ���	���	�
 (i, i + 1) �� �� �� A �� �� ���)� �� ��
������ i �� A �� i+ 1� ����
 {(q, i)} �� �� ���������� ������ ����� A�

• 0��� k > 1% �� ���� ���� �� �������� �� j
 ���	� j 	��)�� �	���� ������ i ���
k + i
 �� �� ��������) �� �	���	��� �	� 	��%
� (i, j) ∈ A;
� ��	 ��� p < i ���� �� (p, i) ∈ A, �� ���� (p, j) ∈ A.

+�	�
 ��� �� ��	 ��� p < i ���� �� (p, i + 1) ∈ A �� ���� (p, i) ∈ A
 ��� �����
di+1 > di
 �� ���� (i, i+ 1) ∈ A� ����
 �� �	���	��� �	� 	�� ��	 j = i+ 1�

�� j �� ���� �� �� �	���	��� �	� 	�� ��� ���� �� j < k + i − 1� ,�����
�� ���	������� �� (i, j + 1) �� �� �� A� �� �������� ���������
 ��� �� �����
����� (i, j + 1) �	� �� A� 0����������
 ��	� �� �� ��� �� �� ���� 	�� ��� �� ��
	�)� �� (i, j + 1) �� �����  �!�"
 ����� ��	 ��� ��� �� A ��1�	�� �	�� (i, j + 1) ���
�� 	�� j + 1
 ��	� ����� � ��� ����� � �� 	�� i ����� �� ���� �� A� ����
 �� ����
dj+1 ≤ di ��� ��� �� ����	�� �� ��� ���� (i, j + 1) ∈ A� �� �� ��� �� �������	 ��
���)�	 p < i ���� �� (p, i) ∈ A� ����
 �� �������� ��������� ��� �� ����� �����
(p, j + 1) �	� �� A
 ��� (i, j + 1) �� �� �� 	�)� �� (i, p)� ����
 (p, j + 1) �� �� A ���
��� ��������� �� ���������

�� ��� ��� �	��� �� i + k �� �� ���)� �� ������ i� ,����� �� ���	�������
�� (i, i + k) ∈ A� ����
 ���'� � ������	 �	)����� �� �� -���� k = 1.
 �� ����
�� di+k > di ���	������) ���� -!. �� #	��������  �!�(!� ����
 i + k �� �� ���)�
�� ������ i� ���	���	�
 �� �� {(q, i + 1), . . . , (q, i + k − 1)} �� �� ���������� ������
����� A�

2� ��� �����
 C = {(q, i+ 1), . . . , (q, i+ k− 1)} �� ���������� ����� A� ��	����	
 A∪C ��� ��
���� ���� �� A′
 �� �� A′ = A ∪ C ���'� � �� ��� �� Ψ �� � ��3������ ����
 A′ ����	�
A �� (IS(A↑

n,⊆)
 ��� ��� ��������� �� �	���� �

���� ���	�� ��� �� ��������) �������� ��	����	�
 ����� ��������� ��� �������

���������  �!�(4� ��� ������ Tn+1 �	
 (IS(A↑
n),⊆) ��� ����������



��� �� ����	
��
� � ����	
 ����
��� ��
�� ������ �
�	����

������ � ����	
� ���������� �� m��
�
�� 	
������ �� �� �� ��������	 �� 
�������

�� n�� m������� ������� T (m)
n ��� �� ���� �� �� �������� �� Tmn� ���� ���������� ��� ��

�����	�� �� ������� m������� ��� D �� T (m)
n ��	 ������� ��� ������� �� D �� � �������� ��

m ����������� �������� �� 	������	 �� ������ �� !�

������ ��	
�

"������� �� ��������� ��� D′ �� � #��$ ��� �� ��%� nm� ��	 ��� ��� ������ ��& ���

�� ��������� �� Tmn ��	� �� ��� �� ���� ������ ��� D′ �� ��������� �� T (m)
n � '�� ���

��������� �� �� ����� ��� m������� �������� ��� �� 	�������	 ����� � �����	 	������ �� 	�������	
�� ������ �� (�
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0 0

������ ��	�� )�& �� ������ � �����	 	����� ���������	 &�� T (2)
3 � �� *����

������+ �����	 	����� �� �� ���� ���� ����� � ������� ��������� �� T (2)
3 �

���� ������

,� ��� �������� &� �����	� �� ������ �� -���������� ��.�/ ��	 ��.�  �

������ ����������� ������

��� � �������� ������ '� &��� ��& ��� ��������� ����������� �� n� ������ ����
��� �� �� ������� ��� n = 1� 0�� n �� ��� ��� �� �������� �� �����

��� � ������� ��!"# ��� A ��	 A′ �� �� IS(A↑
n+1)� &�� ���������� ��	�� (ci)1≤i≤n+1 ��	

(c′i)1≤i≤n+1� ������ ��� Ψ(A) = Ψ(A′)� ��� &� ��� ci = c′i ��� ��� i ∈ [n+ 1]� '� &��� �����

��� A = A′� ��� ��� �������� ��� �� 	����� �� Ã ��	 Ã′ �� �&� ������� �� V(A↑
n) 	�1��	 ��

Ã := A ∩ V(A↑
n),

Ã′ := A′ ∩ V(A↑
n).

A Ã

������ ��	�� ���� A �� Ã�

'� ��& ��& ��� ��� Ã ��	 Ã′ ��� �� IS(A↑
n) �����	����� � ��2 c �� V(A↑

n)� ,� c ∈ Ã�

��� c ∈ A� "������������ ��� �� ��2�� ����& c ��� �� A� �� ��� ��� ��� ���� �� Ã� ���� &�



���� ������ �	�

���� θ(c) ≤ d+
˜A
(c). �� c /∈ Ã� ���	 c /∈ A� 
� ���� �� ���� θ(c) ≥ d+A(c) ≥ d+

˜A
(c) ���	
 �� ���

���� ���� Ã ⊆ A� ���
 �����
 ���� Ã ∈ IS(A↑
n+1)� �	� �� ����� 
�������� ���� Ã′ ∈ IS(A↑

n+1)�

�������� ��� 
����	�� (ci)1≤i≤n �
 ��� ���� �� ���� Ã �	� Ã′� ��	�� �� �	������	 �������
�
 ��

���� Ã = Ã′�
�� ��� 	�� ���� �� ����� ���� A = A′� ��� �
 ��	��� �� a1 < a2 < . . . < ak ��� ��� �	����



��� ���� (aj, n+ 1) ∈ A �	� ��	��� �� ak+1 ��� �	����� n+ 1� ���	
 �� ����� �� �!� � ��"
����� �
 ���� �	 A �	� �	 ��� n+ 2 �
 �	 ��� 
��

{(a1, n+ 2), (a2, n+ 2), . . . , (ak, n+ 2), (ak+1, n+ 2)}.
#

��� ���� (ai, n + 2) ∈ A� ���	 ��� ��� 1 ≤ j < i �� ���� (aj, n + 2) ∈ A ���	
 ��
����� �� �! $ %� ���
 ���	
 ���� ��� ��"�
 ����� ��� �	 A �	 ��� n+2 ��� ��� �	 ��� ������
�
��
����	
 ��������� $���� ��
���� �� ����� �� �! $&%%� �	 ����������� ���
 ������
 ���� A �	� A′

��� ����� 
�	�� ���� ���� 
��� 	����� �� ��"�
 �	 ��� n+ 2�
���� � ���	
��������' ��� D ∈ (��(n + 2) �	� (ci)1≤i≤n+1 �� ��
 ����� �������� �����

�"�
�
 D′ ∈ (��(n+1) ���
� ���� �
 ����	 �� (ci)2≤i≤n+1� ���
� �� �	������	 �������
�
 �����

�"�
�
 A′ ∈ IS(A↑
n) 
��� ���� Ψ(A′) = D′� �	� A′ ��	 ��
� �� 
��	 �
 �	 �����	� �� IS(A↑

n+1)�
�
 �������� �	 )����� ��&!� #
 �	 *��� &� ��� �
 ��	��� �� a1 < a2 < . . . < ak ��� ��� �	����


A′

������ ��	
�


��� ���� (aj, n+ 1) ∈ A′ �	� �� 
�� ak+1 = n+ 1� ��� �
 ��	��� �� A ��� 
��
�� �� V(A↑
n+1)

��+	�� ��
A := A′ ∪ {(a1, n+ 2), (a2, n+ 2), . . . , (ac1 , n+ 2)}.

,� ��	
�������	� �� A �
 �	 IS(A↑
n+1)� ���	 Ψ(A) = D� �� 
���� ���� �� ����� ���� A ∈ IS(A↑

n+1)�

�	 ����� �� �� 
�� �� ��	
���� c = (a, b) ∈ V(A↑
n+1) �	� �� 
���� ��� 
���� �	�� ���� ��
�
�

• �� c ∈ A′� ���	 θ(c) ≤ d+A′(c) ≤ d+A(c) 
�	�� A′ ⊆ A�
• �� c /∈ A �	� �
 	�� �	 ��� (n + 2)-�� ���� ���	 d+A(c) = d+A′(c)� ���
� �� ����
θ(c) ≥ d+A(c)�

• �� c ∈ A �	� b = n + 2� ���	 ��� ��� ��"�
 ����� c ��� �	 A� ���������� �� ����
θ(c) ≤ d+A(c)�

• �� c /∈ A �	� b = n+ 2� ���	 �� ���� ��� 
��-��
�
�
� �� ��� ��� ��"�
 ����� c ��� �	 A� ���	 �� ��	
�������	 �� A ���� A′� �� ���� ����

��� ��� ��"�
 �	 ��� ����� �� c ��� 	�� �	 A� .�	�� d+A(c) = b− a− 1 = θ(c)�
� �� ����� �"�
�
 � ��" �	 ��� 
��� �����	 �	� ����� c ����� �
 	�� �	 A� ���	 ��

��	
���� d = (a, k) ���� k ��	���� 
��� ���� d /∈ A� ,� �������
�
� �� ����
k ≤ n + 1� 
� ���� d /∈ A′� #

��� �� ��	���������	 ���� ����� �"�
�
 �	 �	�����
j 
��� ���� a < j < k �	� (j, n + 2) ∈ A� ���	� �� ��	
�������	 �� A �� ����
(j, k) ∈ A� �	� ���
 �� ���� (j, k) ∈ A′� .������� �� ��	������� �� k ��� ���
��"�
 �	 ��� 
��� �����	 �	� ����� d ��� �	 A′� �	� (j, k) �
 �	 ��� 
��� ��� �	�
�	 ��� ����� �� d� �� ���
 ���� ���� d �
 �	 A′� ����� �
 ��
���� ���������� ��
���� (j, n+ 2) /∈ A ��� ��� a < j < k� ���
� ��� �������	� �	�������� ����
'

d+A(c) ≤ |{(a, a+ 1), (a, a+ 2), . . . , (a, k − 1), (k, n+ 2), (k + 1, n+ 2), . . . , (n+ 1, n+ 2)}|
≤ (k − 1− a) + (n+ 2− k) = (n+ 2)− a− 1 = θ(c).

��� ��	���
��	 �� ���
 ��
� �� ��
� 
���� �
 ���� A �
 �	 IS(A↑
n+1)� �	� ���
 �	�
 ��� ������ �



��� �� ���	
����� �� ���
� ���	�� ����� ������ ���
����

������ ����� �� ���	�
���� ������� �� ����� ��� �	

� 
� ���� �	
�
����
 ��
 ��

������� �������

����� ������ ��� A,A′ ∈ IS(A↑
n)� �� A �= A′ ��	 A ⊂ A′
 ���� ����� ����� C �� �	��������

������ ����� A ����� �� �����	�	 �� A′�

����	� �� ���
������� ���	� ������ d = (a, b) ∈ A′ \A� ��� �� ��
�� �� k ��� ����� 
� ���
�
��� b 
� A� �� ������
 
� ��� ������� �� �� � (a, k) ∈ A′ \ A� �
 ���� ���	� ������ i ≤ k
���� ���� (i, k) �� ���������� ��
 � A� !��� ��� ��� �
��� � ��� ���� �
��� �� ���
� (i, k)
�	� � A� ���� ���� �	� � A′� "
	�
 �	� (a, k) �� � A′ �� (a, k) �� 
 ��� 	���� 
� (i, k)� ����
(i, k) ∈ A′ �� ����� ��#�$�

�� 
� ��� q ��� ������ 
� ��� �
��� k 
� A �� �� ��
� �� ������
 
 j� k ≤ j < q�
���� (i, j) ∈ A′� %
���� ���� �� ��	���� &
� ���� (i, k) ∈ A′� '�� j ���� ���� ��� �	
��	��
�� �	�� �� ���� ���� j + 1 < q� �� �� � ���� ��� ��� �
��� ���
� �� � ��� ���� �
��� ��
(i, j +1) �	� � A′� "
	�
 �	� �� ������
 
� q �� �� � (k, j +1) ∈ A′� �� (k, j +1) �� 
 ���
	���� �� � ��� ���� 	
� �� (i, j + 1)� (� � �
��)����� �� �� � (i, j + 1) ∈ A′� !��� �	
 ��
����

{(i, k), (i, k + 1), . . . , (i, q − 1)} ⊆ A′,

�� ���� ��� �� � ���������� �
��� ��
 � A �� ������
� �

�� 
� �	
 � � &�� 
� �
 �	�� ���������
 �
 ����� ������

����� ����#� ��� A ∈ IS(A↑
n) ��	 C �� �� �	�������� ������ ����� A
 ���� A ∪ C �� ��

IS(A↑
n)�

����	� ��� c ∈ V (A↑
n)� *� c ∈ A� ��� θ(c) ≤ d+A(c) ≤ d+A∪C(c)� *� c ∈ C� ��� ��� ��� �
���

���
� �� � ��� ���� �
��� �� c �	� � A ∪ C� ���� θ(c) ≤ d+A∪C(c)� *� c /∈ A ∪ C� ��� ��
�� � ��	�� ������

• *� c = (a, b) �� ��
 � �� � ��� ���� �
��� �� C� ��� �
����	 (a, q) ��� ��)��
�
� ����� �� � ��� �
��� a �� ���������� ��
 � A� �� ��
�� �� p ��� ������ 
�
��� �
��� q � A� �� �
��	����
� �
	 ��� �����	� k ���� ���� p ≤ k < b �� �� �
(a, k) /∈ A ∪ C� %
� �
����	 (k, b) � A ���� ���� a < k� ���� (k, b) �� 
 ��� 	����
�� � ��� ���� 	
� �� c� +���	��� k �= q ,
���	���� p �
��� 
� �� ��� ������ 
� ���
�
��� q � A-� (����� �� �
�	������
 ���� a < k < q� ��� �� ����� ��#�$� (k, q)
�� � A� ��� (a, q) �� ���������� � A� ���� ��� ��� �
��� ���
� (a, q) �	� � A �� ���	�
�� � �	� �	
� (a, q) �
 (k, q)� ���� θ(a, q) < d+A(a, q)� �� ���� �
�	������ ��� ����
���� A ∈ IS(A↑

n)� !��	��
	� �� �� � k > q� (������ ���� �� �
�	������
� ����
q < k < p� ��� �� ������	�� �� � ���� (k, p) ∈ A� ��� ��� ��� �
��� ���
� �� � ���
���� �
��� �� (q, p) �	� � A� �� ���	� �� � �	� �	
� (q, p) �
 (k, p)� ���� (q, p) �� �
A� �� ���� �
�	������ ��� ���� ���� ��� ������ 
� ��� �
��� q �� p� (� � �
��)����
k ≥ p� �� �� �� � ��� �
��
��� ��)������.

d+A∪C(a, b) ≤ |{(a, a+ 1), . . . , (a, p− 1), (p, b), . . . , (b− 1, b)}|
≤ (p− a− 1) + (b− p) = b− a− 1 = θ(a, b).

• *� ���	� ������ d = (q, b) ∈ C ����� �� 
 ��� 	���� �� 
 ��� ���� 	
� �� c = (a, b)�
��� �� �� � ��
 ���/������
� *� ���	� ������ p ���� ���� a < p < q �� (p, b) ∈ A� ��� �� ����� ��#�$ (p, p+1)
�� � A� (����� �� �
�	������
 ���� (a, p) �� � A� ��� ��� ��� �
��� ���
� ��
� ��� ���� �
��� �� (a, p+ 1) �	� � A� �� (p, p+ 1) �� � �
� 
 ��� 	���� ��
� ��� ���� 	
� �� (a, p+ 1) ����� �� � A� ���� (a, p+ 1) �� � A� �� ������
�
�� ��
� ���� (a, p+ 2) �� � A� �� �
 
� ���� �� 	���� (a, b)� �� ���� (a, b) ��
� A� ����� �� ����	�� !��	��
	�� �� ���	� ������ p ,������- ���� ���� a < p < q
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��� (p, b) ∈ A� ���� ��� �	

	��� ������
��� �	
���

d+A∪C(a, b) ≤ |{(a, a+ 1), . . . , (a, p− 1), (p, b), . . . , (b− 1, b)}|
≤ (p− 1− a) + (b− p) = θ(a, b).

� �� �	� �

 p ���� ���� (p, b) ∈ A∪C� �� ���� p ≥ q� ������ �� �	���������	� ����
(a, q) �� �� A ��� �	������ (a, q+1)� �� ���� ��	 �	�����
������ ������ (q, q+1) ∈ A
��� ���� ���
��� ���� (a, q+1) �� �
�	 �� A ������ �

 ��� �	��� ��
	� �� ��� �� A��
	� (q, q+1) /∈ A ��� ���� (a, q+1) ∈ A ������ (q, q+1) �� ��������
� ��	�� A ��
�������	���  ��� ��� ���� ���� 	� �������� �� �� ��� �����	�� ����� �� ��	�
�� �������	� ���� (a, b) �� �
�	 �� A� ��� ���� �� � �	���������	�� !	��������
�� ��
����

d+A∪C(a, b) ≤ |{(a, a+ 1), . . . , (a, q − 1), (q, b), . . . , (b− 1, b)}|
≤ θ(a, b).

• �� �

 ��� 	���� ������ d+A(c) = d+A∪C(c) �	 θ(c) ≥ d+A∪C(c)�

"�� �	��
���	� 	� ���� ���� �� ���� ����� �� ���� A∪C �� �� IS(A↑
n)� ����� ���� ��� ��		�� �

#������

�� $�	�	����	� %�&�'' �	

	�� ���������
� ��	� (���� %�)�' ��� %�)�&�
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������ ���� �� � �������� 	
 ������� &� �� ��
�������� ������ �������� �� ������
�"����� ��
" ������� 
���
� �� ���+� 	
 ��� �������� �� "� ���+ �� ��� ����� 
���
 ��
���+� �� ���� 
 ,����
 - & . �� ����� ���+ ����� �
 An−1 

���������� � . .� /�� S �� � ��"��� �
� c = (a, b) �� � ��� �� S 0� ��'
� ��� ������
"
�����

1� .2 LS(a, b) := {(k, b) | k ≥ a, (k, b) ∈ S}, AS(a, b) := {(a, k) | k > b, (a, k) ∈ S},

1� -2 �
� HS(a, b) := Aa,b

⊎
La,b,

����������� ������ ��� ���� ��� ��	 �
� ��� 
��� ����� �
 c 0� ��
��� �� lS(a, b)� aS(a, b)�
�
� hS(a, b) ���� ��������� ����
����� 

0�� ��� 
���
 �� ���+� �� ��
 �������� � �"���� ��� ���� ��"��� 

���������� � . -� /�� S �� � ��"���� �� ��
��� �� GS ��� ����� ������ �"���� ��'
��
��

V(GS) := S �
� E(GS) := {(c, d) | c �= d �
� d ∈ HS(c)}.
���
������� �� ��� 
�� ���� �� �������� � ������ �"���� �� ���� ������� �� � "��
 ����� 

���������� � . &� /�� S �� � ��"���� � ������ �"���� ����� �
�����
" �"���� � GS

� ������ � ���� �� ����� S 0� ��
��� �� Type(S) ��� ��� �� ��� ��� ����� �� ����� S� �
� ���
����� �� ��� �
�����
" ��"��� �� �
� ���� T � ��
���� �� Sh(T ) /�� T = (tc)c∈S ∈ TabS�
���
 ��� ���� �� T � ��� ���� T = (GS, θ) ∈ Type(S) ����� �������
 � "��
 ��

θ(c) = |{d ∈ HS(c) | td < tc}| ��� ��� c ∈ S.

0� ��
��� �� TabS(T ) ��� ��� �� ��� �������� �� ����� S ����� ���� � T  0��
 ����� � 
�
���"���� �� ����� ��
��� ��� ��� �� Tab(T ) 

*���� ���� ��� ��'
��
 ��
��
� ��� ��'
��
 �� ���
���� 3��
" �������� /�� λ �� �
������
 �� n �
� ��
���� ��� ���� Stλ = (Gλ, θ) ����� ��� ��� c ∈ λ �� ���� θ(c) = 0 ���
�
� � ����� ���� Tab(Stλ) = ,3�(λ) 4�� ��'
��
 ���� ��
��
� ���� �� ����
��� ���������
�
� �� ��� ����� ��� 
 ,����
 � - 

���
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� �	

 ����� ���� ���� ��� ������� ������� ���� ��
����  � !��������  ��� "�


��������� #���$� ��� S �� � ����	�
� T = (GS, θ) �� � ��� �� ���� S ��� L =
[c1, . . . , cn] ∈ PS(T )� ����� ��� ������� TL := (tc)c∈S ������ ��

tci = i ��	 ��� i ∈ [n],

�� �� ��� T � ��� ��� �������� �� ��� T ��� �� �������� �� ���� ����


����� ��
�%� �� &���������� $�'� �� ��
���� $� ���� �� ����(�
��� �
��������� #���)� ��� S �� � ����	�
 ��� T = (GS, θ) �� � ��� �� ���� S� ���� Tab(T ) �=

∅�
*� ���� 
� ��
���� �� ���
���� 
 (��
��� ����������� �	 ��� �
���
 TL 
�����
��( ����


 ������� ��+���� L�

������� #���#� �����(�� ��� ���� T �� ��� ���,��	� �	 ����� #�' 
�( ��� ������� ��+����
L = [(1, 3); (1, 1); (1, 2); (2, 2); (2, 1)] ������ �� ��������� ������� (�
��
� ���� ��� -������ ���,
�������� �� �� ��� �
���� ����(��
��� 	�� �
�� ���"� ��� ����� �� ��� ��� �	 ��� ���� 
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��� ����� ���
���( 
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������� #���/� ��� 
�� ���� T � �� �� �������� �� ��( 
 	����
 �� ������ |Tab(T )| 0
-��� �	 ��� �����
� �
�� ����� �� �� +��� (�1���� �� �
�� ���� �
��� ���������� �� ��
�

(�������� ��
� �� ��� (��
���
������ ���� ��
� �	 λ = (n) �� λ = (1n)� ���� 	�� 
�� T ∈ Type(λ) ����� ������ 
 ��+�

�
���
 �	 ���� T � ���� �� ���
�� ����� 
� �
�� ����
���� �	 ��� ������� ������� ����� �� ����
��� (i, j) ∈ λ ����� �� ��
�
���� ���� �
��� 	
�� ��
(� � �� �� ���� �����
���� ������������
�����
��2��� ����
  �' 	��� 3��4�


��������� #���5� ��� k ��� p �� ��� ������	� ��� T = (Gλ, θ) �� � ��� �� ���� λ =
(k, 1p)� ����� �� ����

|Tab(T )| = fλ.



���� ����� 	
� ������ ������������
� ���

������ ������ ���	 �
�� ��� �� ����	�� T = (tc)c∈λ �� ��	 T � �	 
��	 t1,1 = n − θ1,1 �
�	�������� �
��� �� �	 �	� S := λ \ {(1, 1)} ��		 �����	 ���� ��� T ′ := (GS, θ)� �
	� �	 
��	

|Tabλ(T )| = |TabS(T ′)|.
���	��	�� �
	� �	 �	����� �
	 �		���� ����	�� �� T ′� �
	 ��� �
��� �	 
��	 �� �
��	 �� 	��


Arm of the type

Leg of the type
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 ����

��	� �� �� 	�	�	�� �� �
	 �	� �� �� �
	 ��� �� S ��� �
�� �� ���	�	��	�� �� �
	 �
���	 �� T � �
��
�������	� �
	 ������ �

�
�� ���� �	���� ���
� �	�� �� �� �
�� �
�� �
	�	 �
���� �	 � �����	 �� �� ����	� !�	�"
���� ��#�$� ���
 �� � �	�	��� %
�� "�	���
 �������&� ��� � '��� �	��������� �
��� �
�� �
	
��������� �		�� �� �	 ������	���� ���	 ���������	�� ��� 	(����	� �
	 ����	� �� ����	��( ��
��	

0 0 0
2 0
0

�� ## �
��
 ��	� ��� �����	 6! = 720� )	�	��
	�	��� �	 
��	 � ���� �� ����������� �	�����

���������� ��#�*� ��� S �� � ����	�
 ��� Type(S) ��� �� �� ��� ���� �� ���� S� �� ��
����� �����	
�� � ���� T �� Type(S)� ���� ��� �������� ����� ��	 |TabS(T )| �

n!∏
c∈S hS(c)

.

������ +	� HS =
∏

c∈λ hS(c)� �� �� ��	�� �
�� �
	 ����	� �� ��	� �� �
��	 S �� ��	���	�
HS� �
	�� �	����	 �� �
	 ������� �
���	� �
	 ���������� ��� � ��	 T �� �	 �
��	� �� 	(����
1

HS
� �
��� �
	 	(�	��	� ����	 ��� |Tab(T )| ��∑

T ∈Type(S) |TabS(T )|
HS

,

��� �
	 ���	����� ��	��� 	'���� n!� �
	 �	���� �������� �

�
�� ���� ����������� �	��� �� �� �
	 ��������� ������� '�	������

�	
����� ��#�#,� -� �� �������	 �� ��� �� 	(������ ������� ��� �
	 �������	 .

�
�� ���� '�	����� �� ��	�� ��� �� �		�� �
�� �
	 ����	 �� �
	 �������	 
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	 ������	�	� ��������

���� ����� 	
� ������ ������������
�

�� �� ��� ���	 
�	���	�� �	 ��� ������� ������	� �� ���
� �� �� ������� �� �	� � ��	����
���
��� �� ��
��� ��� ����� �� |Tab(T )| ��� �	� ����	 ��� T � �������� �	 ��� ���� �� ����
������ �� ���� �������� ��� �	� �������	 λ� � ��
��� �� ���� �� ���� λ ����� �������	��	�
������� ��� �	�
������ �� fλ� ��� ���� ������ �� ���� ���� ��� ������ �� ���� �	�
������ �� ��� ���
�	�����  ��� !�����	 "�#�#$� �	� ���	 ��	�����%� ����� ������� �� � �����
����� �� ��������  !�����	 "�&$�
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���������� �� �!� ��� S �� � ������� ��� ���	�� �� T bal
S = (GS, θ) ��� ���� 	� ����� S

���� ����

θ(c) := aS(c) �	� � c ∈ S.

"�� ������ 	� Tab(T bal
S ) ��� ���� ��� �������� ������	
 	� ����� S� #��� S �� ��� $������

������� 	� � �������	� λ� 
� ���	�� �� Bal(λ) ��� ��� 	� ��� ������� ������� 	� ����� λ�

�� ���� ��� ����	�� ��	��� ��� �		
��� ����� ��	�� �	������	���� 	� ������� ��������

	
����� �� � %����� "��	���  � &� ��� λ �� � �������� �� n� ����� �� ����

|Bal(λ)| = |���(λ)| = fλ.

"�� 	������ ��		� �� '���� ���	���� ��� �� ���������� 	�� �� ����� �� ������� 
���� 
�
�	
 ������ "�� ���� ���������� �� ��� �	��	� 	� ������� ���������	���

���������� �� �(� ��� σ ∈ Sn� 
� ���	�� �� (di(σ))i ��� (gi(σ))i ��� ����� ��'������
������ ��

• di(σ) := |{j > i | σ(j) < σ(i)}|�
• gi(σ) := |{j < i | σ(j) > σ(i)}|�

#� ���	�� �� μ(σ) ��� λ(σ) ��� �������	�� 	������� �� ����������� �� � �	����������� 	����
��� ��'������ (di)i ��� (gi)i� ������������ #� ��� ���� σ �� ��
����� �� ��� 	�� �� λ(σ) = μ′(σ)�

�� ����� )����� ��	��� ��� �		
��� ����� ����� ��������� ������	��� ������ �� �������
�	���� �	 �	����� ��� ������ 	� ������� ���	��	����	�� 	� ��� ������� ���������	��

	
����� �� �* %)������ ����&� ��� σ ∈ Sn� �� σ �� ��
����� ����

|Red(σ)| = fλ(σ).

��� �� �	
 ������ ��� ��		� 	� "��	��� �� � ���� ��� �� �	��� �� ������� ����� "��	+
��� �� �* �� ���������� �		� "�� ���� ���� �	������ �� ���	������� � ������� �	 ���� �����+
����	��

���������� �� �,� ��� σ ∈ Sn� ��� ����� ������ �(σ) 	� σ �� ��� ������ 	� [n]×[n] ������
��

�(σ) := {(a, σ(b)) ∈ [n]× [n] | a < b ��� σ(a) > σ(b)}.
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��� � ������� ������ 	� ����� �(σ) %	� ��� �����&�

.� �� �� ��	
� �� ������� ��� ������� ������� 
�	�� ����� �� ��� -	��� ������� 	�
� ����� ���������	� σ %��	 ���� �������� ���������� 	� �(σ)& ��� ��������� ������ �	 ���
������� ���	��	����	�� 	� σ�



���� ����� 	
� ������ ������������
� ���

������� ����� �������� �	
��
 ����� ��� σ ∈ Sn ��� �(σ) �� ��	 
���� ������� �����
����� �	 � ��������� ������� ��� 	�� �� ��� ������� �������	�����	 �� σ ��� ��� 	�� �� ��� ��������
�������� �� 	���� �(σ)�

�
� �� ���
�� 
������ 	�� �	�� ���
����� �� ���������
 � !�  
"������ �# �	
 $��	
  ��%��
�# � �
�������� σ ∈ Sn� �� �� ��
�� �	��

(a, σ(b)) ∈ �(σ) �# �� ���� �# (a, b) ∈ Inv(σ).

�	��� � ������
 ����
��� ����
���� � �� �� �� 
���% [(a1, b1), . . . , (a�(σ), b�(σ))] �# �	
 ��&
������
�# σ� '���	
���
� �	
 ���	��� ���&
 �� ������ �	�� {(a1, b1), . . . , (ai, bi)} �� �	
 ��&
�����
�
� �# � �
�������� σi ∈ Sn #�� ��� 1 ≤ i ≤ (σ)� �	
�
#��
� �
 	�&


Id�R σ1 �R σ2 �R . . .�R σ�(σ) = σ,

����� � ������
 ����
�� �# �	��
 �(σ) ����
���� � �� � ����� �	��� #�� Id �� σ �� (Sn,≤R)�
�	��� �� ����
���� � �� � �
 ��
  
���������� �# σ� �� �� �� ���&
 �� ������ �	�� �	��
����
���� 
��
 �� �� ���
���&
�

(&
�������� �	�� ����
���� 
��
 �
� � �� � ����# �# �	
��
 ������

������� ����) �������� �	
��
 *���� ��� λ �� � ��������� �� n� ����� ����� ���	�	 �
��������� ����������� σ ∈ Sk ��� 	��� k ∈ N 	��� ����

• λ(σ) = λ�
• ��� 	���� �� �(σ) �	 λ ������ ��� �������� �� 	��� ����� ������	 �

+������% �	
��
 ����� �� �	
��
 ����)� �	
��
 ����� #������ �
 ���
���

������ 	 
����� �������� �
��� ����� �������
� ,
 ����� ��
 �� +	���
� * ��
���
���
������ �# �
�- �� 
� �� An−1 ����% � &���
  �%���	� �� �
  
���� �� �	�� �
����� 	��
�	��  
��������� �
� �� �� ���
���
������ �# �	
 �
 ��
  
���������� �# ��� �
�������� σ
�� �
�� �# ����
���� '����� �
���� �	�� �	
 &���
  �%���	 A = (G, θ)  
"�
 ��

V(A) := λn = (n− 1, n− 2, . . . , 2, 1),

E(A) := {(c, d) | c �= d �� d ∈ Hλn(c)},
θ(a, b) := b− a− 1 #�� ��� (a, b) ∈ λn,

���&� 
� � ������������  
��������� �# (An−1,≤R)� �	�� ��� �
 	�&


���*� IS(A) = {Inv(σ) | σ ∈ Sn}.
�	��  
��������� ��������� �
� � �� ��������
 
��	 �
�������� ���	 � ���
�

��	
�
�
�� ����.� �
� σ ∈ Sn� �
  
���
 �� Tσ = (Gσ, θσ) �	
 ���
 ���	 �	��

• Sh(Tσ) = Sh(Inv(σ)) �	
�
 Inv(σ) �� �

� �� �� 
�

�� �# IS(A)� ���� � ���  ��%��
�# λn/

• #�� ��� c ∈ Inv(σ)� θσ(c) = θ(c)�

0���
 �	
�
 �� �� ���%����� �
 ���� �������  
���
 �� θ �	
 &�������� ��������
 ���	 Tσ�

�����
�
�� ����1� ��� σ ∈ Sn� ���� �� ����

|Tab(Tσ)| = |Red(σ)|.
���	� �	
 ����# �� �����%	�#����� 2 �� 3���������� ��4�� �
 	�&
 |Tab(Tσ)| = |PS(Tσ)|�

�� �	��-� �� ���*� �
 	�&
 � ��
5��5��
 ����
���� 
��
 �
��

� PS(Tσ) �� �	
 �
� �# ���5
�� �	���� #�� Id �� σ �� (An−1,≤R)� 6��
&
�� �	
�
 �� � ��
5��5��
 ����
���� 
��
 �
��

�
�	
�
 ����� �	���� �� �
 ��
  
����������� �# σ� �	�� 
� � �	
 ����#� �

�	
 �
�
"� �# �	�� ���
���
������ ��
 ���#�� � '����� �� ������ �� �� 
����� ��������� ���
�	
 �
 ��
  
����������� �# ��� �
�������� ����% �	
 �

���% ����
��� ��  
����
 �� '�%5
��
 ��7� 8��
�&
�� �� ������ �� �� ���&� 
 �� ���
���
������ �# �	
 �
 ��
  
����������� �#
��� �
�������� �� �
�� �# ����
���� �� �
��
�
��
 �� '�%��
 ����
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c1 = (2, 3)

σ1 = [1, 3, 2, 4]

= Id.s2
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c2 = (2, 4)

σ2 = [1, 3, 4, 2]

= σ1.s3
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c3 = (1, 3)

σ3 = [3, 1, 4, 2]

= σ2.s1

associated
permutation

σ = [3, 1, 4, 2]

The element of Red(σ) associated with [c1, c2, c3] ∈ Fil(Tσ) is s2s3s1.
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Associated

permutation

[4, 1, 3, 5, 2]

������ ���� ��� ��� Red([4, 1, 3, 5, 2]) ���� �� � ��� �	 ��
�����

���� ���� ����� ��� ������ ��� ���� ���� 	�� ��� ��
���� �	 ������� 	�� ��� �����������
σ ∈ Sn� ��� 
������� ��
���� �	 ����� �(σ) ������� ������� �� �������������� �	 Red(σ) ��
����� �	 ��
����� ��� ��� ��� ������ ��������� ��� ���� 
������� ��
���� ����� ��� �������
�������� �������� ��� 
����� �	 ��� ����������� ���� �� ��� �������

• ��� ����������� �������� � ����������� �	 ��� ��� ����� �� Sn� ���� �� �� ��������	������
�� ���� �������� ��� ������������ ��� �������
�� ����� ����� ������������� ����!

• �� �� ���� 
� �������� �� ��� ��� �������� ��� ���� ���������� ���� � ��
���� ������ ��
�� ��� ���
��������� ������"��� �� ��������� 
�#������� 
������ ���� �	 ��
�����

���� �	
�� � ��������� ����
	�	��� 
���� 	���� 	���

$�� ��� �� ���� ������� �� �� ��������%� ������� &�'�'� ���� ��� �� ���� ��������� ����
�������� ����������� σ ���� � ���� T E

σ ����� ����� �� λ(σ) ��� ���� ����

(&�)* |Tab(T E
σ )| = |Red(σ)| = fλ(σ).

+�� ���� �������� �� ���� �� ��������� ��� ������ ,������ ��� �������� ����� ���� 
� ��� ����
Tσ� 
�� ���� ���� �� ��������� ��� �	 ����� λ(σ)� �� ���� �� ���� �� ��� � ��� �� ����	� ���
����� ������� �������� ��� ���
��������� ����������� ���� ���� 
� ���� �� -������ &�.�'� �����
��� �����	�������� ���������� �� ��� ��� ��������

������ � 	��������	�� � 	���� /�� �� 
���� ���� ������� ���� ����������� ��� ����0
������


�������� &�.�1� /�� S 
� � ������� ��� “a” (����� “b”* 
� � ��� (����� � ������* �	

S� 2� ������ 
� S↓a (�����
−→
S b* ��� ������� �
������ 
� �������� ���� a ��� a + 1 (�����

������� b ��� b+ 1* �	 S�



���� ����� 	
 �������� ���������	�� ����� ����� ���� ���

���������� ������ ��� T �� 	 �	�
�	� � ��	�� S 	�� a ������ b� 	 ��� ������ 	 ��
����

� S� �� ������ �� T↓a ������
−→
T b� ��� �	�
�	� � ��	�� S↓a ������

−→
S b� ���	���� ��� T ��

����	����� ���� a 	�� a+ 1 ������ ��
���� b 	�� b+ 1��

��� �� �������� 	 ���� T � ��	�� S 	�� 
�� a �� ��� ����� � 	 ��� � S� �� �����	
� ���
���

A = {T↓a | T ∈ Tab(T )}
���� ��� ���������� �� 	 �
	�� � ��� �
	��� �	����� !�	� ��� �� �����	
 ����� �� �� ���� T ′ �
��	�� S↓a ���� ��	� A = Tab(T ′)� "���#��� �� ��

 ���#� �� ��� ��$��
 � ���� ������� ��	�
���� 	 ���� T ′ ������ �� 	 ����� � �	���

���������� ������ ��� S �� 	 ��	��	�� T = (GS, θ) ∈ Type(S) 	�� “a” �� ��� ����� � 	
��� � T � �� �	� ��	� ��� ��� a �� �������� � 	�� ��
� �

• �� 	

 (a, y) ∈ N× N� � (a, y) ∈ S� ���� (a+ 1, y) ∈ S%
• �� 	

 (a, y) ∈ S �� �	#� θ(a, y) > θ(a+ 1, y)�

�� �	#� 	 ����
	� �� ������ � �������� ��	
�� ���� &����� ��'� �� 	 ��	����	
 ���������	����
� ����� ��� ���������
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	�
��� ��� ( �����	�� ��� ��� ��� 
��� 	�� 	 �����	�� ��
��� ��� ��� �������

)���� ��#��� �� ��� ������	����	
 ����� � ��� ����� �	#��� 	 �����	�� ��� �� ��
����

�� �� ��������� ��� 
	�� ���	�����

���������� ����*� ��� T �� 	 ���� � ��	�� S 	�� “a” �� ��� ����� � 	 �����	�� ��� �
T � �� ������ �� T ↓a ��� ���� � ��	�� S↓a ���� ��	� ���	���� ��� T ��  ��� �����	���� ��
��� 	

 ��� �������� �� ��� ��� a � T � ���� �� ��	����� ���� a 	�� a+1 ������ ��
���� b 	��
b+ 1� � T � 	�� +������ 	

 ����� ������� ����	���� ���� &����� ��,��
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2 2 1

011

Dominant
row

00131

1 1 0

011
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T T ↓1

	�
��� ���

-�� 	�� �� ��� �� ���#� ��	� �� 	�� �����	�� ��� a � 	 ���� T �� �	#�

���.� {T↓a | T ∈ Tab(T )} = Tab(T ↓a).
&�� ��	� �������� ��  ��� ���#� 	 �������	
 
���	�

����� ����.� ��� T = (GS, θ) ∈ Type(S) ��� a � ��� ����� �� � �������� ��� �� T �

����� ��� ��� T = (tc) ∈ Tab(T )� �� ���� ta,y > ta+1,y ��� �		 (a, y) ∈ S�



��� �� ����	
��	� �� �������� 
���	����	
�

������ ��� T = (t(x,y))(x,y)∈S ∈ Tab(T )� ��� ���	
� �� ����������� ���� ��� ��

� ��
��� ��	� ��� ������� y 
���
�� �	� ���� t(a,y) ≤ t(a+1,y)� ��� c ∈ HS(a, y) \ {(a, y)} �	� ����
tc < t(a,y)� ��� ��� 	� ����� �	� ��	�� ���� ��� �����

• �� c ∈ LS(a, y)� ���� �� ���� ���� c ∈ HS(a+ 1, y) ��� tc < t(a,y) ≤ t(a+1,y)�
• �� c ∈ AS(a, y)� ���� ����� ������ z > y �	� ���� c = (a, z)� ��� �� ���� �� 
���
�����

�� y
t(a+1,y) ≥ t(a,y) > t(a,z) > t(a+1,z).

���� �� ���	�� �� ���� ���� θ(a, y) ≤ θ(a+1, y)� ��� ���� ��������� ��� ��� ���� a �� ��
������
���� ���	��� ��� ������ �

�� ��� ����� ���� ���� ������

�������	��
 ��!�� �"������ �������� � ��� T �� � ���� ��	 “a” 
���� b� �� � 	�������

��� 
���� ������� �� T  ����� ��� ��� T → T ↓a 
���� T → −→
T b� �� � ��������� �������

Tab(T ) ��	 Tab(T ↓a) 
���� Tab(
−→T b)�

������ ��� T ∈ Tab(T )� ��� ������ �� T ′ = (GS↓a , θ
′) ��� ���� �� ��� ������	 T ′ := T↓a=

T ′ = (t′x,y)� �� ���� ����� ���� T ′ = T ↓a�
��� (x, y) �� � ��� �� S↓a ��� ��� 	� ��#�� ��� ��������� ���

Hx,y(T ) := {ta,b | (a, b) ∈ Hx,y(Sh(T )) }.
�� ����� �	� ��	�� ���� ����� �����

• �� x /∈ {a, a+ 1}� ���� �� ���� Hx,y(T ) = Hx,y(T
′)� �� ���� θ′(x, y) = θ(x, y)�

• �� x = a� ���� �� ���� Ha,y(T
′) = Ha+1,y(T ) ∪ {ta,y}� $������� �� ��

� ��!�� ��

���� t′a,y = ta+1,y < ta,y� �� ���� θ′(a, y) = θ(a+ 1, y)�
• �� x = a+ 1� ���� �� ���� Ha+1,y(T

′) = Ha,y(T ) \ {ta+1,y}� �� ���� θ′a+1,y = θa,y − 1�

����� �� ���� T ′ = T ↓a� ���� T → T ↓a ���� �� ���
��� �� TabS(T ) �� �� ���
��� ��
TabS↓a(T ↓a)� %�
���� ���	
���� ���� ���� T → T ↓a ���� ����� �� ���
��� �� TabS↓a(T ↓a)
�� �� ���
��� �� TabS(T ) ��� ↓a �� �� �����	���� �� �� ��&������ ���� ���	��� ��� ����� ���
����� ��� ����� �� ��� ��
� �������� ��� ��	
�� �� ��
����� �

�� #���� ���� ������ ���� � 	���	� ��#�������

����
�	��
 ��!�'� ��� T �� � ���� �� ����� S ��� a �� ��� ����� �� � ��� �� T � ��� ���
a �� ����� 	�������	 �� ��� ���� ��

• ��� ��� (a, y) ∈ N× N� �� (a, y) ∈ S� ���� (a− 1, y) ∈ S(
• ��� ��� (a, y) ∈ S �� ���� θ(a− 1, y) ≤ θ(a, y)�

�� ���� � ��
���� ������ �� 	�������	 �������

)����	���� �� a �� � ��
����� ��� �� T � ���� a+1 �� � ��������� ���� �� T ↓a ��� ���������
��� ��
� ����� ��� ��
����� ��	
��� �� a + 1 �� � ��������� ���� �� T � �� ������ �� T ↑a+1

��� ���� T ′ �	� ���� T ′↓a= T �

������ ��� ��	�
��� 
�������� �� ���� ������� �� ������� ��� ��� �� �	�� ��� ����
Tσ ������ σ ∈ Sn �� ��������� ���� � ���� �� ����� λ(σ) 	���� ��	������� *���������� ��!�� ��
����� �� ��	
��

����
�	��
 ��!�+ �����,������� ��������
 � ��� T �� � ���� �� ����� S� ��� �������������
��������� �� ��� ��������
 �������� ������

�- "���� ��� ��� �
��� ���� �� T �
�. %�� i := 1�

�� �� i �� � ��
����� ��� �� T � ���� ��� T := T ↓i ��� �� ��/ �� ���� �. � )���������
�� �� ���� �.,� �

�� �� ����� �� �� ��� ����� i� ���� ��� ��������
 ������ )��������� ��� i := i+1 ���
�� ��/ �� ���� �.,� �



���� ����� 	
 �������� ���������	�� ����� ����� ���� ���

�� ������ �� T L �	� ��
� �������� ���� �� 
����� �	� ��������	���� �������	��

�	��� �� �� ������� ��������� ��������	�
���� ������
�� ��� �� ������ �� T C �	� ��
�
�������� ���� �� 
����� �	�� �������	� �� � ��
� T �

����� ������ �� ��� ���� T � �� 
���

|Tab(T )| = |Tab(T L)| = |Tab(T C)|.
����	� �� �� ����� ��  ��
������� ������ �

�	������ ����!"� #�� ��� ��
� T � �� ������ �� T E �	� ��
� (T L)C �������� �� $��� 
���

������ �	� ���� ���	���� �������	� �� T � ��� �	�� 
�������� �	� ������ ���	���� �������	�
�� T L�

�� ��� ����� �	� ���� ������ � �	�� �������� �	��� 
��� �� �������� �� %������ �����

������� ����!!� ��� σ ∈ Sn �� � ��	����� ���������� ��� Tσ �� ��� ���������� �����
�
��� �� 
����

��� |Tab(T E
σ )| = fλ(σ) = fλ(σ)′ 

�!� �
� �
��� �" T E �� λ(σ)′�
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������ ���� �	�� �� �	� ��
� T E
σ �������� ����������� �	� ��������� 
����������

σ = [4, 8, 9, 5, 7, 6, 1, 3, 2]

������ ����� �� �	
��
� ������� �	� $��� ���
 � �	� 
��� �������� �� � �	��������&�����
� ��������� 
����������� ����� �	��� ���������� ��
��


�	������ ����!'� (�� σ ∈ Sn� �� ������ �� (li(Tσ))i ��� (ci(Tσ))i �	� ��)������ ��$���
��

li(Tσ) := |{j | (j, i) ∈ Inv(σ)}|,
ci(Tσ) := |{j | (i, j) ∈ Inv(σ)}|.

�	� �������� ����� �� ��������� �� *�$������ ��'���

����� ����!�� ��� σ ∈ Sn� �
�� �
� �������� �������� �� �������� �
� ��#����� (li(Tσ))i
����� (ci(Tσ))i� �� � ������������� ��� �� μ(σ) ����� λ(σ)��

(�� �� ��� �������� σ ∈ Sn� �� ����� ���	 
������ �	� ������� Inv(σ) �� � ���� �� ��
�����
�� #����� ��!"� �� $��� 
��	 ��� �	� ����� � Inv(σ) ������� �	� Y ������ ��� �� �	�� 
��	 ���
�	� ����� ������� �	� X������ ��������� �� �	�� ��� � #������ ������� +��� #����� ��!!,�

�	� 
�������� �������� ���� �	�� Y X������� �� μ(σ)� ������� ���� �� 
��-�� ��� �	� �����
������� �	� Y ����� �� ������ � ������� �	��� ���� ��� ����.����$��� ��� ��� i �������� �������
li(Tσ) ������ �	������� �	�� �� 
��	 ������	��� �� �	� X������ �� ��� .��� ����������� �	���
���� �� � �������������� ������ �	��� �	��-� �� (���� ����!� �	� ��������� ������� �� 
��������
μ(σ)� /������� � �� $��� ����- �� �	� X ��� �	�� �� �	� Y ����� +�	�� 
������ �� ������ �	� XY �
������,� �	�� �	� ��������� 
�������� �� 
�������� λ(σ)′�

�	� �������� 
��
������� �� �� ��������� �����)����� � �	� ����������� ���� �� �	�

������� 
������
	�



��� �� �����	�
��� 
� 
������ 	�����
���	�

X

Y

������ ��	
� ������� ����	��
�� �
� σ = [7, 8, 4, 5, 1, 2, 6, 9, 3] ∈ S9

Y -process X-process

������ ��		�

���������� ������� ��� σ ∈ Sn� ����� σ 	
 ���	��� 	� ��� ��� 	� ��� ����	�	��
 ����	���

����� �� ������� ��� XY ������

 ��� Y X������

 �� Inv(σ) ��� ��� 
����

�� �� ����� �� ��
�������
� ������

����� ������� ��� σ ∈ Sn �� � ���	��� ��������	�� ��� i, j �� ��� 	������
� ����� ��

���� ��� ����	�� ��� �������	�
�

• �� li(Tσ) ≤ lj(Tσ)� ���� �� ���� ���� ��� � (i, a) ∈ N× N�

	� (a, i) ∈ Sh(Tσ), ���� (a, j) ∈ Sh(Tσ).

• �� ci(Tσ) ≤ cj(Tσ)� ���� �� ���� ���� ��� � (a, i) ∈ N× N�

	� (i, a) ∈ Sh(Tσ), ���� (j, a) ∈ Sh(Tσ).

������ �� ����� 
��� ����� ���� ��� ����� ���	� 
�� ����� ��� 	������ �� �������� ��� �

������ ����
� �� li 
�� ��
���� li(Tσ)�
�� ����
� �� n 
�� ������ �� �������
� ��� �� 
�� ������� Sh(Tσ) ��� � ��
 i1, . . . , in

� �� ���	� �� ����	�� ��	� 
��
!

• lik �= 0 ��� ��� k ∈ [n]"
• 
�� �� ���	� (li1 , . . . , lin) �� ������	��������

�� ��� ����� �� ����	
��� �� k ∈ [n] 
��
 
�� ������
� ����� ��� 
�� �� ik� #���
� ��
�	� 
��

� ���� li1 ≥ liq ��� ��� 1 < q ≤ n� $�
 �� %& ��	� � q� ��� 	������� � ��& c = (iq, p) ∈ Sh(Tσ)�

'����� �� 	��
����	
��� 
��
 (i1, p) ∈ Sh(Tσ)� 
��� � ���� 
�� 	��%����
��� ����	
�� ��

#����� ���(� )��������� �� � ���� 
�� ��&�� ������
 
�� X��&��� 
��� �� 
�� %��
 �� 
����

���
 �� �
��	
�� ���� 
��� li1 ��&�� �� ��������
�� �� #����� ����� )���� 
���� ��� �
��	
��

���� 
��� li1 ��&�� �� 
�� %��
 �� �� 
�� ���
�
��� ��
����� ��
�� � ������� 
�� XY ����	���

�� Sh(Tσ)� *������ �� ��&�����
� �� li1 � 
�� %��
 �� �� 
�� ���
�
��� ��
����� � �������


�� Y X����	��� �� Sh(Tσ) 	��
���� li1 ��&��� )���� λ(σ) �= μ(σ)′� ��� 
��� 	��
����	
� 
�� ��	



��
 σ �� ��&������� +���� ���
��� � ���� (i1, p) ∈ Sh(Tσ) ��� 
�� ����� �� 
��� ��� �� i1�



���� ����� 	
 �������� ���������	�� ����� ����� ���� ���

(iq, p)

i1 li1 boxes in this row

������ ��	
� ��������	
�� ��� (iq, p) ∈ Sh(Tσ) ��� (i1, p) /∈ Sh(Tσ)

i1 li1 + 1 boxes in this row

������ ��	�� ��������	
�� ��	� � ����� 	� ���� �� Sh(Tσ) ���
��	 	� X�����

�	 k � ���� 	��	 	� ���� 
� 	�� ��� ���� i1, . . . , ik� ��� �	 λ(σ) = (λ1, . . . , λm)� ��

����	
��� 
� � ��	 ���� i1, . . . , ik 
� Sh(Tσ) ��� 	�� ������ 	� XY �� Y X �	���
��
������ �� 	� ��	�
�� �
������ 	�� 	� ����	
�� ���	
	
�� 
� (λk+1, . . . , λm) 
� ��	� �����
���� 	� ��� ������	 �� ��� i1 ����� 	��	 	� ���� ����� ��� ��� ik+1� ��� 	�
� ��� 	�
������ �

 ��	������ � ��� ��� ����
� � ����� �� ����� !�"�##�

��� � ������ ����		� ����� ���	 	�
� 
� �� 
���
�	 ����$��� �� ����� !�%�&
	��	�� �
	� '�����
	
�� !�%�( ��� '�����
	
�� !�"�!�

����� �
�	 ���	� ��	 	��	 �� ���
	
�� �� 	� �
�������� �����
	��� � ���

)!�!* ��� ��� 	�� T �� � �
�� ���� S, � ��� (T L)L = T L ��� (T C)C = T C .

�	 �� ���	 �� θ 	� �����	
�� �����
�	� �
	� T L
σ ��� �� li 	� ����� �� ���� 
� ���

i �� Sh(T L
σ )� +���� �� ���	���
�	
�� 	��	 	�� �
�	� �� 
�	�� k ���� 	��	 lk < lk+1� ����

	����� 	� ���� !�"�#, � ��� 	��	 Sh(T L
sigma) 
� �� �����	� �� -
��� !�#&� .����� ��

Row k

Row k + 1

������ ��	�� /��� k ��� k + 1 �� Sh(T L
σ )�

����	���	
�� ��� ��� (a, k) ∈ Sh(T L
σ ) � ��� θ(a, k) > θ(a+ 1, k)� ������� 
� � ������ 	�

�
�������� �����
	�� �� T L
σ � 	�� 	�� 	�� ���� �� �������� �� 	��	 � ���

(T L
σ )L �= T L

σ ,

���	���
�	
�� )!�!*� ����� 	� �$��� (li)i 
� ����
�����
��� 0�
�� � �
�
��� ������	� �
���� 	��	 	� �$��� (ci)i 
� ����
�����
��� ��� ci 
� 	� ����� �� ���� 
� ������ i ��
Sh(T E

σ ) = Sh((T L
σ )C)�

 ��	������ 	� ��� ������	� �� ��� 	� ����� �� ���� !�"�#, ���� 	��	 Sh(T E
σ ) 
� �

���	
	
��� ��
�� 
� ������
�� $��� 	� λ(σ)′� �

����� ���� ���� �������� ��������� �	 �� ��� ����
� ��� 	� ����	���	
�� ���

� 	� ���
��� ��	
��� ��� � �� 	� ����
� �� ��	���	
� )��	 ��	 �������	���� �
1��	
���� 	� �� 
� 2����3* ����� �� ����� !�%�%� �	 λ � � ���	
	
�� �� �� 
�	�� n 	��	 �

��	
�� �
	� 
	� -���� �
������ + ��� c = (a, b) �� λ 
� ����� � ������ �� λ 
� ��� ���� 
�
	�� 
� �� ���� �� 	� �
��	 ��� ���� c� ���� ��	� (a+ 1, b) ��� (a, b+ 1) �� ��	 
� λ�



��� �� ����	
��	� �� �������� 
���	����	
�

��� c = (a, b) �� � ���	�� �
 λ ��� ��� k = λa + λ′
b − 1 �� ������� ���� � ���	�� ��

	�� 	���������� �	������ ��	� �� ��	 ����� λ �	 �� ��������� ��������	 λk+1 �� ���	 �	
������ �����

Corner c = (a, b) such that λa + λ′
b − 1

is maximal.

������ ��	
�

��� �� ��� �� �� ���	��� (u, v) �
 λ ��� ��� �	 �� !����	�� ���	!��� �
 �� ���������
��������	� ��� ��� ��� ���	��� �� ��� R(u,v) = {(x, y) ∈ λ | x ≤ u, y ≤ v} �	! �� ��	��!��
�� �	��	 R �
 �� R(u,v)� ��	 �� ��� ��� ��		����! �����	�	� �
 λ \R 
��� �	 �� ���������
������� �� ���	 �	 ������ ����� "� ������ �� ���� �����!��� 
�� ��� ��		����! �����	�	�
�
 �� �������	� !������� ���� �� �� ��������� #� �� �	!� �� ��� � ���$!������ λk+1� ��� ��
!�	��� �� S(λ)�

Diagram S

������ ��	��

���� ��%���� ����� ������ σλ ∈ Sk+1 �	
� ���� Sh(Tσ(λ) = S(λ)� �������� σλ �� ���������

��� λ(σ)′ = λ�

������ "� !�	��� �� θ �� &�������	 �
 �� &����! !����� A ���������! ��� (Sk+1,≤R)�
"� ���� ���&� ��� S(λ) ∈ IS(A)� ��� z = (x, y) ∈ λk+1�

• '
 z /∈ S(λ)� ��	 
�� ��� z′ ∈ Hz(λk+1) ∩ S(λ)� z′ �� �	 �� ���� �����	 �	! ��������
����� z� (����&��� �� !�)	����	 θz ������ �� 	����� �
 ����� �������� ����� z� ����
�� �&� θz ≥ |Hz(λk+1) ∩ S(λ)| = d+S(λ)(A, z)*

• '
 z = (x, y) ∈ S(λ)� ��	 �� ��	��������	 �
 S(λ) ���� ������ z′ = (x′, y′) ∈ S(λ) ���
���+ x′ ≥ x� y′ ≥ y� θz′ = 0� �	!


�� ��� x ≤ u ≤ x′ �	! y ≤ v ≤ y′, �� �&� (u, v) ∈ S(λ).

���� �� �&� θz = (x′ − x) + (y′ − y) ≤ |Hz(S(λ))| − 1 = d+S(λ)(A, z)�

����
���� �� ,�)	����	 -���� �� �&� S(λ) ∈ IS(A)� �� ��� ���� ������ σλ ��� ��� Sh(Tσλ
) =

Sλ� (����&��� �
 �� ���
��� �� ���� �	� ������� �	 S(λ)� �� �� ����� ��� ��� XY �	! Y X
��������� �	! ��� �� ��������	 λ(σ)� ���� σλ �� &�������� �	! ��� ��	���!�� �� ����
� �



���� ����� 	
 �������� ���������	�� ����� ����� ���� ���

����������� ������	 ��� σλ �� ��� ����	�
��� ����� ������� ��� �� S(λ)� ���� ��

�
��

Tab(T L
σ(λ)) = Bal(λ).

����
	 ���	
� �
� 
��
 �� ���� Sh(T L
σ(λ)) = λ �� ��	
���
�� � S(λ)� �� ���
� �� θ ���

θ′ 
�� �����
��	 �		���
�� ��
� 
�� 
���	 Tσ(λ) ��� T L
σ(λ)� ��	���
������ ��
 c = (a, b) ∈ S(λ)

	��� 
��
 ��� ���	 �� 
�� 	��� �� ��� � 
�� ����
 � c ��� �
 �� S(λ)�  ���� �� ��	
���
��
� S(λ) ��� �� ��!��
�� � θ �� ����"

• θ(c) �#���	 
�� ������ � ������	 k < a 	��� 
��
 �� k � S(λ) ��
���	 ��� ���	

��� �� a$

• �� ��� d = (a, d) ∈ S(λ)� �� ���� θ(d) = θ(c) + d− b�

 �������� ���� �� ������ 
�� ����%�������� �����
�� � Tσ(λ) �� ���� 
��
 
�� �� a �
Tσ(λ) �	 	������ ��
� ����
�� θ(c) ��	 ���� �
�  ��	� �� ���� 
��
 �� ��� d ∈ λ�

θ′(d) = aλ(d),

����� 
�� ������
	 � Tab(Tσ(λ)) ��� 
�� �������� 
������� � 	���� λ� ��� ������������  ��	
���	 
�� ���� �

 �� ������	 ���	�
�� 
��
��� ��
� &��	�
�� ����� �������
��� �����  ����� ��'�'�

������ �� ��	
������ ����
�� ������� ���
��� ����	���
���� (
 
��	 ���
� �
��
���� #��	
�� ���	�	" ����� 
� ��������� �����
�
�� σ ��� ω� ���� � �� ���� T E

σ = T E
ω

) *� 
��	 	��
�� �� ��	��� 
��	 	��
�� �� ������
��� �� �#��������� ����
�� ∼v � 
�� 	�
 �
��������� �����
�
��	 ��
� 
�� �����
� 
��
� �� ��� 
� ��������� �����
�
��	 σ ∈ Sn ���
ω ∈ Sm� T E

σ = T E
ω �� ��� ��� �� σ ∼v ω�

�� !�	
 ��
����� � �	���� �
�
��� ��
 σ ∈ Sn� p ≤ n �� 
�� ���	
 ��
���� 	��� 
��

σ(p) �= p ��� q ≤ n �� 
�� �����	
 ��
���� 	��� 
��
 σ(q) �= q� �� ��!��

σ := [σ(p)− (p− 1) ; σ(p+ 1)− (p− 1) ; . . . ; σ(q)− (p− 1)].

+
� 
��
 σ �	 �� ������
 � Sn+1−p−q �����	� � 
�� ����� � p ��� q�

��
������� �����,	 �� 	�� 
��
 σ ∼v ω �� ��� ��� �� σ = ω�

������ �����-	 ��� σ 
� ω �� ��� ������
�� ����	�
����� ��� T E
σ = T E

ω �� 
� ��� ��

σ ∼v ω�

����
	 ���� �� �� ����� ��
� ������ � ������
���� ��
�����
�
�� �� 
�� ����
�� ∼v�
��
 σ ∈ Sn ��� ω ∈ Sm �� 	��� 
��
 σ ∼v ω� ��
��
 �		 � ��������
�� �� ��� �		��� 
��
 n
�	 ������ 
��� m�  ���� �� ��� 	�� ω �	 � �����
�
�� � Sn �� ������ (n−m) !��� ���
	 �


�� ��� � ω� ��
 �	 ���
� �� pσ .��	�� pω/ 
�� 	�����	
 ��
���� 	��� 
��
 σ(pσ) �= pσ .��	��
ω(pω) �= pω/� 0� ��!��
��� �� ���� Inv(σ) = Inv(ω) ���

Inv(σ) = {(x+ (pσ − 1), y + (pσ − 1)) | (x, y) ∈ Inv(σ)}.
 ��	� �� �� �1 �
 Tσ ��� Tω� �� ���� 
�� 	�
��
�� ��	������ � ������ �����  ���� �� ����

We get Tσ by translating

Tω along the diagonal.

������ �	��	  �� 
���	 Tσ ��� Tω 	��� �	 	��	�
	 � λn�

T E
σ = T E

ω �� ��	
���
���
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� ����� �
��� ��� �������
� ��� ������� �� ���� ��	� �
� ��������� �� �
� �������

�� ������ ��� T �� � ���� �� �
��� S� �
� ������� ������	
���� �������� �� �
� �������

��������� ������

 !" #���� ��� �
� ���� ���� �� T �
 $" ��� i := r� �
��� r �� �
� ����� �� �������� ���� �� T �

 �" %� i �� � ���
����� ��� �� T � �
�� ��� T := T ↑i ��� �� ���& �� ����  $"� '�
�������
�� �� ����  $��"�

 �" %� �
��� �� �� ��� ���	� i� �
�� �
� �������
 ������ '�
������� ��� i := i− 1 ���
�� ���& �� ����  $��"�

(� ������ �� LT �
� ���� �������� ����� �� ������ �
� ��	���� ��������
���� �������
� (�
���� ������ �� T �
� ���� �������� ��� T �������� ���� ����� %� �������� �
� ���� L(T L) ��
��)����� ��� �
� ���� T � *���	��� �� �� ����� �
�� L(T L) = T �
���	�� �
��� �� �� ���
�����
����� �� T � ��� �� ������������ �
��� �� �� ���
����� ����� �� Tσ ��� ��� σ ∈ Sn�

+
�������� ��� ��� 	�������� ����������� σ, ω ∈ Sn� �� T E
σ = T E

ω �
�� �� 
�	� Tσ = Tω� ���
�
�� ������ �
�� Tσ = Tω� +
��� �� 
�	� Inv(σ) = Inv(ω) ������� �
�� σ = ω� ���� ω ∼v σ�
+
�� ��������� �
� ������ �

��	��� 
����� ������ �� �������� �� ���� T E
σ � %� �
�� �������� �� ��������,� �� �������

������ �� -����. ����� ������������ �� �������� �������� �� ��� ������������� +
�� ��� ��
���� �������� ��� ��� 	�������� ���������� σ ∈ Sn �
� ����� �� �������� �� ���� T E

σ ���

�
�� �
� �������� 1, 2, . . . , k ������ �� � ��	�� ���� ��������� (� ����� ���
 ����������� � ������
���������

���������� /�0�$1� ��� σ ∈ Sm �� � 	�������� ���������� ���
 �
�� λ(σ) � n ��� U =
[z1, . . . , zk] �� � ��2����� �� ����� �� �
� 3������ ������ �� λ(σ)� (� ������ �� Nσ,U �
� ���
������ ��

Nσ,U := {T = (tc)c∈λ ∈ Tab(T E
σ ) | tzi = i ��� ��� i ∈ [k]}.

	
����� /�0�$!� ��� σ ∈ Sm �� � ��	������ ����������� ��
� ���� λ(σ) � n ��� U =
[z1, . . . , zk] �� � ������
� �� ��	�� �� ��� ������� ������ �� λ(σ)� ����� �� ���� ���� ������

Nσ,U �� ������ �� ����� �	���� ω ∈ Sm ��
� ����

|Nσ,U | = |Red(ω)|.
����� ��� �� ����� �
�� Nσ,U �� ��� ����� 4� ������������� �
��� ������ � ��5������

Ψ ������� �
� ��� �� ����� �� Tσ ��� �
� ��	������ ��� �� σ ���
 �
�� ��� ��� ��2����� L =
[x1, . . . , xn]� �� 
�	� L ∈ PS(T E

σ ) �� ��� ���� ��

[Ψ(x1),Ψ(x2), . . . ,Ψ(xn)] ∈ PS(Tσ),

3���
������ �
��&� �� 6���������� /�!�7 �
��� �� ���������� �������������� ������� Nσ,U ���
�
� ���

PU := {[x1, . . . , xn] ∈ PS(T E
σ ) | xi = zi ��� ��� i ∈ [k]}.

+
��� Ψ({z1, . . . , zk}) �� �
� ��	������ ��� �� � ���������� τ ∈ Sm� ��� �
��&� �� ������
���� 0�0�!1 �� 
�	� � ���������� �������������� ������� Nσ,U ��� �
� ��� �� �
� �����
�
���� ��� τ �� σ �� (Sm,≤R)� +
��&� �� -��.  6���� 0�!�/� ���� /8"� �� 
�	� �
�� �
� ��� ��
����� �
���� ��� τ �� σ �� (Sm,≤R) �� �� ���������� �������������� ���
 Red(τ−1ω)� ���
�
�� ��������� �
� ������ �

+
�� �
���� ������� �� ���������� �� �������� ��������� 9����	��� �
�� ������ �� ���������
��	�� �
� ���������� ω ��� �� �������� (� ������ ���	��� � ��������� ����������� �� �
�
��������� ����������� 
���	�� �� 
�	� �
� ��������� ������������ �������



���� �����	
�������� ���

������� ������� ��� σ ∈ Sm �� � ����		�
� ��
������� ���� ���� λ(σ) � n ��� U =
[z1, . . . , zk] �� � �������� �� ����� �� ��� ��

�
� ����
� �� λ� �� ���
� ������ � ��
������ μ �
(n − k) ���� ���� ��� 
���	���� ��
������ �� ��� XY ��� Y X �
������� ���	��� �� ��� ����
�

λ(σ) \ {z1, . . . , zk} �� μ� ���� |Nσ,U | = fμ�

����	� �� ���� 	
� ��		���� ��	������� �� 	
� ����� �� �
����� ������� ��	 τ �� 	
�
�����		��� �
��� ��������� ��	 �� ����� �� {Ψ(x1), . . . ,Ψ(xk)}� ����� ω = τ−1σ ��	
 τ ≤R σ�
�� 
��

Inv(ω) = τ−1(Inv(σ) \ Inv(τ)) = τ−1(Sh(Tσ) \ {Ψ(x1), . . . ,Ψ(xk)}).
�
��� �� �� ����	� �� li  ����� ci! 	
� ������ �� ��"�� �� ���  ����� ��#���! i �� λ(σ) \
{z1, . . . , zk}� �� 
�� 	
	 	
� ��$������ (li)i �� (gi(ω))i  ����� (ci)i �� (ri(ω))i! �� �$�#
�� 	� ��%��������� �
�������� ω �� ��"�##�� �� μ(ω) = μ� �
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�	������ ������� ��	 λ = (λ1, . . . , λk) ��  ��	�	��� �� n �� (a, b), (c, d) ∈ λ� �� ��
	
	 (a, b) �� (c, d) �� �� 	
� ��� �	��� �� �� ��#� �� λa = λc� ��	 B ��  �#��� �� λ ��
#�	 i �� 	
� �����# ��	���� ���
 	
	 (i, λi) ∈ B� 	
�� 	
� ��" (i, λi) �� �##�� 	
� ����
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��
 �� B�

��	 T ��  �#���� 	�#�� �� �
�� λ � n� '� ��(��	���� �� 
�� 	
	 	
� ��	���� 1
����� �� 	
� ����� ���
	 ������ ��  �#���  ��� )����� ���*!�

1 appears in one of these boxes
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 ��
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� λ− � n− 1 �� �������� �
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��
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����	������� �� ����	�� ������� �� ��� �����	�� � �����
�� ������� "���	 ������
#�����$% & ��� ������ ��	����� �	����� ��'��	�� �� ��	 ���� ������	�� �� ��� �������
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������ �� ������� �� �'�� A� B �� Ã� �� #,�� -��. �����$ �	��	 �� �� ���	��	� ��� 	����
����	��� �� 	����	��� �� ��� ����� )�	 ������ /��� ����	� ���� ����� ������� �����
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������	��� ��5��	�� ���� ����� �� �'��� �� �� ����	� ��� ��	�� ��� �� �������
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