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Introduction

Au cours des derniéres décennies, nous sommes entrés dans une ére nouvelle de 'information,
ol des quantités inconcevables de données sont a disposition. Il faut cependant pouvoir les utiliser
intelligemment. Le domaine dit du Big Data s’est développé dans ce but. Il a permis dans certains
cas de créer des modéles prédictifs en s’abstrayant d’une quelconque étude des équations de la phy-
sique. Toutefois, une branche de ce domaine, nommeée assimilation de données, s’attéle & tirer profit
de I'ensemble des données disponibles d’une part, mais aussi d’'un modéle numérique, basé sur des
équations de dynamique physique d’autre part. En effet, si pour un systéme donné, nous avons a
notre disposition des observations de ce systéme ainsi que les sorties d’'un modéle prévoyant son
état, alors ’assimilation de données consiste & estimer 1’état du systéme en combinant de maniére
optimale observations et prévisions du modéle. Les domaines d’application des méthodes d’assimi-
lation de données sont trés variés : sciences de 'atmospheére, de 'océan et du climat, hydrologie,
ingénierie pétroliére, médecine ... Chacun de ces domaines a ses propres spécificités qui requiérent
ses propres algorithmes. Les méthodes d’assimilation de données sont ainsi en constante évolution,
depuis la création du filtre de Kalman en 1960.

Un des domaines d’application de l'assimilation de données est ’estimation de la pollution
atmosphérique. Cela désigne d’une part les gaz a effet de serre, comme le dioxyde de carbone ou le
méthane, qui jouent un réle important dans le réchauffement climatique observé a I'heure actuelle.
D’autre part, & 1’échelle plus locale, la pollution urbaine est une préoccupation grandissante des
grosses agglomérations. En effet, ’Organisation mondiale de la Santé estime qu’au niveau mondial,
1, 3 million de personnes meurent chaque année en raison de la pollution de l'air des villes. Parmi les
nombreux polluants présents dans ’atmosphére, I’ozone troposphérique fait ’objet de nombreuses
études. En tant qu’oxydant, il est néfaste pour la santé et détériore la qualité de vie. Il est donc
soumis & des réglementations européennes, qui imposent des niveaux maximaux de concentration.
Pour s’assurer du respect de ces réglementations, un réseau dense d’observations a été développé
en Europe pour mesurer les concentrations d’ozone troposphérique. Conjointement, des modéles
de chimie atmosphérique permettent de prévoir 1’évolution des concentrations au cours du temps,
d’évaluer a priori les impacts de mesures préventives visant & empécher un épisode de forte pollution
a l'ozone, ou encore d’attribuer une source de polluants a 'origine de cette formation d’ozone. La
disponibilité de ces modeéles avancés et de ces nombreuses données, ainsi que l'intérét sanitaire que
représente une bonne connaissance des niveaux de pollution, invite & "application de ’assimilation
de données sur des modéles de chimie atmosphérique.

Cependant, ces modéles sont complexes. L’ozone n’est pas directement émis et est le résultat
de réactions chimiques faisant intervenir des oxydes d’azotes, issus principalement du trafic routier,
et des composés organiques volatils, provenant de sources variées comme les foréts ou I’évapora-
tion de solvants. La relation entre les concentrations de ces espéces précurseurs de 1’ozone et les
concentrations d’ozone résultant de la présence de ces précurseurs n’est pas linéaire. Ainsi, une aug-
mentation de la concentration de I'un d’entre eux peut paradoxalement conduire & une diminution
des concentrations d’ozone. De plus, de trés fortes incertitudes sont liées & ces modéles. Méme en
considérant les équations chimiques implémentées dans le modéle comme parfaites, il reste de nom-
breuses erreurs. Elles proviennent notamment des sources et des puits de polluants, responsables
respectivement de la formation et de la destruction de ces derniers, qui sont trés difficiles a estimer.
Enfin, les concentrations de plusieurs dizaines ou centaines d’espéces en de trés nombreux points
d’un domaine tridimensionnel étant simulées par le modéle, le probléeme auquel 'assimilation de
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données est confronté est de tres grande dimension.

Les méthodes d’assimilation de données doivent donc étre adaptées aux problémes que pré-
sentent la chimie atmosphérique et le transport des polluants. Deux grandes familles de méthodes
ont ainsi été utilisées avec succés dans ce contexte. La premiére famille de méthodes, appelées
méthodes variationnelles, repose sur la minimisation numérique de I'écart entre le modéle et les ob-
servations, en recourant & la théorie du controéle optimal. Ces méthodes permettent de tenir compte
de la non-linéarité des modeéles de chimie atmosphérique. L’autre famille de méthodes, dites mé-
thodes ensemblistes, permet de représenter et propager dans le temps les incertitudes liées & ces
modeles malgré leur trés grande dimension. Ces deux familles de méthodes présentent donc chacune
des avantages et des défauts pour ce contexte d’application. Une nouvelle catégorie de méthodes,
dites EnVar 4D, qui sont & la fois ensemblistes et variationnelles, a récemment vu le jour pour tirer
profit des deux approches mais n’a a ce jour pas été testée sur des modéles opérationnels de chimie
atmosphérique.

En effet, face a la complexité de ces modéles, il est nécessaire de tout d’abord tester les nouvelles
méthodes dans un contexte idéalisé, simple et parfaitement maitrisé. Pour cela, des modéles d’ordre
réduit, autrement appelés modéles jouets, ont été créés pour servir de banc d’essai & 1’assimilation.
IlIs doivent étre en mesure de synthétiser les phénoménes physiques & ’ceuvre dans les modéles
opérationnels tout en limitant certaines des difficultés liées & ces derniers. De tels modéles jouets
existent pour la météorologie et sont reconnus et utilisés par la communauté des assimilateurs. En
revanche, ce n’est pas encore le cas pour la chimie atmosphérique.

Ainsi, nous voyons que les besoins sont multiples pour développer I'assimilation de données sur
des modéles de chimie atmosphérique. Tout d’abord, un constant effort d’amélioration des méthodes
d’assimilation de données doit étre fourni, afin qu’elles soient adaptées au mieux aux différents pro-
blémes sur lesquels elles sont appliquées. Dans notre contexte d’application, ces nouvelles méthodes
doivent étre en mesure de tenir compte et quantifier les nombreuses incertitudes liées aux modéles
de chimie atmosphérique. Pour faciliter ce développement et la validation des nouvelles méthodes,
des modeles jouets adaptés doivent par conséquent exister. Aprés la validation de ces méthodes
dans ce contexte idéalisé, les résultats doivent étre étendus a des modéles plus complexes et des
observations réelles de concentration de polluants.

Au cours de cette thése, 'ensemble de ces problématiques a été abordé. En effet, le déve-
loppement théorique de nouvelles méthodes d’assimilation de données, ’application de méthodes
d’estimation d’incertitudes liées aux sources de polluants, la création de modéles jouets pour ’assi-
milation en chimie atmosphérique, ainsi que la validation des méthodes d’assimilation de données
récentes sur ces modéles jouets et sur un modéle réaliste ont été au coeur de notre travail. Nous
présenterons au premier chapitre les phénoménes physiques et chimiques a 1’ccuvre dans les mo-
déles de chimie-transport. Dans le deuxiéme chapitre, nous décrirons les méthodes d’assimilation de
données, aussi bien celles éprouvées et utilisées opérationnellement que des méthodes plus récentes,
dont une a été développée au cours de la thése. Le troisiéme chapitre décrira les modéles jouets
sur lesquels les méthodes d’assimilation sont habituellement testées en météorologie, ainsi que ceux
récemment introduits pour la chimie atmosphérique. Nous appliquerons au quatriéme chapitre les
méthodes d’assimilation de données sur ces modéles jouets. Les chapitres suivants s’attacheront a
étendre ces résultats, obtenus dans des contextes simplifiés, & des cas réels, utilisant des modéles
plus complexes et des observations obtenues in situ. Le cinquiéme chapitre présentera ainsi les ex-
périences d’assimilation de concentrations d’ozone sur I’Europe, et le chapitre final présentera des
méthodes et résultats pour le calcul d’incertitudes liées aux accidents nucléaires de Tchernobyl et
Fukushima-Daiichi.



CHAPITRE 1

Modéles de chimie atmosphérique

On trouve dans l'atmospheére des polluants qui, selon leurs concentrations, peuvent impacter la
qualité de vie des personnes qui y sont confrontées. En particulier, 'ozone troposphérique figure
parmi les polluants réglementés en Europe et dans le monde. Bien que non directement émis,
il se retrouve en grande quantité dans les zones urbanisées. En tant qu’oxydant, il a un impact
néfaste sur la santé. Il est donc nécessaire de comprendre les phénomeénes physiques et chimiques
qui régissent ’évolution de la concentration des polluants dans 'atmosphére, notamment celle de
l'ozone et de ses précurseurs. Leur étude permet de déterminer les équations qui composent les
modéles de chimie atmosphérique. Nous ne regarderons que la chimie gazeuse et non la chimie des
aérosols, plus complexe et cotiteuse en temps de calcul.

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les principaux phénoménes en jeu dans I’évolution
des concentrations de polluants et leur intégration numérique dans un modéle de chimie-transport
(CTM), ou la météorologie n’est pas directement calculée mais est une entrée du modele, ou dans
un modele couplé de chimie-météorologie (CCMM). Nous insisterons également tout au long de ce
chapitre sur les incertitudes liées & ces modéles.
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1.1 Meétéorologie et transport

La météorologie est définie par ’évolution des principales variables d’état de 'atmosphére, a
savoir la masse volumique, la température et la pression, ainsi que les vitesses des vents dans les
trois directions. Les modéles complets de météorologie définissent également ’humidité spécifique,
la hauteur des nuages ou les niveaux de pluie, entre autres, mais nous ne nous y intéresserons pas
ici. Nous décrivons les équations d’évolution de ces variables et leurs interactions avec les espéces
chimiques via le transport atmosphérique.

1.1.1 Equations de Navier-Stokes

Notons V = (u,v,w) le vecteur du vent, p la masse volumique de l'air, T la température et p
la pression. L’équation de conservation de la masse nous donne

9 | . B
o + div(pV) = 0. (1.1)

L’air étant soumis a la force liée au gradient de pression, & la gravité, & la force de Coriolis et
a la résistance de lair, la deuxiéme loi de Newton donne

ot

avec u la constante de diffusion dynamique, g la gravité, et pF. la force de Coriolis.

A%
p <8 + V.VV) =—-VP —pg+ pF. + nAV (1.2)

En ce qui concerne la température, une équation similaire peut étre également déterminée

or
pCp (825 + V.VT) = Q + AT (1.3)

avec fp la conductivité thermique, @) les sources de chaleur et ¢, la capacité calorifique & pression
constante.

Ces trois équations (1.1), (1.2), (1.3) (ainsi qu’une derniére sur ’humidité spécifique) forment le
systéme d’équations de Navier-Stokes. Elles définissent 1’évolution des principales variables d’état
de ’atmosphére.

Cependant, lorsque 1'on reste proche du sol, on peut appliquer ’approximation de Boussinesq
qui consiste & supposer la densité constante (sauf dans le terme de gravité). On linéarise alors les
équations de Navier-Stokes autour d'un état de référence (variables notées avec un indice r) que
I’'on considére

— aurepos : V; =0;

— hydrostatique : %Zr =—ng;
— adiabatique %T; =—g/cp;

— D’air étant un gaz parfait : P, = pr1ly;
et on note par un indice 0 les valeurs moyennes de ces variables sur une hauteur donnée.
La linéarisation autour de cet état de référence donne alors, écrite dans un repére terrestre
Ou + v + Oow _ 0
gw 8% o= 8_ 0 1 9P
Ou Ou Ou U _ B A, LOP
8t+u8:c+vay+wﬁz_poAu Jr(FC)x

po 0T
Qu oy O | O 4 v _ WA, 1P
gt+u%z+vag+wag—poAv po?ya:(ch)’y
ow ow ow ow _ K _ LloF L
8t+“ax+vay+waz—pko p082+Tog+(FC)Z

POCp (‘?d—{ +udt + gk + w%—f) = Q+ peAT

Ce sont ce type d’équations qui sont intégrées dans les modeéles de météorologie (ou dans les
CCMMs) pour obtenir notamment les vents qui transportent les polluants dans le domaine. Ces
modéles peuvent alors servir & la prévision du temps.
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1.1.2 Définition et importance de la couche limite atmosphérique

Proche du sol, 14 o s’applique 'approximation de Boussinesq, les vents verticaux sont consi-
dérés comme quasiment nuls. Le transport vertical des masses d’air s’effectue par le flux convectif
turbulent issu du réchauffement de ’atmosphére par la surface du sol en journée. On définit alors
la couche limite atmosphérique (CLA) comme la hauteur d’atmosphére influencée par ces effets de
surface. La hauteur de cette CLA passe de 1 —2km le jour & quelques centaines de métres seulement
la nuit, pendant laquelle la turbulence proche du sol est dii uniquement au cisaillement du vent.
Cette couche est trés importante en chimie atmosphérique car c¢’est 14 qu’ont lieu les mélanges de
polluants. Malheureusement, sa hauteur est difficile a diagnostiquer.

1.1.3 Transport : advection et diffusion
La concentration ¢ d’un polluant évolue avec le vent selon 1’équation

9¢ _ _ div(Ve) + div(pKV ) (1.4)
ot P

ou K est une matrice de diffusion turbulente. Le premier terme, dit d’advection et qui correspond
au transport par le vent des polluants dans ’atmosphére, s’effectue essentiellement dans la direction
horizontale. Le second terme consistue la diffusion. La diffusion horizontale n’est pas trés impor-
tante, surtout étant donnée la diffusion numérique induite par l'intégration de 'advection dans les
modeles (voir 1.4.1.3). En revanche, le terme diagonal de la matrice K correspondant au transport
vertical, noté K, n’est pas négligeable. C’est lui qui impose le transport turbulent dans la CLA. Il
fait 'objet de plusieurs modélisations différentes, notamment par Louis (1979) et Troen et Mahrt
(1986).

1.1.4 Dépo6t sec et humide

Les gaz peuvent sortir de I’atmosphere en se déposant au sol par diffusion ou sous l'effet de la
pluie. On parle alors respectivement de dépot sec et dépot humide (ou lessivage). Ces phénomeénes
dépendent donc des données météorologiques comme la turbulence verticale ou la pluviométrie. Ils
font 'objet de plusieurs modélisations différentes. En ce qui concerne le dépot sec, on distingue
notamment les modélisations de Zhang et al. (2003) ou Wesely (1989).

1.2 Chimie de 'ozone troposphérique

L’atmosphere est composée en grande majorité de diazote (N, environ 80%) et de dioxygéne
(O,, environ 20%). Cependant, de trés nombreuses autres espéces chimiques se retrouvent dans 1’at-
mosphére avec des concentrations allant du picogramme & quelques milligrammes par métre cube.
Parmi elles, I'ozone est celle qui fait ’objet de notre étude et dont nous allons décrire briévement
le cycle de vie.

1.2.1 Cycle de Leighton

Sous l'action du rayonnement solaire, le dioxyde d’azote (NO,) se photolyse pour former du
monoxyde d’azote et de I'oxygéne :

NO, + hv — NO + O- (R1.1)
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Cet oxygéne va ensuite s’associer au dioxygéne de ’atmosphére pour former de 1’ozone :
Oy, +0+M — O3+ M, (R1.2)

ot M est une molécule d’air. La forte réactivité de (R 1.2) fait que les deux réactions précédentes
sont parfois fusionnées en

NO, + hv 2% NO + 0, (R1.3)

La réaction inverse existe également et consomme ’'ozone en retour :
NO + O3 — NO,- (R1.4)

Ces deux équations (R1.3) et (R 1.4) constituent le cycle de Leighton et conduisent a un équi-
libre entre O4 et oxydes d’azote (NO,). Cependant, I'ozone n’est pas le seul oxydant capable de
transformer le NO en NO,. Les radicaux peroxyles tels que I’hydroperoxyle (HO,) ou les peroxyles
organiques (notés RO,) peuvent produire une réaction similaire a (R 1.4)

NO +HO, — NO, + OH, (R1.5)

NO + RO, — NO, + RO- (R1.6)

Ces radicaux sont issus de I'oxydation ou de la photolyse de composés organiques volatiles
(COV). On note parmi les COV les alcanes, alcénes, aldéhydes, ou composés aromatiques entre
autres. Un exemple d’oxydation d'un alcane RH est donné par

RH + OH + Oy — RO, + H,0- (R1.7)
Pareillement, un exemple de photolyse d'un aldéhyde comme le formaldéhyde HCHO est donné par
HCHO + hv 4+ O, — HO,, 4+ HCO- (R1.8)

Les COV sont principalement oxydés par les radicaux hydroxyle OH, comme dans 1’équation
(R1.7). Ces radicaux peuvent étre issus par exemple de la photolyse du peroxyde d’hydrogéne
(H,0,) ou de l'acide nitreux (HNO,) :

H,0, + hv — 20H, (R1.9)

HNO, + hv — NO + OH- (R1.10)

En résumé, 'ozone est majoritairement produit par photolyse du NO,. Ce dernier est produit
par oxydation du NO par des radicaux, eux méme produits par oxydation et photolyse des COV. Les
concentrations d’ozone sont donc intriquées avec celles des NO,, et COV. La multitude d’équations
rentrant en considération dans une définition compléte du systéme chimique de ['ozone et la grande
amplitude de vitesses de réaction liées & chacune de ces équations rend le systéme raide et donc
difficile & intégrer numériquement.

1.2.2 Régimes NO, et COV limité

Si on schématise le bilan d’ozone du paragraphe précédent, le NO issu de la réaction (R1.1)
peut étre reconverti en NO,, soit par 'ozone, via 'équation (R 1.4), conduisant & un bilan d’ozone
nul, soit par les équations (R 1.5) et (R 1.6), conduisant & un bilan d’ozone positif. On rappelle que
ces derniéres équations sont le résultat de 'oxydation des COV.

Ces deux processus sont en compétition et on peut alors distinguer deux régimes :
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FicURE 1.1 — Isopleths d’ozone en fonction des concentrations de NO, et de COV. La valeur
[COV]/[NO|~ 8 est typique du continent nord-américain.

— un régime riche en NO, et pauvre en COV, favorisant le premier processus;
— un régime riche en COV et pauvre en NO,, favorisant le deuxiéme processus.

Dans le premier régime, dit “COV limité”, le systéme est trés sensible aux concentrations de COV,
pour lesquels une augmentation de leurs concentrations implique une forte augmentation de l’'ozone.
Une augmentation des concentrations de NO, dans ce régime déplace I’équilibre du cycle de Leighton
conduisant & une faible diminution des concentrations d’ozone. Réciproquement, dans le deuxiéme
régime, dit “NO, limité”, l'ozone est trés sensible & ’augmentation des concentrations de NO,, mais
ne l'est pas a celles des COV. La distinction des deux régimes peut se schématiser par le tracé des
isopleths d’ozone (isovaleurs) en fonction des concentrations de NO, et de COV (Fig.1.1). Cette
particularité de la dépendance de I'ozone aux concentrations de NO, et de COV implique une forte
non-linéarité vis-a-vis de ses précurseurs.

1.3 Incertitudes sur les données d’entrée des modéles de chimie
atmosphérique

Outre les approximations et les différents choix de modélisation présentés jusqu’ici, les C'TMs
et les CCMMs nécessitent de nombreuses données d’entrée, présentant de fortes incertitudes. Le
choix de ces données impacte grandement la qualité des simulations, d’autant plus que le modéle
n’a aucun controle sur elles. Nous listons donc ici certaines des principales sources d’incertitude
lies aux données nécessaires aux modéles de chimie atmosphérique.
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1.3.1 Emissions

On distingue les polluants primaires, c’est-a-dire ceux qui sont directement émis dans ’at-
mosphére, comme par exemple certains COV et le monoxyde d’azote, des polluants secondaires,
c’est-a-dire ceux qui sont issus de réactions chimiques dans l'atmosphére, comme 'ozone entre
autres. L’origine des polluants primaires est principalement liée a I’activité humaine (émissions an-
thropiques), comme le trafic, 'activité industrielle ou le chauffage urbain. Mais on trouve également
des émissions liées a la biomasse (émissions biogéniques) ainsi que les volcans et feux de foréts qui
produisent majoritairement des COV, ou encore la foudre qui produit des NO,.

Etant donnée I'importance des NO, et des COV dans le cycle de I’ozone, il est nécessaire d’es-
timer les quantités de polluants émis par les différentes sources. En ce qui concerne la pollution
anthropique, des inventaires existent. A 1’échelle européenne, le European Monitoring and Evalua-
tion Programme (EMEP) (Vestreng et al., 2004) récupére des données d’émissions qu’il couple & des
résultats de simulations et des observations in situ, permettant de produire un inventaire par classes
Standard Nomenclature for Air Pollution (SNAP). Un autre inventaire d’émissions, GEMS-TNO,
est décrit dans Visschedijk et al. (2007).

En ce qui concerne la pollution biogénique, différents modéles ont par ailleurs été développés.
Le Model of Emissions of Gases and Aerosols from Nature (MEGAN)(Guenther et al., 2006) ou
encore le modeéle de Simpson et al. (1999) fournissent ces émissions en fonction de I'occupation des
sols (land use coverage (LUC)).

Enfin, il est possible d’utiliser des méthodes de modélisation inverse pour réestimer certaines
de ces émissions. Koohkan et al. (2013) ont par exemple diagnostiqué les flux de COV a ’échelle
européenne en utilisant des méthodes de modélisation inverse.

Ces émissions, aussi bien anthropiques que biogéniques, sont difficiles & estimer et sont donc
une forte source d’incertitude dans les CTMs et les CCMMs.

1.3.2 Condition initiale

Avant de lancer une simulation, toutes les variables du systéme doivent étre initialisées. Etant
donné que les équations de la chimie sont stables, la trajectoire du modéle converge vers une
trajectoire unique quelque soit la condition initiale. Elle n’est donc pas trés importante et peut étre
erronée vu qu’elle aura été oubliée au bout de quelques semaines de modélisation. Il est par contre
nécessaire d’appliquer une période de spin-up pour se retrouver sur cette trajectoire.

Cependant, cela ne se passe pas ainsi pour la météorologie, qui est chaotique. Ainsi, les erreurs
sur la condition initiale se retrouvent amplifiées avec le temps et les trajectoires issues de deux
conditions initiales différentes divergent.

La condition initiale n’est donc pas une forte source d’incertitude dans un CTM, mais elle est
cruciale dans le cas d’'un CCMM.

1.3.3 Conditions aux limites

A part dans le cas des modéles globaux, il est nécessaire de définir les conditions au bord du
domaine. Ceci est souvent effectué en interpolant aux bords les résultats d’une simulation globale.
Il s’agit alors de conditions aux limites de type Dirichlet. Dans notre cas, les conditions aux limites
sont issues du modeéle Model for OZone And Related chemical Tracers (MOZART) dans la version
2 ou 4 de son implémentation (Horowitz et al., 2003; Emmons et al., 2010).
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1.3.4 Meétéorologie dans les CTMs

Dans un modéle de chimie atmosphérique, la météorologie peut soit étre modélisée online, c’est-
a-dire en méme temps que la chimie, soit elle peut étre modélisée séparément (offline) et les résultats
de simulation sont alors une donnée d’entrée du modéle de chimie. Dans le premier cas, on parle
d’un modéle couplé de chimie-météorologie (CCMM), o la météorologie et la chimie sont fortement
couplées, tandis que le second s’appelle un modéle de chimie-transport (CTM), ou la météorologie
et la chimie ne sont que faiblement couplées.

Dans le cas d'un CTM, la météorologie est donc une donnée d’entrée sur laquelle le modéle n’a
aucun contrdle. Les variables météorologiques correspondent entre autres aux vents, température,
hauteur de la CLA, intensité du rayonnement solaire, ou encore les précipitations. Ces variables
sont fournies sur un domaine qui ne coincide souvent pas avec celui du CTM, ce qui nécessite
une interpolation. Par ailleurs, les concentrations simulées des polluants ne peuvent pas avoir de
rétroaction sur les variables météorologiques (particuliérement la température), contrairement a
un CCMM. Ajouté aux erreurs sur les champs météorologiques fournis, I’ensemble de ces limites
dues au couplage faibles des deux modéles fait de la météorologie une forte source d’incertitude des
CTMs.

Les données météorologiques en Furope peuvent étre issues des réanalyses du Centre européen
pour les prévisions météorologiques a moyen terme (CEPMMT), du modéle MM5 (Dudhia et al.,
2005), ou encore du Weather Research and Forecasting model (WRF') (Skamarock et al., 2008).

1.4 Intégration numérique

L’intégration numérique des équations des modéles de chimie atmosphérique nécessite d’effectuer
quelques approximations, entre autres une discrétisation en temps et en espace des équations. Cette
section présente quelques éléments couramment utilisés qui nous serons utiles par la suite.

1.4.1 Modélisation numérique du transport
1.4.1.1 Schémas d’advection
1l s’agit ici de discrétiser en temps et en espace ’équation d’advection

dc

— = —div(Ve), 1.5
= —div(Ve) (15)
avec c la concentration et V le vent. Nous présentons deux schémas d’advection couramment utilisés
dans les modeles de chimie atmosphérique, comme Polair3D de la plateforme Polyphemus (Mallet

et al., 2007) ou CHIMERE (Menut et al., 2013).

Schéma wupwind Dans le schéma upwind, le vent est défini & l'interface entre les mailles des
concentrations, selon une grille-C d’Arakawa, que nous illustrons ici dans un cas unidimensionnel.

Cm+% Vins1

Vin
| | |
Dy

I

(I)mfl CI)erl

ol ¢, désigne la concentration au point m, V,, le vent, et ¢,, les flux, qui sont de la sorte :
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P, = mCn L si Vi, >0, (1.6)
d, = Vmcm_% si V,,<0. (1.7)
I’équation d’advection upwind pour le transport des concentrations est :
sy _ @ = Pmi1 (1.8)
dt Ax

avec Az la distance entre deux points de grille. L’avantage de ce schéma est d’une part sa simplicité,
et d’autre part sa nature conservatrice et positive. En effet, il n’y a pas de perte de masse et les
concentrations aprés advection restent positives (sous une certaine condition, voir 1.4.1.2). En
revanche, il est fortement diffusif.

Schéma DST3 Le schéma précédent correspond & une approche ou le probléme est d’abord
discrétisé en espace, et est ensuite résolu en temps selon un schéma choisi (Euler explicite ou
Runge-Kutta 4 par exemple). Cependant, on peut faire le choix de discrétiser conjointement en
temps et en espace. On parle alors de schéma direct space time (DST).

Si on note a = V% le nombre de Courant-Frierichs-Lewy (CFL), avec At et Az les pas de
temps et d’espace, et ¢’ la concentration au point ¢ et au temps t,, on peut alors définir une
méthode d’ordre 3 dite DST3 avec

G = ool g + 16y + 06 + 1, (1.9)

v-2 = —a(l - a®)/6,

y1 =a(2 - a)(1+a)/2,
10 =2 - a)(1 - a?)2,
m=—a(2—a)(l—a)/6.

Ce schéma a donc un ordre élevé, mais ne conserve pas la positivité. Ainsi, il ne peut pas étre
utilisé tel quel comme schéma d’advection pour un CTM. Il nécessite d’étre associé & un limiteur
de flux (1.4.1.4).

1.4.1.2 Condition CFL

Le coefficient a = V% défini précédemment intervient dans la condition dite CFL. Cette
condition impose que pour un vent V donné, le domaine spatio-temporel du modéle vérifie

VAt < Az, (1.10)

Intuitivement, si on a un vent de vitesse V' > 0 advectant une masse d’air pendant At, il déplacera
la masse de VAt. 1l ’agit alors de s’assurer que l'intégralité de la masse ne sorte pas de la maille,
c’est-a-dire étant donné I’équation (1.8), que % = % < A3, ce qui correspond & (1.10). C’est cette
condition qui assure par exemple la positivité du schéma d’intégration upwind, ainsi que sa stabilité
et celle du DST3. Une démonstration plus rigoureuse de l'origine de cette condition pourra étre
trouvée dans Sportisse et Mallet (2005).

La vérification de cette condition est non seulement primordiale, mais aussi contraignante quand
on souhaite que la résolution spatiale du domaine devienne fine, car elle impose également un pas
de temps d’intégration plus faible.
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1.4.1.3 Diffusion numérique

Comme énoncé dans la section 1.1.3, on néglige souvent la diffusion horizontale car elle est
amplement supplantée par ce qu’on appelle la diffusion numérique. Cette diffusion apparait au
cours de l'intégration numérique de 'advection, qui en interpolant sur les points de grille, diffuse
les concentrations sur plusieurs mailles. Ceci 8’explique notamment par le fait que pour un schéma
d’advection et une discrétisation donnés, la solution de (1.5) qui est effectivement obtenue se rap-
proche plus de la solution d'une équation aux dérivées partielles (EDP) dite équivalente a (1.5),
cette EDP différant de ’équation originelle.

1.4.1.4 Limiteurs de flux

On a vu a la section 1.4.1.1 deux schémas d’intégration numérique de ’advection, & savoir
Pupwind et le DST3. Le premier garantit la positivité de la solution, mais au prix d’une forte
diffusion numérique, tandis que le deuxiéme, d’ordre plus élevé, est moins diffusif mais n’est plus
positif. Il s’avére que la diffusion numérique est un mal nécessaire qui permet de garantir la positivité
systématique du schéma upwind, qui est le schéma de diffusion minimale ayant cette propriété. Pour
pouvoir limiter la diffusion numérique tout en garantissant la positivité des schémas dans la majorité
des cas, on fait appel & des limiteurs de flux. Le principe est de choisir un schéma d’ordre faible
(¢') quand on est proche du gradient, et un schéma d’ordre supérieur (¢?) moins diffusif quand la
solution est lisse.

On écrit le flux total choisi de la forme

Ci—1

1 1 2 Ci —
¢>i+1/2 = ¢i+1/2 - ‘I’(ei)(¢i+1/z - ¢z‘+1/2)a avec 0; = m (1.11)

ou W est le limiteur de flux, qui peut étre choisi entre autres selon la formulation de Koren-Sweby,
ou selon la formulation de Van Leer.

Koren-Sweby :  ¥(#) = max(0, min(£6), min(0, 5)) avec 1<3<2 (1.12)
6418

Van Leer : ¥ (0) = ]

(1.13)

Le modéle Polair3D de la plateforme Polyphemus utilise par exemple un schéma d’advection
DST3 avec un limiteur de flux de Koren-Sweby.

1.4.2 Modélisation numérique de la chimie

Le trés grand nombre de molécules et de réactions chimiques différentes entrant en jeu dans la
pollution atmosphérique rend difficile une implémentation exhaustive de 'intégralité de cette chimie,
surtout en ce qui concerne les COV. Par conséquent, des méthodes adaptées ont été développées
pour réduire la taille du mécanisme chimique modélisé.

1.4.2.1 Représentation par utilisation de molécules suppléantes

Cette approche consiste & faire I’hypothése que les molécules organiques similaires vont se com-
porter chimiquement de maniére similaire. Il s’agit alors de définir une molécule suppléante qui
jouera le réle d’une combinaison de plusieurs espéces chimiques, avec une cinétique correspondant
& une moyenne pondérée des cinétiques des espéces suppléées. La pondération se fonde sur les
émissions relatives des différentes espéces et cette cinétique dépend donc des données d’émissions.
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L’avantage de cette approche est qu’elle permet de bien représenter I’évolution des molécules
chimiques. Son désavantage est qu’elle ne permet pas la conservation de la masse de carbone puisque
des molécules de nombre de carbone différent sont regroupées en une seule molécule suppléante.
Cette approche est notamment développée dans les deux versions du Regional Atmospheric Che-
mistry Mechanism (RACM) (Goliff et al., 2013).

1.4.2.2 Représentation par décomposition en groupes fonctionnels

Cette deuxieme approche consiste & décomposer une molécule en groupes fonctionnels et a
supposer qu’elle se comporte comme la somme des comportements de ces groupes fonctionnels.
L’avantage de cette méthode est qu’elle conserve la masse de carbone, contrairement a la repré-
sentation précédente. Cependant, on perd la structure des molécules avec cette approche et on ne
peut pas suivre les COV sur plusieurs étapes d’oxydation. Elle est notamment développée dans le
systéme Carbon Bond 2005 (CB05) (Yarwood et al., 2005).

1.4.2.3 Approximation des états quasi-stationnaires

Certaines espéces chimiques sont extrémement réactives, de telle sorte que dés qu’elles sont
produites, elles sont quasiment instantanément détruites par d’autres réactions chimiques. Leur
durée de vie est alors si faible qu’il est possible de faire une approximation, dite approximation des
états quasi-stationnaires (QSSA), qui consiste & considérer I'état stationnaire pour ces espéces. 1l
suffit alors d’écrire ’équation d’évolution de la concentration de I'espéce X;

01 X;

E?tl] = P — Li[Xi], (1.14)
ou F; et L, sont les termes de production et de consommation par les réaction chimiques, et de
supposer d[a)ii] = 0, c¢’est-a-dire

P,
[X;]qssa = fﬁ (1.15)
i

1.4.2.4 Rosenbrock d’ordre 2

L’approximation précédente aide & diminuer la raideur du systéme d’équations du modéle de
chimie. Cependant, cela ne suffit pas & pouvoir envisager une méthode d’intégration explicite, qui
ne serait pas stable. Il faut alors recourir & une méthode semi-implicite, comme la méthode de
Rosenbrock d’ordre 2, communément utilisée en chimie atmosphérique (Hundsdorfer et Verwer,
2003), notamment par le modéle Polair3D de Polyphemus (Mallet et al., 2007).

Si on a I’équation différentielle autonome pour la concentration c

de
5 =) (1.16)

que 'on discrétise en temps, notons ¢, la concentration au temps t,. Alors la méthode d’intégration
de Rosenbrock autonome d’ordre 2 est

Cn+1 =Cp, + ;Atkl + %Atkg, (1.17)
(I —~vAtA)ks =f(cn), (1.18)
(I — ’yAtA)kQ :f(Cn + Atkl) — 2k1, (1.19)

ouy=1=+ %, At = t,41 — t, et A est la matrice jacobienne A = f/(c,). On remarque que ce
schéma est trés colteux car nécessitant deux résolutions de systémes linéaires pour obtenir k; et

ka.
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1.4.2.5 Pas de temps adaptatif

Une derniére méthode pour se prévenir contre la raideur des systémes d’équations chimiques est
de faire appel & un pas de temps adaptatif. L'idée est de fixer comme critére une variation relative
ou absolue maximale des concentrations des espéces lors de l'intégration d’un pas de temps. Pour
satisfaire ce critére, on doit alors parfois diminuer la taille du pas de temps en fonction de la
variation des concentrations.

Concretement, on vérifie si la différence entre 'approximation du premier ordre et celle du second
ordre est plus petite qu'une tolérance ¢ fixée. Notons €,41, la solution d’un schéma d’ordre 1, ¢, 1
la solution d’un schéma d’ordre 2 et E,i1 = ||Crnt1 — Cntilloo, avec ||X||co = max(|z1], ..., |zn])
la norme infinie. Soit F,4+1 < €, auquel cas le pas de temps utilisé était suffisamment petit et on
continue 'intégration, soit F,11 > ¢, auquel cas on recommence 'intégration avec un At plus petit.

£
En

éviter une succession de rejets de pas de temps. On remarque également que Atpew < At si By < €.
(Savcenco et al., 2007).

Cette méthode permet d’adapter le pas de temps d’intégration dans les cas ou les concentrations

Dans les deux cas, pour Uintégration suivante, on sélectionne Atyew = VAL ol v < 1 sert a

évoluent trés rapidement, comme par exemple le matin quand la photolyse se met en place.

1.4.3 Splitting

L’équation d’évolution de la concentration d’une espéce chimique ¢;, si on prend en considération
I’intégralité des processus d’advection, de diffusion, de réaction chimique, de dépots et d’émissions,
est de la forme

86@ C;
— = —div(Vg) +di KV — ; E, - XN . 1.20
5 1v( cz) +div <p ,0) + Xz(C) + i i ( )
advection T chimie émissions  dépdts
iffusion

On la nomme équation du transport réactif. Chacun de ces processus ne nécessite pas forcément
les mémes méthodes d’intégration. La ol une méthode explicite peut suffire pour intégrer ’advec-
tion, on a vu qu’une méthode semi-implicite d’ordre 2 était nécessaire pour intégrer la chimie. Par
ailleurs, il peut étre numériquement cofiteux d’intégrer ’ensemble des processus en une fois quand
la méthode requiert des inversions de matrices, qui seront alors beaucoup plus grosses.

Ainsi, on applique ce que ’on appelle un splitting de I’équation. Au premier ordre, cela revient &
d’abord intégrer la partie advection ainsi que les phénoménes de dépot et d’émission, puis la partie
diffusion avant de finir avec la chimie. Il est également possible d’appliquer un splitting d’ordre
supérieur, dit splitting de Strang (Strang, 1968), ou 'advection et la diffusion sont appliquées en
deux fois, une partie avant la chimie et une autre apres.

1.5 Résumé

Nous avons introduit au cours de ce chapitre les phénomeénes physico-chimiques modélisés dans
les CTMs et les CCMMs. Pour nombre d’entre eux, des approximations et des choix de modé-
lisation doivent étre faits. Ceci représente une premiére source d’incertitude. A cela s’ajoute le
choix des méthodes d’intégration numérique des équations définies par la modélisation. De part
la discrétisation spatio-temporelle de ces équations, de nouvelles imprécisions s’accumulent. Enfin,
de nombreuses données d’entrée doivent étre fournies aux CTMs et CCMMs, qui sont elles aussi
entachées d’erreurs et amplifient encore l'incertitude autour des résultats de simulation.
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Il peut alors étre jugé nécessaire de faire appel & des mesures de concentrations pour recentrer
ces simulations et se rapprocher de la vérité de 1’état de ’atmosphére. Cette démarche d’utiliser
des mesures pour améliorer des résultats de simulations est appelée 'assimilation de données et fait
I'objet de notre prochain chapitre.






CHAPITRE 2

Assimilation de données

Les modéles introduits au chapitre 1 donnent des résultats de simulation qui différent de la
vérité, en raison de toutes les incertitudes et approximations mentionnées. Il y a par ailleurs a
disposition de multiples mesures des concentrations de polluants dans ’atmosphére. Cependant,
ces mesures sont également partiellement erronées étant donnée 'erreur d’instrumentation. De
plus, elles sont fournies avec une fréquence temporelle et une résolution spatiale inférieures & celles
de nos modeéles. On recombine alors ces deux informations grace a ’assimilation de données, qui
est définie dans Le Dimet et Blum (2002) (dans le cadre de Iassimilation de données pour ’étude
d’un fluide géophysique) de la maniére suivante : « L’assimilation de données est I’ensemble des
techniques qui permettent de combiner, de facon optimale (en un sens a définir), l'information
mathématique contenue dans les équations et U'information physique provenant des observations en
vue de reconstituer 1’état de I’écoulement. ».

Ce chapitre présente les principales méthodes d’assimilation de données qui ont été appliquées
a des modéles de météorologie et de chimie atmosphérique, en donnant leur justification théorique,
leurs hypothéses et leurs limitations. Parmi ces méthodes, nous insistons sur le fait que 'IEnKF-Q,
présenté a la section 2.5.4, est une nouvelle méthode qui a fait I'objet d’'une soumission (Sakov
et al., 2017, soumis).

Sommaire

2.1 Observations . . . . . . ot v v i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 19
2.2 BLUEetlefiltrede Kalman . .. .. .. .. ..t vt 20
2.2.1 Lalgorithme . . . . . . . . . e 20
2.2.2  Ses limitations et les premiéres solutions . . . . . . . . .. ..o 21

2.3 Meéthodes variationnelles . . . . . . ... .. ... .. ... . . 00000 22
2.3.1 3D-Var et paralléle avec BLUE . . . . . .. .. ... ... ... .. .. ... .. 22
2.3.2 4D-Var et paralléle avec le filtre de Kalman . . . . . . ... ... ... ..... 23

2.4 Meéthodes ensemblistes . . . . . ¢« v v v v v i it e e e e e e 24
2.4.1 Filtres de Kalman d’ensemble : dérivations et algorithmes . . . . . . . ... .. 24
2.4.1.1 EnKF stochastique . . ... ... .. ... . ... ... ... ..., 24

2.4.1.2 EnKF déterministe . . . . . . .. . .. ... 26

2.4.1.3 Formulation variationnelle de 'ETKF . . .. ... ... ... ... .. 28

2.4.2 Variantes de 'EnKF . . . . . . . . . ... oo 29
2.4.2.1 Un EnKF sans inversion de matrice : le DEnKF . ... ... ... .. 30

2.4.2.2 Un ETKF avec opérateur d’observation non-linéaire : le MLEF . . . . 30

2.4.3 Le lisseur de Kalman d’ensemble . . . . . ... ... ... ... ......... 31
2.4.4 Localisation . . . . . . . . . .. e e 34
2.4.4.1 Localisation des covariances. . . . . . . . . . . . v e 35

2.44.2 Localisation par domaine . . . . . . . .. . ... ... ... 35

2.4.5 Inflation . . . . . . . ... e e 36
2.4.5.1 Inflation multiplicative . . . . . . . ... ... .. 36

2.4.5.2 IL’EnKF-N, un exemple d’inflation adaptative . . . . . . .. ... ... 37



18 Chapitre 2

2.4.5.3 Inflation additive et erreur modéle . . . . . . .. ... ... ... ... 38

2.5 Meéthodes variationnelles d’ensemble . . . . . . . .. ... ........... 39
2.5.1 Meéthodes hybrides . . . . . . . . . ... 40
2.5.2 4DEnVar . . . . . . . e e e e 40
2.5.3 Le lisseur de Kalman d’ensemble itératif : IEnKS . . . . . ... ... ... ... 42
2.5.3.1 Llalgorithme . . . . .. .. .. . o 42

2.5.3.2 Le MDA : assimilation multiple des observations . . . . . ... .. .. 45

2.5.3.3 Localisation de 'TEnKS . . . . . . . ... . ... ... ... ..... 45

2.5.4 Formulation en contrainte faible : VIEnKF-Q . . . . ... ... ... ... ... 46
2.5.4.1 Dérivation . . . . . . . . e e e e e 48

2.5.4.2 Découplage de u et v quand l'opérateur d’observation est linéaire . . 50

2.5.4.3 Algorithmes . . . ... ... . ... 51

2.5.4.4 Discussion . . . . ... .o 53

2.6 Validation et indicateurs statistiques . . . . . . . . ... ... 000 55
2.6.1 Erreur quadratique : RMSE . . . .. .. ... oo 95
2.6.2 Corrélation de Pearson . . . . . . . . .. ... e e 56
2.6.3 Biais . . . . ... e e e 56
2.6.4 Indicateurs statistiques x2 et RCRV . . . . . ... .. ... ... ........ 56

Nous nous sommes appuyés pour la rédaction de ce chapitre sur les notes de cours, livres et
articles suivants :

— M. BocQUET : Introduction to the principles and methods of data assimilation in the geos-
ciences. Notes de cours, Ecole des Ponts ParisTech, 2014. URL http://cerea.enpc.fr/
HomePages/bocquet/teaching/assim-mb-en.pdf. Cours du Master2 OACOS & WAPE
P. Sakov : EnKF lectures. Notes de cours, NERSC, 2011. URL http://enkf.nersc.no/
Presentations/EnKFlecturesbyPavelSakov/. School on Data assimilation
— M. AscH, M. BocQUET et M. NODET : Chapter 6: The ensemble Kalman filter. In Data
assimilation: methods, algorithms, and applications Asch et al. (2016¢), chap. 6, p. 153-193
M. AscH, M. BOCQUET et M. NODET : Chapter 7: Ensemble variational methods. In Data
assimilation: methods, algorithms, and applications Asch et al. (2016¢), chap. 7, p. 195-216
— P. Sakov, J.-M. HAUSSAIRE et M. BOCQUET : An iterative ensemble Kalman filter in

presence of additive model error. Q). J. R. Meteorol. Soc., 2017, soumnis.



2.1. Observations 19

2.1 Observations

Avant de rentrer dans les détails des différentes méthodes d’assimilation de données, nous jugeons
utile de présenter brievement certains des différents types d’observations d’ozone et de polluants
disponibles. Les sources d’observations sont en effet trés variées. Pour ce qui est des données mé-
téorologiques aussi bien que de la pollution atmosphérique, en plus des satellites qui apportent
une masse immense d’informations, on peut noter les nombreuses mesures in situ, issues des vols
commerciaux, ou encore de bouées en mer. Chacune de ces observations apporte des informations
complémentaires mais nécessite des traitements différents et souléve leur lot de problémes quand
on essaie de les incorporer dans des simulations issues de modéles. En effet, une mesure in situ de
concentration d’ozone par exemple pourra étre trés précise mais fortement influencée par une source
trés proche de la station de mesure et ainsi ne pas étre représentative de la concentration moyenne
a lintérieur d’une grande maille d’'un modéle. Par ailleurs, ces données sont souvent fournies avec
une fréquence horaire et sont inégalement réparties spatialement. Les données satellitaires quant
a elles, bien que précises, en grande quantité et fréquemment mises & jour, apportent de nouvelles
questions avec chaque nouveau satellite mis en orbite. C’est le cas par exemple de la mission Surface
Water € Ocean Topography (SWOT), prochainement lancée, qui souléve la question de la corréla-
tion spatiale des erreurs d’observation (Ruggiero et al., 2016). Ainsi, pour une observation donnée,
on notera deux types d’erreur (Cohn, 1997) :

— Dl'erreur de mesure instrumentale - relativement faible, elle dépend de 'appareil utilisé pour
effectuer la mesure;

— Derreur de représentativité - comme son nom l'indique, elle exprime dans quelle mesure une
observation est représentative du phénomeéne modélisé. Elle dépend donc du modéle utilisé
(particulierement sa résolution) et de la qualité de la mesure (distance d’une source influente
par exemple).

Nous nous sommes uniquement intéressés aux mesures in situ de concentrations d’ozone au
sol. Il existe plusieurs réseaux de mesure dans le monde, notamment la Base de Données de la
Qualité de 'Air (BDQA) en France ou European Monitoring and Evaluation Programme (EMEP)
(Hjellbrekke et al., 2011) et AirBase (Simeoens, 2013) a ’échelle européenne. Les stations de mesure
d’AirBase d’ozone sont catégorisées en fonction de leur localisation (urbaine, périurbaine, rurale) et
du type de pollution qu’elles observent (industrielle, de trafic, de fond). Ainsi, pour une simulation
a l’échelle européenne, seules les stations de mesure de la pollution de fond sont adéquates, mais
peuvent néanmoins avoir une erreur de représentativité importante en fonction de la résolution du
domaine de simulation. On montre la position des stations de mesure d’AirBase qualifiées de rurales
et de fond sur la Fig.2.1.

Gaubert ef al. (2014) ont requalifié les stations d’observation d’AirBase en leur attribuant une
nouvelle localisation. Ils ont pour cela regroupé entre elles des stations qui avaient une valeur
moyenne et une variabilité journaliére similaires. Ainsi, des stations qu’AirBase considére comme
rurales et de fond peuvent étre qualifiées d’urbaines par la nouvelle classification utilisée dans
Gaubert et al. (2014) et détaillée dans Gaubert (2013). Ils distinguent ainsi 5 classes d’observations,
a savoir les stations de fond “MOU”, séparées en fonction de leur altitude en “MOU<300m” et
“MOU>300m”, les stations rurales “RUR?”, les stations périurbaines “PUR” et les stations urbaines
“URB”. Quand cette classification d’observations sera utilisée, on les nommera les observations de
Gaubert.
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FIGURE 2.1 — Sites de mesure d’ozone du réseau AirBase notés ruraux et de fond.

2.2 BLUE et le filtre de Kalman

2.2.1 L’algorithme

Le filtre de Kalman tel qu'il a été développé initialement il y a de ¢a plus de 50 ans (Kalman,
1960) est désormais devenu suffisamment connu pour que nous nous contentions de présenter ici,
succinctement, les hypothéses et résultats de celui-ci.

Etape d’analyse :

Notons x¢ € R™ le vecteur d’état issu d’une simulation (appelé ébauche, f pour forecast en
anglais), y € RP le vecteur d’observation et x; € R™ la vérité de 1’état physique que l'on essaie
d’approcher. On suppose que les erreurs d’ébauche et d’observation sont gaussiennes et sans biais,
c’est-a-dire

X = Xy + &, avec e ~N(0,PF), (2.1)
y = Hxt +&,, avec &, ~N(0,R),

ou H € RP*™ est un opérateur linéaire d’observation qui projette l’état sur la position des ob-
servations, et ou Pf € R™" et R € RP*P sont respectivement les matrices de covariance des
erreurs d’ébauche et d’observation. Par ailleurs, on suppose les erreurs d’ébauche et d’observation
indépendantes, c’est-a-dire E[e,e¢] = 0, o E désigne l’espérance.

L’état dit analysé x, € R™, qui est de biais nul et tel que la trace de la matrice de covariance
des erreurs d’analyse est minimale, est donné par

x, = x¢ + K(y — Hxy), (2.4)
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o K € R"*P est le gain de Kalman, qui s’écrit
K = P'THY(R + HP'HT) 1. (2.5)
La matrice de covariance des erreurs d’analyse est donnée par
P* = (I, - KH)P, (2.6)

ou I, € R™" est la matrice identité. Cette analyse est appelée best linear unbiaised estimator
(BLUE).

La formule de Sherman-Morrison-Woodbury (SMW), qui établit que pour des matrices A, U,
C, V de bonnes tailles

(A+UcV)'=A"1-_A'UuCct+va~lu)tva!, (2.7)
nous permet d’avoir une formulation équivalente du gain de Kalman
K=P '+H R 'H)H'R (2.8)

Etape de propagation :

Pour cycler le filtre de Kalman, on propage alors ’état analysé x, en utilisant le modéle My,
que 'on suppose linéaire, du temps k£ jusqu’au temps k + 1 ot de nouvelles observations seront
disponible. Ainsi, on obtient,

xf“ = M;x* (2.9)

et la matrice de covariance des erreurs d’ébauche est donnée par
Pl = MyPiM] + Q, (2.10)

ol Qi € R™ ™ est la matrice de covariance de l'erreur modeéle induite par la propagation, définie
comme
xpth = Myx{ +€f, avec el ~ N(0,Qy). (2.11)

On se retrouve alors avec une nouvelle ébauche, un nouveau jeu d’observations et de nouvelles
statistiques d’erreur permettant de recommencer 1’étape d’analyse. C’est le cycle alliant analyse
puis propagation que ’'on nomme filtre de Kalman.

2.2.2 Ses limitations et les premiéres solutions

On rappelle que les hypothéses principales de ce filtre sont la linéarité des opérateurs d’obser-
vation H et de propagation M, ainsi que la gaussianité et ’absence de biais des statistiques des
erreurs d’ébauche, d’observation et de modéle. Toutes ces hypothéses sont simplificatrices et ne
tiennent pas dans beaucoup de cas pratiques. Le but des différentes méthodes d’assimilation de
données est alors de s’abstraire de certaines de ces hypothéses. Nous supposerons dans la majeure
partie des cas que Q = 0, c’est-a-dire que le modele est parfait, qu’il n’y a pas d’erreur modéle.

Le filtre de Kalman étendu propose par exemple, dans le cas d’un modéle M ou d’un opérateur
d’observation H non-linéaire, d’utiliser leur tangent linéaire H et M dans les formules (2.5), (2.6)
et (2.10). Le pseudo-code correspondant a un cycle du filtre de Kalman étendu est explicité dans
I’algorithme 1. Nous noterons par la suite les opérateurs en cursif s’ils sont non-linéaires ou en gras
s’ils sont linéaires ou si 'on utilise leur tangent linéaire.
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Par ailleurs, pour des modéles, notamment de météorologie ou de chimie atmosphérique, la taille
des vecteurs d’état (et dans une moindre mesure d’observation) peut étre de 'ordre du milliard de
variables. Ceci prohibe absolument la propagation compléte par le modéle des matrices de covariance
des erreurs d’analyse comme dans ’équation (2.10), équation qui en outre nécessite 1’adjoint du
modele (ou de son tangent linéaire). C’est pourquoi un autre champ de développement des méthodes
d’assimilation de données s’attele & alléger le colit numérique du calcul des matrices de covariance
des erreurs d’analyse et d’ébauche. La premiére possibilité d’algorithme allant dans ce sens est
Iinterpolation optimale, qui consiste a fixer tout au long des cycles d’analyse la matrice Pf. Les
méthodes dites ensemblistes que nous présenterons dans la section 2.4 permettent une représentation
et une propagation allégée des erreurs d’ébauche et d’analyse.

Algorithme 1 Algorithme pour un cycle du filtre de Kalman étendu.
Requis: : x;, Py, R, M,M, H, H

1: K=PHTHPH" + R)!
2: Xy = Xf + K(y — H(Xf))

3: P* = (I, - KH)P!

4: Xp = M(Xa)

5 Pf = MP2>MT

2.3 Meéthodes variationnelles

Pour s’abstraire de ’hypothése des opérateurs d’observation et de modéle linéaires, on peut
recourir aux méthodes dites variationnelles. Il s’agit de définir une fonction de colt & minimiser,
avec ces opérateurs non-linéaires. Une fois cette fonctionnelle définie, nous avons & notre disposition
Iensemble des méthodes itératives d’optimisation (Nocedal et Wright, 2006) pour en déterminer
le minimum, en linéarisant & chaque étape les opérateurs non-linéaires autour de 'optimum en
cours. Nous cherchons donc & définir un formalisme ou les opérateurs H et M sont potentiellement
non-linéaires et qui soit équivalent au formalisme du filtre de Kalman quand ils sont linéaires.

2.3.1 3D-Var et paralléle avec BLUE

Définissons la fonction de coit suivante
() = 5l = xillde + 3y = HOO (212
ot ||x||%4 = xTA~!x. La formule de son gradient est
VI (x) =P (x — x1) - HTR My — H(x)). (2.13)

ou H est le linéarisé de H autour de x. Si ‘H est linéaire, cette fonctionnelle est convexe étant
donné que P! et R sont deéfinies positives. Elle a donc un minimum, qui est atteint en x* tel que
VJ(x*) = 0, c’est-a-dire

x* =x; + (PT + HTRH) " "H R (y — H(x¢)). (2.14)

On retrouve alors la formule du gain de Kalman (2.8), et x* est égal a l'analyse BLUE (2.4).
Sinon, on peut utiliser un algorithme de minimisation itératif de type Newton, ou quasi-Newton



2.3. Méthodes variationnelles 23

par exemple. On remarquera par ailleurs que l'inverse de la Hessienne de la fonction de cotit dans
le cas linéaire, noté D, est égal a

D= (P + HTR'H)"! = P*. (2.15)

L’algorithme consistant & minimiser cette fonction de cotit est appelé 3D-Var, et il fournit un
résultat équivalent au BLUE (dans le cas d’un opérateur d’observation linéaire). Si on cycle en
propageant ’état obtenu aprés la minimisation et en conservant la matrice P! intacte, on retrouve
I’algorithme de l'interpolation optimale.

2.3.2 4D-Var et paralléle avec le filtre de Kalman

On souhaiterait également avoir une équivalence avec le filtre de Kalman complet, au moins
dans les cas H et M linéaires. On suppose également que I’on est ici en contrainte forte, c’est-a-dire
Q = 0. On considére une fonctionnelle définie sur une fenétre de temps de ¢y a tr, dans laquelle on
a acceés aux observations yq,...,yr :

L
T (x0) = gllx0 —xell3e + 5 Dyt~ Hilx)l (216)
=0
ol x; est défini par récurrence, x; = M _1)(x;-1), cest-a-dire x; = M, o(x0) avec Mo =
M-y o Ma—1y—@q-2)©-..0Mico et o désigne la composition d’opérateurs. Par convention, on
notera Mo.g = I,.
Si on note encore une fois M et H les linéarisés du modéle et de 'opérateur d’observation, le
gradient de J s’écrit

L
—1 _
Vo (x0) = P' (30 — x¢) = Y - M gHI R, (y1 — Hi 0 Mio(x0))- (2.17)
1=0
Une expression approchée de I'inverse de la Hessienne est alors donnée par
I -1
D= (Pf_l + Z ME_OHlTRllHlMlF()) . (2.18)
1=0

A nouveau, dans le cas H et M linéaires, la solution du probléme quadratique est donné directement
par
Xa = Xf — DV, J (xf). (2.19)

Sinon, on doit recourir & des méthodes itératives de minimisation. Enfin, la matrice de covariance
des erreurs d’analyse est, comme dans (2.15), 'inverse de la Hessienne.

Une propriété importante de la minimisation de cette fonctionnelle est le principe de transfert
d’optimalité. Celui-ci exprime que le résultat x7, au temps t1,, a la fin de la fenétre, est le méme si (1)
on effectue la minimisation de [J en une seule fois a partir de xg, ou (2) on divise U'intervalle [tg, tr)]
en deux intervalles [to,tx] et [tg,tr] et on minimise une premiére fois en partant de xg et en allant
jusqu’a tg, pour obtenir x3 et P?, puis on minimise & nouveau de t; jusqu’a ty, en utilisant ces x
et P} comme ébauche. Cela ne signifie pas pour autant que les deux trajectoires sont équivalentes
& tous les pas de temps, mais seulement & la fin de la fenétre.

C’est cette propriété, couplée avec le fait que ’analyse du 3D-Var est équivalente au BLUE, qui
fait que le 4D-Var est équivalent au filtre de Kalman dans le cas linéaire. En effet, si on subdivise la
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fenétre [tg, tr] en L intervalles de taille 1, chaque analyse de type 3D-Var est équivalente au BLUE,
et le résultat du 4D-Var au temps final ¢7 sera ainsi équivalent au résultat du filtre de Kalman
grace au transfert d’optimalité.

Le principal désavantage du 4D-Var est la nécessité d’avoir a sa disposition 'adjoint du tangent
linéaire du modéle pour calculer le gradient de J. Il est malheureusement trés coliteux en terme de
main d’ceuvre et de rigueur de développer en paralléle un modéle et son adjoint. Les modéles sont
en effet en constante évolution et progres tandis que l'implémentation de I’adjoint du modéle est
souvent en retard par rapport a ces évolutions. Une contrainte supplémentaire est la nécessité de
bien paramétrer la matrice Pf dans Palgorithme. En revanche, cette méthode effectue une analyse
variationnelle qui permet de bien gérer la non-linéarité du modéle.

2.4 Meéthodes ensemblistes

2.4.1 Filtres de Kalman d’ensemble : dérivations et algorithmes

La premiére dérivation du filtre de Kalman d’ensemble (ensemble Kalman filter (EnKF)), date
de Evensen (1994) qui le corrigera par la suite dans Burgers et al. (1998). Cet algorithme ne remet
pas en question ’hypothése de gaussianité des statistiques d’erreur, mais se concentre sur une
représentation simplifiée de ces statistiques. En effet, il repose sur l'idée d’avoir un échantillon de
vecteurs d’état dont la dispersion représente les incertitudes associées & 1’ébauche. Cet ensemble
de vecteurs peut alors étre propagé par le modéle, qu’il soit linéaire ou non, ce qui permet une
propagation de I'erreur d’analyse sans avoir & recourir & ’adjoint du tangent linéaire du modéle, ni
a définir de grosses matrices d’erreur.

Il existe deux variantes principales de 'EnKF. La premiére est dite stochastique, car elle a
recours a4 une perturbation stochastique des observations dans l’analyse. La deuxiéme est dite
déterministe, par opposition, car il n’y a pas de telle perturbation stochastique dans sa dérivation.

2.4.1.1 EnKF stochastique

Etape d’analyse :

Nous avons a notre disposition un ensemble de m vecteurs d’ébauche x& ot i € [1,m] représente
I'indice du membre dans l'ensemble. En régle générale, m < n. La dispersion de I’ensemble est
censée représenter incertitude associée a notre ébauche, de telle sorte que 'on estime P! & partir
de 'ensemble :

m

, , 1 .
Pf — N 1 _ ¥ T X¢ — — ? . 220
S Z(Xf Xf)(xf — Xf), avec Xg - ; X¢ (2.20)

On peut également factoriser Pf sous la forme
P! = X X7, (2.21)

ou Xy € R™™ désigne les anomalies normalisées, telles que, pour la colonne i € [1,m],

3 s
Xy = L, (2.22)
m—1

Si on effectue une analyse en appliquant la formule du BLUE (2.4) pour chacun des éléments de
I’ensemble, on obtient alors un ensemble de vecteurs d’état analysé {xg}ie[ljm], dont les anomalies
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sont de la forme
7: —
X, — Xa

vm—1

Ceci donne alors une matrice de covariance des erreurs d’analyse

[Xali = [X¢li + K(0 — H[X¢);) = (I, — KH)[X¢);. (2.23)

P* = X, X! = (I, - KH)X;X{ (1, - KH)T = (I, - KH)P{(I,, - KH)T. (2.24)
Cependant, la formule théorique du filtre de Kalman donne une erreur P? selon la formule (2.6)
P?* = (I, - KH)P! = (I, - KH)X;X{ (I, - KH)T + KRKT. (2.25)

Ainsi, la matrice fournie par (2.24) est sous-estimée car il manque le deuxiéme terme de (2.25), ce
qui risque de conduire & la sous-dispersion de ’ensemble et a la divergence du filtre.

Pour pallier ce probléme, dans le cas d’une erreur d’observation non-biaisée et symétrique, une
solution est de perturber le vecteur d’observation y pour chacun des membres de ’ensemble :

y—oYi=y +uw, (2.26)

ou u; est tiré selon la distribution gaussienne u; ~ A(0,R). Notons @ la moyenne de ’ensemble
des u;. La formule (2.23) devient

(u; — 1)

[Xa)i = (I, — KH)[X¢]; + KE;, avec E;= T
m J—

(2.27)

Si on note alors E = [Eq, ..., Ey,], on obtient X, = (I,, - KH)X; + KE, soit
P* = (I, -KH)X;X{ (I, -KH)" +KEE'K" + (I, - KH)X;E"K" + KEX{ (I, - KH) T, (2.28)
dont ’espérance statistique donne la valeur escomptée

E[P? = (I, - KH)P{(I, - KH)T + KE[EET]K" (2.29)

(I, - KH)X;X{ (I, - KH)T + KRKT = (I, - KH)P'. (2.30)

Le qualificatif de stochastique décrivant cet algorithme provient de cette étape de perturbation des
observations (2.26). Bien qu’étant une solution élégante au probléme qu’elle résout, elle introduit
un bruit numérique d’échantillonnage.

Si ‘H est non-linéaire, la formule de K a recours au tangent linéaire de . Mais I’ensemble peut
nous servir i faire des différences finies pour approcher le tangent linéaire et son adjoint & partir
de Popérateur non-linéaire. Les facteurs PPHT ou HPTHT qui apparaissent dans la formule de K
peuvent s’approcher en remarquant que

PHT = X;(HX;)T, (2.31)
HP'HT = (HX;)(HX;)T, (2.32)
et que
. . 1 .
[HX;); = H(x; — %) ~ H(x;) —y¢ pouri € [1l,m], avecys= po- ZH(X}) (2.33)
=1

(2.34)



26 Chapitre 2

On peut alors noter _
H(xt) —yr—w + 1

(Y] = , (2.35)
m—1
et remarquer que le gain de Kalman peut s’écrire sous la forme
K =X Y[ (YrY{) ™, (2.36)

puisque X;Y{ échantillonne PTHT et Y;Y{ échantillonne R + HPTHT.
Etape de propagation :
Contrairement au filtre de Kalman o il est nécessaire de propager les matrices de covariance

des erreurs d’analyse, il suffit ici de propager 'intégralité des m < n vecteurs de ’ensemble avec le
modeéle, potentiellement non-linéaire, pour obtenir I’ensemble des vecteurs d’ébauche pour ’analyse
suivante

xi’kﬂ = My(x%%), pour i€ [l,m]. (2.37)

On évite ainsi le recours au tangent linéaire du modéle requis par le filtre de Kalman étendu.
Le pseudo-code correspondant & un cycle de 'EnKF stochastique est explicité dans ’algorithme
2.

Algorithme 2 Algorithme pour un cycle de ’EnKF stochastique.
Requis: : m, {xf}ie[l’m],y,R,M,H

1: fori=1...mdo

2: yi =y +u; avec u; ~ N(0,R)
3: end for
4

=1

m
5 =13y

i=1

1 Ui 7

6: yr = 57 > H(x})

i=1
7. fori=1...m do
o [ty = el gt
10: end for

11: K = XfY;F(YfY;F)_l

12: fori=1...m do

13- x; =x; + K(yi — H(x}))
14: xt = M(x%)

15: end for

2.4.1.2 EnKF déterministe

Pour s’abstraire de la perturbation stochastique des observations, une variété de filtres de Kal-
man d’ensemble dits déterministes a été développée. Ces filtres sont réunis sous le titre d’ensemble
square root Kalman filter (EnSRKF) (Tippett et al., 2003). Nous nous concentrerons plus parti-
culiérement sur une implémentation nommée ensemble transform Kalman filter (ETKF) (Bishop
et al., 2001; Ott et al., 2004; Hunt et al., 2007) qui a été appliquée dans un large éventail de do-
maines. La majorité des filtres EnSRKF sont algébriquement équivalents et leurs implémentations
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ne donnent des résultats différents que par l'usage de la localisation (voir 2.4.4). Une bonne illus-
tration de ce phénomeéne, pour deux lisseurs, est mis en avant par Raanes (2016), qui démontre
I’équivalence entre deux variétés de lisseurs de Kalman d’ensemble.

Nous définissons Pf et X; selon les équations (2.21) et (2.22), et nous notons Yy = HX;. Si
lopérateur d’observation est non-linéaire, cette expression est soit définie avec le tangent linéaire
de ce dernier, soit en utilisant la formule (2.33). Nous supposons par ailleurs que I’analyse se situe
dans le sous-espace de 'ensemble, ¢’est-a-dire le sous-espace affine engendré par les anomalies, dont
les vecteurs x sont de la forme

% = % + Xew, (239)

ou w € R™ est le vecteur des coordonnées dans le sous-espace de ’ensemble. Ces coordonnées ne
sont pas uniques car le vecteur w + A1 avec 1 = (1,...,1)T € R™ et A € R donne le méme vecteur
x puisque les anomalies sont centrées (X¢l = 0).

Plutdt que d’effectuer une analyse pour chaque membre de ’ensemble, nous allons effectuer une
unique analyse et engendrer de nouvelles anomalies centrées autour de cette analyse. On cherche
w, € R™ les coordonnées dans ’espace de 'ensemble de x,

X, = X5 + Xfw,. (2.39)
Si on réécrit 1’équation (2.4), on obtient
%Ki + Xpw, = %¢ + X XFHTHXXTHT + R) 719, (2.40)
avec 0 =y — H(X¢) qui donne
w, = X{ H'(HXX{H" + R) ™16 = Y/ (Y Y{ +R)716. (2.41)

Cette premiére solution est exprimée dans ’espace des observations, avec le recours a 'inversion
d’une matrice de taille RP*P. Cependant, on peut appliquer la formule de SMW (2.7) et ainsi obtenir

wo = (I, + YIR7IY)TIYIR LS. (2.42)

Cette formule est cette fois exprimée dans I'espace de I’ensemble, réduisant ainsi le cott de calcul
de l'inversion de matrice dans le cas o m < p.

L’analyse étant obtenue, il reste encore & engendrer les nouvelles anomalies. On va pour cela
factoriser P® = X, X & partir de la formulation escomptée (2.25)

P* = (I, - KH)Pf (2.43)
= (I, — X, Y (Y Y + R)TTH) XX (2.44)
= X¢(I,, — YH(Yr Y +R) VY )X (2.45)
On choisit donc alors
X, = Xe(L, — YE(YrYF +R)7HY)Y2U, (2.46)
ou U est une matrice orthogonale, vérifiant Ul = 1 pour que les anomalies restent centrées.

La racine carrée est définie comme l'unique racine carrée (semi-)définie positive d’une matrice
symétrique (semi-)définie positive.
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On peut simplifier cette expression en appliquant de nouveau la méme transformation que pour
passer de (2.41) a (2.42)

X, = X¢(Ln — YR (Y YT + R)1Y()2U (2.47)
= X¢(In — (I + YR YY) 'YTRY()2U (2.48)
=Xt [(Ln + Y{RTY) (T + YIRTY) — YR TYY)] iy (2.49)
= X¢(In + YFR1Y()2U. (2.50)

On remarque que 'on transforme les anomalies d’ébauche Xt en les multipliant par la droite par
une matrice qui est donc dans le sous-espace de 'ensemble. Les anomalies d’analyse sont donc
une combinaison linéaire des anomalies d’ébauche. Ainsi, une fois en possession de 'analyse et des
anomalies analysées, nous avons & notre disposition ’ensemble analysé complet :

X! = %o + Vm — 1X; [(Im + YER*lYf)%U} | (2.51)
= %+ X (wa Fvm—1 [(Im + Y;FR—lYf)%U] ) : (2.52)

pour i € [1,m].

Etape de propagation :

L’étape de propagation est totalement identique & celle de 'EnKF stochastique.

Le pseudo-code correspondant a un cycle de ’EnKF déterministe, dans sa version ETKF, est
explicité dans I’algorithme 3.

Algorithme 3 Algorithme pour un cycle de 'EnKF déterministe (ETKF).
Requis: : m, E; = [X%, XLy, RRMH, U

1: X = Efl/m

2: X—(Ef—f(lT)/ m—1

3. Z = H(Ef)

4y =7Z1/m

5: S=R2(Z—y17)/\/(m — 1)

6: 6=R3(y—y)

7. T = (Im + SST)_1

8: w=TSTé

9: By = x1T + X(w1T + /m — IT2U)
10: Ef = M(Ea)

2.4.1.3 Formulation variationnelle de PETKF

On a montré dans la section 2.3.1 ’équivalence entre le 3D-Var et le BLUE. Il est nécessaire
d’en faire de méme avec 'ETKEF et de définir la fonctionnelle qui correspond & cet algorithme.
On réécrit ici la fonctionnelle (2.12)

1 _ 1
T () = 5llx = il s + 3 lly = K (2.53)

Dans le contexte de 'ETKF, on écrit le vecteur d’état dans les coordonnées de I'ensemble selon
(2.38). On note alors la fonction de la variable w

L(w) = T (% + Xew). (2.54)



2.4. Méthodes ensemblistes 29

Il nous faut pour cela définir le sens de pit qui intervient dans ces fonctionnelles alors que
pourtant Pf n’est pas de rang plein. Si on fait la décomposition en valeurs singuliéres de Xy =
USVT avec & € R™ ™ la matrice diagonale des m’ < m valeurs singuliéres positives, U € RP>m
telle que UTU =1,y et V € R™™ telle que VIV =1,,,, alors on peut noter 'inverse de Moore-
Penrose PIT = US—2UT. Cest cet inverse qui est utilisé dans la définition de la fonction de cofit.
La fonctionnelle s’écrit alors

1 1 _
L(w) = §|]Xwa%,f +olly = Hxe + Xiw)| & (2.55)
1 1
= §WTVVTw+ illy—%(forXfw)H%{ (2.56)

Comme on 'a déja remarqué précédemment, £(w) = L(w + A1), ce qui fait qu’il n’y a pas
unicité du minimum de la fonction. Pour y remédier on ajoute alors un terme de jauge qui force la
solution w sur le noyau de Xt et V

L9(w) = éwT (I, —VV) w, (2.57)

et la forme régularisée de la fonction de cotit devient
1 < 2 1 2
£(w) = 5 lly = Hixe + Xew)[R + 51wl (2.58)

Cette fonction de cofit a bien le méme minimum mais celui-ci est atteint en un unique w* tel que
(I, — VVDHw* = 0.
Son gradient est alors

VL(w) = -YTR My — H(x¢ + X¢w)) + w, (2.59)
et on peut approcher l'inverse de sa Hessienne part
D= (I,+Y'R'Y)}, (2.60)

ou Y = HX¢ avec H le tangent linéaire de H en X; + X¢w. Dans le cas d’une fonctionnelle
quadratique, ¢’est-a-dire avec un opérateur d’observation linéaire, la solution est directement fournie
par

w* = -DVL(0). (2.61)

et on retrouve l'optimum de PETKF (2.42). Dans le cas contraire, on a recours a des méthodes itéra-
tives de minimisation. On peut enfin engendrer les anomalies a posteriori comme dans I’expression
(2.50), en utilisant la racine carrée de la Hessienne

X, = X;D2U, (2.62)
avec U & nouveau une matrice orthogonale vérifiant Ul = 1.

2.4.2 Variantes de 'EnKF

De nombreuses variantes des filtres de Kalman d’ensemble existent et nous ne tenons pas a les
mentionner toutes, mais il est utile pour la suite que nous nous attardions sur certains algorithmes.
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2.4.2.1 Un EnKF sans inversion de matrice : le DEnKF

Nous avons jusqu’ici qualifié de déterministe tout algorithme ne recourant pas & une perturbation
stochastique des observations. Cependant, il existe un algorithme, décrit dans Sakov et Oke (2008),
qui est appelé deterministic EnKF (DEnKF) par les auteurs, et qui différe algébriquement de
I'ETKF que nous avons décrit précédemment.

L’analyse dans le DEnKF est identique a celle de 'ETKF, mais la construction des anomalies
et de ’ensemble autour de ’analyse est différente. Tout d’abord, il nous faut remarquer qu’il est
possible d’engendrer les anomalies d’analyse dans I’espace des états, en multipliant X¢ par la gauche.

En effet, on souhaite avoir
P* = (I, —- KH)P'. (2.63)

Or

(I, - KH)P' = [1, - P'THT(R + HP'HT)"'H| P!

-

_ 1
= |1, - P'TH"(R + HP'HT) 'H]|> {In ~PH"(R+ HPfHT)_lH} 2 pf

L
[NIES
N[

— |1, - P'"HY(R + HP'H")'H|® P! [In “H'R+ HPfHT)_lHPf}

_ 1, - P'HT(R + HP'HT)'H]? P' [In ~PHTR + HPfHT)—lﬂ} g
- (_In — KH)zP{(I, - KH)z. _ (2.64)
Ainsi, on a I’expression suivante pour les anomalies analysées
X, = (I, - KH)2X;. (2.65)

Intuitivement et sans rigueur, si on suppose KH petit devant I, (sans donner de définition
exacte a petit), alors le développement limité au premiére ordre de 1’équation (2.65) donne

1
Xa = (I, - JKH)X;. (2.66)

On évite ainsi le coup prohibitif du calcul de la racine carrée, tout en faisant une approximation qui
peut s’avérer mineure. Par ailleurs, si on pousse le développement limité pour intégrer le terme de
deuxieéme ordre, on obtient alors une matrice de covariance des erreurs d’analyse légérement plus
grande, comparé & l'utilisation de la racine carrée exacte. Ceci permet dans certaines situations
également de s’abstenir de 'inflation (voir 2.4.5).

Nous nous reporterons a Sakov et Oke (2008) ou Asch et al. (2016a) pour une justification plus
rigoureuse de ce schéma.

2.4.2.2 Un ETKF avec opérateur d’observation non-linéaire : le MLEF

Une premiére fagon de traiter un opérateur d’observation non-linéaire est d’utiliser son tangent
linéaire. Malheureusement, cela peut avoir un coup de calcul prohibitif. Il est possible d’utiliser
I’ensemble pour calculer des différences finies afin d’approximer le tangent linéaire de I'opérateur
d’observation. C’est ce qui est fait dans le maximum likelihood ensemble filter (MLEF) (Zupanski,
2005; Carrassi et al., 2009).

En effet, si on utilise le formalisme variationnel de PETKF décrit dans la section 2.4.1.3, le
probleme consiste a calculer Y = H| X, qui apparait dans (2.59), sans faire appel a H| le tangent
linéaire de H au point x = X + Xyw. Sakov et al. (2012) présentent deux fagons d’y parvenir.



2.4. Méthodes ensemblistes 31

Nous avons déja vu que 'on peut a cette fin utiliser des différences finies avec I’équation (2.33).
La premiére facon s’en inspire et réduit les perturbations par un facteur 0 < € < 1 avant d’appliquer
Popérateur non-linéaire H puis de retransformer par e~!. On a alors

1 T 117
Y = -H(x1' +eXp) (L, — — ). (2.67)
3 m

Cette méthode est nommeée bundle par les auteurs.

L’autre méthode consiste a transformer D’ensemble en lui appliquant la matrice T =
[Im —i—YTR*lY]_% issue de la précédente itération de minimisation, lui appliquer H et le re-
transformer en lui appliquant T~!. Cela donne

Y =H (x17 + X(Tvm — 1) <Im — 1;:) T '/vVm—1. (2.68)

Par l'application de T sur les anomalies, on se place dans un domaine ot H est proche du régime
linéaire. Cette méthode est nommée transform.

On peut alors utiliser cette expression de Y dans le calcul du gradient et du Hessien, qui
peuvent alors étre utilisés par un algorithme de minimisation de (2.58) comme un Gauss-Newton,
une méthode de type quasi-Newton, ou un Levenberg-Marquardt. On obtiendra alors un w* optimal
et on pourra terminer I'algorithme de 'ETKF en engendrant les anomalies d’analyse comme dans
(2.62).

Le pseudo-code correspondant & un cycle du MLEF bundle ou transform, minimisé avec un
algorithme de Gauss-Newton, est explicité dans I'algorithme 4.

2.4.3 Le lisseur de Kalman d’ensemble

Au fur et & mesure que les observations deviennent disponibles, elles sont assimilées par le
filtre pour fournir le meilleur état possible & 'instant présent. Si on note t; le début de 'expérience
d’assimilation de données, notons yr.1 = yr,...,y1 'intégralité des observations depuis le temps ¢;
jusqu’au temps présent tr. Le filtrage consiste ainsi & obtenir la fonction de densité de probabilité
(pdf) de l’état x5 conditionné par les observations, & savoir p(xr|yr.1). On n’utilise donc que
des observations passées ou présentes. Cette démarche est utilisée lorsque I'on souhaite faire de la
prévision météorologique opérationnelle par exemple.

Le lissage en revanche considére la pdf p(xr.1|yr.1), ot Xr.1 = Xr,...,X; est la trajectoire
parcourue par ’état. On utilise donc des observations passées, présentes et potentiellement futures
pour estimer I’état & un temps donné. Cette démarche est utilisée pour des réanalyses qui visent a
obtenir la meilleure estimation de I’état étant donnée l'intégralité des informations disponibles.

On peut étendre les algorithmes de filtre de Kalman et de filtre de Kalman d’ensemble au cas
du lissage. Parmi la multitude d’algorithmes disponibles, nous nous concentrerons sur ’ensemble
Kalman smoother (EnKS) (Evensen et van Leeuwen, 2000), dont nous donnerons une formulation
en termes déterministes plutét que stochastiques.

L’algorithme tel qu’il est décrit par exemple dans Evensen (2003), dans un contexte stochastique,
ou Cosme et al. (2010) dans un contexte déterministe, est simple et algorithmiquement peu cotiteux,
méme s’il nécessite beaucoup de mémoire. Nous allons travailler par récurrence. On imagine que
l'on a conservé, pour [ € [t1,tr—1] le résultat de 'analyse x; et ses anomalies X; qui représentent
la moyenne et la dispersion des pdf gaussiennes p(x;|yr—1.1). Nous sommes désormais au temps tr,
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Algorithme 4 Algorithme pour un cycle du MLEF, en version bundle ou transform, avec mini-
misation de Gauss-Newton.

Requis: : m, E; = [x%, Xy, Ry M H e, max, €, U

N N N = = = = e e e e e
N H O O© 00 1 O O b= W N = O

© 00 N O Ut k= W N =

DX = Efl/m

X = (Ef — ilT)/m

Tranform : T =1,

j=0,w=0

repeat
X =X+ XwW
Bundle : E = x1T + X
Tranform : E = x1T + XTvm — 1
Z="H(E)
y=7Z1/m

Bundle : Y = (Z —y1%)/e
Transform : Y = (Z - g1 T~ /ym — 1
VI =w—YTR(y—y)
D=[,+Y'R'Y]!
Aw =DVJ

wi=w— Aw

Transform : T = D2
j:=74+1

s until j > jmax or ||Aw|| <e
. Bundle : T = Dz

. B, =x1T +/m — 1IXTU

: By = M(E,)
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et on applique 'ETKF. L’analyse est alors
xp =%+ Xep(In + YERTY) VYIRS (2.69)
X;, = X¢p(In + YTRY)2 UL (2.70)

On propage cette analyse dans le passé de sorte que pour tout | € [¢t1,t1_1], on remplace x; et X;
par

x; ¢ x; + Xi(In, + YER7YY)TPYIR 1S (2.71)

X, « X,(I, + YTR 1Y)z U. (2.72)
On applique donc la méme transformation & l'analyse et aux perturbations dans le passée que
celle appliquée au temps présent. Ces nouvelles analyses et anomalies représentent désormais la pdf
p(X;yr:1). L'initialisation de la récurrence correspond a la passe avant d’'un ETKF qui fournit une
estimation de p(xr|yr:1).

Pour justifier cet algorithme, commencons par déterminer p(xz_1|yr.1). On sait que 'ETKF
nous fourni une estimation de p(xz|yr.1). La formule de Bayes nous dit que

p(Xr-1lyr1) X p(¥yr|xXro—1,¥Yr—1:1)P(X-1]y1-1:1)- (2.73)

La pdf p(xz—1]yr—1.1) est estimée par le résultat de 'ETKF,| et est supposée gaussienne, centrée en
Xq,1—1 et de covariance P} _| = XQ,L_lXaTLfl. Si on écrit x7,_1 avec les coordonnées dans I'espace
de 'ensemble w, on peut dire que cette pdf est proportionnelle & exp(—2||w][?).

En ce qui concerne p(yr|Xr—1,¥5-1:1), on a

1
p(yrlxp-1,yr-1.1) eXp{—§\|YL —HpoMpep-1(Xa,r-1+ Xar-1W)||&, }- (2.74)

La fonction de cott associée a la pdf p(xp_1|yr.1) est donc

1
J(w) = 5(lye = He o Mpe (ka1 + Xapaw)|lr,, + [[w]). (2.75)

Si on la linéarise autour de x, 11, on obtient

J(w) = %(HYL —Hp o Mper1(%a,0-1 + Xa, W) |[R, + [|W][) (2.76)
~ %(HYL —Hr oM p1(Xar-1) + HLMLe 1 Xa 1w [R, + [[w]]?) (2.77)
~ %(HYL —Hr(xpr) + HiXpw)lg, + |[wl%) (2.78)
~ 161+ Yiw)li, + [w]?) (279

dont on dérive naturellement Panalyse présentée en (2.71). La dérivation pour les états x; avec
1 <1l < L —1 est identique a celle-ci et récursive.

On note que dans le cas d’un modéle parfait et linéaire, la repropagation jusqu’a t; par le
modéle de I’état analysé & un temps ¢; redonne la valeur de 'ETKF, c’est-a-dire

ML(—lXa,l = Xa,L- (280)

Cette propriété fait que 'EnKS n’est qu’un lisseur et ne fournit pas de résultat de filtrage différent
de celui de 'ETKF.



34 Chapitre 2

Nous avons dans ce paragraphe présenté la version dite fized-interval du lisseur de Kalman, a
savoir que ’ensemble des états de ¢; a tp est analysé & chaque nouvelle observation. On peut se
contenter de ne mettre a jour que les K derniers états, de t;_ i a tr. L’algorithme est alors qualifié de
fized-lag. 11 est également possible de concatener ’ensemble des états et des observations de t1 a ¢, et
d’effectuer une unique analyse avec ces états augmentés, avec par conséquent des matrices d’erreur
d’ébauche et d’observations également augmentées. Cette démarche est présentée dans van Leeuwen
et Evensen (1996) en temps qu’ensemble smoother et reprise dans les algorithmes de 4D-ETKF
(Hunt et al., 2004, 2007). Enfin, on peut aussi se concentrer sur l'estimation de p(x|yr:.1), avec
k < L,aulieu de p(xr.1|yr.1). Cette démarche est qualifiee de marginal smoothing, en opposition au
joint smoothing présenté jusqu’ici. Ces variantes du lisseur de Kalman sont résumées dans Cosme
et al. (2012).

Le pseudo-code correspondant au cycle du fized-interval EnKS au temps ¢, est explicité dans
l’algorithme 5.

Algorithme 5 Algorithme pour un cycle de PEnKS au temps .
ReqUiS: tm, L7 EfL7 {Ei}lE[l,L—l] 'Y R> M? H? U

1: E=El

2: X = El/m

3: X=(E-x1T)/vym—1

4. 7 = ’H(E)

5: y = Zl/lm

6: S=R2(Z—-y1T)/vym -1

7 8=Ri(y—y)

8 T = (I, +SST)!

9: W= TST5

10: BL = 1T 4+ X(w1T + Vm — 1Tz U)
11: forl=1...L—1do

122 E=E.

13: x=E1/m

14: X=(E-x1T)/y/m -1

15 Eli=x1T + X(w1T + vm — IT2U)
16: end for

17: BFYY = M(EL)

2.4.4 Localisation

Le nombre de membres de Iensemble étant limité (m < n), les matrices estimées par les
équations de la forme de (2.21) ne sont que des approximations et ne sont pas de rang plein. Il
peut alors apparaitre dans la matrice P! des covariances entre variables qui n’ont pas lieu d’étre.
La localisation consiste & faire I’hypothése que les covariances tendent vers 0 quand deux variables
sont distantes en espace ou en temps et ainsi transformer les matrices de covariance des erreurs
d’ébauche ou d’observation pour faire disparaitre les covariances erronées. Pour ce faire, on peut soit
réduire les valeurs des coefficients loin de la diagonale de la matrice Pf, soit faire une analyse autour
de chaque point de grille, en ne gardant que les observations et variables de ’état les plus proches
de ce point de grille. Ces deux méthodes s’appellent respectivement localisation des covariances et
localisation par domaine.
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FIGURE 2.2 — A gauche, la matrice p. Au milieu, la matrice P! avant régularisation, dont on voit
les corrélations bruitées loin de la diagonale. A droite, la nouvelle matrice aprés application de la
localisation.

2.4.4.1 Localisation des covariances

La localisation des covariances (ou localisation par produit de Schur) modifie la matrice P* pour
lisser les corrélations erronées loin de la diagonale. Pour ce faire, on fait un produit de Schur (ou
de Hadamard) de P! avec une matrice de corrélation p € R™ "

[poP';; =[P ;[pli;- (2.81)

Ainsi, si p est telle que les corrélations décroissent avec la distance, on aura filtré les corrélations
de longue distance erronées dans Pf. On rappelle que le théoréme de Schur garantit que si p et
P’ sont définies positives, alors [p o P!] est également définie positive. L’action du produit de
Schur sur les covariances peut-étre visualisée sur la Fig.2.2. On se place dans le cas d’un domaine
unidimensionnel de taille 40.

2.4.4.2 Localisation par domaine

Avec la localisation par domaine (ou analyse locale), on effectue une analyse pour chaque point
de grille du domaine au lieu d’une analyse globale. On ne garde pour ce faire que les observations
situées dans un rayon, dit rayon de localisation, autour du point de grille ot a lieu ’analyse. Si ce
rayon est trop grand, on revient sur une situation proche de ’analyse globale, et si ce rayon est trop
petit, on risque de perdre des corrélations de courtes ou moyennes distances, ce qui peut détériorer
les performances.

Le cotut de calcul de cette méthode peut paraitre prohibitif vu le grand nombre d’analyses
requises pour de grands domaines, mais la taille réduite de chacun des sous-systémes ainsi que
la possibilité de paralléliser cette tache rend cette méthode viable. On pourra se reporter & Hunt
et al. (2007) pour algorithme précis du localized ensemble transform Kalman filter (LETKF) et
sa complexité algorithmique.

Une premiere fagon simple de sélectionner les observations est de définir un cercle autour du
point d’analyse et de tronquer la matrice R pour ne garder que les termes correspondant aux
observations dans ce cercle. Cette troncature est qualifiée de bozcar.

Cependant, deux analyses & des points proches vont partager certaines observations et en inclure
ou exclure d’autres, provoquant des discontinuités dans la transition. La deuxiéme fagon de procéder
remédie & ce probléme en appliquant une fonction de transition a support compact continue qui
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FIGURE 2.3 — A gauche, la fonction de Gaspari-Cohn centrée autour du point de grille 25. Au
milieu, la matrice P! avant régularisation, dont on voit les corrélations bruitées loin de la diagonale.
A droite, la nouvelle matrice aprés application de la localisation. Cette matrice ne sera utilisée que
pour l'analyse locale autour du point de grille 25.

tend vers 0 quand la distance croit. La fonction d’ordre 5 de Gaspari-Cohn (GC) (Gaspari et Cohn,
1999) est frequemment utilisée

1—%7“2—1—%1"34—%7“4—%7“5 sio<r<i1
G(r) = 4—5r+§r2+%r3—%r4+%r5—§7 sil<r<2 (2.82)
0 sir>2.

Si on note d la distance entre une observation et le point de grille ou a lieu ’analyse, on appliquera
la fonction de GC avec g ol ¢ est le demi rayon de localisation. On notera par ailleurs qu’utiliser
G pour localiser la matrice d’erreur d’observation R revient & transformer les anomalies obser-
vées et les innovations par G2 (Sakov et Bertino, 2011). L’action de cette transformation sur
les covariances peut-étre visualisée sur la Fig.2.3. Le cas illustré est le méme que celui présenté
dans la localisation de Schur. On note que si c¢’est deux méthodes de localisation sont équivalentes
d’un point de vue théorique, il s’avére que la localisation par domaine est inadaptée a ’assimi-
lation d’observations intégrales, comme les observations satellites dépendant de toute la colonne

atmosphérique, les observations des données GPS sol et radio-occultation et des données radar.

2.4.5 Inflation

Le nombre limité de membres de I’ensemble pour engendrer les matrices de covariances améne
toujours des erreurs d’échantillonnage, qui peuvent s’accumuler au fur et & mesure des cycles d’as-
similation. Ces erreurs peuvent aller jusqu’a déclencher la divergence du filtre. Pour y remédier, on
accroit empiriquement les matrices de covariances.

2.4.5.1 Inflation multiplicative

On peut accroitre les matrices de covariance, avant ou aprés 'analyse, en les multipliant par un
facteur A2 > 1. On appelle cela I'inflation multiplicative.

P+ A?Pf, (2.83)
On peut également de maniére équivalente disperser I’ensemble en augmentant ses anomalies

Xf — )\Xf. (2.84)
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Dans le cas d’'un modéle parfait mais non-linéaire, les erreurs d’échantillonnage sont une consé-
quence indirecte de la non-linéarité du modéle lors de la propagation de I'ensemble (Bocquet, 2011;
Whitaker et Hamill, 2012; Bocquet et al., 2015). L’inflation multiplicative pallie alors une erreur
intrinséque a 'EnKF.

La valeur de I'inflation dépend du type d’application utilisé, mais elle varie également en fonction
de 'espace et du temps. C’est un parameétre qui doit étre optimisé, ce qui est trés coliteux. Ainsi,
de multiples algorithmes ont été développés pour avoir une inflation adaptative. Parmi eux, nous
nous attarderons sur l'algorithme du finite-size (Bocquet, 2011; Bocquet et Sakov, 2012) que nous
avons appliqué durant la thése.

2.4.5.2 L’EnKF-N, un exemple d’inflation adaptative

L’inflation, comme la localisation, est une solution pour pallier le fait que la taille de 'ensemble
étant réduite, des erreurs d’échantillonnage apparaissent, notamment en raison de la propagation
au cours des cycles d’assimilation par le modéle non-linéaire. Ainsi, les estimations de x¢ et P! a
partir de ensemble E, via X et P = XfoT, sont erronées. Lors de 'assimilation d’une observation
y, nous cherchons habituellement a estimer la pdf p(x|y, @), ot 8 représente des paramétres tels que
x; ou P!, Mais si on suppose que ces paramétres sont méconnus et sont eux-mémes des variables
aléatoires, on doit alors chercher a estimer p(x, 0]y).

La formule de Bayes nous dit que

p(x,0ly) < p(y|x, 0)p(x,6). (2.85)

Si on suppose que y ne dépend de 6 qu’a travers x, et qu’on a une distribution a priori p(0), on
peut faire un choix hiérarchique et écrire

p(x, 8]y) o< p(y|x)p(x|0)p(8). (2.86)

La distribution p(x|@) est toujours notre connaissance sur I’ébauche, et on a désormais ce qui est
nommé un hyperprior p(0). LEnKF classique présuppose que la connaissance que nous donne
Pensemble E sur les moments d’ordre 1 et 2 de l'erreur d’ébauche est parfaite, c’est-a-dire p(6) =
p(x¢, PY) = §(P! — P)d(x; — %), ot § est la distribution de Dirac. On va ici ne pas faire de telle
hypothése et marginaliser la pdf p(x|@) sur tous les @ possibles, tels que P* soit semi-définie positive.
La distribution de I’ébauche donne alors

p(x[E) = [ d6p(x|E.O)p(6E). (287
p(x|E, 0) ne dépend pas de E puisqu’il dépend déja des vraies statistiques, et donc
p(x[E) = [ d6p(x/6)p(6E). (289)
En appliquant la formule de Bayes sur p(6|E), on a
1
pXE:/dOpXGpEGpH. 2.89
(I)p(E) (x|6)p(E[0)p(0) (2.89)

On a donc fait apparaitre I’hyperprior dans la formule. Il faut que 'on fasse un choix pour cette
distribution, sachant qu’elle correspond & notre connaissance a priori sur les erreurs d’ébauche avant
de commencer toute assimilation. Dans Bocquet (2011), une distribution de Jeffrey est choisie :

ps(8) = ps(xt, PY) o [PF| =57, (2.90)
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avec |P!| le déterminant de la matrice P, de dimension n x n. Avec cet hyperprior, il trouve

(x — %)"(e,P)!(x — ) }

m—1

p(x|E) o exp {1 + , (2.91)
pour x dans le sous-espace de l'ensemble, p(x|E) = 0 sinon, avec &, = 1 + 1/m et PT l'inverse de
Moore-Penrose de P. On remarque que €, a ici un réle d’inflation multiplicative, et provient de
I'incertitude sur x¢. Cette expression est & comparer &

p(x|E) ocexp{—;(x—x)T(P)T(X—x)} (2.92)

pour x dans le sous-espace de ’ensemble, p(x|E) = 0 sinon, obtenue dans le cas habituel de 'EnKF.
Cette expression (2.91) nous permet d’écrire une nouvelle fonction de coit pour notre ETKF,
similaire & (2.58), mais ou le terme d’ébauche a été modifié en fonction (Bocquet et al., 2015) :

m—1

W 2
ﬁ(W):%Hy_}[(}_(f—FXfW)H%{-F%(m-Fl)ln (am+ [[wi )>. (2.93)

Le schéma qui est issu de la résolution de cette fonction de cotit a été nommé finite-size EnKF, ou
EnKF-N.

Il a été montré, sur des modéles jouets et considérés comme parfaits, que ce schéma ne requiert
pas d’inflation multiplicative et donne des résultats équivalents & ceux obtenus avec un ETKF dont
I'inflation multiplicative est optimisée empiriquement.

2.4.5.3 Inflation additive et erreur modéle

On peut également utiliser I'inflation pour corriger une erreur modéle, indépendante du schéma
de ’'EnKF. On choisit alors souvent de 'inflation additive, sur les matrices de covariances

P! « P+ Q. (2.94)

La facon ensembliste et stochastique pour appliquer cette inflation additive est d’ajouter, &
chaque membre de ’ensemble, une perturbation corrélée selon Q :

X} xk 4 Qéei, avec &; ~N(0,1,), etpour i€ [l,m]. (2.95)

On peut imposer que I'ensemble des perturbations D = [Qéel, . .,Q%sm] soit de moyenne
nulle. Ceci réduit la variance qui peut étre alors ajustée en multipliant par y/m/(m —1). Les
nouvelles erreurs d’ébauche sont alors, en espérance,

P = X;X{ +Q (2.96)

+(Q-Q) (X;D' + DX}), (2.97)

+ m—1
avec Q = ﬁDDT. Ainsi, cette formulation ne donne pas parfaitement la matrice de covariance
des erreurs d’ébauche escomptée car elle contient un bruit stochastique sous la forme de la ligne
(2.97).

Cependant, un tel écart est inévitable car le probléme n’est pas bien posé depuis le départ. En
effet, il s’agit de constater que Q pouvant étre de rang plein, il est impossible de la représenter
complétement avec les seuls m membres de ’ensemble. En revanche, on peut se concentrer sur
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la projection de Q sur 'espace de ’ensemble. Suivant cette idée, une méthode déterministe de
construction des perturbations est présentée dans Raanes et al. (2015) et nommée SQRT-CORE.

Notons XI I'inverse de Moore-Penrose de X¢, et IT = XfXI le projecteur orthogonal sur ’espace
des colonnes de Xy. Si on applique cette projection & Q pour former Q = IIQIT, on peut alors
essayer d’atteindre une nouvelle erreur d’ébauche suivant

Pl = XX + (m - 1)Q (2.98)
= X¢X{ + (m — 1)IIQII (2.99)
= X X{ + (m— D)X X T QXITX T (2.100)
= X¢ (L, + (m — )X QXIT)XF (2.101)

Ainsi, on peut définir une nouvelle anomalie
X¢ + X¢(In + (m — )XQX[T)z, (2.102)

qui permet d’obtenir l'erreur d’ébauche (2.98).

Comparée a Uerreur d’ébauche de (2.94), il manque un terme résiduel dans I’espace orthogonal
a celui des anomalies, qui n’est pas atteint par cette méthode. Raanes et al. (2015) considére des
algorithmes plus avancés pour mieux incorporer ce terme résiduel.

2.5 Meéthodes variationnelles d’ensemble

Nous avons vu dans les sections précédentes les algorithmes variationnels, de type 4D-Var, et
d’ensemble, de type EnKF. L’avantage des algorithmes de type EnKF est que grace & un ensemble
de taille limité, on peut définir des matrices d’erreur qui évoluent avec le temps pour un cott de
calcul raisonnable. On n’a par ailleurs pas besoin du tangent linéaire et de ’adjoint de 'opéra-
teur d’observation car I’ensemble peut permettre, par différences finies, de I’estimer. Cependant, la
taille limitée de ’ensemble, qui fait la force de ces algorithmes, vient avec son lot de contreparties.
Notamment, il faut faire appel & de la localisation et de 'inflation pour pallier les erreurs d’échan-
tillonnage. Parallélement, les méthodes variationnelles, qui dans certains contextes idéalisés sont
équivalents au filtre de Kalman et & 'EnKF, permettent de prendre en compte les non-linéarités des
opérateurs d’observation et des modéles grace aux méthodes itératives de minimisation. Un de leurs
problémes est de définir correctement la matrice des erreurs d’ébauche, qui impacte le résultat de
I’analyse. Mais le défaut majeur de ces méthodes reste la nécessité de recourir au calcul du tangent
linéaire et de I’adjoint de ces modéles et opérateurs d’observation.

Il ’agit alors de développer des méthodes dites variationnelles d’ensemble, ou EnVar 4D (Lorenc,
2013; Asch et al., 2016b), qui tirent profit des deux formalismes pour essayer de garder leurs
avantages en s’abstrayant de leur défauts. Nous présenterons dans ce contexte les méthodes hybrides
dans un premier temps, puis le 4DEnVar (Desroziers et al., 2014), qui utilise un ensemble pour ne
pas avoir & recourir & l'adjoint du modéle, et qui est développé pour la prévision opérationnelle a
Météo-France entre autres. Enfin nous présenterons l'iterative ensemble Kalman smoother (IEnKS)
(Bocquet et Sakov, 2014; Bocquet, 2016), qui utilise un ensemble de trajectoires 4D pour faire
une analyse variationnelle non-linéaire tout en propageant les erreurs. Toutes ces méthodes ont
été développées dans le contexte de la contrainte forte, c’est-a-dire sans erreur modeéle. Aussi,
terminerons-nous par la présentation d’une nouvelle méthode variationnelle d’ensemble pensée pour
la contrainte faible, nommée ITEnKF-Q.
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2.5.1 Meéthodes hybrides

On appelle hybrides des méthodes ot les erreurs d’ébauche ont une partie statique, comme dans
Iinterpolation optimale, le 3D-Var et le 4D-Var, et une partie ensembliste produite par un EnKF.
L’intérét de ces méthodes est de faire bénéficier un algorithme de type 3D-Var par exemple d’une
représentation dynamique des erreurs et réciproquement, d’éviter la déficience de rang des matrices
produites par un algorithme de type EnKF en lui adjoignant une matrice de rang plein définissant,
a priori, les erreurs climatologiques.

On notera donc P! = XfX;F la partie ensembliste des erreurs et C la partie climatologique. On
choisit alors 0 <« <1 et on définit la nouvelle matrice des erreurs d’ébauche comme

B =~C + (1—~)P. (2.103)

Si on prend v = 1, on retombe sur le 3D-Var, tandis que v = 0 correspond a 'EnKF.
Dans le cas stochastique, on peut simplement minimiser pour chaque membre de I'ensemble
avec i € [1,m]

1 1 :
Ji(x) = 5lly +w = HE)lR + 5lx - x5, (2.104)

en reprenant les notations de la section 2.4.1.1. On obtient ainsi un ensemble d’analyses qui corres-
pond parfaitement aux erreurs voulues. Cet algorithme a été proposé par Hamill et Snyder (2000).

Dans le cas déterministe, la situation est plus compliquée, du moins pour construire I’ensemble
a posteriori. On peut faire une analyse pour I’état moyen en minimisant

1 1
J(x) = 5lly = HE)lIr + 5lIx = %[5 (2.105)

La méthode simpliste pour réengendrer ’ensemble est de suivre littéralement la formule de 'ETKF
pour obtenir les analyses (2.50), sans tenir compte de la matrice C dans la formulation. Cela revient
a fixer v = 0 pour la génération des anomalies, ce qui risque de sous-estimer la variance des erreurs
d’analyse, et imposer de recourir & de I'inflation.

Une autre solution est de partir de la formule de la transformée a gauche des anomalies analysées
(2.65), a laquelle on applique la formule de SMW, pour avoir

X, = (I, + BHTR'H) 2 X, U. (2.106)

Cette formule fait apparaitre la matrice B compléte cette fois-ci, mais malheureusement pour de
gros systémes, il est quasiment impossible de calculer cette racine carrée explicitement.

2.5.2 4DEnVar

De nombreux centres de prévisions météorologiques se sont tournés vers I'utilisation du 4D-Var
dans les années 90. Etant donnés les efforts investis dans cette méthode par ces centres et devant le
probléme que représente le maintien d’'un adjoint, ils ont récemment fait émerger le 4DEnVar qui
se fonde sur I'algorithme du 4D-Var tout en évitant 'utilisation de ’adjoint et également en ayant
des erreurs évoluant avec le temps (Liu et al., 2008; Buehner et al., 2010; Desroziers et al., 2014;
Lorenc et al., 2015; Buehner et al., 2015).

Rappelons la fonction de cott du 4D-Var

L
1 1
J(x0) = §HX0 — xg[pr + B Z ly: — Hi o Mico(x0)|[R,- (2.107)
1=0
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Comme dans un ETKF, on suppose que l'on a P! = XfoT, et que 'on réécrit la fonction de cott
en fonction des coordonnées w dans l’espace de ’ensemble engendré par Xy et les anomalies X¢, en
ajoutant le terme de jauge comme pour (2.58),

L

1 1 _
J(w) = 5”“’”2 + B Z ly: — Hio Myo(X¢ + XfW)Hle- (2.108)
1=0
Si on linéarise autour de X¢, on a alors
L
1 9 1 - 2

JuN(W) = §\|WH +3 Z |yt — Hio Mo (Xs) + HiM o X w||g, (2.109)

=0

Le minimum de cette fonction est atteint en

L -1
Wa = |Inm + Z(HZMWOXOTRZ—I(HleH)Xf)] D (HM oXp) "R (v — Hi o Mio(%p)).
1=0 1=0

(2.110)

Le point clé est le fait que le terme Y; = (H;M;. ¢X¢) peut étre estimé grace & une simple
propagation de l'ensemble, avec une formule similaire & (2.67)

1 _ 117
(HMy oX¢) ~ gHz o Mywo (%¢17 + eXg) <Im - m) : (2.111)

ol on a & nouveau 0 < ¢ <« 1 pour réduire les anomalies et calculer les différences finies. Si la
dispersion de I’ensemble est déja suffisamment faible, on peut aller jusqu’a prendre € = 1, ce qui
est le cas dans les implémentations du 4DEnVar & Météo-France.

Ce type d’analyse est communément appelé 4ADEnVar. Comme pour le 4D-Var, la définition de
la matrice des erreurs d’ébauche Py, ou ici plus précisément des anomalies d’ébauche X¢, reste un
probléme. Elles peuvent par exemple étre engendrées grace a ’ensemble issu d'un EnKF indépen-
dant. En outre, il est possible de produire des anomalies d’analyse grace a une formule déterministe
de type ETKF, comme le fait le 4D-ETKF (Hunt et al., 2004, 2007). Par ailleurs, le fait que ’on
ne minimise pas la fonction de cott (2.108) mais sa version linéarisée (2.109) empéche de prendre
en compte la non-linéarité du modéle.

Un dernier point problématique de 'algorithme est 'implémentation de la localisation. Dans
I’application du 4DEnVar, comme dans le 4D-Var, des covariances asynchrones, par exemple du type
XrY;, apparaissent et doivent étre localisées. Malheureusement, méme si on peut localiser les erreurs
d’ébauche par un produit de Schur par exemple (voir 2.4.4.1), la propagation par le modéle et la
localisation ne commutent pas (Fairbairn et al., 2014). Ainsi, conserver un opérateur de localisation
unique et fixe tout au long de la fenétre n’est pas une solution satisfaisante, bien qu’applicable.
Bocquet (2016) explique que si la localisation est effectuée par un produit de Schur avec une matrice
p définie positive, et que la dynamique du modéle est hyperbolique, une équation d’évolution de
la longueur de localisation de p peut étre dérivée. Mais les cas pratiques ou ces conditions sont
réunies sont limités. Notamment, dés que le modéle est diffusif, la dynamique devient parabolique
et non plus hyperbolique. Il propose alors, comme Desroziers et al. (2016), d’advecter les matrices
de localisation tout au long de la fenétre avec un modéle de substitution nécessitant un temps de
calcul moins élevé que le modéle complet.
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2.5.3 Le lisseur de Kalman d’ensemble itératif : IEnKS

Contrairement aux méthodes EnVar 4D précédentes, dont le développement était heuristique,
'iterative ensemble Kalman smoother (IEnKS) a une dérivation bayésienne de son algorithme,
présentée dans Bocquet et Sakov (2014). Ceci permet d’avoir une connaissance précise des conditions
optimales d’utilisation, limitations et approximations associées a ce schéma. Il étend & une analyse
variationnelle 4D literative ensemble Kalman filter (IEnKF) de Sakov et al. (2012). Bien qu’il soit
appelé lisseur (smoother en anglais), il peut également fournir une estimation en filtrage et en
prévision. Nous présentons tout d’abord la version single data assimilation (SDA) de 'algorithme,
ou les observations sont assimilées une unique fois.

2.5.3.1 L’algorithme

L’algorithme n’a pas besoin de recourir au tangent linéaire et a I’adjoint des opérateurs d’obser-
vation et de propagation, car il les estime comme le 4DEnVar. Nous supposerons alors qu’ils sont
non-linéaires.

Etape d’analyse :

Nous reprenons le formalisme de 'ETKF et réécrivons la fonction de coft, écrite dans ’espace

de I'ensemble, qui a déja été utilisée pour le 4DEnVar
1 1 &
T (w) = §||w|\2 +3 Z Iy — Hi o Myco(%0 + Xow)| [, - (2.112)
I=L—S+1

Dans cette fonction de cott, Xg et Xy désignent respectivement la moyenne et les anomalies de
I’ensemble au temps £g et on assimile les S < L + 1 observations yr_gs+1, ...,y comprises entre
les temps t7,_g41 et tr. w désigne toujours les coordonnées du vecteur d’état dans l’espace de
I’ensemble. Le cas ou L = 0 et S = 1 correspond au MLEF (voir 2.4.2.2). Lecas L =1et S =1
correspond a 'ITEnKF de Sakov et al. (2012). Enfin, si on se limite & une itération de minimisation
avec S = L+ 1, on retombe sur le 4D-ETKF (Hunt et al., 2007).

Plutét que de linéariser cette fonction de cotlit autour de 1’ébauche comme pour le 4DEnVar
et le 4AD-ETKF, nous allons minimiser complétement la fonction de cofit. Ceci permet de mieux
prendre en compte les non-linéarités des opérateurs d’observation et de propagation. Dans la suite,
nous choisissons d’utiliser un algorithme de Gauss-Newton pour la minimisation mais d’autre choix
sont possibles (notamment 'algorithme de Levenberg-Marquardt comme dans Bocquet et Sakov
(2012)).

Nous utilisons la notation (j) pour désigner la jeme jtaration de Gauss-Newton. Pour la premiére
itération, on sélectionne w(®) = 0. Nous avons alors

L
. . AT .
VIO =wl) = S Y R (yr — Hy o Mico(x)) (2.114)
I=L-S+1
L . -1
DY = I, + > Y/ RYYP| (2.115)
I=L-S+1

ol Yl(j) = V[H; o/\/lu_o]‘x(j)Xo. Si le modéle adjoint n’est pas disponible, on peut & nouveau utiliser
0
la formulation bundle pour estimer ce tangent linéaire, comme pour le MLEF et le 4DEnVar,

51 : 11T
Y ~ “Hio Myco(xT 4 eXo) (@, — —). (2.116)
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FiguRrE 2.4 — Cyclage de 'TEnKS SDA avec L = 4 et S = 3, en termes de At, 'intervalle de temps
entre deux observations. Seules les S observations marquées en noir sont assimilées, mais le lissage
s’effectue sur toute la fenétre de longueur LAt.

On incrémente w'?) de la sorte
wlt) — wl) — pUy70) (2.117)

et on boucle jusqu’a ce que l'incrément |[wU+1) — wl)|| soit plus petit qu’une tolérance fixée. On
a alors atteint le minimum w* et 'analyse suit celle de FETKF

X, = X0 + Xow” (2118)

. _
= X; <Im+ > YZ*TRZ‘IYI*> : (2.119)

I=L—-S+1

Wl

[V

X, = X¢(D*)

Cette analyse nous donne une estimation de I’état au temps tg. Elle peut étre propagée jusqu’au
bout de la fenétre pour obtenir Iestimation de I’état au temps tr et le score en filtrage.
Etape de propagation :

Pour cycler l'algorithme, on propage l’ensemble de S pas de temps, pour que S nouvelles ob-
servations rentrent dans la fenétre et que l'on puisse faire une nouvelle analyse. L’ensemble Eg au
temps tg de la nouvelle analyse est donc simplement

Es = Msco (xa17 +Vm — 1X,) . (2.120)

Le cyclage de I'algorithme est représenté schématiquement dans la Fig. 2.4.

La combinaison de la propagation des erreurs via l’ensemble et d’une analyse variationnelle
quadri-dimensionnelle rend cette méthode robuste et apte a battre le 4D-Var et 'EnKF /EnKS sur
de multiples modeéles d’ordre réduit (voir chapitre 4; Bocquet et Sakov (2013, 2014); Haussaire et
Bocquet (2016)). Ce résultat a été validé sur tous les régimes de non-linéarité testés, en lissage,
filtrage et prévision. L’TEnKS s’est également avéré utile pour ’estimation de paramétres des mo-
déles. La seule approximation de ce schéma est 'hypothése gaussienne lors de la reconstruction des
anomalies d’analyse et concernant I’ébauche, ainsi que la contrainte forte (absence d’erreur modéle).
Enfin, son formalisme permet d’inclure une variété de méthodes EnVar 4D en tant que sous-cas, ce
qui fait de cet algorithme un parfait archétype de ces méthodes. Il ne manque que son extension a
une matrice des erreurs d’ébauche hybride, comme & la section 2.5.1.

Le pseudo-code correspondant & un cycle de 'IEnKS est explicité dans ’algorithme 6.
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Algorithme 6 Algorithme pour un cycle de 'TEnKS SDA bundle, de lag L, assimilant S obser-
vations par cycle, avec minimisation de Gauss-Newton.
Requis: :m, Eor, {yi1}ie(—s+1,0) {Ribiejn—s+1,) iMici-1 hep,o)p { Hihie[—s+1,1)» € Jmax, €, U, S, L
1. X9 = Egyfl/m
2: Xp = (E07f — )_ColT)/\/m
3: j=0,bw=0,P=L—-S5+1
4: repeat
X9 = Xg + Xow
EO = Xo].T + €X0
Ep = Mpo(Eo)
yp=Hp(Ep)l/m
Yp = (Hp(Ep) —yp1")/e
10: forl=P+1...Ldo

© 00 N O Ot

11: E; = My —1(Ei—1)

12: yi = Hi(E)1/m

13: Y= (Hi(Ey) —yi1T)/e
14: end for

L
15: VI =w — Z YR, '(yi—w)

16: D=, + Z YR, Y
17: Aw = DVJ
18: wi=w— Aw

19: ji=7+1

20: until j > jnax or [|Aw|| <e
21: Egs = %17 1+ m—1X,D>U
22: Egf = Mg o(Eos)
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2.5.3.2 Le MDA : assimilation multiple des observations

L’intérét que présente 'TEnKS est d’analyser des observations éloignées dans le temps, de telle
sorte que 'on focalise ’analyse sur la partie instable du modéle chaotique. Cependant, pour de
trop grandes longueurs de fenétre d’assimilation de données, ceci échoue. Pour stabiliser le schéma,
une idée est d’assimiler plus d’observations, quitte & les observer plusieurs fois. La difficulté est
alors de rester statistiquement cohérent, ce que Bocquet et Sakov (2014) s’attellent & démontrer.
On dénommera ainsi le schéma multiple data assimilation (MDA) en opposition au précédent que
I'on a qualifié de single data assimilation (SDA).

On peut généraliser la formule (2.112) en autorisant I’assimilation de n’importe quelles obser-
vations dans la fenétre avec un poids 0 < g; <1

L
1 1
J(w) = §HWH2 T3 E Billyr = Hi o Myo(%o + Xow)| [, - (2.121)
1=0

Si on choisit fj = 0pour 0 < I < L—-S+1et fgp=1pour L—-S5+1<1! <L, onretombe sur
léquation (2.112) du SDA, et les observations sont assimilées une unique fois.

Assimiler une observation y; avec un poids 5; revient & considérer lors de I’analyse une proba-
bilité gaussienne de I’observation de la forme

B — exp{—3y1 = H(®)IIR}
p(y;'[x) = TRl (2.122)

ou |R| est le déterminant de R. La notation yfl fait référence a 'analyse de y; partielle de poids

B;. Pour faire une assimilation statistiquement cohérente d’une observation, il faut que la somme
de ses poids soit égale & 1, c’est-a-dire EIL:O 6 = 1.

Il est bon de préciser que pour obtenir une estimation d’un état & un temps ¢; > tg, une simple
propagation de l’état optimal & ¢y ne suffit plus. Il faut appliquer ce que Bocquet et Sakov (2014)
appellent une balancing step, qui consiste en une analyse supplémentaire, avec des poids différents,
pour obtenir un état & ¢y dont la propagation donne les bonnes statistiques.

Un dernier point a préciser est que 'on peut choisir les §; tels que ZZL: o B # 1 mais de telle
sorte que l'on obtienne une puissance de la pdf précédente, ce qui peut présenter des avantages,
notamment lors de application du finite-size. Mon collégue Anthony Fillion poursuit ces travaux
en étudiant une version quasi-statique de 'lEnKS.

2.5.3.3 Localisation de I'IEnKS

En ce qui concerne les notations, dans cette section, la taille de ’ensemble sera notée m.. La
notation m sera réservée pour indexer les analyses locales.

La localisation avec 'TEnKS est aussi compliquée que pour le 4DEnVar. Dans le contexte de
la localisation par domaine cependant, Bocquet (2016) propose un algorithme. Dans un premier
temps, il fait fi du probléme de la covariance des domaines de localisation. Ce schéma est nommé la
localisation par domaines statiques. Pour chaque itération de la minimisation, ’algorithme consiste
donc, en chaque point de grille n,,, a effectuer une analyse locale pour obtenir un w”, comme
pour le LETKF. Il utilise les observations situées dans un domaine D,, centré autour de 7,,, en
remplagant la matrice des erreurs d’observation R par une matrice locale R™, qui ne se rapporte
qu’aux observations proches et dont les variances augmentent avec la distance. L’itération se finit en
engendrant un nouvel état global au temps tg qui sert de point de départ pour l'itération suivante,
et qui est issu de la reconstruction & partir de tous les w™ locaux. Les sensibilités sont calculées a
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F1QURE 2.5 — Schéma de ’analyse avec une localisation par domaines covariants et statiques. Les
variables d’état au point n,, & ty sont analysées avec les observations au temps t7. Leur précision
est diminuée en fonction de la distance entre le centre du domaine initial D,, et leur position
équivalente aprés advection, par application de la fonction de Gaspari-Cohn (2.82). La localisation
par domaines statiques ne bouge pas le domaine. Les observations sont marquées par des cercles
rouges dont la taille indique la précision conformément & la fonction de Gaspari-Cohn.

partir d’une propagation des anomalies globales, aussi cette étape du calcul n’est pas plus coliteuse
qu’avec l'algorithme global. Le détail de 'algorithme est décrit par l'algorithme 7.

Cependant, avec cette méthode, pour analyser le point 7,, au temps tg, on utilise les observations
au temps t, situées dans le domaine D,,, centré autour de 7,,. Comme il a été suggéré a la fin de
la section 2.5.2, il faudrait plutot advecter ce domaine D,, avec un modeéle de substitution S ¢
jusqu’au temps ¢, et prendre les observations situées dans ce domaine Sro(D,,). Plus simplement,
on peut advecter en sens arriére (de t7, jusqu’a tp) la position des observations, pour obtenir leur
position équivalente & tg, et assimiler les observations dont la position équivalente est située dans
le domaine D,,. Ce schéma est nommé la localisation par domaines covariants. Ces deux procédés
de localisation sont schématisés sur la Fig. 2.5.

2.5.4 Formulation en contrainte faible : 'TEnKF-Q

Jusqu’ici, tous les algorithmes présentés faisaient I’hypothése de modéle parfait, autrement ap-
pelé contrainte forte, a savoir que la propagation de la vérité par le modeéle selon l'équation (2.11)
utilisait une matrice Q = 0. Cependant, cette hypothése simplificatrice est bien souvent injustifiée
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Algorithme 7 Algorithme pour un cycle de I'TEnKS local SDA bundle, de lag L, assimilant S
observations par cycle, avec minimisation de Gauss-Newton. La taille de I'ensemble est notée m.
dans cet algorithme.
Requis: : me, S, L, M,Eq ¢, {y1hiejr—s+1,0: {Rihieip—s+1,0 {Mii-1 hep,p {Hihiein-s+1,1

€, Jmax; €5 {Um}me[l,M]

1: Xg = Eoyfl/me

2: Xp = (Eo’f — )_ColT)/\/m

3: j=0,P=L-S5+1

4: form=1...M do

5: w™ =0

6: end for

7: repeat

8: form=1...M do

9: Xolm = [Xo|m + [Xow™|m
10: end for

11: Eq = Xo]_T + Xy

12: Ep = MP&Q(EO)

13: yp=Hp(Ep)l/m.

14: Yp = (HP(EP) — S’plT)/E
15: forl=P+1...L do

16: Ej =M -1(Ei—q)

17: yi =Hi(E)1/me

18: Y = (Hi(Ey) —yi1T) /e
19: end for
20: formzl...MdoL
21: VT =W — ZZ;DYZT(R{”)”(YZ - 1)
22: Dy, = Ly, + i YZT(le>71Yl]71
23: Aw™ = Dmvlji
24: w=w" — Aw"
25: end for

26: ji=j41
M

27: until j > jpax or > |[|JAW™|| <e
=1

m
28: form=1...M do

1
29:  [Eoslm = [xo1 ] + vVme — 1XoD2, Uy,
30: end for
31: BEgf = Mg o(Eos)
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et une branche de l’assimilation de données se penche sur le développement d’algorithmes avec
erreur modéle, autrement qualifiée de contrainte faible. Cette erreur modéle peut étre simplement
incorporée dans les algorithmes ensemblistes stochastiques. C’est le cas pour ’équivalent stochas-
tique de 'TEnKF, nommé ensemble randomized maximum likelihood filter (EnRML) et introduit
par Gu et Oliver (2007), qui a vu son extension & la contrainte faible dans Mandel et al. (2016). Les
filtres itératifs déterministes comme PIEnKF n’ont cependant jusqu’a maintenant pas inclu erreur
modéle. En effet, I’assimilation asynchrone des observations est plus aisée dans le cas du modéle
parfait (Evensen et van Leeuwen, 2000; Hunt et al., 2004; Sakov et al., 2010). De plus, se placer
dans un contexte avec erreur modéle a pour conséquence de considérablement augmenter I’espace
de controle des algorithmes de type 4D-Var ou IEnKS. En effet, quand dans le cas de la contrainte
forte, estimer I’état xg au temps to suffisait a reconstruire toute la trajectoire jusqu’a £y, par simple
propagation, il faut désormais estimer I’ensemble des états xo, ..., xz (Trémolet, 2006).

L’article Sakov et al. (2017, soumis), que nous avons soumis au cours de la thése, étend 'TEnKF
au cas de la contrainte faible. C’est cet algorithme que nous présentons dans cette partie.

2.5.4.1 Dérivation

La fonction de cout (2.112) de 'lEnKS devient, en contrainte faible,

1 _ 1 1
T (x1,%2) = g1 = Xellpe + 5 lly2 = Hxa)l[R + 5lIx2 = M(x1)I[, (2.123)

ot M = Moy, 1. Puisque nous sommes dans le contexte de 'IEnKF, nous avons L = S = 1, ce
qui explique qu’il ne reste que les variables x; et xo. Les opérateurs d’observation H et de modéle
M peuvent ici étre non-linéaires. On remarque qu’un terme supplémentaire est apparu pour tenir
compte de l'incertitude sur le modeéle, selon la matrice de covariance d’erreur Q. La minimisation
de cette fonction de colt vise & obtenir les états optimaux {x},x3} tels que

X], X5 = arg {ini}?}j(xl,}cg). (2.124)
1,X2

Nous pouvons & nouveau nous placer dans ’espace de ’ensemble et définir les coordonnées
u e R™ et veR™ de x; et X9 respectivement selon

x; = % + Xiu, (2.125)
x3 = M(x1) + X, (2.126)
avec
Xi (X" =P, (2.127)
X1(XNHT = Q. (2.128)

X7 € R™*™a egt une anomalie d’erreur modeéle. La fonction de cofit, selon ces nouvelles coordonnées
devient donc

1 1 1
J(u,v) = 5uTu +5lly2 -~ H(xa)||& + 5vTv. (2.129)

p . u ..
On peut concaténer u et v en un unique vecteur w = ( >, et alnsi
v

1 1
J(w) = gwiw + S lys = H(xo)llk, (2.130)
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avec xa(w) = M(Xf + Xﬁw[l:m}) + XIWng 1imymy] €6 Wiap désigne un sous-vecteur de w formeé
des éléments compris entre les indices a et b.
Au minimum, le gradient de cette fonction de colit s’annule, conduisant & I’équation

w — (HX)"R ™y, — H(x2)] = 0, (2.131)
X = [MX], X1, (2.132)

H = VH(x2), (2.133)

M = VM(x;). (2.134)

On peut résoudre I'équation (2.131) itérativement par une méthode de Gauss-Newton, c¢’est-a-dire
incrémenter w) suivant I’équation (2.117)

wit) = wl) - DUy 7 (w), (2.135)
avec D l'inverse de I’'Hessien de (2.130), que 'on approche de la sorte :
DY) ~ Lo, + HOXUYTR-1HU)X ()], (2.136)
Cela donne les incréments

w1 _ ) :[Im+mq + (H(j)X(j))TR—lH(j)X(j)]—l
" {(H<J’>X(j))TRfl[y2 ~ U1 - WU‘)} . (2.137)

Cette équation, qui permet d’obtenir 'analyse, est le cceur de P'IEnKF-Q.

Il reste cependant & obtenir les anomalies lissées X7{ et filtrées X5, la premiére pour réduire
I'incertitude & ¢ aprés ’assimilation d’une nouvelle observation, et la deuxiéme pour pouvoir com-
mencer un nouveau cycle d’assimilation.

On définit pour cela les perturbations des états a t1 et t9 en fonction des perturbations du et
ov

ox; = Xtou, dxp = MX!ou + X90v. (2.138)

Dans le cas linéaire, I'inverse de ’'Hessien aprés convergence D* représente la covariance des erreurs
dans Pespace de l'ensemble de telle sorte que E[w*(w*)T] = D*. En utilisant I'expression (2.138),

on a alors
X3(X5)T = E[0x3(0x3)T] = X*E[w*(w*)1(X")T = X*D*(X*)* (2.139)
et
X3 = X*(D*)Y? = X* Ly, + (HOIXO)TRITHOX@]71/2, (2.140)
Similairement,
X3 (X3)" = Eoxi(0x]) "] = XIE[u* (u) )(X])", (2.141)
et donc
Xi = Xﬁfl( Tl:m71:m})1/27 (2142)
avec D[*lzm L] la sous-matrice de D* formée des m premiéres lignes et colonnes de D*.

Les trois équations (2.135), (2.140) et (2.142) constituent 'IEnKF-Q.
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2.5.4.2 Deécouplage de u et v quand 'opérateur d’observation est linéaire
On peut réécrire ’équation (2.137)
wl+D =[Lom, + (H(J’)X(J'))TR—lH(j)X(j)]—l
x (HOXO TRy, — H(x)) + HOXODwl)], (2.143)
et en utilisant la formule de SMW,
wUH) —(HOXOYT(HOXOHYTHOXE) + R]~!
x [y2 — H(xS)) + HOX 0w, (2.144)
On peut déja remarquer que dans le cas d’un H linéaire, et donc tel que H = HY) =H, on a
H(xP) = HIMED) + XvD] = H o M(x; + XEu)) + HX v, (2.145)

Ainsi, (2.144) devient, en séparant w en u et v,

. . . . ) . . ~1—1
ult) —(HOMOX)T [(H(J)M(J)Xg)TH(J)M<J>X§ + Rq(;)}

o [yZ ~Ho M) + HOMOX! u(j)} , (2.146)
e O [(H(a‘)xq)TH(a‘)Xq n Rq(}j)} -
X [yQ —Ho M) + H(j)M(j)Xﬁu(j)} , (2.147)
ou
RY) =HOXIHDX)T + R (2.148)
RY) —HOMO XL HOMDX)T 4 R. (2.149)

On peut alors remarquer que (2.146) ne dépend plus de v. Plus précisément, en la réécrivant
ubt) _ w0 —pW {(H<1>M(j>xg TR
X [yQ Mo M(x¢ + Xﬁu(j))} - u(j)} , (2.150)

avec

u

. , . ‘ , . -1
D/ = [Iermq + (H(J)M(ﬂ)xﬁ)T(Rgﬂ))*lH(])M(J)XfJ 7 (2.151)

on retrouve une formule similaire & (2.117), ce qui signifie que u peut étre obtenu a partir d’un
IEnKF standard (c’est-a-dire en supposant un modele parfait), en substituant la matrice des erreurs
d’observation par Rg) =R +HQH".

A partir de 1a, v peut étre obtenu en une unique itération. En effet, (2.150) nous donne u* =
HM*XHT(R+HQHT) ! [yy — H o M(x})]. Par conséquent, au minimum v*, ’équation (2.147)
devient

v* = (HX)T [R +HQHT + (HM*X{)(HM*Xﬁ)T] o
X [I + (EM X EMX)T(R + HQHT)*} lys — H o M(x?)] (2.152)
= (HXDT(R +HQHT) ! [yy — H o M(x})]. (2.153)
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On peut également atteindre cette conclusion en suivant un formalisme bayesien, ce qui permet
de relier 'TEnKF-Q au filtre particulaire de Doucet et al. (2000), qui est une solution élégante a
notre probléme originel avec des applications en géosciences (Bocquet et al., 2010; Snyder et al.,
2015; Slivinski et Snyder, 2016).

On a en effet la pdf de l'analyse p(x1,x2|y2) qui est reliée a la fonction de cotut (2.123) de la
sorte

J(x1,%2) = —Inp(x1, X2y2). (2.154)

En appliquant la définition d’une probabilité conditionnelle, on transforme cette pdf en

p(x1,X2ly2) = p(xa|x1,y2)p(x1]y2)- (2.155)

1l s’avére que dans le cas H linéaire, ces deux membres du produit ont une expression analytique.
On peut ainsi montrer que

—2Inp(xalyz) = [Ix1 = Xellpe + [y = H o M(x1)|[} mqur + @1 (2.156)
et que

—2Inp(x2|x1,y2) =[|x2 — M(x1) - QH' (R + HQH")™!
x [y2 — H o M(x1)] |\§Q_1+HTR_1H)_1 + ¢, (2.157)

ou c¢1 et cg sont des constantes indépendantes de x; et x5. Nous précisons que p(x1|y2) n’est pas
gaussienne, contrairement a p(xa|x1,y2) qui l'est grace a la linéarité de H.

Cette décomposition montre & nouveau le découplage de la minimisation de J(x1,x2) en deux
étapes. On peut d’abord minimiser —2In p(x;|y2) selon la variable x; pour obtenir le maximum a
posteriori (MAP) x7. Ensuite, cela nous permet d’obtenir directement le MAP de —2In p(x2|x7,y2),
donné par

x5 = M(x}) + QHT(R +HQHY) !y, — H o M(x})]. (2.158)

On retombe alors sur expression de x5 obtenue a partir de (2.153). On comprend donc d’un point
de vue bayesien les raisons du découplage du calcul de 'optimum de 'EnKF-Q. Cependant, ce
découplage, valable pour le MAP, ne s’étend pas au calcul des anomalies.

2.5.4.3 Algorithmes

En se basant sur les équations (2.135), (2.140) et (2.142), on peut développer un algorithme
pour 'TEnKF-Q. En I'occurrence, I'algorithme 8 présenté correspond & une version transform.

La ligne 5 de l'algorithme correspond a l’équation (2.125) ; la ligne 6 calcule la transformation de
Pensemble. Elle différe de I'expression (2.142) car nous ne nous intéressons pas avec cet algorithme
aux anomalies lissées, mais seulement & I’évaluation du filtrage. Les coefficients v/m — 1 des lignes
7,9, 10, 20 et 21 permettent le passage des anomalies normalisées aux anomalies non-normalisées ;
dans le cas d'un H linéaire, la ligne 10 se simplifie en HX? = H(XY).

La transformation de I'ensemble appliquée a la ligne 7 est un peu restrictive, méme si elle est
pratique. Son éventuelle sous-optimalité est évidente car la transformation s’applique correctement
au modele de propagation de ’ensemble mais pas & l'opérateur d’observation. Dans ce contexte,
si on devait appliquer véritablement le principe de transform de Sakov et al. (2012), il faudrait
appliquer la matrice de transformation T = D'/2 3 la matrice des anomalies jointes [X£, X9], avant
d’appliquer la fonction de ’espace de I'ensemble & celui des observations :

w — H(M(x] + X Wim) + X Wt 1mm, ) (2.159)
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Algorithme 8 Une version transform de 'EnKF-Q, avec minimisation de Gauss-Newton. Les
parties de ’algorithme en rouge correspondent aux changements par rapport & un IEnKF transform
standard, en ’absence d’erreur modele. “SR(X,m)” fait référence a une réduction de la taille de
I’ensemble de m + mg & m.

ReqUiS: mamanjf[a X7, y2, R, M7H7jmaXa6

T = (Dl:m,lzm)l/2
E1 = X11T + XﬁT\/m
E; = M(E,)

: HX, = H(Eg)(Im — llT/ m) Tﬁl/m
10 HX9=H (E117/m + X9 /mg — 1) (L, — 117 /mg) /\/mq — 1
11: HX = [HX,, HXY]

12: X9 = E21/m+XqW7,,,+1;,,,,+,,L(1

13: VI =w — (HX)TR_I[yQ — H(Xz)]
14: D= [Lyim, + (HX)TRHX] !
15: Aw = -DVJ

16: wi=w+Aw

17: ji=73+1

18: until j > jax or [|[Aw]|| <e

19: Xy = Eo (I, — 117/ m) T~!

20: X = [Xo/y/m — 1, X9 D'/?

21: Xo = SR(X,m)vm — 1

22: Ey = X21T + X
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L’implémentation de cette transformation jointe est moins évidente que celle offerte par la ligne
7, qui revient & utiliser les anomalies lissées marginalisées & t;. Une autre possibilité est de choi-
gir T = [Dl/ 2]1;m71;m qui est encore une matrice définie positive. Nous avons vérifié que ces trois
approches fournissent des résultats quantitatifs similaires. Cependant, nous supposons que la trans-
formation jointe mentionnée ci-dessus pourrait fournir de meilleurs résultats en présence d’un opé-
rateur d’observation fortement non-linéaire (expérience non testée).

Etant donné que 'IEnKF-Q utilise des anomalies augmentées, la taille de I’ensemble est agrandie
de m & m+mg alaligne 11. Ainsi, pour retourner a la taille originelle de I’ensemble, il faut effectuer
une réduction a la fin du cycle. Si la taille de ’ensemble m est strictement supérieure & la taille du
modeéle, cette réduction peut étre effectuée sans perte d’information ; sinon, de l'information sera
perdue. Cette réduction a lieu & la ligne 21 de 'algorithme.

Une premiére fagon de réduire ’ensemble consiste a ne garder que les m—1 premiers membres de

5 et conserver le degré de liberté restant pour centrer les anomalies autour de zéro. Méme si cette
démarche semble réductrice, elle s’avére suffisante dans le cas particulier d’un modéle linéaire et de
matrices R et Q diagonales. Numériquement, quand cette réduction de ’ensemble a été appliquée,
les résultats ne se sont avérés sous-optimaux qu’en présence de fortes non-linéarités.

Une autre fagon de réduire I’ensemble consiste & appliquer une décomposition en valeurs sin-
gulieres & X3, garder les m — 1 plus grandes directions de X$§ et conserver le degré de liberté
restant pour centrer les anomalies autour de zéro. En pratique, la norme des vecteurs engendrés
par cette procédure est assez peu uniforme, ce qui peut détériorer les performances de ’algorithme.
Une nette sous-performance a notamment été observée dans les expériences avec une faible erreur
modéle. Par conséquent, on peut avoir & appliquer des perturbations stochastiques conservant la
moyenne & I’ensemble pour le rendre plus gaussien.

Le cotit de calcul supplémentaire de 1’algorithme engendré par m, est dtt & I’application de l'opé-
rateur d’observation aux m, membres supplémentaires. Cependant, il peut étre considéré comme
négligeable par rapport au coit de propagation des m membres de ’ensemble, qui reste souvent le
nceud du probléme. Par ailleurs, un m, de grande taille peut également augmenter le cotit de l'opti-
misation de la fonctionnelle (2.130), du fait de I'inversion de matrices de taille (m+mg) x (m+my).
Dans des applications réelles, on pourra essayer de contenir la taille de m, en pointant X sur les
principales directions de l'erreur modeéle, connues a priori, comme par exemple les forgages.

Une version localisée de cet algorithme peut également étre développée, en s’inspirant de l'algo-
rithme 7 de 'TEnKS local qu’on aurait adapté en version transform. L’IEnKF-Q localisé, qui n’est
pas introduit dans Sakov et al. (2017, soumis), est ainsi présenté¢ a ’algorithme 9. Nous rappelons
que dans ce contexte local, la notation m. est utilisée pour faire référence a la taille de ’ensemble
et m désigne I'indice de chacune des M analyses locales. Notons que nous considérons un ensemble
de M matrices d’erreur modéles différentes, dont nous avons les racines carrées {X%}me[l’ M- Nous
précisons également que cet algorithme, dans sa version transform, requiert 'inversion des M ma-
trices T™ € R™e*™e_ce qui est coliteux.

2.5.4.4 Discussion

La présence d’erreur modeéle en assimilation de données bruite la transmission d’information
dans le temps. Ainsi, les observations ont moins d’impact sur I'estimation d’un état loin en temps
par rapport au cas sans erreur modele; réciproquement, les observations au méme temps ont re-
lativement plus d’impact. Concernant le deuxiéme point, les erreurs d’ébauche d’'un EnKF sont
augmentées de la matrice Q, donnant ainsi plus d’importance aux observations. Concernant le pre-
mier point, il est justifié par le cas découplé, ot analyse lissée est obtenue comme si le modéle
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Algorithme 9 Une version transform de 'IEnKF-Q localisé, avec minimisation de Gauss-Newton.
“SR(X, m,)” fait référence & une réduction de la taille de I'ensemble de me + mq & me, ot m, est
la taille de 'ensemble.

ReqUiS: meamanv Ega {X?n}me[l’M}, y2, R7 M7H7jmaxae

1. xi =E{1/m,

2 Xj = (Bf — x117)/v/me — 1

3: form=1...M do

4: D™ =1, 4m,, W"=0

5: end for

6: repeat

7: form=1...M do

8: (X1]m = [Xg]m + [XEWTmﬁ]m

9: T" = ([Dm]lsme,1:m5)1/2

10: [El]m = [XllT]m + [Xng]m me — 1

11: end for

12: E, = M(El)

13: form=1...M do

14: [X2]m - [EQl/mE]m + [X%lwzzle—i-l:me—i—mq}m
15: end for

16: form=1...M do

17: HXYJ = H(E2) (I, — 117/ m.) (T™) " /v/me — 1
18: HXY, = H(Eo11" ) me + XF,\ /mg — 1) (L, — 117/ myg) /\/mg — 1
19: HX™ = [HX7', HX])]
20: VI" =wm — (HX™)T(R™) [y, — H(x2)]
21: D™ = Ly, +m, + (HX™)T(R™)THX™]!
22: AwW™ = -D"MNVI™
23: w = w" 4+ Aw"™
24: ji=7i+1
25: end for

M
26: until j > jpax or > ||AW™|| <ex M
=1

27: form=1...M domi

28: X72n = Eo (Ime — 11T/me) (Tm)_l
2. XM = [X§/me — 1, XG] (D)2
30: X7 = SR(X™, me)y/me — 1

31: [Ealn = [x21" ] + [X5']m

32: end for
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était parfait, mais avec cette fois-ci les erreurs d’observation augmentées de HQHT.

En pratique, le concept d’erreur modéle additive est rarement applicable directement, pour
deux raisons. Tout d’abord, la majorité des erreurs rencontrées comme les erreurs de forcage, de
représentativité, de paramétrisation ou dans les équations de base, sont non-additives par nature.
Ensuite, méme si les erreurs sont additives, elles peuvent étre difficiles & quantifier. Si 'erreur modéle
ajoutée n’a pas la bonne amplitude, on risque de se retrouver avec une analyse sous-optimale. C’est
pour cela que l'on a supposé ici que les statistiques de I’erreur modéle étaient connues. On pourrait
malgré tout également les estimer par des méthodes comme celles de Todling (2015a).

Néanmoins, 'erreur modeéle additive représente tout de méme un aspect théorique important.
Dans le 4D-Var par exemple, elle peut-étre utilisée empiriquement pour régulariser la minimisation
qui devient instable pour de trés grandes fenétres (Blayo et al. (2015), p. 451). L’erreur modéle pour-
rait étre également définie comme un paramétre ajustable d’un systéme d’assimilation de données,
au méme titre que 'inflation par exemple. Ceci peut d’ailleurs s’avérer bénéfique dans certains cas
d’applications de PEnKF (Whitaker et al. (2008) par exemple). Les méthodes hybrides présentées
a la partie 2.5.1 s’apparentent également a une utilisation d’erreur modéle additive.

2.6 Validation et indicateurs statistiques

Pour valider les résultats d’expériences de modélisation ou d’assimilation de données, il est
nécessaire d’avoir des outils et indicateurs statistiques. Nous en présentons quelques uns que nous
utiliserons par la suite.

2.6.1 Erreur quadratique : RMSE

La racine de lerreur quadratique moyenne (RMSE) représente l'erreur quadratique entre un
échantillon d’estimations fourni par un modéle ou une expérience d’assimilation de données et des
valeurs observées ou réelles. Si on note y = (y1,...,yn,) une série temporelle d’observations a
une station donnée et x = (z1,...,2zy,) les valeurs estimées a cette station par un modeéle ou une
expérience d’assimilation de données, alors on définit la RMSE comme

Ny

1
RMSE = , | — z; — ;)2 2.160
; 2w (2.160

Si on a plusieurs stations d’observation & notre disposition, on peut alors a nouveau fournir la
moyenne ou les centiles sur ces différentes stations.

Dans le cas d'une expérience jumelle, on pourra similairement définir une RMSE & chaque pas
de temps, et la moyenner sur l’ensemble des N; cycles d’assimilation. Ainsi, si on note x! € R" la
vérité a un temps i et x. € R I'analyse & ce méme temps, alors la RMSE moyenne est

2

N
1 1, . .
RMSE = — —|xt — xt|2, 2.161
7o 2ol i 2.161)
ou [|x|[* = Y0, a7,

Enfin, dans le cas d’une expérience avec un lisseur, on pourra distinguer la RMSE de filtrage,
calculée au temps présent, de la RMSE de lissage, calculée dans le passée, par exemple au début
de la fenétre. Si on illustre cela avec les mémes notations et avec L la longueur de la fenétre
d’assimilation, on a alors
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Ny
r 1 1 ) ‘
RMSE75 = = ;_ \/ ~|IMpco(xh) — x| 2 (2.162)
et
1 & [1
RMSElissage — \/i 2.163
3 22 Vs = (2.163)

2.6.2 Corrélation de Pearson

A nouveau, si on note y = (y1,...,yn,) une série temporelle d’observations a une station
donnée et x = (z1,...,xy,) les valeurs estimées & cette station par un modeéle ou une expérience
d’assimilation de données, alors on définit la corrélation de Pearson comme

Ny
D (k=) % (yr — )
C, = N’“:1 = , (2.164)
(zm . x)2> (zm _ y>2)
k=1 k=1

-1 N . . ) ) L.
ouzT = > pq @k Ce coefficient renseigne sur le degré de dépendance linéaire entre les deux
variables x et y.

2.6.3 Biais

1l existe plusieurs versions du biais, entre autres :
Ny
.. . _ 1 .
~ le biais moyen : MB = - kz_:l(xk — Yk);

Ny
— Derreur moyenne : ME = N% > ek — ykl;
k=1

Ny
— le biais fractionnel moyen : MFB = - éﬁi;g:)),
k=1 ("2

Ny
-7 ; . _ 1 ¥ me—ykl
Perreur fractionnelle moyenne : MFE = kzl (wk ;Fyk) .

2.6.4 Indicateurs statistiques x> et RCRV
On a défini les variables x¢, y et leurs erreurs associées g¢, €, de la sorte
X; = Xy + &, avec Elegef] =P, (2.165)
y = Hx; +&,, avec E[sosT] =R, (2.166)

[¢]

ou [E désigne 'espérance. Ainsi, on a pour les innovations
6 =y — Hx¢ = g, — Hey, (2.167)

et donc
E[66T] = R + HP'HT, (2.168)

puisque les erreurs d’ébauche et d’observation sont indépendantes, c’est-a-dire E[e e¢] = 0.
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La méthode du x? consiste a s’assurer que les statistiques des innovations sont justes, ce qui
nous donne une indication sur la qualité de la définition des matrices R et P! conjointement. Il
suffit pour cela de calculer

X2 =Tr [(R +HPHT) 1867, (2.169)

et vérifier que x2 soit le plus proche possible de p, le nombre d’observations (Ménard et al., 2000;
Koohkan et Bocquet, 2012). Si x? < p (> p), on surestime (sous-estime) les matrices R et/ou
P!, et on peut revoir la définition de R ou linflation et la localisation appliquée a P!, voire la
taille de 'ensemble. Nous précisons que le fait que 'on ait un unique critére pour déterminer deux
paramétres rend le systéme sous-déterminé.

De plus, dans le contexte de 'EnKF, la matrice P! est définie & partir de I’ensemble de taille
réduit. On a vu qu’elle était donc approchée et nécessitait de recourir a de la localisation. Dans le
cas de la localisation par produit de Schur, il suffit d’utiliser dans la formule la matrice localisée, a
savoir (R +H(po Pf)HT). Dans le cas d’une localisation par domaine, les statistiques sont un peu
différentes. Si la localisation est effectuée avec un schéma bozcar, on peut appliquer la formule (2.169)
dans le domaine réduit autour du point d’analyse. Si en revanche, une fonction de régularisation
comme celle de GC est appliquée, elle transforme la matrice R en une matrice R locale, sachant
que les statistiques de [55T} ne changent pas. Aussi, la formule & appliquer localement devient

> =Tr [(R+HPHY) (66" +R-R)|, (2.170)

qu'on peut réaliser en remplacant Pinnovation 8 par 8 = & + € avec € ~ N (0,R—R).

A partir du méme constat (2.168), on peut également définir le reduced centered random variable
(RCRV), qui se concentre uniquement sur les termes diagonaux de la matrice R + HP'HT. Pour
chaque observation y; du vecteur y (¢ € [1,p]), on peut calculer

RCR; — Y~ Hxili (2.171)

2 2
05+ 0f

=

ot 02 est le i terme de la diagonale de R et o est calculé avec chaque membre de 1’ensemble
x} pour j € [1,m],

o} = o > [Ex]]7. (2.172)

M
m— 1%
7=1
Une fois les p différents RCRV; obtenus, on vérifie que leur moyenne est nulle et que leur variance
est proche de 1.

Le diagnostique du x? est présenté en tant que diagnostique sur les innovations dans Desro-
ziers et al. (2005). Cet article démontre également plusieurs autres diagnostiques similaires, fondés
sur l'espérance des différences entre observations, ébauches et analyses, qui permettent d’obtenir
séparément R ou HPTHT. Dans le cas d’une expérience avec présence d’erreur modeéle, on pourra
également se reporter 4 Todling (2015a), qui montre comment estimer I'erreur modéle HQHT 2
partir des différences entre observations, ébauche, analyse et analyses lissées repropagées. On insis-
tera également sur le fait que 'existence de diagnostiques séparés pour l'estimation de R, HPTHT
ou HQHT ne prévaut en rien sur la sous-détermination du systéme, comme le présente la note
Todling (2015b).






CHAPITRE 3
Développement de modéles jouets pour
le transport et la chimie atmosphérique

Nous avons décrit au chapitre 1 les équations physiques régissant 1’évolution de certaines va-
riables météorologiques, les équations chimiques expliquant 1’évolution des concentrations de I'ozone
troposphérique et des polluants qui lui sont associés, et enfin comment coupler ces deux jeux d’équa-
tions avec I’équation du transport réactif (1.20). Nous avons vu pour chacun de ces jeux d’équations
les problémes qu’ils apportent : chaoticité, non-linéarité, recours a des schémas numériques d’in-
tégration implicites et d’ordre élevé pour gérer la raideur des équations, approximations comme
Papproximation des états quasi-stationnaires (QSSA) ou le splitting, nécessaires pour éviter une
complexité numérique grandissante. Enfin, nous avons listé certaines des sources d’erreurs et d’in-
certitudes qui sont inhérentes & de tels modéles.

Nous avons décrit au chapitre 2 plusieurs méthodes d’assimilation de données. Pour chacune
d’entre elles, nous avons décrit les hypothéses simplificatrices nécessaires & leurs dérivations et
leurs contextes d’application optimaux. En outre, les avantages et défauts majeurs des méthodes
variationnelles et d’ensemble, qui ont été listés en début de section 2.5, ont amené le développement
des méthodes variationnelles d’ensemble qui sont encore en voie de développement & ce jour.

La complexité des modéles, aussi bien de météorologie que les modéle de chimie-transport
(CTM) et encore plus les modeéles couplés de chimie-météorologie (CCMMs), pose soucis pour
tester de nouvelles méthodes d’assimilation de données. En effet, si une amélioration est observée
lors de 'application de ces nouvelles méthodes sur un modéle complexe, il peut étre difficile d’en
expliquer la raison, car de trés nombreux phénoménes peuvent intervenir, interagir, se compenser
et s’amplifier mutuellement.

Ainsi, il est nécessaire de développer des modéles d’ordre réduit, dit modéles jouets, dont la
physique est parfaitement comprise et maitrisée, sur lesquels de nouvelles méthodes d’assimilation
de données peuvent étre testées. On veut par ce biais développer des bancs d’essai sur lesquels
comparer les différentes méthodes et comprendre les gains en performance qu’elles peuvent apporter
dans des contextes d’application variés. Par ailleurs, la taille réduite des modéles permet d’effectuer
des simulations avec un temps de calcul limité et d’obtenir des statistiques stables grace & un trés
grand nombre de cycles d’assimilation de données. On peut méme tester des méthodes dont le
colit de calcul sur des modéles complets serait prohibitif, ce qui permet d’avoir une performance
de référence optimale vers laquelle on peut chercher a tendre avec des méthodes approchées mais
numériquement moins cotiteuses.

Nous débuterons donc ce chapitre en présentant le modeéle Lorenz-95 (1.95), qui modélise ap-
proximativement un phénomeéne météorologique, avant d’en introduire une premiére extension, le
modeéle L95-T, qui couple le modele de Lorenz avec un tracer passif chimiquement. Enfin, nous
ajouterons & ce modeéle un module de chimie de ’ozone troposphérique, appelé generic reaction set
(GRS), pour produire le modele 1.95-GRS. Ce modéle, ainsi que sa validation en tant que banc
d’essai pour des méthodes d’assimilation de données, ont fait 'objet d’une publication (Haussaire
et Bocquet, 2016), et il est disponible sur le site http ://cerea.enpc.fr/195-grs/index.html. Nous le
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comparons ensuite succinctement au QG-Chem, qui a été développé avec les mémes objectifs par

Emili et al. (2016).
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FIGURE 3.1 — Champs des 40 variables du modéle de Lorenz-95 en fonction du temps (en unité de
At = 0.05).

3.1 Un premier modéle simplifié de météorologie : L95

Lorenz et Emanuel (1998) ont introduit un modéle chaotique devenu populaire en assimilation
de données, que l'on notera Lorenz-95 (L95). C’est un modéle & une dimension dont les n = 40
variables s’étendent sur un cercle au niveau des latitudes moyennes. Les variables {z;};c[1 ] suivent
I’équation aux dérivées ordinaires

% = (fEi—i-l — :L‘i_g)xi_l —xz; + F. (31)

Le domaine est périodique, de telle sorte que x_1 = x39, x9 = 40 €t 41 = 1. On choisit le terme
de forcage F' = 8. Un pas de temps de At = 0.05 représente un intervalle de 6 h dans "atmosphére
(1 unité de temps de Lorenz correspond donc a 5 jours). Ce modeéle est intégré numériquement
avec un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 avec ce pas de temps de At = 0.05. Les champs des
variables du modéle sont représentés en fonction du temps sur la Fig.3.1. Avec ces paramétres, la
dynamique du modeéle est chaotique avec un temps de doublement de 0.42 unité de temps et 13
exposants de Lyapunov positifs et 1 nul. Cela signifie que deux trajectoires du modéle initialisées
avec une légeére perturbation, vont diverger rapidement, comme l'illustre la Fig. 3.2.

Bien que ce modéle soit simple et phénoménologique plutdét qu’une dérivation rigoureuse des
équations de l'atmosphére, son évolution ressemble a des ondes de Rossby que 'on retrouve dans
la tropospheére; il a une taille limitée avec seulement 40 variables et ne nécessite qu’une intégration
numérique avec un schéma explicite de type Runge-Kutta d’ordre 4 ; la physique de ce modéle est
bien comprise, on peut en calculer les exposants de Lyapunov, calculer la vitesse de phase et de
groupe des ondes. Il réunit donc toutes les qualités nécessaires pour servir de banc d’essai aux
méthodes d’assimilation de données et s’est imposé comme modeéle de choix parmi la communauté
pour tester ces méthodes (par exemple, Anderson, 2001; Whitaker et Hamill, 2002; Ott et al., 2004;
Hunt et al., 2004; van Leeuwen, 2010; Bocquet, 2011; Sakov et al., 2012; Palatella et al., 2013).

3.2 Un modéle avec transport d’un traceur inerte : L95-T

Le L95 s’apparente & un modéle de météorologie et ses variables peuvent représenter une direc-
tion et une amplitude de vents. Aussi peut-il étre couplé & un traceur passif pour former un premier
embryon de CCMM. C’est dans cet objectif que le L95-T a été développé dans Bocquet et Sakov
(2013).
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F1GURE 3.2 — Chaoticité du modéle illustrée : évolution d’une variable du Lorenz-95 en fonction
du temps (en unité de At) et divergence rapide des modéles initialisés avec une légére perturbation.

Le champ du traceur est discrétisé selon 40 variables additionnelles, notées ¢, 1 pour m €
[1,40], qui représentent les concentrations du traceur, réparties sur une grille-C d’Arakawa. Le
traceur est advecté par le vent que représente le L95 avec un schéma upwind, comme défini dans le
chapitre 1. Les équations du mode¢le couplé sont donc les suivantes :

dx.,

F = ($m+1 - xmf2)xm71 —Tm+F, (3.2)
dcm-i-l
dr L= Ym — Ymt1 — )\Cm+% + Em+% s (3.3)
avec Yy = TmC,,_1 S Ty >0, (3.4)
2
Um = xmcm_i_% si @y <0. (3.5)

Le traceur est émis tout autour du domaine et les flux sont notés £, 1. Il est également déposé
tout au long du domaine avec un coefficient de dépdt unique A. Les valeurs de référence de ces
paramétres choisies dans Bocquet et Sakov (2013) sont Eer% = FE =1et A =0.1. Nous noterons
qu’un point stationnaire du modele existe, avec z,, = F'et ¢,
l'ordre de grandeur des variables de vent et de concentration. Nous remarquons également que la
condition de Courant-Frierichs-Lewy (CFL) est respectée (voir 1.4.1.2). En effet, le vent, en valeur
absolue, ne dépasse que rarement 15 et on a At = 0.05 et Ax = 1 par construction.

Ce modéle est de nouveau intégré avec un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 et aucun splitting

n’est appliqué. Les champs des 80 variables du modéle sont représentés en fonction du temps sur
la Fig.3.3.

1 = E/\, ce qui donne une idée de
2
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FIGURE 3.3 — Champs des 40 variables de vent (en haut) et des 40 variables de concentration (en
bas) du modeéle L95-T en fonction du temps (en unité de At = 0.05).

Comme la météorologie est simulée conjointement aux concentrations du traceur, il s’agit d'un
modeéle online, ou fortement couplé. Mais le couplage de ce modéle est & sens unique : les vents im-
pactent les concentrations en les advectant, mais il n’y a pas d’influence physique des concentrations
sur les vents. En revanche, 'assimilation de données fera échanger les informations dans les deux
sens grace aux covariances entre les sous-systémes du traceur et de la météorologie. Notamment,
des observations de concentrations pourront aider & estimer les variables météorologiques.

Ce modeéle présente beaucoup de points communs avec des vrais CCMMs. En ce qui concerne
la dynamique, on a avec ce modéle le couplage d'une météorologie chaotique avec un transport non
chaotique, comme avec n'importe quel modeéle de traceur réaliste. Les incertitudes sur la météo-
rologie proviennent des erreurs sur la condition initiale qui grandissent en raison de la chaoticité.
Les incertitudes sur le traceur viennent des champs d’émissions et des incertitudes sur le vent, mais
comme la dynamique est stable, ces erreurs ne croissent pas.

3.3 Introduction de la chimie atmosphérique : L95-GRS

Le modéle L95-T est un premier embryon de CCMM. Cependant, pour avoir un véritable modéle
d’ordre réduit représentatif d'un CCMM, il faut lui adjoindre une chimie non-linéaire. Le 1.95-GRS
en résulte. En effet, ce modéle compléte le L95-T en remplacant le traceur, passif chimiquement, par
un mécanisme simple de photochimie, nommé generic reaction set (GRS) (Azzi et al., 1992). Nous
allons présenter ce modéle dans cette section, en insistant sur ses caractéristiques et sa validation en
tant que modéle simplifié, mais valide, de photochimie. Ce modele est disponible en téléchargement
sur le site http ://cerea.enpc.fr/195-grs/index.html.
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3.3.1 Définition du L95-GRS
3.3.1.1 La chimie du GRS

Le module de chimie utilisé est le GRS de Azzi et al. (1992). Il consiste en 7 espéces chimiques
supposées représenter la chimie de ’ozone troposphérique & partir de concentrations urbaines de
composés organiques volatiles (COV) et de NO,. Les réactions associées a ces espéces sont

ROC + hv %2 RP + ROC, (R3.1)
1

RP + NO %2 NO,, (R3.2)

NO, + hv £ NO + 0, (R3.3)
O

NO + O, k—% NO,, (R3.4)
4

RP + RP % RP, (R3.5)

RP + NO, %% SGN, (R3.6)

RP + NO, 75 SNGN, (R3.7)

ot ROC représente les composés organiques réactifs (reactive organic compounds), RP sont les
radicaux (radical pool), SGN sont les produits de réaction nitrogénés gazeux et SNGN sont les
produits de réaction nitrogénés non-gazeux. Les ROC de ce module de chimie sont donc une forme
d’espéce suppléante pour I’ensemble des COV d’une atmospheére réelle. Ce jeu d’équations englobe,
de maniére synthétique, I’ensemble des phénoménes complexes du cycle de Leighton présentés dans
la section 1.2.1. Les constantes de cinétique chimique sont tirées de Venkatram et al. (1994) et
valent

k= 10000 x e~ T x ks (3.6)
ky =5.482 x e T ppb ! min~, (3.7)
k4 = 2.643 x e T ppb~ ! min~!, (3.8)
ks = 10.2 ppb ' min~ !, (3.9)
ke = 0.12ppb~ ! min~!, (3.10)
k7 = 0.12ppb ! min~, (3.11)

ou T est la température, choisie constante égale a 300 K par simplicité et k3 est le coefficient de
photolyse du NO,, en min~!, qui est une fonction de la luminosité.

Etant donné que kg = k7, les réactions (R3.6) et (R3.7) sont similaires et on peut combiner
les deux espéces en une espéce suppléante en utilisant la constante de réaction 0.24 ppb™!' min~!,
Cette espéce suppléante représente la formation de tous les composés nitrogénés stables, qu’ils

soient gazeux ou non. On a donc la réaction
RP + NO, =258, g(N)GN- (R3.8)

Pour réduire davantage la taille du GRS et ainsi réduire sa complexité numérique, on utilise
la QSSA (1.4.2.3) sur les radicaux RP, qui sont hautement réactifs et ont la plus courte durée de
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vie parmi les espéces du GRS. Les radicaux sont alors considérés a ’équilibre dynamique, ce qui
implique

0= d[f]ijp] =k [ROC] — [RP] (k‘g [NO] + Qkﬁ[NOQ] + k5[RPD . (3.12)

Aprés résolution de cette équation algébrique du second degré, on obtient la formule

 ko[NOJ + 2k[NO,)] 4k k5[ROC]
[RP] = =2 - 6[NO, <\/1+ (kQ[NO]l‘EZkG[NOQDQ —1> : (3.13)

La validation de cette hypothése a été faite a posteriori et il s’est avéré qu’elle n’avait que trés
peu d’impact sur les concentrations simulées, tout en permettant de fortement augmenter le pas de
temps d’intégration moyen.

3.3.1.2 Couplage avec le L95

Le GRS est couplé au L95 de la méme fagon que le traceur du L95-T. Les variables du L95
sont considérées comme des vitesses et directions du vent qui advectent les espéces chimiques du
GRS. Le but est alors de créer un modéle qui reproduit la variabilité temporelle et les ordres de
grandeur de ’ozone troposphérique et de ses précurseurs. Aprés couplage, on a donc un total de 40
variables météorologiques et 200 variables de concentrations, & savoir les concentrations de ROC,
NO, NO,, O, et S(N)GN aux 40 points de grille définis selon la grille-C d’Arakawa. Rappelons que
les concentrations de RP sont deéfinies explicitement selon 1’équation (3.13).

L’équation du transport réactif pour une variable [C;]

mtls représentant la concentration de
I’espéce C; au point m + %, est alors
d[Ci]m+% i i i
7 = Ym = Ymp — AilCl L B+ Ri([Clit,e) (3.14)
avec 1)l = xm[Cl]m_% si Tm >0, (3.15)
P = xm[Cl]m+% si Ty, <0, (3.16)

ol \; est le coefficient de dépot, Ef)wl est le taux d’émission et R; ([C;]j=1,...6) est le terme de
2
production et de destruction chimique pour l'espéce C;. Précisons que ce dernier terme est nul

pour le ROC, de telle sorte que cette espéce chimique se comporte comme le traceur du L95-T. Les
équations d’évolution des différentes espéces sont plus précisément
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d[ROC],,,1 3 _ROC _ ROC _ y iRy 4 EROC (3.17)
d[RP],, .
q = — Py — [RP]WF% + k1[ROC],, 1
~[RP,,. (kg [NOJ,, 1 +2k6[NO,J,,, 1 + k:5[RP]m+%) , (3.18)
ANOlhn =yNO _ yNO _ \INOJ_ .. + ENO,
dt mn mtd mta mtg
+KsINO3l, 3 — [NOyy s (Ka[RPY, 1 4 KalOglh 1) (319
d[Noz]erl NO NO NO
g” 2 —ihyy 2 — ¢m+21 — )\[NOQ]m+% + Em+2% + k4[N0]m+% [03]m+%
+ k2[NOl,,, 1 [RP],, 1 — [NO,],,., (k;g + kg [RP]m+%) , (3.20)
d[o3]m+
dr ? ¢m - merl A[O3]m+% + kS[NOQ]er% - k4[NO}m+% [OS]er%u (321)
d[S(N)GN],,, 1 S(N)GN
T =N - Ut = AIS(N)GN],, 1+ 2k6[NO],, 1 [RP], 10 (3.22)

L’équation 3.18 est notée a titre indicative dans le cas ot la QSSA n’est pas utilisée.

Si on consideére le L95-GRS comme un modéle global, alors le coefficient de photolyse k3, qui
dépend de l'intensité lumineuse, doit varier tout autour du domaine et en fonction de la saison. Il
devrait alors y avoir des points de grille ou il fait jour, avec k3 # 0, et d’autres ou il fait nuit avec
ks = 0. Pour simplifier, k3 est par la suite fixé sur l'intégralité du domaine et il varie selon un cycle
journalier prédéfini.

Etant donné que le ROC n’est pas consommé par la réaction (R 3.1), il produira suffisamment
de RP pour consommer l'intégralité du NO, NO, ou O4 présent. Il a donc été nécessaire d’avoir un
terme d’émission pour le ROC et les NO,, ainsi qu’un coefficient de dépot pour toutes les espéces.
On a considéré les émissions comme constantes en temps et en espace, sauf dans le cas ol une
distinction entre continent et océan sera faite (voir 3.3.2.3).

3.3.1.3 Intégration numeérique

Comme pour des modéles de chimie atmosphérique réalistes, il est utile ici d’appliquer un
splitting entre la partie météorologie/transport et la partie chimie. Ainsi, comme pour le L95-T, la
météorologie du L.95, le transport, le dépot et les émissions sont intégrés avec un schéma de Runge-
Kutta d’ordre 4, tandis que la chimie nécessite le recours & un schéma de Rosenbrock d’ordre 2
pour les raisons mentionnées dans la section 1.4.2.4. Etant donné que la chimie est locale grace
au splitting, ce schéma peut étre appliqué par bloc, avec un point de grille par bloc. Les systémes
linéaires & résoudre dans ’algorithme sont simplement de la taille du nombre d’espéces, qui est ici
limité. Ces résolutions peuvent par ailleurs étre parallélisées. Enfin, le tangent linéaire du modéle
requis par le schéma de Rosenbrock peut étre dérivé analytiquement et simplement grace au nombre
limité de réactions.

Pour finir, un pas de temps adaptatif, comme présenté en 1.4.2.5, a été mis en place, méme
g'il s’avére souvent inutile dans des simulations sans assimilation de données et avec la QSSA. On
choisit un pas de temps de référence de 6t = 1 h pour intégrer la chimie, tout comme pour la partie
météorologie et transport du L95-GRS.
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t ks t ks t ks t ks
00h 0 06h 0.1972314 | 12h 0.622824 | 18h 0.00675528
O0lh 0 07h 0.3910734 | 13h  0.611526 | 19h 0
02h 0 08h 0.5074326 | 14h 0.5755002 | 20h 0
03h 0 09h 0.5755002 | 15h 0.5074326 | 21h 0
04h 0 10h 0.611526 | 16h 0.3910734 | 22h 0
05h 0.00675528 | 11h  0.622824 | 17h 0.1972314 | 23h 0

TABLEAU 3.1 — Valeurs horaires de k3 en min~1.

3.3.1.4 Choix des paramétres

Nous résumons ici 'ensemble des paramétres choisis pour le L95-GRS. Pour commencer, nous
fixons le coefficient de dépot A constant sur l'intégralité du domaine, et choisissons la valeur A =
0.02jour™! pour toutes les espéces. Cette valeur est la méme que celle utilisée pour le L95-T,
puisqu’une unité de temps de Lorenz correspond & 5 jours.

En ce qui concerne les émissions, nous avons choisi un coefficient pour les NO, de
0.27 ppbjour~!, dont 10% sont du NO, et 90% sont du NO. Ceci correspond a une émission
de 3kgan~! habitant™' pour 60 millions d’habitants dans un volume de 700 km x 700km x 3 km.
Cette valeur est donc proche de la situation d’un pays comme la France. Le dépot et les émissions de
NO, étant fixés, nous avons pu déterminer les valeurs des émissions de ROC permettant d’obtenir
des concentrations réalistes d’O5 et de NO,. Ainsi, la valeur retenue pour les émissions de ROC est
0.0235 ppb C jour .

Il reste & déterminer le coefficient de photolyse k3 du NO,, qui est une fonction du rayonnement
solaire. Nous avons utilisé Fast-JX (Voulgarakis et al., 2009) pour obtenir les valeurs de rayonne-
ment. Nous avons choisi les valeurs & 'équateur du 21 mars sans atténuation, que nous répétons
quotidiennement. Si k3 est requis entre deux heures, on effectue une interpolation linéaire. Les
valeurs exactes des coefficients horaires sont répertoriés dans le tableau 3.1.

Enfin, nous rappelons que le pas de temps choisi pour 'intégration du modéle est de 6t = 1h.
Nous récapitulons I’ensemble de ces paramétres dans le tableau 3.2.

3.3.2 Validation du modéle

Il est nécessaire de valider la qualité physique de ce modéle pour déterminer s’il produit des
concentrations de polluants réalistes et si certains des phénoménes observés en situation réelle
peuvent étre reproduits avec ce modéle. Notamment, on va dans un premier temps vérifier I’ordre
de grandeur et I’évolution temporelle des concentrations, puis s’assurer que 1’on retrouve les mémes
formes d’isopleths que celles présentées a la section 1.2.2. Enfin, on s’intéressera plus précisément &
la dynamique du transport des polluants par la météorologie et les possibilités de différents régimes
qu’offre le L95.

3.3.2.1 Evolution temporelle des concentrations

On trace I’évolution temporelle des concentrations des différents polluants en un point de grille,
apres spin-up, sur la Fig. 3.4. On peut y voir le cycle diurne sur les concentrations de NO, NO, et
O4 imposé par la variation du coefficient de photolyse k3, puisque ces trois variables en dépendent
directement via les équations (R3.3) et (R3.4). Les vitesses et orientations du vent produisent
quant a elles 'onde de période environ une semaine.
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parameétre valeur unité
Nombre de points de grille 40
Nombres total de variables 240
Forcage du Lorenz F' 8 unité de Lorenz
Dépot A 0.02 jour™!
Emissions de ROC Eroc 0.0235 ppb Cjour™!
Emissions de NO,, Exo, 0.27 ppb jour—!
Emissions de NO Exo Exo_ % 0.9 =0.243 ppbjour~!
Emissions de NO, Eno, Exo, x 0.1 =0.027 ppb jour~!
Température T 300 K
Constante cinétique k; 0.00152 x k3 min~?
Constante cinétique ko 12.3 ppb~ ! min~!
Constante cinétique k3 Fast-JX le 21 mars a ’équateur min !
Constante cinétique k4 0.275 ppb~! min~!
Constante cinétique ks 10.2 ppb~ ! min~!
Constante cinétique kg 0.12 ppb~ ! min~!
Pas de temps d’intégration 1 h

TABLEAU 3.2 — Récapitulation des paramétres utilisés pour le L95-GRS.
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FIGURE 3.4 — Evolution temporelle des variables du L95-GRS en un point de grille. Les variables
du L95, notées Wind, sont montrées dans 'unité du Lorenz, alors que les concentrations sont en
ppb (ppb C pour le ROC). Figure tirée de Haussaire et Bocquet (2016).
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Fiaure 3.5 — Concentration maximale d’ozone (en ppb) moyennée sur le domaine en fonction
des concentrations moyennes maximales de ROC (en ppbC) et de NO, (en ppb). Chaque point
correspond a une simulation avec un différent taux d’émission pour le ROC et les NO,, générant
une concentration moyenne maximale différente. La simulation de référence est entourée en noir.
Figure tirée de Haussaire et Bocquet (2016).

Dans des situations réelles, les concentrations d’ozone et de NO peuvent tomber trés bas pendant
la nuit (Finlayson-Pitts et Pitts Jr, 1986). Avec le L95-GRS, seul le NO tombe a zéro la nuit, tandis
que D'ozone reste & des niveaux élevés. L’inverse peut se produire si on diminue suffisamment les
émissions de ROC ou augmente beaucoup celles de NO,.

Ainsi, les niveaux de concentrations obtenus pour ’ozone et les NO, sont dans ’ordre de gran-
deur de ce qui peut étre observé en zone urbaine par exemple, avec des épisodes de forte pollution
qui peuvent étre provoqués par des conditions météorologiques favorables.

3.3.2.2 Isopleths

Ce modeéle, méme s’il n’est pas chaotique, est fortement non-linéaire. Un moyen de s’en
convaincre est de tracer les isopleths d’ozone en fonction des concentrations moyennes (sur le do-
maine) de ROC et de NO,. Ces isopleths sont tracées sur la Fig.3.5. On y voit parfaitement les
deux régimes chimiques distincts présentés dans la section 1.2.2. On rappelle qu’ici, nos ROC jouent
le role des COV.

Etant donné que le cercle noir correspond & notre situation de référence, nous nous sommes placé
dans un régime ROC-limité. Dans le cas NO,-limité, les faibles concentrations de NO réduisent
fortement I'amplitude du cycle diurne de 1'ozone. On se retrouve ainsi avec une situation plus
proche d’une simulation d’ozone de fond. Etant donné que le GRS a été proposé pour simuler des
concentrations typiques d’un régime urbain, nous avons préféré rester dans le domaine ROC-limité.

3.3.2.3 Transport transcontinental

Pour mettre en exergue 'impact du transport, nous avons effectué une simulation ou le domaine
est coupé en deux : une partie, dite continentale, sur laquelle les émissions de ROC et NO, sont
non nulles (E; > 0 pour i € [1,20]), et une partie, dite océanique, sur laquelle les émissions sont



70 Chapitre 3

Wind Lorenz unit ) ROC (ppbC ppbgo
o []i2s "

10.0 3.5

3.0

2000 0.0
Time (hour) pph

2000 0
Time (hour
( ) D ’}é, 4

5.6
4.8
4.0
3.2
2.4
1.6
0.8
0.0

Tnne (hour) pphb
H()(

1500 2000
Time (hour) Time (hour)

1500 2000

FIGURE 3.6 — Evolution temporelle des variables du L95-GRS sur I'intégralité du domaine dans
le contexte d'une division continent/océan. Les variables du L95, notées Wind, sont montrées dans
Punité temporelle du Lorenz, alors que les concentrations sont en ppb (ppb C pour le ROC). Figure
tirée de Haussaire et Bocquet (2016).

nulles (E; = 0 pour i € [21,40]). L’évolution temporelle des concentrations sur I’ensemble des 40
points de grille du domaine est présentée sur la Fig. 3.6.

On constate que des bouffées d’ozone et de ses précurseurs peuvent traverser l'océan, comme
on peut parfois ’observer au-dessus du Pacifique (Lin et al., 2012) ou de ’Atlantique (Guerova
et al., 2006). De plus, on remarque que les concentrations d’ozone sont supérieures au dessus de
l’océan, en ’absence d’émissions de NO. Par ailleurs, on notera que les bouffées voyagent vers
I’est, en cohérence avec une vitesse de groupe du L95 positive, tandis que les crétes du champ des
variables de 195 voyagent vers I'ouest, étant donnée la vitesse de phase négative du L95 (Lorenz et
Emanuel, 1998). Enfin, I'effet du rayonnement est visible avec les bandes noires sur le NO, quand
les concentrations tombent & 0 la nuit. Dans le cas ot un k3 différent en chaque point de grille
est utilisé, ces mémes bandes sont obliques, sans impacter la variation des concentrations a grande
échelle temporelle.

3.3.2.4 Reégimes météorologiques

Jusqu’a maintenant, les seuls parameétres du L95-GRS qui ont été modulés concernent le GRS.
Il est cependant possible de jouer sur le L95 pour changer 1’échelle de temps d’évolution du L95.
Dans la simulation de référence, la période des oscillations du 195 s’étendait sur plusieurs jours.
Les concentrations étaient déterminées par cette cinétique du vent d’une part et un cycle journalier
apparaissait d’autre part grace a la photochimie. Pour changer cela, on peut remarquer que dans
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FIGURE 3.7 — Evolution temporelle des variables du L95-GRS en un point de grille, avec un
changement d’échelle o = 20 sur le L95. Les variables du L95, notées Wind, sont montrées dans
Punité temporelle du Lorenz, alors que les concentrations sont en ppb (ppb C pour le ROC). Figure
tirée de Haussaire et Bocquet (2016).

I’équation du L95, si I’échelle de temps est modifiée par un facteur « et les variables de vent par 5,
I’équation devient
dx,,

- (3.23)

=« lg(mm-i-l - ajm—Z)xm—l — Ty + E
Par ce biais, la période d’oscillation du vent peut étre réduite de telle sorte & correspondre & celle
de la chimie et ainsi 'impact des variations du vent sur les concentrations peut étre amplifié. Cela
correspondrait alors a une modélisation & I’échelle régionale plutot que continentale voire globale.
La Fig. 3.7 montre ce changement d’échelle avec « =20 et § = 1.

On voit que le vent fluctue plus rapidement que les concentrations, a I’'opposé du comportement
de la simulation de référence (Fig. 3.4). On pourrait également ajuster § afin de réduire 'amplitude
du vent pour avoir un transport similaire & celui en basse troposphére.

On précise qu’a et 5 sont simplement des paramétres de changement d’échelle qui n’impactent
pas la nature de la dynamique du modéle, contrairement aux expériences effectuées dans Carrassi
et al. (2008).

3.3.3 Intérét et nécessité d’un tel modéle

La définition du modéle est simple, avec un schéma chimique dont le nombre de réactions et d’es-
peéces est limité, permettant d’avoir un modéle avec peu de variables et d’en maitriser parfaitement
I’évolution. Cependant, le modéle fait preuve d’un comportement réaliste et a des propriétés fidéles
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a I’évolution atmosphérique de la pollution & ’ozone. Par ailleurs, il posséde un nombre conséquent
de paramétres, notamment les émissions, le dépot, le coeflicient de photolyse ou I’échelle des vents,
permettant de modifier le modéle pour produire un comportement donné souhaité. Ainsi, ce mo-
deéle est & la fois simple, réaliste et modulable. Il posséde donc toutes les qualités requises pour
étudier I'application de méthodes d’assimilation de données sur des modéles non-linéaires de chimie
atmosphérique.

De tels modéles simplifiés sont nécessaires étant donnée la complexité croissante des modéles
opérationnels ou universitaires de chimie atmosphérique d’une part et des méthodes d’assimilation
de données d’autre part. Avec un modeéle dont le comportement est parfaitement maitrisé, 'accent
peut étre mis sur les effets de la méthode d’assimilation de données et son apport dans le contexte
proposé par le modéle. Ceci explique notre démarche pour justifier la création du L95-GRS et c’est
cette méme motivation qui a conduit au QG-Chem de Emili et al. (2016) que nous présentons
briévement.

3.4 Un bref apercu de QG-Chem

La similarité de la démarche proposée par Emili et al. (2016) nous pousse a succinctement
présenter le modéle QG-Chem pour voir les différences entre ce modéle et le LI95-GRS.

3.4.1 La météorologie avec un modéle quasi-géostrophique

La météorologie est tirée d’'un modeéle quasi-géostrophique (QG) a deux niveaux verticaux, qui
représente de la dynamique aux latitudes moyennes & méso-échelle. Les équations du modéle pour
les deux couches (indice 1 pour la couche du bas et 2 pour celle du haut) sont tirées de I’équation
de conservation de la vorticité potentielle q = (g1, ¢2)

dg
— =0 3.24
Loy, (3:24)
qui s’écrit avec des variables adimensionnées
q1 = A1 — Fi(¢1 — 2) + By, (3.25)
g2 = At — Fa(vpg — 1) + By + R, (3.26)

ou A est le Laplacien, R représente l'orographie, 8 est la variation vers le nord (adimensionnée)
du paramétre de Coriolis & une latitude fixée et F; et Fy couplent les couches ensemble en étant
une fonction de la force de Coriolis, la hauteur des couches et la gravité. Les flux ¢ = (11, 12), dont
les dérivés horizontales donnent les vents u;, v;, sont les vecteurs d’état du modéle.

QG peut produire des situations météorologiques variées et peut notamment développer des
ondes de Rossby comme dans la configuration utilisée par Emili et al. (2016). Ce modéle a souvent
été utilisé comme modéle jouet pour tester des méthodes d’assimilation de données destinées & la
prévision numeérique du temps (Evensen (1994); Houtekamer et Mitchell (1998) entre autres). Les
champs de vent sur le domaine moyennés sur 24h sont montrés sur la Fig. 3.8.

3.4.2 La chimie atmosphérique avec RACM

Le schéma chimique choisi pour étre couplé avec le QG est le Regional Atmospheric Chemistry
Mechanism (RACM) de Stockwell et al. (1997), qui comprend 96 espéces chimiques et environ 300
réactions. Contrairement au GRS, ce schéma chimique est utilisé dans certains centres opérationnels
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Fiqure 3.8 — Champs des vents moyennés sur 24h produits par le modéle QG. Figure tirée de
Emili et al. (2016)

de modélisation de la qualité de lair (Marécal et al., 2015). Aussi, le choix de cette chimie rend le
modeéle plus détaillé, mais aussi plus complexe que le L95-GRS.

La définition des flux d’émission ou de dépdt est également plus détaillée que celle du L95-GRS,
avec des émissions plus variées et des valeurs de dép6t différentes pour chaque espéce. Enfin, des
conditions aux limites ont également été implémentées, ce qui rend le modéle plus réaliste mais
de nouveau plus complexe. Cela permet dans le contexte de 'assimilation de données, de vérifier
Iinfluence des conditions aux limites sur les résultats d’estimation.

3.4.3 Comparaison avec le L95-GRS

A la vue de cette description, il apparait que les modéles de chimie atmosphérique et de mé-
téorologie utilisés dans le QG-Chem sont plus réalistes que ceux du L95-GRS. Le domaine est
tridimensionnel contrairement au L95-GRS qui n’est qu’unidimenssionnel, et des conditions aux
limites sur deux des bords du domaine ont été implémentés. Les phénoménes d’émission et de dé-
pot sont définis avec plus de précision et un degré de spécification plus élevé. Il s’agit donc d’un
modéle presque intermédiaire entre un modéle jouet comme le 1L.95-GRS et un CTM complet. Un
des avantages du QG-Chem est qu’il a été développé avec ’Object Oriented Prediction System
(OOPS), ce qui lui permet d’étre facilement pris en main par d’autres utilisateurs voulant tester
de nouvelles méthodes d’assimilation de données.

Cependant, on peut se demander dans quelle mesure ce modéle n’est pas déja trop complexe
pour répondre & 'objectif recherché d’avoir un modeéle d’ordre réduit simple pour tester des mé-
thodes d’assimilation de données. En effet, le passage d’un modele avec 240 variables & un modéle
avec 12416 variables (16 x 8 points de grille et 97 espéces chimiques) pour le QG-Chem amplifie
grandement le temps de calcul numérique du modéle. Ceci est d’autant plus vrai que le pas de
temps d’intégration du L95-GRS a été fixé & 1h, avec la possibilité d’adapter ce dernier pour le
réduire jusqu’a 10 min, alors que le pas de temps d’intégration du QG-Chem est de 10 min avec la
possibilité de le réduire jusqu’a 7s. Ces différences expliquent notamment pourquoi les expériences
d’assimilation de données effectuées avec le QG-Chem se réduisent & quelques cycles de 24 h, tandis
qu’il est possible avec le L95-GRS d’effectuer 100000 cycles d’assimilation (voir 4.4), permettant
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d’étudier la stabilité et robustesse du systéme.

Meéme si la complexité du QG-Chem reste inférieure & celle d’un systéme opérationnel, elle
est suffisante pour que les auteurs se soient placés dans des contextes simplifiés dans le cadre de
leur étude. Notamment, le modéle n’est utilisé qu’en tant que CTM, avec une météorologie non
perturbée, ce qui implique que seule de la chimie stable est modélisée. Cette stabilité impacte
particulierement le NO, dans les expériences sans erreur modele. De plus, certaines expériences
d’assimilation de données ont été effectuées sans avoir de transport par le vent, en se concentrant
uniquement sur la chimie. Le modéle, initialement tridimensionnel, devient alors une collection de
modeéles 0D.

Le choix par les auteurs de ces simplifications montre la difficulté de créer des modéles jouets
adaptés a I’évaluation de méthodes d’assimilation de données. Un équilibre entre réalisme, com-
plexité numérique et complexité des phénoménes physiques intervenant dans le modéle doit étre
trouvé. Le choix assumé du QG-Chem s’est alors porté sur le réalisme du modéle de chimie atmo-
sphérique choisi, quitte a réduire la complexité du couplage avec la météorologie dans leur étude.
Cela démontre la modularité du QG-Chem qui offre la possibilité de se focaliser sur un phénomeéne
physique, choisi comme centre d’intérét d’une étude, en simplifiant certaines des autres caractéris-
tiques du modéle.



CHAPITRE 4

Evaluation des méthodes EnVar 4D
itératives sur des modéles jouets
non-linéaires

Les modéles décrits dans le chapitre précédent ont été développés afin d’avoir des qualités
physiques, telles que la chaoticité ou la non-linéarité, faisant d’eux de parfaits bancs d’essai pour
I’application de méthodes d’assimilation de données. Ainsi, nous présenterons dans ce chapitre
I'évaluation de méthodes EnVar 4D, notamment l'iterative ensemble Kalman smoother (IEnKS) et
PTEnKF-Q, sur certains des précédents modéles.

La dynamique chaotique du Lorenz-95 (L95), d’abord sans puis avec erreur modéle, le couplage
proposé par le L95-T et la chimie non-linéaire du L.95-GRS présentent des difficultés variées qui
seront abordées dans cet ordre. Au cours de ce chapitre, nous validerons ainsi numériquement 1’algo-
rithme IEnKF-Q. De plus, différentes stratégies d’application de 'IEnKS sur un modéle faiblement
couplé de chimie-météorologie seront mises en avant et testées. Enfin, les qualités du L95-GRS, en
tant que modéle jouet pour tester les méthodes d’assimilation de données dans un contexte avec
chimie non-linéaire, seront vérifiées.

L’application de 'TEnKF-Q sur le 195, présentée dans la section 4.2, est tirée de Sakov et al.
(2017, soumis) que nous avons soumis au cours de la thése, et celle de 'IEnKS sur le L95-GRS,
présentée dans la section 4.4, est quant a elle tirée de Haussaire et Bocquet (2016), article qui a été
publié durant la thése.
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4.1 Expériences préliminaires sur le L95

Nous présenterons dans cette section des résultats provenant de Bocquet et Sakov (2013) et
Bocquet (2016), qui comparent tour & tour les performances de l’ensemble Kalman filter (EnKF)
(dans son implémentation ensemble transform Kalman filter (ETKF)), de ’ensemble Kalman smoo-
ther (EnKS), du 4D-Var et de 'IEnKS dans des contextes plus ou moins linéaires, en filtrage ou en
lissage, avec ou sans localisation ainsi qu’avec ou sans estimation de paramétres. Ceci représente
donc un large éventail de cas de figure qui sont tous permis par le L95, ce qui prouve encore une fois
sa qualité en tant que modéle jouet. Chacune de ces expériences seront de type observing system
simulation ezperiment (OSSE), autrement appelées expériences jumelles. On engendre une trajec-
toire avec un modeéle, que ’on considére comme la vérité. On crée alors des observations vérifiant les
statistiques de R en perturbant cette trajectoire. Enfin, on perturbe la condition initiale, en utili-
sant potentiellement également un modéle erroné, et on essaie d’obtenir une analyse la plus proche
de la vérité possible en assimilant les observations précédemment engendrées. Pour estimer la qua-
lité de 'analyse, on la compare & la vérité en calculant une racine de U'erreur quadratique moyenne
(RMSE), de filtrage ou de lissage, selon les formules (2.162) et (2.163) respectivement. Dans les
expériences que nous montrerons dans tout ce chapitre, 10° cycles d’assimilation de données ont
été calculés, de telle sorte que les statistiques obtenues aient bien convergé.

4.1.1 Inter-comparaison 4D-Var, EnKS et IEnKS

Dans cette expérience, le modéle est observé tous les At = 0.05 et toutes les n = 40 variables
sont observées, avec une variance de 1, de telle sorte que la matrice des erreurs d’observation soit
R = 149. Ainsi, aprés assimilation de données, I’analyse doit fournir une RMSE inférieure & environ
1, sinon les observations sont considérées comme une meilleure estimation que 'analyse (du moins
l1a ou le modeéle est observé). Par ailleurs, nous rappelons que le modéle est chaotique, avec 13
exposants de Lyapunov positifs et 1 nul, si bien que si 'on part d’une condition initiale erronée,
on diverge rapidement de la veérité (voir Fig.3.2). Les méthodes ensemblistes, EnKS ou IEnKS,
utilisent un ensemble de taille m = 20, de telle sorte qu’il n’est pas nécessaire de recourir & de la
localisation mais de l'inflation est implicitement utilisée via le finite-size (voir 2.4.5.2).

Les RMSEs de ’expérience d’assimilation de données avec 'EnKS, le 4D-Var, 'IEnKS single
data assimilation (SDA) S = 1, 'TEnKS SDA S = L et 'IEnKS multiple data assimilation (MDA)
S =1, en filtrage et en lissage, en fonction de la longueur de la fenétre d’assimilation de données
L (en unité de At), sont montrées sur la Fig.4.1 (Bocquet et Sakov, 2013). On rappelle qu’en
filtrage, ’EnKS donne un résultat strictement équivalent a PEnKF (ici sous sa forme ETKF) qui
ne dépend donc pas de la longueur de la fenétre d’assimilation. La seule évolution que montre la
courbe correspond & un bruit statistique dont 'amplitude n’est pas représentative d'une quelconque
évolution. Par ailleurs, I'inflation des méthodes ensemblistes est optimisée pour fournir le meilleur
résultat possible. La matrice des erreurs d’ébauche du 4D-Var est prise diagonale et la valeur des
coefficients est optimisée pour chaque longueur de fenétre afin d’obtenir le meilleur résultat. Pour
le 4D-Var en lissage, la RMSE optimale au sein de la fenétre est montrée. Elle n’est donc pas
nécessairement calculée & 'extrémité de la fenétre.

On voit que pour de courtes fenétres d’assimilation (L < 20), 'EnKS bat le 4D-Var aussi bien en
filtrage qu’en lissage. Ceci s’explique par le fait que 'EnKS propage les erreurs entre chaque analyse
tandis que le 4D-Var se contente de propager un unique état optimal. En revanche, la tendance
s’inverse pour de plus longues fenétres (L > 20), grace a ’analyse variationnelle du 4D-Var au sein
de la fenétre, o les non-linéarités s’amplifient avec la longueur.
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FI1GURE 4.1 — RMSEs en fonction de la longueur de la fenétre d’assimilation de données (en unité
de At = 0.05), pour différentes méthodes d’assimilation. Le pas de temps entre deux observations
est At = 0.05. A gauche, RMSEs de filtrage, & droite de lissage. Figure issue de Bocquet et Sakov
(2013).

On remarque que U'TEnKS, aussi bien en SDA qu’en MDA, donne des résultats nettement
meilleurs que 'EnKS ou le 4D-Var. Pour de courtes fenétres, le SDA est meilleur que le MDA.
Cependant, ce dernier devient nettement supérieur pour de longues fenétres. Enfin, pour de courtes
fenétres, 'option SDA S = L est sensiblement similaire au SDA S = 1, malgré un coup de calcul
bien moindre. En effet, a partir d’une fenétre de taille 15A¢ = 0.75, soit prés de deux fois le temps
de doublement, 1’ébauche utilisée est issue d’une propagation sur une telle longueur qu’elle n’est
pas de bonne qualité. Il est important de préciser que I'lEnKS n’a besoin en moyenne que de deux
propagations de I’ensemble dans la fenétre lors de la minimisation pour atteindre 'optimum. Ainsi,
le cotit de calcul qu’il représente n’est pas prohibitif dans ce cas 1a.

Lorsque 'on observe tous les At = 0.05, le modéle apparait comme faiblement non-linéaire. Il est
donc possible de jouer sur ce degré de non-linéarité en diminuant la fréquence des observations, ¢’est-
a-dire en augmentant le temps entre deux jeux d’observations. Ainsi, dans I’expérience suivante,
At = 0.2 a été choisi et les autres paramétres sont par ailleurs restés fixés. Les résultats sont montrés
sur la Fig.4.2. La supériorité du 4D-Var sur 'EnKS dans les cas non-linéaires est encore une fois
mise en évidence et amplifiée ici. Les conclusions précédentes quant aux performances de 'IEnKS
dans ses diverses configurations, relativement aux deux autres méthodes, tiennent toujours.

4.1.2 Expérience avec estimation de paramétres

Un des objectifs de ’assimilation de données, comme exprimé dans le chapitre 1, est d’estimer
des parameétres méconnus des modeéles. Un des paramétres importants du L95 est le forcage F', dont
la valeur impacte fortement la dynamique du modéle. Aussi est-il intéressant d’essayer de I'estimer
en méme temps que les variables du modéle.

Une méthode simple pour estimer les parameétres d’un modéle avec des méthodes d’assimilation
de données est d’utiliser un formalisme d’état augmenté. L’intérét de cette méthode est synthétisé
dans (Ruiz et al., 2013). Si on note 6 € R? le vecteur des parameétres a estimer conjointement au
vecteur d’état x € R™, alors on augmente 1’état pour former

z:<z>eR”+q, (4.1)
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FIGURE 4.2 - RMSEs en fonction de la longueur de la fenétre d’assimilation de données (en unité
de At = 0.2), pour différentes méthodes d’assimilation. Le pas de temps entre deux observations
est At = 0.2. A gauche, RMSEs de filtrage, & droite de lissage. Figure issue de Bocquet et Sakov
(2013).

dans D'espace joint des états et des paramétres. Il est également nécessaire de définir un modéle de
propagation pour les paramétres. Un premier choix simple peut alors étre de prendre le modéle de
persistance, c’est-a-dire @y, 1 = 0.

A nouveau, Bocquet et Sakov (2013) ont fait une OSSE dans ce contexte, oti la vérité est en-
gendrée avec une forcage F' = 8 et ol les membres de 'ensemble sont initialisés avec une valeur
7T+e ou e~ N(0,0.1). Ainsi, la valeur moyenne de l’ensemble est biaisée et la méthode d’as-
similation de données doit permettre de diagnostiquer la bonne valeur du parameétre, sachant que
celui-ci n’est pas observé et qu’il n’agit que lors de la propagation du modéle. Notons que la dis-
tinction entre RMSE de filtrage et de lissage pour le paramétre ne s’applique pas ici, étant donné
que l'on utilise le modéle de persistance et que le vrai paramétre est fixe. L’intégralité des autres
paramétres de ’expérience sont gardés identiques au cas précédent et le pas de temps entre les
observations est At = 0.05.

Les courbes des valeurs analysées du paramétre pour 5000 pas de temps (aprés spin-up), ainsi
que les performances des différents algorithmes, sont tracées sur la Fig. 4.3. On y voit que 'IEnKS
est toujours meilleur que PEnKS et le 4D-Var dans ce cas. En ce qui concerne les performances des
différents algorithmes sur I’état, elles ne sont que trés peu impactées par I'estimation conjointe de
la valeur du parameétre de forgage et ressemblent donc a la Fig.4.1. Différentes configurations, ol
le parameétre évolue en fonction du temps, ont également été testées dans Bocquet et Sakov (2013)
et ont mené aux mémes conclusions, bien que le modéle de propagation pour les paramétres soit
dans ces cas la erroné.

On a donc illustré avec cette expérience, d’une part la capacité du L95 a servir de modéle jouet
pour 'estimation de paramétres, d’autre part 1'utilité des méthodes d’assimilation de données pour
I’estimation des paramétres et enfin la supériorité de 'TEnKS face au 4D-Var et & 'EnKS dans ce
contexte également.

4.1.3 Expérience avec localisation

Si on diminue le nombre de membres de I’ensemble sous la taille de ’espace instable du L95, ’en-
semble est trop petit pour empécher la divergence du filtre. Il faut alors recourir & de la localisation
(voir, par exemple, Bocquet et Carrassi, 2017).
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FIGURE 4.3 — A gauche : valeurs du paramétre en fonction du temps (en unité de At) pour différents
algorithmes d’assimilation de données. A droite : RMSEs de filtrage et de lissage en fonction de la
longueur de la fenétre d’assimilation de données (en unité de At = 0.05), pour différentes méthodes
d’assimilation. Le pas de temps entre deux observations est At = 0.05. Figure tirée de Bocquet et
Sakov (2013)

Comme on ’a vu dans la section 2.5.2, application de la localisation sur les schémas de type
EnVar 4D n’est pas évidente. Une premiére facon de procéder est de propager totalement les matrices
de localisation, ce qui n’est pas du tout applicable en réalité car beaucoup trop coliteux et contre-
productif. Cependant, 'intérét d’utiliser un modéle d’ordre réduit est précisément de pouvoir tester
ces méthodes qui fournissent alors une référence optimale vers laquelle tendre. Nous avons également
& notre disposition, dans le cas d’une localisation par domaines, les algorithmes de localisation par
domaines statiques et covariants présentés dans la section 2.5.3.3.

Dans cette expérience, tirée de Bocquet (2016), les méthodes avec localisation utilisent un
ensemble de taille m = 10, tandis que 20 membres sont gardés quand aucune localisation n’est
appliquée. Les résultats sont présentés sur la Fig.4.4. Les notations utilisées pour les différentes
courbes sont :

— Ry : EnKS global ;

— Ry : IEnKS global ;

— Rg3 : TEnKS local avec propagation compléte des matrices de localisation. Cas de référence
non applicable sur des gros modéles;

— DL : IEnKS avec localisation par domaines statiques;

— DLy : IEnKS avec localisation par domaines covariants ;

— DL3 : EnKS avec localisation par domaines statiques (standard pour 'EnKS);

— CL; : IEnKS avec localisation des covariances en utilisant la propagation de 15 modes a
travers la fenétre. Le choix de 15 est tel que ce soit légérement supérieur a la taille de ’espace
instable.

On voit que la localisation permet de réduire la taille de ’ensemble tout en empéchant la
divergence du filtre et en obtenant des scores similaires au cas global, comme la comparaison
des courbes R; et DLj3 le montre. On voit également que ’approche naive de localisation par
domaines statiques DL; marche pour des courtes fenétres, mais échoue pour de plus grandes,
comme on pouvait le prévoir. Il en va de méme de la localisation covariante avec un nombre limité
de modes, pour laquelle la chaoticité du modéle pose probléme. Enfin, on remarque que ’advection
des domaines de localisation DLy fournit un résultat proche de la référence optimale Rs.
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FIGURE 4.4 - RMSEs en fonction de la longueur de la fenétre d’assimilation de données (en unité
de At = 0.05), pour différentes méthodes d’assimilation globales et locales. Le pas de temps entre
deux observations est At = 0.05. A gauche, RMSEs de filtrage, a droite de lissage. Figure tirée de
Bocquet (2016).

4.2 Expériences avec erreur modéle sur le L95

A la suite du développement de I'IEnKF-Q, présenté dans la section 2.5.4, des expériences
ont été menées dans Sakov et al. (2017, soumis) sur le L95 afin de valider numériquement ses
performances. Nous rappelons que nous nous plagons ici dans le contexte de l'iterative ensemble
Kalman filter (IEnKF), a savoir que L = 1 dans cette section.

L’erreur modéle est incorporée dans la vérité par ajout d’un bruit stochastique de variance Q
aprés la propagation sur l'intégralité de la fenétre d’assimilation de données. De cette maniére,
Perreur modéle utilisée dans les algorithmes va pouvoir étre en accord avec celle effectivement
appliquée sur la vérité.

Dans toutes les expériences de cette section, toutes les variables du 1.95 sont observées, avec
une variance 1, de telle sorte que R = I,_4. On moyenne & nouveau les RMSEs sur 10° cycles
d’assimilation de données et on diagnostique, pour chaque expérience, 'inflation optimale parmi
Pensemble {1,1.02,1.05,1.1,1.15,1.2,1.25,1.3,1.4,1.5,1.75,2,2.5,3,4}. On n’utilise pas le finite-
size dans ces expériences. On fixe le paramétre mg = 41 pour I'TEnKF-Q, pour que X9 soit une
racine exacte de Q, éventuellement de rang plein, et afin de mettre en avant tout le potentiel de
I'IEnKF-Q.

4.2.1 Base de comparaison

Avant de montrer les résultats de 'TEnKF-Q, nous présentons d’abord les méthodes auxquelles
on va le comparer. Dans la section 2.4.5.3, nous avons présenté comment incorporer dans I’ébauche
de I'inflation additive, de maniére stochastique selon la formule (2.95) ou de maniére déterministe
selon la formule (2.102). Nous appliquerons ainsi ces deux méthodes sur un ETKF afin de définir
respectivement 'EnKF-Rand et 'EnKF-Det. Ces mémes incorporations de ’erreur modéle peuvent
étre appliquées avec 'lEnKF pour former les méthodes heuristiques IEnKF-Rand et IEnKF-Det.
Nous précisons que dans ce cas, I’état x¢ et les anomalies Xy & un instant ¢, qui sont utilisés dans
ces formules, sont issus de la propagation de I’ensemble lissé & ¢ — 1, obtenu par assimilation de
I’'observation au temps t.

Le découplage de ’analyse de 'EnKF-(Q) suggére que 'lEnKF devrait utiliser la matrice R +
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HQH? a la place de R dans son analyse. Cependant, aucune différence de performance n’a été
observée en appliquant cette modification.
Par ailleurs, 'TEnKF-Rand conduit & une matrice de covariance des erreurs d’analyse suivant

P* ~EMP*M" + Q] (4.2)
~Q + MP'MT
~1
~ MP'MTHT [R FH(Q+ MPfMT)HT} HMPMT, (4.3)

tandis que 'IEnKF-Q conduit aux erreurs
P* =Q + MP'M"
-1
—(Q + MP'MT)HT [R +H(Q+ MPfMT)HT} H(Q + MP'MT).  (44)

Ces deux expressions, bien que différentes, sont trés similaires. Ainsi, 'TEnKF-Rand peut étre
considéré comme une bonne approximation de 'IEnKF-Q. Par ailleurs, I’équation (4.2) fournit
I’expression exacte de P? pour 'IEnKF-Det si la taille de I’ensemble m est strictement plus grande
que la taille de 'espace des états n. Cela explique que, sous cette hypothése, les résultats de
I'TEnKF-Det et de 'TEnKF-Q puissent étre similaires.

4.2.2 Impact de la non-linéarité

Dans cette premiére expérience, la taille de la fenétre d’assimilation de données est variée, pour
vérifier I'impact de la non-linéarité sur les performances des différentes méthodes. On fixe la taille
de 'ensemble & m = 20. La matrice de covariance de ’erreur modeéle vaut Q = 0.017T,, ot T est
Iintervalle entre deux jeux d’observations. Elle est donc proportionnelle a la longueur de la fenétre
d’assimilation de données. Etant donné que l’erreur modéle est incorporée a l'issue de I'intégration
sur I’ensemble de la longueur de la fenétre, cela signifie que 'erreur modéle par unité de temps
reste constante. Méme si cette valeur de Q est deux ordres de grandeur plus faible que celle de R
quand T =1, elle est raisonnable. En effet, I’écart type du bruit ajouté a chaque pas de temps est
de 0.1, & mettre en regard d’'une RMSE d’environ 0.2 pour les résultats présentés pour 'ETKEF a
la Fig.4.1.

La Fig.4.5 compare les performances des EnKFs, des IEnKFs et de 'lEnKF-Q en fonction
de T, le temps entre deux jeux d’observations. A partir de 7' = 3, les méthodes itératives battent
nettement les EnKFs, du fait de la non-linéarité croissante. Pour toutes les valeurs de T, 'TEnKF-Q
fait mieux que les IEnKF-Rand et IEnKF-Det, y compris pour 7' = 1. La raison est que I'lEnKF-
Q utilise un ensemble augmenté de taille m + m, durant la minimisation, alors que les autres
méthodes n’ont accés qu’a un ensemble de taille m. Cet avantage décroit logiquement quand la
taille de I’ensemble m est augmentée (voir 4.2.4).

La Fig. 4.6 reproduit avec les mémes jeux de paramétres ’expérience de la Fig. 4 de Raanes et al.
(2015). Notre EnKF-Rand et EnKF-Det correspondent respectivement a leurs Add-Q et SQRT-
CORE. La seule différence est que Raanes et al. (2015) ajoutent de lerreur modéle de variance
[QJi,; = 0.05 (eXp [—d(i — j)2/30] + 0.16i7j) aprés chaque intégration du modele, plutot que T fois
cette valeur ajoutée une unique fois & la fin de l'intégration sur la totalité du cycle. On a noté ici
d(i,7) = min(|i — j|,40 — |i — j|). Comparée a la Fig. 4.5, la taille de I’ensemble a été augmentée a
30, et I'erreur modéle est plus importante et spatialement corrélée. Cette hausse de I’erreur modéle
accentue 'avantage de 'IEnKF-Q sur les autres méthodes. Les filtres non-itératifs présentent des
résultats qui paraissent relativement meilleurs griace a 'augmentation de la taille de ’ensemble.
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4.2.3 Impact de Pamplitude de ’erreur modéle

Dans cette expérience, 'amplitude de 'erreur modéle g, telle que Q = ¢T'1,,, est variée sur une
large plage de valeurs dans un cas faiblement non-linéaire et fortement non-linéaire. Tous les tests
utilisent un ensemble de taille m = 20 et deux tests complémentaires avec m = 41, afin que les
matrices soient de rang plein, sont montrés pour 'lEnKF-Det et 'IEnKF-Q.

La Fig.4.7 montre les performances des différents algorithmes dans le cas faiblement non-
linéaire, c’est-a-dire avec T = 1. Pour de petites erreurs modéle, ¢ < 3 - 1073, tous les schémas
sont presque indiscernables. Pour de plus grandes valeurs de ¢, 'IEnKF-Q commence & dépasser les
autres méthodes et pour ¢ > 5-1072, les méthodes itératives IEnKF-Rand et IEnKF-Det dépassent
leurs équivalents non-itératifs. Etonnamment, "'TEnKF-Det et 'TEnKF-Q avec m = 41 donnent des
résultats trés similaires, avec un trés léger avantage de 'IEnKF-Q pour les trés grandes valeurs de
q.

Bien qu’étonnant, ce résultat est conforme & ce que prédit la théorie. En effet, le découplage
montre que 'analyse en lissage des deux méthodes est strictement équivalente dans ce cas. Le
filtrage quant a lui est différent, méme si trés proche. Celui de 'IEnKF-Q) est fourni par l'équation
(2.158) et celui de 'TEnKF-Det correspond simplement au premier terme de cette expression. En
ce qui concerne les anomalies analysées, on a vu avec les équations (4.2) et (4.4) qu’elles étaient
trés proches, sauf peut-étre précisément quand Q est grand.

Dans le cas fortement non-linéaire de la Fig.4.8, les algorithmes non-itératifs ne sont plus
capables de contraindre le modéle. Les algorithmes itératifs quant & eux donnent des résultats
similaires a 'IEnKF-Q jusque des valeurs ¢ < 2- 1072 avec un ensemble de taille m = 20 et ¢ <
21072 avec m = 41. Cependant, pour de fortes valeurs de ¢, ils perdent en stabilité et ne réussissent
pas & achever les 10° cycles d’assimilation de données requis. On remarquera également que pour
une treés forte erreur modele ¢ = 0.5 (Q = 5I,,), VIEnKF-Q produit des résultats similaires que ’on
utilise m = 20 ou m = 41, avec une RMSE d’environ 0.94, nettement inférieure & "amplitude de
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Ierreur modele d’environ 2.2, et méme inférieure & 'erreur d’observation. Ceci est probablement
dt a ’analyse variationnelle qui explore I'ensemble de 'espace des états étant donné que m, = 41
et que, dans ce régime, il y a assez peu de dépendance en X .

4.2.4 Impact de la taille de ’ensemble

Dans cette expérience, la taille de I'ensemble est variée dans un cas faiblement non-linéaire
(T = 1, Fig.4.9) et fortement non-linéaire (T' = 10, Fig.4.10). L’erreur modéle est & nouveau
fixée & Q = 0.017T,. Conformément aux résultats des expériences de la section précédente, on
remarque que les méthodes non-itératives ne fonctionnent pas correctement dans les cas fortement
non-linéaires. L’IEnKF-Q bat les autres méthodes quand la taille de ’ensemble est faible, mais
PTEnKF-Det est & nouveau trés similaire lorsque I’ensemble est grand. L’avantage de 'TEnKF-Q
est probablement da au fait qu’il recherche ’analyse optimale dans un sous-espace plus grand.

4.2.5 Impact de la localisation

Dans ces expériences, qui ne sont pas publiées dans Sakov et al. (2017, soumis), nous validons
I’algorithme 9 en observant I'impact de la localisation quand la taille de I’ensemble est réduite.
Nous utilisons ici la localisation par domaines covariants. Cette derniére ne présente d’intérét pour
ces expériences que lorsque la non-linéarité est grande.

Nous reprenons dans un premier temps la configuration utilisée pour la Fig. 4.5, dont nous ne
conservons que la courbe de PTEnKF-Q global qui utilise m = 20 membres, et nous ajoutons une
courbe pour I'TEnKF-Q local avec m = 10 membres. Les résultats sont tracés sur la Fig.4.11.
Nous remarquons que dans tous les régimes de non-linéarités, 'IEnKF-Q localisé avec un plus petit
ensemble produit de meilleurs résultats que son homologue global avec un plus grand ensemble.

Nous reproduisons également la configuration utilisée pour la Fig.4.7, dont nous ne conservons
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pour 'ITEnKF-Q global (m = 20) et local (m = 10). Q = 0.017'L,.

que les courbes de 'TEnKF-Q global qui utilisent m = 20 et m = 41 membres, et nous ajoutons une
courbe pour 'IEnKF-Q local avec m = 10 membres. Les résultats sont tracés sur la Fig.4.12. Les
performances de 'TEnKF-Q) localisé sont comprises entre celles de 'TEnKF-Q) global avec m = 20 et
m = 41, sauf pour de trés petites amplitudes d’erreur modéle ou I'algorithme localisé est 1égérement
moins efficace.

Ces deux expériences valident donc la qualité de la localisation appliquée a 'lEnKF-Q. L’al-
gorithme utilisé, qui a été dérivé empiriquement en combinant les algorithmes de I'TEnKS local et
de 'TEnKF-Q global, s’avére efficace pour réduire la taille de I’ensemble sans impacter les perfor-
mances.

4.2.6 Conclusion des expériences avec erreur modéle

Dans toutes les expériences présentées ici, les résultats de 'IEnKF-(Q sont meilleurs que ceux des
EnKFs et des IEnKFs adaptés pour tenir compte de erreur modéle, & I'exception de 'TEnKF-Det
qui donne des résultats équivalents dans des régimes faiblement non-linéaires ou lorsque I’ensemble
est suffisamment grand. La supériorité de 'lEnKF-() dans les cas faiblement non-linéaires est
étonnante étant donné que le minimum de la fonction de cotit est atteint en une unique itération
ce qui est censé limiter 'intérét des méthodes itératives. Cela est dii au recours aux anomalies
d’ébauche augmentées dans ’analyse.

Nous rappelons que ’erreur modéle considérée ici était additive. En fonction de la nature de
I'erreur modéle, d’autres méthodes peuvent étre envisagées. Par exemple, si la nature de 'erreur
modéle se manifeste sous la forme d’un biais systématique, Emili et al. (2016) présentent un algo-
rithme, équivalent & celui de Piccolo et Cullen (2016), qui permet de 'estimer et ainsi débiaiser les
prévisions.
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4.3 Reésultats sur le L95-T

Dans cette section, nous évaluerons I'IEnKS sur le L95-T. Nous commencerons par présenter les
résultats d’expériences avec estimation de paramétres issues de Bocquet et Sakov (2013). L’intérét
de l'adjonction d’un traceur au L95 est toutefois de permettre de tester le comportement des
méthodes d’assimilation de données face au transport des concentrations par la météorologie. A
cette fin, nous varierons dans un premier temps ’amplitude du transport, puis nous nous placerons
dans un contexte offline et étudierons 'impact du passage d’un couplage fort & un couplage faible
sur les performances de I'IlEnKS.

Toutes les expériences présentées dans cette section utilisent S = 1.

4.3.1 Estimation de paramétres

Des expériences d’assimilation de données similaires a celles réalisées sur le L95 ont été effectuées
sur le L95-T, a nouveau dans Bocquet et Sakov (2013). L’intégralité des 80 variables est cette fois-ci
assimilée, avec la méme variance R = Igg, tous les At = 0.05. Les valeurs de référence d’émission
E =1 et de dépot A = 0.1 sont utilisées. Le finite-size est appliqué pour ne pas avoir & optimiser
Iinflation. De plus, les paramétres de forcage F' et d’émission E ont été estimés conjointement. Un
probleme avec ce modéle vient de la nécessité de garder ¢, , 1 E et F positifs. Une solution de
facilité est de seuiller les concentrations et parameétres négatifs aprés 'assimilation en les mettant
a 0. Malheureusement, cette méthode est sous-optimale car elle rompt la gaussianité et induit un
biais positif. Une autre solution est d’appliquer une anamorphose en utilisant le logarithme des
concentrations et parameétres, qui sont alors définis sur R. Bocquet et Sakov (2013) remarquent ce-
pendant que I’anamorphose sur les concentrations n’est pas nécessaire et se contentent de considérer
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le vecteur d’état

[a:h...,:1:39,0%,...,0397%,lnF,lnE]T. (4.5)

Ils précisent que ’anamorphose sur F' n’est pas non plus nécessaire mais qu’elle permet de définir
des statistiques homogeénes sur les parameétres, notamment une RMSE dont la formule peut alors
etre

RMSE = \/;(ln F2 —1In F%)2 + %(ln E2 —1In EY)2, (4.6)
ou F*=8et E* = 1.

Les résultats en lissage et en filtrage, pour différents algorithmes d’assimilation de données,
et pour le vent et les concentrations, sont montrés sur la Fig.4.13. On remarque dans un premier
temps que les scores sur le vent sont meilleurs dans ce contexte que dans I’expérience sur le L95 seul,
malgré 'estimation de paramétres. Cela montre I'impact des observations des concentrations pour
I’estimation des vents et l'intérét du couplage. Par ailleurs, le nombre plus grand d’observations
peut expliquer la plus faible différence que I'on remarque entre 'IEnKS SDA et MDA.

Les résultats sur les parametres estimés par différents algorithmes sont représentés sur la
Fig.4.14. On y voit une fois de plus la supériorité de 'IEnKS sous ses différentes formes par
rapport au 4D-Var et & 'EnKS.

4.3.2 Reégimes d’émission et de dépot

Les coefficients de dépot A et d’émission F régissent la masse totale du traceur dans le domaine.
Leur ratio peut donner différents régimes dans la physique du modéle. Dans le cas de référence
précédent (E = 1,\ = 0.1), des bouffées de traceur peuvent traverser de longues distances avant
d’étre déposées. Ainsi les observations des concentrations de traceur en un point de grille donné
contiennent de l'information sur la force et la direction du vent en un point de grille différent,
plusieurs pas de temps dans le passé. Haussaire et Bocquet (2016) présentent une expérience pour
illustrer ce phénoméne. L’ordre de grandeur du coefficient de dépot A est varié, en méme temps
que le coefficient d’émission E, de telle sorte a garder le ratio E/\ constant. De ce fait, les ordres
de grandeur des concentrations restent inchangés, et garder une matrice des erreurs d’observa-
tion constante au cours de l'expérience ne change alors pas l'erreur relative des observations des
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concentrations.

Les RMSEs de filtrage des concentrations et du vent sont tracées sur la Fig.4.15, en fonction
du coefficient de dépot. Dans cette expérience, on a utilisé 'IEnKS SDA avec L = 0 (équivalent a
un ETKF, dans sa formulation maximum likelihood ensemble filter (MLEF)) et L = 15.

Pour des petites valeurs du dépot, la RMSE reste relativement constante pour le vent et les
concentrations, proche du cas de référence (A = 0.1; ' = 1). Cependant, dés que A > 1, le vent n’a
plus le temps de transporter le traceur sur des distances suffisantes. Les observations de concen-
tration contiennent alors moins d’information sur le vent et la RMSE sur le vent augmente en
conséquence. Parallélement, 'absence de transport du traceur réduit 'impact négatif de la disper-
sion par le vent et rend l'estimation des concentrations plus facile, notamment car le traceur est
stable. Par ailleurs, I'intérét de la grande fenétre d’assimilation de données L = 15 est amplifié
avec des petits coefficients de dépot car le traceur est advecté plus loin dans 'espace. Comme déja
mis en avant, les observations des concentrations contiennent de I'information sur le vent dans le
passé, avant que le traceur ne soit advecté par ces vents. On a ainsi vérifié ’avantage des méthodes
variationnelles développées sur une longue fenétre par rapport a 'EnKF dans ce contexte.

4.3.3 Stratégies pour des modéles faiblement couplés

Nous rappelons dans un premier temps la distinction entre un modeéle offline et un modéle
online. Pour un modéle comme le L95-T tel qu’il a été présenté jusque maintenant, la météorologie
et le transport du traceur sont intégrés numériquement en méme temps. Il s’agit alors d’'un modéle
couplé online, ou modéle couplé de chimie-météorologie (CCMM). Toutefois, le 195 pourrait étre
intégré séparément. Les champs de vent seraient fournis en tant que données d’entrée au traceur
pour effectuer le transport. 1l s’agirait alors d’un modeéle offfine, tel un modéle de chimie-transport
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(CTM). Pour les modéles offline et online, nous avons donc deux sous-systémes qui communiquent,
a savoir le transport du traceur d'un c6té, la météorologie de 'autre. Dans le premier cas, on
parle de couplage faible, car il n’y a pas de rétroaction possible du traceur vers la météorologie.
Par opposition, on parle de couplage fort pour les modéles online. Si on applique de I’assimilation
de données sur un modeéle offline, les informations ne pouvant pas communiquer entre les deux
sous-systémes, les performances vont étre impactées.

Le L95-T fournit un cadre d’application simple pour tester les méthodes d’assimilation de
données dans des contextes offline et online. Le cas online correspond aux expériences présentées
aux sections précédentes. Pour le cas offline, on applique un IEnKS sur la partie L95 du modéle
avec une longueur d’assimilation L,,. Ceci nous fournit une estimation erronée des vents que nous
utilisons pour ’advection du traceur. Nous appliquons également un IEnKS avec une longueur de
fenétre d’assimilation de données L. sur les concentrations. Ainsi, les observations de concentrations
du traceur ne pourront pas aider & améliorer 'estimation du vent. De plus, les incertitudes sur le
vent constituent une source réaliste et tangible d’erreur modéle pour le sous-systéme du traceur.

On présente ici une série d’OSSEs ayant été effectuées sur le LI95-T offline. Les paramétres sont
identiques & ceux du paragraphe 4.3.1, ol on fixe les émissions et le dép6t aux valeurs de référence.
On précise que dans le cas offline, de Uerreur modéle est introduite par le découplage. Le finite-size
permet de corriger les erreurs d’échantillonnage en diagnostiquant une inflation optimale, mais cette
inflation ne corrige pas I'erreur modéle. Aussi est-il nécessaire d’ajouter de I'inflation multiplicative,
cette derniére ayant été optimisée pour minimiser la RMSE. L’intérét de conserver le finite-size en
plus de l'inflation multiplicative permet de quantifier séparemment les deux type d’inflations, celle
pour les erreurs d’échantillonnage et celle pour 'erreur modéle.

Nous avons plusieurs systémes offline présentés. Dans le premier, noté Offline 1a, on fournit le
vent analysé moyen a 'IEnKS sur le sous-systéme du traceur, aussi bien pour I'analyse que pour
la propagation. Dans cette référence, on choisit L. = L,,. Dans une deuxiéme variante, nommeée
Offline 1b, les vents moyens issus d’'un ETKF sont fournis, c¢’est-a-dire L,, = 0, et on fait varier L.
La troisiéme possibilité (Offline 1¢) prend les vents moyens issus d’un TEnKS avec un L,, donné et
un ETKF est appliqué sur le traceur, c’est-a-dire L. = 0 et L,, varie.

Dans une derniére variante offline, appelée Offline 2, les vents moyens issus d’un IEnKS sont
utilisés pour ’étape d’analyse de I’assimilation de données sur le traceur, tandis que I’ensemble des
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FiqurEe 4.16 — RMSEs des expériences d’assimilation de données avec 'IEnKS sur le L95-T, en
fonction de la longueur de la fenétre d’assimilation de données (en unité de At = 0.05). Les figures
du haut représentent les RMSE de filtrage, celles du bas de lissage. Les scores sur les variables du
vent sont a gauche ( Wind), tandis que les scores sur les concentrations sont & droite. Le cas L =0
correspond a UETKF. Figure tirée de Haussaire et Bocquet (2016).

vents analysés est utilisé pour ’étape de propagation. Si la dispersion de I’ensemble des vents est
représentative de l'incertitude sur la météorologie, on peut alors espérer que 1’erreur modéle soit
proprement comptabilisée lors de I’étape de propagation. Dans cette variante, on prend a nouveau
L. = Ly,.

Les résultats en fonction de la longueur de la fenétre d’assimilation de données, sur les vents et
les concentrations du traceur, en filtrage et en lissage, pour les différentes expériences offiline, sont
montrés sur la Fig.4.16. A titre de comparaison, une expérience online a également été effectuée et
est tracée sur la figure. Tout d’abord, on voit que le systéme online a un net avantage sur chacun des
systémes offline grace au transfert d’information entre les deux sous-systémes. Ce résultat est en
accord avec Semane et al. (2009) qui ont assimilé des observations réelles d’ozone stratosphérique.
Pour toutes les expériences offline, le vent ne peut pas tirer partie des observations d’ozone. Nous
nous concentrons désormais sur le traceur.

Nous insistons & nouveau sur le besoin de tenir compte de 'erreur modéle, soit en implémentant
une inflation multiplicative (en plus du finite-size), soit par le biais choisi par 'expérience Offline
2. Si ce n’est pas fait, le filtre diverge et une RMSE d’environ 0.65 est obtenue, ce qui correspond
4 une expérience sans assimilation de données (erreur climatologique).

Dans les cas avec inflation multiplicative Offline 1a, 1b, lc, le premier fournit une référence,
dont la RMSE diminue progressivement quand la longueur de la fenétre augmente. Cependant, la
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RMSE reste loin du cas online, car le vent utilisé est tout de méme moins bon.

Dans la configuration Offline 1b, ou le vent moyen est issu d'un ETKF (L,, = 0), la RMSE du
traceur en filtrage ne bénéficie pas de I'extension de la fenétre d’assimilation, tandis que le lissage
en profite pour de petites fenétres (jusqu’a L. = 2) avant de se dégrader. Cela est probablement da
& la dynamique stable et linéaire du transport, ainsi qu’a ’erreur modéle.

Dans le cas Offline 1c, I’assimilation de données sur le traceur consiste en un ETKF, tandis que
le vent s’améliore avec la longueur de la fenétre L,,. Ainsi, ’'amélioration que 1’on observe provient
de l'erreur réduite sur le vent. Dans cette configuration, le filtrage et le lissage sont identiques car
L.=0.

A la vue des deux résultats précédents, il apparait que amélioration que présentait le traceur
dans ’expérience Offline la provenait d’une meilleure estimation des vents au sein de la fenétre
d’agsimilation. Quand L. = L, grandit, 'analyse du traceur au sein de la fenétre bénéficie de
meilleurs vents lissés, ce qui explique I’amélioration plus importante que dans le cas Offline 1b, qui
n’utilise que les vents filtrés. On conclut donc qu'une longue fenétre d’assimilation de données est
inutile pour le transport offline étant donnée la dynamique linéaire et stable du systéme.

Dans 'expérience Offline 2, on prend en compte 'erreur modéle d’une part avec de I'inflation
mais surtout en ayant un ensemble de vents utilisé dans ’étape de propagation, ensemble supposé
représenter U'incertitude sur le champ de vent. Ceci est similaire a de la paramétrisation stochastique
ol les parameétres d’entrée des modéles sont différents pour chaque membre de ’ensemble de CTMs,
comme dans Constantinescu et al. (2007b) ou Wu et al. (2008). Cette expérience fournit de bien
meilleurs résultats, obtenus sans inflation pour le lissage et avec une inflation croissant avec L.
(allant jusqu’a 1.06 pour L. = 25) pour le filtrage.

Cette expérience montre 'intérét du L95-T pour tester des méthodes d’assimilation de données
offline et de paramétrisation de I’erreur modéle. Elle montre également les limites du recours a des
méthodes variationnelles sur des longues fenétres d’assimilation lorsque la dynamique est stable et
linéaire.

4.4 Assimilation de données sur le L95-GRS

L’intérét du L95-GRS par rapport au L95-T est d’introduire de la chimie non-linéaire et d’éva-
luer les performances des méthodes d’assimilation de données dans ce contexte. Des expériences
d’assimilation avec le 1.95-GRS ont donc été présentées dans Haussaire et Bocquet (2016). Nous
nous plagons avec les parametres décrits dans la section 3.3.1.4. Plus précisément, nous rappelons
que nous sommes en régime ROC-limité, méme si quelques expériences ont également été réalisées
en régime NO,-limité. Parmi ces expériences en régime NO,-limité, nous avons remarqué que ’as-
similation de données dans ce contexte est moins efficace pour estimer les concentrations de ROC,
et le contraire est vrai pour le NO,. Ceci s’explique probablement par le fait que les concentrations
de NO,, dans ce cas, controlent totalement le modéle alors qu’une erreur d’estimation des ROC n’a
que peu d’impact sur les autres espéces.

Le but de ces expériences est de prouver la richesse du L95-GRS en tant que modéle jouet
développé pour ’assimilation de données. Dans ces OSSEs, des observations sont tirées de la vérité
toutes les At = 6h et perturbées selon un bruit gaussien. L’écart type de ce bruit est choisi afin
de correspondre & environ 10% de la concentration moyenne sur le domaine. Concrétement, nous
avons choisi une matrice des erreurs d’observation de la forme R = oI avec 02 = 1 pour le vent,
en unité de Lorenz, o2 = 0.01 (ppb C)? pour le ROC, o2 = 0.16 ppb? pour le NO, 0> = 1ppb?
pour le NO,, 02 = 4ppb? pour le O, et 0 = 0.01 ppb? pour le S(N)GN. Quand une RMSE sera
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variables du L.95, notées Wind, sont montrées dans 1’'unité du Lorenz, les concentrations sont en
ppb (ppb C pour le ROC). Figure tirée de Haussaire et Bocquet (2016).

tracée, elle aura été normalisée par I’écart type de I'erreur d’observation. La taille de I’ensemble est
maintenue & m = 20.

4.4.1 Premiéres performances

On évalue la performance de 'lEnKS, avec différentes longueurs de fenétre, quand on n’assi-
mile qu'une partie des observations de concentration. Dans cette expérience, l'intégralité des 40
points de grille est observée pour le vent, tandis que seule une fraction d’entre eux est gardée pour
observer les concentrations. On choisit de répartir les observations des concentrations uniformé-
ment sur le domaine, de telle sorte que le nombre d’observations soit un diviseur de 40, a savoir
{1,2,4,5,8,10,20,40}.

Les RMSEs de filtrage sur les concentrations et le vent en fonction du nombre d’observations
sont tracées sur la Fig. 4.17. On voit que si on observe trop peu le systéme, ’état estimé est imprécis,
au point que 'ETKF diverge quand on n’observe les concentrations qu’en un point de grille. Méme
I'TEnKF (avec L = 1) ne réussit pas a estimer le S(N)GN mieux que erreur d’observation, en
moyenne sur le domaine.

Pour étre plus réaliste, nous ne garderons dans la suite des expériences que 8 observations, soit
1 tous les b points de grille. Dans ce contexte, on a fait varier plus largement la longueur de la
fenétre d’assimilation de données et nous présentons les RMSEs de filtrage et de lissage du vent et
des concentrations sur la Fig.4.18. On voit donc que méme si le modele est non-linéaire, I'IEnKS
peut prendre en compte ces non-linéarités grace a 'analyse variationnelle & l'intérieur de la fenétre.
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pour le ROC). Figure tirée de Haussaire et Bocquet (2016).
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Ainsi, les scores s’améliorent avec L en filtrage comme en lissage. Le S(N)GN est ’espéce la moins
bien estimée, probablement car elle est assez peu corrélée avec les autres espéces, a part le ROC,
et une erreur d’estimation du S(N)GN n’impacte pas les autres espéces.

4.4.2 Estimation de parameétres

Comme il a été expliqué au chapitre introductif, il y a de nombreuses sources d’incertitudes au
sein des CTMs et CCMMs, comme les conditions aux limites (Roustan et al., 2010), les champs
météorologiques (Dawson et al., 2007) ou les émissions de polluants et de leurs précurseurs (Cohan
et al., 2005). Le L95-GRS étant un modéle avec un domaine cyclique, il n’y a pas de conditions
aux limites pouvant étre estimées, mais les deux autres paramétres peuvent faire 'objet d’une telle
étude.

Nous utilisons un systéme augmenté, comme avec le L95-T, auquel on applique 'lEnKS pour
estimer conjointement les émissions de NO,, de ROC ainsi que le forcage F' du L95. L’état augmenté
contient donc 243 variables dans cette expérience. Les paramétres sont initialisés de la sorte :

— pour les émissions : I’ensemble est initialisé autour de la vérité par ’ajout d’un bruit gaussien

centré d’écart type 10% de la vérité ;

— pour F': I’ensemble est initialisé autour de la valeur F' = 7 par I’ajout d’un bruit gaussien

centré d’écart type 10% de la vérite.
Dans cette expérience, on a eu recours a 'ITEnKS MDA.

Comme pour le L95-T, l'estimation des variables n’est pas affectée par 'estimation conjointe
des paramétres. Ainsi, les RMSEs montrées sur la Fig. 4.18 tiennent toujours dans ce contexte. Les
valeurs estimées des parameétres en fonction du temps sont tracées sur la Fig.4.19. On voit que
seulement quelques jours sont nécessaires a la convergence vers la valeur du paramétre F', tandis
que quelques dizaines de jours sont requis pour que les émissions se stabilisent. Cela est di a la
forte sensibilité des variables de vent et de concentration vis-a-vis du parameétre F', qui controle
la chaoticité du modele, ainsi qu’au fait qu'il y ait un biais sur la valeur initiale de F. A la fin
d’une longue expérience d’assimilation de données, l'algorithme converge vers la bonne valeur du
paramétre avec une précision de ’ordre du pourcent. Le recours & une longue fenétre d’assimilation
permet d’améliorer I'estimation des paramétres et la régularité de la solution. Le cas L = 1 montre
que la méthode peut parfois converger vers une valeur biaisée pour une assez longue période.

Il pourrait étre envisagé d’estimer les coefficients de réaction chimique, par exemple la photo-
lyse du ROC. Cependant, nos tests ont montré la divergence du filtre dans ce cas la. Cela arrive
probablement car le taux de photolyse est égal & 0 la nuit. Ainsi, il est nécessaire de définir une
évolution a priori pour ce type de paramétres et éviter la divergence.

4.4.3 Localisation

Nous avons voulu vérifier que le L95-GRS se prétait a 'utilisation de méthodes de localisation.
Pour cela, nous avons utilisé le deterministic EnKF (DEnKF), présenté en section 2.4.2.1, en lui
appliquant une localisation par produit de Schur. L’intérét est que le DEnKF est efficace en terme
de complexité et la localisation par produit de Schur est facilement implémentable. Les RMSEs en
fonction de la taille de 'ensemble, avec et sans localisation, avec inflation et rayon de localisation
optimaux, sont montrés sur la Fig. 4.20. On voit que la localisation nous permet de réduire la taille
de I’ensemble en decad de 18 sans provoquer la divergence du filtre, méme si les scores se dégradent
pour de trés petits ensembles (N < 10).
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FIGURE 4.20 —
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4.5 Conclusions

Les modéles présentés au chapitre 3 ont été développés pour servir de bancs d’essai aux méthodes
d’assimilation de données. Au cours du présent chapitre, ils se sont avérés eflicaces a ce titre en
fournissant des contextes d’application variés, offrant des difficultés diverses. Le L95 permet en effet
de moduler le degré de non-linéarité et de proposer un contexte d’estimation de parameétres. De
plus, malgré sa petite dimension, il permet de tester et valider les méthodes de localisation. Cette
petite dimension offre également la possibilité de tester des expériences en contrainte faible, ou la
matrice de covariance de 'erreur modéle peut étre définie explicitement, y compris non-diagonale.
Outre la possibilité de tester l'estimation de paramétres, le L95-T permet particulierement de
vérifier 'impact du transport et du découplage du modéle sur ’assimilation de données. Enfin, la
performance de 'TEnKS sur un modéle non-linéaire de chimie atmosphérique peut étre validée sur
le L95-GRS, avant d’essayer de I’appliquer & un CTM complet.

Dans tous les cas testés, 'TEnKS s’est montré supérieur au 4D-Var ou a 'ETKF. L’analyse varia-
tionnelle itérative effectuée dans ’algorithme permet de bien tenir compte de la non-linéarité du mo-
déle ce qui lui donne un net avantage face a 'ETKF. De plus, la propagation des erreurs d’ébauche
grace a ’ensemble lui permet d’atteindre des performances supérieures au 4D-Var. L’IEnKF-Q), la
formulation en contrainte faible de 'IEnKS, s’est également avéré étre efficace pour prendre en
compte erreur modéle.

Néanmoins, ces modeéles jouets permettent également de montrer les limites des algorithmes
EnVar 4D, dont 'IEnKS est un archétype. Tout d’abord, la chaoticité du L95 empéche le recours
a un ITEnKS SDA avec S = L pour de trop grandes fenétres d’assimilation de données. Ce sont
pourtant des algorithmes similaires, comme le 4DEnVar, qui sont implémentés & I'heure actuelle
dans les centres opérationnels de Météo-France ou du Met Office. Ensuite, lors de 'application
de la localisation, le .95 a permis de montrer la nécessité de recourir a une localisation adaptée
des covariances 4D, en exhibant la sous-performance de la localisation par domaines statiques et
I'utilité des domaines covariants. Enfin, le L95-T a permis de mitiger 'impact de 'IEnKS dans un
contexte offline avec un modéle de traceur stable et linéaire faiblement couplé & de la météorologie.
Ce premier résultat, corroboré par des tests effectués sur le L95-GRS faiblement couplé (non pré-
sentés dans ce chapitre), peut tempérer 'intérét de 'application d’un algorithme EnVar 4D sur un
CTM opérationnel. On rappellera cependant que des résultats encourageants ont été obtenus sur
le L95-GRS fortement couplé. De plus, des différences majeures existent entre ce modéle simplifié
et un modeéle opérationnel. Tout d’abord, la non-linéarité du CTM sera vraisemblablement plus
importante, ce qui pourra rendre utile le recours & 'lEnKS. Enfin, 'hypothése de modéle parfait
ne tiendra plus du fait de 'erreur modéle associée a tout systéme réaliste.






CHAPITRE 5
Assimilation de données avec un modéle
de chimie-transport

L’objectif des expériences d’assimilation de données sur des modéles jouets, comme présentées
au chapitre précédent, est de tester dans un contexte simplifié de nouvelles méthodes avant de les
évaluer sur des modéles plus réalistes. Les résultats encourageants qui ont ainsi été obtenus sur
le L95-GRS nous ameénent a vouloir tester l'iterative ensemble Kalman smoother (IEnKS) sur un
modéle complet de chimie atmosphérique.

Pour ce faire, nous avons utilisé le modéle de chimie-transport (CTM) Polair3D de la plate-
forme Polyphemus (Mallet et al., 2007) pour simuler les concentrations d’ozone sur un domaine
européen. Nous allons donc tout d’abord décrire la simulation de référence qui a été utilisée et ses
performances par rapport aux observations d’ozone in situ disponibles. Ensuite, nous définirons les
parameétres optimaux pour 'application d’un localized ensemble transform Kalman filter (LETKF).
Les résultats fournis par le LETKF nous serviront de base de comparaison. Ils mettent en avant
un probléme d’erreur de représentativité des stations d’observation utilisées, erreur qui sera éva-
luée grace a de 'estimation de parameétres. Enfin, nous conclurons par des résultats d’expériences
avec 'lEnKS. Des premiers résultats exploratoires sont obtenus lors d’expériences synthétiques,
puis étendus au cas avec observations réelles. Nous nous sommes alors heurtés & des complications
a cause de la forte erreur modéle présente dans le systéme d’assimilation de données, que méme

I'IEnKF-Q n’arrive pas & prendre en compte.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont des travaux originaux et exploratoires, qui ont
fait ’objet d’un poster & 'EGU General Assembly 2016 et au Colloque National d’Assimilation de
données 2016.
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5.1 Simulation de référence avec Polair3D

5.1.1 La configuration du modéle

Pour notre simulation, nous avons utilisé le modeéle Polair3D de la plateforme Polyphemus (Mal-
let et al., 2007) sur 'année 2009 et simulons les concentrations d’ozone sur un domaine européen,
qui s’étend sur (9°0 — 24°E, 36°N — 59°N). Le modeéle est eulérien et la résolution horizontale du
maillage est fixée & 0.5° selon la latitude et la longitude ; 11 niveaux verticaux sont choisis, dont les
limites sont (0m,40m, 90 m, 180 m, 320 m, 600 m, 1000 m, 1400 m, 1900 m, 2400 m, 3000 m, 5000 m).

En ce qui concerne l'intégration numérique de I’équation du transport réactif par le modéle, un
splitting d’ordre 1 est effectué. Le transport par advection est résolu numériquement avec un schéma
direct space time (DST) d’ordre 3 et un limiteur de flux de Koren-Sweby. Quant & V'intégration de
la partie transport par diffusion turbulente et de la partie chimique, elles sont résolues avec un
Rosenbrock d’ordre 2 avec un pas de temps adaptatif de 10 min.

Pour chacune des configurations présentées au chapitre 1, des tests de performances ont été
effectués, tests qui nous ont permis de converger vers les paramétres présentés ici. Nous utilisons
donc la chimie de Carbon Bond 2005 (CB05) (Yarwood et al., 2005), sans le module d’aérosol, pour
diminuer le temps de calcul. Les champs météorologiques sont fournis par le modéle opérationnel
du Centre européen pour les prévisions météorologiques a moyen terme (CEPMMT), avec une
fréquence de 3h sur un domaine de résolution 0.25°. Les conditions initiales et aux limites sont
extraites des simulations globales du Model for OZone And Related chemical Tracers (MOZART),
dans sa version 2.0 (Horowitz et al., 2003). Pour les émissions, 'inventaire European Monitoring
and Evaluation Programme (EMEP) est sélectionné (Vestreng et al., 2004). 11 est complété par
des émissions biogéniques calculées avec le Model of Emissions of Gases and Aerosols from Nature
(MEGAN) (Guenther et al., 2006), grace aux données d’occupation des sols de la Global Land Cover
Facility (GLCF). On fixe le coefficient de diffusion horizontale & 100000 m2s~! et le coefficient de
diffusion verticale est déterminé en utilisant Louis (1979). La modélisation du dépot utilise Zhang
et al. (2003).

Cependant, les résultats de simulation avec ’ensemble de ces paramétres se sont avérés biaisés.
En effet, pendant que les observations d’ozone au sol issues d’AirBase, marquées comme rurales et de
fond, enregistraient une concentration moyenne sur le domaine d’environ 68 ug m =2 au cours du mois
d’aofit, notre simulation enregistre 75 ugm™3. Nous avons donc étendu notre étude de sensibilité
en appliquant des facteurs correctifs a certains des champs d’entrée utilisés jusqu’ici. Ainsi, les
conditions aux limites de MOZART ont été multipliées empiriquement par un facteur 68/75. Une
autre source d’incertitude provenant des champs d’émission et en particulier des émissions de NO,,
ces derniéres ont été multipliées par un facteur 1.2. Enfin, le dépot d’ozone a également été multiplié
par un facteur 1.7. Cette combinaison de modifications a conduit aux meilleures performances du
modele. Tous ces parameétres et données d’entrée sont consignés dans le tableau 5.1.

5.1.2 Evaluation en regard des observations

Pour évaluer nos résultats de simulation, nous les comparons aux observations horaires d’ozone
issues des stations d’AirBase marquées rurales et de fond sur les mois estivaux de juin-juillet-aofit.
Nous ne gardons que cette fraction des observations étant donnée la résolution spatiale de notre mo-
déle, qui ne peut alors pas permettre de distinguer des phénomeénes plus locaux. La réglementation
européenne imposant des concentrations maximales sur un nombre d’heures ou de jours consécutifs
fixés, il est alors important de se concentrer sur la capacité de notre modéle & détecter et prévoir
ces pics de pollution pour mieux pouvoir les diagnostiquer et les éviter. Cela explique notre choix
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Parameétre Choix
Année 2009
Résolution 0.5°
Domaine 9°0 — 24°E (N, = 67)
36°N — 59°N (N, = 47)
Niveaux verticaux N, =11
Chimie CBO05 (N, = 52)
Aérosol non
Météorologie CEPMMT
Conditions initiales MOZART 2.0

Conditions aux limites MOZART 2.0 +%
Emissions anthropiques | EMEP, avec NO_ 1.2

Emissions biogéniques MEGAN
Diffusion verticale Louis (1979)
Diffusion horizontale 100000m?s~!
Dépot Zhang et al. (2003)x1.7
Limiteur de flux Koren-Sweby

TABLEAU 5.1 — Compilation des paramétres et données utilisés dans notre simulation de référence
du modele Polair3D.

de se concentrer sur la période estivale pour évaluer notre modéle, d’autant que les niveaux élevés
de concentration sont mieux modélisés.

Les stations d’observation mesurent en moyenne sur cette période estivale une concentration
d’ozone de 69.5 ug m~3. Notre modéle, interpolé aux stations, diagnostique quant a Iui 65.2 ugm=3,
Il semblerait donc que nous ayons trop fortement débiaisé notre simulation. Cependant, cette
configuration reste celle qui donne les meilleurs statistiques parmi celles que nous avons tes-
tées. La moyenne des racines de lerreur quadratique moyenne (RMSEs) sur chaque station est
de 25.0 ugm ™3 avec une corrélation de 57.5%. Nous précisons que ces statistiques sont calculées
& partir de I'ensemble des observations horaires sur la période. Ces premiers résultats, bien que
modérément satisfaisants, restent globalement de 'ordre de grandeur de ce qui est attendu d’un

CTM (Bessagnet et al., 2016).

Nous avons tracé sur la Fig.5.1 ’évolution en temps des concentrations moyennes simulées et
observées aux stations. En vis-a-vis, est tracée 'erreur moyenne en fonction du temps, calculée
a partir de la formule présentée a la section 2.6.3 ou N; = p, le nombre d’observations. Elle
correspond & une RMSE calculée avec (2.160) ou N; = 1. Nous nous référerons a cette statistique
indépendamment en tant que RMSE ou erreur moyenne en fonction du temps. On remarque que
le modéle tend & sous-estimer les concentrations, surtout au mois de juillet, en accord avec les
moyennes citées précédemment. Par ailleurs, la variabilité du modéle est nettement inférieure a
celle des observations, qui présentent une plus forte amplitude. Le biais moyen quant & lui oscille
entre 10 ugm 3 et 35 ugm 3 au cours de ’été. Nous avons également tracé le profil journalier moyen
sur la Fig.5.2 qui fournit la méme conclusion, & savoir une amplitude réduite de la simulation et
un léger biais négatif.
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FIGURE 5.1 — Profil horaire d’ozone (en pgm™3), moyenné sur I'ensemble des stations d’AirBase
rurales et de fond, du 01/06,/2009 au 31/08/2009. Les concentrations d’ozone calculées a 'aide du
modéle Polair3D sont bilinéairement interpolées sur la position de chacune des stations d’observa-

tions. L’erreur moyenne est également indiquée en pgm=3.
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FIGURE 5.2 — Profil journalier d’ozone (en pgm™3), moyenné sur I’ensemble des stations d’Air-
Base rurales et de fond, du 01/06/2009 au 31/08/2009. Les concentrations d’ozone calculées a
I’aide du modéle Polair3D sont bilinéairement interpolées sur la position de chacune des stations
d’observations. Le 0 correspond & minuit UTC.
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Nous avons d définir un certain nombre de paramétres pour notre systéme d’assimilation,

comme la taille de ’ensemble, la variance de 'erreur d’observation, l'amplitude et la corrélation
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spatiale de l'inflation additive ajoutée entre chaque cycle ou encore les paramétres associés a la
localisation. Nous présentons ici les valeurs retenues pour ces parameétres.

La littérature semble s’accorder & considérer qu’un ensemble de taille comprise entre 20 et 50
membres est raisonnable lorsqu’un algorithme local est appliqué en chimie atmosphérique (par
exemple, Hanea et al., 2004; Sandu et al., 2005; Constantinescu et al., 2007a; Wu et al., 2008;
Carmichael et al., 2008; Sandu et al., 2011; Boynard et al., 2011; Pagowski et Grell, 2012; Miya-
zaki et al., 2012; Gaubert et al., 2014). Certaines de ces études explorent 'impact de la taille de
I’ensemble sur les résultats d’assimilation. Les ameéliorations constatées lorsqu’elle est augmentée
restent modérées et ne justifient pas le cotit de calcul supplémentaire induit (Hanea et al., 2004;
Constantinescu et al., 2007a; Miyazaki et al., 2012). Ainsi, nous nous contenterons de 20 membres
pour notre ensemble.

Pour initialiser notre ensemble, nous perturbons les concentrations initiales d’ozone de notre
modéle en ajoutant un bruit stochastique corrélé en espace de variance 1000 (ug m—3)2. Cela permet
d’avoir un ensemble trés dispersé au départ. La nature de la corrélation spatiale est la méme que
celle utilisée dans l'inflation additive qui est explicitée ultérieurement (équation (5.1)).

Meéme si cet ensemble est de faible taille, nous avons décidé de garder dans notre vecteur de
contréle 'intégralité des espéces et des niveaux verticaux. Cela permet que des corrélations entre
espéces puissent se développer au cours de I'assimilation et ainsi contraindre certaines espéces méme
si elles ne sont pas observées. Ce choix est avalisé par Miyazaki et al. (2012), qui présentent les
corrélations entre toutes les espéces chimiques d’un CTM, obtenues avec un LETKF ayant un
nombre limité de membres. Cependant, ils ont tout de méme appliqué de la localisation en fixant a
0 les corrélations entre espéces faiblement corrélées, car certaines d’entre elles peuvent étre erronées
et dues aux erreurs d’échantillonnage.

Nous précisons que si jamais une concentration estimée aprés ’assimilation est négative, cette
derniére est seuillée & 0. Il s’avére par ailleurs que c’est le cas également pour 'intégration numérique
du modéle, qui fixe a 0 les concentrations négatives aprés intégration sur un pas de temps. Nous
ajoutons que méme si avant assimilation, les concentrations des membres de ’ensemble et les
observations sont positives, cela n’assure en rien que le résultat de I'assimilation soit positif, d’ou
le recours au seuillage.

En théorie, lorsqu'un LETKF est utilisé, une analyse par point de grille est effectuée. En pra-
tique, il est possible de regrouper ces points de grille par blocs de taille prédéfinie, et ainsi faire une
analyse par bloc. On diminue de la sorte le nombre d’analyses & effectuer, ce qui représente un gain
en cofit de calcul. Nous avons décidé de prendre des blocs carrés et avons vérifié si les résultats se
dégradaient lorsque différentes tailles de bloc étaient appliquées. Le passage d’'un bloc de taille 1
(une analyse par point de grille) & un bloc de taille 5 ne semble pas avoir d’impact important sur
les résultats d’assimilation, tout en permettant de diviser par prés de 25 le nombre d’analyses a
effectuer. C’est donc cette taille de bloc qui a été retenue. La position des blocs est représentée sur la
Fig. 5.3, en quadrillage plein. On voit que nombre d’entre eux n’ont pas d’observation a l'intérieur.

Pour la localisation par domaines, les erreurs d’observation sont modifiées en fonction de leur
distance au point de grille ou a lieu ’analyse, de sorte qu’une observation proche du point d’analyse
ait plus de poids qu’une trés distante. Nous utilisons pour cela la fonction de Gaspari-Cohn (GC),
et désignons le paramétre ¢ de la fonction (2.82) comme la longueur de localisation. Dans le cas ou
des blocs de taille 5 ont été utilisés, la distance est calculée entre ’observation et le centre du bloc
ou a lieu 'analyse.
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FIGURE 5.4 — Evolution du x? en fonction du temps (en h), pour différentes longueurs de localisation
(en km).

5.2.1 Calibrage de Pf avec EMEP

Les méthodes du x? et du reduced centered random variable (RCRV) présentées dans la section
2.6.4 permettent d’estimer conjointement les amplitudes de R et Pf. Dans notre cas, Pf étant fourni
par 'ensemble, il s’agit ici d’estimer 'inflation additive qui est appliquée. En effet, entre chaque cycle
d’assimilation de données, un bruit stochastique corrélé en espace est ajouté aux champs d’ozone.
L’évaluation conjointe de deux hyperparameétres avec le x? conduit & une sous-détermination. Il
faut donc étre en mesure de fixer I'un d’entre eux pour n’évaluer que l’autre.

Dans un premier temps, nous avons fixé R = 102 I, (ug m~3)2. Cette valeur est celle que nombre
de cas d’étude utilisent (Gaubert et al., 2014; Wu et al., 2008; Hanea et al., 2004; Blond et al.,
2003). Chai et al. (2007) ont également diagnostiqué la méme erreur pour le jour, mais l"augmentent
4 132 (ugm~3)? la nuit. A ce stade, nous avons préféré utiliser le réseau d’observation EMEP, car
il est plus fiable. On doit alors fixer la longueur de localisation adaptée, pour ensuite se concentrer
sur l'estimation de I’inflation additive grace au x2.

Cette inflation est incorporée dans les résultats d’analyse a la maniére d’'un EnKF-Rand, selon
Péquation (2.95). Toutefois, nous avons jugé préférable de l'incorporer avant la propagation par
le modéle plutét qu’aprés, car, ce dernier étant stable, la propagation va permettre de ramener
partiellement les membres de ’ensemble perturbé sur l'attracteur. Cela permet également a la
perturbation de se propager sur toutes les autres variables chimiques. Nos membres de I’ensemble
seront ainsi probablement plus physiques lors de ’analyse. Nous précisons que le bruit additif
ajouté entre chaque cycle d’assimilation est corrélé en espace. On applique en effet une fonction de
Balgovind (Balgovind et al., 1983), telle que la covariance de l'erreur entre deux points soit

f(dh) =e X (1 + dh/Lh) exp (—dh/Lh), (51)

ol dy, est la distance entre les deux points, Ly est la longueur de corrélation et e est I’amplitude
de D'erreur modeéle. En ce qui concerne la longueur de corrélation Lj, nous avons choisi 200 km
conformément a Gaubert et al. (2014); Boynard et al. (2011); Coman el al. (2012) et similairement
a Chai et al. (2007); Constantinescu et al. (2007b); Frydendall et al. (2009), qui utilisent 270 km.
Nous perturbons ainsi les niveaux verticaux jusqu’a 1000 m d’altitude, ce qui correspond en moyenne
a la hauteur de la couche limite, et nous corrélons également les perturbations des niveaux verticaux
entre elles de la méme maniére, avec une longueur de corrélation de 3000 m.

Nous avons tout d’abord fixé e = 152 (ugm™3)? et fait varier la longueur de localisation. La
Fig. 5.4 montre que la longueur optimale semble étre légérement supérieure a 200 km. Nous fixons
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F1QURE 5.5 — Erreur moyenne et dispersion de ’ensemble en fonction du temps, pour une expérience
d’assimilation de données avec e = 10% (ugm™=3)? & gauche et e = 152 (ugm=3)? a droite. L’erreur
moyenne de la simulation sans analyse est marquée en bleu, ’analyse est en verte, I’ébauche, ou la
prévision & 1h, est en rouge. La dispersion de 'ensemble aprés analyse est en cyan, aprés ajout de
Iinflation additive en magenta, et aprés propagation en jaune.

ainsi la longueur de localisation & 200 km, ce qui est proche des 250 km utilisés par Gaubert et al.
(2014) par exemple. Cette valeur est par ailleurs cohérente avec le fait que la durée de vie de
l'ozone dans I’atmosphére est de quelques jours, ce qui lui laisse le temps de se disperser sur de
telles distances.

Il reste donc a estimer la valeur de e, de sorte que le y? soit satisfait et que la dispersion de
I’ensemble soit du méme ordre de grandeur que 'erreur d’analyse. Nous avons donc testé, avec
cette longueur de localisation, le comportement du x? avec e = 102 (ugm=3)2. Ce dernier est
étonnamment peu affecté par ce changement, bien qu'un peu détérioré. En revanche, la dispersion
de ’ensemble est en meilleur accord avec I’erreur moyenne montrée sur la Fig. 5.5, sans impacter
les résultats en prévision. Cette erreur moyenne est calculée en se comparant avec le méme jeu
d’observation que celui utilisé dans I’analyse.

Les trois courbes de dispersion de I’ensemble valident le fait que, d’une part, la propagation tend
a réduire la dispersion de I’ensemble, conformément 4 la stabilité du modéle ; d’autre part, ’analyse,
elle aussi, réduit la dispersion de ’ensemble. Ces deux phénomeénes nous imposent logiquement
I’application d’inflation, pour éviter la sous-dispersion de ’ensemble.

Cette expérience nous montre donc que choisir une inflation additive de variance 10% (g m=3)?
semble adapté. Cette valeur est par ailleurs du méme ordre de grandeur que celle prise par Constan-
tinescu et al. (2007a), qui choisissent 122 (ugm~3)2, ou méme avec le profil journalier de Gaubert
et al. (2014), qui a été validé par le RCRV et des méthodes de Desroziers (Desroziers et al., 2005).

Ainsi, une fois 'amplitude de I'erreur d’observation fixée et la longueur de la localisation a
appliquer aux observations déterminée, nous avons pu estimer 'amplitude de I'inflation additive &
appliquer & notre systéme d’assimilation de données. Cette valeur va donc pouvoir étre conservée
quand le réseau d’observation sera changé I’EMEP & AirBase. Nous pourrons ainsi nous concentrer
sur les valeurs de I’erreur d’observation et la longueur de localisation & appliquer.
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FIGURE 5.6 — Evolution du x? en fonction du temps (en h), pour différentes longueurs de localisation
et erreurs d’observation, lorsque les observations d’AirBase rurales et de fond sont assimilées.

5.2.2 Calibrage de R pour AirBase

Nous conservons donc ici 1’écart type de I'inflation additive de 10 ugm~3, diagnostiquée a la
section précédente, et cherchons a évaluer les paramétres de R, & savoir la variance de l'erreur
d’observation et la longueur de localisation & appliquer.

Nous considérons désormais les observations issues des stations rurales et de fond du réseau
d’observation AirBase, qui sont celles que nous utiliserons in fine dans nos expériences d’assimilation
de données. En effet, ce réseau de stations est plus dense que celui d’EMEP, méme si probablement
moins fiable, car plus entaché d’erreur de représentativité. Notamment, & notre résolution grossiére
de 0.5°, il peut y avoir plusieurs observations contradictoires au sein d’une méme maille du modéle.

Nous faisons donc varier ces deux paramétres conjointement en regardant leur impact sur le y2.
Les résultats de la Fig. 5.6 montrent qu’une erreur plus importante est nécessaire pour AirBase que
celle choisie initialement avec EMEP. En effet, a moins d’utiliser un écart type de 15 ugm™3, il est
impossible d’avoir un y? inférieur & 1, montrant que notre erreur est effectivement sous-estimée. En
prenant un écart type de 15 ugm™3, en revanche cela devient possible et la longueur de corrélation
de 200 km utilisée avec EMEP semble toujours convenir. Cette erreur est donc nettement supérieure
a ce qui est habituellement utilisé dans la littérature. Par exemple, Gaubert et al. (2014) utilisaient
un écart type de 10 ugm™2 avec les observations d’AirBase dont ils ont requalifié¢ la nature. Nous
précisons qu’avec un bloc de taille 5, la distance maximale entre le centre du bloc et le coin de
la maille la plus éloignée peut aller au-dela de 200 km. Ainsi, nous choisirons une longueur de
localisation de 220 km.

Il s’avére donc que les observations d’AirBase sont effectivement moins fiables que celles ’EMEP
et nécessitent d’étre retraitées comme Gaubert et al. (2014) Pont fait. Nous expliquons cela par
une forte erreur de représentativité de ces observations qui peuvent étre influencées par des phé-
nomeénes sous-maille que notre modéle n’est pas capable de discerner & résolution grossiére. Il est
donc intéressant d’essayer d’estimer cette erreur de représentativité pour débiaiser les observations
d’AirBase. Ceci est 'objectif de la section 5.3.

5.2.3 Résumé des paramétres et des performances

Nous avons décrit au cours de cette section 5.2 notre systéme d’assimilation de données de
référence. Il utilise les paramétres répertoriés dans le tableau 5.2. Ces paramétres ont été validés
par lapplication du x?. Les courbes de performance de notre systéme d’assimilation, avec ces
parameétres, sont présentées sur la Fig. 5.7.



110

Chapitre 5

Paramétre Choix
Algorithme LETKF
Date 14/08/2009
Durée d’assimilation 72h
Durée de propagation aprés assimilation 48h
Nombre de stations d’observation assimilées 198
Nombre de stations d’observation de validation 211
Taille de I’ensemble 20
Taille des blocs 5
Erreur d’observation R =152, (ugm3)?
Localisation Gaspari et Cohn (1999), 220 km
Variance de l'inflation additive 10? (ngm=3)?
Corrélation spatiale de l'inflation additive Balgovind et al. (1983), 200 km

TABLEAU 5.2 — Compilation des paramétres utilisés dans notre systéme d’assimilation de données

de référence.
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FIGURE 5.7 — Erreur moyenne et dispersion de ’ensemble en fonction du temps, pour notre
expérience d’assimilation de données de référence, quand on se compare au jeu d’observations
assimilées (& gauche) et au jeu de validation (& droite). L’erreur moyenne de la simulation sans
analyse est marquée en bleu, [’analyse est en verte, I’ébauche, ou la prévision & 1h, est en rouge. La
dispersion de ’ensemble aprés analyse est en cyan, aprés ajout de l'inflation additive en magenta,

et apres propagation en jaune.
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Les statistiques de RMSE et de corrélation pour cette méme expérience, en se comparant au jeu
d’observations assimilées et au jeu d’observations de contrdle, sont condensées dans le tableau 5.3.
Elles sont calculées séparément pour chaque station puis moyennées sur ’ensemble des stations. On
y voit que par rapport & la simulation de référence, notre assimilation de référence se rapproche
fortement des observations, aussi bien celles assimilées que celles du jeu de contréle. On gagne ainsi
réciproquement 40% et 20% sur ces différents jeux d’observations. Les corrélations sont également
fortement améliorées, gagnant réciproquement 30 et 20 points.

RMSE Observations assimilées Observations de controle
Corrélation Assimilation Propagation Assimilation Propagation
Simulation de référence 25.92 27.95 25.84 28.19
53.6 48.9 54.8 51.8
e e 15.13 26.72 20.28 27.90
Assimilation de référence 85 4 441 44 45 8

TABLEAU 5.3 — RMSE (en haut) et corrélation (en bas) du modéle seul et de notre assimilation de
référence sur la période d’assimilation et de propagation, comparés aux observations assimilées et
aux observations de controéle. Les statistiques sont calculées pour chacune des stations d’observation
et moyennées sur ’ensemble des stations.

En revanche, les performances de prévision sur les 48 h suivant ’assimilation ne bénéficient pas
de ’assimilation, au contraire. Méme si la RMSE semble étre meilleure, d’environ 1 point sur les
observations assimilées, la corrélation perd quant a elle 4 points. Si on regarde la RMSE sur des
périodes plus courtes aprés la période d’assimilation, on peut voir que celle-ci est surtout améliorée
sur les premiéres 24 h (tableau 5.4).

Observations assimilées
RMSE 0—6h | 0—-12h | 0—24h | 24 —48h | 0 —48h
Simulation de référence 23.89 25.13 26.15 28.70 27.95
Assimilation de référence | 20.31 23.73 24.29 27.85 26.72

TABLEAU 5.4 — RMSE du modéle seul et de notre assimilation de référence sur les 6, 12 et 24
premiéres heures de la période de propagation ainsi que sur les 24 heures suivantes et la totalité
de la période de propagation, comparés aux observations assimilées. Les statistiques sont calculées
pour chacune des stations d’observation et moyennées sur 'ensemble des stations.

5.3 Estimation des erreurs de représentativité des stations AirBase

Nous avons diagnostiqué & la section précédente une erreur d’observation élevée pour les mesures
d’AirBase. Nous allons ici estimer un biais pour chacune des stations de ce réseau d’observation.
Cette démarche a déja été entreprise avec succes par Koohkan et Bocquet (2012), qui ont inversé
les flux de monoxyde de carbone en France en assimilant avec un 4D-Var les observations de CO
de la Base de Données de la Qualité de I’Air (BDQA).

Nous utilisons donc un état augmenté comme présenté dans la section 4.1.2. Le vecteur d’état
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FIGURE 5.8 — Evolution du x2? en fonction du temps (en h), pour des écarts types de Ierreur
d’observation de 10 ugm™ et 15 ugm ™3, lorsque les observations sont débiaisées ou non.

est augmenté de x € R" &

z= ( E ) e R™P, (5.2)

ol b € R? sont les biais associés & chaque station d’observation, avec p = 198 le nombre de stations
d’observation assimilées, et ot n vaut ici Nz X Ny X N, x Ny = 67 x 47 x 11 x 52 = 1801 228. La
matrice d’observation H € RPX" est également modifiée en H € RP*("P) et est telle que

H= (H,I,), afin que Hz = Hx + b. (5.3)
Les observations sont ainsi débiaisées quand les innovations sont calculées
y —Hz = (y —b) — Hx. (5.4)

Nous précisons que cette démarche peut nous imposer d’assimiler une observation négative si
jamais le biais estimé est supérieur & une observation mesurée & un instant donné. Cependant, ceci
n’arrive que trés rarement avec notre systéme d’assimilation. Le modéle choisi pour la propagation
des biais est le modele de persistance. L’ensemble des biais est initialisé avec un bruit gaussien
centré en 0 et de variance 10.

Avec cette estimation des biais des stations d’observation, le x? est trés fortement impacteé.
Cette remarque est en accord avec Koohkan et Bocquet (2012), qui ont développé un processus
itératif pour optimiser conjointement la variance des erreurs d’observation et la valeur des biais.
Pour des biais donnés, il détermine la variance de 'erreur d’observation satisfaisant le x2, avant de
mettre & jour ces biais et d’itérer ainsi jusqu’a convergence.

Les valeurs du x? en fonction du temps pour des expériences avec et sans estimation des biais,
avec un écart type de Ierreur d’observation de 10 ugm™3 et 15 ug m~3 sont tracées sur la Fig. 5.8.
L’estimation des biais sur les stations d’observation diminue fortement le y2, de telle sorte que
la valeur de I'écart type des erreurs d’observation de 15 ugm™3 précédemment définie méne & un
x> < 1. Si au contraire, on revient & une valeur de 10 ugm™> comme initialement utilisée, le
x? est bien meilleur qu’avant et semble méme optimal. Cela montre que lorsque 'on débiaise les
observations, 'erreur d’observation est naturellement altérée, de telle sorte que l'on puisse utiliser
un écart type d’environ 10 ugm™2 pour lerreur d’observation.

Avec cet écart type de 'erreur d’observation, I’évolution du biais estimé pour chacune des 198
stations observées est illustrée sur la Fig.5.9. On y voit que les biais convergent rapidement vers
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FIGURE 5.9 — Valeurs des biais (en ugm™3) estimés pour chaque station, en fonction du temps.
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FIGURE 5.10 — Erreur moyenne en fonction du temps, pour notre expérience d’assimilation de
données avec estimation des biais d’observation, quand on se compare au jeu originel d’observations
assimilées et au jeu d’observations débiaisées. L’erreur moyenne de la simulation sans analyse,
comparée au jeu originel, est marquée en bleu, I’analyse, comparée au jeu originel, est en rouge.
L’erreur moyenne de la simulation sans analyse, comparée au jeu débiaisé, est marquée en verte,
I’analyse, comparée au jeu débiaisée, est en cyan.

des valeurs trés variées, allant d’environ —20 ugm ™2 & jusque 4+20 pgm ™3, & part deux stations qui
ont des énormes biais. Ces deux stations sont celles qui enregistrent les plus fortes concentrations
sur la période d’assimilation, ce qui peut expliquer ces valeurs.

La convergence rapide pourrait s’expliquer par le fait que I'on ait utilisé le modéle de persis-
tance pour la propagation des biais. Cependant, si on ajoute un bruit stochastique (d’écart type
Iugm=3h~1) lors de la propagation, on observe toujours la méme convergence, juste légérement
bruitée. Cela montre que la convergence n’est pas fortuite ou causée par une sous-dispersion de
I’ensemble, mais bien un résultat physique.

L’erreur moyenne en fonction du temps avec estimation des biais, est tracée sur la Fig. 5.10. Dans
ce contexte, deux choix s’offrent & nous. On peut comparer notre simulation de référence et notre
résultat d’assimilation aux observations d’AirBase originelles, ou se comparer aux observations
que 'on débiaise grace au biais estimé lors de ’assimilation. En ce qui concerne la période de
propagation, nous n’avons aucun biais sur les observations & notre disposition. Comime le biais
semble avoir convergé vers une valeur fixe & l'issue de la période d’assimilation, la moyenne de la

valeur du biais sur les derniéres 24 h d’assimilation est utilisée pour la période de propagation.

Ces résultats montrent que nous arrivons effectivement correctement a débiaiser les observations,
de sorte que notre simulation de référence tout comme notre résultat d’assimilation soient bien plus
en accord avec les observations débiaisées. Ceci est vrai sur la période d’assimilation aussi bien
que sur la période de propagation. Les RMSEs et corrélations pour la simulation de référence et
notre assimilation, comparés aux observations assimilées débiaisées ou non, sont consignées dans le

tableau (5.5).



5.4. Application de 'IEnKS sur Polair3D 115
RMSE Observations assimilées Observations assimilées débiaisées
Corrélation Assimilation Propagation Assimilation Propagation
Simulation de référence 25.92 27.95 24.47 26.72
53.6 48.9 53.8 48.8
Assimilation 15.63 26.89 12.43 25.60
86.7 44.0 87.5 43.9

TABLEAU 5.5 — RMSE (en haut) et corrélation (en bas) du modéle seul et de notre assimilation
de référence sur la période d’assimilation et de propagation, comparés aux observations assimi-
lées débiaisées ou non. Les statistiques sont calculées pour chacune des stations d’observation et
moyennées sur l’ensemble des stations.

En revanche, les résultats en se comparant au jeu de validation restent & ce stade inchangés. En
effet, nous n’avons pas & notre disposition de valeur de biais pour ces observations de validation,
qui sont de toute évidence elles-mémes biaisées. Nous avons donc effectué une expérience ot nous
assimilons les observations issues de ’ensemble des 409 stations d’AirBase rurales et de fonds, ce qui
nous permet de définir un biais pour les stations de validation. Si on compare alors notre simulation
de référence et notre assimilation, o seulement la moitié des observations ont été assimilées, aux
observations de validation débiaisées, on peut observer un net gain. Les RMSEs et corrélations sont
consignées dans le tableau (5.6).

RMSE Observations de controle Observations de controle débiaisées
Corrélation Assimilation Propagation Assimilation Propagation
Simulation de référence 25.84 28.19 2491 26.80
54.8 51.8 54.8 51.8
Assimilation 20.82 27.85 19.40 26.30
74.1 46.1 74.3 46.1

TABLEAU 5.6 — RMSE (en haut) et corrélation (en bas) du modeéle seul et de notre assimila-
tion de référence sur la période d’assimilation et de propagation, comparés aux observations de
contréle, débiaisées ou non. Les statistiques sont calculées pour chacune des stations d’observation
et moyennées sur ’ensemble des stations.

Des raffinements supplémentaires ont également été testés sans apporter de résultats complé-
mentaires. On peut en effet par exemple imaginer que le biais d’une station ne soit pas fixe, mais
présente un cycle journalier similaire & ce qui est visible sur la Fig.5.2. Notamment, les concentra-
tions pendant la journée sont nettement supérieures a celles de la nuit. On pourrait donc estimer
deux biais distincts, 'un pour le jour et 'autre pour la nuit. Une autre approche consisterait a rem-
placer le modeéle de persistance pour la propagation des biais. On pourrait imaginer appliquer un
modeéle cyclique dont on estimerait ’amplitude. Enfin, une derniére possibilité serait de considérer
le biais comme proportionnel & la valeur du modéle interpolé & la station. On estimerait alors un
biais relatif, plutot qu’un biais absolu.

5.4 Application de I'TEnKS sur Polair3D

Ces premiéres difficultés rencontrées sur l'application du LETKFE avec Polair3D et des obser-
vations réelles nous poussent & prendre des précautions avant d’utiliser une méthode EnVar 4D
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Paramétre Simulation de référence Vérité de ’OSSE
Résolution 0.5° 0.5°
Domaine 9°0 — 24°E (N, =67) | 9°0 — 24°FE (N, = 67)
36°N — 59°N (N, =47) | 36°N — 59°N (N, = 47)
Niveaux verticaux N, =11 N, =11
Chimie CBO05 (N = 52) CB05 (N = 52)
Aérosol non non
Météorologie CEPMMT CEPMMT
Conditions initiales MOZART 2.0 MOZART 2.0
Emissions biogéniques MEGAN MEGAN
Diffusion verticale Louis (1979) Louis (1979)
Diffusion horizontale 100000 m?s~! 100000m? st
Limiteur de flux Koren-Sweby Koren-Sweby
Conditions aux limites MOZART 2.0 *% MOZART 2.0 1
Emissions anthropiques | EMEP, avec NO,*1.2 EMEP %1
Dépot Zhang et al. (2003)x1.7 Zhang et al. (2003)x1

TABLEAU 5.7 — Compilation des paramétres et données utilisés dans notre simulation de référence
et dans la simulation considérée comme la vérité. Les différences sont mises en rouge et a la fin du
tableau.

comme I'IEnKS. Nous allons donc tout d’abord 'appliquer & Polair3D dans un contexte maitrisé.
Nous nous plagons dans un cadre d’observing system simulation experiment (OSSE), pour parfai-
tement maitriser I'erreur modéle et ne pas avoir d’observations biaisées comme celles d’AirBase.
Nous verrons ensuite seulement les résultats d’application de 'IEnKS avec des observations réelles.

5.4.1 Expériences synthétiques

Nous nous placons ici dans un contexte d’OSSE. Nous allons donc engendrer une vérité a partir
d’une simulation, créer des observations en bruitant cette simulation et utiliser ces observations dans
une expérience d’assimilation de données. Cependant, le modéle étant stable, si la méme simulation
était utilisée pour la vérité et pour notre expérience d’assimilation de données, on aurait une
convergence rapide de notre état estimé vers la vérité, que ’on assimile des observations ou non. Il
est donc nécessaire d’avoir deux modéles différents, un pour engendrer la vérité et les observations,
et un autre utilisé dans notre systéme d’assimilation de données. Il s’agit alors non plus d’une
expérience jumelle, mais d’une expérience dite fraternelle. Cette situation est plus réaliste, car elle
inclut de I'erreur modéle.

Pour simuler la vérité, nous utilisons donc toujours Polair3D avec des paramétres similaires &
notre situation de référence, mais avec des conditions aux limites, des émissions de NO, et un dépot
d’ozone modifié. Nous gardons en revanche la simulation de référence inchangée pour notre systéme
d’assimilation de données. Nous recopions dans le tableau 5.7 les paramétres de la simulation de
référence et de la simulation utilisée pour engendrer la vérité. La RMSE entre ces deux simulations
sur les 120h d’expérience est de 13.66 ugm ™3, ce qui est du méme ordre de grandeur que 'erreur
modéle que I’on a diagnostiquée dans notre assimilation de référence. Aussi, gardons-nous l'inflation
additive inchanggée.

Pour créer les observations, nous interpolons la vérité au niveau des stations d’AirBase et brui-
tons la valeur avec un bruit gaussien d’écart type 15ugm™3. Notre matrice de covariance d’er-
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FIGURE 5.11 -~ RMSEs de filtrage en fonction du temps pour le modéle sans assimilation (en bleu)
et les résultats d’assimilation avec différentes longueurs de fenétre d’assimilation de données.

reur d’observation est donc R = 152 (ugm™2)2, comme pour notre assimilation de référence. Si
une observation ainsi engendrée devait étre négative, on considére que la station n’a pas produit
d’observation & cette heure l1a. Ceci arrive fréquemment dans les données d’AirBase, qui peuvent
présenter ainsi des trous de plusieurs heures, voire méme plusieurs jours.

Dans ces expériences, nous n’avons pas advecté dans ’espace les observations avec un modéle
de substitution comme présenté dans la section 2.5.3.3. Nous avons donc utilisé ce que nous avons
appelé la localisation par domaines statiques. En effet, dans ce contexte idéalisé, et avec des pe-
tites longueurs de fenétres d’assimilation, 1'utilisation des domaines covariants semble détériorer
les résultats. Il se peut que cette détérioration soit causée par ’erreur modeéle. Une étude plus
approfondie de I'impact de la localisation par domaines covariants devrait néanmoins étre menée.

Nous avons donc fait varier la longueur de la fenétre d’assimilation de données L avec 'TEnKS
local, avec S = 1. En théorie, on s’attend a ce que 'augmentation de la fenétre d’assimilation
de données permette de mieux prendre en compte la non-linéarité du modéle. Dans une certaine
mesure, les RMSEs de filtrage et de lissage devraient donc s’améliorer quand L augmente. C’est
ce que nous remarquons dans un premier temps sur les RMSEs de filtrage en fonction du temps,
montrées sur la Fig.5.11 pour la période d’assimilation. Cependant, le gain reste trés modéré,
permettant de passer, sur ces 72h d’assimilation, d'une RMSE de 8.08 uygm™3 quand L = 0 a
7.61 ugm™> quand L = 4. Nous précisons qu’il s’agit ici de RMSEs calculées entre la vérité et
I’assimilation & tous les points de grille, et non d’une erreur moyenne aux stations.

Ces résultats encourageants ne se vérifient en revanche pas sur la RMSE de lissage. En effet,
cette derniére, tracée sur la Fig.5.12, se dégrade trés nettement quand la fenétre d’assimilation est
augmentée. On remarque par ailleurs que les courbes semblent suivre la méme évolution temporelle,
amplifiée et décalée dans le temps de L heures.

Ces conclusions sont en accord avec celles obtenues sur le L95-T faiblement couplé (section4.3.3),
pour lequel le filtrage était constant quand L était varié et le lissage se dégradait rapidement. De
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FIGURE 5.12 - RMSEs de lissage en fonction du temps pour le modéle sans assimilation (en bleu)
et les résultats d’assimilation avec différentes longueurs de fenétre d’assimilation de données. La
courbe pour L = 0 est la méme que celle de la figure précédente.

plus, le comportement de la RMSE de lissage n’est pas anodin. Nous ’expliquons par la forte
stabilité dynamique du modéle Polair3D. Le schéma Fig. 5.13 illustre le phénomeéne a I'ccuvre. On
y voit I’évolution d’une variable de la vérité en rouge. La trajectoire du modéle erroné utilisé par
le systéme d’assimilation de données est en bleu. Si on part de deux conditions initiales différentes,
la stabilité de ce modéle fait converger les deux trajectoires issues de ces conditions initiales. On a
une observation, marquée en vert, au temps tz,.

L’assimilation de données va déterminer I'incrément & imposer & 1’état du modéle pour étre en
accord avec cette observation. Dans le cas ot L = 0, on a un petit incrément qui nous décale sur
I’observation directement. En revanche, quand L augmente, 'incrément a appliquer au modéle dans
le passé grandit, du fait de la stabilité du modéle. Ainsi, 'incrément que 'on doit appliquer a tg
pour que le modéle soit sur 'observation a 7, est grand et tel que si on devait calculer la RMSE de
lissage, cette derniére serait mauvaise.

Nous voyons donc ici les limites de ’application aux modéles de chimie atmosphérique d’une mé-
thode EnVar 4D, dont 'TEnKS est un archétype. En effet, un point qui fait la force de cette méthode
sur les modeles jouets fondés sur le Lorenz-95 (1.95), qui est chaotique, est qu’elle place 1’analyse
sur ’espace instable du modeéle (Bocquet et Carrassi, 2017). L’espace instable étant inexistant ici,
I'intérét est alors effectivement limité.

Pour limiter les effets de la stabilité que ’on a mis en avant ici, nous pouvons assimiler plusieurs
observations dans la fenétre. Notamment, on peut fixer S = L + 1 et ainsi assimiler toutes les
observations contenues dans la fenétre, a la maniére d’'un 4D-LETKF (Hunt et al., 2007), mais en
gardant plusieurs itérations de minimisation de la fonction de cott. En comparaison, nous avions
jusqu’ici S = 1 quel qu’était L. Pour passer au cycle suivant, on propage d’autant de pas de temps
que d’observations ainsi assimilées, & savoir .S. On peut alors espérer que les observations au début
de la fenétre vont contraindre ’état estimé pour empécher d’imposer a ty un incrément comme celui
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FiGURE 5.13 — Représentation schématique de I’évolution d’une variable de la vérité en rouge et
du modéle erroné stable en bleu. Pour ce dernier, si on part d’une condition initiale différente, on
converge avec la stabilité vers I’attracteur du modele. L’observation est en vert. Les incréments a
appliquer au modéle pour atteindre 'observation au temps 7, sont les fleches noires.

représenté sur la Fig. 5.13.

Les résultats d’assimilation avec cette configuration, pour plusieurs valeurs de S (et de L par
la méme occasion), sont montrés sur la Fig. 5.14. On ne peut présenter que des résultats en lissage
dans ce contexte, puisqu’a part le bout de la fenétre, toutes les estimations utilisent des observations
futures.

On voit qu’on améliore ainsi tres fortement la qualité de ’estimation en lissage par rapport au
cas ou S = 1. Cependant, 'estimation en lissage n’apporte quasiment aucun gain par rapport au
filtrage précédent. Quand la RMSE de filtrage était 7.61 pgm™2 pour L = 4, elle est désormais de
7.51, ce qui est trop proche pour conclure sur une différence statistiquement valide. En revanche,
le nombre de propagations requises dans ce contexte est nettement inférieur. En effet, étant donné
qu’on assimile S observations par cycle, on effectue S fois moins de cycles, qui chacun requiert
m X L propagations par itération de minimisation, avec m la taille de I’ensemble.

5.4.2 Expériences avec observations réelles

Dans cette section, les paramétres seront identiques & ceux résumés dans le tableau 5.2. Nous
présentons dans un premier temps les résultats de 'IEnKS lorsque nous assimilons de nouveau les
observations d’AirBase notées rurales et de fond. Il s’agit donc simplement d’étendre les résultats
de la section 5.2.3 au cas avec L >0 et S > 1.

Dans cette expérience, nous faisons varier L avec S = 1 et vérifions la qualité de ’analyse
en filtrage et en lissage, comparée aux observations analysées ou de controle. Cela représente une
premiére différence avec le cas synthétique ou l'on pouvait se comparer directement a la vérité.
De plus, contrairement au cas synthétique, nous avons appliqué ici de la localisation par domaines
covariants, méme si les résultats sont quasiment identiques a ceux obtenus avec de la localisation par
domaines statiques. La modification de la position des stations d’observation par le transport avec
un modéle de substitution peut s’apparenter & une correction du second ordre quand on connait
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FIGURE 5.14 — RMSEs de lissage en fonction du temps pour le modeéle sans assimilation (en
bleu) et les résultats d’assimilation avec un IEnKS avec S = L + 1, pour différentes longueurs de
fenétre d’assimilation de données. La courbe pour L = 0, S = 1 est la méme que celle des figures
précédentes.

les biais possibles qu’ont les observations. De plus, nous sommes dans une situation météorologique
anticyclonique, donc avec assez peu de transport par le vent, ce qui peut expliquer le peu d’impact.
On pourrait espérer que les résultats soient similaires au cas synthétique. Ce n’est malheureusement
pas le cas.

Les courbes mentionnées précédemment sont rassemblées sur la Fig. 5.15. Les conclusions que
I'on peut tirer de ces courbes sont les mémes quel que soit le jeu d’observations auquel on se
compare. Tout d’abord, similairement au cas avec des observations synthétiques, la RMSE de
lissage est dégradée quand la longueur de la fenétre d’assimilation augmente. Cependant, I’évolution
des courbes quand L varie n’est pas aussi caractéristique que ce qui était observé dans le cas
synthétique. De plus, contrairement au cas avec observations synthétiques, la RMSE de filtrage se
dégrade également a mesure que L augmente. Ce résultat est surprenant, puisqu’on attendait de
I'utilisation d’une méthode EnVar 4D itérative qu’elle puisse améliorer les prévisions en prenant en
compte la non-linéarité du modéle grace a 'analyse variationnelle au sein de la fenétre. Enfin, les
performances en prédiction ne semblent presque pas impactées par le recours a 'IEnKS.

Ces premiers résultats semblent décourageants, surtout étant données les réussites, méme mo-
dérées, qui ont été obtenues avec des observations synthétiques. De toute évidence, la forte baisse
de performance en lissage quand L grandit peut de nouveau étre attribuée a la stabilité du modéle.
Cela nous pousse & vouloir vérifier si le cas S = L + 1 donne de meilleurs résultats. Ce n’est de
nouveau pas le cas, comme le montre la Fig. 5.16. Alors que l'assimilation simultanée de plusieurs
observations permettait, dans le cas synthétique, de contraindre le lissage, cela n’est plus le cas
avec des observations réelles.

On peut potentiellement expliquer ces résultats de plusieurs maniéres. Tout d’abord, la qualité
des observations peut étre mise en cause, comme nous l’avons déja montré dans la section 5.3. Aussi
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semble-t-il nécessaire de remédier a la faible précision des observations en assimilant les observations
débiaisées de la valeur diagnostiquée & cette méme section. Nous présentons ces résultats dans la
section suivante. Ensuite, contrairement au cas synthétique, nous avons une trés forte erreur modéle
dont nous ne connaissons pas la nature. Nous avons défini 'inflation additive ajoutée entre chaque
cycle de sorte & ce qu’elle représente une erreur climatologique de notre modéle et son amplitude
et sa corrélation spatiale a été ajustée, mais elle reste définie de maniére empirique. A défaut d’une
meilleure connaissance, nous pouvons utiliser cette définition de ’erreur modéle avec un IEnKF-Q.
La section 5.4.4 présente des expériences dans ce contexte.

5.4.3 Assimilation des observations débiaisées

Dans la section 5.3, un biais sur chacune des 409 stations d’observation a été diagnostiqué. Nous
pouvons donc soustraire ce biais des observations et assimiler les observations ainsi débiaisées. Nous
avons vu dans ce contexte qu’une matrice d’erreur d’observation réduite &8 R = 102 I, (ugm=3)2
était suffisante. Les parameétres de I’assimilation de données présentée ici seront donc identiques
au cas de référence, a 'exception de la variance de l’erreur d’observation. Nous avons utilisé la
localisation par domaines statiques, qui donne des résultats trés similaires & de la localisation par
domaines covariants.

Les résultats en filtrage et en lissage, comparés aux observations analysées ou de controle, sont
présentés sur la Fig.5.17. Les conclusions obtenues avec les observations d’AirBase non modifiées
tiennent toujours. Le fait d’utiliser dans cette expérience des observations débiaisées ne permet pas
a 'IEnKS de s’améliorer relativement au LETKEF.

Méme si 'erreur modéle est partiellement prise en compte par le débiaisage des observations, qui
réduit I’erreur de représentativité, il semblerait qu’elle soit trop importante pour qu'une méthode
s’étendant sur une fenétre de temps puisse présenter un quelconque intérét. En effet, une des
hypotheéses de la majorité des méthodes d’assimilation de données, dont les méthodes EnVar 4D et
a ce titre I'TEnKS, est d’avoir un modéle parfait, ce qui n’est de toute évidence pas le cas ici. La trés
forte inflation additive, dont ’écart-type correspond & environ 15% de la concentration moyenne
sur le domaine, en est la preuve. Nous allons donc appliquer 'TEnKF-Q pour pallier cela.

5.4.4 Assimilation avec 'TEnKF-Q

Jusqu’ici, outre le débiaisage des observations, I’erreur modéle était prise en compte par 'implé-
mentation d’une inflation additive sur une partie des champs d’ozone, de variance 102 (ugm=3)2,
corrélée en espace. Le schéma correspondait alors & un EnKF-Rand ou IEnKS-Rand, présentés a la
section 4.2. Les champs jusqu’a 1000 m sont perturbés, mais notons que si seuls les champs d’ozone
au sol étaient perturbés, les résultats obtenus seraient similaires. Nous avons donc & notre dispo-
sition une matrice Q que I’on peut considérer comme une approximation de la matrice de 'erreur
modeéle additive. Nous pouvons ainsi utiliser 'algorithme 9 de 'lEnKF-Q local avec cette matrice
Q.

Etant données les dimensions de notre domaine (N, = 67; N, = 47), notre matrice d’erreur
est de taille 3149%. On devrait alors choisir mg = 3150 pour 'TEnKF-Q afin d’avoir X? une racine
exacte. Une telle dimension risque d’étre prohibitive pour 'application de notre algorithme. Cepen-
dant, dans la mesure ou l'analyse est locale, on peut se contenter de définir un Q,, différent pour
chacun des M points d’analyse, de taille réduite et portant sur les incertitudes dans le sous-domaine
de 'analyse. En pratique, nous effectuons une analyse par bloc de taille 5. Nous pouvons alors ne
sélectionner que les lignes et les colonnes de la matrice Q correspondant aux points de grille dans le
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FIGURE 5.17 — Erreurs moyennes de filtrage (en haut) et de lissage (en bas), en fonction du temps,
pour le modeéle sans assimilation (en bleu) et les résultats d’assimilation avec différentes longueurs
de fenétre d’assimilation de données. Les observations analysées et de contrble ont été débiaisées
a priori. Ces erreurs moyennes sont calculées en se comparant au jeu d’observations analysées (a

gauche) ou aux observations de controle (a droite).
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FiquRE 5.18 — Erreur moyenne et dispersion de ’ensemble en fonction du temps, pour une ex-
périence d’assimilation de données avec 'IEnKF-Q) sans inflation additive, quand on se compare
au jeu d’observations assimilées (& gauche) et au jeu d’observations de controle (& droite). L’erreur
moyenne de la simulation sans analyse est marquée en bleu, le filtrage est en vert et est confondu
avec le lissage. La dispersion de I’ensemble aprés analyse est en rouge.

bloc, quitte a rajouter une petite marge supplémentaire. Dans notre cas, nous avons donc conservé
les points de grille dans le bloc, plus une bande autour du bloc, soit un totale de 7 x 7 valeurs. On
peut donc se contenter de my = 50 et on définit pour chaque point d’assimilation une matrice X7,
comme la racine carrée, de taille (Ny N, x my), de Q.

Pour I'étape SR(X, m.) de la ligne 25 de I’algorithme, on souhaite éviter de faire une décompo-
sition en valeurs singulieres par point de grille, méme pour des matrices avec uniquement m, + m,
colonnes. De plus, dans un contexte local, il n’est pas possible d’effectuer des rotations aléatoires de
I’ensemble. En effet, les algorithmes locaux fonctionnent sur le principe qu’entre deux points d’ana-
lyse proches, les ensembles analysés sont similaires et peuvent étre recollés contintiment. Cette
propriété est perdue si une rotation aléatoire de I’ensemble est appliquée en chaque point de I’ana-
lyse. Nous nous contentons donc de ne conserver que les m. premiers membres des matrices X™.
Dans les expériences synthétiques sur le L95, cette démarche donnait des résultats similaires a ceux
montrés dans la section 4.2, & part une légére sous-optimalité quand Q était grand.

Nous avons donc appliqué 'IEnKF-Q local sur notre CTM avec les observations d’AirBase. En
théorie, si la matrice des erreurs modéle est parfaitement définie, on pourrait s’attendre & ce que
nous n’ayons plus besoin d’inflation. Par conséquent, nous avons dans un premier temps enlevé toute
forme d’inflation additive. Les erreurs moyennes de filtrage et de lissage en fonction du temps, ainsi
que la dispersion de 'ensemble, comparées aux observations analysées et de controle, sont tracées
sur la Fig.5.18. On remarque que ’ensemble s’effondre totalement, avec une dispersion qui tombe
trés rapidement a 0, bien plus rapidement que si une simple propagation de ’ensemble avait été
effectuée. Cela n’empéche pas pour autant les résultats de filtrage d’étre sensiblement les mémes
que ceux obtenus lors de I'application d’'un LETKF.

Ces résultats ne sont que modérément étonnants. Pour comprendre, reportons nous & ceux
obtenus lors de 'application de PIEnKF-Q sur le L95. Tout d’abord, rappelons que de l'inflation
multiplicative avait été implémentée et était nécessaire pour obtenir les scores optimaux. Cependant,
dans ces expériences, la méthode SR(X, m,.) appliquait une décomposition en valeurs singuliéres a
X3, tandis qu’ici nous nous contentons de ne conserver que les m, premiers membres de ’ensemble.
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F1GURE 5.19 — FErreur moyenne et dispersion de I’ensemble en fonction du temps, pour une ex-
périence d’assimilation de données avec 'IEnKF-Q et inflation additive, quand on se compare au
jeu d’observations assimilées (& gauche) et au jeu d’observations de validation (& droite). L’erreur
moyenne de la simulation sans analyse est marquée en bleu, le filtrage est en rouge, le lissage en
vert. La dispersion de ’ensemble en lissage est en cyan, en filtrage en magenta et aprés ajout de
I'inflation additive en jaune.

Or, sur le L95, pour de trés grandes valeurs de Q et lorsque la méthode SR(X,m.) se contentait
de conserver les m, premiers membres de ’ensemble, ’absence d’inflation correspondait au cas
optimal (résultats non montrés). Dans ce cas, la dispersion de I’ensemble tombait également a 0.
L’algorithme ayant pour autant toujours recours aux anomalies d’erreur modéle X?, qui ne peuvent
pas étre sous-dispersées, les scores étaient quasiment identiques & ceux montrés sur les Figs. 4.7 et
4.8. Ainsi, on voit comment, sur le L95, il était possible d’avoir un ensemble sous-dispersé avec des
scores de performance raisonnables.

Ce résultat est en accord avec le fait que la taille de I'ensemble importe peu quand Q est trés
grand. En effet, on voit sur ces mémes courbes Figs. 4.7 et 4.8 que le passage de m, = 41 & m, = 20
n’impacte que peu les scores, et il s’avére que 'on peut aisément descendre en dessous de la taille de
I’espace instable sans provoquer la divergence du filtre. Tous ces résultats expérimentaux obtenus
sur le L95 avec 'TEnKF-Q permettent de comprendre les résultats obtenus dans cette expérience
avec Polair3D, a savoir d’une part ’effondrement de ’ensemble et d’autre part la qualité relative de
I’analyse. On précise par ailleurs que I'hypothése de dire que Q est grand est vérifiée, étant donnée
Pamplitude relative du Q choisie par rapport aux concentrations moyennes d’une part (de 'ordre
de 15%), et a I'évolution temporelle des concentrations d’autre part, qui ne varient guére de plus
de 30 ugm™3 en une heure.

Nous avons donc voulu vérifier le comportement de I'algorithme si une inflation additive était
conservée. Afin d’obtenir une dispersion de l'ordre de 'erreur d’analyse, la totalité de l'inflation
additive utilisée jusqu’ici est appliquée. Les résultats sont affichés sur la Fig.5.19. On remarque
tout d’abord que ’analyse contracte énormément ’ensemble en filtrage, mais assez peu en lissage.
Cependant, cette dispersion accrue de I’ensemble ne semble pas impacter les résultats qui sont trés
similaires & ceux obtenus sans inflation additive.

On remarque donc que 'IEnKF-Q ne permet pas dans ce contexte d’améliorer les scores d’es-
timation des concentrations de 1’ozone par rapport & un LETKF. Plusieurs hypothéses peuvent
étre avancées pour expliquer ce résultat. Tout d’abord, ’erreur modéle utilisée peut étre mal dé-
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finie dans notre expérience. Etant donné que seul l'espace des anomalies de modéle semble étre
utilisé pour trouver ’analyse, celles-ci se doivent d’étre mieux définies pour améliorer '’analyse. La
deuxiéme hypothése, qui y est reliée, est que les erreurs modéle auxquelles nous sommes confrontés,
sont trop importantes et potentiellement non-additives. Nos conditions aux limites, nos champs
d’émissions, notre modélisation du dép6t, sont autant de parameétres que nous avons déja modifiés
empiriquement pour améliorer la concordance de notre modeéle avec les observations. Les champs
météorologiques sont une source importante d’erreur modéle supplémentaire que nous n’avons pas
changée. De nombreuses études sont effectuées en utilisant pour chaque membre de ’ensemble une
configuration différente (Constantinescu et al., 2007a; Wu et al., 2008; Boynard et al., 2011). Nous
avons déja vu dans la section 4.3.3 que cette méthode conduisait aux meilleurs résultats sur le
L95-T dans un contexte offline idéalisé. Elle permet une configuration adaptée de ’erreur modéle
et nous aurions pu y recourir. A défaut, une méthode d’estimation de I’erreur modeéle comme celles
de Piccolo et Cullen (2016); Emili et al. (2016) pourrait permettre d’améliorer les performances
en prévision et empécher temporairement les membres de ’ensemble de converger vers l'attracteur
stable du modéle.

5.4.5 Conclusions de ’application de PIEnKS sur un CTM

Nous avons présenté dans ce chapitre 'ensemble des expériences exploratoires qui ont été effec-
tuées concernant ’application d’'une méthode EnVar 4D, a savoir 'IEnKS, sur le CTM Polair3D.
Les résultats préliminaires issus de ’application de I'TEnKS sur le L95-T avaient montré qu’un
algorithme variationnel s’étendant sur une longue fenétre risquait de ne pas s’avérer utile dans un
contexte offline comme celui d’'un CTM. Cependant, pour des modéles non-linéaires, la possibilité
d’avoir une analyse variationnelle sur une longue fenétre d’assimilation de données présente un
intérét. Les expériences avec des observations synthétiques ont laissé entrevoir cet avantage, avec
des RMSEs de filtrage qui s’amélioraient quand la fenétre était augmentée. Malheureusement, alors
que le lissage sur le L95-T s’améliorait sur de courtes fenétres avant de se détériorer, les résultats
en lissage avec Polair3D se dégradent dans tous les cas de figure quand L grandit. Nous attribuons
ce comportement a la trés forte stabilité du modeéle combinée a la présence d’erreur modéle.

Malgré ces premiers résultats encourageants, le passage & des observations réelles, méme débiai-
sées, n’a pas permis de retrouver un tel comportement. L’utilisation de 'IEnKS, en filtrage comme
en lissage, dégrade la prévision de I’état, aussi bien par rapport a des observations de contréle qu’en
prévision. La trés forte erreur modéle associée & notre CTM explique probablement ces résultats.
Cependant, le recours a 'lEnKF-Q), censé prendre en compte cette erreur modéle, n’a pas suffi pour
améliorer les prévisions. Cela est probablement dia au fait qu’elle est mal définie via notre simple
matrice d’inflation corrélée en espace d’une part et qu’elle n’est pas uniquement additive d’autre
part.

Ces résultats, méme si pessimistes, ne sont pas définitifs et n’excluent pas la possibilité d’ameé-
liorer notre estimation des champs d’ozone grace & une méthode 4D Envar. Le point critique de
cette expérience semble étre la forte erreur modéle associée a notre CTM. Etant donné ce constat,
plusieurs voies d’amélioration s’offrent & nous. Nous pouvons tout d’abord chercher & améliorer
notre simulation de base. Cela permettrait de réduire certaines sources d’erreur pour se retrouver
dans une situation ou les méthodes supposant un modéle parfait sont applicables. Par exemple,
nous pourrions augmenter la résolution de notre domaine, ce qui permettrait de réduire ’erreur de
représentativité des observations. De plus, les conditions aux limites semblent étre une forte source
d’incertitude. Notre utilisation de MOZART, dans ses versions 2 ou 4, ne semble pas optimale. Une
solution pourrait étre d’utiliser un modéle global par exemple. Les champs d’émission I’EMEP qui
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ont été utilisés, peuvent aussi étre améliorés, en tentant de faire de la modélisation inverse et estimer
ces flux (Liu et al., 2017, soumis, et les références qui y figurent). Par ailleurs, d’autres inventaires,
comme celui de GEMS-TNO, peuvent étre utilisés. Enfin, la météorologie est une forte source d’in-
certitude. Les champs de réanalyses auraient pu étre utilisés plutdt que le modéle opérationnel du
CEPMMT. De plus, la modélisation d’une inflation implémentée par la perturbation des modéles
de chacun des membres de I’ensemble aurait pu permettre d’améliorer les résultats (Constantinescu
et al., 2007a; Wu et al., 2008; Boynard et al., 2011). Cependant, il aurait surtout été préférable
d’avoir & notre disposition un modeéle couplé de chimie-météorologie (CCMM), comme WRF-Chem
par exemple, pour que les deux sous-sytémes du modele puissent interagir lors de I’assimilation,
comme pour le LI5-T ou le LI95-GRS. Des expériences d’assimilation de données sur des modéles
fortement couplés ont déja prouve lintérét de cette démarche (Semane et al., 2009; Milewski et
Bourqui, 2011, 2013).

L’autre voie possible d’amélioration peut étre le recours a des méthodes plus avancées pour
tenir compte de 'erreur modéle. Tout d’abord, nous notons que seules de courtes fenétres ont été
testées pour 'IEnKS, car moins cotiteuses numeériquement & appliquer. Une fenétre plus longue,
notamment de 24h, aurait pu permettre au systéme d’avoir & sa disposition un cycle journalier
complet, et ainsi améliorer les prévisions. Ensuite, bien que nos expériences avec 'IEnKF-Q se
soient soldées par un échec provisoire, il existe d’autres méthodes pour tenir compte de I'erreur
modéle, y compris dans un contexte variationnel d’ensemble comme le ndétre. Nous pensons par
exemple au récent algorithme de Mandel et al. (2016) ou encore ceux de Piccolo et Cullen (2016);
Emili et al. (2016), qui auraient pu étre appliqués pour améliorer les performances en prévision.

Nos expériences ont donc le mérite de montrer en premier les limites de I'application des mé-
thodes variationnelles d’ensemble sur des CTMs avec des observations réelles. En effet, nous pensons
qu’il n’y a que peu d’utilité pour ces modeles stables de recourir & une longue fenétre d’assimilation
de données, du moins tant qu’une méthode adaptée de prise en compte de I'erreur modéle n’est pas
implémentée. Ainsi, de nombreuses voies d’amélioration sont encore & explorer. Ces travaux seront
donc poursuivis et feront l'objet d’une publication.






CHAPITRE 6

Méthodes de quantification des
incertitudes liées a 'estimation d’une
source de polluants

L’erreur modéle associée aux expériences présentées au chapitre 5 a fortement impacté les ré-
sultats des expériences d’assimilation de données. Il est donc nécessaire d’étre en mesure de la
diagnostiquer correctement. En particulier, les champs d’émission sont une forte source d’erreur
des modeles de chimie-transport. Ils sont généralement issus d’inventaires d’émissions. Cependant,
de tels inventaires n’existent pas lors de I’émission accidentelle de polluants, comme lors d’accidents
nucléaires. Or il est nécessaire d’avoir une connaissance la plus détaillée possible de ces rejets pour
pouvoir évacuer les zones dangereuses et évaluer l'impact sanitaire de ’accident. Il faut alors re-
courir, pour estimer la quantité de polluants rejettée, & des méthodes de modélisation inverse. Ces
méthodes doivent répondre a deux défis : d’une part, améliorer ’estimation des champs d’émission
pour réduire 'erreur modéle, et d’autre part, déterminer l'incertitude associée & cette estimation.

L’application des méthodes de modélisation inverse pour 'estimation de sources de polluants
a significativement progressé au cours des deux derniéres décennies. Cependant, malgré des esti-
mations relativement fiables, ces derniéres ne sont que rarement accompagnées d’une évaluation
de leurs incertitudes, sauf quand des statistiques gaussiennes sont utilisées. Dans ce chapitre, nous
testons des techniques rigoureuses d’estimation de l'incertitude dans le contexte de la modélisa-
tion inverse du terme source d’un traceur émis ponctuellement. Des statistiques log-normales sont
utilisées pour le terme source et éventuellement les observations, ce qui interdit le recours a des
techniques basées sur des statistiques gaussiennes.

Dans un premier temps, via ’approche bayésienne empirique, les paramétres des statistiques
d’erreur, appelés hyperparamétres, sont estimés gréice a 'algorithme espérance-maximisation. Cela
permet d’estimer un terme source. Puis les incertitudes attachées a la masse totale de polluant émise,
ainsi que les taux d’émission au cours du temps, sont estimés par quatre méthodes de Monte-Carlo :
(i) un échantillonnage préférentiel fondé sur 'approximation de Laplace ; (ii) un échantillonnage avec
un randomize-then-optimize (RTO) naif; (iii) un échantillonnage avec un RTO sans biais; (iv) une
simulation avec une méthode basique de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC). Dans un
deuxiéme temps, ces méthodes sont comparées & une approche bayésienne hiérarchique compléte,
en utilisant une méthode de MCMC fondée sur une représentation transdimensionnelle du terme
source pour réduire le cott de calcul.

Ces méthodes sont appliquées & I'estimation des termes sources de césium-137 des accidents
des centrales nucléaires de Tchernobyl en avril et mai 1986 et de Fukushima Daiichi en mars 2011.
Ces résultats ont fait 'objet d’une publication (Liu et al., 2017, soumis). Il s’agit de la premiére
quantification rigoureuse de I'incertitude des estimations des termes sources de ces accidents.
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6.1 Introduction

6.1.1 Modélisation inverse et quantification d’incertitude

La modélisation inverse des champs d’émission de polluants est un défi en chimie atmosphérique,
particuliérement en ce qui concerne les gaz a effet de serre (par exemple, Gurney et al., 2002;
Kaminski et al., 2001; Chevallier et al., 2006; Bergamaschi et al., 2009) et la qualité de lair (par
exemple, Quélo et al., 2005; Elbern et al., 2007; Koohkan et Bocquet, 2012; Koohkan et al., 2013).
Il s’agit d’assimiler des observations de concentration de polluants et d’estimer les flux de polluants
en utilisant un modéle de chimie-transport (CTM) avec une représentation statistique correcte des
erreurs (voir, par exemple, la section 3 de Zhang et al., 2012). Cette approche, considérée comme top-
down, est complémentaire & celle consistant & construire un inventaire d’émission, qui est considérée
bottom-up. Comme pour les méthodes d’assimilation de données utilisées en géophysique, la majorité
des études de modélisation inverse repose sur des principes bayésiens. En particulier, ’a priori de
I’approche bayésienne, qui synthétise ’ensemble des informations disponibles avant 1’assimilation
des observations, est fourni par un inventaire et si possible une estimation a priori de l'incertitude
intrinséque de ce dernier.

6.1.2 Modélisation inverse pour le rejet accidentel de radionucléides

La modélisation inverse a également été appliquée & I’estimation de la quantité de radionucléides
libérée dans ’atmosphére lors d’un accident nucléaire. Les taux d’émission a la centrale nucléaire sur
une période de temps pour un ou plusieurs radionucléides se nomment le terme source. Le transport,
la microphysique ou la décroissance radioactive des radionucléides peuvent souvent étre vus comme
linéaires, c’est-a-dire que la relation source-récepteur, qui relie les mesures de concentration au terme
source, est linéaire. En comparaison des autres problémes de modélisation inverse, en particulier
ceux mentionnés plus haut, la modélisation numérique est donc considérablement plus simple. La
position exacte de I’émission est souvent connue, aussi les seules variables & reconstruire sont les
taux horaires d’émission sur plusieurs jours, pour des accidents majeurs comme ceux de Tchernobyl
ou Fukushima.

Toutefois, le fait que la source soit ponctuelle peut provoquer des phénomeénes de double pénalité
(voir, dans ce contexte, Farchi et al., 2016) prés des forts gradients de panache de polluants. De plus,
il n’y a dans ce cas précis pas d’inventaire & proprement parler, méme si des physiciens nucléaires
peuvent évaluer ce qui pourrait étre émis de la centrale, en fonction du scénario de I'accident. Ainsi,
on se doit de supposer que I’a priori sur les émissions a une distribution trés large et non-informative.

Comme nous le verrons dans la section 6.2, la modélisation inverse a été appliquée a ’estimation
des termes sources des accidents de la centrale nucléaire de Tchernobyl (CNPP, pour Chernobyl
nuclear power plant en anglais) et plus récemment de la centrale nucléaire de Fukishima Daiichi
(FDNPP, pour Fukushima Daiichi nuclear power plant en anglais).

6.1.3 Quantification d’incertitude et objectifs de cette étude

Dans ce contexte accidentel, la plupart des inversions publiées n’ont pas été obtenues avec
une quantification de U'incertitude (UQ, pour uncertainty quantification en anglais) de la meilleure
estimation du terme source. Toutefois, Winiarek et al. (2014) s’est appuyé sur une méthode de
Monte-Carlo (décrite plus tard comme RTO naif) pour fournir un intervalle de confiance pour le
terme source de césium-137 de la FDNPP.
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D’une maniére plus générale, on observe, en modélisation inverse pour la chimie atmosphérique,
une tendance récente & essayer de quantifier 'incertitude des émissions estimées. Cette démarche
est naturelle en assimilation de données météorologiques, ol elle repose sur une ébauche réaliste
et souvent gaussienne. Cela n’est pas aussi évident pour les problémes de modélisation inverse car
une telle ébauche n’est souvent pas disponible ou peu fiable. Ce probléme est amplifié par le fait
que les données d’observation étant limitées, I’ébauche joue un réle primordial dans 'inversion. De
plus, 'UQ est mathématiquement aisée si les erreurs peuvent étre considérées comme gaussiennes.
Ce n’est cependant pas le cas des émissions qui sont des variables aléatoires positives et de facto
intrinséquement non-gaussiennes.

Le but de ce chapitre est donc de présenter, tester, comparer et critiquer les méthodes objectives
d’estimation de l'incertitude du terme source reconstruit par modélisation inverse. Certaines des
méthodes répertoriées sont présentées avec de nouvelles variations. La plupart d’entre elles n’ont
jamais été testées dans ce domaine.

A la section 6.3, nous introduirons le cadre théorique, reposant sur des méthodes bayésiennes, qui
tient compte de la positivité du terme source et utilise des statistiques log-normales pour les erreurs
d’ébauche. Il s’appuie sur une approximation, appelée Bayes empirique (BE), qui sera implémentée
au travers de 'algorithme espérance-maximisation (EM). A la section 6.4, la quantification des
incertitudes des estimations obtenues par I’approche BE sera étudiée avec les méthodes suivantes :
un échantillonnage préférentiel fondé sur approximation de Laplace, le RT'O naif, le RT'O sans biais,
et une méthode MCMC. A la section 6.5, une approche bayésienne hiérarchique est développée pour
résoudre conjointement le probléme inverse ainsi que I’UQ. Pour simplifier les calculs numériques,
le maillage est intégré & la hiérarchie bayésienne, ce qui est nommé analyse transdimensionnelle.
Un résumé et des conclusions sont fournies dans la section 6.6.

Pour chacune des sections principales 6.3, 6.4 et 6.5, nous illustrons les méthodes en les ap-
pliquant a l'inversion des termes sources des accidents des CNPP et FDNPP, en utilisant des
observations réelles de concentration. Nous fournissons ainsi la premiére UQ rigoureuse de ces in-
versions. Sans chercher & étre exhaustifs, nous souhaitons mettre en exergue les éléments clés de
ces méthodes et les résultats marquants. L’erreur modeéle, y compris celle provenant des champs
météorologiques, n’est pas considérée dans cette étude. Cependant, elle sera partiellement prise en
compte par l'estimation des parameétres statistiques du ’a priori.

Etant donné le choix de ces illustrations, nous rappelons le contexte des accidents des CNPP
et FDNPP, et décrivons leur modélisation dans la section 6.2, avant de décrire les inversions et les
méthodes d’UQ.

6.2 Les rejets de radionucléides des accidents de Tchernobyl et Fu-
kushima

Dans cette section, nous rappelons les caractéristiques des accidents de la CNPP et la FDNPP et
leurs conséquences en terme de dispersion atmosphérique de radionucléides. Les différentes études
utilisant la modélisation inverse pour estimer le terme source sont également listées. Enfin, nous
décrivons les jeux d’observations et les modéles que nous utiliserons lors de l'inversion des termes
sources et du calcul de leurs incertitudes.

6.2.1 Contexte

Le 25 avril 1986, & 21h30 UTC, la CNPP subit un accident majeur avec l’explosion du qua-
triéme réacteur, un important feu et la fusion du réacteur. En conséquence, des radionucléides ont
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été répandus dans 'atmosphére, y compris des espéces résilientes comme ’iode-131, le césium-134
et également le césium-137, d’une demi-vie de 30 ans. L’émission principale de radionucléides a duré
environ 10 jours. Les radionucléides se sont déposés principalement en Ukraine, en Biélorussie et
en Scandinavie. L'United Nations Scientific Committee on the Effects of Atomic Radiation (UNS-
CEAR) estime les quantités émises d’iode-131 et de césium-137 & environ respectivement 1760 PBq
et 85 PBq (United Nations, 2000).

A la suite d’un tremblement de terre sous-marin de magnitude 9.0 et du tsunami qui en a
découlé le 11 mars 2011, une fusion partielle du réacteur et des explosions d’hydrogéne dans plu-
sieurs réacteurs de la FDNPP ont provoqué le rejet massif de radionucléides dans I’atmosphére,
sans compter le déversement d’eaux contaminées dans l'océan Pacifique. Des radionucléides, en
particulier du césium-137, ont été déposés dans la préfecture de Fukushima, au Nord-Ouest de la
FDNPP. L’émission principale a eu lieu sur une période de trois semaines a partir du 11 mars. Les
analyses s’accordent sur une quantité émise comprise entre 100 et 500 PBq pour l'iode-131 et entre
6 et 20 PBq pour le césium-137 (United Nations, 2016).

6.2.2 Estimation du terme source pour les accidents de Tchernobyl et de Fu-
kushima Daiichi

Lors d’accidents nucléaires graves, I’évaluation de 'impact environnemental dépend fortement
de I’évolution temporelle du taux de rejet dans 'atmosphére et de sa distribution entre les diffé-
rents radionucléides. C’est ce que 'on nommie terme source. Une méthode d’estimation de ce terme
source consiste & faire 'inventaire des quantités de radionucléides présents dans le réacteur et leur
comportement en cas de fusion du cceur du réacteur. Les autres méthodes consistent a combiner
un modéle numérique de dispersion atmosphérique et des observations environnementales. Les mé-
thodes de modélisation inverse en font partie. Elles ont vu le jour aprés l'accident de la CNPP.
Elles s’appuient sur un formalisme mathématique rigoureux et se sont avérées efficaces pour recons-
tituer le terme source (Gudiksen et al., 1989; Davoine et Bocquet, 2007; Krysta et Bocquet, 2007;
Bocquet, 2012).

Six ans aprés l'accident de la FDNPP, la plupart des estimations du terme source ont été
obtenues en couplant des observations et des modéles de dispersion atmosphérique. Deux types
d’approche peuvent étre distingués : des méthodes directes, qui comparent simplement les données
observées et mesurées (Chino et al., 2011; Mathieu et al., 2012; Terada et al., 2012; Katata et al.,
2012; Hirao et al., 2013; Kobayashi et al., 2013; Katata et al., 2015), et des méthodes de modéli-
sation inverse (Winiarek et al., 2012; Stohl et al., 2012; Saunier et al., 2013; Winiarek et al., 2014;
Yumimoto et al., 2016). Ces estimations ont fourni les quantités totales de radionucléides rejetés qui
ont été mentionnées précédemment. Cependant, les termes sources reconstruits sont sensibles au
type de mesures utilisé, a la qualité des champs météorologiques et a celle du modéle de dispersion
atmosphérique. Les estimations récentes (Katata et al., 2015; Yumimoto et al., 2016) sont toujours
incertaines et différent grandement sur les taux de rejet. Les comparaisons entre les résultats de
simulations et les mesures de concentration de particules de césium-137 dans l'air (Tsuruta et al.,
2014; Oura et al., 2015) ont mis en avant le besoin d’améliorer la reconstruction du terme source
(Nakajima et al., 2017). L’assimilation de ces mémes mesures de concentration de césium-137 dans
Pair peut le permettre (Saunier et al., 2016).
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6.2.3 Base de données d’observations

La reconstruction du terme source de I'accident de Tchernobyl repose sur des observations ré-
coltées dans la base de données Radioactivity Environmental Monitoring (REM) du Joint Research
Centre. Les mesures de concentration de césium-137 dans I’air effectuées en Europe de ’Ouest par
92 stations sont utilisées (1293 observations disponibles). Etant donné que cette base de données
a déja permis plusieurs inversions du terme source (Davoine et Bocquet, 2007; Bocquet, 2012),
elle semble adaptée pour étudier les méthodologies développées dans ce chapitre. Cependant, une
étude du terme source & proprement parler bénéficierait probablement des efforts récents apportés
a l'enrichissement de la base de données REM (Evangeliou et al., 2016).

Les mesures de concentration de césium-137 dans air effectuées dans un rayon de 200 km autour
de la FDNPP sont utilisées pour reconstruire le terme source dans notre étude. Cela correspond aux
stations situées dans la région de Tohoku et du Nord de la région de Kanto. Nous nous défaussons
des stations situées plus au Sud. Le choix de cette zone géographique restreinte permet de limiter
I'impact de 'erreur modéle sur la reconstruction du terme source. La base de données originelle
est constituée de 6451 concentrations mesurées, dont nous ne gardons que les 3294 situées dans un
rayon de 200km de la FDNPP. Cela inclut les données décrites et utilisées dans Winiarek et al.
(2012) et les données rendues disponibles suite & 'immense travail crucial effectué par Oura et al.
(2015).

6.2.4 Modélisation

La dispersion atmosphérique des panaches de césium-137 issus des CNPP et FDNPP est simulée
par le modeéle eulérien de la plate-forme Polyphemus, déja utilisé au chapitre 5 (Mallet et al.,
2007; Quélo et al., 2007). Les paramétres utilisés sont choisis sur la base de précédents travaux
(Bocquet, 2012; Winiarek et al., 2014; Quérel et al., 2015). Les principales caractéristiques de ces
configurations sont rappelées dans le tableau 6.1. Les simulations démarrent le 25 avril 1986 & 00h00
UTC et courent sur 14 jours pour l'accident de la CNPP et démarrent le 11 mars 2011 & 00h00
UTC et courent sur 24 jours pour 'accident de la FDNPP.

Nous notons que Kp a été fixé & 0 pour le cas de la CNPP, puisque la résolution est grossiére
et implique déja une forte diffusion numérique. Au contraire, la configuration pour 'accident de
la FDNPP a une résolution spatiale bien plus fine qui par conséquent peut nécessiter un fort Kj,.
Nous avons choisi Kj, = 25000m?s~!, conformément a Winiarek et al. (2014), afin de mitiger grace
a la diffusion lerreur modele et D'effet négatif de la double pénalité qui en résulte (Farchi et al.,
2016).

6.3 Modélisation inverse

Dans cette section, nous présentons le cadre méthodologique pour les inversions effectuées dans
ce chapitre, qui repose sur des techniques bayésiennes approchées ou exactes.

6.3.1 Statistiques d’erreur a priori log-normales

Pour s’assurer de la positivité de la source estimée par modélisation inverse dans un cadre
bayésien, une densité de probabilité positive des taux d’émission doit étre utilisée. Par exemple,
Winiarek et al. (2012, 2014); Tichy et al. (2016) ont choisi des statistiques gaussiennes tronquées.
Nous choisissons ici des distributions log-normales. Une des raisons de ce choix est la large plage
de valeurs de concentration des polluants et de leurs erreurs, qui pose probléme pour les rejets de
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TABLEAU 6.1 — Principales caractéristiques des configurations des simulations pour les accidents
de la CNPP et la FDNPP.

Tchernobyl Fukushima Daiichi
extension du domaine [10.96°E-68.915°W] et [137.53°W-143.48°W] et
[30.57°N-72.195°N] [34.72°N-40.67°N]
résolution angulaire 1.125°x1.125° 0.05°x0.05°
résolution verticale 15 niveaux paralléles au sol (de 0 & 8073 m)
météorologie réanalyses ERA-40 du CEPMMT simulation WRF
(Uppala et al., 2005) (Winiarek et al., 2014)
meélange vertical coefficient vertical de diffusion turbulente, K, suivant Louis (1979)
mélange horizontal coefficient horizontal de diffusion turbulente constant Kj
Kp =0m?s™! Kp =25000m?s™ !
lessivage dans le nuage Pudykiewicz (1989) avec A% = 1.5 107°s~! Roselle et Binkowski (1999)
dépot humide aucun Baklanov et Sgrensen (2001)
dépot sec vélocité constante vg=1.510"3ms~! sur la terre
vg =1.45103ms! vg =0.1 10"3ms! sur 'eau

@ A est la constante produisant la valeur maximale de coefficient de lessivage.

radionucléides. En effet, on observe des écarts d’un facteur 10° entre les niveaux de radioactivité
possibles. Cette remarque vaut aussi bien pour les observations que pour les taux de rejet de la
source. Ce probléme est significativement amoindri par le recours & des statistiques log-normales.
En pratique, cela donne plus de poids aux faibles observations.

Avec des statistiques log-normales, le terme source x, composé de M taux d’émission et vu
comme une variable aléatoire vectorielle dans ]Rf , a la forme

x =Xe*, avec z ~ N(0,B), (6.1)

qui signifie que z est échantillonné a partir de N'(0,B), la distribution gaussienne multivariée de
moyenne 0 et de matrice de covariance B, et a pour fonction de densité de probabilité (pdf)

@ e sllzlE 62)

p(z) = —— :
V@m)MBJ

ot on rappelle que ||z]|3 = zTB 71z et |B| est le déterminant de B. Le vecteur X dans 1'équation
(6.1) donne un ordre de grandeur des taux d’émission et pourrait étre une ébauche du terme source.
A partir du changement de variable défini a I'équation (6.1), on déduit que la pdf de x est (voir,
par exemple, Fletcher et Zupanski, 2006)

M =12
e~ >om—In xm—%Hln x—InX||g

X) = . 6.3
() e (63)

De la méme maniére, les P observations, considérées comme des variables aléatoires dans ]Ri,
sont supposées avoir des statistiques log-normales :

y = pe® avec € ~ N(0,R). (6.4)
Par conséquent, la pdf des observations s’écrit
e~ T nyp—3ny—Inplk

ply) = — (6.5)
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L’opportunité qu’offrent des statistiques log-normales de traiter des observations d’ordres de
grandeur significativement différents est un grand avantage. Le défaut de cette approche est toutefois
la trop grande précision implicitement associée aux observations quasi-nulles, dont la fiabilité peut
étre remise en question (par exemple, Farchi ef al., 2016). Plusieurs solutions sont envisageables pour
mitiger cet effet. Premiérement, on peut se contenter de ne considérer que les observations qui sont
au-dessus d’un certain seuil y;. Ce seuil peut étre choisi comme valant par exemple la précision de
mesure de radioactivité atmosphérique ou 'activité de fond pour des mesures d’activités déposées.

Une solution plus élégante consiste & modifier la distribution log-normale et 'amender pour
les petites valeurs d’observation. Par exemple, on peut considérer la distribution suivante pour les
observations,

p(y) o eXme1 IS W) =316~ (6.6)

ou la fonction ¢ : Ry — R s’applique composante par composante & y et w, et ¢’ est sa dérivée.
On peut la définir suivant ((y,) = Iny, si yp > ye et ((yp) =Inyy — 1+ yp/ye 51 0 < yp <y La
fonction a été choisie de telle sorte a ce qu’elle ait un comportement log-normal pour la majorité
des observations (y, > y) et qu’elle soit linéaire pour les faibles valeurs, en plus d’étre continue et
différentiable en 3. Cela tempére I'impact des observations de faible concentration. Une troisiéme
possibilité intermédiaire est de choisir simplement vy, — ((yp) = In(yp + y¢). Cette derniére a le
mérite de se passer d’'un test conditionnel, de faciliter le calcul analytique des vraisemblances et de
leurs dérivées, et d’éviter de se défausser de certaines observations. Nous avons vérifié que les trois
solutions conduisent & des inversions similaires quand % est choisi de telle sorte & avoir un sens
physique. Par conséquent, nous avons sélectionné la derniére solution. La valeur du seuil est fixée
a g, = 1073 Bq.m ™2 pour 'étude de Paccident de la CNPP et &y = 10~ Bq.m ™ pour celui de la
FDNPP.

Enfin, & titre de comparaison, nous considérerons également le cas d’observations gaussiennes,
c’est-a-dire telle que y = p + € avec € ~ N(0,R), tout en gardant les erreurs sur I’ébauche
log-normales.

6.3.2 Solution bayésienne théorique

La distribution des statistiques des erreurs a priori pour le terme source et les observations étant
choisie, nous pouvons désormais présenter les principes de 'inversion appliquée dans ce chapitre.
Le probléme inverse est résolu formellement par la formule de Bayes, qui s’écrit pour deux variables
zety,

platy) = P o piy) < [ aaptslanta), (6.7
p(y) RM
La pdf p(y|z) est la vraisemblance des observations, issue des erreurs d’observation a priori; la pdf
p(z) est 'ébauche du terme source; et la pdf p(y), constante selon z, est I’évidence.

Les observations (non bruitées) et le terme source sont reliés par la résolvante H du modéle de

chimie-transport
p = Hx = HXe?, (6.8)

ou H est souvent appelée matrice jacobienne du modéle et définit la relation source-récepteur.
Notons que le modéle physique est ici supposé linéaire. I’opposé du logarithme de la vraisemblance
de z, étant donné l'ensemble des paramétres @ = X, B, R, c’est-a-dire £(z;0) = —Inp(zly, 0), est
obtenu par I'application de la loi de Bayes :

1 ., 1
£(z:6) = 5 |lny — InHXe*|[f + o |25 +£(6), (6.9)
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ou &(0) représente les termes qui ne dépendent pas de z. Quand nous cherchons le maximum a
posteriori (MAP), c’est-a-dire le 1mimimum ?le L(z; 0) en fonction de z, il est préférable d’appliquer
le changement de variable z = B2z, avec B2 la matrice racine carrée de B, qui produit une fonction
de cofit mieux conditionnée :

2

- 1 1 1. ~
L(7;0) = - [Iny — InHxB?Z|| 4+ 2 ||Z)° +£(0), (6.10)
2 r 2
ou on utilise la norme ||v|| = V'vTv. Ce préconditionnement est nécessaire quand les valeurs propres

de B approchent 0 et impactent la convergence de la minimisation de (6.9). Ceci étant, par la suite,
les développements théoriques utiliseront la formulation de (6.9), plus conventionnelle.

6.3.3 Les solutions par Bayes hiérarchique et Bayes empirique

Si les statistiques des erreurs sont effectivement log-normales et que les paramétres 6 sont pré-
cis, la méthode présentée plus haut devrait fournir une estimation fiable de la pdf a posteriori du
probléme inverse. Cependant, 8, souvent appelés hyperparamétres, sont incertains, tout particulie-
rement en ce qui concerne l'inversion de sources de polluants. En statistique bayésienne, il est par
congséquent conseillé de considérer @ comme un vecteur aléatoire et de 'incorporer dans la formule
de Bayes habituelle

p(y[x)p(x)
pXly) = ) 6.11
(x[y) o) (6.11)
ce qui donne la hiérarchie d’inférences suivante :
x,0)p(x,0 X, 0)p(x|0)p(O
Mxmwsz| Jp(x,0) _ plylx, 0)p(x|6)p(0) (6.12)

p(y) p(y)

ou p(y|x, 0) est la vraisemblance des observations conditionnée par x et 8 et p(0) est I’ébauche
de ces hyperparamétres. I s’agit de 'approche hiérarchique bayésienne compléte (BC). La pdf a
posteriori initiale p(x|y), sans référence aux hyperparamétres 6, peut ensuite étre obtenue comme
une marginalisation sur 6

p(xly) = / 40 p(x., 0ly). (6.13)

Une approximation consiste a faire apparaitre p(x|y, @) dans cette marginalisation

p(xly) = / a6 p(xly, O)p(6ly) (6.14)

et supposer que p(0]y) est piquée autour d’une valeur 8* et concentrée sur un voisinage de 8* ou
la variation de p(x|y, @) est faible. Cela améne & une marginalisation approchée

p(xly) ~ p(xly, 6%) / d0p(6]y) = p(xly, 6"). (6.15)

Cette approche est nommeée Bayes empirique (BE). Méme si cette démarche n’est qu’approchée,
elle peut représenter avec fidélité la hiérarchie bayésienne, a supposer que p(8|y) soit suffisamment
piquée autour de 6*. Elle est bien connue en statistiques environnementales et a été pronée dans des
revues en géosciences (Michalak et al., 2005; Wu et al., 2013; Bocquet, 2015). Elle a été utilisée en
modélisation inverse pour le terme source de polluants dangereux dans Davoine et Bocquet (2007);
Winiarek et al. (2012, 2014) et en chimie atmosphérique (par exemple, Koohkan et al., 2013; Berchet
et al., 2013).
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Méme si elle est répandue en statistiques environnementales, 'approche hiérarchique a rarement
été utilisée en géosciences avec des modeéles complexes car elle nécessite d’échantillonner selon une
succession de pdf, ce qui n’est pas une tiche numériquement aisée. Entre autres exceptions, elle a
été utilisée en assimilation de données pour mieux tenir compte des incertitudes dans les méthodes
de filtre de Kalman d’ensemble (Bocquet, 2011). Il s’agit de I'EnKF-N décrit & la section 2.4.5.2.
On peut citer également Ganesan et al. (2014) qui l'a utilisée dans Uinversion de gaz a effet de
serre. Etant donné que le nombre de degrés de liberté d’une source ponctuelle avec quelques taux
d’émissions est nettement moindre, I’approche bayésienne compléte a été rendue possible pour la
modélisation inverse du terme source de polluants dangereux dans Delle Monache et al. (2008); Yee
(2008). Enfin, nous précisons qu’une comparaison plus approfondie entre les inférences bayésiennes
hiérarchiques et empiriques est présentée dans Malinverno et Briggs (2004).

6.3.4 Estimation des hyperparamétres avec I’algorithme espérance-
maximisation

Dans le cadre du BE, plusieurs estimateurs peuvent étre utilisés pour les hyperparamétres,
comme le maximum de vraisemblance, la validation croisée généralisée, la L-curve, 'estimateur
de risque prédictif sans biais, etc. (voir, par exemple, Vogel, 2002; Hansen, 2010; Doicu et al.,
2010, pour des monographies avancées sur le sujet). La plupart d’entre eux ont été utilisés dans
les études de modélisation inverse déja mentionnées. Etant donnée la justification du BE fournie
plus haut, le maximum de vraisemblance est souvent employé. Cependant, en I’absence d’expression
analytique pour cet estimateur & 'exception du cas de statistiques gaussiennes, sa solution requiért
des algorithmes numeériques non-triviaux. Une approche rigoureuse, bien connue dans le domaine
des statistiques mais assez peu dans celui de l'assimilation de données en géophysique, est celle
de 'espérance-maximisation (EM) (Dempster et al., 1977), qui sera utilisée dans ce chapitre pour
estimer les hyperparameétres. Le schéma est intéressant car il est facile & implémenter. Son fondement
et sa justification sont en revanche sophistiqués, ce qui a pu empécher dans une certaine mesure sa
diffusion aux géosciences.

L’algorithme EM est censé trouver le maximum local de la vraisemblance

16) =p(y10) = [ axplylx.Op(x6). (6.16)

quand p(y|@) n’est pas nécessairement connue analytiquement car l'intégrale n’est pas calculable.
L’algorithme EM est itératif, jusqu’a convergence, et alterne entre les deux étapes :
— Etape E (espérance) : Etant donnée la valeur estimée des paramétres 0 3 Ditération
i, on calcule la fonction L(0]%) = Eyly.00) [Inp(x,y|0)], ou lindice x|y, 0@ signifie que
I’espérance [E est prise sur la distribution de x sachant y mais en supposant la valeur fixe o0
pour 6.
- Etape M (maximisation) : Etant donné L(8]0%)) calculée a l'étape d’espérance, nous
cherchons son maximum 80+ = argmax L(0]0).
0

Pour une condition initiale donnée @, on répéte les itérations jusqu’a convergence des paramétres.
La convergence de I'algorithme EM vers le maximum local dont le bassin d’attraction contient 0g
est garantie. Cet algorithme est connu pour étre efficace pour Iestimation de paramétres de modéles
de mélange gaussien (voir par exemple, Bishop, 2006), qui sont souvent utilisés en assimilation de
données non-linéaire. Cependant, une expression analytique de L(H]B(i)) n’est bien souvent pas
disponible, ce qui est le cas de notre application. Une solution consiste a estimer L(6 |9(i)) par une
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méthode de Monte-Carlo (Wei et Tanner, 1990), c’est-a-dire obtenir /N échantillons de la densité
de probabilite p(x|y, G(i)), de telle sorte que

N
. 1 X )
L(0]6) ~ > np(x),yl6"), (6.17)
n=1

ou ng) ~ x|y, 0. En géosciences, cette approche a ¢té mise en avant par Ueno et Nakamura (2014);
Tandeo et al. (2015); Ueno et Nakamura (2016), ot les matrices d’erreur d’observation, d’ébauche
et de modéle sont estimées. Leurs modéles physiques sont non-linéaires (contrairement au notre
qui est linéaire) et leurs statistiques d’erreur sont gaussiennes, ou un mélange de gaussiennes, (par
opposition a log-normales dans notre cas). Cela a de plus été utilisé avec succes par Pulido et al.
(2017).

Ici, nous appliquons ’algorithme EM pour estimer les hyperparameétres 8 = R, B et considérons
X comme donné et fixé. A I'itération 4, nous avons donc les estimations R® B de R,B. Nous

voulons donc estimer la fonctionnelle suivante, redéfinie comme deux fois 'opposé du L précédent :

LR.BRY BY) = —2E, pw po np(z,y|R,B)|
= - 2Ez|y,R<i),B(i) [lnp(y‘zv R7 B) + lnp(Z‘Rv B)]

:Ez|y,R(i)7B(i) Hlny —In HiezH%{ + IEz|y,l:t(i),B(i) |:HZH2B:| +1In ’R’ +1In ‘B| + (M + P) ln(2ﬂ—)7
(6.18)

qui ne peut pas totalement étre calculée analytiquement. Nous allons donc, comme annoncé, tirer N
échantillons de la distribution a posteriori étant donnés R, B®) | ¢’est-a-dire, zg) ~ zly, R® B,
Un tel échantillonnage n’est pas trivial et fera 1'objet de la section 6.4. Chacune des méthodes
d’échantillonnage qui y sont proposées peut fonctionner. Notons cependant que pour atteindre la
convergence de 'algorithme EM, le nombre d’échantillons est nettement inférieur & ceux requis par
I'UQ exposée dans la section 6.4.

Définissons de maniére empirique les moments d’ordre 2

N
SO = 25 (lny - nHxe®) (ny — nHzes) (6.19)
N;(Hy n Hxe )(ny n Hxe )
N
st = 1 2D (20 T. (6.20)
P N4 ( )

Avec ces définitions, on peut simplifier 'expression de L en
L(R,BR® BV) ~ Tr (R*lsg”) +In|R| + T (B*ls{j)) +1n[B| + (M + P)In(2r).  (6.21)

L’étape de maximisation consiste 2 minimiser L(R, B|R® B®) selon R et B en annulant les

gradients
VrL(R,BR® B") =R R -S/)R™!, (6.22)
VsL(R,BIRY B®) =B~ 1(B-S{)B, (6.23)

ce qui donne les estimations R(t1), B(+1) de R, B a l'itération i + 1

ROTD =g BOTD =gl (6.24)
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Deux formes simples de R et B sont considérées. Dans un premier temps, nous les choisis-
sons proportionnelles & la matrice identité : R = rIp dans RPXP et B = bl dans RMXM,
Méme si cette approximation est quelque peu irréaliste, elle fournit un ordre de grandeur pour
ces covariances. Nous nommerons cette configuration pour les hyperparamétres D, (pour diagonal,
parameétre unique). Dans ce cas, les équations (6.19) et (6.20) se simplifient en équations scalaires

N
. 1 i) 12
st = NP Z Hlny ~ InHxe? ‘ , (6.25)
n=1
N
% 1 7 2
SI(D) = 7 Z 20|, (6.26)
n=1
et 'équation (6.24) devient
POt = sgi), pltD) — sg). (6.27)

Dans un second temps, nous continuons de considérer une forme diagonale pour les matrices de
covariances, cette fois-ci en prenant la configuration R = rIp et B = Diag(by, ba,...,bys). Dans
cette configuration, nous choisissons autant de parameétres de variance que de taux d’émission, étant
donné que les différents taux d’émission et leurs statistiques d’erreur sont vraisemblablement indé-
pendants ou assez peu corrélés en temps. Nous nommerons cette configuration des hyperparamétres
Dy (pour diagonal, parameétres multiples). Dans ce cas, les itérations sur B sont modifiées en

N

: 1 N2 . :
= 2 () WY = s (628)
n=1
pour m = 1,..., M. Notons que l'algorithme EM peut aussi s’appliquer au cas ol les obser-

vations ont des erreurs gaussiennes de maniére évidente : 'équation (6.25) deviendrait 3(()’) =
112
1 N — 7
NP 2n—1 Hy — HXxe

6.3.5 A priori sur les hyperparamétres

Dans les cas réels étudiés dans ce chapitre, avec des jeux d’observations limités, les hyperpara-
meétres sont souvent assez peu contraints. Il peut alors étre important de définir ce & quoi correspond
I’a priori sur ces hyperparamétres. Comme il a été vu dans la section 6.3.4, 'algorithme EM fournit
un maximum de p(y|@), la vraisemblance des observations. Cependant, dans ’approche bayésienne
empirique, nous nous intéressons plutdt au maximum de p(@ly) = p(y|0)p(0)/p(y). Ainsi, appli-
quer 'EM tel qu’il a été présenté jusqu’ici reviendrait & supposer une distribution uniforme pour
p(0). On pourrait préférer une pdf moins informative, telle I’a priori de Jeffreys (Jeffreys, 1961).
Pour les deux formes supposées de R et B & la section 6.3.4, cet a priori sur les hyperparamétres
r, b ou les by, s’écrit

p(r) o< 1/, p(b) < 1/Vb,  p(bm) x 1//bp. (6.29)

Dans ce cas, il est aisé de vérifier que les équations (6.25), (6.26) et (6.28) doivent étre modifiées
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TABLEAU 6.2 — Valeurs clés de I'inversion : les activités totales des termes sources inversés (TRRAs)
sont en PBq: les paramétres r* sont en Bq?.m™% pour le cas gaussien; toutes les autres valeurs

* correspond a la moyenne de tous les b},. Le biais

sont sans unité. Dans la configuration Dy, b
(en Bq.m™3) est la différence moyenne entre les observations et les observations simulées; p est le

coefficient de corrélation de Pearson; la NMSE est erreur moyenne normalisée (sans unité).

Gaussien Log-normal
TRRA r* b*  biais p NMSE | TRRA r* b*  biais p NMSE
CNPP Dy 82.5 1.51 049 0.05 0.71 1.81 82.0 1.32 399 0.05 0.70 1.87
D 83.5 1.50 0.71 0.05 0.71 1.81 87.2 1.35 226 0.05 0.70 1.86
FDNPP Du 12.3 564 169 285 0.57 174 24.1 2.02 5.15 0.61 021 37.0
D 224 549 1.64 2.70 0.58 16.4 20.4 2.05 264 042 0.22 36.8
en
N
: 1 (|2
(i) — Hl — In Hxe™ ‘ 6.30
sy = n n Hxe , .
°© T NP +1) ;1 Y (6.30)
N
() _ 1 ‘ @) |2
= — zZ , 6.31
Sb N(M _|_ 1) nz_:l n ( )

(4) 1 <[ )2
Sb,m = ﬁ Z (Zg,)m> ) (632)

n=

pour m = 1,..., M. Les changements P - P+ 1, M — M + 1 et N — 2N dans ces espérances
empiriques proviennent de I’a priori de Jeffreys. Dans le reste du chapitre, nous optons pour cet a
priori non-informatif dés que p(0) est utilisé, ainsi que dans cette extension de la méthode EM.

6.3.6 Application aux accidents de Tchernobyl et Fukushima Daiichi

Avec ce premier jeu d’illustrations, nous appliquons 'approche BE développée au cours de cette
section pour estimer le terme source de césium-137 des CNPP et FDNPP, a I'aide de la méthode
EM (utilisant I’a priori de Jeffreys) pour estimer les hyperparamétres. Pour les deux cas CNPP
et FDNPP, nous implémentons les configurations D, et Dy, pour les hyperparamétres. Les termes
sources inversés sont montrés sur la Fig.6.1. Les statistiques gaussiennes et log-normales ont été
utilisées pour les observations. Dans les deux cas, les taux d’émission correspondent & des durées de
6 heures. Il y a ainsi 40 taux d’émission (s’étalant sur 10 jours) et 80 taux d’émission (s’étalant sur
20 jours) respectivement dans les cas de la CNPP et la FDNPP. Pour le cas de la CNPP, I’ébauche
est le terme source ’'UNSCEAR (United Nations, 2000), tandis que pour la FDNPP, elle est choisie
constante et telle que la masse totale émise soit de 1 PBq. Le tableau 6.2 donne les valeurs clés
des hyperparameétres optimaux, les quantités d’activité totales reconstruites et plusieurs indicateurs
statistiques associés & la meilleure estimation. Le nombre d’échantillons pour I’étape d’espérance de
la méthode EM est N = 1000. Ces échantillons sont obtenus avec un RTO naif, qui sera introduit
dans la section 6.4 et qui n’est qu’une approximation. Nous remarquons que la convergence de I’'EM
pour r ne nécessite que quelques itérations tandis que la convergence pour b et les b, n’en nécessite
que quelques dizaines tout au plus.

Dans le cas de la CNPP, les statistiques d’erreur d’observation gaussiennes et log-normales
conduisent & des résultats similaires et en particulier la méme activité totale du terme source inversé
(TRRA, pour total retrieved released activity en anglais). Les résultats sont en accord avec l'ordre
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CNPP source term (*3Cs)

CNPP source term (*37Cs)
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F1GURE 6.1 — Terme source de césium-137 reconstruit pour le cas de l'accident de la CNPP

(images du haut, a et b) et pour l'accident de la FDNPP (images du bas, ¢ et d). Les images a
et c utilisent la configuration D, tandis que les images b et d utilisent la configuration Dy,. Les
statistiques gaussiennes aussi bien que log-normales sont considérées. Le terme source ’UNSCEAR
est également tracé pour le cas de la CNPP. L’ébauche ainsi que les termes sources de Katata et
Terada sont également tracés dans le cas de la FDNPP 4 titre de comparaison. Figure tirée de Liu
et al. (2017, soumis).
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de grandeur 70 —90 PBq admis pour le césium-137 (Talerko, 2005) et ceux obtenus par modélisation
inverse dans Davoine et Bocquet (2007); Bocquet (2012). Le paramétre estimé r* nous indique un
écart type de I’erreur d’observation additive de v/r* ~ 1.23 Bq.m 2 (cas gaussien/D,) et une erreur
relative typique de v/7* ~ 1.14 (cas log-normal/D,). Nous rappelons que les erreurs d’observation
comptabilisent partiellement ’erreur modeéle, y compris les erreurs de représentativité. Ainsi, r* est
un indicateur important.

Le cas Dy, choisi pour B impose de fixer plusieurs des b,,, a 0 ou une trés faible valeur. Comme
on pouvait s’y attendre, cela arrive pour des taux d’émission qui ne sont pas suffisamment informés
par les observations. Cela revient & faire une confiance aveugle a 1’ébauche sur ces intervalles de
temps. L’écart entre le cas gaussien et log-normal est plus petit dans la configuration Dy, que dans
la Dy. Cela peut étre di aux degrés de liberté supplémentaires dans les b,,, qui apportent plus
de flexibilité pour se rabattre sur I’ébauche durant plusieurs périodes en 1’absence d’information
suffisante.

Dans le cas FDNPP, les statistiques d’erreur d’observation gaussiennes et log-normales donnent
des résultats similaires qualitativement mais quantitativement différents. La TRRA avec I’hypothése
log-normale et la configuration Dy est deux fois plus importante que celle obtenue avec 'hypothése
gaussienne. Cela est di & des observations significativement élevées et faibles ol les mesures et
le modéle sont en désaccord : les deux approche statistiques apportent des réponses différentes
puisque nous savons qu’elles traitent différemment ces valeurs élevées et faibles de concentration.
Les TRRAs gaussiennes et log-normales sont plus proches I'une de 'autre dans la configuration
Dm- Ces résultats sont dans la fourchette 1 — 3PBq, en accord avec les estimations passées (Chino
et al., 2011; Winiarek et al., 2012; Terada et al., 2012; Saunier et al., 2013; Winiarek et al., 2014;
Katata et al., 2015). Le paramétre estimé r* nous indique un écart type de l'erreur d’observation
additive de v/r* =~ 24 Bq.m ™3 (cas gaussien/D,) et une erreur relative typique de v/7* ~ 1.41 (cas
log-normal/D,,). Les erreurs additives sont nettement plus importantes que dans le cas de la CNPP,
car les stations de mesure utilisées sont dans un rayon de 200 km de la FDNPP, alors que dans le
cas de la CNPP, elles se situaient & plusieurs milliers de kilométres de la centrale, conduisant & des
concentrations d’activité mesurées plusieurs ordres de grandeur plus faibles. Cependant, les erreurs
multiplicatives montrent que, indépendamment de leur valeur absolue, les erreurs d’observation sont
plus grandes que dans le cas de la CNPP. Cela trahit les problémes significatifs d’erreur modéle liés a
la modélisation numérique de 'accident de la FDNPP. Les inversions fondées sur les configurations
D, et Dy, montrent des différences notables entre le 23 et le 31 mars (derniére semaine de la période
d’étude). Tandis que la configuration Dy, fixe les taux reconstruits a I’ébauche sur cette période, la
configuration D, conduit a la reconstruction de plusieurs pics d’émission, certains d’entre eux (25
mars) en cohérence avec Winiarek et al. (2014), d’autres (29-31 mars) en accord avec Katata et al.
(2015). En effet, le b* optimal dans la configuration D, étant plus important et étant applicable
a toute la durée de l'inversion, il intervient de fagon permissive dans la derniére semaine. Cela
contraste avec la configuration Dy, qui fixe les b, a de petites valeurs sur la derniére semaine,
considérant probablement les informations comme trop peu fiables.

Comme on peut le voir sur le tableau 6.2, pour les deux cas de la CNPP et la FDNPP ainsi que
les configurations D,, et Dy, le b* optimal et la moyenne des by, optimaux du cas log-normal sont
toujours nettement supérieurs i ceux du cas gaussien. Cela peut étre expliqué par le fait que U'erreur
d’observation gaussienne est significativement plus contraignante que les statistiques log-normales,
de telle sorte que le terme d’ébauche devrait également 1’étre (avec des b* et b}, plus petits) s'il
existe un équilibre entre les observations et I’ébauche dans la fonction de cofit.

Enfin, le tableau 6.2 présente les indicateurs statistiques pour les activités et les simulations
des panaches reconstruits en utilisant les hyperparamétres optimaux. Dans le cas de la CNPP, ces
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indicateurs sont en parfait accord avec ceux obtenus dans Bocquet (2012, 2015). Les statistiques
gaussiennes et log-normales conduisent a des indicateurs statistiques quasiment identiques. Le cas
de la FDNPP est différent, les statistiques gaussiennes produisant un grand biais mais une bonne
corrélation de Pearson, tandis que les statistiques log-normales conduisent & un biais bien plus
équilibré mais une corrélation bien moindre. Cela indique a nouveau les difficultés de la modélisation
de la dispersion atmosphérique de ’accident de la FDNPP.

6.4 Quantification des incertitudes

A terme, nous sommes intéressés par I’estimation rigoureuse de la distribution a posteriori p(x|y)
ou de certains de ses moments statistiques. Dans 'approche BC, la quantification des incertitudes est
permise par I’échantillonnage hiérarchique d’un ensemble d’hyperparameétres 8, et des variables x,,,
avec n = 1,...,N. De ces nombreux échantillons x,,,@,,, on peut estimer les moments empiriques
de p(x|y) et quantifier 'incertitude des estimations.

Si Papproche BC est trop coliteuse numériquement, on peut accessoirement recourir & I’approche
BE, estimer 6 et ainsi réduire la dimension du probléme. Il reste nécessaire de savoir échantillonner
rigoureusement selon p(x|y, 8*). Cette tache est le but de cette section. Nous présentons, testons
et comparons quatre méthodes.

6.4.1 Echantillonnage préférentiel fondé sur ’approximation de Laplace

La premiére méthode s’appuie sur le principe d’échantillonnage préférentiel (par exemple, Mac-
Kay, 2003). On considére x — ¢(x) une fonction de test valide du vecteur de controle x a valeur
dans un espace vectoriel et définissons ’espérance a posteriori

€ =Exy [0 = | dxalxly)o). (633

ou l'indice x|y signifie que I’espérance E est prise sur la distribution a posteriori de pdf p(x|y).

Nous introduisons une pdf ¢(x) que 'on juge plus facile a échantillonner que p(x|y). Il est
souhaitable que ¢(x) soit similaire & p(x|y) mais la seule condition mathématique nécessaire est
que le support de ¢(x) inclut celui de p(x|y). Nous avons alors

p(x

&= [ x5 o). (6.34)
RM

Etant donnée cette condition, l'intégrale peut étre définie de maniére équivalente sur le domaine

ol ¢(x) # 0. Afin de calculer numériquement &y, I'équation (6.34) suggere de tirer un échantillon
x,, de la pdf préférentielle g(x) et d’estimer

N
gy 2zt OnfXn) L POGlY) (6.35)

27]:7:1 Wn q(xn)

Nous souhaitons implémenter cette stratégie d’échantillonnage préférentiel pour calculer la dis-
tribution a posteriori p(zly) o« p(y|z)p(z) o< e £ on L(z) est définie a I'équation (6.9). Un choix
simple de distribution préférentielle pourrait étre ’a priori ¢(z) = p(z). Les poids de ’équation
(6.35) sont alors simplement w,, = p(y|zy). Cependant, cet échantillonnage s’est avéré inefficace
au-dela d’un terme source de quelques variables pour notre application, car cette distribution est
trop éloignée de celle que l'on cherche & estimer. Ainsi, nous avons utilisé une pdf préférentielle
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plus sophistiquée, fournie par l'approximation de Laplace de p(zly). Il s’agit simplement de la
distribution gaussienne définie selon

q(z) x emzla=" g1 (6.36)

0

Zm

ou z* = argmin £(z) et [G],; =
riée, un échantillon x,, peut étre tiré selon elle en tirant n,, ~ N(0,I)/) et en choisissant

02 L(2))z+. Puisque g est une distribution gaussienne multiva-

z, = 7" + G i, (6.37)

Le poids attaché a z,, est
w,, = ezlmal®=L(zn) (6.38)

La Hessienne G requise par ’échantillonnage peut étre calculée analytiquement dans notre
probléme & partir de I’équation (6.9). De plus, seul un unique MAP z* a besoin d’étre calculé par
minimisation de £. Ainsi les échantillons peuvent étre obtenus de maniére numériquement efficace,
ce qui permet de calculer un grand nombre d’entre eux en paralléle.

Quand le systéme devient significativement non-gaussien, le MAP et 'inverse de la Hessienne
deviennent de piétres estimations de la moyenne et de la matrice de covariance. Dans ce cas, nous
proposons d’estimer la moyenne et la matrice de covariance au fur et & mesure que les échantillons
sont calculés. Nous proposons de mettre & jour z, selon

Wn,

Zn =Zp-1+ =n——(Zn — Zn-1), (6.39)
2

i=1Wi
et la somme S, = 7' | w;(z; — Z,)(2z; — 2Zn)T selon
Sn=Sn-1+wn(zn —2n) (2, — En_l)T. (6.40)

Un rapide calcul montre que l'estimateur sans biais de la matrice de covariance des erreurs, C,, est
relié & S, par

2i1 Wi
V> PR S (o4
pour des poids normalisés ou non. Les deux équations de mise a jour (6.39) et (6.40) sont cohérentes
dans la mesure ol z, converge vers la moyenne et C,, converge vers la matrice de covariance. De
plus, ces deux formules ont été développées afin d’éviter les effets d’annulation catastrophique
(Welford, 1962) qui risquent fortement d’arriver avec des formules naives de mise a jour.
En notant L, la factorisation de Cholesky de C,, c’est-a-dire, C,, = L,LY, I'équation (6.37)
devient

Zp =Zp—1 + Lp_1m,,. (642)

En pratique, le MAP et la Hessienne sont toujours utilisés pour initialiser la récursion en tant
qu’approximations grossiéres de la moyenne et de la matrice de covariance. Nous avons constaté que
cette méthode adaptative était supérieure a son équivalent non-adaptatif en situation modérément
non-gaussienne. De toute évidence, pour que la méthode soit efficace, la pdf a posteriori se doit
de ne pas étre trop éloignée d’une gaussienne. Du fait de 1’étape séquentielle de mise & jour, les
échantillons sont obtenus séquentiellement. Néanmoins, en pratique, cela n’est pas trop contraignant
puisque plusieurs chaines séquentielles peuvent étre engendrées en paralléle de fagon indépendante.
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6.4.2 Echantillonnage par randomize-then-optimize naif et sans biais

Nous considérons ici deux autres méthodes non-linéaires pour échantillonner selon la distribution
a posteriori de la source. Un probléme inverse avec des statistiques d’a priori gaussiennes et un

J(z)

modele physique non-linéaire a une pdf a posteriori p(z|y) o< e™ avec

1 1
@) =3 lly = h@lE + 5 12 - 2l (6.43)

ou h est le modeéle non-linéaire de 'espace des états & espace des observations. Notre probléme,
fondé sur des statistiques d’erreur log-normales et un modéle linéaire d’aprés I’équation (6.9), peut
aisément étre transformé avec le formalisme en effectuant les substitutions : 0 <— zy,, y < Iny, et
h(z) < In HXe?. Définissons

1 1
w= ( B2y ) et f(z) = ( R2N(z) ) . (6.44)
B2z, B2z
w et f(z) sont tous deux des vecteurs de RM+F . Avec ces définitions, .J peut étre condensée en
J(z) =L |w — f(2)]”

Une méthode intuitive pour échantillonner selon p(z|w) est de perturber w selon ses statis-
tiques gaussiennes a priori N'(0,I5/4p) et de minimiser J(z) pour obtenir un échantillon. Autant
d’échantillons que nécessaires peuvent étre ainsi obtenus en paralleéle. Cette méthode produit un
échantillonnage sans biais de la distribution a posteriori sous réserve que f soit linéaire. Cependant,
comme il a été remarqué par Bardsley et al. (2014), cet échantillonnage n’est pas exact dans le cas
géneéral on z — f(z) est non-linéaire, méme s'il peut s’agir d'une bonne approximation. Cela n’em-
péche pas cette approche naive d’étre au cceur des méthodes d’assimilation de données connues
sous le nom d’ensemble of data assimilation (EDA), qui sont utilisées opérationnellement dans les
centres de modélisation numeérique du temps (par exemple, Raynaud et al., 2011; Bonavita et al.,
2012, pour Météo-France et le Centre européen pour les prévisions météorologiques a moyen terme
(CEPMMT)). Elle a également été utilisée par Winiarek et al. (2014) pour estimer l'incertitude a
posteriori de I'inversion du terme source de césium-137 de la FDNPP. Cette démarche approchée
d’échantillonnage non-linéaire sera nommée RT'O naif par la suite.

Bardsley et al. (2014) offrent un schéma original qui imite cette approche naive mais effectue
un échantillonnage non-linéaire sans biais de la distribution a posteriori p(z|w). Sans biais signifie
qu’un échantillon produit par cette méthode est véritablement tiré selon la pdf a posteriori. Elle
s’appuie sur les méthodes de maximum de vraisemblance aléatoire de Oliver et al. (1996), qui furent
les premiers & proposer un échantillonnage par RTO, potentiellement suivi d’une étape de correction
(en utilisant un critéere de Metropolis-Hastings) dans le cas non-linéaire.

Définissons le MAP du probléme : z* = argmin J(z). Soit f,» € RMFTP)I*M o tangent lincaire
de f au point z*. Nous effectuons une décomposition QR de f « : f,x = QU ou Q est une matrice
orthogonale de RM+P)XM ot U est une matrice triangulaire supérieure de RM*M - Soit Q une

matrice orthogonale dans RMA+P)xP

qui compléte la base orthonormale formée par les colonnes
de Q. Pour obtenir un échantillon z,, de la distribution a posteriori, on échantillonne tout d’abord

en ~ N(0,Ip4p) et calculons
Z, = argmin HQT (Ww+en— f(z)]. (6.45)

Cependant, il y a un poids attaché a cet échantillon,
2
|

o 31T (w—(zn))
|Q | ’

(6.46)

Wnp =
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qui doit étre calculé pour obtenir un ensemble sans biais d’échantillons {z,,wp};<,<y- Bardsley
et al. (2014) ont nommé ce schéma d’échantillonnage randomize-then-optimize (RTO). Nous nous
référerons a leur article pour une démonstration compléte du schéma, ou & ’appendice B de Liu
et al. (2017, soumis) pour une démonstration heuristique mais compacte.

Les deux méthodes d’échantillonnage RTO, naif et sans biais, sont colteuses car nécessitent
autant de minimisations que d’échantillons, méme si celles-ci sont indépendantes et peuvent étre
effectuées en paralléle. Contrairement au RTO naif, le RTO sans biais peut étre impacté par une
variance significative des poids, qui provoque des erreurs d’échantillonnage et invite donc & tirer
plus d’échantillons. Cependant, les deux RT'O ont besoin de moins d’échantillons que la méthode de
Laplace présentée dans la section précédente, car chacun des échantillons produit est plus pertinent.

6.4.3 Meéthode basique de Monte-Carlo par chaines de Markov

Des échantillons de la pdf équation (6.7) peuvent étre engendrés numériquement par les tech-
niques versatiles de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC, Metropolis et al., 1953; Hastings,
1970; Green, 1995). Le MCMC fournit une séquence d’échantillons dans I'espace de I’ensemble dont
la distribution invariante est la pdf que nous souhaitons échantillonner, & savoir p(x|y). La transi-
tion de cette chaine, ou déplacement, consiste & tirer x” selon ¢(x’|x), connaissant la valeur actuelle
x. Par conséquent, cette séquence est une chaine de Markov, puisque la pdf de transition ¢ pour x’
ne dépend que de x. Un tel déplacement x’ est accepté si et seulement si
< PXly) a(x[x)
~ p(xly) axX'|x)’

(6.47)

ou u est tiré selon U[0, 1], la distribution uniforme sur [0,1]; sinon x est inchangé. Cette régle de
sélection (6.47), de type Metropolis-Hastings, assure que la chaine engendre des échantillons de la
distribution invariante, c’est-a-dire p(x|y). De la chaine {Xn}nzly_._N, on peut estimer les moments
de la pdf a posteriori p(x|y). Dans l'équation (6.47), le terme p(x'|y)/p(x|y) peut de maniére
équivalente étre remplacé par {p(y|x')p(x')} / {p(y|x)p(x)}, grace a 'annulation des constantes de
normalisation. Ce ratio peut étre calculé numériquement. La convergence de la chaine est garantie
sous des hypothéses faibles, telles I'irréductibilité de la chaine de Markov. On entend par convergence
le fait que les échantillons produits fournissent une approximation de Monte-Carlo fiable de la pdf
p(x|y). Cependant, cette convergence peut étre longue, tout particuliérement lorsque la dimension
de D’espace des états est grande et que le déplacement est inefficace. La transition que I'on utilise
est ’application d’un bruit gaussien a un taux d’émission choisi au hasard.

Cette technique peut étre appliquée a I'approche BE, et donc a l’estimation de p(x|y, %), qui
représente un échantillonnage approché de la pdf p(x, 0ly) ~ p(x|y, 8%)5(0 — 6™).

6.4.4 Application aux accidents de Tchernobyl et Fukushima Daiichi

Dans ce second jeu d’illustrations, nous appliquons ces méthodes d’UQ), I’échantillonnage préfé-
rentiel de Laplace, le RTO naif, le RT'O sans biais et le MCMC, a ’estimation de la pdf de la TRRAs
de la CNPP et la FDNPP. Nous utilisons uniquement des statistiques d’erreur log-normales. Les
pdfs sont tracées sur la Fig. 6.2.

L’approximation de Laplace utilise I'estimation adaptative de la covariance, qui améliore consi-
dérablement la convergence dans ce cas. Le RTO sans biais utilise la variante Metropolis-Hastings
décrite dans Bardsley et al. (2014), qui incorpore une étape de Metropolis-Hastings pour éviter de
calculer le poids des échantillons, méme si nous n’avons pas remarqué d’amélioration en termes de
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convergence, comparée a la variante originelle. Pour atteindre un compromis entre précision et cott
de calcul, nous choisissons M = 40 taux d’émissions pour la CNPP, chacun d’entre eux d'une durée
de 6 h. Avec ces paramétres, la configuration Dy, de 'EM donne r* = 1.35 et b* = 2.26 en moyenne
sur les 40 b};,. Les courbes issues des échantillonnages de Laplace et MCMC sont confondues, comme
on pouvait l'espérer, étant donné qu'il s’agit de méthodes exactes d’échantillonnage (pour un jeu
fixé d’hyperparameétres). Le RTO naif donne une distribution différente qui est clairement biaisée en
direction de plus grosses TRRAs. Le RT'O sans biais effectue un échantillonnage exact du probléme
BE. Cependant, un léger écart situé au niveau du MAP de la distribution est observé, par rapport
a la référence fournie par les approches de Laplace et MCMC. Le RTO sans biais agit comme s’il
avait du mal & ajuster les échantillons proches du MAP, qui devraient étre les mémes que ceux du
RTO naif, mais avec des poids. La méthode de Laplace utilise 2.4 x 10® échantillons; le MCMC
utilise 2.4 x 107 échantillons ; les RTO naif et sans biais produisent 4.8 x 10 échantillons.

UQ of the CNPP total released activity is UQ of the FDNPP total released activity
—— Laplace proposal ’ —— Laplace proposal
e — nalv‘e RTO 4.0F —— naive RTO
—— unbiased RTO —— unbiased RTO
4t — MCMC 35k — MCMC
3.0
>3f
2z 225
1%}
g 5 2.0
2F e
15F
1 1.0
0.5F
(a) (b)
075 80 85 920 95 100 0'012 1;1 1‘8 2‘0 2‘2 2‘4 2‘6 28 30 32
Total 137Cs released activity (PBq) Total '3’Cs released activity (PBq)

FIGURE 6.2 — Fonctions de densité de probabilité des TRRAs de la CNPP (a gauche) et de la
FDNPP (a droite). L’échantillonnage de Laplace, le RT'O naif, le RT'O sans biais et le MCMC sont
comparés. Les courbes des solutions par les méthodes de Laplace, du RTO sans biais et du MCMC
sont presque confondues. Figure tirée de Liu et al. (2017, soumis).

Dans le cas de la FDNPP, nous choisissons M = 80 taux d’émission, chacun d’entre eux d’une
durée de 6h. Avec ces paramétres, la configuration Dy, de 'EM donne r* = 2.05 et b* = 2.64
en moyenne sur les 80 by,. Les résultats obtenus sont similaires & ceux de la CNPP, méme si les
distributions sont apparemment moins gaussiennes, avec une queue de distribution plus épaisse en
direction des fortes valeurs de TRRA. Le MAP est a4 20.2 PBq, la moyenne & 20.9 PBq tandis que
la médiane est & 20.7PBq. Ces différences prouvent la présence de cette queue de distribution.
Comme dans le cas de la CNPP, le RTO sans biais n’a pas parfaitement convergé et présente un
bruit d’échantillonnage résiduel.

6.5 Hiérarchie bayésienne compléte

Dans l'approche BE, ’échantillonnage est exact une fois que 6* est déterminé. Dans cette
section, nous considérons cette fois I'approche bayésienne compléte et 1’échantillonnage exact de
p(x, 0]y). Les résultats peuvent servir de référence pour se comparer a la section 6.4. En effet, nous
avons vu que si p(0|y) est piquée autour de 6*, la marginalisation de p(x, 8|y) sur 6 est approchée
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par p(x[0%,y).

6.5.1 Meéthode hiérarchique de Monte-Carlo par chaines de Markov

Comme il a été vu dans la section 6.3.3, il est possible d’échantillonner selon la distribution
a posteriori et prendre en compte les incertitudes sur @ par la hiérarchie présentée & I’équation
(6.12). Les échantillons issus d’une telle hiérarchie peuvent étre engendrés avec un MCMC dont la
distribution invariante est la pdf conditionnelle p(x, @]y). La transition pour cette chaine consiste
a échantillonner x’, 0’ de ¢(x',0'|x,0), connaissant x, 0. Une telle transition x’, 0" est acceptée si

et seulement si
p(x',0'|y) q(x,0]x',8)

~ p(x,0ly) q(x',0'x,0)’
ol wu est tiré selon U[0,1]; sinon, x,0 sont conservés. Dans l'équation (6.48), le terme
p(x',0'|y)/p(x,8|y) peut de maniére équivalente étre remplacé par le ratio de pdfs hiérarchiques

(6.48)

{p(ylx',0")p(x'|6")p(6") } / {p(y|x, 0)p(x|0)p(6)} , (6.49)

grace & 'annulation des constantes de normalisation. Ce ratio peut étre calculé numériquement.
Ainsi, un échantillonnage par méthode MCMC existe aussi bien pour 'approche BE que BC.

Les transitions que 1'on considére pour notre application sont : (i) ’application d’un bruit gaus-
sien & un taux d’émission choisi au hasard, (ii) I’application d’un bruit gaussien a un hyperparameétre
choisi au hasard. La variance de ces distributions gaussiennes est prise de telle sorte que le taux
d’acceptation soit autour d’1/3.

6.5.2 Analyse transdimensionnelle

Le but principal d’une analyse transdimensionnelle (Sambridge et al., 2013, et les références qui
y figurent) est de déterminer le maillage le plus pertinent pour les variables de controle utilisées
pour effectuer U'inversion. Ainsi, il s’agit d’un outil adaptatif permettant de réduire le temps de
calcul, particulierement lors du recours & un MCMC pour échantillonner selon la distribution a
posteriori. Plus précisément, le maillage est lui-méme considéré comme une variable faisant partie
de l'inversion. Cela revient & étendre la hiérarchie de I’équation (6.12). Si g est le vecteur des
paramétres décrivant le maillage permettant la discrétisation du probléme, & savoir la position des
points de grille et leur nombre M, alors la nouvelle hiérarchie bayésienne s’écrit

p(ylx,0,8)p(x,6,8)
p(y)
_ p(yx,0,8)p(x[0,8)p(6. 8)
p(y)
_ p(y[x,0,8)p(x|0,8)p(0|g)p(8)
p(y)

p(x,0,8ly) =

, (6.50)

ou p(@|g) est la distribution a priori des hyperparamétres connaissant le maillage et p(g) est I'a
priori pour ce maillage.

Le recours a une méthode de MCMC pour échantillonner selon p(x, 8, g|ly) nécessite des modi-
fications mentionnées dans Green (1995, 2003), pour créer ce qu’on appelle un MCMC avec saut
réversible. Il est toujours possible d’utiliser une régle de Metropolis-Hastings comme dans ’équa-
tion (6.48), mais il faut 'amender d'un facteur correctif, une Jacobienne J qui tient compte du



150 Chapitre 6

changement de dimension des espaces des états. La régle devient donc

/9/ / 9 /0/ /
o p(x, 0, g'ly) a(x, 0, g|x, ,g)m'

6.51
p(x,0,8ly) q(x',0',g'|x,0,8) (6.5

Cette Jacobienne peut étre calculée en utilisant une extension stochastique du déplacement transdi-
mensionnel pour en faire un difféfomorphisme avec une Jacobienne correctement définie. Les détails
théoriques peuvent étre trouvés dans Green (2003) et un exemple clair est présenté dans Bodin et
Sambridge (2009). Nous notons également que dans le contexte de modélisation inverse d'un rejet
accidentel de polluants dans ’atmosphére, Yee (2008) a utilise un MCMC avec saut réversible afin
d’estimer plusieurs sources ponctuelles. Dans le contexte de la modélisation inverse des émissions
de gaz a effet de serre, cette méthode a été utilisée par Lunt et al. (2016) pour lestimation d'un
champ bidimensionnel d’émission de méthane au Nord-Ouest de I’Europe.

Dans le cas de nos illustrations, nous considérons un maillage adaptatif avec M + 1 nceuds,
deux d’entre eux étant respectivement les dates de début et de fin de la période d’émission. Cela
correspond donc & M taux d’émission définissant chacun une émission uniforme entre deux noeuds.
Cela coincide avec un pavage de Voronoi dont l'implémentation est aisée en comparaison du cas
bidimensionnel de Lunt et al. (2016). Les déplacements que l'on considére sont : les déplacements
(i) et (ii) de la section 6.5.1, (iii) le déplacement aléatoire sur une distance gaussienne d’un nceud
choisi aléatoirement. Cela est suffisant si on choisit de fixer M. Dans ce cas précis, la Jacobienne est
|J| =1 car le nombre de noeuds est inchangé. Si M est variable, on peut alors également considérer
(iv) le processus de naissance d’un nceud, (v) le processus de mort d’un nceud. Il est possible,
comme dans l'appendice B de Bodin et Sambridge (2009), de construire ces processus de telle sorte
que la Jacobienne reste 1, ce qui n’est en général pas le cas pour ces deux derniers processus.

6.5.3 Application aux accidents de Tchernobyl et Fukushima Daiichi

Dans ce troisiéme jeu d’illustrations, une approche BC est implémentée, en utilisant des statis-
tiques d’erreur log-normales. Cette approche se fonde sur une analyse transdimensionnelle et utilise
la hiérarchie sur les hyperparamétres et le maillage. Par simplicité, nous choisissons un maillage
adaptatif avec un nombre fixe de points de grille, que 'on limite & M = 20 pour la CNPP et
M = 40 pour la FDNPP, ce qui correspond a la moitié des expériences précédentes. En particulier,
cela implique que la Jacobienne de 1’équation (6.51) est 1. La solution du probléme est obtenue
numériquement par un MCMC. Nous nous concentrons sur I’hypothése Dy,. La configuration plus
grossiere D, donnerait des distributions encore plus larges pour les TRRAs.

Dans les deux cas d’étude, nous récupérons, de la simulation MCMC, la moyenne et la médiane
des activités reconstruites, ainsi que la moyenne plus ou moins I’écart type. Cela quantifie partiel-
lement l'incertitude liée au terme source. Nous récupérons également la pdf des hyperparamétres,
tout particuliérement celle de r, ainsi que la distribution de la TRRA. Ces deux pdfs sont des
marginalisations qui peuvent étre estimées de la chaine d’échantillons.

Toutes ces estimations pour le terme source de la CNPP sont tracées sur la Fig.6.3a. On y
voit de nettes différences entre la moyenne et la médiane, ce qui prouve que la distribution a
posteriori est non-gaussienne. La moyenne, la médiane et le MAP de la TRRA sont respectivement
100.2 PBq, 95.3 PBq, et 89.0 PBq. Malgré les M = 20 points de grille, le terme source parait continu
par morceaux car le maillage est adaptatif, permettant des intervalles de temps localement aussi
petits qu’une heure. Les discontinuités du terme source reconstruit proviennent des discontinuités
de I’ébauche A’'UNSCEAR utilisée. Les écarts types au-dessus et en dessous de la moyenne montrent
les périodes plus ou moins fiables du terme source. Tandis que la borne supérieure contraint bien
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la solution, la borne inférieure est trés faible pour certains événements (impact du feu du troisiéme
jour ou a la fin du terme source).

La distribution de la TRRA, tracée sur la Fig. 6.3b a une queue nettement plus large que dans
I'approche BE. De toute évidence, cela est dii & approche hiérarchique du BC ou les variations
des hyperparamétres trahissent le fait que 1’a priori de I’ébauche est peu informatif. Cela souligne
le risque d’obtenir une TRRA plus grande que ce que 'approche BE prédirait.

UQ of the CNPP total released activity

CNPP source term (*37Cs) 5

—— mean retrieval
—— median retrieval
—— UNSCEAR
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FIGURE 6.3 — A gauche : terme source de césium-137 pour 'accident de la CNPP reconstruit
en utilisant la hiérarchie transdimensionnelle du BC sur les hyperparamétres et le maillage (avec
M = 20 fixé). Les lignes en pointillés indiquent la moyenne de la source plus ou moins 1’écart type.
A droite : pdf de la TRRA de césium-137. Figure tirée de Liu et al. (2017, soumis).

La Fig. 6.4a montre la pdf de I'hyperparamétre r qui quantifie la matrice des erreurs d’obser-
vation. La distribution est approximativement gaussienne et centrée autour de r* = 1.35. Cette
valeur coincide avec celle obtenue en appliquant I’approche BE avec une résolution fixe de M = 40
mailles uniformément espacées (voir tableau 6.2). La convergence rapide de l'algorithme EM pour
estimer r* est cohérente avec la distribution piquée observée avec 'approche BC.

Distribution of r for CNPP o Distribution of r for FDNPP

Density
N
o

0955 . 2.00 2.25 2.50
Value of r Value of r

FIGURE 6.4 — Distribution de la variance des erreurs d’observation (hyperparamétre r) pour le cas
de la CNPP (a gauche) et de la FDNPP (a droite). Figure tirée de Liu et al. (2017, soumis).
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Les résultats principaux, a savoir la moyenne et la médiane du terme source estimé pour la
FDNPP, sont tracés sur la Fig.6.5. Les distributions sont significativement moins gaussiennes que
dans le cas de la CNPP. En effet, la médiane et la moyenne du terme source ne sont pas nécessaire-
ment proches. Elles sont proches ou ont des variations similaires pour les taux d’émission qui sont
bien informés par les observations et quand les termes sources de Terada et Katata sont en accord.
Au contraire, dans la période aprés le 23 mars, la médiane s’effondre sur ’ébauche tandis que la
moyenne prédit des taux d’émission non négligeables, mais avec une trés forte incertitude attachée.

La distribution de la TRRA est multimodale, comme le montre la Fig.6.6. Elle est fortement
impactée par la présence ou ’absence d’émissions aprés le 23 mars. La moyenne, la médiane et le
MAP de la TRRA sont respectivement 30.3 PBq, 17.0PBq, et 7.9 PBq. Le MAP secondaire se situe
a 19.4 PBq. Cette multimodalité est également trahie par la distribution de ’hyperparamétre r,
comine le montre la Fig. 6.4b. Cela est d’autant plus remarquable que 'estimation de r est plutot
robuste, avec seulement deux itérations de 'EM requises pour atteindre la convergence, comme
mentionné auparavant. Le premier maximum se situe & r* = 2.05, qui coincide avec la valeur
obtenue en appliquant 'approche BE avec une résolution fixe de M = 80 mailles uniformément
espacées (voir tableau 6.2). Le deuxiéme maximum est a r* = 2.38, qui peut étre obtenu avec ’'EM
et une approche BE mais avec une résolution fixe de M = 40 mailles uniformément espacées. En
régle générale, r* décroit quand M augmente, car Perreur de représentativité diminue. Pour un
maillage plus grossier et un r* plus important, la TRRA se situe autour de 10 PBq, tandis que
pour un maillage plus fin et un r* plus petit, la TRRA est autour de 20 PBq. Cela est en accord
avec la structure bimodale de la pdf de la TRRA. Cela peut probablement s’expliquer par des
flux de courte durée permettant d’expliquer des observations d’activité élevées, mais qui ne sont
pas retenus car la résolution grossiére va provoquer un désaccord avec d’autres observations. Cette
multimodalité démontre également que dans certains cas complexes, 'approche BE devrait étre
utilisée avec précaution, car elle risque de ne capturer qu’un seul mode.
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FIGURE 6.5 — Terme source de césium-137 pour 'accident de la FDNPP recounstruit en utilisant la
hiérarchie transdimensionnelle du BC sur les hyperparameétres et le maillage (avec M = 40 fixé).
Les lignes en pointillés indiquent la moyenne de la source plus ou moins ’écart type. Figure tirée
de Liu et al. (2017, soumis).
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UQ of the FDNPP total released activity

Total 137Cs released activity (PBq)

F1GURE 6.6 — Pdf de la TRRA de césium-137 pour 'accident de la FDNPP en utilisant la hiérarchie
transdimensionnelle du BC sur les hyperparamétres et le maillage (avec M = 40 fixé). Figure tirée
de Liu et al. (2017, soumis).

6.6 Résumé et conclusions

Dans ce chapitre, nous avons étudié la quantification d’incertitude (UQ) liée & une estimation,
ayant pour objet la reconstruction du terme source d’un rejet dans l’atmosphére de polluants
dangereux. Méme si la relation source-récepteur était linéaire dans notre cas, les statistiques des
erreurs sont fondamentalement non-gaussiennes car les taux d’émission et les observations sont
des variables positives. Ainsi, il s’agit d'un probléme d’inversion non-linéaire et d’échantillonnage
non-gaussien.

Nous avons décrit et implémenté deux voies pour le probléme de I’UQ. Premiérement, le pro-
bléme peut étre approché par le recours a une démarche de type Bayes empirique (BE), qui dé-
termine la valeur optimale des hyperparamétres 8, avant d’échantillonner p(x|y, 8*) pour évaluer
I'incertitude sur x. Deuxiémement, le probléme peut étre résolu numériquement sans approxima-
tion en échantillonnant la hiérarchie compléte de p(x, 8]y), voire en ajoutant le maillage du terme
source aux variables de controle et en échantillonnant p(x, 8, gly). Dans 'approche BE, les hyper-
parameétres ont été obtenus avec ’algorithme espérance-maximisation (EM) pour des statistiques
gaussiennes et log-normales pour les erreurs d’observation. Nous avons échantillonné p(x|y, 8)
en utilisant une méthode approchée, le randomize-then-optimize (RTO) naif, et trois méthodes
exactes : un échantillonnage préférentiel fondé sur 'approximation de Laplace, le RTO sans biais
et une méthode de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC). Dans ’approche hiérarchique
bayésienne compléte (BC), un MCMC est utilisé avec un maillage adaptatif, ou analyse trans-
dimensionnelle, pour accélérer la convergence. La plupart des méthodes utilisées ne l'ont jamais
été dans ce contexte auparavant. Certaines d’entre elles ont été étendues ou améliorées dans cette
étude (ajout d’un a priori sur les hyperparamétres estimés avec 'EM ; utilisation de I’'EM pour des
statistiques d’erreur log-normales ; échantillonnage préférentiel de Laplace adaptatif).

Ces méthodes ont été testées et comparées via les applications a l'estimation des rejets de
césium-137 lors des accidents des centrales nucléaires de Tchernobyl et Fukushima Daiichi (CNPP
et FDNPP), en utilisant des observations réelles de concentration de radioactivité. L’étude de I'UQ
a fourni des fourchettes de 70 — 130 PBq pour l'accident de la CNPP et 7 — 35 PBq pour I'accident
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de la FDNPP, en accord avec la littérature récente sur le sujet. Ces résultats constituent la premiére
analyse objective de I’'UQ des termes sources des accidents de la CNPP et de la FDNPP.

Nous avons confirmé que le RTO naif était biaisé et qu’il peut s’avérer tres différent de la
véritable distribution des erreurs, tout particuliérement dans un cas non-gaussien comme celui de
la FDNPP. Cette conclusion peut avoir un impact quant a ['utilisation du RT'O naif en assimilation
de données pour les géosciences, tout particuliérement pour 'ensemble of data assimilation (EDA),
oll le schéma est souvent considéré a tort comme un échantillonnage sans biais.

Malgré son élégance, le RTO sans biais s’est avéré moins efficace que les autres méthodes d’UQ
quand le nombre de variables était de 'ordre de quelques dizaines. Cela est di au cott individuel
de chaque échantillon. Ce colt est partagé avec le RT'O naif, mais la forte variabilité des poids
correctifs du RTO sans biais ralentit la convergence. C’est pourquoi ce schéma s’est révélé étre
numériquement le moins efficace dans 'application a la CNPP et plus encore & la FDNPP.

Ainsi, nous concluons de ces expériences que la démarche BE la plus satisfaisante consiste a
estimer les hyperparamétres 0% avec 'EM, puis d’échantillonner p(x|y, ) avec un MCMC.

De plus, nous avons montré que ’approche BE peut n’apporter qu’une solution partielle, tout
particulierement si la distribution des hyperparamétres est multimodale, car elle ne suppose qu’un
unique mode pour ces hyperparamétres. Il est probable que cela soit provoqué par une incohérence
entre le modéle et la base de données d’observations ; ce probléme ne peut étre résolu qu’en prenant
mieux en compte 'erreur modéle.

La solution BC avec une représentation transdimensionnelle du maillage nous a permis de mettre
en avant ce risque en diagnostiquant une distribution multimodale dans le cas de la FDNPP. Le
schéma est plus lent & converger qu'un MCMC avec un maillage fixe et un nombre équivalent
de variables, en raison du cofit supplémentaire imposé par le maillage adaptatif et du plus faible
taux d’acceptation de I'étape de Metropolis-Hastings. Cependant, les résultats obtenus sont trés
satisfaisants, produisant une solution quasiment continue par morceaux.

Pour limiter la taille cette étude, nous n’avons présenté qu’une sélection des résultats d’UQ pour
la CNPP et la FDNPP. En particulier, nous n’avons étudié que le césium-137, nous avons réduit
la base de données d’observations et nous n’avons pas tenu compte de ’erreur modéle au-dela de
I’estimation de r. De plus, des inversions et des UQ utilisant un paramétre d’erreur d’observation
par station de mesure dans le cas de la FDNPP ont été effectuées mais n’ont pas été présentées
dans ce chapitre.
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L’assimilation de données pour les modéles climatiques, de prévision numérique du temps ou de
chimie atmosphérique, permet d’améliorer ’estimation de 1’état de ’atmosphére et la qualité des
prévisions. A ce titre, elle est utilisée dans des centres opérationnels de météorologie, comme Météo-
France ou le Centre européen pour les prévisions météorologiques a moyen terme (CEPMMT). La
présence accrue de données satellitaires denses permet aujourd’hui d’assimiler dans ces centres des
millions d’observations quotidiennement. Des méthodes d’assimilation de données adaptées aux
problémes liées a ces modéles et & ces observations ont donc vu le jour.

En effet, depuis les années 60 et le développement du filtre de Kalman, les méthodes d’assimi-
lation de données ont grandement évolué. Le filtre de Kalman nécessite que le modéle utilisé soit
linéaire et parfaitement connu, que des matrices explicites de covariance des erreurs soient calcu-
lées et propagées dans le temps, et que ces meémes erreurs soient gaussiennes. L’ensemble de ces
hypotheéses a peu & peu été assoupli. La non-linéarité des modeles a pu étre prise en compte grace
aux méthodes variationnelles comme le 3D-Var et le 4D-Var, apparues dés les années 80. Elles défi-
nissent une fonction de coiit non-linéaire qui doit étre minimisée en recourant & I’'une des méthodes
offertes par la théorie de 'optimisation. Parallélement, pour éviter la définition et la propagation
de matrices de covariance d’erreur d’ébauche de grandes dimensions, des méthodes ensemblistes,
nommées ensemble Kalman filter (EnKF), sont apparues. Les erreurs d’ébauche sont ainsi définies
statistiquement, grace a un ensemble de membres dont la dispersion est censée étre représentative
de lerreur. La taille de ’ensemble étant généralement plus faible que celle des états, la propagation
des erreurs est permise par la simple propagation des membres de 'ensemble. La faible taille de
I’ensemble n’est cependant possible que par 'hypothése de gaussianité des erreurs. On peut noter
que des méthodes de filtres particulaires existent également pour s’abstraire de cette derniére hy-
pothése et permettent de reconstituer entiérement la fonction de densité de probabilité associée a
I’état estimé. Enfin, une branche de ’assimilation de données & été développée pour s’abstraire de
I’hypothése de modéles parfaits.

Le domaine d’application auquel nous nous sommes intéressés est celui de la chimie atmosphé-
rique et plus précisément la chimie de 'ozone troposphérique. L’ozone, en tant qu’oxydant, est un
polluant néfaste pour la santé et est sous le coup de législations européennes visant a limiter sa
concentration. Les phénoménes chimiques responsables de sa formation font également intervenir
les oxydes d’azote et les composés organiques volatils, mais la relation entre ces précurseurs et les
concentrations d’ozone résultantes est non-linéaire. De plus, les modéles numériques utilisés pour
prédire les concentrations d’ozone présentent de nombreuses sources d’incertitudes. L’enjeu sani-
taire lié & I’estimation de la concentration d’ozone, ainsi que la complexité des modéles numériques
rend nécessaire le recours a des méthodes avancées d’assimilation de données.

Parmi ces méthodes, le 4D-Var et 'EnKF, dans sa formulation localized ensemble transform
Kalman filter (LETKF), sont majoritairement utilisées pour des modeéles de météorologie ou de chi-
mie atmosphérique. Cependant, elles ont chacune leur lot de défauts. La premiére nécessite d’avoir
a sa disposition l’adjoint du tangent linéaire du modéle et de définir des matrices de covariance
des erreurs d’ébauche fixes au cours du temps. La deuxiéme quant a elle ne permet pas de tenir
compte de la non-linéarité des modéles au cours de "analyse et nécessite de recourir & des méthodes
empiriques, l'inflation et la localisation, pour pallier les erreurs d’échantillonnage provoquées par la
taille réduite de I’ensemble. Face aux limites du 4D-Var et de 'EnKF, des méthodes variationnelles
d’ensemble, ou EnVar 4D, ont vu le jour. Elles visent & tirer parti des deux approches pour définir
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des méthodes qui prennent en compte les non-linéarités des modeéles, sans recourir a leur tangent
linéaire, et propagent les incertitudes au cours du temps sans imposer d’important cotit de calcul.
A ce titre, l'iterative ensemble Kalman smoother (IEnKS) est un parfait archétype des méthodes
EnVar 4D. 11 englobe en son sein les méthodes telles le LETKF, le maximum likelihood ensemble
filter (MLEF), l'iterative ensemble Kalman filter (IEnKF), le 4D-LETKF et, dans une certaine
mesure, le 4DEnVar. Cependant, & ce jour, aucune des méthodes EnVar 4D n’a été appliqué dans
un contexte réel avec un modéle de chimie atmosphérique.

Les méthodes d’assimilation de données sont donc variées et en constante évolution pour s’adap-
ter aux différentes applications. Notre travail s’est inscrit dans cet effort combiné de développement
de nouvelles méthodes et d’application & la chimie atmosphérique.

Tout d’abord, 'IEnKF a initialement été développé en supposant un modéle parfait, sans
prendre en compte l'erreur modéle. Nous avons donc étendu cet algorithme au cas o une er-
reur modele additive existe. L'IEnKF-Q a ainsi été introduit (Sakov et al., 2017, soumis). Cet
algorithme a été testé numériquement sur un modéle jouet de météorologie. Il a été comparé a un
EnKF avec prise en compte de 'erreur modéle. Un IEnKF bénéficiant de la méme prise en compte
a également été testé, ce qui correspond a une implémentation naturelle, naive et sous-optimal
de Derreur modéle. En effet, 'TEnKF-Q a fourni de meilleurs performances que ces deux bases de
comparaison dans tous les régimes testés.

Ensuite, nous avons appliqué les méthodes EnVar 4D sur un modéle de chimie atmosphérique.
Etant donnée la complexité de ces modéles, la quantité d’incertitudes qui y sont attachées ainsi que
la difficulté que représente ’assimilation d’observations réelles, nous avons testé ces méthodes dans
un contexte idéalisé dans un premier temps. Pour ce faire, imitant le L95-T, nous avons développé
un modéle d’ordre réduit de chimie atmosphérique, nommé L95-GRS (Haussaire et Bocquet, 2016).
De faible dimension, issu du couplage d’une météorologie simpliste (le modéle Lorenz-95 (1.95)) et
d’un module de chimie de 'ozone troposphérique simplifié (le modeéle generic reaction set (GRS)),
ce modéle s’est avéré étre un parfait banc d’essai pour Iapplication des méthodes EnVar 4D sur de
la, chimie atmosphérique. En effet, il reproduit les phénomeénes principaux de la chimie de 'ozone
troposphérique, malgré un cott de calcul réduit et une relative simplicité des phénomeénes modélisés.
Il permet donc de tester les méthodes d’assimilation de données dans un contexte maitrisé mais
présentant certaines des difficultés de la chimie atmosphérique.

Les résultats de 'application de 'IEnKS sur le L95-GRS et le L95-T se sont montrés encoura-
geants, 'TEnKS démontrant sa supériorité face a I’ensemble transform Kalman filter (ETKF) dans
divers contextes et permettant de bien tenir compte de la non-linéarité du modéle. Cependant, des
premiéres limites ont aussi été soulevées. En effet, bien que le recours & une méthode variationnelle
s’étendant sur une longue fenétre d’assimilation de données sur un modeéle fortement couplé ap-
porte des résultats plus que satisfaisants, une telle méthode s’avére inutile si elle est appliquée sur
un modéle faiblement couplé de traceur stable et linéaire. Ainsi, dans le cas offline, ces méthodes
permettent d’améliorer les champs de météorologie, ce qui va avoir un effet positif sur les champs
de traceur estimés, mais & qualité de météorologie constante, I'utilisation d’une longue fenétre d’as-
similation variationnelle n’impacte pas les performances d’estimation du traceur. En revanche, la
présence de l'ensemble des champs météorologiques fourni par une méthode ensembliste, dont la
dispersion est représentative de l'incertitude sur la météorologie, permet de tenir compte de I’erreur
modéle due au couplage faible et d’améliorer grandement ’estimation des champs de traceur.

Fort de l'expérience de cette application de 'IEnKS sur ce modéle jouet, nous avons cherché a
étendre ces résultats sur un modeéle de chimie-transport (CTM) plus précis. Ces derniers se sont alors
confirmés. Tout d’abord, ’assimilation d’observations synthétiques a validé la capacité de I'IEnKS a
supplanter 'ETKF en filtrage, grace & la meilleure prise en compte des non-linéarités du modéle. Les
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résultats obtenus sur le modeéle jouet en lissage se sont également vérifiés et ces derniers se dégradent
quand la fenétre d’assimilation est étendue. La stabilité des modéles de chimie atmosphérique est
incriminée pour justifier ce résultat. Elle limite l'intérét de méthodes variationnelles s’étendant sur
une longue fenétre d’assimilation pour la réanalyse de I’état du systéme.

Le passage d’observations synthétiques & des observations réelles souléve en revanche de nou-
velles problématiques. En effet, 'IEnKS, et donc a fortiori les méthodes EnVar 4D, ne semble pas
en mesure d’améliorer 'estimation de I’état en filtrage, en lissage ou en prédiction. Les raisons de
cet échec provisoire peuvent étre attribuées a la forte erreur du modéle utilisé, que méme le recours
a 'TEnKF-Q ne parvient a correctement prendre en considération. En effet, cette derniére n’est pas
nécessairement additive et est également probablement mal paramétrée. Ainsi, il semblerait que
tant que 'erreur modéle n’est pas réduite, mieux connue et paramétrisée, ou mieux prise en compte
par la méthode d’assimilation de données, les méthodes EnVar 4D ne permettront pas d’améliorer
I’estimation des concentrations de polluants dans ’atmosphére.

Parmi les sources d’erreur modéle possibles, on pourra par exemple relever les fortes incertitudes
sur les champs d’émission de polluants utilisés, qui sont issus d’inventaires d’émission. L’estimation
de telles incertitudes a fait 'objet de notre dernier axe de recherche. Plus précisément, la derniére
partie du travail de thése s’est portée sur les méthodes statistiques d’estimation de I’erreur associée
& la reconstruction du terme source des accidents nucléaires de Tchernobyl et Fukushima Daiichi.
Depuis longtemps, 'application de méthodes de modélisation inverse a permis de reconstruire le
terme source de ces accidents, avec une certaine cohérence entre les différentes expériences de
modélisation inverse. Cependant, peu de ces expériences ont fourni une estimation de 'incertitude
a ces termes sources. Liu et al. (2017, soumis) présentent des méthodes permettant d’obtenir cette
incertitude et de reconstruire la distribution de probabilité du terme source. Certaines d’entre elles
ont fait 1'objet d’améliorations, comme Dalgorithme espérance-maximisation (EM), appliqué sur
des statistiques log-normales, que nous avons étendu en utilisant un a priori de Jeffreys pour les
hyperparamétres. La plupart des méthodes n’avaient jamais été utilisées dans ce contexte. C’est
le cas en particulier des méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC), avec analyse
transdimensionnelle, pour résoudre la hiérarchie d’inférences bayésiennes compléte du probléme
d’estimation du terme source. De telles méthodes peuvent étre utiles pour quantifier nombre des
sources d’incertitudes attachées aux modéles de chimie atmosphérique, qui pénalisent ’application
des méthodes d’assimilation de données. Par ailleurs, ’application de ces méthodes a montré que la
distribution de probabilité reconstruite peut ne pas étre gaussienne, voire méme étre multimodale.
Un tel diagnostique remet en question I’hypothése de gaussianité faite par la majorité des méthodes
d’assimilation de données, autre que les filtres particulaires.

L’ensemble de ce travail a eu le mérite d’ouvrir la voie & ’assimilation de données variationnelle
d’ensemble sur des modéles non-linéaires de chimie atmosphérique. Il aura permis d’une part de
montrer les points forts et les limites de "application de ces méthodes sur de tels modeéles, et d’autre
part de pointer vers des voies possibles d’amélioration pour rendre ces méthodes efficaces dans ce
contexte.

Une premiére voie d’exploration possible consiste & tester ces méthodes EnVar 4D sur des
modéles couplés de chimie-météorologie (CCMMs) plutot que des CTMs. La réduction de Perreur
modeéle associée aux champs de vent, les interactions entre les deux sous-systémes de météorologie
et de chimie lors de la propagation du modéle, et plus encore lors de ’assimilation de données,
permises par le développement de covariances entre les variables de ces sous-systémes, sont autant
d’avantages fournis par I'utilisation d’'un CCMM. Ces avantages qu’apporte un couplage fort ont été
mis en avant sur un modeéle jouet et leur absence s’est ressentie lors de l'application de 'IEnKS sur
un CTM complexe. Cependant, "application d’'une méthode EnVar 4D sur un CCMM apportera
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son propre lot de complications. L’espace des états étant augmenté, la taille de ’ensemble devra
I’étre également en concordance et de la localisation entre les variables météorologiques et chimiques
doit étre définie et implémentée.

La deuxiéme voie d’exploration consiste & développer et utiliser des méthodes d’assimilation de
données adaptées & la présence d’erreur modéle. L’TEnKF-Q en est un exemple, mais se contente
de tenir compte d’une erreur modéle additive. D’autres moyens existent pour s’adapter a la pré-
sence d’erreur modéle. On aurait pu par exemple appliquer une perturbation stochastique sur les
champs météorologiques ou d’émission de chacun des différents modéles de I'ensemble utilisé dans
I’assimilation de données.

Cependant, pour appliquer efficacement de telles méthodes, il faut connaitre avec précision
la source, la nature et 'amplitude de cette erreur modéle. Il faut donc étre en mesure de D’esti-
mer convenablement et d’évaluer I'incertitude liée a cette estimation. A cette fin, 'application de
méthodes statistiques fiables pour estimer les incertitudes liées notamment aux émissions ou aux
champs météorologiques utilisés par ces modéles est un travail qui a déja été engagé, et les méthodes
EnVar 4D peuvent s’avérer utiles dans ce contexte.

Enfin, notre quantification d’incertitude liée & 'estimation du terme source des accidents de
Tchernobyl et de Fukushima Daiichi ayant montré que la distribution de certaines des quantités
considérées n’était pas gaussienne, un effort de développement doit étre également porté sur des
méthodes non-gaussiennes d’assimilation de données. Aussi, mon travail d’application des méthodes
EnVar 4D sur des modéles de chimie atmosphérique sera continué et complété pour le comparer a
I'utilisation de nouveaux algorithmes de filtres particulaires localisés, qui permettront entres autres
de vérifier le bien fondé de ’hypothése de gaussianité.
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Summary

Data assimilation methods are constantly evolving to adapt to the various application domains.
In atmospheric sciences, each new algorithm has first been implemented on numerical weather pre-
diction models before being ported to atmospheric chemistry models. It has been the case for 4D
variational methods and ensemble Kalman filters for instance. The new 4D ensemble variational
methods (4D EnVar) are no exception. They were developed to take advantage of both variational
and ensemble approaches and they are starting to be used in operational weather prediction centers,
but have yet to be tested on operational atmospheric chemistry models.

The validation of new data assimilation methods on these models is indeed difficult because of the
complexity of such models. It is hence necessary to have at our disposal low-order models capable of
synthetically reproducing key physical phenomenons from operational models while limiting some of
their hardships. Such a model, called L95-GRS, has therefore been developed. Il combines the simple
meteorology from the Lorenz-95 model to a tropospheric ozone chemistry module with 7 chemical
spectes. BEven though it is of low dimension, it reproduces some of the physical and chemical phe-
nomenons observable in real situations. A data assimilation method, the iterative ensemble Kalman
smoother (IEnKS), has been applied to this model. It is an iterative 4D EnVar method which solves
the full non-linear variational problem. This application validates 4D EnVar methods in the context
of non-linear atmospheric chemistry, but also raises the first limits of such methods, most noticeably
when they are applied to weakly coupled stable models.

After this experiment, results have been extended to a realistic atmospheric pollution prediction
model. 4D EnVar methods, via the IEnKS, have once again shown their potential to take into account
the non-linearity of the chemistry model in a controlled environment, with synthetic observations.
However, the assimilation of real tropospheric ozone concentrations mitigates these results and shows
how hard atmospheric chemistry data assimilation is. A strong model error is indeed attached to
these models, stemming from multiple uncertainty sources. Two steps must be taken to tackle this
issue.

First of all, the data assimilation method used must be able to efficiently take into account
the model error. However, most methods are developed under the assumption of a perfect model. To
avoid this hypothesis, a new method has then been developed. Called IEnKF-Q), it expands the IEnKS
to the model error framework. It has been wvalidated on a low-order model, proving its superiority
over data assimilation methods naively adapted to take into account model error.

Nevertheless, such methods need to know the exact nature and amplitude of the model error which
needs to be accounted for. Therefore, the second step is to use statistical tools to quantify this model
error. The expectation-mazimization algorithm, the naive and unbiased randomize-then-optimize
algorithms, an importance sampling based on a Laplace proposal, and a Markov chain Monte Carlo
simulation, potentially transdimensional, have been assessed, expanded, and compared to estimate
the uncertainty on the retrieval of the source term of the Chernobyl and Fukushima-Daiichi nuclear
power plant accidents.

This thesis therefore improves the domain of 4D EnVar data assimilation by its methodological
input and by paving the way to applying these methods on atmospheric chemistry models.



Résumé

Les méthodes d’assimilation de données sont en constante évolution pour s’adapter aux pro-
blémes a résoudre dans les multiples domaines d’application. En sciences de 'atmosphére, chaque
nouvel algorithme a d’abord été implémenté sur des modéles de prévision numérique du temps avant
d’étre porté sur des modeéles de chimie atmosphérique. Ce fut le cas des méthodes variationnelles 4D
et des filtres de Kalman d’ensemble par exemple. La nouvelle génération d’algorithmes variationnels
d’ensemble quadridimensionnels (EnVar 4D) ne fait pas exception. Elle a été développée pour tirer
partie des deux approches variationnelle et ensembliste et commence & étre appliquée au sein des
centres opérationnels de prévision numérique du temps, mais n’a a ce jour pas été testée sur des
modeéles opérationnels de chimie atmosphérique.

En effet, la complexité de ces modeéles rend difficile la validation de nouvelles méthodes d’as-
similation. Il est ainsi nécessaire d’avoir & disposition des modéles d’ordre réduit, qui doivent étre
en mesure de synthétiser les phénoménes physiques & l'ceuvre dans les modéles opérationnels tout
en limitant certaines des difficultés liées & ces derniers. Un tel modéle, nommé L95-GRS, a donc
été développé. Il associe la météorologie simpliste du modéle de Lorenz-95 & un module de chimie
de l'ozone troposphérique avec 7 espéces chimiques. Bien que de faible dimension, il reproduit des
phénomeénes physiques et chimiques observables en situation réelle. Une méthode d’assimilation de
donnée, le lisseur de Kalman d’ensemble itératif (IEnKS), a été appliquée sur ce modele. 11 s’agit
d’une méthode EnVar 4D itérative qui résout le probléme non-linéaire variationnel complet. Cette
application a permis de valider les méthodes EnVar 4D dans un contexte de chimie atmosphérique
non-linéaire, mais aussi de soulever les premiéres limites de telles méthodes, notamment lorsqu’elles
sont appliquées sur un modéle faiblement couplé stable.

Fort de cette expérience, les résultats ont été étendus au cas d’'un modéle réaliste de prévision de
pollution atmosphérique. Les méthodes EnVar 4D, via 'IEnKS, ont montré leur potentiel pour tenir
compte de la non-linéarité du modéle de chimie dans un contexte maitrisé, avec des observations
synthétiques. Cependant, le passage & des observations réelles d’ozone troposphérique mitige ces
résultats et montre la difficulté que représente ’assimilation de données en chimie atmosphérique.
En effet, une trés forte erreur est associée & ces modeéles, provenant de sources d’incertitudes variées.
Deux démarches doivent alors étre entreprises pour pallier ce probléme.

Tout d’abord, la méthode d’assimilation doit étre en mesure de tenir compte efficacement de
Perreur modéle. Cependant, la majorité des méthodes sont développées en supposant au contraire
un modéle parfait. Pour se passer de cette hypothése, une nouvelle méthode a donc été développée.
Nommée IEnKF-Q), elle étend 'lEnKS au cas avec erreur modéle. Elle a été validée sur un modeéle
jouet, démontrant sa supériorité par rapport & des méthodes d’assimilation adaptées naivement
pour tenir compte de ’erreur modéle.

Toutefois, une telle méthode nécessite de connaitre la nature et 'amplitude exacte de I'erreur
modeéle qu’elle doit prendre en compte. Aussi, la deuxiéme démarche consiste & recourir & des
outils statistiques pour quantifier cette erreur modéle. Les algorithmes d’espérance-maximisation,
de randomize-then-optimize naif et sans biais, un échantillonnage préférentiel fondé sur ’approxi-
mation de Laplace, ainsi qu’un échantillonnage avec une méthode de Monte-Carlo par chaines
de Markov, y compris transdimensionnelle, ont ainsi été évalués, étendus et comparés pour esti-
mer l'incertitude liée a la reconstruction du terme source des accidents des centrales nucléaires de
Tchernobyl et Fukushima-Daiichi.

Cette thése a donc enrichi le domaine de ’assimilation de données EnVar 4D par ses apports
méthodologiques et en ouvrant la voie & ’application de ces méthodes sur les modéles de chimie
atmosphérique.
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