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Chapitre 1

Introduction

L’étude des variétés asymptotiquement hyperboliques (AH) est relativement récente
par rapport a celle des variétés asymptotiquement plates, appelées également asymp-
totiquement euclidiennes (AE). On peut trouver l'origine de I’engouement actuel pour
I'étude de ces variétés dans la correspondance AdS/CFT (Anti de-Sitter/Conformal
Field Theory). Cette théorie, a I'interface entre Physique théorique et Mathématiques,
s'intéresse a l'interaction entre la géométrie des variétés conformément compactes et
les invariants conformes des variétés compactes. L’étude mathématique a été initiée
par les travaux de Charles Fefferman et Robin Graham [26] qui cherchaient a obtenir
de nouveaux invariants conformes en utilisant une correspondance entre les métriques
d’Einstein asymptotiquement hyperboliques et leur bord conforme (a I'infini). Plus tard,
Juan Maldacena [42], Witten et d’autres ont fait le pont entre les deux disciplines via
cette correspondance. On pourra consulter 7] pour une vue d’ensemble du sujet. Les va-
riétés asymptotiquement hyperboliques, a I'instar des variétés asymptotiquement plates,
constituent également de trés bons candidats comme solutions non compactes des équa-
tions d’Einstein, voir par exemple [3]. Cela justifie leur étude approfondie en relativité
générale.

Le procédé consistant a faire la décomposition 3+ 1 des équations d’Einstein vérifiées
par un espace-temps N est appelé formulation des données initiales (ou formulation
de Cauchy) de la relativité générale. Les équations de contrainte sont une condition
nécessaire que doit satisfaire un triplet (M, g, K) de données initiales, oi M est une
variété, g une métrique Riemannienne et K un 2-tenseur symétrique, pour que M puisse
étre plongé dans N avec la métrique induite g et la seconde forme fondamentale K. Le
théoréme d’existence et unicité d’Yvonne Choquet-Bruhat pour le probléme de Cauchy
affirme que les équations de contraintes sont également une condition suffisante pour
pouvoir "reconstruire" un espace-temps, interprété comme I’évolution temporelle des
données initiales.

La méthode la plus utilisée pour construire des solutions des équations de contrainte
est certainement la méthode conforme, initiée par André Lichnérowicz et développée par
Yvonne Choquet-Bruhat et James York. On pourra lire avec intérét I’excellent article
de revue de Robert Bartnik et Jim Isenberg [6] dans lequel elle est décrite de maniére
claire. La méthode conforme est utilisée pour construire des solutions, principalement &
courbure moyenne constante (CMC). Ceci est fait pour des équations d’Einstein dans le
cas compact dans [9], [37] et le cas asymptotiquement plat [12]. Le cadre des équations
couplées Einstein-champ scalaire est traité dans le cas compact [14], [32] et asymptoti-
quement plat [13].

Le cadre d’étude, les motivations de ce travail de thése et le contexte dans lequel il
s’inscrit sont spécifiés dans les sections suivantes.



1.1. Le cadre de régularité faible de la métrique

1.1 Le cadre de régularité faible de la métrique

Pour les problémes d’équations aux dérivées partielles, les espaces de Sobolev W»
sont particuliérement appropriés et leur version a poids Wf P permet de prendre en
compte le comportement & l'infini des solutions considérées. En effet, nous travaillons
sur des variétés non compactes et plusieurs quantités géométriques auxquelles nous al-
lons nous intéresser sont des intégrales de fonctions. Ces fonctions doivent avoir un
comportement contrélé a I'infini, formalisé par leur paramétre J, pour que ces intégrales
aient un sens. L’autre raison de notre intérét pour les espaces de Sobolev (& poids) est
que pour p = 2, les espaces H* := W2 sont des espaces de Hilbert, ce qui fait d’eux
de trés bons candidats pour obtenir une structure de Hilbert sur I'espace des solutions
des équations de contrainte. C’est pourquoi nous travaillerons essentiellement dans ces
espaces, dont la définition précise est donnée plus loin.

Une solution des équations de contrainte est un couple de données initiales (g, K)
(ou (g, 7)), ot g est une métrique Riemannienne, K un 2-tenseur symétrique (forme
fondamentale) et 7 est le moment conjugué de K. Nous désignerons par F ’ensemble
des données initiales, appelé espace de phase et on distinguera le sous-ensemble C de F
constitué des données initiales solutions des équations de contrainte.

Notre étude intervient dans le contexte de faible régularité de ces données initiales. En
effet, la seule exigence vis & vis de la métrique (resp. seconde forme fondamentale) est
d’étre asymptotique au modéle hyperbolique avec la différence des métriques (resp. se-
condes formes fondamentales) dans Wf 2 (resp. VV(;1 2), ot § est le taux de décroissance &
I'infini. Les différents tenseurs de courbures étant construits a partir de la métrique et ses
dérivées premiéres et secondes, cela implique que la différence des courbures (Riemann,
Ricci ou Scalaire) est dans L3. Ceci est précisément le critére donné comme minimal
a vérifier pour pouvoir reconstruire une solution des équations d’Einstein, d’apreés la
conjecture de courbure L? bornée, démontrée par Sergiu Klainerman, Igor Rodnianski
et Jérémie Szeftel en 2013 dans une série d’articles dont [38] est le principal. On pourra
également consulter [39] pour une vue d’ensemble de cette conjecture. Ce critére de
régularité minimal est un argument décisif en faveur des espaces de Sobolev & poids
comme candidats idéaux pour définir un espace de phase muni d’'une structure de Hil-
bert. Le fait que (g,7) € H*(M) x H'(M) soit précisément le critére optimal (le plus
faible) de régularité des données initiales pour que le probléme de Cauchy soit bien posé
(théoréme d’existence et d’unicité valable) est une trés forte motivation pour donner
précisément & nos données initiales ces conditions de régularité. Noter que le fait de de-
mander que les dérivées secondes de g ainsi que la dérivée premiére de K (ou ) soient
intégrables semble raisonnable. En effet, les équations de contrainte font intervenir des
opérateurs différentiels d’ordre deux pour g (courbure scalaire) et d’ordre un pour 7.

La preuve de la conjecture de courbure L? bornée permet également d’établir I’équi-
valence entre structure de sous-variété et stabilité par linéarisation. En effet, la trop
faible régularité de (g, ) interdisait jusqu’alors 'utilisation des théorémes d’existence
et d’unicité obtenus pour des régularités supérieures, pour montrer qu'une solution
des équations de contrainte linéarisées correspondait bien a une solution des équations
d’Einstein. Ainsi, en montrant la structure de sous-variété dans le cas asymptotiquement
hyperbolique, on montre la stabilité par linéarisation, sous réserve que la conjecture de



Introduction

courbure L? bornée soit montrée dans le cas asymptotiquement hyperbolique. Bien que
ce résultat n’ait été démontré a I’heure actuelle que pour une variété AE, il est fortement
probable que le critére soit le méme dans le cadre AH.

1.2 Stabilité par linéarisation et structure de sous-
variété

Les équations d’Einstein linéarisées donnent I’évolution de la perturbation oy de la
métrique vy de 'espace-temps. On peut alors se demander si une perturbation, solu-
tion des équations linéarisées, correspond & une solution des équations non-linéaires
d’origine. Une telle solution est appelée solution intégrable. Pour répondre a cette ques-
tion de stabilité par linéarisation, le résultat fondamental d’existence local de Choquet-
Bruhat affirme qu’une perturbation est intégrable si toutes les solutions des équations
de contrainte linéarisées D® (g, 7)(h, p) = 0 correspondent a des solutions des équations
de contrainte ®(g,7) = 0. Ceci est équivalent au fait que C soit une sous-variété de
F. Dans le cas compact, la question de la stabilité par linéarisation a été traitée dans
les années 1970 par Fischer et Marsden [27], pour une régularité des données initiales
bien supérieure (lisse), via un argument d’ellipticité de 'opérateur D® (g, 7)D® (g, 7)*.
Les équations de contrainte linéarisées étant plus faciles a résoudre que les équations de
contrainte de départ, on comprend ’enjeu de montrer cette structure de sous-variété,
qui vient justifier et rendre licite la résolution des équations linéarisées au lieu des non
linéaires et I’équivalence de leurs solutions respectives.

1.3 Les différentes structures de ’espace des solutions
des équations de contrainte

Il convient de différencier la structure de sous-variété que nous souhaitons obtenir pour
I’ensemble des données initiales solutions des équations de contrainte, de la structure
topologique Fréchet, Banach ou Hilbert, dépendante de la structure dont sont natu-
rellement munis les espaces utilisés pour définir notre espace de phase. En dimension
finie, nul besoin de faire de distinction entre les structures de Fréchet, Banach et Hilbert
mais cela a de 'importance en dimension infinie. Certaines propriétés topologiques des
espaces de Hilbert et certains résultats d’analyse fonctionnelle établis pour les espaces
de Hilbert ne sont plus vrais dans le cas des espaces de Banach ou de Fréchet.

La structure de sous-variété de Fréchet dans le cas compact est un corollaire de la
stabilité par linéarisation démontrée par Fischer-Marsden-Moncrief dans [29]. La perte
de régularité inhérente & leur méthode les oblige a travailler avec des espaces de dif-
férentiabilité infinie, empéchant d’obtenir une structure plus fine (Banach ou Hilbert).
Lars Andersson s’est quant & lui intéressé dans [1] au cas des variétés AE.

Concernant la structure de sous-variété de Banach, Piotr Chrusciel et Erwann De-
lay ont traité simultanément dans l'article [18] le cas des variétés compactes avec et
sans bord, conformément compactes et asymptotiquement plates sans bord intérieur.
Leur méthode permet de remédier a la perte de régularité de la méthode de Fischer-
Marsden-Moncrief, amenant & la structure de Banach en travaillant dans des espaces
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de différentiabilité finie. Ils se servent des espaces de Holder a poids pour obtenir leur
structure de Banach globale et leur structure de Hilbert locale (au voisinage d’une solu-
tion). La perte de régularité inhérente aux opérateurs en jeu ne permet cependant pas
de recoller les différents morceaux, et leur procédé de régularisation s’avére insuffisant
pour obtenir la structure de Hilbert globale. Noter que leurs hypothéses de régularité
sont supérieures a celles de la thése. Par exemple, (g, 7) € W* x W3 pour une structure
Hilbert locale de type H? x H?2.

Pour obtenir la structure de sous-variété de Hilbert globale, Robert Bartnik donne
pour les données initiales asymptotiquement plates une méthode plus abstraite mais
qui se révéle trés efficace. Sa méthode, que nous souhaitons adapter dans le cas asymp-
totiquement hyperbolique, est expliquée en détail dans la section 1.5. Dans I’article
|5, il démontre la structure de sous-variété de Hilbert pour l’ensemble des solutions
des équations de contrainte associées aux équations d’Einstein du vide (sans terme de
source). Le résultat a depuis été étendu, toujours dans le cadre asymptotiquement plat,
aux équations d’Einstein-Yang-Mills par Stephen McCormick dans [44], et étudié sur
les équations couplées Einstein-champ scalaire sans masse par Juhi H. Rai et Ravindra
V. Saraykar dans [48]. Les deux articles suivent scrupuleusement la méthode de Bart-
nik pour étendre son résultat via le théoréme des fonctions implicites et des espaces de
Sobolev & poids.

Le cas des données initiales asymptotiquement hyperboliques solutions des équations
de contrainte associées aux équations d’Einstein du vide est 'objet de cette thése. La
structure de sous-variété de Hilbert est prouvée dans l'article [23], conjointement avec
Erwann Delay. C’est le début de ce genre d’étude en asymptotiquement hyperbolique,
¢’est pourquoi nous avons commencé par étudier les équations de champ les plus simples
(sans source). Quelques perspectives possibles de la thése pourraient étre I'extension du
résultat au systéme couplé Einstein-champ scalaire ou Einstein-Yang-Mills.

1.4 Structure de la thése

Le chapitre 2 a pour but de fournir les rappels de géométrie et de relativité générale
nécessaires a la mise en contexte de la thése, aussi bien du point de vue du formalisme
mathématique employé que de la théorie physique dans laquelle s’inscrit mon travail.
Une fois ces rappels faits, on s’intéresse dans le chapitre 3 a l'origine des équations de
contrainte afin de se familiariser avec 'objet central de cette thése. En particulier, nous
verrons dans la section 3.2 comment ces équations apparaissent naturellement lors de
la décomposition "temps + espace" de I'espace-temps, appelée décomposition 3 4+ 1 de
I’espace-temps.

La premiére partie de la thése porte sur la structure de sous-variété de Hilbert de
I'espace des données initiales asymptotiquement hyperboliques solutions des équations
de contrainte pour les équations d’Einstein du vide. Le chapitre 4 introduit le cadre
général de notre étude, les espaces fonctionnels dans lesquels nous travaillons, quelques
résultats concernant les opérateurs elliptiques ainsi que les inégalités de base et résultats
préliminaires. La partie I se divise ensuite en deux chapitres principaux : le chapitre
5 dans lequel on considére le cas totalement géodésique (seconde forme fondamentale
nulle), appelé aussi Time-symmetric par la communauté scientifique anglophone, et
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le chapitre 6 dans lequel le cas général est traité. Cette présentation est cohérente
avec le travail effectué pendant cette thése. En effet, mon travail de thése a consisté
en 'adaptation au cas asymptotiquement hyperbolique de I'article de Robert Bartnik
[5], effectué dans le cadre asymptotiquement euclidien. Afin de bien comprendre les
enjeux et les difficultés apparaissant dans le cas asymptotiquement hyperbolique, le
probléme a été simplifié dans un premier temps en ne considérant que le cas Time-
symmetric, dans lequel les équations de contraintes se réduisent énormément, ’opérateur
de contrainte ® étant dans ce cas la courbure scalaire plus la constante cosmologique.
Cela écourte considérablement les expressions des opérateurs linéarisé D® et adjoint
D®* et les calculs d’estimées associés, mais a le mérite de conserver la difficulté associée
au traitement du terme non linéaire qu’est la courbure scalaire, ce qui rend ce cas
d’étude riche, quoique simplifié pour une premiére approche. Une fois ce cas traité et
une connaissance des enjeux et des objets & manipuler plus étoffée, j’ai pu considérer
dans un deuxiéme temps les équations de contraintes complétes avec seconde forme
fondamentale, ce qui constitue le cas général.

La deuxiéme partie de mon travail de thése, portant sur la masse d’une variété asymp-
totiquement hyperbolique, est exposée dans la partie II. Une fois la structure de sous-
variété de Hilbert établie, on définit dans la section 7.3 dans le cas Time-symmetric
une fonctionnelle masse d’une variété asymptotiquement hyperbolique. Cette défini-
tion, basée sur celle de Bartnik [5], est proche de celle donnée par Piotr Chrusciel et
Marc Herzlich dans [19], mais compatible avec nos conditions de faible régularité pour
la métrique considérée. En effet, la fonctionnelle introduite dans [19] demande a priori
trop de régularité pour étre valable dans notre contexte mais nous montrons qu’elle est
adaptable & nos hypotheéses de faible régularité. Cela donne un argument en faveur de
la définition de masse de type Chrudciel-Herzlich par rapport a celle de Wang donnée
antérieurement dans [50]. Cette derniére semble demander & la fois trop de régularité
et un controle trop exigeant sur 'asymptotique pour étre adaptable en faible régula-
rité. On montre dans la section 7.4 que la fonctionnelle masse est lisse sur ’espace des
données initiales solutions des équations de contraintes. L’invariance géométrique dans
le cadre de faible régularité, objet de la section 7.5, n’est pas complétement prouvée et
reste tributaire de la Conjecture 1. Cette derniére, analogue au Théoréme 3.3 de [17]
mais en faible régularité, stipule que les changements de cartes au voisinage de I'infini
sont asymptotiques a une isométrie du modeéle. Le chapitre 8 donne la définition de
I’Hamiltonien classique, les motivations du besoin de régularisation de cette fonction-
nelle et établit le lien entre points critiques de la masse et métriques statiques en se
servant des différentes définitions de I’'Hamiltonien.

Ce travail de thése étant basé sur la méthode de Bartnik, intéressons-nous en détail au
principe de cette méthode afin de comprendre notamment en quoi elle est bien différente
des approches antérieures pour montrer la structure de sous-variété de Hilbert globale.

1.5 La méthode de Bartnik

Le but de cette section est de décrire les différentes étapes de la méthode utilisée. Nous
mettrons en lumiére les différences fondamentales entre les cas hyperbolique et euclidien,
les obstacles techniques inhérents a notre cadre d’étude et les modifications résultantes
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pour pouvoir adapter sa méthode & notre cas. Cela permet enfin de comprendre la
nécessité d’introduire de nouveaux opérateurs pour palier ces problémes techniques et
de motiver I'obtention des inégalités clefs pour conclure.

Pour ce qui est de la structure de sous-varié¢té de Hilbert de C, la preuve est basée sur
le théoréme suivant que I'on peut trouver dans [24]. C’est une conséquence du théoréme
des fonctions implicites et il constitue le résultat central sur lequel nous nous appuierons
pour montrer que C = ®71({0}) et plus généralement toute ligne de niveau de ® est une
sous-variété de I'espace de phase F, ensemble des données initiales asymptotiquement
hyperboliques.

Théoréme 1:

Soit f: X — Y une application ¢! entre variétés de Banach. Fixons c € Y.

Si pour tout x € K = f~1({c}), 'application D f(x) : X — Y est surjective et
son noyau posséde un supplémentaire fermé, alors K est une sous-variété de X.

On souhaite appliquer ce théoréme avec f = ® et x = (g,7) € ®1({c}).
L’opérateur de contrainte ® est tel que

b F — L
(g,m) = ®(g,m)

ou F et L* sont des espaces de Hilbert définis au début du chapitre 6.

Cela explique notre étude de 'opérateur de contrainte linéarisé D®(g, ) et permet de
visualiser le lien entre structure de sous-variété et équations de contrainte linéarisées.
On voit que pour prouver que ®1({c}) est une sous-variété de F, il faut montrer que :

e & est une application (au moins) €.
e ker D®(g, ) posséde un supplémentaire fermé.

e D®(g, ) est surjective.

Dans la Proposition 16, on montre que ® est une application lisse (¢°°). De plus,
D®(g, ) étant borné sur F, son noyau est fermé par continuité et admet un supplé-
mentaire fermé, conséquence de la structure de Hilbert de F. Il reste a montrer la
surjectivité de D®(g, ). Via la définition de 1'adjoint D®(g,7)* et la somme directe

L*=1Im D®(g,m) ® ker D®(g, )",

la surjectivité de D®(g, w) est équivalente & montrer que :
e ker D®(g, m)* est trivial.

e Im D® est fermeée.

Cela justifie notre intérét pour I'opérateur adjoint, auquel les estimées de la section
6.3 sont consacrées. La trivialité du noyau de ’adjoint, montrée dans le Théoréme 13,
est 'objet de la section 6.5.

Remarque : le noyau de D®(g, 7)* n’est pas forcément trivial sans contrainte de com-
portement asymptotique. La restriction de I'intervalle de poids autorisés pour définir
notre espace de phase est faite de facon a rendre le noyau trivial. Nous dirons alors qu’il
n’y a pas de vecteurs de Killing ou KID (pour Killing initial data) dont le comportement
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asymptotique vérifie cette restriction. Nous reviendrons sur cette terminologie dans le
chapitre 8.2 qui fait le lien entre les points critiques de la masse et les KID.
Concernant I’établissement de la trivialité du noyau, la partie délicate réside dans le
fait de montrer que pour un vecteur £ = (N, X) tel que D®(g,7)*.£ = 0, alors £ =0
au voisinage de Uinfini (bord conforme). C’est 1a qu’apparait la différence fondamentale
entre notre cas et celui de Bartnik qui considére comme métrique modéle la métrique
euclidienne en dehors d’un compact. Par conséquent, la courbure de sa métrique modéle
est nulle en dehors d’un compact et donc intégrable dans L%. En ce qui nous concerne,
nous avons choisi de travailler dans le contexte asymptotiquement hyperbolique le plus
général possible et le cas ol notre métrique est la métrique hyperbolique en dehors
d’un compact n’est qu’'un cas particulier de notre étude. La courbure de notre métrique
modéle n’est dans tous les cas pas nulle en dehors d’un compact et donc pas intégrable.
C’est la raison de la nécessité pour nous de donner la condition d’intégrabilité de cour-
bure suivante ! :

Riem §ijr — Gadie + Gindn € Lj-
Cette condition d’intégrabilité est automatiquement vérifiée pour le modéle de Bartnik,
bien entendu sans le décalage da a la courbure asymptotique non nulle. Dans D®(g, 7)*,
apparaissent deux opérateurs importants :

DR(g)*N := VVN — (AN)g— N Ric(g)
1
Pour conclure, nous avons besoin que sur un voisinage de l'infini la norme L? (a poids)
de DR(g)*N controle la norme H? de N et que la norme H' de S(X) controle la norme
H? de X et ce, sans condition sur le bord intérieur du voisinage?. En AE, une double
utilisation d’une inégalité de type Poincaré permet d’obtenir le controle souhaité. Dans

notre contexte, les inégalités de type Poincaré ou Korn ne suffisent pas. Ceci motive la
construction d’un opérateur T' de type Hessienne pour controler N

T(N)=VVN — Ng,

et d’un opérateur U, relié a certaines dérivées premiéres de I'opérateur de Killing S,
pour controler X

L’estimée sur N se déduit de
T(N) — (tr, T(N))g = DR*(g)N + N Lj.

En effet, le controle de la norme H? de N par la norme L? de T(N) au voisinage de
I'infini est obtenu dans la Proposition 8. Quant au controle de la norme H? de X par la
norme L? de U(X) et S(X) au voisinage de I'infini, nous I’avons obtenu en deux temps,

1. On fait ici un abus de notation, en vigueur dans le reste de la thése également. C’est en réalité
la norme du tenseur, défini en coordonnées locales par I'expression suivante, qui est dans L3.

2. Notons que le controle H' de X par la norme L? de S(X), qui n’est autre qu’une inégalité de
type Korn, n’est pas valable pour les conditions asymptotiques requises ici.

7
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d’abord par un contréle en norme H! de X, établi dans la Proposition 22, complété
par un controle en norme L? de V2X dans I'équation (6.100). Le travail effectué sur
I'inégalité de Poincaré, qui n’a finalement pas été utilisé, est consigné dans I'appendice
A pour de futures références.

Remarque importante : le poids de décroissance critique 6 = —n/2, apparaissant dans
la Conjecture 1 et nécessaire pour avoir une masse invariante géométriquement, a condi-
tionné notre étude sur la structure de sous-variété. Le but de définir une structure de
sous-variété de Hilbert, en plus de résoudre la question de la stabilité par linéarisation,
est de pouvoir définir sur cette sous-variété une fonctionnelle masse qui soit lisse. Il
faut donc que cette structure soit valable pour des métriques dont la décroissance ¢
appartient a un intervalle comprenant des valeurs inférieures au poids critique —n/2.

Pour montrer la surjectivité de D®(g, ), la méthode qu’utilise Bartnik est trés as-
tucieuse car relativement abstraite. Avant lui, la méthode consistait a construire un
inverse a droite pour D®(g, ), naturellement donné par I'adjoint D®(g,7)*. On ob-
tenait ainsi un opérateur D®(g, 7)DP(g,m)* elliptique pour lequel sont connus des
résultats de propriétés Fredholm et d’isomorphisme, permettant de montrer la surjec-
tivite de D®(g, 7)D® (g, 7)* et donc celle de D®(g, 7). Le probléme majeur de cette
technique est que le fait d’utiliser I’adjoint induit une perte de régularité puisque les
coefficients de ce dernier font intervenir des dérivées de g et 7. Ceci empéche d’avoir une
structure de Hilbert globale car le recollement des sous-variétés de Hilbert locales est
impossible. En effet, le voisinage d’une métrique réguliére & U'ordre k + 2 est constitué
de métriques seulement réguliéres a 'ordre k. Bartnik ne construit pas explicitement un
inverse a droite pour D®(g, 7), il montre seulement que I'image de D®(g, 7) est fermée.
Il considére pour cela un opérateur F' défini comme le linéarisé de ® pour des variations
particuliéres des données initiales et se contente de montrer que 'image de F est fermée
et de codimension finie. Les variations particuliéres considérées permettent de donner a
l'opérateur F' une forme elliptique ([20]), pour laquelle nous avons des propriétés Fred-
holm. Ainsi 'opérateur F' n’a pas besoin d’étre surjectif mais seulement surjectif & un
espace de dimension finie preés, et cela suffit pour conclure. Il nous faut alors montrer
que Im F' est fermée et posséde un supplémentaire de dimension finie (donc fermé). La
preuve de I'image fermée de F est faite dans le Théoréme 16.

Considérons la projection canonique 7 (surjective) définie par :

7w LY = L)1 r =: Coker F.
L* étant un espace de Hilbert, on a la somme directe suivante
LY = ImF @ (ImF)* (1.1)

La restriction de I’application 7 & (Im F)* est un isomorphisme. Puisque 'opérateur
satisfait
ImF C Im D®(g,7) C L,

en prenant l'intersection de (1.1) avec Im D®(g, ),

Im D®(g,7) =ImF & (Im F)* NIm D®(g,)). (1.2)
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La dimension finie de (Im F')* ~ Coker I’ découle alors du Lemme 14 et de la dimension
finie de ker F™*, établie grace au Théoréme 17.

L’inclusion de W := (Im F)* N Im D®(g, ) dans (Im F)* lui confére une dimension
finie donc son caractére fermé. Im F' étant également fermé, leur somme directe qui n’est
autre que Im D®(g, ) d’aprés (1.2), est fermée.

Avant-propos

Dans cette thése, j’ai travaillé en toute dimension n le plus souvent possible et sauf

mention explicite contraire, les résultats présentés sont valables en toute dimension.
Néanmoins, certaines démonstrations utilisent une inégalité de Sobolev qui contraint
(fortement) la dimension de la variété a la dimension n = 3; cela est alors précisé dans
les résultats concernés.
Concernant les constantes dans les inégalités sur les normes, la constante ¢ désigne en
général une constante qui dépend de la métrique g et de § et son expression peut varier
d’une ligne a 'autre d’une démonstration. La nature de la dépendance de la constante
C sera quand & elle systématiquement précisée car elle dépendra d’autres paramétres.






Notations et conventions d’écriture

Concernant les indices présents dans les notations tensorielles, on réservera les indices
grecs aux tenseurs sur 'espace-temps N de dimension n + 1 et les indices prennent
alors les valeurs comprises entre 0 et n. Quant aux indices latins, ils sont utilisés pour
faire uniquement référence aux dimensions spatiales et concerneront les tenseurs sur
I’hypersurface M de dimension n. Ils prendront alors les valeurs de 1 & n. De plus, la
convention de sommation d’Einstein est utilisée : si dans un mon6me, un méme indice
apparait deux fois, une fois covariant et une fois contravariant, alors la somme sur toutes
les valeurs possibles de I'indice est sous-entendue et cet indice est dit muet.

Voici une liste des notations que nous utilisons :

I,, désigne la matrice identité de IR", dont les composantes dans une base ortho-
normée quelconque sont données par ¢;;, ot d est le symbole de Kronecker défini

par
@j:{o N
1 sii=]

Pour un systéme de coordonnées (z%);<;<,, on notera d; I'opérateur de dérivation
partielle par rapport a x*

0
0= 5.

L’opérateur dérivée partielle seconde sera désigné par

82 R 82

Y Qatdxd’
Pour la dérivée covariante seconde, la méme convention a lieu et
2
Vi = ViV,

On notera D® la matrice jacobienne de 'application ® : R" — R"

o9t . 09!
ozl oz
Do = | z
ae"  9en
Ozl o™

(M) désigne I'ensemble des fonctions lisses sur M tandis que €>°(M) (resp.
€¢>°(T*M)) désigne I’ensemble des fonctions lisses (resp. 1-formes) & support com-
pact sur M.

A désigne le produit extérieur.
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Chapitre 2

Rappels de géométrie et contexte
physique

Ce chapitre est dédié a I'introduction des notations et conventions de signes utilisées
pour définir les notions mathématiques de base nécessaires a notre étude. La premiére
section introduit quelques notions de base de géométrie différentielle et la suivante met
I’accent sur les outils de géométrie pseudo-Riemannienne, contexte mathématique de
notre travail. Ces deux sections s’appuient fortement sur le livre "Riemannian geometry"
de S. Gallot, D. Hulin et J. Lafontaine [31] ainsi que sur appendice A du polycopié
"An introduction to the Cauchy problem for the Einstein equations" de Piotr Chrusciel.
La derniére section donne une introduction au contexte de relativité générale et plus
particulierement a la notion de causalité.

2.1 Géomeétrie différentielle

Commencons par donner la définition d'une variété, espace général sur lequel nous
allons mener notre étude.

Variété

Un espace topologique M, séparé au sens de Hausdorff, est appelé variété lisse de
dimension n si :
— Il existe un recouvrement ouvert {U, }aea de M tel que pour tout a € A, il existe
un voisinage ouvert V, de R" et un homéomorphisme ¢, : U, — V.
— Quels que soient avet § € A, si U, NUz # 0, alors ¢, o ¢g1 est un ¢°°- difféeomor-
phisme.

On appelle carte de M tout couple (U,, ¢,) et Pensemble {(Us,, ¢a)}aca constitue un
atlas sur M. Une variété est dite "compacte" si elle est compacte en tant qu’espace
topologique.

On dit que V, est un voisinage demi-ouvert de R" si V, = V. N {x € R"/z,, > 0}
ot V est un voisinage ouvert de R".

Une variété M est appelée variété lisse de dimension n a bord si :
— Il existe un recouvrement ouvert {U, },c4 de M tel que pour tout o € A, il existe un
voisinage ouvert ou demi-ouvert V,, de IR" et un homéomorphisme ¢, : U, — V.
— Quels que soient av et § € A, si U, N Uz # 0, alors ¢, o gbgl est un ¢ °°- difféomor-
phisme.

Le bord de M est défini par OM = |J ¢ (V. N {x € R"/z, = 0}).
acA
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Chemins

Soit I un intervalle fermé borné de IR. Un chemin d’une variété M est une application
¢! par morceaux

vy I — M
t —(t)

dont le support est noté Supp () = {y(t),t € I}.

Espace tangent

En tout point p de la variété M, on peut définir 'espace tangent & M au point
considéré. Soit € = {vy: [-1,1] — M /~(0) = p € M} l'ensemble des chemins de M
centrés en p. Soit (U, ¢) une carte de M avec p € U.

L’espace tangent en p & M, T),M, est 1’ensemble des classes d’équivalence dans ¢ pour
la relation d’équivalence suivante :

Soient 7y, 72 €€, 1 ~ 72 = (

Cette définition ne dépend pas du choix de la carte (cf. |31], Def. 29). L’espace tangent
a M au point p est 'espace vectoriel constitué des tangentes aux chemins de M au point
p. Il est de méme dimension que M. L’ensemble T'M = {T,M,p € M} est appelé fibré
tangent de M.

Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs de classe > sur M est une application qui associe a tout point
p de M un vecteur au dessus de p dans T,M, de facon €*°. C’est une section lisse du
fibré tangent T'M. L’espace vectoriel des champs de vecteurs sur M est noté ['(T'M ). On
peut identifier les champs de vecteurs a des opérateur de dérivation partielle du premier
ordre agissant sur les fonction f : M — IR. Dans le systéme de coordonnées {z'}, une
base de T, M est formée des vecteurs {0;}1<;<n et on peut généralement exprimer un
champ de vecteur X (p) = X'(p)9; ou les X' sont des fonctions € sur M. L’action
de X sur une fonction f est notée X (f) ou X.f et donnée par X (f) := X" 0;f.

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y, noté [X, Y], est le champ de
vecteurs défini par

(X YI() = X(Y(f)) = Y (X))

En coordonnées locales,
X, YI(f) = X' 0,(Y7 0,0) — Y'0,(X7 9,) = (X' 07 — V' 9,X7)9 .

Espace cotangent et 1-formes différentielles

L’ensemble des formes linéaires sur 1), M est appelé espace cotangent, dual algébrique
de T, M et noté Ty M. Une 1-forme différentielle de classe € sur M est une application
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qui associe & tout point p de M une forme linéaire sur 7,M, de fagon €. C’est une
section lisse du fibré cotangent T*M = {T>M,p € M} et on note QM := ['(T*M)
I'espace vectoriel des 1-formes différentielles sur M. Dans le systéme de coordonnées
{z'}, une base de ces 1-formes différentielles est {dz'}1<;<n, base duale de {0;}1<i<n et
on peut généralement exprimer une 1-forme différentielle a(p) = a;(p) dz’ ou les oy
sont des fonctions € sur M. On définit le crochet de dualité, action d’une 1-forme «
sur un vecteur X, par
(o, X) := a(X).

Les deux bases sont reliées par la relation
dx’((?j) = 5;,

oll 0 désigne le symbole de Kronecker.

Tenseurs

Soient a et 8 deux 1-formes sur T'M. Leur produit tensoriel est I'application bilinéaire
définie par la formule

(@®p)X,)Y) = a(X)B(Y)
On notera exemple important : (dz' ® dz?)(X,Y) = da'(X)dz? (V) = X'Y7.
Le produit tensoriel anti-symétrisé

. . 1 : . . .
dx' N da? = §(dxl ® dr’) — dr’ @ dx')

est une base des formes bilinéaires anti-symétriques sur 7M.
Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M. Leur produit tensoriel est ’application
bilinéaire définie par la formule

(X ®Y)(a,B) :=a(X)B(Y),
en posant X (a) := a(X). On notera l'exemple important : (0; ® 9;)(«, B) = a;f;.

Le produit tensoriel de deux 1-formes (champs de tenseurs de valence (0,1)) ou de
deux champs de vecteur (champs de tenseurs de valence (1,0)) permet d’obtenir des
champs de tenseurs d’ordre deux, et le procédé se généralise pour obtenir des champs
de tenseurs d’ordre aussi grand que 'on veut. On peut méme obtenir des champs de
tenseurs mixtes de valence (1,1) en faisant le produit tensoriel d'une 1- forme et d’un
champs de vecteurs, défini comme

(X ®@a)(8,Y):= X(B) aY) = B(X) aY).

Par exemple, ‘ A
(0 @ da?)(B,Y) == B Y.

La encore le procédé se généralise facilement a des champs de tenseurs d’ordre r 4 s
et de valence (r,s), dits r fois contravariant et s fois covariant, obtenus en faisant le
produit tensoriel de r (1, 0)-tenseurs et s (0, 1)-tenseurs. Bien entendu, tous les champs
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2.1. Géométrie différentielle

de tenseurs d’ordre r + s ne sont pas obtenus par ce procédé. Par abus de language et
afin d’alléger les notations, nous utiliserons dans la suite de la thése le terme de tenseur
en sous-entendant champ de tenseurs.

On notera (®"T,M) = LM©-- @T,M et (T,M)=T;M®--- T, M.

J/

V. vV
rfois sfois

Un (r, s)-tenseur R est donc une section lisse du fibré 77 M = (" T M) ® (R*T*M), un
champ de formes multilinéaires

pEMvr—R,: T,Mx -  xT,MXTMx--xT'M — IR.

vV TV
sfois rfois

La multilinéarité pour les tenseurs est comprise comme la linéarité par rapport a chaque
variable, pour 'addition et la multiplication par une fonction. Notons que I'on peut éga-
lement obtenir des tenseurs de valence (a + ¢,b + d) en faisant le produit tensoriel de
deux tenseurs de valences respectives (a, b) et (¢, d).

Les tenseurs sont caractérisés par leur invariance par rapport au systéme de coordon-
nées dans lequel ils sont exprimés : B
Soient (€2, ¢) et (2,7) deux cartes compatibles de la variété M et p € QN Q C M.
La fonction de transition

d=vop QN CR" = Y(QNQ) CcR"

étant un diffeomorphisme, on note ¥ son inverse. Les vecteurs se transforment comme
suit sous l'action de & :

DO(o(p): R" — R
V. +— V=Dd(e(p)V

Les éléments de (IR™)*, formes linéaires sur IR", se transforment quant a eux comme
ceci sous l'action de W :

DU(U(p): (R")* — (R")’
w o @=wDU(Y(p)

La propriété tensorielle de conservation par changement de coordonnées (sous 1’action
de @) est donc traduite par la relation suivante en coordonnées locales :

Ritir

Ji-Js

= Rme 0, 0F 0,08 9, U .9, U,
ol R est considéré au point ¢(p) et R au point (p).

Contraction tensorielle

Les contractions tensorielles ¢; ; sont les applications linéaires
cij : (@UTVT,M) @ (VT M) — (7T, M) @ (2°T; M),
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Rappels de géométrie et contexte physique

définies pour tous Xy,..., X, € T,M et ay,...,a, € T)M par

(X1 ®.. 90X, ®...0 )
—0;(X)X1®..0X0.. 90X, ®...04...0 q
Soit S un (r, s)-tenseur dont I'expression en coordonnées locales est S“"'i"jlmjs.
Le tenseur ¢;, ;,(S) est un (r — 1,5 — 1)-tenseur et a pour expression
Giteip1 Vgt

Ji-Jg—1VJg+1---Js"

Application linéaire tangente et Pull-back d’un tenseur

Soit ¢ : M — N une application lisse entre deux variétés. L’application linéaire
tangente T'¢ est définie comme

Té: TM — TN.

En tout point p € M, T,,¢ associe a un vecteur de T, M un vecteur de Ty, N.
Soit S un (0, s)-tenseur sur N, le pull-back de S par ¢, noté ¢*S est le (0, s)-tenseur
sur M défini pour tous Xy,..., X, € T,M par

(6*9)p(X1, .., Xo) = S (Tpd. X1, ..., Ty X,).

Le pull-back vérifie la propriété suivante : Si ¢ : N — P est une autre application lisse
entre les variétés N et P, alors

(o) =g 0.

2.2 Géométrie pseudo-Riemannienne

De facon générale, une forme bilinéaire g s’écrit en coordonnées locales g = g;;dz'®da?.
On a alors

9(X,Y) = (gi;dz’ @ da?)(X,Y) = giydx' (X)da? (V) = gi; X'V,

Lorsque M est une variété n-dimensionnelle, la forme bilinéaire g sur T'M est un tenseur
de valence (0,2) et g;; peut étre représentée en coordonnées locales par une matrice
carrée de taille n. On s’intéressera particuliérement aux formes bilinéaires symétriques
sur T'M, pour lesquelles

9g(X,Y)=g(Y,X) ou g = gj

et on notera dans ce cas
g = Gij da'da’

Si de plus, le déterminant de la matrice g;; est non nul, on parle alors de forme bili-
néaire symétrique non dégénérée. On peut dans ce cas définir la signature de sa forme
quadratique associée en utilisant la loi d’inertie de Sylvester qui donne en chaque point
I'existence d’une base dans laquelle la matrice g;; est diagonale avec uniquement des
coefficients au carré précédés de signes + ou —. Le nombre de signes + et — est indé-
pendant de la base choisie. La signature de g est alors (p, g) ot p (resp. q) est le nombre
de — (resp. +) et p + ¢ = n. On trouve parfois la convention inverse pour l'ordre de p
et ¢ dans la définition de la signature.
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2.2. Géométrie pseudo-Riemannienne

Métrique Riemannienne

Une métrique Riemannienne g sur M est une section lisse et définie positive du fibré
S2T*M des 2-formes bilinéaires symétriques sur M. C’est un champ de (0, 2)-tenseurs
symétriques de signature (0,7n), notée également (+,...,+). A chaque point p de M,
la métrique associe une forme bilinéaire symétrique définie positive sur 7),M, de fagon
. On peut alors voir g comme un champ de produits scalaires sur 7'M et définir une
norme associée,

peEMv—g,: T,MxT,M — 1R
(X,Y) — gp(X)Y) = (X)Y),

(X,Y)gp = 9;(0) X (0)Y?(p) et |X[2, = g:(p) X" (p) X (p)

Le point p étant sous-entendu la plupart du temps, on ne le fera plus apparaitre dans
les notations afin de les alléger.

Métrique Lorentzienne

De maniére générale, une métrique qui associe a chaque point p € M une forme

bilinéaire sur 7, M dont la forme quadratique associée a une signature (p, ¢) avec p # 0 et
p+q = n est appelée métrique pseudo-Riemannienne et dans les cas particuliers ot p ou
q égalent 1, on parle de métrique Lorentzienne, de signatures respectives (—, +,...,+)
et (+,—,...,—).
Contrairement & une métrique Riemannienne (définie positive) pour laquelle la norme
gi; X" X7 de tout vecteur X est positive ou nulle, on ne peut pas définir de norme pour
une métrique Lorentzienne (et plus généralement une métrique pseudo-Riemannienne)
car le nombre g;; X'Y7 peut étre négatif compte tenu du caractére non défini positif de
la métrique. On parlera dans ce cas de pseudo-norme, qui peut se révéler négative pour
certains vecteurs. Sur une variété Lorentzienne de signature (—,+,...,+), on distingue
trois types de vecteurs :

— Les vecteurs X de genre temps tels que ¢;; X' X7 < 0.

— Les vecteurs X isotropes (ou de genre lumiére) tels que g;; X' X7 = 0.

— Les vecteurs X de genre espace tels que ¢;; X" X7 > 0.

Remarque : Dans le cas Lorentzien, il existe donc des vecteurs isotropes non nuls, ce
qui est impossible dans le cas d'une métrique Riemannienne. Dans la suite de la thése,
on appelle variété Riemannienne (resp. Lorentzienne) le couple (M, g) ou M est une
variété munie d’une métrique Riemannienne (resp. Lorentzienne) g.

Espace de Minkowski

L’exemple le plus courant de variété Lorentzienne est espace de Minkowski IR,
théatre de la théorie de la relativité restreinte. C’est 1’équivalent de 1’espace euclidien
(qui a une métrique riemannienne) avec une métrique Lorentzienne dans la mesure ou
celui-ci est 1'espace plat de référence pour les variétés de dimension 341 (pour sym-
boliser la différence entre la dimension temporelle et les 3 dimensions spatiales). Plus
précisément, ’espace de Minkowski est un espace affine pseudo-euclidien de dimension
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4 qui modélise I'espace-temps de la relativité restreinte. C’est la donnée d’un point
origine et d’un espace vectoriel de dimension 4 dans lequel on introduit une métrique
Lorentzienne. La pseudo-norme d’un vecteur v = (ug, u1, ug, uz) de R'? est alors définie
par

n(u,u) = —ug + u% + u% + ug,

oll 1 est la matrice associée a la métrique de Minkowski dans la base orthogonale ci-
dessus

100 0
| o100
= 0010

0001

Remonter et abaisser les indices : les isomorphismes musicaux

Dans le cas ou la métrique v est non dégénérée, son inverse existe et v induit un
isomorphisme

i T,M — TiM
X Xb

défini par
X,(Y) = (X, V).

En notation indicielle, X5 = 5, X". Ce procédé est appelé abaissement de I'indice.
L’inverse de b est

g:T,M — T,M

a — aof

défini par
a(X) = ~(aY).

En notation indicielle,
€ __ ~El
o =y,

oil (y*7) est la matrice inverse de (7,4), reliée a la matrice de v par
,}/al/,yl/ﬁ g 6%

Ce procédé est quant a lui appelé remontée de 'indice. Ces deux procédés se généralisent
aisément pour abaisser ou remonter plusieurs indices d’un tenseur d’ordre supérieur en
utilisant respectivement v et v~ 1.

Ces isomorphismes montrent que toutes les versions de valence (a,b), avec a + b = r,
d’'un tenseur S d’ordre r fixé sont isomorphes et on ne fera plus la distinction entre
ces différentes versions par la suite. Notons qu'un (a,b)-tenseur 7" agit sur tout (b, a)-
tenseur S par contraction totale de sorte d’obtenir une fonction. C’est la généralisation
du crochet de dualité pour les tenseurs d’ordre supérieur a un.
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2.2. Géométrie pseudo-Riemannienne

Trace d’un 2-tenseur et Laplacien

Soit T" un 2-tenseur. On appelle trace de T sur «y la fonction tr, 7" dont I’expression
en coordonnées locales, suivant la valence de 7', est la suivante

tr, T' =T, =y, T" =7, T, ="1", =T =T,".

On définit le Laplacien d’une fonction N, pour une métrique pseudo-Riemannienne

AN = *"V3 N :=V°V,N = V,V°N.

Pseudo-norme tensorielle d’un tenseur

D’une maniére analogue a celle utilisée pour définir la norme (resp. pseudo-norme)
d’un vecteur X sur une variété Riemannienne (reps. Lorentzienne), on peut définir
sur une variété pseudo-Riemannienne (V) la pseudo-norme d’un (r, s)-tenseur, dont
expression en coordonnées locales est S a l'aide de la métrique 7,3 et son
inverse

J1yess?
2 . 171 lsjs Qki1...k 21...%
|S|A/ = Vhyig e Vhpi Y ey ST ST

La notation |S ]% » bermet de préciser le point en lequel est considérée la norme.

k-formes différentielles

A partir des 1-formes différentielles, on peut former grace a I'algébre extérieure, des k-
formes différentielles qui associent a tout point p de M des formes k-linéaires alternées
sur T,M. Une k-forme différentielle sur M est une section lisse du fibré AFT*M des
formes k-linéaires alternées sur M et on note Q*M = I'(A*T*M) I'espace vectoriel des
k-formes différentielles sur M. Si T, M est de dimension n et que I'on fixe un systéme de
coordonnées locales {'}1<;<,, on peut exprimer généralement une k-forme différentielle
par

r—rw(z) = Z Wiy () dZ™ A - A da'

1<iy <<

o {dz" A -+ Adx™ | 1 < iy < --+ < i < n} forme une base des formes k-linéaires
alternées sur T,,M.

Mesure de volume d’une variété pseudo-Riemannienne

Soit (M, g) une variété pseudo-Riemannienne orientée de dimension n. On peut définir
une mesure de volume sur M relative a la métrique g et notée du,. c’est la n-forme
différentielle non nulle ayant la forme suivante, dans le systéme de coordonnées {z'}
compatible avec I'orientation de M :

diy = +/|det(g)| dz' A -+ A da™.
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Dérivation sur une variété pseudo-Riemannienne
Dérivée covariante d’un champ de vecteurs

Soit (N, ) une variété pseudo-Riemannienne. Une connexion, ou dérivée covariante,
permet d’introduire sur /N une notion de dérivée aux propriétés tensorielles. Une connexion
sur T'N est une application qui permet de dériver les fonctions, les champs de vecteurs
et plus généralement les tenseurs de valence quelconque.

D : I(TN) x I(TN) —s T(TN)
(X,Y) — DyY

telle que
— DxY est linéaire par addition pour X et Y,

VX,Y,Z € T(TN), Dxiz(Y)=Dx(Y)+Dz(Y) et Dx(Y+Z)=Dx(Y)+Dx(Z).
— DxY est linéaire par multiplication par une fonction pour X,
Vfe € (N),VX,Y e'(I'N), DyxY = f DxY.
— DxY satisfait la régle de Leibniz concernant le produit par une fonction de Y,
Ve €<(N),VX,Y e T(TN), Dx(fY)=(X.f)Y + f DxY.

En particulier, la dérivée covariante d’une fonction est donnée par Dx f = X.f.
Une connexion est dite sans torsion lorsque VX,Y € I'(T'M),

DxY — Dy X = [X,Y],
ou [X,Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y.
On dit qu’une connexion est compatible avec la métrique lorsque

Théoréme 2: Connexion de Levi-Civita, |31]

Soit. (N,7) une variété pseudo-Riemannienne. Il existe une unique connexion sans
torsion compatible avec la métrique ~y, appelée connexion de Levi-Civita associée a la
métrique 7.

Ce théoréme est une conséquence du caractére non dégénéré de la métrique pseudo-
Riemannienne 7. Dans la suite de la these, toutes les connexions considérées sur les
variétés Lorentziennes ou Riemanniennes seront des connexions de Levi-Civita et on ne
le précisera plus.
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2.2. Géométrie pseudo-Riemannienne

Symboles de Christoffel

La dérivée covariante associe a deux champs de vecteurs X = X'0; et Y = Y79; un
champ de vecteurs DxY, défini comme la dérivée de Y dans la direction X. Compte
tenu des propriétés de D, il suffit de connaitre I'expression de Dy, 0; pour en déduire
I'expression de DxY. Dp,0; est un champ de vecteur dont on note Fikj les composantes
en coordonnées locales,

Dy, 0; =T 0.

Les quantités Fik‘j sont appelées symboles de Christoffel de deuxiéme espéce et sont
définies pour une métrique pseudo-Riemannienne ~ par

k kl Kl
L =2 T = 57" (0 + 05va — Oivij)
ou les quantités
La; = 3 (v + O3y — Orvij)

désignent les symboles de Christoffel de premiére espéce.
Remarque : les symboles de Christoffel ne sont pas des tenseurs car ils ne vérifient pas la
relation de transformation propre aux tenseurs, sous ’action d’un difféeomorphisme. Au
vu de la symétrie du tenseur métrique v (ou du caractére sans torsion de la connexion),
on a directement les résultats suivants :

— Les symboles de Christoffel de premiére espéce sont symétriques par rapport a leurs

indices extrémes
Iiji = Diji.

— Les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce sont symétriques par rapport a
leurs indices inférieurs
Fkl i Fz’lk'

Dans le systéme de coordonnées {z'}, on en déduit 'expression de la dérivée covariante
de Y dans la direction X :

DxY = (X"9,Y7 + T/, X'Y*) 0.
Remarque : on note D; := D, et ainsi D;Y = (9;Y7 + T/, Y*)0;.

Dérivée covariante d’une 1-forme

En utilisant la régle de Leibniz pour le crochet de dualité
Dx(a(Y)) = Dxa(Y) + a(DxY),
on obtient I'expression de la dérivée covariante d’une 1-forme
Dxa(Y)=X.(a(Y)) —a(DxY).
En coordonnées locales,

Dxa = (X7 9;a; — ijinozk) dx’.
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Extension de la dérivée covariante & un champ de tenseurs

On peut étendre la dérivée covariante aux tenseurs en utilisant U'opérateur Dy. Cet
opérateur est un endomorphisme de U'espace des tenseurs et associe & un (r, s)-tenseur
un tenseur de méme type.

Dx(S®@T)=DxS®T+S® DxT.
Il est particuliérement pratique de connaitre ’action de la dérivée covariante sur un
tenseur S € T'(TPM), car ce sont les tenseurs que nous rencontrerons le plus souvent.

DxS(X1,...,X,) = X (S(X;, ..., X)) = Y _S(X1,.... Xi1, DxX;, Xipa, ..., X,).
=1

Dans le cas particulier du tenseur métrique,
Dxy(Y,Z) = XA(Y,Z) = v(DxY,Z) = (Y, DxZ) =0 (2.1)

car la connexion est compatible avec la métrique. Nous noterons cette propriété de la
métrique : Soit (N, ) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita D, alors

VX € I(TM), Dxv = 0.

Dérivée de Lie et champs vecteurs de Killing

La dérivée de Lie associée a un champ de vecteurs X sur N est I'application linéaire
Lx :T(TIN)—T(T;N)

telle que

CVfe¥®(N), Lxf = X.f.

- VY e(TN), Lx(Y)=[X,Y].

— Pour tous tenseurs S, T, Lx(S®T)=LxSQT+S® LxT.
La dérivée de Lie d’un tenseur S € T'(TPN) est

LxS(X1, o, Xo) = X (S(Xi, o, X)) =S5 S(X1, s X1, [X, Xi], X1, s Xo). (22)
Remarque : puisque Lx(Y) = [X, Y], la formule (2.2) est équivalente a
LxS(X1, o, Xs) = X (S(Xi, o, X)) = S0, S(X1, oy Xioy, £ X0 X1,y Xo).
En appliquant cette formule & la métrique ~y, on obtient compte tenu de (2.1),

= 7Dy X, Z) +(Y, Dz X).
En coordonnées locales,
£X7ij = DZX] + D]XZ

Sur une variété Riemannienne (N, ~y) de connexion D, un champ de vecteur X € I'(T'N)
tel que Lxv = 0 est appelé champ de vecteur de Killing.
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2.2. Géométrie pseudo-Riemannienne

Courbure d’une variété pseudo-Riemannienne

Soit (NN, ) une variété pseudo-riemannienne de connexion D. Soient XY, Z € I'(T'N).
Le tenseur de courbure est 'application allant de T'(T'N) xT'(TN) x'(T'N) dans T'(T'N)
définie par

R(X,Y)Z = Dy(DxZ) — Dx(DyZ) + Dix,y1Z (2.3)

Dans le systéme de coordonnées {z'}, on a I'expression du tenseur de courbure
Ruaﬁé O = (0105 — aaFéL(s + Fé/arﬁﬂy —T5s04,) O, (2.4)
La relation suivante, conséquence directe de (2.3), est appelée identité de Ricci
(DgDy — DoDg)Z° = R 35 2°. (2.5)

A partir du (1, 3)-tenseur de courbure, on peut obtenir sa version de valence (0,4),
appelée tenseur de courbure de Riemann et définie pour X,Y, Z, T € I'(T'M) par

Riem(X,Y, Z,T) = 4(R(X,Y)Z.T),
ce qui donne en coordonnées locales

Ragse = Yue Rl o5

La courbure de Riemann vérifie les relations d’antisymétrie suivantes :

Ra,@&s = _Raﬁsé = _R,Ba5€~ (26)

D’autre part, on a aussi une relation de symétrie par bloc de deux indices comme
suit :
Raﬁ&s = RSsa,B- (27)

En effectuant une permutation circulaire sur les trois premiers indices du tenseur de
Riemann, on obtient la premiére identité de Bianchi

Raﬁ&s + RB(SaE + R6a,35 = 0. (28)

et la seconde identité de Bianchi, faisant intervenir les dérivées premiéres du tenseur de
Riemann
DOLRB(SEO' + D,BRzSasa + DéRa,BEO' = 0. (29)

On peut trouver les preuves de (2.6), (2.7), (2.8) et (2.9) dans [31], prop 3.5 et prop 3.134.
Par contraction tensorielle du tenseur de courbure par rapport a I'indice contravariant
et a l'indice covariant central, on obtient le tenseur de Ricci appelé aussi courbure de
Ricci, noté Ric g, dont les composantes en coordonnées locales sont

Rap = Riyep = 77 Raope-

Le tenseur de Ricci est symétrique par suite des propriétés de symétrie du tenseur de
courbure (2.6) et (2.7)

Raﬁ = VeoRaaﬁa = ’yogR,Beaa = Rﬁa~
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Par contraction du tenseur de Ricci, on obtient un scalaire R(g) appelé scalaire de Ricci
ou courbure scalaire

R(g) = R, = ¥*"Ryp.

(67

A partir de la courbure de Ricci et de la courbure scalaire, on peut former le tenseur
d’Einstein G;
Gap = Rag — 5R(7)7ap + Mag,

ol A est une constante appelée constante cosmologique. Ce tenseur, symétrique par
suite de la symétrie de la métrique et de la courbure de Ricci, joue un role fondamental
dans la théorie de la gravitation d’Einstein, la relativité générale. On peut montrer que
c’est le seul 2-tenseur symétrique a divergence nulle faisant intervenir la métrique et
ses dérivées jusqu’a lordre deux. Le fait que DgG* = 0 est une conséquence de la
deuxiéme identité de Bianchi (2.9) et de (2.1).

Courbure sectionnelle

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Soit P est un plan tangent & M au point z,
et V, W deux vecteurs indépendants non nuls de P. On définit la courbure sectionnelle
comme suit :

R VIWIVEW! R VIWIVEW!

ke(P) =k (VW) = E—
(P) = me (VW) = g WA — (g V)~ VW = (V. )2

On peut montrer que cette définition ne dépend pas du choix des vecteurs V et W
dans P indépendants mais uniquement du plan P (cf. [31]). La courbure sectionnelle
détermine entiérement le tenseur de courbure d’une variété Riemannienne (cf. [31],
Thm 3.8). Remarque : le fait de prendre V' et W deux vecteurs indépendants et non
nuls permet de s’assurer que le dénominateur ne s’annule pas.

2.3 Relativité générale

La théorie de la relativité générale est une théorie géométrique de la gravitation éla-
borée il y a un siécle par Albert Einstein. Elle donne le lien entre la gravitation et
les autres interactions fondamentales dans l'univers, appelé espace-temps et modélisé
par une variété (N, v) de dimension 4 avec une métrique Lorentzienne ~ de signature
(—,+,+,+) et de connexion D. La nature Lorentzienne de la métrique permet de com-
prendre que la dimension temporelle n’est pas considérée de la méme maniére que les
dimensions spatiales dans la théorie. La métrique représente le champ gravitationnel.
Elle détermine les trajectoires des particules qui se déplacent le long des géodésiques,
prescrites par la métrique. Toute la géométrie de la variété est décrite par cette métrique
solution des équations d’Einstein,

Rag — $R(7) Ve + Map = ZE T (2.10)

ou T;; est le tenseur énergie-impulsion qui représente les interactions autres que la gra-
vitation et G désigne la constante de la gravitation universelle.
Le membre de gauche de cette équation est le tenseur d’Einstein G, fonction de la
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métrique et représentant 'interaction gravitationnelle, expliqué en détail dans une sec-
tion précédente. L’équation (2.10) est une équation tensorielle faisant intervenir des
2-tenseurs symétriques sur une variété de dimension 4 et a ce titre, elle constitue en fait
un ensemble de dix équations indépendantes. Cela explique que ’on parle des équations
d’Einstein au pluriel. Elles donnent la relation entre la géométrie de 'espace-temps
et la distribution de matiére-énergie présente, qui doit vérifier une loi de conservation
formalisée par D;T% = (. Puisque le tenseur énergie-impulsion 7" est égal au tenseur
d’Einstein GG & une constante multiplicative prés, on comprend la nécessité de construire
un tenseur G a divergence nulle pour décrire la géométrie de I'espace-temps. La trajec-
toire spatio-temporelle d'un corps massif, appelée sa ligne d’univers, est une courbe dans
I’espace-temps ; mais toute courbe ne peut pas prétendre étre une trajectoire réaliste
(ligne d’univers) : elle doit pour cela satisfaire des propriétés que nous décrirons quand
nous aborderons la causalité.

Cone de lumiére

En chaque point p de Pespace-temps N, I'espace tangent T, est isomorphe a espace
de Minkowski et on appelle cone causal de p le cone passant par l'origine de T,N, qui
est 'ensemble des événements passés ou futurs, causalement liés a p. Ceci peut étre
illustré par la Figure suivante :

FUTUR

Particule massive

Photon
dsi=0

Evénement
présent

PASSE

FIGURE 2.1 — Schéma du cone de lumiére

Source: http ://www.astrosurf.com/luxorion /relativite-concepts-conelumiere.htm.
Utilisé avec ’aimable autorisation de 'auteur Thierry Lombry.

La trajectoire d’une particule de masse nulle (photon) est une ligne d’univers contenue
sur le bord du cone causal, dit cone de lumiére. Au sein de I'espace-temps, la notion
de causalité est intiment liée au fait que la lumiére voyage a la vitesse finie (constante)
de ¢ = 299792458 m.s~! et que rien ne peut se déplacer plus vite qu’elle (on parlerait

26



Rappels de géométrie et contexte physique

alors de violation de la causalité). Ceci étant, les événements ayant pu interagir avec
nous dans le passé et donc avoir une incidence quelconque sur notre existence forment
notre passé absolu et sont contenus dans un demi-cone plein appelé cone causal passé et
les événements que l'on est susceptible de rencontrer dans ’avenir forment notre futur
absolu et sont contenus dans un demi-cone plein appelé cone causal futur. Ces deux
demi-cones causaux passé et futur forment le cone causal de chaque événement. Tous
les événements hors de ce cone n’ont pas pu et ne pourront jamais avoir de lien avec
I’événement considéré : ils forment ce que I'on appelle ailleurs. Les points de I'espace de
Minkowski représentent des événements physiques repérés dans 'espace-temps par les
4 coordonnées (t,x,y, z) et choisir une base pour avoir les coordonnées revient & choisir
un référentiel pour I'observateur de I'événement. La métrique de Minkowski permet
de donner la "distance" ou intervalle d’espace-temps entre deux événements dans cet
espace :

ds* = —dt? + da? + dy? + d2°.

Si ces événements peuvent étre causalement liés (ds® < 0), alors cela correspond a la
distance entre ces événements. On dit que deux événements sont causalement liés s’ils
peuvent étre reliés par une courbe de genre temps.

Causalité

Dans cette partie, nous allons préciser cette notion de causalité et déterminer les
propriétés raisonnables que doit satisfaire 'espace-temps pour étre physiquement ac-
ceptable. On se base sur le chapitre 8 du livre de Robert Wald "General Relativity" [49]
dans lequel tous les résultats énoncés sont démontrés. Le chapitre 6 du livre "La relati-
vité générale expliquée aux mathématiciens" d’Emmanuel Humbert et Michel Vaugon
[36] s’est avéré particuliérement utile pour la terminologie francaise. La nature Lorent-
zienne de la métrique et sa signature aménent a la définition des trois types de vecteurs
tangents de genre temps, espace, ou isotrope!. Un espace-temps dans lequel on peut
désigner les parties "passé" et "futur" du cone de lumiére en chaque point, et ce conti-
niment, est appelé orientable en temps. Un espace-temps qui ne satisferait pas cette
propriété ne serait pas physiquement raisonnable car on ne pourrait alors pas définir
proprement les notions d’aller "en avant" ou "en arriére" dans le temps. On appelle vec-
teur causal tout vecteur de genre temps ou lumiére. Un vecteur causal se trouvant dans
la partie futur (resp. passé) du cone de lumiére sera désigné vecteur causal futur (resp.
passé). On considére dorénavant un espace-temps (N, ) orienté en temps, i.e. orien-
table en temps et ot 'on a choisi une orientation en temps. Une conséquence est qu’il
existe un champ de vecteurs de genre temps t“ lisse et non nul sur N. Une courbe diffé-
rentiable A(t) est une courbe de genre temps (resp. causale) future (resp. passée) lorsque
pour tout p € A(t), le vecteur tangent t* est de genre temps (resp. causal) futur (resp.
passé). Les courbes de genre temps représentent les trajectoires spatio-temporelles (ou
lignes d’univers) des corps massifs dans Iespace-temps tandis que les courbes causales
incluent également les courbes isotropes qui sont les trajectoires des rayons lumineux
(photons) se déplagant & la vitesse de la lumiére. Le futur chronologique (resp. passé

1. Remarque : Pour la signature inverse, les définitions des vecteurs de genre espace et temps sont
inversées.
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chronologique) d’un point p € N, noté It (p) (resp. I (p)), est 'ensemble des événe-
ments pouvant étre atteints par une courbe de genre temps future (resp. passée).

It(p)={¢eN:3X:[0,1] - N de genre temps future avec A\(0) = p et A\(1) = ¢}.

I“(p)={qeN :3X:[0,1] = N de genre temps passée avec \(0) = pet A\(1) = ¢}.
Soit S C NV, on définit

Sy =J1rtw) et 17(8)=JI .

peS peS

Le futur causal (resp. passé causal) de p € N, noté J*(p) (resp. J~(p)) , est défini de
la méme maniére pour des courbes causales. On définit de méme

THS) =T ) et T (5) =] T ().

peES peES

Un sous-ensemble S C N est dit achronal lorsque Vp,q € S, ¢ ¢ I (p),i.e. ITS(S = 0.
Cela traduit le fait que les événements de S ne peuvent pas s’influencer entre eux.
Soit A(t) une courbe causale future. On dit que p € N est une extrémité future de X
lorsque pour tout voisinage O de p, il existe ty tel que pour tout t > tg, A(t) € O.
Pour une courbe causale passée, on parle d’eztrémité passée de A\. N étant un espace
séparé au sens de Hausdorff, une courbe causale future (resp. passé) a au plus une
extrémité future (resp. passée). Une courbe causale future (resp. passée) A est dite
inextensible vers le futur (resp. vers le passé) si elle n’admet pas d’extrémité future
(resp. passée). Un espace-temps est fortement causal lorsque pour tout point p € N
et tout voisinage O de p, il existe un voisinage V' de p contenu dans O tel qu’aucune
courbe causale n’intersecte V' plus d’une fois. Cela permet d’éviter que certaines courbes
causales tendent a se recouper au voisinage de p. On dit d’un espace-temps qu’il est
causalement stable s’il existe un champ de vecteurs de genre temps t* non nul et continu
tel que (V,¥) ne posséde pas de courbes causales fermées, on ¥ = v — dt ® dt, avec dt
la 1-forme différentielle associée a t°.

Théoréme 3:
(N, 7) est causalement stable si et seulement §’il existe f : NV — IR différentiable dont
le gradient est de genre temps en tout point. f est appelée fonction temps globale.

On peut montrer que causalement stable implique fortement causal. J*(.S) définit 1’en-
semble des événements de N influencés par des événements de S. Dans un souci de
prédictabilité compléte, on aimerait définir ’ensemble des événements de A influencés
uniquement par S, c’est a dire déterminés par S. Soit S un ensemble fermé achronal
inclus dans NV, on peut définir le domaine de dépendance futur (resp. passé) de S, noté
D*(S) (resp. D~(S5)), comme suit

D*(S) = {p € NV : toute courbe causale passée inextensible passant par p intersecte S}.

D~ (S) = {p € NV : toute courbe causale future inextensible passant par p intersecte S}.
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On définit alors le domaine de dépendance de S comme
D(S) = D*(S)u D (S).

D(S) est 'ensemble des événements de A prédictibles a partir des conditions sur S.
Remarque : on a toujours S C D*(S) C J*(9).

Un signal ne pouvant se propager a une vitesse supérieure a la vitesse de la lumiére,
tout signal envoyé en p € DT(S) est passé par un point de S (et un seul car S est
achronal). On peut donc penser qu’avec assez d’informations sur les conditions sur S,
on puisse déterminer ce qu’il se passe en p € DT(S). Prenons maintenant un événement
po € IT(S) tel que py ¢ DT (S). Par définition de py € I7(S), 3¢ € S tel que p € I (q),
i.e. il existe une courbe de genre temps future A telle que A\(0) = g et A(1) = p. Cela
traduit le fait que py est influencé par (au moins) un événement de S. Mais py ¢ DT (S),
donc il existe une courbe causale passée inextensible \g passant par py qui n’intersecte
pas S. Autrement dit py est influencé par (au moins) un événement en dehors de S. Les
conditions sur S ne suffisent donc pas a déterminer les conditions en pg et on perd alors
le caractére de prédictabilité sur pg & partir des conditions sur S.

Surface de Cauchy et espace-temps globalement hyperbolique

Une surface de Cauchy est un ensemble achronal fermé M tel que D(M) = N.

Théoréme 4:
Toute surface de Cauchy M est une sous-variété €° plongée dans N.

Cela justifie le terme surface car M est une hypersurface de N'. Comme M est achronale,
on peut la voir comme représentant 'univers a un instant donné. Un espace-temps
(N, 7) qui admet une surface de Cauchy M est dit globalement hyperbolique et le futur
(resp. passé) de cet univers peut étre prédit (resp. reconstitué) a partir des conditions
a 'instant donné représenté par M. Cette notion d’hyperbolicité globale est essentielle
dans la suite de la thése, dans la mesure ot 'on va s’intéresser au probléme de Cauchy,
qui est la question de la reconstructibilité d’un espace-temps de dimension n + 1, vu
comme évolution temporelle d’une hypersurface de Cauchy. Cela revient a étudier les
conditions d’existence d’un feuilletage global d’une variété Lorentzienne de dimension
n + 1 vérifiant les équations d’Einstein, par des hypersurfaces de genre espace (variétés
Riemanniennes) de dimension n.

Théoréme 5:

Globalement hyperbolique implique fortement causal et causalement stable. De plus,
il existe une fonction temps globale f telle que chaque surface {f = cst} est une
surface de Cauchy.

On peut donc feuilleter N par des surfaces de Cauchy et on a la topologie N' = M x IR,
ot M est une surface de Cauchy. Cette décomposition est unique a homéomorphisme
prés puisque deux surfaces de Cauchy M et M’ sont homéomorphes.
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2.3. Relativité générale

Lagrangien, Hamiltonien et équation du mouvement

La théorie de la relativité générale est une théorie du champ et a ce titre, on peut en
donner une formulation Lagrangienne ou Hamiltonienne. On part de la densité Lagran-
gienne d’Einstein-Hilbert

Ze = (R(7) —20) V= d'z,

ot R(7) et \/—7 d*z sont la courbure scalaire et la forme volume associées a .
L’action d’Einstein-Hilbert correspondante, associée a la variable dynamique 7*?, est

S[y*F] .= /Vzg, (2.11)

ou V est une partie de N délimitée par deux hypersurfaces M;, et M, telles que
t1 < 1o,

to
V=M, (2.12)
t=t1

Z dépend de «y et ses dérivées covariantes premiéres et secondes. On obtient I'expres-
sion des variations de 'action

05
6’)/()"8 = (NRaB - %R(’Y)’yaﬁ + A’Vaﬁ) V)

Les métriques v qui minimisent 1’action

5S
SyoB

sont précisément les solutions des équations d’Einstein du vide, qui constituent les équa-
tions du mouvement de la théorie de la relativité générale. En ajoutant au Lagrangien
Z relatif au champ gravitationnel un Lagrangien .Z% relatif aux autres interactions
fondamentales qui apparaissent avec la présence de matiére-énergie dans 'univers, les
équations d’Einstein générales avec le tenseur d’Energie-impulsion sont vérifiées par les
métriques qui minimisent ’action totale correspondante

ST[’)/QB] = / XG +«=%E
\%
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Chapitre 3

Origine des équations de contrainte

Ce chapitre permet de revenir sur l'origine géométrique des équations de contrainte,
centrales dans la thése. Aprés un apercu de la géométrie d’une hypersurface, nous ver-
rons en quoi les équations de contrainte découlent de la décomposition 3+1 des équations
d’Einstein associée au feuilletage de 1’espace-temps N par des hypersurfaces Rieman-
niennes. La derniére section s’intéresse a la formulation Hamiltonienne de la relativité
et permet de faire le lien entre équations de contrainte et évolution des données ini-
tiales. Ce chapitre est un condensé des chapitres 3,4 et 5 du livre d’Eric Gourgouilhon
"3+ 1 Formalism in General Relativity : Bases of numerical relativity" [25], & quelques
conventions de signe prés. Nous donnons peu de détails sur les calculs que 'on peut
retrouver sous une forme trés claire et détaillée dans son livre.

3.1 Hypersurface Riemannienne d’une variété Lorent-
zienne

Dans cette section, on considére une variété Lorentzienne (N, ) de dimension n + 1,
de signature (—, +,...,+) et de connexion D, au sein de laquelle (M, g) est une sous-
variété Riemannienne de dimension n et de connexion V. M est donc une hypersurface
de N de métrique induite g

9="%T™m-

On appelle g la premiére forme fondamentale de M qui, lorsque ¢ est Riemannienne,
est appelée hypersurface de genre espace de N. L’avantage de considérer une signature
(—,+,...,4) pour N est manifeste puisque I’on va s’intéresser par la suite a une hyper-
surface de genre espace de N de signature (+,...,+) sur laquelle nous pourrons utiliser
les outils de géométrie Riemannienne introduits précédemment. Etudions le lien entre
les courbures de N et M. Dans cette section, on utilise la métrique v pour remonter et
abaisser les indices.

Espace normal et fibré normal

Soit p € M C N. L’espace tangent T, M est un sous espace vectoriel de T),N.
On a la décomposition
T,N =T,M & (T,M)*,

ot (T,M)* est le complément orthogonal de T,M dans T,N, appelé espace normal.
C’est un espace vectoriel de dimension égale a la codimension de M dans N, dans notre
cas 1.

La décomposition des fibrés tangents correspondante est la suivante

TN =TM&TM",

31



3.1. Hypersurface Riemannienne d’une variété Lorentzienne

o TM+ est le complément orthogonal de TM dans T'N, appelé fibré normal.
Tout vecteur X € T),N a une décomposition en une composante tangentielle X € T),M
et une composante normale X,, € (T,M)*.

Seconde forme fondamentale

Concernant le lien entre les dérivées covariantes de M et N, on a I’équation suivante
appelée formule de Gauss :

DxY = VyY + T (X,Y), VX,Y € I(TM) (3.1)

qui définit un nouveau tenseur d’ordre (1,2) appelé seconde forme fondamentale (vec-
torielle) de M dans N.

0T MxT,M — (T,M)"
(X,Y) — T(X,Y).

Le tenseur LI est symétrique en ses arguments (cf. [8], Prop 2.1). La dimension de
(TM)* étant égale a 1, n’importe quel champ de vecteurs 7 non isotrope et normal &
M en est une base et on obtient ’expression

DxY. 1
:7( X 7n)ﬁ

(X, Y)

En pratique, puisque M est Riemannienne, le vecteur 77 est de genre temps et on le choisi
unitaire, i.e. y(7, 1) = —1. On définit alors la seconde forme fondamentale (scalaire) K
comme

K(X)Y):= —y(DxY,n) =~(Dxn,Y),

et ’équation (3.1) devient
DxY =VyY + K(X,Y)i, ¥X,Y € D(TM). (3.2)

Notons que la seconde forme fondamentale est symétrique. Dorénavant, nous ferons
systématiquement référence a K quand nous parlerons de seconde forme fondamen-
tale, ce qui évitera toute confusion entre les secondes formes fondamentales scalaire et
vectorielle.

Projecteur sur 7'M

Le vecteur 77 nous permet de définir un projecteur g sur 7'M

g TN — T,M
X o §(X) =X + (7, X) 7,

ce qui se traduit en coordonnées locales
go‘ﬁ = 'yaﬂ —+ no‘nﬁ. (33)
Le projecteur g vérifie les propriétés suivantes :
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- (i) = .
- VX el(TM), g X)=X.
- VX eI(TN), §(g(X)) = g(X).
— J est symétrique,
VX,Y € D(TN), 1(§(X),Y) = 1(X,5(Y)).
Grace au crochet de dualité, on peut étendre ce projecteur a des 1-formes et plus
généralement a des (0, .S)-tenseurs sur 7'M par la formule

7S (TN = R
(Xlw-'aXs) = S(g(Xl)vvg(Xs))

Par définition de la métrique induite, §*g est I'extension de g a des vecteurs de T,N qui
coincide avec g sur T, M et on notera par conséquent g := g*g. Cela permet de faire le
lien entre les métriques v et g via 1’égalité tensorielle

g =7+ "N, ny,
c’est a dire en coordonnées locales

GaB = Vap + Nanp. (3.4)

Lien entre les courbures de M et N : équations des hypersurfaces

La relation de Gauss ([31], Thm 5.5) donne le lien entre les courbures de Riemann de
N et M. Elle est obtenue en projetant complétement 'identité de Ricci sur T/M :

NRiem(X,Y, Z,T) = MRiem(X,Y, Z,T) + K(X,Z) K(Y,T) — K(X,T) K(Y, Z),
ce qui donne en coordonnées locales

94950597 Ry = Ry + Kas I — K S K.

uvo

Compte tenu de (3.3), en contractant cette équation par rapport aux indices € et /5 puis
en renommant J en (3, on obtient ’équation de Gauss contractée

949" "Ry + 9" 9o’ VR, = YRop + (trg K)Kop — K} K 5. (3.5)

En prenant la trace sur g, on obtient I’équation de Gauss scalaire
R(y) + 2"Rn'n” = R(g) + (try K)* — |K |2, (3.6)
ol |K|Z = gkigleleij = Kinij et tI'gK = ginij = f(lZ
La relation de Codazzi donne quant a elle le lien entre la courbure de N et les dérivées

covariantes premiéres de la seconde forme fondamentale (|31|, Thm 5.9). Elle est obtenue
en projetant trois fois sur 7'M l'identité de Ricci appliquée a n :

NRiem(X,Y,7,Z) = VyK(X,Z) - VxK(Y, Z),
ce qui donne en coordonnées locales
g“ag”ﬂgepn"NR‘Lw = VK5, — Vo K%,
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3.1. Hypersurface Riemannienne d’une variété Lorentzienne

En contractant cette équation par rapport aux indices € et «, on obtient I’équation de
Codazzi contractée

gn° MR,y =V, K" — Vs(tr, K). (3.7)

Les équations de Gauss scalaire et Codazzi contractée sont obtenues pour une hyper-
surface M C N quelconque car elles ne font intervenir que des champs de vecteurs et
leurs dérivées dans la direction tangente a M. Ces équations donnent certaines compo-
santes du tenseur de courbure de N en fonction de la seconde forme fondamentale de
M dans N. L’équation de Gauss donne la composante tangentielle tandis que 1’équation
de Codazzi donne la composante normale. La seconde forme fondamentale permet donc
de faire le lien entre les différentes courbures de N et M.

Hypersurface totalement géodésique

Lorsque la seconde forme fondamentale est identiquement nulle, les connexions de
Levi-Civita de M et N sont les mémes, de méme que leurs courbures. Une géodésique sur
une variété pseudo-Riemannienne est un chemin dont la distance associée & la métrique
est extrémal. Le cas ot K = 0 est un cas trés particulier de sous-variétés de N dans
lequel toute géodésique de M est une géodésique de N. On dit alors que M est une
hypersurface totalement géodésique de N. En fait, M est totalement géodésique si et
seulement si sa seconde forme fondamentale est nulle ([31], 5.8).

FIGURE 3.1 — Schéma de la sphére N et d’une hypersurface totalement géodésique M.

On visualise cela sur la Figure 3.1 illustrant I’exemple basique de la sphére N au sein
de laquelle 'hypersurface totalement géodésique M est un grand cercle. L’hypersurface
M’ est I'intersection de la sphére et d’un plan ne passant pas par 'origine. Sur M’; la
courbe joignant r et s est une géodésique de M’ mais n’est pas une géodésique de N
car ce n’est pas une partie d'un grand cercle de N. Par contre, la courbe joignant les
points p et ¢ sur M est une géodésique de M et une géodésique de N.
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Feuilletage de 1’espace-temps

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les espace-temps globalement hyper-
boliques ont les propriétés physiques raisonnables concernant la causalité et c¢’est pour
cela que nous considérerons dorénavant des espace-temps globalement hyperboliques.
Soit (N, ) un espace-temps globalement hyperbolique. D’aprés ce qui précéde, N peut
étre feuilleté par une famille (M;)cr d’hypersurfaces (de Cauchy) de genre espace.

N =M,

telR

Il existe sur N un champ scalaire lisse ¢ régulier (de gradient partout non nul) tel que
chaque hypersurface M; est un sous-niveau de ¢

M, ={p e N'|i(p) = t}.

Le fait que ¢ soit régulier permet de s’assurer que deux hypersurfaces distinctes ne
s’'intersectent pas. Pour chaque valeur ¢ de £, la 1—forme correspondante dt est normale
a la surface My, i.e. (dt,v) = 0,Vv € TM,. Il en est de méme pour le vecteur V¢, dual
de dt et on peut montrer que Vit est de genre temps lorsque M, est de genre espace.
Cela permet d’avoir naturellement une métrique Riemannienne sur M;. On définit alors
le vecteur unitaire 7 colinéaire a Vt

_1
in=-NVt avec N=(y(=Vt,Vt)) 2,

de sorte que le vecteur 77 coincide avec celui défini dans la section 3.1, ce qui nous permet
d’utiliser les définitions et résultats établis avec n dans cette section.

Remarque : N > 0 car Vt est de genre temps. Le signe moins permet de s’assurer que

1 soit dirigé vers le futur si ¢ est un champ scalaire qui augmente en direction du futur.
(7t @) = ((=Vt, V) " y(=VE, VE) = —1
N est appelée fonction Lapse. Le vecteur normal d’évolution m est défini par
m = N7.

Notons que
m.m = —N? et (dt,m) = 1.

On dit que m est adapté a t car le vecteur 6t m transporte M, sur M, . On peut
considérer 7 comme la vitesse d’'un observateur. La ligne d’univers (trajectoire dans
'espace-temps) de cet observateur est par conséquent orthogonale aux hypersurfaces
M. Une interprétation physique est de dire que M, est localement 'ensemble des évé-
nements simultanés pour 1'observateur. Soient p et p’ deux événements sur la trajectoire
d’un observateur, avec p = p/ + 0t m. Le temps propre entre ces deux événements mesuré
par I'observateur est 07 = Ndt. N fait donc le lien entre la "coordonnée temporelle”
t qui indexe les feuilles du feuilletage de 'espace-temps et le temps physique mesuré
par 'observateur, d’ott son nom de fonction Lapse. L’évolution de la métrique g de M
est donnée par la dérivée de Lie de g le long du vecteur d’évolution m donnée par la
formule (cf. [25], eq (4.30) 1)

1. Notons que notre convention de signe pour K est opposée.
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3.2 Décomposition 3 + 1 des équations d’Einstein du
vide

Dans le but de faire la décomposition 3 + 1 des équations d’Einstein du vide, il nous
faut d’abord obtenir la décomposition 3 + 1 du tenseur de courbure de Riemann. En
effet, tous les termes du membre de gauche des équations d’Einstein en découlent, a
I'exception de la métrique dont nous connaissons la décomposition via ’équation (3.3).
On notera dorénavant M pour désigner M,, afin de simplifier les notations. On rappelle
que (N, ) est une variété Lorentzienne de dimension 4 de signature (—, +, +, +) et de
connexion D et (M, g) est une hypersurface de genre espace de connexion V.

Décomposition 3 + 1 du tenseur de courbure

Nous avons déja obtenu certaines projections du tenseur de courbure de A. Tout
d’abord en le projetant complétement sur T'’M, ce qui a donné lieu a la relation de
Gauss ainsi que les équations de Gauss contractée (3.5) et scalaire (3.6). Puis nous
I'avons projeté une fois sur TM et une fois sur Vect(77), amenant a la relation de
Codazzi et I’équation de Codazzi contractée (3.7). Il nous reste a le projeter deux fois
sur Vect(r) car ses propriétés d’antisymétrie impliquent qu’a partir de trois fois, le
tenseur de courbure est identiquement nul. En projetant deux fois sur 7'M et une fois
sur Vect(7) I'identité de Ricci appliquée a 77, on obtient aprés quelques intermédiaires
de calcul I’équation de Ricci :

1

1
g’ n? NRS = — [ K,
gagffﬁnn N m QB+N

vpp

VaVsN + K, K. (3.9)

En combinant les équations (3.5) et (3.9), on obtient une équation qui ne fait plus
intervenir le tenseur de courbure de A mais seulement son tenseur de Ricci

v 1 1
99" R, = v EmBas = 5 VaVeN + MRap + (trg K) Kog — 2Ko, K. (3.10)
En prenant la trace sur g, aprés quelques calculs intermédiaires,
1 .
R(y) + "Run*n” = R(g) + Dy(tr, Kn') — Nvile

et compte tenu de I’équation de Gauss scalaire (3.6), on obtient la décomposition 3 + 1
de la courbure scalaire de N

2 .
R(y) = R(g) — (try K)* + |K|2 + 2D, (trg Kn*) — ViV (3.11)

Décomposition 3 + 1 des équations d’Einstein du vide

On a vu précédemment qu’afin de modéliser un espace-temps sans matiére, la variété
Lorentzienne (N, g) de dimension 4 doit vérifier les équations d’Einstein du vide

1
MRag = 5R() Y + MYas =0 (3.12)
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que 'on peut également mettre sous la forme

MRas — 5(R(7) ~20) 705 = 0. (3.13)

En prennant la trace sur 7, on a R(y) = 4A et (3.13) devient
MR — A yap = 0. (3.14)

Projection compléte sur 7'M
En projetant (3.14) deux fois sur 7'M, on obtient
949" Ry — N gt =0 (3.15)
———
=dap

Le premier terme n’étant rien autre que le membre de gauche de (3.10),

L. Kij = —V;V;N + N{ MRy — Ngij + KKy — 2Ki,€K’§}. (3.16)

Cette équation tensorielle faisant intervenir uniquement des tenseurs d’ordre 2 symé-
triques définis sur 7'M de dimension 3, il y a par conséquent 6 équations indépendantes.
Projection compléte sur Vect(7)
En projetant (3.13) deux fois sur Vect(7i), on obtient
1
MRognn® — Z(R(7) — 2A) yapnn® =0 (3.17)
2 ——
=1

En combinant les équations (3.6) et (3.17), on obtient I’équation scalaire

R(g) + (trg K)* — |K|2 =2A =0 (3.18)

Projection mixte
En projetant (3.13) une fois sur vect(n) et une fois sur T.M, on obtient
1
NRughn’ — (VR —2A) y,gt 0" =0 (3.19)
2 ——
=0

En combinant les équations (3.7) et (3.19), on obtient ’équation vectorielle

VK’ — Vi(tr, K) = 0 (3.20)

Remarque : Les équations (3.16), (3.18) et (3.20) ne faisant intervenir que des quantités
tensorielles dans la direction tangente a M, on peut mettre des indices latins sans perte
de généralité. Elles forment ainsi un systéme de dix équations équivalent aux équations
d’Einstein du vide (au nombre de dix par symétrie des tenseurs qui la composent) et
constituent ainsi leur décomposition 3 + 1.
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3.2. Décomposition 3 + 1 des équations d’Einstein du vide

Les équations d’Einstein en tant que systéme EDP

Coordonnées adaptées au feuilletage

On souhaite transformer ce systéme d’équations tensorielles en un systéme d’équations
aux dérivées partielles. On introduit pour cela des coordonnées adaptées au feuilletage
(My)ier sur N. Pour chaque hypersurface M;, on introduit un systéme de coordon-
nées spatiales (z%) qui varie de fagon lisse d’une hypersurface a sa voisine. z* = (¢, z")
constitue donc un bon systéme de coordonnées sur N et la base de TN associée est
Oo = (0, 0;). On appelle 0, le vecteur temps. Il est tangent aux lignes de coordonnées
spatiales constantes, i.e. les courbes de N définies par {z° = c}.

La base duale associée a z* est do® = (dt, dz’) telle que (dz®, d) = 6%.
On a donc (dt,d;) = 1 et par suite, J; a la méme propriété que le vecteur d’évolution
m de transporter M, sur M, 4, & un décalage vectoriel prés donné par le vecteur Shift
X = X,
Oh=m+X=Nn+X
Lorsque les lignes de coordonnées constantes sont orthogonales aux My, on a X = 0 et
0y = m. Puisque (7, X) = 0,
7(@,@) = —N2 + |AXV|,2y <0

car 0; est de genre temps. La dérivée de Lie dans la direction m peut étre exprimée sous
la forme suivante

Lo =Ly — Lx =0, — Lx

Décomposition 3+1 de la métrique v

Regardons de plus prés les composantes de la métrique v :

Yo = g(almau)'

Yoo = 7(@,&) = —N2 —FXka
Yo = Ay

Yij = Yij-

<

On obtient donc la décomposition 3+1 des composantes de v :

Yy = < Yoo Yoj ) _ ( —N?+ XFX, X >
w Yio  Vij Xi 9ij
Ceci permet d’écrire v sous la forme
YVwdrtde’ = —N?dt + g;;(dx’ + X'dt)(dz’ + X7 dt). (3.21)

Bien que l'on ait 7;; = g;;, de maniére générale les matrices inverses v et g sont
différentes car les déterminants det(g) et det(y) associés a g et v sont reliés par la

relation
v —det(y) = N+/det(g). (3.22)
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Les équations (3.16), (3.18) et (3.20), complétées par 'équation (3.8) qui donne 'ex-
pression de K en fonction de g, forment le systéme d’équations suivant

(0r — Lx) gij = 2N K

(8t - ,Cx) Kij = —Viv]‘N + N{ MRU - A’Yij + (tl"g K)Kij - QKZkKlz}
R(g) = 2A + (trg K)* — | K[> =0

VK’ — Vi(tr, K) = 0

(3.23)

Les inconnues du systéme sont +;;, K;;, N, X. Grace aux symboles de Christoffel, on
peut exprimer ce systéme uniquement avec des dérivées partielles. Ce systéme ne fai-
sant intervenir que des tenseurs définis sur M et leurs dérivées temporelles, on peut
oublier son origine quadri-dimensionnelle et le considérer comme décrivant 1’évolution
temporelle des tenseurs sur M, de dimension 3, en oubliant le plongement dans N.

Cas des coordonnées normales Gaussiennes

Lorsque 1'on prend N =1 et X = 0, le systéme (3.23) devient

iy = —2Ki;

8tKij = MRij — A%j + (tl"g K)Kw — QKZkKIE
R(g) = 2A + (try K)* — |[K[2 =0

VK’ — Vi(try K) = 0

En remplagant les expressions de K;; et MR;; en fonction de 7;; dans la deuxiéme
équation, on obtient

8752,5%7' = F;j (%l, OaVkt> O Vit agb%cl)
R(g) — 2A + (tr, K)? — |[K2 =0 (3.24)
VjK]Z- - Vi(trg K) =0

Ce systéme est un systéme de 10 équations & 6 inconnues, il est donc surdéterminé.
La premiére équation a la forme d’un probléme de Cauchy dont on peut chercher une
solution, étant donné des conditions initiales. Plus précisément, connaissant v;; et ;7,5 &
t =0, i.e.v;; et K;; sur My, on cherche une solution ~;; pour ¢t > 0. Fj; est une fonction
analytique (polynomiale en les dérivées de 7;; et au plus en fractions rationnelles en ~;;,
via la métrique inverse 7). On peut donc utiliser le théoréme de Cauchy-Kovalevski
pour avoir I'existence et I'unicité de la solution v dans un voisinage de M, pour des
conditions initiales v;; et K;; sur M. Les deux autres équations (3.18) et (3.20) doivent
étre satisfaites pour pouvoir reconstruire v a partir de g. On ne peut pas les mettre sous
une forme a laquelle le théoréme de Cauchy-Kovalevski s’applique et elles constituent
pour cela des équations de contrainte. L’équation (3.18) est souvent appelée contrainte
Hamiltonienne et (3.20) contrainte d’impulsion (ou contrainte vectorielle) en raison du
fait que pour les équations d’Einstein dans un univers avec matiére

1'/\/’ 87TG

MRap = 5 R gos + N gos = —Tup, (3.25)
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elles deviennent

1
Rig) =20+ (tr, kP = |k = %R
- e
VjK]i—Vi(trgK) = %pi.

ou F et p sont respectivement la densité d’énergie et d’impulsion de matiére dans
I'univers, mesurées par un observateur se déplacant a la vitesse 77. Elles sont les analogues
en relativité générale de D.B = 0 et D.E = p /¢y en électromagnétisme dans les
équations de Maxwell.

3.3 Equations de contrainte et probléme de Cauchy

Etant donné le triplet (M, g, K) ott M est une variété tri-dimensionnelle, g une mé-

trique Riemannienne sur M et K un champ de formes bilinéaires symétriques sur M
tel que le couple (g, K) soit solution des équations de contraintes. Existe t-il un espace-
temps (N, ) satisfaisant les équations d’Einstein et tel que M soit une hypersurface
(de Cauchy) de genre espace de N plongée avec une métrique induite g et une seconde
forme fondamentale K 7 Cette question porte le nom de probléme de Cauchy en relati-
vité générale.
Au début des années 1950, Yvonne Choquet-Bruhat (Fourés-Bruhat a I’époque) a mon-
tré dans [30] le premier théoréme d’existence locale pour le probléme de Cauchy relatif
aux équations d’Einstein du vide : Pour tout ensemble de données initiales lisses qui
satisfait les équations de contrainte dans le cas asymptotiquement euclidien, on peut
toujours trouver un espace-temps solution des équations d’Einstein qui contienne une
hypersurface plongée dont la métrique induite et la seconde forme fondamentale coin-
cident avec les données initiales en question. On appelle un tel espace-temps le dé-
veloppement associé a ces données initiales, ou 'espace-temps généré par ces données
initiales. C’est donc une réponse positive au probléme de Cauchy. Son résultat généralise
aux données initiales lisses (au moins %) les résultats précédents de Georges Darmois
[22| et André Lichnérowicz 41| obtenus pour des données initiales analytiques, cas trop
restrictif et physiquement inaproprié pour des raisons de causalité. Elle montrera ’exis-
tence globale et I'unicité d’'un développement maximal avec Robert Geroch quelques
années plus tard dans [11]. Le livre écrit par Yvonne Choquet-Bruhat "General relati-
vity and the Einstein equations" [10] leur est consacré et donne un apergu de son travail
remarquable pendant plus de cinquante ans sur le sujet.

La formulation de Cauchy (ou des données initiales) a été depuis une des approches
les plus fructueuses pour construire et étudier des solutions des équations de la relati-
vité générale d’Einstein. Les équations de contrainte permettent de réduire le nombre
d’équations & résoudre pour trouver des solutions des équations d’Einstein et permettent
ainsi de réduire le nombre de données initiales possiblement solutions des équations
d’Einstein. Elles jouent de plus un réle important dans les équations d’évolution de ces
données initiales, comme en témoigne leur apparition dans la formulation Hamiltonienne
de la théorie de la gravitation d’Einstein, développée dans la section suivante. Le cas ol
K = 0 sur M constitue le cas totalement géodésique, que 'on appelle dans ce contexte
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le cas Time-symmetric car le développement maximal (N, ) généré par (M, g, K) pos-
séde une symétrie (réflexion) par rapport & M, c’est a dire que la reconstruction (N, )
a partir de M admet une symétrie en temps.

3.4 Approche Hamiltonienne

La formulation Hamiltonienne de la théorie de la gravitation, appelée aussi formulation
ADM de la relativité générale en référence aux physiciens Arnowitt, Deser et Misner &
'origine de ces travaux [4], est basée sur l'analyse de l'action d’Einstein-Hilbert. Ces
travaux ont été motivés par la volonté d’obtenir une théorie quantique de la gravitation.
Pour cela, il nous faut obtenir la décomposition 3+1 de I’action d’Einstein-Hilbert (2.11)
dans laquelle on voit apparaitre la courbure scalaire de A et la forme volume associée
a 7. Grace a Pexpression (3.11) obtenue pour la décomposition 3 + 1 de la courbure
scalaire de A et compte tenu de la relation (3.22) entre les mesures de volume de A et
M., on obtient

2 .
S = / N{R(g) —2A — (trg K)* + |K[2 + 2D, (trg Kn*) — Nvile}\/det(g) d'x
1%
= /N(R( ) = 2A — (try K)? + |K|?)\/det(g) d*z — 2/ V,V'N/det(g) d*z
+2/D (try Kn*)/— det(y) d*z.

En réécrivant l'intégrale sur V grace a (2.12) comme une intégrale temporelle et une
intégrale de volume de dimension 3, et sans tenir compte des deux derniers termes
qui sont des divergences alors que nous considérons des variations a support compact,
finalement

S = /: { /Mt N(R(g) — 2A — (try K)? + ym;)mcﬁx} dt

L’action est une fonctionnelle des variables ¢ = (g;;, N, X*), qui donnent les composantes
de v via 'équation (3.21), et de ¢ = g,;, la dérivée temporelle de g. En effet, K est une
fonction de g;;, N, X' et ¢;; au vu de 'équation

Kij = 2;7(913 9V X" — g5,V X"). (3.26)

On a donc l'expression du Lagrangien
ZL(q,q) = N(R(g)—2A+ |K| (try K)° — (tr, K ) det(g) (3.27)
= N(R(g) —2A + (g™ ¢" g”gkl KijKy)+/det(g), (3.28)

ot Kj; et K} sont exprimées par I'équation (3.26).

Le Lagranglen n’étant pas fonction de N et X7, cela montre que le Lapse N et le Shift
X ne sont pas des variables dynamiques du systéme et que seule g;; en est une. Le
moment conjugué de g;; est par définition

0Z

==,
agij
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En utilisant les équations (3.27) et (3.26), on obtient I'expression du moment conjugué
7 en coordonnées locales,

7 = (K — (try K)g"7)~/det(g). (3.29)
La densité Hamiltonienne est donnée par
H =14 — L.
En se servant des équations (3.27), (3.26) et (3.29),

H = —{N(R(g)—2A+(trgK)2_|K\§>_2xi(ij@ J(tr, K )}Wd?’
+2; (KX = (try K)X') /det(g) d.

Le dernier terme étant d’une divergence, on ne le considére pas et on obtient la forme
suivante de la densité Hamiltonnienne

H = —{N@O(g, K) — X'®(g, K)}\/det(g) dx,

ou ®(g, K) = (®o(g, K), ®i(g, K)) est défini par
®o(g, K) = R(g) —2A— K[+ (tr,K)? (3.30)
®i(g,K) = 2(V'K;; — V,(tr,K)) (3.31)

® est appelé opérateur de contrainte car il est constitué des membres de gauche respec-
tifs des équations de contraintes (3.18) et (3.20). L’Hamiltonien correspondant, appelé
Hamiltonien ADM, est

H = —/ {N@O(g, K) — 2X1®( }\/Fd?’ (3.32)
My

Les variables N et X n’étant pas des variables dynamiques, leurs moments conjugués
sont nuls

0L 0L
™i=""=0cet 1 i=—-=0
ON 0X?
La minimisation de I'action d’Einstein-Hilbert donne lieu aux équations Hamiltoniennes

5
oms — Yij
A
wmo= N =0
e o= =0

Le calcul des variations de H grace a I’équation (3.32) améne au systéme suivant
H —
Snid QNK” —+ VZXJ -+ VJXz = g”
IH
6gij
o = _¢0(97 K) =0

ON
0 = q’l(gvK):O

5X*

—

42



Origine des équations de contrainte

On peut montrer que la deuxiéme équation de ce systéme est équivalente a la deuxiéme
équation de (3.23) et les trois autres équations sont respectivement les mémes que dans
(3.23). Ainsi les quatre équations Hamiltoniennes sont équivalentes aux quatre équa-
tions de la décomposition 3 + 1 des équations d’Einstein. Au passage, la fonction Lapse
et le vecteur Shift peuvent étre considérés comme des multiplicateurs de Lagrange, les
variables dynamiques de systémes étant les variables canoniques ¢ et . En fixant un
Lapse-shift (N, X), on obtient un systéme d’équations dynamique représentant 1’évolu-
tion des données initiales dans le temps

@gij = QNK” + EXgij

En utilisant le formalisme Hamiltonien, il est possible de mettre les équations d’évolution
sous la forme matricielle

% { i ] - { _01 é } D®,(g,7)*.£ (3.33)
ot D®(g, m)* est 'adjoint formel, obtenu en ignorant les termes de bord. Nous verrons
que dans le cas asymptotiquement hyperbolique, comme dans le cas asymptotiquement
plat, les termes de bord présents sont en étroite relation avec un invariant géométrique
de la variété que 'on appellera masse de la variété.

En s’intéressant aux équations d’évolution des équations de contrainte, on se demande
si des données initiales qui satisfont les équations de contrainte & un moment donné
continueront de les satisfaire tout au long de leur évolution. Fixons des données initiales
(g0, o) satisfaisant les équations de contraintes du vide. Il est naturel de se demander si
I’évolution de ces données initiales (g(t), 7w (t)), définie en spécifiant le Lapse-shift(N, X?),
continuera a satisfaire les équations de contrainte du vide, et ce & chaque instant ¢ de
leur évolution. On calcule pour cela la dérivée par rapport au temps, interprétée comme
la dérivée de Lie par rapport a t de 'opérateur de contrainte (® = ®q, ;)

0, ®o = Vi(X'®0) +29"V,N®; + NV, D' + INg;77 /\/g

Ces équations forment un systéme d’équations hyperbolique symétrique. Par un ar-
gument de conservation de I’énergie-impulsion, quadratique en ®¢ et ®;, on peut en
déduire la préservation des équations de contrainte ®(¢) = 0 pour tout temps ¢ compa-
tible avec le feuilletage de AV, étant donné ®(0) = 0 initialement. C’est une conséquence
des identités de Bianchi et de la divergence nulle du tenseur d’Einstein.

Une interprétation de la formulation Hamiltonienne des équations d’évolution (3.33)
consiste a considérer (g(t),n(t)) comme une trajectoire sur le fibré S*T* M des formes
bilinéaires symétriques sur M, 'espace des métriques Riemanniennes. Soit C, le sous
ensemble de F qui satisfait les équations de contrainte. Le fait que les équations de
contrainte soient préservées se traduit par le fait que la trajectoire (g(t), w(¢)) vit dans
I'ensemble des contraintes C pour tout temps ¢ compatible avec le feuilletage de N, a
partir du moment ot (g(0),7(0)) appartient & C initialement.
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Premiére partie

Structure de variété de Hilbert de
I’ensemble des données initiales
faiblement AH
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Chapitre 4

Cadre général et analyse préliminaire

4.1 Variété conformément compacte

Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe > de dimension n non compacte.
La variété (M, g) est dite conformément compacte s’il existe une métrique Rieman-
nienne h telle que g = p 2, o (M, h) est une variété Riemannienne 4> compacte de
bord 0, M et p est une fonction sur M, appelée fonction définissante pour 0., M telle
que :

* pEEC(M)

e p>0sur M

¢ I M= {xeM:px)=0}

e dp|s s 1e s’annule jamais.

On peut montrer que la variété (M, ) est compléte, puisque le facteur conforme p=2,
nul sur le bord 0,,M, a pour effet d’envoyer le bord de (M, h) vers l'infini de (M, g),
ce qui justifie a posteriori la notation 0, M. On montre également que les variétés
conformément compactes sont & courbure sectionnelle négative a I'infini, dans le sens
suivant : prenons une suite de points {z;}°, de M telle que x; — y € IM lorsque
1 — oo, alors

- — _ldpl?
Z.ILI&K'% - ‘dp’h;y (4'1)

ol k, est la courbure sectionnelle de M au point z.

Remarque : les variétés conformément compactes ne sont pas du tout rares et compli-
quées a construire. Il suffit de quotienter une métrique lisse d’une variété compacte
a bord par une fonction définissante du bord. Cette fonction peut étre facilement
construite en prenant sur un voisinage du bord la "distance au bord", que 'on pro-
longe de facon lisse sur toute la variété en gardant la positivité. On peut d’ailleurs avoir
en téte le modéle de l'espace hyperbolique de la boule de Poincaré comme exemple
standard de variété conformément compacte.

Modéle de la boule de Poincaré

Soit B" = {xz € R"/||z|| < 1} la boule unité ouverte de IR", ou ||.|| désigne la norme
euclidienne standard.
On considére 'hyperboloide IH™ de dimension n plongé dans IR"*' paramétré par

— i+ a2 =—1
t>0
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e te i
¥ -t =-1 A "
ISk
P(p)
7
/7
: \ J_,l"r= \ L.!" E ]].‘:”
A v 7
-1 L /1

ol z? est 'abréviation de ||z||> = 2% + ... + 22.
On considére sur celui-ci la métrique induite par celle de Minkowski définie sur IR™

par la matrice
B -1 0
= Vo 1

On souhaite transporter la métrique de Minkowski sur IR" via la projection :
¢ B" — H"C R

_ _ (tlzl? 21y 2n
T= (@ Tn) — Hr) = (H\xll“1fIIwH2""’17Hxll2

On obtient la métrique Riemannienne sur la boule de Poincaré au point z € R"

. 4 9
W) = g 0 T

ol d;; est 'expression de la métrique euclidienne en coordonnées locales et
p(z) = (1 — ||z|[*) est bien une fonction définissante de B™ = S™.

On appelle métrique asymptotiquement hyperbolique sur M toute métrique Rieman-
nienne ¢ vérifiant :

e g est conformément compacte

o ldpl; 5 p =1
On comprend 'origine de la terminologie grace a (4.1) puisque la courbure sectionnelle
de M est dans ce cas asymptotique & —1, ce qui n’est pas sans rappeler I'espace hyper-
bolique qui est a courbure sectionnelle constante égale & —1. En effet, pour le modéle
de la boule de Poincaré, on obtient aprés calculs le tenseur de courbure suivant

Rijii = —9igji + 9ugjk
et on en déduit la courbure sectionnelle

RijVWIVFW! (=i + gagir) VIWIVFW!

— = —— = —1.
Gpg VPV g WEWL — (g, VIWI)2 g, VPV agu WEW — (g;;ViW7)?

ke (VW) =

Pour certains résultats, M pourra avoir un bord intérieur OM et dans ce cas, M
désignera l'union disjointe de M, OM et J,, M.
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L’existence de ces deux métriques sur M pouvant étre source de confusion dans les
considérations faites par la suite, un certain nombre de notations s’'imposent. %, A, Flkj
et |uly (resp. WV, A; (h)Fikj et |ul;) désignent respectivement la connexion, le Lapla-
cien, les symboles de Christoffel et la norme tensorielle relatifs & la métrique g (resp.
h). 1l existe des correspondances pour plusieurs de ces quantités.

Pour les mesures de volume, en dimension n, on a clairement

du(g) = p"dp(h).
Pour les symboles de Christoffel,

Z]_

pE_pk % (5;-“87;p +650,p — iikli}ija,p) .
Preuve :
D’apreés (5.7),
Fzél )Pikj = %kl ((;L)Vz‘ élj + (;L)Vj qui — (;L)Vl gz]) .
Or § = p~2h donc g~! = p?h~. Compte tenu du fait que (7 h = 0,
szf( )Fikj = hQZ <hlj (), 02+ hy h>VJp — hw (), p*Q)

k L oklo

En particulier pour la Hessienne de p, 'équation (C.12) de [15] donne

8p8p
VZip=N2p+p ( — ij\dp@)- (4.2)
p P
La trace de (4.2) donne l'expression du Laplacien de p
Ap=p*Ajp — (n—2)pldpl;. (4.3)

Plus généralement pour le Laplacien,

n —

o 2
Vu € €°(M) , Au=p’ (A;lu — dp.;ldu> , (4.4)

ol .; désigne le produit scalaire relatif a la métrique h.
Preuve :

Au = éij%iﬁju = pﬁLU%iaju
= 2 (0050~ fijkﬁku)

— 2 {a,»aju WP G+ — (5’“@/) + 55 0ip — hklhwalp> (9ku]
- [h” M7,0,u + - ; (Wa o+ h*0p — (tr,;h)hkla@ 8ku]

— [Ahu +5 <h3’“0] p+ hikd,p — (tr;jl)iﬁlalp) 8;@4

= (A ”dep.,;du). )
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4.2. Espaces de Sobolev et de Hélder a poids

Pour les normes tensorielles,
Vu e T) (M), |ulg = p™ "ul;.

Définition 1: Une fonction de troncature
Soit (M, g) une variété conformément compacte de fonction définissante p.
Soit x : R — IR une fonction de troncature lisse telle que :

e x(R) C[0,1]

e supp x C (—o0,2]

® X‘(—oo,l] - 1
Alors, pour R assez grand, on définit une fonction de troncature sur M par

xr(®) = x(=In(p(x))/R).
Soit Qr = {x € M : p(x) > e 22}, alors yr vérifie

1 sur Qg/o
XR =
0 sur M\ Qp

Autrement dit, yg est une fonction de troncature au voisinage du bord a l'infini de M.

4.2 Espaces de Sobolev et de Holder & poids

A laide de la métrique asymptotiquement hyperbolique ¢ fixée, on définit la norme
suivante

1/p
Vi<p<ooet 0eR : |lulps = </M |ulf p”édu(ﬁj))
Pourp=o0 et § €R : |[uf|oos = sup (p°|ul;)
M

L’espace de Lebesgue a poids LY est alors défini comme P'espace des fonctions mesu-
rables de Lf’oc dont la norme ci-dessus est finie. On peut maintenant définir ’espace de
Sobolev W5 P comme 'espace des fonctions mesurables de L

est finie :

loc dont la norme suivante

llkps = Y 1[V¥ullps,

laf<k

ot a est un multi-indice de taille n et Vou = V7' ... Vi u,

a=(a,...,ap) et |a| = Zal

NB : A priori, la définition des espaces de Lebesgue et Sobolev a poids dépendent de la
métrique ¢ utilisée pour définir les normes sur ces espaces. Pour § = 0, on retrouve les
normes des espaces de Lebesgue et Sobolev classiques.
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Cadre général et analyse préliminaire

On note Wf’p(T;M,f]) les espaces de Sobolev sur les sections du fibré des tenseurs
de type (r,m) sur M relativement a g . On parlera de Wf’p— norme pour désigner la
norme d'un tenseur u € W,P(T7 M). Pour un domaine U C M, ||ul|sps0 désigne la
Wf’p— norme de u restreinte a U.

On définit également l'espace de Holder a poids, Cy*(M, g) avec 0 < o < 1 a laide
de la norme suivante

[lullege = max||V u|| 0.

[kl <s

avec

5 5 () — uly)lz
U||~0,a = SUP P |U|g + SUP sup ————— |,
I HC‘S xe/\/lp ula xe/\/lp (d@(az,y)gl dg(z,y)~

oll u et g désignent les tenseurs u et g dans une base orthonormée appropriée.

4.3 Opérateurs elliptiques

Nous rappelons ici des résultats classiques sur les opérateurs elliptiques, que ’on peut
trouver dans [2]| par exemple. Soient B; et B, deux fibrés tensoriels sur une variété
conformément compacte (M, g) de fonction définissante p. Soit A : € (By) — € (B>)
un opérateur de dérivation partielle linéaire d’ordre m défini par

A=) a,ve (4.5)

|a|<m
Soit s € N. On dit que l'opérateur A de la forme (4.5) a son symbole dans OP" si
aq € C%, L(By1, Bs), avec sq =max(s,|a| —m+1).

On dit que A est un opérateur elliptique si :
e Pour tout « tel que |a| = m, pour tout * = &1 ... 2 #£ 0,
ao &Y : By — By est un isomorphisme de fibrés tensoriels

e Pour tout £%, il existe deux constantes c; et co telles que

llaa€®lly < 1 €% et [[(aa€®) " [l; < c2 1€%];-

Lemme 1:

Soit sp € N. Pour un opérateur elliptique A avec symbole dans OP¢ , il existe une
constante ¢ positive ne dépendant que de g et ¢ telle que I'inégalité suivante est valable
pour tout s < sg :

[lull,s4m.s < ¢ ([|Aullzs6 + [[ull204) (4.6)

o1



4.3. Opérateurs elliptiques

Théoréme 6:

Pour R > 0, soit Qr comme défini dans la Définition 1. Soit 4 € IR donné et A un
opérateur elliptique avec symbole dans OP(".

Supposons qu’il existe R assez grand pour que A satisfasse I'inégalité

Vu € €M\ Qr) , [lull2s < C'l|Aul|2s, (4.7)

ou C' dépend de l'opérateur.
Alors on peut choisir R assez grand pour que 'inégalité suivante

lullm.2s < C (I[Aull2s + [lull2.5:05) (4.8)

soit valable pour tout u € €>°(M). En particulier, A : Wém’2 — L2 est semi-Fredholm,
i.e. A a un noyau de dimension finie et une image fermée.

Preuve :
Soit {0 comme dans la Définition 1, alors pour tout £ € N*, il existe une constante C},
telle que )
Vee M, V0<|af <k, |V%gl|s(z) <Cy/R.

Par conséquent, I'opérateur A vérifie

Vu € (M), [|Axru)l2s < lIxr(AU)ll25 + B/ R|ullm-124 , (4.9)
ol B est une constante dépendant de m, |a,|, et g.

Preuve de (4.9) :
A(xru) = Z aaV* (XRU).

laj<m

“(xRru) Z cy V” @a_”u

v<a

ol « et v sont des multi-indices de taille n et
H .

On a donc

A(xgru) = Z Aq Z CYV"xr VO u

|o]<m Vo

que 'on peut réécrire

Alxru) = xr(Au) + (Axr)u + Z a Z CY VR V.

laj<m  O<v<a

ARl 25 < [Ixr(Au)llos + [[(Axp)ullas + D llaa Y Co VxRV ull24

|a|l<m—1 O<v<a

< lxa(Au)llzs + [[(Axr)ullzs + C/ Rlullm-124
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Cadre général et analyse préliminaire

ou C' = C(m, |aa|s) est une constante.

[(Axr)ull2s < [[Axallso lull2s < ¢/ Rlull2s-

Finalement, on obtient
AR 126 < [IXR(AW)[ |25 + B/ R[u|lm-126-
Par hypothése, R est choisi assez grand pour que
Yu € €°(M\ Qr) , |ullas < C|Aul|os.

C’est le cas de (1 — xg)u et par conséquent

Vu e €M), |[(1 = xr)ull2s < CA[(1 = xr)u]||2 (4.10)
Yu € €2°(M),
< (= xr)ullas + [IxrY26
(4.10)
< CA[(1 = xr)ul|l2,
< C (J|Aulf2s + [|A(xru)|2,8) + [IXRY[|2,5
(4.9)
< (IIxr(Au)||2s + B/ R|[ul|m-125)
< CllAullas + OB/ Rllullm-1,25 + |ull2s0, + C ||Aul|25.0x
< CllAullas + OB/ Rllullm-125 + [|ull2,s05-

Pour R assez grand, il existe € > 0 tel que € << 1 et

CB/ R|[ullm-1.25 < €llullm-125 < €]|t]mas.

Il reste juste a conclure avec le Lemme 1 pour obtenir

lullm2s < C (I[Aullas + [lull25:05) -

Montrons maintenant que A est semi-Fredholm. Pour montrer que le noyau de A est de
dimension finie, on utilise le théoréme de Riesz en montrant que tout ensemble borné
de ker A est || ||m2s— compact. Soit {uy} une suite de ker A telle que ||ug||mos = 1.
Le théoréme de Rellich nous dit que 'on peut extraire de {ux} une sous-suite, notée
également {uy}, qui converge dans L3(Qr) vers une limite 4. La suite {u} est donc de
Cauchy dans L3(Qr). D’aprés (4.8), compte tenu du fait que {uy} € ker A, la suite {uy}
est donc de Cauchy dans W" 2 donc convergente vers u dans W;" 2 par unicité de la
limite, ce qui conclut la preuve de la dimension finie de ker A.

Montrons maintenant que I'image de A est fermée. ker A étant un sous espace vectoriel
fermé de 'espace de Hilbert Wy" 2 comme sous espace vectoriel de dimension finie d’un
espace vectoriel normé, il admet par suite un supplémentaire fermé, noté W. On peut
donc écrire

Wi? =ker A W.
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4.4. Inégalités fonctionnelles

Supposons maintenant qu’il existe une suite {v;} dans W telle que ||vg||mps = 1 et
||Avg||2,s — 0. En appliquant de nouveau le théoréme de Rellich, il existe une sous-suite
de {v.} qui converge dans L%(Qg) vers une limite v,. {v;} est donc de Cauchy dans
L3(QR). Lapplication de (4.8) a v, — v,, donne

< O ([[Av = Avallas + [[on = vmll25:05)
< O ([Avallas + [|Avimll2s + |[vn = vmll26:04) -

an - /Um’ ’m,2,5

En passant a la limite, et compte tenu du fait que |[Avg||2s — 0, {vx} est de Cauchy
dans W;™* et converge donc vers v, dans W;™*, par unicité de la limite. Comme W
est fermé dans Wg”’2, v, € W. L’opérateur A étant continu, la suite {Avy} converge
vers Av, dans L? . Par unicité de la limite, Av, = 0 ,i.e. v, € ker A | ce qui contredit
W Nker A = {0}. Mettons tout d’abord en avant le lemme suivant.

Lemme 2:
Il existe une constante C' telle que pour tout v € W,

[[v]lm2s < C[Av]|as. (4.11)

Preuve :
Supposons par l'absurde que pour toute constante C' > 0, il existe v. € W tel que
|ve|[m,2.6 > C'||Avc||2,5. Remarque : v, # 0. Soit v, = Acu. € W, avec ||ue||m2s = 1.

VC > 0, Jv. € Wtel que||ve|lmas = Ael|te|lmas > C||Av|

2,0 — C)\c||AucH2,6 )

ce qui est équivalent & VC > 0, Ju, € W, ||uc||mas = 1 tel que ||Au|las <
encore équivalent &  Vn € N*,| Ju, € W, ||up||m2s = 1 tel que ||Au,||as <

1
C
1
=

Nous avons donc trouvé une suite {u,} de W telle que ||uy||m2s = 1 et ||Auy||2s — 0
mais ceci est en contradiction avec WNker A = {0} d’aprés 'argument de contradiction
précédent le lemme. o

Reprenons maintenant la preuve du théoréme 6. Soit {vg} une suite de W et notons
fx = Avy la suite image. Supposons que {fi} converge dans L? vers f, alors {fi} est
une suite de Cauchy dans L2. D’aprés (4.11), la suite {v} est de Cauchy dans W;"?,

m7

complet en tant qu’espace de Hilbert. W étant complet en tant que fermé dans Wy, la
suite {vy } converge dans W vers u. L’opérateur A étant continu, la suite { Avi } converge

vers Au. Par unicité de la limite, f = Au et ainsi fe Im A : I'image de A est fermée.

4.4 Inégalités fonctionnelles

Le théoréme suivant donne quelques inclusions et inégalités utiles par la suite (voir
Théoréme 2.3 de [2| par exemple).
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Théoréme 7:
Soit, (M, g) une variété n-dimensionnelle conformément compacte.

Inclusion de Sobolev a poids :

Pour tout 1 < p < ¢ < oo, pour tout k >k, sid < — g(q;p), alors Wf’q c Wk

et il existe une constante positive ¢ = ¢(g,0,0’, k, k', n,p, q) telle que

lullw por < ellullrqs:

Sig = oo, pour tout 1 < p < oo; pour tout k > k', sid < d6'—7, alors Wi ¢ Wf,lm,

et il existe une constante positive ¢ = ¢ (g,0,0’, k, k', n, p) telle que

lullp .o < e llullkco.s-

Théoréme de Rellich :
Pour tout k > k' et § < ¢, I'inclusion Wf’z C WE? est compacte.

Inclusion de Holder :
Soit k € Ny, n =3 et p=2, alors pour tout 0 < a <
une constante positive ¢ = ¢ (g,0,9", k, k', «) telle que

%, pour tout & < ¢, il existe

Vu e WA (M), lullese < clfullazs. (4.12)

Inégalité de Sobolev & poids :
Soit 1 < p < oo, soient k, j des entiers naturels. Dans chacun des cas suivants, il existe
une constante positive ¢ = ¢ (§, 6, k,n, j, p, q) telle que pour tout u € W™ ?(M),

o Sipk <n, ||ulljqs < cllulljreps . VP <<
o Sipk=n, |[ulljqs < cllufljirps . VP < g < oo

o Sipk>mn, ||ulljes < clfulljrrps VP <g< oo

Inégalité de Ehrling :
Pour tout ¢ > 0, pour tous 7,k entiers naturels tels que 0 < j < k, il existe une
constante C'(g) telle que :

k?
Vu e Wi, ullips < ellullkps + CE)llullps- (4.13)

Une conséquence de I'inégalité de Sobolev a poids (voir [15] par exemple) est

Proposition 1:
En dimension n = 3, pour tout k > %,

ue W2 =u=o(p). (4.14)
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4.4. Inégalités fonctionnelles

Proposition 2: Inégalités de Holder a poids (en toute dimension)

e Soit d € IR tel que 0 = §; + o, soient p,q, 7 € NU {oo} tels que

1 1 1
I<p<qg<r<oco et —=—+—,
p q r
alors
uv]lps < [[ullgs [[V]lrs,- (4.15)

e Soit § € R, soit A € [0, 1], soient p,q,r € NU {oo} tels que

1 X 1-=A
I<p<g<sr<ooet —=—+ ;
b q r
alors
[ullp.s < [|ully 5 ullys. (4.16)

Preuve de (4.15) :

u] s = /M fwel? P dpu(3)

_ / [ul? Pl PRdu(d) | avee by + 6, = 6
M

(/M (fulf Ppél)“du(ﬁ))l/“ (/M (Jof? pp@)bp(lA)pédu(é))l/b,

ou I'on a utilisé¢ I'inégalité de Holder pour la mesure du(g) avec 2 + 3 =1, a,b> 0.
Posons pa = g et pb = r. On a donc

N

1 1 1 1 1
+
q r pa pb p

et

p/q p/r
s < ([ wlgoman@) ([ 1l o a@) =l ik
M M
Preuve de (4.16) :
Ity = [ 1ulg )
— / |u|2\p+(1*>\)l) p)\p5+(1f)\)p6dlu(§)
M
= [l fuly 7 )
M

\ a 1/a 1= b 1/b
< ([ Qute) au@) ([ () o)
M M
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ot l'on a utilisé 'inégalité de Holder pour la mesure du(g) avec % + % =1, ab>0.
Posons pAa = g et p(1 — A)b =r. On a donc
A 1= 1 1 1

q T pa pb p

et

5 Ap/q 5 (1-X)p/r \ 1o
s < ( [ 1l du(g)) ( [ 1l du(a)) = 2% 7,
M M U

Lemme 3:
En dimension 3, pour tout 4 € IR, il existe une constante ¢ dépendant de g, d; et do
telle que

lluvl|es < ¢ ||ullis ||V]]126, 5, avec dy + oo = 0. (4.17)

Preuve :
En utilisant I'inégalité de Holder (4.15) et I'inégalité de Sobolev, on obtient directement,
le résultat.

luvllzs < lullas, [[0]las,
<

c HUHLM HUH1,2,62- -

Remarque : Dans le cas particulier ou 41, 9 et ¢ sont négatifs ou nuls, alors d; et d, sont
tous les deux supérieurs a ¢. L’inclusion de Sobolev donne I'inégalité suivante

luvllas < ¢ full126 [[v]]1.24- (4.18)

Lemme 4:
Pour chacune des inégalités suivantes, en dimension 3, il existe une constante ¢
dépendant de g et ¢§ telle que

Vu € WA M), ulloos < € |ullazs + ce 73| |ul]12,- (4.19)
Yue Wi (M) , lullss < e llullizs + ce 7 [ul]2 (4.20)

Preuve :
On utilise I'inégalité de Sobolev et 'inégalité de Holder (4.16) pour obtenir

HUHOO,(S < CHU 1,4,6
1 3
< cllulliap [lulliss

3
|U||§,2,5‘

1
< cC ||UHf25
On utilise maintenant l'inégalité de Ehrling (4.13)

(bBa)i <eb+ePa, Ve>0,VYa,b>0 avec a=||ullias et b= ||ullazs.

lullco < cellullazs + ce™?lulli 2

<
< e lullaze + g2 ul |26
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4.4. Inégalités fonctionnelles

Concernant la deuxiéme inégalité,

lullss <
< C\\UH§,5HU\|12,2,5-

On utilise maintenant I'inégalité de Ehrling (4.13)

(ba)% <eb+ela, Ve>0,Va,b>0 avec a=||ullas etb=||ul|12s

lullss < cellulligs + e H]ull2e
<

e llullizs +ce Hullas

Lemme 5:
En toute dimension n, définissons pour R réel suffisamment grand,

Ep =M\ Qr={p < e}

Alors pour tout u € LE(ER), pour tout 4 € IR,
5

Hqu,n;ER < o= Hqu,(SER Vo<n, V1< p<oo.

(4.21)

Preuve :

e Pour tout 1 < p < o0,

lill ey = [ Tl = [ Julg
Eg Er

< sup(P)) / uf?

Er
2Rp(6—
< e p(0—n) HU D B
e Pour p = oo,
[[llooEn = sup(|uly p7) = sup(lul; p°p"~)
Er o

< O |ul oo 6, o
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Chapitre 5

Opérateur de courbure scalaire : le cas
Time-symmetric

Soit M une variété n-dimensionnelle connexe orientée non compacte. Dans ce cha-
pitre, on considére M en tant qu’hypersurface de genre espace totalement géodésique
d’une variété Lorentzienne (n + 1)-dimensionnelle A/ appelée espace-temps. La seconde
forme fondamentale de M dans N, notée K, est nulle. On distinguera les deux variétés
par des indices différents : les indices latins prendront les valeurs de 1 a n et désigne-
ront les indices spatiaux. Les indices grecs prendront quant & eux les valeurs 0 a n et
désigneront les indices relatifs a I'espace-temps. Nous considérons une métrique modéle
g asymptotiquement hyperbolique, lisse et polyhomogéne sur M. C’est a dire que la
métrique peut s’écrire comme une somme de produits de puissances de p et Inp. De
plus, on demande a la métrique g de satisfaire la condition d’intégrabilité suivante

Ric g+ (n—1)g € Lj. (5.1)
On définit la mesure de volume relative & g a ’aide du tenseur de Levi-Civita Tr¢

dp(g) = Tre.

Dans une base directe, en dimension 3, les composantes du tenseur de Levi-Civita sont
données par
Tabc - det(g) €~(JLbC7

ou £ est le symbole de Levi-Civita d’ordre 3 (ou pseudo-tenseur complétement antisy-
métrique).

Pour une métrique Riemannienne g sur M suffisamment réguliére, on définit I'opérateur
de contraintes scalaire ®o comme suit :

®o(9) == (R(g) —20)/3, (5.2)

ou /g désigne la mesure de volume relative a la métrique g,

_ det(g) .
V9 = N dp(g)-

A est la constante cosmologique, et en dimension n,
2N = —n(n —1), (5.3)

de fagon a ce que I’équation de contrainte (5.2) soit vérifiée par le modéle hyperbolique,
c’est a dire ®¢(g) = 0, et donc a l'infini par les données initiales asymptotiquement hy-
perboliques. Si 'espace-temps satisfait les équations d’Einstein, la normalisation choisie
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assure que l'opérateur de contrainte et le tenseur énergie-impulsion sont reliés par la
relation

@0 = 167TGT7-1‘0\/§,

ou 7 est le vecteur unitaire normal & M dans N dirigé vers le futur. G est la constante
de gravitation de Newton.

N.B : Dans le cas Time-symmetric, 'opérateur de contrainte scalaire est, au décalage
prés de la constante cosmologique, 'opérateur de courbure scalaire associé a la métrique
g. On étudie alors 'opérateur de contrainte ®o(g) pour des métriques Riemanniennes
de la forme g = g+ h, oil la métrique g est faiblement asymptotique a g, i.e.|g — g|; =
|h|g — 0, dans le sens ott h € W;*, avec § < 0. La trace sur g de (5.1) donne la

condition d’intégrabilité suivante, compte tenu de (5.3)
R(§) —2A € L3. (5.4)

Il est temps de définir notre espace de phase sur lequel est défini 'opérateur de
contrainte : On note S := S*T*M le fibré des formes bilinéaires symétriques sur M et
A"T* M celui des densités (n-formes) sur M. On notera S := S*TM ® A"T* M le fibré
des densités sur M a valeurs dans les 2-tenseurs symétriques. Dans la suite de notre
étude, on s’intéressera particuliérement aux espaces suivants :

g = W52’2(8).

G = {9:9-9€G,g>0}.

o= {gegdtig<g<IAlgr, 0< A< 1.

L£* = L3(A"T*M) est 'espace dual de £ := L* ;(M).

Notons que d’aprés (4.12), les tenseurs dans G sont Holder-continus d’exposant % et par
conséquent, les relations matricielles des espaces G et G sont vérifiées point par point.
En particulier, pour toute métrique g € Gy, les métriques ¢ et ¢ sont équivalentes au
sens suivant

Aij (2) v'? < gij(x) v'o? < X gy(x) v'e? , Vo € M, Vv € TM. (5.5)

On a donc |g|; = ¢|gly = c|gly = /n.
Dans le cas Time-symmetric, F = G+ sera I'espace de phase de 'opérateur de contrainte
scalaire ®g.
Nous aurons besoin des notations et des lemmes suivants pour montrer la Proposition 3 :
soient I' et V (resp. I' et V) les symboles de Christoffel et la connexion de Levi-Civita
pour g (resp. g). On définit

Al =1k -T/) (5.6)

Remarque : A est un tenseur symétrique par suite de la symétrie des symboles de
Christoffel. On montre facilement que

1 e : -
Al = 59’”(%%1 + V91 — Vigi;) (5

et on a le résultat suivant sur la différence des tenseurs de Ricei :
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Opérateur de courbure scalaire : le cas Time-symmetric

Lemme 6:

(Ric g);r — (Ric §), = Vid/ ), — VAL + AB AL — Al AL (5.8)

Preuve de (5.8) :

(Ric g)jx — (Ric 9)jn = OiAfy = QA+ [N = DAL ] = 04T = T
= OAS, — AN+ [ALA] + f‘liz’Ajlk + fjlkAliz']
_[AkliAjil + fkliAjiz + f‘jilAkli]
= [0iAS + fliiAjlk_fjliAlik - fklz‘Ajiz]
—[0;A % + fzijA'l - fjliAlik - fklez‘il]
FALAS = ALAS
= %iAjik — V;AS+ Al A = AL AL

ol 'on a ajouté et retranché le terme en gras pour la troisiéme égalité.
Cela nous permet d’obtenir la forme suivante de la courbure scalaire :

Lemme 7:
La courbure scalaire peut étre exprimée en fonction de V et A7/, sous la forme

R(g) = ¢*Ric g + gjk<©i"4jik - V Al + Ajlk:Azl A} WAL
= ¢"Ric g + Q(g7'Vg) + g* ¢ (Vg — Vign), (5.9)

ou Q est une somme de termes quadratiques en g_lﬁg.

Preuve :
R(g) = ¢’" Ric Jik + " [(Ric 9)jx — (Ric g)i] -
Le lemme 6 donne directement la premiére ligne.
FH(Vid)), = ViAR)
= g (Vz[lgd(vggm + Vigi — Vigip) — V156" (Vigin + Vigu — Vzgw)])
= 14l (V (Vg8 + Vigi — Vigij) — V,[Vigj + Vga — Vle‘j]) +Q(g"'Vy)
= égdgjk(vzkgﬂ v?lgjk - %ikgu + V?lgzk) + Q(g_lﬁg)
= g% (Vigu — Vign) + Qg 'Vy).

D’autre part, A ~ ¢g~'Vg et par suite A2 ~ ¢72(Vg)? ~ Q(g'Vyg). La premiére ligne
est donc égale a la deuxiéme.

La proposition suivante montre que ®¢ : F — L* est une application bien définie entre
les variétés de Hilbert F et L£*.
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Proposition 3:
Soit g € Gy, avec 0 < A < 1. Alors en dimension n = 3, pour tout § < 0, il existe
une constante ¢ > 0 dépendant de A, g et d telle que

120(9)ll25 < e(1+ llg — gll2.2.5)- (5.10)

Preuve :
Puisque g € Gy, on peut se servir de (5.5) et d’aprés I'expression de R(g) sous la forme
(5.9), on peut écrire en utilisant (5.4),

1RG0 =285 < e [ (190 +[9alj + |RG) — 205) pauti)

< e (THIVElBs + (Vo) ls)

En utilisant la relation 2a < 1+ a? avec a = H%QgH%ﬁ et (4.18) pour le dernier terme,
il vient
1R(9) = 2AIBs < e (1+[1V2llis +11Vallt o)
< c(L+1lg = dllazs) -

Par conséquent, ||®o(g)ll2s < |lv/gllo0 [[R(9) = 2A[|26 < ¢ (1+ [lg — 9115,5)
et ®o(g) € L*. -

La proposition suivante nous indique que la premiére hypothése pour pouvoir appli-
quer le Théoréme 1 est vérifiée :

Proposition 4:
Soit g € G*. Alors en dimension n = 3, pour tout § < 0,
Dy : G — L* est une application lisse (¢*°) entre variétés de Hilbert.

Preuve :

D’aprés (5.10), ||®o(9)||z+ < (1 +]lg — g||%), i-e. Po est localement bornée sur F. La
structure polynomiale de 'opérateur de courbure scalaire nous permet de montrer que
®y est lisse, i.e. dérivable indéfiniment au sens de Fréchet. D’aprés 'expression (5.9)
de la courbure scalaire, on remarque que ®¢(g) peut étre exprimée comme une fonction
polynomiale

®o(9) = Flg,97", V3, Vg, V39),

ou F = F(ay,...,as) est une fonction polynomiale quadratique en a4 et linéaire en
les paramétres restants. L’application g — (g, 971, V/9) est analytique sur I'espace des

matrices définies positives et les applications g — @g et g — ¢2g sont linéaires bornées
donc lisses de F vers L*, qui sont des varié¢tés de Hilbert. Un résultat de Hille [35] sur
les fonctionnelles polynomiales localement bornées montre que ®o admet des dérivées
au sens de Fréchet, continues et de tout ordre.

Soit C = {g € G : ®o(g9) = 0} := P '({0}) C F. C’est I'ensemble des données
initiales solutions de 'équation de contrainte (5.2) associée aux équations d’Einstein du
vide. Pour montrer que C est une sous-variété de F, on montre que 0 est une valeur
réguliére de ®o(g). On commence pour cela par calculer la différentielle de ®4(g) afin
de montrer qu’elle est surjective.
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5.1 Expression du linéarisé et de son adjoint

Cette section donne le détail des calculs amenant aux expressions des opérateurs de
contrainte linéarisé D®g(g) et adjoint formel D®g(g)*.

Proposition 5:

D®o(g).h = (ViVhi; — Atryh) /G — his[RY — %(R@) _oN)gVE (5.11)

Preuve :

D®(g).h = D(y/g)-h(R(g) — 2A) + DR(g).h /3.

D(yg)h = i‘l/‘% (V/det(g))-h

)-
du(g) Dldetly) ,
Vdet(g) 24/det(g)

du(g) det(g)tryh
\/det 2\/det
\/—g VI b= \/g Ghs;.

DR(g).h = Dl[g 'Ric g].h
= D(g ').h Ric g+ g 'DRic g.h.

En coordonnées,

D(g7").h = —th)"Y — g —h".

il

t=0
DR(g).h = —h"Ric g;; + g 'DRic g.h.

Il nous reste a calculer D Ric g.h et pour ce faire, on introduit la fonction I définie par

I(t) =T (g +th) —I(g),

ot les I'(g + th) sont les symboles de Christoffel pour la métrique g + th.

DRic g.h = %(Ric(g+th) — Ric g)‘

t=0

En suivant la formule (5.8), on obtient
[Ric(g+th)], — (Ricg), =Vl (t)=Vulit)+T/ 00, () =T/, (00 (0).

d -

i i)

DRic(g).h = V; i \ dipi

VD
v dt kl()
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5.1. Expression du linéarisé et de son adjoint

Le dernier terme du membre de droite étant nul car f(O) = 0, on obtient

d - d =,
DRic g.h =V, dtrkm( )\ — Vm—Fk’i(t)\

t=0 dt =0

Au vu de la définition de T, on peut appliquer (5.7)

dif‘ ' t) ‘t:O - di(% [(g + th) } [Vk(g + th)ml + Vm(g + th)kl — Vl(g + th)km]) ‘t:O
4 (Lg" = th")t[Vi bt + Vi hig = Vi b)) |,_, car Vg =0
= 2¢"[Vi bt + Vi hig — Vi By

Avec une expression similaire pour le terme ZI'7,(¢)[,_,, on obtient

d ~ . d ~ .

—I} (¢ — V—L0(t
1 .

= 59” ViV Bt + ViV by — ViV B

1 .
—59” Vi Vi hit + Vi Vi by — Vi Vi By

t=0 ‘t:()

Par conséquent, puisque h est symétrique,
1 .
g 'DRic g.h = =g¢"¢"" ViV hoi + Vit — ViV B

9" 9" [V Vi hi + Ny — Vi Vi )

= ” GV Vi byt — Vi Vi hit) + VIV hyy — VAV g hy

= V V™ by — Agtrgh.
Finalement, on obtient

. 1 -
D®o(g).h = (V'™ hyy — Agtrgh) /g — hi;[R7 — 5 (Bl9) =20)9"1Vg.

Pour montrer la surjectivité de la différentielle de ®¢(g), on s’intéresse a 'injectivité de
I'opérateur adjoint. Dans la suite, N peut étre naturellement interprété comme étant la
fonction lapse associée au feuilletage de 'espace-temps. En intégrant par partie et en

ignorant les termes de bord, on obtient (cf. [28] par exemple) 'expression du L?(du(g))-
adjoint formel de D®y :

/ N D®y(g).h = / he D®y(g)*N, (5.12)
M M

ou e désigne la contraction tensorielle.

Proposition 6:
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Preuve :
En regroupant les termes avec et sans dérivée covariante dans I'expression de D®q(g).h,

/ N D®o(g).h = / (V' hij — g9V *Vihij)N /g
M M
= [ R - 3(RG9) - 206N VG
M
La deuxiéme intégrale étant linéaire en h, sa contribution a ’expression de I'adjoint est

directe. Pour les deux termes de la premiére intégrale, on intégre par partie en ignorant
les termes de bord

L/WW%Nﬁzz—/V%NWﬂi
M M
M
/ gV Vb N du(g) = — / Vihis, g"VEN /g
M M
= / hij (§9V VN /9).
M

La somme des différents termes donne le résultat.

5.2 L’opérateur T , de type Hessienne

Dans le but d’utiliser le théoréme des fonctions implicites, on s’intéresse au noyau de
D®q(g)*. Cela nécessite les quelques résultats préliminaires suivants relatifs a I'opéra-
teur 1" défini pour une fonction N, par :

T =T(N) := V2N — Nj. (5.14)

Lemme 8:
Pour tout § € IR, il existe une constante ¢ > 0 dépendant de g telle que pour toute
fonction N € W2 (M),

1T (N)l2—5 = [IV*Nlla,-5 = ¢[IN|ls,-s- (5.15)

Preuve :
Le résultat découle directement de la définition de i I'inégalité triangulaire et I'inéga-
lité de Holder (4.15).

Lemme 9:
Pour tout 0 €] — (n+1)/2,0], il existe une constante ¢ > 0 dépendant de g et J telle
que pour toute fonction N € W>Z(M),

[V]1.2,-5 < e[[T(N)|la,-5- (5.16)
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5.2. L’opérateur f, de type Hessienne

Preuve :

Par densité, on peut supposer N lisse et & support compact. On utilise la preuve de la
Proposition 8 qui établit (5.16) si le support de N est au voisinage du bord & l'infini.
On ignore ici la restriction sur § pour la positivité du terme de bord intérieur puisque
celui-ci est absent (support compact de N). Cela nous donne le résultat prés du bord
pour & €] — (n+1)/2;0] et on conclut avec la trivialité du noyau de 7' pour —8 < ntl
(voir [16]) grace a une preuve similaire a celle du Théoréme 6.

La combinaison des Lemmes & et 9 donne

Proposition 7:
Pour tout § €] — (n+1)/2,0], il existe une constante ¢ > 0 dépendant de g et J telle
que pour toute fonction N € W?7(M),

[N 1]22,-5 < e[| T(N)]]2, - (5.17)

Nous aurons besoin des trois lemmes suivants qui sont des inégalités générales sur
(M, §), une variété AH n-dimensionnelle avec ¢ = p~2h. On autorise ici un bord in-
térieur OM. Par la suite do(g) désignera la mesure induite par g sur le bord M. Le
terme o(1) tend vers 0 & ’approche de 0, M.

Lemme 10:
Soit (M, g) une variété AH et 6 € R. VN € €>2°(M),

d . .
[ v Dy, dnt) = [ 26410+ 01N dul)
M P M
d .
+ [ Ny, 0¥ do(h)
OM P

ot 7 est la normale extérieure a oM.

Preuve :
Une intégration par parties donne

o . o d C,
/ Vi(—N2Vi(p 1)p26+1) du(g) = / <2N(dN, _p>§ p% — N2A(p 1)p26+1> du(§)
M M P
+ [ @8+ DNdpl dug). (5.18)
M

Or d’aprés [15], (D.4) o
V3(p~) = p~Mdpl}g — p~> MV2p. (5.19)
En prenant la trace sur ¢, on obtient

A(p™) = np~dpl? — Ajp.

La métrique h étant définie (et par conséquent bornée) sur 0., M et p étant une fonction
lisse sur M , il s’ensuit que A;p est une fonction lisse bornée sur M et on peut écrire
Ajp = o(p~!') au voisinage de 0-M. On obtient donc

A(p™) = p " (nldpl} + o(1)). (5.20)
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En utilisant de plus que |dp|? = 1 + o(1) au voisinage du bord sur une variété AH,
I'équation (5.18) devient

/ V(N ()P dug) = / AN (N, 2, 0% du(g)
M M P
i / 26+ 1 n+ o(DIN* du(y). (5.21)
M

Or d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,
. o i . dp .
| Ven e ) = [ N P io). 622
M oM P
En remplagant le membre de gauche de (5.21) par son expression (5.22), on obtient le
résultat souhaité.

Lemme 11:
Soit (M, ¢) une variété AH et 6 € R. VN € €>°(M),

—Q/Mf(dN,dp) 2 / {2641 — 1+ o(1)} AN dyu(9)
- /M 26+ 1 — 1+ o(1)] N2 dpu(g)

[ N 2 o),
(5.23)

ot 7 est la normale extérieure a oM.

Preuve :
Une intégration par parties donne

o o ) . d )
| VNET o P duta) = -2 [ N@N. D) 2 du(o
M M P
— [ ANE A dula)
M

+ [ (284 DIaNEldpfie” dula). (52
M

Or d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,

/ V(ANE V(o) 2 dpu(g) = — / AN, 0 do(g). (5.25)
M M P

En remplacant le membre de gauche de (5.24) par son expression (5.25), on obtient
compte tenu de (5.20)

2 [ NN D) P duti) = /M[%H—n+o<1>]|dN|§p%du@>
[ NBEL P doe). (520)
OM P
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5.2. L’opérateur f, de type Hessienne

On obtient le résultat souhaité en ajoutant de chaque coté de (5.26)

. dp o dp o
/2Ng(dN,—)p25du(g)=/ 2N(dN, —)p* du(9)
M P M p

et en remplacant dans le membre de droite par I’expression trouvée au Lemme 10.

Lemme 12:
Soit (M, g) une variété AH et 6 € R. VN € €>°(M),

—/ tryT Np* du(g) = —/ [6(26 + 1 =n) = n+ o(1)]N?p* dpu(§)

M
[ VNER )~ [ V(N o)
s [N s o), (5.27)
OM P

ot 7 est la normale extérieure a oM.

Preuve :
Une intégration par parties donne

/ Vi(NVINp?) du(§ / [AN|3p% dp() / NAN p* du(§)
- / 2(5N<dN,d—>p25d,u(§). (5.28)
M p

Or d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,

| VNN dug) = [ NN ) do ) (5.29)
M oM

En remplacant le membre de gauche de (5.28) par son expression (5.29), on obtient

o 0 d o
- [ NANFdu(@) = [ [N+ 25NN, L)) du(o
M M p

— [ NNy ¥ do(5). (5.30)
oM

On obtient le résultat souhaité en ajoutant

/ nN?p* dp(g)
M
de chaque coté de (5.30) et en utilisant le Lemme 10. -

Les lemmes 11 et 12 nous permettent d’obtenir I'inégalité suivante, cruciale dans la
démonstration de la trivialité du noyau de 'opérateur adjoint.
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Proposition 8:
Soit § €] — (n+ 1)/2, —1[. Il existe deux constantes positives ¢; et Rs tel que pour
tout R > Rs, .

VN € 6°(Er) ; |INll22-58: < c|Tl2,-5:85- (5.31)

Preuve :
D’apres les expressions de T et trgf et en notant @nN (resp. %TN) la composante de
dN normale (resp. tangentielle) & OM,

VN = (dN,n); et |[dN[?=|V,N}+|VsN[2.
(5.27) — 5(5.23) donne

. i : o
/ T(AN, )% dpu(g) — / NtrgTp? dp(g)
M p M

= [ 12— 0 oDNAN R dua) + [ [-20% 4+ 258+ o( DN (i)
dp \ o .
b (G- DN NN L P do(5) — [ NV P do(s). (5.3
M P oM

Application sur Er : Ei posséde deux composantes de bord disjointes. Un bord a
Iinfini noté dE= 0,.M, et un bord intérieur Exr = 00p = {p = e 2} . Comme
N € €°(ER), N est nécessairement nul au voisinage de 0E,, mais pas forcément sur
OFER et c’est la raison pour laquelle les termes de bord présents dans (5.32) ne vont

concerner que 0{2g. Si I'on note ngr la normale & 0Qg extérieure & Er et compte tenu
. .. dp|?
du fait que lorsque R — +o0 , ng — d—pp — 0, ainsi <%,7]3>§ = l:z,l“’ +o0(1) =14 o(1).

L i : o
/E T(aN, f)pz‘S dp(g) — [ NtrgTp* du(g)
R

Egr

— [ {25t 6 oOUANE du(i) + [ 228 b+ 25+ o(DIN di(i)
R

Egr

+ {(6 = L + 0o(1))N? + L[dN|2 — NV, N + o(1)}p* du(g).
OFR

En se servant des inégalités suivantes

|tr§f|§ <n |T|§
T(dN, %:’) < g|T|§ + 5 dNEldp2  Va>0, a>>1.
—Ntry T < §[tegTI7 + 5. N?|dpl; Wb >0, b>>1.

On obtient Ve > 0,3dR. > 0 tel que VR > R.,
a-+ bn o i
(“57) [ 178 auts)
2 o

> / {5 =0 —e}aN[3p* du(g) +/ (262 +nd + "1 — ] N?p* dp(g)
Er

Er

+ [ {—1=)N* + L Ve NP+ 5(N = V,N)? = e}p® du(g).
OFR
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5.3. Estimées elliptiques relatives a 1’adjoint

e Pour le terme intérieur en N2, nous avons un trinome du second degré en ¢ dont le
discriminant est
A=n*+4n+1)=Mn+2)>>0

et dont les racines sont

n+(n+2) 1 n+1
5i = = { - = }
4 27 2
Ce terme est donc positif ou nul si et seulement si § €] — 3 ; 2|,
e Le terme intérieur en [dN|? est positif ou nul si et seulement si § < (n +1)/2.

e Le terme de bord est positif ou nul si et seulement si 6 > 1.

De plus, un rapide calcul montre que sur l'intervalle [0; "T“[, on a

nl 5 < —26° +nd +

Par conséquent, pour § appartenant a U'intervalle |1 ; "TH[, on obtient
Ve > 0,dR. > 0 tel que VR > R.,

a4+ bn o . n .
(“57) [ 1B ) > [ (2552 (8 4 ANE) o du(a)
R R

2
C’est a dire )
N[l 265, < |[T]2,6:55-

En combinant cette inégalité avec le Lemme 8 valable en particulier sur Eg, on conclut
la preuve de (5.31). -

5.3 Estimées elliptiques relatives a 1’adjoint

Cette section regroupe les différents résultats obtenus concernant l'opérateur adjoint
D®y(g)*. On commence par montrer la coercivité de ’adjoint dans la proposition sui-
vante :

Proposition 9:
Soit 6 €] — (n+1)/2,0], avec n = 3. 1l existe C' dépendant de g, A, 0 et ||g||F telle
que I'estimée elliptique suivante soit vérifiée :

YN € W2(M), [INll20s < c[[DBo(9)" Nllss + C || Nllioss,  (5.33)

Preuve :
Soit 'opérateur 1" défini par

T =T(N):=V?’N — Ng. (5.34)
D’aprés la définition de 7' (5.14), on a
T =T—AVN +(g— §)N
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et par suite

Tll2—s < [Tll2=5 + [[AVN||2—5 + [I(g = 9)N]l2,-s
< [T =trgTglla—s + [[AVN|o—5 + |[(g = 9)Nll2—5,  (5.35)
en utilisant que
IT]; < |TI5 + (n = 2)(tr,T g)* = |T — tr, Tl

et donc
|T|§ <c|T — trng|§.

Notons que la trace sur g de T est donnée par
tr,7'= AyjN —nN.
Par conséquent,
T—tr,Tg = V?N—gA,N+ (n—1)gN
= D®o(g)" N/ +[Ric g — 3(Rlg) ~20)g]N + (n — DgN
= D®y(9)".N/\/g + N(Ric g— Ric §)+N(Ric g+ (n —1)g)
Hi = 1)(g-§)N — 5(R(g) — 2)gN.

En utilisant U'inégalité de Holder (4.15) et (4.19), il vient

[T = tryT gll2—s < c|[DPo(g)"-Nl|2,—s + || N(Ric g — Ric §)||2,—s + c[[(g — §)N||2,s
+[|N(Ric g+ (n —1)g)||2,—s + ¢||(R(g) — 2A)gN||2,—s
c|[D®o(g)"-N||2,—s + [[Ric g — Ric gll2,s]|N|[oo,~26

+cllg = gll2,6]|N|oo,—26 + [|Ric g + (n = 1)gl[2,6]| N |oo,—26
+c||R(g) — 2A]|2,5|[N|]oo, 25

c||D®o(9)" - Nll2,—5 + C[| N[0, 25

c|[D®o(9)"-Nllo,—s + € [[N]|2,2,-25 + C'[|N]]1,2,-25-

/A

NN

L’inéquation (5.35) devient

Tlos < c||D®o(g)* Nl|o—s + & ||N||a2, 25 + C[|N[12,-25 + [|AVN||2._5
c||[D®o(9)* - Nll2,—5 + € [|N|l2,2,-25 + C[|N|[1,2,-25 + || Al]1,2,6] [N |1,2,~2
c|[D®o(g)" - Nll2,-s + C[[N|[1,2,-25 + € |[N][2,2,~25, (5.36)

/

NN

ou 'on a utilisé (4.17) pour le passage de la premiére a la deuxiéme ligne.
En combinant (5.36) avec la Proposition 7, on obtient

[[N|22,-5 < c|[|D®o(g)".Nl|2,—s + C||N||1,2,-25 + € || N]|2,2,26

et le résultat apparait aprés avoir fait passer le terme en e[| N||o2 25 de 'autre coté et
en utilisant 1'inclusion de Sobolev W25 C W27 pour § < 0. a

Remarque : en combinant la Proposition 9 et I'inégalité de Ehrling (4.13), on obtient

71
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Corollaire 1:
Soit N € W>Z(M), avec 6 €] — (n 4+ 1)/2,0] et n = 3. Alors D®g(g)*.N satisfait
I’estimée elliptique suivante :

[INfl2.2,-5 < ¢[[D®o(9)"-Nll2,-5 + C'[|N]2,-25, (5.37)

ot C dépend de ¢, A, 0 et ||g]|~.

Par souci de complétude, et méme si nous ne nous en servirons pas, notons la dépendance
de D®y* par rapport & g mesurée par la proposition suivante :

Proposition 10: B
En dimension n = 3, soit § < 0, alors Iopérateur D®g(g)* : W3 (M) — L?5(S)
est borné. De plus, D®¢(g)* dépend de g de maniére Lipschitzienne,

|iD®ol9) — DRI N < Cllg =l [INllz2.s (5.:38)

ou la constante C' dépend de g, 9, ||g]|# et ||g]| =

Preuve :
Commengcons par montrer que D®g(g)* est borné.
On introduit pour cela 'opérateur O agissant sur les fonctions :

*

O(N) = V>N —gA,N (5.39)
On remarque que O(N) = L(V2N) avec L opérateur linéaire inversible, on a

10l 5 < ¢l[V2Nl[as = c (I[V2Nl[as + | AdN ]Iz, )

<
< C||N]|2,2,-s-

En effet, on a AdN ~ ¢~'Vg dN. En utilisant 'inégalité de Holder (4.15) , (4.17) et
I'inclusion de Sobolev (§ < 0) ,

| AdN]|2,-s 9™ ool Vg N |l2,-s

<
< ¢||Vglliasl|dN||12—2s
< C ||N||272,_5. (5.40)

En utilisant expression (5.13) de D®g(g)*,

[D®o(9)" N,/ \/gll2,—s < ||O]|2,—s + ||(Ric g — Ric §)N||2,—5 + [|(n — 1)gN||2,—5
+||[Ric g + (n — 1)g]N||2,—s + 2[|(R(g) — 2A) g N||2,—s.

En utilisant I'inégalité de Holder (4.15), U'inclusion des espaces de Sobolev (§ < 0) et
I'inégalité de Sobolev,

I(Ric g — Ric g)N|l2,—s < [[Ric g — Ric gl[24][Nlloo,~25
< c[Ric g = Ric gll24]|N|l2.2.-s-
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D’aprés (5.8), Ric ¢ — Ric g ~ VA+ A2~ (V)% + gV3g + g_Q(@g)z.
En utilisant (4.17),

¢ (VI 25+ V29125 ) 1N ||z s

|(Ric g — Ric g)N||s—s <
< C|[N]l22,-s

En particulier, on a les conditions d’intégrabilité suivantes

Ric g — Ric g € Lj. (5.41)
R(g) - R(3) € L2. (5.42)

En utilisant I'inégalité de Holder (4.15), Uinclusion des espaces de Sobolev (§ < 0),
I'inégalité de Sobolev et (5.1)

< |[Ric g+ (n — 1)g|2,5]|V||oo, 26
< |[Ric g + (n — 1)gll2s/|N]]2,2,-s
< cl||N||2,2,—s-

I[Ric g + (n — 1)g]N]l2,-s

Pour le terme avec la courbure scalaire et la constante cosmologique, la méme procédure

donne
[[(R(g) —2A) g Nlla,—s < |lgllocoll(R(g) — 2A)N|2,—s
< cl|R(g) — 2A|[25]|N]oo,—25
< C||Nl|22,-s-
[|[(n = 1)gN{l2, s < (n—D]|gllccol|Nll2,—5
< cl||N||2.2,—s-
On obtient donc
[D®o(9)" N,/ \/q|l2,—5 < C||N||222,-5 (5.43)
et enfin
[[D®o(g)" Nll2,—s < C[|\/3llcol[N]l2.2,-5 < C[|N]2,2,-5, (5.44)

ou C' est une constante dépendant de g, 4 et ||g||#.

Preuve de (5.38) :
On note V ;A | Ric(g) et R(g) la connexion de Levi-Civita, le Laplacien, le tenseur de

Ricci et la courbure scalaire associés a la métrique Riemannienne g.

. SNKTAT /= D®o(g)"N ~ [D®o(9)"N _ D®o(g)"N
[D®o(g)* — D®o(§)IN = (V5 — V/3) NG +/9 /i /3
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Jiotar — D@o@ I, < IV Vilkes| TR
HIVllea |22 D‘I’fg .
< llo-gll 222
D®o(g)'N  D®o(3)"N
CH 5 Vi s (5.45)

— (V=V)dN +gA,N — AN — [Ric(g) — Ric(§)|N

+31(R(g) ~ 20)g — (R(3) — 203N

< [V =V)dNls 5+ [lg AgN — GAN]]5 5

HD%@)*N | D®(§)*N

VI Vi llas
+((R(9) — 2009 - (RG) —2m) V|,
—|[[Ric(g) — Ric(g)]N|l2,—s.
e Pour la Hessienne :
V-V=('=§"Ve+i'Vig—9. (5.46)

En utilisant les inégalités de Holder et Sobolev & poids ainsi que 'inclusion de
Sobolev (§ < 0),

(g™ =G Vg dN||o—s+ |57V (g — §) dN|]2.s
c|lg = Gllocsl Vg dN||2,—25 + |7~ o0l [V (g — §) dN||2,—s
cllg = dll225lIVg dN||a0 + €|V (g — ) dN||2,0.

1(V = V) dN|[o.—s

INCININ

En utilisant (4.17),

cllg = gll2261Valli2s|dN|12,-5 + c[IV(9 — 91,25/|dN]|[1,2,-5
Cllg = ll225l|N[2,2.-s- (5.47)

1(V = V) dN||5,-s

NN

e Pour le Laplacien :
gAN —GAN = gAN —GAN +GAN — GAN
= (9—9)AN +§(A;N — AN)
= (9—9)9 'VdN +g(yg ‘1VdN — G 'VdN)
= (9—§)g '"VdN + g(g~' — g 1 )VdN + §g " (V — V)dN.
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En utilisant I'inégalité de Holder & poids (4.15) , I'inclusion de Sobolev (§ < 0) et
I'inégalité de Sobolev & poids,
lgAgN = GAN]|l -5 < |l(g—§)g ' VAN|l2, s + [|3(g™" — 57" )VAN]]2, 5
+H1357(V = V)N ||,
< cllg = Glloosllg™ oo ol [VANT]2, 25
131|013 ool [(V = V)AN ]2,
< ellg = dll2sl VAN o5 + e [[(V = V)N |l2,-s.

Une conséquence de (5.40) est
IVdN||s, -5 < C'|[N||2,2,-5- (5.48)
En utilisant (5.47) et (5.48), on obtient
19 8N = §AN]lo5 < Cllg = gl N |22-5-

e Pour le Ricei: )
On définit A%, =T% —Tf.
Onpose T:=V -V =§'Vj—g'Vg= (g —g)Vg+3§ V(g —g).
En utilisant l'inégalité de Holder a poids(4.15), 'inclusion de Sobolev (6 < 0) et
I'inégalité de Sobolev a poids,
1Tl[126 < g™ = 3 lloslVallas + 1197 0l V(9 = )2
< cllg = gllooslVallzs + ¢lIV(g = 9l
< Cllg = ll22s- (5.49)

On peut montrer, en ajoutant et retranchant Ric(g) et en utilisant (5.8), que
[Ric(g) — Ric(§)|N ~ (VT + AT + T*)N ,
ce qui entraine
[Ric(g) — Ric(@)|N s < |VTNlos + [ ATN|los + T?Nlas.  (5.50)

En utilisant les inégalités de Holder et Sobolev a poids ainsi que l'inclusion de

Sobolev (§ < 0),
VTIN5 < [IVT |20l [V ]oc,-5

< VT 24l IV |o—s

< d|T(h2slIN|]22,-s

< Cllg — gll226l|N||22—s  d’apres (5.49).

Le méme procédé pour le terme ATN donne, en utilisant (4.17)

IAT N2 5 = 11§ 'VGTNIl2, 5 < (137 |00l [VGTN ||z,
< ||Vl ITN]12,-2
< c||Villiasl|TN120
< ClT125lN12,-s
< Cllg = gll226||N||22—s d’apres (5.49).
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5.3. Estimées elliptiques relatives a 1’adjoint

En utilisant (4.15) et (4.18) puis 'inclusion des Sobolev (§ < 0) puis 'inégalité
de Sobolev a poids et (5.49),

1T Nl2—s < 1T?[20] [ N]loo,-5
172|261V lloc.—s
c[IT1 261N [|22.-5

C'llg = gll2.24l I N1l22.-s-

NN NI

En remplacant dans (5.50), on obtient donc

[|[Ric(g) — Ric(g)IN|l2,-s < C'llg = gll224||N 22,5 (5.51)

e Pour la courbure scalaire,

(R(g) —2M)g — (R(g) —2M)g
=(g9—g)(R(g) —2A) + gg "(Ric g — Ric §) + g(¢" — g ") Ric g
=(9-— E/)( (9) —2A) +gg '(Ricg—Ric g) —(n—1)g(g"' =g g

){(Ric g — Ric g) + (Ric g+ (n — 1)9)}

Les inégalités de Holder et Sobolev & poids ainsi que I'inclusion des Sobolev (6 < 0)
t (5.51) donnent

I[(R(g) —2A)g — (R(9) — 2M)g]N]l2,-s < Cllg — gll2.26[Nll2.25 ,

+3(g~

compte tenu du fait que Yu € L, Vo € L2 tel que |[uN||s,—s < C'||N||2.2,—s5

19 = 9llso0l|tllcc0l[VN||2,~5
Cllg = gll225l|v|2,5|Nl2,2,-5

(g =G uv Nz <
<

ot C' est une constante positive dépendante de g, et ||g||~.
En recollant tous les morceaux dans (5.45), compte tenu de (5.43), il vient

[D®o(9)" — DPo(9)"IN]2.-5 < Cllg = gll226/Nll2.25-

On montre dans la proposition suivante que Pestimée elliptique (5.37) du Corollaire 1
est également vérifiée par des solutions faibles N seulement dans L? 4(7). Ce passage de
solution faible a solution forte est indispensable pour montrer la trivialit¢ du noyau de
I'adjoint. On dit que N € L est une solution faible de D®¢(g)*N = f, avec f € L? 5(S)
lorsque

| D)1, = [ (10, vhe g

11 suffit de tester avec h € €°(S) puisque cet espace est dense dans G.

Proposition 11: N

Soit § €] — (n+1)/2,0], avec n = 3. Soient g € G, f € L?4(S) et N € L, une
solution faible de D®¢(g)*N = f.

Alors N € W?2(M) est une solution forte et satisfait I'estimée elliptique (5.37).
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Preuve :
Dans [5, Bartnik montre que N € W27

loc *
On peut trouver une fonction régularisante yr comme dans la Définition 1 telle que

e Xr € €°(Qr).
® YR = 1 sur QR/Q.
En particulier, ygN € W?7(T). On peut donc écrire d’aprés le Corollaire 1

IXaN 225 < ¢l[D®o(9)" (XrN)ll2~s + C lIXrN||2,-26
< cl[D®o(g)" (XaN)ll2—5 + C[[N]]2,-s, (5.52)

en utilisant I'inclusion de Sobolev (0 < 0) et compte tenu que xgN converge vers N
dans L?. Il nous faut montrer que xgN est uniformément borné dans WE’?, c’est a dire
controle indépendamment de R. On s’inspire pour ce faire de la méthode de McCormick
[45].

D®o(g)*(xrN) =~ xr (D®o(9)*N) + N V:xr + VxrON.

En remarquant que les dérivées de xr sont a support dans Ar := Qg \ Qg/s et en
utilisant (4.15), (4.19), (4.20), l'inclusion de Sobolev (§ < 0) et I'inégalité de Ehrling,

< Xr(D®o(9)"N)ll2—5 + ¢|ldxr dNl[o,—5 + [[NVXR]|2-5
< [[D®o(g)" Nll2,—s + c[|dN]l2, 54, + ¢[IN]|2,-5:45
< [[D®o(9)"Nllz.—5 + € [V Nlz2—5a5 + C[IN||2,-545:

||D‘I’0(9)*<XRN)||2,—5

ot C' est une constante dépendant de g, A, ¢,6 et ||g||7. I'inéquation (5.52) devient
IXiNllsos < cllDBo(g)Nlls + 2 [*Nlls—ssaq + CINllss. (5.5
D’aprés (5.13) et les conditions d’intégrabilité (5.1), (5.41) et (5.4),

O = D®y(g9)*.N/\/g — (n — 1) N + LiN. (5.54)

Puisque O(N) = L(V?N) avec L opérateur linéaire inversible, on a
IV2N||2,-5 < ¢[[Ol]2,-s

et par conséquent

IV°Nll2—s < ¢ (|Olla, -5 + [[AdN||3, ) - (5.55)

D’apres (5.54) et en utilisant (4.15), (4.19), (4.20), linclusion de Sobolev (0 < 0) et
I'inégalité de Ehrling, il existe une constante C' dépendant de g, A, €, J et ||g|| = telle que

IV2Nls,s < ¢|[D®o(9)"Nllo,—5 + C||N|]2,-s. (5.56)

Etant donné que N € W?2(Ag) et que toutes les inégalités utilisées pour obtenir (5.56)
sont valables en particulier sur tout compact, on a la version locale suivante sur Agr

||%2N||27—6;AR c||D®o(9)*Nl|2,—5.45 + C[|N||2,—5:45

<
< c||D®o(g)" Nl|2,—s + C || N|]2,—5. (5.57)
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En insérant (5.57) dans (5.53), il vient

cl[D®o(g)" Nll2,-s + Cl[N|]2,-s

lIxrN||22-5 <
< cllflla—s + cl|N]|2,—s-

La suite xgN est de Cauchy dans Wz’f, donc convergente dans WE(SQ Comme xrN
converge vers N dans L?;, par unicité de la limite, xgN converge vers N dans WE(;Q(T)
Donc N € W2>Z(T) et par suite N vérifie (5.33). -

5.4 Trivialité du noyau de I’adjoint
On montre maintenant que le noyau de D®q(g)* est trivial, et cela constitue le point

clé de la démonstration. Nous aurons besoin des différents lemmes et propositions sui-
vants dans la démonstration du Théoréme 8.

Lemme 13:
Soient § € IR et N € W7 (M) une solution de 'équation D®g(g)*N = 0, alors N
satisfait une équation du type

T =byN + b, VN,

avec by € L3 et by € W2,

Preuve :

T = V2N — Nj. (5.58)

D®y(9)*.N/\/g = V>N —gA,N — [Ric g — %(R(g) —2A)g|N
= V?’N —gA,N+N(n—1)g — N(Ric g— Ric g)
+5(R(g) — 20)gN—N(Ric & + (n ~ 1)2)
= V?N —gA,N+N(n—-1)§+ NL3 (5.59)

tryD®o(9)*.N/\/g = (1—n)A,;N + Nn(n—1)+ NL;.

tr,D®o(g)*. N =0 = A,N=nN+ N L3
D®y(g)* N =0 = V?N=nNg— N(n-1)G+NL}
= V2N = AVN + Nj+ N2
= T =NL2+ AVN, (5.60)

avec A € W,* d’aprés sa définition (5.7). -
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Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 8: Trivialité de ker D®g(g)*

Soit 2 C M un ouvert connexe tel que Er C Q avec Er := M\ Qg, pour un ouvert
borné Qg quelconque. Soit g € F fixée, avec 6 €] — (n+1)/2,—1], n = 3.

Si N € L? ;(M) satisfait D®o(g)*N = 0 sur Q, alors N = 0 sur Q.

Preuve :
D’aprés la Proposition 11, N € WE(?(M) D’apreés le Lemme 13, puisque N est solution
de D®y(g)*N = 0, N satisfait une équation du type

T = byN + b VN, (5.61)

avec by € L2 et by € W, 2.
1l nous faut montrer quune solution N de (5.61) telle que N = o(p°) (d’aprés (4.14))
s’annule. Avant de poursuivre, rappelons la Proposition 3.9 de [5] :

Proposition 12:

En dimension n = 3, soit § < 0 et g € F. Soit {2 un sous-ensemble connexe de M.
Soit, NV satisfaisant D®¢(g)* N = 0 sur Q. Si de plus N = 0 sur un ouvert U C €2,
alors N = 0 sur 2.

Compte tenu de ce résultat, il nous reste a montrer que N s’annule prés du bord. Au
vu de (5.61), on a

T |2,-6.5 < |[Boll2.s| [N |oo,—25:5 + €l [b1]l6.5|[V N |35, (5.62)

et le membre de droite est fini car par U'inégalité de Sobolev, ||bi]lss < c||b1||125 €t
by € W2

e* ||VN| |3,—5;ER
ce® |V N||1,2,-6:E5
e [IN|o, 555 (5.63)

IVN||s—25 <
<
<

ol on a utilisé 'inégalité de Sobolev et (4.21) avec 6 < 0.
De la méme fagon, on obtient

[N]loo-2580 < €™ |IN|oo, 5.8
C

<
< e ||INo2,—5my (5.64)
L’utilisation de (5.63) et (5.64) dans (5.62) donne

\|f\|2,—6;ER < C e ||IN|l22-55p-

En combinant I'inégalité que ’on vient d’obtenir avec la Proposition 8, on obtient
Véel—(n+1)/2,-1],

IN||2,2,-6: < C € ||N||22,—5;5-
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Pour R assez grand, ||N||22_s.5, = 0 et d’aprés (5.64), N s’annule donc sur Eg, pour
R >> 1. D’aprés la Prop.12, N = 0 sur {2, car € est connexe par hypothése. Ceci
conclut la preuve du Théoréme 8.

Pour de futures références, et méme si nous ne l'utiliserons pas, soulignons le résultat
important suivant qui découle aisément de ce qui précéde.

Corollaire 2:
Soit § €] —(n+1)/2,0] avec n = 3. Il existe une constante C' > 0 dépendant de ||g||
telle que pour tout N € W3 (M),

|IN[22,-5 < Cl[D®o(g)" Nl2,-s- (5.65)

Preuve :

Pour montrer que le noyau de D®¢(g)* est de dimension finie, on utilise le théoréme
de Riesz en montrant que tout ensemble borné de ker D®¢(g)* est || ||2,2,_s— compact.
Soit {Nj} une suite de ker D®g(g)* telle que ||Ng||22—s = 1. Le théoréme de Rellich
nous dit que l'on peut extraire de {Ny} une sous-suite, notée également {Ny}, qui
converge dans Wifé vers une limite N. La suite {Ny} est donc de Cauchy dans Wi’;;.
D’aprés (5.33), compte tenu du fait que {N,} € ker D®¢(g)*, la suite {Ny} est donc
de Cauchy dans WE?, donc convergente vers N dans WE’?, par unicité de la limite, ce
qui conclut la preuve de la dimension finie de ker D®o(g)*. ker D®o(g)* est donc un
sous espace vectoriel fermé de I'espace de Hilbert WEEQ en tant que sous espace vectoriel
de dimension finie d’un espace vectoriel normé. Il admet par suite un supplémentaire
fermé, noté W. Par conséquent, on peut écrire

W22 = ker D®¢(g)* & W.

D’aprés le méme argument que dans la preuve du Lemme 2, il existe une constante
C' > 0 dépendant de ||g||7 telle que pour tout N € W,

[N]|22,-6 < C|[D®o(9)" N|l2,—s- (5.66)

On conclut grace a la trivialité de ker D®q(g)*, d’aprés le Théoréme 8.

5.5 Structure de sous-variété

Lemme 14:
Soit X, Y deux espaces de Banach et T" un opérateur linéaire tel que Im 7" est fermée.

T:X — Y
T:Y" — X*

alors (Coker T')* ~ ker T*, ou Coker T = Y/ImT
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Preuve :
On définit

¢ kerT* — (CokerT)* = L(Y/7,. 7, R)
p = (Ay+TX = p(y))

L’application A est bien définie car Vo € X | p(Txz) = T*(p)(z) = 0.
L’application v est inversible et

Y~ (Coker T)* — ker T*
A= op ot p(y) == ANy +TX).

Notons que p € ker T* car T*(p)(z) = p(T'z) = A(0) = 0. -

Remarque : le fait que Im 7 soit fermée implique que Coker T" est un espace de Banach.
Le théoréme suivant est le résultat central de cette premiére partie, dans le cas Time-
symmetric : la structure de sous-variété de Hilbert de C.

Théoréme 9:

Soit ®¢ : F — L* I'opérateur de contrainte dans le cas Time-symmetric.

Pour chaque ¢ € L£*, pour tout 6 €] — (n + 1)/2,—1] avec n = 3, 'ensemble des
solutions des équations de contrainte

Cle) ={geF:®o(g9) =¢}

est une sous-variété de la variété de Hilbert F. En particulier, I'espace des solutions
des équations de contrainte dans le vide C = C(0) = ®, '({0}) a une structure de
sous-variété de Hilbert.

Pour démontrer le Théoréme 9, nous allons utiliser le théoréme des fonctions implicites,
pour lequel il faut montrer :

e ker D®q(g) posséde un supplémentaire fermé.
e D®q(g) est surjective.

Pour montrer que le noyau de D®g(g) posséde un supplémentaire fermé, on montre
qu’il est fermé. D®g(g) étant un opérateur borné, son noyau est fermé par continuité
et puisque F est un espace Hilbertien, ker D®q(g) admet un supplémentaire fermé, que
I'on peut prendre ici égal & son orthogonal.

Pour montrer que D®q(g) est surjective, il suffit de montrer que Im D®q(g) est fer-
mée. En effet, puisque L£* est un espace de Hilbert dont Im D®¢(g) est un sous-espace
vectoriel fermé, le théoréme du supplémentaire orthogonal d’un fermé dans un espace
de Hilbert nous donne la décomposition en somme directe suivante

L* = Tm D®o(g) & (Im D<I>0(g))L .

En utilisant la relation suivante, découlant directement de (5.12)
S
ker D®,(g)* = (Im D@O(g)> ,
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on obtient
L =1m D®y(g) ® ker DPg(g)".

On a prouvé la trivialité de ker D®¢(g)* dans le Théoréme 13, ce qui entraine
Im D®y(g) = L.

Pour montrer que Im D®¢(g) est fermée, on considére des variations particuliéres h
de g, de la forme h;; = 2y g;;, déterminées & l'aide du champ scalaire y. Cela nous
conduit a définir un opérateur F' comme suit

F(y) = D®o(9)h = 2(1—n)\/gAy+n(R(g) — 2A)y\/9 — 2R(9)y\/9
= 2(n— D9 [-Ay — gyl + (n = 2)(R(g) — 2M)y+/g
= 2(n—1)Vg[-Ay+ny]+ (n — 2)(R(g) — 2A)y\/5.

L’intérét de ces variations particuliéres, inspirées par la méthode conforme, est de don-
ner a l'opérateur F' la forme d’un opérateur elliptique, dont A est I’exemple typique,
car nous avons ensuite des estimées et des propriétés sur les opérateurs elliptiques qui
pourront nous permettre de conclure en montrant que Im F' est fermée et Coker F' est
de dimension finie. Intéressons-nous pour cela aux opérateurs asymptotiques a A.

Définition 2: Opérateur asymptotique a A
On dit qu’un opérateur P de la forme

Pu = aij(x)%?ju + b (2)Ou + c(x)u

est asymptotique a A avec un taux de décroissance 7 s'il existe n < q<oo, 7T<0et
deux constantes (', A strictement positives telles que

M < a¥(@)66; < AER Ve e M, € € TM.
18" = 37 1.qr + 16']]g.r + llellg/2r < Ci-

La proposition suivante affirme que le Laplacien A défini pour la métrique g est bien
asymptotique a A :

Proposition 13:
Soit g € GT avec 6 < 0. Alors Popérateur A est asymptotique & A avec un taux de
décroissance 9.

Preuve :
En effet

A= gijvzzj = gij%?j +97(Vi - VZ)V]
= ¢'V; —g"AlL Vi (5.67)
Les métriques g et g étant équivalentes, ’équation (5.5) donne directement

MélG < g7 (2)&&; S ATHEG Ve e M, £ € TM.
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Si on pose
k ij Ak
v = g“AS,
alors b € W;’Q d’aprés (5.7). De plus, compte tenu de Pinégalité de Sobolev a poids, il
existe une constante C > 0 telle que

197 = 3" les + [1B%1l6.5 < e (llg” = §7 |25 + [10]1126) < O

Nous justifierons par la suite la terminologie "asymptotique" utilisée dans cette défini-

tion. On s’intéresse a 'opérateur A = —A +n, agissant sur les fonctions et présent dans
I’expression de F', puisque
F(y) = 2(n—1)y/g Ay + (n — 2)(R(g) — 20)y/9. (5.68)

L’estimée (5.69) obtenue au Théoréme 10 pour 'opérateur A sera cruciale pour montrer
que I'image de F' est fermée au Théoréme 11. Nous aurons besoin de la proposition
suivante :

Proposition 14:
Soit g € Gt avec 6 < 0. Soit 'opérateur A = —A + n, soit s € IR. Il existe une
constante C' = C(n, p, q, s,9,C1, \) telle que si u € L? et Au € L?, alors u € W22 et

[lullz.s < C ([lAull2,s + |ulls) -

Preuve :

4 . . . 2.2 . . , . . . .. .
Par régularité elliptique, u € W7 et l'estimée découle d’estimations intérieures (voir

[33] par exemple) et de scaling. -

Théoréme 10:

Soit g € G1 avec § < 0 de sorte que A est asymptotique & A.
Soit I'opérateur A = —A + n, avec n = 3.

Soit |s| < (n+1)/2. Alors A : W22(M) — L?(M) est borné.
De plus, il vérifie I'estimée elliptique

[lull2.2,s < C (]| Au

2.5 T [[ull2.5:05) (5.69)

En particulier, A est un opérateur semi-Fredholm , i.e. A a un noyau de dimension
finie et son image est fermée.

Preuve :
On définit la norme d’opérateur suivante :

1A = Allop = S}AP{II(A = Aullas u € W22, [ullaz, = 1}

et ||®||op,r désigne la méme norme restreinte aux fonctions a support dans Er = M\ Qp.
Si supp(u) C Eg, alors d’aprés 'expression (5.67) de A,

1A = Aullzs < 1097 = §)Vijullzs + [ Viul|a,q
< sup{g? — §UHIVullas + [0 Viul [

Er

< c Hg - .&"0070§ER||%2/MH275 + ||qu||2$
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En utilisant (4.15), I'inégalité de Sobolev et I'inclusion de Sobolev (6 < 0),

1A = Aullzs < ellg = glloosimel[VZull2s + [[bll6s [ Vlls.s

<
< c(llg = dll22.00 + bl1250) [|1]]2:2,6-

Rappelons que ||g — g||22,5 + ||b][1,2,6 est borné car g € G*.
Par conséquent, )
|A — Al|op.r = 0(1) quand R — +o0. (5.70)

Cela justifie a posteriori la terminologie employée dans la définition 2.

Prenons yr une fonction de troncature comme dans la Définition 1

1 sur Qg -
XR =
0 sur M \ Qg

On peut alors décomposer u = Uy + Uso, avec Uy = (1 — X g)u.
Soit I'opérateur A = —A + n. En utilisant le Corollaire 3.13 de [2] avec A = n pour
Popérateur A, on obtient que V|s| < (n+1)/2, A : W22(M) — L%(M) est un opérateur
Fredholm et un isomorphisme. Il existe donc une constante positive C' = C(n, s) telle
que )

lullazs < €l Aullos. (5.71)

En appliquant (5.71) & ., il vient

||U<>0H2,2,s < OH-’ZonoHZs
< Ol Aus|lzs + [|A = Allop,rl|ucol]22,5- (5.72)

Or Aus = Au — Aug = Au—xrAu+yrAu — Auyg.
Par conséquent,

[Atooll2,s < || Aull2s + [[xrAU|2,s + [|XRAU — Aug)|2,6
< C|Aullas + |[xrAuw — Augl 2,550, -

Or d’aprés 'expression (5.67) de A,

xrAu — Auyg = —uAxr + nxru+ QQijaiuanR
29" Ou O;xp + (gij%?jXR +b'Oixp)u,

ce qui entraine
||XR./4U - Au0||275;QR < c | |u| |17275;QR'

Finalement
[Atco|l2,s < C ([[Aull2s + [|ull12,505) -

En remplagant dans (5.72) et compte tenu de (5.70), on obtient pour R suffisamment
grand

[ltsoll2s < |[tco]l22,s < C ([ Aullzs + [[ull2,505) - (5.73)

84



Opérateur de courbure scalaire : le cas Time-symmetric

En utilisant (5.73) et le fait que sur Qg, |uoly; < |ul;

lull2,s < fttoo] |2,
< O ([Mullos + llulli2.s0:) + l[ull2s0p-

Grace a I'inégalité de Ehrling (4.13),

lullzs < C ([[Aullos + [[ull2s0q) + ellull22,50x
< O ([|Aullas + [[ull2,s0r) + €llull2z,s-

et on conclut avec la Proposition 14.

Le théoréme suivant montre que 'image de F' est fermée, ce dont nous aurons besoin
pour appliquer le Lemme 14 & F plus tard.

Théoréme 11:
Soit 0 €] — (n +1)/2,0] avec n = 3. L’opérateur F : W.*(M) — LE(A"T*M) = L*
est borné. De plus, il vérifie 'estimée elliptique

yll225 < C ([[FW)ll26 + [Yll20 + [|yll26:04) (5.74)

En particulier, F' est un opérateur semi-Fredholm , i.e. F' a un noyau de dimension
finie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la définition de F', I'inégalité triangulaire, (5.10) et I'inclusion de Sobolev
(0 < 0) donnent directement

EW)l26 < CllYll22s

ot C' est une constante dépendant de g et ||g||~.

Ainsi F' est un opérateur borné (continu). D’autre part, d’aprés l'estimée (5.69) du
Théoréme 10 et en se servant de l'inégalité de Holder (4.15), (4.19) et U'inégalité de
Ehrling (4.13),

1 AY[l25 + [[yll2.5:07)
1EW)ll2s + 1[(R(9) = 2M)yll2s + [[Yll25:0x)

[Yl[2,2,6 (
(I[E(y)
UEW)l26 + [[1R(9) = 2Ml25[Ylloc0 + Y] |2.5:025)
(17 (y)
)

C
C
C
C

IEW)2.5 + C lellyll220 + ce?Myll2.0] + Hsz,mR)
C ([|1F(y

INCINCIN N IN

|25 + C lellyllz20 + cllyll20] + [[Yll250x) -

Finalement, en utilisant 'inclusion de Sobolev avec § < 0, 'opérateur F' vérifie (5.74).
Pour tout § €] — (n + 1)/2,0], l'estimée (5.74) vérifiée par F est analogue a celle du
Théoréme 6 et par une démonstration similaire, on montre que F' est semi-Fredholm,
i.e. I a un noyau de dimension finie et son image est fermée.

Notons que F' et son adjoint F™* ont la méme structure
F* L2 5(M) — W22 (AT M).
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Soit F* la restriction de F* définie comme suit :
F*: W2*2(M) — L2 5(A"T* M) := L.

On peut appliquer le Théoréme 11 & F~ pour montrer que ker £ est de dimension finie.

Théoréme 12: .
Soit 0 €] — (n +1)/2,0] avec n = 3. L’opérateur F* : W} (M) — L est borné.
De plus, il vérifie I'estimée elliptique

22,5 < C (I1F*W)ll2.-s + lyll2,-25 + 1]l ) - (5.75)

En particulier, F'* est un opérateur semi-Fredholm , i7.e. F'* a un noyau de dimension
finie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la définition de F**, Pinégalité triangulaire, (5.10) et 'inclusion de Sobolev
(0 < 0) donnent directement

HE*W)l2- < Cllyll22,-5

D’autre part, d’aprés (5.69) et en se servant de l'inégalité de Holder (4.15), (4.19) et
I'inégalité d’interpolation,

lollzzs < € (Myllas +lyla-s0)
< € (IF@llas + I(R(9) = 20)ylla s + lylla-si0x )
< C (IIF*()llos + 11R(9) = 2M s llyl e, 25 + lyll2. 520 )
< C (IFF@llas + ClEllylloa,-2s + e~ yllaas] + l1yll2.-s0 )
< C (1P @)lla-s + CEllyllaz.-26 + ¢ lyllz.-20] + o5 ) -

Finalement, en utilisant I'inclusion de Sobolev avec § < 0, I'opérateur F* vérifie (5.75)
et pour tout 6 €] — (n+1)/2,0], F* est un opérateur semi-Fredholm.

Par régularité elliptique, ker F™* = ker [* est aussi de dimension finie.

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le Théoréme 9. Puisque I'image
de F' est fermée d’aprés le Théoréme 11, on peut appliquer le Lemme 14 & F', obtenant
ainsi (Coker F')* ~ ker F'* et par suite du Théoréme 12, (Coker F')* est de dimension
finie. En dimension finie, un espace vectoriel et son espace dual sont isomorphes et
Coker F' est donc de dimension finie. L’opérateur F' satisfait

Im F C Im D®y(g) C L.
Soit 7 la projection canonique :

m: LY — Coker I
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Opérateur de courbure scalaire : le cas Time-symmetric

7(Im D®g(g)) est fermé comme sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimension
finie (Coker F). Im (D®¢(g)) est fermée comme image réciproque d’un fermé par une
application continue. Ceci conclut la preuve de la structure de variété de C en tant
que sous-variété lisse de F. En fait, toutes les lignes de niveaux de ®o(g) sont des
sous-variétés lisses de F.
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Chapitre 6

Opérateur de contrainte : le cas
général

Soit M une variété n-dimensionnelle connexe orientée non compacte. On considére M
en tant qu’hypersurface de genre espace d’une variété Lorentzienne (n+1)-dimensionnelle
(N, ) appelée espace-temps, de signature (—, +,...,+) et de connexion D. On note K
la seconde forme fondamentale de M dans A définie par

K(X,Y)=~(Dxn,Y), (6.1)

ou X,Y € TM et 7i est le vecteur unitaire normal & M dans N dirigé vers le futur.
Il est pratique de considérer le moment conjugué m comme reparamétrisation de K

™™ =77/g avec T = K" —tr,Kg". (6.2)

Remarquons que 7 est une section du fibré S2T M tandis que 7 est une section du fibré
S = S?TM ® A"T* M. Nous considérons une métrique modéle § asymptotiquement
hyperbolique, lisse et polyhomogéne sur M. On demande a la métrique ¢ de satisfaire
les conditions d’intégrabilité suivantes

Riem giju — Gadk + Gindn € L. (6.3)
En particulier,
Ric §j1 + (n — 1)§jl € Lg (64)
On définit la mesure de volume relative & g & 'aide du tenseur de Levi-Civita Tpr¢
dp(g) = Tre-

Dans une base directe, en dimension 3, les composantes du tenseur de Levi-Civita sont
donnée par
Tabc = det(g) éabc )

ou £ est le symbole de Levi-Civita d’ordre 3 (ou pseudo-tenseur complétement antisy-
métrique)

Lemme 15:
La dérivée covariante du tenseur de Levi-Civita est nulle

Preuve :
%iTabc = aijjabc - Io‘akijjkbc - fbkiTakc - 12\ckijjabk
gabc 81\/det q) — \/det 0 f k ékbc — fbki éakc — fcki éabk]
éabc 8'\/d€t \/det szgabc

= Cael0i/det(§) — T\ det(§)]

= 0,
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en utilisant I'expression de la contraction du symbole de Christoffel

f‘k _ &Vdet(ﬁ)

b det(q) O

Pour une métrique Riemannienne g sur M suffisamment réguliére, on définit I'opérateur
de contraintes ® = (Pg, ®;) = ®(g, 7) comme suit :

®o(g,7) = (R(g) —2A — |K[; + (tryK)*) \/g
(R(g) = 20) /g — (7[5 — 725 (trgm)?) //9- (6.5)
®i(g,m) = 2(V'Ky — Vi(tr,K))\/g
= 2g;;Vmi* =24,V 7" /9. (6.6)

Une conséquence du Lemme 15 dont nous nous sommes servi dans (6.6) est que

V(y9) = 0. (6.7)

Si I'espace-temps satisfait les équations d’Einstein, la normalisation choisie assure que
I'opérateur de contrainte et le tenseur énergie-impulsion sont reliés par la relation

(I)a = 167TGTﬁa\/§,

ol G est la constante de gravitation de Newton.

L’espace hyperbolique peut étre vu au choix comme une donnée initiale de 1’espace de
Minkowski, anti de Sitter (AdS) ou de Sitter (dS) suivant la seconde forme fondamentale
choisie, puisque dans les trois cas la métrique induite est la métrique hyperbolique. En
fait, ces trois cas correspondent respectivement a une constante cosmologique A nulle,
négative ou positive (seul le signe de A importe). Afin de traiter tous ces cas a la fois,
on donne ici une formule générale en fonction d’une paramétre réel 7, pour la seconde
forme fondamentale )

K=r1g, (6.8)

et pour la constante cosmologique A, normalisée en dimension n par
2A = n(n —1)(7* — 1). (6.9)
Notons que le moment conjugué correspondant 7w est alors
i = (K9 — tryK ") du(g) = 7(1 = n)g" du(g). (6.10)

Remarque : Vi = VK = 0.

On étudie alors 'opérateur de contrainte ® pour des données initiales de la forme
(9,K) = (§ + h, K + p). Les données initiales (g, K) sont faiblement asymptotiques a
(4, K) dans le sens o (h,p) € W22 x W} ? avec § < 0.

La formule (6.9) pour A fait en sorte que les équations de contrainte (6.5) et (6.6)
soient vérifiées par le modéle hyperbolique, c’est & dire ®(g, K) = 0, et donc a l'infini
par les données initiales asymptotiquement hyperboliques. Le signe de A est donné par
7 et les espaces de Minkowski, anti de Sitter et de Sitter correspondent respectivement
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Opérateur de contrainte : le cas général

a K = 7§ avec 72 = 1,0 et 2. En prenant la trace sur § de (6.4) et compte tenu de (6.9),
on obtient la condition d’intégrabilité

R(G) —2A +n(n —1)7* € L3. (6.11)

_On note § := S2T* M le fibré des formes bilinéaires symétriques sur M tandis que
S := S’TM @ A"T* M désigne le fibré des densités (n-formes) sur M a valeurs dans les
2-tenseurs symétriques. T := TN |y est le fibré tangent de Pespace-temps N restreint
a M. On s’intéressera par la suite particuliérement aux espaces suivants :

G = WXS).
K = WAS).
K = {r:7—7ek}.
G = {9:9-9€G,g>0}
yo={gedt i g<g<Algl,0< A<
L* = L3T* @ A"T*M) est lespace dual de £ := L? 4(T).

F =Gt xK sera I’espace des phase de 'opérateur de contraintes ®. On utilisera aussi
bien (g,7) que (g, K) pour désigner les coordonnées sur F.

On montre dans la proposition suivante que ® est une application bien définie entre
les variétés de Hilbert F et L£*.

Proposition 15:
Soit (g,7) € Gy x K, avec 0 < A < 1. Alors en dimension n = 3, pour tout 6 < 0, il
existe une constante ¢ dépendant de A, g et ¢ telle que

120(g, ™)ll26 < (L4119 =gl + 7 — 7] 25) (6.12)
|1®i(g, m)ll2s < c(|IV(T = )llas + [[Vglli2s(L + |7 = 7ll126))  (6.13)

Preuve :
D’aprés l'expression de R(g) sous la forme (5.9), on peut écrire

Dolgm) — (Rlg) - >f— (12 = 2 (br,m)2) /3

= (R(9)-R(g)+R(g )—2A+n(n—1)7 —n(n—-1)7%)/g
—(|7r — 7T]2 |7T]2 +2(m — 7)y 7 + 2|7 )/\/_
+n11 [(trg(7r - W)) + (try7 ) + 2try(m — ) tryT ]/\/§

= [R(9)-R(g) + R(g) - 2A+n(n — 1)7° —n(n - 1)7°]\/g
=l =&+ 2(m = 7)yy 7 + |7 [; — S (tr7)?) /g
g [(trg(m = 7)) + ((9 = 9)i77)° + 2(g — ) trg7] /g
+n21t ( )trgﬂ/\/_

= [R(g9) — R(§) + R(§) — 2A + n(n — D)7/ + =25 try(m — 7) tryit/\/g
(g (= 7)) + ((9 = 9)i77)° + 2(g — )i trg7] [\ /g

—[lm = 7[5 +2(r — 7);577]/ /9.
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Puisque g € Gy, on peut se servir de (5.5) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et la relation 2ab < a? + b?,

[®o(g,m)l; < [[R(g) = R(9)|; + |R(9) — 2A + n(n — 1)7*|;]\/g
+ell+|m —#lg+ 19— dl5l/ Vo
Grace a (5.42),(6.11) et (4.18) il vient
1@o(g, )25 < (L4 [|(m = 7)?[[25 + (g — 9)*[]2)
< c (1 + || — 7%”%,2,5 +lg - 9“326) .

Par conséquent, ®q(g,7) € L*.
Pour ®;(g, ), on utilise (5.6) et

Bi(g, 7) = 205 (Vi(m — 7V + A7, (x — 1)) + A, 7).
D’aprés (5.7), ®;(g, 7) est donc de la forme
Bi(g,m) ~ g(V(r—7) + g 'Vg(r — ) + g~ ' Vg7). (6.14)

< eIV = D)llas + Vg (1 = )25 + [ Vg 7ll2s)
< eIV = 1)llzs + IVglhzsllm = Tllizs + [[Vallesl o)
< eIV =)o+ [Vallias(1 + |l = 7l1.20)).

La proposition suivante nous indique que la premiére hypothése pour pouvoir appliquer
le Théoréme 1 est vérifiée :

|1®i(g, )| |2.6

O

Proposition 16:
Soit (g, m) € F. Alors en dimension n = 3, pour tout § < 0
® . F — L* est une application lisse entre variétés de Hilbert.

Preuve :

D’aprés la Proposition 15, || ®(g, 7)|[z+ < c(1+]]g — g]|2 ), i.e. ® est locale-
ment bornée sur F. La structure polynomiale de 'opérateur de contrainte nous permet
de montrer que P est lisse, i.e. dérivable indéfiniment au sens de Fréchet. D’aprés 1'ex-
pression (5.9) de la courbure scalaire et au vu de (6.14), on remarque que ® peut étre
exprimée comme une fonction polynomiale

®(g,7) = F(9,97",v/3,1/v/9, Vg, V3,7, V),

ou F' = F(ay,...,ag) est une fonction polynomiale quadratique en as et a; et linéaire en
les paramétres restants. L’application g — (g, g~ \/_ 1/ \/_ ) est analytique sur 'espace

o112

des matrices définies positives et les applications g — Vg g — VQg et ™ — Vr sont
linéaires bornées donc lisses de F vers L*, qui sont des variétés de Hilbert. Un résultat
de Hille [35] sur les fonctionnelles polynomiales localement bornées montre que ® admet
des dérivées au sens de Fréchet, continues et de tout ordre.

Soit C = {(g,m) € G* x K : ®(g,7) = 0} := ®1({0}) C F. Cest I'ensemble des
données initiales pour les équations d’Einstein du vide. Pour montrer que C est une
sous-variété de F, on montre que 0 est une valeur réguliére de ®. On s’intéresse a la
surjectivité de la différentielle de ®.
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6.1 Expression du linéarisé et de son adjoint

Proposition 17:

D®o(gm)-(hp) = (V'Vhi; = Aytrgh)/g — hyy[RY — §(R(9) — 20)"]V/5
(e — 2mns + 42 g — ks ingm)0) 1/

n—1
—|—pij(%trg7rgij — 271'1])/\/.5 (615)
D®i(g,m).(h,p) = 7*(2Vihi; — Vihji) + 2k Vm?® + 294,V ip'". (6.16)

Preuve :

D®o(g,7).(h,p) = D®o(g.0).(h,0) = D(1//g).h(|x[g — 15 (trym)?)
—D(|xfg — 75 (trgm)*).(h,p) /. (6.17)

D’apres (5.11),
. . 1 .
D®o(g,0).(h, 0) = (V'V?hij = Agtrgh)/g — hy[RY = S(R(g) = 28)g"]/g.
De plus,

D(g)-h = 397hi; /3.

On en déduit

D(1/\/g)h = ———D(\/g)h

En coordonnées,
7[5 — g (trgm)? = (guwn”®)? — A5 (gnm™)?.
Par conséquent,
D(|7T|52; - ﬁ(trgﬂ)Z)-(h»p) = ZQlkﬂjk(hiﬂil + gz‘jpﬂ) - %gklﬂkl(hijﬂij + gijpij)
= hy(emial* — Zotrnn) + pl (2my; — Eotrgmy).
L’expression de D®g(g,7).(h,p) est obtenue en remplacant les différents termes de

(6.17). On pose ®;(g, ) := 2¢;; V7% de sorte que ®;(g,7) = ®3(9,7)/9-
Puisque 7%/ = 7%, /g, on a la relation suivante entre leurs variations respectives p et p

p? =D(r).p = D(77).p\/g+7D(/g).h
— ]3“3\/§+%trgh7rw\/§.
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En ce qui concerne les dérivées covariantes de p et p, compte tenu de (6.7),

Vit = [V + Ltr, h Vi + L7 Vitr,h) /9. (6.18)
D®;(g,7).(h,p) = D®i(g,7).(h,p) /g + ®i(9,7) D(\/g).h (6.19)

Soient T = @HW ot ¥V = @M Jes symboles de Christoffel et la connexion pour la
métrique g + th.

N d . A »
D®i(9.7).(h. ) = 7 (209 + th); Vu7 + )" — 20,747 )|
En posant A = @M — T et en adaptant (5.7), on obtient

D(I)i(g, %)(h,m = 2gm(vkﬁjk + %Aﬂ:jkvktrgh) + QhUV;ﬁ]k + 'ﬁ]k(Qth” - Vzh]k)

t=0

En remplacant les différents termes dans (6.19)
D®;(g,7).(h,p) = [295(Vip’" + §7*Vitrgh + 3tr,hViem™) + 20 Ve /g
+7%(2V ki, — Vihji)\/9.-

Le résultat découle ensuite directement de (6.2) et (6.18).

En reprenant les notations de [5] ,
W= T
EY = R7—3(R(g) —2A)g".

2

07 = (Ztrgrr — 2mia™ 4 1x|2 g% — ﬁ(trgwfgij)/(\/g)?.
On peut écrire D® sous la forme matricielle suivante
| V(0404 — Agtry + 11— E) —2K h

avec TVh = ﬁf“vjhm = (wik6l 4 7' 6F — M6V .

Pour montrer la surjectivité de la différentielle de ®, on s’intéresse a l'injectivité
de Topérateur adjoint. Dans la suite, £ = (N, X?) peut étre naturellement interprété
comme étant le lapse-shift associé au feuilletage de I'espace-temps. En intégrant par
partie et en ignorant les termes de bord, on obtient (cf. [28] par exemple) I'expression
du L?(du(g))-adjoint formel de D®(g, ) :

| eDB(g.m).000) = [ (hp) e DB (6.21)
M M
En séparant les parties scalaire et vectorielle de D®(g, 7), on obtient le systéme suivant
/ N D®y(g,7).(h,p) = / (h,p) @ D®g(g,m)"N (6.22)
M M
/ X' D®;(g,7).(h,p) = / (h,p) @ D®;(g, 7)* X" (6.23)
M M

ou e désigne la contraction tensorielle.
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On obtient 'expression de 'opérateur adjoint

Proposition 18:

(h,p) e D®y(g,7)*N = hij[ViVjN — gijAgN — [RY — %(R(g) — 2A)gij]N]\/§
+Nhi; (trgrnt — 2mat) [/
Ny (Y2 g7 — g (trgm)2g7) [/
—i—Np”(%trgﬂgij — 271'2])/@

(h,p) @ D®i(g, 7)*' X" = hyj(X*Vr + V XEr — oV, X Uriky — 2piV X .

Preuve :
En regroupant les termes avec et sans dérivée covariante dans ’expression de

D®(g,7).(h,p),
/ N D®q(g,7).(h,p) = / (V'Vhij — g7V Vhij)N /g

M M
— [ hlR = 4(Rte) 20018 Vs
+ / hij (2t — 20l 7)) N/ /g

M

+ /M hz’j(%|77|§gij - 2(n1_1) (trgﬂ)zgij)N /N9
— /M pij(%trgﬂgij — 271])]\[/\/5

Hormis la premiére intégrale, cette expression est linéaire en (h,p) et la contribution a
Iexpression de ’adjoint est directe. Pour les deux termes de la premiére intégrale, on
intégre par parties en ignorant les termes de bord

/vivfhijN\/g = —/ V’hi;V'N \/g
M M
= / hij (V'VIN \/g).
M
/gijvkvkhide,u(g) = —/ thijygijka\/g
M M

- / hij (97V VN /).
M

La somme des différents termes donne le résultat.
Pour D®;(g,7).(h,p), on intégre par parties en ignorant les termes de bord

/ X' D®;(g,7).(h,p) = / TF(2Vhij — Vihjr) X'+ 2k Vi X + 294,V pF X
M M
= / hip V" X+ hpn®V, X' — 2hyn?* Y, X' — 2pFV; X,
M
— /M hij(XPV ik + Vi X — 2w, XOriRy — 2pV (X,
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6.1. Expression du linéarisé et de son adjoint

car par symétrie de b, 7 et p, hyViX'm% = b Vi XUrDk ot phV; X = pIV X,

m
On peut donc écrire D®* sous la forme matricielle suivante
. _ \/E(VQ—gAg—i—H—E) Vi -1V N

avec
(Vr—#V)X = Lxm=Vxr? -7V, X"
LX) = Lxg=2V X; =2S(X).

On note D®(g, m);.£ et DP(g,m)5.€ les deux composantes de D®(g, 7)* dans (6.24).

L3¢ (resp. W(;’Qﬁf) désigne I'ensemble des termes de la forme u & (resp. u V&) tels que
|ul|2,s < C (resp. ||ul]125 < C), ou C est une constante dépendant de g, 6 et ||(g, 7)|| 7.

D®(g,m)1.& = [ViViN —gi;AgN + (IL; — Eyj)IN]\/g + (Vr — V)X
= D®(g,0)" (N,0) +1;;N\/g + (V1 — 7V)X (6.25)
(Ve —#V)X = X'Vim; — (756 + 756 — mi;00 ) Vi X!
= XVr+ XAr — (W’fcslj + W’;(Sli — 7rij5lk)6le
= XV(m—#)+ XA(r —7) + XAr + (1 — #)VX
—(7k61; + 7561 — 700 ) Vi X!
= LIX 4+ WPVX 4 (n—1)7(25(X) — gtrgS(X)).

(g, m)N = LIN+1(g,#)N
= L3N+ (GEptrgra — 28048 4+ 472 67 — kg (7)) N/ (V/9)°

= LiN+—%(n—1)(n—4)r°gN.

On a par conséquent la condition d’intégrabilité

(g, 7) + 3(n— 1)(n — 4)7%g € Lj. (6.26)
Compte tenu de (6.4) et (6.11),
E+(n—1)§—in(n—1)7°g € L. (6.27)

D®(g,7m)1.6/\/g = V?N—gAN+ (n—1)gN + I+ L(n—1)(n—4)7%g|N
+(n = 1D)7(25(X) = §tryS(X)) — [E+ (n = 1)g — §n(n — 1)7*GN
—(n—1)(n—2)72GN + L26 + W}AVX
= V2N — gA,N 4 (n— 1)gN + (n — 1)7(25(X) — gtr;S(X))
—(n—1)(n — 2)7%GN + L2 + WV X, (6.28)
D’autre part,
D®(g,m)5.6 = —2KN —25(X)
— —2KN —28(X)—2(K — K)N +2AX
= —2(S(X) +TGN) + Wy
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Opérateur de contrainte : le cas général

D’aprés l'expression (5.34) de 'opérateur T" et I'expression de S en fonction de
D®(g,m)3.£, on obtient

D®(g,m)6/g = T —gtryT + (n—1)7(25(X) — §tr;S(X))
—(n —1)(n —2)7°GN + L2 + W} VX, (6.29)
D®(g,m)5.6 = —2(S(X)+71GN)+ W, (6.30)

Il est utile de restructurer D®* en 'opérateur P* défini par

YA (VIV;N — 65 AgN + (Il — EL)N) + gV Ly,
* _ * — g J J1—49 T J ; g XM
P (5) P(g,ﬂ)(g) |: _2g—1/4vl(szN + S(X)Z])
1 0 %
= (o [ 0 v } o D®(g,m)*¢, (6.31)

o g*/* = (det(g)/det(§))"/* du(g) est une densité de poids 1 et

-1/4,,.
CIC(Q):{Q o gl/gg@-k}. (6.32)

Finalement, on peut écrire I, (¢) sous la forme

; _( gV D®(g, 7)€

L’expression (6.31) de P* permet d’exprimer le L?(du(g))-adjoint de P* sous la forme
1 0
Plgm = D®(g, )0 o(, (6.34)
0 —4,

avec 0,9 = V'(g/’) de sorte que P( ;,ql‘z) = D®(f;;,q) et ainsi la composition PP*
est bien définie.

6.2 L’opérateur de Killing S

Soit S 'opérateur défini sur les 1-formes par

o

SV )y = (Vs + V%) = V), (6.3)
La trace de cet opérateur est

trgS(Y) = g95(Y)y; = V'Y; = divY. (6.36)
Dans les lemmes et propositions suivants, M désigne le bord intérieur de M.
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6.2. L’opérateur de Killing S

Lemme 16:
Soit V' un champ de vecteur et Y une 1—forme & support compact sur M. On a
Iégalité

[Jﬂm+amﬂﬂwMUUW@

=3 [ ATV VY B} du@) + 5 [ V) s doti
1 ) .

+ZéMn%<mewwx

ou 7 est la normale extérieure a OM.

Preuve :

S(Y), YV = Z(V.Y;YIVI 4 VY, YV, (6.37)

1
2

Intégrons par parties le premier terme du membre de droite

/%ﬁwwmmm:/%mWWm@H/
M M

Y, VYV dp(§)+ / VYV, V7 dp(g).
M

M

Or d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,
| vy vidu@) = [ 5vvimg,de(o).
M oM
On obtient

[ ovvyviae = [ ooyviagdets) - [ vvyvidu
M oM

M
—~ / Y;Y'VV7 du(g)
M
= [ V) aydo(@) - [ eSOV du()
oM M
- [ VY du),
M

De la méme maniére, pour le second terme du membre de droite de (6.37), on obtient

1

[ oy vidue =5 [ YEVado@) -5 [ aVVEdu).
M oM M
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Opérateur de contrainte : le cas général

Lemme 17:
Soient u une fonction, V un champ de vecteur et Y une 1—forme, tous a support
compact sur M. On a I’égalité

Afmam+amﬂHMWHOW@

:_1/ e%{%V(Y,Y) 1de|Y| ) +
M

: [ @), iy do(o
9]

M
e v ota)

1
2
_%/M e2u{2<du,y>g (Y, V) + (du, V)| Y| }du(g)+

]

ot 1 est la normale extérieure & OM.

Preuve :
On utilise le lemme 16 avec e"Y a la place de Y,

SEY); = e“S(Y)y + 1e (DY 4 OjuY;).
tr(S(e"Y)) = e“tr(S(Y)) +e(du,Y);. .

Corollaire 3: .
Soit (M, §) une variété AH avec g = p2het § € R. VY € €°(T*M),

2 [PPSO+ dn (SN L) du(o)

M

= [ {est ooy - s+ (L,
M p

V)2 } du(9)
+%/8Mp25|Y|§<%,n>gd0(§)+ p25<Y,@>§<Y,n>§da(g), (6.38)

oM P

ot 1) est la normale extérieure & OM.

Preuve :
On applique le lemme 17 avec

V=d(p™)=—p7dp VV = V2(p!) = p~Ydp[2g — p2W2p daprés (5.19)
u=(6+3)Inp divV = A(p™) = p~'(nldpl? +o(1)) d’aprés (5.20)
du = (0 + %)% et e = pPtt

La métrique h étant définie (et par conséquent bornée) sur 0., M et p étant une fonction

lisse sur M, il s’ensuit que h)VQp est une fonction lisse bornée sur M et on peut écrire
h)V2,0 = o(p~!) au voisinage de 9,, M. Finalement,

VV(Y,Y) = p~ (ldp[Y 1} + o()IY[2)
divV[Y]3 = p~" (nldpl} + o(1))[Y'[7
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6.2. L’opérateur de Killing S

On obtient

| )+ s . 92, ()
M 1Y

1 ) " O
=3 /M P 6+ )+ TPV — (26 + DR Y] + oIV [ du(d)
1 d L1 d D
+Z/ PNV ) d0(9)+§/ PV, ) (Y )y do(§).
oM P oM P

On conclut avec |dp|? = 1+ o(1) sur une variété AH.

Lemme 18:
Soit YV € €2°(T*M) et u,v € €°(M) deux fonctions définies sur un voisinage du
support de Y. Alors,

9 / o S(Y)(dv, dv) (dv, Y'Yy dpa(§)
M

_ / (o, Y )o{ (dv, ¥ [ldvf} + vAv + 20(dv, du)s)| + 20 V2(Y, do) b du(d)
M

—/ 0 (dv, Y )2{dv, ) do (3),
oM

ol 7 est la normale extérieure a OM.

Preuve :
On inteégre V, (v e*(dv, Y)gvjv> par parties

/ %j (ve2“<dv,Y>§%jv> du(g)
M

= [ @ Vv auta) + [ 206 o, Y du o)y du(a)
M M

+/ veQ“(dv,Y>3Avdu(§)+/ 206 (dv, Y)3Vv [@?jv}”+%ivﬁj¥; du(g).
M

M

Le théoréeme de Divergence-Flux donne

/ \ (v 62“<dv,Y>§%jv> du(g) :/ ve*(dv,Y)? (dv,n)4 do(g).
M oM

On obtient
-2 /M ve®(dv,Y); VY (dv, dv) du(j)
— /M e (dv,Y)? []dv@ + 20 (du, dv) + vﬁv] du(g)
+ /M 2ve?* (dv, Y>§%2v (Y, dv)du(g) — /8/\/( v e (dv, Y>§ (dv,n)ydo(g).

On obtient le résultat souhaité compte tenu du fait que VY (dv, dv) = S(Y)(dv, dv) par
symeétrie.
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Opérateur de contrainte : le cas général

Corollaire 4: .
Soit (M, g) une variété AH avec g = p2het § € R. VY € €°(T*M),

255099920 9 1y i
Z/Mp S(Y)(p, p)(p,Y>gdu(g)

_ 25 (1 _ 0 @ 2 ) dp
_/Mp (n—1—26+ (1))<p,Y>gdu(9)+/6Mp {(—

Y>g<? )4 do(g),
(6.39)

ol 1) est la normale extérieure & OM.

Preuve :
On applique le lemme 18 avec

v = p—l dv = d(p—l) — _p—l% . p26+4
: e
u=(0+2)lnp du = (5+2)d—pp |dv\§ = p?|dpl3

ainsi que
V2o = V2(pt) = <]dp|hg P )Vzp) d’aprés (5.19)
Av=A(pt) =p? (n[dpﬁ + 0(1)) d’aprés (5.20)

On obtient

59,90 90y
Q/Mp S(Y)(p, p)(p,Y>gd/~L(g)

:/ p25{n+3—2(5+2)+0(1)}<@7y>§|dﬁ|§dl~b(§)
“ p

25 4P p2,dP olé
+ /(Wp (Y )y o).

On conclut avec |dp|? =1+ o(1) sur une variété AH.

Lemme 19:
On suppose ici M sans bord intérieur. Pour tout § > —(n+1)/2 et § # —(n—1)/2,
il existe une constante ¢ > 0 dépendant de g et J telle que

VY e WE(T*M) | |V |ha—s < ||S(Y)]]2—s.

Preuve :

On s’inspire 1a encore de la preuve du Théoréme 6 mais pour 'opérateur S. En rem-
placement du Lemme 1, on utilise le Lemme 2.8 de [15] (pour g et avec N = 0) afin
d’obtenir une inégalité de Korn

Yllams < c(ISEY) = trg(SY)illas + 1Y ll2-s)
< e(ISM)lz-s + 1Y ]2.-5)
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6.2. L’opérateur de Killing S

ol ¢ est une constante positive ne dépendant que de g et 9.

On utilise maintenant la proposition D12 de [15] : soit (M, g) une variété conformément
compacte avec § = p~2h. Pour tout § # —(n+1)/2 et § # —(n — 1)/2, il existe deux
constantes cs > 0 et p.s > 0 telles que pour tout champ de vecteurs différentiable a
support compact dans {p < p-s},

1V [2.—5 < c5||S(Y)|]2.—s- (6.40)

En définissant R tel que p.5 = e 2R on définit Qi comme dans la Définition 1 et on a

I'inégalité (6.40) sur M \ Qg, comme dans ’hypothése du Théoréme 6. La suite de la
preuve est identique a celle du Théoréme 6 et il s’ensuit que 1'on peut choisir R assez
grand pour que l'inégalité suivante

V125 < ¢ (1SOlles + V] l2.-50)

soit valable pour une constante ¢, pour tout Y € €>°(T*M).

Par suite, lopérateur S : Wig(T*M) — L2 5(T*M) a un noyau de dimension finie. Par
conséquent W72 (T* M) peut s'écrire W2(T*M) = ker S @ (ker S)*. Par suite, il existe
une constante ¢ > 0 telle que pour tout Y € (ker So’)i,

1Y lh2-5 < elISY)]l2s-

Il reste & montrer ker S N W2 = {0}, V6 > —(n +1)/2.
On utilise pour cela le systéme de coordonnées (z' = p,22,...,2") = (p,0) sur un
voisinage du bord [0, ] x OM que 'on peut trouver dans [15]. La métrique g s’écrit a
I’aide de sa fonction définissante p :

g=p"2h=p2dp*+a(p)) avec §(p)(d,,.) = 0.

Les mémes conventions de notations que dans [15] sont utilisées et on désignera par p
Iindice relatif & la coordonnée radiale et les indices relatifs aux coordonnées tangentielles
seront notés avec les indices latins majuscules, tandis que les indices latins minuscules
pourront désigner n’importe quelle composante. Les symboles de Christoffel, dans ce
systéme de coordonnées, sont donnés dans [15], de méme que I’équation

ViX; 4+ V;X; =0 (6.41)
qui devient le systéme suivant :

0,X,+p'X,=0 (6.42)
0, XA+ 04X, + 20 ' Xu — 5P (p)dpa(p)Xc =0
0aXp + 0pXa — 20 {p(p)Xc + (das(p) — 20 gan(p) X, =0

ou f:=0,f.
La résolution de I’équation (6.42) donne

X,=p 'K(0).
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Opérateur de contrainte : le cas général

Comme la métrique g est polyhomogéne, g peut s’écrire comme un développement en
puissance de p et In p, dont les premiers termes ne comportent que des puissances de p.

On pose donc

~CD ~rt . mC
9 " dpa =173,

ol T est un certain tenseur d’ordre deux dont le développement est le suivant
T%(p,0) = p'TG(0) + o(1).

Andersson et Chrusciel on montré dans [3] que la solution X de (A — Ric )X = 0 est
également polyhomogéne et s’écrit

Xa(p,0) = p°Za(0) + o(p°).

En remplagant dans (6.43), on trouve s = —2 et X4 = p~2Z4(0) + o(p~?).
On obtient alors la forme de la 1-forme solution de (6.41) sur un voisinage du bord

X =p 'K(@)dp+[p2ZA0) + o(p~?)] dz™.

De plus, X € Wi’527 ce qui entraine nécessairement que Z = 0.
En effet, supposons que Z # 0. La norme de X relative & g est

X5 2~ p7? | K[5 + 7|25,
avec | K| =~ |Z]2 ~ p*> O(1).
1 X]2~p20(1).

Par conséquent
&€
Xls <00 & [ 1XEp ™ mdp < o0
0

€

o / p—2p—26p—ndp < 00
0

&S —20—n—2> -1

& < —(n+1)/2
Comme ¢ > —(n + 1)/2, il s’ensuit que X ¢ W'7. Z est donc nécessairement nul sur
un voisinage du bord. En faisant une analyse sur les coefficients du développement de

X, on se rend compte que le fait que Z = 0 entraine que | X|; = O(p>). On conclut la
preuve du Lemme 19 en utilisant le théoréme d’unique continuation de [43]. o

6.3 Estimées elliptiques relatives a I’adjoint
Cette section regroupe les différents résultats obtenus concernant 'opérateur adjoint

D®q(g)*. On commence par montrer la coercivité de 1’adjoint dans la proposition sui-
vante :
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6.3. Estimées elliptiques relatives a 1’adjoint

Proposition 19:

Soit 0 €] —(n+1)/2,0], avec n = 3, et § # —(n—1)/2. Il existe une constante C' > 0
dépendant de g, \,d et ||(g,7)||F, telle que P'estimée elliptique suivante est vérifiée :
Ve € WHH(T),

1€]]2.2-5 < ¢ (I[DR(g, 7)1 &l |25 + [|DP(g, )5 £l [12,-5) + C [[€ll12—25,  (6.44)

Preuve : )
Compte tenu de 'expression (6.30) de S en fonction de D®(g, 7)35.&,

T —gtryT = D®(g,7);.¢/\/g+ (n— 1)7(D®(g,7)5.6 — 55tr, D (g, 7)5.8)
FL2E+ WIPVE, (6.45)
En utilisant la Proposition 7 et (4.15),
[N]lo2.-5 < ¢ (|[DB(g, m)7Ell2-5 + |1 DB(g,7)5-Ell2,-5) + C (€] loe,25 + [|VE][5,-25)-

En utilisant (4.19), (4.20) et l'inclusion de Sobolev (6 < 0), il existe une constante C
dépendant de g, A, €,6 et ||(g, 7)||# telle que

INl|22—s < c(||[D®(g,7);El|2—s + ||[D®(g, 7)3-El|2,=5) + € ||€]|2.2,—5 + C [|€]]1.2,—25-
(6.46)

Par ailleurs, pour toute 1-forme X suffisamment réguliére sur M, on a I'identité suivante
pour la métrique g (cf équation (29) de [5] par exemple)

VX, = ViV;X; = Riem gy X' + ViS(X)i; + ViS(X )y — ViS(X)j,  (6.47)
Par conséquent,
< |[Riem § X|l2,—5 + c[|[VS(X)|l2,-5
< [|Riem §lfoo 0l | X[l2,—5 + ¢[[VS(X)]|2,-5
< || X]l2—s + c|[VS(X)]]2,-s- (6.48)

VX |2,

D’autre part, une conséquence du Lemme 19 est
[1X112,-5 < 11X [12-5 < e [1S(X)] 2,5, (6.49)
qui, avec (6.48), implique
V2 X][2,-5 < e[S (X125, (6.50)
et compte tenu de (6.49), il vient
1X |22, -5 < €1 [1S(X)] 12,5
D’aprés (6.30)

1S(X)1.2,-5 HID®(g, )58l 12,—5 + 17 [|N|[1.2,-5 + C||€]|s0,—25

HID®(g, 7)5-E||12,—5 + nT [|N|1.2,-5 + €l|€]|2.2,—5 + C [|€]]1.,2,-25-
(6.51)

VAN/AN
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Opérateur de contrainte : le cas général

Il existe donc une constante C' dépendant de g, \, €, et ||(g, 7)||+ telle que
| X[l22,—5 = ne1 T[|N|12,-6 < G [|[D®(g,7)5-Ell1,2,-6 +€ll€]|2.2,—6 + C[|€]]1,2,~26. (6.52)

On peut choisir g << 1 de fagon a ce que (6.46) + £¢(6.52) se combinent pour donner
(6.44).
0

Remarque : il est peut étre possible d’étendre ce résultat & § = —(n—1)/2 en se servant
de I'opérateur U introduit dans la section suivante.

En combinant la Proposition 19 et I'inégalité de Ehrling (4.13), on obtient

Corollaire 5:
Soit 0 €] — (n+1)/2,0], avec n =3 et 6 # —(n —1)/2.
Alors on a Pestimée elliptique suivante : V& € W27 (T),

1€]|22,—5 < ¢ (|[D®(g,7)7.El|2,—s + ||D®(g,7)5.£|[12,—5) + C ||€]]2,~26 , (6.53)

ou C dépend de g, \,d et ||(g,7)||7

Notons la dépendance en (g, ) de 'opérateur P* controlée comme suit :

Proposition 20: B
Soit ¢ < 0, alors en dimension 3, Popérateur P* : W23 (T) — L2 4(S) x W'Z(S) est
borné et vérifie

1€ll2.2.-5 < [[PE]l2,-5 + CI€]1.2,-2 (6.54)

ou C dépend de ¢,0 et ||(g, )|~
De plus, F(; ) dépend de (g,m) € F de maniére Lipschitzienne,

|(Plgm) = Fg.z)) Ell2—s < Cill(g = 9,7 = ®)l|7 [[€ll2.2.-5 (6.55)

ot la constante C dépend de ¢,0, ||(g, 7)||= et ||(g,7)||#

Preuve :
Montrons que P* est borné, i.e.

[P €ll2,—5 < C [|€]]2,2,-5- (6.56)

On note
P* = Py
D®} = D®(g,7);

D®; = D®(g,m);
D’aprés (6.33),

[[P*&ll2—s < c(||DP]E]l2—5 + |[VDPS.£]|2,—s)
< c(||D®TEl2,—s + |[VDP5.E|2, 5 + [|ADPS £]|2,—5).  (6.57)
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D’aprés (6.29), (4.15), (4.17), I'inégalité de Sobolev et 'inclusion de Sobolev (§ < 0)

1D27.lla-5 < ¢ (ITllas + 1S o5 + INl2-5) + C ([[€]loe,—25 + VX |l1.2,-25)
< (V225 + 1 X126 + [IN]]2,-5) + C ([[&]l2-5 + [V X]12,-5)

< CEllz2,-s- (6.58)
D’aprés (6.30) et en utilisant (4.15), (4.17), I'inégalité de Sobolev et 'inclusion de So-
bolev (0 < 0)

|D®5.£l|2,—5 < ¢ (|ISX) 2,5 + ||N]2,-5) + C'[1€]|1,2,-25- (6.59)
|AD®; £|l2—s < ¢ (IJAS(X)|l2—s + ||AN2,—5) + [I€]|oo,—25
< C(ISX)|h2-s + [|N]l12-5) + [|€]|2,2,-26
< CllE]l22,-s-
IVD®3.8|los < e ([[VS(X)lams + [[VN|l2i=s) + [|€l]ocr—26
< CllEl22,-s-
Par conséquent,
|| D®5.€][2,—5 < |[DP5.£]]1,2,—5 < C||¢]|2,2,—5- (6.60)

Tous les termes de (6.57) sont donc controlés par ||€||2,2 25 et on obtient ainsi (6.56).
L’estimée (6.54) vérifiee par P* découle directement de (6.44). Montrons pour terminer
le caractére Lipschitzien de P* :

On note _
P*=Fg
D®} = D®(g,7);
D®; = D®(j, 7);
i ~. ~1/4 D+ ¢ _ 51/4 DEI;*.
(PT=P7)¢ = 91/4 15 €1/4 < le
gtV D®5.E— g/ VDPS.E
B E
— )
Ainsi

1P = P) llas < [|Ell2s + |F]2-s. (6.61)
E = ¢g/*D®i.c - gD ¢
= (g7 =g V) D@L+ g (DBYE — DRLE).
En utilisant (4.15), I'inégalité de Sobolev et I'inclusion de Sobolev (6 < 0)

< g™ =g ") DETEl—s + 1|5/ (DR].E — DRY.)]2,-s
< g™ = 5 oo s | DR] Ellz—25 + 117 llocol [DBT € — DBYE]]2,—5
< cllg = gllFID®LEl2 -5 + ¢||DP.E — DPTL[2, -5

1E]]2,-s
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Opérateur de contrainte : le cas général

En notant D®g(g)*N = D®(g,0)* (N,0) et D®Po(g)*N := D®(§,0)* (N,0), il vient
d’aprés (6.25)
D®}.&~ DB = [DPo(g)" — DRo(3)IN + (I1yg — IV/GN + XV(r —7)
+(r —7)VX + AX (1 — 7).

En utilisant (4.15), (4.17), l'inégalité de Sobolev et 'inclusion de Sobolev (§ < 0)

|(m = #F) VX ||os + | XV(m = 7)o < 7 — 7126/ VX122
HIV (T = 7)[]2,6]1X oo,-25
< cflm =712 || X] |22,
[AX(m = 7)||2—s < |[A(T — T)[|2,6]| X [0, 25
< cl|All2sllm = |26 [[X]]22,-
< COflr = 7lli2s |[X]|22,-s-

- 1 1

H\/E—H\/t ~ gTlp? - gLz

1 1

~—1\_2 ~_1/ 2  ~2
—g )T+ —g (7 =)+ (—
V9
1(Tyg =TIV Nll2-s < ellg™ =5 Hloosl (T = 7)?/]2.5 | V] |oo,—35
+ellg™ = g7 oo sl 172 00,0l [N oo, 25

tellr = wllzs(llm = 7llias + 17 = 7ll12.5) V] |oo, 35

+e |l = 7|26 17|00l |V || oo, 2

1 1
el - 1 = sV s
VI Villes
1 1 H P
+Cl||l— — —= HW Hoo,OHNHOO,*%
VI Villes

< cllg = gllazs(llm = 71 25 + DN oo,—s
+c (|l = #ll12s + 1T — Fll126 + D7 — 71,26/ |V oo,—s
1 1
tell—= - —%= 17 — #1325 + DIIN|0,-5
VI V3 2,2,5( b0 )

< Cllilg =g, m = D) #lIN]|2.2,-5-
Au vu de (5.38),
1D®; £ — D®7&|2,-5 < Cll(g = g7 = D)l [[€] |25
et compte tenu de (6.58),
1E]l2,-s < Cll(g = g, m = ®)||7[1€]|2.2.—5- (6.62)
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6.3. Estimées elliptiques relatives a 1’adjoint

F = ¢"*VD®}.¢ - §'/*VD®¢
g/ (V= V)D®S.£ + (g1 — G VD®L.£ + g/ V(D®S.E — DD.E).
En utilisant (5.46),(4.15), (4.17), inégalité de Sobolev et I'inclusion de Sobolev (§ < 0)
1Fllos < clIV = V|12l D36l 1225 + 19" = 57 oo,—s| |V DPS.E||2, 25
+c||V(D®5.E — D®B5.8)||a—s + c || A(DB.E — DB}.)|]2.s
< Cllg = Gl D3l 2,25 + g — Gllr|[V DB} &[22
+c||V(D®3.£ — D®5.8)|[o,—s + c||A(D®5.E — DB3.8)||2,s.
Compte tenu de (6.59) et (6.60),
1Fll2-s < Cllg=llFllEll22s + c|[V(D®5.6 — DBE)|o 5 (6.63)
+c||A(D®3.€ — DB5.E)[[s -

D®5.¢— D®LE ~ (K—K)N+(A-A)X
~ (T—7)N+(V-V)X.
En utilisant (5.46), (4.15), (4.17), I'inégalité de Sobolev et I'inclusion de Sobolev (§ < 0)
IV(D®5.6 = D235 < eIV —7)lasl |V |oo.25 + |17 = 7126l VN 122
HIVIV = V)ll25][ Xlloo, 25 + IV = Vi|12,5|[V X []1,2,-25
cl|m —7|l25l|Nll22,—s + c|IV = V|12, X||2,2,-5
Clilg = g,m = | #lI€]]2.2,-5-

NN

De méme,

|A(D®5.6 — DB5.6)|[o—5 < c||A(m — 7)ol Noo—25 + [|AY = V)|o5|| X []oo -2
< | Alh2sllm — Tll126l [ Nl22,—s
+cl[All1,2511V = V12,5 X]]2,2,-5

Clllg = g, m = )l #lI€]]22,~5-

N

On déduit de (6.63)

1Fl2-5 < Cll(g = g, 7 — 7)l|7]€]]22,-- (6.64)
et le résultat (6.55) découle de (6.61), considérant (6.62) et (6.64). -

On montre dans la proposition suivante que I’estimée elliptique (5.37) du Corollaire 1
est également vérifiée par des solutions faibles ¢ seulement dans L2 5(7). Ce passage
de solution faible & solution forte est indispensable pour montrer la trivialité du noyau
de l'adjoint. On dit que & € L est une solution faible de D®(g,7)*¢ = (fi, f2), avec
(f1, f2) € L2 5(S) x W'2(S) lorsque

/ <€7D(I)(gaﬂ-)(hap)>g = / <(f17 f2)7 (h,p)>g ) v(hap) € g x IC.
M M
11 suffit de tester avec (h, p) € €°(S x S) puisque cet espace est dense dans G x K.
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Opérateur de contrainte : le cas général

Proposition 21:

Soit § €] — (n+1)/2,0]\ {—(n —1)/2} avec n =3, (g.7) € G* x K,

(f1, f2) € L% (8) X le(S) Soit £ € L une solution faible de D®(g, 7)*¢ = (f1, f2)-
Alors € € WE?(T) est une solution forte et satisfait l’estimée elliptique (6.44).

Preuve :
Dans [5], Bartnik montre que £ € W27

loc -
On peut trouver une fonction régularisante yr comme dans la Définition 1 telle que

® Xr € €°(Qr).
e xr = 1sur Qg/.
En particulier, yré € WE?(T) et on peut écrire d’aprés la Proposition 19 :

IXrEll22-5 < c(|ID®(g, 7). (XrE)l2—5 + [ID® (g, 7)5.(xrE)11.2,5) + C'|IXREl|2,~25
< c(ID®(g, 1)7- (xR 2,-6 + ID® (g, 7)5-(XRE)[1.2,-5) + C 1€ ]2,
(6.65)

en utilisant l'inclusion de Sobolev (6 < 0) et compte tenu que yg& converge vers N
dans L? ;. Tl nous faut montrer que x g€ est uniformément borné dans Wi? , C’est a dire
controlé indépendamment de R. On utilise 14 encore la méthode de McCormick [45].
D’aprés (6.28) et (6.30),

D®(g,m);.(xrE) =~ xr(D®(g,m);.(6) + NV xr+dN Vg + X Vxr+EW;* Vg
D®(g,7)5-(xrE) =~ xr(D®(g,7)5.(£)) + X Vxr

En remarquant que les dérivées de xr sont a support dans Ar := Qg \ Qg/s et en
utilisant (4.15), (4.19), (4.20), l'inclusion de Sobolev (§ < 0) et I'inégalité de Ehrling,

ID@(g,7);-(xrE) |25 < ¢ ([Ixr(DB(g, m)7-(E)l|2—5 + [IN Vxkl|2, s
+HdNVXRH2 S5+ 11X Vxgllo—s + [IEW5* Vxgll2-s)
¢ (I1D®(g,7);-(E)l2,—5 + [N l2,-5.45
+HdN|!2 sian 1 Xl2-siag + 1EW52]2,-5.a5)
< cl|D®(g, )7 (ll2—s + ClIEll2—sar + €l V2E||2—5:4,
(6.66)

ot C' est une constante dépendant de g, A, ¢,6 et ||(g, 7)|| 7.
De méme,

ID®(g,7)5.-(xrE) 26 < ¢ (|Ixr(D®(g, 7)5.(E))1.2,-5 + [|X VXrll12-5)
< c(||[D®(g, )5 2-6 + [ X1.2,-5:45)
< )

c||D®(g,m)5-(6) 125 + ClIX o545 + &l [V2X|2-504,

(6.67)
En insérant (6.66) et (6.67) dans (6.65), on obtient
Ixrlbas < cllDB(g, 7Ol s + 1DB(g, M5-(E)llas +C lIllos
+el| V€l lo,-s.p- (6.68)
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6.4. L’opérateur U

En reprenant la définition (5.39) de 'opérateur O, on a immédiatement le lien avec
I'opérateur T :
O=T-gtr,7—(n—1)gN

et on déduit d’aprés (6.45)
O = D®(g,m)1¢/vg+ (n— 17 (D®(g,7);.£ — 59tr,DP(g,7)5.€)
FL26 4+ WAVX — (n—1)gN (6.69)
D’aprés (5.54), (6.69) et en utilisant (4.15), (4.19), (4.20), I'inclusion de Sobolev (§ < 0)

et 'inégalité de Ehrling, il existe une constante C' dépendant de ¢, A, ¢,6 et |[(g,7)||#
telle que

[VANl2s < e (|[D®(g, 7)1 Ella,s + [| DB (g, T)5.£][2,-5)
+e [V -5 + C 1€ |2, —s- (6.70)

D’autre part, en combinant (6.50) et (6.51), en utilisant l'inégalité de Ehrling et U'in-
clusion de Sobolev (6 < 0), on obtient

IV2X|ls,—5 < ¢[[DB(g,7)54ll1.2,-5 + el V|25 + C [[€] ]2, -5- (6.71)
La combinaison de (6.70) et (6.71) donne
[V2€ll5,-5 < ¢ (I|DR(g,m)7Ell2,-5 + || DB(g, )56l [12,-5) + C1IE]]2,-s- (6.72)

Etant donné que £ € w2 (AR) et que toutes les inégalités utilisées pour obtenir (6.72)
sont valables en partlcuher sur tout compact, on a la version locale suivante sur Ag

IV2%¢llo—san < c([|D®(g,7)}Ell2 5045 + [|DB(g, 7)3-El12-5:45) + C I€]l2—5:45
< (|| D®(g, ™)1 Ell2—s + [|[D®(g,7)5.E|l12,-6) + C |[Ello=s  (6.73)
L’équation (6.68) devient
HXR§H2,2,—5 < c([[D®(g,m)5.(l2,—5 + || D®(g,7m)5-(E)]1.2,-5) + C [|€]]2,-5
¢ ([ f1ll2,-s + |1 f2ll2,—5) + C[|€]|2,—s-

La suite ygr€ est de Cauchy dans WE’(?, donc convergente dans Wféz Comme ygé
converge vers ¢ dans L?;, par unicité de la limite, xyg€ converge vers & dans WE;(T)
Donc &€ € W*2(T) et par suite ¢ vérifie (6.44). -

6.4 L’opérateur U

Nous introduisons ici un operateur U inspiré de la formule (6. 47 ). Celui-ci va nous
permettre de controler la norme W5 de X par les LZ-normes de S et U et ainsi par la
W(Sl’ norme de S. L'estimation désirée découlera d’une série de lemmes.

Soit U lopérateur défini sur les 1-formes par
(O]kji(X) = %ini — ik Xi + ginX;. (6.74)
On a ainsi

IV2X][o,-5 = €| X]2,-5 < [JU(X)][2,-5: (6.75)
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Opérateur de contrainte : le cas général

Lemme 20: .
Soit (M, §) une variété AH avec g = p~2h et § € R. VX € €>°(T*M),

[ X0 = [ 525 =04 on) X duta)
M p M

v5 [ IXECL g o) (6.76)
/vx Py du(g) — —/Mp <divX(X,%)+(25+1)<X,%)2) du(§)

[ o) X )

D) dola), (6.77)

oll ) est la normale extérieure a oM.

Preuve :

e Pour (6.76), une intégration par parties donne

o d .
| vixpEr V0 25) aug) = [ (29X %) + 261Xl dol?) dula)
M P M P
Ap O
[ PEL X ). 6T

Or d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,

R R T R b T W T R )

En remplagant le membre de gauche de (6.78) par son expression (6.79), on obtient,
(6.76) compte tenu de (A.12).
e Pour (6.77), une intégration par parties donne

o i dp 9 . 95 (& dp . dp o
| T B e = [ (900D e X (XL ) dt

4 /M P26(X, %>2>du<§>

25 ( —1&2 dp. o o
+/Mp‘5(p V2p(X, X) - <X7?> ) dp(g).
(6.80)
Au vu de (4.2)
IV, X) = 20X, S = (dpl} + o)X (6.8)
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6.4. L’opérateur U

D’autre part,d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,
o ; dp B dp o
[ovie e Py = [ Xonsdota). (652)
M P oM P

En remplagant le membre de gauche de (6.80) par son expression (6.82), on obtient
compte tenu de (6.81)

25 & dp o . 2 . dp dp 2 °
/M XL duti) = /M 2 (aivX (X, L) + (204 1)(X. D) di(a)
+ /M o (|dpf? + o(1))| X 2 dp)
XXy doti) (6.:83)

On conclut avec |dp[? = 1+ o(1) au voisinage du bord a l'infini sur une variéte

AH.
m

Lemme 21: )
Soit (M, ¢) une variété AH avec g = p~2h et 6 € R. VX € €>*(T*M),

/ Ui () X% du(g) = — / IV X2 dp(§)
M M
4 /M P2 (26% — 6(n — 1) — (n — 1) + o(1)]|X[2 du(g)

T / o (VX (0, X) — X122 0, do(g), (6.84)
M P

ol 7 est la normale extérieure a OM.

Preuve :
D’aprés (6.74),
Uii(X) g X" = (X, AX) — (n — 1)|X|§.

Une intégration par parties donne
valAvLs i 25 o 26 R N o . dp .
Ve(VEXX ) dp() = | g0 AX) VXL + 28V X (L X)) dn(9). (6.85)
M M
Or d’apres le théoréme de Divergence-Flux,

| VAT du) = [ VX006 do(). (6.86)
M oM

En remplacant le membre de gauche de (6.85) par son expression (6.86), on obtient

(6.84) compte tenu de (6.76). -
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Lemme 22: .
Soit (M, §) une variété AH avec g = p~2h et § € R. VX € €>°(T*M),

o

/ 7 O XX L X (6, 2)) )
M p P
_ /M P (552 = 6+ o(1)) VX2 — [X[2] du(§)
_/p”WMJm&@V—W@W@)
M 1Y
1 2 © 2 dp 2 dp P
+§ /aM p% (‘VX‘;](?,U)Q - |X|§<?777>§) do(g)
+AMfNXﬁ%meww@L
(6.87)

ol 7 est la normale extérieure a oM.

Preuve :
D’apreés (6.74),

. . VK . SN v . d . d
Ukji(X)VJXZ% = viniVJXl% - VX(?/),X) +VX(X, ?’)).

Une intégration par parties donne

\V/ %XQm 2y du(§) = 25262)(@')("@ 25 VX 2|do|?) du(§
y WIVXE=20%) dutg) = M/)( 2 Xi o T 2] 5ldpl}) di(g)

Ap . i
4 [ AEL o)X (o) (689
M p
Or d’apreés le théoréme de Divergence-Flux,

2 1 2%% 26 o\ _ 2 1 (2,9 :
Vi(IVX[;—=p")du(g) = | p™ [VX[5{—,n)3do(g). (6.89)
M P oM P

En remplacant le membre de gauche de (6.88) par son expression (6.89), on obtient
(6.87) compte tenu de (6.76) et (6.77)

O
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Lemme 23: )
Soit (M, g) une variété AH avec g = p~2h et § € R. VX € €>°(T*M),

/M P2 (Ui (X) ™ X7+ 2]S(X) 2 — 28 divX (X, ?”>) du(§)
— [ # - 1= 254 oWIXEau(@) + [ P [9XEdu(o)
M M
d
+ [ 288+ )0 L dutg)
M p

[PV - 28 (X )X y) dola).
oM p

(6.90)

ol 7 est la normale extérieure a oM.

Preuve :
D’aprés (6.74), ) o 4
Upji(X) 4" X7 = Vi, X X7 + (n — 1)| X3

Une intégration par parties donne

- , ) . S s . dp )
/M Vi(V; XX %) du(g) = /M P (Vi XEXT + VX, VEXT + 26 VX(X,?)) du().

(6.91)
Or d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,
| VXX aug) = [ XX doa) (6.92)
M oM
En remplacant le membre de gauche de (6.91) par son expression (6.92), on obtient
[ P ) = [ X do(s)
M oM

o o . o d
— / p%(VijVkXUrQ(SVX(X,?p)) do(g). (6.93)
M
L’égalité ) ) ) ) ‘
21S(X)] = |[VX[] + V; X, VX7

nous permet de remplacer le terme V,; X, V¥ X7 dans (6.93) afin d’obtenir (6.90) compte
tenu de (6.77). -

Les Lemmes 3 et 4 concernant ’opérateur S ainsi que les Lemmes 21, 22 et 23 concer-
nant opérateur U nous permettent d’établir la proposition suivante, clef dans la dé-
monstration de la trivialité du noyau de 1’adjoint.

Proposition 22:
Soit Eg := M\ Qg, pour un ouvert borné Qg quelconque. Soit 6 €] — 2, —1].
Il existe deux constantes positives cs et Rs tel que pour tout R > Ry,

VX € 62(Er) o [1X|smm < ¢ (U5 + 1SX)|l2-50)-  (6.94)
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Opérateur de contrainte : le cas général

Preuve :
La combinaison linéaire (6.87) — $(6.84) + 5(6.90) + (6.38) — 5(6.39) donne

[ 00 (VL 5 40 ) d)
05 (1 ) o dp dp dp . dp o
[ (1S = SO ) (X, )+ (2 - 8 div X (X, L) ) du(g)
M p’p p p
= [ A (e L o(DX A du)
+ [ 1252 =6 oIV di(i)

N / §2 (267 — 25 — (29) + o(1)} (X, 902 ap(g)
M

dp .
[ 6= DIXEL )y o)
oM p
dp dp, o, dp .
+ B(2=01X, D) (X,n)s — HX, V2L ), ) do
[ (2= 0 DXy = 30X 3L )y ) o)
o dp dp o dp ° dp o
[ (AVXBEL s + 3L )y + 39X D) - 19X, ) do).
oM P P p p

(6.95)

Application sur E : Fr posséde deux composantes de bord disjointes. Un bord extérieur
a linfini, noté 0E, = 0,.M , et un bord intérieur 9Qr = {p = e 2#} . Comme
X € €°(ER), X est nécessairement nul au voisinage de 0F,, mais pas forcément sur
OQg et c’est la raison pour laquelle les termes de bord présents dans (6.95) ne vont
concerner que 0{2g. Si I'on note ngr la normale & 0Qg extérieure & Er et compte tenu
du fait que lorsque R — +oo , nr — d—pp — 0, ainsi <%,773>§ = |dp|% +o(1) =1+ o(1).
En notant X,, (resp. Xr) la composante de X normale (resp. tangentielle) & 0Fg,

X, = (X,n); et |X|§=X§+X%.

O R
/E p* Ukji(X><v]X7_%gij +39 ’“Xj) dp(g)
R

# P USCOR = X0, o) X+ (2 8) div XX, di(9)
= [ A 5 L o)hXE )

o [ {0 oIVXE (00 (5700 4 25+ o(1)) X2}
0= )+ o) dn(9) + | 32 0)(XE+ 0l1) ()

p
+ /8 (OB + HXE - X O ) — 59X 020 duld)
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6.4. L’opérateur U

En se servant des égalités suivantes

0<IViXon' — X2 = 3IVXEnE + 11X]; — 3VX(n, X)

g
0<3ViXyn + Xil2 = VX2 + HX[2+ 2VX(X,n)

on en déduit, Ve > 0,dR. > 0 et c. >> 1 tel que VR > R,

‘. /E P2 ([0(X)[2 + 1S(X)[2) du(g)

> / (B — 5 — )|V X 2 du(g) + / § (=07 + (235 + 1+ 1 — e} X2 dp(g)
ERr Er
T / PP (6% + (25705 + n5L — 2} X2 dp(g)
Er
—i—l 25(5_ _ 2 s 2 .
Pl (0 =1=e)X7+(2-0—¢)X, ) du(g)
2 Jorg
+3 /BE (WiXm" — X2+ VX' + XJE) dp(g)
> /Ep%[”T“—é—EWX\Edu(&H/E PP {=0+ (%52)0 + n+ 1 — e} X7 du(g)

[P (5 g - X )
Egr
1
+—/ p* ((5 —1-e) X2+ (2-6— g)Xg) du(§).
2 Joeg

e Pour le terme intérieur en X2, nous avons un trindme du second degré en § dont le
discriminant est

A= (”_3>2+4(n+1): (”;5>2>0

et dont les racines sont

5i:(n—3)1:(n+5):{_2;

n+1}
5 .

Ce terme est donc positif ou nul si et seulement si § €] —2; 2.

e Pour le terme intérieur en X2, nous avons un trinome du second degré en ¢ dont le
discriminant est

n—7\2 n? — 22n + 57
= (257 -ty (22T
2 (n=1) 1
Le discriminant est négatif ou nul Vn € [3,19] et pour n = 3, la racine double réelle
est 1. Ce terme est donc positif ou nul Vn € [3,19], V§ € RR.
Vn > 20, le discriminant est strictement positif et les racines sont

(7T—n) £ +vn?—22n+ 57

5y = :
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Opérateur de contrainte : le cas général

La plus grande racine réelle 0, est strictement inférieure a "T_l donc finalement ce

terme est positif ou nul Vn > 3, V6 €]25+; 2.

e Le terme intérieur en |VX|3 est positif ou nul si et seulement si § < (n+1)/2.
e Le terme de bord est positif ou nul si § €]1,2].

Par conséquent, pour 0 appartenant a I'intervalle ]1;2[, on obtient
Ve > 0,dR. > 0 et c. >> 1 tel que VR > R.,

. / P (U5 + 1S(O) du(g) = / PP [ — 6 — €] VX2 du(9)
Er Eg
+/ p25({—62 + (520 +n+1—e} X7+ {0%+ (55 + 5L — e}Xﬁ) du(g).
Egr
C’est a dire ) .
U (X2, -5.85 + [[S(X2—5:25 = || X|]1.2,-5.25- .
6.5 Trivialité du noyau de ’adjoint

On montre maintenant que le noyau de D®(g, 7)* est trivial. Nous aurons besoin des
différents lemmes et propositions suivants dans la démonstration du Théoréme 13.

Lemme 24:
Soit § € IR et £ € W>7(T) une solution de 'équation D®(g, 7)*¢ = 0, alors
¢ = (N, X) satisfait un systéme d’équations de la forme

T(N) = b + by V€
S(X)=—grN + bt

avec by € L2 et by, by € W;’Q.

Preuve :
D’apreés (6.45) et (6.30) , D®(g, 7)*¢ = 0 entraine

T — gtr, T = L26 + W} VE. (6.96)
S(X) = —grN 4+ W}2¢.

En prenant la trace de (6.96), il vient

T(N) = L2 + W} 2VE. (6.97)
S(X) = —grN 4+ W3¢ .

Théoréme 13: Trivialité de ker D® (g, 7)*

Soit @ C M un ouvert connexe tel que Er C Q. Soit (g,7) € F fixé, avec

§ €] —2,—1[, n = 3. Supposons que £ € L? 5(T) satisfasse D®(g, 7)*¢ =0 sur (.
Alors £ = 0 sur Q.
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6.5. Trivialité du noyau de 1’adjoint

Preuve :
D’aprés la Proposition 21, £ € WE(SZ(’T) D’aprés le Lemme 24, puisque & est solution
de D®(g,m)*¢ = 0, £ satisfait une équation de la forme

T(N) = bo& + b V€
S(X)=—gTN +b¢

avec by € L3 et by, by € W2
D’aprés la définition (6.74) de Popérateur U et compte tenu de (6.3), il vient
Ujs(X) = Vi, X, — Riem g X' + L3X. (6.98)
D’aprés (6.47)
UX) = ¢VS(X)+ L2X
— —oTGVN + L2+ W) VE. (6.99)

Il faut montrer qu’une solution N de (5.61) telle que N = o(p?) (d’aprés (4.14)) s’annule.
Avant de poursuivre la preuve du théoréme, rappelons la Proposition 3.9 de [5] :

Proposition 23:

En dimension n = 3, soient § < 0 et (g,7) € F. Soit 2 un sous-ensemble connexe de
M. Soit £ satisfaisant D® (g, 7)*¢ = 0 sur €2. Si de plus £ = 0 sur un ouvert U C €2,
alors £ = 0 sur Q.

Compte tenu de la proposition précédente, il nous reste a montrer que ¢ s’annule prés
du bord. De la méme maniére que pour (6.75),

IV2X |2 —5in — N1X |25 < [1U(X)] 25380 (6.100)
Combinée a (6.94), on obtient compte tenu de (6.99), I'inégalité de Sobolev et (4.15)

X |22, -6:2n < c(IUX)l2,—5:85 + [[S(X)|]2,—5:25)
< c||Nl2-s:r + C (|[E]]oc,—26:8x + || VE]|3,—26:85).  (6.101)

En se servant de la Proposition 8, il existe g << 1 tel que (5.31) + £¢(6.101) donne

[€llo2,-s:mr < cl|T|l2-5:55 + C ([I€]loo,—26:5 + [IVE]l3,—25:25)-

Au vu du Lemme 24 et en utilisant 'inégalité de Sobolev et (4.21) avec 6 < 0, on a

[€ll22, 5.2 < CllE]l22,-26:85
<

C e ||€]|22,-5:5-

On obtient pour tout 6 €] — 2, —1],
1€ll22-52 < C ¥ [I€]l22,-5:E-
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Opérateur de contrainte : le cas général

Pour R assez grand, ||||2,2,—s.5, = 0 et par I'inégalité de Sobolev, £ s’annule donc sur
Egr, pour R >> 1. D’aprés la Prop.23, £ = 0 sur €2, car () est connexe par hypothése.
Ceci conclut la preuve du Théoréme 13.

Le résultat suivant, comme son homologue dans le cas Time-symmetric le Corollaire 2,
ne nous servira pas mais découle de ce qui précéde.

Corollaire 6:
Soit § €] — (n+1)/2,0]\ {—(n — 1)/2}, avec n = 3. 1l existe une constante C' > 0
dépendant de [|(g, 7)||7 telle que pour tout & € W25 (T,

1€l]2,2,—5 < C'||P*€||2,—s. (6.102)

Preuve :

Pour montrer que le noyau de P* est de dimension finie, on utilise le théoréme de Riesz
en montrant que tout ensemble borné de ker P* est || ||22,_s— compact. Soit {{;} une
suite de ker P* telle que [|k||22,—5 = 1. Le théoréme de Rellich nous dit que lon peut
extraire de {£,} une sous-suite, notée également {&}, qui converge dans W' vers une

limite £. La suite {&} est donc de Cauchy dans Wi’i;. D’aprés (6.54), compte tenu du
fait que {&} € ker P*, la suite {&} est donc de Cauchy dans W27, donc convergente
vers € dans WE?, par unicité de la limite, ce qui conclut la preuve de la dimension finie

. ) . 2,2
de ker P*. ker P* est donc un sous-espace vectoriel fermé de I'espace de Hilbert W75 en
tant que sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé. Il admet
par suite un supplémentaire fermé, noté W. Par conséquent, on peut écrire

Wi? =kerP*e W

D’apres le méme argument que dans la preuve du Lemme 2 | il existe une constante
C' > 0 dépendant de ||(g,7)||# telle que pour tout £ € W,

1€]l2,2,—5 < C||PE]|2,—5 (6.103)

On conclut grace a la trivialité de ker P*, d’aprés le théoréme 13.

6.6 Structure de sous-variété

Nous démontrons dans cette section la structure de variété de C en tant que sous-
variété lisse de F. En fait, toutes les lignes de niveaux de ® sont des sous-variétés lisses
de F.
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6.6. Structure de sous-variété

Théoréme 14:

Soit @ : F — L* 'opérateur de contrainte en dimension n = 3.

Pour chaque (gg,¢g;) € L*, pour tout § €] — 2, —1[, P'ensemble des solutions des
équations de contrainte

Cleo,&:) = {(g,7) € F: ®(g,m) = (c0, i)}

est une sous-variété de F. En particulier, 'espace des solutions des équations de
contrainte dans le vide C = C(0,0) = ®7'({0}) a une structure de sous-variété de
Hilbert.

Pour pouvoir utiliser le théoréme des fonctions implicites, il faut montrer :
e ker D®(g, ) posséde un supplémentaire fermé.
o D®(g,m) est surjective.

Pour montrer que le noyau de D®(g, 7) posséde un supplémentaire fermé, on montre
qu’il est fermé. D®(g, 7) étant un opérateur borné, son noyau est fermé par continuité
et puisque F est un espace Hilbertien, ker D®(g, 7) admet un supplémentaire fermé,
que l'on peut prendre ici égal & son orthogonal.

Pour montrer que D®(g, ) est surjective, il suffit de montrer que Im D®(g, ) est
fermée. En effet, puisque £* est un espace de Hilbert dont Im D®(g, ) est un sous-
espace vectoriel fermé, le théoréme du supplémentaire orthogonal d’un fermé dans un
espace de Hilbert nous donne la décomposition en somme directe suivante

L
LY =ImDP(g,7) P <Im D<I>(g,7r)> :
En utilisant la relation suivante, découlant directement de (6.21)
1
ker D®(g, )" = <ImD<I>(g,7T)) ,

on obtient
L =Im DP®(g,7) ® ker D®(g,7)*

On a prouvé la trivialité de ker D®(g, 7)* dans le Théoréme 13, ce qui entraine
Im D®(g,7) = L*.

Pour montrer que Im D®(g, ) est fermée, on considére des variations particuliéres
(h,p) de (g, 7), de la forme

hij =2ygi;
{p“ = (25(V)8 — g1, S(Y) — (0 — )(n — Dy ¢¥) G (6104

déterminées a I’aide des champs (y, Y*). Cela nous conduit a définir 'opérateur F' comme
suit

F(y7 YZ) = [Fo(y, YZ)? E(yv YZ)] = [D(I)O(gu 71-)(h?]))? Dq)i(Q? W)(h,p)]. (6105)
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Opérateur de contrainte : le cas général

D’aprés (6.15) et (6.16),
Fo(y,Y") = 2(n—1)yg[=Ay+nyl+ (4 —n) ®o(g, ™)y + 2(n — 2)rdivY /g
+L2 [y + Y]+ WP VY.

Fi(y, YY) —2/G[~AY; + (n — 1)Yi] + 2®i(g,m) y + W;* Vy + LE [y + Y.

L’intérét de ces variations particuliéres est de donner a I'opérateur F' la forme d’un
opérateur elliptique car nous avons ensuite des estimées et des propriétés sur ces opé-
rateurs qui pourront nous permettre de conclure en montrant que Im F' est fermée et
Coker F' est de dimension finie.

De méme que 'opérateur A agissant sur les fonctions est présent dans I'expression de F’
(5.68) dans le cas Time-symmetric, 'opérateur B = —A +n — 1 agissant sur les champs
de vecteurs est également présent dans ’expression de F', puisque

Fo(y,Y") = 2(n—1)\/gAy+ (4 —n) ®o(g,7)y + 2(n — 2)7divY /g
+L3 [y + Y]+ W5 VY. (6.106)
Fi(y,Y') = —2g(BY')ga+2®;i(g,m)y+W,*Vy+ L[y +Y].
[estimée (6.107) obtenue au Théoréme 15 pour I'opérateur B compléte I'estimée

(5.69) obtenue au Théoréme 10 pour 'opérateur A, et sera cruciale pour montrer que
I'image de F' est fermée au Théoréme 11.

Théoréme 15:
Soient 0 < 0 et g € G. Soit 'opérateur B=—-A+n—1et |s|] < (n+1)/2.
Alors B : W2*(T M) — L2(T M) est borné. De plus, il vérifie I'estimée elliptique

1Y l22.s < C ([[BY |2, + [[Y [2.5:05) - (6.107)

En particulier, B est un opérateur semi-Fredholm , 7.e. B a un noyau de dimension
finie et son image est fermée.

Preuve :

Soit 'opérateur B=-A+n-1 agissant sur les champs de vecteurs. D’apres la
Proposition B de [40], le rayon indiciel de B est (n + 1)/2 et par le Théoréme C de
[40], V|s| < (n+1)/2, B : W23(TM) — L2(TM) est un opérateur Fredholm. Par le
Corollaire 3.13 de [2] , B est un isomorphisme pour la méme plage de s. Il existe done
une constante positive C' = C'(n, s) telle que

1Y 2,25 < C||BY ||2,s. (6.108)

La preuve du théoréme est la méme que celle du Théoréme 10 ou (6.108) remplace
(5.71).
O

Nous aurons besoin du théoréme suivant, montrant que l'image de F' est fermée, pour
pouvoir appliquer le Lemme 14 & F plus tard.
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6.6. Structure de sous-variété

Théoréme 16:

Soit § €] — (n+1)/2,0] avec n = 3.

Lopérateur F : W2 (M) x WP (T M) — L2(T* @ A"T*M) := L* est borné.
De plus, il vérifie I'estimée elliptique

(W Y225 < C (1 (y, Y26 + (5, V)20 + (4, Y |26:05) - (6.109)

En particulier, F' est un opérateur semi-Fredholm , i.e. [’ a un noyau de dimension
finie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la définition de F', I'inégalité triangulaire, (6.12) et I’inclusion de Sobolev
(0 < 0) donnent directement

1EW)l26 < CllYll22.,

ot C' est une constante dépendant de g et ||g||=.

Ainsi F est un opérateur borné (continu). En se servant de I’expression de Fy(y, Y*) dans
(5.69) et en utilisant 'inégalité de Holder (4.15), (4.19), l'inégalité de Ehrling (4.13),
I'inclusion de Sobolev avec § < 0 et ®q(g,7) € L3,

lyll220 < C ([[Ayll2s + [[Yll2505)
< C (1B Y)ll2s + 1®o(g: Myllzs + 1y, V)20 + [ldiv Y]
+el[Yl220 +[yll260x)
< C (I1Fo(y, YVlas + 1w V)20 + 1Y [l2.26 + Nyll2ses) - (6.110)
D’autre part, en se servant de Pexpression de Fj(y,Y?) dans (6.107) et en utilisant

I'inégalité de Holder (4.15), (4.19), l'inégalité de Ehrling (4.13), l'inclusion de Sobolev
avec § < 0 et ®4(g,7) € L3,

V226 < C (IBY|l25 + [[Y]|26:05)
< C(IFi(y, Y)llas + 1®i(g, Myll2.6 + [ (1, Y)]]20
+el[Yla20 + [V]l259x)
< C ([1F(y, Y)ll2s + [, Y)l20 + €[V 226 + [V l2.505)
< C ([Fi(y: Y)ll2s + 11w, Y)ll20 + [V ][2.5000) - (6.111)

Finalement, la combinaison de (6.110) et (6.111) donne (6.109).

Pour tout 0 €] — (n + 1)/2,0], 'estimée (6.109) vérifiée par F' est analogue a celle du
Théoréme 6 et par une démonstration similaire, on montre que F' est semi-Fredholm,
i.e. ' a un noyau de dimension finie et son image est fermée.

Notons que F' et son adjoint F* ont la méme structure

F* L2 {(T) = W_2A(T" @ A"T*M).
Soit F** la restriction de F* définie comme suit :

F*: W2T) = L?5(T* @ A"T* M).

On peut appliquer le Théoréme 11 a F~ pour montrer que ker F* est de dimension finie :
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Opérateur de contrainte : le cas général

Théoréme 17: .
Soit § €] — (n+1)/2,0] avec n = 3. L’opérateur F* : W>2(T) — L2 5(T* @ A"T* M)
est borné. De plus, il vérifie I’estimée elliptique

1Y )llz25 < € (NF @Yl as + 115 Yl 25+ 15,V )llos0e ) - (6.112)

En particulier, F** est un opérateur semi-Fredholm , 7.e. F'* a un noyau de dimension
finie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la définition de F™*, I'inégalité triangulaire, (6.12) et I'inclusion de Sobolev
(0 < 0) donnent directement

1 W)ll2.-s < Cllyll22.-5

En se servant de expression de Fy(y,Y?) (formellement identique & Fy(y,Y?)) dans
(5.69) et en se servant de l'inégalité de Holder (4.15) , (4.19), l'inégalité de Ehrling
(4.13), 'inclusion de Sobolev avec § < 0 et ®o(g, m) € L3,

1w, Y)ll22-s < C ([|Ayll2,—s + |[N]l2,-5:05)
< C(|F3w.Y)|la—s + [|®o(g, m)yll2,—5 + || (v, Y)|]2,—25 + ||div Y ||2.s
+e|[Y|22,-26 + |yl |2.6:05)

< O (IF5 V)l + 1 Y llao23 + [V oo + Iyl -si0, ) (6.113)

D’autre part, en se servant de ’expression de ﬁ}(y,Y") (formellement identique a
F,(y,Y")) dans (6.107) et en se servant de I'inégalité de Holder v , (4.19), I'inégalité de
Ehrling (4.13), Pinclusion de Sobolev avec § < 0 et ®;(g,7) € L2,

Y l22—s < C (||BY |25 + [[Yl2,-5:0)
< C(1F (v, Y)l2—s + | ®i(g, M) yll2,—5 + 1| (y, Y)]|2,—26
+e|[Yl22,-25 + |1V |2,-6:01)

< C (IIFF o + 110 Y o2+ 2l1V oz + 1Y o)
< € (IF @)oo + 1Y )llo2 + 1Y Tl ) - (6.114)

Finalement, la combinaison de (6.113) et (6.114) donne (6.112).

Pour tout § €] — (n + 1)/2,0], lestimée (6.112) vérifice par F* est analogue a celle du
Théoréme 6 et par une démonstration similaire, on montre que F* est un opérateur
semi-Fredholm, ¢.e. F* aun noyau de dimension finie et son image est fermée.

Par régularité elliptique, ker F™* = ker F* est aussi de dimension finie.
Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le Théoréme 14. Puisque I'image
de F' est fermée d’aprés le Théoréme 16, on peut appliquer le Lemme 14 & F', obtenant

ainsi (Coker F))* ~ ker F* et par suite du Théoréme 17, (Coker F')* est de dimension
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6.6. Structure de sous-variété

finie. En dimension finie, un espace vectoriel et son espace dual sont isomorphes et
Coker F' est donc de dimension finie. I’opérateur F' satisfait

ImF CImD®(g,m) C L*.
Soit 7 la projection canonique :
7w L" — Coker F

7(Im D®(g, 7)) est fermé comme sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie (Coker F'). Im (D®(g, 7)) est fermée comme image réciproque d’un fermé par
une application continue. Ceci conclut la preuve de la structure de variété de C en tant
que sous-variété lisse de F.
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Deuxiéme partie

Masse d’une variété faiblement
asymptotiquement hyperbolique
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Chapitre 7

Définition et propriétés de la masse

7.1 Estimation d’une formule de trace

L’objet de cette section est I'obtention du Lemme 27, que nous utiliserons pour mon-
trer que la fonctionnelle masse est bien définie. Les deux lemmes suivants seront utiles
dans sa preuve.

On considére les couronnes A; = {1 < 2z <2} x S" tet Ay ={A<p<2\} x 5!
et I'application

w)\:Al — A)\
(Z,H) = ()\Z,@):(,O,Q)

Sur Ay, on a la métrique b ~ p~2(dp? + dQ?) dont la forme volume est duy, = p~™ dp dS).
Sur Aj, la métrique b devient la métrique by ~ z7%(dz? + A72dQ?) dont la forme volume
est duy, = 27" A~ =Dz dQ). Cependant, pour pouvoir utiliser le théoréme de trace sur
A; on veut une métrique e; équivalente a la métrique euclidienne sur A; de la forme
e1 = dz? + dO?. On pose uy = u o y.

Lemme 25:
En dimension n > 3, pour toute fonction u € L9(S)) :

_n
[lullgssy = A~ [Jun]lg;s,

Preuve :
Etant donné que p ~ X sur S, il vient

1

lullgs, = ([ lulpd2)’
S

Q

1
x%( \uqudQ)q
S1
_n
= A4 HUAHq;& -

Lemme 26:
En dimension n > 3, pour toute fonction u € W;?(A,) :

n=l_qy_
luallpar SAT 70 ull1psa,

127



7.1. Estimation d’une formule de trace

Preuve :
Pour toute fonction u € L{(A,), étant donné que p ~ X sur Sy et z ~ 1 sur S,

[ull? g, ZLAh%f%m

A
/ |ul? pP° " dpd$
Ax

Q

~ up 2 AP~ dzd$)
Aq

~ ATy ||,

D’autre part,

i}~ 2((O)(0.0) + 3 00u00,0)

~ A2 ((8pu)2()\z, 0) + §%% Op,u a@ju)
Or uy = u o1y, ce qui entraine J,uy = A\J,u et

dul2 ~ 22 ((azug?(z,e)+A2geﬁja&uagju)

~ |du)\’g)\ Z )\2 |du)\’g1

Plus généralement, |duly 2 AP |du,|P, et par conséquent

/ |dul? Py, > NP / \duy [P dzd€)
Ay A ! U

Lemme 27:
Soit §,, = 32:; Il existe deux constantes \g << 1 et ¢ telles que pour tout A < A,

pour toute fonction u dans W, *(Ey,), alors u € L'(Sy) et

lullus, < A Jull1 254, (7.1)

Par conséquent, ||u1,5, = o(A"C"F%)) lorsque A — 0.

Preuve :
Inclusion de Sobolev en dimension n — 1 > 2 :
Pour tout g > 1, il existe une constante c telle que

[lullisy < ellullgs, (7.2)

Inégalité de Sobolev en dimension n — 1 > 2 :

Pour tout ¢ tel que 2 < g < 2(:__21), il existe une constante c telle que

uallgs, < clluallij22:s, - (7.3)

128



Définition et propriétés de la masse

Puisque uy € W2(A;), le théoréme de trace implique que uy € W/22(S)) et

ull12.2:8 < [luall12:4,- (7.4)

Pour obtenir 'inégalité (7.1) la plus fine possible, il convient de prendre ¢ = %,
valeur maximale permise dans (7.2) et (7.3) tout en étant minimale dans le Lemme 25.
Il ne reste plus alors qu’a combiner ces différentes inégalités a (7.4) et au Lemme 26,
obtenant ainsi

n n—1 2n-—3

Op=—+1-— =
q 2 2n—2 O

7.2 Cadre d’étude

On considére une métrique Riemannienne modéle by, de dimension n sur B :=]0, 2 pg] X
N de la forme

by = p2 <d,02 (1 %)Qh) k= {0,£1}) (7.5)

ol (N, h) est une variété Riemannienne d’Einstein compacte de dimension n — 1 dont
la courbure de Ricci est donnée par

Ric h = k(n —2)h , k = {0, £1} ,n > 3. (7.6)

Ceci permet de prendre en considération les différentes géométries possibles pour N.
Les équations (7.5) et (7.6) impliquent que by, est d’Einstein et en notant respectivement,
Ric by, et R(bg) la courbure de Ricci et la courbure scalaire de by,

Ric by = —(n— )by, R(bx) = —n(n—1) = 2A. (7.7)
On note ")V la dérivée covariante pour la métrique by, et on définit
Ny, = {V € €*(B),/ v TV = V(Ric by, 4 nby,)}.

Lorsque h est une variété Riemannienne compléte de courbure sectionnelle constante,
on a le résultat suivant (cf. [17], Annexe B) sur NV, :
o Lorsque k =0, -1 = Ny, =N, , = Vect(V)) avec Vo) = p~ (1 + %),
e Lorsque k =1,(N,h) = (S"1 ggn-1) et by est la métrique hyperbolique.
Si on s’inspire du modéle de la boule de Poincaré (voir par exemple [19], équations
(3.3) et (3.4) avec w = (1 — |z[*) = p(1 + 5)7?), on a
Ml = veCt{V(#)}M:Owwn

avec Vg =p '(1+ '04—2) et Viy=p'(1+ §)2xi, i=1,...,n
oit les z* sont les coordonnées cartésiennes sur la boule de IR™.

Remarque : Pour tout & = {0,+1} , Vu=0,...,n, lorsque p — 0,
Viw = 0(p™") et OVl = O(p™").
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7.2. Cadre d’étude

Soit Q,, = {z

€ M : p(x) > 2po}. On considére le diffeomorphisme ¢ entre
B =]0,2po] x N et B, =

{l'EM p( )<2p0}:M\QpOCMext

¢: E,, —]0,2p] x N.

On transporte by par ¢ et on obtient la métrique g = ¢*by, sur Epo. On prolonge ¢
de maniére € sur M \ E,,, ainsi les conditions d’intégrabilité suivantes sur M sont
satisfaites :

0°?

Ric g+ (n—1)g € €> C L3 (7.8)
R(G)—2Ae€> C L', (7.9)

Soit Ve € Mp,. On raméne V,, sur E , par ¢ et on le prolonge de facon €™ sur Q,, (a
I'intérieur) en une fonction V On obtlent ainsi V ="V = Voo 07! sur E et en
particulier sur Ep :

VV Vs = Vao(Ric § + ng) (7.10)
(R(§) — 2M) Voo = 0 (7.11)

Pour p; << 1 tel que p; < po, on définit une fonction de troncature y,, sur M vérifiant

) 1lsur E 01/2
Xev = 0 sur Q

On dit que Vo, € €>°(M) est un KID au voisinage de l'infini représentant Vi, s'il
existe p; << 1 tel que p; < pp pour lequel

. E
Vio = X1 Voo = Voo sur By, (7.12)
0 sur Q,,

. A~ 3 . ’ . ’ © =~
Remarque : V,, n’est pas uniquement déterminé par sa valeur Vo, sur £, ; car sa valeur

sur la couronne A, = Q, 5\ Q, = {z € M :p < p(z) < 2pi} nest pas fixée. Cela
dit, deux KID Vi et Vy au voisinage de l'infini représentant le méme V. ne différent que
sur une couronne au maximum, donc différent d’une fonction lisse & support compact
inclus dans une couronne.

Une fonction V' € (M) est appelée fonction asymptotiquement KID s’il existe
Voo € N, dont le KID a linfini Vi, est tel que V — Voo € WF2(M). Si V4 et V3 sont

deux fonctions asymptotiquement KID représentant V., alors Vi — Vo € WF2(M) et
on peut définir la classe des fonctions asymptotiquement KID représentant V,

Ve + WFE2H (M) :={V : V =V, € WF3(M)}

On notera dans cette partie 1/¢ la mesure de volume associée & la métrique §.
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7.3 Définition de la fonctionnelle masse

On considére pour toute cette partie sur la masse le cas Time-symmetric dans lequel
M est une hypersurface de genre espace totalement géodésique de P'espace-temps N.
On introduit 'opérateur suivant

Ro(g) = (V*Ugy — Atrgg — Ric (57" e5™') + 3(R() — 20)tmye) /G (713)

En notant e;; = g;; — gij, 'opérateur Ry(g) n’est autre que la linéarisée de la courbure
scalaire de ¢ dans la direction e. En effet, dans le cas Time-symmetric, I'opérateur de
contrainte sera notre opérateur de densité de charge locale

Po(9) := (R(g) — 2A) Vg

D’aprés (5.11) , l'expression de sa linéarisée en ¢ dans la direction e est

. © i : - R L. -
D®y(g).e = (V Ve — Atr§e> Vi — [Rlc GG teg™) — §(R(g) - 2A)tr§e} Vv
= Rolg),
et son L?(du(g))-adjoint formel est
D®o(§)".V = (ViV,V = gy AV = [Ric g — }(R(9) = 20)g,]V ) V. (7.14)

En reprenant les notations de [46], U'integrande-charge U(V, e) est la 1-forme différentielle
apparaissant dans la formule d’intégration par partie

(V, D®o(§).¢)o = divoU(V, €) + (D®o(§)*.V, )0 , (7.15)

ou (, )o désigne le produit scalaire pour la métrique g.
On définit la fonctionnelle suivante, appelée masse dans la direction V., comme suit

MV, b,9) = /MdivoU(Voo,e)

— [ (D@l - [ (DR i)y (716)
M M

~ ~

_ /M 7 Rolg) — /M<D<I>o<§>*.voo,e>o.

Par construction de Vs, , D®¢(§)*.Vao = 0 sur Q,, et D®o(§)*.Vao = 0 sur E,, 5, compte
tenu de (7.10) et (7.11), ainsi

MV, 6,g) = /E Ve Rolg) — / (D®Bo(3)" Ve €)o (7.17)

P1 P1

Les parties d’ordre 0 en e étant les mémes dans Vi, Ro(g) et <D<I>0(§)*.Voo, e)o, elles se
simplifient dans I’expression (7.17) de 9t et on obtient

MV, 0,9) = / {‘A/oo(62 g, — Atrgg) — (V2IV,, — AV, §Y) ei]} Vg

B,y
= / V! {VOO (V2gi; — Vitrzg) + ViVatrze — %jf/ooeij} N
By,

(7.18)
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Remarque : La définition (7.18) nous permet de dire que la masse dépend de V,, mais
est indépendante du choix du KID au voisinage de l'infini représentant V... En effet, si
I’on choisit deux KIDs V; et Vy représentant V., d’aprés une remarque précédente, leur
différence est une fonction lisse & support compact (inclus dans A,,). La différence des
deux masses obtenues pour V; et Va est alors I'intégrale d’une divergence d’une 1-forme
a support compact, donc nulle.

Le lemme suivant donne les conditions d’intégrabilités nécessaires a la validité du pro-
cessus d’intégration que nous appliquerons sur une suite d’hypersurfaces compactes
partant a U'infini; processus clef dans notre définition de la masse (7.19).

Lemme 28: (|5], Lemma 4.3)
Soit M = [J,.», M une exhaustion d’une variété n-dimensionnelle non compacte M

par des ensembles compacts a bords lisses 0 M. Supposons que 3 € I/Vllof(A”_lT*M)
satisfasse d3 € L'(A"T*M). Alors

1.
[ existe pour tout k > 1,
oM,
2.
j{ £ := lim B existe.
OMoe k=400 Jom,
Preuve :

OM,, étant lisse, le théoréme de trace nous dit que
g e W1/2’2(8Mk) C Lz(GMk) C Ll((?/\/lk),

ol les espaces de Sobolev fractionnaires sont définis en utilisant la transformée de Fourier
de maniére usuelle. Ceci montre que les intégrales de bord loin de l'infini sont bien
définies. La définition de la dérivée au sens faible nous permet d’appliquer le théoréme
de Stokes & d 3 sur n’importe quelle région compacte. En particulier, pour tout 1 < ¢ < p,

7({9/\4], ' 1{9/\4(1 = %Mp\Mq .

Puisque df € L'(A"T*M), le membre de droite de I'équation ci-dessus est un o(1)
lorsque ¢ = min(p, q¢) — +oo et par suite, {faMk [}52, est une suite de Cauchy, conver-
gente dans IR comme annoncé.

D’aprés le Théoréme de Divergence-flux,

M(Ves0.9) = [

~ {VOO (%jgij — 6{“@9) + %,Vootr;,e - @jf/ooeij} n'do

OE,,

ou 7 est la normale extérieure a 8Ep1 dans M et do est la mesure induite sur 8Ep1.
E, posséde deux composantes de bord disjointes. Un bord a l'infini noté S, et un
bord intérieur 8Qp1 =5, . Il se trouve que Vi, est nul sur S, par construction et que
pour p < p?, Vi = \O/OO. On utilise donc le Lemme 28 (sous réserve que les conditions
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d’intégrabilité soient vérifices) avec Uexhaustion M = J,5, Sk out Sp = {x € M :
p(x) = 1/k} et finalement la masse prend la forme suivante

MV, d,9) = / {Voo (%jgij — @itrgg) + %ﬂo/ootrge — %j\o/ooeij} vidoy  (7.19)

_ /S : UV, e)(v) do

oll S5 = lim Sy, v la normale extérieure & S, dans M et dogy la mesure induite sur S..
k—0+
On obtient donc I'expression de I'intégrande intervenant dans la définition de la masse

U<V007 e) = U<V007 ¢7 g) = Voo (%jgm - %itrég) + %ivootrge - %jf/ooeij

= 7 (Ve (Vagiy = Vige) + 0Veelg = D) — OeVoelg = 9 ) - (7:20)

Formellement,
MVeo, b,9) = / {VOO (divoe — dtrze) + dVao(trze) — e(VVi, )} (v) doy,

qui coincide avec la fonctionnelle définie dans [34] ou [21].

Il reste a vérifier si les conditions d’intégrabilité du Lemme 28 sont satisfaites pour bien
avoir 'équivalence des définitions (7.18) et (7.19). Les fonctions Voo Vg v et VVa(g—§) v
étant dans W2 car g € G*, il ne reste qu’a montrer VieRo(g) € L* pour montrer que
les expressions (7.18) et (7.19) sont toutes deux bien définies et donc coincident. Ceci
est fait dans la section suivante.

7.4 Reégularité

Le Lemme 27 implique le corollaire suivant, qui servira aussi bien & justifier que la
masse est bien définie qu’a simplifier la preuve de son invariance géométrique.

Corollaire 7:
La définition de la fonctionnelle 9T (7.18) reste valable (et inchangée) si on remplace

le KID au voisinage de I'infini représentant V., par toute fonction asymptotiquement
KID V € Vo, + W2*(M) , Vs < =6, — 6.

Preuve : R
La différence entre les définitions (7.19) pour V' et V, est U'intégrale

}\in% {(V — Vo) (Vgs; — %itrgg) + ViV - Vio)trze — VIV — Voo)eij} V'dog (7.21)
— S)\

Les fonctions (V =V ) V(g—§) v et V(V —=Va) (g—§) v présentes sous Dintégrale sont

dans Wslfé(./\/l) et d’aprés le Lemme 27, l'intégrale (7.21) décroit comme o(\~0nF0+9))

lorsque A — 0. La condition s < —¢,, —  assure que (7.21) tende bien vers 0 .

Le point d’orgue de cette section est le Théoréme 18. Nous aurons besoin du lemme

suivant dans la preuve de la Proposition 24, de laquelle découle presque directement le
théoréme.
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Lemme 29:
Soit M une variété n-dimensionnelle. Soit g et ¢ deux métriques Riemanniennes sur
M. En notant €ij = Gij — gij;

Ric g (7" + (7 = 7)) = R(5) + O(e?),

ot O(e?) est une somme de termes au minimum quadratiques en e.

Preuve :

et par conséquent

Finalement,

Proposition 24:
Soit g € GT. Alors pour tout § < —1/2, il existe une constante ¢ > 0 dépendant de ¢
et 0 telle que

[[®0(g) — Ro(g)[]1,-1 < < 5)- (7.22)

Preuve :
D’aprés (5.9), la courbure scalaire de g peut étre exprimée sous la forme

R(g) = ¢ Ric g + Q(g™'Vg) + g™ gjl(vz]gkl VZ95),
ou Q est une somme de termes quadratiques en g_lﬁg.
R(g) =20 = g™ Ric g —2A + Q(g7", V) + ¢ (V2 90 — Vi)
+((g" = 499" + 5 (6" = 4)) (V3 gu — Vigi1)
= Ric f}jk(gﬂ“ +(g7 eé‘l)j’“) — 20+ Q(g7", Vg) + Ro(9)/ V3
(6" = M) + (6" — ")) (Vigw — Vi) — 5(R() — 20)inge.

On obtient grace au Lemme 29,

R(g) -2\ = R(3) —2A+O(e*) + Qg7 V) + Ro(9)/\/9
<(ng Mg+ g (g - ))(V”gkz VZ.9;1)
1

2

(R(g) —2A)g Z](gm - gw)

+
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Par conséquent,

Bo(g) —Rolg) = (R(9) —20) g+ O(*) + Qg™ V) + Rol9) (Vg — V) /3
_|_<(gik — G gy gk — §j1)> (%?jgkl _ @?kgﬂ)\/ﬁ
1

—5(R(9) = 289" (957 = G:5)V/3.

En utilisant P'inégalité de Holder (4.16) et Pinclusion de Sobolev (6 < —1/2)
1@o(9) = Ro(g)ll1-1 < ¢ {HR(!?) =201+ (g = )11+ 1[(V9)? 1,1

+[Ro(9) (VT = V1,1 + 1(g = ) Vgll,

+I(R(5) — 28)(g = )11 }

c{IIR(G) = 2l1,-1 +1lg = 31135+ IVl

19 = 3ll2slRo(9)|25 + g = 12l Vgl l2
19 = dllsol R(G) = 2A/|1.-1 |

< c{UIR@) = 2ll,1 +1lg = 31825+ llg — 91124l Ro(9) s
+lg = 31124l R(3) = 2All1, 1 }. (7.23)

D’aprés la définition (7.13) de Ro(g), I'inégalité de Holder (4.16), I'inégalité de Sobolev
et I'inclusion de Sobolev (6§ < 0),

N

Ro(@)llzs < e {IIV3g = 9)llas + llg = dllslIRic g+ (n = 1)glloo
+1g = gll2s + I1R(G) — 2All20llg = 9llocs }
< cllg — dlloaa{ 1+ [IRic g+ (n — Dillas + 1R(3) — 24}
Compte tenu des conditions d’intégrabilité (7.8),

IRo(9)l]26 < ¢llg = ll2:2

et par conséquent Ro(g) € L3.
En remplacant dans (7.23), compte tenu des conditions d’intégrabilité (7.8) et (7.9),

1R0(9) — Ro(9)l 1,1 < {1419 = glBos + llg — dllans -

On conclut en utilisant la relation 2a < 1+ a? avec a = ||g — §||2.2.5- .

Théoréme 18:
Soit ¢ € LY (A"T*M). Lorsque l'on fixe ¢ et V., la fonctionnelle 9 définie par
(7.17) est lisse sur la sous-variété de Hilbert C(¢),

M e ¢=(C(e); R).

135



7.5. Invariance géométrique

Preuve :

La fonctionnelle 9t dépendant linéairement de g, il nous suffit de montrer que 9 est
bornée sur C(e) au sens ou les intégrales présentes dans (7.17) sont convergentes. La
deuxiéme intégrale étant a support compact, elle est convergente. Comme Vi, = O(p™),
montrer que la premicre intégrale est convergente revient a montrer que Ro(g) € L |,
ce qui découle de la proposition 24. En effet, puisque € € L' (M), on peut conclure la
preuve du Théoréme 18 par

Ro(9)l1,-1 < [|®Polg9) — Ro(g)]|1,-1 + [|Po(9)]]1,-1
< cfu+llg = glasf + el

Par conséquent, les expressions (7.18) et (7.19) de la masse sont toutes deux bien
définies et coincident. Dans la section suivante, nous allons nous intéresser au caractére
géométrique de la masse et notamment a la dépendance de la masse par rapport au
diffeomorphisme choisi pour la définir.

7.5 Invariance géométrique

Lemme 30:
Soient k

=0,1,2, s € R, g € G" avec 0 < 0. On définit les espaces de Sobolev a
poids W*?2(g)

de maniére analogue & W¥2 en remplagant ¢ par g. Alors on a
Wi (g) = W2,

En d’autres termes, les espaces W2 sont indépendants de la métrique de G utilisée
pour les définir.

Preuve :
Soit V la connexion relative a la métrique g. On rappelle que toute métrique g € G+
est équivalente & g lorsque 6 < 0. Nous noterons respectivement

Vi/;ﬁs = WfQ(g) et Wi = Wf’Q(g).

Il nous faut montrer que W;“ =Wis, Yk=0,1,2,Vs € R. Soit g =g + Wkg , s €R.
Montrons l'inclusion W;w C Wiyt

Pour k = 0 : Soit le tenseur u € T™"(M) tel que u € WQS, alors puisque ¢ et ¢ sont
équivalentes, on a immeédiatement 1’inclusion

Wo.s C W (7.24)
Pour k=1 : soit u € WLS, alors u et Vu sont dans Wo,s C Wos.
Vu ~ Vu + Au

Puisque g € g7, A € VCVL(; et par (4.17), Au € VCVQH(;. Compte tenu de l'inclusion de
Sobolev (6 < 0) et (7.24) , on a I'inclusion

Wo,s+s C Woss, (7.25)
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ce qui entraine Au € Wy, et par suite Vu € Wy 5, ce qui donne bien I'inclusion
Wi, C Wi, (7.26)
Pour &k = 2 : soit v € VCVQ,S, alors u et V2u € VCV(),S C Wy et Vu € WLS C Wi

Vu ~ V2u+ V(Au) £ AVu £ A%
~ V2u+uVA+ AVu + A%y

Puisque g € G*, A € Wl,é et par (4.17), AVu € Wo,er(; C Wy, d’apres (7.25). Puisque
A€ WL(;, VA € VT/O,(; et par (4.17), A? € WU,Q(;. Par I'inégalité de Sobolev et compte
tenu de I'inclusion de Sobolev (6 < 0), I'inégalité de Holder et (7.24), on a les inclusions
A%y € Wy, et uVA € Wy, et par suite V2u € Wy, ce qui donne bien Iinclusion

WQ,S C W275. (727)

Pour montrer 'inclusion inverse Wy, C kas, il suffit de remarquer que par (7.27),
g = g + Wi s que 'on peut encore écrire g = g + Wy, . Nous pouvons alors appliquer le
méme raisonnement que précédemment en inversant les roles de g et g.

Forts de ce résultat, nous pourrons continuer par la suite & utiliser la notation W2
pour désigner les espaces de Sobolev sans faire référence a la métrique (de G1) utilisée
pour les définir, sans que cela donne lieu a une quelconque ambiguité.

Afin de montrer I'invariance géométrique de notre définition de masse (7.19), consi-
dérons ¢ et ¢ deux difféomorphismes permettant de transporter la métrique b sur My

e
{g ~ Z*b (7.28)

les deux métriques étant prolongées de facon lisse et arbitraire sur M. On procéde de
méme pour V.

Compte tenu des résultats de R. Bartnik [5] et de ceux P. Chrusciel, M. Herzlich [19]
et P. Chrusciel, G. Nagy [17] nous proposons I'affirmation suivante :

Conjecture 1:
Supposons que g € G = g+ VV;’2 et g€ g+ Wf’Q(g), avec 0 < —n/2, n=3.
Alors, & une isométrie prés du modéle, il existe un champ de vecteur & € W; 2 tel que

_ . . 2,2
Gij = Gij+ (Led)ij + Wi,

Ve = Vo + ViVl + W,

Une premiére tentative de preuve consisterait a essayer d’adapter, par une étude fine en
faible régularité, la preuve donnée dans [17]. On pourrait prendre des poids ¢ différents
dans les espaces de Sobolev relatifs & g et g, on obtiendrait alors le résultat pour le poids
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le plus grand. Notons qu’une conséquence, prouvée ultérieurement, sera que g € G ce
qui n’était a priori pas le cas.

Le théoréme suivant, tributaire de la Conjecture 1, énonce I'invariance géométrique
de notre fonctionnelle masse, caractére indispensable pour espérer traduire une certaine
réalité physique en accord avec les principes de la relativité générale.

Théoréme 19:
Soit g € GT, avec § €] — (n+1)/2, —n/2] et n = 3. Soient ¢ et ¥ deux diffeomor-
phismes comme dans (7.28). Alors

M(Voo, ¢, 9) = M(Vis, ¥, 9).-

Preuve :
La Conjecture 1 nous donne

. . o o 29
Voo = Voo + vzvooé. + W25+17
or V; Vooél € W5+21 puisque £ € W32, ce qui entraine grace a l'inclusion de Sobolev

(0 <0) que Voo — Voo € I/VM1 Cela montre que le KID au voisinage de l'infini Vi (g)
représentant V, et construit avec la métrique g est tel que

Voo (9) € Voo + W6+1(M)
Puisque 6 € |—(n+1)/2, —n/2], la condition §+1 < —d,, — 9 est bien satisfaite. On peut
donc utiliser le Corollaire 7 et choisir n’importe quel représentant de la classe d’équiva-
lence V,, + W5+1(./\/l) pour définir la masse sans en changer la valeur. On peut prendre
en particulier V.o pour définir a la fois U(Vios ¢, g) et U(Vio, 9, g), notés respectivement
U et U afin & alléger les notations. On notera V et /g la connexion et la mesure de
volume pour la métrique §. D’aprés (7.18), il nous faut donc calculer

B:=VUy/g—VU/j
avant de l'intégrer sur Epl et montrer que le résultat est nul. Les métriques ¢ et § étant
équivalentes, d’aprés (7.20),

g = Vl{gjk (Voo (%kgz’j Vzg]k) + 0, Vao (9—9)jk — 8kv (9—9g w) }\/5
—?’{gj’“ (Voo (Vigij — Vigir) + 0iVao (g — §)j — O Vol zy) }\/g
= ﬁi{éﬂf <VOO (%kgij - %igjk) + 6E“A/oo(g - SDJ) 3k 9 g zg) }\/5

_%"{s}j’f (Voo (Vigis — Vigin) + 0Vao (9 — §)jx — oy }\/E

= Vi (Ve [(Vi = Vi) — (Vi = Vi)ga] )
V" (023 = 9k — Vol — 9)is) }V/3
v {G-a) (Vo + Vinlo—0) }Va

138



Définition et propriétés de la masse

En posant /Lk] =Tk — I'%, on obtient d’apres (5.6) et (5.7),

P50
(Vi — Vi)gi; — (Vi = Vi) gix = Vadij — Vidjn-

Par conséquent,

B = V& (Ve (Vidiy = Vi) + ViVel@ = D = ViV (0 = 0)5) }V/3
+9{(5 - ) (V¥ + Vg~ 9)) VG
= VUV 6,9) VG + V{5~ 9) (Ve Vo + VVlg = 9)) }V5
L’intégration sur £, donne d’aprés (7.19),
M(Voos &,9) = M(Vao, ¥, 9)
=MVt [ G0 (B Vo4 Vil ) v

= / " %i{voo (%kgij — %igjk) + @if/oo(g — 9)jk — %kvw(g — §)z’j}\/g

Epl
+/ ) (Voo Vg + V(g — g)) v doy. (7.29)
Soo

L’expression exacte du deuxiéme terme du membre de droite importe peu dans la mesure
oll ce terme ne contribue pas une fois intégré sur la sphére a l'infini, d’aprés le méme
argument que celui utilisé dans le Corollaire 7. En effet, puisque (g —g) € Wg 2

que Voo = O(p _1) et [VVi s = O(p™") lorsque p — 0, alors (§ — §)Va € VV(SJrl et

GVOO(g g) € W5+1. Par conséquent, les fonctions (§—g) Vo Vgv et (g—9) VVoo(g g)v

sont respectivement dans Wzléil et Wféil. Puisque 6 €] — (n+1)/2, —n/2], d’aprés le

Lemme 27, lorsque p tend vers 0, la premiére intégrale sur S, est un o(p=%"~17%) avec
—0, — 1 —20 > 0 et la Proposition 1 indique que la deuxiéme intégrale sur S,, est un
o(p~271) = o(p™!). Toutes deux ne contribuent donc pas aprés intégration sur S.
Ainsi, on obtient

9jt(‘/oov ¢7 g) - m(vooa 1/)7 g) - m(VOOJ ¢7 g)
Montrons maintenant que IMM(V.,, ¢, §) est nulle. A ce stade de la démonstration, nous
n’avons pas encore utilisé que g = ¥*b. On utilise 'expression de g de la Conjecture 1 :

gzj = éij + %zfj + %J& + Wij avec W € W22(§2 (7.30)

U(Vo, 6,9) = §* (‘700 (Vadis = Vigin) + ViVio(§ = 9k — ViVao 3 — é)m‘)
— Ve ViV + ViV,& — ViVl — ViViE))
+g* (éivw<ﬁj§k +ViE) — ViVao (Vi€ + ?jgi))
Vo VIV + VTV, W
= 2ViVa(V,€) + Ve (V,; Vi€ + V,VIE — 2V,V,6)
NV (Vi& + V&) + Voo VIV + VT W
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Le terme Vi, %W—l—@f/oo W est exactement du méme type que le terme sous la deuxiéme
intégrale du membre de droite de (7.29) et ne contribue pas une fois intégré sur la sphére
a l'infini, on peut donc 'omettre dans le reste du calcul. On utilise I'identité suivante,
obtenue en prenant la trace de 'identité de Ricci (2.5)

(Ric §);6’ = V;Vi€! = ViV,
ce qui entraine
U(Vaor $.9) = 2ViVao( V&) = (V;VaVi& + Ve V; Vi) = VIV V6 + VooV, V7§
+2 V4 (Ric )&
Compte tenu des égalités suivantes :

2V Vao(ViE7) = 2V,;(ViVaol) — 2V, V, Vool

l\D

—(V; Voo Vil + VooV, Vi) = —V;(Vao Vie?)
—VIV, V& = —V;(V voogz)+Avoogz
Ve ViVI& = V,(Vae V J@) V,; Vi VI
= V;(Vae V&) = Vi(VIVo&) + AV

U(Vao: 6,5) = 2V (2ViVady) — Ve Vi) — 2V, ViVl +2 AV&' +2 Vo (Ric §);;¢7
= =2 VJ(VO?; V[ZVOO fj]) - 2(%]%zvooéj Avoogz - (RIC g)ljg )

D’aprés (7.18) et (7.19), et sachant que V,;V,; Vi = V;V,; Vi,
%z%] (VS 26]]) \/_

+/ <616]‘0/00 — éijﬁ‘ofoo — ‘O/OO (RIC §)23> ngi dO'O:| .
Soo

Eﬂl

MV63) = -2

Or d’aprés (7.10), V,V]VOO — G AV — Voo (Ric 9)i; = 0 et la double divergence d’une 2-
forme bilinéaire antisymétrique est nulle, concluant la preuve de 'invariance géométrique
de la masse.

7.6 La masse d’une variété faiblement AH

La fonctionnelle masse dans la direction V., définie dans la section 7.3 et dont les
propriétés sont décrites dans les sections précédant celle-ci, fait intervenir le vecteur
Voo € Mpy,. Nous souhaiterions pouvoir définir un invariant géométrique indépendant
de la direction V., une notion de masse intrinséque d’une variété asymptotiquement
hyperbolique de métrique g, et pouvoir relier cette masse intrinséque a la fonctionnelle
masse dans la direction V. Il nous faut pour cela nous intéresser de plus prés a Ny, ,
en fonction de k = —1;0; 1, puisque la structure de N, en dépend. On s’appuie sur
'article de Chrusciel-Herzlich [19].
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Définition et propriétés de la masse

e Dans le cas k = —1, N;_, est de dimension 1 et
No_, = Vect(V{q)) avec Vo) =p '(1+ %)

Le systéme de coordonnées de (7.5) étant défini de maniére unique, il en est de
méme pour V(o) et on peut alors définir la masse

mAH(g) = fm(V(0)> o, 9)- (7-31)

On identifie le vecteur Vo, = V2 V(o) € N,_, et sa composante V2 € R et on a alors

m(vom ¢a g) = Vo%mAH(g>a

que 'on notera abusivement

e Dans le cas k = 0, Ny, est également de dimension 1 et
. 2
Niy = Veet (Vi) avee Vigy = o7 (1+ 47)

Cependant, il y a un degré de liberté dans le choix du systéme de coordonnées de
(7.5), invariant par le changement d’échelle

p—ap, h—a?h, acR".

Pour fixer le systéme de coordonnées, on impose la condition Vol,(N) = 1 et la
masse est alors définie par (7.31).

e Dans le cas k = 1, (N,h) = (S", ggn1) et by est la métrique hyperbolique. N,
est alors de dimension n + 1 et pour le modéle de la boule de Poincaré,

Np, = VeCt{V(u)}MZO,---m

avec Vg =p 11+ %) et Viy=p"'(1+ g)Qa:i, i=1,...,n oules ' sont les
coordonnées cartésiennes sur la boule de R".

Dans les coordonnées géodésiques autour d’un point de I’espace hyperbolique,

by = dr? + sinh®*(r) ggn1 et la base orthonormale {Viw }u=o,...n peut étre réécrite
Vioy = cgsh(r) et V() =sinh(r) n’ 1= 1,...,n

ot les n' sont les restrictions des x* a la sphére unité de IR" centrée au pole.

N, peut étre muni de la métrique de Minkowski 7 de signature (—, 4+, ..., +), issue
de Iaction de O*(1,n), le groupe d’isométries de la métrique hyperbolique. La base
{V()}u=0,...n est orthonormale pour n et V{;, est de genre temps, i.e.7(V(g, V(i) < 0.
On définit Porientation en temps de N, en utilisant cette base et par définition, on
dira d’un vecteur de genre temps X “V(’u) qu’il est dirigé vers le futur (resp. passé)
si X > 0 (resp. X° < 0). Par abus de langage, on parlera alors de vecteur futur ou

passé. Définissons le vecteur P(g), appartenant a (R, 7), comme suit
Pulg) =MV, 0, 9)- (7.32)
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7.6. La masse d’une variété faiblement AH

On définit habituellement la masse, pour un vecteur P(g) isotrope ou de genre
temps, par

man(g) = /|1 Pu(9)Pu(9)|. (7.33)

Les signes "+" et "-" sont respectivement choisis pour faire coincider les signes de
map et de Py. Cependant, cette quantité reste bien définie pour un vecteur P(g)
de genre espace, méme si dans ce cas may ne s’interpréte pas comme une masse.
Dans tous les cas, on retrouve l'invariant géométrique

min(9) = [ Pu(o)P(9)| = [Pile) = X PE(o)]. (7.34)

Dans [19], il est dit que l'action de O*(n, 1) sur N,, permet de voir que les seuls
invariants géométriques que 1'on peut extraire de la fonctionnelle 9t sont m? ; ainsi
que le genre du vecteur P, et sa caractéristique futur ou passé lorsque cela a un sens.

On identifie le vecteur V,, = VO’;V(’M)

vecteur Vs, € (R n) et on a alors

M(Vis, 6, 9) = 1(Vae, P(9)),

€ (N, n) et ses composantes qui forment le

que ’on notera abusivement

M(Veo, @5 9) = 1(Veo, P(9))-

En asymptotiquement hyperbolique, la définition de masse fait appel a ’espace vectoriel
Ny, dont la dimension dépend de la valeur de k. La masse est donc un scalaire (vecteur
de dimension 1) dans les cas k = 0 ou kK = —1 et un vecteur de dimension n + 1 dans
le cas ou k = 1. L’énergie totale, donnée dans le cas général par la masse et 'impulsion
pi, sera un vecteur de dimension encore plus grande. Il faudra rajouter un analogue
asymptotiquement hyperbolique de I'impulsion (cf. eq (67) de [5]), qui fait intervenir le
moment conjugué m a travers la partie vectorielle de 'opérateur de contrainte ®;(g, 7).
Par manque de temps, nous n’avons pu traiter que le cas Time-symmetric, mais la
question du cas général est une suite logique de ce travail de thése.
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Chapitre 8

Hamiltonien et points critiques de la
masse

8.1 Hamiltonien

Soit (N, ) une variété Lorentzienne de dimension n+1 et soit M une hypersurface de
genre espace totalement géodésique de N. On considére sur M une métrique g vérifiant
les conditions d’intégrabilité (7.8) et (7.9). Dans le cas Time-symmetric, 'Hamiltonien
(3.32) prend la forme

H(giv) = — /M v ®o(g). (8.1)

Théoréme 20:
Soit g € Gt avec d €] — (n+1)/2, —n/2].
L’Hamiltonien H avec v € L* := L? 4(T) définit une application lisse entre variétés de
Hilbert,
H:FxL" — R.

De plus, si v € W>Z(T), alors Yh € T,F,

DyH(g;v).h = — /M h D®o(g)*.v (8.2)

Preuve :
La fonctionnelle H est bornée par l'inégalité de Holder et la Proposition 3,

v @o(g)|1.0 < [|v]|2,-5]|Po(g)]]2,5-

‘H étant linéaire en v, elle est donc lisse par rapport a v et le fait que l'application
g — ®o(g) soit lisse d’aprés la Proposition 4 implique que H est également lisse par
rapport & g. Pour montrer (8.2), considérons les deux applications linéaires continues
suivantes, définies sur T, F = W;*(9),

[T,F - R
h — / v D®g(g).h

M

[ T,F - R
h — / h D®o(g)*.v

M

Au vu de la définition (8.1) de H, D,H(g;v).h = f(h) et il nous faut donc montrer que
f = f*sur T,F. C’est clairement le cas sur ¢.°, Pespace des fonctions (ou tenseurs)
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8.1. Hamiltonien

lisses & support compact. En effet, lors de I'intégration par parties, f et f* ne différent
que d'un terme de bord (voir équation (8.9)) qui est nul sur €. Pour tout h € T,F,
pour tout hs S cgcoo(s)’ (f - f*>(h> = (f - f*)(h - hs)
Lespace € étant dense dans W;%, on peut choisir k. € € tel que ||h — he||o0s < €
et

= )Wl <1 = Flop 1 = hellons < cllh = el ozs < 2.

Une équation de la forme (8.2) est nécessaire pour que I'Hamiltonien génére les bonnes

équations du mouvement. Le comportement asymptotique de v est essentielle & la fois
pour pouvoir définir H, compte tenu du comportement de ®¢(g) pour g € G+, et pour
s’assurer de l'absence du terme de bord dans (8.2). Rappelons que dans le cas Time-
symmetric, G = F est notre espace de phase. On voudrait pouvoir choisir une fonction
v asymptotique a un KID au voisinage de l'infini et conserver une équation du type de
8.2. Il nous faut pour cela faire une modification dans la définition de I’'Hamiltonien.
Le principe est d’ajouter 4 'Hamiltonien (ou au Lagrangien d’Einstein-Hilbert) une di-
vergence, ce qui ne modifiera en rien les équations du mouvement (obtenue par variation
a support compact) mais aura un impact sur le domaine de définition de I’Hamiltonien
et des équations du mouvement qui en découlent. Pour l'instant, les fonctions v auto-
risées dans la définition de 'Hamiltonien n’ont pas forcément la bonne asymptotique
(comportement & Uinfini) et nous souhaiterions étendre la définition de 'Hamiltonien
a toutes les fonctions V' asymptotiques a V.. Il faut donc que la divergence que 1'on
ajoute annule tous les termes dominants de la contribution du KID a linfini V..
En comparant (7.15) et (8.9), on se rend compte que la masse 9t définie par (7.16) et
pouvant se mettre sous la forme d’une divergence (7.18) semble étre le candidat idéal
pour modifier notre Hamiltonien de maniére adéquate. Cela donne lieu a une nouvelle
fonctionnelle H 4y définie pour tout V € Vo + L* par

Han(g:V) = M(Voe,6.9) /M V @(g) (8.3)

— /Epl VOORO(g)—/A (D@O(ﬁ)*.voo)ijeij—/qu’o(g)

Pl

O

ou l'on s’est servi de 'expression (7.17) de 9, bien définie car g vérifie (7.8) et (7.9).
L’expression (8.3) est bien définie sur C o ®¢(g) = 0, se réduisant alors & M. Hapy
est également bien définie sur ®o (L, (T* ® A"T*M)) car alors 90T est toujours bien
définie d’apres les Théorémes 18 et 19 et V @4(g) € L'. Cependant, plus généralement
pour g € F, les deux termes de (8.3) ne sont pas bien définis individuellement et la
définition (8.3) n’est donc toujours pas valable sur F, comme nous le souhaiterions.
Pour résoudre ce petit probléme, il nous suffit d’intercaler Vo ®(g) dans lexpression
de Ham, donnant lieu a la définition d'une fonctionnelle H,., appelée Hamiltonien
régularisé et dont 'expression est donnée, pour tout couple (g, V') € F x (Vo + L"), par

Hreg(g;v) = m(vomgb?g>_//w

_ / (Voo — V) @0(9)+[ Vs (Ro(g) — ®o(9))
M

P1

~

Ve ®o(g) + /M (Ve = V) ®olg)  (84)

- / (D®Bo(§)" Vi )y ¢ (8.5)
A

P1
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Hamiltonien et points critiques de la masse

Théoréme 21:
Soit g € G, avec 0 €| — (n+1)/2, —n/2]. L’Hamiltonien #,., est une application
bornée sur F X (Vo +L*) et lisse par rapport a la structure de Hilbert sur cette variété,

Hyeg : F x (Voo + L) = RR.

De plus, si V € Vo, + W>2(T), alors Vh € T, F,

DyHag(aiV)ih = = [ hDo(o)" . (8.6)

Preuve :
Pour montrer que H,., est lisse, il suffit de montrer que 'expression (8.5) de H,¢, est

bornée sur F X (Vo + L*). Pour la premiére intégrale, puisque V' — V., € £*, en utilisant
I'inégalité de Holder et la Proposition 3,

(Voo = V) @0(9)l110 < [|Vae = V2,50 ()25

La deuxiéme intégrale est bornée grace a la Proposition 24 et la troisiéme est bornée,
étant & support compact. Pour montrer (8.6), on considére séparément les dérivées
variationnelles des différents termes de (8.4) :

DyHyeg(g;V).h = /M(Voo — V) D®o(9).-h + DM(Ve, $, 9).h — /M Voo D®o(g).h
(8.7)

Le premier terme n’est autre que D,H(g;V — Voo).h et puisque V — V € WZ’(SQ(T), le
Théoréme 20 permet d’écrire

/ (Voo — V) D®g(g).h = / hD®(g)*.(Vae — V). (8.8)
M M

L’intégration par parties, permettant de passer de la linéarisée (5.11) de Pg(g) a
I’adjoint, est donnée par

/VOOD%(g).h:/ hD(I)O(g)*VOOJr/ ViB; /7, (8.9)
M M M
ol

B = Vi (Vohy — Vitrgh) + trgh ViV — hij VIV

est le terme de bord, volontairement ignoré pour obtenir 1'expression (5.13) de 1’adjoint
formel de ®¢(g). Enfin,

DIM(Vie, 6, g).h = / Vi (Voo(%jhij—%trﬁh)ﬂrgh%ym—hiﬁjvoo>\/E
M

= /%iéi\/g. (8.10)
M
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[’équation (8.7) devient

DyHyeg(g;V).h = /th)O(g)*.(VOO—V)—/ h D®¢(g)* Vi
M M

+[E (V'B:ivG - V'Biv3)

P1

= — /M h D®o(g)*.V +/ (VZBZ \/g— V'B, \/§> :

Ep,
Pour conclure la preuve du théoréme, il nous reste & montrer que
ne contribue pas lors du processus d’intégration. En utilisant 1’équivalence des métriques
g et g,

—%i (Voo (th” - Vitrgh) -+ tI‘gh VZ‘A/OO - hij VjVOO> \/5

On constate que les termes dominants des deux divergences s’annulent exactement et il
ne reste finalement que les termes d’ordre inférieur

T =V (Vao (14 (9 = ) (Ah + hVg) + Ve (g = 9)VA + (9 = 9)h VVic ) V/5.
Le théoréeme de Divergence-Flux donne

/ T = / (Voo (14 (g — ) (AR + hVg) + Vi (g — §)Vh + (g — §)h %VQ Vi doy
Ep, Soo

Les fonctions Voo Ah v, VachVg v, Vi (g—ﬁ])%h vet (g—g)h VV v (et a fortiori celles
multipliées par g — §) appartenant a W;gil, le Lemme 27 nous dit que

17110 = o(p™"17%)
qui est un o(1) lorsque A — 0 car —9,, — 1 — 26 > 0. -

8.2 Points critiques de la masse

Le théoréme suivant (Théoréme 6.3, [5]) est utile dans la preuve du Théoréme 23. On
rappelle ici sa preuve par souci de complétude.

Théoréme 22:

Soit K : B; — B, une application de classe 6! entre variétés de Banach telle que
DK (u) : By — By est surjective, posséde un noyau fermé et un supplémentaire fermé,
pour tout u € K~({0}). Soit f : By — IR une fonction €.

Alors pour tout u € K~1({0}) fixé, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Yv € ker DK (u), Df(u)v =0
(2) Tl existe A € Bj tel que pour tout v € By, Df(u).v = (A, DK (u)v),
ou (,) désigne le crochet de dualité.
(3) En définissant F': By x By — R telle que F(u, A\) = f(u) — (A, K(u)),
Il existe A € B tel que DF(u, A\)(v, ) = 0, pour tout v € By, u € Bj.
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Remarques : le (1) revient a dire que u est un point critique de f sur K~'({0}). Les
hypothéses sur DK assurent a K~!({0}) une structure de sous-variété de Banach de By,
en utilisant le théoréme des fonctions implicites et par suite, T, K~ ({0}) = ker DK (u).
Ici, A est le multiplicateur de Lagrange en dimension infinie.

Preuve du théoréme :

(2) = (1) : d’aprés (2), Il existe A € B} tel que pour tout v € By,

Df(u).v = (A, DK(u)v). En particulier Vv € ker DK (u), DK (u)v = 0, ce qui donne
directement D f(u)v = 0.

(2) < (3) : DF(u,A\)(v, ) = Df(u)v — (A, DK (u)v) — (u, K (u)). Par hypothése,

u € K~1({0}), ce qui donne DF(u, \)(v, ) = D f(u)v—(\, DK (u)v) , Vv € By, u € Bj.
L’équivalence des deux assertions est maintenant évidente.

L’implication (1) = (2) est un peu plus compliquée. Soit u est un point critique de f
sur K~1({0}). On a donc les inclusions

ker DK (u) C ker D f(u) C B;.

Par hypothése, ker DK (u) est fermé et posséde un supplémentaire fermé. Puisque f €

¢'(B1), Df(u) est une forme linéaire continue sur B; donc son noyau est un hyperplan

de B; (fermé) dont le supplémentaire est une droite (fermé). ker DK (u) et ker D f(u)

sont par conséquent deux espaces de Banach et par suite, il existe une projection bornée
[ Bl/kerDK(u) — Bl/keer(u)-

Puisque Df(u) € B}, on a ’homomorphisme injectif suivant

Ji: Bl/keer(u) — IR.

D’autre part, 'application DK (u) étant surjective et admettant un supplémentaire
fermé, on peut la décomposer comme suit
DK (u) = jp o7,
oll 7y est la projection
o i By — Bl/kerDK(u)
et jo est 'isomorphisme
J2 : Bi/xer DK () = Bo.

En effet, jo est surjective comme conséquence de la surjectivité de DK (u) et jo est
injective par construction car la projection trivialise le noyau.

Soit A := jiomoj,' : By — IR. X est une application linéaire bornée, i.e. \ € B} et
(A, DK (u)v) := Ao DK (u) = jiomoj, ' o DK(u) = jiomom = Df(u). .

Métrique statique et vecteurs de Killing

Dans le cas Time-symmetric, une métrique Riemannienne g est dite statique lorsque
ker D®g(g)* # {0}. C’est a dire s’il existe une fonction f non triviale telle que

D®o(g)"f = 0.
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8.2. Points critiques de la masse

C’est le cas des métriques modéles hyperbolique, euclidienne ou sphérique; cas re-
lativement exceptionnel puisque de maniére générale pour une métrique quelconque,
ker D®g(g)* est trivial. L’origine de la terminologie "statique" vient du fait que pour
un telle f, la métrique Lorentzienne 7 définie sur le développement IR x (M \ {f = 0})
par

Yt x) = —f*(x)dt? + g()
est une solution statique des équations d’Einstein Ricy = cv.

Un KID € de (g, 71) € F est tel que € € W22(T) vérifie D®(g, 7)* = 0. La terminologie
est due a Vincent Moncrief qui montre dans [47], dans le cas asymptotiquement plat, une
conséquence importante de I'écriture (3.33) qui est qu'un champ de vecteurs ¢ satisfait
I’équation

D®(g,m)*.£ =0

si et seulement §'il est la restriction sur M d’un vecteur de Killing de 1’espace-temps N
solution des équations d’Einstein du vide et généré par I’évolution des données initiales.
Notons qu’en 2005, au moment de la publication de Particle de Bartnik [5], cette termi-
nologie était alors dépendante du fait que des solutions de si faible régularité puissent
étre solutions des équations d’Einstein, via les théorémes d’existence et d’unicité obte-
nus jusqu’alors pour des régularités supérieures. Depuis, la conjecture de courbure L?
bornée a été montrée et toutes les hypothéses sont donc bien vérifiées.

Le théoréme suivant établit ’équivalence entre les points critiques de la fonctionnelle
masse et les KID.

Théoréme 23:
Soit g € F tel que ®o(g) = € L1 (A"T*M).
Pour tout k € {—1;0;1} et V, € N, , on considére la fonctionnelle masse MV, ¢, g).
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) DM (Vio, @, 9).h =0,Yh € T,C(e).

(b) 3V € Vo + W?(T) tel que D®g(g)*.V = 0.

Preuve :
La preuve ne dépend pas de la valeur de k. Soit g € F tel que ®¢(g) = € L1 [ (T*@A").
D’aprés une remarque précédente, les définitions H,., et H 4y coincident et d’aprés (8.3),
pour tout g € C(e),

Heag(9:V) o= (Vo) = [ Ve
Par conséquent,
DyHyeg(g;V).h = DM(Veo, ¢, 9).h , VYh € T,C(e). (8.11)
(b) = (a) : d’aprés (b) et le Théoréme 21,
Dy Hyeg(9;V).h = 0,Yh € T,C(¢).

(a) est alors une conséquence directe de (8.11).
(a) = (b) : on choisit n’importe quel V € Vi, +W?7(T) et on considére la fonctionnelle

}Nl(g') = Hyeg(d'; 17) . Vg € F.
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D’aprés (a) et (8.11), g € F est un point critique pour M(V, ¢, .) et H sur C(e), c’est
a dire B
D,H(g).h =0 , Yh € T,C(e),

ce qui est précisément I'assertion (1) du Théoréme 22, que 'on applique avec
K=®,—c, f=H, B =F, By=/L"

Le Théoréme 22 nous donne 'existence de A € L* tel que
D,H(g).h :/ AD®(g).h , YheT,F. (8.12)
M

Rappelons que d’aprés (8.7), valable pour tout V € V, + L* et g € F,

~

Vie D<I>O(g).h—|—/ (Voo — V) D®o(g).

DyHyeg(g;V).h := DeM(Vio, 6, g).h — /
M

M

Remarque : cette équation est valable en particulier pour Ve Voo + WE(?(T)
On pose V .=V + X € V + L* et on obtient

DyHyeg(;V).h = DyHreg(g:V + A).h := D M(Va, b, g).h — / Ve D®o(g).h
M

n /M% (V' + X)) D&o(g)

_ Dg’ng(g;V).h—/ X\ D®y(g).h.
M

Compte tenu de (8.12), D H,ey(9;V).h = 0, Vh € T,F. D’aprés le Théoréme 21,
V € V + L* est une solution faible de I’équation D®o(g)*.V = 0. La Proposition 21
montre que V € Vo + WE(;Q(T) est une solution forte et par conséquent un KID. q

Le corollaire suivant fait, quant a lui, le lien entre les points critiques de la masse et
les métriques statiques :

Corollaire 8:
Soit g € F tel que ®g(g) = € L1 (A"T*M).
Pour le cas k = 1, on considére P, = P,(g) un vecteur non isotrope et on définit la
fonctionnelle masse dans la direction Vo, par M(V, ¢, g9) = n(Vao, P(9))-
Pour les cas k = 0; —1, on demande Py(g) # 0 et on définit la fonctionnelle masse
dans la direction Vi, par MV, ¢, 9) = Ve Po(g).
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Dyman(g).h =0,Vh € T,C(¢).
(ii) g est une métrique statique, autrement dit admet un KID V € V + WE(?(T)
tel que V¥ est proportionnel a P* = n*P,(g).

Preuve :
Pour k =1 : par hypothése, P(g) est un vecteur non isotrope, c’est a dire

n*"Pa(g9)Psg) # 0 (8.13)
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8.2. Points critiques de la masse

D’aprés I'expression (7.33) de mag, on a

man(g) = /|1 Pul9)Pu(g)] #0. (8.14)

On peut normaliser V,, de facon a ce qu’il soit unitaire en posant

Ve = n**Ps(g)- (8.15)

man(g)

Vérification : nagvgvoﬁ = ! naﬁpa<g)7)ﬁ(g) ==L

mAH(g)

En définissant M(V, ¢, 9) = n1(Vo, P(g)), on a d’aprés (8.14) et (8.15)

N n°*Ps(9)DPalg).h

— +V°DP,(9).h
i () - (9)

ngAH(g).h =

Ainsi, quel que soit le genre de P(g), les points critiques de 9t et m g sont les mémes
sur C(e).

(i) = (it) : soit g un point critique de may sur C(e). D’aprés ce qui précéde, g est
également un point critique de 9M(V, ¢, .). D’aprés le Théoréme 23, g admet un KID
VeVe+ WE(?(T) avec V¥ proportionnel a P* d’aprés (8.15).

(ii) = (i) : réciproquement, soit g admettant un KID V € V., + W27 (T) avec V£
proportionnel a P*. Pour tout ¢’ € C(g), on définit la fonctionnelle

M(Vio, ¢,9) = n(Veo, P(d))-

D’aprés le Théoréme 23, D,M(Vy, ¢, g).h = 0 sur C(e) et puisque par construction
DMV, ¢, 9).h = Dymap(g).h, finalement Dymap(g).h = 0 sur C(e).

Pour k = —1;0 : d’aprés (7.31), mau(g) = Po(g). On pose

1
Vo = P =1,
mAH(g) 0(9)

c’est a dire V,, est proportionnel & Py(g). En définissant M(V., ¢, g) = Voeman(g), on
a directement D, M(V, ¢, 9).h = Dymap(g).h. Le reste de la preuve utilise les mémes
arguments que dans le cas k = 1.
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Annexe A

Inégalités de Poincaré

Cette section est consacrée a diverses inégalités de type Poincaré pour de futures
références. Elles ne sont pas utilisées dans cette thése.

Proposition 25: Inégalité de Poincaré & poids
Pour tout 6 < (n—1)/2, il existe une constante ¢ dépendant de g et 0 telle que pour
tout u € W;*(M)

[ull25 < e |[Vullas < ¢ [[Vullos.

Pour tout 0 # (n — 1)/2, il existe une constante ¢ dépendant de g et ¢ telle que pour
tout Y € Wy*(T*M) ,
1V]26 < ¢|[VY|l2s:

Preuve :
On s’inspire de la preuve du Théoréme 6 pour 'opérateur Vv (non elliptique au sens de
notre définition mais parfois dénommeé elliptique surdéterminé (symbole injectif). En
remplacement du Lemme 1, on a par définition des normes des espaces de Sobolev &
poids,

|

Chrusciel et Delay ont montré dans [15] le résultat suivant pour une variété conformé-
ment compacte : soit (M, g) une variété conformément compacte avec g = p ~2j,. Pour
tout ¢ > 0 et § € IR, il existe p.5 > 0 tel que pour tout tenseur différentiable u a
support compact dans {0 < p < p.s},

| 1 V) ant) > (6 - 227 el | 5 uldpdn(a)
M M

En opérant le changement de variable v = pu, on obtient

[ FIRn) > 16 =27 el [ loflapfan).

Pour une variété asymptotiquement hyperbolique, |dp|; = 1, sur OM. 1l existe donc
p=s > 0 tel que pour tout u & support compact dans {0 < p < p.s},

/ PIuRdu(d) > (6 - 2172 — / Plodu(g).
M M

Clest & dire V6 # (n —1)/2, 3¢ > 0 telle que |[Vo||as = ¢|[v]]2.
Remarque : en définissant R tel que p. s = e 2%, on définit Qx comme dans la Définition
1 et on a 'inégalité de Poincaré sur {0 < p < e 2} = M\ Qg, comme dans 'hypothése
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du Théoréeme 6. La suite de la preuve est identique a celle du théoréme et il s’ensuit
que l'on peut choisir R assez grand pour que l'inégalité suivante

soit valable pour une constante S pour tout v € €>°(M).

On montre alors que V : WY?(M) — L2(M) a un noyau de dimension finie. Par
conséquent, W, 2(M) peut s'écrire W = ker V @ (ker V)*. Par suite, il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout v € (ker @)L,

[oll2s < (IIN

[oll1.25 < ¢[[Vollas.
En particulier, cela donne 'inégalité de Poincaré

[Vllas < el [Volles. (A1)

Il reste a montrer ker V = {0}, ce qui est le cas car les fonctions constantes ne sont pas
dans W, lorsque § < (n —1)/2. Montrons maintenant que 'opérateur V n’a jamais de
noyau non trivial sur les 1-formes. Soit X une 1-forme définie sur un voisinage du bord
de M telle que X € ker V. On a donc Vi, g

ViX; = 0.
Il s’ensuit que %in + %in = 0, ce qui entraine AX = —Ric gX.
Finalement, VX = 0 entraine que Ric ¢ X = 0 et donc X = 0 partout ou Ric g n’est pas
dégénéré, en particulier prés du bord. On conclut par le théoréme d’unique continuation

de [43] et X = 0 partout. On obtient donc Yo € W;*(M) V8 # (n —1)/2,

1Voll25 < el[V20ll2s. (A.2)

Corollaire 9: Conséquences de I'inégalité de Poincaré
Pour tout 6 < (n —1)/2, il existe une constante ¢ dépendant de g et § telle que

Yu € Wi (M), lulliss < cl[Vallas -
Vue Wit (M), lullaas < e|[VPullos -

Pour tout 6 # (n — 1)/2, il existe une constante ¢ dépendant de g et § telle que

VY € WiHTM) , ||V |l2s < ¢||[VY]|os -

Les deux lemmes suivants qui sont respectivement les versions avec bord du Lemme
C.1 et de la Proposition C.2 de [15]. Ce sont des inégalités générales sur (M, g), une
variété Riemannienne n-dimensionnelle a bord.
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Inégalités de Poincaré

Lemme 31:

Soit u un tenseur a support compact sur M et w € €*°(M) une fonction définie sur
un voisinage du support de u. Alors,

/ T2 du() > / (Aw — [dwl)]ul? du(g) — / W2 (dw, )y du(@),  (A3)
M M oM

ot 7 est la normale extérieure a oM.

Preuve :

/(|%|§+|dw\§|u|§+2uéiu©iw)du(g>:/ Vut udwdu(d) > 0. (A4)
M M
Une intégration par parties donne
/ Vi[ul;Viw) du(g) = / Jul} Aw dpu(g) + / 2uV,uV w dpu(g). (A.5)
M M M
Or d’aprés le théoréme de Divergence-Flux,
| Vil du) = [ (uBdwnsdu) = [l doos du@). - (16)
M oM oM

En remplacant le membre de gauche de (A.5) par son expression (A.6), on obtient

[ 2u¥aiudu) = [ Juftdwnydn) - [ BAedu@). (A
M oM M
On obtient le résultat souhaité en remplacant le membre de gauche de (A.7) dans
(A.4).

O

Lemme 32:

Soit u un tenseur a support compact sur M et v, w € €*°(M) deux fonctions définies
sur un voisinage du support de u. Alors,

| IuRan@) > [ b+ Bw ol - dul ) du)
M M

- / & (dv, 1) + (dw,n) | [uf? du(g), (A8)
oM

ol 7 est la normale extérieure a oM.

Preuve :
On utilise le lemme 31 avec u := e"u a la place de u,

/ IVl du(g) > / 2 (Aw — |dw )l du(§) — / 2 {dw,m); du(@).  (A.9)
M M oM

'V + e"uVu.
e[ ]Vu|§ + |dv|Z]ul? + 2uV;uV'v].

Vii
Va2

N
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(A.9) devient
2Vl + [dv2|ul? + 2uVuViv]du(g) > 2(Aw — |dw])|ul? du(g
LC [[Vulg + ldv[3lulg + 2uVuVio]du(g) > LC (Aw — [dwlg)[ulg du(g)
= [l () diuci).
oM
Une intégration par parties et le théoréme Divergence-Flux donnent
| e nvadioduts) = [l oy du(@) — [ e lul{ B0+ 2ldof? | dus).
M oM M

On obtient le résultat souhaité en remplacant le membre de gauche dans I’équation
précédente.

Proposition 26: Inégalité de Poincaré & 'infini
Ve > 0,3R. > 0 tel que VR > R.,Vu € €>°(FRr),¥6 € R,

IVull g, > 18 = 2547 = eHluli3 sz, — {16 - 254 — ¢} / Pl dp(). (A10)

Preuve :
On utilise le lemme 32 sur Ei dans le cadre de notre métrique AH g = ,0_2}01.
On prend v =9d0lnp et w = 1_7” In p . Par conséquent,

ldpl} R A ldpl}

{dvza—d; o[} = 6> =5 o Jhv=5 22— ]
e . 5
—n d ’ —n)? ldpl} X —n [Ap el
dw = 1= 2 2 _ (1-n) § _ l-nAp _ %Pl
2 |[dwl; == 7 Aw = 5| p p? ]

En remplacant dans (A.8), on obtient
° R n H —n _ng |d |§ R
/E Vul o du(y) > /E o Ju2{ (5 + 152) 58 + (02 - 9 — 152 — U L dpu(g)
R R
[ IS 2 o), (A11)
R

D’aprés (4.3)
Ap
T —(n = 2)|dpl} + pAjp.

E'r est fermé et la métrique h est définie sur M (et donc OER). La fonction p étant lisse
sur M, A;jp est une fonction lisse bornée sur Eg. Par suite, Ajp = O(1) = o(p™') au
voisinage de 0,,,M. On obtient

ap _ —(n —2)|dpl; + o(1). (A.12)
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Inégalités de Poincaré

En remplagant dans (A.11),
[ 19 5 )
Er

> [ P56t - O (- 2)60+ 152 +ol1)

Er posséde deux composantes de bord disjointes. Un bord extérieur a l'infini 0,, M
et un bord intérieur 0Nr = {p = e 2%} . Comme u € €>°(ER), u est nécessairement,
nul au voisinage de d.,,,M mais pas forcément sur 02r et c’est la raison pour laquelle
les termes de bord présents dans (6.39) ne vont concerner que J2g. Si l'on note 7y la
normale a 0Qi extérieure & Eg, il vient

' A n— |d |§ o
[V ) > [ {5 = 2+ o)} dut
R

Egr

5t [l ) dld)
15,9773

_ ldel?

72 4 o(1) =1+ o(1).

Lorsque R — +00 , ng — % — 0, ainsi (%,nR);]
Ve > 0,dR. > 0 tel que VR > R.,

[ i) > {55 p e} [l duta)
Er E

- {E-mt-e |l duta)

En particulier, pour tout § < %52,

[ v @) > {52 e} [ e a.
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Structure de variété de Hilbert et masse sur ’ensemble des données initiales rela-
tivistes faiblement asymptotiquement hyperboliques

Résumé : La relativité générale est une théorie physique de la gravitation ¢laborée il y a un
siecle, dans laquelle 'univers est modélisé par une variété Lorentzienne (N, 7) de dimension
4 appelée espace-temps et vérifiant les équations d’Einstein. Lorsque 1'on sépare la dimension
temporelle des trois dimensions spatiales, les équations de contrainte découlent naturellement
de la décomposition 3 + 1 des équations d’Einstein. Elles constituent une condition nécessaire
et suffisante pour pouvoir considérer 'espace-temps N comme 1'évolution temporelle d’une
hypersurface Riemannienne (M, g) plongée dans N avec une seconde forme fondamentale K.
Le triplet (M, g, K) constitue alors une donnée initiale solution des équations de contrainte
dont on note C l’ensemble. Dans cette thése, nous utilisons la méthode de Robert Bartnik
pour établir la structure de sous-variété de Hilbert de C pour des données initiales faiblement
asymptotiquement hyperboliques, dont la régularité peut étre reliée a la conjecture de courbure
L? bornée. Les difficultés inhérentes au cas faiblement AH ont nécessité I'introduction de deux
opérateurs différentiels d’ordre deux et I'obtention d’estimées de type Poincaré et Korn pour ces
opérateurs. Une fois la structure de Hilbert obtenue, nous définissons une fonctionnelle masse
lisse sur la sous-variété C et compatible avec nos conditions de faible régularité. L’invariance
géométrique de la masse est étudiée et montrée, modulo une conjecture en faible régularité
relative au changement de cartes au voisinage de l'infini. Enfin, nous faisons le lien entre les
points critiques de la masse et les métriques statiques.

Mots clés : structure de variété de Hilbert, équations de contrainte, relativité générale, sys-
teme d’EDP elliptique non-linéaire, variété faiblement asymptotiquement hyperbolique.

Hilbert manifold structure and mass on the set of weakly asymptotically hyperbo-
lic relativistic initial data

Abstract : General relativity is a gravitational theory born a century ago, in which the uni-
verse is a 4-dimensional Lorentzian manifold (N, ~y) called spacetime and satisfying Einstein’s
field equations. When we separate the time dimension from the three spatial ones, constraint
equations naturally follow on from the 3 4+ 1 décomposition of Einstein’s equations. Constraint
equations constitute a necessary condition, as well as sufficient, to consider the spacetime N
as the time evolution of a Riemannian hypersurface (M, g) embeded into N with the second
fundamental form K. (M, g, K) is then an element of C, the set of initial data solutions to
the constraint equations. In this work, we use Robert Bartnik’s method to provide a Hilbert
submanifold structure on C for weakly asymptotically hyperbolic initial data, whose regularity
can be related to the bounded L? curvature conjecture. Difficulties arising from the weakly
AH case led us to introduce two second order differential operators and we obtain Poincaré
and Korn-type estimates for them. Once the Hilbert structure is properly described, we define
a mass functional smooth on the submanifold C and compatible with our weak regularity as-
sumptions. The geometrical invariance of the mass is studied and proven, only up to a weak
regularity conjecture about coordinate changes near infinity. Finally, we make a correspondance
between critical points of the mass and static metrics.

Key words : Hilbert manifold structure, constraint equations, general relativity, non-linear
elliptic PDE system, weakly asymptotically hyperbolic manifold.



