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Chapitre 1

Introduction

L'étude des variétés asymptotiquement hyperboliques (AH) est relativement récente
par rapport à celle des variétés asymptotiquement plates, appelées également asymp-
totiquement euclidiennes (AE). On peut trouver l'origine de l'engouement actuel pour
l'étude de ces variétés dans la correspondance AdS/CFT (Anti de-Sitter/Conformal
Field Theory). Cette théorie, à l'interface entre Physique théorique et Mathématiques,
s'intéresse à l'interaction entre la géométrie des variétés conformément compactes et
les invariants conformes des variétés compactes. L'étude mathématique a été initiée
par les travaux de Charles Fe�erman et Robin Graham [26] qui cherchaient à obtenir
de nouveaux invariants conformes en utilisant une correspondance entre les métriques
d'Einstein asymptotiquement hyperboliques et leur bord conforme (à l'in�ni). Plus tard,
Juan Maldacena [42], Witten et d'autres ont fait le pont entre les deux disciplines via
cette correspondance. On pourra consulter [7] pour une vue d'ensemble du sujet. Les va-
riétés asymptotiquement hyperboliques, à l'instar des variétés asymptotiquement plates,
constituent également de très bons candidats comme solutions non compactes des équa-
tions d'Einstein, voir par exemple [3]. Cela justi�e leur étude approfondie en relativité
générale.

Le procédé consistant à faire la décomposition 3 + 1 des équations d'Einstein véri�ées
par un espace-temps N est appelé formulation des données initiales (ou formulation
de Cauchy) de la relativité générale. Les équations de contrainte sont une condition
nécessaire que doit satisfaire un triplet (M, g,K) de données initiales, où M est une
variété, g une métrique Riemannienne etK un 2-tenseur symétrique, pour queM puisse
être plongé dans N avec la métrique induite g et la seconde forme fondamentale K. Le
théorème d'existence et unicité d'Yvonne Choquet-Bruhat pour le problème de Cauchy
a�rme que les équations de contraintes sont également une condition su�sante pour
pouvoir "reconstruire" un espace-temps, interprété comme l'évolution temporelle des
données initiales.

La méthode la plus utilisée pour construire des solutions des équations de contrainte
est certainement la méthode conforme, initiée par André Lichnérowicz et développée par
Yvonne Choquet-Bruhat et James York. On pourra lire avec intérêt l'excellent article
de revue de Robert Bartnik et Jim Isenberg [6] dans lequel elle est décrite de manière
claire. La méthode conforme est utilisée pour construire des solutions, principalement à
courbure moyenne constante (CMC). Ceci est fait pour des équations d'Einstein dans le
cas compact dans [9], [37] et le cas asymptotiquement plat [12]. Le cadre des équations
couplées Einstein-champ scalaire est traité dans le cas compact [14], [32] et asymptoti-
quement plat [13].

Le cadre d'étude, les motivations de ce travail de thèse et le contexte dans lequel il
s'inscrit sont spéci�és dans les sections suivantes.
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1.1. Le cadre de régularité faible de la métrique

1.1 Le cadre de régularité faible de la métrique

Pour les problèmes d'équations aux dérivées partielles, les espaces de Sobolev W k,p

sont particulièrement appropriés et leur version à poids W k,p
δ permet de prendre en

compte le comportement à l'in�ni des solutions considérées. En e�et, nous travaillons
sur des variétés non compactes et plusieurs quantités géométriques auxquelles nous al-
lons nous intéresser sont des intégrales de fonctions. Ces fonctions doivent avoir un
comportement contrôlé à l'in�ni, formalisé par leur paramètre δ, pour que ces intégrales
aient un sens. L'autre raison de notre intérêt pour les espaces de Sobolev (à poids) est
que pour p = 2, les espaces Hs := W s,2 sont des espaces de Hilbert, ce qui fait d'eux
de très bons candidats pour obtenir une structure de Hilbert sur l'espace des solutions
des équations de contrainte. C'est pourquoi nous travaillerons essentiellement dans ces
espaces, dont la dé�nition précise est donnée plus loin.

Une solution des équations de contrainte est un couple de données initiales (g,K)
(ou (g, π)), où g est une métrique Riemannienne, K un 2-tenseur symétrique (forme
fondamentale) et π est le moment conjugué de K. Nous désignerons par F l'ensemble
des données initiales, appelé espace de phase et on distinguera le sous-ensemble C de F
constitué des données initiales solutions des équations de contrainte.
Notre étude intervient dans le contexte de faible régularité de ces données initiales. En

e�et, la seule exigence vis à vis de la métrique (resp. seconde forme fondamentale) est
d'être asymptotique au modèle hyperbolique avec la di�érence des métriques (resp. se-
condes formes fondamentales) dans W 2,2

δ (resp. W 1,2
δ ), où δ est le taux de décroissance à

l'in�ni. Les di�érents tenseurs de courbures étant construits à partir de la métrique et ses
dérivées premières et secondes, cela implique que la di�érence des courbures (Riemann,
Ricci ou Scalaire) est dans L2

δ . Ceci est précisément le critère donné comme minimal
à véri�er pour pouvoir reconstruire une solution des équations d'Einstein, d'après la
conjecture de courbure L2 bornée, démontrée par Sergiu Klainerman, Igor Rodnianski
et Jérémie Szeftel en 2013 dans une série d'articles dont [38] est le principal. On pourra
également consulter [39] pour une vue d'ensemble de cette conjecture. Ce critère de
régularité minimal est un argument décisif en faveur des espaces de Sobolev à poids
comme candidats idéaux pour dé�nir un espace de phase muni d'une structure de Hil-
bert. Le fait que (g, π) ∈ H2(M)×H1(M) soit précisément le critère optimal (le plus
faible) de régularité des données initiales pour que le problème de Cauchy soit bien posé
(théorème d'existence et d'unicité valable) est une très forte motivation pour donner
précisément à nos données initiales ces conditions de régularité. Noter que le fait de de-
mander que les dérivées secondes de g ainsi que la dérivée première de K (ou π) soient
intégrables semble raisonnable. En e�et, les équations de contrainte font intervenir des
opérateurs di�érentiels d'ordre deux pour g (courbure scalaire) et d'ordre un pour π.
La preuve de la conjecture de courbure L2 bornée permet également d'établir l'équi-

valence entre structure de sous-variété et stabilité par linéarisation. En e�et, la trop
faible régularité de (g, π) interdisait jusqu'alors l'utilisation des théorèmes d'existence
et d'unicité obtenus pour des régularités supérieures, pour montrer qu'une solution
des équations de contrainte linéarisées correspondait bien à une solution des équations
d'Einstein. Ainsi, en montrant la structure de sous-variété dans le cas asymptotiquement
hyperbolique, on montre la stabilité par linéarisation, sous réserve que la conjecture de
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Introduction

courbure L2 bornée soit montrée dans le cas asymptotiquement hyperbolique. Bien que
ce résultat n'ait été démontré à l'heure actuelle que pour une variété AE, il est fortement
probable que le critère soit le même dans le cadre AH.

1.2 Stabilité par linéarisation et structure de sous-

variété

Les équations d'Einstein linéarisées donnent l'évolution de la perturbation δγ de la
métrique γ0 de l'espace-temps. On peut alors se demander si une perturbation, solu-
tion des équations linéarisées, correspond à une solution des équations non-linéaires
d'origine. Une telle solution est appelée solution intégrable. Pour répondre à cette ques-
tion de stabilité par linéarisation, le résultat fondamental d'existence local de Choquet-
Bruhat a�rme qu'une perturbation est intégrable si toutes les solutions des équations
de contrainte linéarisées DΦ(g, π)(h, p) = 0 correspondent à des solutions des équations
de contrainte Φ(g, π) = 0. Ceci est équivalent au fait que C soit une sous-variété de
F . Dans le cas compact, la question de la stabilité par linéarisation a été traitée dans
les années 1970 par Fischer et Marsden [27], pour une régularité des données initiales
bien supérieure (lisse), via un argument d'ellipticité de l'opérateur DΦ(g, π)DΦ(g, π)∗.
Les équations de contrainte linéarisées étant plus faciles à résoudre que les équations de
contrainte de départ, on comprend l'enjeu de montrer cette structure de sous-variété,
qui vient justi�er et rendre licite la résolution des équations linéarisées au lieu des non
linéaires et l'équivalence de leurs solutions respectives.

1.3 Les di�érentes structures de l'espace des solutions

des équations de contrainte

Il convient de di�érencier la structure de sous-variété que nous souhaitons obtenir pour
l'ensemble des données initiales solutions des équations de contrainte, de la structure
topologique Fréchet, Banach ou Hilbert, dépendante de la structure dont sont natu-
rellement munis les espaces utilisés pour dé�nir notre espace de phase. En dimension
�nie, nul besoin de faire de distinction entre les structures de Fréchet, Banach et Hilbert
mais cela a de l'importance en dimension in�nie. Certaines propriétés topologiques des
espaces de Hilbert et certains résultats d'analyse fonctionnelle établis pour les espaces
de Hilbert ne sont plus vrais dans le cas des espaces de Banach ou de Fréchet.
La structure de sous-variété de Fréchet dans le cas compact est un corollaire de la

stabilité par linéarisation démontrée par Fischer-Marsden-Moncrief dans [29]. La perte
de régularité inhérente à leur méthode les oblige à travailler avec des espaces de dif-
férentiabilité in�nie, empêchant d'obtenir une structure plus �ne (Banach ou Hilbert).
Lars Andersson s'est quant à lui intéressé dans [1] au cas des variétés AE.
Concernant la structure de sous-variété de Banach, Piotr Chru±ciel et Erwann De-

lay ont traité simultanément dans l'article [18] le cas des variétés compactes avec et
sans bord, conformément compactes et asymptotiquement plates sans bord intérieur.
Leur méthode permet de remédier à la perte de régularité de la méthode de Fischer-
Marsden-Moncrief, amenant à la structure de Banach en travaillant dans des espaces
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de di�érentiabilité �nie. Ils se servent des espaces de Hölder à poids pour obtenir leur
structure de Banach globale et leur structure de Hilbert locale (au voisinage d'une solu-
tion). La perte de régularité inhérente aux opérateurs en jeu ne permet cependant pas
de recoller les di�érents morceaux, et leur procédé de régularisation s'avère insu�sant
pour obtenir la structure de Hilbert globale. Noter que leurs hypothèses de régularité
sont supérieures à celles de la thèse. Par exemple, (g, π) ∈ W 4×W 3 pour une structure
Hilbert locale de type H2 ×H2.
Pour obtenir la structure de sous-variété de Hilbert globale, Robert Bartnik donne

pour les données initiales asymptotiquement plates une méthode plus abstraite mais
qui se révèle très e�cace. Sa méthode, que nous souhaitons adapter dans le cas asymp-
totiquement hyperbolique, est expliquée en détail dans la section 1.5. Dans l'article
[5], il démontre la structure de sous-variété de Hilbert pour l'ensemble des solutions
des équations de contrainte associées aux équations d'Einstein du vide (sans terme de
source). Le résultat a depuis été étendu, toujours dans le cadre asymptotiquement plat,
aux équations d'Einstein-Yang-Mills par Stephen McCormick dans [44], et étudié sur
les équations couplées Einstein-champ scalaire sans masse par Juhi H. Rai et Ravindra
V. Saraykar dans [48]. Les deux articles suivent scrupuleusement la méthode de Bart-
nik pour étendre son résultat via le théorème des fonctions implicites et des espaces de
Sobolev à poids.
Le cas des données initiales asymptotiquement hyperboliques solutions des équations

de contrainte associées aux équations d'Einstein du vide est l'objet de cette thèse. La
structure de sous-variété de Hilbert est prouvée dans l'article [23], conjointement avec
Erwann Delay. C'est le début de ce genre d'étude en asymptotiquement hyperbolique,
c'est pourquoi nous avons commencé par étudier les équations de champ les plus simples
(sans source). Quelques perspectives possibles de la thèse pourraient être l'extension du
résultat au système couplé Einstein-champ scalaire ou Einstein-Yang-Mills.

1.4 Structure de la thèse

Le chapitre 2 a pour but de fournir les rappels de géométrie et de relativité générale
nécessaires à la mise en contexte de la thèse, aussi bien du point de vue du formalisme
mathématique employé que de la théorie physique dans laquelle s'inscrit mon travail.
Une fois ces rappels faits, on s'intéresse dans le chapitre 3 à l'origine des équations de
contrainte a�n de se familiariser avec l'objet central de cette thèse. En particulier, nous
verrons dans la section 3.2 comment ces équations apparaissent naturellement lors de
la décomposition "temps + espace" de l'espace-temps, appelée décomposition 3 + 1 de
l'espace-temps.
La première partie de la thèse porte sur la structure de sous-variété de Hilbert de

l'espace des données initiales asymptotiquement hyperboliques solutions des équations
de contrainte pour les équations d'Einstein du vide. Le chapitre 4 introduit le cadre
général de notre étude, les espaces fonctionnels dans lesquels nous travaillons, quelques
résultats concernant les opérateurs elliptiques ainsi que les inégalités de base et résultats
préliminaires. La partie I se divise ensuite en deux chapitres principaux : le chapitre
5 dans lequel on considère le cas totalement géodésique (seconde forme fondamentale
nulle), appelé aussi Time-symmetric par la communauté scienti�que anglophone, et
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le chapitre 6 dans lequel le cas général est traité. Cette présentation est cohérente
avec le travail e�ectué pendant cette thèse. En e�et, mon travail de thèse a consisté
en l'adaptation au cas asymptotiquement hyperbolique de l'article de Robert Bartnik
[5], e�ectué dans le cadre asymptotiquement euclidien. A�n de bien comprendre les
enjeux et les di�cultés apparaissant dans le cas asymptotiquement hyperbolique, le
problème a été simpli�é dans un premier temps en ne considérant que le cas Time-
symmetric, dans lequel les équations de contraintes se réduisent énormément, l'opérateur
de contrainte Φ étant dans ce cas la courbure scalaire plus la constante cosmologique.
Cela écourte considérablement les expressions des opérateurs linéarisé DΦ et adjoint
DΦ∗ et les calculs d'estimées associés, mais a le mérite de conserver la di�culté associée
au traitement du terme non linéaire qu'est la courbure scalaire, ce qui rend ce cas
d'étude riche, quoique simpli�é pour une première approche. Une fois ce cas traité et
une connaissance des enjeux et des objets à manipuler plus éto�ée, j'ai pu considérer
dans un deuxième temps les équations de contraintes complètes avec seconde forme
fondamentale, ce qui constitue le cas général.
La deuxième partie de mon travail de thèse, portant sur la masse d'une variété asymp-

totiquement hyperbolique, est exposée dans la partie II. Une fois la structure de sous-
variété de Hilbert établie, on dé�nit dans la section 7.3 dans le cas Time-symmetric
une fonctionnelle masse d'une variété asymptotiquement hyperbolique. Cette dé�ni-
tion, basée sur celle de Bartnik [5], est proche de celle donnée par Piotr Chru±ciel et
Marc Herzlich dans [19], mais compatible avec nos conditions de faible régularité pour
la métrique considérée. En e�et, la fonctionnelle introduite dans [19] demande a priori
trop de régularité pour être valable dans notre contexte mais nous montrons qu'elle est
adaptable à nos hypothèses de faible régularité. Cela donne un argument en faveur de
la dé�nition de masse de type Chru±ciel-Herzlich par rapport à celle de Wang donnée
antérieurement dans [50]. Cette dernière semble demander à la fois trop de régularité
et un contrôle trop exigeant sur l'asymptotique pour être adaptable en faible régula-
rité. On montre dans la section 7.4 que la fonctionnelle masse est lisse sur l'espace des
données initiales solutions des équations de contraintes. L'invariance géométrique dans
le cadre de faible régularité, objet de la section 7.5, n'est pas complètement prouvée et
reste tributaire de la Conjecture 1. Cette dernière, analogue au Théorème 3.3 de [17]
mais en faible régularité, stipule que les changements de cartes au voisinage de l'in�ni
sont asymptotiques à une isométrie du modèle. Le chapitre 8 donne la dé�nition de
l'Hamiltonien classique, les motivations du besoin de régularisation de cette fonction-
nelle et établit le lien entre points critiques de la masse et métriques statiques en se
servant des di�érentes dé�nitions de l'Hamiltonien.
Ce travail de thèse étant basé sur la méthode de Bartnik, intéressons-nous en détail au

principe de cette méthode a�n de comprendre notamment en quoi elle est bien di�érente
des approches antérieures pour montrer la structure de sous-variété de Hilbert globale.

1.5 La méthode de Bartnik

Le but de cette section est de décrire les di�érentes étapes de la méthode utilisée. Nous
mettrons en lumière les di�érences fondamentales entre les cas hyperbolique et euclidien,
les obstacles techniques inhérents à notre cadre d'étude et les modi�cations résultantes
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pour pouvoir adapter sa méthode à notre cas. Cela permet en�n de comprendre la
nécessité d'introduire de nouveaux opérateurs pour palier ces problèmes techniques et
de motiver l'obtention des inégalités clefs pour conclure.
Pour ce qui est de la structure de sous-variété de Hilbert de C, la preuve est basée sur

le théorème suivant que l'on peut trouver dans [24]. C'est une conséquence du théorème
des fonctions implicites et il constitue le résultat central sur lequel nous nous appuierons
pour montrer que C = Φ−1({0}) et plus généralement toute ligne de niveau de Φ est une
sous-variété de l'espace de phase F , ensemble des données initiales asymptotiquement
hyperboliques.

Théorème 1:
Soit f : X → Y une application C 1 entre variétés de Banach. Fixons c ∈ Y .
Si pour tout x ∈ K = f−1({c}), l'application Df(x) : X → Y est surjective et
son noyau possède un supplémentaire fermé, alors K est une sous-variété de X.

On souhaite appliquer ce théorème avec f = Φ et x = (g, π) ∈ Φ−1({c}).
L'opérateur de contrainte Φ est tel que

Φ : F → L∗

(g, π) 7→ Φ(g, π)

où F et L∗ sont des espaces de Hilbert dé�nis au début du chapitre 6.
Cela explique notre étude de l'opérateur de contrainte linéarisé DΦ(g, π) et permet de
visualiser le lien entre structure de sous-variété et équations de contrainte linéarisées.
On voit que pour prouver que Φ−1({c}) est une sous-variété de F , il faut montrer que :

• Φ est une application (au moins) C 1.

•• ker DΦ(g, π) possède un supplémentaire fermé.

• DΦ(g, π) est surjective.
Dans la Proposition 16, on montre que Φ est une application lisse (C∞). De plus,

DΦ(g, π) étant borné sur F , son noyau est fermé par continuité et admet un supplé-
mentaire fermé, conséquence de la structure de Hilbert de F . Il reste à montrer la
surjectivité de DΦ(g, π). Via la dé�nition de l'adjoint DΦ(g, π)∗ et la somme directe

L∗ = Im DΦ(g, π)⊕ kerDΦ(g, π)∗,

la surjectivité de DΦ(g, π) est équivalente à montrer que :

• ker DΦ(g, π)∗ est trivial.

•• ImDΦ est fermée.

Cela justi�e notre intérêt pour l'opérateur adjoint, auquel les estimées de la section
6.3 sont consacrées. La trivialité du noyau de l'adjoint, montrée dans le Théorème 13,
est l'objet de la section 6.5.
Remarque : le noyau de DΦ(g, π)∗ n'est pas forcément trivial sans contrainte de com-
portement asymptotique. La restriction de l'intervalle de poids autorisés pour dé�nir
notre espace de phase est faite de façon à rendre le noyau trivial. Nous dirons alors qu'il
n'y a pas de vecteurs de Killing ou KID (pour Killing initial data) dont le comportement
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asymptotique véri�e cette restriction. Nous reviendrons sur cette terminologie dans le
chapitre 8.2 qui fait le lien entre les points critiques de la masse et les KID.
Concernant l'établissement de la trivialité du noyau, la partie délicate réside dans le
fait de montrer que pour un vecteur ξ = (N,X) tel que DΦ(g, π)∗.ξ = 0, alors ξ = 0
au voisinage de l'in�ni (bord conforme). C'est là qu'apparaît la di�érence fondamentale
entre notre cas et celui de Bartnik qui considère comme métrique modèle la métrique
euclidienne en dehors d'un compact. Par conséquent, la courbure de sa métrique modèle
est nulle en dehors d'un compact et donc intégrable dans L2

δ . En ce qui nous concerne,
nous avons choisi de travailler dans le contexte asymptotiquement hyperbolique le plus
général possible et le cas où notre métrique est la métrique hyperbolique en dehors
d'un compact n'est qu'un cas particulier de notre étude. La courbure de notre métrique
modèle n'est dans tous les cas pas nulle en dehors d'un compact et donc pas intégrable.
C'est la raison de la nécessité pour nous de donner la condition d'intégrabilité de cour-
bure suivante 1 :

Riem g̊ijkl − g̊il̊gjk + g̊ikg̊jl ∈ L2
δ .

Cette condition d'intégrabilité est automatiquement véri�ée pour le modèle de Bartnik,
bien entendu sans le décalage dû à la courbure asymptotique non nulle. Dans DΦ(g, π)∗,
apparaissent deux opérateurs importants :

DR(g)∗N := ∇∇N − (∆N) g −N Ric(g)

S(X)ij :=
1

2
(∇iXj +∇jXi).

Pour conclure, nous avons besoin que sur un voisinage de l'in�ni la norme L2 (à poids)
de DR(g)∗N contrôle la norme H2 de N et que la norme H1 de S(X) contrôle la norme
H2 de X et ce, sans condition sur le bord intérieur du voisinage 2. En AE, une double
utilisation d'une inégalité de type Poincaré permet d'obtenir le contrôle souhaité. Dans
notre contexte, les inégalités de type Poincaré ou Korn ne su�sent pas. Ceci motive la
construction d'un opérateur T de type Hessienne pour contrôler N

T (N) = ∇∇N −N g,

et d'un opérateur U , relié à certaines dérivées premières de l'opérateur de Killing S,
pour contrôler X

Ukji(X) = ∇2
kjXi − gjkXi + gikXj = ∇kS(X)ij +∇jS(X)ik −∇iS(X)jk +X L2

δ .

L'estimée sur N se déduit de

T (N)− (trg T (N)) g = DR∗(g)N +N L2
δ .

En e�et, le contrôle de la norme H2 de N par la norme L2 de T (N) au voisinage de
l'in�ni est obtenu dans la Proposition 8. Quant au contrôle de la norme H2 de X par la
norme L2 de U(X) et S(X) au voisinage de l'in�ni, nous l'avons obtenu en deux temps,

1. On fait ici un abus de notation, en vigueur dans le reste de la thèse également. C'est en réalité

la norme du tenseur, dé�ni en coordonnées locales par l'expression suivante, qui est dans L2
δ .

2. Notons que le contrôle H1 de X par la norme L2 de S(X), qui n'est autre qu'une inégalité de

type Korn, n'est pas valable pour les conditions asymptotiques requises ici.
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d'abord par un contrôle en norme H1 de X, établi dans la Proposition 22, complété
par un contrôle en norme L2 de ∇2X dans l'équation (6.100). Le travail e�ectué sur
l'inégalité de Poincaré, qui n'a �nalement pas été utilisé, est consigné dans l'appendice
A pour de futures références.

Remarque importante : le poids de décroissance critique δ = −n/2, apparaissant dans
la Conjecture 1 et nécessaire pour avoir une masse invariante géométriquement, a condi-
tionné notre étude sur la structure de sous-variété. Le but de dé�nir une structure de
sous-variété de Hilbert, en plus de résoudre la question de la stabilité par linéarisation,
est de pouvoir dé�nir sur cette sous-variété une fonctionnelle masse qui soit lisse. Il
faut donc que cette structure soit valable pour des métriques dont la décroissance δ
appartient à un intervalle comprenant des valeurs inférieures au poids critique −n/2.

Pour montrer la surjectivité de DΦ(g, π), la méthode qu'utilise Bartnik est très as-
tucieuse car relativement abstraite. Avant lui, la méthode consistait à construire un
inverse à droite pour DΦ(g, π), naturellement donné par l'adjoint DΦ(g, π)∗. On ob-
tenait ainsi un opérateur DΦ(g, π)DΦ(g, π)∗ elliptique pour lequel sont connus des
résultats de propriétés Fredholm et d'isomorphisme, permettant de montrer la surjec-
tivité de DΦ(g, π)DΦ(g, π)∗ et donc celle de DΦ(g, π). Le problème majeur de cette
technique est que le fait d'utiliser l'adjoint induit une perte de régularité puisque les
coe�cients de ce dernier font intervenir des dérivées de g et π. Ceci empêche d'avoir une
structure de Hilbert globale car le recollement des sous-variétés de Hilbert locales est
impossible. En e�et, le voisinage d'une métrique régulière à l'ordre k + 2 est constitué
de métriques seulement régulières à l'ordre k. Bartnik ne construit pas explicitement un
inverse à droite pour DΦ(g, π), il montre seulement que l'image de DΦ(g, π) est fermée.
Il considère pour cela un opérateur F dé�ni comme le linéarisé de Φ pour des variations
particulières des données initiales et se contente de montrer que l'image de F est fermée
et de codimension �nie. Les variations particulières considérées permettent de donner à
l'opérateur F une forme elliptique ([20]), pour laquelle nous avons des propriétés Fred-
holm. Ainsi l'opérateur F n'a pas besoin d'être surjectif mais seulement surjectif à un
espace de dimension �nie près, et cela su�t pour conclure. Il nous faut alors montrer
que ImF est fermée et possède un supplémentaire de dimension �nie (donc fermé). La
preuve de l'image fermée de F est faite dans le Théorème 16.
Considérons la projection canonique π (surjective) dé�nie par :

π : L∗ → L∗/ImF =: CokerF.

L∗ étant un espace de Hilbert, on a la somme directe suivante

L∗ = ImF ⊕ (ImF )⊥. (1.1)

La restriction de l'application π à (ImF )⊥ est un isomorphisme. Puisque l'opérateur F
satisfait

ImF ⊂ Im DΦ(g, π) ⊂ L∗,

en prenant l'intersection de (1.1) avec Im DΦ(g, π),

Im DΦ(g, π) = ImF ⊕
(
(ImF )⊥ ∩ Im DΦ(g, π)

)
. (1.2)
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La dimension �nie de (ImF )⊥ ' CokerF découle alors du Lemme 14 et de la dimension
�nie de kerF ∗, établie grâce au Théorème 17.
L'inclusion de W := (ImF )⊥ ∩ Im DΦ(g, π) dans (ImF )⊥ lui confère une dimension
�nie donc son caractère fermé. ImF étant également fermé, leur somme directe qui n'est
autre que Im DΦ(g, π) d'après (1.2), est fermée.

Avant-propos

Dans cette thèse, j'ai travaillé en toute dimension n le plus souvent possible et sauf
mention explicite contraire, les résultats présentés sont valables en toute dimension.
Néanmoins, certaines démonstrations utilisent une inégalité de Sobolev qui contraint
(fortement) la dimension de la variété à la dimension n = 3 ; cela est alors précisé dans
les résultats concernés.
Concernant les constantes dans les inégalités sur les normes, la constante c désigne en
général une constante qui dépend de la métrique g̊ et de δ et son expression peut varier
d'une ligne à l'autre d'une démonstration. La nature de la dépendance de la constante
C sera quand à elle systématiquement précisée car elle dépendra d'autres paramètres.
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Notations et conventions d'écriture

Concernant les indices présents dans les notations tensorielles, on réservera les indices
grecs aux tenseurs sur l'espace-temps N de dimension n + 1 et les indices prennent
alors les valeurs comprises entre 0 et n. Quant aux indices latins, ils sont utilisés pour
faire uniquement référence aux dimensions spatiales et concerneront les tenseurs sur
l'hypersurfaceM de dimension n. Ils prendront alors les valeurs de 1 à n. De plus, la
convention de sommation d'Einstein est utilisée : si dans un monôme, un même indice
apparaît deux fois, une fois covariant et une fois contravariant, alors la somme sur toutes
les valeurs possibles de l'indice est sous-entendue et cet indice est dit muet.

Voici une liste des notations que nous utilisons :

• In désigne la matrice identité de IRn, dont les composantes dans une base ortho-
normée quelconque sont données par δij, où δ est le symbole de Kronecker dé�ni
par

δij =

{
0 si i 6= j

1 si i = j
.

• Pour un système de coordonnées (xi)1≤i≤n, on notera ∂i l'opérateur de dérivation
partielle par rapport à xi

∂i :=
∂

∂xi
.

• L'opérateur dérivée partielle seconde sera désigné par

∂2
ij :=

∂2

∂xi∂xj
.

• Pour la dérivée covariante seconde, la même convention a lieu et

∇2
ij := ∇i∇j.

• On notera DΦ la matrice jacobienne de l'application Φ : IRn −→ IRn

DΦ =

 ∂Φ1

∂x1 · · · ∂Φ1

∂xn
...

...
∂Φn

∂x1 · · · ∂Φn

∂xn

 .

• C∞(M) désigne l'ensemble des fonctions lisses sur M tandis que C∞c (M) (resp.
C∞c (T ∗M)) désigne l'ensemble des fonctions lisses (resp. 1-formes) à support com-
pact sur M .

• ∧ désigne le produit extérieur.
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Chapitre 2

Rappels de géométrie et contexte
physique

Ce chapitre est dédié à l'introduction des notations et conventions de signes utilisées
pour dé�nir les notions mathématiques de base nécessaires à notre étude. La première
section introduit quelques notions de base de géométrie di�érentielle et la suivante met
l'accent sur les outils de géométrie pseudo-Riemannienne, contexte mathématique de
notre travail. Ces deux sections s'appuient fortement sur le livre "Riemannian geometry"
de S. Gallot, D. Hulin et J. Lafontaine [31] ainsi que sur l'appendice A du polycopié
"An introduction to the Cauchy problem for the Einstein equations" de Piotr Chru±ciel.
La dernière section donne une introduction au contexte de relativité générale et plus
particulièrement à la notion de causalité.

2.1 Géométrie di�érentielle

Commençons par donner la dé�nition d'une variété, espace général sur lequel nous
allons mener notre étude.

Variété

Un espace topologique M , séparé au sens de Hausdor�, est appelé variété lisse de
dimension n si :
� Il existe un recouvrement ouvert {Uα}α∈A de M tel que pour tout α ∈ A, il existe
un voisinage ouvert Vα de IRn et un homéomorphisme φα : Uα −→ Vα.

� Quels que soient α et β ∈ A , si Uα ∩ Uβ 6= ∅, alorsφα ◦ φ−1
β est un C∞- di�éomor-

phisme.

On appelle carte de M tout couple (Uα, φα) et l'ensemble {(Uα, φα)}α∈A constitue un
atlas sur M . Une variété est dite "compacte" si elle est compacte en tant qu'espace
topologique.

On dit que Vα est un voisinage demi-ouvert de IRn si Vα = V ′α ∩ {x ∈ IRn/xn > 0}
où V ′α est un voisinage ouvert de IRn.

Une variété M est appelée variété lisse de dimension n à bord si :
� Il existe un recouvrement ouvert {Uα}α∈A de M tel que pour tout α ∈ A, il existe un
voisinage ouvert ou demi-ouvert Vα de IRn et un homéomorphisme φα : Uα −→ Vα.

� Quels que soient α et β ∈ A , si Uα ∩ Uβ 6= ∅, alorsφα ◦ φ−1
β est un C∞- di�éomor-

phisme.

Le bord de M est dé�ni par ∂M =
⋃
α∈A

φ−1
α (V ′α ∩ {x ∈ IRn/xn = 0}).
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Chemins

Soit I un intervalle fermé borné de IR. Un chemin d'une variété M est une application
C 1 par morceaux

γ : I −→M

t 7−→ γ(t)

dont le support est noté Supp (γ) = {γ(t), t ∈ I}.

Espace tangent

En tout point p de la variété M , on peut dé�nir l'espace tangent à M au point
considéré. Soit C = {γ : [−1, 1] 7→ M /γ(0) = p ∈ M} l'ensemble des chemins de M
centrés en p. Soit (U, φ) une carte de M avec p ∈ U .
L'espace tangent en p àM , TpM , est l'ensemble des classes d'équivalence dans C pour

la relation d'équivalence suivante :

Soient γ1, γ2 ∈ C , γ1 ∼ γ2 ⇐⇒
(
d(φ ◦ γ1)(t)

dt

)
t=0

=

(
d(φ ◦ γ2)(t)

dt

)
t=0

.

Cette dé�nition ne dépend pas du choix de la carte (cf. [31], Def. 29). L'espace tangent
àM au point p est l'espace vectoriel constitué des tangentes aux chemins deM au point
p. Il est de même dimension que M . L'ensemble TM = {TpM, p ∈M} est appelé �bré
tangent de M .

Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs de classe C∞ surM est une application qui associe à tout point
p de M un vecteur au dessus de p dans TpM , de façon C∞. C'est une section lisse du
�bré tangent TM . L'espace vectoriel des champs de vecteurs surM est noté Γ(TM). On
peut identi�er les champs de vecteurs à des opérateur de dérivation partielle du premier
ordre agissant sur les fonction f : M → IR. Dans le système de coordonnées {xi}, une
base de TpM est formée des vecteurs {∂i}16i6n et on peut généralement exprimer un
champ de vecteur X(p) = X i(p) ∂i où les X i sont des fonctions C∞ sur M . L'action
de X sur une fonction f est notée X(f) ou X.f et donnée par X(f) := X i ∂if .

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y , noté [X, Y ], est le champ de
vecteurs dé�ni par

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)).

En coordonnées locales,

[X, Y ](f) = X i ∂i(Y
j ∂jf)− Y i ∂i(X

j ∂jf) = (X i ∂iY
j − Y i ∂iX

j)∂jf.

Espace cotangent et 1-formes di�érentielles

L'ensemble des formes linéaires sur TpM est appelé espace cotangent, dual algébrique
de TpM et noté T ∗pM . Une 1-forme di�érentielle de classe C∞ surM est une application
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qui associe à tout point p de M une forme linéaire sur TpM , de façon C∞. C'est une
section lisse du �bré cotangent T ∗M = {T ∗pM, p ∈ M} et on note ΩM := Γ(T ∗M)
l'espace vectoriel des 1-formes di�érentielles sur M . Dans le système de coordonnées
{xi}, une base de ces 1-formes di�érentielles est {dxi}16i6n, base duale de {∂i}16i6n et
on peut généralement exprimer une 1-forme di�érentielle α(p) = αi(p) dx

i où les αi
sont des fonctions C∞ sur M . On dé�nit le crochet de dualité, action d'une 1-forme α
sur un vecteur X, par

〈α,X〉 := α(X).

Les deux bases sont reliées par la relation

dxi(∂j) := δij,

où δ désigne le symbole de Kronecker.

Tenseurs

Soient α et β deux 1-formes sur TM . Leur produit tensoriel est l'application bilinéaire
dé�nie par la formule

(α⊗ β)(X, Y ) := α(X)β(Y )

On notera l'exemple important : (dxi ⊗ dxj)(X, Y ) = dxi(X)dxj(Y ) = X iY j.
Le produit tensoriel anti-symétrisé

dxi ∧ dxj =
1

2
(dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi)

est une base des formes bilinéaires anti-symétriques sur TM .
Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M . Leur produit tensoriel est l'application
bilinéaire dé�nie par la formule

(X ⊗ Y )(α, β) := α(X)β(Y ),

en posant X(α) := α(X). On notera l'exemple important : (∂i ⊗ ∂j)(α, β) = αiβj.

Le produit tensoriel de deux 1-formes (champs de tenseurs de valence (0, 1)) ou de
deux champs de vecteur (champs de tenseurs de valence (1, 0)) permet d'obtenir des
champs de tenseurs d'ordre deux, et le procédé se généralise pour obtenir des champs
de tenseurs d'ordre aussi grand que l'on veut. On peut même obtenir des champs de
tenseurs mixtes de valence (1, 1) en faisant le produit tensoriel d'une 1- forme et d'un
champs de vecteurs, dé�ni comme

(X ⊗ α)(β, Y ) := X(β)α(Y ) = β(X)α(Y ).

Par exemple,
(∂i ⊗ dxj)(β, Y ) := βi Y

j.

Là encore le procédé se généralise facilement à des champs de tenseurs d'ordre r + s
et de valence (r, s), dits r fois contravariant et s fois covariant, obtenus en faisant le
produit tensoriel de r (1, 0)-tenseurs et s (0, 1)-tenseurs. Bien entendu, tous les champs
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de tenseurs d'ordre r + s ne sont pas obtenus par ce procédé. Par abus de language et
a�n d'alléger les notations, nous utiliserons dans la suite de la thèse le terme de tenseur
en sous-entendant champ de tenseurs.
On notera (⊗rTpM) = TpM ⊗ · · · ⊗ TpM︸ ︷︷ ︸

rfois

et (⊗sT ∗pM) = T ∗pM ⊗ · · · ⊗ T ∗pM︸ ︷︷ ︸
sfois

.

Un (r, s)-tenseur R est donc une section lisse du �bré T rsM := (⊗rTM)⊗ (⊗sT ∗M), un
champ de formes multilinéaires

p ∈M 7−→ Rp : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
sfois

×T ∗pM × · · · × T ∗pM︸ ︷︷ ︸
rfois

−→ IR.

La multilinéarité pour les tenseurs est comprise comme la linéarité par rapport à chaque
variable, pour l'addition et la multiplication par une fonction. Notons que l'on peut éga-
lement obtenir des tenseurs de valence (a + c, b + d) en faisant le produit tensoriel de
deux tenseurs de valences respectives (a, b) et (c, d).

Les tenseurs sont caractérisés par leur invariance par rapport au système de coordon-
nées dans lequel ils sont exprimés :
Soient (Ω, φ) et (Ω̃, ψ) deux cartes compatibles de la variété M et p ∈ Ω ∩ Ω̃ ⊂M .
La fonction de transition

Φ = ψ ◦ φ−1 : φ(Ω ∩ Ω̃) ⊂ IRn → ψ(Ω ∩ Ω̃) ⊂ IRn

étant un di�éomorphisme, on note Ψ son inverse. Les vecteurs se transforment comme
suit sous l'action de Φ :

DΦ(φ(p)) : IRn −→ IRn

V 7−→ Ṽ = DΦ(φ(p))V

Les éléments de (IRn)∗, formes linéaires sur IRn, se transforment quant à eux comme
ceci sous l'action de Ψ :

DΨ(ψ(p)) : (IRn)∗ −→ (IRn)∗

ω 7−→ ω̃ = ωDΨ(ψ(p))

La propriété tensorielle de conservation par changement de coordonnées (sous l'action
de Φ) est donc traduite par la relation suivante en coordonnées locales :

Ri1···ir
j1···js = R̃m1···mr

k1···ks ∂j1Φk1 . . . ∂jsΦ
ks ∂m1Ψi1 . . . ∂mrΨ

ir ,

où R est considéré au point φ(p) et R̃ au point ψ(p).

Contraction tensorielle

Les contractions tensorielles ci,j sont les applications linéaires

ci,j : (⊗(r+1)TpM)⊗ (⊗(s+1)T ∗pM)→ (⊗rTpM)⊗ (⊗sT ∗pM),
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dé�nies pour tous X1, . . . , Xs ∈ TpM et α1, . . . , αr ∈ T ∗pM par

ci,j(X1 ⊗ . . .⊗Xs ⊗ α1 ⊗ . . .⊗ αr)
= αj(Xi)X1 ⊗ . . .⊗ X̂i ⊗ . . .⊗Xs ⊗ α1 ⊗ . . .⊗ α̂j ⊗ . . .⊗ αr .

Soit S un (r, s)-tenseur dont l'expression en coordonnées locales est Si1...irj1...js .
Le tenseur cip,jq(S) est un (r − 1, s− 1)-tenseur et a pour expression

S
i1...ip−1 ν ip+1...ir

j1...jq−1 ν jq+1...js
.

Application linéaire tangente et Pull-back d'un tenseur

Soit φ : M → N une application lisse entre deux variétés. L'application linéaire
tangente Tφ est dé�nie comme

Tφ : TM → TN.

En tout point p ∈M , Tpφ associe à un vecteur de TpM un vecteur de Tφ(p)N .
Soit S un (0, s)-tenseur sur N , le pull-back de S par φ, noté φ∗S est le (0, s)-tenseur

sur M dé�ni pour tous X1, . . . , Xs ∈ TpM par

(φ∗S)p(X1, . . . , Xs) = Sφ(p)(Tpφ.X1, . . . , Tpφ.Xs).

Le pull-back véri�e la propriété suivante : Si ψ : N → P est une autre application lisse
entre les variétés N et P , alors

(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.

2.2 Géométrie pseudo-Riemannienne

De façon générale, une forme bilinéaire g s'écrit en coordonnées locales g = gijdx
i⊗dxj.

On a alors

g(X, Y ) = (gijdx
i ⊗ dxj)(X, Y ) = gijdx

i(X)dxj(Y ) = gijX
iY j.

LorsqueM est une variété n-dimensionnelle, la forme bilinéaire g sur TM est un tenseur
de valence (0, 2) et gij peut être représentée en coordonnées locales par une matrice
carrée de taille n. On s'intéressera particulièrement aux formes bilinéaires symétriques
sur TM , pour lesquelles

g(X, Y ) = g(Y,X) ou gij = gji

et on notera dans ce cas
g = gij dx

idxj

Si de plus, le déterminant de la matrice gij est non nul, on parle alors de forme bili-
néaire symétrique non dégénérée. On peut dans ce cas dé�nir la signature de sa forme
quadratique associée en utilisant la loi d'inertie de Sylvester qui donne en chaque point
l'existence d'une base dans laquelle la matrice gij est diagonale avec uniquement des
coe�cients au carré précédés de signes + ou −. Le nombre de signes + et − est indé-
pendant de la base choisie. La signature de g est alors (p, q) où p (resp. q) est le nombre
de − (resp. +) et p + q = n. On trouve parfois la convention inverse pour l'ordre de p
et q dans la dé�nition de la signature.
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2.2. Géométrie pseudo-Riemannienne

Métrique Riemannienne

Une métrique Riemannienne g sur M est une section lisse et dé�nie positive du �bré
S2T ∗M des 2-formes bilinéaires symétriques sur M . C'est un champ de (0, 2)-tenseurs
symétriques de signature (0, n), notée également (+, . . . ,+). À chaque point p de M ,
la métrique associe une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive sur TpM , de façon
C∞. On peut alors voir g comme un champ de produits scalaires sur TM et dé�nir une
norme associée,

p ∈M 7−→ gp : TpM × TpM −→ IR
(X, Y ) 7−→ gp(X, Y ) := 〈X, Y 〉g

avec
〈X, Y 〉g;p = gij(p)X

i(p)Y j(p) et |X|2g;p := gij(p)X
i(p)Xj(p)

Le point p étant sous-entendu la plupart du temps, on ne le fera plus apparaître dans
les notations a�n de les alléger.

Métrique Lorentzienne

De manière générale, une métrique qui associe à chaque point p ∈ M une forme
bilinéaire sur TpM dont la forme quadratique associée à une signature (p, q) avec p 6= 0 et
p+q = n est appelée métrique pseudo-Riemannienne et dans les cas particuliers où p ou
q égalent 1, on parle de métrique Lorentzienne, de signatures respectives (−,+, . . . ,+)
et (+,−, . . . ,−).
Contrairement à une métrique Riemannienne (dé�nie positive) pour laquelle la norme
gijX

iXj de tout vecteur X est positive ou nulle, on ne peut pas dé�nir de norme pour
une métrique Lorentzienne (et plus généralement une métrique pseudo-Riemannienne)
car le nombre gijX iY j peut être négatif compte tenu du caractère non dé�ni positif de
la métrique. On parlera dans ce cas de pseudo-norme, qui peut se révéler négative pour
certains vecteurs. Sur une variété Lorentzienne de signature (−,+, . . . ,+), on distingue
trois types de vecteurs :
� Les vecteurs X de genre temps tels que gijX iXj < 0.
� Les vecteurs X isotropes (ou de genre lumière) tels que gijX iXj = 0.
� Les vecteurs X de genre espace tels que gijX iXj > 0.
Remarque : Dans le cas Lorentzien, il existe donc des vecteurs isotropes non nuls, ce

qui est impossible dans le cas d'une métrique Riemannienne. Dans la suite de la thèse,
on appelle variété Riemannienne (resp. Lorentzienne) le couple (M, g) où M est une
variété munie d'une métrique Riemannienne (resp. Lorentzienne) g.

Espace de Minkowski

L'exemple le plus courant de variété Lorentzienne est l'espace de Minkowski IR1,3,
théâtre de la théorie de la relativité restreinte. C'est l'équivalent de l'espace euclidien
(qui a une métrique riemannienne) avec une métrique Lorentzienne dans la mesure où
celui-ci est l'espace plat de référence pour les variétés de dimension 3+1 (pour sym-
boliser la di�érence entre la dimension temporelle et les 3 dimensions spatiales). Plus
précisément, l'espace de Minkowski est un espace a�ne pseudo-euclidien de dimension
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4 qui modélise l'espace-temps de la relativité restreinte. C'est la donnée d'un point
origine et d'un espace vectoriel de dimension 4 dans lequel on introduit une métrique
Lorentzienne. La pseudo-norme d'un vecteur u = (u0, u1, u2, u3) de IR1,3 est alors dé�nie
par

η(u, u) = −u2
0 + u2

1 + u2
2 + u2

3,

où η est la matrice associée à la métrique de Minkowski dans la base orthogonale ci-
dessus

η =


−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Remonter et abaisser les indices : les isomorphismes musicaux

Dans le cas ou la métrique γ est non dégénérée, son inverse existe et γ induit un
isomorphisme

[ : TpM → T ∗pM

X 7→ X[

dé�ni par
X[(Y ) := γ(X, Y ).

En notation indicielle, Xδ = γδνX
ν . Ce procédé est appelé abaissement de l'indice.

L'inverse de [ est

] : T ∗pM → TpM

α 7→ α]

dé�ni par
α(X) := γ(α], Y ).

En notation indicielle,
αε = γεµαµ,

où (γαβ) est la matrice inverse de (γαβ), reliée à la matrice de γ par

γανγνβ = δαβ.

Ce procédé est quant à lui appelé remontée de l'indice. Ces deux procédés se généralisent
aisément pour abaisser ou remonter plusieurs indices d'un tenseur d'ordre supérieur en
utilisant respectivement γ et γ−1.
Ces isomorphismes montrent que toutes les versions de valence (a, b), avec a + b = r,
d'un tenseur S d'ordre r �xé sont isomorphes et on ne fera plus la distinction entre
ces di�érentes versions par la suite. Notons qu'un (a, b)-tenseur T agit sur tout (b, a)-
tenseur S par contraction totale de sorte d'obtenir une fonction. C'est la généralisation
du crochet de dualité pour les tenseurs d'ordre supérieur à un.
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Trace d'un 2-tenseur et Laplacien

Soit T un 2-tenseur. On appelle trace de T sur γ la fonction trγ T dont l'expression
en coordonnées locales, suivant la valence de T , est la suivante

trγ T = γµνTνµ = γµνT
νµ = γ ν

µ T
µ

ν = γµνT
ν
µ = T µµ = T µ

µ .

On dé�nit le Laplacien d'une fonction N , pour une métrique pseudo-Riemannienne γ

∆γN := γαβ∇2
βαN := ∇α∇αN = ∇α∇αN.

Pseudo-norme tensorielle d'un tenseur

D'une manière analogue à celle utilisée pour dé�nir la norme (resp. pseudo-norme)
d'un vecteur X sur une variété Riemannienne (reps. Lorentzienne), on peut dé�nir
sur une variété pseudo-Riemannienne (∇, γ) la pseudo-norme d'un (r, s)-tenseur, dont
l'expression en coordonnées locales est Si1,...,irj1,...,js , à l'aide de la métrique γαβ et son
inverse γαβ

|S|2γ := γk1i1 ...γkrirγ
l1j1 ...γlsjsSk1...kr

l1...ls
Si1...ir j1...js .

La notation |S|2γ,x permet de préciser le point en lequel est considérée la norme.

k-formes di�érentielles

À partir des 1-formes di�érentielles, on peut former grâce à l'algèbre extérieure, des k-
formes di�érentielles qui associent à tout point p de M des formes k-linéaires alternées
sur TpM . Une k-forme di�érentielle sur M est une section lisse du �bré ΛkT ∗M des
formes k-linéaires alternées sur M et on note ΩkM = Γ(ΛkT ∗M) l'espace vectoriel des
k-formes di�érentielles surM . Si TpM est de dimension n et que l'on �xe un système de
coordonnées locales {xi}16i6n, on peut exprimer généralement une k-forme di�érentielle
par

x 7−→ ω(x) =
∑

16i16···6ik6n

ωi1···ik(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

où {dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , 1 6 i1 < · · · < ik 6 n} forme une base des formes k-linéaires
alternées sur TpM .

Mesure de volume d'une variété pseudo-Riemannienne

Soit (M, g) une variété pseudo-Riemannienne orientée de dimension n. On peut dé�nir
une mesure de volume sur M relative à la métrique g et notée dµg. c'est la n-forme
di�érentielle non nulle ayant la forme suivante, dans le système de coordonnées {xi}
compatible avec l'orientation de M :

dµg =
√
|det(g)| dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Dérivation sur une variété pseudo-Riemannienne

Dérivée covariante d'un champ de vecteurs

Soit (N, γ) une variété pseudo-Riemannienne. Une connexion, ou dérivée covariante,
permet d'introduire surN une notion de dérivée aux propriétés tensorielles. Une connexion
sur TN est une application qui permet de dériver les fonctions, les champs de vecteurs
et plus généralement les tenseurs de valence quelconque.

D : Γ(TN)× Γ(TN) −→ Γ(TN)
(X, Y ) 7−→ DXY

telle que
� DXY est linéaire par addition pour X et Y ,

∀X, Y, Z ∈ Γ(TN) , DX+Z(Y ) = DX(Y )+DZ(Y ) et DX(Y+Z) = DX(Y )+DX(Z).

� DXY est linéaire par multiplication par une fonction pour X,

∀f ∈ C∞(N) , ∀X, Y ∈ Γ(TN) , Df XY = f DXY.

� DXY satisfait la règle de Leibniz concernant le produit par une fonction de Y ,

∀f ∈ C∞(N) , ∀X, Y ∈ Γ(TN) , DX(f Y ) = (X.f)Y + f DXY.

En particulier, la dérivée covariante d'une fonction est donnée par DXf = X.f .
Une connexion est dite sans torsion lorsque ∀X, Y ∈ Γ(TM),

DXY −DYX = [X, Y ],

où [X, Y ] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y .

On dit qu'une connexion est compatible avec la métrique lorsque

∀X, Y, Z ∈ Γ(TN) , X.g(Y, Z) = g(DXY, Z) + g(Y,DXZ).

Théorème 2: Connexion de Levi-Civita, [31]
Soit (N, γ) une variété pseudo-Riemannienne. Il existe une unique connexion sans
torsion compatible avec la métrique γ, appelée connexion de Levi-Civita associée à la
métrique γ.

Ce théorème est une conséquence du caractère non dégénéré de la métrique pseudo-
Riemannienne γ. Dans la suite de la thèse, toutes les connexions considérées sur les
variétés Lorentziennes ou Riemanniennes seront des connexions de Levi-Civita et on ne
le précisera plus.
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Symboles de Christo�el

La dérivée covariante associe à deux champs de vecteurs X = X i∂i et Y = Y j∂j un
champ de vecteurs DXY , dé�ni comme la dérivée de Y dans la direction X. Compte
tenu des propriétés de D, il su�t de connaître l'expression de D∂i∂j pour en déduire
l'expression de DXY . D∂i∂j est un champ de vecteur dont on note Γ k

i j les composantes
en coordonnées locales,

D∂i∂j = Γ k
i j ∂k.

Les quantités Γ k
i j sont appelées symboles de Christo�el de deuxième espèce et sont

dé�nies pour une métrique pseudo-Riemannienne γ par

Γ k
i j = γklΓilj = 1

2
γkl (∂iγjl + ∂jγil − ∂lγij) ,

où les quantités
Γilj = 1

2
(∂iγjl + ∂jγil − ∂lγij)

désignent les symboles de Christo�el de première espèce.
Remarque : les symboles de Christo�el ne sont pas des tenseurs car ils ne véri�ent pas la
relation de transformation propre aux tenseurs, sous l'action d'un di�éomorphisme. Au
vu de la symétrie du tenseur métrique γ (ou du caractère sans torsion de la connexion),
on a directement les résultats suivants :
� Les symboles de Christo�el de première espèce sont symétriques par rapport à leurs
indices extrêmes

Γkji = Γijk.

� Les symboles de Christo�el de deuxième espèce sont symétriques par rapport à
leurs indices inférieurs

Γ l
k i = Γ l

i k.

Dans le système de coordonnées {xi}, on en déduit l'expression de la dérivée covariante
de Y dans la direction X :

DXY = (X i ∂iY
j + Γ j

i kX
iY k) ∂j.

Remarque : on note Di := D∂i et ainsi DiY = (∂iY
j + Γ j

i kY
k) ∂j.

Dérivée covariante d'une 1-forme

En utilisant la règle de Leibniz pour le crochet de dualité

DX(α(Y )) = DXα(Y ) + α(DXY ),

on obtient l'expression de la dérivée covariante d'une 1-forme

DXα(Y ) = X. (α(Y ))− α(DXY ).

En coordonnées locales,

DXα = (Xj ∂jαi − Γ k
j iX

jαk) dx
i.
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Extension de la dérivée covariante à un champ de tenseurs

On peut étendre la dérivée covariante aux tenseurs en utilisant l'opérateur DX . Cet
opérateur est un endomorphisme de l'espace des tenseurs et associe à un (r, s)-tenseur
un tenseur de même type.

DX(S ⊗ T ) = DXS ⊗ T + S ⊗DXT.

Il est particulièrement pratique de connaître l'action de la dérivée covariante sur un
tenseur S ∈ Γ(T 0

sM), car ce sont les tenseurs que nous rencontrerons le plus souvent.

DXS(X1, . . . , Xs) = X. (S(Xi, . . . , Xs))−
s∑
i=1

S(X1, . . . , Xi−1, DXXi, Xi+1, . . . , Xs).

Dans le cas particulier du tenseur métrique,

DXγ(Y, Z) = X.γ(Y, Z)− γ(DXY, Z)− γ(Y,DXZ) = 0 (2.1)

car la connexion est compatible avec la métrique. Nous noterons cette propriété de la
métrique : Soit (N, γ) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita D, alors

∀X ∈ Γ(TM), DXγ = 0.

Dérivée de Lie et champs vecteurs de Killing

La dérivée de Lie associée à un champ de vecteurs X sur N est l'application linéaire

LX : Γ(T rsN)→ Γ(T rsN)

telle que
� ∀f ∈ C∞(N) , LXf = X.f.
� ∀Y ∈ Γ(TN) , LX(Y ) = [X, Y ].
� Pour tous tenseurs S, T , LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT .

La dérivée de Lie d'un tenseur S ∈ Γ(T 0
sN) est

LXS(X1, ... , Xs) = X. (S(Xi, ... , Xs))−
∑s

i=1 S(X1, ... , Xi−1, [X,Xi], Xi+1, ... , Xs). (2.2)

Remarque : puisque LX(Y ) = [X, Y ], la formule (2.2) est équivalente à

LXS(X1, ... , Xs) = X. (S(Xi, ... , Xs))−
∑s

i=1 S(X1, ... , Xi−1,LXXi, Xi+1, ... , Xs).

En appliquant cette formule à la métrique γ, on obtient compte tenu de (2.1),

LXγ(Y, Z) = X.γ(Y, Z)− γ([X, Y ], Z)− γ(Y, [X,Z])

= X.γ(Y, Z)− γ(DXY, Z) + γ(DYX,Z)− γ(Y,DXZ) + γ(Y,DZX)

= γ(DYX,Z) + γ(Y,DZX).

En coordonnées locales,
LXγij = DiXj +DjXi.

Sur une variété Riemannienne (N, γ) de connexion D, un champ de vecteur X ∈ Γ(TN)
tel que LXγ = 0 est appelé champ de vecteur de Killing.
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2.2. Géométrie pseudo-Riemannienne

Courbure d'une variété pseudo-Riemannienne

Soit (N, γ) une variété pseudo-riemannienne de connexionD. SoientX, Y, Z ∈ Γ(TN).
Le tenseur de courbure est l'application allant de Γ(TN)×Γ(TN)×Γ(TN) dans Γ(TN)
dé�nie par

R(X, Y )Z = DY (DXZ)−DX(DYZ) +D[X,Y ]Z (2.3)

Dans le système de coordonnées {xi}, on a l'expression du tenseur de courbure

Rµ
αβδ ∂µ = (∂βΓ µ

α δ − ∂αΓ µ
β δ + Γ ν

α δΓ
µ
β ν − Γ ν

β δΓ
µ
α ν) ∂µ (2.4)

La relation suivante, conséquence directe de (2.3), est appelée identité de Ricci

(DβDα −DαDβ)Zε = Rε
αβδZ

δ. (2.5)

À partir du (1, 3)-tenseur de courbure, on peut obtenir sa version de valence (0, 4),
appelée tenseur de courbure de Riemann et dé�nie pour X, Y, Z, T ∈ Γ(TM) par

Riem(X, Y, Z, T ) = γ(R(X, Y )Z, T ),

ce qui donne en coordonnées locales

Rαβδε = γµεR
µ
αβδ.

La courbure de Riemann véri�e les relations d'antisymétrie suivantes :

Rαβδε = −Rαβεδ = −Rβαδε. (2.6)

D'autre part, on a aussi une relation de symétrie par bloc de deux indices comme
suit :

Rαβδε = Rδεαβ. (2.7)

En e�ectuant une permutation circulaire sur les trois premiers indices du tenseur de
Riemann, on obtient la première identité de Bianchi

Rαβδε +Rβδαε +Rδαβε = 0. (2.8)

et la seconde identité de Bianchi, faisant intervenir les dérivées premières du tenseur de
Riemann

DαRβδεσ +DβRδαεσ +DδRαβεσ = 0. (2.9)

On peut trouver les preuves de (2.6), (2.7), (2.8) et (2.9) dans [31], prop 3.5 et prop 3.134.
Par contraction tensorielle du tenseur de courbure par rapport à l'indice contravariant
et à l'indice covariant central, on obtient le tenseur de Ricci appelé aussi courbure de
Ricci, noté Ric g, dont les composantes en coordonnées locales sont

Rαβ = Rε
αεβ = γεσRασβε.

Le tenseur de Ricci est symétrique par suite des propriétés de symétrie du tenseur de
courbure (2.6) et (2.7)

Rαβ = γεσRασβε = γσεRβεασ = Rβα.
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Rappels de géométrie et contexte physique

Par contraction du tenseur de Ricci, on obtient un scalaire R(g) appelé scalaire de Ricci
ou courbure scalaire

R(g) = Rα
α = γαβRαβ.

À partir de la courbure de Ricci et de la courbure scalaire, on peut former le tenseur
d'Einstein Gij

Gαβ = Rαβ − 1
2
R(γ)γαβ + Λγαβ,

où Λ est une constante appelée constante cosmologique. Ce tenseur, symétrique par
suite de la symétrie de la métrique et de la courbure de Ricci, joue un rôle fondamental
dans la théorie de la gravitation d'Einstein, la relativité générale. On peut montrer que
c'est le seul 2-tenseur symétrique à divergence nulle faisant intervenir la métrique et
ses dérivées jusqu'à l'ordre deux. Le fait que DβG

αβ = 0 est une conséquence de la
deuxième identité de Bianchi (2.9) et de (2.1).

Courbure sectionnelle

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Soit P est un plan tangent à M au point x,
et V , W deux vecteurs indépendants non nuls de P . On dé�nit la courbure sectionnelle
comme suit :

κx(P ) = κx(V,W ) =
RijklV

iW jV kW l

gpqV pV qgklW kW l − (gijV iW j)2
=

RijklV
iW jV kW l

|V |2g|W |2g − 〈V,W 〉2g

On peut montrer que cette dé�nition ne dépend pas du choix des vecteurs V et W
dans P indépendants mais uniquement du plan P (cf. [31]). La courbure sectionnelle
détermine entièrement le tenseur de courbure d'une variété Riemannienne (cf. [31],
Thm 3.8). Remarque : le fait de prendre V et W deux vecteurs indépendants et non
nuls permet de s'assurer que le dénominateur ne s'annule pas.

2.3 Relativité générale

La théorie de la relativité générale est une théorie géométrique de la gravitation éla-
borée il y a un siècle par Albert Einstein. Elle donne le lien entre la gravitation et
les autres interactions fondamentales dans l'univers, appelé espace-temps et modélisé
par une variété (N , γ) de dimension 4 avec une métrique Lorentzienne γ de signature
(−,+,+,+) et de connexion D. La nature Lorentzienne de la métrique permet de com-
prendre que la dimension temporelle n'est pas considérée de la même manière que les
dimensions spatiales dans la théorie. La métrique représente le champ gravitationnel.
Elle détermine les trajectoires des particules qui se déplacent le long des géodésiques,
prescrites par la métrique. Toute la géométrie de la variété est décrite par cette métrique
solution des équations d'Einstein,

Rαβ − 1
2
R(γ)γαβ + Λγαβ = 8πG

c4
Tαβ (2.10)

où Tij est le tenseur énergie-impulsion qui représente les interactions autres que la gra-
vitation et G désigne la constante de la gravitation universelle.
Le membre de gauche de cette équation est le tenseur d'Einstein G, fonction de la
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2.3. Relativité générale

métrique et représentant l'interaction gravitationnelle, expliqué en détail dans une sec-
tion précédente. L'équation (2.10) est une équation tensorielle faisant intervenir des
2-tenseurs symétriques sur une variété de dimension 4 et à ce titre, elle constitue en fait
un ensemble de dix équations indépendantes. Cela explique que l'on parle des équations
d'Einstein au pluriel. Elles donnent la relation entre la géométrie de l'espace-temps
et la distribution de matière-énergie présente, qui doit véri�er une loi de conservation
formalisée par DjT

ij = 0. Puisque le tenseur énergie-impulsion T est égal au tenseur
d'Einstein G à une constante multiplicative près, on comprend la nécessité de construire
un tenseur G à divergence nulle pour décrire la géométrie de l'espace-temps. La trajec-
toire spatio-temporelle d'un corps massif, appelée sa ligne d'univers, est une courbe dans
l'espace-temps ; mais toute courbe ne peut pas prétendre être une trajectoire réaliste
(ligne d'univers) : elle doit pour cela satisfaire des propriétés que nous décrirons quand
nous aborderons la causalité.

Cône de lumière

En chaque point p de l'espace-temps N , l'espace tangent TpN est isomorphe à l'espace
de Minkowski et on appelle cône causal de p le cône passant par l'origine de TpN , qui
est l'ensemble des événements passés ou futurs, causalement liés à p. Ceci peut être
illustré par la Figure suivante :

Figure 2.1 � Schéma du cône de lumière

Source: http ://www.astrosurf.com/luxorion/relativite-concepts-conelumiere.htm.
Utilisé avec l'aimable autorisation de l'auteur Thierry Lombry.

La trajectoire d'une particule de masse nulle (photon) est une ligne d'univers contenue
sur le bord du cône causal, dit cône de lumière. Au sein de l'espace-temps, la notion
de causalité est intiment liée au fait que la lumière voyage à la vitesse �nie (constante)
de c = 299792458 m.s−1 et que rien ne peut se déplacer plus vite qu'elle (on parlerait
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alors de violation de la causalité). Ceci étant, les événements ayant pu interagir avec
nous dans le passé et donc avoir une incidence quelconque sur notre existence forment
notre passé absolu et sont contenus dans un demi-cône plein appelé cône causal passé et
les événements que l'on est susceptible de rencontrer dans l'avenir forment notre futur
absolu et sont contenus dans un demi-cône plein appelé cône causal futur. Ces deux
demi-cônes causaux passé et futur forment le cône causal de chaque événement. Tous
les événements hors de ce cône n'ont pas pu et ne pourront jamais avoir de lien avec
l'événement considéré : ils forment ce que l'on appelle l'ailleurs. Les points de l'espace de
Minkowski représentent des événements physiques repérés dans l'espace-temps par les
4 coordonnées (t, x, y, z) et choisir une base pour avoir les coordonnées revient à choisir
un référentiel pour l'observateur de l'événement. La métrique de Minkowski permet
de donner la "distance" ou intervalle d'espace-temps entre deux événements dans cet
espace :

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2.

Si ces événements peuvent être causalement liés (ds2 6 0), alors cela correspond à la
distance entre ces événements. On dit que deux événements sont causalement liés s'ils
peuvent être reliés par une courbe de genre temps.

Causalité

Dans cette partie, nous allons préciser cette notion de causalité et déterminer les
propriétés raisonnables que doit satisfaire l'espace-temps pour être physiquement ac-
ceptable. On se base sur le chapitre 8 du livre de Robert Wald "General Relativity" [49]
dans lequel tous les résultats énoncés sont démontrés. Le chapitre 6 du livre "La relati-
vité générale expliquée aux mathématiciens" d'Emmanuel Humbert et Michel Vaugon
[36] s'est avéré particulièrement utile pour la terminologie française. La nature Lorent-
zienne de la métrique et sa signature amènent à la dé�nition des trois types de vecteurs
tangents de genre temps, espace, ou isotrope 1. Un espace-temps dans lequel on peut
désigner les parties "passé" et "futur" du cône de lumière en chaque point, et ce conti-
nûment, est appelé orientable en temps. Un espace-temps qui ne satisferait pas cette
propriété ne serait pas physiquement raisonnable car on ne pourrait alors pas dé�nir
proprement les notions d'aller "en avant" ou "en arrière" dans le temps. On appelle vec-
teur causal tout vecteur de genre temps ou lumière. Un vecteur causal se trouvant dans
la partie futur (resp. passé) du cône de lumière sera désigné vecteur causal futur (resp.
passé). On considère dorénavant un espace-temps (N , γ) orienté en temps, i.e. orien-
table en temps et où l'on a choisi une orientation en temps. Une conséquence est qu'il
existe un champ de vecteurs de genre temps tα lisse et non nul sur N . Une courbe di�é-
rentiable λ(t) est une courbe de genre temps (resp. causale) future (resp. passée) lorsque
pour tout p ∈ λ(t), le vecteur tangent tα est de genre temps (resp. causal) futur (resp.
passé). Les courbes de genre temps représentent les trajectoires spatio-temporelles (ou
lignes d'univers) des corps massifs dans l'espace-temps tandis que les courbes causales
incluent également les courbes isotropes qui sont les trajectoires des rayons lumineux
(photons) se déplaçant à la vitesse de la lumière. Le futur chronologique (resp. passé

1. Remarque : Pour la signature inverse, les dé�nitions des vecteurs de genre espace et temps sont

inversées.
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chronologique) d'un point p ∈ N , noté I+(p) (resp. I−(p)), est l'ensemble des événe-
ments pouvant être atteints par une courbe de genre temps future (resp. passée).

I+(p) = {q ∈ N : ∃λ : [0, 1]→ N de genre temps future avec λ(0) = p et λ(1) = q}.

I−(p) = {q ∈ N : ∃λ : [0, 1]→ N de genre temps passée avec λ(0) = p et λ(1) = q}.

Soit S ⊂ N , on dé�nit

I+(S) =
⋃
p∈S

I+(p) et I−(S) =
⋃
p∈S

I−(p).

Le futur causal (resp. passé causal) de p ∈ N , noté J+(p) (resp. J−(p)) , est dé�ni de
la même manière pour des courbes causales. On dé�nit de même

J+(S) =
⋃
p∈S

J+(p) et J−(S) =
⋃
p∈S

J−(p).

Un sous-ensemble S ⊂ N est dit achronal lorsque ∀p, q ∈ S, q /∈ I+(p), i.e. I+S
⋂
S = ∅.

Cela traduit le fait que les événements de S ne peuvent pas s'in�uencer entre eux.
Soit λ(t) une courbe causale future. On dit que p ∈ N est une extrémité future de λ
lorsque pour tout voisinage O de p, il existe t0 tel que pour tout t > t0, λ(t) ∈ O.
Pour une courbe causale passée, on parle d'extrémité passée de λ. N étant un espace
séparé au sens de Hausdor�, une courbe causale future (resp. passé) a au plus une
extrémité future (resp. passée). Une courbe causale future (resp. passée) λ est dite
inextensible vers le futur (resp. vers le passé) si elle n'admet pas d'extrémité future
(resp. passée). Un espace-temps est fortement causal lorsque pour tout point p ∈ N
et tout voisinage O de p, il existe un voisinage V de p contenu dans O tel qu'aucune
courbe causale n'intersecte V plus d'une fois. Cela permet d'éviter que certaines courbes
causales tendent à se recouper au voisinage de p. On dit d'un espace-temps qu'il est
causalement stable s'il existe un champ de vecteurs de genre temps tα non nul et continu
tel que (N , γ̃) ne possède pas de courbes causales fermées, où γ̃ = γ − dt⊗ dt, avec dt
la 1-forme di�érentielle associée à tα.

Théorème 3:
(N , γ) est causalement stable si et seulement s'il existe f : N → IR di�érentiable dont
le gradient est de genre temps en tout point. f est appelée fonction temps globale.

On peut montrer que causalement stable implique fortement causal. J+(S) dé�nit l'en-
semble des événements de N in�uencés par des événements de S. Dans un souci de
prédictabilité complète, on aimerait dé�nir l'ensemble des événements de N in�uencés
uniquement par S, c'est à dire déterminés par S. Soit S un ensemble fermé achronal
inclus dans N , on peut dé�nir le domaine de dépendance futur (resp. passé) de S, noté
D+(S) (resp. D−(S)), comme suit

D+(S) = {p ∈ N : toute courbe causale passée inextensible passant par p intersecte S}.

D−(S) = {p ∈ N : toute courbe causale future inextensible passant par p intersecte S}.
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On dé�nit alors le domaine de dépendance de S comme

D(S) = D+(S) ∪D−(S).

D(S) est l'ensemble des événements de N prédictibles à partir des conditions sur S.
Remarque : on a toujours S ⊂ D+(S) ⊂ J+(S).
Un signal ne pouvant se propager à une vitesse supérieure à la vitesse de la lumière,
tout signal envoyé en p ∈ D+(S) est passé par un point de S (et un seul car S est
achronal). On peut donc penser qu'avec assez d'informations sur les conditions sur S,
on puisse déterminer ce qu'il se passe en p ∈ D+(S). Prenons maintenant un événement
p0 ∈ I+(S) tel que p0 /∈ D+(S). Par dé�nition de p0 ∈ I+(S) , ∃q ∈ S tel que p ∈ I+(q),
i.e. il existe une courbe de genre temps future λ telle que λ(0) = q et λ(1) = p. Cela
traduit le fait que p0 est in�uencé par (au moins) un événement de S. Mais p0 /∈ D+(S),
donc il existe une courbe causale passée inextensible λ0 passant par p0 qui n'intersecte
pas S. Autrement dit p0 est in�uencé par (au moins) un événement en dehors de S. Les
conditions sur S ne su�sent donc pas à déterminer les conditions en p0 et on perd alors
le caractère de prédictabilité sur p0 à partir des conditions sur S.

Surface de Cauchy et espace-temps globalement hyperbolique

Une surface de Cauchy est un ensemble achronal ferméM tel que D(M) = N .

Théorème 4:
Toute surface de CauchyM est une sous-variété C 0 plongée dans N .

Cela justi�e le terme surface carM est une hypersurface deN . CommeM est achronale,
on peut la voir comme représentant l'univers à un instant donné. Un espace-temps
(N , γ) qui admet une surface de CauchyM est dit globalement hyperbolique et le futur
(resp. passé) de cet univers peut être prédit (resp. reconstitué) à partir des conditions
à l'instant donné représenté parM. Cette notion d'hyperbolicité globale est essentielle
dans la suite de la thèse, dans la mesure où l'on va s'intéresser au problème de Cauchy,
qui est la question de la reconstructibilité d'un espace-temps de dimension n + 1, vu
comme évolution temporelle d'une hypersurface de Cauchy. Cela revient à étudier les
conditions d'existence d'un feuilletage global d'une variété Lorentzienne de dimension
n+ 1 véri�ant les équations d'Einstein, par des hypersurfaces de genre espace (variétés
Riemanniennes) de dimension n.

Théorème 5:
Globalement hyperbolique implique fortement causal et causalement stable. De plus,
il existe une fonction temps globale f telle que chaque surface {f = cst} est une
surface de Cauchy.

On peut donc feuilleter N par des surfaces de Cauchy et on a la topologie N =M× IR,
où M est une surface de Cauchy. Cette décomposition est unique à homéomorphisme
près puisque deux surfaces de CauchyM etM′ sont homéomorphes.
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Lagrangien, Hamiltonien et équation du mouvement

La théorie de la relativité générale est une théorie du champ et à ce titre, on peut en
donner une formulation Lagrangienne ou Hamiltonienne. On part de la densité Lagran-
gienne d'Einstein-Hilbert

LG := (R(γ)− 2Λ)
√
−γ d4x,

où R(γ) et
√
−γ d4x sont la courbure scalaire et la forme volume associées à γ.

L'action d'Einstein-Hilbert correspondante, associée à la variable dynamique γαβ, est

S[γαβ] :=

∫
V

LG, (2.11)

où V est une partie de N délimitée par deux hypersurfaces Mt1 et Mt2 telles que
t1 < t2,

V :=

t2⋃
t=t1

Mt. (2.12)

LG dépend de γ et ses dérivées covariantes premières et secondes. On obtient l'expres-
sion des variations de l'action

δS

δγαβ
= (NRαβ − 1

2
R(γ)γαβ + Λγαβ)

√
−γ,

Les métriques γ qui minimisent l'action

δS

δγαβ
= 0

sont précisément les solutions des équations d'Einstein du vide, qui constituent les équa-
tions du mouvement de la théorie de la relativité générale. En ajoutant au Lagrangien
LG relatif au champ gravitationnel un Lagrangien LE relatif aux autres interactions
fondamentales qui apparaissent avec la présence de matière-énergie dans l'univers, les
équations d'Einstein générales avec le tenseur d'Energie-impulsion sont véri�ées par les
métriques qui minimisent l'action totale correspondante

ST [γαβ] :=

∫
V

LG + LE.
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Chapitre 3

Origine des équations de contrainte

Ce chapitre permet de revenir sur l'origine géométrique des équations de contrainte,
centrales dans la thèse. Après un aperçu de la géométrie d'une hypersurface, nous ver-
rons en quoi les équations de contrainte découlent de la décomposition 3+1 des équations
d'Einstein associée au feuilletage de l'espace-temps N par des hypersurfaces Rieman-
niennes. La dernière section s'intéresse à la formulation Hamiltonienne de la relativité
et permet de faire le lien entre équations de contrainte et évolution des données ini-
tiales. Ce chapitre est un condensé des chapitres 3, 4 et 5 du livre d'Eric Gourgouilhon
"3 + 1 Formalism in General Relativity : Bases of numerical relativity" [25], à quelques
conventions de signe près. Nous donnons peu de détails sur les calculs que l'on peut
retrouver sous une forme très claire et détaillée dans son livre.

3.1 Hypersurface Riemannienne d'une variété Lorent-

zienne

Dans cette section, on considère une variété Lorentzienne (N, γ) de dimension n+ 1,
de signature (−,+, . . . ,+) et de connexion D, au sein de laquelle (M, g) est une sous-
variété Riemannienne de dimension n et de connexion ∇. M est donc une hypersurface
de N de métrique induite g

g = γ TM .

On appelle g la première forme fondamentale de M qui, lorsque g est Riemannienne,
est appelée hypersurface de genre espace de N . L'avantage de considérer une signature
(−,+, . . . ,+) pour N est manifeste puisque l'on va s'intéresser par la suite à une hyper-
surface de genre espace de N de signature (+, . . . ,+) sur laquelle nous pourrons utiliser
les outils de géométrie Riemannienne introduits précédemment. Étudions le lien entre
les courbures de N et M . Dans cette section, on utilise la métrique γ pour remonter et
abaisser les indices.

Espace normal et �bré normal

Soit p ∈M ⊂ N . L'espace tangent TpM est un sous espace vectoriel de TpN .
On a la décomposition

TpN = TpM ⊕ (TpM)⊥,

où (TpM)⊥ est le complément orthogonal de TpM dans TpN , appelé espace normal.
C'est un espace vectoriel de dimension égale à la codimension deM dans N , dans notre
cas 1.
La décomposition des �brés tangents correspondante est la suivante

TN = TM ⊕ TM⊥,
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où TM⊥ est le complément orthogonal de TM dans TN , appelé �bré normal.
Tout vecteur X ∈ TpN a une décomposition en une composante tangentielle XT ∈ TpM
et une composante normale Xn ∈ (TpM)⊥.

Seconde forme fondamentale

Concernant le lien entre les dérivées covariantes de M et N , on a l'équation suivante
appelée formule de Gauss :

DXY = ∇XY +
−→
II (X, Y ) , ∀X, Y ∈ Γ(TM) (3.1)

qui dé�nit un nouveau tenseur d'ordre (1, 2) appelé seconde forme fondamentale (vec-
torielle) de M dans N .

−→
II : TpM × TpM −→ (TpM)⊥

(X, Y ) 7−→
−→
II (X, Y ).

Le tenseur
−→
II est symétrique en ses arguments (cf. [8], Prop 2.1). La dimension de

(TM)⊥ étant égale à 1, n'importe quel champ de vecteurs ~n non isotrope et normal à
M en est une base et on obtient l'expression

−→
II (X, Y ) =

γ(DXY, ~n)

γ(~n, ~n)
~n

En pratique, puisqueM est Riemannienne, le vecteur ~n est de genre temps et on le choisi
unitaire, i.e. γ(~n, ~n) = −1. On dé�nit alors la seconde forme fondamentale (scalaire) K
comme

K(X, Y ) := −γ(DXY, ~n) = γ(DX~n, Y ),

et l'équation (3.1) devient

DXY = ∇XY +K(X, Y )~n , ∀X, Y ∈ Γ(TM). (3.2)

Notons que la seconde forme fondamentale est symétrique. Dorénavant, nous ferons
systématiquement référence à K quand nous parlerons de seconde forme fondamen-
tale, ce qui évitera toute confusion entre les secondes formes fondamentales scalaire et
vectorielle.

Projecteur sur TM

Le vecteur ~n nous permet de dé�nir un projecteur ~g sur TM

~g : TpN → TpM
X 7→ ~g(X) = X + γ(~n,X)~n,

ce qui se traduit en coordonnées locales

gαβ = γαβ + nαnβ. (3.3)

Le projecteur ~g véri�e les propriétés suivantes :
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� ~g(~n) = 0.
� ∀X ∈ Γ(TM) , ~g(X) = X.
� ∀X ∈ Γ(TN) , ~g(~g(X)) = ~g(X).
� ~g est symétrique,
∀X, Y ∈ Γ(TN), γ(~g(X), Y ) = γ(X,~g(Y )).

Grâce au crochet de dualité, on peut étendre ce projecteur à des 1-formes et plus
généralement à des (0, S)-tenseurs sur TM par la formule

~g∗S : (TpN )s → IR

(X1, . . . , Xs) 7→ S(~g(X1), . . . , ~g(Xs)).

Par dé�nition de la métrique induite, ~g∗g est l'extension de g à des vecteurs de TpN qui
coïncide avec g sur TpM et on notera par conséquent g := ~g∗g. Cela permet de faire le
lien entre les métriques γ et g via l'égalité tensorielle

g = γ + ~n[ ⊗ ~n[,

c'est à dire en coordonnées locales

gαβ = γαβ + nαnβ. (3.4)

Lien entre les courbures de M et N : équations des hypersurfaces

La relation de Gauss ([31], Thm 5.5) donne le lien entre les courbures de Riemann de
N et M . Elle est obtenue en projetant complètement l'identité de Ricci sur TM :

NRiem(X, Y, Z, T ) = MRiem(X, Y, Z, T ) +K(X,Z) K(Y, T )−K(X,T ) K(Y, Z),

ce qui donne en coordonnées locales

gµαg
ν
βg

σ
δg
ε
ρ
NRρ

µνσ = MRε
αβδ +KαδK

ε
β −K ε

αKβδ.

Compte tenu de (3.3), en contractant cette équation par rapport aux indices ε et β puis
en renommant δ en β, on obtient l'équation de Gauss contractée

gµαg
ν
β
NRµν + gµαgσβn

νnρ NRσ
νµρ = MRαβ + (trgK)Kαβ −K µ

α Kµβ. (3.5)

En prenant la trace sur g, on obtient l'équation de Gauss scalaire

R(γ) + 2NRµνn
µnν = R(g) + (trgK)2 − |K|2g, (3.6)

où |K|2g := gkigljKklKij = KijK
ij et trgK := gijKij = Ki

i.
La relation de Codazzi donne quant à elle le lien entre la courbure de N et les dérivées

covariantes premières de la seconde forme fondamentale ([31], Thm 5.9). Elle est obtenue
en projetant trois fois sur TM l'identité de Ricci appliquée à n :

NRiem(X, Y, ~n, Z) = ∇YK(X,Z)−∇XK(Y, Z),

ce qui donne en coordonnées locales

gµαg
ν
βg

ε
ρn

σ NRρ
µνσ = ∇βK

ε
α −∇αK

ε
β.
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3.1. Hypersurface Riemannienne d'une variété Lorentzienne

En contractant cette équation par rapport aux indices ε et α, on obtient l'équation de
Codazzi contractée

gναn
σ NRνσ = ∇µK

µ
α −∇β(trgK). (3.7)

Les équations de Gauss scalaire et Codazzi contractée sont obtenues pour une hyper-
surface M ⊂ N quelconque car elles ne font intervenir que des champs de vecteurs et
leurs dérivées dans la direction tangente à M . Ces équations donnent certaines compo-
santes du tenseur de courbure de N en fonction de la seconde forme fondamentale de
M dans N . L'équation de Gauss donne la composante tangentielle tandis que l'équation
de Codazzi donne la composante normale. La seconde forme fondamentale permet donc
de faire le lien entre les di�érentes courbures de N et M .

Hypersurface totalement géodésique

Lorsque la seconde forme fondamentale est identiquement nulle, les connexions de
Levi-Civita deM etN sont les mêmes, de même que leurs courbures. Une géodésique sur
une variété pseudo-Riemannienne est un chemin dont la distance associée à la métrique
est extrémal. Le cas où K = 0 est un cas très particulier de sous-variétés de N dans
lequel toute géodésique de M est une géodésique de N . On dit alors que M est une
hypersurface totalement géodésique de N . En fait, M est totalement géodésique si et
seulement si sa seconde forme fondamentale est nulle ([31], 5.8).

Figure 3.1 � Schéma de la sphère N et d'une hypersurface totalement géodésique M .

On visualise cela sur la Figure 3.1 illustrant l'exemple basique de la sphère N au sein
de laquelle l'hypersurface totalement géodésique M est un grand cercle. L'hypersurface
M ′ est l'intersection de la sphère et d'un plan ne passant pas par l'origine. Sur M ′, la
courbe joignant r et s est une géodésique de M ′ mais n'est pas une géodésique de N
car ce n'est pas une partie d'un grand cercle de N . Par contre, la courbe joignant les
points p et q sur M est une géodésique de M et une géodésique de N .
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Feuilletage de l'espace-temps

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les espace-temps globalement hyper-
boliques ont les propriétés physiques raisonnables concernant la causalité et c'est pour
cela que nous considérerons dorénavant des espace-temps globalement hyperboliques.
Soit (N , γ) un espace-temps globalement hyperbolique. D'après ce qui précède, N peut
être feuilleté par une famille (Mt)t∈IR d'hypersurfaces (de Cauchy) de genre espace.

N =
⋃
t∈IR

Mt

Il existe sur N un champ scalaire lisse t̂ régulier (de gradient partout non nul) tel que
chaque hypersurfaceMt est un sous-niveau de t̂

Mt = {p ∈ N | t̂(p) = t}.

Le fait que t̂ soit régulier permet de s'assurer que deux hypersurfaces distinctes ne
s'intersectent pas. Pour chaque valeur t de t̂, la 1−forme correspondante dt est normale
à la surfaceMt, i.e. 〈dt, v〉 = 0,∀v ∈ TMt. Il en est de même pour le vecteur ∇t, dual
de dt et on peut montrer que ∇t est de genre temps lorsque Mt est de genre espace.
Cela permet d'avoir naturellement une métrique Riemannienne surMt. On dé�nit alors
le vecteur unitaire ~n colinéaire à ∇t

~n = −N∇t avec N =
(
γ(−∇t ,∇t)

)− 1
2 ,

de sorte que le vecteur ~n coïncide avec celui dé�ni dans la section 3.1, ce qui nous permet
d'utiliser les dé�nitions et résultats établis avec ~n dans cette section.
Remarque : N > 0 car ∇t est de genre temps. Le signe moins permet de s'assurer que
~n soit dirigé vers le futur si t est un champ scalaire qui augmente en direction du futur.

γ(~n, ~n) =
(
γ(−∇t ,∇t)

)−1
γ(−∇t ,∇t) = −1

N est appelée fonction Lapse. Le vecteur normal d'évolution m est dé�ni par

m := N~n.

Notons que
m.m = −N2 et 〈dt,m〉 = 1.

On dit que m est adapté à t car le vecteur δtm transporte Mt sur Mt+δt. On peut
considérer ~n comme la vitesse d'un observateur. La ligne d'univers (trajectoire dans
l'espace-temps) de cet observateur est par conséquent orthogonale aux hypersurfaces
Mt. Une interprétation physique est de dire queMt est localement l'ensemble des évé-
nements simultanés pour l'observateur. Soient p et p′ deux événements sur la trajectoire
d'un observateur, avec p = p′+δtm. Le temps propre entre ces deux événements mesuré
par l'observateur est δτ = Nδt. N fait donc le lien entre la "coordonnée temporelle"
t qui indexe les feuilles du feuilletage de l'espace-temps et le temps physique mesuré
par l'observateur, d'où son nom de fonction Lapse. L'évolution de la métrique g deM
est donnée par la dérivée de Lie de g le long du vecteur d'évolution m donnée par la
formule (cf. [25], eq (4.30) 1)

Lmgij = 2NKij. (3.8)

1. Notons que notre convention de signe pour K est opposée.
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3.2 Décomposition 3 + 1 des équations d'Einstein du

vide

Dans le but de faire la décomposition 3 + 1 des équations d'Einstein du vide, il nous
faut d'abord obtenir la décomposition 3 + 1 du tenseur de courbure de Riemann. En
e�et, tous les termes du membre de gauche des équations d'Einstein en découlent, à
l'exception de la métrique dont nous connaissons la décomposition via l'équation (3.3).
On notera dorénavantM pour désignerMt, a�n de simpli�er les notations. On rappelle
que (N , γ) est une variété Lorentzienne de dimension 4 de signature (−,+,+,+) et de
connexion D et (M, g) est une hypersurface de genre espace de connexion ∇.

Décomposition 3 + 1 du tenseur de courbure

Nous avons déja obtenu certaines projections du tenseur de courbure de N . Tout
d'abord en le projetant complètement sur TM, ce qui à donné lieu à la relation de
Gauss ainsi que les équations de Gauss contractée (3.5) et scalaire (3.6). Puis nous
l'avons projeté une fois sur TM et une fois sur Vect(~n), amenant à la relation de
Codazzi et l'équation de Codazzi contractée (3.7). Il nous reste à le projeter deux fois
sur Vect(~n) car ses propriétés d'antisymétrie impliquent qu'à partir de trois fois, le
tenseur de courbure est identiquement nul. En projetant deux fois sur TM et une fois
sur Vect(~n) l'identité de Ricci appliquée à ~n, on obtient après quelques intermédiaires
de calcul l'équation de Ricci :

gµαgσβn
νnρ NRσ

νµρ = − 1

N
LmKαβ +

1

N
∇α∇βN +KαµK

µ
β. (3.9)

En combinant les équations (3.5) et (3.9), on obtient une équation qui ne fait plus
intervenir le tenseur de courbure de N mais seulement son tenseur de Ricci

gµαg
ν
β
NRµν =

1

N
LmKαβ −

1

N
∇α∇βN + MRαβ + (trgK)Kαβ − 2KαµK

µ
β. (3.10)

En prenant la trace sur g, après quelques calculs intermédiaires,

R(γ) + NRµνn
µnν = R(g) +Dµ(trgKn

µ)− 1

N
∇i∇iN

et compte tenu de l'équation de Gauss scalaire (3.6), on obtient la décomposition 3 + 1
de la courbure scalaire de N

R(γ) = R(g)− (trgK)2 + |K|2g + 2Dµ(trgKn
µ)− 2

N
∇i∇iN. (3.11)

Décomposition 3 + 1 des équations d'Einstein du vide

On a vu précédemment qu'a�n de modéliser un espace-temps sans matière, la variété
Lorentzienne (N , g) de dimension 4 doit véri�er les équations d'Einstein du vide

NRαβ −
1

2
R(γ) γαβ + Λ γαβ = 0 (3.12)
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que l'on peut également mettre sous la forme

NRαβ −
1

2
(R(γ)− 2Λ) γαβ = 0. (3.13)

En prennant la trace sur γ, on a R(γ) = 4Λ et (3.13) devient

NRαβ − Λ γαβ = 0. (3.14)

Projection complète sur TM

En projetant (3.14) deux fois sur TM, on obtient

gµαg
ν
β
NRµν − Λ γµνg

µ
αg

ν
β︸ ︷︷ ︸

=gαβ

= 0 (3.15)

Le premier terme n'étant rien autre que le membre de gauche de (3.10),

LmKij = −∇i∇jN +N
{MRij − Λgij +KKij − 2KikK

k
j

}
. (3.16)

Cette équation tensorielle faisant intervenir uniquement des tenseurs d'ordre 2 symé-
triques dé�nis sur TM de dimension 3, il y a par conséquent 6 équations indépendantes.

Projection complète sur Vect(~n)

En projetant (3.13) deux fois sur Vect(~n), on obtient

NRαβn
αnβ − 1

2
(R(γ)− 2Λ) γαβn

αnβ︸ ︷︷ ︸
=−1

= 0 (3.17)

En combinant les équations (3.6) et (3.17), on obtient l'équation scalaire

R(g) + (trgK)2 − |K|2g − 2Λ = 0 (3.18)

Projection mixte

En projetant (3.13) une fois sur vect(n) et une fois sur TM, on obtient

NRµνg
µ
αn

ν − 1

2
(NR− 2Λ) γµνg

µ
αn

ν︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 (3.19)

En combinant les équations (3.7) et (3.19), on obtient l'équation vectorielle

∇jK
j
i −∇i(trgK) = 0 (3.20)

Remarque : Les équations (3.16), (3.18) et (3.20) ne faisant intervenir que des quantités
tensorielles dans la direction tangente àM, on peut mettre des indices latins sans perte
de généralité. Elles forment ainsi un système de dix équations équivalent aux équations
d'Einstein du vide (au nombre de dix par symétrie des tenseurs qui la composent) et
constituent ainsi leur décomposition 3 + 1.
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Les équations d'Einstein en tant que système EDP

Coordonnées adaptées au feuilletage

On souhaite transformer ce système d'équations tensorielles en un système d'équations
aux dérivées partielles. On introduit pour cela des coordonnées adaptées au feuilletage
(Mt)t∈IR sur N . Pour chaque hypersurface Mt, on introduit un système de coordon-
nées spatiales (xi) qui varie de façon lisse d'une hypersurface à sa voisine. xα = (t, xi)
constitue donc un bon système de coordonnées sur N et la base de TN associée est
∂α = (∂t, ∂i). On appelle ∂t le vecteur temps. Il est tangent aux lignes de coordonnées
spatiales constantes, i.e. les courbes de N dé�nies par {xi = c}.

La base duale associée à xα est dxα = (dt, dxi) telle que 〈dxα, ∂β〉 = δαβ.
On a donc 〈dt, ∂t〉 = 1 et par suite, ∂t a la même propriété que le vecteur d'évolution
m de transporterMt surMt+δt, à un décalage vectoriel près donné par le vecteur Shift
X = X i∂i

∂t = m+X = N~n+X

Lorsque les lignes de coordonnées constantes sont orthogonales auxMt, on a X = 0 et
∂t = m. Puisque γ(~n,X) = 0,

γ(∂t, ∂t) = −N2 + |X|2γ < 0

car ∂t est de genre temps. La dérivée de Lie dans la direction m peut être exprimée sous
la forme suivante

Lm = L∂t − LX = ∂t − LX

Décomposition 3+1 de la métrique γ

Regardons de plus près les composantes de la métrique γ :

γµν = g(∂µ, ∂ν).

γ00 = γ(∂t, ∂t) = −N2 +XkXk.

γ0i = γ(∂t, ∂i) = (N~n+X). ∂i = 〈Xjdx
j, ∂i〉 = Xi.

γj0 = Xj.

γij = gij.

On obtient donc la décomposition 3+1 des composantes de γ :

γµν =

(
γ00 γ0j

γi0 γij

)
=

(
−N2 +XkXk Xj

Xi gij

)
.

Ceci permet d'écrire γ sous la forme

γµνdx
µdxν = −N2dt+ gij(dx

i +X idt)(dxj +Xjdt). (3.21)

Bien que l'on ait γij = gij, de manière générale les matrices inverses γij et gij sont
di�érentes car les déterminants det(g) et det(γ) associés à g et γ sont reliés par la
relation √

− det(γ) = N
√

det(g). (3.22)
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Les équations (3.16), (3.18) et (3.20), complétées par l'équation (3.8) qui donne l'ex-
pression de K en fonction de g, forment le système d'équations suivant


(∂t − LX) gij = 2NKij

(∂t − LX)Kij = −∇i∇jN +N
{MRij − Λγij + (trgK)Kij − 2KikK

k
j

}
R(g)− 2Λ + (trgK)2 − |K|2g = 0

∇jK
j
i −∇i(trgK) = 0

(3.23)

Les inconnues du système sont γij, Kij, N,X. Grâce aux symboles de Christo�el, on
peut exprimer ce système uniquement avec des dérivées partielles. Ce système ne fai-
sant intervenir que des tenseurs dé�nis sur M et leurs dérivées temporelles, on peut
oublier son origine quadri-dimensionnelle et le considérer comme décrivant l'évolution
temporelle des tenseurs surM, de dimension 3, en oubliant le plongement dans N .

Cas des coordonnées normales Gaussiennes

Lorsque l'on prend N = 1 et X = 0, le système (3.23) devient
∂tγij = −2Kij

∂tKij = MRij − Λγij + (trgK)Kij − 2KikK
k
j

R(g)− 2Λ + (trgK)2 − |K|2g = 0

∇jK
j
i −∇i(trgK) = 0

En remplaçant les expressions de Kij et MRij en fonction de γij dans la deuxième
équation, on obtient 

∂2
ttγij = Fij

(
γkl, ∂aγkl, ∂tγkl, ∂

2
abγkl

)
R(g)− 2Λ + (trgK)2 − |K|2g = 0

∇jK
j
i −∇i(trgK) = 0

(3.24)

Ce système est un système de 10 équations à 6 inconnues, il est donc surdéterminé.
La première équation a la forme d'un problème de Cauchy dont on peut chercher une
solution, étant donné des conditions initiales. Plus précisément, connaissant γij et ∂tγij à
t = 0, i.e. γij et Kij surM0, on cherche une solution γij pour t > 0. Fij est une fonction
analytique (polynomiale en les dérivées de γij et au plus en fractions rationnelles en γij,
via la métrique inverse γij). On peut donc utiliser le théorème de Cauchy-Kovalevski
pour avoir l'existence et l'unicité de la solution γ dans un voisinage de M0, pour des
conditions initiales γij et Kij surM0. Les deux autres équations (3.18) et (3.20) doivent
être satisfaites pour pouvoir reconstruire γ à partir de g. On ne peut pas les mettre sous
une forme à laquelle le théorème de Cauchy-Kovalevski s'applique et elles constituent
pour cela des équations de contrainte. L'équation (3.18) est souvent appelée contrainte
Hamiltonienne et (3.20) contrainte d'impulsion (ou contrainte vectorielle) en raison du
fait que pour les équations d'Einstein dans un univers avec matière

NRαβ −
1

2
NRgαβ + Λ gαβ =

8πG

c4
Tαβ, (3.25)
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elles deviennent

R(g)− 2Λ + (trgK)2 − |K|2g =
16πG

c4
E.

∇jK
j
i −∇i(trgK) =

8πG

c4
pi.

où E et p sont respectivement la densité d'énergie et d'impulsion de matière dans
l'univers, mesurées par un observateur se déplaçant à la vitesse ~n. Elles sont les analogues
en relativité générale de D.B = 0 et D.E = ρ�ε0 en électromagnétisme dans les
équations de Maxwell.

3.3 Equations de contrainte et problème de Cauchy

Etant donné le triplet (M, g,K) oùM est une variété tri-dimensionnelle, g une mé-
trique Riemannienne sur M et K un champ de formes bilinéaires symétriques sur M
tel que le couple (g,K) soit solution des équations de contraintes. Existe t-il un espace-
temps (N , γ) satisfaisant les équations d'Einstein et tel que M soit une hypersurface
(de Cauchy) de genre espace de N plongée avec une métrique induite g et une seconde
forme fondamentale K ? Cette question porte le nom de problème de Cauchy en relati-
vité générale.
Au début des années 1950, Yvonne Choquet-Bruhat (Fourès-Bruhat à l'époque) a mon-
tré dans [30] le premier théorème d'existence locale pour le problème de Cauchy relatif
aux équations d'Einstein du vide : Pour tout ensemble de données initiales lisses qui
satisfait les équations de contrainte dans le cas asymptotiquement euclidien, on peut
toujours trouver un espace-temps solution des équations d'Einstein qui contienne une
hypersurface plongée dont la métrique induite et la seconde forme fondamentale coïn-
cident avec les données initiales en question. On appelle un tel espace-temps le dé-
veloppement associé à ces données initiales, ou l'espace-temps généré par ces données
initiales. C'est donc une réponse positive au problème de Cauchy. Son résultat généralise
aux données initiales lisses (au moins C 5) les résultats précédents de Georges Darmois
[22] et André Lichnérowicz [41] obtenus pour des données initiales analytiques, cas trop
restrictif et physiquement inaproprié pour des raisons de causalité. Elle montrera l'exis-
tence globale et l'unicité d'un développement maximal avec Robert Geroch quelques
années plus tard dans [11]. Le livre écrit par Yvonne Choquet-Bruhat "General relati-
vity and the Einstein equations" [10] leur est consacré et donne un aperçu de son travail
remarquable pendant plus de cinquante ans sur le sujet.
La formulation de Cauchy (ou des données initiales) a été depuis une des approches

les plus fructueuses pour construire et étudier des solutions des équations de la relati-
vité générale d'Einstein. Les équations de contrainte permettent de réduire le nombre
d'équations à résoudre pour trouver des solutions des équations d'Einstein et permettent
ainsi de réduire le nombre de données initiales possiblement solutions des équations
d'Einstein. Elles jouent de plus un rôle important dans les équations d'évolution de ces
données initiales, comme en témoigne leur apparition dans la formulation Hamiltonienne
de la théorie de la gravitation d'Einstein, développée dans la section suivante. Le cas où
K = 0 surM constitue le cas totalement géodésique, que l'on appelle dans ce contexte
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le cas Time-symmetric car le développement maximal (N , γ) généré par (M, g,K) pos-
sède une symétrie (ré�exion) par rapport àM, c'est à dire que la reconstruction (N , γ)
à partir deM admet une symétrie en temps.

3.4 Approche Hamiltonienne

La formulation Hamiltonienne de la théorie de la gravitation, appelée aussi formulation
ADM de la relativité générale en référence aux physiciens Arnowitt, Deser et Misner à
l'origine de ces travaux [4], est basée sur l'analyse de l'action d'Einstein-Hilbert. Ces
travaux ont été motivés par la volonté d'obtenir une théorie quantique de la gravitation.
Pour cela, il nous faut obtenir la décomposition 3+1 de l'action d'Einstein-Hilbert (2.11)
dans laquelle on voit apparaître la courbure scalaire de N et la forme volume associée
à γ. Grâce à l'expression (3.11) obtenue pour la décomposition 3 + 1 de la courbure
scalaire de N et compte tenu de la relation (3.22) entre les mesures de volume de N et
M, on obtient

S =

∫
V

N
{
R(g)− 2Λ− (trgK)2 + |K|2g + 2Dµ(trgKn

µ)− 2

N
∇i∇iN

}√
det(g) d4x

=

∫
V

N
(
R(g)− 2Λ− (trgK)2 + |K|2g

)√
det(g) d4x− 2

∫
V

∇i∇iN
√

det(g) d4x

+2

∫
V

Dµ(trgKn
µ)
√
− det(γ) d4x.

En réécrivant l'intégrale sur V grâce à (2.12) comme une intégrale temporelle et une
intégrale de volume de dimension 3, et sans tenir compte des deux derniers termes
qui sont des divergences alors que nous considérons des variations à support compact,
�nalement

S =

∫ t2

t1

{∫
Mt

N
(
R(g)− 2Λ− (trgK)2 + |K|2g

)√
det(g) d3x

}
dt.

L'action est une fonctionnelle des variables q = (gij, N,X
i), qui donnent les composantes

de γ via l'équation (3.21), et de q̇ = ġij, la dérivée temporelle de g. En e�et, K est une
fonction de gij, N,X i et ġij au vu de l'équation

Kij =
1

2N
(ġij − gik∇jX

k − gjk∇iX
k). (3.26)

On a donc l'expression du Lagrangien

L (q, q̇) = N
(
R(g)− 2Λ + |K|2g(trgK)2 − (trgK)2

)√
det(g) (3.27)

= N
(
R(g)− 2Λ + (gikgjl − gijgkl)KijKkl

)√
det(g), (3.28)

où Kij et Kkl sont exprimées par l'équation (3.26).
Le Lagrangien n'étant pas fonction de Ṅ et Ẋ i, cela montre que le Lapse N et le Shift
X ne sont pas des variables dynamiques du système et que seule gij en est une. Le
moment conjugué de gij est par dé�nition

πij :=
∂L

∂ġij
.
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3.4. Approche Hamiltonienne

En utilisant les équations (3.27) et (3.26), on obtient l'expression du moment conjugué
π en coordonnées locales,

πij =
(
Kij − (trgK)gij

)√
det(g). (3.29)

La densité Hamiltonienne est donnée par

H = πij ġij −L .

En se servant des équations (3.27), (3.26) et (3.29),

H = −
{
N
(
R(g)− 2Λ + (trgK)2 − |K|2g

)
− 2X i

(
∇jK

j
i −∇i(trgK)

)}√
det(g) d3x

+ 2∇i

(
Ki

jX
j − (trgK)X i

)√
det(g) d3x.

Le dernier terme étant d'une divergence, on ne le considère pas et on obtient la forme
suivante de la densité Hamiltonnienne

H = −
{
NΦ0(g,K)−X iΦi(g,K)

}√
det(g) d3x,

où Φ(g,K) = (Φ0(g,K),Φi(g,K)) est dé�ni par

Φ0(g,K) := R(g)− 2Λ− |K|2g + (trgK)2 (3.30)

Φi(g,K) := 2(∇jKij −∇i(trgK)) (3.31)

Φ est appelé opérateur de contrainte car il est constitué des membres de gauche respec-
tifs des équations de contraintes (3.18) et (3.20). L'Hamiltonien correspondant, appelé
Hamiltonien ADM, est

H = −
∫
Mt

{
NΦ0(g,K)− 2X iΦi(g,K)

}√
det(g) d3x. (3.32)

Les variables N et X i n'étant pas des variables dynamiques, leurs moments conjugués
sont nuls

πN :=
∂L

∂Ṅ
= 0 et πXi :=

∂L

∂Ẋ i
= 0

La minimisation de l'action d'Einstein-Hilbert donne lieu aux équations Hamiltoniennes

δH
δπij

= ġij
δH
δgij

= −π̇ij
δH
δN

= −π̇N = 0

δH
δXi = −π̇Xi = 0

Le calcul des variations de H grâce à l'équation (3.32) amène au système suivant

δH
δπij

= 2NKij +∇iXj +∇jXi = ġij
δH
δgij

= −π̇ij
δH
δN

= −Φ0(g,K) = 0

δH
δXi = Φi(g,K) = 0
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Origine des équations de contrainte

On peut montrer que la deuxième équation de ce système est équivalente à la deuxième
équation de (3.23) et les trois autres équations sont respectivement les mêmes que dans
(3.23). Ainsi les quatre équations Hamiltoniennes sont équivalentes aux quatre équa-
tions de la décomposition 3 + 1 des équations d'Einstein. Au passage, la fonction Lapse
et le vecteur Shift peuvent être considérés comme des multiplicateurs de Lagrange, les
variables dynamiques de systèmes étant les variables canoniques g et π. En �xant un
Lapse-shift (N,X), on obtient un système d'équations dynamique représentant l'évolu-
tion des données initiales dans le temps

∂tgij = 2NKij + LXgij
∂tKij = −∇i∇jN + LX Kij +N

{MRij − Λγij + (trgK)Kij − 2KikK
k
j

}
En utilisant le formalisme Hamiltonien, il est possible de mettre les équations d'évolution
sous la forme matricielle

d

dt

[
g
π

]
=

[
0 1
−1 0

]
DΦα(g, π)∗.ξα (3.33)

où DΦ(g, π)∗ est l'adjoint formel, obtenu en ignorant les termes de bord. Nous verrons
que dans le cas asymptotiquement hyperbolique, comme dans le cas asymptotiquement
plat, les termes de bord présents sont en étroite relation avec un invariant géométrique
de la variété que l'on appellera masse de la variété.
En s'intéressant aux équations d'évolution des équations de contrainte, on se demande

si des données initiales qui satisfont les équations de contrainte à un moment donné
continueront de les satisfaire tout au long de leur évolution. Fixons des données initiales
(g0, π0) satisfaisant les équations de contraintes du vide. Il est naturel de se demander si
l'évolution de ces données initiales (g(t), π(t)), dé�nie en spéci�ant le Lapse-shift(N,X i),
continuera à satisfaire les équations de contrainte du vide, et ce à chaque instant t de
leur évolution. On calcule pour cela la dérivée par rapport au temps, interprétée comme
la dérivée de Lie par rapport à t de l'opérateur de contrainte (Φ = Φ0,Φi)

∂tΦ0 = ∇i(X
iΦ0) + 2gij∇iNΦj +N∇iΦ

i + 1
2
Ngijπ

ij/
√
g

∂tΦi = 2∇iNΦ0 +N∇iΦ0 +∇j(X
jΦi) +∇iX

jΦj

Ces équations forment un système d'équations hyperbolique symétrique. Par un ar-
gument de conservation de l'énergie-impulsion, quadratique en Φ0 et Φi, on peut en
déduire la préservation des équations de contrainte Φ(t) = 0 pour tout temps t compa-
tible avec le feuilletage de N , étant donné Φ(0) = 0 initialement. C'est une conséquence
des identités de Bianchi et de la divergence nulle du tenseur d'Einstein.
Une interprétation de la formulation Hamiltonienne des équations d'évolution (3.33)

consiste à considérer (g(t), π(t)) comme une trajectoire sur le �bré S2T ∗M des formes
bilinéaires symétriques sur M, l'espace des métriques Riemanniennes. Soit C, le sous
ensemble de F qui satisfait les équations de contrainte. Le fait que les équations de
contrainte soient préservées se traduit par le fait que la trajectoire (g(t), π(t)) vit dans
l'ensemble des contraintes C pour tout temps t compatible avec le feuilletage de N , à
partir du moment où (g(0), π(0)) appartient à C initialement.
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Première partie

Structure de variété de Hilbert de
l'ensemble des données initiales

faiblement AH
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Chapitre 4

Cadre général et analyse préliminaire

4.1 Variété conformément compacte

Soit (M, g̊) une variété Riemannienne connexe C∞ de dimension n non compacte.
La variété (M, g̊) est dite conformément compacte s'il existe une métrique Rieman-
nienne h̊ telle que g̊ = ρ−2̊h où (M̄, h̊) est une variété Riemannienne C∞ compacte de
bord ∂∞M et ρ est une fonction sur M̄, appelée fonction dé�nissante pour ∂∞M telle
que :

• ρ ∈ C∞(M̄)
• ρ > 0 sur M̄
• ∂∞M = {x ∈ M̄ : ρ(x) = 0}
• dρ ∂∞M ne s'annule jamais.

On peut montrer que la variété (M, g̊) est complète, puisque le facteur conforme ρ−2,
nul sur le bord ∂∞M, a pour e�et d'envoyer le bord de (M, h̊) vers l'in�ni de (M, g̊),
ce qui justi�e a posteriori la notation ∂∞M. On montre également que les variétés
conformément compactes sont à courbure sectionnelle négative à l'in�ni, dans le sens
suivant : prenons une suite de points {xi}∞i=1 de M telle que xi → y ∈ ∂M lorsque
i→∞, alors

lim
i→∞

κxi = −|dρ|2
h̊;y

(4.1)

où κx est la courbure sectionnelle deM au point x.
Remarque : les variétés conformément compactes ne sont pas du tout rares et compli-
quées à construire. Il su�t de quotienter une métrique lisse d'une variété compacte
à bord par une fonction dé�nissante du bord. Cette fonction peut être facilement
construite en prenant sur un voisinage du bord la "distance au bord", que l'on pro-
longe de façon lisse sur toute la variété en gardant la positivité. On peut d'ailleurs avoir
en tête le modèle de l'espace hyperbolique de la boule de Poincaré comme exemple
standard de variété conformément compacte.

Modèle de la boule de Poincaré

Soit Bn = {x ∈ IRn/||x|| < 1} la boule unité ouverte de IRn, où ||.|| désigne la norme
euclidienne standard.
On considère l'hyperboloïde IHn de dimension n plongé dans IRn+1 paramétré par

{
−t2 + x2

1 + . . .+ x2
n = −1

t > 0
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4.1. Variété conformément compacte

où x2 est l'abréviation de ||x||2 = x2
1 + . . .+ x2

n.
On considère sur celui-ci la métrique induite par celle de Minkowski dé�nie sur IRn+1

par la matrice

η =

(
−1 0
0 In

)
On souhaite transporter la métrique de Minkowski sur IRn via la projection :

φ : Bn −→ IHn ⊂ IRn+1

x = (x1, . . . , xn) 7−→ φ(x) =
(

1+||x||2
1−||x||2 ,

2x1

1−||x||2 , . . . ,
2xn

1−||x||2

)
On obtient la métrique Riemannienne sur la boule de Poincaré au point x ∈ IRn

g̊ij(x) =
4

(1− ||x||2)2
δij = ρ−2δij

où δij est l'expression de la métrique euclidienne en coordonnées locales et
ρ(x) = 1

2
(1− ||x||2) est bien une fonction dé�nissante de ∂Bn = Sn.

On appelle métrique asymptotiquement hyperbolique surM toute métrique Rieman-
nienne g̊ véri�ant :
• g̊ est conformément compacte
• |dρ|2

h̊,∂∞M
= 1

On comprend l'origine de la terminologie grâce à (4.1) puisque la courbure sectionnelle
deM est dans ce cas asymptotique à −1, ce qui n'est pas sans rappeler l'espace hyper-
bolique qui est à courbure sectionnelle constante égale à −1. En e�et, pour le modèle
de la boule de Poincaré, on obtient après calculs le tenseur de courbure suivant

Rijkl = −gikgjl + gilgjk

et on en déduit la courbure sectionnelle

κx(V,W ) =
RijklV

iW jV kW l

gpqV pV qgklW kW l − (gijV iW j)2
=

(−gikgjl + gilgjk)V
iW jV kW l

gpqV pV qgklW kW l − (gijV iW j)2
= −1.

Pour certains résultats, M pourra avoir un bord intérieur ∂M et dans ce cas, M̄
désignera l'union disjointe deM, ∂M et ∂∞M.
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Cadre général et analyse préliminaire

L'existence de ces deux métriques sur M pouvant être source de confusion dans les
considérations faites par la suite, un certain nombre de notations s'imposent. ∇̊, ∆̊, Γ̊ k

i j

et |u|̊g (resp. (̊h)∇,∆h̊,
(̊h)Γ k

i j et |u|̊h) désignent respectivement la connexion, le Lapla-
cien, les symboles de Christo�el et la norme tensorielle relatifs à la métrique g̊ (resp.
h̊). Il existe des correspondances pour plusieurs de ces quantités.
Pour les mesures de volume, en dimension n, on a clairement

dµ(̊g) = ρ−ndµ(̊h).

Pour les symboles de Christo�el,

Γ̊ k
ij =

(̊h)Γ k
i j −

1

ρ

(
δkj ∂iρ+ δki ∂jρ− h̊kl̊hij∂lρ

)
.

Preuve :
D'après (5.7),

Γ̊ k
ij −

(̊h)Γ k
i j =

g̊kl

2

(
(̊h)∇i g̊lj + (̊h)∇j g̊li − (̊h)∇l g̊ij

)
.

Or g̊ = ρ−2̊h donc g−1 = ρ2̊h−1. Compte tenu du fait que (̊h)∇h̊ = 0,

Γ̊ k
ij −

(̊h)Γ k
i j = ρ2 h̊

kl

2

(̊
hlj

(̊h)∇i ρ
−2 + h̊li

(̊h)∇j ρ
−2 − h̊ij (̊h)∇l ρ

−2
)

= −1

ρ

(
δkj ∂iρ+ δki ∂jρ− h̊kl̊hij∂lρ

)
.
�

En particulier pour la Hessienne de ρ, l'équation (C.12) de [15] donne

∇̊2
ijρ = (̊h)̊∇2

ijρ+ ρ

(
2
∂iρ

ρ

∂jρ

ρ
− g̊ij|dρ|2h̊

)
. (4.2)

La trace de (4.2) donne l'expression du Laplacien de ρ

∆̊ρ = ρ2∆h̊ρ− (n− 2)ρ|dρ|2
h̊
. (4.3)

Plus généralement pour le Laplacien,

∀u ∈ C∞c (M) , ∆̊u = ρ2

(
∆h̊u−

n− 2

ρ
dρ .̊hdu

)
, (4.4)

où .̊h désigne le produit scalaire relatif à la métrique h̊.
Preuve :

∆̊u = g̊ij∇̊i∂ju = ρ2̊hij∇̊i∂ju

= ρ2̊hij
(
∂i∂ju− Γ̊ j

i k∂ku
)

= ρ2̊hij
[
∂i∂ju− (̊h)Γ̊ j

i k∂ku+
1

ρ

(
δki ∂jρ+ δkj ∂iρ− h̊kl̊hij∂lρ

)
∂ku

]
= ρ2

[̊
hij (̊h)∇i∂ju+

1

ρ

(̊
hjk∂jρ+ h̊ik∂iρ− (tr̊hh̊)̊hkl∂lρ

)
∂ku

]
= ρ2

[
∆h̊u+

1

ρ

(̊
hjk∂jρ+ h̊ik∂iρ− (tr̊hh̊)̊hkl∂lρ

)
∂ku

]
= ρ2

(
∆h̊u−

n− 2

ρ
dρ .̊hdu

)
.
�
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4.2. Espaces de Sobolev et de Hölder à poids

Pour les normes tensorielles,

∀u ∈ T rm(M) , |u|̊g = ρm−r|u|̊h.

Dé�nition 1: Une fonction de troncature
Soit (M, g̊) une variété conformément compacte de fonction dé�nissante ρ.
Soit χ : IR→ IR une fonction de troncature lisse telle que :
• χ(IR) ⊂ [0, 1]
• supp χ ⊂ (−∞, 2]
• χ (−∞,1] = 1

Alors, pour R assez grand, on dé�nit une fonction de troncature surM par

χR(x) = χ(− ln(ρ(x))/R).

Soit ΩR = {x ∈M : ρ(x)>e−2R}, alors χR véri�e

χR =

{
1 sur ΩR/2

0 surM\ ΩR

Autrement dit, χR est une fonction de troncature au voisinage du bord à l'in�ni deM.

4.2 Espaces de Sobolev et de Hölder à poids

A l'aide de la métrique asymptotiquement hyperbolique g̊ �xée, on dé�nit la norme
suivante

∀ 1 6 p <∞ et δ ∈ IR : ||u||p,δ =

(∫
M
|u|pg̊ ρ

pδdµ(̊g)

)1/p

Pour p =∞ et δ ∈ IR : ||u||∞,δ = sup
M

(
ρδ|u|̊g

)
L'espace de Lebesgue à poids Lpδ est alors dé�ni comme l'espace des fonctions mesu-

rables de Lp
loc

dont la norme ci-dessus est �nie. On peut maintenant dé�nir l'espace de
Sobolev W k,p

δ comme l'espace des fonctions mesurables de Lp
loc

dont la norme suivante
est �nie :

||u||k,p,δ =
∑
|α|6k

||∇̊αu||p,δ,

où α est un multi-indice de taille n et ∇̊αu = ∇̊α1
i1
. . . ∇̊αn

in
u,

α = (α1, . . . , αn) et |α| =
n∑
i=1

αi.

NB : A priori, la dé�nition des espaces de Lebesgue et Sobolev à poids dépendent de la
métrique g̊ utilisée pour dé�nir les normes sur ces espaces. Pour δ = 0, on retrouve les
normes des espaces de Lebesgue et Sobolev classiques.
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Cadre général et analyse préliminaire

On note W k,p
δ (T rmM, g̊) les espaces de Sobolev sur les sections du �bré des tenseurs

de type (r,m) sur M relativement à g̊ . On parlera de W k,p
δ - norme pour désigner la

norme d'un tenseur u ∈ W k,p
δ (T rmM). Pour un domaine U ⊂ M, ||u||k,p,δ;U désigne la

W k,p
δ - norme de u restreinte à U .

On dé�nit également l'espace de Hölder à poids, Cs,α
δ (M, g) avec 0 < α < 1 à l'aide

de la norme suivante

||u||Cs,αδ = max
|k|6s
||∇̊ku||C0,α

δ

avec

||u||C0,α
δ

= sup
x∈M

ρδ|u|̊g + sup
x∈M

ρδ

(
sup

dg̊(x,y)61

|ũ(x)− ũ(y)|g̃
dg̊(x, y)α

)
,

où ũ et g̃ désignent les tenseurs u et g dans une base orthonormée appropriée.

4.3 Opérateurs elliptiques

Nous rappelons ici des résultats classiques sur les opérateurs elliptiques, que l'on peut
trouver dans [2] par exemple. Soient B1 et B2 deux �brés tensoriels sur une variété
conformément compacte (M, g̊) de fonction dé�nissante ρ. Soit A : C∞(B1)→ C∞(B2)
un opérateur de dérivation partielle linéaire d'ordre m dé�ni par

A =
∑
|α|6m

aα∇̊α (4.5)

Soit s ∈ N. On dit que l'opérateur A de la forme (4.5) a son symbole dans OPms si

aα ∈ Csα
−|α|L(B1, B2), avec sα = max(s, |α| −m+ 1).

On dit que A est un opérateur elliptique si :
• Pour tout α tel que |α| = m, pour tout ξα = ξα1

1 . . . ξαnn 6= 0,
aαξ

α : B1 → B2 est un isomorphisme de �brés tensoriels
• Pour tout ξα, il existe deux constantes c1 et c2 telles que

||aαξα||̊g < c1 |ξα |̊g et ||(aαξα)−1||̊g < c2 |ξα |̊g.

Lemme 1:
Soit s0 ∈ N. Pour un opérateur elliptique A avec symbole dans OPms0 , il existe une
constante c positive ne dépendant que de g̊ et δ telle que l'inégalité suivante est valable
pour tout s 6 s0 :

||u||2,s+m,δ 6 c (||Au||2,s,δ + ||u||2,0,δ) . (4.6)
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4.3. Opérateurs elliptiques

Théorème 6:
Pour R > 0, soit ΩR comme dé�ni dans la Dé�nition 1. Soit δ ∈ IR donné et A un
opérateur elliptique avec symbole dans OPm0 .
Supposons qu'il existe R assez grand pour que A satisfasse l'inégalité

∀u ∈ C∞c (M\ ΩR) , ||u||2,δ 6 C ||Au||2,δ, (4.7)

où C dépend de l'opérateur.
Alors on peut choisir R assez grand pour que l'inégalité suivante

||u||m,2,δ 6 C (||Au||2,δ + ||u||2,δ;ΩR) (4.8)

soit valable pour tout u ∈ C∞c (M). En particulier, A : Wm,2
δ → L2

δ est semi-Fredholm,
i.e.A a un noyau de dimension �nie et une image fermée.

Preuve :
Soit ΩR comme dans la Dé�nition 1, alors pour tout k ∈ N∗, il existe une constante Ck
telle que

∀x ∈M , ∀ 0 < |α| 6 k , |∇̊αχR|g(x) 6 Ck�R.

Par conséquent, l'opérateur A véri�e

∀u ∈ C∞c (M) , ||A(χRu)||2,δ 6 ||χR(Au)||2,δ +B�R ||u||m−1,2,δ , (4.9)

où B est une constante dépendant de m, |aα|g et g̊.
Preuve de (4.9) :

A(χRu) =
∑
|α|6m

aα∇̊α(χRu).

Or
∇̊α(χRu) =

∑
ν6α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu ,

où α et ν sont des multi-indices de taille n et

Cν
α =

n∏
k=1

Cνk
αk
.

On a donc
A(χRu) =

∑
|α|6m

aα
∑
ν6α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu

que l'on peut réécrire

A(χRu) = χR(Au) + (AχR)u+
∑
|α|<m

aα
∑

0<ν6α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu.

||A(χRu)||2,δ 6 ||χR(Au)||2,δ + ||(AχR)u||2,δ +
∑

|α|6m−1

||aα
∑

0<ν6α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu||2,δ

6 ||χR(Au)||2,δ + ||(AχR)u||2,δ + C�R ||u||m−1,2,δ ,
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Cadre général et analyse préliminaire

où C = C(m, |aα|g) est une constante.

||(AχR)u||2,δ 6 ||AχR||∞,0 ||u||2,δ 6 c�R ||u||2,δ.

Finalement, on obtient

||A(χRu)||2,δ 6 ||χR(Au)||2,δ +B�R ||u||m−1,2,δ.
�

Par hypothèse, R est choisi assez grand pour que

∀u ∈ C∞c (M\ ΩR) , ||u||2,δ 6 C ||Au||2,δ.

C'est le cas de (1− χR)u et par conséquent

∀u ∈ C∞c (M) , ||(1− χR)u||2,δ 6 C ||A[(1− χR)u ]||2,δ . (4.10)

∀u ∈ C∞c (M),

||u||2,δ 6 ||(1− χR)u||2,δ + ||χRu||2,δ
(4.10)

6 C ||A[(1− χR)u ]||2,δ + ||χRu||2,δ

6 C (||Au||2,δ + ||A(χRu)||2,δ) + ||χRu||2,δ
(4.9)

6 C ||Au||2,δ + ||χRu||2,δ + C (||χR(Au)||2,δ +B�R ||u||m−1,2,δ)

6 C ||Au||2,δ + CB�R ||u||m−1,2,δ + ||u||2,δ;ΩR + C ||Au||2,δ;ΩR
6 C ||Au||2,δ + CB�R ||u||m−1,2,δ + ||u||2,δ;ΩR .

Pour R assez grand, il existe ε > 0 tel que ε << 1 et

CB�R ||u||m−1,2,δ 6 ε ||u||m−1,2,δ 6 ε ||u||m,2,δ.

Il reste juste à conclure avec le Lemme 1 pour obtenir

||u||m,2,δ 6 C (||Au||2,δ + ||u||2,δ;ΩR) .

Montrons maintenant que A est semi-Fredholm. Pour montrer que le noyau de A est de
dimension �nie, on utilise le théorème de Riesz en montrant que tout ensemble borné
de kerA est || ||m,2,δ− compact. Soit {uk} une suite de kerA telle que ||uk||m,2,δ = 1.
Le théorème de Rellich nous dit que l'on peut extraire de {uk} une sous-suite, notée
également {uk}, qui converge dans L2

δ(ΩR) vers une limite ū. La suite {uk} est donc de
Cauchy dans L2

δ(ΩR). D'après (4.8), compte tenu du fait que {uk} ∈ kerA, la suite {uk}
est donc de Cauchy dans Wm,2

δ , donc convergente vers ū dans Wm,2
δ , par unicité de la

limite, ce qui conclut la preuve de la dimension �nie de kerA.
Montrons maintenant que l'image de A est fermée. kerA étant un sous espace vectoriel
fermé de l'espace de Hilbert Wm,2

δ comme sous espace vectoriel de dimension �nie d'un
espace vectoriel normé, il admet par suite un supplémentaire fermé, noté W . On peut
donc écrire

Wm,2
δ = kerA⊕W.
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Supposons maintenant qu'il existe une suite {vk} dans W telle que ||vk||m,p,δ = 1 et
||Avk||2,δ → 0. En appliquant de nouveau le théorème de Rellich, il existe une sous-suite
de {vk} qui converge dans L2

δ(ΩR) vers une limite v∗. {vk} est donc de Cauchy dans
L2
δ(ΩR). L'application de (4.8) à vn − vm donne

||vn − vm||m,2,δ 6 C (||Avn − Avm||2,δ + ||vn − vm||2,δ;ΩR)

6 C (||Avn||2,δ + ||Avm||2,δ + ||vn − vm||2,δ;ΩR) .

En passant à la limite, et compte tenu du fait que ||Avk||2,δ → 0, {vk} est de Cauchy
dans Wm,2

δ et converge donc vers v∗ dans W
m,2
δ , par unicité de la limite. Comme W

est fermé dans Wm,2
δ , v∗ ∈ W . L'opérateur A étant continu, la suite {Avk} converge

vers Av∗ dans L2
δ . Par unicité de la limite, Av∗ = 0 , i.e. v∗ ∈ kerA , ce qui contredit

W ∩ kerA = {0}. Mettons tout d'abord en avant le lemme suivant.

Lemme 2:
Il existe une constante C telle que pour tout v ∈ W ,

||v||m,2,δ 6 C ||Av||2,δ. (4.11)

Preuve :
Supposons par l'absurde que pour toute constante C > 0, il existe vc ∈ W tel que
||vc||m,2,δ > C ||Avc||2,δ. Remarque : vc 6= 0. Soit vc = λcuc ∈ W , avec ||uc||m,2,δ = 1.

∀C > 0 , ∃vc ∈ W tel que ||vc||m,2,δ = λc||uc||m,2,δ > C ||Avc||2,δ = C λc||Auc||2,δ ,

ce qui est équivalent à ∀C > 0 , ∃uc ∈ W, ||uc||m,2,δ = 1 tel que ||Auc||2,δ 6 1
C
,

encore équivalent à ∀n ∈ N∗ , ∃un ∈ W, ||un||m,2,δ = 1 tel que ||Aun||2,δ 6 1
n
.

Nous avons donc trouvé une suite {un} de W telle que ||un||m,2,δ = 1 et ||Aun||2,δ → 0
mais ceci est en contradiction avecW ∩kerA = {0} d'après l'argument de contradiction
précédent le lemme.

�

Reprenons maintenant la preuve du théorème 6. Soit {vk} une suite de W et notons
fk = Avk la suite image. Supposons que {fk} converge dans L2

δ vers f̃ , alors {fk} est
une suite de Cauchy dans L2

δ . D'après (4.11), la suite {vk} est de Cauchy dans Wm,2
δ ,

complet en tant qu'espace de Hilbert.W étant complet en tant que fermé dansWm,2
δ , la

suite {vk} converge dansW vers ũ. L'opérateur A étant continu, la suite {Avk} converge
vers Aũ. Par unicité de la limite, f̃ = Aũ et ainsi f̃ ∈ ImA : l'image de A est fermée.

�

4.4 Inégalités fonctionnelles

Le théorème suivant donne quelques inclusions et inégalités utiles par la suite (voir
Théorème 2.3 de [2] par exemple).

54



Cadre général et analyse préliminaire

Théorème 7:
Soit (M, g̊) une variété n-dimensionnelle conformément compacte.

Inclusion de Sobolev à poids :
Pour tout 1 6 p 6 q <∞, pour tout k > k′, si δ 6 δ′− n

p
(q−p)
q

, alors W k,q
δ ⊂ W k′,p

δ′ ,
et il existe une constante positive c = c (̊g, δ, δ′, k, k′, n, p, q) telle que

||u||k′,p,δ′ 6 c ||u||k,q,δ.

Si q =∞, pour tout 1 6 p 6∞ ; pour tout k > k′ , si δ 6 δ′− n
p
, alorsW k,∞

δ ⊂ W k′,p
δ′ ,

et il existe une constante positive c = c (̊g, δ, δ′, k, k′, n, p) telle que

||u||k′,p,δ′ 6 c ||u||k,∞,δ.

Théorème de Rellich :
Pour tout k > k′ et δ < δ′, l'inclusion W k,2

δ ⊂ W k′,2
δ′ est compacte.

Inclusion de Hölder :
Soit k ∈ N, n = 3 et p = 2, alors pour tout 0 < α 6 1

2
, pour tout δ 6 δ′, il existe

une constante positive c = c (̊g, δ, δ′, k, k′, α) telle que

∀u ∈ W 2,2
δ (M) , ||u||C0,α

δ′
6 c ||u||2,2,δ. (4.12)

Inégalité de Sobolev à poids :
Soit 1 6 p <∞, soient k, j des entiers naturels. Dans chacun des cas suivants, il existe
une constante positive c = c (̊g, δ, k, n, j, p, q) telle que pour tout u ∈ W j+k,p

δ (M),
• Si pk < n, ||u||j,q,δ 6 c ||u||j+k,p,δ , ∀ p 6 q 6 np

n−kp .

• Si pk = n, ||u||j,q,δ 6 c ||u||j+k,p,δ , ∀ p 6 q <∞.

• Si pk > n, ||u||j,q,δ 6 c ||u||j+k,p,δ , ∀ p 6 q 6∞.

Inégalité de Ehrling :
Pour tout ε > 0, pour tous j, k entiers naturels tels que 0 < j < k, il existe une
constante C(ε) telle que :

∀u ∈ W k,p
δ , ||u||j,p,δ 6 ε||u||k,p,δ + C(ε)||u||p,δ. (4.13)

Une conséquence de l'inégalité de Sobolev à poids (voir [15] par exemple) est

Proposition 1:
En dimension n = 3, pour tout k > 3

2
,

u ∈ W k,2
δ ⇒ u = o(ρ−δ). (4.14)
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4.4. Inégalités fonctionnelles

Proposition 2: Inégalités de Hölder à poids (en toute dimension)

• Soit δ ∈ IR tel que δ = δ1 + δ2, soient p, q, r ∈ N ∪ {∞} tels que

1 6 p 6 q 6 r 6∞ et
1

p
=

1

q
+

1

r
,

alors
||uv||p,δ 6 ||u||q,δ1 ||v||r,δ2 . (4.15)

• Soit δ ∈ IR, soit λ ∈ [0, 1], soient p, q, r ∈ N ∪ {∞} tels que

1 6 p 6 q 6 r 6∞ et
1

p
=
λ

q
+

1− λ
r

,

alors
||u||p,δ 6 ||u||λq,δ ||u||1−λr,δ . (4.16)

Preuve de (4.15) :

||uv||pp,δ =

∫
M
|uv|pg̊ ρ

pδdµ(̊g)

=

∫
M
|u|pg̊ ρ

pδ1|v|pg̊ ρ
pδ2dµ(̊g) , avec δ1 + δ2 = δ

6

(∫
M

(
|u|pg̊ ρ

pδ1
)a
dµ(̊g)

)1/a(∫
M

(
|v|pg̊ ρ

pδ2
)b
ρ(1−λ)pδdµ(̊g)

)1/b

,

où l'on a utilisé l'inégalité de Hölder pour la mesure dµ(̊g) avec 1
a

+ 1
b

= 1 , a, b > 0.
Posons pa = q et pb = r. On a donc

1

q
+

1

r
=

1

pa
+

1

pb
=

1

p

et

||u||pp,δ 6
(∫
M
|u|qg̊ ρ

qδ1dµ(̊g)

)p/q (∫
M
|v|rg̊ ρrδ2dµ(̊g)

)p/r
= ||u||pq,δ1 ||v||

p
r,δ2
.
�

Preuve de (4.16) :

||u||pp,δ =

∫
M
|u|pg̊ ρ

pδdµ(̊g)

=

∫
M
|u|λp+(1−λ)p

g̊ ρλpδ+(1−λ)pδdµ(̊g)

=

∫
M
|u|λpg̊ ρ

λpδ |u|(1−λ)p
g̊ ρ(1−λ)pδdµ(̊g)

6

(∫
M

(
|u|λpg̊ ρ

λpδ
)a
dµ(̊g)

)1/a(∫
M

(
|u|(1−λ)p

g̊

)b
ρ(1−λ)pδdµ(̊g)

)1/b

,
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Cadre général et analyse préliminaire

où l'on a utilisé l'inégalité de Hölder pour la mesure dµ(̊g) avec 1
a

+ 1
b

= 1 , a, b > 0.
Posons pλa = q et p(1− λ)b = r. On a donc

λ

q
+

1− λ
r

=
1

pa
+

1

pb
=

1

p

et

||u||pp,δ 6
(∫
M
|u|qg̊ ρ

qδdµ(̊g)

)λp/q (∫
M
|u|rg̊ ρrδdµ(̊g)

)(1−λ)p/r

= ||u||λpq,δ ||u||
(1−λ)p
r,δ .

�

Lemme 3:
En dimension 3, pour tout δ ∈ IR, il existe une constante c dépendant de g̊, δ1 et δ2

telle que
||uv||2,δ 6 c ||u||1,2,δ1 ||v||1,2,δ2 , avec δ1 + δ2 = δ. (4.17)

Preuve :
En utilisant l'inégalité de Hölder (4.15) et l'inégalité de Sobolev, on obtient directement
le résultat.

||uv||2,δ 6 ||u||4,δ1 ||v||4,δ2
6 c ||u||1,2,δ1 ||v||1,2,δ2.

�

Remarque : Dans le cas particulier où δ1, δ2 et δ sont négatifs ou nuls, alors δ1 et δ2 sont
tous les deux supérieurs à δ. L'inclusion de Sobolev donne l'inégalité suivante

||uv||2,δ 6 c ||u||1,2,δ ||v||1,2,δ. (4.18)

Lemme 4:
Pour chacune des inégalités suivantes, en dimension 3, il existe une constante c
dépendant de g̊ et δ telle que

∀u ∈ W 2,2
δ (M) , ||u||∞,δ 6 ε ||u||2,2,δ + cε−3||u||1,2,δ. (4.19)

∀u ∈ W 1,2
δ (M) , ||u||3,δ 6 ε ||u||1,2,δ + cε−1||u||2,δ. (4.20)

Preuve :
On utilise l'inégalité de Sobolev et l'inégalité de Hölder (4.16) pour obtenir

||u||∞,δ 6 c ||u||1,4,δ
6 c ||u||

1
4
1,2,δ ||u||

3
4
1,6,δ

6 c ||u||
1
4
1,2,δ ||u||

3
4
2,2,δ.

On utilise maintenant l'inégalité de Ehrling (4.13)

(b3a)
1
4 6 εb+ ε−3a , ∀ε > 0 , ∀a, b > 0 avec a = ||u||1,2,δ et b = ||u||2,2,δ.

||u||∞,0 6 cε ||u||2,2,δ + cε−3||u||1,2,δ
6 ε ||u||2,2,δ + cε−3||u||1,2,δ.
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4.4. Inégalités fonctionnelles

Concernant la deuxième inégalité,

||u||3,δ 6 ||u||
1
2
2,δ ||u||

1
2
6,δ

6 c ||u||
1
2
2,δ ||u||

1
2
1,2,δ.

On utilise maintenant l'inégalité de Ehrling (4.13)

(ba)
1
2 6 εb+ ε−1a , ∀ε > 0 , ∀a, b > 0 avec a = ||u||2,δ et b = ||u||1,2,δ

||u||3,δ 6 cε ||u||1,2,δ + cε−1||u||2,δ
6 ε ||u||1,2,δ + cε−1||u||2,δ.

�

Lemme 5:
En toute dimension n, dé�nissons pour R réel su�samment grand,

ER :=M\ ΩR = {ρ 6 e−2R}.

Alors pour tout u ∈ Lpδ(ER), pour tout δ ∈ IR,

||u||p,η;ER 6 e2R(δ−η)||u||p,δ;ER , ∀ δ 6 η , ∀ 1 6 p 6∞. (4.21)

Preuve :

• Pour tout 1 6 p <∞,

||u||pp,η;ER
=

∫
ER

|u|pg̊ ρ
pη =

∫
ER

|u|pg̊ ρ
pδρp(η−δ)

6 sup
ER

(ρp(η−δ))

∫
ER

|u|pg̊ ρ
pδ

6 e2Rp(δ−η)||u||pp,δ;ER .

• Pour p =∞,

||u||∞,η;ER = sup
ER

(|u|̊g ρη) = sup
ER

(|u|̊g ρδρ(η−δ))

6 e2R(δ−η)||u||∞,δ;ER . �
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Chapitre 5

Opérateur de courbure scalaire : le cas
Time-symmetric

Soit M une variété n-dimensionnelle connexe orientée non compacte. Dans ce cha-
pitre, on considère M en tant qu'hypersurface de genre espace totalement géodésique
d'une variété Lorentzienne (n+ 1)-dimensionnelle N appelée espace-temps. La seconde
forme fondamentale deM dans N , notée K, est nulle. On distinguera les deux variétés
par des indices di�érents : les indices latins prendront les valeurs de 1 à n et désigne-
ront les indices spatiaux. Les indices grecs prendront quant à eux les valeurs 0 à n et
désigneront les indices relatifs à l'espace-temps. Nous considérons une métrique modèle
g̊ asymptotiquement hyperbolique, lisse et polyhomogène sur M. C'est à dire que la
métrique peut s'écrire comme une somme de produits de puissances de ρ et ln ρ. De
plus, on demande à la métrique g̊ de satisfaire la condition d'intégrabilité suivante

Ric g̊ + (n− 1)̊g ∈ L2
δ . (5.1)

On dé�nit la mesure de volume relative à g̊ à l'aide du tenseur de Levi-Civita TLC

dµ(̊g) = TLC .

Dans une base directe, en dimension 3, les composantes du tenseur de Levi-Civita sont
données par

Tabc =
√
det(̊g) ε̃abc,

où ε̃ est le symbole de Levi-Civita d'ordre 3 (ou pseudo-tenseur complètement antisy-
métrique).
Pour une métrique Riemannienne g surM su�samment régulière, on dé�nit l'opérateur
de contraintes scalaire Φ0 comme suit :

Φ0(g) := (R(g)− 2Λ)
√
g , (5.2)

où
√
g désigne la mesure de volume relative à la métrique g,

√
g =

√
det(g)√
det(̊g)

dµ(̊g).

Λ est la constante cosmologique, et en dimension n,

2Λ = −n(n− 1), (5.3)

de façon à ce que l'équation de contrainte (5.2) soit véri�ée par le modèle hyperbolique,
c'est à dire Φ0(̊g) = 0, et donc à l'in�ni par les données initiales asymptotiquement hy-
perboliques. Si l'espace-temps satisfait les équations d'Einstein, la normalisation choisie
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assure que l'opérateur de contrainte et le tenseur énergie-impulsion sont reliés par la
relation

Φ0 = 16πGT~n0
√
g,

où ~n est le vecteur unitaire normal àM dans N dirigé vers le futur. G est la constante
de gravitation de Newton.
N.B : Dans le cas Time-symmetric, l'opérateur de contrainte scalaire est, au décalage
près de la constante cosmologique, l'opérateur de courbure scalaire associé à la métrique
g. On étudie alors l'opérateur de contrainte Φ0(g) pour des métriques Riemanniennes
de la forme g = g̊+h, où la métrique g est faiblement asymptotique à g̊ , i.e. |g − g̊|̊g =
|h|̊g −→∞ 0, dans le sens où h ∈ W 2,2

δ , avec δ 6 0. La trace sur g̊ de (5.1) donne la

condition d'intégrabilité suivante, compte tenu de (5.3)

R(̊g)− 2Λ ∈ L2
δ . (5.4)

Il est temps de dé�nir notre espace de phase sur lequel est dé�ni l'opérateur de
contrainte : On note S := S2T ∗M le �bré des formes bilinéaires symétriques surM et
ΛnT ∗M celui des densités (n-formes) surM. On notera S̃ := S2TM⊗ΛnT ∗M le �bré
des densités sur M à valeurs dans les 2-tenseurs symétriques. Dans la suite de notre
étude, on s'intéressera particulièrement aux espaces suivants :

G := W 2,2
δ (S).

G+ := {g : g − g̊ ∈ G, g > 0}.
G+
λ := {g ∈ G+ : λ̊g < g < λ−1g̊} , 0 < λ < 1.
L∗ := L2

δ(Λ
nT ∗M) est l'espace dual de L := L2

−δ(M).

Notons que d'après (4.12), les tenseurs dans G sont Hölder-continus d'exposant 1
2
et par

conséquent, les relations matricielles des espaces G+ et G+
λ sont véri�ées point par point.

En particulier, pour toute métrique g ∈ G+
λ , les métriques g et g̊ sont équivalentes au

sens suivant

λ̊gij(x) vivj < gij(x) vivj < λ−1g̊ij(x) vivj , ∀x ∈M ,∀v ∈ TM. (5.5)

On a donc |g|̊g ' c |̊g|̊g ' c |g|g '
√
n.

Dans le cas Time-symmetric, F = G+ sera l'espace de phase de l'opérateur de contrainte
scalaire Φ0.
Nous aurons besoin des notations et des lemmes suivants pour montrer la Proposition 3 :
soient Γ̊ et ∇̊ (resp. Γ et ∇) les symboles de Christo�el et la connexion de Levi-Civita
pour g̊ (resp. g). On dé�nit

A k
i j = Γ k

i j − Γ̊ k
i j (5.6)

Remarque : A est un tenseur symétrique par suite de la symétrie des symboles de
Christo�el. On montre facilement que

A k
i j =

1

2
gkl(∇̊igjl + ∇̊jgil − ∇̊lgij) (5.7)

et on a le résultat suivant sur la di�érence des tenseurs de Ricci :
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Opérateur de courbure scalaire : le cas Time-symmetric

Lemme 6:

(Ric g)jk − (Ric g̊)jk = ∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k + A µ

j kA
i
i µ − A i

j µA
µ
k i. (5.8)

Preuve de (5.8) :

(Ric g)jk − (Ric g̊)jk = ∂iA
i
j k − ∂jA i

i k + [Γ i
l iΓ

l
j k − Γ̊ i

l iΓ̊
l
j k]− [Γ l

k iΓ
i
j l − Γ̊ l

k iΓ̊
i
j l]

= ∂iA
i
j k − ∂jA i

i k + [A i
l iA

l
j k + Γ̊ i

l iA
l
j k + Γ̊ l

j kA
i
l i]

−[A l
k iA

i
j l + Γ̊ l

k iA
i
j l + Γ̊ i

j lA
l
k i]

= [∂iA
i
j k + Γ̊ i

l iA
l
j k−Γ̊ l

j iA
i
l k − Γ̊ l

k iA
i
j l]

−[∂jA
i
i k + Γ̊ i

l jA
l
i k − Γ̊ l

j iA
i
l k − Γ̊ l

k jA
i
i l]

+A i
l iA

l
j k − A l

k iA
i
j l

= ∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k + A l

j kA
i
i l − A i

j lA
l
k i,

�

où l'on a ajouté et retranché le terme en gras pour la troisième égalité.
Cela nous permet d'obtenir la forme suivante de la courbure scalaire :

Lemme 7:
La courbure scalaire peut être exprimée en fonction de ∇̊ et A j

i k sous la forme

R(g) = gjk Ric g̊jk + gjk(∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k + A l

j kA
i
i l − A i

j lA
l
k i)

= gjk Ric g̊jk +Q(g−1∇̊g) + gikgjl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl), (5.9)

où Q est une somme de termes quadratiques en g−1∇̊g.

Preuve :
R(g) = gjk Ric g̊jk + gjk [(Ric g)jk − (Ric g̊)jk] .

Le lemme 6 donne directement la première ligne.

gjk(∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k)

= gjk
(
∇̊i[

1
2
gil(∇̊jgkl + ∇̊kgil − ∇̊lgij)]− ∇̊j[

1
2
gkl(∇̊igjl + ∇̊jgil − ∇̊lgij)]

)
= 1

2
gilgjk

(
∇̊i[∇̊jgkl + ∇̊kgil − ∇̊lgij]− ∇̊j[∇̊igjl + ∇̊jgil − ∇̊lgij]

)
+Q(g−1∇̊g)

= 1
2
gilgjk(∇̊2

ikgjl − ∇̊2
ilgjk − ∇̊2

jkgil + ∇̊2
jlgik) +Q(g−1∇̊g)

= gikgjl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl) +Q(g−1∇̊g).

D'autre part, A ' g−1∇̊g et par suite A2 ' g−2(∇̊g)2 ' Q(g−1∇̊g). La première ligne
est donc égale à la deuxième.

�

La proposition suivante montre que Φ0 : F → L∗ est une application bien dé�nie entre
les variétés de Hilbert F et L∗.
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Proposition 3:
Soit g ∈ G+

λ , avec 0 < λ < 1. Alors en dimension n = 3, pour tout δ 6 0, il existe
une constante c > 0 dépendant de λ, g̊ et δ telle que

||Φ0(g)||2,δ 6 c(1 + ||g − g̊||22,2,δ). (5.10)

Preuve :
Puisque g ∈ G+

λ , on peut se servir de (5.5) et d'après l'expression de R(g) sous la forme
(5.9), on peut écrire en utilisant (5.4),

||R(g)− 2Λ||22,δ 6 c

∫
M

(
|∇̊2g|2g̊ + |∇̊g|4g̊ + |R(̊g)− 2Λ|2g̊

)
ρ2δdµ(̊g)

6 c
(

1 + ||∇̊2g||22,δ + ||(∇̊g)2||22,δ
)
.

En utilisant la relation 2a 6 1 + a2 avec a = ||∇̊2g||22,δ et (4.18) pour le dernier terme,
il vient

||R(g)− 2Λ||22,δ 6 c
(

1 + ||∇̊2g||42,δ + ||∇̊g||41,2,δ
)

6 c
(
1 + ||g − g̊||42,2,δ

)
.

Par conséquent, ||Φ0(g)||2,δ 6 ||
√
g||∞,0 ||R(g)− 2Λ||2,δ 6 c (1 + ||g − g̊||22,2,δ)

et Φ0(g) ∈ L∗.
�

La proposition suivante nous indique que la première hypothèse pour pouvoir appli-
quer le Théorème 1 est véri�ée :

Proposition 4:
Soit g ∈ G+. Alors en dimension n = 3, pour tout δ 6 0,

Φ0 : G+ → L∗ est une application lisse (C∞) entre variétés de Hilbert.

Preuve :
D'après (5.10), ||Φ0(g)||L∗ 6 c(1 + ||g − g̊||2F), i.e.Φ0 est localement bornée sur F . La
structure polynomiale de l'opérateur de courbure scalaire nous permet de montrer que
Φ0 est lisse, i.e. dérivable indé�niment au sens de Fréchet. D'après l'expression (5.9)
de la courbure scalaire, on remarque que Φ0(g) peut être exprimée comme une fonction
polynomiale

Φ0(g) = F (g, g−1,
√
g, ∇̊g, ∇̊2g),

où F = F (a1, . . . , a5) est une fonction polynomiale quadratique en a4 et linéaire en
les paramètres restants. L'application g 7→ (g, g−1,

√
g) est analytique sur l'espace des

matrices dé�nies positives et les applications g 7→ ∇̊g et g 7→ ∇̊2g sont linéaires bornées
donc lisses de F vers L∗, qui sont des variétés de Hilbert. Un résultat de Hille [35] sur
les fonctionnelles polynomiales localement bornées montre que Φ0 admet des dérivées
au sens de Fréchet, continues et de tout ordre.

�

Soit C = {g ∈ G+ : Φ0(g) = 0} := Φ0
−1({0}) ⊂ F . C'est l'ensemble des données

initiales solutions de l'équation de contrainte (5.2) associée aux équations d'Einstein du
vide. Pour montrer que C est une sous-variété de F , on montre que 0 est une valeur
régulière de Φ0(g). On commence pour cela par calculer la di�érentielle de Φ0(g) a�n
de montrer qu'elle est surjective.
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5.1 Expression du linéarisé et de son adjoint

Cette section donne le détail des calculs amenant aux expressions des opérateurs de
contrainte linéarisé DΦ0(g) et adjoint formel DΦ0(g)∗.

Proposition 5:

DΦ0(g).h = (∇i∇jhij −∆gtrgh)
√
g − hij[Rij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g. (5.11)

Preuve :
DΦ0(g).h = D(

√
g).h(R(g)− 2Λ) +DR(g).h

√
g.

D(
√
g).h =

dµ(̊g)√
det̊g

D(
√
det(g)).h

=
dµ(̊g)√
det(̊g)

D(det(g))

2
√
det(g)

.h

=
dµ(̊g)√
det(̊g)

det(g)trgh

2
√
det(g)

=

√
(g)

2
trgh =

√
(g)

2
gijhij.

DR(g).h = D[g−1 Ric g].h

= D(g−1).h Ric g + g−1DRic g .h.

En coordonnées,

D(g−1).h =
d

dt
[(g − th)ij − gij]

t=0
= −hij.

DR(g).h = −hij Ric gij + g−1DRic g.h.

Il nous reste à calculer DRic g .h et pour ce faire, on introduit la fonction Γ̃ dé�nie par

Γ̃(t) = Γ(g + th)− Γ(g),

où les Γ(g + th) sont les symboles de Christo�el pour la métrique g + th.

DRic g.h =
d

dt

(
Ric (g + th)− Ric g

)
t=0
.

En suivant la formule (5.8), on obtient[
Ric (g + th)

]
km
−
(

Ric g
)
km

= ∇iΓ̃
i
k m(t)−∇mΓ̃ i

k i(t) + Γ̃ i
j i(t)Γ̃

j
k m(t)− Γ̃ i

j m(t)Γ̃ j
k j(t).

DRic(g).h = ∇i
d

dt
Γ̃ i
k m(t)

t=0
−∇m

d

dt
Γ̃ i
k i(t)

t=0
+
d

dt
[Γ̃ i
j i(t)Γ̃

j
k m(t)− Γ̃ i

j m(t)Γ̃ j
k j(t)]

t=0
.
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Le dernier terme du membre de droite étant nul car Γ̃(0) = 0, on obtient

DRic g.h = ∇i
d

dt
Γ̃ i
k m(t)

t=0
−∇m

d

dt
Γ̃ i
k i(t)

t=0
.

Au vu de la dé�nition de Γ̃, on peut appliquer (5.7)

d
dt

Γ̃ i
k m(t)

t=0
= d

dt
(1

2

[
(g + th)−1

]il
[∇k(g + th)ml +∇m(g + th)kl −∇l(g + th)km])

t=0

= d
dt

(
1
2
(gil − thil)t[∇k hml +∇m hkl −∇l hkm]

)
t=0

car ∇g = 0

= 1
2
gil[∇k hml +∇m hkl −∇l hkm].

Avec une expression similaire pour le terme d
dt

Γ̃ i
k i(t) t=0

, on obtient

DRic g.h = ∇i
d

dt
Γ̃ i
k m(t)

t=0
−∇m

d

dt
Γ̃ i
k i(t)

t=0

=
1

2
gil[∇i∇k hml +∇i∇m hkl −∇i∇l hkm]

−1

2
gil[∇m∇k hil +∇m∇i hkl −∇m∇l hki]

Par conséquent, puisque h est symétrique,

g−1DRic g.h =
1

2
gilgkm[∇i∇k hml +�����∇i∇m hkl −∇i∇l hkm]

−1

2
gilgkm[∇m∇k hil +�����∇m∇i hkl −∇m∇l hki]

= gilgkm[∇i∇k hml −∇m∇k hil] +∇l∇m hml −∇k∇k g
ilhil

= ∇l∇m hml −∆gtrgh.

Finalement, on obtient

DΦ0(g).h = (∇l∇m hml −∆gtrgh)
√
g − hij[Rij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g.
�

Pour montrer la surjectivité de la di�érentielle de Φ0(g), on s'intéresse à l'injectivité de
l'opérateur adjoint. Dans la suite, N peut être naturellement interprété comme étant la
fonction lapse associée au feuilletage de l'espace-temps. En intégrant par partie et en
ignorant les termes de bord, on obtient (cf. [28] par exemple) l'expression du L2(dµ(̊g))-
adjoint formel de DΦ0 :∫

M
N DΦ0(g).h =

∫
M
h •DΦ0(g)∗N , (5.12)

où • désigne la contraction tensorielle.

Proposition 6:

DΦ0(g)∗.N = [∇i∇jN − gij∆gN − [Rij − 1
2
(R(g)− 2Λ)gij]N ]

√
g. (5.13)

64
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Preuve :
En regroupant les termes avec et sans dérivée covariante dans l'expression de DΦ0(g).h,∫

M
N DΦ0(g).h =

∫
M

(∇i∇jhij − gij∇k∇khij)N
√
g

−
∫
M
hij[R

ij − 1
2
(R(g)− 2Λ)gij]N

√
g.

La deuxième intégrale étant linéaire en h, sa contribution à l'expression de l'adjoint est
directe. Pour les deux termes de la première intégrale, on intègre par partie en ignorant
les termes de bord ∫

M
∇i∇jhijN

√
g = −

∫
M
∇jhij∇iN

√
g

=

∫
M
hij
(
∇i∇jN

√
g
)
.∫

M
gij∇k∇khijN dµ(g) = −

∫
M
∇khij, g

ij∇kN
√
g

=

∫
M
hij
(
gij∇k∇kN

√
g
)
.

La somme des di�érents termes donne le résultat.
�

5.2 L'opérateur T̊ , de type Hessienne

Dans le but d'utiliser le théorème des fonctions implicites, on s'intéresse au noyau de
DΦ0(g)∗. Cela nécessite les quelques résultats préliminaires suivants relatifs à l'opéra-
teur T̊ dé�ni pour une fonction N , par :

T̊ = T̊ (N) := ∇̊2N −Ng̊. (5.14)

Lemme 8:
Pour tout δ ∈ IR, il existe une constante c > 0 dépendant de g̊ telle que pour toute
fonction N ∈ W 2,2

−δ (M),

||T̊ (N)||2,−δ > ||∇̊2N ||2,−δ − c ||N ||2,−δ. (5.15)

Preuve :
Le résultat découle directement de la dé�nition de T̊ , l'inégalité triangulaire et l'inéga-
lité de Hölder (4.15).

�

Lemme 9:
Pour tout δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0], il existe une constante c > 0 dépendant de g̊ et δ telle
que pour toute fonction N ∈ W 2,2

−δ (M),

||N ||1,2,−δ 6 c ||T̊ (N)||2,−δ. (5.16)
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5.2. L'opérateur T̊ , de type Hessienne

Preuve :
Par densité, on peut supposer N lisse et à support compact. On utilise la preuve de la
Proposition 8 qui établit (5.16) si le support de N est au voisinage du bord à l'in�ni.
On ignore ici la restriction sur δ pour la positivité du terme de bord intérieur puisque
celui-ci est absent (support compact de N). Cela nous donne le résultat près du bord
pour δ ∈]− (n+ 1)/2 ; 0] et on conclut avec la trivialité du noyau de T̊ pour −δ < n+1

2

(voir [16]) grâce à une preuve similaire à celle du Théorème 6.
�

La combinaison des Lemmes 8 et 9 donne

Proposition 7:
Pour tout δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0], il existe une constante c > 0 dépendant de g̊ et δ telle
que pour toute fonction N ∈ W 2,2

−δ (M),

||N ||2,2,−δ 6 c ||T̊ (N)||2,−δ. (5.17)

Nous aurons besoin des trois lemmes suivants qui sont des inégalités générales sur
(M, g̊), une variété AH n-dimensionnelle avec g̊ = ρ−2̊h. On autorise ici un bord in-
térieur ∂M. Par la suite dσ(̊g) désignera la mesure induite par g̊ sur le bord ∂M. Le
terme o(1) tend vers 0 à l'approche de ∂∞M.

Lemme 10:
Soit (M, g̊) une variété AH et δ ∈ IR. ∀N ∈ C∞c (M),∫

M
2N〈dN, dρ

ρ
〉̊g ρ2δ dµ(̊g) = −

∫
M

[2δ + 1− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
∂M

N2〈dρ
ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
Une intégration par parties donne∫
M
∇̊i(−N2∇̊i(ρ−1)ρ2δ+1) dµ(̊g) =

∫
M

(
2N〈 dN, dρ

ρ
〉̊g ρ2δ −N2∆̊(ρ−1)ρ2δ+1

)
dµ(̊g)

+

∫
M

(2δ + 1)N2|dρ|2
h̊
ρ2δ dµ(̊g). (5.18)

Or d'après [15], (D.4)
∇̊2(ρ−1) = ρ−1|dρ|2

h̊
g̊ − ρ−2 (̊h)∇2ρ. (5.19)

En prenant la trace sur g̊, on obtient

∆̊(ρ−1) = nρ−1|dρ|2
h̊
−∆h̊ρ.

La métrique h̊ étant dé�nie (et par conséquent bornée) sur ∂∞M et ρ étant une fonction
lisse sur M̄ , il s'ensuit que ∆h̊ρ est une fonction lisse bornée sur M̄ et on peut écrire
∆h̊ρ = o(ρ−1) au voisinage de ∂∞M. On obtient donc

∆̊(ρ−1) = ρ−1
(
n|dρ|2

h̊
+ o(1)

)
. (5.20)
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En utilisant de plus que |dρ|2
h̊

= 1 + o(1) au voisinage du bord sur une variété AH,
l'équation (5.18) devient∫

M
∇̊i(−N2∇̊i(ρ−1)ρ2δ+1) dµ(̊g) =

∫
M

2N〈dN, dρ
ρ
〉̊g ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
M

[2δ + 1− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g). (5.21)

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,∫
M
∇̊i(−N2∇̊i(ρ−1)ρ2δ+1) dµ(̊g) =

∫
∂M

N2〈dρ
ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g). (5.22)

En remplaçant le membre de gauche de (5.21) par son expression (5.22), on obtient le
résultat souhaité.

�

Lemme 11:
Soit (M, g̊) une variété AH et δ ∈ IR. ∀N ∈ C∞c (M),

−2

∫
M
T̊ (dN,

dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g) =

∫
M
{2δ + 1− n+ o(1)}|dN |2g̊ρ2δ dµ(̊g)

−
∫
M

[2δ + 1− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
∂M

(N2 − |dN |2g̊)〈
dρ

ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g),

(5.23)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
Une intégration par parties donne∫

M
∇̊i(|dN |2g̊ ∇̊i(ρ−1) ρ2δ+1) dµ(̊g) = −2

∫
M
∇̊2N(dN,

dρ

ρ
) ρ2δ dµ(̊g)

−
∫
M
|dN |2g̊ ∆̊(ρ−1) ρ2δ+1 dµ(̊g)

+

∫
M

(2δ + 1)|dN |2g̊|dρ|2h̊ρ
2δ dµ(̊g). (5.24)

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,∫
M
∇̊i(|dN |2g̊ ∇̊i(ρ−1) ρ2δ+1) dµ(̊g) = −

∫
∂M
|dN |2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g). (5.25)

En remplaçant le membre de gauche de (5.24) par son expression (5.25), on obtient
compte tenu de (5.20)

−2

∫
M
∇̊2N(dN,

dρ

ρ
) ρ2δ dµ(̊g) =

∫
M

[2δ + 1− n+ o(1)]|dN |2g̊ ρ2δ dµ(̊g)

−
∫
∂M
|dN |2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g). (5.26)
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On obtient le résultat souhaité en ajoutant de chaque côté de (5.26)∫
M

2Ng̊(dN,
dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g) =

∫
M

2N〈dN, dρ
ρ
〉ρ2δ dµ(̊g)

et en remplaçant dans le membre de droite par l'expression trouvée au Lemme 10.
�

Lemme 12:
Soit (M, g̊) une variété AH et δ ∈ IR. ∀N ∈ C∞c (M),

−
∫
M

tr̊gT̊ Nρ
2δ dµ(̊g) = −

∫
M

[ δ(2δ + 1− n)− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
M
|dN |2g̊ρ2δ dµ(̊g)−

∫
∂M

N〈dN, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g)

+

∫
∂M

δN2〈dρ
ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g), (5.27)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
Une intégration par parties donne∫

M
∇̊i(N∇̊iNρ2δ) dµ(̊g) =

∫
M
|dN |2g̊ρ2δ dµ(̊g) +

∫
M
N∆̊N ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
M

2δN〈dN, dρ
ρ
〉ρ2δ dµ(̊g). (5.28)

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,∫
M
∇̊i(N∇̊iNρ2δ) dµ(̊g) =

∫
∂M

N〈dN, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g). (5.29)

En remplaçant le membre de gauche de (5.28) par son expression (5.29), on obtient

−
∫
M
N∆̊Nρ2δ dµ(̊g) =

∫
M

[ |dN |2g̊ + 2δN〈dN, dρ
ρ
〉]ρ2δ dµ(̊g)

−
∫
∂M

N〈dN, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g). (5.30)

On obtient le résultat souhaité en ajoutant∫
M
nN2ρ2δ dµ(̊g)

de chaque côté de (5.30) et en utilisant le Lemme 10.
�

Les lemmes 11 et 12 nous permettent d'obtenir l'inégalité suivante, cruciale dans la
démonstration de la trivialité du noyau de l'opérateur adjoint.
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Proposition 8:
Soit δ ∈] − (n + 1)/2,−1[. Il existe deux constantes positives cδ et Rδ tel que pour
tout R > Rδ,

∀N ∈ C∞c (ER) , ||N ||2,2,−δ;ER 6 c ||T̊ ||2,−δ;ER . (5.31)

Preuve :
D'après les expressions de T̊ et tr̊gT̊ et en notant ∇̊nN (resp. ∇̊TN) la composante de
dN normale (resp. tangentielle) à ∂M,

∇̊nN := 〈dN, η〉̊g et |dN |2g̊ = |∇̊nN |2g̊ + |∇̊TN |2g̊.

(5.27)− 1
2
(5.23) donne∫

M
T̊ (dN,

dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g)−

∫
M
Ntr̊gT̊ ρ

2δ dµ(̊g)

=

∫
M
{n+1

2
− δ + o(1)}|dN |2g̊ρ2δ dµ(̊g) +

∫
M

[−2δ2 + nδ + n+1
2

+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
∂M
{(δ − 1

2
)N2 + 1

2
|dN |2g̊}〈

dρ

ρ
, η〉̊gρ2δ dσ(̊g)−

∫
∂M

N∇̊nN ρ2δ dσ(̊g). (5.32)

Application sur ER : ER possède deux composantes de bord disjointes. Un bord à
l'in�ni noté ∂E∞= ∂∞M, et un bord intérieur ∂ER = ∂ΩR = {ρ = e−2R} . Comme
N ∈ C∞c (ER), N est nécessairement nul au voisinage de ∂E∞ mais pas forcément sur
∂ER et c'est la raison pour laquelle les termes de bord présents dans (5.32) ne vont
concerner que ∂ΩR. Si l'on note ηR la normale à ∂ΩR extérieure à ER et compte tenu

du fait que lorsque R→ +∞ , ηR − dρ
ρ
→ 0, ainsi 〈dρ

ρ
, ηR〉̊g =

|dρ|2g̊
ρ2 + o(1) = 1 + o(1).

∫
ER

T̊ (dN,
dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g)−

∫
ER

N tr̊gT̊ ρ
2δ dµ(̊g)

=

∫
ER

{n+1
2
− δ + o(1)}|dN |2g̊ρ2δ dµ(̊g) +

∫
ER

[−2δ2 + nδ + n+1
2

+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
∂ER

{(δ − 1
2

+ o(1))N2 + 1
2
|dN |2g̊ −N∇̊nN + o(1)}ρ2δ dµ(̊g).

En se servant des inégalités suivantes
|tr̊gT̊ |2g̊ 6 n |T̊ |2g̊.
T̊ (dN, dρ

ρ
) 6 a

2
|T̊ |2g̊ + 1

2a
|dN |2g̊|dρ|2h̊ ,∀a > 0 , a >> 1.

−N tr̊gT̊ 6 b
2
|tr̊gT̊ |2g̊ + 1

2a
N2|dρ|2

h̊
,∀b > 0 , b >> 1.

On obtient ∀ε > 0,∃Rε > 0 tel que ∀R > Rε,(a+ bn

2

)∫
ER

|T̊ |2g̊ρ2δ dµ(̊g)

>
∫
ER

{n+1
2
− δ − ε}|dN |2g̊ρ2δ dµ(̊g) +

∫
ER

[−2δ2 + nδ + n+1
2
− ε]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
∂ER

{(δ − 1− ε)N2 + 1
2
|∇̊TN |2g̊ + 1

2
(N − ∇̊nN)2 − ε}ρ2δ dµ(̊g).
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• Pour le terme intérieur en N2, nous avons un trinôme du second degré en δ dont le
discriminant est

∆ = n2 + 4(n+ 1) = (n+ 2)2 > 0

et dont les racines sont

δ± =
n± (n+ 2)

4
=
{
− 1

2
;
n+ 1

2

}
.

Ce terme est donc positif ou nul si et seulement si δ ∈]− 1
2

; n+1
2

[.

• Le terme intérieur en |dN |2g̊ est positif ou nul si et seulement si δ < (n+ 1)/2.

• Le terme de bord est positif ou nul si et seulement si δ > 1.
De plus, un rapide calcul montre que sur l'intervalle [0 ; n+1

2
[, on a

n+1
2
− δ 6 −2δ2 + nδ + n+1

2
.

Par conséquent, pour δ appartenant à l'intervalle ]1 ; n+1
2

[, on obtient
∀ε > 0,∃Rε > 0 tel que ∀R > Rε,(a+ bn

2

)∫
ER

|T̊ |2g̊ρ2δ dµ(̊g) >
∫
ER

{n+1
2
− δ − ε}

(
N2 + |dN |2g̊

)
ρ2δ dµ(̊g).

C'est à dire
||N ||1,2,δ;ER 6 c ||T̊ ||2,δ;ER .

En combinant cette inégalité avec le Lemme 8 valable en particulier sur ER, on conclut
la preuve de (5.31).

�

5.3 Estimées elliptiques relatives à l'adjoint

Cette section regroupe les di�érents résultats obtenus concernant l'opérateur adjoint
DΦ0(g)∗. On commence par montrer la coercivité de l'adjoint dans la proposition sui-
vante :

Proposition 9:
Soit δ ∈] − (n + 1)/2 , 0], avec n = 3. Il existe C dépendant de g̊, λ, δ et ||g||F telle
que l'estimée elliptique suivante soit véri�ée :

∀N ∈ W 2,2
−δ (M) , ||N ||2,2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + C ||N ||1,2,−2δ , (5.33)

Preuve :
Soit l'opérateur T dé�ni par

T = T (N) := ∇2N −Ng. (5.34)

D'après la dé�nition de T̊ (5.14), on a

T̊ = T − A∇̊N + (g − g̊)N
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et par suite

||T̊ ||2,−δ 6 ||T ||2,−δ + ||A∇̊N ||2,−δ + ||(g − g̊)N ||2,−δ
6 c ||T − trgT g||2,−δ + ||A∇̊N ||2,−δ + ||(g − g̊)N ||2,−δ, (5.35)

en utilisant que
|T |2g 6 |T |2g + (n− 2)(trgT g)2 = |T − trgTg|2g

et donc
|T |2g̊ 6 c |T − trgT g|2g̊.

Notons que la trace sur g de T est donnée par

trgT = ∆gN − nN.

Par conséquent,

T − trgT g = ∇2N − g∆gN + (n− 1)gN

= DΦ0(g)∗.N/
√
g + [Ric g − 1

2
(R(g)− 2Λ)g]N + (n− 1)gN

= DΦ0(g)∗.N/
√
g +N(Ric g−Ric g̊)+N(Ric g̊ + (n− 1)̊g)

+(n− 1)(g−̊g)N − 1

2
(R(g)− 2Λ)gN.

En utilisant l'inégalité de Hölder (4.15) et (4.19), il vient

||T − trgT g||2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + ||N(Ric g − Ric g̊)||2,−δ + c ||(g − g̊)N ||2,−δ
+||N(Ric g̊ + (n− 1)̊g)||2,−δ + c ||(R(g)− 2Λ)gN ||2,−δ

6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + ||Ric g − Ric g̊||2,δ||N ||∞,−2δ

+c ||g − g̊||2,δ||N ||∞,−2δ + ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ||N ||∞,−2δ

+c ||R(g)− 2Λ||2,δ||N ||∞,−2δ

6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + C ||N ||∞,−2δ

6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + ε ||N ||2,2,−2δ + C ||N ||1,2,−2δ.

L'inéquation (5.35) devient

||T̊ ||2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + ε ||N ||2,2,−2δ + C ||N ||1,2,−2δ + ||A∇̊N ||2,−δ
6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + ε ||N ||2,2,−2δ + C ||N ||1,2,−2δ + ||A||1,2,δ||N ||1,2,−2δ

6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + C ||N ||1,2,−2δ + ε ||N ||2,2,−2δ, (5.36)

où l'on a utilisé (4.17) pour le passage de la première à la deuxième ligne.
En combinant (5.36) avec la Proposition 7, on obtient

||N ||2,2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + C ||N ||1,2,−2δ + ε ||N ||2,2,−2δ

et le résultat apparaît après avoir fait passer le terme en ε||N ||2,2,−2δ de l'autre côté et
en utilisant l'inclusion de Sobolev W 2,2

−2δ ⊂ W 2,2
−δ pour δ 6 0.

�

Remarque : en combinant la Proposition 9 et l'inégalité de Ehrling (4.13), on obtient
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Corollaire 1:
Soit N ∈ W 2,2

−δ (M), avec δ ∈] − (n + 1)/2 , 0] et n = 3. Alors DΦ0(g)∗.N satisfait
l'estimée elliptique suivante :

||N ||2,2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ + C ||N ||2,−2δ , (5.37)

où C dépend de g̊, λ, δ et ||g||F .

Par souci de complétude, et même si nous ne nous en servirons pas, notons la dépendance
de DΦ0

∗ par rapport à g mesurée par la proposition suivante :

Proposition 10:
En dimension n = 3, soit δ 6 0, alors l'opérateur DΦ0(g)∗ : W 2,2

−δ (M) −→ L2
−δ(S̃)

est borné. De plus, DΦ0(g)∗ dépend de g de manière Lipschitzienne,∥∥∥[DΦ0(g)∗ −DΦ0(g̃)∗]N
∥∥∥

2,−δ
6 C||g − g̃||F ||N ||2,2,−δ , (5.38)

où la constante C dépend de g̊, δ, ||g||F et ||g̃||F .

Preuve :
Commençons par montrer que DΦ0(g)∗ est borné.
On introduit pour cela l'opérateur O agissant sur les fonctions :

O(N) = ∇2N − g∆gN (5.39)

On remarque que O(N) = L(∇2N) avec L opérateur linéaire inversible, on a

||O||2,−δ 6 c ||∇2N ||2,−δ = c
(
||∇̊2N ||2,−δ + ||AdN ||2,−δ

)
6 C ||N ||2,2,−δ.

En e�et, on a AdN ' g−1∇̊g dN . En utilisant l'inégalité de Hölder (4.15) , (4.17) et
l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) ,

||AdN ||2,−δ 6 ||g−1||∞,0||∇̊g dN ||2,−δ
6 c ||∇̊g||1,2,δ||dN ||1,2,−2δ

6 C ||N ||2,2,−δ. (5.40)

En utilisant l'expression (5.13) de DΦ0(g)∗,

||DΦ0(g)∗N�
√
g||2,−δ 6 ||O||2,−δ + ||(Ric g − Ric g̊)N ||2,−δ + ||(n− 1)̊gN ||2,−δ

+||[Ric g̊ + (n− 1)̊g]N ||2,−δ + 1
2
||(R(g)− 2Λ) g N ||2,−δ.

En utilisant l'inégalité de Hölder (4.15), l'inclusion des espaces de Sobolev (δ 6 0) et
l'inégalité de Sobolev,

||(Ric g − Ric g̊)N ||2,−δ 6 ||Ric g − Ric g̊||2,δ||N ||∞,−2δ

6 c ||Ric g − Ric g̊||2,δ||N ||2,2,−δ.
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D'après (5.8), Ric g − Ric g̊ ' ∇̊A+ A2 ' (∇̊g)2 + g∇̊2g + g−2(∇̊g)2.
En utilisant (4.17),

||(Ric g − Ric g̊)N ||2,−δ 6 c
(
||∇̊g||21,2,δ + ||∇̊2g||2,δ

)
||N ||2,2,−δ

6 C ||N ||2,2,−δ.

En particulier, on a les conditions d'intégrabilité suivantes

Ric g − Ric g̊ ∈ L2
δ . (5.41)

R(g)−R(̊g) ∈ L2
δ . (5.42)

En utilisant l'inégalité de Hölder (4.15), l'inclusion des espaces de Sobolev (δ 6 0),
l'inégalité de Sobolev et (5.1)

||[Ric g̊ + (n− 1)̊g]N ||2,−δ 6 ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ||N ||∞,−2δ

6 ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ||N ||2,2,−δ
6 c ||N ||2,2,−δ.

Pour le terme avec la courbure scalaire et la constante cosmologique, la même procédure
donne

||(R(g)− 2Λ) g N ||2,−δ 6 ||g||∞,0||(R(g)− 2Λ)N ||2,−δ
6 c ||R(g)− 2Λ||2,δ||N ||∞,−2δ

6 C ||N ||2,2,−δ.

||(n− 1)̊gN ||2,−δ 6 (n− 1)||̊g||∞,0||N ||2,−δ
6 c ||N ||2,2,−δ.

On obtient donc

||DΦ0(g)∗N�
√
g||2,−δ 6 C ||N ||2,2,−δ (5.43)

et en�n

||DΦ0(g)∗.N ||2,−δ 6 C ||√g||∞,0||N ||2,2,−δ 6 C ||N ||2,2,−δ, (5.44)

où C est une constante dépendant de g̊, δ et ||g||F .

Preuve de (5.38) :
On note ∇̃ , ∆̃ ,Ric(g̃) et R(g̃) la connexion de Levi-Civita, le Laplacien, le tenseur de
Ricci et la courbure scalaire associés à la métrique Riemannienne g̃.

[DΦ0(g)∗ −DΦ0(g̃)∗]N = (
√
g −

√
g̃)
DΦ0(g)∗N
√
g

+
√
g̃

[
DΦ0(g)∗N
√
g

− DΦ0(g̃)∗N√
g̃

]
.
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∥∥∥[DΦ0(g)∗ −DΦ0(g̃)∗]N
∥∥∥

2,−δ
6 ||√g −

√
g̃||∞,δ

∥∥∥∥DΦ0(g)∗N
√
g

∥∥∥∥
2,−2δ

+||
√
g̃||∞,0

∥∥∥∥DΦ0(g)∗N
√
g

− DΦ0(g̃)∗N√
g̃

∥∥∥∥
2,−δ

6 ||g − g̃||F
∥∥∥∥DΦ0(g)∗N

√
g

∥∥∥∥
2,−2δ

+c

∥∥∥∥DΦ0(g)∗N
√
g

− DΦ0(g̃)∗N√
g̃

∥∥∥∥
2,−δ

. (5.45)

(DΦ0(g)∗N
√
g

− DΦ0(g̃)∗N√
g̃

)
= (∇− ∇̃) dN + g∆gN − g̃ ∆̃N − [Ric(g)− Ric(g̃)]N

+
1

2
[(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃]N.

∥∥∥∥DΦ0(g)∗N
√
g

− DΦ0(g̃)∗N√
g̃

∥∥∥∥
2,−δ

6 ||(∇− ∇̃) dN ||2,−δ + ||g∆gN − g̃ ∆̃N ||2,−δ

+1
2

∥∥∥[(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃]N
∥∥∥

2,−δ

−||[Ric(g)− Ric(g̃)]N ||2,−δ.

• Pour la Hessienne :

∇− ∇̃ = (g−1 − g̃−1)∇̊g + g̃−1∇̊(g − g̃). (5.46)

En utilisant les inégalités de Hölder et Sobolev à poids ainsi que l'inclusion de
Sobolev (δ 6 0),

||(∇− ∇̃) dN ||2,−δ 6 ||(g−1 − g̃−1)∇̊g dN ||2,−δ + ||g̃−1∇̊(g − g̃) dN ||2,−δ
6 c ||g − g̃||∞,δ||∇̊g dN ||2,−2δ + ||g̃−1||∞,0||∇̊(g − g̃) dN ||2,−δ
6 c ||g − g̃||2,2,δ||∇̊g dN ||2,0 + c||∇̊(g − g̃) dN ||2,0.

En utilisant (4.17),

||(∇− ∇̃) dN ||2,−δ 6 c ||g − g̃||2,2,δ||∇̊g||1,2,δ||dN ||1,2,−δ + c ||∇̊(g − g̃)||1,2,δ||dN ||1,2,−δ
6 C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ. (5.47)

•• Pour le Laplacien :

g∆gN − g̃ ∆̃N = g∆gN − g̃∆gN + g̃∆gN − g̃ ∆̃N

= (g − g̃)∆gN + g̃(∆gN − ∆̃N)

= (g − g̃)g−1∇dN + g̃(g−1∇dN − g̃−1∇̃dN)

= (g − g̃)g−1∇dN + g̃(g−1 − g̃−1)∇dN + g̃g̃−1(∇− ∇̃)dN.
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En utilisant l'inégalité de Hölder à poids (4.15) , l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) et
l'inégalité de Sobolev à poids,

||g∆gN − g̃ ∆̃N ||2,−δ 6 ||(g − g̃)g−1∇dN ||2,−δ + ||g̃(g−1 − g̃−1)∇dN ||2,−δ
+||g̃g̃−1(∇− ∇̃)dN ||2,−δ

6 c ||g − g̃||∞,δ||g−1||∞,0||∇dN ||2,−2δ

+||g̃||∞,0||g̃−1||∞,0||(∇− ∇̃)dN ||2,−δ
6 c ||g − g̃||2,2,δ||∇dN ||2,−δ + c ||(∇− ∇̃)dN ||2,−δ.

Une conséquence de (5.40) est

||∇dN ||2,−δ 6 C ||N ||2,2,−δ. (5.48)

En utilisant (5.47) et (5.48), on obtient

||g∆gN − g̃ ∆̃N ||2,δ 6 C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ.

• Pour le Ricci :
On dé�nit Ã k

i j = Γ̃ k
i j − Γ̊ k

i j.

On pose T := ∇̃ − ∇ = g̃−1∇̊g̃ − g−1∇̊g = (g−1 − g̃−1)∇̊g + g̃−1∇̊(g − g̃).
En utilisant l'inégalité de Hölder à poids(4.15), l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) et
l'inégalité de Sobolev à poids,

||T ||1,2,δ 6 ||(g−1 − g̃−1)||∞,δ||∇̊g||2,δ + ||g−1||∞,0||∇̊(g − g̃)||2,δ
6 c ||g − g̃||∞,δ||∇̊g||2,δ + c ||∇̊(g − g̃)||2,δ
6 C||g − g̃||2,2,δ. (5.49)

On peut montrer, en ajoutant et retranchant Ric(̊g) et en utilisant (5.8), que

[Ric(g)− Ric(g̃)]N ' (∇̊T + ÃT + T 2)N ,

ce qui entraîne

||[Ric(g)− Ric(g̃)]N ||2,−δ 6 ||∇̊TN ||2,−δ + ||ÃTN ||2,−δ + ||T 2N ||2,−δ. (5.50)

En utilisant les inégalités de Hölder et Sobolev à poids ainsi que l'inclusion de
Sobolev (δ 6 0),

||∇̊TN ||2,−δ 6 ||∇̊T ||2,0||N ||∞,−δ
6 ||∇̊T ||2,δ||N ||∞,−δ
6 c||T ||1,2,δ||N ||2,2,−δ
6 C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ d'après (5.49).

Le même procédé pour le terme ÃTN donne, en utilisant (4.17)

||ÃTN ||2,−δ = ||g̃−1∇̊g̃ TN ||2,−δ 6 ||g̃−1||∞,0||∇̊g̃ TN ||2,−δ
6 c ||∇̊g̃||1,2,δ||TN ||1,2,−2δ

6 c ||∇̊g̃||1,2,δ||TN ||1,2,0
6 C ||T ||1,2,δ||N ||1,2,−δ
6 C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ d'après (5.49).
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En utilisant (4.15) et (4.18) puis l'inclusion des Sobolev (δ 6 0) puis l'inégalité
de Sobolev à poids et (5.49),

||T 2N ||2,−δ 6 ||T 2||2,0||N ||∞,−δ
6 ||T 2||2,δ||N ||∞,−δ
6 c ||T ||21,2,δ||N ||2,2,−δ
6 C ||g − g̃||22,2,δ||N ||2,2,−δ.

En remplaçant dans (5.50), on obtient donc

||[Ric(g)− Ric(g̃)]N ||2,−δ 6 C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ. (5.51)

• Pour la courbure scalaire,

(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃

= (g − g̃)(R(g)− 2Λ) + g̃g̃−1(Ric g − Ric g̃) + g̃(g−1 − g̃−1) Ric g

= (g − g̃)(R(g)− 2Λ) + g̃g̃−1(Ric g − Ric g̃)− (n− 1) g̃ (g−1 − g̃−1)̊g

+g̃(g−1 − g̃−1)
{

(Ric g − Ric g̊) + (Ric g̊ + (n− 1)̊g)
}
.

Les inégalités de Hölder et Sobolev à poids ainsi que l'inclusion des Sobolev (δ 6 0)
et (5.51) donnent

||[(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃]N ||2,−δ 6 C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,δ ,

compte tenu du fait que ∀u ∈ L∞0 ,∀v ∈ L2
δ tel que ||vN ||2,−δ 6 C ||N ||2,2,−δ,

||(g − g̃)u v N ||2,−δ 6 ||g − g̃||∞,0||u||∞,0||vN ||2,−δ
6 C ||g − g̃||2,2,δ||v||2,δ||N ||2,2,−δ,

où C est une constante positive dépendante de g̊, δ et ||g||F .
En recollant tous les morceaux dans (5.45), compte tenu de (5.43), il vient

||[DΦ0(g)∗ −DΦ0(g̃)∗]N ||2,−δ 6 C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,δ.
�

On montre dans la proposition suivante que l'estimée elliptique (5.37) du Corollaire 1
est également véri�ée par des solutions faibles N seulement dans L2

−δ(T ). Ce passage de
solution faible à solution forte est indispensable pour montrer la trivialité du noyau de
l'adjoint. On dit que N ∈ L est une solution faible de DΦ0(g)∗N = f , avec f ∈ L2

−δ(S̃)
lorsque ∫

M
〈N,DΦ0(g).h〉̊g =

∫
M
〈f, h〉̊g , ∀h ∈ G.

Il su�t de tester avec h ∈ C∞c (S) puisque cet espace est dense dans G.

Proposition 11:
Soit δ ∈] − (n + 1)/2 , 0], avec n = 3. Soient g ∈ G+ , f ∈ L2

−δ(S̃) et N ∈ L, une
solution faible de DΦ0(g)∗N = f .
Alors N ∈ W 2,2

−δ (M) est une solution forte et satisfait l'estimée elliptique (5.37).
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Preuve :
Dans [5], Bartnik montre que N ∈ W 2,2

loc
.

On peut trouver une fonction régularisante χR comme dans la Dé�nition 1 telle que
• χR ∈ C∞c (ΩR).
• χR = 1 sur ΩR�2.

En particulier, χRN ∈ W 2,2
−δ (T ). On peut donc écrire d'après le Corollaire 1

||χRN ||2,2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗(χRN)||2,−δ + C ||χRN ||2,−2δ

6 c ||DΦ0(g)∗(χRN)||2,−δ + C ||N ||2,−δ, (5.52)

en utilisant l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) et compte tenu que χRN converge vers N
dans L2

−δ. Il nous faut montrer que χRN est uniformément borné dansW 2,2
−δ , c'est à dire

contrôle indépendamment de R. On s'inspire pour ce faire de la méthode de McCormick
[45].

DΦ0(g)∗(χRN) ' χR (DΦ0(g)∗N) +N ∇2χR +∇χR∂N.

En remarquant que les dérivées de χR sont à support dans AR := ΩR \ ΩR/2 et en
utilisant (4.15), (4.19), (4.20), l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) et l'inégalité de Ehrling,

||DΦ0(g)∗(χRN)||2,−δ 6 ||χR(DΦ0(g)∗N)||2,−δ + c ||dχR dN ||2,−δ + ||N∇2χR||2,−δ
6 ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ + c ||dN ||2,−δ;AR + c ||N ||2,−δ;AR
6 ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ + ε ||∇̊2N ||2,−δ;AR + C ||N ||2,−δ;AR ,

où C est une constante dépendant de g̊, λ, ε, δ et ||g||F . L'inéquation (5.52) devient

||χRN ||2,2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ + ε ||∇̊2N ||2,−δ;AR + C ||N ||2,−δ. (5.53)

D'après (5.13) et les conditions d'intégrabilité (5.1), (5.41) et (5.4),

O = DΦ0(g)∗.N/
√
g − (n− 1) g̊N + L2

δN. (5.54)

Puisque O(N) = L(∇2N) avec L opérateur linéaire inversible, on a

||∇2N ||2,−δ 6 c ||O||2,−δ

et par conséquent

||∇̊2N ||2,−δ 6 c (||O||2,−δ + ||AdN ||2,−δ) . (5.55)

D'après (5.54) et en utilisant (4.15), (4.19), (4.20), l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) et
l'inégalité de Ehrling, il existe une constante C dépendant de g̊, λ, ε, δ et ||g||F telle que

||∇̊2N ||2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ + C ||N ||2,−δ. (5.56)

Etant donné que N ∈ W 2,2
−δ (AR) et que toutes les inégalités utilisées pour obtenir (5.56)

sont valables en particulier sur tout compact, on a la version locale suivante sur AR

||∇̊2N ||2,−δ;AR 6 c ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ;AR + C ||N ||2,−δ;AR
6 c ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ + C ||N ||2,−δ. (5.57)
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En insérant (5.57) dans (5.53), il vient

||χRN ||2,2,−δ 6 c ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ + C ||N ||2,−δ
6 c ||f ||2,−δ + c ||N ||2,−δ.

La suite χRN est de Cauchy dans W 2,2
−δ , donc convergente dans W 2,2

−δ . Comme χRN
converge vers N dans L2

−δ, par unicité de la limite, χRN converge vers N dansW 2,2
−δ (T ).

Donc N ∈ W 2,2
−δ (T ) et par suite N véri�e (5.33).

�

5.4 Trivialité du noyau de l'adjoint

On montre maintenant que le noyau de DΦ0(g)∗ est trivial, et cela constitue le point
clé de la démonstration. Nous aurons besoin des di�érents lemmes et propositions sui-
vants dans la démonstration du Théorème 8.

Lemme 13:
Soient δ ∈ IR et N ∈ W 2,2

−δ (M) une solution de l'équation DΦ0(g)∗N = 0, alors N
satisfait une équation du type

T̊ = b0N + b1∇̊N ,

avec b0 ∈ L2
δ et b1 ∈ W 1,2

δ .

Preuve :

T̊ = ∇̊2N −Ng̊. (5.58)

DΦ0(g)∗.N/
√
g = ∇2N − g∆gN − [Ric g − 1

2
(R(g)− 2Λ)g]N

= ∇2N − g∆gN + N(n− 1)̊g −N(Ric g−Ric g̊)

+
1

2
(R(g)− 2Λ)gN−N(Ric g̊ + (n− 1)̊g)

= ∇2N − g∆gN +N(n− 1)̊g +NL2
δ (5.59)

trgDΦ0(g)∗.N/
√
g = (1− n)∆gN +Nn(n− 1) +NL2

δ .

trgDΦ0(g)∗.N = 0 ⇒ ∆gN = nN +N L2
δ

DΦ0(g)∗.N = 0 ⇒ ∇2N = nNg −N(n− 1)̊g +NL2
δ

⇒ ∇̊2N = A∇̊N +Ng̊ +NL2
δ

⇒ T̊ = NL2
δ + A∇̊N, (5.60)

avec A ∈ W 1,2
δ d'après sa dé�nition (5.7).

�
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Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer et démontrer le théorème suivant :

Théorème 8: Trivialité de kerDΦ0(g)∗

Soit Ω ⊂M un ouvert connexe tel que ER ⊂ Ω avec ER :=M\ΩR, pour un ouvert
borné ΩR quelconque. Soit g ∈ F �xée, avec δ ∈]− (n+ 1)/2 ,−1], n = 3.
Si N ∈ L2

−δ(M) satisfait DΦ0(g)∗N = 0 sur Ω, alors N ≡ 0 sur Ω.

Preuve :
D'après la Proposition 11, N ∈ W 2,2

−δ (M). D'après le Lemme 13, puisque N est solution
de DΦ0(g)∗N = 0, N satisfait une équation du type

T̊ = b0N + b1∇̊N, (5.61)

avec b0 ∈ L2
δ et b1 ∈ W 1,2

δ .
Il nous faut montrer qu'une solution N de (5.61) telle que N = o(ρδ) (d'après (4.14))
s'annule. Avant de poursuivre, rappelons la Proposition 3.9 de [5] :

Proposition 12:
En dimension n = 3, soit δ 6 0 et g ∈ F . Soit Ω un sous-ensemble connexe deM.
Soit N satisfaisant DΦ0(g)∗N = 0 sur Ω. Si de plus N ≡ 0 sur un ouvert U ⊂ Ω,
alors N ≡ 0 sur Ω.

Compte tenu de ce résultat, il nous reste à montrer que N s'annule près du bord. Au
vu de (5.61), on a

||T̊ ||2,−δ;ER 6 ||b0||2,δ||N ||∞,−2δ;ER + c||b1||6,δ||∇̊N ||3,−2δ;ER (5.62)

et le membre de droite est �ni car par l'inégalité de Sobolev, ||b1||6,δ 6 c ||b1||1,2,δ et
b1 ∈ W 1,2

δ .

||∇̊N ||3,−2δ;ER 6 e2Rδ ||∇̊N ||3,−δ;ER
6 c e2Rδ ||∇̊N ||1,2,−δ;ER
6 c e2Rδ ||N ||2,2,−δ;ER , (5.63)

où on a utilisé l'inégalité de Sobolev et (4.21) avec δ 6 0.
De la même façon, on obtient

||N ||∞,−2δ;ER 6 e2Rδ ||N ||∞,−δ;ER
6 c e2Rδ ||N ||2,2,−δ;ER . (5.64)

L'utilisation de (5.63) et (5.64) dans (5.62) donne

||T̊ ||2,−δ;ER 6 C e2Rδ ||N ||2,2,−δ;ER .

En combinant l'inégalité que l'on vient d'obtenir avec la Proposition 8, on obtient
∀ δ ∈]− (n+ 1)/2 ,−1[,

||N ||2,2,−δ;ER 6 C e2Rδ ||N ||2,2,−δ;ER .
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Pour R assez grand, ||N ||2,2,−δ;ER = 0 et d'après (5.64), N s'annule donc sur ER, pour
R >> 1. D'après la Prop.12, N ≡ 0 sur Ω, car Ω est connexe par hypothèse. Ceci
conclut la preuve du Théorème 8.

�

Pour de futures références, et même si nous ne l'utiliserons pas, soulignons le résultat
important suivant qui découle aisément de ce qui précède.

Corollaire 2:
Soit δ ∈]− (n+1)/2 , 0] avec n = 3. Il existe une constante C > 0 dépendant de ||g||F
telle que pour tout N ∈ W 2,2

−δ (M),

||N ||2,2,−δ 6 C ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ. (5.65)

Preuve :
Pour montrer que le noyau de DΦ0(g)∗ est de dimension �nie, on utilise le théorème
de Riesz en montrant que tout ensemble borné de kerDΦ0(g)∗ est || ||2,2,−δ− compact.
Soit {Nk} une suite de kerDΦ0(g)∗ telle que ||Nk||2,2,−δ = 1. Le théorème de Rellich
nous dit que l'on peut extraire de {Nk} une sous-suite, notée également {Nk}, qui
converge dans W 1,2

−2δ vers une limite N̄ . La suite {Nk} est donc de Cauchy dans W 1,2
−2δ.

D'après (5.33), compte tenu du fait que {Nk} ∈ kerDΦ0(g)∗, la suite {Nk} est donc
de Cauchy dans W 2,2

−δ , donc convergente vers N̄ dans W 2,2
−δ , par unicité de la limite, ce

qui conclut la preuve de la dimension �nie de kerDΦ0(g)∗. kerDΦ0(g)∗ est donc un
sous espace vectoriel fermé de l'espace de Hilbert W 2,2

−δ en tant que sous espace vectoriel
de dimension �nie d'un espace vectoriel normé. Il admet par suite un supplémentaire
fermé, noté W . Par conséquent, on peut écrire

W 2,2
−δ = kerDΦ0(g)∗ ⊕W.

D'après le même argument que dans la preuve du Lemme 2, il existe une constante
C > 0 dépendant de ||g||F telle que pour tout N ∈ W ,

||N ||2,2,−δ 6 C ||DΦ0(g)∗N ||2,−δ. (5.66)

On conclut grâce à la trivialité de kerDΦ0(g)∗, d'après le Théorème 8.
�

5.5 Structure de sous-variété

Lemme 14:
Soit X, Y deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire tel que ImT est fermée.

T : X → Y

T ∗ : Y ∗ → X∗

alors (CokerT )∗ ' kerT ∗, où CokerT = Y�ImT
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Preuve :
On dé�nit

ψ : kerT ∗ → (CokerT )∗ = L
(Y�ImT , IR)

ρ 7→ (λ : y + TX 7→ ρ(y))

L'application λ est bien dé�nie car ∀x ∈ X , ρ(Tx) = T ∗(ρ)(x) = 0.
L'application ψ est inversible et

ψ−1 : (Coker T )∗ → ker T ∗

λ 7→ ρ où ρ(y) := λ(y + TX).

Notons que ρ ∈ ker T ∗ car T ∗(ρ)(x) = ρ(Tx) = λ(0̄) = 0.
�

Remarque : le fait que ImT soit fermée implique que CokerT est un espace de Banach.
Le théorème suivant est le résultat central de cette première partie, dans le cas Time-
symmetric : la structure de sous-variété de Hilbert de C.

Théorème 9:
Soit Φ0 : F → L∗ l'opérateur de contrainte dans le cas Time-symmetric.
Pour chaque ε ∈ L∗, pour tout δ ∈] − (n + 1)/2 ,−1] avec n = 3, l'ensemble des
solutions des équations de contrainte

C(ε) := {g ∈ F : Φ0(g) = ε}

est une sous-variété de la variété de Hilbert F . En particulier, l'espace des solutions
des équations de contrainte dans le vide C = C(0) = Φ0

−1({0}) a une structure de
sous-variété de Hilbert.

Pour démontrer le Théorème 9, nous allons utiliser le théorème des fonctions implicites,
pour lequel il faut montrer :

• kerDΦ0(g) possède un supplémentaire fermé.

•• DΦ0(g) est surjective.

Pour montrer que le noyau de DΦ0(g) possède un supplémentaire fermé, on montre
qu'il est fermé. DΦ0(g) étant un opérateur borné, son noyau est fermé par continuité
et puisque F est un espace Hilbertien, kerDΦ0(g) admet un supplémentaire fermé, que
l'on peut prendre ici égal à son orthogonal.
Pour montrer que DΦ0(g) est surjective, il su�t de montrer que Im DΦ0(g) est fer-
mée. En e�et, puisque L∗ est un espace de Hilbert dont ImDΦ0(g) est un sous-espace
vectoriel fermé, le théorème du supplémentaire orthogonal d'un fermé dans un espace
de Hilbert nous donne la décomposition en somme directe suivante

L∗ = ImDΦ0(g)⊕
(

ImDΦ0(g)
)⊥

.

En utilisant la relation suivante, découlant directement de (5.12)

kerDΦ0(g)∗ =
(

ImDΦ0(g)
)⊥

,
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on obtient
L∗ = ImDΦ0(g)⊕ kerDΦ0(g)∗.

On a prouvé la trivialité de kerDΦ0(g)∗ dans le Théorème 13, ce qui entraîne

ImDΦ0(g) = L∗.

Pour montrer que Im DΦ0(g) est fermée, on considère des variations particulières h
de g, de la forme hij = 2 y gij, déterminées à l'aide du champ scalaire y. Cela nous
conduit à dé�nir un opérateur F comme suit

F (y) = DΦ0(g)h = 2(1− n)
√
g∆y + n(R(g)− 2Λ)y

√
g − 2R(g)y

√
g

= 2(n− 1)
√
g [−∆y − 4Λ

2(n−1)
y] + (n− 2)(R(g)− 2Λ)y

√
g

= 2(n− 1)
√
g [−∆y + ny] + (n− 2)(R(g)− 2Λ)y

√
g.

L'intérêt de ces variations particulières, inspirées par la méthode conforme, est de don-
ner à l'opérateur F la forme d'un opérateur elliptique, dont ∆̊ est l'exemple typique,
car nous avons ensuite des estimées et des propriétés sur les opérateurs elliptiques qui
pourront nous permettre de conclure en montrant que Im F est fermée et Coker F est
de dimension �nie. Intéressons-nous pour cela aux opérateurs asymptotiques à ∆̊.

Dé�nition 2: Opérateur asymptotique à ∆̊
On dit qu'un opérateur P de la forme

Pu = aij(x)∇̊2
iju+ bi(x)∂iu+ c(x)u

est asymptotique à ∆̊ avec un taux de décroissance τ s'il existe n < q < ∞, τ 6 0 et
deux constantes C1, λ strictement positives telles que

λ|ξ|2g̊ 6 aij(x)ξiξj 6 λ−1|ξ|2g̊,∀x ∈M , ξ ∈ TM.

||aij − g̊ij||1,q,τ + ||bi||q,τ + ||c||q/2,τ 6 C1.

La proposition suivante a�rme que le Laplacien ∆ dé�ni pour la métrique g est bien
asymptotique à ∆̊ :

Proposition 13:
Soit g ∈ G+ avec δ 6 0. Alors l'opérateur ∆ est asymptotique à ∆̊ avec un taux de
décroissance δ.

Preuve :
En e�et

∆ = gij∇2
ij = gij∇̊2

ij + gij(∇i − ∇̊i)∇̊j

= gij∇̊2
ij − gijA k

i j ∇̊k. (5.67)

Les métriques g et g̊ étant équivalentes, l'équation (5.5) donne directement

λ|ξ|2g̊ 6 gij(x)ξiξj 6 λ−1|ξ|2g̊, ∀x ∈M , ξ ∈ TM.
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Si on pose
bk = gijA k

i j,

alors b ∈ W 1,2
δ d'après (5.7). De plus, compte tenu de l'inégalité de Sobolev à poids, il

existe une constante C1 > 0 telle que

||gij − g̊ij||1,6,δ + ||bk||6,δ 6 c (||gij − g̊ij||2,2,δ + ||bk||1,2,δ) 6 C1.
�

Nous justi�erons par la suite la terminologie "asymptotique" utilisée dans cette dé�ni-
tion. On s'intéresse à l'opérateur A = −∆+n, agissant sur les fonctions et présent dans
l'expression de F , puisque

F (y) = 2(n− 1)
√
gAy + (n− 2)(R(g)− 2Λ)y

√
g. (5.68)

L'estimée (5.69) obtenue au Théorème 10 pour l'opérateur A sera cruciale pour montrer
que l'image de F est fermée au Théorème 11. Nous aurons besoin de la proposition
suivante :

Proposition 14:
Soit g ∈ G+ avec δ 6 0. Soit l'opérateur A = −∆ + n, soit s ∈ IR. Il existe une
constante C = C(n, p, q, s, δ, C1, λ) telle que si u ∈ L2

s et Au ∈ L2
s, alors u ∈ W 2,2

s et

||u||2,2,s 6 C (||Au||2,s + ||u||2,s) .

Preuve :
Par régularité elliptique, u ∈ W 2,2

loc et l'estimée découle d'estimations intérieures (voir
[33] par exemple) et de scaling.

�

Théorème 10:
Soit g ∈ G+ avec δ 6 0 de sorte que ∆ est asymptotique à ∆̊.
Soit l'opérateur A = −∆ + n, avec n = 3.
Soit |s| < (n+ 1)/2. Alors A : W 2,2

s (M)→ L2
s(M) est borné.

De plus, il véri�e l'estimée elliptique

||u||2,2,s 6 C (||Au||2,s + ||u||2,s;ΩR) . (5.69)

En particulier, A est un opérateur semi-Fredholm , i.e. A a un noyau de dimension
�nie et son image est fermée.

Preuve :
On dé�nit la norme d'opérateur suivante :

||∆− ∆̊||op = sup
M
{||(∆− ∆̊)u||2,s : u ∈ W 2,2

s , ||u||2,2,s = 1}

et ||•||op,R désigne la même norme restreinte aux fonctions à support dans ER =M\ΩR.
Si supp(u) ⊂ ER, alors d'après l'expression (5.67) de ∆ ,

||(∆− ∆̊)u||2,s 6 ||(gij − g̊ij)∇̊2
iju||2,s + ||bk∇̊ku||2,s

6 sup
ER

{gij − g̊ij}||∇̊2
iju||2,s + ||bk∇̊ku||2,s

6 c ||g − g̊||∞,0;ER ||∇̊2u||2,s + ||b ∇̊u||2,s.
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En utilisant (4.15), l'inégalité de Sobolev et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0),

||(∆− ∆̊)u||2,s 6 c ||g − g̊||∞,δ;ER ||∇̊2u||2,s + ||b||6,δ;ER ||∇̊u||3,s
6 c

(
||g − g̊||2,2,δ;ER + ||b||1,2,δ;ER

)
||u||2,2,s.

Rappelons que ||g − g̊||2,2,δ + ||b||1,2,δ est borné car g ∈ G+.
Par conséquent,

||∆− ∆̊||op,R = o(1) quand R→ +∞. (5.70)

Cela justi�e a posteriori la terminologie employée dans la dé�nition 2.

Prenons χR une fonction de troncature comme dans la Dé�nition 1

χR =

{
1 sur ΩR�2

0 surM\ ΩR

On peut alors décomposer u = u0 + u∞, avec u∞ = (1− χR)u.
Soit l'opérateur Å = −∆̊ + n. En utilisant le Corollaire 3.13 de [2] avec λ = n pour
l'opérateur Å, on obtient que ∀|s| < (n+1)/2, Å : W 2,2

s (M)→ L2
s(M) est un opérateur

Fredholm et un isomorphisme. Il existe donc une constante positive C = C(n, s) telle
que

||u||2,2,s 6 C ||Åu||2,s. (5.71)

En appliquant (5.71) à u∞, il vient

||u∞||2,2,s 6 C ||Åu∞||2,s
6 C ||Au∞||2,s + ||∆− ∆̊||op,R||u∞||2,2,s. (5.72)

Or Au∞ = Au−Au0 = Au−χRAu+χRAu−Au0.
Par conséquent,

||Au∞||2,s 6 ||Au||2,s + ||χRAu||2,s + ||χRAu−Au0||2,s
6 C ||Au||2,s + ||χRAu−Au0||2,s;ΩR .

Or d'après l'expression (5.67) de ∆,

χRAu−Au0 = −uAχR + nχRu+ 2gij∂iu∂jχR

= 2gij∂iu ∂jχR + (gij∇̊2
ijχR + bi∂iχR)u ,

ce qui entraîne
||χRAu−Au0||2,s;ΩR 6 c ||u||1,2,s;ΩR .

Finalement
||Au∞||2,s 6 C (||Au||2,s + ||u||1,2,s;ΩR) .

En remplaçant dans (5.72) et compte tenu de (5.70), on obtient pour R su�samment
grand

||u∞||2,δ 6 ||u∞||2,2,s 6 C (||Au||2,s + ||u||1,2,s;ΩR) . (5.73)

84



Opérateur de courbure scalaire : le cas Time-symmetric

En utilisant (5.73) et le fait que sur ΩR, |u0 |̊g 6 |u|̊g

||u||2,s 6 ||u∞||2,s + ||u0||2,s
6 C (||Au||2,s + ||u||1,2,s;ΩR) + ||u||2,s;ΩR .

Grâce à l'inégalité de Ehrling (4.13),

||u||2,s 6 C (||Au||2,s + ||u||2,s;ΩR) + ε||u||2,2,s;ΩR
6 C (||Au||2,s + ||u||2,s;ΩR) + ε||u||2,2,s.

et on conclut avec la Proposition 14.
�

Le théorème suivant montre que l'image de F est fermée, ce dont nous aurons besoin
pour appliquer le Lemme 14 à F plus tard.

Théorème 11:
Soit δ ∈]− (n+ 1)/2, 0] avec n = 3. L'opérateur F : W 2,2

δ (M)→ L2
δ(Λ

nT ∗M) := L∗
est borné. De plus, il véri�e l'estimée elliptique

||y||2,2,δ 6 C (||F (y)||2,δ + ||y||2,0 + ||y||2,δ;ΩR) . (5.74)

En particulier, F est un opérateur semi-Fredholm , i.e. F a un noyau de dimension
�nie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la dé�nition de F , l'inégalité triangulaire, (5.10) et l'inclusion de Sobolev
(δ 6 0) donnent directement

||F (y)||2,δ 6 C ||y||2,2,δ ,

où C est une constante dépendant de g̊ et ||g||F .
Ainsi F est un opérateur borné (continu). D'autre part, d'après l'estimée (5.69) du
Théorème 10 et en se servant de l'inégalité de Hölder (4.15), (4.19) et l'inégalité de
Ehrling (4.13),

||y||2,2,δ 6 C (||Ay||2,δ + ||y||2,δ;ΩR)

6 C (||F (y)||2,δ + ||(R(g)− 2Λ)y||2,δ + ||y||2,δ;ΩR)

6 C (||F (y)||2,δ + ||R(g)− 2Λ||2,δ||y||∞,0 + ||y||2,δ;ΩR)

6 C
(
||F (y)||2,δ + C [ε||y||2,2,0 + cε−3||y||1,2,0] + ||y||2,δ;ΩR

)
6 C (||F (y)||2,δ + C [ε||y||2,2,0 + c ||y||2,0] + ||y||2,δ;ΩR) .

Finalement, en utilisant l'inclusion de Sobolev avec δ 6 0, l'opérateur F véri�e (5.74).
Pour tout δ ∈] − (n + 1)/2, 0], l'estimée (5.74) véri�ée par F est analogue à celle du
Théorème 6 et par une démonstration similaire, on montre que F est semi-Fredholm,
i.e. F a un noyau de dimension �nie et son image est fermée.

�

Notons que F et son adjoint F ∗ ont la même structure

F ∗ : L2
−δ(M)→ W−2,2

−δ (ΛnT ∗M).
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Soit F̃ ∗ la restriction de F ∗ dé�nie comme suit :

F̃ ∗ : W 2,2
−δ (M)→ L2

−δ(Λ
nT ∗M) := L.

On peut appliquer le Théorème 11 à F̃ ∗ pour montrer que kerF ∗ est de dimension �nie.

Théorème 12:
Soit δ ∈]− (n+ 1)/2, 0] avec n = 3. L'opérateur F̃ ∗ : W 2,2

−δ (M)→ L est borné.
De plus, il véri�e l'estimée elliptique

||y||2,2,−δ 6 C
(
||F̃ ∗(y)||2,−δ + ||y||2,−2δ + ||y||2,−δ;ΩR

)
. (5.75)

En particulier, F̃ ∗ est un opérateur semi-Fredholm , i.e. F̃ ∗ a un noyau de dimension
�nie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la dé�nition de F̃ ∗, l'inégalité triangulaire, (5.10) et l'inclusion de Sobolev
(δ 6 0) donnent directement

||F̃ ∗(y)||2,−δ 6 C ||y||2,2,−δ ,

D'autre part, d'après (5.69) et en se servant de l'inégalité de Hölder (4.15), (4.19) et
l'inégalité d'interpolation,

||y||2,2,−δ 6 C (||Ay||2,−δ + ||y||2,−δ;ΩR)

6 C
(
||F̃ ∗(y)||2,−δ + ||(R(g)− 2Λ)y||2,−δ + ||y||2,−δ;ΩR

)
6 C

(
||F̃ ∗(y)||2,−δ + ||R(g)− 2Λ||2,δ||y||∞,−2δ + ||y||2,−δ;ΩR

)
6 C

(
||F̃ ∗(y)||2,−δ + C [ε||y||2,2,−2δ + cε−3||y||1,2,−2δ] + ||y||2,−δ;ΩR

)
6 C

(
||F̃ ∗(y)||2,−δ + C [ε||y||2,2,−2δ + c ||y||2,−2δ] + ||y||2,−δ;ΩR

)
.

Finalement, en utilisant l'inclusion de Sobolev avec δ 6 0, l'opérateur F̃ ∗ véri�e (5.75)
et pour tout δ ∈]− (n+ 1)/2, 0], F̃ ∗ est un opérateur semi-Fredholm.

�

Par régularité elliptique, kerF ∗ = ker F̃ ∗ est aussi de dimension �nie.

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le Théorème 9. Puisque l'image
de F est fermée d'après le Théorème 11, on peut appliquer le Lemme 14 à F , obtenant
ainsi (CokerF )∗ ' kerF ∗ et par suite du Théorème 12, (CokerF )∗ est de dimension
�nie. En dimension �nie, un espace vectoriel et son espace dual sont isomorphes et
Coker F est donc de dimension �nie. L'opérateur F satisfait

ImF ⊂ ImDΦ0(g) ⊂ L∗.

Soit π la projection canonique :

π : L∗ → Coker F
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π(ImDΦ0(g)) est fermé comme sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimension
�nie (Coker F ). Im (DΦ0(g)) est fermée comme image réciproque d'un fermé par une
application continue. Ceci conclut la preuve de la structure de variété de C en tant
que sous-variété lisse de F . En fait, toutes les lignes de niveaux de Φ0(g) sont des
sous-variétés lisses de F.

�
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Chapitre 6

Opérateur de contrainte : le cas
général

SoitM une variété n-dimensionnelle connexe orientée non compacte. On considèreM
en tant qu'hypersurface de genre espace d'une variété Lorentzienne (n+1)-dimensionnelle
(N , γ) appelée espace-temps, de signature (−,+, . . . ,+) et de connexion D. On note K
la seconde forme fondamentale deM dans N dé�nie par

K(X, Y ) = γ(DX~n, Y ), (6.1)

où X, Y ∈ TM et ~n est le vecteur unitaire normal àM dans N dirigé vers le futur.
Il est pratique de considérer le moment conjugué π comme reparamétrisation de K

πij = π̃ij
√
g avec π̃ij = Kij − trgKg

ij. (6.2)

Remarquons que π̃ est une section du �bré S2TM tandis que π est une section du �bré
S̃ = S2TM⊗ ΛnT ∗M. Nous considérons une métrique modèle g̊ asymptotiquement
hyperbolique, lisse et polyhomogène surM. On demande à la métrique g̊ de satisfaire
les conditions d'intégrabilité suivantes

Riem g̊ijkl − g̊il̊gjk + g̊ikg̊jl ∈ L2
δ . (6.3)

En particulier,
Ric g̊jl + (n− 1)̊gjl ∈ L2

δ . (6.4)

On dé�nit la mesure de volume relative à g̊ à l'aide du tenseur de Levi-Civita TLC

dµ(̊g) = TLC .

Dans une base directe, en dimension 3, les composantes du tenseur de Levi-Civita sont
donnée par

Tabc =
√
det(̊g) ε̃abc ,

où ε̃ est le symbole de Levi-Civita d'ordre 3 (ou pseudo-tenseur complètement antisy-
métrique)

Lemme 15:
La dérivée covariante du tenseur de Levi-Civita est nulle

Preuve :

∇̊iTabc = ∂iTabc − Γ̊ k
a iTkbc − Γ̊ k

b iTakc − Γ̊ k
c iTabk

= ε̃abc ∂i
√
det(̊g)−

√
det(̊g) [̊Γ k

a i ε̃kbc − Γ̊ k
b i ε̃akc − Γ̊ k

c i ε̃abk]

= ε̃abc ∂i
√
det(̊g)−

√
det(̊g)̊Γ k

k i ε̃abc

= ε̃abc[∂i
√
det(̊g)− Γ̊ k

k i

√
det(̊g)]

= 0 ,
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en utilisant l'expression de la contraction du symbole de Christo�el

Γ̊ k
k i =

∂i
√
det(̊g)√
det(̊g) �

Pour une métrique Riemannienne g surM su�samment régulière, on dé�nit l'opérateur
de contraintes Φ = (Φ0,Φi) = Φ(g, π) comme suit :

Φ0(g, π) :=
(
R(g)− 2Λ− |K|2g + (trgK)2

)√
g

= (R(g)− 2Λ)
√
g −

(
|π|2g − 1

n−1
(trgπ)2

)
/
√
g. (6.5)

Φi(g, π) := 2(∇jKij −∇i(trgK))
√
g

= 2gij∇kπ
jk = 2gij∇kπ̃

jk√g. (6.6)

Une conséquence du Lemme 15 dont nous nous sommes servi dans (6.6) est que

∇(
√
g) = 0. (6.7)

Si l'espace-temps satisfait les équations d'Einstein, la normalisation choisie assure que
l'opérateur de contrainte et le tenseur énergie-impulsion sont reliés par la relation

Φα = 16πGT~nα
√
g ,

où G est la constante de gravitation de Newton.

L'espace hyperbolique peut être vu au choix comme une donnée initiale de l'espace de
Minkowski, anti de Sitter (AdS) ou de Sitter (dS) suivant la seconde forme fondamentale
choisie, puisque dans les trois cas la métrique induite est la métrique hyperbolique. En
fait, ces trois cas correspondent respectivement à une constante cosmologique Λ nulle,
négative ou positive (seul le signe de Λ importe). A�n de traiter tous ces cas à la fois,
on donne ici une formule générale en fonction d'une paramètre réel τ , pour la seconde
forme fondamentale

K̊ = τ g̊ , (6.8)

et pour la constante cosmologique Λ, normalisée en dimension n par

2Λ = n(n− 1)(τ 2 − 1). (6.9)

Notons que le moment conjugué correspondant π̊ est alors

π̊ij = (K̊ij − tr̊gK̊g̊
ij) dµ(̊g) = τ(1− n)̊gij dµ(̊g). (6.10)

Remarque : ∇̊π̊ = ∇̊K̊ = 0.
On étudie alors l'opérateur de contrainte Φ pour des données initiales de la forme
(g,K) = (̊g + h, K̊ + p). Les données initiales (g,K) sont faiblement asymptotiques à
(̊g, K̊) dans le sens où (h, p) ∈ W 2,2

δ ×W
1,2
δ avec δ 6 0.

La formule (6.9) pour Λ fait en sorte que les équations de contrainte (6.5) et (6.6)
soient véri�ées par le modèle hyperbolique, c'est à dire Φ(̊g, K̊) = 0, et donc à l'in�ni
par les données initiales asymptotiquement hyperboliques. Le signe de Λ est donné par
τ et les espaces de Minkowski, anti de Sitter et de Sitter correspondent respectivement
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Opérateur de contrainte : le cas général

à K̊ = τ g̊ avec τ 2 = 1, 0 et 2. En prenant la trace sur g̊ de (6.4) et compte tenu de (6.9),
on obtient la condition d'intégrabilité

R(̊g)− 2Λ + n(n− 1)τ 2 ∈ L2
δ . (6.11)

On note S := S2T ∗M le �bré des formes bilinéaires symétriques sur M tandis que
S̃ := S2TM⊗ΛnT ∗M désigne le �bré des densités (n-formes) surM à valeurs dans les
2-tenseurs symétriques. T := TN M est le �bré tangent de l'espace-temps N restreint
àM. On s'intéressera par la suite particulièrement aux espaces suivants :

G := W 2,2
δ (S).

K := W 1,2
δ (S̃).

K̊ := {π : π − π̊ ∈ K}.
G+ := {g : g − g̊ ∈ G, g > 0}.
G+
λ := {g ∈ G+ : λ̊g < g < λ−1g̊} , 0 < λ < 1.
L∗ := L2

δ(T ∗ ⊗ ΛnT ∗M) est l'espace dual de L := L2
−δ(T ).

F = G+×K̊ sera l'espace des phase de l'opérateur de contraintes Φ. On utilisera aussi
bien (g, π) que (g,K) pour désigner les coordonnées sur F .

On montre dans la proposition suivante que Φ est une application bien dé�nie entre
les variétés de Hilbert F et L∗.

Proposition 15:
Soit (g, π) ∈ G+

λ × K̊, avec 0 < λ < 1. Alors en dimension n = 3, pour tout δ 6 0, il
existe une constante c dépendant de λ, g̊ et δ telle que

||Φ0(g, π)||2,δ 6 c
(
1 + ||g − g̊||22,2,δ + ||π − π̊||21,2,δ

)
(6.12)

||Φi(g, π)||2,δ 6 c
(
||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g||1,2,δ(1 + ||π − π̊||1,2,δ)

)
(6.13)

Preuve :
D'après l'expression de R(g) sous la forme (5.9), on peut écrire

Φ0(g, π) = (R(g)− 2Λ)
√
g − (|π|2g − 1

n−1
(trgπ)2]/

√
g

=
(
R(g)−R(̊g) + R(̊g)− 2Λ+n(n− 1)τ2 − n(n− 1)τ2

)√
g

−
(
|π − π̊|2g − |̊π|2g + 2(π − π̊)ijπ̊

ij + 2 |̊π|2g
)
/
√
g

+ 1
n−1

[
(trg(π − π̊))2 + (trgπ̊)2 + 2 trg(π − π̊) trgπ̊

]
/
√
g

= [R(g)−R(̊g) + R(̊g)− 2Λ+n(n− 1)τ2 − n(n− 1)τ2]
√
g

−[|π − π̊|2g + 2(π − π̊)ijπ̊
ij + |̊π|2g − 1

n−1
(tr̊gπ̊)2]/

√
g

+ 1
n−1

[(trg(π − π̊))2 + ((g − g̊)ijπ̊
ij)2 + 2(g − g̊)ijπ̊

ijtr̊gπ̊]/
√
g

+ 2
n−1

trg(π − π̊) trgπ̊/
√
g

= [R(g)−R(̊g) +R(̊g)− 2Λ + n(n− 1)τ 2]
√
g + 2

n−1
trg(π − π̊) trgπ̊/

√
g

+ 1
n−1

[(trg(π − π̊))2 + ((g − g̊)ijπ̊
ij)2 + 2(g − g̊)ijπ̊

ijtr̊gπ̊]/
√
g

−[|π − π̊|2g + 2(π − π̊)ijπ̊
ij]/
√
g.
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Puisque g ∈ G+
λ , on peut se servir de (5.5) et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz

et la relation 2ab 6 a2 + b2,

|Φ0(g, π)|̊g 6 [|R(g)−R(̊g)|̊g + |R(̊g)− 2Λ + n(n− 1)τ 2 |̊g]
√
g

+c [1 + |π − π̊|2g + |g − g̊|2g]/
√
g.

Grâce à (5.42),(6.11) et (4.18) il vient

||Φ0(g, π)||2,δ 6 c
(
1 + ||(π − π̊)2||2,δ + ||(g − g̊)2||2,δ

)
6 c

(
1 + ||π − π̊||21,2,δ + ||g − g̊||22,2,δ

)
.

Par conséquent, Φ0(g, π) ∈ L∗.
Pour Φi(g, π), on utilise (5.6) et

Φi(g, π) = 2gij(∇̊k(π − π̊)jk + A j
k l (π − π̊)kl) + A j

k l π̊
kl).

D'après (5.7), Φi(g, π) est donc de la forme

Φi(g, π) ' g(∇̊(π − π̊) + g−1∇̊g (π − π̊) + g−1∇̊g π̊). (6.14)

||Φi(g, π)||2,δ 6 c (||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g (π − π̊)||2,δ + ||∇̊g π̊||2,δ)
6 c (||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g||1,2,δ||π − π̊||1,2,δ + ||∇̊g||2,δ||̊π||∞,0)

6 c
(
||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g||1,2,δ(1 + ||π − π̊||1,2,δ)

)
.
�

La proposition suivante nous indique que la première hypothèse pour pouvoir appliquer
le Théorème 1 est véri�ée :

Proposition 16:
Soit (g, π) ∈ F . Alors en dimension n = 3, pour tout δ 6 0,

Φ : F → L∗ est une application lisse entre variétés de Hilbert.

Preuve :
D'après la Proposition 15, ||Φ(g, π)||L∗ 6 c(1 + ||g − g̊||2G+ ||π − π̊||2K) , i.e.Φ est locale-
ment bornée sur F . La structure polynomiale de l'opérateur de contrainte nous permet
de montrer que Φ est lisse, i.e. dérivable indé�niment au sens de Fréchet. D'après l'ex-
pression (5.9) de la courbure scalaire et au vu de (6.14), on remarque que Φ peut être
exprimée comme une fonction polynomiale

Φ(g, π) = F (g, g−1,
√
g, 1/
√
g, ∇̊g, ∇̊2g, π, ∇̊π) ,

où F = F (a1, . . . , a8) est une fonction polynomiale quadratique en a5 et a7 et linéaire en
les paramètres restants. L'application g 7→ (g, g−1,

√
g, 1/
√
g) est analytique sur l'espace

des matrices dé�nies positives et les applications g 7→ ∇̊g , g 7→ ∇̊2g et π 7→ ∇̊π sont
linéaires bornées donc lisses de F vers L∗, qui sont des variétés de Hilbert. Un résultat
de Hille [35] sur les fonctionnelles polynomiales localement bornées montre que Φ admet
des dérivées au sens de Fréchet, continues et de tout ordre.

�

Soit C = {(g, π) ∈ G+ × K̊ : Φ(g, π) = 0} := Φ−1({0}) ⊂ F . C'est l'ensemble des
données initiales pour les équations d'Einstein du vide. Pour montrer que C est une
sous-variété de F , on montre que 0 est une valeur régulière de Φ. On s'intéresse à la
surjectivité de la di�érentielle de Φ.
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Opérateur de contrainte : le cas général

6.1 Expression du linéarisé et de son adjoint

Proposition 17:

DΦ0(g, π).(h, p) = (∇i∇jhij −∆gtrgh)
√
g − hij[Rij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g

+hij
(

2
n−1

trgππ
ij − 2πikπ

kj + 1
2
|π|2g gij − 1

2(n−1)
(trgπ)2gij

)
/
√
g

+pij( 2
n−1

trgπgij − 2πij)/
√
g. (6.15)

DΦi(g, π).(h, p) = πjk(2∇khij −∇ihjk) + 2hij∇kπ
jk + 2gik∇jp

jk. (6.16)

Preuve :

DΦ0(g, π).(h, p) = DΦ0(g, 0).(h, 0)−D(1/
√
g).h (|π|2g − 1

n−1
(trgπ)2)

−D(|π|2g − 1
n−1

(trgπ)2).(h, p) /
√
g. (6.17)

D'après (5.11),

DΦ0(g, 0).(h, 0) = (∇i∇jhij −∆gtrgh)
√
g − hij[Rij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g.

De plus,

D(
√
g).h = 1

2
gijhij

√
g.

On en déduit

D(1/
√
g).h = − 1

(
√
g)2

D(
√
g).h

= − 1

2
√
g
gijhij.

En coordonnées,

|π|2g − 1
n−1

(trgπ)2 = (glkπ
jk)2 − 1

n−1
(gklπ

kl)2.

Par conséquent,

D(|π|2g − 1
n−1

(trgπ)2).(h, p) = 2glkπ
jk(hijπ

il + gijp
il)− 2

n−1
gklπ

kl(hijπ
ij + gijp

ij)

= hij(2π
i
kπ

jk − 2
n−1

trgππ
ij) + pij(2πij − 2

n−1
trgπgij).

L'expression de DΦ0(g, π).(h, p) est obtenue en remplaçant les di�érents termes de
(6.17). On pose Φi(g, π̃) := 2gij∇kπ̃

jk de sorte que Φi(g, π) = Φi(g, π̃)
√
g.

Puisque πij = π̃ij
√
g, on a la relation suivante entre leurs variations respectives p et p̃

pij = D(πij).p = D(π̃ij).p̃
√
g + π̃ijD(

√
g).h

= p̃ij
√
g + 1

2
trghπ

ij√g.
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6.1. Expression du linéarisé et de son adjoint

En ce qui concerne les dérivées covariantes de p et p̃, compte tenu de (6.7),

∇kp
jk = [∇kp̃

jk + 1
2
trgh∇kπ̃

jk + 1
2
π̃ij∇ktrgh]

√
g. (6.18)

DΦi(g, π).(h, p) = DΦi(g, π̃).(h, p̃)
√
g + Φi(g, π̃)D(

√
g).h (6.19)

Soient Γ̂ = (g+th)Γ et ∇̂ = (g+th)∇ les symboles de Christo�el et la connexion pour la
métrique g + th.

DΦi(g, π̃).(h, p̃) =
d

dt

(
2(g + th)ij∇̂k(π̃ + tp̃)jk − 2gij∇kπ̃

jk
)
t=0
.

En posant Â = (g+th)Γ− Γ et en adaptant (5.7), on obtient

DΦi(g, π̃).(h, p̃) = 2gij(∇kp̃
jk + 1

2
π̃jk∇ktrgh) + 2hij∇kπ̃

jk + π̃jk(2∇khij −∇ihjk).

En remplaçant les di�érents termes dans (6.19)

DΦi(g, π).(h, p) = [2gij(∇kp̃
jk + 1

2
π̃jk∇ktrgh+ 1

2
trgh∇kπ̃

jk) + 2hij∇kπ̃
jk]
√
g

+π̃jk(2∇jhik −∇ihjk)
√
g.

Le résultat découle ensuite directement de (6.2) et (6.18).
�

En reprenant les notations de [5] ,

δgδgh = ∇i∇jhij.

Eij = Rij − 1
2
(R(g)− 2Λ)gij.

Πij =
(

2
n−1

trgππ
ij − 2πikπ

kj + 1
2
|π|2g gij − 1

2(n−1)
(trgπ)2gij

)
/(
√
g)2.

On peut écrire DΦ sous la forme matricielle suivante

DΦ(g, π).(h, p) =

[ √
g(δgδg −∆gtrg + Π− E) −2K

π̂∇+ 2δgπ 2δg

] [
h
p

]
, (6.20)

avec π̂∇h = π̂jkli ∇jhkl = (πjkδli + πjlδki − πklδ
j
i )∇jhkl.

Pour montrer la surjectivité de la di�érentielle de Φ, on s'intéresse à l'injectivité
de l'opérateur adjoint. Dans la suite, ξ = (N,X i) peut être naturellement interprété
comme étant le lapse-shift associé au feuilletage de l'espace-temps. En intégrant par
partie et en ignorant les termes de bord, on obtient (cf. [28] par exemple) l'expression
du L2(dµ(̊g))-adjoint formel de DΦ(g, π) :∫

M
ξ DΦ(g, π).(h, p) =

∫
M

(h, p) •DΦ(g, π)∗ξ. (6.21)

En séparant les parties scalaire et vectorielle de DΦ(g, π), on obtient le système suivant∫
M
N DΦ0(g, π).(h, p) =

∫
M

(h, p) •DΦ0(g, π)∗N (6.22)∫
M
X iDΦi(g, π).(h, p) =

∫
M

(h, p) •DΦi(g, π)∗X i (6.23)

où • désigne la contraction tensorielle.
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Opérateur de contrainte : le cas général

On obtient l'expression de l'opérateur adjoint

Proposition 18:

(h, p) •DΦ0(g, π)∗N = hij[∇i∇jN − gij∆gN − [Rij − 1
2
(R(g)− 2Λ)gij]N ]

√
g

+Nhij
(

2
n−1

trgππ
ij − 2πikπ

kj
)
/
√
g

+Nhij
(

1
2
|π|2g gij − 1

2(n−1)
(trgπ)2gij

)
/
√
g

+Npij( 2
n−1

trgπgij − 2πij)/
√
g.

(h, p) •DΦi(g, π)∗X i = hij(X
k∇kπ

ij +∇kX
kπij − 2∇kX

(iπj)k)− 2pij∇(iXj).

Preuve :
En regroupant les termes avec et sans dérivée covariante dans l'expression de
DΦ0(g, π).(h, p),∫

M
N DΦ0(g, π).(h, p) =

∫
M

(∇i∇jhij − gij∇k∇khij)N
√
g

−
∫
M
hij[R

ij − 1
2
(R(g)− 2Λ)gij]N

√
g

+

∫
M
hij
(

2
n−1

trgππ
ij − 2πikπ

kj
)
N/
√
g

+

∫
M
hij
(

1
2
|π|2g gij − 1

2(n−1)
(trgπ)2gij

)
N /
√
g

−
∫
M
pij( 2

n−1
trgπgij − 2πij)N/

√
g.

Hormis la première intégrale, cette expression est linéaire en (h, p) et la contribution à
l'expression de l'adjoint est directe. Pour les deux termes de la première intégrale, on
intègre par parties en ignorant les termes de bord∫

M
∇i∇jhijN

√
g = −

∫
M
∇jhij∇iN

√
g

=

∫
M
hij
(
∇i∇jN

√
g
)
.∫

M
gij∇k∇khijN dµ(g) = −

∫
M
∇khij, g

ij∇kN
√
g

=

∫
M
hij
(
gij∇k∇kN

√
g
)
.

La somme des di�érents termes donne le résultat.
Pour DΦi(g, π).(h, p), on intègre par parties en ignorant les termes de bord∫
M
X iDΦi(g, π).(h, p) =

∫
M
πjk(2∇khij −∇ihjk)X

i + 2hij∇kπ
jkX i + 2gik∇jp

jkX i

=

∫
M
hjk∇iπ

jkX i + hjkπ
jk∇iX

i − 2hijπ
jk∇kX

i − 2pjk∇jXk

=

∫
M
hij(X

k∇kπ
jk +∇kX

kπij − 2∇kX
(iπj)k)− 2pij∇(iXj).
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6.1. Expression du linéarisé et de son adjoint

car par symétrie de h, π et p, hij∇kX
iπjk = hij∇kX

(iπj)k et pjk∇jXk = pij∇(iXj).
�

On peut donc écrire DΦ∗ sous la forme matricielle suivante

DΦ(g, π)∗.(N,X) =

[ √
g(∇2 − g∆g + Π− E) ∇π − π̂∇

−2K −Lg

] [
N
X

]
, (6.24)

avec

(∇π − π̂∇)X = LXπ = ∇Xπ
ij − π̂kijl ∇kX

l.

Lg(X) = LXg = 2∇(iXj) = 2S(X).

On note DΦ(g, π)∗1.ξ et DΦ(g, π)∗2.ξ les deux composantes de DΦ(g, π)∗ dans (6.24).
L2
δξ (resp. W

1,2
δ ∇̊ξ) désigne l'ensemble des termes de la forme u ξ (resp. u ∇̊ξ) tels que

||u||2,δ 6 C (resp. ||u||1,2,δ 6 C ), où C est une constante dépendant de g̊, δ et ||(g, π)||F .

DΦ(g, π)∗1.ξ = [∇i∇jN − gij∆gN + (Πij − Eij)]N ]
√
g + (∇π − π̂∇)X

= DΦ(g, 0)∗ (N, 0) + ΠijN
√
g + (∇π − π̂∇)X (6.25)

(∇π − π̂∇)X = Xk∇kπij − (πkiδlj + πkjδli − πijδkl )∇kX
l

= X∇̊π +XAπ − (πkiδlj + πkjδli − πijδkl )∇̊kX
l

= X∇̊(π − π̊) +XA(π − π̊) +XAπ̊ + (π − π̊)∇̊X
−(̊πkiδlj + π̊kjδli − π̊ijδkl )∇kX

l

= L2
δX +W 1,2

δ ∇̊X + (n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X)).

Π(g, π)N = L2
δN + Π(̊g, π̊)N

= L2
δN +

(
2

n−1
tr̊gπ̊π̊

ij − 2π̊ikπ̊
kj + 1

2
|̊π|2g̊ g̊ij − 1

2(n−1)
(tr̊gπ̊)2g̊ij

)
N/(

√
g̊)2

= L2
δN +−1

2
(n− 1)(n− 4)τ 2g̊N.

On a par conséquent la condition d'intégrabilité

Π(g, π) + 1
2
(n− 1)(n− 4)τ 2g̊ ∈ L2

δ . (6.26)

Compte tenu de (6.4) et (6.11),

E + (n− 1)̊g − 1
2
n(n− 1)τ 2g̊ ∈ L2

δ . (6.27)

DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g = ∇2N − g∆gN + (n− 1)̊gN + [Π + 1

2
(n− 1)(n− 4)τ 2g̊]N

+(n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X))− [E + (n− 1)̊g − 1
2
n(n− 1)τ 2g̊]N

−(n− 1)(n− 2)τ 2g̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X
= ∇2N − g∆gN + (n− 1)gN + (n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X))

−(n− 1)(n− 2)τ 2g̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X. (6.28)

D'autre part,

DΦ(g, π)∗2.ξ = −2KN − 2S(X)

= −2K̊N − 2S̊(X)− 2(K − K̊)N + 2AX

= −2(S̊(X) + τ g̊N) +W 1,2
δ ξ.
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Opérateur de contrainte : le cas général

D'après l'expression (5.34) de l'opérateur T et l'expression de S̊ en fonction de
DΦ(g, π)∗2.ξ, on obtient

DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g = T − gtrgT + (n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X))

−(n− 1)(n− 2)τ 2g̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X. (6.29)

DΦ(g, π)∗2.ξ = −2(S̊(X) + τ g̊N) +W 1,2
δ ξ. (6.30)

Il est utile de restructurer DΦ∗ en l'opérateur P ∗ dé�ni par

P ∗(ξ) = P ∗(g,π)(ξ) =

[
g1/4

(
∇i∇jN − δij∆gN + (Πi

j − Ei
j)N

)
+ g−1/4LXπij

−2g−1/4∇l(K
i
jN + S(X)ij)

]
= ζ ◦

[
1 0
0 ∇

]
◦DΦ(g, π)∗ξ , (6.31)

où g1/4 = (det(g)/det(̊g))1/4 dµ(̊g) est une densité de poids 1
2
et

ζ = ζ(g) =

[
g−1/4gjk 0

0 g1/4gik

]
. (6.32)

Finalement, on peut écrire P ∗(g,π)(ξ) sous la forme

P ∗(g,π)(ξ) =

(
g−1/4DΦ(g, π)∗1.ξ
g1/4∇DΦ(g, π)∗2.ξ

)
. (6.33)

L'expression (6.31) de P ∗ permet d'exprimer le L2(dµ(̊g))-adjoint de P ∗ sous la forme

P(g,π) = DΦ(g, π) ◦
[

1 0
0 −δg

]
◦ ζ , (6.34)

avec δgq = ∇l(qijl ) de sorte que P (f ij, q
j
li ) = DΦ(fij, q

ij
l ) et ainsi la composition PP ∗

est bien dé�nie.

6.2 L'opérateur de Killing S̊

Soit S l'opérateur dé�ni sur les 1-formes par

S̊(Y )ij :=
1

2
(∇̊iYj + ∇̊jYi) = ∇̊(iYj). (6.35)

La trace de cet opérateur est

tr̊gS̊(Y ) = g̊ijS̊(Y )ij = ∇̊iYi = divY. (6.36)

Dans les lemmes et propositions suivants, ∂M désigne le bord intérieur deM.
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6.2. L'opérateur de Killing S̊

Lemme 16:
Soit V un champ de vecteur et Y une 1−forme à support compact sur M. On a
l'égalité ∫

M
(S̊(Y ) + 1

2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y, V ) dµ(̊g)

= −1

2

∫
M

{
∇̊V (Y, Y ) + 1

2
divV |Y |2g̊

}
dµ(̊g) +

1

2

∫
∂M
〈Y, V 〉̊g 〈Y, η〉̊g dσ(̊g)

+
1

4

∫
∂M
|Y |2g̊ 〈V, η〉̊g dσ(̊g),

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :

S̊(Y )ijY
iV j =

1

2
(∇̊iYjY

iV j + ∇̊jYiY
iV j). (6.37)

Intégrons par parties le premier terme du membre de droite

∫
M
∇̊i(YjY

iV j) dµ(̊g) =

∫
M
∇̊iYjY

iV j dµ(̊g)+

∫
M
Yj∇̊iY

iV j dµ(̊g)+

∫
M
YjY

i∇̊iV
j dµ(̊g).

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,

∫
M
∇̊i(YjY

iV j) dµ(̊g) =

∫
∂M
〈YjY iV j, ηi〉̊g dσ(̊g).

On obtient∫
M
∇̊iYjY

iV j dµ(̊g) =

∫
∂M
〈YjY iV j, ηi〉̊g dσ(̊g)−

∫
M
Yj∇̊iY

iV j dµ(̊g)

−
∫
M
YjY

i∇̊iV
j dµ(̊g)

=

∫
∂M
〈Y, V 〉̊g 〈Y, η〉̊g dσ(̊g)−

∫
M

tr̊g(S̊(Y ))〈Y, V 〉̊g dµ(̊g)

−
∫
M
∇̊V (Y, Y ) dµ(̊g).

De la même manière, pour le second terme du membre de droite de (6.37), on obtient

∫
M
∇̊jYiY

iV j dµ(̊g) =
1

2

∫
∂M
|Y |2g̊〈V, η〉̊g dσ(̊g)− 1

2

∫
M

divV |Y |2g̊ dµ(̊g).
�
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Lemme 17:
Soient u une fonction, V un champ de vecteur et Y une 1−forme, tous à support
compact surM. On a l'égalité∫

M
e2u(S̊(Y ) + 1

2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y, V ) dµ(̊g)

= −1

2

∫
M

e2u
{
∇̊V (Y, Y ) + 1

2
divV |Y |2g̊

}
dµ(̊g) +

1

2

∫
∂M

e2u〈Y, V 〉̊g 〈Y, η〉̊g dσ(̊g)

−1

2

∫
M

e2u
{

2〈du, Y 〉̊g 〈Y, V 〉̊g + 〈du, V 〉̊g|Y |2g̊
}
dµ(̊g) +

1

4

∫
∂M

e2u|Y |2g̊ 〈V, η〉̊g dσ(̊g),

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
On utilise le lemme 16 avec euY à la place de Y ,

S̊(euY )ij = euS̊(Y )ij +
1

2
eu(∂iuYj + ∂juYi).

tr(S̊(euY )) = eutr(S̊(Y )) + eu〈du, Y 〉̊g.
�

Corollaire 3:
Soit (M, g̊) une variété AH avec g̊ = ρ−2̊h et δ ∈ IR. ∀Y ∈ C∞c (T ∗M),

2

∫
M
ρ2δ(S̊(Y ) + 1

2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y,

dρ

ρ
) dµ(̊g)

=

∫
M
ρ2δ
{

(n+1
2
− δ + o(1))|Y |2g̊ − (2δ + 1)〈dρ

ρ
, Y 〉2g̊

}
dµ(̊g)

+
1

2

∫
∂M

ρ2δ|Y |2g̊ 〈
dρ

ρ
, η〉̊g dσ(̊g) +

∫
∂M

ρ2δ〈Y, dρ
ρ
〉̊g 〈Y, η〉̊g dσ(̊g), (6.38)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
On applique le lemme 17 avec{
V = d(ρ−1) = −ρ−2dρ

u = (δ + 1
2
) ln ρ

et

{
∇̊V = ∇̊2(ρ−1) = ρ−1|dρ|2

h̊
g̊ − ρ−2 (̊h)∇2ρ d'après (5.19)

divV = ∆̊(ρ−1) = ρ−1(n|dρ|2
h̊

+ o(1)) d'après (5.20)
.

du = (δ + 1
2
)
dρ

ρ
et e2u = ρ2δ+1.

La métrique h̊ étant dé�nie (et par conséquent bornée) sur ∂∞M et ρ étant une fonction
lisse sur M̄, il s'ensuit que (̊h)∇2ρ est une fonction lisse bornée sur M̄ et on peut écrire
(̊h)∇2ρ = o(ρ−1) au voisinage de ∂∞M. Finalement,{

∇̊V (Y, Y ) = ρ−1(|dρ|2
h̊
|Y |2g̊ + o(1)|Y |2g̊)

divV |Y |2g̊ = ρ−1(n|dρ|2
h̊

+ o(1))|Y |2g̊
.
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6.2. L'opérateur de Killing S̊

On obtient∫
M
ρ2δ(S̊(Y ) + 1

2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y,

dρ

ρ
) dµ(̊g)

=
1

2

∫
M
ρ2δ
{ [

1− (δ + 1
2
) + n

2

]
|dρ|2

h̊
|Y |2g̊ − (2δ + 1)〈dρ

ρ
, Y 〉2g̊ + o(1)|Y |2g̊

}
dµ(̊g)

+
1

4

∫
∂M

ρ2δ|Y |2g̊ 〈
dρ

ρ
, η〉̊g dσ(̊g) +

1

2

∫
∂M

ρ2δ〈Y, dρ
ρ
〉̊g 〈Y, η〉̊g dσ(̊g).

On conclut avec |dρ|2
h̊

= 1 + o(1) sur une variété AH.
�

Lemme 18:
Soit Y ∈ C∞c (T ∗M) et u, v ∈ C∞(M) deux fonctions dé�nies sur un voisinage du
support de Y . Alors,

−2

∫
M
v e2uS̊(Y )(dv, dv)〈dv, Y 〉̊g dµ(̊g)

=

∫
M

e2u〈dv, Y 〉̊g
{
〈dv, Y 〉̊g

[
|dv|2g̊ + v∆̊v + 2v〈dv, du〉̊g

]
+ 2v ∇̊2v(Y, dv)

}
dµ(̊g)

−
∫
∂M

v e2u〈dv, Y 〉2g̊〈dv, η〉̊g dσ(̊g),

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
On intègre ∇̊j

(
v e2u〈dv, Y 〉2g̊∇̊jv

)
par parties∫

M
∇̊j

(
v e2u〈dv, Y 〉2g̊∇̊jv

)
dµ(̊g)

=

∫
M

e2u〈dv, Y 〉2g̊|dv|2g̊ dµ(̊g) +

∫
M

2v e2u〈dv, Y 〉2g̊〈du, dv〉̊g dµ(̊g)

+

∫
M
v e2u〈dv, Y 〉2g̊∆̊v dµ(̊g) +

∫
M

2ve2u〈dv, Y 〉̊g∇̊jv
[
∇̊2
ijv Y

i + ∇̊iv ∇̊jYi

]
dµ(̊g).

Le théorème de Divergence-Flux donne∫
M
∇̊j

(
v e2u〈dv, Y 〉2g̊∇̊jv

)
dµ(̊g) =

∫
∂M

v e2u〈dv, Y 〉2g̊ 〈dv, η〉̊g dσ(̊g).

On obtient

−2

∫
M
v e2u〈dv, Y 〉̊g∇̊Y (dv, dv) dµ(̊g)

=

∫
M

e2u〈dv, Y 〉2g̊
[
|dv|2g̊ + 2v 〈du, dv〉̊g + v∆̊v

]
dµ(̊g)

+

∫
M

2ve2u〈dv, Y 〉̊g∇̊2v (Y, dv) dµ(̊g)−
∫
∂M

v e2u〈dv, Y 〉2g̊ 〈dv, η〉̊g dσ(̊g).

On obtient le résultat souhaité compte tenu du fait que ∇̊Y (dv, dv) = S̊(Y )(dv, dv) par
symétrie.

�
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Corollaire 4:
Soit (M, g̊) une variété AH avec g̊ = ρ−2̊h et δ ∈ IR. ∀Y ∈ C∞c (T ∗M),

2

∫
M
ρ2δS̊(Y )(

dρ

ρ
,
dρ

ρ
) 〈dρ

ρ
, Y 〉̊g dµ(̊g)

=

∫
M
ρ2δ (n− 1− 2δ + o(1)) 〈dρ

ρ
, Y 〉2g̊ dµ(̊g) +

∫
∂M

ρ2δ 〈dρ
ρ
, Y 〉2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g dσ(̊g),

(6.39)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
On applique le lemme 18 avec{

v = ρ−1

u = (δ + 2) ln ρ
,

{
dv = d(ρ−1) = −ρ−1 dρ

ρ

du = (δ + 2)dρ
ρ

et

{
e2u = ρ2δ+4

|dv|2g̊ = ρ−2|dρ|2
h̊

ainsi que ∇̊
2v = ∇̊2(ρ−1) = ρ−1

(
|dρ|2

h̊
g̊ − ρ−1 (̊h)∇2ρ

)
d'après (5.19)

∆̊v = ∆̊(ρ−1) = ρ−1
(
n|dρ|2

h̊
+ o(1)

)
d'après (5.20)

.

On obtient

2

∫
M
ρ2δS̊(Y )(

dρ

ρ
,
dρ

ρ
) 〈dρ

ρ
, Y 〉̊g dµ(̊g)

=

∫
M
ρ2δ
{
n+ 3− 2(δ + 2) + o(1)

}
〈dρ
ρ
, Y 〉2g̊|dρ|2g̊ dµ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ 〈dρ
ρ
, Y 〉2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g dσ(̊g).

On conclut avec |dρ|2
h̊

= 1 + o(1) sur une variété AH.
�

Lemme 19:
On suppose iciM sans bord intérieur. Pour tout δ > −(n+ 1)/2 et δ 6= −(n− 1)/2,
il existe une constante c > 0 dépendant de g̊ et δ telle que

∀Y ∈ W 1,2
−δ (T ∗M) , ||Y ||1,2,−δ 6 c ||S̊(Y )||2,−δ.

Preuve :
On s'inspire là encore de la preuve du Théorème 6 mais pour l'opérateur S̊. En rem-
placement du Lemme 1, on utilise le Lemme 2.8 de [15] (pour g̊ et avec N = 0) a�n
d'obtenir une inégalité de Korn

||Y ||1,2,−δ 6 c (||S̊(Y )− tr̊g(S(Y ))̊g||2,−δ + ||Y ||2,−δ)
6 c (||S̊(Y )||2,−δ + ||Y ||2,−δ) ,
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6.2. L'opérateur de Killing S̊

où c est une constante positive ne dépendant que de g̊ et δ.
On utilise maintenant la proposition D12 de [15] : soit (M, g̊) une variété conformément
compacte avec g̊ = ρ−2̊h. Pour tout δ 6= −(n + 1)/2 et δ 6= −(n − 1)/2, il existe deux
constantes cδ > 0 et ρε,δ > 0 telles que pour tout champ de vecteurs di�érentiable à
support compact dans {ρ < ρε,δ},

||Y ||2,−δ 6 cδ ||S̊(Y )||2,−δ. (6.40)

En dé�nissant R tel que ρε,δ = e−2R, on dé�nit ΩR comme dans la Dé�nition 1 et on a
l'inégalité (6.40) surM\ ΩR, comme dans l'hypothèse du Théorème 6. La suite de la
preuve est identique à celle du Théorème 6 et il s'ensuit que l'on peut choisir R assez
grand pour que l'inégalité suivante

||Y ||1,2,−δ 6 c
(
||S̊(Y )||2,−δ + ||Y ||2,−δ;ΩR

)
soit valable pour une constante c, pour tout Y ∈ C∞c (T ∗M).
Par suite, l'opérateur S̊ : W 1,2

−δ (T ∗M)→ L2
−δ(T

∗M) a un noyau de dimension �nie. Par
conséquent W 1,2

−δ (T ∗M) peut s'écrire W 1,2
−δ (T ∗M) = ker S̊⊕ (ker S̊)⊥. Par suite, il existe

une constante c > 0 telle que pour tout Y ∈ (ker S̊)⊥,

||Y ||1,2,−δ 6 c ||S̊(Y )||2,−δ.

Il reste à montrer ker S̊ ∩W 1,2
−δ = {0}, ∀δ > −(n+ 1)/2.

On utilise pour cela le système de coordonnées (x1 = ρ, x2, . . . , xn) = (ρ, θ) sur un
voisinage du bord [0, ε] × ∂M que l'on peut trouver dans [15]. La métrique g̊ s'écrit à
l'aide de sa fonction dé�nissante ρ :

g̊ = ρ−2̊h = ρ−2(dρ2 + ĝ(ρ)) avec ĝ(ρ)(∂ρ, .) = 0.

Les mêmes conventions de notations que dans [15] sont utilisées et on désignera par ρ
l'indice relatif à la coordonnée radiale et les indices relatifs aux coordonnées tangentielles
seront notés avec les indices latins majuscules, tandis que les indices latins minuscules
pourront désigner n'importe quelle composante. Les symboles de Christo�el, dans ce
système de coordonnées, sont donnés dans [15], de même que l'équation

∇̊iXj + ∇̊jXi = 0 (6.41)

qui devient le système suivant :

∂ρXρ + ρ−1Xρ = 0 (6.42)

∂ρXA + ∂AXρ + 2ρ−1XA − ĝCD(ρ)ĝ′DA(ρ)XC = 0 (6.43)

∂AXB + ∂BXA − 2Γ̂ C
A B(ρ)XC + (ĝ′AB(ρ)− 2ρ−1ĝAB(ρ))Xρ = 0

où f ′ := ∂ρf .
La résolution de l'équation (6.42) donne

Xρ = ρ−1K(θ).
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Opérateur de contrainte : le cas général

Comme la métrique g̊ est polyhomogène, ĝ peut s'écrire comme un développement en
puissance de ρ et ln ρ, dont les premiers termes ne comportent que des puissances de ρ.
On pose donc

ĝCDĝ′DA := TCA,

où T est un certain tenseur d'ordre deux dont le développement est le suivant

TCA(ρ, θ) = ρ 1TCA(θ) + o(1).

Andersson et Chru±ciel on montré dans [3] que la solution X de (∆− Ric g̊)X = 0 est
également polyhomogène et s'écrit

XA(ρ, θ) = ρsZA(θ) + o(ρs).

En remplaçant dans (6.43), on trouve s = −2 et XA = ρ−2ZA(θ) + o(ρ−2).
On obtient alors la forme de la 1-forme solution de (6.41) sur un voisinage du bord

X = ρ−1K(θ) dρ+ [ρ−2ZA(θ) + o(ρ−2)] dxA.

De plus, X ∈ W 1,2
−δ , ce qui entraîne nécessairement que Z = 0.

En e�et, supposons que Z 6= 0. La norme de X relative à g̊ est

|X|2g̊ ' ρ−2|K|2g̊ + ρ−4|Z|2g̊,

avec |K|2g̊ ' |Z|2g̊ ' ρ2O(1).
|X|2g̊ ' ρ−2O(1).

Par conséquent

||X||2,−δ <∞ ⇔
∫ ε

0

|X|2g̊ρ−2δρ−ndρ <∞

⇔
∫ ε

0

ρ−2ρ−2δρ−ndρ <∞

⇔ −2δ − n− 2 > −1

⇔ δ < −(n+ 1)/2.

Comme δ > −(n + 1)/2, il s'ensuit que X /∈ W 1,2
−δ . Z est donc nécessairement nul sur

un voisinage du bord. En faisant une analyse sur les coe�cients du développement de
X, on se rend compte que le fait que Z = 0 entraîne que |X |̊g = O(ρ∞). On conclut la
preuve du Lemme 19 en utilisant le théorème d'unique continuation de [43].

�

6.3 Estimées elliptiques relatives à l'adjoint

Cette section regroupe les di�érents résultats obtenus concernant l'opérateur adjoint
DΦ0(g)∗. On commence par montrer la coercivité de l'adjoint dans la proposition sui-
vante :
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Proposition 19:
Soit δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0], avec n = 3, et δ 6= −(n−1)/2. Il existe une constante C > 0
dépendant de g̊, λ, δ et ||(g, π)||F , telle que l'estimée elliptique suivante est véri�ée :
∀ξ ∈ W 2,2

−δ (T ),

||ξ||2,2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

)
+ C ||ξ||1,2,−2δ , (6.44)

Preuve :
Compte tenu de l'expression (6.30) de S̊ en fonction de DΦ(g, π)∗2.ξ,

T − gtrgT = DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g + (n− 1)τ

(
DΦ(g, π)∗2.ξ − 1

2
g̊tr̊gDΦ(g, π)∗2.ξ

)
+L2

δξ +W 1,2
δ ∇̊ξ. (6.45)

En utilisant la Proposition 7 et (4.15),

||N ||2,2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||2,−δ

)
+ C (||ξ||∞,−2δ + ||∇̊ξ||3,−2δ).

En utilisant (4.19), (4.20) et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0), il existe une constante C
dépendant de g̊, λ, ε, δ et ||(g, π)||F telle que

||N ||2,2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||2,−δ

)
+ ε ||ξ||2,2,−δ + C ||ξ||1,2,−2δ.

(6.46)

Par ailleurs, pour toute 1-formeX su�samment régulière surM, on à l'identité suivante
pour la métrique g̊ (cf équation (29) de [5] par exemple)

∇̊2
kjXi := ∇̊k∇̊jXi = Riem g̊ijklX

l + ∇̊kS̊(X)ij + ∇̊jS̊(X)ik − ∇̊iS̊(X)jk, (6.47)

Par conséquent,

||∇̊2X||2,−δ 6 ||Riem g̊ X||2,−δ + c ||∇̊S̊(X)||2,−δ
6 ||Riem g̊||∞,0||X||2,−δ + c ||∇̊S̊(X)||2,−δ
6 c ||X||2,−δ + c ||∇̊S̊(X)||2,−δ. (6.48)

D'autre part, une conséquence du Lemme 19 est

||X||2,−δ 6 ||X||1,2,−δ 6 c ||S̊(X)||2,−δ, (6.49)

qui, avec (6.48), implique

||∇̊2X||2,−δ 6 c ||S̊(X)||1,2,−δ, (6.50)

et compte tenu de (6.49), il vient

||X||2,2,−δ 6 c1 ||S̊(X)||1,2,−δ.

D'après (6.30)

||S̊(X)||1,2,−δ 6 1
4
||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + nτ ||N ||1,2,−δ + C ||ξ||∞,−2δ

6 1
4
||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + nτ ||N ||1,2,−δ + ε||ξ||2,2,−δ + C ||ξ||1,2,−2δ.

(6.51)
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Opérateur de contrainte : le cas général

Il existe donc une constante C dépendant de g̊, λ, ε, δ et ||(g, π)||F telle que

||X||2,2,−δ − nc1 τ ||N ||1,2,−δ 6 c1
4
||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + ε||ξ||2,2,−δ +C ||ξ||1,2,−2δ. (6.52)

On peut choisir ε0 << 1 de façon à ce que (6.46) + ε0(6.52) se combinent pour donner
(6.44).

�

Remarque : il est peut être possible d'étendre ce résultat à δ = −(n−1)/2 en se servant
de l'opérateur Ů introduit dans la section suivante.

En combinant la Proposition 19 et l'inégalité de Ehrling (4.13), on obtient

Corollaire 5:
Soit δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0], avec n = 3 et δ 6= −(n− 1)/2.
Alors on a l'estimée elliptique suivante : ∀ξ ∈ W 2,2

−δ (T ),

||ξ||2,2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

)
+ C ||ξ||2,−2δ , (6.53)

où C dépend de g̊, λ, δ et ||(g, π)||F

Notons la dépendance en (g, π) de l'opérateur P ∗ contrôlée comme suit :

Proposition 20:
Soit δ 6 0, alors en dimension 3, l'opérateur P ∗ : W 2,2

−δ (T ) −→ L2
−δ(S̃)×W 1,2

−δ (S) est
borné et véri�e

||ξ||2,2,−δ 6 c ||P ∗ξ||2,−δ + C ||ξ||1,2,−2δ , (6.54)

où C dépend de g̊, δ et ||(g, π)||F .
De plus, P ∗(g,π) dépend de (g, π) ∈ F de manière Lipschitzienne,

||(P ∗(g,π) − P ∗(g̃,π̃)) ξ||2,−δ 6 C1||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ , (6.55)

où la constante C1 dépend de g̊, δ, ||(g, π)||F et ||(g̃, π̃)||F .

Preuve :
Montrons que P ∗ est borné, i.e.

||P ∗ ξ||2,−δ 6 C ||ξ||2,2,−δ. (6.56)

On note 
P ∗ = P ∗(g,π)

DΦ∗1 = DΦ(g, π)∗1
DΦ∗2 = DΦ(g, π)∗2

.

D'après (6.33),

||P ∗ ξ||2,−δ 6 c (||DΦ∗1.ξ||2,−δ + ||∇DΦ∗2.ξ||2,−δ)
6 c (||DΦ∗1.ξ||2,−δ + ||∇̊DΦ∗2.ξ||2,−δ + ||ADΦ∗2.ξ||2,−δ). (6.57)
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D'après (6.29), (4.15), (4.17), l'inégalité de Sobolev et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0)

||DΦ∗1.ξ||2,−δ 6 c
(
||T ||2,−δ + ||S̊(X)||2,−δ + ||N ||2,−δ

)
+ C

(
||ξ||∞,−2δ + ||∇̊X||1,2,−2δ

)
6 c

(
||N ||2,2,−δ + ||X||1,2,−δ + ||N ||2,−δ

)
+ C

(
||ξ||2,−δ + ||∇̊X||1,2,−δ

)
6 C ||ξ||2,2,−δ. (6.58)

D'après (6.30) et en utilisant (4.15), (4.17), l'inégalité de Sobolev et l'inclusion de So-
bolev (δ 6 0)

||DΦ∗2.ξ||2,−δ 6 c
(
||S̊(X)||2,−δ + ||N ||2,−δ

)
+ C ||ξ||1,2,−2δ. (6.59)

||ADΦ∗2.ξ||2,−δ 6 c
(
||AS̊(X)||2,−δ + ||AN ||2,−δ

)
+ ||ξ||∞,−2δ

6 C
(
||S̊(X)||1,2,−δ + ||N ||1,2,−δ

)
+ ||ξ||2,2,−2δ

6 C ||ξ||2,2,−δ.

||∇̊DΦ∗2.ξ||2,−δ 6 c
(
||∇̊S̊(X)||2,−δ + ||∇̊N ||2,−δ

)
+ ||ξ||∞,−2δ

6 C ||ξ||2,2,−δ.

Par conséquent,
||DΦ∗2.ξ||2,−δ 6 ||DΦ∗2.ξ||1,2,−δ 6 C ||ξ||2,2,−δ. (6.60)

Tous les termes de (6.57) sont donc contrôlés par ||ξ||2,2,−2δ et on obtient ainsi (6.56).
L'estimée (6.54) véri�ée par P ∗ découle directement de (6.44). Montrons pour terminer
le caractère Lipschitzien de P ∗ :
On note 

P̃ ∗ = P ∗(g̃,π̃)

DΦ̃∗1 = DΦ(g̃, π̃)∗1
DΦ̃∗2 = DΦ(g̃, π̃)∗2

.

(P ∗ − P̃ ∗) ξ =

(
g−1/4DΦ∗1.ξ − g̃−1/4DΦ̃∗1.ξ

g1/4∇DΦ∗2.ξ − g̃1/4 ∇̃DΦ̃∗2.ξ

)

=

(
E
F

)
.

Ainsi
||(P ∗ − P̃ ∗) ξ||2,−δ 6 ||E||2,−δ + ||F ||2,−δ. (6.61)

E = g−1/4DΦ∗1.ξ − g̃−1/4DΦ̃∗1.ξ

= (g−1/4 − g̃−1/4)DΦ∗1.ξ + g̃−1/4 (DΦ∗1.ξ −DΦ̃∗1.ξ).

En utilisant (4.15), l'inégalité de Sobolev et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0)

||E||2,−δ 6 ||(g−1/4 − g̃−1/4)DΦ∗1.ξ||2,−δ + ||g̃−1/4 (DΦ∗1.ξ −DΦ̃∗1.ξ)||2,−δ
6 ||g−1/4 − g̃−1/4||∞,δ||DΦ∗1.ξ||2,−2δ + ||g̃−1/4||∞,0||DΦ∗1.ξ −DΦ̃∗1.ξ||2,−δ
6 c ||g − g̃||F ||DΦ∗1.ξ||2,−δ + c ||DΦ∗1.ξ −DΦ̃∗1.ξ||2,−δ.
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En notant DΦ0(g)∗N := DΦ(g, 0)∗ (N, 0) et DΦ0(g̃)∗N := DΦ(g̃, 0)∗ (N, 0), il vient
d'après (6.25)

DΦ∗1.ξ −DΦ̃∗1.ξ = [DΦ0(g)∗ −DΦ0(g̃)∗]N + (Π
√
g − Π̃

√
g̃)N +X∇̊(π − π̃)

+(π − π̃)∇̊X + AX(π − π̃).

En utilisant (4.15), (4.17), l'inégalité de Sobolev et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0)

||(π − π̃)∇̊X||2,−δ + ||X∇̊(π − π̃)||2,−δ 6 ||π − π̃||1,2,δ||∇̊X||1,2,−2δ

+||∇̊(π − π̃)||2,δ||X||∞,−2δ

6 c ||π − π̃||1,2,δ ||X||2,2,−δ.

||AX(π − π̃)||2,−δ 6 ||A(π − π̃)||2,δ||X||∞,−2δ

6 c ||A||1,2,δ||π − π̃||1,2,δ ||X||2,2,−δ
6 C ||π − π̃||1,2,δ ||X||2,2,−δ.

Π
√
g − Π̃

√
g̃ ∼

1
√
g
g−1π2 − 1√

g̃
g̃−1π̃2

∼
1
√
g

(g−1 − g̃−1)π2 +
1
√
g
g̃−1(π2 − π̃2) + (

1
√
g
− 1√

g̃
)g̃−1π̃2.

||(Π√g − Π̃
√
g̃)N ||2,−δ 6 c ||g−1 − g̃−1||∞,δ||(π − π̊)2||2,δ||N ||∞,−3δ

+c ||g−1 − g̃−1||∞,δ||̊π2||∞,0||N ||∞,−2δ

+c ||π − π̃||1,2,δ(||π − π̊||1,2,δ + ||π̃ − π̊||1,2,δ)||N ||∞,−3δ

+c ||π − π̃||2,δ||̊π2||∞,0||N ||∞,−2δ

+c

∥∥∥∥ 1
√
g
− 1√

g̃

∥∥∥∥
∞,δ
||(π̃ − π̊)2||2,δ||N ||∞,−3δ

+c

∥∥∥∥ 1
√
g
− 1√

g̃

∥∥∥∥
∞,δ
||̊π2||∞,0||N ||∞,−2δ

6 c ||g − g̃||2,2,δ
(
||π − π̊||21,2,δ + 1

)
||N ||∞,−δ

+c
(
||π − π̊||1,2,δ + ||π̃ − π̊||1,2,δ + 1

)
||π − π̃||1,2,δ||N ||∞,−δ

+c

∥∥∥∥ 1
√
g
− 1√

g̃

∥∥∥∥
2,2,δ

(
||π̃ − π̊||21,2,δ + 1

)
||N ||∞,−δ

6 C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||N ||2,2,−δ.

Au vu de (5.38),

||DΦ∗1.ξ −DΦ̃∗1.ξ||2,−δ 6 C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ

et compte tenu de (6.58),

||E||2,−δ 6 C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ. (6.62)
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F = g1/4∇DΦ∗2.ξ − g̃1/4 ∇̃DΦ̃∗2.ξ

= g1/4 (∇− ∇̃)DΦ∗2.ξ + (g1/4 − g̃1/4) ∇̃DΦ̃∗2.ξ + g1/4 ∇̃(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ).

En utilisant (5.46),(4.15), (4.17), l'inégalité de Sobolev et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0)

||F ||2,−δ 6 c ||∇ − ∇̃||1,2,δ||DΦ∗2.ξ||1,2,−2δ + ||g1/4 − g̃1/4||∞,−δ||∇̃DΦ̃∗2.ξ||2,−2δ

+c ||∇̊(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ + c ||A(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ
6 C ||g − g̃||F ||DΦ∗2.ξ||1,2,−2δ + c ||g − g̃||F ||∇̃DΦ̃∗2.ξ||2,−2δ

+c ||∇̊(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ + c ||A(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ.

Compte tenu de (6.59) et (6.60),

||F ||2,−δ 6 C ||g − g̃||F ||ξ||2,2,−δ + c ||∇̊(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ (6.63)

+c ||A(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ.

DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ ∼ (K − K̃)N + (A− Ã)X

∼ (π − π̃)N + (∇− ∇̃)X.

En utilisant (5.46), (4.15), (4.17), l'inégalité de Sobolev et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0)

||∇̊(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ 6 c ||∇̊(π − π̃)||2,δ||N ||∞,−2δ + c ||π − π̃||1,2,δ||∇̊N ||1,2,−2δ

+||∇̊(∇− ∇̃)||2,δ||X||∞,−2δ + ||∇ − ∇̃||1,2,δ||∇̊X||1,2,−2δ

6 c ||π − π̃||1,2,δ||N ||2,2,−δ + c ||∇ − ∇̃||1,2,δ||X||2,2,−δ
6 C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ.

De même,

||A(DΦ∗2.ξ −DΦ̃∗2.ξ)||2,−δ 6 c ||A(π − π̃)||2,δ||N ||∞,−2δ + ||A(∇− ∇̃)||2,δ||X||∞,−2δ

6 c||A||1,2,δ||π − π̃||1,2,δ||N ||2,2,−δ
+c ||A||1,2,δ||∇ − ∇̃||1,2,δ||X||2,2,−δ

6 C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ.

On déduit de (6.63)

||F ||2,−δ 6 C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ. (6.64)

et le résultat (6.55) découle de (6.61), considérant (6.62) et (6.64).
�

On montre dans la proposition suivante que l'estimée elliptique (5.37) du Corollaire 1
est également véri�ée par des solutions faibles ξ seulement dans L2

−δ(T ). Ce passage
de solution faible à solution forte est indispensable pour montrer la trivialité du noyau
de l'adjoint. On dit que ξ ∈ L est une solution faible de DΦ(g, π)∗ξ = (f1, f2), avec
(f1, f2) ∈ L2

−δ(S̃)×W 1,2
−δ (S) lorsque∫

M
〈ξ,DΦ(g, π).(h, p)〉̊g =

∫
M
〈(f1, f2), (h, p)〉̊g , ∀(h, p) ∈ G × K.

Il su�t de tester avec (h, p) ∈ C∞c (S × S̃) puisque cet espace est dense dans G × K.
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Proposition 21:
Soit δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0] \ {−(n− 1)/2} avec n = 3, (g, π) ∈ G+ × K̊ ,

(f1, f2) ∈ L2
−δ(S̃)×W 1,2

−δ (S). Soit ξ ∈ L une solution faible de DΦ(g, π)∗ξ = (f1, f2).
Alors ξ ∈ W 2,2

−δ (T ) est une solution forte et satisfait l'estimée elliptique (6.44).

Preuve :
Dans [5], Bartnik montre que ξ ∈ W 2,2

loc
.

On peut trouver une fonction régularisante χR comme dans la Dé�nition 1 telle que
• χR ∈ C∞c (ΩR).
• χR = 1 sur ΩR/2.

En particulier, χRξ ∈ W 2,2
−δ (T ) et on peut écrire d'après la Proposition 19 :

||χRξ||2,2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.(χRξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(χRξ)||1,2,−δ

)
+ C ||χRξ||2,−2δ

6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.(χRξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(χRξ)||1,2,−δ

)
+ C ||ξ||2,−δ

(6.65)

en utilisant l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) et compte tenu que χRξ converge vers N
dans L2

−δ. Il nous faut montrer que χRξ est uniformément borné dans W 2,2
−δ , c'est à dire

contrôlé indépendamment de R. On utilise là encore la méthode de McCormick [45].
D'après (6.28) et (6.30),

DΦ(g, π)∗1.(χRξ) ' χR(DΦ(g, π)∗1.(ξ)) +N ∇2χR + dN ∇χR +X∇χR + ξ W 1,2
δ ∇χR

DΦ(g, π)∗2.(χRξ) ' χR(DΦ(g, π)∗2.(ξ)) +X∇χR

En remarquant que les dérivées de χR sont à support dans AR := ΩR \ ΩR/2 et en
utilisant (4.15), (4.19), (4.20), l'inclusion de Sobolev (δ 6 0) et l'inégalité de Ehrling,

||DΦ(g, π)∗1.(χRξ)||2,−δ 6 c
(
||χR(DΦ(g, π)∗1.(ξ))||2,−δ + ||N ∇2χR||2,−δ

+||dN ∇χR||2,−δ + ||X∇χR||2,−δ + ||ξ W 1,2
δ ∇χR||2,−δ

)
6 c

(
||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + ||N ||2,−δ;AR

+||dN ||2,−δ;AR + ||X||2,−δ;AR + ||ξ W 1,2
δ ||2,−δ;AR

)
6 c ||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + C ||ξ||2,−δ;AR + ε||∇̊2ξ||2,−δ;AR

(6.66)

où C est une constante dépendant de g̊, λ, ε, δ et ||(g, π)||F .
De même,

||DΦ(g, π)∗2.(χRξ)||1,2,−δ 6 c
(
||χR(DΦ(g, π)∗2.(ξ))||1,2,−δ + ||X∇χR||1,2,−δ

)
6 c

(
||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ + ||X||1,2,−δ;AR

)
6 c ||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ + C ||X||2,−δ;AR + ε||∇̊2X||2,−δ;AR

(6.67)

En insérant (6.66) et (6.67) dans (6.65), on obtient

||χRξ||2,2,−δ 6 c ||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ + C ||ξ||2,−δ
+ε||∇̊2ξ||2,−δ;AR . (6.68)
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En reprenant la dé�nition (5.39) de l'opérateur O, on a immédiatement le lien avec
l'opérateur T :

O = T − gtrgT − (n− 1)gN

et on déduit d'après (6.45)

O = DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g + (n− 1)τ

(
DΦ(g, π)∗2.ξ − 1

2
g̊tr̊gDΦ(g, π)∗2.ξ

)
+L2

δξ +W 1,2
δ ∇̊X − (n− 1)gN (6.69)

D'après (5.54), (6.69) et en utilisant (4.15), (4.19), (4.20), l'inclusion de Sobolev (δ 6 0)
et l'inégalité de Ehrling, il existe une constante C dépendant de g̊, λ, ε, δ et ||(g, π)||F
telle que

||∇̊2N ||2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||2,−δ

)
+ε ||∇̊2ξ||2,−δ + C ||ξ||2,−δ. (6.70)

D'autre part, en combinant (6.50) et (6.51), en utilisant l'inégalité de Ehrling et l'in-
clusion de Sobolev (δ 6 0), on obtient

||∇̊2X||2,−δ 6 c ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + ε||∇̊2ξ||2,−δ + C ||ξ||2,−δ. (6.71)

La combinaison de (6.70) et (6.71) donne

||∇̊2ξ||2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

)
+ C ||ξ||2,−δ. (6.72)

Etant donné que ξ ∈ W 2,2
−δ (AR) et que toutes les inégalités utilisées pour obtenir (6.72)

sont valables en particulier sur tout compact, on a la version locale suivante sur AR

||∇̊2ξ||2,−δ;AR 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ;AR + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ;AR

)
+ C ||ξ||2,−δ;AR

6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

)
+ C ||ξ||2,−δ (6.73)

L'équation (6.68) devient

||χRξ||2,2,−δ 6 c
(
||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ

)
+ C ||ξ||2,−δ

6 c
(
||f1||2,−δ + ||f2||1,2,−δ

)
+ C ||ξ||2,−δ.

La suite χRξ est de Cauchy dans W 2,2
−δ , donc convergente dans W 2,2

−δ . Comme χRξ

converge vers ξ dans L2
−δ, par unicité de la limite, χRξ converge vers ξ dans W 2,2

−δ (T ).
Donc ξ ∈ W 2,2

−δ (T ) et par suite ξ véri�e (6.44).
�

6.4 L'opérateur Ů

Nous introduisons ici un opérateur Ů inspiré de la formule (6.47). Celui-ci va nous
permettre de contrôler la norme W 2,2

δ de X par les L2
δ-normes de S̊ et Ů et ainsi par la

W 1,2
δ -norme de S̊. L'estimation désirée découlera d'une série de lemmes.

Soit Ů l'opérateur dé�ni sur les 1-formes par

Ůkji(X) = ∇̊2
kjXi − g̊jkXi + g̊ikXj. (6.74)

On a ainsi
||∇̊2X||2,−δ − c ||X||2,−δ 6 ||Ů(X)||2,−δ. (6.75)
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Lemme 20:
Soit (M, g̊) une variété AH avec g̊ = ρ−2̊h et δ ∈ IR. ∀X ∈ C∞c (T ∗M),∫
M
∇̊X(

dρ

ρ
,X)ρ2δ dµ(̊g) =

∫
M
ρ2δ
(
n−1

2
− δ + o(1)

)
|X|2g̊ dµ(̊g)

+
1

2

∫
∂M
|X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g) (6.76)∫

M
∇̊X(X,

dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g) = −

∫
M
ρ2δ
(

divX〈X, dρ
ρ
〉+ (2δ + 1)〈X, dρ

ρ
〉2
)
dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ
(
1 + o(1)

)
|X|2g̊ dµ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ 〈X, dρ
ρ
〉〈X, η〉̊g dσ(̊g) , (6.77)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :

• Pour (6.76), une intégration par parties donne∫
M
∇̊i(|X|2g̊

∇̊iρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

∫
M
ρ2δ
(

2∇̊X(
dρ

ρ
,X) + 2δ|X|2g̊|dρ|2h̊

)
dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ(

∆̊ρ

ρ
− |dρ|2

h̊
)|X|2g̊ dµ(̊g). (6.78)

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,∫
M
∇̊i(|X|2g̊

∇̊iρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

∫
∂M
|X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g ρ2δ dσ(̊g). (6.79)

En remplaçant le membre de gauche de (6.78) par son expression (6.79), on obtient
(6.76) compte tenu de (A.12).
• Pour (6.77), une intégration par parties donne∫

M
∇̊i

(
X i 〈X, dρ

ρ
〉 ρ2δ

)
dµ(̊g) =

∫
M
ρ2δ
(
∇̊X(X,

dρ

ρ
) + divX〈X, dρ

ρ
〉
)
dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ2δ〈X, dρ

ρ
〉2) dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ
(
ρ−1∇̊2ρ(X,X)− 〈X, dρ

ρ
〉2
)
dµ(̊g).

(6.80)

Au vu de (4.2)

ρ−1∇̊2ρ(X,X) = 2〈X, dρ
ρ
〉2 − (|dρ|2

h̊
+ o(1))|X|2g̊. (6.81)
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D'autre part,d'après le théorème de Divergence-Flux,∫
M
∇̊i

(
X i 〈X, dρ

ρ
〉 ρ2δ

)
dµ(̊g) =

∫
∂M

ρ2δ 〈X, dρ
ρ
〉〈X, η〉̊g dσ(̊g). (6.82)

En remplaçant le membre de gauche de (6.80) par son expression (6.82), on obtient
compte tenu de (6.81)∫
M
ρ2δ∇̊X(X,

dρ

ρ
) dµ(̊g) = −

∫
M
ρ2δ
(

divX〈X, dρ
ρ
〉+ (2δ + 1)〈X, dρ

ρ
〉2
)
dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ
(
|dρ|2

h̊
+ o(1)

)
|X|2g̊ dµ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ 〈X, dρ
ρ
〉〈X, η〉̊g dσ(̊g). (6.83)

On conclut avec |dρ|2
h̊

= 1 + o(1) au voisinage du bord à l'in�ni sur une variété
AH.

�

Lemme 21:
Soit (M, g̊) une variété AH avec g̊ = ρ−2̊h et δ ∈ IR. ∀X ∈ C∞c (T ∗M),∫
M
Ůkji(X )̊gkjX iρ2δ dµ(̊g) = −

∫
M
ρ2δ |∇̊X|2g̊ dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ [2δ2 − δ(n− 1)− (n− 1) + o(1)]|X|2g̊ dµ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ
(
∇̊X(η,X)− δ|X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g

)
dσ(̊g), (6.84)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
D'après (6.74),

Ůkji(X) g̊kjX i = 〈X, ∆̊X〉 − (n− 1)|X|2g̊.

Une intégration par parties donne∫
M
∇̊k(∇̊kXiX

iρ2δ) dµ(̊g) =

∫
M
ρ2δ[〈X, ∆̊X〉+ |∇̊X|2g̊ + 2δ ∇̊X(

dρ

ρ
,X)] dµ(̊g). (6.85)

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,∫
M
∇̊k(∇̊kXiX

i) dµ(̊g) =

∫
∂M
∇̊X(η,X)ρ2δ dσ(̊g). (6.86)

En remplaçant le membre de gauche de (6.85) par son expression (6.86), on obtient
(6.84) compte tenu de (6.76).

�
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Lemme 22:
Soit (M, g̊) une variété AH avec g̊ = ρ−2̊h et δ ∈ IR. ∀X ∈ C∞c (T ∗M),∫

M
ρ2δ
(
Ůkji(X)∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
+ divX〈X, dρ

ρ
〉
)
dµ(̊g)

=

∫
M
ρ2δ
(
n−1

2
− δ + o(1)

)
[|∇̊X|2g̊ − |X|2g̊] dµ(̊g)

−
∫
M
ρ2δ [(2δ + 1)〈X, dρ

ρ
〉2 − |X|2g̊] dµ(̊g)

+
1

2

∫
∂M

ρ2δ
(
|∇̊X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g − |X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g

)
dσ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ 〈X, dρ
ρ
〉〈X, η〉 dσ(̊g),

(6.87)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
D'après (6.74),

Ůkji(X)∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
= ∇̊2

kjXi∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
− ∇̊X(

dρ

ρ
,X) + ∇̊X(X,

dρ

ρ
).

Une intégration par parties donne

∫
M
∇̊k(|∇̊X|2g̊

∇̊kρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

∫
M
ρ2δ
(
2∇̊2

kjXi∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
+ 2δ |∇̊X|2g̊|dρ|2h̊

)
dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ(

∆̊ρ

ρ
− |dρ|2

h̊
)|∇̊X|2g̊ dµ(̊g). (6.88)

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,

∫
M
∇̊k(|∇̊X|2g̊

∇̊kρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

∫
∂M

ρ2δ |∇̊X|2g̊〈
dρ

ρ
, η〉̊g dσ(̊g). (6.89)

En remplaçant le membre de gauche de (6.88) par son expression (6.89), on obtient
(6.87) compte tenu de (6.76) et (6.77).

�
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Lemme 23:
Soit (M, g̊) une variété AH avec g̊ = ρ−2̊h et δ ∈ IR. ∀X ∈ C∞c (T ∗M),∫

M
ρ2δ
(
Ůkji(X )̊gikXj + 2 |S̊(X)|2g̊ − 2δ divX〈X, dρ

ρ
〉
)
dµ(̊g)

=

∫
M
ρ2δ [n− 1− 2δ + o(1)]|X|2g̊ dµ(̊g) +

∫
M
ρ2δ |∇̊X|2g̊ dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ 2δ(2δ + 1)〈X, dρ

ρ
〉2g̊ dµ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ
(
∇̊X(X, η)− 2δ 〈X, dρ

ρ
〉̊g〈X, η〉̊g

)
dσ(̊g) ,

(6.90)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
D'après (6.74),

Ůkji(X) g̊ikXj = ∇̊2
kjX

kXj + (n− 1)|X|2g̊.
Une intégration par parties donne∫
M
∇̊k(∇̊jX

kXjρ2δ) dµ(̊g) =

∫
M
ρ2δ
(
∇̊2
kjX

kXj + ∇̊jXk∇̊kXj + 2δ ∇̊X(X,
dρ

ρ
)
)
dµ(̊g).

(6.91)
Or d'après le théorème de Divergence-Flux,∫

M
∇̊k(∇̊jX

kXjρ2δ) dµ(̊g) =

∫
∂M
∇̊X(X, η)ρ2δ dσ(̊g). (6.92)

En remplaçant le membre de gauche de (6.91) par son expression (6.92), on obtient∫
M
ρ2δ∇̊2

kjX
kXj dµ(̊g) =

∫
∂M
∇̊X(X, η)ρ2δ dσ(̊g)

−
∫
M
ρ2δ
(
∇̊jXk∇̊kXj + 2δ ∇̊X(X,

dρ

ρ
)
)
dσ(̊g). (6.93)

L'égalité
2 |S̊(X)|2g̊ = |∇̊X|2g̊ + ∇̊jXk∇̊kXj

nous permet de remplacer le terme ∇̊jXk∇̊kXj dans (6.93) a�n d'obtenir (6.90) compte
tenu de (6.77).

�

Les Lemmes 3 et 4 concernant l'opérateur S̊ ainsi que les Lemmes 21, 22 et 23 concer-
nant l'opérateur Ů nous permettent d'établir la proposition suivante, clef dans la dé-
monstration de la trivialité du noyau de l'adjoint.

Proposition 22:
Soit ER :=M\ ΩR, pour un ouvert borné ΩR quelconque. Soit δ ∈]− 2 ,−1[ .
Il existe deux constantes positives cδ et Rδ tel que pour tout R > Rδ,

∀X ∈ C∞c (ER) , ||X||1,2,−δ;ER 6 cδ (||Ů(X)||2,−δ;ER + ||S̊(X)||2,−δ;ER). (6.94)
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Preuve :
La combinaison linéaire (6.87)− 1

2
(6.84) + 1

2
(6.90) + (6.38)− 1

2
(6.39) donne

∫
M
ρ2δ Ůkji(X)

(
∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
− 1

2
g̊kjX i + 1

2
g̊ikXj

)
dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ
(
|S̊(X)|2g̊ − S̊(X)(

dρ

ρ
,
dρ

ρ
) 〈X, dρ

ρ
〉̊g + (2− δ) divX〈X, dρ

ρ
〉
)
dµ(̊g)

=

∫
M
{−δ2 + (n−3

2
)δ + n+ 1 + o(1)}|X|2g̊ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
M

[n+1
2
− δ + o(1)]|∇̊X|2g̊ρ2δ dµ(̊g)

+

∫
M
ρ2δ {2δ2 − 2δ − (n+3

2
) + o(1)}〈X, dρ

ρ
〉2g̊ dµ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ 1
2
(δ − 1)|X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g dσ(̊g)

+

∫
∂M

ρ2δ
(

(2− δ)〈X, dρ
ρ
〉̊g〈X, η〉̊g − 1

2
〈X, dρ

ρ
〉2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g

)
dσ(̊g)

+

∫
∂M

(
1
2
|∇̊X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g + 1

2
|X|2g̊〈

dρ

ρ
, η〉̊g + 1

2
∇̊X(X,

dρ

ρ
)− 1

2
∇̊X(

dρ

ρ
,X)

)
dσ(̊g).

(6.95)

Application sur ER : ER possède deux composantes de bord disjointes. Un bord extérieur
à l'in�ni, noté ∂E∞ = ∂∞M , et un bord intérieur ∂ΩR = {ρ = e−2R} . Comme
X ∈ C∞c (ER) , X est nécessairement nul au voisinage de ∂E∞ mais pas forcément sur
∂ΩR et c'est la raison pour laquelle les termes de bord présents dans (6.95) ne vont
concerner que ∂ΩR. Si l'on note ηR la normale à ∂ΩR extérieure à ER et compte tenu
du fait que lorsque R→ +∞ , ηR − dρ

ρ
→ 0, ainsi 〈dρ

ρ
, ηR〉̊g = |dρ|2

h̊
+ o(1) = 1 + o(1).

En notant Xn (resp. XT ) la composante de X normale (resp. tangentielle) à ∂ER,

Xn := 〈X, η〉̊g et |X|2g̊ = X2
n +X2

T .

∫
ER

ρ2δ Ůkji(X)
(
∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
− 1

2
g̊kjX i + 1

2
g̊ikXj

)
dµ(̊g)

+

∫
ER

ρ2δ
(
|S̊(X)|2g̊ − S̊(X)(ηR, ηR) Xn + (2− δ) divXXn

)
dµ(̊g)

=

∫
ER

ρ2δ {−δ2 + (n−3
2

)δ + n+ 1 + o(1)}X2
T dµ(̊g)

+

∫
ER

ρ2δ
{

[n+1
2
− δ + o(1)]|∇̊X|2g̊ + {δ2 + (n−7

2
)δ + n−1

2
+ o(1)}X2

n

}
dµ(̊g)

+

∫
∂ER

ρ2δ 1
2
(δ − 1)

(
X2
T + o(1)

)
dµ(̊g) +

∫
∂ER

ρ2δ 1
2
(2− δ)

(
X2
n + o(1)

)
dµ(̊g)

+

∫
∂ER

(
1
2
|∇̊X|2g̊|η|2g̊ + 1

2
|X|2g̊ + 1

2
∇̊X(X, η)− 1

2
∇̊X(η,X)

)
dµ(̊g).
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En se servant des égalités suivantes

0 6 1
4
|∇̊iXjη

i −Xj|2g̊ = 1
4
|∇̊X|2g̊|η|2g̊ + 1

4
|X|2g̊ − 1

2
∇̊X(η,X)

0 6 1
4
|∇̊iXjη

j +Xi|2g̊ = 1
4
|∇̊X|2g̊|η|2g̊ + 1

4
|X|2g̊ + 1

2
∇̊X(X, η)

on en déduit, ∀ε > 0,∃Rε > 0 et cε >> 1 tel que ∀R > Rε,

cε

∫
ER

ρ2δ
(
|Ů(X)|2g̊ + |S̊(X)|2g̊

)
dµ(̊g)

>
∫
ER

ρ2δ [n+1
2
− δ − ε]|∇̊X|2g̊ dµ(̊g) +

∫
ER

ρ2δ {−δ2 + (n−3
2

)δ + n+ 1− ε}X2
T dµ(̊g)

+

∫
ER

ρ2δ {δ2 + (n−7
2

)δ + n−1
2
− ε}X2

n dµ(̊g)

+
1

2

∫
∂ER

ρ2δ
(

(δ − 1− ε)X2
T + (2− δ − ε)X2

n

)
dµ(̊g)

+1
4

∫
∂ER

(
|∇̊iXjη

i −Xj|2g̊ + |∇̊iXjη
j +Xi|2g̊

)
dµ(̊g)

>
∫
ER

ρ2δ [n+1
2
− δ − ε]|∇̊X|2g̊ dµ(̊g) +

∫
ER

ρ2δ {−δ2 + (n−3
2

)δ + n+ 1− ε}X2
T dµ(̊g)

+

∫
ER

ρ2δ {δ2 + (n−7
2

)δ + n−1
2
− ε}X2

n dµ(̊g)

+
1

2

∫
∂ER

ρ2δ
(

(δ − 1− ε)X2
T + (2− δ − ε)X2

n

)
dµ(̊g).

• Pour le terme intérieur en X2
T , nous avons un trinôme du second degré en δ dont le

discriminant est

∆ =
(n− 3

2

)2

+ 4(n+ 1) =
(n+ 5

2

)2

> 0

et dont les racines sont

δ± =
(n− 3)± (n+ 5)

4
=
{
− 2 ;

n+ 1

2

}
.

Ce terme est donc positif ou nul si et seulement si δ ∈]− 2 ; n+1
2

[.

• Pour le terme intérieur en X2
n, nous avons un trinôme du second degré en δ dont le

discriminant est

∆ =
(n− 7

2

)2

− 2(n− 1) =
(n2 − 22n+ 57

4

)
.

Le discriminant est négatif ou nul ∀n ∈ [3, 19] et pour n = 3, la racine double réelle
est 1. Ce terme est donc positif ou nul ∀n ∈ [3, 19], ∀δ ∈ IR.
∀n > 20, le discriminant est strictement positif et les racines sont

δ± =
(7− n)±

√
n2 − 22n+ 57

4
.
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La plus grande racine réelle δ+ est strictement inférieure à n−1
2

donc �nalement ce
terme est positif ou nul ∀n > 3, ∀δ ∈]n−1

2
; n+1

2
[.

• Le terme intérieur en |∇̊X|2g̊ est positif ou nul si et seulement si δ < (n+ 1)/2.

• Le terme de bord est positif ou nul si δ ∈]1, 2[.
Par conséquent, pour δ appartenant à l'intervalle ]1 ; 2[, on obtient
∀ε > 0,∃Rε > 0 et cε >> 1 tel que ∀R > Rε,

cε

∫
ER

ρ2δ
(
|Ů(X)|2g̊ + |S̊(X)|2g̊

)
dµ(̊g) >

∫
ER

ρ2δ [n+1
2
− δ − ε]|∇̊X|2g̊ dµ(̊g)

+

∫
ER

ρ2δ
(
{−δ2 + (n−3

2
)δ + n+ 1− ε}X2

T + {δ2 + (n−7
2

)δ + n−1
2
− ε}X2

n

)
dµ(̊g).

C'est à dire
||Ů(X)||2,−δ;ER + ||S̊(X)||2,−δ;ER > c ||X||1,2,−δ;ER . �

6.5 Trivialité du noyau de l'adjoint

On montre maintenant que le noyau de DΦ(g, π)∗ est trivial. Nous aurons besoin des
di�érents lemmes et propositions suivants dans la démonstration du Théorème 13.

Lemme 24:
Soit δ ∈ IR et ξ ∈ W 2,2

−δ (T ) une solution de l'équation DΦ(g, π)∗ξ = 0, alors
ξ = (N,X) satisfait un système d'équations de la forme{

T̊ (N) = b0ξ + b1∇̊ξ
S̊(X) = −g̊τN + b2ξ

,

avec b0 ∈ L2
δ et b1, b2 ∈ W 1,2

δ .

Preuve :
D'après (6.45) et (6.30) , DΦ(g, π)∗ξ = 0 entraîne

T − gtrgT = L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊ξ. (6.96)

S̊(X) = −g̊τN +W 1,2
δ ξ.

En prenant la trace de (6.96), il vient

T̊ (N) = L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊ξ. (6.97)

S̊(X) = −g̊τN +W 1,2
δ ξ.

�

Théorème 13: Trivialité de kerDΦ(g, π)∗

Soit Ω ⊂M un ouvert connexe tel que ER ⊂ Ω. Soit (g, π) ∈ F �xé, avec
δ ∈]− 2 ,−1[, n = 3. Supposons que ξ ∈ L2

−δ(T ) satisfasse DΦ(g, π)∗ξ = 0 sur Ω.
Alors ξ ≡ 0 sur Ω.

117



6.5. Trivialité du noyau de l'adjoint

Preuve :
D'après la Proposition 21, ξ ∈ W 2,2

−δ (T ). D'après le Lemme 24, puisque ξ est solution
de DΦ(g, π)∗ξ = 0, ξ satisfait une équation de la forme{

T̊ (N) = b0ξ + b1∇̊ξ
S̊(X) = −g̊τN + b2ξ

,

avec b0 ∈ L2
δ et b1, b2 ∈ W 1,2

δ .

D'après la dé�nition (6.74) de l'opérateur Ů et compte tenu de (6.3), il vient

Ůkji(X) = ∇̊2
kjXi − Riem g̊ijklX

l + L2
δX. (6.98)

D'après (6.47)

Ů(X) = c1∇̊S̊(X) + L2
δX

= −c1τ g̊∇̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊ξ. (6.99)

Il faut montrer qu'une solution N de (5.61) telle que N = o(ρδ) (d'après (4.14)) s'annule.
Avant de poursuivre la preuve du théorème, rappelons la Proposition 3.9 de [5] :

Proposition 23:
En dimension n = 3, soient δ 6 0 et (g, π) ∈ F . Soit Ω un sous-ensemble connexe de
M. Soit ξ satisfaisant DΦ(g, π)∗ξ = 0 sur Ω. Si de plus ξ ≡ 0 sur un ouvert U ⊂ Ω,
alors ξ ≡ 0 sur Ω.

Compte tenu de la proposition précédente, il nous reste à montrer que ξ s'annule près
du bord. De la même manière que pour (6.75),

||∇̊2X||2,−δ;ER − c ||X||2,−δ;ER 6 ||Ů(X)||2,−δ;ER . (6.100)

Combinée à (6.94), on obtient compte tenu de (6.99), l'inégalité de Sobolev et (4.15)

||X||2,2,−δ;ER 6 c (||Ů(X)||2,−δ;ER + ||S̊(X)||2,−δ;ER)

6 c ||N ||1,2,−δ;ER + C (||ξ||∞,−2δ;ER + ||∇̊ξ||3,−2δ;ER). (6.101)

En se servant de la Proposition 8, il existe ε0 << 1 tel que (5.31) + ε0(6.101) donne

||ξ||2,2,−δ;ER 6 c ||T̊ ||2,−δ;ER + C (||ξ||∞,−2δ;ER + ||∇̊ξ||3,−2δ;ER).

Au vu du Lemme 24 et en utilisant l'inégalité de Sobolev et (4.21) avec δ 6 0, on a

||ξ||2,2,−δ;ER 6 C ||ξ||2,2,−2δ;ER

6 C e2Rδ ||ξ||2,2,−δ;ER .

On obtient pour tout δ ∈]− 2 ,−1[,

||ξ||2,2,−δ;ER 6 C e2Rδ ||ξ||2,2,−δ;ER .
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Pour R assez grand, ||ξ||2,2,−δ;ER = 0 et par l'inégalité de Sobolev, ξ s'annule donc sur
ER, pour R >> 1. D'après la Prop.23, ξ ≡ 0 sur Ω, car Ω est connexe par hypothèse.
Ceci conclut la preuve du Théorème 13.

�

Le résultat suivant, comme son homologue dans le cas Time-symmetric le Corollaire 2,
ne nous servira pas mais découle de ce qui précède.

Corollaire 6:
Soit δ ∈] − (n + 1)/2 , 0] \ {−(n − 1)/2}, avec n = 3. Il existe une constante C > 0
dépendant de ||(g, π)||F telle que pour tout ξ ∈ W 2,2

−δ (T ),

||ξ||2,2,−δ 6 C ||P ∗ξ||2,−δ. (6.102)

Preuve :
Pour montrer que le noyau de P ∗ est de dimension �nie, on utilise le théorème de Riesz
en montrant que tout ensemble borné de kerP ∗ est || ||2,2,−δ− compact. Soit {ξk} une
suite de kerP ∗ telle que ||ξk||2,2,−δ = 1. Le théorème de Rellich nous dit que l'on peut
extraire de {ξk} une sous-suite, notée également {ξk}, qui converge dans W 1,2

−2δ vers une
limite ξ̄. La suite {ξk} est donc de Cauchy dans W 1,2

−2δ. D'après (6.54), compte tenu du
fait que {ξk} ∈ kerP ∗, la suite {ξk} est donc de Cauchy dans W 2,2

−δ , donc convergente
vers ξ̄ dans W 2,2

−δ , par unicité de la limite, ce qui conclut la preuve de la dimension �nie
de kerP ∗. kerP ∗ est donc un sous-espace vectoriel fermé de l'espace de Hilbert W 2,2

−δ en
tant que sous-espace vectoriel de dimension �nie d'un espace vectoriel normé. Il admet
par suite un supplémentaire fermé, noté W . Par conséquent, on peut écrire

W 2,2
−δ = kerP ∗ ⊕W

D'après le même argument que dans la preuve du Lemme 2 , il existe une constante
C > 0 dépendant de ||(g, π)||F telle que pour tout ξ ∈ W ,

||ξ||2,2,−δ 6 C ||P ∗ξ||2,−δ (6.103)

On conclut grâce à la trivialité de kerP ∗, d'après le théorème 13.
�

6.6 Structure de sous-variété

Nous démontrons dans cette section la structure de variété de C en tant que sous-
variété lisse de F . En fait, toutes les lignes de niveaux de Φ sont des sous-variétés lisses
de F .
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Théorème 14:
Soit Φ : F → L∗ l'opérateur de contrainte en dimension n = 3.
Pour chaque (ε0, εi) ∈ L∗ , pour tout δ ∈] − 2 ,−1[, l'ensemble des solutions des
équations de contrainte

C(ε0, εi) := {(g, π) ∈ F : Φ(g, π) = (ε0, εi)}

est une sous-variété de F . En particulier, l'espace des solutions des équations de
contrainte dans le vide C = C(0, 0) = Φ−1({0}) a une structure de sous-variété de
Hilbert.

Pour pouvoir utiliser le théorème des fonctions implicites, il faut montrer :

• kerDΦ(g, π) possède un supplémentaire fermé.

•• DΦ(g, π) est surjective.

Pour montrer que le noyau de DΦ(g, π) possède un supplémentaire fermé, on montre
qu'il est fermé. DΦ(g, π) étant un opérateur borné, son noyau est fermé par continuité
et puisque F est un espace Hilbertien, kerDΦ(g, π) admet un supplémentaire fermé,
que l'on peut prendre ici égal à son orthogonal.

Pour montrer que DΦ(g, π) est surjective, il su�t de montrer que Im DΦ(g, π) est
fermée. En e�et, puisque L∗ est un espace de Hilbert dont ImDΦ(g, π) est un sous-
espace vectoriel fermé, le théorème du supplémentaire orthogonal d'un fermé dans un
espace de Hilbert nous donne la décomposition en somme directe suivante

L∗ = ImDΦ(g, π)⊕
(

ImDΦ(g, π)
)⊥

.

En utilisant la relation suivante, découlant directement de (6.21)

kerDΦ(g, π)∗ =
(

ImDΦ(g, π)
)⊥

,

on obtient
L∗ = ImDΦ(g, π)⊕ kerDΦ(g, π)∗

On a prouvé la trivialité de kerDΦ(g, π)∗ dans le Théorème 13, ce qui entraîne

ImDΦ(g, π) = L∗.

Pour montrer que ImDΦ(g, π) est fermée, on considère des variations particulières
(h, p) de (g, π), de la forme{

hij = 2 y gij

pij =
(
2S(Y )ij − gijtrgS(Y )− (n− 1)(n− 2)τy gij

)√
g

, (6.104)

déterminées à l'aide des champs (y, Y i). Cela nous conduit à dé�nir l'opérateur F comme
suit

F (y, Y i) = [F0(y, Y i), Fi(y, Y
i)] = [DΦ0(g, π)(h, p), DΦi(g, π)(h, p)]. (6.105)
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Opérateur de contrainte : le cas général

D'après (6.15) et (6.16),
F0(y, Y i) = 2(n− 1)

√
g [−∆y + ny] + (4− n) Φ0(g, π) y + 2(n− 2)τdivY

√
g

+L2
δ [y + Y ] +W 1,2

δ ∇̊Y.

Fi(y, Y
i) = −2

√
g [−∆Yi + (n− 1)Yi] + 2 Φi(g, π) y +W 1,2

δ ∇̊y + L2
δ [y + Y ].

L'intérêt de ces variations particulières est de donner à l'opérateur F la forme d'un
opérateur elliptique car nous avons ensuite des estimées et des propriétés sur ces opé-
rateurs qui pourront nous permettre de conclure en montrant que Im F est fermée et
Coker F est de dimension �nie.
De même que l'opérateur A agissant sur les fonctions est présent dans l'expression de F
(5.68) dans le cas Time-symmetric, l'opérateur B = −∆ +n−1 agissant sur les champs
de vecteurs est également présent dans l'expression de F , puisque

F0(y, Y i) = 2(n− 1)
√
gAy + (4− n) Φ0(g, π) y + 2(n− 2)τdivY

√
g

+L2
δ [y + Y ] +W 1,2

δ ∇̊Y.

Fi(y, Y
i) = −2

√
g (BY l)gil + 2 Φi(g, π) y +W 1,2

δ ∇̊y + L2
δ [y + Y ].

(6.106)

L'estimée (6.107) obtenue au Théorème 15 pour l'opérateur B complète l'estimée
(5.69) obtenue au Théorème 10 pour l'opérateur A, et sera cruciale pour montrer que
l'image de F est fermée au Théorème 11.

Théorème 15:
Soient δ 6 0 et g ∈ G+. Soit l'opérateur B = −∆ + n− 1 et |s| < (n+ 1)/2.
Alors B : W 2,2

s (TM)→ L2
s(TM) est borné. De plus, il véri�e l'estimée elliptique

||Y ||2,2,s 6 C (||BY ||2,s + ||Y ||2,s;ΩR) . (6.107)

En particulier, B est un opérateur semi-Fredholm , i.e. B a un noyau de dimension
�nie et son image est fermée.

Preuve :
Soit l'opérateur B̊ = −∆̊ + n − 1 agissant sur les champs de vecteurs. D'après la
Proposition E de [40], le rayon indiciel de B̊ est (n + 1)/2 et par le Théorème C de
[40], ∀|s| < (n + 1)/2, B̊ : W 2,2

s (TM) → L2
s(TM) est un opérateur Fredholm. Par le

Corollaire 3.13 de [2] , B̊ est un isomorphisme pour la même plage de s. Il existe donc
une constante positive C = C(n, s) telle que

||Y ||2,2,s 6 C ||B̊Y ||2,s. (6.108)

La preuve du théorème est la même que celle du Théorème 10 où (6.108) remplace
(5.71).

�

Nous aurons besoin du théorème suivant, montrant que l'image de F est fermée, pour
pouvoir appliquer le Lemme 14 à F plus tard.
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Théorème 16:
Soit δ ∈]− (n+ 1)/2, 0] avec n = 3.
L'opérateur F : W 2,2

δ (M)×W 2,2
δ (TM)→ L2

δ(T ∗ ⊗ ΛnT ∗M) := L∗ est borné.
De plus, il véri�e l'estimée elliptique

||(y, Y )||2,2,δ 6 C (||F (y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||(y, Y )||2,δ;ΩR) . (6.109)

En particulier, F est un opérateur semi-Fredholm , i.e. F a un noyau de dimension
�nie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la dé�nition de F , l'inégalité triangulaire, (6.12) et l'inclusion de Sobolev
(δ 6 0) donnent directement

||F (y)||2,δ 6 C ||y||2,2,δ,

où C est une constante dépendant de g̊ et ||g||F .
Ainsi F est un opérateur borné (continu). En se servant de l'expression de F0(y, Y i) dans
(5.69) et en utilisant l'inégalité de Hölder (4.15), (4.19), l'inégalité de Ehrling (4.13),
l'inclusion de Sobolev avec δ 6 0 et Φ0(g, π) ∈ L2

δ ,

||y||2,2,δ 6 C (||Ay||2,δ + ||y||2,δ;ΩR)

6 C
(
||F0(y, Y )||2,δ + ||Φ0(g, π)y||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||div Y ||2,δ

+ε||Y ||2,2,0 + ||y||2,δ;ΩR
)

6 C (||F0(y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||Y ||2,2,δ + ||y||2,δ;ΩR) . (6.110)

D'autre part, en se servant de l'expression de Fi(y, Y i) dans (6.107) et en utilisant
l'inégalité de Hölder (4.15), (4.19), l'inégalité de Ehrling (4.13), l'inclusion de Sobolev
avec δ 6 0 et Φi(g, π) ∈ L2

δ ,

||Y ||2,2,δ 6 C (||BY ||2,δ + ||Y ||2,δ;ΩR)

6 C
(
||Fi(y, Y )||2,δ + ||Φi(g, π)y||2,δ + ||(y, Y )||2,0

+ε||Y ||2,2,0 + ||Y ||2,δ;ΩR
)

6 C (||Fi(y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ε||Y ||2,2,δ + ||Y ||2,δ;ΩR)

6 C (||Fi(y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||Y ||2,δ;ΩR) . (6.111)

Finalement, la combinaison de (6.110) et (6.111) donne (6.109).
Pour tout δ ∈] − (n + 1)/2, 0], l'estimée (6.109) véri�ée par F est analogue à celle du
Théorème 6 et par une démonstration similaire, on montre que F est semi-Fredholm,
i.e. F a un noyau de dimension �nie et son image est fermée.

�

Notons que F et son adjoint F ∗ ont la même structure

F ∗ : L2
−δ(T )→ W−2,2

−δ (T ∗ ⊗ ΛnT ∗M).

Soit F̃ ∗ la restriction de F ∗ dé�nie comme suit :

F̃ ∗ : W 2,2
−δ (T )→ L2

−δ(T ∗ ⊗ ΛnT ∗M).

On peut appliquer le Théorème 11 à F̃ ∗ pour montrer que kerF ∗ est de dimension �nie :
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Opérateur de contrainte : le cas général

Théorème 17:
Soit δ ∈]− (n+ 1)/2, 0] avec n = 3. L'opérateur F̃ ∗ : W 2,2

−δ (T )→ L2
−δ(T ∗ ⊗ΛnT ∗M)

est borné. De plus, il véri�e l'estimée elliptique

||(y, Y )||2,2,−δ 6 C
(
||F̃ ∗(y, Y )||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||(y, Y )||2,−δ;ΩR

)
. (6.112)

En particulier, F̃ ∗ est un opérateur semi-Fredholm , i.e. F̃ ∗ a un noyau de dimension
�nie et son image est fermée.

Preuve :
En partant de la dé�nition de F̃ ∗, l'inégalité triangulaire, (6.12) et l'inclusion de Sobolev
(δ 6 0) donnent directement

||F̃ ∗(y)||2,−δ 6 C ||y||2,2,−δ

En se servant de l'expression de F̃ ∗0 (y, Y i) (formellement identique à F0(y, Y i)) dans
(5.69) et en se servant de l'inégalité de Hölder (4.15) , (4.19), l'inégalité de Ehrling
(4.13), l'inclusion de Sobolev avec δ 6 0 et Φ0(g, π) ∈ L2

δ ,

||(y, Y )||2,2,−δ 6 C (||Ay||2,−δ + ||N ||2,−δ;ΩR)

6 C
(
||F̃ ∗0 (y, Y )||2,−δ + ||Φ0(g, π)y||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||div Y ||2,−δ

+ε||Y ||2,2,−2δ + ||y||2,δ;ΩR
)

6 C
(
||F̃ ∗0 (y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||Y ||2,2,−δ + ||y||2,−δ;ΩR

)
.(6.113)

D'autre part, en se servant de l'expression de F̃ ∗i (y, Y i) (formellement identique à
Fi(y, Y

i)) dans (6.107) et en se servant de l'inégalité de Hölder v , (4.19), l'inégalité de
Ehrling (4.13), l'inclusion de Sobolev avec δ 6 0 et Φi(g, π) ∈ L2

δ ,

||Y ||2,2,−δ 6 C (||BY ||2,−δ + ||Y ||2,−δ;ΩR)

6 C
(
||F̃ ∗i (y, Y )||2,−δ + ||Φi(g, π)y||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ

+ε||Y ||2,2,−2δ + ||Y ||2,−δ;ΩR
)

6 C
(
||F̃ ∗i (y, Y )||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ε||Y ||2,2,−δ + ||Y ||2,−δ;ΩR

)
6 C

(
||F̃ ∗i (y, Y )||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||Y ||2,−δ;ΩR

)
. (6.114)

Finalement, la combinaison de (6.113) et (6.114) donne (6.112).
Pour tout δ ∈] − (n + 1)/2, 0], l'estimée (6.112) véri�ée par F̃ ∗ est analogue à celle du
Théorème 6 et par une démonstration similaire, on montre que F̃ ∗ est un opérateur
semi-Fredholm, i.e. F̃ ∗ a un noyau de dimension �nie et son image est fermée.

�

Par régularité elliptique, kerF ∗ = ker F̃ ∗ est aussi de dimension �nie.

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le Théorème 14. Puisque l'image
de F est fermée d'après le Théorème 16, on peut appliquer le Lemme 14 à F , obtenant
ainsi (CokerF )∗ ' kerF ∗ et par suite du Théorème 17, (CokerF )∗ est de dimension
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�nie. En dimension �nie, un espace vectoriel et son espace dual sont isomorphes et
Coker F est donc de dimension �nie. L'opérateur F satisfait

ImF ⊂ ImDΦ(g, π) ⊂ L∗.

Soit π la projection canonique :

π : L∗ → Coker F

π(ImDΦ(g, π)) est fermé comme sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimen-
sion �nie (Coker F ). Im (DΦ(g, π)) est fermée comme image réciproque d'un fermé par
une application continue. Ceci conclut la preuve de la structure de variété de C en tant
que sous-variété lisse de F .

�
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Deuxième partie

Masse d'une variété faiblement
asymptotiquement hyperbolique
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Chapitre 7

Dé�nition et propriétés de la masse

7.1 Estimation d'une formule de trace

L'objet de cette section est l'obtention du Lemme 27, que nous utiliserons pour mon-
trer que la fonctionnelle masse est bien dé�nie. Les deux lemmes suivants seront utiles
dans sa preuve.

On considère les couronnes A1 = {1 < z < 2} × Sn−1 et Aλ = {λ < ρ < 2λ} × Sn−1

et l'application

ψλ : A1 → Aλ

(z, θ) 7→ (λz, θ) = (ρ, θ)

Sur Aλ, on a la métrique b ∼ ρ−2(dρ2 + dΩ2) dont la forme volume est dµb = ρ−n dρ dΩ.
Sur A1, la métrique b devient la métrique bλ ∼ z−2(dz2 +λ−2dΩ2) dont la forme volume
est dµbλ = z−n λ−(n−1)dz dΩ. Cependant, pour pouvoir utiliser le théorème de trace sur
A1 on veut une métrique e1 équivalente à la métrique euclidienne sur A1 de la forme
e1 = dz2 + dΩ2. On pose uλ = u ◦ ψλ.

Lemme 25:
En dimension n > 3, pour toute fonction u ∈ Lq(Sλ) :

||u||q;Sλ ≈ λ−
n
q ||uλ||q;S1

Preuve :
Etant donné que ρ ∼ λ sur Sλ, il vient

||u||q;Sλ =
(∫

Sλ

|u|qρ−ndΩ
) 1
q

≈ λ−
n
q

(∫
S1

|uλ|qdΩ
) 1
q

= λ−
n
q ||uλ||q;S1

�

Lemme 26:
En dimension n > 3, pour toute fonction u ∈ W 1,p

δ (Aλ) :

||uλ||1,p;A1 . λ
n−1
p
−1−δ ||u||1,p,δ;Aλ .
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Preuve :
Pour toute fonction u ∈ Lpδ(Aλ), étant donné que ρ ∼ λ sur Sλ et z ∼ 1 sur S1,

||u||pp,δ;Aλ =

∫
Aλ

|u|pbρ
pδdµb

≈
∫
Aλ

|u|pbρ
pδ−ndρdΩ

≈
∫
A1

|uλ|pe1λ
pδ−(n−1)dzdΩ

≈ λpδ−(n−1) ||uλ||p;A1

D'autre part,

|du|2b ∼ ρ2
(

(∂ρu)2(ρ, θ) + ĝθiθj∂θiu ∂θju
)

∼ λ2z2
(

(∂ρu)2(λz, θ) + ĝθiθj∂θiu ∂θju
)

Or uλ = u ◦ ψλ, ce qui entraîne ∂zuλ = λ∂ρu et

|du|2b ∼ z2
(

(∂zuλ)
2(z, θ) + λ2ĝθiθj∂θiu ∂θju

)
∼ |duλ|2bλ & λ2 |duλ|2e1 .

Plus généralement, |du|pb & λp |duλ|pe1 et par conséquent∫
Aλ

|du|pbρ
pδdµb & λp(1+δ−n−1

p
)

∫
A1

|duλ|pe1dzdΩ
�

Lemme 27:
Soit δn = 2n−3

2n−2
. Il existe deux constantes λ0 << 1 et c telles que pour tout λ 6 λ0,

pour toute fonction u dans W 1,2
δ (Eλ0), alors u ∈ L1(Sλ) et

||u||1;Sλ 6 c λ−(δn+δ)||u||1,2,δ;Aλ . (7.1)

Par conséquent, ||u||1;Sλ = o(λ−(δn+δ)) lorsque λ→ 0.

Preuve :
Inclusion de Sobolev en dimension n− 1 > 2 :
Pour tout q > 1, il existe une constante c telle que

||u||1;Sλ 6 c ||u||q;Sλ . (7.2)

Inégalité de Sobolev en dimension n− 1 > 2 :
Pour tout q tel que 2 6 q 6 2(n−1)

n−2
, il existe une constante c telle que

||uλ||q;S1 6 c ||uλ||1/2,2;S1 . (7.3)
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Puisque uλ ∈ W 1,2(A1), le théorème de trace implique que uλ ∈ W 1/2,2(S1) et

||uλ||1/2,2;S1 6 ||uλ||1,2;A1 . (7.4)

Pour obtenir l'inégalité (7.1) la plus �ne possible, il convient de prendre q = 2(n−1)
n−2

,
valeur maximale permise dans (7.2) et (7.3) tout en étant minimale dans le Lemme 25.
Il ne reste plus alors qu'à combiner ces di�érentes inégalités à (7.4) et au Lemme 26,
obtenant ainsi

δn =
n

q
+ 1− n− 1

2
=

2n− 3

2n− 2 �

7.2 Cadre d'étude

On considère une métrique Riemannienne modèle bk de dimension n sur B :=]0, 2 ρ0]×
N de la forme

bk = ρ−2
(
dρ2 + (1− kρ2

4
)2h
)
, k = {0,±1} (7.5)

où (N, h) est une variété Riemannienne d'Einstein compacte de dimension n − 1 dont
la courbure de Ricci est donnée par

Ric h = k(n− 2)h , k = {0,±1} , n > 3. (7.6)

Ceci permet de prendre en considération les di�érentes géométries possibles pour N .
Les équations (7.5) et (7.6) impliquent que bk est d'Einstein et en notant respectivement
Ric bk et R(bk) la courbure de Ricci et la courbure scalaire de bk,

Ric bk = −(n− 1)bk , R(bk) = −n(n− 1) = 2Λ. (7.7)

On note (bk)∇ la dérivée covariante pour la métrique bk et on dé�nit

Nbk := {V ∈ C∞(B)� (bk)∇ (bk)∇V = V (Ric bk + nbk)}.

Lorsque h est une variété Riemannienne complète de courbure sectionnelle constante,
on a le résultat suivant (cf. [17], Annexe B) sur Nbk :
• Lorsque k = 0,−1 =⇒ Nb0 = Nb−1 = Vect

(
V(0)

)
avec V(0) = ρ−1(1 + kρ2

4
).

• Lorsque k = 1, (N, h) = (Sn−1, gSn−1) et b1 est la métrique hyperbolique.
Si on s'inspire du modèle de la boule de Poincaré (voir par exemple [19], équations
(3.3) et (3.4) avec ω = 1

2
(1− |x|2) = ρ(1 + ρ

2
)−2), on a

Nb1 = Vect{V(µ)}µ=0,...,n

avec V(0) = ρ−1(1 + ρ2

4
) et V(i) = ρ−1

(
1 + ρ

2

)2
xi , i = 1, . . . , n

où les xi sont les coordonnées cartésiennes sur la boule de IRn.

Remarque : Pour tout k = {0,±1} , ∀µ = 0, . . . , n, lorsque ρ→ 0,

V(µ) = O(ρ−1) et | (bk)∇V(µ)|bk = O(ρ−1).
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Soit Ω̃ρ0 := {x ∈ M : ρ(x) > 2 ρ0}. On considère le di�éomorphisme φ entre
B =]0, 2 ρ0]×N et Ẽρ0 = {x ∈M : ρ(x) 6 2 ρ0} =M\ Ω̃ρ0 ⊂Mext

φ : Ẽρ0 →]0, 2 ρ0]×N.

On transporte bk par φ et on obtient la métrique g̊ = φ∗bk sur Ẽρ0 . On prolonge g̊
de manière C∞ sur M\ Ẽρ0 , ainsi les conditions d'intégrabilité suivantes sur M sont
satisfaites :

Ric g̊ + (n− 1)̊g ∈ C∞c ⊂ L2
δ (7.8)

R(̊g)− 2Λ ∈ C∞c ⊂ L1
−1 (7.9)

Soit V∞ ∈ Nbk . On ramène V∞ sur Ẽρ0 par φ et on le prolonge de façon C∞ sur Ω̃ρ0 (à
l'intérieur) en une fonction V̊∞. On obtient ainsi V̊∞ = φ∗V∞ = V∞ ◦ φ−1 sur Ẽρ0 et en
particulier sur Ẽρ0 :

∇̊∇̊V̊∞ = V̊∞(Ric g̊ + ng̊) (7.10)

(R(̊g)− 2Λ) V̊∞ = 0 (7.11)

Pour ρ1 << 1 tel que ρ1 6 ρ0, on dé�nit une fonction de troncature χρ1 surM véri�ant

χρ1 =

{
1 sur Ẽρ1/2

0 sur Ω̃ρ1

On dit que V̂∞ ∈ C∞(M) est un KID au voisinage de l'in�ni représentant V∞ s'il
existe ρ1 << 1 tel que ρ1 6 ρ0 pour lequel

V̂∞ = χρ1V̊∞ =

{
V̊∞ sur Ẽρ1/2

0 sur Ω̃ρ1

(7.12)

Remarque : V̂∞ n'est pas uniquement déterminé par sa valeur V̊∞ sur Ẽρ1/2 car sa valeur

sur la couronne Aρ1 := Ω̃ρ1/2 \ Ω̃ρ1 = {x ∈ M : ρ1 < ρ(x) < 2 ρ1} n'est pas �xée. Cela
dit, deux KID V̂1 et V̂2 au voisinage de l'in�ni représentant le même V∞ ne di�èrent que
sur une couronne au maximum, donc di�èrent d'une fonction lisse à support compact
inclus dans une couronne.

Une fonction V ∈ C∞(M) est appelée fonction asymptotiquement KID s'il existe
V∞ ∈ Nb dont le KID à l'in�ni V̂∞ est tel que V − V̂∞ ∈ W k,2

s (M). Si V1 et V2 sont
deux fonctions asymptotiquement KID représentant V∞, alors V1 − V2 ∈ W k,2

s (M) et
on peut dé�nir la classe des fonctions asymptotiquement KID représentant V∞ :

V∞ +W k,2
s (M) := {V : V − V̂∞ ∈ W k,2

s (M)}

On notera dans cette partie
√
g̊ la mesure de volume associée à la métrique g̊.
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7.3 Dé�nition de la fonctionnelle masse

On considère pour toute cette partie sur la masse le cas Time-symmetric dans lequel
M est une hypersurface de genre espace totalement géodésique de l'espace-temps N .
On introduit l'opérateur suivant

R0(g) :=
(
∇̊2 ijgij − ∆̊tr̊gg − Ric g̊ (̊g−1 e g̊−1) + 1

2
(R(̊g)− 2Λ)tr̊ge

)√
g̊ (7.13)

En notant eij = gij− g̊ij, l'opérateur R0(g) n'est autre que la linéarisée de la courbure
scalaire de g̊ dans la direction e. En e�et, dans le cas Time-symmetric, l'opérateur de
contrainte sera notre opérateur de densité de charge locale

Φ0(g) := (R(g)− 2Λ)
√
g.

D'après (5.11) , l'expression de sa linéarisée en g̊ dans la direction e est

DΦ0(̊g).e =
(
∇̊i∇̊jeij − ∆̊tr̊ge

)√
g̊ −

[
Ric g̊ (̊g−1 e g̊−1)− 1

2
(R(̊g)− 2Λ)tr̊ge

]√
g̊

= R0(g) ,

et son L2(dµ(̊g))-adjoint formel est

DΦ0(̊g)∗.V =
(
∇̊i∇̊jV − g̊ij∆̊V − [Ric g̊ − 1

2
(R(̊g)− 2Λ)̊gij]V

)√
g̊. (7.14)

En reprenant les notations de [46], l'integrande-charge U(V, e) est la 1-forme di�érentielle
apparaissant dans la formule d'intégration par partie

〈V,DΦ0(̊g).e〉0 = div0U(V, e) + 〈DΦ0(̊g)∗.V, e〉0 , (7.15)

où 〈 , 〉0 désigne le produit scalaire pour la métrique g̊.
On dé�nit la fonctionnelle suivante, appelée masse dans la direction V∞, comme suit

M(V∞, φ, g) :=

∫
M

div0U(V̂∞, e)

=

∫
M
〈V̂∞, DΦ0(̊g).e〉0 −

∫
M
〈DΦ0(̊g)∗.V̂∞, e〉0 (7.16)

=

∫
M
V̂∞R0(g)−

∫
M
〈DΦ0(̊g)∗.V̂∞, e〉0.

Par construction de V̂∞ , DΦ0(̊g)∗.V̂∞ = 0 sur Ω̃ρ1 et DΦ0(̊g)∗.V̂∞ = 0 sur Ẽρ1/2, compte
tenu de (7.10) et (7.11), ainsi

M(V∞, φ, g) =

∫
Ẽρ1

V̂∞R0(g)−
∫
Aρ1

〈DΦ0(̊g)∗.V̂∞, e〉0. (7.17)

Les parties d'ordre 0 en e étant les mêmes dans V̂∞R0(g) et 〈DΦ0(̊g)∗.V̂∞, e〉0, elles se
simpli�ent dans l'expression (7.17) de M et on obtient

M(V∞, φ, g) =

∫
Ẽρ1

{
V̂∞(∇̊2 ijgij − ∆̊tr̊gg)− (∇̊2 ijV̂∞ − ∆̊V̂∞ g̊

ij) eij

}√
g̊

=

∫
Ẽρ1

∇̊i
{
V̂∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̂∞tr̊ge− ∇̊jV̂∞eij

}√
g̊.

(7.18)
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Remarque : La dé�nition (7.18) nous permet de dire que la masse dépend de V∞ mais
est indépendante du choix du KID au voisinage de l'in�ni représentant V∞. En e�et, si
l'on choisit deux KIDs V̂1 et V̂2 représentant V∞, d'après une remarque précédente, leur
di�érence est une fonction lisse à support compact (inclus dans Aρ1). La di�érence des
deux masses obtenues pour V̂1 et V̂2 est alors l'intégrale d'une divergence d'une 1-forme
à support compact, donc nulle.
Le lemme suivant donne les conditions d'intégrabilités nécessaires à la validité du pro-
cessus d'intégration que nous appliquerons sur une suite d'hypersurfaces compactes
partant à l'in�ni ; processus clef dans notre dé�nition de la masse (7.19).

Lemme 28: ([5], Lemma 4.3)
SoitM =

⋃
k>1Mk une exhaustion d'une variété n-dimensionnelle non compacteM

par des ensembles compacts à bords lisses ∂Mk. Supposons que β ∈ W 1,2
loc (Λn−1T ∗M)

satisfasse dβ ∈ L1(ΛnT ∗M). Alors
1. ∮

∂Mk

β existe pour tout k > 1 ,

2. ∮
∂M∞

β := lim
k→+∞

∮
∂Mk

β existe.

Preuve :
∂Mk étant lisse, le théorème de trace nous dit que

β ∈ W 1/2,2(∂Mk) ⊂ L2(∂Mk) ⊂ L1(∂Mk),

où les espaces de Sobolev fractionnaires sont dé�nis en utilisant la transformée de Fourier
de manière usuelle. Ceci montre que les intégrales de bord loin de l'in�ni sont bien
dé�nies. La dé�nition de la dérivée au sens faible nous permet d'appliquer le théorème
de Stokes à dβ sur n'importe quelle région compacte. En particulier, pour tout 1 6 q 6 p,∮

∂Mp

β −
∮
∂Mq

β =

∮
Mp\Mq

dβ.

Puisque dβ ∈ L1(ΛnT ∗M), le membre de droite de l'équation ci-dessus est un o(1)
lorsque q = min(p, q)→ +∞ et par suite, {

∮
∂Mk

β}∞k=1 est une suite de Cauchy, conver-
gente dans IR comme annoncé.

�

D'après le Théorème de Divergence-�ux,

M(V∞, φ, g) =

∫
∂Ẽρ1

{
V̂∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̂∞tr̊ge− ∇̊jV̂∞eij

}
ηi dσ

où η est la normale extérieure à ∂Ẽρ1 dansM et dσ est la mesure induite sur ∂Ẽρ1 .
Ẽρ1 possède deux composantes de bord disjointes. Un bord à l'in�ni noté S∞ et un
bord intérieur ∂Ω̃ρ1 = Sρ1 . Il se trouve que V̂∞ est nul sur Sρ1 par construction et que
pour ρ 6 ρ2

1, V̂∞ = V̊∞. On utilise donc le Lemme 28 (sous réserve que les conditions
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d'intégrabilité soient véri�ées) avec l'exhaustion M =
⋃
k>1 Sk où Sk = {x ∈ M :

ρ(x) = 1/k} et �nalement la masse prend la forme suivante

M(V∞, φ, g) =

∫
S∞

{
V̊∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̊∞tr̊ge− ∇̊jV̊∞eij

}
νi dσ0 (7.19)

=

∫
S∞

U(V∞, e)(ν) dσ0

où S∞ = limSk
k→0+

, ν la normale extérieure à S∞ dansM et dσ0 la mesure induite sur S∞.

On obtient donc l'expression de l'intégrande intervenant dans la dé�nition de la masse

U(V∞, e) = U(V∞, φ, g) = V̂∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̂∞tr̊ge− ∇̊jV̂∞eij

= g̊jk
(
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∂iV̂∞(g − g̊)jk − ∂kV̂∞(g − g̊)ij

)
. (7.20)

Formellement,

M(V∞, φ, g) =

∫
S∞

{
V̂∞ (div0e− dtr̊ge) + dV̂∞(tr̊ge)− e(∇̊V̂∞, .)

}
(ν) dσ0,

qui coïncide avec la fonctionnelle dé�nie dans [34] ou [21].
Il reste à véri�er si les conditions d'intégrabilité du Lemme 28 sont satisfaites pour bien
avoir l'équivalence des dé�nitions (7.18) et (7.19). Les fonctions V̂∞∇̊g ν et ∇̊V̂∞(g−g̊) ν
étant dans W 1,2

loc car g ∈ G+, il ne reste qu'à montrer V̂∞R0(g) ∈ L1 pour montrer que
les expressions (7.18) et (7.19) sont toutes deux bien dé�nies et donc coïncident. Ceci
est fait dans la section suivante.

7.4 Régularité

Le Lemme 27 implique le corollaire suivant, qui servira aussi bien à justi�er que la
masse est bien dé�nie qu'à simpli�er la preuve de son invariance géométrique.

Corollaire 7:
La dé�nition de la fonctionnelle M (7.18) reste valable (et inchangée) si on remplace
le KID au voisinage de l'in�ni représentant V∞ par toute fonction asymptotiquement
KID V ∈ V∞ +W 2,2

s (M) , ∀s 6 −δn − δ.

Preuve :
La di�érence entre les dé�nitions (7.19) pour V et V̂∞ est l'intégrale

lim
λ→0

∫
Sλ

{
(V − V̂∞) (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊i(V − V̂∞)tr̊ge− ∇̊j(V − V̂∞)eij

}
νi dσ0 (7.21)

Les fonctions (V − V̂∞)∇̊(g− g̊) ν et ∇̊(V − V̂∞) (g− g̊) ν présentes sous l'intégrale sont
dans W 1,2

s+δ(M) et d'après le Lemme 27, l'intégrale (7.21) décroit comme o(λ−(δn+δ+s))
lorsque λ→ 0. La condition s 6 −δn − δ assure que (7.21) tende bien vers 0 .

�

Le point d'orgue de cette section est le Théorème 18. Nous aurons besoin du lemme
suivant dans la preuve de la Proposition 24, de laquelle découle presque directement le
théorème.
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Lemme 29:
SoitM une variété n-dimensionnelle. Soit g et g̊ deux métriques Riemanniennes sur
M. En notant eij = gij − g̊ij,

Ric g̊jk

(
gjk + (gjk − g̊jk)

)
= R(̊g) +O(e2),

où O(e2) est une somme de termes au minimum quadratiques en e.

Preuve :

g = g̊ + e = g̊ (1 + g̊−1e)

et par conséquent

g−1 = (1 + g̊−1 e)−1 g̊−1

=
(
1− g̊−1 e+O(e2)

)
g̊−1

= g̊−1 − g̊−1 e g̊−1 +O(e2).

Finalement,
g−1 + g̊−1 e g̊−1 = g̊−1 +O(e2).

�

Proposition 24:
Soit g ∈ G+. Alors pour tout δ 6 −1/2, il existe une constante c > 0 dépendant de g̊
et δ telle que

||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 6 c(1 + ||g − g̊||22,2,δ). (7.22)

Preuve :
D'après (5.9), la courbure scalaire de g peut être exprimée sous la forme

R(g) = gjk Ric g̊jk +Q(g−1∇̊g) + gikgjl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl),

où Q est une somme de termes quadratiques en g−1∇̊g.

R(g)− 2Λ = gjk Ric g̊jk − 2Λ +Q(g−1, ∇̊g) + g̊ikg̊jl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl)

+
(

(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)
)

(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl)

= Ric g̊jk

(
gjk + (̊g−1 e g̊−1)jk

)
− 2Λ +Q(g−1, ∇̊g) +R0(g)/

√
g̊

+
(

(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)
)

(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl)−
1

2
(R(̊g)− 2Λ)tr̊ge.

On obtient grâce au Lemme 29,

R(g)− 2Λ = R(̊g)− 2Λ +O(e2) +Q(g−1, ∇̊g) +R0(g)/
√
g̊

+
(

(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)
)

(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl)

−1

2
(R(̊g)− 2Λ)̊gij(gij − g̊ij).
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Par conséquent,

Φ0(g)−R0(g) = (R(̊g)− 2Λ)
√
g +O(e2) +Q(g−1, ∇̊g) +R0(g)(

√
g −

√
g̊)/
√
g̊

+
(

(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)
)

(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl)
√
g

−1

2
(R(̊g)− 2Λ)̊gij(gij − g̊ij)

√
g.

En utilisant l'inégalité de Hölder (4.16) et l'inclusion de Sobolev (δ 6 −1/2)

||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 6 c
{
||R(̊g)− 2Λ||1,−1 + ||(g − g̊)2||1,−1 + ||(∇̊g)2||1,−1

+||R0(g)(
√
g −

√
g̊)||1,−1 + ||(g − g̊)∇̊2g||1,−1

+||(R(̊g)− 2Λ)(g − g̊)||1,−1

}
6 c

{
||R(̊g)− 2Λ||1,−1 + ||g − g̊||22,δ + ||∇̊g||22,δ

+||g − g̊||2,δ||R0(g)||2,δ + ||g − g̊||2,δ||∇̊2g||2,δ
+||g − g̊||∞,0||R(̊g)− 2Λ||1,−1

}
6 c

{
||R(̊g)− 2Λ||1,−1 + ||g − g̊||22,2,δ + ||g − g̊||2,δ||R0(g)||2,δ

+||g − g̊||2,δ||R(̊g)− 2Λ||1,−1

}
. (7.23)

D'après la dé�nition (7.13) de R0(g), l'inégalité de Hölder (4.16), l'inégalité de Sobolev
et l'inclusion de Sobolev (δ 6 0),

||R0(g)||2,δ 6 c
{
||∇̊2(g − g̊)||2,δ + ||g − g̊||∞,δ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,0

+||g − g̊||2,δ + ||R(̊g)− 2Λ||2,0||g − g̊||∞,δ
}

6 c ||g − g̊||2,2,δ
{

1 + ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ + ||R(̊g)− 2Λ||2,δ
}
.

Compte tenu des conditions d'intégrabilité (7.8),

||R0(g)||2,δ 6 c ||g − g̊||2,2,δ ,

et par conséquent R0(g) ∈ L2
δ .

En remplaçant dans (7.23), compte tenu des conditions d'intégrabilité (7.8) et (7.9),

||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 6 c
{

1 + ||g − g̊||22,2,δ + ||g − g̊||2,2,δ
}
.

On conclut en utilisant la relation 2a 6 1 + a2 avec a = ||g − g̊||2,2,δ.
�

Théorème 18:
Soit ε ∈ L1

−1(ΛnT ∗M). Lorsque l'on �xe φ et V∞, la fonctionnelle M dé�nie par
(7.17) est lisse sur la sous-variété de Hilbert C(ε),

M ∈ C∞(C(ε); IR).
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Preuve :
La fonctionnelle M dépendant linéairement de g, il nous su�t de montrer que M est
bornée sur C(ε) au sens où les intégrales présentes dans (7.17) sont convergentes. La
deuxième intégrale étant à support compact, elle est convergente. Comme V̂∞ = O(ρ−1),
montrer que la première intégrale est convergente revient à montrer que R0(g) ∈ L1

−1,
ce qui découle de la proposition 24. En e�et, puisque ε ∈ L1

−1(M), on peut conclure la
preuve du Théorème 18 par

||R0(g)||1,−1 6 ||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 + ||Φ0(g)||1,−1

6 c
{

1 + ||g − g̊||22,2,δ
}

+ ||ε||1,−1.
�

Par conséquent, les expressions (7.18) et (7.19) de la masse sont toutes deux bien
dé�nies et coïncident. Dans la section suivante, nous allons nous intéresser au caractère
géométrique de la masse et notamment à la dépendance de la masse par rapport au
di�éomorphisme choisi pour la dé�nir.

7.5 Invariance géométrique

Lemme 30:
Soient k = 0, 1, 2, s ∈ IR, g ∈ G+ avec δ 6 0. On dé�nit les espaces de Sobolev à
poids W k,2

s (g) de manière analogue à W k,2
s , en remplaçant g̊ par g. Alors on a

W k,2
s (g) = W k,2

s .

En d'autres termes, les espaces W k,2
s sont indépendants de la métrique de G+ utilisée

pour les dé�nir.

Preuve :
Soit ∇ la connexion relative à la métrique g. On rappelle que toute métrique g ∈ G+

est équivalente à g̊ lorsque δ 6 0. Nous noterons respectivement

W̊k,s := W k,2
s (̊g) et Wk,s := W k,2

s (g).

Il nous faut montrer que W̊k,s = Wk,s, ∀k = 0, 1, 2,∀s ∈ IR. Soit g = g̊ + W̊k,s , s ∈ IR.
Montrons l'inclusion W̊k,s ⊂ Wk,s :
Pour k = 0 : Soit le tenseur u ∈ Tmr (M) tel que u ∈ W̊0,s, alors puisque g et g̊ sont
équivalentes, on a immédiatement l'inclusion

W̊0,s ⊂ W0,s. (7.24)

Pour k = 1 : soit u ∈ W̊1,s, alors u et ∇̊u sont dans W̊0,s ⊂ W0,s.

∇u ' ∇̊u± Au

Puisque g ∈ G+, A ∈ W̊1,δ et par (4.17), Au ∈ W̊0,s+δ. Compte tenu de l'inclusion de
Sobolev (δ 6 0) et (7.24) , on a l'inclusion

W̊0,s+δ ⊂ W0,s, (7.25)
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ce qui entraîne Au ∈ W0,s et par suite ∇u ∈ W0,s, ce qui donne bien l'inclusion

W̊1,s ⊂ W1,s. (7.26)

Pour k = 2 : soit u ∈ W̊2,s, alors u et ∇̊2u ∈ W̊0,s ⊂ W0,s et ∇̊u ∈ W̊1,s ⊂ W1,s

∇2u ' ∇̊2u± ∇̊(Au)± A∇̊u± A2u

' ∇̊2u± u∇̊A± A∇̊u± A2u.

Puisque g ∈ G+, A ∈ W̊1,δ et par (4.17), A∇̊u ∈ W̊0,s+δ ⊂ W0,s d'après (7.25). Puisque
A ∈ W̊1,δ, ∇̊A ∈ W̊0,δ et par (4.17), A2 ∈ W̊0,2δ. Par l'inégalité de Sobolev et compte
tenu de l'inclusion de Sobolev (δ 6 0), l'inégalité de Hölder et (7.24), on a les inclusions
A2u ∈ W0,s et u∇̊A ∈ W0,s et par suite ∇2u ∈ W0,s, ce qui donne bien l'inclusion

W̊2,s ⊂ W2,s. (7.27)

Pour montrer l'inclusion inverse Wk,s ⊂ W̊k,s, il su�t de remarquer que par (7.27),
g = g̊ +Wk,s que l'on peut encore écrire g̊ = g +Wk,s. Nous pouvons alors appliquer le
même raisonnement que précédemment en inversant les rôles de g et g̊.

�

Forts de ce résultat, nous pourrons continuer par la suite à utiliser la notation W k,2
s

pour désigner les espaces de Sobolev sans faire référence à la métrique (de G+) utilisée
pour les dé�nir, sans que cela donne lieu à une quelconque ambiguïté.

A�n de montrer l'invariance géométrique de notre dé�nition de masse (7.19), consi-
dérons φ et ψ deux di�éomorphismes permettant de transporter la métrique b surMext{

g̊ = φ∗b

g̃ = ψ∗b,
(7.28)

les deux métriques étant prolongées de façon lisse et arbitraire surM. On procède de
même pour V∞.

Compte tenu des résultats de R. Bartnik [5] et de ceux P. Chru±ciel, M. Herzlich [19]
et P. Chru±ciel, G. Nagy [17] nous proposons l'a�rmation suivante :

Conjecture 1:
Supposons que g ∈ G+ = g̊ +W 2,2

δ et g ∈ g̃ +W 2,2
δ (g̃), avec δ 6 −n/2 , n = 3.

Alors, à une isométrie près du modèle, il existe un champ de vecteur ξ ∈ W 3,2
δ tel que

g̃ij = g̊ij + (Lξg̊)ij +W 2,2
2δ ,

Ṽ∞ = V̊∞ + ∇̊iV̊∞ξ
i +W 2,2

2δ+1.

Une première tentative de preuve consisterait à essayer d'adapter, par une étude �ne en
faible régularité, la preuve donnée dans [17]. On pourrait prendre des poids δ di�érents
dans les espaces de Sobolev relatifs à g̊ et g̃, on obtiendrait alors le résultat pour le poids
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le plus grand. Notons qu'une conséquence, prouvée ultérieurement, sera que g̃ ∈ G+ ce
qui n'était a priori pas le cas.

Le théorème suivant, tributaire de la Conjecture 1, énonce l'invariance géométrique
de notre fonctionnelle masse, caractère indispensable pour espérer traduire une certaine
réalité physique en accord avec les principes de la relativité générale.

Théorème 19:
Soit g ∈ G+, avec δ ∈ ] − (n + 1)/2 , −n/2] et n = 3. Soient φ et ψ deux di�éomor-
phismes comme dans (7.28). Alors

M(V∞, φ, g) = M(V∞, ψ, g).

Preuve :
La Conjecture 1 nous donne

Ṽ∞ = V̊∞ + ∇̊iV̊∞ξ
i +W 2,2

2δ+1,

or ∇̊iV̊∞ξ
i ∈ W 3,2

δ+1 puisque ξ ∈ W 3,2
δ , ce qui entraîne grâce à l'inclusion de Sobolev

(δ 6 0) que Ṽ∞ − V̊∞ ∈ W 2,2
δ+1. Cela montre que le KID au voisinage de l'in�ni V̂∞(g̃)

représentant V∞ et construit avec la métrique g̃ est tel que

V̂∞(g̃) ∈ V∞ +W k,2
δ+1(M).

Puisque δ ∈ ]−(n+1)/2 , −n/2], la condition δ+1 6 −δn−δ est bien satisfaite. On peut
donc utiliser le Corollaire 7 et choisir n'importe quel représentant de la classe d'équiva-
lence V∞ +W k,2

δ+1(M) pour dé�nir la masse sans en changer la valeur. On peut prendre
en particulier V̂∞ pour dé�nir à la fois U(V∞, φ, g) et U(V∞, ψ, g), notés respectivement
Ů et Ũ a�n d'alléger les notations. On notera ∇̃ et

√
g̃ la connexion et la mesure de

volume pour la métrique g̃. D'après (7.18), il nous faut donc calculer

β := ∇̊Ů
√
g̊ − ∇̃Ũ

√
g̃

avant de l'intégrer sur Ẽρ1 et montrer que le résultat est nul. Les métriques g̊ et g̃ étant
équivalentes, d'après (7.20),

β = ∇̊i
{
g̊jk

(
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∂iV̂∞(g − g̊)jk − ∂kV̂∞(g − g̊)ij

)}√
g̊

−∇̃i
{
g̃jk

(
V̂∞ (∇̃kgij − ∇̃igjk) + ∂iV̂∞(g − g̃)jk − ∂kV̂∞(g − g̃)ij

)}√
g̃

= ∇̊i
{
g̊jk

(
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∂iV̂∞(g − g̊)jk − ∂kV̂∞(g − g̊)ij

)}√
g̊

−∇̊i
{
g̃jk

(
V̂∞ (∇̃kgij − ∇̃igjk) + ∂iV̂∞(g − g̃)jk − ∂kV̂∞(g − g̃)ij

)}√
g̊

= ∇̊i
{
g̊jk

(
V̂∞
[
(∇̊k − ∇̃k)gij − (∇̊i − ∇̃i)gjk

])}√
g̊

+∇̊i
{
g̊jk

(
∂iV̂∞(g̃ − g̊)jk − ∂kV̂∞(g̃ − g̊)ij

)}√
g̊

+∇̊
{

(g̃ − g̊)
(
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

)}√
g̊.
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En posant Ã k
i j = Γ̃ k

i j − Γ̊ k
i j, on obtient d'après (5.6) et (5.7),

(∇̊k − ∇̃k)gij − (∇̊i − ∇̃i)gjk = ∇̊kg̃ij − ∇̊ig̃jk.

Par conséquent,

β = ∇̊i
{
g̊jk

(
V̂∞ (∇̊kg̃ij − ∇̊ig̃jk) + ∇̊iV̂∞(g̃ − g̊)jk − ∇̊kV̂∞(g̃ − g̊)ij

)}√
g̊

+∇̊
{

(g̃ − g̊)
(
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

)}√
g̊

= ∇̊U(V̂∞, φ, g̃)
√
g̊ + ∇̊

{
(g̃ − g̊)

(
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

)}√
g̊.

L'intégration sur Ẽρ1 donne d'après (7.19),

M(V∞, φ, g)−M(V∞, ψ, g)

= M(V∞, φ, g̃) +

∫
∂Ẽρ1

(g̃ − g̊)
(
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

)
ν dσ0

=

∫
Ẽρ1

g̊jk ∇̊i
{
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∇̊iV̂∞(g − g̊)jk − ∇̊kV̂∞(g − g̊)ij

}√
g̊

+

∫
S∞

(g̃ − g̊)
(
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

)
ν dσ0. (7.29)

L'expression exacte du deuxième terme du membre de droite importe peu dans la mesure
où ce terme ne contribue pas une fois intégré sur la sphère à l'in�ni, d'après le même
argument que celui utilisé dans le Corollaire 7. En e�et, puisque (g̃ − g̊) ∈ W 2,2

δ et
que V̂∞ = O(ρ−1) et |∇̊V̂∞ |̊g = O(ρ−1) lorsque ρ → 0, alors (g̃ − g̊)V̂∞ ∈ W 2,2

δ+1 et
∂V̂∞(g−g̃) ∈ W 2,2

δ+1. Par conséquent, les fonctions (g̃−g̊) V̊∞ ∇̃g ν et (g̃−g̊) ∇̊V̊∞(g−g̃) ν

sont respectivement dans W 1,2
2δ+1 et W 2,2

2δ+1. Puisque δ ∈ ] − (n + 1)/2,−n/2], d'après le
Lemme 27, lorsque ρ tend vers 0, la première intégrale sur S∞ est un o(ρ−δn−1−2δ) avec
−δn − 1 − 2δ > 0 et la Proposition 1 indique que la deuxième intégrale sur S∞ est un
o(ρ−2δ−1) = o(ρn−1). Toutes deux ne contribuent donc pas après intégration sur S∞.
Ainsi, on obtient

M(V∞, φ, g)−M(V∞, ψ, g) = M(V∞, φ, g̃).

Montrons maintenant que M(V∞, φ, g̃) est nulle. A ce stade de la démonstration, nous
n'avons pas encore utilisé que g̃ = ψ∗b. On utilise l'expression de g̃ de la Conjecture 1 :

g̃ij = g̊ij + ∇̊iξj + ∇̊jξi +Wij avec W ∈ W 2,2
2δ . (7.30)

U(V∞, φ, g̃) = g̊jk
(
V̂∞ (∇̊kg̃ij − ∇̊ig̃jk) + ∇̊iV̂∞(g̃ − g̊)jk − ∇̊kV̂∞(g̃ − g̊)ij

)
= V̂∞ g̊

jk(∇̊k∇̊iξj + ∇̊k∇̊jξi − ∇̊i∇̊jξk − ∇̊i∇̊kξj)

+g̊jk
(
∇̊iV̂∞(∇̊jξk + ∇̊kξj)− ∇̊kV̂∞(∇̊iξj + ∇̊jξi)

)
+V̂∞ ∇̊W + ∇̊V̂∞W

= 2∇̊iV̂∞(∇̊jξ
j) + V̂∞ (∇̊j∇̊iξ

j + ∇̊j∇̊jξi − 2∇̊i∇̊jξ
j)

−∇̊jV̂∞(∇̊iξ
j + ∇̊jξi) + V̂∞ ∇̊W + ∇̊V̂∞W.
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Le terme V̂∞ ∇̊W+∇̊V̂∞W est exactement du même type que le terme sous la deuxième
intégrale du membre de droite de (7.29) et ne contribue pas une fois intégré sur la sphère
à l'in�ni, on peut donc l'omettre dans le reste du calcul. On utilise l'identité suivante,
obtenue en prenant la trace de l'identité de Ricci (2.5)

(Ric g̊)ijξ
j = ∇̊j∇̊iξ

j − ∇̊i∇̊jξ
j,

ce qui entraîne

U(V∞, φ, g̃) = 2 ∇̊iV̂∞(∇̊jξ
j)− (∇̊jV̂∞∇̊iξ

j + V̂∞∇̊j∇̊iξ
j)− ∇̊jV̂∞∇̊jξi + V̂∞∇̊j∇̊jξi

+2 V̂∞ (Ric g̊)ijξ
j.

Compte tenu des égalités suivantes :

2 ∇̊iV̂∞(∇̊jξ
j) = 2 ∇̊j(∇̊iV̂∞ξ

j)− 2 ∇̊j∇̊iV̂∞ξ
j

−(∇̊jV̂∞∇̊iξ
j + V̂∞∇̊j∇̊iξ

j) = −∇̊j(V̂∞∇̊iξ
j)

−∇̊jV̂∞∇̊jξi = −∇̊j(∇̊jV̂∞ξi) + ∆̊V̂∞ξi

V̂∞ ∇̊j∇̊jξi = ∇̊j(V̂∞ ∇̊jξi)− ∇̊jV̂∞∇̊jξi

= ∇̊j(V̂∞ ∇̊jξi)− ∇̊j(∇̊jV̂∞ξi) + ∆̊V̂∞ξi

U(V∞, φ, g̃) = 2 ∇̊j(2 ∇̊[iV̂∞ξj] − V̂∞∇̊[iξj])− 2 ∇̊j∇̊iV̂∞ξ
j + 2 ∆̊V̂ ξi + 2 V̂∞ (Ric g̊)ijξ

j

= −2 ∇̊j(V̂ 3
∞ ∇̊[iV̂

−2
∞ ξj])− 2(∇̊j∇̊iV̂∞ξ

j − ∆̊V̂∞ξi − V̂∞ (Ric g̊)ijξ
j)

D'après (7.18) et (7.19), et sachant que ∇̊j∇̊iV̂∞ = ∇̊i∇̊jV̂∞,

M(V∞, φ, g̃) = −2

[ ∫
Ẽρ1

∇̊i∇̊j
(
V̊ 3
∞ ∇̊[iV̊

−2
∞ ξj]

)√
g̊

+

∫
S∞

(
∇̊i∇̊jV̊∞ − g̊ij∆̊V̊∞ − V̊∞ (Ric g̊)ij

)
ξjνi dσ0

]
.

Or d'après (7.10), ∇̊i∇̊jV̊∞−g̊ij∆̊V̊∞− V̊∞ (Ric g̊)ij = 0 et la double divergence d'une 2-
forme bilinéaire antisymétrique est nulle, concluant la preuve de l'invariance géométrique
de la masse.

�

7.6 La masse d'une variété faiblement AH

La fonctionnelle masse dans la direction V∞, dé�nie dans la section 7.3 et dont les
propriétés sont décrites dans les sections précédant celle-ci, fait intervenir le vecteur
V∞ ∈ Nbk . Nous souhaiterions pouvoir dé�nir un invariant géométrique indépendant
de la direction V∞, une notion de masse intrinsèque d'une variété asymptotiquement
hyperbolique de métrique g, et pouvoir relier cette masse intrinsèque à la fonctionnelle
masse dans la direction V∞. Il nous faut pour cela nous intéresser de plus près à Nbk ,
en fonction de k = −1; 0; 1, puisque la structure de Nbk en dépend. On s'appuie sur
l'article de Chru±ciel-Herzlich [19].
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• Dans le cas k = −1, Nb−1 est de dimension 1 et

Nb−1 = Vect
(
V(0)

)
avec V(0) = ρ−1(1 + kρ2

4
)

Le système de coordonnées de (7.5) étant dé�ni de manière unique, il en est de
même pour V(0) et on peut alors dé�nir la masse

mAH(g) := M(V(0), φ, g). (7.31)

On identi�e le vecteur V∞ = V 0
∞V(0) ∈ Nb−1 et sa composante V 0

∞ ∈ IR et on a alors

M(V∞, φ, g) = V 0
∞mAH(g),

que l'on notera abusivement

M(V∞, φ, g) = V∞mAH(g).

• Dans le cas k = 0, Nb0 est également de dimension 1 et

Nb0 = Vect
(
V(0)

)
avec V(0) = ρ−1(1 + kρ2

4
)

Cependant, il y a un degré de liberté dans le choix du système de coordonnées de
(7.5), invariant par le changement d'échelle

ρ→ aρ , h→ a−2h , a ∈ IR∗.

Pour �xer le système de coordonnées, on impose la condition Volh(N) = 1 et la
masse est alors dé�nie par (7.31).

• Dans le cas k = 1, (N, h) = (Sn−1, gSn−1) et b1 est la métrique hyperbolique. Nb1
est alors de dimension n+ 1 et pour le modèle de la boule de Poincaré,

Nb1 = Vect{V(µ)}µ=0,...,n

avec V(0) = ρ−1(1 + ρ2

4
) et V(i) = ρ−1

(
1 + ρ

2

)2
xi , i = 1, . . . , n où les xi sont les

coordonnées cartésiennes sur la boule de IRn.
Dans les coordonnées géodésiques autour d'un point de l'espace hyperbolique,
b1 = dr2 + sinh2(r) gSn−1 et la base orthonormale {V(µ)}µ=0,...,n peut être réécrite
V ′(0) = cosh(r) et V ′(i) = sinh(r)ni , i = 1, . . . , n

où les ni sont les restrictions des xi à la sphère unité de IRn centrée au pôle.
Nb1 peut être muni de la métrique de Minkowski η de signature (−,+, . . . ,+), issue
de l'action de O+(1, n), le groupe d'isométries de la métrique hyperbolique. La base
{V ′(µ)}µ=0,...,n est orthonormale pour η et V ′(0) est de genre temps, i.e. η(V ′(0), V

′
(0)) < 0.

On dé�nit l'orientation en temps de Nb1 en utilisant cette base et par dé�nition, on
dira d'un vecteur de genre temps XµV ′(µ) qu'il est dirigé vers le futur (resp. passé)
si X0 > 0 (resp. X0 < 0). Par abus de langage, on parlera alors de vecteur futur ou
passé. Dé�nissons le vecteur P(g), appartenant à (IR1,3, η), comme suit

Pµ(g) := M(V ′(µ), φ, g). (7.32)
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On dé�nit habituellement la masse, pour un vecteur P(g) isotrope ou de genre
temps, par

mAH(g) := ±
√∣∣ηµνPµ(g)Pν(g)

∣∣. (7.33)

Les signes "+" et "-" sont respectivement choisis pour faire coïncider les signes de
mAH et de P0. Cependant, cette quantité reste bien dé�nie pour un vecteur P(g)
de genre espace, même si dans ce cas mAH ne s'interprète pas comme une masse.
Dans tous les cas, on retrouve l'invariant géométrique

m2
AH(g) :=

∣∣ηµνPµ(g)Pν(g)
∣∣ =

∣∣∣P2
0 (g)−

n∑
i=1

P2
i (g)

∣∣∣. (7.34)

Dans [19], il est dit que l'action de O+(n, 1) sur Nb1 permet de voir que les seuls
invariants géométriques que l'on peut extraire de la fonctionnelle M sont m2

AH ainsi
que le genre du vecteur Pµ et sa caractéristique futur ou passé lorsque cela a un sens.

On identi�e le vecteur V∞ = V
µ

∞V
′

(µ) ∈ (Nb1 , η) et ses composantes qui forment le

vecteur V∞ ∈ (IR1,3, η) et on a alors

M(V∞, φ, g) = η(V∞,P(g)),

que l'on notera abusivement

M(V∞, φ, g) = η(V∞,P(g)).

En asymptotiquement hyperbolique, la dé�nition de masse fait appel à l'espace vectoriel
Nbk , dont la dimension dépend de la valeur de k. La masse est donc un scalaire (vecteur
de dimension 1) dans les cas k = 0 ou k = −1 et un vecteur de dimension n + 1 dans
le cas où k = 1. L'énergie totale, donnée dans le cas général par la masse et l'impulsion
pi, sera un vecteur de dimension encore plus grande. Il faudra rajouter un analogue
asymptotiquement hyperbolique de l'impulsion (cf. eq (67) de [5]), qui fait intervenir le
moment conjugué π à travers la partie vectorielle de l'opérateur de contrainte Φi(g, π).
Par manque de temps, nous n'avons pu traiter que le cas Time-symmetric, mais la
question du cas général est une suite logique de ce travail de thèse.
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Chapitre 8

Hamiltonien et points critiques de la
masse

8.1 Hamiltonien

Soit (N , γ) une variété Lorentzienne de dimension n+1 et soitM une hypersurface de
genre espace totalement géodésique de N . On considère surM une métrique g̊ véri�ant
les conditions d'intégrabilité (7.8) et (7.9). Dans le cas Time-symmetric, l'Hamiltonien
(3.32) prend la forme

H(g; v) := −
∫
M
vΦ0(g). (8.1)

Théorème 20:
Soit g ∈ G+, avec δ ∈ ]− (n+ 1)/2 , −n/2].
L'Hamiltonien H avec v ∈ L∗ := L2

−δ(T ) dé�nit une application lisse entre variétés de
Hilbert,

H : F × L∗ → IR.

De plus, si v ∈ W 2,2
−δ (T ) , alors ∀h ∈ TgF ,

DgH(g; v).h = −
∫
M
hDΦ0(g)∗.v (8.2)

Preuve :
La fonctionnelle H est bornée par l'inégalité de Hölder et la Proposition 3,

||vΦ0(g)||1,0 6 ||v||2,−δ||Φ0(g)||2,δ.

H étant linéaire en v, elle est donc lisse par rapport à v et le fait que l'application
g 7→ Φ0(g) soit lisse d'après la Proposition 4 implique que H est également lisse par
rapport à g. Pour montrer (8.2), considérons les deux applications linéaires continues
suivantes, dé�nies sur TgF = W 2,2

δ (S),

f : TgF → IR

h 7→
∫
M
v DΦ0(g).h

f ∗ : TgF → IR

h 7→
∫
M
hDΦ0(g)∗.v

Au vu de la dé�nition (8.1) de H, DgH(g; v).h = f(h) et il nous faut donc montrer que
f = f ∗ sur TgF . C'est clairement le cas sur C∞c , l'espace des fonctions (ou tenseurs)
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lisses à support compact. En e�et, lors de l'intégration par parties, f et f ∗ ne di�èrent
que d'un terme de bord (voir équation (8.9)) qui est nul sur C∞c . Pour tout h ∈ TgF ,
pour tout hε ∈ C∞c (S), (f − f ∗)(h) = (f − f ∗)(h− hε).
L'espace C∞c étant dense dans W 2,2

δ , on peut choisir hε ∈ C∞c tel que ||h− hε||2,2,δ 6 ε
et

|(f − f ∗)(h)|IR 6 |f − f ∗|op ||h− hε||2,2,δ 6 c ||h− hε||2,2,δ 6 ε.
�

Une équation de la forme (8.2) est nécessaire pour que l'Hamiltonien génère les bonnes
équations du mouvement. Le comportement asymptotique de v est essentielle à la fois
pour pouvoir dé�nir H, compte tenu du comportement de Φ0(g) pour g ∈ G+, et pour
s'assurer de l'absence du terme de bord dans (8.2). Rappelons que dans le cas Time-
symmetric, G+ = F est notre espace de phase. On voudrait pouvoir choisir une fonction
v asymptotique à un KID au voisinage de l'in�ni et conserver une équation du type de
8.2. Il nous faut pour cela faire une modi�cation dans la dé�nition de l'Hamiltonien.
Le principe est d'ajouter à l'Hamiltonien (ou au Lagrangien d'Einstein-Hilbert) une di-
vergence, ce qui ne modi�era en rien les équations du mouvement (obtenue par variation
à support compact) mais aura un impact sur le domaine de dé�nition de l'Hamiltonien
et des équations du mouvement qui en découlent. Pour l'instant, les fonctions v auto-
risées dans la dé�nition de l'Hamiltonien n'ont pas forcément la bonne asymptotique
(comportement à l'in�ni) et nous souhaiterions étendre la dé�nition de l'Hamiltonien
à toutes les fonctions V asymptotiques à V∞. Il faut donc que la divergence que l'on
ajoute annule tous les termes dominants de la contribution du KID à l'in�ni V∞.
En comparant (7.15) et (8.9), on se rend compte que la masse M dé�nie par (7.16) et
pouvant se mettre sous la forme d'une divergence (7.18) semble être le candidat idéal
pour modi�er notre Hamiltonien de manière adéquate. Cela donne lieu à une nouvelle
fonctionnelle HAH dé�nie pour tout V ∈ V∞ + L∗ par

HAH(g;V ) := M(V∞, φ, g)−
∫
M
V Φ0(g) (8.3)

=

∫
Ẽρ1

V̂∞R0(g)−
∫
Aρ1

(DΦ0(̊g)∗.V̂∞)ij e
ij −

∫
M
V Φ0(g)

où l'on s'est servi de l'expression (7.17) de M, bien dé�nie car g̊ véri�e (7.8) et (7.9).
L'expression (8.3) est bien dé�nie sur C où Φ0(g) = 0, se réduisant alors à M. HAH

est également bien dé�nie sur Φ0
−1(L1

−1(T ∗ ⊗ ΛnT ∗M)) car alors M est toujours bien
dé�nie d'après les Théorèmes 18 et 19 et V Φ0(g) ∈ L1. Cependant, plus généralement
pour g ∈ F , les deux termes de (8.3) ne sont pas bien dé�nis individuellement et la
dé�nition (8.3) n'est donc toujours pas valable sur F , comme nous le souhaiterions.
Pour résoudre ce petit problème, il nous su�t d'intercaler V̂∞Φ0(g) dans l'expression
de HAH , donnant lieu à la dé�nition d'une fonctionnelle Hreg appelée Hamiltonien
régularisé et dont l'expression est donnée, pour tout couple (g, V ) ∈ F × (V∞+L∗), par

Hreg(g;V ) := M(V∞, φ, g)−
∫
M
V̂∞Φ0(g) +

∫
M

(V̂∞ − V ) Φ0(g) (8.4)

=

∫
M

(V̂∞ − V ) Φ0(g) +

∫
Ẽρ1

V̂∞
(
R0(g)−Φ0(g)

)
−
∫
Aρ1

(DΦ0(̊g)∗.V̂∞)ij e
ij. (8.5)
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Théorème 21:
Soit g ∈ G+, avec δ ∈ ] − (n + 1)/2 , −n/2]. L'Hamiltonien Hreg est une application
bornée sur F×(V∞+L∗) et lisse par rapport à la structure de Hilbert sur cette variété,

Hreg : F × (V∞ + L∗)→ IR.

De plus, si V ∈ V∞ +W 2,2
−δ (T ) , alors ∀h ∈ TgF ,

DgHreg(g;V ).h = −
∫
M
hDΦ0(g)∗.V. (8.6)

Preuve :
Pour montrer que Hreg est lisse, il su�t de montrer que l'expression (8.5) de Hreg est
bornée sur F× (V∞+L∗). Pour la première intégrale, puisque V − V̂∞ ∈ L∗, en utilisant
l'inégalité de Hölder et la Proposition 3 ,

||(V̂∞ − V ) Φ0(g)||1,0 6 ||V̂∞ − V ||2,−δ||Φ0(g)||2,δ

La deuxième intégrale est bornée grâce à la Proposition 24 et la troisième est bornée,
étant à support compact. Pour montrer (8.6), on considère séparément les dérivées
variationnelles des di�érents termes de (8.4) :

DgHreg(g;V ).h =

∫
M

(V̂∞ − V )DΦ0(g).h+DgM(V∞, φ, g).h−
∫
M
V̂∞DΦ0(g).h

(8.7)

Le premier terme n'est autre que DgH(g;V − V̂∞).h et puisque V − V∞ ∈ W 2,2
−δ (T ), le

Théorème 20 permet d'écrire∫
M

(V̂∞ − V )DΦ0(g).h =

∫
M
hDΦ0(g)∗.(V̂∞ − V ). (8.8)

L'intégration par parties, permettant de passer de la linéarisée (5.11) de Φ0(g) à
l'adjoint, est donnée par∫

M
V̂∞DΦ0(g).h =

∫
M
hDΦ0(g)∗.V̂∞ +

∫
M
∇iBi

√
g, (8.9)

où

Bi := V̂∞ (∇jhij −∇itrgh) + trgh∇iV̂∞ − hij∇jV̂∞.

est le terme de bord, volontairement ignoré pour obtenir l'expression (5.13) de l'adjoint
formel de Φ0(g). En�n,

DgM(V∞, φ, g).h =

∫
M
∇̊i
(
V̂∞ (∇̊jhij − ∇̊itr̊gh) + tr̊gh ∇̊iV̂∞ − hij ∇̊jV̂∞

)√
g̊

=:

∫
M
∇̊iB̊i

√
g̊. (8.10)
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L'équation (8.7) devient

DgHreg(g;V ).h =

∫
M
hDΦ0(g)∗.(V̂∞ − V )−

∫
M
hDΦ0(g)∗.V̂∞

+

∫
Ẽρ1

(
∇̊iB̊i

√
g̊ −∇iBi

√
g
)

= −
∫
M
hDΦ0(g)∗.V +

∫
Ẽρ1

(
∇̊iB̊i

√
g̊ −∇iBi

√
g
)
.

Pour conclure la preuve du théorème, il nous reste à montrer que

T := ∇̊iB̊i

√
g̊ −∇iBi

√
g

ne contribue pas lors du processus d'intégration. En utilisant l'équivalence des métriques
g et g̊,

T = ∇̊i
(
V̂∞ (∇̊jhij − ∇̊itr̊gh) + tr̊gh ∇̊iV̂∞ − hij ∇̊jV̂∞

)√
g̊

−∇̊i
(
V̂∞ (∇jhij −∇itrgh) + trgh∇iV̂∞ − hij∇jV̂∞

)√
g̊.

On constate que les termes dominants des deux divergences s'annulent exactement et il
ne reste �nalement que les termes d'ordre inférieur

T = ∇̊i
(
V̂∞
(
1 + (g − g̊)

)
(Ah+ h∇̊g) + V̂∞ (g − g̊)∇̊h+ (g − g̊)h ∇̊V̂∞

)√
g̊.

Le théorème de Divergence-Flux donne∫
Ẽρ1

T =

∫
S∞

(
V̂∞
(
1 + (g − g̊)

)
(Ah+ h∇̊g) + V̂∞ (g − g̊)∇̊h+ (g − g̊)h ∇̊V̂∞

)
νi dσ0

Les fonctions V̂∞Ahν , V̂∞h∇̊g ν , V̂∞ (g− g̊)∇̊h ν et (g− g̊)h ∇̊V̂∞ ν (et a fortiori celles
multipliées par g − g̊) appartenant à W 1,2

2δ+1, le Lemme 27 nous dit que

||T ||1,0 = o(ρ−δn−1−2δ)

qui est un o(1) lorsque λ→ 0 car −δn − 1− 2δ > 0.
�

8.2 Points critiques de la masse

Le théorème suivant (Théorème 6.3, [5]) est utile dans la preuve du Théorème 23. On
rappelle ici sa preuve par souci de complétude.

Théorème 22:
Soit K : B1 → B2 une application de classe C 1 entre variétés de Banach telle que
DK(u) : B1 → B2 est surjective, possède un noyau fermé et un supplémentaire fermé,
pour tout u ∈ K−1({0}). Soit f : B1 → IR une fonction C 1.
Alors pour tout u ∈ K−1({0}) �xé, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) ∀v ∈ kerDK(u), Df(u)v = 0

(2) Il existe λ ∈ B∗2 tel que pour tout v ∈ B1 , Df(u).v = 〈λ,DK(u)v〉,
où 〈, 〉 désigne le crochet de dualité.
(3) En dé�nissant F : B1 ×B∗2 → IR telle que F (u, λ) = f(u)− 〈λ,K(u)〉,
Il existe λ ∈ B∗2 tel que DF (u, λ)(v, µ) = 0 , pour tout v ∈ B1, µ ∈ B∗2 .
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Remarques : le (1) revient à dire que u est un point critique de f sur K−1({0}). Les
hypothèses sur DK assurent à K−1({0}) une structure de sous-variété de Banach de B1,
en utilisant le théorème des fonctions implicites et par suite, TuK−1({0}) = kerDK(u).
Ici, λ est le multiplicateur de Lagrange en dimension in�nie.

Preuve du théorème :
(2)⇒ (1) : d'après (2), Il existe λ ∈ B∗2 tel que pour tout v ∈ B1,
Df(u).v = 〈λ,DK(u)v〉. En particulier ∀v ∈ kerDK(u), DK(u)v = 0, ce qui donne
directement Df(u)v = 0.

(2)⇔ (3) : DF (u, λ)(v, µ) = Df(u)v − 〈λ,DK(u)v〉 − 〈µ,K(u)〉. Par hypothèse,
u ∈ K−1({0}), ce qui donne DF (u, λ)(v, µ) = Df(u)v−〈λ,DK(u)v〉 , ∀v ∈ B1, µ ∈ B∗2 .
L'équivalence des deux assertions est maintenant évidente.

L'implication (1) ⇒ (2) est un peu plus compliquée. Soit u est un point critique de f
sur K−1({0}). On a donc les inclusions

kerDK(u) ⊂ kerDf(u) ⊂ B1.

Par hypothèse, kerDK(u) est fermé et possède un supplémentaire fermé. Puisque f ∈
C 1(B1), Df(u) est une forme linéaire continue sur B1 donc son noyau est un hyperplan
de B1 (fermé) dont le supplémentaire est une droite (fermé). kerDK(u) et kerDf(u)
sont par conséquent deux espaces de Banach et par suite, il existe une projection bornée

π : B1/kerDK(u) → B1/kerDf(u).

Puisque Df(u) ∈ B∗1 , on a l'homomorphisme injectif suivant

j1 : B1/kerDf(u) → IR.

D'autre part, l'application DK(u) étant surjective et admettant un supplémentaire
fermé, on peut la décomposer comme suit

DK(u) = j2 ◦ π2,

où π2 est la projection
π2 : B1 → B1/kerDK(u)

et j2 est l'isomorphisme
j2 : B1/kerDK(u) → B2.

En e�et, j2 est surjective comme conséquence de la surjectivité de DK(u) et j2 est
injective par construction car la projection trivialise le noyau.
Soit λ := j1 ◦ π ◦ j−1

2 : B2 → IR. λ est une application linéaire bornée, i.e.λ ∈ B∗2 et
〈λ,DK(u)v〉 := λ ◦DK(u) = j1 ◦ π ◦ j−1

2 ◦DK(u) = j1 ◦ π ◦ π2 = Df(u).
�

Métrique statique et vecteurs de Killing

Dans le cas Time-symmetric, une métrique Riemannienne g est dite statique lorsque
kerDΦ0(g)∗ 6= {0}. C'est à dire s'il existe une fonction f non triviale telle que

DΦ0(g)∗f = 0.
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C'est le cas des métriques modèles hyperbolique, euclidienne ou sphérique ; cas re-
lativement exceptionnel puisque de manière générale pour une métrique quelconque,
kerDΦ0(g)∗ est trivial. L'origine de la terminologie "statique" vient du fait que pour
un telle f , la métrique Lorentzienne γ dé�nie sur le développement IR× (M\{f = 0})
par

γ(t, x) = −f 2(x)dt2 + g(x)

est une solution statique des équations d'Einstein Ric γ = cγ.
Un KID ξ de (g, π) ∈ F est tel que ξ ∈ W 2,2

loc (T ) véri�eDΦ(g, π)∗ = 0. La terminologie
est due à Vincent Moncrief qui montre dans [47], dans le cas asymptotiquement plat, une
conséquence importante de l'écriture (3.33) qui est qu'un champ de vecteurs ξ satisfait
l'équation

DΦ(g, π)∗.ξ = 0

si et seulement s'il est la restriction surM d'un vecteur de Killing de l'espace-temps N
solution des équations d'Einstein du vide et généré par l'évolution des données initiales.
Notons qu'en 2005, au moment de la publication de l'article de Bartnik [5], cette termi-
nologie était alors dépendante du fait que des solutions de si faible régularité puissent
être solutions des équations d'Einstein, via les théorèmes d'existence et d'unicité obte-
nus jusqu'alors pour des régularités supérieures. Depuis, la conjecture de courbure L2

bornée a été montrée et toutes les hypothèses sont donc bien véri�ées.

Le théorème suivant établit l'équivalence entre les points critiques de la fonctionnelle
masse et les KID.

Théorème 23:
Soit g ∈ F tel que Φ0(g) = ε ∈ L1

−1(ΛnT ∗M).
Pour tout k ∈ {−1; 0; 1} et V∞ ∈ Nbk , on considère la fonctionnelle masseM(V∞, φ, g).
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) DgM(V∞, φ, g).h = 0 ,∀h ∈ TgC(ε).
(b) ∃V ∈ V∞ +W 2,2

−δ (T ) tel que DΦ0(g)∗.V = 0.

Preuve :
La preuve ne dépend pas de la valeur de k. Soit g ∈ F tel que Φ0(g) = ε ∈ L1

−1(T ∗⊗Λn).
D'après une remarque précédente, les dé�nitionsHreg etHAH coïncident et d'après (8.3),
pour tout g ∈ C(ε),

Hreg(g;V ) := M(V∞, φ, g)−
∫
M
V ε

Par conséquent,

DgHreg(g;V ).h = DgM(V∞, φ, g).h , ∀h ∈ TgC(ε). (8.11)

(b)⇒ (a) : d'après (b) et le Théorème 21,

DgHreg(g;V ).h = 0, ∀h ∈ TgC(ε).

(a) est alors une conséquence directe de (8.11).
(a)⇒ (b) : on choisit n'importe quel Ṽ ∈ V∞+W 2,2

−δ (T ) et on considère la fonctionnelle

H̃(g′) := Hreg(g
′; Ṽ ) , ∀g′ ∈ F .
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D'après (a) et (8.11), g ∈ F est un point critique pour M(V∞, φ, .) et H̃ sur C(ε), c'est
à dire

DgH̃(g).h = 0 , ∀h ∈ TgC(ε),
ce qui est précisément l'assertion (1) du Théorème 22, que l'on applique avec

K = Φ0 − ε , f = H̃ , B1 = F , B2 = L∗.

Le Théorème 22 nous donne l'existence de λ ∈ L∗ tel que

DgH̃(g).h =

∫
M
λDΦ0(g).h , ∀h ∈ TgF . (8.12)

Rappelons que d'après (8.7), valable pour tout V ∈ V∞ + L∗ et g ∈ F ,

DgHreg(g;V ).h := DgM(V∞, φ, g).h−
∫
M
V̂∞DΦ0(g).h+

∫
M

(V̂∞ − V )DΦ0(g).

Remarque : cette équation est valable en particulier pour Ṽ ∈ V∞ +W 2,2
−δ (T ).

On pose V := Ṽ + λ ∈ V∞ + L∗ et on obtient

DgHreg(g;V ).h = DgHreg(g; Ṽ + λ).h := DgM(V∞, φ, g).h−
∫
M
V̂∞DΦ0(g).h

+

∫
M

(V̂∞ − (Ṽ + λ))DΦ0(g)

= DgHreg(g; Ṽ ).h−
∫
M
λDΦ0(g).h.

Compte tenu de (8.12), DgHreg(g;V ).h = 0 , ∀h ∈ TgF . D'après le Théorème 21,
V ∈ V∞ + L∗ est une solution faible de l'équation DΦ0(g)∗.V = 0. La Proposition 21
montre que V ∈ V∞ +W 2,2

−δ (T ) est une solution forte et par conséquent un KID.
�

Le corollaire suivant fait, quant à lui, le lien entre les points critiques de la masse et
les métriques statiques :

Corollaire 8:
Soit g ∈ F tel que Φ0(g) = ε ∈ L1

−1(ΛnT ∗M).
Pour le cas k = 1, on considère Pµ = Pµ(g) un vecteur non isotrope et on dé�nit la
fonctionnelle masse dans la direction V∞ par M(V∞, φ, g) = η(V∞,P(g)).
Pour les cas k = 0;−1, on demande P0(g) 6= 0 et on dé�nit la fonctionnelle masse
dans la direction V∞ par M(V∞, φ, g) = V∞P0(g).
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) DgmAH(g).h = 0 ,∀h ∈ TgC(ε).
(ii) g est une métrique statique, autrement dit admet un KID V ∈ V∞+W 2,2

−δ (T )
tel que V µ

∞ est proportionnel à Pµ = ηµνPν(g).

Preuve :
Pour k = 1 : par hypothèse, P(g) est un vecteur non isotrope, c'est à dire

ηαβPα(g)Pβ(g) 6= 0 (8.13)
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D'après l'expression (7.33) de mAH , on a

mAH(g) = ±
√∣∣ηµνPµ(g)Pν(g)

∣∣ 6= 0. (8.14)

On peut normaliser V∞ de façon à ce qu'il soit unitaire en posant

V α
∞ =

1

mAH(g)
ηαβPβ(g). (8.15)

Véri�cation : ηαβV α
∞V

β
∞ = 1

m2
AH(g)

ηαβPα(g)Pβ(g) = ±1.

En dé�nissant M(V∞, φ, g) = η(V∞,P(g)), on a d'après (8.14) et (8.15)

DgmAH(g).h = ± η
αβPβ(g)DPα(g).h

mAH(g)
= ±V α

∞DPα(g).h

= ±DgM(V∞, φ, g).h.

Ainsi, quel que soit le genre de P(g), les points critiques de M et mAH sont les mêmes
sur C(ε).
(i) ⇒ (ii) : soit g un point critique de mAH sur C(ε). D'après ce qui précède, g est
également un point critique de M(V∞, φ, .). D'après le Théorème 23, g admet un KID
V ∈ V∞ +W 2,2

−δ (T ) avec V µ
∞ proportionnel à Pµ d'après (8.15).

(ii) ⇒ (i) : réciproquement, soit g admettant un KID V ∈ V∞ + W 2,2
−δ (T ) avec V µ

∞
proportionnel à Pµ. Pour tout g′ ∈ C(ε), on dé�nit la fonctionnelle

M(V∞, φ, g
′) = η(V∞,P(g′)).

D'après le Théorème 23, DgM(V∞, φ, g).h = 0 sur C(ε) et puisque par construction
DgM(V∞, φ, g).h = DgmAH(g).h, �nalement DgmAH(g).h = 0 sur C(ε).

Pour k = −1; 0 : d'après (7.31), mAH(g) = P0(g). On pose

V∞ =
1

mAH(g)
P0(g) = 1,

c'est à dire V∞ est proportionnel à P0(g). En dé�nissant M(V∞, φ, g) = V∞mAH(g), on
a directement DgM(V∞, φ, g).h = DgmAH(g).h. Le reste de la preuve utilise les mêmes
arguments que dans le cas k = 1.

�
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Annexe A

Inégalités de Poincaré

Cette section est consacrée à diverses inégalités de type Poincaré pour de futures
références. Elles ne sont pas utilisées dans cette thèse.

Proposition 25: Inégalité de Poincaré à poids
Pour tout δ < (n− 1)/2 , il existe une constante c dépendant de g̊ et δ telle que pour
tout u ∈ W 2,2

δ (M) ,
||u||2,δ 6 c ||∇̊u||2,δ 6 c ||∇̊2u||2,δ.

Pour tout δ 6= (n− 1)/2 , il existe une constante c dépendant de g̊ et δ telle que pour
tout Y ∈ W 1,2

δ (T ∗M) ,

||Y ||2,δ 6 c ||∇̊Y ||2,δ.

Preuve :
On s'inspire de la preuve du Théorème 6 pour l'opérateur ∇̊ (non elliptique au sens de
notre dé�nition mais parfois dénommé elliptique surdéterminé (symbole injectif). En
remplacement du Lemme 1, on a par dé�nition des normes des espaces de Sobolev à
poids,

||u||1,2,δ = ||∇̊u||2,δ + ||u||2,δ.

Chru±ciel et Delay ont montré dans [15] le résultat suivant pour une variété conformé-
ment compacte : soit (M, g̊) une variété conformément compacte avec g̊ = ρ−2̊h. Pour
tout ε > 0 et δ ∈ IR, il existe ρ̃ε,δ > 0 tel que pour tout tenseur di�érentiable u à
support compact dans {0 < ρ < ρ̃ε,δ},∫

M
ρ2δ|ρ−2∇̊(ρu)|2g̊dµ(̊g) > [(δ − n+3

2
)2 − ε]

∫
M
ρ2δ−2|u|2g̊|dρ|2h̊dµ(̊g).

En opérant le changement de variable v = ρu, on obtient∫
M
ρ2δ|∇̊v|2g̊dµ(̊g) > [(δ − n−1

2
)2 − ε]

∫
M
ρ2δ|v|2g̊|dρ|2h̊dµ(̊g).

Pour une variété asymptotiquement hyperbolique, |dρ|̊h = 1, sur ∂M. Il existe donc
ρε,δ > 0 tel que pour tout u à support compact dans {0 < ρ < ρε,δ},∫

M
ρ2δ|∇̊v|2g̊dµ(̊g) > [(δ − n−1

2
)2 − ε]

∫
M
ρ2δ|v|2g̊dµ(̊g).

C'est à dire ∀δ 6= (n− 1)/2 ,∃c > 0 telle que ||∇̊v||2,δ > c ||v||2,δ.
Remarque : en dé�nissant R tel que ρε,δ = e−2R, on dé�nit ΩR comme dans la Dé�nition
1 et on a l'inégalité de Poincaré sur {0 6 ρ 6 e−2R} =M\ΩR, comme dans l'hypothèse
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du Théorème 6. La suite de la preuve est identique à celle du théorème et il s'ensuit
que l'on peut choisir R assez grand pour que l'inégalité suivante

||v||1,2,δ 6 c
(
||∇̊v||2,δ + ||v||2,δ;ΩR

)
soit valable pour une constante c, pour tout v ∈ C∞c (M).
On montre alors que ∇̊ : W 1,2

δ (M) → L2
δ(M) a un noyau de dimension �nie. Par

conséquent W 1,2
δ (M) peut s'écrire W 1,2

δ = ker ∇̊ ⊕ (ker ∇̊)⊥. Par suite, il existe une
constante c > 0 telle que pour tout v ∈ (ker ∇̊)⊥,

||v||1,2,δ 6 c ||∇̊v||2,δ.

En particulier, cela donne l'inégalité de Poincaré

||v||2,δ 6 c ||∇̊v||2,δ. (A.1)

Il reste à montrer ker ∇̊ = {0}, ce qui est le cas car les fonctions constantes ne sont pas
dans W 1,2

δ lorsque δ < (n− 1)/2. Montrons maintenant que l'opérateur ∇̊ n'a jamais de
noyau non trivial sur les 1-formes. Soit X une 1-forme dé�nie sur un voisinage du bord
deM telle que X ∈ ker ∇̊. On a donc ∀ i, j

∇̊iXj = 0.

Il s'ensuit que ∇̊iXj + ∇̊jXi = 0, ce qui entraîne ∆̊X = −Ric g̊ X.
Finalement, ∇̊X = 0 entraîne que Ric g̊ X = 0 et donc X = 0 partout où Ric g̊ n'est pas
dégénéré, en particulier près du bord. On conclut par le théorème d'unique continuation
de [43] et X = 0 partout. On obtient donc ∀v ∈ W 2,2

δ (M) ,∀δ 6= (n− 1)/2,

||∇̊v||2,δ 6 c ||∇̊2v||2,δ.
�

(A.2)

Corollaire 9: Conséquences de l'inégalité de Poincaré
Pour tout δ < (n− 1)/2, il existe une constante c dépendant de g̊ et δ telle que

∀u ∈ W 1,2
δ (M) , ||u||1,2,δ 6 c ||∇̊u||2,δ .

∀u ∈ W 2,2
δ (M) , ||u||2,2,δ 6 c ||∇̊2u||2,δ .

Pour tout δ 6= (n− 1)/2, il existe une constante c dépendant de g̊ et δ telle que

∀Y ∈ W 1,2
δ (T ∗M) , ||Y ||1,2,δ 6 c ||∇̊Y ||2,δ .

Les deux lemmes suivants qui sont respectivement les versions avec bord du Lemme
C.1 et de la Proposition C.2 de [15]. Ce sont des inégalités générales sur (M, g̊), une
variété Riemannienne n-dimensionnelle à bord.
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Inégalités de Poincaré

Lemme 31:
Soit u un tenseur à support compact surM et w ∈ C∞(M) une fonction dé�nie sur
un voisinage du support de u. Alors,∫

M
|∇̊u|2g̊ dµ(̊g) >

∫
M

(∆̊w − |dw|2g̊)|u|2g̊ dµ(̊g)−
∫
∂M
|u|2g̊ 〈dw, η〉̊g dµ(̊g), (A.3)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :∫
M

(
|∇̊u|2g̊ + |dw|2g̊|u|2g̊ + 2u∇̊iu∇̊iw

)
dµ(̊g) =

∫
M
|∇̊u+ udw|2g̊ dµ(̊g) > 0. (A.4)

Une intégration par parties donne∫
M
∇̊i(|u|2g̊∇̊iw) dµ(̊g) =

∫
M
|u|2g̊∆̊w dµ(̊g) +

∫
M

2u∇̊iu∇̊iw dµ(̊g). (A.5)

Or d'après le théorème de Divergence-Flux,∫
M
∇̊i(|u|2g̊∇̊iw) dµ(̊g) =

∫
∂M
〈 |u|2g̊dw, η〉̊g dµ(̊g) =

∫
∂M
|u|2g̊ 〈dw, η〉̊g dµ(̊g). (A.6)

En remplaçant le membre de gauche de (A.5) par son expression (A.6), on obtient∫
M

2u∇̊iu∇̊iw dµ(̊g) =

∫
∂M
|u|2g̊ 〈dw, η〉̊g dµ(̊g)−

∫
M
|u|2g̊∆̊w dµ(̊g). (A.7)

On obtient le résultat souhaité en remplaçant le membre de gauche de (A.7) dans
(A.4).

�

Lemme 32:
Soit u un tenseur à support compact surM et v, w ∈ C∞(M) deux fonctions dé�nies
sur un voisinage du support de u. Alors,∫

M
e2v|∇̊u|2g̊ dµ(̊g) >

∫
M

e2v[ ∆̊v + ∆̊w + |dv|2g̊ − |dw|2g̊ ] |u|2g̊ dµ(̊g)

−
∫
∂M

e2v[ 〈dv, η〉̊g + 〈dw, η〉̊g ] |u|2g̊ dµ(̊g), (A.8)

où η est la normale extérieure à ∂M.

Preuve :
On utilise le lemme 31 avec ũ := evu à la place de u,∫

M
|∇̊ũ|2g̊ dµ(̊g) >

∫
M

e2v(∆̊w − |dw|2g̊)|u|2g̊ dµ(̊g)−
∫
∂M

e2v|u|2g̊ 〈dw, η〉̊g dµ(̊g). (A.9)

∇̊ũ = ev∇̊u+ evu∇̊u.
|∇̊ũ|2g̊ 6 e2v[ |∇̊u|2g̊ + |dv|2g̊|u|2g̊ + 2u∇̊iu∇̊iv ].
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(A.9) devient∫
M

e2v[ |∇̊u|2g̊ + |dv|2g̊|u|2g̊ + 2u∇̊iu∇̊iv ] dµ(̊g) >
∫
M

e2v(∆̊w − |dw|2g̊)|u|2g̊ dµ(̊g)

−
∫
∂M

e2v|u|2g̊ 〈dw, η〉̊g dµ(̊g).

Une intégration par parties et le théorème Divergence-Flux donnent∫
M

e2v2u∇̊iu∇̊iv dµ(̊g) =

∫
∂M

e2v|u|2g̊ 〈dv, η〉̊g dµ(̊g)−
∫
M

e2v|u|2g̊[ ∆̊v + 2|dv|2g̊ ] dµ(̊g).

On obtient le résultat souhaité en remplaçant le membre de gauche dans l'équation
précédente.

�

Proposition 26: Inégalité de Poincaré à l'in�ni
∀ε > 0, ∃Rε > 0 tel que ∀R > Rε,∀u ∈ C∞c (ER),∀δ ∈ IR,

||∇̊u||22,δ;ER > {[δ −
n−1

2
]2 − ε}||u||22,δ;ER −

{
[δ − n−1

2
]− ε

}∫
∂ΩR

ρ2δ |u|2g̊ dµ(̊g). (A.10)

Preuve :
On utilise le lemme 32 sur ER dans le cadre de notre métrique AH g̊ = ρ−2̊h.
On prend v = δ ln ρ et w = 1−n

2
ln ρ . Par conséquent,{

dv = δ dρ
ρ

dw = 1−n
2

dρ
ρ

,

|dv|2g̊ = δ2 |dρ|
2
g̊

ρ2

|dw|2g̊ = (1−n)2

4

|dρ|2g̊
ρ2

et

∆̊v = δ [ ∆̊ρ
ρ
− |dρ|

2
g̊

ρ2 ]

∆̊w = 1−n
2

[ ∆̊ρ
ρ
− |dρ|

2
g̊

ρ2 ]
.

En remplaçant dans (A.8), on obtient∫
ER

|∇̊u|2g̊ ρ2δ dµ(̊g) >
∫
ER

ρ2δ |u|2g̊
{

(δ + 1−n
2

) ∆̊ρ
ρ

+ [δ2 − δ − 1−n
2
− (1−n)2

4
]
|dρ|2g̊
ρ2

}
dµ(̊g)

−
∫
∂ER

ρ2δ |u|2g̊ [δ − n−1
2

] 〈dρ
ρ
, η〉̊g dµ(̊g). (A.11)

D'après (4.3)
∆̊ρ

ρ
= −(n− 2)|dρ|2

h̊
+ ρ∆h̊ρ.

ER est fermé et la métrique h̊ est dé�nie sur M̄ (et donc ∂ER). La fonction ρ étant lisse
sur M̄, ∆h̊ρ est une fonction lisse bornée sur ER. Par suite, ∆h̊ρ = O(1) = o(ρ−1) au
voisinage de ∂∞M. On obtient

∆̊ρ

ρ
= −(n− 2)|dρ|2

h̊
+ o(1). (A.12)
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En remplaçant dans (A.11),∫
ER

|∇̊u|2g̊ ρ2δ dµ(̊g)

>
∫
ER

ρ2δ |u|2g̊
{
δ2 − δ − 1−n

2
− (1−n)2

4
− (n− 2)(δ + 1−n

2
) + o(1)

}
|dρ|2g̊
ρ2 dµ(̊g)

−
∫
∂ER

ρ2δ |u|2g̊ [δ − n−1
2

] 〈dρ
ρ
, η〉̊g dµ(̊g).

Un rapide calcul donne

δ2 − δ − 1−n
2
− (1−n)2

4
− (n− 2)(δ + 1−n

2
) = [δ − n−1

2
]2.

ER possède deux composantes de bord disjointes. Un bord extérieur à l'in�ni ∂∞M
et un bord intérieur ∂ΩR = {ρ = e−2R} . Comme u ∈ C∞c (ER), u est nécessairement
nul au voisinage de ∂∞M mais pas forcément sur ∂ΩR et c'est la raison pour laquelle
les termes de bord présents dans (6.39) ne vont concerner que ∂ΩR. Si l'on note ηR la
normale à ∂ΩR extérieure à ER, il vient

∫
ER

|∇̊u|2g̊ ρ2δ dµ(̊g) >
∫
ER

ρ2δ |u|2g̊
{

[δ − n−1
2

]2 + o(1)
}
|dρ|2g̊
ρ2 dµ(̊g)

− [δ − n−1
2

]

∫
∂ΩR

ρ2δ |u|2g̊ 〈
dρ
ρ
, ηR〉̊g dµ(̊g).

Lorsque R→ +∞ , ηR − dρ
ρ
→ 0, ainsi 〈dρ

ρ
, ηR〉̊g =

|dρ|2g̊
ρ2 + o(1) = 1 + o(1).

∀ε > 0,∃Rε > 0 tel que ∀R > Rε,∫
ER

|∇̊u|2g̊ ρ2δ dµ(̊g) >
{

[δ − n−1
2

]2 − ε
}∫

ER

ρ2δ |u|2g̊ dµ(̊g)

−
{

[δ − n−1
2

]− ε
}∫

∂ΩR

ρ2δ |u|2g̊ dµ(̊g).

En particulier, pour tout δ < n−1
2
,∫

ER

|∇̊u|2g̊ ρ2δ dµ(̊g) >
{

[δ − n−1
2

]2 − ε
}∫

ER

|u|2g̊ ρ2δ dµ(̊g).
�
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Structure de variété de Hilbert et masse sur l'ensemble des données initiales rela-
tivistes faiblement asymptotiquement hyperboliques

Résumé : La relativité générale est une théorie physique de la gravitation élaborée il y a un
siècle, dans laquelle l'univers est modélisé par une variété Lorentzienne (N , γ) de dimension
4 appelée espace-temps et véri�ant les équations d'Einstein. Lorsque l'on sépare la dimension
temporelle des trois dimensions spatiales, les équations de contrainte découlent naturellement
de la décomposition 3 + 1 des équations d'Einstein. Elles constituent une condition nécessaire
et su�sante pour pouvoir considérer l'espace-temps N comme l'évolution temporelle d'une
hypersurface Riemannienne (M, g) plongée dans N avec une seconde forme fondamentale K.
Le triplet (M, g,K) constitue alors une donnée initiale solution des équations de contrainte
dont on note C l'ensemble. Dans cette thèse, nous utilisons la méthode de Robert Bartnik
pour établir la structure de sous-variété de Hilbert de C pour des données initiales faiblement
asymptotiquement hyperboliques, dont la régularité peut être reliée à la conjecture de courbure
L2 bornée. Les di�cultés inhérentes au cas faiblement AH ont nécessité l'introduction de deux
opérateurs di�érentiels d'ordre deux et l'obtention d'estimées de type Poincaré et Korn pour ces
opérateurs. Une fois la structure de Hilbert obtenue, nous dé�nissons une fonctionnelle masse
lisse sur la sous-variété C et compatible avec nos conditions de faible régularité. L'invariance
géométrique de la masse est étudiée et montrée, modulo une conjecture en faible régularité
relative au changement de cartes au voisinage de l'in�ni. En�n, nous faisons le lien entre les
points critiques de la masse et les métriques statiques.

Mots clés : structure de variété de Hilbert, équations de contrainte, relativité générale, sys-
tème d'EDP elliptique non-linéaire, variété faiblement asymptotiquement hyperbolique.

Hilbert manifold structure and mass on the set of weakly asymptotically hyperbo-
lic relativistic initial data

Abstract : General relativity is a gravitational theory born a century ago, in which the uni-
verse is a 4-dimensional Lorentzian manifold (N , γ) called spacetime and satisfying Einstein's
�eld equations. When we separate the time dimension from the three spatial ones, constraint
equations naturally follow on from the 3 + 1 décomposition of Einstein's equations. Constraint
equations constitute a necessary condition, as well as su�cient, to consider the spacetime N
as the time evolution of a Riemannian hypersurface (M, g) embeded into N with the second
fundamental form K. (M, g,K) is then an element of C, the set of initial data solutions to
the constraint equations. In this work, we use Robert Bartnik's method to provide a Hilbert
submanifold structure on C for weakly asymptotically hyperbolic initial data, whose regularity
can be related to the bounded L2 curvature conjecture. Di�culties arising from the weakly
AH case led us to introduce two second order di�erential operators and we obtain Poincaré
and Korn-type estimates for them. Once the Hilbert structure is properly described, we de�ne
a mass functional smooth on the submanifold C and compatible with our weak regularity as-
sumptions. The geometrical invariance of the mass is studied and proven, only up to a weak
regularity conjecture about coordinate changes near in�nity. Finally, we make a correspondance
between critical points of the mass and static metrics.

Key words : Hilbert manifold structure, constraint equations, general relativity, non-linear
elliptic PDE system, weakly asymptotically hyperbolic manifold.


