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entific research documents, whether they are pub-
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� ��������� �� �������� �������� � �� ��� �������������� ��
��� ���������� �� ��������� �� �� ��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����������� T̊ � �� ���� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �������� ����������� ��������� � ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� ��������� �� ���������� � �� ��� ������� ��
��� ���������� �� ��������� �� �� ��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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������� ��� �������� ���������������� ������������� ���� ��� ������������ �������
��� ������� � ����� ��� �������� ���������������� ������� �������� ��������� ������
����������� ������������ ����� �� ���� ������� ��������� �� ������������ ������ ����
������� �� ��� �������� ���� �� �������������� ������� ����� �������������������
����� �������� ����� �������� � ����������� ����� �������� ��������� �� ��������������
����������� � ������������� ����� �� ��������� ��� �������� ������������ ��������� ��
��� ���������� ��������� ��� �������� ���������� ������� ������������ � ��� �������
��� ��� ������� �� ������� �������� �� ����� ������ ���� ��� ����������� � �������
�� �������� ���������� ��������� �� ��������� ��� �������������� ����� ��� ���������
���������� ���������������� ������������� �� ���� ���� �������� �� ��������� ���� �����
���� ��������� ����� ������ �� �������� ��� ���� �� ���� ����� ��� ���� ����������� ���
����� ��������������� �� ������ ��������� ��� ���� ��� ��� ���������� �� ������ ��� ���
������ ���������������� �������������� � �������� ��� �������� ���������������� �������
����������� ��������� �� ���� ���� ��������� ����� ��������� ��� ��������� ��� �����
����� ����������� ���� ��� ������� ���� ���� ������� ���� ����� ����������� �� ����������
���������

�� ������� ���������� � ����� �� ������������� 3+1 ��� ��������� ���������� ��������
��� �� ������������ N ��� ������ ����������� ��� ������� ��������� ��� �����������
�� ������� �� �� ���������� ��������� ��� ��������� �� ���������� ���� ��� ���������
���������� ��� ���� ���������� �� ������� (M, g,K) �� ������� ���������� �� M ��� ���
�������� g ��� �������� ������������ ��K �� ��������� ����������� ���� ���M ������
���� ������ ���� N ���� �� �������� ������� g �� �� ������� ����� ������������ K� ��
�������� ����������� �� ������� �������� �������������� ���� �� �������� �� ������
����� ��� ��� ��������� �� ����������� ���� ��������� ��� ��������� �������� ����
������� �������������� �� ������������� ���������� ����� ����������� ���������� ���
������� ����������

�� ������� �� ���� �������� ���� ���������� ��� ��������� ��� ��������� �� ����������
��� ������������ �� ������� ��������� ������� ��� ����� ������������ �� ���������� ���
������ �������������� �� ����� ����� �� ������ ���� ���� ������� ����������� �������
�� ����� �� ������ ������� �� ��� �������� ��� ���� ������ ���� ��� ������� �� �������
������� �� ������� �������� ��� �������� ���� ���������� ��� ���������� �������������� �
�������� ������� ��������� ������ ���� ��� ���� ���� ��� ��������� ���������� ���� ��
��� ������� ���� ���� ���� �� �� ��� ���������������� ���� ����� �� ����� ��� ���������
�������� �������������� �������� ��� ������ ���� �� ��� ������� ����� ���� �� ����������
������� ���� �����

�� ����� �������� ��� ����������� �� �� ������� �� ����� �� �� �������� ���� ������ ��
��������� ���� �������� ���� ��� �������� ����������
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��� �� ����� �� ���������� ������ �� �� ��������

���� ��� ��������� ����������� ��� �������� ����������� ��� ������� �� ������� W k,p

���� ���������������� ���������� �� ���� ������� � ����� W k,p
δ ������ �� ������� ��

������ �� ������������ � ������� ��� ��������� ������������ �� ����� ���� �����������
��� ��� �������� ��� ��������� �� ��������� ��������� ������������ ���������� ���� ���
���� ���� ���������� ���� ��� ���������� �� ���������� ��� ��������� ������� ����� ��
������������ �������� � �������� ��������� ��� ���� ��������� δ� ���� ��� ��� ����������
����� �� ����� ������� ������ �� ����� ������� ���� ��� ������� �� ������� �� ������ ���
��� ���� p = 2� ��� ������� Hs := W s,2 ���� ��� ������� �� �������� �� ��� ���� �����
�� ���� ���� ��������� ���� ������� ��� ��������� �� ������� ��� �������� ��� ���������
��� ��������� �� ����������� ����� �������� ���� ������������� ��������������� ���� ���
�������� ���� �� ��������� ������� ��� ������ ���� �����

��� �������� ��� ��������� �� ���������� �� �� ������ �� ������� ��������� (g,K)
��� (g, π)�� �� g ��� ��� �������� ������������� K �� ��������� ���������� ������
������������� �� π ��� �� ������ �������� �� K � ���� ����������� ��� F ����������
��� ������� ���������� ������ ������ �� ����� �� �� ����������� �� ������������� C �� F
��������� ��� ������� ��������� ��������� ��� ��������� �� �����������
����� ����� ���������� ���� �� �������� �� ������ ���������� �� ��� ������� ���������� ��

����� �� ����� �������� ��� � ��� �� �� �������� ������ ������� ����� ������������� ���
������ ������������ �� ������ ������������ ���� �� ��������� ��� ��������� ������ ���
������ ������ �������������� ���� W 2,2

δ ������ W 1,2
δ �� �� δ ��� �� ���� �� ������������ �

�������� ��� ��������� �������� �� ��������� ����� ���������� � ������ �� �� �������� �� ���
�������� ��������� �� ��������� ���� �������� ��� �� ��������� ��� ��������� ���������
����� �� ��������� ��� ���� L2

δ � ���� ��� ����������� �� ������� ����� ����� �������
� ������� ���� ������� ������������ ��� �������� ��� ��������� ����������� ������� ��
���������� �� �������� L2 ������� ��������� ��� ������ ����������� ���� ����������
�� ������� ������� �� ���� ���� ��� ����� ���������� ���� ���� ��� �� ���������� �� ������
��������� ��������� ���� ���� ��� ��� ���������� �� ����� ����������� �� ������� ��
���������� ������� ��� �� �������� ������� �� ������ ��� ������� �� ������� � �����
����� ��������� ������ ���� ������ �� ������ �� ����� ���� ����� ��������� �� ����
����� �� ���� ��� (g, π) ∈ H2(M)×H1(M) ���� ����������� �� ������� ������� ��� ����
������� �� ���������� ��� ������� ��������� ���� ��� �� �������� �� ������ ���� ���� ����
��������� ����������� �� ��������� �������� ��� ��� ���� ����� ���������� ���� ������
����������� � ��� ������� ��������� ��� ���������� �� ����������� ����� ��� �� ���� �� ���
������ ��� ��� �������� �������� �� g ����� ��� �� ������� �������� �� K ��� π� ������
����������� ������ ������������ �� ����� ��� ��������� �� ���������� ���� ���������� ���
���������� ������������ ������� ���� ���� g ��������� ��������� �� ������� �� ���� π�
�� ������ �� �� ���������� �� �������� L2 ������ ������ ��������� ��������� �������

������� ����� ��������� �� ������������ �� ��������� ��� �������������� �� ����� �� ����
������ ���������� �� (g, π) ����������� ����������� ������������� ��� ��������� �����������
�� ��������� ������� ���� ��� ����������� ������������ ���� ������� ������ ��������
��� ��������� �� ���������� ����������� ������������� ���� � ��� �������� ��� ���������
����������� ������ �� �������� �� ��������� �� ������������ ���� �� ��� ����������������
������������� �� ������ �� ��������� ��� �������������� ���� ������� ��� �� ���������� ��
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�������� L2 ������ ���� ������� ���� �� ��� ���������������� ������������� ���� ���
�� �������� ����� ��� �������� � ������� �������� ��� ���� ��� ������� ��� �� ��� ���������
�������� ��� �� ������� ���� �� ���� ���� �� ����� ���

��� ��������� ��� ������������� �� ��������� �� �����

�������

��� ��������� ���������� ����������� ������� ����������� �� �� ������������ δγ �� ��
�������� γ0 �� ��������������� �� ���� ����� �� �������� �� ��� ������������� �����
���� ��� ��������� ������������ ���������� � ��� �������� ��� ��������� �������������
���������� ��� ����� �������� ��� ������� �������� ����������� ���� �������� � ����� �����
���� �� ��������� ��� �������������� �� �������� ����������� ����������� ����� �� ��������
������ ����� ������ ������������ ��� ���������� �� ������ ��� ��������� ��� ���������
�� ���������� ����������� DΦ(g, π)(h, p) = 0 ������������� � ��� ��������� ��� ���������
�� ���������� Φ(g, π) = 0� ���� ��� ���������� �� ���� ��� C ���� ��� ������������ ��
F � ���� �� ��� �������� �� �������� �� �� ��������� ��� ������������� � ��� ������� ����
��� ������ ���� ��� ������� �� ������� ����� ���� ��� ���������� ��� ������� ���������
���� ���������� �������� ��� �� �������� ������������� �� ����������� DΦ(g, π)DΦ(g, π)∗�
��� ��������� �� ���������� ����������� ����� ���� ������� � �������� ��� ��� ��������� ��
���������� �� ������� �� �������� ������� �� ������� ����� ��������� �� �������������
��� ����� �������� �� ������ ������ �� ���������� ��� ��������� ����������� �� ���� ��� ���
��������� �� ������������� �� ����� ��������� ������������

��� ��� ���������� ���������� �� �������� ��� ���������

��� ��������� �� ����������

�� �������� �� ����������� �� ��������� �� ������������ ��� ���� ���������� ������� ����
���������� ��� ������� ��������� ��������� ��� ��������� �� ����������� �� �� ���������
����������� �������� ������ �� �������� ���������� �� �� ��������� ���� ���� �����
��������� ����� ��� ������� �������� ���� ������ ����� ������ �� ������ �� ���������
����� ��� ������ �� ����� �� ����������� ����� ��� ���������� �� �������� ������ �� �������
���� ���� � �� ������������ �� ��������� ������� ��������� ���������� ������������ ���
������� �� ������� �� �������� ��������� ��������� ������������� ������� ���� ��� �������
�� ������� �� ���� ���� ������ ���� �� ��� ��� ������� �� ������ �� �� ��������
�� ��������� �� ������������ �� ������� ���� �� ��� ������� ��� �� ���������� �� ��

��������� ��� ������������� ��������� ��� ������������������������ ���� ����� �� �����
�� ���������� ��������� � ���� ������� ��� ������ � ���������� ���� ��� ������� �� ����
�������������� ������� ��������� ��������� ��� ��������� ���� ��� ������� �� ���������
���� ��������� ����� ����� � ��� ��������� ���� ��� �� ��� ��� �������� ���
���������� �� ��������� �� ������������ �� ������� ����� ��������� �� ������ ���

��� ��� ������ ������������� ���� ��������� ���� �� ��� ��� �������� ��������� ���� ��
���� ����� ������������ ��������� �� ���������������� ������ ���� ���� ����������
���� ������� ������ �� �������� � �� ����� �� ���������� �� �� ������� �� ��������
����������������� ������� � �� ��������� �� ������ �� ����������� ���� ��� �������
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�� ���������������� ����� ��� �� ������� ��� ������� �� ������ � ����� ���� ������� ����
��������� �� ������ ������� �� ���� ��������� �� ������� ������ ��� ��������� ����� �����
������ �� ����� �� ���������� ��������� ��� ���������� �� ��� �� ������ ��������� ���
�� �������� ��� ��������� ��������� �� ���� ������� �� �������������� ������� ���������
���� ������� �� ��������� �� ������� �������� ����� ��� ����� ���������� �� ����������
���� ����������� � ������ �� �� ������ ��� �������� (g, π) ∈ W 4×W 3 ���� ��� ���������
������� ������ �� ���� H2 ×H2�
���� ������� �� ��������� �� ������������ �� ������� �������� ������ ������� �����

���� ��� ������� ��������� ���������������� ������ ��� ������� ���� ��������� ����
��� �� ������ ���� ������� �� �������� ��� ���� ���������� ������� ���� �� ��� ������
����������� ������������� ��� ��������� �� ������ ���� �� ������� ���� ���� ���������
���� �� �������� �� ��������� �� ������������ �� ������� ���� ���������� ��� ���������
��� ��������� �� ���������� ��������� ��� ��������� ���������� �� ���� ����� ����� ��
�������� �� �������� � ������ ��� ������� �������� ���� �� ����� ���������������� �����
��� ��������� ��������������������� ��� ������� ��������� ���� ����� �� ������ ���
��� ��������� �������� �������������� �������� ���� ����� ��� ���� �� ��� �� ��������
�� �������� ���� ����� ��� ���� �������� ������� ��������������� �� ������� �� �����
��� ���� ������� ��� �������� ��� �� �������� ��� ��������� ���������� �� ��� ������� ��
������� � ������
�� ��� ��� ������� ��������� ���������������� ������������� ��������� ��� ���������

�� ���������� ��������� ��� ��������� ���������� �� ���� ��� ������� �� ����� ������ ��
��������� �� ������������ �� ������� ��� ������� ���� ��������� ����� ������������� ����
������ ������ ����� �� ����� �� �� ����� ������� �� ���������������� �������������
����� �������� ���� ����� �������� ��� ������� ��� ��������� �� ����� ��� ���� �������
����� �������� �������� ������������ ��������� �� �� ����� ���������� ���� ����������� ��
�������� �� ������� ������ �������������� �������� �� ��������������������

��� ��������� �� �� �����

�� �������� � � ���� ��� �� ������� ��� ������� �� ��������� �� �� ���������� ��������
����������� � �� ���� �� �������� �� �� ������ ����� ���� �� ����� �� ��� �� ����������
������������ ������� ��� �� �� ������� �������� ���� �������� ��������� ��� ��������
��� ���� ��� ������� ������ �� ����������� ���� �� �������� � � ��������� ��� ��������� ��
���������� ��� �� �� ������������ ���� ������� ������� �� ����� ������ �� ������������ ����
������� ���� �� ������� ��� ������� ��� ��������� ������������ ������������� ���� ��
�� ������������� ������ � ������� �� ��������������� ������� ������������� 3 + 1 ��
���������������
�� �������� ������ �� �� ����� ����� ��� �� ��������� �� ������������ �� ������� ��

�������� ��� ������� ��������� ���������������� ������������� ��������� ��� ���������
�� ���������� ���� ��� ��������� ���������� �� ����� �� �������� � ��������� �� �����
������� �� ����� ������ ��� ������� ������������ ���� �������� ���� ������������ ��������
��������� ���������� ��� ���������� ����������� ����� ��� ��� ���������� �� ���� �� ���������
�������������� �� ������ � �� ������ ������� �� ���� ��������� ���������� � �� ��������
� ���� ������ �� ��������� �� ��� ���������� ���������� �������� ����� ������������
������� ������ ����� �������������� ��� �� ���������� ����������� ����������� ��
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�� �������� � ���� ������ �� ��� ������� ��� ������� ����� ������������ ��� ���������
���� �� ������� ������� ������� �� ������ �� ����� ��� ������� �� ����� � ��������
�� ������������ �� ��� ���������������� ������������ �� ��������� �� ������ �������
���� ������� ���� �� ����� ���������������� ���������� ��� �� ���� ���������� ���
������ �� ��� ��������� ������������ ���� �� ��� ���������������� ������������� ��
�������� � ��� �������� ���� �� ������� ����� �� �� ����������� ��� �� ��� �����
���������� ���� ������ ��� ��������� �� ����������� �� ��������� ����������� �����������
�� ���������� Φ ����� ���� �� ��� �� �������� �������� ���� �� ��������� �������������
���� ������� ���������������� ��� ����������� ��� ���������� ��������� DΦ �� �������
DΦ

∗ �� ��� ������� ���������� ��������� ���� � �� ������ �� ��������� �� �������� ��������
�� ���������� �� ����� ��� �������� ������ �� �������� ��������� �� ��� ���� �� ���
������� ������ ������� �������� ���� ��� �������� ��������� ��� ���� �� ��� ������ ��
��� ������������ ��� ������ �� ��� ������ � ��������� ���� ������� ���� �� ����������
���� �� �������� ����� ��� ��������� �� ����������� ��������� ���� ������� �����
������������� �� ��� ��������� �� ��� ��������
�� �������� ������ �� ��� ������� �� ������ ������� ��� �� ����� ����� ������� ������

����������� ������������� ��� ������� ���� �� ������ ��� ��� ���� �� ��������� �� �����
������� �� ������� �������� �� ������ ���� �� ������� ��� ���� �� ��� ��������������
��� ������������� ����� ����� ������� ���������������� ������������� ����� ������
����� ����� ��� ����� �� ������� ���� ��� ������ �� ����� ������ ��� ����� ��������� ��
���� �������� ���� ����� ���� ���������� ���� ��� ���������� �� ������ ���������� ����
�� �������� ����������� �� ����� �� ������������� ���������� ���� ���� ������� � ������
���� �� ���������� ���� ���� ������� ���� ����� �������� ���� ���� �������� ������� ���
��������� � ��� ���������� �� ������ ����������� ���� ����� �� �������� �� ������ ��
�� ��������� �� ����� �� ���� ������������������ ��� ������� � ����� �� ���� ������
�������������� ���� ����� ����� �������� ������ �������� � �� ���� ���� �� ���������� ��
�� �������� ���� �������� ��� �������������� ���� ���� ��������� �� ������ ����������� ��
������ ���� �� ������� ��� ��� �� ������������� ����� ��� ����� ��� �������� ��� �������
��������� ��������� ��� ��������� �� ������������ ������������ ����������� ���� �� �����
�� ������ ����������� ����� �� �� ������� ���� ����� ��� ������������ ������� �� �����
���������� �� �� ���������� �� ����� ��������� �������� �� �������� ��� �� ���� ����
�� ������ ����������� ������� ��� ��� ����������� �� ������ �� ��������� �� ������� ����
������������� � ��� ��������� �� ������� �� �������� � ����� �� ��������� �� �����
��������� ���������� ��� ����������� �� ������ �� �������������� �� ����� �������������
�� �� ���� �� ��� ���������� ���������� ������������� ���� ������� �� ���� ����� ������
��������� �� �� ����� �� ��������� ����������
�� ������� �� ����� ����� ���� ��� �� ������� �� �������� ���������������� �� ������ ��

�������� �� ����� ������� ��� �� ���������� ��������� �� ���� ���� ��� ���� ���������
��� ��������� ����������� ���� ������� �� ��������� �� ������������ �� ������� ��������

��� �� ������� �� �������

�� ��� �� ����� ������� ��� �� ������� ��� ���������� ������ �� �� ������� ��������� ����
�������� �� ������� ��� ���������� ������������� ����� ��� ��� ������������ �� ����������
��� ��������� ���������� ��������� � ����� ����� ������� �� ��� ������������ �����������
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���� ������� ������� �� ������� � ����� ���� ���� ������ ���� �� ���������� ��
��������� ������������ �� �������� ���������� ���� ������ ��� ��������� ���������� ��
�� ������� ����������� ��� ���������� ����� ���� ��������� ���� �� ��� ��� �� �� ���������
�� ������������ �� ������� �� C� �� ������ ��� ����� ��� �� �������� ������� ��� ����
���� ������� ���� ����� ����� ��� ����������� �� �������� ��� ��������� ����������
�� �� ��������� �� �������� ������� ��� ������ ���� ���� ���������� ���� ������� ���
C = Φ

−1({0}) �� ���� ������������ ����� ����� �� ������ �� Φ ��� ��� ������������ ��
�������� �� ����� F � �������� ��� ������� ��������� ���������������� ��������������

�������� ��
���� f : X → Y ��� ����������� C 1 ����� ������� �� ������� ������ c ∈ Y �
�� ���� ���� x ∈ K = f−1({c}), ������������� Df(x) : X → Y ��� ���������� ��
��� ����� ������� �� �������������� ������ ����� K ��� ��� ������������ �� X�

�� �������� ��������� �� �������� ���� f = Φ �� x = (g, π) ∈ Φ
−1({c})�

����������� �� ���������� Φ ��� ��� ���

Φ : F → L∗

(g, π) �→ Φ(g, π)

�� F �� L∗ ���� ��� ������� �� ������� ������ �� ����� �� �������� ��
���� �������� ����� ����� �� ����������� �� ���������� ��������� DΦ(g, π) �� ������ ��
���������� �� ���� ����� ��������� �� ������������ �� ��������� �� ���������� ������������
�� ���� ��� ���� ������� ��� Φ−1({c}) ��� ��� ������������ �� F � �� ���� ������� ��� �

• Φ ��� ��� ����������� ��� ������ C 1�

•• ker DΦ(g, π) ������� �� �������������� ������

• DΦ(g, π) ��� �����������
���� �� ����������� ��� �� ������ ��� Φ ��� ��� ����������� ����� �C ∞�� �� �����

DΦ(g, π) ����� ����� ��� F � ��� ����� ��� ����� ��� ���������� �� ����� �� �������
�������� ������ ����������� �� �� ��������� �� ������� �� F � �� ����� � ������� ��
������������ �� DΦ(g, π)� ��� �� ��������� �� ��������� ������ DΦ(g, π)∗ �� �� �����
�������

L∗ = Im DΦ(g, π)⊕ kerDΦ(g, π)∗,

�� ������������ �� DΦ(g, π) ��� ����������� � ������� ��� �

• ker DΦ(g, π)∗ ��� ��������

•• ImDΦ ��� �������

���� ������� ����� ������� ���� ����������� �������� ������ ��� �������� �� �� �������
��� ���� ����������� �� ���������� �� ����� �� ���������� ������� ���� �� �������� ���
��� ������� �� �� ������� ����
�������� � �� ����� �� DΦ(g, π)∗ ����� ��� ��������� ������� ���� ���������� �� ����
��������� ������������� �� ����������� �� ������������ �� ����� ��������� ���� ������
����� ������ �� ����� ��� ����� �� ����� � ������ �� ����� �������� ���� ������ ����� �����
��� � ��� �� �������� �� ������� �� ��� ����� ������� ������� ����� ���� �� ������������
������������ ������ ����� ������������ ���� ����������� ��� ����� ������������ ���� ��

�



������������

�������� ��� ��� ���� �� ���� ����� ��� ������ ��������� �� �� ����� �� ��� ����
���������� ��������������� �� �� ���������� �� ������ �� ������ �������� ������ ���� ��
���� �� ������� ��� ���� �� ������� ξ = (N,X) ��� ��� DΦ(g, π)∗.ξ = 0� ����� ξ = 0
�� ��������� �� ������� ����� ���������� ����� �� ����������� �� ��������� ������������
����� ����� ��� �� ����� �� ������� ��� ��������� ����� �������� ������ �� ��������
����������� �� ������ ���� �������� ��� ����������� �� �������� �� �� �������� ������
��� ����� �� ������ ���� ������� �� ���� ���������� ���� L2

δ � �� �� ��� ���� ���������
���� ����� ������ �� ���������� ���� �� �������� ���������������� ������������ �� ����
������� �������� �� �� ��� �� ����� �������� ��� �� �������� ������������ �� ������
���� ������� ����� ����� ��� ����������� �� ����� ������ �� �������� �� ����� ��������
������ ����� ���� ���� ��� ��� ��� ����� �� ������ ���� ������� �� ���� ��� �����������
����� �� ������ �� �� ��������� ���� ���� �� ������ �� ��������� ��������������� �� �����
���� �������� � �

Riem g̊ijkl − g̊il̊gjk + g̊ikg̊jl ∈ L2
δ .

����� ��������� ��������������� ��� ��������������� ������� ���� �� ������ �� ��������
���� ������� ���� �� �������� �� � �� �������� ������������ ��� ������ ���� DΦ(g, π)∗�
������������ ���� ���������� ���������� �

DR(g)∗N := ∇∇N − (∆N) g −N Ric(g)

S(X)ij :=
1

2
(∇iXj +∇jXi).

���� ��������� ���� ����� ������ ��� ��� �� ��������� �� ������� �� ����� L2 �� ������
�� DR(g)∗N �������� �� ����� H2 �� N �� ��� �� ����� H1 �� S(X) �������� �� �����
H2 �� X �� ��� ���� ��������� ��� �� ���� ��������� �� ��������� �� �� ��� ��� ������
����������� ����� ��������� �� ���� �������� ������ ��������� �� �������� ��������� ����
����� ��������� ��� ���������� �� ���� �������� �� ���� �� ������� ���� ���� ������ ��
������������ ���� ��������� T �� ���� ��������� ���� ��������� N

T (N) = ∇∇N −N g,

�� ���� ��������� U � ����� � ��������� �������� ��������� �� ����������� �� ������� S�
���� ��������� X

Ukji(X) = ∇2
kjXi − gjkXi + gikXj = ∇kS(X)ij +∇jS(X)ik −∇iS(X)jk +X L2

δ .

��������� ��� N �� ������ ��

T (N)− (trg T (N)) g = DR∗(g)N +N L2
δ .

�� ����� �� �������� �� �� ����� H2 �� N ��� �� ����� L2 �� T (N) �� ��������� ��
������� ��� ������ ���� �� ����������� �� ����� �� �������� �� �� ����� H2 �� X ��� ��
����� L2 �� U(X) �� S(X) �� ��������� �� �������� ���� ������� ������ �� ���� ������
������� ��� �� �������� �� ����� H1 �� X� ������ ���� �� ����������� ��� ��������

�� �� ���� ��� �� ���� �� ��������� �� ������� ���� �� ����� �� �� ����� ���������� ����� �� �������

�� ����� �� �������� ����� �� ����������� ������� ��� ������������ ��������� ��� ��� ���� L2

δ
�

�� ������ ��� �� �������� H1 �� X ��� �� ����� L2 �� S(X)� ��� ����� ����� ������ ��������� ��

���� ����� ����� ��� ������� ���� ��� ���������� ������������� �������� ����

�



���� �� ������� �� �������

��� �� �������� �� ����� L2 �� ∇2X ���� ���������� �������� �� ������� ������� ���
����������� �� ��������� ��� ��� ��������� ��� ��� �������� ��� �������� ���� �����������
� ���� �� ������� �����������

�������� ���������� � �� ����� �� ������������ �������� δ = −n/2� ������������ ����
�� ���������� � �� ���������� ���� ����� ��� ����� ���������� ���������������� � ������
������ ����� ����� ��� �� ��������� �� ������������� �� ��� �� ������ ��� ��������� ��
������������ �� �������� �� ���� �� �������� �� �������� �� �� ��������� ��� ��������������
��� �� ������� ������ ��� ����� ������������ ��� ������������� ����� ��� ���� ������ ��
���� ���� ��� ����� ��������� ���� ������� ���� ��� ��������� ���� �� ������������ δ

���������� � �� ���������� ���������� ��� ������� ����������� �� ����� �������� −n/2�

���� ������� �� ������������ �� DΦ(g, π)� �� ������� ���������� ������� ��� ���� ���
�������� ��� ������������ ���������� ����� ���� �� ������� ���������� � ���������� ��
������� � ������ ���� DΦ(g, π)� ������������� ����� ��� ��������� DΦ(g, π)∗� �� ���
������ ����� �� ��������� DΦ(g, π)DΦ(g, π)∗ ���������� ���� ������ ���� ������ ���
��������� �� ���������� �������� �� ��������������� ���������� �� ������� �� �������
������ �� DΦ(g, π)DΦ(g, π)∗ �� ���� ����� �� DΦ(g, π)� �� �������� ������ �� �����
��������� �� ��� �� ���� ���������� ��������� ������ ��� ����� �� ���������� ������� ��� ���
�������� �� �� ������� ���� ���������� ��� �������� �� g �� π� ���� ������� ������� ���
��������� �� ������� ������� ��� �� ����������� ��� ������������� �� ������� ������� ���
����������� �� ����� �� ��������� ����� �������� ��������� � ������� k + 2 ��� ���������
�� ��������� ��������� ���������� � ������� k� ������� �� ��������� ��� ������������� ��
������� � ������ ���� DΦ(g, π) ���� �� �������� �� ������� ��� ������� �� DΦ(g, π) ���
������ �� �� ����������� ����� �� ��������� ���� ���� �� ��������� F ����� ����� ��
��������� �� Φ ���� ��� ���������� ������������� ��� ������� ���������� ��� ���������� ����
���������� ����������� ���������� �� ������ � ����������� DΦ(g, π) ��� ����� ������
���� ��������� ���������� ������� ���� ������ ���� ����� ��� ���������� �������� ���
���� ���������� �� ��������� ����� ����������� F ��� ��� ������ ������ ��������� ����
��������� ��������� � �� ������ �� ��������� ���� ����� �� ���� ���� ���� ��������� ��
���� ���� ����� ������� ��� ImF ��� ������ �� ������� �� �������������� �� ���������
���� ����� ������� �� ������ �� ������� ������ �� F ��� ����� ���� �� �������� ��� ��
����� ����������� �� ���������� ��������� π ������������ ������ ��� �

π : L∗ → L∗/ImF =: CokerF.

L∗ ����� �� ������ �� �������� �� � �� ����� ������� ��������

L∗ = ImF ⊕ (ImF )⊥. �����

�� ����������� �� ������������� π � (ImF )⊥ ��� �� ������������� ������� ����������� F
���������

ImF ⊂ Im DΦ(g, π) ⊂ L∗,

�� ������� �������������� �� ����� ���� Im DΦ(g, π)�

Im DΦ(g, π) = ImF ⊕
�
(ImF )⊥ ∩ Im DΦ(g, π)

�
�����

�
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�� ��������� ���� �� (ImF )⊥ � CokerF ������� ����� �� ����� �� �� �� �� ������
���� ���� �� kerF ∗� ������� ����� �� �������� ��� ����������� �� W := (ImF )⊥ ∩
Im DΦ(g, π) ���� (ImF )⊥ ��� ������� ��� ��������� ���� ���� ��� ��������� ������
ImF ����� ��������� ������ ���� ����� ������� ��� ����� ����� ��� Im DΦ(g, π) �������
������ ��� �������

������������

���� ����� ������ ���� ��������� �� ����� ��������� n �� ���� ������� �������� �� ����
������� ��������� ���������� ��� ��������� ��������� ���� �������� �� ����� ����������
���������� ��������� �������������� ��������� ��� ��������� �� ������� ��� ���������
����������� �� ��������� �� �� ������� � �� ��������� n = 3 � ���� ��� ����� ������� ����
��� ��������� ����������
���������� ��� ���������� ���� ��� ���������� ��� ��� ������� �� ��������� c ������� ��
������� ��� ��������� ��� ������ �� �� �������� g̊ �� �� δ �� ��� ���������� ���� ������
����� ����� � ������� ����� �������������� �� ������ �� �� ���������� �� �� ���������
C ���� ����� � ���� ���������������� �������� ��� ���� �������� �������� �����������

�





��������� �� ����������� ����������

���������� ��� ������� �������� ���� ��� ��������� ������������� �� ��������� ��� �������
����� ��� �������� ��� �������������� N �� ��������� n + 1 �� ��� ������� ��������
����� ��� ������� ��������� ����� 0 �� n� ����� ��� ������� ������� ��� ���� �������� ����
����� ���������� ��������� ��� ���������� ��������� �� ������������ ��� �������� ���
�������������� M �� ��������� n� ��� ��������� ����� ��� ������� �� 1 � n� �� ����� ��
���������� �� ��������� ���������� ��� �������� � �� ���� �� ������� �� ���� ������
�������� ���� ����� ��� ���� ��������� �� ��� ���� �������������� ����� �� ����� ��� ������
��� ������� ��������� �� �������� ��� ������������� �� ��� ������ ��� ��� �����

����� ��� ����� ��� ��������� ��� ���� ��������� �

• In ������� �� ������� �������� �� ��
n� ���� ��� ����������� ���� ��� ����� ������

������ ���������� ���� ������� ��� δij� �� δ ��� �� ������� �� ��������� �����
���

δij =

�
0 �� � �= �

1 �� � � �
.

• ���� �� ������� �� ����������� (xi)1≤i≤n� �� ������ ∂i ����������� �� ����������
��������� ��� ������� � xi

∂i :=
∂

∂xi
.

• ����������� ������� ��������� ������� ���� ������� ���

∂2
ij :=

∂2

∂xi∂xj
.

• ���� �� ������� ���������� �������� �� ���� ���������� � ���� ��

∇2
ij := ∇i∇j.

• �� ������ �Φ �� ������� ���������� �� ������������� Φ : ��n −→ ��n

DΦ =




∂Φ1

∂x1 · · · ∂Φ1

∂xn

���
���

∂Φn

∂x1 · · · ∂Φn

∂xn


 .

• C ∞(M) ������� ���������� ��� ��������� ������ ��� M ������ ��� C ∞
c (M) ������

C ∞
c (T ∗M)� ������� ���������� ��� ��������� ������ ������ 1�������� � ������� ����
���� ��� M �

• ∧ ������� �� ������� ����������

��





�������� �

������� �� ��������� �� ��������
��������

�� �������� ��� ����� � �������������� ��� ��������� �� ����������� �� ������ ���������
���� ������ ��� ������� ������������� �� ���� ����������� � ����� ������ �� ��������
������� ��������� �������� ������� �� ���� �� ��������� ������������� �� �� �������� ���
�������� ��� ��� ������ �� ��������� �������������������� �������� ������������ ��
����� �������� ��� ���� �������� ���������� ��������� ��� �� ����� ����������� ���������
�� �� ������� �� ����� �� �� ���������� ���� ����� ��� ��� ����������� � �� ���������
��� ������������ �� ��� ������ ������� ��� ��� �������� ���������� �� ����� ����������
�� �������� ������� ����� ��� ������������ �� �������� �� ���������� �������� �� ����
���������������� � �� ������ �� ����������

��� ��������� �������������

���������� ��� ������ �� ��������� ����� �������� ������ ������� ��� ������ ����
������ ����� ����� ������

�������

�� ������ ����������� M � ������ �� ���� �� ��������� ��� ������ ������� ����� ��
��������� n �� �
� �� ������ �� ������������ ������ {Uα}α∈A �� M ��� ��� ���� ���� α ∈ A� �� ������
�� ��������� ������ Vα �� ��

n �� �� �������������� φα : Uα −→ Vα�
� ����� ��� ������ α �� β ∈ A � �� Uα ∩ Uβ �= ∅, �����φα ◦ φ−1

β ��� �� C ∞� ���������
�������

�� ������� ����� �� M ���� ������ (Uα,φα) �� ���������� {(Uα,φα)}α∈A ��������� ��
����� ��� M � ��� ������� ��� ���� ���������� �� ���� ��� �������� �� ���� ���������
������������

�� ��� ��� Vα ��� �� ��������� ����������� �� ��
n �� Vα = V �

α ∩ {x ∈ ��n/xn � 0}
�� V �

α ��� �� ��������� ������ �� ��
n�

��� ������� M ��� ������ ������� ����� �� ��������� n � ���� �� �
� �� ������ �� ������������ ������ {Uα}α∈A �� � ��� ��� ���� ���� α ∈ A� �� ������ ��
��������� ������ �� ����������� Vα �� ��

n �� �� �������������� φα : Uα −→ Vα�
� ����� ��� ������ α �� β ∈ A � �� Uα ∩ Uβ �= ∅, �����φα ◦ φ−1

β ��� �� C ∞� ���������
�������

�� ���� �� M ��� ����� ��� ∂M =
�
α∈A

φ−1
α (V �

α ∩ {x ∈ ��n/xn = 0})�

��



���� ��������� �������������

�������

���� � �� ���������� ����� ����� �� ��� �� ������ ����� �������M ��� ��� �����������
C 1 ��� ��������

γ : � −→ M

t �−→ γ(t)

���� �� ������� ��� ���� ���� (γ) = {γ(t), t ∈ �}�

������ �������

�� ���� ����� p �� �� ������� M � �� ���� ������ �������� ������� � M �� �����
���������� ���� C = {γ : [−1, 1] �→ M / γ(0) = p ∈ M} ���������� ��� ������� �� M
������� �� p� ���� (U,φ) ��� ����� �� M ���� p ∈ U �
�������� ������� �� p �M � TpM � ��� ���������� ��� ������� ������������� ���� C ����

�� �������� ������������� �������� �

������ γ1, γ2 ∈ C , γ1 ∼ γ2 ⇐⇒
�
d(φ ◦ γ1)(t)

dt

�

t=0

=

�
d(φ ◦ γ2)(t)

dt

�

t=0

.

����� ��������� �� ������ ��� �� ����� �� �� ����� ���� ����� ���� ���� �������� �������
�M �� ����� p ��� �������� ��������� ��������� ��� ��������� ��� ������� ��M �� �����
p� �� ��� �� ���� ��������� ��� M � ���������� TM = {TpM, p ∈ M} ��� ������ ����
������� �� M �

������ �� ��������

�� ����� �� �������� �� ������ C ∞ ���M ��� ��� ����������� ��� ������� � ���� �����
p �� M �� ������� �� ������ �� p ���� TpM � �� ����� C ∞� ����� ��� ������� ����� ��
���� ������� TM � �������� ��������� ��� ������ �� �������� ���M ��� ���� Γ(TM)� ��
���� ��������� ��� ������ �� �������� � ��� ��������� �� ���������� ��������� �� �������
����� �������� ��� ��� �������� f : M → ��� ���� �� ������� �� ����������� {xi}� ���
���� �� TpM ��� ������ ��� �������� {∂i}1�i�n �� �� ���� ������������ �������� ��
����� �� ������� X(p) = X i(p) ∂i �� ��� X i ���� ��� ��������� C ∞ ��� M � ��������
�� X ��� ��� �������� f ��� ����� X(f) �� X.f �� ������ ��� X(f) := X i ∂if �

�� ������� �� ��� �� ���� ������ �� �������� X �� Y � ���� [X, Y ]� ��� �� ����� ��
�������� ����� ���

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)).

�� ����������� ��������

[X, Y ](f) = X i ∂i(Y
j ∂jf)− Y i ∂i(X

j ∂jf) = (X i ∂iY
j − Y i ∂iX

j)∂jf.

������ ��������� �� 1������� ��������������

���������� ��� ������ ��������� ��� TpM ��� ������ ������ ���������� ���� ����������
�� TpM �� ���� T ∗

pM � ��� 1������ ������������� �� ������ C ∞ ���M ��� ��� �����������

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

��� ������� � ���� ����� p �� M ��� ����� �������� ��� TpM � �� ����� C ∞� ����� ���
������� ����� �� ���� ��������� T ∗M = {T ∗

pM, p ∈ M} �� �� ���� ΩM := Γ(T ∗M)
�������� ��������� ��� 1������� �������������� ��� M � ���� �� ������� �� �����������
{xi}� ��� ���� �� ��� �������� �������������� ��� {dxi}1�i�n� ���� ����� �� {∂i}1�i�n ��
�� ���� ������������ �������� ��� 1������ ������������� α(p) = αi(p) dx

i �� ��� αi

���� ��� ��������� C ∞ ��� M � �� ������ �� ������� �� �������� ������ ����� 1������ α
��� �� ������� X� ���

�α, X� := α(X).

��� ���� ����� ���� ������� ��� �� ��������

dxi(∂j) := δij,

�� δ ������� �� ������� �� ����������

��������

������ α �� β ���� 1������� ��� TM � ���� ������� ��������� ��� ������������� ����������
������ ��� �� �������

(α⊗ β)(X, Y ) := α(X)β(Y )

�� ������ ��������� ��������� � (dxi ⊗ dxj)(X, Y ) = dxi(X)dxj(Y ) = X iY j�
�� ������� ��������� ���������

dxidxj :=
1

2
(dxi ⊗ dxj + dxj ⊗ dxi)

��� ��� ���� ��� ������ ����������� ����������� ��� TM �
�� ����� ��������� �� ������� ��������� ��������������

dxi ∧ dxj =
1

2
(dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi)

��� ��� ���� ��� ������ ����������� ���������������� ��� TM �
������ X �� Y ���� ������ �� �������� ��� M � ���� ������� ��������� ��� �������������
���������� ������ ��� �� �������

(X ⊗ Y )(α, β) := α(X)β(Y ),

�� ������ X(α) := α(X)� �� ������ ��������� ��������� � (∂i ⊗ ∂j)(α, β) = αiβj�
�� ������� ��������� �� ���� 1�������� �������� �� ������� (0, 1)� �� ���� ������ ��
�������� �������� �� ������� (1, 0) ������ ��������� ��� �������� ������� ����� �� ��
������� �� ���������� ���� ������� ��� �������� ������� ����� ����� ��� ���� ����� ��
���� ���� ������� ��� �������� ������ �� ������� (1, 1) �� ������� �� ������� ���������
����� 1� ����� �� ���� ������ �� ��������� ����� �����

(∂i ⊗ dxj)(β, Y ) := βi Y
j.

�� ������ �� ������� �� ���������� ���������� � ��� �������� ������� r + s �� �� �������
(r, s)� ���� r ���� ������������� �� s ���� ���������� ������� �� ������� �� ������� ���������
�� r (1, 0)��������� �� s (0, 1)����������

��



���� ��������� �������������

�� ������ (⊗rTpM) = TpM ⊗ · · ·⊗ TpM� �� �
rfois

�� (⊗sT ∗
pM) = T ∗

pM ⊗ · · ·⊗ T ∗
pM� �� �

sfois

�

�� (r, s)�������� R ��� ���� ��� ������� ����� �� ���� T r
sM := (⊗rTM)⊗ (⊗sT ∗M)� ��

����� �� ������ ��������������

p ∈ M �−→ Rp : TpM × · · · × TpM� �� �
sfois

×T ∗
pM × · · · × T ∗

pM� �� �
rfois

−→ ��.

�� �������������� ���� ��� �������� ��� �������� ����� �� ��������� ��� ������� � ������
��������� ���� ���������� �� �� �������������� ��� ��� ��������� ������ ��� ���� ���� ����
������ ������� ��� �������� �� ������� (a + c, b + d) �� ������� �� ������� ��������� ��
���� �������� �� �������� ����������� (a, b) �� (c, d)�

��� �������� ���� ������������ ��� ���� ���������� ��� ������� �� ������� �� ��������
���� ���� ������ ��� ���� �������� �
������ (Ω,φ) �� (�Ω,ψ) ���� ������ ����������� �� �� ������� M �� p ∈ Ω ∩ �Ω ⊂ M �
�� �������� �� ����������

Φ = ψ ◦ φ−1 : φ(Ω ∩ �Ω) ⊂ ��n → ψ(Ω ∩ �Ω) ⊂ ��n

����� �� ��������������� �� ���� Ψ ��� �������� ��� �������� �� ������������ �����
���� ���� �������� �� Φ �

�Φ(φ(p)) : ��n −→ ��n

V �−→ �V = �Φ(φ(p))V

��� �������� �� (��n)∗� ������ ��������� ��� ��n� �� ������������ ����� � ��� �����
���� ���� �������� �� Ψ �

�Ψ(ψ(p)) : (��n)∗ −→ (��n)∗

ω �−→ �ω = ω�Ψ(ψ(p))

�� ��������� ����������� �� ������������ ��� ���������� �� ����������� ����� ��������
�� Φ� ��� ���� �������� ��� �� �������� �������� �� ����������� ������� �

Ri1···ir
j1···js

= �Rm1···mr

k1···ks
∂j1Φ

k1 . . . ∂jsΦ
ks ∂m1

Ψ
i1 . . . ∂mr

Ψ
ir ,

�� R ��� ��������� �� ����� φ(p) �� �R �� ����� ψ(p)�

����������� �����������

��� ������������ ������������ ci,j ���� ��� ������������ ���������

ci,j : (⊗(r+1)TpM)⊗ (⊗(s+1)T ∗
pM) → (⊗rTpM)⊗ (⊗sT ∗

pM),

������� ���� ���� X1, . . . , Xs ∈ TpM �� α1, . . . ,αr ∈ T ∗
pM ���

ci,j(X1 ⊗ . . .⊗Xs ⊗ α1 ⊗ . . .⊗ αr)

= αj(Xi)X1 ⊗ . . .⊗ X̂i ⊗ . . .⊗Xs ⊗ α1 ⊗ . . .⊗ α̂j ⊗ . . .⊗ αr .

���� S �� (r, s)�������� ���� ������������ �� ����������� ������� ��� Si1...ir
j1...js

�
�� ������� cip,jq(S) ��� �� (r − 1, s− 1)�������� �� � ���� ����������

S
i1...ip−1 ν ip+1...ir

j1...jq−1 ν jq+1...js
.

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

����������� �������� �������� �� ��������� ���� �������

���� φ : M → N ��� ����������� ����� ����� ���� ��������� ������������� ��������
�������� Tφ ��� ������ �����

Tφ : TM → TN.

�� ���� ����� p ∈ M � Tpφ ������� � �� ������� �� TpM �� ������� �� Tf(p)N �
���� S �� (0, s)�������� ��� N � �� ��������� �� S ��� φ� ���� φ∗S ��� �� (0, s)��������

��� M ����� ���� ���� X1, . . . , Xs ∈ TpM ���

(φ∗S)p(X1, . . . , Xs) = Sφ(p)(Tpφ.X1, . . . , Tpφ.Xs).

�� ��������� ������ �� ��������� �������� � �� ψ : N → P �� ��� ����� ����������� �����
����� ��� �������� N �� P � �����

(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.

��� ��������� �������������������

�� ����� ��������� ��� ����� ���������� g ������� �� ����������� ������� g = gijdx
i⊗dxj�

�� � �����

g(X, Y ) = (gijdx
i ⊗ dxj)(X, Y ) = gijdx

i(X)dxj(Y ) = gijX
iY j.

�������M ��� ��� ������� n���������������� �� ����� ���������� g ��� TM ��� �� �������
�� ������� (0, 2) �� gij ���� ���� ����������� �� ����������� ������� ��� ��� �������
������ �� ������ n� �� ������������� ���������������� ��� ������ ����������� �����������
��� TM � ���� ����������

g(X, Y ) = g(Y,X) �� gij = gji

�� �� ������ ���� �� ���
g = gij dx

idxj

�� �� ����� �� ����������� �� �� ������� gij ��� ��� ���� �� ����� ����� �� ����� �����
������ ���������� ��� ���������� �� ���� ���� �� ��� ������ �� ��������� �� �� �����
����������� �������� �� ��������� �� ��� ��������� �� ��������� ��� ����� �� ������ �����
����������� ����� ���� ���� �������� �� ������� gij ��� ��������� ���� ���������� ���
���������� �� ����� �������� �� ������ + �� −� �� ������ �� ������ + �� − ��� �����
������� �� �� ���� �������� �� ��������� �� g ��� ����� (p, q) �� p ������ q� ��� �� ������
�� − ������ +� �� p + q = n� �� ������ ������� �� ���������� ������� ���� ������� �� p
�� q ���� �� ��������� �� �� ����������

�������� ������������

��� �������� ������������ g ��� M ��� ��� ������� ����� �� ������ �������� �� ����
S2T ∗M ��� 2������� ����������� ����������� ������� ��������� ��� M � ����� �� �����
�� (0, 2)��������� ����������� �� ��������� (0, n)� ����� ��������� (+, . . . ,+)� � ������

��



���� ��������� �������������������

����� p �� M � �� �������� ������� ��� ����� ���������� ���������� ������ �������� ���
TpM � �� ����� C ∞� �� ���� ����� ���� g ����� �� ����� �� �������� ��������� ���
TM �� ������ ��� ����� ���������

p ∈ M �−→ gp : TpM × TpM −→ ��
(X, Y ) �−→ gp(X, Y ) := �X, Y �g

����
�X, Y �g;p = gij(p)X

i(p)Y j(p) �� |X|2g;p := gij(p)X
i(p)Xj(p)

�� ����� p ����� ������������ �� ������� �� ������ �� �� �� ���� ���� ���������� ����
��� ��������� ��� �� ��� ��������

�������� ������������

�� ������� ��������� ��� �������� ��� ������� � ������ ����� p ∈ M ��� �����
���������� ��� TpM ���� �� ����� ����������� �������� � ��� ��������� (p, q) ���� p �= 0 ��
p+q = n ��� ������� �������� ������������������� �� ���� ��� ��� ������������ �� p ��
q ������� 1� �� ����� �� �������� ������������� �� ���������� ����������� (−,+, . . . ,+)
�� (+,−, . . . ,−)�
������������� � ��� �������� ������������ ������� ��������� ���� �������� �� �����
gijX

iXj �� ���� ������� X ��� �������� �� ������ �� �� ���� ��� ������ �� ����� ����
��� �������� ������������ ��� ���� ������������ ��� �������� ��������������������
��� �� ������ gijX iY j ���� ���� ������� ������ ���� �� ��������� ��� ����� ������� ��
�� ��������� �� ������� ���� �� ��� �� ������������� ��� ���� �� ������� �������� ����
�������� ��������� ��� ��� ������� ������������ �� ��������� (−,+, . . . ,+)� �� ���������
����� ����� �� �������� �
� ��� �������� X �� ����� ����� ���� ��� gijX iXj < 0�
� ��� �������� X ��������� ��� �� ����� �������� ���� ��� gijX iXj = 0�
� ��� �������� X �� ����� ������ ���� ��� gijX iXj > 0�
�������� � ���� �� ��� ����������� �� ������ ���� ��� �������� ��������� ��� ����� ��

��� ��� ���������� ���� �� ��� ����� �������� ������������� ���� �� ����� �� �� ������
�� ������� ������� ������������ ������ ������������� �� ������ (M, g) �� M ��� ���
������� ����� ����� �������� ������������ ������ ������������� g�

������ �� ���������

��������� �� ���� ������� �� ������� ������������ ��� �������� �� ��������� ��1,3�
������� �� �� ������� �� �� ���������� ����������� ����� ������������ �� �������� ���������
���� � ��� �������� ������������� ���� ��� �������� ������������ ���� �� ������ ��
�������� ��� �������� ���� �� ��������� ���� ��� �������� �� ��������� ��� ����� ����
������� �� ��������� ����� �� ��������� ���������� �� ��� � ���������� ����������� ����
������������ �������� �� ��������� ��� �� ������ ���� ���������������� �� ���������
� ��� �������� �������������� �� �� ���������� ����������� ����� �� ����� ���� ����� ����
���� �� ���� ������ ��������� �� ��������� � ���� ������ �� ��������� ��� ��������
������������� �� ������������ ���� ������� u = (u0, u1, u2, u3) �� ��

4 ��� ����� ������
���

η(u, u) = −u2
0 + u2

1 + u2
2 + u2

3,

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

�� η ��� �� ������� �������� � �� �������� �� ��������� ���� �� ���� ����������� ���
������

η =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

�������� �� �������� ��� ������� � ��� ������������� ��������

���� �� ��� �� �� �������� γ ��� ��� ���������� ��� ������� ������ �� γ ������ ��
������������

� : TpM → T ∗
pM

X �→ X�

����� ���
X�(Y ) := γ(X, Y ).

�� �������� ����������� Xδ = γδνX
ν � �� ������� ��� ������ ����������� �� ���������

��������� �� � ���

� : T ∗
pM → TpM

α �→ α�

����� ���
α(X) := γ(α�, Y ).

�� �������� �����������
αε = γεµαµ,

�� (γαβ) ��� �� ������� ������� �� (γαβ)� ������ � �� ������� �� γ ���

γανγνβ = δαβ.

�� ������� ��� ����� � ��� ������ �������� �� ��������� ��� ���� �������� �� ������������
�������� ���� �������� �� �������� ��������� ������� ���� ������� ������� ��������� ��
��������� �������������� γ �� γ−1�
��� ������������� �������� ��� ������ ��� �������� �� ������� (a, b)� ���� a + b = r�
���� ������� S ������� r ��� ���� ���������� �� �� �� ���� ���� �� ����������� �����
��� ���������� �������� ��� �� ������ ������ ����� (a, b)�������� T ���� ��� ���� (b, a)�
������� S ��� ����������� ������ �� ����� ��������� ��� ��������� ����� �� ��������������
�� ������� �� ������� ���� ��� �������� ������� ��������� � ���

����� ���� 2�������� �� ���������

���� T �� 2��������� �� ������� ����� �� T ��� γ �� �������� trγ T ���� ������������
�� ����������� �������� ������� �� ������� �� T � ��� �� ��������

trγ T = γµνTνµ = γµνT
νµ = γ ν

µ T µ
ν = γµ

νT
ν
µ = T µ

µ = T µ
µ .

�� ������ �� ��������� ����� �������� N � ������� � ��� �������� �������������������
γ

∆γN := γαβ∇2
βαN := ∇α∇αN = ∇α∇αN.

��



���� ��������� �������������������

������������ ����������� ���� �������

����� ������� �������� � ����� �������� ���� ������ �� ����� ������ �������������
���� ������� X ��� ��� ������� ������������ ������ �������������� �� ���� ������
��� ��� ������� ������������������� (∇, γ) �� ������������ ���� (r, s)��������� ����
������������ �� ����������� ������� ��� Si1,...,ir

j1,...,js
� � ������ �� �� �������� γαβ �� ���

������� γαβ

|S|2γ := γk1i1 ...γkrirγ
l1j1 ...γlsjsSk1...kr

l1...ls
Si1...ir

j1...js
.

�� �������� |S|2γ,x ������ �� �������� �� ����� �� ������ ��� ���������� �� ������

k������� ��������������

� ������ ��� �������� ��������������� �� ���� ������ ����� � ��������� ����������� ��� k�
������ �������������� ��� ��������� � ���� ����� p �� M ��� ������ k���������� ���������
��� TpM � ��� k������ ������������� ��� M ��� ��� ������� ����� �� ���� Λ

kT ∗M ���
������ k���������� ��������� ��� M �� �� ���� ΩkM = Γ(ΛkT ∗M) �������� ��������� ���
k������� �������������� ���M � �� TpM ��� �� ��������� n �� ��� ���� ��� �� ������� ��
����������� ������� {xi}1�i�n� �� ���� �������� ������������ ��� k������ �������������
���

x �−→ ω(x) =
�

1�i1�···�ik�n

ωi1···ik(x) dx
i1 ∧ · · · ∧ dxik

�� {dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , 1 � i1 < · · · < ik � n} ����� ��� ���� ��� ������ k����������
��������� ��� TpM �

������ �� ������ ����� ������� �������������������

���� (M, g) ��� ������� ������������������� �������� �� ��������� n� �� ���� ������
��� ������ �� ������ ��� M �������� � �� �������� g �� ����� dµg� ����� �� n������
������������� ��� ����� ����� �� ����� ��������� ���� �� ������� �� ����������� {xi}
���������� ���� ������������� �� M �

dµg =
�
|det(g)| dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

���������� ��� ��� ������� �������������������

������� ���������� ���� ����� �� ��������

���� (N, γ) ��� ������� �������������������� ��� ���������� �� ������� �����������
������ ������������ ���N ��� ������ �� ������� ��� ���������� ������������� ��� ���������
��� TN ��� ��� ����������� ��� ������ �� ������� ��� ���������� ��� ������ �� ��������
�� ���� ������������ ��� �������� �� ������� �����������

D : Γ(TN)× Γ(TN) −→ Γ(TN)
(X, Y ) �−→ DXY

����� ���
� DXY ��� �������� ��� �������� ���� X �� Y �

∀X, Y, Z ∈ Γ(TN) , DX+Z(Y ) = DX(Y )+DZ(Y ) �� DX(Y+Z) = DX(Y )+DX(Z).

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

� DXY ��� �������� ��� �������������� ��� ��� �������� ���� X�

∀f ∈ C
∞(N) , ∀X, Y ∈ Γ(TN) , Df XY = f DXY.

� DXY ��������� �� ����� �� ������� ���������� �� ������� ��� ��� �������� �� Y �

∀f ∈ C
∞(N) , ∀X, Y ∈ Γ(TN) , DX(f Y ) = (X.f)Y + f DXY.

�� ������������ �� ������� ���������� ����� �������� ��� ������ ��� DXf = X.f �
��� ��������� ��� ���� ���� ������� ������� ∀X, Y ∈ Γ(TM),

DXY −DYX = [X, Y ],

�� [X, Y ] ��� �� ������� �� ��� ��� ������ �� �������� X �� Y �

�� ��� ������ ��������� ��� ���������� ���� �� �������� �������

∀X, Y, Z ∈ Γ(TN) , X.g(Y, Z) = g(DXY, Z) + g(Y,DXZ).

�������� �� ��������� �� ������������ ����
���� (N, γ) ��� ������� �������������������� �� ������ ��� ������ ��������� ����
������� ���������� ���� �� �������� γ� ������� ��������� �� ����������� �������� � ��
�������� γ�

�� �������� ��� ��� ����������� �� ��������� ��� �������� �� �� �������� �������
������������ γ� ���� �� ����� �� �� ������ ������ ��� ���������� ����������� ��� ���
�������� ������������� �� ������������� ������ ��� ���������� �� ����������� �� �� ��
�� ��������� �����

�������� �� ����������

�� ������� ���������� ������� � ���� ������ �� �������� X = X i∂i �� Y = Y j∂j ��
����� �� �������� DXY � ����� ����� �� ������� �� Y ���� �� ��������� X� ������
���� ��� ���������� �� D� �� ���� �� ��������� ������������ �� D∂i∂j ���� �� �������
������������ �� DXY � D∂i∂j ��� �� ����� �� ������� ���� �� ���� Γ

k
i j ��� �����������

�� ����������� ��������
D∂i∂j = Γ

k
i j ∂k.

��� ��������� Γ
k
i j ���� �������� �������� �� ���������� �� �������� ������ �� ����

������ ���� ��� �������� ������������������� γ ���

Γ
k
i j = γkl

Γilj =
1
2
γkl (∂iγjl + ∂jγil − ∂lγij) ,

�� ��� ���������
Γilj =

1
2
(∂iγjl + ∂jγil − ∂lγij)

��������� ��� �������� �� ���������� �� �������� �������
�������� � ��� �������� �� ���������� �� ���� ��� ��� �������� ��� ��� �� �������� ��� ��
�������� �� �������������� ������ ��� ��������� ���� �������� ���� ��������������� ��
�� �� �� �������� �� ������� �������� γ ��� �� ��������� ���� ������� �� �� �����������
�� � ����������� ��� ��������� �������� �

��



���� ��������� �������������������

� ��� �������� �� ���������� �� �������� ������ ���� ����������� ��� ������� � �����
������� ��������

Γkji = Γijk.

� ��� �������� �� ���������� �� �������� ������ ���� ����������� ��� ������� �
����� ������� ����������

Γ
l
k i = Γ

l
i k.

���� �� ������� �� ����������� {xi}� �� �� ������ ������������ �� �� ������� ����������
�� Y ���� �� ��������� X �

DXY = (X i ∂iY
j + Γ

j
i kX

iY k) ∂j.

�������� � �� ���� Di := D∂i �� ����� DiY = (∂iY
j + Γ

j
i kY

k) ∂j.

������� ���������� ����� 1������

�� ��������� �� ����� �� ������� ���� �� ������� �� �������

DX(α(Y )) = DXα(Y ) + α(DXY ),

�� ������� ������������ �� �� ������� ���������� ����� 1������

DXα(Y ) = X. (α(Y ))− α(DXY ).

�� ����������� ��������

DXα = (Xj ∂jαi − Γ
k
j iX

jαk) dx
i.

��������� �� �� ������� ���������� � �� ����� �� ��������

�� ���� ������� �� ������� ���������� ��� �������� �� ��������� ����������� DX � ���
��������� ��� �� ������������� �� �������� ��� �������� �� ������� � �� (r, s)��������
�� ������� �� ���� �����

DX(S ⊗ T ) = DXS ⊗ T + S ⊗DXT.

�� ��� ���������������� �������� �� ��������� �������� �� �� ������� ���������� ��� ��
������� S ∈ Γ(T 0

sM)� ��� �� ���� ��� �������� ��� ���� ������������� �� ���� ��������

DXS(X1, . . . , Xs) = X. (S(Xi, . . . , Xs))−
s�

i=1

S(X1, . . . , Xi−1, DXXi, Xi+1, . . . , Xs).

���� �� ��� ����������� �� ������� ���������

DXγ(Y, Z) = X.γ(Y, Z)− γ(DXY, Z)− γ(Y,DXZ) = 0 �����

��� �� ��������� ��� ���������� ���� �� ��������� ���� �������� ����� ��������� �� ��
�������� � ���� (N, γ) ��� ������� ������������ �� ��������� �� ����������� D� �����

∀X ∈ Γ(TM), DXγ = 0.

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

������� �� ��� �� ������ �������� �� �������

�� ������� �� ��� �������� � �� ����� �� �������� X ��� N ��� ������������� ��������

LX : Γ(T r
sN) → Γ(T r

sN)

����� ���
� ∀f ∈ C ∞(N) , LXf = X.f.
� ∀Y ∈ Γ(TN) , LX(Y ) = [X, Y ]�
� ���� ���� �������� S, T , LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT �

�� ������� �� ��� ���� ������� S ∈ Γ(T 0
sN) ���

LXS(X1, ... , Xs) = X. (S(Xi, ... , Xs))−
�s

i=1 S(X1, ... , Xi−1, [X,Xi], Xi+1, ... , Xs). �����

�������� � ������� LX(Y ) = [X, Y ]� �� ������� ����� ��� ����������� �

LXS(X1, ... , Xs) = X. (S(Xi, ... , Xs))−
�s

i=1 S(X1, ... , Xi−1,LXXi, Xi+1, ... , Xs).

�� ���������� ����� ������� � �� �������� γ� �� ������� ������ ���� �� ������

LXγ(Y, Z) = X.γ(Y, Z)− γ([X, Y ], Z)− γ(Y, [X,Z])

= X.γ(Y, Z)− γ(DXY, Z) + γ(DYX,Z)− γ(Y,DXZ) + γ(Y,DZX)

= γ(DYX,Z) + γ(Y,DZX).

�� ����������� ��������
LXγij = DiXj +DjXi.

��� ��� ������� ������������ (N, γ) �� ��������� D� �� ����� �� ������� X ∈ Γ(TN)
��� ��� LXγ = 0 ��� ������ ����� �� ������� �� ��������

�������� ����� ������� �������������������

���� (N, γ) ��� ������� ������������������� �� ���������D� ������X, Y, Z ∈ Γ(TN)�
�� ������� �� �������� ��� ������������� ������ �� Γ(TN)×Γ(TN)×Γ(TN) ���� Γ(TN)
������ ���

R(X, Y )Z = DY (DXZ)−DX(DYZ) +D[X,Y ]Z �����

���� �� ������� �� ����������� {xi}� �� � ������������ �� ������� �� ��������

Rµ
αβδ ∂µ = (∂βΓ

µ
α δ − ∂αΓ

µ
β δ + Γ

ν
α δΓ

µ
β ν − Γ

ν
β δΓ

µ
α ν) ∂µ �����

�� �������� ��������� ����������� ������� �� ������ ��� ������� �������� �� �����

(DβDα −DαDβ)Z
ε = Rε

αβδZ
δ. �����

� ������ �� (1, 3)�������� �� ��������� �� ���� ������� �� ������� �� ������� (0, 4)�
������� ������� �� �������� �� ������� �� ����� ���� X, Y, Z, T ∈ Γ(TM) ���

Riem(X, Y, Z, T ) = γ(R(X, Y )Z, T ),

��



���� ��������� �������������������

�� ��� ����� �� ����������� �������

Rαβδε = γµεR
µ
αβδ.

�� �������� �� ������� ������ ��� ��������� �������������� ��������� �

Rαβδε = −Rαβεδ = −Rβαδε. �����

������� ����� �� � ����� ��� �������� �� �������� ��� ���� �� ���� ������� �����
���� �

Rαβδε = Rδεαβ. �����

�� ��������� ��� ����������� ���������� ��� ��� ����� �������� ������� �� ������� ��
�������� �� ������� �� �������� �������� �� �������

Rαβδε +Rβδαε +Rδαβε = 0. �����

�� �� ������� �������� �� �������� ������� ���������� ��� �������� ��������� �� ������� ��
�������

DαRβδεσ +DβRδαεσ +DδRαβεσ = 0. �����

�� ���� ������� ��� ������� �� ������ ������ ����� �� ����� ���� ����� ���� ��� �� ���� ������
��� ����������� ����������� �� ������� �� �������� ��� ������� � �������� �������������
�� � �������� ��������� �������� �� ������� �� ������� �� ����� ������ ����� �������� ��
������ ���� Ric g� ���� ��� ����������� �� ����������� ������� ����

Rαβ = Rε
αεβ = γεσRασβε.

�� ������� �� ����� ��� ���������� ��� ����� ��� ���������� �� �������� �� ������� ��
�������� ����� �� �����

Rαβ = γεσRασβε = γσεRβεασ = Rβα.

��� ����������� �� ������� �� ������ �� ������� �� �������� R(g) ������ �������� �� �����
�� �������� ��������

R(g) = Rα
α = γαβRαβ.

� ������ �� �� �������� �� ����� �� �� �� �������� ��������� �� ���� ������ �� �������
���������� Gij

Gαβ = Rαβ − 1
2
R(γ)γαβ + Λγαβ,

�� Λ ��� ��� ��������� ������� ��������� ������������� �� �������� ���������� ���
����� �� �� �������� �� �� �������� �� �� �� �������� �� ������ ���� �� ���� �����������
���� �� ������� �� �� ����������� ����������� �� ���������� ��������� �� ���� ������� ���
����� �� ���� 2�������� ���������� � ���������� ����� ������� ���������� �� �������� ��
��� �������� ������� ������� ����� �� ���� ��� DβG

αβ = 0 ��� ��� ����������� �� ��
�������� �������� �� ������� ����� �� �� ������

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

�������� ������������

���� (M, g) ��� ������� ������������� ���� P ��� �� ���� ������� � M �� ����� x�
�� V � W ���� �������� ������������ ��� ���� �� P � �� ������ �� �������� ������������
����� ���� �

κx(P ) = κx(V,W ) =
RijklV

iW jV kW l

gpqV pV qgklW kW l − (gijV iW j)2
=

RijklV
iW jV kW l

|V |2g|W |2g − �V,W �2g

�� ���� ������� ��� ����� ��������� �� ������ ��� �� ����� ��� �������� V �� W
���� P ������������ ���� ���������� �� ���� P ���� ������ �� �������� ������������
��������� ����������� �� ������� �� �������� ����� ������� ������������ ���� ����� ���
����� �������� � �� ���� �� ������� V �� W ���� �������� ������������ �� ��� ����
������ �� ��������� ��� �� ������������ �� �������� ����

��� ���������� ��������

�� ������� �� �� ���������� �������� ��� ��� ������� ����������� �� �� ����������� ����
����� �� � � �� ������ ��� ������ ��������� ���� ����� �� ���� ����� �� ����������� ��
��� ������ ������������ ������������� ���� ���������� ������ ������������ �� ��������
��� ��� ������� (N , γ) �� ��������� � ���� ��� �������� ������������ γ �� ���������
(−,+,+,+) �� �� ��������� D� �� ������ ������������ �� �� �������� ������ �� ����
������� ��� �� ��������� ���������� ����� ��� ���������� �� �� ���� ������� ��� ���
���������� ��������� ���� �� �������� �� �������� ���������� �� ����� ���������������
���� ��������� ��� ������������ ��� ���������� ��� �� ��������� �� ���� ��� ������������
���������� ��� �� ��������� ����� �� ��������� �� �� ������� ��� ������� ��� ����� ��������
�������� ��� ��������� �����������

Rαβ − 1
2
R(γ)γαβ + Λγαβ = 8πG

c4
Tαβ ������

�� Tij ��� �� ������� ����������������� ��� ���������� ��� ������������ ������ ��� �� ����
�������� �� G ������� �� ��������� �� �� ����������� ������������
�� ������ �� ������ �� ����� �������� ��� �� ������� ���������� G� �������� �� �� ���
������ �� ������������ ������������� ����������������� � ��� �������� �� ������ ���� ���
������� ����������� ���������� ������ ��� ��� �������� ����������� ������� ���������� ���
2��������� ����������� ��� ��� ������� �� ��������� 4 �� � �� ������ ���� ��������� �� ����
�� �������� �� 10 ��������� �������������� ���� �������� ��� ���� ����� ��� ���������
���������� �� �������� ����� ������� �� �������� ����� �� ��������� �� ��������������
�� �� ������������ �� ��������������� ��������� ��� ���� ������� ��� ��� �� ������������
���������� ��� DjT

ij = 0� ������� �� ������� ����������������� T ��� ���� �� �������
���������� G � ��� ��������� �������������� ����� �� �������� �� ��������� �� ����������
�� ������� G � ���������� ����� ���� ������� �� ��������� �� ��������������� �� �������
����� ����������������� ���� ����� ������� ������� �� ����� ���������� ��� ��� ������ ����
�������������� � ���� ����� ������ �� ���� ��� ��������� ���� ��� ����������� ��������
������ ���������� � ���� ���� ���� ���� ���������� ��� ���������� ��� ���� ��������� �����
���� ���������� �� ����������

��



���� ���������� ��������

���� �� �������

�� ������ ����� p �� �������������� N � �������� ������� TpN ��� ��������� � ��������
�� ��������� �� �� ������� ���� ������ �� � �� ���� ������� ��� ��������� �� TpN � ���
��� ���������� ��� ���������� ������ �� ������� ����������� ���� � p� ���� ���� ����
�������� ��� �� ������ �������� �

������ ��� � ������ �� ���� �� �������

������� ���� ������������������������������������������������������������������
������� ���� ��������� ������������ �� �������� ������� �������

�� ����������� ����� ��������� �� ����� ����� �������� ��� ��� ����� ��������� ��������
��� �� ���� �� ���� ������� ��� ���� �� �������� �� ���� �� ��������������� �� ������
�� ��������� ��� �������� ���� �� ���� ��� �� ������� ������ � �� ������� ���� �����������
�� c = 299792458 m.s−1 ��� ��� ���� �� ���� �� �������� ���� ���� ������� ��� ���������
����� �� ��������� �� �� ����������� ���� ������ ��� ���������� ����� �� ��������� ����
���� ���� �� ����� �� ���� ����� ��� ��������� ���������� ��� ����� ��������� �������
����� ����� ������ �� ���� �������� ���� �� ��������� ����� ������ ���� ������ ����� ��
��� ���������� ��� ���� ��� ������������ �� ���������� ���� �������� ������� ����� �����
������ �� ���� �������� ���� �� ��������� ����� ������ ���� ������ ������ ��� ����
���������� ������� ����� �� ����� ������� �� ���� ������ �� ������ ���������� ����
��� ���������� ���� �� �� ���� ����� ��� �� �� �� �������� ������ ����� �� ���� ����
����������� ��������� � ��� ������� �� ��� ���� ������� ����������� ��� ������ �� �������� ��
��������� ������������ ��� ���������� ��������� ������� ���� �������������� ��� ���
� ����������� (t, x, y, z) �� ������� ��� ���� ���� ����� ��� ����������� ������� � �������
�� ����������� ���� ������������� �� ������������ �� �������� �� ��������� ������
�� ������ �� ���������� �� ���������� �������������� ����� ���� ���������� ���� ���
������ �

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2.

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

�� ��� ���������� ������� ���� ����������� ���� �ds2 � 0�� ����� ���� ���������� � ��
�������� ����� ��� ����������� �� ��� ��� ���� ���������� ���� ����������� ���� �����
������� ���� ������ ��� ��� ������ �� ����� ������

���������

���� ����� ������� ���� ������ �������� ����� ������ �� ��������� �� ���������� ���
���������� ������������ ��� ���� ���������� �������������� ���� ���� ������������ ���
��������� �� �� ���� ��� �� �������� 8 �� ����� �� ������ ���� �������� ����������� ����
���� ������ ���� ��� ��������� ������� ���� ���������� �� �������� 6 �� ����� ��� �������
���� �������� ��������� ��� ��������������� ���������� ������� �� ������ ������
���� ����� ����� ���������������� ����� ���� �� ������������ ���������� �� ������ �������
������ �� �� �������� �� �� ��������� ������� � �� ��������� ��� ����� ����� �� ��������
�������� �� ����� ������ ������� �� �������� �� �� ������������ ���� ������ �� ����
�������� ��� ������� ������� �� ������� �� ���� �� ������� �� ������ ������ �� �� ������
������� ��� ������ ���������� �� ������ �� ������������ ��� �� ����������� ��� �����
��������� �� ������ ��� ������������ ����������� ��� �� �� �������� ����� ��� ������
���������� ��� ������� ������� ��� ������ �� ��� �������� ���� �� ������ �� �������
������� ������ ���� ������� �� ����� ����� �� �������� �� ������� ������ �� ��������
���� �� ������ ����� ������ ������ �� ���� �� ������� ���� ������� ������� ������ ���
��� ������ ������� �� ��������� ���������� �� ������������ (N , γ) ������� �� ������
���� ���������� �� ����� �� �� ���� � ������ ��� ����������� �� ������ ��� �����������
��� ����� ������ �� ����� �� �������� �� ����� ����� tα ����� �� ��� ��� ��� N � ���
������ ������������� λ(t) ��� ��� ������ �� ����� ����� ������ �������� ������ ������
������� ������� ���� ���� p ∈ λ(t) � �� ������� ������� tα ��� �� ����� ����� ������
������� ����� ������ ������� ��� ������� �� ����� ����� ������������ ��� ������������
������������������ ��� ������ ���������� �� ����� ������� ���� �������������� ������ ���
��� ������� �������� ������� ��������� ��� ������� ��������� ��� ���� ��� ������������ ���
������ �������� ��������� �� ��������� � �� ������� �� �� �������� �� ����� �������
������� ������ ������ �������������� ���� ����� p ∈ N � ���� I+(p) ������ I−(p)�� ���
���������� ��� ���������� ������� ���� �������� ��� ��� ������ �� ����� ����� ������
������ ��������

I+(p) = {q ∈ N : ∃λ : [0, 1] → N �� ����� ����� ������ ���� λ(0) = p �� λ(1) = q}.

I−(p) = {q ∈ N : ∃λ : [0, 1] → N �� ����� ����� ������ ���� λ(0) = p �� λ(1) = q}.

���� S ⊂ N � �� ������

I+(S) =
�

p∈S

I+(p) �� I−(S) =
�

p∈S

I−(p).

�� ����� ������ ������ ����� ������� �� p ∈ N � ���� J+(p) ������ J−(p)� � ��� ����� ��
�� ���� ������� ���� ��� ������� ��������� �� ������ �� ����

J+(S) =
�

p∈S

J+(p) �� J−(S) =
�

p∈S

J−(p).

�� �������� � ���� �� ��������� �������� ��� ���������� ��� �������� �� ����� ������ �� ����� ����

����������

��



���� ���������� ��������

�� ������������� S ⊂ N ��� ��� �������� ������� ∀p, q ∈ S, q /∈ I+(p), ���� I+S
�
S = ∅�

���� ������� �� ���� ��� ��� ���������� �� S �� ������� ��� ����������� ����� ����
���� λ(t) ��� ������ ������� ������� �� ��� ��� p ∈ N ��� ��� ��������� ������ �� λ

������� ���� ���� ��������� O �� p� �� ������ t0 ��� ��� ���� ���� t > t0, λ(t) ∈ O�
���� ��� ������ ������� ������� �� ����� ����������� ������ �� λ� N ����� �� ������
������ �� ���� �� ��������� ��� ������ ������� ������ ������ ������ � �� ���� ���
��������� ������ ������ �������� ��� ������ ������� ������ ������ ������� λ ��� ����
������������ ���� �� ����� ������ ���� �� ������ �� ���� ������� ��� ����������� ������
������ �������� �� ������������ ��� ��������� ������ ������� ���� ���� ����� p ∈ N
�� ���� ��������� O �� p� �� ������ �� ��������� V �� p ������� ���� O ��� ���������
������ ������� ������������ V ���� ����� ����� ���� ������ �������� ��� ��������� �������
�������� ������� � �� �������� �� ��������� �� p� �� ��� ���� ������������ ����� ���
����������� ������ ���� ������ �� ����� �� �������� �� ����� ����� tα ��� ��� �� �������
��� ��� (N , γ̃) �� ������� ��� �� ������� �������� �������� �� γ̃ = γ − dt⊗ dt� ���� dt
�� 1������ ������������� �������� � tα�

�������� ��
(N , γ) ��� ����������� ������ �� �� ��������� ���� ������ f : N → �� ������������� ����
�� �������� ��� �� ����� ����� �� ���� ������ f ��� ������� �������� ����� ��������

�� ���� ������� ��� ����������� ������ �������� ��������� ������� J+(S) ������ �����
������ ��� ���������� �� N ��������� ��� ��� ���������� �� S� ���� �� ������ ��
�������������� ��������� �� �������� ������ ���������� ��� ���������� �� N ���������
���������� ��� S� ����� � ���� ���������� ��� S� ���� S �� �������� ����� ��������
������ ���� N � �� ���� ������ �� ������� �� ���������� ����� ������ ������ �� S� ����
D+(S) ������ D−(S)�� ����� ����

D+(S) = {p ∈ N : ����� ������ ������� ������ ������������ ������� ��� p ���������� S}.

D−(S) = {p ∈ N : ����� ������ ������� ������ ������������ ������� ��� p ���������� S}.

�� ������ ����� �� ������� �� ���������� �� S �����

D(S) = D+(S) ∪D−(S).

D(S) ��� ���������� ��� ���������� �� N ������������ � ������ ��� ���������� ��� S�
�������� � �� � �������� S ⊂ D+(S) ⊂ J+(S)�
�� ������ �� ������� �� �������� � ��� ������� ���������� � �� ������� �� �� ��������
���� ������ ������ �� p ∈ D+(S) ��� ����� ��� �� ����� �� S ��� �� ���� ��� S ���
���������� �� ���� ���� ������ ������� ����� �������������� ��� ��� ���������� ��� S�
�� ������ ���������� �� ����� �� ����� �� p ∈ D+(S)� ������� ���������� �� ���������
p0 ∈ I+(S) ��� ��� p0 /∈ D+(S)� ��� ��������� �� p0 ∈ I+(S) � ∃q ∈ S ��� ��� p ∈ I+(q)
� ���� �� ������ ��� ������ �� ����� ����� ������ λ ����� ��� λ(0) = q �� λ(1) = p� ����
������� �� ���� ��� p0 ��� �������� ��� ��� ������ �� ��������� �� S� ���� p0 /∈ D+(S)
� ���� �� ������ ��� ������ ������� ������ ������������ λ0 ������� ��� p0 ��� ������������
��� S� ��������� ��� p0 ��� �������� ��� ��� ������ �� ��������� �� ������ �� S� ���
���������� ��� S �� ������� ���� ��� � ���������� ��� ���������� �� p0 �� �� ���� �����
�� ��������� �� �������������� ��� p0 � ������ ��� ���������� ��� S�

��



������� �� ��������� �� �������� ��������

������� �� ������ �� ������������ ����������� ������������

��� ������� �� ������ ��� �� �������� �������� ����� M ��� ��� D(M) = N �

�������� ��
����� ������� �� ������ M ��� ��� ������������ C 0 ������� ���� N �

���� ������� �� ����� ������� ���M ��� ��� ������������ ��N � �����M ��� ����������
�� ���� �� ���� ����� ������������ ��������� � �� ������� ������ �� ������������
(N , γ) ��� ����� ��� ������� �� ������M ��� ��� ����������� ������������ �� �� �����
������ ������ �� ��� ������� ���� ���� ������ ������ ������������ � ������ ��� ����������
� ��������� ����� ���������� ��� M� ����� ������ ��������������� ������� ��� �����������
���� �� ����� �� �� ������ ���� �� ������ �� ���� �� ������������ �� �������� �� �������
��� ��� �� �������� �� �� ������������������ ���� ������������ �� ��������� n + 1� ��
����� ��������� ���������� ����� ������������ �� ������� ���� ������� � ������� ���
���������� ����������� ���� ����������� ������ ����� ������� ������������ �� ���������
n+ 1 �������� ��� ��������� ����������� ��� ��� ������������� �� ����� ������ ���������
�������������� �� ��������� n�

�������� ��
����������� ������������ �������� ��������� ������ �� ����������� ������� �� �����
�� ������ ��� �������� ����� ������� f ����� ��� ������ ������� {f = cst} ��� ���
������� �� �������

�� ���� ���� ���������� N ��� ��� �������� �� ������ �� �� � �� ��������� N = M× ���
�� M ��� ��� ������� �� ������� ����� ������������� ��� ������ � ��������������
���� ������� ���� �������� �� ������ M �� M� ���� �������������

����������� ����������� �� �������� �� ���������

�� ������� �� �� ���������� �������� ��� ��� ������� �� ����� �� � �� ������ �� ���� ��
������ ��� ����������� ������������ �� �������������� �� ���� �� �� ������� �������
������ ������������������

LG := (R(γ)− 2Λ)
√−γ d4x,

�� R(γ) ��
√−γ d4x ���� �� �������� �������� �� �� ����� ������ ��������� � γ�

�������� ������������������ ��������������� �������� � �� �������� ��������� γαβ� ���

S[γαβ] :=

�

V

LG, ������

�� V ��� ��� ������ �� N ��������� ��� ���� ������������� Mt1 �� Mt2 ������ ���
t1 < t2�

V :=

t2�

t=t1

Mt. ������

��



���� ���������� ��������

LG ������ �� γ �� ��� �������� ����������� ��������� �� ��������� �� ������� ���������
���� ��� ���������� �� ��������

δS

δγαβ
= (NRαβ − 1

2
R(γ)γαβ + Λγαβ)

√−γ,

��� ��������� γ ��� ���������� ��������

δS

δγαβ
= 0

���� ����������� ��� ��������� ��� ��������� ���������� �� ����� ��� ����������� ��� �����
����� �� ��������� �� �� ������� �� �� ���������� ��������� �� �������� �� ����������
LG ������� �� ����� �������������� �� ���������� LE ������� ��� ������ ������������
������������� ��� ������������ ���� �� �������� �� ��������������� ���� ���������� ���
��������� ���������� ��������� ���� �� ������� ������������������� ���� �������� ��� ���
��������� ��� ���������� �������� ������ ��������������

ST [γ
αβ] :=

�

V

LG + LE.

��



�������� �

������� ��� ��������� �� ����������

�� �������� ������ �� ������� ��� ��������� ����������� ��� ��������� �� �����������
��������� ���� �� ������ ����� �� ������ �� �� ��������� ����� ������������� ���� ����
���� �� ���� ��� ��������� �� ���������� ��������� �� �� ������������� 3+1 ��� ���������
���������� �������� �� ����������� �� �������������� N ��� ��� ������������� �������
�������� �� �������� ������� ����������� � �� ����������� ������������� �� �� ����������
�� ������ �� ����� �� ���� ����� ��������� �� ���������� �� ��������� ��� ������� ����
������� �� �������� ��� �� �������� ��� ��������� 3, 4 �� 5 �� ����� ������ ������������
�3 + 1 ��������� �� ������� ���������� � ����� �� ��������� ����������� ����� � ��������
����������� �� ����� ����� ���� ������� ��� �� ������� ��� ��� ������� ��� ���� ����
��������� ���� ��� ����� ���� ��������� ���� ��� ������

��� ������������ ������������ ����� ������� �������

������

���� ����� �������� �� ��������� ��� ������� ������������ (N, γ) �� ��������� n+ 1�
�� ��������� (−,+, . . . ,+) �� �� ��������� D� �� ���� �� �������� (M, g) ��� ��� �����
������� ������������ �� ��������� n �� �� ��������� ∇� M ��� ���� ��� ������������
�� N �� �������� ������� g

g = γ TM .

�� ������� g �� �������� ����� ������������ �� M ���� ������� g ��� �������������
��� ������� ������������ �� ����� ������ �� N � ���������� �� ���������� ��� ���������
(−,+, . . . ,+) ���� N ��� ��������� ������� ���� �� ������������ ��� �� ����� � ��� ������
������� �� ����� ������ �� N �� ��������� (+, . . . ,+) ��� �������� ���� �������� ��������
��� ������ �� ��������� ������������ ���������� ������������� �������� �� ���� �����
��� ��������� �� N �� M � ���� ����� �������� �� ������� �� �������� γ ���� �������� ��
�������� ��� ��������

������ ������ �� ���� ������

���� p ∈ M ⊂ N � �������� ������� TpM ��� �� ���� ������ ��������� �� TpN �
�� � �� �������������

TpN = TpM ⊕ (TpM)⊥,

�� (TpM)⊥ ��� �� ���������� ���������� �� TpM ���� TpN � ������ ������ �������
����� �� ������ ��������� �� ��������� ����� � �� ����������� ��M ���� N � ���� �����
��� 1�
�� ������������� ��� ����� �������� �������������� ��� �� ��������

TN = TM ⊕ TM⊥,

��



���� ������������ ������������ ����� ������� ������������

�� TM⊥ ��� �� ���������� ���������� �� TM ���� TN � ������ ���� �������
���� ������� X ∈ TpN � ��� ������������� �� ��� ���������� ������������ XT ∈ TpM
�� ��� ���������� ������� Xn ∈ (TpM)⊥�

������� ����� ������������

���������� �� ���� ����� ��� �������� ����������� �� M �� N � �� � ���������� ��������
������� ������� �� ����� �

DXY = ∇XY +
−→
�� (X, Y ) , ∀X, Y ∈ Γ(TM) �����

��� ������ �� ������� ������� ������� (1, 2) ������ ������� ����� ������������ �����
��������� �� M ���� N �

−→
�� : TpM × TpM −→ (TpM)⊥

(X, Y ) �−→ −→
�� (X, Y ).

�� �������
−→
�� ��� ���������� �� ��� ��������� ���� ���� ���� ����� �� ��������� ��

(TM)⊥ ����� ����� � 1� ��������� ���� ����� �� �������� �n ��� �������� �� ������ �
M �� ��� ��� ���� �� �� ������� ������������

−→
�� (X, Y ) =

γ(DXY,�n)

γ(�n,�n)
�n

�� ��������� �������M ��� ������������� �� ������� �n ��� �� ����� ����� �� �� �� ������
��������� ���� γ(�n,�n) = −1� �� ������ ����� �� ������� ����� ������������ ���������� K
�����

K(X, Y ) := −γ(DXY,�n) = γ(DX�n, Y ),

�� ���������� ����� �������

DXY = ∇XY +K(X, Y )�n , ∀X, Y ∈ Γ(TM). �����

������ ��� �� ������� ����� ������������ ��� ����������� ����������� ���� ������
���������������� ��������� � K ����� ���� ��������� �� ������� ����� ���������
����� �� ��� ������� ����� ��������� ����� ��� �������� ������ ������������� �������� ��
������������

���������� ��� TM

�� ������� �n ���� ������ �� ������ �� ���������� �g ��� TM

�g : TpN → TpM

X �→ �g(X) = X + γ(�n,X)�n,

�� ��� �� ������� �� ����������� �������

gαβ = γα
β + nαnβ. �����

�� ���������� �g ������ ��� ���������� ��������� �

��



������� ��� ��������� �� ����������

� �g(�n) = 0�
� ∀X ∈ Γ(TM) , �g(X) = X�
� ∀X ∈ Γ(TN) , �g(�g(X)) = �g(X)�
� �g ��� �����������
∀X, Y ∈ Γ(TN), γ(�g(X), Y ) = γ(X,�g(Y )).

����� �� ������� �� �������� �� ���� ������� �� ���������� � ��� 1������� �� ����
������������ � ��� (0, S)��������� ��� TM ��� �� �������

�g∗S : (TpN )s → ��

(X1, . . . , Xs) �→ S(�g(X1), . . . ,�g(Xs)).

��� ��������� �� �� �������� �������� �g∗g ��� ����������� �� g � ��� �������� �� TpN ���
�������� ���� g ��� TpM �� �� ������ ��� ���������� g := �g∗g� ���� ������ �� ����� ��
���� ����� ��� ��������� γ �� g ��� ��������� �����������

g = γ + �n� ⊗ �n�,

����� � ���� �� ����������� �������

gαβ = γαβ + nαnβ. �����

���� ����� ��� ��������� �� M �� N � ��������� ��� �������������

�� �������� �� ����� ������ ��� ���� ����� �� ���� ����� ��� ��������� �� ������� ��
N �� M � ���� ��� ������� �� ��������� ������������ ���������� �� ����� ��� TM �

NRiem(X, Y, Z, T ) = MRiem(X, Y, Z, T ) +K(X,Z) K(Y, T )−K(X, T ) K(Y, Z),

�� ��� ����� �� ����������� �������

gµαg
ν
βg

σ
δg

ε
ρ
NRρ

µνσ = MRε
αβδ +KαδK

ε
β −K ε

α Kβδ.

������ ���� �� ������ �� ����������� ����� �������� ��� ������� ��� ������� ε �� β ����
�� ��������� δ �� β� �� ������� ���������� �� ����� ����������

gµαg
ν
β
NRµν + gµαgσβn

νnρNRσ
νµρ =

MRαβ + (trg K)Kαβ −K µ
α Kµβ. �����

�� ������� �� ����� ��� g� �� ������� ���������� �� ����� ��������

R(γ) + 2NRµνn
µnν = R(g) + (trg K)2 − |K|2g, �����

�� |K|2g := gkigljKklKij = KijK
ij �� trg K := gijKij = Ki

i�
�� �������� �� ������� ����� ����� � ���� �� ���� ����� �� �������� �� N �� ��� ��������

����������� ��������� �� �� ������� ����� ������������ ������ ��� ����� ���� ��� �������
�� ��������� ����� ���� ��� TM ���������� �� ����� ��������� � n �

NRiem(X, Y,�n, Z) = ∇YK(X,Z)−∇XK(Y, Z),

�� ��� ����� �� ����������� �������

gµαg
ν
βg

ε
ρn

σ NRρ
µνσ = ∇βK

ε
α −∇αK

ε
β.

��



���� ������������ ������������ ����� ������� ������������

�� ����������� ����� �������� ��� ������� ��� ������� ε �� α� �� ������� ���������� ��
������� ����������

gναn
σ NRνσ = ∇µK

µ
α −∇β(trg K). �����

��� ��������� �� ����� �������� �� ������� ���������� ���� �������� ���� ��� ������
������� M ⊂ N ���������� ��� ����� �� ���� ���������� ��� ��� ������ �� �������� ��
����� �������� ���� �� ��������� �������� � M � ��� ��������� ������� ��������� ������
������ �� ������� �� �������� �� N �� �������� �� �� ������� ����� ������������ ��
M ���� N � ���������� �� ����� ����� �� ���������� ������������ ������ ��� ����������
�� ������� ����� �� ���������� �������� �� ������� ����� ������������ ������ ����
�� ����� �� ���� ����� ��� ���������� ��������� �� N �� M �

������������ ���������� ����������

������� �� ������� ����� ������������ ��� ������������� ������ ��� ���������� ��
����������� ��M ��N ���� ��� ������ �� ���� ��� ����� ���������� ��� ���������� ���
��� ������� ������������������� ��� �� ������ ���� �� �������� �������� � �� ��������
��� ��������� �� ��� �� K = 0 ��� �� ��� ���� ����������� �� ������������� �� N ����
������ ����� ���������� �� M ��� ��� ���������� �� N � �� ��� ����� ��� M ��� ���
������������ ���������� ���������� �� N � �� ����� M ��� ���������� ���������� �� ��
��������� �� �� ������� ����� ������������ ��� ����� ������ �����

������ ��� � ������ �� �� ������ N �� ����� ������������ ���������� ���������� M �

�� ��������� ���� ��� �� ������ ��� ���������� ��������� ������� �� �� ������ N �� ����
�� �������� �������������� ���������� ���������� M ��� �� ����� ������� ��������������
M � ��� �������������� �� �� ������ �� ���� ���� �� ������� ��� ��� ���������� ��� M � � ��
������ �������� r �� s ��� ��� ���������� �� M � ���� ����� ��� ��� ���������� �� N
��� �� ����� ��� ��� ������ ���� ����� ������ �� N � ��� ������� �� ������ �������� ���
������ p �� q ��� M ��� ��� ���������� �� M �� ��� ���������� �� N �

��



������� ��� ��������� �� ����������

����������� �� ��������������

���� �� �������� ���������� ���� ����� �� ��� ��� ������������ ����������� ��������
������ ��� ��� ���������� ��������� ������������ ���������� �� ��������� �� ����� ���� ����
��� ���� �� ������������� ���������� ��� ��� ������������ ����������� ��������������
���� (N , γ) �� ������������ ����������� ������������� ������� �� ��� �������� N ����
���� ��������� ��� ��� ������� (Mt)t∈�� ��������������� ��� ������� �� ����� �������

N =
�

t∈��

Mt

�� ������ ��� N �� ����� �������� ����� t̂ �������� ��� �������� ������� ��� ���� ��� ���
������ ������������ Mt ��� �� ����������� �� t̂

Mt = {p ∈ N | t̂(p) = t}.

�� ���� ��� t̂ ���� �������� ������ �� ��������� ��� ���� ������������� ���������� ��
�������������� ���� ���� ������ ������ t �� t̂� �� 1−����� �������������� dt ��� �������
� �� ������� Mt, ���� �dt, v� = 0, ∀v ∈ TMt� �� �� ��� �� ���� ���� �� ������� ∇t � ����
�� dt �� �� ���� ������� ��� ∇t ��� �� ����� ����� ������� Mt ���� �� ����� �������
���� ������ ������� ������������� ��� �������� ������������ ��� Mt� �� ������

����� �� ������� �������� �n ���������� � ∇t

�n = −N∇t ���� N =
�
γ(−∇t ,∇t)

�− 1

2 ,

�� ����� ��� �� ������� �n �������� ���� ����� ����� ���� �� ������� ���� �� ��� ���� ������
���������� ��� ���������� �� ��������� ������� ���� �n ���� ����� ��������
�������� � N > 0 ��� ∇t ��� �� ����� ������ �� ����� ����� ������ �� ��������� ���
�n ���� ������ ���� �� ����� �� t ��� �� ����� �������� ��� �������� �� ��������� �� ������

γ(�n,�n) =
�
γ(−∇t ,∇t)

�−1
γ(−∇t ,∇t) = −1

N ��� ������� �������� ������ �� ������� ������ ����������� m ��� ����� ���

m := N�n.

������ ���
m.m = −N2 �� �dt,m� = 1.

�� ��� ��� m ��� ������ � t ��� �� ������� δtm ���������� Mt ��� Mt+δt� �� ����
���������� �n ����� �� ������� ���� ������������ �� ����� ��������� ������������ ����
��������������� �� ��� ����������� ��� ��� ���������� ����������� ��� �������������
Mt� ��� �������������� �������� ��� �� ���� ���Mt ��� ���������� ���������� ��� ����
������� ���������� ���� �������������� ������ p �� p� ���� ���������� ��� �� �����������
���� ������������ ���� p = p�+δtm� �� ����� ������ ����� ��� ���� ���������� ������
��� ������������� ��� δτ = Nδt� N ���� ���� �� ���� ����� �� ����������� �����������
t ��� ������ ��� �������� �� ����������� �� �������������� �� �� ����� �������� ������
��� �������������� ���� ��� ��� �� �������� ������ ����������� �� �� �������� g �� M
��� ������ ��� �� ������� �� ��� �� g �� ���� �� ������� ����������� m ������ ��� ��
������� ���� ����� �� ������ ��

Lmgij = 2NKij. �����

�� ������ ��� ����� ���������� �� ����� ���� K ��� ��������

��



���� ������������� 3 + 1 ��� ��������� ���������� �� ����

��� ������������� 3 + 1 ��� ��������� ���������� ��

����

���� �� ��� �� ����� �� ������������� 3 + 1 ��� ��������� ���������� �� ����� �� ����
���� ������� ������� �� ������������� 3+1 �� ������� �� �������� �� �������� �� �����
���� ��� ������ �� ������ �� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� � �����������
�� �� �������� ���� ���� ����������� �� ������������� ��� ���������� ������ �� ������
����������M ���� ��������Mt� ��� �� ��������� ��� ���������� �� �������� ��� (N , γ)
��� ��� ������� ������������ �� ��������� 4 �� ��������� (−,+,+,+) �� �� ���������
D �� �M, g) ��� ��� ������������ �� ����� ������ �� ��������� ∇�

������������� 3 + 1 �� ������� �� ��������

���� ����� ���� ������ ��������� ����������� �� ������� �� �������� �� N � ����
������� �� �� ��������� ������������ ��� TM� �� ��� � ����� ���� � �� �������� ��
����� ����� ��� ��� ��������� �� ����� ���������� ����� �� �������� ������ ���� ����
������� �������� ��� ���� ��� TM �� ��� ���� ��� ������n�� ������� � �� �������� ��
������� �� ���������� �� ������� ���������� ������ �� ���� ����� � �� �������� ���� ����
��� ������n� ��� ��� ���������� �������������� ���������� ���� ������ �� ����� ����� ��
������� �� �������� ��� ������������� ���� �� ��������� ���� ���� ��� TM �� ��� ����
��� ������n� ���������� �� ����� ��������� � �n� �� ������� ����� �������� ��������������
�� ������ ���������� �� ����� �

gµαgσβn
νnρNRσ

νµρ = − 1

N
LmKαβ +

1

N
∇α∇βN +KαµK

µ
β. �����

�� ��������� ��� ��������� ����� �� ������ �� ������� ��� �������� ��� �� ���� ����
���������� �� ������� �� �������� �� N ���� ��������� ��� ������� �� �����

gµαg
ν
β
NRµν =

1

N
LmKαβ −

1

N
∇α∇βN + MRαβ + (trg K)Kαβ − 2KαµK

µ
β. ������

�� ������� �� ����� ��� g� ����� �������� ������� ���������������

R(γ) + NRµνn
µnν = R(g) +Dµ(trg Knµ)− 1

N
∇i∇iN

�� ������ ���� �� ���������� �� ����� �������� ������ �� ������� �� ������������� 3 + 1
�� �� �������� �������� �� N

R(γ) = R(g)− (trg K)2 + |K|2g + 2Dµ(trg Knµ)− 2

N
∇i∇iN. ������

������������� 3 + 1 ��� ��������� ���������� �� ����

�� � �� ������������ ������ �� ��������� �� ������������ ���� �������� �� �������
������������ (N , g) �� ��������� 4 ���� ������� ��� ��������� ���������� �� ����

NRαβ −
1

2
R(γ) γαβ + Λ γαβ = 0 ������

��



������� ��� ��������� �� ����������

��� ���� ���� ��������� ������ ���� �� �����

NRαβ −
1

2
(R(γ)− 2Λ) γαβ = 0. ������

�� �������� �� ����� ��� γ� �� � R(γ) = 4Λ �� ������ �������

NRαβ − Λ γαβ = 0. ������

���������� �������� ��� TM

�� ��������� ������ ���� ���� ��� TM � �� �������

gµαg
ν
β
NRµν − Λ γµνg

µ
αg

ν
β� �� �

=gαβ

= 0 ������

�� ������� ����� ������� ���� ����� ��� �� ������ �� ������ �� �������

LmKij = −∇i∇jN +N
�

MRij − Λgij +KKij − 2KikK
k
j

�
. ������

����� �������� ����������� ������� ���������� ���������� ��� �������� ������� 2 �����
������� ������ ��� TM �� ��������� 3 � �� � � ��� ���������� � ��������� ��������������

���������� �������� ��� ������n�

�� ��������� ������ ���� ���� ��� ������n�� �� �������

NRαβn
αnβ − 1

2
(R(γ)− 2Λ) γαβn

αnβ

� �� �
=−1

= 0 ������

�� ��������� ��� ��������� ����� �� ������� �� ������� ���������� ��������

R(g) + (trg K)2 − |K|2g − 2Λ = 0 ������

���������� �����

�� ��������� ������ ��� ���� ��� vect(n) �� ��� ���� ��� TM� �� �������

NRµνg
µ
αn

ν − 1

2
(NR− 2Λ) γµνg

µ
αn

ν

� �� �
=0

= 0 ������

�� ��������� ��� ��������� ����� �� ������� �� ������� ���������� �����������

∇jK
j
i −∇i(trg K) = 0 ������

�������� � ��� ��������� ������� ������ �� ������ �� ������� ���������� ��� ��� ���������
������������ ���� �� ��������� �������� � M� �� ���� ������ ��� ������� ������ ���� �����
�� ����������� ����� ������� ����� �� ������� �� ��� ��������� ���������� ��� ���������
���������� �� ���� ��� ������ �� ��� ��� �������� ��� �������� ��� �� ���������� ��
����������� ����� ���� ������������� 3 + 1�

��



���� ������������� 3 + 1 ��� ��������� ���������� �� ����

��� ��������� ���������� �� ���� ��� ������� ���

����������� �������� �� �����������

�� �������� ����������� �� ������� ����������� ������������ �� �� ������� �����������
��� �������� ����������� �� ��������� ���� ���� ��� ����������� �������� �� �����������
(Mt)t∈�� ��� N � ���� ������ ������������ Mt� �� ��������� �� ������� �� ��������
���� ��������� (xi) ��� ����� �� ����� ����� ����� ������������ � �� �������� xα = (t, xi)
��������� ���� �� ��� ������� �� ����������� ��� N �� �� ���� �� TN �������� ���
∂α = (∂t, ∂i)� �� ������� ∂t �� ������� ������ �� ��� ������� ��� ������ �� �����������
��������� ����������� ���� ��� ������� �� N ������� ��� {xi = c}.

�� ���� ����� �������� � xα ��� dxα = (dt, dxi) ����� ��� �dxα, ∂β� = δαβ�
�� � ���� �dt, ∂t� = 1 �� ��� ������ ∂t � �� ���� ��������� ��� �� ������� ����������� m
�� ����������� Mt ��� Mt+δt � � �� �������� ��������� ���� ����� ��� �� ������� �����
X = X i∂i

∂t = m+X = N�n+X

������� ��� ������ �� ����������� ���������� ���� ������������ ��� Mt� �� � X = 0 ��
∂t = m� ������� γ(�n,X) = 0�

γ(∂t, ∂t) = −N2 + |X|2γ < 0

��� ∂t ��� �� ����� ������ �� ������� �� ��� ���� �� ��������� m ���� ���� �������� ����
�� ����� ��������

Lm = L∂t − LX = ∂t − LX

������������� ��� �� �� �������� γ

��������� �� ���� ���� ��� ����������� �� �� �������� γ �

γµν = g(∂µ, ∂ν).

γ00 = γ(∂t, ∂t) = −N2 +XkXk.

γ0i = γ(∂t, ∂i) = (N�n+X). ∂i = �Xjdx
j, ∂i� = Xi.

γj0 = Xj.

γij = gij.

�� ������� ���� �� ������������� ��� ��� ����������� �� γ �

γµν =

�
γ00 γ0j
γi0 γij

�
=

�
−N2 +XkXk Xj

Xi gij

�
.

���� ������ �������� γ ���� �� �����

γµνdx
µdxν = −N2dt+ gij(dx

i +X idt)(dxj +Xjdt). ������

���� ��� ���� ��� γij = gij� �� ������� �������� ��� �������� �������� γij �� gij ����
���������� ��� ������������ det(g) �� det(γ) �������� � g �� γ ���� ������ ��� �� ��������

�
− det(γ) = N

�
det(g). ������

��



������� ��� ��������� �� ����������

��� ��������� ������� ������ �� ������� ���������� ��� ���������� ����� ��� ����� �����
�������� �� K �� �������� �� g� ������� �� ������� ����������� �������





(∂t − LX) gij = 2NKij

(∂t − LX)Kij = −∇i∇jN +N
�

MRij − Λγij + (trg K)Kij − 2KikK
k
j

�

R(g)− 2Λ+ (trg K)2 − |K|2g = 0

∇jK
j
i −∇i(trg K) = 0

������

��� ��������� �� ������� ���� γij, Kij, N,X� ����� ��� �������� �� ����������� ��
���� �������� �� ������� ���������� ���� ��� �������� ����������� �� ������� �� ����
���� ���������� ��� ��� �������� ������ ��� M �� ����� �������� ������������ �� ����
������� ��� ������� ��������������������� �� �� ���������� ����� ��������� �����������
���������� ��� �������� ��� M � �� ��������� 3 � �� �������� �� ���������� ���� N �

��� ��� ����������� �������� �����������

������� ���� ����� N = 1 �� X = 0 � �� ������� ������ �������





∂tγij = −2Kij

∂tKij =
MRij − Λγij + (trg K)Kij − 2KikK

k
j

R(g)− 2Λ+ (trg K)2 − |K|2g = 0

∇jK
j
i −∇i(trg K) = 0

�� ���������� ��� ����������� �� Kij �� MRij �� �������� �� γij ���� �� ��������
��������� �� �������





∂2
ttγij = Fij

�
γkl, ∂aγkl, ∂tγkl, ∂

2
abγkl

�

R(g)− 2Λ+ (trg K)2 − |K|2g = 0

∇jK
j
i −∇i(trg K) =

������

�� ������� ��� �� ������� �� �� ��������� � � ���������� �� ��� ���� �������������
�� �������� �������� � �� ����� ���� �������� �� ������ ���� �� ���� �������� ���
��������� ����� ����� ��� ���������� ���������� ���� ������������ ����������� γij �� ∂tγij �
t = 0 � ���� γij �� kij ��� M0 � �� ������� ��� �������� γij ���� t > 0� Fij ��� ��� ��������
���������� ������������ �� ��� �������� �� γij �� �� ���� �� ��������� ������������ �� γij
� ��� �� �������� ������� γij�� �� ���� ���� �������� �� �������� �� �����������������
���� ����� ����������� �� ��������� �� �� �������� γ ���� �� ��������� �� M0 � ���� ���
���������� ��������� γij �� kij ��� M0� ��� ���� ������ ��������� ������ �� ������ �������
���� ����������� ���� ������� ������������ γ � ������ �� g� �� �� ���� ��� ��� ������
���� ��� ����� �� �� �������� �� ����������������� ���������� �� ����� �����������
���� ���� ��� ��������� �� ������������ ���������� ������ ��� ������� ������� ����������
������������� �� ������ ���������� ����������� ��� ���������� ������������ �� ������ ��
���� ���� ��� ���� ��� ��������� ���������� ���� �� ������� ���� �������

NRαβ −
1

2
NRgαβ + Λ gαβ =

8πG

c4
Tαβ, ������

��



���� ��������� �� ����������� �� �������� �� ������

����� ����������

R(g)− 2Λ+ (trg K)2 − |K|2g =
16πG

c4
E.

∇jK
j
i −∇i(trg K) =

8πG

c4
pi.

�� E �� p ���� �������������� �� ������� ��������� �� ����������� �� ������� ����
���������� �������� ��� �� ����������� �� ��������� � �� ������� �n� ����� ���� ��� ���������
�� ���������� �������� �� D.B = 0 �� D.E = ρ�ε0 �� ����������������� ���� ���
��������� �� ��������

��� ��������� �� ����������� �� �������� �� ������

����� ����� �� ������� (M, γ, K) �� M ��� ��� ������� ������������������� γ ��� ���
������ ������������ ��� M �� K �� ����� �� ������ ����������� ��� M ��� ��� ��
������ (g,K) ���� �������� ��� ��������� �� ������������ ������ ���� �� ������������
(N , γ) ������������ ��� ��������� ���������� �� ��� ���M ���� ��� ������������ ��� ����
���� �� ����� ������ �� N ������� ���� ��� �������� ������� γ �� ��� ������� �����
������������ K � ����� �������� ����� �� ��� �� �������� �� ������ �� ����������
���������
�� ����� ��� ������ ����� ������ �������������� �������������� � ��������� � ����
��� ���� ���� �� ������� �������� ����������� ������ �� ��������� ���� �� �������� ��
������ ������� ��� ��������� ���������� �� ���� � ���� ���� �������� �� ������� ����
������ ������ ��� ��������� ��� ��������� �� ���������� ���� �� ��� ���������������� ���
�������� �� ���� �������� ������� �� ������������ �������� ��� ��������� ����������
��� ��������� ��� ������������ ������� ���� �� �������� ������� �� �� ������� �����
������������ ���������� ���� ��� ������� ��������� �� ��������� �� ������� �� ��� �������
����� �� ������������� ������� � ��� ������� ���������� �� �������������� ������ ��� ���
������� ���������� ����� ���� ��� ������� �������� �� �������� �� ������� ��� ��������
���������� ��� ������� ��������� ������ ��� ����� C 5� ��� ��������� ���������� �� �������
������� ���� �� ����� ������������ ���� ������� ���� ��� ������� ��������� ������������
��� ���� ���������� �� ������������ ���������� ���� ��� ������� �� ���������� ���� ����
����� ����������� ������� �� ��������� ���� ������������� ������� ���� ������ ������
�������� ������ ���� ���� ���� ����� �� ����� ����� ��� ������ �������������� ��������
���������� ��� ��� �������� ���������� ���� ���� ��� �������� �� ����� �� ������ �� ���
������� ����������� ������� ���� �� ��������� ��� ��� �� ������
�� ����������� �� ������ ��� ��� ������� ���������� � ��� ������ ��� ��� ���������

��� ���� ����������� ���� ���������� �� ������� ��� ��������� ��� ��������� �� �� �������
���� �������� ����������� ��� ��������� �� ����������� ���������� �� ������� �� ������
����������� � �������� ���� ������� ��� ��������� ��� ��������� ���������� �� ����������
����� �� ������� �� ������ �� ������� ��������� ������������ ��������� ��� ���������
����������� ����� ������ �� ���� �� ���� ��������� ���� ��� ��������� ����������� �� ���
������� ���������� ����� �� �������� ���� ���������� ���� �� ����������� �������������
�� �� ������� �� �� ����������� ����������� ���������� ���� �� ������� ��������� �� ��� ��
K = 0 ��� M ��������� �� ��� ���������� ����������� ��� ���� ������� ���� �� ��������

��



������� ��� ��������� �� ����������

�� ��� �������������� ��� �� ������������� ������� (N , γ) ������ ��� (M, g,K) ����
���� ��� �������� ���������� ��� ������� �M� ����� � ���� ��� �� �������������� (N , γ)
� ������ �� M ����� ��� �������� �� ������

��� �������� �������������

�� ����������� ������������� �� �� ������� �� �� ������������ ������� ����� �����������
��� �� �� ���������� �������� �� ��������� ��� ���������� ��������� ����� �� ������ �
��������� �� ��� ������� ���� ��� ����� ��� ��������� �� �������� ������������������� ���
������� ��� ��� ������� ��� �� ������� ��������� ��� ������� ��������� �� �� ������������
���� ����� �� ���� ���� ������� �� ������������� 3+1 �� �������� ������������������ ������
���� �������� �� ���� ���������� �� �������� �������� �� N �� �� ����� ������ ��������
� γ� ����� � ������������ ������ ������� ���� �� ������������� 3 + 1 �� �� ��������
�������� �� N �� ������ ���� �� �� �������� ������ ����� ��� ������� �� ������ �� N ��
M� �� �������

S =

�

V

N
�
R(g)− 2Λ− (trg K)2 + |K|2g + 2Dµ(trg Knµ)− 2

N
∇i∇iN

��
det(g) d4x

=

�

V

N
�
R(g)− 2Λ− (trg K)2 + |K|2g

��
det(g) d4x− 2

�

V

∇i∇iN
�
det(g) d4x

+2

�

V

Dµ(trg Knµ)
�

− det(γ) d4x.

�� ���������� ����������� ��� V ����� � ������ ����� ��� ��������� ���������� �� ���
��������� �� ������ �� ��������� 3� �� ���� ����� ������ ��� ���� �������� ������
��� ���� ��� ����������� ����� ��� ���� ����������� ��� ���������� � ������� ��������
���������

S =

� t2

t1

��

Mt

N
�
R(g)− 2Λ− (trg K)2 + |K|2g

��
det(g) d3x

�
dt.

�������� ��� ��� ������������� ��� ��������� q = (gij, N,X i)� ��� ������� ��� ����������
�� γ ��� ���������� ������� �� �� q̇ = ġij� �� ������� ���������� �� g� �� ����� ���������
��� K ��� ��� �������� �� gij, N,X i �� ġij �� �� �� ����������

Kij =
1

2N
(ġij − gik∇jX

k − gjk∇iX
k). ������

�� � ���� ������������ �� ����������

L (q, q̇) = N
�
R(g)− 2Λ+ |K|2g(trg K)2 − (trg K)2

��
det(g) ������

= N
�
R(g)− 2Λ+ (gikgjl − gijgkl)KijKkl

��
det(g), ������

�� Kij �� Kkl ���� ��������� ��� ���������� �������
�� ���������� ������� ��� �������� �� Ṅ �� Ẋ i� ���� ������ ��� �� ����� N �� �� �����
X �� ���� ��� ��� ��������� ���������� �� ������� �� ��� ����� gij �� ��� ���� ��
������ �������� � gij ��� ��� ���������

πij :=
∂L

∂ġij
.

��



���� �������� �������������

�� ��������� ��� ��������� ������ �� ������� �� ������� ������������ �� ������ ��������
π �� ����������� ��������

πij =
�
Kij − (trg K)gij

��
det(g). ������

�� ������� ������������� ��� ������ ���

H = πij ġij − L .

�� �� ������� ��� ��������� ������� ������ �� �������

H = −
�
N
�
R(g)− 2Λ+ (trg K)2 − |K|2g

�
− 2X i

�
∇jK

j
i −∇i(trg K)

���
det(g) d3x

+2∇i

�
Ki

jX
j − (trg K)X i

��
det(g) d3x.

�� ������� ����� ����� ����� ����������� �� �� �� ��������� ��� �� �� ������� �� �����
�������� �� �� ������� ��������������

H = −
�
NΦ0(g,K)−X i

Φi(g,K)
��

det(g) d3x,

�� Φ(g,K) = (Φ0(g,K),Φi(g,K)) ��� ����� ���

Φ0(g,K) :=
�
R(g)− 2Λ− |K|2g + (trgK)2

�√
g ������

Φi(g,K) := 2(∇jKij −∇i(trgK))
√
g ������

Φ ��� ������ ��������� �� ���������� ��� �� ��� ��������� ��� ������� �� ������ �������
���� ��� ��������� �� ����������� ������ �� ������� ������������� �������������� ������
����������� ���� ���

H = −
�

Mt

�
NΦ0(g,K)− 2X i

Φi(g,K)
��

det(g) d3x. ������

��� ��������� N �� X i ������� ��� ��� ��������� ����������� ����� ������� ���������
���� ����

πN :=
∂L

∂Ṅ
= 0 �� πX

i :=
∂L

∂Ẋ i
= 0

�� ������������ �� �������� ������������������ ����� ���� ��� ��������� ��������������




δH
δπij = ġij
δH
δgij

= −π̇ij

δH
δN

= −π̇N = 0

δH
δXi = −π̇X

i = 0

�� ������ ��� ���������� �� H ����� � ���������� ������ ����� �� ������� �������




δH
δπij = 2NKij +∇iXj +∇jXi = ġij
δH
δgij

= −π̇ij

δH
δN

= −Φ0(g,K) = 0

δH
δXi = Φi(g,K) = 0

��



������� ��� ��������� �� ����������

�� ���� ������� ��� �� �������� �������� �� �� ������� ��� ����������� � �� ��������
�������� �� ������ �� ��� ����� ������ ��������� ���� �������������� ��� ���� ��� ����
������� ����� ��� 4 ��������� �������������� ���� ������������ ��� � ��������� �� ��
������������� 3 + 1 ��� ��������� ����������� �� �������� �� �������� ����� �� �� ����
���� ����� ������� ���� ���������� ����� ��� ��������������� �� ��������� ��� ���������
���������� �� �������� ����� ��� ��������� ���������� g �� π� �� ����� �� ������
����� (N,X)� �� ������� �� ������� ����������� ��������� ������������ ����������� ���
������� ��������� ���� �� �����

∂tgij = 2NKij + LXgij

∂tKij = −∇i∇jN + LX Kij +N
�

MRij − Λγij + (trg K)Kij − 2KikK
k
j

�

�� ��������� �� ���������� ������������ �� ��� �������� �� ������ ��� ��������� �����������
���� �� ����� �����������

d

dt

�
g
π

�
=

�
0 1
−1 0

�
DΦα(g, π)

∗.ξα ������

�� DΦ(g, π)∗ ��� ��������� ������� ������ �� �������� ��� ������ �� ����� ���� �������
��� ���� �� ��� ���������������� ������������� ����� ���� �� ��� ����������������
����� ��� ������ �� ���� �������� ���� �� ������� �������� ���� �� ��������� �����������
�� �� ������� ��� ���� ��������� ����� �� �� ��������
�� ������������� ��� ��������� ����������� ��� ��������� �� ����������� �� �� �������

�� ��� ������� ��������� ��� ��������� ��� ��������� �� ���������� � �� ������ �����
������������ �� ��� ���������� ���� �� ���� �� ���� ���������� ������ ��� ������� ���������
(g0, π0) ������������ ��� ��������� �� ����������� �� ����� �� ��� ������� �� �� �������� ��
����������� �� ��� ������� ��������� (g(t), π(t))� ������ �� ��������� �� �����������(N,X i)�
���������� � ���������� ��� ��������� �� ���������� �� ����� �� �� � ������ ������� t ��
���� ���������� �� ������� ���� ���� �� ������� ��� ������� �� ������ ����������� �����
�� ������� �� ��� ��� ������� � t �� ����������� �� ���������� (Φ = Φ0,Φi)

∂tΦ0 = ∇i(X
i
Φ0) + 2gij∇iNΦj +N∇iΦ

i + 1
2
Ngijπ

ij/
√
g

∂tΦi = 2∇iNΦ0 +N∇iΦ0 +∇j(X
j
Φi) +∇iX

j
Φj

��� ��������� ������� �� ������� ����������� ������������ ����������� ��� �� ���
������ �� ������������ �� �������������������� ����������� �� Φ0 �� Φi� �� ���� ��
������� �� ������������ ��� ��������� �� ���������� Φ(t) = 0 ���� ���� ����� t ������
����� ���� �� ����������� �� N � ����� ����� Φ(0) = 0 ������������� ����� ��� �����������
��� ��������� �� ������� �� �� �� ���������� ����� �� ������� �����������
��� �������������� �� �� ����������� ������������� ��� ��������� ����������� ������

�������� � ���������� (g(t), π(t)) ����� ��� ����������� ��� �� ���� S2T ∗M ��� ������
����������� ����������� ��� M� �������� ��� ��������� �������������� ���� C� �� ����
�������� �� F ��� ��������� ��� ��������� �� ����������� �� ���� ��� ��� ��������� ��
���������� ������ ���������� �� ������� ��� �� ���� ��� �� ����������� (g(t), π(t)) ��� ����
���������� ��� ����������� C ���� ���� ����� t ���������� ���� �� ����������� �� N � �
������ �� ������ �� (g(0), π(0)) ���������� � C �������������

��





�������� ������

��������� �� ������� �� ������� ��
���������� ��� ������� ���������

���������� ��

��





�������� �

����� ������� �� ������� ������������

��� ������� ������������ ��������

���� (M, g̊) ��� ������� ������������ ������� C ∞ �� ��������� n ��� ���������
�� ������� (M, g̊) ��� ���� ������������ �������� ���� ������ ��� �������� �������
������ h̊ ����� ��� g̊ = ρ−2̊h �� (M, h̊) ��� ��� ������� ������������ C ∞ �������� ��
���� ∂∞M �� ρ ��� ��� �������� ��� M̄� ������� �������� ����������� ���� ∂∞M �����
��� �

• ρ ∈ C ∞(M̄)
• ρ � 0 ��� M̄
• ∂∞M = {x ∈ M : ρ(x) = 0}
• dρ ∂∞M �� �������� �������

�� ���� ������� ��� �� ������� (M, g̊) ��� ��������� ������� �� ������� �������� ρ−2�
��� ��� �� ���� ∂∞M� � ���� ���� ��������� �� ���� �� (M, h̊) ���� ������� �� (M, g̊)�
�� ��� ������� � ���������� �� �������� ∂∞M� �� ������ ��������� ��� ��� ��������
������������ ��������� ���� � �������� ������������ �������� � �������� ���� �� ����
������� � ������� ��� ����� �� ������ {xi}

∞
i=1 �� M ����� ��� xi → y ∈ ∂M �������

i → ∞� �����

lim
i→∞

κxi
= −|dρ|2

h̊;y
�����

�� κx ��� �� �������� ������������ �� M �� ����� x�
�������� � ��� �������� ������������ ��������� �� ���� ��� �� ���� ����� �� �������
����� � ����������� �� ���� �� ���������� ��� �������� ����� ����� ������� ��������
� ���� ��� ��� �������� ����������� �� ����� ����� �������� ���� ���� ����������
���������� �� ������� ��� �� ��������� �� ���� �� ��������� �� ������ ��� ���� ����
����� �� ����� ����� ��� ����� �� ������� �� ������� �� ����������� �� ���� ���������� �����
�� ���� �� ������ �� �������� ������������ �� �� ����� �� �������� ����� �������
�������� �� ������� ������������ ���������

������ �� �� ����� �� ��������

���� Bn = {x ∈ ��n/||x|| < 1} �� ����� ����� ������� �� ��n� �� ||.|| ������� �� �����
����������� ���������
�� ��������� �������������� IHn �� ��������� � ������ ���� ��n+1 ��������� ���

�
−t2 + x2

1 + . . .+ x2
n = −1

t > 0

��



���� ������� ������������ ��������

�� x2 ��� ������������� �� ||x||2 = x2
1 + . . .+ x2

n�
�� ��������� ��� �������� �� �������� �� ��������� ������ ��� �� �������

η =

�
−1 0
0 In

�

�� �������� ����������� �� �������� �� ��������� ��� ��n ��� �� ���������� �

φ : Bn −→ IHn ⊂ ��n+1

x = (x1, . . . , xn) �−→ φ(x) =
�

1+||x||2

1−||x||2
, 2x1

1−||x||2
, . . . , 2xn

1−||x||2

�

�� ������� �� �������� ������������ �� �� ����� �� �������� �� ����� x ∈ ��n

gij(x) =
4

(1− ||x||2)2
δij = ρ−2δij

�� δij ��� ������������ �� �� �������� ����������� �� ����������� ������� ��
ρ(x) = 1

2
(1− ||x||2) ��� ���� ��� �������� ����������� �� ∂Bn = Sn.

�� ������� �������� ���������������� ������������ ��� M ����� �������� �������
������ g̊ �������� �
• g̊ ��� ������������ ��������
• |dρ|2

h̊,∂∞M
= 1

�� �������� ��������� �� �� ������������ ����� � ����� ������� �� �������� ������������
�� M ��� ���� �� ��� ������������ � −1� �� ��� ����� ��� ���� �������� �������� ������
������� ��� ��� � �������� ������������ ��������� ����� � −1� �� ����� ���� �� ������
�� �� ����� �� ��������� �� ������� ����� ������� �� ������� �� �������� �������

Rijkl = −gikgjl + gilgjk

�� �� �� ������ �� �������� ������������

κx(V,W ) =
RijklV

iW jV kW l

gpqV pV qgklW kW l − (gijV iW j)2
=

(−gikgjl + gilgjk)V
iW jV kW l

gpqV pV qgklW kW l − (gijV iW j)2
= −1.

���� �������� ���������� M ������ ����� �� ���� ��������� ∂M �� ���� �� ���� M̄
��������� ������� ��������� �� M� ∂M �� ∂∞M�

��



����� ������� �� ������� ������������

����������� �� ��� ���� ��������� ��� M ������� ���� ������ �� ��������� ���� ���
�������������� ������ ��� �� ������ �� ������� ������ �� ��������� ����������� ∇̊, ∆̊, Γ̊ k

i j

�� |u|̊g ������ (̊h)∇,∆h̊,
(̊h)

Γ
k
i j �� |u|̊h) ��������� �������������� �� ���������� �� ������

����� ��� �������� �� ���������� �� �� ����� ����������� �������� � �� �������� g̊ ������
h̊�� �� ������ ��� ��������������� ���� ��������� �� ��� ����������
���� ��� ������� �� ������� �� ��������� n� �� � ����������

dµ(̊g) = ρ−ndµ(̊h).

���� ��� �������� �� �����������

Γ̊
k
ij =

(̊h)
Γ

k
i j − 1

ρ

�
δkj ∂iρ+ δki ∂jρ− h̊kl̊hij∂lρ

�
.

������ �
������� (5.7)�

Γ̊
k
ij −

(̊h)
Γ

k
i j =

g̊kl

2

�
(̊h)∇i g̊lj +

(̊h)∇j g̊li − (̊h)∇l g̊ij

�
.

�� g̊ = ρ−2̊h ���� g−1 = ρ2̊h−1� ������ ���� �� ���� ��� (̊h)∇h̊ = 0�

Γ̊
k
ij −

(̊h)
Γ

k
i j = ρ2

h̊kl

2

�
h̊lj

(̊h)∇i ρ
−2 + h̊li

(̊h)∇j ρ
−2 − h̊ij

(̊h)∇l ρ
−2
�

= −1

ρ

�
δkj ∂iρ+ δki ∂jρ− h̊kl̊hij∂lρ

�
.

�

�� ����������� ���� �� ��������� �� ρ� ���������� ������ �� ���� �����

∇̊2
ijρ = (̊h)̊∇2

ijρ+ ρ

�
2
∂iρ

ρ

∂jρ

ρ
− g̊ij|dρ|

2
h̊

�
. �����

�� ����� �� ����� ����� ������������ �� ��������� �� ρ

∆̊ρ = ρ2∆h̊ρ− (n− 2)ρ|dρ|2
h̊
. �����

���� ������������ ���� �� ����������

∀u ∈ C
∞
c (M) , ∆̊u = ρ2

�
∆h̊u− n− 2

ρ
dρ �̊hdu

�
, �����

�� �̊h ������� �� ������� �������� ������� � �� �������� h̊�
������ �

∆̊u = g̊ij∇̊i∂ju = ρ2̊hij∇̊i∂ju

= ρ2̊hij
�
∂i∂ju− Γ̊

j
i k∂ku

�

= ρ2̊hij

�
∂i∂ju− (̊h)

Γ̊
j
i k∂ku+

1

ρ

�
δki ∂jρ+ δkj ∂iρ− h̊kl̊hij∂lρ

�
∂ku

�

= ρ2
�
h̊ij (̊h)∇i∂ju+

1

ρ

�
h̊jk∂jρ+ h̊ik∂iρ− (tr̊hh̊)̊h

kl∂lρ
�
∂ku

�

= ρ2
�
∆h̊u+

1

ρ

�
h̊jk∂jρ+ h̊ik∂iρ− (tr̊hh̊)̊h

kl∂lρ
�
∂ku

�

= ρ2
�
∆h̊u− n− 2

ρ
dρ �̊hdu

�
.

�

��



���� ������� �� ������� �� �� ������ � �����

���� ��� ������ �������������

∀u ∈ T r
m(M) , |u|̊g = ρm−r|u|̊h.

��������� �� ��� �������� �� ����������
���� (M, g̊) ��� ������� ������������ �������� �� �������� ����������� ρ�
���� χ : �� → �� ��� �������� �� ���������� ����� ����� ��� �
• χ(��) ⊂ [0, 1]
• ���� χ ⊂ (−∞, 2]
• χ (−∞,1] = 1

������ ���� R ����� ������ �� ������ ��� �������� �� ���������� ��� M ���

χR(x) = χ(− ln(ρ(x))/R).

���� ΩR = {x ∈ M : ρ(x)>e−2R}� ����� χR ������

χR =

�
1 ��� ΩR/2

0 ��� M\ ΩR

��������� ���� χR ��� ��� �������� �� ���������� �� ��������� �� ���� � ������� �� M�

��� ������� �� ������� �� �� ������ � �����

� ������ �� �� �������� ���������������� ������������ g̊ ����� �� ������ �� �����
��������

∀ 1 � p < ∞ �� δ ∈ �� : ||u||p,δ =

��

M

|u|pg̊ ρ
pδdµ(̊g)

�1/p

���� p = ∞ �� δ ∈ �� : ||u||∞,δ = sup
M

�
ρδ|u|̊g

�

�������� �� �������� � ����� Lp
δ ��� ���������� ����� ����� �������� ��� ���������

���������� �� Lp
���

���� �� ����� ��������� ��� ����� �� ���� ���������� ������ ��������
�� ������� W k,p

δ ����� �������� ��� ��������� ���������� �� Lp
���
(��n) ���� �� �����

�������� ��� ���� �

||u||k,p,δ =
�

|α|�k

||∇̊αu||p,δ,

�� α ��� �� ������������ �� ������ n �� ∇̊αu = ∇̊α1

i1
. . . ∇̊αn

in
u�

α = (α1, . . . ,αn) �� |α| =
n�

i=1

αi.

�� � � ������� �� ��������� ��� ������� �� �������� �� ������� � ����� ��������� �� ��
�������� g̊ �������� ���� ������ ��� ������ ��� ��� �������� ���� δ = 0� �� �������� ���
������ ��� ������� �� �������� �� ������� �����������

��



����� ������� �� ������� ������������

�� ���� W k,p
δ (T r

mM, g̊) ��� ������� �� ������� ��� ��� �������� �� ���� ��� ��������
�� ���� (r,m) ��� M ������������ � g̊ � �� ������� �� W k,p

δ � ����� ���� �������� ��
����� ���� ������� u ∈ W k,p

δ (T r
mM)� ���� �� ������� U ⊂ M� ||u||p,δ;U ������� ��

W k,p
δ � ����� �� u ���������� � U �

�� ������ ��������� �������� �� ������ � ������ Cs,α
δ (M, g) ���� 0 < α < 1 � ������

�� �� ����� ��������

||u||Cs,α
δ

= ���
|k|�s

||∇̊ku||C0,α
δ

����

||u||C0,α
δ

= ���
x∈M

ρδ|u|̊g + ���
x∈M

ρδ

�
���

dg̊(x,y)�1

|�u(x)− �u(y)|�g
dg̊(x, y)α

�
,

�� �u �� �g ��������� ��� �������� u �� g ���� ��� ���� ����������� �����������

��� ���������� �����������

���� ��������� ��� ��� ��������� ���������� ��� ��� ���������� ������������ ��� ����
���� ������� ���� ��� ��� �������� ������ B1 �� B2 ���� ����� ���������� ��� ��� ���
����� ������������ �������� (M, g̊) �� �������� ����������� ρ �� ���� A : C ∞(B1) →
C ∞(B2) �� ��������� �� ���������� ��������� �������� ������� m ����� ���

A =
�

|α|�m

aα∇̊α �����

���� s ∈ N� �� ��� ��� ����������� A �� �� ����� ����� � ��� ������ ���� OPm
s ��

aα ∈ Csα
−|α|L(B1, B2), ���� sα = ���(s, |α|−m+ 1).

�� ��� ��� A ��� �� ��������� ���������� �� �
• ���� ���� α ��� ��� |α| = m� ���� ���� ξα = ξα1

1 . . . ξαn
n �= 0�

aαξ
α : B1 → B2 ��� �� ������������ �� ����� ����������

• ���� ���� ξα� �� ������ ���� ���������� c1 �� c2 ������ ���

||aαξ
α||̊g < c1 |ξ

α |̊g �� ||(aαξ
α)−1||̊g < c2 |ξ

α |̊g.

����� ��
���� s0 ∈ N� ���� �� ��������� ���������� A ���� ������ ���� OPm

s0
� �� ������ ���

��������� c �������� �� ��������� ��� �� g̊ �� δ ����� ��� ����������� �������� ��� �������
���� ���� s � s0 �

||u||2,s+m,δ � c (||Au||2,s,δ + ||u||2,0,δ) . �����

��



���� ���������� �����������

�������� ��
���� R > 0� ���� ΩR ����� ����� ���� �� ��������� �� ���� δ ∈ �� ����� �� A ��
��������� ���������� ���� ������ ���� OPm

0 �
��������� ����� ������ R ����� ����� ���� ��� A ���������� �����������

∀u ∈ C
∞
c (M\ ΩR) , ||u||2,δ � C ||Au||2,δ, �����

�� C ������ �� ������������
����� �� ���� ������� R ����� ����� ���� ��� ����������� ��������

||u||m,2,δ � C (||Au||2,δ + ||u||2,δ;ΩR
) �����

���� ������� ���� ���� u ∈ C ∞
c (M)� �� ������������ A : Wm,2

δ → L2
δ ��� ��������������

����A � �� ����� �� ��������� ���� �� ��� ����� �������

������ �
���� ΩR ����� ���� �� ��������� �� ����� ���� ���� k ∈ N

∗� �� ������ ��� ��������� Ck

����� ���
∀x ∈ M , ∀ 0 < |α| � k , |∇̊αχR|g(x) � Ck�R.

��� ����������� ����������� A ������

∀u ∈ C
∞
c (M) , ||A(χRu)||2,δ � ||χR(Au)||2,δ + B�R ||u||m−1,2,δ , �����

�� B ��� ��� ��������� ��������� �� m, |aα|g �� g̊�
������ �� ����� �

A(χRu) =
�

|α|�m

aα∇̊α(χRu).

��
∇̊α(χRu) =

�

ν�α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu ,

�� α �� ν ���� ��� ������������� �� ������ n ��

Cν
α =

n�

k=1

Cνk
αk
.

�� � ����
A(χRu) =

�

|α|�m

aα
�

ν�α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu

��� ���� ���� ��������

A(χRu) = χR(Au) + (AχR)u+
�

|α|<m

aα
�

0<ν�α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu.

||A(χRu)||2,δ � ||χR(Au)||2,δ + ||(AχR)u||2,δ +
�

|α|�m−1

||aα
�

0<ν�α

Cν
α ∇̊νχR ∇̊α−νu||2,δ

� ||χR(Au)||2,δ + ||(AχR)u||2,δ + C�R ||u||m−1,2,δ ,

��



����� ������� �� ������� ������������

�� C = C(m, |aα|g) ��� ��� ����������

||(AχR)u||2,δ � ||AχR||∞,0 ||u||2,δ � c�R ||u||2,δ.

����������� �� �������

||A(χRu)||2,δ � ||χR(Au)||2,δ + B�R ||u||m−1,2,δ.
�

��� ���������� R ��� ������ ����� ����� ���� ���

∀u ∈ C
∞
c (M\ ΩR) , ||u||2,δ � C ||Au||2,δ.

����� �� ��� �� (1− χR)u �� ��� ����������

∀u ∈ C
∞
c (M) , ||(1− χR)u||2,δ � C ||A[(1− χR)u ]||2,δ . ������

∀u ∈ C ∞
c (M)�

||u||2,δ � ||(1− χR)u||2,δ + ||χRu||2,δ
(4.10)

� C ||A[(1− χR)u ]||2,δ + ||χRu||2,δ

� C (||Au||2,δ + ||A(χRu)||2,δ) + ||χRu||2,δ
(4.9)

� C ||Au||2,δ + ||χRu||2,δ + C (||χR(Au)||2,δ + B�R ||u||m−1,2,δ)

� C ||Au||2,δ + CB�R ||u||m−1,2,δ + ||u||2,δ;ΩR
+ C ||Au||2,δ;ΩR

� C ||Au||2,δ + CB�R ||u||m−1,2,δ + ||u||2,δ;ΩR
.

���� R ����� ������ �� ������ ε > 0 ��� ��� ε << 1 ��

CB�R ||u||m−1,2,δ � ε ||u||m−1,2,δ � ε ||u||m,2,δ.

�� ����� ����� � �������� ���� �� ����� � ���� �������

||u||m,2,δ � C (||Au||2,δ + ||u||2,δ;ΩR
) .

�������� ���������� ��� A ��� �������������� ���� ������� ��� �� ����� �� A ��� ��
��������� ����� �� ������� �� �������� �� ����� �� �������� ��� ���� �������� �����
�� kerA ��� || ||m,2,δ− �������� ���� {uk} ��� ����� �� kerA ����� ��� ||uk||m,2,δ = 1�
�� �������� �� ������� ���� ��� ��� ���� ���� �������� �� {uk} ��� ����������� �����
��������� {uk}� ��� �������� ���� L2

δ(ΩR) ���� ��� ������ ū� �� ����� {uk} ��� ���� ��
������ ���� L2

δ(ΩR)� ������� ������ ������ ���� �� ���� ��� {uk} ∈ kerA� �� ����� {uk}
��� ���� �� ������ ���� Wm,2

δ � ���� ����������� ���� ū ���� Wm,2
δ � ��� ������� �� ��

������� �� ��� ������� �� ������ �� �� ��������� ���� �� kerA�
�������� ���������� ��� ������� �� A ��� ������� kerA ����� �� ���� ������ ���������
����� �� �������� �� ������� Wm,2

δ ����� ���� ������ ��������� �� ��������� ���� ����
������ ��������� ������ �� ����� ��� ����� �� �������������� ������ ���� W � �� ����
���� ������

Wm,2
δ = kerA⊕W.

��



���� ���������� ��������������

��������� ���������� ����� ������ ��� ����� {vk} ���� W ����� ��� ||vk||m,p,δ = 1 ��
||Avk||2,δ → 0� �� ���������� �� ������� �� �������� �� �������� �� ������ ��� ����������
�� {vk} ��� �������� ���� L2

δ(ΩR) ���� ��� ������ v∗� {vk} ��� ���� �� ������ ����
L2
δ(ΩR)� ������������� �� ����� � vn − vm �����

||vn − vm||m,2,δ � C (||Avn − Avm||2,δ + ||vn − vm||2,δ;ΩR
)

� C (||Avn||2,δ + ||Avm||2,δ + ||vn − vm||2,δ;ΩR
) .

�� ������� � �� ������� �� ������ ���� �� ���� ��� ||Avk||2,δ → 0� {vk} ��� �� ������
���� Wm,2

δ �� �������� ���� ���� v∗ ���� W
m,2
δ � ��� ������� �� �� ������� ����� W

��� ����� ���� Wm,2
δ � v∗ ∈ W � ����������� A ����� �������� �� ����� {Avk} ��������

���� Av∗ ���� L2
δ � ��� ������� �� �� ������� Av∗ = 0 , ���� v∗ ∈ kerA � �� ��� ���������

W ∩ kerA = {0}� ������� ���� ������� �� ����� �� ����� ��������

����� ��
�� ������ ��� ��������� C ����� ��� ���� ���� v ∈ W �

||v||m,2,δ � C ||Av||2,δ. ������

������ �
��������� ��� ��������� �� ��������� ��� ���� ����� ��������� C > 0� �� ������ vc ∈ W
��� ��� ||vc||m,2,δ > C ||Avc||2,δ� �������� � vc �= 0� ���� vc = λcuc ∈ W � ���� ||uc||m,2,δ =
1�

∀C > 0 , ∃vc ∈ W ��� ���||vc||m,2,δ = λc||uc||m,2,δ > C ||Avc||2,δ = C λc||Auc||2,δ ,

�� ��� ��� ���������� � ∀C > 0 , ∃uc ∈ W, ||uc||m,2,δ = 1 ��� ��� ||Auc||2,δ �
1
C
,

������ ���������� � ∀n ∈ N
∗ , ∃un ∈ W, ||un||m,2,δ = 1 ��� ��� ||Aun||2,δ �

1
n
.

���� ����� ���� ������ ��� ����� {un} �� W ����� ��� ||un||m,2,δ = 1 �� ||Aun||2,δ → 0
���� ���� ��� �� ������������� ����W ∩kerA = {0} ������� ���������� �� �������������
��������� �� ������

�

��������� ���������� �� ������ �� �������� �� ���� {vk} ��� ����� �� W �� ������
fk = Avk �� ����� ������ ��������� ��� {fk} �������� ���� L2

δ ���� �f � ����� {fk} ���
��� ����� �� ������ ���� L2

δ � ������� ������� �� ����� {vk} ��� �� ������ ���� W
m,2
δ �

������� �� ���� ��������� �� ��������W ����� ������� �� ���� ��� ����� ����Wm,2
δ � ��

����� {vk} �������� ����W ���� �u� ����������� A ����� �������� �� ����� {Avk} ��������
���� A�u� ��� ������� �� �� ������� �f = A�u �� ����� �f ∈ ImA � ������� �� A ��� �������

�

��� ���������� ��������������

�� �������� ������� ����� �������� ���������� �� ���������� ������ ��� �� ����� �����
�������� ��� �� ��� ��� ���������

��



����� ������� �� ������� ������������

�������� ��
���� (M, g̊) ��� ������� n��������������� ������������ ���������

��������� �� ������� � ����� �
���� ���� 1 � p � q < ∞� ���� ���� k � k�� �� δ � δ�− n

p
(q−p)

q
� ����� W k,q

δ ⊂ W k�,p
δ� �

�� �� ������ ��� ��������� �������� c = c (̊g, δ, δ�, k, k�, n, p, q) ����� ���

||u||k�,p,δ� � c ||u||k,q,δ.

�� q = ∞� ���� ���� 1 � p � ∞ � ���� ���� k � k� � �� δ � δ�− n
p
� �����W k,∞

δ ⊂ W k�,p
δ�

�
�� �� ������ ��� ��������� �������� c = c (̊g, δ, δ�, k, k�, n, p) ����� ���

||u||k�,p,δ� � c ||u||k,∞,δ.

�������� �� ������� �
���� ���� k > k� �� δ < δ� � ����������� W k,2

δ ⊂ W k�,2
δ� ��� ���������

��������� �� ������ �
���� k ∈ N� n = 3 �� p = 2� ����� ���� ���� 0 < α � 1

2
� ���� ���� δ � δ� � �� ������

��� ��������� �������� c = c (̊g, δ, δ�, k, k�,α) ����� ���

∀u ∈ W 2,2
δ (M) , ||u||C0,α

δ�
� c ||u||2,2,δ. ������

��������� �� ������� � ����� �
���� 1 � p < ∞� ������ k, j ��� ������� ��������� ���� ������ ��� ��� ��������� �� ������
��� ��������� �������� c = c (̊g, δ, k, n, j, p, q) ����� ��� ���� ���� u ∈ W j+k,p

δ (M)�
• �� pk < n, ||u||j,q,δ � c ||u||j+k,p,δ , ∀ p � q � np

n−kp
�

• �� pk = n, ||u||j,q,δ � c ||u||j+k,p,δ , ∀ p � q < ∞�

• �� pk > n, ||u||j,q,δ � c ||u||j+k,p,δ , ∀ p � q � ∞�
��������� �� ������� �
���� ���� ε > 0� ���� ���� j, k ������� �������� ���� ��� 0 < j < k� �� ������ ���
��������� C(ε) ����� ��� �

∀u ∈ W k,p
δ , ||u||j,p,δ � ε||u||k,p,δ + C(ε)||u||p,δ. ������

��� ����������� �� ����������� �� ������� � ����� ����� ���� ��� �������� ���

����������� ��
�� ��������� n = 3� ���� ���� k > 3

2
�

u ∈ W k,2
δ ⇒ u = o(ρ−δ). ������

��



���� ���������� ��������������

����������� �� ���������� �� ������ � ����� ��� ����� ����������

• ���� δ ∈ �� ��� ��� δ = δ1 + δ2 � ������ p, q, r ∈ N ���� ���

1 � p � q � r � ∞ ��
1

p
=

1

q
+

1

r
,

�����
||uv||p,δ � ||u||q,δ1 ||v||r,δ2 . ������

• ���� δ ∈ ��� ���� λ ∈ [0, 1]� ������ p, q, r ∈ N ���� ���

1 � p � q � r � ∞ ��
1

p
=

λ

q
+

1− λ

r
,

�����
||u||p,δ � ||u||λq,δ ||u||

1−λ
r,δ . ������

������ �� ������ �

||uv||pp,δ =

�

M

|uv|pg̊ ρ
pδdµ(̊g)

=

�

M

|u|pg̊ ρ
pδ1 |v|pg̊ ρ

pδ2dµ(̊g) , ���� δ1 + δ2 = δ

�

��

M

�
|u|pg̊ ρ

pδ1
�a

dµ(̊g)

�1/a��

M

�
|v|pg̊ ρ

pδ2
�b
ρ(1−λ)pδdµ(̊g)

�1/b

,

�� ���� � ������� ����������� �� ������ ���� �� ������ dµ(̊g) ���� 1
a
+ 1

b
= 1 , a, b > 0.

������ pa = q �� pb = r� �� � ����

1

q
+

1

r
=

1

pa
+

1

pb
=

1

p

��

||u||pp,δ �

��

M

|u|qg̊ ρ
qδ1dµ(̊g)

�p/q ��

M

|v|rg̊ ρ
rδ2dµ(̊g)

�p/r

= ||u||pq,δ1 ||v||
p
r,δ2

.
�

������ �� ������ �

||u||pp,δ =

�

M

|u|pg̊ ρ
pδdµ(̊g)

=

�

M

|u|λp+(1−λ)p
g̊ ρλpδ+(1−λ)pδdµ(̊g)

=

�

M

|u|λpg̊ ρλpδ |u|(1−λ)p
g̊ ρ(1−λ)pδdµ(̊g)

�

��

M

�
|u|λpg̊ ρλpδ

�a
dµ(̊g)

�1/a��

M

�
|u|(1−λ)p

g̊

�b
ρ(1−λ)pδdµ(̊g)

�1/b

,

��



����� ������� �� ������� ������������

�� ���� � ������� ����������� �� ������ ���� �� ������ dµ(̊g) ���� 1
a
+ 1

b
= 1 , a, b > 0.

������ pλa = q �� p(1− λ)b = r� �� � ����

λ

q
+

1− λ

r
=

1

pa
+

1

pb
=

1

p

��

||u||pp,δ �

��

M

|u|qg̊ ρ
qδdµ(̊g)

�λp/q ��

M

|u|rg̊ ρ
rδdµ(̊g)

�(1−λ)p/r

= ||u||λpq,δ ||u||
(1−λ)p
r,δ .

�

����� ��
�� ��������� �� ���� ���� δ ∈ ��� �� ������ ��� ��������� c ��������� �� g̊, δ1 �� δ2
����� ���

||uv||2,δ � c ||u||1,2,δ1 ||v||1,2,δ2 , ���� δ1 + δ2 = δ. ������

������ �
�� ��������� ����������� �� ������ ������ �� ����������� �� �������� �� ������� �����������
�� ���������

||uv||2,δ � ||u||4,δ1 ||v||4,δ2
� c ||u||1,2,δ1 ||v||1,2,δ2.

�

�������� � ���� �� ��� ����������� �� δ1, δ2 �� δ ���� �������� �� ����� ����� δ1 �� δ2 ����
���� ��� ���� ���������� � δ� ����������� �� ������� ����� ����������� ��������

||uv||2,δ � c ||u||1,2,δ ||v||1,2,δ. ������

����� ��
���� ������� ��� ���������� ���������� �� ��������� 3� �� ������ ��� ��������� c ���
������� �� g̊ �� δ ����� ���

∀u ∈ W 2,2
δ (M) , ||u||∞,δ � ε ||u||2,2,δ + cε−3||u||1,2,δ. ������

∀u ∈ W 1,2
δ (M) , ||u||3,δ � ε ||u||1,2,δ + cε−1||u||2,δ. ������

������ �
�� ������� ����������� �� ������� �� ����������� �� ������ ������ ���� �������

||u||∞,δ � c ||u||1,4,δ

� c ||u||
1

4

1,2,δ ||u||
3

4

1,6,δ

� c ||u||
1

4

1,2,δ ||u||
3

4

2,2,δ.

�� ������� ���������� ����������� �� ������� ������

(b3a)
1

4 � εb+ ε−3a , ∀ε > 0 , ∀a, b � 0 ���� a = ||u||1,2,δ �� b = ||u||2,2,δ.

||u||∞,0 � cε ||u||2,2,δ + cε−3||u||1,2,δ

� ε ||u||2,2,δ + cε−3||u||1,2,δ.

��



���� ���������� ��������������

���������� �� �������� ����������

||u||3,δ � ||u||
1

2

2,δ ||u||
1

2

6,δ

� c ||u||
1

2

2,δ ||u||
1

2

1,2,δ.

�� ������� ���������� ����������� �� ������� ������

(ba)
1

2 � εb+ ε−1a , ∀ε > 0 , ∀a, b � 0 ���� a = ||u||2,δ �� b = ||u||1,2,δ

||u||3,δ � cε ||u||1,2,δ + cε−1||u||2,δ

� ε ||u||1,2,δ + cε−1||u||2,δ.
�

����� ��
�� ����� ��������� n� ���������� ���� R ���� ���������� ������

ER := M\ ΩR = {ρ � e−2R}.

����� ���� ���� u ∈ Lp
δ(ER) � ���� ���� δ ∈ ���

||u||p,η;ER
� e2R(δ−η)||u||p,δ;ER

, ∀ δ � η , ∀ 1 � p � ∞. ������

������ �

• ���� ���� 1 � p < ∞�

||u||pp,η;ER
=

�

ER

|u|pg̊ ρ
pη =

�

ER

|u|pg̊ ρ
pδρp(η−δ)

� ���
ER

(ρp(η−δ))

�

ER

|u|pg̊ ρ
pδ

� e2Rp(δ−η)||u||pp,δ;ER
.

• ���� p = ∞�

||u||∞,η;ER
= ���

ER

(|u|̊g ρ
η) = ���

ER

(|u|̊g ρ
δρ(η−δ))

� e2R(δ−η)||u||∞,δ;ER
.

�

��
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��������� �� �������� �������� � �� ���
��������������

����M ��� ������� n��������������� ������� �������� ��� ��������� ���� �� ���������
�� ��������� M �� ���� ��������������� �� ����� ������ ���������� ���������� �����
������� ������������ (n+1)��������������� N ������� ������������� �� ������� �����
������������ ��M ���� N � ����� K� ��� ������ �� ����������� ��� ���� �������� ��� ���
������� ��������� � ��� ������� ������ ��������� ��� ������� �� 1 � n �� ��������� ��� �������
��������� ��� ������� ����� ��������� ����� � ��� ��� ������� 0 � n �� ��������� ��� �������
�������� � ��������������� ���� ����������� ��� �������� ������ g̊ ����������������
������������� ����� �� ������������ ��� M� ����� � ���� ��� �� �������� ���� ��������
����� ��� ����� �� �������� �� ���������� �� ρ �� ln ρ� �� ����� �� ������� � ��
�������� g̊ �� ���������� �� ��������� ��������������� ��������

Ric g̊ + (n− 1)̊g ∈ L2
δ . �����

�� ������ �� ������ �� ������ �������� � g̊ � ������ �� ������� �� ����������� TLC

dµ(̊g) = TLC .

���� ��� ���� �������� �� ��������� �� ��� ����������� �� ������� �� ����������� ����
������ ���

Tabc =
�
det(̊g) ε̃abc,

�� ε̃ ��� �� ������� �� ����������� ������� 3 ��� �������������� ������������ �������
����������
���� ��� �������� ������������ g ���M ���������� ���������� �� ������ �����������
�� ����������� �������� Φ0 ����� ���� �

Φ0(g) := (R(g)− 2Λ)
√
g , �����

��
√
g ������� �� ������ �� ������ �������� � �� �������� g�

√
g =

�
det(g)�
det(̊g)

dµ(̊g).

Λ ��� �� ��������� ������������� �� �� ��������� n�

2Λ = −n(n− 1), �����

�� ����� � �� ��� ���������� �� ���������� ����� ���� ������� ��� �� ������ �������������
����� � ���� Φ0(̊g) = 0� �� ���� � ������� ��� ��� ������� ��������� ���������������� ���
������������ �� �������������� ��������� ��� ��������� ����������� �� ������������� �������

��



������ ��� ����������� �� ���������� �� �� ������� ����������������� ���� ������ ��� ��
��������

Φ0 = 16πGT�n0
√
g,

�� �n ��� �� ������� �������� ������ �M ���� N ������ ���� �� ������ G ��� �� ���������
�� ����������� �� �������
��� � ���� �� ��� ��������������� ����������� �� ���������� �������� ���� �� ��������
���� �� �� ��������� ������������� ����������� �� �������� �������� ������� � �� ��������
g� �� ������ ����� ����������� �� ���������� Φ0(g) ���� ��� ��������� �������������
�� �� ����� g = g̊+h� �� �� �������� g ��� ���������� ������������ � g̊ , ���� |g − g̊|̊g =
|h|̊g −→

∞
0� ���� �� ���� �� h ∈ W 2,2

δ , ���� δ � 0� �� ����� ��� g̊ �� ����� ����� ��

��������� ��������������� ��������� ������ ���� �� �����

R(̊g)− 2Λ ∈ L2
δ . �����

�� ��� ����� �� ������ ����� ������ �� ����� ��� ������ ��� ����� ����������� ��
���������� � �� ���� S := S2T ∗M �� ���� ��� ������ ����������� ����������� ��� M�
�� ���� ��� �������� �n�������� ��� M ���� ������� ��� Λ

nT ∗M ������ ��� �S :=
S2TM ⊗ Λ

nT ∗M ��������� �� ���� ��� �������� ��� M � ������� ���� ��� 2���������
������������ �� ������������� ��� �� ����� ���������������� ��� ������� �������� �

G := W 2,2
δ (S).

G+ := {g : g − g̊ ∈ G, g > 0}.
G+
λ := {g ∈ G+ : λ̊g < g < λ−1g̊} , 0 < λ < 1.

L∗ := L2
δ(Λ

nT ∗M) ��� �������� ���� �� L := L2
−δ(M).

������ ��� ������� (4.12)� ��� �������� ���� G ���� ��������������� ���������� 1
2
�� ���

����������� ��� ��������� ������������ ��� ������� G+ �� G+
λ ���� �������� ����� ��� ������

�� ������������ ���� ����� �������� g ∈ G+
λ � ��� ��������� g �� g̊ ���� ������������ ��

���� �������

λ̊gij(x) v
ivj < gij(x) v

ivj < λ−1g̊ij(x) v
ivj , ∀x ∈ M , ∀v ∈ TM. �����

�� � ���� |g|̊g � c |̊g|̊g � c |g|g �
√
n�

���� �� ��� ��������������� F = G+ ���� �������� �� ����� �� ����������� �� �����������
�������� Φ0�
���� ������ ������ ��� ��������� �� ��� ������ �������� ���� ������� �� ����������� � �
������ Γ̊ �� ∇̊ ������ Γ �� ∇� ��� �������� �� ���������� �� �� ��������� �� �����������
���� g̊ ������ g�� �� ������

A k
i j = Γ

k
i j − Γ̊

k
i j �����

�������� � A ��� �� ������� ���������� ��� ����� �� �� �������� ��� �������� ��
����������� �� ������ ���������� ���

A k
i j =

1

2
gkl(∇̊igjl + ∇̊jgil − ∇̊lgij) �����

�� �� � �� �������� ������� ��� �� ��������� ��� �������� �� ����� �

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

����� ��

Ric gjk − Ric g̊jk = ∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k + A µ

j kA
i
i µ − A i

j µA
µ
k i. �����

������ �� ����� �

Ric gjk − Ric g̊jk = ∂iA
i
j k − ∂jA

i
i k + [Γ i

l iΓ
l
j k − Γ̊

i
l iΓ̊

l
j k]− [Γ l

k iΓ
i
j l − Γ̊

l
k iΓ̊

i
j l]

= ∂iA
i
j k − ∂jA

i
i k + [A i

l iA
l
j k + Γ̊

i
l iA

l
j k + Γ̊

l
j kA

i
l i]

−[A l
k iA

i
j l + Γ̊

l
k iA

i
j l + Γ̊

i
j lA

l
k i]

= [∂iA
i
j k + Γ̊

i
l iA

l
j k−Γ̊

l
j iA

i
l k − Γ̊

l
k iA

i
j l]

−[∂jA
i
i k + Γ̊

i
l jA

l
i k − Γ̊

l
j iA

i
l k − Γ̊

l
k jA

i
i l]

+A i
l iA

l
j k − A l

k iA
i
j l

= ∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k + A l

j kA
i
i l − A i

j lA
l
k i,

�

�� ���� � ������ �� ��������� �� ����� �� ���� ���� �� ��������� ��������
���� ���� ������ ��������� �� ����� �������� �� �� �������� �������� �

����� ��
�� �������� �������� ���� ���� �������� �� �������� �� ∇̊ �� A j

i k ���� �� �����

R(g) = gjk Ric g̊jk + gjk(∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k + A l

j kA
i
i l − A i

j lA
l
k i)

= gjk Ric g̊jk +Q(g−1∇̊g) + gikgjl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl), �����

�� � ��� ��� ����� �� ������ ������������ �� g−1∇̊g�

������ �
R(g) = gjk Ric g̊jk + gjk[Ric gjk − Ric g̊jk].

�� ����� � ����� ����������� �� �������� ������

gjk(∇̊iA
i
j k − ∇̊jA

i
i k)

= gjk
�
∇̊i[

1
2
gil(∇̊jgkl + ∇̊kgil − ∇̊lgij)]− ∇̊j[

1
2
gkl(∇̊igjl + ∇̊jgil − ∇̊lgij)]

�

= 1
2
gilgjk

�
∇̊i[∇̊jgkl + ∇̊kgil − ∇̊lgij]− ∇̊j[∇̊igjl + ∇̊jgil − ∇̊lgij]

�
+Q(g−1∇̊g)

= 1
2
gilgjk(∇̊2

ikgjl − ∇̊2
ilgjk − ∇̊2

jkgil + ∇̊2
jlgik) +Q(g−1∇̊g)

= gikgjl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl) +Q(g−1∇̊g).

������� ����� A � g−1∇̊g �� ��� ����� A2 � g−2(∇̊g)2 � Q(g−1∇̊g)� �� �������� �����
��� ���� ����� � �� ���������

�

�� ����������� �������� ������ ��� Φ0 : F → L∗ ��� ��� ����������� ���� ������ �����
��� ������� �� ������� F �� L∗�

��



����������� ��
���� g ∈ G+

λ � ���� 0 < λ < 1� ����� �� ��������� n = 3� ���� ���� δ � 0� �� ������
��� ��������� c > 0 ��������� �� λ, g̊ �� δ ����� ���

||Φ0(g)||2,δ � c(1 + ||g − g̊||22,2,δ). ������

������ �
������� g ∈ G+

λ � �� ���� �� ������ �� ����� �� ������� ������������ �� R(g) ���� �� �����
(5.9)� �� ���� ������ �� ��������� ������

||R(g)− 2Λ||22,δ � c

�

M

�
|∇̊2g|2g̊ + |∇̊g|4g̊ + |R(̊g)− 2Λ|2g̊

�
ρ2δdµ(̊g)

� c
�
1 + ||∇̊2g||22,δ + ||(∇̊g)2||22,δ

�
.

�� ��������� �� �������� 2a � 1 + a2 ���� a = ||∇̊2g||22,δ �� ������ ���� �� ������� ������
�� �����

||R(g)− 2Λ||22,δ � c
�
1 + ||∇̊2g||42,δ + ||∇̊g||41,2,δ

�

� c
�
1 + ||g − g̊||41,2,δ

�
.

��� ����������� ||Φ0(g)||2,δ � ||
√
g||∞,0 ||R(g)− 2Λ||2,δ � c (1 + ||g − g̊||22,2,δ)

�� Φ0(g) ∈ L∗�
�

�� ����������� �������� ���� ������� ��� �� �������� ��������� ���� ������� ������
���� �� �������� � ��� ������� �

����������� ��
���� g ∈ G+� ����� �� ��������� n = 3� ���� ���� δ � 0�
Φ0 : G+ → L∗ ��� ��� ����������� ����� �C ∞� ����� ������� �� ��������

������ �
������� (5.10), ||Φ0(g)||L∗ � c(1 + ||g − g̊||2F)� ����Φ0 ��� ���������� ������ ��� F � ��
��������� ����������� �� ����������� �� �������� �������� ���� ������ �� ������� ���
Φ0 ��� ������ ���� ��������� ����������� �� ���� �� �������� ������� ������������ �����
�� �� �������� ��������� �� �������� ��� Φ0(g) ���� ���� �������� ����� ��� ��������
�����������

Φ0(g) = F (g, g−1,
√
g, ∇̊g, ∇̊2g),

�� F = F (a1, . . . , a5) ��� ��� �������� ����������� ����������� �� a4 �� �������� ��
��� ���������� ��������� ������������� g �→ (g, g−1,

√
g) ��� ���������� ��� �������� ���

�������� ������� ��������� �� ��� ������������ g �→ ∇̊g �� g �→ ∇̊2g ���� ��������� �������
���� ������ �� F ���� L∗� ��� ���� ��� ������� �� �������� �� �������� �� ����� ���� ���
��� �������������� ������������ ���������� ������� ������ ��� Φ0 ����� ��� ��������
�� ���� �� �������� ��������� �� �� ���� ������

�

���� C = {g ∈ G+ : Φ0(g) = 0} := Φ0
−1({0}) ⊂ F � ����� ���������� ��� �������

��������� ��������� �� ���������� �� ���������� ����� �������� ��� ��������� ���������� ��
����� ���� ������� ��� C ��� ��� ������������ �� F � �� ������ ��� 0 ��� ��� ������
��������� �� Φ0(g)� �� �������� ���� ���� ��� �������� �� ������������� �� Φ0(g) ���
�� ������� ������� ��� �����������

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

��� ���������� �� ��������� �� �� ��� �������

����� ������� ����� �� ������ ��� ������� ������� ��� ����������� ��� ���������� ��
���������� ��������� DΦ0(g) �� ������� ������ DΦ0(g)

∗�

����������� ��

DΦ0(g).h = (∇i∇jhij −∆gtrgh)
√
g − hij[R

ij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g. ������

������ �
DΦ0(g).h = D(

√
g).h(R(g)− 2Λ) +DR(g).h

√
g.

D(
√
g).h =

dµ(̊g)√
det̊g

D(
�
det(g)).h

=
dµ(̊g)�
det(̊g)

D(det(g))

2
�
det(g)

.h

=
dµ(̊g)�
det(̊g)

det(g)trgh

2
�
det(g)

=

�
(g)

2
trgh =

�
(g)

2
gijhij.

DR(g).h = D[g−1 Ric g].h

= D(g−1).h Ric g + g−1DRic g .h.

�� ������������

D(g−1).h =
d

dt
[(g − th)ij − gij]

t=0
= −hij.

DR(g).h = −hij Ric gij + g−1DRic g.h.

�� ���� ����� � �������� DRic g .h �� ���� �� ������ �� ��������� �� �������� �Γ ������ ���

�Γ(t) = Γ(g + th)− Γ(g),

�� ��� Γ(g + th) ���� ��� �������� �� ���������� ���� �� �������� g + th�

DRic g.h =
d

dt

�
(Ric (g + th)− Ric g

�
t=0

.

�� ������� �� ������� ������ �� �������

�
Ric (g + th)

�
km

−
�
Ric g

�
km

= ∇iΓ̃
i
k m(t)−∇mΓ̃

i
k i(t) + Γ̃

i
j i(t)Γ̃

j
k m(t)− Γ̃

i
j m(t)Γ̃

j
k j(t).

DRic(g).h = ∇i
d

dt
Γ̃

i
k m(t)

t=0
−∇m

d

dt
Γ̃

i
k i(t)

t=0
+

d

dt
[Γ̃ i

j i(t)Γ̃
j
k m(t)− Γ̃

i
j m(t)Γ̃

j
k j(t)]

t=0
.

��



���� ���������� �� ��������� �� �� ��� �������

�� ������� ����� �� ������ �� ������ ����� ��� ��� �Γ(0) = 0� �� �������

DRic g.h = ∇i
d

dt
Γ̃

i
k m(t)

t=0
−∇m

d

dt
Γ̃

i
k i(t)

t=0
.

�� �� �� �� ��������� �� �Γ� �� ���� ��������� (5.7)

d
dt
Γ̃

i
k m(t) t=0

= d
dt
(1
2

�
(g + th)−1

�il
[∇k(g + th)ml +∇m(g + th)kl −∇l(g + th)km]) t=0

= d
dt

�
1
2
(gil − thil)t[∇k hml +∇m hkl −∇l hkm]

�
t=0

��� ∇g = 0

= 1
2
gil[∇k hml +∇m hkl −∇l hkm].

���� ��� ���������� ��������� ���� �� ����� d
dt
Γ̃

i
k i(t) t=0

� �� �������

DRic g.h = ∇i
d

dt
Γ̃

i
k m(t)

t=0
−∇m

d

dt
Γ̃

i
k i(t)

t=0

=
1

2
gil[∇i∇k hml +∇i∇m hkl −∇i∇l hkm]

−1

2
gil[∇m∇k hil +∇m∇i hkl −∇m∇l hki]

��� ����������� ������� h ��� �����������

g−1DRic g.h =
1

2
gilgkm[∇i∇k hml +✘

✘
✘
✘
✘∇i∇m hkl −∇i∇l hkm]

−1

2
gilgkm[∇m∇k hil +✘

✘
✘
✘
✘∇m∇i hkl −∇m∇l hki]

= gilgkm[∇i∇k hml −∇m∇k hil] +∇l∇m hml −∇k∇k g
ilhil

= ∇l∇m hml −∆gtrgh.

����������� �� �������

DΦ0(g).h = (∇l∇m hml −∆gtrgh)
√
g − hij[R

ij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g.

�

���� ������� �� ������������ �� �� ������������� �� Φ0(g)� �� ����������� � ������������� ��
����������� �������� ���� �� ������ N ���� ���� ������������� ���������� ����� ����� ��
�������� ����� �������� �� ����������� �� ��������������� �� ��������� ��� ������ �� ��
�������� ��� ������ �� ����� �� ������� ���� ���� ��� �������� ������������ �� L2(dµ(̊g))�
������� ������ �� DΦ0 �

�

M

N DΦ0(g).h =

�

M

h •DΦ0(g)
∗N , ������

�� • ������� �� ����������� ������������

����������� ��

DΦ0(g)
∗.N = [∇i∇jN − gij∆gN − [Rij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]N ]

√
g. ������

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

������ �
�� ���������� ��� ������ ���� �� ���� ������� ���������� ���� ������������ �� DΦ0(g).h�

�

M

N DΦ0(g).h =

�

M

(∇i∇jhij − gij∇k∇khij)N
√
g

−
�

M

hij[R
ij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]N

√
g.

�� �������� ��������� ����� �������� �� h� �� ������������ � ������������ �� ��������� ���
�������� ���� ��� ���� ������ �� �� �������� ���������� �� ������� ��� ������ �� ��������
��� ������ �� ����

�

M

∇i∇jhijN
√
g = −

�

M

∇jhij∇iN
√
g

=

�

M

hij

�
∇i∇jN

√
g
�
.

�

M

gij∇k∇khijN dµ(g) = −
�

M

∇khij, g
ij∇kN

√
g

=

�

M

hij

�
gij∇k∇kN

√
g
�
.

�� ����� ��� ��������� ������ ����� �� ���������
�

��� ����������� T̊ � �� ���� ���������

���� �� ��� ���������� �� �������� ��� ��������� ����������� �� ����������� �� ����� ��
DΦ0(g)

∗� ���� ��������� ��� �������� ��������� ������������� �������� �������� � ��������
���� T̊ ����� ���� ��� �������� N � ��� �

T̊ = T̊ (N) := ∇̊2N −Ng̊. ������

����� ��
���� ���� δ ∈ ��� �� ������ ��� ��������� c > 0 ��������� �� g̊ ����� ��� ���� �����
�������� N ∈ W 2,2

−δ (M)�

||T̊ (N)||2,−δ � ||∇̊2N ||2,−δ − c ||N ||2,−δ. ������

������ �
�� �������� ������� ����������� �� �� ��������� �� T̊ � ����������� ������������ �� ��������
���� �� ������ �������

�

����� ��
���� ���� δ ∈]− (n+1)/2 , 0]� �� ������ ��� ��������� c > 0 ��������� �� g̊ �� δ �����
��� ���� ����� �������� N ∈ W 2,2

−δ (M)�

||N ||1,2,−δ � c ||T̊ (N)||2,−δ. ������

��



���� ����������� T̊ � �� ���� ���������

������ �
��� �������� �� ���� �������� N ����� �� � ������� �������� �� ������� �� ������ �� ��
����������� � ��� ������� ������ �� �� ������� �� N ��� �� ��������� �� ���� � ��������
�� ������ ��� �� ����������� ��� δ ���� �� ���������� �� ����� �� ���� ��������� �������
�������� ��� ������ �������� ������� �� N�� ���� ���� ����� �� �������� ���� �� ����
���� δ ∈]− (n+ 1)/2 ; 0] �� �� ������� ���� �� ���������� �� ����� �� T̊ ���� −δ < n+1

2

����� ����� ����� � ��� ������ ��������� � ����� �� �������� ��
�

�� ����������� ��� ������ � �� � �����

����������� ��
���� ���� δ ∈]− (n+1)/2 , 0]� �� ������ ��� ��������� c > 0 ��������� �� g̊ �� δ �����
��� ���� ����� �������� N ∈ W 2,2

−δ (M)�

||N ||2,2,−δ � c ||T̊ (N)||2,−δ. ������

���� ������ ������ ��� ����� ������ �������� ��� ���� ��� ���������� ��������� ���
(M, g̊)� ��� ������� �� n��������������� ���� g̊ = ρ−2̊h� �� �������� ��� �� ���� ���
������� ∂M� ��� �� ����� dσ(̊g) ��������� �� ������ ������� ��� g̊ ��� �� ���� ∂M� ��
����� o(1) ���� ���� 0 � ���������� �� ∂∞M�

����� ���
���� (M, g̊) ��� ������� �� �� δ ∈ ��� ∀N ∈ C ∞

c (M)�
�

M

2N�dN,
dρ

ρ
�̊g ρ2δ dµ(̊g) = −

�

M

[2δ + 1− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

�

∂M

N2�dρ
ρ
, η�̊g ρ2δ dσ(̊g)

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
��� ����������� ��� ������� �����
�

M

∇̊i(−N2∇̊i(ρ−1)ρ2δ+1) dµ(̊g) =

�

M

�
2N� dN,

dρ

ρ
�̊g ρ2δ −N2

∆̊(ρ−1)ρ2δ+1
�
dµ(̊g)

+

�

M

(2δ + 1)N2|dρ|2
h̊
ρ2δ dµ(̊g). ������

�� ������� ����� �����
∇̊2(ρ−1) = ρ−1|dρ|2

h̊
g̊ − ρ−2 (̊h)∇2ρ. ������

�� ������� �� ����� ��� g̊� �� �������

∆̊(ρ−1) = nρ−1|dρ|2
h̊
−∆h̊ρ.

�� �������� h̊ ����� ������ ��� ��� ���������� ������� ��� ∂∞M �� ρ ����� ��� ��������
����� ��� M̄ � �� �������� ��� ∆h̊ρ ��� ��� �������� ����� ������ ��� M̄ �� �� ���� ������
∆h̊ρ = o(ρ−1) �� ��������� �� ∂∞M� �� ������� ����

∆̊(ρ−1) = ρ−1
�
n|dρ|2

h̊
+ o(1)

�
. ������

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

�� ��������� �� ���� ��� |dρ|2
h̊
= 1 + o(1) �� ��������� �� ���� ��� ��� ������� ���

���������� ������ �������
�

M

∇̊i(−N2∇̊i(ρ−1)ρ2δ+1) dµ(̊g) =

�

M

2N�dN,
dρ

ρ
�̊g ρ2δ dµ(̊g)

+

�

M

[2δ + 1− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g). ������

�� ������� �� �������� �� ����������������
�

M

∇̊i(−N2∇̊i(ρ−1)ρ2δ+1) dµ(̊g) =

�

∂M

N2�dρ
ρ
, η�̊g ρ2δ dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� ������� ��
�������� ��������.

�

����� ���
���� (M, g̊) ��� ������� �� �� δ ∈ ��� ∀N ∈ C ∞

c (M)�

−2

�

M

T̊ (dN,
dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g) =

�

M

{2δ + 1− n+ o(1)}|dN |2g̊ρ
2δ dµ(̊g)

−
�

M

[2δ + 1− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

�

∂M

(N2 − |dN |2g̊)�
dρ

ρ
, η�̊g ρ2δ dσ(̊g),

������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
��� ����������� ��� ������� �����

�

M

∇̊i(|dN |2g̊ ∇̊i(ρ−1) ρ2δ+1) dµ(̊g) = −2

�

M

∇̊2N(dN,
dρ

ρ
) ρ2δ dµ(̊g)

−
�

M

|dN |2g̊ ∆̊(ρ−1) ρ2δ+1 dµ(̊g)

+

�

M

(2δ + 1)|dN |2g̊|dρ|
2
h̊
ρ2δ dµ(̊g). ������

�� ������� �� �������� �� ����������������
�

M

∇̊i(|dN |2g̊ ∇̊i(ρ−1) ρ2δ+1) dµ(̊g) = −
�

∂M

|dN |2g̊�
dρ

ρ
, η�̊g ρ2δ dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� �������
������ ���� �� ������

−2

�

M

∇̊2N(dN,
dρ

ρ
) ρ2δ dµ(̊g) =

�

M

[2δ + 1− n+ o(1)]|dN |2g̊ ρ
2δ dµ(̊g)

−
�

∂M

|dN |2g̊�
dρ

ρ
, η�̊g ρ2δ dσ(̊g). ������

��



���� ����������� T̊ � �� ���� ���������

�� ������� �� �������� �������� �� �������� �� ������ ���� �� ������

�

M

2Ng̊(dN,
dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g) =

�

M

2N�dN,
dρ

ρ
�ρ2δ dµ(̊g)

�� �� ���������� ���� �� ������ �� ������ ��� ������������ ������� �� ����� ���
�

����� ���
���� (M, g̊) ��� ������� �� �� δ ∈ ��� ∀N ∈ C ∞

c (M)�

−
�

M

tr̊gT̊ Nρ2δ dµ(̊g) = −
�

M

[ δ(2δ + 1− n)− n+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

�

M

|dN |2g̊ρ
2δ dµ(̊g)−

�

∂M

N�dN, η�̊g ρ2δ dσ(̊g)

+

�

∂M

δN2�dN, η�̊g ρ2δ dσ(̊g), ������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
��� ����������� ��� ������� �����

�

M

∇̊i(N∇̊iNρ2δ) dµ(̊g) =

�

M

|dN |2g̊ρ
2δ dµ(̊g) +

�

M

N∆̊N ρ2δ dµ(̊g)

+

�

M

2δN�dN,
dρ

ρ
�ρ2δ dµ(̊g). ������

�� ������� �� �������� �� ����������������
�

M

∇̊i(N∇̊iNρ2δ) dµ(̊g) =

�

∂M

N�dN, η�̊g ρ2δ dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� �������

−
�

M

N∆̊Nρ2δ dµ(̊g) =

�

M

[ |dN |2g̊ + 2δN�dN,
dρ

ρ
�]ρ2δ dµ(̊g)

−
�

∂M

N�dN, η�̊g ρ2δ dσ(̊g). ������

�� ������� �� �������� �������� �� ��������
�

M

nN2ρ2δ dµ(̊g)

�� ������ ���� �� ������ �� �� ��������� �� ����� ��.
�

��� ������ �� �� �� ���� ���������� ��������� ����������� ��������� �������� ���� ��
������������� �� �� ���������� �� ����� �� ����������� ��������

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

����������� ��
���� δ ∈] − (n + 1)/2,−1[� �� ������ ���� ���������� ��������� cδ �� Rδ ��� ��� ����
���� R > Rδ�

∀N ∈ C
∞
c (ER) , ||N ||2,2,−δ;ER

� c ||T̊ ||2,−δ;ER
. ������

������ �
������� ��� ����������� �� T̊ �� tr̊gT̊ �� �� ������ ∇̊nN ������ ∇̊TN� �� ���������� ��
dN ������� ������ ������������� � ∂M�

∇̊nN := �dN, η�̊g �� |dN |2g̊ = |∇̊nN |2g̊ + |∇̊TN |2g̊.

(5.27)− 1
2
(5.23) �����

�

M

T̊ (dN,
dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g)−

�

M

Ntr̊gT̊ρ
2δ dµ(̊g)

=

�

M

{n+1
2

− δ + o(1)}|dN |2g̊ρ
2δ dµ(̊g) +

�

M

[−2δ2 + nδ + n+1
2

+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

�

∂M

{(δ − 1
2
)N2 + 1

2
|dN |2g̊}�

dρ

ρ
, η�̊gρ2δ dσ(̊g)−

�

∂M

N∇̊nN ρ2δ dσ(̊g). ������

����������� ��� ER � ER ������� ���� ����������� �� ���� ����������� �� ���� �
������� ���� ∂E∞= ∂∞M� �� �� ���� ��������� ∂ER = ∂ΩR = {ρ = e−2R} � �����
N ∈ C ∞

c (ER)� N ��� �������������� ��� �� ��������� �� ∂E∞ ���� ��� ��������� ���
∂ER �� ����� �� ������ ���� �������� ��� ������ �� ���� �������� ���� ������ �� ����
��������� ��� ∂ΩR� �� ���� ���� ηR �� ������� � ∂ΩR ���������� � ER �� ������ ����
�� ���� ���

������� R → +∞ , ηR − dρ
ρ
→ 0� ����� �dρ

ρ
, ηR�̊g =

|dρ|2
g̊

ρ2
+ o(1) = 1 + o(1)�

�

ER

T̊ (dN,
dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g)−

�

ER

N tr̊gT̊ρ
2δ dµ(̊g)

=

�

ER

{n+1
2

− δ + o(1)}|dN |2g̊ρ
2δ dµ(̊g) +

�

ER

[−2δ2 + nδ + n+1
2

+ o(1)]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

�

∂ER

{(δ − 1
2
+ o(1))N2 + 1

2
|dN |2g̊ −N∇̊nN + o(1)}ρ2δ dµ(̊g).

�� �� ������� ��� ���������� ���������




|tr̊gT̊ |
2
g̊ � n |T̊ |2g̊.

T̊ (dN, dρ
ρ
) � a

2
|T̊ |2g̊ +

1
2a
|dN |2g̊|dρ|

2
h̊

, ∀a > 0 , a >> 1.

−N tr̊gT̊ � b
2
|tr̊gT̊ |

2
g̊ +

1
2a
N2|dρ|2

h̊
, ∀b > 0 , b >> 1.

�� ������� ∀ε > 0, ∃Rε > 0 ��� ��� ∀R > Rε �
�a+ bn

2

��

ER

|T̊ |2g̊ρ
2δ dµ(̊g)

�

�

ER

{n+1
2

− δ − ε}|dN |2g̊ρ
2δ dµ(̊g) +

�

ER

[−2δ2 + nδ + n+1
2

− ε]N2ρ2δ dµ(̊g)

+

�

∂ER

{(δ − 1− ε)N2 + 1
2
|∇̊TN |2g̊ +

1
2
(N − ∇̊nN)2 − ε}ρ2δ dµ(̊g).

��



���� �������� ����������� ��������� � ���������

• ���� �� ����� ��������� �� N2� ���� ����� �� ������� �� ������ ����� �� δ ���� ��
������������ ���

∆ = n2 + 4(n+ 1) = (n+ 2)2 > 0

�� ���� ��� ������� ����

δ± =
n± (n+ 2)

4
=
�
− 1

2
;
n+ 1

2

�
.

�� ����� ��� ���� ������� �� ��� �� �� ��������� �� δ ∈]− 1
2
; n+1

2
[�

• �� ����� ��������� �� |dN |2g̊ ��� ������� �� ��� �� �� ��������� �� δ < (n+ 1)/2�

• �� ����� �� ���� ��� ������� �� ��� �� �� ��������� �� δ > 1�
�� ����� �� ������ ������ ������ ��� ��� ������������ [0 ; n+1

2
[� �� �

n+1
2

− δ � −2δ2 + nδ + n+1
2
.

��� ����������� ���� δ ����������� � ������������ ]1 ; n+1
2
[� �� �������

∀ε > 0, ∃Rε > 0 ��� ��� ∀R > Rε �
�a+ bn

2

��

ER

|T̊ |2g̊ρ
2δ dµ(̊g) �

�

ER

{n+1
2

− δ − ε}
�
N2 + |dN |2g̊

�
ρ2δ dµ(̊g).

����� � ����
||N ||1,2,δ;ER

� c ||T̊ ||2,δ;ER
.

�� ��������� ����� ��������� ���� �� ����� � ������� �� ����������� ��� ER� �� �������
�� ������ �� �������

�

��� �������� ����������� ��������� � ���������

����� ������� �������� ��� ��������� ��������� ������� ���������� ����������� �������
DΦ0(g)

∗� �� �������� ��� ������� �� ���������� �� ��������� ���� �� ����������� ����
����� �

����������� ��
���� δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0]� ���� n = 3� �� ������ C ��������� �� g̊,λ, δ �� ||g||F �
����� ��� ��������� ���������� �������� ���� ������� �

∀N ∈ W 2,2
−δ (M) , ||N ||2,2,−δ � c ||DΦ0(g)

∗.N ||2,−δ + C ||N ||1,2,−2δ , ������

������ �
���� ����������� T ����� ���

T = T (N) := ∇2N −Ng. ������

������� �� ��������� �� T̊ ������� �� �

T̊ = T − A∇̊N + (g − g̊)N

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

�� ��� �����

||T̊ ||2,−δ � ||T ||2,−δ + ||A∇̊N ||2,−δ + ||(g − g̊)N ||2,−δ

� c ||T − trgT g||2,−δ + ||A∇̊N ||2,−δ + ||(g − g̊)N ||2,−δ, ������

�� ��������� ���
|T |2g � |T |2g + (n− 2)(trgT g)2 = |T − trgTg|

2
g

�� ����
|T |2g̊ � c |T − trgT g|2g̊.

������ ��� �� ����� �� T ��� ������ ���

trgT = ∆gN − nN.

��� �����������

T − trgT g = ∇2N − g∆gN + (n− 1)gN

= DΦ0(g)
∗.N/

√
g + [Ric g − 1

2
(R(g)− 2Λ)g]N + (n− 1)gN

= DΦ0(g)
∗.N/

√
g +N(Ric g−Ric g̊)+N(Ric g̊ + (n− 1)̊g)

+(n− 1)(g−̊g)N − 1

2
(R(g)− 2Λ)gN.

�� ��������� ����������� �� ������ ������ �� ������� �� �����

||T − trgT g||2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + ||N(Ric g − Ric g̊)||2,−δ + c ||(g − g̊)N ||2,−δ

+||N(Ric g̊ + (n− 1)̊g)||2,−δ + c ||(R(g)− 2Λ)gN ||2,−δ

� c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + ||Ric g − Ric g̊||2,δ||N ||∞,−2δ

+c ||g − g̊||2,δ||N ||∞,−2δ + ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ||N ||∞,−2δ

+c ||R(g)− 2Λ||2,δ||N ||∞,−2δ

� c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + C ||N ||∞,−2δ

� c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + ε ||N ||2,2,−2δ + C ||N ||1,2,−2δ.

������������ ������ �������

||T̊ ||2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + ε ||N ||2,2,−2δ + C ||N ||1,2,−2δ + ||A∇̊N ||2,−δ

� c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + ε ||N ||2,2,−2δ + C ||N ||1,2,−2δ + ||A||1,2,δ||N ||1,2,−2δ

� c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + C ||N ||1,2,−2δ + ε ||N ||2,2,−2δ, ������

�� ���� � ������� ������ ���� �� ������� �� �� �������� � �� �������� ������
�� ��������� ������ ���� �� ����������� �� �� �������

||N ||2,2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + C ||N ||1,2,−2δ + ε ||N ||2,2,−2δ

�� �� �������� �������� ����� ����� ���� ������ �� ����� �� ε||N ||2,2,−2δ �� ������� ���� ��
�� ��������� ����������� �� ������� W 2,2

−2δ ⊂ W 2,2
−δ ���� δ � 0.

�

�������� � �� ��������� �� ����������� � �� ����������� �� ������� ������� �� �������

��



���� �������� ����������� ��������� � ���������

���������� ��
���� N ∈ W 2,2

−δ (M) � ���� δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0] �� n = 3�
����� �Φ0(g)

∗.N ��������� ��������� ���������� �������� �

||N ||2,2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ + C ||N ||2,−2δ , ������

�� C ������ �� g̊,λ, δ �� ||g||F �

��� ������ �� ����������� �� ���� �� ���� �� ���� �� ��������� ���� ������ �� ������
����� �� �Φ0

∗ ��� ������� � g ������� ��� �� ����������� �������� �

����������� ���
�� ��������� n = 3� ���� δ � 0� ����� ����������� DΦ0(g)

∗ : W 2,2
−δ (M) −→ L2

−δ(
�S)

��� ������ �� ����� DΦ0(g)
∗ ������ �� g �� ������� ���������������

���[DΦ0(g)
∗ −DΦ0(g̃)

∗]N
���
2,−δ

� C||g − g̃||F ||N ||2,2,−δ , ������

�� �� ��������� C ������ �� g̊, δ, ||g||F �� ||g̃||F �

������ �
���������� ��� ������� ��� DΦ0(g)

∗ ��� ������
�� ��������� ���� ���� ����������� O �������� ��� ��� ��������� �

O(N) = ∇2N − g∆gN ������

�� �������� ��� O(N) = L(∇2N) ���� L ��������� �������� ����������� �� �

||O||2,−δ � c ||∇2N ||2,−δ = c
�
||∇̊2N ||2,−δ + ||AdN ||2,−δ

�

� C ||N ||2,2,−δ.

�� ����� �� � AdN � g−1∇̊g dN � �� ��������� ����������� �� ������ ������ � (4.17) ��
����������� �� ������� �δ � 0� �

||AdN ||2,−δ � ||g−1||∞,0||∇̊g dN ||2,−δ

� c ||∇̊g||1,2,δ||dN ||1,2,−2δ

� C ||N ||2,2,−δ. ������

�� ��������� ������������ ������ �� DΦ0(g)
∗�

||DΦ0(g)
∗N�

√
g||2,−δ � ||O||2,−δ + ||(Ric g − Ric g̊)N ||2,−δ + ||(n− 1)̊gN ||2,−δ

+||[Ric g̊ + (n− 1)̊g]N ||2,−δ +
1
2
||(R(g)− 2Λ) g N ||2,−δ.

�� ��������� ����������� �� ������ ������� ����������� ��� ������� �� ������� (δ � 0) ��
����������� �� ��������

||(Ric g − Ric g̊)N ||2,−δ � ||Ric g − Ric g̊||2,δ||N ||∞,−2δ

� c ||Ric g − Ric g̊||2,δ||N ||2,2,−δ.

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

������� ������ Ric g − Ric g̊ � ∇̊A+ A2 � (∇̊g)2 + g∇̊2g + g−2(∇̊g)2�
�� ��������� �������

||(Ric g − Ric g̊)N ||2,−δ � c
�
||∇̊g||21,2,δ + ||∇̊2g||2,δ

�
||N ||2,2,−δ

� C ||N ||2,2,−δ.

�� ������������ �� � ��� ���������� ��������������� ���������

Ric g − Ric g̊ ∈ L2
δ . ������

R(g)−R(̊g) ∈ L2
δ . ������

�� ��������� ����������� �� ������ ������� ����������� ��� ������� �� ������� (δ � 0)�
����������� �� ������� �� �����

||[Ric g̊ + (n− 1)̊g]N ||2,−δ � ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ||N ||∞,−2δ

� ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ||N ||2,2,−δ

� c ||N ||2,2,−δ.

���� �� ����� ���� �� �������� �������� �� �� ��������� ������������� �� ���� ���������
�����

||(R(g)− 2Λ) g N ||2,−δ � ||g||∞,0||(R(g)− 2Λ)N ||2,−δ

� c ||R(g)− 2Λ||2,δ||N ||∞,−2δ

� C ||N ||2,2,−δ.

||(n− 1)̊gN ||2,−δ � (n− 1)||̊g||∞,0||N ||2,−δ

� c ||N ||2,2,−δ.

�� ������� ����

||DΦ0(g)
∗N�

√
g||2,−δ � C ||N ||2,2,−δ ������

�� ����

||DΦ0(g)
∗.N ||2,−δ � C ||

√
g||∞,0||N ||2,2,−δ � C ||N ||2,2,−δ, ������

�� C ��� ��� ��������� ��������� �� g̊, δ �� ||g||F �

������ �� (5.38) �
�� ���� �∇ , �∆ ,Ric(g̃) �� R(g̃) �� ��������� �� ������������ �� ���������� �� ������� ��
����� �� �� �������� �������� �������� � �� �������� ������������ g̃�

[DΦ0(g)
∗ −DΦ0(g̃)

∗]N = (
√
g −

�
�g) DΦ0(g)

∗N√
g

+
�
�g
�
DΦ0(g)

∗N√
g

− DΦ0(g̃)
∗N√

g̃

�
.

��



���� �������� ����������� ��������� � ���������

���[DΦ0(g)
∗ −DΦ0(g̃)

∗]N
���
2,−δ

� ||
√
g −

�
�g||∞,δ

����
DΦ0(g)

∗N√
g

����
2,−2δ

+||
�
�g||∞,0

����
DΦ0(g)

∗N√
g

− DΦ0(g̃)
∗N√

g̃

����
2,−δ

� ||g − �g||F
����
DΦ0(g)

∗N√
g

����
2,−2δ

+c

����
DΦ0(g)

∗N√
g

− DΦ0(g̃)
∗N√

g̃

����
2,−δ

. ������

�DΦ0(g)
∗N√

g
− DΦ0(g̃)

∗N√
g̃

�
= (∇− �∇) dN + g∆gN − g̃ �∆N − [Ric(g)− Ric(g̃)]N

+
1

2
[(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃]N.

����
DΦ0(g)

∗N√
g

− DΦ0(g̃)
∗N√

g̃

����
2,−δ

� ||(∇− �∇) dN ||2,−δ + ||g∆gN − g̃ �∆N ||2,−δ

+1
2

���[(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃]N
���
2,−δ

−||[Ric(g)− Ric(g̃)]N ||2,−δ.

• ���� �� ��������� �

∇− �∇ = (g−1 − g̃−1)∇̊g + g̃−1∇̊(g − g̃). ������

�� ��������� ��� ���������� �� ������ �� ������� � ����� � ����������� ��� �������
�δ � 0�

||(∇− �∇) dN ||2,−δ � ||(g−1 − g̃−1)∇̊g dN ||2,−δ + ||g̃−1∇̊(g − g̃) dN ||2,−δ

� c ||g − g̃||∞,δ||∇̊g dN ||2,−2δ + ||g̃−1||∞,0||∇̊(g − g̃) dN ||2,−δ

� c ||g − g̃||2,2,δ||∇̊g dN ||2,0 + c||∇̊(g − g̃) dN ||2,0.

�� ��������� (4.17) �

||(∇− �∇) dN ||2,−δ � c ||g − g̃||2,2,δ||∇̊g||1,2,δ||dN ||1,2,−δ + c ||∇̊(g − g̃)||1,2,δ||dN ||1,2,−δ

� C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ. ������

•• ���� �� ��������� �

g∆gN − g̃ �∆N = g∆gN − g̃∆gN + g̃∆gN − g̃ �∆N

= (g − g̃)∆gN + g̃(∆gN − �∆N)

= (g − g̃)g−1∇dN + g̃(g−1∇dN − g̃−1 �∇dN)

= (g − g̃)g−1∇dN + g̃(g−1 − g̃−1)∇dN + g̃g̃−1(∇− �∇)dN.

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

�� ��������� ����������� �� ������ � ����� ������ � ����������� �� ������� �δ � 0� ��
����������� �� ������� � ������

||g∆gN − g̃ �∆N ||2,−δ � ||(g − g̃)g−1∇dN ||2,−δ + ||g̃(g−1 − g̃−1)∇dN ||2,−δ

+||g̃g̃−1(∇− �∇)dN ||2,−δ

� c ||g − g̃||∞,δ||g
−1||∞,0||∇dN ||2,−2δ

+||g̃||∞,0||g̃
−1||∞,0||(∇− �∇)dN ||2,−δ

� c ||g − g̃||2,2,δ||∇dN ||2,−δ + c ||(∇− �∇)dN ||2,−δ.

��� ����������� �� (5.40) ���

||∇dN ||2,−δ � C ||N ||2,2,−δ. ������

�� ��������� (5.47) �� (5.48) � �� �������

||g∆gN − g̃ �∆N ||2,δ � C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ.

• ���� �� ����� �
�� ������ Ã k

i j = Γ̃
k
i j − Γ̊

k
i j�

�� ���� T := �∇−∇ = g̃−1∇̊g̃ − g−1∇̊g = (g−1 − g̃−1)∇̊g + g̃−1∇̊(g − g̃)�
�� ��������� ����������� �� ������ � ����������� � ����������� ��� ������� �δ � 0� ��
����������� �� ������� � ������

||T ||1,2,δ � ||(g−1 − g̃−1)||∞,δ||∇̊g||2,δ + ||g−1||∞,0||∇̊(g − g̃)||2,δ

� c ||g − g̃||∞,δ||∇̊g||2,δ + c ||∇̊(g − g̃)||2,δ

� C||g − g̃||2,2,δ. ������

�� ���� �������� �� �������� �� ����������� Ric(̊g) �� �� ��������� (5.8)� ���

[Ric(g)− Ric(g̃)]N � (∇̊T + �AT + T 2)N ,

�� ��� ��������

||[Ric(g)− Ric(g̃)]N ||2,−δ � ||∇̊TN ||2,−δ + || �ATN ||2,−δ + ||T 2N ||2,−δ. ������

�� ��������� ��� ���������� �� ������ �� ������� � ����� ����� ��� ����������� ��
������� �δ � 0�

||∇̊TN ||2,−δ � ||∇̊T ||2,0||N ||∞,−δ

� ||∇̊T ||2,δ||N ||∞,−δ

� c||T ||1,2,δ||N ||2,2,−δ

� C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ ������� (5.49).

�� ���� ������� ���� �� ����� �ATN ����� � �� ��������� ������

|| �ATN ||2,−δ = ||g̃−1∇̊g̃ TN ||2,−δ � ||g̃−1||∞,0||∇̊g̃ TN ||2,−δ

� c ||∇̊g̃||1,2,δ||TN ||1,2,−2δ

� c ||∇̊g̃||1,2,δ||TN ||1,2,0

� C ||T ||1,2,δ||N ||1,2,−δ

� C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ ������� (5.49).

��



���� �������� ����������� ��������� � ���������

�� ��������� (4.15) �� (4.18) ���� ����������� ��� ������� �δ � 0� ���� �����������
�� ������� � ����� �� (5.49) �

||T 2N ||2,−δ � ||T 2||2,0||N ||∞,−δ

� ||T 2||2,δ||N ||∞,−δ

� c ||T ||21,2,δ||N ||2,2,−δ

� C ||g − g̃||22,2,δ||N ||2,2,−δ.

�� ���������� ���� ������� �� ������� ����

||[Ric(g)− Ric(g̃)]N ||2,−δ � C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,−δ. ������

• ���� �� �������� ���������

(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃

= (g − g̃)(R(g)− 2Λ) + g̃g̃−1(Ric g − Ric g̃) + g̃(g−1 − g̃−1) Ric g

= (g − g̃)(R(g)− 2Λ) + g̃g̃−1(Ric g − Ric g̃)− (n− 1) g̃ (g−1 − g̃−1)̊g

+g̃(g−1 − g̃−1)
�
(Ric g − Ric g̊) + (Ric g̊ + (n− 1)̊g)

�
.

��� ���������� �� ������ �� ������� � ����� ����� ��� ����������� ��� ������� �δ � 0�
�� ������ �������

||[(R(g)− 2Λ)g − (R(g̃)− 2Λ)g̃]N ||2,−δ � C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,δ ,

������ ���� �� ���� ��� ∀u ∈ L∞
0 , ∀v ∈ L2

δ ��� ��� ||vN ||2,−δ � C ||N ||2,2,−δ �

||(g − g̃) u v N ||2,−δ � ||g − g̃||∞,0||u||∞,0||vN ||2,−δ

� C ||g − g̃||2,2,δ||v||2,δ||N ||2,2,−δ,

�� C ��� ��� ��������� �������� ���������� �� g̊, δ �� ||g||F �
�� ��������� ���� ��� �������� ���� ������ � ������ ���� �� ������ � �� �����

||[DΦ0(g)
∗ −DΦ0(g̃)

∗]N ||2,−δ � C ||g − g̃||2,2,δ||N ||2,2,δ.
�

�� ������ ���� �� ����������� �������� ��� ��������� ���������� ������ �� ���������� �
��� ��������� ������� ��� ��� ��������� ������� N ��������� ���� L2

−δ(T )� �� ������� ��
�������� ������ � �������� ����� ��� ������������� ���� ������� �� ���������� �� ����� ��
���������� �� ��� ��� N ∈ L ��� ��� �������� ������ �� DΦ0(g)

∗N = f � ���� f ∈ L2
−δ(

�S)
������� �

M

�N,DΦ0(g).h�̊g =
�

M

�f, h�̊g , ∀h ∈ G.

�� ���� �� ������ ���� h ∈ C ∞
c (S) ������� ��� ������ ��� ����� ���� G�

����������� ���
���� δ ∈] − (n + 1)/2 , 0]� ���� n = 3� ������ g ∈ G+ , f ∈ L2

−δ(
�S) �� N ∈ L� ���

�������� ������ �� DΦ0(g)
∗N = f �

����� N ∈ W 2,2
−δ (M) ��� ��� �������� ����� �� ��������� ��������� ���������� �������

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

������ �
���� ���� ������� ������ ��� N ∈ W 2,2

���
�

�� ���� ������� ��� �������� ������������� χR ����� ���� �� ��������� � ����� ���
• χR ∈ C ∞

c (ΩR)�
• χR = 1 ��� ΩR�2�

�� ������������ χRN ∈ W 2,2
−δ (T )� �� ���� ���� ������ ������� �� ���������� �

||χRN ||2,2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗(χRN)||2,−δ + C ||χRN ||2,−2δ

� c ||DΦ0(g)
∗(χRN)||2,−δ + C ||N ||2,−δ, ������

�� ��������� ����������� �� ������� �δ � 0� �� ������ ���� ��� χRN �������� ���� N
���� L2

−δ� �� ���� ���� ������� ��� χRN ��� ������������ ����� ����W 2,2
−δ � ����� � ����

�������� �������������� �� R� �� ��������� ���� �� ����� �� �� ������� �� ���������
�����

DΦ0(g)
∗(χRN) � χR (DΦ0(g)

∗N) +N ∇2χR +∇χR∂N.

�� ���������� ��� ��� �������� �� χR ���� � ������� ���� AR := ΩR \ ΩR/2 �� ��
��������� ������� ������� ������� ����������� �� ������� �δ � 0� �� ����������� �� ��������

||DΦ0(g)
∗(χRN)||2,−δ � ||χR(DΦ0(g)

∗N)||2,−δ + c ||dχR dN ||2,−δ + ||N∇2χR||2,−δ

� ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ + c ||dN ||2,−δ;AR

+ c ||N ||2,−δ;AR

� ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ + ε ||∇̊2N ||2,−δ;AR

+ C ||N ||2,−δ;AR
,

�� C ��� ��� ��������� ��������� �� g̊,λ, ε, δ �� ||g||F � ������������ ������ �������

||χRN ||2,2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ + ε ||∇̊2N ||2,−δ;AR

+ C ||N ||2,−δ. ������

������� ������ �� ��� ���������� ��������������� ������ ������ �� ������

O = DΦ0(g)
∗.N/

√
g − (n− 1) g̊N + L2

δN. ������

������� O(N) = L(∇2N) ���� L ��������� �������� ����������� �� �

||∇2N ||2,−δ � c ||O||2,−δ

�� ��� ����������

||∇̊2N ||2,−δ � c (||O||2,−δ + ||AdN ||2,−δ) . ������

������� ������ �� �� ��������� ������� ������� ������� ����������� �� ������� �δ � 0� ��
����������� �� �������� �� ������ ��� ��������� C ��������� �� g̊,λ, ε, δ �� ||g||F ����� ���

||∇̊2N ||2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ + C ||N ||2,−δ. ������

����� ����� ��� N ∈ W 2,2
−δ (AR) �� ��� ������ ��� ���������� ��������� ���� ������� ������

���� �������� �� ����������� ��� ���� �������� �� � �� ������� ������ �������� ��� AR

||∇̊2N ||2,−δ;AR
� c ||DΦ0(g)

∗N ||2,−δ;AR
+ C ||N ||2,−δ;AR

� c ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ + C ||N ||2,−δ. ������

��



���� ���������� �� ����� �� ���������

�� �������� ������ ���� ������� �� �����

||χRN ||2,2,−δ � c ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ + C ||N ||2,−δ

� c ||f ||2,−δ + c ||N ||2,−δ.

�� ����� χRN ��� �� ������ ���� W 2,2
−δ � ���� ����������� ���� W

2,2
−δ � ����� χRN

�������� ���� N ���� L2
−δ � ��� ������� �� �� ������� χRN �������� ���� N ����W 2,2

−δ (T )�
���� N ∈ W 2,2

−δ (T ) �� ��� ����� N ������ �������
�

��� ���������� �� ����� �� ���������

�� ������ ���������� ��� �� ����� �� DΦ0(g)
∗ ��� �������� �� ���� ��������� �� �����

��� �� �� �������������� ���� ������ ������ ��� ��������� ������ �� ������������ ����
����� ���� �� ������������� �� �������� ��

����� ���
������ δ ∈ �� �� N ∈ W 2,2

−δ (M) ��� �������� �� ���������� DΦ0(g)
∗N = 0� ����� N

��������� ��� �������� �� ����

T̊ = b0N + b1∇̊N ,

���� b0 ∈ L2
δ �� b1 ∈ W 1,2

δ �

������ �

T̊ = ∇̊2N −Ng̊. ������

DΦ0(g)
∗.N/

√
g = ∇2N − g∆gN − [Ric g − 1

2
(R(g)− 2Λ)g]N

= ∇2N − g∆gN +N(n− 1)̊g −N(Ric g−Ric g̊)

+
1

2
(R(g)− 2Λ)gN−N(Ric g̊ + (n− 1)̊g)

= ∇2N − g∆gN +N(n− 1)̊g +NL2
δ ������

trgDΦ0(g)
∗.N/

√
g = (1− n)∆gN +Nn(n− 1) +NL2

δ .

trgDΦ0(g)
∗.N = 0 ⇔ ∆gN = nN +N L2

δ

DΦ0(g)
∗.N = 0 ⇔ ∇2N = nNg −N(n− 1)̊g +NL2

δ

⇔ ∇̊2N = A∇̊N +Ng̊ +NL2
δ

⇔ T̊ = NL2
δ + A∇̊N, ������

���� A ∈ W 1,2
δ ������� �� ��������� ������

�

���� ������ ���������� �� ������ ��������� �� ��������� �� �������� ������� �

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

�������� �� ���������� �� kerDΦ0(g)
∗

���� Ω ⊂ M �� ������ ������� ��� ��� ER ⊂ Ω ���� ER := M\ΩR � ���� �� ������
����� ΩR ����������� ���� g ∈ F ����� ���� δ ∈]− (n+ 1)/2 ,−1]� n = 3�
�� N ∈ L2

−δ(M) ��������� DΦ0(g)
∗N = 0 ��� Ω� ����� N ≡ 0 ��� Ω�

������ �
������� �� ����������� �� � N ∈ W 2,2

−δ (M)� ������� �� ����� �� � ������� N ��� ��������
�� DΦ0(g)

∗N = 0� N ��������� ��� �������� �� ����

T̊ = b0N + b1∇̊N, ������

���� b0 ∈ L2
δ �� b1 ∈ W 1,2

δ �
�� ���� ���� ������� ������ �������� N �� ������ ����� ��� N = o(ρδ) �������� �������
��������� ����� �� ����������� ��������� �� ����������� ��� �� ��� �

����������� ���
�� ��������� n = 3� ���� δ � 0 �� g ∈ F � ���� Ω �� ������������� ������� �� M�
���� N ������������ DΦ0(g)

∗N = 0 ��� Ω. �� �� ���� N ≡ 0 ��� �� ������ U ⊂ Ω �
����� N ≡ 0 ��� Ω�

������ ���� �� �� ��������� �� ���� ����� � ������� ��� N �������� ���� �� ����� ��
�� �� ������� �� �

||T̊ ||2,−δ;ER
� ||b0||2,δ||N ||∞,−2δ;ER

+ c||b1||6,δ||∇̊N ||3,−2δ;ER
������

�� �� ������ �� ������ ��� ��� ��� ��� ����������� �� �������� ||b1||6,δ � c ||b1||1,2,δ ��
b1 ∈ W 1,2

δ �

||∇̊N ||3,−2δ;ER
� c ||∇̊N ||1,2,−2δ;ER

� c e4Rδ ||∇̊N ||1,2,−δ;ER

� c e4Rδ ||N ||2,2,−δ;ER
, ������

�� �� � ������� ����������� �� ������� �� ������ ���� δ � 0�
�� �� ���� ������ �� �������

||N ||∞,−2δ;ER
� e4Rδ ||N ||∞,−δ;ER

� c e4Rδ ||N ||2,2,−δ;ER
. ������

������������� �� ������ �� ������ ���� ������ �����

||T̊ ||2,−δ;ER
� C e4Rδ ||N ||2,2,−δ;ER

.

�� ��������� ����������� ��� ���� ����� ��������� ���� �� ����������� �� �� ������� ∀ δ ∈
]− (n+ 1)/2 ,−1]�

||N ||2,2,−δ;ER
� C e4Rδ ||N ||2,2,−δ;ER

.

���� R ����� ������ ||N ||2,2,−δ;ER
= 0 �� ������� ������� N �������� ���� ��� ER � ����

R >> 1� ������� �� �������� N ≡ 0 ��� Ω� ��� Ω ��� ������� ��� ���������� ����
������� �� ������ �� �������� ��

�

���� �� ������� ����������� �� ���� �� ���� �� ������������� ���� ���������� �� ��������
��������� ������� ��� ������� �������� �� �� ��� ��������

��



���� ��������� �� ������������

���������� ��
���� δ ∈]− (n+1)/2 , 0] ���� n = 3� �� ������ ��� ��������� C > 0 ��������� �� ||g||F
����� ��� ���� ���� N ∈ W 2,2

−δ (M) �

||N ||2,2,−δ � C ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ. ������

������ �
���� ������� ��� �� ����� �� DΦ0(g)

∗ ��� �� ��������� ����� �� ������� �� ��������
�� ����� �� �������� ��� ���� �������� ����� �� kerDΦ0(g)

∗ ��� || ||2,2,−δ− ��������
���� {Nk} ��� ����� �� kerDΦ0(g)

∗ ����� ��� ||Nk||2,2,−δ = 1� �� �������� �� �������
���� ��� ��� ���� ���� �������� �� {Nk} ��� ����������� ����� ��������� {Nk}� ���
�������� ���� W 1,2

−2δ ���� ��� ������ N̄ � �� ����� {Nk} ��� ���� �� ������ ���� W
1,2
−2δ�

������� ������� ������ ���� �� ���� ��� {Nk} ∈ kerDΦ0(g)
∗� �� ����� {Nk} ��� ����

�� ������ ���� W 2,2
−δ � ���� ����������� ���� N̄ ���� W 2,2

−δ � ��� ������� �� �� ������� ��
��� ������� �� ������ �� �� ��������� ���� �� kerDΦ0(g)

∗� kerDΦ0(g)
∗ ��� ���� ��

���� ������ ��������� ����� �� �������� �� ������� W 2,2
−δ �� ���� ��� ���� ������ ���������

�� ��������� ���� ���� ������ ��������� ������ �� ����� ��� ����� �� ��������������
������ ���� W � ��� ����������� �� ���� ������

W 2,2
−δ = kerDΦ0(g)

∗ ⊕W.

������� �� ���� �������� ��� ���� �� ������ �� ����� � � �� ������ ��� ���������
C > 0 ��������� �� ||g||F ����� ��� ���� ���� N ∈ W �

||N ||2,2,−δ � C ||DΦ0(g)
∗N ||2,−δ. ������

�� ������� ����� � �� ���������� �� kerDΦ0(g)
∗� ������� �� �������� ��

�

��� ��������� �� ������������

����� ���
���� X, Y ���� ������� �� ������ �� T �� ��������� �������� ��� ��� ImT ��� �������

T : X → Y

T ∗ : Y ∗ → X∗

����� (CokerT )∗ � kerT ∗ � �� CokerT = Y�ImT

������ �
�� ������

ψ : kerT ∗ → (CokerT )∗ = L
�Y�ImT , ��

�

ρ �→ (λ : y + TX �→ ρ(y))

������������� λ ��� ���� ������ ��� ∀x ∈ X , ρ(Tx) = T ∗(ρ)(x) = 0�
������������� ψ ��� ���������� ��

ψ−1 : (Coker T )∗ → ker T ∗

λ �→ ρ �� ρ(y) := λ(y + TX).

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

������ ��� ρ ∈ ker T ∗ ��� T ∗(ρ)(x) = ρ(Tx) = λ(0̄) = 0.
�

�������� � �� ���� ��� ImT ���� ������ �������� ��� CokerT ��� �� ������ �� �������
�� �������� ������� ��� �� �������� ������� �� ����� �������� ������� ���� �� ��� �����
��������� � �� ��������� �� ������������ �� ������� �� C�

�������� ��
���� Φ0 : F → L∗ ����������� �� ���������� ���� �� ��� ���������������
���� ������ ε ∈ L∗ � ���� ���� δ ∈] − (n + 1)/2 ,−1] ���� n = 3� ���������� ���
��������� ��� ��������� �� ����������

C(ε) := {g ∈ F : Φ0(g) = ε}

��� ��� ������������ �� �������� �� ������� F � �� ������������ �������� ��� ���������
��� ��������� �� ���������� ���� �� ���� C = C(0) = Φ0

−1({0}) � ��� ��������� ��
������������ �� ��������

���� ��������� �� �������� �� ���� ������ �������� �� �������� ��� ��������� �����������
���� ������ �� ���� ������� �

• kerDΦ0(g) ������� �� �������������� ������

•• DΦ0(g) ��� �����������

���� ������� ��� �� ����� �� DΦ0(g) ������� �� �������������� ������ �� ������
����� ��� ����� ���� �� ��� �� ��������� �������� DΦ0(g) ����� �� ��������� ������ ���
����� ��� ����� ��� ���������� �� ������� F ��� �� ������ ����������� kerDΦ0(g) �����
�� �������������� ������ ��� ���� ���� ������� ��� ���� � ��� �����������
���� ������� ��� DΦ0(g) ��� ����������� �� ���� �� ������� ��� Im DΦ0(g) ��� ����
���� �� ����� ������� L∗ ��� �� ������ �� ������� ���� ImDΦ0(g) ��� �� �����������
��������� ������ �� �������� �� �������������� ���������� ���� ����� ���� �� ������
�� ������� ���� ����� �� ������������� �� ����� ������� ��������

L∗ = ImDΦ0(g)⊕
�
ImDΦ0(g)

�⊥
.

�� ��������� �� �������� ��������� ��������� ����������� �� ������

kerDΦ0(g)
∗ =

�
ImDΦ0(g)

�⊥
,

�� �������
L∗ = ImDΦ0(g)⊕ kerDΦ0(g)

∗.

�� � ������ �� ���������� �� kerDΦ0(g)
∗ ���� �� �������� ��� �� ��� ��������

ImDΦ0(g) = L∗.

���� ������� ��� ImDΦ0(g) ��� ������� �� ��������� ��� ���������� ������������� h
�� g� �� �� ����� hij = 2 y gij� ����������� � ������ �� ������ �������� y� ���� ����
������� � ������ �� ��������� F ����� ����

F (y) = DΦ0(g)h = 2(1− n)
√
g∆y + n(R(g)− 2Λ)y

√
g − 2R(g)y

√
g

= 2(n− 1)
√
g [−∆y − 4Λ

2(n−1)
y] + (n− 2)(R(g)− 2Λ)y

√
g

= 2(n− 1)
√
g [−∆y + ny] + (n− 2)(R(g)− 2Λ)y

√
g.

��



���� ��������� �� ������������

��������� �� ��� ���������� �������������� ��������� ��� �� ������� ��������� ��� ��
������ � ����������� F ��� ����� ���� ������ ���� ��������� ����������� ���� ∆̊ ���
��������� �������� ��� ���� ����� ������� ��� �������� �� ��� ���������� ��� ��� ����
������� ����������� ��� �������� ���� ��������� �� �������� �� �������� ��� Im F ���
������ �� Coker F ��� �� ��������� ����� ����������� ���� ���� ���� ��� ����������
������������� � ∆̊�

��������� �� ��������� ������������ � ∆̊

�� ��� ����� ��������� P �� �� �����

Pu = aij(x)∇̊2
iju+ bi(x)∂iu+ c(x)u

��� ������������ � ∆̊ ���� �� ���� �� ������������ τ ���� ������ n < q < ∞� τ � 0 ��
���� ���������� C1,λ ����������� ��������� ������ ���

λ|ξ|2g̊ � aij(x)ξiξj � λ−1|ξ|2g̊, ∀x ∈ M , ξ ∈ TM.

||aij − g̊ij||1,q,τ + ||bi||q,τ + ||c||q/2,τ � C1.

�� ����������� �������� ���� ������� ��� ����� ��������� ∆ ����� ���� �� ��������
g ��� ���� ������������ � ∆̊ �

����������� ���
���� g ∈ G+ ���� δ � 0� ����� ����������� ∆ ��� ������������ � ∆̊ ���� �� ���� ��
������������ δ�

������ �
�� ����

∆ = gij∇2
ij = gij∇̊2

ij + gij(∇i − ∇̊i)∇̊j

= gij∇̊2
ij − gijA k

i j ∇̊k. ������

��� ��������� g �� g̊ ����� ������������� ���������� ����� ����� �����������

λ|ξ|2g̊ � gij(x)ξiξj � λ−1|ξ|2g̊, ∀x ∈ M , ξ ∈ TM.

�� �� ����
bk = gijA k

i j,

����� b ∈ W 1,2
δ ������� ������ �� ����� ������ ���� �� ����������� �� ������� � ������ ��

������ ��� ��������� C1 > 0 ����� ���

||gij − g̊ij||1,6,δ + ||bk||6,δ � c (||gij − g̊ij||2,2,δ + ||bk||1,2,δ) � C1.
�

���� ����������� ��� �� ����� �� ������������ �������������� �������� ���� ����� ������
����� �� ����������� � ����������� A = −∆+n� �������� ��� ��� ��������� �� ������� ����
������������ �� F � �������

F (y) = 2(n− 1)
√
gAy + (n− 2)(R(g)− 2Λ)y

√
g. ������

��������� ������ ������� �� �������� �� ���� ����������� A ���� �������� ���� �������
��� ������� �� F ��� ������ �� �������� ��� ���� ������ ������ �� �� �����������
�������� �

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

����������� ���
���� g ∈ G+ ���� δ � 0� ���� ����������� A = −∆ + n� ���� s ∈ ��� �� ������ ���
��������� C = C(n, p, q, s, δ, C1,λ) ����� ��� �� u ∈ L2

s �� Au ∈ L2
s � ����� u ∈ W 2,2

s ��

||u||2,2,s � C (||Au||2,s + ||u||2,s) .

������ �
��� ���������� ����������� u ∈ W 2,2

loc �� ��������� ������� ������������� ����������� �����
���� ��� �������� �� �� ��������

�

�������� ���
���� g ∈ G+ ���� δ � 0 �� ����� ��� ∆ ��� ������������ � ∆̊�
���� ����������� A = −∆+ n� ���� n = 3�
���� |s| < (n+ 1)/2� ����� A : W 2,2

s (M) → L2
s(M) ��� ������

�� ����� �� ������ ��������� ����������

||u||2,2,s � C (||Au||2,s + ||u||2,s;ΩR
) . ������

�� ������������ A ��� �� ��������� ������������� � ���� A � �� ����� �� ���������
���� �� ��� ����� ��� �������

������ �
�� ������ �� ����� ����������� �������� �

||∆− ∆̊||op = sup
M

{||(∆− ∆̊)u||2,s : u ∈ W 2,2
s , ||u||2,2,s = 1}

�� ||•||op,R ������� �� ���� ����� ���������� ��� ��������� � ������� ���� ER = M\ΩR�
�� supp(u) ⊂ ER � ����� ������� ������������ ������ �� ∆ �

||(∆− ∆̊)u||2,s � ||(gij − g̊ij)∇̊2
iju||2,s + ||bk∇̊ku||2,s

� sup
ER

{gij − g̊ij}||∇̊2
iju||2,s + ||bk∇̊ku||2,s

� c ||g − g̊||∞,0;ER
||∇̊2u||2,s + ||b ∇̊u||2,s.

�� ��������� ������� ����������� �� ������� �� ����������� �� ������� �δ � 0��

||(∆− ∆̊)u||2,s � c ||g − g̊||∞,δ;ER
||∇̊2u||2,s + ||b||6,δ;ER

||∇̊u||3,s

� c
�
||g − g̊||2,2,δ;ER

+ ||b||1,2,δ;ER

�
||u||2,2,s.

��������� ��� ||g − g̊||2,2,δ + ||b||1,2,δ ��� ����� ��� g ∈ G+�
��� �����������

||∆− ∆̊||op,R = o(1) ����� R → +∞. ������

���� ������� � ���������� �� ������������ �������� ���� �� ��������� ��

��



���� ��������� �� ������������

������� χR ��� �������� �� ���������� ����� ���� �� ��������� �

χR =

�
1 ��� ΩR�2

0 ���M\ ΩR

�� ���� ����� ���������� u = u0 + u∞ � ���� u∞ = (1− χR)u�
���� ����������� Å = −∆̊+ n�
�� ��������� �� ���������� ���� �� ��� ���� λ = n ���� ����������� Å� �� ������� ��� ∀|s| <
(n+ 1)/2� Å : W 2,2

s (M) → L2
s(M) ��� �� ��������� �������� �� �� �������������

�� ������ ���� ��� ��������� �������� C = C(n, s) ����� ���

||u||2,2,s � C ||Åu||2,s. ������

�� ���������� ������ � u∞ � �� �����

||u∞||2,2,s � C ||Åu∞||2,s

� C ||Au∞||2,s + ||∆− ∆̊||op,R||u∞||2,2,s. ������

�� Au∞ = Au−Au0 = Au−χRAu+χRAu−Au0�
��� �����������

||Au∞||2,s � ||Au||2,s + ||χRAu||2,s + ||χRAu−Au0||2,s

� C ||Au||2,s + ||χRAu−Au0||2,s;ΩR
.

�� ������� ������������ ������ �� ∆�

χRAu−Au0 = −uAχR + nχRu+ 2gij∂iu∂jχR

= 2gij∂iu ∂jχR + (gij∇̊2
ijχR + bi∂iχR)u ,

�� ��� ��������
||χRAu−Au0||2,s;ΩR

� c ||u||1,2,s;ΩR
.

����������
||Au∞||2,s � C (||Au||2,s + ||u||1,2,s;ΩR

) .

�� ���������� ���� ������ �� ������ ���� �� ������� �� ������� ���� R ����������
�����

||u∞||2,δ � ||u∞||2,2,s � C (||Au||2,s + ||u||1,2,s;ΩR
) . ������

�� ��������� ������ �� �� ���� ��� ��� ΩR, |u0 |̊g � |u|̊g

||u||2,s � ||u∞||2,s + ||u0||2,s

� C (||Au||2,s + ||u||1,2,s;ΩR
) + ||u||2,s;ΩR

.

����� � ����������� �� ������� �������

||u||2,s � C (||Au||2,s + ||u||2,s;ΩR
) + ε||u||2,2,s;ΩR

� C (||Au||2,s + ||u||2,s;ΩR
) + ε||u||2,2,s.

�� �� ������� ���� �� ����������� ���
�

�� �������� ������� ������ ��� ������� �� F ��� ������� �� ���� ���� ������ ������
���� ��������� �� ����� �� � F ���� �����

��



��������� �� �������� �������� � �� ��� ��������������

�������� ���
���� δ ∈]− (n+ 1)/2, 0] ���� n = 3� ����������� F : W 2,2

δ (M) → L2
δ(Λ

nT ∗M) := L∗

��� ������ �� ����� �� ������ ��������� ����������

||y||2,2,δ � C (||F (y)||2,δ + ||y||2,0 + ||y||2,δ;ΩR
) . ������

�� ������������ F ��� �� ��������� ������������� � ���� F � �� ����� �� ���������
���� �� ��� ����� ��� �������

������ �
�� ������� �� �� ��������� �� F � ����������� ������������� ������ �� ����������� �� �������
�δ � 0� ������� �����������

||F (y)||2,δ � C ||y||2,2,δ ,

�� C ��� ��� ��������� ��������� �� g̊ �� ||g||F � ����� F ��� �� ��������� �����
����������
������� ����� ������� ��������� ������ �� �������� �� �� �� �� ������� �� ����������� ��
������ ������ � ������ �� ����������� �� ������� �������

||y||2,2,δ � C (||Ay||2,δ + ||y||2,δ;ΩR
)

� C (||F (y)||2,δ + ||(R(g)− 2Λ)y||2,δ + ||y||2,δ;ΩR
)

� C (||F (y)||2,δ + ||R(g)− 2Λ||2,δ||y||∞,0 + ||y||2,δ;ΩR
)

� C
�
||F (y)||2,δ + C [ε||y||2,2,0 + cε−3||y||1,2,0] + ||y||2,δ;ΩR

�

� C (||F (y)||2,δ + C [ε||y||2,2,0 + c ||y||2,0] + ||y||2,δ;ΩR
) .

����������� �� ��������� ����������� �� ������� ���� δ � 0� ����������� F ������ �������
���� ���� δ ∈] − (n + 1)/2, 0]� ��������� ������ ������� ��� F ��� �������� � ����� ��
�������� � �� ��� ��� ������������� ���������� �� ������ ��� F ��� ��������������
���� F � �� ����� �� ��������� ���� �� ��� ����� ��� �������

�

������ ��� F �� ��� ������� F ∗ ��� �� ���� ���������

F ∗ : L2
−δ(M) → W−2,2

−δ (ΛnT ∗M).

���� �F ∗ �� ����������� �� F ∗ ������ ����� ���� �

�F ∗ : W 2,2
−δ (M) → L2

−δ(Λ
nT ∗M) := L.

�� ���� ��������� �� �������� �� � �F ∗ ���� ������� ��� kerF ∗ ��� �� ��������� �����

�������� ���
���� δ ∈] − (n + 1)/2, 0] ���� n = 3� ����������� �F ∗ : W 2,2

−δ (M) → L ��� ������ ��
����� �� ������ ��������� ����������

||y||2,2,−δ � C
�
||�F ∗(y)||2,−δ + ||y||2,−2δ + ||y||2,−δ;ΩR

�
. ������

�� ������������ �F ∗ ��� �� ��������� ������������� � ���� �F ∗ � �� ����� �� ���������
���� �� ��� ����� ��� �������

��



���� ��������� �� ������������

������ �
�� ������� �� �� ��������� �� �F ∗� ����������� ������������� ������ �� ����������� �� �������
�δ � 0� ������� �����������

||�F ∗(y)||2,−δ � C ||y||2,2,−δ ,

������� ����� ������� ������ �� �� �� ������� �� ����������� �� ������ ������ � ������ ��
����������� ����������������

||y||2,2,−δ � C (||Ay||2,−δ + ||y||2,−δ;ΩR
)

� C
�
||�F ∗(y)||2,−δ + ||(R(g)− 2Λ)y||2,−δ + ||y||2,−δ;ΩR

�

� C
�
||�F ∗(y)||2,−δ + ||R(g)− 2Λ||2,δ||y||∞,−2δ + ||y||2,−δ;ΩR

�

� C
�
||�F ∗(y)||2,−δ + C [ε||y||2,2,−2δ + cε−3||y||1,2,−2δ] + ||y||2,−δ;ΩR

�

� C
�
||�F ∗(y)||2,−δ + C [ε||y||2,2,−2δ + c ||y||2,−2δ] + ||y||2,−δ;ΩR

�
.

����������� �� ��������� ����������� �� ������� ���� δ � 0� ����������� �F ∗ ������ ������
�� ���� ���� δ ∈]− (n+ 1)/2, 0]� �F ∗ ��� �� ��������� ��������������

�

��� ���������� ����������� kerF ∗ = ker�F ∗ ��� ����� �� ��������� �����

���� ����� ���������� ���� ��� ������ ���� ��������� �� �������� �� ������� �������
�� F ��� ������ ������� �� �������� ��� �� ���� ��������� �� ����� �� � F � ��������
����� (CokerF )∗ � kerF ∗ �� ��� ����� �� �������� ��� (CokerF )∗ ��� �� ���������
����� �� ��������� ����� �� ������ ��������� �� ��� ������ ���� ���� ���������� ��
Coker F ��� ���� �� ��������� ����� ����������� F ���������

ImF ⊂ ImDΦ0(g) ⊂ L∗.

���� π �� ���������� ��������� �

π : L∗ → Coker F

π(ImDΦ0(g)) ��� ����� ����� ����������� ��������� ���� ������ ��������� �� ���������
���� �Coker F �� Im (DΦ0(g)) ��� ������ ����� ����� ���������� ���� ����� ��� ���
����������� ��������� ���� ������� �� ������ �� �� ��������� �� ������� �� C �� ����
��� ������������ ����� �� F � �� ����� ������ ��� ������ �� ������� �� Φ0(g) ���� ���
������������� ������ �� F.

�

��



�������� �

��������� �� ���������� � �� ���
�������

����M ��� ������� n��������������� ������� �������� ��� ��������� �� ���������M
�� ���� ��������������� �� ����� ������ ����� ������� ������������ (n+1)���������������
(N , γ) ������� ������������� �� ��������� (−,+, . . . ,+) �� �� ��������� D� �� ���� K
�� ������� ����� ������������ �� M ���� N ������ ���

K(X, Y ) = γ(DX�n, Y ), �����

�� X, Y ∈ TM �� �n ��� �� ������� �������� ������ � M ���� N ������ ���� �� ������
�� ��� �������� �� ���������� �� ������ �������� π ����� ����������������� �� K

πij = �πij√g ���� �πij = K ij − trgKgij. �����

���������� ��� �π ��� ��� ������� �� ���� S2TM ������ ��� π ��� ��� ������� �� ����
�S = S2TM ⊗ Λ

nT ∗M� ���� ����������� ��� �������� ������ g̊ ����������������
������������� ����� �� ������������ ��� M� �� ������� � �� �������� g̊ �� ����������
��� ���������� ��������������� ���������

Riem g̊ijkl − g̊il̊gjk + g̊ikg̊jl ∈ L2
δ . �����

�� ������������
Ric g̊jl + (n− 1)̊gjl ∈ L2

δ . �����

�� ������ �� ������ �� ������ �������� � g̊ � ������ �� ������� �� ����������� TLC

dµ(̊g) = TLC .

���� ��� ���� �������� �� ��������� �� ��� ����������� �� ������� �� ����������� ����
������ ���

Tabc =
�
det(̊g) ε̃abc ,

�� ε̃ ��� �� ������� �� ����������� ������� 3 ��� �������������� ������������ �������
���������

����� ���
�� ������� ���������� �� ������� �� ����������� ��� �����

������ �

∇̊iTabc = ∂iTabc − Γ̊
k
a iTkbc − Γ̊

k
b iTakc − Γ̊

k
c iTabk

= ε̃abc ∂i
�
det(̊g)−

�
det(̊g) [̊Γ k

a i ε̃kbc − Γ̊
k
b i ε̃akc − Γ̊

k
c i ε̃abk]

= ε̃abc ∂i
�
det(̊g)−

�
det(̊g)̊Γ k

k i ε̃abc

= ε̃abc[∂i
�
det(̊g)− Γ̊

k
k i

�
det(̊g)]

= 0 ,

��



�� ��������� ������������ �� �� ����������� �� ������� �� ����������

Γ̊
k
k i =

∂i
�
det(̊g)�
det(̊g) �

���� ��� �������� ������������ g ���M ���������� ���������� �� ������ �����������
�� ����������� Φ = (Φ0,Φi) = Φ(g, π) ����� ���� �

Φ0(g, π) :=
�
R(g)− 2Λ− |K|2g + (trgK)2

�√
g

= (R(g)− 2Λ)
√
g −

�
|π|2g − 1

n−1
(trgπ)

2
�
/
√
g. �����

Φi(g, π) := 2(∇jKij −∇i(trgK))
√
g

= 2gij∇kπ
jk = 2gij∇k�πjk√g. �����

��� ����������� �� ����� �� ���� ���� ���� ������ ����� ���� ����� ��� ���

∇(
√
g) = 0. �����

�� �������������� ��������� ��� ��������� ����������� �� ������������� ������� ������ ���
����������� �� ���������� �� �� ������� ����������������� ���� ������ ��� �� ��������

Φα = 16πGT�nα
√
g ,

�� G ��� �� ��������� �� ����������� �� �������

�������� ������������ ���� ���� �� �� ����� ����� ��� ������ �������� �� �������� ��
���������� ���� �� ������ ����� �� �� ������ ���� ������� �� ������� ����� ������������
�������� ������� ���� ��� ����� ��� �� �������� ������� ��� �� �������� ������������� ��
����� ��� ����� ��� ������������� �������������� � ��� ��������� ������������ Λ ������
�������� �� �������� ����� �� ����� �� Λ ��������� ��� �� ������� ���� ��� ��� � �� �����
�� ����� ��� ��� ������� �������� �� �������� ����� ��������� ���� τ � ���� �� �������
����� ������������

K̊ = τ g̊ , �����

�� ���� �� ��������� ������������ Λ� ���������� �� ��������� n ���

2Λ = n(n− 1)(τ 2 − 1). �����

������ ��� �� ������ �������� ������������� π̊ ��� �����

π̊ij = (K̊ij − tr̊gK̊g̊ij) dµ(̊g) = τ(1− n)̊gij dµ(̊g). ������

�������� � ∇̊π̊ = ∇̊K̊ = 0�
�� ������ ����� ����������� �� ���������� Φ ���� ��� ������� ��������� �� �� �����
(g,K) = (̊g + h, K̊ + p)� ��� ������� ��������� (g,K) ���� ���������� ������������� �
(̊g, K̊) ���� �� ���� �� (h, p) ∈ W 2,2

δ ×W 1,2
δ ���� δ � 0�

�� ������� ����� ���� Λ ���� �� ����� ��� ��� ��������� �� ���������� ����� �� �����
������ �������� ��� �� ������ ������������� ����� � ���� Φ(̊g, K̊) = 0� �� ���� � �������
��� ��� ������� ��������� ���������������� �������������� �� ����� �� Λ ��� ����� ���
τ �� ��� ������� �� ���������� ���� �� ������ �� �� ������ ������������� ��������������

��



��������� �� ���������� � �� ��� �������

� K̊ = τ g̊ ���� τ 2 = 1, 0 �� 2� �� ������� �� ����� ��� g̊ �� ����� �� ������ ���� �� ������
�� ������� �� ��������� ���������������

R(̊g)− 2Λ+ n(n− 1)τ 2 ∈ L2
δ . ������

�� ���� S := S2T ∗M �� ���� ��� ������ ����������� ����������� ��� M ������ ���
�S := S2TM⊗Λ

nT ∗M ������� �� ���� ��� �������� �n�������� ���M � ������� ���� ���
2��������� ������������ T := TN M ��� �� ���� ������� �� �������������� N ���������
� M� �� ������������� ��� �� ����� ���������������� ��� ������� �������� �

G := W 2,2
δ (S).

K := W 1,2
δ ( �S).

K̊ := {π : π − π̊ ∈ K}.
G+ := {g : g − g̊ ∈ G, g > 0}.
G+
λ := {g ∈ G+ : λ̊g < g < λ−1g̊} , 0 < λ < 1.

L∗ := L2
δ(T

∗ ⊗ Λ
nT ∗M) ��� �������� ���� �� L := L2

−δ(T ).

F = G+ ×K̊ ���� �������� ��� ����� �� ����������� �� ����������� Φ� �� ��������� �����
���� (g, π) ��� (g,K) ���� �������� ��� ����������� ��� F �

�� ������ ���� �� ����������� �������� ��� Φ ��� ��� ����������� ���� ������ �����
��� ������� �� ������� F �� L∗�

����������� ���
���� (g, π) ∈ G+

λ × K̊� ���� 0 < λ < 1� ����� �� ��������� n = 3� ���� ���� δ � 0� ��
������ ��� ��������� c ��������� �� λ, g̊ �� δ ����� ���

||Φ0(g, π)||2,δ � c
�
1 + ||g − g̊||22,2,δ + ||π − π̊||21,2,δ

�
������

||Φi(g, π)||2,δ � c
�
||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g||1,2,δ(1 + ||π − π̊||1,2,δ)

�
������

������ �
������� ������������ �� R(g) ���� �� ����� (5.9)� �� ���� ������

Φ0(g, π) = (R(g)− 2Λ)
√
g − (|π|2g − 1

n−1
(trgπ)

2]/
√
g

=
�
R(g)−R(̊g) +R(̊g)− 2Λ+n(n− 1)τ2 − n(n− 1)τ2

�√
g

−
�
|π − π̊|2g − |̊π|2g + 2(π − π̊)ijπ̊

ij + 2 |̊π|2g
�
/
√
g

+ 1
n−1

�
(trg(π − π̊))2 + (trgπ̊)

2 + 2 trg(π − π̊) trgπ̊
�
/
√
g

= [R(g)−R(̊g) +R(̊g)− 2Λ+n(n− 1)τ2 − n(n− 1)τ2]
√
g

−[|π − π̊|2g + 2(π − π̊)ijπ̊
ij + |̊π|2g − 1

n−1
(tr̊gπ̊)

2]/
√
g

+ 1
n−1

[(trg(π − π̊))2 + ((g − g̊)ijπ̊
ij)2 + 2(g − g̊)ijπ̊

ijtr̊gπ̊]/
√
g

+ 2
n−1

trg(π − π̊) trgπ̊/
√
g

= [R(g)−R(̊g) +R(̊g)− 2Λ+ n(n− 1)τ 2]
√
g + 2

n−1
trg(π − π̊) trgπ̊/

√
g

+ 1
n−1

[(trg(π − π̊))2 + ((g − g̊)ijπ̊
ij)2 + 2(g − g̊)ijπ̊

ijtr̊gπ̊]/
√
g

−[|π − π̊|2g + 2(π − π̊)ijπ̊
ij]/

√
g.

��



������� g ∈ G+
λ � �� ���� �� ������ �� ������ �� ���� ������ �� ��������� ����������� ��

�������������� �� �� �������� 2ab � a2 + b2

|Φ0(g, π)|̊g � [|R(g)−R(̊g)|̊g + |R(̊g)− 2Λ+ n(n− 1)τ 2 |̊g]
√
g

+c [1 + |π − π̊|2g + |g − g̊|2g]/
√
g.

����� � ������������� �� ������ �� �����

||Φ0(g, π)||2,δ � c
�
1 + ||(π − π̊)2||2,δ + ||(g − g̊)2||2,δ

�

� c
�
1 + ||π − π̊||21,2,δ + ||g − g̊||22,2,δ

�
.

��� ����������� Φ0(g, π) ∈ L∗�
���� Φi(g, π)� �� ������� ����� ��

Φi(g, π) = 2gij(∇̊k(π − π̊)jk + A j
k l (π − π̊)kl) + A j

k l π̊
kl).

������� ������ Φi(g, π) ��� ���� �� �� �����

Φi(g, π) � g(∇̊(π − π̊) + g−1∇̊g (π − π̊) + g−1∇̊g π̊). ������

||Φi(g, π)||2,δ � c (||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g (π − π̊)||2,δ + ||∇̊g π̊||2,δ)

� c (||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g||1,2,δ||π − π̊||1,2,δ + ||∇̊g||2,δ||̊π||∞,0)

� c
�
||∇̊(π − π̊)||2,δ + ||∇̊g||1,2,δ(1 + ||π − π̊||1,2,δ)

�
.

�

�� ����������� �������� ���� ������� ��� �� �������� ��������� ���� ������� ���������
�� �������� � ��� ������� �

����������� ���
���� (g, π) ∈ F � ����� �� ��������� n = 3� ���� ���� δ � 0�
Φ : F → L∗ ��� ��� ����������� ����� ����� ������� �� ��������

������ �
������� �� ����������� ��� ||Φ(g, π)||L∗ � c(1+ ||g − g̊||2G+ ||π − π̊||2K) � ����Φ ��� �������
���� ������ ��� F � �� ��������� ����������� �� ����������� �� ���������� ���� ������
�� ������� ��� Φ ��� ������ ���� ��������� ����������� �� ���� �� �������� ������� �����
�������� ����� �� �� �������� �������� �� �� �� �� ������ �� � �� �������� ��� Φ ����
���� �������� ����� ��� �������� �����������

Φ(g, π) = F (g, g−1,
√
g, 1/

√
g, ∇̊g, ∇̊2g, π, ∇̊π) ,

�� F = F (a1, . . . , a8) ��� ��� �������� ����������� ����������� �� a5 �� a7 �� �������� ��
��� ���������� ��������� ������������� g �→ (g, g−1,

√
g, 1/

√
g) ��� ���������� ��� ��������

��� �������� ������� ��������� �� ��� ������������ g �→ ∇̊g , g �→ ∇̊2g �� π �→ ∇̊π ����
��������� ������� ���� ������ �� F ���� L∗� ��� ���� ��� ������� �� �������� �� ��������
�� ����� ���� ��� ��� �������������� ������������ ���������� ������� ������ ��� Φ �����
��� �������� �� ���� �� �������� ��������� �� �� ���� ������

�

���� C = {(g, π) ∈ G+ × K : Φ(g, π) = 0} := Φ
−1({0}) ⊂ F � ����� ���������� ���

������� ��������� ���� ��� ��������� ���������� �� ����� ���� ������� ��� C ��� ���
������������ �� F � �� ������ ��� 0 ��� ��� ������ ��������� �� Φ� �� ����������� � ��
������������ �� �� ������������� �� Φ�

��



��������� �� ���������� � �� ��� �������

��� ���������� �� ��������� �� �� ��� �������

����������� ���

DΦ0(g, π).(h, p) = (∇i∇jhij −∆gtrgh)
√
g − hij[R

ij − 1
2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g

+hij

�
2

n−1
trgππ

ij − 2πi
kπ

kj + 1
2
|π|2g g

ij − 1
2(n−1)

(trgπ)
2gij

�
/
√
g

+pij( 2
n−1

trgπgij − 2πij)/
√
g. ������

DΦi(g, π).(h, p) = πjk(2∇khij −∇ihjk) + 2hij∇kπ
jk + 2gik∇jp

jk. ������

������ �

DΦ0(g, π).(h, p) = DΦ0(g, 0).(h, 0)−D(1/
√
g).h (|π|2g − 1

n−1
(trgπ)

2)

−D(|π|2g − 1
n−1

(trgπ)
2).(h, p) /

√
g. ������

������� �������

DΦ0(g, 0).(h, 0) = (∇i∇jhij −∆gtrgh)
√
g − hij[R

ij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]

√
g.

�� �����

D(
√
g).h = 1

2
gijhij

√
g.

�� �� ������

D(1/
√
g).h = − 1

(
√
g)2

D(
√
g).h

= − 1

2
√
g
gijhij.

�� ������������

|π|2g − 1
n−1

(trgπ)
2 = (glkπ

jk)2 − 1
n−1

(gklπ
kl)2.

��� �����������

D(|π|2g − 1
n−1

(trgπ)
2).(h, p) = 2glkπ

jk(hijπ
il + gijp

il)− 2
n−1

gklπ
kl(hijπ

ij + gijp
ij)

= hij(2π
i
kπ

jk − 2
n−1

trgππ
ij) + pij(2πij − 2

n−1
trgπgij).

������������ �� DΦ0(g, π).(h, p) ��� ������� �� ���������� ��� ��������� ������ ��
������� �� ���� Φi(g, �π) := 2gij∇k�πjk �� ����� ��� Φi(g, π) = Φi(g, �π)

√
g�

������� πij = �πij√g � �� � �� �������� �������� ����� ����� ���������� ����������� p �� �p

pij = D(πij).p = D(�πij).�p√g + �πijD(
√
g).h

= �pij√g + 1
2
trgh π

ij√g.

��



���� ���������� �� ��������� �� �� ��� �������

�� �� ��� �������� ��� �������� ����������� �� p �� �p � ������ ���� �� ������
∇kp

jk = [∇k�pjk + 1
2
trgh∇k�πjk + 1

2
�πij ∇ktrgh]

√
g. ������

DΦi(g, π).(h, p) = DΦi(g, �π).(h, �p)
√
g +Φi(g, �π)D(

√
g).h ������

������ �Γ = (g+th)
Γ �� �∇ = (g+th)∇ ��� �������� �� ���������� �� �� ��������� ���� ��

�������� g + th�

DΦi(g, �π).(h, �p) =
d

dt

�
2(g + th)ij �∇k(�π + t�p)jk − 2gij∇k�πjk

�
t=0

.

�� ������ �A = (g+th)
Γ− Γ �� �� �������� ������ �� �������

DΦi(g, �π).(h, �p) = 2gij(∇k�pjk + 1
2
�πjk∇ktrgh) + 2hij∇k�πjk + �πjk(2∇khij −∇ihjk).

�� ���������� ��� ��������� ������ ���� ������

DΦi(g, π).(h, p) = [2gij(∇k�pjk + 1
2
�πjk∇ktrgh+ 1

2
trgh∇k�πjk) + 2hij∇k�πjk]

√
g

+�πjk(2∇jhik −∇ihjk)
√
g.

�� �������� ������� ������� ����������� �� ����� �� �������
�

�� ��������� ��� ��������� �� ��� �

δgδgh = ∇i∇jhij.

Eij = Rij − 1
2
(R(g)− 2Λ)gij.

Π
ij =

�
2

n−1
trgππ

ij − 2πi
kπ

kj + 1
2
|π|2g g

ij − 1
2(n−1)

(trgπ)
2gij

�
/(
√
g)2.

�� ���� ������ DΦ ���� �� ����� ����������� ��������

DΦ(g, π).(h, p) =

� √
g(δgδg −∆gtrg + Π− E) −2K

π̂∇+ 2δgπ 2δg

� �
h
p

�
, ������

���� π̂∇h = π̂jkl
i ∇jhkl = (πjkδli + πjlδki − πklδji )∇jhkl�

���� ������� �� ������������ �� �� ������������� �� Φ� �� ����������� � �������������
�� ����������� �������� ���� �� ������ ξ = (N,X i) ���� ���� ������������� ����������
����� ����� �� ����������� �������� �� ����������� �� ��������������� �� ��������� ���
������ �� �� �������� ��� ������ �� ����� �� ������� ���� ���� ��� �������� ������������
�� L2(dµ(̊g))�������� ������ �� DΦ(g, π) �

�

M

ξDΦ(g, π).(h, p) =

�

M

(h, p) •DΦ(g, π)∗ξ. ������

�� �������� ��� ������� �������� �� ����������� �� DΦ(g, π)� �� ������� �� ������� �������
�

M

N DΦ0(g, π).(h, p) =

�

M

(h, p) •DΦ0(g, π)
∗N ������

�

M

X i DΦi(g, π).(h, p) =

�

M

(h, p) •DΦi(g, π)
∗X i ������

�� • ������� �� ����������� ������������
�� ������� ������������ �� ����������� �������

��



��������� �� ���������� � �� ��� �������

����������� ���

(h, p) •DΦ0(g, π)
∗N = hij[∇i∇jN − gij∆gN − [Rij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]N ]

√
g

+Nhij

�
2

n−1
trgππ

ij − 2πi
kπ

kj
�
/
√
g

+Nhij

�
1
2
|π|2g g

ij − 1
2(n−1)

(trgπ)
2gij

�
/
√
g

+Npij( 2
n−1

trgπgij − 2πij)/
√
g.

(h, p) •DΦi(g, π)
∗X i = hij(X

k∇kπ
ij +∇kX

kπij − 2∇kX
(iπj)k)− 2pij∇(iXj).

������ �
�� ���������� ��� ������ ���� �� ���� ������� ���������� ���� ������������ ��
DΦ0(g, π).(h, p)�

�

M

N DΦ0(g, π).(h, p) =

�

M

(∇i∇jhij − gij∇k∇khij)N
√
g

−
�

M

hij[R
ij − 1

2
(R(g)− 2Λ)gij]N

√
g

+

�

M

hij

�
2

n−1
trgππ

ij − 2πi
kπ

kj
�
N/

√
g

+

�

M

hij

�
1
2
|π|2g g

ij − 1
2(n−1)

(trgπ)
2gij

�
N /

√
g

−
�

M

pij( 2
n−1

trgπgij − 2πij)N/
√
g.

������ �� �������� ���������� ����� ���������� ��� �������� �� (h, p) �� �� ������������ �
������������ �� ��������� ��� �������� ���� ��� ���� ������ �� �� �������� ���������� ��
������� ��� ������ �� �������� ��� ������ �� ����

�

M

∇i∇jhijN
√
g = −

�

M

∇jhij∇iN
√
g

=

�

M

hij

�
∇i∇jN

√
g
�
.

�

M

gij∇k∇khijN dµ(g) = −
�

M

∇khij, g
ij∇kN

√
g

=

�

M

hij

�
gij∇k∇kN

√
g
�
.

�� ����� ��� ��������� ������ ����� �� ���������
���� DΦi(g, π).(h, p) � �� ������� ��� ������ �� �������� ��� ������ �� ����
�

M

X i DΦi(g, π).(h, p) =

�

M

πjk(2∇khij −∇ihjk)X
i + 2hij∇kπ

jkX i + 2gik∇jp
jkX i

=

�

M

hjk∇iπ
jkX i + hjkπ

jk∇iX
i − 2hijπ

jk∇kX
i − 2pjk∇jXk

=

�

M

hij(X
k∇kπ

jk +∇kX
kπij − 2∇kX

(iπj)k)− 2pij∇(iXj).

��



���� ���������� �� ��������� �� �� ��� �������

��� ��� �������� �� h, π �� p� hij∇kX
iπjk = hij∇kX

(iπj)k �� pjk∇jXk = pij∇(iXj).
�

�� ���� ���� ������ DΦ
∗ ���� �� ����� ����������� ��������

DΦ(g, π)∗.(N,X) =

� √
g(∇2 − g∆g + Π− E) ∇π − π̂∇

−2K −Lg

� �
N
X

�
, ������

����

(∇π − π̂∇)X = LXπ = ∇Xπ
ij − π̂kij

l ∇kX
l.

Lg(X) = LXg = 2∇(iXj) = 2S(X).

�� ���� DΦ(g, π)∗1.ξ �� DΦ(g, π)∗2.ξ ��� ���� ����������� �� DΦ(g, π)∗ ���� �������
L2
δξ ������ W

1,2
δ ∇̊ξ� ������� ���������� ��� ������ �� �� ����� u ξ ������ u ∇̊ξ� ���� ���

||u||2,δ � C ������ ||u||1,2,δ � C �� �� C ��� ��� ��������� ��������� �� g̊, δ �� ||(g, π)||F �

DΦ(g, π)∗1.ξ = [∇i∇jN − gij∆gN + (Πij − Eij)]N ]
√
g + (∇π − π̂∇)X

= DΦ(g, 0)∗ (N, 0) + ΠijN
√
g + (∇π − π̂∇)X ������

(∇π − π̂∇)X = Xk∇kπij − (πk
iδlj + πk

jδli − πijδ
k
l )∇kX

l

= X∇̊π +XAπ − (πk
iδlj + πk

jδli − πijδ
k
l )∇̊kX

l

= X∇̊(π − π̊) +XA(π − π̊) +XAπ̊ + (π − π̊)∇̊X

−(̊πk
iδlj + π̊k

jδli − π̊ijδ
k
l )∇kX

l

= L2
δX +W 1,2

δ ∇̊X + (n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X)).

Π(g, π)N = L2
δN + Π(̊g, π̊)N

= L2
δN +

�
2

n−1
tr̊gπ̊π̊

ij − 2π̊i
kπ̊

kj + 1
2
|̊π|2g̊ g̊

ij − 1
2(n−1)

(tr̊gπ̊)
2g̊ij

�
N/(

�
g̊)2

= L2
δN +−1

2
(n− 1)(n− 4)τ 2g̊N.

���� �� � �� ��������� ���������������

Π(g, π) + 1
2
(n− 1)(n− 4)τ 2g̊ ∈ L2

δ . ������

������ ���� �� ����� �� �������

E + (n− 1)̊g − 1
2
n(n− 1)τ 2g̊ ∈ L2

δ . ������

DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g = ∇2N − g∆gN + (n− 1)̊gN + [Π+ 1

2
(n− 1)(n− 4)τ 2g̊]N

+(n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X))− [E + (n− 1)̊g − 1
2
n(n− 1)τ 2g̊]N

−(n− 1)(n− 2)τ 2g̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X

= ∇2N − g∆gN + (n− 1)gN + (n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X))

−(n− 1)(n− 2)τ 2g̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X. ������

������� �����

DΦ(g, π)∗2.ξ = −2KN − 2S(X)

= −2K̊N − 2S̊(X)− 2(K − K̊)N + 2AX

= −2(S̊(X) + τ g̊N) +W 1,2
δ ξ.

��



��������� �� ���������� � �� ��� �������

������� ������������ ������ �� ����������� T �� ������������ �� S̊ �� �������� ��
DΦ(g, π)∗2.ξ� �� �������

DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g = T − gtrgT + (n− 1)τ(2S̊(X)− g̊tr̊gS̊(X))

−(n− 1)(n− 2)τ 2g̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X. ������

DΦ(g, π)∗2.ξ = −2(S̊(X) + τ g̊N) +W 1,2
δ ξ. ������

�� ��� ����� �� ������������ DΦ
∗ �� ����������� P ∗ ����� ���

P ∗(ξ) = P ∗
(g,π)(ξ) =

�
g1/4

�
∇i∇jN − δij∆gN + (Πi

j − Ei
j)N

�
+ g−1/4LXπ

i
j

−2g−1/4∇l(K
i
jN + S(X)ij)

�

= ζ ◦
�
1 0
0 ∇

�
◦DΦ(g, π)∗ξ , ������

�� g1/4 = (det(g)/det(̊g))1/4 dµ(̊g) ��� ��� ������� �� ����� 1
2
��

ζ = ζ(g) =

�
g−1/4gjk 0

0 g1/4gik

�
. ������

����������� �� ���� ������ P ∗
(g,π)(ξ) ���� �� �����

P ∗
(g,π)(ξ) =

�
g−1/4 DΦ(g, π)∗1.ξ
g1/4 ∇DΦ(g, π)∗2.ξ

�
. ������

������������ ������ �� P ∗ ������ ���������� �� L2(dµ(̊g))�������� �� P ∗ ���� �� �����

P(g,π) = DΦ(g, π) ◦
�
1 0
0 −δg

�
◦ ζ , ������

���� δgq = ∇l(qijl ) �� ����� ��� P (f i
j, q

j
li ) = DΦ(fij, q

ij
l ) �� ����� �� ����������� PP ∗

��� ���� �������

��� ����������� �� ������� S̊

���� S ����������� ����� ��� ��� �������� ���

S̊(Y )ij :=
1

2
(∇̊iYj + ∇̊jYi) = ∇̊(iYj). ������

�� ����� �� ��� ��������� ���

tr̊gS̊(Y ) = g̊ijS̊(Y )ij = ∇̊iYi = divY. ������

���� ��� ������ �� ������������ ��������� ∂M ������� �� ���� ��������� �� M�

��



���� ����������� �� ������� S̊

����� ���
���� V �� ����� �� ������� �� Y ��� 1−����� � �������� �������� ��� M� �� �
���������

�

M

(S̊(Y ) + 1
2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y, V ) dµ(̊g)

= −1

2

�

M

�
∇̊V (Y, Y ) + 1

2
divV |Y |2g̊

�
dµ(̊g) +

1

2

�

∂M

�Y, V �̊g �Y, η�̊g dσ(̊g)

+
1

4

�

∂M

|Y |2g̊ �V, η�̊g dσ(̊g),

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �

S̊(Y )ijY
iV j =

1

2
(∇̊iYjY

iV j + ∇̊jYiY
iV j). ������

��������� ��� ������� �� ������� ����� �� ������ �� ������

�

M

∇̊i(YjY
iV j) dµ(̊g) =

�

M

∇̊iYjY
iV j dµ(̊g)+

�

M

Yj∇̊iY
iV j dµ(̊g)+

�

M

YjY
i∇̊iV

j dµ(̊g).

�� ������� �� �������� �� ����������������

�

M

∇̊i(YjY
iV j) dµ(̊g) =

�

∂M

�YjY
iV j, ηi�̊g dσ(̊g).

�� �������

�

M

∇̊iYjY
iV j dµ(̊g) =

�

∂M

�YjY
iV j, ηi�̊g dσ(̊g)−

�

M

Yj∇̊iY
iV j dµ(̊g)

−
�

M

YjY
i∇̊iV

j dµ(̊g)

=

�

∂M

�Y, V �̊g �Y, η�̊g dσ(̊g)−
�

M

tr̊g(S̊(Y ))�Y, V �̊g dµ(̊g)

−
�

M

∇̊V (Y, Y ) dµ(̊g).

�� �� ���� �������� ���� �� ������ ����� �� ������ �� ������ �� ������� �� �������

�

M

∇̊jYiY
iV j dµ(̊g) =

1

2

�

∂M

|Y |2g̊�V, η�̊g dσ(̊g)−
1

2

�

M

divV |Y |2g̊ dµ(̊g).
�

��



��������� �� ���������� � �� ��� �������

����� ���
���� u ��� ��������� V �� ����� �� ������� �� Y ��� 1−����� ���� � ������� �������
��� M� �� � ���������

�

M

e2u(S̊(Y ) + 1
2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y, V ) dµ(̊g)

= −1

2

�

M

e2u
�
∇̊V (Y, Y ) + 1

2
divV |Y |2g̊

�
dµ(̊g) +

1

2

�

∂M

e2u�Y, V �̊g �Y, η�̊g dσ(̊g)

−1

2

�

M

e2u
�
2�du, Y �̊g �Y, V �̊g + �du, V �̊g|Y |2g̊

�
dµ(̊g) +

1

4

�

∂M

e2u|Y |2g̊ �V, η�̊g dσ(̊g),

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
�� ������� �� ����� �� ���� euY � �� ����� �� Y �

S̊(euY )ij = euS̊(Y )ij +
1

2
eu(∂iuYj + ∂juYi).

tr(S̊(euY )) = eutr(S̊(Y )) + eu�du, Y �̊g.
�

���������� ��
���� (M, g̊) ��� ������� �� ���� g̊ = ρ−2̊h �� δ ∈ ��� ∀Y ∈ C ∞

c (T ∗M)�

2

�

M

ρ2δ(S̊(Y ) + 1
2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y,

dρ

ρ
) dµ(̊g)

=

�

M

ρ2δ
�
(n+1

2
− δ + o(1))|Y |2g̊ − (2δ + 1)�dρ

ρ
, Y �2g̊

�
dµ(̊g)

+
1

2

�

∂M

ρ2δ|Y |2g̊ �
dρ

ρ
, η�̊g dσ(̊g) +

�

∂M

ρ2δ�Y, dρ
ρ
�̊g �Y, η�̊g dσ(̊g), ������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
�� �������� �� ����� �� ����
�
V = d(ρ−1) = −ρ−2dρ

u = (δ + 1
2
) ln ρ

��

�
∇̊V = ∇̊2(ρ−1) = ρ−1|dρ|2

h̊
g̊ − ρ−2 (̊h)∇2ρ ������� (5.19)

divV = ∆̊(ρ−1) = ρ−1(n|dρ|2
h̊
+ o(1)) ������� (5.20)

.

du = (δ + 1
2
)
dρ

ρ
�� e2u = ρ2δ+1.

�� �������� h̊ ����� ������ ��� ��� ���������� ������� ��� ∂M �� ρ ����� ��� ��������
����� ��� M� �� �������� ��� (̊h)∇2ρ ��� ��� �������� ����� ������ ��� M �� �� ���� ������
(̊h)∇2ρ = o(ρ−1) �� ��������� �� ∂M� �����������

�
∇̊V (Y, Y ) = ρ−1(|dρ|2

h̊
|Y |2g̊ + o(1)|Y |2g̊)

divV |Y |2g̊ = ρ−1(n|dρ|2
h̊
+ o(1))|Y |2g̊

.

��



���� ����������� �� ������� S̊

�� �������
�

M

ρ2δ(S̊(Y ) + 1
2
tr̊g(S̊(Y ))̊g)(Y,

dρ

ρ
) dµ(̊g)

=
1

2

�

M

ρ2δ
� �

1− (δ + 1
2
) + n

2

�
|dρ|2

h̊
|Y |2g̊ − (2δ + 1)�dρ

ρ
, Y �2g̊ + o(1)|Y |2g̊

�
dµ(̊g)

+
1

4

�

∂M

ρ2δ|Y |2g̊ �
dρ

ρ
, η�̊g dσ(̊g) +

1

2

�

∂M

ρ2δ�Y, dρ
ρ
�̊g �Y, η�̊g dσ(̊g).

�� ������� ���� |dρ|2
h̊
= 1 + o(1) ��� ��� ������� ���������������� �������������

�

����� ���
���� Y ∈ C ∞

c (T ∗M) �� u, v ∈ C ∞(M) ���� ��������� ������� ��� �� ��������� ��
������� �� Y � ������

−2

�

M

v e2uS̊(Y )(dv, dv)�dv, Y �̊g dµ(̊g)

=

�

M

e2u�dv, Y �̊g
�
�dv, Y �̊g

�
|dv|2g̊ + v∆̊v + 2v�dv, du�̊g

�
+ 2v ∇̊2v(Y, dv)

�
dµ(̊g)

−
�

∂M

v e2u�dv, Y �2g̊�dv, η�̊g dσ(̊g),

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
�� ������� ∇̊j

�
v e2u�dv, Y �2g̊∇̊jv

�
��� �������

�

M

∇̊j

�
v e2u�dv, Y �2g̊∇̊jv

�
dµ(̊g)

=

�

M

e2u�dv, Y �2g̊|dv|2g̊ dµ(̊g) +
�

M

2v e2u�dv, Y �2g̊�du, dv�̊g dµ(̊g)

+

�

M

v e2u�dv, Y �2g̊∆̊v dµ(̊g) +

�

M

2ve2u�dv, Y �̊g∇̊jv
�
∇̊2

ijv Y
i + ∇̊iv ∇̊jYi

�
dµ(̊g).

�� �������� �� ��������������� �����
�

M

∇̊j

�
v e2u�dv, Y �2g̊∇̊jv

�
dµ(̊g) =

�

∂M

v e2u�dv, Y �2g̊ �dv, η�̊g dσ(̊g).

�� �������

−2

�

M

v e2u�dv, Y �̊g∇̊Y (dv, dv) dµ(̊g)

=

�

M

e2u�dv, Y �2g̊
�
|dv|2g̊ + 2v �du, dv�̊g + v∆̊v

�
dµ(̊g)

+

�

M

2ve2u�dv, Y �̊g∇̊2v (Y, dv) dµ(̊g)−
�

∂M

v e2u�dv, Y �2g̊ �dv, η�̊g dσ(̊g).

�� ������� �� �������� �������� ������ ���� �� ���� ��� ∇̊Y (dv, dv) = S̊(Y )(dv, dv) ���
��������.

�

��



��������� �� ���������� � �� ��� �������

���������� ��
���� (M, g̊) ��� ������� �� ���� g̊ = ρ−2̊h �� δ ∈ ��� ∀Y ∈ C ∞

c (T ∗M)�

2

�

M

ρ2δS̊(Y )(
dρ

ρ
,
dρ

ρ
) �dρ

ρ
, Y �̊g dµ(̊g)

=

�

M

ρ2δ (n− 1− 2δ + o(1)) �dρ
ρ
, Y �2g̊ dµ(̊g) +

�

∂M

ρ2δ �dρ
ρ
, Y �2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g dσ(̊g),

������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
�� �������� �� ����� �� ����

�
v = ρ−1

u = (δ + 2) ln ρ
,

�
dv = d(ρ−1) = −ρ−1 dρ

ρ

du = (δ + 2)dρ
ρ

��

�
e2u = ρ2δ+4

|dv|2g̊ = ρ−2|dρ|2
h̊

����� ���



∇̊2v = ∇̊2(ρ−1) = ρ−1

�
|dρ|2

h̊
g̊ − ρ−1 (̊h)∇2ρ

�
������� (5.19)

∆̊v = ∆̊(ρ−1) = ρ−1
�
n|dρ|2

h̊
+ o(1)

�
������� (5.20)

.

�� �������

2

�

M

ρ2δS̊(Y )(
dρ

ρ
,
dρ

ρ
) �dρ

ρ
, Y �̊g dµ(̊g)

=

�

M

ρ2δ
�
n+ 3− 2(δ + 2) + o(1)

�
�dρ
ρ
, Y �2g̊|dρ|2g̊ dµ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ �dρ
ρ
, Y �2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g dσ(̊g).

�� ������� ���� |dρ|2
h̊
= 1 + o(1) ��� ��� ������� ���

�

����� ���
�� ������� ��� M ���� ���� ���������� ���� ���� δ > −(n+ 1)/2 �� δ �= −(n− 1)/2�
�� ������ ��� ��������� c > 0 ��������� �� g̊ �� δ ����� ���

∀Y ∈ W 1,2
−δ (T

∗M) , ||Y ||1,2,−δ � c ||S̊(Y )||2,−δ.

������ �
�� ��������� �� ������ �� �� ������ �� �������� � ���� ���� ����������� S̊� �� ����
��������� �� ����� �� �� ������� �� ����� 2.8 �� ���� ����� g̊ �� ���� N = 0� ���
��������� ��� ��������� �� ����

||Y ||1,2,−δ � c (||S̊(Y )− tr̊g(S(Y ))̊g||2,−δ + ||Y ||2,−δ)

� c (||S̊(Y )||2,−δ + ||Y ||2,−δ) ,

��



���� ����������� �� ������� S̊

�� c ��� ��� ��������� �������� �� ��������� ��� �� g̊ �� δ�
�� ������� ���������� �� ����������� D12 �� ���� �
���� (M, g̊) ��� ������� ������������ �������� ���� g̊ = ρ−2̊h � ���� ���� δ �= −(n+1)/
2 �� δ �= −(n − 1)/2� �� ������ ���� ���������� cδ > 0 �� ρε,δ > 0 ������ ��� ���� ����
����� �� �������� ������������� � ������� ������� ���� {ρ < ρε,δ} �

||Y ||2,−δ � cδ ||S̊(Y )||2,−δ. ������

�� ���������� R ��� ��� ρε,δ = e−2R� �� ������ ΩR ����� ���� �� ��������� � �� �� �
����������� ������ ��� M\ ΩR � ����� ���� ����������� �� �������� �� �� ����� �� ��
������ ��� ��������� ��� ���� �� ��� �� �������� � �� �� �������� ��� ���� ���� �������
R ����� ����� ���� ��� ����������� ��������

||Y ||1,2,−δ � c
�
||S̊(Y )||2,−δ + ||Y ||2,−δ;ΩR

�

���� ������� ���� ��� ��������� c� ���� ���� Y ∈ C ∞
c (T ∗M)�

��� ������ ����������� S̊ : W 1,2
−δ (T

∗M) → L2
−δ(T

∗M) � �� ����� �� ��������� ����� ���
���������� W 1,2

−δ (T
∗M) ���� �������� W 1,2

−δ (T
∗M) = ker S̊⊕ (ker S̊)⊥� ��� ������ �� ������

��� ��������� c > 0 ����� ��� ���� ���� Y ∈ (ker S̊)⊥�

||Y ||1,2,−δ � c ||S̊(Y )||2,−δ.

�� ����� � ������� ker S̊ ∩W 1,2
−δ = {0}� ∀δ > −(n+ 1)/2�

�� ������� ���� ���� �� ������� �� ����������� (x1 = ρ, x2, . . . , xn) = (ρ, θ) ��� ��
��������� �� ���� [0, ε] × ∂M ��� ���� ���� ������� ���� ����� �� �������� g̊ ������� �
������ �� �� �������� ����������� ρ �

g̊ = ρ−2̊h = ρ−2(dρ2 + ĝ(ρ)) ���� ĝ(ρ)(∂ρ, .) = 0.

��� ����� ����������� �� ��������� ��� ���� ��������� ���� ��������� �� �� ��������� ��� ρ
�������� ������� � �� ���������� ������� �� ��� ������� �������� ��� ����������� �������������
������ ����� ���� ��� ������� ������ ����������� ������ ��� ��� ������� ������ ����������
��������� �������� ��������� ������ ����������� ��� �������� �� ����������� ���� ��
������� �� ������������ ���� ������ ���� ����� �� ���� ��� ����������

∇̊iXj + ∇̊jXi = 0 ������

��� ������� �� ������� ������� �

∂ρXρ + ρ−1Xρ = 0 ������

∂ρXA + ∂AXρ + 2ρ−1XA − ĝCD(ρ)ĝ�DA(ρ)XC = 0 ������

∂AXB + ∂BXA − 2Γ̂ C
A B(ρ)XC + (ĝ�AB(ρ)− 2ρ−1ĝAB(ρ))Xρ = 0

�� f � := ∂ρf �
�� ���������� �� ���������� ������ �����

Xρ = ρ−1K(θ).

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

����� �� �������� g̊ ��� ������������ � ĝ ���� �������� ����� �� ������������� ��
��������� �� ρ �� ln ρ� ���� ��� �������� ������ �� ���������� ��� ��� ���������� �� ρ�
�� ���� ����

ĝCDĝ�DA := TC
A,

�� T ��� �� ������� ������� ������� ���� ���� �� ������������� ��� �� �������

TC
A(ρ, θ) = ρ 1TC

A(θ) + o(1).

��������� �� ��������� �� ������ ���� ��� ��� �� �������� X �� (∆− Ric g̊)X = 0 ���
��������� ������������ �� �������

XA(ρ, θ) = ρsZA(θ) + o(ρs).

�� ���������� ���� ������� �� ������ s = −2 �� XA = ρ−2ZA(θ) + o(ρ−2)�
�� ������� ����� �� ����� �� �� ������� �������� �� ������ ��� �� ��������� �� ����

X = ρ−1K(θ) dρ+ [ρ−2ZA(θ) + o(ρ−2)] dxA.

�� ����� X ∈ W 1,2
−δ � �� ��� �������� �������������� ��� Z = 0�

�� ����� ��������� ��� Z �= 0� �� ����� �� X �������� � g̊ ���

|X|2g̊ � ρ−2|K|2g̊ + ρ−4|Z|2g̊,

���� |K|2g̊ � |Z|2g̊ � ρ2 O(1)�
|X|2g̊ � ρ−2 O(1).

��� ����������

||X||2,−δ < ∞ ⇔
� ε

0

|X|2g̊ρ
−2δρ−ndρ < ∞

⇔
� ε

0

ρ−2ρ−2δρ−ndρ < ∞

⇔ −2δ − n− 2 > −1

⇔ δ < −(n+ 1)/2.

����� δ > −(n + 1)/2� �� �������� ��� X /∈ W 1,2
−δ � Z ��� ���� �������������� ��� ���

�� ��������� �� ����� �� ������� ��� ������� ��� ��� ���������� �� ������������� ��
X� �� �� ���� ������ ��� �� ���� ��� Z = 0 �������� ��� |X |̊g = O(ρ∞)� �� ������� ��
������ �� ����� �� �� ��������� �� �������� �������� ������������ �� �����

�

��� �������� ����������� ��������� � ���������

����� ������� �������� ��� ��������� ��������� ������� ���������� ����������� �������
DΦ0(g)

∗� �� �������� ��� ������� �� ���������� �� ��������� ���� �� ����������� ����
����� �

���



���� �������� ����������� ��������� � ���������

����������� ���
���� δ ∈]− (n+1)/2 , 0]� ���� n = 3� �� δ �= −(n−1)/2� �� ������ ��� ��������� C > 0
��������� �� g̊,λ, δ �� ||(g, π)||F � ����� ��� ��������� ���������� �������� ��� ������� �
∀ξ ∈ W 2,2

−δ (T ) �

||ξ||2,2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

�
+ C ||ξ||1,2,−2δ , ������

������ �
������ ���� �� ������������ ������ �� S̊ �� �������� �� DΦ(g, π)∗2.ξ�

T − gtrgT = DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g + (n− 1)τ

�
DΦ(g, π)∗2.ξ − 1

2
g̊tr̊gDΦ(g, π)∗2.ξ

�

+L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X ������

�� ��������� �� ����������� � �� �������

||N ||2,2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||2,−δ

�
+ C (||ξ||∞,−2δ + ||∇̊ξ||3,−2δ).

�� ��������� ������� ������ �� ����������� �� ������� �δ � 0�� �� ������ ��� ��������� C
��������� �� g̊,λ, ε, δ �� ||(g, π)||F ����� ���

||N ||2,2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||2,−δ

�
+ ε ||ξ||2,2,−δ + C ||ξ||1,2,−2δ.

������

��� ��������� ���� ����� �������X ���������� ��������� ���M� �� � ���������� ��������
���� �� �������� g̊ ��� �������� ���� �� ��� ��� ��������

∇̊2
kjXi := ∇̊k∇̊jXi = Riem g̊ijklX

l + ∇̊kS̊(X)ij + ∇̊jS̊(X)ik − ∇̊iS̊(X)jk, ������

��� �����������

||∇̊2X||2,−δ � ||Riem g̊ X||2,−δ + c ||∇̊S̊(X)||2,−δ

� ||Riem g̊||∞,0||X||2,−δ + c ||∇̊S̊(X)||2,−δ

� c ||X||2,−δ + c ||∇̊S̊(X)||2,−δ. ������

������� ����� ��� ����������� �� ����� �� ���

||X||2,−δ � ||X||1,2,−δ � c ||S̊(X)||2,−δ, ������

���� ���� ������� ��������

||∇̊2X||2,−δ � c ||S̊(X)||1,2,−δ, ������

�� ������ ���� �� ������� �� �����

||X||2,2,−δ � c1 ||S̊(X)||1,2,−δ.

������� ������

||S̊(X)||1,2,−δ � 1
4
||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + nτ ||N ||1,2,−δ + C ||ξ||∞,−2δ

� 1
4
||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + nτ ||N ||1,2,−δ + ε||ξ||2,2,−δ + C ||ξ||1,2,−2δ.

������

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

�� ������ ���� ��� ��������� C ��������� �� g̊,λ, ε, δ �� ||(g, π)||F ����� ���

||X||2,2,−δ − nc1 τ ||N ||1,2,−δ �
c1
4
||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + ε||ξ||2,2,−δ +C ||ξ||1,2,−2δ. ������

�� ���� ������� ε0 << 1 �� ����� � �� ��� (6.46) + ε0(6.52) �� ��������� ���� ������
�������

�

�������� � �� ��� ���� ���� �������� ��������� �� �������� � δ = −(n−1)/2 �� �� �������
�� ����������� Ů ��������� ���� �� ������� ���������

�� ��������� �� ����������� �� �� ����������� �� ������� ������� �� �������

���������� ��
���� δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0]� ���� n = 3 �� δ �= −(n− 1)/2�
����� �� � ��������� ���������� �������� � ∀ξ ∈ W 2,2

−δ (T ) �

||ξ||2,2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

�
+ C ||ξ||2,−2δ , ������

�� C ������ �� g̊,λ, δ �� ||(g, π)||F

������ �� ���������� �� (g, π) �� ����������� P ∗ ��������� ����� ���� �

����������� ���
���� δ � 0� ����� �� ��������� �� ����������� P ∗ : W 2,2

−δ (T ) −→ L2
−δ(

�S)×W 1,2
−δ (S) ���

����� �� ������

||ξ||2,2,−δ � c ||P ∗ξ||2,−δ + C ||ξ||1,2,−2δ , ������

�� C ������ �� g̊, δ �� ||(g, π)||F �
�� ����� P ∗

(g,π) ������ �� (g, π) ∈ F �� ������� ���������������

||(P ∗
(g,π) − P ∗

(g̃,π̃)) ξ||2,−δ � C1||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ , ������

�� �� ��������� C1 ������ �� g̊, δ, ||(g, π)||F �� ||(g̃, π̃)||F �

������ �
�������� ��� P ∗ ��� ������ ����

||P ∗ ξ||2,−δ � C ||ξ||2,2,−δ. ������

�� ���� 



P ∗ = P ∗
(g,π)

DΦ
∗
1 = DΦ(g, π)∗1

DΦ
∗
2 = DΦ(g, π)∗2

.

������� �������

||P ∗ ξ||2,−δ � c (||DΦ
∗
1.ξ||2,−δ + ||∇DΦ

∗
2.ξ||2,−δ)

� c (||DΦ
∗
1.ξ||2,−δ + ||∇̊DΦ

∗
2.ξ||2,−δ + ||ADΦ

∗
2.ξ||2,−δ). ������

���



���� �������� ����������� ��������� � ���������

������� �������������� ������������������ �� ������� �� ����������� �� ������� �δ � 0�

||DΦ
∗
1.ξ||2,−δ � c

�
||T ||2,−δ + ||S̊(X)||2,−δ + ||N ||2,−δ

�
+ C

�
||ξ||∞,−2δ + ||∇̊X||1,2,−2δ

�

� c
�
||N ||2,2,−δ + ||X||1,2,−δ + ||N ||2,−δ

�
+ C

�
||ξ||2,−δ + ||∇̊X||1,2,−δ

�

� C ||ξ||2,2,−δ. ������

������� ������ �� �� ��������� ������� ������� ����������� �� ������� �� ����������� �� ���
����� �δ � 0�

||DΦ
∗
2.ξ||2,−δ � c

�
||S̊(X)||2,−δ + ||N ||2,−δ

�
+ C ||ξ||1,2,−2δ. ������

||ADΦ
∗
2.ξ||2,−δ � c

�
||AS̊(X)||2,−δ + ||AN ||2,−δ

�
+ ||ξ||∞,−2δ

� C
�
||S̊(X)||1,2,−δ + ||N ||1,2,−δ

�
+ ||ξ||2,2,−2δ

� C ||ξ||2,2,−δ.

||∇̊DΦ
∗
2.ξ||2,−δ � c

�
||∇̊S̊(X)||2,−δ + ||∇̊N ||2,−δ

�
+ ||ξ||∞,−2δ

� C ||ξ||2,2,−δ.

��� �����������
||DΦ

∗
2.ξ||2,−δ � ||DΦ

∗
2.ξ||1,2,−δ � C ||ξ||2,2,−δ. ������

���� ��� ������ �� ������ ���� ���� ��������� ��� ||ξ||2,2,−2δ �� �� ������� ����� �������
��������� ������ ������� ��� P ∗ ������� ����������� �� ������� �������� ���� ��������
�� ��������� ������������ �� P ∗ �
�� ���� 




�P ∗ = P ∗
(g̃,π̃)

D�Φ∗
1 = DΦ(g̃, π̃)∗1

D�Φ∗
2 = DΦ(g̃, π̃)∗2

.

(P ∗ − �P ∗) ξ =

�
g−1/4 DΦ

∗
1.ξ − g̃−1/4 D�Φ∗

1.ξ

g1/4 ∇DΦ
∗
2.ξ − g̃1/4 ∇̃D�Φ∗

2.ξ

�

=

�
E
F

�
.

�����
||(P ∗ − �P ∗) ξ||2,−δ � ||E||2,−δ + ||F ||2,−δ. ������

E = g−1/4 DΦ
∗
1.ξ − g̃−1/4 D�Φ∗

1.ξ

= (g−1/4 − g̃−1/4)DΦ
∗
1.ξ + g̃−1/4 (DΦ

∗
1.ξ −D�Φ∗

1.ξ).

�� ��������� ������� ����������� �� ������� �� ����������� �� ������� �δ � 0�

||E||2,−δ � ||(g−1/4 − g̃−1/4)DΦ
∗
1.ξ||2,−δ + ||g̃−1/4 (DΦ

∗
1.ξ −D�Φ∗

1.ξ)||2,−δ

� ||g−1/4 − g̃−1/4||∞,δ||DΦ
∗
1.ξ||2,−2δ + ||g̃−1/4||∞,0||DΦ

∗
1.ξ −D�Φ∗

1.ξ||2,−δ

� c ||g − g̃||F ||DΦ
∗
1.ξ||2,−δ + c ||DΦ

∗
1.ξ −D�Φ∗

1.ξ||2,−δ.

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

�� ������ DΦ0(g)
∗N := DΦ(g, 0)∗ (N, 0) �� DΦ0(g̃)

∗N := DΦ(g̃, 0)∗ (N, 0)� �� �����
������� ������

DΦ
∗
1.ξ −D�Φ∗

1.ξ = [DΦ0(g)
∗ −DΦ0(g̃)

∗]N + (Π
√
g − Π̃

�
g̃)N +X∇̊(π − π̃)

+(π − π̃)∇̊X + AX(π − π̃).

�� ��������� ������� ������� ����������� �� ������� �� ����������� �� ������� �δ � 0�

||(π − π̃)∇̊X||2,−δ + ||X∇̊(π − π̃)||2,−δ � ||π − π̃||1,2,δ||∇̊X||1,2,−2δ

+||∇̊(π − π̃)||2,δ||X||∞,−2δ

� c ||π − π̃||1,2,δ ||X||2,2,−δ.

||AX(π − π̃)||2,−δ � ||A(π − π̃)||2,δ||X||∞,−2δ

� c ||A||1,2,δ||π − π̃||1,2,δ ||X||2,2,−δ

� C ||π − π̃||1,2,δ ||X||2,2,−δ.

Π
√
g − Π̃

�
g̃ ∼

1√
g
g−1π2 − 1√

g̃
g̃−1π̃2

∼
1√
g
(g−1 − g̃−1)π2 +

1√
g
g̃−1(π2 − π̃2) + (

1√
g
− 1√

g̃
)g̃−1π̃2.

||(Π
√
g − Π̃

�
g̃)N ||2,−δ � c ||g−1 − g̃−1||∞,δ||(π − π̊)2||2,δ||N ||∞,−3δ

+c ||g−1 − g̃−1||∞,δ||̊π
2||∞,0||N ||∞,−2δ

+c ||π − π̃||1,2,δ(||π − π̊||1,2,δ + ||π̃ − π̊||1,2,δ)||N ||∞,−3δ

+c ||π − π̃||2,δ||̊π
2||∞,0||N ||∞,−2δ

+c

����
1√
g
− 1√

g̃

����
∞,δ

||(π̃ − π̊)2||2,δ||N ||∞,−3δ

+c

����
1√
g
− 1√

g̃

����
∞,δ

||̊π2||∞,0||N ||∞,−2δ

� c ||g − g̃||2,2,δ
�
||π − π̊||21,2,δ + 1

�
||N ||∞,−δ

+c
�
||π − π̊||1,2,δ + ||π̃ − π̊||1,2,δ + 1

�
||π − π̃||1,2,δ||N ||∞,−δ

+c

����
1√
g
− 1√

g̃

����
2,2,δ

�
||π̃ − π̊||21,2,δ + 1

�
||N ||∞,−δ

� C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||N ||2,2,−δ.

�� �� �� �������

||DΦ
∗
1.ξ −D�Φ∗

1.ξ||2,−δ � C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ

�� ������ ���� �� �������

||E||2,−δ � C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ. ������

���



���� �������� ����������� ��������� � ���������

F = g1/4 ∇DΦ
∗
2.ξ − g̃1/4 ∇̃D�Φ∗

2.ξ

= g1/4 (∇− ∇̃)DΦ
∗
2.ξ + (g1/4 − g̃1/4) ∇̃D�Φ∗

2.ξ + g1/4 ∇̃(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ).

�� ��������� �������������� ������� ����������� �� ������� �� ����������� �� ������� �δ � 0�

||F ||2,−δ � c ||∇− ∇̃||1,2,δ||DΦ
∗
2.ξ||1,2,−2δ + ||g1/4 − g̃1/4||∞,−δ||∇̃D�Φ∗

2.ξ||2,−2δ

+c ||∇̊(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ + c ||A(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ

� C ||g − g̃||F ||DΦ
∗
2.ξ||1,2,−2δ + c ||g − g̃||F ||∇̃D�Φ∗

2.ξ||2,−2δ

+c ||∇̊(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ + c ||A(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ.

������ ���� �� ������ �� �������

||F ||2,−δ � C ||g − g̃||F ||ξ||2,2,−δ + c ||∇̊(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ ������

+c ||A(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ.

DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ ∼ (K − K̃)N + (A− Ã)X

∼ (π − π̃)N + (∇− ∇̃)X.

�� ��������� �������������� ������� ����������� �� ������� �� ����������� �� ������� �δ � 0�

||∇̊(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ � c ||∇̊(π − π̃)||2,δ||N ||∞,−2δ + c ||π − π̃||1,2,δ||∇̊N ||1,2,−2δ

+||∇̊(∇− ∇̃)||2,δ||X||∞,−2δ + ||∇− ∇̃||1,2,δ||∇̊X||1,2,−2δ

� c ||π − π̃||1,2,δ||N ||2,2,−δ + c ||∇− ∇̃||1,2,δ||X||2,2,−δ

� C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ.

�� �����

||A(DΦ
∗
2.ξ −D�Φ∗

2.ξ)||2,−δ � c ||A(π − π̃)||2,δ||N ||∞,−2δ + ||A(∇− ∇̃)||2,δ||X||∞,−2δ

� c||A||1,2,δ||π − π̃||1,2,δ||N ||2,2,−δ

+c ||A||1,2,δ||∇− ∇̃||1,2,δ||X||2,2,−δ

� C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ.

�� ������ �� ������

||F ||2,−δ � C ||(g − g̃, π − π̃)||F ||ξ||2,2,−δ. ������

�� �� �������� ������ ������� �� ������� ����������� ������ �� �������
�

�� ������ ���� �� ����������� �������� ��� ��������� ���������� ������ �� ���������� �
��� ��������� ������� ��� ��� ��������� ������� ξ ��������� ���� L2

−δ(T )� �� �������
�� �������� ������ � �������� ����� ��� ������������� ���� ������� �� ���������� �� �����
�� ���������� �� ��� ��� ξ ∈ L ��� ��� �������� ������ �� DΦ(g, π)∗ξ = (f1, f2) � ����
(f1, f2) ∈ L2

−δ(
�S)×W 1,2

−δ (S) �������
�

M

�ξ, DΦ(g, π).(h, p)�̊g =
�

M

�(f1, f2), (h, p)�̊g , ∀(h, p) ∈ G × K.

�� ���� �� ������ ���� (h, p) ∈ C ∞
c (S × �S) ������� ��� ������ ��� ����� ���� G × K�

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

����������� ���
���� δ ∈]− (n+ 1)/2 , 0] \ {−(n− 1)/2} ���� n = 3� (g, π) ∈ G+ × K̊ ,

(f1, f2) ∈ L2
−δ(

�S)×W 1,2
−δ (S)� ���� ξ ∈ L ��� �������� ������ �� DΦ(g, π)∗ξ = (f1, f2)�

����� ξ ∈ W 2,2
−δ (T ) ��� ��� �������� ����� �� ��������� ��������� ���������� �������

������ �
���� ���� ������� ������ ��� ξ ∈ W 2,2

���
�

�� ���� ������� ��� �������� ������������� χR ����� ���� �� ��������� � ����� ���
• χR ∈ C ∞

c (ΩR)�
• χR = 1 ��� ΩR/2�

�� ������������ χRξ ∈ W 2,2
−δ (T ) �� �� ���� ������ ������� �� ����������� �� �

||χRξ||2,2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.(χRξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(χRξ)||1,2,−δ

�
+ C ||χRξ||2,−2δ

� c
�
||DΦ(g, π)∗1.(χRξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(χRξ)||1,2,−δ

�
+ C ||ξ||2,−δ

������

�� ��������� ����������� �� ������� �δ � 0� �� ������ ���� ��� χRξ �������� ���� N
���� L2

−δ� �� ���� ���� ������� ��� χRξ ��� ������������ ����� ���� W
2,2
−δ � ����� � ����

�������� �������������� �� R� �� ������� �� ������ �� ������� �� ��������� �����
������� ������ �� �������

DΦ(g, π)∗1.(χRξ) � χR(DΦ(g, π)∗1.(ξ)) +N ∇2χR + dN ∇χR +X∇χR + ξW 1,2
δ ∇χR

DΦ(g, π)∗2.(χRξ) � χR(DΦ(g, π)∗2.(ξ)) +X∇χR

�� ���������� ��� ��� �������� �� χR ���� � ������� ���� AR := ΩR \ ΩR/2 �� ��
��������� ������� ������� ������� ����������� �� ������� �δ � 0� �� ����������� �� ��������

||DΦ(g, π)∗1.(χRξ)||2,−δ � c
�
||χR(DΦ(g, π)∗1.(ξ))||2,−δ + ||N ∇2χR||2,−δ

+||dN ∇χR||2,−δ + ||X∇χR||2,−δ + ||ξW 1,2
δ ∇χR||2,−δ

�

� c
�
||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + ||N ||2,−δ;AR

+||dN ||2,−δ;AR
+ ||X||2,−δ;AR

+ ||ξW 1,2
δ ||2,−δ;AR

�

� c ||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + C ||ξ||2,−δ;AR
+ ε||∇̊2ξ||2,−δ;AR

������

�� C ��� ��� ��������� ��������� �� g̊,λ, ε, δ �� ||(g, π)||F �
�� �����

||DΦ(g, π)∗2.(χRξ)||1,2,−δ � c
�
||χR(DΦ(g, π)∗2.(ξ))||1,2,−δ + ||X∇χR||1,2,−δ

�

� c
�
||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ + ||X||1,2,−δ;AR

�

� c ||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ + C ||X||2,−δ;AR
+ ε||∇̊2X||2,−δ;AR

������

�� �������� ������ �� ������ ���� ������ � �� �������

||χRξ||2,2,−δ � c ||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ + C ||ξ||2,−δ

+ε||∇̊2ξ||2,−δ;AR
. ������

���



���� ����������� Ů

�� ��������� �� ��������� ������ �� ����������� O� �� � ������������� �� ���� ����
����������� T �

O = T − gtrgT − (n− 1)gN

�� �� ������ ������� ������

O = DΦ(g, π)∗1.ξ/
√
g + (n− 1)τ

�
DΦ(g, π)∗2.ξ − 1

2
g̊tr̊gDΦ(g, π)∗2.ξ

�

+L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X − (n− 1)gN ������

������� ������� ������ �� �� ��������� ������� ������� ������� ����������� �� ������� �δ � 0�
�� ����������� �� �������� �� ������ ��� ��������� C ��������� �� g̊,λ, ε, δ �� ||(g, π)||F
����� ���

||∇̊2N ||2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||2,−δ

�

+ε ||∇̊2ξ||2,−δ + C ||ξ||2,−δ. ������

������� ����� �� ��������� ������ �� ������ �� �� ��������� ����������� �� ������� ��
����������� �� ������� �δ � 0�� �� �������

||∇̊2X||2,−δ � c ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ + ε||∇̊2ξ||2,−δ + C ||ξ||2,−δ. ������

�� ����������� �� ������ �� ������ �����

||∇̊2ξ||2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

�
+ C ||ξ||2,−δ. ������

����� ����� ��� ξ ∈ W 2,2
−δ (AR) �� ��� ������ ��� ���������� ��������� ���� ������� ������

���� �������� �� ����������� ��� ���� �������� �� � �� ������� ������ �������� ��� AR

||∇̊2ξ||2,−δ;AR
� c

�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ;AR

+ ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ;AR

�
+ C ||ξ||2,−δ;AR

� c
�
||DΦ(g, π)∗1.ξ||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.ξ||1,2,−δ

�
+ C ||ξ||2,−δ ������

���������� ������ �������

||χRξ||2,2,−δ � c
�
||DΦ(g, π)∗1.(ξ)||2,−δ + ||DΦ(g, π)∗2.(ξ)||1,2,−δ

�
+ C ||ξ||2,−δ

� c
�
||f1||2,−δ + ||f2||1,2,−δ

�
+ C ||ξ||2,−δ.

�� ����� χRξ ��� �� ������ ���� W 2,2
−δ � ���� ����������� ���� W 2,2

−δ � ����� χRξ

�������� ���� ξ ���� L2
−δ � ��� ������� �� �� ������� χRξ �������� ���� ξ ���� W

2,2
−δ (T )�

���� ξ ∈ W 2,2
−δ (T ) �� ��� ����� ξ ������ �������

�

��� ����������� Ů

���� ������������ ��� �� ��������� Ů ������� �� �� ������� ������� ����� �� ��� ����
��������� �� ��������� �� ����� W 2,2

δ �� X ��� ��� L2
δ������� �� S̊ �� Ů �� ����� ��� ��

W 1,2
δ ������ �� S̊� ������������ ������� ��������� ����� ����� �� �������

���� Ů ����������� ����� ��� ��� �������� ���

Ůkji(X) = ∇̊2
kjXi − g̊jkXi + g̊ikXj. ������

�� � �����
||∇̊2X||2,−δ − c ||X||2,−δ � ||Ů(X)||2,−δ. ������

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

����� ���
���� (M, g̊) ��� ������� �� ���� g̊ = ρ−2̊h �� δ ∈ ��� ∀X ∈ C ∞

c (T ∗M)�
�

M

∇̊X(
dρ

ρ
, X)ρ2δ dµ(̊g) =

�

M

ρ2δ
�
n−1
2

− δ + o(1)
�
|X|2g̊ dµ(̊g)

+
1

2

�

∂M

|X|2g̊�
dρ

ρ
, η�̊g ρ2δ dσ(̊g) ������

�

M

∇̊X(X,
dρ

ρ
)ρ2δ dµ(̊g) = −

�

M

ρ2δ
�
divX�X,

dρ

ρ
�+ (2δ + 1)�X,

dρ

ρ
�2
�
dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ
�
1 + o(1)

�
|X|2g̊ dµ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ �X,
dρ

ρ
��X, η�̊g dσ(̊g) , ������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �

• ���� ������� ��� ����������� ��� ������� �����

�

M

∇̊i(|X|2g̊
∇̊iρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

�

M

ρ2δ
�
2∇̊X(

dρ

ρ
, X) + 2δ|X|2g̊|dρ|

2
h̊

�
dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ(
∆̊ρ

ρ
− |dρ|2

h̊
)|X|2g̊ dµ(̊g). ������

�� ������� �� �������� �� ����������������

�

M

∇̊i(|X|2g̊
∇̊iρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

�

∂M

|X|2g̊�
dρ

ρ
, η�̊g ρ2δ dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� �������
������ ������ ���� �� �������

• ���� ������� ��� ����������� ��� ������� �����

�

M

∇̊i

�
X i �X,

dρ

ρ
� ρ2δ

�
dµ(̊g) =

�

M

ρ2δ
�
∇̊X(X,

dρ

ρ
) + divX�X,

dρ

ρ
�
�
dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ2δ�X,
dρ

ρ
�2) dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ
�
ρ−1∇̊2ρ(X,X)− �X,

dρ

ρ
�2
�
dµ(̊g).

������

�� �� �� �����

ρ−1∇̊2ρ(X,X) = 2�X,
dρ

ρ
�2 − (|dρ|2

h̊
+ o(1))|X|2g̊. ������

���



���� ����������� Ů

������� ������������ �� �������� �� ����������������

�

M

∇̊i

�
X i �X,

dρ

ρ
� ρ2δ

�
dµ(̊g) =

�

∂M

ρ2δ �X,
dρ

ρ
��X, η�̊g dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� �������
������ ���� �� ������

�

M

ρ2δ∇̊X(X,
dρ

ρ
) dµ(̊g) = −

�

M

ρ2δ
�
divX�X,

dρ

ρ
�+ (2δ + 1)�X,

dρ

ρ
�2
�
dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ
�
|dρ|2

h̊
+ o(1)

�
|X|2g̊ dµ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ �X,
dρ

ρ
��X, η�̊g dσ(̊g). ������

�� ������� ���� |dρ|2
h̊
= 1 + o(1) �� ��������� �� ���� � ������� ��� ��� �������

���
�

����� ���
���� (M, g̊) ��� ������� �� ���� g̊ = ρ−2̊h �� δ ∈ ��� ∀X ∈ C ∞

c (T ∗M)�
�

M

Ůkji(X )̊gkjX iρ2δ dµ(̊g) = −
�

M

ρ2δ |∇̊X|2g̊ dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ [2δ2 − δ(n− 1)− (n− 1) + o(1)]|X|2g̊ dµ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ
�
∇̊X(η, X)− δ|X|2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g

�
dσ(̊g), ������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
������� �������

Ůkji(X) g̊kjX i = �X, ∆̊X� − (n− 1)|X|2g̊.

��� ����������� ��� ������� �����

�

M

∇̊k(∇̊kXiX
iρ2δ) dµ(̊g) =

�

M

ρ2δ[�X, ∆̊X�+ |∇̊X|2g̊ + 2δ ∇̊X(
dρ

ρ
, X)] dµ(̊g). ������

�� ������� �� �������� �� ����������������

�

M

∇̊k(∇̊kXiX
i) dµ(̊g) =

�

∂M

∇̊X(η, X)ρ2δ dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� �������
������ ������ ���� �� �������

�

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

����� ���
���� (M, g̊) ��� ������� �� ���� g̊ = ρ−2̊h �� δ ∈ ��� ∀X ∈ C ∞

c (T ∗M)�

�

M

ρ2δ
�
Ůkji(X)∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
+ divX�X,

dρ

ρ
�
�
dµ(̊g)

=

�

M

ρ2δ
�
n−1
2

− δ + o(1)
�
[|∇̊X|2g̊ − |X|2g̊] dµ(̊g)

−
�

M

ρ2δ [(2δ + 1)�X,
dρ

ρ
�2 − |X|2g̊] dµ(̊g)

+
1

2

�

∂M

ρ2δ
�
|∇̊X|2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g − |X|2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g

�
dσ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ �X,
dρ

ρ
��X, η� dσ(̊g),

������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M�

������ �
������� �������

Ůkji(X)∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
= ∇̊2

kjXi∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
− ∇̊X(

dρ

ρ
, X) + ∇̊X(X,

dρ

ρ
).

��� ����������� ��� ������� �����

�

M

∇̊k(|∇̊X|2g̊
∇̊kρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

�

M

ρ2δ
�
2∇̊2

kjXi∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
+ 2δ |∇̊X|2g̊|dρ|

2
h̊

�
dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ(
∆̊ρ

ρ
− |dρ|2

h̊
)|∇̊X|2g̊ dµ(̊g). ������

�� ������� �� �������� �� ����������������

�

M

∇̊k(|∇̊X|2g̊
∇̊kρ

ρ
ρ2δ) dµ(̊g) =

�

∂M

ρ2δ |∇̊X|2g̊�
dρ

ρ
, η�̊g dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� �������
������ ������ ���� �� ������ �� �������

�

���



���� ����������� Ů

����� ���
���� (M, g̊) ��� ������� �� ���� g̊ = ρ−2̊h �� δ ∈ ��� ∀X ∈ C ∞

c (T ∗M)�
�

M

ρ2δ
�
Ůkji(X )̊gikXj + 2 |S̊(X)|2g̊ − 2δ divX�X,

dρ

ρ
�
�
dµ(̊g)

=

�

M

ρ2δ [n− 1− 2δ + o(1)]|X|2g̊ dµ(̊g) +

�

M

ρ2δ |∇̊X|2g̊ dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ 2δ(2δ + 1)�X,
dρ

ρ
�2g̊ dµ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ
�
∇̊X(X, η)− 2δ �X,

dρ

ρ
�̊g�X, η�̊g

�
dσ(̊g) ,

������

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M �����

������ �
������� �������

Ůkji(X) g̊ikXj = ∇̊2
kjX

kXj + (n− 1)|X|2g̊.

��� ����������� ��� ������� �����
�

M

∇̊k(∇̊jX
kXjρ2δ) dµ(̊g) =

�

M

ρ2δ
�
∇̊2

kjX
kXj + ∇̊jXk∇̊kXj + 2δ ∇̊X(X,

dρ

ρ
)
�
dµ(̊g).

������
�� ������� �� �������� �� ����������������

�

M

∇̊k(∇̊jX
kXjρ2δ) dµ(̊g) =

�

∂M

∇̊X(X, η)ρ2δ dσ(̊g). ������

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ��� ���������� ������� �� �������
�

M

ρ2δ∇̊2
kjX

kXj dµ(̊g) =

�

∂M

∇̊X(X, η)ρ2δ dσ(̊g)

−
�

M

ρ2δ
�
∇̊jXk∇̊kXj + 2δ ∇̊X(X,

dρ

ρ
)
�
dσ(̊g). ������

���������
2 |S̊(X)|2g̊ = |∇̊X|2g̊ + ∇̊jXk∇̊kXj

���� ������ �� ��������� �� ����� ∇̊jXk∇̊kXj ���� ������ ��� ��������� ������ ������
���� �� �������

�

��� ������ � �� � ���������� ����������� S̊ ����� ��� ��� ������ ��� �� �� �� �������
���� ����������� Ů ���� ���������� ��������� �� ����������� ��������� ���� ���� �� ���
����������� �� �� ���������� �� ����� �� ����������

����������� ���
���� ER := M\ ΩR � ���� �� ������ ����� ΩR ����������� ���� δ ∈]− 2 ,−1[ �
�� ������ ���� ���������� ��������� cδ �� Rδ ��� ��� ���� ���� R > Rδ�

∀X ∈ C
∞
c (ER) , ||X||1,2,−δ;ER

� cδ (||Ů(X)||2,−δ;ER
+ ||S̊(X)||2,−δ;ER

). ������

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

������ �
�� ����������� �������� (6.87)− 1

2
(6.84) + 1

2
(6.90) + (6.38)− 1

2
(6.39) �����

�

M

ρ2δ Ůkji(X)
�
∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
− 1

2
g̊kjX i + 1

2
g̊ikXj

�
dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ
�
|S̊(X)|2g̊ − S̊(X)(

dρ

ρ
,
dρ

ρ
) �X,

dρ

ρ
�̊g + (2− δ) divX�X,

dρ

ρ
�
�
dµ(̊g)

=

�

M

{−δ2 + (n−3
2
)δ + n+ 1 + o(1)}|X|2g̊ρ

2δ dµ(̊g)

+

�

M

[n+1
2

− δ + o(1)]|∇̊X|2g̊ρ
2δ dµ(̊g)

+

�

M

ρ2δ {2δ2 − 2δ − (n+3
2
) + o(1)}�X,

dρ

ρ
�2g̊ dµ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ 1
2
(δ − 1)|X|2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g dσ(̊g)

+

�

∂M

ρ2δ
�
(2− δ)�X,

dρ

ρ
�̊g�X, η�̊g − 1

2
�X,

dρ

ρ
�2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g

�
dσ(̊g)

+

�

∂M

�
1
2
|∇̊X|2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g + 1

2
|X|2g̊�

dρ

ρ
, η�̊g + 1

2
∇̊X(X,

dρ

ρ
)− 1

2
∇̊X(

dρ

ρ
, X)

�
dσ(̊g).

������

����������� ��� ER � ER ������� ���� ����������� �� ���� ����������� �� ���� ���������
� �������� ���� ∂E∞ = ∂∞M � �� �� ���� ��������� ∂ΩR = {ρ = e−2R} � �����
X ∈ C ∞

c (ER) � X ��� �������������� ��� �� ��������� �� ∂E∞ ���� ��� ��������� ���
∂ΩR �� ����� �� ������ ���� �������� ��� ������ �� ���� �������� ���� ������ �� ����
��������� ��� ∂ΩR� �� ���� ���� ηR �� ������� � ∂ΩR ���������� � ER �� ������ ����
�� ���� ���
������� R → +∞ , ηR − dρ

ρ
→ 0� ����� �dρ

ρ
, ηR�̊g = |dρ|2

h̊
+ o(1) = 1 + o(1)�

�� ������ Xn ������ XT � �� ���������� �� X ������� ������ ������������� � ∂ER�

Xn := �X, η�̊g �� |X|2g̊ = X2
n +X2

T .

�

ER

ρ2δ Ůkji(X)
�
∇̊jX i ∇̊kρ

ρ
− 1

2
g̊kjX i + 1

2
g̊ikXj

�
dµ(̊g)

+

�

ER

ρ2δ
�
|S̊(X)|2g̊ − S̊(X)(ηR, ηR) Xn + (2− δ) divXXn

�
dµ(̊g)

=

�

ER

ρ2δ {−δ2 + (n−3
2
)δ + n+ 1 + o(1)}X2

T dµ(̊g)

+

�

ER

ρ2δ
�
[n+1

2
− δ + o(1)]|∇̊X|2g̊ + {δ2 + (n−7

2
)δ + n−1

2
+ o(1)}X2

n

�
dµ(̊g)

+

�

∂ER

ρ2δ 1
2
(δ − 1)

�
X2

T + o(1)
�
dµ(̊g) +

�

∂ER

ρ2δ 1
2
(2− δ)

�
X2

n + o(1)
�
dµ(̊g)

+

�

∂ER

�
1
2
|∇̊X|2g̊|η|

2
g̊ +

1
2
|X|2g̊ +

1
2
∇̊X(X, η)− 1

2
∇̊X(η, X)

�
dµ(̊g).

���



���� ����������� Ů

�� �� ������� ��� �������� ���������

0 � 1
4
|∇̊iXjη

i −Xj|
2
g̊ = 1

4
|∇̊X|2g̊|η|

2
g̊ +

1
4
|X|2g̊ − 1

2
∇̊X(η, X)

0 � 1
4
|∇̊iXjη

j +Xi|
2
g̊ = 1

4
|∇̊X|2g̊|η|

2
g̊ +

1
4
|X|2g̊ +

1
2
∇̊X(X, η)

�� �� ������� ∀ε > 0, ∃Rε > 0 �� cε >> 1 ��� ��� ∀R > Rε �

cε

�

ER

ρ2δ
�
|Ů(X)|2g̊ + |S̊(X)|2g̊

�
dµ(̊g)

�

�

ER

ρ2δ [n+1
2

− δ − ε]|∇̊X|2g̊ dµ(̊g) +

�

ER

ρ2δ {−δ2 + (n−3
2
)δ + n+ 1− ε}X2

T dµ(̊g)

+

�

ER

ρ2δ {δ2 + (n−7
2
)δ + n−1

2
− ε}X2

n dµ(̊g)

+
1

2

�

∂ER

ρ2δ
�
(δ − 1− ε)X2

T + (2− δ − ε)X2
n

�
dµ(̊g)

+1
4

�

∂ER

�
|∇̊iXjη

i −Xj|
2
g̊ + |∇̊iXjη

j +Xi|
2
g̊

�
dµ(̊g)

�

�

ER

ρ2δ [n+1
2

− δ − ε]|∇̊X|2g̊ dµ(̊g) +

�

ER

ρ2δ {−δ2 + (n−3
2
)δ + n+ 1− ε}X2

T dµ(̊g)

+

�

ER

ρ2δ {δ2 + (n−7
2
)δ + n−1

2
− ε}X2

n dµ(̊g)

+
1

2

�

∂ER

ρ2δ
�
(δ − 1− ε)X2

T + (2− δ − ε)X2
n

�
dµ(̊g).

• ���� �� ����� ��������� �� X2
T � ���� ����� �� ������� �� ������ ����� �� δ ���� ��

������������ ���

∆ =
�n− 3

2

�2
+ 4(n+ 1) =

�n+ 5

2

�2
> 0

�� ���� ��� ������� ����

δ± =
(n− 3)± (n+ 5)

4
=
�
− 2 ;

n+ 1

2

�
.

�� ����� ��� ���� ������� �� ��� �� �� ��������� �� δ ∈]− 2 ; n+1
2
[�

• ���� �� ����� ��������� �� X2
n� ���� ����� �� ������� �� ������ ����� �� δ ���� ��

������������ ���

∆ =
�n− 7

2

�2
− 2(n− 1) =

�n2 − 22n+ 57

4

�
.

�� ������������ ��� ������� �� ��� ∀n ∈ [3, 19] �� ���� n = 3� �� ������ ������ ������
��� 1� ���� �� ����� ��� ���� ������� �� ��� ∀n ∈ [3, 19]� ∀δ ∈ ���
∀n � 20� �� ������������ ��� ����������� ������� �� ��� ������� ����

δ± =
(7− n)±

√
n2 − 22n+ 57

4
.

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

�� ���� ������ ������ ������ δ+ ��� ����������� ���������� � n−1
2
���� ��������� ��

����� ��� ������� �� ��� ∀n � 3� ∀δ ∈]n−1
2

; n+1
2
[�

• �� ����� ��������� �� |∇̊X|2g̊ ��� ������� �� ��� �� �� ��������� �� δ < (n+ 1)/2�

• �� ����� �� ���� ��� ������� �� ��� �� δ ∈]1, 2[�
��� ����������� ���� δ ����������� � ������������ ]1 ; 2[� �� �������
∀ε > 0, ∃Rε > 0 �� cε >> 1 ��� ��� ∀R > Rε �

cε

�

ER

ρ2δ
�
|Ů(X)|2g̊ + |S̊(X)|2g̊

�
dµ(̊g) �

�

ER

ρ2δ [n+1
2

− δ − ε]|∇̊X|2g̊ dµ(̊g)

+

�

ER

ρ2δ
�
{−δ2 + (n−3

2
)δ + n+ 1− ε}X2

T + {δ2 + (n−7
2
)δ + n−1

2
− ε}X2

n

�
dµ(̊g).

����� � ����
||Ů(X)||2,−δ;ER

+ ||S̊(X)||2,−δ;ER
� c ||X||1,2,−δ;ER

.
�

��� ���������� �� ����� �� ���������

�� ������ ���������� ��� �� ����� �� DΦ(g, π)∗ ��� �������� ���� ������ ������ ���
��������� ������ �� ������������ �������� ���� �� ������������� �� �������� ���

����� ���
���� δ ∈ �� �� ξ ∈ W 2,2

−δ (T ) ��� �������� �� ���������� DΦ(g, π)∗ξ = 0� ����� ξ =
(N,X) ��������� �� ������� ����������� �� �� �����

�
T̊ (N) = b0ξ + b1∇̊ξ

S̊(X) = −g̊τN + b2ξ
,

���� b0 ∈ L2
δ �� b1, b2 ∈ W 1,2

δ �

������ �
������� ������ �� ������ � DΦ(g, π)∗ξ = 0 ��������

T − gtrgT = L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊X. ������

S̊(X) = −g̊τN +W 1,2
δ ξ.

�� ������� �� ����� �� ������� �� �����

T̊ (N) = L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊ξ. ������

S̊(X) = −g̊τN +W 1,2
δ ξ.

�

�������� ��� ���������� �� kerDΦ(g, π)∗

���� Ω ⊂ M �� ������ ������� ��� ��� ER ⊂ Ω� ���� (g, π) ∈ F ����� ����
δ ∈]− 2 ,−1[� n = 3� ��������� ��� ξ ∈ L2

−δ(T ) ���������� DΦ(g, π)∗ξ = 0 ��� Ω�
����� ξ ≡ 0 ��� Ω�

���



���� ���������� �� ����� �� ���������

������ �
������� �� ����������� �� � ξ ∈ W 2,2

−δ (T )� ������� �� ����� �� � ������� ξ ��� ��������
�� DΦ(g, π)∗ξ = 0� ξ ��������� ��� �������� �� �� �����

�
T̊ (N) = b0ξ + b1∇̊ξ

S̊(X) = −g̊τN + b2ξ
,

���� b0 ∈ L2
δ �� b1, b2 ∈ W 1,2

δ �

������� �� ��������� ������ �� ����������� Ů �� ������ ���� �� ������ �� �����

Ůkji(X) = ∇̊2
kjXi − Riem g̊ijklX

l + L2
δX. ������

������� ������

Ů(X) = c1∇̊S̊(X) + L2
δX

= −c1τ g̊∇̊N + L2
δξ +W 1,2

δ ∇̊ξ. ������

�� ���� ���� ������� ������ �������� N �� ������ ����� ��� N = o(ρδ) �������� �������
���������
����� �� ���������� �� ������ �� ��������� ��������� �� ����������� ��� �� ��� �

����������� ���
�� ��������� n = 3� ���� δ � 0 �� (g, π) ∈ F � ���� Ω �� ������������� ������� ��
M�
���� ξ ������������ DΦ(g, π)∗ξ = 0 ��� Ω. �� �� ���� ξ ≡ 0 ��� �� ������ U ⊂ Ω �
����� ξ ≡ 0 ��� Ω�

������ ���� �� �� ����������� ����������� �� ���� ����� � ������� ��� ξ �������� ����
�� ����� �� �� ���� ������� ��� ���� �������

||∇̊2X||2,−δ;ER
− c ||X||2,−δ;ER

� ||Ů(X)||2,−δ;ER
. �������

�������� � ������� �� ������� ������ ���� �� ������� ����������� �� ������� �� ������

||X||2,2,−δ;ER
� c (||Ů(X)||2,−δ;ER

+ ||S̊(X)||2,−δ;ER
)

� c ||N ||1,2,−δ;ER
+ C (||ξ||∞,−2δ;ER

+ ||∇̊ξ||3,−2δ;ER
). �������

�� �� ������� �� �� ����������� � � �� ������ ε0 << 1 ��� ��� (5.31) + ε0(6.101) �����

||ξ||2,2,−δ;ER
� c ||T̊ ||2,−δ;ER

+ C (||ξ||∞,−2δ;ER
+ ||∇̊ξ||3,−2δ;ER

).

�� �� �� ����� �� �� �� ��������� ����������� �� ������� �� ������ ���� δ � 0� �� �

||ξ||2,2,−δ;ER
� C ||ξ||2,2,−2δ;ER

� C e4Rδ ||ξ||2,2,−δ;ER
.

�� ������� ∀ δ ∈]− (n+ 1)/2 ,−1]�

||ξ||2,2,−δ;ER
� C e4Rδ ||ξ||2,2,−δ;ER

.

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

���� R ����� ������ ||ξ||2,2,−δ;ER
= 0 �� ��� ����������� �� �������� ξ �������� ���� ���

ER� ���� R >> 1� ������� �� �������� ξ ≡ 0 ��� Ω� ��� Ω ��� ������� ��� ����������
���� ������� �� ������ �� �������� ���

�

�� �������� �������� ����� ��� ��������� ���� �� ��� �������������� �� ���������� ��
�� ���� ������� ��� ���� ������� �� �� ��� ��������

���������� ��
���� δ ∈] − (n + 1)/2 , 0] \ {−(n − 1)/2}� ���� n = 3� �� ������ ��� ��������� C > 0
��������� �� ||(g, π)||F ����� ��� ���� ���� ξ ∈ W 2,2

−δ (T )�

||ξ||2,2,−δ � C ||P ∗ξ||2,−δ. �������

������ �
���� ������� ��� �� ����� �� P ∗ ��� �� ��������� ����� �� ������� �� �������� �� �����
�� �������� ��� ���� �������� ����� �� kerP ∗ ��� || ||2,2,−δ− �������� ���� {ξk} ���
����� �� kerP ∗ ����� ��� ||ξk||2,2,−δ = 1� �� �������� �� ������� ���� ��� ��� ���� ����
�������� �� {ξk} ��� ����������� ����� ��������� {ξk}� ��� �������� ���� W

1,2
−2δ ���� ���

������ ξ̄� �� ����� {ξk} ��� ���� �� ������ ���� W
1,2
−2δ� ������� ������� ������ ���� ��

���� ��� {ξk} ∈ kerP ∗� �� ����� {ξk} ��� ���� �� ������ ���� W
2,2
−δ � ���� �����������

���� ξ̄ ���� W 2,2
−δ � ��� ������� �� �� ������� �� ��� ������� �� ������ �� �� ��������� ����

�� kerP ∗� kerP ∗ ��� ���� �� ���� ������ ��������� ����� �� �������� �� ������� W 2,2
−δ ��

���� ��� ���� ������ ��������� �� ��������� ���� ���� ������ ��������� ������ �� �����
��� ����� �� �������������� ������ ���� W � ��� ����������� �� ���� ������

W 2,2
−δ = kerP ∗ ⊕W

������� �� ���� �������� ��� ���� �� ������ �� ����� � � �� ������ ��� ���������
C > 0 ��������� �� ||(g, π)||F ����� ��� ���� ���� ξ ∈ W �

||ξ||2,2,−δ � C ||P ∗ξ||2,−δ �������

�� ������� ����� � �� ���������� �� kerP ∗ � ������� �� �������� ���
�

��� ��������� �� ������������

���� ���������� ���� ����� ������� �� ��������� �� ������� �� C �� ���� ��� �����
������� ����� �� F � �� ����� ������ ��� ������ �� ������� �� Φ ���� ��� ������������� ������
�� F �

���



���� ��������� �� ������������

�������� ���
���� Φ : F → L∗ ����������� �� ���������� �� ��������� n = 3�
���� ������ (ε0, εi) ∈ L∗ � ���� ���� δ ∈] − 2 ,−1[� ���������� ��� ��������� ���
��������� �� ����������

C(ε0, εi) := {(g, π) ∈ F : Φ(g, π) = (ε0, εi)}

��� ��� ������������ �� F � �� ������������ �������� ��� ��������� ��� ��������� ��
���������� ���� �� ���� C = C(0, 0) = Φ

−1({0}) � ��� ��������� �� ������������ ��
��������

���� ������� �������� �� �������� ��� ��������� ����������� �� ���� ������� �

• kerDΦ(g, π) ������� �� �������������� ������

•• DΦ(g, π) ��� �����������

���� ������� ��� �� ����� �� DΦ(g, π) ������� �� �������������� ������ �� ������
����� ��� ����� ���� �� ��� �� ��������� �������� DΦ(g, π) ����� �� ��������� ������
��� ����� ��� ����� ��� ���������� �� ������� F ��� �� ������ ����������� kerDΦ(g, π)
����� �� �������������� ������ ��� ���� ���� ������� ��� ���� � ��� �����������

���� ������� ��� DΦ(g, π) ��� ����������� �� ���� �� ������� ��� Im DΦ(g, π) ���
������� �� ����� ������ L∗ ��� �� ������ �� ������� ���� ImDΦ(g, π) ��� �� �����������
��������� ������ �� �������� �� �������������� ���������� ���� ����� ���� �� ������
�� ������� ���� ����� �� ������������� �� ����� ������� ��������

L∗ = ImDΦ(g, π)⊕
�
ImDΦ(g, π)

�⊥
.

�� ��������� �� �������� ��������� ��������� ����������� �� ������

kerDΦ(g, π)∗ =
�
ImDΦ(g, π)

�⊥
,

�� �������
L∗ = ImDΦ(g, π)⊕ kerDΦ(g, π)∗

�� � ������ �� ���������� �� kerDΦ(g, π)∗ ���� �� �������� ��� �� ��� ��������

ImDΦ(g, π) = L∗.

���� ������� ��� ImDΦ(g, π) ��� ������� �� ��������� ��� ���������� �������������
(h, p) �� (g, π)� �� �� �����

�
hij = 2 y gij

pij =
�
2S(Y )ij − gijtrgS(Y )− (n− 1)(n− 2)τy gij

�√
g

, �������

����������� � ������ ��� ������ (y, Y i)� ���� ���� ������� � ������ ����������� F �����
����

F (y, Y i) = [F0(y, Y
i), Fi(y, Y

i)] = [DΦ0(g, π)(h, p), DΦi(g, π)(h, p)]. �������

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

������� ������ �� �������





F0(y, Y
i) = 2(n− 1)

√
g [−∆y + ny] + (4− n)Φ0(g, π) y + 2(n− 2)τdivY

√
g

+L2
δ [y + Y ] +W 1,2

δ ∇̊Y.

Fi(y, Y
i) = −2

√
g [−∆Yi + (n− 1)Yi] + 2Φi(g, π) y +W 1,2

δ ∇̊y + L2
δ [y + Y ].

��������� �� ��� ���������� ������������� ��� �� ������ � ����������� F ��� ����� ����
������ ���� ��������� ���������� ��� ���� ����� ������� ��� �������� �� ��� ����������
��� ��� ���������� ����������� ��� �������� ���� ��������� �� �������� �� �������� ���
Im F ��� ������ �� Coker F ��� �� ��������� �����
�� ���� ��� ����������� A �������� ��� ��� ��������� �� ������� ���� ������������ �� F
������ ���� �� ��� ��������������� ����������� B = −∆+n− 1 �������� ��� ��� ������
�� �������� ��� ��������� ������� ���� ������������ �� F � �������





F0(y, Y
i) = 2(n− 1)

√
gAy + (4− n)Φ0(g, π) y + 2(n− 2)τdivY

√
g

+L2
δ [y + Y ] +W 1,2

δ ∇̊Y.

Fi(y, Y
i) = −2

√
g (BY l)gil + 2Φi(g, π) y +W 1,2

δ ∇̊y + L2
δ [y + Y ].

�������

��������� ������� ������� �� �������� �� ���� ����������� B �������� ���������
������ ������� �� �������� �� ���� ����������� A� �� ���� �������� ���� ������� ���
������� �� F ��� ������ �� �������� ���

�������� ���
���� δ � 0 �� g ∈ G+� ���� ����������� B = −∆+ n− 1 �� |s| < (n+ 1)/2�
����� B : W 2,2

s (TM) → L2
s(TM) ��� ������ �� ����� �� ������ ��������� ����������

||Y ||2,2,s � C (||BY ||2,s + ||Y ||2,s;ΩR
) . �������

�� ������������ B ��� �� ��������� ������������� � ���� B � �� ����� �� ���������
���� �� ��� ����� ��� �������

������ �
���� ����������� B̊ = −∆̊ + n − 1 �������� ��� ��� ������ �� ��������� ������� ��
����������� � �� ����� �� ����� �������� �� B̊ ��� (n + 1)/2 �� ��� �� �������� � ��
����� ∀|s| < (n + 1)/2� B̊ : W 2,2

s (TM) → L2
s(TM) ��� �� ��������� ��������� ��� ��

���������� ���� �� ��� � B̊ ��� �� ������������ ���� �� ���� ����� �� s� �� ������ ����
��� ��������� �������� C = C(n, s) ����� ���

||Y ||2,2,s � C ||B̊Y ||2,s. �������

�� ������ �� �������� ��� �� ���� ��� ����� �� �������� �� �� ������� ��������
������.

�

���� ������ ������ �� �������� �������� �������� ��� ������� �� F ��� ������� ����
������� ��������� �� ����� �� � F ���� �����

���



���� ��������� �� ������������

�������� ���
���� δ ∈]− (n+ 1)/2, 0] ���� n = 3�
����������� F : W 2,2

δ (M)×W 2,2
δ (T M) → L2

δ(T
∗ ⊗ Λ

nT ∗M) := L∗ ��� ������
�� ����� �� ������ ��������� ����������

||(y, Y )||2,2,δ � C (||F (y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||(y, Y )||2,δ;ΩR
) . �������

�� ������������ F ��� �� ��������� ������������� � ���� F � �� ����� �� ���������
���� �� ��� ����� ��� �������

������ �
�� ������� �� �� ��������� �� F � ����������� ������������� ������ �� ����������� �� �������
�δ � 0� ������� �����������

||F (y)||2,δ � C ||y||2,2,δ,

�� C ��� ��� ��������� ��������� �� g̊ �� ||g||F � ����� F ��� �� ��������� �����
����������
�� �� ������� �� ������������ �� F0(y, Y

i) ���� ������ �� �� ��������� ����������� �� ����
��� ������ � ������� ����������� �� ������� ������ � ����������� �� ������� ���� δ � 0 ��
Φ0(g, π) ∈ L2

δ �

||y||2,2,δ � C (||Ay||2,δ + ||y||2,δ;ΩR
)

� C
�
||F0(y, Y )||2,δ + ||Φ0(g, π)y||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||div Y ||2,δ

+ε||Y ||2,2,0 + ||y||2,δ;ΩR

�

� C (||F0(y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||Y ||2,2,δ + ||y||2,δ;ΩR
) . �������

������� ����� �� �� ������� �� ������������ �� Fi(y, Y
i) ���� ������� �� �� ���������

����������� �� ������ ������ � ������� ����������� �� ������� ������ � ����������� �� �������
���� δ � 0 �� Φi(g, π) ∈ L2

δ �

||Y ||2,2,δ � C (||BY ||2,δ + ||Y ||2,δ;ΩR
)

� C
�
||Fi(y, Y )||2,δ + ||Φi(g, π)y||2,δ + ||(y, Y )||2,0

+ε||Y ||2,2,0 + ||Y ||2,δ;ΩR

�

� C (||Fi(y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ε||Y ||2,2,δ + ||Y ||2,δ;ΩR
)

� C (||Fi(y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,0 + ||Y ||2,δ;ΩR
) . �������

����������� �� ����������� �� ������� �� ������� ����� ��������
���� ���� δ ∈] − (n + 1)/2, 0]� ��������� ������� ������� ��� F ��� �������� � ����� ��
�������� � �� ��� ��� ������������� ���������� �� ������ ��� F ��� ��������������
���� F � �� ����� �� ��������� ���� �� ��� ����� ��� �������

�

������ ��� F �� ��� ������� F ∗ ��� �� ���� ���������

F ∗ : L2
−δ(T ) → W−2,2

−δ (T ∗ ⊗ Λ
nT ∗M).

���� �F ∗ �� ����������� �� F ∗ ����� ����� ���� �

�F ∗ : W 2,2
−δ (T ) → L2

−δ(T
∗ ⊗ Λ

nT ∗M).

�� ���� ��������� �� �������� �� � �F ∗ ���� ������� ��� kerF ∗ ��� �� ��������� ���� �

���



��������� �� ���������� � �� ��� �������

�������� ���
���� δ ∈]− (n+ 1)/2, 0] ���� n = 3� ����������� �F ∗ : W 2,2

−δ (T ) → L2
−δ(T

∗ ⊗Λ
nT ∗M)

��� ������ �� ����� �� ������ ��������� ����������

||(y, Y )||2,2,−δ � C
�
||�F ∗(y, Y )||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||(y, Y )||2,−δ;ΩR

�
. �������

�� ������������ �F ∗ ��� �� ��������� ������������� � ���� �F ∗ � �� ����� �� ���������
���� �� ��� ����� ��� �������

������ �
�� ������� �� �� ��������� �� �F ∗� ����������� ������������� ������ �� ����������� �� �������
�δ � 0� ������� �����������

||�F ∗(y)||2,−δ � C ||y||2,2,−δ

�� �� ������� �� ������������ �� �F ∗
0 (y, Y

i) ������������� ��������� � F0(y, Y
i)) ����

������ �� �� �� ������� �� ����������� �� ������ ������ � ������� ����������� �� �������
������� ����������� �� ������� ���� δ � 0 �� Φ0(g, π) ∈ L2

δ �

||(y, Y )||2,2,−δ � C (||Ay||2,−δ + ||N ||2,−δ;ΩR
)

� C
�
||�F ∗

0 (y, Y )||2,−δ + ||Φ0(g, π)y||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||div Y ||2,−δ

+ε||Y ||2,2,−2δ + ||y||2,δ;ΩR

�

� C
�
||�F ∗

0 (y, Y )||2,δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||Y ||2,2,−δ + ||y||2,−δ;ΩR

�
.�������

������� ����� �� �� ������� �� ������������ �� �F ∗
i (y, Y

i) ������������� ��������� �
Fi(y, Y

i)) ���� ������� �� �� �� ������� �� ����������� �� ������ � � ������� ����������� ��
������� ������� ����������� �� ������� ���� δ � 0 �� Φi(g, π) ∈ L2

δ �

||Y ||2,2,−δ � C (||BY ||2,−δ + ||Y ||2,−δ;ΩR
)

� C
�
||�F ∗

i (y, Y )||2,−δ + ||Φi(g, π)y||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ

+ε||Y ||2,2,−2δ + ||Y ||2,−δ;ΩR

�

� C
�
||�F ∗

i (y, Y )||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ε||Y ||2,2,−δ + ||Y ||2,−δ;ΩR

�

� C
�
||�F ∗

i (y, Y )||2,−δ + ||(y, Y )||2,−2δ + ||Y ||2,−δ;ΩR

�
. �������

����������� �� ����������� �� ������� �� ������� ����� ��������
���� ���� δ ∈] − (n + 1)/2, 0]� ��������� ������� ������� ��� �F ∗ ��� �������� � ����� ��
�������� � �� ��� ��� ������������� ���������� �� ������ ��� �F ∗ ��� �� ���������
�������������� ���� �F ∗ � �� ����� �� ��������� ���� �� ��� ����� ��� �������

�

��� ���������� ����������� kerF ∗ = ker�F ∗ ��� ����� �� ��������� �����

���� ����� ���������� ���� ��� ������ ���� ��������� �� �������� ��� ������� �������
�� F ��� ������ ������� �� �������� ��� �� ���� ��������� �� ����� �� � F � ��������
����� (CokerF )∗ � kerF ∗ �� ��� ����� �� �������� ��� (CokerF )∗ ��� �� ���������

���



���� ��������� �� ������������

����� �� ��������� ����� �� ������ ��������� �� ��� ������ ���� ���� ���������� ��
Coker F ��� ���� �� ��������� ����� ����������� F ���������

ImF ⊂ ImDΦ(g, π) ⊂ L∗.

���� π �� ���������� ��������� �

π : L∗ → Coker F

π(ImDΦ(g, π)) ��� ����� ����� ����������� ��������� ���� ������ ��������� �� ������
���� ���� �Coker F �� Im (DΦ(g, π)) ��� ������ ����� ����� ���������� ���� ����� ���
��� ����������� ��������� ���� ������� �� ������ �� �� ��������� �� ������� �� C �� ����
��� ������������ ����� �� F �

�

���



�������� ������

����� ����� ������� ����������
���������������� ������������

���





�������� �

��������� �� ���������� �� �� �����

��� ���������� ����� ������� �� �����

������� �� ����� ������� ��� ����������� �� ����� ��� ��� ���� ����������� ���� ����
���� ��� �� ������������� ����� ��� ���� ������� ��� ���� ������ ������� ������ ������
���� �� �������

�� ��������� ��� ��������� A1 = {1 < z < 2} × Sn−1 �� Aλ = {λ < ρ < 2λ} × Sn−1

�� �������������

ψλ : A1 → Aλ

(z, θ) �→ (λz, θ) = (ρ, θ)

��� Aλ� �� � �� �������� b ∼ ρ−2(dρ2+ dΩ2) ���� �� ����� ������ ��� dµb = ρ−n dρ dΩ�
��� A1� �� �������� b ������� �� �������� bλ ∼ z−2(dz2+λ−2dΩ2) ���� �� ����� ������
��� dµbλ = z−n λ−(n−1)dz dΩ� ���������� ���� ������� �������� �� �������� �� ����� ���
A1 �� ���� ��� �������� e1 ����������� � �� �������� ����������� ��� A1 �� �� �����
e1 = dz2 + dΩ2� �� ���� uλ = u ◦ ψλ�

����� ���
�� ��������� n � 3� ���� ����� �������� u ∈ Lq(Sλ) �

||u||q;Sλ
≈ λ−n

q ||uλ||q;S1

������ �
����� ����� ��� ρ ∼ λ ��� Sλ � �� �����

||u||q;Sλ
=

��

Sλ

|u|qρ−ndΩ
� 1

q

≈ λ−n
q

��

S1

|uλ|
qdΩ

� 1

q

= λ−n
q ||uλ||q;S1

�

����� ���
�� ��������� n � 3� ���� ����� �������� u ∈ W 1,p

δ (Aλ) �

||uλ||1,p;A1
� λ

n−1

p
−1−δ ||u||1,p,δ;Aλ

.

���



���� ���������� ����� ������� �� �����

������ �
���� ����� �������� u ∈ Lp

δ(Aλ)� ����� ����� ��� ρ ∼ λ ��� Sλ �� z ∼ 1 ��� S1 �

||u||pp,δ;Aλ
=

�

Aλ

|u|pbρ
pδdµb

≈
�

Aλ

|u|pbρ
pδ−ndρdΩ

≈
�

A1

|uλ|
p
e1
λpδ−(n−1)dzdΩ

≈ λpδ−(n−1) ||uλ||p;A1

������� �����

|du|2b ∼ ρ2
�
(∂ρu)

2(ρ, θ) + ĝθiθj∂θiu ∂θju
�

∼ λ2z2
�
(∂ρu)

2(λz, θ) + ĝθiθj∂θiu ∂θju
�

�� uλ = u ◦ ψλ � �� ��� �������� ∂zuλ = λ∂ρu ��

|du|2b ∼ z2
�
(∂zuλ)

2(z, θ) + λ2ĝθiθj∂θiu ∂θju
�

∼ |duλ|
2
bλ

� λ2 |duλ|
2
e1
.

���� ������������� |du|pb � λp |duλ|
p
e1
�� ��� ����������

�

Aλ

|du|pbρ
pδdµb � λp(1+δ−n−1

p
)

�

A1

|duλ|
p
e1
dzdΩ

�

����� ���
���� δn = 2n−3

2n−2
� �� ������ ���� ���������� λ0 << 1 �� c ������ ��� ���� ���� λ � λ0�

���� ����� �������� u ���� W 1,2
δ (Eλ0

)� ����� u ∈ L1(Sλ) ��

||u||1;Sλ
� cλ−(δn+δ)||u||1,2,δ;Aλ

. �����

��� ����������� ||u||1;Sλ
= o(λ−(δn+δ)) ������� λ → 0.

������ �
��������� �� ������� �� ��������� n− 1 � 2 �
���� ���� q � 1� �� ������ ��� ��������� c ����� ���

||u||1;Sλ
� c ||u||q;Sλ

. �����

��������� �� ������� �� ��������� n− 1 � 2 �
���� ���� q ��� ��� 2 � q � 2(n−1)

n−2
� �� ������ ��� ��������� c ����� ���

||uλ||q;S1
� c ||uλ||1/2,2;S1

. �����

���



��������� �� ���������� �� �� �����

������� uλ ∈ W 1,2(A1) � �� �������� �� ����� �������� ��� uλ ∈ W 1/2,2(S1) ��

||uλ||1/2,2;S1
� ||uλ||1,2;A1

. �����

���� ������� ����������� ����� �� ���� ��� ��������� �� �������� �� ������� q = 2(n−1)
n−2

�
������ �������� ������� ���� ������ ����� ���� �� ����� �������� ���� �� ����� ���
�� �� ����� ���� ����� ���� �������� ��� ���������� ���������� � ����� �� �� ����� ���
�������� �����

δn =
n

q
+ 1− n− 1

2
=

2n− 3

2n− 2 �

��� ����� �������

�� ��������� ��� �������� ������������ ������ bk �� ��������� n ��� B :=]0, ρ0]×N
�� �� �����

bk = ρ−2
�
dρ2 + (1− kρ2

4
)2h
�

, k = {0,±1} �����

�� (N, h) ��� ��� ������� ������������ ���������� �������� �� ��������� n − 1 ����
�� �������� �� ����� ��� ������ ���

Ric h = k(n− 2)h , k = {0,±1} , n � 3. �����

���� ������ �� ������� �� ������������� ��� ���������� ���������� ��������� ���� N �
��� ��������� ����� �� ����� ���������� ��� bk ��� ���������� ���������� ��� τ = 0 ����
�� ��� ���������������

Ric bk = −(n− 1)bk , R(bk) = −n(n− 1) = 2Λ. �����

�� ���� (b)∇ �� ∆b �� ������� ���������� �� �� ��������� ���� �� �������� bk�
�� ������

Nbk := {V ∈ C
∞(B)� (b)∇ (b)∇V = V (Ric bk + nbk)}

������� h ��� ��� ������� ����������� �������� �� �������� ������������ ���������� ��
� �� �������� ������� ���� ����� ������ �� ��� Nbk �
• ������� k = 0,−1 =⇒ Nbk = ����

�
V(0)

�
���� V(0) = ρ−1(1 + kρ2

4
)�

• ������� k = 1, (N, h) = (Sn−1, gSn−1) �� b1 ��� �� �������� �������������
�� �� ��������� �� ������ �� �� ����� �� �������� ����� ��� ������� ����� ���������
����� �� ����� ���� ω = 1

2
(1− |x|2) = ρ(1 + ρ

2
)−2�� �� �

Nb1 = ����{V(µ)}µ=0,...,n

���� V(0) = ρ−1(1 + ρ2

4
) �� V(i) = ρ−1

�
1 + ρ

2

�2
xi , i = 1, . . . , n

�� ��� xi ���� ��� ����������� ������������ ��� �� ����� �� ��n�

�������� � ���� ���� k = {0,±1}� V(µ) = O(ρ−1) �� | (b)∇(µ)|b = O(ρ−1) , ∀µ =
0, . . . , n ������� ρ → 0�

���



���� ����� �������

���� Ω̃ρ0 := {x ∈ M : ρ(x) > 2 ρ0}� �� ��������� �� �������������� φ �����
B =]0, 2 ρ0]×N �� Ẽρ0 = {x ∈ M : ρ(x) � 2 ρ0} = M\ Ω̃ρ0 ⊂ Mext

φ : Ẽρ0 →]0, 2 ρ0]×N.

�� ���������� bk ��� φ �� �� ������� �� �������� g̊ = φ∗bk ��� Ẽρ0 � �� �������� g̊
�� ������� C ∞ ��� M\ Ẽρ0 � ����� ��� ���������� ��������������� ��������� ��� M ����
����������� �

Ric g̊ + (n− 1)̊g ∈ C
∞
c ⊂ L2

δ �����

R(̊g)− 2Λ ∈ C
∞
c ⊂ L1

−1 �����

���� V∞ ∈ Nbk � �� ������ V∞ ��� Ẽρ0 ��� φ �� �� �� �������� �� ����� C ∞ ��� Ω̃ρ0 ��
������������ �� ��� �������� V̊∞� �� ������� ����� V̊∞ = φ∗V∞ = V∞ ◦ φ−1 ��� Ẽρ0 �� ��
����������� ��� Ẽρ0 �

∇̊∇̊V̊∞ = V̊∞(Ric g̊ + ng̊) ������

(R(̊g)− 2Λ) V̊∞ = 0 ������

���� ρ1 << 1 ��� ��� ρ1 � ρ0 � �� ������ ��� �������� �� ���������� χρ1 ��� M
��������

χρ1 =

�
1 ��� Ẽρ1/2

0 ��� Ω̃ρ1

�� ��� ��� V̂∞ ∈ C ∞(M) ��� �� ��� �� ��������� �� ������� ������������ V∞ ����
������ ρ1 << 1 ��� ���

V̂∞ = χρ1V̊∞ =

�
V̊∞ ��� Ẽρ1/2

0 ��� Ω̃ρ1

������

�������� � V̂∞ ����� ��� ���������� ��������� ��� �� ������ ��������� V̊∞ ��� Ẽρ1

��� �� ������ ��� �� �������� Aρ1 := Ω̃ρ1/2 \ Ω̃ρ1 = {x ∈ M : ρ1 < ρ(x) < 2 ρ1} �����
��� ����� ���� ���� ���� ��� V̂1 �� V̂2 �� ��������� �� ������� ������������ �� ���� V∞

�� �������� ��� ��� ��� �������� �� �������� ���� �������� ����� �������� ����� �
������� ������� ������ ���� ��� ���������

��� �������� V ∈ C ∞(M) ��� ������� �������� ���������������� ��� ���� ������
V∞ ∈ Nb ���� �� ��� � ������� V̂∞ ��� ��� ��� V − V̂∞ ∈ W k,2

s (M)� �� V1 �� V2 ����
���� ��������� ���������������� ��� ������������ V∞� ����� V1 − V2 ∈ W k,2

s (M) ��
�� ���� ������ �� ������ ��� ��������� ���������������� ��� ������������ V∞ �

V∞ +W k,2
s (M) := {V : V − V̂∞ ∈ W k,2

s (M)}

�� ������ ���� ����� ������
√
g̊ �� ������ �� ������ �������� � �� �������� g̊�

���



��������� �� ���������� �� �� �����

��� ��������� �� �� ������������� �����

�� ��������� ���� ����� ����� ������ ��� �� ����� �� ��� �������������� ���� ������
M ��� ��� ������������ �� ����� ������ ���������� ���������� �� �������������� N �
�� ��������� ����������� �������

R0(g) :=
�
∇̊2 ijgij − ∆̊tr̊gg − Ric g̊ (̊g−1 e g̊−1) + 1

2
(R(̊g)− 2Λ)tr̊ge

��
g̊ ������

�� ������ eij = gij− g̊ij � ����������� R0(g) ����� ����� ��� �� ���������� �� �� ��������
�������� �� g̊ ���� �� ��������� e� �� ����� ���� �� ��� ��������������� ����������� ��
���������� ���� ����� ��������� �� ������� �� ������ ������

Φ0(g) := (R(g)− 2Λ)
√
g.

������� ������ � ������������ �� �� ���������� �� g̊ ���� �� ��������� e ���

DΦ0(̊g).e =
�
∇̊i∇̊jeij − ∆̊tr̊ge

��
g̊ −

�
Ric g̊ (̊g−1 e g̊−1)− 1

2
(R(̊g)− 2Λ)tr̊ge

��
g̊

= R0(g) ,

�� ��� L2(dµ(̊g))�������� ������ ���

DΦ0(̊g)
∗.V =

�
∇̊i∇̊jV − g̊ij∆̊V − [Ric g̊ − 1

2
(R(̊g)− 2Λ)̊gij]V

��
g̊. ������

�� ��������� ��� ��������� �� ����� ������������������� U(V, e) ��� �� ������� �������������
������������ ���� �� ������� ������������� ��� ������

�V,DΦ0(̊g).e�0 = ���0U(V, e) + �DΦ0(̊g)
∗.V, e�0 , ������

�� � , �0 ������� �� ������� �������� ���� �� �������� g̊�
�� ������ �� ������������� ��������� ������� ����� ���� �� ��������� V∞� ����� ����

M(V∞,φ, g) :=

�

M

div0 U(V̂∞, e)

=

�

M

�V̂∞, DΦ0(̊g).e�0 −
�

M

�DΦ0(̊g)
∗.V̂∞, e�0 ������

=

�

M

V̂∞ R0(g)−
�

M

�DΦ0(̊g)
∗.V̂∞, e�0.

��� ������������ �� V̂∞ � DΦ0(̊g)
∗.V̂∞ = 0 ��� Ω̃ρ1 �� DΦ0(̊g)

∗.V̂∞ = 0 ��� Ẽρ1/2� ������
���� �� ������ �� ������� �����

M(V∞,φ, g) =

�

Ẽρ1

V̂∞ R0(g)−
�

Aρ1

�DΦ0(̊g)
∗.V̂∞, e�0. ������

��� ������� ������� 0 �� e ����� ��� ����� ���� V̂∞ R0(g) �� �DΦ0(̊g)
∗.V̂∞, e�0� ����� ��

���������� ���� ������������ ������ �� M �� �� �������

M(V∞,φ, g) =

�

Ẽρ1

�
V̂∞(∇̊2 ijgij − ∆̊tr̊gg)− (∇̊2 ijV̂∞ − ∆̊V̂∞ g̊ij) eij

��
g̊

=

�

Ẽρ1

∇̊i
�
V̂∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̂∞tr̊ge− ∇̊jV̂∞eij

��
g̊.

������

���



���� ��������� �� �� ������������� �����

�������� � �� ��������� ������ ���� ������ �� ���� ��� �� ����� ������ �� V∞ ����
��� ������������ �� ����� �� ��� �� ��������� �� ������� ������������ V∞� �� ����� ��
���� ������� ���� ���� V̂1 �� V̂2 ������������ V∞� ������� ��� �������� ����������� ����
��������� ��� ��� �������� ����� � ������� ������� ������� ���� Aρ1�� �� ��������� ���
���� ������ �������� ���� V̂1 �� V̂2 ��� ����� ����������� ����� ���������� ����� 1������
� ������� �������� ���� ������
�� ����� ������� ����� ��� ���������� ���������������� ����������� � �� �������� �� ����
������ ������������� ��� ���� ������������ ��� ��� ����� ��������������� ���������
������� � ������� � ��������� ���� ���� ����� ��������� �� �� ����� �������

����� ��� ����� ����� ����
����M =

�
k�1 Mk ��� ���������� ����� ������� n��������������� ��� ��������M

��� ��� ��������� �������� � ����� ������ ∂Mk� ��������� ��� β ∈ W 1,2
loc (Λ

n−1T ∗M)
���������� dβ ∈ L1(ΛnT ∗M)� �����
�� �

∂Mk

β ������ ���� ���� k � 1 ,

�� �

∂M∞

β := lim
k→+∞

�

∂Mk

β ������.

������ �
∂Mk ����� ������ �� �������� �� ����� ���� ��� ���

β ∈ W 1/2,2(∂Mk) ⊂ L2(∂Mk) ⊂ L1(∂Mk),

�� ��� ������� �� ������� �������������� ���� ������ �� ��������� �� ����������� �� �������
�� ������� �������� ���� ������ ��� ��� ���������� �� ���� ���� �� ������� ���� ����
�������� �� ��������� �� �� ������� �� ���� ������ ���� ������ ����������� �� ��������
�� ������ � dβ ��� ��������� ������ ������ ��������� �� ������������ ���� ���� 1 � q � p�

�

∂Mp

β −
�

∂Mq

β =

�

Mp\Mq

dβ.

������� dβ ∈ L1(ΛnT ∗M)� �� ������ �� ������ �� ���������� ��������� ��� �� o(1)
������� q = min(p, q) → +∞ �� ��� ������ {

�
∂Mk

β}∞k=1 ��� ��� ����� �� ������� �������
����� ���� �� ����� ��������

�

������� �� �������� �� ���������������

M(V∞,φ, g) =

�

∂Ẽρ1

�
V̂∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̂∞tr̊ge− ∇̊jV̂∞eij

�
ηi dσ

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂Ẽρ1 ���� M �� dσ ��� �� ������ ������� ��� ∂Ẽρ1 �
Ẽρ1 ������� ���� ����������� �� ���� ����������� �� ���� � ������� ���� S∞ �� ��
���� ��������� ∂Ω̃ρ1 = Sρ1 � �� �� ������ ��� V̂∞ ��� ��� ��� Sρ1 ��� ������������ �� ���
���� ρ � ρ21� V̂∞ = V̊∞� �� ������� ���� �� ����� �� ����� ������� ��� ��� ����������

���



��������� �� ���������� �� �� �����

��������������� ������ ��������� ���� ������������ M =
�

k�1 Sk �� Sk = {x ∈ M :
ρ(x) = 1/k} �� ��������� �� ����� ����� �� ����� ��������

M(V∞,φ, g) =

�

S∞

�
V̊∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̊∞tr̊ge− ∇̊jV̊∞eij

�
νi dσ0 ������

=

�

S∞

U(V∞, e)(ν) dσ0

�� S∞ = limSk
k→0+

� ν �� ������� ���������� � S∞ ����M �� dσ0 �� ������ ������� ��� S∞�

�� ������� ���� ������������ �� ������������ ����������� ���� �� ��������� �� �� �����

U(V∞, e) = U(V∞,φ, g) = V̂∞ (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊iV̂∞tr̊ge− ∇̊jV̂∞eij

= g̊jk
�
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∂iV̂∞(g − g̊)jk − ∂kV̂∞(g − g̊)ij

�
. ������

�������������

M(V∞,φ, g) =

�

S∞

�
V̂∞ (���0e− dtr̊ge) + dV̂∞(tr̊ge)− e(∇̊V̂∞, .)

�
(ν) dσ0,

��� �������� ���� �� ������������� ������ ���� ���� �� �����
�� ����� � ������� �� ��� ���������� ��������������� �� ����� �� ���� ����������� ���� ����
����� ������������� ��� ���������� ������ �� ������� ��� ��������� V̂∞∇̊g ν �� ∇̊V̂∞(g−g̊) ν
����� ���� W 1,2

loc ��� g ∈ G+� �� �� ����� ���� ������� V̂∞R0(g) ∈ L1 ���� ������� ���
��� ����������� ������ �� ������ ���� ������ ���� ���� ������� �� ���� ����������� ����
��� ���� ���� �� ������� ���������

��� ����������

�� ����� �� �������� �� ���������� �������� ��� ������� ����� ���� � �������� ��� ��
����� ��� ���� ������ ���� ��������� �� ������ �� ��� ���������� ������������

���������� ��
�� ��������� �� �� �������������M ������ ����� ������� ��� ���������� �� �� ��������
�� ��� �� ��������� �� ������� ������������ V∞ ��� ����� �������� ����������������
���
V ∈ V∞ +W 2,2

s (M) � ∀s � −δn − δ�

������ �
�� ��������� ����� ��� ���������� ������ ���� V �� V̂∞ ��� �����������

lim
λ→0

�

Sλ

�
(V − V̂∞) (∇̊jgij − ∇̊itr̊gg) + ∇̊i(V − V̂∞)tr̊ge− ∇̊j(V − V̂∞)eij

�
νi dσ0������

��� ��������� (V −V̂∞)∇̊(g− g̊) ν �� ∇̊(V −V̂∞) (g− g̊) ν ���������� ���� ����������� ����
���� W 1,2

s+δ(M) �� ������� �� ����� ��� ����������� ������ ������� ����� o(λ−(δn+δ+s))
������� λ → 0. �� ��������� s � −δn−δ ������ ��� �� ������ �� ������ �� ������ �����

���



���� ����������

���� ���� 0 ������� λ → 0�
�

�� ����� ������� �� ����� ������� ��� �� �������� ��� ���� ������ ������ �� �����
������� ���� �� ������ �� �� ����������� ��� �� �������� ������� ������� ����������� ��
���������

����� ���
���� M ��� ������� ����������������� ���� g �� g̊ ���� ��������� ������������� ���
M� �� ������ eij = gij − g̊ij �

Ric g̊jk

�
gjk + (gjk − g̊jk)

�
= R(̊g) +O(e2),

�� O(e2) ��� ��� ����� �� ������ �� ������� ������������ �� e�

������ �

g = g̊ + e = g̊ (1 + g̊−1e)

�� ��� ����������

g−1 = (1 + g̊−1 e)−1 g̊−1

=
�
1− g̊−1 e+O(e2)

�
g̊−1

= g̊−1 − g̊−1 e g̊−1 +O(e2).

�����������
g−1 + g̊−1 e g̊−1 = g̊−1 +O(e2).

�

����������� ���
���� g ∈ G+� ����� ���� ���� δ � −1/2� �� ������ ��� ��������� c > 0 ��������� �� g̊
�� δ ����� ���

||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 � c(1 + ||g − g̊||22,2,δ). ������

������ �
������� ������ �� �������� �������� �� g ���� ���� �������� ���� �� �����

R(g) = gjk Ric g̊jk +Q(g−1∇̊g) + gikgjl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl),

�� � ��� ��� ����� �� ������ ������������ �� g−1∇̊g�

R(g)− 2Λ = gjk Ric g̊jk − 2Λ+Q(g−1, ∇̊g) + g̊ikg̊jl(∇̊2
ijgkl − ∇̊2

ikgjl)

+
�
(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)

�
(∇̊2

ijgkl − ∇̊2
ikgjl)

= Ric g̊jk

�
gjk + (̊g−1 e g̊−1)jk

�
− 2Λ+Q(g−1, ∇̊g) +R0(g)/

�
g̊

+
�
(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)

�
(∇̊2

ijgkl − ∇̊2
ikgjl)−

1

2
(R(̊g)− 2Λ)tr̊ge.

���



��������� �� ���������� �� �� �����

�� ������� ����� �� ����� ���

R(g)− 2Λ = R(̊g)− 2Λ+O(e2) +Q(g−1, ∇̊g) +R0(g)/
�

g̊

+
�
(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)

�
(∇̊2

ijgkl − ∇̊2
ikgjl)

−1

2
(R(̊g)− 2Λ)̊gij(gij − g̊ij).

��� �����������

Φ0(g)−R0(g) = (R(̊g)− 2Λ)
√
g +O(e2) +Q(g−1, ∇̊g) +R0(g)(

√
g −

�
g̊)/
�
g̊

+
�
(gik − g̊ik)gjl + g̊ik(gjl − g̊jl)

�
(∇̊2

ijgkl − ∇̊2
ikgjl)

√
g

−1

2
(R(̊g)− 2Λ)̊gij(gij − g̊ij)

√
g.

�� ��������� ����������� �� ������ ������ �� ����������� �� ������� �δ � −1/2�

||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 � c
�
||R(̊g)− 2Λ||1,−1 + ||(g − g̊)2||1,−1 + ||(∇̊g)2||1,−1

+||R0(g)(
√
g −

�
g̊)||1,−1 + ||(g − g̊)∇̊2g||1,−1

+||(R(̊g)− 2Λ)(g − g̊)||1,−1

�

� c
�
||R(̊g)− 2Λ||1,−1 + ||g − g̊||22,δ + ||∇̊g||22,δ

+||g − g̊||2,δ||R0(g)||2,δ + ||g − g̊||2,δ||∇̊2g||2,δ

+||g − g̊||∞,0||R(̊g)− 2Λ||1,−1

�

� c
�
||R(̊g)− 2Λ||1,−1 + ||g − g̊||22,2,δ + ||g − g̊||2,δ||R0(g)||2,δ

+||g − g̊||2,δ||R(̊g)− 2Λ||1,−1

�
. ������

������� �� ��������� ������ �� R0(g)� ����������� �� ������ ������ � ����������� �� �������
�� ����������� �� ������� �δ � 0� �

||R0(g)||2,δ � c
�
||∇̊2(g − g̊)||2,δ + ||g − g̊||∞,δ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,0

+||g − g̊||2,δ + ||R(̊g)− 2Λ||2,0||g − g̊||∞,δ

�

� c ||g − g̊||2,2,δ
�
1 + ||Ric g̊ + (n− 1)̊g||2,δ + ||R(̊g)− 2Λ||2,δ

�
.

������ ���� ��� ���������� ��������������� ������

||R0(g)||2,δ � c ||g − g̊||2,2,δ ,

�� ��� ���������� R0(g) ∈ L2
δ �

�� ���������� ���� ������ � ������ ���� ��� ���������� ��������������� ����� �� ������

||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 � c
�
1 + ||g − g̊||22,2,δ + ||g − g̊||2,2,δ

�
.

�� �� ������� �� ��������� �� �������� 2a � 1 + a2 ���� a = ||g − g̊||2,2,δ.
�

���



���� ���������� �����������

�������� ���
���� ε ∈ L1

−1(Λ
nT ∗M)� ������� ���� ��� φ �� V∞� �� ������������� M ������ ���

������ ��� ����� ��� �� ������������ �� ������� C(ε)�

M ∈ C
∞(C(ε); ��).

������ �
�� ������������� M ��������� ������������ �� g� �� ���� ���� �� ������� ��� M ���
������ ��� C(ε) �� ���� �� ��� ���������� ��������� ���� ������ ���� ������������� ��
�������� ��������� ����� � ������� �������� ���� ��� ������������ ����� V̂∞ = O(ρ−1)�
������� ��� �� �������� ��������� ��� ����������� ������� � ������� ��� R0(g) ∈ L1

−1�
�� ��� ������� �� �� ����������� ��� �� ����� ������� ε ∈ L1

−1(M)� �� ���� �������� ��
������ �� �������� �� ���

||R0(g)||1,−1 � ||Φ0(g)−R0(g)||1,−1 + ||Φ0(g)||1,−1

� c
�
1 + ||g − g̊||22,2,δ

�
+ ||ε||1,−1.

�

��� ����������� ��� ����������� ������ �� ������ �� �� ����� ���� ������ ���� ����
������� �� �����������
���� �� ������� ��������� ���� ������ ���� ���������� �� ��������� ����������� �� ��
����� �� ��������� � �� ���������� �� �� ����� ��� ������� �� ��������������
������ ���� �� �������

��� ���������� �����������

����� ���
������ k = 0, 1, 2� s ∈ ��� g ∈ G+ ��� ���� δ � 0� �� ������ ��� ������� �� ������� �
����� W k,2

s (g) �� ������� �������� � W k,2
s � �� ���������� g̊ ��� g� ����� �� �

W k,2
s (g) = W k,2

s .

�� �������� ������ ��� ������� W k,2
s ���� ������������ �� �� �������� �� G+ ��������

���� ��� �������

������ �
���� ∇ �� ��������� �������� � �� �������� g� �� �������� ��� ����� �������� g ∈ G+

��� ����������� � g̊ ������� δ � 0� ���� �������� ��������������

W̊k,s := W k,2
s (̊g) �� Wk,s := W k,2

s (g).

�� ���� ���� ������� ��� W̊k,s = Wk,s, ∀k = 0, 1, 2, ∀s ∈ ��� ���� g = g̊ + W̊k,s � s ∈ ���
�������� ����������� W̊k,s ⊂ Wk,s �
���� k = 0 � ���� �� ������� u ∈ Tm

r (M) ��� ��� u ∈ W̊0,s� ����� ������� g �� g̊ ����
������������� �� � ������������� �����������

W̊0,s ⊂ W0,s. ������

���



��������� �� ���������� �� �� �����

���� k = 1 � ���� u ∈ W̊1,s � ����� u �� ∇̊u ���� ���� W̊0,s ⊂ W0,s�

∇u � ∇̊u± Au

������� g ∈ G+� A ∈ W̊1,δ �� ��� ������� Au ∈ W̊0,s+δ� ������ ���� �� ����������� ��
������� �δ � 0� �� ������ � �� � �����������

W̊0,s+δ ⊂ W0,s, ������

�� ��� �������� Au ∈ W0,s �� ��� ����� ∇u ∈ W0,s� �� ��� ����� ���� �����������

W̊1,s ⊂ W1,s. ������

���� k = 2 � ���� u ∈ W̊2,s � ����� u �� ∇̊2u ∈ W̊0,s ⊂ W0,s �� ∇̊u ∈ W̊1,s ⊂ W1,s

∇2u � ∇̊2u± ∇̊(Au)± A∇̊u± A2u

� ∇̊2u± u∇̊A± A∇̊u± A2u.

������� g ∈ G+� A ∈ W̊1,δ �� ��� ������� A∇̊u ∈ W̊0,s+δ ⊂ W0,s ������� ������� �������
A ∈ W̊1,δ � ∇̊A ∈ W̊0,δ �� ��� ������� A2 ∈ W̊0,2δ� ��� ����������� �� ������� �� ������
���� �� ����������� �� ������� �δ � 0� � ����������� �� ������ �� ������ � �� � ��� ����������
A2u ∈ W0,s �� u∇̊A ∈ W0,s �� ��� ����� ∇2u ∈ W0,s� �� ��� ����� ���� �����������

W̊2,s ⊂ W2,s. ������

���� ������� ����������� ������� Wk,s ⊂ W̊k,s� �� ���� �� ��������� ��� ��� �������
g = g̊ +Wk,s ��� ���� ���� ������ ������ g̊ = g +Wk,s� ���� ������� ����� ��������� ��
���� ������������ ��� ������������ �� ��������� ��� ����� �� g �� g̊�

�

���� �� �� ��������� ���� �������� ��������� ���� �� ����� � �������� �� �������� W k,2
s

���� �������� ��� ������� �� ������� ���� ����� ��������� � �� �������� ��� G+� ��������
���� ��� ������� ���� ��� ���� ����� ���� � ��� ���������� ����������

��� �� ������� ������������ ����������� �� ����� ��������� �� ����� ������� ��������
���� φ �� ψ ���� ��������������� ���������� �� ����������� �� �������� b ��� M�����

g̊ = φ∗b

g̃ = ψ∗b,
������

��� ���� ��������� ����� ���������� �� ����� ����� �� ���������� ��� M� �� ������� ��
���� ���� V∞�
������ ���� ��� ��������� �� �� ������� ��� �� �� ���� �� ���������� �� �������� ����

�� �� ���������� �� ���� ���� ���� ��������� ����������� �������� �

���������� ��
��������� ��� g ∈ G+ = g̊ +W 2,2

δ �� g ∈ g̃ +W 2,2
δ (g̃)� ���� δ � −n/2� ������ � ���

��������� ���� �� ������� �� ������ �� ����� �� ������� ξ ∈ W 3,2
δ ��� ���

g̃ij = g̊ij + (Lξg̊)ij +W 2,2
2δ ,

Ṽ∞ = V̊∞ + ∇̊iV̊∞ξi +W 2,2
2δ+1.

���



���� ���������� �����������

��� �������� ��������� �� ������ ������������ � ������� ���������� ��� ��� ����� ���
�� ������ ����������� �� ������ ������ ���� �����

�� �������� ������� ��� ����� δ ��������� ���� ��� ������� �� ������� �������� � g̊ �� g̃�
�� ����������� ����� �� �������� ���� �� ����� �� ���� ������ ������ ������ ������������
������� ��������������� ���� ��� g̃ ∈ G+ �� ��� ������� � ������ ��� �� ����

�� �������� ������� ������ ������������ ����������� �� ����� ������������� ������
��������� ������������� ���� ������� �������� ��� �������� ������� �������� �� ������
���� ��� ��������� �� �� ���������� ��������� �� ����� ��������� ���������� �� �� ����������
��

�������� ���
���� g ∈ G+ � ���� δ ∈ ] − (n + 1)/2 , −n/2 �� ������ φ �� ψ ���� ���������������
����� ���� ������� �����

M(V∞,φ, g) = M(V∞,ψ, g).

������ �
�� ���������� � ���� �����

Ṽ∞ = V̊∞ + ∇̊iV̊∞ξi +W 2,2
2δ+1,

�� ∇̊iV̊∞ξi ∈ W 3,2
δ+1 ������� ξ ∈ W 3,2

δ � �� ��� �������� ����� � ����������� �� �������
�δ � 0� ��� Ṽ∞ − V̊∞ ∈ W 2,2

δ+1� ���� ������ ��� �� ��� �� ��������� �� ������� V̂∞(g̃)
������������ V∞ �� ��������� ���� �� �������� g̃ ��� ��� ���

V̂∞(g̃) ∈ V∞ +W k,2
δ+1(M).

������� δ ∈ ]−(n+1)/2 , −n/2]� �� ��������� δ+1 � −δn−δ ��� ���� ����������� �� ����
���� �������� �� ���������� � �� ������� ��������� ���� ������������ �� �� ������ ���������
����� V∞ +W k,2

δ+1(M) ���� ������ �� ����� ���� �� ������� �� ������� �� ���� �������
�� ����������� V̂∞ ���� ������ � �� ���� U(V∞,φ, g) �� U(V∞,ψ, g)� ����� ��������������
Ů �� Ũ ��� ��������� ��� ���������� �� ������ ∇̃ ��

√
g̃ �� ��������� �� �� ������ ��

������ ���� �� �������� g̃� ������� ������� �� ���� ���� ���� ��������

β := ∇̊Ů

�
g̊ − ∇̃Ũ

�
g̃

����� �� ���������� ��� Ẽρ1 �� ������� ��� �� �������� ��� ���� ��� ��������� g̊ �� g̃ �����
������������� ������� �������

���



��������� �� ���������� �� �� �����

β = ∇̊i
�
g̊jk

�
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∂iV̂∞(g − g̊)jk − ∂kV̂∞(g − g̊)ij

���
g̊

−∇̃i
�
g̃jk

�
V̂∞ (∇̃kgij − ∇̃igjk) + ∂iV̂∞(g − g̃)jk − ∂kV̂∞(g − g̃)ij

���
g̃

= ∇̊i
�
g̊jk

�
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∂iV̂∞(g − g̊)jk − ∂kV̂∞(g − g̊)ij

���
g̊

−∇̊i
�
g̃jk

�
V̂∞ (∇̃kgij − ∇̃igjk) + ∂iV̂∞(g − g̃)jk − ∂kV̂∞(g − g̃)ij

���
g̊

= ∇̊i
�
g̊jk

�
V̂∞

�
(∇̊k − ∇̃k)gij − (∇̊i − ∇̃i)gjk

����
g̊

+∇̊i
�
g̊jk

�
∂iV̂∞(g̃ − g̊)jk − ∂kV̂∞(g̃ − g̊)ij

���
g̊

+∇̊
�
(g̃ − g̊)

�
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

���
g̊.

�� ������ Ã k
i j = Γ̃

k
i j − Γ̊

k
i j � �� ������� ������� ����� �� ������

(∇̊k − ∇̃k)gij − (∇̊i − ∇̃i)gjk = ∇̊kg̃ij − ∇̊ig̃jk.

��� �����������

β = ∇̊i
�
g̊jk

�
V̂∞ (∇̊kg̃ij − ∇̊ig̃jk) + ∇̊iV̂∞(g̃ − g̊)jk − ∇̊kV̂∞(g̃ − g̊)ij

���
g̊

+∇̊
�
(g̃ − g̊)

�
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

���
g̊

= ∇̊U(V̂∞,φ, g̃)
�
g̊ + ∇̊

�
(g̃ − g̊)

�
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

���
g̊.

������������� ��� Ẽρ1 ����� ������� �������

M(V∞,φ, g)−M(V∞,ψ, g)

= M(V∞,φ, g̃) +

�

∂Ẽρ1

(g̃ − g̊)
�
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

�
ν dσ0

=

�

Ẽρ1

g̊jk ∇̊i
�
V̂∞ (∇̊kgij − ∇̊igjk) + ∇̊iV̂∞(g − g̊)jk − ∇̊kV̂∞(g − g̊)ij

��
g̊

+

�

S∞

(g̃ − g̊)
�
V̂∞ ∇̃g + ∇̊V̂∞(g − g̃)

�
ν dσ0. ������

������������ ������ �� �������� ����� �� ������ �� ������ ������� ��� ���� �� ������
�� �� ����� �� ��������� ��� ��� ���� ������� ��� �� ������ � �������� ������� �� ����
�������� ��� ����� ������� ���� �� ���������� �� �� ����� ������� V̂∞ = O(ρ−1) ��
∇̊V̂∞ = O(ρ−1) ������� ρ → 0 �� ��� (g̃ − g̊) ∈ W 2,2

δ � ����� (g̃ − g̊)V̂∞ ∈ W 2,2
δ+1 ��

∂V̂∞(g− g̃) ∈ W 2,2
δ+1� ��� ����������� ��� ��������� (g̃− g̊) V̊∞ ∇̃g ν �� (g̃− g̊) ∇̊V̊∞(g− g̃) ν

���� �������������� ���� W 1,2
2δ+1 �� W

2,2
2δ+1� ������� δ ∈ ] − (n + 1)/2,−n/2[� ������� ��

����� ��� ������� ρ ���� ���� 0� �� �������� ��������� ��� S∞ ��� �� o(ρ−δn−1−2δ) ����
−δn − 1 − 2δ > 0 �� �� ����������� � ������� ��� �� �������� ��������� ��� S∞ ���
�� o(ρ−2δ−1) = o(ρn−1)� ���� ���� �� ����������� ���� ��� ����� ����������� ��� S∞�
������ �� �������

M(V∞,φ, g)−M(V∞,ψ, g) = M(V∞,φ, g̃).

���



���� ���������� �����������

�������� ���������� ��� M(V∞,φ, g̃) ��� ������ � �� ����� �� �� �������������� ����
������� ��� ������ ������� ��� g̃ = ψ∗b� �� ������� ������������ �� g̃ �� �� ���������� � �

g̃ij = g̊ij + ∇̊iξj + ∇̊jξi +Wij ���� W ∈ W 2,2
2δ . ������

U(V∞,φ, g̃) = g̊jk
�
V̂∞ (∇̊kg̃ij − ∇̊ig̃jk) + ∇̊iV̂∞(g̃ − g̊)jk − ∇̊kV̂∞(g̃ − g̊)ij

�

= V̂∞ g̊jk(∇̊k∇̊iξj + ∇̊k∇̊jξi − ∇̊i∇̊jξk − ∇̊i∇̊kξj)

+g̊jk
�
∇̊iV̂∞(∇̊jξk + ∇̊kξj)− ∇̊kV̂∞(∇̊iξj + ∇̊jξi)

�

+V̂∞ ∇̊W + ∇̊V̂∞ W

= 2∇̊iV̂∞(∇̊jξ
j) + V̂∞ (∇̊j∇̊iξ

j + ∇̊j∇̊jξi − 2∇̊i∇̊jξ
j)

−∇̊jV̂∞(∇̊iξ
j + ∇̊jξi) + V̂∞ ∇̊W + ∇̊V̂∞ W.

�� ����� V̂∞ ∇̊W+∇̊V̂∞ W ��� ���������� �� ���� ���� ��� �� ����� ���� �� ��������
��������� �� ������ �� ������ �� ������ �� �� ��������� ��� ��� ���� ������� ��� �� ������
� �������� �� ���� ���� ��������� ���� �� ����� �� ������� �� ������� ���������� ���������
������� �� ������� �� ����� �� ���������� �� ����� �����

(Ric g̊)ijξ
j = ∇̊j∇̊iξ

j − ∇̊i∇̊jξ
j,

�� ��� ��������

U(V∞,φ, g̃) = 2 ∇̊iV̂∞(∇̊jξ
j)− (∇̊jV̂∞∇̊iξ

j + V̂∞∇̊j∇̊iξ
j)− ∇̊jV̂∞∇̊jξi + V̂∞∇̊j∇̊jξi

+2 V̂∞ (Ric g̊)ijξ
j.

������ ���� ��� �������� ��������� �

2 ∇̊iV̂∞(∇̊jξ
j) = 2 ∇̊j(∇̊iV̂∞ξj)− 2 ∇̊j∇̊iV̂∞ξj

−(∇̊jV̂∞∇̊iξ
j + V̂∞∇̊j∇̊iξ

j) = −∇̊j(V̂∞∇̊iξ
j)

−∇̊jV̂∞∇̊jξi = −∇̊j(∇̊jV̂∞ξi) + ∆̊V̂∞ξi

V̂∞ ∇̊j∇̊jξi = ∇̊j(V̂∞ ∇̊jξi)− ∇̊jV̂∞∇̊jξi

= ∇̊j(V̂∞ ∇̊jξi)− ∇̊j(∇̊jV̂∞ξi) + ∆̊V̂∞ξi

U(V∞,φ, g̃) = 2 ∇̊j(2 ∇̊[iV̂∞ξj] − V̂∞∇̊[iξj])− 2 ∇̊j∇̊iV̂∞ξj + 2 ∆̊V̂ ξi + 2 V̂∞ (Ric g̊)ijξ
j

= −2 ∇̊j(V̂ 3
∞ ∇̊[iV̂

−2
∞ ξj])− 2(∇̊j∇̊iV̂∞ξj − ∆̊V̂∞ξi − V̂∞ (Ric g̊)ijξ

j)

������� ������ �� ������� �� ������� ��� ∇̊j∇̊iV̂∞ = ∇̊i∇̊jV̂∞�

M(V∞,φ, g̃) = −2

� �

Ẽρ1

∇̊i∇̊j
�
V̊ 3
∞ ∇̊[iV̊

−2
∞ ξj]

��
g̊

+

�

S∞

�
∇̊i∇̊jV̊∞ − g̊ij∆̊V̊∞ − V̊∞ (Ric g̊)ij

�
ξjνi dσ0

�

�� ������� ������ � ∇̊i∇̊jV̊∞ − g̊ij∆̊V̊∞ − V̊∞ (Ric g̊)ij = 0 �� �� ������ ����������
����� 2������ ���������� �������������� ��� ������ ��������� �� ������ �� ������������
����������� �� �� ������

�

���



��������� �� ���������� �� �� �����

��� �� ����� ����� ������� ���������� ��

�� ������������� ����� ���� �� ��������� V∞� ������ ���� �� ������� ��� �� ���� ���
���������� ���� �������� ���� ��� �������� ��������� ��������� ���� ���������� �� �������
V∞ ∈ Nbk � ���� ������������� ������� ������ �� ��������� ����������� �����������
�� �� ��������� V∞� ��� ������ �� ����� ����������� ����� ������� ����������������
������������ �� �������� g� �� ������� ������ ����� ����� ����������� � �� �������������
����� ���� �� ��������� V∞� �� ���� ���� ���� ���� ���� ���������� �� ���� ���� � Nbk �
�� �������� �� k = −1; 0; 1� ������� �� ��������� �� Nbk �� ������� �� �������� ���
��������� �� ������������������ �����

• ���� �� ��� k = −1� Nb−1
��� �� ��������� � ��

Nb−1
= ����

�
V(0)

�
���� V(0) = ρ−1(1 + kρ2

4
)

�� ������� �� ����������� �� ����� ����� ����� �� ������� ������� �� �� ��� ��
���� ���� V(0) �� �� ���� ����� ������ �� �����

mAH(g) := M(V(0),φ, g). ������

�� �������� �� ������� V∞ = V 0
∞V(0) ∈ Nb−1

�� �� ���������� V 0
∞ ∈ �� �� �� � �����

M(V∞,φ, g) = V 0
∞mAH(g),

��� ���� ������ �����������

M(V∞,φ, g) = V∞mAH(g).

• ���� �� ��� k = 0� Nb0 ��� ��������� �� ��������� � ��

Nb0 = ����
�
V(0)

�
���� V(0) = ρ−1(1 + kρ2

4
)

���������� �� � � �� ����� �� ������� ���� �� ����� �� ������� �� ����������� ��
������ ��������� ��� �� ���������� ���������

ρ → aρ , h → a−2h , a ∈ ��∗.

���� ��� �� ������� �� ������������ �� ������ ���� �� ��������� ���h(N) = 1 �� ��
����� ��� ����� ������ ��� �������

• ���� �� ��� k = 1� (N, h) = (Sn−1, gSn−1) �� b1 ��� �� �������� ������������� Nb1

��� ����� �� ��������� n+ 1 �� ���� �� ������ �� �� ����� �� ���������

Nb1 = ����{V(µ)}µ=0,...,n

���� V(0) = ρ−1(1 + ρ2

4
) �� V(i) = ρ−1

�
1 + ρ

2

�2
xi , i = 1, . . . , n �� ��� xi ���� ���

����������� ������������ ��� �� ����� �� ��n�
���� ��� ����������� ����������� ������ ���� ����� �� �������� �������������
b1 = dr2 + sinh2(r) gSn−1 �� �� ���� ������������ {V(µ)}µ=0,...,n ���� ���� ��������

���



���� �� ����� ����� ������� ���������� ��

V �
(0) = cosh(r) �� V �

(i) = sinh(r)ni , i = 1, . . . , n

�� ��� ni ���� ��� ������������ ��� xi � �� ������ ����� �� ��n ������� �� �����
Nb1 ���� ���� ���� �� �� �������� �� ��������� η �� ��������� (−,+, . . . ,+)� �����
�� �������� �� O+(1, n)� �� ������ ������������ �� �� �������� ������������� �� ����
{V �

(µ)}µ=0,...,n ��� ������������ ���� η �� V �
(0) ��� �� ����� ������ ���� η(V

�
(0), V

�
(0)) < 0�

�� ������ ������������� �� ����� �� Nb1 �� ��������� ����� ���� �� ��� ���������� ��
���� ���� ������� �� ����� ����� XµV �

(µ) ����� ��� ������ ���� �� ����� ������ ������
�� X0 > 0 ������ X0 < 0�� ��� ���� �� �������� �� ������� ����� �� ������� ����� ��
������ ���������� �� ������� P(g)� ����������� � (��1,3, η)� ����� ����

Pµ(g) := M(V �
(µ),φ, g). ������

�� ������ �������������� �� ������ ���� �� ������� P(g) �������� �� �� �����
������ ���

mAH(g) := ±
���ηµνPµ(g)Pν(g)

��. ������

��� ������ ��� �� ��� ���� �������������� ������� ���� ����� ��������� ��� ������ ��
mAH �� �� P0� ���������� ����� �������� ����� ���� ������ ���� �� ������� P(g)
�� ����� ������� ���� �� ���� �� ��� mAH �� ������������ ��� ����� ��� ������
���� ���� ��� ���� �� �������� ����������� �����������

m2
AH(g) :=

��ηµνPµ(g)Pν(g)
�� =

���P2
0 (g)−

n�

i=1

P2
i (g)

���. ������

���� ����� �� ��� ��� ��� �������� �� O+(n, 1) ��� Nb1 ������ �� ���� ��� ��� �����
���������� ������������ ��� ���� ���� �������� �� �� �������������M ���� m2

AH �����
��� �� ����� �� ������� Pµ �� �� ��������������� ����� �� ����� ������� ���� � �� �����

�� �������� �� ������� V∞ = V
µ

∞V �
(µ) ∈ (Nb1 , η) �� ��� ����������� ��� ������� ��

������� V∞ ∈ (��1,3, η) �� �� � �����

M(V∞,φ, g) = η(V∞,P(g)),

��� ���� ������ �����������

M(V∞,φ, g) = η(V∞,P(g)).

�� ���������������� ������������� �� ��������� �� ����� ���� ����� � �������� ���������
Nbk � ���� �� ��������� ������ �� �� ������ �� k� �� ����� ��� ���� �� �������� ��������
�� ��������� 1� ���� ��� ��� k = 0 �� k = −1 �� �� ������� �� ��������� n + 1 ����
�� ��� �� k = 1� ��������� ������� ������ ���� �� ��� ������� ��� �� ����� �� �����������
pi� ���� �� ������� �� ��������� ������ ���� ������� �� ������ �������� �� ��������
���������������� ������������ �� ����������� ���� �� ���� �� ����� ��� ���� ���������� ��
������ �������� π � ������� �� ������ ����������� �� ����������� �� ���������� Φi(g, π)�
��� ������ �� ������ ���� ������� �� ������� ��� �� ��� ��������������� ���� ��
�������� �� ��� ������� ��� ��� ����� ������� �� �� ������� �� ������

���



�������� �

����������� �� ������ ��������� �� ��
�����

��� �����������

���� �N , γ� ��� ������� ������������ �� ��������� n+1 �� ����M ��� ������������ ��
����� ������ ���������� ���������� �� N � �� ��������� ���M ��� �������� g̊ ��������
��� ���������� ��������������� ����� �� ������ ���� �� ��� ��������������� �������������
������ ����� �� �����

H(g; v) := −
�

M

vΦ0(g). �����

�������� ���
���� g ∈ G+ � ���� δ ∈ ]− (n+ 1)/2 , −n/2 ��
������������� H ���� v ∈ L∗ := L2

−δ(T ) ������ ��� ����������� ����� ����� �������� ��
��������

H : F × Ls → ��.

�� ����� �� v ∈ W 2,2
−δ (T ) � ����� ∀h ∈ TgF �

DgH(g; v).h = −
�

M

hDΦ0(g)
∗.v �����

������ �
�� ������������� H ��� ������ ��� ����������� �� ������ �� �� ����������� ��

||vΦ0(g)||1,0 � ||v||2,−δ||Φ0(g)||2,δ.

H ����� �������� �� v� ���� ��� ���� ����� ��� ������� � v �� �� ���� ��� �������������
g �→ Φ0(g) ���� ����� ������� �� ����������� � �������� ��� H ��� ��������� ����� ���
������� � g� ���� ������� ������ ����������� ��� ���� ������������ ��������� ���������
���������� ������� ��� TgF = W 2,2

δ (S)�

f : TgF → ��

h �→
�

M

v DΦ0(g).h

f ∗ : TgF → ��

h �→
�

M

hDΦ0(g)
∗.v

�� �� �� �� ��������� ����� �� H� DgH(g; v).h = f(h) �� �� ���� ���� ���� ������� ���
f = f ∗ ��� TgF � ����� ���������� �� ��� ��� C ∞

c � �������� ��� ��������� ��� ���������

���



���� �����������

������ � ������� �������� �� ����� ���� �� ������������� ��� �������� f �� f ∗ �� ��������
��� ���� ����� �� ���� ����� �������� ������ ��� ��� ��� ��� C ∞

c � ���� ���� h ∈ TgF �
���� ���� hε ∈ C ∞

c (S), (f − f ∗)(h) = (f − f ∗)(h− hε)�
�������� C ∞

c ����� ����� ���� W 2,2
δ � �� ���� ������� hε ∈ C ∞

c ��� ��� ||h− hε||2,2,δ � ε

��
|(f − f ∗)(h)|�� � |f − f ∗|op ||h− hε||2,2,δ � c ||h− hε||2,2,δ � ε.

�

��� �������� �� �� ����� ����� ��� ���������� ���� ��� ������������� ������ ��� ������
��������� �� ���������� �� ������������ ������������ �� v ��� ����������� � �� ����
���� ������� ������ H� ������ ����� �� ������������ �� Φ0(g) ���� g ∈ G+� �� ����
��������� �� ��������� �� ����� �� ���� ���� ������ ��������� ��� ���� �� ��� �����
���������� G+ = F ��� ����� ������ �� ������ �� �������� ������� ������� ��� ��������
v ������������ � �� ��� �� ��������� �� ������� �� ��������� ��� �������� �� ���� ��
8.2� �� ���� ���� ���� ���� ����� ��� ����������� ���� �� ��������� �� ��������������
�� �������� ��� ��������� � ������������� ��� �� ���������� ������������������� ��� ���
��������� �� ��� �� �������� �� ���� ��� ��������� �� ��������� �������� ��� ���������
� ������� �������� ���� ���� �� ������ ��� �� ������� �� ��������� �� �������������
�� ��� ��������� �� ��������� ��� �� ���������� ���� ���������� ��� ��������� v �����
������ ���� �� ��������� �� ������������� ����� ��� ��������� �� ����� ������������
������������� � �������� �� ���� ������������� ������� �� ��������� �� �������������
� ������ ��� ��������� V ������������� � V∞� �� ���� ���� ��� �� ���������� ��� ����
������ ������ ���� ��� ������ �������� �� �� ������������ �� ��� � ������� V∞�
�� ��������� ������ �� ������ �� �� ���� ������ ��� �� ����� M ������ ��� ������ ��
������� �� ������ ���� �� ����� ����� ���������� ������ ������ ���� �� �������� �����
���� ������� ����� ����������� �� ������� ��������� ���� ����� ���� � ��� ��������
������������� HAH ������ ���� ���� V ∈ V∞ + L∗ ���

HAH(g;V ) := M(V∞,φ, g)−
�

M

V Φ0(g) �����

=

�

Ẽρ1

V̂∞ R0(g)−
�

Aρ1

(DΦ0(̊g)
∗.V̂∞)ij e

ij −
�

M

V Φ0(g)

�� ���� ����� ����� �� ������������ ������ �� M � ���� ������ ��� g̊ ������ ����� �� ������
������������ ����� ��� ���� ������ ��� C �� Φ0(g) = 0� �� ��������� ����� � M� HAH

��� ��������� ���� ������ ��� Φ0
−1(L1

−1(T
∗ ⊗ Λ

nT ∗M)) ��� ����� M ��� �������� ����
������ ������� ��� ��������� �� �� �� �� V Φ0(g) ∈ L1� ���������� ���� ������������
���� g ∈ F � ��� ���� ������ �� ����� �� ���� ��� ���� ������ ���������������� �� ��
��������� ����� ����� ���� �������� ��� ������� ��� F � ����� ���� �� ��������������
���� �������� �� ����� ��������� �� ���� ���� ������������ V̂∞ Φ0(g) ���� ������������
�� HAH � ������� ���� � �� ��������� ����� ������������� Hreg ������� �����������
���������� �� ���� ������������ ��� ������� ���� ���� ������ (g, V ) ∈ F × (V∞+L∗)� ���

Hreg(g;V ) := M(V∞,φ, g)−
�

M

V̂∞ Φ0(g) +

�

M

(V̂∞ − V )Φ0(g) �����

=

�

M

(V̂∞ − V )Φ0(g) +

�

Ẽρ1

V̂∞

�
R0(g)−Φ0(g)

�

−
�

Aρ1

(DΦ0(̊g)
∗.V̂∞)ij e

ij. �����

���



����������� �� ������ ��������� �� �� �����

�������� ���
���� g ∈ G+ � ���� δ ∈ ]− (n+ 1)/2 , −n/2 �� ������������� Hreg ��� ��� �����������
������ ��� F × (V∞+L∗) �� ����� ��� ������� � �� ��������� �� ������� ��� ��� �������

Hreg : F × (V∞ + L∗) → ��.

�� ����� �� V ∈ V∞ +W 2,2
−δ (T ) � ����� ∀h ∈ TgF �

DgHreg(g;V ).h = −
�

M

hDΦ0(g)
∗.V. �����

������ �
���� ������� ��� Hreg ��� ������ �� ���� �� ������� ��� ������������ ����� �� Hreg ���
������ ��� F×(V∞+L∗)� ���� �� �������� ���������� ������� V − V̂∞ ∈ L∗ � �� ���������
����������� �� ������ �� �� ����������� � �

||(V̂∞ − V )Φ0(g)||1,0 � ||V̂∞ − V ||2,−δ||Φ0(g)||2,δ

�� �������� ��������� ��� ������ ����� � �� ����������� �� �� �� ��������� ��� �������
����� � ������� �������� ���� ������� ������ �� ��������� ���������� ��� ��������
��������������� ��� ��������� ������ �� ����� �

DgHreg(g;V ).h =

�

M

(V̂∞ − V )DΦ0(g).h+DgM(V∞,φ, g).h−
�

M

V̂∞ DΦ0(g).h

�����

�� ������� ����� ����� ����� ��� DgH(g;V − V̂∞).h �� ������� V − V∞ ∈ W 2,2
−δ (T )� ��

�������� �� ������ ��������
�

M

(V̂∞ − V )DΦ0(g).h =

�

M

hDΦ0(g)
∗.(V̂∞ − V ). �����

������������� ��� �������� ���������� �� ������ �� �� ���������� ������ �� Φ0(g) �
���������� ��� ������ ���

�

M

V̂∞ DΦ0(g).h =

�

M

hDΦ0(g)
∗.V̂∞ +

�

M

∇iBi
√
g, �����

��

Bi := V̂∞ (∇jhij −∇itrgh) + trgh∇iV̂∞ − hij ∇jV̂∞.

��� �� ����� �� ����� �������������� ������ ���� ������� ������������ ������ �� ���������
������ �� Φ0(g)� �����

DgM(V∞,φ, g).h =

�

M

∇̊i
�
V̂∞ (∇̊jhij − ∇̊itr̊gh) + tr̊gh ∇̊iV̂∞ − hij ∇̊jV̂∞

��
g̊

=:

�

M

∇̊iB̊i

�
g̊. ������

���



���� ������ ��������� �� �� �����

���������� ����� �������

DgHreg(g;V ).h =

�

M

hDΦ0(g)
∗.(V̂∞ − V )−

�

M

hDΦ0(g)
∗.V̂∞

+

�

Ẽρ1

�
∇̊iB̊i

�
g̊ −∇iBi

√
g
�

= −
�

M

hDΦ0(g)
∗.V +

�

Ẽρ1

�
∇̊iB̊i

�
g̊ −∇iBi

√
g
�
.

���� �������� �� ������ �� ��������� �� ���� ����� � ������� ���

T := ∇̊iB̊i

�
g̊ −∇iBi

√
g

�� ��������� ��� ���� �� ��������� �������������� �� ��������� ������������� ��� ���������
g �� g̊�

T = ∇̊i
�
V̂∞ (∇̊jhij − ∇̊itr̊gh) + tr̊gh ∇̊iV̂∞ − hij ∇̊jV̂∞

��
g̊

−∇̊i
�
V̂∞ (∇jhij −∇itrgh) + trgh∇iV̂∞ − hij ∇jV̂∞

��
g̊.

�� �������� ��� ��� ������ ��������� ��� ���� ����������� ���������� ���������� �� ��
�� ����� ��������� ��� ��� ������ ������� ���������

T = ∇̊i
�
V̂∞

�
1 + (g − g̊)

�
(Ah+ h∇̊g) + V̂∞ (g − g̊)∇̊h+ (g − g̊)h ∇̊V̂∞

��
g̊.

�� �������� �� ��������������� �����
�

Ẽρ1

T =

�

S∞

�
V̂∞

�
1 + (g − g̊)

�
(Ah+ h∇̊g) + V̂∞ (g − g̊)∇̊h+ (g − g̊)h ∇̊V̂∞

�
νi dσ0

��� ��������� V̂∞Ah ν , V̂∞h∇̊g ν , V̂∞ (g− g̊)∇̊h ν �� (g− g̊)h ∇̊V̂∞ ν ��� � �������� ������
����������� ��� g − g̊� ����������� � W 1,2

2δ+1� �� ����� �� ���� ��� ���

||T ||1,0 = o(ρ−δn−1−2δ)

��� ��� �� o(1) ������� λ → 0 ��� −δn − 1− 2δ > 0.
�

��� ������ ��������� �� �� �����

�� �������� ������� ��������� ���� ���� ��� ����� ���� �� ������ �� �������� ��� ��
�������� ��� �� ������ ��� ������ �� �����������

�������� ���
���� K : B1 → B2 ��� ����������� �� ������ C 1 ����� ������� �� ������ ����� ���
DK(u) : B1 → B2 ��� ����������� ������� �� ����� ����� �� �� �������������� ������
���� ���� u ∈ K−1({0})� ���� f : B1 → �� ��� �������� C 1�
����� ���� ���� u ∈ K−1({0}) ���� ��� ���������� ��������� ���� ������������ �

��� ∀v ∈ kerDK(u), Df(u)v = 0

��� �� ������ λ ∈ B∗
2 ��� ��� ���� ���� v ∈ B1 , Df(u).v = �λ, DK(u)v��

�� �, � ������� �� ������� �� ��������
��� �� ���������� F : B1 × B∗

2 → �� ����� ��� F (u,λ) = f(u)− �λ, K(u)��
�� ������ λ ∈ B∗

2 ��� ��� DF (u,λ)(v, µ) = 0 � ���� ���� v ∈ B1, µ ∈ B∗
2 .

���



����������� �� ������ ��������� �� �� �����

��������� � �� (1) ������� � ���� ��� u ��� �� ����� �������� �� f ��� K−1({0})� ���
���������� ��� DK ������ � K−1({0}) ��� ��������� �� ������������ �� ������ �� B1�
�� ��������� �� �������� ��� ��������� ���������� �� ��� ������ TuK

−1({0}) = kerDK(u)�
���� λ ��� �� �������������� �� �������� �� ��������� �������

������ �� �������� �
(2) ⇒ (1) � ������� ���� �� ������ λ ∈ B∗

2 ��� ��� ���� ���� v ∈ B1, Df(u).v =
�λ, DK(u)v�� �� ����������� ∀v ∈ kerDK(u) , DK(u)v = 0� �� ��� ����� ��������
���� Df(u)v = 0�

(2) ⇔ (3) � DF (u,λ)(v, µ) = Df(u)v − �λ, DK(u)v� − �µ,K(u)�� ��� ����������
u ∈ K−1({0})� �� ��� ����� DF (u,λ)(v, µ) = Df(u)v−�λ, DK(u)v� , ∀v ∈ B1, µ ∈ B∗

2 .
������������� ��� ���� ���������� ��� ���������� ���������

������������� (1) ⇒ (2) ��� �� ��� ���� ����������� ���� u ��� �� ����� �������� �� f
��� K−1({0})� �� � ���� ��� ����������

kerDK(u) ⊂ kerDf(u) ⊂ B1.

��� ���������� kerDK(u) ��� ����� �� ������� �� �������������� ������ ������� f ∈
C 1(B1), Df(u) ��� ��� ����� �������� �������� ��� B1 ���� ��� ����� ��� �� ���������
�� B1 ������� ���� �� �������������� ��� ��� ������ �������� kerDK(u) �� kerDf(u)
���� ��� ���������� ���� ������� �� ������ �� ��� ������ �� ������ ��� ���������� ������

π : B1/kerDK(u) → B1/kerDf(u).

������� Df(u) inB∗
1 � �� � ��������������� �������� �������

j1 : B1/kerDf(u) → ��.

������� ����� ������������� DK(u) ����� ���������� �� ��������� �� ��������������
������ �� ���� �� ���������� ����� ����

DK(u) = j2 ◦ π2,

�� π2 ��� �� ����������
π2 : B1 → B1/kerDK(u)

�� j2 ��� ��������������
j2 : B1/kerDK(u) → B2.

�� ����� j2 ��� ���������� ����� ����������� �� �� ������������ �� DK(u) �� j2 ���
��������� ��� ������������ ��� �� ���������� ���������� �� ������
���� λ := j1 ◦ π ◦ j−1

2 : B2 → ��� λ ��� ��� ����������� �������� ������� ����λ ∈ B∗
2 ��

�λ, DK(u)v� := λ ◦DK(u) = j1 ◦ π ◦ j−1
2 ◦DK(u) = j1 ◦ π ◦ π2 = Df(u).

�

�������� �������� �� �������� �� �������

���� �� ��� ��������������� ��� �������� ������������ g ��� ���� �������� �������
kerDΦ0(g)

∗ �= {0}� ����� � ���� ���� ������ ��� �������� f ��� �������� ����� ���

DΦ0(g)
∗f = 0.

���



���� ������ ��������� �� �� �����

����� �� ��� ��� ��������� ������� ������������� ����������� �� ��������� � ��� ���
���������� ������������ ������� �� ������� �������� ���� ��� �������� �����������
kerDΦ0(g)

∗ ��� �������� ��������� �� �� ������������ ���������� ����� �� ���� ��� ����
�� ����� f � �� �������� ������������ γ ������ ��� �� ������������� ��× (M\{f = 0})
���

γ(t, x) = −f 2(x)dt2 + g(x)

��� ��� �������� �������� ��� ��������� ���������� Ric γ = cγ�
�� ��� ξ �� (g, π) ∈ F ��� ��� ��� ξ ∈ W 2,2

loc (T ) ������DΦ(g, π)∗ = 0� �� ������������
��� ��� � ������� �������� ��� ������ ���� ����� ���� �� ��� ���������������� ����� ���
����������� ���������� �� ���������� ������ ��� ��� ����� ����� �� �������� ξ ���������
����������

DΦ(g, π)∗.ξ = 0

�� �� ��������� ���� ��� �� ����������� ���M ���� ������� �� ������� �� �������������� N �
�������� ��� ��������� ���������� �� ���� �� ������ ��� ����������� ��� ������� ����������
������ ����� 2005� �� ������ �� �� ����������� �� ��������� �� ������� ���� ����� ������
������� ����� ����� ���������� �� ���� ��� ��� ��������� �� �� ������ ���������� ��������
���� ��������� ��� ��������� ����������� ��� ��� ��������� ����������� �� ��������� �����
��� ����������� ���� ��� ����������� ������������ ������� �� ���������� �� �������� L2

������ � ��� ������� �� ������ ��� ���������� ���� ���� ���� ���������

�� �������� ������� ������� ������������� ����� ��� ������ ��������� �� �� �������������
����� �� ��� ����

�������� ���
���� g ∈ F ��� ��� Φ0(g) = ε ∈ L1

−1(Λ
nT ∗M)�

���� ���� k ∈ {−1; 0; 1} �� V∞ ∈ Nbk � �� ��������� �� ������������� �����M(V∞,φ, g)�
������ ��� ���� ���������� ��������� ���� ������������ �

��� DgM(V∞,φ, g).h = 0 , ∀h ∈ TgC(ε)�

��� ∃V ∈ V∞ +W 2,2
−δ (T ) ��� ��� DΦ0(g)

∗.V = 0.

������ �
�� ������ �� ������ ��� �� �� ������ �� �� ���� g ∈ F ��� ���Φ0(g) = ε ∈ L1

−1(T
∗⊗Λ

n)�
������� ��� �������� ����������� ��� ����������Hreg ��HAH ���������� �� ������� ������
���� ���� g ∈ C(ε)�

Hreg(g;V ) := M(V∞,φ, g)−
�

M

V ε

��� �����������

DgHreg(g;V ).h = DgM(V∞,φ, g).h , ∀h ∈ TgC(ε). ������

(b) ⇒ (a) � ������� ��� �� �� �������� ���

DgHreg(g;V ).h = 0, ∀h ∈ TgC(ε).

��� ��� ����� ��� ����������� ������� �� �������
(a) ⇒ (b) � �� ������� ��������� ���� �V ∈ V∞+W 2,2

−δ (T ) �� �� ��������� �� �������������

�H(g�) := Hreg(g
�; �V ) , ∀g� ∈ F .

���



����������� �� ������ ��������� �� �� �����

������� ��� �� ������� g ∈ F ��� �� ����� �������� ���� M(V∞,φ, .) �� �H ��� C(ε)� �����
� ����

Dg
�H(g).h = 0 , ∀h ∈ TgC(ε),

�� ��� ��� ����������� ����������� ��� �� �������� ��� ��� ���� �������� ����

K = Φ0 − ε , f = �H , B1 = F , B2 = L∗.

�� �������� �� ���� ����� ����������� �� λ ∈ L∗ ��� ���

Dg
�H(g).h =

�

M

λDΦ0(g).h , ∀h ∈ TgF . ������

��������� ��� ������� ������ ������� ���� ���� V ∈ V∞ + L∗ �� g ∈ F �

DgHreg(g;V ).h := DgM(V∞,φ, g).h−
�

M

V̂∞ DΦ0(g).h+

�

M

(V̂∞ − V )DΦ0(g).

�������� � ����� �������� ��� ������� �� ����������� ���� �V ∈ V∞ +W 2,2
−δ (T )�

�� ���� V := �V + λ ∈ V∞ + L∗ �� �� �������

DgHreg(g;V ).h = DgHreg(g; �V + λ).h := DgM(V∞,φ, g).h−
�

M

V̂∞ DΦ0(g).h

+

�

M

(V̂∞ − (�V + λ))DΦ0(g)

= DgHreg(g; �V ).h−
�

M

λDΦ0(g).h.

������ ���� �� ������� DgHreg(g;V ).h = 0 , ∀h ∈ TgF � ������� �� �������� ���
V ∈ V∞ + L∗ ��� ��� �������� ������ �� ���������� DΦ0(g)

∗.V = 0� �� ����������� ��
������ ��� V ∈ V∞ +W 2,2

−δ (T ) ��� ��� �������� ����� �� ��� ���������� �� ����
�

�� ���������� ������� ����� ����� � ���� �� ���� ����� ��� ������ ��������� �� �� ����� ��
��� ��������� ��������� �

���������� ��
���� g ∈ F ��� ��� Φ0(g) = ε ∈ L1

−1(Λ
nT ∗M)�

���� �� ��� k = 1� �� ��������� Pµ = Pµ(g) �� ������� ��� �������� �� �� ������ ��
������������� ����� ���� �� ��������� V∞ ��� M(V∞,φ, g) = η(V∞,P(g))�
���� ��� ��� k = 0;−1� �� ������� P0(g) �= 0 �� �� ������ �� ������������� �����
���� �� ��������� V∞ ��� M(V∞,φ, g) = V∞P0(g)�
����� ��� ���� ���������� ��������� ���� ������������ �

��� DgmAH(g).h = 0 , ∀h ∈ TgC(ε)�

���� g ��� ��� �������� ��������� ��������� ��� ����� �� ��� V ∈ V∞+W 2,2
−δ (T )

��� ��� V µ
∞ ��� ������������� � Pµ = ηµνPν(g)�

������ �
���� k = 1 � ��� ���������� P(g) ��� �� ������� ��� ��������� ����� � ����

ηαβPα(g)Pβ(g) �= 0 ������

���



���� ������ ��������� �� �� �����

������� ������������ ������ �� mAH � �� �

mAH(g) = ±
���ηµνPµ(g)Pν(g)

�� �= 0. ������

�� ���� ���������� V∞ �� ����� � �� ����� ���� �������� �� ������

V α
∞ =

1

mAH(g)
ηαβPβ(g). ������

����������� � ηαβV α
∞V β

∞ = 1
m2

AH
(g)

ηαβPα(g)Pβ(g) = ±1.

�� ���������� M(V∞,φ, g) = η(V∞,P(g))� �� � ������� ������ �� ������

DgmAH(g).h = ±
ηαβPβ(g)DPα(g).h

mAH(g)
= ±V α

∞DPα(g).h

= ±DgM(V∞,φ, g).h.

������ ���� ��� ���� �� ����� �� P(g)� ��� ������ ��������� �� M �� mAH ���� ��� �����
��� C(ε)�
(i) ⇒ (ii) � ���� g �� ����� �������� �� mAH ��� C(ε)� ������� �� ��� �������� g ���
��������� �� ����� �������� �� M(V∞,φ, .)� ������� �� �������� ��� g ����� �� ���
V ∈ V∞ +W 2,2

−δ (T ) ���� V µ
∞ ������������� � Pµ ������� �������

(ii) ⇒ (i) � ��������������� ���� g ��������� �� ��� V ∈ V∞ + W 2,2
−δ (T ) ���� V µ

∞

������������� � Pµ� ���� ���� g� ∈ C(ε)� �� ������ �� ������������� M(V∞,φ, g�) =
η(V∞,P(g�)). ������� �� �������� ��� DgM(V∞,φ, g).h = 0 ��� C(ε) �� ������� ���
������������ DgM(V∞,φ, g).h = DgmAH(g).h� ��������� DgmAH(g).h = 0 ��� C(ε)�

���� k = −1; 0 � ���� �� ���� ������� ������� mAH(g) = P0(g)� �� ����

V∞ =
1

mAH(g)
P0(g) = 1,

����� � ���� V∞ ��� ������������� � P0(g)� �� ���������� M(V∞,φ, g) = V∞mAH(g)� ��
� ����������� DgM(V∞,φ, g).h = DgmAH(g).h� �� ����� �� �� ������ ������� ��� �����
��������� ��� ���� �� ��� k = 1.

�

���



������ �

���������� �� ��������

����� ������� ��� ��������� � �������� ���������� �� ���� �������� ���� �� �������
����������� ���� ����� ��� �������� ���� ����� ������

����������� ��� ��������� �� �������� � �����
���� ���� δ < (n− 1)/2 , �� ������ ��� ��������� c ��������� �� g̊ �� δ ����� ��� ����
���� u ∈ W 2,2

δ (M) �
||u||2,δ � c ||∇̊u||2,δ � c ||∇̊2u||2,δ.

���� ���� δ �= (n− 1)/2 � �� ������ ��� ��������� c ��������� �� g̊ �� δ ����� ��� ����
���� Y ∈ W 1,2

δ (T ∗M) ,

||Y ||2,δ � c ||∇̊Y ||2,δ.

������ �
�� ��������� �� �� ������ �� �������� � ���� ����������� ∇̊ ���� ���������� �� ���� ��
����� ��������� ���� ������� ������� ���������� ������������ �������� ���������� ��
������������ �� ����� �� �� � ��� ��������� ��� ������ ��� ������� �� ������� �
������

||u||1,2,δ = ||∇̊u||2,δ + ||u||2,δ.

��������� �� ����� ��� ������ ���� ���� �� �������� ������� ���� ��� ������� ���������
���� �������� � ���� (M, g̊) ��� ������� ������������ �������� ���� g̊ = ρ−2̊h� ����
���� ε > 0 �� δ ∈ ��� �� ������ �ρε,δ > 0 ��� ��� ���� ���� ������� ������������� u �
������� ������� ���� {0 < ρ < �ρε,δ}�

�

M

ρ2δ|ρ−2∇̊(ρu)|2g̊dµ(̊g) � [(δ − n+3
2
)2 − ε]

�

M

ρ2δ−2|u|2g̊|dρ|
2
h̊
dµ(̊g).

�� ������� �� ���������� �� �������� v = ρu� �� �������
�

M

ρ2δ|∇̊v|2g̊dµ(̊g) � [(δ − n−1
2
)2 − ε]

�

M

ρ2δ|v|2g̊|dρ|
2
h̊
dµ(̊g).

���� ��� ������� ���������������� ������������� |dρ|̊h = 1� ��� ∂M� �� ������ ����
ρε,δ > 0 ��� ��� ���� ���� u � ������� ������� ���� {0 < ρ < ρε,δ}�

�

M

ρ2δ|∇̊v|2g̊dµ(̊g) � [(δ − n−1
2
)2 − ε]

�

M

ρ2δ|v|2g̊dµ(̊g).

����� � ���� ∀δ �= (n− 1)/2 , ∃c > 0 ����� ��� ||∇̊v||2,δ � c ||v||2,δ�
�������� � �� ���������� R ��� ��� ρε,δ = e−2R� �� ������ ΩR ����� ���� �� ���������
� �� �� � ����������� �� �������� ��� {0 � ρ � e−2R} = M\ΩR � ����� ���� �����������

���



�� �������� �� �� ����� �� �� ������ ��� ��������� ��� ���� �� �������� �� �� ��������
��� ���� ���� ������� R ����� ����� ���� ��� ����������� ��������

||v||1,2,δ � c
�
||∇̊v||2,δ + ||v||2,δ;ΩR

�

���� ������� ���� ��� ��������� c� ���� ���� v ∈ C ∞
c (M)�

�� ������ ����� ��� ∇̊ : W 1,2
δ (M) → L2

δ(M) � �� ����� �� ��������� ����� ���
���������� W 1,2

δ (M) ���� �������� W 1,2
δ = ker ∇̊ ⊕ (ker ∇̊)⊥� ��� ������ �� ������ ���

��������� c > 0 ����� ��� ���� ���� v ∈ (ker ∇̊)⊥�

||v||1,2,δ � c ||∇̊v||2,δ.

�� ������������ ���� ����� ����������� �� ��������

||v||2,δ � c ||∇̊v||2,δ. �����

�� ����� � ������� ker ∇̊ = {0}� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��������� ���������� �� ���� ���
���� W 1,2

δ ������� δ < (n− 1)/2� �������� ���������� ��� ����������� ∇̊ ��� ������ ��
����� ��� ������� ��� ��� ��������� ���� X ��� ������� ������ ��� �� ��������� �� ����
�� M ����� ��� X ∈ ker ∇̊� �� � ���� ∀ i, j

∇̊iXj = 0.

�� �������� ��� ∇̊iXj + ∇̊jXi = 0� �� ��� �������� ∆̊X = −Ric g̊ X�
����������� ∇̊X = 0 �������� ��� Ric g̊ X = 0 �� ���� X = 0 ������� �� Ric g̊ ����� ���
��������� �� ����������� ���� �� ����� �� ������� ��� �� �������� �������� ������������
�� ���� �� X = 0 �������� �� ������� ���� ∀v ∈ W 2,2

δ (M) , ∀δ �= (n− 1)/2�

||∇̊v||2,δ � c ||∇̊2v||2,δ.
�

�����

���������� �� ������������ �� ����������� �� ��������
���� ���� δ < (n− 1)/2� �� ������ ��� ��������� c ��������� �� g̊ �� δ ����� ���

∀u ∈ W 1,2
δ (M) , ||u||1,2,δ � c ||∇̊u||2,δ .

∀u ∈ W 2,2
δ (M) , ||u||2,2,δ � c ||∇̊2u||2,δ .

���� ���� δ �= (n− 1)/2� �� ������ ��� ��������� c ��������� �� g̊ �� δ ����� ���

∀Y ∈ W 1,2
δ (T ∗M) , ||Y ||1,2,δ � c ||∇̊Y ||2,δ .

��� ���� ������ �������� ��� ���� �������������� ��� �������� ���� ���� �� �����
��� �� �� �� ����������� ��� �� ����� �� ���� ��� ���������� ��������� ��� (M, g̊)� ���
������� ������������ n��������������� � �����

����� ���
���� u �� ������� � ������� ������� ��� M �� w ∈ C ∞(M) ��� �������� ������ ���
�� ��������� �� ������� �� u� ������

�

M

|∇̊u|2g̊ dµ(̊g) �

�

M

(∆̊w − |dw|2g̊)|u|
2
g̊ dµ(̊g)−

�

∂M

|u|2g̊ �dw, η�̊g dµ(̊g), �����

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M ���� M�

���



���������� �� ��������

������ �
�

M

�
|∇̊u|2g̊ + |dw|2g̊|u|

2
g̊ + 2u∇̊iu∇̊iw

�
dµ(̊g) =

�

M

|∇̊u+ udw|2g̊ dµ(̊g) � 0. �����

��� ����������� ��� ������� �����
�

M

∇̊i(|u|
2
g̊∇̊iw) dµ(̊g) =

�

M

|u|2g̊∆̊w dµ(̊g) +

�

M

2u∇̊iu∇̊iw dµ(̊g). �����

�� ������� �� �������� �� ����������������
�

M

∇̊i(|u|
2
g̊∇̊iw) dµ(̊g) =

�

∂M

� |u|2g̊dw, η�̊g dµ(̊g) =
�

∂M

|u|2g̊ �dw, η�̊g dµ(̊g). �����

�� ���������� �� ������ �� ������ �� ����� ��� ��� ���������� ������ �� �������
�

M

2u∇̊iu∇̊iw dµ(̊g) =

�

∂M

|u|2g̊ �dw, η�̊g dµ(̊g)−
�

M

|u|2g̊∆̊w dµ(̊g). �����

�� ������� �� �������� �������� �� ���������� �� ������ �� ������ �� ����� ����
�����.

�

����� ���
���� u �� ������� � ������� ������� ���M �� v, w ∈ C ∞(M) ���� ��������� �������
��� �� ��������� �� ������� �� u� ������

�

M

e2v|∇̊u|2g̊ dµ(̊g) �

�

M

e2v[ ∆̊v + ∆̊w + |dv|2g̊ − |dw|2g̊ ] |u|
2
g̊ dµ(̊g)

−
�

∂M

e2v[ �dv, η�̊g + �dw, η�̊g ] |u|2g̊ dµ(̊g), �����

�� η ��� �� ������� ���������� � ∂M ���� M�

������ �
�� ������� �� ����� �� ���� ũ := evu � �� ����� �� u�
�

M

|∇̊ũ|2g̊ dµ(̊g) �

�

M

e2v(∆̊w − |dw|2g̊)|u|
2
g̊ dµ(̊g)−

�

∂M

e2v|u|2g̊ �dw, η�̊g dµ(̊g). �����

∇̊ũ = ev∇̊u+ evu∇̊u.

|∇̊ũ|2g̊ � e2v[ |∇̊u|2g̊ + |dv|2g̊|u|
2
g̊ + 2u∇̊iu∇̊iv ].

����� �������
�

M

e2v[ |∇̊u|2g̊ + |dv|2g̊|u|
2
g̊ + 2u∇̊iu∇̊iv ] dµ(̊g) �

�

M

e2v(∆̊w − |dw|2g̊)|u|
2
g̊ dµ(̊g)

−
�

∂M

e2v|u|2g̊ �dw, η�̊g dµ(̊g).

���



��� ����������� ��� ������� �� �� �������� ��������������� �������
�

M

e2v2u∇̊iu∇̊iv dµ(̊g) =

�

∂M

e2v|u|2g̊ �dv, η�̊g dµ(̊g)−
�

M

e2v|u|2g̊[ ∆̊v + 2|dv|2g̊ ] dµ(̊g).

�� ������� �� �������� �������� �� ���������� �� ������ �� ������ ���� ����������
����������.

�

����������� ��� ��������� �� �������� � �������
∀ε > 0, ∃Rε > 0 ��� ��� ∀R > Rε, ∀u ∈ C ∞

c (ER), ∀δ ∈ ���

||∇̊u||22,δ;ER
� {[δ − n−1

2
]2 − ε}||u||22,δ;ER

−
�
[δ − n−1

2
]− ε

��

∂ΩR

ρ2δ |u|2g̊ dµ(̊g). ������

������ �
�� ������� �� ����� �� ��� ER ���� �� ����� �� ����� �������� ����������������
������������ g̊ = ρ−2̊h� �� ����� v = δ ln ρ �� w = 1−n

2
ln ρ � ��� �����������

�
dv = δ dρ

ρ

dw = 1−n
2

dρ
ρ

,




|dv|2g̊ = δ2

|dρ|2
g̊

ρ2

|dw|2g̊ =
(1−n)2

4

|dρ|2
g̊

ρ2

��




∆̊v = δ [ ∆̊ρ

ρ
− |dρ|2

g̊

ρ2
]

∆̊w = 1−n
2

[ ∆̊ρ
ρ
− |dρ|2

g̊

ρ2
]

.

�� ���������� ���� ������ �� �������
�

ER

|∇̊u|2g̊ ρ
2δ dµ(̊g) �

�

ER

ρ2δ |u|2g̊

�
(δ + 1−n

2
) ∆̊ρ

ρ
+ [δ2 − δ − 1−n

2
− (1−n)2

4
]
|dρ|2

g̊

ρ2

�
dµ(̊g)

−
�

∂ER

ρ2δ |u|2g̊ [δ − n−1
2
] �dρ

ρ
, η�̊g dµ(̊g). ������

������� �����
∆̊ρ

ρ
= −(n− 2)|dρ|2

h̊
+ ρ∆h̊ρ.

ER ��� ����� �� �� �������� h̊ ��� ������ ��� ∂M ��� ���� ∂ER�� �� �������� ρ �����
������ ∆h̊ρ ��� ��� �������� ����� ������ ��� ER� ��� ������ ∆h̊ρ = O(1) = o(ρ−1)� ��
�������

∆̊ρ

ρ
= −(n− 2)|dρ|2

h̊
+ o(1). ������

�� ���������� ���� �������
�

ER

|∇̊u|2g̊ ρ
2δ dµ(̊g)

�

�

ER

ρ2δ |u|2g̊

�
δ2 − δ − 1−n

2
− (1−n)2

4
− (n− 2)(δ + 1−n

2
) + o(1)

�
|dρ|2

g̊

ρ2
dµ(̊g)

−
�

∂ER

ρ2δ |u|2g̊ [δ − n−1
2
] �dρ

ρ
, η�̊g dµ(̊g).

���



���������� �� ��������

�� ������ ������ �����

δ2 − δ − 1−n
2

− (1−n)2

4
− (n− 2)(δ + 1−n

2
) = [δ − n−1

2
]2.

ER ������� ���� ����������� �� ���� ����������� �� ���� ��������� � �������� ���� ∂E∞�
�� �� ���� ��������� ∂ΩR = {ρ = e−2R} � ����� u ∈ C ∞

c (ER)� u ��� ��������������
��� �� ��������� �� ∂E∞ ���� ��� ��������� ��� ∂ΩR �� ����� �� ������ ���� ��������
��� ������ �� ���� �������� ���� ������ �� ���� ��������� ��� ∂ΩR� �� ���� ���� ηR ��
������� � ∂ΩR ���������� � ER� �� �����

�

ER

|∇̊u|2g̊ ρ
2δ dµ(̊g) �

�

ER

ρ2δ |u|2g̊

�
[δ − n−1

2
]2 + o(1)

�
|dρ|2

g̊

ρ2
dµ(̊g)

− [δ − n−1
2
]

�

∂ΩR

ρ2δ |u|2g̊ �dρρ , ηR�̊g dµ(̊g).

������� R → +∞ , ηR − dρ
ρ
→ 0� ����� �dρ

ρ
, ηR�̊g =

|dρ|2
g̊

ρ2
+ o(1) = 1 + o(1)�

∀ε > 0, ∃Rε > 0 ��� ��� ∀R > Rε�
�

ER

|∇̊u|2g̊ ρ
2δ dµ(̊g) �

�
[δ − n−1

2
]2 − ε

��

ER

ρ2δ |u|2g̊ dµ(̊g)

−
�
[δ − n−1

2
]− ε

��

∂ΩR

ρ2δ |u|2g̊ dµ(̊g).

�� ������������ ���� ���� δ < n−1
2
�

�

ER

|∇̊u|2g̊ ρ
2δ dµ(̊g) �

�
[δ − n−1

2
]2 − ε

��

ER

|u|2g̊ ρ
2δ dµ(̊g).

�

���
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