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Introduction

C’est véritablement utile puisque c’est joli.

— Le petit prince,
Antoine DE SAINT EXUPERY



Géométrie riemannienne et géométrie complexe

Une variété riemannienne est une variété lisse (variété différentielle de classe C°°) munie d’une
métrique permettant de mesurer des vecteurs tangents en chaque point. L’étude des variétés
riemanniennes gagne un cran en complexité vis-a-vis de ’étude des variétés lisses : dans le cas
lisse, les petits voisinages d’un point sont caractérisés par la dimension de la variété tandis que,
dans le cas riemannien, ils sont de plus différenciés par la courbure de la métrique en ce point. Les
voisinages riemanniens d’un point de la sphére ne ressemblent pas aux voisinages riemanniens
d’un point du plan.

Une métrique est dite Ricci-plate si la trace de son tenseur de courbure est identiquement
nulle. En physique, 'espace-temps est souvent étudié comme une variété (pseudo-)riemannienne
de dimension 4. Selon les équations d’Einstein, la matiére courbe I'espace-temps et le caractére
Ricci-plat correspond & I’absence de masse.

Une autre richesse des variétés riemanniennes provient de propriétés plus globales de la mé-
trique : I’holonomie et le transport paralléle. Le groupe d’holonomie mesure I'obstruction a ce
qu'un tenseur (par exemple un vecteur tangent) s’étende sur toute la variété en un champ pré-
servant la métrique.

Holonomie et courbure sont liées. En effet une variété d’holonomie SU(n), appelée variété de
Calabi- Yau, a une métrique Ricci-plate. Elle posséde de plus une structure complexe paralléle
pour cette métrique, c’est donc une variété kdhlérienne.

Restreindre le groupe d’holonomie augmente la structure. Ainsi parmi les variétés rieman-
niennes, il y a les variétés kihlériennes (holonomie U(n)), de Calabi-Yau, et enfin les variétés
hyperkdhlériennes d’holonomie Sp(n) C SU(2n) C U(2n).

Une variété hyperkdhlérienne posséde une multitude de structures complexes paralléles et
donc kéhlériennes. L’espace des twisteurs ou famille de Calabi d’une telle variété est une variété
complexe qui unifie un pinceau de telles structures complexes.

A chaque point de la variété hyperkihlérienne correspond une droite projective complexe
appelée droite twistorielle dans 'espace des twisteurs. En dimension 4, on a une interprétation
physique : cette correspondance associe a un point de 1’espace-temps la sphére (droite projective
complexe) de tous les rayons lumineux passant par ce point & cet instant.

Résumé et contexte historique

Ce document présente la construction d’objets géométriques sur I'espace des courbes ration-
nelles de I'espace des twisteurs d’une variété hyperkihlérienne. On établira une correspondance
entre la géométrie complexe de l'espace des twisteurs et des propriétés différentielles (courbure,
opérateurs différentiels, ...) sur cet espace des courbes rationnelles.

La géométrie complexe de I'espace des twisteurs est déja naturellement liée & la métrique de
la variété hyperkihlérienne [HKLR&7| et une telle correspondance a déja été obtenue pour les
espaces de twisteurs de variétés riemanniennes de dimension 4, en termes d’équations différen-
tielles par Salamon [Sal83]; en termes de classifications d’épaississements de fibrés par Buchdahl
[Buc85] ou d’épaississements de sous-variétés par Eastwood et LeBrun [EL92].

Cette étude a été initiée par un article de Penrose en 1967 [Pen67] comme possible approche
de la gravitation quantique. Elle a été généralisé par Ward [War77] en 1977 et Atiyah [AWT77].
Atiyah utilise la théorie pour classifier les instantons sur la sphére S*; travail qui culmine avec
le théoréme d’Atiyah-Hitchin-Singer [AHST78|. Les connexions avec la physique mathématique et
la théorie de Yang-Mills font de la théorie des twisteurs un domaine trés vaste et bien étudié.

Les variétés hyperkahlériennes et leurs espaces des twisteurs

Les surfaces de Riemann sont des variétés réelles orientées de dimension 2 munies d’une
métrique riemannienne. Elles ont naturellement une structure presque-complexe (quart de tour
vers la gauche) intégrable, compatible avec la métrique qui en font des courbes kithlériennes. En
particulier ce sont des variétés symplectiques réelles.



L’analogue complexe des surfaces de Riemann sont les surfaces K3, elles possédent alors une
structure quaternionique compatible qui en font des "courbes" hyperkdhlériennes. En particulier
ce sont des variétés symplectiques holomorphes.

Ainsi les variétés hyperkéhlériennes dans toute leur généralité sont a lintersection de la
géométrie riemannienne, complexe, symplectique et quaternionique. De plus, les variétés hyper-
kdhlériennes compactes ont de nombreuses similitudes avec les surfaces complexes. Par exemple,
la forme de Beauville-Bogomolov [Bea83] joue le role de la forme d’intersection sur 'espace H?2.
D’autres avatars de cette analogie seront présentés au chapitre 4.

Les intéréts de I’étude des variétés hyperk&hlériennes sont variés.

e Du point de vue de la géométrie riemannienne, le théoréme de Calabi-Yau donne 1’exis-
tence dans chaque classe de Kéhler d’une unique métrique hyperkéhlérienne (Ricci-plate)
sur toute variété symplectique holomorphe compacte. Cependant on ne sait déterminer
cette métrique que dans des cas non compacts [Cal79]. La recherche de métriques hy-
perkdhlériennes a de nombreux intéréts en physique; en particulier comme elles sont
Ricci-plates, ce sont des solutions des équations d’Einstein dans le vide [EH79].

e Du point de vue de la géométrie complexe, elles forment avec les autres variétés de Calabi-
Yau et les tores complexes la classe des variétés de canonique trivial. Ces variétés sont
ressenties comme le cas critique dans de nombreuses théories (programme du modéle
minimal, travaux en direction de la conjecture de Kobayashi sur ’hyperbolicité [Cam92,
Verl3], ---).

e Les exemples de variétés hyperkdhlériennes ont un double intérét : Certains apparaissent
comme espaces de modules de solutions de théories de jauge [Hit87] mais les exemples com-
pacts sont particuliérement rares. Bogomolov a conjecturé qu’en dimension plus grande
que 2, de telles variétés n’existaient pas jusqu'a ce que Fujiki (1983) construise le pre-
mier exemple comme schéma de Hilbert des paires de points sur une surface K3 [Fuj83].
Beauville (1983) [Bea83] généralise cette construction en ajoutant également une autre
classe : les variétés de Kummer généralisées. Enfin O’Grady [0’G99, O’G03| construit
deux nouvelles variétés hyperkihlériennes sporadiques. Ce sont & ce jour les seules classes
connues de variétés symplectique holomorphes compactes a déformation prés.

e La dynamique holomorphe sur les variétés hyperkéhlériennes est également un cas cri-
tique, a la fois proche de celle d’une surface K3 ou d’une surface rationnelle [Ogu09] mais
possédant également des automorphismes d’entropie topologique positive [AV16].

e De nombreuses autres motivations viennent de la géométrie symplectique, la symétrie
miroir [Voi99] et de la géomeétrie birationnelle [Huy97].

Sur une variété hyperkihlérienne (M, g), on peut se donner un pinceau de structures com-
plexes g-orthogonales et positives, chacune correspondant & un quaternion unitaire pur. L’espace
des twisteurs est une variété complexe Z de dimension impaire qui met en famille tout ce pin-
ceau de structures sur M. L’intégrabilité de la structure presque-complexe tautologique sur Z
est conséquence de l'intégrabilité de chacune des structures presque-complexes du pinceau et
découle du théoréme de Newlander-Nirenberg.

Cet espace est diffeomorphe & M x S? mais seule la projection sur P' ~ S? est holomorphe.

L’étude des sections de la fibration Z — P! (donc de certaines courbe rationnelles de Z) est
trés riche et centrale dans de nombreux travaux notament sur 'hyperbolicité [Cam92, Ver13|.
L’article de Campana [Cam92] utilise les déformations de droites twistorielles pour obtenir a la
limite une courbe entiére dans une des variétés kihlériennes de la famille de Calabi.

Une premiére approche pour améliorer ce résultat consiste & expliciter I'intégrabilité de la
structure presque-complexe sur ’espace des twisteurs Z au voisinage d’une droite twistorielle.
Une méthode itérative [Dem02, 11. Integrability of Almost Complex Structures| aurait di per-
mettre d’exprimer ces coordonnées & tout ordre. Cependant la courbure de la variété hyperkih-
lérienne fait obstruction a ce que ces coordonnées préservent la fibration twistorielle Z — PL. Ce
probléme a motivé ’étude de la correspondance courbure-épaississement du chapitre 8.

Organisation des chapitres

La premiére partie introduit des notations et quelques outils de géométrie analytique complexe
en suivant principalement [Del70, Buc85, Har97]. La majorité des résultats des deux premiéres



sections (1.1, 1.2) sont classiques hormis peut-étre la proposition 1.2.1 sur la cohomologie de
I'image inverse topologique d’un fibré. La troisiéme section (1.3) énonce des outils plus techniques
pour I’étude infinitésimale des variétés complexes : Les fibrés a4 connexions et la théorie des
épaississements de sous-variétés et de fibrés. Ces outils permettrons de linéariser ’étude de la
structure complexe sur I'espace des twisteurs.

Théorie et spineurs.

Dans le chapitre 2, on rappelle la théorie usuelle des espaces de twisteurs de variétés hyper-
kihlériennes en suivant principalement [HKLR87]. Puis, le chapitre 3 énumeére les propriétés de
I’espace tautologique de la correspondance entre ’espace des twisteurs et son espace des 1-cycles

Famille
universelle
&N
Espace Espace Droite
des cycles des — projective
C ¢ . twisteurs complexe
‘. . Z IP)l

" Variété Ko
HK

On peut alors remarquer la chose suivante. Quitte & restreindre ’espace des 1-cycles de Z
4 un ouvert connexe C paramétrant uniquement les droites projectives complexes suffisamment
verticales, on a une décomposition de ’espace total W de la famille universelle au dessus de C'
sous forme de produit de variétés complexes lisses (cf. proposition 3.2.1)

W~C xP'. (%)

Proposition A (proposition 3.3.3)

Soit Q¢ le faisceau des 1-formes holomorphes sur C et €2, celui des 1-formes holomorphes
relatives sur W a pu: W — Z. Et soit v: W — C Ila projection.
Si on suppose que C' paramétre des sections suffisamment verticales, alors

v, >~ Qc.

Dans le chapitre 4, on dérive de (x) une décomposition du fibré tangent et du fibré des
2-formes holomorphes sur ’espace des cycles.

Proposition B (section 4.2)

11 existe deux fibrés vectoriels holomorphes V. et V_ sur C' de rang respectifs 2 et 2n satis-
faisant
TC ~ V+ QRV_

et
02 ~ Qi @02

ou
Q% =O0c (A°Vy ® @%VL)
v ~ Q02 = O¢ (0°Vy @ A*V_)

et ot les symboles ® et A désignent respectivement les puissances symétriques et extérieures
d’un fibré.

Ces deux fibrés V, et V_ satisfont en fait les propriétés des fibrés spinoriels sur les variétés
spin de dimension 4 :
TyCxV,oyV_



C’est une autre incarnation de la philosophie qui veut que les variétés hyperkdhlériennes de toute
dimension se comportent comme les surfaces kithlériennes (variétés riemanniennes de dimension
4). En dimension 4 les fibrés V, et V_ sont interchangeables de dimension 2; en conséquence les
fibrés A%V, et A2V_ sont des fibrés en droite. Ici seul A%V, est un fibré en droite (trivial), mais
on peut extraire de la structure hyperkdhlérienne de M une forme symplectique sur les fibres
de Z — P! qui donne une "trace" A2V_ — C permettant de pousser encore plus loin 'analogie
avec le cas classique de dimension 4.

Dés lors plusieurs résultats motivent l'interprétation du diagramme suivant comme un dia-
gramme de "complexification"

z=(m,() — ([~ (m)], ¢)

Espace des - Espace
twisteurs tautologique
Z w
™ < v
Variété C Espace des
hyperkah- cycles
lérienne M C
m — [~ (m)]

Les deux fibrations ont pour fibres des droites projectives complexes, mais, alors que ’espace
des twisteurs Z n’est pas un produit en tant que variété complexe, I’espace tautologique W l’est.
En un sens, les espaces de droites jouent un réle de complexification de la fibration twistorielle
classique.

Cette similitude s’étend sur de nombreux plans, en particulier, le complexe de Dolbeault de
Z correspond au complexe de De Rham holomorphe relatif de W sur Z. Ce résultat est similaire
aux travaux d’Eastwood, Gindikin et Wong [EGW95, Thm 1.1].

Correspondance de type Penrose.

Dans le chapitre 5, on s’intéresse au transport de faisceaux entre ’espace des twisteurs et son
espace des cycles via la famille universelle. On développe des outils nécessaires a la transformée
de Penrose. On généralise au passage le résultat suivant de Salamon [Sal83, Theorem 9.4] et
Hitchin [Hit81] dans le cas hyperkihlérien de dimension quelconque.

Proposition C (section 5.2)

Soit Z l’espace des twisteurs d’une variété hyperkihlérienne M, et w : Z — M la projection,

alors
™ OZ ZQ

et pour tout p > 0,
T QY

Ce résultat permet dans le chapitre 6, de construire la correspondance entre fibrés holo-
morphes sur I’espace des twisteurs Z triviaux en restriction & chaque droite et fibrés a connexions
sur C. C’est un des nombreux avatars des correspondances de type Penrose [AHS78, AW77,
GGK14, PenT76]. Elle est décrite a travers I’équivalence de catégories du théoréme
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Théoréme A (théoréme 1)

Il y a une équivalence de catégorie

Fibrés a connexion Fibrés holomorphes
sur Iespace des cycles &~ sur Pespace des twisteurs
avec courbure dans Q%r trivial sur les droites

qui respecte le produit tensoriel, les sections globales et la dualité.

Dans le cas ou la variété de base M est compacte, la structure de produit (*) (ou plus
précisément (3.3.5)) permet de scinder I’étude des fibrés holomorphes sur 'espace des twisteurs
en deux aspects :

e Leurs cohomologies globales sur Z.
e Leurs ordres de trivialité sur les droites de I’espace des twisteurs (Uentier & tel que le fibré
soit trivial en restriction aux voisinages holomorphes d’ordre & de chaque droite).
Les deux derniers chapitres détaillent chacun des deux points.

Dans le chapitre 7, on exprime la cohomologie de fibrés sur Z triviaux sur les droites en terme
des fibrés naturels V_ et V sur C introduits au chapitre 4. On obtient par exemple les résultats
suivants.

Théoréme B (section 7.3)

On suppose que
e d’une part les fibres de W — Z sont contractiles,
e d’autre part I'ouvert C de I’espace des cycles est de Stein,
Alors

1. Soit T} le fibré vectoriel sur I'espace des twisteurs Z des vecteurs tangents aux fibres
de Z — P!,
o Ty(—1) est trivial en restriction aux droites de Z,
e et H*(Z,T;(—1)) est la cohomologie du complexe différentiel sur C

Hom (A*'V_, V_ @ 0*1v,) 25 Hom (A*V_, V_  @*V7,)

LY Hom (AM1V_,V_ @ 0F1V,) .

2. Toujours sous les méme hypothéses,
e l'espace H*(Z,0z) est la cohomologie du complexe différentiel sur C

0 1
Hom (A*='V_, @*=1V,) 25 Hom (A*V_, @V, ) 25 Hom (AFH1V_, 0F 1V, ).
e On a en particulier une application naturelle
HgR(Ca Q) — Hk(Z, Oz)

qui est bijective pour k = 0 et injective pour k = 1.

Les hypothéses du théoréme B sont satisfaites dans le cas d’une surface K3 munie de sa
métrique Ricci-Plate, mais ces résultats étaient déja connus dans le cas des variétés de dimension
4 anti-autoduales (voir par exemple [EPWSI]).

Les différentielles D' du complexe sur C' sont d’origine riemannienne : elles se calculent
naturellement par des procédés de symétrisation a partir des connexions sur V_ et V.. L’étude de
ces opérateurs différentiels est réalisée dans la section 7.2 ; on y généralise un lemme d’Eastwood,
Penrose et Wells [EPW81, Lemma 1.2]. Enfin le lien avec la métrique riemannienne de la variété
M est établi & la section 6.6.

D’autre part, par un dévissage cohomologique, on obtient (théoréme 3) une description de
la cohomologie de certains fibrés sur Z constamment négatif en restriction a chaque droite ; par
exemple les faisceaux O(—p).

Enfin dans le chapitre 8, on utilise des outils developpés dans la premiére partie de [Buc85]
pour étudier les épaississements de fibrés holomorphes au voisinage des droites de ’espace des
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twisteurs. On établit alors le théoréme suivant :
Théoréme C (théoréme 5)

L’équivalence de catégories construite en A se restreint en une équivalence de catégories :

Fibrés holomorphes
Fibrés a connexion plate sur ’espace des twisteurs
{ sur Pespace des cycles } trivial sur les voisinages
a Pordre 2 des droites

On démontre plus précisément & travers le théoréme 4 une correspondance, pour chaque
fibré sur Z trivial en restriction aux droites, entre la courbure de la connexion associée (via
léquivalence du théoréme A), et les épaississements du fibré aux voisinages infinitésimaux a
l’ordre 2 des droites.

12



Chapitre 1

Préliminaires

We hold these truths to be self-evident, [...]

— United States Declaration of Independence,
Thomas JEFFERSON et al.
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Remarque sur les notations

On essayera, dans la mesure du possible, de distinguer les isomorphismes canoniques entre
deux objets. On désignera donc par le symbole ~ (ou parfois =) un isomorphisme naturel en
opposition avec = qui désignera un isomorphisme dépendant d’un choix; par exemple entre un
espace vectoriel de dimension fini et son dual.

1.1 Topologie

Dans tout le document le terme faisceau désignera par défaut un faisceau de groupes abéliens
et trés souvent (mais ce sera précisé)
e soit des faisceaux de O-modules pour un faisceau d’anneaux O préalablement fixé,
e soit des faisceaux de C-espaces vectoriels.

Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application continue.

1.1.1 Image inverse (topologique)

Soit F un faisceau sur Y, alors on definit 1’image inverse topologique f~'F de F par f
comme le faisceau associé au préfaisceau f® F défini sur 'ouvert U C X par

U, f*F) = V%i}rcr(lU) NV, F)

ou V parcourt les ouverts de Y.

Le foncteur f~! de la catégorie des faisceaux sur Y dans la catégorie des faisceaux sur X est
exact.

1.1.2 Image directe

Si G est un faisceau sur X, on notera R! f+ G le faisceau sur Y associé au préfaisceau
U H'(fHU),9).
Dans le cas particulier ¢ = 0 on notera simplement f, G le faisceau obtenu, et on a pour tout
UcCy,
LU, . G) =T(f~1(V),9).

L’association G — f, G est fonctorielle. On notera f.¢ : f. G — fi H I'image d’un morphisme
de faisceaux ¢ : G — H. On peut remarquer que cette construction ne fait aucune hypothése
de structure supplémentaire sur ¢. Dans le cas d’une connexion ou un opérateur différentiel V
entre faisceaux de O-modules, f,V désignera donc son image directe au sens des faisceaux.

Le foncteur f, est exact a gauche. A une suite exacte courte 0 — A — B — C — 0 de
faisceaux, on associe la suite exacte longue dérivée

0—> fi A= fuB— f.C—
R'FA-SRVA.BS R f.C—

R AR f.BSR f.C— -

1.1.3 Tige

Six € X et i, désigne I'injection d’espaces topologiques {z} < X, alors on appellera tige en
x d’un faisceau G sur X le faisceau
On confondra le faisceau G, avec espace de ses sections globales sur {z}.

Si X est localement paracompacte sur un voisinage de x, alors

G, = lim T'(U,G)
U>sz

On utilisera fréquemment la propriété suivante :
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Proposition 1.1.1 ([Del70, 2.25 p.19])

Soit Y un espace topologique localement paracompact, f : X — Y est propre, et u désigne
Pinclusion de f~1(y) dans X, on a I'isomorphisme suivant

(R’ f.G), =~ H'(f " (y),u™" G) (1.1.1)

1.1.4 Faisceaux constants et localement constants

Soit R un anneau, et V un R-module on appelle faisceau constant de tige V que 1’on note V,

le faisceau associé au préfaisceau
U—V.

On a alors la propriété suivante, soit U C X, alors I'(U, V) est le faisceau des fonctions localement
constantes de X dans V. En particulier si U est connexe, I'(U,V) = V.

Faisceaux localement constants.

Un faisceau sur X est un faisceau de R-modules localement constant ou aussi systéeme local
de R-modules si localement sur X, il est isomorphe & un faisceau constant de R-modules de rang
fini.

Sur une variété connexe et simplement connexe un faisceau localement constant est constant.
cf Deligne [Del70, 1.1]

Exemples :

e Le faisceau C est un faisceau constant d’anneaux. C’est un sous-faisceau naturel de tous
les bons faisceaux de fonctions sur une "variété", il représente les fonctions localement
constantes.

e Si (E,V) est un fibré a connexion (cf. plus loin 1.3.1), tel que la courbure de la connexion
soit nulle, alors ker V est un sous-faisceau localement constant du faisceau des sections de
E. Tous les faisceaux localement constant apparaissent de cette maniére : C’est ’essence
de la correspondance de Riemann-Hilbert (cf plus loin, paragraphe 1.3.1).

1.2 Géométrie

Sur une variété différentielle, analytique réelle, complexe ou algébrique, la géométrie associée
est définie par un faisceau d’anneaux appelé faisceau structurel. Dans ces quatre cas, il est
respectivement

e le faisceau & des fonctions lisses (infiniment dérivables) a valeurs dans C,
e le faisceau £ des fonctions analytiques réelles (a valeurs dans C),

e le faisceau O des fonctions holomorphes,

e le faisceau o des fonctions rationnelles réguliéres.

Dans les cas algébriques et complexes, la topologie considérée sera toujours la topologie
transcendante sauf mention explicite du contraire. En particulier, elle sera presque toujours
séparée, localement paracompacte.

Dans la suite on notera X,Y deux variétés différentielles ou analytiques réelles ou complexes
ou algébriques (toutes les deux), on notera A leurs faisceaux structurels, et on se donne f : X —
Y un morphisme. Soient F un faisceau de Ay-modules (sur Y) et G un faisceau de Ax-modules
sur X.

1.2.1 Image inverse géométrique

On rappelle que le fait que f : X — Y soit un morphisme de variétés, munit Ax d’une
structure de f~! Ay-modules.
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On note f* F le faisceau de Ax-modules sur X défini par

f71 .7:®f71 Ay Ax .

1.2.2 Les fibrés vectoriels

On confondra fibré vectoriel et faisceau localement libre de modules sur le faisceau structurel
A.
A un faisceau localement libre F sur X (donc localement isomorphe a A@d), on associe
[Har97, 5.18] une fibration ¢ : F — X d’espaces construits sur A satisfaisant
e Les sections de ¢ sont les sections du faisceau

{s: X > F |¢pos=idx} ~T(U,F)

ol s est un morphisme d’espaces construits sur A (c’est-a-dire lisse si A = &, analytique
réelle si A = £“, holomorphe si A = O, algébrique si A = o).

e Les fibres sont munies de structure d’espace vectoriel sur C de méme dimension d appelée
rang de F'.

Dans la suite désignera une fibration ¢ : ' — X en espaces vectoriels dont le faisceau des
sections, noté A(F), sera localement libre. On parlera suivant le contexte de fibré différentiel (ie
lisse) ou holomorphe.

On note F, := ¢~1(x) C F pour z € X. On a la propriété suivante pour tout z € X

ou Z, dénote l'idéal de A, des fonctions qui s’annulent en x.
On distinguera soigneusement :

F, la fibre en x ; souvent un espace vectoriel de dimension finie sur C.

F la tige en z , ou aussi l[’ensemble dfes germes en x; ressemble plus & un module sur un
anneau de séries convergentes.

Propriété des images réciproques :

L’identification entre faisceaux localement libres et fibrés vectoriels respecte I'image inverse
géométrique :

Ax(f7F) = 7 Ay (F)

ot f*F est I'espace X xy F' au dessus de X. C’est un fibré vectoriel et il satisfait (f*F), = Fy(y)-

On a également cette propriété due a Buchdahl (cf [Buc83]) sur la cohomologie de 'image
inverse topologique d’un fibré vectoriel, qui sera utilisée par la suite. On peut I'interpréter comme
un version globale de (1.1.1).

Proposition 1.2.1

Soient X, Y deux variétés complexes lisses, f : X — Y une submersion holomorphe surjective.
Soit N € N et soit B — Y un fibré vectoriel holomorphe.
SivyeY,
e la fibre f~1(y) est connexe, et
e Vge{l,---N}, Hq(fil(y)v(c) =0.
Alors le morphisme canonique

HY(Y,0y(B)) = HY(X, f~ Oy(B))

est un isomorphisme pour ¢ = 0,1,--- | N et est une injection pour g = N + 1.

La preuve repose sur la résolution de Dolbeault du faisceau Oy (B) et de son image inverse
par f. La difficulté consiste & montrer que sous I’hypothése topologique sur les fibres, la seconde
résolution est également acyclique. Elles permettent donc de calculer les espaces de cohomologie
HY(Y,Oy(B)) et H1(X, f~1 Oy (B)) a partir de leurs sections globales qui sont égales.
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Fibrés et faisceaux, notation usuelles.

Soit X une variété complexe, on peut construire :
Tx fibré tangent (objet différentiel)
T% fibré cotangent (objet différentiel)
A =T% ® C fibré cotangent complexifié
&Y faisceau des 1-formes différentielles (complexes), c’est également & (AL ) le faisceau des section
lisses du fibré cotangent complexifié.

QL faisceau des 1-formes différentielles de régularité holomorphe, c’est également le faisceau
O(AL) des sections holomorphes du fibré A.

Aﬁ(’o fibré cotangent "holomorphe" !.

8;0 faisceau des 1-formes différentielles de type (1,0), ce sont les sections lisses de Aiéo.

Q;O faisceau des 1-formes différentielles de régularité holomorphe et de type (1,0), c’est égale-
ment le faisceau (’)(Aﬁ(’o) des sections holomorphes du fibré A;O.

Remarques sur la notation propre a la restriction de fibrés.

Soit X C Y une sous-variété, on notera i l'inclusion. On désignera par A les faisceaux
structurels. Pour un fibré F sur Y, on notera E|x := i*E le fibré sur X induit. Alors son
faisceau des sections est donné par

Ax(Elx) =i P Ay (B) @14, i1 Ax =i Ay (E)

L’abus O(k) :

Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension d. On rappelle que P(V') est 'ensemble des
quotients de rang 1 de V. Cette définition ? différe de la définition "historique" comme ensemble
des droites vectorielles de V', voir par ex. [Laz04].

Dans la suite, O(1) désignera soit le fibré tautologique sur ’espace projectif P, soit le faisceau
de ses sections holomorphes. On fera le méme abus pour ses puissances tensorielles O(k).

Soit F un faisceau analytique et F' un fibré vectoriel holomorphe sur P. On notera alors

o F(k) pour F ®p O(k) (en tant que faisceau)
e F(k) pour F ®c O(k) (en tant que fibré)
On rappelle que pour d = 2 (ie P(V) = P'), la régle de Bott nous donne

HY(P(V),0(k)) = o*V k>0
HY(P(V),0(=k)) = det(V*) @ o 2V* k>2

ou ® désigne la puissance symétrique. Tous les autres groupes de cohomologie sont nuls.

1.2.3 Formule de projection et changement de base en cohomologie

On se place dans le cadre holomorphe et on se référera a [Buc85, 1.1 Projection Formula
p.437] ou [Mum12, IL.5 Cor. 1 et 2.].

Soient X,Y deux variétés analytiques complexes et soit f : X — Y une application holo-
morphe. Soient G un faisceau cohérent sur X et F un faisceau localement libre sur Y.

Les R? f+ G héritent naturellement d’une structure de faisceaux de Oy-modules. On a cepen-
dant des résultats plus forts

1. [Grauert| Si f est propre, alors les R' f. G pour i > 0 sont cohérents sur Y’
2. [Formule de la projection] Toujours sous ’hypothése f propre, on a
R' f(G@ox [*F) = (R' [ G) ®o, F (1.2.1)

1. ici le mot holomorphe indique le type, pas la régularité.
2. que 'on peut rapporter & 1’école grothendicienne.
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3. [Changement de base| enfin si de plus pour i > 0,
e f est plate,
e G est localement libre,
e et la fonction

y= b (7 Y), G @0k Of-1(y))

est constante pour y € Y,
alors R’ f. G est localement libre. De plus la fibre en y est I'espace

H (7' (1),9®0x Op-1()

On peut faire un paralléle entre le point 3 et la proposition 1.1.1 : en effet, sous les hypothéses
du point 3, le faisceau R* f, G est localement libre et
e a pour tige en y 'espace H? (ffl(y), u™! Q) par la proposition 1.1.1,
e a pour fibre en y l'espace H* (ffl(y),g®ox Of—l(y)).
Le lien entre ces deux espaces se comprend & travers la suite exacte

0= u tG®, Oxuflfffl(y) —u G U G®,-1 0y Op-1(p) 20

out Zy-1(, désigne I'idéal de Ox définissant I'inclusion w : f~1(y) — X.

1.3 Géométrie infinitésimale

Les deux sections suivantes introduisent des outils plus sophistiqués pour ’étude de la struc-
ture complexe sur Z.

1.3.1 Connexions sur un fibré vectoriel
Différentes notions de connexions

Le terme connexion dispose de tout un zoo de définitions. On rappelle ici les différentes
connexions de Koszul qui peuvent exister sur un fibré. On s’intéressera plus particuliérement
au cadre holomorphe pour clarifier 'utilisation subséquente des propriétés de connexions holo-
morphes.

Soit E un fibré (éventuellement holomorphe, hermitien) sur X (variété éventuellement com-
plexe), £ (resp. O) les faisceaux de fonctions lisses (resp. holomorphes). On définit les objets
suivants :

Connexion :
Morphisme de faisceaux de groupes abéliens D : £(E) — £'(F) qui satisfait une régle de
Leibniz :
Vs e T(E(E)), Vf €eT(£), D(fs)=df ® s+ fD(s)

Connexion de type (0,1) Sur une variété complexe :
Une connexion de type (0,1) est un morphisme de faisceaux D : E(E) — E%'(E) qui
satisfait une régle de Leibniz de type (0, 1), c’est-a-dire

Vs e T(E(E)), Yf €T(E), D(fs)=0f®s+ fD(s).

e On definit de méme les connexions de type (1,0).
e Une connexion D sur E se décompose naturellement en deux connexions D’ = D0 et

D" = D% gur E.

Connexion de type (0,1) canonique :
Sur une variété complexe et pour un fibré holomorphe, on a une connexion de type (0, 1)
naturelle définie par le 0 des coefficients d’une section dans un repére holomorphe.

Connexion compatible avec la structure holomorphe (parfois dangereusement appelée
connexion holomorphe) :
Sur une variété complexe et pour un fibré holomorphe, c¢’est une connexion D dont la partie

D" de type (0,1) est égale a la connexion canonique de type (0,1) : 0.

18



Connexion hermitienne :
Sur une variété complexe, et pour un fibré hermitien, c’est une connexion compatible avec
la structure hermitienne.

Connexion de Chern :
Sur une variété complexe et pour un fibré holomorphe hermitien, il existe une unique
connexion hermitienne et compatible avec la structure holomorphe; elle est appelée
connexion de Chern.

Connexion holomorphe (forte) :
Sur une variété complexe et pour un fibré holomorphe F, ¢’est un morphisme de faisceaux
O(E) — QY(E) qui satisfait une régle de Leibniz dans la catégorie holomorphe

Vs € T(O(E)), Vf € T(0), D(fs)=df @ s+ fD(s).

Dans le suite, connexion holomorphe fera toujours référence a une connexion holomorphe
forte. On pourra se référer a [Buc85, Part. I] ou [Del70] dans ce cas.

Dans le cas d’'un morphisme f : X — Y, on peut définir les notions de connexion (resp. de
type (0, 1), compatible, hermitienne, holomorphe) relatives a f en remplacant les faisceaux de
formes par les faisceaux de formes relatives et en remplacant d par dy : Ox — Qx — Q; dans
la régle de Leibniz.

Enfin étant donné un morphisme f : X — Y et un fibré a connexion holomorphe (E, V) sur
X, on peut définir un opérateur différentiel f,V sur Y comme image directe de V par f (au sens
des faisceaux : 1.1.2). Il satisfait par fonctorialité la régle de Leibniz suivante

Vs € I(Y, [+ Ox(E)),Y¢ € D(Y,Oy), (f:V)(ds) = f« (dp @ (50 f)) + & (£ V) (s).

Connexion naturelle sur un produit tensoriel

Soient (E, V) et (F, V) deux fibrés (holomorphes) & connexion holomorphe sur une variété
complexe X.
Alors il existe une connexion naturelle sur le fibré £ ® F.

Elle est donnée pour e et f des sections locales respectives de E et F', par
Vie® f)=Ve(Ee)® f+e® Vr(f)

C’est pourquoi on la note Vg + Vg (ou plus rigoureusement Vg ® 1p + 15 ® V).

Courbure

Une connexion holomorphe V sur un fibré E sur X s’étend de maniére unique en une appli-
cation
VR Ok (B) —» Q5N(E)

satisfaisant la régle de Leibniz suivante pour w une k-forme et e une section locale de F
VF(w®e)=dv®e+ (—1)"w A Ve
Dés lors on définit la courbure de la connexion V comme la composée
F(V):=V'oV:0(E) = Q*E)

C’est un résultat classique que F(V) est en fait O x-linéaire, on peut donc la voir comme une
2-forme sur X & valeurs dans End(E).

On se permettra de noter F'(E) pour la courbure de la connexion V sur le fibré F s’il n’y a
pas d’ambiguité sur le choix de la connexion.

Une connexion sera dite plate si sa courbure est nulle.
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Correspondance de Riemann-Hilbert

Il y a un lien fondamental entre connexions plates et les systémes locaux qui est donné par
la proposition
Proposition 1.3.1 ([Del70, thm 2.17])

Soit X une variété analytique complexe. Les foncteurs suivants :

1. V , systéme local complexe +— O ®cV muni de sa connexion canonique pour la-
quelle les sections de V' sont paralléles.

2. (E,V) , fibré vectoriel holomorphe a connexion plate, +— V = kerV , le sous-
faisceau des sections paralléles de O(E).

sont des équivalences de catégories quasi-inverses I'une dans ’autre entre la catégorie des
systémes locaux complexes sur X et la catégorie des fibrés vectoriels holomorphes a connexion
plate sur X (avec pour morphismes les morphismes horizontaux de fibrés)

En particulier le systéme local C correspond au faisceau O muni de la dérivée extérieure d.
Une version relative [Del70, thm 2.23] pour f: X — Y fait correspondre les systémes locaux
relatifs (localement de la forme f~! Oy (B)) avec les fibrés & connexion relative plate.

1.3.2 Théorie des épaississements

On énoncera ici les résultats de théorie des épaississement de sous-variétés analytiques qui
nous seront utiles par la suite, notamment au chapitre 8. Pour un compte-rendu plus détaillé de
la théorie, le lecteur pourra a se référer a [Buc85, EL86, EL92].

Epaississement de sous-variété lisse

Soit (Y, Oy ) une variété analytique complexe lisse et (X, O x ) une sous-variété lisse. On notera
Tx le faisceau d’idéaux de Oy des fonctions qui s’annulent sur X et ¢ : X < Y Dinjection.
Alors on a, par définition du faisceau des fonctions sur X,

0=i'Zyx >i 'Oy =5 O0x —0.

On notera Nx/y := (Ty|x) /Tx le fibré normal de X dans Y. Comme X est une sous-variété
lisse de Y, on a pour tout k € N,

7%

I’;{-ﬁ-l :

Cela signifie que les formes k-linéaires symétriques sur le fibré normal de X dans Y sont les
classes de fonctions qui s’annulent & I'ordre k& sur X modulo celles qui s’annulent & un ordre
supérieur.

Les épaississements de X sont fait pour disposer de plus de fonctions, notamment des fonc-
tions non-nulles qui s’annulent sur X tout entier. Ces nouvelles fonctions ne voient pas les points
de X mais mesurent plutot les voisinages infinitésimaux de X dans Y (par exemple les directions
normales de X dans Y'). Ainsi I’épaississement & l'ordre m de X dans Y est défini comme le

sous-schéma de Y d’espace sous-jacent Xio, et de faisceau structure Og?") donné par la suite
exacte

0 — Z-—l I?-i—l — i_l OY — O()?’L) = 0. (131)

Par cette définition, I’épaississement & l'ordre 0 n’est autre que (X, Ox) et il y a un morphisme
naturel entre I’épaississement & 'ordre m + p et I'épaississement & 'ordre m qui s’apparente a
une restriction et provient de I'inclusion Z™? C ™.

En particulier on a un analogue de (1.3.1) plus pratique car il fait abstraction de Y et manipule
principalement des faisceaux localement libres sur X :

Lemme 1.3.2

Soit X une sous-variété lisse de Y et soit m > 0, alors on a la suite exacte suivante de
faisceaux sur X
0= Ox(@™Ngy) = ot 5 0o 0 (1.3.2)
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Intuitivement, les polyndmes homogénes de degré m + 1 sur le fibré normal de X dans Y
donnent des fonctions sur ’épaississement X (™+1) qui s’annulent sur épaississement a 1’ordre
m de X.

Cette propriété est une conséquence du résultat plus général [EL92, Lemma 2].

Epaississement de fibré

Avec les notations du paragraphe précédent, soit £ — X un fibré vectoriel. On appelle
épaississement de E & l'ordre m sur X (™ un faisceau localement libre F de (’)gzn)—modules tel
que

Ox ®Og(m) F ~ Ox(E)

c’est-a-dire il étend le fibré E sur X a X (™),
Soit E un fibré sur X et E*) des épaississements (compatibles entre eux) de F aux voisinages
a Pordre k de X pour 0 < k < m. La suite exacte (1.3.2) devient pour tout k

0= Ox(E @ 0MIN% y) = OFT(BFD) - 0 (BW) - 0 (1.3.3)

Epaississement de connexion

Dans les sections qui suivent, on se donne X’ = X un épaississement a lordre n de X
(Iépaississement a ordre n de X dans Y'). On notera ensuite avec " les épaississements a 'ordre
n + 1. On notera également Oy ou parfois simplement O’ pour Ox/ (et de méme avec O").

La donnée d’une connexion holomorphe sur un fibré assure l'existence d’un épaississement
du fibré. Ainsi épaissir les fibrés & connexion est un ping-pong entre d’une part I’épaississement
de la connexion sur un fibré fixé et d’autre part le choix de I’épaississement du fibré.

Etendre une connexion V’ sur un fibré E’ sur X’ 4 une connexion V” sur un fibré E” sur
X" se fait en 3 étapes
1. On définit E” (cf. paragraphe suivant page 21).

2. On étend V' en V' : O%(E") — QL(E') = 0 ®0, Ox(E') qui nest pas une connexion
au sens strict mais satisfait la régle de Leibniz suivante

V(fe)=df & [elp + £ [Ve|

’

pour e section locale de E” et [e]g son image dans E’.

3. On étend V' en une véritable connexion V" sur E"
"o " 1 "
V" O%(E") = Qx. (E")
Epaississement du fibré induit par la connexion Considérons la suite exacte conormale

"épaissie" sur X
0— Ox(@nJrlN*) =y 0% = Qxs =0

que Pon peut tensoriser par Oy (E’) et construire le diagramme suivant

0—— Ox(E®o"MIN*) —— Qy @ O (E') —— Qx/(E') —— 0

/

O (E)

On peut également considérer la puissance extérieure k-ieme du quotient Q1. @ O’y — Q% —
0. On notera R%, son noyau.

0= RY, = @0y 0% =0
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On peut alors recouvrir X par des ouverts U; qui trivialisent E’. Sur l'ouvert U; on peut
choisir un repére e; = (ef), de E’. Les matrices de passages g;;i € G/.(O) de e; a e; sur
Iintersection U;; satisfont la relation de cocycle? :

9ij9ikgrki = 1d, sur Ui

Si on considére g;; les classes des g;; dans G/,(Ox) induites par la réduction O’y — Ox, elles
satisfont toujours la relation de cocycle et correspondent aux changements de trivialisation du
fibré E. En dérivant la relation de cocycle de g, on trouve la relation de cocycle additive suivante

95id i + grid g + gied' gri = 0 sur Uk
qui est 'obstruction & I’existence d’une connexion sur E’.

Comme pour m € M(I'/I") la relation (Id + m)~*dx~(Id +m) = dx»m mod I" montre la
commutativité du diagramme

d mod dI’
0 —— M, (I'/T") — M (Qy ® O) 2% M, (%) —— 0

g gldg]D
0 —— M, (I'/1") "2 6o, (0%)

mod I’ ggn(o/x)*)()

lexistence d’une connexion holomorphe V' sur E/ — X' assure 'annulation de la classe
DFE' = [g;ildgjl-] dans H' (X', Qx/(End(E’)) dont I'image dans H?(X’,End(E) @ (I'/1")) est
lobstruction & l'existence d’un épaississement E” de E’ sur X”. La donnée d’une connexion
holomorphe sur E’ assure ’existence d’un épaississement du fibré.

Epaississement de la connexion Comme l'action d'un élément m = (m;;) du groupe
H'Y (X', End(E) @ (I'/T")) sur la classe d’épaississement E" = (g;) € H' (GL(Ox))

m - E" = ((Id 4 mj;)gj;)

puis sur I'obstruction ©(V’, E”) € HY(X', End(E)®1'/I") 4 étendre V' en une pseudo-connexion
sur B

o(V',m-E") = (m;;)+@(V',E")
est affine, il n’existe exactement qu’une seule classe d’isomorphisme d’épaississement m - E” telle

que w(V';m - E"”) =0 et donc sur lequel la connexion V’ s’étend en une pseudo-connexion \
Le diagramme

0 —— R%,(End(E)) —— Q2 © Oy (End(E")) —— Q% (End(E')) —— 0
id v’

0 —— R%, (End(E))

QL (End(E")) — Q% (End(E’)) —— 0

montre que I'obstruction w, 1 (V') € H(X', R%,(End(E"))) a étendre la pseudo-connection
V'’ en une connexion sur E” est I'image par le morphisme connectant de I'image par V' de la
classe (A;) € H°(Q%,, (End(E"))) potentiel du cobord DV’ = (g/;)~dx-g}j; donc I'image par le
morphisme connectant la courbure F(V') = V/(4;) de V'.

Obstructions et classifications d’épaississements de fibrés a connexion
Soit X C Y une sous-variété lisse. On a la suite exacte "conormale épaissie" de Og?)—modules
0— Ox (O"T'N*) = Oy ® o = ok, —0.

Soit (™ un fibré sur X ()| et E sa restriction & X. On admettra que

3. on fera attention au caractére non-commutatif
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L’espace H°(X, 0%,

tion a I'existence d’une connexion sur ce fibré est une classe dans H* (X, Q%
’ 1
L’espace H'(X, R3.,
s'étende en une connexion sur E(t1) (ce dernier étant déterminé par la connexion cf.
paragraphe 1.3.2).

(End(E™))) contient les courbures de connexions sur E(™), 1’obstruc-
(End(E™))).

(End(F))) contient les obstructions a ce qu’une connexion sur E(™)

L’espace H'(X,End(FE) ® @"T1N*) agit transitivement sur les classes d’épaississements & I'ordre
n + 1 du fibrée E™,

L’espace H?(X,End(E) ® @"*'N*) contient les obstructions a ce qu'un fibré E™ sur X ™)
étendant E s’étende en un fibré E+1 sur X (7 +1),

Considérons les suites exactes
0 — R% () (End(E)) — Q% (End(E™)) — 2%, (End(E™)) — 0
issue de la définition de R et
0 — O(End(E) ® ©""2N*) - Q) (End(E™) ® @" "' N*) — R% (., (End(E)) — 0
issue de la suite conormale épaissie. Elles donnent les applications suivantes entre espaces de

cohomologie

0 X(n )(End(E™))) — Hl(X R (End(E))),

( (

( Xm) (End(E))) = HO(X™, 03 (End(E™))),
H' (X, R} X (End(E))) — H*(X,End(E) ® @"*?N*),

(X, R3(n (End(E))) — H'(X,End(E) ® @"T2N*).

0

2 & < 6

On a alors la proposition suivante qui relie précisément les obstructions et classes d’extensions
de connexions avec les obstructions et classes d’extension de fibrés.

Proposition 1.3.3 ([Buc85, Prop HJ)

Soient X C Y deux variétés lisses, (E,V) un fibré a connexion sur X et (E™ V() une

extension de (E,V) a X(™. Alors

(a) II existe une extension (E™+1) V(™)) unique a isomorphisme au dessus de (E(™ V()
pres.

(b) On a, avec les notations précédentes
e l'image par ¢ de la courbure de V™) est obstruction a ce que V(™ s’étende en une
connexion sur E"+1),
e l'image par i de I'obstruction a ce que V(") s’6tende en une connexion sur E™+1)
est Iobstruction a ce que E(™tY) s’étende en un fibré E(+2),

(c) Soient V§"“) et vg"“) deux extensions de V™), qui entrainent par (a) 'existence de
deux extensions E§"+2) et Eé”+2) de E*Y . On notera § = Vg"H) - VgnH). Alors
e limage de la différence 6 par 0 puis restreinte a X" est la différence entre les
courbures des deux connexions,
e 'image de § par «y est la différence entre les classe d’épaississement des deux fibrés.

(d) Sila connexion V(") est plate, il une extension plate de (E™, V(™) a I'ordre n + 1 et
cette extension est unique & unique isomorphisme au dessus de (E(”), V(")) preés.

Par soucis de clarté, on énonce la version relative qu’on utilisera, avec des notations plus
proches de celles du présent manuscrit.
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Proposition 1.3.4 (version relative de [Buc85, Prop HJ)

Soient X C 'Y deux variétés lisses sur Z, on notera p : Y — Z le morphisme de structure.
Soit (E, V) un fibré a connexion p-relative et (E', V') une extension p-relative a X ™). Alors

(a) II existe une extension (E", @’) unique & isomorphisme au dessus de (E', V') prés.

(b) On a, avec les notations précédentes
e l'image par ¢ de la courbure de V' est 'obstruction a ce que V' s’étende en une
connexion sur E".
e limage par ) de I'obstruction a ce que V' s’étende en une connexion sur E’ est
Dobstruction a ce que E" s’étende en un fibré E"".

(c) Soient V¥ et VY deux extensions de V', qui entrainent par (a) l'existence de deux ex-
tensions E{ et EY de E'. On notera § = V{ — V4. Alors
e image de la différence § par ¢ puis restreinte a X(™ est la différence entre les
courbures des deux connexions,
e limage de § par v est la différence entre les classe d’épaississement des deux fibrés.

(d) Si la connexion V' est plate, il une extension plate relative de (E',V') a l'ordre n + 1
et cette extension est unique & unique isomorphisme au dessus de (E', V') prés.
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Chapitre 2

Variété hyperkahlérienne et espace

des twisteurs

25

Elle met des noms sur les choses, des
étiquettes, comme pour dire "Ces choses font
partie de mon systéme, je les ai comprises.”
Mais le temps de nommer une chose, elle a
déja changé, et le nom qu’on lui a donné a
déja fini de la définir avec exactitude, et on se
retrouve avec en bouche des mots vides.
L’Occidental veut résoudre le monde. Faire de
l"un avec du multiple. C’est un leurre.

— Le chat du rabbin,
Joann SFAR



2.1 Définition

Une variété hyperkdihlérienne (M, g, (I, J, K)) est la donnée
e D’une variété différentielle M de dimension 4n
e D’une métrique riemannienne g sur M
e De trois structures presque-complexes I, J et K sur M satisfaisant
» [JK = —1 (en particulier I, J et K satisfont les relations quaternioniques ')
» I, J et K sont orthogonales pour g
» I, J et K sont paralléles pour g donc intégrables et kdhlériennes.

On fera I’hypothése que M est connexe et simplement connexe ; ces hypothéses ne sont pas trés
restrictives, par exemple les variétés hyperkéahlériennes qui apparaissent dans la décomposition
de Bogomolov (cf. [GHJ03]) le sont.

L’existence des trois tenseurs paralléles I, J et K impose des restrictions sur I’holonomie de la
métrique et donc sur sa courbure. Ainsi sous ces hypothéses Hol(g) est un sous-groupe du groupe
symplectique Sp(n) et en particulier, ¢’est un sous-groupe de SU(2n) donc g est Ricci-plate, on
pourra se reporter & [GHJ03] pour plus de détails. Si de plus M est non-localement symétrique, le
groupe d’holonomie est exactement Sp(n). Ceci découle du théoréme de classification de Berger
(proposition 2.1.1). A priori on ne fera pas cette hypothése.

Proposition 2.1.1 (Classification de Berger [Bea83, GHJ03])

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, compacte, connexe, simplement connexe,
non-symétrique, sans bord. Alors Hol(M) est I'un des groupes suivants :

SO(n) générique

u (%) kdhlérienne

\— Su (%) de CALABI-YAU
-

D (%) hyperkdhlérienne
Sp (%) Sp(1) quaternionique
G(2) exceptionnelle
Spin(T) exceptionnelle

Les liens indiquent les inclusions de groupes, et la notation (-)(n/k) signifie implicitement "la
dimension n est un multiple de k".

Exemples compacts

e Une variété (compacte) symplectique holomorphe est dite irréductible [GHJO03, 5.10] si
elle est simplement-connexe et h?? = 1. Alors pour chaque classe de Kihler, elle admet
par théoréme de Yau [GHJ03, Sec. 5] un métrique Ricci-plate g qui en fait une variété
hyperkéhlérienne (les structures J et K sont déterminées a partir de la forme symplectique
et de la métrique).

e Les surfaces K3 forment un cas particulier du précédent : Ce sont les surfaces complexes
irréductibles de fibré canonique trivial.

e Les tores R /A muni de la métrique quotient donnent des exemples de variétés hyper-
kdhlériennes qui ne sont pas simplement connexes.

1. Relations du Brougham bridge I2 = J? = K2 = [JK = —1
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e Etant donné une surface K3, on peut considérer le schéma de Hilbert des n-uplets de
points sur cette surface. La variété obtenue est lisse et compacte, irréductible et porte na-
turellement une forme symplectique holomorphe. C’est donc une variété hyperkahlérienne
par le théoréme de Yau.

e Une construction similaire dans le cas des tores permet de construire les variétés de
Kummer généralisées.

Exemples ouverts

R* ~ H (plus généralement un ouvert de R*") avec la structure plate.

Variétés de carquois de Nakajima [Sch08, Nak98] qui sont un cas particulier de quotient
hyperkéhlérien [HKLR87].

Cotangent a P et la métrique d’Eguchi-Hanson [Cal79].

Voisinage de la section nulle dans le cotangent d’une variété kihlérienne compacte [VK99].

2.2 Structures kidhlériennes
Soit (M, g, (I,J, K)) une variété hyperkihlérienne. Pour ¢ € P!, on note

Ig':al <<75)I+CLJ (Cag)J+aK (CaC_)K

ou
5 1-¢C
a 5 = —
160 =17 1%
5 _ G+ ¢
ay (¢, ¢) = _
169 =13 ¢
n_.¢=¢C
ag (¢,¢) =14 =
(GO =iy ¢
Pour chaque ¢ c’est une structure presque-complexe intégrable sur M. On lui associe la
forme fondamentale we = g(I;_, ) qui munit (M, I¢) d’une structure kihlérienne. On note X,

la variété kédhlérienne (M, I¢,w¢) de dimension 2n. Et Xo pour (M, I,wr).

2.3 Structures symplectiques holomorphes

La 2 -forme
o=0r:=wj+iwK (2.3.1)

est une forme symplectique holomorphe de type (2,0) sur Xg. Et, de méme
oc =0+ 2wr — %6 (2.3.2)

est une forme symplectique holomorphe de type (2,0) sur X, [HKLRS87, (3.87) p.556].

2.4 Espace des twisteurs
On munit la variété différentielle Z = M x S? d’une structure presque complexe

Im,c = ((IC)nu (I]P’l)C) (2.4.1)

qui met en famille les structures complexes I sur M.

On notera f resp. 7 les projections de Z sur P*, resp. M.

D’apreés [HKLRS7, 3.(F), p.555], Pespace (Z,I) est une variété complexe de dimension 2n + 1
et f: Z — P! est holomorphe. Dans leur preuve, l'intégrabilité de la structure presque-complexe
I découle immédiatement du caractére kihlérien des structures complexes, mais c’est en fait un
résultat plus général propre aux variétés 3-holomorphes (ou hypercomplexes), voir par exemple
[Kal9g].
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FIGURE 2.1 — 7 n’est pas holomorphe.

2.4.1 Le fibré tangent horizontal

Considérons le fibré Ty défini par la suite exacte

0= Ty — Ty L5 f*Tpn =0 (2.4.2)

on peut alternativement le voir comme le sous-fibré réel du fibré tangent & Z, ou par l'identi-
fication usuelle comme le sous-fibré complexe du fibré tangent holomorphe Té’o. C’est un fibré
holomorphe sur Z ; on 'appellera le tangent horizontal de Z. D’autre part, comme Z = M x S?
du point de vue C*°, alors Ty ~ 7*Ts en tant que fibrés vectoriels différentiels.

Considérons la fibre f~1(¢) C Z. Alors, par construction T|s-1(¢) est isomorphe (via m,) a

Tx, = TC1 0 en tant que fibré vectoriel holomorphe.

2.4.2 Les droites twistorielles

Les sous-espaces Ly, = 7~ '(m) = {m} x P! de Z sont des sous-variétés holomorphes (iso-
morphes a P! ). On les appelles droites twistorielles.

2.4.3 Les droites

Dans la suite, on appelera droite toute courbe Ly C Z image d’une section holomorphe s
de f. Les droites twistorielles sont des droites pour lesquelles s est de la forme ¢ — (m, () ou
m € M est fixé.

Soit Ly C Z une droite, alors Ty restreint a L s’identifie avec le fibré normal de Ly dans Z.
Ceci découle du fait que f restreinte a L induit un isomorphisme L, ~ P!, dont la différentielle
identifie Ty, et f*Tp1 et donc un scindage de (2.4.2) en restriction & L. Ainsi

Np,jz =Ty

L. (2.4.3)

ou dualement
Ni,z =T5

L,- (2.4.4)

L’isomorphisme (2.4.3) se construit comme suit : A une classe [w] € Ny, /z de vecteurs tangents
4 Z modulo les vecteurs tangents & L, on associe le vecteur

vi=w — Sy frw € Ty.

On vérifie que

e le vecteur v ne dépend pas du choix du représentant w € Tz de [w],

e comme s est une section, f.v = fow — (f o s).faw = fuw — frw =0 et donc v € T}.
L’isomorphisme réciproque est donné par la composition T¢|r, — Tz|z, — Nr_/z.

2.4.4 Déformations et obstructions

Enfin Hitchin et al. dans [HKLRS87, 3.(F) p.555] démontrent que le fibré normal d’une droite
twistorielle est une somme de O(1). L’argument principal est basé sur la relation algébrique
suivante

VCeP, (1+il)(1+C¢K)(1—4il) =0

On rappelle que 1 (1—i.J) est la projection sur la partie de type (1,0) pour une structure complexe
J. Ainsi la relation ci-dessus peut s’interpréter comme le fait que (14 (K) envoie les vecteurs de
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type (1,0) pour I sur des vecteurs de type (1,0) pour /.. Dés lors on peut, & partir de tenseurs
I-holomorphes, obtenir des tenseurs Ic--holomorphes en multipliant le bon nombre de fois par
(1+¢K). Mais sur P! tout entier, le tenseur obtenu va se comporter comme une section de O (k).
Par exemple, pour le fibré normal d’une droite twistorielle, il s’identifie sur la tranche ¢ = 0
(Ic = I) avec le fibré tangent holomorphe & X,. Ainsi étant donné un vecteur v de type (1,0)
pour I, la famille des (14 (K )v est une section holomorphe sur la droite twistorielle de son fibré
normal dans Z.

En conséquence, le groupe H!(L, Ny, /z) est nul et donc par [Kod62] toute section du fibré
normal peut étre intégrée en une famille de déformations de L dans Z. Plus précisément la preuve
de Kodaira s’adapte (cf [Des05]) pour donner le résultat suivant.

Proposition 2.4.1

Soit Ly une droite twistorielle, zg € Lo et ( € P! tel que ¢ # f(20). On pose yo le point de
LoN Xc.

Il existe U voisinage de yo dans X tel que pour tout y € U, il existe une famille (L;), de
déformations de Ly passant par zy, paramétrée par A telle que L% passe par y.

Un résultat similaire (version infinitésimale) est vrai en spécifiant un vecteur horizontal tangent
en yo & X¢ au lieu d’un point y. Ces propriétés seront interprétées plus loin 3.2.4.
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Chapitre 3

Espace des cycles et famille
universelle

Not all those who wander are lost.

— The Fellowship of the Ring,
J.R.R. TOLKIEN
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Dans ce chapitre, on définit 'ouvert C' de ’espace des 1-cycles de Z et on étudie la famille
universelle de la correspondance

point de C — droite de Z

L’espace total W de cette famille universelle est central dans le reste de ce document. On dégagera
ici sa structure de produit (proposition 3.2.1) pour établir un lien (3.3.5) entre la fibration
complexe Z — P! et la géométrie de Iespace des cycles. Ces résultats seront utilisés aux chapitres
4,6 et 7.

3.1 Espace des cycles

On notera Cycles, (Z) l'espace des 1-cycles de Z tel que construit dans [Bar99, Bar75] et
Cycles](Z) la composante irréductible de l'espace des cycles contenant les droites twistorielles.
Soit L est un 1-cycle de Z tel que la restriction de f & L induise un isomorphisme L — P!, alors
il existe une unique section s de la fibration Z — P! dont I'image est L. Réciproquement toute
section de f donne un élément de Cycles, (Z).

On notera Sec(f) 'espace des sections de f dont les images sont dans Cycles](Z). Cest
un ouvert, il hérite donc d’une structure d’espace analytique génériquement lisse donc réduit.
L’espace Sec(f) et méme Cycles](Z) ne sont pas compacts (dans le cas hyperkihlérien) d’aprés un
résultat de Campana [Cam91]. On notera que les droites twistorielles sont des sections, de méme
que toute déformation suffisamment petite d’'une droite twistorielle. Par la remarque précédente
sur les déformations de droites twistorielles dans Z, on en déduit que Pespace Sec(f) est lisse de
dimension complexe h°(L, N) = 4n au voisinage d’une droite twistorielle.

Dans la suite C' désignera un ouvert de Sec(f) qui paramétrera les sections de f suffisamment!
proches des droites twistorielles (et contenant en particulier toutes les droites twistorielles).

La variété M s’identifie naturellement a un sous-espace fermé de C' par 'association m +— L,
qui & un point associe la droite twistorielle au dessus de ce point. Cependant M n’hérite pas
d’une structure de sous-variété complexe. On notera i cette inclusion.

ouvert ouvert comp. connexe

M < o0 Sec(f) < Cyclesi(Z) Cycles,(Z).

La variété M est en fait le lieu fixe d’une structure réelle sur C' (involution anti-holomorphe), en
particulier ¢’est une sous-variété totalement réelle. Cette inclusion sera étudiée plus en détail au
paragraphe 4.5.

3.1.1 Section normale

On sait d’aprés 2.4.4 que le fibré normal d’une droite twistorielle L C Z est une somme de
O(1). Or cette propriété est ouverte dans l’espace des cycles. En effet, le fibré normal d’une
droite twistorielle est ample et ’amplitude est une condition ouverte. Si on décompose le fibré
sur la droite projective Ly en une somme de O(a;), on a donc génériquement : tous les a; > 0.
De plus, par platitude, le degré 3 a; est constant donc nécessairement a; = 1 pour tout 4.

On va donc supposer dans la suite, quitte a restreindre C, que pour tout s € C

N,z 2C*"@0(1) (3.1.1)

3.2 Famille universelle et correspondance twistorielle

3.2.1 Correspondance twistorielle
Le cas classique

On note Flag(a; < ag < -+ < a,) la variété des drapeaux de C** qui paramétre les chaines
V1 CVo C---V,,_1 CC" de sous-espaces vectoriels tels que pour tout i, dim(V;) = a;.
On a une correspondance naturelle entre les variétés de drapeaux de C*

1. On précisera progressivement dans le document les restrictions imposées sur C' : 3.1.1 (non dégénerescence
du normal des droites), et les hypothéses 3.4.1 (hypothése cohomologique sur les fibres de ), 7.1.2 (caractére
Stein), et éventuellement 8.4.1 (rétraction sur M).
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Flag(2 < 4) Flag(1 < 4)
— N—
Gra(C) P(C*)

ou les application sont donnés par I'oubli respectif de la droite contenue dans le 2-plan et du
2-plan contenant la droite. Ici 'espace qui joue le role de C est la grassmanienne des 2-plans
GTQ((C4) qui peut étre vu comme une complexification de la sphére S* ~ ]P’]%H. De gauche a droite,
la correspondance associe a un 2-plan E C C*, Pensemble pu(v~'(E)) ~ P(E) des droites de
E. Mais comme FE est de dimension 2, c’est une droite projective complexe dans P3. Ainsi on
associe & un point de Gry(C*) une droite dans P3
Ce modeéle jouet différe beaucoup du cas hyperkdhlérien général (voir la section suivante
3.2.1), notamment sur deux points :
e L’espace qui joue le r6le de I'espace des twisteurs est projectif (P?) et I'espace qui joue le
role de C' est compact (Gry(C*)).
e La correspondance réciproque est simple : A un point z € P? correspond une droite V de
C*. On peut alors considérer ensemble des 2-plans de C* contenant cette droite. Cest
'ensemble v(u~"'(2)) qui s’identifie a 'ensemble des droites de C* /V = C*. C’est donc
un plan projectif complexe dans Gro(C*).
Un compte rendu plus complet de cette correspondance twistorielle dans le cas de la grass-
manienne des 2-plans de C* peut étre trouvé dans [WW91].

Le cas des variétés de dimension 4 anti-auto-duales

La construction de l'espace des twisteurs d’une variété riemannienne est possible en toute
généralité. C’est toujours une variété différentielle Z munie d’une fibration Z — M dont les
fibres sont des sphéres et possédent naturellement une structure de droite projective complexe.
Cependant la structure presque complexe naturelle sur Z n’est intégrable que si la partie auto-
duale du tenseur de Weil de M s’annule. C’est le cas en particulier si la variété est a courbure
scalaire nulle [Bes87].

Le cas hyperkihlérien

Dans notre cas, & un point s de C correspond (par définition) une courbe complexe Lg
(isomorphe a ]P’l) dans Z et réciproquement & une courbe L dans Z, correspond ? un point de C.
D’autre part & un point z de Z, on peut associer I’ensemble des droites (sections) passant par
z; on notera C(z) cet ensemble. Son équation dans C' est donnée par (so f)(z) = z, il est donc
de dimension complexe 2n.

Cette correspondance peut étre mise en famille en considérant ’espace universel des couples
(section, point de I'image de cette section)

W={(s,2) € C x Z | s((2)) = =}

Cet espace hérite de deux applications de projections v: W — C et yu: W — Z.

3.2.2 Notations

On résume les notations introduites précédemment dans le diagramme (non-commutatif)
ci-dessous

2. Sous I'’hypothése qu’il existe une famille (L¢)o<¢<1 de déformations d’une droite twistorielle Lo dans Z et
e << 1 telle que L = L.
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D

FI1GURE 3.1 — Représentation des espaces considérés. On rappelle que si M est de dimension
réelle 4n, alors Z, W et C sont de dimensions complexes respectives 2n + 1, 4n + 1 et 4n.

/\\

Z*ﬂ?’l

ST
z . L

M

Les fleches en pointillés sont les applications qui ne sont pas holomorphes.
On notera de maniére générale
¢ un élément de P,
s un élément de C (section de f),
2 une section réelle de f, (élément de i(M) C C),
m un élément de M vu comme but de 7 : Z — M,
z un élément de Z vu comme variété complexe,
(m, ¢) un élément de Z vu comme le produit M x P!,
(s,z) ou plus simplement (s,¢) un élément de W (cf. 3.2.3 pour la justification). On
notera O(k) pour les images inverses (géométriques) de Op1 (k) sur Z et W, et B(k) pour
B ®c O(k) en tant que fibré.

3.2.3 Structure produit

Proposition 3.2.1

Les applications holomorphes v : W — C et g = fopu : W — P! identifient I'espace
tautologique W a la variété produit C' x P.

On considére Papplication v x g : W — C x P!, elle est donnée par (s,z) — (s, f(2)). Sa
réciproque est donnée par Papplication ¢ : C x P — C x Z telle que (s,¢) — (s,5(¢)). Il suffit
de vérifier - d’une part que f(s(¢)) = ¢, mais c’est exactement dire que s est une section de f,

e ct d’autre part que s(f(z)) = z si (s,2z) € W, mais c’est la définition de W.
Ainsi on a bien démontré que W est un produit.
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Si l'on fixe s € C, alors v~ !(s) s’identifie par p & Pensemble des 2 € Z tels que s(f(z)) = z
c’est-a-dire 'image de la section s dans Z. En ce sens, W est un désenchevétrement des droites
dans Z.

3.2.4 Retour sur les déformations et obstuctions

La propriété suivante décrit le tangent & ’espace des cycles :

Proposition 3.2.2

Soit s € C alors
Tes ~ HO(Lsa NLS/Z) (3.2.1)

En effet étant donné une section de H°(L,, N) il existe par Kodaira une famille (L;); de défor-
mations de Ly paramétré par un petit disque A. Par propriété universelle de ’espace des cycles,
cet ensemble de parameétres A s’envoie dans C' et définit en particulier un vecteur tangent a s
dans C.

Dans lautre sens, un vecteur tangent & C en s est obtenu par un germe (s;); en s. Les
sections L; donnent par passage a la limite quand ¢ — 0 une section du fibré normal & L. Les
deux constructions sont réciproques I'une de ’autre.

En fait l'identification (3.2.1) est un résultat plus général : L’espace des cycles est lisse en
s sous I'hypothése H'(L, N1.) = 0, il s’identifie® donc & I'espace de Douady (D), or (voir par
exemple [CP94, Prop 1.7])

TP ~ Homo,, (Jy/Jy,0z) ~ H*(Y, Ny,z)

3.3 Etude de ’application d’évaluation u

L’application p est définie par u(s, z) = z, pour (s, z) € W, c’est-a-dire satisfaisant s(f(z)) =
z. Clest D'évaluation de la section s € C' au point ¢ € P! : en notant (s,() e W ~ C x P!,
I’application p est donnée par

(5,¢) = s(C).

A s € C fixé, on note P, = v~!(s) ~ P! la droite correspondant a s dans W. Alors p réalise le
plongement de la courbe abstraite Ps; dans Lg C Z.
On peut étudier le fibré tangent & W. En particulier le vecteur

v+Y € (Toxz) (s ~Te,s ® Tz, ~ H(Ly,Np_/7) & Tz,

est tangent & W en (s, z) si
U(f(z)) +s5.fiY =Y

ou encore plus rigoureusement

v(f(2)) = [(1 = s f)Y ]y -

Cette égalité a lieu dans Np,_/7 et nous dit simplement que Y est un représentant dans T’z . de

v(f(2)) € (Np,/z)=
Enfin étant donné un tel couple v + Y donnant un vecteur tangent & W, on peut tout
simplement écrire la différentielle de p comme

On a ainsi la propriété suivante

Proposition 3.3.1

L’application p: W — Z est une submersion.

3. via le morphisme de Douady-Barlet analogue analytique du morphisme de Hilbert-Chow
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En effet, étant donné Y € Tz ., on peut écrire z = (m, () et considérer la droite twistorielle
L = L,, passant par z. On notera & = [L] I’élément correspondant dans C'. Considérons alors [Y]
la classe de Y dans Ny, au point z. Soit v une section du fibré normal de L passant par [Y] en
z. Une telle section existe car Ny, est une somme de O(1). Ainsi v nous donne un vecteur de
(Tc)z- On a bien v(¢) = [Y] = [(1 — s+f+)Y] donc v +Y est un vecteur tangent & W en (z,2);
de plus
pe(v+Y) =Y

d’ou la surjectivité de la différentielle.

Enfin application p n’est pas propre. Cela semble provenir du choix de prendre C' comme
un ouvert arbitrairement petit de ’espace des cycles, mais en fait, la composante de ’espace
des cycles contenant les droites twistorielles n’est jamais compacte. En effet Campana [Cam92]
a montré qu’il existe un point z de Z, tel que ’ensemble des droites passant par z (la fibre de u
en z) dégénére en une courbe entiére horizontale.

On étudiera la topologie de ces fibres a la section 3.4.

3.3.1 Conséquence fondamentale de la structure produit

La décomposition W ~ C' x P! induit une décomposition des faisceaux de 1-formes.

Qi ~v* QL @ g* O (3.3.1)
Q= Qg =" Qg (3.3.2)
ou encore en terme de fibrés,
Aw ~v*Ac @ g"Ap (3.3.3)
Ay = Ay p =V Ac (3.3.4)

En conséquence de (3.3.2), on peut exprimer la suite exacte relative (a P') qui définit Q}L :
Cela revient a simplifier

0= p*Qy 2= Q) - Q), >0
par Qp:.
Proposition 3.3.2

La suite de faisceaux
0— ' Qp = "0 = Q) =0 (3.3.5)

est exacte sur W.

Cette suite exacte est 1'outil central des réflexions qui suivent, elle relie la géométrie holo-
morphe de C' avec
e d’une part, la géométrie relative de Z/P' (ie la géométrie hyperkihlérienne de M),
e et d’autre part, la géométrie des arrangements des droites dans Z encodée par p.
L’injectivité a gauche, provient du fait que p est une submersion (proposition 3.3.1).

3.3.2 Intégration des formes relatives le long des droites

Comme v est propre a fibres connexes, la formule de la projection donne
V*V*QIC = Q}J QU O¢ ~ Q};
Ainsi, la suite (3.3.5) se pousse en avant par v pour donner
0— V*/L*Q} - Q5 — V*Qi - R V*M*Q} — . (3.3.6)

Soit s € C, on sait que u réalise un isomorphisme de v~1(s) sur L,. De plus le faisceau
Q} ® Opr, sur Ly s’identifie au faisceau conormal de L, dans Z (2.4.4) et d’aprés (3.1.1) :

P =0(-1eCh

35



Enfin v est propre et plate et C' est réduite donc d’aprés la formule de changement de base
comme

H¥ (=1 (s), 1" @ Opor)) = HY(Ls, Q} ® O,) = HY(P',0(-1) ® C*") = 0
est de dimension constante par rapport & s. On en déduit que RF v, M*Q}e est un fibré vectoriel
holomorphe sur C et sa fibre en s est
H¥(L,,Q; ®0p,) =0
et donc finalement
H° (y_l(s),,u*ﬂ}c ® (91,71(3)) =0
Hl (Vﬁl(s)vﬂ*g} & Ou_l(s)) =0
d’ou v p* Q=0 et R! vty = 0.
En regroupant les résultats obtenus dans la suite exacte longue sur C' (3.3.6) on obtient

Proposition 3.3.3

0L = QL. (3.3.7)

Une relation similaire a été établie par Buchdahl dans [Buc85, II. 2.2], dans le cas des variétés de
drapeaux. Elle permettra de construire des objets de géométrie différentielle sur C' qui encoderont
les arrangements des droites dans Z.
3.3.3 Le tangent a C
Le dual de (3.3.5) nous donne

0T, — v*'Tc X5 u*'Ty -0 (3.3.8)
C’est le quotient de la suite exacte qui définit le tangent relatif 1), sur W

0= T, — Tw X5 p*Tz — 0

modulo ¢g*Tp1. La surjectivité signifie que tout champs de vecteur horizontal dans Z provient
localement d’un champs de vecteur sur C' définissant des familles de déformations de droites de
Z. Or par la formule de la projection, on a v, Ow (v*T¢) ~ Oc(T¢). De plus le fibré p*T vérifie

hO(V_1(5)7 Oufl(s)(M*Tf)) = hO(P17C2n(1)) =4n

et donc ne dépend pas de s, ainsi de nouveau par la formule de changement de base en cohomo-
logie, on sait que v, Ow (1*T) est un fibré vectoriel holomorphe sur C' que 'on notera v, p1*TY.
Ainsi la suite (3.3.8) se pousse en avant en

0= v.T), — To — v Ty — R T, — R v Te

en faisant I’abus de notation ot E désigne a la fois le fibré E et le faisceau Ow (E).
L’application T — v, pu*Ty donne sur les fibres

TC,s — HO(I/il(S), OV—I(S) (IUJ*Tf)) ~ HO(LS, NLS/Z)
qui est I'isomorphisme (3.2.1). Finalement on en déduit

Te ~ v Ty (3.3.9)
VT, =0 (3.3.10)

De plus le terme suivant dans la suite exacte image est R! v,v*Te = 0 donc
R'v.T, =0 (3.3.11)
On peut comprendre I'isomorphisme (3.3.9) comme une mise en famille de (2.4.3) pour s € C.

Cette interprétation sera utile par la suite (sec. 8).
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3.4 Topologie des fibres de p

Dans cette section, on s’intéresse a la topologie des fibres de u c’est-a-dire des p=1(2) ~
C(z)={se€C | z€ Ly} pour z € Z. 1l s’agit de 'ensemble des droites de Z paramétrées par C
passant par un point z. Cet espace est compliqué. Dans le cas ot ’on considére toutes les droites
de Z paramétrées par Cycles](Z), il joue un role important dans la preuve de non-compacité de
Campana [Cam91, Cam92].

La connexité semble le résultat le plus difficile a obtenir. Il nécessite par exemple de prouver
un résultat du type "axiome d’Euclide" : par deux points de Z passe une unique droite.

Cette propriété que les droites (projectives complexes suffisamment verticales) de Z se com-
portent comme des droites classiques dans un espace euclidien est utilisée de fagon fondamentale
par Penrose [Pen76]. Elle permet, dans son cas, d’expliciter le transport paralléle et d’autres
données riemanniennes sur C.

3.4.1 Hypothése de trivialité cohomologique des fibres

Dans la suite on supposera ce résultat plus fort sur la topologie des fibres : pour tout z € Z,

H*(C(2),C) = {(0: . (3.4.1)

Cette hypothése n’est pas si forte si on se permet de restreindre C. En effet, on peut facilement
restreindre C' pour qu’'une fibre C(z) s’identifie & un polydisque dans C?". On conjecture que
dans le cas ot M est compacte, on peut faire cette restriction simultanément sur tout les points
de Z.

3.4.2 Corollaire

La proposition 1.2.1 nous donne alors grace a 'hypothése 3.4.1 le résultat suivant.

Proposition 3.4.1

Soit B un fibré vectoriel holomorphe sur Z. Si (Z,C) satisfait la propriété d’Euclide, alors
pour tout k > 0,
H"(Z,B) ~ H*(W,u™" Oz(B))

Et de méme pour tout ouvert V C Z,

H*(V,B) = H* (™ 'V, n™ Oz(B))

Il permettra au chapitre 7 d’interpréter sur W les espaces de cohomologie de fibrés sur Z.
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Chapitre 4

Spineurs

38

We have a closed circle of consistency here :
the laws of physics produce complex systems,
and these complex systems lead to
consciousness, which then produces
mathematics, which can then encode in a
succinct and inspiring way the very underlying
laws of physics that gave rise to it.

— The Road to Reality,
Sir Roger PENROSE



Dans ’étude des 4-variétés riemanniennes le groupe SO(4) et son revétement universel
Spin(4) jouent un role prépondérant. L’isomorphisme exceptionnel *

Spin(4) = SU(2) x SU(2)

sous certaines conditions sur M (propriété spin) entraine lexistence de fibrés spinoriels ; per-
mettant par exemple d’écrire

T ®C~V,®V_ (4.0.1)
ou de décomposer certain fibrés de formes différentielles en somme de représentations irréductibles
A3~ A2 @ A2 (4.0.2)

On pourra se référer a [Sal83, LM16, Bes87].

Sous certains aspects [GHJ03], les variétés hyperkdhlériennes (compactes) de toutes dimen-
sions ressemblent beaucoup aux surfaces kdhlériennes compactes (donc variétés riemanniennes
de dimension 4). Cette analogie a plusieurs avatars (forme de Beauville-Bogomolov, théoréme de
Torelli, role central des surfaces K3 dans I’étude des variétés hyperkdhlériennes). Nous allons éta-
blir I'existence d’une décomposition (voir plus loin (4.2.1), paragraphe 4.2) généralisant (4.0.1)
qui peut étre interprétée dans cette philosophie.

4.1 Les fibrés V, et V_

On définit les faisceaux suivants sur C'
Vi i=vu” f*Op(1)

(4.1.1)

= 1,9 Op(1)
V_ =v. 4" (0z(Tf) ®o, f* Op(—1)) (4.1.2)
=v, Ow (u* Ty (-1)). (4.1.3)

Alors d’aprés la formule de changement de base, V4 et V_ sont des O¢c-modules localement libres.
Ils sont donc associés a des fibrés vectoriels holomorphes sur C' que 1’on notera respectivement
Vi et V_. De plus comme p*Ty(—1) est un fibré trivial sur les fibres de v (cf. 2.4.3 et 3.1.1), on
en déduit que V_ est de rang 2n = dim(v~'(s), u*T¢(—1)) et que l'on a

V'V_ o~ 0" Ty (—1). (4.1.4)
Une autre fagon de le voir est de remarquer que Papplication naturelle d’évaluation (co-unité)

Ow (V' V) = Vi® 05 (Ty(~1)) = p* O7(Ty(~1))

induit un isomorphisme sur chaque tige. C’est donc un isomorphisme de fibré. On peut le réécrire
sous la forme
V*V_(1) >~ pu*Ty. (4.1.5)

Dans les notations de [EPW81] on a V = 04 et V_ = 04

4.1.1 Quotients de rang 1 de V,
La définition de V4 (4.1.1) avec la connaissance de la structure produit
vxg:W 5O x P!
entraine immédiatement que le fibré Vy est trivial sur C' de fibre C* = HO(P',O(1)). On en
déduit 'isomorphisme de fibrés en droites projectives sur C
P(Vy) ~W. (4.1.6)

En tout point s de C, un quotient de rang 1 de (V4 ); est la donnée d’un point de P((V4)s).
Or comme V, est trivial tous ces espaces s’identifient au méme P'. Un point de P(V,) est donc
un couple formé d’une section s et d’un quotient de rang 1 de (V4 )s, c’est donc un élément de
C x P! ~ W. Et on vérifie qu’alors le fibré universel Op v, (1) associé a cet espace projectif sur
C n’est autre que ¢g* Op1(1). On le notera simplement O(1). On tirera les conséquences de ce
résultat dans le paragraphe Suite exacte d’Euler 4.3.

1. On pourra noter également que SU(2) ~ Sp(1)
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4.2 Interprétation spinorielle
On peut réinterpréter Pexpression de T¢ (3.3.9) en termes des fibrés spinoriels

To = I/*/L*Tf
= v, (W Ty(~1) © O(1))
=v, (V'V_®0(1))

et en utilisant la formule de la projection,

=V_ev.0(1)
=V_®V;

Ainsi on a montré

Te~VixV_ (4.2.1)
D’autre part, en notant V* et V= les fibrés duaux respectifs de V, et V_, on a
1,0 -
A =VieV (4.2.2)
et donc en passant a la seconde puissance extérieure, on a une décomposition

A~ NV @0V @ @V @ APV, (4.2.3)

2 2
A2 A2

Cette équation peut étre interprétée comme un analogue de la décomposition (4.0.2) sur les
variétés de dimension 4.

4.3 Suite exacte d’Euler

On peut considérer la suite exacte d’Euler associée a l'interprétation de W comme fibré
projectif sur C' (4.1.6)
0= Apvyye = v Vi(=1) = Opyyy — 0 (4.3.1)

ce qui donne aprés tensorisation par O(1) la suite exacte sur W suivante
0— Aw/c(1) = v*"Vy = O(1) = 0.
Or Awc = Ay ~ g*Apr =~ O(—2), d’out aprés simplification, on obtient :
0—O(-1) = v'Vy —- O(1) — 0. (4.3.2)
En tensorisant par v*V_ on trouve grace a expression spinorielle de T (4.2.1)
0—=v'V_(-1) »v'Tc —-v'V_(1) =0

d’ou d’aprés (4.1.5),
0— pw'T(—-2) = v*'Te — Ty — 0. (4.3.3)

On notera P : v*Ty — w*Ty cette derniére application. Elle associe & un vecteur v tangent & s
dans C, la famille des vecteurs horizontaux (v¢) le long de Ly dans Z représentant v vu comme
section de Ny,_,7. Plus précisément, P agit sur les fibres en (s, ()

Py H(Ls, Npyz) = (Te)s = (V' T0) s.0) = W T ) = (Th)s(o)

comme l’application d’évaluation H° (Ls; N, /z) = (Ni,/z)s(c) composée avec I'isomorphisme
(2.4.3).

Son interprétation restreinte a M est d’autant plus intuitive : Etant donné un point z de
M et un vecteur v tangent & x. On peut canoniquement relever v en une famille de vecteurs
horizontaux sur L, = 7~ !(z)
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Chacun de ces vecteurs vit dans un espace tangent a X¢ et donc peut étre projeté sur sa partie
de type (1,0) (dans X¢). On se retrouve donc avec une famille de vecteurs de type (1,0)¢ pour
chaque ¢. Au vu de la structure complexe de Z c’est un champs de vecteur de type (1,0) sur Z
le long de L. De plus par construction, c’est automatiquement une section du 2.4.1 qui coincide
ici avec le fibré normal & L (cf. 2.4.2)

4.3.1 Lien avec la différentielle de p

On va établir un expression spinorielle du fibré 7T}, des vecteurs tangents aux fibres de f.
On dispose de deux expression du fibré v*Tc sur W en terme d’extensions :
e (3.3.8) comme extension de T}, par p*T}
e et (4.3.3) issue de la suite exacte d’Euler.
En réunissant ces deux on trouve le diagramme suivant a lignes exactes

0—— M*Tf(—2) e V*TC r ,u*Tf 0
bl
Hox
0 TM V*TC ,u*Tf 0

Pour identifier les noyaux, il suffit de vérifier que le carré de droite commute, mais pour cela il
suffit de regarder sur les fibres. Sur la fibre en (s, (), I'application P construite précédemment
ne fait qu’évaluer un vecteur tangent a C (vu comme vecteur normal a L, cf (3.2.1)) en ¢ puis
I'identifier & un élément du fibré tangent horizontal T’ ; d’autre part i est donnée par I’évalutation
de s en ¢ donc sa différentielle va évaluer un vecteur tangent en s (pour étre précis un vecteur
tangent a (s, () relativement a P') au point ¢.

On déduit de ce diagramme 'isomorphisme suivant

T, ~ p'T(—2) (4.3.4)

ou encore
T, ~ v*V_(—1) (4.3.5)

qui précise les calculs d’image directe de T}, (3.3.10, 3.3.11).

4.3.2 Remarque sur la naturalité

Les constructions (3.3.7) (sur Iimage directe de €2, par v), et les expressions spinorielles
(4.2.2 et 4.3.5) sont naturelles (elles ne font pas intervenir de choix de coordonnées sur C, Z ou
W, ni de choix de repéres sur les fibrés V_,Vy, Ty etc...)

Le fibré V. est trivial, de méme que son dual V', mais il n’y a pas d’isomorphisme naturel
entre les deux. On a cependant une identification naturelle

VeVt~ V eV, (4.3.6)
En effet, on peut cependant déduire de (4.2.2)
VooVt ~Ac
or d’aprés (3.3.7)

~ v, A,

%k
~
~ U, Tu
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et d’apreés (4.3.5)

~ v, (VV_(-1))*

~ v, (V1))
par la formule de la projection

>~V @, O(1)
et par définition de V.

§V7®V+.

4.4 Forme symplectique relative et métrique

4.4.1 La forme symplectique relative

Hitchin et al. [HKLR&7, (F), (3.87)] montrent que la famille (2.3.2) de formes symplectiques
holomorphes o pour chacune des structures complexes I s’interpréte comme une section holo-
morphe du fibré (A2T}‘)(2). Or d’apres (4.1.4), on en déduit que

(A’T}) (2) = A% (TF(1)) = A (Ty(—1))" = A* (V)"
Ainsi on définit la forme symplectique fibre a fibre
6:A*V_—C. (4.4.1)
On peut remarquer que les propriétés de non-dégénérescence des o entrainent la trivialisation

6" A"V_ ~C

4.4.2 Quelques notes sur la métrique

A partir de I’expression spinorielle du fibré tangent & C' (4.2.1), on peut construire la classe
conforme de métrique de la facon suivante. Soit 6 : A2V, ~ C une forme symplectique sur V.,
alors

TeR@Tec=Vi@V_ @V, V_
=VieVy)e (Vo V.)
— (A°Vy) ® (A*V2)
on peut lui appliquer 8 ® &

—-C®C

~C
On vérifie facilement que application construite est bien symétrique. Hitchin et al. [HKLR&7,
(F) p.559] prouvent qu’elle est définie positive sur les vecteurs de Ty (vecteurs réels 4.5.3). Le
choix de 6 est arbitraire et dépend d’un scalaire non-nul; c¢’est pourquoi on obtient plutot la

classe conforme de la métrique.
Le but de la section suivante est d’expliciter 'inclusion Th; C T¢.

4.5 Structures quaternioniques et structure réelle sur 1’es-
pace des sections

On rappelle que la variété Z = M x P! est naturellement munie d’une involution 7 : Z — Z
donnée par

T(ma C) - (m7 71/5) . (451)
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Il apparait que 7z est une involution anti-holomorphe pour la structure complexe (2.4.1) sur
Z. Comme l'involution antipodale sur P! n’a pas de points fixes, le lieu réel de 74 dans Z est
vide. Cependant il existe des sous-variétés globalement fixées par cette involution, notamment
les droites twistorielles verticales. Hitchin et al. [HKLR87, 3.(F) Thm 3.3] démontrent que ce
sont les seules droites réelles.

A une section holomorphe s de f on associe la section ¢ + 77(s(7p1(¢))). C'est bien une
section holomorphe de f que l'on notera également 7(s) ou 7Tgec(s) 8'il y a ambiguité. Ainsi
Pensemble Sec(f) est muni d’une involution 7.

Dans la suite on suppposera, quitte a le réduire, que C' est stable par cette involution; et
donc (M) s’identifie au lieu réel de (C, 7).

Maintenant il est intéressant d’interpréter les directions réelles (au sens de provenant de Tjar))
de T¢ en tant que vecteurs réels pour une structure réelle adéquate sur 7. La construction de
cette structure réelle s’obtient par combinaison de structures quaternioniques sur les fibrés V.
et V_ via l'expression spinorielle de T (4.2.1).

4.5.1 Structure quaternionique sur V.

Soit A € (V)s, alors A € HO(P', O(1)). On definit j, : V, — V, la structure quaternionique
(anti-involution anti-C-linéaire) sur V4 par

(J+X) (€) == —Cro) (A (-1/¢)) (4.5.2)
oil Tp(1) est I'unique structure réelle sur I'espace total du fibré O(1) compatible avec la structure
réelle ¢ — —1/C sur P*.

On vérifie alors

g+ (142 () = —Croa) ((i+A) (—1/¢))
= —Cro) (— (-1/¢) To1y (A (€)))
= —A(C)

Si on spécifie une base (¢, Tos) de H? (P*,O(1)), on remarque que j, transforme azg + b en
—bxg + axoe. De plus, ji et —ji sont les deux seules structures quaternioniques compatibles
avec la structure réelle ¢ — —1/¢ sur P'.

4.5.2 Structure quaternionique sur V_

Le fibré V_ ne posséde pas de structure quaternionique canonique, cependant sa restriction
a M oui!

En effet, soit v € (V_),,, alors v peut étre vu comme une section globale de Ty(—1) sur la
droite twistorielle verticale L,,,. Mais comme ce fibré est trivial sur les droites, une telle section
est déterminée par sa valeur en ¢ = 0.

Ainsi v est représenté par un vecteur v(0) dans T, (11\’/([), It il ne reste alors plus qu’a poser

(j=7)(0) := K~(0) (4.5.3)

car K+(0) est dans T(0 Ml n et donc son conjugé est bien dans T1° et donc définit bien une unique

section j_~. De plus comme K est un tenseur réel sur M, on a immédiatement j2 = —id.

4.5.3 Vecteurs réels

On peut mettre en commun les deux structures quaternioniques ainsi construites pour obtenir

Telm=Vilm@Voly — Telm
J+®J—

qui définit une structure réelle (involution anti-C-linéaire) sur le fibré tangent a C restreint a M.
Il faut remarquer qu’a priori j; ® j_ est une involution (R-linéaire) de V; ®g V_, cependant il
suffit de vérifier qu’elle préserve le sous-espace engendré par les (iay) ® a— — ay ® (ia_). Elle
se factorise donc en une involution (R-linéaire) de V; ®¢ V_.

Les points fixes de cette involution sont appelés vecteurs réels.
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4.5.4 Les vecteurs provenant de M sont réels
L’inclusion Thy — Te|ar =~ (V4 ® V_) |ar est donnée par
(m,v) = (M, Too @V — 29 @ (5_0")) (4.5.4)
ot v/ € HO(L,y,, T¢(—1)) est une section d'un fibré trivial et donc entiérement déterminée par
v'(0) := (1 —il)v.
Remarque : on peut voir en explicitant la trivialisation de T¢(—1) que I'on a v'(c0) = K (1 —

il)v.
On vérifie immédiatement que l'image © de v par (4.5.4) satisfait

(J+ ®j-)(0) =D

En effet (4 ®7_) (oo @V — 29 ® (§_V")) = oo ® —j_(§_v") — 2o ® (j_0') car j_ joue le rdle de
la conjugaison des coefficients a, b de axg + b so-
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Chapitre 5

Transport topologique et analytique

de faisceaux

45

1. Die Welt ist alles, was der Fall ist.
1.1. Die Welt ist die Gesamtheit der
Tatsachen, nicht der Dinge.

1. Le monde est tout ce qui a lieu.
1.1. Le monde est la totalité des faits, non
des choses.

— Tractatus logico-philosophicus,
Ludwig WITTGENSTEIN



Le but de cette section est d’étendre la correspondance twistorielle de la section 3.2 aux
ouverts de C et Z puis aux faisceaux et fibrés vectoriels.

/ \
C _Z#Pl

r .

o

._M

Un point s de C' correspond a une droite L dans Z, mais un voisinage de ce point s, correspond
a un enchevétrement complexe de droites de Z autour de L. Etudier ces droites dans W permet
de simplifier la situation.

Dans l'autre sens a un point z de Z correspond toute la famille des droites de Z passant par
z. L’hypothése 3.4.1 postule de la simplicité de cette famille.

On va utiliser les propriétés algébriques de cette correspondance pour construire divers fonc-
teurs entre la catégorie des faisceaux (analytiques) sur Z et celle des faisceaux sur M. Ces
constructions aideront a séparer les propriétés de géométrie complexe de Z qui proviennent de
la topologie et celles qui proviennent de la géométrie riemannienne de M.

On établira ensuite un premier résultat (propriété 5.2.1) sur la structure complexe de Z et
son lien avec la topologie de la variété M :

Proposition 5.0.1

Soit M une variété hyperkdhlérienne et w : Z — M la fibration twistorielle, alors

7. Oz ~ C.

Enfin on explicitera quelque transports de fibrés vectoriels de Z vers C' a 'aide des fibrés
spinoriels introduits au chapitre 4.

5.1 Foncteurs de transport

Dans un premier temps, on décrit I’action des foncteurs 7=, u=%, v, 57! sur les catégories

des ouverts.

5.1.1 Extension des ouverts de M

Soit U € M un ouvert. Posons

U =v(p 'tz 1 (U)) (5.1.1)
C’est le lieu de C' qui paramétre les droites qui rencontrent des droites twistorielles de Z|y =
7~ HU).
Lemme 5.1.1

Avec les notations ci-dessus, U vérifie les propriétés suivantes
(i) UC = {s el | Lsna Y U) #@}
(ii) U® est un ouvert de C' stable par la structure réelle T¢
(iii) i(U) C U est fermé
(iv) i L({UY) =U

D’autre part on peut également considérer 'ouvert de C'
Cly={seC |L;Cn " (U)}

qui est, lui, le lieu de C' qui paramétre les droites incluses dans Z|y.

46



FIGURE 5.1 — Différence entre U et C|i;. L’ensemble C(z) des droites twistorielles passant par
z (cf 3.2.1) peut sortir de C|y.

Lemme 5.1.2

] Avec les notations ci-dessus, C|y vérifie les propriétés suivantes
(i) Cly CcUC

(ii) C|u est un ouvert de C stable par 7¢

(iii) i(U) C C|y est fermé

(iv) i7(Clv) =U
(v) v(Clu) € (x 0 )L (U)

L’interprétation est la suivante, le diagramme
C+—W —Z
associé & une variété hyperkahlérienne M, se restreint en
Cluy «+— Wiy — Zlu

qui n’est autre que le diagramme précédent associé a la variété hyperkdhlérienne U. Plus gé-
néralement il est clair que le diagramme de la correspondance twistorielle se restreint a toute
sous-variété hyperkihlérienne de M (sous-variété kihlérienne pour toutes les structures com-
plexes de M).

Pour la question des déformations de droites twistorielles C|y prend en compte lobstruction
topologique "béte" de devoir rester dans U tandis que UC considére toutes les déformations.

Il est notable que ce phénomeéne est bien plus complexe dans Sec(f) entier : La connaissance
de Sec(f)|U pour tous les ouverts stricts de M compacte semble insuffisante pour déterminer
Sec(f). Cela semble refléter le fait que les ouverts hyperkihlériens sont nombreux alors que les
variétés hyperkahlériennes compactes sont rares.
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5.1.2 Définitions
Soit F un faisceau (de groupe abéliens) sur Z. Alors, par définition
L(UnF)=T(x""(U),F)
or, par 'adjonction (u~!, u.), on a une application naturelle (unité) nr : F — popu~t F
(77 U),F) =T (v~ (U), pup™ " F)
=T (p (=1 (U)),n~" F)
par le point (v) : v=}(C|y) € p~H(m~1(U)) d’ot1 par restriction
=T (v (Cly),u ' F)
=T (Cly,vsp ' F)
On peut enfin composer par la restriction a ¢(U) qui est localement fermé dans C|y
—T (U,i_lz/*,u_1 f)
On a ainsi construit une application
LU mF)—T Ui vip ' F).

On notera 7, F le faisceau i ‘v, u~ ' F.
Autrement dit, on a construit un morphisme

T — To (5.1.2)

Enfin, pour F un faisceau de O z-modules, on a une autre transformation donnée par i ~!v, pu* F.
Par définition on sait que =t F « p~! F®,-10, Ow = p* F. Finalement, on a pour F faisceau
de Oz-modules,

T F = o F =i tv,u* F

On a trois foncteurs des faisceaux de Oz-modules sur Z vers les faisceaux sur M qui sont
donnés par

T (5.1.3)
To =1 ‘wupu * (5.1.4)
T =1 ‘vt (5.1.5)
Et qui sont liés par
Ty = To > Ta. (5.1.6)

On notera également, pour F un faisceau de Oz-modules sur Z,

Rime F=i'RFv, p ' F (5.1.7)
REra F=i"'RFv, u* F. (5.1.8)

Ce sont les foncteurs dérivés respectifs de 7, et ma car ! et i~! sont des foncteurs exacts.
On remarquera qu’en raison de la dimension des fibres de v (droites),
e les R* ma F sont nuls pour k > 1 et F faisceau cohérent sur Z par le théoréme de Grauert
1, [Har97, Cor. 11.2].
e De méme, les R¥ 7, F sont nuls pour k > 2 et pour tout faisceau F par le théoréme
d’annulation de Grothendieck dans le cas topologique.
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5.1.3 Isomorphisme 7w, ~ 7,

Proposition 5.1.3

Soit F un faisceau sur Z, alors la transformation naturelle (5.1.2) induit un isomorphisme
de faisceaux :
T F = e F.

On a déja construit en (5.1.2) un morphisme global 7, F — 7, F. Ainsi, pour montrer cette
proposition, il suffit de vérifier que c¢’est un isomorphisme sur les germes. Soit € M, on désignera
par
Ly,=nY2)CZ
Py i= v Y(i() = = (L) C W
Jjr, (resp. jp), Uinclusion L, < Z (resp. P, — W) en tant que sous-espaces analytiques.
L, la restriction de p en un isomorphisme d’espaces analytiques P, — L.

Par la propriété 1.1.1, la tige de 7. F en x est donnée par

(e F)o =~ HO (7 Y (2), ;1 F)
= H(L,, j; ' F)

or i, est un homéomorphisme
~ H'((4a) ™" Lo, 3 "4 F)
— B(P,. (jp 0 112) "1 F)
or ji o iy = 1o jip
= H°(Py, (nojp) ' F)
= H(Py,jp'n™ " F)
ce qui redonne en appliquant & nouveau la propriété 1.1.1
~ (Ve Figa)
= vp  F),
= (M6 F)a-

L’isomorphisme qui vient d’étre construit est bien la restriction de (5.1.2) sur les germes en z.
D’ou le résultat.
Corollaire 5.1.4

Les foncteurs R* 7, et R* ., sont isomorphes pour tout k

En conséquence les suites spectrales de Leray pour 7 et pour v sont reliées
HP(C,RYv, F) = HPT(W, F)
HP(M,R7, G) ~ HP(M,i " Rv,u~ ' G) = H""(Z,G).

5.1.4 Injection 7, — 7q

Le lien entre 7, et mq est donné par la résolution de De Rham holomorphe relative a u [EL92,
sec. b p.137].

Plus précisément pour £ — Z un fibré vectoriel holomorphe, on a le complexe de De Rham
relatif (& p) sur W

0= Ow(u*E) = Q,(WE) = Q(u*E) — -
qui est une résolution de =1 Oz (E). Pour plus de détails cf. [Buc85, sec. 1.1.2 p.439]. En parti-
culier on a une injection
p=t Oz(E) < Ow(u*E).
or le foncteur v, est exact a gauche d’ou
vt "t Oz(E) < vop* Oz(E)

aprés restriction & M (toujours une opération exacte & gauche), on trouve donc
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Proposition 5.1.5

Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur Z, alors

o Oz(E) — Ta Oz(E)

Pour un fibré E tel que 7q Oz(E) =0, on a
Ty Oz(E) = Ty Oz(E) =0

ce qui entraine en particulier que F n’a pas de sections globales sur Z.

La résolution de De Rham holomorphe relative et ses conséquences cohomologiques seront

étudiés en 7.

5.2 Application a Oy

5.2.1 Le cas de I'image directe 7, Oy,

Les seules fonctions sur 'espace des twisteurs d’une variété hyperkéhlérienne connexe sont

les constantes.
Proposition 5.2.1

On a

12

W*OZ Q

Démonstration

Etant donné un ouvert U C M, I'(U, 7, Oz) = I'(z~1(U),0z). Or
7= Y(U) est couvert par des courbes rationnelles. Donc toute fonction
holomorphe sur 771(U) se restreint en une fonction holomorphe sur
chacune de ces courbes; donc en une constante sur chaque courbe.

On montre ainsi dans un premier temps qu’une section ¢ de Oz sur
77 1(U) est constante sur chaque droite twistorielle. Donc ne dépend
que du parameétre m € U. De plus si m et m’ sont deux points proches
dans U, par un résultat de Kodaira-Deschamps (cf. 2.4.4), comme L,
a un fibré normal ample, il existe une déformation de L,, rencontrant
Ly, . Donc ¢ a la méme valeur en m et m/.

Ainsi ¢ est localement constante. D’ou 7, Oz = C.

Remarques

La tige en m de 7, Oy est donnée par l'espace H(L,,,jt Oz)
d’apres 1.1.1. Or le faisceau j,,! Oz contient en lui de nombreuses in-

Z Lm Lm,’
L ]P)l
!
~
T
m om M

formations sur les épaississements de L,,. En effet le faisceau des fonctions d’un épaississement

a lordre k de L., dans Z est le quotient de j.,' Oz par If“.

Une autre preuve de ce résultat 5.2.1 sera donnée au paragraphe 6.2.3 et qui fera usage de

I’isomorphisme m, ~ 7, du paragraphe 5.1.3.

5.2.2 Comparaison avec I’espace projectif de dimension 3 :

Hitchin [Hit81] a montré que les espaces de twisteurs des variétés riemanniennes anti-auto-
duales compactes ne sont jamais kihlériens (a fortiori jamais projectifs) sauf dans le cas de
I'espace des twisteurs de S* (qui est IP’S) et de l'espace des twisteurs de P2

Cependant seul S* est une variété spin. Si on retire un point & la sphére S* (et donc une droite
A son espace des twisteurs ]P’g) on trouve l'espace des twisteurs de la variété hyperkdhlérienne
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C? = H. 1l est ainsi intéressant de comparer les résultats obtenus sur les voisinages de droites
dans Z avec ceux dans P.

Dans le cas d'une droite L de P? les seules sections globales de izl Ops sont également les
constantes :
Proposition 5.2.2

Soit L une droite de P*, et i : L < P* I'injection alors

H° (L,i7' Ops) =C

En ce sens cohomologique, le voisinage infinitésimal d’une droite twistorielle dans Z ressemble &
celui d’une droite dans P°.
Notations

On considérera les coordonnées homogénes [Xo : X; : Xo : X3] sur P® et on notera les

coordonnées
(2,9, 2) = X1 X9 X5
A=A\ Xy Xy X

oy (K0 X0 X
u7v7w - X37X35X3

sur les ouverts respectifs Uy = {X # 0} et Us = {X3 # 0}.
Soit L = {X; = X, = 0} C P Droite projective sur laquelle X : X3] forment des
coordonnées homogeénes.
On veut décrire le faisceau i ~' Ops
Sections globales
La suite de restriction
HO(L,i ™ Ops) = T(LNUp,i ' Ops) @T(LNUs, i~ Ops) — T(LN Ups, i~ ! Ops)

est exacte. Ou la derniére fléche est une différence. Or

F(LNUpi™' 0)= lim T(V.0v)

et T'(Up, O) = O(C?)

En coordonnées : On a les relations suivantes sur Upg :

zu=1
V=2
Zw =1y

Soit f € H(L,i~! Ops) alors elle s’écrit sur Uy et Us en respectivement

(z,y,2 Za iyl 2k (5.2.1)
.3,k

(u,v,w) th]u e (5.2.2)
lyi,g

ol les sommes sont de rayons de convergences > 0 et les indices de sommation sont positifs ou
nuls.
Ainsi sur Upz, on a

_ i, g ititk
T,Y, 2 E a;jk(2v) zw)] = g aijpvtw! 27

3,5,k 1,5,k
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or la condition de recollement avec f3 nous donne donc

E aijkvluﬂzlﬂ*kzg bujulviw?.
1,5,k Li,j

En identifiant les termes d’ordre (i, j) fixé en les variables v et w, on trouve
Z aiijiJerrk = Z blijul = Z blijzil.
k l !

Cette égalité n’est possible que si les seuls termes non-nuls sont les aggg et bgog qui sont alors
égaux.
Ainsi f est une constante.

Bilan : On a montré
HO(L,i™" Ops) ~C

5.2.3 Le cas de mq O

D’autre part,

Ta Oz =i tu,u* Oy

= i_lu* Ow
or v est a fibres connexes
=i 10¢.
On va démontrer le résultat suivant
it Oc — ESr

C’est-a-dire que toute fonction holomorphe sur C le long de M posséde un représentant analy-
tique réel sur M. En effet on a le diagramme suivant

0—— i 1Ty —— i 1E% © 0

it Oc¢

Dés lors I'application i ! O¢ — €%, a pour noyau Zyr N Oc¢ le long de M. Or M est totalement
réelle. Soit donc ¢ une fonction holomorphe locale qui s’annule exactement le long de M. Pour
des raisons de dimension comme Ty N JoTy = 0, nécessairement

Ty @ JcTh =Tc
De plus, pour tout X € Ty, ¢+ X = 0. Soit donc X € Ty tel que ¢ JoX # 0 (ga existe car
¢« # 0). Comme ¢ est holomorphe, ¢.Jo X = Jo¢.X = 0 d’ou la contradiction.
Ainsi Ty NO¢ = 0 et donc I'application i ! O¢ — £, est injective.

5.3 Images directes des faisceaux de p-formes

Dans cette section on explicite des calculs d’images sur C' de faisceaux de p-formes (07, QZ}, Qz)
a l’aide des faisceaux et des notations introduites au chapitre 4. On a les résultats suivants

5.3.1 Calcul des RF V*M*QI} :

On sait que p*Q; = v*V~ @ O(—1) d’aprés 4.1.5. Ainsi u*Q? =v*APV~ ® O(—p). On peut
alors utiliser la formule de la projection pour v, pour obtenir
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k=0:

Sip>0,ona
V*M*QP} =0

et pour p = 0, on trouve O¢.

k=1:

Sip>1,ona
Rlvap* ¥ = Oc (APV™ @det V@ @P2VT)

par la régle de Bott (cf 1.2.2).
5.3.2 Calcul des RF V*Qﬁ :
On sait que Q, = Ow (v*V ™) ® O(1) d’aprés (4.3.5). Ainsi
QO = Ow (V" APV ™) @ O(p)

k=0":
Pour p > 0, on a
v, = O¢ (APV™ @ 0PV,
k=1:
Pour p > 0,0n a
R'v. Q8 =0
Applications :

Ces résultats seront généralisés dans la partie 7.
On peut signaler le cas particulier

v~ Oc (N°V- @ 0°Vy) ~ Q2 (5.3.1)
qui apparait dans la décomposition
2 2 2
Qo ~QL o0,
5.3.3 Calcul des R* 1o
On peut calculer T2}, En fait comme il y a unicité de 'extension sur P! de
0— O(—2) —» e — C"(=1) =0
C’est celle qui définit le conormal de L comme quotient de 2. On a alors
QL @0, =C*"(-1)® O(-2)

on en déduit que le faisceau p*QY, pour p > 0 est strictement négatif sur chaque fibre de v et
donc son image directe est nulle par la formule de la projection.

D’autre part, on peut également déduire de la décomposition ci-dessus que R* v.Q% est de
rang 1. En effet pour tout L,

HY(L,C*"(-1) @ O(-2)) ~ H'(P*,0(-2)) ~ C.

on sera plus précis au paragraphe suivant.
Pour 'instant, on a montré
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Proposition 5.3.1

Soit p > 0 alors
[ ] W@Q% =
e et W*Q% =0.

En effet on a 7.Q), ~ 1,0 C 1aQ, = 0.
En particulier, on en déduit pour p = 2n + 1 que 7, Kz = 0. Par un argument trés similaire,
on peut montrer, pour tout m > 0 que

K7 =0
et donc que les plurigenres P,, de Z sont tous nuls pour m > 0 : P, = dim H°(Z, K7) =
dim H°(M, m.KJ') = 0.
Ces propriétés sur la structure complexe de Z, placent cette variété dans la classe des variétés
de dimension de Kodaira —oo. Tout comme les espaces projectifs et autres variétés de Fano.

C’est un résultat classique qu’une variété uni-réglée est de dimension de Kodaira —oo. Or Z est
recouverte par 'image de p: C' x P! — Z.

Expression des faisceaux de p-formes sur Z comme extension et conséquences sur
les images directes supérieures

On montre d’abord le lemme suivant
Lemme 5.3.2

On a la suite exacte suivante sur Z pour p > 0

0= Q81 (=2) = Q) - Q8 -0

Ce résultat est un analogue de la proposition 7.3.2 du chapitre 7. La preuve est identique.
Ce résultat donne sur W

0— M*Q’f’_l(—Z) = WYy = Q=0
ou encore en terme de fibrés spinoriels
0= VAP WV @0(—p—1) = u* QL — VAPV~ @ O(—p) — 0.

On peut remarquer qu’alors (pour p > 0) les images directes (en degré 0) par v de ces faisceaux
s’annulent. Ainsi il on obtient la suite exacte courte

0—R! V*M*Q?_l(—Q) — R'vprQh — R vept" Q2 — 0
que 'on peut exprimer plus simplement
0= AP 'V @R v, O(—p—1) = R' vup* QL — APV~ @ R' v, O(—p) — 0.

Ainsi par régle de Bott (cf 1.2.2),
Proposition 5.3.3

On peut exprimer R' v.Q7, pour p > 0 comme 'extension
0= APV @@P VT [-1] = R vup* QY — APV @ P2V T[-1] — 0.

ou E[—1] désigne le fibré E @ det V.

5.3.4 Bilan

On peut résumer les informations connues sur les images directes des faisceaux QF dans le
tableau 5.2.
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k|| mok | maQk . O(k) 7@ O(k) . Q% (k) maS25(k)

0 C i1 O¢ C i1 O¢ C i1 O

1 0 0 (b) i1 06 (Vs) (a) i1 OG(V.)
0 0 b | it ocev) () | i1 Oc(AFV)

(a) Ces faisceaux sont non-nuls ssi la connexion V_ est plate (cf. section 6.5). Ce sont alors
N 2n
des systémes locaux de rang ( & )
(b) Ces faisceaux sont calculables en terme de zéros d’un opérateur différentiel un peu plus
général qu’une connexion (cf thm 2).

FIGURE 5.2 — Différentes images directes de faisceaux sur Z
Les fibrés V et V_ sont définis en (4.1.1, 4.1.2).

P 0 1 2
) R'va¥(q) | R'uO(g) | RUvap*Qp(q) | R'vap*Q3(q)
V" ¥ (q) v, O(q) Vet* Qi (q) vat*Q3(q)
. R' v (-2) C[-1] Vo Vt[-1] | A2V ® @2V 1[-1]
vap* Q5 (=2) 0 0 0
: R v QL (—1) 0 V=[-1] AV @ VT [-1]
vt Q5 (1) 0 0 1
. R v o o A2V [-1]
V*M*Q[; C 0 0
X R v Q(1) 0 0 0
vt (1) Vi V- 0
) R v (2) 0 0 0
Ve (2) oV, VeV, A2V

FIGURE 5.3 — Expression des images directes des faisceaux ;*Q%(q)
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Chapitre 6

Equivalence de Buchdahl

A process cannot be understood by stopping it.
Understanding must move with the flow of the
process, must join it and flow with it.

— Dune, Frank HERBERT
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Dans ce chapitre et les suivants, on développe une correspondance entre fibrés vectoriels
holomorphes sur 'espace des twisteurs Z (satisfaisant une certaine condition de trivialité 6.1 ) et
les fibrés a connexion holomorphe sur l'espace des cycles C' (satisfaisant une certaine condition
de courbure 6.5). Cette construction généralise un résultat de Buchdahl [Buc85] valable pour les
espaces de twisteurs de dimension 3.

e Ce chapitre se concentre sur la construction du fibré sur C et de sa connexion. On énonce
une caractérisation des fibrés & connexion construit de cette maniére.

e Le chapitre 7 utilisera cette construction pour interpréter la cohomologie de certains
faisceaux sur Z en termes d’équations différentielles sur C.

e Le chapitre 8 développera la correspondance en interprétant la courbure de la connexion
en termes d’épaississements du fibré sur Z.

Dans un premier temps, on construira pour chaque fibré vectoriel holomorphe sur Z, trivial
en restriction aux droites, un fibré vectoriel holomorphe sur C' (cf 6.1). On lui adjoindra ensuite
une connexion naturelle (cf 6.3).

L’étude de cette connexion nécessite quelques résultats techniques faisant le lien avec certaines
dérivées extérieures relatives (cf 6.2 et 6.3). Une fois ces résultats démontrés, on pourra montrer
la fonctorialité de la construction.

Enfin on remarquera des restrictions automatiques sur la courbure de la connexion construite.
Sous ces restrictions, on pourra démontrer I’équivalence de catégories 1.

6.1 Définitions du fibré associé

On appelera L-trivial un fibré holomorphe Ez sur Z dont les restrictions aux images Ly des
sections s € C sont triviales. En particulier, pour tous s € C

h(Lg, Ez) =1k E.
De méme, on appelera L-constant un fibré holomorphe Ey sur Z tel que
C>s— h'(L,, Ey)

soit constante.
Ces conditions permettent, grace a la propriété de changement de base (3 page 18), d’assurer
que l'image directe v, u* Oz(Ez) est un faisceau localement libre sur C. En effet

ho(l/il(s), Oy—l(s) ®,u* Oz(Ez)) ~ hO(LS, OLS (Ez))

est constante par rapport a s. On notera E¢ le fibré vectoriel holomorphe associé sur C. 1l vérifie
donc
Vx OW (/,L*Ez) >~ Oc(Ec).

On a donc obtenu la
Proposition 6.1.1

Soit Ez un fibré L-trivial. Il existe un unique fibré vectoriel holomorphe E¢ sur C' tel que

V*EC ~ M*EZ

sur W.

Exemples

e (O est trivial donc en particulier L-trivial,
e O(1) ou plus généralement O(k) est L-constant.
Un exemple fondamental est donné par le fibré T :

Proposition 6.1.2

e T est L-constant,

Le fibré associé est T (cf. 3.3.9)
o Ty(—1) est L-trivial,

Le fibré associé est V_ (cf. 4.1.2)
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La preuve résulte des propriétés 2.4.3 et 3.1.1.

6.2 Le cas du fibré trivial

L’opérateur différentiel d,, que ce soit sur les fonctions de W ou sur les k-formes p-relatives
est un morphisme de faisceaux
Qp — Qptt
Iz I

mais qui n’est pas Oy -linéaire. 1l satisfait & la place une régle de Leibniz pour tout p et 6
sections locales respectives de (2}, et Qﬁ’r :

dy (p0) = (dup) N0+ (—1)"pd,.0

qui résulte du passage au quotient par p*Q3. de la régle de Leibniz pour dy. Cela n’empéche pas
de pouvoir le pousser en avant par I’application v, pour obtenir un opérateur différentiel sur C

vidy, V*Qﬁ — V*QZ'H

la fonctorialité lui impose alors de satisfaire la régle de Leibniz suivante
(v.d,) (\) = / dy (Ao ) AU+ A (ved,) 6.

Pour A € O¢, l'intégrale désigne la section sur C' obtenue par intégration d’une section de Qﬁ“
sur les fibres de v.

Le but de cette section est de relier ce nouvel opérateur différentiel sur C' : v.d, avec des
opérateurs différentiels issus de la structure différentielle de C. En particulier, on va montrer le
résultat 6.2.6 et son corollaire important

Corollaire 6.2.1

On a I’égalité suivante d’opérateurs différentiels sur les fonctions de C'

vid, = do

Remarque : Ce n’est pas vrai sur Q’é pour k > 0, simplement car U*Qﬁ =+ Q’é Cependant la
proposition 6.2.6 permettra tout de méme de faire le lien entre les deux.

6.2.1 Complexes de De Rham relatifs

La différentielle relative & g = f o p, notée dy donne un complexe différentiel sur W
d
o0l s

ici la structure produit de W identifie I/*Q]é au faisceau Q’;. Et de méme la différentielle relative
& i, notée d,, donne donc un complexe différentiel sur W

. d,

On rappelle que l'on a la résolution de faisceau p~!' Oz par le complexe de De Rham holo-
morphe relatif sur W

d
1 L 2
0—-0w—Q, — Q=

Par définition d,, est la restriction-factorisation de dy au quotient Q7 de Q3.
Sur la variété produit W on a dw = dy + d,. Le lemme suivant montre que la connaissance
de d, suffit & déterminer d,,.
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Lemme 6.2.2

Le diagramme suivant sur W commute

d{]
V*Q’é E— V*Q’grl

L,

B " ok+l
Qu Qu

Les fléches verticales sont obtenues par puissance extérieure des fleches 0, — €2, de la proposition
3.3.2.

Preuve

On raisonne par induction pour montrer que toute forme g-relative w vérifie

[dgwht =dy [w],
Pour les fonctions Le diagramme pour k£ = 0 devient

dg
v Oc —— v Qg

dH

Ow QL

Soit donc ¢ une section locale de Ow et X € T), (ie p X = 0). Or comme g = fopu, g. X =0
ce qui entraine que

<dg<p7X>W = <d(p7X>W

mais comme 1, X = 0 ce scalaire est exactement (d,p, X >(Q‘“TM).
Ainsi on a montré que la projection de dg¢ dans €2, (en évaluant contre des vecteurs de T},)
est égale & d, . D’oti le résultat pour les fonctions.

Pour un produit extérieur Soient ¢, deux sections locales de v*Q2, de degrés respectifs a
et b, alors

[dg (0 A)], = [dgf Ay + (=1)"0 A dygr],
= [dg0 A7), + (=1)*[0 Adgr],
= [dg6], AV, + (=1 18], A ldgn],,
par hypothése d’induction
= du (0], A+ (D 0], A du ],
= d, (18], A 7,
=d, [0 AA9],-
On a utilisé a deux reprises le résultat suivant

Lemme 6.2.3

Pour deux formes de v*§)¢,
[0, AV, =[0AA],-

11 suffit des les voir comme deux formes sur W et de remarquer que le produit extérieur de formes
p-relatives est défini par passage au quotient du produit extérieur sur W.

Finalement, on a montré que le résultat se raméne par induction aux cas de base. Reste a
montrer le résultat pour une forme de degré 1.
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Le cas de degré 1 Supposons qu’on ait une section locale de v*Q¢ alors on peut 'écrire
comme une somme de termes de la forme ¢dy¢. Mais par la propriété d’induction comme le
résultat est vrai pour ¢, il ne reste plus qu’a le montrer pour w = dg¢.

On a immédiatement [dyw],, = [0], = 0 et d’autre part,

du[w]u = du[dg(lﬂu

par le résultat dans le cas des fonctions

=d,d,.¢
=0
= [dg ]u-

D’ou le résultat.

6.2.2 Image directe par ¥ du complexe de De Rham p-relatif

Le résultat suivant énonce le fait trés général que la différentiation sur W ~ C x P! par
rapport aux variables de C' détermine la différentiation sur C.

Lemme 6.2.4

On a la relation suivante entre opérateurs différentiels sur C'

Vidy =~ do

Ici v,d, désigne I'image du morphisme de faisceaux (de C-modules) d; : Ow — 4 par le
foncteur v,. De maniére générale v,V est un opérateur différentiel construit par fonctorialité de
v, qui vérifie des propriétés analogues a v,d, (cf. 6.2).

Preuve

On a besoin du résultat suivant que ’on donne sans démonstration :
Lemme 6.2.5

Soit E¢ un fibré holomorphe sur C, E = v*E¢ est un fibré sur W trivial sur les fibres. Alors
Vy Ow(E) ~ Oc(Ec)

et I'identification est donnée comme suit :
Soit s une section locale sur U de v, Ow(E), alors elle correspond a une section § sur
V =v~Y(U) de Ow (E). D’autre part, on peut construire une section so v de v~ v, Ow (E)
sur V. On notera v*s son image dans v*v, Ow (E).
Alors
§=[v"s

ou [ ] dénote la co-unité

Dés lors soit 8 une section locale de QF, ~ I/*V*Qlé, alors par définition

(v2dy)0 = d,0
= dysv*0
= [dwv"0],
= [v*detl,
Or v*(dgb) € v*Qk = ng“
=v*dab
= dof.
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Ses sections locales sur V' = v~ U étant égales elles définissent donc les mémes sections de
*Qk+1 ~ Qk+1
vV QAT ~ QAT
Ainsi
(vdy)0 = dcb.
Enfin, en poussant en avant par v le diagramme du lemme 6.2.2 et en utilisant le lemme 6.2.4,
on peut en déduire, pour les différentielles en degré supérieur

Proposition 6.2.6

Le diagramme suivant sur C' commute

dc
k k+1
Qf — Q5

L., |

Vidy,
I/*QZ —_— V*Qﬁ+1

On notera D* (ou D sl n’y a pas d’ambiguité) 'opérateur différentiel
vyd, Z/*Ql]i — V*QZ+1. (6.2.1)

On remarque que D% = dg.
La proposition 6.2.6 peut se reformuler comme ’existence d’'un morphisme de complexes

(Q%,do) = (1.5, D*). (6.2.2)

Une étude plus poussée sera donné dans le chapitre 7.

6.2.3 Corollaire et application

L’égalité v.d,, ~ dc sur les fonctions permet de donner une nouvelle preuve du résultat 5.2.1
sur I'image directe par m du faisceau structurel Oz.

En effet d’aprés la proposition 5.1.3, le faisceau 7, Oz coin-
cide avec le faisceau 1, Oz c’est-a-dire i v, u=t Oy.

Considérons donc le faisceau p=! Oz sur W. On dispose de

la suite exacte / \
v

dﬂ
0—>,u’1(92—>(’)w—>Qu C 7

qui est le début de sa résolution de De Rham holomorphe re-

lative. Cela revient & dire que les fonctions sur W qui sont d,- L
exactes sont exactement les fonctions constantes sur les fibres de M
14, ie les fonctions provenant de Z. Ainsi par exactitude a gauche

du foncteur v, on a
FIGURE 6.1 — Rappel des

vt Oy = ker (ved,, @ v O — 1,Q,,) applications utilisées pour le
transport de faisceaux.
mais d’aprés la proposition 6.2.6 il s’agit du noyau de la
connexion dgo en degré 0. La encore la théorie de De Rham nous dit qu’il s’agit du faisceau
constant C (les fonction de dérivée extérieur nulle sont localement constantes).
Finalement v, ' Oz ~ C, donc en restreignant & M < C via i, on obtient 7, Oy ~ i~ !C ~
C. On a bien retrouvé le résultat de 5.1.3.

6.3 Le cas d’un fibré L-trivial

Comme expliqué dans [Buc85, Part. II], un fibré L-trivial Ez se voit associer un fibré E¢ sur
C qui satisfait de plus
V*EC ad ;L*Ez. (631)
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En effet il suffit de vérifier que 'application naturelle
v* Oc(Ec) ~ V*U* Ow(/.t*Ez) — OW(M*EZ)

est un isomorphisme sur les fibres. Mais cela découle de la trivialité. On a déja utilisé un tel
raisonnement au paragraphe 4.1.2.

D’autre part le fibré £ = p*Ez sur W est naturellement muni d’une connexion plate, notée
df ou plus souvent d,,
Dans un repére local de E, constitué de sections de =1 Oz(Eyz) qui proviennent de E, df agit
comme le d, des coefficients. Comme les changements de trivialisation de E sont constants sur
les fibres de u, Popérateur df défini localement comme ci-dessus se recolle. On pourra se référer
a [Del70, 2.22, 2.23] pour plus de précisions.

Ainsi en poussant en avant par v 'application (6.3.2), on trouve

Oc(Ec) >~ Vg Ow(ILL*Ez)

V*dE *
K (O B))
~ v, (Q,(V"Ec))

Par la propriété (3.3.7) et la formule de la projection
~ Qc(Eq).
Cette nouvelle application satisfait de plus une régle de Leibniz
(ved})(fe) = (ned?™)(Fle + f(vdy) (e)

pour f € O¢ et ou l'opérateur I/*df?w agit sur les fonctions O¢ ~ v, Ow — 1., ~ Q¢. Or
d’aprés 6.2.1, on sait qu'il coincide avec d¢. Ainsi v.d, sur E¢ satisfait une régle de Leibniz au
sens classique

(vedy)(fe) = da(f)e + f(vedy)(e).

C’est donc une connexion sur E¢, on la notera Vg, ou V s’il n’y a pas d’ambiguité sur le fibré,
ou parfois Vg pour la distinguer d’une connexion Vg sur un fibré F associé & Fz. Elle s’étend
aux Q& (Ec) par régle de Leibniz, on la notera alors V%C.

On va maintenant établir un analogue de la proposition 6.2.6 pour Vg . En effet on a fait un
lien entre v,d, et dc agissant sur certaines classes de formes différentielles sur C'. On démontre
le résultat analogue mais cette fois pour des formes différentielles & valeur dans E¢.

On notera DY, Popérateur différentiel

(1 QF) (Bc) ~ v (Q8(E)) = v (QTH(E)) = (15 (Ec) (6.3.3)

obtenu par image directe du dﬁ sur le fibré E. Ainsi on a : DY = 1/*d£J k,

Proposition 6.3.1

Avec les notations du paragraphe précédent, le diagramme suivant de faisceaux sur C est
commutatif,

Qg (Ec) Q& (Ec)

Lo,

() (Be) — (n. Q) (Ee)

Dans un premier temps, si on note Pl’f : Ok — V*Qﬁ, alors, par définition de Vg,

P;f“VEC (w®e) = Pj“ (dew® e+ (—1)fw A Vge)
= (Pit'dew) @ e + (-1)* (Pfw) A PiV e

62



on remarque d’aprés (3.3.7) que Pl} est I'identité et on a d’apreés la proposition 6.2.6 la relation
P[f“ ode = (vudy) o P;]f7 ainsi

= (udy)(Piw)) @ e + (=1)* (Phw) A Ve

Maintenant si on reléve tout ¢a dans W

(1) (Pfw @ ¢) = d, (Pfw® ¢)
= d,Prw®é+ (—1)*Prw @ d,é

—_—~—

= (vudy)(Phw) ® & + (—1)’“15,% ® Ve

par le calcul qui précéde

= PMVE (w®e)
On a donc bien montré que le diagramme commute, c’est-a-dire

Py, = (v.d,) o P}

6.4 Fonctorialité

6.4.1 Produit tensoriel

Les constructions de E¢ et Vg, respectent le produit tensoriel au sens suivant

Proposition 6.4.1

Si E; et Iy sont deux fibrés L-triviaux sur Z alors
1. E; ® Fy est un fibré L-trivial
2. Le fibré associé sur C' est donné par Ec ® F¢o

3. La connection associée V : Oc(Ec ® Fe) = Qe (Ee ® Fe) est la connexion Vg, + Vi,
(1.3.1).

Le point 2 résulte de la trivialité sur les droites, en effet la fibre en s de (E® F')¢ est donnée
par

H(v'(s), 0" Ez @ W' Fy|,-1(s)) =~ H*(Ls, Bz @ Fz|1,) =~ H°(Ls, Ez) ® H° (L, F)
Pour le point 3, il faut remarquer que sur Ow (1*(Ez ® Fz)) 'opérateur d,, naturel coincide
avec df + d,f . Cela revient a dire que ! préserve le produit tensoriel
P OZ(Ez @ Fz) = ' Oz(Ez) ®u-10, i~ Oz(Fz)

ce qui est un résultat général.

Cela montre que les dg coincident. En conséquence, V = Vg, + V.. Ce qui montre la
proposition.

6.4.2 Dualité
Eamme 6.4.2

Soit Ez un fibré L-trivial et E}, son dual. On notera (Ec,V) le fibré a connexion sur C
associé a Fy.
Alors
o % est L-trivial.
o Le fibré associé & E7, est isomorphe a Ef,.
e La connexion associée V* est donnée par Ve' € H'(U, Ef.),Ve € HY(U, E¢),

(Ve ) g po = de (e €) pe g — (€, V) pe e, -
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Le premier point est évident, notons donc F¢ le fibré sur C' associé a E7,. Alors
Oc(Eg) = Oc(Ec)”

= (v Ow(E))"

par dualité de Serre en famille, comme K, ~ g* O(-2),
=R'v, (Ow(E)" @ O(-2))
=R'v, (v* Oc(Fo) ® O(-2))

par formule de la projection
= Oc(Fc) @ R' v, O(-2)

= Oc¢(Fc ® A*V,)
= Oc(Fc)

ainsi B} = Fo d’ou le deuxiéme point.
Enfin 'opérateur d,, sur E* est donné par [Del70, 2.7.4], pour toutes sections locales e et e’
sur W de E = u*Ez et E* respectivement,

(due’, &g = du (¢ e)pe p— <elvdu€>E*,E
La formule étant en particulier vraie pour les ouverts saturés par v, on en déduit le troisiéme
point de 6.4.2 en utilisant la propriété de commutation 6.2.6.

6.4.3 Fonctorialité

L’association Ez — (Ec¢, Vg, ) construite précedemment est fonctorielle. Pour préciser ce
point on va dans un premier temps regarder son action sur les sections globales.

Proposition 6.4.3

Soit Ez un fibré L-trivial sur Z, alors
HO(Za EZ) = H0(07 EC)VEC

C’est-a-dire les sections globales de E; sur Z correspondent bijectivement aux sections glo-
bales de Ec sur C' plates pour Vg, .

Soit ¢ une section globale de Ez sur Z, alors o oy est une section globale de p=! Oz(Ey)
sur W. Or on a la suite exacte de faisceaux

— * d *
0—pu ! Oz(Ez) — Ow(,u Ez) 2 Qlll(,u Ez).
En passant aux sections globales on trouve une suite exacte
0= D(W,u~" Oz(Ez)) = D(W, Ow (1" Ez)) — D(W,Q, (1" Ez))

que l'on peut voir comme espaces sur C

0= D(C, v~ O7(Ez)) = T(C, 0c(Ec)) 225 T(C, 0L (Ec))

(en utilisant (3.3.7) et la formule de la projection). Ainsi ooy € T'(C,v.pu~t Oz(Ez)) = ker Vg,
Ce qui démontre la proposition. On peut enfin conclure :

Corollaire 6.4.4

Soit ¢z : Fz — Fz un morphisme de fibrés L-triviaux sur Z, alors il induit un morphisme
¢c : Ec — F¢ entre les fibrés associés sur C'.
Ce morphisme est de plus compatible avec les connexions Vg, sur Ec et Vg, sur Fe.
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On peut voir ¢z comme une section du fibré Homz(Ez, Fz) = Fz ® E}. D’aprés la pro-
position 6.4.1 et le lemme 6.4.2 ce dernier est un fibré L-trivial associé au fibré a connexion
Homeg (E¢, Fo) muni de sa connexion naturelle.

D’aprés la proposition 6.4.3, on associe & ¢z une section plate ¢ : Ec — F¢. La compa-
tibilité avec les connexions signifie exactement que ¢ est une section plate pour la connexion
naturelle sur le fibré Home (Ec, Fe) (cf [Del70, 2.8]).

Ainsi on a montré qu’a un fibré L-trivial Ez correspond un fibré vectoriel holomorphe E¢
sur C' (cf 6.1), et une connexion holomorphe Vg, sur Ec. Et cette association est fonctorielle
au sens ou elle fait correspondre les morphismes de fibrés sur Z avec les morphismes plat des
fibrés & connexions correspondants. Dans la section suivante, on va préciser des propriétés sur la
courbure de la connexion qui donneront une condition nécessaire et suffisante pour qu’un fibré a
connexion sur C provienne de Z.

6.5 Equivalence de catégories

Dans cette section on formule la correspondance construite entre fibrés L-triviaux et fibrés
a connexion sur C', comme une équivalence de catégorie, en explicitant les restrictions sur la
courbure de la connexion associée.

Dans le paragraphe 4.2.3, on avait explicité une décomposition du fibré des 2-formes sur C

AZ ~ A% @ A2

ot A2 ~ @2V ® A?V,.
Sur C, un fibré E¢ a connexion holomorphe V sera dit a courbure Ai (ou simplement fibré
a connezion A%) si la composée

Oc(Ec) 5 QL (Ec) 2 Q2 (Ec) — Q2 (Ec)

est nulle. La courbure F(V) peut alors étre vue comme un tenseur a valeurs dans A2 ® End(E¢).
On parvient & prolonger la correspondance twistorielle en une équivalence de catégories. Ce
résultat géneéralise [Buc85, IT 2.2].
Théoréme 1
Il y a équivalence entre
e La catégorie des fibrés L-triviaux sur Z,
» avec les morphismes de fibrés holomorphes ;
e La catégorie des fibrés & connexion holomorphe sur C' a courbure A2,
» avec les morphismes paralléles de fibrés a4 connexion holomorphe.

De plus, I’équivalence construite préserve le produit tensoriel, la dualité et les sections
globales.

En effet la construction du fibré E¢ associé a un fibré L-trivial Fz est décrite dans 6.1 et la
connexion associé dans 6.3.
La conservation du produit tensoriel et par la méme la fonctorialité est décrite dans 6.4.1.
Reste a montrer
e Que le courbure de Vg, est de type Aﬁ_
e La construction réciproque : Associer & tout fibré & connexion Aﬁ_ un fibré L-trivial.

6.5.1 Restriction sur la courbure

Le résultat suivant nous donne une restriction sur la courbure d’un fibré & connexion obtenu
de cette facon.

Proposition 6.5.1

Soit (Ec¢,Vg,.) un fibré a connexion sur C associé a un fibré L-trivial Eyz sur Z, alors la
courbure F(E¢) de Vg, est une section de A2 @ End(Ec).
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Démonstration

En juxtaposant les deux diagrammes de la proposition 6.3.1 pour £k =0 et £k = 1, on trouve
le diagramme commutatif suivant

Voo | Ve )
Oc(Ec) — Qc(Ee) — Qe(Ec)

| l J

vidy vidy

Oc(Ec) — (8, (Ec) — (n.})(Ec)

Or la composée des deux fleches de la ligne du bas est 0, car di = 0 et la composée des deux
fléeches du haut est
(Vi) : Oc(Ec) — Q¢ (Ec)

donc cette application est nulle aprés projection dans (V*Qz)(Ec), ce qui signifie qu'elle se
factorise par
V. R (Ec) = ker (Q%(Ec) — (.2,)(Ec))

comme de plus elle est O¢-linéaire, elle donne une section
Oc¢ — v, R.(End(E(¢))
Mais enfin 1,2 = Q2 d’aprés (5.3.1). Ainsi le noyau v, R, de la projection Q, — v,Q2 s’identifie
a Qi d’ott le résultat.
6.5.2 Reéciproque

Réciproquement, on montre que tout fibré & connexion Ai provient de cette fagon d’un fibré
L-trivial.
Proposition 6.5.2

Soit (E'c, V) un fibré a connexion A% sur C, alors il existe Ez un fibré L-trivial sur Z tel que

(ECv V) = (ECv vEc)

Un tel fibré est unique a unique isomorphisme prés.

Preuve

Notons E = v*E¢. On va dans un premier temps vérifier que v*V : Oy (E) — Qb (E) induit
par passage au quotient {dy — 2, une connexion p-relative plate sur E. Ensuite on utilisera
un résultat de Buchdahl pour construire le fibré E, sur Z correspondant.

On note donc V), la connexion relative Ow (E) = ©,,(E). On veut montrer qu’elle est plate.
La courbure de la connexion v*V passe au quotient en la courbure de V,

Ow(B) ~— 0k, (B) - 02, (E)

P b

Ow(E) —— QL(E) —— Q%(E)

Or par hypothése F(V) est une section de Q2 (End(E¢)) dont 'image dans Q2 (End(E¢)) est
nulle. De plus 'application

0% — Q2
est I'image directe de v*QF, — Q2 par application v.

En regroupant ces arguments, la courbure de V, définit une section globale sur W de
Q2 (End(F)) ie une section globale sur C' de 1v.Q2(End(E)) ~ Q2 (End(E¢)). Cette section
est 'image de F(V), elle doit donc étre nulle.

On va utiliser le résultat suivant de Buchdahl :
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Proposition 6.5.3 ([Buc85, Prop. F] avec n = m = 0)

Soit f : X — Y un morphisme de variétés analytiques, et soit E — X un fibré vectoriel
holomorphe muni d’une connexion holomorphe f-relative V.
On suppose
e que les fibres de y sont connexes et simplement connexes,
e et que la connexion Vy est plate
Alors il existe un fibré B sur Y tel que

(f*B,dy) ~ (E,Vy)

il est de plus, unique & unique isomorphisme pres.

L’idée pour construire B consiste & pousser en avant le systéme local des sections plates de F.
D’aprés ce résultat, comme les fibres de u sont supposées connexes et simplement connexes (cf
Topologie des fibres de p), E est de la forme p*Ez pour un certain fibré Ez sur Z et v*V = d,,.
Comme E provient d'un fibré sur C, il doit étre trivial sur les Py = v~1(s) pour s € C. Mais
comme g réalise un isomorphisme P; — L, nécessairement Ey est trivial sur L.
Dés lors g ~ E‘C et la connexion Vg, provient du d, = v*V .

6.6 Retour sur la métrique sur ’espace des cycles

Petit point notation : Pour des raisons pratiques on notera o la forme symplectique relative
sur Z telle que définie en 4.4.1. C’est une section globale du fibré L-trivial (AQT; ) (2) ainsi on

désignera par & la section globale sur C du fibré A2V~ associée par I’équivalence de catégorie.
On a vu au paragraphe 4.4.2 que le choix d'un # € T'(C, A2V 1) définit une métrique compleze
h=6®60:Tc®Tc—C

c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur le fibré tangent, mais a valeur
dans C (en particulier, elle admet nécessairement des vecteurs isotropes).
On peut (grace a @) choisir une base xg, zo de V. dans laquelle

0(zo, 200) =1

et qui soit plate pour la connexion V.. Les vecteurs isotropes de cette métrique sont justement
les vecteurs décomposés de V. ® V_ (par exemple tous les vecteurs de la forme zy ® v). Ces
vecteurs sont appelés null-vecteur dans la littérature [Pen76].

On cherche & définir la connexion de "Levi-Civita complexe" V qui satisfasse

1. VxY —VyX = [X,Y]
2. Vh=0

Soient X, Y, Z trois sections locales de T¢ ~ V_ ® V. On peut donc écrire X,Y et Z dans
V_ ®V, grace a cette base®

X =X%4 (= X0+ X®2z)
Y =Y?%z4
Z =2%,

les deux équations de la connexion entrainent
Mais h(X,Y) = (6 ® 0)(XAY Bra2p) = 6(X°,Y>®) +6(X>,Y?), ce qui nous donne

(Z,d6(X°Y>°)) +(Z,d6(X>,Y?)) = h(VzX,Y) + h(X,V,Y).

1. En utilisant la notation de sommation d’Einstein (somme sur les indices répétés en exposant et en indice).
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6.6.1 Calcul a ’aide de d,

Reste & comprendre do(X",Y°), mais comme d = v,d,, d’apreés la proposition 6.2.1 on peut
le voir sur W comme

d,o(X°, V) = (d,0) (X, X®) + 0 (d.X°,Y>®) + 0 (X°,d,Y>)
ou les d,, sont respectivement les différentielles de De Rham holomorphe relatives suivantes
Ow (V*A*V™) — Q. (v A2V ™)
Ow ("' V_) = Q. (vV_)
Or ¢ = u*6 donc est plate pour d,, ainsi en revenant sur C' on peut écrire
d6(X°,Y>®) =6 (V_X", V™) +6 (X°,V_Y™)
ou plus précisément
(Z,d6(X°,Y ™)) =6 ((V_)z X% Y>®) +6 (X, (V_)zY™)
En regroupant avec le résultat du paragraphe précédent
MVZzX,Y)+hX,VzY)= 6((V_)zX°,Y>®)+6 (X% (V_)zY™)
+6((Vo)zX®,Y?) + 6 (X®,(V_)2Y?).
On peut dés lors identifier les termes C*°-linéaires par rapport & Y pour obtenir
hVzX,Y)=6((V_)zX°,Y>®)+6 ((V_)zX>,Y?)

mais d’autre part
MVzX,Y)=(6®0) (Vz(X?za),YP2p)

En posant Vz(X4z,4) = T4z 4 et en identifiant avec I'équation du dessus les parties Y et
Y, on trouve

VzX = ((V,)ZXA) T A

Bilan : la connexion de Levi-Civita associée a la métrique h correspond & V_ + V. agissant
sur les vecteurs tangents & C vus via l'isomorphisme To ~ V_ ® V..
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Chapitre 7

Transport de cohomologie

69

Aaron : God, everything is so different in
there. You feel how cut off you are, you know ?
It’s this entirely separate world, and you
encompass most of it. And the sound... Isn’t
the sound different, on the inside ? It’s, it’s like
it’s singing. I guess you can’t hear it on the
outside. I had this dream in there.

Abe : About what ?

Aaron : [ was on, or near, the ocean and,
uh, I just kept hearing the surf. It was so
uneventful, at night, when the tide kept coming
in and out.

— Primers (2004), Shane CARRUTH



Dans ce chapitre, on s’intéresse & la cohomologie des fibrés L-constants sur Z. On interpréte
ces espaces de cohomologie en terme de solutions d’équations différentielles (ou de cohomologie
de complexes différentiels) sur C.

En suivant un raisonnement analogue & celui d’Eastwood et LeBrun dans [EL92| et via
la proposition 1.2.1 sur le calcul de la cohomologie sur Z aprés redressement par p sur W
et 'hypothése 3.4.1 sur la topologie des fibres de u, on établira un lien entre H¥(Z, Ez) et
HF (1" (C, V*QL(Ec)) ,D;;) .

La cohomologie d’un fibré vectoriel holomorphe Ez sur une variété complexe Z peut se
calculer via la résolution de Dolbeault du faisceau des sections holomorphes de Ez. Mais la
géométrie complexe de I'espace des twisteurs est difficile & appréhender.

L’étude des fibrés holomorphes sur Z est d’ailleurs une démarche de linéarisation pour obtenir
des informations sur cette géométrie complexe. Ainsi pour calculer la cohomologie de E; on se
placera dans W qui joue le role de "désenchevétrement" de Z. L’analogue sur W du complexe de
Dolbeault de Ez est en fait le complexe de De Rham holomorphe p-relatif sur W associé au fibré
uw*Ez. L’hypothése que l'on a faite sur les fibres de p (3.4.1) est utilisée de fagon fondamentale
dans cette analogie.

On va alors s’intéresser a la cohomologie des complexes de De Rham holomorphes p-relatifs
sur W. On va donc montrer dans un premier temps qu’ils sont acycliques pour ensuite calculer
les complexes des sections globales associés sur C'. On fera pour cela I’hypothése que ’espace C
est de Stein.

Enfin on tirera les conséquences de cette correspondance énoncée dans le théoréme 2 sur
certains fibrés de Ez, notamment le cas du fibré O.

Un travail analogue pour la correspondance cohomologique a été mené par Green et Griffiths
[GGK14, GG13] dans le cas des variétés homogénes.

7.1 Reésolution relative et acyclicité

7.1.1 Reésolution de Buchdahl

Dans ’article de Buchdahl [Buc85, sec. 1.1.2 p.439], le résultat suivant est présenté
Proposition 7.1.1

Soit B un fibré vectoriel holomorphe sur Z, alors le complexe de De Rham holomorphe relatif
ap
* du * du 2 * du
Ow(u*B) — Qu(p*B) — Q, (W' B) — -

est une résolution du faisceau pu=! Oz(B) sur W

C’est un résultat général de géomeétrie analytique, on pourra également se référer a [Del70,
Théoréme 2.23.(i7)]. On rappelle que la différentielle d,, = df a été décrite en 6.3.

7.1.2 Acyclicité des faisceaux sur W

Dans ce paragraphe, on suppose que C' est Stein et on démontre les trois résultats suivant
d’acyclicité de faisceaux sur W.

On rappelle qu'un faisceau F sur une variété W est dit [-acyclique si pour tout k& > 0,
HFW,F) =0.
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Proposition 7.1.2

1. Sur W, les faisceaux Qf, sont I'-acycliques pour tout p > 0.

2. Soit Ez un fibré vectoriel L-trivial sur Z. Et soit E = pu*Ez. Alors pour tout p > 0, le
faisceau U, (E) est I'-acyclique.

3. Soit Ez un fibré L-constant sur Z, on suppose de plus que pour tout s € C,
prEylv(s) ~ @O(ai) (7.1.1)

avec a; > —1 ne dépendant pas de s.
Alors pour tout p > 0, le faisceau Qf, (u*Ez) est I'-acyclique.

Il est clair que le point 3 entraine 2 (cas particulier ot tous les a; sont nuls) qui lui méme implique
le point 1 (cas particulier Ez = Oy).

Caractére Stein de I’espace des cycles

Verbitsky [Verl4| a démontré que 1’espace des cycles tout entier de lespace des twisteurs
d’une surface K3 est Stein. Pour cela il montre que la fonction sur C' qui donne le volume d’une
section est fortement plurisousharmonique.

Ce n’est pas clair ou il utilise le caractére K3. En fait une adaptation de [DLDM13, Theorem
D] sous 'hypothése qu’aucun élément de la famille de Calabi ne contient de courbes rationnelles
pourrait donner le méme résultat dans le cas général. L’idée de 'argument est un tout petit peu
plus détaillée en 8.4.1.

Suite spectrale de Leray

La dégénérescence de la suite spectrale de Leray pour v s’écrit pour un faisceau F sur W
EY?: HP(C,Rv, F) = HPTU(W, F)

Et comme v est propre, si F est un faisceau cohérent, alors par théoréme de Grauert, les R? v, F
sont cohérents.

On peut aussi remarquer que pour un faisceau F cohérent, les R? v, F s’annulent pour ¢ > 1
(cf 5.1.2) car les fibres sont de dimension 1. Ainsi la page Es est nulle hors de la bande 0 < ¢ < 1.

Enfin, si C est Stein, alors pour tout G faisceau cohérent sur C', et pour tout p > 0 on a
HP(C,G) = 0 d’apreés le théoréeme B de Cartan. En conséquence la page Es est supportée sur
{(0,0), (0,1)}. Donc la suite dégénére en F5. Ainsi sous cette hypothése, pour tout fibré vectoriel
holomorphe F' sur W, de faisceau des sections F, on a

0 sig>1
HY(W,F)~{ H(C,R'v. F) sig=1
H°(C,v, F) sig=0
En particulier, F est I-acyclique dés lors que R' v, F = 0. On pourra se référer a [Dem02,
13.BJ.
En conséquence, tout fibré sur W de la forme v*E¢ @ O(r) avec r > —1 est acyclique pour
les sections globales sur W.

7.1.3 Cohomologie sur W

En regroupant les résultats des deux paragraphes précédents : Soit Fz un fibré L-trivial,
alors : Le faisceau u~! Oz(Ez) sur W a une résolution I'-acyclique donnée par le complexe de
De Rham relatif a p :

0— Ow(u*Ez) = Q (" Ez) — Q(0*Ez) — -+

ainsi
HY (W, u™ ' Oz(Ez)) ~ H* (T (W,Q5(E)) ,d,) (7.1.2)
ou B =u"Ey.
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7.1.4 Conséquences

En regroupant la proposition 3.4.1 qui permet de passer de Z & W et (7.1.2) qui permet de
passer de W a C', on en déduit

Théoréme 2
On suppose que
o C une variété de Stein (7.1.2)
e Les fibres de i sont cohomologiquement triviales (3.4.1)

1. Soit Ez un fibré L-trivial sur Z, E¢ le fibré associé alors pour tout k,
H*(Z,Ez) ~ H* (T (C,v.Q5,(Ec)) , DY)
2. Soit Ez un fibré sur Z, on suppose de plus (7.1.1) ie que pour tout s € C,

W Ez|lv(s) ~ @O(Gi)

avec a; > —1 ne dépendant pas de s.
Alors pour tout k,

H*(Z,Ez) ~ H* (T (C,v. (2,(1*Ez))), D};)

On a exprimé en section 5.3, les faisceaux v, Q). A T’aide de la formule de la projection, on
peut donc écrire pour E; fibré L-trivial

Ve (8 (W' Ez)) ~ Oc¢ (APV™ @ 0PV, ® Eg) .

Ainsi le complexe construit dans 2 qui calcule HP(Z, E;) s’écrit a 1’aide des fibrés spinoriels

p—1 P
I'(AP'V- o 'pV, ® Eg) Zrg 1 (APV™ ® 0PV, ® Eg) Pre p (APTVT @ PV, ® Eg) .

L’opérateur différentiel D}, = v,d, sur C peut étre compris & 'aide de 6.3.1. Mais plus
précisément, dans la section suivante on montre que les opérateurs D sont obtenus par régle de
Leibniz avec Vg, antisymétrisation par rapport aux composantes de V'~ et symétrisation par
rapport aux composante dans V..

7.2 Etude des opérateurs différentiels

On va dans un premier temps expliciter I'opérateur d,li sur W a l'aide de I'opérateur d, en
degré 0 sur le fibré p*Qs(2) a travers le lemme 7.2.2. On va ensuite pousser en avant pour décrire
I'opérateur D et les opérateurs D1, pour tout fibré L-trivial. Pour le faire de fagon rigoureuse,
on a besoin du lemme 7.2.1 suivant qui est un résultat classique dérivant de la régle de Bott
(1.2.2).

Enfin pour expliciter les opérateurs D%, on va généraliser le lemme 7.2.2 aux différentielles
de degré supérieur (cf lemme 7.2.4).

Lemme 7.2.1

Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finie et PV D’espace projectif (des quotients
de rang 1) associé. On note toujours V' le fibré trivial sur PV de fibre V. Alors pour tout
k € N, le passage aux section globales du morphisme tautologique

V(k) = Ok+1)
correspond a 'application produit symétrique

Veorty = oty
ag® (ay---ag) — agai---ag
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On montre ensuite le lemme central 7.2.2 qui est un analogue du lemme 1.2 de [EPWSI].
On rappelle que Si f : X — Y est un morphisme et E un fibré sur Y, alors il existe une
unique connexion f-relative plate sur Ox (f*F) que l'on note d‘}ﬂ ou dﬁf s’il n’y a pas d’ambiguité
sur le fibré F.
Lemme 7.2.2

Avec les notations usuelles, le diagramme suivant commute

d 1o v
1 (2) — Q (1 (2) — 2 ©Q,
4 A

dl
23 QQ

Q, 2

ou ¥ désigne I'isomorphisme p*Q¢(2) ~ €, construit en (4.3.4).

Ces deux résultats permettent de déterminer 'image directe Dy de I'opérateur dﬁb QW Ez) —
Qi(M*EZ) pour n’importe quel fibré L-trivial Ey.

Corollaire 7.2.3

Soit Ez — Z un fibré L-trivial, alors le diagramme suivant sur W commute

, 10w
prQs(Ez(2)) —— Qu (0" Qp(E2(2))) —— Q. @ Q (1" Ez)

| |
7
Q. (W Ez) O (0" Ez)

et son image directe par v donne le diagramme commutatif suivant

OWV- V-8V, eV, ® Ec)

T 15001

Qc(Ec) @) (V_ RV~ ® ®2V+ & Ec)

D
A®1®1p

O (A?V~ © ©*V, ® Eg)

Ce dernier résultat découle immédiatement des deux lemmes précédents. En effet on tensorise
le diagramme du lemme 7.2.2 par Ow (u*E) au dessus de p=! Oz (ce qui est possible car les
opérateurs d, sont linéaires par rapport & ce dernier faisceau) puis on prend son image directe
par v. Il suffit de remarquer que v, ¥ donne 'identification Q¢ ~ Oc(V~ ® V).

7.2.1 Préliminaire : les dérivées relatives a g et v sur W

On rappelle que W ~ C x P! avec v : W — C et g : W — P'. Ainsi

Qw~= Q. & vQc
—~ ~——

~ O & Qg

et en particulier pour f € Ow
df =d f +d, f.

En degré 2,
Qy 2o, 20,

et application d' : Qu — Q%, se décompose donc de la fagon suivante sur 6 = ad, ¢ + Sv*0c

df = d(ad, ) +d(Br*bc) =daAd,( +dB Av*0c + Bridcbc
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car d,{ = g*dp1( donc dyd,¢ = 0. Ainsi en utilisant la décomposition d = d, + dy pour les
fonctions, on trouve

df =dga N, (+dSAV O+ dgf AV Oc + Bridebc.
Autrement dit
d'o = dg[0]g + du (6] + dg[6],.-
Soit alors f € Ow, alors d'df = 0 ce qui donne

0=dg[df]y + dv[df]g + dgldf], = 0+ dpdy f + dgdy f
donc sur les fonctions
dgd, = —d,d,.
Il convient de remarquer que la restriction a €2, de la différentielle relative d}] Q= Q,00,
coincide avec dﬁg 1 0(g*Qp1) = Qg (9" Qpr).

7.2.2 Preuve du lemme principal

On montre le résultat du lemme 7.2.2 par induction finie : d’abord pour les formes exactes
puis pour les produits de formes exactes par une fonction et enfin par linéarité pour toute section
locale de p1*Q¢(2).

On se fixe J; une base locale de g*Tp1 ~ O(2). Ce choix n’a rien d’arbitraire.

Pour les formes exactes

Soit ¢ € Oz, on va démontrer le lemme pour 6 = dy(¢ o ) ® O¢c = p*drp ® d¢. On notera
¢ =pop.

D’une part il est clair que dfﬂ = prdse ® dﬁ O¢, car cet opérateur ne dérive pas les sections
provenant de p.

Construction concréte de U Soit a ® v dans p*Qy ® O(2), en particulier on voit o comme
un élément de Q4. Alors la classe dans €2,

[(dﬁa ) ’U>Q,,®O(2)} "

et bien définie. Il s’agit de U(a ® v).
11 suffit de montrer que la construction est bien Oy -bilinéaire. Soient A\, & € Oy, on applique
la construction précédente a
Aa ® Ev

or & (A\a) = d,A® a + Adla; d’ott le crochet de dualité donne
E(dA S V)g,mo0 @+ A (da, Vo, 00)
mais comme la classe de o dans 2, est nulle, on trouve donc
f
X [(dl,a : U>QV®O(2)L.
Relation avec I’isomorphisme ¥ Pour comprendre la relation entre ’isomorphisme
Q >~ p* Q5 (2)

issu de la suite d’Euler, construit en (4.3.4) et I'opérateur ¥ construit ci-dessus il est plus intuitif
de travailler avec des champs vecteurs.

Soit u®@v € T, ® Tpr ~ T),(2), en un point (s,() € W alors u peut étre représenté par
un germe de famille de déformations de Lg passant par z = s(¢) (on utilise ici le théoréme de
Kodaira). Soit ($:)_c<t<c une telle famille. Alors on peut pour chaque courbe L, considérer le
vecteur tangent (s;).v et sont image V; dans Ty. Alors la dérivée

oV;

e lt=0

donne un vecteur de Ty en z qui dépend bilinéairement de u et v. Il est clair que cette construction
est le dual de la construction de ¥ du paragraphe précédent.

74



Dérivation Considérons donc désormais
2
d, ¥l e Qu

On remarque tout d’abord que 0 € O(2) = ¢* O(2) = p* f* O(2). Donc dft O¢ existe et est un
élément de 2,(2) que I'on peut donc localement 1’écrire v ® O, avec v € €,,. Ainsi

d, 0 =d, {(dﬁdg(ﬁ : a<>§l,,®(9(2)} "

= a (el 20),

par compatibilité de Popérateur d,, avec le produit de dualité O(—2)®0(2) ~ p* O(-2)®@u* O(2)
O(— @]
= (@D [ddgel, o), o+ ([, 40P )

ou le second crochet antisymétrise par rapport a Q

- <[d§7dn”dg¢]# ’ a<>QV®(’)(2 <[d”dg¢] »1® <>QV®O(2)

or &d, = —dgd et donc le premier terme s’annule
= ([ 0], , @)
=-7A <[dﬁ”dg¢]ﬂ ’ ac>QV®O(2)

=—9A [<d§,dg¢ ’ 8C>QU®O(2):|H

Q,R0(2)

Q,®0(2)

Seconde application de V. Appliquons maintenant ¥ ou plutot ¥ A 1g, a

Eo=dp@d, 0 =dp @70 = (dg¢d ® ) @

qui est un élément de (u*Q¢(2)) ® Q..
Ainsi on trouve que
(T Alg,) (d0) = —y AT
Le cas général

On a montré le résultat dans le cas de § = p*drp ® J¢, soit maintenant une section locale de
w*Qr(2) de la forme A0, pour A € Ow.

Alors il est clair par construction que ¥ est Oy -linéaire et donc U(A) = AU(6). Puis sa
dérivée donne

1 _ 1
d, (A\¥0) = d,A A W0 + Ad, W0
or par le lemme dans le cas exact,
Lyg —
4, w0 = (1A W)d6.

Ainsi
d, (AT0) = d, A A T+ A(1A D)0

De l'autre coté,
# — u
di, (M) = d A @ 6 + \d;,0

et son image par 1 A ¥ est donc
d A A WO+ AL A D)LE

d’ot le lemme dans le cas Af. Par linéarité toute section locale de u*€Q(2) peut se ramener & ce
cas et donc le lemme est vérifié.
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7.2.3 En degré supérieur

Lemme 7.2.4

Avec les notations précédentes, le diagramme suivant commute pour tout k > 0

kR — 0 (e e2b(2m)) 1oV o ook
Hoaly w\ M Sy I3 W

ok l/\
ke
du

k k+1
Qk QF

Démonstration

Il suffit de poursuivre la preuve par induction pour le lemme 7.2.2. Soient p,q € Net k = p+q.
Soit 6 € ,u*Q’}(Qp) et 7 € p*Q9(2q). Supposons le lemme 7.2.4 vérifié pour 6 et 7 et montrons le
pour O A T.

D’une part, U¥(0 A 7) = UPO A W97 et on peut calculer sa différentielle k-iéme relativement
a u qui donne par régle de Leibniz

dLWPO A WIT + (=1)PWPO A AT W7
D’autre part df (§ A7) = dLO AT+ 6 Adi 7. Et en appliquant (1 A ¥*) on trouve
1z H H
(LAUP)EO A TIT + (—1)PTPO A (LA BT
ce qui par hypothése d’induction revient a
dWPO A Wi + (—1)PUPH A Al W7,

d’ou le résultat.

Conséquence

On a alors un analogue immédiat du corollaire 7.2.3
Corollaire 7.2.5

Soit E; — Z un fibré L-trivial, alors le diagramme suivant sur W commute

d, 1@ vk
i (B (2K) —— 9 (1 Q4B (2K))) = @, @ O (1" Ez)
Q (W Ez) Qqu (u*Ez)

et son image directe par v donne le diagramme commutatif suivant

Oc¢c (V7 AV ® Vi® @kV+ & Ec)

Vaky— +V®kv+ + Ve
/ ll@@@lE

Oc (MV- @ eFV, ® Ec) Oc (MV- @ V™ @V, @ E¢)
‘ 2 ANR1IR®I1E
Df
v (Ec) Oc (AFV~ @ bV, @ Ep)
ol
Vary- : OAFVT) 5 Qe(AV ) 2 O(V- @ Vi @ APV )
et

Vory, : O(@"VL) = Qc(0FV,) ~ O(V™ @ Vi ® 0FV;)

sont naturellement définis par régle de Leibniz a partir de respectivement Vy - et Vy, .

76



En conclusion, les opérateurs
D} Oc (A*V™ 2 0V, @ Ec) — Oc (MY @ 0FV, @ Bc)

sont obtenus de la fagon la plus naturelle possible : par application simultanée de Vy -, V. et
VE. puis anti-symétrisation par rapport aux éléments de V'~ et symétrisation par rapport aux
éléments de V...

Un travail similaire permet de montrer que ’opérateur

RrE vid, : r! V*Qﬁ(*p) — R! V*Qﬁﬂ(*P)
—— ——
ARV =@EP=2=kV+[-1] ARV = @OP—3-kVH[-1]
pour k < p — 1 est donné par application de Vy - et Vy+
Oc (AVZ @ V1)) = Oc (V7 @ Vi) @ ATV @ o VT [-1))

puis par anti-symétrisation suivant les composantes de V= et produit de dualité V, @ V+ puis
symétrisation suivant les composantes restantes de V.

7.3 Applications

7.3.1 Restriction des formes différentielles aux fibres de u

Avant de pouvoir calculer les espaces de cohomologie de fibrés L-triviaux sur Z on a besoin
d’un résultat préliminaire sur formes différentielles sur W, provenant de C, qui s’annulent en
restriction aux fibres de pu.

On a la suite exacte (3.3.5) sur W associée  la différentielle de p relativement a P*

0— p*Qp — Qg —Q, —0.
L’application surjective £}, — €1, donne une application surjective sur les puissances extérieures
k k
Q, —Q, =0
On notera Rﬁ son noyau en suivant la notation de [Buc85]. On a donc la suite exacte
E k k
0= R, —Qf—Q; =0 (7.3.1)

Le faisceau ainsi défini est alors automatiquement localement libre, on notera également RZ le
fibré vectoriel associé.

L’étude de Rl’j sera utile dans 8.2.4 pour classifier les épaississements mais aussi dans 7.3.2
pour le calcul de la cohomologie du faisceau O .

Foncteur de Schur

On veut pouvoir exprimer Rﬁ' restreint & une fibre Py = v~!(s) comme somme de fibrés en
droites O(a;). Cela nous permet de déterminer v, R et R' v, RE

Lemme 7.3.1

Soit k > 0, alors

R'v. R =0 (7.3.2)
2n
rg (1R)) = (k) (7.3.3)
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Preuve On va dans un premier temps montrer le résultat suivant
Lemme 7.3.2
Pour k > 0, la suite

T S O

est exacte.

C’est un résultat général qui n’utilise pas la géométrie du probléme.
Il est clair que les morphismes du lemme 7.3.2 forment un complexe. Reste & montrer que le
noyau de Q5+ — QM1 est contenu dans 'image de p*Qy @ QF.
On considére une base locale ey, -+ , €2, €2n41, -+ , €4, de £y telle que
® ey, ez, proviennent respectivement de fi, - - fa, une base locale de p*€2
® €911, - €4y SOient envoyés respectivement sur my, - - - mo, dans Q#

Soit
a = E arer
[I|=k+1

un élément de Q’g““, avec les notation usuelles :
er =€ Neyg N Nejy

quand T = {1, , g1} avec iy < -+ < Qp41.
On suppose que 'image de a dans Q! est nulle. Ainsi

Z a1m1:O

|I|=k+1
IC{2n+1,---4n}

donc comme les m; forment une base, pour tout
IC{2n+1,2n+2,--- ,4n} tel que |I|=k+1

on a ar = 0. Ainsi notons E l'ensemble des I C {1,2,--- ,4n} de cardinal k + 1 tels que ay # 0.

On a donc montré que VI € E, 3i € I tel que i < 2n + 1, choisissons (1) un tel indice pour
chaque I € E. On notera I = I\ {i(I)} et t(I) le rang de cet indice dans I (ainsi i(I) est le
t(I)-iéme élément de I pour lordre usuel). Alors

a= Z are; = Z aI(—l)t(I)+1ei(I) Nej

IcE IcE

c’est donc I'image de

Z(—l)t(1)+1a[fi(1) Ref € M*Qf & Q’;
IeE

dans Q’;H ce qui achéve la démonstration.
En conséquence du lemme 7.3.2 et de sa définition, R/’j s’exprime a la fois comme
e Noyau de la fleche Q’; — Qllj =0
e Image de la fleche p*Qy ® Q’;’l — Q’;.
Ou plus simplement, puisque Q, = v*Q¢,
0— R = v*Qf

Py ULt = RE — 0.
Soit s € C et Ps la fibre de v au dessus de s. On décompose le fibré R,’j restreint & P, sous

la forme
P o)

1<i<r

en utilisant le théoréme de Birkhoff-Grothendieck. Or d’autre part
° V*Q’é est trivial sur les fibres. Donc pour tout i, a; < 0
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o 1*Qy ~ v*V ™ ® O(-1), donc Rl’j est le quotient d’un fibré de la forme v*F(—1). Ainsi,
Vi, a; > -1
e Enfin la suite exacte (7.3.1) permet de montrer que le rang de Rﬁ est

=(0)-(%)
1=—()+=(7)

Finalement, en restriction a P,, R* est de la forme

et que son degré

0(_1)@|d\ D O@rf\d\

Comme cette décomposition ne dépend pas de s, on en déduit que les H? (P, Rﬁ) sont constants
par rapport a s. Et donc que les R? V*Rﬁ sont des fibrés vectoriels. De plus on a le résultat du
lemme 7.3.1.

Le cas particulier de I’image directe de Ri On a la suite exacte (7.3.1) qui définit Rﬁ
dans le cas k =2
0= R — Q- Q=0

que ’on peut pousser en avant par v. D’aprés (7.3.2), on trouve la suite exacte courte
2 2 2
0= v, — vy = v — 0

or )y, = v*Q¢ donc par la formule de la projection, I'image directe de Q; n’est autre que Q.
D’autre part, on a vu en (5.3.1) que I'image directe de Qi est le faisceau 22 . En conclusion, la
suite exacte ci-dessus est scindée, et on a un isomorphisme

VR, ~ Q% ~ Oc (NV@@°V7) (7.3.4)

7.3.2 Le cas du fibré trivial

Le morphisme (6.2.2) passe a la cohomologie (des sections globales) pour donner un mor-
phisme
H* (T (C,9Q%),dc) — H* (T (C,v.Q5), D*)

or le premier espace n’est autre que le H §R(Ca C) et d’aprés le théoréme 2 le deuxiéme espace
peut s’identifier & H*(Z,0z). On a donc construit une application

Hk(cv(c) — Hk(Z7OZ)

qui relie la topologie de C & la structure holomorphe de Z. Pour étudier ses propriétés, on
considére le noyau de ’application QE — Qﬁ (défini dans la section 7.3.1) que lon note Rl’j.
Comme l'opérateur d, passe au quotient en I'opérateur d,, ; RZ est naturellement préservé par dg

4, (RS) € R C oft

On notera d l'opérateur ainsi induit s’il n’y a pas d’ambiguité.
En résumé, on a une suite exacte de complexes différentiels :

0— R, — Q) —QF =0
En particulier, en passant a la cohomologie, on trouve la suite exacte suivante
k k k 1/ pk
0— F(Rﬂ) — P(Qg) — F(QH) —H (RM).

or d’aprés le paragraphe Suite spectrale de Leray, Hl(Rl’j) ~ (R V*Rﬁ) car C est de Stein.
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Enfin on a vu 7.3.2, que R V*Rﬁ =0 et donc H' (Rl’j) = 0 et en conclusion, on a la suite
exacte

0—D(R}) — T(Q) - T(Q}) =0
sur C' qui respecte les différentielles. C’est-a-dire, on a la suite exacte de complexes

0—T(R}) — I'(Q) — I'(Q;,) — 0. (7.3.5)
La suite exacte longue de cohomologie associée a (7.3.5) s’écrit pour tout k

1 (1 (13)) — HY (1 (93)) — HY (1(25)) — HE1 (5 (8))
De plus (7.3.1) pour k =0 et k =1 donne
0—R) = Ow = Ow — 0
R}, ~ 1" Q;

Donc Rz =0et V*Ri = 0. En conséquence H* (F (R;)) =0 pour k < 2.
En conclusion,

Proposition 7.3.3

Pour tout k, on a une application naturelle

Hk(cac) - Hk(ZvoZ)

qui est un isomorphisme pour k = 0 et qui est injective pour k = 1.

Cette proposition relie la topologie de C' & la géométrie complexe de Z.

7.3.3 Le cas trivial sur les droites

Soit Ez un fibré L-trivial, (E¢, Vg, ) le fibré & connexion associé sur C'.
En tensorisant la suite (7.3.1) par E = p*Ez on trouve la suite exacte

0= RE®E — Qi(E) = QN (E) —0
et en passant aux sections globales comme précédemment, on trouve la suite exacte suivante
0= T(RF ® E) - T(Q(E)) - T(Q}(E)) - H' (R} ® E)
or E =v*E¢ et donc par la formule de la projection, cette suite exacte s’écrit
0T (C,uuR);® Ec) = I (C,Q4(Ec)) = T (C,(n8)(Ec)) = T (C,R' v\ ® Ec)

ou l'on a utilisé a nouveau la dégénérescence de la suite spectrale de Leray. Ainsi on a la suite
exacte courte

0= T (C,vuRE ® Ec) = T (C,Q4(Ec)) — T (C, (n.QF)(Ec)) — 0.

Cependant arrivé a ce point, ’argumentation différe du paragraphe 7.3.2 : L’espace I' (C, Q’é(Ec))
est naturellement muni d’un opérateur différentiel : V¥, cependant contrairement au cas Ez =
Oz, ces espaces pour k > 0 ne forment pas nécessairement un complexe. En effet la composée

I'(C,0c¢(Ec)) =T (C,Q6(Ec)) = T (C,Q%(Ee))

n’est autre que la courbure de la connexion Vg, .

On suppose désormais que le fibré Ez est trivial & 'ordre 2 sur les voisinages de droites de Z,
alors d’apres le théoréme 4, le fibré (E¢, Vg, ) est plat et donc les espaces I’ (C’, Qg(Ec)) muni
de V’ﬁ; forment un complexe. On a donc comme dans le paragraphe précédent la suite exacte
courte de complexes sur C

0 =T (C,uR, ®Ec) =T (C,Q%(Ec)) = T (C, (v.20)(Ec)) — 0. (7.3.6)

Calculons leurs cohomologies.
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e Par la correspondance de Riemann-Hilbert [Del70|, notons Vg le systéme local sur C
noyau de la connexion Vg, alors

H" (T (C,Q%(E0)) Vi) ~ H"(C, Vi)
e D’autre part, toujours par le théoréme 2,
H* (T (C, (v.5)(Ec))) ~ H"(Z,04(Ez))

Finalement, la suite exacte longue de cohomologie associée & (7.3.6) nous donne une famille
d’applications
H*(C,Vg) = H"(Z,Ez)

qui pour les méme raisons qu’au paragraphe précédent est bijective pour k = 0 et est injective
pour k = 1.

7.4 Le cas des fibrés L-négatifs

Le théoréme 2 permet de calculer les espaces de cohomologie d’un fibré L-constant sur Z
satisfaisant ’hypothése minimale pour 'acyclicité de la résolution relative (7.1.1). Cependant de
nombreux fibrés sur Z ne satisfont pas cette hypothése; c’est le cas de O(—p) pour p > 1. Dans
cette section, on veut calculer 'espace H*(Z, O(—p)).

Par la théorie usuelle il s’agit de I'espace

H* (W, ="' O(—p)).

Considérons la résolution de De Rham holomorphe du faisceau u='O(—p) que I'on découpe
comime suit

O(=p) = Qu(=p) = Qi (=p) = - = L7 (=p) = L (=p) = -

Ae[1] B*
Le complexe A est & support en degré 1,--- , p tandis que le complexe B est a support en degré
P, ,2n, et il y a un morphisme de complexes
A* — B*

qui consiste en I'unique application d,, en degré p donnée par
A7 = Q57N (—p) > Q2 (-p) = BY
On a le triangle exact suivant

A— B — Allle B — All].
———
c
Le complexe C' est alors la résolution de De Rham relative toute entiére. L’application B — C
est simplement l'inclusion du sous-complexe B et de méme 'application C' — A[1] correspond
simplement a la troncature en degré 0 & p — 1.

ol o — Pt

]

0 BP B+l ...
Ar—t AP 0
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Ce qui est important c’est qu’on a une suite exacte longue d(hyper)cohomologie
H'(A®) — H'(B®) — H'(C*®) — H'"'(A®).
Or H*(C*) est précisément H* (W, u~' O(—p)) = H(Z,O(—p)). Dés lors il faut remarquer plu-
sieurs choses
e Les B’ sont tous acycliques. En effet Q, ~ v*V~ ® O(1) et donc @, (—p) ~ v*A'V~ @
O(i — p) avec i —p > —1. Ainsi par la dégénérescence de la suite spectrale de Leray et le
caractére Stein de C,

k i\ _ 7k i
HY*(W,B") = H*(W,Q,(—p))
= H°(C, R* .9, (—p))
=0sik>1
En conséquence
H*(W, B®) = H*(T'(C, v. B%))
e Les A’ sont tous négatifs en restriction aux fibres de v. Ainsi
H*(W, A") = H°(C, R* v, Q, " (—p))
=0sik>1louk=0

En conséquence
H* (W, A®) = HF=1(C, R v, A®)

7.4.1 Les cas généraux

On a le complexe R! v, A® sur C

0— R'v. O(—p) = R v.Qu(—p) = R! V*Qi(—p) — = R'wQP N (—p) = 0

1 2 P
a support en degré 1,---p. En particulier ses espaces de cohomologie des sections globales
H*(I'(R' v, A*®)) sont nuls pour k < 0 et pour k > p. En conséquence

VE>p+1,  HY(W,A*)=0
On peut également vérifier que
HY (W, A®) = H*(C,R' v, A®) = 0
Pour le complexe v, B*® c’est encore plus simple (pas de décalage)
Vk < p, H* (W, B®) = 0.

Dés lors, en insérant ces résultats dans la suite exacte d’hypercohomologie, on a
e Pour k< p—1,
0 — HF(C) — H(4) = 0
e Pour k >p+1,
0 — H*(B) - H(C) - 0

7.4.2 Les cas critiques

Restent les cas k =p —1,p et p+ 1 qui vivent dans la suite exacte

0 - HFYC) —HP(A) —HP(B) —

— HP(O) - H P (A) - HPYY(B) —
- H Y C) =0
Ce qui se réécrit
0 — H""Y(Z,0(-p)) — H"'(R'v,A*) — HP(v,B*) —

— H?(Z,0(-p))  — HP?(R'v.A*)  — H*'(1,B*) —
— HP*Y(Z,0(-p)) —0
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7.4.3 Calculs de A

On a vu
% i—1 oAl — )
A'=Q 7 (—p) =" ATV @03~ 1-p)
Ainsi | |
R'w A~ AWV @R v, O3 —1—p)
Or par régle de Bott 1.2.2
R'v, 0 —1—p) ~ AV, @ePr -yt

que 'on note

PV
Le [—1] représente le poid conforme, ie il dépend linéairement du choix de la forme symplectique
9 : A2V+ — (C
Finalement . . .
Vi<p, R'WA~ANTWVT@eP T TIVT[-1]
et

R v, AP = 0.

7.4.4 Calcul de B

On a ‘ ‘ ‘
B = QL(—p) ~ VAV @ O(i — p)
d’ou ' '
viB' ~ AV~ @ v, O(i — p).
Ainsi

Vi > p, v,B'~ ANV @ 0PV,

7.4.5 Conséquence

Comme
R' v, AP =0
en particulier HP(I'(R' v, A®)) = 0 dés lors on a deux suites exactes
0— HP"Y(Z,0(-p)) = HP "L (R' v, A®) — HP(v,B®) — H?(Z,0(—p)) = 0
et
0 — HP (v, B®) — HP™(Z,0(—p)) — 0.

On peut énoncer ces résultats sous forme de théoréme
Théoréme 3

Soit p > 0, Alors I'espace H*(Z,O(—p))
e pourk < p—1, est H*(A*~'V - ®0P~1=*V+[-1]) c’est-a-dire la cohomologie au milieu

du complexe

APV @ PRV 1] = AWV T @ 0P TRV 1) 5 ARV T @ o 2RV -]
e pourk > p, est H¥(A®*V~®@0°* PV, ) c’est-a-dire la cohomologie au milieu du complexe
APV @ PPV o APV @ oF PV — ARV T @ oftrY,
e Et on a la suite exacte

0— HPY(Z,0(-p))
— coker [APTPV T @ VIT[—1] = AP2V [-1]]
— ker [APVT = APV @ V4]
— HP(Z,0(—p)) — 0
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On a juste remplacé dans les premiers points les calculs de A et B. Pour le troisiéme point,
la suite exacte

0= HP"'(2,0(—p)) = B (R 1, A%) > HP (1, B*) > HY(Z,0(-p)) — 0

fait intervenir deux espaces.
L’espace H p’l(Rl v, A®) est la cohomologie au milieu du complexe

APV @ VT [=1] = AP2V 7 [-1] = 0.
Et de méme 'espace H? (v, B®) est la cohomologie au milieu du complexe
0= APV- = APHYV - @V,

D’ou finalement la suite exacte annoncée.

7.4.6 Application

Dans le cas (trés intéressant voir [Pen67] ou [EPWS8L, sec. 6] ) p = 2, on trouve par le premier
point du théoréme 3
HY(Z,0(-2)) =0

ainsi que, par le troisiéme point, la suite exacte
0— H'(Z,0(-2))
— I(C,0[-1))
— ker [A’VT = A’V @ V4]
— H*(Z,0(-2)) =0
car coker [0 — AV ~[-1]] =T(O[-1]).
De plus la forme symplectique fibre a fibre 6 définie en (4.4.1) donne une section globale plate
du fibré A2V . En conséquence, d’aprés 7.2, D& = 0 et donc elle définit bien un élément de
ker [AQV_ - AV ® V+] .
De méme dans le cas p = 1, on trouve
HY(Z,0(-1))=0

et
HY(Z,0(-1)) ~ker [V~ = AV~ @ V4]
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Chapitre 8

Epaississements

85

Moro : Les sangliers sont en marche, la
forét dévastée pleure a leur passage mais tu ne
peuz pas entendre le sanglot des arbres. Moi, je
demeure ict & écouter leur lente agonie, ces
cris réveillent en moi la blessure de la balle et
je réve du jour o je pourrais enfin broyer de
mes crocs la téte de la femme qui me tue.

Ashitaka : Moro, cette guerre a trop duré.
Pourquoi n’y mets-tu pas un terme ? Vous
pourriez vivre en paix avec les humains.

Moro : Les humains se rassemblent pour
une derniére bataille. Leur feu, bientot viendra
nous briler.

Ashitaka : Mais que va-t-il arriver a San ¢
Comptes-tu la laisser mourir avec toi ¢

Moro : Tu es bien un humain, Ashitaka.
Egoiste. Tu raisonnes comme un humain. San
est ma fille, ma tribu est la sienne. Si la forét
meurt, elle mourra avec elle.

— Princesse Mononoke,
Hayao Miyazaki



Dans ce chapitre, on améliore I’équivalence de catégories 1 du chapitre 6 : Un fibré a connexion
(Ec,VE.) sur C provenant d’un fibré L-trivial E; posséde une restriction sur la courbure. On
va donner une interprétation de cette courbure a I'aide des épaississements du fibré E.

A Vinstar de la correspondance cohomologique du chapitre 7, on va établir un lien entre la
géométrie complexe de Z et la géométrie différentielle et riemannienne de C. Cependant, au lieu
de s’attaquer a des propriétés globales de Z et C' (comme les espaces de cohomologie H*(Z, E7)),
on va s’intéresser a des propriétés locales, voire infinitésimales, sur C' (courbure en un point) et
a leurs analogues semi-infinitésimauz sur Z (voisinages infinitésimaux de droites).

Ce résultat peut-étre mis en paralléle avec la correspondance twistorielle dans le cas des
variétés riemanniennes anti-auto-duales de dimension 4. Dans ce cas la correspondance associe
aux voisinages conformes d’un point dans la variété riemannienne, les voinages holomorphes d’une
droite projective complexe dans ’espace des twisteurs. Cette construction remonte & Penrose
[Pen76], on pourra consulter aussi [EL92].

En s’inspirant fortement du travail de Buchdahl [Buc85], on montre que la courbure de
la connexion peut étre interprétée comme une obstruction & la trivialité du fibré Ez sur les
voisinages des droites & 'ordre 2. Plus précisément, la courbure F' (V) en un point s € C de
la connexion Vg, sur E¢ vit dans ’espace

End(Ec) @ (AZ),

or cet espace s’identifie & I’espace de cohomologie
H (LS, End(Ez) ® @2N;S/Z)

qui lui classifie les extensions du fibré Ez sur L7 le voisinage a 'ordre 2 de L; dans Z. Mo-
dulo cet isomorphisme naturel, la classe de F(V)s correspond a la différence entre les différents
épaississements naturels de Ez|, aux voisinages a l'ordre 2 de L.

On démontre le résultat suivant :

Théoréme 4 (version infinitésimale)

Soit Ez un fibré L-trivial sur Z. Soit (Ec,Vg,.) le fibré a connexion holomorphe sur C
associé et F(E¢) € I'(C, Q% (End(E))) sa courbure.
Alors pour tout s € C,

e Le fibré Ez|1, admet un épaississement au voisinage a l'ordre 1 de Ly ; il est unique
a unique isomorphisme prés.

e Les classes d’épaississements de Ey au voisinage d’ordre 2 de Ly forme un espace
homogéne sous 'action de H'(L,, End(Ez) ® QQNZS/Z). Il y a deux épaississements
naturels de Ez|r, :

» Celui obtenu par épaississement trivial,

» Celui obtenu par restriction de E.

La différence de deux donne une classe notée §"
e La courbure de la connexion Vg, en s est un élément de End(Ec)s ® (A%)s
e [l y a un isomorphisme

H'(Ls, End(Ez) @ ©*N}_,,) ~ End(Ec)s ® (A})s (8.0.1)

et associe a 8", la courbure de la connexion au point s.

La morale de ce résultat est la suivante : la courbure du fibré & connexion associé correspond
& un défault de trivialité du fibré L-trivial.

Pour démontrer ce résultat, il est important de pouvoir travailler d’une part avec tout le
tenseur de courbure sur C' (et pas seulement en un point) et d’autre part, tous les épaississe-
ments de Fz au voisinage des différentes droites. C’est pourquoi on va non plus considérer les
épaississements d’une droite de Z fixée, mais plutot ceux de W dans C' x Z. On pourra alors
établir 8.2.1. Enfin les propriétés de la projection W — C' issues de la structure produit de W
permettront de conclure.
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8.1 Epaississements de W

On a par définition W C C' X Z qui est le graphe de la correspondance twistorielle. Dans ce
paragraphe, on se propose d’étudier les propriétés de W en tant que sous-variété complexe de
C x Z, en particulier son fibré normal et ses épaississements au sens de [EL92].

On a la suite exacte suivante de fibrés vectoriels sur W qui définit le fibré normal & W dans
CxZ,

0= v'Te® g Tp — v'Te®u Ty — Ny — 0 (8.1.1)

ot Ny est le fibré normal de l'inclusion W C C x Z. En effet par définition Tow z|lw ~ v*Tc ®
w*Tz et d’autre part, par structure produit de W (prop. 3.2.1), Ty ~ v*Te @ g*Tp:. L’inclusion
est donnée au point (s,z) de C' x Z par (v, h) — (v, s.h) pour v tangent & C' au point s et h
tangent a P' au point s(f(z)).

D’autre part la suite exacte relative & f sur Z (2.4.2) se tire en arriére sur W pour donner

0= Ty —=pwT; = g"Tp =0
En combinant ces deux on a un morphisme de fibrés sur W
W Ty — w'Tz = Toxzlw — Nw

On peut remarquer que sur la fibre au point (s,¢) € C' x P! ~ W, un vecteur v de (T'r)s(c) est
envoyé sur le couple (0,v) dans Tex z ; son image dans Ny n’est nulle que si (0,v) € Ty, c’est-
a-dire que v dans T est la valeur en ¢ de 0 vu comme section de Ty sur Ls. Donc I'application
est injective. Pour des raisons de dimension c’est un isomorphisme.

En résumé

Proposition 8.1.1

On a alors Iisomorphisme suivant de fibrés vectoriels sur W
NW >~ ILL*Tf (812)

Il met en famille (2.4.3) pour s € C.

Il est donné comme suit : Soit (s,z) € W, en particulier, il existe ¢ = f(z) € P* tel que
s({) = z. Soit u un vecteur normal & W en (s, z). On peut relever u en v+ w € V*Te @ p*Tz.
La condition s(¢) = z impose alors aprés différentiation : s, fip.w = pw donc p,w € Ty, . Or
le relévement de u en v+ w se fait modulo un vecteur tangent & W, en particulier un tel vecteur
a un composante sur Tp: .. Ainsi quitte a choisir le bon relevé, on peut supposer p.w = 0.

D’autre part, comme v provient de T s, iv est un vecteur normal & L, en z. On peut alors
conclure par (2.4.3).

8.2 Preuve de Buchdahl

On va montrer dans un premier temps la version "globale" du théoréme 4. Un fibré L-trivial
E7 se tire en arriére en un fibré £ = p*E, sur W trivial sur les fibres de v. La propriété suivante
relie les extensions de E aux épaississements de W dans C' x Z et la courbure de Vg, .
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Proposition 8.2.1 (version globale)

Soit Ez un fibré L-trivial sur Z. Soit (Ec,Vg,.) le fibré a connexion holomorphe sur C
associé et F(E¢) € I(C, Q% (End(E¢))) sa courbure.
Alors

e Le fibré u*Ez admet un épaississement au voisinage a 'ordre 1 de W ; il est unique a
unique isomorphisme prés.

e Les classes d’épaississements de p*Ez au voisinage d’ordre 2 de W forme un espace
homogéne sous Daction de H'(W,End(Ez) ® ®>Ny;,). 1l y a deux épaississements
naturels de y*Ey :

» Celui obtenu par épaississement trivial,
» Celui obtenu par restriction de y*FEy.
La différence de deux donne une classe notée 07,

e [l y a un isomorphisme

}{1(WCEMd(EZ)@3@2A%qCXZ)::F(CLEnd(EC)QgAi) (8.2.1)

qui associe a 8%, la courbure de la connexion.

Le reste de cette section est consacré a la preuve de la proposition 8.2.1. On introduit d’abord
quelques notations, puis on étudie les extensions du fibré E = p*E; au voisinage de W a 'ordre
1. Une fois I'unicité d’une telle extension établie, on regarde les connexions sur ce fibré épaissi.
Comme expliqué au paragraphe 1.3.2, chaque connexion génére un épaississement du fibré ; or on
dispose de deux connexions épaissies sur le fibré épaissi : 'une provenant de C' (épaississement
de V), lautre provenant de la L-trivialité (épaississement de d,,). Elles coincident a l'ordre 0,
mais & l'ordre 1 fournissent deux épaississements a 1’ordre 2 de FE.

L’outil principal de cette démonstration est la proposition 1.3.4.

Une fois le résultat établi, a la section 8.3, on démontrera qu’il entraine le théoréme 4.

8.2.1 Notations
Pour des raisons pratiques, on introduit quelques notations
C+—W —Z
v Iz

e L’inclusion v x p: W — C' x Z sera notée i.
e L[’idéal de Op« 7z correspondant & ¢ sera noté K.
e Les projections de C' x Z sur C et Z seront respectivement notées g et p.
Onapoi=petqoi=uv.
e Enfin on notera N le fibré normal de W dans C' x Z. On a alors Ow (N*) = K/K?|w .
Soit Ez un fibré L-trivial sur Z, on notera
e Eyw = u*Ey le fibré associé sur W,
e F¢ le fibré sur C tel que v*Ec = Eyw,
il vient avec une connexion V telle que V = v,d,,.
e F = p*Ey le fibré associé sur C' x Z. On a alors Ey = ¢*FE, on fera souvent ’abus
d’oublier le i et on notera E également pour le fibré sur W.
On notera O le faisceau structurel de C x Z, Oy celui de W et O%f,) =i~ O /K* celui de
Wk CcCxZz.
Pour les épaississements a l'ordre £ = 0,1,2 ou 3 (on n’ira pas plus loin), on notera avec k
"primes". Par exemple E” est le fibré E) sur W® (ie W”). On a par exemple la suite exacte
suivante (cf (1.3.3))

0 = Ow (B @ oM IN*) - 0ED (pi+1)y o) (k)
qui pour k£ =1 donne
0— Ow(E®O*N*) = O (E") = Ol (E') — 0.
On notera également g/, 1"/, p®, v/, v/, v®) les morphismes de W’ (resp. W”, W*)) vers

Z et C' induits par restriction de p et q.
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En résumé

w
v W, M
v’ [ IJ«/
o S L
\ r /
CxZ

8.2.2 Extension a ’ordre 1 dans le voisinage de 1’espace tautologique

Soit Ez un fibré L-trivial et E = p*Ey sur W.
Considérons une extension £, de £ sur W. Elle donne d’aprés (1.3.3) une suite exacte

0= Ow(E®N*) = Ow(E,) = Ow(E) = 0 (8.2.2)

or les extensions de Oy, (E) par Oy (E®@N*) sont classifiées a isomorphisme prés par H (W, End(E)®
N*) sous réserve que la classe d’obstruction & 'extension de E dans H?(W, End(E)®N*) s’annule
(voir par exemple [Buc85, 1.5]). Or d’aprés (8.1.1)

N* = p*Tj ~ vV~ (-1)
ainsi pour F' L-trivial,
R¥ v, Ow (W' Fo @ N*) ~ Oc(Fe ® V™) @ RF v, O(—1)

est nul pour tout k.
Ainsi en appliquant la remarque précédente & F' = End(FE) (qui est toujours L-trivial), on en
déduit
H?*(W,End(E) ® N*) =0
H'(W,End(E) @ N*) =0

Donc l'extension de (8.2.2) existe, est unique (et scindée). On la notera E'.
Dés lors les deux fibré (u/')*Ez et (V')* B¢ satisfont tous deux cette propriété d’étendre E,
ils sont donc isomorphes (et cet isomorphisme est unique).

8.2.3 Fibrés a connexion sur le voisinage a ’ordre 1 de ’espace tauto-
logique

Dans toute la suite de la démonstration, on entendra par connezxion, véritablement connezxion
u-relative.
On a l'isomorphisme de fibrés & connexions

(W' Ez,dy) = (V" Ec,V"V)

On notera (E, D) ce fibré. D’aprés la proposition 1.3.4 (a), D détermine une unique extension
(E',D) de (E, D). Or (W/)*Ez et (')*E¢ sont aussi des extensions de E. Par unicité d’une telle
extension £’ de E (cf, paragraphe précédent) on a un isomorphisme sur W’

() Ez,dy) = () Be,v°V) = (B, D)
On note donc (E’, D) ce fibré épaissi muni de sa pseudo-connexion ot

D:O'(E) = Qcxz @0 O(E)
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8.2.4 Extension D' et extensions des fibrés a ’ordre 2

Maintenant comme (v')*V et d, sont deux connexions qui relévent la pseudo connexion Da
E', elles déterminent, par la proposition 1.3.4, deux extensions Ej, et £} de E'.

Extensions de fibrés a ’ordre 2

Concentrons-nous sur £ (le cas de E/ est identique).

Le fibré & pseudo-connexion ((1")*Ez, d,) étend ((1')* Ez,d,) = (E', d,) mais c’est également
le cas de (EZ’ d;L) donc par unicité dans la proposition 1.3.4 (a), on a un unique isomorphisme
de fibrés £, >~ (1")*Ez. De méme E; ~ (v")"Ec.

On a donc montré que les fibrés induits par chaque connexion épaissie sont en fait les épais-
sissements provenant de F¢ sur C et Ey sur Z.

Différence de connexions

On a les deux connexions sur E’ qui étendent D
V)V, d, : O (E) — Q. (E").

De plus la différence ¢’ = (v')*V — d, est une application O}y linéaire.
La proposition 1.3.4 (c¢) pour n = 0 nous dit que &' € H°(W, R2(End(E))) et que ses
images. . .
e ...dans H°(W,Q2(End(E))) issue de la suite exacte

0= R =2 @0w =0 =0
est
(F(0)"9) = (&) lyo = F(0/)* 9w = v F(V)
en effet d, od), =0 donc F(d,) =0
o ...dans H'(W,End(E) ® ©@*N*) issue de la suite exacte
0= Ow(®*N*) = Q) (N*) = R. =0
est

= [B)] - [EY]

Isomorphismes entre les espaces classifiant Enfin on peut étudier plus en avant les trois
espaces :
. HO(RfL(End(E))) >0,
o HO(W,Q3(End(E))) 3 v*F(3v),
o HY(W,End(E) ® ©@2N*) 3 &%.
Dans un premier temps, 'étude de R (cf. (7.3.4)) a montré que v, R2, ~ Q3. Ainsi

HO(W, B2 (End(E))) = H°(C, 02 (End(Ec))).
Mais d’autre part, il s’identifie a 'espace H*(W,Q2(End(E))) = H°(C, .2 ® End(E¢)) car
V*QZ = q*Qg = QE_
Enfin le fibré End(E) ® ©@2N* sur W peut s’écrire v*End(E¢) ® @?p* (T7(—1)) ou encore
v* (End(Ec) @ @*V7) ® O(-2)

mais par la dégénérescence de la suites spectrale de Leray pour v ( cf Suite spectrale de Leray
du paragraphe 7.1.2) : le H' que 1'on veut calculer n’est autre que

H® (C,R" v, [v* (End(Ec) ® @V ™) ® O(-2)])

et par formule de la projection (cf. 2 page 17) et la régle de Bott (cf 1.2.2), c’est 'espace des
sections globales de
End(Ec) ® ©?V~ ® A’V ~ A% ® End(E¢)
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Enfin il reste a vérifier que les applications construites ¢’ — F'(dv) et ¢’ — 0% réalisent bien
des isomorphismes ; pour des raisons de dimension, on se contentera de vérifier 'injectivité. Mais
la premiére est invective, par exactitude a gauche du foncteur sections globales. La seconde a
pour noyau

H® (W, Q4 7(End(E') ® ©*N*))

Mais le fibré p*Qz @ ©2N* est négatif en restriction a une fibre de v (les autres sont triviaux)
donc son image directe par v est nulle. D’ou l'injectivité.

Bilan On résume les notations introduites précédemment dans le diagramme ci-dessous

H (RZ(End(E)))

H° (Q2(End(E))) « H' (End(E) ® ®2N*)

Donc on peut voir cette correspondance comme associant a la différence 6% des deux épaississe-
ments, la courbure de la connexion V. Ce qui démontre la proposition 8.2.1.

8.3 Extensions de fibrés sur le voisinage d’une droite et dans
44

Le but de ce paragraphe est de déduire le théoréme 4 de la proposition 8.2.1. Il faut pour
cela considérer pour s € C' la courbure F'(V) au point s d’une part, et restreindre a Ly la classe
0% d’autre part.

On va donc devoir établir un lien entre la restriction & une droite L de cette classe et les
épaississements a l'ordre 2 de Ez a L”.

On a les résultats suivants :

e La restriction de Ez a L” correspond & la restriction de E & P C W et donc a (u”)*Ez
(cf. 8.3.2)

e L’extension triviale de Ez|L & L” correspond a l'extension triviale de Ey dans W et
donc a la restriction de ¢*Ec a P” C W cest-a-dire (v")*E¢. (cf. 8.3.1)

8.3.1 Extension triviale
Théorie

L’extension triviale E*+1) dun fibré E*) sur X*) est I'unique fibré sur X *+1 tel que la
suite exacte
0— OFIN* 5 EEFHD 5 B g

de faisceaux de O*+1) _modules soit scindée.
En particulier, la fleche E*) — E(*+1) étend de facon naturelle toute section locale a I’ordre
k de E en une section locale a 'ordre k + 1.
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Pratique

En posant r =Id xf: C x Z — C x P! =W, on a la relation de commutation suivante
g=vor.

Le fait que ¢ se factorise par v entraine en particulier que tous les v(*) se factorisent par v. Donc
moralement il ne devrait pas y avoir d’information supplémentaire apportés par les épaississe-
ments. Autrement dit, en restreignant la relation précédente a W*) — W — C, on trouve

v &) = por®),

Comment on construit l’extension de section a tout ordre
On a le morphisme 7(*) que I’on notera toujours r par abus

W W

qui est un homeomorphisme. Et de plus en tant que morphisme de variétés analytiques, elle
induit un morphisme d’anneaux

Tb:szr_l(’)W—>(’)§,§).

On suppose que El(/{j) = r*Ey . Ainsi

Ow(Ew) ~ 7“_1 Ow(Ew)
~ 1 Ow(Ew) Or—1 0y r1 Ow

b
@) rt Ow(Ew) Rr=1 0w O%—)

~OW(*E

— W(T w)
k k

~ 0y (By)

De plus I'image réciproque de 'idéal K/K (k+1) de (’)E,’;}) par 7” est Iidéal nul, donc en 7” est bien
une section du quotient Ow — Ow et donc la fléche construite ci-dessus est bien une section

du quotient O%AIZ)(EI(A’;')) — Ow(Ew). C’est une fagon canonique d’étendre les section locales de
FEw alordre k et donc une trivialisation de ’épaississement.

On a montré qu’un fibré Ey sur W admet un épaississement trivial & tout ordre, qui est
donnée par r* Ey,. Mais de plus la relation de commutation entre v et r entraine

(V(k)) Ec =r"v"Ec

on a donc le lemme suivant
Lemme 8.3.1

Pour tout Ec — C,
(V(k)> Ee

est Uextension triviale de v*Ec a W®*).

8.3.2 Restriction aux voisinage de toutes les droites
Onnote P=WNp 'L =WnNq (z) et i,j les inclusions respectives P C C x Z et L C Z.

On a le diagramme suivant

PR " L oxz

O
L 1
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Alors

oW (p*Ez) = 0P @op* 04(Ey)
= i*p* Oz(Ez)
=pj"Oz(Ez)
= O (Ez)

Donc p* E restreint & W) se restreint a chaque préimage d’une droite L de Z en u* (’)ik) (Ez).
8.3.3 Bilan

On sait que la classe dg représente la différence [E}] — [E}/]. Or

E! = (V") Ec
extension triviale de Ey a W’
Bl = () By

qui vérifie
Op(E)) = (1) OL(Ez)
Finalement la classe d g représente en restriction a P la différence
(W) OL(Ez)] - (V") Ec]

c’est-a-dire la différence entre I’épaississement trivial de Ez|, & L” et la restriction de Ez a L.

8.4 Conclusion et correspondance de Riemann-Hilbert

On a un corollaire immédiat du théoréme 4 dans le cas des connexions plates :
Théoréme 5
L’équivalence de catégories construite en 1 se restreint en une équivalence de catégorie entre
e La catégorie des fibrés L-triviaux a I’ordre 2 sur Z,
» avec les morphismes de fibrés holomorphes ;
e La catégorie des fibrés a connexion holomorphe plate sur C,
» avec les morphismes paralléles de fibrés a4 connexion holomorphe.

Cette derniére catégorie peut s’étudier a travers la correspondance de Riemann-Hilbert 1.3.1 :
Elle s’identifie a la catégorie des systémes locaux sur C'.

8.4.1 Reétraction sur la variété

Une hypothése supplémentaire peut étre faite : On va supposer que M est un rétracte par
déformation de C.

En effet on a déja une injection M — C, reste & voir que 'on peut redresser contintiment
toute droite de Z en une droite twistorielle.

On peut pour cela se baser sur larticle [DLDM13]. En effet il existe une application volume

Vol : C' — R donnée par
Vol(s) = / Wy = / s*wy.
L Pt

Le caractére non-kéhlérien de Z entraine que la forme fondamentale wz n’est pas fermée et donc
P’application volume n’est pas constante sur C. En fait ses points critiques coincident avec les
droites twistorielles et elle est de plus continue et pluri-sous-harmonique ! sur C (voir [DLDM13,
Theorem DJ).

1. on peut remarquer que ce raisonnement donne des arguments en faveur d’une autre hypothése que 'on a
faite : le caractére Stein de C' (7.1.2).
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Soit we = 48 Vol qui définit une métrique kihlérienne sur C. 11 y a donc une direction
canonique de déformation de L; (pour s ¢ M) dans UT;(C,we) qui maximise la différentielle de
Vol(s). On fait donc I'hypothése que ce champs de directions s’intégre pour donner un chemin
de s & un point de i(M), encore une fois quitte a restreindre C.

On en déduit que C' est connexe et simplement connexe dés lors que M l'est. C’est ce qu’on
va supposer.

8.4.2 'Trivialité globale des fibrés triviaux a ordre 2

Soit Ez un fibré L) -trivial sur Z et (Ec, V) le fibré associé par la correspondance. Alors
par le théoréme 5, V est plate. Soit donc Eg le systéme local associé

0= B2 — 0c(BEc) 5 Qc(Ee).

Ainsi, sous I’hypothése précédente C' est connexe est simplement connexe et par correspon-
dance de Riemann-Hilbert, le systéme local £, est globalement un faisceau constant. Il est donc
isomorphe a C" avec r le rang de E¢ (et donc aussi de Eyz).

Mais d’autre part, OF" est un fibré L-trivial, et il est clairement associé¢ au fibré Oc(C")
munit de la connexion do sur chaque composante. Ce fibré est plat et le systéme local associé
est évidemment C".

En remontant les équivalences de catégories : Eg et C" sont isomorphes en tant que sys-
téme locaux, donc par correspondance de Riemann-Hilbert, ils induisent des fibrés & connexion
isomorphes : (E¢, V) et (Oc(C"),de). Enfin par correspondance de Buchdahl (théoréme 1), les
fibrés L-triviaux correspondants sur Z sont isomorphes. C’est-a-dire

Oz(Ec) ~ O%T

Ainsi les fibrés L) -triviaux sont globalement triviaux sur Z.

8.4.3 Bilan

En conclusion, 'information holomorphe d’un fibré L-trivial sur Z est contenue dans la
résolution de De Rham relative

0= p ' Oz(Ez) = Ow(E) = Q(E) —» Q(E) — - -

qui est découpée en 2 données complémentaires en arrivant sur C :
e La courbure de Ec — Qf(Ec) — Q2 (E¢) qui refléte le degré de trivialité de ce fibré aux
voisinages d’une droite.
e La cohomologie du complexe de sections globales de (V*Q;(Ec),D;E) qui reflétent la
cohomologie du faisceau Oz(Ez).
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