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Abréviations & Notations

Abréviation et notations

• Les variables aléatoires seront définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P).

• N: ensemble des entiers naturels.

• R: ensemble des nombres réels.

• R+: ensemble des nombres réels positifs.

• Rp: espace vectoriel de dimension p sur R.

• P: probabilité.

• E: espérance.

• Var: variance.

• Cov: covariance.

• E(X|Y ): espérance conditionnelle de X sachant Y .

• a ∧ b: minimum de a et b.

• a ∨ b: maximum de a et b.

• 1{A}: indicatrice de A.

• v.a: variable aléatoire.

• p.s: presque sûrement.

• Ft: filtration à l’instant t.

• >: transposé du vecteur ligne (x1, · · · , xn).

• ⊗: produit direct.

• Si a est un vecteur de dimension p, a⊗0 = 1, a⊗1 = a et a⊗2 = aa>.

• →P: convergence en probabilité.

• →L: convergence en loi.

• i.i.d: identiquement et indépendamment distribuées.

• càdlàg: continue à droite avec une limite à gauche.
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Introduction générale

L’Analyse statistique des durées de vie (ou durées de survie) s’est initialement

développée dans le domaine des sciences médicales et biologiques. Elle est éga-

lement largement utilisée en sciences économiques et sociales, ainsi que dans l’indus-

trie. L’analyse des durées de vie restera longtemps un problème étudié par les démo-

graphes et les actuaires. Elle remonte à l’école anglaise au XVIIe siècle. L’objectif des

analystes de ce siècle est l’étude de la mortalité ainsi que des autres caractéristiques

de la population. À partir du XIXe siècle, et avec l’apparition des catégorisations sui-

vant des variables telles que le sexe, la nationalité, les catégories professionnelles,

apparaissent les premières modélisations de la probabilité d’un événement, désignée

sous le terme de "fonction de risque".

Durant le XXe siècle, l’analyse des durées de vie commence à irriguer de nom-

breuses autres disciplines: l’actuariat, la physique, l’industrie, la médecine.

En 1951, Weibull s’intéresse à l’une de particularités importantes des durées de vie,

à savoir la présence de données tronquées ou censurées. De plus, il propose une nou-

velle distribution de probabilité qui sera par la suite fréquemment utilisée en analyse

de survie: la "loi de Weibull".

Deux autres dates importantes doivent êtres citées: en 1958 Kaplan et Meier ont pro-

posé d’utiliser un estimateur non-paramétrique de la fonction de survie en présence

de censure.

En 1972, Cox a publié un article posant les bases d’un cas particulier important du

modèle à "risques proportionnels". Ce modèle de référence a donné lieu à des nom-

breux développements et extensions: introduction de coefficient de régression dépen-

dant du temps, prise en compte de dépendances entre les variables observées, strati-

fication de l’effet de covariables, etc.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à une généralisation du modèle à risques

proportionnels, dite modèle à risques proportionnels stratifié. Ce modèle permet à dif-
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férents groupes de la population, appelés strates, de posséder des fonctions d’intensité

de base distinctes tandis que la valeur du paramètre de régression est commune. Ce

modèle est plus en plus utilisé dans de nombreux domaines, tels que l’économie, la

médecine et la santé publique. Par exemple, Kiefer et Larson (2015, [32]) ont utilisé

ce modèles pour évaluer les prêts hypothécaires résidentiels au Etats-Unis. Haen-

lein (2013, [23]) l’a utilisé pour identifier les facteurs de risque d’attrition parmi les

clients d’un opérateur de téléphonie mobile... Face à l’utilisation de plus en plus ré-

pondre de ce modèle, la construction de tests d’ajustement qui lui soient spécifiques

est devenue un problème important. Ce domaine de recherche a suscité une litté-

rature abondante dans le cas du modèle de Cox non stratifié. Citons par exemple:

Gandy et Jensen (2009, [19]), Lin, Wei et Ying (1993, [37]), Marzec et Marzec (1997,

[43]), Verweij, Houwelingen et Stijnen (1998, [66]). La construction d’un test pour le

modèle à risques proportionnels stratifié est l’objet de la première partie de ce travail.

On propose une statistique de test d’ajustement pour le modèle à risques proportion-

nels stratifié défini par la fonction de risque

αj(t) = α0,j(t) exp(β>Z), (1)

où Z est un vecteur de variables explicatives (covariables), β est le vecteur de para-

mètre de régression inconnu et {α0,j(t); t ≥ 0, j = 1, · · · , J} sont les fonctions de risque

de base dans les J strates. Pour cela, nous considérons le processus suivant:

Qjn,z(t, β̂n) := 1√
n

n∑
i=1

M̂i(t, β̂n)1{Si=j}1{Zi≤z}, (2)

où M̂i sont les résidus de martingale obtenus à partir d’un échantillon d’observations

indépendantes (Xi,∆i,Zi, Si), oùX = min(T,C) désigne la durée observée, C le temps

de censure, ∆ = 1{T≤min(C,τ)} l’indicatrice de censure et S l’indicatrice des strates.

Nous établissons rigoureusement la loi limite de la statistique de test proposée, sous

l’hypothèse nulle d’un ajustement correct du modèle aux données. Nous réalisons

une étude de simulations pour évaluser les propriétés (niveau, puissance) de cette

statistique pour différentes alternatives, tailles d’échantillon, proportions de censure.

L’ensemble de ce travail est décrit dans le chapitre 3 de ce manuscrit.

A partir du test d’ajustement proposé, nous proposons une procédure numérique

permettant de stratifier le modèle à risques proportionnels suivant le seuil inconnu

ω d’un variable quantitative, dite de stratification. Nous consiérons le modèle:

α0,1(t) exp(β>Z)1{W≤ω} + α0,2(t) exp(β>Z)1{W>ω}, (3)
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où α0,1(t) et α0,2(t) sont des fonctions de risque de base inconnues et β le paramètre

de régression inconnu. Nous évaluons cette procédure au moyen de simulations. Ce

travail est décrit dans le chapitre 3 de ce manuscrit.

Dans des nombreuses situations, la strate S ne peut être observée chez tous les

sujets suivis. L’inférence statistique dans le modèle à risques proportionnels starti-

fié se heurte alors à un problème de données manquantes. Parmi les approches qui

ont été proposées pour résoudre ce problème, citons à titre d’exemple Dupuy et Le-

conte (2009, [16]) qui ont proposé une version modifiée de la vraisemblance partielle

basée sur la méthode " Régression Calibration" et Dupuy et Détais (2008, [14]) qui

ont utilisé l’algorithme Espérance-Maximisation (EM). Afin d’estimer les paramètres

d’intérêt de ce modèle à données manquantes, une autre solution consiste à mener

une analyse en "cas complets" ("CC" par la suite) c’est-à-dire, à: i) retirer de l’échan-

tillon les individus pour lesquels S est manquante, ii) réaliser l’inférence sur les in-

dividus restants. Cette solution n’est pas satisfaisante puisqu’elle entraîne une perte

d’information. Robin, Lipshitz, Harrington et Pugh (1980, [50]) ont proposé la mé-

thode d’estimation dite "Pondération par probabilité inverse" (ou "Inverse Probability

Weighting", "IPW" par la suite). Nous nous appuyons sur ce principe pour construire

un nouveau test du logrank stratifié en présence de données manquantes. Ce travail

est décrit dans le chapitre 4 de ce manuscrit.

Plus précisément, nous proposons une version modifiée de l’estimateur de Nelson-

Aalen, puis nous construisons un nouveau test du logrank stratifié, adapté au cas de

données manquantes, en utilisant le principe IPW.

Nous en étudions la distribution asymptotique de la statistique sous l’hypothèse nulle

de l’égalité inter-groupes des distributions de survie. Nous comparons cette nouvelle

statistique à celle basée sur l’analyse en CC, au moyen de simulations. Nous réalisons

une application sur des données médicales réelles.
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Analyse statistique des durées de survie

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons les différents outils de modélisation utilisés dans
l’analyse des durées de vie. Nous rappelons également quelques notions probabilistes
utile dans ce domaine.
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1.1 Motivation

LE terme "durées de vie" est employé de manière générale pour désigner le temps

écoulé jusqu’à la survenue d’un événement précis. L’événement étudié (commu-

nément appelé "décès") est le passage irréversible entre deux états (communément

nommés "vivant" et "décès"), survenant après une durée appelée "durée de survie".

L’événement terminal n’est pas forcément la mort: il peut s’agir de l’apparition d’une

maladie, le temps avant une rechute ou le rejet d’une greffe, la panne d’une machine

(durée de fonctionnement des composantes éléctroniques en fiabilité industrielle) ou

la survenue d’un sinistre (temps entre deux sinistres, en actuariat).

L’analyse des durées (données) de survie est l’étude du délai de la survenue de cet

événement. Dans le domaine biomédical, on étudie ces durées dans le contexte des

études longitudinales comme les enquêtes de cohorte (suivi de patient dans le temps)

ou les essais thérapeutiques (pour tester l’efficacité d’un médicament). Nous cher-

chons alors à estimer les fonctions de survie de plusieurs groupes ou à analyser la

manière dont les variables explicatives modifient les fonctions de survie.

Le premier chapitre expose, les définitions, les notations et les outils de modélisa-

tion utilisés dans la théorie des durées de vie, tels que les processus stochastiques,

les martingales, les processus de comptage et les processus empiriques.

1.2 Modèles de durée de vie
Quelques définitions sont couramment utilisées dans les études des durées de

survie:

- Date d’origine qui correspond à l’origine de la durée étudiée. Elle peut être la

date de naissance pour la mesure d’un âge, date d’une opération chirurgicale

(l’origine du temps diffère d’une personne à une autre).

- Date de point ou fin d’étude: c’est la date au delà de laquelle on arrêtera l’étude

et on ne tiendra plus compte des informations sur les sujets.

- Date des dernières nouvelles: c’est la date la plus récente où des informations

sur un sujet ont été récueillies.
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1.2.1 Définitions et propriétés

Nous donnons ci-dessous les définitions des principaux outils classiques de modé-

lisation utilisés en analyse de survie.

Nous désignons par T une variable aléatoire positive absolument continue définie

sur un espace probabilisé (Ω,A,P) et représentant une durée jusqu’à la survenue

d’un événement d’intérêt. Par la suite, la durée T sera appelée durée de survie. L’in-

terprétation d’une variable aléatoire en terme de durée de survie conduit à définir

d’autres fonctions que la fonction de répartition, définie par F (t) = P(T ≤ t), si t ≥ 0
et F (t) = 0 si t < 0. La fonction de répartition F est croissante, continue à droite

limitée à gauche (cadlàg), avec limt→∞ F (t) = 1. Elle représente la probabilité pour

que l’événement d’intérêt survienne pendant l’intervalle de temps [0, t].

Notons que chaque individu est susceptible de subir une seule fois l’événement

d’intérêt. De plus, l’observation de la survenue ou non de cet événement constitue

la donnée fondamentale pour une modélisation de durée de survie. La loi de T peut

également être caractérisée par d’autres fonctions à interpréter facilement.

Définition 1 On appelle fonction de survie S la probabilité de survivre au-delà de
l’instant t:

∀t ≥ 0, S(t) = P(T > t) = 1− F (t).

Par définition, S est décroissante, continue à droite et limitée à gauche.

Si T admet une densité de probabilité f(t) ≥ 0 par rapport à la mesure de Lebesgue

sur R+ alors

∀t ≥ 0, F (t) =
∫ t

0
f(u)du.

Si la fonction de répartition F admet une dérivée au point t alors

f(t) = F ′(t) = −S′(t).

Définition 2 On appelle fonction de risque instantané λ la fonction définie pour t
dans R+ par

∀t ≥ 0, λ(t) = lim
h→0

1
h
P(t < T ≤ t+ h|T ≥ t).
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Supposons que T soit une variable continue, on a alors

∀t ∈ R, λ(t) = f(t)
S(t) = − ∂

∂t
ln(S(t)).

Par convention c/0 = +∞, ∀c ≥ 0.

De façon heuristique, la fonction de risque instantané représente la probabilité de

subir l’événement à l’instant t sachant que l’on n’a pas encore subi cet événement à

l’instant t− i.e. juste avant l’instant t. Par conséquent, la fonction de risque instan-

tané traduit l’évolution dans le temps du risque de survenue de l’événement. C’est

ainsi que l’allure de cette fonction apporte une information immédiate sur les carac-

téristiques du sujet étudié.

Définition 3 On appelle fonction de risque cumulé Λ la fonction définie pour t dans
R+ par

Λ(t) =
∫ t

0
λ(s)ds = − ln(S(t)),

qui vaut +∞ quand S(t) = 0;

On peut déduire de cette équation une expression de la fonction de survie à l’aide de

la fonction de risque cumulé (ou risque instantané). La définition de la distribution de

probabilité de T repose de manière équivalente sur sa densité, sa fonction de risque

cumulé, sa fonction de risque instantané.

En effet, les relations suivantes entre les différentes fonctions peuvent être établies,

pour t ≥ 0

λ(t) = f(t)
S(t) = − d

dt
log(S(t)),

Λ(t) =
∫ t

0
λ(u)du = − log(S(t)),

S(t) = exp(−Λ(t)).

Bien que toutes les fonctions caractérisent la loi de l’événement d’intérêt, la fonc-

tion de risque instantané λ est la plus intéressante, puisqu’elle donne une description

probabiliste du futur immédiat du sujet observé et permettra le plus souvent de gui-

der le choix du modèle pour des données de durée.

1.2.2 Covariables

Les individus ont des carractéristiques observables différentes, qui peuvent être

modélisées dans la plupart des domaines d’applications par des variables explica-

tives, qui donnent des informations supplémentaires. Ces covariables peuvent être
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fixes dans le temps (sexe, groupe sanguin,...) ou bien dépendantes du temps (mesure

d’une quantité biologique,...).

Nous considérons dans la suite une durée de survie aléatoire T et Z = (Z1, ..., Zp)>

un vecteur de p variables explicatives réelles associées à chaque sujet. Les éléments

Z1, ..., Zp sont appelées des covariables. En analyse statistique des durées de survie,

la famille des lois possibles pour le couple (T,Z) est généralement determinée en

choisissant une loi conditionnelle pour T sachant Z. Cette loi est caractérisée par la

fonction de risque instantané conditionnelle λT |Z définie, sous réserve de conditions

générales de régularité et si Z est fixe dans le temps, par

λT |Z(t) = lim
∆t↓0

1
∆t

P(t < T < t+ ∆t|εt),

où εt = σ(Z;T > t) est la σ-algèbre engendrée par Z et l’événement {T > t}. Si Z

dépend du temps, cette fonction est donnée par

λT |Z(t) = lim
∆t↓0

1
∆t

P(t < T < t+ ∆t|Ft),

avec Ft = σ(Z(s) : 0 ≤ s ≤ t;T > t) la σ-algèbre engendrée par {Z(s) : 0 ≤ s ≤ t} et

{T > t}.

Pour prendre en compte la présence des covariables dans l’analyse statistique des

durée de survie, il existe notamment deux grands types de modèles: les modèles à

risques additifs et les modèles à risques multiplicatifs. Ces derniers sont définis par

une fonction de risque instantané λT |Z conditionnelle au vecteur de covariables Z de

la forme

λT |Z(t) = λ(t)h(Z;β),

où λ est la fonction de risque de base, h(Z;β) est une fonction de régression sur Z,

et β est un vecteur de paramétre inconnu. La fonction de lien h(Z;β) doit être posi-

tive, on choisit généralement h(Z;β) = eβ
>Z . Ains, le modèle multiplicatif permettant

d’inclure des covariables dans le modèle de Weibull est défini par

λT |Z(t) = αλtα−1eβ
>Z , t > 0, α > 0, λ > 0,

où β, Z ∈ Rp. La partie αλtα−1 s’interprète comme la fonction de risque de base, c’est-

à-dire le risque instantané d’occurrence de l’événement pour un individu associé à

des covariables telles que Z = 0, et (α, λ, β) est le paramètre à estimer.

Les fonctions conditionnelles de densité, de répartition, de survie et de risque cumulé
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qui se déduisent de λT |Z sont respectivement, pour t > 0,

fT |Z(t) = αλtα−1eβ
>Ze−λt

α exp(β>Z), FT |Z(t) = 1− e−λtα exp(β>Z),

ST |Z(t) = e−λt
α exp(β>Z), ΛT |Z(t) = λtαeβ

>Z .

1.2.3 Censure et troncature

L’une des caractéristiques des durées de survie est l’incomplétude des données,

c’est-à-dire une perte d’information. En effet, les données sont souvent recueillies

partiellement, notamment, à cause des processus de censure. Les données censurées

proviennent du fait qu’on n’a pas accès à toutes les informations. Ce mécanisme est

supposé indépendant de l’événement étudié.

Définition 4 La variable de censure C est définie par la possible non-observation de
l’événement. Si l’on observe C, et non T , et que l’on sait que T > C, on dit qu’il y a une
censure à droite. Ce modèle est adapté au cas où l’événement considéré est la date de
fin d’étude qui est préalablement fixée.

Définition 5 Lorsque nous observons la censure C, et non la durée de survie T , et
que l’on sait que T < C, un phénomène symétrique au précédent se produit et on dit
qu’il s’agit d’une censure à gauche. Ce modèle est adapté au cas où l’incorporation de
l’individu dans une étude est conditionnée par un évènement initial.

Définition 6 Lorsque la censure à droite et la censure à gauche sont conjuguées, dans
ce cas l’information apportée par l’expérience se traduit par une appartenance de la
durée de survie à un intervalle de temps (C1 < T < C2). Cette censure est appelée
censure par intervalle. Ce modèle est adapté au cas de suivi périodique de sujets.

Les modèles de censure peuvent être affinés suivant le mécanisme de censure exis-

tant. Les différents modes de censure, décrits dans le cadre d’une censure à droite,

sont les suivants,

Définition 7 La censure est dite non aléatoire de type I si, étant donné un nombre
positif fixé c et un échantillon T1, ..., Tn, les observations consistent en (Xi,∆i), où Xi = Ti ∧ c,

∆i = 1{Ti≤c}.
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Définition 8 La censure est dite aléatoire de type I si, étant donné un échantillon
T1, ..., Tn, il existe une v.a. n-dimentionnelle (C1, ..., Cn) de (R+)n telle que les observa-
tions consistent en (Xi,∆i), où  Xi = Ti ∧ Ci,

∆i = 1{Ti≤Ci}.

Ce modèle est typiquement utilisé pour les essais thérapeutiques.

Remarque 1 Désormais, nous nous plaçons dans le cadre d’une censure à droite,
aléatoire de type I et indépendante de la date de survenue de l’événement d’intérêt. Ce
cadre correspond à un modèle fréquemment employé dans la pratique.

Les troncatures diffèrent des censures au sens où elles concernent l’échantillon-

nage lui-même. Ainsi, une variable X est tronquée par un sous ensemble éventuel-

lement aléatoire A de R+ si au lieu de X, on observe X uniquement si X ∈ A. Les

points de l’échantillon "tronqué" appartiennent tous à A, et suivent donc la loi de T

conditionnée par l’appartenance à A. Il ne faut pas confondre censure et troncature.

S’il y a troncature, une partie des individus (donc des Xi) ne sont pas observables et

on n’étudie qu’un sous-échantillon (problème d’échantillonnage). Le biais de séléction

est un cas particulier de troncature.

- La troncature à gauche

Soit Z une variable aléatoire indépendante de X, on dit qu’il y a troncature à

gauche lorsque X n’est observable que si X > Z. On observe le couple (X,Z),
avec X > Z. Par exemple, si la durée de vie d’une population est étudiée à

partir d’une cohorte tirée au sort dans cette population, seule la survie des

sujets vivants à l’inclusion pourra être étudiée (il y a troncature à gauche car

seuls les sujets qui ont survécu jusqu’à la date d’inclusion dans la cohorte sont

observables).

- La troncature à droite

De même, il y a troncature à droite lorsque X n’est observable que si X < Z.

- La troncature par intervalle

Quand une durée est tronquée à droite et à gauche, on dit qu’elle est tronquée

par intervalle. Par exemple, on rencontre ce type de troncature lors de l’étude

des patients d’un registre: les patients diagnostiqués avant la mise en place du

registre ou répertoriés après la consultation du registre ne seront pas inclus

dans l’étude.
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1.2.4 Mécanisme des données manquantes

En statistique, on parle de donnée manquante lorsque l’on n’observe pas la valeur

d’une variable donnée pour un individu. Le problème de la gestion des données man-

quantes est un sujet très complexe et aux enjeux multiples. Ces données ne peuvent

pas être ignorées lors d’une analyse statistique. Mais selon leur proportion et leur

type, des solutions différentes vont être choisies. On pourra soit retirer les indivi-

dus présentant des données manquantes, soit imputer ces variables à ces données

ou encore développer des méthodes plus complexes permettant de mener à bien les

analyses en présence de ce type de données.

Différents types de données manquantes

— Données manquantes complètement au hasard (MCAR: Missing Completely

At Random): La probabilité de ne pas observer une valeur ne dépend ni des

données observées ni des données non observées.

— Données manquantes au hasard (MAR: Missing At Random): La probabilité

pour qu’une donnée soit manquante dépend uniquement des données obser-

vées.

— Données manquantes non ignorables (NMAR: No Missing At Random): La

probabilité qu’une donnée soit manquante dépend de cette donnée.

Plus de détails et d’exemples sur ces mécanismes de données manquantes peuvent

être trouvés dans Little et Rubin (1987, [38]), Gill et al. (1997, [21]) et Tsiatis (2006,

[63]).

Méthodes de traitement des données manquantes au hasard (MAR)

Ils existe plusieures méthodes permettant de réaliser l’inférence statistique avec

ce type de données. Parmi ces méthodes, citons la méthode "cas complets" et la "pon-

dération par la probabilité inverse".

(a) La méthode "cas complets": elle consiste à éliminer les individus présentant

des données manquantes et à garder ceux pour lesquels les données complètes.

Le résultat est une perte d’information. Cette méthode entraîne que la taille

de l’échantillon diminue, la puissance de ce test se réduit et les estimateurs

obtenus peuvent être biaisés.

(b) La pondération par la probabilité inverse: dans cette méthode, on corrige l’in-

férence statistique en pondérant habilement les individus entièrement obser-

vés.
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1.2.5 Vraisemblance dans un modèle de survie censuré

Dans un modèle de régression de durées, l’inférence statistique consiste à estimer

le paramètre d’intérêt β du modèle qui permet de quantifier de l’influence des cova-

riables. Ce problème repose souvent sur la méthode du maximum de vraisemblance.

Dans la suite, nous rappelons brièvement cette méthode. Pour plus de détails le lec-

teur pourra se reporter aux ouvrages de Bagdonavičius et Nikulin (2002, [5]), Kalb-

fleisch et Prentice (1980, [31]), Lawless (2003, [36]).

Soit T 0 une durée de survie aléatoire. On suppose que la loi PT 0 de T 0 appartient à

une famille de lois de probabilité P = {Pθ : θ ∈ Θ}; avec Θ ⊆ Rp. On note par Pθ0 la

loi de T 0 ou θ0 ∈ Θ.

On note fT 0;θ(·), FT 0;θ(·), ST 0;θ(·), λT 0;θ(·),ΛT 0;θ(·) les densité, fonction de répartition,

fonction de survie, fonction de risque instantané et fonction de risque cumulé de la

variable durée de vie T 0, sous la loi Pθ.

On définit le temps de censure C sur le même espace de probabilité (Ω,A,P) que

T , et on suppose que C et T sont indépendantes et la loi de C ne dépend pas du

paramètre θ (la loi de C est "non informative"). On désigne par fC(·), FC(·), SC(·) les

densité, fonction de répartiton et fonction de survie de C avec FC(t) = P[C ≤ t],
SC(t) = 1− FC(t) et fC(t) = dFC(t)

dt .

Les observations correspondent alors à des réalisations de T = min(T 0, C) et de

l’indicatrice de censure ∆ = 1{T 0≤C}. Notons (Ti,∆i)i∈{1,...,n} un échantillon des va-

riables (T,C). À partir de ces observations, on peut utiliser la méthode de maximum

du vraisemblance pour estimer θ0.

La vraisemblance associée à l’échantillon (Ti,∆i)i∈{1,...,n} s’écrit sous la forme

Ln(θ) =
n∏
i=1

(fT 0;θ(Ti)SC(Ti))∆i(ST 0;θ(Ti)fC(Ti))1−∆i

=
n∏
i=1

λT 0;θ(Ti)∆iST 0;θ(Ti)SC(Ti)∆ifC(Ti))1−∆i ,

en utilisant les relations liant les densité, fonction de survie et fonction de risque

instantané.
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On remarque qu’il est équivalent de chercher l’estimateur du maximum de vrai-

semblance de θ0, sous l’hypothèse de censure non informative, en maximisant l’ex-

pression
n∏
i=1

λT 0;θ(Ti)∆iST 0;θ(Ti).

1.2.6 Vraisemblance dans un modèle de survie censuré
avec covariables

Supposons que l’on soit dans le cadre d’un modèle à risque multiplicatif avec des

covariables et que la loi conditionnelle PT 0|Z appartienne à une famille de lois de

probabilité PZ = {Pθ,Z : θ ∈ Θ ⊆ Rp}, avec Θ ∈ Rp. On note par Pθ0,Z la loi de T 0

sachant Z, avec θ0 ∈ Θ.

On note fT 0|Z;θ(·), FT 0|Z;θ(·), ST 0;θ(·), λT 0|Z;θ(·),ΛT 0|Z;θ(·) les densité, fonction de ré-

partition, fonction de survie, fonction de risque instantané et fonction de risque cu-

mulé de la variable durée de survie T 0, sous la loi Pθ,Z . Nous supposons que la densité

fZ(Z; θ) de Z ne dépend pas du paramètre θ et que la loi de T 0 sachant Z est indépen-

dante de la loi de C sachant Z. On suppose que la loi de C est non-informative. Avec

les mêmes notations que précédemment, la vraisemblance associée à l’échantillon

(Xi,∆i, Zi)i∈{1,··· ,n} s’écrit sous la forme

Ln(θ) =
n∏
i=1

(fT 0|Z;θ(Ti)SC|Z(Ti))∆i(ST 0|Z;θ(Ti)fC|Z(Ti))1−∆ifZ(Zi).

Sous l’hypothèse de censure non informative, il est équivalent, pour obtenir l’esti-

mateur du maximum de vraisemblance, de maximiser l’expression

n∏
i=1

λT 0|Z;θ(Ti)∆iST 0|Z;θ(Ti).

1.3 Rappels sur les processus
Nous commençons ici par rappeler des notions sur les processus, qui seront néces-

saires par la suite.

Définition 9 Soit un espace probabilisé (Ω,A,P) où P est la mesure de probablité sur
(Ω,A). Un processus aléatoire est une fonction de deux variables, t et ω, notée X(t, ω),
définie par:
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X : (T × Ω) → R

(t, ω) 7→ X(t, ω).

Les fonctions définies pour ω ∈ Ω par X(., ω) sont appelées trajectoires de X. À t

fixé, la fonction Xt 7→ X(t, ω) est appelée coordonnée à l’instant t.

Un processus est dit continu à droite, à variation bornée, croissant, ayant une limite

à droite si l’ensemble des trajectoires ayant la propriété correspondante est de proba-

bilité 1.

Définition 10 Une filtration {Ft, t ∈ R+} est une famille croissante et continue à
droite de sous tribus de A. C’est-à-dire vérifiant pour tout s ≤ t, Fs ⊆ Ft.

— Si (Ft)t∈R+ est une filtration,
⋂
h>0Ft+h est une tribu et on la note Ft+ . De la

même façon, Ft− est la tribu engendrée par
⋂
h>0Ft−h

— Une filtration (Ft)t∈R+ est dite continue à droite si pour tout t ∈ R+, Ft+ = Ft.

Remarque 2 — Une filtration permet de définir ce qui appartient au passé du
processus (qui est observé et connu) et ce qui appartient au futur (pas encore
accessible). Les filtrations naturelles sont les familles (Ft)t∈R+ telles que Ft =
σ(X(s); 0 ≤ s ≤ t) qui est la plus petite tribu rendant pour tout (0 ≤ s ≤ t) les
variables X(s) mesurables, c’est-à-dire Ft contient l’information engendrée par
le processus X sur [0, t].

— On dispose souvent de plus d’information que la seule histoire de processus. À
chaque instant, on observe également d’autres processus qui peuvent apporter
de l’information sur le processus étudié. Dans ce cas, la filtration est élargie
pour intégrer cette information (par exemple prise en compte de covariables
pour améliorer la prévision).

Définition 11 Le processus (Xt)t∈R+ est ditFt-adapté si ∀t ∈ R+,X(t) estFt-mesurable.

Définition 12 Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et (Ft)t∈R+ une filtration. Un
processus stochastique (Xt)t∈R+ est dit

(i) intégrable si supt∈R+ E(|Xt|) <∞,

(ii) de carré intégrable si supt∈R+ E(X2
t ) <∞,

(iii) borné s’il existe une constante C ∈ R+ telle que

P( sup
t∈R+

|X(t)| ≤ C) = 1.
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1.3.1 Martingales

Dans le cadre de la modélisation de durées de survie censurées, la théorie des mar-

tingales présente un outil indispensable permettant l’étude des estimateurs. Dans la

suite, nous donnons la définition des martingales à temps continu ainsi que quelques

propriétés. On peut se reporter aux ouvrages de Flemming et Harrington (1991, [18])

ou Bickel et al. (1993, [6]).

Soit M = (M(t))t≥0 un processus stochastique continu à droite avec une limite à

gauche et (Ft)t∈R+ une filtration.

Définition 13 Soit un espace probabilisé (Ω,A,P). M = (M(t))t≥0 est une martingale
adaptée à la filtration (Ft)t∈R+ si

— ∀t,Mt ∈ L1, (i.e. est intégrable) et M = (M(t))t≥0 est Ft-adaptée
— ∀s, t, 0 ≤ s ≤ t, E(Mt|Fs) = Ms p.s.

Si la dernière condition est remplacée par E(Mt|Fs) ≥ Ms p.s, M est appelée sous-
martingale.
Si la dernière condition est remplacée par E(Mt|Fs) ≤ Ms p.s, M est appelée sur-
martingale.

Proposition 1.3.1 Soit Mt = (M(t))t≥0 une martingale. Alors M2
t − 〈M〉t est une

martingale, avec 〈M〉t est défini par

〈M〉t = lim
|δ|→0

∑
i

E[(Mti+1 −Mti)2|Fti ].

〈M〉t est appelé le processus prévisible croissant associé à Mt.

Définition 14 Soit H = {H(t), t ∈ T} un processus stochastique prévisible, intuitive-
ment ça signifie que pour tout t, la valeur de H(t) est connue juste avant t. On note que
la condition suffisante pour que H soit prévisible:

(i) H est adapté par rapport à (Ft)t ≥ 0.

(ii) les trajectoires de H sont continues à gauche.

On introduit l’intégrale stochastique par rapport aux martingales I(t) =
∫ t

0 H(s)dM(s)
qui sont des martingales à moyenne nulle par rapport à Ft. Par conséquent, les pro-

priétés des martingales sont conservées pour les intégrales stochastiques. On a donc:

〈
∫
HdM〉 =

∫
H2d〈M〉, 〈

∫
H1dM1,

∫
H2dM2〉 =

∫
H1H2d〈M1,M2〉.

On va voir comment un processus stochastique peut être décomposé en la somme

d’un processus prévisible et d’une martingale.
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Théorème 1.3.1 Décompostion de Doob-Meyer
Soit X une sous-martingale positive continue à droite et adaptée à la filtration Ft. Il
existe une martingale continue à droite M telle que presque sûrement on a:

X(t) = M(t) +A(t) pour tout t ≥ 0,

avec A est un processus prévisible croissant continu à droite vérifiant E(At) <∞.

Définition 15 Le processus prévisible A est appelé compensateur de X.

Pour l’obtention des résultats théoriques, comme le calcul des variances, on considère

souvent la décomposition de Doob-Meyer associée aux carrés des martingales. En

particulier, comme le carré d’une martingale est une sous-martingale (inégalité de

Jensen), la décomposition de Doob-Meyer permet d’obtenir le résultat suivant.

SoitM une martingale adaptée à Ft, continue à droite, telle que E(M2
t ) <∞ pour tout

t. Alors il existe un unique processus continue à droite prévisible noté: 〈M〉 = 〈M,M〉
tel que 〈M〉(0) = 0 presque sûrement, E(〈M〉(t)) < 0 pour tout t et

M2(t)− 〈M〉(t), t ≥ 0

est une martingale continue à droite. 〈M〉 est appelé le compensateur de M2.

1.3.2 Processus de Poisson

Un processus de Poisson homogène décrit la distribution des événements qui se

produisent entièrement indépendemment l’un de l’autre. On désigne par λ l’intensité

du ce processus et λdt la probabilité qu’un événement se produise dans l’intervalle

[t, t+ dt). Voici quelques propriétés de processus de Poisson:

(i) Le temps entre les événements est exponentiellement distribué avec la densité

de probabilité λe−λt.

(ii) L’espérance et la variance du nombre d’événements dans un intervalle de

temps de longueur h sont toutes les deux égales à λh.

(iii) Le nombre d’événements dans un intervalle de temps de longueur h suit la

loi de Poisson; la probabilité de survenue de k événements est (λh)ke−λh/k!.

(iv) Le processus de Poisson est à accroissements indépendants.

Soit N(t) le nombre d’événements dans [0, t], on introduit le processus:

M(t) = N(t)− λt.
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On désigne par Ft les informations concernant tous les événements qui se produisent

dans l’intervalle de temps [0, t]. Le résultat suivant découle du fait que le processus

de Poissson est à accroissements indépendants, t > s:

E(M(t)−M(s)|Fs) = E(M(t)−M(s)) = E(N(t)−N(s))− λ(t− s) = 0,

ce qui donne

E(M(t)|Fs) = M(s).

C’est la définition d’une martingale, et par conséquent le processus M(t) = N(t)− λt
est une martingale. Celà montre que λt est le compensateur de processus de Poisson

N(t).
Par un argument similaire

E(M2(t)− λt|Fs) = M2(s)− λs.

1.3.3 Processus de comptage

Un processus de comptage peut être vu comme l’enregistrement des occurences

dans le temps d’événements disjoints et discrets. Ce type de processus intervient de

manière naturelle dans la modélisation des durées de vie.

Définition 16 Un processus de comptage N = {N(t), t ≥ 0} est un processus continu
à droite avec une limite à gauche, (Ft)t∈R+-adapté, nul à zéro, croissant, à trajectoire
constante par morceaux, ayant des sauts d’amplitude 1 et tel que N(t) est presque
sûrement fini pour tout t ∈ R+.

On considère la filtration naturelle engendrée par N , F = σ(N(s), s ≤ t). On pourra

également ajouter les ensembles négligeables. Comme un processus de comptage

(croissant, nul en zéro et borné) est une sous martingale positive, on déduit la propo-

sition suivante de la décomposition de Doob Meyer.

Proposition 1.3.2 SoitN = {N(t), t ≥ 0} un processus de comptage adapté à (Ft)t∈R+

tel que E(N(t)) < +∞ pour tout t. Alors il existe un unique processus λ(.) Ft-prévisible,
croissant, càdlàg et nul en zéro presque sûrement vérifiant E(λ(t)) < +∞ pour tout t
tel que

M(t) = N(t)− Λ(t), t ∈ T

soit une martingale continue à droite de moyenne nulle.

Proposition 1.3.3 Soient N un processus ponctuel de dimension 1, et Λ son compen-
sateur. Si N est absolument continu, alors N possède une intensité λ, i.e. il existe un
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processus prévisible λ tel que

Λ(t) =
∫ t

0
λ(s)ds,

pour tout t.

Ça donne une définition formelle d’intensité λ du processus de comptage

λ(s) = lim
ε→0

1
ε
P
(
N(s+ ε)−N(s) ≥ 1|Fs

)
;

où Fs, s ∈ S est la filtration naturelle. On a encore

M(t) = N(t)−
∫ t

0
λ(s)ds.

Par conséquent et par unicité de la décomposition on obtient

〈M〉(t) = 〈M,M〉(t) =
∫ t

0
λ(s)ds.

Dans le contexte du processus du comptage, l’intégrale stochastique

I(t) =
∫ t

0
H(s)dM(s)

peut être divisée simplement en deux comme suit:

I(t) =
∫ t

0
H(s)dNs−

∫ t

0
H(s)λ(s)ds,

la dernière étant une intégrale de Riemann.

Nous obtenons l’expression suivante

〈
∫
HdM〉(t) =

∫
H2(s)λ(s)ds.

1.3.4 Théorie asymptotique des martingales

Parfois on considère les martingales comme processus de bruit, contenant des

déviations aléatoires de la moyenne. Ainsi cela vaut pour les martingales. En fait il

existe des théorèmes des limites centraux pour les martingales qui sont étroitement

analogues à ceux connus pour la somme de variables aléatoires indépendantes. Pour

une lecture appropfondie sur cette théorie, on peut se reporter au livre de Aalen,

Borgan et Gjessing (2008, [1]).

Si on a une suite des processus de comptage, où le nombre des sauts croit et de-

vient de plus en plus dense, la martingale normalisée associée (ou l’intégrale stochas-
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tique par rapport à ces martingales) converge vers une martingale limite à trajectoire

continue. La martingale limite est étroitement reliée à un processus de Wiener, ou un

mouvement brownien. En effet, si le processus à variation prévisible de la martingale

limite est égale à une fonction deterministe V (t), alors elle est gaussienne. Cela dé-

coule du fait qu’une martingale à trajectoire continu est déterminée uniquement par

son processus à variation.

Donc il y a deux conditions à vérifier pour qu’une suite de martingales converge vers

une martingale gaussienne:

(i) le processus à variation prévisible doit converger vers une fonction détermi-

niste,

(ii) les tailles des sauts des martingales tendent vers zéro.

Il est important de noter que ces deux hypothèses concernent des différents aspects

de la suite des processus. La première hypothèse implique la stabilisation de l’espace

d’échantillon de processus, alors que la seconde est une exigence sur les trajectoires

des processus.

1.3.5 Formulation mathématique

Il existe plusieures versions du théorème de la limite central pour les martingales,

qui reformulent les deux hypothèses données dans la section précédente. Une version

très générale est formulée par Rebolledo (1980, [52]). On peut se reporter aussi à l’ou-

vrage Anderson et al (1993, [3]). Helland (1982) a montré aussi comment le théorème

de Rebolledo à temps continu peut être déduit du théorème de limite centrale pour

les martingale à temps discret. Cette version du théorème est inspirée de l’ouvrage

Aalen, Borgan et Gjessing (2008, [1]).

Théorème 1.3.2 Soit M̃ (n), n ≥ 1 une suite des martingales de moyenne nulle définies
sur [0, τ ], et soit M̃ (n)

ε la martingale qui contient tous les sauts de M̃ (n) supérieure à ε
donné. Considérons les conditions suivantes:

(i) 〈M̃ (n)〉 →P V (t), pour tout t ∈ [0, τ ] lorsque n → ∞, où V est une fonction
croissante continue vérifiant V (0) = 0.

(ii) 〈M̃ (n)
ε 〉 →P 0, pour tout t ∈ [0, τ ] et tout ε > 0 lorsque n→∞.

Alors, si n → ∞, la suite des martingales M̃ (n) converge en distribution vers une
martingale gaussienne de moyenne nulle et de variance U donnée par U(t) = W (V (t)).

Ainsi, sous des hypothèses très générales, il y a une convergence en distribution

vers une martingale gaussienne. On va utiliser le théorème de la limite centrale pour
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les martingales pour obtenir le comportement asymptotique d’une suite d’intégrales

stochastiques de la forme
∫ t

0 H
(n)(s)dM (n)(s), où H(n)(s) est le processus prévisible et

N (n)(t) = M (n)(t) +
∫ t

0 λ
(n)(s)ds est le processus de comptage. Plus généralement, on

considère la somme des intégrales stochastiques

k∑
j=1

∫ t

0
H

(n)
j (s)dM (n)

j ,

où H
(n)
j (t) est le processus prévisible et

M
(n)
j = N

(n)
j −

∫ t

0
λ

(n)
j (s)ds,

est la décomposition de la martingale en fonction de processus de comptage pour

j = 1, ..., k. Dans cette situation les conditions (i) et (ii) du théorème 1.3.2 prennent la

forme:

•
∑k
j=1

∫ t
0(H(n)

j (s))2λ
(n)
j (s)ds→P V (t), pour tout t ∈ [0, τ ],

•
∑k
j=1

∫ t
0(H(n)

j (s))21{|H(n)
j |>ε}

λ
(n)
j (s)ds→P 0, pour tout t ∈ [0, τ ].

Remarque 3 L’utilité de théorème de la limite centrale (TLC) consiste à montrer la
convergence en distribution des estimateurs ou des statistiques en vérifiant les deux
conditions (i) et (ii).

1.3.6 Rappel sur les processus empiriques

La théorie des processus empiriques joue un rôle central en statistique, puisqu’elle

concerne l’ensemble des résultats limites généraux se rapportant aux échantillons

aléatoires. Parmi ces plus importants résultats, on trouve ceux liés aux théorèmes de

Glivenko-Cantelli (1933) et Donsker (1951).

Un processus empirique est un processus stochastique basé sur un échantillon aléa-

toire. Soit X1, X2, · · · une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi P , définies

sur l’espace probabilisé (Ω, C,P). On note F la fonction de répartition de P définie par

F (t) = P (]−∞, t]) = P({ω : X(ω) ≤ t}).

Définition 17 On définit la mesure empirique Pn associée à l’échantillon X1, · · · , Xn

par

Pn = 1
n

n∑
i=1

δXi , (1.1)
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où δx est la mesure de Dirac au point x. et une fonction de répartition empirique
Fn(ω)(·) : R→ [0, 1] définie par:

Fn(ω)(t) = Pn(ω)(]−∞, t]) = 1
n

n∑
i=1

1{Xi(ω)≤t}

Notons que Pn est une variable aléatoire à valeurs dans l’ensemble des lois de pro-

babilité sur R et que Fn est une variable aléatoire à valeurs dans l’ensemble des

fonctions de répartition sur R. Pour tout ω ∈ Ω, Pn(ω) est donc une probabilité sur R,

de fonction de répartition Fn(ω)(·).
Par la suite, on omettra ω dans les notations. Ainsi, on notera

Pn(A) = 1
n

n∑
i=1

δXi(A) = card{i ≤ n : Xi ∈ A}/n

Fn(t) = Pn(]−∞, t]) = 1
n

n∑
i=1
{Xi ≤ t}.

On appelle processus empirique réel la quantité αn =
√
n(Fn − F ). Une réalisation

αn(ω) de la fonction aléatoire αn est une fonction t 7→ αn(t) appelée trajectoire du

processus.

Pour tout t, les variables aléatoires 1{Xt≤t} sont des Bernouillis B(F (t)) indépendantes

donc nFn(t) est binomiale B(n, F (t)) de sorte que:

E(Fn(t)) = F (t) et Var(Fn(t)) = F (t)(1− F (t))
n

.

De plus, ∀t ∈ R,

Fn(t)→p.s F (t) et αn(t)→ N (0, F (t)(1− F (t))).

Le théorème de la limite centrale multivarié assure de plus que pour tout (t1, · · · , tk) ∈
Rk, (αn(t1), · · · , αn(tk)) converge en loi vers un vecteur gaussien centré, de matrice de

variance-covariance (Vi,j), où

Vi,j = F (ti)F (tj)(Vi,j = Cov(1{X≤ti}, 1{X≤tj})

= P(X ≤ ti, X ≤ tj)− F (ti)f(tj).

La théorie des processus empiriques s’intéresse au cas plus général de la conver-

gence uniforme de ces processus sur des classes de fonctions. La loi forte des grands

nombres permet de donner, en tout point de R, la convergence presque sûre de la

fonction de répartition empirique vers la fonction de répartition des observations.

Les théorèmes de Glivenko-Cantelli et Donsker donnent une première extension uni-
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forme sur les classes de fonctions pour les variables aléatoires à valeurs réelles in-

dépendantes. On note D[−∞,∞] l’espace des fonctions càdlàg (espace de Skorohod)

muni de la norme de supremum.

Théorème 1.3.3 (Théorème de Glivenko-Cantelli, 1933)
Soit X1, X2, · · · , une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de même loi de
probabilité de fonction de répartition F . Alors

|Fn − FX | −→p.s 0. (1.2)

Théorème 1.3.4 (Théorème de Donsker, 1951)
Soit X1, X2, · · · , une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de même loi
de probabilité de fonction de répartition F . Alors la suite de processus empiriques αn
converge en loi dans D[−∞,∞] vers un processus gaussien GF centré et de fonction de
covariance

Cov(GF (s), GF (t)) = E(GF (s)GF (t)) = F (s ∧ t)− F (s)F (t),

Les théorèmes de Glivenko-Cantelli et Donsker pour les processus empiriques réels

peuvent être vus comme des cas particuliers des résultats généraux pour des proces-

sus empiriques indexés par des classes de fonctions.

Processus empiriques indexés par des fonctions

Considérons de nouveau X1, X2, · · · , une suite de variables aléatoires réelles in-

dépendantes de même loi de probabilité P sur (X ,A) et soit F ⊂ L1(P ) une classe de

fonctions mesurables de X dans R. Notons:

∀f ∈ F , Pf = Ef(X) =
∫
fdP

et

Pnf = 1
n

n∑
i=1

f(Xi) =
∫
fdPn.

Le processus stochastique
√
n(Pn − P )(f), f ∈ F ,

où
√
n(Pn − P )(f) = 1√

n

∑n
i=1(f(Xi) − Pf), s’appelle le processus empirique (centré

normalisé) indexé par F . On le notera par la suite Gn =
√
n(Pn−P ), ou {Gnf, f ∈ F}.

C’est une fonction aléatoire de F dans R.

Si X = R, le processus {αn(t), t ∈ R} peut être ré-exprimé comme {Gnf, f ∈ F},
où F = {1{x≤t,t∈R}. Ainsi, on peut avoir le processus empirique réel comme indexé
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par t ∈ R ou par f ∈ F . Pour f ∈ F , la loi forte des grands nombres assure que

Pnf →p.s Pf, et une classe de fonctions F pour laquelle une version uniforme de ce

résultat existe, appelée classe de Glivenko-Cantelli.

Définition 18 (Classe de Glivenko-Cantelli)
Une classe F ⊂ L1(P ) de fonctions mesurables f : X → R est dite P -Glivenko-Cantelli
si

‖Pn − P‖F = sup
f∈F
|Pnf − Pf | →p.s 0.

Remarque 4 Une classe de fonction Glivenko-Cantelli fournit une loi des grands
nombres uniforme, car

lim
n→∞

sup
f∈F
| 1
n

n∑
i=1

f(xi)− Ef(x)| = 0 p.s.

contrôle une infinité de lois de grands nombres simultanément.

Remarque 5 La distance aléatoire ‖Pn − P‖F n’est pas forcément mesurable, d’où
l’utilisation, pour contourner cette difficulté, de la convergence p.s.. F est aussi dite
P -Glivenko-Cantelli lorsque la convergence a lieu en P -probabilité.
Par le théorème de la limite centrale (TLC), on a Gnf →L N (0, P (f − Pf)2) (si Pf2 ≤
∞), et d’après le TLC multidimensionnel, on a pour tout ensemble fini (f1, · · · , fk) la
fonction de F telles que Pf2

i ≤ ∞

(Gnf1, · · · ,Gnfk)→ (Gf1, · · · , Gfk),

où (Gf1, · · · , Gfk) est un vecteur gaussien sur Rk, d’espérance nulle et de covariances
P (fifj)− Pfipfj .

Nous supposerons par la suite que

sup
f∈F
|f(x)− Pf | <∞, ∀x ∈ X ,

de sorte que le processus Gn soit à valeurs dans l∞(F), que l’on munira de la norme

‖H‖F = supf∈F |H(f)|.

Définition 19 (Classe de Donsker)
Une classe F ⊂ L2(P ) de fonctions mesurables f : X → R est dite P -Donsker si la
suite de processus {Gnf, f ∈ F} converge en loi dans l’espace l∞(F) vers le processus
{Gf, f ∈ F}. Le processus limite G est un processus gaussien centré de fonction de
covariance

Cov(Gf1, Gf2) = P (f1f2)− Pf1Pf2
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appelé P -pont brownien.

Remarque 6 Une classe de Donsker fournit un TLC uniforme car le TLC usuel

√
n( 1
n

n∑
i=1

f(Xi)− Pf)→L N (0,Var(f(X)))

est vérifié "conjointement" pour tous les f ∈ F .



1.3. Rappels sur les processus 23



2
Modèle semi-paramétrique de Cox

Résumé

Le modèle semi-paramétrique de Cox introduit par Cox (1972, [11]) est le plus ré-
pandu parmi les modèles à risques multiplicatifs. C’est un modèle semi-paramétrique
qui permet la modélisation de l’influence des covariables sur des durées de survie. Ce
modèle définit une famille de lois conditionnelles de la donnée de survie, sachant un
vecteur de variables explicatives. On pourra se reporter à plusieurs ouvrages tels que:
Martinussen et Scheike (2002, [42]); Fleming et Harrington (1991, [18]); Therneau et
Grambesch (2000, [61]).
Dans ce chapitre, nous introduisons le modèle de Cox puis nous présentons quelques
estimateurs et leurs propriétés asymptotiques. Enfin, nous présentons le modèle de Cox
stratifié.
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2.1 Présentation générale

COncernant les modèles statistiques proprement dits, trois approches sont pos-

sibles: paramétrique, non paramétrique et semi-paramétrique.

Approche paramétrique: Elle nécessite l’appartenance de la loi de probabi-

lité réelle des observations à une classe particulière de lois, qui dépend d’un nombre

fini de paramètres. Cette approche permet de faciliter l’estimation des paramètres

ainsi que d’obtenir des intervalles de confiance et construire des tests statistiques.

Cependant, le choix d’un modèle paramétrique particulier n’est pas toujours aisé en

pratique.

Approche non- paramétrique: Elle ne nécessite aucune hypothèse quant à la

loi de probabilité réelle des observations, mais cette approche nécessite la disposition

d’un nombre important d’observations.

Approche semi-paramétrique: Elle représente le cas intermédiaire entre les

deux approches précédentes. La loi de probabilité réelle des observations est supposée

appartenir à une classe ayant une partie dépendante de paramètres et l’autre partie

s’ecrivant sous la forme de fonctions non paramétriques. Cette approche est la plus

utilisée pour analyser des durées de survie, notamment au travers du modèle de

régression de Cox.

2.2 Modèle semi-paramétrique de Cox
On introduit une fonction de risque de base qui donne la forme générale du risque

et qui est commune à tous les individus. Les modèles à risques proportionnels se

caractérisent par la relation suivante, pour tout t > 0

α(t|Z) = α0(t)h(β>Z), (2.1)

où Z est un vecteur de covariables, β le paramètre d’intérêt et h une fonction positive.

En général, on suppose que l’effet des covariables se résume à une quantité réelle

β′Z.

Remarque 7 Si α0 et ou h ont une forme inconnue le modèle est dit semi-paramétrique.
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2.2.1 Hypothèse de proportionnalité

Le modèle (2.1) est dit à risques proportionnels car, quelques soient deux individus

i et j qui ont pour covariables Zi et Zj , le rapport des fonctions de risque ne varie pas

au cours du temps,
α(t|Zi)
α(t|Zj)

= h(β>Zi)
h(β>Zj)

.

Les fonctions de risque sont donc proportionnelles, c’est une conséquence du modèle

mais c’est aussi une hypothèse qu’il faudra vérifier. Ce rapport est un risque relatif à

l’instant t des sujets de caractéristiques Zi par rapport aux sujets de caractéristiques

Zj . Vérifier l’hypothèse de proportionnalité est primordiale lorsque l’on vient d’ajus-

ter au modèle de Cox à un jeu de données puisque ce dernier repose essentiellement

sur cette hypothèse. En cas de non proportionnalité, les tests statistiques et les seuils

observés sont invalides et les rapports de risque ne sont pas interprétables correcte-

ment. Ainsi, différentes méthodes ont été mises au point pour permettre de vérifier

cette hypothèse importante.

Le modèle de Cox est le plus utilisé parmi les modèles multivariés d’analyse des du-

rées de survie. Il permet de calculer une courbe de survie avec un ajustement sur l’in-

fluence de plusieurs variables. Ces covariables, qualitatives ou quantitatives, peuvent

être choisies ou séléctionnées par des procédures dites "pas-à-pas". Pour chacune des

variables présentes dans le modèle final, on obtient une estimation de risque relatif

ajusté (hazard ratio) de survenue de l’événement d’intérêt en présence de la variable.

Nous définissons la fonction de risque instantané conditionnelle aux covariables Z

pour tout t ∈ R+ par:

α(t|Z) = α0(t) exp(β>Z),

où Z est un vecteur de covariables de dimension p × 1 et β un vecteur (p × 1) de

coefficients de régression. Définissons la fonction de risque cumulé pour tout t ∈ R+

par A(t) =
∫ t
0 α(s)ds et notons qu’elle peut être écrite, dans le modèle de Cox, par

A(t) = exp(β>Z)A0(t),

où A0(t) =
∫ t

0 α0(s)ds est la fonction de risque de base.

Ainsi, la fonction de densité de la durée de survie T s’écrit

f(t) = A0(t)eβ>Z exp(−eβ>ZA0(t)).
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L’estimation du paramètre d’intérêt β, permettant d’expliquer la nature de l’influence

des covariables, ainsi que la fonction de risque cumulé A, considérée comme un para-

mètre de nuisance, est abordée dans la section suivante.

2.2.2 Notations

On considère un échantillon contenant n individus. Soit, pour i ∈ {1, ..., n}:
— τ date de fin d’observation;

— Ti la date de survenue de l’évènement chez l’individu i;

— Ci la date de censure correspondante;

— Xi = min(Ti,min(Ci, τ));
— ∆i = 1{Ti<min(Ci,τ)};

— Zi = (Zi,1, ...., Zi,p)> ∈ Rp le vecteur de covariables;

— Yi(t) = 1{Xi≥t} l’indicatrice de risque;

— Ni(t) le processus de comptage;

— Λi(t) le compensateur de Ni(t) par rapport à la filtration Ft.

2.2.3 Méthode du maximum de vraisemblance

Pour mener l’inférence statistique dans ce modèle, Cox (1972, [11]) a proposé de

s’appuyer sur une vraisemblance partielle dans laquelle le paramètre de nuisance α0

n’intervient pas. Nous construisons la vraisemblance partielle de Cox pour un échan-

tillon de durées de survie et de covariables en appliquant les techniques de vraisem-

blance classique dans le modèle de Cox à risques proportionnels.

Nous rappelons tout d’abord le principe de cette méthode et nous l’appliquons ensuite

pour construire la vraisemblance partielle dite de Cox, pour un échantillon de durées

et de covariables. Pour un exposé plus complet, le lecteur pourra se reporter à Bag-

donavic̃ius et Nikulin (1996, [5]), Cox (1975, [12]), Fleming et Harrington (1991, [18])

et Kalbfleisch et Prentice (1980, [31]).

On considère ici un vecteur X de densité fX(x, θ), où θ = (φ, β) est un vecteur de

paramètres. Supposons que l’on s’intéresse à β, paramètre d’intérêt, et non à φ, pa-

ramètre de nuisance. Par exemple dans le modèle de Cox, qui définit une famille de

lois paramétrées par un vecteur β et une fonction α(t), β est le paramètre d’intérêt et

α(t) est le paramètre de nuisance.

Pour faire de l’inférence statistique sur le paramètre β, il suffit de maximiser la vrai-

semblance en θ = (φ, β) conjointement, mais de n’utiliser de la matrice de covariance

asymptotique de l’estimateur de θ que la sous-matrice relative à β. Cependant, l’uti-
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lisation de cette démarche est rendue difficile lorsque le paramètre de nuisance φ est

fonctionnel. La maximisation jointe de la vraisemblance peut s’avèrer difficile.

On suppose qu’il est possible de décomposer X en une paire (V,W ) telle que la

densité de X peut être donnée par:

fX(x, θ) = fW |V (w|v, θ)fV (v, θ). (2.2)

Un exemple classique de décomposition telle que (2.2), est l’écriture d’un vecteur

d’observation comme un vecteur de statistique d’ordre et les rangs des observations

originales. Une telle décomposition est fournie pour le vecteur V des valeurs de X

ordonnées par ordre croissant et W le vecteur des rangs de ces valeurs. On peut ba-

ser l’inférence statistique sur le paramètre β sur le facteur qui ne dépend pas de φ.

Ceci entraîne une perte d’information si le terme ignoré dépend de β, mais le gain

en simplicité est susceptible de compenser une certaine perte d’efficacité. Le principe

proposé par Cox est basé sur cette idée de décomposition.

Étant donnée la décomposition plus générale du vecteur X

(V1,W1, V2,W2, ..., VN ,WN )

d’une suite de paires (Vi,Wi), i = 1, .., N . La vraisemblance de θ peut alors s’écrire

fX(x, θ) = fV1,W1,...,Vn,Wn(v1, w1, ..., vn, wn; θ) (2.3)

=
n∏
i=1

fWi|V1,W1,...,Vi(w1|v1, w1, ..., vi; θ)

× fV1|V1,W1,...,Vi−1,Wi−1(vi|v1, w1, ..., vi−1, wi−1; θ)

=
[ N∏
i=1

fWi|Qi(wi|qi); θ
]
.
[ N∏
i=1

fVi|Pi(vi|pi); θ
]

où P1 = ∅, Q1 = V1 et pour i = 2, ..., N ,

Pi = (V1,W1, ..., Vi−1,Wi−1) (2.4)

et

Qi = (V1,W1, ...,Wi−1, Vi). (2.5)

Si le premier facteur de (2.3) dépend seulement de β, Cox l’appelle vraisemblance

partielle de β basée sur W . Son intérêt pratique consiste alors dans sa simplicité par

rapport à celle de FX(x, θ).
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2.2.4 La vraisemblance partielle de Cox

L’utilisation de la méthode de vraisemblance partielle met en oeuvre des problèmes

à étudier tels que la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs obte-

nus. Dans le cas de modèle de Cox, Tsiatis (1981, [62]) et Anderson et Gill (1982,

[4]) ont montré que l’estimateur de maximum de vraisemblance partielle possède les

propriétés asymptotiques usuelles d’un estimateur du maximum de vraisemblance

totale. On considère le triplet de l’observation d’un n-échantillon (Xi,∆i, Zi)1≤i≤n du

vecteur aléatoire (T,∆, Z), où T = X ∧ C,∆ = 1{X≤C} et Z est un p-vecteur ou un

processus p-dimensionnel de covariables. Nous notons SC la fonction de survie de C,

fC la densité de C et fZ la densité de Z.

Nous supposons que X et C sont indépendants conditionnellement à Z. Nous suppo-

sons que la fonction de risque instantané est α(t)eβ>Z si Z est fixé.

On se place sous l’hypothèse de censure non informative et on suppose que la dis-

tribution de Z est indépendante de β et A. La vraisemblance obtenue en ignorant les

termes expliquant les distributions de C et Z pour estimer θ = (β,A) peut s’écrire

sous la forme:

Ln(θ) =
n∏
i=1

[α(Xi)eβ
>Zi exp(−eβ>ZiA(Xi))]∆i [exp(−eβ>ZiA(Xi))]1−∆i (2.6)

Estimer le paramètre A(t) =
∫ t
0 α(s)ds relève d’un problème d’estimation fonction-

nelle.

Cox propose d’ignorer le terme
∏n
i=1 fVi|Pi(vi|pi) apportant peu d’information sur β

et de baser l’inférence pour β sur la vraisemblance partielle. Ainsi, en maximisant la

vraisemblance partielle de Cox, l’estimation du paramètre β peut se faire sans spé-

cifier ni estimer la fonction A puisque son estimation pose problème. Il n’existe pas

de maximum de (2.6) lorsque α appartient à l’ensemble des fonctions positives sur

R+, alors on ne peut pas appliquer cette méthode d’estimation. Pour cela Cox a pro-

posé d’estimer β sans spécifier ni estimer la fonction A0 à partir d’une vraisemblance

partielle obtenue par le principe décrit précédemment.

Nous considérons un n-échantillon (Xi,∆i, Zi)1≤i≤n du triplet (X,∆, Z). Supposons

que l’on observe L instants d’occurrence de l’événement d’intérêt (ces instants sont

supposés distincts). Nous les réordonnons par ordre croissant: T(1) < · · · < T(L), où

(l)(l = 1, ..., L) désigne l’indice de l’observation i(i = 1, · · · , n) telle que Ti = T(L). No-

tons Z(l) le vecteur de covariables associées à cette observation.

Supposons quemi censures se produisent dans l’intervalle [T(i), T(i+1)) et notonsX(i,1), ..., X(i,mi)
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ces instants, auxquels sont associés les vecteurs de covariables Z(i,1), ..., Z(i,mi). Re-

prenant les notations de l’introduction de cette section, nous définissons, pour i =
1, · · · , L:

Vi = {Zl; l = 1, ..., n;T(i), X(i−1,j) : j = 1, ...,mi−1}

et

Wi = {(i)} = {j : Tj = T(i)}.

À partir de la décomposition (2.4), nous pouvons définir une suite Pi, qui contient

tous les instants de censure jusqu’à T(i−1), tous les instants d’événement jusquà T(i−1)

inclus, et les indices des observations correspondant à ces censures et événements. Pi
contient également l’information sur les covariables de tous les sujets. La suite Qi

obtenue à partir de la décomposition (2.4) contient en plus l’événement T(i), ainsi que

les instants de censure précédant T(i) et les indices des observations correspondantes

à ces censures.

Pour faire de l’inférence sur β nous ignorons les termes fVi|Pi(vi|pi;β, α0) dans (2.3)

qui revient à ignorer, pour chaque i, la probabilité qu’aucun événement d’intérêt ne

survienne dans l’intervalle (T(i−1), T(i)), qu’un événement survienne en T(i), et que

mi−1 censures se produisent en X(i−1,j)(j = 1, ...,mi−1), sachant tous les événements

survenus jusqu’à T(i−1) inclus, toutes les censures jusqu’à T(i−1) et connaissant Zl :
l = 1, ..., n.

On peut supposer que sous certaines conditions il n’y a pas d’information perdue

sur β. En effet, le fait qu’un événement se produise en T(i) mais qu’aucun ne sur-

vienne entre T(i−1) et T(i) pourrait être expliqué seulement par une fonction de risque

α0 voisine de 0 sur (T(i−1), T(i)) et prenant une valeur élevée en T(i). Sous l’hypothèse

de censure non-informative, Cox a proposé de baser l’inférence sur β sur la vraisem-

blance partielle
L∏
i=1

P [Wi = (i)|qi] (2.7)

Ce terme s’interprète comme la probabilité que ce soit pour le sujet (i) que se pro-

duise l’événement d’intérêt à l’instant T(i) = ti, sachant qu’un événement se produit

en ti et connaissant l’ensemble des sujets à risque à cet instant.

P [Wi = (i)|qi] peut être donné comme suit:

P [Wi = (i)|qi] = eβ
>Z(i)∑

j∈R(ti) e
β>Zj

, (2.8)

avec R(t) est l’ensemble des sujets pour lesquels ni l’événement d’intérêt ni une cen-

sure ne se sont produits à l’instatnt t, appelé aussi ensemble des sujets à risque à
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l’instant t.

D’après (2.8), la vraisemblance partielle de Cox est donnée par

n∏
i=1

eβ
>Z(i)∑

j∈R(ti) e
β>Z(i)

=
n∏
i=1

[ eβ
>Z(i)∑n

j=1 e
β>Zj1{Xi≤Xj}

]∆i ,

2.2.5 Estimation de la fonction de risque cumulé de base

La maximisation de la vraisemblance partielle ne permet pas d’estimer la fonc-

tion de risque cumulé de base A0, puisqu’elle ne figure pas dans sa formule. Parmi

les méthodes d’estimation les plus reconnues, celle proposée par Breslow (1972 [7],

1974 [8]) qui généralise l’estimateur de Nelson-Aalen. Après avoir estimé β0 par β̂n,

l’estimateur de Breslow Â0 est donné par:

Â0(t) =
n∑
i=1

∆i1{Ti≤t}∑n
j=1 e

β̂>n Zi1{Ti≤Tj}

=
∫ t

0

n∑
i=1

J(s)∑n
j=1 e

β̂>n ZiYj(s)
dN·(s)

=
∫ t

0

J(s)∑m
k=1 S

(0)(s, β̂n)
dN·(s)

avec J(s) = 1{Y·(s)>0}. Dans le cas où il n’y a pas de covariables dans le modèle,

l’estimateur de Breslow devient l’estimateur de Nelson-Aalen de A0, donné par:

Â0(t) =
n∑
i=1

∆i1{Ti≤t}∑n
j=1 1{Ti≤Tj}

.

La vraisemblance partielle associée à un processus de comptage N est donnée par:

L(β) =
∏
t≤τ

n∏
i=1

{
(αi(t)Yi(t))∆Ni(t)

}
× exp

[
−
∑
i

Yi(t)Ai(τ)
]

(2.9)

=
∏
t≤τ

n∏
i=1

{
(α0(t)Yi(t)) exp(β>Zi)∆Ni(t)

}
× exp

[
−
∫ τ

0
S(0)(β, u)α0(u)du

]
avec

S(0)(β, t) =
∑
j

Yj(t) exp(β>Zj).
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En remplaçant dans (2.9) A0 par son estimateur de Breslow, nous obtenons

L(β) =
∏
t

∏
i

{
(dÂ0(t)Yi(t) exp(β>Zi))∆Ni(t)

}
×
[
−
∫ τ

0
S(0)(β, u)dÂ0(u)

]
;

=
∏
t

∏
i

{
(Yi(t) exp(β>Zi))∆Ni(t)(dÂ0(t))∆Ni(t)

}
×
[
−
∫ τ

0
S(0)(β, u)J(u)dN·(u)

S(0)(β, u)

]
;

=
∏
t

∏
i

{
[Yi(t) exp(β>Zi)]∆Ni(t) ×

[J(t)dN·(t)
S(0)(β, t)

]∆Ni(t)}
×
[
−
∫ τ

0
J(u)dN·(u)

]
;

=
∏
t

∏
i

{[Yi(t) exp(β>Zi)
S(0)(β, t)

]∆Ni(t)
×
[
J(t)dN·(t)

]∆Ni(t)
×
[
−
∫ τ

0
J(u)dN·(u)

]
;

= L(β)×
∏
t

∏
i

{
J(t)dN·(t)

}∆Ni(t)
×
[
−
∫ τ

0
J(u)dN·(u)

]
avec

L(β) =
∏
t

∏
i=1

(Yi(t)
eβ
>Zi

S(0)(β, t)
)∆Ni(t),

dépendant de β (le reste de la vraisemblance étant indépendant de β). Par définition,

L(β) est la vraisemblance partielle de Cox.

2.2.6 Propriétés asymptotiques

Nous présentons dans cette section les propriétés asymptotiques de l’estimateur

de maximum du vraisemblance partielle de β et de l’estimateur de Breslow de A0(.)
définis précédemment dans le modèle de Cox. L’étude de la consistance et de la dis-

tribution asymptotique est faite par Andersen et Gill (1982, [4]). Le lecteur pourra se

reporter aussi à l’exposé de Bagdonavicùis et Nikulin (2002, [5]).

Nous désignons par β̂n l’estimateur de maximum de vraisemblance partielle de β,

Â0(.) l’estimateur de A0(.) associé calculé pour β = β̂n. Notons pour i = 1, ..., n, β et t

donnés:

s(k)(β, t) = E
[
Yi(s)Z⊗

k

i eβ
>Zi
]
.

Notons également la matrice:

∑
(β) =

∫ τ

0

[
s(2)(β, t)− {s

(1)(β, t)}⊗2

s(0)(β, t)

]
dA(t),

avec

s(1)(β, t) = ∂s(0)(β, t)
∂β

s(2)(β, t) = ∂s(1)(β, t)
∂β

.
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L’étude asymptotique des estimateurs est basée sur les conditions suivantes:

C1 la fonction A0 vérifie A0(τ) < +∞,

C2 le paramètre β appartient à un ensemble borné B de Rp,

C3 P(T ≥ τ) > 0,

C4
∑

(β) est définie positive,

C5 la covariable Z est bornée presque sûrement et sa matrice de covariance est

définie positive.

Andersen et Gill (1982, [4]) ont montré le résultat suivant sous les hypothèses don-

nées ci-dessus:

Théorème 2.2.1 L’estimateur du maximum de vraisemblance partielle β̂n et l’estima-
teur de Breslow Ân possèdent les propriétés suivantes:

• β̂n converge en probabilité vers β0,

•
√
n(β̂n − β0) converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice
de covariance

∑
(β0)−1,

•
√
n(Â0 − A0) converge en loi vers un processus gaussien centré G de fonction de
covariance

Cov(G(s), G(t)) =
∫ min(s,t)

0

α0(u)
s(0)(β, u)

du

+
∫ t

0

s(1)(β, u)′

s(0)(β, u)
α0(u)du.

∑
(β)−1 s

(1)(β, u)
s(0)(β, u)

α0(u)du.

À t fixé, la variable aléatoire
√
n(Ân(t)−A0(t)) converge vers une gaussienne centrée

de variance donnée par Cov(G(s), G(t)).

2.2.7 Résidus de martingales

Une fois que l’on a estimé le paramètre β et la fonction de base A0, on peut se

demander si le modèle est adéquat. Pour cela, on considère des résidus, et en parti-

culier les résidus des martingales. Ils ont une moyenne égale à 0 et une distribution

plutôt asymétrique même si le modèle ajusté est adéquat. Ces résidus des martin-

gales peuvent être interprétés comme la différence au cours du temps entre le nombre

d’événements observés et le nombre d’événements prédits par le modèle de Cox ajusté

(Klein et Moeschberger (2003, [34])). Ces résidus peuvent être utilisés pour évaluer:

(i) la forme fonctionnelle de l’influence d’une covariable, dans un modèle qui tient

compte déjà des autres covariables,

(ii) l’adéquation du modèle relativement à l’hypothèse de risques proportionnels,
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(iii) l’efficacité du modèle pour prédire ce qui attend un nouveau sujet,

(iv) l’influence de chacun de ces sujets de l’étude sur l’estimation des paramètres.

On prend comme base des résidus la différence entre le processus de comptage et son

compensateur:

Mi(t) = Ni(t)−
∫ t

0
Yi(s)eβ

′ZidA0(s) (i = 1, ...., n),

Mi(t) est la martingale résiduelle associée au sujet i. On en a une estimation en y

remplaçant β et A0 par leurs estimateurs

M̂i(t) = Ni(t)−
∫ t

0
Yi(s)eβ̂

′ZidÂ0(s) (i = 1, ...., n).

Notons M̂i(∞) simplement M̂i. Les résidus peuvent être interprétés comme, à chaque

instant t, la différence sur [0, t] entre le nombre d’événements et son espérence condi-

tionnelle. Les résidus ont quelques une des propriétés des résidus du modèle linéaire:

(i)
∑
M̂i(t) = 0 ∀t.

(ii) E(M̂i) = Cov(M̂i, M̂i) = 0, asymptotiquement.

2.3 Modèle de Cox stratifié

Le modèle de Cox stratifié est une généralisation du modèle de Cox usuel. À partir

de ce modèle, on peut séparer l’échantillon en J groupes ou strates selon les catégo-

ries d’une variable explicative. L’hypothèse de proportionalité est toujours vérifiée. À

l’intérieur de ces strates, la fonction de risque de base diffère mais les covariables Z

agissent de la même manière pour les différentes fonctions de risque instantané:

αj(t) = α0,j(t) exp(β>0 Z), j = 1, ..., J,

où β0 est le paramètre de régression commun à toutes les strates et α0,j est la fonction

de risque de base spécifique à la strate j. On note par S la variable aléatoire qui ren-

seigne sur la strate de l’individu. Alors de la même façon que dans le cas du modèle de

Cox non stratifié, la vraisemblance partielle du n-échantillon (Ti,∆i, Xi, Si)1≤i≤n peut

être obtenue grâce au produit des vraisemblances partielles à l’intérieur de chaque

strate:

L(p)(β) =
J∏
j=1

n∏
i=1

( eβ
>Zi∑n

k=1 Yk(Xi)eβ>Zk1{Sk=j}

)∆i1{Si=j}
.
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L’estimateur du maximum de vraisemblance partielle de β est obtenu en maximisant

l’expression précédente, ou son logarithme, donné par:

ln(Ln(β)) =
n∑
i=1

J∑
j=1

1{Si=j}
(
β>Zi − ln(

n∑
k=1

Yk(Xi)eβ
>Zi1{Sk=j})

)
.

Si l’on note

S(p)
n (β) = (∂ ln(L(p)

n (β))
∂β1

, · · · , ∂ ln(L(p)
n (β))

∂βp
)

le score dérivé de la log-vraisemblance partielle, alors l’estimateur du maximum de

vraisemblance partielle β̂n peut être obtenu en résolvant numériquement l’équation

du score S(p)
n (β̂n) = 0. Les fonctions de risque cumulé de base (A0,j)1≤j≤J peuvent être

estimées comme dans le cas du modèle non stratifié grâce à l’estimateur de Breslow

appliqué à chaque strate, après avoir obtenu l’estimateur de maximum de vraisem-

blance partielle β̂n de β0. Ces estimateurs sont donnés par

Â0,j(t) =
∫ t

0

∑n
i=1 1{Si=j}dNi(s)∑n

k=1 Yk(s)eβ̂
>
n Zk1{Sk=j}

, j = 1, ..., J.

2.3.1 Le modèle de Cox stratifié avec strate aléatoirement
manquante

Parmi les problèmes relatifs aux covariables dans le modèle de Cox, citons le pro-

blème des valeurs manquantes, qui survient le plus souvent pour des raisons pra-

tiques, liées à la difficulté d’obtenir régulièrement des mesures de ces covariables sur

tous les sujets suivis. Cette situation se rencontre lorsque des contraintes techniques

inattendues viennent limiter les possibilités de recueil des données ou interrompre

une partie d’un essai en cours. Par exemples dans certaines applications, l’étude du

stade histologique du patient nécessite une biopsie qui ne peut pas, parfois, être effec-

tuée sur chaque individu. Le lecteur intéressé par cette problématique pourra notam-

ment se reporter à Paik (1997, [46]), Paik et Tsai (1997, [47]), Chen et Little (1999,

[9]), Martinussen (1999, [41]) ou encore Pons (2002, [48]). Cependant, peu de travaux

se sont intéressés au cas des strates manquantes.

Dans ce cadre, l’inférence dans le modèle à risques proportionnels stratifié, basée

sur la vraisemblance partielle, ne peut pas être appliquée directement. En effet, la

vraisemblance partielle

L(p)
n (β) =

n∏
i=1

K∏
k=1

(
eβ
>Zi∑n

j=1 e
β>Zj1{Xi≤Xj}

)1{Si=k}
(2.10)
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est obtenue à partir du produit sur toutes les strates du modèle, mais l’indicatrice

1{Si=k} n’est pas connue pour tous les individus i. Ce problème d’estimation dans le

modèle de Cox stratifié avec strates manquantes a été étudié par Dupuy et Leconte

(2008, [16]). Leur approche est de recourir à la méthode de Régression-Calibration

(méthode RC par la suite). Détais et Dupuy (2008, [14]) ont de leur côté élaboré l’es-

timation avec l’algorithme Estimation-Maximisation (algorithme EM par la suite).

Nous décrivons bièvement ces deux approches d’estimation dans le modèle de Cox

avec strates manquantes.

2.3.2 Approche "Régression-Calibration"

La Régression-Calibration (RC) est une méthode simple pour estimer les para-

mètres d’un modèle de régression lorsqu’une covariable est manquante pour certains

sujets d’étude. Elle consiste à remplacer la covariable non observée par un estimateur

de son espérance conditionnelle aux covariables disponibles. Cette méthode a été ré-

cemment étudiée dans divers modèles de régression, tels que les modèles linéaires

Huang (2005, [29]), le modèle de régression logistique Rosner et al (1989, [54]) et

(1990, [53]), Spiegelman et al (2001, [57]), Weller et al (2007, [68]), les modèles gé-

néralisés Hardin et al (2003, [25]) et les modèles à risques proportionnels Prentice

(1982, [49]) et Tsiatis (2006, [63]).

Notations et méthode RC

Pour simplifier les notations, on considère le cas de deux strates (S = 1, 2). Soit

l’indicatrice de strate D = 1{S=1} égale à 1 si l’individu appartient à la strate 1 et 0 si

l’individu appartient à la strate 2. Avec ces notations, la fonction de risque instantané

peut être écrite comme:

λZ,D = λ1D exp(β>Z) + λ2D exp(β>Z), (2.11)

où D = 1−D et β est le paramètre de régression commun à toutes les strates.

La log-vraisemblance partielle de β pour n copies indépendantes (Xi,∆i, Zi, Si), i =
1, · · · , n de (X,∆, Z, S) est:

n∑
i=1

∫ τ

0

(
β>Zi −Di log{n−1

n∑
j=1

Yj(s)Dje
β>Zj}

−Di log{n−1
n∑
j=1

Yj(s)Dje
β>Zj}

)
dNi(s) (2.12)
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L’estimateur du maximum de vraisemblance de β est obtenu en maximisant (2.12).

Nous considérons maintenant la situation dans laquelle la valeur de S, ou de ma-

nière équivalente l’indicatrice de la strate D, est manquante pour certains individus.

Ainsi, un sous échantillon est disponible où toutes les variables (T,Z,D) sont obser-

vées, tandis que pour les autres sujets, seules les données (T,Z) sont observées.

Dans le cas où on peut appliquer la méthode RC, on suppose qu’on observe une co-

variable W ∈ Rq qui fournit des informations partielles sur D. Cette covariables

auxiliaire peut contenir à la fois des composantes discrètes et continues et elle est

supposée indépendante de T . On note par R l’indicatrice qui vaut 1 si D est observée

et 0 sinon et R = 1 − R. On se place sous le régime des données aléatoirement man-

quantes (MAR) qui stipule que R,D et Z sont indépendantes de W . La relation entre

ces données peut être exprimée de la manière suivante:

P[D = 1|R = 0, Z,W ] = P[D = 1|R = 1, Z,W ] = P[D = 1|Z,W ] (2.13)

Procédure "Régression Calibration"

Soit (Xi, Zi,Wi, Di, Ri), i = 1, · · · , n, n copies indépendantes de (X,Z,W,D,R). Di

est non observée lorsque Ri = 0. L’approche consiste alors à: (i) remplacer les va-

riables non observées Di par leur espérance conditionnelle E(Di|Zi,Wi) puis (ii) es-

timer le paramètre de régression en maximisant une version approchée de la log-

vraisemblance partielle, obtenue en remplaçant les Di manquantes par leurs estima-

teurs:

n∑
i=1

∫ τ

0

(
β>Zi − ξi log{n−1

n∑
j=1

Yj(s)ξjeβ
>Zj}

−ξi log{n−1
n∑
j=1

Yj(s)ξjeβ
>Zj}

)
dNi(s), (2.14)

où ξ = RiDi +RiE[Di|Zi,Wi] et ξ = RiDi +Ri(1− E[Di|Zi,Wi]).
Ensuite, si on suppose que E[Di|Zi,Wi] = µ(Zi,Wi; γ), où µ est une fonction connue,

on peut remplacer γ par l’estimateur consistant γ̂ dans l’expression de µ et on définit:

ξ̂i = RiDi + Riµ(Zi,Wi; γ̂) et ξ̂i = 1 − ξ̂i. Puis on remplace ξi par ξi et ξ̂i par ξ̂i, on

obtient alors la version approchée de la log-vraisemblance partielle:

l̂n(β) =
n∑
i=1

∫ τ

0

(
β>Zi − ξ̂i log{n−1

n∑
j=1

Yj(s)ξ̂jeβ
>Zj}

−ξ̂i log{n−1
n∑
j=1

Yj(s)ξ̂jeβ
>Zj}

)
dNi(s). (2.15)
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L’estimateur de RC β̂n de β est défini comme la solution de l’équation

Ûn(β) = ∂l̂n(β)
∂β

= 0. (2.16)

Théorie asymptotique

Afin d’étudier les propriétés asymptotiques de l’estimateur RC, nous introdui-

sons quelques notations. Soit β0 = (β0,1, · · · , β0,d), λ0,1(·), λ0,2(·), les vraies valeurs

des paramètres. Le processus du comptage Ni(t) admet l’intensité Yi(t)[λ0,1(·)Di +
λ0,2(·)Di] exp(β>0 Zi). Si les Di sont non-observées, on a:

λZi,Wi(t) =
(
λ0,1(t)E[Di|Git− ] + λ0,2(t)E[Di|Git− ]

)
exp(β>0 Zi)

avec Git = σ(1{Ti≤s}, 1{Ci≤s}, Zi,Wi : 0 ≤ s ≤ t) et l’intensité de processus de comptage

est égale à Yi(t)λ̃i(t) avec λ̃i(t) = RiλZi,Di(t) +RiλZi,Wi(t). On définit aussi:

s(k)(s, β) = E[Y (s)Z⊗kξeβ>Z ];

s(k)(s, β) = E[Y (s)Z⊗kξeβ>Z ];

r(k)(s) = E[Y (s)Z⊗kξλ̃(s)];

r(k)(s) = E[Y (s)Z⊗kξλ̃(s)];

et soit m(k)(s) = r(k)(s) + r(k)(s).

Ŝ(k)
n (s, β) = n−1

n∑
j=1

Yj(s)ξ̂jZ⊗kj eβ
>Z ;

Ŝ
(k)
n (s, β) = n−1

n∑
j=1

Yj(s)ξ̂jZ⊗kj eβ
>Z ;

S
(k)
n (s, β) = n−1

n∑
j=1

Yj(s)ξjZ⊗kj eβ
>Z ;

S(k)
n (s, β) = n−1

n∑
j=1

Yj(s)ξjZ⊗kj eβ
>Z ;

Finalement, pour β ∈ Rd, on définit:

I(β) =
∫ τ

0

[
s(2)(s,β)
s(2)(s,β) −

{ s(1)(s,β)
s(0)(s,β)

}⊗2
]
r(0)(s)ds,

I(β) =
∫ τ

0

[
s(2)(s,β)
s(2)(s,β) −

{ s(1)(s,β)
s(0)(s,β)

}⊗2
]
r(0)(s)ds,

et Γ(β) = I(β) + I(β).
Pour établir la théorie asymptotique, nous supposons les conditions de régularité sui-
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vantes:

C1 Le paramètre de régression appartient à un espace compact convexe de Rd.

C2 Les fonctions de risque de base satisfont
∫ τ

0 λ0,1(s)ds <∞ et
∫ τ

0 λ0,1(s)ds <∞.

C3 Le vecteur des covariables Z est borné.

Théorème 2.3.1 ( Dupuy et Leconte(2013, [16]))
Sous les conditions données précédemment, β̂n converge en probabilité vers β∗ solution
du système d’équations h(β) = 0, avec

h(β) =
∫ τ

0
m(1)(s)ds−

∫ τ

0

s(1)(s, β)
s(0)(s, β)

r(0)(s)ds−
∫ τ

0

s(1)(s, β)
s(0)(s, β)

r(0)(s).

Nous passons maintenant à la distributon asymptotique de l’estimateur RC. Rap-

pelons que β̂n est la solution de l’équation Ûn(β̂n) = 0, où:

Ûn(β) =
n∑
i=1

∫ τ

0

(
Zi − ξ̂i

Ŝ
(1)
n (s, β)

Ŝ
(0)
n (s, β)

− ξ̂i
Ŝ

(1)
n (s, β)
Ŝ

(0)
n (s, β)

)

est la version approchée de:

Un(β) =
n∑
i=1

∫ τ

0

(
Zi − ξi

S
(1)
n (s, β)

S
(0)
n (s, β)

− ξi
S

(1)
n (s, β)
S

(0)
n (s, β)

)
.

On se propose d’exprimer n−
1
2Un comme suit:

n−
1
2Un(β) = n−

1
2

n∑
i=1

Vi(β) + op(1),

où

Vi(β) =
∫ τ

0

{
Zi − ξi

s(1)(s, β)
s(0)(s, β)

− ξi
s(1)(s, β)
s(0)(s, β)

}
dNi(s)−

∫ τ

0

Yi(s)ξeβ
>Zi

s(0)(s, β)

{
Zi −

s(1)(s, β)
s(0)(s, β)

}

× r(0)(s)ds−
∫ τ

0

Yi(s)ξeβ
>Zi

s(0)(s, β)

{
Zi −

s(1)(s, β)
s(0)(s, β)

}
r(0)(s)ds.

Théorème 2.3.2 ( Dupuy et Leconte(2013, [16]))
Sous les conditions de régularité données précédemment, le vecteur aléatoire n−

1
2 Ûn(β∗)

admet une distribution asymptotique normale de moyenne nulle et de matrice de co-
variance W (β∗) = E[V1(β∗)⊗2].

Le théorème suivant établit la normalité asymptotique de n−
1
2 (β̂n − β∗).
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Théorème 2.3.3 ( Dupuy et Leconte(2013, [16]))
Sous les mêmes conditions de régularité, n−

1
2 (β̂n − β∗) admet une distribution asymp-

totique normale de moyenne nulle et de matrice de covariance:

Γ−1(β∗)W (β∗)Γ−1(β∗).

2.3.3 Estimation par l’algorithme EM

Nous supposons que la loi de T conditionnelle aux variables explicatives est don-

née par:

λ(t) = λk(t) exp(β>X), (2.17)

où β est le paramètre de régression commun à toutes les strates λk, k = 1, · · · ,K
sont des fonctions de risque instantané de base associées aux K strates et Λk =

∫
λk

sont les fonctions de risque cumulé de base. L’idée est de fournir, dans le modèle de

Cox stratifié avec strates manquantes, un estimateur du paramètre de régression qui

soit à la fois consistant et asymptotiquement gaussien. Cette approche est traitée par

Détais et Dupuy (2008, [14]). Soit W ∈ Rm une covariable auxiliaire qui donne des

informations partielles sur S lorsqu’elle est manquante. La probabilité d’appartenir

à la strate k ∈ K = {1, · · · ,K} connaissant les covariables W est ainsi donnée par

P(S = k|W ) = exp(γ>k W )∑k
j=1 exp(γ>k W )

,

où γk ∈ Rm est un vecteur de régression. Dans la suite, par souci d’identifiabilité, nous

posons γK = 0 et notons γ = (γ>1 , · · · , γ>K−1) le vecteur concaténé des vecteurs de ré-

gression associés à chaque strate. On désigne par R l’indicatrice qui est égale à 1 si S

est observée et 0 si non. Notons πk,γ(W ) = P(S = k|W ) pour k ∈ K = {1, · · · ,K}. Notre

n-échantillon est donc composé des observations Oi = (Xi,∆i, Zi,Wi, Ri, RiSi), i ∈
{1, · · · , n} qui sont supposées être n répliques indépendantes et de même loi que

(X,∆, Z,W,R,RS).

Le paramètre inconnu est θ = (β, γ,Λk; 1 ≤ k ≤ K) et la vraie valeur du modèle

est notée θ0 = (β0, γ0,Λk,0; 1 ≤ k ≤ K). Le paramètre d’intérêt pour l’inférence sur

ce modèle est le paramètre de régression β, les paramètres γ et Λk sont considérés

comme des paramètres de nuisance. Les estimateurs de (β0, γ0,Λk,0; k ∈ K) sont ob-

tenus en maximisant une version modifiée de la log-vraisemblance. S’ils existent, ces

estimateurs sont des estimateurs non paramétriques de maximum de vraisemblance

(NPMLE, par la suite).
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Comme les strates ne sont pas complètement observées, nous ne pouvons pas uti-

liser la formule de la vraisemblance partielle pour l’estimation de β. Par conséquent,

nous calculons la vraisemblance observée relative au paramètre θ. La vraisemblance

est donnée par:

L(obs)
n (θ) =

n∏
i=1

( K∏
k=1

(
λk(Xi)∆i exp(∆iβ

>Zi − Λk(Xi)eβ
>Zi)πk,γ(Wi)

)1{Si=k})Ri

×
( K∑
k=1

λk(Xi)∆i exp(∆iβ
>Zi − Λk(Xi)eβ

>Zi)πk,γ(Wi)
)1{Si=k})1−Ri

.

Cette expression pose des difficultés lors de la recherche de l’estimateur non-paramétrique

du maximum de vraisemblance (NPMLE). Cette problématique peut être résolue par

l’algorithme Espérance Maximisation (EM), Dempster et al.(1977, [13]). Cette ap-

proche consiste à résoudre le problème de maximisation en procédant itérativement

sur la log-vraisemblance des données complètes. La covariable non observée est rem-

placée par son espérance conditionnée par les observations. Cela conduit à envisager

un algorithme itératif qui se résume en deux étapes principales:

- Étape de calcul de l’espérance de la log-vraisemblance des données complètes

conditionnée par les données réellement observées.

- Étape de maximisation: actualisation du paramètre courant comme une des va-

leurs maximisant la quantité calculée dans l’étape précédente.

Pour 1 ≤ i ≤ n et k ∈ K, soit wi(k, θ) la probabilité d’appartenir à la k-ième strate

sachant (Ti,∆i, Xi,Wi) et la valeur du paramètre θ. Soit Q(Oi, k, θ) l’espérance de

1{Si=k} sachant Oi et θ. Alors Q(Oi, k, θ) peut s’écrire sous la forme

Q(Oi, k, θ) = Ri1{Si=k} + (1−Ri)wi(k, θ)

Théorème 2.3.4 (Détais et Dupuy (2008, [14]))
Sous certaines conditions de régularité, le NPMLE θ̂n = (β̂n, γ̂n, Λ̂k,n; k ∈ K) de θ0

existe et l’estimateur NPMLE θ̂n satisfait l’équation pour tout k ∈ K:

Λ̂k,n(t) =
∫ t

0

n∑
i=1

Q(Oi, k, θ)
Q(Oj , k, θ) exp(β̂>nXj)Yj(s)

dNi(s).

Voici quelques résultats asymptotiques des estimateurs proposés:

Théorème 2.3.5 (Détais et Dupuy (2008, [14]))
Sous certaines conditions de régularité, ‖β̂n−β0‖ et supt∈[0,τ ] |Λ̂k,n(t)−Λk,0(t)| convergent
vers 0 presque sûrement lorsque n tend vers l’infini.
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Afin de donner la convergence asymptotique de β̂n, on définit {e1, · · · , ep} la base cano-

nique de Rp, σ̃−1
β = σ−1

β (u, 0, 0, k ∈ K), σ̃−1
γ = σ−1

β (0, u, 0, k ∈ K) et σ̃−1
Λ = σ−1

β (0, 0, u, k ∈
K) sont des opérateurs linéaires.

Théorème 2.3.6 (Détais et Dupuy (2008, [14]))
Sous certaines conditions de régularité,

√
n(γ̂n − γ0) admet une distribution asymp-

totique normale N(0,Σγ). De plus, pour tout t ∈ [0, τ ] et j ∈ K,
√
n(Λ̂j,n − Λj,0(t) est

asymptotiquement distribuée comme une loi N(0, v2
j (t)), où

v2
j (t) =

∫ t

0
σ−1

Λj (hj,t)(u)dΛj,0(u)

avec h une application linéaire donnée. Les quantités v2
j (t) et σ−1 n’ont pas des expres-

sion explicites.

Le lecteur intéressé peut se reporter à Détais et Dupuy (2008, [14]) dans lequel les

auteurs ont traité ce problème en donnant explicitement les conditions de régularité

pour montrer les propriétés asymptotiques.
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A goodness-of-fit test for the stratified

proportional hazards model for survival data and

the problem of stratification with unknown

threshold

Abstract

Goodness-of-fit testing is addressed in the stratified proportional hazards model for
survival data. A test statistic based on within-strata cumulative sums of martingale
residuals over covariates is proposed and its asymptotic distribution is derived un-
der the null hypothesis of model adequacy. A Monte Carlo procedure is proposed to
approximate the critical value of the test. Simulation studies are conducted to exa-
mine finite-sample performance of the proposed statistic. The stratified proportional
hazards model with unknown threshold is also studied. An estimator of the regres-
sion parameter β is proposed, based on the partial likelihood and its behaviour is also
examined. A two-steps estimation method of the variance of regression parameter is
proposed and comparisons are made with an oracle method. Important gains in term
of variance and mean square error can be made with the proposed method.
Keywords: asymptotic distribution, martingale, residuals, simulations, survival ana-

lysis.
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3.1 A goodness-of-fit test for the stratified pro-
portional hazards model for survival data

THe stratified proportional hazards model (see for example [5, 42]) generalizes

the usual Cox proportional hazards regression model (see [11]) for survival data

by allowing different groups (called strata) of the population under study to have

distinct baseline hazard functions. Precisely, in the stratified model, the strata divide

the sample individuals into J disjoint groups, each having a distinct baseline hazard

function α0,j but a common value for the regression parameter. The hazard function

of an individual in stratum j thus takes the form

αj(t) = α0,j(t)eβ
>
0 Z, j = 1, . . . , J, (3.1)

where Z is a p-vector of covariates, β0 is a p-vector of unknown regression parameters

of interest, > denotes the transpose and {α0,j(t) : t ≥ 0, j = 1, . . . , J} are J unk-

nown baseline hazard functions. A consistent and asymptotically normal estimator

of β0 is obtained by maximizing the so-called partial likelihood function (see [12]).

The partial likelihood for the stratified model (3.1) is the product over strata of the

within-stratum partial likelihoods (see [5]). Further discussion of this model, inclu-

ding estimation of the cumulative baseline hazard functions A0,j(t) =
∫ t

0 α0,j(u) du,
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can be found in [3] and [42].

The stratified proportional hazards model recently began to be increasingly used

in various fields, such as economy, marketing, medicine and public health. For example,

in [32], authors use this model to assess the relative performance of piggyback loans

and insured loans with respect to residential mortgage lifetimes in USA. In [23], the

author uses a stratified proportional hazards model to identify risk factors of churn

among customers of a mobile phone operator. In [55], a stratified proportional hazards

model is used to evaluate mortality after radical prostatectomy. In [45], association

between exposure to antibiotics in fetal and early life and asthma in childhood is also

investigated by using a stratified model.

Despite this recent interest, methodological developments for the stratified pro-

portional hazards model are still a few. In [16] and [22], authors investigate estima-

tion in the stratified model with covariate missing values and covariate measurement

error respectively. The prognostic ability of the stratified model is assessed in [10] and

[44]. In [26], authors propose a measure to quantify the partial dependence between

a survival time and a covariate in the stratified model. Confidence intervals for the

difference of median survival times in the stratified model are investigated in [33].

Finally, a stratified proportional hazards model with spatio-temporal heterogeneity

is developed in [24]. In the present paper, we consider goodness-of-fit testing for the

stratified proportional hazards model.

Many goodness-of-fit tests have been proposed for the usual (unstratified) propor-

tional hazards model. In particular, several authors discussed goodness-of-fit tests

based on weighted sums of martingale residuals. A non-exhaustive list of references

includes [20, 37, 43, 66], see also [5] for a detailed account of this topic. However,

to the best of our knowledge, no goodness-of-fit tests have been proposed yet for the

stratified proportional hazards model (3.1). Our paper aims at filling this gap.

We propose a goodness-of-fit test statistic for model (3.1) based on within-stratum

cumulative sums of residuals. We establish rigorously the asymptotic distribution of

this statistic under the null hypothesis that model (3.12) is correct. A Monte Carlo

procedure is proposed to approximate the critical value of the test for a given asymp-

totic level. Finite-sample performance of the test are investigated via simulations.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 3.2, we construct our test

statistic, we investigate its null asymptotic distribution and we discuss Monte Carlo

approximation of the critical value. In Section 3.3, we conduct a simulation study to

assess level and power properties of our test for various numbers of strata, sample

sizes and proportions of censored observations. Section 3.6 concludes the paper with

some perspectives. Proofs of some intermediate technical results are given in an ap-

pendix.
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3.2 The proposed test statistic and decision rule

3.2.1 Preliminaries and notations

All random variables are defined on the same probability space (Ω, C,P). Let

T be a random failure time whose distribution depends on a vector of covariates

Z = (Z1, . . . , Zp)> ∈ Rp and on a stratum indicator S ∈ {1, . . . , J}. We assume that

conditionally on Z and S = j, the hazard function of T is given by model (3.12).

We suppose that T is randomly right-censored by a positive random variable C and

that T and C are independent conditionally on Z and S. The analysis is restricted to

the time interval T := [0, τ ], where τ < ∞ denotes the end of the study. Therefore,

we actually observe the duration X = min(T,min(C, τ)) and a censoring indicator

∆ = 1{T≤min(C,τ)}.

Available data consist of n independent and identically distributed copies (Xi,∆i,Zi, Si)
of the random vector (X,∆,Z, S). For every i = 1, . . . , n and t ∈ T , we denote by

Ni(t) = 1{Xi≤t}∆i and Yi(t) = 1{Xi≥t} the failure counting and at-risk processes of the

i-th individual respectively. The processNi(t) has intensity Yi(t)
∑J
j=1 α0,j(t)eβ

>
0 Zi1{Si=j}

with respect to the filtration (Ft,i)t≥0 defined by Ft,i = σ{Zi, Si,Ni(s), Yi(s): 0 ≤ s ≤ t},
so that processes

Mi(t) = Ni(t)−
∫ t

0
Yi(s)

J∑
j=1

α0,j(s)eβ
>
0 Zi1{Si=j} ds, i = 1, . . . , n

are martingales.

As mentioned above, a consistent and asymptotically normal estimator β̂n of β0 in

model (3.1) is obtained by maximizing the partial likelihood

J∏
j=1

n∏
i=1

(
eβ
>Zi∑n

k=1 Yk(Xi)eβ>Zk1{Sk=j}

)∆i1{Si=j}
,

(see [5]) while cumulative baseline hazard functions A0,j(t) =
∫ t

0 α0,j(u) du can be

estimated by Breslow-type estimators

Â0,j(t) =
∫ t

0

∑n
i=1 1{Si=j}dNi(s)∑n

k=1 Yk(s)eβ̂
>
n Zk1{Sk=j}

, j = 1, . . . , J.

Martingale residuals in model (3.1) can be defined similarly as in the classical unstra-

tified Cox model. Precisely, we define the residual martingale for the i-th individual
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as

M̂i(t, β̂n) = Ni(t)−
J∑
j=1

∫ t

0

Yi(s)eβ̂
>
n Zi1{Si=j}

S
(0)
j (s, β̂n)

dN̄j(s), (3.2)

where N̄j(s) =
∑n
i=1Ni(s)1{Si=j} and S(0)

j (s, β̂n) =
∑n
i=1 Yi(s)eβ̂

>
n Zi1{Si=j}.

3.2.2 The proposed test statistic and its asymptotic dis-
tribution under H0

We construct a test statistic for the null hypothesis that the stratified proportional

hazards model (3.1) is true, that is, for

H0 : αj(t) = α0,j(t)eβ
>
0 Z, for j = 1, . . . , J.

Our test statistic is based on within-stratum partial cumulative sums of the martin-

gale residuals (3.2). So far, model-checking techniques based on cumulative sums of

residuals have been developed for various models such as the generalized linear mo-

del (e.g., [58, 59]), Cox’s model (e.g., [5, 20, 37, 43, 66]) and Aalen’s additive risk model

([19]). For the stratified proportional hazards model (3.1), we propose to consider the

process

Qjn,z(t, β̂n) := 1√
n

n∑
i=1

M̂i(t, β̂n)1{Si=j}1{Zi≤z}, (3.3)

where z = (z1, . . . , zp)> ∈ Rp and the event {Zi ≤ z} means that all components

Z1,i, . . . , Zp,i of Zi are less than or equal to the corresponding components of z. Under

model (3.12), we have

n∑
i=1

M̂i(t, β̂n)1{Si=j} = 0

for every j = 1, . . . , J . Under H0, one would thus expect that the partial-sum pro-

cess Qjn,z(t, β̂n) fluctuates around 0 and a large value of Qjn,z(t, β̂n) should lead to the

conclusion that model (3.12) is misspecified for the j-th stratum. Note that the func-

tion z 7→ Qjn,z(t, β̂n) has possible jumps at the distinct values of the Zi, i = 1, . . . , n.

Therefore it is sufficient to consider a finite number Q of values for the vector z (this

issue is discussed in Section ??). If z1, . . . , zQ are Q such values, we consider the

within-stratum statistics maxq∈Q |Qjn,zq(t, β̂n)| (for j = 1, . . . , J), where Q = {1, . . . , Q}
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and we combine all within-stratum statistics in the overall test statistic

max
1≤j≤J

max
q∈Q
|Qjn,zq(t, β̂n)|.

We consider this statistic at t = τ in order to use the whole data information and

finally, we define our goodness-of-fit test statistic as:

Sn := max
1≤j≤J

max
q∈Q
|Qjn,zq(τ, β̂n)|. (3.4)

We now establish the asymptotic distribution of Sn under the null hypothesis H0. We

first introduce some further notations and some regularity conditions. If u is a vector

in Rp, let u⊗0 = 1 and u⊗1 = u. For k = 0, 1, j = 1, . . . , J , s ∈ T and β ∈ Rp, we define

S
(k)
j (s, β) =

n∑
i=1

Yi(s)Z⊗
k

i eβ
>Zi1{Si=j},

S
(k)
j,z (s, β) =

n∑
i=1

Yi(s)Z⊗
k

i eβ
>Zi1{Si=j}1{Zi≤z},

s
(k)
j (s, β) = E

(
Yi(s)Z⊗

k

i eβ
>Zi1{Si=j}

)
,

s
(k)
j,z (s, β) = E

(
Yi(s)Z⊗

k

i eβ
>Zi1{Si=j}1{Zi≤z}

)
.

Finally, ‖ ·‖T and ‖ ·‖T ×B will denote uniform norms on T and T ×B respectively. The

asymptotic distribution of our goodness-of-fit statistic Sn will be established under

the following conditions:

C1 β0 belongs to the interior of a compact subset B of Rp.

C2 The time τ is such that
∫ τ
0 α0,j(u) du <∞ for all j = 1, . . . , J .

C3 The covariate Z is bounded.

C4 For j = 1, . . . , J and every z ∈ Rp, the families {s(k)
j,z (s, ·); s ∈ T } and {s(k)

j (s, ·); s ∈
T } (k = 0, 1) of functions of β are equicontinuous at β0.

C5 For j = 1, . . . , J , there exists a constant c > 0 such that inf
s∈T

s
(0)
j (s, β0) > c.

Our result is as follows:

Theorem 3.1 Let Q ∈ N and z1, . . . , zQ be Q vectors in Rp. Let W be a (J · Q)-
dimensional Gaussian vector with components denoted by W := (W1>, . . . ,WJ>)>,
where Wj := (W j

1 , . . . ,W
j
Q)> for j = 1, . . . , J . Assume that W has mean zero and

variance-covariance matrix S, where S is the (J ·Q)× (J ·Q) block-matrix


Σ1 . . . 0Q×Q
... . . . ...

0Q×Q . . . ΣJ
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and Σj = (Σj
k,`)1≤k,`≤Q is the Q×Q matrix with components

Σj
k,` := E

[∫ τ

0
α0,j(s)Yi(s)eβ

>
0 Zi1{Si=j}1{Zi≤zk}1{Zi≤z`} ds

]

−
∫ τ

0
α0,j(s)

s
(0)
j,zk(s, β0) · s(0)

j,z`(s, β0)

s
(0)
j (s, β0)

ds

and 0Q×Q is a Q × Q matrix with all components zero. Assume that conditions C1-
C5 hold. Then under H0, the test statistic Sn converges in distribution, as n tends to
infinity, to S := max1≤j≤J maxq∈Q |W j

q |.

Proof. We need two intermediate lemmas. Their proofs are postponed to an appendix.

Lemma 3.1 Let z1, . . . , zQ be Q vectors in Rp. Assume that conditions C1-C5 hold and
for j = 1, . . . , J , let Qj

n(·, β) := (Qjn,z1(·, β), . . . , Qjn,zQ(·, β))>. Then under H0, the process
(Q1

n(·, β0)>, . . . ,QJ
n(·, β0)>)> converges weakly in (D(T ))J ·Q to a zero-mean Gaussian

process (W1>, . . . ,WJ>)> (with Wj := (W j
1 , . . . ,W

j
Q)>) with covariance function

cov(W j
k (t1),W j

` (t2)) = E
[∫ min(t1,t2)

0
α0,j(s)Yi(s)eβ

>
0 Zi1{Si=j}1{Zi≤zk}1{Zi≤z`} ds

]

−
∫ min(t1,t2)

0
α0,j(s)

s
(0)
j,zk(s, β0) · s(0)

j,z`(s, β0)

s
(0)
j (s, β0)

ds

and cov(W j
k (t1),W j′

` (t2)) = 0 if j 6= j′ (with 1 ≤ k, ` ≤ Q and t1, t2 ∈ T ).

Lemma 3.2 Assume that conditions C1-C5 hold. Then underH0, Qj
n(·, β̂n) = Qj

n(·, β0)+
oP(1) where the oP(1) is uniform on T .

We now prove Theorem 3.1. It follows from Lemma 3.1 and Lemma 3.2 that underH0,

the process (Q1
n(·, β̂n)>, . . . ,QJ

n(·, β̂n)>)> converges weakly to a zero-mean Gaussian

process on T J ·Q, with covariance function as in Lemma 3.1. Hence (Q1
n(τ, β̂n)>, . . . ,QJ

n(τ, β̂n)>)>

converges in distribution to a Gaussian vector with mean zero and variance-covariance

matrix given by S in Theorem 3.1 (this vector is denoted by W := (W1>, . . . ,WJ>)>,

with Wj> := (W j
1 , . . . ,W

j
Q), j = 1, . . . , J). By the continuous mapping theorem, Sn

converges in distribution to max1≤j≤J maxq∈Q |W j
q |.

�

Based on Theorem 3.1, a natural decision rule is as follows: reject H0 (at the

asymptotic level α ∈ (0, 1)) if Sn is greater than the quantile q1−α(S) of order 1− α of

the distribution of S. However, this quantile - or critical value of the test - is unknown.

In the next section, we propose to estimate it via Monte Carlo simulations.
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3.2.3 Monte Carlo estimation of the critical value and de-
cision rule

In order to estimate q1−α(S), we propose to: i) simulate a large number (say M )

of realizations of W, ii) calculate the corresponding values s1, . . . , sM of S, iii) ap-

proximate q1−α(S) by the empirical quantile of order 1 − α of (s1, . . . , sM ). However,

the matrix S needed to simulate data from W ∼ N(J ·Q)(0,S) is unknown. Under H0,

this matrix can be estimated by replacing unknown terms in Σj
k,` by their empirical

counterparts. Precisely, we define:

Σ̂j
k,` :=

∫ τ

0

S
(0)
j,z̆k,`(s, β̂n)

S
(0)
j (s, β̂n)

−
S

(0)
j,zk(s, β̂n) · S(0)

j,zl(s, β̂n)

(S(0)
j (s, β̂n))2

 dN̄j(s)
n

,

where z̆k,` denotes the vector in Rp whose j-th component (j = 1, . . . , p) is the mini-

mum of the j-th components of zk and z`. This estimator is consistent, as stated in

Proposition 3.2.1.

Proposition 3.2.1 Assume that conditions C1-C5 hold. Then, underH0, Σ̂j
k,` converges

in probability to Σj
k,` as n tends to infinity.

Proof. Let

V j
k,`(s, β) :=

S
(0)
j,z̆k,`(s, β)

S
(0)
j (s, β)

−
S

(0)
j,zk(s, β) · S(0)

j,z`(s, β)

(S(0)
j (s, β))2

and

vjk,`(s, β) :=
s

(0)
j,z̆k,`(s, β)

s
(0)
j (s, β)

−
s

(0)
j,zk(s, β) · s(0)

j,z`(s, β)

(s(0)
j (s, β))2

.

We have:

∣∣∣Σ̂j
k,` − Σj

k,`

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ τ

0
V j
k,`(s, β̂n)dN̄j(s)

n
−
∫ τ

0
vjk,`(s, β0)s(0)

j (s, β0)α0,j(s) ds
∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣
∫ τ

0

{
V j
k,`(s, β̂n)− vjk,`(s, β̂n)

} dN̄j(s)
n

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣
∫ τ

0

{
vjk,`(s, β̂n)− vjk,`(s, β0)

} dN̄j(s)
n

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣
∫ τ

0
vjk,`(s, β0)

{
dN̄j(s)
n

− 1
n
S

(0)
j (s, β0)α0,j(s) ds

}∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ τ

0
vjk,`(s, β0)

{ 1
n
S

(0)
j (s, β0)− s(0)

j (s, β0)
}
α0,j(s) ds

∣∣∣∣ (3.5)
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Under conditions C1-C5, ‖V j
k,` − v

j
k,`‖T ×B converges to zero in probability. Moreover,

N̄j(τ)/n tends to E[N(τ)1{S=j}] < ∞. Therefore, the first term in (3.5) converges to

zero in probability. Condition C4 and the convergence of N̄j(τ)/n to E[N(τ)1{S=j}] <∞
imply that the second term in (3.5) also converges to zero. Consider the third term in

(3.5). Let δ > 0, η > 0. By Lenglart inequality (e.g., [3]), we have

P
(∣∣∣∣∫ τ

0
vjk,`(s, β0) 1

n
dM̄j(s)

∣∣∣∣ > η

)
≤ δ

η2 + P
(∫ τ

0
(vjk,`(s, β0))2 1

n
S

(0)
j (s, β0)α0,j(s) ds > nδ

)
.

For any δ > 0, the probability on the right-hand side of this inequality converges to

zero as n tends to infinity, and since δ is arbitrary, P(|
∫ τ

0 v
j
k,`(s, β0) 1

ndM̄j(s)| > η) must

converge to zero. Thus the third term in (3.5) converges to zero in probability. Finally,∣∣∣∣∫ τ

0
vjk,`(s, β0)

{ 1
n
S

(0)
j (s, β0)− s(0)

j (s, β0)
}
α0,j(s) ds

∣∣∣∣
≤
∫ τ

0

∣∣∣vjk,`(s, β0)
∣∣∣α0,j(s) ds×

∥∥∥∥ 1
n
S

(0)
j (·, β0)− s(0)

j (·, β0)
∥∥∥∥
T
.

The first term on the right-hand side of this inequality is bounded under conditions

C1-C5 and the second term converges to zero in probability by Glivenko-Cantelli theo-

rem. Thus the fourth term in (3.5) converges to zero and the proof is complete.

�

In what follows, we denote by Ŝ the estimator of S obtained by replacing the Σj
k,`

by their estimators (j = 1, . . . , J ; k, ` = 1, . . . , Q).
We now apply a parametric bootstrap procedure: i) we simulate M vectors W∗1, . . .W∗M
from W∗ ∼ N(J ·Q)(0, Ŝ), ii) we calculate the corresponding values s∗i = max1≤j≤J maxq∈Q |W ∗ji,q |,
i = 1, . . . ,M , iii) we estimate q1−α(S) by the empirical quantile q∗1−α of order 1 − α of

s∗1, . . . , s
∗
M . Our decision rule is finally: "reject H0 at the asymptotic level α ∈ (0, 1) if

Sn ≥ q∗1−α".

In the next section, we investigate this decision rule via simulations. Several is-

sues are discussed, such as the choice of Q and z1, . . . , zQ.

3.3 Simulation study
In this simulation study, we investigate the finite sample behaviour of our test

statistic for various numbers of strata typically encountered in practice (J = 3, 5).

Precisely, we assess level and power of our test against various alternatives, for se-

veral sample sizes and censoring fractions. Simulations are run using the statistical

language R (see [51]) under a Linux Ubuntu Server 14.04 LTS 64Bits with two pro-
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cessors Intel E5 2640v2 running at 1600MHZ, with 256Go RAM.

First, we simulate N = 105 samples of size n of observations from model (3.12)

with J = 3. The sample sizes in the 3 strata are denoted by (n1, n2, n3), with n =∑3
j=1 nj . We consider several values for (n1, n2, n3), namely (100, 110, 80), (150, 175, 120)

and (200, 225, 190). The baseline hazard function in stratum j (j = 1, 2, 3) is α0,j(t) =
λjαjt

αj−1 with (α1, λ1) = (2.1, 1), (α2, λ2) = (1.2, 0.75), (α3, λ3) = (1.8, 1.5). We consider

a two-dimensional covariate Z = (Z1, Z2)>, where Z1 and Z2 are independent and

distributed as a Gaussian N (0, 1) and a uniform U(1, 3) respectively. We take β0 =
(0.2, 0.7)>. The model used for simulating data is thus αj(t) = λjαjt

αj−1e0.2Z1+0.7Z2 ,

j = 1, 2, 3. Censoring times are simulated from an exponential distribution with pa-

rameter µ > 0, where µ is chosen to yield some pre-specified proportion c of censored

observations (we consider c = 0.1, 0.2, 0.4).

As mentioned in Section 3.2.2, the function z 7→ Qjn,z(t, β̂n) has possible jumps at the

distinct values of the Zi, i = 1, . . . , n. Therefore it is sufficient to consider a finite

number Q of values for the vector z. One may consider all distinct Zi but our nu-

merical experiments showed that no major change affects the outcome of the test

when Q is smaller than n, provided that Q stays large enough. Thus in this si-

mulation study, we take Q = 250 when (n1, n2, n3) = (100, 110, 80), Q = 400 when

(n1, n2, n3) = (150, 175, 120), Q = 600 when (n1, n2, n3) = (200, 225, 190) and we use a

regular grid of values zq over the range of the Zi.
Under the setting described above, the null hypothesis H0 holds and we investigate

level of our test. For each of the N simulated samples, we calculate the test statistic

Sn and approximate the critical value (for an asymptotic level α = 0.05) by using the

Monte Carlo procedure described in Section 3.2.3 (with M = 5000). Finally, we apply

the proposed decision rule. Table 1 provides empirical level of the test for the various

configurations of the simulation design parameters (see the row labeled "H0").

Next, we investigate power of our test. For J = 3, we consider the following alter-

natives (respectively denoted by H1,a, H1,b, H1,c and H1,d):

— non-proportional hazards model: the hazard function in stratum j is chosen as

αj(t) = αje
1.2Z1+1.5Z2×t, j = 1, 2, 3. We take α1 = 0.01, α2 = 0.1, α3 = 0.25. Ha-

zard ratios are not constant in time and thus, the model is not a proportional

hazards model.

— covariate threshold effect: the hazard function in stratum j is chosen as αj(t) =
λjαjt

αj−1e
1.7Z11{Z1>ξj}+0.5Z2 , j = 1, 2, 3. We take (α1, λ1, ξ1) = (1.5, 1, 0.6), (α2, λ2, ξ2) =

(0.5, 0.75, 1) and (α3, λ3, ξ3) = (1, 1.25, 0.8).
— distinct regression parameters across strata: the hazard function in stratum j

is chosen as αj(t) = λjαjt
αj−1eβ1,jZ1+β2,jZ2 , j = 1, 2, 3. We take (α1, λ1, β1,1, β2,1) =

(2.1, 1, 0.2, 0.7), (α2, λ2, β1,2, β2,2) = (1.2, 0.75, 1, 1) and (α3, λ3, β1,3, β2,3) = (1.8, 1.5, 0.2, 0.2).
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— omitted covariates: the hazard function in stratum j is taken as αj(t) = λjαjt
αj−1eZ1−0.7Z2+0.75Z3

(j = 1, 2, 3) where the additional covariate Z3 is distributed as a N (1, 0.25). We

take (α1, λ1) = (2.1, 1), (α2, λ2) = (1.2, 0.75) and (α3, λ3) = (1.8, 1.5).
We simulate N = 105 samples of observations under each of these alternatives. The

simulation design (within-stratum sample sizes, censoring proportion) is the same as

for evaluating level. For each sample and each alternative hypothesis, we calculate

Sn (based on the fitted model α0,j(t) exp(β1Z1 + β2Z2), j = 1, 2, 3), we approximate the

critical value (for an asymptotic level α = 0.05) by using the Monte Carlo procedure

of Section 3.2.3 (with M = 5000) and finally, we apply the proposed decision rule.

Empirical powers of the test under each alternative are reported in Table 3.1 (see

rows labeled H1,a, H1,b, H1,c, H1,d).

(100, 110, 80) (150, 175, 120) (200, 225, 190)

c 0.1 0.2 0.4 0.1 0.2 0.4 0.1 0.2 0.4

H0 0.0569 0.0679 0.0629 0.0436 0.0612 0.0629 0.0686 0.0505 0.0650

H1,a 0.6762 0.5408 0.4187 0.8177 0.6982 0.4683 0.9705 0.8443 0.5790
H1,b 0.6287 0.5320 0.4635 0.7577 0.7370 0.7216 0.9149 0.8600 0.8561
H1,c 0.7469 0.7239 0.6648 0.9178 0.9130 0.8563 0.9818 0.9779 0.9659
H1,d 0.6763 0.6483 0.4889 0.8423 0.8217 0.7897 0.9357 0.9191 0.8931

Tableau 3.1: Empirical size and power of the proposed test for various cen-
soring proportions and sample sizes, with J = 3. All results are based on 105

simulated samples.

Then, we conduct a similar study as above, with J = 5. For investigating level, we

simulate data from the stratified model α0,j(t) = λjαjt
αj−1e0.2Z1+0.7Z2 (j = 1, . . . , 5)

with the same (αi, λi), i = 1, 2, 3 as above and (α4, λ4) = (1, 1), (α5, λ5) = (1.2, 0.5).
We consider following sample sizes: (100, 110, 80, 110, 70), (150, 175, 120, 80, 110) and

(200, 225, 190, 150, 120). A similar procedure as for J = 3 yields results in Table 2 (see

the row labeled "H0"). The power of the test is investigated under the same alterna-

tives as above, with two additional strata. For conciseness, we postpone description of

parameters values for strata j = 4, 5 to an appendix. Empirical powers of the test un-

der each alternative are reported in Table 3.2 (see rows labeled H1,a, H1,b, H1,c, H1,d).

From these results, the proposed test statistic performs well under a variety of

conditions. The empirical level is close to the nominal level even when censoring is

large (40%, say). As expected, power of the test increases when within-strata sample
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(100, 110, 80, 110, 70) (150, 175, 120, 80, 110) (200, 225, 190, 150, 120)

c 0.1 0.2 0.4 0.1 0.2 0.4 0.1 0.2 0.4

H0 0.0638 0.0612 0.0428 0.0401 0.0584 0.0502 0.0524 0.0624 0.0609

H1,a 0.7365 0.5967 0.2355 0.9341 0.8517 0.5581 0.9782 0.9263 0.6105
H1,b 0.4502 0.4335 0.3837 0.8079 0.7283 0.6823 0.8876 0.8794 0.8627
H1,c 0.8167 0.6616 0.5869 0.9195 0.9003 0.8830 0.9785 0.9718 0.9282
H1,d 0.5898 0.5233 0.5211 0.8018 0.7937 0.7955 0.9657 0.9541 0.9210

Tableau 3.2: Empirical size and power of the proposed test for various censo-
ring proportions and sample sizes, with J = 5. All results are based on 105

simulated samples.

sizes increase and decreases when censoring increases. However, when censoring is

low to moderate (20%, say), the test maintains satisfactory power against every al-

ternative provided that within-strata sample sizes are all sufficiently large (greater

than 100, say). When censoring is heavy (40%, say), the test still maintains good po-

wer if all within-strata sample sizes are sufficiently large, say 200. Overall, our test

appears to provide an efficient tool for assessing adequacy of the stratified proportio-

nal hazards model under usual conditions of sample size and censoring.

Appendix A. Proofs of Lemma 3.1 and Lemma
3.2.

Proof of Lemma 3.1 We use the martingale central limit theorem (e.g., Theorem

5.3.5 in [18]) to establish weak convergence of the process (Q1
n(·, β0)>, . . . ,QJ

n(·, β0)>).
First, we provide an alternative expression for Qjn,z(t, β0). For j = 1, . . . , J , let N̄j(s) =∑n
i=1 1{Si=j}Ni(s). From (3.3), we have:

Qjn,z(t, β0) := 1√
n

n∑
i=1

M̂i(t, β0)1{Si=j}1{Zi≤z},

=
n∑
i=1

∫ t

0

1√
n

1{Si=j}1{Zi≤z}

{
dNi(s)−

J∑
`=1

Yi(s)eβ
>
0 Zi1{Si=`}

S
(0)
` (s, β0)

dN̄`(s)
}

=
n∑
i=1

∫ t

0

1√
n

1{Zi≤z}

1{Si=j}dNi(s)−
Yi(s)eβ

>
0 Zi1{Si=j}

S
(0)
j (s, β0)

dN̄j(s)


=

n∑
i=1

∫ t

0

1√
n

1{Zi≤z} −
S

(0)
j,z (s, β0)

S
(0)
j (s, β0)

 1{Si=j} dNi(s).
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Now, recall that Ni(t) =
∫ t
0 Yi(s)

∑J
j=1 α0,j(s)eβ

>
0 Zi1{Si=j} ds+Mi(t) and thus:

Qjn,z(t, β0) =
n∑
i=1

∫ t

0

1√
n

1{Zi≤z} −
S

(0)
j,z (s, β0)

S
(0)
j (s, β0)

 1{Si=j}Yi(s)α0,j(s)eβ
>
0 Zids

+
n∑
i=1

∫ t

0

1√
n

1{Zi≤z} −
S

(0)
j,z (s, β0)

S
(0)
j (s, β0)

 1{Si=j} dMi(s).

The first term in the right-hand side of this equality is 0 (straightforward calculations

are omitted), which yields:

Qjn,z(t, β0) :=
n∑
i=1

∫ t

0

1√
n

1{Zi≤z} −
S

(0)
j,z (s, β0)

S
(0)
j (s, β0)

 1{Si=j} dMi(s). (3.6)

The process Qjn,z := (Qjn,z(·, β0)) is then a martingale with respect to the filtration∨
i≤nFt,i. Let k, ` ∈ {1, . . . , Q} and t ∈ T . Using expression (3.6), we have:

〈Qjn,zk , Q
j
n,z`〉(t) =

n∑
i=1

∫ t

0

1
n

1{Zi≤zk} −
S

(0)
j,zk(s, β0)

S
(0)
j (s, β0)


×

1{Zi≤z`} −
S

(0)
j,z`(s, β0)

S
(0)
j (s, β0)

 1{Si=j}α0,j(s)Yi(s)eβ
>
0 Zi ds.

As n tends to infinity, 〈Qjn,zk , Q
j
n,z`〉(t) converges in probability to

Cjzk,z`(t) := E
[∫ t

0
1{Z≤zk}1{Z≤z`}1{S=j}α0,j(s)Y (s)eβ>0 Z ds

]

−E

∫ t

0
1{Z≤zk}

s
(0)
j,z`(s, β0)

s
(0)
j (s, β0)

1{S=j}α0,j(s)Y (s)eβ>0 Z ds


−E

∫ t

0
1{Z≤z`}

s
(0)
j,zk(s, β0)

s
(0)
j (s, β0)

1{S=j}α0,j(s)Y (s)eβ>0 Z ds


+E

∫ t

0

s
(0)
j,zk(s, β0)s(0)

j,z`(s, β0)

(s(0)
j (s, β0))2

1{S=j}α0,j(s)Y (s)eβ>0 Z ds


= E

[∫ t

0
1{Z≤zk}1{Z≤z`}1{S=j}α0,j(s)Y (s)eβ>0 Z ds

]

−
∫ t

0

s
(0)
j,zk(s, β0)s(0)

j,z`(s, β0)

s
(0)
j (s, β0)

α0,j(s) ds.
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Moreover, when j 6= j′, we have:

〈Qjn,zk , Q
j′
n,z`〉(t) =

n∑
i=1

∫ t

0

1
n

1{Zi≤zk} −
S

(0)
j,zk(s, β0)

S
(0)
j (s, β0)


1{Zi≤z`} −

S
(0)
j′,z`(s, β0)

S
(0)
j′ (s, β0)


×1{Si=j}1{Si=j′}Yi(s)

J∑
m=1

α0,m(s)eβ>0 Zi1{Si=m} ds

= 0

since 1{Si=j}1{Si=j′} = 0. Next, we verify Lindeberg condition (e.g., condition (3.18) of

Theorem 5.3.5 in [18]). Let ε > 0, E(0)
j,zk(s, β0) := S

(0)
j,zk(s, β0)/S(0)

j (s, β0) and define the

jump process Qjn,zk,ε by Qjn,zk,ε(t, β0) =

n∑
i=1

∫ t

0

1√
n

{
1{Zi≤zk} − E

(0)
j,zk(s, β0)

}
1{∣∣∣ 1√

n

(
1{Zi≤zk}−E

(0)
j,zk

(s,β0)
)∣∣∣>ε}1{Si=j} dMi(s).

We have:

〈Qjn,zk,ε, Q
j
n,zk,ε〉(t) =

n∑
i=1

∫ t

0

{ 1√
n

(
1{Zi≤zk} − E

(0)
j,zk(s, β0)

)}2
1{Si=j}

×α0,j(s)Yi(s)eβ
>
0 Zi1{∣∣∣ 1√

n

(
1{Zi≤zk}−E

(0)
j,zk

(s,β0)
)∣∣∣>ε} ds.

By using the inequality |u− v|21{|u−v|>ε} ≤ 4u21{|u|>ε/2} + 4v21{|v|>ε/2}, we obtain that

〈Qjn,zk,ε, Q
j
n,zk,ε〉(t) is bounded above by

4
n

n∑
i=1

∫ t

0
1{Zi≤zk}1{1{Zi≤zk}>ε

√
n/2}Yi(s)eβ

>
0 Zi1{Si=j}α0,j(s) ds

+ 4
n

∫ t

0

(
E

(0)
j,zk(s, β0)

)2
1{|E(0)

j,zk
(s,β0)|>ε

√
n/2}S

(0)
j (s, β0)α0,j(s) ds.

When n is sufficiently large, 1{1{Zi≤zk}>ε
√
n/2} = 0 for every i = 1, . . . , n and the

first term is zero. The second term converges to zero in probability, as the event

|E(0)
j,zk(s, β0)| > ε

√
n/2 cannot be true for large n under conditions C1-C5. By Theorem

5.3.5 in [18], the process (Q1
n(·, β0)>, . . . ,QJ

n(·, β0)>) converges weakly in (D(T ))J ·Q to

a zero-mean Gaussian process (W1>, . . . ,WJ>) (with Wj := (W j
1 , . . . ,W

j
Q)>) with cova-

riance function cov(W j
k (t1),W j

` (t2)) = Cjzk,z`(min(t1, t2)) and cov(W j
k (t1),W j′

` (t2)) = 0
if j 6= j′, for k, ` = 1, . . . , Q.

�

Proof of Lemma 3.2 By a first-order Taylor expansion of β 7→ Qjn,z(t, β) around β0,



3.3. Simulation study 58

we have:

Qjn,z(t, β̂n)−Qjn,z(t, β0) = (β̂n − β0)> ∂

∂β
Qjn,z(t, β̃n),

where β̃n is on the line segment between β̃n and β0. The derivative ∂Qjn,z(t, β)/∂β is

given by:

∂

∂β
Qjn,z(t, β) = − 1√

n

∫ t

0
Hj,z(s, β) dM̄j(s),

where M̄j(s) =
∑n
i=1 1{Si=j}Mi(s) and

Hj,z(s, β) :=
S

(1)
j,z (s, β)

S
(0)
j (s, β)

−
S

(0)
j,z (s, β)S(1)

j (s, β)

(S(0)
j (s, β))2

.

Then, by Cauchy-Schwarz inequality,

∥∥∥Qjn,z(·, β̂n)−Qjn,z(·, β0)
∥∥∥
T
≤ ‖β̂n − β0‖

∥∥∥∥ ∂∂βQjn,z(·, β̃n)
∥∥∥∥
T
.

Under H0, β̂n converges in probability to β0 as n tends to infinity and thus, ‖β̂n − β0‖
converges to zero. We prove that

∥∥∥ ∂
∂βQ

j
n,z(·, β̃n)

∥∥∥
T

is bounded in probability. Let

hj,z(s, β) :=
s

(1)
j,z(s, β)

s
(0)
j (s, β)

−
s

(0)
j,z(s, β)s(1)

j (s, β)

(s(0)
j (s, β))2

.

We prove that ‖Hj,z(·, β̃n)− hj,z(·, β0)‖T converges in probability to zero as n tends to

infinity. We have:

‖Hj,z(·, β̃n)− hj,z(·, β0)‖T ≤

∥∥∥∥∥∥n
−1S

(1)
j,z (·, β̃n)

n−1S
(0)
j (·, β̃n)

−
s

(1)
j,z(·, β0)

s
(0)
j (·, β0)

∥∥∥∥∥∥
T

+

∥∥∥∥∥∥s
(0)
j,z(·, β0)s(1)

j (·, β0)

(s(0)
j (·, β0))2

−
S

(0)
j,z (·, β̃n)S(1)

j (·, β̃n)

(S(0)
j (·, β̃n))2

∥∥∥∥∥∥
T

:= Un,1 + Un,2.

We prove that Un,1 converges in probability to zero as n tends to infinity (arguments

are similar for Un,2 and are thus omitted). Using the elementary equality un
vn
− u

v =
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(unv −
uvn
v2 ) v

vn
, we obtain:

Un,1 =

∥∥∥∥∥∥
n−1S

(1)
j,z (·, β̃n)

s
(0)
j (·, β0)

−
s

(1)
j,z(·, β0)n−1S

(0)
j (·, β̃n)

(s(0)
j (·, β0))2

 s
(0)
j (·, β0)

n−1S
(0)
j (·, β̃n)

∥∥∥∥∥∥
T

≤

∥∥∥∥∥∥n
−1S

(1)
j,z (·, β̃n)

s
(0)
j (·, β0)

−
s

(1)
j,z(·, β0)n−1S

(0)
j (·, β̃n)

(s(0)
j (·, β0))2

∥∥∥∥∥∥
T

∥∥∥∥∥∥ s
(0)
j (·, β0)

n−1S
(0)
j (·, β̃n)

∥∥∥∥∥∥
T

≤ 1
c2

∥∥∥n−1S
(1)
j,z (·, β̃n)s(0)

j (·, β0)− s(1)
j,z(·, β0)n−1S

(0)
j (·, β̃n)

∥∥∥
T

∥∥∥∥∥∥ s
(0)
j (·, β0)

n−1S
(0)
j (·, β̃n)

∥∥∥∥∥∥
T

where the second to third line follows by condition C5. Now,

∥∥∥n−1S
(1)
j,z (·, β̃n)s(0)

j (·, β0)− s(1)
j,z(·, β0)n−1S

(0)
j (·, β̃n)

∥∥∥
T

≤
∥∥∥n−1S

(1)
j,z (·, β̃n)s(0)

j (·, β0)− s(1)
j,z(·, β̃n)s(0)

j (·, β0)
∥∥∥
T

+
∥∥∥s(1)
j,z(·, β̃n)s(0)

j (·, β0)− s(1)
j,z(·, β0)s(0)

j (·, β0)
∥∥∥
T

+
∥∥∥s(1)
j,z(·, β0)s(0)

j (·, β0)− s(1)
j,z(·, β0)s(0)

j (·, β̃n)
∥∥∥
T

+
∥∥∥s(1)
j,z(·, β0)s(0)

j (·, β̃n)− s(1)
j,z(·, β0)n−1S

(0)
j (·, β̃n)

∥∥∥
T

and thus

∥∥∥n−1S
(1)
j,z (·, β̃n)s(0)

j (·, β0)− s(1)
j,z(·, β0)n−1S

(0)
j (·, β̃n)

∥∥∥
T

≤
∥∥∥s(0)
j (·, β0)

∥∥∥
T

(∥∥∥n−1S
(1)
j,z − s

(1)
j,z

∥∥∥
T ×B

+
∥∥∥s(1)
j,z(·, β̃n)− s(1)

j,z(·, β0)
∥∥∥
T

)
+
∥∥∥s(1)
j,z(·, β0)

∥∥∥
T

(∥∥∥s(0)
j (·, β0)− s(0)

j (·, β̃n)
∥∥∥
T

+
∥∥∥s(0)
j − n

−1S
(0)
j

∥∥∥
T ×B

)
.

From Glivenko-Cantelli theorem, ‖n−1S
(1)
j,z−s

(1)
j,z‖T ×B and ‖n−1S

(0)
j −s

(0)
j ‖T ×B converge

to zero. By condition C4, ‖s(1)
j,z(·, β̃n)−s(1)

j,z(·, β0)‖T and ‖s(0)
j (·, β0)−s(0)

j (·, β̃n)‖T converge

to zero. Moreover, ‖s(0)
j (·, β0)‖T and ‖s(1)

j,z(·, β0)‖T are bounded by conditions C1 and

C3. Thus, the quantity ‖n−1S
(1)
j,z (·, β̃n)s(0)

j (·, β0)−s(1)
j,z(·, β0)n−1S

(0)
j (·, β̃n)‖T tends to zero.

Using similar arguments, one can show that ‖s(0)
j (·, β0)/n−1S

(0)
j (·, β̃n)‖T converges to

1 and finally, Un,1 converges to zero. Convergence to zero of Un,1 and Un,2 implies that

‖Hj,z(·, β̃n)− hj,z(·, β0)‖T converges in probability to zero. Now, we have:

‖Hj,z(·, β̃n)‖T ≤ ‖Hj,z(·, β̃n)− hj,z(·, β0)‖T + ‖hj,z(·, β0)‖T .

Under conditions C1, C3, C5, ‖hj,z(·, β0)‖T is bounded and thus ‖Hj,z(·, β̃n)‖T and then

‖ ∂∂βQ
j
n,z(·, β̃n)‖T are bounded in probability. Finally, Qjn,z(·, β̂n) = Qjn,z(·, β0) + oP(1)

where the oP(1) is uniform on T . This concludes the proof.
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�

Appendix B. Parameters values in the simula-
tion study for J = 5.

For J = 5, we consider the following alternatives (respectively denoted byH1,a, H1,b, H1,c

and H1,d in Table 3.2):

— non-proportional hazards model: the hazard function in stratum j is chosen as

αj(t) = αje
1.2Z1+1.5Z2×t, j = 1, . . . , 5. We take α1 = 0.01, α2 = 0.1, α3 = 0.25, α4 =

0.3, α5 = 0.2.

— covariate threshold effect: the hazard function in stratum j is chosen as αj(t) =
λjαjt

αj−1e
1.7Z11{Z1>ξj}+0.5Z2 , j = 1, . . . , 5. We take (α1, λ1, ξ1) = (1.5, 1, 0.6), (α2, λ2, ξ2) =

(0.5, 0.75, 1), (α3, λ3, ξ3) = (1, 1.25, 0.8), (α4, λ4,

ξ4) = (0.75, 0.8, 1.2) and (α5, λ5, ξ5) = (1, 0.8, 0.75).
— distinct regression parameters across strata: the hazard function in stratum j

is chosen as αj(t) = λjαjt
αj−1eβ1,jZ1+β2,jZ2 , j = 1, . . . , 5. We take (α1, λ1, β1,1, β2,1) =

(2.1, 1, 0.2, 0.7), (α2, λ2, β1,2, β2,2) = (1.2, 0.75, 1, 1), (α3, λ3, β1,3, β2,3) = (1.8, 1.5, 0.2, 0.2),
(α4, λ4, β1,4, β2,4) = (1, 1, 1.3, 0.5) and (α5, λ5, β1,5, β2,5) = (1.5, 0.5, 0.15, 0.55).

— omitted covariates: the hazard function in stratum j is taken as αj(t) = λjαjt
αj−1eZ1−0.7Z2+0.75Z3

(j = 1, . . . , 5) where the additional covariate Z3 is distributed as a N (1, 0.25).
We take (α1, λ1) = (2.1, 1), (α2, λ2) = (1.2, 0.75), (α3, λ3) = (1.8, 1.5), (α4, λ4) =
(1.2, 1.25) and (α5, λ5) = (0.5, 0.8).

3.4 Stratified proportional hazard model with
unknown threshold

In the first part of this chapter, we proposed a goodness-of-fit test statistic for the

stratified proportional hazard model and we established its asymptotic distribution

under the null hypothesis that a stratified model holds. Our simulation study sug-

gests that the proposed test performs well under a wide range of conditions (sample

size, censoring fraction, alternative hypothesis).

Now, several issues deserve attention. For example, in the stratified proportional ha-

zards model, the variable used for stratifying the population under study is often dis-

crete (e.g., gender, disease stage, socio-professional category. . . ). Sometimes, it may
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be relevant to stratify according to a threshold ω in a continuous variable W (such as

tumour size, level of salary. . . ). To the best of our knowledge, no procedure was propo-

sed yet to estimate w∗. Our test statistic may be used for that purpose. For example,

one may test goodness of fit of the model

α0,1(t) exp(β>Z)1{W≤ω} + α0,2(t) exp(β>Z)1{W>ω} (3.7)

for several values of ω (using our test statistic Sn) and retain the value ω̂ yielding the

less significant result. We are currently exploring this original application of our test

statistic.

In what follows, we provide a method allowing to stratify the proportional hazards

model according to an unknown threshold.

3.4.1 Model and notations

Let T be a random failure time whose distribution depends on a vector of cova-

riates Z = (Z1, . . . , Zp)> ∈ Rp. We assume that the hazard function for T takes the

form of a stratified Cox model such as model (3.7). We consider the case of 2 strata

(labeled k = 0, 1 for convenience). Let define the stratum indicator S equal to say, 0

if the individual belongs to stratum 0, and 1 if the individual belongs to stratum 1.

We suppose that T may be right-censored at a non-informative censoring time C such

that C is independent of T conditionally on Z and S. The observed time variables are

therefore the possibly censored time X = min(T,min(C, τ)) and a censoring indicator

∆ = 1{T≤min(C,τ)}. Let denote by τ the maximum observation time i.e. the analysis is

restricted to the time interval T := [0, τ ], where τ <∞.

Available data consist of n independent and identically distributed copies (Xi,∆i,Zi, Si)
of the random vector (X,∆,Z, S). For every i = 1, . . . , n and t ∈ T , we denote by

Ni(t) = 1{Xi≤t}∆i and Yi(t) = 1{Xi≥t} the failure counting and at-risk processes of the

i-th individual respectively. We assume that The process Ni(t) has intensity :

Yi(t)[α0,1(t)eβ>0 Z1{W≤ω∗} + α0,2(t)eβ>0 Z1{W>ω∗}]. (3.8)

with respect to the filtration (Ft,i)t≥0 defined by Ft,i = σ{Zi, Si, Ni(s), Yi(s): 0 ≤ s ≤ t}
Then under model (3.8), the process defined by:

Mi(t) = δ −
∫ t

0
1{Xi≤Xj}

[
α0,1(t)eβ>0 Z1{W≤ω∗} + α0,2(t)eβ>0 Z1{W>ω∗}

]
ds, i = 1, ..., n
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is a martingale.

If ω∗ were known, we could estimate β0 by using maximum partial likelihood estima-

tion:

Ln(β, ω∗) =
∏

i:Wi≤ω∗

(
eβ
>Zi∑

j:Wj≤w∗ e
β>ZjYj(Xi)

)δi
×

∏
i:Wi>ω∗

(
eβ
>Zi∑

j:Wj>w∗ e
β>ZjYj(Xi)

)δi
.

The log-partial likelihood for β is

n∑
i=1

∫ τ

0

(
β>Zi − 1{Wj≤w∗} ln

n∑
j=1

Yj(s)1{Wj≤w∗}e
β>Zj (3.9)

− 1{Wj>w∗} ln
n∑
j=1

Yj(s)1{Wj>w∗}e
β>Zj

)
dNi(s)

The maximum partial likelihood estimator of the regression parameter is defined as

the value of β maximizing (3.9), or equivalently as the solution to the estimating

equation

n∑
i=1

∫ τ

0

(
Zi − 1{Wj≤w∗}

∑n
j=1 Yj(s)1{Wj≤w∗}Zje

β>Zj∑n
j=1 Yj(s)1{Wj≤w∗}e

β>Zj

− 1{Wj>w∗}

∑n
j=1 Yj(s)1{Wj>w∗}Zje

β>Zj∑n
j=1 Yj(s)1{Wj>w∗}e

β>Zj

)
dNi(s) = 0,

while cumulative baseline hazard functionsA0,1,ω(t) =
∫ t
0 α0,1ds andA0,2,ω(t) =

∫ t
0 α0,2ds

can be estimated by Breslow-type estimators

Â0,1,ω(t) =
∑

i:Wi≤ω∗

δi1{Xi≤t}∑
k:Wk≤ω∗ e

β̂>n ZkYk(Xi)
,

Â0,2,ω(t) =
∑

i:Wi>ω∗

δi1{Xi≤t}∑
k:Wk>ω∗

eβ̂>n ZkYk(Xi)
.

As in the first part of this chapter, model adequacy can be assessed by using the

martingale

Mi,ω(t) =

 Ni(t)−
∫ t

0 Yi(s)eβ
>
0 Zi dA0,1,ω(s) if W ≤ ω∗

Ni(t)−
∫ t

0 Yi(s)eβ
>
0 Zi dA0,2,ω(s) if W > ω∗,

(3.10)
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and the martingale residual process for the ith observation is defined as

M̂i,ω(t) =

 Ni(t)−
∫ t

0 Yi(s)eβ
>
0 Zi dÂ0,1,ω(s) if W ≤ ω∗

Ni(t)−
∫ t

0 Yi(s)eβ
>
0 Zi dÂ0,2,ω(s) if W > ω∗.

(3.11)

and it verifies the property
n∑
i=1

M̂i,ω = 0

3.4.2 The proposed test statistic

We consider the simple model

H0 : α(t|Z,W ) =

 α0,1(t)eβ>0 Z si W ≤ ω∗

α0,2(t)eβ>0 Z si W > ω∗
(3.12)

where ω∗ is an unknown threshold, α0,1(·) and α0,2(·) are unknown baseline hazard

functions and β0 is an unknown regression parameter. We propose the test statistic

based on an idea similar on within-stratum partial cumulative sum of the martingale

residuals (3.10):

Q(1)
r (β̂n,ω, ω) := 1√

n

n∑
i=1

M̂i,ω1{Wi≤ω}1{β̂>n,ωZi≤r}

and

Q(2)
r (β̂n,ω, ω) := 1√

n

n∑
i=1

M̂i,ω1{Wi>ω}1{β̂>n,ωZi≤r}
,

where r ranges over some suitable interval R ⊂ R.

The quantity Q(`)
r (β̂n,ω, ω) measures adequacy (or conversely, the lack-of-fit) of model

(3.12) within stratum `, ` = 0, 1, for a threshold value equal to ω. Under model(

3.12), one would expect the partial-sum process (also referred to as cusum process for

cumulative sum process)

Q(`)
r (β̂n,ω, ω) := 1√

n

n∑
i=1

M̂i,ω1{Wi[≤or>]ω}1{β̂>n,ωZi≤r}

to fluctuate about 0.

Remark 3.1 Residual cumulative sum processes have been proposed for testing lack-
of-fit in various models: generalized linear models, for example Su and Wei (1991,
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[59]); Stute and Zhu (2002, [58]), proportional hazards model Lin et al. (1993, [37])
Marzec and Marzec (1997, [43]); Gandy and Jensen (2009, [20]). . .

Remark 3.2 — Some authors propose to index the cumulative sum residual pro-
cess by 1{Zi≤r} instead of 1{β̂>n,ωZi≤r}

, where the event {Zi ≤ r} indicates that all
the components of Zi are less than or equal to those of r,

— When dimension of Zi is large, sparseness of data points in a high-dimensional
space may be problematic, hence the alternative of "reducing dimensionality"
by projecting Zi on β̂n,ω.

We consider the statistic at t = τ in order to use the whole data information and

we define our statistic as:

Q(`)(β̂n,ω, ω) = sup
r∈R

∣∣∣Q(`)
r (β̂n,ω, ω)

∣∣∣ , ` = 0, 1.

We estimate ω∗ by the value ω̂ which achieves the best global model fit in the following

sense, we define:

ω̂ = arg min
ω∈G

(
Q(1)(β̂n,ω, ω) ∨Q(2)(β̂n,ω, ω)

)
in order to estimate β with

β̂n,ω̂ = arg max
β

Ln(β, ω̂).

3.5 A simulation study

A variance estimate of β̂n,ω̂ is necessary to obtain confidence intervals and hy-

pothesis tests but we cannot simply plug β̂n,ω̂ in the Fisher information matrix for

calculating variance estimates: we have to account for uncertainty in the estimation

of ω∗. The failure to do this result in variance under- estimation in term of the boots-

trap method. A simulation study was carried out to investigate the performance of

the proposed bootstrap method to estimate the variance of β̂n,ω

In order to complete our investigations of the performance of the bootstrap pro-

posed method in the context of the stratified Cox model with unknown threshold

defining the strata, we carried out a simulation study under various scenario. We
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consider the stratified Cox model of Eq. (3.12) with Weibull baseline hazard function

in both strata: α0,`(t) = λ`α`t
α`−1 with (α1, λ1) = (1, 3) et (α2, λ2) = (1, 1).

The set of the regression parameter is considered : β0 = (1.3, 0.75,−0.5, 0.25, 0)>.

Z was generated from discrete and continuous covariates (uniform, Gaussian, Ber-

nouilli). Censoring time is generated from the exponential distribution with parame-

ter p where p is chosen to yield censoring percentage approximately equal to 10%,

20% and 40%. We note n1 and n2 the number of observations in the strata 1 and 2

respectively, with n1 = n2 = n. Three sample sizes are considered (n=425, 225 and

155). For each simulation run, 1000 data sets are generated using an R program.

For comparison, the method which applied a bootstrap estimation is evaluated: the

procedure generatesB bootstrap samples of size n from the initial data set (Xi, δi, Zi,Wi),i =
1, · · · , n, for each bootstrap sample (X(b)

i , δ
(b)
i , Z

(b)
i ,W

(b)
i ), i = 1, · · · , n, we compute

β̂n,ω̂ = arg maxL(b)
n (β, ω̂), pour b = 1, · · · , B.

Finally, we estimate the variance Var(β̂n,ω̂) by the empirical variance of β̂(b)
n,ω̂

, b =
1, · · · , B. . The results of the Oracle method, i.e. when we assume that the true ω∗

is known, are also obtained. For each combination of different parameters of study

(sample size, censored percentage) we estimate β̂(1)
n,ω̂,j , . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j which applied boots-

trap and β̃
(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, · · · , 5 which proceed the oracle method. We also deter-

mined for each value the empirical root mean square error (RMSE),the empirical

standard deviation (SD), as well as the empirical coverage probability (CP) of 95%-

level confidence intervals and average length of 95%-level confidence intervals (`), the

table "Tableau 3.3" summarise the key results of these simulations (table 2 and 3 are

given in Appendix). Which allows us to conclude that the value obtained appears to be

similar for both methods. The oracle method is used to evaluate the efficiency of our

proposed method. We note that our method has good performance in term of bias and

appears to be efficient similarly than Oracle. The figure 3.3 , 3.7 and 3.11 of Boxplots

clearly displays the comparative of N two-step estimates β̂(1)
n,ω̂,j , . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j and oracle

estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, · · · , 5 and censoring percentage respectively 40%, 20%

and 10% (the other figures for the different numbers of observations are given in

Appendix B and C) . We construct histograms, quantile-quantile plot of N normali-

zed estimates β̂(1)
n,ω̂,j , . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j , j=1,...,5, (n1, n2) = 1(00, 125) and censoring percentage

40%, 20% and 10% respectively, the figure 3.1, 3.2, 3.5, 3.6, 3.9 and 3.10 confirms that

the asymptotic normality of the estimators. The figure 3.4, 3.8 and 3.12 ensures that

the density of the two methods are almost identical for different censoring percentage.
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proposed method oracle
c β1 β2 β3 β4 β5 β1 β2 β3 β4 β5

10% RMSE 0.0171 0.0208 0.0261 0.0033 0.0745 0.0117 0.0180 0.0237 0.0030 0.0694
bias -0.0581 -0.0348 0.0284 -0.0112 -0.0034 0.0220 0.0136 -0.0043 0.0042 -0.0098
SE 0.1105 0.1433 0.1627 0.0550 0.2729 0.1069 0.1355 0.1542 0.0519 0.2576
SD 0.1173 0.1400 0.1590 0.0561 0.2730 0.1061 0.1334 0.1538 0.0547 0.2633
CP 0.8870 0.9500 0.9500 0.9500 0.9390 0.9560 0.9610 0.9470 0.9440 0.9440
` 0.4333 0.5617 0.6379 0.2154 1.0697 0.4192 0.5311 0.6044 0.2036 1.0100

20% RMSE 0.0166 0.0213 0.0295 0.0036 0.0805 0.0136 0.0204 0.0271 0.0032 0.0753
bias -0.0508 -0.0210 0.0297 -0.0089 0.0042 0.0266 0.0207 0.0004 0.0064 0.0043
SE 0.1159 0.1513 0.1728 0.0581 0.2903 0.1118 0.1431 0.1634 0.0548 0.2723
SD 0.1186 0.1445 0.1691 0.0592 0.2838 0.1135 0.1415 0.1646 0.0559 0.2745
CP 0.9080 0.9660 0.9530 0.9410 0.9510 0.9460 0.9510 0.9540 0.9390 0.9540
` 0.4542 0.5931 0.6775 0.2276 1.1379 0.4381 0.5608 0.6404 0.2150 1.0673

40% RMSE 0.0195 0.0306 0.0421 0.0044 0.1052 0.0172 0.0279 0.0392 0.0042 0.0998
bias -0.0380 -0.0311 0.0167 -0.0050 -0.0012 0.0335 0.0084 -0.0100 0.0077 -0.0018
SE 0.1323 0.1770 0.2053 0.0682 0.3393 0.1253 0.1651 0.1913 0.0635 0.3164
SD 0.1346 0.1722 0.2045 0.0659 0.3245 0.1267 0.1669 0.1978 0.0641 0.3161
CP 0.9220 0.9470 0.9470 0.9540 0.9590 0.9430 0.9450 0.9520 0.9530 0.9480
` 0.5186 0.6937 0.8047 0.2674 1.3301 0.4911 0.6471 0.7500 0.2488 1.2404

Tableau 3.3: Simulation results with (n1, n2) = (110, 125). RMSE: empiri-
cal root mean square error. SD: empirical standard deviation. CP: empirical
coverage probability of 95%-level confidence intervals. `: average length of
95%-level confidence intervals. All results are based on N = 1000 simulated
samples.

3.6 Conclusion
In this paper, we propose a goodness-of-fit test statistic for the stratified proportio-

nal hazards model and we establish its asymptotic distribution under the null hypo-

thesis that a stratified model holds. Our simulation study suggests that the proposed

test performs well under a wide range of conditions (sample size, censoring fraction,

alternative hypothesis).

Now, several issues deserve attention. First, in the stratified proportional hazards

model, the variable used for stratifying the population under study is often dis-

crete (e.g., gender, disease stage, socio-professional category. . . ). Very first step to-

wards an objective method for categorising a stratifying variable in proportional ha-

zards regression ⇒ still much to be done, e.g. in the case of three strata, the resul-

ting model may be written as α0,1(t) exp(β>Z)1{W≤ω1}+α0,2(t) exp(β>Z)1{ω1<W<ω2}+
α0.3(t) exp(β>Z)1{ω2<W}, where ω1, ω2 and ω3 are some unkown thresholds. To the best

of our knowledge, no procedure was proposed yet to estimate ωi, i = 1, 2, 3. We are cur-

rently exploring this original application of our test statistic.

Second, our test is feasible when the number of covariates stays moderate. A large

number of covariates will raise some computational issues. For example, calculating

(3.3) over a fine grid of a high-dimensional space will eventually be time-consuming.
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We are currently exploring some directions to reduce this computational burden.
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FIGURE 3.1: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (110, 125) and censoring percentage = 40%. In red: density
of the N (0, 1).
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FIGURE 3.2: QQ-plots of the N estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5, (n1, n2) =

(110, 125) and censoring percentage = 40%.
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n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j and

oracle estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, . . . , 5, (n1, n2) = (110, 125) and censoring

percentage = 40%.
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FIGURE 3.4: Density estimation from the N two-step estimates (dashed line)
and oracle estimates (solid line), (n1, n2) = (110, 125) and censoring percentage
= 40%. The true value is indicated by a vertical line.
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FIGURE 3.5: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (110, 125) and censoring percentage = 20%. In red: density
of the N (0, 1).
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FIGURE 3.6: QQ-plots of the N estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5, (n1, n2) =

(110, 125) and censoring percentage = 20%.
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oracle estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, . . . , 5, (n1, n2) = (110, 125) and censoring
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FIGURE 3.8: Density estimation from the N two-step estimates (dashed line)
and oracle estimates (solid line), n = 100, 125 and censoring percentage = 20%.
The true value is indicated by a vertical line.



3.6. Conclusion 76

Histogram for β1

β1

D
e

n
s
it
y

−4 −2 0 1 2

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

Histogram for β2

β2

D
e

n
s
it
y

−4 −2 0 2

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

Histogram for β3

β3

D
e

n
s
it
y

−3 −1 0 1 2 3
0

.0
0

.1
0

.2
0

.3
0

.4

Histogram for β4

β4

D
e

n
s
it
y

−4 −2 0 1 2 3

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

Histogram for β5

β5

D
e

n
s
it
y

−3 −1 0 1 2 3

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

FIGURE 3.9: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (110, 125) and censoring percentage = 10%. In red: density
of the N (0, 1).
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FIGURE 3.10: QQ-plots of the N estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5,

(n1, n2) = (110, 125) and censoring percentage = 10%.
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FIGURE 3.12: Density estimation from the N two-step estimates (dashed line)
and oracle estimates (solid line), (n1, n2) = (110, 125) and censoring percentage
= 10%. The true value is indicated by a vertical line.
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4
Nonparametric inference in stratified survival

samples with missing data

Abstract

The stratified logrank test can be used to compare survival distributions of several
groups of patients, while adjusting for the effect of some discrete variable that may be
predictive of the survival outcome. In practice, it can happen that this discrete variable
is missing for some patients. An inverse-probability-weighted version of the stratified
logrank statistic is introduced to tackle this issue. Its asymptotic distribution is deri-
ved under the null hypothesis of equality of the survival distributions. A simulation
study is conducted to assess behaviour of the proposed test statistic in finite samples.
An analysis of a medical dataset illustrates the methodology.

Keywords:logrank test; asymptotic distribution; simulation; medical application.
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Ce chapitre fait l’objet d’un article soumis pour publication à "Statistics and Pro-

bability Letters".

4.1 Introduction

THe logrank test is commonly used in medical research for comparing survival

distributions across groups (such as treatment groups or groups of individuals

exposed/non exposed to some risk factor: smoking, professional or environmental ex-

posure. . . ). In this setting, it is sometimes necessary to control for other potentially

important factors that may affect the survival distribution. If these factors are dis-

crete, or if they can be discretized into a workable number of levels, one can use a

generalization of the logrank test, which is called the stratified logrank [34].

For example, consider a medical study involving n patients followed until death

and assume that each patient belongs to one of two mutually exclusive groups. Sup-

pose that we wish to compare the survival curves of these groups while adjusting for

some discrete factor S with L modalities (also called strata, such as gender, disease

stage. . . ). If α1,`(·) (respectively α2,`(·)) is the hazard function of death in the `-th stra-

tum (` ∈ {1, . . . , L}) of the first (respectively second) group, the testing problem can

be formulated as

H0 : α0,`(·) := α1,`(·) = α2,`(·) for every ` = 1, . . . , L,

against

H1 : α1,`(·) 6= α2,`(·) for some ` ∈ {1, . . . , L},

where α0,`(·) denotes the common hazard function in the `-th stratum of both groups,

under H0. Let (T 0
1 , . . . , T

0
n) and (C1, . . . , Cn) be respectively the survival and censoring

times in the pooled groups. When censoring is present, one only observes pairs (Ti, δi),
i = 1, . . . , n, where Ti = min(T 0

i , Ci) and δi = 1{T 0
i ≤Ci}

is the censoring indicator. Let

Gi (Gi ∈ {1, 2}) and Si (Si ∈ {1, . . . , L}) indicate respectively the group and stratum

of the i-th individual. Finally, define the counting process Ni(t) = δi1{Ti≤t} and the

at-risk process Yi(t) = 1{Ti≥t}. The stratified logrank statistic is obtained by taking

the difference between the group-specific Nelson-Aalen estimators of the cumulative

hazard functions in each stratum and the within-stratum Nelson-Aalen estimators

calculated under H0. Its expression is:

Z =
n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}
[
1{Gi=1} − E`,n(t)

]
dNi(t), (4.1)
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where τ > 0 is the end of follow-up time and

E`,n(t) =
∑n
i=1 Yi(t)1{Si=`}1{Gi=1}∑n

i=1 Yi(t)1{Si=`}
.

Let σ̂2 be the estimated asymptotic variance of Z. Then under H0, (Z/σ̂)2 is asympto-

tically distributed as a χ2 distribution with one degree of freedom [34].

In some applications, the factor S defining the strata may be missing for some

individuals. For example, [2] describe a dataset containing time to esophageal cancer,

baseline histology and several risk factors (such as smoking status: regular use for at

least 6 months or not) for patients participating in a medical trial. A four-categories

factor variable indicating the level of tissue zinc concentration is also recorded on

each patient (zinc deficiency is a contributing factor to the development of esophageal

squamous cell carcinoma in humans). One may use a stratified logrank test with four

strata to assess influence of the smoking status on esophageal cancer incidence while

adjusting for zinc exposure. However, measurement of zinc concentration requires an

esophageal biopsy, which is a costly technique. Therefore, zinc level was measured for

32% of the patients only. This rules out direct application of formula (4.1). One simple

solution to this issue is to discard patients with unobserved zinc level (in missing data

problems, such a procedure is known as a complete-case analysis). This, however, may

induce substantial loss of power, as will be illustrated in our simulation study, and

calls for an alternative and more efficient method. This is the topic of the current

paper.

Missing data problems in survival analysis have been widely investigated so far,

but to the best of our knowledge, stratified logrank testing with missing stratum

information was not yet considered thoroughly. One first attempt was provided by

[15], who considered the special case where Gi is a randomized treatment group in-

dicator and proposed a modified version of the stratified logrank statistic, based on

the regression calibration idea. But the proposed methodology relies heavily on the

assumption that Gi is independent of all other information. Moreover, the proposed

test assumes that the probability distribution of the stratum variable is known to

the investigator, which is rarely the case in practice. In this paper, we propose a new

statistic for testing H0 without making these strong assumptions. This statistic uses

the inverse-probability-weighting-of-complete-cases principle. Basic idea is to correct

for missing data by giving extra weight to subjects with fully observed data.

We first propose an inverse-probability-weighted version of Nelson-Aalen estima-

tor of the cumulative hazard functions Λ0,`(·) =
∫ ·

0 α0,`(u) du under H0. From this,

we construct an inverse-probability-weighted stratified logrank statistic appropriate

for testing H0 with missing stratum information. We investigate its properties, both
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theoretically and numerically. The rest of the paper is organized as follows. In Section

4.2, we introduce our modified Nelson-Aalen estimator and stratified logrank statistic

and we establish their aymptotic distribution. A simulation study and an application

to a medical dataset are described in Section 4.3. A conclusion and some perspectives

are given in Section 4.4. All proofs are postponed to an appendix.

4.2 Inverse-probability-weighted stratified logrank
statistic

4.2.1 Setting and the proposed test statistic

Consider a sample of n independent individuals observed on the time interval

[0, τ ], with τ < ∞. For each subject, we observe the random duration T = min(T 0, C)
and the censoring indicator δ = 1{T 0≤C}. The censoring time C is assumed to be in-

dependent of T 0 and non informative. We let G denote the group indicator (to keep

notations simple, we assume that G ∈ {1, 2} but the proposed methodology can easily

be generalized to the case of K groups, K > 2). G may be either fixed or random. Let

S (S ∈ {1, . . . , L}) be the stratum indicator, which may be unobserved for some indi-

viduals. Thus, we define the missingness indicator R which equals 1 if S is observed

and 0 otherwise. We also introduce an auxiliary covariate Z which is not involved in

the hazard function of T 0 but may be used to describe the missingness mechanism.

The observed data consist of n independent vectors (Ti, δi, Zi, Gi, Ri, RiSi), i = 1, . . . , n.

We assume that strata are missing at random (MAR), that is, the probability that S

is missing given (T, δ, Z,G, S) depends only on the observed vector O = (T, δ, Z,G).
Thus, we have P(R = 1|O, S) = P(R = 1|O). MAR is a common assumption for

statistical analysis with missing data [39]. Under this assumption, we propose an

inverse-probability-weighted version of the stratified logrank statistic (4.1).

Inverse-probability-weighting-of-complete-cases was suggested by [27] and since

then, the method has been adapted to various settings (see [56] for a detailed re-

view of inverse-probability-weighting methods for missing data problems). In survi-

val analysis, [50] and [67] propose inverse-probability-weighted estimation in Cox

regression with missing covariates. [69] develop an adjusted Kaplan-Meier estimator

to reduce confounding effects by using inverse-probability-of-treatment weighting.

[60] propose an inverse-probability-weighted estimator of the survival function with

left-truncated data and missing censoring indicators. [40] define inverse-probability-

weighted estimators in the Cox model with missing failure indicators. [30] and [17]

use a similar approach in competing risks models with missing cause of failure. [28]
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propose inverse-probability-weighted estimation in the proportional hazards model

with length-biased failure times and missing covariates. But to the best of our know-

ledge, our work constitutes the first attempt to adapt inverse-probability-weighting

to stratified logrank testing with missing strata.

The probability P(R = 1|O) of observing a complete-case is usually unknown and

has to be estimated. Here, we assume that this probability can be specified by a pa-

rametric model and we note Π(ψ) = P(R = 1|O) and Πi(ψ) = P(R = 1|Oi), where

ψ is an unknown vector of regression parameters (for example, one may posit a lo-

gistic regression model: logit(Π(ψ)) = ψ>O, or a probit model: Φ−1(Π(ψ)) = ψ>O,

where Φ is the distribution function of the standard normal distribution and > is the

transpose operator). The parameter ψ can be estimated by maximizing the likelihood

Ln(ψ) =
∏n
i=1 Πi(ψ)Ri(1 − Πi(ψ))1−Ri . Let ψ̂ = arg maxψ Ln(ψ) denote the maximum

likelihood estimator. If the model Π(ψ) is correctly specified, ψ̂ is a consistent and

asymptotically normal estimator of ψ [64].

In order to construct our test statistic, we first propose a modified version of

Nelson-Aalen estimator of the within-stratum cumulative hazard functions Λ0,`(·) =∫ ·
0 α0,`(u) du (` = 1, . . . , L) under H0. Using the inverse-probability-weigthed idea, we

propose to estimate Λ0,`(·) (` = 1, . . . , L) by:

Λ̂`(t, ψ̂) = 1
n

n∑
i=1

∫ t

0

1{Si=`}Ri
Πi(ψ̂)

n−1∑n
j=1 Yj(u)

1{Sj=`}Rj

Πj(ψ̂)

dNi(u),

which reduces to the usual Nelson-Aalen estimator
∑n
i=1

∫ t
0

1{Si=`}∑n

j=1 Yj(u)1{Sj=`}
dNi(u) of

the cumulative hazard function in the `-th stratum, when all individual strata are ob-

served. Group-specific estimators Λ̂`,1(t, ψ̂) and Λ̂`,2(t, ψ̂) can be constructed similarly,

as:

Λ̂`,m(t, ψ̂) = 1
n

n∑
i=1

∫ t

0

1{Si=`}Ri
Πi(ψ̂)

1{Gi=m}

n−1∑n
j=1 Yj(u)

1{Sj=`}Rj

Πj(ψ̂)
1{Gj=m}

dNi(u), m = 1, 2.

Taking the difference between Λ̂`(t, ψ̂) and Λ̂`,1(t, ψ̂) finally yields the following inverse-

probability-weighted stratified logrank statistic:

Z̃(ψ̂) =
n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ̂)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ̂)

]
dNi(t), (4.2)
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where Ẽ`,n(t, ψ) is as:

Ẽ`,n(t, ψ) =
∑n
i=1 Yi(t)

1{Si=`}Ri
Πi(ψ) 1{Gi=1}∑n

i=1 Yi(t)
1{Si=`}Ri

Πi(ψ)

.

In section 4.2.3, we establish asymptotic normality of Λ̂`(t, ψ̂) and we derive the

asymptotic distribution of (4.2) under H0. Before that, we introduce some further

notations.

4.2.2 Further notations

Let Π̇i(ψ) = ∂Πi(ψ)/∂ψ, Π̈i(ψ) = ∂Π̇i(ψ)/∂ψ> and

S̃
(0)
`,n(t, ψ) =

n∑
i=1

Yi(t)
1{Si=`}Ri

Πi(ψ) ,

S̃
(1)
`,n(t, ψ) =

n∑
i=1

Yi(t)
1{Si=`}Ri

Πi(ψ) 1{Gi=1},

s̃
(0)
` (t, ψ) = E

[
Yi(t)

1{Si=`}Ri
Πi(ψ)

]
,

s̃
(1)
` (t, ψ) = E

[
Yi(t)

1{Si=`}Ri
Πi(ψ) 1{Gi=1}

]
,

ẽ`(t, ψ) = s̃
(1)
` (t, ψ)/s̃(0)

` (t, ψ),

m
(0)
` (t, ψ) = E

[
Yi(t)

1{Si=`}Ri
(Πi(ψ))2 Π̇i(ψ)>

]
,

m
(1)
` (t, ψ) = E

[
Yi(t)

1{Si=`}Ri
(Πi(ψ))2 Π̇i(ψ)>1{Gi=1}

]
.

Let Sn(ψ) and I(ψ) be respectively the score vector and information matrix for ψ

under the parametric model Π(ψ). Define

Ui(ψ) = (Ri −Πi(ψ))Π̇i(ψ)
Πi(ψ)(1−Πi(ψ)) .

Then we have

Sn(ψ) = ∂ logLn(ψ)
∂ψ

=
n∑
i=1

Ui(ψ),

and

I(ψ) = E
[
Ui(ψ)Ui(ψ)> − Π̈i(ψ)(Ri −Πi(ψ))

Πi(ψ)(1−Πi(ψ))

]
. (4.3)
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Calculation details for Sn(ψ) and I(ψ) are given in Appendix A. Recall that under H0,

α0,`(·) denotes the common hazard function of T 0 in the `-th stratum of both groups.

Then, define Mi(t) = Ni(t)−
∫ t

0 Yi(s)
∑L
`=1 α0,`(s)1{Si=`} ds. Finally, let

ω`,i(ψ) =
1{Si=`}Ri

Πi(ψ) , ` = 1, . . . , L,

ω̇`,i(ψ) = ∂ω`,i(ψ)
∂ψ

, ` = 1, . . . , L,

V (ψ) = E
[
−
∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri Π̇i(ψ)>

(Πi(ψ))2

(
1{Gi=1} − ẽ`(t, ψ)

)
dNi(t) (4.4)

+
∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ)

(
m

(1)
` (t, ψ)

s̃
(0)
` (t, ψ)

−
s̃

(1)
` (t, ψ)m(0)

` (t, ψ)
(s̃(0)
` (t, ψ))2

)
dNi(t)

]
,

ϕi =
∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − ẽ`(t, ψ0)

]
dMi(t) + V (ψ0)I(ψ0)−1Ui(ψ0),

and

W`(t, ψ) = E
[∫ t

0

{
ω̇`,i(ψ)>

s̃
(0)
` (u, ψ)

− ω`,i(ψ)E[Yi(u)ω̇`,i(ψ)>]
(s̃(0)
` (u, ψ))2

}
dNi(u)

]
. (4.5)

4.2.3 Asymptotic results and decision rule

The following regularity conditions are needed to prove asymptotic normality of

Λ̂`(t, ψ̂) and to derive the null asymptotic distribution of Z̃(ψ̂):

1. P(Y (τ) > 0) > 0.

2. The true parameter ψ0 in model Π(·) belongs to the interior of some compact

set Ψ ⊂ Rp and Π is twice continuously differentiable with respect to ψ. There

exists η > 0 such that η < Π(ψ) < 1− η for every ψ and O.

3. For every ` ∈ {1, . . . , L},
∫ τ

0 α0,`(t) dt < ∞, inft∈[0,τ ],ψ∈Ψ s̃
(0)
` (t, ψ) > 0 and P(S =

`) > 0.

4. The auxiliary covariate Z is bounded.

We are now in position to state our first main result, which confirms that under H0,

Λ̂`(t, ψ̂) is an appropriate estimator of Λ0,`(·) when strata are missing at random.

Consequently, one can also expect that Z̃(ψ̂) will be appropriate for testing H0.

Theorem 4.1 Assume that conditions 1-4 hold and that Π(ψ) is correctly specified for
P(R = 1|O). Let t ∈ [0, τ ]. Then underH0, n

1
2 (Λ̂`(t, ψ̂)−Λ0,`(t)) converges in distribution

to a zero-mean Gaussian random variable with variance E[ξ`,i(t, ψ0)2], where

ξ`,i(t, ψ0) = W`(t, ψ0)I(ψ0)−1Ui(ψ0) +
∫ t

0

ω`,i(ψ0)
s̃

(0)
` (u, ψ0)

dMi(u).
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Proof is given in Appendix B. Our second main result provides the asymptotic distri-

bution of the proposed inverse-probability-weighted stratified logrank statistic under

H0. Proof is given in Appendix C.

Theorem 4.2 Assume that conditions 1-4 hold and that Π(ψ) is correctly specified
for P(R = 1|O). Then under H0, n−

1
2 Z̃(ψ̂) converges in distribution to a zero-mean

Gaussian random variable with variance E[ϕ2
i ].

Remark 1. Asymptotics for usual unweighted Nelson-Aalen estimator and logrank

statistic can be derived using martingale arguments [3]. Indeed, both quantities can

be expressed as integrals of predictable processes with respect to the martingale

Mi(t). Such integrals are themselves martingales. This is not possible here since

Λ̂`(t, ψ̂) and Z̃(ψ̂) depend on T1, . . . , Tn through ψ̂. Therefore, we take a different ap-

proach and express both Λ̂`(t, ψ̂) and Z̃(ψ̂) as empirical means of independent and

identically random variables.

Remark 2. Without missing data (that is, when Ri = 1 and Πi(ψ) = 1 for every

i = 1, . . . , n), E[ξ`,i(t, ψ0)2] and E[ϕ2
i ] reduce to the usual asymptotic variances of the

Nelson-Aalen estimator and logrank statistic respectively.

The asymptotic variance E[ϕ2
i ] can be consistently estimated by σ̃2 = 1

n

∑n
i=1 ϕ̂

2
i , where

ϕ̂i =
∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ̂)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ̂)

]
dM̂i(t) + V̂ (ψ̂)Î(ψ̂)−1Ui(ψ̂),

M̂i(t) = Ni(t)−
L∑
`=1

∫ t

0
Yi(s)1{Si=`} dΛ̂`(s, ψ̂),

and Î and V̂ are the empirical counterparts of I and V , obtained by replacing all

expectations in (4.3) and (4.4) by the corresponding sample means. Note that M̂i(t)
can be calculated only for individuals with observed stratum. This is not a problem

since in ϕ̂i, we only need to calculate M̂i(t) for individuals with Ri = 1.

From Theorem 4.2, a decision rule for testing H0 against H1 can be constructed as

follows: we reject H0 at the asymptotic level α if T := n−1(Z̃(ψ̂)/σ̃)2 ≥ χ2
1−α(1), where

χ2
1−α(1) is the quantile of order 1−α of the χ2 distribution with one degree of freedom.

4.3 Numerical results

4.3.1 Simulation study: design and results

In this section, we conduct a simulation study to investigate finite sample perfor-

mance of our test statistic under various conditions. This simulation study is car-
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ried out using the statistical software R [51]. We consider 2 groups and 3 strata.

In each group and stratum, failure times T 0 are simulated from a Weibull distri-

butionW(α, λ) with hazard function α(t) = αλtα−1. Failure times in the `-th stratum

(` = 1, 2, 3) of groups 1 and 2 are simulated from W(α`, λ`) and W(α`, λ` · r) respec-

tively, where r denotes the hazard ratio of groups 1 and 2. We use (α1, λ1) = (2.1, 1),
(α2, λ2) = (1.2, 0.75), (α3, λ3) = (1.8, 1.5) and consider three different values for the

hazard ratio: (a) r = 1, (b) r = 2.12 and (c) r = 2.72. Case (a) corresponds to H0

(no difference between groups within each stratum) while cases (b) and (c) provide

increasing magnitude of difference between groups. Censoring times are simulated

from an exponential distribution whose parameter is chosen to yield an average

of 20% (first case) and 50% (second case) of censored individuals in the simulated

samples. Let n` denote the sample size in stratum ` (` = 1, 2, 3) and n =
∑3
`=1 n` be

the total sample size. We consider successively the following situations: (n1, n2, n3) =
(40, 40, 40), (n1, n2, n3) = (70, 80, 60) and (n1, n2, n3) = (100, 100, 80). In a first scena-

rio, approximately 30% (respectively 70%) of the individuals belong to group 1 (res-

pectively group 2). In a second scenario, each group includes approximately half of

the individuals. The binary indicator R is generated from a logistic regression model

Π(ψ) = P(R = 1|O) = logit−1(ψ1 +ψ2T +ψ3δ+ψ4Z+ψ5G), where Z is an auxiliary co-

variate simulated from a uniform distribution on [0, 1]. For each simulation scenario,

the parameter ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, ψ5)> is chosen to yield an average proportion of mis-

sing data equal to 70%. Design parameters of this simulation study are summarized

in Table 4.1.

Parameter Values Description
(n1, n2, n3) (40, 40, 40); (70, 80, 60); (100, 100, 80) Sample size

r 1; 2.12; 2.72 Groups hazard ratio
c 20%; 50% Censoring percentage

(p, 1− p) (0.3, 0.7); (0.5,0.5) Proportions of individuals
in groups 1 and 2

Tableau 4.1: Design parameters and values included in simulations.

For each configuration of the design parameters, we simulate 1000 samples. Ba-

sed on them, we obtain the empirical size (case (a)) and power (cases (b) and (c)) of

the proposed test at the significance level 0.05. For comparison, we report results

of the stratified logrank test based on complete cases (that is, on individuals with

observed stratum). In what follows, we denote this test by SLRCC . We also calcu-

late the stratified logrank test by using all stratum indicators, as if none were mis-

sing. In what follows, we denote this test by SLRFD (for "full data"). Indeed, this

test provides a natural benchmark for evaluating performance of our test. All calcu-

lations are carried out on a multicore processor server equipped with Ubuntu Linux
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operating system. Parallel execution of our R code is provided by R package doMC

(see https://CRAN.R-project.org/package=doMC). Table 4.2 summarizes the

results.

From these results, it appears that powers of both complete-case and inverse-

probability-weighted stratified logrank tests increase when sample size increases and

censoring decreases. The empirical level of T tends to exceed (but only slightly) the

nominal level. As expected, in cases (b) and (c), the inverse-probability-weighted stra-

tified logrank has greater power than the complete-case test, for every scenario. Ove-

rall, the proposed test appears to improve on its complete-case aternative.

4.3.2 A real data example

In this section, we apply our test statistic to a medical dataset described by [2]. In

these data, the survival time is time to esophageal cancer and we wish to investigate

the effect of smoking habit on the risk of developing cancer, while adjusting for expo-

sure to zinc (zinc deficiency is a contributing factor to the development of esophageal

squamous cell carcinoma in humans). The dataset contains 166 male patients. 37 of

them developed cancer, the others were censored at the end of the study period. 102

out of 166 smoked regularly for at least 6 months, the other 64 did not. Tissue zinc

concentration is recorded as a four-categories factor variable, indicating the level of

concentration.

Let α1,`(·) (respectively α2,`(·)) be the hazard function of cancer incidence among

smoker (respectively non-smoker) patients in the `-th stratum, where indice ` refers

to the level class of zinc concentration (zinc concentration increases with `). Testing

the effect of the smoking status while adjusting for zinc exposure can be expressed as

the problem of testing H0 : α1,`(·) = α2,`(·) for ` = 1, 2, 3, 4 against H1 : α1,`(·) 6= α2,`(·)
for some ` ∈ {1, 2, 3, 4}. The stratified logrank test provides an appropriate tool for

answering this question. However, measurement of zinc concentration requires an

esophageal biopsy, which is obtained through a costly measurement technique. There-

fore, it was too difficult and expensive to measure the element concentration on every

patient and it is only available for 53 subjects, leaving 113 patients with missing

stratum information (that is, approximately 68% of the patients). Thus, we propose

to test H0 by using our inverse-probability-weighted stratified logrank statistic.

First, we fit a logistic regression model including all available variables to the

missingness indicators Ri, i = 1, . . . , n. This includes the survival time T , censoring

status δ, group indicator G (Gi = 0 if patient i regularly smoked for at least 6 months

and Gi = 1 otherwise), a binary indicator of the drinking status (any alcohol in the

preceding 12 months: yes/no), age (a continuous variable) and dysplasia grade (mild,
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moderate or severe). We use a stepwise procedure to select a smaller set of relevant

predictors. The final set contains T , δ, age and dysplasia grade. Then, we fit a logistic

regression including these four predictors only to the Ri, i = 1, . . . , n, which yields

the maximum likelihood estimate ψ̂, finally used to calculate the test statistic Z̃(ψ̂)
with (4.2). The final value of the test statistic is T = 1.836, with p-value equal to

0.175. Therefore, at the level 5%, we do reject the null hypothesis of within-strata

equality of the distributions of cancer incidence in smokers and non-smokers groups.

A complete-case stratified logrank test calculated on the 53 patients with observed

zinc concentration yields the p-value 0.762. In this example, both tests give the same

conclusion. However, the much smaller p-value obtained from our test may be the

hint that smoking status is less non-significant than indicated by the complete-case

logrank. Our approach uses all data information available from the 166 patients (in-

cluding those with missing stratum), thus, we may expect that it provides a more

realistic picture of the influence of risk factors on cancer incidence.

4.4 Conclusion
In this paper, we propose an inverse-probability-weighted stratified logrank test

statistic for comparing survival groups with missing stratum information. We derive

its asymptotic distribution under the null hypothesis of no difference between groups.

This test is based on an inverse-probability-weighted version of Nelson-Aalen esti-

mator of cumulative hazards. In our simulations, we found that the proposed test

outperforms complete-case analysis. Now, several questions deserve attention.

First, we assume that the probability of observing a complete case can be mo-

deled parametrically. If this model is incorrectly specified, it is known that inverse-

probability-weighting methods can be biased. One solution is to estimate Π(·) non-

parametrically (by using some kernel estimate for example). An alternative is to

use augmented inverse-probability-weighting of complete cases, which is robust to

misspecification of the missingness model see [65]. Both alternatives constitute sti-

mulating topics for our future research. Then, in Theorem 4.1, we establish point-

wise asymptotic normality of our modified Nelson-Aalen estimator. A uniform weak

convergence result would allow us to construct simultaneous confidence bands for

within-strata cumulative hazards. Tighness of the inverse-probability-weighted Nelson-

Aalen estimator, viewed as a process indexed by t, is required. This is also a subject for

our future work. Finally, in this paper, we assume that strata are missing-at-random

(MAR). Assessing robustness of the proposed test to deviation to MAR constitutes an

other interesting topic for future work.
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Appendix A. Calculation details for Sn(ψ) and I(ψ).

The maximum likelihood estimator ψ̂ of ψ in model Π(ψ) = P(R = 1|O) can be

obtained by solving the score equation Sn(ψ) = ∂ logLn(ψ)
∂ψ = 0, and

Sn(ψ) = ∂

∂ψ

[
n∑
i=1
{Ri log Πi(ψ) + (1−Ri) log(1−Πi(ψ))}

]
,

=
n∑
i=1

{
Ri

Π̇i(ψ)
Πi(ψ) − (1−Ri)

Π̇i(ψ)
1−Πi(ψ)

}
,

=
n∑
i=1

(Ri −Πi(ψ))Π̇i(ψ)
Πi(ψ)(1−Πi(ψ)) ,

=
n∑
i=1

Ui(ψ).

Moreover,

∂Sn(ψ)
∂ψ>

= ∂

∂ψ>

n∑
i=1

Ui(ψ),

=
n∑
i=1

(
Π̈i(ψ) (Ri −Πi(ψ))− Π̇i(ψ)Π̇i(ψ)>

)
(Πi(ψ)(1−Πi(ψ)))

(Πi(ψ)(1−Πi(ψ)))2

−
Π̇i(ψ) (Ri −Πi(ψ))

(
Π̇i(ψ)>(1−Πi(ψ))−Πi(ψ)Π̇i(ψ)>

)
(Πi(ψ)(1−Πi(ψ)))2 ,

=
n∑
i=1

(
Π̈i(ψ) (Ri −Πi(ψ))
Πi(ψ)(1−Πi(ψ)) −

Π̇i(ψ)Π̇i(ψ)> (Ri −Πi(ψ))2

(Πi(ψ)(1−Πi(ψ)))2

)
,

=
n∑
i=1

(
Π̈i(ψ) (Ri −Πi(ψ))
Πi(ψ)(1−Πi(ψ)) − Ui(ψ)Ui(ψ)>

)
.

Finally, we remark that as n→∞, − 1
n
∂Sn(ψ)
∂ψ>

converges in probability to

I(ψ) = E
[
U(ψ)U(ψ)> − Π̈(ψ)(R−Π(ψ))

Π(ψ)(1−Π(ψ))

]
.

Appendix B. Proof of Theorem 4.1.

We decompose n
1
2 (Λ̂`(t, ψ̂)− Λ0,`(t)) as

n
1
2 (Λ̂`(t, ψ̂)− Λ0,`(t)) = A1 +A2,
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where A1 := n
1
2 (Λ̂`(t, ψ̂)− Λ̂`(t, ψ0)) and A2 := n

1
2 (Λ̂`(t, ψ0)−Λ0,`(t)). The term A1 can

be rewritten as:

A1 = n−
1
2

n∑
i=1

∫ t

0

[ω`,i(ψ̂)− ω`,i(ψ0)]
n−1S̃

(0)
`,n(u, ψ̂)

dNi(u)

+n−
1
2

n∑
i=1

∫ t

0
ω`,i(ψ0)

 1
n−1S̃

(0)
`,n(u, ψ̂)

− 1
n−1S̃

(0)
`,n(u, ψ0)

 dNi(u).

Now, under the assumption that ψ̂ is a consistent and asymptotically normal estima-

tor of ψ0, Taylor series expansions of ω`,i(ψ̂) and 1/(n−1S̃
(0)
`,n(u, ψ̂)) around ψ0 and some

straightforward algebra yield:

A1 = n−1
n∑
i=1

∫ t

0

 ω̇`,i(ψ0)>

n−1S̃
(0)
`,n(u, ψ̂)

−
ω`,i(ψ0)n−1∑n

j=1 Yj(u)ω̇`,j(ψ0)>

(n−1S̃
(0)
`,n(u, ψ0))2

 dNi(u) · n
1
2 (ψ̂ − ψ0)

+oP(1),

:= W`,n(t, ψ̂) · n
1
2 (ψ̂ − ψ0) + oP(1).

Consistency of ψ̂ and the law of large numbers imply that W`,n(t, ψ̂) converges in

probability to W`(t, ψ0) given by (4.5). Therefore, A1 = W`(t, ψ0) · n
1
2 (ψ̂ − ψ0) + oP(1).

Now, expanding Sn(ψ̂) in a neighbourhood of ψ0 yields

n
1
2 (ψ̂ − ψ0) = I(ψ0)−1n−

1
2Sn(ψ0) + oP(1),

= I(ψ0)−1n−
1
2

n∑
i=1

Ui(ψ0) + oP(1),

and thus,

A1 = n−
1
2

n∑
i=1

W`(t, ψ0)I(ψ0)−1Ui(ψ0) + oP(1).
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Next, we consider term A2. Note first that

n∑
i=1

∫ t

0

ω`,i(ψ0)
S̃

(0)
`,n(u, ψ0)

dMi(u) = n−1
n∑
i=1

∫ t

0

ω`,i(ψ0)
n−1S̃

(0)
`,n(u, ψ0)

(
dNi(u)− Yi(u)

L∑
`′=1

α0,`′(u)1{Si=`′} du
)
,

= Λ̂`(t, ψ0)− n−1
n∑
i=1

∫ t

0

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

n−1S̃
(0)
`,n(u, ψ0)

Yi(u)
L∑

`′=1
α0,`′(u)1{Si=`′} du,

= Λ̂`(t, ψ0)−
∫ t

0

n−1∑n
i=1 Yi(u)1{Si=`}Ri

Πi(ψ0)

n−1S̃
(0)
`,n(u, ψ0)

α0,`(u) du,

= Λ̂`(t, ψ0)−
∫ t

0
α0,`(u) du,

= Λ̂`(t, ψ0)− Λ0,`(t).

Thus, we have:

A2 = n
1
2 (Λ̂`(t, ψ0)− Λ0,`(t)),

= n−
1
2

n∑
i=1

∫ t

0

ω`,i(ψ0)
n−1S̃

(0)
`,n(u, ψ0)

dMi(u),

= n−
1
2

n∑
i=1

∫ t

0

ω`,i(ψ0)
s̃

(0)
` (u, ψ0)

dMi(u) + oP(1),

and finally,

n
1
2 (Λ̂`(t, ψ̂)− Λ0,`(t)) = n−

1
2

n∑
i=1

(
W`(t, ψ0)I(ψ0)−1Ui(ψ0) +

∫ t

0

ω`,i(ψ0)
s̃

(0)
` (u, ψ0)

dMi(u)
)

+ oP(1),

:= n−
1
2

n∑
i=1

ξ`,i(t, ψ0) + oP(1),

with E[ξ`,i(t, ψ0)] = 0. The result follows by applying the central limit theorem. �

Appendix C. Proof of Theorem 4.2.
We first prove some intermediate technical lemmas.

Lemma 4.1 Under H0, it holds that:

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ0)

](
Yi(t)

L∑
`′=1

α0,`′(t)1{Si=`′} dt
)

= 0.
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Proof. We have:

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ0)

](
Yi(t)

L∑
`′=1

α0,`′(t)1{Si=`′} dt
)

=
n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ0)

]
Yi(t)α0,`(t) dt

=
∫ τ

0

L∑
`=1

 n∑
i=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0) 1{Gi=1}Yi(t)−

n∑
i=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0) Yi(t)

S̃
(1)
`,n(t, ψ0)

S̃
(0)
`,n(t, ψ0)

α0,`(t) dt

=
∫ τ

0

L∑
`=1

S̃(1)
`,n(t, ψ0)− S̃(0)

`,n(t, ψ0)
S̃

(1)
`,n(t, ψ0)

S̃
(0)
`,n(t, ψ0)

α0,`(t) dt

= 0.

�

Lemma 4.2 Assume that conditions 1-4 holds. Then

∫ τ

0

L∑
`=1

(
ẽ`(t, ψ0)− Ẽ`,n(t, ψ0)

)
d

(
n−

1
2

n∑
i=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0) Mi(t)

)
P−→ 0 as n −→∞.

Proof. Let ` ∈ {1, . . . , L}. By Lemma 4.1 of [35], {Y (t) : t ∈ [0, τ ]} is Donsker. The

classes {ψ ∈ Ψ}, {1{S=`}}, {1{G=1}}, {R} and {O} are Donsker and so is the class

{ψ>O : ψ ∈ Ψ} since products of bounded Donsker classes are Donsker. Now, the

class {Π(ψ) : ψ ∈ Ψ} is Donsker since Π is Lipschitz continuous by condition 2 (Lip-

schitz continuous functions of Donsker classes are Donsker) and condition 2 implies

that {1/Π(ψ) : ψ ∈ Ψ} is also Donsker. Finally, {Y (t)1{S=`}R

Π(ψ) : t ∈ [0, τ ], ψ ∈ Ψ} and

{Y (t)1{S=`}R

Π(ψ) 1{G=1} : t ∈ [0, τ ], ψ ∈ Ψ} are Donsker since they are products of boun-

ded Donsker classes. As Donsker classes, they are also Glivenko-Cantelli classes and

since s̃(0)
` (t, ψ) is bounded away from zero (by condition 3), we have that

sup
ψ∈Ψ,t∈[0,τ ]

∣∣∣Ẽ`,n(t, ψ)− ẽ`(t, ψ)
∣∣∣ P−→ 0 as n −→∞.

It follows that supt∈[0,τ ]

∣∣∣Ẽ`,n(t, ψ0)− ẽ`(t, ψ0)
∣∣∣ P−→ 0 as n −→∞.

Now, letQn(t) = n−
1
2
∑n
i=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0) Mi(t). By similar arguments as above,Qn converges

weakly to a mean zero process.

It follows from Lemma 4.2 of [35] that

∫ τ

0

(
ẽ`(t, ψ0)− Ẽ`,n(t, ψ0)

)
d

(
n−

1
2

n∑
i=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0) Mi(t)

)
P−→ 0 as n −→∞,

which concludes the proof. �
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The following lemma establishes a useful approximation of n−
1
2 Z̃(ψ̂).

Lemma 4.3 Assume that conditions 1-4 holds. Then, under H0,

n−
1
2 Z̃(ψ̂) = n−

1
2

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − ẽ`(t, ψ0)

]
dMi(t) + V (ψ0)

√
n(ψ̂ − ψ0) + oP(1).

Proof. A Taylor expansion of Z̃(ψ̂) around ψ0 yields

n−
1
2 Z̃(ψ̂) = n−

1
2 Z̃(ψ0) + n−1 ∂Z̃(ψ)

∂ψ>

∣∣∣∣∣
ψ=ψ0

√
n(ψ̂ − ψ0) + oP(1).

Then, some tedious albeit not difficult algebra yields n−1∂Z̃(ψ)/∂ψ> = V (ψ) + oP(1),
where V (ψ) is given by (4.4). It follows that

n−
1
2 Z̃(ψ̂) = n−

1
2 Z̃(ψ0) + V (ψ0)

√
n(ψ̂ − ψ0) + oP(1), (4.6)

since under a correctly specified parametric model Π(ψ),
√
n(ψ̂−ψ0) = OP(1). Now, by

Lemma 4.1, we have that

n−
1
2 Z̃(ψ0) = n−

1
2

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ0)

]
dNi(t),

= n−
1
2

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ0)

](
dNi(t)− Yi(t)

L∑
`′=1

α0,`′(t)1{Si=`′} dt
)
,

= n−
1
2

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − Ẽ`,n(t, ψ0)

]
dMi(t).

Then,

n−
1
2 Z̃(ψ0) = n−

1
2

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − ẽ`(t, ψ0) + ẽ`(t, ψ0)− Ẽ`,n(t, ψ0)

]
dMi(t),

and by Lemma 4.2,

n−
1
2 Z̃(ψ0) = n−

1
2

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − ẽ`(t, ψ0)

]
dMi(t) + oP(1). (4.7)

Finally, it follows from (4.6) and (4.7) that

n−
1
2 Z̃(ψ̂) = n−

1
2

n∑
i=1

∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − ẽ`(t, ψ0)

]
dMi(t) + V (ψ0)

√
n(ψ̂ − ψ0) + oP(1).

�
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We now turn to proof of Theorem 4.2. A Taylor expansion of Sn(ψ̂) around ψ0 yields

0 = Sn(ψ̂) = Sn(ψ0) + ∂Sn(ψ)
∂ψ>

∣∣∣∣
ψ=ψ0

(ψ̂ − ψ0) + oP(‖ψ̂ − ψ0‖).

Thus, under a correctly specified model Π(ψ), we have:

ψ̂ − ψ0 = 1
n

n∑
i=1

I(ψ0)−1Ui(ψ0) + oP(n−
1
2 ). (4.8)

By Lemma 4.3 and (4.8), we obtain:

n−
1
2 Z̃(ψ̂) = n−

1
2

n∑
i=1

(∫ τ

0

L∑
`=1

1{Si=`}Ri
Πi(ψ0)

[
1{Gi=1} − ẽ`(t, ψ0)

]
dMi(t) + V (ψ0)I(ψ0)−1Ui(ψ0)

)
+oP(1),

= n−
1
2

n∑
i=1

ϕi + oP(1),

with E[ϕi] = 0. Hence, by the central limit theorem, n−
1
2 Z̃(ψ̂) converges in distribution

to a zero-mean Gaussian random variable with variance E[ϕ2
i ]. �
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SLRFD SLRCC T
(n1, n2, n3) c case p
(40, 40, 40) 20% (a) 0.3 0.055 0.051 0.060

0.5 0.056 0.059 0.070
(b) 0.3 0.893 0.273 0.338

0.5 0.931 0.257 0.326
(c) 0.3 0.988 0.392 0.468

0.5 0.995 0.412 0.485
50% (a) 0.3 0.048 0.061 0.072

0.5 0.056 0.042 0.070
(b) 0.3 0.709 0.172 0.196

0.5 0.761 0.173 0.250
(c) 0.3 0.915 0.323 0.327

0.5 0.947 0.306 0.382
(70, 80, 60) 20% (a) 0.3 0.054 0.059 0.070

0.5 0.050 0.058 0.050
(b) 0.3 0.989 0.427 0.450

0.5 0.997 0.438 0.480
(c) 0.3 1 0.659 0.684

0.5 1 0.686 0.711
50% (a) 0.3 0.034 0.049 0.054

0.5 0.048 0.052 0.061
(b) 0.3 0.929 0.345 0.359

0.5 0.952 0.329 0.382
(c) 0.3 0.996 0.537 0.543

0.5 0.997 0.548 0.582
(100, 100, 80) 20% (a) 0.3 0.049 0.070 0.075

0.5 0.052 0.044 0.072
(b) 0.3 0.997 0.572 0.610

0.5 1 0.583 0.634
(c) 0.3 1 0.808 0.819

0.5 1 0.819 0.827
50% (a) 0.3 0.047 0.037 0.059

0.5 0.061 0.055 0.058
(b) 0.3 0.974 0.410 0.438

0.5 0.988 0.441 0.474
(c) 0.3 0.999 0.667 0.689

0.5 1 0.683 0.698
Tableau 4.2: Empirical size (case (a)) and power (cases (b) and (c)) for
SLRFD, SLRCC and the proposed test T (all results are based on 1000 replica-
tions).



Conclusion et perspectives

DAns ce travail, nous nous intéressons à l’inférence statistique dans deux mo-

dèles semi-paramétrique et non-paramétrique stratifiés de durées de vie cen-

surées. Nous proposons tout d’abord une statistique de test d’ajustement pour le mo-

dèle de régression stratifié à risques proportionnels. Nous établissons sa distribution

asymptotique sous l’hypothèse nulle d’un ajustement correct du modèle aux données.

Nous étudions les propriétés numériques de ce test (niveau, puissance sous diffé-

rentes alternatives) au moyen de simulations. Nous proposons ensuite une procédure

permettant de stratifier le modèle à risques proportionnels suivant un seuil inconnu

d’une variable de stratification. Cette procédure repose sur l’utilisation du test d’aju-

tement proposé précédemment. Une étude de simulation exhaustive est conduite pour

évaluer les performances de cette procédure.

Notre test d’ajustement est réalisable lorsque le nombre de covariables est modéré,

donc il est envisageable d’explorer certaines directions pour étendre ce nombre et

résoudre les problèmes de calcul.

Dans une seconde partie de notre travail, nous nous intéressons à l’application

du test du logrank stratifié dans un contexte de données manquantes (nous considé-

rons la situation où les strates ne peuvent êtres observées chez tous les individus de

l’échantillon). Nous construisons une version pondérée du logrank stratifié adaptée

à ce problème. Nous en établissons la loi limite sous l’hypothèse nulle d’égalité des

fonctions de risque dans les différents groupes. Les propriété de cette nouvelle statis-

tique de test sont évaluées au moyen de simulations. Le test est ensuite appliqué à

un jeu de données médicales.



Conclusions et perspectives 100

Il serait intéressant d’étendre ce travail dans plusieures directions. Tout d’abord,

nous pourrions nous intéresser à la sensibilité du test proposé à une mauvaise spéci-

fication des pondérations individuelles. Puis nous pourrions envisager des modélisa-

tions alternatives de ces pondérations, faisant intervenir des modèles plus flexibles et

plus robustes: modèles logistiques semi ou non paramétriques. Nous pourrions éga-

lement nous intéresser à la sensibilité du test proposé à un écart à l’hypothèse de

données manquantes au hasard. L’ensemble de ces pistes de recherche nécessite la

mise en oeuvre d’études de simulations poussées, qui sont le sujet de nos travaux

futurs.



A
Programmes des simulations

Code de calcul du test d’ajustement au modèle de Cox stratifié lorsque
sous l’alternative, les risques instantanés dans les différentes strates
contiennent des prédicteurs linéaires différents

library(MASS)

library(survival)

require(doMC, quietly = TRUE)

registerDoMC()

nw=getDoParWorkers()

nbrerep=1e5 # nombre d’échantillons simulés

###### INITIALISATIONS DIVERSES

Q=400 # nombre de z_i

J=3 # nombre de strates

n1=150 # effectifs des strates

n2=175

n3=120

nj=c(n1,n2,n3)

n=sum(nj)

m=0.525 # .237 assure 10% de censure, .525 assure 20% de censure, 1.325 assure 40%

de censure

a1=2.1 #alpha1

a2=1.2 #alpha2

a3=1.8 #alpha3
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l1=1 # lambda ds strate 1

l2=0.75 # lambda ds strate 2

l3=1.5 # lambda ds strate 3

b11=0.2 # paramètre de régression beta11

b12=0.7 # paramètre de régression beta12

b21=1 # paramètre de régression beta21

b22=1 # paramètre de régression beta22

b31=0.2 # paramètre de régression beta31

b32=0.2 # paramètre de régression beta32

###### FIN INITIALISATIONS

res=foreach(u=1:nbrerep, .combine=rbind) %dopar%

N=1

essai1=matrix(rep(0,N*Q),ncol=Q)

essai2=matrix(rep(0,N*Q),ncol=Q)

essai3=matrix(rep(0,N*Q),ncol=Q)

S1=rep(0,N)

S2=rep(0,N)

S3=rep(0,N)

Z1=rnorm(n1)

W1=runif(n1,min=1,max=3)

X1=(-log(runif(n1))/l1*exp(-b11*Z1-b12*W1))(̂1/a1) #durées de vie de S1

Z2=rnorm(n2) #covariables de strate S2

W2=runif(n2,min=1,max=3) #covariables

X2=(-log(runif(n2))/l2*exp(-b21*Z2-b22*W2))(̂1/a2) #durées de vie de S2

Z3=rnorm(n3) #covariables

W3=runif(n3,min=1,max=3) #covariables

X3=(-log(runif(n3))/l3*exp(-b31*Z3-b32*W3))(̂1/a3) #durées de vie de S3

X=c(X1,X2,X3)

Z=c(Z1,Z2,Z3)

W=c(W1,W2,W3)

S=rep(1:J,nj) #indicatrice d’appartenance aux strates

C=rexp(n,m) # censure

T=pmin(X,C) #durées observée

delta=as.integer(X==T)

u=seq(-1.6,1.6,length=Q)

v=seq(1.2,2.8,length=Q)

Q1=matrix(rep(1,Q),ncol=Q)
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Q2=matrix(rep(1,Q),ncol=Q)

Q3=matrix(rep(1,Q),ncol=Q)

fit=coxph(Surv(T,delta)Z̃+W+strata(S)) # ajustement modele Cox stratifié

mr=resid(fit) # récupération résidus de martingale

for(l in 1:Q){

Q1[l]=1/sqrt(n)*sum(mr*(Z<=u[l])*(W<=v[l])*(S==1))

Q2[l]=1/sqrt(n)*sum(mr*(Z<=u[l])*(W<=v[l])*(S==2))

Q3[l]=1/sqrt(n)*sum(mr*(Z<=u[l])*(W<=v[l])*(S==3))

}

essai1=Q1

essai2=Q2

essai3=Q3

resultat=c(essai1,essai2,essai3)

essai1=res[,1:Q]

essai2=res[,(Q+1):(2*Q)]

essai3=res[,(2*Q+1):(3*Q)]

# une simulation pour injection dans bootstrap

N=1

S1=rep(0,N)

S2=rep(0,N)

S3=rep(0,N)

Z1=rnorm(n1)

W1=runif(n1,min=1,max=3)

X1=(-log(runif(n1))/l1*exp(-b11*Z1-b12*W1))(̂1/a1)

Z2=rnorm(n2)

W2=runif(n2,min=1,max=3)

X2=(-log(runif(n2))/l2*exp(-b21*Z2-b22*W2))(̂1/a2)

Z3=rnorm(n3)

W3=runif(n3,min=1,max=3)

X3=(-log(runif(n3))/l3*exp(-b31*Z3-b32*W3))(̂1/a3)

X=c(X1,X2,X3)

Z=c(Z1,Z2,Z3)

W=c(W1,W2,W3)
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S=rep(1:J,nj)

C=rexp(n,m)

T=pmin(X,C)

delta=as.integer(X==T) # crée les indicatrices delta

data=cbind(T,Z,W,S,delta)

# replications bootstrap

B=2000

matricebootQ1=matrix(rep(1,B*Q),ncol=B)

matricebootQ2=matrix(rep(1,B*Q),ncol=B)

matricebootQ3=matrix(rep(1,B*Q),ncol=B)

for (b in 1:B)

print(b)

Q1b=matrix(rep(0,Q),ncol=1)

Q2b=matrix(rep(0,Q),ncol=1)

Q3b=matrix(rep(0,Q),ncol=1)

echboot=data[sample(1:nrow(data),nrow(data),replace=TRUE),]

fitboot=coxph(Surv(echboot[,1],echboot[,5]) echboot[,2]+echboot[,3]+strata(echboot[,4]))

mr=resid(fitboot)

u=seq(-1.6,1.6,length=Q)

v=seq(1.2,2.8,length=Q)

for(l in 1:Q)

Q1b[l]=1/sqrt(n)*sum(mr*(echboot[,2]<=u[l])*(echboot[,3]<=v[l])*(echboot[,4]==1))

Q2b[l]=1/sqrt(n)*sum(mr*(echboot[,2]<=u[l])*(echboot[,3]<=v[l])*(echboot[,4]==2))

Q3b[l]=1/sqrt(n)*sum(mr*(echboot[,2]<=u[l])*(echboot[,3]<=v[l])*(echboot[,4]==3))

################### fin boucle sur l

matricebootQ1[,b]=Q1b

matricebootQ2[,b]=Q2b

matricebootQ3[,b]=Q3b

matricebootQ123=rbind(matricebootQ1,matricebootQ2,matricebootQ3)

vbQ123=var(t(matricebootQ123)) # matrice S

############ fin boucle bootstrap

vbQ123temp=vbQ123

vbQ123=matrix(rep(0,(J*Q)2̂),ncol=J*Q)

vbQ123[1:Q,1:Q]=vbQ123temp[1:Q,1:Q]

vbQ123[(Q+1):(2*Q),(Q+1):(2*Q)]=vbQ123temp[(Q+1):(2*Q),(Q+1):(2*Q)]
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vbQ123[(2*Q+1):(3*Q),(2*Q+1):(3*Q)]=vbQ123temp[(2*Q+1):(3*Q),(2*Q+1):(3*Q)]

stat.test=apply(cbind(apply(abs(essai1),1,max),apply(abs(essai2),1,max),apply(abs(essai3),1,max)),1,max)

# test max-max

loi.theo.boot=abs(mvrnorm(n=5000,rep(0,J*Q),vbQ123))

comp1=apply(loi.theo.boot[,1:Q],1,max)

comp2=apply(loi.theo.boot[,(Q+1):(2*Q)],1,max)

comp3=apply(loi.theo.boot[,(2*Q+1):(3*Q)],1,max)

stat.theo.boot=pmax(comp1,comp2,comp3) # loi "theorique bootstrappé" et sa densité

estimée pour le test max-max

rm(list=(ls()[ls()!="stat.test"&ls()!="stat.theo.boot"]))

print(mean(stat.test>=quantile(stat.theo.boot,probs=.95)))

save(list = ls(all=TRUE), file = "sortieDiffPL20-150-175-120.RData");
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Code de calcul du test du logrank stratifié avec strates manquantes

#############fonction réalisant le calcul de la statistique de test

stat.test=function(R,S,T,delta,G,Z)

W=cbind(rep(1,n),T,delta,G,Z)

m.logit=glm(R T+delta+G+Z,family=binomial(link=logit))

p.hat=predict(m.logit,newdata=data.frame(W[,-1]),type=’response’) # récupération des

probabilités estimées P(R=1|W)

############ calcul de la statistique de test

M1=matrix(as.integer(t(replicate(n,T))>=replicate(n,T)),ncol=n)

M2=matrix(t(replicate(n,as.integer(G==1))),ncol=n)

l=1

M3l1=matrix(t(replicate(n,as.integer(S==l))),ncol=n)

l=2

M3l2=matrix(t(replicate(n,as.integer(S==l))),ncol=n)

l=3

M3l3=matrix(t(replicate(n,as.integer(S==l))),ncol=n)

M4=matrix(t(replicate(n,R)),ncol=n)

M5=matrix(t(replicate(n,as.vector(p.hat))),ncol=n)

M6l1=M1*M2*M3l1*M4/M5

M6l2=M1*M2*M3l2*M4/M5

M6l3=M1*M2*M3l3*M4/M5

# # récupération des S̃(1)
l,n (Ti, ψ̂) pour i=1 à n et l=1,2,3

# S1l1=apply(M6l1,1,sum)

S1l2=apply(M6l2,1,sum)

S1l3=apply(M6l3,1,sum)

# # # M6l1sansG=M1*M3l1*M4/M5

M6l2sansG=M1*M3l2*M4/M5

M6l3sansG=M1*M3l3*M4/M5

#

# récupération des S̃(0)
l,n (Ti, ψ̂) pour i=1 à n et l=1,2,3

#

S0l1=apply(M6l1sansG,1,sum)

S0l2=apply(M6l2sansG,1,sum)

S0l3=apply(M6l3sansG,1,sum)

#

# récupération des Ẽ(0)
l,n (Ti, ψ̂) pour i=1 à n et l=1,2,3
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#

El1=S1l1/S0l1

El2=S1l2/S0l2

El3=S1l3/S0l3

indNaN=which(is.na(El1)|is.na(El2)|is.na(El3))

Z1=sum(as.integer(S[-indNaN]==1)*R[-indNaN]/p.hat[-indNaN]*(as.integer(G[-indNaN]==1)-

El1[-indNaN])*delta[-indNaN])

Z2=sum(as.integer(S[-indNaN]==2)*R[-indNaN]/p.hat[-indNaN]*(as.integer(G[-indNaN]==1)-

El2[-indNaN])*delta[-indNaN])

Z3=sum(as.integer(S[-indNaN]==3)*R[-indNaN]/p.hat[-indNaN]*(as.integer(G[-indNaN]==1)-

El3[-indNaN])*delta[-indNaN])

statistique.test=(Z1+Z2+Z3)/sqrt(n-length(indNaN))
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Détermination du seuil de stratification dans le modèle de Cox stra-
tifié

nbrerep=1e3 # nombre d’échantillons simulés

############ INITIALISATIONS DIVERSES

Q=600 # nombre de z_i

J=2 # nombre de strates

n1=100 # effectifs des strates 200, 225, 190

n2=125

nj=c(n1,n2)

n=sum(nj)

m=1 # m=.36 assure 10% de censure / 1 assure 20% de censure / 2.15 assure 30% de

censure / 3.9 assure 40% de censure

ws=1.5 # threshold for stratifying

a1=1

a2=1

l1=3

l2=1

b=c(1.3,.75,-0.5,0.25,0) # paramètre de régression beta1

############ FIN INITIALISATIONS

res=foreach(u=1:nbrerep, .combine=rbind) %dopar%

print(u)

# début simulation des données

C1=rnorm(n)

C2=runif(n,min=1,max=3)

C3=rbinom(n,1,.4)

C4=rnorm(n,1,1.5)

C5=runif(n,0,1)

Cov=rbind(C1,C2,C3,C4,C5)

W=runif(n,0,4)

X1=(-log(runif(n))/l1*exp(-t(b)%*%Cov))(̂1/a1)

X2=(-log(runif(n))/l2*exp(-t(b)%*%Cov))(̂1/a2)

X=X1*(W<=ws)+X2*(W>ws)

C=rexp(n,m)
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T=pmin(X,C)

delta=as.integer(X==T)

A=t(rbind(T,delta,C1,C2,C3,C4,C5,W))

# fin simulation des données

w=seq(0,4,length=Q)

v=seq(-3,8,length=Q)

Q1=matrix(rep(1,(Q*Q)),ncol=Q)

Q2=Q1

for (j in 1:Q){

fit=coxph(Surv(A[,1],A[,2]) A[,3]+A[,4]+A[,5]+A[,6]+A[,7]+strata(W<=w[j]))

mr=resid(fit) # récupération résidus de martingale

#

for(l in 1:Q){

Q1[l,j]=1/sqrt(n)*sum(mr*(t(fit$coeff)%*%Cov<=v[l])*(W<=w[j]))

Q2[l,j]=1/sqrt(n)*sum(mr*(t(fit$coeff)%*%Cov<=v[l])*(W>w[j]))

}

#

}

est.ws=w[which.min(apply(pmax(abs(Q1),abs(Q2)),2,max))]

# estimation du modèle de Cox avec threshold estimé

fit2=coxph(Surv(A[,1],A[,2]) A[,3]+A[,4]+A[,5]+A[,6]+A[,7]+strata(W<=est.ws))

# oracle: estimation du modèle de Cox avec vrai threshold

fitoracle=coxph(Surv(A[,1],A[,2]) A[,3]+A[,4]+A[,5]+A[,6]+A[,7]+strata(W<=ws))

#

# estimation bootstrap de la variance des estimateurs

#

B=1000

coeff=matrix(rep(0,B*dim(Cov)[1]),ncol=B)

for(b in 1:B)

Aboot=A[sample(1:n,n,replace=TRUE),]

fitboot=coxph(Surv(Aboot[,1],Aboot[,2]) Aboot[,3]+Aboot[,4]+Aboot[,5]+Aboot[,6]+Aboot[,7]+strata(Aboot[,8]<=est.ws))

coeff[,b]=fitboot$coeff

sdestboot=apply(coeff,1,sd)

#

resultat=rbind(c(est.ws,fit2$coeff,sdestboot,fitoracle$coeff,sqrt(diag(fitoracle$var))))

save(list = ls(all=TRUE), file = "stratification20pc2.RData");



B
Résultats des Simulations (n1, n2) = (200, 225)

proposed method oracle

c β1 β2 β3 β4 β5 β1 β2 β3 β4 β5

10% RMSE 0.0130 0.0119 0.0140 0.0016 0.0362 0.0064 0.0088 0.0118 0.0013 0.0355

bias -0.0640 -0.0407 0.0263 -0.0125 0.0036 0.0151 0.0068 -0.0051 0.0027 0.0027

SE 0.0763 0.0988 0.1133 0.0378 0.1885 0.0760 0.0962 0.1098 0.0369 0.1823

SD 0.0945 0.1012 0.1154 0.0381 0.1902 0.0783 0.0937 0.1084 0.0362 0.1886

CP 0.7850 0.9140 0.9400 0.9460 0.9460 0.9490 0.9490 0.9450 0.9590 0.9480

` 0.2992 0.3872 0.4441 0.1483 0.7388 0.2981 0.3773 0.4303 0.1445 0.7147

20% RMSE 0.0125 0.0128 0.0156 0.0018 0.0403 0.0063 0.0101 0.0145 0.0016 0.0378

bias -0.0612 -0.0354 0.0222 -0.0109 0.0066 0.0131 0.0076 -0.0063 0.0032 0.0059

SE 0.0798 0.1046 0.1200 0.0400 0.1991 0.0791 0.1015 0.1163 0.0388 0.1926

SD 0.0933 0.1074 0.1230 0.0410 0.2008 0.0786 0.1001 0.1204 0.0395 0.1945

CP 0.8250 0.9280 0.9420 0.9360 0.9400 0.9530 0.9620 0.9560 0.9460 0.9480

` 0.3129 0.4100 0.4704 0.1569 0.7805 0.3099 0.3980 0.4558 0.1522 0.7550

40% RMSE 0.0123 0.0167 0.0203 0.0022 0.0567 0.0084 0.0144 0.0187 0.0020 0.0521

bias -0.0481 -0.0305 0.0204 -0.0074 -0.0049 0.0215 0.0110 -0.0086 0.0062 -0.0019

SE 0.0902 0.1211 0.1402 0.0464 0.2323 0.0884 0.1167 0.1353 0.0447 0.2236

SD 0.1000 0.1256 0.1411 0.0461 0.2381 0.0893 0.1196 0.1364 0.0443 0.2284

CP 0.8770 0.9260 0.9480 0.9440 0.9460 0.9460 0.9440 0.9400 0.9460 0.9460

` 0.3534 0.4745 0.5496 0.1817 0.9107 0.3465 0.4576 0.5304 0.1752 0.8766
Table 2. Simulation results with (n1, n2) = (200, 225). RMSE: empirical root mean

square error. SD: empirical standard deviation. CP: empirical coverage probability of

95%-level confidence intervals. `: average length of 95%-level confidence intervals.
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FIGURE B.1: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (200, 225) and censoring percentage = 10% . In red: density
of the N (0, 1).
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FIGURE B.2: Density estimation from the N two-step estimates (dashed line)
and oracle estimates (solid line), (n1, n2) = (200, 225) and censoring percentage
= 10% . The true value is indicated by a vertical line.
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FIGURE B.3: QQ-plots of theN estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5, (n1, n2) =

(200, 225) and censoring percentage = 10%.
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FIGURE B.4: Boxplots-plots of the N two-step estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j and

oracle estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, . . . , 5, (n1, n2) = (200, 225) and censoring

percentage = 10%
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FIGURE B.5: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (200, 225) and censoring percentage = 20% . In red: density
of the N (0, 1).
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= 20% . The true value is indicated by a vertical line.
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FIGURE B.7: QQ-plots of theN estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5, (n1, n2) =

(200, 225) and censoring percentage = 20%.
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n,ω̂,j, . . . , β̂
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oracle estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, . . . , 5, (n1, n2) = (200, 225) and censoring

percentage = 20%
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(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (200, 225) and censoring percentage = 40% . In red: density
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FIGURE B.11: QQ-plots of the N estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5,

(n1, n2) = (200, 225) and censoring percentage = 40%.
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FIGURE B.12: Boxplots-plots of theN two-step estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j and

oracle estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, . . . , 5, (n1, n2) = (200, 225) and censoring

percentage = 40%



C
Résultats des simulations (n1, n2) = (70, 85)

proposed method oracle

c β1 β2 β3 β4 β5 β1 β2 β3 β4 β5

10% RMSE 0.0231 0.0301 0.0377 0.0050 0.1117 0.0201 0.0303 0.0362 0.0044 0.1077

bias -0.0436 -0.0151 0.0188 -0.0075 0.0091 0.0360 0.0311 -0.0145 0.0071 0.0109

SE 0.1409 0.1820 0.2071 0.0696 0.3450 0.1321 0.1673 0.1901 0.0640 0.3170

SD 0.1458 0.1729 0.1933 0.0701 0.3342 0.1371 0.1715 0.1898 0.0660 0.3282

CP 0.9130 0.9630 0.9630 0.9480 0.9550 0.9460 0.9390 0.9540 0.9440 0.9440

` 0.5522 0.7134 0.8117 0.2727 1.3523 0.5178 0.6557 0.7450 0.2509 1.2427

20% RMSE 0.0255 0.0389 0.0463 0.0050 0.1410 0.0234 0.0366 0.0438 0.0050 0.1289

bias -0.0345 -0.0247 0.0177 -0.0076 -0.0010 0.0443 0.0187 -0.0157 0.0076 0.0041

SE 0.1495 0.1925 0.2196 0.0741 0.3674 0.1386 0.1762 0.2015 0.0677 0.3349

SD 0.1560 0.1959 0.2145 0.0705 0.3757 0.1466 0.1904 0.2087 0.0704 0.3592

CP 0.9350 0.9400 0.9570 0.9590 0.9480 0.9360 0.9260 0.9460 0.9400 0.9330

` 0.5859 0.7545 0.8608 0.2905 1.4403 0.5434 0.6908 0.7901 0.2653 1.3127

40% RMSE 0.0297 0.0468 0.0601 0.0072 0.1609 0.0296 0.0431 0.0581 0.0070 0.1560

bias -0.0261 -0.0220 0.0096 -0.0041 -0.0031 0.0436 0.0201 -0.0147 0.0071 -0.0051

SE 0.1701 0.2267 0.2605 0.0869 0.4330 0.1542 0.2038 0.2344 0.0776 0.3882

SD 0.1704 0.2154 0.2450 0.0846 0.4014 0.1667 0.2066 0.2407 0.0833 0.3951

CP 0.9340 0.9590 0.9680 0.9590 0.9660 0.9400 0.9500 0.9540 0.9300 0.9380

` 0.6670 0.8888 1.0213 0.3407 1.6975 0.6043 0.7988 0.9187 0.3042 1.5218
Table 3. Simulation results with (n1, n2) = (70, 85). RMSE: empirical root mean

square error. SD: empirical standard deviation. CP: empirical coverage probability of

95%-level confidence intervals. `: average length of 95%-level confidence intervals.
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FIGURE C.1: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (70, 85) and censoring percentage = 10% . In red: density of
the N (0, 1).
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FIGURE C.2: Density estimation from the N two-step estimates (dashed line)
and oracle estimates (solid line), (n1, n2) = (70, 85) and censoring percentage =
10% . The true value is indicated by a vertical line.
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FIGURE C.3: QQ-plots of theN estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5, (n1, n2) =

(70, 85) and censoring percentage = 10%.
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FIGURE C.4: Boxplots-plots of the N two-step estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j and

oracle estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, . . . , 5, (n1, n2) = (70, 85) and censoring

percentage = 10%
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FIGURE C.5: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (70, 85) and censoring percentage = 20% . In red: density of
the N (0, 1).
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FIGURE C.6: Density estimation from the N two-step estimates (dashed line)
and oracle estimates (solid line), (n1, n2) = (70, 85) and censoring percentage =
20% . The true value is indicated by a vertical line.
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FIGURE C.7: QQ-plots of theN estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5, (n1, n2) =

(70, 85) and censoring percentage = 20%.
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FIGURE C.8: Boxplots-plots of the N two-step estimates β̂(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j and

oracle estimates β̃(1)
n,j , . . . , β̃

(N)
n,j , j = 1, . . . , 5, (n1, n2) = (70, 85) and censoring
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FIGURE C.9: Histogram of the N normalized estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j =

1, . . . , 5, (n1, n2) = (70, 85) and censoring percentage = 40% . In red: density of
the N (0, 1).
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and oracle estimates (solid line), (n1, n2) = (70, 85) and censoring percentage =
40% . The true value is indicated by a vertical line.
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FIGURE C.11: QQ-plots of the N estimates β̂
(1)
n,ω̂,j, . . . , β̂

(N)
n,ω̂,j, j = 1, . . . , 5,

(n1, n2) = (70, 85) and censoring percentage = 40%.
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Résumé:

DAns ce travail, nous nous intéressons à l’inférence statistique dans deux mo-

dèles semi-paramétrique et non-paramétrique stratifiés de durées de vie cen-

surées. Nous proposons tout d’abord une statistique de test d’ajustement pour le mo-

dèle de régression stratifié à risques proportionnels. Nous établissons sa distribution

asymptotique sous l’hypothèse nulle d’un ajustement correct du modèle aux données.

Nous étudions les propriétés numériques de ce test (niveau, puissance sous diffé-

rentes alternatives) au moyen de simulations. Nous proposons ensuite une procédure

permettant de stratifier le modèle à risques proportionnels suivant un seuil inconnu

d’une variable de stratification. Cette procédure repose sur l’utilisation du test d’aju-

tement proposé précédemment. Une étude de simulation exhaustive est conduite pour

évaluer les performances de cette procédure.

Dans une seconde partie de notre travail, nous nous intéressons à l’application du

test du logrank stratifié dans un contexte de données manquantes (nous considé-

rons la situation où les strates ne peuvent être observées chez tous les individus de

l’échantillon). Nous construisons une version pondérée du logrank stratifié adaptée

à ce problème. Nous en établissons la loi limite sous l’hypothèse nulle d’égalité des

fonctions de risque dans les différents groupes. Les propriété de cette nouvelle statis-

tique de test sont évaluées au moyen de simulations. Le test est ensuite appliqué à

un jeu de données médicales.
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Abstract:

IN this work, we are interested in the statistical inference in two semi-parametric

and non-parametric stratified models for censored data. We first propose a goodness-

of-fit test statistic for the stratified proportional hazards regression model. We es-

tablish its asymptotic distribution under the null hypothesis of a correct fit of the

model. We investigate the numerical properties of this test (level, power under dif-

ferent alternatives) by means of simulations. Then, we propose a procedure allowing

to stratify the proportional hazards model according to an unknown threshold in a

stratification variable. This procedure is based on the goodness-of-fit test proposed

earlier. An exhaustive simulation study is conducted to evaluate the performance of

this procedure. In a second part of our work, we consider the stratified logrank test in

a context of missing data (we consider the situation where strata can not be observed

on all sample individuals). We construct a weighted version of the stratified logrank,

adapted to this problem. We establish its asymptotic distribution under the null hy-

pothesis of equality of the hazards functions in the different groups. The properties

of this new test statistic are assessed using simulations. Finally, the test is applied to

a medical dataset.
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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’inférence statistique dans 
deux modèles semi-paramétrique et non-paramétrique stratifiés de 
durées de vie censurées. Nous proposons tout d’abord une statistique 
de test d’ajustement pour le modèle de régression stratifié à risques 
proportionnels. Nous établissons sa distribution asymptotique sous 
l’hypothèse nulle d’un ajustement correct du modèle aux données. Nous 
étudions les propriétés numériques de ce test (niveau, puissance sous 
différentes alternatives) au moyen de simulations. Nous proposons 
ensuite une procédure permettant de stratifier le modèle à risques 
proportionnels suivant un seuil inconnu d’une variable de stratification. 
Cette procédure repose sur l’utilisation du test d’ajustement proposé 
précédemment. Une étude de simulation exhaustive est conduite pour 
évaluer les performances de cette procédure. 

Dans une seconde partie de notre travail, nous nous intéressons à 
l’application du test du logrank stratifié dans un contexte de données 
manquantes (nous considérons la situation où les strates ne peuvent 
être observées chez tous les individus de l’échantillon). Nous 
construisons une version pondérée du logrank stratifié adaptée à ce 
problème. Nous en établissons la loi limite sous l’hypothèse nulle 
d’égalité des fonctions de risque dans les différents groupes. Les 
propriétés de cette nouvelle statistique de test sont évaluées au moyen 
de simulations. Le test est ensuite appliqué à un jeu de données 
médicales..

Abstract

In this work, we are interested in the statistical inference in two semi-
parametric and non-parametric stratified models for censored data. We 
first propose a goodness-of-fit test statistic for the stratified proportional 
hazards regression model. We establish its asymptotic distribution 
under the null hypothesis of a correct fit of the model. We investigate 
the numerical properties of this test (level, power under different 
alternatives) by means of simulations. Then, we propose a procedure
allowing stratifying the proportional hazards model according to an 
unknown threshold in a stratification variable. This procedure is based 
on the goodness-of-fit test proposed earlier. An exhaustive simulation 
study is conducted to evaluate the performance of this procedure.

In a second part of our work, we consider the stratified logrank test in a 
context of missing data (we consider the situation where strata cannot 
be observed on all sample individuals). We construct a weighted 
version of the stratified logrank, adapted to this problem. We establish 
its asymptotic distribution under the null hypothesis of equality of the 
hazards functions in the different groups. The properties of this new 
test statistic are assessed using simulations. Finally the test is applied 
to a medical dataset..
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