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Yo Tokunaga DR Japan Atomic Energy Agency Rapporteur

Alain Sakuto Prof. Université Paris Diderot Examinateur
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❯♥ ❣"❛♥❞ ❣"❛♥❞ ♠❡"❝✐ F ❏❡❛♥✲I❛#❝❛❧✱ ♠♦♥ ❞✐"❡❝$❡✉" ❞❡ $❤J#❡✱ K✉✐ ❛ L$L F ♠♦♥ ❝M$L
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❞♦✉$❡ ♣❛# ❛✉##✐ ❝♦♦❧ #✐ ✈♦✉# ♥✬L$✐❡③ ♣❛# ❧F✳
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❢♦"♠✐❞❛❜❧❡ ❞❛♥# ❧❡ ❣"♦✉♣❡✳

▼❡"❝✐ F ♥♦# ❛♠✐# ❝❤✐♠✐#$❡# ❛✉ ❉5✱ ❈❤"✐#$♦♣❤✱ ❑❛"✐♥❡ ❡$ #✉"$♦✉$ ●L"❛"❞✱ K✉✐ ♠✬❛ ♣❛##L
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♦❜+❡♥✐% ❞❡" ♠♦♥♦❝%✐"+❛✉① ❞❡ ❤❛✉+❡ 1✉❛❧✐+/ ❞❡ ❝❡ "②"+>♠❡✳

✈✐✐



✈✐✐✐



4 4

TCurie Tsc

TCurie

ξ0

χac

ρ 4 4

TCurie

Tsc 2



2

4 4

Tsc
T

0.2 K Tsc µm
ξ

Hc2 ξ ∼ 5 nm ξ ∼ 25 nm

p

2

2 mmm

nma

2

2

2

2

pc
TCurie



pc ∼1 GPa
4 GPa Tsc

2

Tsc

2

p

p

p



♦❞❞ ♣❛$✐&② &$✐♣❧❡& *✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&② ❛$❡ &❤❡ &✇♦ ❤❡❛✈② ❢❡$♠✐♦♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞* ❯4& 3✱ ❯❇❡13✱

❛♥❞ ❙$2❘✉❖4✮✳

●❡♥❡$❛❧❧② *♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐❢ ✇❡ ✇$✐&❡ &❤❡ *✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛* ❛ ♣$♦❞✉❝& ♦❢ &❤❡

♦$❜✐&❛❧ ❛♥❞ *♣✐♥ ♣❛$& ✭♣♦**✐❜❧❡ ✐❢ &❤❡ *♣✐♥✲♦$❜✐& ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐* ✇❡❛❦✮✱

∆l
s1,s2

(k) = gl(k) χs(s1, s2) ✭✶✳✶✮

&❤❡ *②♠♠❡&$② ♦❢ &❤❡ ♦$❜✐&❛❧ ♣❛$& ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②✿ gl(−k) = (−1)lgl(k)✱ ✇✐&❤ l = 0, 1, 2...
❝♦$$❡*♣♦♥❞✐♥❣ $❡*♣❡❝&✐✈❡❧② &♦ s✱p✱d✳✳✳✲✇❛✈❡ ♣❛✐$✐♥❣ *&❛&❡*✳ ❚❤❡ ❧❡&&❡$* s✱p✱d ❝♦$$❡*♣♦♥❞ &♦

♣❛✐$✐♥❣ *&❛&❡* ✇✐&❤ ❞✐✛❡$❡♥& ♦$❜✐&❛❧ ❛♥❣✉❧❛$ ♠♦♠❡♥&✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❛**♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡

✐$$❡❞✉❝✐❜❧❡ $❡♣$❡*❡♥&❛&✐♦♥* ✭■❘✮ ♦❢ &❤❡ ❢✉❧❧ $♦&❛&✐♦♥❛❧ *②♠♠❡&$② ❣$♦✉♣ SO(3)✳ ❚❤✐* ✐*

❛♣♣$♦♣$✐❛&❡ ✇❤❡♥ &❤❡ ♥♦$♠❛❧ *&❛&❡ ✐* ✐*♦&$♦♣✐❝✱ ❧✐❦❡ ✐♥ &❤❡ *✉♣❡$✢✉✐❞

3
❍❡✳ ■♥ ❛ ❝$②*&❛❧✱

*✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ *&❛&❡* ❛$❡ ❝❧❛**✐✜❡❞ ❜② &❤❡ ■❘ ♦❢ &❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♣❤❛*❡ *②♠♠❡&$② ❣$♦✉♣✱

❜✉& ❛$❡ ♦❢&❡♥ *&✐❧❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛&❡❞ s✱ p✱ d✲✇❛✈❡ *&❛&❡*✱ ❞✉❡ &♦ &❤❡ $❡*❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥ &❡$♠* ♦❢

*②♠♠❡&$② ✇✐&❤ &❤❡ ❝♦$$❡*♣♦♥❞✐♥❣ *♣❤❡$✐❝❛❧ ❤❛$♠♦♥✐❝* ✭Ylm(k̂)✱ ✇✐&❤ m = −l, ..., 0, ...l✮✱
✇❤✐❝❤ ❛$❡ &❤❡ ❜❛*❡ ❢✉♥❝&✐♦♥* ♦❢ &❤❡ l✲■❘ ♦❢ SO(3)✮✳

❚❤❡ 4❛✉❧✐ ❡①❝❧✉*✐♦♥ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ✐♠♣♦*❡* &❤❛& &❤❡ ♣❛✐$✐♥❣ *&❛&❡ ✐* ❛♥&✐*②♠♠❡&$✐❝ ✇✐&❤

$❡*♣❡❝& &♦ &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ &❤❡ &✇♦ ❡❧❡❝&$♦♥*✿

∆l
s2,s1

(−k) = −∆l
s1,s2

(k) ✭✶✳✷✮

❋♦$ ❛ p✲✇❛✈❡ ♣❛✐$✐♥❣ *&❛&❡ gl(k) ✐* ❛♥&✐*②♠♠❡&$✐❝ ✭l = 1✮✱ ❛♥❞ ♥❡❝❡**❛$✐❧② ❛ *♣✐♥✲&$✐♣❧❡&

*&❛&❡ ✐* ❢♦$♠❡❞ ✭S = 1✮✱ ✇✐&❤ &❤$❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&*✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ $❡♣$❡*❡♥&❡❞ ♦♥ &❤❡ ❜❛*✐*✿

Sz =



































1, | ↑↑>=
(

✶ ✵

✵ ✵

)

0, | ↑↓> +| ↓↑>=
(

✵ ✶

✶ ✵

)

−1, | ↓↓>=
(

✵ ✵

✵ ✶

)

✭✶✳✸✮

■♥ &❤❡ ♣$❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛ *&$♦♥❣ *♣✐♥✲♦$❜✐& ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ &❤❡ ❡❧❡❝&$♦♥ *♣✐♥ ✐* ♥♦ ❧♦♥❣❡$ ❛ ✧❣♦♦❞✧

P✉❛♥&✉♠ ♥✉♠❜❡$✳ ◆♦♥❡&❤❡❧❡**✱ &❤❡ ❡❧❡❝&$♦♥ *&❛&❡ ❛$❡ *&✐❧❧ ❞♦✉❜❧② ❞❡❣❡♥❡$❛&❡ ✐❢ &❤❡ &✐♠❡

$❡✈❡$*❛❧ *②♠♠❡&$② ✐* ♣$❡*❡$✈❡❞ ✭❑$❛♠❡$✬* ❞❡❣❡♥❡$❛❝②✮✳ ■♥ *✉❝❤ ❛ ❝❛*❡ &❤❡ ♥♦&✐♦♥* ♦❢

✧*♣✐♥✲*✐♥❣❧❡&✧ ❛♥❞ ✧*♣✐♥✲&$✐♣❧❡&✧ *✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ *&❛&❡* ❝❛♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ &♦ ❜❡ ✉*❡❞ ✐♥ &❡$♠*

♦❢ ✧♣*❡✉❞♦✲*♣✐♥*✧✳ ■♥ &❤❡ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡&✐❝ *&❛&❡✱ &❤✐* ✐* ♥♦ ❧♦♥❣❡$ &$✉❡✿ ❑$❛♠❡$✬* ❞❡❣❡♥❡$❛❝②

✐* ❧✐❢&❡❞ ❢♦$ ♦♣♣♦*✐&❡ ✧♣*❡✉❞♦ *♣✐♥*✧ ❛♥❞ &❤❡$❡ ✐* ❛ ❜❛♥❞ *♣❧✐&&✐♥❣✳ ❇✉& ✐❢ &❤❡ *②*&❡♠ *&✐❧❧

❤❛* ❛ ❝❡♥&❡$ ♦❢ ✐♥✈❡$*✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐* &❤❡ ❝❛*❡ ❢♦$ ❯●❡2✱ ❯❘❤●❡ ❛♥❞ ❯❈♦●❡✮✱ ✇❡ ❝❛♥ *&✐❧❧

❞✐*&✐♥❣✉✐*❤ ♦❞❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣❛$✐&② *✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ *&❛&❡*✳

❆ ❣❡♥❡$❛❧ *♣✐♥✲&$✐♣❧❡& ✭♦❞❞ ♣❛$✐&②✮ *✉♣❡$❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐&&❡♥ ❛*

&❤❡ *✉♠ ♦❢ &❤$❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&* ✇✐&❤ ❞✐✛❡$❡♥& ✭♣*❡✉❞♦✮ Sz✿

∆s1,s2(k) = ∆↑(k)| ↑↑> +∆0(k)(| ↑↓> +| ↓↑>) + ∆↓(k)| ↓↓>

=

(

∆↑(k) ∆0(k)
∆0(k) ∆↓(k)

)

✭✶✳✹✮

♦$ ❡P✉✐✈❛❧❡♥&❧②✱ ✐♥ &❡$♠* ♦❢ ❛ d✲✈❡❝&♦$✿

✹



∆s1,s2(k) = (~d(k).~σ(k)) iσy

=

(

−dx(k) + idy(k) dz(k)
dz(k) dx(k) + idy(k)

)

✭✶✳✺✮

✇❤❡(❡ σi ✭i = x, y, z✮ ❛(❡ *❤❡ +❛✉❧✐ ♠❛*(✐❝❡1✱ ❛♥❞























dx(k) = − i

2
(∆↑(k) + ∆↓(k)),

dy(k) = −1

2
(∆↑(k)−∆↓(k)),

dz(k) = ∆0(k)

✭✶✳✻✮

❋♦( ❛ ❢❡((♦♠❛❣♥❡*✐❝ 1*❛*❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛1 ❛♥ ♦(*❤♦(❤♦♠❜✐❝ ❝(②1*❛❧ 1*(✉❝*✉(❡✱ ♦♥❧② *✇♦ ♣♦11✐✲

❜✐❧✐*✐❡1 ❡①✐1* ❢♦( p✲✇❛✈❡ 1✉♣❡(❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ 1*❛*❡✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢(♦♠ 1②♠♠❡*(② ♣(✐♥❝✐♣❧❡1❬✷✻✱ ✷✼❪

❛♥❞ ✇✐*❤ *❤❡ ❤②♣♦*❤❡1✐1 *❤❛* 1*(♦♥❣ 1♣✐♥✲♦(❜✐* ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡①✐1*1 ✐♥ *❤❡1❡ 1②1*❡♠1 ✭♦(✐❡♥*❛✲

*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❞✲✈❡❝*♦( ✐1 ✜①❡❞ ✇✐*❤ (❡1♣❡❝* *♦ *❤❡ ❝(②1*❛❧ ❛①❡1✮✳ ❚❤❡② ❛(❡ *❤❡ A 1*❛*❡✿















∆↑

A(k) = k̂xη
↑
x + ik̂yη

↑
y ,

∆↓

A(k) = k̂xη
↓
x + ik̂yη

↓
y ,

∆0
A(k) = k̂zη

0
z ,

✭✶✳✼✮

❛♥❞ *❤❡ B 1*❛*❡✿















∆↑

B(k) = k̂zζ
↑
z ,

∆↓

B(k) = k̂zζ
↓
z ,

∆0
B(k) = k̂xζ

0
x + ik̂yζ

0
y ,

✭✶✳✽✮

✇❤❡(❡ *❤❡ ηi ❛♥❞ ζi ❛(❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡(1✳ ◆♦*❡ *❤❛* ✇❤❡♥ *❤❡ Sz = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥* ∆0(k)
✐1 ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦1❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦( ❩❡❡♠❛♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✱ *❤❡1❡ ❢♦(♠1 ♦❢ *❤❡

1✉♣❡(❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ 1*❛*❡ ✇✐❧❧ ♣(❡1❡♥* ♥♦❞❛❧ 1*(✉❝*✉(❡1✿ ❢♦( *❤❡ ❆ 1*❛*❡✱ ❛ ♣♦✐♥* ♥♦❞❡ ❛❧♦♥❣

*❤❡ z✲❛①✐1✱ ❛♥❞ ❢♦( *❤❡ ❇ 1*❛*❡✱ ❛ ❧✐♥❡ ♥♦❞❡ ✐♥ *❤❡ ✭x, y✮ ♣❧❛♥❡✳ ❲❤❡♥ *❤❡ ∆0(k) ❝♦♠♣♦♥❡♥*

✐1 ✜♥✐*❡✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ *❤❡1❡ ♥♦❞❡1 ❜❡❝♦♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠1 ❛♥❞ *❤❡ 1✉♣❡(❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ ❣❛♣ ✐1 ✜♥✐*❡

❢♦( ❡✈❡(② k ♦♥ *❤❡ ❋❡(♠✐ 1✉(❢❛❝❡✳

❊①♣❡(✐♠❡♥*❛❧❧②✱ ❢♦( ❯❈♦●❡ *❤❡ ❣❛♣ ♥♦❞❡ 1*(✉❝*✉(❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ 1*✉❞✐❡❞ ✇✐*❤ ❧♦✇ *❡♠✲

♣❡(❛*✉(❡ *❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ✭κ✮ ♠❡❛1✉(❡♠❡♥*1 ♦♥ ❞✐✛❡(❡♥* 1❛♠♣❧❡1✱ ✇✐*❤ ❘❘❘ ✈❛(②✐♥❣

❢(♦♠ 16 *♦ 150 ❛♥❞ ✇✐*❤ ❤❡❛* ❝✉((❡♥* ✐♥❥❡❝*❡❞ ❛❧♦♥❣ *❤❡ *❤(❡❡ ❝(②1*❛❧ ❛①❡1❬✷✽❪✳ ❋✐❣✉(❡

✶✳✹❛ ♣(❡1❡♥*1 *❤❡ *❡♠♣❡(❛*✉(❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ♥♦(♠❛❧✐③❡❞ *❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ✭κ/κn✮
♦♥ *❤❡ ❜❡1* 1❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❝✉((❡♥* ❞✐(❡❝*✐♦♥✿ *❤❡(❡ ✐1 ♥♦ ♦❜1❡(✈❛❜❧❡ ❛♥✐1♦*(♦♣② ♦❢ κ
✐♥ *❤❡ T → 0 ❧✐♠✐* ❜❡*✇❡❡♥ ❞✐✛❡(❡♥* ❝✉((❡♥* ❞✐(❡❝*✐♦♥1✳ ❋✐❣✉(❡ ✶✳✹❜ ♣(❡1❡♥*1 *❤❡ (❡1✐❞✉❛❧

♥♦(♠❛❧✐③❡❞ *❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ✭❛* T = 0✮ ✭κ/κn(0)✮✱ ❛1 ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ ❘❘❘ ✭(❡1✐❞✉❛❧ (❡✲

1✐1*✐✈✐*② (❛*✐♦ ♦❢ *❤❡ 1❛♠♣❧❡1✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛(❛❝*❡(✐③❡1 *❤❡ 1❛♠♣❧❡ V✉❛❧✐*②✮✳ κ/κn(0) ✐1 ❢♦✉♥❞ *♦

❞❡❝(❡❛1❡ 1*❡❛❞✐❧② ✇✐*❤ ✐♠♣(♦✈✐♥❣ 1❛♠♣❧❡ V✉❛❧✐*②✳ ❋(♦♠ *❤❡1❡ ♠❡❛1✉(❡♠❡♥*1✱ *❤❡(❡ ✐1 ②❡*

♥♦ 1✐❣♥ ♦❢ ♥♦❞❛❧ 1*(✉❝*✉(❡1 ♦❜1❡(✈❡❞ ✐♥ *❤❡ 1✉♣❡(❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ ❣❛♣ ♦❢ ❯❈♦●❡✳ ❖♥❧② ◆▼❘

♠❡❛1✉(❡♠❡♥*1 1✉❣❣❡1* ❧✐♥❡ ♦❢ ♥♦❞❡1 ❢(♦♠ ❛♥ ♦❜1❡(✈❡❞ T 3
❜❡❤❛✈✐♦( ♦❢ 1/T1T ❜❡*✇❡❡♥ 0.1 K

❛♥❞ Tsc ❬✷✾✱ ✶✶❪✳

❘❡✲❡♥$%❛♥$ '✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$②

❆ ♠❛❥♦( 1✉(♣(✐1❡ ✐♥ *❤❡ ❢❡((♦♠❛❣♥❡*✐❝ 1✉♣❡(❝♦♥❞✉❝*♦(1 ❝♦♠❡1 ❢(♦♠ *❤❡✐( ✉♣♣❡( ❝(✐*✐❝❛❧

✜❡❧❞ ✭Hc2✮✳ ❚❤❡ Hc2 ♦❢ ❛❧❧ *❤(❡❡ 1②1*❡♠1 ♣(❡1❡♥* ✈❡(② ✉♥❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ♣✉③③❧✐♥❣ ❢❡❛*✉(❡1✳
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❝❛#❡ ♦❢ ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛♥❞ ❯❘❤●❡ ②✐❡❧❞# ❛ #'!♦♥❣ ❛♥❞ !❛!❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦! '❤❡ ♥❛'✉!❡ ♦❢

'❤❡ ♣❛✐!✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐#♠ ✐♥ '❤❡#❡ #②#'❡♠#✳

❋♦! ❍✴✴❜✱ '❤❡ #✐'✉❛'✐♦♥ ✐# ♠✉❝❤ ♠♦!❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ '❤❡♦!② ✐♥
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❈❤❛♣$❡& ✷

❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♠❡$❤♦❞0

✷✳✶ ❚❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ❛♥❞ &❡3✐3/✐✈✐/② ♠❡❛3✉&❡♠❡♥/3

❚❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ✐0 ❛ ✉0❡❢✉❧ ❡①♣❡#✐♠❡♥,❛❧ ♠❡,❤♦❞ ,♦ 0,✉❞② 0✉♣❡#❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ❛♥❞

♦,❤❡# ♣❤②0✐❝❛❧ ♣#♦♣❡#,✐❡0 ✐♥ ♠❡,❛❧❧✐❝ ♦# ♥♦♥ ♠❡,❛❧❧✐❝ 0②0,❡♠0✳ ❚❤❡ ♠♦0, ✐♠♣♦#,❛♥, ♣❛#,0

♦❢ ,❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥,❛❧ #❡0✉❧,0 ♣#❡0❡♥,❡❞ ✐♥ ,❤✐0 0,✉❞② ❛#❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢#♦♠ ❧♦✇ ,❡♠♣❡#❛,✉#❡

,❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ♠❡❛0✉#❡♠❡♥,0✱ ❜♦,❤ ♦♥ ,❤❡ 0✉♣❡#❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛0❡ ♦❢

❯❈♦●❡✳ ❍❡#❡ ,❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ♣#✐♥❝✐♣❧❡0 ♦❢ ,❤✐0 ❡①♣❡#✐♠❡♥,❛❧ ♠❡,❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥,#♦❞✉❝❡❞✱

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡0❝#✐♣,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥,❛❧ ❝♦♥❞✐,✐♦♥0 ❛♥❞ ,❤❡ 0❡,✲✉♣ ✉0❡❞ ✐♥ ,❤✐0 0,✉❞②✳

✷✳✶✳✶ #$✐♥❝✐♣❧❡+

■♥ ❛♥ ✐0♦,#♦♣✐❝ 0②0,❡♠✱ ,❤❡ ❤❡❛, ❝✉##❡♥, ♦❜❡②0 ❋♦✉#✐❡#✬0 #❡❧❛,✐♦♥✿

j = −κ ∇T ✭✷✳✶✮

✇❤❡#❡ κ ✐0✱ ❜② ❞❡✜♥✐,✐♦♥✱ ,❤❡ ,❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,②✱ j ♠❡❛0✉#❡0 ,❤❡ ❤❡❛, ❝✉##❡♥, ,❤❛, ✢♦✇0
❛❝#♦00 ❛ ✉♥✐, ❝#♦00✲0❡❝,✐♦♥ ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛# ,♦ ,❤❡ ❝✉##❡♥, ❞✐#❡❝,✐♦♥ ❛♥❞ T ✐0 ,❤❡ ,❡♠♣❡#❛,✉#❡✳
■♥ ❛ ❝#②0,❛❧ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡0 ♥♦, ❤❛✈❡ ❝✉❜✐❝ 0②♠♠❡,#②✱ κ ❞❡♣❡♥❞0 ♦♥ ,❤❡ ❝✉##❡♥, ❞✐#❡❝,✐♦♥ ❛♥❞
❣✐✈❡0 ✐♥❢♦#♠❛,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ❛♥✐0♦,#♦♣② ♦❢ ,❤❡ 0②0,❡♠✿

ji = − κij
∂T

∂xj
✭✷✳✷✮

❚❤❡#❡ ❛#❡ 0❡✈❡#❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐0♠0 ❜② ✇❤✐❝❤ ❤❡❛, ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝,❡❞ ,❤#♦✉❣❤ ❛ 0♦❧✐❞✳ ■♥

❛ ♠❡,❛❧✱ ❤❡❛, ,#❛♥0♣♦#, ❝❛♥ ❜❡ ❝❛##✐❡❞ ❜② ,❤❡ ❢#❡❡✲♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡❝,#♦♥0✱ ❜✉, ✐, ❝❛♥ ❛❧0♦

❜❡ ,#❛♥0♠✐,,❡❞ ❜② ,❤❡ ♣#♦♣❛❣❛,✐♦♥ ♦❢ ♦,❤❡# ❦✐♥❞0 ♦❢ ❡①❝✐,❛,✐♦♥0 ❧✐❦❡ ♣❤♦♥♦♥0✱ ♠❛❣♥❡,✐❝

❡①❝✐,❛,✐♦♥0✱ ❡,❝✳ ■♥ ♠♦0, ❝❛0❡0✱ ,❤❡0❡ ❞✐✛❡#❡♥, ❤❡❛, ❝❤❛♥♥❡❧0 ❛#❡ ❝♦♥0✐❞❡#❡❞ ,♦ ❜❡ ✐♥

♣❛#❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ❢#♦♠ ❡❛❝❤ ♦,❤❡#✱ 0♦ ,❤❛, ,❤❡ ,♦,❛❧ ,❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ✐0 ,❤❡

0✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ,❤❡0❡ ❝♦♥,#✐❜✉,✐♦♥0✿

κ = κelec + κphonons + κmagnons + ... ✭✷✳✸✮

■♥ ,❤✐0 0,✉❞②✱ ,❤✐0 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉0❡❞ ❛0 ❛ ❜❛0✐❝ ❛00✉♠♣,✐♦♥ ❢♦# ❛❧❧ ,❤❡ ,❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ❞❛,❛

❛♥❛❧②0❡0✳

❚❤❡ ❡❧❡❝,#♦♥✐❝ ♣❛#, ♦❢ ,❤❡ ,❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ✭κelec✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡0,✐♠❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ ,❤❡ ❡❧❡❝,#✐❝❛❧ #❡0✐0,✐✈✐,② ρ ❜② ✉0✐♥❣ ,❤❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✲❋#❛♥③ ✭❲❋✮ ❧❛✇✿

κelec. ρ

T
= L0 ✭✷✳✹✮

✶✶



✇❤❡#❡ L0 =2.44.10−8 W Ω cm ✐% ❝❛❧❧❡❞ *❤❡ ▲♦#❡♥③ ♥✉♠❜❡#✳ ❚❤❡ ❲❋ ❧❛✇ ✐% ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥

*❤❡ %❝❛**❡#✐♥❣ ♣#♦❝❡%%❡% *❤❛* *❤❡ ❡❧❡❝*#♦♥% ✉♥❞❡#❣♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ *❤❡ *❤❡#♠❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝*#✐❝❛❧

*#❛♥%♣♦#* ✐♥ *❤❡ %❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤✐% ✐% ♠♦%*❧② *#✉❡ ❛* ❧♦✇ *❡♠♣❡#❛*✉#❡✱ ✇❤❡♥ *❤❡ ❡❧❡❝*#♦♥%

%❝❛**❡#✐♥❣ #❛*❡ ✐% ❞♦♠✐♥❛*❡❞ ❜② *❤❡ ❡❧❛%*✐❝ %❝❛**❡#✐♥❣ ❢#♦♠ ✐♠♣✉#✐*✐❡% ❛♥❞ ❝#②%*❛❧ ❞✐%❧♦❝❛✲

*✐♦♥%✱ ♦# ❛* ❤✐❣❤ *❡♠♣❡#❛*✉#❡✱ ✇❤❡♥ %❝❛**❡#✐♥❣ ✐% ❞♦♠✐♥❛*❡❞ ❜② ✧❤✐❣❤ ❡♥❡#❣②✧ ❡①❝✐*❛*✐♦♥%

♦❢ ✇❛✈❡ ✈❡❝*♦#% q ∼ 1
a
∼ kF ✭a✿ ✉♥✐* ❝❡❧❧ ❧❡♥❣*❤❀ kF ✿ ❋❡#♠✐ ✇❛✈❡ ✈❡❝*♦#✮✳ ❋♦# ♠❡*❛❧❧✐❝

%②%*❡♠% ✇✐*❤ ❤✐❣❤ ❝#②%*❛❧ D✉❛❧✐*②✱ *❤❡ ❞❡✈✐❛*✐♦♥ ❢#♦♠ *❤❡ ❲❋ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜%❡#✈❡❞ ❛*

✐♥*❡#♠❡❞✐❛*❡ *❡♠♣❡#❛*✉#❡%✱ ❜❡❝❛✉%❡ *❤❡ ✐♥❡❧❛%*✐❝ %❝❛**❡#✐♥❣ ♣#♦❝❡%%❡% ❞✉❡ *♦ %♠❛❧❧ ✇❛✈❡✲

✈❡❝*♦# ♣❤♦♥♦♥% ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦#*❛♥*✿ *❤❡%❡ ♣#♦❝❡%%❡% ❛#❡ ♠✉❝❤ ♠♦#❡ ❡✣❝✐❡♥* ✐♥ #❡%*♦#✐♥❣

*❤❡ *❤❡#♠❛❧ ❡D✉✐❧✐❜#✐✉♠ *❤❛♥ ✐♥ ♣#♦❞✉❝✐♥❣ ❡❧❡❝*#✐❝❛❧ #❡%✐%*❛♥❝❡ ✭✇❤✐❝❤ #❡D✉✐#❡% ❧❛#❣❡# ♠♦✲

♠❡♥*✉♠ *#❛♥%❢❡#%✮✳ ■♥ %✉❝❤ ❝❛%❡✱ *❤❡ ❡❧❡❝*#♦♥✐❝ *❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② κelec ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡#
*❤❛♥ ✇❤❛* ✐% ❞✐#❡❝*❧② ❡%*✐♠❛*❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ❡❧❡❝*#✐❝❛❧ #❡%✐%*✐✈✐*② ✈❛❧✉❡%❬✹✵❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ⑤ ❱✐♦❧❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✲❋#❛♥③ ❧❛✇ ✇✐*❤ *❤❡ ♣#❡%❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❡❧❛%*✐❝ %❝❛*✲

*❡#✐♥❣✳ ❋✐❣✉#❡ ❢#♦♠ ❘❡❢✳❬✹✶❪✱ ♣❛❣❡ ✼✳

❚❤❡ %✉♣❡#❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ *#❛♥%✐*✐♦♥ ❛❧%♦ ❧❡❛❞% *♦ ❛ ❜#❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ *❤❡ ❲❋ ❧❛✇✱ ❛% *❤❡

❢♦#♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❈♦♣♣❡# ♣❛✐# ❝♦♥❞❡♥%❛*❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡% *❤❡ ❡❧❡❝*#♦♥% ❢#♦♠ ❤❡❛* *#❛♥%❢❡# ❛♥❞

κelec ✐% ❧♦✇❡#❡❞ ❝♦♠♣❛#❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛%❡✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡ ❡❧❡❝*#✐❝❛❧ #❡%✐%*✐✈✐*② ❣♦❡% *♦
③❡#♦✳ ❆ ♠♦#❡ ❞❡*❛✐❧❡❞ ❞✐%❝✉%%✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣#❡%❡♥*❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣*❡# ✸✳✶✳

❆* ❧♦✇ *❡♠♣❡#❛*✉#❡✱ *❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ✐% %❡♥%✐*✐✈❡ *♦ *❤❡ ♣#♦♣❛❣❛*✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥✲

❡#❣② ✭*❤❡#♠❛❧✮ ❡①❝✐*❛*✐♦♥% ✐♥ *❤❡ %②%*❡♠✱ ✇✐*❤ ❛ #❡%♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ kBT ✭♦❢ ♦#❞❡# 0.01 meV
❛* 100 mK✮✳ ■* ✐% *❤✉% ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣❡#✐♠❡♥*❛❧ ♠❡*❤♦❞ *♦ ♣#♦❜❡ *❤❡ ❡①❝✐*❛*✐♦♥ %♣❡❝*#❛ ✐♥
❞✐✛❡#❡♥* %②%*❡♠%✳ ❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦# ❛ %✉♣❡#❝♦♥❞✉❝*♦#✱ ❧♦✇ *❡♠♣❡#❛*✉#❡ *❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝✲

*✐✈✐*② ✐% ✉%❡❞ *♦ %*✉❞② *❤❡ %✉♣❡#❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ ❣❛♣ %*#✉❝*✉#❡ ❛♥❞ ❛♥✐%♦*#♦♣②✳ ❖*❤❡# *❤❡#♠❛❧

♣#♦♣❡#*✐❡%✱ %✉❝❤ ❛% *❤❡ %♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛*✱ ❝❛♥ ❣✐✈❡ %✐♠✐❧❛# ✐♥❢♦#♠❛*✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❝♦♠♣❛#❡❞

✇✐*❤ *❤❡ %♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛*✱ *❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ♠❡❛%✉#❡♠❡♥*% ❤❛✈❡ *✇♦ ❛❞✈❛♥*❛❣❡%✿ ✜#%*✱ ✐*

✐% ❛ ❞✐#❡❝*✐♦♥❛❧ ♣#♦❜❡❀ %❡❝♦♥❞✱ ✐* ✐% ♥♦* ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② *❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①❝✐*❛*✐♦♥% ✭❧✐❦❡ ❤②♣❡#✲

✜♥❡ ❡①❝✐*❛*✐♦♥% ♦❢ *❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ♠❛❣♥❡*✐❝ ✐♠♣✉#✐*✐❡%✱ ✳✳✳✮✳ ❚❤❡ ❧❛**❡# ❤❛✈❡ ♦❢*❡♥ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥*

❡✛❡❝* ♦♥ *❤❡ ❧♦✇ *❡♠♣❡#❛*✉#❡ %♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛* ♠❡❛%✉#❡♠❡♥*%✱ ♣❛#*✐❝✉❧❛#❧② ✉♥❞❡# ♠❛❣♥❡*✐❝

✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ♠❛② ❤✐❞❡ *❤❡ ❡❧❡❝*#♦♥✐❝ ♣#♦♣❡#*✐❡% ❢#♦♠ ❞✐#❡❝* ♦❜%❡#✈❛*✐♦♥% ✭❛% ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ %❡❡

❞✐%❝✉%%✐♦♥% ✐♥ ❈❤❛♣*❡# ✼✳✷✳✷✮✳

✶✷



✷✳✶✳✷ ●❡♥❡&❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥-❛❧ ❝♦♥❞✐-✐♦♥1

❆❧❧ "❤❡ "❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♠❡❛0✉%❡♠❡♥"0 ♣%❡0❡♥"❡❞ ❤❡%❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ✐♥

"✇♦ ❞✐❧✉"✐♦♥ ❝%②♦❣❡♥✐❝ 0②0"❡♠0✳ ❚❤❡ ✜%0" ♦♥❡ ✐0 ❛♥ ♦❧❞ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡ ❞✐❧✉"✐♦♥ %❡❢%✐❣❡%❛"♦%

❡:✉✐♣♣❡❞ ✇✐"❤ ❛ 8.5 T 0✉♣❡%❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ♠❛❣♥❡"✳ ■" ❤❛0 ❛ 0"%♦♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣♦✇❡% "♦ %❡❛❝❤

❜❛0❡ "❡♠♣❡%❛"✉%❡ ❛0 ❧♦✇ ❛0 7 mK ✭♥❛♠❡❞ "❤❡ ✧10 mK ❞✐❧✉"✐♦♥✧ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ✉0❡❞ ❢♦% ♠❡❛0✉%❡♠❡♥"0 ✉♣ "♦ 7 K✳ ■" ❤❛0 "❤❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✇❡❧❧ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢%♦♠ ❡♥✲
✈✐%♦♥♠❡♥"❛❧ ✈✐❜%❛"✐♦♥0✳ ❚❤❡ 0❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛❧❧♦✇0 "♦ ❝♦♦❧ "❤❡ 0②0"❡♠ ❞♦✇♥ "♦ ❛❜♦✉" 100 mK✱
❛♥❞ ✐0 ❡:✉✐♣♣❡❞ ✇✐"❤ ❛ 15 T 0✉♣❡%❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ♠❛❣♥❡" ✭♥❛♠❡❞ "❤❡ ✧15 T ❞✐❧✉"✐♦♥✧ ❛❢"❡%✮✳
❚❤❡ 15 T ❞✐❧✉"✐♦♥ 0②0"❡♠ ✐0 ❢✉%"❤❡% ❡:✉✐♣♣❡❞ ✇✐"❤ ❛ ♣✉❧0❡✲"✉❜❡ ❍❡❧✐✉♠✲%❡❝♦♥❞❡♥0✐♥❣ ✉♥✐"✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇0 "♦ ♣❡%❢♦%♠ ❧♦♥❣✲♣❡%✐♦❞ ❡①♣❡%✐♠❡♥"0 ✇✐"❤ ✈❡%② ❧✐♠✐"❡❞ ❍❡❧✐✉♠ ❝♦♥0✉♠♣"✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡%✱ ✐" ❤❛0 ❛ ♣♦♦% "❡♠♣❡%❛"✉%❡ 0"❛❜✐❧✐"② ❛❜♦✈❡ 1 K✱ ❛♥❞ "❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜%❛"✐♦♥0
✐♥"%♦❞✉❝❡❞ ❜② "❤❡ ♣✉❧0❡✲"✉❜❡ 0②0"❡♠ ♠❛② ❛❞❞ ❧❛%❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐0❡0 "♦ "❤❡ ♠❡❛0✉%❡♠❡♥"0✱

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ "♦ 0❡%✐♦✉0 ❤❡❛"✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠0 ♦♥ "❤❡ "❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♠❡❛0✉%❡♠❡♥"0 ✇❤❡♥

"❤❡ "❡♠♣❡%❛"✉%❡ ✐0 ❜❡❧♦✇ 150 mK✳ ❚♦ ♦✈❡%❝♦♠❡ "❤❡0❡ ❞✐✣❝✉❧"✐❡0✱ ❡①"%❛ ❡✛♦%"0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠❛❞❡ ❜♦"❤ ❢%♦♠ "❤❡ ✐♥0✐❞❡ ✭0"✐✛❡♥✐♥❣ "❤❡ ♠❡❛0✉%❡♠❡♥" 0❡"✲✉♣✮ ❛♥❞ ❢%♦♠ "❤❡ ♦✉"0✐❞❡ ♦❢ "❤❡

❝%②♦0"❛" ✭✜①✐♥❣ "❤❡ "✉❜❡0 ♦❢ "❤❡ %❡❝♦♥❞❡♥0✐♥❣ 0②0"❡♠ "♦ %❡❞✉❝❡ "❤❡✐% ✈✐❜%❛"✐♦♥ ❛♠♣❧✐"✉❞❡✮✳

❚❤❡ "❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② 0❡"✲✉♣ ✐0 ❞❡0❝%✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐0❝✉00❡❞ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" 0❡❝"✐♦♥✳ ❚❤❡

0❛♠❡ 0❡"✲✉♣ ✐0 ✉0❡❞ "♦ ♠❡❛0✉%❡ "❤❡ 0❛♠♣❧❡ ❡❧❡❝"%✐❝❛❧ %❡0✐0"✐✈✐"② ❞✉%✐♥❣ "❤❡ 0❛♠❡ ❡①♣❡%✐✲

♠❡♥"✱ ❛0 "❤❡0❡ ❞❛"❛ ❛%❡ ❡00❡♥"✐❛❧ ❢♦% "❤❡ :✉❛♥"✐"❛"✐✈❡ ❛♥❛❧②0❡0 ♦❢ "❤❡ "❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"②

%❡0✉❧"0 ✭0❡❝"✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✳ ❲❡ ❛%❡ ❢✉%"❤❡% ❡:✉✐♣♣❡❞ ✇✐"❤ ❛♥ ✐♥✲0✐"✉ %♦"❛"✐♥❣ 0②0"❡♠ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇0 ♣%❡❝✐0❡ ♦%✐❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐%❡❝"✐♦♥0✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣%❡0❡♥"❡❞ ✐♥ 0❡❝"✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳

✷✳✶✳✸ ❚❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝-✐✈✐-② 1❡-✲✉♣

❋♦% "❤❡ "❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♠❡❛0✉%❡♠❡♥"0✱ "❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ ✧♦♥❡✲❤❡❛"❡%✲"✇♦✲"❤❡%♠♦♠❡"❡%✧

♠❡"❤♦❞ ✐0 ✉0❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐0 ✐❧❧✉0"%❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ 0✐♠♣❧❡ 0❝❤❡♠❡ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✷✳✷✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ⑤ ❆ 0✐♠♣❧❡ 0❝❤❡♠❡ ❢♦% "❤❡ "❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② 0❡"✲✉♣✳

❚♦ ♣❡%❢♦%♠ 0✉❝❤ ♠❡❛0✉%❡♠❡♥"0✱ ❛ ❜❛%✲0❤❛♣❡❞ 0❛♠♣❧❡ ✐0 ✜①❡❞ "♦ "❤❡ 0❛♠♣❧❡ 0"❛❣❡ ❛" ✐"0

❧❡❢" ❡♥❞ ❛♥❞ ✐0 "❤❡%♠❛❧✐③❡❞ "♦ "❤❡ 0②0"❡♠ "❡♠♣❡%❛"✉%❡ ✭"❤❡ ❞✐❧✉"✐♦♥ ❢%✐❞❣❡ "❡♠♣❡%❛"✉%❡✮✳

❖♥ "❤❡ %✐❣❤" 0✐❞❡ ♦❢ "❤❡ 0❛♠♣❧❡✱ ❛ 10 kΩ %❡0✐0"❛♥❝❡ ❤❡❛"❡% ✐0 ✉0❡❞ "♦ ❛♣♣❧② ❛ ❤❡❛"✐♥❣ ♣♦✇❡%
P ♦♥ "❤❡ 0❛♠♣❧❡✳ ❆ ❤❡❛" ❝✉%%❡♥" "❤❡♥ ✢♦✇0 ❛❧♦♥❣ "❤❡ 0❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ❛ 0"❛"✐♦♥❛%② 0"❛"❡ ✐0
%❡❛❝❤❡❞✱ "❤❡ "❡♠♣❡%❛"✉%❡ ❣%❛❞✐❡♥" ✐0 ♠❡❛0✉%❡❞ ✇✐"❤ "✇♦ ❝❛%❜♦♥ ▼❛"0✉0❤✐"❛ "❤❡%♠♦♠❡"❡%0✳

❚❤❡ ❝♦♥0"❛♥" ❤❡❛"✐♥❣ ♣♦✇❡% P ✐0 ❡①❡%"❡❞ ❜② ♣❛00✐♥❣ ❛ ❞❝ ❡❧❡❝"%✐❝❛❧ ❝✉%%❡♥" "❤%♦✉❣❤

"❤❡ ❤❡❛"❡%✱ ✇✐"❤ ✐"0 ✈♦❧"❛❣❡ ❛❝❝✉%❛"❡❧② ♠❡❛0✉%❡❞ ❛" "❤❡ 0❛♠❡ "✐♠❡✳ ◆♦"✐♥❣ s "❤❡ 0❡❝"✐♦♥

✶✸



♦❢ "❤❡ ❜❛'✲)❤❛♣❡❞ )❛♠♣❧❡✱ "❤❡ ❤❡❛" ❝✉''❡♥" ✐♥"❡♥)✐"② ❛❧♦♥❣ "❤❡ )❛♠♣❧❡ ✐) ❛♣♣'♦①✐♠❛"❡❧②

j = P/s✳ ❚❤❡ "❡♠♣❡'❛"✉'❡ ❣'❛❞✐❡♥" ❛❧♦♥❣ "❤❡ )❛♠♣❧❡ ✐) ❣✐✈❡♥ ❜② ∇T = (Thot − Tcold)/l✱
✇✐"❤ l "❤❡ ❞✐)"❛♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ "✇♦ "❤❡'♠♦♠❡"❡' ❝♦♥"❛❝" ♣♦✐♥")✳ ❆❝❝♦'❞✐♥❣ "♦ ❋♦✉'✐❡'✬)

❧❛✇ ✭❡>✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✶✮✮✱ "❤❡ "❤❡'♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♦❢ "❤❡ )❛♠♣❧❡ κ ✐) "❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

κ =
l

s

P

Thot − Tcold
✭✷✳✺✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ⑤ D❤♦"♦ ♦❢ "❤❡ "❤❡'♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② )❡"✲✉♣✳

❚❤❡ ♣❤♦"♦ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✷✳✸ )❤♦✇) "❤❡ ❞❡"❛✐❧) ♦❢ "❤❡ )❡"✲✉♣ ✐♥ ♣'❛❝"✐❝❡✳ ❚❤❡ )❛♠♣❧❡ ✐)

❣❧✉❡❞ "♦ "❤❡ )❛♠♣❧❡ )"❛❣❡ ✇✐"❤ )✐❧✈❡' ♣❛)"❡✳ ❊❛❝❤ ♦❢ "❤❡ "❤❡'♠♦♠❡"❡') ❛♥❞ "❤❡ ❤❡❛"❡' ✐)

"✐❣❤"❧② ❛""❛❝❤❡❞ "♦ ❛ )♠❛❧❧ )✐❧✈❡' ❢♦✐❧ ✇✐"❤ ●❡♥❡'❛❧ ❊❧❡❝"'✐❝ ✈❛'♥✐)❤✳ ❚❤❡② ❛'❡ ❡❧❡❝"'✐❝❛❧❧②

❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢'♦♠ "❤❡ )✐❧✈❡' ❢♦✐❧✳ ❚♦ '❡❞✉❝❡ "❤❡ ❤❡❛" ❧❡❛❦)✱ "❤❡② ❛'❡ )✉)♣❡♥❞❡❞ ♦♥❧② ✇✐"❤ ❛

❢❡✇ ❑❡✈❧❛' ✇✐'❡) ✭30 µm ✐♥ ❞✐❛♠❡"❡'✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣'♦✈✐❞❡ )✉✣❝✐❡♥" ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ '✐❣✐❞✐"② ✇❤✐❧❡

❜❡✐♥❣ ♣♦♦' "❤❡'♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"♦')✳ ❚❤❡ "❤❡'♠❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝"'✐❝❛❧ ❝♦♥"❛❝" ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ )✐❧✈❡' ❢♦✐❧)

❛♥❞ "❤❡ )❛♠♣❧❡ ❛'❡ ♠❛❞❡ ❜② ✉)✐♥❣ 15 µm ❣♦❧❞ ✇✐'❡)✳ ❚❤❡② ❛'❡ ❣❧✉❡❞ ✇✐"❤ )✐❧✈❡' ♣❛)"❡ ♦♥

"❤❡ "❤❡'♠♦♠❡"❡' ♦' ❤❡❛"❡' )✐❧✈❡' ❢♦✐❧)✱ ❛♥❞ ❛'❡ )♣♦"✲✇❡❧❞❡❞ ♦♥ "❤❡ )❛♠♣❧❡✳ ❋♦' "❤❡ ❤❡❛"❡'✱

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❣♦❧❞ ✇✐'❡) ❛'❡ ♠♦✉♥"❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ❡①♣❡'✐♠❡♥"✱ )♦ "❤❛" ❛ ❣♦♦❞ "❤❡'♠❛❧

❝♦♥♥❡❝"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❤❡❛"❡' ❛♥❞ "❤❡ )❛♠♣❧❡ ✐) ♦❜"❛✐♥❡❞✳ ❖♥ "❤❡ ❝♦❧❞ )✐❞❡✱ )❡✈❡'❛❧ ✭4 "♦

5✮ ❣♦❧❞ ✇✐'❡) ❛'❡ ❡>✉❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ♦♥ "❤❡ ❜❛)❡ ♦❢ "❤❡ )✐❧✈❡' ♣❛)"❡ ❝♦♥♥❡❝"✐♦♥✱ "♦ ❣✉❛'❛♥"❡❡ ❛

❣♦♦❞ "❤❡'♠❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ )❛♠♣❧❡ ❞✉'✐♥❣ "❤❡ ♠❡❛)✉'❡♠❡♥")✳ ❚❤❡ "❤❡'♠♦♠❡"❡') ❛♥❞ "❤❡

❤❡❛"❡' ❛'❡ ♠❡❛)✉'❡❞ ✇✐"❤ ◆❜✲❚✐ )✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ✇✐'❡) ♦❢ 50 µm ❞✐❛♠❡"❡' ❛♥❞ ❛" ❧❡❛)"

30 cm ✐♥ ❧❡♥❣"❤✱ )♦ "❤❛" "❤❡✐' "❤❡'♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"❛♥❝❡ "❤'♦✉❣❤ "❤❡ ♠❡❛)✉'✐♥❣ ✇✐'❡) ❛'❡ )♠❛❧❧

❡♥♦✉❣❤ "♦ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝"❡❞✳ ❋♦' ♠❡❛)✉'❡♠❡♥") ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✐♥ "❤❡ 15 T ❞✐❧✉"✐♦♥ ✭"❤✉) ✉♥❞❡'

❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞✮✱ "❤❡ )✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ✇✐'❡) ❛'❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡' )✉✐"❛❜❧❡ ❢♦' "❤❡ ❤❡❛"❡'✱ ❛♥❞

❛'❡ '❡♣❧❛❝❡❞ ❜② '❡)✐)"✐✈❡ ✇✐'❡)✳

❚❤❡ ❝❛'❜♦♥ ▼❛")✉)❤✐"❛ "❤❡'♠♦♠❡"❡') ✉)❡❞ ❢♦' "❤❡ "❤❡'♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♠❡❛)✉'❡♠❡♥")

❤❛✈❡ "❤❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♦❢ ❣♦♦❞ )❡♥)✐"✐✈✐"② ❛♥❞ >✉✐❝❦ '❡)♣♦♥)❡) ❞♦✇♥ "♦ ❧♦✇❡)" "❡♠♣❡'❛"✉'❡)✳

❚❤✐) ✐) ✇❤② "❤❡② ❛'❡ ❝❤♦)❡♥ '❛"❤❡' "❤❛♥ "❤❡ ♠♦'❡ ✉)✉❛❧ ❘✉❖2 "❤❡'♠♦♠❡"❡')✳ ❚❤❡ ❞'❛✇✲

❜❛❝❦ ✐) "❤❛" "❤❡② ✉♥❞❡'❣♦ )♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡) ✐♥ "❤❡✐' '❡)✐)"❛♥❝❡ ✇✐"❤ ❡❛❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣✲❤❡❛"✐♥❣ ❝②❝❧❡

❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡"♦'❡)✐)"❛♥❝❡)✱ "❤✉) "❤❡② ♥❡❡❞ "♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜'❛"❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ♥❡✇

♠❡❛)✉'❡♠❡♥"✳

❆" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ "❤❡'♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♠❡❛)✉'❡♠❡♥" "❤❡ "❤❡'♠♦♠❡"❡' '❡)✐)"❛♥❝❡) ❛'❡

♠❡❛)✉'❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❛ )"❛"✐♦♥❛'② )"❛"❡ ✇✐"❤ "❤❡ ❤❡❛"✐♥❣ ♣♦✇❡' "✉'♥❡❞ ♦✛ ✭❛♥❞ "❤❡ )②)"❡♠

✶✹



 ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ❛❞❥✉) ❡❞ )♦  ❤❛  ❤❡ )❛♠♣❧❡  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ $❡♠❛✐♥)  ❤❡ )❛♠❡✱ ✇✐ ❤ ❛ ∆T/T
♦❢ ♦$❞❡$ 0.5%✮✳ ❉✉$✐♥❣  ❤✐) ♣❡$✐♦❞  ❤❡ ✇❤♦❧❡ )❡ ✲✉♣ ✐)  ❤❡$♠❛❧✐③❡❞  ♦  ❤❡ ❞✐❧✉ ✐♦♥ ❢$✐❞❣❡

 ❡♠♣❡$❛ ✉$❡✱ ❛♥❞  ❤❡  ❤❡$♠♦♠❡ ❡$ $❡)✐) ❛♥❝❡ ❞❛ ❛ ❞✉$✐♥❣  ❤✐)  ✐♠❡ ❛$❡ ✉)❡❞ ❜♦ ❤ ❢♦$

❝♦$$❡❝ ✐♥❣  ❤❡ $❡)✐❞✉❛❧  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ❣$❛❞✐❡♥ T 0
hot − T 0

cold ✭♠❛✐♥❧② ❞✉❡  ♦  ❤❡ ✐♠♣❡$❢❡❝ 

❝❛❧✐❜$❛ ✐♦♥ ❧❛✇)✮✱ ❛♥❞ ❢♦$  ❤❡  ❤❡$♠♦♠❡ ❡$ ❝❛❧✐❜$❛ ✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ②

✐)  ❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ✇✐ ❤✿

κ =
l

s

P

(Thot − Tcold)− (T 0
hot − T 0

cold)
, ✭✷✳✻✮

✇❤❡$❡ Tcold ∼ T 0
cold✳

✷✳✶✳✹ ❘❡&✐&(✐✈✐(② ♠❡❛&✉.❡♠❡♥(&

❆  ❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ♠❡❛)✉$❡♠❡♥ ✱  ❤❡ ❡❧❡❝ $✐❝❛❧ $❡)✐) ✐✈✐ ② ♦❢  ❤❡

)❛♠♣❧❡ ✐) ❛❧)♦ ♠❡❛)✉$❡❞✳ ❋♦$  ❤✐)  ❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ ❢♦✉$✲✇✐$❡ ❛❝ ♠❡ ❤♦❞ ✐) ✉)❡❞✳ ❚❤❡ )❛♠❡ ❣♦❧❞

✇✐$❡) ✉)❡❞ ❛)  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥ ❛❝ ) ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ )❛♠♣❧❡ ❛♥❞  ❤❡  ❤❡$♠♦♠❡ ❡$) ✭♦$  ❤❡ ❤❡❛ ❡$✮

❛$❡ ✉)❡❞ ❛)  ❤❡ ❡❧❡❝ $✐❝❛❧ ❝♦♥ ❛❝ )✳ ❚❤✐) ❛❧❧♦✇)  ♦ ❝♦♠♣❛$❡  ❤❡ ♠❡❛)✉$❡♠❡♥ ) ❢$♦♠  ❤❡

 ✇♦ ♣$♦❜❡) ✇✐ ❤  ❤❡ )❛♠❡ ❣❡♦♠❡ $✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛ ✐♦♥✳ ❋♦$  ❤❡ $❡)✐) ✐✈✐ ② ♠❡❛)✉$❡♠❡♥ ) ❛

)♠❛❧❧ ❛❝ ❝✉$$❡♥ ♦❢  ❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ 100 µA ✐) ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♥② ♣♦))✐❜❧❡ ❤❡❛ ✐♥❣ ❡✛❡❝ ) ♦♥  ❤❡

)❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐$❡❝ ❧② ❞❡ ❡❝ ❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡  ❤❡$♠♦♠❡ ❡$) ❛♥❞ ❝❛♥  ❤❡♥ ❜❡ ❝♦$$❡❝ ❡❞✳

❖♥❡ ❞✐)❛❞✈❛♥ ❛❣❡ ♦❢ ♠❡❛)✉$✐♥❣  ❤❡ $❡)✐) ✐✈✐ ② ✇✐ ❤  ❤❡  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② )❡ ✲✉♣ ✐)

 ❤❛ ✐ ❜❡❝♦♠❡) ❞✐✣❝✉❧  ♦ $❡❞✉❝❡  ❤❡ ❧♦♦♣ ❛$❡❛ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ✈♦❧ ❛❣❡ ✇✐$❡)✱ )♦  ❤❛  ❤❡

♥♦✐)❡ ♣✐❝❦✉♣ ✐) ❧❛$❣❡✳ ■♥ ❛ ❝❧❛))✐❝❛❧ $❡)✐) ✐✈✐ ② )❡ ✲✉♣✱  ❤❡  ✇♦ ✈♦❧ ❛❣❡ ✇✐$❡) ❛$❡  ✇✐) ❡❞

)♦  ❤❛  ❤❡ ❧♦♦♣ ❛$❡❛ ✐) $❡❞✉❝❡❞  ♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■♥ ♦✉$ ❝❛)❡  ❤✐) ✐) ♥♦ ♣♦))✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉)❡

 ❤❡  ✇♦ ✈♦❧ ❛❣❡ ✇✐$❡) ♣❛)) ❜② )❡♣❛$❛ ❡ )✐❧✈❡$ ♣❛❞)✱ ❛♥❞  ✇✐) ✐♥❣  ❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝$❡❛)❡  ❤❡

 ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡  ✇♦  ❤❡$♠♦♠❡ ❡$)✳ ❆) ❛ $❡)✉❧ ✱  ❤❡ ♠❡❛)✉$❡❞ $❡)✐) ✐✈✐ ②

♣$❡)❡♥ ) )♦♠❡ )♣❡❝✐✜❝ $❡)♦♥❛♥❝❡ ❢$❡I✉❡♥❝✐❡) ✇✐ ❤ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥ I✉❛❞$❛ ✉$❡ )✐❣♥❛❧ ❛ ❤✐❣❤

✜❡❧❞)✳ ■♥ ♣$❛❝ ✐❝❡✱  ♦ ) ❛② ❢❛$ ❢$♦♠  ❤❡ $❡)♦♥❛♥ ❢$❡I✉❡♥❝✐❡)✱ ❛ ✈❡$② ❧♦✇ ❢$❡I✉❡♥❝② ♦❢

2.33 Hz ✐) ✉)❡❞✳ ❚❤❡ $❡)✐) ❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐) ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡$❛❣✐♥❣  ❤❡ ♠❡❛)✉$❡♠❡♥ ) ♦✈❡$ ❛♥

1 ♠✐♥✉ ❡ ♣❡$✐♦❞✳

✷✳✶✳✺ ❋✐❡❧❞ ♦.✐❡♥(❛(✐♦♥

❙✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ✐♥ ❯❈♦●❡ ✐) ❦♥♦✇♥  ♦ ❜❡ ❡① $❡♠❡❧② )❡♥)✐ ✐✈❡  ♦  ❤❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞

❞✐$❡❝ ✐♦♥✱ ❢♦$ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐ ) ❛ ♦$ ❜ ❛①❡)✳ ❲❤❡♥ ♠❡❛)✉$✐♥❣  ❤❡ ✉♣♣❡$ ❝$✐ ✐❝❛❧ ✜❡❧❞

❛❧♦♥❣  ❤❡)❡  ✇♦ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝ ✐♦♥)✱ ❛ ♣$❡❝✐)❡ ♦$✐❡♥ ❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ )❛♠♣❧❡ ✐♥  ❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡) ❛

❝$✉❝✐❛❧ ✐))✉❡✳

❋♦$  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ❡①♣❡$✐♠❡♥ ) ✐♥ ✇❤✐❝❤  ❤❡ ✉♣♣❡$ ❝$✐ ✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦$ ❍✴✴❛ ❛♥❞

❍✴✴❜ ❛$❡ ♣$♦❜❡❞✱ ✇❡ ❛$❡ ❡I✉✐♣♣❡❞ ✇✐ ❤ ❛♥ ✐♥✲)✐ ✉ ❛❧✐❣♥♠❡♥ )②) ❡♠ ❝♦♥)✐) ✐♥❣ ♦❢  ✇♦

✭❆  ♦❝✉❜❡✮ ♣✐❡③♦✲❣♦♥✐♦♠❡ ❡$) ❛♥❞ ♦♥❡ ✭❆  ♦❝✉❜❡✮ ♣✐❡③♦✲$♦ ❛ ♦$  ♦ ♦$✐❡♥  ❤❡ )❛♠♣❧❡ ✐♥  ❤❡

♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞✳ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ )❤♦✇) ❛ ♣❤♦ ♦ ♦❢  ❤❡ )❡ ✲✉♣✳ ❚❤❡  ✇♦ ❣♦♥✐♦♠❡ ❡$) ✐♥  ❤❡ ✉♣♣❡$

♣❛$ ♦❢  ❤❡ ♣❤♦ ♦ ❤❛✈❡ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ $♦ ❛ ✐♥❣ ❛①❡)✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢  ❤❡♠ ❤❛) ❛ ♠❛①✐♠✉♠

❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉ 3◦ ✐♥  ❤❡  ✇♦ ❞✐$❡❝ ✐♦♥)✳ ❚❤❡ $♦ ❛ ♦$ ❜❡❧♦✇ ✭❜❡❤✐♥❞  ❤❡ )I✉❛$❡ )❛♠♣❧❡

) ❛❣❡✮ ❤❛) ✐ ) $♦ ❛ ✐♥❣ ❛①✐) ♣❛$❛❧❧❡❧  ♦  ❤❛ ♦❢  ❤❡ ✉♣♣❡$ ❣♦♥✐♦♠❡ ❡$✳ ■ ❝❛♥ ❜❡  ✉$♥❡❞  ♦

❛♥② ❛♥❣❧❡ ❜❡ ✇❡❡♥ 0◦ ❛♥❞ 360◦✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇)  ♦ ♣❡$❢♦$♠ ❝♦♠♣❧❡ ❡ ❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♠❡❛)✉$❡♠❡♥ )✳

❆♥ ❆  ♦❝✉❜❡ ■♥❡$ ✐❛❧ ▼♦ ♦$ ❉$✐✈✐♥❣ ❈♦♥ $♦❧❧❡$ ❆◆❈✶✺✵ )②) ❡♠ ✐) ✉)❡❞  ♦ ❝♦♥ $♦❧  ❤❡

$♦ ❛ ✐♥❣ ♦♣❡$❛ ✐♦♥)✳ ❚❤✐) ✐) ❞♦♥❡ ❜② )❡♥❞✐♥❣ ❛ )❡$✐❡) ♦❢ ✈❡$② )❤♦$ ✈♦❧ ❛❣❡ ♣✉❧)❡) ♦❢ 30  ♦

✶✺



❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ⑤  ❤♦#♦ ♦❢ #❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥# ,②,#❡♠✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡2 ♣❛2# ♦❢ #❤❡ ♣❤♦#♦ ,❤♦✇, #✇♦

❣♦♥✐♦♠❡#❡2, ✇✐#❤ ♣❡2♣❡♥❞✐❝✉❧❛2 2♦#❛#✐♥❣ ❛①❡,✱ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ 2♦#❛#✐♥❣

❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉# 3◦✳ ❖♥ #❤❡ ❧♦✇❡2 ♣❛2# ♦❢ #❤❡ ♣❤♦#♦✱ ❜❡❤✐♥❞ #❤❡ ,;✉❛2❡ ,❛♠♣❧❡ ,#❛❣❡ ❧✐❡,
#❤❡ ♣✐❡③♦ 2♦#❛#♦2 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ 2♦#❛#❡❞ ❝♦♠♣❧❡#❡❧② #♦ 360◦✳

45 V #♦ #❤❡ ♣✐❡③♦ 2♦#❛#♦2 ♦2 ❣♦♥✐♦♠❡#❡2,✱ ✇✐#❤ ❛ ✧,❛✇#♦♦#❤ ♣2♦✜❧❡✧ #2✐❣❣❡2✐♥❣ #❤❡ ✐♥❡2#✐❛❧

❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥#,✳ ❚❤❡ 2❡,✐,#❛♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ✇✐2❡, #❤❛# ❝♦♥♥❡❝# #❤❡ 2♦#❛#♦2, #♦ #❤❡ ❡❧❡❝#2♦♥✐❝,

❤❛, #♦ ❜❡ ❧❡,, #❤❛♥ 10 Ω✱ #♦ ❛✈♦✐❞ ❡①❝❡,,✐✈❡ ✜❧#❡2✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ✧,❛✇#♦♦#❤✧ ♣2♦✜❧❡✳ ❋♦2 #❤✐,
2❡❛,♦♥✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡2 ✇✐2❡, ❛♥❞ ◆❜✲❚✐ ,✉♣❡2❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ ✇✐2❡, ✭✐♥ #❤❡

4
❍❡ ❜❛#❤✮

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉,❡❞✳

❚❤❡ ♣♦,✐#✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡#❡2, ❛♥❞ #❤❡ 2♦#❛#♦2 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✇✐#❤ ❛ 2❡,✐,#✐✈❡

❡♥❝♦❞❡2 ✭♣♦#❡♥#✐♦♠❡#❡2✮✳ ❚❤❡ 2❡,✐,#❛♥❝❡ 2❛#✐♦ ♦❢ #❤❡ ❡♥❝♦❞❡2✱ #❤❛# ✈❛2✐❡, ❢2♦♠ 0 #♦ 1
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ♣♦,✐#✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛,✉2❡❞ ✇✐#❤ ❤✐❣❤ 2❡,♦❧✉#✐♦♥ ✭❛# ❧❡❛,# 10−3

✮ ✇✐#❤

❛ ▲♦❝❦✲■♥ ❛♠♣❧✐✜❡2✳ ❚❤❡ ♠❡#❤♦❞ ✐, ✐❧❧✉,#2❛#❡❞ ✐♥ ✜❣✉2❡ ✷✳✺❛✳ ❆♥ ❛❝✲,✐❣♥❛❧ ✭U0 = 1 V✮
✐, ,❡♥# ✐♥#♦ #❤❡ ✭#♦#❛❧✮ ♣♦,✐#✐♦♥ 2❡,✐,#❛♥❝❡✱ ❛♥❞ #❤❡ ♣♦,✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡#❡2✴2♦#❛#♦2 ✐,

✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❜② #❤❡ 2❛#✐♦ U1/U0✳ ■♥ ♣2❛❝#✐❝❡✱ #❤❡ ♣♦,✐#✐♦♥ 2❡,✐,#❛♥❝❡ ✐♥❝2❡❛,❡, ,#2♦♥❣❧② ❛# ❧♦✇

#❡♠♣❡2❛#✉2❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡2 ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞✿ ✐# ❝❛♥ 2❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡, ❤✐❣❤❡2 #❤❛♥ 1 MΩ✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ♦❢
#❤❡ ,❛♠❡ ♦2❞❡2 ❛, #❤❡ ✐♥♣✉# ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ▲♦❝❦✲■♥ ❛♠♣❧✐✜❡2 ✭10 MΩ✮✳ ❆, ❛ 2❡,✉❧#✱ #❤❡
♠❡❛,✉2❡♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ 2❛#✐♦ ✐, ,#2♦♥❣❧② ❜✐❛,❡❞✳ ❚❤✐, ♣2♦❜❧❡♠ ❤❛, ❜❡❡♥ ♦✈❡2❝♦♠❡ ❜②

✐♥,❡2#✐♥❣ ❛ ❋❡♠#♦ ✭❉▲ ❱❆✲✶✵✵✲❋✲❉✮ ✈♦❧#❛❣❡ ♣2❡✲❛♠♣❧✐✜❡2✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛, ❛♥ ✐♥♣✉# ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

♦❢ 1 TΩ ✭,❡❡ ✜❣✉2❡ ✷✳✺❜✮✳

❉✉2✐♥❣ #❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥# #❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❞✐2❡❝#✐♦♥ #♦ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞ ✐,

,❡# ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❤❡ 2❡,✐,#❛♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ,❛♠♣❧❡ ✐♥,✐❞❡ #❤❡ ,✉♣❡2❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ #2❛♥,✐#✐♦♥✳ ❋♦2

❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦2 #❤❡ ♠❡❛,✉2❡♠❡♥#, ♦♥ ❯❈♦●❡ ,❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ #♦ ❛❧✐❣♥ #❤❡ ❝2②,#❛❧ ❜✲❛①✐, ❛❧♦♥❣

#❤❡ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ✜2,# ,❡# #❤❡ ,②,#❡♠ #❡♠♣❡2❛#✉2❡ ❛# 0.4 K ❛♥❞ #❤❡ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞ ❛# 4 T✱ #♦ ❜❡
✐♥ #❤❡ 2❡,✐,#✐✈❡ ,✉♣❡2❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ #2❛♥,✐#✐♦♥✳ ❲❡ #❤❡♥ ✉,❡ #❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡#❡2 ✷ ✭#❤❡ ❧♦✇❡2 ♦♥❡✮

✶✻
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ⑤ ✭❛✮✿ ❚❤❡ $❡%✐%'❛♥❝❡ ❡♥❝♦❞❡$ ❢♦$ '❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡'❡$✴$♦'❛'♦$ ♣♦%✐'✐♦♥✳ ❚❤❡ $❛'✐♦

U1/U0✱ ♠❡❛%✉$❡❞ ✇✐'❤ ❛ ▲♦❝❦✲■♥ ❛♠♣❧✐✜❡$ ✭✈♦❧'♠❡'❡$✮✱ ✐♥❞✐❝❛'❡% '❤❡ ♣♦%✐'✐♦♥✳ ✭❜✮✿ ❚❤❡

♣♦%✐'✐♦♥ $❡%✐%'❛♥❝❡ ✭R0 ∼ 1 MΩ✮ %✐♠✐❧❛$ ✐♥ ♦$❞❡$ ♦❢ ♠❛❣♥✐'✉❞❡ '♦ '❤❡ ✐♥♣✉' ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

♦❢ '❤❡ ▲♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡$ ✭Rv = 10 MΩ✮✱ ✐' ✐% ♥❡❝❡%%❛$② '♦ ✐♥%❡$' ❛ ✭❋❡♠'♦✮ ♣$❡✲❛♠♣❧✐✜❡$

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ '✇♦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛% ❛ %✉✣❝✐❡♥'❧② ❧❛$❣❡ ✐♥♣✉' ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✭Rfemto = 1 TΩ✮✳

'♦ $♦'❛'❡ '❤❡ %❛♠♣❧❡ %♦ '❤❛' '❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝'✐♦♥ ✐% '✉$♥❡❞ ✐♥ '❤❡ ✭❜✱❝✮ ♣❧❛♥❡✳ ❲❤❡♥ '❤❡

%❛♠♣❧❡ ❜✲❛①✐% ✐% ❛♣♣$♦❛❝❤✐♥❣ '❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝'✐♦♥✱ '❤❡ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ '$❛♥%✐'✐♦♥ '❡♠♣❡$❛✲

'✉$❡ ✐♥❝$❡❛%❡%✱ %♦ '❤❡ %❛♠♣❧❡ $❡%✐%'❛♥❝❡ ❛' 0.4 K ❞❡❝$❡❛%❡%✳ ❇② ✜♥❞✐♥❣ '❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ '❤❡

%❛♠♣❧❡ $❡%✐%'❛♥❝❡ ❛' '❤✐% '❡♠♣❡$❛'✉$❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞✱ '❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐% ❝❛♥

❜❡ ❛❝❝✉$❛'❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛'❡❞✳ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✻❛ %❤♦✇% '❤❡ %❤✐❢' ♦❢ '❤❡ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ '$❛♥%✐'✐♦♥

❞✉$✐♥❣ %✉❝❤ ❛ $♦'❛'✐♥❣ ♣$♦❝❡%%✱ ✇✐'❤ ❞✐✛❡$❡♥' ❝♦❧♦$% ❝♦$$❡%♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ❞✐✛❡$❡♥' ♣♦%✐'✐♦♥% ♦❢

'❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡'❡$ ✷✱ %❡♣❛$❛'❡❞ ❜② %'❡♣% '②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ 0.01◦ '♦ 0.05◦✳ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✻❜ ♣$❡%❡♥'% '❤❡

❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ $❡%✐%'❛♥❝❡ ♦❢ %❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❛' T = 0.4 K ❛♥❞ H =4 T✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇% '♦ ✜♥❞ '❤❡ ♣♦%✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❜✲❛①✐% ✇✐'❤ ❛ ♣$❡❝✐%✐♦♥ ♦❢ 0.01◦✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡'❡ '❤❡ ♦$✐❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝$②%'❛❧ ❜✲❛①✐% ❛❧♦♥❣ '❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝'✐♦♥✱ ✐' ✐% ♥❡❝❡%%❛$②

'♦ ♣❡$❢♦$♠ ❛ %❡❝♦♥❞ %'❡♣ '♦ ❡❧✐♠✐♥❛'❡ %♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❛✲❛①✐%✳ ❚♦

❞♦ '❤✐%✱ ✐' ✐% ♥❡❝❡%%❛$② '♦ ✐♥❝$❡❛%❡ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ✉♣ '♦ H =10 T✱ ✇❤❡$❡ '❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ Hc2 ❛❧♦♥❣ '❤❡%❡ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝'✐♦♥% ✐% ❧❛$❣❡✱ ❛♥❞ %❡' '❤❡ %②%'❡♠ '❡♠♣❡$❛'✉$❡ ❛'

T = 0.4 K ✭✐♥%✐❞❡ '❤❡ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ '$❛♥%✐'✐♦♥✮✳ ❲❡ '❤❡♥ ✉%❡ '❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡'❡$ ✶ ✭✉♣♣❡$

♦♥❡✮ ♦$ '❤❡ $♦'❛'♦$ '♦ ♦$✐❡♥' ✐♥ '❤❡ ✭❛✱❜✮ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✜♥❞ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ♣♦%✐'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ %❛♠❡

✇❛② ✇❡ ❞♦ ✐♥ '❤❡ ✜$%' %'❡♣✳ ❆❢'❡$ '❤✐% ✇❡ ♦♣'✐♠✐③❡ '❤❡ %❛♠♣❧❡ ♦$✐❡♥'❛'✐♦♥ ❛❣❛✐♥ ✇✐'❤

❣♦♥✐♦♠❡'❡$ ✷ ✭❧♦✇❡$ ♦♥❡✮✱ '♦ ❡❧✐♠✐♥❛'❡ %♠❛❧❧ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐% ✐♥'$♦❞✉❝❡❞

✐♥ '❤❡ %❡❝♦♥❞ %'❡♣✳

■♥ ♣$❛'✐❝❡✱ '❤❡ ✉%❡ ♦❢ '❤✐% ♣✐❡③♦ $♦'❛'✐♥❣ %②%'❡♠ ✐% ❛❧%♦ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐'❤ %♦♠❡ ♦'❤❡$

❞✐✣❝✉❧'✐❡%✳

❋✐$%'✱ '❤❡ %'$❡%% ❢♦$❝❡ ❡①❡$'❡❞ ❜② '❤❡ ♣✐❡③♦✲❡❧❡❝'$✐❝ ♠❛'❡$✐❛❧ '♦ ♣❡$❢♦$♠ $♦'❛'✐♦♥ ✐% ✈❡$②

❧✐♠✐'❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧'❛❣❡ ✭❛$♦✉♥❞ 60 V✮ ✐% ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡'❡$ ♦$ '❤❡

$♦'❛'♦$ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ %♠❛❧❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡%✐%'❛♥❝❡ '♦ '❤❡ $♦'❛'✐♦♥✳ ❚❤✐% ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥

❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ '❤❡ ✇✐$❡% ✉%❡❞ ✐♥ '❤❡ %❡'✲✉♣ ❛$❡ '♦♦ $✐❣✐❞✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❞✉$✐♥❣ '❤❡ $♦'❛'✐♥❣ ♦♣❡$❛'✐♦♥%✱ '❤❡ ❡❧❡❝'$✐❝❛❧ ♣✉❧%❡% %❡♥' ✐♥'♦ '❤❡ $♦'❛'♦$%

❞✐%%✐♣❛'❡ ❧❛$❣❡ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ❤❡❛'✳ ❚❤✐% ✐♥❝$❡❛%❡% '❤❡ '❡♠♣❡$❛'✉$❡ ♦❢ '❤❡ ✇❤♦❧❡ %❛♠♣❧❡ %'❛❣❡

%✐❣♥✐✜❝❛♥'❧②✳ ❚❤❡♥ '❤❡ %❛♠♣❧❡ $❡%✐%'❛♥❝❡ ✐% %'$♦♥❣❧② ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❞✉❡ '♦ ✐'% %❡♥%✐'✐✈✐'② '♦

'❡♠♣❡$❛'✉$❡ ✈❛$✐❛'✐♦♥ ✐♥%✐❞❡ ❛ %✉♣❡$❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ '$❛♥%✐'✐♦♥✳ ❆% ❛ $❡%✉❧'✱ ❛' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤

✶✼
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ⑤ ✭❛✮✿ ❙❤✐❢% ♦❢ %❤❡ (✉♣❡+❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %+❛♥(✐%✐♦♥ ✇❤❡♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐+❡❝%✐♦♥ ✐(

+♦%❛%❡❞ ✐♥ %❤❡ ✭❜✱❝✮ ♣❧❛♥❡✳ ❉✐✛❡+❡♥% ❝♦❧♦+( ❝♦++❡(♣♦♥❞ %♦ ❞✐✛❡+❡♥% ♣♦(✐%✐♦♥( ♦❢ %❤❡ ❣♦✲

♥✐♦♠❡%❡+ ✷✱ (❡♣❛+❛%❡❞ ❜② (%❡♣( %②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ 0.01◦ %♦ 0.05◦✳ ✭❜✮✿ ❚❤❡ +❡(✐(%❛♥❝❡ ♦❢ (❛♠♣❧❡

#1 ♦❢ ❯❈♦●❡ ❛% T = 0.4 K ❛♥❞ H =4 T ✭✐♥(✐❞❡ %❤❡ (✉♣❡+❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %+❛♥(✐%✐♦♥✮✱ ❛( ❛

❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐+❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ❜✲❛①✐( ✐♥(✐❞❡ %❤❡ ✭❜✱❝✮ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ +❡(✐(%❛♥❝❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✐( ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ %❤❡ ✜❡❧❞ ✐( ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❜✲❛①✐( ❜❡❝❛✉(❡

%❤❡ Hc2 ✐( %❤❡ ❤✐❣❤❡(% ❛% %❤✐( ♣♦(✐%✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ⑤ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡%❡+ ✷ ♣♦(✐%✐♦♥ ✭❜❧✉❡ ❝✉+✈❡✱ (❝❛❧❡ ♦♥ %❤❡ ❧❡❢%✮

❛♥❞ %❤❡ ✐♥❝+❡❛(❡ ❛♥❞ +❡❧❛①✐♥❣ ♦❢ %❤❡ (❛♠♣❧❡ %❡♠♣❡+❛%✉+❡ ✭+❡❞ ❝✉+✈❡✱ (❝❛❧❡ ♦♥ %❤❡ +✐❣❤%✮

❞✉+✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛+% ♦❢ %❤❡ +♦%❛%✐♥❣ ♣+♦❝❡((❡(✱ ❛( ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

+♦%❛%✐♥❣ ♦♣❡+❛%✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ %♦ ✇❛✐% ✉♥%✐❧ %❤❡ (❛♠♣❧❡ %❡♠♣❡+❛%✉+❡ +❡❧❛① ❝♦♠♣❧❡%❡❧② %♦ %❤❡

❢+✐❞❣❡ ❧❡✈❡❧ %♦ (❡❡ %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❡❧❞ ♦+✐❡♥%❛%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ (❛♠♣❧❡ +❡(✐(%❛♥❝❡✳ ❚❤✐( ♠❛❦❡( %❤❡

❛❧✐❣♥♠❡♥% ♣+♦❝❡(( %✐♠❡✲❝♦♥(✉♠✐♥❣✳ ❋✐❣✉+❡ ✷✳✼ ♣+❡(❡♥%( %❤❡ ❤❡❛%✐♥❣ ❡✛❡❝% ♦♥ %❤❡ (❛♠♣❧❡

✶✽



✭!❡❞ ❝✉!✈❡✮ ❛) ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,✐♠❡✱ ✇❤❡♥ !♦,❛,✐♥❣ ✇✐,❤ ,❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡,❡! 2 ✭❜❧✉❡ ❝✉!✈❡ ❢♦!

✐,) ♣♦)✐,✐♦♥✮✳ ■, ❝❛♥ ❜❡ ♦❜)❡!✈❡❞ ,❤❛, ✐♥ ,❤❡)❡ !♦,❛,✐♦♥ ),❡♣) ,❤❡ )❛♠♣❧❡ ,❡♠♣❡!❛,✉!❡ ❝❛♥

!✐)❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡! ,❤❛♥ ,❤❡ ♦♥)❡, ♦❢ ,❤❡ )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ,!❛♥)✐,✐♦♥✱ ❛♥❞ !❡9✉✐!❡) ,②♣✐❝❛❧❧②

10 ♠✐♥✉,❡) ,♦ !❡❧❛① ,♦ ,❤❡ )②),❡♠ ❧❡✈❡❧✳ ❚♦ ❝♦♥,!♦❧ ,❤✐) ❤❡❛,✐♥❣ ❡✛❡❝, ❛, ❛ !❡❛)♦♥❛❜❧❡

❧❡✈❡❧✱ ,❤❡ ❞!✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝,!✐❝❛❧ ♣✉❧)❡) ❛!❡ )❡♥, ❛, ❛ ❧♦✇ ❢!❡9✉❡♥❝② ✭❢!♦♠ 10 ,♦ 15 Hz✮✱ ✇✐,❤

❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ,✐♠❡ ,❤❛, !❛♥❣❡) ❢!♦♠ 10 ,♦ 30 )❡❝♦♥❞)✳ ■❢ ,❤❡ ♣✉❧)❡) ❛!❡ )❡♥, ✇✐,❤ ❛

❤✐❣❤❡! ❢!❡9✉❡♥❝② ♦! ❢♦! ❛ ❧♦♥❣❡! ,✐♠❡✱ ✐, ✐) ❡✈❡♥ ♣♦))✐❜❧❡ ,♦ ❤❡❛, ,❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡! ♦❢

,❤❡ ❞✐❧✉,✐♦♥ ✉♥✐,✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛)❡ ✐, ,❛❦❡) ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡! ,♦ !❡✲),❛❜✐❧✐③❡ ,❤❡ )②),❡♠✳

✷✳✷ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛* ♠❡❛,✉.❡♠❡♥*,

❚❤❡ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛, Cp ✐) ❞✐!❡❝,❧② !❡❧❛,❡❞ ,♦ ❡♥,!♦♣② ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ,❤!♦✉❣❤ Cp = T (dS/dT )✱
,❤✉) ✐, ✐) ❛ ♣❡!❢❡❝, 9✉❛♥,✐,② ,♦ ❝❤❛!❛❝,❡!✐③❡ ♣❤❛)❡ ,!❛♥)✐,✐♦♥)✳ ❋♦! ❛ ♠❡,❛❧ ✐♥ ,❤❡ ♥♦!♠❛❧

♣❤❛)❡ Cp ✐) ♦❢,❡♥ ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝,!♦♥✐❝ ❝♦♥,!✐❜✉,✐♦♥ ❧✐♥❡❛! ✐♥ T ✱ ❛♥❞ ❛ T 3
♣❤♦♥♦♥

❝♦♥,!✐❜✉,✐♦♥✿ Cp = γT +βT 3
✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛! ❝♦❡✣❝✐❡♥, γ✱ ♥❛♠❡❞ ,❤❡ ❙♦♠♠❡!❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥,✱

✐) !❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❡❧❡❝,!♦♥✐❝ ❞❡♥)✐,② ♦❢ ),❛,❡)✳ ■♥ ❤❡❛✈② ❢❡!♠✐♦♥ )②),❡♠)✱ ✐♥ ❣❡♥❡!❛❧ ✈❡!②

❧❛!❣❡ γ ❝♦❡✣❝✐❡♥,) ❛!❡ ♦❜)❡!✈❡❞ ❞✉❡ ,♦ ),!♦♥❣ 9✉❛)✐♣❛!,✐❝❧❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ♠❛)) ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥,✭

γ ∝ m∗
✮✳

❉✉!✐♥❣ ,❤✐) ,❤❡)✐) )♦♠❡ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛, ♠❡❛)✉!❡♠❡♥,) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡!❢♦!♠❡❞✱ ❜♦,❤ ✐♥ ❛

G❤②)✐❝❛❧ G!♦♣❡!,② ▼❡❛)✉!❡♠❡♥, ❙②),❡♠ ✭GG▼❙✮ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❞✐❧✉,✐♦♥ ❝!②♦),❛,✳ Cp ✇❛) ♠❡❛✲

)✉!❡❞ ♦♥ ,✇♦ ❯❈♦●❡ )❛♠♣❧❡)✱ ✐♥ ♦!❞❡! ,♦ ),✉❞② ,❤❡✐! )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦!♠❛❧ ♣❤❛)❡

♣!♦♣❡!,✐❡)✱ ♥♦,❛❜❧② ,❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ❙♦♠♠❡!❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥, γ ✭)❡❡ ❈❤❛♣,❡! ✹✳✸✮✳

❚❤❡② ✇❡!❡ ❛❧)♦ ♣❡!❢♦!♠❡❞ ,♦ ❝❤❛!❛❝,❡!✐③❡ ❛ )❡!✐❡) ♦❢ ❯❇❡13 )❛♠♣❧❡) ✐))✉❡❞ ❢!♦♠ ❞✐✛❡!❡♥,

❣!♦✇,❤ ♣!♦❝❡))❡)✿ ❜② ),✉❞②✐♥❣ ,❤❡✐! )✉♣❡!❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ,!❛♥)✐,✐♦♥) ❛♥❞ ,❤❡✐! ❙♦♠♠❡!❢❡❧❞

❝♦❡✣❝✐❡♥, ❛❜♦✈❡ Tsc✱ ✐, ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉)❡❞ ,♦ )❡❧❡❝, ❛♥❞ !❡✜♥❡ ,❤❡ ❛♣♣!♦♣!✐❛,❡ ♠❡,❤♦❞ ,♦

♦❜,❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ 9✉❛❧✐,② ♠♦♥♦❝!②),❛❧❧✐♥❡ )❛♠♣❧❡ ✐♥ ,❤✐) )②),❡♠ ✭)❡❡ ❈❤❛♣,❡! ✼✳✸✮✳

✷✳✷✳✶ ▼❡%❤♦❞

❚❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ !❡❧❛①❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞ ✐) ✉)❡❞ ❢♦! ❛❧❧ ,❤❡ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛, ♠❡❛)✉!❡♠❡♥,) ❞♦♥❡ ✐♥

,❤✐) ,❤❡)✐)✱ ❜♦,❤ ✐♥ GG▼❙ ❛♥❞ ✐♥ ,❤❡ ❞✐❧✉,✐♦♥ ❝!②♦),❛,✳ ❚♦ ❞♦ ,❤✐)✱ ,❤❡ )❛♠♣❧❡ ✐) ❣❧✉❡❞

♦♥ ❛♥ ✐)♦❧❛,❡❞ )❛♠♣❧❡ ),❛❣❡ ❡✐,❤❡! ✇✐,❤ ❛ )♣❡❝✐❛❧ ❣❧✉❡ ✭❢♦! GG▼❙✮ ♦! ✇✐,❤ )✐❧✈❡! ♣❛),❡

✭❢♦! ,❤❡ ❞✐❧✉,✐♦♥✮✳ ❚❤❡ )❛♠♣❧❡ ),❛❣❡✱ ❜❡✐♥❣ )✉)♣❡♥❞❡❞✱ ✐) ❝♦♥♥❡❝,❡❞ ,♦ ,❤❡ ♦✉,)✐❞❡ )②),❡♠

♦♥❧② ✇✐,❤ ,❤✐♥ ♠❡,❛❧❧✐❝ ✇✐!❡) ✇❤✐❝❤ )❡!✈❡ ❛) ❤❡❛, ❧❡❛❦)✳ ❆ ,❤❡!♠♦♠❡,❡! ❛♥❞ ❛ ❤❡❛,❡! ❛!❡

♣✉, ♦♥ ,❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ ,❤❡ )❛♠♣❧❡ ),❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛!❡ ♠❡❛)✉!❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡)❡) ✇✐!❡)✳

❉✉!✐♥❣ ,❤❡ ♠❡❛)✉!❡♠❡♥,✱ ,❤❡ )❛♠♣❧❡ ),❛❣❡ ✐) ✜!), ❤❡❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❝♦♥),❛♥, ❤❡❛,✐♥❣

♣♦✇❡! P ❞✉!✐♥❣ ❛ ♣❡!✐♦❞ d✱ ❛♥❞ ,❤❡♥ ❧❡❢, !❡❧❛①✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ,❡♠♣❡!❛,✉!❡ ♦❢ ,❤❡ ♦✉,)✐❞❡

)②),❡♠✳ ■,) ,❡♠♣❡!❛,✉!❡ ✐) ♠❡❛)✉!❡❞ ❜② ,❤❡ ,❤❡!♠♦♠❡,❡! ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ♣!♦❝❡))✱ ❛♥❞ ,❤❡♥

✜,,❡❞ ✇✐,❤ ❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧ ❧❛✇) ,♦ ❣❡, ,❤❡ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛, ♠❡❛)✉!❡♠❡♥,)✳ ▼♦!❡ )♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥

,❤❡ ,❡♠♣❡!❛,✉!❡ ♦❢ ,❤❡ ♦✉,)✐❞❡ )②),❡♠ T0 ✐) !❡❣✉❧❛,❡❞ ,♦ !❡♠❛✐♥ ),❛❜❧❡✱ ,❤❡ ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ♦❢

,❤❡ )❛♠♣❧❡ ),❛❣❡ ,❡♠♣❡!❛,✉!❡ T ✐) ❣♦✈❡!♥❡❞ ❜②✿

C ♦ ❛❧

p

dT

dt
= P (t)−K(T − T0) ✭✷✳✼✮

✇❤❡!❡ C ♦ ❛❧

p ✐) ,❤❡ ,♦,❛❧ ❤❡❛, ❝❛♣❛❝✐,② ♦❢ ,❤❡ )②),❡♠ ✭)❛♠♣❧❡ ),❛❣❡ ✰ ,❤❡ )❛♠♣❧❡✮✱ K ✐) ,❤❡

,❤❡!♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,❛♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ❤❡❛, ❧❡❛❦)✱ ❛♥❞ P (t) ✐) ,❤❡ ❤❡❛,✐♥❣ ♣♦✇❡! ❛, ,✐♠❡ t✳ ❙♦❧✈✐♥❣

✶✾



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ⑤ ✭❛✮✿ !❤♦$♦ ♦❢ $❤❡ !!▼❙ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛$ ♠❡❛)✉1❡♠❡♥$ )❡$✲✉♣✱ ✇✐$❤ ❛ ❯❇❡13

)❛♠♣❧❡ ♦♥ ✐$✳ ✭❜✮✿ ❚✐♠❡ 1❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ )❛♠♣❧❡ $❡♠♣❡1❛$✉1❡ ✭❜❧✉❡ $1✐❛♥❣❧❡)✮ ❞✉1✐♥❣

♦♥❡ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛$ ♠❡❛)✉1❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ 1❡❧❛①❛$✐♦♥ $✐♠❡ ♠❡$❤♦❞✳ ❚❤❡ 1❡❞ ❧✐♥❡ )❤♦✇) $❤❡

♣♦✇❡1 ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② $❤❡ ❤❡❛$❡1 ❞✉1✐♥❣ $❤❡ ♠❡❛)✉1❡♠❡♥$✳

$❤✐) ❡C✉❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ Tt=0 = T0✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

T (t) = T0 +

∫ t

t′=0

exp(−t− t′

τ
)
P (t′)

C ♦ ❛❧

p

dt′ ✭✷✳✽✮

✇❤❡1❡ τ = C ♦ ❛❧

p /K ✐) ❝❛❧❧❡❞ $❤❡ 1❡❧❛①❛$✐♦♥ $✐♠❡✳ ❉✉1✐♥❣ $❤❡ ♠❡❛)✉1❡♠❡♥$) ✇✐$❤ $❤❡

1❡❧❛①❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞ ✭)❡❡ ✜❣✉1❡ ✷✳✽❜✮✱ P (t) ✐) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P (t) =

{

P , ❢♦1 0 ≤ t ≤ d

0 , ❢♦1 t > d
✭✷✳✾✮

■♥)❡1$✐♥❣ ❡C✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ✐♥$♦ ❡C✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❧❡❛❞) $♦✿

T (t) =















T0 +R

(

1− exp

(

− t

τ

))

, ❢♦1 0 ≤ t ≤ d

T0 +R

(

1− exp

(

−d
τ

))

exp

(

−t− d

τ

)

, ❢♦1 t > d

✭✷✳✶✵✮

✇✐$❤ R = τP/C ♦ ❛❧

p ✳ ❋✐$$✐♥❣ $❤❡ $✐♠❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ T ✐♥ ✜❣✉1❡ ✷✳✽❜ ✇✐$❤ ❡C✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡$❡1♠✐♥❡ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$) τ ❛♥❞ R✱ ❢1♦♠ ✇❤✐❝❤ C ♦ ❛❧

p ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✳

❚❤❡ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛$ ♦❢ $❤❡ )❛♠♣❧❡ ❝❛♥ $❤❡♥ ❜❡ ♦❜$❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ❤❡❛$ ❝❛♣❛❝✐$② ♦❢ $❤❡

)❛♠♣❧❡ )$❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ♣1❡✲❝❛❧✐❜1❛$❡❞ ❜❡❢♦1❡ $❤❡ ♠❡❛)✉1❡♠❡♥$)✱ ✐) 1❡♠♦✈❡❞ ❢1♦♠ C ♦ ❛❧

p ✳

✷✳✷✳✷ ❈♦$$❡❝'✐♦♥* '♦ '❤❡ ,,▼❙ '❤❡$♠♦♠❡'❡$ ❝❛❧✐❜$❛'✐♦♥*

❋♦1 $❤❡ ❤❡❛$ ❝❛♣❛❝✐$② ♠❡❛)✉1❡♠❡♥$) ♣❡1❢♦1♠❡❞ ✐♥ $❤❡ !!▼❙ )②)$❡♠✱ $❤❡ ❞❛$❛ ❛♥❛❧②)✐)

✐) ❛✉$♦♠❛$✐❝❛❧❧② ♣❡1❢♦1♠❡❞ ❜② $❤❡ !!▼❙ ♣1♦❣1❛♠✱ ❛♥❞ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛$ ❞❛$❛

❝❛♥ ❜❡ ❞✐1❡❝$❧② ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡ 1❡)✉❧$✐♥❣ ❞❛$❛ ✜❧❡)✳ ❍♦✇❡✈❡1 $❤❡)❡ 1❡)✉❧$) ♣1❡)❡♥$ )♦♠❡

✷✵



❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ⑤ Cp/T ❛! ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ ❜❡❢♦,❡ ✭♦♣❡♥ &,✐❛♥❣❧❡!✮ ❛♥❞ ❛❢&❡, ✭✜❧❧❡❞

❝✐,❝❧❡!✮ &❤❡ ❝♦,,❡❝&✐♦♥ &♦ &❤❡ 55▼❙ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ❝❛❧✐❜,❛&✐♦♥✱ ❛& H =400 mT ❛♥❞ H =1 T
❢♦, ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡ ✭!❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮✳ ■& !❤♦✇! ❝❧❡❛,❧② &❤❛& &❤❡ ❝♦,,❡❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡,

❝❛❧✐❜,❛&✐♦♥ ,❡♠♦✈❡! &❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡! ✐♥ &❤❡ Cp/T (T ) ❝✉,✈❡!✳

❛♥♦♠❛❧✐❡! ✐♥ &❤❡ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ✱ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ♠❡❛!✉,❡♠❡♥&!

✉♥❞❡, ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ✭!❡❡ ❛! ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ &❤❡ ♦♣❡♥ &,✐❛♥❣❧❡! ✐♥ ✜❣✉,❡ ✷✳✾✮✳ ❚❤✐! ❧❡❛❞!

&♦ !❡,✐♦✉! ♣,♦❜❧❡♠! ❢♦, &❤❡ F✉❛♥&✐&❛&✐✈❡ ❛♥❛❧②!✐! ♦❢ &❤❡ ❙♦♠♠❡,❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥& γ ✉♥❞❡,

♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭✐♥ ❈❤❛♣&❡, ✹✳✸✮✳

❆❢&❡, ❝❛,❡❢✉❧ ❡①❛♠✐♥❛&✐♦♥! ♦♥ &❤❡ 55▼❙ ❞❛&❛✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ &❤❛& &❤❡!❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡! ❝♦♠❡

❢,♦♠ &❤❡ ❝❛❧✐❜,❛&✐♦♥ ❧❛✇ ♦❢ &❤❡ !♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛& &❤❡,♠♦♠❡&❡, ✉!❡❞ ❜② &❤❡ 55▼❙ ♣,♦❣,❛♠✳

❉✉,✐♥❣ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ❝❛❧✐❜,❛&✐♦♥✱ &❤❡ 55▼❙ ♣,♦❣,❛♠ ♠❡❛!✉,❡! &❤❡ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ♦♥ !❡✈❡,❛❧ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ !❡❣♠❡♥&!✳ ■♥ &❤❡!❡ ❞✐✛❡,❡♥& &❡♠♣❡,✲

❛&✉,❡ ,❛♥❣❡!✱ ❞✐✛❡,❡♥& ❝✉,,❡♥&! ❛♥❞ ❞✐✛❡,❡♥& ,❛♥❣❡! ♦❢ !❡♥!✐❜✐❧✐&② ❛,❡ ✉!❡❞✳ ❚❤✐! ❧❡❛❞! &♦

!♠❛❧❧ ❥✉♠♣! ♦❢ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ,❡!✐!&❛♥❝❡ ❛& &❤❡ ❥✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &✇♦ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ !❡❣♠❡♥&!✳

❚❤❡ 55▼❙ ♣,♦❣,❛♠ ❞♦❡! ♥♦& ✉!❡ ❛ ❝❛❧✐❜,❛&✐♦♥ ❧❛✇ !♠♦♦&❤ ❡♥♦✉❣❤ &♦ &❛❦❡ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥&

&❤✐! ❥✉♠♣ ✐♥ ,❡!✐!&❛♥❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ &♦ &❤❡!❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡!✳

❚♦ ❝♦,,❡❝& &❤❡!❡ ❡,,♦,!✱ ✇❡ &♦♦❦ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ❝❛❧✐❜,❛&✐♦♥ &❛❜❧❡ ❛♥❞ ✜& ✐& ✐♥ ❛

!♠♦♦&❤❡, ✇❛②✳ ❚♦ ❞♦ &❤✐!✱ ❛ !♣❧✐♥❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐! ✉!❡❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛& ❡❛❝❤ &❡♠♣❡,❛&✉,❡✱ ✜& &❤❡

&❤❡,♠♦♠❡&❡, ,❡!✐!&❛♥❝❡ ❞❛&❛ ❛& ♥❡✐❣❤❜♦,✐♥❣ &❡♠♣❡,❛&✉,❡! ✇✐&❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭♦❢ ♦,❞❡, 3✮✿
✐& ✐! &❤❡ !❛♠❡ ✜& ❛! ✐! ✉!❡❞ &♦ ❝❛❧✐❜,❛&❡ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡,! ❞✉,✐♥❣ &❤❡ &❤❡,♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&②

♠❡❛!✉,❡♠❡♥&!✳ ❚❤❡♥ ✇❡ &❛❦❡ &❤❡ 55▼❙ ❧♦❣ ✜❧❡ ❢♦, ❡❛❝❤ !♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛& ♠❡❛!✉,❡♠❡♥&✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ &❤❡ &✐♠❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ,❡!✐!&❛♥❝❡ ❛♥❞ &❤❡ ❤❡❛&✐♥❣ ♣♦✇❡, ✐! ,❡❣✐!✲

&❡,❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛&❛ ❛,❡ ,❡✲❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❝♦,,❡❝&❡❞ !♣❧✐♥❡ ✜& ❢♦, &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ❝❛❧✐❜,❛✲

&✐♦♥✱ ❛♥❞ &❤❡ ✈❛❧✉❡! ♦❢ τ ❛♥❞ κ ,❡✲❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ &♦ ✜♥❞ &❤❡ Cp ,❡!✉❧&!✳ ❋✐❣✉,❡ ✷✳✾ ♣,❡!❡♥&! &❤❡

❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ &❤❡,♠♦♠❡&❡, ❝❛❧✐❜,❛&✐♦♥ ❝♦,,❡❝&✐♦♥!✱ ✇❤✐❝❤ !❤♦✇! ❝❧❡❛,❧② &❤❛& &❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡!

❛& ❛,♦✉♥❞ 1.2 K ❛♥❞ 0.8 K ♦❜!❡,✈❡❞ ✐♥ &❤❡ ,❛✇ 55▼❙ ❛♥❛❧②!❡! ❛,❡ ❝♦♠♣❧❡&❡❧② ,❡♠♦✈❡❞✳

✷✶



✷✷



❈❤❛♣$❡& ✸

❇✉❧❦ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡

❆! !❤♦✇♥ ✐♥ '❤❡ ❈❤❛♣'❡, ✶✱ '❤❡ ✉♣♣❡, ❝,✐'✐❝❛❧ ✜❡❧❞! ✭Hc2✮ ♦❢ ❯❈♦●❡ ❤❛! ❜❡❡♥ ♠❡❛!✉,❡❞

✇✐'❤ ,❡!✐!'✐✈✐'②✱ ❢♦, ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ✐'! '❤,❡❡ ❝,②!'❛❧❧♦❣,❛♣❤✐❝ ❛①❡!❬✸✵❪✳ ■' ✐! ❝♦♥!✐❞❡,❡❞ ❛! ♦♥❡

♦❢ '❤❡ ♠♦!' ❡①♦'✐❝ ❝❛!❡! ❛♠♦♥❣ ✉♥❝♦♥✈❡♥'✐♦♥❛❧ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'♦,!✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✉♣ '♦ ♥♦✇✱ '❤❡

♦♥❧② ♣✉❜❧✐!❤❡❞ Hc2 ❞❛'❛ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ,❡!✐!'✐✈✐'②❬✸✵✱ ✹✷❪✳ ❈♦♥✜,♠❛'✐♦♥

♦❢ '❤✐! ❡①♦'✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦, ,❡H✉✐,❡! ♠❡❛!✉,❡♠❡♥'! ♦❢ Hc2 ✇✐'❤ ♦'❤❡, ❡①♣❡,✐♠❡♥'❛❧ ♠❡'❤♦❞!✱

❡!♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐'❤ ❜✉❧❦ !❡♥!✐'✐✈❡ ♣,♦❜❡!✳ ❚❤✐! ❝❤❛♣'❡, ♣,❡!❡♥'! ❜✉❧❦ ♠❡❛!✉,❡♠❡♥'! ♦❢ Hc2

♦❢ ❯❈♦●❡ ✭♠❛✐♥❧② ✇✐'❤ '❤❡,♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✮✱ ❢♦, ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ '❤❡ '❤,❡❡ ❝,②!'❛❧

❛①❡!✳ ❚❤❡ ,❡!✉❧'! ❝♦♥✜,♠ ❛❧❧ '❤❡ ♣❛,'✐❝✉❧❛,✐'✐❡! ♦❢ Hc2 ✐♥ '❤✐! !②!'❡♠✱ ♣,❡✈✐♦✉!❧② ♦❜!❡,✈❡❞

✐♥ ,❡!✐!'✐✈✐'② !'✉❞✐❡!✳

✸✳✶ ❙✉♣❡'❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ,'❛♥0✐,✐♦♥ ✇✐,❤ ❞✐✛❡'❡♥, ❡①♣❡'✐✲

♠❡♥,❛❧ ♣'♦❜❡0

❇❡❢♦,❡ ♣,❡!❡♥'✐♥❣ ♦✉, ,❡!✉❧'! ❢♦, Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ '❤❡,♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✲

✐'② ♠❡❛!✉,❡♠❡♥'! ❛♥❞ ♦'❤❡, ❡①♣❡,✐♠❡♥'❛❧ ♣,♦❜❡!✱ ✇❡ ✜,!' ❞✐!❝✉!! ❞✐✛❡,❡♥' ❡①♣❡,✐♠❡♥'❛❧

♠❡'❤♦❞! ✉!❡❞ '♦ ♣,♦❜❡ ❛ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ',❛♥!✐'✐♦♥✳

❘❡"✐"$✐✈✐$②

❘❡!✐!'✐✈✐'② ✭ρ✮ ✐! '❤❡ ♠♦!' ❝♦♠♠♦♥ ❡①♣❡,✐♠❡♥'❛❧ '♦♦❧ '♦ ♣,♦❜❡ ❛ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣
',❛♥!✐'✐♦♥✱ ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❝❧❡❛, !✐❣♥❛'✉,❡ '❤❛' ✐' ❜❡❝♦♠❡! ③❡,♦ ✐♥ '❤❡ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ♣❤❛!❡✳

❍♦✇❡✈❡,✱ ✐' ❤❛! !♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❞,❛✇❜❛❝❦!✳

❋✐,!'✱ ❛! !♦♦♥ ❛! !♦♠❡ ✜❧❛♠❡♥'❛,② ♣❛,'! ♦❢ ❛ ♠❛!!✐✈❡ !❛♠♣❧❡ ❜❡❝♦♠❡ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣✱

❛♥❞ ❢♦,♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡'❡ ✭♣❡,❝♦❧❛'✐♥❣✮ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ♣❛'❤ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ '✇♦ ✈♦❧'❛❣❡ ❝♦♥'❛❝'!✱

✐' ✇✐❧❧ !❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❧❡'❡ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ',❛♥!✐'✐♦♥ ✐♥ ,❡!✐!'✐✈✐'② ✭ρ = 0✮✳

❆ ,❡♠❛,❦❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐! '❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❩,❩♥2✳ ■' ✇❛! ❛' ✜,!' ❝❧❛✐♠❡❞ '♦ ❜❡ ❛ !✉♣❡,✲

❝♦♥❞✉❝'♦, ❝♦❡①✐!'✐♥❣ ✇✐'❤ ❛ ✇❡❛❦ ❢❡,,♦♠❛❣♥❡'✐❝ !'❛'❡✱ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ '♦ ,❡!✐!'✐✈✐'② ❛♥❞ ❛❝✲

!✉!❝❡♣'✐❜✐❧✐'② ,❡!✉❧'!❬✹✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ♥♦ !✐❣♥ ♦❢ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ',❛♥!✐'✐♦♥ ✇❛! ♦❜!❡,✈❡❞

✐♥ !♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛'✳ ▲❛'❡, ✇♦,❦ !❤♦✇❡❞ '❤❛' '❤❡ ♦❜!❡,✈❡❞ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ',❛♥!✐'✐♦♥ ✐♥ '❤✐!

!②!'❡♠ ✇❛! ❞✉❡ '♦ ❛ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ❧❛②❡, ♦❢ ❩♥ ❛' '❤❡ !❛♠♣❧❡ !✉,❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛! ❝,❡❛'❡❞

❞✉,✐♥❣ '❤❡ !♣❛,❦ ❡,♦!✐♦♥ ❝✉''✐♥❣ ♦❢ '❤❡ !❛♠♣❧❡❬✹✹❪✳

❆♣❛,' ❢,♦♠ '❤✐! ♣❡❝✉❧✐❛, ❝❛!❡✱ ',❛♥!✐'✐♦♥! ✐♥ ,❡!✐!'✐✈✐'② ✐♥ ❣❡♥❡,❛❧ ❞♦ ❝♦,,❡!♣♦♥❞ '♦ ❛♥

✐♥',✐♥!✐❝ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ',❛♥!✐'✐♦♥✳ ❇✉' ✐' ✐♥❞✐❝❛'❡! ✉!✉❛❧❧② ❛ ',❛♥!✐'✐♦♥ '❡♠♣❡,❛'✉,❡

❤✐❣❤❡, '❤❛♥ '❤❡ ❜✉❧❦ ',❛♥!✐'✐♦♥✳ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✶ !❤♦✇! '❤❡ !✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ',❛♥!✐'✐♦♥ ♣,♦❜❡❞

✷✸



✇✐"❤ $♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛" ❛♥❞ ,❡$✐$"✐✈✐"② ✐♥ ❯❈♦●❡ ✭$❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮✳ ❚❤❡ ♦♥$❡" ♦❢ ,❡$✐$"✐✈✐"② ",❛♥$✐"✐♦♥

✭♣✉,♣❧❡ ❧✐♥❡✮ ❛" 0.8 K ❧✐❡$ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡, ✐♥ "❡♠♣❡,❛"✉,❡ "❤❛♥ "❤❡ ❜✉❧❦ $✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"✐♥❣

",❛♥$✐"✐♦♥ ✐♥ $♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛" ✭,❡❞ ",✐❛♥❣❧❡$✮✱ ❛♥❞ "❤❡ ♦♥$❡" ♦❢ "❤❡ ",❛♥$✐"✐♦♥ ✐♥ Cp/T ✭0.5 K✮
❧✐❡$ ❝❧♦$❡ "♦ "❤❡ "❡♠♣❡,❛"✉,❡ ❛" ✇❤✐❝❤ "❤❡ ,❡$✐$"✐✈✐"② ",❛♥$✐"✐♦♥ ✐$ ❝♦♠♣❧❡"❡❞ ✭ρ = 0✮✳ ❚❤❡
✜❧❛♠❡♥"❛,② $✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ♣❛,"$ ♦❢ "❤❡ $❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ,❡$♣♦♥$✐❜❧❡ ❢♦, "❤❡ ❤✐❣❤❡, Tsc
✐♥ ,❡$✐$"✐✈✐"②✱ ❛,❡ @✉✐❝❦❧② $✉♣♣,❡$$❡❞ ❜② ❛♥ ❡①"❡,♥❛❧ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆$ ❛ ❝♦♥$❡@✉❡♥❝❡ ✐"

✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝" ♦♥ Hc2 ♣,♦❜❡❞ ✇✐"❤ ,❡$✐$"✐✈✐"② ✭$❡❡ "❤❡ ❞✐$❝✉$$✐♦♥$ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" $❡❝"✐♦♥

✐♥ ✜❣✉,❡ ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✶✮✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ⑤ ❙✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ",❛♥$✐"✐♦♥ ♣,♦❜❡❞ ✇✐"❤ $♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛" ✭,❡❞ ",✐❛♥❣❧❡$✮ ❛♥❞

,❡$✐$"✐✈✐"② ✭♣✉,♣❧❡ ❧✐♥❡✮ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭$❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮✳ ❚❤❡ ♦♥$❡" ♦❢ "❤❡ ❜✉❧❦ $✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"✐♥❣

",❛♥$✐"✐♦♥ ✐♥ $♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛" ❧✐❡$ ❝❧♦$❡ "♦ "❤❡ "❡♠♣❡,❛"✉,❡ ❛" ✇❤✐❝❤ "❤❡ ,❡$✐$"✐✈✐"② ❜❡❝♦♠❡$

③❡,♦ ✭♠❛,❦❡❞ ❜② "❤❡ ❜,♦❦❡♥ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ♦♥$❡" ♦❢ "❤❡ ,❡$✐$"✐✈✐"② ",❛♥$✐"✐♦♥ ❧✐❡$ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡,

✐♥ "❡♠♣❡,❛"✉,❡ ✭♠❛,❦❡❞ ❜② "❤❡ ✉♣ ❛,,♦✇✮✳

❆♥♦"❤❡, ❝♦♠♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ,❡$✐$"✐✈✐"② ♣,♦❜❡ ❝♦♠❡$ ❢,♦♠ "❤❡ ✈♦,"❡① ♠♦✈❡♠❡♥"$✳ ❋♦,

❛ "②♣❡ ■■ $✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"♦,✱ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ♣❡♥❡",❛"❡ ✐♥"♦ "❤❡ $❛♠♣❧❡ "❤,♦✉❣❤ ✈♦,"✐❝❡$✱

❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛,,✐❡$ ❛ @✉❛♥"✐③❡❞ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✢✉① φ0✳ ❆" ❡@✉✐❧✐❜,✐✉♠✱ ✇❤❡♥ ✐♥"❡,❛❝"✐♦♥ ❜❡✲

"✇❡❡♥ ✈♦,"✐❝❡$ ❞♦♠✐♥❛"❡ ♦✈❡, ♣✐♥♥✐♥❣✱ "❤❡② ❢♦,♠ ❛ ♣❡,✐♦❞✐❝ ❧❛""✐❝❡ ✭"❤❡ ❆❜,✐❦♦$♦✈ ❧❛""✐❝❡✮✳

❖"❤❡,✇✐$❡✱ "❤❡ ✈♦,"❡① ❝♦,❡$ ❝❛♥ ❜❡ ♣✐♥♥❡❞ ❜② ❞❡❢❡❝"$ ❛♥❞ ✐♠♣✉,✐"✐❡$✳

■♥ "❤❡ ♣,❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛$$✐♥❣ ❡❧❡❝",✐❝❛❧ ❝✉,,❡♥"✱ "❤❡ ✈♦,"✐❝❡$ ❛,❡ $✉❜❥❡❝" "♦ "❤❡ ▲♦,❡♥"③

❢♦,❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢,♦♠ "❤❡ ✐♥"❡,❛❝"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❝❤❛,❣❡❞ ❝✉,,❡♥" ❛♥❞ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✢✉①✳

❲❤❡♥ "❤✐$ ❢♦,❝❡ ✐$ ❧❛,❣❡ ❡♥♦✉❣❤ "♦ ❢,❡❡ "❤❡ ✈♦,"❡① ❝♦,❡$ ❢,♦♠ ♣✐♥♥✐♥❣✱ ♦, "♦ ♦✈❡,❝♦♠❡

"❤❡ ,✐❣✐❞✐"② ♦❢ "❤❡ ❆❜,✐❦♦$♦✈ ❧❛""✐❝❡✱ "❤❡ ✈♦,"✐❝❡$ ✇✐❧❧ $"❛," "♦ ♠♦✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞$ ✜♥✐"❡

,❡$✐$"✐✈✐"② ✐♥$✐❞❡ "❤❡ $✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ♣❤❛$❡✳

❚❤✐$ ✐$ ❢,❡@✉❡♥"❧② ♦❜$❡,✈❡❞ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❝✉♣,❛"❡$ ♦, ♦"❤❡, ❤✐❣❤✲❚❝ $✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"♦,$✳

■♥ "❤❡$❡ $②$"❡♠$✱ ❧❛,❣❡ "❤❡,♠❛❧ ❡①❝✐"❛"✐♦♥$ ❢❛❝✐❧✐"❛"❡ "❤❡ ❞❡♣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ✈♦,"❡① ❝♦,❡$

❢,♦♠ ✐♠♣✉,✐"✐❡$✳ ❚❤❡ ,❡$✐$"✐✈✐"② ",❛♥$✐"✐♦♥ ✐$ ♦❢"❡♥ ♦❜$❡,✈❡❞ "♦ ❜❡ ❝♦♥$✐❞❡,❛❜❧② ❜,♦❛❞❡♥❡❞

✇✐"❤ ✐♥❝,❡❛$✐♥❣ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❞✉❡ "♦ "❤❡ ✈♦,"❡① ✢♦✇❬✹✺❪✳ ■❢ ♦♥❡ "❛❦❡$ ❛$ ❛ ❝,✐"❡,✐❛ "❤❡

"❡♠♣❡,❛"✉,❡ ♦, ✜❡❧❞ ❛" ✇❤✐❝❤ "❤❡ ,❡$✐$"✐✈✐"② ❣♦❡$ "♦ ③❡,♦ ✭Tρ=0✮✱ ✐" ✇✐❧❧ ♥♦" ❝♦,,❡$♣♦♥❞ "♦

"❤❡ ,❡❛❧ $✉♣❡,❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ",❛♥$✐"✐♦♥ Hc2✱ ❜✉" "♦ ❛♥ ✐,,❡✈❡,$✐❜✐❧✐"② ❧✐♥❡ Hirr✱ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤

"❤❡ ✈♦,"✐❝❡$ ❛,❡ ✐♥ ♠♦"✐♦♥✳ ❈♦♥$❡@✉❡♥"❧② "❤❡ ",❛♥$✐"✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛"❡❞ ❜② ,❡$✐$"✐✈✐"② ✇✐❧❧ ❜❡

❧♦✇❡, "❤❛♥ "❤❡ "❤❡,♠♦❞②♥❛♠✐❝ Hc2✱ ❛♥❞ $❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❧❡"❡❧② ❞✐✛❡,❡♥" ❢♦,♠❬✹✻✱ ✹✼✱ ✹✽❪✳ ❋✐❣✲

✷✹



κ 2 2

Tsc Hirr

Hc2

Hc2 κ 2 2

R = RN

R = 0 Hirr

Hc2

Cp

Tsc Cp/T
Tsc

Cp/T
ab
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Hc2 Cp/T
0.1 K

Cp

Cp ∝ (H/T )2

Hc2

Cp

Cp

Cp/T
Cp/T



❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ⑤ ❚❡♠♣❡$❛&✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭1❛♠♣❧❡ ❙

ab
95✮✱ ❛& ❞✐✛❡$❡♥&

♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞1 ❛❧♦♥❣ &❤❡ ❝✲❛①✐1✳

♣❧❛&❢♦$♠ 1✉1♣❡♥❞❡❞ ❜② &✐♥② ✇✐$❡1 ❢♦$ ♦♣&✐♠❛❧ &❤❡$♠❛❧ ✐♥1✉❧❛&✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ &❤❡ &♦$A✉❡ ✭

~M ×
~B✮ ❞✉❡ &♦ &❤❡ 1♣♦♥&❛♥❡♦✉1 ♠❛❣♥❡&✐③❛&✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ &❤❡ 1❛♠♣❧❡ ♦$✐❡♥&❛&✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛②
❡✈❡♥ ❜$❡❛❦ &❤❡ 1❡&✲✉♣✳ ❚❤✐1 ✐1 ✇❤② &❤❡$❡ ❛$❡ 1&✐❧❧ ♥♦ ❞✐$❡❝& Cp ♠❡❛1✉$❡♠❡♥&1 ✐♥ ❯❘❤●❡

❛♥❞ ❯❈♦●❡ ❢♦$ ✜❡❧❞1 ❛❧♦♥❣ &❤❡ ❛ ♦$ ❜✲❛①✐1✳

❚❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,②

❚❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡) ♦❢ ,❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ♦❢ ,❤❡ ,❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ✭κ✮ ♠❡❛)✉$❡♠❡♥,) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣$❡)❡♥,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ❝❤❛♣,❡$ ✭)❡❝,✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❡,❛❧ ❜❡❝♦♠❡) ❛ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,♦$✱

✐,) ❡❧❡❝,$✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ❜❡❝♦♠❡) ✐♥✜♥✐,❡✱ ❜✉, ,❤❡ ❡❧❡❝,$♦♥✐❝ ♣❛$, ♦❢ ,❤❡ ,❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝✲

,✐✈✐,② ✭κelec✮ ✐) $❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐,❤ κelec ✐♥ ,❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♣❤❛)❡✱ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ )✉♣♣$❡))✐♦♥
♦❢ ,❤❡$♠❛❧ ❡①❝✐,❛,✐♦♥) ✇✐,❤ ❣❛♣ ♦♣❡♥✐♥❣✳

❚❤❡ ,❡♠♣❡$❛,✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/T ✐♥)✐❞❡ ,❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♣❤❛)❡ ✐) ❛ ❝♦♠♣❧❡①

✐))✉❡✳ ❲✐,❤ ❞❡❝$❡❛)✐♥❣ ,❡♠♣❡$❛,✉$❡✱ ,❤❡ ❤❡❛, ❝❛$$✐❡$) ♥✉♠❜❡$ ✭,❤❡ ❡①❝✐,❡❞ @✉❛)✐♣❛$,✐❝❧❡)✮

✐) $❡❞✉❝❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ,♦ )♠❛❧❧❡$ ,❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② κelec✳ ❖♥ ,❤❡ ♦,❤❡$ ❤❛♥❞✱ )✐♥❝❡ ,❤❡
@✉❛)✐♣❛$,✐❝❧❡ ❞❡♥)✐,② ❜❡❝♦♠❡) )♠❛❧❧❡$✱ ,❤❡ @✉❛)✐♣❛$,✐❝❧❡✲@✉❛)✐♣❛$,✐❝❧❡ )❝❛,,❡$✐♥❣ $❛,❡ ✇✐❧❧

❞❡❝$❡❛)❡ ,♦♦✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❛) ,❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❞❡♥)✐,② ✐) $❡❞✉❝❡❞ ✇✐,❤ ❞❡❝$❡❛)✐♥❣ ,❡♠♣❡$❛,✉$❡✱

,❤❡ @✉❛)✐♣❛$,✐❝❧❡✲♣❤♦♥♦♥ )❝❛,,❡$✐♥❣ $❛,❡ ✐) ❛❧)♦ $❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✉) ,❤❡ )❝❛,,❡$✐♥❣ $❛,❡ ♦❢

@✉❛)✐♣❛$,✐❝❧❡) ✐) ❞❡❝$❡❛)❡❞ ✐♥ ,❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♣❤❛)❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ,♦ ❧❛$❣❡$ ♠❡❛♥ ❢$❡❡ ♣❛,❤)✳

❚❤❡ ❞❡❧✐❝❛,❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ,❤❡)❡ ,✇♦ ♦♣♣♦)✐,❡ ❡✛❡❝,) ✐) ❞✐✣❝✉❧, ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡✿ @✉❛♥,✐,❛,✐✈❡

♣$❡❞✐❝,✐♦♥) ♦♥ ,❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ κ/T ❜❡❧♦✇ Tsc ✉)✉❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❧② ❡❧❛),✐❝ )❝❛,,❡$✐♥❣ ♦♥
♣♦✐♥, ❞❡❢❡❝,)✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ )❤♦✇) ,❤❡ ,❡♠♣❡$❛,✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/T ❛$♦✉♥❞ ,❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣

,$❛♥)✐,✐♦♥ ✐♥ ,❤$❡❡ ❯❈♦●❡ )❛♠♣❧❡) ✇✐,❤ ❞✐✛❡$❡♥, @✉❛❧✐,② ✭✐♥❞✐❝❛,❡❞ ❜② ,❤❡ ❘❘❘ ✈❛❧✉❡) ✐♥

,❤❡ ❧❡❣❡♥❞✮✱ ♠❡❛)✉$❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳❬✹✾❪✳ ■♥ ,❤✐) ),✉❞② ✇❡ ❛❞♦♣, ,❤❡ )❛♠❡ )❛♠♣❧❡ ♥♦,❛,✐♦♥ ❛) ✐♥

,❤❡ ❘❡❢✳❬✷✽❪ ❛♥❞ ✐♥ ,❤❡ ,❤❡)✐) ♦❢ ▼✳❚❛✉♣✐♥❬✹✾❪✿ ❙

i
x ♠❡❛♥) ,❤❛, ,❤❡ )❛♠♣❧❡ ❤❛) ❛ $❡)✐❞✉❛❧

$❡)✐),✐✈✐,② $❛,✐♦ ✭❘❘❘✮ ,❤❛, ❡@✉❛❧) x✱ ❛♥❞ ,$❛♥)♣♦$, ♣$♦♣❡$,✐❡) ❛$❡ ♠❡❛)✉$❡❞ ✇✐,❤ ❝✉$$❡♥,
✐♥❥❡❝,❡❞ ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❝$②),❛❧ ❛①✐) i ✭❢♦$ ❜❛$✲)❤❛♣❡❞ )❛♠♣❧❡)✮✳ ■♥ ,❤❡ ,✇♦ ❤✐❣❤ @✉❛❧✐,② )❛♠♣❧❡)
✭❙

c
100 ❛♥❞ ❙

b
150✮✱ κ/T ✐) )✐❣♥✐✜❝❛♥,❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛, ❧♦✇ ,❡♠♣❡$❛,✉$❡ ❞✉❡ ,♦ )✉♣♣$❡))✐♦♥

✷✻



❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ⑤ ❚❤❡ #❡♠♣❡&❛#✉&❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/T ❛&♦✉♥❞ #❤❡ .✉♣❡&❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ #&❛♥✲

.✐#✐♦♥ ♦❜.❡&✈❡❞ ✐♥ #❤&❡❡ ❯❈♦●❡ .❛♠♣❧❡. ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥# ❝&②.#❛❧ :✉❛❧✐#② ✭❧❡❣❡♥❞ ✐♥❞✐❝❛#✐♥❣

#❤❡✐& ❘❘❘✮✳ ❘❡❞✿ .❛♠♣❧❡ ❙

b
150❀ ❜❧✉❡✿ ❙

c
100❀ ❣&❡❡♥✿ ❙

c
16 ✭κ/T ♠✉❧#✐♣❧✐❡❞ ❜② 3 ❢♦& ❝❧❛&✐#②✮✳

❉❛#❛ #❛❦❡♥ ❢&♦♠ ❘❡❢✳❬✹✾❪✳ ❚❤❡ .✉♣❡&❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ #&❛♥.✐#✐♦♥ #❡♠♣❡&❛#✉&❡ Tsc ✐. ✐♥❞✐❝❛#❡❞
❛♣♣&♦①✐♠❛#❡❧② ❜② #❤❡ ❛&&♦✇✳

♦❢ :✉❛.✐♣❛&#✐❝❧❡ ✐♥❡❧❛.#✐❝ .❝❛##❡&✐♥❣✳ ■# .❤♦✇. ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡❧♦✇ Tsc✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛#❡.
❛♣♣&♦①✐♠❛#❡❧② #❤❡ #❡♠♣❡&❛#✉&❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ #❤❡ ✈❛&✐❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ :✉❛.✐♣❛&#✐❝❧❡ ❞❡♥.✐#②

❜❡❝♦♠❡. ❞♦♠✐♥❛♥#✳ ■♥ #❤❡.❡ #✇♦ .❛♠♣❧❡.✱ ❛# Tsc✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ❛♣♣&♦①✐♠❛#❡❧② ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❜② #❤❡
#❡♠♣❡&❛#✉&❡ ❛# ✇❤✐❝❤ #❤❡ &❡.✐.#✐✈✐#② ❣♦❡. #♦ ③❡&♦✱ κ/T ♣&❡.❡♥#. ♦♥❧② .♠♦♦#❤ ✈❛&✐❛#✐♦♥.✳
❖♥ #❤❡ ♦#❤❡& ❤❛♥❞✱ ✐❢ #❤❡ .❛♠♣❧❡ :✉❛❧✐#② ✐. ♣♦♦&✱ #❤❡ ❡❧❛.#✐❝ .❝❛##❡&✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ✐♠♣✉✲

&✐#✐❡. ♦& ♦#❤❡& ❝&②.#❛❧ ✐♠♣❡&❢❡❝#✐♦♥. ✇✐❧❧ ❣♦✈❡&♥ #❤❡ ❞②♥❛♠✐❝. ♦❢ #❤❡ :✉❛.✐♣❛&#✐❝❧❡. ❛# ❧♦✇

#❡♠♣❡&❛#✉&❡✳ ❚❤❡♥ #❤❡ :✉❛.✐♣❛&#✐❝❧❡ .❝❛##❡&✐♥❣ &❛#❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦&❡ ♦& ❧❡.. ❝♦♥.#❛♥# ✐♥ #❡♠✲

♣❡&❛#✉&❡✳ ■♥ .✉❝❤ ❝❛.❡ κ/T ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦♥♦#♦♥♦✉. ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥.✐❞❡ #❤❡ .✉♣❡&❝♦♥❞✉❝#✐♥❣

♣❤❛.❡✱ ❛♥❞ #❤❡ .✉♣❡&❝♦♥❞✉❝#✐♥❣ #&❛♥.✐#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜.❡&✈❡❞ ❛. ❛ ❝❧❡❛& ❦✐♥❦ ✭.❡❡ .❛♠♣❧❡ ❙

c
16

✐♥ ✜❣✉&❡ ✸✳✹✮✳

❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦.❡♥ ❛ .❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦♦& :✉❛❧✐#② ✭.❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ ❘❘❘ = 16✮ ❢♦& ♦✉&

♠❡❛.✉&❡♠❡♥#. ♦❢ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ✇✐#❤ #❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ✭#❤❡ .❛♠❡ .❛♠♣❧❡ ❛. ♣&❡.❡♥#❡❞

✐♥ ✜❣✉&❡ ✸✳✹✮✳

✸✳✷ ❇✉❧❦ ❞❡)❡*♠✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ✇✐)❤ )❤❡*♠❛❧

❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)② ❛♥❞ ♦)❤❡* ♠❡❛9✉*❡♠❡♥)9

✸✳✷✳✶ ❘❛✇ ❞❛(❛ ❛♥❞ ❛♥❛❧②,✐, ♣/♦❝❡❞✉/❡

■♥ #❤✐. .#✉❞② Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ❤❛. ❜❡❡♥ ♠❡❛.✉&❡❞ ♦♥ .❛♠♣❧❡ ❙
c
16 ✇✐#❤ #❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝✲

#✐✈✐#②✱ ❢♦& ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ✐#. ❛ ❛♥❞ ❜ ❛①❡.✳ ❚❤❡ ♠❡❛.✉&❡♠❡♥#. ✇❡&❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✐♥

#❤❡ 15 T ❞✐❧✉#✐♦♥ .②.#❡♠ ✭❈❤❛♣#❡& ✷✳✶✳✷✮✳ ❈❛&❡❢✉❧ ❛♥❞ ♣&❡❝✐.❡ ✐♥✲.✐#✉ ✜❡❧❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥#.

✇❡&❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ❞✉&✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥# ✭❈❤❛♣#❡& ✷✳✶✳✺✮✳ ❘❡.✐.#✐✈✐#② ✇❛. ♠❡❛.✉&❡❞ ♦♥ #❤❡

.❛♠❡ .❛♠♣❧❡ ✐♥ #❤❡ .❛♠❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥. ✭❈❤❛♣#❡& ✷✳✶✳✹✮✳ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ .❤♦✇ &❡.♣❡❝#✐✈❡❧②

#❤❡ &❡.✐.#✐✈✐#② ❛♥❞ #❤❡ #❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝#✐✈✐#② ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭.❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮✱ ✇✐#❤ ♠❛❣♥❡#✐❝ ✜❡❧❞

❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐#. ❛ ❛♥❞ ❜ ❛①✐.✳

✷✼



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ⑤ ❘❡"✐"$✐✈✐$② ✭ρ✮ ❛" ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❡♠♣❡1❛$✉1❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭"❛♠♣❧❡ ❙c
16✮✱ ❛$

❞✐✛❡1❡♥$ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞"✱ ✭❛✮✿ ❢♦1 ❍✴✴❛✱ ❡✈❡1② $❡"❧❛ ❢1♦♠ 0 T ✭$❤❡ 1❡❞ ❝✐1❝❧❡" ♦♥ $❤❡ 1✐❣❤$
"✐❞❡✮ ✉♣ $♦ 8 T ✭♣✐♥❦ ❞✐❛♠♦♥❞" ♦♥ $❤❡ ❧❡❢$ "✐❞❡✮❀ ✭❜✮✿ ❢♦1 ❍✴✴❜✱ ❡✈❡1② $❡"❧❛ ❢1♦♠ 0 T ✭$❤❡
1❡❞ ❝✐1❝❧❡" ♦♥ $❤❡ 1✐❣❤$ "✐❞❡✮ ✉♣ $♦ 15 T ✭❣1❡② ❞♦✇♥✇❛1❞ $1✐❛♥❣❧❡" ♦♥ $❤❡ ❧❡❢$ "✐❞❡✮✳

▼❡0❤♦❞ 0♦ ❞❡0❡$♠✐♥❡ Hc2 ❢$♦♠ 0❤❡ 0❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝0✐✈✐0② ❞❛0❛

■♥ ✜❣✉1❡ ✸✳✻❛ ❛♥❞ ✸✳✻❜ $❤❡ "✉♣❡1❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ $1❛♥"✐$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛1❧② ♦❜"❡1✈❡❞ ❛" ❛

❦✐♥❦ ✐♥ κ/T ✳ ❍♦✇❡✈❡1 ✇❤❡♥ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ✐" ❧❛1❣❡✱ $❤❡ "✐❣♥❛$✉1❡ ♦❢ $❤❡ $1❛♥"✐$✐♦♥
❜❡❝♦♠❡" "♠❛❧❧ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ❞❡$❡❝$✳ ■♥ ♦1❞❡1 $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ "✉♣❡1❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ $1❛♥"✐$✐♦♥

$❡♠♣❡1❛$✉1❡ ✐♥ ❛ ♣1❡❝✐"❡ ❛♥❞ ❝♦♥$1♦❧❧❡❞ ✇❛②✱ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜$$✐♥❣ ♣1♦❝❡❞✉1❡ ✐" ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦1

❛❧❧ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞"✳

• ❋✐1"$✱ $❤❡ ❡❧❡❝$1♦♥✐❝ ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥ $♦ $❤❡ $❤❡1♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ✐♥ $❤❡ ♥♦1♠❛❧ ♣❤❛"❡
✭κ

(n)
qp ✮ ✐" ❡"$✐♠❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♥♦1♠❛❧ ♣❤❛"❡ 1❡"✐"$✐✈✐$② ❞❛$❛ ✭ρ(n)✮✱ ❜② ✉"✐♥❣ $❤❡

❲✐❡❞❡♠❛♥♥✲❋1❛♥③ ❧❛✇ ✭❡M✉❛$✐♦♥ ✷✳✹✮ ❛♥❞ ✐❣♥♦1✐♥❣ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ✐♥❡❧❛"$✐❝ ❝♦❧✲

❧✐"✐♦♥" ✭"❛♠♣❧❡ ❘❘❘ = 16✮✳ ❚❤❡ "✉♣❡1"❝1✐♣$ (n)
♠❡❛♥" ♥♦1♠❛❧ ♣❤❛"❡ ♣1♦♣❡1$✐❡"✱

♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ✇❤♦❧❡ $❡♠♣❡1❛$✉1❡ 1❛♥❣❡ ❜② ❡①$1❛♣♦❧❛$✐♥❣ $❤❡ ♥♦1♠❛❧ ♣❤❛"❡ ❞❛$❛✿

κ
(n)
qp

T
=

L0

ρ(n)
✭✸✳✶✮

✇❤❡1❡ L0 = 2.44.10−8 W Ω K−2
✐" $❤❡ ▲♦1❡♥③ ♥✉♠❜❡1✳

• ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡ $❤❡ ▲♦1❡♥③ 1❛$✐♦ L/L0✱ ✇❤✐❝❤ ❡M✉❛❧" $❤❡ 1❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ $♦$❛❧

$❤❡1♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② κ ❛♥❞ $❤❡ ♥♦1♠❛❧✲♣❤❛"❡ ❡❧❡❝$1♦♥✐❝ ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥ κ
(n)
qp ✿

L

L0

=
κρ(n)

L0T
=

κ

κ
(n)
qp

=
κqp

κ
(n)
qp

+
κother

κ
(n)
qp

✭✸✳✷✮

■$ ❝♦♥$❛✐♥" $✇♦ $❡1♠"✳ ❚❤❡ ✜1"$ ♦♥❡ ✐" $❤❡ ♥♦1♠❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝$1♦♥✐❝ ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥✱

κqp/κ
(n)
qp ✱ ✇❤✐❝❤ "❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡M✉❛❧ $♦ 1 ✐♥ $❤❡ ♥♦1♠❛❧ ♣❤❛"❡ ✭✇❤❡♥ ✐♥❡❧❛"$✐❝ "❝❛$$❡1✐♥❣

✐" ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮ ❛♥❞ ❞❡❝1❡❛"❡ ✇✐$❤ $❡♠♣❡1❛$✉1❡ ✐♥ $❤❡ "✉♣❡1❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣❤❛"❡✳ ❚❤❡ "❡❝✲

♦♥❞ $❡1♠ ❛1✐"❡" ❢1♦♠ $❤❡ ♦$❤❡1 ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥" ✭♣❤♦♥♦♥"✱ ♠❛❣♥♦♥"✱ ❡$❝✳✮✱ κother/κ
(n)
qp ✱

✷✽



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ⑤ ❚❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ,❡♠♣❡#❛,✉#❡ ✭κ/T ✮ ❛4 ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢
,❡♠♣❡#❛,✉#❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭4❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮ ❛, ❞✐✛❡#❡♥, ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞4✱ ✭❛✮✿ ❢♦# ❍✴✴❛✱ ❡✈❡#②

,❡4❧❛ ❢#♦♠ 0 T ✭,❤❡ #❡❞ ❝✐#❝❧❡4 ♦♥ ,❤❡ ✉♣♣❡# 4✐❞❡✮ ✉♣ ,♦ 8 T ✭♣✐♥❦ ❞✐❛♠♦♥❞4 ♦♥ ,❤❡ ❧♦✇❡#

4✐❞❡✮❀ ✭❜✮✿ ❢♦# ❍✴✴❜✱ ❡✈❡#② ,❡4❧❛ ❢#♦♠ 0 T ✭,❤❡ #❡❞ ❝✐#❝❧❡4 ♦♥ ,❤❡ ✉♣♣❡# 4✐❞❡✮ ✉♣ ,♦ 15 T
✭❣#❡② ❞♦✇♥✇❛#❞ ,#✐❛♥❣❧❡4 ♦♥ ,❤❡ ❧♦✇❡# 4✐❞❡✮✳

✷✾



✇❤✐❝❤ $❤♦✉❧❞ ✐♥ ♣+✐♥❝✐♣❧❡ ❡①❤✐❜✐/ ♦♥❧② ❛ $♠♦♦/❤ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ /❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦+❤♦♦❞ ♦❢ /❤❡

$✉♣❡+❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ /+❛♥$✐/✐♦♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ⑤ ✭❛✮✿ ❚❤❡ ▲♦+❡♥③ +❛/✐♦ L/L0 ❛$ ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❡♠♣❡+❛/✉+❡✱ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢+♦♠

/❤❡ ♠❡❛$✉+❡♠❡♥/$ ❛/ 3 T ❛♥❞ 10 T ❢♦+ ❍✴✴❜✳ ❚❤❡ $♦❧✐❞ ❧✐♥❡$ ♣+❡$❡♥/ /❤❡ ❝♦++❡$♣♦♥❞✐♥❣

✜/ Fother(T ) + Fqp(T ) ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ /❤❡ /❡①/✮✳ ✭❜✮✿ ❚❤❡ ♥♦+♠❛❧✐③❡❞ ?✉❛$✐♣❛+/✐❝❧❡ ❝♦♥/+✐✲

❜✉/✐♦♥ /♦ /❤❡+♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② κqp/κ
(n)
qp ❛$ ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❡♠♣❡+❛/✉+❡✱ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢+♦♠ /❤❡

♠❡❛$✉+❡♠❡♥/$ ❛/ 3 T ❛♥❞ 10 T ❢♦+ ❍✴✴❜✳ ❚❤❡ $♦❧✐❞ ❧✐♥❡$ ♣+❡$❡♥/ /❤❡ ❝♦++❡$♣♦♥❞✐♥❣ ✜/

Fqp(T )✳

• ❋✐♥❛❧❧② ❢♦+ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✱ /❤❡ +❛/✐♦ ✐♥ ❡?✉❛/✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛$ ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ /❡♠♣❡+❛/✉+❡
✐$ ✜//❡❞ ❛$ /❤❡ $✉♠ ♦❢ /✇♦ ❢✉♥❝/✐♦♥$✿ ❢♦+ /❤❡ ✧♦/❤❡+ ❝♦♥/+✐❜✉/✐♦♥$✧✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢

♦+❞❡+ 3 /❤❛/ ❡①/+❛♣♦❧❛/❡$ /♦ ③❡+♦ ❛/ T = 0 ✐$ ✉$❡❞ ✿ Fother(T ) = aT+bT 2+cT 3
❀ ❢♦+ /❤❡

❡❧❡❝/+♦♥✐❝ ♣❛+/✱ ✇❡ ✉$❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐$❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ Fqp(T )✱ ✇❤✐❝❤ ❡?✉❛❧$ 1 ❢♦+ T > Tsc✱ ❛♥❞
❞❡❝+❡❛$❡$ ❧✐♥❡❛+❧② ✇✐/❤ T ❜❡❧♦✇ Tsc✳ ❚❤❡ $✉♣❡+❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ /+❛♥$✐/✐♦♥ /❡♠♣❡+❛/✉+❡
Tsc /❤❡♥ ❝♦♠❡$ ❛$ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛+ ♣❛+❛♠❡/❡+ ♦❢ /❤❡ ✜/ ❛♥❞ ✐/$ +❡❧❛/✐✈❡ ❡++♦+ ❝❛♥ ❜❡
❞✐+❡❝/❧② ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ✜/✳ ■♥ ♣+❛❝/✐❝❡✱ ✐♥ ♦+❞❡+ /♦ ✐♠♣+♦✈❡ /❤❡ ✜/ ?✉❛❧✐/②✱ ❛

❢❡✇ ♠♦+❡ ♣❛+❛♠❡/❡+$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥/+♦❞✉❝❡❞ /♦ ❞❡$❝+✐❜❡ ❛ ✭?✉❛❞+❛/✐❝ ✐♥ T ✮ $♠❡❛+✐♥❣
❛+♦✉♥❞ Tsc✱ ❛♥❞ ❢♦+ T → 0✳

❆$ /✇♦ ❡①❛♠♣❧❡$ /♦ ✐❧❧✉$/+❛/❡ /❤✐$ ♠❡/❤♦❞ /♦ ✜♥❞ /❤❡ $✉♣❡+❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ /+❛♥$✐/✐♦♥ ❢+♦♠

/❤❡ /❤❡+♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② +❡$✉❧/$✱ /❤❡ ✜❣✉+❡$ ✸✳✼❛ ❛♥❞ ✸✳✼❜ ♣+❡$❡♥/ +❡$♣❡❝/✐✈❡❧② /❤❡ ▲♦+❡♥③

+❛/✐♦ L/L0 ❛♥❞ /❤❡ ♥♦+♠❛❧✐③❡❞ ?✉❛$✐♣❛+/✐❝❧❡ ❝♦♥/+✐❜✉/✐♦♥ /♦ /❤❡+♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② κqp/κ
(n)
qp ✱

❛$ ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❡♠♣❡+❛/✉+❡✱ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢+♦♠ /❤❡ ♠❡❛$✉+❡♠❡♥/$ ❛/ 3 T ❛♥❞ 10 T ❢♦+ ❍✴✴❜✳
❚❤❡ $♦❧✐❞ ❧✐♥❡$ ♣+❡$❡♥/ /❤❡ ❝♦++❡$♣♦♥❞✐♥❣ ✜/ ❢♦+ ❝♦♠♣❛+✐$♦♥✳

❚❤❡ +❡$✐$/✐✈✐/② +❡$✉❧/$ ❛+❡ ❛❧$♦ ✜//❡❞ /♦ ♦❜/❛✐♥ /❤❡ /+❛♥$✐/✐♦♥ /❡♠♣❡+❛/✉+❡$✳ ❋♦+ /❤✐$✱

❛ ♣✐❡❝❡✇✐$❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ✐$ ✉$❡❞✱ ✇✐/❤ ρ = 0 ❢♦+ T < Tρ=0✱ ❛♥❞ ρ ✐♥❝+❡❛$❡$ ❧✐♥❡❛+❧② ✇✐/❤ T ❢♦+
Tρ=0 < T < Tonset ✭✐♥$✐❞❡ /❤❡ /+❛♥$✐/✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ρ = ρ0 +AT 2

❢♦+ T > Tonset ✭✐♥ /❤❡ ♥♦+♠❛❧
♣❤❛$❡✮✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛+ ♣❛+❛♠❡/❡+$ Tρ=0 ❛♥❞ Tonset ❣✐✈❡ +❡$♣❡❝/✐✈❡❧② /❤❡ ❝♦♠♣❧❡/❡♥❡$$ ❛♥❞
/❤❡ ♦♥$❡/ ♦❢ /❤❡ +❡$✐$/✐✈✐/② $✉♣❡+❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ /+❛♥$✐/✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ✐♥ /❤❡ /❤❡+♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/②

✸✵



❝❛"❡✱ %❤❡ "♠❡❛(✐♥❣ ♦❢ %❤❡ %(❛♥"✐%✐♦♥ ❛% %❡♠♣❡(❛%✉(❡" ❛(♦✉♥❞ Tρ=0 ❛♥❞ Tonset ❛(❡ ❝♦((❡❝%❡❞✳

❋♦( ❍✴✴❜✱ ❛❧%❤♦✉❣❤ %❤❡ %(❛♥"✐%✐♦♥ "✐❣♥❛❧ ✐♥ κ/T ❜❡❝♦♠❡" ❧❡"" "✐❣♥✐✜❝❛♥% ❛% ❤✐❣❤ ✜❡❧❞✱

%❤❡ ✜% ❢✉♥❝%✐♦♥" ✉♣ %♦ %❤❡ ❤✐❣❤❡"% ✜❡❧❞ ♠❡❛"✉(❡❞ ✭15 T✮✳ ❋♦( ❍✴✴❛✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ %❤✐" ❞❡✲

%❡(♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ Tsc ✇✐%❤ %❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ❢❛✐❧" ❢♦( H > 5 T✱ ❜❡❝❛✉"❡ %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢ %❤❡

"✉♣❡(❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %(❛♥"✐%✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡" %♦♦ ✇❡❛❦✳

❋♦( %❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❍✴✴❝✱ %❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ❛♥❞ (❡"✐"%✐✈✐%② ♠❡❛"✉(❡♠❡♥%" ❤❛❞ ❛❧(❡❛❞②

❜❡❡♥ ♣❡(❢♦(♠❡❞ ♦♥ "❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ✐♥ %❤❡ @❤❉ "%✉❞✐❡" ♦❢ ▲✳ ❍♦✇❛❧❞ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛✉♣✐♥❬✺✵✱ ✹✾❪

❲❡ ❝♦♥✜(♠ ✐% ✇✐%❤ ❛❝✲"✉"❝❡♣%✐❜✐❧✐%② ✭χ′
✮ ♠❡❛"✉(❡♠❡♥%" ♦♥ %❤❡ "❛♠❡ "❛♠♣❧❡✱ ♣(❡"❡♥%❡❞ ✐♥

✜❣✉(❡ ✸✳✽✳ ✭❚❤❡ χ′
♠❡❛"✉(❡♠❡♥%" ✇❡(❡ ♣❡(❢♦(♠❡❞ ✇✐%❤ ❛ ❙◗❯■❉ ♠❛❣♥❡%♦♠❡%❡( ❜② ❈❛(❧❡②

@❛✉❧"❡♥ ❛% ◆T❡❧ ■♥"%✐%✉%❡ ✐♥ ●(❡♥♦❜❧❡✳✮ ❚❤❡ "✉♣❡(❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %(❛♥"✐%✐♦♥ %❡♠♣❡(❛%✉(❡ ❛%

❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✐" ❞❡%❡(♠✐♥❡❞ ❜② %❤❡ ✐♥%❡("❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛( ✐♥%❡(♣♦❧❛%✐♦♥" ♦❢ %❤❡ χ′
❞❛%❛ ❜♦%❤ ✐♥

%❤❡ "✉♣❡(❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ♣❤❛"❡ ❛♥❞ ✐♥ %❤❡ ♥♦(♠❛❧ ♣❤❛"❡✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✽ ⑤ ❚❤❡ %❡♠♣❡(❛%✉(❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝✲"✉"❝❡♣%✐❜✐❧✐%② ✭χ′
✮ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ♠❡❛"✉(❡❞

❡V✉❛❧❧② ♦♥ %❤❡ "❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ ❢♦( ❞✐✛❡(❡♥% ✜❡❧❞" ❜❡%✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 0.24 T ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐"✳

❚♦ ♣(♦❜❡ %❤❡ Hc2 ❛❧♦♥❣ %❤✐" ❝✲❛①✐"✱ "♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ♠❡❛"✉(❡♠❡♥%" ❤❛✈❡ ❡V✉❛❧❧② ❜❡❡♥

♣❡(❢♦(♠❡❞✱ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤ V✉❛❧✐%② ❯❈♦●❡ "❛♠♣❧❡ ❙

ab
95 ✭"V✉❛(❡ "❤❛♣❡❞ "❛♠♣❧❡ ✐♥ %❤❡ ✭❛✱❜✮

♣❧❛♥❡✮✳ ❚❤❡ ❞❛%❛ ❛(❡ ♣(❡"❡♥%❡❞ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✸✳✸ ✐♥ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉" "❡❝%✐♦♥✳

❚❤❡ Hc2 (❡"✉❧%" ♦❢ ❯❈♦●❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢(♦♠ ❛❧❧ %❤❡"❡ ♠❡❛"✉(❡♠❡♥%" ✇✐❧❧ ❜❡ ♣(❡"❡♥%❡❞ ❛♥❞

❞✐"❝✉""❡❞ ✐♥ ♥❡①% "❡❝%✐♦♥✳

✸✳✷✳✷ ❘❡%✉❧(%✿ ❜✉❧❦ ✉♣♣❡- ❝-✐(✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❯❈♦●❡

❋✐❣✉(❡ ✸✳✾ ❞✐"♣❧❛②" %❤❡ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢(♦♠ %❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ❛♥❞ (❡✲

"✐"%✐✈✐%② ♠❡❛"✉(❡♠❡♥%" ♦♥ "❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ ❢♦( ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛(❛❧❧❡❧ %♦ ❝✲❛①✐" ❛♥❞ ❛✲❛①✐"✳

❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✶ ❞✐"♣❧❛②" %❤❡ Hc2 ❢♦( ❍✴✴❜✳ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✾❛ ♣(❡"❡♥%" ❡V✉❛❧❧② %❤❡ Hc2 ♣(♦❜❡❞ ✇✐%❤

❛❝✲"✉"❝❡♣%✐❜✐❧✐%② ♠❡❛"✉(❡♠❡♥%"✱ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣(❡❡♠❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ %❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② (❡"✉❧%✳

✸✶



❋♦" ❛❧❧ %❤"❡❡ ✜❡❧❞ ❞✐"❡❝%✐♦♥-✱ ✇❤❡♥ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ✐- -♠❛❧❧✱ %❤❡ "❡-✐-%✐✈✐%② %"❛♥-✐%✐♦♥

✭Tρ=0✮ ✐- ❛❜♦✉% 0.1 K ❤✐❣❤❡" %❤❛♥ %❤❡ ❜✉❧❦ ❞❡%❡"♠✐♥❛%✐♦♥✳ ▼♦-% ❧✐❦❡❧② %❤✐- ❝♦♠❡- ❢"♦♠

✜❧❛♠❡♥%❛"② -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ♣❛%❤- ✇✐%❤ ❤✐❣❤❡" ❝"✐%✐❝❛❧ %❡♠♣❡"❛%✉"❡ %❤❛♥ %❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ %❤❡

-❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ✐- ✐♥❝"❡❛-❡❞✱ %❤❡ ❧❛"❣❡ ✐♥❝"❡❛-❡ ✐♥ %❤❡ "❡-✐-%✐✈✐%② Tsc ✐- >✉✐❝❦❧②
-✉♣♣"❡--❡❞✱ ❛♥❞ %❤❡ ❜✉❧❦ -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %"❛♥-✐%✐♦♥ ♦❝❝✉"- ✇❤❡♥ %❤❡ "❡-✐-%✐✈✐%② %"❛♥-✐%✐♦♥

✐- ❝♦♠♣❧❡%❡ ✭ρ = 0✮✳

❋♦" ❍✴✴❛✱ %❤❡ ❜✉❧❦ Hc2 -❤♦✇- ❡--❡♥%✐❛❧❧② ❛ ❧✐♥❡❛" ❜❡❤❛✈✐♦" ✉♣ %♦ 5 T✱ ✇✐%❤ ❛ -❧✐❣❤%
✉♣✇❛"❞ ❝✉"✈❛%✉"❡✳ ❋♦" ❍✴✴❝✱ %❤❡ ❜✉❧❦ Hc2 ❛❧-♦ -❤♦✇- ❛♥ ✉♣✇❛"❞ ❝✉"✈❛%✉"❡ ❞♦✇♥ %♦

%❤❡ ❧♦✇❡-% ♠❡❛-✉"❡❞ %❡♠♣❡"❛%✉"❡ ✭50 mK✮✱ ❛♥❞ -❤♦✇- ♥♦ -✐❣♥ ♦❢ -❛%✉"❛%✐♦♥ ❡✈❡♥ ❛% T =
Tsc/10✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉'❡ ✸✳✾ ⑤ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ❢♦" ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐- ✭❛✮✱ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐- ✭❛✮✱ ♣"♦❜❡❞

✇✐%❤ %❤❡"♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ✭"❡❞ ❝✐"❝❧❡-✮✱ "❡-✐-%✐✈✐%② ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ♣✉"♣❧❡ %"✐❛♥❣❧❡-✮ ❛♥❞ ❛❝✲

-✉-❝❡♣%✐❜✐❧✐%② ♠❡❛-✉"❡♠❡♥%- ✭❣"❡❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞-✮ ♦♥ -❛♠♣❧❡ ❙

c
16✳ ❚❤❡ %❤❡"♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%②

♠❡❛-✉"❡♠❡♥%- ❢♦" ❍✴✴❝ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❞✉"✐♥❣ %❤❡ G❤❉ -%✉❞✐❡- ♦❢ ▲✳ ❍♦✇❛❧❞❬✺✵❪ ❛♥❞

▼✳ ❚❛✉♣✐♥❬✹✾❪✳

❋✐❣✉"❡ ✸✳✶✵ ♣"❡-❡♥%- %❤❡ ❜✉❧❦ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ❢♦" ❍✴✴❝ ♣"♦❜❡❞ ❜♦%❤ ✇✐%❤ %❤❡"♠❛❧ ❝♦♥✲

❞✉❝%✐✈✐%② ❛♥❞ -♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ♦♥ -❡✈❡"❛❧ -❛♠♣❧❡- ♦❢ ❞✐✈❡"-❡ ❝"②-%❛❧ >✉❛❧✐%②✳ κ/T ♠❡❛-✉"❡♠❡♥%-
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ♦♥ -❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ❛♥❞ ❙

c
47 ✐♥ %❤❡ G❤❉ -%✉❞✐❡- ♦❢ ▲✳ ❍♦✇❛❧❞❬✺✵❪ ❛♥❞ ▼✳

❚❛✉♣✐♥❬✹✾❪✳ Cp/T ✐- ♠❡❛-✉"❡❞ ♦♥ -❛♠♣❧❡ ❙

ab
95 ✐♥ %❤✐- -%✉❞②✱ ❛♥❞ %❤❡ "❛✇ ❞❛%❛ ❛"❡ ♣"❡-❡♥%❡❞

✐♥ ✜❣✉"❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ✉♣✇❛"❞ ❝✉"✈❛%✉"❡ ♦❢ Hc2 ❞♦✇♥ %♦ %❤❡ ❧♦✇❡-% ♠❡❛-✉"❡❞ %❡♠♣❡"❛%✉"❡ ✐-

♦❜-❡"✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ %❤"❡❡ -❛♠♣❧❡-✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✉♣✇❛"❞ ❝✉"✈❛%✉"❡ ❞♦✇♥ %♦ ✭❛% ❧❡❛-%✮ Tsc /10 ✐- ❛%
♦❞❞- ✇✐%❤ %❤❡ ❝❧❛--✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦" ♦❢ Hc2 ✇❤❡♥ ✐% ✐- ❝♦♥%"♦❧❧❡❞ ❜② %❤❡ ♦"❜✐%❛❧ ❧✐♠✐%✱ ❛♥❞ ✐%

✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐-❝✉--❡❞ ✐♥ ❞❡%❛✐❧ ✐♥ %❤❡ ♥❡①% -❡❝%✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛"✐-♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %❤"❡❡ -❛♠♣❧❡- -❤♦✇- %❤❛% Hc2(0) ❢♦" ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡

♣"❡-❡♥%- ❛ ❧❛"❣❡ ❞✐-♣❡"-✐♦♥✿ ✐% ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡"❡♥% ❜② ❛ ❢❛❝%♦" ✷ ❢"♦♠ ♦♥❡ -❛♠♣❧❡ %♦ ❛♥♦%❤❡"✳

❍♦✇❡✈❡"✱ ❞❡-♣✐%❡ %❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ✐♥ %❤❡ ❞❡%❡"♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ Tsc ✇✐%❤ ❞✐✛❡"❡♥% ❡①♣❡"✐♠❡♥%❛❧
♣"♦❜❡-✱ %❤❡ ❜✉❧❦ Tsc ✐- ❛❧✇❛②- ❢♦✉♥❞ %♦ ❜❡ ❛"♦✉♥❞ 0.5 K✱ ❛♥❞ -❤♦✇- ♠✉❝❤ -♠❛❧❧❡" -❛♠♣❧❡
❞✐-♣❡"-✐♦♥✳ ◆♦%❡ %❤❛% ❢♦" ❛ ✉-✉❛❧ -✉♣❡"❝♦♥❞✉❝%♦" ✇✐%❤ ♦"❜✐%❛❧ ❧✐♠✐%❛%✐♦♥✱ Hc2(0) -❤♦✉❧❞
-❝❛❧❡ ❧✐❦❡ Hc2(0) ∝ T 2

sc✳ ❚❤✐- -❤♦✇- ❛❣❛✐♥ %❤❛% %❤❡ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡ ✐- ❛♥♦♠❛❧♦✉-✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ⑤ ❇✉❧❦ Hc2 ❛❧♦♥❣ (❤❡ ❝✲❛①✐. ✐♥ ❯❈♦●❡ ♠❡❛.✉3❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡3❡♥( .❛♠♣❧❡.

❛♥❞ ✇✐(❤ ❞✐✛❡3❡♥( ❡①♣❡3✐♠❡♥(❛❧ ♠❡(❤♦❞.✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡3❡♥( ❝✉3✈❡. ❝♦33❡.♣♦♥❞. (♦ Hc2 ♣3♦❜❡❞

✇✐(❤ (❤❡3♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ✭❛♥❞ ❝♦♥✜3♠❡❞ ❜② ❛❝✲.✉.❝❡♣(✐❜✐❧✐(② 3❡.✉❧(.✮ ♦♥ .❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ ✇✐(❤

.♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ♦♥ .❛♠♣❧❡ ❙

ab
95 ❛♥❞ ✇✐(❤ (❤❡3♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ♦♥ .❛♠♣❧❡ ❙

c
47✳ ❚❤❡ (❤❡3♠❛❧

❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ♠❡❛.✉3❡♠❡♥(. ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣❡3❢♦3♠❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳❬✺✵✱ ✹✾❪✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ⑤ Hc2 ❢♦3 ✜❡❧❞ ♣❛3❛❧❧❡❧ (♦ ❜✲❛①✐.✱ ♣3♦❜❡❞ ✇✐(❤ (❤❡3♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ✭3❡❞

❝✐3❝❧❡.✮ ❛♥❞ 3❡.✐.(✐✈✐(② ♠❡❛.✉3❡♠❡♥(. ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ♣✉3♣❧❡ (3✐❛♥❣❧❡.✮✱ ♠❡❛.✉3❡❞ ♦♥ (❤❡ .❛♠♣❧❡

❙

c
16✳

❋♦3 ❍✴✴❜ ✭✜❣✉3❡ ✸✳✶✶✮✱ (❤❡ ❙✲.❤❛♣❡ Hc2 ♦❜.❡3✈❡❞ ✐♥ 3❡.✐.(✐✈✐(② ♠❡❛.✉3❡♠❡♥(. ✐. ❝♦♥✲

✜3♠❡❞ ❜② (❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡❛.✉3❡♠❡♥(✱ ❛♥❞ ✐( ❛♣♣❡❛3. ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ♠♦3❡ 3♦❜✉.( ✇❛②✳ ❙✉3♣3✐.✐♥❣❧②✱

✉♥❧✐❦❡ (❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ ❍✴✴❛ ❛♥❞ ❍✴✴❝✱ (❤❡ ❜✉❧❦ ✭(❤❡3♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(②✮ (3❛♥.✐(✐♦♥ (❡♠♣❡3❛✲

(✉3❡ ❜❡❝♦♠❡. ❧❛3❣❡3 (❤❛♥ (❤❡ 3❡.✐.(✐✈❡ (3❛♥.✐(✐♦♥ ✭ρ = 0✮ ❢♦3 ✜❡❧❞. ❛❜♦✈❡ 8 T✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡.
❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡3 (❤❛♥ (❤❡ ♦♥.❡( ♦❢ (❤❡ 3❡.✐.(✐✈✐(② (3❛♥.✐(✐♦♥ ❢♦3 ✜❡❧❞. ❛❜♦✈❡ 12 T✳ ❚❤✐. ❝3♦..✲
✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❜✉❧❦ Hc2 ✇✐(❤ (❤❡ 3❡.✐.(✐✈✐(② ❞❡(❡3♠✐♥❛(✐♦♥ ✐. ❛♥♦(❤❡3 ✉♥✉.✉❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱

❛. ❛ ❜✉❧❦ .✉♣❡3❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ .❛♠♣❧❡ ✐. ❡①♣❡❝(❡❞ (♦ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣❡3❝♦❧❛(✐♥❣ .✉♣❡3❝♦♥❞✉❝(✐♥❣
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♣❛"❤$ ❛♥❞ $♦ ❛ ❤✐❣❤❡+ Hc2 ♠❡❛$✉+❡❞ ❜② +❡$✐$"✐✈✐"②✳ ❚❤✐$ ♣❡❝✉❧✐❛+ $✐"✉❛"✐♦♥ +❡5✉✐+❡$ ♠♦+❡

✐♥✈❡$"✐❣❛"✐♦♥$✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐$❝✉$$❡❞ $❡♣❛+❛"❡❧② ✐♥ ❈❤❛♣"❡+ ✻✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ ⑤ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ✇✐"❤ "❤❡+♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♠❡❛$✉+❡♠❡♥"$ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ♦♥

$❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ❢♦+ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧❧ ✐"$ "❤+❡❡ ❛①❡$ ✭❣+❡❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞$ ❢♦+ ❍✴✴❛✱ ❜❧✉❡ $5✉❛+❡$

❢♦+ ❍✴✴❜ ❛♥❞ +❡❞ ❝✐+❝❧❡$ ❢♦+ ❍✴✴❝✮✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❝✐+❝❧❡$ ❝♦++❡$♣♦♥❞ "♦ "❤❡ Hc2 ❢♦+ ❍✴✴❝

♦❜"❛✐♥❡❞ ❢+♦♠ ❛❝✲$✉$❝❡♣"✐❜✐❧✐"② ♠❡❛$✉+❡♠❡♥"$ ♦♥ "❤❡ $❛♠❡ $❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❛"❛ ❛+❡ "❤❡ $❛♠❡

❛$ ✐♥ ✭✜❣✉+❡ ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✶✮✳

❋✐❣✉+❡ ✸✳✶✷ $✉♠♠❛+✐③❡$ "❤❡ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ♣+♦❜❡❞ ✇✐"❤ "❤❡+♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ❛❧♦♥❣

"❤❡ "❤+❡❡ ❛①❡$ ❛✱ ❜ ❛♥❞ ❝✱ ♠❡❛$✉+❡❞ ♦♥ "❤❡ $❛♠❡ $❛♠♣❧❡ ❙

c
16✳ ❖✉+ +❡$✉❧"$ ❝♦♥✜+♠ ❛❧❧ "❤❡

❢❡❛"✉+❡$ ♦❜$❡+✈❡❞ ✐♥ "❤❡ Hc2 ♠❡❛$✉+❡❞ ✇✐"❤ +❡$✐$"✐✈✐"② ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✵❪ ✭✜❣✉+❡ ✶✳✻❛✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

"❤❡ ❙✲$❤❛♣❡ Hc2 ❢♦+ ❍✴✴❜✱ "❤❡ ❧❛+❣❡ ❛♥✐$♦"+♦♣② ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❡❛$② ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ❞✐+❡❝"✐♦♥

✭❍✴✴❝✮ ❛♥❞ "❤❡ "+❛♥$✈❡+$❡ ✜❡❧❞ ❞✐+❡❝"✐♦♥$ ✭❍✴✴❛ ❛♥❞ ❜✮✱ ❛♥❞ "❤❡ ✉♥✉$✉❛❧ ✉♣✇❛+❞ ❝✉+✲

✈❛"✉+❡$ ✐♥ Hc2 ✐♥ ❛❧❧ "❤+❡❡ ✜❡❧❞ ❞✐+❡❝"✐♦♥$✳ ■" ❛❧$♦ ✉♥✈❡✐❧$ ♥❡✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛" ❤✐❣❤ ✜❡❧❞$

❢♦+ ❍✴✴❜✳

✸✳✸ ❉✐$❝✉$$✐♦♥$ ♦♥ )❤❡ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡

❚❤✐$ $❡❝"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐$❝✉$$ ❛❜♦✉" $♦♠❡ ♦❢ "❤❡ ♣❛+"✐❝✉❧❛+ ❢❡❛"✉+❡$ ✐♥ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ♣+❡✲

$❡♥"❡❞ ✐♥ ✜❣✉+❡ ✸✳✶✷✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ✇✐"❤ ❛ ❜+✐❡❢ ✐♥"+♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝"$ "❤❛"

❝♦♥"+♦❧ "❤❡ Hc2 ♦❢ ❛ ❝❧❛$$✐❝❛❧ $✉♣❡+❝♦♥❞✉❝"♦+✳

✸✳✸✳✶ ❇❛%✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐%♠% ❝♦♥-.♦❧❧✐♥❣ Hc2

❚❤❡ ♦$❜✐2❛❧ ❧✐♠✐2❛2✐♦♥

❆ "②♣❡ ■■ $✉♣❡+❝♦♥❞✉❝"♦+ ✐$ ❝❤❛+❛❝"❡+✐③❡❞ ❜② "❤❡ ♣❡♥❡"+❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞

✐♥"♦ "❤❡ $❛♠♣❧❡ ✐♥ ❢♦+♠ ♦❢ ✈♦+"✐❝❡$✳ ❊❛❝❤ ♦❢ "❤❡ ✈♦+"✐❝❡$ ❝♦♥"❛✐♥$ ❛ 5✉❛♥"✐③❡❞ ♠❛❣♥❡"✐❝

✢✉① φ0 ❝+❡❛"❡❞ ❜② $✉♣❡+❝✉++❡♥"$ ❝✐+❝✉❧❛"✐♥❣ ❛+♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❛ ✧♥♦♥ $✉♣❡+❝♦♥❞✉❝"✐♥❣✧ ❝♦+❡
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✇❤✐❝❤ ❤❛% ❛ ❞✐❛♠❡)❡* ♦❢ ♦*❞❡* ξ(T )✱ )❤❡ %✉♣❡*❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ ❝♦❤❡*❡♥❝❡ ❧❡♥❣)❤✳ ❖✉)%✐❞❡ )❤❡
❝♦*❡ ♦❢ ❛♥ ✐%♦❧❛)❡❞ ✈♦*)❡①✱ )❤❡ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞ ✭❛♥❞ )❤❡ %✉♣❡*❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ ❝✉**❡♥)✮ ❞❡❝❛②%

❡①♣♦♥❡♥)✐❛❧❧② ♦♥ ❛ ❧❡♥❣)❤ %❝❛❧❡ ❝♦**❡%♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡)*❛)✐♦♥ ❧❡♥❣)❤ λL✱ ❛♥❞
)❤❡ %❛♠♣❧❡ *❡♠❛✐♥% %✉♣❡*❝♦♥❞✉❝)✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦*❜✐)❛❧ ❧✐♠✐)❛)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% )❤❡ ♠❛❣♥❡)✐❝

✜❡❧❞ ❢♦* ✇❤✐❝❤ )❤❡ ✈♦*)❡① ❝♦*❡% ✜❧❧ )❤❡ ✇❤♦❧❡ %❛♠♣❧❡ %♣❛❝❡✱ )❤✉%✿

Horb
c2 . 2πξ(T )2 = φ0 ✭✸✳✸✮

❚❤✐% ❢♦*♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢*♦♠ )❤❡ ●✐♥③❜✉*❣✲▲❛♥❞❛✉ )❤❡♦*② ✭❘❡❢✳❬✺✶❪✱ ❢*♦♠ ♣❛❣❡ ✶✼✶✮✳

■♥ )❤❡ ♣*❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞✱ )❤❡ ❞❡♥%✐)② ♦❢ )❤❡ ●✐♥③❜✉*❣✲▲❛♥❞❛✉ ❢*❡❡ ❡♥❡*❣② ❢♦*

)❤❡ %✉♣❡*❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)② ❝❛♥ ❜❡ ✇*✐))❡♥ ❛%✿

F = Fn + α(T − Tsc)|ψ|2 +
β

2
|ψ|4 + 1

2m
|(−i~∇− 2e

c
A)ψ|2 + B2

2µ0

✭✸✳✹✮

✇❤❡*❡ ψ ✐% )❤❡ %✉♣❡*❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ ♦*❞❡* ♣❛*❛♠❡)❡*✱ Fn ✐% )❤❡ ♣❛*) ♦❢ ❢*❡❡ ❡♥❡*❣② ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥) ♦❢ )❤❡ %✉♣❡*❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ )*❛♥%✐)✐♦♥✱ ❛♥❞ α✱ β ❛*❡ ♣♦%✐)✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)%✳ ❚♦ ♦❜)❛✐♥ )❤❡
❡L✉✐❧✐❜*✐✉♠ %)❛)❡✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ )❤❡ ❢*❡❡ ❡♥❡*❣② F =

∫

Fdr ✇✐)❤ *❡%♣❡❝) )♦ %♠❛❧❧ ✈❛*✐❛)✐♦♥%
♦❢ δψ(r) ❛♥❞ δA(r)✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡% )❤❡ ●✐♥③❜✉*❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡L✉❛)✐♦♥%✿















αψ + β|ψ|2ψ +
1

2m

(

−i~∇− 2e

c
A

)2

ψ = 0

j =
e~

im
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− 4e2

mc
ψ∗ψA

✭✸✳✺✮

❈❧♦%❡ )♦ Hc2 )❤❡ ❛♠♣❧✐)✉❞❡ ♦❢ )❤❡ %✉♣❡*❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ ♦*❞❡* ♣❛*❛♠❡)❡* |ψ| ✐% %♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ✇❡
❝❛♥ ❦❡❡♣ ♦♥❧② )❤❡ ✜*%) ♦*❞❡* )❡*♠% ✐♥ ψ✳ ❚❤❡ ●▲ ❡L✉❛)✐♦♥% ❝❛♥ )❤❡♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛*✐③❡❞ )♦ ❣✐✈❡✿

1

2m

(

−i~∇− 2e

c
A

)2

ψ = −αψ ✭✸✳✻✮

❛♥❞ ∇×A ❡L✉❛❧% )❤❡ ❡①)❡*♥❛❧ ✜❡❧❞ µ0H )❤*♦✉❣❤♦✉) )❤❡ %❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉%❡ )❤❡ %✉♣❡*❝✉**❡♥)

j ✐% ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭✐) ✐% ❡①♣*❡%%❡❞ ♦♥❧② ✇✐)❤ )❡*♠% ♦❢ ♦*❞❡* |ψ|2✱ ❡L✉❛)✐♦♥ ✭✸✳✺✮✮✳ ❚❤❡ ❡L✉❛)✐♦♥
✭✸✳✻✮ ✐% ❢♦*♠❛❧❧② ✐❞❡♥)✐❝❛❧ )♦ )❤❡ ❙❝❤*Q❞✐♥❣❡* ❡L✉❛)✐♦♥ ❢♦* ❛ ♣❛*)✐❝❧❡ ♦❢ ❝❤❛*❣❡ 2e ❛♥❞
♠❛%% m ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦*♠ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆% ❛ %♦❧✉)✐♦♥✱ ✐) ❤❛% ❝♦♥%)❛♥) ✈❡❧♦❝✐)② vz ❛❧♦♥❣ )❤❡
♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❤❛% L✉❛♥)✐③❡❞ ❝✐*❝✉❧❛* ♠♦✈❡♠❡♥)% ✐♥ )❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛* )♦ )❤❡

✜❡❧❞✱ ✇✐)❤ ❢*❡L✉❡♥❝② ωc =
2eH
m
✳ −α ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡L✉❛)✐♦♥ ✭✸✳✻✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

−α =
1

2
mv2z + ~ωc(n+

1

2
) ✭✸✳✼✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ H✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦**❡%♣♦♥❞% )♦ Hc2✱ ✐% ❣✐✈❡♥ ❜② )❤❡ ❧❡✈❡❧ vz = 0 ❛♥❞ n = 0✱
)❤✉% ❣✐✈❡% −α = e~H/m✳ ❆% ξ(T ) ✐% ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ )❤❡ ●▲ )❤❡♦*② ❛% ξ2(T ) = ~

2/2m|α|✱ )❤✐%
❧❡❛❞% )♦ Hc2(T ) = φ0/2πξ(T )

2
✳

❚❤❡ )❡♠♣❡*❛)✉*❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ξ(T ) ❢♦* T ❝❧♦%❡ )♦ Tsc ❝❛♥ ❛❧%♦ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢*♦♠ )❤❡

●▲ )❤❡♦*② ✭✇✐)❤ )❤❡ *❡❧❛)✐♦♥ )♦ ξ0 ❞❡)❡*♠✐♥❡❞ ❜② )❤❡ ♠✐❝*♦%❝♦♣✐❝ ❇❈❙ )❤❡♦*②✮✿















ξ(T ) = 0.74 ξ0

(

1− T

Tsc

)−1/2

ξ0 = 0.18
~vF
kBTsc

✭✸✳✽✮

✸✺



T Tsc

Horb
c2 = α0

Tsc(Tsc − T )

< vf >2

< vf >
α0

α0 =
φ0k

2
B

2π~2 (0.18 ∗ 0.74)2 = 3.2.108 T K−2 m2 s−2

< vf >
dHc2/dT |H=0

dHorb
c2

dT

∣

∣

∣

∣

Tsc

= −α0
Tsc

< vf >2
∝ Tsc.m

∗2

Sz = 0

Hp

T = 0

Hp(0) =

√
2∆(0)

gµB

= 1.85 Tsc

Hp Tsc
∆(0) = 1.76 kBTsc g

2

Hc2



❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ )❤♦✇) -❤❡ ❝♦♥)❡0✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ -✇♦ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥-✐♦♥❡❞ ❡✛❡❝-) ♦♥ -❤❡ Hc2 ♦❢

❝❧❛))✐❝❛❧ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$) ✭)✐♠♣❧❡ ♠❡-❛❧)✮ ❛♥❞ ♦❢ ❤❡❛✈② ❢❡$♠✐♦♥ )②)-❡♠)✳ ❚❤❡ ?❛✉❧✐ ❧✐♠✐✲

-❛-✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦❢ -❤❡ ❞❡♥)✐-② ♦❢ )-❛-❡) ♦$ ♦❢ -❤❡ ❋❡$♠✐ ✈❡❧♦❝✐-② ♦❢ -❤❡ )②)-❡♠✱

❛♣♣❡❛$) ✐♥ ❛ ✉♥✐✈❡$)❛❧ ✇❛②✱ ❝♦♥-$♦❧❧❡❞ ♦♥❧② ❜② -❤❡ ❝$✐-✐❝❛❧ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ Tsc✳ ❖♥ -❤❡ ♦-❤❡$
❤❛♥❞✱ ❞$❛)-✐❝ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣$❡)❡♥- ✐♥ -❤❡ ♦$❜✐-❛❧ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ ❞✐✛❡$❡♥- )✉♣❡$❝♦♥✲

❞✉❝-✐♥❣ )②)-❡♠)✳ ■♥ -❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ )✐♠♣❧❡ ♠❡-❛❧) ✭-❤♦)❡ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ -②♣❡ ■■ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$)✮✱

-❤❡ ❡❧❡❝-$♦♥) ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝-✐✈❡ ♠❛)) m∗
❝❧♦)❡ -♦ ❛ ❢$❡❡ ❡❧❡❝-$♦♥ ♠❛)) ✭me✮ ❛♥❞ -❤❡✐$ ❋❡$♠✐

✈❡❧♦❝✐-② ✐) ❧❛$❣❡ ✭♦❢ -❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ 106 m/s✮✳ ❚❤❡ ♦$❜✐-❛❧ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ✐) )♠❛❧❧ ❛♥❞ ✉)✉❛❧❧②

❞♦♠✐♥❛-❡) ♦-❤❡$ ❡✛❡❝-) ✐♥ Hc2✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐♥ ❤❡❛✈② ❢❡$♠✐♦♥ )②)-❡♠)✱ -❤❡ 0✉❛)✐♣❛$-✐❝❧❡

❡✛❡❝-✐✈❡ ♠❛)) ❝❛♥ $❡❛❝❤ 100 -♦ 1000 -✐♠❡) me✱ ❛♥❞ -❤❡ ❋❡$♠✐ ✈❡❧♦❝✐-② ✐♥ -❤❡)❡ )②)-❡♠)

❝❛♥ ❜❡ ❛) ❧♦✇ ❛) ♦❢ -❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ ❛ ❢❡✇ 103 m/s✳ ❚❤❡ ♦$❜✐-❛❧ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ✐♥ )✉❝❤ ❝❛)❡) ❤❛)
❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ✐❢ -❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐♥❣ ♦$❞❡$ ♣❛$❛♠❡-❡$ ✐) ❢✉$-❤❡$ ❛ )♣✐♥✲)✐♥❣❧❡-

)-❛-❡✱ -❤❡ ?❛✉❧✐ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦$-❛♥- $♦❧❡ ♦♥ Hc2✳

■- ❛❧)♦ ♥❡❡❞) -♦ ❜❡ ♠❡♥-✐♦♥❡❞ -❤❛-✱ ❢♦$ T ❝❧♦)❡ -♦ Tsc✱ ❛) -❤❡ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐♥❣ ❣❛♣
❞❡♣❡♥❞) ♦♥ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ ❛) ✭❇❈❙ -❤❡♦$②✮✿

∆(T ) ∼ 3.2kBTsc

(

1− T

Tsc

)
1

2
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❚❤❡ ?❛✉❧✐ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ Hp(T ) ∝ ∆(T ) ✇✐❧❧ ✐♥❝$❡❛)❡ ✈❡$-✐❝❛❧❧② ❛- T = Tsc✳ ❚❤✉) ✐♥ -❤❡

♣$♦①✐♠✐-② ♦❢ Tsc✱ Hc2 ✐) ❛❧✇❛②) ❣♦✈❡$♥❡❞ ❜② -❤❡ ♦$❜✐-❛❧ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❤❡❛✈② ❢❡$♠✐♦♥

)②)-❡♠) ✇❤❡$❡ ?❛✉❧✐ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥- ❛- ❧♦✇ -❡♠♣❡$❛-✉$❡✳

✸✳✸✳✷ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ♦♥ *❤❡ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡

❲❡ ♥♦✇ -✉$♥ -♦ -❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ -♦ )❤♦✇ ❤♦✇ ♣❛$-✐❝✉❧❛$ ✐) -❤❡ Hc2 ✐♥ -❤✐) )②)-❡♠

✐♥ -❡$♠) ♦❢ ❝❧❛))✐❝❛❧ -❤❡♦$✐❡) ♦❢ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-✐✈✐-②✳

❆❜"❡♥❝❡ ♦❢ (❛✉❧✐ ❧✐♠✐.❛.✐♦♥

❯●❡2 ✭1.2 GPa✮ ❯❘❤●❡ ❯❈♦●❡

M0 0.4 µB ∼ 0.05 µB

Bint 0.08 T ∼ 0.01 T
Tsc 0.8 K 0.25 K 0.5 K
Hp(0) ❢♦$ g❂✷ ∼ 1.6 T ∼ 0.5 T ∼ 1 T
Hc2(0)✴✴❛ ∼ 2 T 2 T > 20 T
Hc2(0)✴✴❜ ∼ 3.5 T 1.3 T > 20 T
Hc2(0)✴✴❝ 7 T 0.6 T 0.5− 1 T
TCurie 35 K 9.5 K 2.5 K
Bexch ∼ 50 T ∼ 14 T ∼ 3.5 T

❚❛❜❧❡ ✸✳✶

❚❤❡ ✜$)- ♣♦✐♥- -♦ ❝♦♥)✐❞❡$ ✐♥ -❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ❛ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡-✐❝ )✉♣❡$❝♦♥❞✉❝-♦$ ✐) -❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

❢$♦♠ -❤❡ )♣♦♥-❛♥❡♦✉) ♠❛❣♥❡-✐❝ ♠♦♠❡♥-✳ ❲✐-❤♦✉- ❞❡♠❛❣♥❡-✐③✐♥❣ ❡✛❡❝-)✱ -❤✐) ❝♦$$❡)♣♦♥❞)

-♦ ❛♥ ✐♥-❡$♥❛❧ ♠❛❣♥❡-✐❝ ✭❞✐♣♦❧❛$✮ ✜❡❧❞ Bint ∼ µ0M✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ -❤❡ )♣♦♥-❛♥❡♦✉)

♠♦♠❡♥- M ❛♥❞ -❤❡ ❝♦$$❡)♣♦♥❞✐♥❣ Bint ❢♦$ ❯❘❤●❡ ❛♥❞ ❯❈♦●❡❬✶✺❪ ❛$❡ ❧✐)-❡❞ ✐♥ -❤❡ -❛❜❧❡

✸✼



✸✳✶✳ ■♥ ❜♦'❤ )②)'❡♠) Bint ✐) ♠✉❝❤ )♠❛❧❧❡2 '❤❛♥ '❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧❧② ♦❜)❡2✈❡❞ Hc2✳ ■♥

❯❘❤●❡✱ '❤❡ ♣2❡)❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ✐♥'❡2♥❛❧ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜)❡2✈❡❞ ❛) ❛ ✈❡2'✐❝❛❧ )❡❣♠❡♥'

♥❡❛2 H = 0 ✐♥ '❤❡ Hc2 ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐) ✭)♣♦♥'❛♥❡♦✉) ♠❛❣♥❡'✐③❛'✐♦♥ ❛①✐)✮❬✸✽❪✳ ■♥ ❯❈♦●❡✱

Bint ❝♦22❡)♣♦♥❞) '♦ ❛ ✜❡❧❞ ❛2♦✉♥❞ 10 mT ❛♥❞ ✐) ❜❛2❡❧② ♥♦'✐❝❡❛❜❧❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧❧② ✭❡①❝❡♣'

❢♦2 '❤❡ ❛❝ ♠❛❣♥❡'✐❝ )✉)❝❡♣'✐❜✐❧✐'② ❛♥❞ ❞❝ ♠❛❣♥❡'✐③❛'✐♦♥ ♠❡❛)✉2❡♠❡♥') ✐♥ ❘❡❢✳❬✺✷✱ ✶✸❪✱

✇❤✐❝❤ )✉❣❣❡)' '❤❛' ♥♦ ▼❡✐))♥❡2 )'❛'❡ ❡①✐)') ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❛♥❞ ❛ )❡❧❢✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈♦2'❡① )'❛'❡ ✐)

♣2♦❜❛❜❧② 2❡❛❧✐③❡❞✮✳

❍♦✇❡✈❡2✱ '❤❡ ❝♦❡①✐)'❡♥❝❡ ♦❢ )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ❛♥❞ ❢❡22♦♠❛❣♥❡'✐)♠ ❛❧)♦ ❧❡❛❞) '♦ ❛

)♣❧✐''✐♥❣ ♦❢ '❤❡ )♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ❡❧❡❝'2♦♥) ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❢❡22♦♠❛❣♥❡'✐❝ ✐♥'❡2❛❝'✐♦♥)✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❛''2✐❜✉'❡❞ '♦ ❛♥ ❡✛❡❝'✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ Bexch✳ ■' )❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛' ❧❡❛)' ♦❢ ♦2❞❡2

Bexch ≃ (kBTCurie)/µB❬✺✸❪✳ ❋♦2 ❛ )♣✐♥✲)✐♥❣❧❡' )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'♦2✱ ♦2 ❛ '2✐♣❧❡' )'❛'❡ ✇✐'❤ ❛

Sz = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥'✱ '❤✐) ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ Bexch ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ Hc2 '❤2♦✉❣❤ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ )✉♠♠❛2✐③❡) '❤❡ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ ✭Hp✮ ❢♦2 '❤❡ '❤2❡❡ ❢❡22♦♠❛❣♥❡'✐❝ )✉♣❡2❝♦♥✲

❞✉❝'♦2) ❯●❡2✱ ❯❘❤●❡ ❛♥❞ ❯❈♦●❡ ✭❡)'✐♠❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Tsc ❛❝❝♦2❞✐♥❣ '♦ ❡P✉❛'✐♦♥

✸✳✶✷✮✱ '❤❡ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ Bexch ❡)'✐♠❛'❡❞ ✇✐'❤ Bexch ≃ (kBTCurie)/µB✱ ❛♥❞ '❤❡

❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ ✉♣♣❡2 ❝2✐'✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ '❤❡ '❤2❡❡ ✜❡❧❞ ❞✐2❡❝'✐♦♥)✳ ■' )❤♦✇) '❤❛' ❜♦'❤ '❤❡

♠❡❛)✉2❡❞ ✉♣♣❡2 ❝2✐'✐❝❛❧ ✜❡❧❞) ❛♥❞ Bexch ❛2❡ ❜② ❢❛2 ❤✐❣❤❡2 '❤❛♥ '❤❡ ❡)'✐♠❛'❡❞ Hp ✐♥ '❤❡)❡

)②)'❡♠)✳ ❆) ❛ ❝♦♥)❡P✉❡♥❝❡✱ '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢2♦♠ '❤❡ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ ✐) ❛❜)❡♥'✱ ❛♥❞ ❛ )♣✐♥✲

)✐♥❣❧❡' ♣❛✐2✐♥❣ )'❛'❡ ✐) ♣2❛❝'✐❝❛❧❧② 2✉❧❡❞ ♦✉'✳ ■♥)'❡❛❞ ❛ ✭'2✐♣❧❡'✮ p✲✇❛✈❡ )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐♥❣

)'❛'❡ ✇✐'❤ ✧❡P✉❛❧ )♣✐♥ ♣❛✐2✐♥❣✧ ✭| ↑↑>✱ | ↓↓>✮ ❝♦♥✜❣✉2❛'✐♦♥ ♠♦)' ❧✐❦❡❧② '❛❦❡) ♣❧❛❝❡✳

❏❛❝❝❛#✐♥♦✲(❡*❡# ❡✛❡❝*

■' ♥❡❡❞) '♦ ❜❡ ♠❡♥'✐♦♥❡❞ '❤❛'✱ ❛♥ ❛❜)❡♥❝❡ ♦❢ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢2♦♠ ❛ ♠✉❝❤

❤✐❣❤❡2 Hc2 ❝♦♠♣❛2❡❞ ✇✐'❤ Hp✱ ❞♦❡) ♥♦' ♥❡❝❡))❛2✐❧② ✐♠♣❧✐❡) ❛ )♣✐♥✲'2✐♣❧❡' )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✲

✐♥❣ )'❛'❡✳ ❆♥ ❡①♦'✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦2 '❤✐) ✐) '❤❡ ❏❛❝❝❛2✐♥♦✲N❡'❡2 ❡✛❡❝'❬✺✹❪ ♦❜)❡2✈❡❞ ✐♥ )♦♠❡

)'2♦♥❣ ♣❛2❛♠❛❣♥❡'✲)✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'♦2)✳ ❋✐❣✉2❡ ✸✳✶✹ ♣2❡)❡♥') ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ '❤✐) ❡✛❡❝' ✐♥ '❤❡

♣)❡✉❞♦'❡2♥❛2② )❡2✐❡) ❊✉x❙♥1−x▼♦6❙8❬✺✺❪✳ ■♥ '❤✐) ❝❛)❡✱ '❤❡ ♦2❜✐'❛❧ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ ✐) ✈❡2② ❤✐❣❤

✭♠♦2❡ '❤❛♥ 25 T ❛' T = 0✱ 2❡♣2❡)❡♥'❡❞ ❜② '❤❡ 2❡❞ ❜2♦❦❡♥ ❧✐♥❡✮✳ ❇✉' )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②

✐) )'2♦♥❣❧② )✉♣♣2❡))❡❞ ❜② '❤❡ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥✱ ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❧❛2❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❛))♦❝✐❛'❡❞

✇✐'❤ ❊✉ ✐♦♥)✱ ❧❡❛❞✐♥❣ '♦ ❛ Hc2(0) ❛2♦✉♥❞ ♦♥❧② 1 T✳ ❲✐'❤ ✐♥❝2❡❛)✐♥❣ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✱ '❤❡ ❡①✲

❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥'2♦❧❧❡❞ ❜② '❤❡ ♣♦❧❛2✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❊✉ ✐♦♥) ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② '❤❡ ❡①'❡2♥❛❧

✜❡❧❞✳ ❚❤❡ 2❡)✉❧'✐♥❣ )✉♣♣2❡))✐♦♥ ♦❢ '❤❡ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ '❤❡♥ ❧❡❛❞) '♦ '❤❡ 2❡✲❡)'❛❜❧✐)❤♠❡♥'

♦❢ )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✐♥ '❤❡ ❤✐❣❤✲✜❡❧❞✲❧♦✇✲'❡♠♣❡2❛'✉2❡ 2❡❣✐♦♥✳

■♥ ❯❈♦●❡ ❛♥❞ ❯❘❤●❡✱ ❛❧'❤♦✉❣❤ '❤❡2❡ ❤❛) ❜❡❡♥ ②❡' ♥♦ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ )✐❣♥ ❢♦2 ✐'✱ '❤❡

♣♦))✐❜✐❧✐'② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡♥)❛'✐♦♥ ♦❢ Bexch ❜② '❤❡ ❡①'❡2♥❛❧ ✜❡❧❞ ❤❛) ❜❡❡♥ ♠❡♥'✐♦♥❡❞✳ ❋♦2 ❡①✲

❛♠♣❧❡ )✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝' ❤❛) ❜❡❡♥ ♣2♦♣♦)❡❞ ❢♦2 ❯❘❤●❡ ✇❤❡♥ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ✐) ❛♣♣❧✐❡❞

❛❧♦♥❣ '❤❡ ❜✲❛①✐)✱ '♦ ❡①♣❧❛✐♥ '❤❡ 2❡✲❡♥'2❛♥❝❡ )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✱ ❜❛)❡❞ ♦♥ ❛ ❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥

✇❤✐❝❤ ❢❡22♦♠❛❣♥❡'✐)♠ ✐) ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✺❢ ❡❧❡❝'2♦♥)✱ ❛♥❞ )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✐) ❞✉❡

'♦ '❤❡ ✐'✐♥❡2❛♥' ✺❢ ❡❧❡❝'2♦♥)✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦✉♣❧❡ ❛♥'✐❢❡22♦♠❛❣♥❡'✐❝❛❧❧② '♦ '❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

♠♦♠❡♥'❬✺✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡2✱ ❡✈❡♥ ✐❢ )✉❝❤ ❛ )❝❡♥❛2✐♦ ✐♥❞❡❡❞ ❤❛♣♣❡♥)✱ '❤❡ )✐'✉❛'✐♦♥ ✐) ❞✐✛❡2❡♥'

❢2♦♠ '❤❡ ♦2✐❣✐♥❛❧ ❏❛❝❝❛2✐♥♦✲N❡'❡2 ❡✛❡❝'✳ ■' ❤❛) ❜❡❡♥ ❛2❣✉❡❞❬✸✽❪ '❤❛' ✐♥ '❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ )✉✲

♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ♣❤❛)❡ ♦❢ ❯❘❤●❡✱ '❤❡ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ ✐) ❛❜)❡♥' ❛♥❞ Hc2 ✐) ♦♥❧② ❞✉❡ '♦ '❤❡

♦2❜✐'❛❧ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ ✭❛♥❞ ❛♥ ❡P✉❛❧✲)♣✐♥✲♣❛✐2✐♥❣ )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ )'❛'❡ ✐) 2❡❛❧✐③❡❞✮✳ ❆' '❤❡

2❡✲❡♥'2❛♥' ✜❡❧❞ HR ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❜✲❛①✐)✱ ✐❢ '❤❡ Bexch ✐) ❝♦♠♣❡♥)❛'❡❞ ❜② '❤❡ ❡①'❡2♥❛❧ ♠❛❣♥❡'✐❝

✜❡❧❞✱ ✐' ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦))✐❜❧❡ '❤❛' )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② 2❡✲❛♣♣❡❛2) ✇✐'❤ ❛ Sz = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥'✱

❝♦♥'2❛)'✐♥❣ ✇✐'❤ '❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ )✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ♣❤❛)❡✳ ◆♦♥❡'❤❡❧❡))✱ '❤✐) ❝♦♠♣❡♥)❛'✐♦♥ ♦❢

Bexch ❛♥❞ '❤❡ 2❡)✉❧'✐♥❣ )✉♣♣2❡))✐♦♥ ♦❢ '❤❡ N❛✉❧✐ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥✱ ✐) ♥♦' )✉✣❝✐❡♥' '♦ ❡①♣❧❛✐♥ '❤❡

✸✽
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%❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥, ✐♥ %❤❡ .❡❢❡.❡♥❝❡✿ −9 T/K✳

.❡✲❡♥%.❛♥% ,✉♣❡.❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ♣❤❛,❡✿ %❤❡ ♦.❜✐%❛❧ ❧✐♠✐%❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ,✉♣♣.❡,,❡, ,✉♣❡.❝♦♥❞✉❝✲

%✐✈✐%② ✐♥ %❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ ♣❤❛,❡✱ ❛❧,♦ ♥❡❡❞, %♦ ❜❡ ,%.♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛% ✜❡❧❞, ♥❡❛. HR✳

❆♥✐-♦/$♦♣② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❚❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ,❧♦♣❡ ♦❢ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛❧♦♥❣ %❤❡ %❤.❡❡ ✜❡❧❞ ❞✐.❡❝%✐♦♥, ❝❛♥ ❜❡ ❡,%✐♠❛%❡❞ ✇✐%❤

❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉.❛❝② ❢.♦♠ ♦✉. %❤❡.♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ♠❡❛,✉.❡♠❡♥%,✱ ❝♦♥%.❛.② %♦ %❤❡ .❡,✐,%✐✈✐%②

♠❡❛,✉.❡♠❡♥%, ✭❞✉❡ %♦ ✜❧❛♠❡♥%❛.② ,✉♣❡.❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ❛% ❧♦✇ ✜❡❧❞,✮✳ dHc2/dT |H=0 ✐, ❢♦✉♥❞

%♦ ❜❡ ❛❜♦✉% −1 T/K ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐,✱ ♠♦.❡ %❤❛♥ ✷✵ %✐♠❡, ,♠❛❧❧❡. %❤❛♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❛♥❞ ❜✲
❛①❡, ✭❛.♦✉♥❞ −20 T/K ❢♦. ❜♦%❤ ♦❢ %❤❡♠✮✳ ■❢ Hc2 ✇❡.❡ ❣♦✈❡.♥❡❞ ✉♥✐M✉❡❧② ❜② %❤❡ ♦.❜✐%❛❧

❧✐♠✐%❛%✐♦♥✱ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ %♦ ❡M✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ dHc2/dT |H=0 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡.,❡❧② ♣.♦♣♦.%✐♦♥❛❧ %♦

%❤❡ ,M✉❛.❡ ♦❢ %❤❡ ❋❡.♠✐ ✈❡❧♦❝✐%② ❛✈❡.❛❣❡❞ ✐♥ %❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡.♣❡♥❞✐❝✉❧❛. %♦ %❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐.❡❝%✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛%❡❧② %❛❦❡♥ ❛,✿
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✭✸✳✶✹✮

✇❤❡)❡

(

dHorb
c2 /dT

)i

H=0
✐+ ,❤❡ ✐♥✐,✐❛❧ +❧♦♣❡ ♦❢ Hc2 ❢♦) ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ,❤❡ i✲❛①✐+ ❛♥❞ < vjF >

✐+ ,❤❡ ❛✈❡)❛❣❡❞ ❋❡)♠✐ ✈❡❧♦❝✐,② ❛❧♦♥❣ ,❤❡ j✲❛①✐+✳ ❚❤✉+ ,❤❡ ✷✵ ❢♦❧❞ ❛♥✐+♦,)♦♣② ❜❡,✇❡❡♥

,❤❡ dHc2/dT |H=0 ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❝✲❛①✐+ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ ❛✱ ❜✲❛①❡+ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ,❤❛, < vaF > ❛♥❞

< vbF > ❛)❡ +✐♠✐❧❛) ✐♥ ♠❛❣♥✐,✉❞❡✱ ❜✉, < vcF > ✐+ ✷✵ ,✐♠❡+ +♠❛❧❧❡) ,❤❛♥ ✐♥ ,❤❡ ♦,❤❡) ,✇♦

❞✐)❡❝,✐♦♥+✳ ❚❤✐+ ❤❛♣♣❡♥+ ,②♣✐❝❛❧❧② ❢♦) ❛ ✷❉ +②+,❡♠✱ ✇❤❡)❡ ,❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❋❡)♠✐ ✈❡❧♦❝✐,②

✐+ ♠✉❝❤ ❧❛)❣❡) ,❤❛♥ ,❤❛, ✐♥ ,❤❡ ♣❡)♣❡♥❞✐❝✉❧❛) ❞✐)❡❝,✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ✐♥ ❯❈♦●❡ ,)❛♥+♣♦),

+,✉❞✐❡+ +❤♦✇ ❛ ❜❛)❡❧② ♥♦,✐❝❡❛❜❧❡ ❛♥✐+♦,)♦♣② ✐♥ ,❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♣❤❛+❡✳ ❋♦) ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❝❝♦)❞✐♥❣

,♦ ,❤❡ )❡+✐+,✐✈✐,② ♠❡❛+✉)❡♠❡♥,+ ✐♥ ❘❡❢✳❬✺✼❪✱ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉❜✐❝✲+❤❛♣❡❞ +❛♠♣❧❡ ✇✐,❤

❝✉))❡♥, ✐♥❥❡❝,❡❞ ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ,❤)❡❡ ❝)②+,❛❧ ❛①❡+✱ ,❤❡ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ✐♥ ,❤❡ O✉❛❞)❛,✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥, A
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✮ ❜❡,✇❡❡♥ ❞✐✛❡)❡♥, ❝✉))❡♥, ❞✐)❡❝,✐♦♥+ ✐+ ❢♦✉♥❞ ,♦ ❜❡ ♥♦ ♠♦)❡ ,❤❛♥ ❛ ❢❛❝,♦)

♦❢ 1.5✳ ❚❤❡ ♣)❛❝,✐❝❛❧❧② ✐+♦,)♦♣✐❝ ❋❡)♠✐ ✈❡❧♦❝✐,② ✐♥ ❯❈♦●❡ ✐+ ,❤✉+ ♥♦, ❝♦♠♣❛,✐❜❧❡ ✇✐,❤ ,❤❡

❧❛)❣❡ ❛♥✐+♦,)♦♣② ✐♥ Hc2✱ ✐♥ ,❡)♠+ ♦❢ ♦)❜✐,❛❧ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥✳

❆♣❛), ❢)♦♠ ,❤❡ ❛✈❡)❛❣❡❞ ❋❡)♠✐ ✈❡❧♦❝✐,✐❡+ < vjF >✱ ❛♥✐+♦,)♦♣② ✐♥ ,❤❡ ♦)❜✐,❛❧ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥

❝❛♥ ❛❧+♦ ❝♦♠❡ ❢)♦♠ ❛♥ ❛♥✐+♦,)♦♣✐❝ +✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♦)❞❡) ♣❛)❛♠❡,❡)✳ ❋♦) ❛ +✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✲

✐♥❣ +,❛,❡ ,❤❛, ♣)❡+❡♥,+ ♥♦❞❛❧ +,)✉❝,✉)❡ ✐♥ ,❤❡ +✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ❣❛♣✱ Horb
c2 ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞

✇❤❡♥ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ ✐+ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❡)♣❡♥❞✐❝✉❧❛) ,♦ ,❤❡ ❣❛♣ ♥♦❞❡+✳ ❋♦) ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦) ❛

✭p✲✇❛✈❡✮ +✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♦)❞❡) ♣❛)❛♠❡,❡) ✇✐,❤ ❛ ♣♦❧❛) ❣❛♣ +,)✉❝,✉)❡ ♣)❡+❡♥,❡❞ ✐♥ ✜❣✉)❡

✸✳✶✺❛✱ ,❤❡ Horb
c2 ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡) ✇❤❡♥ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ ✐+ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❛♥,✐♥♦❞❛❧

❞✐)❡❝,✐♦♥ ✭❍ ❛❧♦♥❣ ,❤❡ z✲❛①✐+✮ ,❤❛♥ ✇❤❡♥ ,❤❡ ✜❡❧❞ ✐+ ✐♥ ,❤❡ ♥♦❞❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭❍ ✐♥ ,❤❡ ✭x✱

y✮ ♣❧❛♥❡✮✳ ❙❝❤❛)♥❜❡)❣ ❛♥❞ ❑❧❡♠♠❬✺✽❪ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ,❤❡ Horb
c2 ❛++♦❝✐❛,❡❞ ✇✐,❤ +❡✈❡)❛❧ p✲✇❛✈❡

+✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♦)❞❡) ♣❛)❛♠❡,❡)+ ✭❢)♦♠ ❛♥ ✐+♦,)♦♣✐❝ +②+,❡♠ ✐♥ ,❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♣❤❛+❡✮ ✇❤♦+❡

❣❛♣ +,)✉❝,✉)❡ ❤❛+ ❡✐,❤❡) ,❤❡ ♣❧❛♥❛) ♥♦❞❛❧ ❢♦)♠ ✭✜❣✉)❡ ✸✳✶✺❛✮ ♦) ,❤❡ ♣♦✐♥, ♥♦❞❛❧ ❢♦)♠

✭✜❣✉)❡ ✸✳✶✺❜✮✳ ❚❤❡ ❛♥✐+♦,)♦♣② ✐♥ Horb
c2 ❛++♦❝✐❛,❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡+❡ ❣❛♣ +,)✉❝,✉)❡+ ✐+ ♥♦, ♠♦)❡

,❤❛♥ ❛ ❢❛❝,♦) 2✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❢❛) ❢)♦♠ ❡♥♦✉❣❤ ,♦ ❡①♣❧❛✐♥ ,❤❡ Hc2 ❛♥✐+♦,)♦♣② ✐♥ ❯❈♦●❡✳

❚❤❡ ❛♥✐+♦,)♦♣② ♦❢ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡ ✐+ ❡✈❡♥ ♠♦)❡ +✉)♣)✐+✐♥❣ ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛, ✐,+ ❛♥❣✉❧❛)

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✼❛ ♣)❡+❡♥,+ ,❤❡ ❛♥❣✉❧❛) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc2 ✇✐,❤ ✜❡❧❞ ❞✐)❡❝,✐♦♥

,✉)♥❡❞ ❢)♦♠ ,❤❡ ❛✲❛①✐+ ,♦ ,❤❡ ❝✲❛①✐+ ❛♥❞ ❢)♦♠ ,❤❡ ❜✲❛①✐+ ,♦ ,❤❡ ❛✲❛①✐+❬✸✵❪✳ ❇♦,❤ ♦❢ ,❤❡♠

+❤♦✇ ,❤❛, ,✉)♥✐♥❣ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ ❛ ❢❡✇ ❞❡❣)❡❡+ ❛✇❛② ❢)♦♠ ,❤❡ ❛ ♦) ❜✲❛①✐+✱ ✐+ ❡♥♦✉❣❤ ,♦

❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧❡,❡❧② ,❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ,❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝✉)✈❡✳ ❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✼❜ ♣)❡+❡♥,+ ,❤❡ ❛♥❣✉❧❛)

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc2 ❛, T = 0.1 K ❢)♦♠ ,❤❡ ❛ ♦) ❜✲❛①✐+ ,♦ ,❤❡ ❝✲❛①✐+❬✸✺❪✳ ■, +❤♦✇+ ,❤❛, Hc2

✐+ ❡①,)❡♠❡❧② +❡♥+✐,✐✈❡ ,♦ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥, ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❝✲❛①✐+ ❛♥❞ ♣)❡+❡♥,+ ✈❡)② +❤❛)♣ ❛♥❣✉❧❛)

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛)♦✉♥❞ ,❤❡ ,✇♦ ,)❛♥+✈❡)+❡ ✜❡❧❞ ❞✐)❡❝,✐♦♥+✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦) ❞♦❡+ ♥♦, +❡❡♠ ,♦

✜, ❛♥② +✐♠♣❧❡ ,)✐❣♦♥♦♠❡,)✐❝ )❡❧❛,✐♦♥+❤✐♣✳

❋✐❣✉)❡ ✸✳✶✻ +❤♦✇+ ,❤❡ ❛♥❣✉❧❛) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc2 ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❈❇❙ p✲✇❛✈❡ ♦)❞❡)

♣❛)❛♠❡,❡)❬✺✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣)❡+❡♥,+ ,❤❡ ❣❛♣ +,)✉❝,✉)❡ ✐♥ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✺❛✳ ❈♦♠♣❛)✐+♦♥ ❜❡,✇❡❡♥

,❤❡+❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥+ ❛♥❞ ,❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ +❤♦✇+ ,❤❛, ,❤❡ ❛♥❣✉❧❛) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Hc2 ✐♥

❯❈♦●❡ ❝❛♥♥♦, ❜❡ ✜,,❡❞ ❡❛+✐❧② ✇✐,❤ ,❤❛, ♦❢ ❛ p✲✇❛✈❡ +✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♦)❞❡) ♣❛)❛♠❡,❡)✳

❆+ ❛ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥✱ ,❤❡ ❤✉❣❡ ❛♥✐+♦,)♦♣② ✐♥ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐,❤ ✐,+ +❤❛)♣ ❛♥❣✉❧❛)

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❝❛♥♥♦, ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ,❤❡ ❋❡)♠✐ ✈❡❧♦❝✐,② ✈❛)✐❛,✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❞✐✛❡)❡♥, ❝)②+,❛❧

❛①❡+✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❛♥✐+♦,)♦♣✐❝ ♦)❜✐,❛❧ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥ ❢♦) ❛ p✲✇❛✈❡ +✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♦)❞❡) ♣❛)❛♠❡,❡)✳

✹✵



p
∆0k̂z p

∆0±(k̂x ± ik̂y)

Hc2 p
t = 0

T = Tsc/2 t = 1/2 γ2(φ)
γ2(φ) = 1

Hc2

Hc2



Hc2

Hc2

50 mK
κ/T 10 mK

Hc2 16 T

Hc2

Hc2

Hc2 Hirr

Hc2

Hc2

Hc2



α α = 0
α = ∞

Hc2

Hc2

Hc2

λ λ
1 Hc2

λ << 1 λ

Hc2 13 λ ∼ 14.5
T < 0.2 Tsc

Hc2

λ 5
∆C/C ∼ 0.6

13 ∆C/C = 2.5

Hc2

2

2 2 Hc2



Hc2

2 2

107 cm/s



❝✉"✈❛%✉"❡ ✐♥ %❤❡ Hc2 ❢♦" ❍✴✴❛ ✐♥ ❯❈♦●❡✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ❛3 ✐♥ %❤❡ 3%"♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛3❡✱ 3✉❝❤

❛♥ ❡✛❡❝% ✇✐❧❧ ♥♦% ♣"♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♣✇❛"❞ ❝✉"✈❛%✉"❡ ❞♦✇♥ %♦ %❤❡ ❧♦✇❡3% %❡♠♣❡"❛%✉"❡✱ ❝♦♥%"❛"②

%♦ ✇❤❛% ✐3 ♦❜3❡"✈❡❞ ✐♥ ❯❈♦●❡✳

❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ 3❤♦✇♥ %❤❛% ♠❛♥② ❢❡❛%✉"❡3 ✐♥ %❤❡ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❝♦♥✜"♠❡❞ ❜② ❜✉❧❦ ♠❡❛3✉"❡✲

♠❡♥%3✱ ❛"❡ ✐♥ 3%"♦♥❣ ❞✐3❛❣"❡❡♠❡♥% ✇✐%❤ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥3 ❢"♦♠ %❤❡ ❝❧❛33✐❝❛❧ %❤❡♦"✐❡3 ❢♦" Hc2✳

❈✉"✐♦✉3❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ %❤❡3❡ ❢❡❛%✉"❡3 ❛"❡ ♦❜3❡"✈❡❞ ✐♥ %❤❡ 3✐3%❡" ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❯❘❤●❡✳

■♥ %❤❡ ♥❡①% %✇♦ ❝❤❛♣%❡"3✱ ✇❡ ✇✐❧❧ 3❡❡ ❤♦✇✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡%❡❧② ♥❡✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥

%❤❡3❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞3✱ ✐% ✐3 ♣♦33✐❜❧❡ %♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥3✐3%❡♥% ✇❛② %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢❡❛%✉"❡3 ✐♥ %❤❡

Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❛♥❞ %❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❯❈♦●❡ ❛♥❞ ❯❘❤●❡✳

✹✺



✹✻



❈❤❛♣$❡& ✹

❋✐❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♣❛✐&✐♥❣ /$&❡♥❣$❤

✹✳✶ #❛✐&✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐-♠ ✐♥ ❢❡&&♦♠❛❣♥❡0✐❝ -✉♣❡&❝♦♥❞✉❝✲

0♦&- ❛♥❞ ♠❛❣♥❡0✐❝ ✢✉❝0✉❛0✐♦♥-

■♥ ❝♦♥✈❡♥&✐♦♥❛❧ *✉♣❡-❝♦♥❞✉❝&♦-* &❤❡ ❛&&-❛❝&✐✈❡ ✐♥&❡-❛❝&✐♦♥ -❡*♣♦♥*✐❜❧❡ ❢♦- &❤❡ ❈♦♦♣❡-

♣❛✐-* ✐* ♠❡❞✐❛&❡❞ ❜② &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥*✳ ■❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤✐* ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐*♠

✇❛* ✜-*& ❞♦♥❡ ❜② &❤❡ ✐*♦&♦♣❡ ❡✛❡❝& ✐♥ &❤❡ ♠❡-❝✉-② ♠❡&❛❧❬✻✹❪✱ ✇❤❡-❡ &❤❡ *✉♣❡-❝♦♥❞✉❝&✐♥❣

❝-✐&✐❝❛❧ &❡♠♣❡-❛&✉-❡ ✭Tsc✮ ✈❛-✐❡* ✇✐&❤ &❤❡ ✐*♦&♦♣✐❝ ♠❛** ♦❢ &❤❡ ❡❧❡♠❡♥&✳ ❚❤✐* ❞❡♠♦♥*&-❛&❡❞

&❤❛& *✉♣❡-❝♦♥❞✉❝&✐✈✐&② ✐♥✈♦❧✈❡* &❤❡ ❧❛&&✐❝❡✳ ❆♥ ❡✈❡♥ ♠♦-❡ ♣-❡❝✐*❡ ♣-♦♦❢ ❢♦- &❤❡ ♣❤♦♥♦♥✲

♠❡❞✐❛&❡❞ ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐*♠ ❝❛♠❡ ❢-♦♠ &❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ &❤❡ &✉♥♥❡❧✐♥❣ *♣❡❝&-❛❬✻✺❪✱ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ❜❡ *✉❝❝❡**❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ &❤❡ ♣❤♦♥♦♥ *♣❡❝&-✉♠✱ ❜② &❤❡

*&-♦♥❣✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❊❧✐❛*❤❜❡-❣ &❤❡♦-② ✭*❡❡ H❛-❦*✱ ❈❤❛♣&❡- ✶✶❬✻✻❪✮✳

■♥ ✉♥❝♦♥✈❡♥&✐♦♥❛❧ *✉♣❡-❝♦♥❞✉❝&♦-*✱ &❤❡-❡ ❛-❡ ♥✉♠❡-♦✉* J✉❛❧✐&❛&✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛&✐♦♥* *✉❣✲

❣❡*&✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐*♠ ♠❛② ❝♦♠❡ ❢-♦♠ ❛ ♠❛❣♥❡&✐❝ ♦- ♦&❤❡- ❡❧❡❝&-♦♥✐❝ ♦-✐❣✐♥✳

■♥ ♠♦*& ❝❛*❡* ✐♥ &❤❡*❡ *②*&❡♠*✱ ♥♦ ❝❧❡❛- *✐❣♥❛&✉-❡ ❢♦- &❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐*♠ ❤❛* ❜❡❡♥

♦❜*❡-✈❡❞ ✐♥ &❤❡ &✉♥♥❡❧✐♥❣ *♣❡❝&-❛ ✭✇❤❡♥ &❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜&❛✐♥❡❞✮✱ ❛♥❞ &❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡&❤♦❞

&♦ ❛❞❞-❡** &❤❡ J✉❡*&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐*♠✱ ✐* &♦ ❛**♦❝✐❛&❡ &❤❡ ❛♣♣❡❛-❛♥❝❡ ♦❢ ❛

*✉♣❡-❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ ♣❤❛*❡ ✇✐&❤ ❛♥ ❡❧❡❝&-♦♥✐❝ ✐♥*&❛❜✐❧✐&②✱ ❜② &✉♥✐♥❣ &❤❡ *②*&❡♠ ✇✐&❤ ♣-❡**✉-❡✱

❞♦♣✐♥❣ ♦- ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞✳

■♥ ❛ ♠❛❣♥❡&✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥ ❛&&-❛❝&✐✈❡ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥&❡-❛❝&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ❡❧❡❝&-♦♥* ❝❛♥ ❜❡

♠❡❞✐❛&❡❞ ❜② &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐❝ ❜❛❝❦❣-♦✉♥❞ ✭❉❡●❡♥♥❡*✱ ♣❛❣❡ ✶✵✹❬✺✶❪✮✳ ❈♦♥*✐❞❡- &✇♦ ❡❧❡❝&-♦♥*

✭J✉❛*✐♣❛-&✐❝❧❡*✮ ✐♥ &❤❡ ♣-❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡&✐❝ ❜❛❝❦❣-♦✉♥❞✳ ❆♥ ❡❧❡❝&-♦♥ i✱ *✐&✉❛&❡❞ ❛& ~r

✇✐&❤ ❛ *♣✐♥

~Si✱ ✐♥&❡-❛❝&* ✇✐&❤ &❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡&✐③❛&✐♦♥

~M(~r) ❛❝❝♦-❞✐♥❣ &♦✿

Hi = −τ ~Si. ~M(~r) ✭✹✳✶✮

✇❤❡-❡ τ ✐* ❛ ❝♦♥*&❛♥& ♠❡❛*✉-✐♥❣ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ *&-❡♥❣&❤✳ ❋♦- ❧♦✇ ❢-❡J✉❡♥❝② ✐♥&❡-❛❝&✐♦♥*✱

&❤✐* ❧❡❛❞* &♦ ❛ ♣❡-&✉-❜❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❡①♣-❡**❡❞ ✈✐❛ &❤❡ *&❛&✐❝ *✉*❝❡♣&✐❜✐❧✐&②

&❡♥*♦- ❛*✿

δMα(~r′) =
∑

β

χαβ(~r − ~r′)τSiβ ✭✹✳✷✮

❋♦- ❛ *❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝&-♦♥ j *✐&✉❛&❡❞ ❛&

~r′ ✇✐&❤ ❛ *♣✐♥

~Sj✱ ✐&* ✐♥&❡-❛❝&✐♦♥ V ✇✐&❤ δM ✐* ✿

V (~r − ~r′) = −τ ~Sj.δ ~M(~r′) = −τ 2
∑

αβ

Sjαχαβ(~r − ~r′)Siβ ✭✹✳✸✮

✹✼



❆♥❞ ✇✐%❤ ❛ ❋♦✉+✐❡+ %+❛♥-❢♦+♠❛%✐♦♥✱ %❤✐- ❧❡❛❞- %♦ ✿

V (~q) = −τ 2
∑

αβ

Sjαχαβ(~q)Siβ ✭✹✳✹✮

❲❤❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✱ %❤❡ %❤+❡❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ✈❛❧✉❡- ♦❢ %❤❡ -✉-❝❡♣%✐❜✐❧✐%② %❡♥-♦+ ❛+❡ ✐♥ ♣+✐♥❝✐♣❛❧

❛❧❧ ♣♦-✐%✐✈❡✳ ■❢ %❤❡ -♣✐♥ Si ❛♥❞ Sj ❛+❡ ♣❛+❛❧❧❡❧✱ %❤❡ +❡-✉❧%✐♥❣ ✐♥%❡+❛❝%✐♦♥ V ✐♥ ❡@✉❛%✐♦♥

✭✹✳✹✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❛%✐✈❡✳ ❋♦+ %❤❡ ♦%❤❡+ -♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉+❛%✐♦♥ ✭Si ❛♥❞ Sj ❛+❡ ❛♥%✐♣❛+❛❧❧❡❧✮✱ V (~q)
✐- ♣♦-✐%✐✈❡✱ %❤✉- %❤❡ ❢♦+♠❛%✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐+❡❞ -%❛%❡ ✭✇✐%❤ ❛♥ ❛%%+❛❝%✐✈❡ ✐♥%❡+❛❝%✐♦♥✮ +❡@✉✐+❡-

%❤❛% %❤❡ -✉♣❡+❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡- -✐❣♥ ♦♥ %❤❡ ❋❡+♠✐ -✉+❢❛❝❡❬✻✼❪✳

▼❛❣♥❡%✐❝❛❧❧② ♠❡❞✐❛%❡❞ ♣❛✐+✐♥❣ ✇❛- ✜+-% ♣+♦♣♦-❡❞ %♦ ❡①♣❧❛✐♥ %❤❡ p✲✇❛✈❡ -✉♣❡+✢✉✐❞✐%②
✐♥

3
❍❡❬✻✽❪✳ ■♥ ♠❛♥② ❤❡❛✈② ❢❡+♠✐♦♥ ♦+ ♦%❤❡+ -%+♦♥❣❧② ❝♦++❡❧❛%❡❞ ❡❧❡❝%+♦♥ -②-%❡♠-✱ -✉♣❡+✲

❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ✐- ❢♦✉♥❞ %♦ ❡♠❡+❣❡ ❛+♦✉♥❞ ❛♥ ❛♥%✐❢❡++♦♠❛❣♥❡%✐❝ @✉❛♥%✉♠ ❝+✐%✐❝❛❧ ♣♦✐♥%❬✻✾✱

✶✾✱ ✶✼❪✱ ✇❤✐❝❤ -✉❣❣❡-%- %❤❛% %❤❡ ♣❛✐+✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐-♠ ✐- ❛--♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❝+✐%✐❝❛❧ ♠❛❣✲

♥❡%✐❝ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-✳ ❚❤❡ -✐%✉❛%✐♦♥ ✐- -✐♠✐❧❛+ ✐♥ %❤❡ ❢❡++♦♠❛❣♥❡%✐❝ -✉♣❡+❝♦♥❞✉❝%♦+- ❯●❡ 2✱

❯❘❤●❡ ❛♥❞ ❯❈♦●❡ ❬✺✱ ✷✷✱ ✷✹❪✱ ✇❤❡+❡ -✉♣❡+❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ✐- ♦❜-❡+✈❡❞ ♥❡❛+ ❛ ❢❡++♦♠❛❣♥❡%✐❝

✐♥-%❛❜✐❧✐%②✳ ❚❤❡② ❛+❡ ❝♦♥-✐❞❡+❡❞ ❛- ❡①❛♠♣❧❡- ❢♦+ %❤❡ %❤❡♦+❡%✐❝❛❧❧② ♣+❡❞✐❝%❡❞ p✲✇❛✈❡ -✉✲
♣❡+❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ✐%✐♥❡+❛♥% ❢❡++♦♠❛❣♥❡%❬✼✵❪✳ ❚❤❡ ❜❡❧✐❡❢ %❤❛% -✉♣❡+❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%②

✐♥ %❤❡-❡ -②-%❡♠- ❤❛- ❢❡++♦♠❛❣♥❡%✐❝ ♦+✐❣✐♥ ✐- ❢✉+%❤❡+ -%+❡♥❣%❤❡♥❡❞ ❜② %❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢

+❡✲❡♥%+❛♥% -✉♣❡+❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ♦❜-❡+✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ %❤+❡❡ -②-%❡♠- ✭✜❣✉+❡ ✶✳✺ ✐♥ %❤❡ ✐♥%+♦❞✉❝%✐♦♥✮✳

❙✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❞✐✛❡+❡♥% ❢+♦♠ %❤❡ ❏❛❝❝❛+✐♥♦✲Z❡%❡+ ❡✛❡❝% ❛- ❞✐-❝✉--❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣%❡+ ✸✳✸✳✷✱

❛+❡ ❝♦♥-✐❞❡+❡❞ ✐♥ ♠❛♥② -%✉❞✐❡-❬✸✾✱ ✺✻✱ ✸✸✱ ✸✹✱ ✼✶❪ %♦ ❜❡ +❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠❛❣♥❡%✐❝

✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ❛+♦✉♥❞ ❛ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ❢❡++♦♠❛❣♥❡%✐❝ ✐♥-%❛❜✐❧✐%②✳

❆♥ ✐♠♣♦+%❛♥% ❡①♣❡+✐♠❡♥%❛❧ ❝❤❛+❛❝%❡+✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ✐♥ ❯❈♦●❡

❝♦♠❡- ❢+♦♠ %❤❡ ♥✉❝❧❡❛+ ♠❛❣♥❡%✐❝ +❡-♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮ -%✉❞✐❡-❬✼✷✱ ✺✼❪✳ ■♥ ◆▼❘♠❡❛-✉+❡♠❡♥%-

✐♥ ❘❡❢✳❬✺✼❪✱ %❤❡ ♥✉❝❧❡❛+ -♣✐♥✲❧❛%%✐❝❡ +❡❧❛①❛%✐♦♥ +❛%❡ 1/T1✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡%❡❝%- ❧♦✇ ❡♥❡+❣② ❞②♥❛♠✐❝
-♣✐♥ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ♣❡+♣❡♥❞✐❝✉❧❛+ %♦ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞✱ ❤❛- +❡✈❡❛❧❡❞ %❤❡ ♣+❡-❡♥❝❡ ♦❢ ■-✐♥❣✲

%②♣❡ ❧♦♥❣✐%✉❞✐♥❛❧ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐-✳ ❲❤❛% ✐- ♠♦+❡✱ %❤❡ ❛♥❣✉❧❛+ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

1/T1 ♠❡❛-✉+❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞- +♦%❛%✐♥❣ ✐♥ %❤❡ ✭❜✱ ❝✮ ♣❧❛♥❡ ✭✜❣✉+❡ ✭✹✳✶✮✮ -❤♦✇-
%❤❛% %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡ -♣✐♥ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐- -❝❛❧❡- ✇✐%❤ %❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥%

❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐-✳ ❚❤✐- ♣+♦✈❡- %❤❛% %❤❡ ❧♦♥❣✐%✉❞✐♥❛❧ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ❛+❡ -%+♦♥❣❧② -✉♣♣+❡--❡❞ ❜②

❛ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝ ❛①✐-✱ ❜✉% +❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦-% ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡+ %+❛♥-✈❡+-❡ ♠❛❣♥❡%✐❝

✜❡❧❞- ✭❍✴✴❜✱ ✉♣ %♦ 3.5 T ✐♥ %❤❡✐+ ♠❡❛-✉+❡♠❡♥%-✮✳
❚❤❡ ♣+❡-❡♥❝❡ ♦❢ -♣✐♥ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐%❤ %❤❡✐+ ✈❡+② ❛♥✐-♦%+♦♣✐❝ ✜❡❧❞

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✐- ❡@✉❛❧❧② ♦❜-❡+✈❡❞ ✐♥❞✐+❡❝%❧② ✐♥ ♥✉♠❡+♦✉- ♦%❤❡+ ♣❤②-✐❝❛❧ ♣+♦♣❡+%✐❡-✳ ❋♦+

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♣+❡✈✐♦✉- %❤❡+♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② -%✉❞✐❡- ✐♥ %❤❡ ♥♦+♠❛❧ ♣❤❛-❡ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❛♥ ❡①%+❛

❝♦♥%+✐❜✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ ❤❡❛% ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ κ/T ❤❛- ❜❡❡♥ ❞❡%❡❝%❡❞✳ ■% ✇❛- ❢♦✉♥❞ %♦ ❜❡ -%+♦♥❣❧②
-✉♣♣+❡--❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐-✳ ❚❤✐- ❝♦♥%+✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ κ/T ✐- ❝♦♥-✐❞❡+❡❞ %♦
❝♦♠❡ ❢+♦♠ ✐%✐♥❡+❛♥% ♠❛❣♥❡%✐❝ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-❬✷✽❪ ✭-❡❡ ❛❧-♦ ❈❤❛♣%❡+ ✼✳✶✮✳ ❆ -%+♦♥❣ ♥❡❣❛%✐✈❡

♠❛❣♥❡%♦+❡-✐-%❛♥❝❡ ✐- ❛❧-♦ ♦❜-❡+✈❡❞ ❢♦+ ❍✴✴❝ ❛% %❡♠♣❡+❛%✉+❡ ❛+♦✉♥❞ TCurie✱ ✐♥ ❛❧♠♦-% ❡✈❡+②

♠❡❛-✉+❡❞ ❯❈♦●❡ -❛♠♣❧❡✱ +❡❣❛+❞❧❡-- ♦❢ ✐%- @✉❛❧✐%②✳ ❚❤✐- ✐♥❞✐❝❛%❡- %❤❡ ✐♠♣♦+%❛♥% +♦❧❡ ✐♥

%+❛♥-♣♦+% ♣+♦♣❡+%✐❡- ♦❢ %❤❡ -❝❛%%❡+✐♥❣ ♣+♦❝❡-- ❞✉❡ %♦ %❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-✱ ✇❤✐❝❤

❛+❡ -%+♦♥❣❧② -✉♣♣+❡--❡❞ ✉♥❞❡+ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐-✳ ■♥ -♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛%✱ %❤❡ ❙♦♠♠❡+❢❡❧❞

❝♦❡✣❝✐❡♥% ✭γ✮ ✐- ❛❧-♦ ♦❜-❡+✈❡❞ %♦ ❜❡ -%+♦♥❣❧② ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥% ❢♦+ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡
❝✲❛①✐-✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐-❝✉--❡❞ ✐♥ ♠♦+❡ ❞❡%❛✐❧ ✐♥ -❡❝%✐♦♥ ✹✳✸✳

❇❛-❡❞ ♦♥ %❤❡ ◆▼❘ -%✉❞② %❤❡ ❛✉%❤♦+- ♦❢ ❘❡❢✳❬✺✼❪ ♠❛❞❡ %❤❡ ✐♠♣♦+%❛♥% ✜+-% -%❡♣ %♦

❛--♦❝✐❛%❡ %❤❡ -%+♦♥❣ ❛♥✐-♦%+♦♣② ♦❢ %❤❡ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡ ✇✐%❤ %❤❡ -✉♣♣+❡--✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡%✐❝

✹✽



1/T1
1.7 K

Hc = H. sin θ 1/T1
< (δHc)2 >

Hc2

Hc < (δHc)2 >

χc(~q, iΩn)

χc(~q, iΩn) =
χ0

δ(Hc) + q2 + |Ωn|/γq
δ(Hc) = h2ex + c′

√
Hc

γq vF .q c′ O(1)
p

χc(~q, iΩn)

Hc2

Hc2

Hc2

Hc2



❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ⑤ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥. ♣❛✐0✐♥❣ ✐♥.❡0❛❝.✐♦♥ ✭λ✮ ♦♥ .❤❡Hc2✿ ❛♥ ✐♥.✉✐.✐✈❡

✐♠❛❣❡✳

T ❛♣♣0♦❛❝❤❡9 0✱ ❛♥❞ .❤✉9 ♣0❡9❡♥. ❛♥ ❡✈❡♥ 9.0♦♥❣❡0 ❞♦✇♥✇❛0❞ ❝✉0✈❛.✉0❡ .❤❛♥ .❤❡ ✉9✉❛❧

❝❛9❡✱ ❛9 ✐❧❧✉9.0❛.❡❞ ✐♥ ✜❣✉0❡ ✹✳✷✳ ■♥ .❤❡ ♥❡①. 9❡❝.✐♦♥✱ .❤❡ ❡✛❡❝. ♦❢ ❛ ✜❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥. ♣❛✐0✐♥❣

9.0❡♥❣.❤ ♦♥ .❤❡ Hc2 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐9❝✉99❡❞ ❡①♣❧✐❝✐.❧②✱ ❜❛9❡❞ ♦♥ ❛ 9✐♠♣❧✐✜❡❞ 9❝❤❡♠❡✳ ■. ❡①♣❧❛✐♥9

✇❤② .❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥.✉✐.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐9❧❡❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥✜0♠9 .❤❛. ❛ ❞❡❝0❡❛9❡ ♦❢ .❤❡ ♣❛✐0✐♥❣

9.0❡♥❣.❤ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❡①♣❧❛✐♥ .❤❡ ✉♣✇❛0❞ ❝✉0✈❛.✉0❡ ❜❡❤❛✈✐♦0 ❢♦0 ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❛9 ✇❡❧❧

❛9 .❤❡ 20✲❢♦❧❞ ❛♥✐9♦.0♦♣②✳

✹✳✷ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ♣❛✐0✐♥❣ 2-0❡♥❣-❤

❆. .❤❡ ✜09. ♣❧❛❝❡✱ ✐. ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ .♦ ❞♦ 9♦♠❡ ✧❜❛❝❦ ♦❢ .❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣✧ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥ .♦

✐❧❧✉9.0❛.❡ .❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥. ♣❛✐0✐♥❣ 9.0❡♥❣.❤ λ(H) ♦♥ Hc2✳

■♥ ❛ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ 9❝❤❡♠❡✱ .❤❡ 9✉♣❡0❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ ❝0✐.✐❝❛❧ .❡♠♣❡0❛.✉0❡ Tsc ✐9 0❡❧❛.❡❞ .♦

.❤❡ ♣❛✐0✐♥❣ 9.0❡♥❣.❤ ✭λ✮ ❜②✿

Tsc ∼ Ωexp

(

− 1

λ− µ∗

)

✭✹✳✻✮

✇❤❡0❡ Ω ✐9 ❛ ❝❤❛0❛❝.❡0✐9.✐❝ ❢0❡J✉❡♥❝② ♦❢ .❤❡ ♣❛✐0✐♥❣ ✐♥.❡0❛❝.✐♦♥ ✭✐♥ .❤❡ ❝❛9❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✲

.✐♦♥❛❧ 9✉♣❡0❝♦♥❞✉❝.✐✈✐.②✱ ✐. ✐9 ♣0♦♣♦0.✐♦♥❛❧ .♦ .❤❡ ❉❡❜②❡ .❡♠♣❡0❛.✉0❡ ❢♦0 .❤❡ ♣❤♦♥♦♥9✮✱

µ∗
✐9 ❛ ♣❛0❛♠❡.❡0 .❤❛. ❝❤❛0❛❝.❡0✐③❡9 .❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ 0❡♣✉❧9✐♦♥✱ ❛♥❞ λ ❝❤❛0❛❝.❡0✐③❡9 .❤❡ 9✉✲

♣❡0❝♦♥❞✉❝.✐♥❣ ♣❛✐0✐♥❣ 9.0❡♥❣.❤✳ ❋♦0 9.0♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 9✉♣❡0❝♦♥❞✉❝.♦09✱ .❤❡0❡ ✐9 ♥♦ 9✐♠♣❧❡

❛♥❛❧②.✐❝❛❧ 0❡❧❛.✐♦♥ .❤❛. ❛99♦❝✐❛.❡9 Tsc ❛♥❞ λ✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ Tsc ✐9 9.✐❧❧ ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ Ω✱ λ ❛♥❞

µ∗
✳

▲✐❦❡ ♦.❤❡0 ✉♥❝♦♥✈❡♥.✐♦♥❛❧ 9✉♣❡0❝♦♥❞✉❝.♦09✱ ❯❈♦●❡ ✐9 ✐♥ .❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐.✳ ❆❝❝♦0❞✐♥❣

.♦ .❤❡ ●✐♥③❜✉0❣✲▲❛♥❞❛✉ .❤❡♦0② ✭❛♥❞ .❤❡ ❝❧❛99✐❝❛❧ ❲❍❍ .❤❡♦0②❬✸✻✱ ✸✼❪ ❢♦0 Hc2✮✱ ❢♦0 ❛

9✉♣❡0❝♦♥❞✉❝.♦0 ✐♥ .❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐.✱ Hc2 ❢♦0 T ❝❧♦9❡ .♦ Tsc ✐9 ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❡J✉❛.✐♦♥9 ✭✸✳✸✮ ❛♥❞

✭✸✳✾✮ ✐♥ ❈❤❛♣.❡0 ✸✳✸✮✿

Horb
c2 = α0

Tsc(Tsc − T )

< vf >2
✭✹✳✼✮

✇❤❡0❡ < vf > ✐9 .❤❡ ❛✈❡0❛❣❡❞ ❋❡0♠✐ ✈❡❧♦❝✐.② ✐♥ .❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡0♣❡♥❞✐❝✉❧❛0 .♦ .❤❡ ✜❡❧❞

❞✐0❡❝.✐♦♥ ❛♥❞ α0 ✐9 ❛ ♥✉♠❡0✐❝❛❧ ❝♦♥9.❛♥.✳
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❲❤❡♥ $❤❡ ♣❛✐(✐♥❣ *$(❡♥❣$❤ λ ❞❡♣❡♥❞* ♦♥ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞✱ $❤❡ ❝(✐$✐❝❛❧ $❡♠♣❡(❛$✉(❡
Tsc✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛* $❤❡ *✉♣❡(❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ $(❛♥*✐$✐♦♥ $❡♠♣❡(❛$✉(❡ ❛$ ③❡(♦ ✜❡❧❞✱ ✇✐❧❧ ❛❧*♦ ❜❡ ❛
❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ *✉❝❤ ❛ ❝❛*❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡(✐✈❡* $❤❡ ❡:✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✼✮ $♦ ❣❡$ $❤❡

✐♥✐$✐❛❧ *❧♦♣❡ ♦❢ Hc2✱ ✐$ ✐* ♥❡❝❡**❛(② $♦ $❛❦❡ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Tsc(λ(H)) ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$✳
❲❤❛$ ✐* ♠♦(❡✱ $❤❡ ❋❡(♠✐ ✈❡❧♦❝✐$② vF ✇✐❧❧ ❛❧*♦ ❜❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❛* $❤❡ :✉❛*✐♣❛($✐❝❧❡ ♠❛**
✭m∗
✱vF ∝ (m∗)−1

✮ ✐* (❡♥♦(♠❛❧✐③❡❞ ❜② $❤❡ ♣❛✐(✐♥❣ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥* ✭*❡❡ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ *❡❝$✐♦♥ ❢♦(

♠♦(❡ ❞❡$❛✐❧*✱ ❡:✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮✮✳ ❉✐✛❡(❡♥$✐❛$✐♥❣ ❡:✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ❛❧♦♥❣ $❤❡ Hc2 ❝✉(✈❡ $❛❦✐♥❣

$❤❡*❡ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡* ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱

dT

dH

∣

∣

∣

∣

Hc2

= −< vf >
2

α0Tsc
+
dTsc
dH

+
H

α0

d

dH

(

< vf >
2

Tsc

)

✭✹✳✽✮

❆$ H = 0✱ $❤❡ ❧❛*$ $❡(♠ ♦♥ $❤❡ (✐❣❤$ *✐❞❡ ✐♥ ❡:✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✽✮ ❡:✉❛❧* ③❡(♦✱ ❛♥❞✿

dT

dH

∣

∣

∣

∣

Hc2,H=0

= −< vf >
2

α0Tsc
+
dTsc
dλ

dλ

dH
✭✹✳✾✮

❚❤❡ ✭✐♥✈❡(*❡ ♦❢ $❤❡✮ ✐♥✐$✐❛❧ *❧♦♣❡ ♦❢ Hc2 ✐* $❤❡♥ ❞❡$❡(♠✐♥❡❞ ❜② $✇♦ $❡(♠*✿ $❤❡ ✉*✉❛❧

♦(❜✐$❛❧ $❡(♠ ✭✜(*$ $❡(♠✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ $❡(♠ ❛(✐*✐♥❣ ❢(♦♠ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ(H)
✭$❤❡ *❡❝♦♥❞ $❡(♠✮✳ ■❢ dλ/dH = 0✱ $❤❡(❡ ✐* ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ *❧♦♣❡ ❝♦♠♣❛(❡❞ ✇✐$❤
$❤❡ ♥♦(♠❛❧ ❲❍❍ $❤❡♦(② ✭❡:✉❛$✐♦♥✭✸✳✶✶✮✮✱ ❛♥❞ $❤❡ ✐♥$✉✐$✐✈❡ ♣✐❝$✉(❡ ✐♥ ✜❣✉(❡ ✹✳✷ ✐* ❝♦((❡❝$✳

❇✉$ ✐❢ dλ/dH = 0 ✐* ✜♥✐$❡ ✭❛♥❞ < 0✮✱ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ *❧♦♣❡ ✭(dHc2/dT )Tsc
✮ ✐* ❞❡❝(❡❛*❡❞ ❜② $❤❡

*✉♣♣(❡**✐♦♥ ♦❢ λ✳ ❆♥❞ ✐❢ $❤✐* $❡(♠ ✐* ❞♦♠✐♥❛♥$✱ Hc2(T ) ♠❛② ❜❡ ❞❡$❡(♠✐♥❡❞ ❡**❡♥$✐❛❧❧② ❜②
Tsc(H)✱ ❛♥❞ ♠✉❝❤ *♠❛❧❧❡( $❤❛♥ $❤❡ ♦(❜✐$❛❧ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥✳ ❚❤✐* ✐* ✇❤② $❤❡ *✉♣♣(❡**✐♦♥ ♦❢ λ
✇✐$❤ H ❝❛♥ *♦ *$(♦♥❣❧② ❛✛❡❝$ $❤❡ ❛♥✐*♦$(♦♣② ❛♥❞ $❤❡ ❝✉(✈❛$✉(❡ ♦❢ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡✳

❇❡❢♦(❡ ❣♦✐♥❣ ❢✉($❤❡(✱ ❤❡(❡ ✐* ❛ ❜(✐❡❢ ❝♦♠♠❡♥$ ♦♥ $❤❡ ◆▼❘ (❡*✉❧$*❬✺✼✱ ✼✸❪✳ ❆❝❝♦(❞✐♥❣

$♦ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ *♣✐♥ *✉*❝❡♣$✐❜✐❧✐$② ✐♥ ❡:✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✺✮✱ $❤❡ ♣❛✐(✐♥❣

*$(❡♥❣$❤ λ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ $❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❝✲❛①✐* ✭Hc
✮ ❛*✿

λ(Hc) ∝ 1

c′
√
Hc + h2ex + q2 + |Ωn|/γq

✭✹✳✶✵✮

✇❤✐❝❤ ✐* ❛ *♠♦♦$❤ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢

√
Hc
✿ λ(Hc) = f

(√
Hc

)

✳ ❚❤✐* Hc
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐❧❧ (❡*✉❧$

✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐$❡ ❞❡(✐✈❛$✐✈❡ ♦❢ λ ❢♦( ❛$ ③❡(♦ ✜❡❧❞✱ ❢♦( ❍✴✴❝✿

dλ

dH
=

1

2
f ′(

√
H)

1√
H

→ −∞ ✇❤❡♥ H → 0

✭✹✳✶✶✮

■♥ *✉❝❤ ❛ ❝❛*❡✱ $❤❡ *❡❝♦♥❞ $❡(♠ ✐♥ ❡:✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✜♥✐$❡✱ ❛♥❞ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ *❧♦♣❡

♦❢ Hc2 ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡(♦✳ ❚❤✐* ✐* ♥♦$ ❝♦♥*✐*$❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥$❛❧ ❜✉❧❦ Hc2 ❢♦( ❍✴✴❝ ✐♥

❯❈♦●❡✱ ♣(❡*❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣(❡✈✐♦✉* ❝❤❛♣$❡( ✭✜❣✉(❡ ✸✳✶✵✮✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ✇✐-❤ ♥♦(♠❛❧ *-❛-❡ ♣(♦♣❡(-✐❡*

❚❤❡ :✉❛*✐♣❛($✐❝❧❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛** m∗
✭❛♥❞ ❡:✉✐✈❛❧❡♥$❧②✱ $❤❡ ❋❡(♠✐ ✈❡❧♦❝✐$② vF ∝ (m∗)−1

✮

✐* (❡♥♦(♠❛❧✐③❡❞ ❜② $❤❡ ♣❛✐(✐♥❣ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥*✱ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ $♦✿







m∗ = mb(1 + λ)

vF =
vbF

1 + λ

✭✹✳✶✷✮
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✇❤❡#❡ mb ✭v
b
F ✮ ✐' (❤❡ ❜❛♥❞ ♠❛'' ♦❢ (❤❡ 0✉❛'✐♣❛#(✐❝❧❡' ✭❜❛♥❞ ❋❡#♠✐ ✈❡❧♦❝✐(②✮✱ #❡♥♦#♠❛❧✐③❡❞

❜② ❛❧❧ (❤❡ ✐♥(❡#❛❝(✐♦♥' ❡①❝❡♣( (❤❡ ♣❛✐#✐♥❣ ✐♥(❡#❛❝(✐♦♥' ❢♦# '✉♣❡#❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(②✳

❋♦# ❛ '✉♣❡#❝♦♥❞✉❝(♦# ✐♥ (❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐( ✭λ << 1✮✱ (❤✐' ❧❡❛❞' (♦ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❡✛❡❝(✳ ❇✉( ✇❤❡♥ (❤❡ ♣❛✐#✐♥❣ '(#❡♥❣(❤ ✐' '(#♦♥❣✱ ✐( ✐' ♣♦''✐❜❧❡ ❢♦# (❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

λ (♦ ❜❡ #❡✢❡❝(❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♠❡❛'✉#❛❜❧❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛'❡ 0✉❛♥(✐(✐❡' ✭✐❢ ❛ ❋❡#♠✐ ❧✐0✉✐❞✮✱
'✉❝❤ ❛' (❤❡ ✭B❛✉❧✐✮ ♠❛❣♥❡(✐❝ '✉'❝❡♣(✐❜✐❧✐(② χp✱ (❤❡ ❙♦♠♠❡#❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ♦❢ (❤❡ '♣❡❝✐✜❝

❤❡❛( γ ✭Cp = γT ✱ ✐❢ (❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥(#✐❜✉(✐♦♥ ✐' ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮✱ ♦# (❤❡ 0✉❛❞#❛(✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥( A
♦❢ (❤❡ (❡♠♣❡#❛(✉#❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ #❡'✐'(✐✈✐(② ✭ρ = ρ0 + A.T 2

✮✿











A ∝ (m∗)2 ∝ (1 + λ)2

γ ∝ m∗ ∝ 1 + λ

χp ∝ m∗ ∝ 1 + λ

✭✹✳✶✸✮

■♥ ❯❈♦●❡✱ ❛❧(❤♦✉❣❤ (❤❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛'❡ ♣#♦♣❡#(✐❡' ❢♦❧❧♦✇ #♦✉❣❤❧② (❤❡ ❝❧❛''✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦#'

♦❢ ❛ ❋❡#♠✐ ❧✐0✉✐❞✱ ✐( ✐' ♥♦( ❡❛'② (♦ ❛♥❛❧②③❡ (❤❡♠ 0✉❛♥(✐(❛(✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧(② ❛#✐'❡' ❢#♦♠

(❤❡ ♣#♦①✐♠✐(② ♦❢ (❤❡ ❈✉#✐❡ (❡♠♣❡#❛(✉#❡ ✭TCurie ∼ 2.5 K✮ (♦ (❤❡ '✉♣❡#❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ (#❛♥'✐(✐♦♥
✭Tsc ∼ 0.5 K✮✳ ❋♦# (❤❡ A ❝♦❡✣❝✐❡♥( ♦❢ #❡'✐'(✐✈✐(②✱ (❤✐' ❧❡❛❞' (♦ ❛ ✈❡#② '❤♦#( (❡♠♣❡#❛(✉#❡

#❛♥❣❡ (♦ ✜( ρ✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✇❤❡♥ T ❛♣♣#♦❛❝❤❡' TCurie✱ (❤❡ '❝❛((❡#✐♥❣ ❢#♦♠ (❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞

♠❛❣♥❡(✐❝ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥' '(#♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ (❤❡ (#❛♥'♣♦#( ♣#♦♣❡#(✐❡'✱ ❛♥❞ (❤❡ (❡♠♣❡#❛(✉#❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ρ ❞❡✈✐❛(❡' ❢#♦♠ (❤❡ T 2
❧❛✇✳ ❋♦# (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐❝ '✉'❝❡♣(✐❜✐❧✐(②✱ ✐( ✐' ❣❡♥❡#❛❧❧②

❞✐✣❝✉❧( ✐♥ ❤❡❛✈② ❢❡#♠✐♦♥ '②'(❡♠' (♦ ❞✐'(✐♥❣✉✐'❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ✐(✐♥❡#❛♥( ❝♦♥(#✐❜✉(✐♦♥'✳ ❋♦#

(❤❡'❡ #❡❛'♦♥' ✇❡ ❝❤♦♦'❡ (❤❡ ♠♦#❡ #♦❜✉'( (❤❡#♠♦❞②♥❛♠✐❝ 0✉❛♥(✐(② Cp (♦ '(✉❞② (❤❡ ♥♦#♠❛❧

♣❤❛'❡ ♣#♦♣❡#(✐❡' ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❛''✉♠✐♥❣ (❤❛( ❛ ❝♦♥'(❛♥( Cp/T #❡✢❡❝(' (❤❡ 0✉❛'✐♣❛#(✐❝❧❡

✭❙♦♠♠❡#❢❡❧❞✮ ❝♦♥(#✐❜✉(✐♦♥✳

❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ♠❡❛*✉,❡♠❡♥(* ❛♥❞ γ(H)

❲❤❡♥ T ❛♣♣#♦❛❝❤❡' TCurie✱ Cp/T ✐' ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✉❡ (♦ ✢✉❝(✉❛(✐♦♥' ❛#♦✉♥❞ (❤❡ ❢❡##♦✲

♠❛❣♥❡(✐❝ (#❛♥'✐(✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜(❛✐♥ (❤❡ ❙♦♠♠❡#❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥( γ ❝♦##❡❝(❧②✱ ✇❡ ♠❡❛'✉#❡❞ (❤❡
(❡♠♣❡#❛(✉#❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ❢#♦♠ 1.6 K ❞♦✇♥ (♦ (❤❡ ♦♥'❡( ♦❢ (❤❡ '✉♣❡#❝♦♥❞✉❝(✐♥❣

(#❛♥'✐(✐♦♥ ✭(♦ '(❛② ❢❛# ❢#♦♠ (❤❡ TCurie ❛♥♦♠❛❧②✮✱ ❛( ❞✐✛❡#❡♥( ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞' ❢♦# ❍✴✴❝✱ ♦♥

'❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ✭(❤❡ '❛♠❡ '❛♠♣❧❡ ✉'❡❞ ✐♥ (❤❡#♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝(✐✈✐(② ♠❡❛'✉#❡♠❡♥('✮✳ ❋✐❣✉#❡ ✹✳✸❛

♣#❡'❡♥(' '♦♠❡ ♦❢ (❤❡ Cp/T (T ) #❡'✉❧('✳ ❋♦# ✜❡❧❞' ❝❧♦'❡ (♦ 0 T✱ ✇❤❡#❡ (❤❡ ✐♥❝#❡❛'❡ ♦❢ Cp/T
♥❡❛# TCurie ✐' ✐♠♣♦#(❛♥(✱ ✇❡ ✜( (❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝✉#✈❡ ✭T #❛♥❣✐♥❣ ❢#♦♠ 0.6 K (♦ 1.6 K✮ ✇✐(❤
❛♥ ❡♠♣✐#✐❝❛❧ ❧❛✇✿ Cp/T = γ + δ. exp(−T0/T )✱ (♦ ❣❡( (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✳ ❋♦# ✜❡❧❞' ❛❜♦✈❡
0.1 T✱ ✇❤❡#❡ (❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛( TCurie ❛❧♠♦'( ❞✐'❛♣♣❡❛#' ❛♥❞ (❤❡ ❡①♣♦♥❡♥(✐❛❧ (❡#♠ ♦❢ (❤❡ ✜(

❜❡❝♦♠❡' ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ γ ✐' (❛❦❡♥ ❛' (❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Cp/T ✐♥ (❤✐' (❡♠♣❡#❛(✉#❡ #❛♥❣❡✳ ❚❤❡
❝♦##❡'♣♦♥❞✐♥❣ ✜(' ❛#❡ ♣#❡'❡♥(❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ '♦❧✐❞ ❧✐♥❡' ❢♦# ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✐♥ ✜❣✉#❡ ✹✳✸❛✳

❋✐❣✉#❡ ✹✳✸❜ ♣#❡'❡♥(' (❤❡ ♦❜(❛✐♥❡❞ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ γ✱ ❢♦# ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✳ γ(H)
❞❡❝#❡❛'❡' ♠♦#❡ (❤❛♥ 10% ✭−6 mJ K−2 mol−1

✮ ✇✐(❤✐♥ ❛ ♥❛##♦✇ ✜❡❧❞ #❛♥❣❡ ✭H ❜❡❧♦✇ 0.5 T✮✳
■♥ ❛ ❧❛#❣❡# ✜❡❧❞ #❛♥❣❡ ❢♦# ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ γ ♣#❡'❡♥(' ✈❛#✐❛(✐♦♥' ❞✉❡ (♦ (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡
❋❡#♠✐ '✉#❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ (❤❡'❡ ❡✛❡❝(' '❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡❧♦✇ 0.5 T✱ ❛♥❞ ✐( ✐' #❡❛'♦♥❛❜❧❡
(♦ ❝♦♥'✐❞❡# (❤❛( (❤✐' '(#♦♥❣ ❞❡❝#❡❛'❡ ♦❢ (❤❡ '♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ❜❡❧♦✇ 0.5 T ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ (♦ (❤❡

✈❛#✐❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣❛✐#✐♥❣ ✐♥(❡#❛❝(✐♦♥' λ✳ ✭❚❤❡ #❡'✉❧(' ♦❢ Cp/T ♠❡❛'✉#❡♠❡♥(' ✉♣ (♦ 16 T ❢♦#
❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐'❝✉''❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣(❡# ✼✳✷✳✮

✺✷



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ⑤ ✭❛✮✿ ❚❡♠♣❡%❛'✉%❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❛' ❞✐✛❡%❡♥' ♠❛❣♥❡'✐❝

✜❡❧❞7 ❢♦% ❍✴✴❝✱ ♠❡❛7✉%❡❞ ♦♥ 7❛♠♣❧❡ ❙

c
16✳ ❚❤❡ 7♦❧✐❞ ❧✐♥❡7 7❤♦✇ '❤❡ ✜'7 '♦ ♦❜'❛✐♥ '❤❡

❙♦♠♠❡%❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥'7 γ✳ ❋♦% ✜❡❧❞7 ❝❧♦7❡ '♦ 0 T✱ Cp/T ✐7 ✜''❡❞ ✇✐'❤ ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ Cp/T =
γ + δ. exp(−T0/T ) ✇✐'❤ T0 '②♣✐❝❛❧❧② ❛%♦✉♥❞ 8 K✳ ❋♦% ✜❡❧❞7 ❛❜♦✈❡ 100 mT✱ γ ✐7 ♦❜'❛✐♥❡❞

✇✐'❤ '❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ Cp/T ❞❛'❛ ✐♥ '❤❡ ✇❤♦❧❡ '❡♠♣❡%❛'✉%❡ %❛♥❣❡✳ ✭❜✮ ✿ γ(H) ❢♦%

❍✴✴❝ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢%♦♠ '❤❡ ❞❛'❛ ✐♥ ✭✹✳✸❛✮✳ ❚❤❡ ❡%%♦% ❜❛%7 ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ❞✐%❡❝'❧② ❜②

'❤❡ ✜'✳

❊!"✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ λ(0)

❆❝❝♦%❞✐♥❣ '♦ ❡G✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮✱ ✐❢ ✇❡ ❛77♦❝✐❛'❡ '❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ✇✐'❤ ♦♥❧②

'❤❡ ✈❛%✐❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❛✐%✐♥❣ ✐♥'❡%❛❝'✐♦♥ λ(H)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ γ ∝ (1 + λ)✱ ❛♥❞✿

λ(H) =
γ(H)

γ(0)
(1 + λ(0))− 1 ✭✹✳✶✹✮

❚❤✐7 ❛❧❧♦✇7 '♦ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ λ(H) ✇✐'❤ '❤❡ γ(H) ❞❛'❛✱ ✐❢ '❤❡ ♣❛✐%✐♥❣ 7'%❡♥❣'❤ ❛' ③❡%♦ ✜❡❧❞

λ(0) ✐7 ❦♥♦✇♥✳ ❲✐'❤ '❤❡ γ(H) ♣%❡7❡♥'❡❞ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✹✳✸❜✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛7 ❛ ✜♥✐'❡ 7❧♦♣❡ ❛' H = 0✱

λ(H) ✇✐❧❧ ❡G✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐'❡ 7❧♦♣❡ ❛' H = 0✱ ❝♦♥'%❛%② '♦ '❤❡ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ❢♦%♠ ♣%♦♣♦7❡❞

✐♥ '❤❡ ◆▼❘ 7'✉❞②❬✺✼✱ ✼✸❪ ✭❡G✉❛'✐♦♥ ✹✳✶✵✮✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ(0) ❝❛♥ ❜❡ ❡7'✐♠❛'❡❞ %♦✉❣❤❧② ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❈♦♥7✐❞❡% '❤❛' Tsc
❞❡♣❡♥❞7 ♦♥ λ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❤❡ ❇❈❙ ❡①♣%❡77✐♦♥✿

Tsc(H) = Ω exp

(

− 1

λ(H)− µ∗

)

✭✹✳✻✮

❉❡%✐✈✐♥❣ '❤❡ ❡G✉❛'✐♦♥7 ✭✹✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮ ✇✐'❤ %❡7♣❡❝' '♦ H✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿















dγ

dH

∣

∣

∣

∣

H=0

=
γ(0)

1 + λ(0)

dλ

dH

∣

∣

∣

∣

H=0

dTsc
dH

∣

∣

∣

∣

H=0

=
Tsc(0)

(λ(0)− µ∗)2
dλ

dH

∣

∣

∣

∣

H=0

✭✹✳✶✺✮

■♥ '❤❡ ❡G✉❛'✐♦♥7 ✭✹✳✶✺✮✱ '❤❡ ✈❛❧✉❡7 ♦❢ (dγ/dH)H=0 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢%♦♠ '❤❡ ❞❛'❛ ✐♥ ✜❣✉%❡

✹✳✸❜✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣ '♦ ❡G✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✐♥ '❤❡ ♣%❡✈✐♦✉7 7❡❝'✐♦♥✱ ✐❢ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ λ(H) 7✉♣♣%❡77✐♦♥

✺✸



✉♥❞❡$ ✜❡❧❞ ✐( ❞♦♠✐♥❛♥,✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝, ,❤❡ ♦$❜✐,❛❧ ❝♦♥,$✐❜✉,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ✐♥✐,✐❛❧ (❧♦♣❡ ♦❢ Hc2✱

❛♥❞ (dTsc/dH)H=0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡ ✐♥✐,✐❛❧ (❧♦♣❡ ♦❢ Hc2✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ,❤❡(❡ ,✇♦

❡8✉❛,✐♦♥(✱ ✇❡ ❣❡, ❛♥ ❡(,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ λ(0) ♦❢ ♦$❞❡$ 0.5✳ ❙✉❝❤ ❛ ✧♠❡❞✐✉♠ ♣❛✐$✐♥❣ (,$❡♥❣,❤✧

✐( ❝♦♥(✐(,❡♥, ✇✐,❤ ,❤❡ ♠♦❞❡(, (♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛, ❥✉♠♣ ❛, ,❤❡ (✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ,$❛♥(✐,✐♦♥ ✐♥ ,❤✐(

❝♦♠♣♦✉♥❞✳

✹✳✹ ❊#$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ λ(H) ❢+♦♠ Hc2 ✇✐$❤ #$+♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥#

❍❛✈✐♥❣ ❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② ,❤❡ Cp/T ♠❡❛(✉$❡♠❡♥,(✱ ,❤❛, ❛ ❞❡❝$❡❛(❡ ♦❢ λ(H)✱ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐,❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ dλ/dH ❛, H = 0✱ ❛$❡ ❝♦♠♣❛,✐❜❧❡ ✇✐,❤ ,❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧ ❞❛,❛ ✐♥ ,❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♣❤❛(❡✱

✇❡ ♥♦✇ ,$② ,♦ ❡①,$❛❝, λ(H) ❢♦$ ,❤❡ ,❤$❡❡ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝,✐♦♥( ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❢$♦♠ ,❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧

Hc2 $❡(✉❧,( ✐♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✶✷✳

■♥ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥❛❧ (✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,♦$(✱ ✐, ✐( ♣♦((✐❜❧❡ ,♦ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ❢$♦♠ ✜$(, ♣$✐♥❝✐♣❧❡( ,❤❡ ♣❛✐$✲

✐♥❣ (,$❡♥❣,❤ λ ♣$♦✈✐❞❡❞ ,❤❛, ,❤❡ ♣❤♦♥♦♥✲♠❡❞✐❛,❡❞ ♣❛✐$✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐(♠ ✐( ✇❡❧❧ ❡(,❛❜❧✐(❤❡❞

❛♥❞ ,❤❛, ,❤❡ ♣❤♦♥♦♥ (♣❡❝,$✉♠ ✐( ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ❯❈♦●❡✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ (✉❝❤ ❛ ,❛(❦ ✐( ✐♠♣♦((✐❜❧❡

❛, ,❤❡ ♣$❡(❡♥, (,❛❣❡✱ ❜❡❝❛✉(❡ ,❤❡ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡,✐❝ ❜❛❝❦❣$♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ,❤❡ ❡❧❡❝,$♦♥✐❝ ❜❛♥❞

(,$✉❝,✉$❡ ✐♥ ,❤✐( (②(,❡♠ $❡♠❛✐♥ ❧❛$❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳

❋♦$ ,❤✐( $❡❛(♦♥✱ ✐♥(,❡❛❞ ♦❢ (❡❛$❝❤✐♥❣ ❢♦$ ❛ ,❤❡♦$❡,✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ,❤❛, ♠✐❣❤, $❡♣$♦❞✉❝❡ ,❤❡

❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧ Hc2 ❜❡❤❛✈✐♦$✱ ✐♥ ,❤❡ ✜$(, ♣❧❛❝❡ ✇❡ ❝❤♦♦(❡ ,♦ ❛❞❞$❡(( ,❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ $❡✈❡$(❡

✇❛②✿ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❛$, ❢$♦♠ ♦✉$ ♠❡❛(✉$❡❞ Hc2 ❝✉$✈❡(✱ ❛♥❞ ,$② ,♦ ❡①,$❛❝, ,❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ λ $❡8✉✐$❡❞ ,♦ $❡♣$♦❞✉❝❡ ,❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧ ❞❛,❛✳

✹✳✹✳✶ ▼❡%❤♦❞

❚❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ,❤❡ ♠❡,❤♦❞ ✐( (✐♠♣❧❡✿ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ❛ (❡$✐❡( ♦❢ Hc2 ❝✉$✈❡(✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡

❛((♦❝✐❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ♣❛✐$✐♥❣ (,$❡♥❣,❤ λ✱ ✇✐,❤ ,❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ✭❝♦♥✈❡♥,✐♦♥❛❧✮

,❤❡♦$❡,✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ (,$♦♥❣✲❝♦✉♣❧✐♥❣ (✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,②❬✻✵❪✳ ❚❤❡♥ ,❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧ Hc2

❞❛,❛ ❛$❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ✇❤♦❧❡ (❡$✐❡( ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ Hc2 ❝✉$✈❡(✱ ,♦ ❡①,$❛❝, ,❤❡ λ ♥❡❡❞❡❞

❛, ❡❛❝❤ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ ,♦ $❡♣$♦❞✉❝❡ ,❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧ $❡(✉❧,(✳

▼♦$❡ (♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ,❤❡ (,$♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉(❡❞ ❢♦$ ,❤❡ ✉♣♣❡$ ❝$✐,✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥(

✐( ,❤❡ ♦♥❡ ❞❡(❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳❬✼✹❪✳ ■, (✐♠♣❧② ❡✈❛❧✉❛,❡( Hc2 ✇✐,❤ ❛ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥❛❧ ♠✐❝$♦(❝♦♣✐❝

♠♦❞❡❧ ❛((✉♠✐♥❣ ❛♥ ❊✐♥(,❡✐♥ (♣❡❝,$✉♠ ❢♦$ ,❤❡ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ ❞❡♥(✐,②✿

αF (ω) =
λΩ

2
δ(ω − Ω) ✭✹✳✶✻✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛$❛♠❡,❡$( ❢♦$ ,❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ❛$❡ ,❤❡ (❛♠❡ ❛( ♠❡♥,✐♦♥❡❞ ❢♦$ ❡8✉❛,✐♦♥( ✭✹✳✻✮

❛♥❞ ✭✹✳✼✮✳ ❚❤❡ (✉♣❡$❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ,$❛♥(✐,✐♦♥ ✐( ❝♦♥,$♦❧❧❡❞ ❜②✿ ,❤❡ ❝❤❛$❛❝,❡$✐(,✐❝ ❢$❡8✉❡♥❝②

♦❢ ,❤❡ ♣❛✐$✐♥❣ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ Ω✱ ,❤❡ ♣❛✐$✐♥❣ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥(,❛♥, λ✱ ,❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜

$❡♣✉❧(✐♦♥ ❝♦♥(,❛♥, µ∗
✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❋❡$♠✐ ✈❡❧♦❝✐,② vF ✇❤✐❝❤ ❞❡,❡$♠✐♥❡( ,❤❡ ♦$❜✐,❛❧ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥✳

❆( ✐( ❞✐(❝✉((❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣,❡$ ✸✳✸✳✷✱ ✐♥ ❯❈♦●❡ ,❤❡ W❛✉❧✐ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥ ✐( ❛❜(❡♥, ❛♥❞ ❛ ,$✐♣❧❡,

✧❡8✉❛❧ (♣✐♥ ♣❛✐$✐♥❣✧ (,❛,❡ ✐( ♠♦(, ❧✐❦❡❧② $❡❛❧✐③❡❞✳ ❙♦ ✐♥ ♦✉$ s✲✇❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣♦(❡

,❤❡ ❣②$♦♠❛❣♥❡,✐❝ ❢❛❝,♦$ g ,♦ ❜❡ ③❡$♦ ✇❤✐❝❤ (✉♣♣$❡((❡( ,❤❡ ❩❡❡♠❛♥ (♣❧✐,,✐♥❣✳ ❆ ♣$❡❝✐(❡

❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥ ❢♦$ ,❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ ♣❛$❛♠❡,❡$ µ∗
$❡♠❛✐♥( ❛ ❢♦$♠✐❞❛❜❧❡ ,❛(❦ ❡✈❡♥

✐♥ ,❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ (✐♠♣❧❡ ♠❡,❛❧(✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐,( ✈❛❧✉❡ ✈❛$✐❡( ,②♣✐❝❛❧❧② ❜❡,✇❡❡♥ 0.1 ❛♥❞ 0.15✳ ■♥
♦✉$ ❝❛(❡✱ ✇❡ ✜① µ∗

❛, 0.1✱ ❛♥❞ ❝♦♥(✐❞❡$ ✐, ,♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ♦❢ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡

❝❤❛$❛❝,❡$✐(,✐❝ ❢$❡8✉❡♥❝② ♦❢ ,❤❡ ♣❛✐$✐♥❣ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ Ω ✐( ❛❧(♦ (✉♣♣♦(❡❞ ,♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥,

✺✹



♦❢ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✿ ❛♥②✇❛② '❤❡ ✈❛2✐❛'✐♦♥ ♦❢ λ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ 4'2♦♥❣❡2 ❡✛❡❝' ♦♥ Tsc '❤❛♥
'❤❛' ♦❢ Ω✳ vF ✐4 ♦❢ ❝♦✉24❡ 2❡♥♦2♠❛❧✐③❡❞ ❜② '❤❡ ♣❛✐2✐♥❣ ✐♥'❡2❛❝'✐♦♥✿ vF = vbF/(1 + λ)✳ ❚❤❡
❜❛♥❞ ❋❡2♠✐ ✈❡❧♦❝✐'② vbF ✱ ✇❤✐❝❤ ✐4 2❡♥♦2♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❛❧❧ '❤❡ ✐♥'❡2❛❝'✐♦♥4 ♦'❤❡2 '❤❛♥ '❤♦4❡

♠❡❞✐❛'✐♥❣ 4✉♣❡2❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✱ ✐4 4✉♣♣♦4❡❞ '♦ ❜❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥'✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ⑤ ✭❛✮✿ ❚❤❡ 4❡2✐❡4 ♦❢ Hc2 ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ 4'2♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤

'✐♠❡ ✇✐'❤ ❛ ✜①❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 4'2❡♥❣'❤ λ '❤❛' ✈❛2✐❡4 ❢2♦♠ 0.4 ✉♣ '♦ 0.7 ✐♥ 4'❡♣4 ♦❢ ✵✳✵✷ ❢2♦♠

❧❡❢' '♦ 2✐❣❤' ✭♦♥❡ ♦✉' ♦❢ '✇♦ ♦❢ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❝✉2✈❡4 ❛2❡ ♣2❡4❡♥'❡❞✮✱ ❛♥❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❋❡2♠✐

✈❡❧♦❝✐'② vF 2❡♥♦2♠❛❧✐③❡❞ ❛❝❝♦2❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ♦'❤❡2 ♣❛2❛♠❡'❡24 ❢♦2 '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥4 ❛2❡ ✜①❡❞

❛4 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ '❤❡ '❡①'✳ ❚❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ Hc2 ✐♥ ✜❣✉2❡ ✸✳✶✷ ❛2❡ ❡D✉❛❧❧② ♣2❡4❡♥'❡❞ ❢♦2

❝♦♠♣❛2✐4♦♥✳ ❇❧✉❡ 4D✉❛2❡4✿ ❍✴✴❜❀ ❣2❡❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞4✿ ❍✴✴❛❀ 2❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❝✐2❝❧❡4✿ ❍✴✴❝✳

✭❜✮✿ ❩♦♦♠ ♦❢ '❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ 2❡❣✐♦♥ ❢♦2 ❍✴✴❝✳

■♥ ♣2❛❝'✐❝❡ ✇❡ ✜24' ❝❛❧❝✉❧❛'❡ Hc2 ✇✐'❤ '❤❡ 4'2♦♥❣✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐'❤ λ ✜①❡❞ ❛' λ(0)✳
✭❆ ❢2❡❡ ♣❛2❛♠❡'❡2✱ ✐' ✐4 2♦✉❣❤❧② ❡4'✐♠❛'❡❞ '♦ ❜❡ 0.5 ✐♥ ❯❈♦●❡ ✐♥ '❤❡ ♣2❡✈✐♦✉4 4❡❝'✐♦♥✳ ■'

✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉2'❤❡2 ❛❞❥✉4'❡❞ ✇✐'❤ ❝♦♠♣❛2✐4♦♥ '♦ '❤❡ 4♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛' ❞❛'❛ ❛4 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛'❡2✳ ✮

❇② ❝♦♠♣❛2✐♥❣ '❤❡ Hc2 ❝✉2✈❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ ❞❛'❛✱ '❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛2❛♠❡'❡24 ❢♦2 '❤❡ ❝❛❧✲

❝✉❧❛'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞✿ Ω ✐4 ❛❞❥✉4'❡❞ '♦ ❣✐✈❡ '❤❡ ❝2✐'✐❝❛❧ '❡♠♣❡2❛'✉2❡ Tsc ❛' ③❡2♦ ✜❡❧❞ ✭✇✐'❤

λ = λ(0)✮❀ vbF ✐4 ❛❞❥✉4'❡❞ 4♦ '❤❛' '❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ Hc2 ❤❛4 ❛♥ ✐♥✐'✐❛❧ 4❧♦♣❡ ✭✭dHc2/dT )T=Tsc
✮

♠❛'❝❤✐♥❣ '❤❛' ♦❢ '❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ Hc2 ❢♦2 ❍✴✴❛✳ ✭❲❡ ❦♥♦✇✱ ❛ ♣2✐♦2✐✱ '❤❛' λ 2❡♠❛✐♥4

❛❧♠♦4' ❝♦♥4'❛♥' ❢♦2 ❍✴✴❛ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❜❡❝❛✉4❡ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ 4'❛'❡ ✐4 ❧✐''❧❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ '❤✐4

✜❡❧❞ ❞✐2❡❝'✐♦♥✿ ❢♦2 ❡①❛♠♣❧❡✱ TCurie 2❡♠❛✐♥4 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞4 ✉♣ '♦ 10.3 T ❢♦2

❍✴✴❛ ❬✼✺❪✳✮ ❚❤❡♥✱ ✇✐'❤ '❤❡ ♦'❤❡2 ♣❛2❛♠❡'❡24 µ∗
✱ Ω ❛♥❞ vbF ✜①❡❞✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ Hc2

❢♦2 ❛ 4❡2✐❡4 ♦❢ ✈❛❧✉❡4 ♦❢ λ✳ ❚❤❡ 2❡4✉❧'✐♥❣ 4❡2✐❡4 ♦❢ Hc2✱ ♣2❡4❡♥'❡❞ ✐♥ ✜❣✉2❡ ✹✳✹❛✱ ❛2❡ '❤❡♥

❝♦♠♣❛2❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ Hc2 '♦ ❣❡' λ(H)✳

❈♦♠♣❛$✐3♦♥ ✇✐6❤ 3♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛6 ♠❡❛3✉$❡♠❡♥63

❚❤❡ λ(H) ❢♦2 ❍✴✴❝ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✐♥ '❤✐4 ♠❡'❤♦❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛2❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ λ(H) ♦❜'❛✐♥❡❞
❢2♦♠ '❤❡ 4♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛' ♠❡❛4✉2❡♠❡♥'4 ✐♥ ✜❣✉2❡ ✹✳✸✱ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ✇✐'❤ ❡D✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ λ(0)✱ 2♦✉❣❤❧② ❡4'✐♠❛'❡❞ ❛' 0.5✱ ✐4 ❛ ❢2❡❡ ♣❛2❛♠❡'❡2 ❢♦2 ❜♦'❤ 4✐❞❡4✳ ■♥ ♦2❞❡2 '♦

❛❞❥✉4' ✐'4 ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛ ♠♦2❡ ♣2❡❝✐4❡ ✇❛②✱ ✇❡ 2❡❞♦ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥4 4'❛2'✐♥❣ ❢2♦♠ ❞✐✛❡2❡♥'
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λ(0) λ(0) = 0.57 λ(H)
Hc2

λ(H) c
16 Hc2

Hc2

λ(H) γ
λ(0) = 0.57 λ(H) Hc2

κ λ(H) Hc2

χ λ(H) γ(H)
λ(0)

λ(H)
Hc2

Hc2

λ λ 5 T

λ Hc2

∼ 20%
λ 15 T

λ
0.5 T



❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ⑤ λ✭❍✮ ❢♦% &❤❡ &❤%❡❡ ❝%②+&❛❧❧♦❣%❛♣❤✐❝ ❞✐%❡❝&✐♦♥+ ❜② ❝♦♠♣❛%✐♥❣ &❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥&❛❧

Hc2 ✇✐&❤ &❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✹✳✹✳

• s✲✇❛✈❡ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝4✐♥❣ .4❛4❡
■♥ ♦✉% +&✉❞② ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡ &❤❡ Hc2 ✉+✐♥❣ ❛ +✐♠♣❧❡ s✲✇❛✈❡ ✭♥♦❞❡❧❡++ ❣❛♣✮ +✉♣❡%❝♦♥✲

❞✉❝&✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ &%✐♣❧❡&✲♣❛✐%✐♥❣ ♥❛&✉%❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✐+ &❛❦❡♥ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& ♦♥❧②

&❤%♦✉❣❤ &❤❡ ♦♠✐++✐♦♥ ♦❢ &❤❡ C❛✉❧✐ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥✱ ❜② ✐♠♣♦+✐♥❣ &❤❡ g ❢❛❝&♦% ❛& 0✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ❛++✉♠♣&✐♦♥ ❤❡%❡ ✐+ &❤❛& &❤❡ ♦%❜✐&❛❧ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥ ✐+ ❧✐&&❧❡ ❞✐✛❡%❡♥& ❜❡&✇❡❡♥ s ❛♥❞

p✲✇❛✈❡ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝&♦%+✱ ❡①❝❡♣& ❢♦% ❛ +♠❛❧❧ ✧%❡♥♦%♠❛❧✐③❛&✐♦♥✧ ♦❢ &❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❋❡%♠✐

✈❡❧♦❝✐&②✳

• ■.♦4$♦♣✐❝ ❋❡$♠✐ ✈❡❧♦❝✐4②
❚❤❡ ♦%❜✐&❛❧ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ Hc2 ✐+ ❝♦♥&%♦❧❧❡❞ ❜② &❤❡ ❋❡%♠✐ ✈❡❧♦❝✐&② ❛✈❡%❛❣❡❞ ✐♥

&❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛% &♦ &❤❡ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐%❡❝&✐♦♥✳ ❚❤✉+ ❛♥✐+♦&%♦♣② ♦❢ Hc2 ❝❛♥

❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲✐+♦&%♦♣✐❝ ❋❡%♠✐ ✈❡❧♦❝✐&② ✐♥ &❤❡ ♥♦%♠❛❧ ♣❤❛+❡✳ ■♥ ❯❈♦●❡✱ ♥♦

%❡♠❛%❦❛❜❧❡ ❛♥✐+♦&%♦♣② ✐+ ♦❜+❡%✈❡❞ ✐♥ &❤❡ ♥♦%♠❛❧ ♣❤❛+❡ &%❛♥+♣♦%& ♣%♦♣❡%&✐❡+✱ +♦ &❤❛&

&❤❡ ♦❜+❡%✈❡❞ ❛♥✐+♦&%♦♣② ✐♥ Hc2 ❤❛+ &♦ ❝♦♠❡ ❢%♦♠ ♠❛✐♥❧② ❛♥♦&❤❡% ♦%✐❣✐♥✳ ❚❤✉+ ✐♥

&❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②+✐+ &❤❡ ❋❡%♠✐ ✈❡❧♦❝✐&② ❛& ③❡%♦ ✜❡❧❞ ✐+ +✉♣♣♦+❡❞ &♦ ❜❡ ✐+♦&%♦♣✐❝✳

• ❊✐♥.4❡✐♥✲4②♣❡ .♣❡❝4$✉♠ ✐♥ 4❤❡ .4$♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ +&%♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥+ ❢♦% Hc2 ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❤❡%❡ ❛%❡ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❛ +♣❡❝✐✜❝

♠✐❝%♦+❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐&❤ ❛ ❉✐%❛❝ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ✐♥&❡%❛❝&✐♦♥ ❞❡♥+✐&② +♣❡❝&%✉♠❬✻✵❪✳

❯+✐♥❣ ♠♦%❡ %❡❛❧✐+&✐❝ ♣❛✐%✐♥❣ ✐♥&❡%❛❝&✐♦♥ +♣❡❝&%✉♠ ♠❛② ❧❡❛❞ &♦ ❞❡✈✐❛&✐♦♥+ ❢%♦♠ &❤❡

♣%❡+❡♥& %❡+✉❧&+✱ ❜♦&❤ ✐♥ &❤❡ ❢♦%♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ Hc2✱ ❛♥❞ ✐♥ &❤❡ λ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Tsc✳
❍♦✇❡✈❡%✱ ✐& ✐+ ❡①♣❡❝&❡❞ &❤❛& ✐& +❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ♦♥❧② &♦ +♠❛❧❧ N✉❛♥&✐&❛&✐✈❡ ❝♦%%❡❝&✐♦♥+ &♦

&❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ(0)✱ ❜✉& ✇♦✉❧❞ ♥♦& ❝❤❛♥❣❡ &❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥&❡%♣%❡&❛&✐♦♥ ✇❡ ♠❛❦❡✱ ❜❡❝❛✉+❡

❯❈♦●❡ ✐+ ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ✐♥&❡%♠❡❞✐❛&❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ %❡❣✐♠❡✳

✺✼



✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) #❤♦✇# ❡①♣❧✐❝✐'❧② ❤♦✇ ❛ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥' ♣❛✐)✐♥❣ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡

'❤❡ Hc2✳ ■♥ ❝❛#❡ ✇❤❡)❡ '❤❡ '✉♥✐♥❣ ♦❢ ♣❛✐)✐♥❣ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ❜② '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ✐# #')♦♥❣✱

❜♦'❤ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ #❧♦♣❡ ❛♥❞ '❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝✉)✈❛'✉)❡ ♦❢ Hc2 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥#')❛'❡

'❤❛' ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛ #')♦♥❣ #✉♣♣)❡##✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❛✐)✐♥❣ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ✉♥❞❡) ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐#

❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❛❝❝♦✉♥' ❢♦) '❤❡ ❤✉❣❡ ❛♥✐#♦')♦♣② ♦❢ Hc2 ❛♥❞ '❤❡ ✉♣✇❛)❞ ❝✉)✈❛'✉)❡ ✐♥ Hc2 ✐♥ '❤✐#

✜❡❧❞ ❞✐)❡❝'✐♦♥✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ ❞✉❡ '♦ '❤❡ )❡♥♦)♠❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ C✉❛#✐♣❛)'✐❝❧❡ ❡✛❡❝'✐✈❡ ♠❛##

❜② '❤❡ ♣❛✐)✐♥❣ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥✱ #✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝' ✐# )❡✢❡❝'❡❞ ✐♥ '❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♣❤❛#❡ ♣)♦♣❡)'✐❡#✱ ❢♦)

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ '❤❡ #')♦♥❣ ❞❡❝)❡❛#❡ ♦❢ '❤❡ ❙♦♠♠❡)❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ♦❢ '❤❡ #♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛' ✉♥❞❡)

❍✴✴❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞)❡## '❤❡ C✉❡#'✐♦♥ ✐♥ ❛ )❡✈❡)#❡ ✇❛②✳ ❙'❛)'✐♥❣ ❢)♦♠ '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧

Hc2 )❡#✉❧'# ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ '❤❡ ❜✉❧❦ ♠❡❛#✉)❡♠❡♥'# ✐♥ ❈❤❛♣'❡) ✸✱ ✇❡ ✉#❡ ❛ ♠✐❝)♦#❝♦♣✐❝

#')♦♥❣✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ '♦ ♦❜'❛✐♥ '❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♣❛✐)✐♥❣ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ✐♥ ❯❈♦●❡✱

❢♦) '❤❡ '❤)❡❡ ✜❡❧❞ ❞✐)❡❝'✐♦♥#✳

■♥ '❤❡ ♥❡①' ❝❤❛♣'❡) ✇❡ ✇✐❧❧ #❡❡ ❤♦✇ '❤✐# ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♣❛✐)✐♥❣ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣❛)❡❞ ✇✐'❤ ❡①✐#'✐♥❣ '❤❡♦)②❬✸✾❪✳
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❈❤❛♣$❡& ✺

▼✐♥❡❡✈✬- $❤❡♦&②

❚❤❡ ❞✐%❝♦✈❡)② ♦❢ ,❤❡ ❢❡))♦♠❛❣♥❡,✐❝ %✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,♦)% ❯●❡2✱ ❯❘❤●❡ ❛♥❞ ❯❈♦●❡✱ ❛♥❞

❡%♣❡❝✐❛❧❧② ,❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ )❡✲❡♥,)❛♥, %✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐♥❣ ♣❤❛%❡ ✐♥ ❯❘❤●❡✱ ❤❛✈❡ ❡①❝✐,❡❞

♥✉♠❡)♦✉% ,❤❡♦)❡,✐❝❛❧ ✐♥✈❡%,✐❣❛,✐♦♥% ♦♥ ♠❛❣♥❡,✐❝❛❧❧② ♠❡❞✐❛,❡❞ %✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,② ❬✼✻✱ ✼✼✱

✷✼✱ ✼✽✱ ✼✸✱ ✺✻✱ ✸✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ❛ )❡❛❧✐%,✐❝ ♠✐❝)♦%❝♦♣✐❝ ❞❡%❝)✐♣,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ %✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,✐✈✐,②

✐♥ ,❤❡%❡ %②%,❡♠% ✐% ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛,❡❞ ✐%%✉❡✱ ♥♦, ♦♥❧② ❜❡❝❛✉%❡ ,❤❡ ♣❛✐)✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐%♠ ✐% ♥♦,

❢✉❧❧② ❡%,❛❜❧✐%❤❡❞✱ ❜✉, ❛❧%♦ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡✐) ❝♦♠♣❧❡① ♠❛❣♥❡,✐❝ ❜❛❝❦❣)♦✉♥❞✳ ❋✐)%,✱ ❛❧,❤♦✉❣❤

♣❤♦,♦❡❧❡❝,)♦♥ %♣❡❝,)♦%❝♦♣② )❡%✉❧,%❬✼✾❪✱ ❛♥❞ ,❤❡ %♠❛❧❧ ♦)❞❡)❡❞ ♠♦♠❡♥, ✐♥ ,❤❡%❡ %②%,❡♠% ❝❛♥

❜❡ ✐♥,❡)♣)❡,❡❞ ❛% ♣♦✐♥,✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ✐,✐♥❡)❛♥❝② ♦❢ ,❤❡ 5f ❡❧❡❝,)♦♥%✱ ,❤❡ ✐,✐♥❡)❛♥, ♦) ❧♦❝❛❧✐③❡❞
♥❛,✉)❡ ♦❢ ,❤❡ ❢❡))♦♠❛❣♥❡,✐%♠ ✐♥ ,❤❡%❡ %②%,❡♠% ✐% ♥♦, ✜)♠❧② ❡%,❛❜❧✐%❤❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛),✐❝✉❧❛)

❛ ❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦) ♦❢ ,❤❡ 5f ❡❧❡❝,)♦♥% ♠❛② ♦❝❝✉)✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ,❤❡ ❜❛♥❞ %,)✉❝,✉)❡ ✐♥ ,❤❡%❡

%②%,❡♠% ✐% ❛❧%♦ ❜❛❞❧② ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ %✐,✉❛,✐♦♥ ✐% ♣❛),✐❝✉❧❛)❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛,❡❞ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ✇❤❡)❡

❞✐✛❡)❡♥, ❜❛♥❞ %,)✉❝,✉)❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥% ❛❣)❡❡ ♣♦♦)❧② ✇✐,❤ ❡❛❝❤ ♦,❤❡)❬✽✵✱ ✽✶✱ ✽✷❪ ❛♥❞ %❤♦✇

❜✐❣ ❞✐%❝)❡♣❛♥❝② ✇✐,❤ ❡①♣❡)✐♠❡♥,❛❧ ❆❘Q❊❙ )❡%✉❧,%❬✽✷❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ❡①❝✐,❛,✐♦♥

%♣❡❝,)✉♠ ❤❛% ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ %,✉❞✐❡❞ ✇✐,❤ ♥❡✉,)♦♥ %❝❛,,❡)✐♥❣ ♠❡❛%✉)❡♠❡♥,% ♦♥❧② ✐♥ ❯●❡ 2 ❬✽✸✱

✽✹❪✳ ■♥ ❯❈♦●❡ ♥❡✉,)♦♥ ♠❡❛%✉)❡♠❡♥,% ❜❛)❡❧② %✉❝❝❡❡❞ ,♦ ❞❡,❡❝, ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥%✱

❜✉, ❛)❡ ✉♥❛❜❧❡ ,♦ ❞❡,❡)♠✐♥❡ ,❤❡✐) %♣❡❝,)✉♠❬✽✺❪✳

❚❤❡ ❛♣♣)♦❛❝❤ ❢♦) ,❤❡ ❢❡))♦♠❛❣♥❡,✐%♠ ♣)♦♣♦%❡❞ ❜② ❱✳ ▼✐♥❡❡✈❬✸✾❪ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ,❤❡ ▲❛♥✲

❞❛✉ ❢)❡❡ ❡♥❡)❣② ❢♦)♠❛❧✐%♠✱ ❛♥❞ ✐% ✈❛❧✐❞ ❢♦) ❛❧❧ %②%,❡♠%✱ ❜♦,❤ ✐,✐♥❡)❛♥, ♦) ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✐%

❝❤❛♣,❡) ✇✐❧❧ ❞✐%❝✉%% ,❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ♣❛✐)✐♥❣ ✐♥,❡)❛❝,✐♦♥ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❜❛%❡❞ ♦♥ ,❤✐%

,❤❡♦)②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛)❡ ✇✐,❤ ,❤❡ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ ,❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥,❛❧ ❞❛,❛ ♣)❡%❡♥,❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣,❡) ✹✱

❜♦,❤ ❢♦) ,❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❍✴✴❝ ❛♥❞ ❍✴✴❜✳ ❚❤❡ %✐%,❡) ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❯❘❤●❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ❜❡ ❞✐%❝✉%%❡❞

✇✐,❤✐♥ ,❤❡ %❛♠❡ ,❤❡♦)❡,✐❝❛❧ ❢)❛♠❡✇♦)❦✳

✺✳✶ ❖✉%❧✐♥❡ ♦❢ ▼✐♥❡❡✈✬/ %❤❡♦1②

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪ ❣✐✈❡% ❛ ❣❡♥❡)❛❧ ❞❡%❝)✐♣,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ %,❛,❡ ❢♦) ❛❧❧ ,❤❡ ❢❡))♦✲

♠❛❣♥❡,✐❝ %✉♣❡)❝♦♥❞✉❝,♦)%✱ ❜❛%❡❞ ♦♥ ,❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❢)❡❡ ❡♥❡)❣② ❢♦)♠❛❧✐%♠ ✐♥ ❛♥ ♦),❤♦)❤♦♠❜✐❝

%②%,❡♠✳ ❯♥❞❡) ♠❛❣♥❡,✐❝ ✜❡❧❞ H✱ ,❤❡ ❢)❡❡ ❡♥❡)❣② ❝❛♥ ❜❡ ✇)✐,,❡♥ ❛%✿

F =

∫

dV (FM + F∇), ✭✺✳✶✮

✇❤❡)❡ FM ✐% ,❤❡ ♠❛❣♥❡,✐❝ ❡♥❡)❣② ❞❡♥%✐,②

FM = αzM
2
z + αyM

2
y + αxM

2
x + βzM

4
z

+ βxyM
2
xM

2
y + βyzM

2
zM

2
y + βxzM

2
zM

2
x −M.H

✭✺✳✷✮

✺✾



Mi i i = x, y, z M F∇

M

F∇ = γαβij

∂Mα

∂xi

∂Mβ

∂xj

γ

γαβij = δαβδijγii

γii = γ
z

αz

TCurie

αz = α0(T − TCurie), α0 > 0

αx > 0, αy > 0

c
16

T = 0.75 K 0.6 T

F
M

M2
z = −α0(T − TCurie)

2βz
+

H

4βzMz

Mx = 0, My = 0

H = 0 |Mz| > 0
T < TCurie

M2
z H/Mz



✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛( ❜❡❤❛✈✐♦(✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ /❤✐0 ♣♦✐♥/✱ /❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐③❛/✐♦♥

♦❢ /❤❡ ❯❈♦●❡ ✭0❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ /❤❡ 0❛♠❡ 0❛♠♣❧❡ ✉0❡❞ ❢♦( /❤❡ /❤❡(♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ♠❡❛0✉(❡✲

♠❡♥/0✮ ❤❛0 ❜❡❡♥ ♠❡❛0✉(❡❞✱ ❢♦( ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❝✲❛①✐0 ✭♣(❡0❡♥/❡❞ ❛❢/❡(✇❛(❞0✮✳ ■/

✐0 ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ /❤❛/ ♠❛❣♥❡/✐❝ ♣(♦♣❡(/✐❡0 ✐♥ ❯❈♦●❡ 0❤♦✇ ❛ ❧❛(❣❡ ❞✐0♣❡(0✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡(❡♥/

0❛♠♣❧❡0✳ ❋♦( ❡①❛♠♣❧❡✱ /❤❡ ❈✉(✐❡ /❡♠♣❡(❛/✉(❡ ✐♥ ❯❈♦●❡ (❛♥❣❡0 ❢(♦♠ 2 /♦ 3 K✳ ❚❤✉0 ✐/ ✐0
❝(✉❝✐❛❧ /♦ ✉0❡ ♠❡❛0✉(❡♠❡♥/0 ♣❡(❢♦(♠❡❞ ♦♥ /❤❡ 0❛♠❡ 0❛♠♣❧❡ /♦ ❝♦♠♣❛(❡ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ❛♥❞

0✉♣❡(❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ ♣(♦♣❡(/✐❡0✳ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✶ ♣(❡0❡♥/0 /❤❡ ❆((♦// ♣❧♦/ ❛/ 0.75 K ✭❥✉0/ ❛❜♦✈❡ /❤❡

♦♥0❡/ ♦❢ /❤❡ 0✉♣❡(❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ /(❛♥0✐/✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ 0❤♦✇0 /❤❛/ /❤❡ ❧✐♥❡❛( ❜❡❤❛✈✐♦( ✐0 ♥✐❝❡❧②

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❢♦( ✜❡❧❞ ✉♣ /♦ ❛❜♦✉/ 0.6 T✳ ❚❤✉0 ✐♥ /❤❡ ✜❡❧❞ (❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ /❤❡ 0✉♣❡(❝♦♥❞✉❝/✐♥❣
♣(♦♣❡(/✐❡0 ♦❢ ❯❈♦●❡ ✐0 ❞✐0❝✉00❡❞ ✭❜❡❧♦✇ 0.5 T ♦♥ 0❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮✱ /❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❢(❡❡ ❡♥❡(❣②

❡①♣(❡00✐♦♥ ✐♥ ❡K✉❛/✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❞❡0❝(✐❜❡0 ✇❡❧❧ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ 0/❛/❡ ♦❢ /❤✐0 0②0/❡♠ ❢♦( ❍✴✴❝✳

❉✐✛❡(❡♥/✐❛/✐♥❣ ❢✉(/❤❡( ❡K✉❛/✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ✇✐/❤ ❛ 0♠❛❧❧ ✜❡❧❞ ✈❛(✐❛/✐♦♥ ✭δH✮ ❧❡❛❞0 /♦ /❤❡
♠❛❣♥❡/✐❝ 0✉0❝❡♣/✐❜✐❧✐/② χij = ∂Mi/∂Hj ❛/ ✜♥✐/❡ ✜❡❧❞0✳ ■♥ ♣❛(/✐❝✉❧❛(✱ ❢♦( ❍✴✴③✱ ♦♥❧② /❤❡

❞✐❛❣♦♥❛❧ /❡(♠0 ♦❢ /❤❡ 0✉0❝❡♣/✐❜✐❧✐/② /❡♥0♦( ❛(❡ ♥♦♥ ③❡(♦✱ ❛♥❞ ❛(❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿































χxx(k) =
1

2(αx + βxzM2
z + γijkikj)

χyy(k) =
1

2(αy + βyzM2
z + γijkikj)

χzz(k) =
1

2(αz + 6βzM2
z + γijkikj)

✭✺✳✼✮

❚❤✉0 /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ 0✉0❝❡♣/✐❜✐❧✐/✐❡0 ✭χii✮ ❛(❡ ❡①♣(❡00❡❞ ❛0 ❢✉♥❝/✐♦♥0 ♦❢ M(H)✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱
❞✉❡ /♦ /❤❡ ❣(❛❞✐❡♥/ /❡(♠0 ✐♥ /❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❢(❡❡ ❡♥❡(❣② ✭F∇✮✱ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ 0✉0❝❡♣/✐❜✐❧✐/✐❡0

❛(❡ ♠♦♠❡♥/✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥/✳ ❚❤✐0 k ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐0 ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦( 0♠❛❧❧ k✱ ❛0 /❤❡ ▲❛♥❞❛✉

❡①♣(❡00✐♦♥ ♦❢ ❋ ✐0 ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✇✐/❤ 0♠♦♦/❤ 0♣❛❝✐❛❧ ✈❛(✐❛/✐♦♥0✳

R♦00✐❜❧❡ ❢♦(♠0 ♦❢ /❤❡ p✲✇❛✈❡ 0✉♣❡(❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ ♦(❞❡( ♣❛(❛♠❡/❡( ✐♥ ❛♥ ♦(/❤♦(❤♦♠❜✐❝
❢❡((♦♠❛❣♥❡/✐❝ 0✉♣❡(❝♦♥❞✉❝/♦( ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡(✐✈❡❞ ❢(♦♠ 0②♠♠❡/(② ♣(✐♥❝✐♣❧❡0 ✭❡K✉❛/✐♦♥ ✭✶✳✼✮

❛♥❞ ✭✶✳✽✮✮ ✐♥ ❘❡❢✳❬✷✻✱ ✷✼❪✳

❚❤❡ ❣❡♥❡(❛❧ ❢♦(♠ ♦❢ ❛ /(✐♣❧❡/ ♣❛✐(✐♥❣ ♦(❞❡( ♣❛(❛♠❡/❡( ✐0 ✇(✐//❡♥ ❛0 /❤❡ 0✉♠ ♦❢ /❤(❡❡

❝♦♠♣♦♥❡♥/0 ✇✐/❤ ❞✐✛❡(❡♥/ Sz✿

∆(k, r) = ∆↑(k, r)| ↑↑> +∆↓(k, r)| ↓↓> +∆0(k, r)(| ↑↓> +| ↓↑>) ✭✺✳✽✮

❉✉❡ /♦ /❤❡ ❧❛(❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ /❤❡ ❤✐❣❤ ✉♣♣❡( ❝(✐/✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✭❝♦♠♣❛(❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ R❛✉❧✐

❧✐♠✐/❛/✐♦♥✮ ✐♥ /❤❡0❡ 0②0/❡♠0✱ ✐/ ✐0 ❡①♣❡❝/❡❞ /❤❛/ /❤❡ Sz = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ♦❢ /❤❡ /(✐♣❧❡/ 0/❛/❡
0❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② /❤❡ ✧❡K✉❛❧ 0♣✐♥ ♣❛✐(✐♥❣✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥/0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥0✐❞❡(❡❞✿

∆(k, r) = ∆↑(k, r)| ↑↑> +∆↓(k, r)| ↓↓> ✭✺✳✾✮

■♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪ /❤❡ ❛//(❛❝/✐✈❡ ✐♥/❡(❛❝/✐♦♥0 (❡0♣♦♥0✐❜❧❡ ❢♦( /❤❡ ❢♦(♠❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❜♦✉♥❞ 0/❛/❡

❜❡/✇❡❡♥ /✇♦ ❡❧❡❝/(♦♥0 ✐0 ❛00✉♠❡❞ /♦ ❜❡ ♠❡❞✐❛/❡❞ ❜② /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ♣♦❧❛(✐③❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡

♠❡❞✐❛✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❡K✉❛/✐♦♥ ✭✹✳✹✮✮✿

Hpairing = −1

2
µ2
BI

2

∫

d3rd3r′Si(r)χij(r− r′)Sj(r
′) ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡(❡ Si(r) ✐0 /❤❡ 0♣✐♥ ❞❡♥0✐/② ♦♣❡(❛/♦(✱ χij(r) /❤❡ 0②0/❡♠ 0✉0❝❡♣/✐❜✐❧✐/② ❛♥❞ I ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡
❝♦♥0/❛♥/✳ ❋♦( /(✐♣❧❡/ 0/❛/❡0 ✇✐/❤ ♦♥❧② ✧❡K✉❛❧ 0♣✐♥ ♣❛✐(✐♥❣✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥/0 ✐♥ ✭✺✳✾✮✱ /❤✐0 ❢♦(♠

✻✶



♦❢ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥) ❧❡❛❞) $♦ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❡-✉❛$✐♦♥) ❢♦& $❤❡ ♦&❞❡& ♣❛&❛♠❡$❡&✿















∆↑(k,q) = −T
∑

n

∑

k′

V ↑↑(k,k′)G↑G↑∆↑(k′,q) + V ↑↓(k,k′)G↓G↓∆↓(k′,q)

∆↓(k,q) = −T
∑

n

∑

k′

V ↓↑(k,k′)G↑G↑∆↑(k′,q) + V ↓↓(k,k′)G↓G↓∆↓(k′,q)
✭✺✳✶✶✮

✇❤❡&❡ $❤❡ ♦&❞❡& ♣❛&❛♠❡$❡& ✐) ✐♥ $❤❡ ♠♦♠❡♥$✉♠ &❡♣&❡)❡♥$❛$✐♦♥✿

∆↑,↓(k,q) =

∫

∆↑,↓(k, r)eiqrd3r ✭✺✳✶✷✮

❛♥❞ G↑,↓G↑,↓ = G↑,↓(k′, ωn)G
↑,↓(−k′ + q,−ωn) ❛&❡ ♥♦&♠❛❧ ♠❡$❛❧ ●&❡❡♥ ❢✉♥❝$✐♦♥)✿

G↑,↓(k′, ωn) =
1

iωn − ξ↑,↓k′

✭✺✳✶✸✮

❚❤❡ ♣❛✐&✐♥❣ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥) ❛&❡ ❡①♣&❡))❡❞ ❛)✿























V ↑↑(k,k′) = −µ2
BI

2χu
zz

V ↓↓(k,k′) = −µ2
BI

2χu
zz

V ↑↓(k,k′) = −µ2
BI

2(χu
xx − χu

yy − 2iχu
xy)

V ↓↑(k,k′) = −µ2
BI

2(χu
xx − χu

yy + 2iχu
xy)

✭✺✳✶✹✮

✇❤❡&❡ χu
ij ✐) $❤❡ ♦❞❞ ♣❛&$ ♦❢ $❤❡ )$❛$✐❝ )✉)❝❡♣$✐❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ )②)$❡♠✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛)✿

χu
ij(k,k

′) = −1

2
[χij(k− k′)− χij(k+ k′)] ✭✺✳✶✺✮

❊-✉❛$✐♦♥✭✺✳✶✹✮ )$❛$❡) $❤❛$ $❤❡ ♣❛✐&✐♥❣ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥) V ↑↑
❛♥❞ V ↓↓

✱ &❡)♣❡❝$✐✈❡❧② &❡)♣♦♥)✐❜❧❡

❢♦& $❤❡ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ | ↑↑> ❛♥❞ | ↓↓> )$❛$❡)✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ $❤❡ ♦❞❞ ♣❛&$ ♦❢ $❤❡

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡$✐❝ )✉)❝❡♣$✐❜✐❧✐$② χu
zz✳ ❍♦✇❡✈❡& $❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ $❤❡ $✇♦ ✧❡-✉❛❧ )♣✐♥

♣❛✐&✐♥❣✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥$) ✭❝♦♥$&♦❧❧❡❞ ❜② V ↑↓
❛♥❞ V ↓↑

✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ $❤❡ ♦$❤❡& ❝♦♠♣♦♥❡♥$) ♦❢ $❤❡

)✉)❝❡♣$✐❜✐❧✐$② $❡♥)♦& χu
xx✱ χ

u
yy ❛♥❞ χu

xy✳

■♥ ❯❈♦●❡✱ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ )✉)❝❡♣$✐❜✐❧✐$② ✐) ♠✉❝❤ ❧❛&❣❡& $❤❛♥ $❤❡ $&❛♥)✈❡&)❡ ♦♥❡) ✭❛) ✐)

✐♥❞✐❝❛$❡❞ ❜② $❤❡ ■)✐♥❣ $②♣❡ )♣✐♥ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥) ♦❜)❡&✈❡❞ ✐♥ ◆▼❘ )$✉❞②❬✺✼❪✮✳ ❚❤✉)✱ ✐♥ ❛ ✜&)$

❛♣♣&♦①✐♠❛$✐♦♥ $❤❡ $✇♦ ✧❡-✉❛❧ )♣✐♥ ♣❛✐&✐♥❣✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥$) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥)✐❞❡&❡❞ ❛) ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱

❛♥❞ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ )$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ $♦$❛❧ ♣❛✐&✐♥❣ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ λ(H) ✇✐❧❧ ❜❡

❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ χu
zz(k,k

′)✳

❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ $♦ $❤❡ ✜&)$ )✐♠♣❧✐✜❝❛$✐♦♥ ✭♥❡❣❧❡❝$✐♥❣ $❤❡ Sz = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥$✮✱ ✐$ ✐) )❤♦✇♥

✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪ $❤❛$ $❤❡ Sz = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ✐) ♥♦$ ♥❡❝❡))❛&② ③❡&♦ ❡✈❡♥ ✐❢ $❤❡ ❜❛♥❞ )♣❧✐$$✐♥❣ ✐)

)$&♦♥❣✳ ■$ ✐) ❝♦♥$&♦❧❧❡❞ ❜② ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥$) ♦❢ $❤❡ )✉)❝❡♣$✐❜✐❧✐$② $❡♥)♦&✿

V ↑0(k,k′) = −µ2
BI

2(χu
xz − iχu

yz)

V ↓0(k,k′) = −µ2
BI

2(−χu
xz − iχu

yz)
✭✺✳✶✻✮

$❤&♦✉❣❤ $❤❡ ❡-✉❛$✐♦♥✿

∆0(k,q) = −T
∑

n

∑

k′

V 0↑(k,k′)G↑G↑∆↑(k′,q) + V 0↓(k,k′)G↓G↓∆↓(k′,q) ✭✺✳✶✼✮

✻✷



■! ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❣❡♥❡)❛❧ ♥♦♥ ③❡)♦ ✐❢ !❤❡ χu
iz✱ i 6= z ❛)❡ ♥♦! ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡ ✇♦)❦ ♦❢ ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪ ❞♦❡9 ♥♦! ❝♦♥!❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐! ❡✈❛❧✉❛!✐♦♥9 ♦❢ !❤❡ ✉♣♣❡) ❝)✐!✐❝❛❧

✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ )❡@✉✐)❡9 ❤❡❛✈② ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥9 ❜❛9❡❞ ♦♥ ❛ ♣)❡❝✐9❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ !❤❡ p✲✇❛✈❡ 9✉✲
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❝♦♥❞✉❝!✐♥❣ ❝)✐!✐❝❛❧ !❡♠♣❡)❛!✉)❡ Tsc ✐9 !❛❦❡♥ !♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ ✇✐!❤ !❤❡ ❇❈❙✲!②♣❡ ❢♦)♠✉❧❛

Tsc = ǫ exp(− 1
λ
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③❛!✐♦♥ ❛①✐9 ✭z✲❛①✐9✮✳ ■♥ !❤✐9 9✐!✉❛!✐♦♥✱ !❤❡ ❧♦♥❣✐!✉❞✐♥❛❧ 9✉9❝❡♣!✐❜✐❧✐!② χzz(k) ✐9 ❣✐✈❡♥ ❜②

❡@✉❛!✐♦♥ ✭✺✳✼✮✿

χzz(k) =
1

2(αz + 6βzM2
z + γijkikj)

■❢ ✇❡ ❢♦)❣❡! ❛❜♦✉! !❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ !❤❡ !✇♦ ✧❡@✉❛❧ 9♣✐♥ ♣❛✐)✐♥❣✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥!9✱ ❡@✉❛!✐♦♥ ✭✺✳✶✹✮

❣✐✈❡9 !❤❡ 9✉♣❡)❝♦♥❞✉❝!✐♥❣ ♣❛✐)✐♥❣ 9!)❡♥❣!❤ ✭λ✮ ❛9 ❛ ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡!✐❝ ✜❡❧❞ !❤)♦✉❣❤ !❤❡

✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ♠❛❣♥❡!✐③❛!✐♦♥ ✭Mz✮✿

λ(H) ∝ 1

(2αz + 12βzM2
z + 2γk2F )

2
✭✺✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇)✐!!❡♥ ❛9✿

λ(H) = λ(0)
(1 + (ξmagkF )

2)
2

(

3
2
M2

z

M2

0

− 1
2
+ (ξmagkF )2

)2 ✭✺✳✶✾✮

✇❤❡)❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ Mz ✐9 !❤❡ ♠❛❣♥❡!✐③❛!✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ③✲❛①✐9 ✉♥❞❡) ✜❡❧❞✱ M0 !❤❡ 9♣♦♥!❛♥❡♦✉9

♠♦♠❡♥! ❛♥❞ kF ✐9 !❤❡ ♠♦♠❡♥!✉♠ ❛! !❤❡ ❋❡)♠✐ 9✉)❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛)❛♠❡!❡) ξmag✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛9

ξ2mag =
2γ

4βzM2
0

, ✭✺✳✷✵✮

✐9 )❡❧❛!❡❞ !♦ !❤❡ ❣)❛❞✐❡♥! !❡)♠ ✐♥ !❤❡ ❢)❡❡ ❡♥❡)❣② ✐♥ ❡@✉❛!✐♦♥ ✭✺✳✸✮✱ ❛♥❞ !②♣✐❝❛❧❧② ❝♦))❡✲

9♣♦♥❞9 !♦ !❤❡ ❝♦❤❡)❡♥❝❡ ❧❡♥❣!❤ ♦❢ !❤❡ ❧♦♥❣ )❛♥❣❡ ❢❡))♦♠❛❣♥❡!✐❝ ♦)❞❡)✳ ❊@✉❛!✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮

❛❧❧♦✇9 !♦ ❝❛❧❝✉❧❛!❡ !❤❡ !❤❡♦)❡!✐❝❛❧ ♣)❡❞✐❝!✐♦♥ ❢)♦♠ !❤❡ ▼✐♥❡❡✈✬9 !❤❡♦)② ♦❢ λ(H) ❢♦) ❍✴✴❝

✐♥ ❯❈♦●❡ ✇✐!❤ !❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡①♣❡)✐♠❡♥!❛❧ ♠❛❣♥❡!✐③❛!✐♦♥ ♠❡❛9✉)❡♠❡♥!9✳ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✷ ♣)❡9❡♥!9

✻✸



M
c
16

8 T 100 mK
λ(H)

ξmagkF
λ(H) λ(H)

k

ξmagkF = 0

ξmagkF 3.2
λ(H) ξmagkF

ξmag ∼ 3.2k−1
F

Hc2

χaa χbb χcc

λ(H)



❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ⑤ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ /*-❡♥❣*❤ λ(H) ❢♦- ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✳ ❨❡❧❧♦✇
❛♥❞ -❡❞ ❝✐-❝❧❡/✿ λ(H) ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢-♦♠ /*-♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥/ ✐♥ ❈❤❛♣*❡- ✹✳✹✱ ✇✐*❤ *❤❡

❡①♣❡-✐♠❡♥*❛❧ Hc2 ❝✉-✈❡✳ ❖♣❡♥ ✈✐♦❧❡* /@✉❛-❡/✿ λ(H) ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢-♦♠ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡

❙♦♠♠❡-❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥*✳ ▲✐♥❡/✿ λ(H) ♣-❡❞✐❝*❡❞ ❜② ▼✐♥❡❡✈✬/ *❤❡♦-② ❬✸✾❪ ✭❡@✉❛*✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮✮✱
❜❛/❡❞ ♦♥ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥ ♠❡❛/✉-❡♠❡♥*/ ✐♥ ✜❣✉-❡ ✺✳✷ ♣❡-❢♦-♠❡❞ ♦♥ *❤❡ /❛♠❡ /❛♠♣❧❡✿ /♦❧✐❞

❧✐♥❡✱ ❢♦- *❤❡ ♦♣*✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξmagkF = 3.2❀ ❞❛/❤✲❞♦**❡❞ ❧✐♥❡ ❢♦- ξmagkF = 1 ✭❧♦❝❛❧✐③❡❞
♠❛❣♥❡*✐/♠ ❧✐♠✐*✮✳

❚❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ -❡❣✐♠❡ ♦❢ λ(H) ❢♦- ❍✴✴❜ ✐/ ❛❧/♦ ♣-❡/❡♥*❡❞✳ ❇❧✉❡ /@✉❛-❡/✿ λ(H) ❢-♦♠ Hc2✳

❉♦*❡❞ ❧✐♥❡✿ ♣-❡❞✐❝*✐♦♥ ❢-♦♠ ❡@✉❛*✐♦♥ ✭✺✳✷✻✮ ❜❛/❡❞ ♦♥ *❤❡ ♠❡❛/✉-❡❞ ✜❡❧❞ ✈❛-✐❛*✐♦♥ ♦❢ TCurie

♦❜*❛✐♥❡❞ ❢-♦♠ ❘❡❢✳❬✸✵❪✱ ✇✐*❤ ξmagkF = 3.2✳

✧/✐♥❣❧❡ ❜❛♥❞✧❛♣♣-♦①✐♠❛*✐♦♥ ✇✐*❤✐♥ ❛ 10% ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣❛-❛♠❡*❡- ξmagkF ✳

✺✳✸ ▼❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ (.❛♥/✈❡./❡ ❞✐.❡❝(✐♦♥/

❲❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛* *❤❡ ❝❛/❡ ✇❤❡-❡ *❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐-❡❝*✐♦♥ ✐/ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛- *♦ *❤❡ /♣♦♥*❛✲

♥❡♦✉/ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥ ❞✐-❡❝*✐♦♥✱ ❢♦- ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐*❤ H = Hyŷ✳ ❋♦- *❤❡ ❡@✉✐❧✐❜-✐✉♠ /*❛*❡✱

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ *❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❢-❡❡ ❡♥❡-❣② ✐♥ ❡@✉❛*✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ✇✐*❤ -❡/♣❡❝* *♦ My ❣✐✈❡/✿

My =
Hy

2αy + 2βyzM2
z

✭✺✳✷✶✮

❚❤✉/ ❛ ✜♥✐*❡ ♠❛❣♥❡*✐❝ ♠♦♠❡♥* ❛❧♦♥❣ *❤❡ ✜❡❧❞ Hy ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐*✐♦♥ *♦ *❤❡

/♣♦♥*❛♥❡♦✉/ ♠❛❣♥❡*✐❝ ♠♦♠❡♥* Mz ✐♥ *❤❡ ❢❡--♦♠❛❣♥❡*✐❝ /*❛*❡✳ ■♥❥❡❝*✐♥❣ *❤❡ ❡@✉❛*✐♦♥

✭✺✳✷✶✮ ✐♥*♦ *❤❡ ❡@✉❛*✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱ *❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❢-❡❡ ❡♥❡-❣② ❢✉♥❝*✐♦♥ FM ❝❛♥ ❜❡ -❡✇-✐**❡♥ ✐♥ ❛

/✐♠♣❧❡ ❢♦-♠ ❛/✿

FM = α̃zM
2
z + β̃zM

4
z − H2

y

αy

✭✺✳✷✷✮

✻✺



❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥)* α̃z ❛♥❞ β̃z ❛-❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛*✿

α̃z = αz +
βyzH

2
y

4α2
y

β̃z = βz −
βyz
αy

βyzH
2
y

4α2
y

✭✺✳✷✸✮

6✉))✐♥❣ )❤❡ ❡9✉❛)✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ✐♥)♦ )❤❡ α̃z ❡①♣#❡$$✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

α̃z = αz0(T − T 0
Curie) +

βyzH
2
y

4α2
y

= αz0(T − TCurie(Hy))

✭✺✳✷✹✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥$ 6❤❛6 6❤❡ ❈✉#✐❡ 6❡♠♣❡#❛6✉#❡ TCurie(Hy) ✐$ #❡❞✉❝❡❞ ❜② Hy ❢#♦♠ ✐6$ ③❡#♦ ✜❡❧❞

✈❛❧✉❡ T 0
Curie✱ ❛$

TCurie(Hy) = T 0
Curie −

βyzH
2
y

4αz0α2
y

✭✺✳✷✺✮

■❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝6 6❤❡ ❡✛❡❝6 ♦❢ 6❤❡ ❜❛♥❞ $♣❧✐66✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ 6❤❡ $❛♠❡ ✧$✐♥❣❧❡ ❜❛♥❞✧ ❛♣✲

♣#♦①✐♠❛6✐♦♥ ❛$ ✐♥ 6❤❡ ❝❛$❡ ♦❢ H = Hzẑ✱ 6❤❡ ♣❛✐#✐♥❣ ✐♥6❡#❛❝6✐♦♥ λ(H) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡6❡#♠✐♥❡❞

❜② 6❤❡ ❧♦♥❣✐6✉❞✐♥❛❧ $♣✐♥ ✢✉❝6✉❛6✐♦♥$ χzz ❛$ ❜❡❢♦#❡ ✭❡G✉❛6✐♦♥ ✭✺✳✶✹✮✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛6✐♥❣ χzz ❜②

❞❡#✐✈✐♥❣ 6❤❡ FM ✐♥ ❡G✉❛6✐♦♥ ✭✺✳✷✷✮✱ ✇❡ ✜♥❞✿

λ(Hy) = λ(0)
(1 + (ξkF )

2)2
(

T−TCurie(Hy)

T−TCurie(0)
+ (ξkF )2

)2 ✭✺✳✷✻✮

❚❤✉$ 6❤❡ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ♣❛✐#✐♥❣ $6#❡♥❣6❤ ✐♥ 6#❛♥$✈❡#$❡ ❡①6❡#♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐$ ♣#❡❞✐❝6❡❞ 6♦

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 6❤❡ ✈❛#✐❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❈✉#✐❡ 6❡♠♣❡#❛6✉#❡ TCurie(H)✳

❊①♣❡#✐♠❡♥6❛❧❧②✱ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛♥❞ ❯❘❤●❡✱ TCurie ✐$ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜$❡#✈❡❞ 6♦ ❞❡❝#❡❛$❡ ✇✐6❤

♠❛❣♥❡6✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ 6❤❡ 6✇♦ 6#❛♥$✈❡#$❡ ❞✐#❡❝6✐♦♥ ✭❍✴✴❜✮✱ ❛♥❞ TCurie ❛♥❞

❢♦❧❧♦✇$ #♦✉❣❤❧② ❛ H2
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ #❡✲❡♥6#❛♥6 $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝6✐✈✐6② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♣♣❡❛#$

✇❤❡♥ TCurie(Hb) ❞❡❝#❡❛$❡$ 6♦ ③❡#♦✳ ■♥ ❜♦6❤ $②$6❡♠$ TCurie ✐$ ♦❜$❡#✈❡❞ 6♦ ❜❡ ❛❧♠♦$6

❝♦♥$6❛♥6 ❢♦# ❍✴✴❛✳ ❆6 ✜#$6 $✐❣❤6✱ 6❤❡ ♣#❡❞✐❝6✐♦♥ ❢#♦♠ ❡G✉❛6✐♦♥ ✭✺✳✷✻✮ ✐$ ❝♦♥$✐$6❡♥6 ✇✐6❤

♦✉# ❛♥❛❧②$❡$ ✐♥ 6❤❡ ♣#❡✈✐♦✉$ ❝❤❛♣6❡#✱ ✇❤✐❝❤ $❤♦✇ 6❤❛6 λ ✐♥❝#❡❛$❡$ $6❡❛❞✐❧② ✇✐6❤ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣

6❤❡ ❜✲❛①✐$ ❛♥❞ #❡♠❛✐♥$ ♣#❛❝6✐❝❛❧❧② ❝♦♥$6❛♥6 ❢♦# ❍✴✴❛✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❝❛❧❝✉❧❛6✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐6❧②

λ(H) ✇✐6❤ 6❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥6❛❧ ❞❛6❛ ♦❢ TCurie(H) ❢♦# ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ✐6 ✐$ ❞✐✣❝✉❧6 6♦ #❡❛❝❤

❡✈❡♥ G✉❛❧✐6❛6✐✈❡ ❛❣#❡❡♠❡♥6$✳

■6 ✐$ 6♦ ❜❡ ♠❡♥6✐♦♥❡❞ 6❤❛6 ✐♥ 6❤❡ ❡①♣#❡$$✐♦♥ ♦❢ λ(Hb) ✐♥ ❡G✉❛6✐♦♥ ✭✺✳✷✻✮✱ ♠❛♥② $✐♠♣❧✐✜✲

❝❛6✐♦♥$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ■♥ #❡❛❧✐6②✱ ♥♦6 ♦♥❧② 6❤❡ $♣❧✐66✐♥❣ ♦❢ 6❤❡ $♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ❜❛♥❞$

$❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥$✐❞❡#❡❞✱ ❜✉6 6❤❡ d✲✈❡❝6♦# ♦❢ 6❤❡ p✲✇❛✈❡ $✉♣❡#❝♦♥❞✉❝6✐♥❣ ♦#❞❡# ♣❛#❛♠❡6❡#

$❤♦✉❧❞ ❜❡ #♦6❛6❡❞✳ ❚❤✐$ ✐$ 6♦ $❛②✱ ❛$ ❛ 6#❛♥$✈❡#$❡ ❡①6❡#♥❛❧ ✜❡❧❞ Hb ✐$ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐6✐♦♥ 6♦

6❤❡ $♣♦♥6❛♥❡♦✉$ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ h ✭♥♦6❡❞ Bexch ❜❡❢♦#❡✮ ❛❧♦♥❣ 6❤❡ ❝✲❛①✐$ ❞✉❡ 6♦ ❢❡##♦♠❛❣✲

♥❡6✐❝ ♦#❞❡#✱ 6❤❡ ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐$ ♦❢ 6❤❡ ✧❡G✉❛❧ $♣✐♥ ♣❛✐#✐♥❣✧ 6#✐♣❧❡6 $6❛6❡ ✇✐❧❧ ❜❡ #♦6❛6❡❞ ❜②

θ ✭tan θ = Hb/h✮✳ ❚❛❦✐♥❣ 6❤❡ #♦6❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ d✲✈❡❝6♦# ✐♥6♦ ❛❝❝♦✉♥6 ❛❞❞$ ✐♥ 6❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

❢#♦♠ 6❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥6$ ♦❢ 6❤❡ $✉$❝❡♣6✐❜✐❧✐6② 6❡♥$♦# ♦6❤❡# 6❤❛♥ χzz✳ ❆ ❞❡6❛✐❧❡❞ ❞✐$❝✉$$✐♦♥ ♦♥

6❤❡$❡ ❡✛❡❝6$ ✐$ ❧❡♥❣6❤② ❛♥❞ ✐$ ♣#❡$❡♥6❡❞ ✐♥ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❲✐6❤ 6❤❡ ❛❜♦✈❡ 6✇♦ ❡✛❡❝6$ 6❛❦❡♥

✐♥6♦ ❛❝❝♦✉♥6✱ 6❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ(H) ♣#❡❞✐❝6❡❞ ❜② 6❤❡ ▼✐♥❡❡✈✬$ 6❤❡♦#② ❝❛♥♥♦6 ❣✐✈❡

✻✻



 ❛"✐ ❢②✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛"✐♦♥ ❢♦- "❤❡ λ(H) ❢♦- ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢-♦♠ "❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥"❛❧

Hc2 ❞❛"❛✳

❖♥❡ ♦❢ "❤❡ ♣♦  ✐❜❧❡ -❡❛ ♦♥ ❢♦- "❤✐ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ✐ "❤❛"✱ ❛ "❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥"❡-❛❝"✐♦♥ ✐ 

 ✐❣♥✐✜❝❛♥"❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✉♥❞❡- ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❜✲❛①✐ ✱ "❤❡  "-♦♥❣✲❝♦✉♣❧✐♥❣

❡✛❡❝" ✱ ✇❤✐❝❤ ❛-❡ ♥♦" "❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ✐♥ "❤❡ ♣-❡ ❡♥" ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ "❤❡♦-②✱ ♠❛② ♣❧❛②

❛♥ ✐♠♣♦-"❛♥" -♦❧❡✳ ▼♦-❡ ✐♠♣♦-"❛♥"❧②✱ ✐♥ "-❛♥ ✈❡- ❡ ❡①"❡-♥❛❧ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞✱ "❤❡ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡ ❝-✐♣"✐♦♥ ❢♦- ❢❡--♦♠❛❣♥❡"✐ ♠ ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪ ❧❡❛❞ "♦ ❛♣♣-♦①✐♠❛"❡❧② ❝♦♥ "❛♥"

"-❛♥ ✈❡- ❡  ✉ ❝❡♣"✐❜✐❧✐"✐❡ ✿ χyy ∼ 1/(αy+γijkikj)✳ ❇✉" ❡①♣❡-✐♠❡♥"❛❧❧②✱  ✐❣♥✐✜❝❛♥" ✐♥❝-❡❛ ❡

♦❢ "❤❡ "-❛♥ ✈❡- ❡  ♣✐♥ ✢✉❝"✉❛"✐♦♥ ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❜✲❛①✐ ✐ ♦❜ ❡-✈❡❞ ✭✐♥ ❯❘❤●❡✮❬✼✶❪✳ ❚❤❡ ❡♥✲

❤❛♥❝❡❞ "-❛♥ ✈❡- ❡  ✉ ❝❡♣"✐❜✐❧✐"✐❡ ❧✐❦❡❧② ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦-"❛♥" -♦❧❡ ✐♥ "❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐ ♠

✐♥ "❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ -❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛② ❡✈❡♥ ❧❡❛❞ "♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ "❤❡ p✲✇❛✈❡ ♦-❞❡- ♣❛-❛♠❡"❡-✳

❚❤✐ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉-"❤❡- ❞✐ ❝✉  ❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡- ✻✳

✺✳✹ ❊✛❡❝' ♦❢ λ(H) ✐♥ ❯❘❤●❡

❚❤❡ "❤❡♦-❡"✐❝❛❧ ❢-❛♠❡✇♦-❦ ✐♥ ❘❡❢✳❬✽✻❪ ❞♦❡ ♥♦" ❝♦♥"❛✐♥ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥"  ♣❡❝✐✜❝ "♦ "❤❡  ② ✲

"❡♠ ❯❈♦●❡✱ ❛♥❞  ❤♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❡Q✉❛❧❧② "♦ ♦"❤❡- ❢❡--♦♠❛❣♥❡"✐❝  ✉♣❡-❝♦♥❞✉❝"✐♥❣  ② "❡♠ ✱

♥♦"❛❜❧② "❤❡  ✐ "❡- ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❯❘❤●❡✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❛♣❛-" ❢-♦♠ "❤❡ -❡✲❡♥"-❛♥"  ✉♣❡-❝♦♥❞✉❝"✲

✐♥❣ ♣❤❛ ❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❜✲❛①✐ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐  ✐♠✐❧❛- "♦ "❤❡ ❙✲ ❤❛♣❡

Hc2 ❛❧♦♥❣ "❤❡  ❛♠❡ ✜❡❧❞ ❞✐-❡❝"✐♦♥ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ "❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞  ✉♣❡-❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ♣❤❛ ❡ ♦❢

❯❘❤●❡❬✸✽❪  ❤♦✇ ❛♥ Hc2 ❜❡❤❛✈✐♦- ❝♦♠♣❧❡"❡❧② ❞✐✛❡-❡♥" ❢-♦♠ "❤❛" ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭ ❡❡ ✜❣✉-❡

✺✳✹✮✳ ❚❤❡ ❛♥✐ ♦"-♦♣② ♦❢ Hc2 ❜❡"✇❡❡♥ ❍✴✴❝ ❛♥❞ ❍✴✴❛✱ ❜✱ ✐ ♦♥❧② ♦❢ ❛ ❢❛❝"♦- 3✱ ❢❛- ❢-♦♠

"❤❡ 20 ❢♦❧❞ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ✐♥ ❯❈♦●❡✳ Hc2 ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ "❤-❡❡ ✜❡❧❞ ❞✐-❡❝"✐♦♥ ✐ ♦❜ ❡-✈❡❞ "♦ ❤❛✈❡

❛ ❞♦✇♥✇❛-❞ ❝✉-✈❛"✉-❡✱ ❛ ✐ ❡①♣❡❝"❡❞ ✐♥ ❛ ✉ ✉❛❧ ❝❛ ❡ ♦❢  ✉♣❡-❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"②✳ ❚❤✉ ✱ ♠♦ "

♦❢ "❤❡ -❡♠❛-❦❛❜❧❡ ❢❡❛"✉-❡ ♦❢ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛-❡ ♥♦" ♣-❡ ❡♥" ✐♥ ❯❘❤●❡✳ ❆" ✜- "  ✐❣❤"✱ ✐"

 ❡❡♠ "❤❛" "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢  "-♦♥❣  ✉♣♣-❡  ✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥"❡-❛❝"✐♦♥ ❢♦- ❍✴✴❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐ 

"❤❡ ♦-✐❣✐♥ ♦❢ "❤❡ ✉ ✉❛❧ Hc2 ❜❡❤❛✈✐♦- ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ✐ ❝♦♠♣❧❡"❡❧② ❛❜ ❡♥" ✐♥ "❤❡ ❝❛ ❡ ♦❢ ❯❘❤●❡✳

❖♥❡ ✐♠♣♦-"❛♥" ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ "✇♦  ② "❡♠ ✐ "❤❛" ❝♦♠♣❛-❡❞ ✇✐"❤ ❯❘❤●❡✱

❯❈♦●❡ ❧✐❡ ♠✉❝❤ ❝❧♦ ❡- "♦ "❤❡ ❢❡--♦♠❛❣♥❡"✐❝ ✐♥ "❛❜✐❧✐"② ❛♥❞ ✐ ♠✉❝❤ ♠♦-❡  ❡♥ ✐"✐✈❡ "♦

❡①"❡-♥❛❧ ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ✳ ❚❤❡ "❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇  ✉♠♠❛-✐③❡ "❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛❣♥❡"✐❝ ♣-♦♣❡-"✐❡ ♦❢

"❤❡ "✇♦  ② "❡♠ ✭❞❛"❛ "❛❦❡♥ ❢-♦♠ ❘❡❢✳❬✶✺❪✮✿

TCurie M0 χa χb χc

✭❑✮ ✭µB✮ ✭µB/❚✮ 1.5 K
❯❈♦●❡ ✷✳✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✷✾

❯❘❤●❡ ✾✳✺ ✵✳✹ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶

■♥ "❤❡ ▼✐♥❡❡✈✬ ❢-❛♠❡✇♦-❦✱ ❛❝❝♦-❞✐♥❣ "♦ ❡Q✉❛"✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮✱ "❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ ❢♦-

✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❡❛ ② ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ ❛①✐ ✭z✲❛①✐ ✮ ✐ ❣♦✈❡-♥❡❞ ❜② "❤❡ ✈❛-✐❛"✐♦♥ ♦❢ (Mz/M0)
2−

1✱ ♣-♦♣♦-"✐♦♥❛❧ "♦ χzH/M0 ❛" ✈❡-② ❧♦✇ ✜❡❧❞ ✳ ❈♦♠♣❛-❡❞ ✇✐"❤ ❯❈♦●❡✱ ❯❘❤●❡ ❤❛ ❛ ❛❜♦✉"

8 "✐♠❡ ❧❛-❣❡-  ♣♦♥"❛♥❡♦✉ ♠♦♠❡♥" M0✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡"✐❝  ✉ ❝❡♣"✐❜✐❧✐"② ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❝✲❛①✐ 

✭③✲❛①✐ ✮ ❛❜♦✉" 3 "✐♠❡  ♠❛❧❧❡-✳ ❆ ❛ ❝♦♥ ❡Q✉❡♥❝❡✱ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ "❤❡  ✉♣♣-❡  ✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐-✐♥❣

✐♥"❡-❛❝"✐♦♥ ❜② ♠❛❣♥❡"✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❝✲❛①✐ ✐♥ ❯❘❤●❡ ✐ ❛❜♦✉" 24 "✐♠❡ ✇❡❛❦❡- "❤❛♥

✐♥ ❯❈♦●❡✱  ♦ ✐"  ❤♦✉❧❞ ♥♦" ❝❤❛♥❣❡ "❤❡ Hc2 ❜❡❤❛✈✐♦- ♦❢ ❯❘❤●❡ ✐♥ "❤❡  ❛♠❡ ❞-❛ "✐❝ ✇❛②

❛ ✐♥ ❯❈♦●❡✳

❲❡ "❤❡♥ "-② "♦ ❡ "✐♠❛"❡ "❤❡ ❛♠♣❧✐"✉❞❡ ♦❢ "❤❡ ♣-❡❞✐❝"❡❞ ✈❛-✐❛"✐♦♥ ♦❢ λ(H) ❢♦- ❍✴✴❝ ✐♥

❯❘❤●❡ ❛♥❞ ✐" ❝♦♥ ❡Q✉❡♥❝❡ ♦♥ Hc2 ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐" ✇❛② ✳

✻✼



Hc2

γ(H)

(∂γ/∂H)T = (∂2M/∂T 2)H
γ(H)

60% γ(H) HR =12 T

γ(H) 40% 5 T
γ

γ
λ

λ(0) γ(H)

γ(H)
λ(H) Hc2

λ(H)

λ(0) γ(H)
λ(0)

γ(H)
Hc2

λ(H)
Ω

Tsc < vF > 3100 m/s
Hc2 λ(0)

λ(0) λ λ(0)
γ(H) HR



❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ⑤ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ❙♦♠♠❡.❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥* γ(H) ✐♥ ❯❘❤●❡ ❢♦. ✜❡❧❞
❛❧♦♥❣ ❛❧❧ ✐*6 *❤.❡❡ ❝.✐6*❛❧ ❛①❡6✱ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢.♦♠ ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥ ♠❡❛6✉.❡♠❡♥*6 *❤.♦✉❣❤ *❤❡

▼❛①✇❡❧❧ .❡❧❛*✐♦♥❬✽✼❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ⑤ ✭❛✮✿ ❙*.♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ Hc2 ✐♥ ❯❘❤●❡✳ ❇❧✉❡ 6E✉❛.❡6✿ ❞❛*❛ ♦❢

Hc2✴✴❜ ✐♥ ❯❘❤●❡ ❢.♦♠ ❘❡❢✳❬✸✹❪✳ ❋✉❧❧ ❧✐♥❡6✿ 6❡.✐❡6 ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥6 ♦❢ Hc2 ✇✐*❤ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡6

♦❢ *❤❡ 6*.♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥6*❛♥* λ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡6 ❢.♦♠ 0.7 ✭❧❡❢*✮ *♦ 1.5 ✭.✐❣❤*✮ ❜② 6*❡♣6 ♦❢
0.05✳ Ω = 5.3 K ❛♥❞ vF = 3100 m/s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❥✉6*❡❞ *♦ ♠❛*❝❤ *❤❡ Tsc = 0.26 K ❛♥❞

✐♥✐*✐❛❧ 6❧♦♣❡ ❢♦. λ = 0.75 ❛♥❞ µ∗ ∼ 0.1✳ ✭❜✮✿ ❆❞❥✉6*♠❡♥* ♦❢ λ0 ✐♥ ❯❘❤●❡✳ ❘❡❞ ❝✐.❝❧❡6✿
❙♦♠♠❡.❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❢♦. ❍✴✴❜ ❢.♦♠ ❘❡❢✳❬✽✼❪✱ ♥♦.♠❛❧✐③❡❞ *♦ ✐*6 ✈❛❧✉❡ ❛* ③❡.♦ ✜❡❧❞✳ ❉❛.❦

❜❧✉❡ 6E✉❛.❡6✿ γ(H)/γ(0) ❢♦. ❍✴✴❜ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢.♦♠ *❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥6 ♦❢ Hc2 ♣.❡6❡♥*❡❞ ✐♥ ✭❛✮

❢♦. λ(0) = 0.75✳ ▲✐❣❤* ❜❧✉❡ 6E✉❛.❡6✿ 6❛♠❡ .❛*✐♦✱ ❜✉* ✇✐*❤ *❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥6 ♦❢ Hc2 ❢♦.

λ(0) = 0.6✳ ■* 6❤♦✇6 *❤❛* *❤❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡ ♦❢ ✈❛.✐❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ 6♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛* ❝♦❡✣❝✐❡♥* ✐6 ❛
6❡❧❡❝*✐✈❡ ❝.✐*❡.✐✉♠ ❢♦. *❤❡ ❞❡*❡.♠✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ λ(0) ✐♥ *❤✐6 6②6*❡♠✳

✻✾



✇❤❡#❡ ✇❡ $#❛❝❡ $❤❡ γ(H)/γ(0)✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢#♦♠ $❤❡ λ(H) ✇❤✐❝❤ ❛#❡ ❡①$#❛❝$❡❞ ❢#♦♠ Hc2 ❢♦#

❞✐✛❡#❡♥$ ✈❛❧✉❡3 ♦❢ λ(0)✱ ❛❝❝♦#❞✐♥❣ $♦ $❤❡ #❡❧❛$✐♦♥✿

γ(H) =
γ(0)

1 + λ(H)
(1 + λ(H)).

❲❡ 3❡❡ $❤❛$ $❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥$ ♦❢ γ(H)/γ(0) ❛$ HR ✐3 ✈❡#② 3❡♥3✐$✐✈❡ $♦ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ(0)✱
❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣❛#✐3♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ $❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥$❛❧ ❞❛$❛ ❢#♦♠ ❘❡❢✳❬✽✼❪ ✇❡ ♦❜$❛✐♥ λ(0) = 0.75✳

❊✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ λ(H) ❢♦* ❍✴✴❝

■♥✈❡#3❡❧②✱ ✇✐$❤ $❤❡ ③❡#♦✲✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ(0) = 0.75 ❡3$✐♠❛$❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭✇✐$❤ $❤❡ ❞❛$❛ ❢♦#
❍✴✴❜✮✱ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♣❛✐#✐♥❣ 3$#❡♥❣$❤ λ(H) ❢♦# ❍✴✴❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢#♦♠ $❤❡ γ(H)
❞❛$❛✱ ✉3✐♥❣✿

λ(H) =
γ(H)

γ(0)
(1 + λ(0))− 1 ✭✹✳✶✹✮

❋✐❣✉'❡ ✺✳✼ ⑤ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦#♠❛❧✐③❡❞ ♣❛✐#✐♥❣ 3$#❡♥❣$❤ λ(H)/λ(0) ❢♦# ❍✴✴❝ ✐♥
❯❘❤●❡✳ ❘❡❞ ❝✐#❝❧❡3✿ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ γ(H) ❞❛$❛ ❢♦# ❍✴✴❝ ✐♥ ✜❣✉#❡ ✺✳✺✱ ❛❝❝♦#❞✐♥❣ $♦
❡M✉❛$✐♦♥ ✭❄❄✮✳ ❇❧✉❡ 3♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ O#❡❞✐❝$❡❞ ❜② ▼✐♥❡❡✈✬3 $❤❡♦#② ❛❝❝♦#❞✐♥❣ $♦ ❡M✉❛$✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮✱

✇✐$❤ ξmagkF = 1✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥ ❞❛$❛ $❛❦❡♥ ❢#♦♠ ❘❡❢✳❬✽✼❪✳

❋✐❣✉#❡ ✺✳✼ ♣#❡3❡♥$3 $❤❡ λ(H) ❢♦# ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❘❤●❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ γ(H) ❞❛$❛ ❢♦#
❍✴✴❝ 3❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉#❡ ✺✳✺ ✭❘❡❢✳❬✽✼❪✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ 3❤♦✇3 $❤❡ ♣#❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ λ(H) ♦❢ ▼✐♥❡❡✈✬3
$❤❡♦#②✱ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ✇✐$❤ ❡M✉❛$✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮ ❛♥❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐③❛$✐♦♥ ❞❛$❛ M(H) $❛❦❡♥
❛❣❛✐♥ ❢#♦♠ ❘❡❢✳❬✽✼❪✳ ❈♦♠♣❛#✐3♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ λ(H) ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢#♦♠ γ(H) ❛♥❞ $❤❡ $❤❡♦#❡$✐❝❛❧
♣#❡❞✐❝$✐♦♥ ❣✐✈❡3 ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥$ ❛❣#❡❡♠❡♥$✱ ✐❢ ξmagkF ✐3 ✜①❡❞ ❛$ ❛#♦✉♥❞ 1✳ ❚❤❡ 3♠❛❧❧♥❡33 ♦❢
$❤✐3 ♣❛#❛♠❡$❡# ❝♦♠♣❛#❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❝❛3❡ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ✇❤❡#❡ ξmagkF ∼ 3.2✱ 3✉❣❣❡3$3 $❤❛$ $❤❡
❢❡##♦♠❛❣♥❡$✐3♠ ✐♥ ❯❘❤●❡ ✐3 ❝❧♦3❡# $♦ $❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❧✐♠✐$✳ ❚❤✐3 3❡❡♠3 $♦ ❜❡ #❡❛3♦♥❛❜❧❡✱

✼✵



♦✇✐♥❣ %♦ %❤❡ ❧❛*❣❡* ♦*❞❡*❡❞ ♠♦♠❡♥% ✐♥ ❯❘❤●❡ ❛♥❞ %❤❡ ✜*1% ♦*❞❡* %*❛♥1✐%✐♦♥ ♦❝❝✉**✐♥❣ ❛%

HR ❢♦* ❍✴✴❜✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡1❝*✐❜❡❞ ❛1 ❛ *❡✲♦*✐❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛❣♥❡%✐❝ ♠♦♠❡♥%1

❛❧♦♥❣ %*❛♥1✈❡*1❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❯❈♦●❡✱ ❢♦* %❤❡ 1❛♠❡ ✜❡❧❞ ❞✐*❡❝%✐♦♥✱ ❛❧%❤♦✉❣❤ %❤❡ ❈✉*✐❡

%❡♠♣❡*❛%✉*❡ ✐1 ❛❧1♦ 1✉♣♣*❡11❡❞ ❛% ✜❡❧❞ ❛*♦✉♥❞ 12 T✱ ♥♦ 1♣❡❝✐✜❝ ❛♥♦♠❛❧② ✐1 ♦❜1❡*✈❡❞ ✐♥

M(H) ❛*♦✉♥❞ %❤✐1 ✜❡❧❞ ✭❛% ❧❡❛1% ❢♦* %❡♠♣❡*❛%✉*❡1 ❛❜♦✈❡ 5.3 K✮❬✽✽❪✳

❋✐❣✉&❡ ✺✳✽ ⑤ ❯♣♣❡* ❝*✐%✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ❯❘❤●❡ ❢♦* ❍✴✴❝ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❜❛1❡❞ ♦♥ %❤❡ 1❛♠❡ 1%*♦♥❣

❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛1 ✉1❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣%❡* ✹✳

❘❡❞ 1♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ Hc2 ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ λ(H) ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢*♦♠ %❤❡ 1♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ❝♦❡✣❝✐❡♥%

✐♥ ✜❣✉*❡ ✺✳✼✳ ❘❡❞ ❜*♦❦❡♥ ❧✐♥❡✿ Hc2 ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ 1❛♠❡ ♣❛*❛♠❡%❡*1✱ ❜✉% 1✉♣♣♦1✐♥❣

%❤❛% λ(H) ✜①❡❞ ❛% λ(0) = 0.75✳ ❚❤❡ ♠❛*❦❡*1 1❤♦✇ %❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥%❛❧ ❞❛%❛ ❢*♦♠ ❘❡❢✳❬✸✽❪

❢♦* ❝♦♠♣❛*✐1♦♥✿ ❘❡❞ ✜❧❧❡❞ ❝✐*❝❧❡1✿ ❍✴✴❝❀ ❙P✉❛*❡1✿ ❍✴✴❜❀ ❉✐❛♠♦♥❞1✿ ❍✴✴❛✳

❋✐❣✉*❡ ✺✳✽ ❞✐1♣❧❛②1 Hc2 ❢♦* ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❘❤●❡ ✭*❡❞ 1♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✇✐%❤ λ(H) ✐♥

✜❣✉*❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥1 ❛*❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ %❤❡ 1❛♠❡ ✭s✲✇❛✈❡✮ 1%*♦♥❣✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉1❡❞

✐♥ ❈❤❛♣%❡* ✹✳✹✳ Tsc ✐1 1❤✐❢%❡❞ ✉♣ %♦ 0.26 K ✭❧✐♥❡❛* ❡①%*❛♣♦❧❛%✐♦♥✮ %♦ %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% %❤❡

❞❡♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❡✛❡❝%1✳ Ω ✐1 ✜①❡❞ ❛% 5.3 K ❢♦* Tsc %♦ ✜% %❤✐1 ❡①%*❛♣♦❧❛%❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡

❛✈❡*❛❣❡❞ ❋❡*♠✐ ✈❡❧♦❝✐%② < vF > ✐1 ❛❞❥✉1%❡❞ ❛% 3700 m/s %♦ ♠❛%❝❤ %❤❡ 1❧♦♣❡ ♦❢ Hc2 ❢♦*

❍✴✴❝✳ ❋♦* %❤✐1 ✈❛❧✉❡✱ %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ Hc2 ❢♦* ❍✴✴❝ ✐1 ❢♦✉♥❞ %♦ ❜❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣*❡❡♠❡♥%

✇✐%❤ %❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥%❛❧ Hc2 ♦❢ ❘❡❢✳❬✸✽❪ ✭*❡❞ ❝✐*❝❧❡1✮ ✐♥ %❤❡ ✇❤♦❧❡ %❡♠♣❡*❛%✉*❡ *❛♥❣❡✳ ❚❤❡

❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ Hc2 ❢♦* ❍✴✴❝ ✇✐%❤ λ ✜①❡❞ ❛% ✐%1 ③❡*♦ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ λ = 0.75 ✐1 ❛❧1♦ ♣*❡1❡♥%❡❞

✐♥ ✜❣✉*❡ ✺✳✽ ❛1 %❤❡ *❡❞ ❜*♦❦❡♥ ❧✐♥❡✳ ❆❧❧ %❤❡ ♦%❤❡* ♣❛*❛♠❡%❡*1 ❡①❝❡♣% λ(H) ❛*❡ ✜①❡❞ ❛% %❤❡

1❛♠❡ ✈❛❧✉❡1 ❛1 ✉1❡❞ ✐♥ %❤❡ ♣*❡✈✐♦✉1 ❝❛1❡✳ ❈♦♠♣❛*❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ Hc2 ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✇✐%❤ λ ✜①❡❞

❛% ✐%1 ③❡*♦✲✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ ✭❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✺✳✽✮✱ %❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ(H) ❢♦* ❍✴✴❝

✐♥ ❯❘❤●❡ ❧❡❛❞1 %♦ ❛ 40% *❡❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ Hc2(0)✳ ❚❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥%❛❧ Hc2 ❢♦* ❍✴✴❛ ❛♥❞ ❜ ♦❢

❯❘❤●❡ ❬✸✽❪ ❛*❡ ❛❧1♦ ♣*❡1❡♥%❡❞ ✇✐%❤ *❡1♣❡❝%✐✈❡❧② %❤❡ ✇❤✐%❡ ♦♣❡♥ 1P✉❛*❡1 ❛♥❞ ❞✐❛♠♦♥❞1 ✐♥

✜❣✉*❡ ✺✳✽✳ ❖♥❡ ❝❛♥ 1❡❡ %❤❛% %❤❡ ❛♥✐1♦%*♦♣② ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❝ ❛♥❞ ❜✲❛①✐1 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡*② ❝❧♦1❡

%♦ %❤❛% ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❜ ❛♥❞ ❛✲❛①✐1✱ ✐❢ %❤❡*❡ ✇❡*❡ ♥♦ 1✉♣♣*❡11✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣❛✐*✐♥❣ ✐♥%❡*❛❝%✐♦♥

❢♦* ❍✴✴❝✳

✼✶



❆! ❛ ❝♦♥❝❧✉!✐♦♥✱ *❤❡ -❡❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ λ ❜② ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ *❤❡ ❝✲❛①✐! ❡①✐!*! ❡6✉❛❧❧② ✐♥ ❯❘❤●❡
❛♥❞ ❧❡❛❞! *♦ ❛❜♦✉* ❛ 40% -❡❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ Hc2(0)✳ ❈♦♠♣❛-❡❞ *♦ ❯❈♦●❡✱ *❤✐! ❡✛❡❝* ✐♥ ❯❘❤●❡
✐! !✐♠♣❧② ♥♦* !*-♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ *♦ ✐♥✈❡-!❡ *❤❡ ❝✉-✈❛*✉-❡ ♦❢ Hc2✳ ❚❤✉! *❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥

*❤❡!❡ *✇♦ !②!*❡♠! ✐! ♣✉-❡❧② 6✉❛♥*✐*❛*✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛-✐!❡! ❢-♦♠ *❤❡ ❞✐✛❡-❡♥* ❛♠♣❧✐*✉❞❡! ♦❢ *❤❡

✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡✐- ♠❛❣♥❡*✐③❛*✐♦♥✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

❚❤✐! ❝❤❛♣*❡- !❤♦✇! *❤❛* *❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥*❡-❛❝*✐♦♥✱ ✉!❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲

*❡- ✹✳✹ *♦ ❡①♣❧❛✐♥ *❤❡ Hc2 ❛♥❞ *❤❡ ♥♦-♠❛❧ ♣❤❛!❡ ♣-♦♣❡-*✐❡! ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❝❛♥ ❛❧!♦ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞

❢-♦♠ *❤❡ *❤❡♦-② ♦❢ ▼✐♥❡❡✈❬✸✾❪✳ ❚❤✐! *❤❡♦-② ✉!❡! ❛ ❣❡♥❡-❛❧ ▲❛♥❞❛✉ ❢-❡❡ ❡♥❡-❣② ❢♦-♠❛❧✲

✐!♠ *♦ ❞❡!❝-✐❜❡ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐!♠ ✐♥ *❤❡ ♦-*❤♦-❤♦♠❜✐❝ ❢❡--♦♠❛❣♥❡*✐❝ !②!*❡♠!✱ ❛♥❞ p✲✇❛✈❡
!✉♣❡-❝♦♥❞✉❝*✐✈✐*② ✐! ❞❡❞✉❝❡❞ ♠✐❝-♦!❝♦♣✐❝❛❧❧② ❜❛!❡❞ ♦♥ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥*❡-❛❝*✐♦♥ ♠❡❞✐❛*❡❞ ❜②

♠❛❣♥❡*✐❝ !✉!❝❡♣*✐❜✐❧✐*✐❡!✳

❋♦- *❤❡ !✐♠♣❧❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❍✴✴❝ ✇❤❡-❡ *❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥*❡-❛❝*✐♦♥! ❛-❡ !*-♦♥❣❧② !✉♣♣-❡!!❡❞

❜② ♠❛❣♥❡*✐❝ ✜❡❧❞✱ *❤✐! ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣-♦❛❝❤ ❞❡!❝-✐❜❡! ✇❡❧❧ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐❝ !*❛*❡ ♦❢

❯❈♦●❡✳ ❚❤❡ *❤❡♦-② ❧❡❛❞! *♦ *❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥*❡-❛❝*✐♦♥ ✐♥ 6✉❛♥*✐✲

*❛*✐✈❡ ❛❣-❡❡♠❡♥* ✇✐*❤ ✇❤❛* ✐! ♦❜*❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ❛♥❛❧②!❡! ❜❛!❡❞ ♦♥ Hc2 ❛♥❞ ❙♦♠♠❡-❢❡❧❞

❝♦❡✣❝✐❡♥* γ(H) ✐♥ *❤❡ ♣-❡✈✐♦✉! ❝❤❛♣*❡-✱ ✇✐*❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✭❝♦♥*-♦❧❧❡❞✮ ❛❞❥✉!*❛❜❧❡ ♣❛-❛♠❡*❡-✳
❚❤❡ !❛♠❡ *❤❡♦-② -❡♠❛✐♥! ✈❛❧✐❞ ✐♥ *❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❯❘❤●❡✳ ❚❤❡ Hc2 ♦❢ ❯❘❤●❡✱ ✇❤✐❝❤ !❡❡♠❡❞

*♦ ❜❡ ✐♥ !*-✐❦✐♥❣ ❝♦♥*-❛!* *♦ *❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ❝❛♥ ❛❧!♦ ❜❡ ✉♥❞❡-!*♦♦❞ ✐♥ ❛ 6✉❛♥*✐*❛*✐✈❡❧②

❝♦♥!✐!*❡♥* ✇❛②✳ ❚❤❡!❡ ❛♥❛❧②!❡! !❤♦✇ *❤❛* ❯❈♦●❡ ✐! ❛ ✉♥✐6✉❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♠♦♥❣ ♥✉♠❡-♦✉!

✉♥❝♦♥✈❡♥*✐♦♥❛❧ !✉♣❡-❝♦♥❞✉❝*♦-!✱ ✇❤❡-❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ *❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ✐♥*❡-❛❝*✐♦♥ -❡✢❡❝*! ✐*!❡❧❢ ✐♥

!✉❝❤ ❛ !*-♦♥❣ ✇❛② ✐♥ *❤❡ !✉♣❡-❝♦♥❞✉❝*✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦-♠❛❧ ♣❤❛!❡ ♣-♦♣❡-*✐❡!✱ *❤❛* 6✉❛♥*✐*❛*✐✈❡

❝♦♠♣❛-✐!♦♥ ✇✐*❤ *❤❡♦-② ✐! ♣♦!!✐❜❧❡✳ ❚❤✐! ❣✐✈❡! ❛ ❝❧❡❛- ♣-♦♦❢ ❢♦- *❤❡ ❢❡--♦♠❛❣♥❡*✐❝ ♦-✐❣✐♥

♦❢ *❤❡ ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐!♠ ✐♥ *❤✐! ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ♣-♦✈✐❞❡! ♣-❡❝✐♦✉! ✐♥❢♦-♠❛*✐♦♥ ❛❜♦✉* *❤❡

❣❡♥❡-❛❧ ♣-♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡*✐❝❛❧❧② ♠❡❞✐❛*❡❞ ♣❛✐-✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐!♠✳

❋♦- ✜❡❧❞ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛- *♦ *❤❡ ❡❛!② ❛①✐! ✭❍✴✴❜✮ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ *❤❡ ♠❛❣♥❡*✐❝ !*❛*❡

✐! ♠✉❝❤ ♠♦-❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛*❡❞ ❛♥❞ *❤❡ *❤❡♦-② ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪ !❡❡♠! ♥♦* *♦ ❜❡ !✉✣❝✐❡♥*✳ ❚❤❡ ♥❡①*

❝❤❛♣*❡- ✇✐❧❧ ♣-❡!❡♥* ❡①♣❡-✐♠❡♥*❛❧ ✜♥❞✐♥❣! ✐♥ *❤✐! !♣❡❝✐❛❧ ❝❛!❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ❤✐♥*! ❢♦- ❛ ♥❡✇

♣❤②!✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ❯❈♦●❡✳

✼✷



12 T

HR

TCurie → 0
HR

HR = 12 T

p HR



 ❤❡♦$❡ ✐❝❛❧❧②✱ ♥♦ ❛❜❧②  ❤❡ ♣♦..✐❜✐❧✐ ② ✐. ♠❡♥ ✐♦♥❡❞✱  ❤❛ ❛ p✲✇❛✈❡ . ❛ ❡ ✇✐ ❤ ✧Sz = 0✧ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ ❛♣♣❡❛$. ✐♥  ❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ $❡❣✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜②  ❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❡① ❡$♥❛❧

❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞. ✭.❡❡ ❞✐.❝✉..✐♦♥. ♦♥  ❤❡ ❏❛❝❝❛$✐♥♦✲;❡ ❡$ ❡✛❡❝ ✐♥ ❈❤❛♣ ❡$ ✸✳✸✳✷✮✳ ❚❤✐.

✇♦✉❧❞ ❞❡✜♥✐ ❡❧② ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡  ❤❡ $❡✲❡♥ $❛♥ ♣❤❛.❡ ❞✐✛❡$❡♥ ❢$♦♠  ❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ ♣❤❛.❡✱

✇❤❡$❡ ❛♥ ✧❡E✉❛❧✲.♣✐♥✲♣❛✐$✐♥❣✧ p✲✇❛✈❡ . ❛ ❡ ✐. ♠♦. ❧✐❦❡❧② $❡❛❧✐③❡❞❬✸✽❪✳

■♥ ❯❈♦●❡ ❢♦$  ❤❡ .❛♠❡ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝ ✐♦♥✱  ❤❡ .✐ ✉❛ ✐♦♥ ✐. ✈❡$② .✐♠✐❧❛$✳ ❚❤❡ ❈✉$✐❡  ❡♠♣❡$✲

❛ ✉$❡ ✐. ♦❜.❡$✈❡❞  ♦ ❜❡ .✉♣♣$❡..❡❞ ❛ ❛ ✜❡❧❞ ❛$♦✉♥❞ 12 T ❢♦$ ❍✴✴❜✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥

❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ ♦❢ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ✇❤✐❝❤ ✐. $❡✢❡❝ ❡❞ ✐♥  ❤❡ ♣❛$ ✐❝✉❧❛$ ❙✲.❤❛♣❡ Hc2✳ ❉✉❡

 ♦  ❤❡.❡ $❡.❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤ ❛.❦ ✇❤❡ ❤❡$  ❤❡ .❝❡♥❛$✐♦ ❢♦$ ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡ ✐. .✐♠✐❧❛$

 ♦  ❤❡ ❝❛.❡ ♦❢ ❯❘❤●❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡ ❤❡$ ❞❡.♣✐ ❡  ❤❡ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉. Hc2 ❢♦$ ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ .♦♠❡

❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉$. ❞✉❡  ♦ ❛ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐.♠ ❢♦$  ❤❡ ❢♦$♠❛ ✐♦♥ ♦❢ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ②✳ ❯♣  ♦ ♥♦✇

 ❤❡.❡ E✉❡. ✐♦♥. $❡♠❛✐♥ ♠♦. ❧② ✉♥✐♥✈❡. ✐❣❛ ❡❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥ ❛❧❧②✳ ❚❤✐. ❝❤❛♣ ❡$ ♣$❡.❡♥ . .♦♠❡

♦❜.❡$✈❛ ✐♦♥.  ❤❛ ❢♦$  ❤❡ ✜$.  ✐♠❡ ❣✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛ ✐♦♥. ❛❜♦✉ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥  ❤❡ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣

♣❤❛.❡ ✉♥❞❡$  $❛♥.✈❡$.❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❯❈♦●❡✳

✻✳✶ ❯♣♣❡& ❝&✐)✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❢♦& ❍✴✴❜ ♦❢ ❯❈♦●❡✿

❜✉❧❦ ✈9 &❡9✐9)✐✈✐)②

■♥ ❈❤❛♣ ❡$ ✸  ❤❡ Hc2 ♦❢ ❯❈♦●❡ ♣$♦❜❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ✭κ/T ✮ ✐. ❝♦♥.✐. ❡♥ 

✇✐ ❤  ❤❡ $❡.✐. ✐✈✐ ② ✭ρ✮ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥ .✱ ❢♦$ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣  ❤❡ ❛ ❛♥❞ ❝ ❛①❡.✳ ❚❤❡ ❜✉❧❦

 $❛♥.✐ ✐♦♥ ♠❡❛.✉$❡❞ ❜②  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ❢♦$  ❤❡.❡  ✇♦ ✜❡❧❞ ❞✐$❡❝ ✐♦♥. ❛$❡ ♦❜.❡$✈❡❞  ♦

❜❡ ❝❧♦.❡  ♦  ❤❡  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ❛ ✇❤✐❝❤  ❤❡ $❡.✐. ✐✈✐ ② ❣♦❡.  ♦ ③❡$♦ ✭Tρ=0✮✱ ❛♣❛$ ❢$♦♠  ❤❡

❧♦✇ ✜❡❧❞ $❡❣✐♦♥ ✇❤❡$❡  ❤❡ ♣$❡.❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧❛♠❡♥ ❛$② .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② .❤✐❢ .  ❤❡ $❡.✐. ✐✈✐ ②

 $❛♥.✐ ✐♦♥  ♦ ❤✐❣❤❡$  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡. ✭✜❣✉$❡ ✸✳✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡$✱  ❤✐. ✐. ♥♦ ❧♦♥❣❡$  $✉❡ ❢♦$ ❍✴✴❜

✭✜❣✉$❡ ✻✳✷✮✿  ❤❡ Hc2 ♠❡❛.✉$❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ❝$♦..❡.  ❤❡ $❡.✐. ✐✈✐ ②  $❛♥.✐ ✐♦♥

✭Tρ=0✮ ❛ ❛$♦✉♥❞ 9 T ❛♥❞ ✐ ❜❡❝♦♠❡. ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡$  ❤❛♥  ❤❡ ♦♥.❡ ♦❢ $❡.✐. ✐✈✐ ②  $❛♥.✐ ✐♦♥ ❢♦$

✜❡❧❞. ❛❜♦✈❡ 12 T✳ ❚❤✐. ✐. ❛♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉. ❜❡❤❛✈✐♦$✱ ❢♦$ $❡.✐. ✐✈✐ ②  $❛♥.✐ ✐♦♥. ❛$❡ ❡①♣❡❝ ❡❞

 ♦ ♦❝❝✉$ ❛ ❤✐❣❤❡$  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡  ❤❛♥  ❤❡ ❜✉❧❦  $❛♥.✐ ✐♦♥✿ ✐♥ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣ .❛♠♣❧❡.✱

 ❤❡$❡ .❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♥② ♣❡$❝♦❧❛ ✐♥❣ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣ ♣❛ ❤.✳

❉✉❡  ♦  ❤❡ .♠❛❧❧♥❡.. ♦❢ κ/T ❝❤❛♥❣❡ ✐♥  ❤❡ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣ . ❛ ❡ ❛ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞.✱ ✐ 

✐. ♥♦ ❡❛.②  ♦ ❞❡ ❡$♠✐♥❡  ❤❡ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣  $❛♥.✐ ✐♦♥  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ❢$♦♠  ❤❡  ❤❡$♠❛❧

❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ② ♠❡❛.✉$❡♠❡♥ .✳

■♥  ❤❡ κ/T ❝✉$✈❡. ✐♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✻  ❤❡ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣  $❛♥.✐ ✐♦♥ ✐. ♠❛$❦❡❞ ❜② ❛ ❦✐♥❦✱

✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡. ✇❡❛❦❡$ ❛♥❞ ❜$♦❛❞❡$ ✇❤❡♥ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❝$❡❛.❡.✱ ❛♥❞ ✐. ❞✐✣❝✉❧  ♦ ❞❡✲

 ❡❝ ♦♥  ❤❡ $❛✇ ❞❛ ❛✳ ❚❤❡  $❛♥.✐ ✐♦♥ .✐❣♥❛ ✉$❡. ❛$❡ ❝❧❡❛$❡$ ♦♥  ❤❡ ❞❡$✐✈❛ ✐✈❡ ♦❢ κ/T ✇✐ ❤

$❡.♣❡❝  ♦  ❤❡  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ✭(κ/T )′✮✱ .♦♠❡ ♦❢  ❤❡ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ♣$❡.❡♥ ❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡

.✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣  $❛♥.✐ ✐♦♥ ✐. ♠❛$❦❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝$❡❛.❡ ♦❢ (κ/T )′ ❢$♦♠  ❤❡ .♠♦♦ ❤ ✭❧✐♥❡❛$✮

✈❛$✐❛ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♣❤❛.❡✳ ❲❤❡♥  ❤❡ .❛♠♣❧❡ ✐. ❝♦♠♣❧❡ ❡❧② ✐♥.✐❞❡  ❤❡ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝ ✐♥❣

♣❤❛.❡✱  ❤❡  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/T ✐. . $♦♥❣❡$ ❛♥❞ (κ/T )′ ❤❛. ❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡.✳ ❍♦✇✲

❡✈❡$✱ .✐♥❝❡  ❤❡  ❡♠♣❡$❛ ✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/T ✐. ♥♦ ♠❡❛.✉$❡❞ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉.❧② ✐♥ ♦✉$ . ✉❞②✱

(κ/T )′ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ✇✐ ❤ ❛ ❧❛$❣❡ ♥♦✐.❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡. ❛❝❝✉$❛ ❡ ❞❡ ❡$♠✐♥❛ ✐♦♥

♦❢ Hc2 ❞✐✣❝✉❧ ✳

■♥ ❈❤❛♣ ❡$ ✸✱  ❤❡ Hc2 ✐. ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❜② ✜  ✐♥❣  ❤❡ ▲♦$❡♥③ $❛ ✐♦ L/L0 = (κρ)/(TL0)✱ ❝❛❧✲

❝✉❧❛ ❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ❡① $❛♣♦❧❛ ❡❞ ♥♦$♠❛❧ ♣❤❛.❡ $❡.✐. ✐✈✐ ② ❞❛ ❛✳ ■♥  ❤❡ ✜ ✱ L/L0 ✐. ❝♦♥.✐❞❡$❡❞

 ♦ ❜❡  ❤❡ .✉♠ ♦❢  ✇♦ ❝♦♥ $✐❜✉ ✐♦♥.✿  ❤❡ ♥♦♥✲❡❧❡❝ $♦♥✐❝ ♣❛$ ✱ ✜  ❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝✲

 ✐♦♥ ♦❢ ♦$❞❡$ 3✱ ❛♥❞  ❤❡ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝ $♦♥✐❝ ❝♦♥ $✐❜✉ ✐♦♥  ♦  ❤❡  ❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝ ✐✈✐ ②

✼✹



Hc2

Tρ=0
c
16

Hc2

κ/κ(n)

κ/κ(n)

(κ/T )′

ρ/ρn

(κ/T )′

7 T
Tρ=0 8 T

Hc2

Tρ=0
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮ ✭✐✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸ ⑤ ❙✉♣❡$❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ )$❛♥-✐)✐♦♥ ✐♥ κ/T ❛♥❞ ρ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ♠❡❛-✉$❡❞ ♦♥ )❤❡

-❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥) ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞- ❛❧♦♥❣ )❤❡ ❜✲❛①✐- ✭✭❛✮ )♦ ✭❢✮✮ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ )❤❡ ❛✲❛①✐-

✭✭❣✮ )♦ ✭✐✮✮✳ ❘❡❞ ❝✐$❝❧❡-✿ ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝)$♦♥✐❝ ❝♦♥)$✐❜✉)✐♦♥ )♦ )❤❡ )❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝)✐✈✐)②

κ/κn✳ ❇❧✉❡ )$✐❛♥❣❧❡-✿ $❡-✐-)✐✈✐)② ♥♦$♠❛❧✐③❡❞ )♦ )❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♣❤❛-❡ ✈❛❧✉❡- ✭ρ/ρn✮✳ D✉$♣❧❡

)$✐❛♥❣❧❡-✿ ❉❡$✐✈❛)✐✈❡ ♦❢ κ/T ✇✐)❤ $❡-♣❡❝) )♦ )❡♠♣❡$❛)✉$❡✱ ✐♥ ✉♥✐) ♦❢ J K−3 m−1
✱ -❝❛❧❡ ♦♥

)❤❡ $✐❣❤)✳ ❚❤❡ ✈❡$)✐❝❛❧ ❞❛-❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛)❡- )❤❡ -✉♣❡$❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ )$❛♥-✐)✐♦♥ )❡♠♣❡$❛)✉$❡

❣✐✈❡♥ ❜② )❤❡ ✜) ❢♦$ )❤❡ κ/κn ❞❛)❛ ✭❣$❡❡♥ -♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳

✉♥❞❡$ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ )❤❡ $❡-✐-)✐✈✐)② )$❛♥-✐)✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡- ❜$♦❛❞❡$ ✉♥❞❡$

♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ )❤❡ ❛✲❛①✐- ❜✉) ❜❡❝♦♠❡- -❤❛$♣ ✉♥❞❡$ ♠❛❣♥❡)✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ )❤❡ ❜✲❛①✐-

✭-❡❡ ✜❣✉$❡ ✸✳✺ ✐♥ ❈❤❛♣)❡$ ✸✳✷✳✶✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐-❝✉-- )❤✐- ♣♦✐♥) ✐♥ ❞❡)❛✐❧ ✐♥ )❤❡ ♥❡①) -❡❝)✐♦♥✳

✼✻



Tρ=0

Tonset
90% 10%

T10% T90% Tρ=0 Tonset
T10% T90%

Tonset − Tρ=0 T90% − T10%
3 T

T10%
T90% 3 T

5 T

Hc2
c
16 Tρ=0 Tonset

T10% T90%

T90% − T10%

a
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c
35

16 T a
30

c
35

T90%−T10%
Hc2 T10%

T90%
c
16

c
35 T90% − T10%

4 T 0 T 5 T
a
30



❋✐❣✉$❡ ✻✳✺ ⑤ ❘❡"✐"$✐✈✐$② ♥♦)♠❛❧✐③❡❞ ❜② $❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♣❤❛"❡ ✈❛❧✉❡ ρ/ρn ❛" ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢
$❡♠♣❡)❛$✉)❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✭"❛♠♣❧❡ ❙

c
35✱ ♣)❡✈✐♦✉"❧② ♠❡❛"✉)❡❞ ❜② ❉✳❆♦❦✐✱ ✉♥♣✉❜❧✐"❤❡❞ ❞❛$❛✮

✉♥❞❡) ❞✐✛❡)❡♥$ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❜✲❛①✐"✿ ❡✈❡)② $❡"❧❛ ❢)♦♠ 0 T ✭♦♥ $❤❡ )✐❣❤$✮ $♦

16 T ✭♦♥ $❤❡ ❧❡❢$✮✳ ❚❤❡ ❝✉)✈❡" ❛)❡ "❤✐❢$❡❞ $♦ ❜❡ "❡❡♥ ❝❧❡❛)❧②✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✻ ⑤ ✭❛✮✿ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ )❡"✐"$✐✈✐$② $)❛♥"✐$✐♦♥ ✇✐❞$❤✱ ❣✐✈❡♥ ❜② T90% −
T10%✱ ♦❢ ❯❈♦●❡ ❢♦) ❍✴✴❜✱ ♠❡❛"✉)❡❞ ♦♥ "❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ❛♥❞ $✇♦ "❛♠♣❧❡" ♣)❡✈✐♦✉"❧② ♠❡❛"✉)❡❞

❜② ❉✳ ❆♦❦✐ ✭"❛♠♣❧❡ ❙

a
30✱ ♥♦$❡❞ #✶ ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✵❪ ❛♥❞ ❙c35✱ ✉♥♣✉❜❧✐"❤❡❞ ❞❛$❛✮✳ ✭❜✮✿ Hc2 ♦❢

❯❈♦●❡ ❢♦) ❍✴✴❜ ♣)♦❜❡❞ ✇✐$❤ )❡"✐"$✐✈✐$② ♦♥ $❤)❡❡ "❛♠♣❧❡"✳ ❉✐✛❡)❡♥$ ❝♦❧♦)" ❝♦))❡"♣♦♥❞

$♦ $❤❡ ❞✐✛❡)❡♥$ "❛♠♣❧❡"✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ♠❛)❦" ❝♦))❡"♣♦♥❞ $♦ $❤❡ T10% ❝)✐$❡)✐❛ ❛♥❞ $❤❡ ♦♣❡♥

♠❛)❦" ❝♦))❡"♣♦♥❞ $♦ $❤❡ T90% ❝)✐$❡)✐❛✳

❜❡❧♦✇ 4 T ❛♥❞ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T90%−T10% "❤♦✇" ✐))❡❣✉❧❛)✐$✐❡" ✐♥ $❤✐" )❡❣✐♦♥✳ ❇✉$
✐$ "❤❛)❡" $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ $❡♥❞❡♥❝② $❤❛$ $❤❡ )❡"✐"$✐✈✐$② $)❛♥"✐$✐♦♥ ❣❡$" "❤❛)♣ ✉♥❞❡) ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣

✼✽



Hc2 Hc2

Tsc Hc2

T90% − T10% 5 T 10 T
Hc2 T90%−T10% 10 T
Hc2 T90% − T10%

2 2

= 670
dρ/dT

Tc
2 2

Hc2

2 2

2 2

= 670

2 2

Hc2



 ❡"✐"$✐✈✐$② ♠❡❛"✉ ❡♠❡♥$"✱ ❛♥❞ $❤❡ ❧❛$$❡ ❛♣♣❡❛ " ✐♥ ❛♥ ❛❜ ✉♣$ ✇❛② ✉♥❞❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞✳

❚❤✐" ✐" ❛❝$✉❛❧❧② ✇❤❛$ ✐" ♦❜"❡ ✈❡❞ ✐♥ ❯❈♦●❡ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ❛❜♦✈❡ 8 T ✐" ❛♣♣❧✐❡❞

❛❧♦♥❣ $❤❡ ❜✲❛①✐"✳ ■♥ ❘❡❢✳❬✾✵❪ $❤❡ ❛✉$❤♦ " ❛""♦❝✐❛$❡ $❤✐" "❤❛ ♣ $ ❛♥"✐$✐♦♥ ✐♥  ❡"✐"$✐✈✐$② ✇✐$❤

❛ ♠❡❧$✐♥❣ $ ❛♥"✐$✐♦♥ ✭Tm✮✱ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ✈♦ $✐❝❡" ❡♥$❡ ❛ ❧✐F✉✐❞ ♣❤❛"❡✱ ❛♥❞ $❤❡ "❛♠♣❧❡

❤❛" ✜♥✐$❡  ❡"✐"$✐✈✐$② ❡✈❡♥ ✐❢ ✐$ ✐" "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡ ✱ $❤❡  ❡"❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡"❡ $✇♦ "②"$❡♠"  ❛✐"❡" ♦$❤❡ F✉❡"$✐♦♥"✿ ❢♦ ❯❘✉ 2❙✐2✱

$❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛" ❜❡❡♥ ♦❜"❡ ✈❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ F✉❛❧✐$② "❛♠♣❧❡"✱ ✇❤❡ ❡ $❤❡ ✈♦ $❡① ♣✐♥♥✐♥❣ ✐"

✇❡❛❦✳ ❲❡ ❞♦ ♦❜"❡ ✈❡ $❤❡ "❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ❧❡"" ❝❧❡❛♥ "❛♠♣❧❡ ✐♥ ❯❈♦●❡ ✭❘❘❘

= 16 ✐♥"$❡❛❞ ♦❢ ❘❘❘ = 670✮ ❚❤✐" F✉❡"$✐♦♥" $❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐"♠✿ ✐" ✐$ ❝♦♥$ ♦❧❧❡❞ ❜②

✐♠♣✉ ✐$✐❡"❄ ■" ✐" "✐♠✐❧❛ ✐♥ $❤❡ $✇♦ "②"$❡♠"❄ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ❯❘✉2❙✐2 $❤❡  ❡"✐"$✐✈✐$② $ ❛♥"✐$✐♦♥

❛♣♣❡❛ " "❤❛ ♣✱ ❛♥❞ ❧✐❡" ❧♦✇❡ $❤❛♥ $❤❡ ❜✉❧❦ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ $ ❛♥"✐$✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ♠❛❧

❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$②✱ ❛" "♦♦♥ ❛" "♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ✭0.6 T✮ ✐" ❛♣♣❧✐❡❞✳ ▼♦ ❡♦✈❡ ✱ $❤❡ "❛♠❡

❜❡❤❛✈✐♦ ✐" ♦❜"❡ ✈❡❞ ❜♦$❤ ❢♦ $❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ $❤❡ ❜❛"❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❝✲❛①✐"✳ ■♥ ❯❈♦●❡✱

$❤✐" ❜❡❤❛✈✐♦ ❛♣♣❡❛ " ♦♥❧② ✐♥ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ❛❜♦✈❡ 8 T ❢♦ ❍✴✴❜✳ ❋♦ $❤❡ ♦$❤❡ $✇♦ ✜❡❧❞

❞✐ ❡❝$✐♦♥"✱ "✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦ ✐" ♥♦$ ♦❜"❡ ✈❡❞✿ ❢♦ ❍✴✴❛✱ $❤❡ Hc2 ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$②

❢♦❧❧♦✇" $❤❡ Tρ=0 ❧✐♥❡ ♦❢  ❡"✐"$✐✈✐$② ✉♣ $♦ 5 T✱ ❛♥❞ $❤❡  ❡"✐"$✐✈✐$② $ ❛♥"✐$✐♦♥ ✇✐❞$❤ ❝♦♥$✐♥✉❡"

$♦ ❜ ♦❛❞❡♥ ✉♣ $♦ 8 T ✐♥ ♦✉ ♠❡❛"✉ ❡♠❡♥$"✱ ❛♥❞ ✉♣ $♦ 16 T ✐♥ ♣ ❡✈✐♦✉" "$✉❞✐❡" ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✵❪✳

❚❤✐" "✉❣❣❡"$" $❤❛$ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ $❤❡ ♠✐①❡❞ "$❛$❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✐" $ ✐❣❣❡ ❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡$✐❝

✜❡❧❞" ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❜✲❛①✐"✳

❚❤❡"❡ F✉❡"$✐♦♥" "$ ♦♥❣❧② ♠♦$✐✈❛$❡ ✐♥✈❡"$✐❣❛$✐♦♥" ♦♥ $❤❡ ✈♦ $❡① "$❛$❡ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ✐♥

♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ✐$" ❜✲❛①✐"✳ ■♥ ♦✉ ❡①♣❡ ✐♠❡♥$✱ ❡✛♦ $" ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ $♦ "$✉❞②

$❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ❝ ✐$✐❝❛❧ ❝✉  ❡♥$ ❛♥❞ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ✐♥❝ ❡❛"✐♥❣ ❡❧❡❝$ ✐❝❛❧ ❝✉  ❡♥$ ♦♥ $❤❡

 ❡"✐"$✐✈✐$②✳ ❇✉$ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $❤❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② "❡$✲✉♣✱ ✭❛❜♦✈❡ ❛❧❧ $♦

$❤❡ ❛""♦❝✐❛$❡❞ ❤❡❛$✐♥❣ ❡✛❡❝$ $❤❛$ "$ ♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡" $❤❡ "❛♠♣❧❡  ❡"✐"$❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝❧♦"❡

$♦ ❛ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ $ ❛♥"✐$✐♦♥✮✱ $❤❡"❡ ♠❡❛"✉ ❡♠❡♥$" ❞✐❞ ♥♦$  ❡❛❝❤ ✜ ♠ ❝♦♥❝❧✉"✐♦♥"✳

❯♥❞❡ "$❛♥❞✐♥❣ $❤❡"❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ $❤✉"  ❡F✉✐ ❡" ❢✉$✉ ❡ ❡①♣❡ ✐♠❡♥$" "♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡"✐❣♥❡❞ $♦

♣ ♦❜❡ $❤❡ ✈♦ $❡① ♠♦$✐♦♥" ❢♦ ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✳

✻✳✸ ❚❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ✐♥ /❤❡ 3✉♣❡&❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ ♣❤❛3❡

❆♥♦$❤❡ ❡①♣❡ ✐♠❡♥$❛❧ ✐♥❞✐❝❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$✐♥❣ $♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣❤❛"❡

✐♥ ❯❈♦●❡ ✉♥❞❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❜✲❛①✐"✱ ❝♦♠❡" ❢ ♦♠ $❤❡ $❤❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$②

❞❛$❛ ✐♥"✐❞❡ $❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣❤❛"❡✳ ❋✐❣✉ ❡ ✻✳✽ ♣ ❡"❡♥$" $❤❡ ❡❧❡❝$ ♦♥✐❝ ❝♦♥$ ✐❜✉$✐♦♥"

$♦ $❤❡ $❤❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ♥♦ ♠❛❧✐③❡❞ $♦ $❤❡ ♥♦ ♠❛❧ ♣❤❛"❡ ✈❛❧✉❡" ✭κ/κn✮✱ ❛" ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥

♦❢ $❤❡ $❡♠♣❡ ❛$✉ ❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ $ ❛♥"✐$✐♦♥ $❡♠♣❡ ❛$✉ ❡ ✭T/Tsc✮✱ ✉♥❞❡ 
❞✐✛❡ ❡♥$ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞" ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❜✲❛①✐"✳

❋♦ ✜❡❧❞" ❜❡❧♦✇ 9 T✱ κ/κn ✐♥"✐❞❡ $❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣❤❛"❡ ✐♥❝ ❡❛"❡" ♦♥❧② "❧✐❣❤$❧②

✇✐$❤ ✜❡❧❞✳ ■$ ✐" ❡✈❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ♠❡❛"✉ ❡♠❡♥$" ❡  ♦ "✱ ❢♦ 

✜❡❧❞" ❜❡$✇❡❡♥ 5 T ❛♥❞ 8 T✳ ❍♦✇❡✈❡ ✱ ❢♦ ✜❡❧❞" ❛❜♦✈❡ 9 T✱ κ/κn ✐♥❝ ❡❛"❡" "$❡❛❞✐❧② ✇✐$❤

✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛♣♣ ♦❛❝❤❡" 1 F✉✐❝❦❧② ✭$❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ $ ❛♥"✐$✐♦♥ "✐❣♥❛❧ "❤ ✐♥❦"✮✳

▼❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡" $❤❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ✐♥"✐❞❡ $❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣❤❛"❡ ❜♦$❤

❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ $❤❡ F✉❛"✐♣❛ $✐❝❧❡ ♠❡❛♥ ❢ ❡❡ ♣❛$❤ ❛♥❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ $❤❡ ❞❡♥"✐$② ♦❢ $❤❡ ❡①❝✐$❡❞

F✉❛"✐♣❛ $✐❝❧❡" ❞✉❡ $♦ $❤❡ "❤✐❢$ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡❝$ ♦♥ ❡♥❡ ❣② ✭❉♦♣♣❧❡ ❡✛❡❝$✮✳ ❋♦ ❛ ❧♦✇ F✉❛❧✲

✐$② "❛♠♣❧❡ $❤❡ ❢♦ ♠❡ ❡✛❡❝$ ✐" ✇❡❛❦✱ ❛" ❡❧❛"$✐❝ "❝❛$$❡ ✐♥❣ ♣ ♦❝❡""❡" ❢ ♦♠ $❤❡ ✐♠♣✉ ✐$✐❡"

❞♦♠✐♥❛$❡ $❤❡ F✉❛"✐♣❛ $✐❝❧❡ $ ❛♥"♣♦ $✳ ❋♦ $❤❡ ❧❛$$❡ ✱ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/T ✇✐❧❧

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ $❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♦ ❞❡ ♣❛ ❛♠❡$❡ ✱ ♦ ♠♦ ❡ ❡①❛❝$❧②✱ ♦♥ $❤❡ ♥♦❞❛❧ "$ ✉❝$✉ ❡

♦❢ $❤❡ "✉♣❡ ❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ❣❛♣❬✾✶✱ ✾✷✱ ✾✸❪✳ ❋✐❣✉ ❡ ✻✳✾ ♣ ❡"❡♥$" $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/κn

✽✵



❋✐❣✉$❡ ✻✳✽ ⑤ ❊❧❡❝$%♦♥✐❝ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥+ $♦ $❤❡ $❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ♥♦%♠❛❧✐③❡❞ $♦ ✐$+

♥♦%♠❛❧ ♣❤❛+❡ ✈❛❧✉❡+ κ/κn✱ ❛+ ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❡♠♣❡%❛$✉%❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$✐♥❣
$%❛♥+✐$✐♦♥ $❡♠♣❡%❛$✉%❡ T/Tsc✱ ✉♥❞❡% ❞✐✛❡%❡♥$ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞+ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❜✲❛①✐+ ♦❢ ❯❈♦●❡
✭+❛♠♣❧❡ # ✶✮✳ ❋♦% ✜❡❧❞ ❛❜♦✈❡ 10 T✱ $❤❡ ❣%❛② +♦❧✐❞ ❧✐♥❡+ ♣%❡+❡♥$ $❤❡ ✜$ ✉+❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣$❡%
✸✳✷✳✶ $♦ ❞❡$❡%♠✐♥❡ Hc2✳

✐♥ $❤❡ T = 0 ❧✐♠✐$✱ ❢♦% ❞✐✛❡%❡♥$ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ +②+$❡♠+❬✾✶❪✳ ❋♦% ❛♥ s✲✇❛✈❡ +✉♣❡%❝♦♥✲
❞✉❝$♦% ✐♥ $❤❡ ❝❧❡❛♥ ❧✐♠✐$ ✇❤✐❝❤ ❤❛+ ♥♦❞❡❧❡++ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ❣❛♣ ✭◆❜ ❬✾✹❪✮✱ ❛$ T = 0 $❤❡
K✉❛+✐♣❛%$✐❝❧❡+ ❛%❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥+✐❞❡ $❤❡ ✈♦%$❡① ❝♦%❡+ ✇✐$❤ ❛ ♠✉❝❤ %❡❞✉❝❡❞ ♠❡❛♥ ❢%❡❡ ♣❛$❤

✭ξ0 << l✮✳ ❚❤✉+ κ/κn(0) ✐♥❝%❡❛+❡+ ❜❛%❡❧② ✇✐$❤ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞✱ ✉♥$✐❧ ✐$ ✐+ ✈❡%② ❝❧♦+❡ $♦
Hc2✳ ❋♦% +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$♦%+ $❤❛$ ♣%❡+❡♥$+ ♥♦❞❡+ ♦♥ $❤❡ ❣❛♣✱ ❞✉❡ $❤❡ ✭❉♦♣♣❧❡%✮ ❡♥❡%❣② +❤✐❢$

✉♥❞❡% ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞✱ $❤❡ +②+$❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✜♥✐$❡ ❞❡♥+✐$② ♦❢ +$❛$❡+ ❛$ ③❡%♦ $❡♠♣❡%❛$✉%❡

✉♥❞❡% ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ κ/κn(0) ✐♥❝%❡❛+❡+ ♠♦%❡ +$%♦♥❣❧② ✇✐$❤ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞✿ ✐♥ $❤❡ ✉♥❝♦♥✈❡♥✲
$✐♦♥❛❧ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$♦% ❯O$3❬✾✺❪✱ κ/κn(0) ✐+ ❧✐♥❡❛%❧② ✐♥ ✜❡❧❞✳ ■♥ ♠✉❧$✐❣❛♣ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$♦%+
▼❣❇2❬✾✻❪ ❛♥❞ O%❖+4❙❜12❬✾✶❪✱ κ/κn(0) +❤♦✇+ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❥✉♠♣ +$%✉❝$✉%❡✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❞✐✛❡%❡♥$
✜❡❧❞ +❝❛❧❡+ ❢♦% $❤❡ +✉♣♣%❡++✐♦♥ ♦❢ $❤❡ +♠❛❧❧ ❛♥❞ $❤❡ ❧❛%❣❡ ❣❛♣+✳

❯♥❢♦%$✉♥❛$❡❧②✱ ✐♥ ♦✉% +$✉❞②✱ $❤❡ ♠❡❛+✉%❡♠❡♥$+ ✇❡%❡ ♥♦$ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❞♦✇♥ $♦ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤

$❡♠♣❡%❛$✉%❡ $♦ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ❣✐✈❡ ♣%❡❝✐+❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ κ/κn(0) ❢♦% ❍✴✴❜✳ ❋♦% ♠♦+$ ♦❢ $❤❡ ✜❡❧❞+
$❤❡ κ/T ♠❡❛+✉%❡♠❡♥$+ ❛%❡ ♣%❡❢♦%♠❡❞ ❞♦✇♥ $♦ 150 mK✱ ❜❡❝❛✉+❡ ❜❡❧♦✇ $❤✐+ $❡♠♣❡%❛$✉%❡

$❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜%❛$✐♦♥+ ❢%♦♠ $❤❡ ♣✉❧+❡✲$✉❜❡ ✉♥✐$ ❧❡❛❞ $♦ ✐♥❝%❡❛+✐♥❣ ❧❛%❣❡ ♥♦✐+❡ ❧❡✈❡❧

♦♥ $❤❡ +❛♠♣❧❡ $❤❡%♠♦♠❡$❡%+ ✭+❡❡ ❈❤❛♣$❡% ✷✳✶✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ✐$ ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡

✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/κn(0) K✉❛❧✐$❛$✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✜$ ✉+❡❞ $♦ ❞❡$❡%♠✐♥❡ Hc2 ✐♥ ❈❤❛♣$❡% ✸✳✷✳✶

❣✐✈❡+ ♦♥❡ ✇❛② $♦ ♦❜$❛✐♥ κ/κn(0)✳ ❙♦♠❡ ♦❢ $❤❡+❡ ✜$+ ❛%❡ ♣%❡+❡♥$❡❞ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✻✳✽ $♦❣❡$❤❡%
✇✐$❤ $❤❡ %❛✇ κ/κn ❞❛$❛✳ ■$ ✜$+ $❤❡ κ/κn ❞❛$❛ ✐♥ $❤❡ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣❤❛+❡ ✇✐$❤ ❛ ❧✐♥❡❛%
❞❡❝%❡❛+❡ $❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❛%❛❜♦❧✐❝ %♦✉♥❞✐♥❣ ❢♦% T ❝❧♦+❡ $♦ ③❡%♦✱ ✇✐$❤ $❤❡ +❧♦♣❡ ✜①❡❞ ❛$

③❡%♦ ❛$ T = 0✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ $❤❡ ❡①$%❛♣♦❧❛$✐♦♥ $♦ ③❡%♦ ✇✐$❤ K✉❛❞%❛$✐❝ ✜$ ✐+ %❛$❤❡% ❛%❜✐$%❛%②✳
❚♦ +❡❡ $❤❡ %♦❜✉+$♥❡++ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥ ❞%❛✇♥ ❢%♦♠ $❤✐+ ❛♥❛❧②+✐+✱ ✇❡ ❛❧+♦ ♣%❡+❡♥$ $❤❡

✈❛❧✉❡ ❡①$%❛♣♦❧❛$❡❞ ❧✐♥❡❛%❧② ✇✐$❤ $❤❡ +❧♦♣❡ %✐❣❤$ ❜❡❧♦✇ Tsc ✐♥+✐❞❡ $❤❡ +✉♣❡%❝♦♥❞✉❝$✐♥❣
♣❤❛+❡✳ ❋✐❣✉%❡ ✻✳✶✵❛ ♣%❡+❡♥$+ $❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/κn(0) ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ✜$✱ ❛♥❞ $❤❡ ♦♥❡

✽✶
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✵ ⑤ ✭❛✮✿ κ/κn(0) ❛" ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❢♦. ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✳ ❘❡❞ ❝✐.❝❧❡"✿ ❣✐✈❡♥

❜② '❤❡ ✜' ✐♥ ❈❤❛♣'❡. ✸✳✷✳✶✳ ❇❧✉❡ '.✐❛♥❣❧❡"✿ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ ❧✐♥❡❛. ❡①'.❛♣♦❧❛'✐♦♥" ♦❢ '❤❡

κ/κn ❜❡❧♦✇ Tsc ✭"❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮✳ ✭❜✮✿ κ/κn(0) ❛" ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ H/Hc2(0) ❢♦. ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡

✭"❛♠♣❧❡ ❙

c
16✮✱ ✇✐'❤ '❤❡ Hc2(0) ❣✐✈❡♥ ❜② '❤❡ "'.♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥" ✐♥ ❈❤❛♣'❡. ✹✳✸✳

κ/κn(0) ❢♦. ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❢.♦♠ '❤❡ ❧♦✇ '❡♠♣❡.❛'✉.❡ ♠❡❛"✉.❡♠❡♥'" ♦♥ ❛ ❤✐❣❤ G✉❛❧✐'②

"❛♠♣❧❡ ❙

b
150 ✐♥ ❘❡❢✳❬✷✽❪ ✐" ❡G✉❛❧❧② ♣.❡"❡♥'❡❞ ❢♦. ❝♦♠♣❛.✐"♦♥✱ ✇✐'❤ '❤❡ Hc2(0) .❡✲❛❞❥✉"'❡❞

✇✐'❤ '❤❡ ❛♥❛❧②"✐" ✐♥ ❈❤❛♣'❡. ✹✳✹ ✐♥ '❤✐" "'✉❞②✳ ❚❤❡ "♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐" ❛ ❣✉✐❞❡ ❢♦. '❤❡ ❡②❡✳

❞.♦♣ ♦❢ '❤❡ ❝.✐'✐❝❛❧ ❝✉..❡♥'✳

✻✳✹ ❉✐%❝✉%%✐♦♥% ❛♥❞ ♣❡.%♣❡❝/✐✈❡%

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐"❝✉""✐♦♥" ♣.❡"❡♥' '✇♦ ❢❡❛'✉.❡" '❤❛' ♠✐❣❤' "❤❡❞ ❧✐❣❤' ♦♥ '❤❡ ✉♥❞❡."'❛♥❞✐♥❣

♦❢ "✉♣❡.❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✐♥ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✳

❚❤❡ ✜."' ♦♥❡ ✐" '❤❡ ❝.♦""✐♥❣ ♦❢ '❤❡ Hc2 ❢.♦♠ ❜✉❧❦ ♣.♦❜❡ ✭'❤❡.♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✮ ❛♥❞

'❤❡ Hc2 ❢.♦♠ .❡"✐"'✐✈✐'② ❛' 8 T✱ '♦❣❡'❤❡. ✇✐'❤ '❤❡ ♥❛..♦✇❡❞ .❡"✐"'✐✈✐'② '.❛♥"✐'✐♦♥ ❛❜♦✈❡

'❤✐" ✜❡❧❞✿ ✐' ❝❛♥ ❜❡ ♠♦"' ♥❛'✉.❛❧❧② ❛""♦❝✐❛'❡❞ ✇✐'❤ ❛ ✈♦.'❡①✲❧✐G✉✐❞ "'❛'❡ ❛" ✐" ♦❜"❡.✈❡❞ ✐♥

❯❘✉2❙✐2❬✾✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ '♦ ❝♦♥✜.♠ '❤✐" ❡①♣❧✐❝❛'✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♠♦.❡ ❞❡'❛✐❧❡❞ "'✉❞✐❡" ♦❢ '❤❡

✈♦.'❡① "'❛'❡ ✐♥ '❤✐" ❝❛"❡✳ ❚❤❡ .❡❛"♦♥ ❢♦. ✇❤✐❝❤ '❤✐" ❜❡❤❛✈✐♦. ❛♣♣❡❛." ♦♥❧② ❛' ✜❡❧❞ ❛❜♦✈❡

8 T ❢♦. ❍✴✴❜✱ ❛♥❞ ♥♦' ✐♥ '❤❡ ♦'❤❡. ✜❡❧❞ ❞✐.❡❝'✐♦♥" ♦. ❛' ❧♦✇❡. ✜❡❧❞"✱ .❡♠❛✐♥" ✉♥❦♥♦✇♥✳

❚❤❡ "❡❝♦♥❞ ❢❡❛'✉.❡ ✐" '❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ κ/κn(0)✳ ❆❧'❤♦✉❣❤ ♦✉. ♠❡❛"✉.❡♠❡♥'"

♣.❡"❡♥' ♦♥❧② '❤❡ G✉❛❧✐'❛'✐✈❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ κ/κn(0) ✉♥❞❡. ✜❡❧❞✱ ✐' "❤♦✇" ❝❧❡❛.❧② '❤❛' κ/κn(0)
.❡♠❛✐♥" ❧✐''❧❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡❧♦✇ 8 T ❢♦. ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❜✲❛①✐" ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛♥❞ ✐♥❝.❡❛"❡" ❞.❛"✲

'✐❝❛❧❧② ✇✐'❤ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❛❜♦✈❡ 8 T✳

❚❤❡ ✐♥'❡.♣.❡'❛'✐♦♥ ❢♦. '❤❡"❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐" "'✐❧❧ ♦♣❡♥✳ ❇✉' ❜♦'❤ ♦❢ '❤❡♠ "✉❣❣❡"' '❤❛'

❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉." ✐♥"✐❞❡ '❤❡ "✉♣❡.❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ♣❤❛"❡ ❛' ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❛.♦✉♥❞ 8 T✳ ■' ❝♦✉❧❞

❜❡ ❛""♦❝✐❛'❡❞ '♦ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♥♦❞❛❧ "'.✉❝'✉.❡ ✐♥ '❤❡ "✉♣❡.❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ❣❛♣✱ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞" '♦ ❞✐✛❡.❡♥' ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡❛' '.❛♥"♣♦.'✱ ♦. ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ '❤❡ ♣.♦♣❡.'✐❡" ♦❢ '❤❡

✈♦.'✐❝❡" '❤❛' ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ "②♠♠❡'.② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ '❤❡ p✲✇❛✈❡ ♦.❞❡. ♣❛.❛♠❡'❡.✳

❚❤❡ "✐'✉❛'✐♦♥ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❢♦. ❍✴✴❜ ❜❡✐♥❣ "✐♠✐❧❛. '♦ '❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❯❘❤●❡✱ "✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ "✉♣❡.❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ "'❛'❡ ✐" "♦♠❡❤♦✇ ❛✇❛✐'❡❞✳

✽✸



■♥ ❯❘❤●❡ '❤❡ ✐♠♣♦,'❛♥❝❡ ♦❢ ',❛♥0✈❡,0❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥0 ❛' ✜❡❧❞ ❛,♦✉♥❞ HR

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡,✐♠❡♥'❛❧❧② ♣,♦✈❡❞ ❜② ◆▼❘ 0'✉❞✐❡0✱ ✇❤✐❝❤ 0✉❣❣❡0' ❛' '❤❡ 0❛♠❡ '✐♠❡ '❤❡✐,

,♦❧❡ ✐♥ '❤❡ ❢♦,♠❛'✐♦♥ ♦❢ ,❡✲❡♥',❛♥' 0✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✳ ❚❤✐0 ♠❛❦❡0 '❤❡ ,❡✲❡♥',❛♥' ♣❤❛0❡

❞✐✛❡,❡♥' ❢,♦♠ '❤❡ ❧♦✇ ✜❡❧❞ ♣❤❛0❡✱ ✇❤❡,❡ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥0 ❛,❡ 0',♦♥❣❧② ■0✐♥❣✲'②♣❡

❛❧♦♥❣ '❤❡ 0♣♦♥'❛♥❡♦✉0 ❛①✐0 ✭❝✲❛①✐0✮✳ ❆❧'❤♦✉❣❤ ❞✐,❡❝' ♠❡❛0✉,❡♠❡♥'0 ♦❢ '❤❡ ',❛♥0✈❡,0❡

♠❛❣♥❡'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥0 ❤❛✈❡ ♥♦' ❜❡❡♥ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ✐♥ ❯❈♦●❡❬✼✺❪✱ ✐' ✐0 ♥❛'✉,❛❧ '♦ ❝♦♥0✐❞❡,

'❤❛' ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ❛ 0✐♠✐❧❛, 0✐'✉❛'✐♦♥ ♠✐❣❤' ❜❡ ♣,❡0❡♥'✳ ◆♦'❛❜❧②✱ '❤❡ ❞✐0❝✉00✐♦♥0 ♦♥ '❤❡

♣❛✐,✐♥❣ 0',❡♥❣'❤ ✉♥❞❡, ❍✴✴❜ ✐♥ ❈❤❛♣'❡, ✺✳✷ ,❡✈❡❛❧0 '❤❛' ✇✐'❤♦✉' '❛❦✐♥❣ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡

❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ',❛♥0✈❡,0❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥0 ✭❛❧♦♥❣ '❤❡ ❜✲❛①✐0✮✱ '❤❡ ♣,❡❞✐❝'❡❞

✐♥❝,❡❛0❡ ♦❢ '❤❡ ♣❛✐,✐♥❣ 0',❡♥❣'❤ λ ✇✐'❤ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ❜✲❛①✐0 ✐0 '♦♦ ✇❡❛❦ ❝♦♠♣❛,❡❞ ✇✐'❤ '❤❛'

❡①',❛❝'❡❞ ❢,♦♠ '❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥'❛❧ Hc2 ✭✇✐'❤ '❤❡ 0',♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥0 ✐♥ ❈❤❛♣'❡,✹✳✹✮✳

❲❤❛' ✐0 ♠♦,❡✱ ✉♥❞❡, ',❛♥0✈❡,0❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞0 ✭❍✴✴❛ ❛♥❞ ❜✮✱ '❤❡ 0♣✐♥ ❞✐,❡❝'✐♦♥0

♦❢ '❤❡ ♣❛✐,❡❞ ❡❧❡❝',♦♥0 ❛,❡ ♥♦' ❡①♣❡❝'❡❞ '♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐0 ✭♣❛,❛❧❧❡❧ '♦ '❤❡

0♣♦♥'❛♥❡♦✉0 ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ '❤❡ ❢❡,,♦♠❛❣♥❡'✐❝ 0'❛'❡✮ ❛0 ✐♥ ③❡,♦ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡② ❛,❡ 0✉♣♣♦0❡❞

'♦ ❜❡ ,♦'❛'❡❞ ✇✐'❤ ',❛♥0✈❡,0❡ ❡①'❡,♥❛❧ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡

❡①'❡,♥❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐'❤ ,❡0♣❡❝' '♦ '❤❡ ✐♥'❡,♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❬✸✾✱ ✺✻❪✳

❚❤✐0 ✐0 ❛ 0',♦♥❣ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ❢,♦♠ '❤❡ ❝❛0❡ ❍✴✴❝✱ ✇❤❡,❡ ♦♥❧② ■0✐♥❣✲'②♣❡ ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧

♠❛❣♥❡'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥0 ❛,❡ ♣,❡0❡♥'❬✼✷✱ ✺✼❪✳ ❚❤✐0 ❞❡❡♣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ '❤❡ ♣❛✐,✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐0♠

❝♦✉❧❞ ❡❛0✐❧② ❞,✐✈❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ p✲✇❛✈❡ ♦,❞❡, ♣❛,❛♠❡'❡, ✇✐'❤ ,❡0♣❡❝' '♦ '❤❡ ③❡,♦ ✜❡❧❞ ♦,

❍✴✴❝ ❝❛0❡✳ ❙♦ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉0 Hc2 ❢♦, ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡ ♠✐❣❤' ♥❡✈❡,'❤❡❧❡00 ,❡0✉❧' ❢,♦♠ '❤❡

❥✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '✇♦ ❞✐✛❡,❡♥' 0✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ ♣❤❛0❡0✱ 0✐♠✐❧❛, '♦ '❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ ❯❘❤●❡✳ ■♥ ♦✉,

0'✉❞②✱ ❡✛♦,'0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ '♦ ✐♥✈❡0'✐❣❛'❡ 0✉❝❤ ❛ 0❝❡♥❛,✐♦ ❜② ♠❡❛0✉,✐♥❣ ❝❧♦0❡❧② '❤❡ Hc2

❛,♦✉♥❞ '❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛' ❛,♦✉♥❞ 5 T✱ ❛♥❞ '♦ ',② '♦ ❞❡'❡❝' ❛ ❦✐♥❦ ✭❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 0❧♦♣❡✮ ✐♥ Hc2

'❤❛' ❝♦✉❧❞ ,❡✢❡❝' 0✉❝❤ ❛ ',❛♥0✐'✐♦♥ ✭0❡❡ ✐♥0❡' ♦❢ ✜❣✉,❡ ✻✳✷✮✳ ❯♥❢♦,'✉♥❛'❡❧② '❤✐0 ❝❛♥♥♦'

❜❡ ❞❡'❡❝'❡❞ ❝❧❡❛,❧② ❢,♦♠ ♦✉, ♠❡❛0✉,❡♠❡♥'0 ✇✐'❤✐♥ '❤❡ ❡,,♦, ❜❛,0 ❛00♦❝✐❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ Hc2

❞❡'❡,♠✐♥❛'✐♦♥ ❜② '❤❡,♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②✳

❚♦ ❝❧❛,✐❢② '❤❡ ❛❜♦✈❡ 0❝❡♥❛,✐♦✱ ✐' ✐0 ♥❡❝❡00❛,② '♦ 0'✉❞② '❤❡ 0✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ 0'❛'❡ ♦❢

❯❈♦●❡ ✉♥❞❡, ❍✴✴❜ ✇✐'❤ ♦'❤❡, ❡①♣❡,✐♠❡♥'❛❧ ♠❡'❤♦❞0✱ ❡0♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐'❤ ❜✉❧❦ 0❡♥0✐❜❧❡ '♦♦❧0

❛♥❞ ♠✐❝,♦0❝♦♣✐❝ ♠❡❛0✉,❡♠❡♥'0✳ ❋♦, ❡①❛♠♣❧❡ ✐' ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡,② ✉0❡❢✉❧ '♦ 0'✉❞② '❤❡ ✈♦,'❡①

0'❛'❡ ✐♥ '❤✐0 ❝❛0❡ ✇✐'❤ '✉♥♥❡❧✐♥❣ 0♣❡❝',♦0❝♦♣② ♠❡'❤♦❞0❄ ❚❤❡ ,❡0✉❧'0 ♣,❡0❡♥'❡❞ ❤❡,❡ ♦♥❧②

❣✐✈❡ ❛ ✜,0' ❤✐♥' ❛❜♦✉' '❤❡ ❡①✐0'❡♥❝❡ ♦❢ 0✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 0'❛'❡ ✐♥0✐❞❡ '❤❡ 0✉♣❡,❝♦♥❞✉❝'✐♥❣

♣❤❛0❡ ✉♥❞❡, ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✳
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❈❤❛♣$❡& ✼

▼✐*❝❡❧❧❛♥❡♦✉*

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❞✐#❝✉## ❛❜♦✉' '❤)❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♣)♦❜❧❡♠# ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛♥❞ ❯❇❡ 13✱ ✇❤✐❝❤

❛)❡ ♥♦' ❞✐)❡❝'❧② )❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ ♦'❤❡) ♣❛)'# ♦❢ '❤✐# #'✉❞②✳ ❚❤❡ )❡#✉❧'# ♣)❡#❡♥'❡❞ ❤❡)❡ #❤♦✇

'❤❡ ♣)♦❣)❡## ♠❛❞❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ '❤❡#❡ #✉❜❥❡❝'#✳ ❙❡❝'✐♦♥ ✼✳✶ ❞❡❛❧# ✇✐'❤ '❤❡)♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②

♠❡❛#✉)❡♠❡♥'# ✐♥ '❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♣❤❛#❡ ♦❢ ❯❈♦●❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ '❤❡ @❤❉ ✇♦)❦ ♦❢

▼✳❚❛✉♣✐♥ ❬✹✾❪✳ ❙❡❝'✐♦♥ ✼✳✷ ♣)❡#❡♥'# #♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛' ♠❡❛#✉)❡♠❡♥'# ♦❢ ❯❈♦●❡ ✉♣ '♦ 16 T ❢♦)

♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞# ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐#✱ ✇❤✐❝❤ ❛)❡ )❡❧❛'❡❞ '♦ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❋❡)♠✐ #✉)❢❛❝❡ ❝❤❛♥❣❡#✳

❙❡❝'✐♦♥ ✼✳✸ ♣)❡#❡♥'# '❤❡ ✜)#' )❡#✉❧'# ♦♥ '❤❡ ♦'❤❡) #②#'❡♠✱ ❯❇❡13✱ ❛♥❞ '❤❡ N✉❡#' '♦ ❤✐❣❤

N✉❛❧✐'② #✐♥❣❧❡ ❝)②#'❛❧# ❢♦) '❤✐# ❝♦♠♣♦✉♥❞✳

✼✳✶ ❚❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ✐♥ /❤❡ ♥♦&♠❛❧ ♣❤❛4❡ ♦❢ ❯❈♦●❡

■' ❤❛# ❜❡❡♥ ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣'❡) ✹✳✶ '❤❛' '❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♣❤❛#❡ ♦❢ ❯❈♦●❡ ✐# ❝❤❛)❛❝'❡)✐③❡❞

❜② '❤❡ ♣)❡#❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥# ✇❤✐❝❤ ❛)❡ #')♦♥❣❧② #✉♣♣)❡##❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞

❛❧♦♥❣ ✐'# ❝✲❛①✐#✳ ◆◗❘ ❛♥❞ ◆▼❘ #'✉❞✐❡# ❤❛✈❡ ❝❧❡❛)❧② #❤♦✇♥ '❤❡ ❡①✐#'❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡#❡ ■#✐♥❣✲

'②♣❡ #♣✐♥ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥# ❛♥❞ '❤❡✐) )❡#♣♦♥#❡ '♦ ❡①'❡)♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❙♦♠♠❡)❢❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥'

γ ❡N✉❛❧❧② ❞❡❝)❡❛#❡# #')♦♥❣❧② ✇✐'❤ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ❝✲❛①✐# ✇✐'❤✐♥ ❛ ✈❡)② ♥❛))♦✇ ✜❡❧❞

)❛♥❣❡✳ ❚❤✐# #❡❝'✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐#❝✉## ❛❜♦✉' '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥# ♦♥ '❤❡

♥♦)♠❛❧ ♣❤❛#❡ ❡❧❡❝')✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤❡❛' ')❛♥#♣♦)' ♣)♦♣❡)'✐❡# ✐♥ ❯❈♦●❡✳ ■♥ ♣❛)'✐❝✉❧❛)✱ ✐' ✇✐❧❧

❢♦❝✉# ♦♥ ❛♥ ❡①')❛ ❝♦♥')✐❜✉'✐♦♥ '♦ '❤❡ '❤❡)♠❛❧ ')❛♥#♣♦)' ✐♥ ❯❈♦●❡ '❤❛' ❤❛# ♠❛❣♥❡'✐❝

♦)✐❣✐♥❬✾✽❪✳

✼✳✶✳✶ #$❡✈✐♦✉* *+✉❞✐❡*

◆♦)♠❛❧ ♣❤❛#❡ '❤❡)♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✐♥ ❯❈♦●❡ ❤❛# ❜❡❡♥ #'✉❞✐❡❞ ♦♥ #❡✈❡)❛❧ #❛♠♣❧❡# ✐♥

❘❡❢✳❬✹✾✱ ✾✽❪✱ ✉♥❞❡) ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐#✳ ❆' '❡♠♣❡)❛'✉)❡ ♥❡❛) TCurie ✭2− 3 K✮✱
#')♦♥❣ ♥❡❣❛'✐✈❡ ♠❛❣♥❡'♦)❡#✐#'❛♥❝❡ ❢♦) ❍✴✴❝ ✐# ♦❜#❡)✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ '❤❡#❡ #❛♠♣❧❡#✱ )❡❣❛)❞❧❡## ♦❢

'❤❡✐) N✉❛❧✐'②✱ ❜♦'❤ ✐♥ '❤❡ ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧ ♦) ')❛♥#✈❡)#❡ ❝♦♥✜❣✉)❛'✐♦♥✳ ❇❛#❡❞ ♦♥ N✉❛♥'✐'❛'✐✈❡

❛♥❛❧②#❡# ♦❢ '❤❡ '❤❡)♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✭κ✮ ❛♥❞ )❡#✐#'✐✈✐'② ✭ρ✮ ❞❛'❛ ♦♥ ❞✐✛❡)❡♥' #❛♠♣❧❡#✱
❘❡❢✳❬✾✽❪ ♣♦✐♥'# ♦✉' '❤❡ ❡①✐#'❡♥❝❡ ♦❢ #♦♠❡ ❡①')❛ ❝♦♥')✐❜✉'✐♦♥# '♦ '❤❡ '❤❡)♠❛❧ ')❛♥#♣♦)'✱

♦'❤❡) '❤❛♥ '❤❡ ❡❧❡❝')♦♥# ❛♥❞ '❤❡ ♣❤♦♥♦♥#✱ ✇❤✐❝❤ ❛)❡ #')♦♥❣❧② #✉♣♣)❡##❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞

❛❧♦♥❣ ❝✲❛①✐#✳ ❚❤❡#❡ ❝♦♥')✐❜✉'✐♦♥# ✭κextra✮ ❛)❡ '❤✉# ❝♦♥#✐❞❡)❡❞ '♦ ❤❛✈❡ ♠❛❣♥❡'✐❝ ♦)✐❣✐♥✱ ❛♥❞
❛)❡ ❛##♦❝✐❛'❡❞ ❜② '❤❡ ❛✉'❤♦)# ✇✐'❤ '❤❡ #♣✐♥ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥# ♦❜#❡)✈❡❞ ✐♥ '❤❡ ◆▼❘ #'✉❞✐❡#❬✼✷❪✳

❋✐❣✉)❡✭✼✳✶❛✮ ♣)❡#❡♥'# '❤❡ '❡♠♣❡)❛'✉)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ '❤❡)♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ✭κ/T ✮
♦❢ ❯❈♦●❡❬✾✽❪ ✭❛♥❞ )❡#✐#'✐✈✐'② ρ ✐♥ '❤❡ ✐♥#❡'✮✱ ✉♥❞❡) ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❛' 0✱ 2 ❛♥❞ 6 T ❢♦)

❍✴✴❝✱ ♠❡❛#✉)❡❞ ♦♥ '❤❡ #❛♠♣❧❡ ❙

c
16✱ ✭#❛♠❡ #❛♠♣❧❡ ✉#❡❞ ❢♦) '❤❡ '❤❡)♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'②

✽✺
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L
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κextra/T 1.5 K TCurie

κextra/T
Sc
16 Sa

65 Sc
110 Sb

150
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b
4

a
11



✼✳✶✳✷ ❘❡&✉❧)& ❛♥❞ ❞✐&❝✉&&✐♦♥&

❋✐❣✉$❡ ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✹ ♣$❡.❡♥/ /❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ❛♥❞ $❡.✐./✐✈✐/② ♠❡❛.✉$❡♠❡♥/. ♦❢ ❯❈♦●❡

✉♥❞❡$ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞. ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❝✲❛①✐.✱ $❡.♣❡❝/✐✈❡❧② ♦♥ .❛♠♣❧❡ ❙

b
4 ✭❘❘❘ = 4✱ ✇✐/❤ ❥✴✴❜✮✱

❛♥❞ .❛♠♣❧❡ ❙

a
11 ✭❘❘❘ = 11✱ ✇✐/❤ ❥✴✴❛✮✳

❈♦♠♣❛$❡❞ ✇✐/❤ .❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✶❛✱ /❤❡.❡ /✇♦ .❛♠♣❧❡. ❛$❡ ♠❡❛.✉$❡❞ ✐♥ ❛ /$❛♥.✲

✈❡$.❡ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥✱ ✇✐/❤ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ /♦ /❤❡ ❝✉$$❡♥/ ❞✐$❡❝/✐♦♥✳ ■♥

.✉❝❤ ❝❛.❡✱ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡. /❤❡ ❡❧❡❝/$♦♥ ♠♦/✐♦♥ /❤$♦✉❣❤ /❤❡ ♦$❜✐/❛❧ ❡✛❡❝/✱

✇❤✐❝❤ $❡❞✉❝❡. /❤❡✐$ ♠❡❛♥ ❢$❡❡ /✐♠❡ ❛♥❞ ❢❛✈♦$. ♣♦.✐/✐✈❡ ♠❛❣♥❡/♦$❡.✐./❛♥❝❡✳ ❨❡/ ♥❡❣❛/✐✈❡

♠❛❣♥❡/♦$❡.✐./❛♥❝❡ ✐. ./✐❧❧ ♦❜.❡$✈❡❞ ✐♥ ❜♦/❤ .❛♠♣❧❡. ✐♥ ❛ ❧❛$❣❡ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ $❛♥❣❡✱ ❡.♣❡✲

❝✐❛❧❧② ❢♦$ ✜❡❧❞ ❜❡❧♦✇ 1.5 T ✭.❡❡ ✜❣✉$❡ ✼✳✹❞✮✳ ❖♥ /❤❡ ♦/❤❡$ ❤❛♥❞✱ ❧✐❦❡ /❤❡ $❡.✉❧/. ♦♥ .❛♠♣❧❡

❙

c
16 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✶❛✱ /❤❡ ✈❛❧✉❡. ♦❢ κ/T ❞❡❝$❡❛.❡. ✇✐/❤ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛❧♠♦./ /❤❡ ✇❤♦❧❡

/❡♠♣❡$❛/✉$❡ $❛♥❣❡✱ ❞❡.♣✐/❡ /❤❡ ♣$❡.❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛/✐✈❡ ♠❛❣♥❡/♦$❡.✐./❛♥❝❡✳ ❚❤✉. /❤❡ ♠❡❛✲

.✉$❡♠❡♥/. ✐♥ /❤❡.❡ /✇♦ .❛♠♣❧❡. .✉♣♣♦$/ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ /❤❡ ❡①✐./❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①/$❛ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥

κextra /♦ /❤❡ /❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② ./$♦♥❣❧② .✉♣♣$❡..❡❞ ❜② ❍✴✴❝✳

❲✐/❤ /❤❡.❡ ❞❛/❛ /❤❡$❡ ✐. ♥♦ ♣$♦♠✐.✐♥❣ ✇❛② /♦ .❡♣❛$❛/❡ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥. κextra
❢$♦♠ /❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥. κphonon✳ ❋✐❣✉$❡ ✼✳✺ ♣$❡.❡♥/. /❤❡ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡.
♦❢ /❤❡ .✉♠ ♦❢ /❤❡.❡ /✇♦ ♥♦♥✲❡❧❡❝/$♦♥✐❝ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥. ✭κ/T − κelec/T ✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐/❤ /❤❡

▲♦$❡♥/③ $❛/✐♦ ✭L/L0✮✱ ❛/ ❞✐✛❡$❡♥/ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞. ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❝✲❛①✐. ✐♥ .❛♠♣❧❡. ❙

b
4 ❛♥❞ ❙

a
11✳

L/L0 ✐♥❝$❡❛.❡. ✉♣ /♦ $❡.♣❡❝/✐✈❡❧② ❛$♦✉♥❞ 10 ❛♥❞ 9 ✐♥ /❤❡ /✇♦ .❛♠♣❧❡.✱ ❛/ T =7 K ❛♥❞ ❛/

③❡$♦ ✜❡❧❞✱ ❝♦♥.✐./❡♥/ ✇✐/❤ /❤❡ ❧❛$❣❡ $❡.✐❞✉❛❧ $❡.✐./✐✈✐/② ✐♥ /❤❡ /✇♦ .❛♠♣❧❡. ✭$❡.♣❡❝/✐✈❡❧②

❛❜♦✉/ 45 µΩ✳❝♠ ❛♥❞ 30 µΩ✳❝♠✮✳ ❯♥❞❡$ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ L/L0 ✐. ./$♦♥❣❧② .✉♣♣$❡..❡❞ ✐♥

❜♦/❤ .❛♠♣❧❡.✱ .✐♠✐❧❛$ /♦ .❛♠♣❧❡ ❙

c
16 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✶❛✳

❚❤❡ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ♦❢ /❤❡ ♥♦♥✲❡❧❡❝/$♦♥✐❝ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥. /♦ /❤❡ /❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝/✐✈✐/② κ/T −
κelec/T ✐♥ /❤❡.❡ /✇♦ .❛♠♣❧❡. ♣$❡.❡♥/ .✐♠✐❧❛$ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❝❧♦.❡ ✈❛❧✉❡.
❛/ T =7 K ✭❛❜♦✉/ 0.25 W K−2 m−1

✐♥ ❜♦/❤ ❝❛.❡.✮✳ ❯♥❞❡$ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❝✲❛①✐.✱

✐/ ❤❛. ❛ ./$♦♥❣❡$ $❡❞✉❝/✐♦♥ ✐♥ .❛♠♣❧❡ ❙

b
4 ✭❛❜♦✉/ ❛ 40% $❡❞✉❝/✐♦♥ ❛/ 7 K ❢♦$ H = 6 T✮

/❤❛♥ ✐♥ ❙

a
11 ✭♦♥❧② ❛❜♦✉/ ❛ 15% $❡❞✉❝/✐♦♥ ❛/ 7 K ❢♦$ H = 6 T✮✳ ❚❤✐. ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐♥ $❡.♣♦♥.❡

/♦ ♠❛❣♥❡/✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ $❡❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ❝✉$$❡♥/ ❞✐$❡❝/✐♦♥. ✐♥ /❤❡ .❛♠♣❧❡.✿ ❢♦$

.❛♠♣❧❡ ❙

b
4✱ ❥✴✴❜ ❛♥❞ ❢♦$ .❛♠♣❧❡ ❙

a
11✱ ❥✴✴❛✳

❍♦✇❡✈❡$✱ /❤❡ ✈❡$② ❧❛$❣❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥✱ ♦❜.❡$✈❡❞ ✐♥ .❛♠♣❧❡ Sb
150 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✷✱

✇❤✐❝❤ ❤❛. ❛♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡ ♠♦$❡ /❤❛♥ 0.25 W K−2 m−1
❛/ 0.5 K ❛/ ③❡$♦ ✜❡❧❞✱ ✐. ♥♦/ ♦❜.❡$✈❡❞

✐♥ ♦✉$ .❛♠♣❧❡ ❙

b
4 ✭.❛♠❡ ❝✉$$❡♥/ ❞✐$❡❝/✐♦♥✿ ❥✴✴❜✮✳ ❚❤✉. /❤❡ ❛♥✐.♦/$♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ κextra

❜❡❧♦✇ 1.5 K $❡♣♦$/❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳❬✾✽❪ ✐. ♥♦/ ❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② /❤❡ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥/. ♦♥ /❤✐. ♣♦♦$ Y✉❛❧✐/②

.❛♠♣❧❡ ❙

b
4✳ ■/ $❡♠❛✐♥. /♦ ❜❡ ✉♥❞❡$./♦♦❞✱ ✇❤❡/❤❡$ /❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ .❛♠♣❧❡ S

b
150 ✐♥

❘❡❢✳❬✾✽❪ ❛♥❞ .❛♠♣❧❡ ❙

b
4 ✐♥ /❤✐. ./✉❞② ✐. $❡❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ❤✐❣❤ Y✉❛❧✐/② ♦❢ /❤❡ .❛♠♣❧❡ Sb

150

✭❘❘❘= 150✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡. ✐/. ❜❡❤❛✈✐♦$ .♣❡❝✐❛❧✿ ✐♥ Sb
150 κ/T ✐. .✐❣♥✐✜❝❛♥/❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛/

❧♦✇ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ ❞✉❡ /♦ /❤❡ ❧❛$❣❡ ❡❧❡❝/$♦♥✐❝ ❝♦♥/$✐❜✉/✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐/ $❡❛❝❤❡. 1.1 W K−2 m−1
✮

❛/ 0.5 K❀ ♦$ ❞♦❡. /❤✐. ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦$✐❣✐♥❛/❡ ❢$♦♠ /❤❡ /♦♦ ❧♦✇ Y✉❛❧✐/② ♦❢ .❛♠♣❧❡ ❙

b
4✱ ✇❤✐❝❤

♣$❡.❡♥/. ❛ .✉♣❡$❝♦♥❞✉❝/✐♥❣ /$❛♥.✐/✐♦♥ ✐♥ $❡.✐./✐✈✐/② ❛/ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡$ /❡♠♣❡$❛/✉$❡ /❤❛♥ /❤❡

♦/❤❡$ .❛♠♣❧❡.✱ ❛♥❞ ❤❛. ❛ ❜❛$❡❧② ♥♦/✐❝❡❛❜❧❡ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡/✐❝ /$❛♥.✐/✐♦♥✳ ■/ ✐. ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

/❤❛/ ✐♥ ❯❈♦●❡ ❢❡$$♦♠❛❣♥❡/✐❝ ♦$❞❡$ ✭TCurie✮ ✐. ❡✈❡♥ ♠♦$❡ .❡♥.✐/✐✈❡ /♦ .❛♠♣❧❡ Y✉❛❧✐/② /❤❛♥

Tsc✿ ♣$♦❜❛❜❧② ✐♥ .❛♠♣❧❡ ❙
b
4✱ /❤❡ ♠❛❣♥❡/✐❝ ❡①❝✐/❛/✐♦♥. ✭♥♦/❛❜❧② ✐♥ /❤❡ ♦$❞❡$❡❞ ♣❤❛.❡✮ ❛$❡

./$♦♥❣❧② ❛✛❡❝/❡❞ ❜② ✐♠♣✉$✐/✐❡. ❛♥. ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐/✐❡.✳ ❚❤❡ ❛♥.✇❡$. /♦ /❤❡.❡ Y✉❡./✐♦♥. ❛✇❛✐/

./✐❧❧ ❢✉/✉$❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥/. /♦ ./✉❞② /❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♣❤❛.❡ /❤❡$♠❛❧ /$❛♥.♣♦$/ ♣$♦♣❡$/✐❡. ✐♥ ♦/❤❡$

❯❈♦●❡ .❛♠♣❧❡.✱ ✇✐/❤ ♠❡❞✐✉♠ Y✉❛❧✐/② ❛♥❞ ✇✐/❤ ❤❡❛/ ❝✉$$❡♥/ ✢♦✇✐♥❣ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❜✲❛①✐.✳

✽✽



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✸ ⑤ ✭❛✮✿ ❚❡♠♣❡%❛'✉%❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② κ/T ✐♥ 3❛♠♣❧❡ ❙

b
4

♦❢ ❯❈♦●❡✱ ✇✐'❤ ❘❘❘= 4 ❛♥❞ '❤❡ ❝✉%%❡♥' ❞✐%❡❝'✐♦♥ ❥✴✴❜✱ ✉♥❞❡% ❞✐✛❡%❡♥' ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞3

❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐3✳ ✭❜✮✿ ❩♦♦♠ ♦❢ '❤❡ ❧♦✇ '❡♠♣❡%❛'✉%❡ ♣❛%' ♦❢ '❤❡ κ/T ❝✉%✈❡3✳ ✭❝✮✿ ❚❡♠✲

♣❡%❛'✉%❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❡3✐3'✐✈✐'② ρ ✐♥ 3❛♠♣❧❡ ❙

b
4 ♦❢ ❯❈♦●❡✳ ✭❞✮✿ ❩♦♦♠ ♦❢ '❤❡ ❧♦✇

'❡♠♣❡%❛'✉%❡ ♣❛%' ♦❢ '❤❡ ρ ❝✉%✈❡3✳

✽✾



κ/T a
11

= 9
κ/T

ρ a
11

8 T a
11



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✺ ⑤ ✭❛✮✿ ❚❡♠♣❡%❛'✉%❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ▲♦%❡♥'③ %❛'✐♦ L/L0 ♦❢ ❯❈♦●❡ 5❛♠♣❧❡

❙

b
4✱ ✉♥❞❡% ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞5 ❛❧♦♥❣ '❤❡ ❝✲❛①✐5✳ ✭❜✮✿ ◆♦♥✲❡❧❡❝'%♦♥✐❝ ❝♦♥'%✐❜✉'✐♦♥5 ✭♣❤♦♥♦♥5✱

♠❛❣♥❡❝'✐❝ ✢✉❝'✉❛'✐♦♥5✱ ✳✳✳✮ '♦ '❤❡ '❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ♦❢ 5❛♠♣❧❡ ❙

b
4✳ ✭❝✮✿ L/L0 %❛'✐♦ ♦❢

❯❈♦●❡ 5❛♠♣❧❡ ❙

a
11 ✉♥❞❡% ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞ ❍✴✴❝✳ ✭❞✮✿ ◆♦♥✲❡❧❡❝'%♦♥✐❝ ❝♦♥'%✐❜✉'✐♦♥5 '♦ '❤❡

'❤❡%♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝'✐✈✐'② ♦❢ 5❛♠♣❧❡ ❙

a
11✳

✾✶



ρxy
S
H1 ∼ 4 T H2 ∼ 9 T H3 ∼ 14 T H4 ∼ 16 T

H1 H5

ρxy S

H1 H2 H4

H ∝ 1/ cos θ θ

H1 H2 H4



1/ cos θ θ

H2 9 T

40 mK
H2

Bk

χac Bk

χac

40 mK H1

4 T H2 χac

M(H) χac

χac 16 T H4

H2 9 T
H2 β γ

H4

α

16 T
Cp/T

9 T



ab
95 = 95

16 T
Cp/T T =

500 mK 650 mK 685 mK 1 K T = 500 mK
Tsc Cp/T 0 T

H1 4 T
Cp/T (H)

H2 9 T H4

14 T Cp/T (H)

H4 Cp/T (H) 500 mK

Cp/T
200 mK 1 T

1 T Cp/T
16 T H2

Cp/T 12 T
16 T

200 mK



❋✐❣✉$❡ ✼✳✶✵ ⑤ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② (❡♠♣❡.❛(✉.❡ ❛0 ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦.

❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ♠❡❛0✉.❡❞ ♦♥ 0❛♠♣❧❡ ❙

ab
95✳ ❚❤❡ (❡♠♣❡.❛(✉.❡ ❢♦. ❞✐✛❡.❡♥( ❝✉.✈❡0 ✐0 ✜①❡❞

.❡0♣❡❝(✐✈❡❧② ❛( 500 mK ✭.❡❞ ❝✐.❝❧❡0✮✱ 650 mK ✭♦.❛♥❣❡ 0A✉❛.❡0✮✱ 685 mK ✭❣.❡❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞0✮

❛♥❞ 1 K ✭❜❧✉❡ (.✐❛♥❣❧❡0✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✶✶ ⑤ ✭❛✮✿ ❋✐❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 0♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ♦✈❡. (❡♠♣❡.❛(✉.❡ Cp/T ❢♦. ❍✴✴❝

✐♥ ❯❈♦●❡✱ ♠❡❛0✉.❡❞ ♦♥ 0❛♠♣❧❡ ❙

ab
95✱ ✇✐(❤ (❡♠♣❡.❛(✉.❡ ✜①❡❞ ❛( 200 mK✳ ❚❤❡ ❧❛.❣❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ Cp/T ❛( ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ 0❤♦✇0 (❤❡ ❞♦♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♥✉❝❧❡❛. ❝♦♥(.✐❜✉(✐♦♥ ✐♥ (❤✐0 ❝❛0❡✳ ✭❜✮✿

❚❡♠♣❡.❛(✉.❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 0♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ♦✈❡. (❡♠♣❡.❛(✉.❡ Cp/T ❢♦. ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✱

♠❡❛0✉.❡❞ ❛( .❡0♣❡❝(✐✈❡❧② H = 12 T✱ 14 T ❛♥❞ 16 T✳

✾✺



✼✳✷✳✸ ❈♦&&❡❝)✐♦♥, ♦❢ )❤❡ ♥✉❝❧❡❛& ❝♦♥)&✐❜✉)✐♦♥

❆ ❙❝❤♦%%❦② ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ -♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ✐- ❛--♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ %❤❡3♠❛❧ ❡①❝✐%❡❞ %3❛♥-✐%✐♦♥-

✐♥ ❛ %✇♦✲❧❡✈❡❧ -②-%❡♠✳ ■% ✐- ❣✐✈❡♥ ❜②

CSchottky
p = R

(

∆

T

)2
exp (∆/T )

[(1 + exp (∆/T )]2
✭✼✳✸✮

✇❤❡3❡ R = 8.314 J K−1 mol−1
✱ ✐- %❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛- ❝♦♥-%❛♥%✱ ❛♥❞ ∆ ❝♦33❡-♣♦♥❞- %♦ %❤❡ ❡♥❡3❣②

-♣❧✐%%✐♥❣ ♦❢ %❤❡ %✇♦ ❧❡✈❡❧ -②-%❡♠ ✭∆ ✐♥ ❑❡❧✈✐♥✮✳

❋♦3 ❛ ♥✉❝❧❡❛3 -♣✐♥✱ ❛ -♠❛❧❧ -♣❧✐%%✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ♥✉❝❧❡❛3 ❡♥❡3❣② ❧❡✈❡❧- ❛♣♣❡❛3- ✉♥❞❡3 ♠❛❣♥❡%✐❝

✜❡❧❞ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❩❡❡♠❛♥ -♣❧✐%%✐♥❣ ❛♥❞ %❤❡ ❤②♣❡3✜♥❡ ✐♥%❡3❛❝%✐♦♥-✱ ❛♥❞ ✐- ♣3♦♣♦3%✐♦♥❛❧ %♦

%❤❡ ✜❡❧❞✿ ∆ = βH✱ ✇✐%❤ β ❛ ❝♦♥-%❛♥% ♦❢ ✉♥✐% K/T✳ ❲❤❡♥ %❤❡ %❡♠♣❡3❛%✉3❡ ✐- ♠✉❝❤ ❧❛3❣❡3
%❤❛♥ ∆✱ %❤✐- ❙❝❤♦%%❦② ❛♥♦♠❛❧② ♦❢ %❤❡ ♥✉❝❧❡❛3 -♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ❝♦♥%3✐❜✉%✐♦♥ ✐- ❛♣♣3♦①✐♠❛%❡❧②
❣✐✈❡♥ ❜②✿

Cnuclear
p =

1

4
Rβ2 H

2

T 2
✭✼✳✹✮

✇❤✐❝❤ ❝♦33❡-♣♦♥❞- %♦ %❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥% ♦❢ Cp/T ❛% ❧♦✇ %❡♠♣❡3❛%✉3❡ ❛♥❞ ❛% ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡%✐❝
✜❡❧❞ ♦❜-❡3✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉3❡ ✼✳✶✶❛ ❛♥❞ ✼✳✶✶❜✳

❋✐❣✉$❡ ✼✳✶✷ ⑤ ❚❤❡ -♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② %❡♠♣❡3❛%✉3❡ ❛- ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ H2/T 3
❢♦3 ❍✴✴❝

✐♥ ❯❈♦●❡✳ ❚❤❡ -♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❝♦33❡-♣♦♥❞- %♦ ❛ ❧✐♥❡❛3 ✜% ♦❢ %❤❡ ❞❛%❛ ✭❡N✉❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ✜❣✉3❡✮✳

❋✐❣✉3❡ ✼✳✶✷ ♣3❡-❡♥%- %❤❡ Cp/T ❛- ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ H2/T 3
❢♦3 ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ✇✐%❤ %❤❡

♠❡❛-✉3❡♠❡♥%- ❛% ❛3♦✉♥❞ 200 mK ✐♥ ✜❣✉3❡ ✼✳✶✶❛✿ %❤❡ ❞❛%❛ ❛3❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❡①❛❝%

%❡♠♣❡3❛%✉3❡ ♦❢ %❤❡ -❛♠♣❧❡ ❛% ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ %❤❡ ♣♦✐♥%- ❢♦3 ✜❡❧❞ ❜❡❧♦✇ 1 T ✇❤✐❝❤ -❤♦✇

%❤❡ -✉♣❡3❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %3❛♥-✐%✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 3❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ 3❡-✉❧%- -❤♦✇ ❛ ♣❡3❢❡❝% ❧✐♥❡❛3

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✜% ❛- %❤❡ -✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥-%❛♥% ❡❧❡❝%3♦♥✐❝ ❝♦♥%3✐❜✉%✐♦♥- ❛♥❞ ❛ ✜❡❧❞

❛♥❞ %❡♠♣❡3❛%✉3❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥% ♥✉❝❧❡❛3 ❝♦♥%3✐❜✉%✐♦♥✿

Cp = Celec
p + Cnuclear

p = γ T +
1

4
Rβ2 H

2

T 2
✭✼✳✺✮

✾✻



❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥() ❛+❡ ❢♦✉♥❞ (♦ ❜❡✿ γ = 50.68 mJ mol−1 K−2
❛♥❞ β = 0.00270 K T−1

✳

❲✐(❤ (❤❡ β ✈❛❧✉❡ ❡)(✐♠❛(❡❞✱ (❤❡ ❡♥❡+❣② ❣❛♣ ✭∆✮ ❛))♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ❙❝❤♦((❦② ❛♥♦♠❛❧②
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐(❧② ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞✳ ❲✐(❤ (❤❡ ❤✐❣❤❡)( ✜❡❧❞ ✐♥ ♦✉+ ♠❡❛)✉+❡♠❡♥() ✭16 T✮✱ ∆ = βH
❡A✉❛❧) 43 mK✱ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡+ (❤❛♥ (❤❡ ❧♦✇❡)( (❡♠♣❡+❛(✉+❡ ♦❢ (❤❡ ♠❡❛)✉+❡♠❡♥() ✭200 mK✮✳
❈❛❧❝✉❧❛(✐♦♥ ✇✐(❤ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❡①♣+❡))✐♦♥ ✐♥ ❡A✉❛(✐♦♥✭✼✳✸✮ )❤♦✇) (❤❛( (❤❡ ✧❤✐❣❤ (❡♠♣❡+✲

❛(✉+❡✧ ❛♣♣+♦①✐♠❛(✐♦♥ ✉)❡❞ ✐♥ ❡A✉❛(✐♦♥✭✼✳✺✮ ❧❡❛❞) (♦ ❛♥ ❡++♦+ ♦❢ ♦+❞❡+ 1% ❛( ♠♦)(✱ ❛♥❞ ✐)

(❤✉) ❥✉)(✐✜❡❞✳

✼✳✷✳✹ ❉✐&❝✉&&✐♦♥&

❲✐(❤ (❤❡ ❙❝❤♦((❦② ❛♥♦♠❛❧② ❢+♦♠ (❤❡ ♥✉❝❧❡❛+ ❝♦♥(+✐❜✉(✐♦♥) +❡♠♦✈❡❞✱ ✐( ✐) ♣♦))✐❜❧❡ ♥♦✇

(♦ ❡①(+❛❝( (❤❡ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ♦❢ (❤❡ ❡❧❡❝(+♦♥)✳ ❋✐❣✉+❡✭✼✳✶✸✮ )❤♦✇) (❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

(❤❡ ❡❧❡❝(+♦♥✐❝ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② (❤❡ (❡♠♣❡+❛(✉+❡ ♦❢ ❯❈♦●❡✳

❋✐❣✉$❡ ✼✳✶✸ ⑤ ❚❤❡ ❡❧❡❝(+♦♥✐❝ )♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛( ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② (❡♠♣❡+❛(✉+❡ ✭Celec
p /T ✮ ❛) ❛ ❢✉♥❝✲

(✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡(✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦+ ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ♠❡❛)✉+❡❞ ♦♥ )❛♠♣❧❡ #2 ✭❘❘❘= 95✮✳ ❚❤❡
(❡♠♣❡+❛(✉+❡ ❢♦+ ❡❛❝❤ ♠❡❛)✉+❡♠❡♥( ✐) ✜①❡❞ +❡)♣❡❝(✐✈❡❧② ❛( 500 mK ✭+❡❞ ❝✐+❝❧❡)✮✱ 650 mK
✭♦+❛♥❣❡ )A✉❛+❡)✮✱ 685 mK ✭❣+❡❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞)✮ ❛♥❞ 1 K ✭❜❧✉❡ (+✐❛♥❣❧❡)✮✳

■( ❝❛♥ ❜❡ ♦❜)❡+✈❡❞ (❤❛( (❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Celec
p /T ✐) )✐♠✐❧❛+ ❛( ❛❧❧ ❢♦✉+ (❡♠♣❡+✲

❛(✉+❡)✱ ♠❛+❦❡❞ ❜② ❛ )(+♦♥❣ ❞❡❝+❡❛)❡ ✐♥ (❤❡ ♥❛++♦✇ ✜❡❧❞ +❛♥❣❡ ❜❡❧♦✇ 2 T ✭❛❜♦✉( 20%✮✱ ❛
❜+♦❛❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛+♦✉♥❞ 4 T ✭H1✮✱ ❛ ♣❡❛❦✲❧✐❦❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛( ❛+♦✉♥❞ 9 T ✭H2✮✱ ❛♥❞ ❛ )✉❞❞❡♥

✉♣(✉+♥ ❛( ❛+♦✉♥❞ 14 T ✭H4✮✳ ■♥ (❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❡❧❞ +❛♥❣❡✱ C
elec
p /T ✐♥❝+❡❛)❡) )❧✐❣❤(❧② ✇✐(❤ (❡♠✲

♣❡+❛(✉+❡ ✭❢♦+ (❡♠♣❡+❛(✉+❡ ❜❡(✇❡❡♥ 500 mK ❛♥❞ 1 K✮✱ ❛♥❞ (❤✐) (❡♠♣❡+❛(✉+❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✐) (❤❡ )(+♦♥❣❡)( ❢♦+ ✜❡❧❞ ❛+♦✉♥❞ (❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛( 4 T✳
❆) ❛ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥✱ (❤❡ ❢❡❛(✉+❡) ♦❜)❡+✈❡❞ ✐♥ (❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Celec

p /T ❢♦+ ❍✴✴❝

✐♥ ❯❈♦●❡ ❛+❡ ❝♦♥)✐)(❡♥( ✇✐(❤ (❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡) )❡❡♥ ✐♥ (+❛♥)♣♦+( ♣+♦♣❡+(✐❡)✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ (❤❡+✲

♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❢♦+♠❛(✐♦♥ ❛❜♦✉( (❤❡)❡ (+❛♥)✐(✐♦♥✿ ♥♦ ❞✐)❝♦♥(✐♥✉✐(✐❡) ✐♥ Celec
p /T (H) ❝❛♥ ❜❡

♦❜)❡+✈❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛(✐♥❣ (❤❛( (❤❡)❡ (+❛♥)✐(✐♦♥) ❞♦ ♥♦( ❝♦++❡)♣♦♥❞ (♦ ✜+)( ♦+ )❡❝♦♥❞ ♦+❞❡+ (+❛♥✲

)✐(✐♦♥)✳ ❚❤✐) ♣♦✐♥( ✐) ❛❧)♦ )✉♣♣♦+(❡❞ ❜② (❤❡ ♠❛❣♥❡(✐③❛(✐♦♥ ♠❡❛)✉+❡♠❡♥()✱ ✇❤✐❝❤ )❤♦✇)

✾✼



❛ !♠♦♦$❤ M(H) ❜❡❤❛✈✐♦* ✐♥ $❤❡ ✜❡❧❞ *❛♥❣❡ ❢♦* ❍✴✴❝ ✐♥ ❯❈♦●❡❬✽✽❪✳ ❆! Celec
p /T ❢♦* ❛

♠❡$❛❧❧✐❝ !②!$❡♠ ✐! ♣*♦♣♦*$✐♦♥❛❧ $♦ $❤❡ ❞❡♥!✐$② ♦❢ !$❛$❡! ❛$ $❤❡ ❋❡*♠✐ ❧❡✈❡❧ N (EF )✿

Cp/T =
π2

3
k2BN (EF ), ✭✼✳✻✮

$❤❡!❡ ❢❡❛$✉*❡! ✐♥ Celec
p /T (H) ❛*❡ ♣♦!!✐❜❧② *❡❧❛$❡❞ $♦ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡! ✐♥ $❤❡ ❜❛♥❞

!$*✉❝$✉*❡✳ ◆♦$❛❜❧② $❤❡② ❛*❡ ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡! ♦❢ $❤❡ ❋❡*♠✐ !✉*❢❛❝❡

!✉❣❣❡!$❡❞ ❜② $❤❡ $*❛♥!♣♦*$ !$✉❞✐❡!❬✶✵✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥!✐!$ ✐♥ 5/2✲♦*❞❡* $*❛♥!✐$✐♦♥!❬✶✵✸❪✳

✼✳✸ ❈❤❛&❛❝(❡&✐③❛(✐♦♥ ♦❢ /✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♣♦❧②❝&②/(❛❧/ ♦❢ ❯❇❡13

✼✳✸✳✶ ❇❛❝❦❣)♦✉♥❞

❋✐❣✉&❡ ✼✳✶✹ ⑤ ❈*②!$❛❧ !$*✉❝$✉*❡ ♦❢ ❯❇❡13✳ ❋✐❣✉*❡ ❢*♦♠ ❘❡❢✳❬✶✵✹❪✳

❯❇❡13 ✐! $❤❡ ✜*!$ ❞✐!❝♦✈❡*❡❞ ✉*❛♥✐✉♠✲❜❛!❡❞ ❤❡❛✈② ❢❡*♠✐♦♥ !✉♣❡*❝♦♥❞✉❝$♦*❬✶✵✺❪✳ ■$

!❤♦✇! ♠❛♥② ❢❛!❝✐♥❛$✐♥❣ ♥♦*♠❛❧ ♣❤❛!❡ ❛♥❞ !✉♣❡*❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♣*♦♣❡*$✐❡!✱ ❛♥❞ ❝♦♥$✐♥✉❡! $♦ ❜❡

❛ !②!$❡♠ ♦❢ ✐♥$❡*❡!$ $♦❞❛② ♠♦*❡ $❤❛♥ ✸✵ ②❡❛*! ❛❢$❡* ✐$! ❞✐!❝♦✈❡*②❬✶✵✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡*

❝*✐$✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❯❇❡13 ❤❛! ❛ ❧❛*❣❡ ✐♥✐$✐❛❧ !❧♦♣❡ ♦❢ ❛❧♠♦!$ −50 T/K✱ ❛♥❞ !❤♦✇! ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

❝✉*✈❛$✉*❡ ❛$ ❛*♦✉♥❞ 0.5Tsc ❬✶✵✾❪✳ ❉❡!♣✐$❡ ♥✉♠❡*♦✉! ❡①♣❡*✐♠❡♥$❛❧ ❛♥❞ $❤❡♦*❡$✐❝❛❧ ❡✛♦*$!✱

$❤❡ ♠❛✐♥ U✉❡!$✐♦♥! ❝♦♥❝❡*♥✐♥❣ !✉♣❡*❝♦♥❞✉❝$✐✈✐$② ✐♥ $❤✐! ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛*❡ !$✐❧❧ ✉♥!♦❧✈❡❞✱ !✉❝❤

❛! $❤❡ !②♠♠❡$*② ♦❢ $❤❡ ✉♥❝♦♥✈❡♥$✐♦♥❛❧ !✉♣❡*❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ♦*❞❡* ♣❛*❛♠❡$❡*✱ $❤❡ ♣✉③③❧✐♥❣ Hc2

❜❡❤❛✈✐♦*✱ ❛♥❞ $❤❡ ♦*✐❣✐♥ ♦❢ $❤❡ ♣❛✐*✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐!♠✳

❯❇❡13 ❝*②!$❛❧❧✐③❡! ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ◆❛❩♥13✲$②♣❡ !$*✉❝$✉*❡✱ ♣*❡!❡♥$❡❞ ✐♥ ✜❣✉*❡ ✼✳✶✹✳ ❚❤❡

✉*❛♥✐✉♠ ❛$♦♠! ❢♦*♠ ❛ !✐♠♣❧❡ ❝✉❜✐❝ ❧❛$$✐❝❡✳ ❊❛❝❤ ♦❢ $❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧ ❝❡♥$❡* ✐! ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜②

✶✸ ❜❡*②❧❧✐✉♠ ❛$♦♠!✿ ✶✷ ❢♦*♠✐♥❣ ❛ *❡❣✉❧❛* ✐❝♦!❛❤❡❞*♦♥ ❝❛❣❡ ❛♥❞ $❤❡ ❧❛!$ ♦♥❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ $❤❡

❝❛❣❡ ❝❡♥$❡*✳ ❚❤❡ ❞✐!$❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♥❡❛*❡!$ ♥❡✐❣❤❜♦* ✉*❛♥✐✉♠ ❛$♦♠! ✐! 5.13 ➴✱ ♠✉❝❤ ❧❛*❣❡*

$❤❛♥ $❤❡ ❍✐❧❧✬! ❧✐♠✐$ ✭3.5 ➴✮❬✶✶✵❪✱ ✐♥❞✐❝❛$✐♥❣ !♠❛❧❧ ♦✈❡*❧❛♣ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ 5f ♦*❜✐$❛❧!✳

❚❤❡ ❡❛*❧② !$✉❞✐❡! !✉❣❣❡!$ $❤❡ ❡①✐!$❡♥❝❡ ♦❢ $✇♦ ✈❛*✐❛♥$! ♦❢ ❯❇❡13❬✶✶✶❪✳ ▼♦!$ ❣♦♦❞✲

U✉❛❧✐$② !❛♠♣❧❡!✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦❧②✲ ❛♥❞ !✐♥❣❧❡ ❝*②!$❛❧!✱ ❛*❡ ❢♦✉♥❞ $♦ ❤❛✈❡ ❛ Tsc ❝❧♦!❡❧② ❞✐!✲

$*✐❜✉$❡❞ ❛*♦✉♥❞ 0.9 K ✭$❤❡ ❍✲$②♣❡✮✳ ❖♥ $❤❡ ♦$❤❡* ❤❛♥❞✱ !♦♠❡ !✐♥❣❧❡ ❝*②!$❛❧! ❛*❡ ❢♦✉♥❞

$♦ ❤❛✈❡ ❛ Tsc !✐❣♥✐✜❝❛♥$❧② ❧♦✇❡*✱ ❞✐!$*✐❜✉$❡❞ ❛*♦✉♥❞ 0.75 K ✭$❤❡ ▲✲$②♣❡✮✳ ❋✐❣✉*❡ ✼✳✶✺❛

♣*❡!❡♥$! $❤❡ !♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛$ ♦❢ $❤❡ ❍✲ ❛♥❞ ▲✲$②♣❡ ❯❇❡13❬✶✶✶❪✳ ❆♣❛*$ ❢*♦♠ $❤❡ ❧♦✇❡* Tsc✱ $❤❡
▲✲$②♣❡ ❯❇❡13 !❤♦✇! ❛♥ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡* ❥✉♠♣ ♦❢ Cp/T ❛$ Tsc✳ ■$ ❤❛! ❛ $❡♠♣❡*❛$✉*❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥$

✾✽



Cp/T
Hc2 13

13 13

Cp/T Tsc 1 J K−2 mol−1

Cp/T 0.75 K Tsc
0.75 J K−2 mol−1

13 Hc2 −50 T/K
0.5Tsc 13

Hc2 T < 0.5Tsc

13

13

1−y y 13

13

1−x x 13 0.3%
Cp/T Tsc

Cp/T Tsc Cp/T
Cp/T



Cp/T 13

Tsc
Cp/T 13 13

13

13

13

0.5 mg
0.05 mg

Cp/T

Cp/T 1



1

700◦C
Tsc 0.7 K Tsc

0.88 K Tsc 13

Cp/T γ γ = Cp/T

1 0.6 J K−2 mol−1

0.75 J K−2 mol−1

ρ 1

135 µΩ cm 13

1 K ρ 0 T 2 T

13

ρ 300 K
ρ 2 K

220 µΩ cm

Cp/T T 0 T 1 T 1

1 700◦C

1

ρ(T ) 0 T

13 ρ(T ) 300 K
T

1

1

1

1

1

1



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✶✽ ⑤ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝)*♦♥ ▼✐❝*♦-❝♦♣❡ ✭❙❊▼✮ ✐♠❛❣❡- ✭❜♦*❞❡* -❝❛))❡*❡❞ ✐♥)❡♥-✐)②✮

❢♦* )❤❡ ♣♦❧②❝*②-)❛❧- -❛♠♣❧❡-✳ ✭❛✮✿ ❛♥♥❡❛❧❡❞ -❛♠♣❧❡ 91✬ ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✵✲✼✵✵✮✱ ✇✐)❤ ♥♦*♠❛❧

❝♦♠♣♦-✐)✐♦♥ ♦❢ ❯ ❛♥❞ ❇❡ ❝♦♠♣♦-✐)✐♦♥ ✭1 : 13✮ ✭❜✮✿ ✉♥❛♥♥❡❛❧❡❞ -❛♠♣❧❡ 91 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✵✲

✶✮✱ ✇✐)❤ ♥♦*♠❛❧ ❝♦♠♣♦-✐)✐♦♥ ♦❢ ❯ ❛♥❞ ❇❡ ♠❛)❡*✐❛❧ ❝♦♠♣♦-✐)✐♦♥ ✭1 : 13✮ ✭❝✮✿ ❯ ❡❧❡♠❡♥)❛❧

❛♥❛❧②-✐-✱ ③♦♦♠ ❢♦* )❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ -❛♠♣❧❡ 91✬✳ ✭❞✮✿ ❛♥♥❡❛❧❡❞ -❛♠♣❧❡ 92 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✾✮✱ ✇✐)❤

❡①)*❛ ❇❡ ♠❛)❡*✐❛❧ ❛) )❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭❯ ✿ ❇❡ ❂ 1 : 13.5✮

❉✉❡ )♦ )❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛♣♦* ♣*❡--✉*❡ ♦❢ )❤❡ ❜❡*②❧❧✐✉♠ ♠❡)❛❧✱ ✐) ✐- ♣♦--✐❜❧❡ )❤❛) ❞✉*✐♥❣ )❤❡

-❛♠♣❧❡ -②♥)❤❡-✐- -♠❛❧❧ M✉❛♥)✐)✐❡- ♦❢ ❇❡ ♠❛)❡*✐❛❧ ❛*❡ ❧♦-) ❜② ✈❛♣♦*✐③❛)✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡- ✐♥

)❤❡ ♣♦❧②❝*②-)❛❧❧✐♥❡ -❛♠♣❧❡ ❡①❝❡-- ✉*❛♥✐✉♠ ♠❡)❛❧✳ ❆❢)❡* ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ )❤✐- ✉*❛♥✐✉♠ ♠✐❣*❛)❡-

❛♥❞ ❛❣❣*❡❣❛)❡-✱ ❛♥❞ ❢♦*♠- )❤❡-❡ ♠❛❝*♦-❝♦♣✐❝ ✜❧❛♠❡♥)- ✇❤✐❝❤ ♠♦❞✐❢② -✐❣♥✐✜❝❛♥)❧② )❤❡

-❛♠♣❧❡ *❡-✐-)❛♥❝❡✳ ❖❢ ❝♦✉*-❡✱ ❢✉*)❤❡* ❧♦-- ♦❢ ❇❡ ♠❛)❡*✐❛❧- ❞✉*✐♥❣ )❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐- ❛❧-♦

♣♦--✐❜❧❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ )❤✐- ❝♦♠♣❧✐❝❛)✐♦♥✱ ❛❧❧ )❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣*♦❝❡❞✉*❡- ✇❡*❡ ❧✐♠✐)❡❞ ❛) ❛ ❧♦✇

)❡♠♣❡*❛)✉*❡ ✭700◦C✮✳

❖♥❡ -♦❧✉)✐♦♥ )♦ )❤✐- ♣*♦❜❧❡♠ ✐- )♦ ♣✉) ❛♥ ❡①)*❛ ❛♠♦✉♥) ♦❢ ❇❡ ♠❛)❡*✐❛❧ ❢*♦♠ )❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ♠❡❧)✐♥❣ )❤❡ -❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉*❡ ✼✳✶✾ -❤♦✇- )❤❡ Cp/T ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝*✐-)❛❧❧✐♥❡

-❛♠♣❧❡ 92 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✾✮✱ ♠❛❞❡ ✇✐)❤ ✉*❛♥✐✉♠ ❛♥❞ ❜❡*②❧❧✐✉♠ ♠❛)❡*✐❛❧- ❝❛-)❡❞ ❛- 1 ✿ 13.5✱
❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛) 700◦C ❞✉*✐♥❣ ✸✼✵ ❤♦✉*-✳ ▲✐❦❡ )❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ -❛♠♣❧❡ 91✬✱ ✐) ❤❛- ❛ ❤✐❣❤ Tsc
♦❢ 0.9 K ❛♥❞ -❤♦✇- ❛ -✐♠✐❧❛* ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ ❍✲)②♣❡ ❯❇❡13✱ ❜✉) ❤❛- ❛ ❧❛*❣❡* γ ✐♥ )❤❡ ♥♦*♠❛❧

♣❤❛-❡ 0.72 J K−2 mol−1
✳ ❋✐❣✉*❡ ✼✳✶✽❞ -❤♦✇- )❤❡ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ✭❜♦*❞❡* -❝❛))❡*❡❞ ✐♥)❡♥-✐)②✮

♦❢ -❛♠♣❧❡ 92✱ ✇❤✐❝❤ ♣*❡-❡♥)- ♥♦ )*❛❝❡ ♦❢ ✉*❛♥✐✉♠✲*✐❝❤ ♣❛*)-✳

✶✵✷



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✶✾ ⑤ ✭❛✮✿ Cp/T ✈" T ❛$ ❞✐✛❡)❡♥$ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞" ♦❢ "❛♠♣❧❡ 32 ✭❯✲▲❆3✲✵✵✷✾✮✱

✇✐$❤ $❤❡ "$❛)$✐♥❣ ❝♦♠♣♦"✐$✐♦♥ ❯ ✿ ❇❡ ❂ 1 ✿ 13.5✱ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛$ 700◦C ❞✉✐♥❣ ✸✼✵ ❤♦✉)"✳

✭❜✮✿ ❈♦♠♣❛)✐"♦♥ ♦❢ ♥♦)♠❛❧✐③❡❞ Cp/T ❛$ ③❡)♦ ✜❡❧❞ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✉♥❛♥♥❡❛❧❡❞ "❛♠♣❧❡ 31 ❛♥❞

$❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ 31✬ ❛♥❞ 32✳

❙✐♥❣❧❡ ❝$②45❛❧4

❲❡ ♥♦✇ $✉)♥ $♦ $❤❡ "✐♥❣❧❡ ❝)②"$❛❧" ♣)❡♣❛)❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✢✉① ♠❡$❤♦❞✳

❋✐❣✉)❡ ✼✳✷✵❛ ❛♥❞ ✜❣✉)❡ ✼✳✷✵❜ ♣)❡"❡♥$ $❤❡ Cp/T ❛$ ③❡)♦ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥$ "✐♥❣❧❡ ❝)②"$❛❧"

✭❙1✲❙7✱ $❤❡ ❧❡$$❡) ✧❙✧ "$❛♥❞" ❢♦) ❛ "✐♥❣❧❡ ❝)②"$❛❧✮✳ ❆❧❧ $❤❡"❡ "❛♠♣❧❡" ❛)❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤

$❤❡ ✢✉① ♠❡$❤♦❞✱ ❜✉$ ✇✐$❤ ❞✐✛❡)❡♥❝❡" ✐♥ $❤❡✐) ♣)❡♣❛)❛$✐♦♥ ♣)♦❝❡""❡"✳ ❚❤❡ ❞❡$❛✐❧" ♦❢ $❤❡

♣)❡♣❛)❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡✐) ♣❤②"✐❝❛❧ ♣)♦♣❡)$✐❡" ❛)❡ "✉♠♠❛)✐③❡❞ ✐♥ $❛❜❧❡ ✼✳✷✳

❙❛♠♣❧❡ Tsc γn ∆C/C ▼❛"" 3)❡♣❛)✐♥❣ ❞❡$❛✐❧"

✭❑✮ ✭❏✳♠♦❧

−1
❑

−2
✮ ✭♠❣✮

❙1 ✵✳✼✾✹ ✶✳✶✵ ✷✳✼✽ ✷✳✸✺ ❙$❛♥❞❛)❞✿ ❆❧ ✢✉①✱ −2◦/h✱

❯✿❇❡ ❂ 1✿13
❙2 ✵✳✼✻✾ ✵✳✽✻ ✷✳✷✵ ✵✳✹✵ ❯✿❇❡ ❂ 1✿20
❙3 ✵✳✽✶✻ ✵✳✾✵ ✷✳✾✸ ✵✳✸✹ ❲✐$❤ ❝♦♦❧✐♥❣ )❛$❡ ✭−1◦/h✮

❙4 ✵✳✼✽✽ ✶✳✶✶ ✷✳✻✻ ✵✳✻✺ ❯✿❇❡ ❂ 1✿10
❙5 ✵✳✽✵✵ ✵✳✾✺ ✷✳✺✷ ✵✳✻✾ ❙$❛)$ ✇✐$❤ $❤❡ ♣♦❧②❝)②"$❛❧ 31✬

❯"✐♥❣ ❆❧ ✻◆

❙6 ✵✳✻✵✶ ✶✳✶✺ ✶✳✼✷ ✷✳✼✵ ●❛ ✢✉①

❙7 ✵✳✻✽✶ ✶✳✶✵ ✶✳✼✵ ✷✳✷✷ ●❛✲❆❧ ✢✉①

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ⑤ 3)❡♣❛)❛$✐♦♥ ❞❡$❛✐❧" ❛♥❞ ♣)♦♣❡)$✐❡" ♦❢ $❤❡ "✐♥❣❧❡ ❝)②"$❛❧" ❢)♦♠ $❤❡ ✢✉① ♠❡$❤♦❞✳

❚❤❡ Cp/T ♦❢ "❛♠♣❧❡ ❙1 ✭❯✲▲❆3✲✵✵✶✻✮ ❛$ ❞✐✛❡)❡♥$ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞" ❛)❡ ♣)❡"❡♥$❡❞ ✐♥

✜❣✉)❡ ✼✳✷✶✳ ■$ "❤♦✇" ❛ "✐♠✐❧❛) ❜❡❤❛✈✐♦) $♦ $❤❡ "❛♠♣❧❡ )❡♣♦)$❡❞ ✐♥ $❤❡ )❡❝❡♥$ ❘❡❢✳❬✶✵✼❪

✭❛❧"♦ ❛ "✐♥❣❧❡ ❝)②"$❛❧ ✇✐$❤ ❆❧✲✢✉① ♠❡$❤♦❞✮✱ ❛♥❞ $❤❡ ✧▲✲$②♣❡✧ ❯❇❡13 "✐♥❣❧❡ ❝)②"$❛❧"❬✶✶✶❪✿

❝♦♠♣❛)❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❍✲$②♣❡ ❯❇❡13❬✶✶✺❪✱ $❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡) Tsc ✭0.794 K ❢♦) "❛♠♣❧❡ ❙1✮

❛♥❞ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ Cp ❥✉♠♣ ✭$❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ Cp ❡b✉❛❧" 3.7 J/mol/K2
❢♦) "❛♠♣❧❡ ❙1 ❛$

③❡)♦ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛❜♦✉$ 3.6 J/mol/K2
✐♥ ❘❡❢✳❬✶✵✼❪❀ ✐♥ ❍✲$②♣❡ ❯❇❡13 ✐♥ ❘❡❢✳❬✶✶✺❪✱ ✐$ ✐" ❛❜♦✉$

✶✵✸



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✵ ⑤ ✭❛✮✿ CP/T ❛" ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❡♠♣❡-❛'✉-❡ ❛' ③❡-♦ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥'

❯❇❡13 "✐♥❣❧❡ ❝-②"'❛❧"✱ ❙1✱ ❙2 ✭❡①'-❛ ❇❡✮✱ ❙3 ✭−1◦/h ❝♦♦❧✐♥❣ -❛'❡✮✱ ❙4 ✭❞❡✜❝✐' ❇❡✮✳ ✭❜✮✿

CP/T ❛" ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❡♠♣❡-❛'✉-❡ ❛' ✜❡❧❞✱ ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥' ❯❇❡13 "✐♥❣❧❡ ❝-②"'❛❧" ✭❙1 ✭❆❧ ✢✉①✮✱

❙5 ✭✉❧'-❛ ❝❧❡❛♥ ❆❧ ✢✉①✱ ✇✐'❤ ✻◆ ♣✉-✐'②✮✱ ❙6 ✭●❛ ✢✉①✮✱ ❙7✭●❛✲❆❧ ✢✉①✮✮✳ ✭❝✮✿ ❈♦♠♣❛-✐"♦♥

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ "✐♥❣❧❡ ❝-②"'❛❧" ❢-♦♠ ❆❧ ✢✉① ✭❙1✱ ❙2 ❛♥❞ ❙3✮ ❛♥❞ '❤❡ ♣♦❧②❝-②"'❛❧ "❛♠♣❧❡ G2✱ ❛'

'❤❡ CP/T ❥✉♠♣ ❛' '❤❡ "✉♣❡-❝♦♥❞✉❝'✐♥❣ '-❛♥"✐'✐♦♥✳ ✭❞✮✿ ❈♦♠♣❛-✐"♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ "✐♥❣❧❡

❝-②"'❛❧" ❛♥❞ '❤❡ ♣♦❧②❝-②"'❛❧❧✐♥❡ "❛♠♣❧❡ G2 ✐♥ '❤❡ ♥♦-♠❛❧ ♣❤❛"❡✳

2.7 J/mol/K2
✮❀ ✐♥ '❤❡ ♥♦-♠❛❧ ♣❤❛"❡✱ Cp/T ❞❡❝-❡❛"❡" ❜♦'❤ ✇✐'❤ '❡♠♣❡-❛'✉-❡ ❛♥❞ ✇✐'❤

♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❍✲'②♣❡ ❯❇❡13❬✶✶✺❪✱ Cp/T ✐" ❛❧♠♦"' ❝♦♥"'❛♥' ✐♥ '❡♠♣❡-❛'✉-❡ ❛♥❞

✜❡❧❞✳

❙❛♠♣❧❡ ❙2 ✭❯✲▲❆G✲✵✵✷✻✮ ✐" ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ ❛♥ ❡①'-❛ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ❜❡-②❧❧✐✉♠ ♠❛'❡-✐❛❧ ✐♥

'❤❡ ❆❧ ✢✉①✿ ✐♥✐'✐❛❧❧② '❤❡ R✉❛♥'✐'② ✭✐♥ ♠♦❧❡✮ ♦❢ ❯ ❛♥❞ ❇❡ ♠❛'❡-✐❛❧" ✐" ✐♥ ❛ ✶ ✿ ✷✵ -❛'✐♦✳

❚❤✐" ❧❡❛❞" '♦ ❛ -❡❞✉❝❡❞ ∆C/C '❤❛♥ ✐♥ "❛♠♣❧❡ ❙1 ✭♥♦-♠❛❧ ✐♥✐'✐❛❧ ❝♦♠♣♦"✐'✐♦♥✱ ❯ ❛♥❞ ❇❡

❝❛"'❡❞ ❛" ✶ ✿ ✶✸✮✳ ■' "❤♦✇" ❛❧"♦ ❛ ❧♦✇❡- ♥♦-♠❛❧ ♣❤❛"❡ Cp/T ✱ ♣-♦❜❛❜❧② ❞✉❡ '♦ ✐'" "♠❛❧❧

✶✵✹



❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✶ ⑤ Cp/T ❛! ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ ❛& ❞✐✛❡,❡♥& ♠❛❣♥❡&✐❝ ✜❡❧❞! ♦♥ !✐♥❣❧❡

❝,②!&❛❧ !❛♠♣❧❡ ❙1 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✶✻✮✳

♠❛!! ❛♥❞ &❤✉! &❤❡ ❧❛,❣❡ ✉♥❝❡,&❛✐♥&② ✐♥ ♠❛!! ❞❡&❡,♠✐♥❛&✐♦♥✳ ❙❛♠♣❧❡ ❙4 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✺✮

✐! ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ ❛ ❞❡✜❝✐& ✐♥ &❤❡ ❛♠♦✉♥& ♦❢ ❇❡ ✭❯ ❛♥❞ ❇❡ ♠❛&❡,✐❛❧! ❝❛!&❡❞ ❛! ✶✿✶✵✮ ❛♥❞

!❤♦✇! ♥♦ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ❢,♦♠ !❛♠♣❧❡ ❙1✳

❙❛♠♣❧❡ ❙3 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✶✾✮ ✐! ♣,❡♣❛,❡❞ ✐♥ &❤❡ !❛♠❡ ✐♥✐&✐❛❧ ❝♦♥❞✐&✐♦♥! ❛! ❢♦, !❛♠♣❧❡ ❙1✱

❜✉& ✇✐&❤ ❛ 2 &✐♠❡! !❧♦✇❡, ❝♦♦❧✐♥❣ ,❛&❡ ✭−1◦/h✮ &❤❛♥ ❢♦, ❙1 ❛♥❞ &❤❡ ♦&❤❡, !❛♠♣❧❡! ✭−2◦/h✮✳
❈♦♠♣❛,❡❞ ✇✐&❤ !❛♠♣❧❡ ❙1✱ ✐&! Tsc ✐! !❧✐❣❤&❧② ❤✐❣❤❡, ✭0.816 K✮✳

❙❛♠♣❧❡ ❙5 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✶✲✷✮ ✐! ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ ✉❧&,❛ ❝❧❡❛♥ ❆❧ ✢✉① ✭✻◆ ♣✉,✐&②✮✱ !&❛,&✐♥❣

✇✐&❤ ❛ ♣❛,& ♦❢ &❤❡ ♣♦❧②❝,②!&❛❧ 91 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✵✮ ❛♥❞ ✇✐&❤ ❛ !❧♦✇ ❝♦♦❧✐♥❣ ,❛&❡ ✭−1◦/h✮✳
❈♦♠♣❛,❡❞ ✇✐&❤ ❙1✱ ✉!✐♥❣ ♣✉,❡, ❆❧ ❢♦, &❤❡ ✢✉① ❧❡❛❞! &♦ ❛ ,❡❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ∆C/C✱ ❜✉& &❤❡

♦✈❡,❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦, ,❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✿ Tsc ✐! ❛❧♠♦!& &❤❡ !❛♠❡✱ ❛♥❞ Cp/T ✐! &❡♠♣❡,❛&✉,❡

❞❡♣❡♥❞❡♥& ✐♥ &❤❡ ♥♦,♠❛❧ ♣❤❛!❡✳

❙❛♠♣❧❡! ❙6 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✼✮ ❛♥❞ ❙7 ✭❯✲▲❆9✲✵✵✷✽✮ ❛,❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ ❛♥ ❛❧&❡,♥❛&✐✈❡ ✢✉①

✭,❡!♣❡❝&✐✈❡❧② ●❛ ❛♥❞ ❛ ♠✐①&✉,❡ ♦❢ ●❛ ❛♥❞ ❆❧ ✢✉①✮✳ ❈♦♠♣❛,❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ !❛♠♣❧❡! ♦❜&❛✐♥❡❞

✇✐&❤ ❆❧ ✢✉①✱ &❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡, Tsc✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦& !❤♦✇ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ Cp/T ❥✉♠♣ ❛& Tsc✱
❛♥❞ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ Cp/T ✐! ♦♥❧② ❛,♦✉♥❞ 2.5 J/mol/K2

✳ ■♥ &❤❡ ♥♦,♠❛❧ ♣❤❛!❡✱ ❤♦✇❡✈❡,✱

Cp/T ✐! !&✐❧❧ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥&✳

❋✐❣✉,❡ ✼✳✷✵❝ ❝♦♠♣❛,❡! &❤❡ Cp/T ♦❢ &❤❡ !✐♥❣❧❡ ❝,②!&❛❧! ❛♥❞ &❤❡ ♣♦❧②❝,②!&❛❧❧✐♥❡ !❛♠♣❧❡

92✳ ❈♦♠♣❛,❡❞ ✇✐&❤ 92 ✇❤✐❝❤ ♣,❡!❡♥&! ❛♥ ❍✲&②♣❡ ❜❡❤❛✈✐♦, ♦❢ ❯❇❡13✱ ❛❧❧ &❤❡ !✐♥❣❧❡ !❛♠♣❧❡!

♦❜&❛✐♥❡❞ ❢,♦♠ &❤❡ ✢✉① ♠❡&❤♦❞ !❤♦✇ &❤❡ ✧▲✲&②♣❡✧ ❜❡❤❛✈✐♦,✿ ❛ ❧♦✇❡, Tsc ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞

Cp/T ❥✉♠♣ ❛& Tsc✳ ❆ ③♦♦♠ ♦♥ &❤❡ ♥♦,♠❛❧ ♣❤❛!❡ ✭✜❣✉,❡ ✼✳✷✵❞✮ !❤♦✇! &❤❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ✐♥ &❤❡

&❡♠♣❡,❛&✉,❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ ❝❛!❡!✳

❘❡!✐!&✐✈✐&② ✭ρ✮ ♠❡❛!✉,❡♠❡♥&! ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ♦♥ !❛♠♣❧❡ ❙1 ❛♥❞ ❙5✳ ❋✐❣✉,❡ ✼✳✷✷❜

♣,❡!❡♥&! ρ ❛! ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ ✉♣ &♦ 300 K ✭T ✐♥ ❧♦❣✮ ♦❢ !❛♠♣❧❡ ❙1 ✭❯✲▲❆9✲

✵✵✶✻✮✱ ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ✇✐&❤ ♣,❡✈✐♦✉! ,❡!✉❧&!❬✶✵✺✱ ✶✶✼❪✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡&,✐❝ ❢❛❝&♦, ✇❛! ❛❞❥✉!&❡❞

&♦ ,❡♣,♦❞✉❝❡ &❤❡ !❛♠❡ ,❡!✐!&✐✈✐&② ❛& ,♦♦♠ &❡♠♣❡,❛&✉,❡ ❛! ✐♥ ❘❡❢✳❬✶✵✺❪ ✭ρ(T❂300 K✮ ❂

135 µΩ cm✮✳ ❋✐❣✉,❡ ✼✳✷✷❛ ♣,❡!❡♥&! &❤❡ ,❡!✐!&✐✈✐&② ♦❢ !❛♠♣❧❡ ❙1 ✐♥ &❤❡ ❧♦✇ &❡♠♣❡,❛&✉,❡

,❡❣✐♦♥ ❛& ❞✐✛❡,❡♥& ✜❡❧❞!✱ ✇✐&❤ &❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ,❡!✐❞✉❛❧ ,❡!✐!&✐✈✐&② ❧✐♥❡❛,❧②

✶✵✺
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1 0 T 16 T
ρ T = 0

ρ
300 K 300 K

135 µΩ cm

T = 0
ρ(T = 0) ρ

T ∗ 2 K
Tsc ρ T ∗

ρ(T )
10 T 1 10 16 T
50− 55 µΩ cm 5 13.6 T

50 µΩ cm
2

15 µΩ cm 25 µΩ cm

Hc2 1 2

1 Hc2

Hc2

Tsc/2 Hc2 1

13



❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✸ ⑤ ❯♣♣❡# ❝#✐&✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ &❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ♣♦❧②❝#②0&❛❧ 11✬ ❛♥❞ &✇♦ 0✐♥❣❧❡ ❝#②0&❛❧0

❙1 ✭❜❧✉❡✱ ❯✲▲❆1✲✵✵✶✻✮ ❛♥❞ ❙2 ✭❣#❡❡♥✱ ❯✲▲❆1✲✵✵✷✻✮✱ ♠❡❛0✉#❡❞ ✇✐&❤ 0♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛& ✭✜❧❧❡❞

❝✐#❝❧❡0✮ ❛♥❞ #❡0✐0&✐✈✐&② ✭ρ = 0 ❝#✐&❡#✐❛✱ &❤❡ ♦♣❡♥ 0D✉❛#❡0✮✳ ❚❤❡ Hc2 #❡♣♦#&❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳❬✶✵✾❪

✭❜② #❡0✐0&✐✈✐&②✮ ✐0 ♣#❡0❡♥&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥&0 ❢♦# ❝♦♠♣❛#✐0♦♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✹ ⑤ Cp/T ❜❡❤❛✈✐♦# ♦❢ &✇♦ ♣♦❧②❝#②0&❛❧0 ✇✐&❤ 1% ❜♦#♦♥ ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ 0✉❜0&✐✲

&✉&✐♦♥0✱ ❜❡❢♦#❡ ❛♥❞ ❛❢&❡# ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛& 700◦C ❞✉#✐♥❣ ✸✼✵ ❤♦✉#0✳ 13 ✭❯✲▲❆1✲✵✵✷✹✮ ❛♥❞ 13✬

✭❯✲▲❆1✲✵✵✸✵✮ ❝♦##❡0♣♦♥❞ &♦ &❤❡ ❜❛#❡ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ 1% ❇✲❞♦♣❡❞ 0❛♠♣❧❡✳ 14 ✭❯✲▲❆1✲

✵✵✷✸✮ ❛♥❞ 14✬ ✭❯✲▲❆1✲✵✵✸✶✮ ❝♦##❡0♣♦♥❞ &♦ &❤❡ ❜❛#❡ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ 1% ❆❧✲❞♦♣❡❞ 0❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ 0✐♥❣❧❡ ❝#②0&❛❧ ❙1 ❛♥❞ &❤❡ ✉♥❞♦♣❡❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ♣♦❧②❝#②0&❛❧ 12 ✭❯✲▲❆1✲✵✵✷✾✮ ❛#❡ ❡D✉❛❧❧②

♣#❡0❡♥&❡❞ ❢♦# ❝♦♠♣❛#✐0♦♥✳ ✭❛✮ ♣#❡0❡♥&0 &❤❡ 0✉♣❡#❝♦♥❞✉❝&✐♥❣ &#❛♥0✐&✐♦♥0✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ❣✐✈❡0 ❛

③♦♦♠ ❛& &❤❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛0❡✳

✶✵✼



❈♦♥#✐❞❡'✐♥❣ )❤❡ #❡♥#✐)✐✈✐)② ♦❢ ❯❇❡13 )♦ #♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥) ♦❢ ❞♦♣✐♥❣✱ ♦♥❡ ♣♦##✐❜❧❡ ♦'✐❣✐♥ ❢♦'

)❤❡ ✧▲✲)②♣❡✧ ❜❡❤❛✈✐♦' ✐♥ )❤❡ #✐♥❣❧❡ ❝'②#)❛❧# ✐# ❞✉❡ )♦ )❤❡ ✐♠♣✉'✐)✐❡# ✐♥)'♦❞✉❝❡❞ ❜② )❤❡

✢✉① ♠❡)❤♦❞✳ ❚♦ #)✉❞② )❤✐# ♣♦##✐❜✐❧✐)② ✇❡ ♠❡❛#✉'❡❞ )✇♦ ♣♦❧②❝'②#)❛❧❧✐♥❡ #❛♠♣❧❡# @ 3 ❛♥❞

@4✱ '❡#♣❡❝)✐✈❡❧② ✇✐)❤ 1% #✉❜#)✐)✉)✐♦♥ ♦❢ ❜♦'♦♥ ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♦♥ )❤❡ ❜❡'②❧❧✐✉♠ ❛)♦♠#✳

❋✐❣✉'❡ ✼✳✷✹❛ ♣'❡#❡♥)# )❤❡ Cp/T ♦❢ )❤❡#❡ ❞♦♣❡❞ #❛♠♣❧❡#✱ ❜❡❢♦'❡ ❛♥❞ ❛❢)❡' ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛)

700◦C ❞✉'✐♥❣ ✸✼✵ ❤♦✉'#✳ Cp/T ♦❢ #✐♥❣❧❡ ❝'②#)❛❧ ❙1 ❛♥❞ )❤❡ ✉♥❞♦♣❡❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ♣♦❧②❝'②#)❛❧
@2 ❛'❡ ❡H✉❛❧❧② ♣'❡#❡♥)❡❞ ❢♦' ❝♦♠♣❛'✐#♦♥✳ ■) #❤♦✇# )❤❛) ❇✲❞♦♣✐♥❣ ❧❡❛❞# )♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞

Cp/T ❥✉♠♣ ❛) Tsc ❛♥❞ ❧♦✇❡'❡❞ Tsc✱ ❛# ✐# ♦❜#❡'✈❡❞ ♣'❡✈✐♦✉#❧② ✐♥ )❤❡ #✐♥❣❧❡ ❝'②#)❛❧# ✇✐)❤
❆❧ ✢✉①✳ ❲✐)❤ ❆❧ ❞♦♣✐♥❣ )❤❡ #✉♣❡'❝♦♥❞✉❝)✐♥❣ )'❛♥#✐)✐♦♥ ❜'♦❛❞❡♥# #✐❣♥✐✜❝❛♥)❧② ❛♥❞ #❤✐❢)#

)♦ ❧♦✇❡' )❡♠♣❡'❛)✉'❡✳ ■♥ ❜♦)❤ ❝❛#❡#✱ ✐♥ )❤❡ ♥♦'♠❛❧ ♣❤❛#❡ Cp/T ❜❡❝♦♠❡# )❡♠♣❡'❛)✉'❡

❞❡♣❡♥❞❡♥)✱ ❝♦♥)'❛'② )♦ )❤❡ ✉♥❞♦♣❡❞ ♣♦❧②❝'②#)❛❧# ✐♥ ✜❣✉'❡ ✼✳✶✼❛ ❛♥❞ ✜❣✉'❡ ✼✳✶✾✳

❋♦' )❤❡ ❇✲❞♦♣❡❞ #❛♠♣❧❡✱ ❛❢)❡' ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭#❛♠♣❧❡ @3✬✮ Tsc #❤✐❢)# )♦ ❛ ✉#✉❛❧ ✈❛❧✉❡
✭0.86 K✮✱ ❛♥❞ )❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ Cp/T ♠❛①✐♠✉♠ ✐# '❡❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ )❤❡ ♥♦'♠❛❧ ♣❤❛#❡

❜❡❤❛✈✐♦' ✐# ♥♦) ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐)❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ Cp/T ✐# ❛❧✇❛②# #)'♦♥❣❧② )❡♠♣❡'❛)✉'❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥)✳ ❋♦' )❤❡ ❆❧✲❞♦♣❡❞ #❛♠♣❧❡✱ ❛❢)❡' ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ♥♦) ♦♥❧② )❤❡ ✉#✉❛❧ Tsc ✐# ❢♦✉♥❞✱ ❜✉) )❤❡
✉#✉❛❧ )❡♠♣❡'❛)✉'❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥) ♥♦'♠❛❧ ♣❤❛#❡ ❜❡❤❛✈✐♦' ✐# '❡❝♦✈❡'❡❞✿ @4✬ ♥♦ ❧♦♥❣❡' #❤♦✇#

❛♥② #✐❣♥ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ #❤♦✇# ❡①❛❝)❧② )❤❡ #❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦' )❤❛♥ )❤❡ ✉♥❞♦♣❡❞ #❛♠♣❧❡ @ 2✳

▲✐❦❡ )❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝) ♦♥ )❤❡ ✉♥❞♦♣❡❞ ❝'②#)❛❧ @1✱ ✐) ✐# ♣♦##✐❜❧❡ )❤❛) )❤❡ )❤❡ ✐♠♣✉✲

'✐)✐❡# ♠♦✈❡ ❛♥❞ ❛❣❣'❡❣❛)❡ ❞✉'✐♥❣ )❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣'♦❝❡##✱ ❛♥❞ ❣❡) ♦✉) ♦❢ )❤❡ ❜✉❧❦ ❯❇❡ 13

♣❤❛#❡✱ ❛♥❞ ❛# ❛ ❝♦♥#❡H✉❡♥❝❡ )❤❡ ❡✛❡❝)# ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ❞✐#❛♣♣❡❛'✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♠❛② H✉❡#)✐♦♥ ✐❢

❆❧ ♠✐❣'❛)❡# ♠♦'❡ ❢'❡❡❧② )❤❛♥ ❇ ❞✉'✐♥❣ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✺ ⑤ Cp/T ♦❢ )✇♦ #✐♥❣❧❡ ❝'②#)❛❧# ❜❡❢♦'❡ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛❢)❡' ✭'❡❞✮ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛) 700
◦C

❞✉'✐♥❣ ✼✸✵ ❤♦✉'#✳ ✭❛✮✿ #❛♠♣❧❡ ❙2 ✇✐)❤ ❆❧ ✢✉① ✭❯✲▲❆@✲✵✵✸✹✱ ❛♥❝✐❡♥) ❯✲▲❆@✲✵✵✷✻✮❀ ✭❜✮✿

#❛♠♣❧❡ ❙2 ✇✐)❤ ●❛ ✢✉① ✭❯✲▲❆@✲✵✵✸✺✱ ❛♥❝✐❡♥) ❯✲▲❆@✲✵✵✷✼✮✳

■♥ ❣❡♥❡'❛❧✱ ♦♥❡ ❝♦♥#✐❞❡'# )❤❛) #✐♥❣❧❡ ❝'②#)❛❧# ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② ✢✉① ❞♦ ♥♦) ♥❡❡❞ )♦ ❜❡ ❛♥✲

♥❡❛❧❡❞✱ ♦✇✐♥❣ )♦ )❤❡ ✈❡'② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉# ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥) ❛♥❞ ❛❜#❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ )❡♠♣❡'✲

❛)✉'❡ ❣'❛❞✐❡♥) ❛) )❤❡ ❣'♦✇♥ #✉'❢❛❝❡ ❞✉'✐♥❣ )❤❡ #②♥)❤❡#✐#✳ ❇✉) )❤✐# ♠✐❣❤) ❜❡ ✇'♦♥❣ ✐❢ ❆❧ ✐#

✶✵✽



♠✐❣#❛%✐♥❣ ✐♥%♦ %❤❡ ❝#②,%❛❧ ❞✉#✐♥❣ %❤❡ ❣#♦✇%❤✿ ✐% ♠✐❣❤% %❤❡♥ ❜❡ #❡♠♦✈❡❞ ❜② ♣♦,%✲❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱

❛, ✇♦✉❧❞ ❜❡ %❤❡ ❝❛,❡ ❢♦# %❤❡ ❞♦♣❡❞ ♣♦❧②❝#②,%❛❧,✳ ❚♦ %❡,% %❤✐, ,❝❡♥❛#✐♦ ✇❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ,❡✈❡#❛❧

,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, %♦ ,❡❡ ❤♦✇ %❤❡✐# ♣#♦♣❡#%✐❡, ❝❤❛♥❣❡✳

❆❧%❤♦✉❣❤ ♣❡#❢♦#♠❡❞ ✉♥❞❡# ✈❛❝✉✉♠✱ ❛❢%❡# ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ %❤❡ ,✉#❢❛❝❡, ♦❢ %❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧,

❛#❡ ❝♦✈❡#❡❞ ✇✐%❤ ❛ ,♦❢%✱ ♥♦♥✲❝#②,%❛❧❧✐♥❡ ❧❛②❡#✱ %❤❛% ♣#❡,❡♥%, ♥♦ ♠❡%❛❧❧✐❝ ❣❧❛#❡ ❛, %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧

,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ❞♦✳ ❚❤✐, ✐, ♣#♦❜❛❜❧② ❞✉❡ %♦ ♦①✐❞❛%✐♦♥✳ ❖♥ ✢❛% ,✉#❢❛❝❡,✱ %❤✐, ❧❛②❡# ❝❛♥ ❜❡

#❡♠♦✈❡❞ ❜② ,❝#✉❜❜✐♥❣ ❝❛#❡❢✉❧❧②✳

❋✐❣✉#❡ ✼✳✷✺ ♣#❡,❡♥%, Cp/T ♦❢ %✇♦ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ❙2 ✭❢#♦♠ ❆❧ ✢✉①✱ ✇✐%❤ ❡①%#❛ ❛♠♦✉♥%
♦❢ ❇❡ ❛% %❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ❙7 ✭❢#♦♠ ●❛ ✢✉①✮✱ ❜❡❢♦#❡ ❛♥❞ ❛❢%❡# ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛% 700

◦C ❞✉#✐♥❣
✼✸✵ ❤♦✉#,✳ ■♥ ❜♦%❤ ❝❛,❡,✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❧❡❛❞, %♦ ❛ ❤✐❣❤❡# Tsc ❛, ❢♦# %❤❡ ♣♦❧②❝#②,%❛❧,✱ ❛♥❞
✐♥ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛,❡✱ ❜♦%❤ %❤❡ ❛❜,♦❧✉%❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ γ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❛♥❞ ✐%, %❡♠♣❡#❛%✉#❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛#❡ #❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦✇ Cp/T ✐♥ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛,❡ ✐♥ %❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ,❛♠♣❧❡, ❛#❡
♣♦,,✐❜❧② #❡❧❛%❡❞ %♦ ❛♥ ♦✈❡#❡,%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ,❛♠♣❧❡ ♠❛,, ❞✉❡ %♦ %❤❡ ♦①✐❞❛%✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠✳

✼✳✸✳✸ ❙✉♠♠❛'②

❚❤❡ ,♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ♠❡❛,✉#❡♠❡♥%, ♦♥ ❞✐✛❡#❡♥% ,❛♠♣❧❡, #❡✈❡❛❧ ❛ ,%#♦♥❣ ❝♦♥%#❛,% ❜❡%✇❡❡♥

%❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢#♦♠ %❤❡ ✢✉① ♠❡%❤♦❞ ❛♥❞ ♣♦❧②❝#②,%❛❧❧✐♥❡ ,❛♠♣❧❡,✱ ❜♦%❤ ✐♥

%❡#♠, ♦❢ %❤❡ ❝#✐%✐❝❛❧ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ Tsc✱ %❤❡ ,♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ❥✉♠♣ ❛% Tsc✱ ❛♥❞ %❤❡ %❡♠♣❡#❛%✉#❡
❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ✐♥ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛,❡✳

❚❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧,✱ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❢#♦♠ ❆❧ ♦# ❛❧%❡#♥❛%✐✈❡ ✢✉① ♠❡%❤♦❞✱ ,❤♦✇ ❞✐✛❡#❡♥% ❜❡❤❛✈✲

✐♦#, ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ❞❡%❛✐❧, ♦❢ %❤❡ ♣#❡♣❛#❛%✐♦♥ ♣#♦❝❡❞✉#❡✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ %❤❡② ❛❧❧ ,❤❛#❡ %❤❡

✧▲✲%②♣❡✧ ❜❡❤❛✈✐♦#❬✶✶✶❪✿ ❛ ❧♦✇❡# Tsc ✭#❛♥❣✐♥❣ ❢#♦♠ 0.6 %♦ 0.8 K✮✱ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ Cp/T ❥✉♠♣
❛% Tsc✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛#❦❡❞ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ✐♥ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ ♣❤❛,❡ ❞♦✇♥ %♦ Tsc✳

❚❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ❤❛✈❡ ♥✐❝❡ ❝✉❜✐❝ ❝#②,%❛❧ ❢♦#♠, ✇✐%❤ ,❤✐♥② ♠❡%❛❧❧✐❝ ,✉#❢❛❝❡✳ ❇♦%❤

%❤❡ ▲❛✉❡ ❳✲#❛② ,♣❡❝%#❛ ❛♥❞ ❞✐,%✐♥❝% ,♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ❥✉♠♣ ❛% %❤❡ ,✉♣❡#❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %#❛♥,✐%✐♦♥✱

❞❡♠♦♥,%#❛%❡ %❤❛% %❤❡② ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐%②✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ %❤❡✐# ❧❛#❣❡ #❡,✐❞✉❛❧ #❡,✐,%✐✈✐%②

,❤♦✇ %❤❛% %❤❡② ♣#♦❜❛❜❧② ❤❛✈❡ ,✐③❛❜❧❡ ✐♠♣✉#✐%② ❝♦♥%❡♥%,✳

❚❤❡ ♣♦❧②❝#②,%❛❧, ,❤♦✇ W✉✐%❡ ❞✐✛❡#❡♥% ❜❡❤❛✈✐♦#✳ ❚❤❡ ✉♥❛♥♥❡❛❧❡❞ ♣♦❧②❝#②,%❛❧❧✐♥❡ ,❛♠✲

♣❧❡, ,❤♦✇ ❧♦✇ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐%② ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇ Tsc✱ ❛, ✇❡❧❧ ❛, ❛ ,♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ❥✉♠♣ ,❧✐❣❤%❧② ❤✐❣❤❡#
%❤❛♥ ✐♥ %❤❡ ,❛♠❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ♣♦❧②❝#②,%❛❧,✳ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐♥❝#❡❛,❡, ,✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② %❤❡✐# W✉❛❧✐%②✳

❚❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ♣♦❧②❝#②,%❛❧❧✐♥❡ ,❛♠♣❧❡, ,❤♦✇ ❍✲%②♣❡ ❜❡❤❛✈✐♦#❬✶✶✺❪ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡# Tsc %❤❛♥
%❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧,✳ ❲✐%❤ ❞♦♣✐♥❣ ✭✇✐%❤ ❜♦#♦♥ ♦# ❛❧✉♠✐♥✉♠✮ %❤❡ ✧▲✲%②♣❡✧ ❜❡❤❛✈✐♦# ♦❜✲

,❡#✈❡❞ ✐♥ %❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ❛❧,♦ ❡♠❡#❣❡, ✐♥ ♣♦❧②❝#②,%❛❧,✳ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ #❡❞✉❝❡, %❤❡ ❡✛❡❝%

♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ,✐❣♥✐✜❝❛♥%❧②✿ ❢♦# %❤❡ ❆❧ ❞♦♣❡❞ ,❛♠♣❧❡✱ ❛❢%❡# ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ %❤❡ ♥♦#♠❛❧ ✉♥❞♦♣❡❞

❜❡❤❛✈✐♦# ✐, #❡❝♦✈❡#❡❞✳

❆♥♥❡❛❧✐♥❣ %❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ❡W✉❛❧❧② ❡①❡#%, ❧❛#❣❡ ❡✛❡❝%, ♦♥ %❤❡✐# Cp/T ❜❡❤❛✈✐♦#✳ ❙❡✈✲
❡#❛❧ %❡,%, ,❤♦✇ %❤❛% Tsc ♦❢ %❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ✐, #❛✐,❡❞ ✉♣ %♦ #❡❢❡#❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✭❛#♦✉♥❞ 0.9 K✮
❛❢%❡# ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ %❤❛% %❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ Cp/T ❥✉♠♣ ❛% Tsc ✐, #❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐♥ %❤❡ ♥♦#♠❛❧
♣❤❛,❡ %❤❡ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Cp/T ❜❡❝♦♠❡, ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭❜❡❧♦✇ 0.5 K✮✳ ❚❤✉, %❤❡
✧▲✲%②♣❡✧ ❜❡❤❛✈✐♦#, ♦❜,❡#✈❡❞ ✐♥ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ❞✐,❛♣♣❡❛# ✇✐%❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❋✐❣✉#❡ ✼✳✷✻ ,✉♠✲

♠❛#✐③❡, %❤✐, ✜♥❛❧ ✜♥❞✐♥❣✳ Cp/T ♦❢ %❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧ ❙2✬ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✉❧%✐♣❧✐❡❞
❜② ❛♥ ❛#❜✐%#❛#② ❢❛❝%♦# 1.3 ✭✐% ❝♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❢#♦♠ ❛ ♣#♦❜❛❜❧❡ ♦✈❡#❡,%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ,❛♠♣❧❡
♠❛,,✮✱ %♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛#❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♣♦❧②❝#②,%❛❧❧✐♥❡ ,❛♠♣❧❡ [2✳ ■% ❞❡♠♦♥,%#❛%❡, %❤❛% ❛❢%❡#

❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ %❤❡ Cp/T ♦❢ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ❜❡❝♦♠❡, ❝❧♦,❡ %♦ %❤❛% ♦❢ ♣♦❧②❝#②,%❛❧❧✐♥❡ ,❛♠♣❧❡,✳

❚❤❡,❡ #❡,✉❧%, ,✉❣❣❡,% %❤❛% %❤❡ ✧▲✲%②♣❡✧ ❜❡❤❛✈✐♦# ♦❢ %❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧, ♠✐❣❤% ❜❡ ❞✉❡

%♦ %❤❡ ❆❧ ✐♠♣✉#✐%✐❡, ✐♥%#♦❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ✢✉① ♠❡%❤♦❞ ✐%,❡❧❢✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ #❡♠♦✈❡❞ ✇✐%❤

♣♦,%✲❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❚❤✉, %♦ ♦❜%❛✐♥ ❤✐❣❤ W✉❛❧✐%② ❯❇❡13 ,✐♥❣❧❡ ❝#②,%❛❧,✱ ♦♥❡ ,❤♦✉❧❞ ✜#,% ♦❜%❛✐♥

✶✵✾



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✻ ⑤ Cp/T ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ )❛♠♣❧❡ ❙2 ❜❡❢♦'❡ ✭♣✉'♣❧❡✮ ❛♥❞ ❛❢3❡' ✭'❡❞✮ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱

❝♦♠♣❛'❡❞ ✇✐3❤ 3❤❡ 3②♣✐❝❛❧ )✐♥❣❧❡ ❝'②)3❛❧ ❙1 ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ 3❤❡ ♣♦❧②❝'②)3❛❧ 92 ✭❣'❡❡♥✮✳ ❚❤❡

❜❧❛❝❦ ♣♦✐♥3) )❤♦✇ 3❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ ❯❇❡13 '❡♣♦'3❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳❬✶✶✺❪✳ ✭❛✮ ♣'❡)❡♥3) 3❤❡ )✉♣❡'❝♦♥✲

❞✉❝3✐♥❣ 3'❛♥)✐3✐♦♥)✱ 3❤❡ ❞❛)❤❡❞ ❧✐♥❡ )❤♦✇) 3❤❡ ✜3 ❜❛)❡❞ ♦♥ ❡♥3'♦♣② ❝♦♥)❡'✈✐♥❣ ❛♥❛❧②)❡)✱

✭❜✮ ♣'❡)❡♥3) ❛ ③♦♦♠ ♦♥ 3❤❡ ♥♦'♠❛❧ ♣❤❛)❡✳

)✐♥❣❧❡ ❝'②)3❛❧) ✐♥ 3❤❡ ♦♣3✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐3✐♦♥)✱ ✐✳❡✳ ✇✐3❤ )♠❛❧❧ ❡①3'❛ ❛♠♦✉♥3 ♦❢ ❇❡ ✐♥ 3❤❡ )3❛'3✐♥❣

♠❛3❡'✐❛❧ ❛♥❞ ✇✐3❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦♦❧✐♥❣ '❛3❡✱ 3❤❡♥ ♣❡'❢♦'♠ ❛ ❧♦♥❣ 3❡'♠ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣'♦❝❡))✱ ❧✐♠✐3❡❞

❛3 700◦C✳ ❚❤❡ ♦♣3✐♠❛❧ ❧❡♥❣3❤ ♦❢ 3❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐) )3✐❧❧ ✉♥❞❡' ✐♥✈❡)3✐❣❛3✐♦♥ ❛3 3❤❡ 3✐♠❡ ♦❢

3❤❡ ✇'✐3✐♥❣ ♦❢ 3❤✐) ♠❛♥✉)❝'✐♣3✱ ❛) ✇❡❧❧ ❛) 3❤❡ ❡✛❡❝3 ♦❢ 3❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ 3❤❡ )✐♥❣❧❡ ❝'②)3❛❧

'❡)✐❞✉❛❧ '❡)✐)3✐✈✐3② ✭ρ0✮✿ ✇❡ ❞♦ ❡①♣❡❝3 3❤❛3 ρ0 )❤♦✉❧❞ )3'♦♥❣❧② ❞❡❝'❡❛)❡ ✇✐3❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱

✐❢ ♠✐❣'❛3✐♦♥ ♦❢ ❆❧ ♦✉3)✐❞❡ 3❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ 3❤❡ ❝'②)3❛❧ ✐) ✐♥❞❡❡❞ 3❤❡ '❡❛)♦♥ ❢♦' 3❤❡ )❛♠♣❧❡

✧✐♠♣'♦✈❡♠❡♥3✧✳

✶✶✵



❙❛♠♣❧❡ ◆♦✳ Tc γn ∆C/C ▼❛** +,❡♣❛,✐♥❣ ❞❡1❛✐❧*

✭❑✮ ✭❏✳♠♦❧

−1
❑

−2
✮ ✭♠❣✮

❙1 ▲❆+ ✵✵✶✻ ✵✳✼✾✹ ✶✳✶✵ ✷✳✼✽ ✷✳✸✺ *1❛♥❞❛,❞

❙2 ▲❆+ ✵✵✷✻ ✵✳✼✻✾ ✵✳✽✻ ✷✳✷✵ ✵✳✹✵ ❯✿❇❡ ❂ 1✿20
❙3 ▲❆+ ✵✵✶✾ ✵✳✽✶✻ ✵✳✾✵ ✷✳✾✸ ✵✳✸✹ ❝♦♦❧✐♥❣ ,❛1❡ −1◦/h
❙4 ▲❆+ ✵✵✷✺ ✵✳✼✽✽ ✶✳✶✶ ✷✳✻✻ ✵✳✻✺ ❯✿❇❡ ❂ 1✿10
❙5 ▲❆+ ✵✵✷✶✲✷ ✵✳✽✵✵ ✵✳✾✺ ✷✳✺✷ ✵✳✻✾ *1❛,1 ✇✐1❤ 1❤❡ ♣♦❧②❝,②*1❛❧ +1✬

❆❧ ✻◆

❙6 ▲❆+ ✵✵✷✼ ✵✳✻✵✶ ✶✳✶✺ ✶✳✼✷ ✷✳✼✵ ●❛ ✢✉①

❙7 ▲❆+ ✵✵✷✽ ✵✳✻✽✶ ✶✳✶✵ ✶✳✼✵ ✷✳✷✷ ●❛✲❆❧ ✢✉①

+1 ▲❆+ ✵✵✷✵ ✵✳✼✼✺ ✵✳✼✷ ✷✳✷✾ ✵✳✼✼ *1❛♥❞❛,❞

+1✬ ▲❆+ ✵✵✷✵✲✼✵✵ ✵✳✽✼✾ ✵✳✻✸ ✶✳✾✹ ✵✳✺✺ ▲❆+ ✵✵✷✵ ❛♥♥❡❛❧❡❞

+2 ▲❆+ ✵✵✷✾ ✵✳✽✼✶ ✵✳✼✺ ✷✳✵✽ ✵✳✻✸ ❯✿❇❡ ❂ 1✿13.5
▲❆+ ✵✵✷✷ ❛♥♥❡❛❧❡❞

+3 ▲❆+ ✵✵✷✸ ✶✳✸✺ ❞♦♣❡❞ ✶% ❆❧

+3✬ ▲❆+ ✵✵✸✶ ∼✵✳✾ ✶✳✸✶ ▲❆+ ✵✵✷✸ ❛♥♥❡❛❧❡❞

❞♦♣❡❞ ✶% ❆❧

+4 ▲❆+ ✵✵✷✹ ∼✵✳✻✺ ✷✳✷✼ ❞♦♣❡❞ ✶% ❇

+4✬ ▲❆+ ✵✵✸✵ ∼✵✳✽ ✵✳✾✶ ▲❆+ ✵✵✷✹ ❛♥♥❡❛❧❡❞

❞♦♣❡❞ ✶% ❇

❙2✬ ▲❆+ ✵✵✸✹ ✵✳✽✺✻ ✵✳✺✸ ✷✳✷✽ ✵✳✸✹ ▲❆+ ✵✵✷✻ ❛♥♥❡❛❧❡❞

❯✿❇❡ ❂ 1✿20
❙5✬ ▲❆+ ✵✵✸✸ ▲❆+ ✵✵✷✶✲✷ ❛♥♥❡❛❧❡❞

❙6✬ ▲❆+ ✵✵✸✺ ∼✵✳✼✺ ✷✳✺✸ ▲❆+ ✵✵✷✼ ❛♥♥❡❛❧❡❞

●❛ ✢✉①

❙7✬ ▲❆+ ✵✵✸✻ ▲❆+ ✵✵✷✽ ❛♥♥❡❛❧❡❞

●❛✲❆❧ ✢✉①

❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ⑤ +,❡♣❛,❛1✐♦♥ ❞❡1❛✐❧* ❛♥❞ ♣,♦♣❡,1✐❡* ♦❢ ❯❇❡13 *❛♠♣❧❡*✳

✶✶✶



✶✶✷



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❉✐(❝✉((✐♦♥( ♦♥ ,❤❡ ,✇♦✲❜❛♥❞ ❡✛❡❝, ❛♥❞

,❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ,4❛♥(✈❡4(❡ ✜❡❧❞ ♦♥ ,❤❡

▼✐♥❡❡✈✬( ,❤❡♦4②

■♥ "❤❡ ✇♦'❦ ♦❢ ❱✳ ▼✐♥❡❡✈ ❬✶✶✾✱ ✸✾❪✱ 5✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ✐5 ❞❡'✐✈❡❞ ❢'♦♠ ❛ ♠✐❝'♦5❝♦♣✐❝

♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❊❙@ ✭❊B✉❛❧ ❙♣✐♥ @❛✐'✐♥❣✮ 5"❛"❡5 ❛'❡ '❡❛❧✐③❡❞ ❞✉❡ "♦ 5"'♦♥❣ ♣♦❧❛'✐③❛"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ❋❡'♠✐ 5❡❛ ✐♥ "❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❞'✐✈✐♥❣ "❤❡ ❢❡''♦♠❛❣♥❡"✐5♠✳ ❚❤✐5 ♥❛"✉'❛❧❧② ❧❡❛❞5 "♦ ❛

✧"✇♦✲❜❛♥❞ 5♦❧✉"✐♦♥✧ ❢♦' "❤❡ 5✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐✈✐"② ♦'❞❡' ♣❛'❛♠❡"❡'✱ ✇❤❡'❡ ♣❛✐'✐♥❣ ✐5 '❡❛❧✐③❡❞

✐♥ "❤❡ 5♣✐♥ ✉♣ ♦' 5♣✐♥ ❞♦✇♥ ❜❛♥❞5✳ ❚❤❡ 5♣❧✐""✐♥❣ ♦❢ "❤❡ "✇♦ ❜❛♥❞5 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛'❛❝"❡'✐③❡❞ ❜②

❛ ❞✐♠❡♥5✐♦♥❧❡55 ♣❛'❛♠❡"❡' u✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦''❡5♣♦♥❞5 "♦ "❤❡ '❡❧❛"✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ "❤❡ ❞❡♥5✐"② ♦❢

5"❛"❡5 ✭N↑,↓
✮ ✇❡✐❣❤"❡❞ ❜② "❤❡ ♣❛'"✐❝✉❧❛' ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ 5✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ♦'❞❡' ♣❛'❛♠❡"❡'✳ ❋♦'

❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦' Ψ = (k̂xη
↑
x, k̂xη

↓
x)✱

u =
| < k̂x

2
N↑(kx) > − < k̂x

2
N↓(kx) > |

< k̂x
2
N↑(kx) > + < k̂x

2
N↓(kx) >

✭❆✳✶✮

❊B✳✭✺✳✶✾✮ ♣'❡5❡♥"❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡' ✺ ✐5 ❛ 5✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡'5✐♦♥ ♦❢ "❤❡5❡ 5♦❧✉"✐♦♥5✱ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥

"❤❡ ♣♦❧❛'✐③❛"✐♦♥ ✐5 5"'♦♥❣ ✭u ❝❧♦5❡ "♦ 1✮✱ ♦' ✇❤❡♥ "❤❡ 5♣✐♥ 5✉5❝❡♣"✐❜✐❧✐"✐❡5 ❤❛✈❡ ❛ 5"'♦♥❣

✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐5♦"'♦♣②✳ ❚❤✐5 ❧❛5" ♣♦✐♥" ✐5 ✇❡❧❧ ✈❡'✐✜❡❞ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥5 ✇❤② ✇❡ ❝♦✉❧❞

5❛❢❡❧② ✐❣♥♦'❡ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ♦❢ "❤❡ "✇♦✲❜❛♥❞ 5♦❧✉"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✐" ✐5 ❛❧5♦ ❡❛5② "♦ B✉❛♥"✐❢②

♥✉♠❡'✐❝❛❧❧② "❤❡ ✐♠♣♦'"❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡5❡ ❝♦''❡❝"✐♦♥5✳ ❚❤❡ "❤❡♦'❡"✐❝❛❧ ✇♦'❦ ♦❢ ❘❡❢✳❬✸✾❪ ❞♦❡5 ♥♦"

❡✈❛❧✉❛"❡ ❡①♣❧✐❝✐"❡❧② Hc2✱ ✇❤✐❝❤ '❡B✉✐'❡5 ❤❡❛✈② ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥5 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡ ♣'❡❝✐5❡ ♦'❞❡'

♣❛'❛♠❡"❡'✳ ❇✉" ❛" "❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞✐5❝✉55❡❞ ✐♥ ♦✉' ♣❛♣❡'✱ ✐" ❣✐✈❡5 ❛♥ ❡①♣'❡55✐♦♥ ❢♦' "❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦♥5"❛♥" ♦❢ ❊❙@ 5"❛"❡5 ✭❊B✳✭✶✶✼✮ ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪✮ "❛❦✐♥❣ ♠✉❧"✐❜❛♥❞ ❡✛❡❝"5 ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥"✳ ■♥

❛❧❧ ❝❛5❡5✱ Tsc ✐5 ❞❡"❡'♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐'✐♥❣ ❝♦♥5"❛♥" λ✿

λ =
λ11 + λ22

2
+

√

(λ11 − λ22)
2

4
+ λ12λ21 ✭❆✳✷✮

❚❤❡ ✈❛'✐♦✉5 λij ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ "❤❡ 5✉5❝❡♣"✐❜✐❧✐"✐❡5✱ ❜✉" ❛❧5♦ ♦♥ "❤❡ ❜❛♥❞ ♣♦❧❛'✐③❛"✐♦♥ ✭u✮✱ ❛♥❞

♦♥ "❤❡ ♦'✐❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❞✲✈❡❝"♦' ✭'❡♣'❡5❡♥"✐♥❣ "❤❡ 5♣✐♥ "'✐♣❧❡" 5✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ♦'❞❡'

♣❛'❛♠❡"❡'✮✿ (d × d∗) ✐5 ♣❛'❛❧❧❡❧ "♦ "❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ 5♣✐♥ ♦❢ "❤❡ 5✉♣❡'❝♦♥❞✉❝"✐♥❣ ❝♦♥❞❡♥5❛"❡✱

✇❤✐❝❤ 5❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ "❤❡ ❡✛❡❝"✐✈❡ ✜❡❧❞ Hm = h +H ✇✐"❤ h "❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✭✴✴❝✮ ❛♥❞

H "❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞✳◆♦"✐♥❣ φ "❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡"✇❡❡♥ h ❛♥❞ H
(

tanφ = Hy

h

)

✱ χi "❤❡ 5"❛"✐❝

5✉5❝❡♣"✐❜✐❧✐"② χ(H = 0,q = 0) ❢♦' "❤❡ ♠❛❣♥❡"✐③❛"✐♦♥ '❡5♣♦♥5❡ ❛❧♦♥❣ "❤❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥

✶✶✸



❛①✐#✲✐✱ ❛♥❞ (❛❦✐♥❣ ❛❧#♦ ❛♥ ✐#♦(-♦♣✐❝ k✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦- ❛❧❧ #✉#❝❡♣(✐❜✐❧✐(✐❡# ✭❝❤❛-❛❝(❡-✐③❡❞ ❜②

a = ξmagkF ✮✱ ✇❡ ❣❡( ❢♦- (❤❡ λij ❢-♦♠ ❊<✳✭✶✶✼✮✱ ✭✶✻✽✮✲✭✶✼✵✮ ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪✿

λ11 =
[

gz cos
2 φ+B sin2 φ

]

(1 + u)

λ22 =
[

gz cos
2 φ+B sin2 φ

]

(1− u)

λ12 =
[

(A− gz) sin
2 φ+ (A− B) cos2 φ

]

(1− u)

λ21 =
[

(A− gz) sin
2 φ+ (A− B) cos2 φ

]

(1 + u)

✭❆✳✸✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊<✳✭❆✳✸✮ ✇✐(❤ ❊<✳✭❆✳✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

λ = λ̄0
(

gz cos
2 φ+B sin2 φ+

√

u2
[

gz cos2 φ+B sin2 φ
]2

+ (1− u2)
[

(gz − A) sin2 φ+ (B − A) cos2 φ
]2
)

✭❆✳✹✮

✇❤❡-❡

λ̄0 =
λ(0)

1 +
√

u2 + (1− u2)(B − A)2
✭❆✳✺✮

❛♥❞

gz(H) =
(1 + a2)

2

(Θ(H) + a2)2

Θ(H//c) = 1/2

(

3
M2

z

M2
0

− 1

)

; Θ(H ⊥ c) =
TCurie(H)− Tsc
TCurie(0)− Tsc

A =
(1 + a2)

2

(

χz

2χx
+ a2

)2 ; B =
(1 + a2)

2

(

χz

2χy
+ a2

)2

✭❆✳✻✮

❱❡'② ❣❡♥❡'❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ 0❤❡'❡ ✐2 ♥♦ ♣♦❧❛'✐③❛0✐♦♥ ✭u = 0✮✱ ❊7✳✭❆✳✹✮ ✐2 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 ♦❢ 0❤❡

'♦0❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ d✲✈❡❝0♦'✱ ❛♥❞ ✐0 '❡❞✉❝❡2 0♦✿

λ = λ0
gz +B − A

1 + B − A
✭❆✳✼✮

❆✳✶ ❈♦♥&❡(✉❡♥❝❡& ❢♦, ❍✴✴❝✿

❋♦' ❍✴✴❝✱ 0❤❡ d✲✈❡❝0♦' '❡♠❛✐♥2 ♣❡'♣❡♥❞✐❝✉❧❛' 0♦ 0❤❡ ❝✲❛①✐2 ✭φ = 0✮✳ ❙♦ ❊7✳✭❆✳✹✮ 0❛❦❡2

❛ 2✐♠♣❧❡ ❢♦'♠✱ ❡✈❡♥ ✇✐0❤ ✜♥✐0❡ ♣♦❧❛'✐③❛0✐♦♥ u✿

λ = λ̄0

(

gz +
√

u2g2z + (1− u2)(B − A)2
)

✭❆✳✽✮

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 0❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊7✳✭❆✳✽✮✱ ❝♦♠♣❛'❡❞ 0♦ 0❤❡ ❡①♣'❡22✐♦♥ λ =
λ0gz ✭u = 1✮ ✉2❡❞ ❢♦' 0❤❡ ❞✐2❝✉22✐♦♥ ✐♥ 0❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛♣❡'✱ ❛'✐2❡2 ❢'♦♠ 0❤❡ 0❡'♠ (B−A) ✇❤✐❝❤

❞❡♣❡♥❞2 ♦♥ 0❤❡ 2✉2❝❡♣0✐❜✐❧✐0✐❡2 ❛❧♦♥❣ ❜ ❛♥❞ ❛ ❛①✐2 '❡2♣❡❝0✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ✐2 ✜❡❧❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0✳

❚❤✐2 0❡'♠✱ ✇❤✐❝❤ 0❡♥❞2 0♦ ❞✐♠✐♥✐2❤ 0❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ λ✱ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ 0❤❡ ❧❛'❣❡20 ✐♥✢✉❡♥❝❡

✇❤❡♥ 0❤❡'❡ ✐2 ♥♦ ♣♦❧❛'✐③❛0✐♦♥ ✭u = 0✮✳

✶✶✹



❈♦❧❧❡❝%✐♥❣ ✈❛❧✉❡, ♦❢ χa ❛♥❞ χb ❢/♦♠ %❤❡ ❧✐%❡/❛%✉/❡❬✹✷✱ ✽✼✱ ✽✽❪✱ ❛♥❞ ♦✉/ ♦✇♥ ❞❛%❛ ❢♦/

χc ≈ 0.11 µB/T ❛% 0.5 K✱ ✇❡ ❣❡% %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡,%✐♠❛%✐♦♥, ❢♦/ %❤❡ /❛%✐♦, χc/2χb ∼ 8.5 ❛♥❞
χc/2χa ∼ 20✳ ❋✐❣✳❆✳✶ ❞✐,♣❧❛②, %❤❡ ✇♦/,% ❝❛,❡✱ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❢/♦♠ ❊A✳✭❆✳✼✮ ✭u = 0✮✱ ✇❤❡♥ %❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ %✇♦✲❜❛♥❞ ❡✛❡❝% ✐, %❤❡ ,%/♦♥❣❡,%✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ♦♥❡✲❜❛♥❞ ❛♥❞

%❤❡ %✇♦✲❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ λ(H) ✐, ❝♦♠♣❡♥,❛%❡❞✱ ✐♥ %❤❡ /❡A✉✐/❡❞ ✜❡❧❞ /❛♥❣❡ ✭0✲0.6 T✮✱
❜② ❛ 10% ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ξmagkF ✳ ❲✐%❤ ❛ ✜♥✐%❡ ♣♦❧❛/✐③❛%✐♦♥ u✱ %❤❡ /❡A✉✐/❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐, ❡✈❡♥
❧♦✇❡/✳ ❚❤✐, ❥✉,%✐✜❡, %❤❡ ✉,❡ %❤❡ ✧♦♥❡✲❜❛♥❞ ❛♣♣/♦①✐♠❛%✐♦♥✧ ✐♥ %❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛♣❡/ ❢♦/ %❤❡

✇❤♦❧❡ ❞✐,❝✉,,✐♦♥ ♦❢ Hc2 ✐♥ ❯❈♦●❡ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝✲❛①✐,✳

❋✐❣✉%❡ ❆✳✶ ⑤ ❖♥❡ ✈. /✇♦ ❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥. ❢♦% ❯❈♦●❡ ✲ ❍✴✴❝✳

●/❡② ❢✉❧❧ ❧✐♥❡✿ ♦♥❡ ❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ λ(H) ❛, ♣/❡,❡♥%❡❞ ✐♥ %❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛♣❡/ ❢/♦♠ %❤❡

%❤❡♦/❡%✐❝❛❧ ❡①♣/❡,,✐♦♥, ✐♥ ❘❡❢✳❬✸✾❪✳ ■% ✐, ❜❛,❡❞ ♦♥ %❤❡ ❡①♣❡/✐♠❡♥%❛❧ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❞❛%❛

✭❋✐❣✳✺✳✷✮✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ %❤❡ ♣❛/❛♠❡%❡/ a = ξmagkF ∼ 3.3✳ ❉❛/❦ ❜❧✉❡ ,A✉❛/❡,✿ %✇♦✲
❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ✭❢/♦♠ ❘❡❢✳❬✸✾❪✮✱ ✇✐%❤ %❤❡ ,❛♠❡ ♠❛❣♥❡%✐③❛%✐♦♥ ❞❛%❛ ❛♥❞ ,❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a✱
❛, ✇❡❧❧ ❛, ✇✐%❤ %❤❡ ❡①♣❡/✐♠❡♥%❛❧ ✈❛❧✉❡, ♦❢ %❤❡ ,✉,❝❡♣%✐❜✐❧✐%② ❛♥✐,♦%/♦♣✐❡, ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❜✲❝

❛♥❞ ❛✲❝ ❛①✐, ✭,❡❡ %❡①%✮✳ ▲✐❣❤% ❜❧✉❡ ❝✐/❝❧❡✿ ,❛♠❡ %✇♦✲❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥✱ ❜✉% ✇✐%❤ ❛ ❧♦✇❡/

✈❛❧✉❡ ♦❢ a ∼ 2.9✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ,❡❡ %❤❛% %❤❡ ♠♦/❡ ❡①❛❝% %✇♦✲❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ②✐❡❧❞ %❤❡ ,❛♠❡
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛, %❤❡ ♦♥❡✲❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥✱ ✐♥ %❤❡ ✜❡❧❞ /❛♥❣❡ ♦❢ Hc2(0)✴✴❝✱ ✇✐%❤ ♦♥❧② ❛
10% ❛❞❥✉,%♠❡♥% ♦❢ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a✳

❆✳✷ ❈♦♥&❡(✉❡♥❝❡& ❢♦, ❍✴✴❜✿

❆, /❡❣❛/❞, ♥♦✇ %❤❡ ,✐%✉❛%✐♦♥ ❢♦/ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❜✲❛①✐,✱ ♦♥ %♦♣ ♦❢ %❤❡ ♣♦❧❛/✐③❛%✐♦♥✱

✇❡ ❛❧,♦ ♥❡❡❞ %❤❡ ✭/❡❧❛%❡❞✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✧h✧✱ /❡A✉✐/❡❞ %♦ ❞❡%❡/♠✐♥❡ %❤❡
/♦%❛%✐♦♥ ❛♥❣❧❡ φ ♦❢ %❤❡ d✲✈❡❝%♦/✳ ❙%❛/%✐♥❣ ✇✐%❤ %❤❡ ♦♥❡✲❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✭u = 1✮ ✇✐%❤ /♦%❛%✐♦♥
♦❢ %❤❡ d✲✈❡❝%♦/✱ ❋✐❣✳❆✳✷ ,❤♦✇, %❤❛% ❊A✳✭❆✳✹✮ ♣/❡❞✐❝%, ❛ ❞❡❝/❡❛,❡ ♦❢ λ ❢♦/ ❍✴✴❜✳ ❚❤✐,

❝♦✉♥%❡/✲✐♥%✉✐%✐✈❡ /❡,✉❧% ✐, ❡❛,✐❧② ✉♥❞❡/,%♦♦❞✳ ■♥ ,✉❝❤ ❛ ❝❛,❡✱ %❤❡ ❡①♣/❡,,✐♦♥ ❢♦/ λ /❡❞✉❝❡,
%♦ λ(H)/λ(0) = gz cos

2 φ+B sin2 φ✱ ❛♥❞ %❤❡ ✐♥❝/❡❛,❡ ♦❢ gz ❞✉❡ %♦ %❤❡ ,✉♣♣/❡,,✐♦♥ ♦❢ TCurie

❞♦❡, ♥♦% ❝♦♠♣❡♥,❛%❡ %❤❡ ✐♥❝/❡❛,✐♥❣ ✇❡✐❣❤% ♦❢ %❤❡ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥, ❛❧♦♥❣ ❜ ✭B ✐, ♠✉❝❤ ,♠❛❧❧❡/

%❤❛♥ gz ,✐♥❝❡ χb ≪ χc✮ ❡✈❡♥ ✇✐%❤ ❛ ❧❛/❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✭15 T ❝❤♦,❡♥ ❢♦/ %❤❡

✶✶✺



❋✐❣✉$❡ ❆✳✷ ⑤ ❈♦♠♣❛$✐/♦♥ 1❤❡♦$②✴❡①♣❡$✐♠❡♥1 ❢♦$ ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✳

❇❧✉❡ $%✉❛'❡$✿ ❞❛*❛ ❢♦' λ(H)✴✴❜ ❛$ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢'♦♠ *❤❡ Hc2 ❞❛*❛ ✭$❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛♣❡'✮✳ ❋✉❧❧

❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✿ ♦♥❡ ❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ λ(H) ❛❝❝♦'❞✐♥❣ *♦ ❘❡❢✳❬✸✾❪✱ *❛❦✐♥❣ ♥♦✇ ❛❝❝♦✉♥* ♦❢

*❤❡ '♦*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ d✲✈❡❝*♦'✱ ❢♦' ❛ ❧❛'❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ♦❢ 15 T✳ λ $❤♦✉❧❞ *❤❡♥ ❞❡❝'❡❛$❡
✉♥❞❡' ✜❡❧❞✱ ❛$ *❤❡ '♦*❛*✐♦♥ ♦❢ d ♣'❡✈❡♥*$ *♦ *❛❦❡ ❢✉❧❧ ❛❞✈❛♥*❛❣❡ ♦❢ *❤❡ ✢✉❝*✉❛*✐♦♥$ ❛❧♦♥❣

*❤❡ ❝✲❛①✐$✳ ❋✉❧❧ ❣'❡② ❧✐♥❡✿ *✇♦✲❜❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥✱ ✇✐*❤ *❤❡ $❛♠❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❜✉* $*✐❧❧ ♥♦

♣♦❧❛'✐③❛*✐♦♥✿ *❤✐$ ✐$ *❤❡ ♠♦$* ❢❛✈♦'❛❜❧❡ ❝❛$❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝'❡❛$❡ ♦❢ λ ✐$ ♣'❡❞✐❝*❡❞ ❢♦' ❍✴✴❜✱
❜✉* *❤❡ %✉❛♥*✐*❛*✐✈❡ ❛❣'❡❡♠❡♥* ✐$ ♣♦♦'✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦**❡❞ ❛♥❞ ❣'❡② ❧✐♥❡$✿ $❛♠❡ *✇♦ ❜❛♥❞$

❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥✱ ✇✐*❤ 10% ♣♦❧❛'✐③❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❜❛♥❞$✱ ❛♥❞ '❡$♣❡❝*✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞$ ♦❢ 15 ❛♥❞
5 T✳ ❚❤❡ ❛❣'❡❡♠❡♥* ✐$ ❡✈❡♥ ✇♦'$❡✱ ❛♥❞ ♥❛*✉'❛❧❧②✱ $♠❛❧❧❡' ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❛❝❝❡♥*✉❛*❡ *❤❡
❞❡❝'❡❛$❡ ♦❢ λ ❞✉❡ *♦ *❤❡ '♦*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ d✲✈❡❝*♦'✳

❝✉'✈❡ ♦❢ ❋✐❣✳❆✳✷✮✳ ❚❤❡ $✐*✉❛*✐♦♥ ✐$ ❜❡**❡' ✐♥ ❛ *✇♦✲❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐*❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣♦❧❛'✐③❛*✐♦♥

✭❢♦' *❤❡ $❛♠❡ 15 T ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ u = 0✱ $❡❡ ❋✐❣✳❆✳✷✮✳ ■♥ *❤✐$ ❝❛$❡✱ λ ❤❛$ ❛❣❛✐♥ *❤❡ $✐♠♣❧❡
❡①♣'❡$$✐♦♥ ✭❆✳✼✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ♦❢ *❤❡ ❛♥❣❧❡ φ✱ ❛♥❞ ✐* ✐♥❝'❡❛$❡$ ❞✉❡ *♦ *❤❡ $✉♣♣'❡$$✐♦♥ ♦❢
TCurie✳ ❚❤❡ ♣♦$✐*✐✈❡ ♣♦✐♥* ✐$ *❤❛* ♦♥❡ '❡❝♦✈❡'$ ❛♥ ✐♥❝'❡❛$❡ ♦❢ λ ❛❧♦♥❣ ❜✱ ❤♦✇❡✈❡' ♥♦* *❤❡
'✐❣❤* ✈❛❧✉❡ ❢♦' *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ✭♣♦$✐*✐✈❡✮ ❝✉'✈❛*✉'❡✱ ❛♥❞ ♠♦'❡ $❡'✐♦✉$❧②✱ ♥♦* *❤❡ $❛*✉'❛*✐♦♥ ♦❢

*❤❡ ✐♥❝'❡❛$❡ ❛* ❤✐❣❤❡' ✜❡❧❞$✳ ❚❤✐$ ✐♥❝'❡❛$❡ ✐$ ❝♦♥*'♦❧❧❡❞ ❜② *❤❡ TCurie $✉♣♣'❡$$✐♦♥✱ ❛♥❞

♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ *❤❡ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ *❤❡ ♣❛'❛♠❡*❡'$ ❝❛♥ ❛❧*❡' *❤✐$ ❜❡❤❛✈✐♦'✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ *❤❡ ❡✛❡❝*

♦❢ ❛ ✜♥✐*❡ ♣♦❧❛'✐③❛*✐♦♥ ♦♥❧② ❢✉'*❤❡' ✐♥❝'❡❛$❡$ *❤✐$ ❜❡❤❛✈✐♦'✳ ❚❤✐$ ✐$ ♥♦*❛❜❧② *❤❡ ❝❛$❡ ❛*

❧♦✇ ✜❡❧❞$✱ ✇❤❡'❡ *❤❡ *'❡♥❞ *♦ ❛ ❞❡❝'❡❛$❡ ♦❢ λ ✐$ '❡❝♦✈❡'❡❞ ✭❛$ ❢♦' *❤❡ ♦♥❡ ❜❛♥❞ ❝❛$❡✮✱ *❤❡
❢❛$*❡'✱ *❤❡ ✇❡❛❦❡' *❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✐$ ✭❛$ ✐* ❞'✐✈❡$ ❛ ❢❛$*❡' '♦*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ $♣✐♥$✮✿ $❡❡

*❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥$ ❢♦' 10% ♣♦❧❛'✐③❛*✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ♦❢ 15 ♦' 5 T ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✷✳ ❆$

❛ $✉♠♠❛'②✱ ❢♦' *❤❡ ❝❛$❡ ♦❢ ❍✴✴❜ ✐♥ ❯❈♦●❡✱ ✇❤❡♥ ❛ *✇♦✲❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐$ ❝♦♥$✐❞❡'❡❞ ✭❛$ ✐*

$❤♦✉❧❞✮✱ *❤❡ *❤❡♦'② ♦❢ ❘❡❢✳❬✸✾❪ ♣'❡❞✐❝*$ ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣❛✐'✐♥❣ $*'❡♥❣*❤ ✐♥❝'❡❛$✐♥❣ ✇✐*❤ ✜❡❧❞✱ ❛$

✐$ ❡①♣❡'✐♠❡♥*❛❧❧② ❡①♣❡❝*❡❞✳ ❇✉* %✉❛♥*✐*❛*✐✈❡ ❛❣'❡❡♠❡♥* ♦❢ λ(H) ❢♦' *❤✐$ ✜❡❧❞ ❞✐'❡❝*✐♦♥ ✐$
❤❛'❞ *♦ ♦❜*❛✐♥✱ ❢❡❛*✉'✐♥❣ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*② ♦❢ ♠❛❣♥❡*✐$♠ ✐♥ *❤✐$ ❝❛$❡✳
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