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Mémoire présenté par
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la recherche à ses côtés et je suis très content de savoir qu’elle continue à s’intéresser à mes
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de travailler ces dernières années.
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leur disponibilité lors des nombreux déplacements qu’occasionnent la vie de chercheur. Mes
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2.3 Application à l’équation de Schrödinger semi-classique . . . . . . . . . . . . . 38
2.3.1 Données initiales faiblement localisées près de S∗M . . . . . . . . . . 39
2.3.2 Données initiales fortement localisées près de S∗M . . . . . . . . . . . 40
2.3.3 En guise de conclusion (provisoire) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4 Application à l’écho de Loschmidt quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.4.1 Quelques résultats de la littérature physique . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.4.2 Un résultat en courbure négative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3 Perturbation de l’équation de Schrödinger II 45
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4.1.2 Le résultat de Šnirel’man-Zelditch-Colin de Verdière . . . . . . . . . . 61
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6.1 Résonances de Pollicott–Ruelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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Introduction

Ce mémoire est un survol des travaux de recherche que j’ai effectués depuis mon arrivée
à Lille en 2010. À l’exception de [63] qui est de nature plus probabiliste, le point commun
de ceux-ci est d’étudier les propriétés d’une équation aux dérivées partielles en exploitant les
propriétés dynamiques fines d’un flot hamiltonien qui lui est naturellement associé et qui agit
sur un espace de dimension finie. Typiquement, je me suis intéressé à des équations de type
Schrödinger,

i∂tu = Ĥu, (1)

où Ĥ est un certain opérateur différentiel auquel on peut associer un champ de vecteurs ha-
miltonien XH qui est, lui, défini sur un espace des phases de dimension finie. Mes travaux
comportent souvent deux volets faisant intervenir des outils de nature un peu différente. Le
premier d’entre eux utilise les outils d’analyse microlocale (ou semi-classique) et de théorie
spectrale pour transformer l’étude de notre problème d’équations aux dérivées partielles en
un problème de systèmes dynamiques en dimension finie. L’objectif recherché pour (1) est
différent dans chacune des situations : décroissance de l’énergie, contrôle, estimation de cer-
taines normes de Sobolev, vitesse de convergence vers l’équilibre, dynamique pour des temps
longs, etc. Toutefois, dans chaque cas, c’est bien le même genre d’outils qui nous permet dans
un premier temps de ramener de manière plus ou moins délicate le problème considéré à une
question sur la dynamique du flot hamiltonien engendré par XH . Une fois que cette première
réduction est faite, le second volet consiste à traiter ce problème de systèmes dynamiques.
Même si on a ramené le problème à une question en dimension finie, cette seconde tâche peut
s’avérer aussi délicate que la première, si ce n’est parfois plus. On doit notamment étudier
les propriétés dynamiques fines de ce flot hamiltonien : mesures invariantes, attracteurs, pro-
priétés de mélange, etc.

Ce mémoire ne prétend en rien être exhaustif sur les interactions entre l’analyse semi-
classique et la théorie des systèmes dynamiques. Il est d’ailleurs loin de l’être et les résultats
présentés ici sont essentiellement le fruit de rencontres et de discussions ayant eu lieu à
Lille ou ailleurs. Malgré tout, j’ai essayé, pour chacun des problèmes présentés, de faire un
travail bibliographique détaillé afin de mettre en perspective mes travaux avec la littérature
mathématique existante. Il y a forcément des oublis et je m’en excuse auprès des personnes
concernées. Afin que ce mémoire ne soit pas non plus qu’une liste de résultats, j’ai voulu
dans chaque chapitre mettre en avant les idées et les éléments des preuves qui me semblaient
importants. Enfin, tout au long de ce manuscrit, je mentionne quelques pistes pour la suite.

Pour terminer cette introduction, décrivons maintenant un peu plus précisément le contenu
de chacun des chapitres de ce mémoire 1 :

1. Les articles mentionnés ci-dessous sont disponibles au format “prépublication” sur ma page web ou sur
les serveurs d’archives Hal et arXiv.
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8 INTRODUCTION

— Le chapitre 1 s’inscrit dans la continuité des travaux effectués durant mon doctorat.
J’y décris les propriétés de (non-)concentration des fonctions propres du laplacien sur
une variété riemannienne compacte et sans bords. Les résultats obtenus concernent
le comportement de ces modes propres le long de sous-ensembles invariants du flot
géodésique vérifiant des propriétés d’hyperbolicité. L’essentiel de ce chapitre a fait
l’objet des articles [188, 190] et, comparé à ces références, j’ai essayé de mettre en
avant les conséquences de ces résultats pour le contrôle de l’équation de Schrödinger.

— Même s’ils concernent des systèmes dynamiques diamétralement opposés, les cha-
pitres 2 et 3 trouvent leur point de départ dans une question commune. On cherche
à comprendre la dynamique pour des temps longs de l’équation de Schrödinger semi-
classique et l’influence d’une perturbation de l’hamiltonien sur cette dynamique asymp-
totique. Le chapitre 2 se focalise sur le cas où l’hamiltonien génère une dynamique
chaotique et les résultats obtenus dans [83, 191] montrent l’équidistribution du flot
hamiltonien classique et du flot de Schrödinger sous l’effet d’une perturbation. Je dis-
cute aussi brièvement le lien entre ces résultats et un problème récent de physique
mathématique, l’écho de Loschmidt quantique. Dans le chapitre 3, c’est la situation
contraire qui est étudiée, à savoir celle où le flot hamiltonien est périodique. Dans ce
cas, les perturbations de l’hamiltonien régularisent aussi d’une certaine manière les
solutions de l’équation de Schrödinger mais pour des échelles de temps beaucoup plus
longues. Il s’agit de résultats qui ont été obtenus dans [159, 160]. À la fin de ce cha-
pitre et toujours dans ce contexte périodique, je reviens aussi sur le lien entre cette
problématique et la distribution des fonctions propres ainsi que la théorie du contrôle
de l’équation de Schrödinger.

— Le chapitre 4 est consacré au théorème d’ergodicité quantique. Je commence par y
énoncer une version générale de ce résultat quand on ne fait pas d’hypothèse parti-
culière sur la dynamique du flot géodésique. Cette version du théorème a été démontrée
dans [189]. Je décris ensuite des versions quantitatives de ce théorème et plus parti-
culièrement une forme d’ergodicité quantique à petite échelle obtenue dans [119, 120].
Ce chapitre se conclut sur une application de ces résultats à des questions d’analyse
harmonique sur les variétés, à savoir qu’on peut déduire de ces résultats de nouvelles
bornes sur les normes Lp des fonctions propres du laplacien [119].

— Le chapitre 5 adopte un point de vue légèrement différent des autres chapitres en
se focalisant sur des questions de nature probabiliste. Je commence par rappeler com-
ment construire des sous-variétés aléatoires sur une variété riemannienne compacte en
considérant des superpositions gaussiennes de fonctions propres du laplacien. À ces ob-
jets aléatoires, on peut associer des sous-variétés lagrangiennes de l’espace cotangent
qui sont naturelles du point de vue de la géométrie intégrale. J’expose alors les résultats
de [63] qui décrivent le comportement asymptotique des courants d’intégration as-
sociées à ces sous-variétés aléatoires.

— Le chapitre 6 est consacré à l’étude du spectre de Pollicott-Ruelle des flots de gra-
dient en utilisant des techniques d’analyse microlocale. En suivant la démarche de
l’article [64], j’explique comment déterminer complètement ce spectre de corrélation,
à savoir à la fois les valeurs propres et les vecteurs propres. Ceci permet en conclusion
de ce mémoire de donner une nouvelle interprétation spectrale du complexe cohomolo-
gique de Morse et d’en déduire des résultats classiques de topologie différentielle. Ces
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résultats peuvent en fait être étendus à des systèmes dynamiques plus généraux de
type Morse–Smale [65, 66, 67] que, par souci de simplicité, je ne décrirai pas en détail
dans ce mémoire.
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Chapitre 1

Quelques résultats liés à la théorie
du contrôle

L’objet de ce chapitre est de décrire quelques résultats obtenus sur la localisation des
solutions stationnaires de certaines équations de Schrödinger semi-classiques auto-adjointes
et non auto-adjointes. Ce premier chapitre s’inscrit dans la continuité des travaux effectués
pendant ma thèse [186, 185, 187, 10] et les questions traitées sont initialement motivées par
des problématiques de chaos quantique (ergodicité quantique notamment). Ces résultats en-
tretiennent toutefois des liens étroits avec le contrôle de l’équation de Schrödinger et l’étude
de l’équation des ondes amorties comme cela a été notamment mis en évidence par Burq et
Zworski dans [44]. Dans ce premier chapitre, j’insisterai plutôt sur les aspects de contrôle
en général moins mis en avant dans la littérature sur le sujet [10] et je reviendrai sur
les problématiques de chaos quantique dans les chapitres suivants. L’essentiel des résultats
présentés ici a fait l’objet des articles [188, 190].

1.1 Contrôle de l’équation de Schrödinger

Considérons (M, g) une variété riemannienne, compacte, orientée, lisse (C∞), connexe,
sans bords et de dimension n ≥ 1. À cette donnée, on peut associer un opérateur de Laplace-
Beltrami 1 ∆g. Cet opérateur est auto-adjoint et on peut démontrer qu’il existe une base
orthonormée (ek)k≥0 de L2(M) et une suite

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λk . . .→ +∞

telle que, pour tout k ≥ 0,
−∆gek = λ2

kek.

Cet opérateur apparâıt naturellement dans différentes équations aux dérivées partielles comme
l’équation de la chaleur, l’équation des ondes ou encore l’équation de Schrödinger

i∂tu = −∆gu

2
, uet=0 = ψ, (1.1)

où ψ est une donnée initiale appartenant à un espace de Hilbert approprié (par exemple
L2(M)). Cette équation intervient naturellement en mécanique quantique où elle décrit l’évolution

1. Par la suite, nous omettrons souvent la dépendance en g.
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12 CHAPITRE 1. QUELQUES RÉSULTATS LIÉS À LA THÉORIE DU CONTRÔLE

d’un état quantique au cours du temps. L’un des objets de ce mémoire sera de comprendre la
dynamique en temps longs (ou les solutions stationnaires) de cette équation. Plus précisément,
nous nous intéresserons à la limite de la mécanique quantique pour laquelle la constante de
Planck ~ > 0 peut être considérée comme négligeable devant les autres actions physiques
mises en jeu dans le système. L’un des points importants de cette limite est qu’elle permet
de relier les propriétés de l’équation (1.1) aux propriétés du flot

ϕt : T ∗M → T ∗M,

induit par l’hamiltonien classique H(x, ξ) := ‖ξ‖2x
2 . On parle alors de limite semi-classique

de la mécanique quantique. Il s’agit de questions classiques de physique mathématique sur
lesquelles nous reviendrons plus en détails dans la suite de ce mémoire. En guise de motivation
supplémentaire, nous voudrions aussi rappeler comment ce type de questions apparâıt dans
certains problèmes de contrôle des équations aux dérivées partielles suivant par exemple les
travaux de Lebeau [142], Burq-Zworski [44], Dehman-Gérard-Lebeau [70].

Étant donné un système dynamique (par exemple une équation aux dérivées partielles),
la théorie du contrôle analyse la possibilité d’agir sur le système afin de l’amener d’un état
ψ1 à un état ψ2 en un certain temps T > 0. La façon dont on agit sur le système peut être
soumise à certaines contraintes : on peut, par exemple, imposer que notre contrôle n’agisse
que sur une certaine partie ω de l’espace des configurations M . Considérons à titre d’exemple
l’équation de Schrödinger (1.1) introduite plus haut. Fixons une fonction a dans C∞(M,R),
un paramètre de régularité s ≥ 0 et un temps T > 0. La question du contrôle de l’équation
peut alors se poser en ces termes. Étant donnés ψ0 et ψ1 dans Hs(M), peut-on trouver θ(t, x)
appartenant à L2([0, T ]×M) telle que la solution u(t, x) de

i∂tu+
∆gu

2
= aθ, uet=0 = ψ0, (1.2)

vérifie uet=T = ψ1 ? Si ceci est possible, on dit que l’équation de Schrödinger est contrôlable en
temps T pour des données Hs(M). Cette question est liée au problème de l’observabilité que
l’on peut formuler ainsi : on dit que l’équation est observable en temps T s’il existe CT,a,s > 0
telle que, pour tout ψ dans L2(M),

‖ψ‖2H−s(M) ≤ CT,a,s
∫ T

0

∥∥∥ae it∆2 ψ∥∥∥2

L2(M)
dt. (1.3)

Le fait que (1.3) implique (1.2) découle de la méthode d’unicité de Hilbert – voir par exemple [44,
Par. 6.1]. Ceci permet de transformer le problème du contrôle de l’équation de Schrödinger
en un problème de distribution des solutions de l’équation de Schrödinger libre (1.1). En ef-
fet, notons que l’inégalité d’observabilité fait naturellement apparâıtre les mesures de Radon
suivantes :

∀t ∈ R, ν(t) : b ∈ C0(M,C) 7→
∫
M
b(x)

∣∣∣(e it∆2 ψ) (x)
∣∣∣2 dvolg(x) ∈ C, (1.4)

où volg est la mesure de Lebesgue induite par la métrique riemannienne g sur M . Du point de
vue de la mécanique quantique, ν(t, x) correspond à la probabilité de trouver une particule

quantique dans l’état e
it∆
2 ψ en x.
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1.1.1 Des quasi-modes semi-classiques à l’observabilité

Burq et Zworski ont démontré dans [44] que l’on pouvait obtenir une inégalité du type (1.3)
à partir d’une estimation de résolvante. Plus précisément, on a le résultat suivant [44, Th.7]

Théorème 1.1.1 (Burq-Zworski). Soit s ≥ 0 et soit a appartenant à C∞(M,C) non iden-
tiquement nulle. Supposons qu’il existe C0 > 0 telle que, pour tout Λ dans R et pour tout ψ
dans C∞(M), on a

C0‖ψ‖L2(M) ≤
1

ln 2〈Λ〉
‖(∆− Λ)ψ‖L2(M) + 〈Λ〉2s‖aψ‖L2(M), (1.5)

où 〈Λ〉 = (1 + Λ2)
1
2 .

Alors, pour tout T > 0, il existe CT,a,s > 0 telle que, pour tout ψ dans L2(M),

‖ψ‖2H−s(M) ≤ CT,a,s
∫ T

0

∥∥∥ae it∆2 ψ∥∥∥2

L2(M)
dt.

Le résultat de Burq et Zworski est en fait beaucoup plus général et nous ne le citons que
sous une forme qui nous sera utile pour la suite sans forcément se soucier de l’optimalité des
paramètres. Comme nous allons maintenant l’expliquer, une des conséquences principales de
ce résultat est que l’on va pouvoir se ramener à l’étude de la distribution de solutions quasi-
stationnaires (ou quasi-modes) de l’équation de Schrödinger semi-classique afin de démontrer
la propriété d’observabilité. En d’autres termes, tout revient à démontrer (1.5). Pour cela,
procédons par contradiction et supposons que l’inégalité (1.5) n’est jamais vérifiée. Ceci si-
gnifie que, pour tout n ≥ 1, il existe ψn dans C∞(M) normalisée dans L2(M) et Λn dans R
telle que

1

ln 2〈Λn〉
‖(∆g − Λn)ψn‖L2(M) + 〈Λn〉2s‖aψn‖L2(M) ≤

1

n
.

Supposons tout d’abord que la suite (Λn)n≥1 est bornée. Sans perte de généralité, on peut
alors supposer que Λn → Λ∞. Si Λ∞ n’est pas dans le spectre de ∆g, on contredit facilement
le fait que ψn est de norme 1 pour tout n ≥ 1. Par un argument similaire, on peut conclure que
Λn ne peut pas tendre vers +∞. Ainsi, Λ∞ est nécessairement dans le spectre de ∆g. De la
même manière, on trouve que ψn =

∑
j:λ2

j=−Λ∞
〈ψn, ej〉ej+o(1). Quitte à extraire une nouvelle

fois, on trouve finalement une fonction ψ∞ normalisée dans L2 telle que ∆gψ∞ = Λ∞ψ∞. Par
ailleurs, par construction, on vérifie que

∫
M |a|

2|ψ∞|2 = 0. Or, a n’étant pas identiquement
nulle, on contredit le principe de continuation unique pour les opérateurs elliptiques [140]. Il ne
reste donc plus qu’à écarter le cas où Λn → −∞ afin de vérifier l’hypothèse (1.5) du théorème

de Burq et Zworski. Si on introduit un paramètre semi-classique ~n = (−Λn)−
1
2 → 0+,

tout revient donc à comprendre la distribution de solutions quasi-stationnaires (ψ~)~→0+ de
l’opérateur de Schrödinger semi-classique, i.e.

(−~2∆g − 1)ψ~ = o(~2| log ~|), ‖ψ~‖L2(M) = 1. (1.6)

En conclusion, si nous sommes capables de déterminer des conditions sur a, s ≥ 0 et sur
(M, g) pour que la quantité ~−s

∫
M |a|

2|ψ~|2 ne tende jamais vers 0 lorsque l’on considère une
suite (ψ~)~→0+ vérifiant (1.6), alors nous aurons vérifié l’hypothèse (1.5) du théorème 1.1.1.
Nous pourrons alors déduire une certaine propriété de contrôle de l’équation de Schrödinger.
Nous allons maintenant décrire des résultats allant en ce sens.
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1.1.2 Mesures semi-classiques de quasi-modes

Dans le paragraphe, nous avons vu apparâıtre naturellement les familles de mesures de
probabilité suivantes :

ν~ : b ∈ C0(M,C) 7→
∫
M
b(x)|ψ~(x)|2dvolg(x) ∈ C, (1.7)

où (ψ~)~→0+ est une suite normalisée dans L2(M) vérifiant certaines propriétés de localisa-
tion spectrale. Rappelons en effet que, dans le cas du problème de contrôle que nous avons
décrit, c’est la quantité ν~(|a|2) qui intervient dans les hypothèses du théorème 1.1.1. Afin
d’étudier ces mesures de probabilité, il est naturel d’introduire leur relevé microlocal, à savoir
la distribution de Wigner

w~ : b ∈ C∞c (T ∗M,C) 7→ 〈ψ~,Op~(b)ψ~〉L2(M), (1.8)

où Op~(b) est un opérateur pseudo-différentiel [247]. Cette quantité décrit la distribution de
l’état quantique ψ~ dans l’espace des phases T ∗M et pas seulement dans l’espace des confi-
gurations comme c’était le cas de la mesure ν~. Cette notion est naturelle en mécanique
quantique et remonte aux travaux de Wigner dans les années 1930 [232]. Dans la littérature
mathématique, elle apparâıt de manière un peu implicite dans les résultats d’ergodicité quan-
tique de Šnirel’man [211], Zelditch [236] et Colin de Verdière [58]. Son étude systématique d’un
point de vue mathématique pour des problèmes d’équations aux dérivées partielles est due à
Tartar [220] et à Gérard [100] d’un point de vue microlocal. Le point de vue semi-classique
apparâıt quant à lui dans les travaux de Gérard [99] et de Lions-Paul [150].

Dressons maintenant quelques-unes des propriétés de ces distributions de Wigner qui
permettent de bien mettre en évidence le lien entre l’hamiltonien classique (ici H(x, ξ) =
‖ξ‖2/2) et sa quantification

Ĥ~ := −~2∆g

2
.

Tout d’abord, notons que le théorème de Calderón-Vaillancourt et l’inégalité de G̊arding per-
mettent de démontrer que tout point d’accumulation de la suite (w~)~→0+ (pour la topologie
faible dans D′(T ∗M)) est une mesure de Radon positive dont la masse totale est inférieure
ou égale à 1. On appelle un tel point d’accumulation une mesure semi-classique de la suite
(ψ~)~→0+ et on note M((ψ~)~→0+) l’ensemble de ces points d’accumulation (lorsque ~ tend
vers 0). Cette première propriété ne dépend pas des propriétés spectrales de la suite (ψ~)~→0+

et repose seulement sur le fait que les éléments de la suite sont normalisés dans L2(M).
On peut toutefois en dire plus sur ces mesures si l’on fait des hypothèses sur la localisation
spectrale de la suite considérée. Plus précisément, on a les résultats suivants 2 :

1. Si on suppose que

lim
R→+∞

lim sup
~→0+

∥∥∥∥1[R,+∞)

(
−~2∆g

2

)
ψ~

∥∥∥∥
L2

= 0,

alors, pour tout µ dans M((ψ~)~→0+), on a

µ(T ∗M) = 1.

2. La démonstration de ces résultats est basée sur les propriétés de base du calcul pseudo-différentiel [247,
Ch. 5].
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Par ailleurs, tout point d’accumulation de la suite de mesures de probabilité (ν~)~→0+

est le poussé en avant d’un élément de M((ψ~)~→0+).

2. S’il existe 0 ≤ E1 < E2 tels que

lim
~→0+

∥∥∥1[E1,E2]

(
Ĥ~

)
ψ~

∥∥∥
L2

= 1,

alors le support de tout µ dans M((ψ~)~→0+) est inclus dans

T ∗[E1,E2]M := {(x, ξ) ∈ T ∗M : H(x, ξ) ∈ [E1, E2]} .

En particulier, si Ĥ~ψ~ = 1
2ψ~ + o(1), alors le support de tout µ dans M((ψ~)~→0+)

est inclus dans

S∗M :=

{
(x, ξ) ∈ T ∗M : H(x, ξ) =

1

2

}
. (1.9)

3. Si Ĥ~ψ~ = 1
2ψ~ + o(~), alors pour tout µ dans M((ψ~)~→0+) et pour tout b dans

C0(S∗M),
∀t ∈ R, µ(b) = µ(b ◦ ϕt). (1.10)

Considérons maintenant une suite (ψ~)~→0+ dans L2(M) vérifiant

(−~2∆g − 1)ψ~ = o(~), ‖ψ~‖L2(M) = 1.

De ce qui précède, on déduit que, pour tout µ dans M((ψ~)~→0+) et pour tout b dans
C0(S∗M,R),

µ(b) ∈ [B−, B+], (1.11)

où

B− := lim
T→+∞

1

T
min
ρ∈S∗M

∫ T

0
b ◦ ϕt(ρ)dt et B+ := lim

T→+∞

1

T
max
ρ∈S∗M

∫ T

0
b ◦ ϕt(ρ)dt.

En combinant cette observation aux arguments du paragraphe précédent, on retrouve le
résultat classique de Lebeau sur le contrôle de l’équation de Schrödinger [142] :

Théorème 1.1.2 (Lebeau). Soit a dans C∞(M,R) telle que

Ka :=
⋂
t∈R

{
ρ ∈ S∗M : a ◦ ϕt(ρ) = 0

}
= ∅. (1.12)

Alors, pour tout T > 0, l’équation de Schrödinger (1.2) est contrôlable en temps T pour des
données dans L2(M).

La condition (1.12) est connue comme la condition de contrôle géométrique et elle est en
un certain sens optimale si l’on ne fait pas d’hypothèse supplémentaire (par exemple sur la
géométrie de la variété). Pour illustrer cette remarque, nous reviendrons sur cette question
au chapitre 3 dans le cas des variétés dites de Zoll. Par contre, si l’on considère le tore plat,
l’équation de Schrödinger est contrôlable en tout temps T > 0 quelle que soit la fonction
a non identiquement nulle que l’on a choisie sur M [131, 44, 165, 158, 7, 45, 32]. Dans ce
qui suit, nous nous intéresserons à un autre type de géométrie induisant des comportements
chaotiques du flot géodésique ϕt plutôt qu’intégrables. Nous verrons quel type de propriétés
supplémentaires est alors vérifiée par les quasi-modes (1.6) et quelles sont les propriétés de
contrôle qui en découlent.
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1.2 Propriétés de délocalisation des quasi-modes

Nous allons maintenant nous concentrer sur les propriétés de délocalisation de solutions
quasi-stationnaires (ψ~)~→0+ de l’équation de Schrödinger semi-classique au sens suivant :

(−~2∆g − 1)ψ~ = o(~| log ~|−k), ‖ψ~‖L2(M) = 1, (1.13)

avec k = 1 ou 2 selon les situations géométriques. Les résultats principaux obtenus dans [188,
190] montrent que ce type de quasi-modes ne peut pas se concentrer sur des ensembles trop
petits pourvu que la dynamique sous-jacente soit chaotique.

1.2.1 Quelques éléments de la théorie des systèmes dynamiques

Avant d’énoncer nos résultats, nous allons préciser ce que nous entendons par “chaotique”.
Fixons (M, G) une variété riemannienne, compacte, lisse, sans bords, connexe, orientée et de
dimension N et un flot lisse φt : M→M sans point singulier. L’exemple que nous avons en tête
pour l’instant est le flot géodésique ϕt agissant sur le fibré unitaire tangent S∗M d’une variété
(M, g) que l’on munit de la métrique de Sasaki gS induite par g sur S∗M [198]. Considérons
un ensemble compact Λ ⊂ M invariant par le flot φt. On dit que Λ est hyperbolique [1] pour
le flot φt s’il existe C > 0, χ > 0 et une famille d’espaces Eu(ρ), Es(ρ) ⊂ TρM (pour tout ρ
dans Λ) vérifiant les propriétés suivantes, pour tout ρ dans Λ et tout t ≥ 0,

1. TρM = RX(ρ)⊕ Eu(ρ)⊕ Es(ρ) avec X(ρ) = d
d(φt(ρ))et=0,

2. dρφ
tEu/s(ρ) = Eu/s(φ

t(ρ)),

3. pour tout v dans Eu(ρ), ‖dρφ−tv‖ ≤ Ce−χt‖v‖,
4. pour tout v dans Es(ρ), ‖dρφtv‖ ≤ Ce−χt‖v‖.

De manière assez vague, on peut noter que ces hypothèses nous disent que deux points qui
sont sur des trajectoires proches vont avoir tendance à s’éloigner l’un de l’autre de manière
exponentielle. Le système dynamique φteΛ est donc en ce sens très sensible aux perturbations
et fournit un bon modèle de comportement chaotique. Ce type de systèmes vérifient de nom-
breuses propriétés (ergodicité, mélange, etc.) sur lesquelles nous reviendrons plus loin dans
ce mémoire au fur et à mesure que nous serons amenés à les utiliser. Notons que l’exemple le
plus simple est donné par une orbite fermée du flot φt dont le linéarisé d’une application de
Poincaré est une matrice hyperbolique (au sens où ses valeurs propres ne sont pas de module
1). Dans le cas où Λ = M, on parle d’un flot Anosov. L’exemple principal où Λ = M est donné
par le flot géodésique sur une variété à courbures sectionnelles strictement négatives [11].

En faisant appel à la notion de pression topologique, nous pouvons maintenant essayer de
caractériser la taille d’un ensemble hyperbolique Λ. Pour cela, définissons le Jacobien instable
en un point ρ de Λ de la manière suivante 3 :

Ju(ρ) :=
∣∣det

(
dφ1(ρ)φ

−1eEu(φ1(ρ))

)∣∣ ,
où l’on a muni les espaces instables Eu(ρ) et Eu(φ1(ρ)) des métriques riemanniennes induites
par G. Ceci définit une fonction hölderienne sur Λ [136]. Afin de mesurer la taille de Λ en
tenant compte des propriétés dynamiques du flot, nous introduisons, pour tout ε > 0 et tout
T ≥ 0, la boule de Bowen centrée en ρ ∈M :

Bd(ρ, ε, T ) :=
{
ρ′ ∈M : ∀0 ≤ t ≤ T, d(φt(ρ), φt(ρ′)) < ε

}
,

3. Notons que le choix du temps t = 1 est arbitraire et ne change pas les définitions qui vont suivre.
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où d est la distance induite par la métrique riemannienne G. Cette boule représente l’ensemble
des points dont la trajectoire reste proche de celle de ρ jusqu’au temps T . On dit qu’un sous-
ensemble fini F ⊂ Λ est (ε, T )-séparé si, pour tout ρ et ρ′ dans F , ρ′ ∈ Bd(ρ, ε, T ) implique
ρ = ρ′. Pour tout 0 ≤ s ≤ 1, on peut alors définir la pression topologique de l’ensemble Λ de
la manière suivante [228] :

Ptop(Λ, s) := lim
ε→0

lim sup
T→+∞

1

T
log sup

F

∑
ρ∈F

exp

(
s

∫ T

0
log Ju ◦ φt(ρ)dt

) ,

où le supremum est pris parmi tous les ensembles F qui sont (ε, T )-séparés. On peut remarquer

qu’à des constantes près, la quantité exp
(
s
∫ T

0 log Ju ◦ φt(ρ)dt
)

mesure le volume riemannien

(élevé à la puissance s) de la boule de Bowen centrée au point ρ. Cette définition ressemble
donc un peu à ce que l’on est amené à définir lorsqu’on calcule la dimension de Hausdorff
d’un ensemble [179] à la différence que l’on considère des boules dynamiques plutôt que des
boules classiques.

On peut démontrer que l’application s 7→ Ptop(Λ, s) est continue et convexe [195]. Dans le
cas s = 0, la quantité ainsi définie s’appelle l’entropie topologique de Λ que l’on note htop(Λ).
On peut vérifier que htop(Λ) est supérieure ou égale à 0. L’inégalité de Ruelle combinée avec le
principe variationnel permet aussi de démontrer que P (Λ, 1) ≤ 0 [197]. Il est en fait possible
de démontrer que l’équation de Bowen

Ptop(Λ, s) = 0

admet une unique solution sΛ ∈ [0, 1] qui mesure donc en un certain sens une “dimension” dy-
namique le long de la variété instable. Notons pour la suite que, dans le cas du flot géodésique
en dimension 2, la condition Ptop(Λ, s) < 0 est satisfaite dès que la dimension de Hausdorff
de l’ensemble Λ est strictement plus petite que 1 + 2s [16]. La réciproque est vraie si l’on
suppose en plus que l’ensemble Λ est localement maximal [178].

1.2.2 Le cas Anosov

Dans le cas de variétés M dont le flot géodésique est de type Anosov, nous obtenons alors
le résultat suivant [188] :

Théorème 1.2.1 (R. 2012). Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov. Alors,
pour tout δ > 0, il existe 0 ≤ c(δ) < 1 telle que, pour toute suite (ψ~)~→0+ vérifiant (1.13)
avec k = 1 et pour tout µ dans M((ψ~)~→0+), on a

Ptop

(
Λ,

1

2

)
< −δ =⇒ µ(Λ) ≤ c(δ) < 1.

Ce résultat nous dit donc qu’une suite de quasi-modes (logarithmiques) ne peut pas se
concentrer entièrement sur un ensemble trop petit, où la petitesse de l’ensemble est mesurée
en termes dynamiques à travers la condition Ptop (Λ, 1/2) < 0. Cette condition implique no-
tamment que sΛ < 1

2 et, en dimension 2, elle est vérifiée par tout ensemble Λ invariant de
dimension de Hausdorff < 2. Ce type d’hypothèse dynamique a été mis en évidence par Anan-
tharaman et Nonnenmacher pour des problèmes identiques [3, 8, 9] et par Nonnenmacher et
Zworski pour démontrer l’existence de trous spectraux dans certains problèmes de diffusion
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chaotique [174]. Ces résultats antérieurs d’Anantharaman et Nonnenmacher étaient obtenus
sous certaines hypothèses faisant intervenir l’entropie topologique de Λ [3] ou une condition
sur Ptop(Λ, 1) [9]. En courbure variable, l’hypothèse dynamique du théorème précédent est
légèrement plus générale que celles de ces références et elle permet de retrouver la condi-
tion mise en évidence par Nonnenmacher et Zworski pour les problèmes de diffusion chao-
tique. Anantharaman et Nonnenmacher ont en fait formulé qu’une propriété légèrement plus
forte devait avoir lieu pour de telles suites de quasi-modes. Plus précisément, ils conjecturent
dans [9] que, pour toute suite (ψ~)~→0+ vérifiant (1.13) et pour tout µ dans M((ψ~)~→0+),

hKS(µ) ≥ −1

2

∫
S∗M

log Ju(ρ)dµ(ρ), (1.14)

où hKS(µ) est l’entropie de Kolmogorov-Sinai de la mesure ϕs-invariante µ [228]. Rappelons
que l’inégalité de Ruelle [195] implique que, pour toute mesure ϕs-invariante µ,

hKS(µ) ≤ −
∫
S∗M

log Ju(ρ)dµ(ρ). (1.15)

Ledrappier et Young ont par ailleurs démontré que l’on a égalité si et seulement si µ est la
mesure de Liouville [145]. Anantharaman et Nonnenmacher ont démontré (1.14) dans le cas
de variétés à courbure constante K = −1 et j’avais démontré cette inégalité en dimension
2 dans ma thèse [186, 185]. Le théorème précédent (valable en toute dimension) ne permet
toutefois pas de démontrer l’inégalité (1.14) mais on peut en déduire une version affaiblie
en suivant les arguments d’Anantharaman dans [3]. Pour cela, rappelons que le théorème de
Birkhoff [228] nous assure que, pour µ presque tout ρ dans S∗M , la limite

lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
δϕt(ρ)dt = µρ

existe et on peut alors écrire la décomposition ergodique de la mesure invariante µ [81] :

µ =

∫
S∗M

µρdµ(ρ).

On peut démontrer que hKS(µ) =
∫
S∗M hKS(µρ)dµ(ρ) et on a alors le résultat suivant [188]

qui est légèrement moins fort que l’inégalité (1.14) :

Théorème 1.2.2 (R. 2012). Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov. Alors,
pour tout δ > 0, il existe c(δ) > 0 telle que, pour toute suite (ψ~)~→0+ vérifiant (1.13) avec
k = 1 et pour tout µ dans M((ψ~)~→0+), on a

µ

({
ρ ∈ S∗M : hKS(µρ) ≥ −

1

2

∫
S∗M

log Judµρ − δ
})
≥ c(δ) > 0.

Même s’ils sont naturellement reliés aux problèmes de contrôle décrits plus haut dans ce
chapitre, ces résultats sur l’entropie des mesures semi-classiques sont initialement motivés
par la conjecture d’unique ergodicité quantique de Rudnick et Sarnak [193]. Cette conjecture
affirme que si l’on considère une suite (ψ~)~→0+ vérifiant

(−~2∆g − 1)ψ~ = 0, ‖ψ~‖L2(M) = 1
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sur une variété à courbures sectionnelles strictement négatives, alors l’ensembleM((ψ~)~→0+)
est nécessairement réduit à la mesure de Liouville. Cette conjecture est notamment mo-
tivée par le théorème d’ergodicité quantique de Šnirel’man [211], Zelditch [236] et Colin de
Verdière [58] sur lequel nous reviendrons plus loin dans ce mémoire. Le fait que l’on ait bien
besoin de se restreindre à la courbure négative a été démontré récemment par Hassell et
Hillairet [114]. Dans le cas d’une surface arithmétique, cette conjecture d’unique ergodicité
quantique a été démontrée par Lindenstrauss en supposant que la suite (ψ~)~→0+ est en plus
une suite de fonctions propres des opérateurs 4 de Hecke [149]. Sa démonstration consiste à
prouver un théorème de classification des mesures invariantes, récurrentes pour les opérateurs
de Hecke et à entropie positive. Afin d’appliquer son résultat de classification aux mesures
semi-classiques, il faut encore assurer la propriété de récurrence de Hecke et celle d’entro-
pie positive. Pour la propriété de récurrence, il impose de considérer une suite de fonctions
propres de Hecke. Quant à la propriété d’entropie positive, elle découle d’un résultat antérieur
qu’il avait obtenu avec Bourgain [33] et qui assure que, pour µ presque tout ρ dans S∗M ,
hKS(µρ) > 0.

Les résultats entropiques d’Anantharaman et Nonnenmacher ou ceux qui sont présentés
ici sont plus faibles que ceux de Bourgain et Lindenstrauss. Ils sont par contre valables en
toute généralité dès que l’on suppose que le flot géodésique est de type Anosov. Notons que,
grâce au théorème de Ledrappier et Young, démontrer la conjecture de Rudnick et Sarnak
dans ce cadre géométrique général reviendrait à démontrer la conjecture d’Anantharaman et
Nonnenmacher en remplaçant le 1/2 par un 1. Exprimé en termes de pression topologique, il
faudrait démontrer que

Ptop (Λ, 1) < 0 =⇒ µ(Λ) = 0.

Il convient de mentionner que le paramètre 1/2 semble toutefois optimal si on ne suppose rien
de plus que l’hyperbolicité du flot géodésique sur S∗M . En effet, on peut considérer des ver-
sions simplifiées de ces problèmes en quantifiant certains symplectomorphismes linéaires hy-
perboliques du tore [86, 137, 8] et démontrer que l’inégalité entropique est en fait optimale. Les
résultats de Brooks [37], Eswarathasan-Nonnenmacher [82] et Eswarathasan-Silberman [84]
mettent en évidence que la précision o(~| log ~|−1) dans (1.13) semble optimale pour éviter
les phénomènes de concentration des quasi-modes dans la limite semi-classique. Finalement,
mentionnons que Dyatlov et Jin ont très récemment démontré par des méthodes différentes
que, pour toute surface hyperbolique compacte et pour toute suite (ψ~)~→0+ vérifiant (1.13)
avec k = 1, on a, pour tout ouvert U non vide de S∗M ,

µ(U) > 0,

quelle que soit la mesure µ dans M((ψ~)~→0+) [77].
Revenons maintenant aux questions de contrôle de l’équation de Schrödinger discutées

plus haut. Avec Nalini Anantharaman, nous avions observé dans [10] que les méthodes “en-
tropiques” ci-dessus s’appliquaient directement à ces problèmes de contrôle. Précisément, on
peut déduire de ce qui précède le résultat suivant :

Corollaire 1.2.3. Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov. On fixe a dans
C∞(M,R) telle que

Ptop

(
Ka,

1

2

)
< 0.

4. Par la suite, ce résultat a été amélioré par Brooks et Lindenstrauss qui démontrent que l’on a seulement
besoin d’un seul opérateur de Hecke et que l’on peut considérer des quasi-modes d’ordre o(~) [39].
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Alors, pour tout T > 0, l’équation (1.2) est contrôlable en temps T pour des données dans
L2(M).

Ce résultat améliore donc le théorème de contrôle de Lebeau dans le cas d’un flot Anosov
(par exemple en courbure négative) puisque l’on n’a pas besoin de supposer que l’ensemble
Ka est vide pour contrôler l’équation de Schrödinger. La preuve de ce corollaire découle
directement du théorème 1.1.1 de Burq et Zworski et de la discussion qui en suit combinés
avec le théorème 1.2.1 et les propriétés d’invariance des mesures semi-classiques. Notons que,
dans le cas des surfaces hyperboliques compactes, le résultat de Dyatlov et Jin assure que
l’on peut contrôler l’équation de Schrödinger pour tout choix de a non identiquement nulle.
On peut aussi observer que le résultat de Burq et Zworski ne nécessite de considérer que des
quasi-modes de précision o(~2) alors que notre théorème et celui de Dyatlov-Jin sont valables
pour des quasi-modes de taille o(~| log ~|−1). Il serait intéressant de comprendre si ce gain de
précision n’a pas d’autres applications en théorie du contrôle.

1.2.3 Le cas général

Dans le paragraphe précédent, nous avons fait une hypothèse globable sur la variété
(propriété d’Anosov) afin de déduire un résultat sur la délocalisation des solutions quasi-
stationnaires (1.13) de l’équation de Schrödinger semi-classique. On peut en fait retirer cette
hypothèse globale au prix d’une petite perte dans la conclusion du théorème. Pour cela, étant
donnés un ensemble compact invariant Λ et une constante δ > 0, on dit que la fonction
ΘΛ,δ : S∗M → [0, 1] est (Λ, δ)-localisée si

— ΘΛ,δ(ρ) = 1 pour dS∗M (ρ,Λ) ≤ δ,
— ΘΛ,δ(ρ) = 0 pour dS∗M (ρ,Λ) ≥ 2δ,
— les dérivées d’ordre α de ΘΛ,δ sont contrôlées par δ−|α|.

Nous ferons par la suite un léger abus de notation en identifiant ΘΛ,δ à une fonction à support
compact de T ∗M qui est 0-homogène dans un voisinage de S∗M . On peut alors déduire de la
preuve donnée dans [190, Appendice] le résultat suivant :

Théorème 1.2.4 (Nonnenmacher-R. 2012). Soit Λ ⊂ S∗M un ensemble hyperbolique de ϕt

vérifiant l’hypothèse :

Ptop

(
Λ,

1

2

)
< 0.

Alors, il existe δ0 > 0 telle que, pour toute fonction ΘΛ,δ0 : S∗M → [0, 1] qui est (Λ, δ0)-
localisée, on peut trouver c0 > 0 telle que, pour toute suite (ψ~)~→0+ vérifiant (1.13) avec
k = 2, on a

lim inf
~→0+

(| log ~| 〈w~, 1−ΘΛ,δ0〉) ≥ c0 > 0,

où w~ est la distribution de Wigner associée à ψ~.

De manière équivalente, même s’il n’interdit pas que des quasi-modes se concentrent sur
un ensemble Λ de petite taille, ce résultat nous dit qu’il restera toujours une fraction | log ~|−1

de la masse des solutions de (1.13) à une distance suffisamment grande de Λ. Dans le cas du
théorème 1.2.1, l’hypothèse globale nous permettait de dire plus, à savoir qu’une fraction
uniformément positive de la masse des (ψ~)~→0+ était contenue en dehors d’un voisinage de
Λ. Notons aussi que l’hypothèse sur les quasi-modes est légèrement plus restrictive que dans
le théorème 1.2.1 mais tout de même largement suffisante pour les applications à la théorie
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du contrôle. Dans le théorème précédent, on est en fait obligé de concéder une petite perte
logarithmique en l’absence d’hypothèse géométrique supplémentaire. Colin de Verdière et
Parisse ont en effet exhibé des solutions stationnaires pour lesquels la conclusion du théorème
est optimale [59]. Notons que, dans le cas où Λ est une orbite périodique hyperbolique, le
théorème 1.2.4 avait déjà été démontré par Colin de Verdière-Parisse [59], Toth-Zelditch [223],
Burq-Zworski [44] et Christianson [53, 54] sous la condition plus générale k = 1. Toth et
Zelditch ont en fait démontré une propriété légèrement plus forte sur laquelle nous reviendrons
dans le cas des problèmes non auto-adjoints : ils démontrent que les solutions de (1.13)
ne peuvent pas se concentrer dans des voisinages de taille ~ν (avec 0 < ν < 1/2) d’une
orbite hyperbolique. Par ailleurs, Christianson a étendu le résultat à des orbites partiellement
hyperboliques [55], i.e. dont certains exposants de Lyapunov sont nuls. Il serait à ce propos
intéressant de comprendre si l’hypothèse d’hyperbolicité du théorème 1.2.4 ne peut pas être
un peu relâchée.

Enfin, notons que le théorème 1.2.4 induit la propriété de contrôle suivante :

Corollaire 1.2.5. On fixe a dans C∞(M,R) telle que Ka est un sous-ensemble hyperbolique
pour ϕt vérifiant

Ptop

(
Ka,

1

2

)
< 0.

Alors, pour tout T > 0 et tout s > 0, l’équation (1.2) est contrôlable en temps T pour des
données dans Hs(M).

Comparé au corollaire 1.2.3, on n’impose plus d’hypothèse globale sur le flot et on réussit
tout de même à déduire un résultat de contrôle sans forcément imposer l’hypothèse de contrôle
géométrique Ka = ∅. Par souci de complétude, donnons brièvement l’argument pour prou-
ver ce corollaire. D’après le théorème 1.1.1, il suffit de vérifier que (1.5) est satisfaite pour
tout s > 0. Pour cela, on procède par contradiction et comme nous l’avons déjà expliqué à
la suite du théorème 1.1.1, il suffit de supposer qu’on a une suite (ψ~)~→0+ de quasi-modes
vérifiant (1.6) et tels que ~−s

∫
M a2|ψ~|2dvolg → 0. Ici, on cherche à appliquer le théorème

précédent. Toutefois, le passage à la limite ~ → 0+ et l’utilisation des propriétés des me-
sures semi-classiques ne suffit plus pour conclure. Au lieu de travailler sur les mesures semi-
classiques, on travaille directement avec les distributions de Wigner et on utilise le théorème
d’Egorov [247, Th. 11.1] pour écrire que∫

M
a2|ψ~|2dvolg = 〈w~, a

2〉 =

〈
w~,

1

T

∫ T

0
a2 ◦ ϕtdt

〉
+OT (~).

Par définition de Ka, on sait que pour T > 0 assez grand, la fonction 1
T

∫ T
0 a2 ◦ ϕtdt est plus

grande que la fonction (1−ΘKa,δ0). En appliquant l’inégalité de G̊arding [247, Th. 4.32], on
en déduit finalement

lim
~→0+

~−s〈w~, 1−ΘKa,δ0〉 = 0,

ce qui contredit le théorème 1.2.4 et conclut la preuve du corollaire.

1.2.4 Quelques éléments de la preuve

La preuve du théorème 1.2.4 étant plus simple à exposer, nous nous contenterons de donner
les grandes lignes de la démonstration dans ce cas (sans pour autant rentrer dans les détails
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techniques) et nous renvoyons à [190] pour les détails et à [188] pour le cas où l’on ajoute une
hypothèse globale sur la dynamique du flot géodésique. Fixons (Va)a∈W un recouvrement de
Λ par des ouverts de T ∗M adaptés à la dynamique. Afin d’éviter les complications techniques,
nous resterons volontairement vagues sur cet aspect et nous renvoyons à [190, Par. 2.2] pour
les détails. Nous nous contenterons de dire qu’ils sont construits en considérant des analogues
discrets des (ε, T )-boules de Bowen et que l’on a l’estimation dynamique suivante

∑
a∈W

sup
ρ∈Va

exp

(
1

2

∫ T0

0
log Ju ◦ ϕt(ρ)dt

)
≤ eT0(Ptop(Λ,1/2)+ε0), (1.16)

où ε0 > 0 est un paramètre assez petit fixé au préalable et T0 > 0 est assez grand. Nous
complétons ce recouvrement en considérant un ouvert V∞ de T ∗M n’intersectant pas Λ (ni
ses dilatations dans un voisinage de S∗M). Dans la suite, on notera W = W∪{∞}. Nous allons
chercher à démontrer qu’une proportion | log ~|−1 de la distribution de Wigner associée à la
suite (ψ~)0<~≤1 est contenue dans V∞. Pour cela, on commence par introduire une partition
de l’unité (Pa)a∈W subordonnée au recouvrement ouvert (Va)a∈W , i.e.

∀a ∈W, Pa ∈ C∞c (Va, [0, 1]) et
∑
a∈W

Pa(ρ) = 1,

pour ρ dans un petit voisinage de S∗M . On peut quantifier cette partition en une famille
d’opérateurs pseudo-différentiels (πa)a∈W de telle sorte que π∗a = πa, que le symbole principal
de πa est égal à Pa et que ∑

a∈W

πa = IdL2(M),

pour des données microlocalisées près de S∗M , par exemple pour la suite (ψ~)0<~≤1. On
a ainsi construit une partition quantique de l’identité. On va maintenant définir une sorte
d’analogue au niveau semi-classique des boules de Bowen. Pour cela, introduisons l’équation
de Schrödinger semi-classique

i~∂tu~ = −~2∆g

2
u~, u~et=0 = v~. (1.17)

On a alors u~(t) = U~(t)v~ avec

U~(t) = e
it~∆g

2 . (1.18)

Si on définit πa(t) = U~(−t)πaU~(t), on a toujours la relation∑
a∈W

πa(t) = IdL2(M),

pour des données microlocalisées près de S∗M . Ainsi, pour tout N ≥ 0, on peut écrire∑
α∈WN

〈
ψ~, παN−1((N − 1)T0) . . . πα1(T0)πα0ψ~

〉
= 1. (1.19)

Chacun des opérateurs peut être pensé comme un analogue semi-classique des boules de
Bowen. En effet, à n fixé, le symbole principal de cet opérateur est PαN−1 ◦ ϕ(N−1)T0 × . . .×
Pα1 ◦ϕT0 ×Pα0 . Les points qui sont dans le support de ce symbole sont exactement les points
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ρ qui au temps 0 sont dans Vα0 , au temps T0 dans Vα1 , etc. Notons que, grâce au théorème
d’Egorov en temps longs [247, Th. 11.12], cette observation reste vraie pour N d’ordre κ| log ~|
avec κ > 0 assez petit. Nous utiliserons cette remarque à plusieurs reprises dans la suite.

Le premier point-clef est d’utiliser une estimation de dispersion hyperbolique due à Non-
nenmacher et Zworski [174] pour estimer les termes correspondant à des mots α dans Wn.
Précisément, ils démontrent que, pour tout K > 0, il existe CK > 0 et ~K > 0 tels que, pour
tout 0 < ~ ≤ ~K, pour tout N ≤ K| log ~| et pour tout α dans Wn,

∥∥παN−1((n− 1)T0) . . . πα1(T0)πα0

∥∥
L2→L2 ≤ CK~−

n
2 (1+O(ε))NT0

N−1∏
k=0

sup
ρ∈Vαk

exp

(
1

2

∫ T0

0
log Ju ◦ ϕt(ρ)dt

)
.

(1.20)
où ε > 0 est le diamètre des ouverts (Vα)α∈W . Si on implémente cette inégalité ainsi que
l’estimation (1.16) dans (1.19), on en déduit que∑
α∈WN−WN

〈
ψ~, παN−1((N − 1)T0) . . . πα1(T0)πα0ψ~

〉
= 1+O(~−

n
2 eNT0(Ptop(Λ,1/2)+ε0)). (1.21)

Ainsi, si on utilise l’hypothèse Ptop(Λ, 1/2) < 0 et si on choisit N = [K| log ~|] avec K > 0
assez grand, on trouve que∑

α∈WN−WN

〈
ψ~, παN−1((N − 1)T0) . . . πα1(T0)πα0ψ~

〉
= 1 + o(1). (1.22)

Remarque 1.2.6. L’estimée de dispersion hyperbolique (1.20) avait été obtenue par Anantha-
raman et Nonnenmacher dans le cas où le flot géodésique est de type Anosov [3, 9]. Dans
ce contexte, l’estimation (1.20) est valable sans aucune restriction sur le choix des α et c’est
cette information plus précise qu’il faut utiliser si on veut démontrer le théorème 1.2.1.

Notons maintenant que (1.22) se récrit∑
α∈WN−WN

〈
U~(T0(N − 1))ψ~, παN−1U~(T0) . . . πα1U~(T0)πα0ψ~

〉
= 1 + o(1), (1.23)

ou encore, par Cauchy-Schwwarz,∥∥∥∥∥∥
∑

α∈WN−WN

παN−1((N − 1)T0) . . . πα1(T0)πα0ψ~

∥∥∥∥∥∥ ≥ 1 + o(1). (1.24)

Pour conclure, il faut maintenant effectuer un petit travail combinatoire et fixer en premier
un petit paramètre κ > 0. On écrit alors N = kN1 avec N1 ' [κ| log ~|] de sorte que les
règles du calcul pseudo-différentiel semi-classique (e.g. le théorème d’Egorov) s’appliquent
sur ces échelles de temps. Obervons que k est borné en fonction de K et κ. En utilisant le
théorème d’Egorov en temps longs [247, Th. 11.12], le théorème de composition et le théorème
de Calderón-Vaillancourt pour les opérateurs pseudo-différentiels, on peut vérifier qu’on a∥∥∥∥∥∥

∑
γ∈WN1

πγN1−1((N1 − 1)T0) . . . πγ1(T0)πγ0

∥∥∥∥∥∥
L2→L2

= O(1).
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Observons maintenant que

W
N −WN =

k⊔
p=1

{
α = (γ, γ, γ̃) : γ ∈WN1(p−1)

, γ ∈WN1 −WN1 , γ̃ ∈WN1(k−p)
}
.

Ceci permet de récrire (1.24) sous la forme

1 + o(1) ≤ O(1)
k∑
p=1

∥∥∥∥∥∥∥
∑

γ∈WN1−WN1

πγN1−1U~(T0) . . . πγ1U~(T0)πγ0U~(T0N1p)ψ~

∥∥∥∥∥∥∥ , (1.25)

ou encore, en utilisant le fait que U~(t) est unitaire et une nouvelle fois que les (ψ~)0<~≤1 sont
solutions de (1.13),

1 + o(1) ≤ O(1)

∥∥∥∥∥∥∥
∑

γ∈WN1−WN1

πγN1−1((N1 − 1)T0) . . . πγ1(T0)πγ0ψ~

∥∥∥∥∥∥∥ . (1.26)

En élevant cette inégalité au carré, on trouve qu’il existe une constante C > 0 telle que

C ≤

∥∥∥∥∥∥∥
∑

γ∈WN1−WN1

πγN1−1((N1 − 1)T0) . . . πγ1(T0)πγ0ψ~

∥∥∥∥∥∥∥
2

. (1.27)

En utilisant le théorème d’Egorov pour les temps longs (rappelons que N1 ' [κ| log ~|] avec
κ > 0 assez petit) et le théorème de composition pour les opérateurs pseudo-différentiels, on
peut vérifier que cette inégalité se récrit :

C ≤

〈
ψ~,Op~


 ∑
γ∈WN1−WN1

PγN1−1 ◦ ϕ
(N1−1)T0 × . . .× Pγ1 ◦ ϕT0 × Pγ0


2ψ~

〉
+ o(1).

(1.28)
On utilise maintenant l’inégalité de G̊arding et le fait que le symbole est ≤ 1 pour déduire
l’inégalité suivante :

C ≤

〈
ψ~,Op~

 ∑
γ∈WN1−WN1

PγN1−1 ◦ ϕ
(N1−1)T0 × . . .× Pγ1 ◦ ϕT0 × Pγ0

ψ~

〉
+ o(1). (1.29)

On recommence alors un dernier travail combinatoire similaire au précédent, i.e. on écrit

W
N1 −WN1 =

N1−1⊔
p=1

{
α = (γ,∞, γ̃) : γ ∈W p−1

, γ̃ ∈WN1−p
}
.

On se sert alors du fait qu’on a une partition de l’unité au voisinage de S∗M et de l’inégalité
de G̊arding pour récrire (1.30) comme suit

C ≤
N1−1∑
p=1

〈
ψ~,Op~

(
P∞ ◦ ϕpT0

)
ψ~
〉

+ o(1). (1.30)
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En utilisant le théorème d’Egorov pour les temps longs et une dernière fois le fait que les
(ψ~)0<~≤1 vérifient (1.13) avec k = 2, on peut conclure que

C ≤ N1 〈ψ~,Op~ (P∞)ψ~〉+ o(N2
1 | log ~|−2).

Rappelons enfin queN1 est d’ordre | log ~|, ce qui permet de conclure la preuve du théorème 1.2.4.

Remarque 1.2.7. Jusqu’à ce point de la preuve, on pouvait se contenter d’utiliser (1.13) avec
k = 1, mais, pour cette dernière étape, on doit vraiment utiliser cette hypothèse de localisation
avec k = 2. Au regard des résultats dans le cas où Λ est une orbite hyperbolique [53, 54], il
est plausible que l’hypothèse k = 2 ne soit pas indispensable mais l’argument proposé ici ne
permet de conclure que sous cette hypothèse légèrement plus restrictive.

1.3 Ondes amorties

Les méthodes développées au paragraphe 1.2 peuvent s’appliquer pour étudier le spectre
de certains opérateurs non auto-adjoints comme ceux qui sont dérivés de l’équation des ondes
amorties. Dans le cas où le flot géodésique vérifie la propriété d’Anosov, cette approche a
notamment été développée par Schenck [201] et nous allons maintenant expliquer brièvement
ce qui peut être dit sans hypothèse globale sur le flot. Avant cela, expliquons précisément le
problème considéré, à savoir l’analyse haute fréquence de l’équation des ondes amorties,(

∂2
t −∆g + 2a(x)∂t

)
u(t, x) = 0, (1.31)

avec la fonction d’amortissement a ∈ C∞(M,R). Le cas physique de l’amortissement corres-
pond au cas où a ≥ 0 mais, comme la plupart de nos résultats sont valables dans le cas où a
est seulement supposée à valeurs réelles, nous supposerons seulement a ∈ C∞(M,R).

1.3.1 Solutions “stationnaires”

Comme dans le cas de l’équation de Schrödinger, nous allons nous intéresser à des solutions
“stationnaires” de cette équation. Une nouvelle fois, la compréhension de la structure de ces
solutions sera utile pour l’étude des propriétés de l’équation aux dérivées partielles associées.
Posons donc

u(t, x) = e−itτψτ (x),

où τ appartient à C et où ψτ (x) est un élément non trivial de L2(M). Une telle fonction est
solution de (1.31) si elle vérifie

(−∆g − τ2 − 2iτa)ψτ = 0. (1.32)

En effectuant l’analyse spectrale de (1.31), on peut démontrer qu’il existe un nombre dénombrable
de (τn) résolvant ce problème de valeurs propres non auto-adjoint. Par ailleurs, ces valeurs
propres (τn) sont contenues dans une bande horizontale bornée parallèle à l’axe réel et elles
vérifient limn→+∞Re τn = ±∞. Notons aussi que (τ, ψτ ) résout le problème aux valeurs
propres (1.32) si et seulement si (−τ , ψτ ) le résout. Plusieurs questions naturelles se posent
alors concernant ce spectre : distribution asymptotique des parties réelles, des parties imagi-
naires, propriétés asymptotiques des modes propres associés, etc. Dans ce contexte, Markus-
Matsaev et Sjöstrand ont démontré que les parties réelles (comptées avec leurs multiplicités
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algébriques) vérifient asymptotiquement une loi de Weyl [207]. Dans un cadre toujours très
général, Sjöstrand a aussi décrit la distribution asymptotique des parties imaginaires [207].
Ces résultats sur la distribution des parties imaginaires ont ensuite été précisés par différents
auteurs en tenant compte des propriétés géométriques de la variété : variétés de Zoll [121],
systèmes intégrables [123, 124], variétés dont le flot géodésique est Anosov [4].

Essayons maintenant de comprendre quelques propriétés asymptotiques simples de ce
spectre en nous servant de la notion de mesure semi-classique introduite plus haut. De manière
précise, nous voulons nous intéresser aux solutions (τn, ψn)n de (1.32) vérifiant

Re τn → +∞ et Im τn → β,

avec β ∈ R. Commençons par reformuler le problème en introduisant comme précédemment
un paramètre semi-classique ~→ 0+, i.e.

τ =

√
2z

~
, avec z(~) =

1

2
+O(~).

Pour simplifier, nous omettrons la dépendance de z(~) = z en ~. Grâce à ce changement
de paramètres asymptotiques, étudier les solutions à haute fréquence de (1.32) revient à
considérer les suites (z(~) = 1

2 +O(~))0<~�1 et (ψ~)0<~�1 dans L2(M) vérifiant

(P(~, z)− z(~))ψ~ = 0, ‖ψ~‖L2 = 1, avec P(~, z) := −~2∆

2
− i~

√
2z(~)a(x). (1.33)

Traduit dans ce contexte semi-classique, on s’intéresse alors à des suites de solutions de
(ψ~)~→0+ vérifiant (1.33) avec

z(~) =
1

2
+O(~) et

Im z(~)

~
= β + o(1).

Notons que l’on a a priori l’encadrement β ∈ [−max a,−min a]. On peut maintenant considérer
les distributions de Wigner à ces familles de solutions stationnaires et étudier l’ensemble
M((ψ~)~→0+) de leurs points d’accumulation. Les propriétés de support comme (1.9) sont
bien entendu toujours vérifiées. En revanche, la propriété d’invariance (1.10) n’est pas a
priori satisfaite et on a la relation suivante, pour tout µ dans M((ψ~)~→0+) et tout b dans
C0(S∗M,C),

µ(b) = µ
(
b ◦ ϕte−2βt−2

∫ t
0 a◦ϕ

sds
)
. (1.34)

En posant b ≡ 1 dans la relation précédente et en définissant de nouveau

A+ = lim
T→+∞

1

T
sup

ρ∈S∗M

∫ T

0
a ◦ ϕs(ρ)ds,

et

A− = lim
T→+∞

1

T
inf

ρ∈S∗M

∫ T

0
a ◦ ϕs(ρ)ds.

on vérifie que
β ∈ [−A+,−A−],

qui est l’analogue de la relation (1.11) dans le contexte de l’équation des ondes amorties.
Ainsi, grâce aux mesures semi-classiques, on réussit à dire mieux que l’estimation a priori β ∈
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[−max a,−min a] sur le taux d’amortissement des solutions stationnaires. Lorsque a ≥ 0 et
A− > 0, on dit qu’on a un trou spectral pour l’opérateur semi-classique. Sous cette forme, cette
propriété d’encadrement de β est due à Sjöstrand [207] mais elle avait déjà été observée sous
des formes légèrement moins générales par Rauch-Taylor [184] et par Lebeau [143]. Lebeau
se sert notamment d’une variante de ce résultat pour démontrer la décroissance de l’énergie
des ondes amorties sous la condition de contrôle géométrique Ka = ∅. Nous y reviendrons au
paragraphe 1.3.3.

1.3.2 Non concentration près d’un petit sous-ensemble hyperbolique

La structure asymptotique des solutions de (1.33) a été finalement assez peu étudiée dans
la littérature [12]. L’une des raisons principales est probablement que la relation d’invariance
asymptotique (1.34) est relativement délicate à manipuler d’un point de vue dynamique.
Notons tout de même que, pour de telles solutions, on peut obtenir certaines informations
par des arguments relativement simples. Par exemple, si Λ est une orbite périodique pour
laquelle la moyenne de Birkhoff de a,

lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
a ◦ ϕs(ρ)ds, ρ ∈ {γ},

n’est pas égale à −β, alors on a µ(Λ) = 0. Par contre, si celle-ci est bien égale à −β, ce
n’est plus le cas et la suite (ψ~)~→0+ peut a priori se concentrer sur Λ. Dans [190], j’ai voulu
comprendre plus précisément la structure des solutions de (1.33) et obtenir des informations
sur ces phénomènes de concentration autour de sous-ensembles hyperboliques Λ. J’ai par
exemple démontré le résultat suivant [190, Corollaire 1.2] :

Théorème 1.3.1 (R. 2012). Soit a appartenant à C∞(M,R). Soit Λ ⊂ S∗M un ensemble
hyperbolique de ϕt tel que

Ptop

(
Λ,

1

2

)
< 0,

et tel qu’il existe C > 0 vérifiant

∀T > 0, ∀ρ ∈ Λ, −C + βT ≤ −
∫ T

0
a ◦ ϕs(ρ)ds ≤ βT + C.

Alors, pour tout 0 < ν < 1
2 et pour toute fonction ΘΛ,~ν : S∗M → [0, 1] qui est (Λ, ~ν)-

localisée, il existe cΛ,ν < 1 telle que, pour toute suite (ψ~)~→0+ vérifiant (1.33) , on a

lim sup
~→0+

〈w~, 1−ΘΛ,~ν 〉 ≤ cΛ,ν < 1,

où w~ est la distribution de Wigner associée à ψ~.

De manière équivalente, ce résultat nous dit que les solutions de (1.33) ne peuvent pas être
complètement concentrées dans un voisinage trop petit de Λ qui vérifie certaines propriétés
dynamiques. Nous soulignons que ce théorème est valable pour toute fonction a dont les
valeurs sont réelles et pas forcément positives. Il s’applique notamment au cas auto-adjoint
a ≡ 0 où un résultat similaire avait été démontré par Toth et Zelditch lorsque Λ est une
géodésique fermée [223]. Il serait bien entendu intéressant de comprendre ce que l’on peut
dire en plus lorsqu’on ajoute une hypothèse globale sur la dynamique du flot géodésique
(e.g. propriété d’Anosov). Il s’agit toutefois d’un problème délicat car la relation (1.34) rend
malaisées les techniques usuelles de théorie ergodique comme celles mises en œuvre pour
démontrer le théorème 1.2.1. On renvoie par exemple à [188] pour des résultats dans ce sens.
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1.3.3 Retour sur l’équation des ondes amorties

Comme cela a été notamment mis en évidence par Lebeau [143], l’étude des solutions
de (1.33) (ou plutôt des solutions approchées) dans le cas a ≥ 0 permet de déduire des
propriétés de décroissance de l’énergie des ondes amorties

E(u(t)) :=
1

2

∫
M

(
|∂tu|2 + ‖dxu‖2

)
dvolg.

Par exemple, si on sait démontrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

‖(−∆−2iaτ−τ2)−1‖ ≤ C

Re τ
, uniformément pour τ ∈

{
Re τ ≥ C, | Im τ | ≤ C−1

}
, (1.35)

alors Lebeau démontre qu’il existe un paramètre γ > 0 et une constante C0 > 0 tels que, pour
tout choix de condition initiale, on a

∀t ≥ 0, E(u(t)) ≤ C0e
−γ0tE(u(0)).

En procédant par contradiction et en utilisant le formalisme des mesures semi-classiques
(précisément le fait que β ∈ [−A+,−A−]), on vérifie que l’estimée de résolvante (1.35) est
satisfaite dès que la condition de contrôle géométrique Ka = ∅ est satisfaite. Il est de nouveau
naturel de se poser la question du taux de décroissance de l’énergie lorsque cette condition
géométrique n’est plus vérifiée par le système. Lebeau démontre que, si Ka est non vide, on
peut de fait toujours construire des solutions dont l’énergie décrôıt arbitrairement lentement.
Il prouve tout de même que, pour des données initiales assez régulières (i.e. (u(0), ∂tu(0)) ∈
Hs+1 × Hs) avec s > 0), la décroissance est de forme logarithmique si on ne fait aucune
hypothèse sur l’ensemble de géodésiques non amorties Ka [143]. Par la suite, différents auteurs
ont étudié la question du taux (optimal) de décroissance de l’énergie des ondes amorties pour
des données initiales suffisamment régulières. Par exemple, ont été étudiés les cas où Ka est :
une géodésique elliptique [122], une géodésique hyperbolique [53], un sous-ensemble invariant
vérifiant une certaine hypothèse de pression topologique [201, 202], un sous-ensemble du
tore [6, 141, 43]. Avec Stéphane Nonnenmacher, nous démontrons le résultat suivant [190,
Appendice] :

Théorème 1.3.2 (Nonnenmacher-R. 2012). On fixe a dans C∞(M,R+) telle que Ka 6= ∅ est
un sous-ensemble hyperbolique pour ϕt vérifiant

Ptop

(
Ka,

1

2

)
< 0.

Alors, il existe C > 0 telle que l’on a l’estimation de résolvante suivante :

‖(−∆−2iaτ−τ2)−1‖ ≤ C(log(Re τ))2

Re τ
, uniformément pour τ ∈

{
Re τ ≥ C, | Im τ | ≤ C−1

log(Re τ)

}
.

Cette estimation de résolvante est légèrement moins bonne que (1.35) mais, comme nous
allons le voir dans un instant, elle est suffisante pour faire mieux que la décroissance logarith-
mique obtenue par Lebeau sans condition sur Ka. La preuve de ce théorème suit essentielle-
ment les mêmes lignes que celles que nous avons décrites pour démontrer le théorème 1.2.4.
C’est d’ailleurs plutôt le résultat non auto-adjoint que nous démontrons dans [190] et le
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théorème 1.2.4 n’est en fait qu’un corollaire de notre preuve. En particulier, nous analysons
précisément les propriétés de concentration des solutions approchées de (1.33) autour de pe-
tits sous-ensembles hyperboliques. Un résultat similaire sur la résolvante des ondes amorties
a été obtenu par Christianson, Schenck, Vasy et Wunsch [56] par une méthode différente qui
fait tout de même appel aux résultats de Nonnenmacher et Zworski dans [174] mais sans
utiliser directement les estimations de dispersion hyperbolique (1.20). Par ailleurs, le “trou
spectral logarithmique” qu’implique ce théorème est optimal grâce à une construction de Burq
et Christianson [41] qui étend dans un contexte non auto-adjoint la construction de Colin de
Verdière et Parisse [59]. Si on revient au problème des ondes amorties, le théorème précédent
implique la propriété qui suit :

Corollaire 1.3.3. On fixe a dans C∞(M,R+) telle que Ka 6= ∅ est un sous-ensemble hyper-
bolique pour ϕt vérifiant

Ptop

(
Ka,

1

2

)
< 0.

Alors, pour tout s > 0, il existe Cs, γs > 0, telles que, pour toute condition initiale (u(0), ∂tu(0)) ∈
Hs+1(M)×Hs(M), l’énergie de l’onde u(t) résolvant (1.31) avec ces conditions initiales vérifie

∀t ≥ 0, E(u(t)) ≤ Cs e−γst
1/2 (‖u(0)‖2Hs+1 + ‖∂tu(0)‖2Hs

)
.

On renvoie par exemple à [56] pour les détails du passage entre le théorème 1.3.2 et ce
résultat de décroissance de l’énergie des ondes amorties. Pour conclure ce paragraphe sur les
ondes amorties, mentionnons que, si l’on ajoute l’hypothèse que le flot géodésique vérifie la
propriété d’Anosov, Stéphane Nonnenmacher conjecture que sous l’hypothèse Ptop

(
Ka,

1
2

)
<

0, l’énergie des ondes amorties devrait décrôıtre exponentiellement vite pour des données
initiales suffisamment régulières [173]. Nous renvoyons le lecteur aux références [202, 173]
pour des résultats partiels dans cette direction.
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Chapitre 2

Perturbation de l’équation de
Schrödinger : le cas chaotique

Au chapitre précédent, nous nous sommes intéressés à la dynamique de l’équation de
Schrödinger et nous avons vu qu’une partie du problème consistait à analyser les phénomènes
hautes fréquences de l’équation. De manière équivalente, nous avons été amenés à considérer
l’équation de Schrödinger semi-classique

i~∂tu~ = −~2∆gu~
2

, u~et=0 = ψ~, (2.1)

où (ψ~)~→0+ est une suite de données initiales normalisées dans L2(M) vérifiant certaines hy-
pothèses de localisation spectrale. C’est par exemple en utilisant la dynamique de l’équation de
Schrödinger semi-classique qu’on peut démontrer la propriété d’invariance (1.10) qui permet
de donner l’argument final dans la preuve du théorème de contrôle de Lebeau. Dans cet argu-
ment, on fait évoluer la donnée initiale jusqu’à un temps T > 0 assez grand pour pouvoir utili-
ser la condition de contrôle géométrique. Dans la preuve du théorème 1.2.4, on faisait évoluer
le flot de Schrödinger semi-classique jusqu’à des temps d’ordre | log ~| pour pouvoir utiliser
de manière cruciale des propriétés de dispersion hyperbolique de l’équation de Schrödinger
semi-classique. L’objet de ce chapitre et du suivant sera de décrire plus spécifiquement la
dynamique en temps longs de cette équation semi-classique. Les résultats discutés dans ce
chapitre se concentrent sur le cas où la dynamique classique sous-jacente est chaotique et a
fait l’objet des publications [83, 191]. Le chapitre suivant sera, lui, dédié au cas des systèmes
intégrables.

2.1 Quelques motivations

L’équation (2.1) fait intervenir l’hamiltonien quantique Ĥ~ := −~2∆g

2 qui quantifie l’ha-

miltonien classique H(x, ξ) := ‖ξ‖2x
2 défini sur le fibré cotangent T ∗M . Le principe de cor-

respondance en mécanique quantique affirme alors que les propriétés de (2.1) dans la limite
semi-classique sont reliées aux propriétés de H. L’une des manières les plus simples d’observer
cette correspondance est peut-être de considérer la distribution de Wigner w~(t) de la solution
au temps t de l’équation (2.1), i.e.

w~(t) : b ∈ C∞c (T ∗M,C) 7→ 〈w~(t), b〉 := 〈u~(t),Op~(b)u~(t)〉L2(M). (2.2)

31
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Le principe de correspondance semi-classique se manifeste alors simplement sous la forme
suivante :

∀t ∈ R, ∀b ∈ C∞c (T ∗M,C), 〈w~(t), b〉 = 〈w~(0), b ◦ ϕt〉+Ot,b(~), (2.3)

où ϕt : T ∗M → T ∗M est le flot hamiltonien associé à H (à savoir le flot géodésique). En
termes concrets, la relation (2.3) nous dit que l’évolution quantique au temps t est bien
approchée par l’évolution classique au temps t dans la limite où ~ tend vers 0. D’un point
de vue mathématique, la propriété (2.3) se démontre en utilisant le théorème d’Egorov [247,
Th.11.1]. Il est important de remarquer que cette propriété est vraie à un temps t fixé et qu’elle
reste encore vraie (quitte à avoir un reste plus important) si l’on suppose |t| ≤ κ| log ~| où κ > 0
est une constante géométrique qui dépend de (M, g) et du support de b [15, 34, 9, 75, 247].
Ce type de temps logarithmique en ~ est qualifié de temps d’Ehrenfest et marque la limite
de validité de cette correspondance semi-classique. Ce temps critique est déjà apparu dans la
preuve du théorème 1.2.4 et il reviendra à plusieurs reprises par la suite lorsque nous aurons
affaire à des dynamiques classiques de nature chaotique. Même si (2.3) n’est plus valide, il est
aussi naturel de se demander ce qui se passe au-delà de cette échelle de temps logarithmique
et de comprendre ce que devient w~(t) après ce seuil critique et comment les propriétés de H
vont continuer (ou non) à jouer un rôle. Ces différentes questions ont été largement étudiées
dans la littérature de physique mathématique et il est difficile d’être exhaustif. Nous nous
contenterons donc de mettre en avant certains phénomènes que l’on peut observer pour des
systèmes hamiltoniens de nature chaotique (ergodique, mélangeant, etc.) dans la perspective
de faire le parallèle avec les résultats qui suivront dans ce chapitre.

Pour commencer à comprendre la dynamique en temps long de l’équation de Schrödinger,
on peut restreindre les familles de conditions initiales auxquelles on s’intéresse. Le premier
exemple que l’on peut avoir en tête est celui des états cohérents que l’on peut définir de
la manière suivante sur une variété M . On fixe ρ = (x0, ξ0) dans T ∗M et un système de
coordonnées locales (f, U) centré en x0 (i.e. f : U → Rn, f(x0) = 0). On fixe χ à support
compact dans U et on définit dans le système de coordonnées locales x = (x1, . . . , xn) induit
par f l’état cohérent centré en (x0, ξ0) :

ψx0,ξ0
~ (x, ξ) := C~−

n
4 χ

(
x√
~

)
e−
‖x‖2

2~ + i
~
x.ξ̃0
~ ,

où C > 0 est une constante de normalisation 1 indépendante de ~ et où ξ̃0 est le poussé en
avant de ξ0 par f . On peut alors vérifier [247, Chap. 5] que, si l’on note wx0,ξ0

~ (t) la distribution

de Wigner de la solution de (2.1) avec ψ~ = ψx0,ξ0
~ , alors

∀t ∈ R, ∀b ∈ C∞c (T ∗M,C), 〈wx0,ξ0
~ (t), b〉 = b ◦ ϕt(x0, ξ0) +Ot,b(~). (2.4)

Comme précédemment, cette relation reste vraie avec un reste uniformément petit en temps
pourvu que |t| ≤ κx0,ξ0 | log ~| où κx0,ξ0 > 0 est une constante géométrique qui dépend de (M, g)
et du point considéré [60, 29]. En particulier, si on fixe (τ~)~→0+ une suite de temps telle que
τ~ → +∞ et 0 ≤ τ~ ≤ κx0,ξ0 | log ~|, alors on peut vérifier que, pour tout 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1,

∀b ∈ C∞c (T ∗M,C),
1

t2 − t1

∫ t2

t1

〈wx0,ξ0
~ (tτ~), b〉dt =

1

(t2 − t1)τ~

∫ t2τ~

t1τ~

b ◦ ϕt(x0, ξ0)dt+ ob(1).

(2.5)

1. On impose ‖ψx0,ξ0~ ‖L2 = 1.
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Cette expression permet de bien mettre en évidence que, pour des échelles de temps semi-
classiques assez courtes, la distribution asymptotique des solutions de l’équation de Schrödin-
ger va être intimement liée aux propriétés ergodiques du flot géodésique. Par exemple, si
on suppose que la mesure de Liouville L est ergodique pour le flot géodésique 2, i.e. pour L
presque tout ρ dans le fibré unitaire cotangent S∗M ,

∀b ∈ C0(S∗M,C), lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
b ◦ ϕt(ρ)dt =

∫
S∗M

bdL, (2.6)

alors, pour un choix générique (par rapport à L) d’état cohérent, on aura

∀b ∈ C∞c (T ∗M,C),
1

t2 − t1

∫ t2

t1

〈wx0,ξ0
~ (tτ~), b〉dt =

∫
H−1(‖ξ0‖2/2)

bdL‖ξ0‖ + ob(1), (2.7)

où L‖ξ0‖ est la désintégration de la mesure de Liouville sur la couche d’énergie H−1(‖ξ0‖2/2).
Pour résumer, si le flot hamiltonien est chaotique (ici ergodique), alors les solutions de
l’équation de Schrödinger vont avoir tendance à s’équidistribuer au moins tant que l’échelle de
temps considérée est assez courte. En plus de n’être valable que sur des temps semi-classiques
relativement courts, cette propriété ne vaut a priori que pour des familles d’états cohérents
et elle ne dit rien sur des familles de conditions initiales (ψ~)~→0+ plus générales. Si on fait
des hypothèses légèrement plus fortes (propriété d’Anosov) sur le caractère chaotique du flot
géodésique, Schubert a démontré que le même type de phénomènes d’équidistribution a lieu si
l’on choisit des familles génériques d’états lagrangiens [204]. Il montre en fait quelque chose de
légèrement plus fort que pour les états cohérents puisque, dans ce cas et à la différence de (2.7),
on n’a pas besoin de moyenner en temps pour que les solutions s’équidistribuent dans l’espace
des phases. De nouveau, ce phénomène d’équidistribution est valable pour un choix générique
d’états lagrangiens et pour des échelles de temps semi-classiques en dessous du temps d’Eh-
renfest. Dans le même esprit mais pour des échelles de temps τ~ → +∞ arbitraires, nous
avons démontré avec Nalini Anantharaman que, pour un choix typique de données initiales
parmi une famille orthonormée de données initiales, les solutions de l’équation de Schrödin-
ger étaient en moyenne équidistribuées dans l’espace des phases [10]. Ces différents résultats
peuvent être en quelque sorte pensés comme des versions non stationnaires du théorème d’er-
godicité quantique de Šnirel’man [211], Zelditch [236] et Colin de Verdière [58] sur lequel
nous reviendrons au chapitre 4. Nous pouvons retenir plusieurs choses de cette discussion. La
première, c’est que la nature chaotique du système classique associé à (2.1) semble induire
des phénomènes d’équidistribution pour les solutions de (2.1) dans la limite semi-classique
~ → 0+. La seconde, c’est que ces propriétés ne valent que pour certains types de données
initiales. En effet, on ne peut en général rien dire sur les propriétés d’équidistribution d’une
suite de données initiales quelconques (ψ~)~→0+ même sur des échelles de temps courts.

Dans son article [177], Peres propose une approche un peu alternative des questions qui
précèdent et qui a motivé les résultats de ce chapitre. Il observe notamment que l’une des
difficultés principales à observer le caractère “irréversible” d’un système quantique est que,
contrairement à un système classique, celui-ci n’est pas sensible aux perturbations des données
initiales. En effet, même si l’on fait une petite erreur dans la préparation de l’état quantique
initial, le caractère unitaire de l’évolution par (2.1) implique que cette erreur restera petite.
Ce n’est bien entendu pas le cas pour un système physique classique que l’on qualifierait

2. C’est par exemple le cas si la variété est à courbures sectionnelles strictement négatives [11].
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de chaotique. Peres suggère alors un mécanisme susceptible d’observer l’irréversibilité d’un
système à la fois au niveau classique et au niveau quantique. Précisément, il fait la proposition
suivante : Instead of assuming that our preparations are marred by limited accuracy, we may
assume that they are perfect but, on the other hand, the Hamiltonian H is not exactly known,
because we cannot perfectly insulate the physical system from its environment. De manière
plus précise, il introduit

i~∂tu~,ε =

(
−~2∆g

2
+ ε0V0 + ε1V1 + ε2V2 + . . .+ εJVJ

)
u~,ε, u~,εet=0 = ψ~, (2.8)

où J ≥ 0 est un entier fixé et où les Vj sont des fonctions lisses sur M à valeurs réelles. Pour une
suite de données initiales fixées (ψ~)~→0+ , il propose alors de comprendre l’évolution de l’état
quantique pour un choix générique de paramètres ε = (ε0, . . . , εJ). D’après Peres, ce point
de vue devrait en particulier permettre de distinguer les systèmes réguliers des chaotiques à
la fois au niveau classique et au niveau quantique. Il développe alors son argumentation de
manière un peu plus quantitative en introduisant la notion de fidélité quantique sur laquelle
nous reviendrons au paragraphe 2.4 afin de comparer nos méthodes à celles qui sont plus
communément utilisées dans la littérature physique. Notons que ce point de vue mène à
l’introduction de nouveaux petits paramètres donnés par les εj et que l’on sera donc amené
à distinguer différents régimes en fonction des tailles relatives de ~, ε et de l’échelle de temps
considérée τ~. Ce chapitre et le suivant seront consacrés à ce type de questions : le présent
chapitre sera consacré au cas “chaotique” (plus dans l’esprit de l’article original de Peres)
alors que le suivant sera lui dédié au cas intégrable. Pour le cas des systèmes chaotiques,
nous nous limiterons en fait au cas du flot géodésique sur une surface à courbure sectionnelle
constante égale à −1. Dans ce cas, nous avons déjà dit que le flot vérifie la propriété d’Anosov,
ce qui implique notamment l’ergodicité et le mélange de la mesure de Liouville [11].

Pour conclure ce paragraphe introductif, observons que le point de vue de Peres soulève
la difficulté de comprendre l’influence d’une perturbation de l’hamiltonien non seulement au
niveau quantique mais aussi au niveau classique. Les résultats de ce chapitre comporteront
donc deux questions :

— Comment de petites perturbations de l’hamiltonien H altèrent le mouvement d’une
particule classique fixée (paragraphe 2.2) ?

— Comment les phénomènes observés au niveau classique se traduisent-ils au niveau
quantique (paragraphe 2.3) ?

Même si la première question est naturelle d’un point de vue dynamique, elle n’a en fait pas été
vraiment étudiée dans la littérature et une partie du travail effectué dans les travaux [83, 191]
a consisté dans un premier temps à comprendre cette question de systèmes dynamiques.

2.2 Perturbations du flot géodésique en courbure négative

Dans tout ce chapitre, (M, g) désignera une surface riemannienne, compacte, connexe,
orientée et sans bords. On supposera aussi que la courbure sectionnelle est constante égale à
−1. En particulier, le flot géodésique agissant sur S∗M vérifie la propriété d’Anosov [11].
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2.2.1 Propriétés d’équidistribution du flot classique perturbé

On fixe J ≥ 0 et une famille de potentiels (Vj)j=0,...,J dans C∞(M,R). On introduit alors
l’hamiltonien

Hε(x, ξ) :=
‖ξ‖2x

2
+

J∑
j=0

εjVj(x),

où les εj sont des petits paramètres appartenant à l’ensemble (−b0, b0)J+1 (avec b0 > 0). Pour
alléger les notations, on n’indique pas la dépendance de Hε en J . Pour b0 assez petit, le flot
hamiltonien ϕtε induit par Hε n’a pas de singularité dans un petit voisinage de S∗M . Le but de
ce premier paragraphe est de décrire certaines propriétés qualitatives des orbites d’un point
(x0, ξ0) par le flot ϕtε. Pour cela, on introduit, pour W dans C∞(M,R), la fonction suivante
sur S∗M

L(W )(x0, ξ0) :=
1

2

∫ +∞

0
g∗x(t)

(
dx(t)W, ξ

⊥(t)
)
e−tdt, (2.9)

où (x(t), ξ(t)) := ϕt(x0, ξ0) et où ξ⊥ est le vecteur unitaire directement orthogonal à ξ. Ceci
permet de définir la transformée

L : W ∈ C∞(M,R) 7→ L(W ) ∈ C0(S∗M,R),

qui va jouer un rôle important dans les énoncés qui vont suivre. Notre premier résultat sur ces
perturbations du flot géodésique dit que la trajectoire d’un point (x0, ξ0) par une perturbation
typique du flot va s’équidistribuer par rapport à la mesure de Liouville L sur S∗M . Plus
précisément, avec Suresh Eswarathasan, nous démontrons le théorème suivant [83] :

Théorème 2.2.1 (Eswarathasan-R. 2014). Soit J ≥ 0. Supposons que (M, g) est une surface
à courbure négative constante et égale à −1 et que

∀ (x0, ξ0) ∈ S∗M, ∃0 ≤ j ≤ J, L(Vj)(x0, ξ0) 6= 0. (2.10)

Alors, pour tout 1 < c1 ≤ c2 <
3
2 , il existe δ0 > 0 telle que, pour toute fonction 0-homogène a

dans C∞(T ∗M − 0,C), on a

1

(2b0)J+1

∫
(−b0,b0)J+1

a ◦ ϕt| log(b0)|
ε (x0, ξ0)dε −→

∫
S∗M

adL, quand b0 → 0,

uniformément pour (x0, ξ0) vérifiant H0(x0, ξ0) ∈ [(1−δ0)/2, (1+δ0)/2] et pour t dans [c1, c2].

Ce théorème montre donc que, pour une échelle de temps légèrement plus longue que
| log(b0)|, les points de l’espace des phases sont en moyenne équidistribués. Notons que l’on
ne fait pas ici de moyenne en temps mais une moyenne sur les perturbations de l’hamiltonien.
Ce théorème est à comparer avec la propriété d’ergodicité (2.6). Dans ce dernier cas, on a
équidistribution pour presque tout point de l’espace des phases et pour un flot fixé. Ici, la
trajectoire de tout point s’équidistribue pour une famille de perturbations du flot.

Pour des échelles de temps légèrement plus courtes que | log(b0)| (disons T0 < (1 −
δ1)| log(b0)|), la preuve que nous donnons permet aussi de vérifier que a ◦ GT0

ε (x0, ξ0) est
égale à a ◦ GT0

0 (x0, ξ0) (à une petite erreur près) uniformément pour ε ∈ (−b0, b0)J+1. En
d’autres termes, | log(b0)| est vraiment l’échelle de temps critique pour laquelle la pertur-
bation commence à jouer un rôle dans ce problème. Les propriétés d’équidistribution ont
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lieu modulo une certaine condition d’admissibilité sur les potentiels. Cette hypothèse peut
être vérifiée pourvu que l’on choisisse J assez grand. Il n’est en revanche pas si clair que la
condition est satisfaite pour des J petits. Enfin, les propriétés d’équidistribution du théorème
précédent ne sont valables que jusqu’à des temps T0 < (1 + 1/2− δ1)| log(b0)|, et il serait bien
entendu intéressant de comprendre ce qui se passe pour des échelles de temps plus longues
que 3| log(b0)|/2. Dépasser cette échelle de temps semble délicat d’un point de vue dynamique
mais cela est peut-être dû à la manière dont nous démontrons ce résultat. Nous dresserons
les grandes lignes de la preuve dans les paragraphes suivants mais mentionnons déjà qu’elle
se fonde sur deux ingrédients principaux : le théorème de stabilité structurelle [11, 68] et
l’unique ergodicité du flot horocyclique [93, 161]. En particulier, l’exposant 1/2 qui intervient
dans la borne supérieure sur T0 est relié à la régularité hölderienne de l’homéomorphisme de
conjugaison dans le théorème de stabilité structurelle.

Avant d’expliquer comment démontrer un tel résultat, nous citons un second théorème
dynamique dans le même esprit que le théorème précédent obtenu ultérieurement [191] et par
des méthodes similaires :

Théorème 2.2.2 (R. 2014). Supposons que J = 0 et que (M, g) est une surface à courbure
négative constante et égale à −1. On suppose aussi que

CV0 :=
{
ρ ∈ S∗M : ∀ j ≥ 0, Xj

0 .fV0(ρ) = 0
}

= ∅,

où fV0(x, ξ) := g∗x(dxV0, ξ
⊥) et X0 est le champ de vecteur hamiltonien de H0.

Alors, pour tout 1 < c1 ≤ c2 < 3
2 , il existe δ0, ν1, ν2 > 0 telles que, pour toute fonction

0-homogène a dans C∞(T ∗M − 0,C), on a

1

bν2
0

∫ b
ν2
0

0
a ◦ ϕt| log ε0|

ε ◦ ϕs0(x0, ξ0)ds −→
∫
S∗M

adL, quand b0 → 0,

uniformément pour (x0, ξ0) vérifiant H0(x0, ξ0) ∈ [(1− δ0)/2, (1 + δ0)/2], pour t dans [c1, c2]
et pour ε dans [b1+ν1

0 , b0].

Ce second résultat est valable sous une hypothèse qui est d’une certaine manière plus
simple à vérifier et qui ne fait intervenir qu’un seul potentiel. On peut démontrer en utilisant
le théorème de Sard–Smale [209] que la condition CV0 = ∅ est satisfaite pour un ouvert
dense de potentiels dans C∞(M,R) – voir [191, Appendice C]. Cette fois-ci, on ne fait plus
de moyenne sur les perturbations et on démontre tout de même qu’on a équidistribution
en un certain sens pourvu que la perturbation soit assez importante. Ici, ce sont les points
d’un petit bout de l’orbite issue de (x0, ξ0) qui s’équirépartissent sur la variété S∗M . De
nouveau, la preuve de ce résultat fait appel au théorème de stabilité structurelle mais le
recours aux propriétés du flot horocyclique est plus subtil. L’argument dynamique que nous
utilisons ressemble d’une certaine manière à celui qui est utilisé par Marcus pour démontrer
le mélange du flot horocyclique [162].

2.2.2 Éléments de preuve

Nous allons maintenant expliquer (en omettant certains détails techniques) le schéma de
la preuve du théorème 2.2.1 qui est plus simple à exposer. Pour simplifier, supposons que
(x0, ξ0) est un élément de S∗M . Rappelons que l’on veut calculer l’intégrale suivante :

Ix0,ξ0(a, b0, T ) :=
1

(2b0)J+1

∫
(−b0,b0)J+1

a ◦ ϕTε (x0, ξ0)dε.
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La première idée consiste à utiliser le théorème de stabilité structurelle [11] pour nous ramener
au flot géodésique ϕt0. On sait ainsi qu’il existe un homéomorphisme 3 hεx0,ξ0

: S∗M → S∗M
et une application continue τ εx0,ξ0

: S∗M → R tels que

ϕtε(x0, ξ0) = hεx0,ξ0 ◦ ϕ
τ1(t,x0,ξ0)
0 ◦ (hεx0,ξ0)−1(x0, ξ0),

où

τ1(t, x0, ξ0) :=

∫ t

0

ds

τ εx0,ξ0
◦ (hεx0,ξ0

)−1 ◦ ϕsε(x0, ξ0)
.

Ce résultat utilise de manière cruciale la structure hyperbolique du flot qui permet de démontrer
que toute petite perturbation du flot est (à reparamétrisation près) conjuguée au flot initial.
Cette propriété remarquable a été démontrée par Anosov. Par la suite, de la Llave, Marco
et Moriyon ont donné une preuve alternative de ce théorème [68] en utilisant des arguments
analytiques dus à Moser [168] et à Mather [210, Appendice] pour les difféomorphismes hyper-
boliques. Plus précisément, leur preuve se fonde sur le théorème des fonctions implicites en
dimension infinie. Modulo le fait que l’on est amené à travailler sur des variétés de dimension
infinie, l’avantage de leurs arguments est d’assurer que l’application ε 7→ (hεx0,ξ0

, τ εx0,ξ0
) est de

classe C∞ en ε même si les applications en jeu sont a priori très peu régulières. Ceci permet
de récrire l’intégrale que l’on veut calculer comme suit :

Ix0,ξ0(a, b0, T ) =
1

(2b0)J+1

∫
(−b0,b0)J+1

a ◦ ϕT0 ◦ (hεx0,ξ0)−1(x0, ξ0)dε+O(b0T ). (2.11)

Il est alors tentant de penser que l’application ε 7→ (hεx0,ξ0
)−1 est elle aussi de classe C∞ mais ce

n’est malheureusement pas le cas a priori. Ceci est essentiellement dû au fait que l’application
h 7→ h−1 n’est pas de classe C1 sur l’ensemble des fonctions continues. Pour remédier à ce
problème, on cherche alors une expression approchée de cet homéomorphisme. Pour cela, il
faut reprendre la preuve de de la Llave, Marco et Moriyon afin d’obtenir en premier lieu
une expression approchée de hεx0,ξ0

. Cette analyse nous permet de démontrer qu’à une erreur

d’ordre O(|ε|2) près, on a

hεx0,ξ0 ' exp

 J∑
j=0

εj(β
s
jX

s + βujX
u)

 ,

où Xu est le champ de vecteurs générant la direction instable du flot (voir chapitre 1), Xs

celui générant la direction stable,

βsj (x, ξ) :=
1√
2

∫ +∞

0
g∗x(−t)

(
dx(−t)Vj , ξ

⊥(−t)
)
e−tdt,

et

βuj (x, ξ) :=
1√
2

∫ +∞

0
g∗x(t)

(
dx(t)Vj , ξ

⊥(t)
)
e−tdt.

On reconnâıt les fonctions qui apparaissent dans les conditions d’admissibilité du théorème 2.2.1.
On peut vérifier que ces fonctions sont γ-hölderiennes pour tout γ < 1/2 et ceci permet alors

3. L’homéomorphisme dépend de (x0, ξ0) car on doit tout ramener sur S∗M – voir [83, Section 5] pour les
détails.
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de démontrer qu’à une erreur d’ordre O(|ε|1+γ) près, on a

(hεx0,ξ0)−1 ' exp

− J∑
j=0

εj(β
s
jX

s + βujX
u)

 .

En implémentant alors cette expression dans (2.11) et en utilisant le fait que les vecteurs
stables sont contractés sous l’action du flot géodésique et que l’exposant de Lyapunov du flot
est constant et égal à 1, on démontre alors que

Ix0,ξ0(a, b0, T ) =
1

(2b0)J+1

∫
(−b0,b0)J+1

a◦ϕT0 ◦exp

− J∑
j=0

εjβ
u
jX

u

 (x0, ξ0)dε+O(b1+γ
0 eT )+O(b0T ).

(2.12)
On reconnâıt alors le flot horocyclique, i.e. le flot généré par le champ de vecteurs Xu. On
note ce flot Hu dont l’une des propriétés remarquables est son unique ergodicité [93, 161]. En
d’autres termes, les variétes instables s’équidistribuent dans S∗M . C’est cette propriété que
nous allons utiliser pour conclure. On récrit (2.12) sous la forme suivante :

Ix0,ξ0(a, b0, T ) =
1

(2b0)J+1

∫
(−b0,b0)J+1

a◦ϕT0 ◦H
−

∑J
j=0 εjβ

u
j (x0,ξ0)

u (x0, ξ0)dε+O(b1+γ
0 eT )+O(b0T ).

(2.13)
On utilise alors l’hypothèse (2.10) et on suppose par exemple que βu0 (x0, ξ0) = L(V0)(x0, ξ0) 6=
0. Afin d’utiliser l’unique ergodicité du flot horocyclique, rappelons que, pour tous t et s dans
R, ϕt0 ◦Hs

u = Hset
u ◦ ϕt0 [162]. Ceci permet d’obtenir

Ix0,ξ0(a, b0, T ) =
1

(2b0)J+1

∫
(−b0,b0)J+1

a◦HeT ε0βu0 (x0,ξ0)
u (xJ(ε′, T ), ξJ(ε′, T ))dε0dε

′+O(b1+γ
0 eT )+O(b0T ),

(2.14)

avec (xJ(ε′, T ), ξJ(ε′, T )) := ϕT0 ◦ H
−

∑J
j=1 εjβ

u
j (x0,ξ0)

u (x0, ξ0). On fait alors le changement de
variable t = eT ε0β

u
0 (x0, ξ0) et on trouve

Ix0,ξ0(a, b0, T ) =
1

(2b0)J

∫
(−b0,b0)J

(
1

2b0eTβu0 (x0, ξ0)

∫ b0eT βu0 (x0,ξ0)

−b0eT βu0 (x0,ξ0)
a ◦Ht

u(xJ(ε′, T ), ξJ(ε′, T ))dt

)
dε′

+O(b1+γ
0 eT ) +O(b0T ).

Si b0e
T → +∞, l’unique ergodicité du flot horocyclique permet de conclure que la moyenne de

Birkhoff apparaissant dans l’intégrale converge vers
∫
S∗M adL uniformément. Si on suppose

par ailleurs que b1+γ
0 eT → 0, on trouve finalement que le reste dans la dernière équation est

petit. Ceci permet de conclure la preuve du théorème puisque γ < 1/2 est arbitraire.

2.3 Application à l’équation de Schrödinger semi-classique

Maintenant que nous avons décrit certaines propriétés du système classique sous-jacent
à (2.8), essayons de comprendre comment ces résultats se traduisent au niveau semi-classique.
Pour cela, nous considèrerons des données initiales qui se concentrent sur le fibré unitaire
cotangent S∗M , i.e. spectralement localisée près de l’énergie E = 1

2 . Plus précisément, nous
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allons être amenés à considérer des conditions initiales (ψ~)~→0+ normalisées dans L2(M) qui
vérifient l’hypothèse de localisation spectrale suivante :

∀δ0 > 0, lim
~→0+

∥∥∥∥1[(1−δ0)/2,(1+δ0)/2]

(
−~2∆g

2

)
ψ~ − ψ~

∥∥∥∥
L2(M)

= 0 et ∀0 < ~ ≤ 1, ‖ψ~‖L2 = 1,

(2.15)
ou encore la condition de localisation plus forte :

lim
R→+∞

lim sup
~→0+

∥∥∥∥1[(1−R~)/2,(1+R~)/2]

(
−~2∆g

2

)
ψ~ − ψ~

∥∥∥∥
L2(M)

= 0 et ∀0 < ~ ≤ 1, ‖ψ~‖L2 = 1.

(2.16)
Ces hypothèses ne sont pas complètement optimales mais, par souci de simplicité, nous nous
limiterons à celles-ci dans la suite de ce chapitre. Nous renvoyons aux articles [83, 191] pour
des énoncés plus généraux. Dans les deux cas et en utilisant les arguments du chapitre 1,
l’hypothèse de localisation spectrale garantit que la distribution de Wigner de la condition
initiale converge (à extraction près) vers une mesure de probabilité portée par S∗M . Ces
conditions ne disent a priori rien d’autre sur la condition initiale et nous allons maintenant
détailler quelques-unes des propriétés des solutions de (2.8) pour ce type de données initiales.
Dans la suite de ce chapitre, étant donnée une suite de données initiales (ψ~)0<~≤1 vérifiant
l’une de ces hypothèses de localisation, on notera u~,ε(t) la solution de l’équation (2.8) au
temps t et w~,ε(t) la distribution de Wigner correspondante.

2.3.1 Données initiales faiblement localisées près de S∗M

Pour commencer, on peut démontrer le résultat suivant en appliquant le théorème d’Ego-
rov en temps longs sur les variétés à courbure strictement nǵative [9, 75], l’inégalité de
G̊arding [247, Ch. 4] et le théorème 2.2.1 :

Théorème 2.3.1 (Eswarathasan-R. 2014). Supposons que les hypothèses du théorème 2.2.1
sont satisfaites. Soit (ε~)0<~≤1 une suite vérifiant, pour ~ > 0 assez petit,

ε~ −→ 0, et ∃ 0 < ν <
1

2
telle que ε~ ≥ ~ν .

Alors, pour tout 1 < c1 < c2 < min{3/2, 1/(2ν)}, pour toute suite (ψ~)0<~≤1 vérifiant (2.15)
et pour tout a dans C∞c (T ∗M), on a, uniformément pour t ∈ [c1, c2],

lim
~→0

1

(2ε~)J+1

∫
(−ε~,ε~)J+1

〈w~,ε(t| log(ε~)|), a〉 dε =

∫
S∗M

adL,

où w~,ε(t
′) est la distribution de Wigner au temps t′ de la solution de (2.8) avec condition

initiale ψ~.

Ce théorème nous dit que, pour des données initiales relativement générales, les solu-
tions de l’équation de Schrödinger vont être en moyenne équidistribuées dans l’espace des
phases. Ici, la moyenne est prise par rapport aux paramètres de perturbation et ce résultat
est l’analogue au niveau quantique du théorème 2.2.1. D’une certaine manière, il illustre l’idée
de Peres que considérer des perturbations de l’hamiltonien permet d’observer le même type
d’irréversibilité aux niveaux classique et quantique. Tout comme dans le cas classique, notre
démonstration permet en fait de démontrer que | log ε~| est bien l’échelle critique pour notre
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problème car 〈w~,ε(t| log(ε~)|), a〉 est égale (à o(1) près) à 〈w~,0(t| log(ε~)|), a〉 tant que t < 1.
Notons que la restriction ε~ �

√
~ est une conséquence du fait qu’on va chercher à appli-

quer l’approximation semi-classique et que celle-ci n’est valable a priori que jusqu’au temps
d’Ehrenfest qui est égal dans ce contexte géométrique à 1

2 | log ~| [9, 75]. D’un point de vue
semi-classique, on est donc dans un régime de grosse perturbation puisque l’écart typique
entre les valeurs propres de l’opérateur de Schrödinger est d’ordre ~2 même s’il s’agit d’une
petite perturbation pour l’hamiltonien classique.

Comparé aux phénomènes décrits dans le paragraphe 2.1, le résultat précédent est valable
pour toute condition initiale et non pas pour un choix générique parmi une famille particulière
de solutions. Le prix à payer est que l’équidistribution n’a lieu qu’en moyenne par rapport
à la perturbation au lieu d’avoir une équation fixée comme (2.1). Si nous autorisons les
moyennes par rapport au paramètre de temps comme dans l’exemple des états cohérents,
nous réussissons en fait à démontrer la propriété suivante [83] qui ne fait pas intervenir de
moyenne sur la perturbation :

Théorème 2.3.2 (Eswarathasan-R. 2014). Supposons que les hypothèses du théorème 2.2.1
sont satisfaites. Soit (ε~)0<~≤1 une suite vérifiant, pour ~ > 0 assez petit,

ε~ −→ 0, et ∃ 0 < ν <
1

2
telle que ε~ ≥ ~ν .

Alors, pour toute suite (ψ~)0<~≤1 vérifiant (2.15), on peut trouver J(~) ⊂ (−ε~, ε~)J+1

vérifiant

lim
~→0

Leb(J(~))

(2ε~)J+1
= 1,

et tel que, pour tout 1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ min{3/2, 1/(2ν)} et pour tout a ∈ C∞c (T ∗M),

lim
~→0,ε∈J(~)

∫ c2

c1

〈w~,ε(t| log(ε~)|), a〉 dt = (c2 − c1)

∫
S∗M

adL,

où w~,ε(t
′) est la distribution de Wigner au temps t′ de la solution de (2.8) avec condition

initiale ψ~.

Ainsi, pour toute suite fixée de données initiales microlocalisées près de la couche d’énergie
H = 1/2, les solutions de (2.8) se répartissent uniformément sur la couche d’énergie pour
un choix générique de perturbations. Le choix de perturbations dépend bien entendu de
la condition initiale. La preuve de ce résultat s’inspire de la démonstration du théorème
d’ergodicité quantique [211, 236, 58] et plus précisément de celle qui est donnée dans [10]
pour traiter le cas des solutions non stationnaires de l’équation de Schrödinger. L’un des
points-clefs du théorème d’ergodicité quantique est la loi de Weyl locale [247, Ch. 15] et,
afin de mettre en place le même type d’arguments, on peut en fait penser au théorème 2.3.1
comme un équivalent de la loi de Weyl locale dans notre contexte.

2.3.2 Données initiales fortement localisées près de S∗M

Dans le paragraphe précédent, les solutions de l’équation (2.8) s’équidistribuaient pourvu
que l’on moyenne sur la perturbation ou sur les échelles de temps, ceci indépendamment du
choix des conditions initiales. En utilisant le théorème 2.2.2, on peut faire mieux quitte à se
restreindre à des données initiales plus localisées près de S∗M . Précisément, on a [191] :
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Théorème 2.3.3 (R. 2014). Supposons que les hypothèses du théorème 2.2.2 sont satisfaites.
Soit (ε~)0<~≤1 une suite vérifiant, pour ~ > 0 assez petit,

ε~ −→ 0, et ∃ 0 < ν <
1

2
telle que ε~ ≥ ~ν .

Alors, pour tout 1 < c1 < c2 < min{3/2, 1/(2ν)}, pour toute suite (ψ~)0<~≤1 vérifiant (2.16)
et pour tout a dans C∞c (T ∗M), on a, uniformément pour t ∈ [c1, c2],

lim
~→0
〈w~,ε~(t| log(ε~)|), a〉 =

∫
S∗M

adL,

où w~,ε~(t′) est la distribution de Wigner au temps t′ de la solution de (2.8) avec condition
initiale ψ~.

Ainsi, on a de nouveau un phénomène d’équidistribution mais cette fois sans moyenne par
rapport au temps ou à la perturbation au prix d’une localisation spectrale plus forte que dans
les théorèmes 2.3.1 et 2.3.2. Dans [191], nous donnons des versions plus quantitatives de cet
énoncé et, par souci de simplicité, nous nous limitons à ce théorème.

2.3.3 En guise de conclusion (provisoire)

Ces différents résultats mettent en évidence que, pour des données initiales fixées, les
solutions de l’équation de Schrödinger ont en moyenne (par rapport à la perturbation) ten-
dance à se “diffuser” sur l’ensemble de la couche d’énergie. La conjecture d’unique ergodicité
quantique mentionnée au premier chapitre laisserait penser que les solutions s’équidistribuent
pour une équation de Schrödinger fixée [193]. D’une certaine manière, ces théorèmes montrent
que c’est vrai en moyenne sur des petites perturbations de l’équation et sur des échelles de
temps assez courtes. Il est naturel de se demander si cela reste vrai pour des échelles plus
longues que le temps d’Ehrenfest mais cela demandera probablement des outils différents.
Enfin, nous nous sommes pour le moment seulement intéressés au cas des surfaces à cour-
bure constante et il serait bien entendu intéressant de comprendre ce qui se passe dans des
situations géométriques plus générales que ce soit au niveau classique ou au niveau quantique.

2.4 Application à l’écho de Loschmidt quantique

Les phénomènes décrits dans les paragraphes précédents illustrent d’une certaine manière
la sensibilité des systèmes classiques et quantiques aux perturbations de l’hamiltonien. Ils
ne correspondent toutefois pas aux quantités considérées habituellement dans la littérature
physique pour estimer cette sensibilité aux perturbations. Pour cela, il semble plus naturel de
se servir de la notion de fidélité quantique qui est déjà présente dans l’article de Peres [177]
mentionné plus haut et qui a connu un regain d’intérêt en physique ces quinze dernières années
sous le nom d’écho de Loschmidt quantique. Rappelons qu’étant donnée une suite de données
initiales (ψ~)0<~≤1 normalisées dans L2(M), la fidélité quantique est définie comme suit :

F~,ε(ψ~, t) := |〈u~,0(t), u~,ε(t)〉|2 , (2.17)

où u~,0(t) est la solution (au temps t) de l’équation de Schrödinger semi-classique non per-
turbée 2.1 et u~,ε(t) celle de sa perturbation (2.8). Dans les deux cas, on considère la même
condition initiale et F~,ε(ψ~, t) mesure le chevauchement entre les deux solutions au temps t.
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Remarque 2.4.1. Rappelons que cette quantité est naturelle du point de vue de la mécanique
quantique puisque l’espace des états est donné par le projectif de L2(M), i.e. L2(M)/C∗.
Ainsi, étant donnés deux états quantiques ψ1 et ψ2 dans L2(M), on peut déjà choisir des
représentants normalisés dans L2(M). Pour mesurer leur distance, il est alors naturel de
considérer la quantité

d(ψ1, ψ2) := inf
{
‖ψ1 − eiθψ2‖L2(M) : θ ∈ R

}
= (2− 2|〈ψ1, ψ2〉|)

1
2 ,

qui est parfois appelée métrique de Bures [40]. Ainsi, mesurer l’écart entre deux états quan-
tiques de ce point de vue est équivalent à mesurer la fidélité quantique qui est ici donnée par
|〈ψ1, ψ2〉|2.

2.4.1 Quelques résultats de la littérature physique

Dans [177], Peres prédit que la décroissance de F~,ε(ψ~, t) doit être plus importante pour
les systèmes chaotiques que pour les systèmes réguliers. Notons que, comme précédemment,
l’une des difficultés que l’on rencontre dans cette étude est que l’on cherche à comprendre la
limite de cet écho quantique quand t → +∞ mais aussi ~ → 0 et ε → 0. Il est important
de noter que ce taux de décroissance va aussi dépendre de manière subtile de la forme de
la perturbation et du choix des conditions initiales comme c’était le cas dans les questions
décrites au paragraphe 2.3. Commençons par décrire l’un des calculs de Peres sur cette quan-
tité pour mettre en avant les difficultés qui se posent. Dans son analyse, il cherche dans un
premier temps à comprendre ce qui se passe pour t petit. Dans ce cas, le comportement doit
être relativement indépendant de la nature du système (chaotique ou non). Plus précisément,
si on suppose que J = 0, on peut écrire le développement en puissance de t pour t petit :

F~,ε(ψ~, t) ' 1− ε20t
2

~2

(
〈ψ~, V

2ψ~〉 − 〈ψ~, V ψ~〉2
)

+ . . . .

De cette manière et indépendamment de la nature du système classique sous-jacent, Peres
démontre ainsi l’existence d’un premier régime pendant lequel la fidélité quantique décrôıt
de manière parabolique. On voit déjà sur cette expression que la nature de la décroissance
va dépendre des tailles relatives de ~, ε0 et t mais aussi de V et de la condition initiale. Le
principe général qui est ensuite mis en évidence dans la littérature physique, c’est qu’une fois
dépassé ce régime transitoire, la fidélité va se mettre à décrôıtre d’une manière qui va dépendre
des propriétés chaotiques du système jusqu’à atteindre un régime de saturation où elle sera
constante (en fonction de ~). L’idée mise en avant par Peres est que cette décroissance sera
d’autant plus rapide que le système classique sous-jacent est chaotique. Quelques années plus
tard, motivés par des expériences en résonance magnétique nucléaire [226], Jalabert et Pas-
tawski ont repris l’étude théorique de cette quantité 4 dans le cas de systèmes chaotiques [134].
Dans cette référence, ils calculent explicitement la fidélité quantique pour un état cohérent et
pour une famille de potentiels aléatoires gaussiens (Vj)j=0,...,J . Ils montrent alors que, pour
des perturbations de taille assez importante (i.e. plus grande que les écarts spectraux de
l’Hamiltonien non perturbé) et pour des échelles de temps plus petites que le temps d’Eh-
renfest, l’écho de Loschmidt doit décrôıtre à une vitesse exponentielle dont le taux est donné
par l’exposant de Lyapunov moyen du système classique non perturbé. On parle de régime
de Lyapunov. Les résultats que nous décrirons par la suite se trouvent exactement dans ce

4. Il semblerait d’ailleurs que la terminologie “écho de Loschmidt quantique” apparaisse dans cet article.
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type de régimes même si nous ne réussissons pas à retrouver cette décroissance exponentielle
avec nos méthodes. À peu près au même moment, Jacquod, Silvestrov et Beenakker se sont
intéressés aux petites perturbations [130] où la situation est plus délicate encore à analyser et
pour lesquelles on observe d’autres types de décroissance, par exemple gaussienne ou expo-
nentielle avec un taux qui dépend de ε (régime de la règle d’or de Fermi). Depuis ces travaux,
de nombreux progrès ont été faits dans la compréhension de cet écho quantique d’un point
de vue physique. Nous nous limiterons dans ce mémoire à ces articles originaux qui mettent
déjà en évidence certaines propriétés importantes. Pour des articles de revue récents sur ces
questions, nous renvoyons le lecteur à [105, 129, 107].

2.4.2 Un résultat en courbure négative

Malgré la profusion d’articles sur le sujet en physique, cette question a été relativement
peu étudiée dans la littérature mathématique. Dans le cas d’états cohérents sur Rn, des
descriptions relativement précises de l’écho de Loschmidt quantique ont été obtenues par
Bolte-Schwaibold [27] et Combescure-Robert [61] pour des échelles de temps inférieures au
temps d’Ehrenfest. Ces développements asymptotiques de F~,ε(ψ~, t) font intervenir l’écart
entre la trajectoire classique non perturbée et celle perturbée. Ainsi, ces deux références
mettent en lumière (d’un point de vue mathématique) la nécessité de bien comprendre le
problème classique pour analyser l’écho de Loschmidt quantique. Les théorèmes 2.2.1 et 2.2.2
sont en ce sens une manière de comprendre les trajectoires classiques perturbées dans le
cas des variétés à courbure négative. Enfin, même s’ils n’ont pas étudié l’écho de Loschmidt
quantique directement, Eswarathasan et Toth se sont intéressés à des questions qui s’inscrivent
aussi dans la même optique. Plus précisément, ils ont étudié la propagation de solutions
stationnaires de (2.1) par des perturbations magnétiques de l’équation [85] – voir aussi [48]
pour des perturbations métriques. Ils démontrent que les solutions perturbées sont en moyenne
bornées sur des échelles de temps finis.

Les méthodes que nous avons développées permettent en fait de décrire l’écho de Lo-
schmidt quantique [191]. Pour énoncer ces résultats, nous nous limiterons au cas où J = 0
dans (2.8) et où les données initiales sont fortement localisées près de la couche d’énergie
S∗M = H−1({1/2}) au sens 5 de (2.16). Comme nous allons le voir, nous sommes assez loin
des résultats obtenus en physique mais nous donnons tout de même l’indication que l’écho
de Loschmidt décrôıt sur des échelles de temps relativement courtes (toutefois beaucoup plus
longues que celles du régime transitoire de Peres). Pour des échelles de temps courts, nous
démontrons donc [191] :

Théorème 2.4.2 (R. 2014). Supposons que les hypothèses du théorème 2.2.2 sont satisfaites.
Soit (ε~)0<~≤1 une suite vérifiant, pour ~ > 0 assez petit,

ε~ −→ 0, et ∃ 0 < ν <
1

2
telle que ε~ ≥ ~ν .

Alors, pour tout 1 < c1 < c2 < min{3/2, 1/(2ν)}, il existe 0 ≤ γ0 < 1 telle que, pour toute
suite (ψ~)0<~≤1 vérifiant (2.16) et pour toute suite (τ~)0<~≤1 vérifiant pour ~ > 0 assez petit,

c1| log ε~| ≤ τ~ ≤ c2| log ε~|,

5. Une nouvelle fois, on pourrait traiter un cas un peu plus général, mais cette simplification permet d’alléger
un peu les énoncés.
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on a
0 ≤ lim sup

~→0
F~,ε~(ψ~, τ~) ≤ γ0 < 1.

Ainsi, pour des perturbations assez grosses ε~ �
√
~ (correspondant au régime de Lya-

punov de Jalabert et Pastawski), l’écho de Loschmidt va asymptotiquement être strictement
plus petit que 1 pourvu que le potentiel de la perturbation vérifie la condition générique
CV0 = ∅ et pourvu que l’on dépasse l’échelle de temps critique pour le problème classique, i.e.
| log ε|. On ne retrouve pas la décroissance exponentielle mais ce théorème est valable pour
des conditions relativement générales même si elles n’incluent pas a priori les états cohérents
standards mais plutôt des états cohérents très localisés en énergie. Cette propriété de l’écho
de Loschmidt quantique est valable pour des temps d’une certaine manière assez courts. Pour
des temps plus longs, l’écho de Loschmidt quantique est en moyenne strictement plus petit
que 1 [191] :

Théorème 2.4.3 (R. 2014). Supposons que les hypothèses du théorème 2.2.2 sont satisfaites.
Soit (ε~)0<~≤1 une suite vérifiant, pour ~ > 0 assez petit,

ε~ −→ 0, et ∃ 0 < ν <
1

2
telle que ε~ ≥ ~ν .

Alors, il existe 0 ≤ γ0 < 1 telle que, pour toute suite (ψ~)0<~≤1 vérifiant (2.16) et pour toute
suite (τ~)0<~≤1 vérifiant

lim
~→0+

τ~
| log ε~|

= +∞,

on a

0 ≤ lim sup
~→0

∫ 1

0
F~,ε~(ψ~, tτ~)dt ≤ γ0 < 1.

Rappelons que, pour des temps très longs, F~,ε~(ψ~, τ~) est censé atteindre un régime de
saturation qui tend vers 0 avec ~. On ne retrouve donc pas exactement ce régime de saturation
mais on sait qu’en moyenne, l’écho quantique ne peut pas être d’ordre 1 (du moins dans notre
contexte géométrique). Concluons en disant un mot sur la preuve de ces deux résultats. Tout
repose sur l’estimation de la norme de l’opérateur suivant :

1
[(1−~ε−ν0~ )/2,(1+~ε−ν0~ )/2]

(
−~2∆g

2

)
e−

iτ~
~ (− ~2∆g

2
+ε~V0)1

[(1−~ε−ν0~ )/2,(1+~ε−ν0~ )/2]

(
−~2∆g

2

)
,

pour ν0 > 0 assez petit et τ~ qui vérifie les hypothèses du théorème 2.4.2. On va donc
évaluer la norme du propagateur de Schrödinger perturbé en restriction aux espaces propres
de l’opérateur non perturbé. En tant qu’opérateur de L2(M) dans L2(M), nous montrons que
sa norme est strictement plus petite que 1 et nous réussissons à en déduire les deux théorèmes
précédents. Afin de faire le parallèle avec les arguments de théorie du contrôle du premier
chapitre, mentionnons que l’estimation de la norme de l’opérateur se fait par un argument par
l’absurde qui nous fournit une suite de données initiales auxquelles on va chercher à appliquer
les théorèmes 2.2.2 et 2.3.3 pour aboutir à la contradiction en développant des raisonnements
similaires à ceux qui sont utilisés pour vérifier l’estimation de résolvante du théorème 1.1.1.



Chapitre 3

Perturbation de l’équation de
Schrödinger : le cas périodique

Dans ce chapitre, nous poursuivons notre description des propriétés en temps longs des
perturbations de l’équation de Schrödinger semi-classique, i.e.

i~∂tu~ =

(
−~2∆g

2
+ ε~V

)
u~, u~(t = 0) = ψ~ ∈ L2(M), (3.1)

où V appartient à C∞(M,R) et (ε~)0<~≤1 vérifie les hypothèses suivantes :

lim
~→0+

ε~ = 0, et ε~ ≥ ~2.

En d’autres termes, on a affaire à une petite perturbation dans la limite semi-classique de
l’hamiltonien classique même s’il faut garder en tête qu’en dimension n ≥ 2, ε~ est plus grande
que l’écart typique entre les valeurs propres de l’hamiltonien quantique non perturbé. Notons
que, dans le cas ε~ = ~2, on peut effectuer un reparamétrage t 7→ t/~ et on retombe sur
l’équation non semi-classique

i∂tu =

(
−∆g

2
+ V

)
u, u(t = 0) = ψ~ ∈ L2(M). (3.2)

En comparaison des chapitres précédents, nous allons décrire des situations diamétralement
opposées du point de vue dynamique, à savoir que nous nous intéresserons à des situations où
le flot géodésique ϕt est périodique. Nous présenterons ici des résultats obtenus avec Fabricio
Macià dans [159, 160]. Tout comme dans les chapitres précédents, nous supposons que (M, g)
est une variété riemannienne, lisse, compacte, sans bords, connexe et de dimension n ≥ 2.

3.1 Mesures semi-classiques dépendant du temps

Dans ce chapitre, nous allons adopter un point de vue légèrement différent sur les distri-
butions de Wigner des solutions de (3.1) en nous intéressant à leur comportement moyen en
temps plutôt qu’en essayant de décrire leurs propriétés pour des temps fixés. Si l’on repense
au problème du contrôle de l’équation de Schrödinger, c’est d’ailleurs ce type d’informa-
tions qui intervenait dans la définition (1.3) de l’observabilité. D’une certaine manière, c’est
aussi ce que l’on avait été amené à faire dans le théorème 2.3.2 pour obtenir notre résultat
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d’équidistribution. Pour étudier ce comportement moyen en temps, nous allons être amenés à
introduire une notion de mesure semi-classique dépendant du temps. Une étude systématique
de ces versions généralisées des mesures semi-classiques du premier chapitre a été faite par
Macià dans [157]. Nous commençons par rappeler brièvement quelques-uns de ses résultats
qui seront utilisés dans la suite.

Comme précédemment, on introduit, pour tout temps t ∈ R et pour toute suite de données
initiales (ψ~)0<~≤1 normalisées dans L2(M), la distribution de Wigner de la solution de (3.1)
au temps t :

w~(t) : b ∈ C∞c (T ∗M) 7→ 〈u~(t),Op~(b)u~(t)〉.

Fixons maintenant une échelle de temps (τ~)0<~≤1 sans faire pour le moment d’hypothèse sur
la limite de τ~ lorsque ~ tend vers 0. On note M(T ∗M) l’ensemble des mesures de Radon
finie. En utilisant le théorème de Calderón-Vaillancourt [247, Ch.4-5], on peut démontrer qu’il
existe une suite ~n → 0+ et une application t 7→ µ(t) ∈ L∞(R,M(T ∗M)) telle que, pour tout
b dans C∞c (T ∗M) et pour tout θ dans L1(R),

lim
n→+∞

∫
R
θ(t)〈w~n(tτ~n), b〉dt =

∫
R
θ(t)〈µ(t), b〉dt.

L’inégalité de G̊arding permet en fait de démontrer que, pour presque tout t dans R, µ(t)
est une mesure positive. Par ailleurs, le fait que les données initiales soient normalisées dans
L2(M) implique que, pour presque tout t dans R, µ(t)(T ∗M) ≤ 1. Notons que rien n’interdit a
priori que cette inégalité soit stricte. Toutefois, si on fait l’hypothèse supplémentaire suivante
sur la suite de données initiales :

lim sup
~→0

∥∥1[R,∞)

(
−~2∆g

)
ψ~
∥∥
L2(M)

−→ 0, quand R −→ +∞, (3.3)

alors on peut démontrer que µ(t)(T ∗M) = 1 pour presque tout t dans R. De la même manière,
si on a

lim sup
~→0

∥∥1[0,δ]

(
−~2∆g

)
ψ~
∥∥
L2(M)

−→ 0, quand δ −→ 0+, (3.4)

alors on peut vérifier que µ(t)(M × {0T ∗M}) = 0 pour presque tout t dans R. Dans la suite
de ce chapitre, on se restreindra à des conditions initiales vérifiant à la fois (3.3) et (3.4) qui,
on peut le noter, sont beaucoup plus générales que les hypothèses de localisation spectrale
faites au chapitre précédent. On notera aussiM(τ, ε) l’ensemble des points d’accumulation des
suites (t, x, ξ) 7→ w~(tτ~, x, ξ) où les conditions initiales vérifient les propriétés (3.3) et (3.4).
L’objectif de ce chapitre sera de décrire certaines propriétés de cet ensemble en fonction des
valeurs relatives de τ~ et de ε~ lorsque le flot géodésique est périodique.

Avant cela, nous continuons à décrire quelques propriétés valables en toute généralité.
Rappelons qu’en fonction des échelles de temps, les éléments de M(τ, ε) sont liés ou non au
flot géodésique ϕt : T ∗M → T ∗M :

Proposition 3.1.1. Soit µ appartenant à M(τ, ε) et soit µ0 la mesure semi-classique de la
suite de données initiales utilisées pour générer µ. Alors, on a :

i) Si τ~ → 0+, alors µ est continue par rapport à t et, pour tout b ∈ C∞c (T ∗M) et pour tout
t ∈ R,

µ(t)(b) = µ0(b).
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ii) Si τ~ = 1, alors µ est continue par rapport à t et, pour tout b ∈ C∞c (T ∗M) et pour tout
t ∈ R,

µ(t)(b) = µ0(b ◦ ϕt).

iii) Si τ~ → +∞, alors, pour presque tout t dans R et pour tout s dans R,

(ϕs)∗µ(t) = µ(t).

Ce résultat est une conséquence directe du théorème d’Egorov déjà mentionné aux cha-
pitres précédents. Notre but sera maintenant de nous intéresser au cas τ~ → +∞ pour lequel
on sait seulement que les éléments de M(τ, ε) sont invariants par le flot géodésique. Par
exemple, µ(t) peut être la mesure de Lebesgue normalisée le long d’une orbite fermée du flot
géodésique mais aussi la mesure de Liouville sur une certaine couche d’énergie de l’hamilto-

nien H(x, ξ) = ‖ξ‖2x
2 . Pour conclure cette description des propriétés générales, on introduit la

suite suivante :

ν~ : (t, x) 7−→ |u~(t, x)|2 .

De nouveau, il existe une suite ~n → 0+ et une application t 7→ ν(t) ∈ L∞(R,M(M)) telle
que, pour tout b dans C∞(M) et pour tout θ dans L1(R),

lim
n→+∞

∫
R
θ(t)〈ν~n(tτ~n), b〉dt =

∫
R
θ(t)〈ν(t), b〉dt.

Observons que ν(t) est nécessairement une mesure de probabilité sur M . On note N (τ, ε) les
points d’accumulation de ces suites pour des conditions initiales vérifiant les propriétés (3.3)
et (3.4). On a alors :

N (τ, ε) =

{∫
T ∗xM

µ(t, x, dξ) : µ ∈M(τ, ε)

}
.

Ainsi, décrire M(τ, ε) nous permet implicitement de comprendre l’ensemble N (τ, ε).

Remarque 3.1.2. Notons que, jusqu’à présent, l’hypothèse (3.4) n’est pas utile pour démontrer
ces différents résultats mais elle le sera par la suite. Nous utiliserons la convention

T̊ ∗M := {(x, ξ) ∈ T ∗M : ξ 6= 0}.

3.2 L’équation de Schrödinger sur les variétés de Zoll

Nous allons maintenant décrire le comportement en temps longs de la dynamique de (3.1)
sur des variétés de Zoll. Rappelons qu’une variété de Zoll est une variété riemannienne (M, g)
lisse, compacte, connexe, sans bords dont toutes les géodésiques sont fermées. Ceci signifie
que, pour tout x dans M , toutes les géodésiques issues de x reviennent en x. Un théorème de
Wadsley (voir [20] – section 7.B) affirme alors que le flot géodésique ϕs agissant sur le fibré
unitaire cotangent S∗M d’une telle variété est périodique. Précisément, toutes les trajectoires
ϕt ont une période minimale commune 1 l > 0. Le flot géodésique a donc sur ces variétés un
comportement diamétralement opposé à celui des flots rencontrés jusqu’à maintenant dont les

1. Notons que cela ne signifie pas que toutes les géodésiques ont la même longueur égale à l.
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trajectoires étaient très instables. Nous allons maintenant essayer de décrire quelles différences
cela induit sur le comportement de l’équation de Schrödinger semi-classique.

Nous utiliserons dans la suite les terminologies de [20] – chapitre 7. Par exemple, nous
dirons que g est une métrique Pl ou que (M, g) est une variété Pl. De la même manière, si
toutes les géodésiques ont la même longueur l, on dit que g est une métrique Cl ou encore que
(M, g) est une variété Cl. Les exemples principaux de variétés Cl sont les espaces symétriques
compacts de rang 1 (parfois abrégé par CROSS), i.e. Sn, RPn, CPn, HPn et CaP 2 munis de
leurs métriques canoniques. Dans le cas de S2, Zoll a démontré que certaines métriques de
révolution vérifient la propriété Cl [246, 20] : nous y reviendrons un peu plus loin dans ce
chapitre. Cette construction a été généralisée par Weinstein sur Sn pour n ≥ 3 [20, Ch. 4].
Enfin, Guillemin a complètement caractérisé l’ensemble des métriques Cl sur S2 au voisinage
de la métrique canonique [109]. Il démontre en particulier que c’est un espace de dimension
infini contenant beaucoup de métriques qui ne sont pas de révolution.

Nous supposons dans la suite de ce chapitre que (M, g) est une variété Pl.

3.2.1 Transformée de Radon

Afin d’énoncer nos résultats, nous avons besoin d’introduire une transformation qui sera
importante par la suite. Pour b dans C∞(T̊ ∗M), nous définissons

Ig(b)(x, ξ) :=
‖ξ‖x
l

∫ l
‖ξ‖x

0
b ◦ ϕτ (x, ξ)dτ, (x, ξ) ∈ T̊ ∗M. (3.5)

Si on note π : T ∗M →M la projection canonique sur M , l’application

Rg : V ∈ C∞(M) 7→ Ig(V ◦ π) ∈ C∞(T̊ ∗M)

s’appelle la transformée de Radon.

Remarque 3.2.1. Si on note G(M) l’espace des géodésiques de (M, g), cette transformation
peut aussi être vue comme une application de C∞(M) dans C∞(G(M)). Rappelons que si
g est une métrique Cl, alors G(M) est une variété lisse qui peut être munie d’une struc-
ture symplectique induite par la forme symplectique sur T ∗M [20]. Par exemple dans le cas
S2 munie de sa métrique canonique, G(S2) peut être identifiée à S2 munie de sa structure
symplectique canonique. On peut le vérifier facilement comme suit. Fixons une géodésique
fermée et orientée γ. Elle appartient à l’unique 2-plan de R3 que l’on peut orienter grâce à
l’orientation de la géodésique et γ peut alors être identifiée avec le vecteur unitaire de S2 qui
est directement orthogonal à ce 2-plan. Avec cette identification en tête, Guillemin démontre
que

Rg : C∞paire(S2)→ C∞paire(S2)

est un isomorphisme [109].

Dans la suite, si q est un élément de C∞(T̊ ∗M) à valeurs réelles, nous noterons ϕtq le flot
hamiltonien de Ig(q) et nous ferons le léger abus de notation de considérer V ∈ C∞(M,R)
comme une fonction de C∞(T̊ ∗M). Afin de comparer les quantités qui vont intervenir dans la
suite avec celles du chapitre précédent, nous pouvons observer à titre d’exemple sur S2 munie
de sa métrique canonique le fait suivant. Le champ de vecteurs XV de ϕtV ne s’annule pas en

(x0, ξ0) ∈ T̊ ∗S2 si et seulement si

1

2π

∫ 2π

0
g∗x(s)(dx(s)V, ξ

⊥(s)) cos(s)ds 6= 0 ou
1

2π

∫ 2π

0
g∗x(s)(dx(s)V, ξ

⊥(s)) sin(s)ds 6= 0,
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où nous utilisons les mêmes conventions qu’en (2.9). Ces formules sont analogues (dans le
cadre périodique) aux conditions qui intervenaient dans les énoncés des théorèmes 2.2.1, 2.3.1
et 2.3.2 au chapitre précédent. Comme nous le verrons dans un instant, ce champ de vecteurs
jouera un rôle important dans l’énoncé de nos résultats sur la description de M(τ, ε). En
particulier, nos résultats seront vides si XV s’annule identiquement sur T ∗M tout comme les
résultats du chapitre précédent l’étaient lorsque la condition (2.10) n’était pas satisfaite.

3.2.2 Propriétés dynamiques en temps longs

Maintenant que nous avons fixé nos conventions, nous pouvons énoncer deux résultats
obtenus avec Fabricio Macià dans [159]. Le premier décrit ce qui se passe lorsque ε~ � ~2.

Théorème 3.2.2 (Macià-R. 2015). Supposons que (M, g) est une variété de type Pl et que

lim
~→0+

τ~ = lim
~→0+

~2ε−1
~ = +∞.

Soit µ appartenant à M(τ, ε) et soit µ0 la mesure semi-classique de la suite de données
initiales utilisées pour générer µ. Alors :

i) Si τ~ε~ → 0+, alors µ est continue par rapport à t et, pour tout b ∈ C∞c (T ∗M) et pour tout
t ∈ R, on a

µ(t)(b) = µ0(Ig(b)). (3.6)

ii) Si τ~ε~ = 1, alors µ est continue par rapport à t et, pour tout b ∈ C∞c (T ∗M) pour tout
t ∈ R, on a

µ(t)(b) = µ0(Ig(b) ◦ ϕtV ). (3.7)

iii) Si τ~ε~ → +∞, alors µ vérifie une invariance supplémentaire : pour presque tout t ∈ R et
pour tout s ∈ R,

(ϕsV )∗µ(t) = µ(t). (3.8)

Dans le cas (non semi-classique) où ε~ = ~2, on a un résultat un peu différent qui fait
intervenir une fonction intrinsèque à la métrique :

Théorème 3.2.3 (Macià-R. 2015). Supposons que (M, g) est une variété de type Pl,

lim
~→0+

τ~ = +∞ et ε~ = ~2.

Alors, il existe une fonction ϕs-invariante et 0-homogène q0 appartenant à C∞(T̊ ∗M), ne
dépendant que de (M, g) et telle que, pour tout µ appartenant à M(τ, ε) associée à une suite
de données initiales générant la mesure semi-classique µ0 :

i) Si τ~~2 → 0+, alors µ est continue par rapport à t et, pour tout b ∈ C∞c (T ∗M) et pour tout
t ∈ R, on a

µ(t)(b) = µ0(Ig(b)). (3.9)

ii) Si τ~ = ~−2, alors µ est continue par rapport à t et, pour tout b ∈ C∞c (T ∗M) et, pour tout
t ∈ R, on a

µ(t)(b) = µ0(Ig(b) ◦ ϕtq0+V ). (3.10)
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iii) Si τ~~2 → +∞, alors µ vérifie une invariance supplémentaire : pour presque tout t ∈ R
et pour tout s ∈ R,

(ϕsq0+V )∗µ(t) = µ(t). (3.11)

De plus, q0 = 0 si (M, g) est un espace symétrique compact de rang 1.

Ces résultats prolongent les résultats de la proposition 3.1.1 dans le cas où τ~ → +∞ et
où (M, g) est une variété de Zoll. Ils démontrent que, sous ces hypothèses géométriques, on
peut dire beaucoup plus sur le comportement en temps longs des solutions de l’équation de
Schrödinger. Le cas (i) de ces deux théorèmes avait déjà été démontré par Macià dans [156] et
la nouveauté de ces deux théorèmes se situent vraiment dans la description du comportement
en temps très longs des solutions. On voit en effet apparâıtre de nouvelles propriétés de
transport et d’invariance dès que τ~ ≥ ε−1

~ . Notons à ce propos que la situation est très
différente du cas chaotique décrit au chapitre précédent. L’influence de la perturbation ne
se fait ici sentir que pour des échelles de temps d’ordre ε−1

~ alors qu’elle entrait en compte
dès les temps d’ordre | log ε~| dans le cas chaotique. Concernant la taille des perturbations,
nos résultats sont valables pour ε~ ≥ ~2 alors que, dans le cas chaotique, on avait besoin
de supposer que ε~ � ~

1
2 . Nous traitons en fait le cas général dans l’article [159] mais, par

souci de simplicité, nous nous limitons ici à ce régime qui permet de revenir à l’équation de
Schrödinger non semi-classique (3.2). Dans ce cas critique, on voit apparâıtre une fonction q0

liée à la métrique g sur M . Cette fonction provient du terme sous-principal dans la mise sous
forme normale du laplacien de Zoll effectuée par Colin de Verdière dans [57]. Cette fonction
est difficile à expliciter et elle fait intervenir de nombreux termes. À ma connaissance, la seule
description explicite de cette fonction est due à Zelditch dans le cas de la sphère S2 munie
d’une métrique Cl [239, 241]. Nous y reviendrons un peu plus loin dans ce chapitre. Si on
continue de se limiter au cas critique ε~ = ~2 et si on suppose en plus que l’on considère Sn
munie de sa métrique canonique, alors on peut aussi remarquer que le résultat d’invariance
est vide dès que V est une fonction impaire 2. On peut toutefois obtenir de nouvelles relations
d’invariance mais l’échelle de temps critique devient τ~ = ~−4 et il faut remplacer ϕtV par le
flot hamiltonien de la fonction

I(V 2)− 1

2π

∫ 2π

0

∫ t

0
{V ◦ ϕt, V ◦ ϕs}dsdt.

Nous ne discuterons pas plus ce cas ici et nous renvoyons à [160] pour plus de précisions dans
cette direction.

Nos résultats sur le comportement en temps longs de (3.2) partagent aussi un certain
nombre de similarités avec les résultats obtenus par Anantharaman et Macià [158, 7] pour
la dynamique de l’équation de Schrödinger non semi-classsique sur le tore plat Tn. Dans ces
références, on voit aussi apparâıtre des relations d’invariance supplémentaire par des flots
de Schrödinger (cette fois pour des échelles de temps τ~ = ~−1 � ~−2 = ε−1

~ ) pour des
mesures semi-classiques renormalisées le long de certaines variables de l’espace des phases.
Dans un travail en cours avec Fabricio Macià, nous montrons sur le tore plat T2 des propriétés
d’invariance similaires à celles obtenues dans le cas Zoll pour des perturbations de taille
ε~ � ~2.

Enfin, on peut aussi se poser la question de la description de l’écho quantique dans ce
contexte. Notre approche permet d’obtenir une description relativement précise de cette quan-
tité pour le régime transitoire τ~ = ~/ε~ et tant que ε~ � ~3 [159].

2. Dans ce cas, I(V ) est une fonction constante et donc ϕtV = Id.
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3.2.3 Éléments de la preuve dans le cas de la sphère canonique

Nous voudrions maintenant donner une idée de la preuve du point (iii) du théorème 3.2.3
lorsque (M, g) est la sphère Sn munie de sa métrique canonique. Afin de mettre en avant le
point principal de la preuve, nous ne traiterons que le cas où la suite de données initiales
vérifie (

−~2∆g

2
+ ~2V

)
ψ~ = ψ~, ‖ψ~‖L2(Sn) = 1.

Dans ce cas, les mesures semi-classiques correspondantes sont indépendantes du temps et nous
avons vu au chapitre 1 que leur support était contenu dans S∗M . Rappelons aussi qu’elles
sont invariantes par le flot géodésique ϕt. En particulier, pour démontrer notre résultat, il
suffit de démontrer que, pour tout b dans C∞c (T̊ ∗Sn) et pour toute mesure semi-classique µ
associée à la suite (ψ~)~→0+ , on a

µ ({Ig(b), Ig(V )}) = 0. (3.12)

Essayons donc de démontrer ce résultat. Pour cela, on va se servir de la forme normale du la-
placien sur la sphère Sn et d’une méthode de moyennisation (quantique) due à Weinstein [230].

Remarque 3.2.4. Dans le cas plus général, il faudrait utiliser les résultats de Duistermaat-
Guillemin [74] et de Colin de Verdière [57] qui permettent de mettre le laplacien sous forme
normale – voir [159] pour les détails.

Rappelons tout d’abord que les valeurs propres de −∆g sur la sphère canonique sont de
la forme

λ2
k =

(
k +

n− 1

2

)2

− (n− 1)2

4
,

où k parcourt l’ensemble des entiers positifs. En particulier, on peut écrire

−∆g = A2 −
(
n− 1

2

)2

, (3.13)

où A est opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1, de symbole principal ‖ξ‖x et vérifiant

e2iπA = eiπ(n−1)Id. (3.14)

Étant donné b dans C∞c (T ∗Sn−{0}), on pose alors, par analogie avec la transformée de Radon
de b,

IQ(Op~(b)) :=
1

2π

∫ 2π

0
e−isA Op~(b)eisAds.

Une observation importante qui semble due à Weinstein [230] est la propriété de commutation :

[IQ(Op~(a)), A] = 0.

En particulier, nous pouvons déduire de (3.13) que

[IQ(Op~(b)),∆] = 0. (3.15)

Enfin, le théorème d’Egorov permet de relier l’opérateur IQ(Op~(b)) à la transformée de
Radon classique de la manière suivante :

IQ(Op~(b)) = Op~(I(b)) + ~R, (3.16)



52 CHAPITRE 3. PERTURBATION DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER II

où R est un opérateur pseudo-différentiel dans Ψ−∞(Sd). Écrivons maintenant que ψ~ est un
vecteur propre, i.e. 〈

ψ~,

[
−~2∆g

2
+ ~2V, IQ(Op~(b))

]
ψ~

〉
= 0. (3.17)

Grâce à (3.15), on trouve alors

〈ψ~, [V, IQ(Op~(b))]ψ~〉 = 0.

En combinant (3.16) aux règles de commutation pour les opérateurs pseudo-différentiels et
au théorème de Calderón-Vaillancourt [247], on obtient finalement la relation suivante :

~
i
〈ψ~,Op~ ({V, Ig(b)})ψ~〉 = O(~2).

Ainsi, en faisant tendre ~ vers 0, on a

µ({V, Ig(b)}) = 0.

En utilisant l’invariance de µ par le flot géodésique, on arrive finalement à la relation voulue :

µ({Ig(V ), Ig(b)}) = 0. (3.18)

3.2.4 Mesures bi-invariantes en dimension 2

Pour conclure cette section, dressons quelques conséquences des théorèmes 3.2.2 et 3.2.3
sur la régularité des mesures semi-classiques lorsque τ~ � ε−1

~ . Dans ce cas, rappelons que les
mesures sont à la fois invariantes par le flot géodésique et par le flot hamiltonien ϕtV+q0

(ou

ϕtV ). On supposera dans ce paragraphe que M est de dimension 2 mais pas forcément que
(M, g) est de Zoll dans un premier temps. On introduit le flot hamiltonien ϕtL où L est une

fonction lisse sur T̊ ∗M vérifiant les propriétés suivantes :
— L est 0-homogène en la variable ξ,
— la 1-forme dL n’est pas identiquement nulle,
— {L, p0} = 0.

On peut alors donner une description très simple des mesures invariantes par ces deux flots
qui commutent. Pour cela, introduisons l’ensemble Crit(L) des points critiques de L dans
T̊ ∗M :

Crit(L) :=
{
ρ ∈ T̊ ∗M : dρL = 0

}
.

Ce sous-ensemble de T̊ ∗M est exactement composé par toutes les orbites du flot géodésique
qui sont invariantes par le flot ϕtL. Les mesures bi-invariantes restreintes à cet ensemble sont
donc exactement les mesures invariantes par le flot géodésique dont le support est contenu
dans Crit(L). Ce ne sera en revanche plus le cas sur le complémentaire de cet ensemble, i.e.

R(L) := T̊ ∗M \ Crit(L),

qui est ouvert dans T̊ ∗M et invariant par ϕt et par ϕtL. Nous allons maintenant décrire les
mesures bi-invariantes restreintes à ce sous-ensemble où la dynamique de ϕtL n’est pas triviale.

Pour cela, observons que le couple H(x, ξ) = ‖ξ‖2x
2 , L(x, ξ) forme un système complètement

intégrable sur R(L) dont l’application moment sera notée

Φ : R(L) 3 (x, ξ) 7−→ (H(x, ξ), L(x, ξ)) ∈ R2.
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Pour tout ρ0 dans R(L), on définit aussi

φρ0 : R2 3 (s, t) 7−→ ϕs ◦ ϕtL(ρ0) ∈ R(L),

et on note Gρ0 le sous-groupe (discret) des (s, t) qui fixent ρ0.

Remarque 3.2.5. Lorsque le flot géodésique est périodique, tout point ρ0 de R(L) a au moins
un élément de la forme (q, 0) (avec q 6= 0) dans son stabilisateur.

On peut alors considérer le difféomorphisme induit φρ0 : R2/Gρ0 → Λρ0 , où Λρ est la
composante connexe de Φ−1({Φ(ρ0)}) contenant ρ0. Si Λρ0 est compact, c’est en fait un
tore lagrangien plongé dans T ∗M que l’on notera T2

ρ0
:= R2/Gρ0 . Nous utiliserons aussi la

convention Rc(L) pour les points ρ ∈ R(L) tels que Λρ soit compact. Maintenant que nous
avons fixé ces différentes conventions, nous pouvons clarifier la structure des mesures qui
sont à la fois invariantes par ϕt et ϕtL et par conséquent comprendre le sens de la condition
d’invariance supplémentaire qui intervient dans les théorèmes 3.2.2 et 3.2.3 :

Proposition 3.2.6. Supposons que n = 2. Soit µ une mesure de probabilité sur R(L) qui est
invariante par ϕs et ϕτL. Posons

µ := Φ∗µ.

Alors, pour tout b ∈ Cc(R(L)), on a∫
R(L)

b(x, ξ)µ(dx, dξ) =

∫
Φ(R(L))

∫
Φ−1({(E,J)})

b(x, ξ)λE,J(dx, dξ)µ(dE, dJ),

où, pour (E, J) ∈ Φ(R(L)), la mesure λE,J est une combinaison convexe des mesures de Haar
(normalisées) portées par les tores Λρ avec ρ ∈ Φ−1({(E, J)}) ∩Rc(L).

Si on revient à notre résultat sur les propriétés d’invariance des éléments deM(τ, ε) lorsque
τ~ ≥ ε−1

~ , on trouve que, pour presque tout t, µ(t) pourra être décomposée en la somme d’une
mesure invariante portée par Crit(q0 +Ig(V )) (ou Crit(Ig(V )) lorsque ε~ � ~2) et d’une autre
mesure qui sera une combinaison de mesures de Haar portées par des tores lagrangiens. Dans
le cas de la sphère S2 munie de sa métrique canonique, le résultat de Guillemin mentionné à la
remarque 3.2.1 permet de vérifier que, pour un choix générique de V , Crit(Ig(V )) (vue comme
sous-ensemble de G(S2)) sera une union finie de géodésiques fermées. Ainsi, dans ce cas, les
mesures semi-classiques ne pourront pas se concentrer sur des sous-ensembles invariants trop
petits à l’exception de ce nombre fini de géodésiques critiques.

Pour compléter ce résultat, nous voudrions décrire la projection de telles mesures sur la
base M . Rappelons en effet que

N (τ, ε) =

{∫
T ∗xM

µ(t, x, dξ) : µ ∈M(τ, ε)

}
.

Un premier résultat dans cette direction est donné par le théorème suivant qui est par exemple
démontré dans [159] :

Théorème 3.2.7. Supposons que (M, g) est une surface orientée de type Pl. Soit µ une
mesure de probabilité sur R(L) qui est invariante par ϕs et ϕτL. Alors, la projection

ν :=

∫
Tx∗M

µ(x, dξ)

est une mesure de probabilité sur M qui est absolument continue par rapport au volume
riemannien.
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Dans le cas général, notons N (L) pour la fermeture de l’enveloppe convexe des mesures∫
T ∗xM

δΓ(x, dξ) où Γ ⊂ T̊ ∗M parcourt l’ensemble des orbites du flot géodésique qui sont

contenues dans Crit(L). On peut alors déduire le corollaire suivant qui décrit complètement
la projection sur M des mesures bi-invariantes :

Corollaire 3.2.8. Supposons que (M, g) est une surface orientée de type Pl. La projection

ν :=

∫
Tx∗M

µ(x, dξ)

d’une mesure de probabilité µ sur T̊ ∗M qui est invariante par ϕs et ϕτL s’écrit

ν = f volg +ανsing

où f ∈ L1(M), α ∈ [0, 1] et νsing ∈ N (L).

Ce résultat montre que les mesures dans N (τ, ε) ont une composante absolument continue
et une composante singulière dont le support est contenu dans l’ensemble des géodésiques
critiques pour la fonction q0 + Ig(V ) (ou Ig(V ) selon les régimes considérés). Si on revient
une nouvelle fois au cas de la sphère canonique S2, le résultat de Guillemin nous dit que,
pour un choix générique de V dans C∞(S2,R), on a seulement un nombre fini de géodésiques
critiques. En d’autres termes, pour un V générique, les éléments de N (τ, ε) sont de la forme
suivante, pour presque tout t dans R,

ν(t) = f(t) volg +
r∑
j=1

cj(t)δγj ,

où cj(t) ≥ 0 pour j = 1, ..., r,
∑r

j=1 cj ≤ 1, f(t) ∈ L1(M). Les mesures δγj sont les mesures de
Lebesgue normalisées le long d’un nombre fini de géodésiques périodiques qui correspondent
aux points critiques de V . Il serait bien entendu intéressant de comprendre si ces composantes
singulières peuvent effectivement apparâıtre dans la décomposition pour certains choix de
conditions initiales ou si cela dépend de la nature de la géodésique critique (i.e. de son indice
de Morse). Dans le cas du tore Td muni de sa métrique plate, les résultats d’Anantharaman
et Macià [7] montrent que, si ε~ = ~2, alors les éléments de N (τ, ε) n’ont pas de composantes
singulières. Toutefois, pour des perturbations d’ordre ε~ � ~2, Wunsch a mis en évidence que
l’on peut avoir des phénomènes de concentration singulière pour certaines données initiales [5].

3.3 Modes propres et observabilité

Nous allons maintenant tirer quelques conséquences des résultats précédents lorsque ε~ =
~2 dans (3.1) et lorsqu’on s’intéresse spécifiquement à des solutions stationnaires. En d’autres
termes, la condition initiale dans (3.1) vérifie(

−~2∆g

2
+ ~2V

)
ψ~ = ψ~, ‖ψ~‖L2(M) = 1. (3.19)

De manière équivalente, on considère des modes propres de l’opérateur −∆g

2 + V sur L2(M).
Dans ce cas, les éléments de N (τ, ε) correspondants sont indépendants du temps et on notera
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N (∞) l’ensemble des mesures de probabilité générées par des suites de solutions station-
naires (3.19). Comme nous l’avons déjà mentionné au premier chapitre, la caractérisation de
cet ensemble de mesures a été à l’origine de nombreux travaux notamment autour de la conjec-
ture d’unique ergodicité quantique [193]. Par exemple, lorsque les courbures sectionnelles de
la variété sont partout strictement négatives, les travaux d’Anantharaman montrent que l’en-
semble N (∞) ne contient aucun élément de la forme

∑N
j=1 cjδγj où les γj sont des géodésiques

fermées. Ces résultats n’excluent toutefois pas la possibilité d’avoir une composante de cette
forme dans la décomposition de la mesure. Toujours en courbure strictement négative, le
résultat principal de ma thèse [186] combiné aux théorèmes de Ledrappier et Lindenstrauss
sur les projections de mesures invariantes [144] montre qu’en dimension 2, le support de tout
élément ν dans N (∞) est de dimension de Hausdorff 2. Cependant, les constructions de [127]
montrent aussi que de telles mesures pourraient être singulières par rapport au volume rie-
mannien. Dans le cas du tore plat, Jakobson a démontré par des méthodes arithmétiques que
tout élément de N (∞) est une mesure de probabilité absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue dès lors que V ≡ 0 [132]. Ce résultat a par la suite été étendu au cas où
V est non nul par des méthodes de nature plus semi-classique dans [158, 7]. De manière un
peu paradoxale, le cas des variétés de Zoll a été lui très peu étudié [133, 156, 244] même si la
dynamique classique sous-jacente est beaucoup plus simple que sur le tore ou sur les variétés à
courbures sectionnelles strictement négatives. Nous allons dans ce dernier paragraphe décrire
brièvement quelques corollaires sur la structure de N (∞) à partir de nos résultats sur la
dynamique de (3.1) sur les variétés de Zoll.

3.3.1 Le cas particulier des solutions stationnaires

Pour une variété (M, g) de type Pl, N (∞) est un sous-ensemble de Ng où, par définition,
Ng est la fermeture convexe (par rapport à la topologie faible-?) de l’ensemble des mesures
de probabilité δγ . Rappelons que∫

M
a(x)δγ(dx) =

1

l

∫ l

0
a(γ(s))ds,

où l est la longueur de γ (à un multiple entier près) et où la paramétrisation γ(s) est norma-
lisée. Dans le cas de S2 munie de sa métrique canonique et sous l’hypothèse V ≡ 0, Jakobson
et Zelditch ont en fait démontré [133] que

N (∞) = Ng,

qui est d’une certaine manière la propriété opposée à celle de l’unique ergodicité quantique
où N (∞) serait réduit à un élément. Ce résultat a été généralisé par Macià à des espaces
symétriques compacts de rang 1 plus généraux [156] mais toujours sous l’hypothèse V ≡ 0.
Toutefois, en combinant le théorème 3.2.3 avec le corollaire 3.2.8, on peut montrer que ces
propriétés ne sont plus vraies lorsque (M, g) est une variété Pl générale ou lorsque V ne
s’annule pas forcément.

Afin d’énoncer nos corollaires sur la structure de N (∞), considérons la projection sur M
des points critiques de la transformée de Radon de V :

C(V ) = {x ∈M : d(x,ξ)Ig(V ) = 0 pour un certain ξ ∈ T ∗xM \ {0}}.

On a alors
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Corollaire 3.3.1. Supposons que (M, g) est un espace symétrique compact de rang 1 et que
C(V ) 6= M . Alors, il existe une infinité de géodésiques γ de (M, g) telles que ν(γ) = 0 pour
tout ν ∈ N (∞). En particulier, δγ 6∈ N (∞), et

N (∞) 6= Ng.

Dans le cas de la sphère munie de sa métrique canonique, on peut être un peu plus précis
grâce au corollaire 3.2.8 :

Corollaire 3.3.2. Supposons que (M, g) = (S2, can). Alors, tout ν ∈ N (∞) peut se décomposer
comme

ν = f volg +νsing,

où f ∈ L1(S2) et où νsing est une mesure positive portée par C(V ). Lorsque C(V ) est une
union finie de géodésiques fermées γ1, ...γn, alors on a

ν = f volg +
n∑
j=1

cjδγj ,

pour une famille de cj ≥ 0.

Notons que les conditions apparaissant dans ces deux corollaires ne sont pas vides dès que
la fonction Ig(V ) n’est pas constante. Il est bien entendu naturel de se demander si de tels
résultats restent vrais si V ≡ 0 pour des métriques Pl non canoniques. Pour cela, on peut
considérer des métriques C2π de révolution sur S2. D’après [20, Ch. 4], de telles métriques
sont exactement données en coordonnées sphériques par la formule suivante :

gσ = (1 + σ(cos θ))2dθ2 + sin2 θdφ2,

où σ est une fonction lisse impaire sur [−1, 1] vérifiant σ(1) = 0. Dans ce cas, le fait que Ng
soit différent de N (∞) découle simplement du fait que l’on soit capable de montrer que la
fonction q0 dans le théorème 3.2.3 n’est pas constante. Or Zelditch a calculé explicitement
la valeur de q0 pour une métrique Pl sur S2 dans les références [239, 241]. Ceci nous permet
alors d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.3. Soit gσ une métrique C2π sur S2 telle que σ′(0) 6= 0. Supposons que V ≡ 0.
Alors, il existe une infinité de géodésiques fermées γ de (S2, gσ) telles que ν(γ) = 0 pour tout
ν in N (∞). En particulier, δγ 6∈ N (∞), et

N (∞) 6= Ngσ .

Ce résultat donne le premier exemple de variétés de Zoll pour lesquelles N (∞) 6= Ng.
À ma connaissance, c’est seulement sur la sphère que l’on sait construire des métriques de
Zoll non canoniques, notamment via les métriques gσ. Au voisinage de la métrique canonique
sur S2, Guillemin a complètement caractérisé les métriques de Zoll [109] et ceci démontre
en particulier l’existence d’une infinité de telles métriques qui ne sont pas de révolution. Il
serait à ce propos intéressant de montrer que, pour un choix générique de telles métriques, la
fonction q0 n’a qu’un nombre fini de géodésiques critiques. Ceci permettrait de vérifier que
c’est en fait la conclusion du corollaire 3.3.2 qui a lieu génériquement pour les métriques de
Zoll au voisinage de la métrique canonique sur S2.
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3.3.2 Retour sur l’observabilité

Revenons maintenant sur la question de l’observabilité de l’équation de Schrödinger non
semi-classique :

i∂tu = −∆gu

2
+ V u, uet=0 = ψ0. (3.20)

Cette question a déjà été évoquée au paragraphe 1.1. Si on fixe un ouvert ω, les arguments
du chapitre 1 montrent que l’on peut contrôler l’équation de Schrödinger en temps T sur ω
en prenant a = 1ω dans (1.2) si on sait démontrer l’existence d’une constante CT,ω > 0 telle
que, pour tout ψ dans L2(M) :

‖ψ‖2L2(M) ≤ CT,ω
∫ T

0

∥∥∥eit(∆
2
−V )ψ

∥∥∥2

L2(ω)
dt. (3.21)

En d’autres termes, on dit que (3.20) est observable en temps T sur l’ouvert ω. Dans le cas
des variétés de Zoll, le théorème de Lebeau (1.1.2) dit que (3.21) est vraie dès que la propriété
de contrôle géométrique

Kω := {γ géodesique fermée de M : γ ∩ ω = ∅} = ∅

est satisfaite. Réciproquement, le point (i) du théorème 3.2.3 permet de vérifier que (3.21)
est fausse dès que Kω 6= ∅ sur une variété de Zoll. En effet, il suffit pour cela de choisir une
suite de conditions initiales pour lesquelles µ0 = δx0,ξ0 avec (x0, ξ0) qui génère une géodésique
ne rencontrant pas ω. Ceci montre que la condition de contrôle géométrique de Lebeau est
essentiellement optimale.

Remarquons que, si on se limite au cas des solutions stationnaires de (3.19), alors l’inégalité
d’observabilité (3.21) devient

Cω ≤ ‖ψ~‖L2(ω), (3.22)

où Cω > 0 est une constante strictement positive indépendante du choix de la solution ψ~
de (3.19). Il est clair que cette inégalité d’observabilité est satisfaite dès que Kω est vide et il
est naturel de se demander si elle est mise en défaut lorsque Kω n’est pas vide. Pour simplifier
la discussion, limitons-nous au cas de la sphère munie de sa métrique canonique [160] :

Corollaire 3.3.4. Soit ω un ouvert de Sd. Supposons que

Kω,V :=
{
γ ∈ G(Sd) : ∀t ∈ R, ϕtV (γ) ∩ ω = ∅

}
= ∅.

Alors, il existe Cω,V > 0 telle que, pour tout ψ solution de (3.19), on a

Cω,V ≤ ‖ψ‖2L2(ω). (3.23)

Ce corollaire est une conséquence immédiate du point (iii) du théorème 3.2.3 et du principe
de continuation unique pour les opérateurs elliptiques [140]. Notons que Kω,V ⊂ Kω et qu’il
peut arriver que Kω,V = ∅ avec Kω qui contient un ensemble non vide de géodésiques. Ceci
montre que l’observabilité peut avoir lieu pour le problème stationnaire alors qu’elle est fausse
pour le problème d’évolution.

Pour conclure ce chapitre, expliquons maintenant comment choisir ω et V sur S2 de telle
sorte que Kω,V = ∅ alors que Kω 6= ∅. Pour cela, rappelons que l’espace des géodésiques de
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S2 peut être identifié avec S2 – voir la remarque 3.2.1. Les travaux de Guillemin dans [109]
permettent par ailleurs de montrer que

ICan : V ∈ C∞paire(S2) 7→ I(V ) ∈ C∞paire(S2)

est un isomorphisme. Ceci va nous permettre de construire ω et V . On écrit

S2 :=
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1
}
.

On choisit l’ouvert ω de telle sorte qu’il contienne le pôle Nord (0, 0, 1) et qu’il n’intersecte
pas un voisinage assez petit de l’équateur Γ = {(x, y, 0) : x2 + y2 = 1}. Par exemple, on peut
prendre

ω :=
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1 et z > ε
}

avec ε > 0 assez petit. En particulier, la condition Kω = ∅ n’est pas satisfaite. Dans l’espace
des géodésiques G(S2) ' S2, les géodésiques de Kω correspondent à un petit voisinage des 2
pôles (0, 0,−1) et (0, 0, 1) de S2. Ainsi, si on choisit V pour que ICan(V ) n’ait pas de points
critiques dans un voisinage légèrement plus grand 3, alors on aura Kω,V = ∅.

3. C’est possible grâce au théorème de Guillemin.



Chapitre 4

Ergodicité quantique : variantes et
applications

Dans les chapitres précédents, nous avons décrit des résultats concernant la distribution
asymptotique de solutions de l’équation de Schrödinger semi-classique. Les résultats étaient
valables pour toute suite de données initiales vérifiant certaines hypothèses de localisation
spectrale. Dans ce nouveau chapitre, nous allons décrire des propriétés valables pour des
suites génériques de solutions de l’équation

−∆geλ = λ2eλ. (4.1)

Les propriétés ci-dessous pourraient être généralisées au cas non-stationnaire (et avec poten-
tiel) en utilisant les méthodes de [10] mais, par souci de simplicité, nous nous contenterons
d’exposer les théorèmes pour les solutions de (4.1). Dans un premier temps, nous discuterons
le comportement des solutions à travers leurs distributions de Wigner puis nous ferons le lien
avec d’autres quantités comme leurs normes Lp. Les résultats présentés dans ce chapitre ont
fait l’objet des publications [189, 119, 120].

4.1 Théorème(s) d’ergodicité quantique

Dans tout ce chapitre, (ek)k≥0 désigne une base orthonormée de L2(M) pour laquelle on
peut trouver une suite

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λk . . .→ +∞

telle que, pour tout k ≥ 0,

−∆gek = λ2
kek.

En d’autres termes, on dit que (ek)k≥0 est une base orthonormée de fonctions propres du
laplacien.

4.1.1 Lois de Weyl

Avant d’énoncer les résultats d’ergodicité quantique qui seront au coeur de ce chapitre,
commençons par rappeler la loi d’Hörmander-Weyl sur la distribution des valeurs propres de

59
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−∆g [125] :

N(Λ) := |{k : λk ≤ Λ}| = Volg(M)

2nπ
n
2 Γ
(
n
2 + 1

)Λn +O(Λn−1),

ou de manière un peu plus précise :

∀x ∈M,
∑

k:λk≤Λ

|ek(x)|2 =
1

2nπ
n
2 Γ
(
n
2 + 1

)Λn +O(Λn−1), (4.2)

où la constante dans le reste est uniforme pour x dans M .

Remarque 4.1.1. Notons d’ores et déjà que (4.2) permet de démontrer que

∀x ∈M,
∑

k:Λ−1≤λk≤Λ

|ek(x)|2 =
1

2nπ
n
2 Γ
(
n
2 + 1

) (Λn − (Λ− 1)n) +O(Λn−1) = O(Λn−1).

Ainsi, il existe CM,g > 0 telle que, pour tout eλ vérifiant

−∆geλ = λ2eλ,

avec λ > 0, on a

‖eλ‖L∞(M) ≤ CM,gλ
n−1

2 ‖eλ‖L2(M). (4.3)

Si on fixe une fonction a dans C0(M), ce résultat permet aussi de vérifier que

1

N(Λ)

∑
k:λk≤Λ

∫
M
a(x)|ek(x)|2dVolg(x) =

1

Volg(M)

∫
M
a(x)dVolg(x) +O(Λ−1). (4.4)

Autrement dit, si on considère les mesures de probabilité νk = |ek(x)|2Volg, elles convergent
en moyenne de Cesàro vers la mesure volume normalisée. Au paragraphe 1.1.2, on avait
introduit la distribution de Wigner d’un état quantique ainsi que certaines de ses propriétés
asymptotiques. Dans notre contexte, on peut poser, pour k 6= 0,

∀a ∈ C∞c (T ∗M), 〈wk, a〉 := 〈ek,Opλ−1
k

(a)ek〉,

et, pour k = 0, 〈w0, a〉 := 〈e0,Op1(a)e0〉. Rappelons que tout point d’accumulation (pour k →
+∞) de la suite (wk)k≥1 est une mesure de probabilité sur S∗M qui est invariante par le flot
géodésique ϕt. On peut alors écrire une loi de Weyl microlocale pour ces distributions [247] :

1

N(Λ)

∑
k:λk≤Λ

〈wk, a〉 =

∫
S∗M

adL+O(Λ−1), (4.5)

où L est la désintégration de la mesure de Liouville sur S∗M . Rappelons que L est une mesure
de probabilité invariante par le flot géodésique. Ce résultat nous dit donc que les distributions
de Wigner convergent en moyenne de Cesàro vers la mesure de Liouville et il est bien entendu
naturel de se demander si la convergence a lieu en un sens plus précis.
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4.1.2 Le résultat de Šnirel’man-Zelditch-Colin de Verdière

La loi de Weyl microlocale (4.5) assure la convergence au sens de Cesàro des distributions
de Wigner de toute base orthonormée de fonctions propres du laplacien. Pour montrer une
convergence en un sens un peu plus fort, on peut imposer une condition supplémentaire sur
la variété. On peut par exemple supposer que la mesure de Liouville L est ergodique pour ϕs,
i.e. pour L-presque tout ρ dans S∗M ,

1

T

∫ T

0
δϕs(ρ)ds ⇀ L, quand T → +∞,

où la convergence est à comprendre au sens faible pour la topologie sur le dual de C0(S∗M,C).
De manière équivalente, la mesure L est ergodique si, pour L-presque tout ρ dans S∗M et
pour tout a dans C0(S∗M,C), on a :

lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
a (ϕs(ρ)) ds =

∫
S∗M

adL. (4.6)

L’exemple principal de variétés riemanniennes pour lesquelles cette propriété est vérifiée est
donnée par les variétés à courbures sectionnelles strictement négatives [11]. On peut alors
énoncer le théorème d’ergodicité quantique [211, 236, 58] :

Théorème 4.1.2 (Šnirel’man-Zelditch-Colin de Verdière). Supposons que L est ergodique
pour le flot géodésique ϕs. Alors, pour toute base orthonormée (ek)k≥0 de fonctions propres
de ∆g, il existe S ⊂ N tel que

lim
Λ→+∞

|{k ∈ S : λk ≤ Λ}|
N(Λ)

= 1

et tel que, pour tout a dans C∞c (T ∗M),

lim
k→+∞,k∈S

〈ek,Opλ−1
k

(a)ek〉 =

∫
S∗M

adL.

Ainsi, sous une hypothèse d’ergodicité du flot géodésique, ce théorème montre que la
plupart des distributions de Wigner convergent vers la mesure de Liouville. Ce résultat admet
de nombreuses généralisations à des systèmes quantiques dont la dynamique classique sous-
jacente est ergodique. Il est aussi à l’origine de la conjecture d’unique ergodicité quantique
de Rudnick et Sarnak [193] qui affirme que, dans le cas des variétés à courbures sectionnelles
strictement négatives, on peut en fait prendre S = N. Nous renvoyons au paragraphe 1.2 pour
une description des résultats récents concernant cette conjecture.

La preuve de ce théorème est intuitivement claire si l’on repense un peu la définition d’er-
godicité. Pour cela, rappelons que les mesures de probabilité ϕs-invariantes sur S∗M forment
un sous-ensemble non vide, convexe et compact (pour la topologie faible-?) de l’ensemble
des mesures de probabilité. Une mesure est alors ergodique si c’est un point extrémal de cet
ensemble convexe compact. La loi de Weyl microlocale (4.5) dit alors que les distributions
wk convergent en moyenne vers un point extrémal. Si les wk étaient des mesures de probabi-
lité ϕs-invariantes, on pourrait tout de suite conclure qu’une suite de densité 1 des (wk)k≥0

converge vers L. Ce n’est pas exactement le cas mais le fait que les wk sont asymptotique-
ment invariantes et positives permet de conclure de cette manière. Cet argument un peu



62 CHAPITRE 4. ERGODICITÉ QUANTIQUE : VARIANTES ET APPLICATIONS

fonctionnel est dû à Gérard-Leichtnam [101] et à Zelditch [240]. La preuve originale ne fait
pas directement appel à ces arguments d’analyse fonctionnelle et consiste plutôt à montrer
que la variance :

V2(a,Λ) :=
1

N(Λ)

∑
k:λk≤Λ

∣∣∣∣〈wk, a〉 − ∫
S∗M

adL

∣∣∣∣2
tend vers 0 lorsque Λ→ +∞. Décrivons brièvement les grandes lignes de cette preuve en omet-
tant volontairement certains aspects techniques. En appliquant le théorème d’Egorov [247],
on peut vérifier que, pour tout T > 0,

V2(a,Λ) =
1

N(Λ)

∑
k:λk≤Λ

∣∣∣∣〈wk,( 1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

)〉∣∣∣∣2 +Oa,T (Λ−1).

On peut même expliciter le reste qui est en fait d’ordre O(Λ−1‖a‖CN eχT ) avec N,χ > 0. On
applique ensuite l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

V2(a,Λ) ≤ 1

N(Λ)

∑
k:λk≤Λ

∥∥∥∥Opλ−1
k

(
1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

)
ek

∥∥∥∥2

L2

+Oa,T (Λ−1)

et enfin la règle de composition pour les opérateurs pseudo-différentiels pour déduire la borne
suivante :

V2(a,Λ) ≤ 1

N(Λ)

∑
k:λk≤Λ

〈
wk,

(
1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

)2
〉

+Oa,T (Λ−1).

On peut alors appliquer la loi de Weyl microlocale (4.5) pour conclure que

V2(a,Λ) ≤
∫
S∗M

(
1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

)2

dL+Oa,T (Λ−1). (4.7)

Notons que le reste est toujours d’ordre O(Λ−1‖a‖CN eχT ) avec N,χ > 0. On peut alors faire
tendre Λ vers +∞ et on trouve que, pour tout T > 0,

lim sup
Λ→+∞

V2(a,Λ) ≤
∫
S∗M

(
1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

)2

dL.

On utilise finalement l’hypothèse d’ergodicité (4.6) pour conclure que limΛ→+∞ V2(a,Λ) = 0.

4.1.3 Sans hypothèse d’ergodicité ?

Afin de comprendre la situation sans hypothèse d’ergodicité, rappelons que le théorème
de Birkhoff [228] nous assure que, pour L-presque tout ρ dans S∗M , il existe une mesure de
probabilité ϕs-invariante Lρ telle que

1

T

∫ T

0
δϕs(ρ)ds ⇀ Lρ, quand T → +∞. (4.8)
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Dans le cas ergodique, on a en fait L = Lρ pour L-presque tout ρ dans S∗M , mais dans le cas
général, Lρ peut dépendre du choix du point 1. Le théorème de Birkhoff affirme en plus que

L =

∫
S∗M

LρdL(ρ).

On parle alors de décomposition ergodique de la mesure L. Dans [139, Appendice], Šnirel’man
pose alors la question suivante : If ϕs is not ergodic on S∗M , is it true that “almost all” eigen-
functions are asymptotically uniformly distributed on “almost all” of the ergodic components ?
What conditions are necessary or sufficient for such uniform distribution ? D’une certaine
manière, cette question est un analogue mathématique de la conjecture de Berry-Percival en
physique sur la distribution des solutions stationnaires d’hamiltonien semi-classique [19, 176].
La réponse à la première question de Šnirel’man est négative sans condition supplémentaire.
En effet, Zelditch [237] et Van der Kam [227] montrent que des bases aléatoires de fonc-
tions propres du laplacien sur (Sd,Can) vérifient la propriété d’unique ergodicité quantique.
De la même manière, les résultats récents de Brooks-Le Masson-Lindenstrauss permettent
de construire des bases de fonctions propres sur (S2,Can) vérifiant certaines invariances
supplémentaires et s’équidistribuant sur S2 [38]. Plus généralement, le théorème 3.2.3 montre
qu’un tel résultat est faux sur une variété de Zoll pour laquelle q0 n’est pas constante, ceci
quelle que soit la base orthonormée choisie. Dans la direction opposée, on peut mentionner
les résultats de Marklof-O’Keefe pour certaines applications quantiques du tore [163] et le
théorème récent de Gomes qui démontre d’une certaine manière que la réponse est positive
pour un choix générique de billards en forme de champignon [104] – rappelons que la mesure
de Liouville n’est pas ergodique dans ce cas.

Ces différents résultats montrent bien que la question de Šnirel’man est délicate et qu’il
sera probablement difficile d’y donner une réponse systématique. Il est tout de même possible
de formuler un résultat assez général lorsqu’on ne fait plus d’hypothèse d’ergodicité [189] :

Théorème 4.1.3 (R. 2013). Soit K un ensemble invariant 2 tel que L(K) = 1 et tel que (4.8)
a lieu pour tout ρ dans K.
Alors, pour toute base orthonormée (ek)k≥0 de fonctions propres de ∆g, il existe SK ⊂ N tel
que

lim
Λ→+∞

|{k ∈ SK : λk ≤ Λ}|
N(Λ)

= 1

et tel que tout point d’accumulation (avec k → +∞) de la suite (wk)k∈SK appartient à la
fermeture de l’ensemble convexe engendré par

{Lρ : ρ ∈ K}.

De nouveau, ce résultat est intuitivement clair si on repense à la loi de Weyl micro-
locale (4.5) comme une décomposition convexe de la mesure de Liouville en mesures de
probabilité presque invariantes. Il étend donc le théorème 4.1.2 au cas où l’on retire l’hy-
pothèse d’ergodicité. Notons que des résultats similaires ont aussi été obtenus dans différents
contextes géométriques où l’hypothèse d’ergodicité n’est pas satisfaite : espace de phases
divisé 3 [203, 94], billards polygonaux [164], systèmes intégrables [221]. Ici, on ne fait pas

1. On peut par exemple penser au cas des variétés de Zoll ou au tore muni de sa métrique canonique.
2. L’existence d’un tel ensemble est assuré par le théorème de Birkhoff.
3. C’est-à-dire qu’on suppose qu’il existe un ouvert invariant U (suffisamment régulier) tel que L|U est

ergodique.
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d’hypothèses dynamiques particulières sur le système considéré et nous renvoyons à [189]
pour des exemples d’applications de ce résultat : variétés à courbure négative ou nulle, tore
plat, etc. Par ailleurs, à la différence des références précédentes et de la preuve présentée plus
haut, l’argument utilisé pour démontrer ce théorème ne passe pas par une estimation de la
variance. Notre preuve s’inspire plutôt des arguments de la théorie du contrôle comme celui
qui est utilisé pour démontrer (1.11) au premier chapitre. Plus précisément, notre argument
est très proche de celui qu’utilise Sjöstrand dans [207] pour décrire la distribution typique
des taux d’amortissement de l’équation des ondes amorties. Le théorème précédent est en fait
un corollaire du résultat suivant qui permet de faire le lien avec ces résultats de théorie du
contrôle [189] :

Théorème 4.1.4 (R. 2013). Pour toute base orthonormée (ek)k≥0 de fonctions propres de
∆g, il existe S ⊂ N tel que

lim
Λ→+∞

|{k ∈ S : λk ≤ Λ}|
N(Λ)

= 1

et tel que, pour tout a appartenant à C∞c (T ∗M,R),

infess〈Lρ, a〉 ≤ lim inf
k→+∞,k∈S

〈ek,Opλ−1
k

(a)ek〉 ≤ lim sup
k→+∞,k∈S

〈ek,Opλ−1
k

(a)ek〉 ≤ supess〈Lρ, a〉.

La fonction ρ 7→ 〈Lρ, a〉 est dans L∞(S∗M,dL). En particulier, le supremum (resp. l’infi-
mum) essentiel est fini. Rappelons que la propriété (1.11) du chapitre 1 nous disait que

A− ≤ lim inf
k→+∞

〈ek,Opλ−1
k

(a)ek〉 ≤ lim sup
k→+∞

〈ek,Opλ−1
k

(a)ek〉 ≤ A+,

où A− et A+ ont été définis au chapitre 1 et vérifient

A− ≤ infess〈Lρ, a〉 ≤ supess〈Lρ, a〉 ≤ A+,

avec des inégalités qui peuvent a priori être strictes. Ainsi, pour une suite typique de fonc-
tions propres, on obtient de meilleurs encadrements que ceux qui sont donnés par les estima-
tions (1.11) qui sont seulement basées sur le théorème d’Egorov alors que les inégalités du
théorème reposent aussi de manière cruciale sur la loi de Weyl microlocale (4.5).

4.2 Equidistribution locale

Une autre direction dans laquelle on peut chercher à améliorer le théorème d’ergodicité
quantique consiste à essayer d’obtenir des versions plus quantitatives du théorème 4.1.2.

4.2.1 Le cas de la courbure négative

Commençons par rappeler que, jusqu’au point (4.7), l’argument ne suppose rien sur la
géométrie de la variété. Ainsi, pour une fonction a fixée dans C∞c (T ∗M) et pour tout 0 ≤ T ≤
κ0| log Λ| (avec κ0 > 0 assez petit), la preuve donnée précédemment montre que

V2(a,Λ) ≤
∫
S∗M

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

∣∣∣∣2 dL+Oa(Λ−1/2). (4.9)
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En d’autres termes, pour donner une version quantitative du théorème d’ergodicité quantique,
nous nous sommes ramenés à la question de déterminer la vitesse de convergence vers 0 de la
variance classique :

∀p ≥ 1, V cl
p (a, T ) :=

∫
S∗M

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

∣∣∣∣p dL. (4.10)

Dans [238], Zelditch montre en s’appuyant sur un argument de Ratner [182] que cette quantité
est d’ordre Oa(T−p/2) dans le cas du flot géodésique d’une variété à courbures sectionnelles
strictement négatives 4. De ceci, il déduit le théorème suivant [238] :

Théorème 4.2.1 (Zelditch). Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov 5. Alors,
pour toute base orthonormée (ek)k≥0 de fonctions propres de ∆g, pour tout p ≥ 1 et pour tout
a dans C∞c (T ∗M),

Vp(a,Λ) :=
1

N(Λ)

∑
k:λk≤Λ

∣∣∣∣〈ek,Opλ−1
k

(a)ek〉 −
∫
S∗M

adL

∣∣∣∣p = Oa(| log Λ|−p/2).

En utilisant le théorème de Bienaymé-Tchebychev, on peut alors déduire que l’ensemble
S de densité 1 dans le théorème 4.1.2 est de taille O(log Λ|−∞) – voir aussi [10] pour des
résultats dans cette direction. Dans le cas p = 2 et pour des opérateurs de Schrödinger plus
généraux, Schubert a aussi donné une preuve alternative de ce résultat [205]. Ce résultat est
lié à une conjecture de Feingold et Peres en physique qui prédit que la variance d’ordre 2
doit être d’ordre Λ−n/2 avec un préfacteur lié à la variance classique de a [90]. Le résultat de
Zelditch est donc assez éloigné de cette prédiction et ceci est une nouvelle fois lié au fait que la
validité de l’approximation semi-classique est limitée à des échelles de temps logarithmiques
du paramètre semi-classique ~ = Λ−1. Notons tout de même que, si on se place sur la surface
modulaire (qui n’est pas compacte), Luo et Sarnak [155] démontrent, en utilisant la structure
arithmétique de la variété, que V2(a,Λ) est d’ordre Λ−1+o(1) pour des bases de fonctions
propres de Hecke. Dans le même esprit mais par des méthodes complètement différentes,
Brooks, Le Masson et Lindenstrauss ont récemment prouvé des versions quantitatives du
théorème d’ergodicité quantique pour certaines bases de fonctions propres sur S2 qui vérifient
des propriétés d’invariance par rotations [38].

Remarque 4.2.2. Dans le cas du tore rationnel Tn/Zn muni de sa métrique canonique, on
peut démontrer que Vp(a,Λ) tend vers 0 si a ne dépend que de la variable x [164]. Ceci peut
par exemple se déduire du théorème 4.1.4. Il est alors naturel de se demander à quelle vitesse
Vp(a,Λ) tend vers 0. Dans le cas p = 2 et en utilisant des arguments semi-classiques et dyna-
miques, nous avons démontré avec Hamid Hezari que la convergence est d’ordre Oa(Λ−2/3)
en toute dimension [120]. Même en dimension 2, c’est légèrement moins bon que l’estimation
de [90] mais nous pensons que notre démonstration peut être améliorée pour donner une borne
d’ordre Λ−1 en toute dimension, ce qui correspondrait exactement à la borne de Feingold et
Peres en dimension 2. Pour p = 1, Lester et Rudnick ont par la suite montré, en se basant
sur des arguments de nature plus arithmétique, une borne d’ordre Oa(Λ−1) [147].

Motivés par des questions sur les normes Lp des fonctions propres du laplacien sur les-
quelles je reviendrai au paragraphe 4.3, nous avons cherché avec Hamid Hezari à améliorer

4. Rappelons que, dans ce cas, la mesure de Liouville est ergodique [11].
5. Rappelons que c’est le cas si le flot géodésique est à courbures sectionnelles strictement négatives [11].
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le théorème d’ergodicité quantique de Šnirel’man-Zelditch-Colin de Verdière dans une di-
rection légèrement différente. Plus précisément, on peut remarquer qu’on peut déduire du
théorème 4.1.2 que, pour tout x0 dans M et pour tout r > 0, on a

lim
k→+∞,k∈S

1

Volg(B(x0, r))

∫
B(x0,r)

|ek(x)|2dVolg(x) = 1. (4.11)

En d’autres termes, le long d’une sous-suite de densité 1, les fonctions propres (ek)k∈S sont
normalisées dans toutes les petites boules de rayon r de la variété et il est naturel de se
demander si cette propriété reste vraie lorsque r dépend du paramètre spectral λk. Nous
démontrons alors [119] :

Théorème 4.2.3 (Hezari-R. 2014). Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov.
Alors, pour toute base orthonormée (ek)k≥0 de fonctions propres de ∆g, pour tout x0 dans M
et pour tout 0 < γ < 1/(2n), il existe Sx0,γ ⊂ N tel que

lim
Λ→+∞

|{k ∈ Sx0,γ : λk ≤ Λ}|
N(Λ)

= 1

et tel que

lim
k→+∞,k∈Sx0,γ

1

Volg(B(x0, | log λk|−γ))

∫
B(x0,| log λk|−γ)

|ek(x)|2dVolg(x) = 1.

Ce résultat est valable pour un x0 fixé dans M et nous démontrons de manière uniforme
en x0 ∈M [119] :

Théorème 4.2.4 (Hezari-R. 2014). Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov.
Alors, pour toute base orthonormée (ek)k≥0 de fonctions propres de ∆g et pour tout 0 < γ <
1/(2n), il existe 0 < c1 < c2 (ne dépendant que de (M, g)) et Sγ ⊂ N tels que

lim
Λ→+∞

|{k ∈ Sγ : λk ≤ Λ}|
N(Λ)

= 1

et tels que

∀x0 ∈M, ∀k ∈ Sγ , c1 ≤
1

Volg(B(x0, | log λk|−γ))

∫
B(x0,| log λk|−γ)

|ek(x)|2dVolg(x) ≤ c2.

Ces résultats se généralisent à des fonctions de a ∈ C∞c (T ∗M) qui dépendraient du pa-
ramètre spectral λk et ils ont été obtenus indépendamment 6 par Han [110]. Le théorème 4.2.4
peut sembler moins bon que le premier mais il permet d’avoir une estimation uniforme en
x0 qui est suffisante pour les applications que nous avons en tête – voir paragraphe 4.3. Il
semblerait que la question de la distribution des fonctions propres dans de petites boules
géodésiques avait seulement été considérée par Luo–Sarnak pour les fonctions propres de
Hecke sur la surface modulaire [155] et par Young en supposant que la conjecture de Lin-
delöf en arithmétique est vraie [235]. La preuve de Luo et Sarnak permet de démontrer
que, pour des fonctions propres de Hecke, les théorèmes 4.2.3 et 4.2.4 sont valables pour un
rayon d’ordre λ−νk où ν > 0 est une petite constante strictement positive. De nouveau, les

6. Pour le théorème 4.2.4, la preuve de Han ne donne toutefois que l’exposant 0 < γ < 1/(3n).
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théorèmes d’ergodicité quantique de Brooks, Le Masson et Lindenstrauss sur S2 permettent
aussi de déduire l’équidistribution locale de certaines bases orthonormées de fonctions propres
du laplacien [38].

Enfin, comme dans la remarque 4.2.2, on peut se poser les mêmes questions sur le tore
rationnel muni de sa métrique canonique. Dans ce contexte, avec Hamid Hezari, nous avons
démontré des analogues des théorèmes 4.2.3 et 4.2.4 lorsque le rayon des boules géodésiques
est d’ordre λ−νnk pour un certain νn > 0 qui dépend de la dimension [120]. Cet exposant νn a
depuis été amélioré par Lester et Rudnick dans [147] qui ont obtenu la borne essentiellement
optimale νn <

1
n−1 . Nous renvoyons aussi à [111, 199, 108] pour des résultats récents dans

cette direction.

4.2.2 Trou spectral et taux d’ergodicité classique

Dans la borne (4.7) sur la variance quantique, on vérifie que, même si a dépend du pa-
ramètre spectral λ, le reste tend toujours vers 0 pourvu que les dérivées de a n’explosent
pas trop vite avec Λ et pourvu que T soit plus petit que κ0 log Λ avec κ0 suffisamment petit.
Pour démontrer les théorèmes 4.2.3 et 4.2.4, il reste alors à comprendre comment la variance
classique

V cl
p (a, T ) :=

∫
S∗M

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

∣∣∣∣p dL
tend vers 0 en fonction de T mais aussi de a. C’est donc essentiellement cet aspect de la preuve
du théorème 4.2.1 qu’il faut chercher à améliorer pour prouver ces résultats d’équidistribution
locale des fonctions propres du laplacien en courbure négative. Rappelons que les résultats
de [182, 238] permettent de démontrer que cette quantité est d’ordre Oa(T−

p
2 ), où la constante

dépend de a. Pour conclure, il faut comprendre cette dépendance en a et, pour cela, on peut
essayer de tracer la dépendance en a dans les démonstrations de ces références. Dans le cas
p = 2, on peut aussi utiliser le théorème suivant dû à Liverani [151] :

Théorème 4.2.5 (Liverani). Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov. Alors,
pour tout β > 0, il existe σβ, Cβ > 0 telles que, pour tout a et b dans Cβ(S∗M),

∀t ≥ 0,

∣∣∣∣∫
S∗M

a ◦ ϕ−tbdL−
∫
S∗M

adL

∫
S∗M

bdL

∣∣∣∣ ≤ Cβ‖a‖Cβ‖b‖Cβe−tσβ .
De manière équivalente, on dit que le flot géodésique est exponentiellement mélangeant

pour la mesure de Liouville. Rappelons que le caractère mélangeant du flot géodésique avait été
démontré par Anosov dans sa thèse [11] et que des estimations quantitatives avaient déjà été
obtenues dans certains cas : courbure constante [183, 167], convergence sous-exponentielle [52],
dimension 2 [71]. Si on développe l’expression (4.10) pour p = 2, une conséquence immédiate
de ce résultat de mélange exponentiel est l’estimation quantitative :

∀β > 0, V cl
2 (a, T ) =

∫
S∗M

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

∣∣∣∣2 dL = O
(
‖a‖2CβT

−1
)
.

De cette estimation, on peut alors déduire le théorème 4.2.3 pour 0 < γ < 1/(2n) ainsi que le
théorème 4.2.4 pour 0 < γ < 1/(3n). Pour améliorer l’exposant γ, une manière de procéder
consiste à démontrer une estimation similaire pour tous les moments d’ordre 2p avec p ∈ N∗.
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Précisément, nous démontrons dans [119] la majoration suivante, pour tout p ∈ N∗,

∀β > 0, V cl
2p(a, T ) =

∫
S∗M

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0
a ◦ ϕsds−

∫
S∗M

adL

∣∣∣∣2p dL = O
(
‖a‖2pCβT

−p
)
, (4.12)

qui est suffisante pour démontrer le théorème 4.2.3. À part dans le cas p = 1, cette estimation
ne peut être directement déduite du théorème 4.2.5 de Liverani et, pour la démontrer, nous
nous basons sur des propriétés plus fines du flot géodésique démontrées dans [151]. Plus
précisément, si on note X0 le champ de vecteurs engendrant le flot géodésique et LX0 la
dérivée de Lie le long de X0, la stratégie de Liverani consiste à étudier le spectre de l’opérateur

LX0 : B → B

agissant sur un espace de Banach B (approprié) de distributions anisotropes. Nous revien-
drons plus en détail sur ce type de questions au chapitre 6. Pour le moment, mentionnons juste
que Liverani démontre que cet opérateur vérifie une propriété de “trou spectral” de laquelle
il déduit le mélange exponentiel du théorème 4.2.5 qui lui-même implique le taux de conver-
gence de la variance classique nécessaire à la preuve du théorème 4.2.3. Pour démontrer la
borne (4.12) sur les moments d’ordre p nécessaire pour conclure la preuve du théorème 4.2.4,
nous utilisons aussi les propriétés spectrales fines de cet opérateur LX0 et nous déduisons,
modulo un travail combinatoire inspiré de l’article de Ratner [182], la propriété (4.12).

4.3 Applications aux normes Lp

Jusqu’à présent, nous avons décrit les fonctions propres du Laplacien (ou plus généralement
les quasi-modes) à travers leurs distributions de Wigner mais il existe d’autres manières de
décrire ses objets. Par régularité elliptique, les solutions de (4.1) sont C∞ et on peut par
exemple chercher à estimer leurs normes Lp ou encore décrire la géométrie de leurs lignes
de niveaux. Nous allons maintenant appliquer les résultats des paragraphes précédents aux
normes Lp et nous renvoyons à [102, 135, 245, 117, 118] pour ce qui concerne les liens entre
la géométrie des ensembles nodaux et les propriétés d’ergodicité quantique.

4.3.1 Estimées de Sogge

Sans hypothèse particulière sur la variété, les meilleures estimations sur les normes Lp des
fonctions propres de −∆g sont dues à Sogge [212] :

Théorème 4.3.1 (Sogge). Soit 2 ≤ p ≤ +∞. Il existe CM,g,p > 0 telle que, pour tout eλ
vérifiant

−∆geλ = λ2eλ,

avec λ > 0, on a

‖eλ‖Lp(M) ≤ CM,g,pλ
σ(p)‖eλ‖L2(M),

où

σ(p) := max

{
n− 1

2

(
1

2
− 1

p

)
,
n− 1

2
− n

p

}
.
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Ce résultat est optimal si on ne fait pas d’hypothèses supplémentaires sur la variété car
ces bornes sont atteintes sur la sphère munie de sa métrique canonique [215]. Notons que le
cas p = +∞ était déjà connu d’Hörmander comme le montre la remarque 4.1.1. L’exposant
pc = 2(n+1)

n−1 joue un rôle important dans ce théorème puisqu’il correspond à la valeur pour
laquelle les deux fonctions qui définissent σ(p) cöıncident. Toute amélioration de l’estimation
de la norme Lpc(M) permet notamment par interpolation d’améliorer les bornes pour 2 < p <
+∞. Il est bien sûr naturel de se demander si des hypothèses supplémentaires sur la géométrie
de la variété ne permettent pas d’améliorer ces bornes au moins pour certaines valeurs de p.
Dans ce sens, Sogge et Zelditch démontrent par exemple que, pour un choix générique de
métrique, on a une majoration d’ordre o(λσ(p)) pour p > pc [218] – voir aussi [217, 219] pour
des résultats récents dans cette direction.

Comme nous venons de le mentionner, on ne peut pas espérer améliorer ce théorème sur la
sphère munie de sa métrique canonique. Par contre, si on considère le tore rationnel muni de
sa métrique canonique, il est possible d’obtenir des améliorations importantes de la valeur de
l’exposant σ(p) [248, 30, 31]. Ces améliorations reposent de manière cruciale sur la structure
des fonctions propres du laplacien qui permet de ramener ces améliorations à des questions
de comptage de points d’un réseau pour lesquelles on peut faire appel à d’autres types de
techniques de nature plus combinatoire et arithmétique. Pour la surface modulaire, Iwaniec
et Sarnak améliorent la borne L∞ d’Hörmander d’un facteur polynomial pour des fonctions
propres de Hecke [128]. Par interpolation, on déduit facilement une amélioration du résultat de
Sogge pour p > pc. En utilisant des versions quantitatives du théorème d’ergodicité quantique
de Luo et Sarnak, Jung réussit quant à lui à améliorer la borne d’Iwaniec-Sarnak pour une suite
typique de fonctions propres de Hecke [135]. En ce qui concerne la courbure négative variable,
les majorations des normes Lp sont nettement moins bonnes que dans ces cas arithmétiques.
Pour p = +∞, Bérard montre que l’estimation d’Hörmander peut être améliorée d’un facteur

logarithmique [18], i.e. la borne est d’ordre λ
n−1

2

| log λ|
1
2

plutôt que λ
n−1

2 . Plus récemment, Hassell

et Tacy ont démontré que la majoration λσ(p)

| log λ|
1
2

reste vraie pour p > pc [115] et Bonthonneau

a étendu ce résultat au cas des variétés sans points conjugués [28]. Le cas p ≤ pc semble lui
moins bien compris et nous y reviendrons au paragraphe suivant.

4.3.2 Lien avec les distributions de Wigner

Avec Hamid Hezari, nous avons voulu mieux comprendre le lien entre les distributions
de Wigner des fonctions propres de −∆g et leurs normes Lp. Le théorème d’équidistribution
locale 4.2.4 est en fait motivé par le calcul heuristique qui suit et qui permet de connecter
un peu ces deux questions. Supposons donc que l’on ait une suite orthonormée (ek)k∈S de
fonctions propres de −∆g et une suite de rayon rk > 0 telles que l’on sache montrer

∀x0 ∈M, ∀k ∈ S, 1

Volg(B(x0, rk))

∫
B(x0,rk)

|ek(x)|2dVolg(x) ≤ c2, (4.13)

pour une constante 0 < c2 uniforme. Le théorème 4.2.4 nous dit que c’est possible pourvu que
le flot géodésique vérifie la propriété d’Anosov et que rk décroisse de manière logarithmique
avec λk. Expliquons maintenant de manière un peu heuristique comment on peut espérer
améliorer les bornes de Sogge à partir d’une telle propriété. Fixons x0 dans M et plaçons-
nous dans une petite carte géodésique centrée en x0 = 0. Reparamètrons alors la fonction ek
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près de x0 en posant ẽk(y) = ek(rky). Cette nouvelle fonction vérifie alors au voisinage de 0 :

∆̃g ẽk ≈ r2
kλ

2
kẽk

et ∫
B(0,1)

|ẽk(y)|2dy . c2.

Nous avons donc localement une fonction qui est un quasi-mode pour le laplacien et il est
alors possible d’appliquer les estimées de Sogge qui sont valables plus généralement pour des
quasi-modes. Ceci nous donne alors, pour p = pc,∫

B(0,1)
|ẽk(y)|pcdy . rkλk

(∫
B(0,1)

|ẽk(y)|2dy

) pc
2

.

À présent, faisons le changement de variables inverse, i.e. x = rky. On obtient alors

1

Volg(B(x0, rk))

∫
B(x0,rk)

|ek(x)|pcdVolg(x) . rkλk

(
1

Volg(B(x0, rk))

∫
B(x0,rk)

|ek(y)|2dVolg(x)

) pc
2

.

Si on utilise l’hypothèse (4.13), on trouve que∫
B(x0,rk)

|ek(x)|pcdVolg(x) . rkλkc
pc
2

2 Volg(B(x0, rk)).

Si on recouvre M par une famille “minimale” de boules de rayon rk, on trouve en sommant
ces inégalités la majoration suivante :(∫

M
|ek(x)|pcdVolg(x)

) 1
pc

. (rkλk)
1
pc c

1
2
2 ,

qui améliore la borne de Sogge d’un facteur r
σ(pc)
k . Cet argument heuristique nous montre

qu’une majoration du type (4.13) permet d’améliorer les estimées du théorème 4.3.1. En
d’autres termes, un contrôle quantitatif local des distributions de Wigner permet d’améliorer
les bornes de Sogge pour 2 < p < +∞ : c’est cette observation qui motivait initialement le
théorème d’équidistribution locale 4.2.4. Cet argument formel peut être rendu rigoureux et
nous démontrons avec Hamid Hezari [119] :

Théorème 4.3.2 (Hezari-R. 2014). Supposons que le flot géodésique ϕt est de type Anosov.
Soit 2 < p < +∞ et soit 0 < γ < 1

2n . Il existe CM,g,p,γ > 0 telle que, pour toute base
orthonormée (ek)k≥0 de fonctions propres de ∆g, il existe Sγ ⊂ N (indépendant de p) tel que

lim
Λ→+∞

|{k ∈ Sγ : λk ≤ Λ}|
N(Λ)

= 1

et tel que

∀k ∈ Sγ , ‖ek‖Lp(M) ≤ CM,g,p,γ

(
λk

(log λk)γ

)σ(p)

‖eλ‖L2(M),

où

σ(p) := max

{
n− 1

2

(
1

2
− 1

p

)
,
n− 1

2
− n

p

}
.
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Notons que ce théorème n’est intéressant que pour p ≤ pc puisque, pour p > pc, la
majoration que nous obtenons est moins bonne que celle d’Hassell et Tacy [115]. Notons
aussi qu’Hassell et Tacy n’ont pas besoin d’extraire une sous-suite et que leur résultat peut
être étendu aux variétés sans points conjugués [28]. Pour des variétés à courbure négative ou
nulle et pour p < pc assez proche de 2, ce résultat a été récemment amélioré d’un facteur
logarithmique par Blair et Sogge [24, 23]. Tout comme le théorème d’Hassell et Tacy, leur
approche ne nécessite pas d’extraire une sous-suite de densité 1. De la même manière que
notre preuve du théorème 4.3.2, leur démonstration se fait en deux temps : (1) contrôle des
normes Lp par les distributions de Wigner dans des cylindres géodésiques 7 de longueur 1
et de rayon transversal rλ ≈ λ−

1
2 [24], (2) estimation des distributions de Wigner dans ces

cylindres géodésiques [23]. En d’autres termes, plutôt qu’estimer les distributions de Wigner
dans des boules géodédsiques, ils les estiment dans des cylindres de rayon beaucoup plus
petit. Nous renvoyons à l’article de survol récent de Sogge [215] pour une comparaison des
avantages et inconvénients de ces deux méthodes. En se basant sur ses résultats avec Blair et
sur l’estimation L∞ de Bérard, Sogge a aussi récemment démontré qu’en courbure négative
ou nulle, on peut améliorer l’estimée critique Lpc d’un facteur polynomial en (log log λ)−1 sans
avoir besoin d’extraire une sous-suite [214]. À ma connaissance, ce dernier résultat de Sogge
et le théorème 4.3.2 sont les seules améliorations (déterministes) connues pour l’exposant
critique p = pc. Enfin, notons que, dans un article compagnon [216] du nôtre [119], Sogge
montre comment optimiser l’argument présenté ci-dessus pour obtenir le raffinement suivant
de son théorème 4.3.1 :

Théorème 4.3.3 (Sogge). Il existe CM,g > 0 telle que, pour tout eλ vérifiant

−∆geλ = λ2eλ, ‖eλ‖L2 = 1,

avec λ > 0, on a, pour tout λ−1 ≤ r ≤ Inj(M, g),

‖eλ‖Lpc (M) ≤ CM,g,pλ
σ(pc)

(
r−

n+1
2 sup

x∈M

{∫
B(x,r)

|eλ(x)|2dVolg(x)

}) 1
n+1

.

Si on fixe r > 0, alors on retrouve, par interpolation avec la borne L∞ d’Hörmander (4.3), le
théorème 4.3.1. Sogge démontre aussi une estimation similaire pour la norme L∞. L’avantage
de cette formulation est de relier le problème d’estimer les normes Lp à celui de contrôler les
distributions de Wigner dans des petites boules de l’espace des configurations. En particulier,
si on sait démontrer une majoration du type 4.13 pour des rayons d’ordre λ−1, alors on saura
montrer que la norme Lpc est bornée. Il ne s’agit probablement pas d’un problème beaucoup
plus simple mais on peut en revanche au moins espérer obtenir des bornes quantitatives de

r−
n+1

2 sup
x∈M

{∫
B(x,r)

|eλ(x)|2dVolg(x)

}

pour un choix approprié de rλ → 0+. Il s’agit toutefois d’un problème délicat et on a finalement
peu de résultats dans cette direction [155, 119, 120, 110, 216, 147]. Observons tout de même
que si la mesure de Liouville est ergodique pour le flot géodésique, la propriété d’ergodicité

7. Ce type de quantités a été introduit récemment par Sogge [213] sous le nom de normes de Kakeya-
Nikodym.
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quantique (4.11) combinée à ce théorème de Sogge permet d’obtenir une borne d’ordre o(λσ(p))
pour tout 2 < p < +∞ et pour une sous-suite de densité 1 de fonctions propres. À ce
sujet, il serait intéressant de comprendre si les méthodes du premier chapitre pourraient être
utilisées pour estimer cette quantité ou les normes de Kakeya-Nikodym utilisées par Blair et
Sogge [24, 23].

Pour conclure ce chapitre, mentionnons qu’avec Hamid Hezari, nous avions aussi initiale-
ment utilisé ce type d’arguments pour améliorer les bornes inférieures connues sur le volume
des ensembles nodaux. Ces résultats ont été largement améliorés par Logunov [153] en uti-
lisant plutôt des arguments de théorie géométrique de la mesure et de théorie elliptique.
Zelditch [245] et Hezari [117, 118] montrent tout de même comment utiliser les théorèmes
d’ergodicité quantique à petites échelles comme 4.2.4 pour améliorer de manière quantitative
d’autres résultats sur la géométrie et la topologie des ensembles nodaux.



Chapitre 5

Ensembles nodaux aléatoires

Dans ce chapitre, nous décrivons brièvement les résultats obtenus dans [63]. À la différence
des chapitres précédents, on suit une approche de nature plus probabiliste. Précisément, plutôt
que de considérer une suite fixée de quasi-modes, on va s’intéresser aux propriétés d’une suite
de fonctions choisies au hasard par rapport à une mesure de probabilité gaussienne définie
à partir du spectre du laplacien. En adoptant cette approche, il est possible d’apporter des
réponses probabilistes à certaines questions ouvertes des chapitres précédents. Dans [63],
nous nous sommes intéressés à des aspects plus géométriques que ceux qui ont été considérés
précédemment dans ce mémoire, à savoir la distribution du lieu d’annulation de ces fonctions
aléatoires.

5.1 Superposition aléatoire de fonctions propres

On peut invoquer plusieurs raisons pour l’étude de superpositions aléatoires de fonctions
propres du laplacien. Tout d’abord, ceci fournit une bonne manière de choisir une fonction
lisse f au hasard sur une variété riemannienne (M, g) et mène naturellement à des questions
de géométrie aléatoire. On peut en effet définir à partir de cela une notion de sous-variétés
aléatoires en prenant le lieu d’annulation de ces fonctions alétaoires. On généralise ainsi à des
variétés générales des questions de géométrie algébrique réelle aléatoire. Dans la perspective
des questions de chaos quantique évoquées dans les chapitres précédents, nous pouvons aussi
mentionner l’article de Berry sur les propriétés semi-classiques des solutions stationnaires
d’un hamiltonien quantique [19] dont le système classique sous-jacent est chaotique. Il y
prédit que les états quantiques d’un tel système ont les mêmes propriétés statistiques dans
la limite semi-classique que des fonctions aléatoires gaussiennes. Il s’agit d’un modèle bien
établi dans la littérature physique. D’un point de vue mathématique et en vertu de ce principe
physique, on peut donc essayer dans un premier temps d’étudier le problème probabiliste afin
de comprendre ce que l’on peut espérer obtenir dans le cas déterministe.

5.1.1 Présentation du cadre probabiliste

Précisons maintenant ce que nous entendons par superposition aléatoire de fonctions
propres du laplacien. Comme au chapitre précédent, (ek)k≥0 désigne une base orthonormée 1

1. Dans tout ce chapitre, les fonctions seront supposées être à valeurs réelles.
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de L2(M) pour laquelle on peut trouver une suite

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λk . . .→ +∞

telle que, pour tout k ≥ 0,

−∆gek = λ2
kek.

Nous allons nous intéresser à des superpositions finies de telles solutions, i.e. pour Λ > 0,

f ∈ HΛ := 1[0,Λ2](−∆g)L
2(M). (5.1)

Rappelons que la loi de Weyl (4.2) nous donne la dimension asymptotique N(Λ) de cet espace
qui est d’ordre Λn et que, par régularité elliptique, tous les éléments de HΛ sont dans C∞(M).
On définit alors une notion de fonction gaussienne aléatoire dans HΛ en se donnant une
mesure de probabilité sur cet espace euclidien :

µΛ(df) = dµΛ(f) := e−
N(Λ)‖f‖2

2

(
N(Λ)

2π

)N(Λ)
2

dc1 . . . dcN(Λ), avec f =

N(Λ)∑
j=1

cjej .

L’un des points-clefs de tous les résultats qui vont suivre est que l’asymptotique de la fonc-
tion de corrélation de cette mesure de probabilité est donnée par la loi d’Hörmander-Weyl
locale [125]. Plus précisément, pour tout (x, y) ∈M2,

CΛ(x, y) :=

∫
HΛ

f(x)f(y)µΛ(df) =
1

N(Λ)

N(Λ)∑
j=1

ej(x)ej(y).

Par exemple, d’après (4.2), la valeur moyenne de f2(x) est donnée par∫
HΛ

f2(x)µΛ(df) =
1

Volg(M)
+O(Λ−1).

Plus généralement, on a des estimations explicites des dérivées de cette fonction de corrélation
sur la diagonale x = y [21].

5.1.2 Ensembles nodaux aléatoires

On pourrait se reposer un certain nombre des questions des chapitres précédents d’un
point de vue probabiliste et montrer que l’on obtient des résultats asymptotiques beaucoup
plus précis que ce soit pour ce qui concerne les distributions de Wigner [237, 227] ou les
estimations des normes Lp [42, 192]. Nous ne discuterons pas ici ces aspects et nous nous
limiterons dans ce mémoire à des considérations de nature plus géométrique. L’objet central
de nos discussions sera le lieu d’annulation de ces fonctions aléatoires :

∀f ∈ HΛ, Nf := {x ∈M : f(x) = 0} .

Il est possible de démontrer grâce au lemme de Sard [148] que, pour µΛ-presque tout f dans
HΛ, f s’annule transversalement sur Nf . Ainsi, Nf définit une sous-variété lisse de M qu’on
appelle ensemble nodal aléatoire. Une première question naturelle est d’étudier la distribution
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de ce lieu d’annulation. Cette question a été étudiée par Bérard [17] et Zelditch [242] qui
démontrent que, pour tout ω dans C∞(M),∫

HΛ

〈f∗(δ0)‖df‖, ω〉 dµΛ(f) =
Vol(Sn−1)

Vol(Sn)

Λ√
n+ 2

∫
M
ω(x)dVolg(x)(1 + o(1)), (5.2)

où δ0 est la distribution de Dirac sur R. En particulier, si on prend ω = 1, on obtient une
asymptotique pour le volume moyen des ensembles nodaux aléatoires. À titre de comparaison,
la conjecture de Yau affirme dans le cas déterministe que ce volume est d’ordre ≈ Λ [234]
alors qu’ici on a un équivalent explicite en Λ. Cette conjecture a été prouvée dans le cadre
analytique par Donnelly et Fefferman dans les années 80 [72] et d’importantes avancées ont été
obtenues récemment par Logunov et Malinnikova [153, 152, 154] dans le cas C∞. Le résultat de
Bérard et Zelditch a, lui, été étendu à l’intersection de plusieurs ensembles nodaux aléatoires
par Letendre [148] et des résultats assez précis sur la variance ont été obtenus depuis dans
différents contextes géométriques : tore [194], sphère [231], variétés générales [243, 47].

Expliquons maintenant de quelle manière on peut montrer une estimée probabiliste du
type de (5.2). Pour cela, on va considérer l’espérance d’une quantité légèrement plus simple
à calculer : f∗(δ0). Cette distribution est bien entendu moins pertinente d’un point de vue
géométrique mais l’absence de valeurs absolues va rendre le calcul plus aisé. Commençons par
écrire f∗(δ0) sous forme exponentielle :

f∗(δ0)(x) =
1

2π

∫
R
e−ipf(x)dp.

Ainsi, on a formellement∫
HΛ

f∗(δ0)(x)dµΛ(f) =
1

2π

∫
R

(∫
HΛ

e−ipf(x)dµΛ(f)

)
dp. (5.3)

Par définition de la mesure gaussienne, on trouve alors∫
HΛ

f∗(δ0)(x)dµΛ(f) =
1

2π

∫
R
e−

p2CΛ(x,x)

2 dp =
1√

2πCΛ(x, x)
.

La loi de Weyl locale nous permet alors de conclure que∫
HΛ

f∗(δ0)(x)dµΛ(f) =
1√

2πVolg(M)
(1 +O(Λ−1)).

Ces calculs d’espérance sont donc formellement assez “simples” et, une fois l’asymptotique de
Weyl connue, la difficulté principale consiste à justifier convenablement l’inversion d’intégrales (5.3).
Ceci peut se faire à l’aide de formules de type Kac-Rice ou de manière équivalente en utilisant
les théorèmes d’Hörmander sur les tirés en arrière de distributions [63]. Continuons mainte-
nant cette discussion formelle en calculant l’espérance du courant d’intégration [Nf ] qui est
une forme différentielle de degré 1 à coefficients dans les distributions. La preuve de notre
théorème principal reposera sur des arguments combinatoires similaires. Il est donc intéressant
de comprendre les mécanismes sur cet exemple simple. Le courant d’intégration s’écrit

[Nf ](x, dx) = f∗(δ0)(x)dxf =
1

2π

∫
R
e−ipf(x)dxfdp.
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À première vue, ce calcul peut sembler légèrement plus délicat à cause de la présence du terme
polynomial dxf en f . Pour résoudre ce problème, il est commode d’utiliser le formalisme de
Berezin pour représenter dxf comme une intégrale sur des variables impaires, i.e.

[Nf ](x, dx) = − 1

2iπ

∫
R(1|1)

e−i(pf(x)+Πdxf)dpdΠ.

Nous ne décrirons pas ici le formalisme de Berezin et nous renvoyons à la section 5 de [63] pour
une brève introduction. Notons que ce type de représentation sous forme d’intégrale super-
symétrique des courants d’intégration apparâıt par exemple dans les travaux de Frenkel, Losev
et Nekrasov [91] en théorie quantique des champs. Une fois sous cette forme exponentielle, le
calcul est essentiellement le même que le précédent, i.e.∫

HΛ

[Nf ](x, dx)dµΛ(f) = − 1

2iπ

∫
R(1|1)

(∫
HΛ

e−i(pf(x)+Πdxf)dµΛ(f)

)
dpdΠ.

On utilise de nouveau le fait que notre mesure est gaussienne pour écrire

∫
HΛ

[Nf ](x, dx)dµΛ(f) = − 1

2iπ

∫
R(1|1)

exp

−
〈

(p, (Πdxj)j , C
(1)
Λ (x, x) (Πdxj)j

〉
2

 dpdΠ,

où la matrice de covariance C
(1)
Λ (x, x) est donnée par

C
(1)
Λ (x, x) :=

(
CΛ(x, x) (∂ykCΛ(y, z)ey=z=x)k

(∂zjCΛ(y, z)ey=z=x)k (∂2
zjyk

CΛ(y, z)ey=z=x)j,k.

)
.

Comme Π est une variable impaire, on a Π2 = 0 . Notre intégrale peut alors se récrire

∫
HΛ

[Nf ](x, dx)dµΛ(f) = − 1

2iπ

∫
R(1|1)

exp

−CΛ(x, x)p2

2
− pΠ

n∑
j=1

∂xjCΛ(x, x)dxj

 dpdΠ.

On commence par intégrer par rapport à la variable impaire Π, ce qui nous donne

∫
HΛ

[Nf ](x, dx)dµΛ(f) =
1

2iπ

∫
R(1|0)

e−
CΛ(x,x)p2

2 p

 n∑
j=1

∂xjCΛ(x, x)dxj

 dp = 0.

De nouveau, cet argument formel nous permet de calculer assez simplement l’espérance du cou-
rant d’intégration. La difficulté réside encore dans la justification des inversions d’intégrales.
Pour conclure cette première discussion sur l’apport des probabilités et des techniques super-
symétriques dans notre contexte, rappelons que ce type d’approche en géométrie aléatoire in-
tervient par exemple dans les travaux de Bleher-Shiffman-Zelditch [26] ou encore de Douglas-
Shiffman-Zelditch [73] sur la distribution des points critiques de sections aléatoires holo-
morphes.

5.1.3 Topologie des ensembles nodaux aléatoires

Dans le paragraphe précédent, nous avons surtout discuté la distribution dans M des
sous-variétés aléatoires Nf . Afin de motiver les résultats à venir, considérons maintenant
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des aspects plus topologiques et notons b0(Nf ) le nombre de composantes connexes de la
sous-variété Nf . Nazarov et Sodin ont récemment démontré le résultat suivant [170] :

∀δ > 0, lim
Λ→+∞

µΛ

({
f ∈ HΛ :

∣∣∣∣b0(Nf )

Λn
− ag

∣∣∣∣ > δ

})
= 0,

pour une certaine constante ag > 0 qui ne dépend que de (M, g) mais qui n’est pas explicite.
Rappelons que, dans le cas déterministe, la borne de Courant donne une majoration du nombre
de composantes connexes mais que la question des bornes inférieures est largement ouverte.
Ce résultat généralise à des variétés quelconques un théorème que Nazarov et Sodin avaient
obtenu dans le cas de la 2-sphère munie de sa métrique canonique [169]. Observons qu’à la
différence des résultats du paragraphe précédent, il s’agit ici d’une estimation de type grandes
déviations et la constante ag qui entre en jeu dans le résultat n’est pas explicite. Des bornes
inférieures et supérieures explicites sur l’espérance de b0(Nf ) avaient été obtenues auparavant
par Lerario-Lundberg [146] et Nicolaescu [172]. Le résultat de Nazarov et Sodin est en fait
légèrement plus précis au sens où il reste vrai si on compte le nombre de composantes connexes
dans une boule géodésique Bg(x,RΛ−1) avec R > 0 assez grand et x fixé.

Dans la même veine d’idées, Gayet et Welschinger démontrent que, pour toute hypersur-
face compacte Σ dans Rn, la probabilité de trouver Σ dans l’intersection de Nf avec une boule
géodésique Bg(x,RΛ−1) est bornée inférieurement de manière uniforme par une constante ex-
plicite strictement positive [98]. Nous renvoyons aussi à [95, 97] pour des résultats antérieurs
des mêmes auteurs pour les polynômes aléatoires. Plus récemment, Sarnak et Wigman [200]
puis Canzani et Sarnak [49] ont montré comment étudier la distribution asymptotique des
types topologiques et ont entre autres choses prouvé l’existence d’une mesure limite pour cette
distribution. L’un des corollaires du résultat de Gayet et Welschinger est l’existence pour tout
0 ≤ i ≤ n− 1 d’une constante explicite ci(M, g) > 0 telle que

ci(M, g)Λn ≤
∫
HΛ

bi(Nf )dµΛ(f),

où bi est le i-ième nombre de Betti de la variété. Ceci complète un de leurs résultats précédents
qui donnait une borne supérieure explicite (toujours d’ordre Λn) du i-ème nombre de Betti [96].
Leur argument pour la borne supérieure se base sur la théorie de Morse qui permet de majorer
les nombres de Betti d’indice i par le nombre de points critiques d’indice i d’une fonction de
Morse [208]. Précisément, étant donnée une fonction de Morse h : M → R, ils introduisent la
mesure suivante, pour 0 ≤ i ≤ n− 1,

νi(f) :=
∑

x∈Criti(heNf )\Crit(h)

δx,

où Crit(h) représente les points critiques de h dans M et Criti(heNf ) les points critiques
d’indice i de la restriction de h à Nf . Ceci leur fournit une suite de mesure sur M dont
ils vont calculer l’espérance de manière explicite et dont ils montrent qu’elle s’équidistribue
sur M . En testant νi(f) contre la fonction 1, ils en déduisent grâce à la théorie de Morse
des bornes sur les nombres de Betti. Ceci leur permet aussi, dans le cas où n est impair, de
calculer l’espérance de la caractéristique d’Euler :∫

HΛ

χ(Nf )dµΛ(f) =
2(−1)

n−1
2

πVol(Sn−1)

(
Λ√
n+ 2

)n
Volg(M) +O(Λn−1). (5.4)
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Rappelons en effet que la caractéristique d’Euler est donnée par la somme alternée du nombre
de points critiques d’indice i. Dans [148], Letendre a donné une preuve alternative de ce
résultat fondée sur la formule de Chern-Gauss-Bonnet [50] pour la caractéristique d’Euler et
l’a étendue à l’intersection de plusieurs ensembles nodaux. Au lieu de s’appuyer sur l’étude
des points critiques, il utilise le fait que la caractéristique d’Euler peut s’exprimer comme suit

χ(Nf ) := 〈f∗(δ0)‖df‖, ωf 〉 ,

où ωf est un certain terme de courbure qui dépend explicitement de f de manière polynomiale.

5.2 Cycle conormal

Maintenant que nous avons présenté le cadre ainsi que quelques résultats récents de
géométrie aléatoire, nous décrivons les résultats obtenus avec Nguyen Viet Dang dans [63].
L’une des nouveautés par rapport aux résultats précédents est de considérer le relevé “micro-
local” de ces variétés aléatoires. Notre objectif était de comprendre un objet géométrique un
peu plus général, à savoir le cycle conormal de Nf :

N∗(Nf ) := {(x, ξ) ∈ T ∗M : f(x) = 0 et ξ = tdxf pour un certain t 6= 0} .

Génériquement par rapport à la mesure gaussienne, cet ensemble définit une sous-variété lisse
de T̊ ∗M := {(x, ξ) ∈ T ∗M : ξ 6= 0} qui décrit à la fois la distribution du lieu d’annulation et
la distribution de la direction conormale à Nf dans le cotangent. Même si cette quantité est
naturelle, il semblerait qu’elle n’ait jamais été considérée dans ce cadre, que ce soit d’un point
de vue déterministe ou aléatoire. Avec Nguyen Viet Dang, nous avons voulu comprendre
la distribution de ces sous-variétés lagrangiennes dans T̊ ∗M en commençant par le cadre
probabiliste afin de mettre en évidence les comportements qu’on peut espérer pour ce type
d’objets. En guise de motivation, nous pouvons aussi rappeler l’autre formule de Chern pour la
caractéristique d’Euler [51] : il existe une n-forme différentielle ωg(x, ξ, dx, dξ) dans Ωn

c (T̊ ∗M)
ne dépendant que de la métrique sur M et telle que, pour toute sous-variété lisse N de M ,
on a

χ(N ) := 〈[N∗(N )], ωg〉 .

Ainsi, si on réussit à déterminer l’espérance du courant d’intégration [N∗(Nf )], on aura en
particulier une nouvelle démonstration pour le calcul de l’espérance de la caractéristique
d’Euler de Nf . De manière beaucoup plus générale, la théorie d’Alesker montre que toute
valuation lisse sur une variété sera de cette forme, i.e. elle pourra être représentée par une
forme différentielle dans Ωn

c (T̊ ∗M) qu’il faut évaluer contre le cycle conormal [2].

5.2.1 Equidistribution du cycle conormal en dimension impaire

Avant dénoncer nos résultats, mentionnons que N∗(Nf ) peut se décomposer en deux
“morceaux” (correspondant à t > 0 et t < 0). Il convient de les orienter convenablement
et nous choisissons l’orientation classique de l’article de Chern [51, p. 682]. Notre premier
résultat montre que le cycle conormal définit bien un élément de L1 [63] :

Théorème 5.2.1 (Dang-R. 2015). Soit (M, g) une variété riemannienne, lisse, compacte,
orientée, sans bords et de dimension n. Alors, l’application

f ∈ HΛ 7→ [N∗(Nf )] ∈ D′n(T̊ ∗M) (5.5)
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est intégrable par rapport à la mesure gaussienne µΛ. De manière équivalente, pour toute
forme test ω dans T̊ ∗M , l’application

f ∈ HΛ 7→ 〈[N∗(Nf )], ω〉 ∈ R

appartient à L1(HΛ, dµΛ).

Pour énoncer notre second résultat, notons Ωg la forme volume riemannienne sur (M, g),
π : T ∗M → M la projection canonique, et π∗Ωg le tiré en arrière de Ωg sur T ∗M . Nous
démontrons alors le résultat d’équidistribution suivant [63] :

Théorème 5.2.2 (Dang-R. 2015). Soit (M, g) une variété riemannienne, lisse, compacte,
orientée, sans bords et de dimension n. Alors, on a∫

HΛ

[N∗(Nf )]dµΛ(f) = Cn

(
Λ√
n+ 2

)n
π∗Ωg +O(Λn−1), (5.6)

avec

Cn =
2(−1)

n+1
2

πVol(Sn−1)
si n est impair, et Cn = 0 sinon.

De manière équivalente, ceci signifie que, pour toute forme test ω sur T̊ ∗M , on a∫
HΛ

〈[N∗(Nf )], ω〉 dµΛ(f) = Cn

(
Λ√
n+ 2

)n ∫
T ∗M

π∗Ωg ∧ ω +O(Λn−1).

En particulier, ce résultat permet de retrouver la formule (5.4) obtenue par Gayet-Welschinger
et Letendre pour l’espérance de la caractéristique d’Euler et de déduire un résultat pour toute
valuation lisse surM au sens d’Alesker [2]. Tout comme pour la propriété d’équidistribution (5.2)
de Bérard et de Zelditch, nous avons un phénomène d’équidistribution de ces sous-variétés
aléatoires mais cette fois dans les fibres du cotangent et en supposant que la dimension de la
variété ambiante est impaire. En dimension paire, notre résultat donne seulement une borne
supérieure d’ordre inférieure en Λ et il serait bien entendu naturel d’identifier le courant limite
si n est pair. Enfin, ces résultats ne disent rien sur le cas déterministe et il serait intéressant
d’explorer cette direction.

5.2.2 Schéma rapide de la preuve

Essayons maintenant d’expliquer les grandes lignes de la preuve en nous plaçant dans une
carte géodésique au voisinage d’un point x0. Étant donnée f dans HΛ, il va être suffisant par
symétrie de considérer

N∗+(Nf ) := {(x, ξ) ∈ Tn × Rn : f(x) = 0 et ξ = tdxf pour un certain t > 0} .

Pour f dans HΛ générique, introduisons l’application

G(f) : (t, x, ξ) ∈ R∗+ × T̊ ∗Tn 7→ y = (f(x), tdxf − ξ) ∈ Rn+1.

Le courant d’intégration sur N∗+(Nf ) s’écrit alors, pour µΛ-presque tout f ,

[N∗+(Nf )](x, ξ, dx, dξ) =

∫ +∞

0
G(f)∗ (δ0(y1, . . . , yn+1)dy1 ∧ . . . ∧ dyn+1) (t, x, ξ, dt, dx, dξ).
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Au regard de cette formule, on voit apparâıtre essentiellement deux complications : (1) le
caractère très combinatoire de l’expression, (2) le nombre de variables qui va rendre encore
plus délicates les formules d’inversion. Dans [63], nous avons donné deux manières d’aborder le
premier problème : l’une directe et assez combinatoire, l’autre basée sur l’intégrale de Berezin
qui permet au prix d’un petit peu d’abstraction d’éviter les défauts de la première. En ce
qui concerne l’inversion des intégrales, ce problème pourrait très probablement être traité
par des arguments de type Kac-Rice. Nous avons plutôt cherché à comprendre ces formules
d’un point de vue plus microlocal basé sur les formules de tiré en arrière de distributions
d’Hörmander [126].

Pour ce qui concerne l’aspect combinatoire, on écrit l’intégrale (oscillante) super-symétrique
qui suit :

δ0(y1, . . . , yn+1)dy1 ∧ . . . ∧ dyn+1 =
1

(−2iπ)n+1

∫
R(n+1|n+1)

e−i(p.y+Π.dy)dpdΠ.

La première étape de notre démonstration consiste alors à calculer l’intégrale gaussienne :

∫
HΛ

e−i(p.G(f)+Π.dG(f))dµΛ(f) = ei(p
′.ξ+Π.dξ) exp

−
〈

(p,Π) , C
(2)
Λ (x, x) (p,Π)

〉
2

 ,

où C
(2)
Λ (x, x) est une matrice de covariance à coefficient dans les formes différentielles des va-

riables impaires (dx, dt) et dont les coefficients sont complètement déterminés par les asymp-
totiques de Weyl locales [21]. On intègre ensuite par rapport à R(n+1|n+1), ce qui revient in
fine à calculer la (super-)transformée de Fourier d’une gaussienne dépendant de variables
paires et impaires. Même s’ils sont plus poussés, les arguments super-symétriques sont simi-
laires à ceux que l’on a utilisés pour calculer l’espérance du courant d’intégration [Nf ]. Cette
seconde étape nous permet d’obtenir une n + 1 forme différentielle ω(t, x, ξ, dt, dx, dξ) et il
suffit d’intégrer t entre 0 et +∞ pour conclure.



Chapitre 6

Résonances de Pollicott-Ruelle pour
les flots de gradient

Dans ce dernier chapitre, nous revenons sur le théorème de Liverani 4.2.5 que nous avons
utilisé au chapitre 4 dans le cadre de l’étude de la croissance des normes Lp des fonctions
propres du laplacien. Rappelons que ce résultat de nature dynamique nous donnait une infor-
mation quantitative sur le caractère mélangeant du flot géodésique en courbure négative. Nous
allons maintenant expliquer le contexte de ce théorème. Dans les chapitres 1 à 4, c’est la dyna-
mique classique qui nous permettait de déduire des résultats semi-classiques. Ici, nous verrons
comment d’une certaine manière l’analyse microlocale peut aider à la compréhension des pro-
priétés en temps longs d’un flot classique. Pour conclure ce mémoire, nous montrerons aussi
comment ces résultats s’appliquent naturellement à des questions de topologie différentielle.
Les résultats discutés dans ce chapitre sont essentiellement l’objet de l’article [64] écrit avec
Nguyen Viet Dang. Nous renvoyons aussi à [65, 66, 67] pour des généralisations récentes de
ces résultats à des flots de type Morse-Smale que nous ne discuterons pas en détail dans ce
mémoire.

6.1 Résonances de Pollicott–Ruelle

Dans ce chapitre, M est une variété compacte, orientée, lisse (C∞), sans bords et de
dimension n ≥ 1. Étant donné un champ de vecteurs lisse V sur M , on peut définir un flot
ϕt : M →M et l’une des questions de base des systèmes dynamiques consiste à comprendre la
dynamique en temps longs de ce type d’objet. De cette manière, il s’agit d’un problème assez
vague mais on peut essayer de le formuler un peu plus précisément. On peut par exemple
fixer ψ1 dans Ωk(M) et se demander quelle est la limite faible en temps longs de la quantité
ϕ−t∗(ψ1). Pour cela, on peut introduire la fonction de “corrélation” du flot :

∀t ≥ 0, Cψ1,ψ2(t) :=

∫
M
ϕ−t∗(ψ1) ∧ ψ2, (6.1)

où ψ1 est un élément de Ωk(M) et ψ2 de Ωn−k(M). Il est alors naturel de se demander sous
quelles conditions sur le flot la limite de ϕ−t∗(ψ1) existe au sens des courants. Afin de dresser
le parallèle avec les questions qui nous ont occupés aux chapitres précédents, observons d’ores
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82 CHAPITRE 6. RÉSONANCES DE POLLICOTT-RUELLE

et déjà que ϕ−t∗(ψ1) est solution de l’équation de Schrödinger

i∂tψ =
1

i
LV ψ, ψ(t = 0) = ψ1, (6.2)

où LV est la dérivée de Lie le long du champ de vecteurs V . Rappelons que la formule de
Cartan nous permet d’écrire LV sous la forme super-symétrique

1

i
LV = (d− iιV )2, (6.3)

que l’on peut penser comme un analogue de la formule 1

∆g = (d+ d∗)2

en théorie de Hodge. Cette analogie formelle avec la théorie de Hodge sera notamment utile
dans la perspective des applications à la topologie différentielle sur lesquelles nous reviendrons
un peu plus loin dans ce chapitre. Observons aussi que, si l’on se rappelle des raisonnements
mis en oeuvre aux chapitres précédents, les propriétés asymptotiques des solutions de (6.2)
vont être intimement liées aux propriétés de l’hamiltonien sous-jacent

∀(x, ξ) ∈ T ∗M, HV (x, ξ) := ξ(V (x)), (6.4)

qui n’est rien d’autre que le symbole principal de l’opérateur 1
iLV . Le flot hamiltonien cor-

respondant peut alors s’écrire

Φt(x, ξ) :=
(
ϕt(x),

(
dϕt(x)T

)−1
ξ
)
. (6.5)

Maintenant que nous avons décrit les analogies avec les chapitres précédents, il convient de
soulever certaines différences fondamentales qui vont compliquer l’analyse : 1

iLV n’est pas
un opérateur elliptique, son spectre sur L2(M) n’est pas discret, etc. Afin de remédier à
ces difficultés, on va chercher à étudier cet opérateur sur d’autres espaces de Hilbert sur
lesquels l’opérateur ne sera plus auto-adjoint mais pour lesquels on pourra voir apparâıtre un
spectre discret. Cette approche quantique (ou plutôt micro-locale) des questions de dynamique
classique a notamment été mise en lumière par Faure, Sjöstrand et Tsujii dans le cas des flots
de type Anosov [224, 88, 225, 89], ces travaux faisant suite à des résultats antérieurs de
Baladi-Tsujii [13, 14] et de Faure-Roy-Sjöstrand [87] pour les applications hyperboliques.

6.1.1 Petit panorama sur les résonances de Pollicott–Ruelle

Avant de discuter plus en détail ce point de vue microlocal en systèmes dynamiques,
dressons un petit panorama des résultats connus sur la question initiale qui était de décrire la
fonction de corrélation Cψ1,ψ2(t). À titre d’illustration, nous démarrons avec le cas particulier
où ϕt est le flot géodésique sur le fibré cotangent S∗M d’une variété riemannienne à courbures
sectionnelles strictement négatives. Comme nous l’avons déjà dit au paragaphe 1.2.1, le flot
vérifie la propriété d’Anosov qui a démontré le mélange de la mesure de Liouville L ou de
manière équivalente la convergence de la fonction de corrélation Cψ1,ψ2(t) lorsque ψ1 est un
élément de Ω0(M) [11]. On peut reformuler ce résultat de la manière suivante :

∀ψ ∈ Ω0(S∗M), ϕ−t∗(ψ1) ⇀

∫
S∗M

ψ1dL, quand t→ +∞. (6.6)

1. Ici, d∗ désigne l’adjoint de d par rapport à la métrique riemannienne g.
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Une fois la limite faible connue, il est naturel de se demander à quelle vitesse ϕ−t∗(ψ1)
converge vers l’état d’équilibre. Cette question est longtemps restée ouverte. Dans les années
80, Pollicott et Ruelle ont étudié la transformée de Laplace de la fonction Cψ1,ψ2(t) [180, 196],
i.e.

Ĉψ1,ψ2(z) :=

∫ +∞

0
e−ztCψ1,ψ2(t)dt, (6.7)

qui définit une fonction holomorphe sur un demi-plan {Re(z) > C} avec C > 0 assez grand.
En se basant sur le codage de tels flots par des partitions de Markov [36], ils ont démontré
l’existence d’un prolongement méromorphe de cette fonction à un demi-plan {Re(z) ≥ −δ}
avec δ > 0. Les pôles de ce prolongement donnent en un certain sens des informations sur la
dynamique en temps longs de ces flots et nous appellerons ces pôles résonances de Pollicott–
Ruelle du flot. Dans le cas où ψ1 est dans Ω0(M), leur approche permet aussi de démontrer
que l’on a un unique pôle sur l’axe imaginaire. Ce pôle est simple et correspond au fait que
la mesure de Liouville est mélangeante. Ils n’excluent toutefois pas la possibilité d’avoir une
infinité de pôles s’accumulant sur l’axe imaginaire, la manière dont ceux-ci s’accumuleraient
étant liée à la vitesse de convergence vers l’équilibre dans (6.6). Les résultats de Pollicott
et Ruelle s’appliquent en fait de manière plus générale aux flots de type axiome A [210] et
nous reviendrons sur cette question dans un instant. Le fait qu’on ait convergence à vitesse
exponentielle vers l’équilibre a été démontré en toute généralité par Liverani [151] comme
nous l’avons vu dans le théorème 4.2.5. En courbure constante, ceci avait été prouvé par
Ratner [183] et Moore [167] en dimension 2 et par Pollicott en dimension 3 [181]. En courbure
variable, des résultats dans cette direction avaient été obtenus par Chernov [52] et Dolgo-
pyat [71] en se servant du formalisme des partitions de Markov. La nouveauté de l’approche
de Liverani est d’étudier vraiment le spectre du générateur LV du flot géodésique sur des
espaces de Banach appropriés. En combinant ce point de vue aux approches de Chernov et
Dolgopyat, il réussit à démontrer un trou spectral pour le générateur du flot agissant sur
un bon espace de Banach et à en déduire le théorème 4.2.5. L’espace de Banach qu’il doit
introduire est, lui, inspiré par les espaces de Hölder “anisotropes” qu’il avait introduits avec
Blank et Keller pour étudier le problème analogue dans le cas de certains difféomorphismes
Anosov [25]. Depuis l’article [25], on a assisté à une explosion d’articles traitant ce type de
questions d’un point de vue spectral direct et il serait difficile de les décrire tous. Mentionnons
tout de même que, dans le cas d’un flot de type Anosov, Butterley et Liverani ont amélioré
le résultat de Pollicott et Ruelle en démontrant que Ĉψ1,ψ2(z) admettait un prolongement
méromorphe à tout C [46]. Les espaces fonctionnels de Liverani et ses collaborateurs sont
basés sur les espaces de fonctions hölderiennes et leurs duaux. Plus précisément, les espaces
de Banach sont constitués d’éléments qui ont une régularité hölderienne dans un cône autour
de la direction fortement instable mais qui sont beaucoup plus irréguliers dans un cône de
la direction stable, en quelque sorte dans le dual des fonctions hölderiennes. Dans le cas des
difféomorphismes hyperboliques, Baladi-Tsujii [13, 14] puis Faure-Roy-Sjöstrand [87] ont in-
troduit un point de vue plus en lien avec l’analyse de Fourier en se basant sur des espaces de
Sobolev d’ordre variable, i.e. dont l’ordre sera positif le long des directions instables et négatif
le long des directions stables. Comme nous l’avons déjà évoqué, cette approche a ensuite été
étendue aux flots de type Anosov dans [224, 88, 225, 79].

Les travaux de Pollicott et Ruelle concernaient en fait des flots beaucoup plus généraux
à savoir les flots dont l’ensemble non-errant 2 est hyperbolique au sens du paragraphe 1.2.1.

2. Rappelons qu’un point x est dit errant s’il existe un voisinage ouvert non vide U de x et un t0 > 0 tel
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Ce type de flots a été introduit par Smale [210, p. 57] comme une généralisation des flots
de gradient associés à une fonction de Morse et des flots géodésiques sur les variétés à cour-
bure négative. On parle alors de flots de type Axiome A en accord avec la terminologie
de l’article original de Smale. Rappelons que Smale démontre qu’on peut alors décomposer
l’ensemble non-errant en une union finie d’ensembles compacts {Λ1, . . . ,ΛK} invariants sur
lesquels le flot sera topologiquement transitif 3. Les résultats de Pollicott et Ruelle s’étendent
à ce cadre pourvu que l’on choisisse des fonctions tests pour la fonction de corrélation qui
soient supportées près d’un ensemble basique fixé. Nous renvoyons aux articles originaux pour
une formulation plus précise. En développant l’approche fonctionnelle ci-dessus, Baladi-Tsujii
et Gouëzel-Liverani ont, quant à eux, démontré que l’on pouvait obtenir un prolongement
méromorphe à tout C pour des applications Axiome A [14, 106], toujours en supposant que les
observables sont supportées près d’un ensemble basique. Sous la même hypothèse de support
et en utilisant une approche microlocale, Dyatlov et Guillarmou ont prouvé ce prolongement
méromorphe à tout C [76] dans le cas des flots. Ils en déduisent en particulier le prolongement
méromorphe de la fonction zeta dynamique, généralisant ainsi au cas Axiome A des résultats
de Giuletti-Liverani-Pollicott [103] et Dyatlov-Zworski [79] dans le cas Anosov.

Les travaux de Thom [222] et Smale [208] sur les flots de gradient associés à une fonction
de Morse ont mis en évidence les liens forts entre la topologie de la variété et la dynamique
globale des flots de gradient. Avec cette observation en tête et en se souvenant que les flots
Axiome A sont une généralisation de ces flots de gradient, il semble important de ne pas se li-
miter à l’étude des flots près des ensembles basiques si on veut relier ces résultats dynamiques
aux propriétés globales du flot. Dans cette perspective, il est naturel d’essayer de comprendre
le comportement de la fonction de corrélation sans faire d’hypothèse sur le support des ob-
servables comme c’est le cas pour les flots géodésiques en courbure négative. Le reste de ce
chapitre sera consacré à ces questions dans le cas particulier des flots de gradient de type
Morse-Smale.

6.1.2 Flots de gradient Morse-Smale

Fixons pour la suite de ce chapitre une fonction f que l’on supposera lisse (C∞) et de type
Morse. En d’autres termes, f a seulement un nombre fini de points critiques que l’on suppose
non dégénérés. On note Crit(f) pour l’ensemble de ces points critiques. Pour simplifier la
présentation, on supposera aussi que, pour a 6= b dans Crit(f), on a f(a) 6= f(b). Si on se
donne une métrique riemannienne lisse, on peut alors définir un champ de vecteurs en posant

∀(x, v) ∈ TM, dxf(v) = 〈Vf (x), v〉g(x). (6.8)

On dit que Vf est le gradient de la fonction f (par rapport à la métrique g). Un tel champ
de vecteurs génère un flot complet sur M que l’on notera ϕtf . L’ensemble non errant de ce
flot est exactement égal à l’ensemble des points critiques de la fonction de Morse [175]. Les
points critiques étant non dégénérés, l’ensemble non errant est bien hyperbolique et on a ainsi
l’exemple le plus simple d’un flot Axiome A au sens de Smale. Étant donné a dans Crit(f),
on peut définir sa variété stable (resp. instable), i.e.

W s/u(a) :=

{
x ∈M : lim

t→+/−∞
ϕtf (x) = a

}
que U ∩ (∪|t|≥t0ϕ

t(U)) = ∅.
3. Ceci signifie que pour tous les couples d’ouverts (U, V ) non vides, il existe t ∈ R tel que ϕt(U) ∩ V 6= ∅.
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et démontrer qu’il s’agit de sous-variétés plongées dans M [208, 229, 138]. On pose 0 ≤ r ≤ n
(resp. n − r) pour la dimension de W s(a) (resp. W u(a)). Notons que r est aussi l’indice de
Morse du point critique a et que W u(a) ∩W s(a) = {a}. Une propriété remarquable de ces
sous-variétés est qu’elles forment une partition de la variété M [222], i.e.

M =
⋃

a∈Crit(f)

W s(a), and ∀a 6= b, W s(a) ∩W s(b) = ∅.

La même propriété reste vraie pour les variétés instables. Cette décomposition joue bien
entendu un rôle essentiel dans les applications à la topologie comme cela a été observé par
Thom [222]. Toujours dans l’optique des applications à la topologie différentielle, Smale impose
que, pour tous les choix de a et b dans Crit(f), les sous-variétés W s(a) et W u(b) s’intersectent
transversalement dès lors qu’elles s’intersectent. Cette hypothèse s’avère aussi être cruciale
dans notre analyse. On parle de métrique de type Morse-Smale ou encore de flots de gradient
Morse-Smale. La fonction de Morse f étant fixée, on peut vérifier que cette condition de
transversalité est satisfaite par un ouvert dense de métrique [112].

Si on revient à la question des fonctions de corrélation, Laudenbach et Harvey-Lawson
démontrent le résultat suivant [22, 113] :

Théorème 6.1.1 (Laudenbach, Harvey-Lawson). Soit f une fonction de Morse. Alors, il
existe une métrique de type Morse-Smale “adaptée” telle que

— (Laudenbach) pour tout a dans Crit(f), W u(a) et W s(a) définissent des courants
d’intégration au sens de De Rham que l’on note [W u(a)] et [W s(a)],

— (Harvey-Lawson) pour tout 0 ≤ k ≤ n et pour tout ψ1 dans Ωk(M),

ϕ−t∗(ψ1) ⇀
∑

a:dimW s(a)=k

〈[W s(a)], ψ1〉[W u(a)], quand t→ +∞. (6.9)

Par métrique “adaptée”, on attend que la métrique soit euclidienne dans une carte de
Morse [138] mais cette hypothèse peut être un peu relâchée [166]. La difficulté de la première
partie de ce théorème est qu’on peut facilement intégrer une forme différentielle dont le support
est inclus dans un compact de W u(a) mais qu’il n’est pas du tout clair qu’on puisse intégrer
une forme différentielle dont le support intersecte ∂W u(a) := W u(a)−W u(a). Pour justifier
ce point, il faut étudier de manière précise la structure du “bord” de W u(a). Laudenbach
démontre que W u(a) est une sous-variété à singularités coniques et qu’on peut en particulier
en faire un courant d’intégration au sens de De Rham [69, 206]. Le résultat d’Harvey et
Lawson peut être vu comme un analogue du résultat d’Anosov (6.6). Observons deux choses
remarquables au sujet de ce résultat : (1) il s’agit d’un résultat sur la dynamique globale du
flot, (2) la partition en cellules de Thom apparâıt comme limite de la fonction de corrélation.
Concernant le premier point, on peut constater que le flot converge vers un état d’équilibre
qui est combinaison de plusieurs états stationnaires linérairement indépendants à savoir les
[W u(a)]. Dans (6.6), on avait un seul état d’équilibre qui était donné par la fonction constante
1, ceci étant notamment dû au caractère topologiquement transitif du flot.

De ces résultats, on peut déduire différents résultats classiques de topologie différentielle :
finitude des nombres de Betti, inégalités de Morse. Nous verrons comment interpréter ce
théorème de manière spectrale et d’une certaine manière le préciser en adoptant le point de
vue des paragraphes précédents. Avant d’énoncer nos résultats avec Nguyen Viet Dang, nous
devons introduire deux définitions supplémentaires. Tout d’abord, pour tout a dans Crit(f),
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on définit Lf (a) comme l’unique matrice vérifiant

∀ξ, η ∈ TaM, d2
af(ξ, η) = ga(Lf (a)ξ, η). (6.10)

Comme a est un point critique non dégénéré, Lf (a) est symétrique par rapport à ga et
inversible. Ses valeurs propres sont les exposants de Lyapunov du point a et on les note

χ1(a) ≤ . . . ≤ χr(a) < 0 < χr+1(a) ≤ . . . ≤ χn(a),

où r est l’indice du point critique a. Pour l ≥ 0, nous dirons que le flot ϕtf est Cl-linéarisable

si, pour tout point critique a de f , il existe une carte de classe Cl au voisinage de a tel que le
flot s’écrive localement, pour t assez petit,

ϕtf (x1, . . . , xn) =
(
etχ1(a)x1, . . . , e

tχn(a)xn

)
. (6.11)

Grâce au théorème d’Hartman-Grobman, on peut toujours trouver une carte C0. Le théorème
de Sternberg-Chen [171] assure quant à lui que la carte peut être choisie de classe Cl pourvu
qu’un nombre fini 4 de conditions de non résonance soient satisfaites par les exposants de Lya-
punov. On supposera par la suite que le flot est C∞-linéarisable. Certains résultats ci-dessous
pourraient être étendus au cas où l est fini et supérieur ou égal à 1 mais cela nécessiterait
un travail technique supplémentaire que nous n’avons pas traité dans [64]. Les métriques du
théorème de Laudenbach et Harvey-Lawson génèrent en tout cas des flots C∞-linéarisables.
Cette propriété est aussi satisfaite pour un choix générique de métriques grâce au théorème
de Sternberg-Chen.

6.1.3 Asymptotique des corrélations

Maintenant que nous avons fixé le cadre, nous pouvons énoncer les résultats obtenus
avec Nguyen Viet Dang. Commençons par le raffinement suivant du théorème 6.1.1 obtenu
dans [64] :

Théorème 6.1.2 (Dang-R. 2016). Supposons que ϕtf est un flot de gradient Morse-Smale
qui est C∞-linéarisable. Alors, pour tout 0 ≤ k ≤ n, pour tout

0 < χ < min{|χj(b)| : 1 ≤ j ≤ n et b ∈ Crit(f)},

et pour tout (ψ1, ψ2) ∈ Ωk(M)× Ωn−k(M), on a∫
M
ϕ−t∗f (ψ1) ∧ ψ2 =

∑
a:dimW s(a)=k

∫
W s(a)

ψ1

∫
Wu(a)

ψ2 +Oψ1,ψ2(e−χt),

lorsque t tend vers +∞.

La preuve que nous donnons est de nature spectrale et totalement indépendante des
théorèmes de Laudenbach et d’Harvey-Lawson. En particulier, nous redémontrons l’exis-
tence des courants associés aux variétés stables et instables ainsi que la convergence des
corrélateurs vers une limite finie. Ce premier théorème pourrait probablement être obtenu

4. Ce nombre dépend des exposants de Lyapunov et de l.
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par des méthodes de la théorie des courants à la Federer comme celles qu’utilisent Lauden-
bach et Harvey-Lawson. Ce résultat n’est cependant que le premier terme d’une asymptotique
que notre approche spectrale permet de décrire complètement. Pour énoncer notre théorème
général, nous introduisons la notation suivante :

|χ(a)| = (|χ1(a)|, . . . , |χn(a)|).

Dans [64], nous démontrons :

Théorème 6.1.3 (Dang-R. 2016). Supposons que ϕtf est un flot de gradient Morse-Smale
dont tous les exposants de Lyapunov sont rationnellement indépendants. Soit 0 ≤ k ≤ n.

Alors, pour tout a dans Crit(f) et pour tout α dans Nn, il existe une application linéaire
continue 5 :

π
(α)
a,k : Ωk(M)→ D′k(M),

telle que, pour tout (ψ1, ψ2) ∈ Ωk(M)× Ωn−k(M) et pour tout χ > 0, on a∫
M
ϕ−t∗f (ψ1) ∧ ψ2 =

∑
a∈Crit(f)

∑
α∈Nn:α.|χ(a)|≤χ

e−tα.|χ(a)|
∫
M
π

(α)
a,k (ψ1) ∧ ψ2 +Oψ1,ψ2(e−χt),

lorsque t tend vers +∞. De plus, pour tout a dans Crit(f) et pour tout α dans Nn, on a

— 0 ≤ rg(π
(α)
a,k ) ≤ 2n,

— pour tout ψ1 dans Ωk(M), π
(α)
a,k (ψ1) est supporté dans W u(a),

— rg(π
(0)
a,k) = δk,dim(W s(a)),

— pour tout α dans (N∗)n, rg(π
(α)
a,k ) = n!

k!(n−k)! .

En particulier, ce théorème démontre que les résonances de Pollicott-Ruelle des flots de
gradient sont de la forme −α.|χ(a)| avec α un multi-indice dans Nn. Observons que nous
faisons l’hypothèse que les exposants de Lyapunov sont rationnellement indépendants. Notre
théorème est en fait valable de manière plus générale si le flot est supposé C∞-linéarisable à la
différence que l’asymptotique peut dans ce cas faire intervenir des termes polynomiaux [64, 66].
Si l’on ne s’intéresse qu’à des observables ψ1 et ψ2 supportées près d’un point critique donné,
alors ce résultat peut s’obtenir facilement en utilisant la formule de Taylor afin de déduire
un développement asymptotique à tout ordre (voir paragraphe 6.2.1). Ici, il s’agit vraiment
d’un résultat global sur les flots de gradient qui est valable pour tout choix de ψ1 et de ψ2

sans restriction sur leurs supports. À la différence des résultats obtenus dans le cas Anosov
ou Axiome A, nous décrivons non seulement les résonances de Pollicott-Ruelle, mais aussi
les vecteurs propres généralisés. En particulier, ce théorème établit l’existence de courants
portés par les variétés instables. Nous démontrons que, pour chaque choix de a ∈ Crit(f) et

de 0 ≤ k ≤ n, tout élément u dans l’image de π
(α)
a,k est supporté dans W u(a) et vérifie

L(k)
V (u) = α.|χ(a)|u.

Ainsi, en plus de donner un développement asymptotique à tout ordre, nous construisons
des courants propres portés par les variétés instables qui généralisent ceux construits par
Laudenbach dans [22].

5. Ici, D′k(M) désigne l’ensemble des courants de degré k, i.e. le dual topologique de Ωn−k(M).
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Pour conclure notre discussion, mentionnons que, dans son carnet de problèmes [35,
Problème 1], Bowen mentionne la question suivante à propos des flots de gradient : To what
extent does the gradient flow near a critical point depend on the metric ? Le théorème 6.1.3
donne quelques éléments de réponse à cette question du point de vue de la dynamique glo-
bale (plutôt que locale) des flots de gradient. Nous pouvons, par exemple, observer que les
résonances de Pollicott-Ruelle d’un flot de gradient dépendent uniquement des exposants de
Lyapunov et donc du 0-jet de la métrique aux points critiques 6. Notre analyse permet aussi
de décrire la structure des états résonants correspondants en fonction du choix de la métrique.
Comme le suggère la question de Bowen, il serait intéressant de comprendre plus en détail
ce qui se passe près des points critiques, par exemple de mieux analyser les termes polyno-
miaux qui peuvent apparâıtre ou encore la structure des modes propres lorsqu’on enlève les
hypothèses d’indépendance rationnelles entre les points critiques [66].

6.2 Schéma de la preuve

Par souci de simplicité, nous nous limiterons au degré k = 0 sachant que la preuve en
degré supérieur suit un schéma similaire.

6.2.1 Un calcul préliminaire

Commençons par étudier le problème près d’un point fixe donné a dans Crit(f) dont
l’indice sera noté r. On fixe deux formes tests ψ1(x) ∈ Ω0(M) et ψ2(x, dx) ∈ Ωn(M) qui
sont toutes les deux supportées dans un petit voisinage de a où le flot peut être linéarisé de
manière C∞ sous la forme (6.11). On peut alors écrire :∫

M
ϕ−t∗f (ψ1) ∧ ψ2 =

∫
Rn
ψ̃1(e−tχ1(a)x1, . . . , e

−tχn(a)xn)ψ̃2(x1, . . . , xn)dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

On effectue un changement de variables sur les coordonnées 1 ≤ j ≤ r qui nous donne∫
M
ϕ−t∗f (ψ1) ∧ ψ2 = et

∑r
j=1 χj(a)

∫
Rn
ψ̃1(x1, . . . , xr, e

−tχr+1(a)xr+1, . . . , e
−tχn(a)xn)

×ψ̃2(etχ1(a)x1, . . . , e
tχr(a)xr, xr+1, . . . xn)dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

En écrivant la formule de Taylor, on obtient formellement le développement asymptotique
suivant : ∫

M
ϕ−t∗f (ψ1) ∧ ψ2 ∼ et

∑r
j=1 χj(a)

∑
(α,β)∈Nr×Nn−r

Cα,βe
−t(α,β).|χ(a)|

×
〈
x(α,0)δ

(β)
0 (xr+1, . . . , xn), ψ̃1

〉〈
x(0,β)δ

(α)
0 (x1, . . . , xr), ψ̃2

〉
,

où les Cα,β sont des constantes universelles. Ainsi, pour tout α dans Nn, on a, au voisinage
de a dans Crit(f), un germe de vecteur propre uα qui s’écrit en coordonnées locales

uα,a(x1, . . . , xr) := δ
(α1,...,αr)
0 (x1, . . . , xr)x

αr+1

r+1 . . . xαnn , (6.12)

6. Si on se limite à la dynamique locale près d’un point critique, l’analogue de cette observation peut aussi
être déduit des travaux de Baladi et Tsujii sur les difféomorphismes Axiome A [14].
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et qui vérifie, toujours au voisinage de a,

1

i
LVf (uα,a) = −i

α.|χ(a)|+
r∑
j=1

χj(a)

uα,a. (6.13)

La stratégie de la preuve est alors la suivante :

1. étendre le germe de vecteur propre en un vecteur propre défini globalement,

2. montrer que tous les vecteurs propres ainsi définis permettent de décrire tout le
développement asymptotique de la fonction de corrélation.

Pour le premier point, il est naturel d’utiliser l’équation (6.13) pour prolonger le germe local de
distribution uα,a en une distribution définie sur l’ouvert M − ∂W u(a) où ∂W u(a) = W u(a)−
W u(a). La distribution ainsi étendue vérifie toujours l’équation aux valeurs propres 6.13 et
il faut essayer de la prolonger en une distribution globalement bien définie sur M . Il s’agit
de problématiques classiques en théorie quantique des champs [62] et qui apparaissent aussi
naturellement dans la preuve de Laudenbach et d’Harvey-Lawson. Ici, nous traitons cette
difficulté d’une manière complètement différente en nous servant de la théorie spectrale. Plus
précisement, pour tout χ > 0, nous construisons dans un premier temps un espace de Sobolev
“anisotrope” Hmχ(M) pour lequel l’opérateur 1

iLV a un spectre discret sur le demi-plan
{Im(z) > −χ} puis nous utilisons notre analyse spectrale pour démontrer les points 1 et 2
mentionnés ci-dessus.

6.2.2 Dynamique dans le cotangent et espaces anisotropes

Notre construction spectrale s’inspire de l’approche microlocale développée par Faure et
Sjöstrand pour étudier le spectre des corrélations de flots de type Anosov [88]. Pour une
fonction m(x, ξ) dans S0(T ∗M), on définit l’espace de Sobolev d’ordre variable :

Hm(M) := Op
(

(1 + ‖ξ‖2x)
m(x,ξ)

2

)−1
L2(M).

Étudier l’opérateur 1
iLVf revient à étudier l’opérateur non auto-adjoint

ĤVf := Op
(

(1 + ‖ξ‖2x)
m(x,ξ)

2

)
◦
(

1

i
LVf

)
◦Op

(
(1 + ‖ξ‖2x)

m(x,ξ)
2

)−1

sur L2(M). Une application des règles du calcul pseudo-différentiel nous montre que cet
opérateur peut se récrire :

ĤVf = Op

(
HVf + iXHVf

.

(
m(x, ξ)

2
ln(1 + ‖ξ‖2x)

))
+O(Ψ0(M)) +Om(Ψ−1+0(M)),

où HVf est l’hamiltonien défini par (6.4) et XHVf
le champ de vecteurs correspondant. Ainsi,

si, pour tout c > 0, on réussit à construire une fonction m(x, ξ) telle que, pour ‖ξ‖x assez
grand,

XHVf
.

(
m(x, ξ)

2
ln(1 + ‖ξ‖2x)

)
≤ −c, (6.14)
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alors la partie imaginaire du symbole de l’opérateur sera “elliptique” dans une zone ‖ξ‖x ≥ R
avec R > 0 assez grand. En utilisant la théorie de Fredholm, nous pourrons alors inverser
l’opérateur “modulo un opérateur compact” et ainsi en déduire que l’opérateur

1

i
LVf : Hm(M)→ Hm(M)

a du spectre discret dans la zone {Im(z) > −χ}, pourvu que c > 0 soit choisi assez grand
dans (6.14). En d’autres termes, si l’on suit la stratégie de Faure et Sjöstrand, la difficulté
principale réside dans la construction d’une fonction m vérifiant (6.14), ce qui n’est rien
d’autre qu’une question de systèmes dynamiques hamiltoniens. Afin de comprendre comment
construire une telle fonction m, commençons par écrire

XHVf
.

(
m(x, ξ)

2
ln(1 + ‖ξ‖2x)

)
= XHVf

(m)× 1

2
ln(1 + ‖ξ‖2x) +m(x, ξ)

XHVf
.
(
‖ξ‖2x

)
2(1 + ‖ξ‖2x)

. (6.15)

On peut d’ores et déjà remarquer que le second terme du membre de droite est borné. Il
faut donc nécessairement imposer XHVf

(m) ≤ 0 afin d’espérer démontrer l’inégalité (6.14)

pour ‖ξ‖ assez grand. On peut observer que −XHVf
(f) ≤ 0. Ainsi, si l’on pose m(x, ξ) =

−f(x) + m0(x, ξ) avec XHVf
(m0) ≤ 0, l’inégalité sera vérifiée loin des points critiques du

flot. Près d’un point critique a, on peut faire appel à l’hyperbolicité du flot pour démontrer

que
XHVf

.(‖ξ‖2x)
2(1+‖ξ‖2x)

≥ c0 > 0 (resp. ≤ −c0 < 0) le long de la direction instable (resp. stable)

N∗(W u(a)) (resp.N∗(W s(a))). En particulier, si on choisitm0(x, ξ)� 0 le long de la direction
instable et m0(x, ξ)� 0 le long de la direction stable, on aura aussi démontré l’inégalité (6.14)
dans cette zone de l’espace des phases. Pour résumer, il suffit donc de construire une fonction
m0(x, ξ) dans s0(T ∗M) vérifiant les propriétés suivantes :

— XHVf
(m0) ≤ 0,

— au voisinage des points critiques, m0(x, ξ) � 0 le long de la direction instable et
m0(x, ξ)� 0 le long de la direction stable,

— toujours au voisinage des points critiques mais loin des directions stables et instables,
XHVf

(m0) ≤ −c1 < 0.

Si nous réunissons ces ingrédients, nous serons alors capables de faire marcher la stratégie
de Faure-Sjöstrand décrite plus haut. C’est à cette étape de la preuve que nous avons besoin
de comprendre de manière cruciale les propriétés topologiques et dynamiques des variétés
instables. Nous démontrons en particulier le théorème suivant qui est plus ou moins suffisant
pour conclure cette construction spectrale [64, 65] :

Théorème 6.2.1 (Dang-R. 2016). Soit ϕtf un flot de gradient Morse-Smale qui est C1-
linéarisable. Alors,

1. L’ensemble
Σ :=

⋃
a∈Crit(f)

N∗(W u(a)) ∩ S∗M

est compact.

2. Pour tout ε > 0, il existe un ε-voisinage ouvert O de Σ dans S∗M tel que, pour tout
t ≥ 0,

Φ̃t
Vf

(O) ⊂ O,

où Φ̃t
Vf

est le flot induit par l’Hamiltonien HV sur S∗M .
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La preuve de ce résultat s’inspire des travaux originaux de Smale [208] que nous transpo-
sons dans un contexte hamiltonien. Nous renvoyons aussi le lecteur aux travaux de Weber [229]
pour une formulation proche de la nôtre. Ce théorème nous permet en particulier de nous
affranchir des constructions délicates de Laudenbach dans [22]. Le prix à payer est bien en-
tendu que nous avons une description beaucoup moins précise de la structure différentiable
de W u(a).

6.2.3 Construction des vecteurs propres

Supposons maintenant que nous avons démontré que le spectre de l’opérateur 1
iLV (agis-

sant sur l’espace Hm(M)) est discret et de multiplicité finie dans la zone Im(z) > −χ. Pour
chaque z0 dans ce demi-plan complexe, on peut définir un projecteur spectral

Πz0 :=
1

2iπ

∫
Γz0

dz(
z − 1

iLVf
) ,

où Γz0 est un contour bordant un petit disque qui contient au plus la valeur propre z0 dans
son intérieur. Si z0 n’est pas valeur propre, ceci définit bien entendu un opérateur nul. Au
voisinage du point critique, on peut alors étendre la distribution uα définie par (6.12) en se
fixant une petite fonction de troncature χa,α au voisinage de a et en posant

uα,a := Πz0(χa,αuα),

où

z0 := −i

α.|χ(a)|+
r∑
j=1

χj(a)

 .

On peut vérifier en utilisant [88, Th. 1.5] que la distribution ainsi définie est indépendante
du choix de la fonction d’ordre m utilisée dans la définition de l’espace de Sobolev aniso-
trope Hm(M). Par ailleurs, on peut démontrer que uα,a cöıncide avec uα au voisinage du
point critique et que l’on a en particulier défini une famille de distributions linérairement
indépendantes. Ces distributions vérifient

1

i
LVfuα,a = −i

α.|χ(a)|+
r∑
j=1

χj(a)

uα,a sur M − ∂W u(a)

mais elles ne satisfont a priori que1

i
LVf + i

α.|χ(a)|+
r∑
j=1

χj(a)

N

uα,a = 0 sur M,

pour un choix de N assez grand dépendant de a et de α. Par cette procédure spectrale, nous
avons donc étendu les germes de distributions invariantes et nous pouvons bien sûr procéder
de la même manière pour des courants de degré k plus élevé. Cette définition permet de
court-circuiter en un sens l’analyse faite par Laudenbach mais, de nouveau, la difficulté a été
déplacée dans la construction de l’espace anisotrope. Par ailleurs, même si nous construisons
une infinité de distributions supportées dans W u(a), nous ne réussissons pas à contrôler aussi
bien leur “masse” près de ∂W u(a).
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6.2.4 Conclusion

Il reste à démontrer que ces distributions permettent d’écrire le développement asymp-
totique de la fonction de corrélation à tout ordre. Pour cela, on rappelle l’observation-clef :
ϕ−t∗f (ψ1) est solution de l’équation aux dérivées partielles (6.2), i.e. ϕ−t∗f est formellement égal

à e
−tLVf . Il suffit donc de montrer que, dans le demi-plan {Im(z) > −χ}, les vecteurs propres

généralisés de 1
iLVf sont complètement déterminés par les distributions que nous venons de

construire. On fixe donc u0 un vecteur propre généralisé et p ≥ 1 minimal tels que(
1

i
LVf − z0

)p
u0 = 0,

pour un certain z0 vérifiant Im(z) > −χ. On lui associe la famille

u0, u1 :=

(
1

i
LVf − z0

)
u0, . . . , up−1 :=

(
1

i
LVf − z0

)p−1

u0.

On conclut alors en démontrant que chacun des ui peut s’exprimer comme une combinaison
linéaire des uα. Les ingrédients principaux sont : (1) la dynamique de gradient, (2) un théorème
de Schwartz sur la forme des distributions portées par des sous-variétés [206, p. 102] et (3)
la régularité des uj le long des variétés instables combinée avec un résultat de Nguyen Viet
Dang [62]. Nous omettons la fin de la démonstration et renvoyons à [64, 66] pour plus de
détails, notamment sur la possibilité d’avoir ou non des blocs de Jordan. En particulier, nous
montrons qu’en tout degré k,

Ck(Vf ) := Ker
(
L(k)
Vf

)
= Ker

(
L(k)
Vf

)2
. (6.16)

6.3 Applications à la topologie

Les travaux de Thom [222] et de Smale [208] ont démontré que l’étude des flots de gradient
avait des liens forts avec la topologie différentielle. Nous voudrions conclure ce mémoire en
discutant un peu cette question dans la perspective de l’analyse développée dans les para-
graphes précédents. Tout d’abord, notons que, puisque d commute avec LVf , on peut définir
un complexe cohomologique spectral naturel :

0
d−→ C0(Vf )

d−→ C1(Vf )
d−→ . . .

d−→ Cn(Vf )
d−→ 0.

Nous démontrons dans [64] que les espaces Ck(Vf ) apparaissant dans ce complexe spectral
sont de dimension égale au nombre ck(f) de points critiques d’indice k, i.e. dont la variété
stable est de dimension k. Par ailleurs, rappelons que le complexe de De Rham est défini
comme suit :

0
d−→ Ω0(M)

d−→ Ω1(M)
d−→ . . .

d−→ Ωn(M)
d−→ 0.

Introduisons maintenant le projecteur spectral associé à la valeur propre 0 :

Π
(k)
0 :=

1

2iπ

∫
Γz0

dz(
z − 1

iL
(k)
Vf

) .
Cet opérateur linéaire de rang fini nous est donné naturellement par notre analyse spectrale
en chaque degré et il induit une application linéaire de Ωk(M) dans Ck(Vf ). En omettant
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certains détails techniques, nous allons maintenant vérifier que ceci nous permet de déduire
une équation d’homotopie de châıne entre les deux complexes. En effet, pour tout ψ dans
Ω•(M), on a

ψ = Π0(ψ) + (Id−Π0) (ψ)

= Π0(ψ) +
(
d ◦ ιVf + ιVf ◦ d

)
◦ L−1

Vf
(Id−Π0) (ψ)

= Π0(ψ) + d ◦ ιVf ◦ L
−1
Vf

(Id−Π0) (ψ) + ιVf ◦ L
−1
Vf

(Id−Π0) d(ψ).

Ainsi, si l’on pose Rf := ιVf ◦ L
−1
Vf
◦ (Id−Π0), on trouve l’équation d’homotopie attendue :

ψ = Π0(ψ) + dRf (ψ) +Rfd(ψ).

Il est alors ensuite classique de déduire en utilisant l’ellipticité de l’opérateur d que les deux
complexes sont quasi-isomorphes [64]. L’argument que nous venons de proposer est en fait
assez robuste et, dans un travail plus récent, nous l’appliquons à des flots plus généraux de
type Morse-Smale ou Anosov [67]. Outre le fait qu’il démontre la finitude de la cohomologie
de De Rham, l’intérêt d’un tel quasi-isomorphisme est qu’il permet de déduire les inégalités de
Morse plus ou moins automatiquement par des arguments d’algèbre linéaire élémentaire [138].
Dans le cas de certains flots de Morse-Smale non singuliers [67], nous montrons aussi comment
relier ce spectre de Pollicott-Ruelle à la torsion de Reidemeister [92]. Enfin, remarquons que le
contenu topologique des résonances de Pollicott-Ruelle a aussi été mis en évidence récemment
par Dyatlov et Zworski pour des flots de contact de type Anosov en dimension 3 [80].

Le complexe (C•(Vf ), d) est connu dans la littérature sous le nom de complexe de Thom-
Smale-Witten ou encore complexe de Morse. Notre analyse permet non seulement de réaliser
ce complexe en termes de courants portés par des variétés instables comme cela avait déjà été
observé dans [22, 113] mais aussi d’en donner une interprétation spectrale qui est en un certain
sens la limite de celle proposée par Witten [233] et par Helffer-Sjöstrand [116]. Rappelons que
Witten introduit l’opérateur de cobord semi-classique

df,~ := e−
f
~ de

f
~ ,

et qu’à cet opérateur de cobord, il associe un opérateur elliptique, maintenant nommé laplacien
de Witten :

Ŵf,~ =
~
2

(
df,~d

∗
f,~ + d∗f,~df,~

)
,

où d∗f,~ est l’adjoint de df,~ par rapport à la métrique riemannienne. Comme l’observent
Frenkel, Losev et Nekrasov dans [91], cet opérateur se récrit

e
f
~ Ŵf,~e

− f~ = −~∆g

2
+ LVf , (6.17)

où ∆g est l’opérateur de Laplace-Beltrami que nous avons déjà rencontré dans les chapitres
précédents. En d’autres termes, le laplacien de Witten est asymptotiquement une perturbation
stochastique de l’opérateur LVf dont nous venons de décrire le spectre. La stratégie de Witten
ne passe pas directement par l’étude de LVf . Elle consiste plutôt à décrire directement le

spectre de Ŵf,~ et à démontrer que, pour ~ assez petit, le bas du spectre de Wf,~ forme en
chaque degré un sous-espace vectoriel de L2(M) dont la dimension est égale au nombre de
points critiques d’indice correspondant. Witten montre alors que cette famille de sous-espaces
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détermine un complexe cohomologique qui est quasi-isomorphe au complexe de De Rham.
Grâce à la formule de conjugaison (6.17), on voit que notre opérateur est formellement la
limite du Laplacien de Witten : nous renvoyons à [91] pour une justification physique de ce
passage à la limite et à [78] pour un argument mathématique dans le cas des flots de type
Anosov. Pour résumer, les résultats de ce chapitre montrent en particulier qu’il est possible
de déterminer directement et complètement le spectre de l’opérateur “limite” du Laplacien
de Witten, ce dernier étant naturel du point de vue des résonances de Pollicott-Ruelle. Dans
un travail en cours avec Nguyen Viet Dang, nous revenons sur cette interprétation et sur ses
conséquences à la fois pour le Laplacien de Witten et le spectre de Pollicott-Ruelle.
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aux Dérivées Partielles, 1990–1991, pages Exp. No. XVI, 19. École Polytech., Palaiseau,
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[195] D. Ruelle. An inequality for the entropy of differentiable maps. Bol. Soc. Brasil. Mat.,
9(1) :83–87, 1978.

[196] D. Ruelle. Resonances for Axiom A flows. J. Differential Geom., 25(1) :99–116, 1987.

[197] D. Ruelle. Thermodynamic formalism. Cambridge Mathematical Library. Cambridge
University Press, Cambridge, second edition, 2004. The mathematical structures of
equilibrium statistical mechanics.

[198] R.O. Ruggiero. Dynamics and global geometry of manifolds without conjugate points,
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