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Introduction

Une question fondamentale en géométrie différentielle est I’étude des surfaces (resp
hypersurfaces) & courbure moyenne constante (plongées ou immergées) dans ’espace
Euclidien.

En 1951, Hopf a introduit une classification des surfaces a courbure moyenne con-
stante; il a prouvé un résultat concernant les sphéres en dimension 2 formulé dans le

théoréme suivant :

Théoréme 0.1 [23] Soit S une surface simplement connexe, & courbure moyenne con-

stante, alors S est une sphére ronde.

La préoccupation qui en découle est : peut-on étendre le résultat précédent dans le
cas des surfaces de genre quelconque? Hopf avait conjecturé que la réponse est oui.

Dans une séries de trauvaux entre 1956 et 1962, Alexandrov avait prouvé cette con-
jecture d’abord dans le cas des surfaces plongées, et ensuite en dimension arbitraire, bien
que le théoréeme de Hopf soit faux en dimensions supérieures comme 1’a montré plus tard

Hsiang [24].

Théoréme 0.2 (Alezandrov [1]) Soit S C R™! une hypersurface a courbure moyenne

constante. Si S est plongée, alors c’est une sphére ronde.

Reilly avait démontré le résultat précédent moyennant une approche différente re-
posant sur le développement d’'une série de formules d’intégration (Voir [37]).

En 1988, Ros [40] a étendu le théoréme précédent au cas des hypersurfaces fermées
(compactes sans bord) plongées dans 1’espace Euclidien a courbure scalaire constante.

Notons que dans le théoréme d’Alexandrov, ’hypothése de plongement est nécéssaire.
Cependant il existe des surfaces compactes a courbure moyenne constante immergées dans
R3. Citons a titre d’exemple les tores de Wente [46]. D’autres exemples ont été construits

par Hsiang, Tang, Yau en dimension supérieure [24].



Une généralisation de la courbure moyenne et la courbure scalaire, est la courbure
moyenne d’ordre supérieure H,, r = 1,,,n, qui est définie par les fonctions élémentaires
symétriques des courbures principales de I'immersion.

En effet, H; est la courbure moyenne et Hy définit une quantité géométrique qui est
en relation avec la courbure scalaire.

Il est donc naturel d’essayer de généraliser les résultats précédents au cas des hyper-
surfaces a courbure moyenne d’ordre supérieure H, constante.

En 1988, Ros a montré que son résultat précédent reste valide pour r arbitraire.

Explicitement, il a démontré le théoréme suivant:

Théoréme 0.3 [39] Soit X1 une hypersurface compacte, plongée dans l’espace Eucli-

dien R™. Si H, est constante pour un certain r =1, ..,n, alors X" ! est une sphére.

Koreevar a prouvé ce dernier résultat différement; il a fait usage de la méthode de
reflexion d’Alexandrov. Il a aussi démontré que cette méthode reste applicable dans le
cas des hypersurfaces de I’espace hyperbolique [28].

Considérons maintenant le cas des surfaces (resp hypersurfaces) & bord. Le cas le
plus simple est lorsque le bord est sphérique, il est conjecturé que le disque et la calotte
sphérique sont les seules surfaces compactes, a courbure moyenne constante, plongées
dans R?, et enturées par un cerle.

En 1986 , Koiso [27] a donné une réponse partielle a ce probléme. Il avait montré
qu’une hypersurface de R"*!, de courbure moyenne constante non nulle et de bord X"},
compacte et orientée, fixée dans un hyperplan II de R", hérite des symétries de bord
pourvu qu’elle soit plongée et qu’elle ne coupe pas l'extérieur de ¥~ ! dans I’hyperplan
II ¢ R*"!. L’auteur obtient en conséquence que si X"~ ! est une sphére de dimension
(n — 1), alors M"™ est symétrique par rapport a tout hyperplan passant par le centre de
Y"1 et orthogonal & I’hyperplan II, et par conséquent M" est une calotte sphérique.

Rosenberg a étendu ce résultat au cas des hypersurfaces & courbure moyenne d’ordre

supérieure constante H, comme suit :



Théoréme 0.4 [/1] Soient X"~ une sous variété strictement convexe dans un hyperplan
II de R" ', et M™ une hypersurface compacte plongée dans R & courbure moyenne
d’ordre supérieure H, constante non nulle et bordée par ¥"~*. Si M™ est transverse ¢ I1
le long du bord X1, alors M™ est inclue dans l'un des demi espaces de R"1 déterminé
par 11, et M™ hérite toutes les symétries de X1, En particulier si X"~ est une sphére,

alors M™ est une calotte sphérique.
Comme conséquence du théoréme précédent, il a prouvé le résultat suivant:

Théoréme 0.5 Les seules hypersurfaces compactes, plongées dans [’espace Fuclidien
R™" ¢ courbure moyenne d’ordre supérieur H, (2 < r < n) constante, et de bord sphérique

sont les disques du plan (avec H, = 0), et les calottes sphériques (avec H, # 0).

Dans un travail récent [5], les auteurs ont étudié la question précédente dans un
contexte plus général. L’espace ambiant est une variété Riemannienne M connexe et
orientée de dimension (n + 1). P" est une hypersurface connexe, orientée et totalement
géodésique dans M. 51 ¢ PP est une sous-variété compacte, orientée de dimension
(n — 1), plongée dans P™. M" est une hypersurface connexe et orientée de dimension
n, & bord régulier OM™. Pour cette configuration géométrique les auteurs ont étudié la
question de symétrie qui s’annonce comme suit : Comment est la géométrie de la variété
M™ le long du bord OM™ relativement a l'inclusion X"~ C P™?

Une réponse partielle a été fournie par ’expression suivante qui a lieu sur le bord

OM™ : pour tout 1 <r<n-—1,

(Tov,v) = (=1)" s (& v) (1)

ou 7, désigne la transformation de Newton classique associée a la seconde forme fon-

n v o N n

damentale de M™ C M . v est le champs unitaire de vecteurs conormal a OM

. 2 9 s . . n —n+1
orienté vers l'extérieur, ¢ est le champs unitaire de vecteurs normal de P" C M

et s, = S, (11,...,7n_1) est la fonction symétrique élémentaire d’ordre r des courbures

principales 74, ..., 7,_1 de ¥"~! C P" par rapport au champs de vecteurs normal sortant.
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Comme conséquence directe de la formule (1), ils ont obtenu une relation forte entre
la transversalité de M" relativement & P" le long du bord et l'ellipticité sur M" de la
transformation de Newton d’order r , 7.

Ce fait et le Théoréme (0.4) ont permis aux auteurs d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 0.6 Soient X" lune sous-variété compacte strictement convexe de dimension
(n — 1) de Uhyperplan TI C R™ et ¢p : M™ — R une hypersurface compacte et plongée
de bord X" 1. Supposons que pour tout 2 < r < n, la courbure moyenne d’ordre r de M™
est constante non nulle. Alors M™ hérite toutes les symmétries de X" 1. En particulier

si le bord X1 est une sphere de dimension (n — 1), alors M™ est une calotte sphérique.

Un résultat analogue a été prouvé par Alias et Malacarne au cas des hypersurfaces
de type espace dans ’espace temps de Minkowski, en utilisant la méme configuration

géométrique. En particulier les auteurs ont obtenu les résultats suivants :

Théoréme 0.7 [7] Les seules hypersurfaces compactes de type espace dans l’espace temps
de Minkowski & courbure extrinséque H, (2 < r < mn pair) constante, et de bord sphérique

sont les boules de Uhyperplan (avec H, =0), et les calottes hyperboliques (avec H, > 0).

Théoréme 0.8 [7] Les seules hypersurfaces compactes de type espace dans l’espace temps
de Minkowski & courbure instrinséque H, (1 < r < n impair) constante, et de bord sphérique

sont les boules de l’hyperplan (avec H, = 0), et les calottes hyperboliques (avec H, # 0).

Dans ce travail, on tente d’étendre quelques résultats obtenus dans [5] au cas des
hypersurfaces dans une variété pseudo-Riemanneinne, puis au cas des sous variétés d’une
variété riemannienne de codimension arbitraire, en particulier la relation (1).

Cette thése comprent trois chapitres répartis comme suit :

Dans le premier, on rappelle certains outils permettant une bonne compréhension
des chapitres qui suivent. Outre les définitions, les notions classiques sur la géométrie
riemannienne et pseudo-riemannienne et la théorie des immersions isométriques, on in-
troduit la notion des tranfsormations de Newton ainsi que les transformations de Newton

généralisées [11].



Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse & la généralisation d’un résultat sur la
transversalité de deux hypersurfaces d’une variété riemannienne obtenu par Alias, de
Lira et Malacarne dans [5] au cas d’une variété pseudo-riemannienne. Pour cela on
considére la configuration géométrique suivante :

Soient M une variété pseudo-riemannienne orientée de métrique (, ), P" C M

cl . , .- w5+l _
une sous variété connexe, orientée et totalement ombilique dans M, notons par X" ! C

P™ une hypersurface de P", compacte de dimension n — 1.

. ——n+1 cu s . , , .
Soit ¥ : M™ — M une sous variété orientée, connexe et compacte de bord régulier

Y71 Alors tout au long du bord 9M™, nous avons
(Tv,v) = eneysi(y) + (exn — 1) (Av, v) .

Et pour tout 2<r<n-1

(Tov,v) = evevers, (Cv) +e, (Av,v) {eheel s, (G )~ = (T ) }

n—1
- €yz€i (Av, €;) *x
i=1
T

eneiey 2sra(T) (G )7+ Y (=) (eegm) G ) T (T )

=2

ou 7, sont les transformations de Newton classiques, A la seconde forme fondamentale
de Vinclusion M M relativement au vecteur N normal a M " v le champs de
vecteurs global normal & X"~ ! dans M", ( le vecteur unitaire sortant normal & P" ,

T1, ..., Tn—1 sont les courbures principales de I'inclusion "' C M" et s, = s, (T1y ey To1)-

Comme conséquence immédiate de ce résultat, nous obtenons le théoreme de la

transversalité suivant :

Théoréme 0.9 Sous les hypothéses précédentes, si P* C M est totalement géodésique
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——n+1 ; 5
dans M, alors les hypersurfaces M™ et P" sont transverses si l’'un des opérateurs

suivants est définie positif :

T1 + (]_ — €N) A
ou .
Ty —e,(1—en) (Av,)Ti + ) (e, — &) (Av,e;) 1
=1
ou

n—1

TT + 5V<AV, V>T7‘—1 — EVZ&; <AV, 6i> 2Tr_2

i=1

pour certain r > 3.

Dans le troisiéme chapitre, on étudit le probléme précédent au cas d’une variété
riemannienne de codimension arbitraire en faisant usage d’une nouvelle technique. Dans
la premiére partie on applique notre méthode au cas des hypersurfaces (c’est a dire en
codimension 1). En particulier nous retrouvons des résultats similaires & ceux obtenus
par Alias, de Lira et Malacarne [5]. Dans la deuxiéme partie on étudie le probléme
précédent dans le cas de la codimension supérieure g, on utilise les transformations de
Newton généralisées T, (u € N) et les fonctions symmeétriques généralisées o, introduites
par Andrzejewski, Kozlowski et Niedzialomski [11].

On considére la configuration géométrique suivante :

Soient P" et M™ de codimension ¢ dans M Supposons que P" est totalement
ombilique dans M. Comme précédement Y"1 C P" est le bord de M™. Nous avons

donc les opérateurs ( deuxiémes formes fondamentales a
&1 3 N N,
As, A, .. AP, A" AT

. . . —n+ +q
qui correspondent aux inclusions ¥ ' ¢ P, P* ¢ M, et M" ¢ M ; ou &1, &

sont orthonormaux a P" et Ny, ..., N, sont orthonormaux a M". Considérons les trans-



formations généralisées de Newton ( en abrégé GNT ) suivantes
T.=T, (ANla X ANq) , T,=T, (AXh A§1|Ea ey A€q|2)

et
ﬁ = j:'u (AN1|E, ...,ANq|E)

ol u € N?etve NItL,

Notre but est de montrer que

(Tyw;v) =0,

et

Ou = E CyOy-

|v|=|ul|,vnotincreasing
Ot ¢, est un coefficient indépendant de (AM|s,...,ANi|s;). Ces deux relations nous

donnent

(Tyv;v) = Z CyOy.

|v|=|ul, v not increasing
La premiere égalité est la généralisation de la relation (4.8) dans [5] , tandis que la
deuxiéme est la généralisation de la relation (6.4) dans [5]. De plus, la premiére est
purement algébrique et la deuxiéme est obtenue en utilisant une correspondance entre
As, A%y, .., A%|s et ANy, ... ANd|y; analogue & [5] dans le cas de la codimension une.

Les résultats obtenus dans ce chapitre s’énnoncent comme suit :

Proposition 0.1 Soit A = (Ails, - Agle) = (mAs + ml, ... pAs + pgl). Posons
Ou = O'u(zzl), alors pour chaque multi-indice v € N? nous avons

| n—1- |

~ [ u—l
Gy = o' o (As) .
(n_1_|u| |Z ] I

I<u l U —



Pa = <777Na>> Mo = <V, Na>

Proposition 0.2 Soient A = (Ails, ., Agls), 0t Auls = (paAs+ital), et A= (As, i, e g ).

Pour tout multi-indice uw € N?, posons 6, = au(fl) et o, = oy, (Z) Alors nous avons

]

Gu= P (i u-)-
I<u [
Proposition 0.3 Soient A = (A, ..., A,) et A= (Ails, ..., Alz). Posons o, = 0,(A) et

Gu = ou(A). alors

~ ~ w|—|v ’u‘ - ’w| Au—w ~
ou=Gu+ Y Caba+ D (1) "“( By A" BgGa, 5,(w)

afpt(0)<w<u a,B v-w
ot Bl = ((Aqv,e1), ..., (Aqv,en1)) et Cp = (A, v).

Utilisant les résultats précédents, nous donnons une expression de GNT T}, = Tu(fl),

ot A= (A|%,..., A,|%), sur le bord £ de M™.

Proposition 0.4 Soient M""™ une variété riemannienne de dimension (n+q) et P" C
M une sous varicté orientée et totalement ombilique dans M de dimension n.
Notons par "' C P™ une hypersurface compacte de P" de dimension (n — 1). Soit
U M — M une sous variété connexe, compacte et orientée de M de dimension

n et de bord X" = W (OM). Alors le long du bord OM, nous avons
(Tyv,v) = 6u(Ails, ..., Ayls).

Par la proposition (0.4) nous obtenons 'expression de (T, v, v) en terme des fonctions

symmétriques de As.
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Corollaire 0.1 Sous les conditions de la proposition (0.4), nous avons

1 n—1—|l _
) = = 3 (")t as)
<u

Tn—1—u Ju|

q

Cette relation devient plus simple si on suppose que P" C M est totalement

géodésique.

Corollaire 0.2 Sous les conditions de la proposition (0.4), si on suppose que P" C e
est totalement géodésique, alors pour chaque multi-indice u de longueur |u| < n—1, nous

avons

(Tuv,v) = p"op (As)

Comme conséquence de ce résultat, nous obtenons le théoréme de la transversalité

suivant :

Théoréme 0.10 Sous les conditions du corollaire (0.2), les sous variétés M™ et P™ sont
transverses le long du OM si pour certain multi-indice u de longueur 1 < |u| <n —1, la

transformation de Newton généralisée T, est définie positive sur M™ .

11



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit un certain nombre de notions dont on se sert tout au long
des chapitres suivants. Outre les définitions et notions classiques sur la géométrie rieman-
nienne et pseudo-riemannienne et la théorie des immersions isométriques, on introduit la
notion des tranfsormations de Newton ainsi que les transformations de Newtons général-
isées. Pour plus d’informations sur le sujet nous renvoyons le lecteur aux références

([5],[11],[18],[35]).

1.0.1 Généralités sur la géométrie pseudo-riemannienne

Définition 1.1 Une structure pseudo-riemannienne dans une variété différentielle M
(qu’on supposera toujours connexe) est une 2-forme bilinéaire symétrique, appelée métrique,
non dégénérée dans le sens suivant: Etant donner un vecteur tangent X a M en un point
p. St g(X,)Y) =0,VY € T,M, alors X = 0. Si de plus la métrique est définie positive
dans le sens que g(X,X) > 0 pour tout vecteur non nul X, on dit que la métrique est
positive, et on obtient une structure Rienammienne.

Une variété pseudo-riemannienne est une variété différentielle muni d’une métrique

pseudo-riemannienne.

12



La géométrie pseudo-riemannienne esr simplement une généralisation de la géométrie
riemannienne. Plusieurs propriétés des métriques positives ne sont pas valides dans le

cas général, comme l'inégalité de Cauchy-Schawrtz par exemple.

Remarque 1.1 La condition de non dégénérécence implique la signification importante
sutvante:
FEtant donné un vecteur tangent X en T,M. Si on connait la valeur de g(X,Y),

VY € T,,M, alors on peut déterminer d’une maniére unique la valeur de X.

En pratique on a juste besoin de connaitre la valeur de g(X, X;), ou (X7, ..., X,,) est
une base de T,,M.
En effet, posons ¢;; = ¢(X;, X;), 1 < i,j < n. Puisque g est non dégénérée, alors

la matrice (g;;), . est inversible. Notons par g” les composants de sa matrice inverse.

n

0]

Posons X = Z)‘iXi

=1

Donc g(X, X;) =g (ZAZ-Xi,Xj> = \igij.
=1

Multipliant par ¢, nous obtenons \; = Zgij g9(X,X;). Et donc X = Z)‘iXi'
j=1 i=1
D’ou

X =Y ¢79(X, X;)X; (1.1)

,j=1

Définition 1.2 Un vecteur non nul X est dit :
1. Positif ( ou de type espace) si g(X,X) > 0.
2. Négatif ( ou de type temps) si g(X,X) < 0.
3. Nul (ou de type lumiére) si g(X, X) = 0.

Par le théoreme de Sylvester, en chaque point p de M, il existe une base orthonormale

{e1,...,en} de T,M, dans le sens que g(e;,e;) = 0sii# j et |g(e;, e)] = 1.

13



De plus le nombre m des vecteurs de la base qui sont négatifs ne dépend pas du choix
de la base, ni du point p de M. Le nombre m s’appelle I'index de la variéte M, et le couple

(m,n —m) s’appelle la signature de M, on la note parfois par | —,...,—, +, ..., +
———r N —

m fois n—m fois
Par exemple, si m = 0, la métrique est dite riemannienne, et si m = 1, alors on parle

d’une variété Lorentzienne. En particulier, si n = 4, et la signature de g est (1, 3) alors
I’espace pseudo-Euclidien noté R? s’appelle I'espace de Minkowski, c’est I'exemple le plus
simple de ’espace-temps relativiste. Si m et n — m sont tous les deux non nuls, alors la
métrique ¢ est indéfinie.

Donc on parle d’une base orthonormale {ey, ..., e, } de T,M si g (e;,e;) = ¢; = £1, et

la relation (1.1) devient

X = i&g(X, €;)e;

i=1
On note par R} I'espace pseudo-Euclidien de dimension n, et d'index ¢ > 0, dont le

tenseur de métrique est donné par :

dez ® dx; + Z dz; @ d;

i=q+1

L’espace pseudo-Riemannien de De Sitter, d’index ¢ est défini par :
={z e R/ (z,z) =r*}, >0
Et l'espace pseudo-Riemannien anti-De Sitter, d’index ¢ est défini par :
={z e R/ (z,2) = —r?},

Définition 1.3 Soit M et M deux variétés pseudo-riemannienne de dimensions respc-
tives m et n. Une application différentiable ¢ : M — M est dite une immersion si

Uapplication dy (p) : T,M — Tw(p)ﬁ est injective pour tout p € M. Si de plus ¢ : M —

14



©(M) C M est un homéomorphisme, ot @ (M) est munie de la topologie induite, ¢ est
appelée un plongement. Si M C M et linclusion i : M C M est un plongement,on dit

que M est une sous-variété de M. Si ¢ est une immersion qui conserve la distance i.e.

(dop(u), dop(v)) ) = (U, v)p (1.2)
Alors, ¢ est dite une immersion isométrique.

Remarquons qu'une immersion induit sur M une structure pseudo-riemannienne a
partir de celle de M donnée par la relation (1.2).
On peut voir que si ¢ : M — M est une immersion, alors m < n. (n —m) est appelée

la codimension de I'immersion .

Définition 1.4 Soit M une sous-variété d’une variété pseudo-riemannienne M. L’espace
normal de M est le sous espace vectoriel (T,M)* de T,M formé des vecteurs v qui sont

normauzx a T,M. i.e.
(T,M)" ={veT,M / (v,w)=0,Yw € T,M}
Le fibré normal de M, noté N (M) est la réunion d’espaces vectoriels définie par
N (M) = Upen(T,M)* = {(p,v) / p € M,v € (T,M)*}

Soient M et M deux variétés pseudo-riemannienne connexes et orientables de dimen-
sions n et (n + m) respectivement et V, V les connexion de Levi-Civita correspondantes.

Notons par s (M) l'algebre de Lie des champs de vecteurs définis sur M.

Soit ¢ : M — M une immersion isométrique. Alors pour tout point p € M, il
existe un voisinage U de p tel que ¢ : U — M soit un plongement. Donc chaque vecteur
u € T,M donne naissance a un vecteur dy,(u) de Tw(p)M. On peut donc identifier chaque

vecteur u € T,M avec dy,(u) € Tw(p)ﬁ. De cette maniere chaque espace tangent 7, M/
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est un sous espace vectoriel non dégénéré de T,,yM. Nous avons la décomposition en
somme directe suivante:

T,M =T,M & (T,M)*

ot (T,M)* est le complément orthogonal de T,M dans T,M, qui est aussi un sous
espace non dégénéré de Tw(p)m appelé sous espace normal a M en p.

Donc chaque vecteur u € T,y M se décompose d’une maniére unique sous la forme
u = tanu + nor u

Ou tanwu € T,M et nor u € (T,M)*.

On considére le tenseur deux fois covariant et une fois contravariant suivant

B: (M) x x(M) — (M)
(X,Y) — B(X,Y)=VxY - VyxY
L’application B est bilinéaire et symmétrique.

Pour tout n € (7,M)*, nous avons la forme bilinéaire symmétrique suivante

H,: T,MxT,M —R

(w,0) = Hy(u,v) = (B(u,v),n)

Définition 1.5 La seconde forme fondamentale ( appelée parfois endomorphisme de

Weingarten ) est lopérateur linéaire auto-adjoint A, défini par

Ay TLM  —T,M

u — Ayu

avec

(Ayu,v) = Hn(u,v) = (B(u,v),n)
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Et nous avons de plus

La partie normale de V,n est donnée par I’équation de Wingarten :
= =1
(Vun) = —Ap(u) + V1
Le champs de tenseurs de courbure associé & cette connexion est défini par :
R (w0 = V, V0 =V, V0 + Vi

et est appelé le champs de tenseurs de courbure normale de la connexion.

Définition 1.6 Soient M et N deux sous-variétés d’une variété pseudo-riemannienne
M. On dit que M et N sont transverses (et on note M th N), si MNN = ¢ , ou bien

Vpe MNN, T,M +T,N = T,(M).

Définition 1.7 Soient M une sous-variété de M de dimension n orientable, de bord
régulier OM et ¥ une sous-variété orientable de M de dimension (n —1). M est dite
sous-variété de M de bord ¥, s’il existe une immersion isométrique @ : M — M telle

que la restriction de ¢ sur le bord OM soit un difféomorphisme sur X.

Puisque A,, est un opérateur linéaire auto-adjoint, alors il existe une base de 7, M qui
diagonalise A,. Notons par {ei,...,e,} une telle base que 'on peut considérer comme

base orthonormée.

On définit les n invariants algébriques :

Sp(xy, ey y) = 0 (x4, oy ) (1.3)
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ol o, : R" — R sont les fonctions élémentaires symétriques données par :

(1, ey Tp) = Z Tiy o T

Ces fonctions élémentaires ont des propriétés remarquables.

Lemme 1.1 1. Pourr>1:

Se(T1y ey ) = 23S 1(X1, ooty Tiy ovey Tp) + Se(T1, -

2. pourtoutl <r <n:

Sp(@1, iy Ty ooy ) = > _(=1YS,_j(w1, .y ).

Preuve 1.1 1. Nous avons :

Sr(T1y ey Tn) = Z Tiy T,

= E Ly Ty, + E Lijq oo Ljo . Ty,

~
y Ly uen

11<<2T i1 (. (in
ij7i i i
= E Ly« T4, + x; E Liqeolje. Ty,
i1 (o i i (o i
1570 1574

= Sr<l'1, ...,J/Z;;, ,l’n) + {L‘Z‘ST_1<I'1, ...,J/Z\i,

d’ou le résultat.

2. Faisons une démonstration par récurence sur r. Pour r = 0 nous avons par défini-

tion :

So(ml, ...,i\'i, ...,{En) =1
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Donc la propriété (1.5) est vraie pour r = 0. Supposons que [’égalité (1.5) soit vraie

Jusqu’a Uordre v — 1. D’aprés la propriété (1.4) nous avons

STy ooy Tiy oy X)) = Sp(X1y ooy ) — T3Sr—1 (X1 ooy Tiy ooy Ty)

= ST.<I‘1, ceny xn) + (_1)j+15r717j<x17 ) @7 ) xn)xg+1

Posons | = j + 1, on trouve noutre égalité.

Définition 1.8 Soit o : M — M wune hypersurface connexe et orientable dans une var-
iété pseudo-riemannienne M, et N le vecteur normal global & M dans M. Notons par
Ty -y Tn les courbures principales de M. (c’est-a-dire les valeurs propres de l'opérateur
de la seconde forme fondamentale A = Ay ).

La courbure moyenne d’ordre v (r > 1) de M est définie par :

(n) H,.=¢£"5,

r

O’I:L€:<N7N> ;ST:ST(T17"'7T71> et (n): =

r rl(n—r)!”

En particulier pour » = 1, nous avons :
1 1
Hy = —eS5, = —¢trA
n n

C’est la définition classique de la courbure moyenne qui est I'une des courboures

extrinseques les plus importantes de I’hypersurface.

Pour r = 2, H, définit une quantité géométrique qui est en relation avec la courbure

scalaire.

En général, lorsque r est impair, H, est extrinseque, et lorsque r est pair, H, est

instrinseque.

Pour r = n nous obtenons la courbure de Gauss de ’hypersurface :
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H, =¢"S, =" det(A)

Considérons maintenant B comme un champs de tenseurs symmétrique de type (3,0)

B: (M) x (M) x »(M)* — R
(X,Y.n) — B(X,Y,n) = <B(X’Y)an>

La dérivée covariante de B est alors :

ou,

V)l(ﬁ = (VXU)N
=Vxn—(Vxn)'
= vXﬂ + An<X)

Proposition 1.1 (équation de Codazzi ) Si M est une hypersurface de M, alors pour

tout X,Y,Z € (M) etn € s(M)* nous avons

Définition 1.9 Soit M un sous variété riemannienne (resp pseudo-riemannienne) de
dimension n, dans une variété riemannienne (resp pseudo-riemannienne) M. Un point
p € M est dit ombilique (resp géodésique) si l'opérateur de la senconde forme fonda-
mentale est proportionnel a lidentité ( resp identiquement nulle). M est dite totalement
ombilique (resp géodésique) si tout point p de M est ombilique (resp géodésique). On peut

ausst définir une sous variété totalement géodésique comme suit : M est dite totalement
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géodésique si et seulement si toutes les géodésiques de M sont des géodésiques de M.

1.0.2 Les transformations de Newton

Les transformations de Newton 7, sont définies par la relation récurente :

T, : (M) — (M)

avec :

To=1

T, =5.1—-AT,
ot I est l'identité dans »(M). Ceci est équivalent a :
T, =S — S, 1A+ ...+ (1)1 A" (—1) A"

Le polynéme caractéristique de 'opérateur A est défini par :
n

Pn<t) = det(t[ — A) — Z(_l)rsrtnfr

r=1
Par le théoréme de Cayley-Hamilton, A est un zéro du polyndéme caractéristique.

i.e.

ce qui donne :

Proposition 1.2 T, est aussi un opérateur linéaire auto-adjoint.

Preuve 1.2 Faisons une démonstration par récurence sur r. Il est évident que :

Ty =1
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est un opérateur auto-adjoint.

Supposons que T soit un opérateur linéaire auto-adjoint pour 2 < j <r —1.

Soient u,v € 3(M).

<TTU7U> (S I— ATT 1) >

(Sp1u, vy —

u, ((51) =
u, T,v)

{
=
= (u,
= (u,
= { (Tr—1, A))v)
=

T, est alors un opérateur auto-adjoint.

((AT,—1)u,v)
(SrD)v) = ((T—1)u, Av)
(SrI)v) = (u, (T;—1)Av)
(

On remarque aussi que 7, commute avec A. Par conséquent d’aprés le théoréme de

la diagonalisation simultanée, la base {eq, ...,

et on obtient :

Lemme 1.1 1. Pour tout i € (1,...,n), nous avons :

Tr<€i) = ;i€

ou

(SL’l,...

-2

T'r
z] ;éz

2. Pour 0 <r <mn nous avons :

tr(T,) = (n—r1)S,

22
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3. Pour 0 <r <n nous avons :
tr(AT,) = (r +1)S,41

Preuve 1.3 1. Faisons une démonstration par récurence surr. Pourr = 1 nous avons

Ti(e;) = Sil(ei) — Ales)
=(z1+ ...+, —3))e;

== Sl(xly -"7‘7/}\1'7 7$n)(61)

Donc la relation est vraie pour r = 1.

Supposons que la relation soit vraie jusqu’a l'ordre r — 1. Nous avons :

To(e;) = (S — AT, _1)(e;)
= S (e;) — AT,_y(e;)
= S,(ei) — A(Ss1 (21, s Thy ooy ) (€4))
= Sp(ei) = So1 (1, ooy Ty ooy ) Ales)
= (Sy(T1y ooy Tn) — TiSy_1 (T1s ooy Ty oy ) (€1)

= S (1, ey Ty ooy ) ) (€7)

Donc :

~

Wiy = Tiy o Tip = Sp(T1, ooy Ty ooy Tp) -
(

i1 (... (ir
i

2. Montrons que tr(T,) = (n —r)S,.

Nous avons :

(x4 z1)...(x +x,) = ZST@l’ o )T
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En dérivant les deux termes par rapport a x, on obtient :

n

0 y n=r n—r—1
%(;Sr(xla'“axn)x ) = Z(H—T)Sr(xl,...,ffn)]}

r=0
et :
0 - —
%(:U +x1)...(z+x,) = Z(m +x1).(r+xig)(z+x)(r+x). (x4 z)
i=1
n n—1
= ZZST(xl’ Ty )T
i=1r=0
n—1 n
=3O Si(@r, . &))"
r=0 i=1

Considérant le coefficient de x™" "1 dans les deux dérivations, on trouve :
n
(n—71)Sp(z1,....,x,) = E Sp(x1,y o Ty oy )
i=1

D’ou le résultat.

3. Nous avons :

TT+1 = ST+1] - AT’!’

Donc :

AT’I‘ = r+1] - Tr+1

cect nous donne :

tT(ATT) = tT(Sr+1] — Tr+1>
= Spnatr(l) — tr(Tr4)

=nS,1—(n—1-7)S41
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et d’apres ’égalité précédente, on trouve :
tr(AT,) = (r+1)S,41-

Une question naturelle est: peut-on définir les transformations de Newton pour une
famille d’endomorphismes?

Pour répondre a cette question, pour chaque multi-indice u, on introduit des fonctins
élémentaires symmetriques généralisées o, et des transformations dépendantes de cette
famille d’endomorphismes.

Puisque ces transformations ont les mémes propriétés que les transformations de New-
ton classiques, alors on appelle tranformations de Newton généralisées (GNT), et on les

note par 7T,.

1.0.3 Les transformations de Newton généralisées

Dans cette partie, nous allons définir les tranformations de Newton associées & une famille
d’endomorphismes A = (A;,...,A4,). On utilisera les définitions et notations, ainsi que

des propriétés dont les preuves sont dans ([11]) et ([17]).

Soient £ un espace vectoriel de dimension n. Notons par End(FE) I'espace vectoriel

des endomorphismes de E, et End?(FE) l'espace vectoriel End(E) X ... x End(E).

q }Zis
Notons par N¢ I'ensemble des g—uplet u = (uy,..., u,), avec u; € N.

On définit la longueur de u par :

lu] = ug + ... + 1y

et,
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Pour A= (A4;,...,A,)) € End!(E), t = (t1,...,t;) € R? et u € N? on pose :

tA =t A+ ...+t A,
=g,
Définition 1.10 Le polynome de Newton P, est le polynéome défini par:

Py: RT—R
t+— PA(t) = det(IE + tA)

Et nous avons de plus :

Ou o, = 0,(A) dépend seulement de A.

Observons que :

Il est convenable de poser :

o, =0 VY |ul>n

Par exemple, si A = (B, C), avec A et B deux matrices de carrées d’ordre 2, alors :

I
Q.
@
=+
oy
Q.
@
=+
Q

Les quantités o, sont des invariants de conjugaison par les matrices de GL (n) dans
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le sens que, pour toutes matrices C' de GL (n), nous avons :
oy (A1,..., Ay =0, (CACTH, ... ,CACT)

Elles vérifient aussi les propriétés suivantes :

Lemme 1.2 Pour u = (u, ...,u,), a € R et A;, A, B des matrices carrées d’ordre n,

nous avons :

2. Pour u = (u,,...,u,) de longueur inférieure ou égale & n nous avons :

n — ul

O'u([,AQ,...,Aq): O'g(Ag,...,Aq)
Uy
3.
Uy + Usg
ou (A A Az, .. Ay = O (ur+uzyuz,uq) (A Asy o) Ag)
Uy

4.

O1,u (A + B7 A27 7Aq) =01 (A7 A?a 7Aq) + 014 (B7 A27 7Aq)
5.

Oy (CLAl,AQ, N ,Aq) = a“lau (Al,AQ, Ce 7Aq)

Pour la démonstration se référer a ([17]).
Pour ¢,s > 1, notons par N(g,s) I’ensemble de toutes les matrices de type ¢ X s
a coefficients dans N. Chaque matrice i = (i) de N(q, s) peut s’identifier au systéme
1

ordonné i = (i', ..., 19), de multi-indices i* = (if, ..., 1%).

sy lg
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Pour i = (i', ...,i?) € N(gq, s), le poids de 7 est le multi-indice de N(g) défini par :

ji| = (|

s [19))

La longueur ||i]| de i est la longueur de |i] :
il ="k =i
« a,k

Notons par I1(g, s) le sous ensemble de N(g, s) constitué des matrices i qui satisfont

les conditions suivantes :

1. Chaque valeur de 7 est soit 0 soit 1.
2. La longueur de 7 est égal a s.

3. Dans chaque colonne de i, il y’a exactement une seule valeur égale a 1.

Nous identifions II(g, 0) avec ’ensemble qui contient un seul élément qui est le vecteur

nul.

Soient A = (A;, Ay, ..., A,) une famille d’endomorphismes de E, et i € N(g, s);

notons par A’ I’endomorphisme (composé des endomorphismes) de la fomre :
Al = AT AT AT AT AT AT AT
- 1- 2--- q- 1--. q-o- 1.-. q

En particulier A° = I.

Théoréme 1.1 Pour une famille d’endomorphismes A = (A;, As, ..., Ay), il existe une
unique tranformation de Newton généralisée T = (T,,, u € N(q)) de A. De plus chaque

T, est donnée par :

|ul

T, = Z Z (_1)||i|| qu|i|Ai

s=04€ll(q,s)
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Pour a € {1, ..., ¢}, on définit ([11]) les fonctions musicales «, et of par :

o, : N9 — N¢

. . (Z'l?"'?ia—hia_ 1aia+17~'7iq) si 7;01 2 1
— ay (i1, ...,10,) =

0 si iq =0
et,
of : N — N¢
— o (igy o yig) = (i1, yda1yda + 1ydasty - - dg)

ie: o, augumente la valeur de la oo — éme élément par 1,et o diminue la valeur de la

a — eme élément par 1.

11 est clair que «, est I'application inverse de af.
Par exemple si v = (1, 3,4,2) et a = 2, alors :

of(u) = (1,3 +1,4,2) = (1,4,4,2)

ap(u) = (1,3 —1,4,2) = (1,2,4,2)

Une forme explicite de T, est assez compliquée, mais la relation récurente et les

propriétés suivantes sont équivalentes a celles du cas des transformations de Newton

pour un endomorphisme.

Théoréme 1.2 Les transformations de Newton généralisées T = (T,,u € N(q)) de A

satisfont les propriétés suivantes :

To = Ig =(0,...,0)
Tu = O'uI — ZAQT%(“) ol \u] Z 1

= O'uf - ZT%(U)A&
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2. Les fonctions symmétriques o, sont données par la formule :
lu| oy = Ztr (AQT%(U))
[e%

3. La trace de T, est :
trT, = (n — |u|) oy

4. Les fonctions symétriques o, satisfont la relation récurente suivante :
Ztr (AaAsTha,) = = ul 00 + Z (trAa) oa, ()
« [e%

5. Pour tout u € N(q) de longueur supérieure ou égale & n, nous avons :

T.=0
Remarquons que si pour tout « € {1,,,q}, A, est auto-adjoint, alors les transforma-

tions de Newton généralisées T, de A = (Ay, ..., A,) sont aussi auto-adjointes.

Lemme 1.3 Soit A = (A4, ..., A;) une famille d’endomrphismes de E, alors il existe
e > 0 tel que pour tout t € RY, avec |t| < e, Ig + tA soit un isomorphisme de E et son

wverse est donnée par la formule

(Ig+tA)" = i (—1)* > A

s=0 i€1l(g,s)
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Chapitre 2

Transversalité par rapport a
I’éllipticité dans les variétés

pseudo-Riemaniennes

2.1 Introduction

Dans cete partie, nous établissons des conditions suffisantes pour la transversalité de
deux hypersurfaces d’'une variété pseudo-riemannienne. Ces conditions sont I’éllipticité
de certains opérateurs obtenus par les transformations de Newton. Nous étudions aussi

le cas des hypersurfaces des variétés Lorentziennes.

2.2 Une configuration géométrique

. —mn+1 o . . . . —n+1
Soient M une variété pseudo-riemannienne orientable de metrique ( , ), P* C M

i . wnt1 —
une sous variété connexe et orientable dans M, notons par ¥"~ ! C P" une hypersur-

face de P™ compacte de dimension (n — 1).

. 1 . .
Soit W : M"™ — M une sous variété orientable, connexe et compacte de bord dM.
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Alors M™ est dite une hypersurface de M de bord Y71 si la restriction de ¥ & OM

est un difféomorphisme sur X1,

dans ce qui suit nous allons étudier la géométrie de M" le long du bord 0M, relative-
ment & la géométrie de I'inclusion ¥X"~! C P", et de Iinclusion P" C m

Nous allons essayer d’aborder partiellement cette question. On suppose que M™ soit
une hypersurface de bord ¥"~!. Nous commencerons par choisir une orientation de cette
configuration.

Soit p € 3" ! et {ey, ..., €,_1} une base orthonormale de 7,¥""!. On peut choisir un
champs de vecteurs global unitaire 7 normal a4 ¥"~! dans P" tel que (ey, ..., e,_1,7(p) )
soit une base orthonormale de 7, P".

Donc (ey, ..., e,-1,1(p), () est une base orthonormale de TpMnH, ou ( est le vecteur
unitaire sortant normal a P".

De méme, puisque X" ! est le bord de M" qui est supposée étre orientée et par suite
elle induit une orientation sur X"!, il existe un champs de vecteurs global v, tel que
(€1, ..., en—1,v(p)) soit une base de T,M".

Soit N le vecteur unitaire normal global sur M". Donc (ey, ..., €,-1,v(p), N) est une

base de TpMnH.

Soit Ay, I'opérateur de la seconde forme fondamentale de I'inclusion X"~ C P" asso-
ciée au champs de vecteurs unité 7, et Ap I'opérateur de la seconde forme fondamentale
. . +1 . o
de Vinclusion P" € M associée au champs de vecteurs unitaire .

Nous avons donc :

n—1
veiej = €k <v€i€j7 ek>€k + &y <vei€j7 7]>7] + & <vei €55 C><
k=1
Et aussi,
n—1
Ve = Z ex(Veej, enver +e,(Ve,ej, v)v + (Ve,ej, N)N
k=1
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Par conséquent,

577<vez'€j’ 77>77 + €C<vﬁ'€j’ C)C = 5V<v3i€j’ V>V + 5N<veiej7 N>N

Or,
(Veiejs N) = —(ej, Ve, N) + ei((ej, N))
et puisque,
<€j7 N> =0
alors,

<v5i€j’ N) = _<€j’veiN>

A étant 'opérateur de la seconde forme fondamentale de I'immersion associée au vecteur

N

?

De méme nous avouns :

(Veej,m) = (As(e:), ;)

et :
<vei6j’ <> = <AP(61')7 €j>

par conséquent :

en{A(e:), ;)N + e, (Ve,ej, v)v = ec(Ap(ei), ;)¢ + en(As(es), €5)n
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ce qui donne :
en(A(e), ) N = ec(Ap(e), ;)¢ + ey(As(ei), e;)n — e,(Ve,e5, v)v

D’ou
(A(ei), €5) = ec{Ap(ei), €5) (¢, N) +ey{As(es), €5) (n, N) (2.1)
Supposons maintenant que P" soit totalement ombilique, alors il existe une fonction
A € C®(P") telle que Ap = Al ; ou [ est Iidentité de Iespace de champs de vecteurs
#(P).
Choisissons la base (eq, ..., e,_1) de T,X" ! formée par les vecteurs propres de Ay; on

obtient alors, pour tout i € (1,..n — 1)

AZ(ei) = Ti€;

La relation (2.1) entraine :

(Alei), e5) = (M, N) +eymidn, N)) (es €5)
= (ecMC, N) + &y7iln, N)) ;6!

Posons pour simplifier :

Vi = (8¢ MC N) +eyTidn, N)) €

nous obtenons alors :
0 sii#j
Vi pour i=j

(Alei), e5) =

La matrice A s’écrit donc dans la base (e, ..., e,_1, V) sous la forme :
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" 0o .. e1{Av, eq)
0 Y2 0 :
A )
0 Vn