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La liste suivante décrit certains symboles qui seront utilisés tout au long de
ce document.
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Introduction

Les courbes (hyper)elliptiques sont beaucoup étudiées et utilisées, notam-
ment en cryptographie [Mil85, Kob87, Kob89]. Dans les domaines applicatifs,
on s’intéresse tout particulierement aux courbes elliptiques sur les corps finis.
Les algorithmes de calculs de cardinalité de courbes elliptiques sont donc fonda-
mentaux, afin par exemple de définir les parametres des cryptosystémes. L’algo-
rithme de Schoof [Sch85] est le premier algorithme de complexité polynomiale &
calculer la cardinalité de courbes elliptiques sur les corps finis. Il a été amélioré
par la suite par les travaux de Atkin [Atk88] et Elkies [Elk91] aboutissant &
lalgorithme SEA [Sch95].

Les isogénies sont des morphismes de groupes de noyau fini entre deux
courbes elliptiques. Le calcul d’isogénies apparait dans SEA et a donc un intérét
central. Les courbes elliptiques sont représentées, entre autres, a ’aide de leur
j-invariant qui les définit & isomorphisme pres. Nous formulons donc le probleme
suivant de calcul d’isogénies :

Probleme du calcul explicite d’isogénie Etant donnés deux courbes el-
liptiques Ey et Fq, un entier r tel que Fy et Fy soient r-isogeénes, c’est a dire
qu’il existe une isogénie de degré r qui relie ces deux courbes, calculer I'isogénie
(b By — FEq.

Les premiers algorithmes de calcul d’isogénies sont dus & Atkin [Atk91] et
Charlap, Coley et Robbins [CCR91]. Ensuite des algorithmes utilisables sur les
corps finis ont été développés [E1k98], [Coud4], [Cou96], [Ler96]. Les trois algo-
rithmes sus-cités de Couveignes [Cou94], [Cou96] et Lercier [Ler96] ne sont pra-
tiques que dans le cas de petite caractéristique. L’algorithme de Elkies [E1k98],
au contraire, est mieux adapté a la caractéristique grande ou zéro, et ne peut
pas étre utilisé en petite caractéristique. Ce dernier a été ensuite amélioré par
le travail de Bostan, Morain, Salvy et Schost [BMSS08], puis par celui de Ler-
cier et Sirvent [LSO08] qui a permis d’utiliser cette méthode sans contrainte de
caractéristique ; ce dernier algorithme a été récemment amélioré par un résultat
de Lairez et Vaccon [LV16] sur la précision p-adique.

Bien que l'algorithme de Couveignes [Cou96] ait une meilleure complexité
en le degré de l'isogénie que l'algorithme de Lercier et Sirvent, il n’est pas
utilisé en pratique a cause d'une dépendance polynomiale en la caractéristique
p qui le rend trop cotliteux dés que p augmente. Ainsi, 'algorithme de Lercier
et Sirvent, avec une dépendance logarithmique en p, est préféré pour les plus
grandes caractéristiques.

Soulignons que le calcul d’isogénies n’est pas une étape dominante du point
de vue de la complexité dans 'algorithme SEA.
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FIGURE 1 — Exemple de graphe (volcan) d’isogénies

Le probléeme du calcul de I'isogénie explicite a trouvé récemment de nouvelles
applications, par exemple pour les crypto-systémes & trappe de Teske [Tes06],
les travaux de cryptanalyse de [MMTO1], la construction de fonctions de ha-
chage [CGLO09], I'accélération de la multiplication scalaire [GLV01, LS14], ou les
crypto-systémes post-quantiques & base de graphes d’isogénies [Cou06] [RS06]
[DFJP14].

Dans ces récentes applications le calcul d’isogénies peut étre dominant. Ainsi,
il est pertinent d’approfondir le travail de Couveignes [Cou96] sur le calcul
d’isogénies a cause de sa bonne complexité en le degré de I'isogénie. L’algorithme
de Couveignes interpole I’évaluation de I'isogénie sur les points d’ordre p*, pour k
assez grand, ot p est la caractéristique du corps de base. Ce travail a été amélioré
par la suite par De Feo [DF11], qui se sert notamment d’une construction efficace
de tours d’extensions de degré p de corps finis [Cou00, DFS12].

Cette these s’inscrit dans la continuité des travaux de Couveignes [Cou96]
et De Feo [DF11], et cherche notamment & les généraliser & I’étude des points
d’ordre ¢, avec ¢ premier quelconque, afin de s’affranchir de la dépendance
polynomiale en p. Pour cela, nous devons en particulier déterminer des ensembles
de points préservés par ’évaluation de I'isogénie que nous voulons calculer, tout
en nous servant d’une construction efficace de tours d’extensions de degré ¢ de
corps finis.

Pour une étude fine de I'évaluation de l'isogénie sur les points d’ordre £*,
nous nous servons de graphes d’isogénies. Sur la Figure 1 nous pouvons en voir
un exemple. Les sommets de ce graphe sont des courbes elliptiques définies a
isomorphisme pres ; elles sont reliées par des arétes symbolisant les isogénies d’un
degré fixé. Il est & noter que toutes les courbes d’'un méme graphe d’isogénies
ont la méme cardinalité.

Les graphes d’isogénies ont été étudiés pour la premiére fois par Kohel [Koh96] ;
ses travaux ont été inspirés par ceux de [Mes86, Piz90, Piz95] dans le contexte
particulier des courbes elliptiques supersingulieres que Kohel a adapté et dé-
veloppé dans ce contexte; Kohel a aussi étudié le cas des courbes elliptiques
ordinaires. Cela afin de calculer ’anneau des endomorphismes d’une courbe
elliptique. Kohel a défini une nomenclature sur les niveaux dans le graphe d’iso-
génies. Ainsi le graphe de la Figure 1 a été représenté selon cette convention ;
les isogénies allant entre deux courbes situées au méme niveau sont appelées
horizontales ; celles allant vers une courbe située plus bas (haut) sont appelées
descendantes (ascendantes). Kohel détermine le niveau d’une courbe dans le

16



Table des figures

graphe tout en connaissant la cardinalité de celle-ci afin de calculer son anneau
des endomorphismes. Fouquet et Morain [FM02] ont par la suite résolu le méme
probléme, en adaptant les méthodes de Kohel sans la connaissance préalable
de la cardinalité de la courbe, afin d’améliorer SEA, et ont nommé les graphes
d’isogénies volcans d’isogénies.

Ensuite les travaux de Miret et al. [MMRV05] [MMS*06] [MMS*08] ont
permis d’expliciter un lien entre le niveau d’une courbe dans le volcan de /-
isogénies et la structure des f-sous-groupes de Sylow ; cette relation peut étre
aussi vue comme une conséquence des travaux de Kohel [Koh96] et Lenstra
[Len96]. Le travail de Tonica et Joux [[J10] a permis, & laide de couplages, de
déterminer un changement de niveau dans le volcan d’isogénies sous certaines
conditions.

Ces travaux ont donc été faits dans le but de déterminer la direction d’une
isogénie : montante, descendante ou horizontale pour améliorer celui de Fouquet
et Morain, et donc SEA.

Concernant la construction de tours d’extensions, nos travaux se placent
dans la suite de ceux de Doliskani et Schost [DS15], De Feo, Doliskani et
Schost [DFDS13], et en donnent quelques généralisations utiles.

Ainsi, I'un des résultats principaux de cette these est le théoréeme suivant :

Théoréme. Pour presque tous les nombres premiers ¢ et presque toutes les
courbes elliptiques ordinaires E, E’ définies sur Fy, il est possible de résoudre le
probléme du «Calcul explicite de 'isogénie» en un temps quasi-quadratique en
le degré de l'isogénie, avec une dépendance logarithmique en la caractéristique
de F,.

L’énoncé détaillé est le théoreme 6.9 démontré dans la sous-section 6.1.2.
Pour arriver a ce résultat nous avons développé de nouvelles méthodes pour
définir et déterminer des directions dans les volcans de ¢-isogénies.

Organisation de la these

Nous présentons dans le premier chapitre des notions de bases, notamment
sur les courbes elliptiques et leurs endomorphismes, et tout particuliérement
I’endomorphisme de Frobenius.

Dans le deuxiéme chapitre nous abordons les différents algorithmes de cal-
cul d’isogénies sur des corps finis, dont ceux de Elkies [Elk98], Bostan et al.
[BMSS08], Lercier et Sirvent [LS08], avant de présenter l'algorithme de Cou-
veignes [Cou96] et ses améliorations par De Feo [DF11].

Dans le chapitre 3, nous nous placons dans la continuité des travaux de
Doliskani et Schost [DS15], De Feo, Doliskani et Schost [DFDS13], et nous
présentons les tours d’extensions f-adiques. Nous généralisons notamment un
résultat de De Feo [DF11] pour le calcul de polynémes d’interpolation.

Dans le chapitre 4 nous rappelons les résultats principaux sur les volcans
d’isogénies, dont notamment le lien entre les niveaux dans le volcan et la struc-
ture des f-sous-groupes de Sylow ; pour cela nous utilisons des résultats de Ko-
hel [Koh96], Fouquet et Morain [FMO02], Miret et al. [MMRV05] [MMS™06]
[MMS*08], et Ionica et Joux [1J10].

Nous abordons dans les deux chapitres suivants les principaux apports de la
these.
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Tout d’abord nous étudions dans le chapitre 5 'action de I’endomorphisme
de Frobenius sur la ¢*-torsion d’une courbe elliptique. Nous développons de
nouvelles méthodes pour déterminer des directions dans le volcan de ¢-isogénies,
y compris pour les directions descendantes dans le cas Atkin. Nous présentons
aussi dans ce chapitre des algorithmes permettant de calculer certaines isogénies,
spécifiées par leurs directions, dans le volcan.

Ensuite, nous présentons dans le chapitre 6 comment ces isogénies peuvent
étre utilisées dans un algorithme de Couveignes ou 'isogénie est interpolée sur
les points d’ordre ¢¥. Nous appellerons «/-adiques» ces variantes de I’algorithme
de Couveignes. Nous présentons et analysons deux algorithmes ¢-adiques qui
ensemble permettent de proposer une solution au probléme de I'isogénie explicite
pour presque tout ¢ premier différent de p. Apres une étude de 'application du
premier algorithme présenté a l’aide d’un résultat de Shparlinski et Sutherland
[SS14], nous pouvons & ’aide du second algorithme donner directement une
borne sur le parametre ¢ pour résoudre le probleme étudié.

Enfin nous présentons dans le chapitre 7 trois variantes de notre premier
algorithme du chapitre 6 avec une variante qui utilise un seul sous-groupe cy-
clique des points d’ordre #¥, une variante qui utilise différents nombres premiers
favorables, une variante qui travaille avec un nombre composé favorable, et nous
étudions leur intérét.
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Chapitre 1

Rappels théoriques

1.1 Complexité

Dans ce document, nous utilisons la notation classique de Landau O pour
mesurer la complexité des algorithmes présentés. Etant données deux fonctions
fi9: N = N, on dit que f € O(g) lorsqu’il existe deux constantes x( et M telles
que :

f(z) < Mg(x) pour x> x.

Nous définissons également la notation f € Q(g) de la fagon suivante a I'aide de
deux constantes xg et M telles que :

flx) > Mg(x) pour x> xo.

Nous définissons la notation © pour laquelle que f € ©(g) si et seulement si
f€0(g) et feQg)

Dans ce document, de nombreux algorithmes vont utiliser la multiplication
rapide, nous notons alors M : N — N la fonction de multiplication telle que
le colit de la multiplication de deux polynémes de de degré n définis dans
F,[x] colite M(n) opérations arithmétiques dans F,. En utilisant les résultats
de [vzGGO03, §8.3] nous pouvons supposer que :

— M(n) est superlinéaire, c’est & dire w > Mi;”) sin>m,

— M(n) est au plus quadratique : M(mn) < m?>M(n).

A Taide des méthodes de [SS71] et de leurs généralisations [Sch77] [CK91]
utilisant des transformées de Fourier rapides, la multiplication de polyndémes de
degré n appartenant & R[x] pour un anneau R quelconque est de
O(nlog(n)loglog(n)) opérations arithmétiques dans R.

Dans ce document nous notons par w un constante telle que ’on peut mul-
tiplier des matrices de taille m définies sur un anneau A quelconque en utilisant
O(m®) opérations (+, x) dans A. A I'aide des algorithmes de [CW90] et [Wil12]
nous avons w < 2, 38.

Nous notons par O, le coiit de la complexité en omettant les facteurs logarith-
miques en la variable 7. Ainsi nous avons O(r¢log(r)log(¢)) C O,(rflog(f)) C
OM(M). Nous omettrons de préciser la variable quand il n’y a pas d’ambiguités
possibles.

Enfin des algorithmes de type Las Vegas vont étre utilisés dans ce travail ;
ces algorithmes sont des algorithmes probabilistes qui produisent un résultat
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toujours correct mais dont la complexité dépend de ’aléa fourni. Dés que nous
utilisons un algorithme de type Las Vegas, nous analysons sa complexité dans
le cas moyen, et nous ignorons le pire cas. Nous indiquons donc l'utilisation
d’algorithme de type Las Vegas dés que nous parlons de complexité moyenne.

1.2 Théorie de Galois

On définit tout d’abord un corps de décomposition.

Définition 1.1. Soit K un corps, soit un ensemble fini de polynomes (P;);c;-
On dit alors que L est le corps de décomposition de cet ensemble de polyndémes
si chaque polynéme P; se factorise en un produit de facteurs linéaires et si L. est
généré sur K par les racines des polyndémes P;. Le corps de décomposition est
unique a isomorphisme pres.

Définition 1.2. Une extension de corps L/K est dite normale ou quasi-galoisienne
lorsque tout polynome défini sur celle-ci se scinde ou n’admet aucune racine.

Définition 1.3. Soit une extension de corps L/K, un élément = de L est dit
séparable sur K si son polynéme minimal défini sur K n’admet aucune racine
multiple. Une extension de corps L/K est dite séparable si tout élément = € L
est séparable.

Définition 1.4. Une extension de corps /K est dite une extension Galoisienne
si elle est a la fois séparable et normale.

Théoréme 1.5. Soit L/K une extension Galoisienne. Alors il existe un élément
x € L appelé élément primitif tel que L = K[z].

Soit L/K une extension Galoisienne alors on appelle groupe de Galois de
L/K le groupe d’automorphismes de L qui laisse fixe K, on le note Gal(L : K).

Soit € L, soit o € Gal(L : K) alors on appelle o(x) les conjugués de = et
ils constituent les racines du polynéme minimal de  défini sur K. On appelle
représentant de 'orbite de x sous l'action d’un élément de Gal(L : K) n’importe
quel élément de l'orbite.

Définition 1.6. Pour une extension de corps L/K, avec K de caractéristique
positive, un élément de L est dit purement inséparable ou radiciel si il est stable
sous l'action d’un élément de Gal(L : K). Une extension de corps L/K est alors
dite purement inséparable (ou radicielle) si tout élément de L est.

Définition 1.7.
— Le degré de séparabilité d’une extension /K est le degré de ’extension
L par rapport a K lorsque celle-ci est séparable.
— Le degré d’inséparabilité d’une extension L/K est le degré de I'extension
L par rapport a K lorsque celle-ci est purement inséparable.

1.3 Courbes Elliptiques

Dans cette section nous allons faire quelques rappels sur les courbes ellip-
tiques. Pour approfondir le sujet le lecteur pourra consulter [Sil86] ou encore
[Was08].
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1.3.1 Equations de Weierstrass

Soit K un corps de cloture algébrique K. Sauf mention explicite du contraire,
par convention on notera p la caractéristique du corps K. On rappelle tout
d’abord la définition d’'un espace projectif sur K.

Définition 1.8. On appelle espace projectif de dimension 2 sur un corps K et
on note P%(K), I'ensemble des classes (X : Y : Z) de la relation d’équivalence
définie comme suit :

Y(X,Y,Z) e K3\ (0,0,0),(X,Y, 2) = (X",Y', Z))
<
ec K" X' =cX,Y' =¢cY, 72 =cZ.

Définition 1.9. Une courbe elliptique F est définie comme la variété projective
lisse associée a I’équation

E:Y?Z4+aiXYZ+a3YZ? = X? + a2 X?Z + an X Z*% + ag 2> (1.1)

avec ai,as,as, a4, ag des éléments de K. Des lors que aq,as,as, a4, ag appar-
tiennent a K alors la courbe est dite définie sur K.

Définition 1.10. Soit une courbe E définie sur K on note E(K), I’ensemble
des points d’une courbe elliptique E définie sur K, c’est I’ensemble :

EK)={(X:Y:2)cPK):
Y2Z 4 a1 XYZ +a3YZ? = X? 4 aoX?Z + ay X Z% + a6 23}
Le seul point correspondant & Z = 0 est le point a 'infini O = (0 : 1 : 0),
chaque classe différente de 0g a un unique représentant de la forme (X, Y, 1).

Ainsi cette derniére remarque nous amene & considérer le changement de
variables z = %, Yy = % (pour Z # 0), on passe alors en coordonnées affines et
on obtient I’équation affine de Weierstrass :

E:y® 4+ a1zy + asy = 2° + axz® 4+ asx + ag. (1.2)

On peut alors définir I’ensemble des points de la courbe définis sur K dans
ce systeme de coordonnées affines comme :

E(K) ={(z,y) € K*: y* + a1zy + agy = ° + ap2”® + a4z + ag} U {0p}

Nous travaillerons désormais dans la suite de ce document avec ce systéme
de coordonnées affines des points d’une courbe elliptique.
On définit aussi :

2 2 2 2 4
by = ai+4az, by = ar1a3+2a4,bs = az+4as, bs = ajag—arasas+4asras+azaz—asy.
A Tl'aide de ceux-ci on définit le discriminant A de ’équation de Weierstrass

(1.2) :
A = —b3bg — 8by — 27b% + 9babab.

La courbe E admet un unique point singulier si et seulement si A est nul, la
courbe est non singuliére si et seulement si A est non nul ([Sil86, Prop. I11.1.4]).
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On définit :
(b3 — 24b4)3
A

La constante j est appelée j-invariant de la courbe.

Une question naturelle est de se demander & quel point ’équation de Weiers-
trass définit de fagon unique une courbe elliptique. En considérant les change-
ments de variables qui préservent le point & l'infini O, il est montré [Sil86,
ITI1.3.1b] que le seul changement de variables préservant la forme de ’équation
de Weierstrass et Og est :

z=u?r +r y:u3y’+u25x’+t

avec u, 7, s,t des éléments de K et u différent de 0. En calculant alors les coef-
ficients a} de la nouvelle équation de Weierstrass obtenue par le changement de
variables, on obtient un j-invariant identique, ce qui justifie alors la dénomina-
tion de celui-ci.

On rappelle que si 'on note f(x,y) = 0 ’équation affine de Weierstrass d’une
courbe elliptique E' définie sur K, alors son corps des fonctions K(E) est le corps
des fractions de 'anneau des coordonnées

K(E) := K[z, y]/(f (2, 9))-

1.3.2 Loi de groupe

On peut définir sur E(K) une loi de groupe abélienne a l'aide de la méthode
dite de la corde et de la tangente.

Définition 1.11 (Loi d’addition). Soient P,Q € E(K), L la droite reliant P & Q)
(ou tangente & la courbe en P si P = Q) et R le troisiéme point d’intersection
de L avec E. Soit L’ la droite reliant R & Op cette droite intersecte alors la
courbe en un troisieme point P 4 Q.

En utilisant la notation (zp, yp) pour les coordonnées affines d’un point P de
la courbe, on obtient alors pour des points P, Q) de E(K) les formules suivantes :

— P+0gp=0g+P=(rp,yp);

— —P=(zp,~yp —mixp —az);
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Yo—vp siP#Q

o . — ) zo-=zp
En posant A\ = {3z2p+2a2mp+a4—a1yp §P=0Q’

. 2yp+airp+tas 3
on peut alors exprimer les coordonnées de P + @ par

TprQ = N tad—ay—zp —zq,
yprQ = —(A+a1)rprq —yp — Avp — as.

Une preuve que cette loi définit bien une loi de groupe abélienne est montrée
dans [Sil86, II1.2.2] ainsi qu'une démonstration des formules énoncées.

Multiplication scalaire

A laide de la loi additive on peut définir la multiplication scalaire par 'entier
naturel m comme suit :
[m] : E(K) —» E(K)
PP+ --4+P. (1.3)
————
mfois

Définition 1.12. On appelle points de m-torsion ’ensemble des points de E
qui sont envoyés sur 1’élément neutre O par [m]. Cet ensemble est noté E[m].

1.3.3 Isogénies
Définition 1.13. Soient Fj et Fy deux courbes elliptiques, une isogénie ¢ de
F4 dans E5 est un morphisme de variétés algébriques surjectif :

(pZEl—)EQ

avec ¢(0p,) = Op,.

En particulier, on a le résultat suivant qui nous permet de spécifier le lien
entre les isogénies et les homomorphismes de groupe :

Théoréme 1.14. Soit p : E1 — FEs une isogénie alors pour tous points P, Q de
Ei ona:
(P + Q) =¢(P)+ ¢(Q)

Démonstration. Voir [Sil86, Theoreme I11.4.8] O

Ezemple 1.15. La multiplication par m est une isogénie :
[m](P + Q) = [m]P + [m]Q.

On dira que E; et Fy sont isogenes lorsqu’il existe une isogénie ¢ de 7 dans
Es.

L’ensemble des isogénies de F; vers F5 adjoint a I’application nulle est appelé
groupe des homomorphismes et est noté Hom(E, Es).

Lorsque Ey = E5 ensemble Hom(F1, E7) est appelé anneau des endomor-
phismes et est noté End(E;) = Hom(F1, E1). Les éléments de End(E;) inver-
sibles sont appelés automorphismes et sont notés Aut(E1).

Définition 1.16. Soient E, E5 deux courbes définies sur K, alors I'isogénie qui
relie By et Fy est définie sur K si elle commute avec tout élément de Gal(K : K)
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Notation 1.17. Soient Fj, Fs deux courbes elliptiques définies sur K, alors on
note Homg (E1, Es), I'ensemble des isogénies de E; vers E, définies sur K.

Une isogénie définie sur K sera dite K-rationnelle ou simplement rationnelle
quand il n’y a pas d’ambiguité.

En particulier par la suite on étudiera comment calculer un élément de cet
ensemble. Le résultat suivant permet de donner une autre représentation des
isogénies.

Proposition 1.18. Soit E une courbe elliptique, alors il y a une correspondance
bijective entre les isogénies séparables qui ont pour domaine de définition F et
les sous-groupes finis de £ :

(p: E— @(F)) < ker(p)
Démonstration. Voir [Sil86, Proposition 4.12]. O

En utilisant le résultat de la proposition précédente nous introduisons la
notation suivante :

Notation 1.19. Pour E une courbe elliptique et C' un sous-groupe fini des
points de F la notation £/c désigne la courbe obtenue par l'isogénie séparable
de noyau C.

Nous pouvons alors illustrer I’énoncé de la proposition 1.18 par les correspon-
dances bijectives suivantes entre les isogénies séparables qui ont pour domaine
de définition F et les sous-groupes finis C' de E :

(p: E— ¢(E)) = ker(p)
(E — E/c) + C.

Pour une isogénie ¢ on peut définir sur les corps de fonctions associés a F1q
et E5 I'injection suivante :

(p* : ]K(EQ) — K(El)

f=foe
Définition 1.20. Soit K un corps algébriquement clos, ¢ une isogénie définie
sur K de F; dans Es, alors ¢ est dite séparable ou inséparable selon que l'exten-
sion K(E7)/¢*(K(F3)) lest ou pas. On note alors deg ¢, deg; ¢ les degrés de
séparabilité et d’inséparabilité de l'extension de corps K(E1)/¢*(K(E2)) (voir

définition 1.7). Nous avons donc degy = deg, pdeg, ¢ qui est égal aussi au
degré de 'extension de corps K(E7)/¢*(K(Es)).

Une isogénie de degré ¢ sera alors appelée une f-isogénie.

Théoréme 1.21. Soit p une isogénie de Ey dans Fso, alors :
— pour tout point Q de Ey on a |p7H(Q)] = deg, (),
— si @ est séparable alors deg,(¢) = deg(p) = |ker(p)].

Démonstration. Voir [Sil86, I11.4.10] O

Comme les isogénies peuvent étre décomposées de fagon unique en une com-
position d’isogénies inséparables et séparables, alors on se concentre dans la
suite sur la détermination d’isogénies séparables.

Voyons maintenant plus en détails le lien entre une isogénie séparable et son
noyau. Pour cela on va d’abord rappeler les formules de Vélu et une application
de celles-ci.
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Formules de Vélu

Pour un sous-groupe C de E(K) les formules de Vélu [Vél71] permettent
d’exprimer de fagon canonique une isogénie séparable £ — E’ de noyau C et
de codomaine E’. L’isogénie est définie sur K si et seulement si le polynéme qui
s’annule sur les abscisses des points du noyau C' est défini dans K[X].

Soit P un point de E alors les formules de Vélu nous donnent 'isogénie I de
noyau C par :

1Py = (a(P)+ > a(P+Q) -2(Q)
QeC\{0r}

yP) v S yP+Q-y(@)
QeC\{0x}

(1.4)

On peut alors exprimer ’équation de la courbe image de 'isogénie a ’aide des
formules d’addition. Par un souci de simplicité on se restreint au cas ou l'on a
p # 2, dans ce cas on peut exprimer I’équation de F par :
y2 =z3 + a2x2 + asx + ag.

On note alors par f et f’ les deux fonctions suivantes dans K(E) :

f(P) = z(P)? + axx(P)* + ayz(P) + ag

f'(P)= 32(P)? 4 2as2(P) + a4
Avec les formules d’addition on peut réécrire la formule de Vélu (1.4) de la fagon

suivante en explicitant I'isogénie sur les coordonnées affines x, y de chaque point
de la courbe :

(. £(Q) 2/(Q)
I(z,y) = ( " QeC%{:OE} r—z(Q) * (. —2(Q))?’

W@ @
Y G @P G a@P)

QeG\{0r}

Alors si on note :
ha)y= ] (-=2Q)),

QeG\{0g}

I(z,y) = (ig;,y (Zgg) ) (1.6)

avec g un polynome. On pose ensuite :

t= Y F@, u= Y  2fQ), w=u+ >  z(Qf Q)

QeG\{0g} QeG\{0r} QeG\{0g}

on obtient :

Remarque 1.22. On peut calculer 'isogénie a 1’aide de la connaissance de son
noyau. Une méthode pratique reste celle préconisée par Elkies [E1k98] qui utilise
les équations (1.6) et (1.5) :

O S i(0)

2/(Q)
h(z) *

—2(Q)  (z—x(Q)?

z
QEG\{0r}
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ce qui a été reformulé ([BMSS08, Proposition 4.1]) par :

() W(z)\
i 2@ (i) (L)
avec p; la somme des abscisses des points du noyau. Ainsi a partir de h(z) et
p1 on est capable de calculer I'isogénie en O(M(deg(/))) opérations sur K en
développant les fractions puis en simplifiant.

Il est & noter qu’il existe une autre méthode énoncée dans [Koh96, Section
2.4] qui differe de celle de Elkies car elle utilise le polynéme qui s’annule sur les
points du groupe et exprime l’isogénie en fonction de ce polynome.

=deg(I)z —p1 — f'(2)

Ainsi on explicite le lien entre le noyau de l'isogénie et sa représentation &
I’aide des formules de Vélu.

Théoréme 1.23 (Isogénie duale). Soit ¢ une isogénie définie sur K d’une
courbe elliptique Ey vers une courbe elliptique Eo, alors il existe une unique
isogénie o de Fo vers Ey telle que pop = [deg(v)]r, est appelée isogénie duale.

Démonstration. Voir [Sil86, IT1.6.1] O

Théoréme 1.24. Soit p : B4 — E5 une isogénie.

1. Soit A : Ey — E3 une autre isogénie, alors
m =po .

2. Soit ¢ : E1 — FEs une autre isogénie, alors

pto=0+0.
3. Pour tout m entier relatif,
[m] = [m] et deg[m] = m?.
4. P =
9. deg(p) = deg().
Démonstration. Voir [Sil86, Theorem II1.6.2]. O

Corollaire 1.25. Soit E une courbe elliptique définie sur K et m € Z*,
1. Si m # car(K) alors
E[m] = Z/mz X Z/mz.
2. Si car(K) = p > 0 alors :
(a) Soit E[p°] = {0g} pour tout e
(b) Soit E[p€] = Z/pez pour tout e
Démonstration. Voir [Sil86, Corrolary I11.6.4]. O

1 et alors F est dite supersinguliére,

AR\

1 et alors E est dite ordinaire.

Définition 1.26 (Module de Tate). Soit E une courbe elliptique et £ un nombre
premier. Le module de Tate £-adique de E est le groupe :

Te(E) = lim B[],

n

la limite projective étant définie par rapport a ’application naturelle
‘
el 1 gem.
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Comme chacun des E[¢"] est un Z/e"z-module, on observe alors que le module
de Tate a une structure naturelle de Z,-module.

Proposition 1.27. En tant que Z; module, le module de Tate a la structure
suivante :

Zo x Zy  sik # car(K),

Zy si £ = car(K) et E est ordinaire,

{0g} si ¢ = car(K) et E est supersinguliére.

12

T,

1.3.4 Endomorphismes

Soit E une courbe elliptique, alors si 'on munit End(E) de la composition
et 'addition d’endomorphismes cela forme un anneau. De plus la multiplication
scalaire fournit une injection de Z dans End(F). Cependant End(E) n’est pas
nécessairement réduit a Z. Avant de parler de cela nous avons besoin d’introduire
des notions.

Définition 1.28. Un ordre O dans un corps de nombres quadratique K est un
sous-ensemble de K tel que :

1. O est un sous-anneau de K,

2. O est un Z-module libre de rang 2.
On a le résultat suivant sur la structure de End(FE).

Théoréme 1.29. End(F) est
— soit isomorphe a Z dans ce cas la courbe est ordinaire,
— soit isomorphe a un ordre dans un corps de nombres quadratique imagi-
naire dans ce cas la courbe est ordinaire,
— soit isomorphe & un ordre dans une algebre de quaternions, la courbe est
supersinguliére.

Démonstration. Voir [Sil86, Corollary I11.9.4], et [Sil86, Theorem V.3.1] O

Définition 1.30. Une courbe elliptique E est dite & multiplication complexe si
End(F) n’est pas réduit & Z mais isomorphe & ordre dans un corps de nombre
quadratique imaginaire.

1.4 Courbes elliptiques définies sur un corps fini

Soit p un nombre premier, on notera F, = Fp. le corps fini a g éléments.
Travailler sur un corps fini entraine le fait que le nombre de points d’une courbe
elliptique est fini, ainsi nous travaillons avec un groupe abélien fini. Afin d’étu-
dier ce groupe, et en particulier d’établir sa cardinalité, nous allons introduire
I’endomorphisme de Frobenius. Dans la suite de ce document nous considérerons
que les courbes elliptiques mentionnées sont définies sur un corps fini.

On a tout d’abord le résultat suivant sur la structure des points d’une courbe

elliptique :

Proposition 1.31. Le groupe abélien E(F,) est isomorphe & Z/n,z X Z/n,z avec
ng|nyetng|g—1

Démonstration. Voir [Was08, Theorem 4.1] O
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Notation 1.32. On notera par E(F,)[¢*°] le plus grand groupe de points de la
courbe FE, au sens de l'inclusion, qui contient les points de ¢-torsion définis sur
F,.

On a le résultat suivant qui donne I’égalité entre la cardinalité de deux
courbes elliptiques isogenes.

Proposition 1.33. Soient F, E’ deux courbes elliptiques définies sur un corps
fini avec E et B’ reliées par une isogénie alors E et E’ ont la méme cardinalité
sur F,.

Démonstration. Voir [Sil86, Exercise V.5.4.a) O

1.4.1 L’endomorphisme de Frobenius

Définition 1.34. Soit F une courbe définie sur F,, 'application :

T:E—E
(X:Y:2Z2)— (X1:Y9:29)

est un homomorphisme de la courbe et est appelée endomorphisme de Frobenius.

Maintenant que nous avons défini ’endomorphisme de Frobenius, voyons les
différentes propriétés qu’il a selon que la courbe sur laquelle il est défini soit
ordinaire ou supersinguliere.

Proposition 1.35. Soit £ une courbe elliptique définie sur F,, soit 7 I’endo-
morphisme de Frobenius. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. E est supersinguliere,

E[p¢] = {0g} pour tout e > 0,
la duale 7 de I’endomorphisme de Frobenius est purement inséparable,

la trace t; de 'endomorphisme de Frobenius est divisible par p,

CUk

Panneau des endomorphismes End(FE) est isomorphe & un ordre dans une
algebre de quaternions.

Si ces conditions ne sont pas vérifiées alors on a les conditions équivalentes
suivantes :

1. E est ordinaire,
E[p°] = Z/p°Z pour tout e > 0,
la duale 7 de I’endomorphisme de Frobenius est séparable,

la trace t; de ’endomorphisme de Frobenius est premiere avec p,

CUk

Panneau des endomorphismes End(F) est isomorphe & un ordre dans un
corps de nombres quadratique imaginaire.

Démonstration. Voir [Sil86, Theorem V.3.1] O

Dorénavant on ne va travailler qu’avec des courbes elliptiques ordinaires dans
tout le reste du document.
L’endomorphisme de Frobenius 7 relatif a F, admet pour équation :

7 —tem+q=0

avec t, la trace de ’endomorphisme de Frobenius. Cette équation a un réle
important dans le calcul de cardinalité de courbes elliptiques [Sch85].
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Proposition 1.36. Soit £ une courbe elliptique définie sur F,, soit ¢, la trace
de I'endomorphisme de Frobenius relatif & F, alors :

|E(Fg)l =q+1—tr.
Démonstration. Voir [Sil86, Theorem V.1.1] O

Théoréme 1.37 (Hasse). Soit E une courbe définie sur Fy, alors

ltz] < 24/7 (1.8)
Démonstration. Voir [Sil86, Theorem V.1.1] O

Nous rappelons qu’une courbe elliptique est dite a multiplication complexe
si son anneau des endomorphismes est isomorphe & un ordre dans un corps
quadratique imaginaire. Ainsi toute courbe elliptique ordinaire définie sur un
corps fini est & multiplication complexe.

1.4.2 Algorithme de Schoof et ses améliorations

Dans cette sous-section une partie plus technique va étre abordée. Celle-ci
permettra au lecteur non initié de se familiariser avec des méthodes déterminant
des sous ensembles de la /-torsion a ’aide du Frobenius. Cette partie présente
aussi avantage de montrer le contexte d’algorithmes (Elkies 1998 et BMSS 2008
présentés dans le chapitre 2) de calculs d’isogénies auxquels il est pertinent de
se comparer.

L’algorithme de Schoof [Sch85] consiste & calculer le cardinal d’une courbe
elliptique £ définie sur [Fy a I’aide de I’équation caractéristique du Frobenius 7 :

X2 —t,X+¢q=0.

Une fois la valeur de la trace du Frobenius ¢, déterminée, on a alors |E(F,)| =
q+ 1 —t,. En pratique cette équation est résolue modulo ¢;, avec £; un nombre
premier. Cette résolution est répétée pour un ensemble L de nombres premiers
tel que : Heie . ti > 4,/q. Le théoréme des restes chinois est alors utilisé pour
déterminer ¢, modulo H&E 1 ;. On utilise ensuite le théoréme de Hasse pour
déterminer la cardinalité de la courbe.

Le principal probleme avec cette approche est que l'on travaille avec la /-
torsion qui lorsque 'on a ¢ # p est de la forme E[¢] ~ Z/¢Z x Z/¢Z. On doit alors
travailler modulo le polynéme de ¢-division (le polynoéme unitaire qui s’annule
sur les abscisses des points de /-torsion) qui est de degré (¢2 — 1)/2. L’objectif
de Pamélioration d’Elkies [Elk91] est alors de considérer des sous-groupes de la
{-torsion afin de diminuer le cofit de I'algorithme.

Des améliorations ont donc été apportées a ’algorithme de Schoof par Atkin
et Elkies en analysant plus précisément I’action du Frobenius sur la ¢-torsion
afin d’exhiber des sous-groupes de la {-torsion. En particulier comme 1’objectif
de I'algorithme de Schoof est de calculer la trace du Frobenius, il est naturel
d’étudier la détermination de ses valeurs propres. Ainsi en analysant ’équation
de caractéristique de 7 sur la ¢-torsion :

X2 —t.X +q=0mod/,

on peut voir quand il est possible de déterminer des sous-groupes de la ¢-torsion
stables par 7, c’est a dire des espaces propres pour l'action du Frobenius. On a
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plusieurs cas possibles selon les propriétés du discriminant du Frobenius d, =
2 — 4q.

Définition 1.38. Soient F une courbe elliptique ordinaire définie sur IF, de
j-invariant j(F) # 0,1728, d, le discriminant du polynoéme caractéristique du
Frobenius 7 associé a F. Soit £ un nombre premier différent de p la caractéris-
tique de F,. Alors :
pour £ # 2, on a la distinction suivante :
— 81 dy est un résidu quadratique dans Z/¢Z alors ¢ est dit nombre
premier de Elkies,
— si d, est un non-résidu quadratique dans Z/¢Z alors ¢ est dit nombre
premier de Atkin,
pour £ = 2, on a la distinction suivante :
— sid; = 0mod 4 ou si d, = 1 mod 8, alors £ est dit nombre premier
de Elkies,
— si d; = 5 mod 8, alors £ est dit nombre premier de Atkin.

Avec cette distinction il va étre possible selon les cas de déterminer des
espaces propres pour le Frobenius appliqué a la ¢-torsion.

Notation 1.39. Soit £ une courbe elliptique ordinaire définie sur F,. Soit C un
sous-groupe de E[{] d’ordre £. On note s le plus petit entier p tel que 77 (C') = C.

Dans le cas Elkies, on doit faire une distinction selon la nullité du discrimi-

nant d, modulo /.
— Sid; = 0mod ¢ lorsque ¢ # 2 et d; = 0 mod 4 lorsque £ = 2 alors il n’y
a qu’une seule valeur propre A pour le Frobenius restreint a la ¢-torsion
et I'espace propre est défini sur Fys avec s = 1 si I’espace propre est de
dimension 2 sur F, et s = £ si seulement un espace propre de dimension
1 est défini sur F,.
— Si d; # 0mod ¢ lorsque ¢ # 2 et d = 1 mod 8 alors il y a deux valeurs
propres A, p pour le Frobenius restreint a la f-torsion et les espaces
propres sont définis sur Fj,.
Dans le cas Atkin les valeurs propres ne sont pas définies sur F, mais sur
Fy2, les espaces propres sont alors définis sur Fy- avec s | £+ 1.

On ne peut appliquer a priori ce résultat, car il suppose la connaissance de
t. et donc la cardinalité de la courbe. On doit donc travailler avec un autre
objet : le £-iéme polynéme modulaire ®,(X,Y) € Z[X, Y], qui est de degré £+ 1
et symétrique.

Proposition 1.40. Soient jo € F, le j-invariant d’une courbe elliptique Ey
définie sur F,, de j-invariant j(E) # 0,1728 et ®,(X,Y) € Z[X,Y] le {-iéme po-
lynéme modulaire. Les £+ 1 racines du polynéme ®,(X, jo) sont les j-invariants
de courbes f-isogeénes a Ej.

Démonstration. Voir [Fou0l, Théoreme 4.1.1] qui utilise notamment le résultat
de [Cox89, Theorem 11.23]. O

Les j invariants des courbes f-isogenes a Fy, racines du polynéme modulaire
évalué en jj, correspondent exactement aux j-invariants des courbes générées
par les ¢ isogénies E — E/C avec C(noyau de 'isogénie) un des £ + 1 sous-
groupes cycliques de la ¢-torsion.

On montre alors le lien entre l'existence des espaces propres et les racines
du /-iéme polynéme modulaire ®, par la proposition suivante.
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Proposition 1.41. Soit F une courbe ordinaire définie sur F, de j-invariant
J(E) #0,1728. Alors :

1. le polynéme ®,(X,j) a une racine jo € Fy si et seulement si le noyau
C de lisogénie E — E/C avec j(E/C) = jo est un espace propre de
dimension 1 pour 7" restreint & FE[¢];

2. le polynoéme ®,(X,j) se scinde completement sur F[X] si et seulement
si 7" agit comme une matrice scalaire sur E[/].

Le théoréme suivant de Atkin permet de déterminer plus spécifiquement les
cas possibles de factorisation de ®(X,j) et aussi d’énoncer si le nombre est de
Elkies ou de Atkin selon les cas :

Théoréme 1.42 (Atkin). Soit E une courbe ordinaire définie sur Fy de j-
invariant j(E) # 0,1728. Soit ®¢(X,j(F)) = fifa- - fs la factorisation de
Dy(X,j(E)) dans Fy[X] en éléments irréductibles, alors les degrés possibles de
f1, fay -, fs sont :
1. (1,¢) ou (1,1,--- ,1). Dans les deux cas t2> — 4q = 0 mod ¢, dans le pre-
mier cas on pose T ={ et dans le second r =1;

2. (1L, 1,r,r,-- 7). Dans ce cas t2 —4q est un résidu quadratique modulo £.
On a alors v qui divise £ — 1 et w agit comme une matrice scalaire sur
E[(];

3. (ryry---,7) avec r > 1. Dans ce cas t2 — 4q n’est pas un résidu qua-

dratique, v divise £ + 1 et la restriction de m a4 E[f] admet un polynéme
caractéristique irréductible sur IF.

Dans tous les cas on a r qui correspond a l'ordre de la matrice # dans
PGL2(Z/VZ) et la trace du Frobenius ¢, vérifie :

t2 = q(¢+ ¢ 1)? mod ¢ (1.9)

avec ¢ € E une racine r-iéme primitive de I'unité. Ainsi dans le cas Atkin pour
déterminer ¢, on est amené & tester ¢(r)/2 racines primitives r-iéme de I'unité.

En pratique pour déterminer la nature d’un nombre premier ¢ on calcule
9(X) = pged(P(X, ¢), X1 — X). Lorsque l'on a g(X) = 1 alors ¢ est un nombre
de Atkin, sinon ¢ est un nombre de Elkies.

Les nombres premiers de Elkies sont les plus favorables au calcul de ¢, car
une fois que l'on a un nombre premier de Elkies alors par la proposition 1.41
il existe un sous groupe cyclique C' de la ¢ torsion qui est un espace propre de
dimension 1 pour le Frobenius 7. On résout alors

X? —t.X 4+ ¢=0mod g

avec gg le polynéme qui s’annule sur les abscisses des points de C. Ce groupe
C' étant plus petit que celui de la /-torsion, on va diminuer la complexité du
calcul & effectuer pour trouver la trace modulo £. En effet la /-torsion étant
isomorphe & un produit de deux groupes cycliques, une fois une valeur propre
trouvée A, alors I'autre valeur propre est u = ¢/A mod £ et 'on obtient alors la
trace t; = A+ p mod /.

Par contre pour les nombres premiers ¢ de Atkin, comme un sous groupe
cyclique de la f-torsion ne peut étre déterminé dans F, alors on ne peut déter-
miner les valeurs exactes de t, modulo /. On doit donc considérer toutes les
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valeurs possibles données par (1.9). On répéte alors cette opération pour diffé-
rents nombres premiers de Atkin, puis on utilise un algorithme pas de bébé pas
de géant pour déterminer la trace du Frobenius. Il existe des améliorations sur
lalgorithme pas de bébé pas de géant proposées par [Ler97], ces améliorations
utilisent notamment un tri sur les nombres premiers de Atkin en fonction de
leur cotit. Ce coiit est di au nombre de racines primitives r-iéme de l'unité, qui
donnent le nombre de solutions possibles de (1.9).

On va donc dans la suite de ce document se concentrer sur le cas ou ¢ est
un nombre de Elkies car cela nous permettra de déterminer un sous-espace
particulier de la ¢-torsion et de la £* torsion en général avec k un entier.

Voyons le cas Elkies plus précisément car I'algorithme proposé dans ce do-
cument se compare a de la littérature qui se place dans ce contexte particulier.

Cas Elkies

Lorsque I'on est dans le cas Elkies, on cherche a déterminer un sous-groupe
de la f-torsion qui est aussi espace propre pour le Frobenius, le but étant de
déterminer la trace du Frobenius a travers son action sur cet espace propre.

Ce sous-groupe C' est calculé comme étant le noyau de 'isogénie qui relie la
courbe Ey (dont on cherche le cardinal) et une des courbes ¢-isogeénes a Fq. Pour
trouver 'une des courbes f-isogénes a Fj il faut calculer les racines du f-ieme
polynéme modulaire ®4(X,Y) évalué en jy (j-invariant de Ey), on obtient alors
le j-invariant des courbes f-isogenes définies sur IF,. Ces courbes sont définies sur
F, par leur j-invariant & tordue pres. Il faut donc se servir du résultat suivant
prouvé par Elkies afin de déterminer exactement la courbe isogéne & l'aide des
formes de Weierstrass.

Proposition 1.43. Soit £y une courbe elliptique définie sur F,, un corps de
caractéristique différente de 2 et de 3, de j-invariant différent de 0 et 1728, on
suppose de plus que Ey admet une courbe f-isogéne E. On note 'équation de
Weierstrass de Fy : y? = 2 + a4x + ag. On a alors j le j-invariant de E et son
équation de Weierstrass

E:y? =23 4 dyx + dg
qui nous est donnée par les équations :

1 Jf/ 2 1 ]7,3

—_——— = ar ===
483(5 —1728) ° 864 j2(; — 1728)

~4 _

avec j/ € F, donné par :

]’7, _ 7178% (I)Z,X(jaj)j
Cas @y (4,7)

avec Oy x (resp. ®,y) la dérivée partielle de &, en X (resp. V) : %.
Démonstration. Voir [Sch95][§7] O

Maintenant que la courbe isogene est entierement déterminée, il reste a dé-
terminer le noyau de l'isogénie de celle-ci a I'aide d’algorithmes tels que [E1k98],
[BMSS08] puis [LS08] qui cherchent & résoudre ce probléme dans un tel contexte.
Une présentation de ces algorithmes est faite dans le chapitre 2.
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Chapitre 2

Calcul d’isogénies sur les
corps finis

Dans ce chapitre vont étre présentés différents algorithmes pour résoudre
le probléme suivant : soient F, E’ deux courbes elliptiques définies sur K, on
cherche alors a calculer la fraction K-rationnelle qui définit une isogénie sépa-
rable qui a pour domaine F(K) et pour codomaine E’(K). On va s’intéresser
tout particulierement au cas des corps finis F,, bien que certains algorithmes
(Elkies et BMSS) présentés peuvent aussi s’utiliser sur des corps de caractéris-
tique nulle.

2.1 Rappel et applications des formules de Vélu

Comme vu dans la sous-section 1.3.3, a I'aide des formules de Vélu on peut
expliciter une isogénie séparable I de degré r sous la forme :

I(z,y) = (Zg;,y (ZE;;) ) (2.1)

hz)= [ @-=@Q)),
QEG\{0r}
ou G = ker(I), g un polynome de degré r. De plus & l'aide de la reformulation
d’Elkies on a :

’ l !
flgi =deg(I)z — p1 — f'(x) }Ii((j)) —2f(2) (2;;;) (2.2)
avec f donné par I’équation de Weierstrass de E : y? = f(z), p1 la somme des
abscisses des points du noyau que ’on peut lire sur le coefficient de "2 dans h.
Ainsi & partir de h(z) on est capable de calculer I'isogénie en M(deg(I)) opéra-
tions sur [Fy. On va donc expliciter dans le reste de ce document des algorithmes
qui calculent h.
Il est important de noter qu’il existe des isogénies de la forme :
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avec ¢ € F,. Ainsi on énonce les définitions suivantes :

Définition 2.1. Une isogénie I de la forme (2.3) avec ¢ = 1 est dite normalisée.
L’isogénie est alors séparable.

Soit I une isogénie qui relie deux courbes E7, Fo définies sur K. Les représen-
tations de Weierstrass des courbes sont dites normalisées si I’isogénie I associée
a ces représentations est normalisée.

2.2 L’algorithme de Elkies 1998

Dans cette sous-section on se restreint au cas ot la caractéristique p de F; est
supérieure ou égale a 5. En pratique on souhaite p > r. Dans le modele de Elkies
on travaille avec des courbes a équations de Weierstrass normalisées. Celles-ci
sont calculées a I’aide du r-iéme polynéme modulaire (voir proposition 1.43 pour
la construction et [Sch95] pour plus de détails). Le r-iéme polynéme modulaire
est calculé en O(r®) opérations sur F, d’aprés [Eng09] [BLS12, Algorithm 6.1,
Theorem 1]. Les idées présentées ici sont issues du travail de Elkies [E1k98, The
kernel of the isogeny]. Celui-ci commence & partir des équations de Weierstrass
normalisées de F

v =2+ Ar+ B (2.4)

et & . .
v =23+ Ar +B (2.5)

et de ’équation de l'isogénie normalisée :

I(z,y) = <Z((gy (‘%) ) (2.6)

on injecte Péquation de E et I dans 'équation de E :

(@ + Az + B) (L2 C (o) 3+A we)) | p (2.7)
h(z) h(z) h(z) ' '
Cette équation est alors dérivée pour obtenir une équation différentielle du se-
cond ordre :

(322 + A) (fﬁ;)l +2(z® + Az + B) (}’;Eg)u =3 (%)2 + A (2.8)

On écrit alors le développement en série de la fraction rationnelle —Z%ﬁ a I'infini :
g() d;
— = E — 2.9
h(x) T Tt (2.9)

i>1

que l'on injecte dans (2.8) pour trouver des relations de récurrence entre les d;
en identifiant les coefficients des z 7" :

k—2
2%k -3, 2(k — 3)

> = idp_q_j — ———Adjy_ g — ——
k>3, dx (k-2)(2k+3);d’d’” 2%k + 3 2% + 3
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les termes di,ds étant déterminés par :

_A-A B-B

dy = , dp = ———. 2.11
1 3 2 - (2.11)
Ainsi, a I'aide de cette récurrence, le coiit de calcul de d3, - - - ,d,_o est de O(r?)
opérations sur F,.

Il est & noter que la condition p > r est 1a pour nous assurer que 2,--- ,2r—1

sont inversibles dans F, ce qui permet de pouvoir appliquer ’équation (2.10).
On peut alors énoncer le théoreme suivant.

Théoréme 2.2. Soient E et E deux courbes elliptiques r-isogénes définies sur
F, de caractéristique p avec des équations de Weierstrass normalisées pour p >
2r — 1. Alors l’algorithme de Elkies calcule la r-isogénie en O(r?) opérations sur
F,.

Pour p > r on applique la remarque suivante.
Remarque 2.3. Soit P un polynome de degré r —1 > 0 défini sur Fy[X] de
caractéristique p > r — 1 ou p = 0. Alors P peut étre déterminé a ’aide de la

formule :
= —/ 2.12
P = . .
exp / P ( )

Ainsi & aide des sommes de Newton (somme des puissances successives des

racines de P) po =r — 1,p1,- -+ ,pr—1 nous avons I’équation suivante :
P’ r—1 = Di
7T x + X (2.13)
i=1

ce qui nous donne :

P =exp (r ~1log(X) — 2_: Z&) . (2.14)

i=1
Ainsi & l'aide de l'exponentiation et de la connaissance des sommes de New-
ton on est capable d’exprimer P. On peut donc calculer h(z) sans faire une

reconstruction rationnelle (i.e. déterminer la fraction % a partir de son déve-

loppement en série x + Zi;l i—) Ceci nous permet donc a cette étape d’éviter
un facteur log(r) (r le degré de I'isogénie) pour le calcul de h. En effet on peut
déterminer les sommes de Newton : po,p1,--- ,pn de h a 'aide de la connais-
sance de pg = r — 1,p; et du développement en série de % T+ 2121 i—
Dans le cas considéré par Elkies il est tout a fait vraisemblable de supposer la
connaissance de p;. En effet comme le calcul du r-iéme polynéme modulaire
D, a été effectué (voir 1.4.2 pour plus de contexte), alors a l'aide des dérivées
partielles de ®,. on peut calculer celui-ci. Une formule explicite de ce calcul est
donnée dans [CFAT05, Theorem 17.22] et sa preuve est dans [Sch95, §7]. En
utilisant (2.9) et (2.13) dans (2.2) on établit la récurrence :

a Paide de laquelle on calcule tous les p; en O(r) opérations sur F,. Ensuite a
l'aide de la remarque 2.3 et des sommes de Newton de h on calcule h en O(M(r))
opérations sur F, par [BMSSO08, §2.2]. Enfin & I’aide de h on peut calculer g en
O(M(r)) opérations sur F,.
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2.3 L’algorithme de Bostan-Morain-Salvy-Schost

L’algorithme BMSS [BMSS08] propose de résoudre le méme probléme que
lalgorithme de Elkies [EIk98] et a une meilleure complexité car il change no-
tamment de méthode pour le calcul des h; :

Théoréme 2.4. Soient E, E deux courbes elliptiques r-isogénes définies sur F,
sous forme de Weierstrass normalisée, avec r différent de p, la caractéristique
de Fy, qui doit vérifier p > r, alors :

— si la somme des abscisses des points du noyau de l’isogénie est connue
lalgorithme BMSS calcule lisogénie qui relie les deux courbes en O(M(r))
opérations sur Fg,

— st la somme des abscisses des points du noyau de l’isogénie n’est pas
connue l'algorithme BMSS calcule l’isogénie qui relie les deux courbes en
O(M(r)log(r)) opérations sur F,.

L’algorithme BMSS part du méme principe que Elkies1998, a savoir, en
reprenant les notations de la section précédente, trouver le développement en
série de la solution de I’équation différentielle suivante :

(z® 4+ Az + B) (ig%)ﬂ = (%)3 + A (%) + B. (2.16)

Cependant on ne connait pas des conditions initiales en 0 pour cette équation
différentielle vérifiée par % et comme deg(g) = r > deg(h) = r — 1 alors on

ne peut travailler avec des conditions a l'infini. On pose donc :

= 7h(1/x2) équivalent a 9(z) = !
SO\ gy et ey T save G
S(z)=z+ Al_OAaU5+ ~1_43x7+0(xg). (2.18)
L’équation (2.16) devient alors :
(1+ Az* + Bx%)(S'(2))? = 1 + A(S(x))* + B(S(x))" (2.19)

que P'on reformule & I'aide des fonctions G(z) = 1/(Bx% + Az* + 1) et H(t) =
Bt® + At* + 1. Ainsi (2.19) est réécrite comme

(8" = (H o S)G. (2.20)

On va d’abord exposer une solution pour résoudre cette équation différen-
tielle (2.20), puis on présentera la résolution compléte du probléme énoncé dans
le théoreme 2.4.

Lemme 2.5. Soient H(t) = 1+ At* + Bt%, G(z) = m telles que
G(0)H(a) = B? alors a partir de S une solution de I'équation différentielle
(8")2 = (H o S)G définie modulo z**1 avec S(0) = o et S’(0) = 3, une solu-
tion de cette méme équation définie modulo z2* peut étre calculée a l'aide de
l'algorithme 1 en utilisant O(M(2*)) opérations sur F, avec p > 7.
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Démonstration. La preuve compléte est donnée dans [L.S08] la principale diffé-
rence par rapport & [BMSS08] est que la résolution de ’équation différentielle
linéaire issue de (2.20) est faite a l'aide d’un calcul de racine carrée et non
plus d’une exponentiation comme dans [BMSS08]. On va donc présenter 'idée
pour accroitre la précision d’une solution de (2.20) et partiellement démontrer
le lemme 2.5.

Soit f1 une solution de (2.20) modulo z**! et f telle que :

S = fi + f» mod z?F+! (2.21)
avec xFt1 qui divise fo. Comme x2* divise f4? par (2.20) on obtient :
2f1fs+ fi? = G(x)H(f1 + f2) mod a?*. (2.22)

Le développement en série de Taylor de H en fi nous donne I’équation différen-
tielle linéaire :

2f1f3 + [? = G(x)H(f1) + G(z)H'(f1) f2 mod z°* (2.23)
avec la condition initiale f2(0) = 0. On reformule cette équation différentielle
e C@H'(f) , _ GE)H() — JP

/ xz)H 1 x)H 1) — J1
_ = 2.24
T 2 220
cette équation a alors pour solution :
_ 1 [ (G@)H(H) - )

fa= j/ o dz, (2.25)

avec Gl
J =exp (—/Mdﬂﬁ) . (2.26)

2f1

Il est a noter que, comme on souhaite uniquement calculer une solution a préci-
sion %**1, on a besoin uniquement de calculer J et son inverse & précision z*.
f1 étant une solution de (2.20) alors on peut réexprimer f; a l'aide de (2.20)

dans (2.26) et obtenir :

G(x)H'(f1) _ H'(f1)f1

mod z* )
2] 20 () "0 (221)
ainsi
J =exp (—; logH(fl)) = Hl(f) (2.28)
1

A chaque nouvelle itération pour résoudre (2.20) on a uniquement besoin de
calculer les quantités suivantes :

S, U=1/8, V=vHoS, J=1)V. (2.29)

La précision de ces quantités est doublée des lors a chaque itération de Newton.
Les uniques opérations effectuées étant des inversions et des multiplications
de séries, alors la i-idme itération cotite O(M(2")) opérations sur F,, et donc
par la superlinéarité de M, l'algorithme a la méme complexité que la derniere
itération. O
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Algorithme 1 Résolution d’équation différentielle

Entrée : k> 1,a €, B € F;, H € F[t],G € Fy[[]],

Sortie : S € F,[z] solution de S2 = (H o S)G mod z2*
1: Soient U <~ 1/ 4+ O(z),J < 1//H(a) + O(z),V < /H(a) + O(z)

 Soit § « a + B + LUIHDEGOILIB2 4 O(5) ;

. pour i € 2,--- 281 faire

U+« U(2- S'U) mod z*

Vi (V+(HoS)J(2-VJ))/2mod x

J < J(2—VJ) mod z!

S« S+V [((HoS)G—S5?)UJ/2 mod z?+!

: fin pour

retourner S.

© PPN

Une solution S de I'équation différentielle (2.20) est calculée & précision z4"

a ’aide de I'algorithme 1. On définit les valeurs suivantes :

S(z) = 2T (z?), R(z)= T&P tel que ZE?) =zR(1/x) (2.30)

que I'on détermine successivement dans ’algorithme 2. La derniere étape de 2
est une reconstruction rationnelle qui a un cotit de O(M(r)log(r)) [BCGT17,
Théoréme 7.5] et domine toutes les autres.

Algorithme 2 BMSS

Entrée : r > 1, deux courbes F, ' r-normalisées ,

Sortie : La fraction rationnelle ZEQ qui représente la r-isogénie

1: Calculer G(z) = 1/(1 + Az* + Bz%) mod z*"~1.

2: Calculer S(z) modz? ! A I'aide de P'algorithme 1.
3: Soit T(x) = 327" sai1a’.

4: Calculer R(z) = 1/T(z)? mod (z?"~1).

5

: Calculer % a ’aide de reconstruction rationnelle.

Remarque 2.6. Il est a noter que si p; est connu alors on peut effectuer la
reconstruction rationnelle avec la méthode énoncée pour 'algorithme de Elkies
et précisée dans la remarque 2.3. Il est dés lors suffisant de calculer S & précision
2%" car la connaissance % a précision 7 — 2 est suffisante pour connaitre
Po,P1, - ,Pr—1. Ainsi avec la connaissance de p; la complexité de ’étape 5
de l'algorithme 2 est de O(M(r)) opérations sur F, et donne la complexité de

celui-ci.

Remarque 2.7. L’algorithme BMSS impose le fait d’avoir p > r car a 'étape 7
de l'algorithme 1 une intégration est nécessaire, ce qui entraine des divisions par
les entiers compris entre 1 et 2r lorsque p; est connu, entre 1 et 4r — 1 sinon.
Cela pose donc des limites aux applications de BMSS.
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2.4 L’algorithme de Lercier Sirvent

L’algorithme de Lercier Sirvent répond a la problématique posée par le fait
que BMSS ne peut pas s’utiliser sur des corps de petite caractéristique a cause
de possibles division par 0, une solution naturelle envisagée est donc de résoudre
ce probléme en travaillant dans les entiers p-adiques.

Ainsi I'algorithme de Lercier Sirvent transpose ’algorithme BMSS dans les
nombres p-adiques et spécifie la précision dont on a besoin sur les entrées de
lalgorithme. De plus comme l'algorithme BMSS travaille avec des courbes el-
liptiques sous forme de Weierstrass normalisée, il est nécessaire de calculer des
équations normalisées des relevés des courbes dans les p-adiques. L’algorithme
est énoncé dans le cas oli I'on a p > 5, les calculs ont lieu dans @, une extension
non ramifiée de degré d de Q. o

L’algorithme de Lercier Sirvent calcule un relevé E' de E dans Q, et un
relevement jz du j-invariant j’ de la courbe f-isogéne E’. Ensuite les formules
de Elkies [Elk98] sont utilisées afin de calculer une équation de Weierstrass
normalisée de E”, codomaine de I. L’algorithme BMSS [BMSS08] est utilisé
pour calculer I'isogénie I : E — E' on réduit alors I et E”, enfin on calcule
I: E — E’ alaide de I'isomorphisme E’' = E”.

Algorithme 3 Algorithme de Lercier-Sirvent

Entrée : E, E’ deux courbes elliptiques ordinaires r-isogénes définies sur F,,
Sortie : I une r-isogénie telle que [ : E — E’
1: Calculer un relevement de I’équation de Weierstrass de £ dans Q,
2: Calculer un relevé jg de la solution de ®,(X,jg) dans Q, a partir de jg
3: Calculer une equation de Weierstrass normalisée de E” de j-invariant jp a
laide des formules de Elkies (voir proposition 1.43)
Utiliser I'algorithme BMSS pour calculer 'isogénie T
Réduire modulo p E et I vers E" et I
Utiliser I’isomorphisme :E’ — E” pour calculer 'isogénie I : E — E'.
retourner S.

Proposition 2.8 (Lairez-Vaccon). Soient deux courbes r-isogénes F, E’ défi-
nies sur F, de caractéristique p avec p > 5, l'algorithme 3 calcule I'isogénie
normalisée que relie F & E’ & laide d’une précision d’au plus :
— 1+[log,(4r—1)] coefficients p-adiques si I'on ne connait pas p;, la somme
des abscisses du noyau,
— 1+ [log,(2r — 1)] coefficients p-adiques si I'on connait p;, la somme des

abscisses du noyau.

Ce résultat issu de [LV16, Theorem 2] est une amélioration du résultat ori-
ginal de Lercier et Sirvent [LS08]. Cette amélioration porte notamment sur
la précision de la solution de 1’équation différentielle que 'on doit résoudre a
I’étape 2 de I'algorithme BMSS qui est décrite dans 1’algorithme 1.

Une preuve détaillée pour calculer une solution de ’équation différentielle
a précision donnée est dans [LV16], cette méthode repose notamment sur la
différenciation précisionnelle qui repose sur une analyse du premier ordre de la
propagation des erreurs.

Détaillons un peu ce résultat : on a vu précédemment que I’on avait besoin de
calculer une solution de I’équation différentielle linéaire (2.24) de précision 4r —1
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si 'on ne connait pas pi1, la somme des abscisses des points du noyau de la r-
isogénie. Dans ce cas on applique le résultat de Lairez-Vaccon : pour obtenir une
solution p-adique de précision 4r — 1 on a besoin d’avoir en entrée des éléments
de précision 1 + |log,(4r — 1)]. Tandis que dans le cas ou I'on connait p; on
a besoin de calculer une solution de (2.24) de précision 2r — 1 et avec [LV16,
Theorem 2] on a besoin d’avoir une précision en entrée de 1 + [log,(2r — 1)|
nombres p-adiques.

Remarque 2.9. Lors de I’étape 2 de 'algorithme de Lercier Sirvent (décrit dans
l’algorithme 3) on a besoin de connaitre I’évaluation du r-iéme polynéme modu-
laire en jg : ®,.(X,jg) et on a aussi besoin de connaitre des dérivées partielles
de @, lors de létape 3 (voir 1.4.2), ceci suppose donc la connaissance de P,
qui & laide de formules (voir [CFAT05, Theorem 17.22]) peut nous permettre
de connaitre p;. Ainsi il est trés raisonnable de penser que 'algorithme de Ler-
cier Sirvent peut étre utilisé dans certains cas avec une précision d’au plus
1+ [log,(2r — 1)].

Proposition 2.10. L’algorithme 3 calcule une r-isogénie a I’aide de O(r?) opé-
rations sur Q.

Démonstration. On ne considére pas dans cette analyse le colit de la construc-
tion de Q. L’étape 1 de reléevement de la courbe F dans Q, est considéré comme
nul car on prend un relevé trivial de E. L'étape 2 peut étre faite en O(r) opé-
rations sur Iy, & 'aide d’'un relevement de Hensel. L’étape 3 du calcul d'une
équation de Weierstrass normalisée a une complexité de O(¢?) opérations sur
Qq a l’aide des formules de Elkies [E1k98] (voir 1.4.2). L’étape 4 est 'algorithme
BMSS et a une complexité de O(M(r) log(r)) opérations sur Q, si on ne connait
pas la valeur de p; (somme des abscisses des points du noyau de l'isogénie).
L’étape 4 a un colt de O(M(r)) opérations sur Qg si on connait la valeur de
p1 ce qui est envisageable deés lors que 1'on se sert des dérivées du polyndéme
modulaire a I’étape 3 et d’une évaluation du polynéme modulaire a I’étape 2.
Les deux dernieres étapes ont, elles, un coup négligeable par rapport au reste
des opérations, d’ott le coiit total de O(r?) opérations sur Q. O

Remarque 2.11. Le cotit de calcul des coefficients de ¢, & précision p'tlos(r—1)
est de O(r®log® rloglogr) opérations binaires et O(r?logr) d’espace binaire
pour stocker les O(r?) coefficients de ¢, € Z,[X,Y] d’apres [BLS12, Algorithm
6.1, Theorem 1] en utilisant la précision 1+ [log, (4r —1)] préconisée par [LV16,
Theorem 2].

2.5 L’algorithme de Couveignes 1996 et ses amé-
liorations

Dans cette section nous présentons tout d’abord I’algorithme de Couveignes
[Cou96], puis ensuite les différentes améliorations apportées par De Feo dans
[DF11].

L’algorithme de Couveignes prend en entrée deux courbes elliptiques ordi-
naires r-isogenes définies sur un corps fini Iy avec r premier avec p et calcule la
r-isogénie F,-rationnelle qui les relie. L’algorithme est présenté ici uniquement
en caractéristique p impaire, par simplification.
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2.5.1 Algorithme original de Couveignes

Soit I la r-isogénie qui relie deux courbes elliptiques ordinaires F, E’ en
entrée de l'algorithme de Couveignes, alors pour tout k > 0 on a : I(E[p*]) =
E'[p*]. Cest cette correspondance qui, lorsque k est assez grand, donne une
information suffisante pour interpoler la r-isogénie I. Comme la p*-torsion est
cyclique, alors cette correspondance est une correspondance entre deux groupes
cycliques. Soient P un générateur de E[p¥] et P’ un générateur de E'[p*] tous
deux calculés itérativement, ’algorithme fait alors I’hypotheése que le point P a
pour image le point [a]P’ par la r-isogénie I avec a € (Z/p*Z)*. Ainsi si I'on
représente I a I’aide d’une fraction rationnelle on a :

g(z([j]P))

2 2 — x([jal P j k7. )
@ (1P)) ([ja]P") Vj e Z/p"Z (2.31)

avec degg = r et degh = r — 1. Pour calculer la r-isogénie, ’algorithme de
Couveignes calcule un polynéme A, € F,[X] tel que l'on ait

Ay (x([k]P)) = x([ka]P") mod T Vk € Z/p"Z (2.32)

avec T € Fy[z] qui s’annule sur les abscisses des points de E[p¥].
On définit alors l'interpolation de Cauchy qui nous permet de faire un lien
entre ces deux représentations :

Définition 2.12. Soit T € Fy[z] un polyndme de degré n > 0 avec T =
[T (z — u;) et les u; distincts deux & deux, A € Fy[z] un polynoéme de degré
< n. Pour j € [1,n] une interpolation de Cauchy est la recherche de polynomes

R,V € F,[z] tels que :

R
pgcd(V, T) =1 deg(R) <j deg(V)<n-—j Vo A mod T.

On veut donc faire une interpolation de Cauchy appliquée a A, et T pour
calculer la forme explicite de 'isogénie de degré r. La valeur de k devrait donc
étre choisie telle que p* > 2r 4+ 1 mais comme tout point a son opposé de méme
abscisse on doit doubler le nombre de points a considérer et donc choisir £ tel
que p* > 4r + 1. Une fois appliqué a A, et T un algorithme de reconstruction
rationnelle on vérifie si la fraction rationnelle obtenue est bien la restriction
d’une isogénie sur les abscisses. Si ce n’est pas le cas on choisit alors un autre
coefficient b # a € (Z / ka) " et 'on recommence I’algorithme en supposant que
I(P) = [b]P'.

Description détaillée de ’algorithme de Couveignes

Nous donnons ici la démarche a utiliser pour effectuer une utilisation pra-
tique de I'algorithme de Couveignes afin de permettre de voir les différences avec
notre approche f-adique de 'algorithme de Couveignes faite dans le chapitre 6.
Pour les détails non abordés le lecteur intéressé peut se reporter a [Cou96] et
[DF11].

Calcul de la p-torsion La premiere étape de ’algorithme est le calcul de
générateurs de la p* torsion. On a tout d’abord besoin de définir les points de

p-torsion pour cela on se sert du travail de Gunji [Gun76] et on se place dans
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Algorithme 4 Algorithme original de Couveignes

Entrée : E, E’ deux courbes elliptiques ordinaires r-isogenes définies sur Fy,
Sortie : I une r-isogénie telle que [ : E — E’

1: Calculer du plus petit k tel que p* > 4r +1;

2: Calcul de P, P' générateurs de E[p*], E'[p*];

3: pour a € (Z/p*Z)* faire

4:  Calcul de A, et T tels que A, (z([k]P)) = z([ka]P) mod T

5:  Calcul de la fraction rationnelle F = A, mod T a I'aide d’une interpola-

tion de Cauchy

6: si Test(F) alors

7 retourner F

8 fin si

9: fin pour

le cas ou p # 2. Le lecteur intéressé par le cas p = 2 pourra se référer a [DF11,
§3.2].

Le travail de Gunji [Gun76, Theorem 4] permet donc de déterminer les abs-
cisses de points d’ordre p a I'aide d’éléments définis dans une extension de F,
de degré au plus p — 1.

Le calcul de la p*-torsion est alors effectué itérativement & 1’aide d’une p-
descente, pour celle-ci on se sert de la décomposition de la multiplication par
p:

pl=moV (2.33)

avec 7 le Frobenius défini sur F; et V' le Verschiebung. L’idée originale est donc
d’inverser chacune de ces isogénies pour calculer itérativement des antécédents
de points d’ordre p' par [p]. Inverser I'isogénie séparable V revient notamment
a factoriser un polynéme de degré p dans une extension de F,, V' pouvant étre
explicité a l'aide de la p-torsion de E.

Une autre approche a été proposé par De Feo pour prendre avantage notam-
ment des constructions de tour d’Artin Schreier en s’appuyant sur les travaux
de p-descente de Voloch dont notamment [Vol90, Lemma 1.1], cette approche a
été suggéré dans larticle original [Cou96].

Cette méthode est plus efficace que la méthode standard car a 'aide des
constructions de Tour d’Artin-Schreier on peut effectuer plus rapidement cette
p-descente qui nécessite en particulier de résoudre une équation d’Artin-Schreier
(équation de la forme z? —x = o avec o € F, de caractéristique p) qui peut étre
résolue a l'aide de méthodes de [DFS12, §6.1] ou par algebre linéaire comme
dans [Cou96].

Définition 2.13. Soit [, un corps fini sur lequel on définit la tour de corps
finis Lo C Ly C Ly C --- C L; telle que L; soit la plus petite extension de corps
de F, dans laquelle on a E[p’] C E(L;). On pose Ly = F,,.

Pour le calcul de la p*-torsion on a tout d’abord besoin de savoir la taille du
corps dans lequel on est amené a effectuer les calculs. Le résultat suivant issu de
[DF10] est une généralisation de [Ler97, Proposition 26] il montre en particulier
que prendre une extension de degré p dans une telle tour augmente exactement
de 1 la valuation p-adique de la torsion rationnelle de la courbe.
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Proposition 2.14. Pour une tour de corps finis de IF, définie comme dans 2.13
on a :

—[Li:F] | p-1

— Pour tout i > 1 on a soit [Lij4q : L;] =psoit L1 =L; =--- =1Ly.

Avant de prouver cela on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.15. Soit p un nombre premier, soit ¢ un nombre premier avec p. Pour
tout k > 1 on note ordy(c) 'ordre de ¢ dans Z/p*Z. Alors ordy1(c) = ordy(c)
implique que ordg(c) = ordg_1(c).

La preuve suivante de la proposition 2.14 n’est pas différente de celle dans
[DF11, Proposition 5] mais celle-ci est tout de méme intéressante par son ap-
proche dont notamment 1’étude de ’action du Frobenius sur le p-module de Tate
d’ou sa retranscription ici.

Démonstration de la proposition 2.14. On a [L; : Fy] | p— 1 par [Gun76, Theo-
rem 4]. Prouvons maintenant le second point, on rappelle tout d’abord 1’équation
caractéristique du Frobenius :

X2 -t X +¢q=0.

Maintenant si I’on regarde cette équation restreinte a la p-torsion, on voit que
I’équation a deux solutions : 0 mod p et ¢, mod p. La solution 0 mod p est écar-
tée car le Frobenius ne peut avoir de noyau non trivial. Ainsi I’action du Fro-
benius sur la p-torsion revient a une multiplication par ¢, mod p. Dés lors si
I'on regarde cette équation sur T,,(E) on voit que Paction du Frobenius peut
étre représentée par une multiplication par t, € Z,. Regardons alors I’action du
groupe de Galois Gal(Ly : Fy) sur T,,(F). Comme Gal(Ly : Fy) est engendré par
I’automorphisme de F, la restriction de son action a I [p*] peut étre représentée
par la multiplication de t; = t, mod p*. Ainsi on a [Lj, : F,] = ord(t).

Dés lors pour tout k£ > 1 en appliquant le résultat du lemme 2.15 & 541 =
t, mod p¥*1 on obtient que ord(tj41) = ord(t;) implique que ord(t;) = ord(tx_1)
ce qui termine la preuve. O

On voit donc a travers la preuve de la proposition 2.14 que si E[p] C E(F,)
alors il est possible que Ly = L; = Lo, de méme lorsque 'on a Efp] ¢ E(F,) il
est possible que IL; = Lo, dés lors la distinction suivante est nécessaire.

Définition 2.16. Soit Lg,L;,Lg, -, une tour de corps finis de F, définie
comme dans 2.13 alors on définit

— vy (E(F,)) = max; (L; C F,),

— ’Up(E(]Ll)) = max; (]Lz C Ll)

Remarque 2.17. 1l est a noter que si v, (E(F,)) # 0 alors v,(E(Fy)) = vp(E(L1)).

Ainsi on a [L; : Ly] = p*=*»(FE0)) pour tout i > v,(E(L;)). Asymptotique-
ment on a donc [Ly : Li] € O(pF).

Interpolation de Cauchy L’interpolation de Cauchy se fait en deux étapes :
tout d’abord il faut calculer un polynéme d’interpolation A d’apres la donnée de
valeurs prises en les points primitifs de p*-torsion. Ensuite on doit reconstruire &
I’aide d’une interpolation de Cauchy la fraction rationnelle % égale & A modulo
le polynome unitaire T qui s’annule sur les abscisses des points d’ordre p*.
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Dans I'algorithme de Couveignes [Cou96] I'interpolation est effectuée distine-
tement sur les différentes orbites sous 'action du Frobenius puis en utilisant le
théoréme des restes chinois on obtient alors un polynéme d’interpolation modulo
la p*-torsion. Cette idée de travailler selon les différentes orbites sous I'action du
Frobenius est importante et sera donc développée ici, elle a été reprise et amé-
liorée par [DF11] ainsi que dans l'algorithme f-adique de Couveignes présenté
dans le chapitre 6.

Remarque 2.18. On étudie seulement les points d’ordre p* et non de p*-torsion
car une généralisation de cette étude peut étre faite pour avoir un résultat sur les
points de p*-torsion. D’un point de vue pratique prendre k tel que p*~1(p—1) >
40 + 1 est suffisant, asymptotiquement le résultat reste le méme.

L’ensemble des abscisses des points primitifs de p*-torsion est de taille p*~* %_1.
La taille d’une orbite sous 'action du Frobenius est quant a elle égale & [Ly, : F,]
(ou w voir corollaire 2.19). Ainsi si l'on note e la taille de ces orbites et f
le nombre de représentants on a e x f = p*~1(p —1)/2.

Etudions maintenant plus en détail les orbites des abscisses de points d’ordre

p* sous les actions d’éléments de groupes de Galois.

Corollaire 2.19. Soit k tel que que Ly # F, avec L, défini comme dans 2.13.
La taille des orbites des abscisses des points d’ordre p* selon I’action du groupe
de Galois Gal(Ly : F,) est égale a :

1. [Lk : Fq] si 2'f [Lk : Fq],

2. [Ly:F,)/2si 2| Ly : Fy).

Démonstration. Comme vu dans la preuve de la proposition 2.14 on peut consi-
dérer les points d’ordre p¥ comme des vecteurs propres pour le Frobenius associés
a tr. Ainsi avoir e la taille de lorbite des abscisses plus petite que [Ly, : F,] veut
dire que t¢ = 1 mod p* ou t& = —1 mod p¥ ; par définition de [Ly : F,] seul le
second cas est envisageable. Dés lors pour un tel e # [Ly : Fy], (t2)? = 1 mod p*,
ainsi 2e | [Ly : Fy]. Ce cas n’est donc possible que si 2 | [Ly : Fy] et 'on aura
e = []Lk;Fq] . O
Remarque 2.20. Ce résultat peut aussi étre démontré a 'aide de [Gun76, Theo-
rem 4].

On va se placer dans la suite de cette section dans le cas oul’on a 2 { [Ly, : Fy]
afin de ne pas complexifier I’étude.

Lemme 2.21. Soit E une courbe elliptique ordinaire définie sur une tour de
corps finis de la définition 2.13 telle que Ly 2 Lg_1. Soient Px_1, P deux points
de E d’ordres p*~! # 1 et p* tels que [p|Py = Py_1. Alors il y a une bijection
entre les points de p-division de Py_1 € Lg_1 et les points de l'orbite générée
par laction de o un générateur de Gal(Lg : Lx_1) appliqué & Pg.

Démonstration. L’ensemble des points de p-division de Pj_1 est de cardinalité
p car P appartient a E une courbe elliptique ordinaire. La taille de 'orbite de o
est quant & elle égale [Ly : Ly_1] égale & p car Ly 2 Li_1. Il ne reste donc qu’a
montrer une inclusion pour montrer I’égalité. On a vu dans la preuve de la pro-
position 2.14 que on pouvait déterminer les points de p* torsion comme des vec-
teurs propres pour le Frobenius. Ainsi les points conjugués & Py, correspondent
a ol(Py) avec i € {0, ,p— 1} et I'on a [p](c?(Py)) = o*([p]Px) = [1]Px_1 car
Pp_1€Lg . O
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/ / !/ /

ERYAYAVAVARVAYAYAY,

FIGURE 2.1 — Classification des points de p¥-torsion selon I’action du Frobenius.

Théoréme 2.22. Soit k > v,(E(L;)) > 1, P € E(Ly) tel que (P) = E[p"]
alors Uorbite de P sous l'action d’un élément générateur de Gal(Ly : IL41;,7(15(1141)))
est orb(a(P)) = {a([n]P),n = +1 mod pr»(FE)},

Démonstration. Soit n tel que n = +1 mod p?»(FE1)) " alors [n] P est d’ordre p*
et il appartient & l'orbite de P. En effet P et [n]P étant tous les deux des points
de p-division d’un méme point d’ordre p*~! on conclue par le lemme 2.21. On
montre par récurrence que P et [n]P sont des points de pF—v»(FT1)_division
de [pF—v»(FLa)P € L, (E(Ly)) d’ordre pr(E@1) - Ainsi on a [npF~vr(FT)| P =
k—vp(B(L1)) = pk—vp(E(L1))
vp (E(Ly

[pF=vr(E@L1)] P comme P est un point d’ordre p*, on a np mod
p¥, ce qui nous permet de déduire que 'on a n = 1 mod p ). Par un argu-
ment de cardinalité on montre que 'on a déterminé tous les points de I'orbite.

Les opposés des points ayant la méme abscisse, alors les abscisses des points [n] P

avec n = —1 mod pU»(E(L1) appartiennent aussi & 1'orbite de x(P) sous l'action
d'un élément générateur de Gal(Ly_, (gw,)) : Lo, (pw,))), mais on préférera
éviter dans les calculs ces doublons inutiles. O

Corollaire 2.23. Soient E une courbe elliptique définie sur F, telle que

E(F,)[p] = {0g}, Ly tel que [Lq : Fy] = dy avec dy | p—1, k > 1, alors les orbites
des abscisses de points d’ordre p* sous l'action de Gal(Ly, : F,) sont de taille
dypF=»(EL1) et il y a f orbites telles que f x dyp*~vr(E@1)) = pk=1(p — 1) /2.

Sur la figure 2.1 on peut voir une répartition des abscisses des points d’ordre
piter(E(1)) gelon I’action du Frobenius et les différentes orbites. f le nombre
d’abscisses des représentants des points d’ordre p¥»(F(-1)) sous ’action de Gal(L; :
F,) est égal aux nombres d’abscisses de points d’ordre pur(EM1)) - f est égal

Cpp(BL)=10 1 . . vp(B(L1)—1 (1
a2 =) gauf dans le cas ot 2|[L; : F,] ou l'on a pd—l(p)

- par le
corollaire 2.19.

Ainsi asymptotiquement la taille des orbites e est dans O(p*), dés lors ne
serait-ce que pour représenter un polyndéme d’interpolation défini sur une orbite
on a besoin de O(p?*) éléments de F,, et donc & minima un nombre de O(p?*) =
O(r?) opérations & effectuer sur F,,. De plus il faut calculer tous les points d’ordre
p" afin de calculer le polynome T' et donc effectuer p* additions de points de
courbes elliptiques définis sur une extension de taille [Ly, : F,] € O(p*), ce pré-
calcul a un cotit de O(p*M(p*)log(p*)) = O(rM(r)log(r)). 11 faut donc utiliser

des techniques supplémentaires pour optimiser ce temps de calcul trop élevé. Les
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améliorations de De Feo [DF11] ont donc résolu cette question et sont présentées
dans la sous section 2.5.2.

L’interpolation de Cauchy réalisée a partir du polynéme A et du polynéme
T qui s’annule sur les abscisses des points d’ordre p* est faite a 1'aide de
O(M(p*)log(p*)) = O(M(r) log(r)) opérations sur F, d’apres [v2GGO03, § 11.1]
(voir [BCG™17, Théoréme 7.5] pour plus de détails).

Validation de l’isogénie On doit ensuite tester si la fraction rationnelle %

calculée définit bien une isogénie, si 'un des tests échoue alors ce n’est pas
I’isogénie que I'on cherche a calculer et on peut passer a un nouvel essai. Le tout
premier test consiste a regarder si deg(R) = r et deg(V) = r — 1. Ensuite on
vérifie que V' est bien un carré (ou, si r est pair, que c’est le produit d’un facteur
du polynoéme de 2-division et d’un carré). Ces deux tests suffisent généralement
a conclure et ils ont un coiit de O(M(r)log(r)) opérations sur F,. Pour plus
de siireté on peut évaluer la fonction sur différents points et vérifier que c’est
bien un morphisme de groupes. Enfin si une preuve déterministe est souhaitée
on vérifie que V est bien un diviseur du polynéme de r-division, pour cela on
calcule le polynéme de r division en O(M(r) log(r)) opérations sur Fy (pour une
formule explicite voire [CFAT05, §4.4.5.a]).

2.5.2 Apports de 'utilisation de ’action du Frobenius sur
des tours p-adiques a P’algorithme de Couveignes

On va se placer dans toute cette section dans le cas ou la tour de corps finis
définie & la définition 2.13 correspond au pire des cas ou F, % Liet L % Lo.
En pratique une telle tour est implémentée a I'aide d’une tour d’Artin-Schreier
(voir [DF11] et [DFS12] pour plus de détails).

Cette partie sur le calcul du polynéme d’interpolation est cruciale car, comme
vu précédemment, c’est la partie la plus cotiteuse de 1'algorithme de Couveignes.
On peut déja noter qu’interpoler p*~1(p — 1) paires de points (P, I(P)) avec P
et I(P) a coordonnées dans Ly entraine un cofit minimal de O(p?*) = O(r?)
opérations sur F, a 'aide de la méthode précédemment présentée.

Bien que le polynéme A que 1’on souhaite calculer soit de degré p*~1(p—1)—1,
il est possible avec moins d’informations de le calculer. En effet le polynéme A
étant & coeflicients dans F, alors A, comme l'isogénie qu’il est censé représen-
ter, doit commuter avec le Frobenius sur les points d’ordre p*. Ainsi connaitre
I'image d’un générateur d’une orbite selon ’action du Frobenius fixe la valeur des
autres points de lorbite. Couveignes [Cou96| ne tirait pas pleinement de cette
information. Il manquait pour I’algorithme original des techniques efficaces pour
faire agir le Frobenius ce que les constructions de tours d’Artin Schreier de De
Feo et Schost [DFS12] permettent désormais.

On va montrer dans cette sous-sous-section les idées directrices pour calculer
le polynéme d’interpolation défini sur toute une orbite avec des coefficients
dans F,. Pour faire cela on va se servir de la seule connaissance de 'image
d’un représentant de orbite défini dans Ly \ Ly_1. Nous travaillons donc avec
les points d’ordre p* puisque que parmi les points de ¢*-torsion eux seuls sont
définis dans L \Ly_1, ils sont de plus tous dans des orbites de tailles identiques.
La méthode peut alors se généraliser aux points de p*-torsion en travaillant avec
des orbites de tailles différentes.
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Soient P et P’ deux d’ordre p* de E et E’. On veut calculer le polynéme
d’interpolation de degré minimal A € F,[X] tel que :

A(z([n]P)) = 2([n]P") mod T'(x) pour n € (Z/ka)>< (2.34)

avee T(X) =TT, _prpens (X —a(n]P)).

Comme on souhaite travailler distinctement sur les différentes orbites du
Frobenius, on regarde la factorisation de T(X) sur F, comme préconisé dans
[Cou96] :

avec deg(T;) = e = [Ly : Fy] (ou e = [Lg : Fy]/2 voir corollaire 2.23) et
ef =p"(p—1)/2.

A Taide du théoreme des restes chinois on réduit le probléme au calcul de
chacun des T; et 'on définit :

A; = Amod T;. (2.35)

Dés lors on va se concentrer sur le calcul de Ay.
Soit z(P) € Ly \ Lg—1 on veut calculer :

1. le polynéme minimal Ty de x(P) défini sur F, de degré égal a e,

2. le polyndme d’interpolation Ay défini sur F, de degré strictement infé-
rieur & e tel que Ag(z(P)) = x(P’).

Définition 2.24. Soient j > i >0, ¢ € Gal(L; : L;), T = 2% t,X* € Ly[X]

alors :
d

o(T) =) o(t:)X".

s=0

Soit Ap un polynéme d’interpolation défini sur F,, alors on a pour tout
o€ Gal(Ly : Fy) :

Ag(o(x(P)) = o(Ao(x(P))) = o (x(P")).

L’information de 'image de z(P) € LLj entraine bien la connaissance des images
des éléments de l'orbite de x(P) sous 'action de n’importe quel élément de
Gal(Lg : Fy), ainsi dans [DF11] 'auteur prend avantage du faible cotit du Fro-
benius dans une tour d’Artin-Schreier & I’aide de 1’algorithme [DFS12, Tter Fro-
benius, Theorem 17 et 18].

On présente uniquement les idées directrices pour calculer T, le calcul de Ag
et les idées développées par [DF11] et auparavant par [EMO3] étant repris treés
largement dans la section 3.4 ils seront plus détaillés a cette occasion.

Pour plus de détails sur la description des orbites selon les cas possibles le
lecteur peut regarder le lemme 2.21, le théoreme 2.22 ainsi que le corollaire 2.23.

Soient £ > 1, P un point d’ordre p* alors x(P) € Lj \ Li_;. On note
orb(z(P)) 'ensemble des abscisses des points de l'orbite créée par 'action d’un
élément générateur 7 de Gal(LLy, : F,) sur élément z(P) € L. On a donc :
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Lse 70" o' 13" oeX(1y") o%(Ty") o(1y") o*(T;") o*(1y") o™(T5”)

1 1 1 1
3 B R ATY) T
2 2
Ly 7" o(1”)
F,=Lo Téd)

FIGURE 2.2 — Arbre de sous produits pour le calcul de Téo) dans le cas d’une
tour d’extension quadratique.

PPl —1
To(x) = I1 (@—a(mP)= [ (-='@(P))
z([n]P)€orb(x(P)) i=0
n<(pk—1)/2
PP ldr -1 -
= J[ =@-xzP)
i=0

On note TO(O) =
Gal(Lg—;+1 : Lg—;) pour i > 1, supposons que 'on connaisse Téz) dés lors on
définit T\ = o (TV) et I'on a

x — x(P), soit k > i > 0 o; un élément générateur de

b p—1  sii<k-—1,
Ty =[[ol@y?) b=Rdi—1 si(i=k—1let2td),
i=0 di/2—1 si(i=k—1et2]|d).

To(k) est égal a Ty le polynéme minimal de z(P) sur F,,.

Une représentation de ce calcul sur un arbre de produit binaire permet de
voir sur la figure 2.2 que le calcul de Ty n’est effectué qu’en travaillant avec
une branche de celui-ci a ’aide de la méthode décrite ci-dessus. En effet seul les
éléments en rouge de I’arbre sont pris en compte pour le calcul de Ty. o peut
étre n’importe quel élément générateur de Gal(Ls : Lg).

Remarque 2.25. La figure 2.2 est a mettre en parallele avec la figure 2.1 puisque
larbre 2.2 représente un seul des fd; arbres de 2.1 et que les extrémités de
Parbre 2.2 représentent les polynémes qui s’annulent en les abscisses de points
des extrémités d’un des arbres de 2.1.

L’algorithme de Couveignes avec les modifications apportées par 'utilisation
de tours d’Artin-Schreier et du Frobenius pour le calcul du polynéme d’inter-
polation, dénommé «C2-AS-FI» par [DF11], a alors la complexité suivante :
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Théoréme 2.26. Soient E et E' deuz courbes r-isogénes, ’algorithme de Cou-
veignes «C2-AS-FI» a, en supposant que M(n) = O(nlog(n)loglog(n)), une
complezxité de :

2
i , .
Op,d,togr(P*d® + C(p)pd + (pd)* log® r + pPr?dlog® r + p*r’d® + (5 +p)C(pd))

opérations sur F,, avec C(n) le nombres d’opérations a effectuer dans F, pour

effectuer la composition de deux polynomes de degré au plus n, par [BK78] on
a C(n) € O(n@t1/2),

Démonstration. Voir section 5.2 de [DF11]. O

Remarque 2.27. La complexité ici est donnée en termes d’opérations sur F,, car
les tours d’Artin-Schreier sur lesquelles sont utilisées les améliorations apportées
a l'algorithme de Couveignes sont construites comme des extensions de corps
sur ), et ainsi tout élément d'une tour d’Artin-Schreier est exprimé a l'aide
d’un polynéme & coefficients dans IF),.

On peut généraliser les travaux de DeFeo et Schost [DFS12] et De Feo [DF11]
avec une tour d’Artin-Schreier construite sur une extension de F, (ainsi tout
élément d’une tour d’Artin-Schreier est exprimé a ’aide d’un polynome a coeffi-
cients dans ;). Il faut en particulier que Try, /r, (7o) # 0 avec Tr qui représente
la Trace, L1 = F,[X0]/Qo avec Qo un polynoéme de degré divisant p — 1 (par
[GunT76]) et 29 = Xo mod Q. Ici L; représente le premier élément de la tour, les
suivant étant construits comme des extensions de degré p du précédent a ’aide
d’une équation d’Artin Schreier (comme dans [DFS12]). Dans ces conditions on
donne une estimation du colit de «C2-AS-FI» en termes d’opérations sur F,,.

Théoréme 2.28. La complexité totale de l'algorithme «C2-AS-FI» a l'aide
de constructions de tour d’Artin-Schreier construite sur Iy est dominée par le
terme

O(p*r?log, (p°r)?)
opérations sur .

Nous ne donnons pas une preuve de cette estimation juste quelques pistes. Le
pré—cglcul des points de p-torsion et de ’extension LL; est majoré grossiérement
par Oy jog(r) (M(rpz)logp(r)4) opérations sur Fy. Le colit dominant de 1’étape
d’interpolation est de O(p*rlog,(p°r)®) opérations sur Fy, nous devons répéter
celle-ci p*~! € O(r) fois ainsi nous obtenons ce terme dominant.
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Chapitre 3

Construction eflicaces de
tours /-adiques

La construction d’extension de corps finis est un probleme naturel des lors
que l'on travaille sur des corps finis. On peut étre amené a construire des ex-
tensions de corps de taille arbitraire pour lesquelles on voudra une construction
dite compatible de telle sorte que I'on puisse projeter, lorsque cela est possible,
des éléments du corps dans les constructions pré-existantes efficacement.

Définition 3.1 (Tour f-adique). Soit F, un corps fini & ¢ éléments de caracté-
ristique p, soit £ un nombre premier différent de p, on appelle tour d’extensions
l-adiques du corps fini [, la suite d’extensions : Fg, F1,Fa, F3,- - telles que :
— Fq est une extension de F, de degré dy | £ — 1. De plus r | d; avec r qui
représente l'ordre multiplicatif de ¢ dans Z/{Z,
— F; pour i > 2 est une extension de F;_; de degré /.

Une fagon naturelle de construire une extension d'un corps fini I, est de
trouver un polynoéme P irréductible défini sur F, et de degré égal a celui de
I'extension désirée et de quotienter ensuite I, [X] par celui-ci. Ainsi les éléments
des tours d’extensions seront toujours représentés comme des polyndémes a co-
efficients dans F, la taille des éléments de Fj, sera donc O(d1£*~1) éléments de
F,.

! Les travaux de [DFS12] sur les tours p-adiques ont ouvert la voie & d’autres
travaux sur les tours 2-adiques [DS15] et les tours ¢-adiques [DFDS13]. Dans ces
travaux 'idée pour obtenir des constructions de tours de corps finis compatibles
est le passage de représentation univariée a bivariée. Ici représentation univa-
riée signifie que l'on peut représenter tout élément de F; comme un polynéme
de Fy[z;] avec x; un élément générateur de F; sur Fy, de méme une représen-
tation bivariée signifie que 'on peut représenter tout élément de F; comme un
polyndme de Fgy[x;,x;—1] avec z;(resp. x;—1) élément générateur de F; (resp.
Fi—1) sur Fy. Ces idées ont permis d’obtenir des résultats satisfaisants en terme
de complexité, comparés aux résultats obtenus en utilisant de ’algebre linéaire
dans les constructions préconisées par [BCS97] et implantées dans le systéme de
calcul formel Magma [BCP97]. Ainsi certains algorithmes tels que le relévement
ou la descente d’éléments dans les corps de la tour f-adique ont des complexités
optimales et correspondent seulement a une réécriture des éléments. Le reléve-
ment correspond au fait de prendre un élément de F;_; et de ’écrire comme un
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élément de F;, la descente correspond a l'opération inverse. Il y a aussi des opé-
rations comme le Frobenius, crucial pour l'algorithme de Couveignes /-adique
présenté dans le chapitre 6, ou le calcul de racine carrée qui ont des cofits sa-
tisfaisants. Tout cela va étre détaillé dans ce qui suit. Les travaux de [DFS12]
sur les tours p-adiques ne seront pas étudiés ici, ces travaux sont en effet com-
plémentaires de ceux étudiés et utilisés ici [DS15], [DFDS13].

Les complexités sont calculées en nombre d’opérations (+, X, +) dans Fg,
indépendamment de la construction de F,.

On notera par M : N — N T'application telle que la multiplication d’un
polynéme de degré n & coefficients dans F, cotite M(n) opérations dans F, et
telle que M est super-linéaire, en utilisant les résultats de [CK91] on a M(n) =
O(nlog(n)loglog(n)).

L’idée de base de [DS15] est de permettre un passage efficace d’une repré-
sentation bivariée & une représentation univariée afin de rajouter & la volée des
extensions de la tour compatibles avec ce qui a été fait auparavant.

3.1 Construction d’une tour d’extensions /-adiques

L’objectif est de calculer une tour d’extensions ¢-adiques du corps fini Fg,
avec g \N{ = 1.

Théoréeme 3.2. Soit F; un corps fini de caractéristique p, soit £ un nombre
premier différent de p, alors une tour d’extensions f-adiques du corps Fq :
F,,F1,Fa,F3,--- est initialisée en O(d1M(dy)log(dy)log(d1q)+M(€)log()+d3)
opérations en moyenne sur F,.

Démonstration. On construit tout d’abord F; I'extension de F, de degré d; qui
divise £ — 1 et est donc premier avec ¢. Cette construction de F; est faite en
méme temps que la détermination d’un non-résidu ¢-adique.

Pour construire F; on calcule tout d’abord un polynoéme irréductible de de-
gré d; défini sur F,, pour cela on utilise par exemple ’algorithme probabi-
liste de Ben-Or qui calcule un tel polyndme avec une complexité moyenne de
O(d1M(d1) log(d1) log(d1q)) opérations sur Fy d’apres [vzGG03, Theorem 14.42].
Soit R; un tel polynoéme, alors par construction il existe un non-résidu ¢-adique
dans F,[X1]/(R1). On trouve apres avoir testé O(1) éléments tirés au hasard un
tel non-résidu ¢-adique, chaque essai a un colit moyen de O(M(¥) log(¢)) opéra-
tions sur F, d’apres [vzGGO03, 11.1]. Une fois un tel non-résidu ¢-adique y; trouvé
on calcule son polynéme minimal P, ce calcul cotite O(d?) = O(¢?) opérations
sur F, d’apres [Sho93, Th. 3.4]. On construit donc Fi = F,[X;]/(Pi(X1)) et le
non-résidu f-adique sera alors I'image de X; dans F;. On définit le polynéme
irréductible P, = Py(X* ") dans F,[X] et on construit toute extension F; de F,
comme étant F; = F[X]/P;(X).

O

Remarque 3.3. Sachant que d; | £ — 1 ce colit peut étre borné a l'aide de ¢ par
O(IM(¢€) log(€)log(Lq)) opérations en moyenne sur F,.
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3.2 Représentation des éléments de la tour d’ex-
tensions /-adiques

Les éléments de Fy peuvent étre représentés de deux manieres différentes :
univariée et bivariée, de la méme maniere que dans [DFS12].

Soit P; le polynéme minimal défini sur F, d’un résidu non ¢ adique défini
sur une extension de degré d;, a l'aide de celui-ci sont définies les suites de
polynémes T7,T5,T3,- -+ , T en les indéterminées X7, Xs, X3, - - X, de la facon
suivante :

T =P (X;) et Tp= Xﬁ — X_1 avec k > 1 entier naturel.

De la méme maniére la suite de polynémes Py, Py, - - - Py est définie a 'aide de
P, de la facon suivante :

P, =P (Xﬁkfl) avec k > 1 entier naturel.

Il y a égalité entre les idéaux suivants :

Zk—Z ekfl

(T, T, T3, , Ty = (Pp, Xpm1 — Xpy o Xo — X0 X0 = XP ). (31)

Cet idéal premier sera appelé Ay et 'on a :
Fro = Fo[X1, X2, X3, , X3] /A

Soit £k > 1 on note zp I'image de I'indéterminée X, dans l’anneau résiduel
F,[X1, X2, X3, ..., Xk /A, alors par inclusion naturelle de F, [ X1, X0, X3, ..., Xi]/Ak
dans F,[X1, X2, X3, ..., Xpt1]/Ak+1, T peut aussi étre vu comme un élément
de F; pour j > k.

De plus grice a l'équation (3.1), représenter un élément de Fy peut étre
fait soit comme un polynoéme en x1, xs, ..., Ty de degré au plus £ — 1 en chaque
variable griace au coté gauche de 1’équation (3.1), soit comme un polynéme en
xj, de degré au plus d£¥~1 — 1 grace au c6té droit de I’équation.

L’écriture par défaut des éléments de Fj sera donc la représentation univariée
c’est & dire un élément de Fj sera représenté sous la forme g(zj) avec g un
polyndme de F,[X}] de degré strictement inférieur & d;¢F—1.

Cependant lors des représentations d’éléments de Fj il ne va pas étre fait
des changements de représentation d’un élément sous la forme g(x) avec g un
polyndéme de F,[X%] & un élément sous la forme h(xi,x2,--- ,x) avec h un
polyndme de Fy[X1, X1, Xa, -+, Xi] mais seulement & un élément de la forme
i(xk, xx—1) avec ¢ un polyndme de F,[X}, Xj_1]. Cette derniére représentation
est suffisante pour permettre d’effectuer la descente d’un élément dans la tour
d’extensions f-adiques.

On représentera alors Fy, pour k > 1 des deux fagons suivantes :

Fro 2 F[Xe]/(Pe(X)) 2 Fy[ Xk, Xp1]/(Peo1 (X)), Xi — Xi—1)

Définition 3.4. Soit Fj un élément de la tour d’extensions ¢-adiques de F,. La
I, base univariée de Fy, est :

1 di P11
Lxg,zg, ..., 2y}

la F, base bivariée de F est :

‘ dieF=2-1 2 dieF=1-1 =1 _dieF72-1
17$k717xk5717‘”7‘rk_1 y Lhey VL —15 LhLpp_15 -+s ThL_q y Ly T

93



Chapitre 3. Construction efficaces de tours ¢-adiques

En pratique le changement de base monovariée a bivariée se fait de la facon
suivante a partir d’une expression G(z) d’un élément de F avec G un polynéme
de degré inférieur & d fF~1 — 1 :

G(xx) = Go(ax) + Gr(a}) + 2 Ga(a) + - - + x)  Gelay)
= Go(zg) + G1(zg—1) + 2Go(xp—1) + - - xf;fng(xk,l)

avec G1,--- Gy des polyndmes de degré inférieur & d1£5=2 — 1 et G de de-
gré strictement inférieur a ¢. Ce changement de base ne requiert aucun calcul
arithmétique, ainsi celui-ci pourra étre utilisé sans coiit supplémentaire et en
particulier un élément pourra étre considéré indifféremment dans une base bi-
variée ou univariée.

La descente correspond donc au passage d’'un élément de Fj écrit sous la
forme G(zj) en un élément de la forme G1(x,—1) appartenant & Fy_q. Le rele-
vement est I’opération inverse.

FEzemple 3.5. Soit Fy,Fi,Fa,--- ,Fr une tour d’extensions 5-adiques telle que
F, = Fy, soit o € F4 qui s’écrit dans la [F; base monomiale de Fy4 :

1 1 k 12
o + a5z + ajoxi’ + arsry’ 4+ aspast 4 -+ aggeri® (3.2)
alors a s’écrit de la fagon suivante dans la base bivariée de Fy4 :
1 2 24
a0 + a5y + @102 + a5 -+ a5kx§ + -+ gy, (3.3)

Ainsi on voit que « est aussi un élément de F3. Le passage de la représentation
de a de (3.2) & (3.3) correspond & une descente, 'opération inverse est elle un
relévement.

Par contre pour 8 un élément de F, écrit de la fagon suivante dans la base
monovariée :

1 2
Bo + Brat -+ Bsrait + Bop12 T+ Boraory T2 + Boryzry o+
Bokrazst T4 Brogxi®

I’écriture de 8 dans la base bivariée est :

Bot+Brxat- - +x8 (Bsr+Bskr17a+t Bokroti+ Bok 3T+ Bokrats)+ -+ Progziia].

On voit ici que 8 ¢ F3 et donc on ne peut le faire descendre dans la tour
d’extension mais seulement s’arréter a cette écriture dans la base bivariée.

3.3 Opérations dans la tour d’extension /-adique

Inversion d’un élément dans le cas ¢ = 2

L’inversion d’un élément peut étre effectuée dans une base univariée en uti-
lisant l'algorithme d’Euclide étendu. Le cotit d’inversion d’un élément de Fy
serait de O(M(£*~1d;)log(¢*~1d;)) opérations sur F, en utilisant les résultats
de [vzGGO03, ch.11]. Une autre technique plus avantageuse est préférée unique-
ment pour le cas ¢ = 2 dans [DS15], soit G(x) un élément inversible de Fy, alors
en écrivant G(zy) = Go(zk—1) + 21 G1(xk—1) on obtient :

1 1
G(zr)  Go(zr—1)+ 2xGi(zk—1)
_ Go(wp—1) — 2xG1(2p—1)
Go(xp—-1)? — xp—1G1(T8—1)?
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Le colit d'une inversion d’un élément de Fj est le cotlit d'une addition, de la
multiplication d’éléments de Fj ainsi que le colit d’une inversion d’éléments
dans Fi_1, on a donc affaire & un algorithme récursif de cott T'(k) = T'(k —
1) + O(M(¢%=1d;)) ; avec la super linéarité de M on obtient un cofit de calcul
de O(M(¢*~1)d;) opérations sur F,. Pour les tours dyadiques on a d; | 2 dés
lors on peut exprimer le cotit comme O(M(£8~1)). La complexité de I'inversion
est donc de O(M(¢8~1)) opérations sur F, dans le cas ou I'on considére une
extension dyadique.

Calcul du Frobenius

Cette opération est trés importante pour déterminer des ensembles spéci-
fiques de points d’une courbe elliptique (voir chapitre 5), ¢’est pourquoi on s’at-
tache ici & montrer que I'on peut effectuer cette opération a un cofit raisonnable.
Le résultat ici est une généralisation de [DS15].

Théoréme 3.6. Soit Fy,Fi,F2,---F, une tour d’extensions {-adiques Soit a
un élément de F; pour tout entier j le calcul de la puissance |F;| de a cotte
O('=YM(dy)) opérations sur F, aprés un pré-calcul de O(M (dq)log(|F1])) opé-
rations sur F, auquel il faut ajouter un calcul booléen de O(log(¢?) log(¢i=1|F1])).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que l'on a j < i, le
résultat étant sinon a lui-méme. Notons s = |F;| et rappelons que [F; : F1] =
¢=1. Soit z; 'image de = dans F; = Fy[z]/P;(x), on a en particulier fol = 1.

La premiere étape est de calculer y = z£. En écrivant s = uf*~! +v avec 0 <
v</{~lonaalorsy = x| mod lFlI*le. Une méthode rapide est préconisée pour
le calcul de v mod |F1|—1 et v. Dans un premier temps il faut calculer p = s mod
i=1(|F1| — 1) & l'aide de I’exponentiation rapide puis v mod |F;| — 1 et v sont
obtenus comme le quotient et le reste de la division euclidienne de p par £'~1. Le
cofit booléen d’une telle opération est de O(log(¢7)log(¢*~1|F1|)). L’opération
majeure étant ’'exponentiation avec un exposant de taille O(¢7 log(|F1])) modulo
un entier de taille O(log(¢*~1|F1])), le calcul de z{ med [F1l=1 g6 fait en utilisant
O(M(d1)d4 log(q)) opérations sur F,,. On conserve ce résultat sous la forme d’un
monoéme dans Fq[z;].

Dans la tour d’extensions f-adiques les éléments de la tour peuvent étre
représentés sous forme G(zy) avec G un polynéme de degré d a coefficients
dans Fy, or un élément G(z) peut aussi étre représenté sous forme H (z) avec
H un polynéme de degré dq/i~! & coefficients dans F,,. A travers le calcul du
Frobenius on va expliciter ces changements de représentation. Soit a représenté
sous la forme d’un polynéme en x; de degré inférieur ou égal a [F; : F,] :

* * * dy0i1—1
Qg —+ a1Z; + -+ adlfi_l—lmi

avec les af € F;. On réécrit a sous la forme :

) g
ap + a1T; + -+ api-1_1x;

i—1 .
avec les a,, = al, + Z,Lvdzlf —1/d] al,arxt € F1 pour w appartenant a [0; £~ —
1]. Pour obtenir cette réécriture on s’est servi du fait que pour ¢ appartenant
a [1;di 0t — 1] tel que t = 7 tuy + v, avec 0 < vy < 71 on a zf, =
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ut mod |Fq|—1 o . , . ,
' IFa| xor . Ainsi cette opération est seulement un réarrangement des

coefficients de a.
On écrit a® sous la forme :

ap + a1y + a2y2 + e+ agi,lyw_lfl

On calcule alors a® par la méthode de Horner. Les puissances y* étant des
monomes dans Fj[z;], on calcule chacune des puissances successives a 'aide
de la précédente en O(M(d1)) opérations sur Fg. On a alors un coft total de
O(¢*='M(d,))) opérations dans F,. En réarrangeant les mondmes axy* on ob-
tient un polynome en (z1,x;) de degré (d; — 1,1 — 1), on rééerit alors a® sous
la forme G(z;) avec G un polynome & coefficients dans F, de degré d;¢'~! &
I’aide du changement de représentation inverse de celui effectué précédemment.
En effet a® est représenté sous la forme :

bo + bix; + bgﬂ?? + -+ bgi—l_lei71_1

avec by un élément de F; pour tout k. En remarquant que

bk =bk,o + beaz1 + -+ A bpa 127!

it 2x i1 (d1—1)x£i =1
=bko+braw; + br2x; + o+ bgay 1Ty

avec by ; un élément de Fy pour tous k,, on représente a® sous la forme :

2 di0tT1—1
bs —+ bTﬁCfL + b;.’ﬂl 4+ 4 bzlei—l_lxil

en utilisant la transformation b = b, ., pour tous k,u,v tels que k = ud + v
avec 0 <wv <d. O

Maintenant que le cotit du Frobenius a été établi nous allons voir une autre
opération nécessaire pour le calcul d’isogénies dans le cas de tours dyadiques, le
calcul de racines carrées.

Calcul d’une racine carrée

Les résultats présentés sont issus d’idées développées dans [DS14] et sont
adaptés a la construction de tour d’extensions ¢-adiques présentée ici ou le cofit
du Frobenius est tres faible. Le résultat a retenir est celui pour les extensions
dyadiques du fait de son usage pratique méme si une généralisation est présentée.

Proposition 3.7. Soit Fy,Fi,---F; une tour d’extensions f-adiques. Soit
un carré non nul de Fj, alors une racine carrée v de & est calculée avec une
complexité de O(M (£¥~1d;)log(¢*~1q)) opérations sur F,.

Démonstration. Soit § un carré non nul de Fj ayant pour racine carrée ~. Soit
B dans Fy défini de la maniére suivante :

|

i _ lk—lil_
B=Tem()= D AP =4y yB T 3
=0

_ ,},(1 + 5(|F1\—1)/2 et 5(\F0|[k_171—1)/2)
(3.5)
=N 3.6
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en posant
=1+ 60Fl=0/2 4. 4 5ROl 1)z,

Maintenant si 'on met au carré ’équation (3.4) on obtient alors I’équation
suivante dans Fy :
62 — (57’]2
Dés lors si n est connu, 3 peut étre déduit depuis cette équation et v calculé car
v=Bn""
Sans perte de généralité on peut supposer que ’on a 1 # 0, si ce n’est pas le cas
alors on peut remplacer § par 6c? avec ¢ choisi aléatoirement parmi les inversibles
de Fj. O(1) essais sont nécessaires en moyenne pour obtenir T, /¢, (yc) # 0. En
effet il y a |F1|ek_1/|F1\ valeurs de ¢ pour lesquelles on a TF, /r, (yc) = 0 ainsi
la probabilité d’avoir Tf, /r,(vc) # 0 est de 1 — (IFL & /IR /(RS =
1—1/|F| >1/2.

Le cotit de calcul de 8 est de O(M(dy)log(q) + C(d1)log(dy)) opérations
en moyenne sur F, avec C(n) = O(n'%") d’apres [DS14]. Ainsi seul le cofit du
calcul de 7 est crucial pour obtenir une complexité satisfaisante.

Soit A un élément de Fj défini par A = §UFI=1/2 on a alors la relation
suivante :

D= 1 A4 AUFFL L \LHFLIFL® L g HFL R e a2

Pour m > 0 on définit :
Cn = AlFLHIFL P [ Fo ™ (3.7)

que 'on peut construire par récurrence :
ConfoGonaClih™ i est pa
F m/26m/2 si m est pair,
Cl :’Yl 1] et Cm — /|F1\ / 771/2 . .
C1¢,,ty  sim est impair.

On définit aussi

e = AP AFHR® o IR Rt P

on a alors une relation de récurrence pour le calcul de ¢ :

m/2
N TR {Em/g + Cm/galzl/‘z si m est pair, (3.8)
Em—1 + (msi m est impair.

Ainsi on obtient n =1+ X + Aepr_g.

Le calcul de A a un cofit de O(M (¢¥~1d;)log(q)) opérations sur F,. Le calcul
de €1 et (; se fait quant & lui & laide de O(1) fois le Frobenius. Calculons alors
par récurrence le coiit total, en supposant que le calcul de ¢, et (,, ait déja
été effectué. En utilisant les équations (3.8) €2y, et (om OU Eomt1 €t Comtt
peuvent étre calculés en utilisant O(1) Frobenius et O(1) multiplications sur
Fi. Ainsi €, et 7 = 1+ X\ + A\e,,_» sont calculés en O(M (¢5~1d;)log(¢F~1) +
M(¢*=1dy)log(q)) = O(M(€*~1dy)log(¢k~1q)) opérations sur F,. Le cofit de
calcul de v et 8 étant négligeables par rapport a celui de 7, on a alors un cott
total de O(M (¢*~1d;)log(¢*~1q)) opérations sur F,,.

O
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Opérations Cofits
addition/soustraction O(fF1dy)
multiplication M(¢F=1dy) + O(¢F—1dy)
division O(M(£k=1dy) log(¢*~1)dy)
Frobenius O(L*=IM(dy) + d1M(d1) log(q))
racine carrée OM(¢k=1dy) log(¢*~1q))(en moyenne)
racine f-iéme R(i) = O(LIM(£+1) log(€) log(£q))

FIGURE 3.1 — Coiits des opérations dans F; exprimées en nombre d’opérations
sur [,

Il est & noter que en pratique pour le calcul de racine carrée de J on peut
parfois étre amené a considérer un élément de Fj qui n’est pas un carré. Cela est
testé en pratique sur 8 qui est un résidu quadratique si et seulement si § ’est.
Une astuce consiste alors a multiplier § par I’élément générateur xj du corps Fy
afin de multiplier cet élément par un résidu non quadratique, on injecte alors
dx) dans Fii1. On applique 'algorithme vu précédemment, le résultat obtenu
est alors divisé par xp1 pour obtenir la racine carrée de & souhaitée.

On propose les résultats suivant concernant les opérations sur les polyndémes
a coeflicients dans la tour d’extensions f-adiques :

Proposition 3.8. La multiplication et la division euclidienne de polynémes de
degré au plus d appartenant & F;[z] cotite O(M(d¢**!)) opérations sur F,,.

Démonstration. On utilise la substitution de Kronecker déja apparue dans

[vzGS92, Lemma 2.2], une description est tout de méme faite dans cette preuve.
Soit f un polynome de F;[z] de degré d alors on peut représenter f comme un
polynéme de Fy[z,y], avec F; = Fy[y], en utilisant la substitution de Kronecker
x — y2'do—1 f est alors représenté comme un polynéme univarié de degré au
plus 20i+1d, d’ot le résultat. O

Notation 3.9. On note R(¢) une borne sur le colit moyen du calcul de racine
d’un polynoéme de degré ¢ a coefficients dans F;.

Les cotits des différentes opérations dans de telles tours d’extensions /-
adiques sont résumés dans le tableau 3.1. On a R(i) = O(¢*M(¢i1) log(¢) log(£q))
en utilisant la variante de 'algorithme de Cantor-Zassenhaus décrite dans
[vzGGO3, Chapter 14.5]. Il est a noter que pour le calcul d’une racine le cofit
est un colit en moyenne, cela est di a une partie de I'algorithme qui est de type
non déterministe (Las Vegas).

Une implantation de construction de tours dyadiques et des opérations du
Frobenius et du calcul de racine carrée ont été réalisé en SageMath le code
est disponible a cette adresse : https://github.com/Hugouneng-Cyril/Two_
curves_on_a_volcano/blob/master/Code/extension_corps.sage.

3.4 Calcul de polynémes d’interpolations

Cette section reprend les travaux effectués en collaboration avec Luca De Feo,
Jérome Plut et Eric Schost qui ont fait 'objet d’une publication [DFHPS16],
ces travaux s’inspirent notamment de ceux de [DF10, 8.7] qui utilise des idées
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originales de [EMO03] et qui ont fait I'objet d’une bréve présentation dans la
sous-section 2.5.2.

Dans cette section on s’intéresse au calcul d’un polynéme d’interpolation dé-
fini sur F, entre deux éléments u, v € F; avec F; un corps de la tour d’extensions
l-adiques définie dans la définition 3.1.

On va donc présenter ici 'algorithme utilisé dans [DF10, 8.7] et Padapter &
notre contexte pour l'analyse de complexité.

Le contexte de notre travail est le suivant, soit deux éléments v, w € F,,\ F,,_1
on veut alors calculer le polynéme A € F[z] tel que :

Av) = w. (3.9

En particulier si I’on note T le polynéme minimal de v il est clair que A(v) +
T(v) = w, on va donc chercher a calculer le représentant minimal de A dans la
classe de polynémes F[z]/(T"). Pour un polynéme A solution de 3.9 pour tout
m € Gal(F, : Fy) : A(m(v)) = m(w). De méme tout polynéme interpolant m(v)
sur m(w) pour tout m € Gal(F,, : F,) est invariant sous l'action de tout élément
de de Gal(F,, : F,) et est donc défini dans F,. On peut donc construire un tel
polynéme A par interpolation.

La premiére étape est donc de calculer T', on pourrait faire cela simplement
a l'aide d’un arbre de produit binaire mais comme abordé dans dans la sous
section 2.5.2 qui fait référence au travail de [DF10, 8.7] on utilise un arbre de
produit tronqué qui prend avantage du faible cotlit du Frobenius.

Ainsi on note T = (z — v), o; Papplication qui applique & tous les coeffi-
cients d’'un polyndéme & coefficients dans F,,_; 'action d’un élément générateur
de Gal(F,—; : F—;—1). En supposant que ’on connaisse un 7 pour i < n de de-
gré (' A coefficients dans F,,_; alors pour j € [0;/—1] on définit 77 = o7 (T®),
et ’on pose :

b .
T+ = H T avec b= -1 o <n-1
=0 d; — 1 sinon.

Il est alors évident que 701 est le polynéme minimal de v sur F,,_;_1.

Lemme 3.10. Le cofit de calcul de 7' = T est de O(nM(£"+1)log(£)) opéra-
tions dans IF,.

Démonstration. A Détape i, & partir de la connaissance de T on calcule tous les
T(3) en utilisant le théoréme 3.6. Le coiit du Frobenius pour un polynome 7'
est de O(£4"~*=1M(¥)) opérations, i.e. O(£*M(¥)) pour chacun des O(¢) calculs.
A partir des T+ on calcule T+ en utilisant un arbre de sous-produits comme
décrit dans [vzGGO03, Lemma 10.4]. Le polynome résultant de cette opération
est de degré O(¢+1) et a ses coefficients définis dans F,,_;, le cofit total est donc
O(M(¢"+1) log(€)) opérations sur F,. Une fois que T+ a été calculé de cette
maniere, on opere une descente sur ses coefficients dans F,_;_; & 'aide d’une
réécriture qui n’a aucun coiit algébrique. On additionne ces cofits pour tous les
1 pour obtenir le résultat énoncé. O

Il reste maintenant a calculer le polynéme d’interpolation. Supposons que
I’on ait calculé un tel polynéme d’interpolation A®) défini sur F,_;. On calcule
alors le polynéme L € F,,_;[2]/(T™) tel que

L=0(AY)mod o(TW) pour tout o € Gal(Fp_;: Fpi1). (3.10)
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Ce polynéme L étant invariant sous l’action du groupe de Galois : Gal(F,,—; :
Fn_i_1), il est alors défini dans F,,_;_;. Par 3.10 on a bien L(v) = A® (v) = w,
ainsi on a L = AU+,

Cette discussion nous permet donc de définir la suite de polynémes A®)
définie pour i € [0,n], A©® =w/T’(v). En supposant que 'on connaisse un A
pour i < n de degré inférieur a 0% & coefficients dans F,,_; alors pour j € [0;£—1]
on définit A7) = g7 (AM), et I'on pose :

b , .
- ) {—1 sii<n-—1
AGFD — E AGD———  avec b= ’
= T(:3) d; —1 sinon.

A est alors le polynéme d’interpolation défini par 3.9 & coefficients dans F,,_;.

Proposition 3.11. Soient v,w € F, \ F,_1, le cott de calcul du polynome
minimal T' € F,[z] de v et le polyndéme d’interpolation A € F[x] tel que A(v) =
w est O(nM (€™ 1) log(¢)) opérations dans F,.

Démonstration. Une fois que les polynomes T ont été calculé, on doit tout
d’abord calculer T'(v). Cette opération est faite a I’aide de calculs de restes
de division Euclidiennes, en effet T’(v) = (((I” mod T™) mod T(»~) ... mod
T(O)). A Détape n — i, on calcule la division Euclidienne d’un polynéme de
degré O(¢"~*+1) par un polynoéme de degré O(¢"~%) dans Fj[z]. Le cofit de
chaque division est alors de O(M(£"*1)) par la proposition 3.8 ce qui donne
un cofit total de O(nM(£"+1)) opérations. Le calcul de w’ = w/T"(v) est de
O(M(£™) log(£™)) opérations.

A chaque étape i, les polyndmes A7) sont calculés & un coiit de O(£"M(£))
opérations, comme dans la preuve du lemme 3.10. Le calcul de LU+ utilise le
méme arbre de produit que celui utilisé pour 7(®, utilisant O(log¢) additions,
multiplications et divisions de polynémes de degré O(¢i*1) A coefficients dans
F,._i, pour un cofit total de O(M(¢"*1)log(¢)). En additionnant pour tous les i
on obtient la complexité annoncée. O

Ce résultat est a comparer aux algorithmes d’interpolations rapides tel que
celui présenté dans [vzGG03, Chapter 10.2] il donnerait un temps de calcul de
O (nM(€2")log(¢)) opérations sur F,.

On énonce un probléme plus général de calcul de polynéme d’interpolation
a l'aide de plusieurs couples de points de F,,.

Proposition 3.12. Soit (vy,w1),. .., (vs, ws) des paires d’éléments de F,,, t; le
degré des polynémes minimaux de v;, et I'on note ¢t = > ¢;. Les polynomes

— T € Fylz] de degré t tel que T'(v;) = 0 pour tout i,

— A € Fylz] de degré inférieur a ¢ tel que A(v;) = w; pour tout ¢
sont calculés avec un colit de O(M(t)log(s) + nM(¢2t)log(¢)) opérations dans
F,.

Démonstration. Le polynéme T est le produit de tous les polyndémes minimaux
T;. Soit n; = vy(t;), de telle sorte que v;, w; € Fy, 11\ Fp,, et £% <t; < v+l
on effectue une descente sur (v;,w;) pour les écrire comme des éléments de
Fr.+1, cette opération étant juste une réécriture elle a un cofit algébrique nul.
On calcule les T; a 'aide de O(nM(£%%2)log(¢)) opérations par le lemme 3.10.
En bornant ™ par t;, en additionnant cela pour tout 4, et en utilisant la su-
perlinéarité de M on obtient un cofit total de O(nM(£?t)log(¢)) opérations. De
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3.4. Calcul de polynémes d’interpolations

la méme maniére on calcule les polynémes A; tels que A4;(v;) = w; au méme
coiit. On ordonne ensuite les T; dans une arbre de sous-produit binaire et on
les multiplie entre eux. Un arbre équilibré, pas nécessairement optimal, a une
profondeur de O(log(s)) et nécessite O(M(t)) opérations par niveau. Ainsi le
cott de calcul de T est borné par O(M(t) log(s)) opérations sur [Fy.

Enfin, en utilisant la méme structure d’arbre de sous-produit on applique le
théoréme des restes chinois proposé dans [vzGG03, Chapter 10] pour calculer A
au colit de O(M(t) log(s)) opérations sur F,. O
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Chapitre 4

Volcans d’isogénies

Les deux documents & citer pour cette section sont [Koh96] qui a introduit
les graphes d’isogénie et [FouOl] qui a développé ces idées pour donner une
structure a ces graphes.

4.1 Anneau des endomorphismes

Dans cette section on va aborder les anneaux des endomorphismes, car c’est
cet objet qu’a étudié Kohel dans sa thése [Koh96] qui a permis ensuite de définir
les volcans des [-isogénies. Faisons tout d’abord quelques rappels sur les ordres
d’un corps de nombres quadratique imaginaire car, comme vu précédemment
(proposition 1.35), ceux-ci correspondent & isomorphisme prés aux anneaux des
endomorphismes de courbes elliptiques ordinaires définies sur un corps fini.

4.1.1 Rappel sur les ordres d’un corps de nombres qua-
dratique

Soit K un corps de nombres quadratique, alors il existe un entier N sans
facteur carré tel que 'on peut écrire K = Q[v N]. On définit alors alors le
discriminant de K :

Définition 4.1. Soit K = Q[v/N], on définit le discriminant dgx de K de la
fagon suivante :

N si N =1 mod 4,
dx = .
4N  sinon.

Définition 4.2. Un corps de nombres quadratique K = Q[v/N] est dit imagi-
naire si N < 0.

On va dés lors se restreindre a ce cas.

Définition 4.3. Soit K un corps de nombres quadratique imaginaire, on note
Ok l'ensemble des entiers algébriques de K c’est a dire les a € K qui sont
solution de polynémes unitaires a coefficients dans les entiers relatifs. O est
aussi appelé 'anneau des entiers de K.
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Chapitre 4. Volcans d’isogénies

Proposition 4.4. Soit K un corps de nombres quadratique imaginaire, dx son

discriminant alors :
dg + dK:l

-

Démonstration. Voir [Cox89, exercise 5.7]. O

Nous définissons alors les ensembles sur K avec lesquels nous allons tra-
vailler :

Définition 4.5. Un ordre O d’un corps de nombres quadratique K est un
sous-ensemble vérifiant les conditions suivantes :

1. O est un sous-anneau de K,

2. O est Z-module libre de rang 2.

Le résultat suivant nous permet de définir le plus grand ordre au sens de
Iinclusion.

Proposition 4.6. Soit K un corps de nombres quadratique imaginaire, O
l’anneau des entiers de K alors O est I'ordre maximal de K.

Démonstration. Soit O un ordre de K et soit a € O. Comme O est sous-anneau
de K, on a a € K. O étant un Z-module libre de rang 2 alors « est un entier
algébrique et donc a € Ok O

Remarque 4.7. On pourra aussi noter Ok de la fagon suivante
Ok = [1,wk]

dr+Vdi
2

avec Wi = , on met ainsi en avant la base de Z-module : 1,wg de Ok.

Cette notation nous permet alors d’exprimer les indices des ordres O par
rapport a Ok comme le spécifie le lemme suivant :

Lemme 4.8. Soit O un ordre dans un corps de nombres quadratique imaginaire
K de discriminant dg, alors O a un indice fini dans Q. De plus si I’on note :
f=[0xk : O], alors

0O=7Z+ fOx =1, fwk].

Démonstration. voir [Cox89, lemma 7.7.2]. O
La définition suivante nous permet de nommer les indices dans ce contexte :

Définition 4.9. Soit O un ordre du corps de nombres quadratique imaginaire
K, l'indice f =[O : O] est appelé le conducteur de O.

Remarque 4.10. A T’aide des conducteurs on peut définir une relation d’ordre
sur les ordres, en effet si on a m | n alors on a 'ordre nOx C mOk.

C’est cette idée que l'on va retrouver dans les volcans des [-isogénies en
essayant de donner une structure aux relations entre les différents ordres iso-
morphes aux anneaux des endomorphismes.

On définit un autre invariant pour un ordre, son discriminant.
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4.1. Anneau des endomorphismes

Définition 4.11. Soit o — @ l’automorphisme non-trivial d’un corps de nombres
quadratique imaginaire K, soit O un ordre de K avec O = [«, 3], alors le dis-
criminant de O est le nombre

o=(s (5 5))"

On rappelle que le discriminant de Ok est noté dg.

Le discriminant est un invariant de la base choisie, en prenant la base [1, fwk]
de O, on a:
D = f2dg.

Remarque 4.12. Soit E une courbe elliptique dont l'ordre, associé a isomor-

phisme prés a son anneau des endomorphismes, est Z[r]. Alors de par l'iso-

morphisme de groupes entre le groupe de classes de formes (quadratiques) et

le groupes de classes d’idéaux (voir [Cox89, Theorem 7.7] ou [Coh96, Theorem

5.2.8]) on peut définir le discriminant d, de 'ordre Z[r] comme étant le discri-

minant du polyndéme minimal du Frobenius : 22 — t, + 4q, ainsi d, = t2 — 4q.
De méme pour O = [1,wk f], le polyndéme minimal de fwg est :

k(dxg — 1)

x2—deac—|—f2d 1 =0.

On retrouve bien que le discriminant de O est f2dy.

4.1.2 Anneau des endomorphismes de courbes elliptiques
ordinaires

Dans cette sous-section on va se concentrer sur les anneaux des endomor-
phismes de courbes elliptiques ordinaires définies sur un corps fini qui sont,
comme vu dans la proposition 1.35, isomorphes & des ordres dans un corps de
nombres quadratique imaginaire. On va voir en détail les relations possibles et
les structures qu’ont les anneaux des endomorphismes dans un tel contexte.

La premiere remarque a faire c¢’est que pour toute courbe elliptique ordinaire
définie sur un corps fini pour O lordre associé a isomorphisme preés & End(FE)
on a :

Zlr] C O C Ok.

Ainsi pour tout ordre associé & un anneau d’endomorphisme on a un ordre mi-
nimal au sens de I'inclusion celui qui contient toutes les multiplications scalaires
et 'endomorphisme de Frobenius.

Remarque 4.13. On va noter désormais O(resp. ') pour l'ordre défini & iso-
morphisme pres associé a End(E) (resp. End(E")).
Lemme 4.14. Soient F, E’ deux courbes elliptiques ordinaires, ¢ : E — E’ une
isogénie de degré ¢ alors :

1. soit [0 : O] = ¢,

2. soit [0 : 0] =1,

3. soit [0 : O] = L.

Démonstration. Voir [Koh96, Proposition 21]. O
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Chapitre 4. Volcans d’isogénies

o

7+ L0

Z+ 20
FI1GURE 4.1 — Représentation d’un volcan de 2-isogénies avec les différents ordres.

Définition 4.15. Soient E, E’ deux courbes elliptiques ordinaires, ¢ : F — E’
une f-isogénie alors ¢ : E — E’ est dite :

1. montante si [0’ : O] = ¢,
2. descendante si [0 : O'] = ¢,
3. horizontale si [O' : O] = 1.

On fait alors la remarque suivante sur les duales des isogénies :
Remarque 4.16. Soit ¢ : E — E’ une isogénie et sa duale gg Alors :

1. ¢ est une isogénie montante si et seulement si ¢ est une isogénie descen-
dante,

2. ¢ est une isogénie horizontale si et seulement si ¢ est une isogénie hori-
zontale.

Sur la figure 4.1 est représenté un volcan d’isogénies, les points représentent
les courbes elliptiques définies a isomorphisme pres, les traits reliant les points
représentent les f-isogénies qui lient les courbes elliptiques. On observe que le
volcan représenté ici est un volcan de 2-isogénies car toutes les courbes ne se
situant pas en bas du volcan sont reliées a 3 autres courbes. On a pris comme
convention de représenter ici un graphe non orienté. En effet chaque arréte repré-
sente toutes les isogénies de noyaux identiques ainsi que leurs duales. On a aussi
les différents ordres qui sont représentés, ils est a noter qu’avec la convention
donnée par la définition 4.15 les ordres qui apparaissent dans un méme niveau
du graphe ont le méme conducteur par rapport a ’ordre maximal, ainsi a I'aide
du conducteur on peut établir des niveaux dans le volcan et donc illustrer les
notions d’isogénies descendantes, montantes et horizontales.

Définition 4.17. Soit £ un nombre premier, soit D un discriminant associé a
un ordre dans un corps de nombres quadratique imaginaire, on définit alors le
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4.1. Anneau des endomorphismes

symbole de Kronecker en particulier pour le cas £ =2 :

symbole de Kronecker si £ # 2

9 _Jo si{=2et D=0mod4
¢) )1 si{=2et D=1mod8
-1 si{=2et D=5mod8&

On peut alors énoncer le théoréme suivant qui donne la structure de tels
graphes.

Théoréme 4.18. Soit E une courbe elliptique ordinaire définie sur un corps fini
F, avec j(E) # 0,1728 et soit £ un nombre premier différent de la caractéristique
de IF,
1. Si 1[0k : O] alors E admet 1 + (dTK) L-isogénies horizontales
2. Sil|[Ok : O] alors E admet une {-isogénie montante
3. Si 1[0 : Z[r]] alors E n’admet pas de {-isogénie descendante
4. 8i €| [0 : Zn)] et £ { [Ok : O] alors E admet ¢ — (%) (-isogénies
descendantes
5 Sl | [O: Zx]] et £ ][Ok : O] alors E admet £ isogénies de degré ¢
descendantes.
Si j(E) =0 ou j(E) = 1728 alors il faut prendre en compte Uaction des auto-
morphismes de E sur les sous-groupes cycliques de E[€]. Dans ce cas les valeurs

énoncées ne donnent que le nombre de représentants sous l’action du groupe des
automorphismes de E.

Démonstration. Voir [Koh96, Proposition 23]. O

On peut dés lors relier ce théoreme avec les racines du f-ieme polynome
modulaire évalué en le j-invariant de la courbe que I’on étudie :

Corollaire 4.19. Dans le tableau suivant sont résumées les différentes possibi-
lités de types d’isogénies selon la valeur de Ny(FE) qui représente le nombre de
solutions a I’équation : ®,(X, j(E)) = 0 sur F, pour j # 0,1728.

| Ne(E) | Type des f-isogénies | | (%) | (%) ]
0 aucune {10k :0]et 1[0 :Z[r]] -1 -1

2 — L1 [Ok:0let 1[0 :Z7 +1 +1

1 cas 1: — (1[0 :0let l 1[0 :Z[7 0 0
cas 2 : 1 ][Ok :0]et 1[0 :Z[r]] 0 0

cas1:d AT (F) = O] e 2 | Ot

I 1.{ (E—(%)) . 04[Ok :Olet £ |]O:Z[n]] w1 0
CaSQI{; I L] [Ok:0]etl |[O:Z[r]] 0 0

Pour j =0 ou 5 = 1728 il faut prendre en compte ’action des automorphismes
de E sur les sous-groupes cycliques de E[¢]. Dans ce cas les valeurs dans la
seconde colonne ne donnent que le nombre de représentants sous ’action du
groupe des automorphismes de F.

Démonstration. Voir [FM02, §4], [Koh96, Proposition 23]. O

Maintenant que 'on a introduit les relations possibles entre les ordres on
définit certains termes de la littérature.
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Définition 4.20. Soit ¢ un nombre premier, le terme wolcan de f-isogénies
désigne le graphe composé de courbes /-isogénes entre elles.

Le terme cratere du volcan des f-isogénies désigne le sous-graphe composé
uniquement de courbes dont la valuation ¢-adique du conducteur est 0.

Définition 4.21. Soit £ un nombre premier, soit ¢ une ¢*-isogénie, alors ¢ est
dite une ¢*-isogénie descendante s’il existe k isogénies de degré ¢ descendantes
©i,i € [1,K] telles que ¢ = ¢y 0 --- 0 ). De méme une ¢F-isogénie @ est dite
ascendante si il existe k isogénies de degré ¢ ascendantes @;,i € [1, k] telles que
P = @i o---0pp. Enfin une *-isogénie 1) est dite horizontale si il existe k
{-isogénies horizontales ;, ¢ € [1, k] telles que ¢ = 9p1 0+« 0 Py

Définition 4.22. Soit £ un nombre premier, un chemin descendant sur un vol-
can des f-isogénies d’une courbe elliptique E est une suite de courbes elliptiques
l-isogenes £ = Ey - E1 — FEy — ... = E,, telles que F; — FE;y; est une £
-isogénie descendante et que l'on ait £ [O,, : Z[x]].

Définition 4.23. Pour une courbe sur le volcan son niveau est la longueur d’un
chemin descendant.
La hauteur h d’un volcan est le niveau maximal des courbes dans le volcan.

Remarque 4.24. Pour un volcan de f(-isogénies de hauteur h par les défini-
tions 4.15 et 4.23 ¢2"|d,. En particulier pour ¢ # 2 ¢?"||d,, ce résultat ne
peut étre énoncé pour £ = 2 car il est possible que 4 | dx par définition de dg
(définition 4.1).

Définition 4.25. Soit F une courbe elliptique située au niveau n du volcan
des (-isogénies, soit Fy la courbe codomaine de la £"~"-isogénie ascendante
de domaine E. Alors E, est dite la courbe sommet de E.

(%) = -1 (%) =0 (%) = +1

FIGURE 4.2 — Différents types de volcans des 2-isogénies.

On peut voir sur le dessin 4.2 les 3 différentes formes de volcans qui existent.
Celles-ci sont distinguées par la forme de leur cratere qui est déterminée par la
valeur de (dTK).

On peut vouloir travailler avec des ¢-isogénies qui ne sont pas définies dans
F, qui vont en dessous de la base du volcan, dés lors on doit travailler dans une

extension de degré / et la question du comportement du volcan se pose.

Lemme 4.26. Soit g le conducteur de Z[r], £ un nombre premier différent de
p tel que £ | g, n la valuation f-adique de g, alors la valuation f-adique de Z[r?]
est n+ 1.

Démonstration. Voir [MMST08, Proposition 6]. O
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Algorithme de Fouquet-Morain

L’algorithme de Fouquet-Morain [FMO02] est un algorithme qui calcule un
chemin descendant d’une courbe elliptique située sur le cratere afin de calculer
la valuation f-adique du conducteur de Z[r]. Cet algorithme est une adaptation
de 'algorithme «Probing the depths» de Kohel [Koh96, Section 4.2] au contexte
SEA. Pour trouver une courbe sur le cratére la premiere chose a faire est de
savoir déterminer un chemin descendant.

Chemin descendant FEn pratique une courbe admet au plus 2 isogénies ho-
rizontales et au moins une isogénie descendante (voir corollaire 4.19), ainsi a
I’aide du calcul en parallele de 3 isogénies on est siir d’avoir une des 3 qui soit
descendante. Il est aussi important de noter que toute courbe du volcan admet
au plus une isogénie montante. Dés lors que 1’on parcourt le volcan d’isogénies
a partir d’une isogénie descendante et que I’on ne retourne pas sur une courbe
déja visitée alors la suite des isogénies parcourues seront descendantes jusqu’a ce
que l'on se retrouve sur une courbe située en bas du volcan. On détecte qu’une
courbe est en bas du volcan dés qu’il y a une seule courbe isogene a celle-ci.

Ainsi en pratique [FMO02] calcule 3 chemins & partir de la courbe de départ
et le(s) chemin(s) le(s) plus court(s) sera(ont) alors un(des) chemin(s) descen-
dant(s).

Détection d’une courbe sur le cratere Pour détecter une courbe située
sur le cratere on doit calculer les £ + 1 chemins différents partants de la courbe
FE

— si celle-ci admet deux chemins plus longs que les /—1 autres alors (%) =1
le cratere est un cycle et la courbe est située sur le cratere,

— si celle-ci admet £ + 1 chemins de longueurs identiques alors (%) =-1
le cratere est réduit a un point et la courbe est située sur le cratere,

— si celle-ci admet 1 chemin plus grand d’une isogénie que les ¢ autres et si
elle est isogene a une courbe qui admet les mémes longueurs de chemins
alors (%) = 0 le crateére est réduit a deux points et la courbe est située
sur le cratere,

— si celle-ci admet 1 chemin plus grand que les £ autres et si elle est isogene
a une courbe Fj qui n’admet pas les mémes longueurs de chemin alors
FE}, se situe au dessus de E dans le volcan et on recommence le test avec
Ey.

Algorithme de Fouquet-Morain L’algorithme de Fouquet-Morain [FMO02]
calcule donc pour différents nombres premiers ¢; la valuation v; ¢;-adique du
conducteur de Z[r]. A l'aide de cette valuation on obtient la valeur du carré
de la trace modulo £;*, le signe est calculé a l'aide d’une détermination de
valeurs propres pour le Frobenius en factorisant le polyndéme de /;-division.
Ainsi I'algorithme de Fouquet-Morain a une application dans l’algorithme de
Schoof [Sch85] (voir sous-section 1.4.2) qui calcule la cardinalité d’une courbe
elliptique & partir de la valeur de sa trace modulo différents nombres premiers
et utilise ensuite le théoréeme des restes chinois pour trouver la cardinalité de la
courbe elliptique.
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4.2 Lien entre les niveaux d’une courbe dans le
volcan et la structure de la /> torsion ra-
tionnelle

Dans cette section on met en avant les liens qui existent entre le niveau d’une
courbe dans un volcan des f-isogénies et la structure de sa f-torsion rationnelle.
Les résultats exposés ici sont tirés de [MMS108] et [1J10].

Proposition 4.27 (Lenstra). Soit E une courbe elliptique ordinaire définie sur
I, m ’'endomorphisme de Frobenius alors pour les extension de corps de la forme
F, End(E) est un Z-module de rang 2 et on a l'isomorphisme de Z-modules
suivant :

End(FE)

|

Démonstration. [Len96, Theorem 1] O

E(F,) =

Corollaire 4.28. Sur un volcan des ¢-isogénies, deux courbes elliptiques ordi-
naires F, E’ situées au méme niveau ont la méme structure de ¢-torsion ration-
nelle.

Démonstration. Comme E et E’ sont situées au méme niveau alors leurs an-
neaux des endomorphismes sont isomorphes, par la proposition 4.27 on obtient
le résultat. O

Lemme 4.29. Soit E une courbe elliptique ordinaire définie sur IF; de conduc-
teur f, m = a 4+ gwi ’endomorphisme de Frobenius, alors le plus grand nsy tel
que E[ng] C E(Fy) est no = pged(a —1,9/f).

Démonstration. Voir [Riic87, Lemma 1]. O

Avant d’énoncer le résultat principal sur la structure de la ¢-torsion ration-
nelle on a besoin du résultat intermédiaire suivant :

Proposition 4.30. Soit E une courbe elliptique ordinaire définie sur Fg, m =
a+gwg Pendomorphisme de Frobenius alors : vg(a—1) > min(ve(g), ve(|E(Fq)]/2)).

Démonstration. Voir [Ionl0, Lemma 5.2] O

On peut maintenant relier la structure de la ¢-torsion et le niveau de la
courbe dans le volcan des ¢-isogénies.

Proposition 4.31. Soit £ une courbe elliptique ordinaire définie sur Iy telle
que E(F)[(>°] = Z/mZ x Z/nsZ avec ny | ny, m = a + gwi 1'endomorphisme
de Frobenius :
— si ve(n1) > ve(n2) alors E se situe au niveau na,
— si vp(n1) = wve(ng) alors E se situe & un niveau supérieur ou égal &
ve(|E(F,)))/2

Démonstration. La preuve est issue du travail de [MMS'08], [Ton10].

— On se place tout d’abord dans le premier cas ot 'on a ve(ny1) > ve(ng),
on a par conséquent ve(ng) < ve(|E(Fy)|)/2. On va d’abord prouver que
la valuation f-adique de no diminue de 1 & chaque descente d’un niveau
dans le volcan, puis déterminer la structure d’une courbe située en bas du
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{*° torsion rationnelle

PR /\

7./237 x 7./2°7, o . 7.)2%7 x 7./237 e o 7/227 x 7/2%7
prxzrze prxapn o e nrnx

L)L x 1]2°7, e
L2 X Z)2'7 o . .

. 57 x ZJ2'Z -/ \0 .
-/\° / \ '/\° \. .\. .\/ \.\ ./ . ./\. Z/2'Z
oo oo /

structure de volcan régulier structure de volcan non-régulier

o 7/2°Z x7)2%Z

° 7/237 x 7./2' 7

7/2°Z /
¢ 7.)277 e

FIGURE 4.3 — Exemples de structures de la 2°°-torsion rationnelle par rapport
au niveau des courbes dans le volcan.

volcan pour ensuite obtenir le résultat. On a ng qui est égal & pged(a —
1,g/f) par le lemme 4.29.
Supposons que min(ve(g), ve(|E(Fq)])/2) = ve(g), on a alors ve(a — 1) >
ve(g) et comme ny = pged(a — 1,g/f) alors on a ve(na) = vi(g/f).
Supposons maintenant que min(ve(g),ve(|E(Fq)])/2) = ve(|E(Fq)])/2)
alors on obtient vs(a — 1) = vi(|E(Fy)|)/2) > ve(ne) ce qui est absurde.
Dés lors quand on descend d’un niveau dans le volcan la valuation ¢-
adique de f augmente de 1 et par conséquent ve(ng) = vs(g/f) diminue
de 1 aussi, en particulier cela implique que la valuation ¢-adique de nq
pour une courbe en bas du volcan est nulle. Ainsi on voit bien la bijection
entre la valuation f-adique de ns et le niveau de la courbe dans le volcan.
— On se place désormais dans le cas olt 'on a vg(ny) = wve(n2) (et par
conséquent 2 | vy(|E(F,)|)). Dans ce cas la structure de la ¢-torsion ne
change pas du cratére jusqu’a un niveau appelé premier niveau de stabi-
lité. Dés lors pour le niveau en dessous du premier niveau de stabilité on
a vg(n1) # ve(ng) en appliquant alors le résultat du premier point on a
le premier niveau de stabilité qui se trouve au niveau v,(|E(F,)|)/2, par
conséquent E se trouve & un niveau supérieur a ve(|E(F,)|)/2.
O

Définition 4.32. Sur un volcan des f-isogénies on appelle le niveau a partir
duquel la structure de la ¢-torsion ne change pas en méme temps que les niveaux
du volcan le premier niveau de stabilité.

Un volcan dont tous les niveaux ont des structures de ¢-torsion distinctes est
dit un volcan régulier.

Corollaire 4.33. Soit I/ une courbe elliptique ordinaire définie sur F; située en
dessous du premier niveau de stabilité telle que E[¢*°] = Z/¢"Z x Z/¢°7Z alors
pour Ej une des courbes situées un niveau en dessous de E dans le volcan des
(-isogénie on a Ey[(>®°] = Z/I"T17 x Z/0571Z

71



Chapitre 4. Volcans d’isogénies

Remarque 4.34. 11 existe un second niveau de stabilité introduit et développé
dans [IJ10] mais nous ne nous servirons pas de cette définition.

Proposition 4.35. Soit E une courbe elliptique ordinaire définie sur F, avec :
EF)U>®] =Z/0"Z X Z/°L = (P,Q), r > s+ 1> 1 et P un point d’ordre £",
alors :
1. la f-isogénie engendrée par ¢"~1P est une isogénie montante avec pour
codomaine un courbe elliptique E’ telle que :

E'(F)[(®] = Z/0" 7 x Z)t*T'Z,

2. les autres f-isogénies sont descendantes.

Démonstration. Une preuve est disponible dans [MMS™08, Proposition 4] pour
le cas ¢ = 2, mais on va proposer ici une preuve plus directe et générale. Par le
corollaire 4.19 on a £+ 1 isogénies de degré { et si 'on a une {-isogénie montante
alors les autres sont descendantes. _

Considérons I'isogénie ¢ engendrée par [("~1]P. L'image P de P par Iisogénie
¢ est alors d’ordre ¢7 1.

Montrons par I'absurde que l'on n’a pas Z/¢"Z C ¢(E)(F,)[¢>°]. Supposons
qu’il existe un point R d’ordre (" avec n > r. Cela implique donc qu’il existe
R € E(F,) tel que R soit d’ordre (" et R ¢ (P) ou [("]|R = [(""!]P. La
deuxieéme hypothese est impossible car cela implique qu’il existe S € E(F,) tel
que [¢]S = P et contredit donc ’hypothese sur la structure de E(F,)[¢>°]. De
méme la premiere hypothése : [("]R = O contredit elle aussi la structure de
E(F,)[¢>°]. On a donc :

O(E)(F,)[>] = 20" 7 x 7/ 01 7Z.
On observe bien que c’est une isogénie montante par le corollaire 4.33. [

Corollaire 4.36. Soit E' une courbe elliptique ordinaire définie sur I, avec

E(F)[¢®] = Z/0"Z x Z/1°Z, alors E(F.)[I°] = Z/0 17 x 7,617

Démonstration. Le résultat est démontré dans [Ionl0, §5.3.1]. O

On peut donc résumer les résultats de cette section sur le lien entre les
volcans des f-isogénies et la structure de la £°° torsion rationnelle & ’aide de la
figure 4.3. Le volcan des 2-isogénies régulier a gauche illustre I’évolution de la
structure de la 2°°-torsion rationnelle, on voit le lien direct entre la structure
de la 2°°-torsion rationnelle d’une courbe et son niveau dans le volcan comme
énoncé dans la proposition 4.31.

Le volcan des 2-isogénies représenté a droite est présenté avec deux structures
de la 2*°-torsion rationnelle a gauche et & droite du volcan. Sur la droite du
volcan est représenté un exemple de structure de la 2°°-torsion rationnelle pour
un volcan mon régulier, on observe que des que la 2°°-torsion rationnelle est
isomorphe a un produit de deux sous-groupes cycliques de tailles identiques,
comme c’est le cas au deuxieme niveau du volcan, alors la structure de la 2°°-
torsion rationnelle ne change pas pour les courbes situées au-dessus dans le
volcan. Enfin le volcan de droite avec la structure montrée a sa gauche représente
le volcan que ’on obtient en travaillant dans ’extension quadratique du corps
sur lequel est défini le volcan des 2-isogénies de gauche, la structure de la 2°°-
torsion illustre le résultat du corollaire 4.36.
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Chapitre 5

Détermination de directions
dans le volcan des
(-isogénies a I’aide de
I’action du Frobenius

Dans cette partie nous allons étudier I'action du Frobenius sur le module de
Tate T,(E) et voir comment cette action détermine des directions dans le volcan
des f-isogénies. On rappelle que I'on se place dans toute la suite de ce document
dans le cas ou la courbe elliptique est ordinaire. Ceci peut permettre par exemple
dans le cas Elkies (défini plus bas) de savoir rester sur le cratére cyclique et,
par exemple, de calculer I’équation de classe d’idéaux (voir [Fou0Ol, Définition
2.3.1]), de calculer un diviseur du nombre de classe d’idéaux en parcourant le
cratére d’un volcan des ¢-isogénies(voir [Fou0l, §6.4]). Cela peut permettre aussi
d’atteindre et détecter le cratére du volcan directement y compris lorsque 1’on
est sur des volcans non-réguliers et par conséquent de déterminer la hauteur du
volcan par des méthodes plus directes que celles de [FMO02].

5.1 Cas Elkies

La majeure partie du travail présenté dans cette sous-section a été effectué
en collaboration avec Luca De Feo, Jérome Pliit et Eric Schost. 11 a fait I'objet
d’une publication [DFHPS16].

On se place tout d’abord dans un cas particulier le cas Elkies que I'on définit
de suite :

Définition 5.1. Soit F une courbe elliptique définie sur Iy, £ est dit un nombre
premier de Elkies si le polynome caractéristique du Frobenius : 72 — t,7 + ¢
se factorise dans Z, & 'aide de deux valeurs propres distinctes notées dans le
document A et pu. On a donc dans ce cas

72 —tom+q= (7 — \) (7 — p) dans Z[n], avec \ # pu.

Dés lors puisque ¢2" | d. et pour £ # 2 (?"||d,, pour £ = 2 on peut avoir
220+ | g lorsque 2 | di (voir remarques 4.12 et 4.24) avoir d, un résidu
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quadratique est équivalent a avoir (dTK) = 1. Ainsi dans le cas Elkies le cratére

est cyclique par le corollaire 4.19.

On note h = vg(\ — ), ainsi le polynéme caractéristique de 7 admet deux
valeurs propres distinctes modulo £* dés que k > h.

Proposition 5.2. Soit E une courbe elliptique ¢ un nombre premier de Elkies

alors on a h = vg(\ — p) est la hauteur du volcan des ¢-isogénies contenant E.
Démonstration. Dans la section 4.1 on a vu que 'on avait d, = 27 d g avec
(% t dk pour un volcan des (-isogénies de hauteur h’ sur F,. Ainsi comme

— 2 . Ve .
2t pui’;,m = ngi‘e(@m alors on a bien h = h’ et h représente bien la hauteur

du volcan. O

Désormais lorsque 1'on parlera de hauteur A du volcan on fera référence
a la hauteur du volcan des (-isogénies définies sur F,, sauf mention explicite
contraire.

5.1.1 Etude de ’action du Frobenius sur le module de Tate

On représente 'action du Frobenius sur T;(FE) & laide d’une matrice 2 x 2.
On a le résultat suivant qui nous donne la forme de ces matrices a conjugaison
pres.

Proposition 5.3. Soit E une courbe elliptique ordinaire, telle que ¢ est un
nombre Elkies a deux racines distinctes A\, u appartenant a Z,. Il existe un
unique e € [0,h] tel que I'action du Frobenius dans toute base de T¢(FE) est

conjuguée, sur Zy, a la matrice
A ghfe
(0 p ) '

De plus e = 0 si E se situe sur le cratere, sinon h — e est le niveau de E dans le
volcan, e est appelé la profondeur de la courbe dans le volcan.

Remarque 5.4. (6\ 5:) est conjuguée a (3 ) sur Zg.

Démonstration. Comme le polynéme caractéristique de m admet deux valeurs
propres sur Z, alors pour toute base de T,(FE) la matrice représentant 'action
du Frobenius dans cette base est trigonalisable. La conjugaison de la matrice
(0 Z) par (} %) change le coefficient a en a — b(A — p), et la conjugaison par
(§9) change a en c- a, ainsi la valuation f-adique h — e = vy(a) est invariante
sous la conjugaison matricielle. Cela prouve la premiere partie de la proposition.

Pour la seconde partie, par le théoréeme de Tate [Sil86, Isogeny theorem
II1.7.7 (a)], O ® Z; est isomorphe & lordre dans Qg[me] des matrices avec
coeflicients entiers, cet ordre est engendré par la matrice identité et la ma-
trice ¢~ min(hve(@) (7, — X\) dés lors l'indice de cet ordre par rapport & Z[m]
est de ¢™in(hve(@) “lyi donnant son niveau min(h,v,(a)) dans le volcan des /-
isogénies. O

Ainsi avec la proposition 5.3 on a un moyen de déterminer la hauteur d’une
courbe dans un volcan des f-isogénies a ’aide de 1’étude de ’action du Frobenius
sur T¢(E). Dans la figure 5.1 est représenté un volcan des 2-isogénies de hauteur
2, ot l'on observe le lien entre le niveau de la courbe dans le volcan (de hauteur
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FI1GURE 5.1 — Différentes formes de matrices du Frobenius & conjugaison pres
selon le niveau dans le volcan des isogénies.

2 ici) et la forme de la matrice du Frobenius & conjugaison pres. Par conséquent,
pour les courbes situées tout en bas du volcan, le coefficient triangulaire supé-
rieur est de valuation f-adique nulle, et augmente de 1 a chaque fois que 'on
monte d’un niveau dans le volcan.

Le résultat suivant nous donne un moyen de savoir comment monter et des-
cendre a I'intérieur d’un volcan des ¢-isogénies en étudiant I’action du Frobenius
sur leurs noyaux. C’est d’ailleurs 'approche que I'on aura tout au long de cette
section : pour déterminer les directions des isogénies on étudiera l'action du
Frobenius sur un générateur de leur noyau.

Proposition 5.5. Soient E une courbe elliptique située au niveau h — e # h
du volcan des f-isogénies avec ¢ un nombre premier de Elkies, P, Q) € E tels que
(P,Q) = E[f*] avec k > h — e, pour lesquels la matrice du Frobenius est de la

forme (6‘ M};_e ) mod /¥ avec § AL = 1. Alors la f-isogénie montante de domaine

E a pour noyau le groupe ([(*~1]P), les isogénies descendantes ont pour noyau
les groupes ([(*~1](Q + [a]P)) avec a € Z/{Z.

Démonstration. Soit @ : E — E' la f-isogénie de noyau (¢*~1P). Soit P’ €
E' un point de ¢-division de $(P), alors le Frobenius de E’ agit sur la base
(P',2(Q)) comme la matrice ( 2 Mh:“) mod ¢*, avec ¢ € Z/(Z. Par la

Cek—l

proposition 5.3 E’ se situe au niveau h — e + 1. En effet un changement de
base de la forme (w%_l ?), avec v € (Z/UZ)* tel que (k= 1(c+ v\ —p)) =

0 mod ¢*, permet d’obtenir une matrice triangulaire supérieure comme dans la
proposition 5.3.

De méme on peut montrer que pour ¢ une (-isogénie de noyau {[¢*~1](Q +
[a]P)) avec a € Z/lZ on obtient, pour @' un point de ¢-division de Q+[a] P, dans

la base (¢(P), Q') une matrice du Frobenius de la forme (é “hfefflszkfl ) mod
¢% avec b € Z/¢Z. Donc, par la proposition 5.3, le codomaine de ¢ se situe au

niveau h — e + 1. O

On pourra noter qu’avec cette proposition on retrouve bien la proposi-
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tion 4.35 qui énoncait que pour une courbe E non située sur le cratere, telle
que E(F,)[(>®] =~ Z/{MTZ x 7)™ 7 avec i > 0, la (-isogénie engendrée par un
point de E(F,) d’ordre £"*% est montante.

On voit aussi que cette détermination n’est pas sujette a ’existence de niveau
de stabilité vu que la preuve ne se fait pas a l'aide de la structure de la ¢-torsion.

On va maintenant se focaliser sur la détermination d’autres directions a
I’aide du Frobenius, on va tout naturellement commencer par le cratére car c’est
I’endroit ou le Frobenius se diagonalise et ou I’on peut donc distinguer I’action du
Frobenius sur deux espaces propres distincts. Introduisons tout d’abord quelques
définitions nécessaires :

Définition 5.6 (Bases horizontales et diagonales). Soit E une courbe se situant
sur le cratére, on appelle un point de E[¢*] horizontal si il génére le noyau d'une
isogénie horizontale. On appelle une base de E[(*] diagonale si 7 est diagonal
dans cette base, horizontale si les deux points de la base sont horizontaux.

Avant de montrer les liens entre bases horizontales et diagonales on a besoin
du résultat intermédiaire suivant qui, pour ¢ : E — E’, montre comment cal-

culer 'image de la matrice du Frobenius 7|T;(E), notée II, dans une base de
Te(E").

Lemme 5.7. Soit une base fixée de T,(E) dont la projection sur E[¢*] est (P, Q)
avec k > 0, soit ¢ : E — E’ I'isogénie de noyau engendré par R = [z]P + [y|Q
avec t AL =1ety=0"y avecy AN =1,0 < m < k. Soit Mg la matrice
de forme normale réduite de Hermite qui correspond au réseau engendré par R,
¢*T(E) alors la matrice du Frobenius sur T,(E’) est donnée par My" -T1- Mg
a conjugaison pres, avec IT la matrice du Frobenius dans la base fixée de T,(E).

Démonstration. Le sous-groupe (R) définit un point dans l'espace projectif de
E[(*], celui-ci est une ligne projective sur Z/¢*Z. 1l existe une bijection ca-
nonique [Ser77, IL.1.1] entre cette ligne projective et ’ensemble des réseaux
d’indice ¢¥ dans le Z, module T,(E) : la ligne (R) est donc en bijection avec le
réseau Ag = (R)+(*T¢(E). Ce réseau est aussi la pré-image du réseau ¢*T,(E")
par ¢.

Le réseau A est engendré par les colonnes de la matrice Lr = (z{;“ ; E) La
ekwa
0
de Mp générent le réseau Ag. On peut vérifier que Mg a pour déterminant £*.
Comme Ag = ¢~ ({ETy(E")), alors il existe une base de T¢(E’) dans laquelle ¢
a pour matrice /¥ M. Ainsi, dans cette base de T,(E’) la matrice de 7| T,(E’)
est Mp' 11+ Mp. O

forme normale réduite de Hermite de Ly est Mg = ( xg/ﬁ?/ ), et les colonnes

Proposition 5.8. Soit E une courbe se situant sur le cratére et P un point
de E[(*] tel que £"P soit un vecteur propre de 7, alors ¢" P est horizontal si et
seulement si P est un vecteur propre pour 7. Si w(P) = AP alors on dit que
(" P a pour direction \.

Démonstration. La proposition étant évidente pour h > k, on suppose que
k> h.

Soit (R,S) = E[¢*] une base qui diagonalise 7. On peut alors exprimer
P = [z]R + [y] S, on suppose sans perte de généralité que y = 1.
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FIGURE 5.2 — Exemples de différents points diagonaux P € E, d’ordre 23 tels
que 7(P) = [u]P.

Soit ¢ I'isogénie de noyau ([¢("]P) et E’ son codomaine. Comme [¢"]P est un
vecteur propre de 7, alors ¢ est une isogénie rationnelle. Par le lemme 5.7, pour
toute base de T,(E’) la matrice m|T¢(E’) est conjuguée a (8‘ lhkau(/\—u))_

Cette matrice est diagonalisable seulement si ve(z) > k — h.

Pour l'autre sens de la preuve supposons, sans perte de généralité, que P
soit un vecteur propre de 7 pour la valeur propre u, alors (71 — )P = x(A—p)R
et I'on obtient le résultat. O

Sur la Figure 5.2 sont représentées les isogénies qui ont pour noyau différents
points P € E diagonaux d’ordre 23, tels que 7(P) = [u]P. On remarque tout
d’abord que I'on peut avoir uniquement la f-isogénie de noyau ([22]P) qui soit
horizontale, comme représenté sur le volcan dessiné a gauche. Or on voudrait,
comme sur le volcan dessiné a droite, déterminer un point P tel que la 23-
isogénie de noyau (P) soit horizontale. On pourrait, par exemple, diagonaliser
une base de la 2312 torsion et I'on aurait le résultat & I’aide de la proposition 5.8.
Cependant pour faire cela on peut étre amené a travailler dans des extensions
de corps uniquement pour avoir un point horizontal défini dans un sous-corps.
Le résultat suivant répond a ce probléme et nous permet de construire des
bases horizontales de taille aussi grande que la ¢-torsion définie sur le corps sur
lequel on travaille, sans que 'on ait a travailler dans des extensions de corps
supplémentaires.

Proposition 5.9. Soit ¢ : E — E’ une (-isogénie horizontale de direction A,
Q € E[¢>], si [{]Q est horizontal de direction u, alors ¥(Q) est horizontal de
direction pu.

Démonstration. Soit Q' = ¥ (Q) et 15 I'isogénie duale de 1), comme 1$ et &(Q') =
[£]Q sont horizontaux de direction u, alors @' est horizontal de direction p. O

On présente donc sur la figure 5.3 un exemple de construction de point
horizontal : on a repris le premier exemple de point diagonal de la figure 5.2,
pour lequel on était certain par la proposition 5.8 que [22]P était horizontal de
direction A. On utilise alors la proposition 5.8 pour déterminer l'isogénie v :
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FIGURE 5.3 — Exemple de construction de point horizontal d’ordre 22.

E, — E' de direction y, 1(P) est alors un point d’ordre [2?] tel que [2]y(P) est
un point horizontal d’ordre 22 par la proposition 5.9. L’isogénie de noyau (1 (P))
est donc représentée sur le volcan de droite. Pour obtenir un point horizontal
d’ordre 23 on utilise & nouveau une 2-isogénie de direction y et de domaine E’,
que lon applique & ¥(P).

On va donc montrer comment transporter cette information pour des courbes
situées en dessous du cratere. Avant cela voyons comment déterminer a l'aide
d’une base horizontale les isogénies descendantes d’une courbe située sur le
cratere.

Proposition 5.10. Soit E une courbe elliptique située sur le cratére cyclique
d’un volcan des (-isogénies, (P, Q) = E[{] une base horizontale. Alors les ¢-
isogénies descendantes sont générées par les sous-groupes (P + [b]Q) avec bAL =
1.

Démonstration. Comme il y a en tout £+ 1 sous groupes de E[{], avec les sous-
groupes (P), (@) qui engendrent des ¢-isogénies horizontales, alors les £ — 1 sous
groupes restants de la forme (P + [b]Q) avec bA{ = 1 engendrent des ¢-isogénies
descendantes par le théoreme 4.18. O

Corollaire 5.11. Soit F une courbe située sur le cratere, k > i > 1, (P, Q) =
E[¢*] une base horizontale. Alors les £*-isogénies descendantes sont générées par
les sous-groupes ([al* =1 P + [bl*~%)Q) avec bA L =1 et a = 1 mod /.

Il est important de noter que, comme dit dans la sous-sous-section 4.1.2 et
dans [FM02], lorsque la décomposition de la £*-isogénie en i (-isogénies ne com-
porte pas d’isogénie duale d’une autre isogénie alors le fait d’avoir la premiere
(-isogénie (celle de noyau ([(*~1]([a]P + [b]Q))) descendante est suffisant pour
avoir une £-isogénie descendante de noyau (¢*~%|([a] P+[b]Q)). Enfin il n’y a pas
de f-isogénie duale d’une autre /-isogénie dans la composition de la ¢*-isogénie
car celle-ci est générée par un point et donc par un groupe cyclique.

Définition 5.12. Soient E une courbe qui se situe & une profondeur e > 1 du
cratere (id est au niveau h—e), E; la courbe sommet de E (voir définition 4.25),
P € E, un point d’ordre ¢*, avec k > e, tel que [¢¢] P soit horizontal de direction
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FIGURE 5.4 — Construction d’un point ascendant horizontal.

A (resp. p), @ la £e-isogénie ¢ : E; — E, alors ¢(P) est appelé point ascendant
horizontal de direction A (resp. u) et de profondeur e.

Remarque 5.13. 11 est porté a l'attention du lecteur qu’un point horizontal est
aussi un point ascendant horizontal de profondeur 0.

On voit sur la figure 5.4 la construction d’un point ascendant horizontal sur
un volcan de 2-isogénies. Sur le volcan de gauche est représentée l’isogénie de
noyau (P) avec P € E tel que [2]P est horizontal de direction p. On calcule
alors I'image de P par la 2-isogénie descendante ¢ : £, — E pour construire le
point ascendant horizontal R = ¢(P) € E. Sur le volcan de droite est représenté
'isogénie de noyau (R).

Proposition 5.14. Soit P € E[¢*] un vecteur propre de 7, i < k tel que [(!]P
soit horizontal de direction \, ¢ : E — E; une isogénie descendante de degré ¢,
on note P’ = p(P), alors :

1. ([(*=1P') est le noyau d’une isogénie montante de degré ¢ duale de ¢
notée @,

2. {(p(P")) est le noyau d’une isogénie horizontale de direction A de degré
k=t

Démonstration. Pour le point (1) comme [(*~1]P n’est pas dans le noyau de ¢,
alors ([(*~"(P)) est le noyau de @. ‘

Pour le point (2) il suffit d’écrire que @(P’) = [¢*]P; on conclut alors & I'aide
des hypotheses sur P. O

Maintenant nous allons voir si 'on peut distinguer les ¢’-isogénies descen-
dantes dans le volcan a ’aide d’une étude de ’action du Frobenius. Pour cette
étude on fixe un point d’ordre ¢* qui engendre la f-isogénie montante (ou I'une
des deux horizontales lorsque 'on est sur le cratére) et on regarde si la forme
de la matrice du Frobenius est liée & la ¢’-isogénie descendante engendrée par
le second point qui forme une base de E[¢¥]. Ces travaux s’inspirent de ceux de
[Hug13, Chapitre 6].

Notation 5.15. Soient E une courbe elliptique, P, deux points tels que
E[(*] = (P,Q) on note alors 7(P,Q) la représentation matricielle de 1'action
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du Frobenius dans la base (P, Q). Ainsi dans ce document nous avons pris la

convention que :
A a
PQ) =
o= (5 )

signifie que 'on a w(P) = [A]P et 7(Q) = [a] P + [1]Q.

Proposition 5.16. Soit E une courbe elliptique située au niveau h — e d’un
volcan des ¢-isogénies pour lequel ¢ est un nombre de Elkies. Soient P, R € E tels

h—e
que (P,R) = E[("=**+] et 7(P,R) = (6\ pe ) mod /" =¢*% avec fAL =1,

alors pour toute f’-isogénie descendante ¢ de domaine F il existe une base
(P,R') de E[¢"~¢*] telle que ker(¢) = (R') et 7(P,R) = n(P, R').

Démonstration. A Taide du changement de base (P,R) — ([6~']P, R) nous
supposons sans perte de généralités que 5 = 1. Soit @ € E tel que (P, Q) =
E[¢h=*1]. Alors nous posons R = [a] P+ [b]Q et nous allons montrer qu'il existe
une transformation

R=[aP+[lQ ~ R = [P+ [yHQ

telle que (P, R) = (P, R') et {[{"~¢]R’) = ker(¢).
Par la forme de la matrice w(P, R) nous avons :

([P + [b]Q) = [("~IP + [u]([a] P + [b]Q).-

De plus, comme 7 est un morphisme 7([a]P + [0]Q) = [a\]P + [b]7(Q), nous
déduisons I’expression suivante pour [b]7(Q) :

[blm(Q) = [€"~¢ + (1 — N)a] P + [1b]Q.

Nous avons alors 7([c] P+ [by]Q) = [¢A\|P+[y]([b]7(Q)). La condition (P, R') =
m(P, R) est vérifiée si et seulement si :

[£"1P + [u)([c] P + [by]Q)
= P+ ([ + (u— N)a] P + [ub]Q).

([P + [by]Q)

Cela se traduit donc par ’égalité suivante :
= fe(p—N) = y(l" ¢ + (u — N)a) mod £h—ett,

Ainsi nous faisons une distinction selon que h —e+i < houh —e+1i > h, car
N —
h — e+ < h Dans ce cas nous obtenons ’équation suivante :

ghfe _ yghfe IIlOd ghfeJri’

et donc la valeur de la matrice ne dépend que de . Or la ¢-isogénie de
noyau (("~¢R’) = ([("=¢]([c(by) '] P + Q)) est déterminée par la valeur
de ¢P¢b~1y~lc mod P ~°T¢ ainsi en faisant varier la valeur de ¢ nous
pouvons faire en sorte que [("¢]R’ soit le générateur de n’importe quelle
l-isogénie descendante.
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h —e+1i > h Montrons dans ce cas comment déterminer y et c tels que
th=ey = h=ec(by) =1 mod £h—¢* avec "¢y mod ¢"~¢*? qui détermine
une /i-isogénie descendante spécifique (celle de noyau ([("~¢]([y]P+Q))).
Nous posons /"a = X\ — pavec a Al =1, égalité 7(P, R) = m(P, R') se
traduit donc par :

"= thac = y(0"° + (" ()a) mod £het
nous multiplions alors cette équation par (by)~!

O (by) T Lol = b+ £ (a)a) mod £
h=eby)Tt = b+ M (@)a) — £ealh 4y mod P et

Nous pouvons alors déterminer y puis ¢ afin d’avoir une transformation
pour laquelle nous obtenons un point R’ tel que [¢"~¢]R’ soit un généra-
teur de isogénie spécifiée par £/~¢y mod ¢h—e+?.

O

On voit donc que l'on n’est pas capable de distinguer les isogénies descen-
dantes entre elles dans un volcan de ¢-isogénies, quand ¢ est un nombre premier
de Elkies. En effet pour toute forme de matrice du Frobenius triangulaire ob-
servée on est capable de trouver pour chacune des différentes f¢-isogénies des-
cendantes un second point de la base qui engendre cette isogénie et pour lequel
I’action du Frobenius est identique dans cette base.

5.1.2 Calcul des directions dans le volcan de /-isogénies

Dans cette sous-section on s’intéresse a la partie algorithmique du calcul
des objets présentés dans la sous-section 5.1.1. Sont aussi utilisés les résultats et
définitions du chapitre 3, dont notamment les extensions de corps de la définition
3.1.

Etude de la rationalité de la (*-torsion dans une tour d’extensions
{-adique

On va maintenant étudier la structure de la torsion rationnelle des courbes
elliptiques ordinaires, et déterminer ’extension de corps nécessaire pour avoir
une torsion f-adique de valuation fixée. On va en particulier étudier cela pour une
courbe située sur le cratere d’un volcan de f-isogénies, car c’est a ce niveau du
volcan que 'on peut calculer les points horizontaux. Pour les courbes inférieures
dans le volcan, le corollaire 5.20 permet de conclure.

Définition 5.17. On introduit la notation suivante afin de spécifier la structure
de la ¢-torsion sur une extension de F;/F, ou 'on aurait E[¢] C E(Fy).
— Pour ¢ premier impair, on note a = v (A"t — 1) et = vp(u~t —1);
— pour £ =2, on note a = va(A2 — 1) —let B =wva(p? — 1) — 1;
on suppose sans perte de généralité que o > (. On s’intéresse a ces valeurs-
14, car pour n’importe quel corps fini Fy, on a E[¢] C E(]Ff;_l) pour ¢ # 2 et
El4] € E(F?) pour { = 2.

Remarque 5.18. Comme X # p mod £"*1 et que A = p mod ", il est impossible
que A1 = pf~! = 1 mod ¢"*+!, ainsi au moins une des deux valuations «, 8
est < h, par conséquent on va supposer sans perte de généralité que 8 < h.
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Proposition 5.19. Soit £ une courbe elliptique ordinaire telle que son anneau
des endomorphismes soit maximal par rapport a £. Pour tout k, on note dj le
degré de la plus petite extension de corps F/F, telle que E[¢*] C E(F). On a
alors :

1. Tordre de ¢ dans (Z/¢Z)* divise dy, et dy divise (¢ — 1).

2. Si ¢ est impair alors pour tout k > 1, dj, = ¢max(ve(d)k=F)q,

3. Si ¢ =2alors dy € {1,2} et pour tout k > 2, dj, = (™2xO:k=8)q,

4. Soit [F : Fy] = di£", le groupe E[(>](F) est isomorphe & (Z/("T*7Z) x
(Z)"+87).

5. Le groupe E[(*] contient au plus k - £¥*5 classes de conjugaisons selon
'action de Gal(Fr_p : F1) avec Fy = Fa,.

Démonstration. Le degré dj correspond & I'ordre de la matrice 7| E[¢*]. d, est
donc le plus petit multiple commun des ordres multiplicatifs de X,z modulo £*,
on obtient donc (1) en utilisant le fait que A - = ¢. Pour les points (2)—(5) on
suppose sans perte de généralité que 'on a d; = 1, alors pour tout entier N,
v (AN — 1) = a + v(2N). Soit (P,Q) une base diagonale de E[¢¥], le point
(7N = 1) ([2]P + [¥]Q) = [(AN — 1)a]P + [(uY — 1)y]Q est nul si et seulement
si vg(z) + a+ve(N) > k et ve(y) + B + ve(N) > k, cela montre (4). Les plus
grandes classes de Galois sont celles pour lesquelles on a vy(y) = 0 et leur taille
est £F=F ce qui prouve (2) et (3). De plus, pour tout ¢ < k — S les points dans
une orbite de taille < £% sont ceux pour lesquels vy(z) = k — o — i et v(y) =
k—pB—i;ilyaau plus gmin(atik)+min(B+ik) te]s points, par conséquent il y
a gmin(atik)+min(,k—1) < gh—i+h clagses correspondantes. En additionnant ce
résultat pour tous les 4 on prouve (5). O

Maintenant voyons le lien entre 8 et h la hauteur du volcan selon que celui-ci
soit régulier ou non.

Corollaire 5.20. Soit E une courbe elliptique, £ un nombre premier de Elkies,
et supposons que I’anneau des endomorphismes de E est localement maximal par
rapport a £. Soit F1/F, la plus petite extension de corps telle que E[¢] C E[F4].
Le volcan des f-isogénies définies sur F; contenant E est régulier si et seulement
si B = h. Lorsque le volcan est non-régulier, 5 est égal au premier niveau de
stabilité.

Démonstration. Lorsque le volcan est régulier, par la proposition 4.31, la valua-
tion f-adique du plus petit sous-groupe de Sylow de la ¢-torsion augmente de 1
a chaque fois que 'on monte d’un niveau dans le volcan. Sachant que au niveau
en bas du volcan E(F1)[¢*°] est cyclique, on déduit que 5 = h.

Le raisonnement est le méme pour un volcan non-régulier car au-dessus du
premier niveau de stabilité la structure de la f-torsion ne change pas, et en
dessous elle change comme décrit juste au-dessus. O

Algorithmes pour le calcul des directions dans le volcan de /-isogénies

L’objectif de cette sous-section est de calculer, pour une courbe se trouvant
sur un volcan de f-isogénies une base horizontale (ou ascendante horizontale) de
la ¢*-torsion. On a vu & la proposition 5.8 que 'on devait avoir k > h+ 1 avec h
la hauteur du volcan afin de pouvoir déterminer une /-isogénie horizontale car
sinon on ne peut distinguer I’action du Frobenius sur les espaces propres. On
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rappelle aussi que § représente la plus grande valuation f-adique de la ¢-torsion
rationnelle pour une courbe située sur le cratére du volcan de ¢-isogénies(voir
définition 5.17).

On commence tout d’abord par énoncer un algorithme qui sera utilisé dans
tous les autres par la suite c’est le calcul d’un antécédent a la multiplication
par ¢ d’un point P, on note cette application divise(¢, P). Ce résultat sera aussi
utilisé dans le cas Atkin (voir sous-section 5.2.2).

Lemme 5.21. Soit P un point de E tel que P € E(F,,), alors le colit moyen de
calcul de E(F1)[f] est de O(UM(£?) log(¢) log(£q)). Le cofit de calcul de divise(¢, P)
est de O(R(n + 1)) lorsque E[¢](F1) a déja été calculé. Ces coiits sont des colits
moyens.

Démonstration. E[¢](F1) est calculé en factorisant le polyndome de ¢-division
avec un cofit moyen de O(/M(¢?)log(¢)log(fq)) opérations, en utilisant la va-
riante de lalgorithme de Cantor-Zassenhaus décrite dans [vzGGO03, Chap-
ter 14.5]. Une fois que E[¢](F1) a été calculé, on peut factoriser la multiplication
par ¢ par un produit de deux f-isogénies. Ainsi on calcule un antécédent d’un
point par la multiplication par £ en calculant successivement des antécédents
de ce point P par les f-isogénies qui composent la multiplication par ¢. Pour
calculer ces antécédents on a donc besoin de calculer les racines d’un polynéme
de degré £, ainsi le cofit de divise(¢, P) est de O(R(n)), d’aprés la définition de
R(7) (voir notation 3.9 dans chapitre 3). O

Avant de présenter I'algorithme 7 qui, pour une courbe E située au niveau
h— e, calcule une base diagonale de la E,[¢*]-torsion (avec F, la courbe sommet
de E voir définition 4.25) nous présentons tout d’abord des algorithmes qui
composent celui-ci. Ainsi nous présentons tout d’abord I'algorithme 5 qui calcule
une base diagonale de E,[¢"*1] & partir d'une base triangulaire de E[¢"~¢F1],
pour e > 0 et E située au niveau h — e. Mais avant cela nous rappelons un
résultat sur la rationalité des points et leur niveau dans le volcan de ¢-isogénies.

Remarque 5.22. Dans le cas des volcans réguliers, la hauteur du volcan de /-
isogénies n’a pas d’influence sur le cotit des algorithmes qui remontent dans le
volcan (tels 5, 7). En effet par la proposition 4.31, lorsque ’on monte d’un niveau
dans le volcan de f-isogénies, la valuation f-adique de la torsion rationnelle des
points de la courbe augmente de 1. De plus comme on a uniquement besoin de
travailler avec la £*~¢*!-torsion, pour une courbe située au niveau h — e, pour
déterminer la f-isogénie montante (voir proposition 5.5) alors on travaille avec
des points définis dans F5. Par conséquent pour travailler avec une plus grande
{-torsion rationnelle, que E[¢"], on privilégiera de monter de niveaux dans le
volcan afin d’éviter de travailler avec des extensions de corps supplémentaires.
Le lemme 5.24 en est une illustration.

On présente donc tout d’abord l'algorithme 5 qui, a partir d’'une base de
E[¢h=e+1] située au niveau h — e dans laquelle I'action du Frobenius est trian-
gulaire, calcule une base diagonale de E,[¢"T1].

Afin de permettre au lecteur de se rendre compte du niveau dans le volcan
auquel les points et les courbes sont définis on introduit la notation suivante :

Notation 5.23. Soit P € E avec E située au niveau h — e + ¢ d’un volcan des
(-isogénies, alors on notera P("—¢t) et F(h—e+) pour signifier que le point et
la courbe sont définis au niveau h — e + 7 du volcan des f-isogénies.
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Cette notation étant tres lourde elle ne sera utilisée que lorsque le niveau
auquel ces objets sont définis n’est pas évident.

Avant d’énoncer et démontrer la complexité de 'algorithme 5, il y a un
résultat important et intéressant de l'algorithme qui sera énoncé ici afin d’éviter
de surcharger la preuve.

Lemme 5.24. Dans l'algorithme 5, avec comme entrée une courbe située en
dessous du cratére d’un volcan de ¢-isogénies, les points utilisés et calculés entre
les étapes 3 et 18 sont définis dans Fj,_(c_i)41- g1max(0,e—i—(h—8))-

Démonstration. Lors de la boucle h—e+i qui commence a 1’étape 3 et se termine
P(h—e-‘ri) ot Q(h—e+i)

h—e+it+1 h—e+i+1
h — (e — i) sont d’ordre £" =T+ et définis dans Fj,_(e—s) 11— gtmax(0,e—i—(h—g))
par la proposition 4.31 (i.e. Fy lorsque h = 8 et F,_g_(c_;)41 lorsque h —
B > e —i). En particulier, les antécédents par [¢] de P,E}i;ii?l d’ordre ¢h+!
sont définis dans Fj,_cqi11—g4max(0,e—i—(h—p))- Or cette boucle s’arréte lorsque
l'on atteint la "1 torsion pour la courbe au niveau h du cratére, les opé-
rations divise(¢, P') et w(P’) = [u]P’ + [v]Q’ sont donc toujours faites dans
Fh—etit1—B+max(0,e—i—(h—g))- De méme pour les points Q', car a I'étape 10
on transporte la base sur une courbe située un niveau au-dessus dans le vol-
can, et des lors les points de {-division de @(Qéh:;t?l) sont aussi définis dans
Fh—etit1—p4max(0,e—i—(h—pB))- Ainsi on vérifie bien qu’a la fin de la boucle on a

a ’étape 18 les points situés sur une courbe au niveau

des points d’ordre £*~¢*+i+2 définis sur une courbe au niveau h — (e — i) + 1 et
donc encore définis dans Fj,_cyit1-g4max(0,e—i—(h—B))- O

Maintenant on présente ’algorithme 5 qui prend en entrée une courbe el-
liptique E située au niveau h — e dans le volcan des ¢-isogénies et qui retourne
une base diagonale de E,[¢"!] ainsi que la liste de f-isogénies montantes qui
permettent de relier E & sa courbe sommet Fj.

Proposition 5.25. L’algorithme 5 est correct et a une complexité moyenne de
O(max(0,e—(h—B))(R(1)+LM(0) +2M(LM) +R(h+1)+L"FIM(0) +L2M (" 1))
opérations sur F,.

Démonstration. Des calculs matriciels directs montrent que les changements
de base aux étapes 14 7 permettent de trigonaliser la matrice. De méme le
changement de base a I’étape 20 permet de diagonaliser la matrice. A Tétape 9
la {-isogénie construite est bien montante par la proposition 5.5. Enfin la matrice
représentant I’action du Frobenius sur une base de E[¢"~¢*1] pour E au niveau
h —e+1 est trigonalisable par la proposition 5.3. De méme, au niveau h, I’action
du Frobenius sur une base de E,[¢"*+1] est diagonalisable par la proposition 5.3.

Analysons maintenant la complexité de I'algorithme. Entre les étapes 3 et
18 on calcule & chaque boucle une base de la £#~¢*_torsion dans laquelle I'ac-
tion du Frobenius est triangulaire, et I’on remonte d’un niveau dans le volcan
et lon trigonalise la ¢~ ¢Ti+1 torsion. Cette étape est répétée du niveau h — e,
ol l'on exprime l’action du Frobenius dans une base de la £"~¢t1 torsion, au
niveau h, ot 'on exprime 'action du Frobenius dans une base de la £"*+1 tor-
sion. Par le lemme 5.24 les points avec lesquels on travaille sont toujours définis
dans le méme corps Fj,_(e—i)41—B4+max(0,e—i—(h—p))- Ainsi le coiit des étapes 10
et 15 est de R(h — (e —i) + 1 — S + max(0,e — i — (h — 3))). Pour le calcul de
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Algorithme 5 Calcul d'une base diagonale de E,[¢"*!] & partir d'une base
triangulaire de E[¢"~**1] pour E au niveau h — e

Entrée : FE : une courbe elliptique ordinaire située au niveau h — e d’un volcan
de (-isogénies; P,Q € E, )\, u,b € Z/¢"=H17 tels que E[("—*t1] = (P,Q),

qph—et1 h—e+1
7T(P, Q) = (A-Zghé—e+i p-liy-édé"**z*l ) 5
Sortie : (P, Qp) : une base de E [(" 1] ; X\, u € Z/"17Z tels que 7| (Pr, Qr) =

(0 2) mod /"1 I une liste de f-isogénies montantes reliant E & E,.

1: (4,6) « (0,0)

2: sib=0alors (P,Q,a,b,c,d) + (Q,P,d,c,b,a); fin si.

3: tant que wvy(A — p) = ve(9) faire

4: 6+ 0+ peh—eti

5. sic=0alors y < 0;

6:  sinon résoudre equation y26¢ + y(¢" =i (a —d) + X\ — p) — ct"=¢*7; fin
si.

no B e Pl QU5 < QL

8 A A+alt T L Sy p AT — Sy
$ « isogénie montante de noyau ([(*=+i] Pt

o ~ ( ph—eti ~ [ A(h—eti -~

10: P’ « divise (E, %) (P}(L_E_J_F)l)) Q' @ (Q;L_E_;_zl) s L+ L.
ath—e+i et
11 Caleul 7|(P', Q') = (*;h{eﬁ. . df:?,e“) mod fh—etit1,
122 sic=0alors y + 0; ‘
13:  sinon résoudre équation y25¢ + y(¢"~¢*i(a — d) + X\ — p) — cfP=*i; fin
si.

14: P+ P 4+ Qs A A+ alh=et 4§y, p+ p+ deh—ett — Sy
15: P’ « divise(¢, P'); Q' < divise(£,Q"); 6 « £4.
16: i<+ 1

1y [ AalhTett pghmetipg h—e+i+1
17:  caleul 7|(P', Q') = ( A mod ¢ .

18: fin tant que
19: résoudre équation § + z(\ — p) = 0;

h h h
20: Q§1J21 « Q§1+)1 + [x]Pf(L+)1

21: retourner P,E:l_)l, Qgﬁl, A mod £**1 jy mod ¢hH1 L
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E(h—eti) [4] il est & noter qu’il est tout a fait vraisemblable de supposer que 'on
connait déja une base de E(h—eti—1) [4], car & chaque étape le coiit de détermi-
nation d’une telle base peut se faire a I’aide d’une évaluation de la f-isogénie
montante sur un point d’ordre ¢2 et un point d’ordre ¢ définis sur E(h—e+i=2),
Le cofit de calcul de 7(P) est de O(¢h—(e=0)+1=B+max(0.e=i=(h=B)M(¢)) par le
théoréme 3.6 . L’écriture de w(P) = [u] P+ [v]Q aux étapes 11 et 17 a un colit de
O(2M(h—(e—D+1=ftmax(0.e=i=(h=B)))) T,ors de la boucle h — e+, les étapes 6
et 13 sont résolues a l’aide d’une recherche exhaustive et ont un cofit négligeable
par rapport aux autres opérations.

L’algorithme 5 a donc une complexité moyenne de O(>_;_ (R(¥)+¢*¥M(¢)+
(2M(£*))) opérations sur F, avec % = h — 3 — (e —i) + 1 + max(0,e —i — (h —
B)). En particulier en décomposant la complexité selon le premier niveau de
stabilité la complexité s’écrit : O(max(0,e— (h— 3))(R(1) +£1M(£) + £2M(£1)) +
Y i—e_g(R(F) + LX¥M(£) 4 £2M(£*)) or chacun des termes de Y r_ . 5(R(%k) +
*XM(£)+£2M(£*)) a une complexité géométrique c’est donc la derniére itération
qui domine la complexité et donne le résultat O

On énonce maintenant 'algorithme 6 qui fait partie de l’algorithme 7 et
calcule une base diagonale de E,[¢*] & partir d'une base diagonale de FE,[¢/]
pour j < k.

Algorithme 6 Calcul d'une base diagonale de E[¢¥]

Entrée : E; : une courbe elliptique ordinaire située sur le cratére d’un volcan
de E—}isogénies; k : un entier positif; j < k; \,u € Z/IZ; P;,Q; tels que
Ey[0] = (P}, Q;) w(F;) = NP, m(Q;) = [1Q; ;

Sortie : (Py, Q) : une base de E [¢(*]; A\, € Z/*Z tels que 7(Py) = [P,
m(Qr) = (1] Q-

1: pour i =j a k — 1 faire
P« divise({, P;) ; Q' + divise(¢, Q;).

Caleul 7|(P, Q') = (Aj;” e ﬂ) mod £+,

2

3

4:  sib=0alors z + 0; résoudre équation ¢’ + ((d — a)l’ + pu— Ny = 0;

5. sinon résoudre équation cl’x?+ ((d—a)ll +pu—N)z—bl' = 0;y < —cx/b;
fin si.

6: PiJrl < P/. + [y]Q/ N QiJrl — [ZL']P/ + Q/.

7 A A+ Ll(a+br); p— p+(d + ey).

8: fin pour

9: retourner (Py,Qk, \, 11).

Proposition 5.26. L’algorithme 6 est correct et calcule une base diagonale
de E,[(*] avec une complexité espérée de

O(R(k — B) + E2M(£*=P) + IM(£2) log(¢) log(£q))
opérations dans F,.

Démonstration. Un simple calcul permet de vérifier qu’a la fin de chaque boucle
(Pi+1,Qi11) est diagonal. Une base de la E[¢"T?] est diagonalisable par la pro-
position 5.3.

Nous analysons maintenant la complexité de l'algorithme. Pour ¢+ = 0, une
base de E[¢](F1) a Pétape 2 est calculée en factorisant le polynoéme de ¢-division
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a un cofit espéré de O((M(¢?)log(¢)log(¢q)) opérations en utilisant I’algorithme
de Cantor-Zassenhaus [vzGGO03, Chapter 14.5]. Pour tout point P d’ordre £:~*
défini dans E(F;_g_1), le calcul de divise(¢, P) & l'étape 2 coiite O(R(i — 3))
opérations par le lemme 5.21. L’évaluation de 7(P’) a ’étape 3, pour P’ défini
dans F;_g, a un cofit de O(¢*~PM(¢)) par le théoreme 3.6. Ecrire 7(P’) comme
une combinaison linéaire [u]P’ + [v]Q" avec P’, Q" définis dans F;_g nécessite au
plus £ additions de points, avec un cofit de £2M(¢£=#). L’équation a la ligne 4
ou 5 est tout d’abord divisée par la plus grande puissance de ¢ possible : ¢min(h.1)
elle est ensuite résolue modulo ¢. Pour i < h—1, comme a =d et b=c =0, les
solutions sont x = y = 0, et les étapes 4 a 6 ne font rien. Le coflit de résolution
des équations aux étapes 4 et 5 par recherche exhaustive est négligeable, comme
les autres opérations restantes. Comme le cotlit de chaque boucle augmente de
facon géométrique, la derniere boucle domine les autres, et donne la complexité
annoncée. O

On énonce maintenant ’algorithme 7 qui avec pour entrée une courbe F
calcule une base diagonale de E,[(*] et une liste de (-isogénies montantes reliant
E aE,.

Algorithme 7 Calcul d'une base diagonale de F,[¢*] & partir de E au niveau
h—e
Entrée : E : une courbe elliptique ordinaire située sur un volcan de f-isogénies
avec cratere cyclique; k : une entier positif;
Sortie : (P, Qy) : une base de Eg[¢¥]; \, j1,b € Z/l*Z tels que 7(Py) = [N Py,
m(Qk) = [1] Q-
(A, 1,7) < (0,0,0); L < 0;P', Q" < tels que (P, Q") = E[/].
calcul 7|(P', Q") = (Agﬁw ufrét;f) mod (i1,
tant que scalaire faire
11+ 1.
P+ P Qi+ QN X+all; p+ pu+al
P+ divise(¢, P;) ; Q' «+ divise(£, Q;).

_ ( Atal® bl i+1.
calcul 7|(P', Q") = ( i ,H-dei) mod ¢t

—_

fin tant que

Calcul d'une base diagonale (Pj, 11, Qnt1) de ES[("], A\, u € Z/0" 17

tels que m(Pyy1, Qnt1) = (3 9) mod £ et L & laide de l'algorithme 5

avec entrées P/, Q' A\, u,a,b,c,d

10: Calcul d’une base diagonale de E,[¢¥] a I’aide de Ialgorithme 6 avec
entrées Py, Qpn, \, 1t

11: retourner (Py,Qg, A\, p, L).

Proposition 5.27. L’algorithme 7 a une complexité moyenne de
O(IM(£%)log(€) log(£q) + R(k — B) + £*M(£*=8) + R(h 4 1) + £2M(£"1))
opérations sur Fj.

Démonstration. On analyse l'algorithme selon les 3 parties qui le composent :

1. La premiere partie, de I’étape 3 a 8, détermine I’action du Frobenius sur la
£'-torsion et augmente la valuation ¢-adique de la torsion sur laquelle on
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travaille tant que ’action du Frobenius est scalaire. L’action du Frobenius
est scalaire pour une courbe située au niveau h — e, sans diagonalisation,
tant que I'on travaille avec la £*~¢-torsion par la proposition 5.3.

La seconde partie, correspondant a l’étape 9, est 'application de 'algo-
rithme 5 qui, & partir d’une base triangulaire de la ¢*~¢*! torsion d'une
courbe située au niveau h — e, calcule une base diagonale de E,[¢"*1]
ainsi que la liste de f-isogénies montantes reliant E a F.

La troisieme et dernieére partie correspond a ’étape 10 qui, & partir d’une
base diagonale de E,[¢"*1], calcule une base diagonale de E,[¢*].

Analysons maintenant les complexités de ces différentes parties de ’algorithme.

Etapes 3 a 8

Etape 9

Etape 10

Pour une courbe E qui se trouve au niveau h — e, la premiere boucle
de lalgorithme entre les étapes 3 et 8, celle ou 'action du Frobenius
est représentable a l’aide d’une matrice scalaire, dure jusqu’a ce que
'on travaille avec des points d’ordre £#~¢*1. Ainsi cette premiére boucle
est répétée h — e + 1 fois. Pour une boucle ¢ qui calcule 'action du
Frobenius sur la £*t! torsion, les points d’ordre ¢t! sont définis dans
Fit1-B+max(0,e—(h—p)) Par la proposition 4.31, ainsi le colit de calcul de
divise(¢, P) appliqué & un tel point P & 1'étape 6 est de R(: + 1 — 8 +
max(0,e— (h—f3))) par le lemme 5.21. Le cofit de calcul de w(P) pour P
défini dans F;{1_gimax(0,e—(h—p)) est de O(pi+1=Btmax(O.e=(h=B)M(¢))
par le théoréme 3.6. L’écriture de 7(P) = [u]P pour P défini dans
Fit1—B+max(0,e—(h—p)) & un coiit de O(IM(i+1=Ftmax(0.e=(h=F)))) (on
se limite a ce cas la car on est dans le cas ou la matrice représentant
Paction du Frobenius est scalaire). Comme le colit de chaque boucle
grandit géométriquement, c’est la derniére qui domine et donne la com-
plexité. Ainsi cette premiere partie de 'algorithme a un coit total de
O(R(h—f—e+1+max(0,e— (h— ) + ¢h—P-etitmax(Oe=(h=F) pr(p) 4
IM(Lh—F—etltmax(0.e=(h=F))) "auquel il faut ajouter le cofit de calcul de
la base de la (-torsion : O(¢M(¢£?)log(¢)log({q)).

Par la proposition 5.25 cette étape a une complexité de
O(max((), e — (h— B)(R(L) + L-M(£) + C2M(£1))+
R(h+1) + (" IM(O) + M),
Par la proposition 5.26, cette étape a un cofiit de O(R(k— 3)+£F=PM(¢) +

2M(£%=P)) opérations sur F,.
O

Une fois que 'on a calculé une base diagonale (P, Q) de la £* torsion pour

k> h,

on connait (par la proposition 5.8) deux points horizontaux de directions

opposées et d’ordre £F~" & savoir [¢"]P, [¢("]Q. On va donc maintenant se servir
de la proposition 5.9 pour concevoir un algorithme qui nous donne des points
horizontaux sur le cratere.

Proposition 5.28. Soit E une courbe située sur le cratére d’un volcan de
(-isogénies dont on connait une base diagonale de la ¢"*+1 torsion alors pour
k > h 4 1 lalgorithme 8 est correct et calcule un point horizontal avec un cofit
moyen de O(R(k — B) + kR(h — B + 1) + kf2M(¢"=P+1)) opérations dans F,,.
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Algorithme 8 Calcul d'un point horizontal d’ordre £*

Entrée : (P,, Qo) : une base diagonale de E[¢"*1]; k : un entier, k > h + 1.

Sortie : R : un point horizontal de E[¢*] avec direction \.
1: pour i =1 to k — 1 faire
2. 1 « isogénie de noyau ([¢"]P;_1)

Qi + ¥i(Qi-1)

P« diViSE(E, ¢Z(Pz—1))

Ecrire n(P') = [A\|P’ + [¢/"]Q; pour ¢ € Z/(Z

y solution de ¢ + y(A — ) =0

: P+ P+ [yMQ;.

8: fin pour R R

9: retourner R =) o... oYy (divise(£F~(+1) P_1)).

Démonstration. Soit F; le codomaine de ;. Un simple calcul montre qu’a 'ité-
ration i de la boucle, les points (P;, ;) forment un base diagonale de E;[¢"+1],
et ¥; a direction A. Le fait que R est horizontal est une conséquence de la pro-
position 5.9. Les deux opérations les plus cotiteuses des boucles sont les étapes 4
et 5, cotitant respectivement O(R(h — 8 + 1)) et O(£2M(£h=F+1)), comme dit
dans la preuve de la Proposition 5.26. Elles sont répétées k fois. Enfin, I’étape 9
est dominée par la derniére opération divise qui cotite O(R(k — 3)). O

Remarque 5.29. Ce résultat est a comparer avec le calcul de point horizontal
d’ordre ¢ A l'aide d'une base de la la ¥ _torsion (voir proposition 5.8). Par
exemple, pour une courbe située sur le cratere, a I’aide de l'algorithme 6 on
obtiendrait un point horizontal d’ordre ¥ avec une complexité moyenne de :

OR((k + k) — B) + M(£++1=5) 1 (M (£2) log(¢) log fg).

Proposition 5.30. Soit E une courbe située au niveau h — e dans un volcan de
{-isogénies, soit F, sa courbe sommet, dont on connait un point horizontal Py,
d’ordre ¢*. Soit ¢, : Es — E la (¢ isogénie descendante, dont on connait une
décomposition en e f-isogénies descendantes : p = @1 0---0 .. Alors le colit de
calculer p(P) est de O(eM(¢*=A+1)) opérations sur F,.

Démonstration. On rappelle que si P € Fy_g point horizontal, alors ¢(P) €
Fr—g. Le cotit de I’évaluation d'une isogénie rationnelle de degré ¢ sur un point
P € Fj_g étant de O(M(¢k=P+1)) opérations sur F,, on obtient le résultat. [

Remarque 5.31. 1l est normal que dans le coflit de la proposition 5.30 on ne
prenne pas en compte le calcul des isogénies descendantes ¢;, car, si I'on veut
calculer un point ascendant horizontal pour une courbe non située sur le cratere,
alors il est raisonnable de penser que 'un des deux algorithmes 5 ou 7 a été utilisé
pour obtenir une base diagonale pour la courbe située sur le cratére, ainsi on
peut calculer les duales des isogénies p; dans ’algorithme 5 ou 7.

5.2 Cas Atkin

Dans cette section nous nous intéressons au cas particulier suivant :

Définition 5.32. Soit £ une courbe elliptique définie sur Iy, £ est dit un nombre
premier de Atkin si le polynoéme caractéristique du Frobenius : 72 — t,m + ¢ est
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irréductible dans Zy. Dés lors, comme on a d, = 021 dy avec 02 tdk, dr est un
non-résidu quadratique si et seulement si (dTK) = —1. Ainsi dans le cas Atkin
le cratere est réduit a un point par le corollaire 4.19.

Nous allons nous placer dans tout ce document dans le cas ot le volcan de
{-isogénies dans le cas Atkin est de hauteur h > 0. La remarque 5.39 donne un
moyen pour se ramener a ce cas-la.

5.2.1 Etude de ’action du Frobenius sur le module de Tate

Nous allons donc étudier dans cette partie 'action du Frobenius sur T,(E)
et voir si nous pouvons déterminer des directions d’isogénies descendantes, c’est
a dire les distinguer entre elles.

Proposition 5.33. Soit £ une courbe elliptique définie sur un volcan de /-
isogénies de hauteur h > 0 tel que ¢ soit un nombre premier de Atkin. Il existe
un unique e € [0, k] tel que 7|T,(E) est égale, sur Zy, a la matrice

a peh—e . h
(cﬁhe d ) mod Z; avec a,d premiers avec ¢, £"|a — d.
Pour e = 0 F se situe sur le cratére, sinon e est la profondeur de E dans le
volcan. De plus, soit b et ¢ sont premiers avec ¢, soit I'un des deux est premier
avec £ et l'autre a sa valuation ¢-adique qui appartient a lintervalle [2,2e].
Lorsque £ =2 et e = 0, on a 2"||a — d.

Démonstration. Soit E une courbe située au niveau h — e du volcan de /-
isogénies, alors, comme les /-isogénies sont rationnelles, les £"~¢-isogénies sont
rationnelles, ainsi I’action du Frobenius sur une base de la £%~*-torsion est dia-
gonale. Mais, comme le polyndéme caractéristique de 7 est irréductible sur Zy,
alors I’action du Frobenius doit étre scalaire, ainsi @ = d mod ¢*~¢. La matrice
du Frobenius sur Z, est

— lorsque e = 0, de la forme (C‘Zh bih) avec DAL =1 et cAl = 1. En effet on

a (dTK) = (d"/;%), or édz’; = (a[zf)Q + 4bc, ainsi on doit avoir be A £ = 1.
Comme dans le cas £ = 2 on a dx = 5 mod 8, alors (ae—_hd)2 # 0 mod 2.

— lorsque e > 0, de la forme (ce’(‘l*e bl};e
soit b ou ¢ premier avec £, 'autre ayant une valuation f-adique comprise
entre 2 et 2e. Ce second cas correspond au cas ot un point de la base
dans laquelle est exprimée l'action du Frobenius est un générateur de
I'unique ¢-isogénie montante. Le plus grand degré d’isogénie définie sur
F, ayant pour domaine F étant égal a ¢"*¢ on a alors le résultat. En
effet une telle £"*¢-isogénie est obtenue comme la composition des e
l-isogénies montantes qui permettent d’atteindre le cratére et de h (-
isogénies descendantes reliant le courbe sommet au bas du volcan, la
borne minimale (2) est atteinte en ne montant que d’un niveau dans le
volcan puis en descendant en bas de celui-ci. Comme vu précédemment
on a ?Md, = (a — d)? + 4bcf?'=2¢ en particulier £?"=2¢|d, et donc
f2h_2e|(a _ d)2.

Nous montrons alors, matriciellement, que tout changement de base préserve les

s sy 2 , s . . . h—e
propriétés énoncées. La conjugaison de la matrice (C L;,‘},e b 4 ) par ((1) f ) nous

), avec soit b, ¢ premiers avec £,
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FIGURE 5.5 — Exemples de matrices du Frobenius obtenues sur les différents
niveaux d’un volcan de f-isogénies

G+B(C€h7€) ehfe(_BQCJ’_B(d_a)/the_,’_b)
coh—e d—pBcth—e
gonaux sont encore égaux modulo £*~¢. Le coefficient (—3%c+[(d—a)/¢"—¢+b)

peut étre divisible par ¢ seulement si lfih_,i + 4bc = d. /0?"~2¢ est un résidu qua-

dratique dans Z,. La conjugaison de la matrice ( a Mh_e) par (79) avec

donne la matrice ( ) , dont les coefficients dia-

cth—e d

~ A ¢ =1 donne la matrice (cw;""‘ bfldzhie). O

La figure 5.5 montre les différentes matrices représentant ’action du Frobe-
nius que nous pouvons obtenir selon le niveau de la courbe. Pour une courbe
située au niveau du cratére (ici le 2-iéme niveau), les coefficients by et co sont
premiers avec £, et la valuation ¢-adique des coefficients anti-diagonaux qui vaut
h. Pour les niveaux en dessous du crateére, au moins un des deux coefficients
anti-diagonaux (ici (b14, c1£) pour le niveau 1 et (bg, cp) pour le niveau 0) est
de valuation f-adique égal au niveau h — e de la courbe, 'autre coefficient peut
avoir une valuation ¢-adique comprise entre h — e + 2 et h + e.

Nous avons vu dans la preuve de la proposition 5.33 un moyen de trouver
un point générateur d’une isogénie montante, nous énongons donc le résultat
suivant :

Corollaire 5.34. Soit E située au niveau h — e < h d’un volcan de f-isogénies
avec £ un nombre premier de Atkin. Soit (P, Q) une base de E[(*], avec k > h—e,
telle que :

h—e
7|(P, Q) = (d}?—e bﬂd ) mod (%,

avec bAL =1 et £ | c. Alors la ¢-isogénie montante de domaine E a pour noyau
([~ 1P)).

Ce résultat peut aussi étre prouvé avec la méme méthode que celle employée
dans la preuve de la proposition 5.5. Ce corollaire permet lui aussi de retrouver
le résultat de la proposition 4.35.

Maintenant nous allons voir comment distinguer les £~¢-isogénies entre elles.
Vu que nous ne pouvons, comme dans le cas Elkies, distinguer deux sous-groupes
cycliques d’ordre £"*% de E[¢"+?] pour i > e des autres sous-groupes cycliques,
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nous allons voir quelles informations nous obtenons lorsque un point de la base
de E[("7] est fixé arbitrairement.

Proposition 5.35. Soient P, R, R’ trois points d’une courbe F, située au niveau
h — e du volcan des (-isogénies, tels que (P, R) = (P, R') = E[("*"] avec i > e
alors (P, R) = (P, R') si et seulement si [("*¢]R = [("+¢]|R'.

Démonstration. Montrons tout d’abord le sens direct. Soient R, R’ deux points
tels que m(P,R) = w(P,R') = ( @ b€h78> alors cette égalité nous donne :

et d
7(P) = [a]P + [c/"¢]R = [a]P + [cl"¢]R’, de cette égalité on déduit avec
ve(c) < 2e que [("]R = [("*¢]R' ce qui permet de conclure pour ce sens de
I’équivalence.
Pour prouver que [("~¢]|R = [("~¢|R' = n(P,R) = (P, R'), il suffit de re-

. . . h—e : 7 pite
marquer que la conjugaison de la matrice (ceﬁ_e béd ) mod " par (é 1i£€i+e )

laisse la matrice invariante modulo ¢ O

La proposition 5.35 nous dit en particulier que deux points R et R’ tels que
7(P,R) = 7(P,R’) engendrent la méme ('~ °-isogénie de noyau ([("T¢|R’) =
([¢"*+€]R).

Pour une courbe située au niveau h—e, si nous souhaitions étudier la direction
des (-isogénies, nous aurions & travailler avec une base de la £**+*+e_torsion.
Comme, a l'aide du corollaire 5.34 nous savons monter dans le volcan des /-
isogénies, si nous voulions étudier le méme probléme (déterminer les ¢-isogénies
ayant pour domaine une courbe située au niveau h—e) a partir de la courbe sur le
cratére, nous aurions alors & étudier la £*T*te-torsion. Ainsi en pratique il sera
intéressant d’étudier cette formulation du méme probléme, car nous pouvons
étre amené a travailler avec des extensions de corps plus petites pour le méme
résultat (voir proposition 5.40 pour plus de détails).

Le résultat suivant nous permet de distinguer les différents générateurs d’une
méme /'~ °-isogénie dans notre contexte.

Proposition 5.36. Soient P, Q deux points définis sur une courbe elliptique E
située au niveau h — e du volcan des f-isogénies, tels que E[¢"*1] = (P, Q) avec
i > e. On pose R = [z]P + [y]Q avec y A £ = 1, alors la matrice

h—e .
7T(P7 R) = (Cf’?_e bgd ) mod ("7

représentant ’action du Frobenius dans la base (P, R) est conjuguée aux ma-
trices de la forme :

h—en—1 .
7T(Pa R/) = (cghaeﬂ bt dﬂ ) mod €h+z

si et seulement si SR = ("¢ R avec 3 € (Z/Ei_eZ) * De plus tous les points
S tels que ([¢"+€]R) = ([¢"+¢]S) sont obtenus & partir de tous les changements
de la forme R+ [B]R avec 3 € (Z/0°Z) .

Démonstration. Par la proposition 5.35 7(P,R') = ©(P,8R) si et seulement
si [(hT€]BR = [("*¢]R'. Or, en observant que la conjugaison de la matrice

(Cl;},e bfhc'l_e) par ((1) g) avec 3 € (Z/W—eZ)X nous donne une matrice de la
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FIGURE 5.6 — Exemples des isogénies correspondant aux différentes matrices
du Frobenius, calculées sur la courbe E au sommet du volcan des ¢-isogénies.

h—e h—e
forme (th’_ZB_l v J ﬁ), nous avons bien 7(P, 3R) = (céh'_iﬁ_l bt 4 ﬁ), ce qui

nous donne le résultat.
Montrons maintenant le second point. Soit S tel que ([("T¢]R) = ([¢"*+¢]S)

alors il existe § € (Z/Ei*eZ) " tel que [B]R = S, d’ou le résultat. O

La figure 5.6 représente les isogénies que 'on obtient selon la forme des
matrices du Frobenius de la courbe au sommet du volcan. Dans cet exemple,
E est la courbe de j-invariant 56 définie sur Fi49, et £ = 2. Nous avons donc
représenté dans le volcan la matrice a I’endroit correspondant au codomaine
de la ¢’-isogénie engendrée par le second vecteur de la base de E[("T?] dans
laquelle est calculée I'action du Frobenius. Le premier vecteur de la base a été
choisi au hasard parmi les points d’ordre £**?. Ainsi les courbes dans le volcan
atteintes par les isogénies engendrées par le premier point de la base ne sont
pas associées a des matrices du Frobenius, voila pourquoi seulement 2 des 3
branches descendantes ont des matrices associées a chaque courbe. Les matrices
sont représentées modulo £**1 pour le niveau h — 1 car il est nécessaire de
calculer une base de E[¢"*1] pour distinguer les f-isogénies, de méme pour le
niveau h — 2 une base de E[¢"+2] est nécessaire. Il est & noter que pour chaque
branche on a (1 12) = (1, 12) = (14) mod £+ et (34) = (1} 12) mod ("1,
ce qui est normal car nous avons un seul générateur possible de la 2-isogénie, et
donc une seule matrice par conjugaison possible (voir proposition 5.35). Pour
la base du volcan il est a noter qu’une seule des matrices que I’on peut obtenir
par conjugaison (voir proposition 5.35) a été représentée.

Ces résultats sur la détermination du second point ne nécessitent pas forcé-
ment la détermination complete du premier point de la base, comme le montre
le résultat suivant.

Corollaire 5.37. Soient P, P’ deux points d’ordre "¢ avec i > e, d’une
courbe elliptique F située au niveau h — e du volcan des f-isogénies, tels que
[(h+elP = [¢"+€]P’. Soient R, R’ deux points tels que (P,R) = (P' R') =
E[("*] et n(P, R) = w(P', R'), alors [("*+¢]R = [("+¢]|R'.

Démonstration. Par la proposition 5.35 #(P’, R') = n(P, R'), 'égalité = (P, R’)
(P, R) permet de conclure.

0
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5.2.2 Calculs de directions dans le volcan de /(-isogénies.

Nous allons maintenant étudier la structure de la torsion rationnelle des
courbes elliptiques situées sur le cratere, et déterminer I’extension de corps né-
cessaire pour avoir une torsion f-adique de valuation fixée. La proposition 5.40
permet d’étendre notre résultat aux courbes inférieures dans le volcan.

Proposition 5.38. Soit F une courbe elliptique ordinaire située sur le cratere
d’un volcan de f-isogénies de hauteur h > 0. On note dy le degré de la plus
petite extension de corps F/F, telle que E[¢] C E(F). Alors l'ordre de ¢ dans
(Z/eZ)* divise dy, et dy qui divise (¢ — 1).

Démonstration. Nous procédons de maniere similaire a la preuve de la proposi-
tion 5.19. Le degré d; correspond a l'ordre de la matrice 7|E[¢]. Nous obtenons
donc le résultat par la proposition 5.33 en utilisant le fait que a-d = ¢ mod ¢. [

Remarque 5.39. Lorsque le volcan est de hauteur 0, nous pouvons nous ramener
au cas d’un volcan de hauteur h > 0 en travaillant dans une extension de degré
divisant 2 — 1 pour que le ¢-iéme polynéme de division posséde des racines dans
cette extension.

Nous mettons en avant un résultat qui est une conséquence du chapitre 4.

Proposition 5.40. Soit £ une courbe elliptique ordinaire située sur le cratere
d’un volcan de ¢-isogénies de hauteur h > 0, avec £ un nombre premier de Atkin,
— si £ # 2 on note F/F, la plus petite extension de corps de F, de degré dy
telle que E[¢] C E(F),
— si £ = 2 on note F/F, la plus petite extension de corps de F, de degré
dy € 1,2 telle que E[4] C E(F).
Nous avons alors :
E(F)[(®] ~Z/0°Z x 7./{°Z,

avec B € [1, h] pour £ # 2, et 8 € [2, h] pour £ = 2. De plus 8 = h, la hauteur du
volcan sur F, si et seulement si le volcan est régulier. Pour un volcan non-régqulier
[ est égal au niveau du premier niveau de stabilité.

Démonstration. Notons E(F)[(>] ~ Z/(°Z x 7./{PZ.

Supposons par I’absurde que o > 3 dans le cas ou le volcan serait régulier.
Nous aurions alors § = h et, comme « > 3, il existerait des isogénies ayant pour
domaine F, située sur le cratére, de degré £% ce qui contredirait le fait que le
volcan soit de hauteur h = .

Dans le cas ou le volcan serait non-régulier par la structure de volcans non-
réguliers nous obtenons « = 3 voir [Ionl0, §5.3.1]. Pour le lien entre h et 3 le
lecteur peut voir [Ionl0, §5.3.1]. O

Dorénavant nous allons garder cette notation de S que nous définissons
comme suit.

Définition 5.41. La notation suivante permet de spécifier la structure de la
(-torsion sur une extension de F;/F, ot nous aurions E[{] C E(Fy).

— Pour ¢ premier impair, on note g la plus grande valuation f-adique de la
torsion rationnelle de la courbe sur le cratére du volcan des f-isogénies
défini sur Fq;

— pour ¢ = 2, on note 3 la plus grande valuation 2-adique moins un de la
torsion rationnelle de la courbe sur le cratére du volcan des 2-isogénies
défini sur F;.
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5.2. Cas Atkin

Proposition 5.42. Soit E une courbe elliptique ordinaire située sur le cratere
d’un volcan de f-isogénies. En reprenant les notations de la proposition 5.40
pour tout k, on note dj, le degré de la plus petite extension de corps F/F, telle
que E[¢*¥] C E(F). Alors :
1. Vordre de ¢ dans (Z/¢Z)* divise dy, et dy divise (¢ — 1).
2. Si ¢ est impair alors pour tout k > 1, dj, = ¢™ax(0.k=8)q,
3. Si ¢ =2 alors dy € {1,2} et pour tout k > 2, dy, = pmax(0,k=F) g
4. Si £ # 2 pour [F : Fy] = di0", le groupe E[¢*°](F) est isomorphe a
(Z)0FPL) x (Z)0"+PZ).
5. Si¢=2pour [F: F,] = dol™, le groupe E[¢>°](F) est isomorphe a (Z/¢"+PZ) x
(Z) " +5T).

Démonstration. Le premier résultat a déja été montré dans la proposition 5.40.
Les résultats suivants viennent du fait que pour augmenter de 1 la hauteur
du volcan de f-isogénies nous devons travailler avec une extension de degré ¢,
par [Fou01, Lemme 6.5.2]. Dés que la hauteur du volcan est augmentée de 1 en
travaillant sur Fy, ’extension de degré ¢ de F, pour E[¢(>°](F) = Z /(™ ZXZ /"7,
nous avons E[(®](F,) = Z/{™MTZ x 70217 comme montré dans [lonl0,
§5.3.1]. O

Notation 5.43. F; représente la plus petite extension de corps de F, de degré
d;, avec d; défini comme dans la proposition 5.42 et similaire a la définition 3.1
des tours d’extensions ¢-adiques

Maintenant que nous avons défini dans quels éléments de la tour d’extensions
l-adique sont définis les points, nous présentons et analysons ’algorithme 9. Cet
algorithme calcule, & partir d’un point P fixé d’ordre £"~°+% et d’une matrice M
& coefficients dans Z/¢"~¢+7Z, un second point @ d’ordre £*~¢*? tel que I’action
du Frobenius exprimée dans la base (P, Q) soit de la méme forme que M.

Algorithme 9 Calcul d'un point R d’ordre £#=¢*% tel que n(P,R) = M

Entrée : E une courbe située au niveau h—e; (P, Q) une base de E[¢"~¢*+] avec
P un point fixé de E, un entier ¢ > e; M une matrice représentant I’action
du Frobenius dans une base de la ¢*~¢*’_torsion d’une courbe elliptique
située au niveau h — e.

Sortie : R = [y]P+ [k]Q : un point d’ordre /"~¢*i de E tel que (P, R) = M.

(7, %) + (0,0)

—_

2: pour j =1 to h— e+ faire

3. Caleul de Pj = [(h=eti=I1P,Q; = [(h—*T=7]Q;

4:  Caleulde Rj = [y+xl/ = Pj+[k+ylt~1]Q; avec w(Pj, R;) = M mod ¢ ;
5 (vk) « (Y+altil gk +yliTl);

=]

: fin pour
7. retourner R = [y|P + [k]Q.

Proposition 5.44. L’algorithme 9 a une complexité de
O (M(gh—erimpritmex@e=(h=5)) 1 (5 — max(0,e — (h — §)))M(£)))

opérations sur IF,.
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Chapitre 5. Détermination de directions dans le volcan des f-isogénies & ’aide
de l'action du Frobenius

Démonstration. Par la proposition 5.42 les points P;, R; sont définis dans
Fj—B4+max(0,e—(h—pg)) lorsque j — 4+ max(0,e — (b — 3)) > 1 et définis dans
F, sinon. L’étape 3 est faite en tant que pré-calcul, ainsi nous calculons succes-
sivement des multiplications par £ de points définis dans F;_ g max(0,e—(h—g)) &
F1 en décomposant la multiplication par ¢ par deux isogénies de degré ¢, qui
cofitent chacune O(M (¢ ~A+max(0.e=(h=F)))) opérations sur F,. Nous avons donc
un cofit total pour ’étape 3 de O(M(¢h—eti=B+1+max(0.e=(h=F))y 1 (3—max (0, e—
(h—B))M(£)). A I'étape 4 le calcul de R; peut étre actualisé & chaque itération
de la boucle & I'aide de ¢? additions de points définis dans Fj—B4+max(0,e—(h—B))>
lorsque j—f+max(0,e—(h—p3)) > 1, ou F sinon. Ainsi le calcul de R; a un cott
total de O(£2(M(¢h—eti=ftitmax(Oe=(h=0)) 1 (8 — (max(0,e— (h— B)))M(£))).
Le calcul du Frobenius sur un point Rj, fixé défini dans F;_gimax(0,e—(h—p))
lorsque j — § + max(0,e — (h — 3)) > 1, dans F; sinon, a un cofit total de
O(¢max(i=F+max(0,e=(h=F)).1)M(¢)) par le théoreme 3.6. Le cofit total du calcul
du Frobenius pour cet algorithme est donc de

O(CPM(e) (e —etimpitimax@e=(h=5)) 4 (3 — max(0,e — (h — §)))0))

opérations sur F,.

A R; fixé, pour le test d’égalité m(P;, R;) = M mod #/, nous actualisons &
chaque itération la valeur de M P; et M R;. Pour cela nous sommes amenés a ef-
fectuer jusqu’a 2 additions de points d’ordre £/ définis dans Fj—B4+max(0,e—(h—B))>
lorsque j— 8+ max(0,e—(h—/)) > 1, dans F; sinon. Ce test d’égalité a donc un
cotit total de O (¢4(M(¢h—eti=B+1max(O.e=(h=F))) 1 (8 —max(0,e—(h—3)))M(£)))
opérations sur [y, c’est cette opération qui domine la complexité et donne le
résultat annoncé. O
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Chapitre 6

Algorithme de Couveignes
(-adique

On précise le contexte dans lequel on se place :

Probléeme du calcul explicite d’isogénie Le probleme du calcul explicite
d’isogénie est : étant donnés deux j-invariants jo et ji, un entier r tel que les
j-invariants soient r-isogenes, c’est a dire qu’il existe deux courbes elliptiques
Ey et E; reliées par une isogénie de degré r telles que j(Fy) = jo et j(E1) = j1,
calculer les courbes Ey, E; et I'isogénie ¢ : Ey — Ej.

Pour résoudre ce probleme du calcul explicite d’isogénie on pourrait directe-
ment utiliser les méme méthodes que celles développées dans [Cou96] et [DF11]
(voir chapitre 2 pour plus de détails) en remplagant les points de p-torsion par
ceux de f-torsion, ainsi on enleverait la dépendance exponentielle en la taille du
corps sur lequel on travaille. Avec une telle démarche on

— calcule une base de la £*-torsion telle que (2 € O,.,(r) sur chacune des
2 courbes;;

— teste toutes les matrices M € GLa(Z/¢*Z) qui modélisent toutes les
correspondances possibles entre les deux bases de la ¢*-torsion induites
par la r-isogénie.

Le probléeme avec cette approche c’est que I'on a un nombre beaucoup trop
grand O(r?) de matrices & tester. En effet dans I’algorithme original de [Cou96]
amélioré ensuite par [DF11] on avait a tester toutes les correspondances entre
les groupes cycliques de la p-torsion, or ici les groupes avec lesquels on travaille
ne sont plus cycliques mais un produit de deux groupes cycliques, d’ou la com-
plexité plus élevée pour le nombre de tests a effectuer. On doit donc travailler
avec un ensemble de points plus restrictifs, mais encore invariant sous I’évalua-
tion de r-isogénies si I’'on veut obtenir une complexité quadratique comme dans
les algorithmes de [DF11]. On présente donc deux approches toutes les deux
basées sur les directions dans le volcan de f-isogénies une pour le cas Elkies et
une pour le cas Atkin.
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Chapitre 6. Algorithme de Couveignes ¢-adique

6.1 Cas Elkies

Cette section s’inspire de travaux effectués en collaboration avec Luca De
Feo, Jérome Pliit et Eric Schost qui ont fait 'objet d’une publication [DFHPS16].
On justifie tout d’abord l'intérét des bases horizontales par rapport a un
algorithme de Couveignes [Cou96] modifié pour travailler avec la ¢-torsion. Cette
section utilise les résultats de la sous-section 5.1.1 sur les isogénies horizontales.

Proposition 6.1. Soit ¢ : E — E’ une isogénie de degré r, soit £ un entier
premier avec r.

1. les courbes F, E’ ont la méme profondeur dans leur volcan des f-isogénies ;

2. pour tout point P € E[¢*], les isogénies de noyau (P) et (¢(P)) sont de
méme type (ascendantes, descendantes, ou horizontales de méme direc-
tion) ;

3.81 P € E[f] et P’ € E'[{] sont tous les deux des points générateurs
d’isogénies ascendantes, ou horizontales de méme direction alors E/(P)
et E'/(P’) sont encore r-isogénes.

Démonstration. Les points (1) et (2) découlent de la proposition 5.3 et du fait
que pour ¢ isogénie rationnelle de degré r premier avec £ on a un isomorphisme
de modules de Tate qui commute avec le Frobenius. Pour le point (3) il suffit
de remarquer qu’il existe un unique sous-groupe d’ordre ¢ qui géneére soit une
isogénie ascendante soit une isogénie de direction fixée, ainsi on doit avoir (P’) =

(6(P))-
O

Le troisieme point de cette proposition nous permet de réduire le probleme
du calcul de la r-isogénie entre deux courbes elliptiques au méme probleme
pour deux courbes situées sur le cratere du volcan de f-isogénies. Cependant
la proposition suivante montre que cela n’est pas nécessaire on peut tout aussi
bien, a ’aide de points ascendants horizontaux, travailler avec des sous-groupes
cycliques invariants selon ’évaluation de r-isogénies.

Proposition 6.2. Soient ¢ : E — E’ une r-isogénie avec E et E’ qui se situent
a une profondeur e du cratére (donc au niveau h—e), P € E, P’ € E’ des points
ascendants horizontaux de méme direction alors ¢(P) € (P’).

Démonstration. Par définition(5.12) on peut trouver R € E, et R’ € E/ tels
que [¢¢]R et [(°]R’ soient des points horizontaux de méme direction avec deux
(°-isogénies ¢ : Es — E et ¢/ : E. — E’' telles que ¥(R) = P et ¢/(R') = P'.
On a tout d’abord ¢([¢*~¢]P) € ([(*=¢]P’) par la proposition 6.1 (2) car par la
proposition 5.14 (1) ker(@) = ([(*=¢]P) et ker(iz)\’) = ([¢*=¢]P’). Ensuite on a
([t¥]R) = ((P)) et ([(*|R') = (¢(P")). Ainsi les (*-isogénies engendrées par P
et P’ sont du méme type : une composition d’une £¢ isogénie montante et d’une

¢k—¢_isogénie horizontale de direction identique, donc par la proposition 6.1 (2)
P(P) € (P). O

La différence entre des points horizontaux Py, @, € Es d’ordre 0k et des
points ascendants horizontaux Ry, R, € E d’ordre ¢% de profondeur e > 0 de
directions opposées c’est que 'on a (Ry, R,,) # E[(*] (en particulier([(*~¢|R)) =
([(*=¢]R,,)) alors que pour deux points horizontaux de directions opposées on
avait F,[f*] = (Py,Q,). Ainsi avec deux points ascendants horizontaux on ne
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FIGURE 6.1 — Exemple de candidats pour la mise en correspondances de points
diagonaux par la r-isogénie ¢

peut travailler avec toute la £*-torsion. On va donc faire le choix par la suite, afin
d’avoir une présentation uniforme,de travailler avec les points d’ordre ¢*(avec
k > h). En effet on ne peut pas générer tous les point de ¢°-torsion et donc
pour éviter toute redondance on ne travaille qu’avec les points d’ordre ¢*. Si
I’on souhaitait travailler avec les points de la £°-torsion on utiliserait dans le
cas de deux points ascendants horizontaux Ry, R, (de profondeur e > 0) par
exemple le groupe ([(*7¢|R,).

6.1.1 Présentation du cas spécifique ou 'on connait un
premier ¢ de Elkies

On se place tout d’abord dans le cas particulier ou ’on connait un nombre
premier ¢ de Elkies.

On montre tout d’abord en quoi ce n’est pas optimal de travailler avec une
base diagonale de la £*-torsion et l’avantage que cela procure de travailler avec
des bases horizontales.

Soient F, E’ deux courbes elliptiques de j-invariants j et j’ reliées par une
r-isogénie ¢, alors, par la proposition 5.3 pour k plus grand que h la hauteur du
volcan des f-isogénies, on peut calculer deux bases diagonales (P, Q), (P’, Q")
de E,[(*] et E’[¢*] les courbes sommets respectives de E et E’. L’action du
Frobenius peut étre représentée matriciellement de la fagon suivante dans ces
bases :

" =)= (5 ).
) ) O /J,

Comme la r-isogénie ¢ commute avec le Frobenius (et que E et E! sont
encore 7-isogeénes par la proposition 6.1) on devrait avoir ¢(P) € (P') et ¢(Q) €
(Q"), or la matrice 7 est scalaire modulo la " torsion ainsi la représentation de
¢ dans les bases (P, Q) et (P, Q') n’est pas diagonale :

()= V() o e aceans

On illustre cela avec I'exemple de bases diagonales de la 33-torsion choisies
sur la figure 6.1. On voit en particulier que ce choix ne permet une correspon-
dance exacte que pour la 3-isogénie qui correspond a l’isogénie horizontale. En
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effet comme on a vu plus t6t un point diagonal d’ordre ¢* ne donne une infor-
mation que sur la £¥~"-isogénie-horizontale (voir proposition 5.8). Dés lors on
ne sait dire, a partir de cette information, si les isogénies de degré supérieur a
3 engendrées par le point diagonal sont du méme type et respectent 1’évalua-
tion de la r-isogénie ¢. En effet pour le choix d’'un de ces points diagonaux on
peut choisir comme sur I’exemple un point horizontal pour la direction A\ pour
la courbe FEs et un point non horizontal pour la direction A sur la courbe EV.
Deés lors on a pas une correspondance de sous-groupes cycliques et 1’on doit
considérer les combinaisons linéaire avec le second point de la base diagonale
de direction p pour les correspondances induites par la r-isogénie. Enfin on ne
sait dire si la correspondance entre les f-isogénies descendantes qui composent
I’isogénie engendrée par les points de diagonaux de direction p sont correctes.
En effet nous avons vu a la proposition 5.16 qu’une étude a ’aide du Frobenius
des f-isogénies descendantes ne permet pas de distinguer les f-isogénies entre
elles.

On travaille donc avec deux bases (Py, Q,), (Py, @},) (ascendantes) horizon-
tales de E[¢*] et E'[¢¥]. On doit & nouveau avoir k > h+ 1 pour pouvoir calculer
ces bases (ascendantes) horizontales par la proposition 5.8. Dans ces bases ¢
peut étre représentée comme une matrice diagonale car par la proposition 6.1 et
la proposition 6.2 les groupes cycliques engendrés par des points (ascendants)
horizontaux de méme direction sont en bijection :

P 0\ (P x
¢(Q2><8 b) <Q2> avec a,be (Z/0"2)" .

On énumere donc toutes les ¢2~2 matrices M possibles (&9). Pour chaque
matrice M on interpole celle-ci sur les bases (Py,Q,.), (P, @),) en calculant le
polynéme d’interpolation A, ; tel que

Aqp(@([u]Pr+[v]Qpu)) = z([au] P{+[bv]Q),) pour tout [u] Py + [v]Q, d’ordre .

Ensuite & 'aide du polynéme A, ; on calcule la fraction rationnelle F' telle
que :
F=A4,,modT

avec T' le polynéme minimal qui s’annule sur tout point [u|Py + [v]Q, d’ordre
0k, C’est la fraction rationnelle F' qui lorsque l’on a bien choisi M doit repré-
senter la r-isogénie ¢, on cherche donc a calculer F' de degré (r,r — 1). Or une
telle fraction rationnelle est déterminée par 2r coefficients on doit donc avoir le

2k—2
572(24-1) strictement plus grand que

nombre d’abscisses de points d’ordre £* :
2r pour avoir suffisamment d’informations.

On peut donc maintenant énoncer dans I’algorithme 10 ’algorithme complet
pour calculer une r-isogénie entre deux courbes elliptiques F, E’ définies sur des

volcans des f-isogénies avec £ un nombre premier de Elkies.

Proposition 6.3. En supposant que I'on a ¢* < /r, l'algorithme 10 calcule
une 7-isogénie ¢ : £ — E’ en un temps espéré de

O (ViM(V7e") log(r) log(¢) log(fa)+
rl(M(r£*) log(r) log(€) + M(r£®) log(r)? log(ﬂ)))
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6.1. Cas Elkies

Algorithme 10 Algorithme de Couveignes ¢-adique dans le cas Elkies.

Entrée : E, E' : deux courbes elliptiques r-isogénes ordinaires situées au niveau

h — e d’un volcan de f-isogénies avec cratere cyclique.

Sortie : ¢ la r-isogénie qui relie £ a E’.

1:
2:

Calcul du plus petit k tel que £28=2(¢ + 1) > 4r;

Calcul de (P,Q), (P’, Q') bases diagonales de E,[¢*], E[¢*] & I'aide de 'al-
gorithme 7;

Calcul de (Px,Q,), (P§,Q),) bases horizontales de E,[¢*], EL[¢*] a I'aide de
I’algorithme 8;

4: si (Fs, EL) # (E, E’) alors

5: Calcul de ((Px, Qu), (P}, @) = ((¢(P2), #(Qu)), (¢'(PX), ¢'(Q),))) bases
ascendantes horizontales de E[¢¥], E'[(*] avec les £°-isogénies descendantes
p:Es—E ¢ :E;— FE;

6: fin si

7. Calcul des liste de représentants L, L’ des orbites de points d’ordre ¢* sous

10:

11:

12:

13:
14:

I’action de ;
pour M € diag(a,b) avec a,b € (Z/[’“Z)* faire
Actualisation des représentants de la liste L’ en Lfl,b afin de respecter la
correspondance induite par le choix de M ;
Calcul des des polynémes A, et T' par les méthodes décrites dans la
section 3.4;
Calcul de la fraction rationnelle F' = A, ;, mod T & I'aide d’une interpo-
lation de Cauchy ;
si Test(F) alors
retourner F
fin si
fin pour
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Démonstration. Par définition de k, on a ¢*~1 € O(rf?). Par la proposi-
tion 5.19, il existe B < h tel que E[¢¥] est inclus dans E(F)_z). On construit
donc une tour d’extensions f-adiques Fo C --- C Fi_g, et 'on effectue les pré-
calculs nécessaires au théoréme 3.6 avec un cotit de O(¢M(¢)log(q)). Ces étapes
sont faites en pratique au cours de ’étape 2.

On attire I'attention sur le fait que la condition ¢* < \/r se traduit par k
strictement plus grand que h par définition de k. On va utiliser ce résultat tout
au long de la preuve.

Le cofit de calcul des bases diagonales de courbes sommets a 1’étape 2 se
fait a l'aide de l'algorithme 7 qui a une complexité dans le pire des cas de
O(IM(£?)log(£) log(fq) + R(k) + £2M(¢*)) par la proposition 5.27.

L’étape 3 qui utilise ’algorithme 8 cofite dans le pire des cas un coiit moyen
de O(kR(k— ) +kl2M(£F=P) +EM(£?) log(¢) log(£q)) d’apres la proposition 5.28.
En utilisant le résultat donné par [vzGGO03, Chapter 14.5] pour le coiit de R, on a
alors un cofit borné pour les étapes 3 et 2 par O(y/rM(y/7£°) log(r) log(¢) log({q)).

Il faut éventuellement rajouter le colit de calcul des points ascendants hori-
zontaux si les courbes en entrée ne se situent pas sur le cratere. Celui-ci est dans
le pire des cas de O(kM(£8=P+1)) = O(log(r)M(y/r£*?)) par la proposition 5.30,
ce colit est donc majoré par le calcul de la base horizontale sur le cratere.

Par la proposition 5.19( 5), il y a au plus O(k - £¥*58) classes de Galois
dans E[¢*]. Pour les polynomes d’interpolation on a besoin d’un représentant
de chaque classe que I'on stocke dans les listes L et L’. Chaque représentant

est calculé a partir de la base (Py,Q,) et (Py,Q),) en multipliant les deux

points définis dans Fy_s par des entiers définis dans (Z/Z’“Z)X une telle mul-
tiplication cotite O(M(£¥~#)log(¢*)) opérations. On a donc un cofiit total de
O(kM(£28)1og(€%)) € O(M(r£3)log(r)?log(£)) pour calculer tous les représen-
tants.

On utilise ensuite la proposition 3.12, avec un degré total ¢ = (E%_2(€ +
1))/2 € O(rf?), et le nombre de points d’interpolations est s € O(k - £517), on
calcule alors les polyndmes T et A, avec un cofit de O(M(r¢%)log(r)log(f)).
Le cotit de calcul de F, , est de O(M(r)log(r)) par [BCGT17, Théoréme 7.5]. Le
cotit de calcul du test de I'isogénie (voir paragraphe dans la sous-section 2.5.1
pour une description détaillée des tests possibles) a pour opérations les plus
cofiteuses : regarder si le dénominateur de F est un carré (dans le cas ou r
est pair on regarde si c’est le produit d’un facteur du polynéme de 2-division et
d’un carré) ou regarder si le dénominateur divise le polynéme de r-division. Cela
colite O(M(r) log(r)) opérations, on ne prend pas en compte toutefois le cotit de
calcul du polynéme de r-division de O(rM(r?) log(r) log(rq)) car les autres tests
suffisent en général pour conclure. Tous ces coiits sont donc dominés par celui
du calcul de A, et T. Enfin, en moyenne =2 = O(rf) matrices candidates
doivent étre testées avant de trouver l'isogénie. O

Il est & noter que la condition " < \/r est en fait une condition permettant
d’avoir k > h + 1.

6.1.2 Analyse générale

La complexité donnée pour résoudre le probleme du calcul explicite de 'iso-
génie dans la proposition 6.3 a une dépendance polynomiale en ¢, en pratique
on souhaiterait avoir ¢ petit (voir sous-section 6.1.3) et donc on veut borner ¢
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a aide des parametres d’entrée du probléme : r,q afin de montrer que notre
algorithme est utilisable en pratique.

Un résultat de Shparlinski et Sutherland [SS14, Theorem 1] nous permet
de savoir dans quelle mesure on peut trouver des nombres premiers ¢ de Elkies
pour une courbe quelconque et par conséquent donner une borne sur £. Plus
précisément pour presque tous les nombres premiers g et courbes E/F,, pour
L > log(q)¢ pour n’importe quel & > 0, on obtient asymptotiquement que la
moitié des nombres premiers ¢ < L sont des nombres premiers de Elkies. On
utilise donc ce résultat pour démontrer le théoréme suivant, notamment en
donnant une borne sur ¢ pour le pire des cas en fonction uniquement de r et q.

Proposition 6.4. Pour presque tous les nombres premiers ¢ et presque toutes
les courbes ordinaires E, E’ définies sur F, il existe un nombre premier ¢ de
Elkies dans l'intervalle [1, L] tel que ¢* < /7 pour L € O(log(q)).

Démonstration. Soit une courbe F, on cherche le plus petit nombre premier de
Elkies qui vérifie les conditions de la proposition 6.3. En appliquant le résultat
de [SS14, Theorem 1], on fixe L € O(log(q)) tel que le produit de tous les
nombres premiers de Elkies dépasse €2(,/g). On enléve alors les nombres premiers
de Elkies ¢ < L tels que £* > /r, cette condition empéchant d’utiliser notre
algorithme 10, pour de tels nombres premiers ceux-ci sont des diviseurs de d et
leur produit est donc borné par O(,/q). Ainsi il reste suffisamment de nombres
premiers de Elkies satisfaisant " < /r dans lintervalle [1, L], dans le pire des
cas on a donc un nombre premier de Elkies ¢ € O(log(q)) que l'on peut utiliser
dans I'algorithme 10. O

Remarque 6.5. Ce résultat comme le [SS14, Theorem 1] s’applique aussi aux
nombres premiers de Atkin.
On énonce donc un tout premier résultat qui nous permet par la suite de

déterminer le colit pour une courbe choisie de trouver un nombre premier de
Elkies dans 'intervalle [1, L] pour L € O(log(q)).

Lemme 6.6. Le coiit de trouver un courbe sur le cratere d’'un volcan de /-
isogénies pour un nombre premier ¢ dans l'intervalle [1, L] pour L € O(log(q))
est majoré par : O(log(q)®).

Démonstration. En utilisant les algorithmes décrits dans [FM02] et abordés dans
la sous-section 4.1.2 on peut déterminer une courbe sur le sommet du volcan de
(-isogénies & I'aide de O(¢h?) factorisations du f-iéme polynéme modulaire. Or
h € O(log(q)) et le cofit de calcul du polyndéme modulaire est de O(¢3log(¢))
sa factorisation de O(M(¥) log(¢) log(¢q)) par 'algorithme de Cantor-Zassenhaus
décrit dans [vzGG03, Chapter 14.5]. Ainsi le coiit total pour trouver un nombre
premier de ¢ de Elkies tel que ¢* < /r est de O(log(¢)®) en bornant ¢ par
log(q). O

Remarque 6.7. Les algorithmes de [FMO02] utilisés pour trouver une courbe sur
le volcan de f-isogénies dans la preuve du lemme 6.6 sont moins efficaces que
ceux de [1J10] et [MMRV05] mais ils ont 'avantage de fonctionner sur tous types
de volcans, non-réguliers compris, d’ou le fait que ’on ne considére que ceux-ci.

Corollaire 6.8. Le colit pour trouver un nombre de Elkies est de :

O(v/rM(v/7) log(q) log(log(q)q) + log(q)°®)

opérations sur F,, le cofit pour trouver un nombre de Atkin est identique.

103



Chapitre 6. Algorithme de Couveignes ¢-adique

Démonstration. Par la proposition 6.4 on sait qu’il existe un nombre premier ¢
de Elkies (Atkin) appartenant & [1; L] pour L € O(log(q)) et qui vérifie /" < \/r.
Pour trouver un nombre premier de Elkies qui vérifie cette condition on doit
tester tous les nombres premier de lintervalle [1; L] avec L € O(log(q)). On
a vu dans le lemme 6.6 que pour chacun de ces nombres premiers de Elkies
on trouvait une courbe sur le crateére en au plus O(log(q)®) opérations, une
fois qu’une telle courbe est trouvée sur le cratére alors on calcule une base
diagonale de la ¢* torsion & l'aide des méthodes utilisées dans 'algorithme 6
si I'on arrive a diagonaliser la base c’est que le nombre premier testé est de
Elkies et valide pour appliquer 'algorithme 10 sinon c’est un nombre premier
de Atkin et l'algorithme 11 peut s’appliquer. L’algorithme 6 ayant une com-
plexité de O(R(h+ 1 — B) + £2M(£"+1=8) 1 tM(£2) log(¢) log(£q)) (avec h < k et
(?k=1 ¢ O(r¢?)) par la proposition 5.26, en appliquant les résultats de [vzGGO03,
Chapter 14.5] on obtient le résultat. O

On peut dés lors énoncer le résultat suivant qui permet d’exprimer le cotit
de résolution du probleme du «Calcul de lisogénie explicite» en terme de r et

q.

Théoréme 6.9. Pour presque tous les nombres premiers q et presque toutes les
courbes ordinaires E, E' définies sur F,, il est possible de résoudre le probléme
du «Calcul explicite de l'isogéniey en un temps moyen de

O(VrM(vr1og(q) ) log(r) log(log(q)) log log(a)a) +

rlog(q)* log(r)*M(r log(Q)4)>

Démonstration. Par le corollaire 6.8 on trouve un nombre premier de Elkies avec
une complexité de O(y/7M(y/r) log(q) log(log(q)q) + log(¢)®) opérations sur F,,.
Ainsi en bornant ¢ par log(g) dans la complexité obtenue & la proposition 6.3
on obtient un résultat auquel il faut rajouter le cotit de la recherche de courbe
sur le volcan : O(log(q)®) par le lemme 6.6, le test pour savoir si le nombre est
de Elkies est lui majoré par la complexité donnée dans la proposition 6.3. [J

Ce résultat est donc a comparer avec le cofit de calcul du r-ieme polynome
modulaire @, car les algorithmes de Elkies [E1k98], Bostan, Morain, Salvy et
Schost [BMSS08] et Lercier et Sirvent [LS08] supposent que les courbes sont don-
nées sous forme d’équation de Weierstrass normalisée (ou dans le cas de Lercier
et Sirvent prennent en compte ce coiit) calculées a 1’aide du r-iéme polyndme
modulaire (voir chapitres 2 et 1 pour plus de détails). Ainsi l’algorithme de Bro-
ker, Lauter et Sutherland [BLS12], le plus rapide connu pour calculer le r-iéme
polynéme modulaire a une complexité de O(r3 log®(r) log log(r)) opérations sur
[, d’apres [BLS12, Theorem 1], nous avons donc une complexité cubique en r
supérieure a notre résultat. Nous comparons aussi la complexité énoncée dans
le théoreme 6.9 avec l'algorithme appelé «C2-AS-FI» de De Feo [DF11] car
nous utilisons des méthodes similaires. Nous voyons donc que comparé aux ré-
sultats des théoremes 2.26 et 2.28 nous obtenons une complexité qui est aussi
quasi-quadratique en le degré de I’isogénie et pour laquelle nous nous sommes
affranchis de toute dépendance polynomiale en la caractéristique.
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6.1.3 Partie expérimentale

Les résultats expérimentaux ont été obtenu a partir de code implanté pour le
logiciel SageMath v7.1 [Thel6], le code est disponible sur le projet github :https:
//github.com/Hugounenq-Cyril/Two_curves_on_a_volcano. Les calculs ont
été effectué sur une machine Intel Xeon E5530 CPU avec I’horloge réglée a
2.4GHz. La partie expérimentale a été faite uniquement pour le cas ¢ = 2 et des
courbes en entrée se situant sur le cratere cyclique d’un volcan de 2-isogénies.

La construction des tours d’extensions 2-adiques, implantée elle aussi en
SageMath, a été faite selon la méthode décrite dans l'article [DS15], I'étude
s’est restreinte au cas favorable ot p = 1 mod 4.

En pratique la recherche d’exemples s’est faite a ’aide des méthodes dé-
crites dans les algorithmes de article [FMO02] (voir sous-section 4.1.2) en résol-
vant donc les polynémes modulaires (ici @) utilisés d’apres la base de données
«database-kohel» implantée par David Kohel. La détermination de la forme du
cratere se faisait elle a ’aide de la valeur du discriminant dx. Un module a
été fait par Sébastien Besnier [Besl4] sur Sagemath celui-ci permet d’afficher
directement les volcans des f-isogénies a partir d’une courbe et il est disponible
a cette adresse https://trac.sagemath.org/ticket/16942.

Pour I'analyse des temps de calcul de notre algorithmes de Couveignes 2-
adique, nous avons décomposé notre algorithme en 3 parties :

Tate Module est la premicre partie qui calcule une base horizontale de la ¢* torsion
avec k le plus petit entier tel que 22¥72(241) > 47, cela représente donc
les étapes 2 a 3 de 'algorithme 10;

Calcul Isogenie Init est la seconde partie qui calcule les listes de représentants L, L’ ainsi que
le polyndme T, mais aussi le polynéme A; ; et certains pré-calculs pour
les Théoreme des Restes Chinois dans l'algorithme sont aussi effectués,
cela représente donc en partie les étapes 7 & 10 de 'algorithme 10;

Calcul Isogenie Step est la troisieme partie qui calcule uniquement un polynéme d’interpola-
tion A; ; puis I'interpolation de Cauchy, cela représente une itération des
étapes 9 a 11 de l'algorithme 10.

Nous avons donc regroupé dans la figure 6.2 les deux premieres parties qui
sont en fait du pré-calcul avec notamment le calcul de bases horizontales et
comparé cela avec la troisieme partie qui représente 'interpolation. Nous voyons
donc la linéarité en r des temps de calcul. Le comportement en escalier observé
est tout a fait normal car pour toutes les isogénies de degré % <r<

2k
1 . . « . . ..
7)1 ous avons besoin de travailler avec la méme taille de £* torsion. Ainsi

pour différents r dans cet intervalle nous obtenons des polynémes A, et T' de
méme degré ce qui fait que la complexité et le temps de calcul sont les mémes.
Ceci est une raison suffisante pour motiver la recherche du plus petit nombre
£ de Elkies car alors nous aurions des paliers plus petits pour 'algorithme. I1
pourrait toutefois s’avérer que pour un autre nombre de Elkies ¢’ plus grand

12k —2 12k
# <r< %, il serait alors plus

que £, r se trouve a la fin du palier
utile de travailler avec £ plutot que £.

Comme ’étape d’interpolation va étre répétée O(r{) fois et domine la com-
plexité de l'algorithme 10 nous comparons donc le temps de calcul obtenu pour
une étape d’interpolation pour différentes tailles de corps fini. Nous présentons
une premieére série de tests qui a été réalisé sur des courbes qui ont toutes leur

B = h = 2, ainsi notre algorithme 10 a travaillé avec la 23 torsion jusqu’a la 28
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FIGURE 6.2 — Comparaison entre la phase d’initialisation et la phase d’inter-
polation pour une courbe définie sur Fip; pour r croissant. La courbe est en
échelle logarithmique.

torsion sur des courbes elliptiques définies sur corps finis premiers allant d’une
taille de 7 bits a 252 bits. Le volcan de 2-isogénies de gauche de la figure 4.3
est celui sur lequel se trouve la courbe définie sur F1p; ayant servi aux calculs
montrés dans la figure 6.3.

Nous observons sur la figure 6.3 que la dépendance en ¢ est plus grande que
ce a quoi nous aurions pu nous attendre d’apres la borne théorique, cela doit
étre du a des détails d’implantation bas-niveau que SageMath ne nous permet
pas de mafitriser.

La deuxiéme série de tests montrée sur la figure 6.4 a été réalisée sur des
courbes qui ont toutes = h = 3, définies sur des corps finis premiers de taille
9 bits. Notre algorithme 10 a donc travaillé avec la 2% torsion jusqu’a la 27
torsion des courbes elliptiques. Nous voyons ici que comme 3 = h = 3, alors
contrairement aux précédents tests il n’y a pas de palier ou nous travaillons avec
la £3 torsion mais directement avec la ¢4 torsion. En effet il est nécessaire d’avoir

k strictement supérieur a h = 3.
Le détail des timings pour les différentes parties est disponible sur le projet
github : https://github.com/Hugounenq-Cyril/Two_curves_on_a_volcano.

6.2 Cas Atkin

Nous justifions tout d’abord l'intérét de I’étude faite sur la forme de la ma-
trice du Frobenius avec un vecteur de la base fixée par rapport a un algorithme
de Couveignes [Cou96] modifié pour travailler avec la ¢-torsion. Cette section

utilise les résultats de la sous-section 5.2.
Nous énongons donc un résultat qui est une transposition de la proposi-
tion 6.1 qui s’appliquait au cas Elkies.

Proposition 6.10. Soit ¢ : E — E’ une isogénie de degré r premier avec £ un
nombre premier de Atkin.

1. les courbes E, E’ ont la méme profondeur dans leur volcan des /-isogénies,
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FIGURE 6.3 — Comparaison d’'une phase d’interpolation pour r croissant pour
différentes courbes définies sur les corps finis Fig1, Fo1s 93, Foso 669, Fas21189
et Foes2 1 491. La courbe est en échelle logarithmique.
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FIGURE 6.4 — Phase d’interpolation pour r croissant pour différentes courbes
définies sur les corps finis Fgo1 et Fyg33. La courbe est en échelle logarithmique.
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2. pour tout point P € E[¢*], les isogénies de noyau (P) et (¢(P)) sont de
méme type (ascendantes, descendantes, ou horizontales de méme direc-
tion),

3.si P € E[{] e¢ P' € E'[{] sont tous les deux des points générateurs
d’isogénies ascendantes alors E/(P) et E’/(P’) sont encore r-isogénes.

Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle de la proposi-
tion 6.1, toutefois ici nous faisons référence a la proposition 5.33 pour la preuve.
O

Voyons maintenant un résultat qui est une conséquence de la proposition 5.35
et qui étudie donc l'invariance des groupes de points de E[¢*°] déterminés par
I’action du Frobenius par rapport aux actions de r-isogénies rationnelles, avec
r premier avec £.

Corollaire 6.11. Soit ¢ : E — E’ une r-isogénie avec r Al =1 et E et E’ deux
courbes elliptiques, soient P € E et P’ € E’ deux points d’ordre ¢* avec k > h
tels que P’ = ¢(P) alors pour deux base (P, Q), (P’,Q’) de E[¢*] et E'[(¥] telles
que (P, Q) = (P, Q") on a [("Q" = [("]$(Q).

Démonstration. Comme le Frobenius commute avec 'isogénie ¢ alors 7(P, Q) =
m(¢(P),»(Q)). De plus P! = ¢(P) donc pour Q' tel que 7n(P,Q) = m(P', Q")
nous obtenons 7(P’, Q") = m(¢(P), p(Q)), la proposition 5.35 nous permet alors
de conclure. O

Nous rappelons que nous travaillons avec deux courbes r-isogenes, avec r A
£ =1, qui se situent sur un volcan de ¢-isogénies de hauteur h, dont le cratére est
réduit & une courbe (car nous nous plagons dans le cas Atkin). Nous supposons
de plus qu'un nombre ¢ de Atkin tel que £* < /7 est déja connu (pour plus de
détails voir la proposition 6.4). De plus nous allons dans un premier temps nous
restreindre au cas ou les courbes avec lesquelles nous travaillons se situent sur le
cratére d’un volcan de f-isogénies, nous verrons par la suite comment généraliser
notre probléme a des courbes non situées sur le cratere.

Maintenant nous faisons une description de la méthode employée dans notre
algorithme 11 pour résoudre le probléeme du calcul explicite d’isogénie. Soient
E, E' deux courbes elliptiques de j-invariants j et j' reliées par une r-isogénie
¢, P € E et S’ € E' deux points d’ordre £*, avec k plus grand que h, tels que
#(P) = S'. Pour deux bases (P, Q), (S’,Q’) de E[f*] et E'[(*] nous déterminons
R' € E'[(*] tel que (P, Q) = n(S’, R') et (S', R') = E'[¢(*]. Par le corollaire 6.11
nous avons ¢([¢"]Q) = [¢"]R'. Nous déterminons ensuite le point ¢(Q) en testant
pour tout point U’ antécédent par [¢"] de [(*]R’ si la correspondance (P, Q) —
(S7,U’) permet de définir une r-isogénie. Ce test consiste, comme dans le cas
Elkies (voir sous-section 6.1.1), & calculer le polynéme d’interpolation Ag/ ¢ tel
que

Ap(z([u]P + [0]Q)) = ([u]S’ + [v]U’) pour tout [u]P + [v]Q d’ordre ¢*.

Ensuite a l'aide du polynéme Ag 7 nous calculons la fraction rationnelle F'
telle que :
F = AS’,U’ mod T’

avec T le polyndéme minimal qui s’annule sur tout point [u]P + [v]Q d’ordre
(k. Cest la fraction rationnelle F' qui lorsque nous avons bien choisi U’ doit
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représenter la r-isogénie ¢. Nous cherchons donc a calculer F' de degré (r,r —1).
Or une telle fraction rationnelle est déterminée par 2r coeflicients, nous devons

2k—2
472(“1) strictement

donc avoir le nombre d’abscisses de points d’ordre % :
plus grand que 2r pour avoir suffisamment d’informations.

Comme nous savons seulement que I'image de P par ¢ est un point d’ordre £*
nous proposons donc de faire la procédure décrite dans le paragraphe précédent
en testant toutes les valeurs possibles pour I'image de P par ¢, c’est a dire tous
les points d’ordre % de E'.

Nous énongons des résultats qui sont des conséquences de la proposition 5.42
et qui nous seront utiles lors de I’étape du calcul de polynéme d’interpolation a
l’aide des méthodes de la section 3.4.

Corollaire 6.12. Soit P un point d’ordre 217 de la courbe elliptique E située
au niveau du cratére du volcan de f-isogénies telle que E(F1)[¢(>°] ~ Z/57 x
7,/¢P7, alors la taille de 1'orbite de P selon I'action de Gal(F;y; : Fy) est £%.

Corollaire 6.13. Soit E une courbe elliptique située au niveau du cratere
du volcan de f-isogénies telle que E(F)[(>®] ~ Z/(°Z x Z.J¢PZ, alors il y a
(?6+i=2(¢ 1+ 1) classes de conjugaison de points d’ordre £°F% selon I'action de
GaI(FiH : Fl)

Nous pouvons deés lors énoncer une version ¢-adique de I'algorithme de Cou-
veignes dans le cas Atkin dans algorithme 11.

Algorithme 11 Algorithme de Couveignes ¢-adique dans le cas Atkin.

Entrée : E, E’ : deux courbes elliptiques r-isogénes ordinaires situées au niveau
du cratere d’un volcan de f-isogénies avec cratere réduit a une courbe.

Sortie : ¢ la r-isogénie qui relie £ a E’.

1: Caleul du plus petit k tel que £2572(¢ 4+ 1) > 4r;

2: Calcul de (P,Q), (P’, Q') bases de E[ék],E’[E 15

3: Calcul de la matrice 7(P, Q) ;

4: pour S’ € E' d’ordre (¥ faire

5. Calcul de R’ € E’ tel que w(S’, R') = n(P,Q) a laide de l'algorithme 9

6: pour U’ € E' tel que [("|U" = [("|R’ faire

7 Calcul des listes de représentants pour les orbites selon I'action du Fro-
benius L et LU, g afin de respecter la correspondance induite par le
choix de U’ et R’

8: Calcul des des polynémes Ag v et T par les méthodes décrites dans
la section 3.4 ;

9: Calcul de la fraction rationnelle ' = Ags ;7 mod T a 'aide d’une inter-
polation de Cauchy ;

10: si Test(F') alors

11: retourner F

12: fin si

13:  fin pour
14: fin pour

Proposition 6.14. En supposant que £* < /r, I'algorithme 11 calcule une
r-isogénie ¢ : E — E’ avec un cofit moyen de

O(r " (M(re*) log(r) log(¢) + M(v/r"7) /7 log(£) log(£))
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auquel il faut ajouter un temps de pré-calcul de : O(rM(y/r)log(r)log(¢) +

VTM(y/7)log(€) log(£q)).

Démonstration. Nous faisons remarquer que la condition ¢* < \/r signifie que
k > h, nous allons utiliser cette condition tout au long de la preuve. Par défi-
nition de k nous avons £2*~1 € O(r¢2). Par la proposition 5.42, il existe 8 < h
tel que E[¢*] est inclus dans E(Fj_g). Nous construisons donc une tour d’ex-
tensions f-adiques Fp C --- C Fr_g, et nous effectuons les pré-calculs néces-
saires au théoréme 3.6 avec un cotit de O(/M(£)log(q)). A Iétape 2 le cofit
de calcul des bases de la £*-torsion se fait & partir d’une base de la ¢-torsion
puis nous inversons la multiplication par ¢ I'aide de deux /-isogénies qui com-
posent la multiplication par ¢. Par le lemme 5.21 le coiit de calcul de E[¢]
est de O((M(¢?)log(¢) log(£q)) opérations sur F,, ensuite le colit de calcul de
divise(¢, P) pour P € E(F,) est de R(n + 1), ce colit est donc dominé par la
derniére étape O(R(k — 8 + 1) + ¢M(£?)1og(¢)log(fq)). Par [vzGGO3, Chap-
ter 14.5] nous avons R(n) = O(L"M(£"+1)1og(¢)log(¢q)). L’étape 2 a donc un
colit total de

O(£*M(£51) log(¢) log(£q)) = O(Vre*M(v/rt*?) log(¢) log(¢q))

dans le pire des cas ou 5 = 1.

De la méme maniere que 'algorithme 9 a ’étape 3 nous calculons itérative-
ment l'action du Frobenius sur la #/-torsion pour j allant de 1 & k, ainsi & I’étape
i € [1;k] le colit du Frobenius appliqué a un point de F;_g lorsque i > 3, Fq
sinon, est de O(¢™**x(Li=#IM(¢)) opérations sur F, d’aprés le théoréme 3.6. Nous
effectuons ensuite jusqu’a 2¢2 additions de points définis sur F;_ g afin d’identi-
fier 'action du Frobenius. Chaque étape a donc un cofit de O(£2M(¢max(1i=8))),
le cofit total de I'étape 3 est donc de O(£2(BM(£) + M(£8=B+1))) = O(£2(M(£) +
M(\/r€*?))) opérations sur F, dans le pire des cas ot 3 = 1.

Le calcul de tous les points d’ordre £* & I’étape 4 & partir d'une base de E’[¢*]
cotite O(M(£%) log(¢F)0%%) = O(M(y/r£%5) 13 log(r) log(¢)) ce cofit est considéré
comme un pré-calcul.

L’étape 5 a un cofiit de O(¢*(M(£F=A+1) + BM(())) opérations sur F, d’aprés
la proposition 5.44. Ce qui donne un cofit de O(£4(M(y/7£15) + M(¥))).

L’étape 6 calcule les antécédents d'un point d’ordre ¢5~" par [¢"] ainsi
nous utilisons successivement la fonction divise(¢, P) sur des points définis dans
Fr_n—p & Fr_g, chaque itération de divise(¢, P) a un colt de R(n + 1) pour
P € F,, par le lemme 5.21. Ainsi par [vzGGO03, Chapter 14.5] cette étape a un
cofit total de : O(M(£F=B+1) k=B log () log(Lq) + B(M(£?)¢1og(¢)log(¢q))) ce qui
donne dans le pire des cas O(M(y/r€5)v/rllog(¢) log(£q)).

Par le corollaire 6.13 nous avons £¥¥#=2(¢ 4 1)/2 représentants & calculer,
chaque représentant étant calculé comme la multiplication scalaire d’un point
d’ordre (¥ défini dans Fy_p par un coefficient dans (Z/¢*Z)* une telle mul-
tiplication a un cotit de O(log(¢¥)M(¢¥=#)). Le cofit total de total est donc
O(M(£2¥)1og (%)) = O(M(r¢3) log(r)) opérations sur F, pour I'étape 7.

Pour I’étape 8 & I’aide de la proposition 3.12 avec t = £2*=2(¢+1)/2 € O(r(?)
et le nombre de points d’interpolations s = £¥7#=2(¢ + 1), nous calculons les
polynoémes T' et Ay g avec un coiit de O(M(r¢?)log(r)log(¢)).

L’étape 9 a une complexité de O(rlog(r)) d’apres [BCG117, Théoréme 7.5].
Le coilit du test de la fraction rationnelle est dominé par les autres opérations
(pour plus de détails le lecteur peut voir la preuve de la proposition 6.3). Les
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étapes 6 & 10 étant répétées 2" fois celles-ci ont une complexité de O(¢£2"(M(r¢*) log(r) log(¢)+
M(y/T015)y/r log(¢) log(£q))) a S fixé.

Enfin I’étape 3 et la boucle commencant & 1’étape 4 étant répétées £2F=2(£ 4
1)/2 € O(r¢?) fois cela donne une complexité de O(r¢202h(M(r¢*) log(r) log(£) +
M(y/T015)y/T log(¢) log(£q)) & laquelle il faut ajouter les pré-calculs pour obtenir
le résultat. O

L’expression en ¢2" dans le calcul de complexité a été délibérément laissée
dans la complexité énoncée afin de montrer 'influence de la boucle entre les
étapes 6 & 10 et de pouvoir énoncer le résultat suivant intéressant pour les
volcans de Atkin de hauteur 0.

Corollaire 6.15. En supposant que h = 0, l'algorithme 11 calcule une r-
isogénie ¢ : E — E’ avec un cofit moyen de

O(re(M(r£°) log(r) log(¢) + M(v/r£*°)\/r log(f) log(£q))

auquel il faut ajouter un temps de pré-calcul de : O(rM(\/r¢)log(r)log(¢) +
VTM(y/rl)log(¢) log(£q)).

Il faut tout de méme préciser que dans ce cas-la le premier étage de la
tour d’extensions sera de degré d; avec dq|¢? — 1 (voir remarque 5.39), ce qui
asymptotiquement ne change pas grandement ’analyse mais qui a ajouté un
facteur ¢ dans le calcul de la complexité.

Maintenant nous abordons le cas général ou les courbes r-isogenes ne sont
pas situées sur le cratére du volcan de f-isogénies. Par la proposition 6.10(1),
la profondeur de E et E’ sous leur cratere respectif est la méme, par 6.10 (3),
les courbes sommets F et E’ sont encore r-isogénes ; nous notons les isogénies
a:E — Eset o : E' — E.. Nous utilisons alors I’algorithme 11 pour calculer
une 7-isogénie 1. Ensuite comme £ A r = 1 alors 1) = (/)71 04, 0 a est bien
définie et est la r-isogénie cherchée. Le noyau de cette isogénie peut étre calculé
en O(hM(¢r)log(¢r)) opérations en évaluant I'isogénie duale & sur le noyau de
s a I'aide d’une suite de résultants.

Comme dit précédemment les résultats du de la proposition 6.4, du lemme 6.6,
et du corollaire 6.8 sont aussi valables dans le cas Atkin, nous pouvons donc trou-
ver un ¢ € O(log(q)) nombre premier de Atkin tel que £* < /7 et énoncer un
résultat similaire a celui du théoreme 6.9. Vu le peu d’intérét, par rapport au
cas Elkies, d’un tel résultat nous ne I’énoncerons pas. Cependant il est a no-
ter que la complexité obtenue a la proposition 6.14 est meilleure que Lercier et
Sirvent [LS08].

6.3 Conclusion

Nous avons donc vu deux cas ou l'on a un algorithme de Couveignes /(-
adique quasi-quadratique : la proposition 6.3 et le corollaire 6.15. On peut alors
énoncer la borne suivante pour trouver un premier £ qui permette de résoudre
le probleme du calcul explicite de 'isogénie en temps quasi-quadratique.

Théoréme 6.16. Soient q une puissance d’un nombre premier, deuxr courbes
elliptiques ordinaires E, E' définies sur Fy, un entier r tel que E et E' soient
r-isogénes, alors la r-isogénie peut étre calculée avec une complexité de

O(r?1og(q)®) opérations sur T,
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Chapitre 6. Algorithme de Couveignes ¢-adique

en ayant borné le paramétre £ par O(log(q)).

Démonstration. L’idée est de montrer que I'on peut trouver un premier £ de
Elkies ou de Atkin pour un volcan de hauteur h = 0 borné par O(log(q)),
ainsi avec un tel premier on pourra conclure avec soit la proposition 6.3 soit le
corollaire 6.15. d, est borné par O(q) par le théoréme de Hasse. Les nombres
de Elkies et d’Atkin pour des volcans de hauteur strictement positive sont des
diviseurs de d,, de tels nombres ainsi que les entiers qui divisent dx sont bornés
par O(log(q)). On peut donc trouver un nombre de Elkies ou de Atkin pour un
volcan de hauteur h = 0 borné par O(log(q)). O
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Chapitre 7

Variantes de ’algorithme de
Couveignes /-adique dans le
cas Elkies

Dans les améliorations de l'algorithme de Couveignes que nous avons pré-
sentées celles concernant le cas Elkies ont un meilleur résultat en terme de
complexité lorsque h # 0. Nous allons donc étudier des variantes a ’algorithme
de Couveignes avec approche ¢ adique que dans le cas Elkies y compris lorsque
celles-ci auraient pu étre appliquées a notre approche proposée pour le cas Atkin.

7.1 Algorithme de Couveignes /-adique dans le
cas Elkies avec un point horizontal

Au lieu de travailler avec une base (ascendante) horizontale dans I’algorithme
de Couveignes f-adique nous pourrions tout aussi bien travailler avec un point
(ascendant) horizontal. C’est ’approche que nous allons avoir dans cette sous-
section. Dés lors nous devons déterminer le plus petit entier k£ tel que le nombre
d’abscisses de points d’ordre £ engendrés par un point d’ordre ¢* : %T_l soit
strictement plus grand que 2r.

Pour le calcul du point horizontal d’ordre ¢* nous sommes tout de méme
obligés de calculer une base diagonale de la ¢"*!-torsion et donc de travailler
dans I’élément Fj1_g de la tour d’extensions ¢-adiques.

Proposition 7.1. Soit k tel que ¢*~! € O(r¢), alors pour h < k le cofit de
calcul d’une base diagonale de la £#+1 torsion & I’aide de I’algorithme 7 est de :

O(rf*>M(r£3) log(¢) log(¢q))

Démonstration. Nous travaillons, toujours, avec la convention a > 3, avec « et 8
définis comme dans la définition 5.17. Le cotit de calcul de la base horizontale est
par la proposition 5.27 : O(R(h+1)+R(k—B)+£2M(£" 1) +IM(£2) log(€) log({q)).
En bornant h par k nous avons £" € O(rf) ce qui en utilisant cette borne et le
coiit de R(4) donné par [vzGGO03, chapter 14.5] nous donne une complexité de :
O(r?M(re3) log(¢) log(¢q)). O
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Chapitre 7. Variantes de ’algorithme de Couveignes ¢-adique dans le cas
Elkies

Nous observons que dans ce cas-la on a un cofit quadratique en r pour le
calcul d’une base diagonale de la £"*1 alors que dans le cas de la proposition 6.3
nous montrions dans la preuve que le cofit d’une telle opération était quasi-
linéaire.

Ensuite nous calculons un point horizontal d’ordre ¢* & 1’aide de l'algo-
rithme 8. Nous rappelons qu’ici comme on détermine un seul sous-groupe cy-
clique on choisit de travailler avec celui défini sur la plus petite extension /-
adique : Fr_, d’ou le fait que 'on ait « ici et non S (a et S ont été définis
dans 5.17). Le calcul du point horizontal a un colit de O(R(k — a) + kR(h —
a+ 1) + k2M(¢h=2+1)) d’aprés la proposition 5.28, ce qui appliqué a notre cas
donne une complexité de : O(r¢M(r€?)log(¢) log(¢q) log(r)).

Pour le calcul du polynéme d’interpolation nous utilisons des méthodes si-
milaires & celles de la section 3.4 mais plus proches de celles de [DF11, §5] car
ici nous travaillons uniquement avec un sous-groupe cyclique défini dans Fy_,,.
Nous avons au plus f:—:; = (>~! représentants des orbites selon I'action du
Frobenius a calculer dans Fj_,. Le calcul de ces représentants a un cotit de
O(L*~IM(£F =) log (%)) € O(M(r£) log(r)log(¢)) opérations.

Ensuite nous devons calculer le polynéme d’interpolation, en appliquant le
résultat de la proposition 3.12 avec t = (*~1 € O(rf), s = 7!, n = k — a nous
obtenons une complexité de O(M(£3r)log(¢)log(r)) qui est 1’étape dominante
dans les étapes 9 a 11 de l'algorithme 10.

Ainsi pour le calcul de la r-isogénie nous devons répéter ’étape d’interpo-
lation /=1 fois ce qui nous donne un cotit total de : O(r¢M(£37)log(¢) log(r))
opérations sur F,.

L’algorithme décrit ici est retranscrit dans I'algorithme 14 en appendice A
afin de ne pas surcharger ce document car comme vu juste au-dessus il est tres
similaire a l’algorithme 10.

Proposition 7.2. Soit £ un nombre de Elkies tel que £ < r alors le cofit moyen
de la variante de ’algorithme de Couveignes f-adique avec détermination d’un
seul point horizontal présenté dans l’algorithme 14 est de :

O(r€log(£)(M(r?)(log(r) + £log(q)) + M(r€?) log(fq) log(r)))
opérations sur F,.

Le coftit de cette variante de Couveignes ¢-adique dans le cas Elkies a donc une
complexité qui est un peu plus faible que le résultat obtenu a la proposition 6.3
avec un facteur £ en moins dans le calcul du polynéme d’interpolation. Ce facteur
¢ en moins vient du fait que nous travaillons avec le plus petit k tel que £~ > 4r
au lieu de £2#=2(£41) > 4r, dés lors nous obtenons une meilleure précision dans
le cas de cette variante pour le choix de k, ceci explique que le cotlit du calcul
du polynéme d’interpolation est moins élevé de ce facteur £.

Nous pourrions alors penser que cette variante est meilleure que 'algo-
rithme 10 cependant ’algorithme 10 travaille dans des extensions de corps plus
petites. De plus notre estimation du nombre d’abscisses de points différentes uti-
lisées lors de I'interpolation est toujours tres pessimiste car nous pourrions nous
contenter de prendre un nombre d’abscisses plus grand que 47, tout en ayant que
des orbites complétes pour le Frobenius. Dés lors nous ne travaillerions pas avec
O(rf?) abscisses lors de I’étape d’interpolation. Cependant la taille des orbites
est comprise entre /*=8 et ¥~ dans notre approche (voir chapitres 5 et 6).
Nous aurions pu travailler avec des orbites de taille plus petites si nous avions
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7.2. Algorithme de Couveignes ¢-adique avec différents nombres de Elkies

utilisé uniquement des courbes situées sur le crateére du volcan de ¢-isogénies. En
effet nous aurions pu utiliser des points d’ordre compris entre £* et ¢*~". Ceci
nous aurait permis de travailler avec des orbites plus petites et donc d’approcher
4r avec plus de précision.

Une différence notable est que dans cette variante la complexité pour le calcul
d’'une base diagonale de la £"*+1 torsion est quadratique alors que dans I’algo-
rithme 10 cette partie est seulement quasi-linéaire en r. Ainsi I'algorithme 10
présente 'avantage d’avoir une partie quasi-linéaire fixe et une partie variable
(pour le calcul de l'interpolation) quasi-quadratique en r avec un aléa qui varie
dans O(rf) d’ou le fait que cette variante ne propose pas de grand avantage par
rapport a ’algorithme 10.

Cette variante de ’algorithme 10 proposé dans le cas Elkies non transpo-
sable & l'algorithme 11 proposé dans le cas Atkin souligne le fait que I’étude de
l’action du Frobenius dans le cas Elkies nous permet de spécifier des sous-groupe
cycliques invariants sous 1’évaluation de r-isogénies (avec r A £ = 1), alors que
dans le cas Atkin nous ne pouvons que déterminer un sous-groupe cyclique a
partir de la connaissance d’un autre sous-groupe cyclique.

Maintenant voyons d’autres pistes d’améliorations de I’algorithme de Cou-
veignes f-adique. Nous pourrions penser a utiliser Ialgorithme de Couveignes
{-adique avec différents nombres de Elkies ¢1, {2, {3, ..., £,, pour une isogénie de
degré r premier avec tous les ¢;. Nous calculons alors des bases (ascendantes)
horizontales de la éf torsion, on peut travailler avec les deux ensembles de
points :

— Up,Z/eN T < Tk,

— [, 2/t5 7 x 2/ ek 7.

Nous allons détailler chacune de ces approches dans les deux sous-sections qui
suivent.

7.2 Algorithme de Couveignes /(-adique avec dif-
férents nombres de Elkies

La premiere approche est de considérer ’ensemble de points S isomorphe a :
U?:lZ/Ef"’Z X Z,/{¥ 7, avec les £; tous des nombres premiers de Elkies. Dés lors
il faut fixer comme condition ) ., E?’“*(& + 1) > 4r, afin que le polyndme
d’interpolation que ’on cherche & construire puisse définir la fraction rationnelle
F' candidate pour représenter la r-isogénie ¢ que ’on veut calculer. L’avantage
de cette approche est que bien que nous soyons obligés de travailler sur diffé-
rentes tours d’extensions f-adiques, il n’est pas nécessaire de travailler avec des
composita de tours d’extensions f-adiques.

Détaillons comment nous procédons, la méthode est retranscrite dans 1’al-
gorithme 12.

Les étapes 3 & 4 de l'algorithme 12 qui calculent une base (ascendante) ho-
rizontale et des représentants des orbites de points (ascendants) horizontaux
d’ordre £¥ sous D’action du Frobenius sont faites en paralléle sur chacune des
tours d’extension ¢;-adiques, les méthodes utilisées sont les mémes que celles
dans ’algorithme 10. Par les propositions 6.1 et 6.2 pour tout i ¢ peut étre
représentée sur une base (P ;,Q,..;) (ascendante) horizontale de E[¢¥] de la fa-
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Chapitre 7. Variantes de ’algorithme de Couveignes ¢-adique dans le cas
Elkies

Algorithme 12 Algorithme de Couveignes ¢-adique avec différents nombres
de Elkies

Entrée : E, E’ : deux courbes elliptiques r-isogénes ordinaires situées au niveau
h; — e; d’un volcan de ¢;-isogénies avec cratere cyclique.
Sortie : ¢ la r-isogénie qui relie F & E’.
1: Calcul des k; tel que SO0 62F72(4; + 1) > 4r;
2: pour 7 =1 a n faire
3. Calcul de (P, Qpui), (P, @), ;) bases (ascendantes) horizontales de
E[ﬁm, E' [ﬁfl] a l’aide de ’algorithme 7 et de I’étape 3 de ’algorithme 10;

4:  Calcul des liste de représentants L;, L, des orbites de points d’ordre Ef
sous 'action de 7;
5: fin pour

X
6: pour M € diag(a,b) avec a,b € (Z/ T, Ef"Z) faire

7. pour M; € diag(a;,b;) avec a = a; mod Efi,b = b; mod Ef faire

8: Actualisation de la liste des représentants L/ en L;_byi afin de respecter
la correspondance induite par le choix de M; ; '

9: Calcul des des polynémes A, p; et T; par les méthodes décrites dans la
section 3.4;

10:  fin pour

11:  Calcul des polynémes A, et T' a I'aide d’un théoreme des restes chinois
appliqué sur tous les Agp, et T;;

12:  Calcul de la fraction rationnelle F' = A, mod T" a l'aide d’une interpo-
lation de Cauchy ;

13:  si Test(F) alors

14: retourner I
15:  fin si
16: fin pour

116



7.3. Algorithme de Couveignes f-adique généralisé avec un nombre composé
de Elkies

/ X
gon suivante : ¢ (gj) = (% l?) (g?) avec a;, b; € (Z/ﬂfiZ) et (P, Q)

B

base (ascendante) horizontale de E'[¢¥].
Nous déﬁnissons a l'aide du théoréeme des restes chinois deux coefficients

X
a,be (Z/Hl U ) tels que a = a; mod £ et b = b; mod £¥* pour i € [1 nJ.

Nous calculons ensuite pour chaque couple de coefficients (a,b) € (Z/ []i_, ¢;'Z)*,
a l'aide des méthodes de la section 3.4 appliquées a chacune des tours d’exten-
sions ¢;-adiques, les polynémes d’interpolation Ag 3 ; et T; définis dans F,. Alors
par le théoreme des restes chinois appliqué a ces polynémes nous obtenons les
polynoémes A, p, T € Fy[z] tels que :

n
Agp = Agp,; mod T; pour tout ¢ € [I,n] et T = HT'"
i=1

Nous calculons ensuite la fraction rationnelle F' = A, mod T & l'aide d’une
interpolation de Cauchy. Nous testons si celle-ci est bien une r-isogénie, si
cela n’est pas le cas alors nous recommencons avec d’autres coefficients a,b €

2/ [Tia &7 2) "

Analyse du coiit Une telle approche a forcément des cofits de pré-calcul
(pour le calcul des bases (ascendantes) horizontales et des représentants) plus
faibles que notre approche dans ’algorithme 10. De méme dans la boucle que
nous effectuons pour chaque choix de coefficients a,b € (Z/ ]I, £§'Z)* le cal-
cul des polynémes Agqp; et T; définis dans Fy est inférieur au calcul de Aqp
et T a I'étape 10 de lalgorithme 10. Cependant le cofit de calcul de l'inter-
polation de Cauchy est de O(M(r)log(r)) par [BCG*17, Théoréme 7.5]. Sa-
chant que nous devons repeter en moyenne cette boucle pour tous les a,b pos-
sibles appartenant a(Z/ 11, 6" Z)* le colit d'un tel algorithme est minoré par
Q[T £2¥~2M(r) log(r)) et donc en particulier par Q(rM(r) log(r)).

Une telle approche serait bien évidemment meilleure que l'algorithme 10
si nous avions un moyen de préciser si un polynéme A, ;, était correct sans
connaltre la valeur des autres Agp,;, dans un cas comme celui-ci nous aurions
A tester Y ", E?k € O(r) choix possibles pour le polyndéme d’interpolation,
comme dans l’algorithme 10.

Le principal inconvénient de cette approche c’est que nous fixons comme
condition sur les k; : Y20 £272(4; 4+ 1) > 4r & cause du théoréme des restes
chinois & appliquer sur tous les A, ;. Nous voudrions dés lors travailler avec des

k; sur lesquels nous aurions comme condition nécessaire : []"_, E?k 2l +1) >
4r. C’est ce que nous allons aborder dans la seconde approche avec des points
(ascendants) horizontaux d’ordre composé [}, 7.

7.3 Algorithme de Couveignes (-adique généra-
lisé avec un nombre composé de Elkies
Dans cette approche nous voulons travailler avec des points d’ordre Hl 1

qui arrivent & porter l'information donnée par les bases (ascendantes) horizon-
tales (Py,;, Q) de E[£F] avec £; un nombre premier de Elkies. Pour cela nous
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Elkies

avons besoin de définir quelques notions, nous allons supposer sans perte de gé-
néralités que les k; pour i € [1,7] sont fixés tels que Pon ait []I—, €% 2(4;4+1) >
4r.

7.3.1 Théoreme des Restes Chinois et son application a
Palgorithme de Couveignes (-adique

Notation 7.3. Introduisons la notation suivante afin d’alléger ’écriture par la

suite : v, = [, Kfi, 9 = ;’,g; )
i

Nous énongons une généralisation du théoreme des restes chinois pour une
courbe elliptique a n nombres premiers distincts.

Théoréme des Restes Chinois sur une courbe Elliptique E Soient
l1,...,4, n nombres premiers distincts, les points P; € E[@’fl], oo, P, € E[kn],
alors par le Théoréme des Restes Chinois il existe un point P € E[uv,] tel que
[%,]P = Pi, pour ig € [1,n].
Nous présentons tout d’abord en appendice A l’algorithme 15 qui prend en
entrée un point P; d’ordre Ef et calcule alors un point P d’ordre v,, tel que
[9;]P = P; et [£¥]P pour i € [1,n]. A l'aide de I’algorithme 15 nous résolvons
le Théoréme des Restes Chinois (TRC) comme montré dans Palgorithme 16 lui
aussi en appendice A.

Cette approche du TRC a été motivée pour l'appliquer & des points (ascen-
dants) horizontaux d’ordre éf'i, la proposition suivante montre que cette utilisa-
tion du TRC fait sens dans le contexte de I’algorithme de Couveignes.

Proposition 7.4. Soient /1, /5 deux nombres premiers distincts de Elkies, P; €
E[¢**] un point horizontal d’ordre ¢} et de direction A1, P, € E[f¥2] un point
horizontal d’ordre £52 et de direction \g. Soit P € E[Z/{¥ (5 Z] un point d’ordre
E’f%gz tel que KIFP =P, et €§2P = P;. Soit ¢ une isogénie de degré r premier
avec {1,y alors ¢(P) est tel que

— €]}:1¢5(P) est un point horizontal d’ordre £52 et de direction Ay,

— (52¢(P) est un point horizontal d’ordre ¢7* et de direction Ay,

Démonstration. Par un raisonnement similaire a la preuve de la proposition 6.1,
comme ¢ est de degré r premier avec {1 et {5 alors il y a un isomorphisme de
modules de Tate qui commute avec le Frobenius. O

Corollaire 7.5. La proposition 7.4 se généralise a n nombre premiers de Elkies
distincts premiers avec 7.

Notation 7.6. Soient ¢1,...,¢, n nombres premiers de Elkies distincts, P un
point d’ordre v,, de E construit a 1'aide du Théoréme des Restes Chinois (voir
algorithme 16) tel que [¢;]P = P; avec P; des points (ascendants) horizontaux
de direction \; et profondeur e;, alors on dit que P est de direction (Aq,...,\,)
et de profondeur (eq,...,e,).

Remarque 7.7. Soient E, E’ deux courbes elliptiques r-isogénes avec r premier
avec les nombres de Elkies ¢1,...,¢, un point P € E d’ordre v,, de direction
(A1,...,An) et profondeur (ey,...,e,). Par le corollaire 7.5 P a pour image par
¢ un point [a] P’ € E" avec a € (Z/v,Z)* et P’ un point d’ordre v,,, de direction
(A1,...,An) et profondeur (eq,...,ep).
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de Elkies

7.3.2 Construction de composita d’extensions /;-adiques

Cette partie s’appuie sur la construction de compositum a partir d’une idée
de [DFDS14], cet article donne aussi le moyen de calculer & un coiit sous-
quadratique le changement de représentation d’éléments du compositum. Nous
voulons donc construire un corps dans lequel nous pourrions représenter des
points d’ordre v,, construits a 'aide de points d’ordre ff représentés dans des
tours d’extensions /;-adiques comme celles décrites dans le chapitre 3. Afin de
ne pas surcharger la lecture de ce document de nombreuses preuves étant I’adap-
tation de techniques présentées dans le chapitre 3 elles ne seront pas détaillées.

Soient /1,...,¢, n nombres premiers distincts, nous allons supposer dans
le reste de ce document que les différentes tours d’extensions ¢;-adiques sont
définies comme dans le chapitre 3 dont nous notons les éléments F, C F(; 1) C
-++ C F(; ;) et ont chacune des degrés d(; 1) = [F(;,1) : Fy] qui lorsqu'ils ne sont
pas égaux & 1 doivent étre premiers entre eux (cette derniére restriction sera
justifiée plus tard dans le document).

Nous voulons donc tout d’abord définir un compositum de tours d’extensions
l;-adiques, en particulier nous voulons calculer un compositum qui contient tous
les éléments des tours d’extensions ¢;-adiques suivant : F(q 1y, ... F(u x,)- Nous
supposons de plus que les ¢; sont ordonnés de telle sorte que pour tout i € [2,n]
H;;ll d(j71)€§j > d(iyl)éf’i, cette restriction sert juste a simplifier les calculs.

On introduit un objet nécessaire a la construction de compositum.
Définition 7.8. Soient P un polynéme unitaire de degré deg(P) de racines r;
pour i € [1,deg(P)], @ un polynome unitaire de degré deg(Q) de racines s;, tels
que P et @ aient des racines distinctes et des degrés deg(P),deg(Q) premiers
entre eux, alors on définit R le produit composé comme étant le polynéme de de-
gré deg(P) deg(Q) unitaire et de racines r;s; avec i € [1,deg(P)],j € [1,deg(Q)].
On note R=P © Q.

Nous pouvons alors construire un compositum a ’aide de la proposition
suivante :
Proposition 7.9. Soient ¢; un nombre premier, P, ) deux polynémes unitaires
irréductibles de degré d(m)é]f‘ et deg(Q) premiers entre eux tels que Fy[z]/(P) =
F(i,ky) (le k1 itme élément de la tour d’extensions £;-adique vu dans le chapitre

3), Fy[y]/(Q) une extension degré deg(Q) de F,. Soit R = P ® Q le produit

composé de P et Q, alors Fy[z]/(R) est un corps fini de taille gl deg(@) ot
est isomorphe & Fy[z, y]/(P, Q).

Démonstration. Voir [BC87, Theorem 2] O

Nous définissons alors les composita qui nous intéressent dans le cas présent.

Définition 7.10. K; est le corps F(; 1,). Soit 7 € [1,n— 1] supposons que K; est
défini, alors a l’aide de la proposition 7.9 K;;; est défini comme le compositum
de Ki et F(i+1,k

Remarque 7.11. Dans la définition 7.10 le cas ou d(; 1) = d(;,1) avec d( 1) # 1
pour i # j empécherait d’avoir les conditions pour appliquer la proposition 7.9.
Cette condition est assez restrictive car comme vu dans le chapitre 3 d; 1y|€; — 1,
ainsi il est possible que pour d; 1), d(;,1) distincts pged(d(;,1),d(j,1)) # 1. Une
solution pour contourner ce probleme serait alors de construire le compositum
a partir d’'une extension de F, pour laquelle pged(d(; 1),d(;1)) # 1 pour tout

(4,4)-

i+1)'
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Notation 7.12. Nous posons p; = H;Zl d(j,l)éfj, en particulier p; est le degré
du compositum K; comme extension de IFy, par ailleurs pg = 1.

Le cofit de la construction d’un tel compositum n’est pas étudié en détails
afin de ne pas surcharger le document car ce colit ne sera pas majeur pour une
application dans I’algorithme de Couveignes. Le résultat a utiliser pour évaluer
un tel coiit est [BFSS06, Theorem 1] avec les cofits de construction de tours
d’extension ¢-adiques vus dans le chapitre 3.

Comme motivé dans la sous sous section précédente 7.3.1 nous calculons
les points (ascendants) horizontaux sur les volcans des ¢;-isogénies a l’aide des
méthodes vues dans la section 5.1.2 afin de les utiliser pour le Théoréme des
Restes Chinois dans l'algorithme 16. Pour faire cela nous devons exprimer les
différents points dans un corps commun : le compositum.

Voyons a quel cofit nous pouvons exprimer un élément de F; ) dans K,, =
®i1F (i), pour cela nous avons besoin du résultat suivant issu de [DFDS14,
Theorem 1]

Proposition 7.13 (De Feo, Doliskani, Schost). Soient i € [2,n] P,Q deux
polyndémes irréductibles unitaires de degrés premiers entre eux d(¢,1)4ﬂ et pi_1
avec Fy[z]/(P) = F(; 1,y et Fyly]/(Q) = K;_1. Alors le plongement d’un élément
de F(; r,) dans K; a un cofit de O(d(iyl)éf"M(pi,l) +pi,1M(d(i71)£fi)) opérations
sur Fy. La descente d’'un élément de K; vers un élément de F(; 1) a un cofit
identique. De méme le plongement d’un élément de K;_; dans K; ainsi que la
descente d’un élément de K; dans K;_; ont le méme coiit.

Démonstration. Voir [DFDS14]. O

Nous serons amenés a multiplier des polynémes a coefficients dans un com-
positum, ainsi nous énoncons le résultat suivant.

Proposition 7.14. La multiplication et la division euclidienne de polynomes
de degré au plus d a coefficients dans K,, = Fy[z]/(P) avec P un polynéme
irréductible de degré p,, est de O(M(p,d)) opérations sur F,,.

Démonstration. La preuve est la méme que celle de la proposition 3.8. O

Maintenant voyons un résultat qui nous permet de changer la représentation
d’un élément de K; afin de le représenter comme un élément de K; _; ® Fi k-

Proposition 7.15 (De Feo, Doliskani, Schost). Soient ¢ € [1,n]|, P(z), Q(y)
deux polyndémes irréductibles unitaires de degrés d(i,l)ﬂf, Pp;_1 premiers entre eux
a coefficients dans Iy qui définissent Fy[x]/(P) = F(; 1), Fq[z]/(Q) = K;_1. Soit
R = P®Q le produit composé de P et @Q alors I'application de I'isomorphisme :
0 : Fol, yl/(P, Q) = Fy[2]/(R)
TY 2
a un cout de :
1. O((d(i’l)ﬁf)QM(pi_l)) opérations sur F, et I'application de I'inverse de o
a un colt de O(M(d(iyl)ﬂfpi,l)pgizl + M(d(iwl)Zf)pngl)/Q) opérations sur
F, lorsque d(ijl)ff < pit,
2. O(p?_;M(d; 1)¢F)) opérations sur F, et 'application de I'inverse de o a
un coftit de O(M(p;—1d;,1)0F) (di,1)0F) > +M(pi—1)(d(;,1)0F)“ /) opé-
rations sur F, lorsque d; 1) 0¥ > p;_1.
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Démonstration. Voir [DFDS14]. O

Ainsi, nous allons pouvoir appliquer ce résultat pour calculer le cotit du
Frobenius avec une méthode similaire a celle du théoréeme 3.6. Cela sera abordé
dans la prochaine sous-section.

7.3.3 Estimation du coiit de I’algorithme de Couveignes
l;~adique avec un nombre composé de Elkies

Nous avons vu dans la sous-section 7.3.1 qu’un point construit a l’aide du
Théoréme des Restes Chinois appliqué a des points P;, Q; (ascendants) horizon-
taux de directions \;, u; d’ordre Ef'i, avec r, ¢; tous premiers entre eux, était mis
en correspondance avec un autre point de méme direction. Ainsi avec deux bases

: : / /
de points (ascendants) horizontaux (P, . . Qui,....un)s (P/\h.._,/\n, Qm,...,un)

de E[[T7, %] et E'[J]7, £¥7] la r-isogénie ¢ peut étre représentée de la fa-

i=1"1 =11
con suivante :

X
P)\l,...,)\n> _ (CL 0) <P)/\1,_.,)\n> avec a.be |7 - KkzZ
¢ (Q#17~--7/tn 0 b ;Ll,...”u,n ’ /g !

Nous avons donc bien une correspondance entre les points définis a 1’aide du
TRC appliqué & des points (ascendants) horizontaux définis sur deux courbes
elliptiques r-isogenes avec r premier avec £1,...,0,.

Dans le but d’appliquer les méme méthodes que celles de la sous-section 6.1.1
nous devons déterminer des représentants d’orbites sous 'action de groupes de
Galois sur des éléments de K,, = ®]_,F(; ,) défini dans la sous-section 7.3.2.

Proposition 7.16. Soit P un point d’ordre v, de E(K,) obtenu & l'aide du
Théoréme des Restes Chinois appliqué aux points P; de £ d’ordre Ei“ tels que
I'orbite générée par I'action de Gal(F; ) : Fy) sur P; soit de taille maximale :
d(m)eiﬂ- Alors I'orbite de P selon l'action de Gal(K,, : F,) est elle aussi de taille
maximale : p, =[]\, d(i71)€f".

La preuve n’est pas retranscrite pour ne pas surcharger le document.

Notation 7.17. Soient {1, ...¥¢, n nombres premiers de Elkies, alors on note ¢;
le nombre de représentants de points d’ordre Ef sous 'action d’un générateur
de GaI(F(i7ki) : ]Fq)

Ainsi, pour déterminer des représentants des différentes orbites selon I’action
de Gal(K,, : F;) pour des points d’ordre v,, il suffit, par la proposition 7.16, de
calculer a I'aide du TRC tous les points P d’ordre v,, & partir de tous les choix
possibles de représentants P; = [;] P par rapport a 'action de Gal(F; 1, : Fy).
Le nombre de représentants est donc de H;L=1 €;. Ainsi, nous calculons tout
d’abord les représentants d’ordre Ef dans les tours d’extensions ¢;-adiques, puis
nous les exprimons dans le compositum et enfin nous appliquons H?zl ¢; fois le
TRC.

Nous pouvons dés a présent modifier ’algorithme 10 pour prendre en entrée
deux couples de points d’ordre H?:l Ef de méme direction.

Nous présentons donc l'algorithme 13 qui résulte de cette approche ainsi
qu’une estimation de son coiit.
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Algorithme 13 Algorithme de Couveignes avec nombre composé de Elkies.

Entrée : E, E’ : deux courbes elliptiques r-isogénes ordinaires situées au niveau
h; — e; d’'un volcan de ¢;-isogénies avec cratére cyclique pour ¢ allant de 1 a
n.
Sortie : ¢ la r-isogénie qui relie E & E’.
1. Calcul des k; tels que [[_, £2¥72(0; +1) > 4r;
2: pour i =1 a n faire
3. Calcul de (P, Qu.i), (P, Q),;) bases (ascendantes) horizontales de
E[¥], E'[£¥] & 'aide de I’algorithme 7 et de étape 3 de 1’algorithme 10;

4:  Calcul des représentants des orbites de points d’ordre €f sous ’action de
GaI(F(Lki) . Fq) 3

5: fin pour

6: Calcul de (P,Q), (P',Q') € E? x E” d’ordres Z/ [[_, £¥Z tels que P et P’
sont de direction (A1,...,A,) et Q et Q' de direction (1, ..., u,) & laide
de 'algorithme 16;

7: Calcul des listes de représentants L;, L, des orbites de points d’ordre
[T, ¢ sous l'action de Gal(K,, : F);

8: pour M € diag(a,b) avec a,b € (Z/ [T, EfiZ) " faire

9:  Actualisation de la liste L} en L/ , afin de respecter la correspondance
induite par le choix de M ; ’

10:  Calcul des des polynémes A, ; et T par des méthodes similaires & celles
décrites dans la section 3.4;

11:  Calcul de la fraction rationnelle F' = A, ;, mod T" a I’aide d’une interpo-
lation de Cauchy ;

12:  si Test(F') alors

13: retourner I
14:  fin si
15: fin pour
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Avant d’évaluer le cotlit de 'algorithme 13, qui, comme nous avons vu avec
lalgorithme 10, est dominé par le cofit de I'interpolation (étape 10) nous énon-
gons le cotlit du Frobenius (sans rentrer dans les détails) puis nous estimons le
cott du calcul de polynémes d’interpolation.

Proposition 7.18. Soit ¢ € [1,n], P un polynoéme irréductible de degré d;¢
avec m € [1,k;] tel que F(;,,) = Fylz]/(P), @ un polynéme irréductible de
degré p;_1 = H;;ll d(j,l)ﬁfj tel que K;_1 = F,[y]/(Q), R = P ©® Q tel que
K =F,[z]/(R), alors pour un élément a du corps K le cotit de calcul de a & une

puissance ¢"Pi-* est de O(M(d(iﬁl)flmpi,l)pgﬁ + M(d(i,l)@")pgf#)m) opérations

dans F, avec un pré-calcul qui a un coiit booléen de O(log(p;) log(ff’?qd(i’l))) et
de O(M(d;,1))di,1)log(q)) opérations sur IF,.

Nous obtenons un résultat moins bon que celui du théoreéme 3.6, or en adap-
tant les mémes méthodes nous aurions du avoir le cotit de cette opération dominé
par O(d(i,l)éf'i)M(pi_l). Cependant ici, contrairement au cas du théoréeme 3.6,
nous devons prendre en compte le cotlit du changement de représentation qui
domine la complexité. Ainsi il est crucial pour obtenir des résultats similaire a la
section 3.4 d’avoir une construction de compositum permettant un changement
de représentation a un cofit quasi-linéaire.

Une adaptation des méthodes de calcul de polyndme d’interpolation décrites
dans la section 3.4 a ce contexte est faite pour le calcul de polynéme minimal
T = T(”)(en reprenant une notation similaire) d’éléments de K,, \ K,,_1. Ainsi,
comme dans la section 3.4, pour le calcul d’un tel polynéme d’interpolation nous
devons multiplier des polynomes a coefficients dans K, ;1 ®F,,_; ) qui de par
leur degré font que le cotit d'une telle multiplication n’est que de O, ,(M(py,)).
Ce cotit de Op,,L,q(l\/I(pn)) en comparant avec les résultats du lemme 3.10 devrait
étre le cotit dominant. Cependant par le cotit de I'application du Frobenius aux

polynoémes T; ,Ei) de O(M(pn)pglw_ _li)l/ 2), nous majorons le coiit total du Frobenius

—1)/2
par O(nM(p)p, 5" mas(fi(k + 1)))-
De la méme maniere pour le calcul des polynémes d’interpolation A tels
A(v) = w avec v,w € K,, \ K,,_1, le coiit est encore une fois dominé par I’appli-
cation du Frobenius et nous majorons le cotit d’un tel calcul par

O(nM(py, maX(d(i,l)ff"')) max (¢;(k; + 1))p£l“’:11)/2),

Ensuite pour (vi,w1), ..., (vs, ws) des paires d’éléments de K,, \ K,_1, t;
le degré des polynémes minimaux de v;, nous posons ¢ = Y t;. Nous cherchons
alors a calculer les polynémes

— T € Fylz] de degré t tel que T'(v;) = 0 pour tout j, et

— A € Fylz] de degré inférieur a ¢ tel que A(v;) = w; pour tout j.

Nous utilisons & nouveau la méthode de la section 3.4, le calcul de T & partir des
T; a un méme coiit que dans la proposition 3.12 de O(M(t) log(s)). Cependant
comme vu précédemment le cofit de calcul des A; est de

O(nM(t; miax(d(i’l)ﬁfi))(pn,l)(‘“_l)/Q mzax(&(k:i +1)))
nous majorons donc le cotit total par

O(nM(t max(d; 1)05) (pu-1)“ /2 max(£; (k; + 1))
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par superlinéarité de M.
L’interpolation étant répétée O(r []7_, ¢;) en moyenne, nous obtenons une
estimation de cette version f-adique de 'algorithme de Couveignes

n n

O(([T M ([T €2) max(dei 1) €)) (1) =72 max(€i(k; +1))).

i=1 i=1
Avec p, € O(r(IT\, £:)*®) Destimation est de

n n n

O (T €M (T €7 max (i 669) (r (T 6%) =/ mase(ta(hs + 1))

1=1 =1 =1

sachant que la borne du calcul des T; et A; est large car nous avons majoré

Dy pgf__il)/ ? par npgf:ll)/ > d'ont le n en facteur et que de plus nous avons

maxi(d(i’l)ffi)pn,l € Q(pn).

Ainsi nous voyons que par apport d’opérations de changement de représen-
tations non-linéaires en la taille des composita nous ne pouvons avoir une com-
plexité quadratique en r pour le calcul de I'isogénie montrant ainsi qu'une telle
approche en I’état actuel n’est pas intéressante. Cependant cette approche avait
l’avantage de proposer une meilleure estimation de r par H?:l Ef et donc de
réduire les cotits apportés par I'étape d’interpolation dus au choix des nombres
premiers de Elkies.
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Conclusion

Nous avons donc vu dans ce manuscrit comment généraliser I’algorithme de
Couveignes [Cou96] au cas f-adique et s’affranchir de la dépendance polynomiale
en la caractéristique. En particulier, nous avons présenté un algorithme qui
résout le probléme du calcul explicite d’isogénie avec une complexité quasi-
quadratique en le degré de l'isogénie, et ce dans des cas particuliers de nombres
de Elkies et d’Atkin qui sont fréquents. Nous avons aussi vu au travers de notre
étude de nouveaux moyens pour déterminer des directions dans le volcan de ¢-
isogénies a ’aide de I’étude de ’action du Frobenius sur le module de Tate. En
particulier pour le cas Atkin on a permis de spécifier, sous certaines conditions,
les isogénies descendantes.

Voyons maintenant quelques améliorations possibles (ou & explorer) des ré-
sultats présentés dans cette these.

L’objectif d’'une complexité quadratique pour notre amélioration de I’algo-
rithme de Couveignes dans le cas Atkin avec la méme méthode que [Cou96]
nécessite de distinguer un sous-groupe cyclique de la £*-torsion. Ainsi, le cou-
plage qui n’a pas été abordé dans ce document mais seulement mentionné, a
travers les travaux de Ionica et Joux [IJ10], serait intéressant & étudier afin de
voir aussi si il ne nous apporte pas un critere restrictif, pertinent du point de
vue de la complexité, sur les images de points par la r-isogénie, et en particulier
sur les points ascendants horizontaux.

Enfin, parmi les pistes proposées mais non satisfaisantes dans le chapitre 7,
seule celle présentée dans la section 7.3 utilisant un nombre composé de Elkies
pourrait aboutir, en supposant qu’on ait des meilleures représentations de com-
posita permettant des changements de représentation de corps finis en un temps
quasi-linéaire.

Nous donnons, pour conclure, quelques perspectives d’application des résul-
tats de cette these.

Calcul d’anneau des endomorphismes Les propositions 5.3 et 5.33 nous
permettent de savoir exactement a quel niveau se trouve une courbe dans
un volcan de /¢;-isogénies. Ainsi, en se placant dans le méme contexte que
[Koh96, BS11], ou 'on connait déja une factorisation de d,, on peut déterminer
la valuation £;-adique du conducteur de la courbe par rapport & Z[r] et donc on
peut calculer 'anneau des endomorphismes de la courbe. Cette approche pré-
sente 'avantage par rapport a Kohel [Koh96] et Fouquet et Morain [FM02] d’étre
plus directe et de ne pas calculer le /-ieme polynéme modulaire ®,. Par rapport
a ’algorithme de Bisson et Sutherland [BS11] on évite de devoir calculer toutes
les relations dues aux représentations polycycliques dans le groupe de classe des
idéaux. Ainsi notre approche a ’air plus simple, mais il reste toutefois a évaluer
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son colt dans un tel contexte. Cela pourrait avoir par exemple une applica-
tion dans l’algorithme de Broker [Bro08] utilisé pour calculer un polyndme de
Hilbert. En effet dans I’algorithme de Broker, il est nécessaire de calculer une
courbe avec un anneau des endomorphismes spécifique a partir d’'une courbe
choisie au hasard dont Z[n] est fixé.

Déplacement sur le cratére de volcans de /(-isogénies et ses applica-
tions aux algorithmes de calcul de polynémes de Hilbert et modulaire
Des articles tels que [CM96], [Bro08], [Sut11], [BLS12], utilisent des marches sur
le cratere cyclique d’un volcan de f-isogénies avec £ petit. Certains algorithmes
([CM96]) se limitent, & juste titre, au cas de volcans réduits a leur cratere,
d’autres ne peuvent, et on va donc aborder I’éventuel impact de nos travaux sur
ceux-ci. Dans l'algorithme de Sutherland [Sut11] pour le calcul de polynomes de
Hilbert on est obligé, de par la taille du ¢-iéme polynéme modulaire, de traiter les
cas ou le volcan n’est pas réduit a un cratere cyclique. Dés lors il serait pertinent
de voir 'apport de notre travail (proposition 5.8) dans ce contexte par rapport &
lalgorithme utilisé par Sutherland, similaire aux travaux de [FMO02] (voir sous-
section 4.1.2) se servant du f-ieme polyndéme modulaire, ainsi on pourrait rendre
cet algorithme non dépendant du (pré)calcul des polynémes modulaires. Dans
lalgorithme de Broker, Lauter et Sutherland [BLS12], pour calculer le ¢-iéme
polyndéme modulaire les auteurs se placent dans le cas d’un volcan de ¢;-isogénies
de hauteur 1 de Elkies et régulier. On pourrait a nouveau étudier, dans ce cas
tres spécifique, I'impact d’une méthode utilisant la proposition 5.8.

Multiplication scalaire et points ascendants horizontaux On a aussi
vu dans le chapitre 3, en adaptant les méthodes de [DS15], un moyen de calcul
rapide du Frobenius de la courbe. Il serait intéressant de voir si on ne peut
pas se servir de cela pour obtenir des résultats intéressants sur la multiplication
scalaire avec une approche similaire & [GLV01]. Pour le moment tout ce que 'on
est capable de faire c’est, a partir d’'une décomposition d’un point R d’ordre
¥ en deux points (ascendant) horizontaux Py, Q u décomposer la multiplication
scalaire de R = [a]Py + [b]Q,, par c en le calcul de [JR = [ex]rl*/* ([a]P) +
[c mle/n)([a]Q,) avec ¢y = cmod A et ¢, = cmod p. L'intérét dune telle
approche reste a étudier.
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Annexe A

Algorithmes

Dans ce chapitre sont présentés des algorithmes qui n’ont pas été laissé dans
le manuscrit pour ne pas surcharger celui-ci.

Algorithme 14 Couveignes ¢-adique dans le cas Elkies avec un seul sous-
groupe cyclique.

Entrée : E, E' : deux courbes elliptiques r-isogénes ordinaires situées au niveau
h — e d’un volcan de f-isogénies avec cratére cyclique.
Sortie : ¢ la r-isogénie qui relie £ a E’.
1: Calcul du plus petit k tel que €8~ > 4r;
2: Calcul de (P,Q), (P, Q') bases diagonales de E[¢"*1], E/[¢"*1] & 'aide de
I’algorithme 7 ;
3: Calcul de P\ € E4[¢*], P{ € E.[(*] points horizontaux a l'aide de 'algo-
rithme 8 ;
4: si (Es, EL) # (E, E’) alors
5. Calcul de Py, P} points ascendants horizontaux de E[¢*], E.[¢*] avec les
¢e-isogénies descendantes ¢ : Es — E, ¢’ : Es — E';
6: fin si
7: Calcul des liste de représentants L, L’ des orbites de points d’ordre £* sous
I'action de 7 ;
8 pour a € (Z/(*Z)" faire
9:  Actualisation de la liste des représentants L’ en L/ afin de respecter la
correspondance induite par le choix de a;
10:  Calcul des des polyndémes A, et T par les méthodes décrites dans la
section 3.4;
11:  Calcul de la fraction rationnelle F = A, mod T a 'aide d’une interpola-
tion de Cauchy;
12:  si Test(F) alors

13: retourner F'
14:  fin si
15: fin pour
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Annexe A. Algorithmes

Algorithme 15 Calcul de P € E[v,] tel que [v;,|P = P;, et [Ef;O]P =0g

Entrée : E : une courbe elliptique, ¢1,..., ¢, n nombres premiers distincts, un

point P;, d’ordre Efio pour i € [1,n].

Sortie : P un point de E d’ordre [[/_, ¢ tel que [[[¢F]P = P,
i=0
iio

ki
[giOO]P = 0g.
1: P < Pio 7
2: Calcul de P’ = divise(P;,, [] g;?f);
§=0
J#io
3: Calcul de Q = [ffoio]P/ un point d’ordre Hoﬁfj :
]:
Jj#io
4: Calcul de R la pré-image de @ d’ordre [] g;?f par [gfozo} :
j=0
Jj#io
5. P+~ P — R

6: retourner P

et

Algorithme 16 Théoreme des restes chinois sur une courbe elliptique

Entrée :

des points P; d’ordre £ pour i € [1,n).

Sortie : P un point de E d’ordre v, tel que [¢;,]P = P;, pour ig € [1,n].

1

2
3
4:
5
6

: P+ 0p;

: pour ¢ =1 a n faire

@ sortie de 'algorithme 15 tel que KfiQ =0et [4]Q = P;;
P+ P+Q;

: fin pour

: retourner P;

E : une courbe elliptique, £1,¥s, ... £, n nombres premiers distincts,
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