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Introduction générale

La dynamique de n’importe quel objet physique est entierement déterminée par ses
conditions initiales et son environnement. Dans un systeme qui n’est pas controlé, ’'Homme
est un observateur et il ne peut pas intervenir sur la dynamique. Dans le meilleur des cas, il
peut choisir des conditions initiales, mais il n’affecte pas le systéme durant son évolution.
En revanche, dans un systeme contrélé, I’'Homme est aussi acteur. Il peut agir sur 1’évolu-
tion de I'objet au moyen d’une commande. Concretement, la dynamique d’un tel systeme
dépend d’'une ou plusieurs variables de contréle. Il existe principalement deux classes de
controles: les contrdles en boucle fermée, qui s’adaptent a ’état du systeme a un instant
t, et les controles en boucle ouverte qui sont déterminés a priori [1]. Il est important de
noter que le controle en boucle fermée nécessite de connaitre ’état du systeme a I'instant
t pour adapter le controle ce qui implique une mesure du systeme. De maniere générale,
un probleme de contrdle consiste a manipuler la dynamique d’un systeme de sorte que
ce dernier soit transféré d’un certain état initial vers un état cible donné. Il s’agit de
paramétrer les variables de contrdle de sorte que le transfert soit réalisé. Une question
primordiale est de se demander si le systeme est contrdlable, c¢’est-a-dire s’il existe des
controles qui permettent de transférer le systéme vers un état cible [2]. Pour illustrer tous
ces concepts, prenons 'exemple simple d’une voiture. L’objet est la voiture avec toutes ses
caractéristiques, volant, freins, accélérateur... S’il n’y a pas de conducteur, le systeme est
simplement 1’ensemble route + air et la voiture n’est pas contrdélée. Elle se meut selon la
courbure de la route. Si on rajoute un conducteur, alors le systéme est contrdlé et les va-
riables de controle sont ’angle du volant, la pédale de frein et 'accélérateur. Le chauffeur
peut agir sur ces variables. Supposons que 1’on souhaite partir de Paris (état initial) pour
aller & Grenoble (état cible). Si le conducteur fait attention a la route, qu'’il tourne quand
il doit tourner, qu’il évite des obstacles imprévus, alors il s’agit d’un systéme contrélé en
boucle fermée. Autrement dit, les commandes du véhicule a I'instant ¢ sont paramétrées en
fonction de la position du véhicule (I’état du systéme) au méme instant ¢. Le systéme sera
contrdolé en boucle ouverte si, avant de partir, le conducteur regoit des consignes strictes
concernant les commandes du véhicule, en particulier lorsqu’il devra freiner, accélérer et
tourner, et qu’il applique bétement ces consignes sans regarder la route. Les commandes
du véhicule sont alors paramétrées directement en fonction du temps. Supposons mainte-
nant qu’il y ait une cote sur la route. Si la cote est de pente raisonnable, la voiture pourra

la franchir et arriver a Grenoble. Le systéme est alors controlable. Si la pente est trop
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abrupte, la voiture ne pourra pas la franchir, soit parce qu’elle n’est pas assez puissante,
ou parce que la pente est tellement forte que la voiture bascule en arriere... Dans ce cas,
le systéeme n’est pas contrdlable et il est impossible d’aller a Grenoble quelque soit le

controle appliqué.

En général, lorsque le systeme est contrdlable [2, 3], il existe une infinité de para-
métrisations possibles des controles pour réaliser le transfert. La théorie du contrdle op-
timal [4, 5, 6, 7, 8] permet de sélectionner, parmi cette infinité de controles, ceux qui
minimisent un cotit bien défini. Elle a été développée a la fin des années 1950 par L. S.
Pontryagin. Elle est fondée sur le calcul variationnel [9], qui est apparu en 1696 avec le
probléeme du brachistochrone de Jean Bernoulli et qui a été publié en latin dans les Acta
Eruditorum [10].

La théorie du contréle optimal apparait dans un contexte aérospatial a la fin des années
50, pour la mise en orbite de Spoutnik [11], le premier satellite artificiel de la Terre. On
la retrouve aujourd’hui dans un grand nombre de domaines comme 'aérospatiale, la bio-
logie, la chimie, la mécanique quantique, et méme dans des domaines encore plus éloignés
comme la finance. Dans ce manuscrit, nous nous concentrerons sur le controle quantique.
Notons qu’en mécanique quantique, le contréle en boucle fermée est délicat puisqu’il est
difficile d’acquérir de l'information sur I’état du systeéme sans le modifier [12]. Cela est
tout de méme possible et a été démontré expérimentalement par ’équipe de S. Haroche
en 2011 [13]. Il existe aussi des méthodes de controle basées sur les fonctions de Lyapu-
nov qui consistent a simuler un systeme artificiel en boucle fermée, puis a se servir des
controles obtenus en boucle ouverte [14, 15]. Nous ne considérerons dans la suite que des
problémes en boucles ouvertes qui sont majoritairement utilisés en mécanique quantique.
Historiquement, la chimie quantique a été un domaine précurseur ou de nombreuses mé-
thodes de controle ont été introduites. En 1985, D. J. Tannor et S. A. Rice introduisent
pour la premiere fois des techniques de contrdle optimal en mécanique quantique pour
des problémes de controle de réactions chimiques [16]. Le controle quantique concerne
aujourd’hui beaucoup d’autres domaines allant de I'informatique quantique [17, 18], la
cryptographie quantique [19], la résonance magnétique nucléaire [20, 21|, 'imagerie par
résonance magnétique [22] a 'optique quantique [23]. Il y a deux manieres de s’attaquer
a un probleme de controle optimal. Lorsque le systeme est de dimension raisonnable, on
peut envisager de le résoudre analytiquement ou via une analyse géométrique [2, 5, 8].
On parle alors de contrdle géométrique. On déduit les lois de controle grace au Principe
du Maximum de Pontryagin (PMP). En mécanique quantique, on considére généralement
des systemes de grande dimension, pour lesquels le controle géométrique n’est pas envi-
sageable. Il faut donc utiliser des méthodes d’optimisation numérique qui permettent de
trouver un optimum local [24, 25]. De nombreux algorithmes ont été développés dans ce
cadre comme les méthodes de Krotov [26] ou les algorithmes du gradient [25]. Elles sont
de plus en plus performantes grace aux améliorations des ordinateurs et permettent au-

jourd’hui de tenir compte des contraintes et des imperfections expérimentales. L.’ensemble
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de ces algorithme permet de traiter presque tous les problémes de contréle quantique.

Nous allons utiliser dans cette these des méthodes de controle optimal a la fois géo-
métriques et numériques sur différents systéemes quantiques couramment étudiés dans la
littérature. Cette these comporte plusieurs résultats expérimentaux sur le controle des
spins réalisés en Résonance Magnétique Nucléaire (RMN). Les résultats théoriques sont
obtenus dans le cadre de l'information quantique et de la Résonance Magnétique Nu-
cléaire. Ils pourraient étre appliqués dans d’autres domaines comme l'imagerie par réso-
nance magnétique. Cette thése consiste non seulement a déterminer des lois de commande
permettant de manipuler au mieux la dynamique des systemes quantiques étudiés mais
aussi d’analyser et de comprendre les mécanismes de contrdle utilisés. Ceci est crucial
d’un point de vue expérimental pour avoir une intuition physique sur les lois de controéle a
mettre au point. Cela permet, entre autre, de construire des champs de controle robustes
par rapport aux imperfections expérimentales. Cet aspect est trés important pour des
systeme controlés en boucle ouverte car cela permet de déterminer des controles destinés

a étre directement implémentés avec des dispositifs expérimentaux.

Détaillons a présent les différents chapitres de ce manuscrit. Le premier chapitre a
pour but de présenter les différents domaines physiques dans lesquels les techniques de
controle optimal seront appliquées. On introduit brievement le phénomene de Résonance
Magnétique Nucléaire ainsi que les équations de Bloch, qui seront étudiées tout au long
du manuscrit. Certains concepts fondamentaux en information quantique comme le bit

quantique et les portes quantiques sont également rappelés.

Le chapitre 2 introduit les méthodes mathématiques sur lesquelles sont fondés tous les
résultats de ce manuscrit. On commence par présenter un probleme général de controle
optimal, puis on expose le principe du maximum de Pontryagin (PMP). Ce chapitre se
poursuit avec une section consacrée aux méthodes numériques de controle optimal. Un
algorithme particulierement performant dans le contexte du contrdle quantique appelé
GRAPE est présenté en détail. Dans la derniére partie de ce chapitre, on introduit les
matrices de rotations du groupe SO(3). On présente aussi la toupie d’Euler, dont la

dynamique sera étudiée a plusieurs reprises au cours du manuscrit.

Dans le chapitre 3, le PMP est appliqué au controle d’une chaine de trois spins inéga-
lement couplés. Le mécanisme de controle est completement décrit de fagon géométrique,
ce qui permet de déterminer le temps minimum théorique pour transférer la chaine de
spins d'un état initial a un état cible.

Le quatrieme chapitre est consacré a 1’étude d'un phénomene de physique classique
appelé leffet de la raquette de Tennis. C’est un effet célebre qui apparait dans la dyna-
mique d'un corps solide en rotation gouvernée par les équations d’Euler. Nous présentons

les conditions que doit satisfaire le solide pour que cet effet soit observé en pratique.

Les équations d’Euler sont une solution particuliere du probleme de contréle d'un sys-
teme quantique a deux niveaux d’énergie. Cette solution est étudiée dans le chapitre 5.

Elle permet d’expliquer géométriquement un certain nombre de solutions célébres comme

11
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la solution d’Allen-Eberly [27, 28, 29, 30] ainsi que d’exploiter une phase quantique ana-
logue a la phase de Berry [31, 32| appelée la phase de Montgomery [33, 34]. L'effet de
la raquette de tennis s’applique au contrdle d'un systeme quantique a deux niveaux et
est associé a une porte quantique particuliere (la porte NOT). Cette solution est appelée
Ueffet de la raquette de tennis quantique. Elle a été implémentée expérimentalement par
I’équipe de S. J. Glaser a Munich.

Dans le sixieme chapitre, on applique I'algorithme numérique GRAPE au probleme du
controle robuste d’un ensemble de spins. Le but est de trouver des controles qui permettent
de transférer le systeme d’un état initial vers un état cible malgré la présence d’inhomo-
généités sur les champs de controle. L’idée est d’optimiser des champs de controle ayant
une forme analytique prédéfinie basée sur le concept de "raccourci adiabatique" [35, 36].
L’optimisation numérique permet d’obtenir une solution efficace tout en conservant la
paramétrisation calculée au préalable, afin de garder une interprétation physique des mé-
canismes de contrdle. Ce champ de contrdle a été utilisé expérimentalement dans I’équipe
de T. Halfmann a Darmstadt en Allemagne.

Le chapitre 7 conclut ce manuscrit en rappelant tous les résultats obtenus. On donne
aussi les différentes perspectives possibles qui suivent ce travail. Plusieurs problémes ou-
verts et partiellement résolus sont proposés dans I'appendice B. L’appendice A rappelle

les propriétés essentielles des fonctions elliptiques de Jacobi.

Ces trois années de recherche ont conduit a la publication des articles suivants:

— L. Van Damme, R. Zeier, S. J. Glaser and D. Sugny, Application of the Pontrya-
gin maximum principle to the time-optimal control in a chain of three
spins with unequal couplings, Physical Review A 90, 013409 (2014)

RESUME: Nous avons appliqué le principe du maximum de Pontryagin afin de
controler I'état d'une chaine de trois spins couplés selon le modele d’Ising quan-
tique. Le Hamiltonien de Pontryagin est identique a celui d'une toupie d’Euler,
ce qui nous a permis d’intégrer complétement le systeme et d’en déduire une des-
cription géométrique des solutions. Le temps minimum pour transférer la chaine
d’un état initial vers un état cible est donné en fonction des constantes de couplage

inter-spins.

— L. Van Damme, P. Mardesi¢, D. Sugny The tennis racket effect, a paraitre dans
Physica D (2016).
RESUME: L’effet de la raquette de tennis est un mouvement particulier qu’effec-
tue une raquette de tennis que l'on jette dans l'espace. Plus généralement, cet effet
concerne n’importe quel solide en rotation libre a condition que celui-ci ait une géo-
métrie particuliere. Nous avons pu déterminer dans cet article toutes les propriétés

qui sont responsables de cet effet, a savoir les conditions initiales de la dynamique

12
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ainsi que la géométrie du solide. Nous avons pu énoncer formellement le théoréme

de la raquette de tennis a travers une formule analytique relativement simple.

L. Van Damme, D. Leiner, P. Mardesi¢, S. J. Glaser and D. Sugny, The quantum
tennis racket effect: Linking the rotation of a rigid body to the Schrodin-
ger equation Soumis a Nature Physics.

RESUME: La dynamique d’une particule de spin 1/2 soumise & des champs magné-
tiques est analogue a celle d'une toupie d’Euler. Les champs de controle du systeme
quantique et la vitesse angulaire de la toupie jouent le méme role, a I'exception
que dans ce dernier cas la vitesse de rotation est entierement déterminée par les
parametres du probleme. En considérant que les champs de contrdle du systeme
quantique sont les composantes du vecteur vitesse angulaire d’une toupie, les deux
systemes sont parfaitement équivalents. Cela nous a permis de déterminer différentes
familles de champs de contrdle et d’en expliquer les propriétés par des arguments
purement géométriques. Nous avons mis en pratique l’effet de la raquette de ten-
nis quantique sur un dispositif expérimental. Un aspect particulier appelé phase de

Montgomery a été utilisé pour mettre en ceuvre des portes phases géométriques.

L. Van Damme and D. Schraft and G. T. Genov and D. Sugny and T. Halfmann and
S. Guérin, Robust NOT-gate by single-shot shaped pulses: Demonstration
by rephasing of atomic coherences Soumis a Physical Review Letters.

RESUME: Nous avons mis en ceuvre dans cet article une méthode de contrdle op-
timal numérique qui permet d’améliorer la robustesse d’une porte NOT avec des
champs de controle contraints de garder une certaine forme analytique. Les champs
dépendent ainsi d'un petit nombre de parametres. Les résultats suggerent que seule-
ment huit parametres sont suffisants pour que les controles soient robustes. La mé-

thode a été démontrée expérimentalement.
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Chapitre 1

Introduction au controle quantique

1.1 Contexte

La théorie du controle quantique s’est rapidement développée durant ces trente der-
nieres années [37, 38]. Elle consiste a controler I'état des systémes quantiques, principale-
ment avec des lasers ou des champs magnétiques. Les principaux domaines concernés sont
le controle de réactions chimiques par champs laser [39], dont les premiéres applications
expérimentales sont apparues dans les année 70 [40], la résonance magnétique nucléaire
(RMN) [20, 21] développée en 1946 par F. Bloch et E. Purcell, et toutes les applications
qui concernent l'information quantique et le calcul quantique [17, 18, 19]. Les techniques
de contrdle quantique sont également tres efficaces en optique quantique [12]. Un des but
principaux de la théorie du controle quantique est de développer des méthodes permet-
tant de déterminer systématiquement des lois de controles adaptées, ce qui n’est pas facile
en raison des propriétés particulieres des systemes quantiques comme les problemes liés
a la mesure ou a l'intrication quantique [12]. Dans ce manuscrit, nous appliquerons no-
tamment des méthodes de contréle en résonance magnétique nucléaire (RMN), domaine
dans lequel de nombreuses stratégies de controle ont déja été mises en ceuvre grace a la
progression rapide de la technologie [38, 41]. Le principe est de déterminer des impulsions
magnétiques pour préparer un échantillon dans un certain état afin de mesurer sa réponse
et d’en déduire des informations sur la nature des atomes voisins comme les liaisons
chimiques, la structure moléculaire, les distances entre les atomes, etc [20]. Aujourd’hui
encore, la plupart de ces impulsions magnétiques sont calculées avec des méthodes intui-
tives ou adiabatiques [42]. Les méthodes intuitives nécessitent une bonne compréhension
de la dynamique pour développer des lois de controle avec des arguments relativement
simples. Les méthodes adiabatiques sont fondées sur la théorie adiabatique, selon laquelle
un systeme quantique reste dans un état propre si le processus de controle est infini-
ment lent [43]. Nous verrons sur différents exemples l'efficacité et I'utilité des méthodes
de contrdle optimal sur ces systémes. Différentes applications en information quantique,

comme les opérations logiques, seront également développées dans ce chapitre.
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16 Chapitre 1: Introduction au controle quantique

1.2 Introduction a la Résonance Magnétique Nucléaire

1.2.1 Modele physique

La RMN est un phénomene qui apparait pour certains atomes possédant un spin
nucléaire, propriété purement quantique de certaines particules. Le concept de spin a été
élaboré par Samuel Goudsmit et George Uhlenbeck en 1925 [44]. Le terme spin vient
lui méme d’une erreur d’interprétation des systemes atomiques. En effet, dans la vision
classique ou un électron tourne autour du noyau sur une orbite circulaire ou elliptique,
le spin correspond au moment cinétique de 1’électron dit a sa rotation propre (d’ou le
terme spin: tourner, en anglais). Cependant, cette conception a été tres vite abandonnée,
car elle ne permettait pas d’expliquer certains résultats expérimentaux comme [’effet
Zeeman ou l'expérience de Stern et Gerlach (1922) [45]. Une vision moderne du spin est
de considérer le moment cinétique de spin S = (Sz, Sy, S;) comme un opérateur qui a
les mémes propriétés que les autres moments cinétiques quantiques, comme le moment
cinétique orbital. Ses composantes S, S, et S, vérifient des relations de commutations

analogues au moment cinétique classique qui sont:
[S,,S,] = ihS., [S,,S.] =ihS., [S.,S,]=1ihS,, [S? S =0, (1.1)

avec k = x, y ou z. Il existe une base propre {|s,m)} commune aux opérateurs S? et
S., ou s est entier ou demi-entier et ou m est tel que —s < m < s. Dans cette base,

Iopérateur de spin vérifie:
S%|s,m) = s(s + 1)h%|s,m), S.|s,m)=mhl|s,m). (1.2)

Le noyau de 'atome d’hydrogene, qui est le plus utilisé en RMN, possede un spin 1/2.
La RMN nécessite la manipulation de ce spin grace a des champs magnétiques. Précisons
tout d’abord qu’une particule chargée possédant un spin induit un moment magnétique,
le moment magnétique de spin, noté M, qui est 1'observable que 1'on utilise en RMN.
Ainsi, un proton tel que le noyau d’hydrogene peut étre assimilé & un petit aimant que
I’'on va manipuler grace a des champs magnétiques. On travail en pratique sur des échan-
tillons de taille macroscopique. L’observable M correspond alors a la somme des moments
magnétiques de chacune des particules de I’échantillon, et s’appelle 'aimantation.

Pour manipuler la dynamique du moment magnétique M , on utilise deux champs ma-
gnétiques [20]. Le premier est un champ constant tres intense (23.5 Teslas pour le spec-
trometre le plus puissant [46]) polarisé par convention dans la direction @z du repere du
laboratoire. On le note By. 11 est responsable de 'effet Zeeman qui leve la dégénérescence
des niveaux quantiques [45]. Ce champ implique la précession du moment magnétique
M autour de I'axe iz, connue sous le nom de précession de Larmor. La fréquence de
précession est donnée par wg = vBy, ou 7y est le rapport gyromagnétique. Le second est

un champ radio-fréquence beaucoup moins intense, polarisé dans une direction du plan
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1.2: Introduction a la Résonance Magnétique Nucléaire 17

(tx,dy). C’est ce champ que I'on va chercher a mettre en forme et & optimiser pour mani-
puler le vecteur M, en modifiant son amplitude et sa direction. Il sera donc utilisé comme

controle. On le note Bj. Les champs magnétiques By et B, s’écrivent sous la forme:
By = Byiiz, By = Bix(t) cos(wt)iix 4+ By (t) cos(wt + ©)iy-. (1.3)

La dynamique du vecteur M sous l'influence de ces deux champs est donnée par les
équations de Bloch, que I'on peut démontrer a partir de ’équation de Schrédinger. On
appelle |¢) 'état quantique d'un spin. En présence d’un champ magnétique, sa dynamique

est gouvernée par 1’équation de Schrodinger suivante:
0 L
W)= HIg), H=—5 B (1.4)

Les composantes de 'opérateur de spin S sont reliées aux matrices de Pauli suivant les
formules S, = %crk. Pour le cas idéal d’un seul spin non couplé, les composantes du
moment magnétique M d’un proton sont données en fonction de la moyenne quantique

des composantes de l'opérateur de spin S et du facteur gyromagnétique:

Mx =~ @[Sx[v), My =~ (Q[Sv[¢¥), Mz =~ {¥[Sz]¢). (1.5)

La dynamique de chaque composante M}, se calcule alors en dérivant la valeur moyenne
(1| Skl), ce qui donne:

M=~ (% <w|) S 1)+ (] i (% |w>)

= B (Y|H Sk — 2 (]S, H)
(gl H, Sillv)

avec k = {X,Y, Z}. En développant I'opérateur Hamiltonien de I’équation (1.4), et en se

(1.6)

servant des relations de commutation (1.1), on obtient les équations de Bloch:
M =~M A B, (1.7)

avec B = By+ By. La dynamique (1.7) conserve la norme du vecteur de Boch M. Celui-ci
reste a la surface d’une sphere appelée sphére de Bloch. Les champs magnétiques et le
vecteur de Bloch M sont représentés sur la figure 1.1.

Pour bien comprendre la dynamique de cette équation, il est plus simple de se placer
dans un repere tournant a la fréquence de Larmor wy autour de la direction Z. Cette
démarche est motivée par le fait que dans ce référentiel, en 'absence du champ El, le
vecteur M est statique puisqu’il tourne a la méme fréquence wy autour de l'axe Z du
laboratoire. Le champ de controle El est choisi de fagon a ce qu’il n’oscille pas dans le
repeére tournant. Cela revient a fixer la fréquence du champ w = wy dans I’équation (1.3).
L’influence des champs de controle sur la dynamique de M sera alors décrite de manitre

plus intuitive. Le changement de repere est représenté sur la figure 1.2.
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18 Chapitre 1: Introduction au controle quantique

FIGURE 1.1 — Vecteur de Bloch M (en bleu), champ magnétique By (en vert) et

champ de controle B, (en rouge) dans le repere du laboratoire.
\BO
ZA

UJQt

o

<y

¥ X

X
FIGURE 1.2 — Mouvement propre de M dans le repere du laboratoire (X: , 57, Z )
sous 'effet d’un champ magnétique BOZ . Le repére (Z, 7, Z) tourne a la fréquence

wp, qui correspond a la fréquence de précession de M.

Pour étudier la dynamique dans le repere tournant, on applique au systeme une ro-
tation Rz(t) qui correspond a une rotation d’angle wt autour de l'axe Z. Dans Dlidéal,
la fréquence w est égale a la fréquence de Larmor wy du spin. En pratique, pour une
expérience standard de RMN en phase liquide, on travaille sur un échantillon de taille
macroscopique contenant un tres grand nombre de spins dont les fréquences de Larmor
sont différentes. Cette différence est due a des disparités dans I’environnement de chaque
spin et aux variations locale du champ By. Pour étre rigoureux dans les calculs, on note

w la fréquence de rotation du repére tournant et wy la fréquence de Larmor du spin.
La matrice de rotation qui permet de passer du repere fixe au repere tournant s’exprime
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1.2: Introduction a la Résonance Magnétique Nucléaire 19

sous la forme:

cos(wt) —sin(wt) 0
Ry(t) = | sin(wt) cos(wt) O]. (1.8)
0 0 1

—

Les coordonnées du vecteur de Bloch exprimées dans la base tournante (Z,,Z) sont

données par:

M, My
M,| =Rz | My |. (1.9)
Mz MZ

En dérivant chacune des coordonnées M,, M, et M., on peut montrer que dans le repere

tournant, le vecteur de Bloch a une dynamique de la forme:

My[=|-A 0 al|]|M,], (1.10)
M, ¥ —va 0 M,

ou a et b sont les composantes du champs de controle exprimées dans la base tournante

Rzél. Ils sont donnés par:

a = Bix(t) cos®(wt) — By (t) sin(wt) cos(wt + ¢),

(1.11)
b = Byx(t) cos(wt) sin(wt) + By (t) cos(wt) cos(wt + ¢),

et A = wy— w. On dit que w est quasi-résonnant si “—* < 1. Si cette condition est
vérifiée, la contribution du parametre w sera en moyenne nulle sur un intervalle de temps

grand devant 27 /w. Les expressions de a et b s’écrivent dans ce cas:

B B B
a= %X + 711/ sin(p), b= TIY cos(¢). (1.12)

Cette approximation est connue sous le nom de "rotating wave approximation" (RWA).

Dans la suite du manuscrit, on fixe la phase ¢ = 0, et on introduit les notations:

B B
e X wy = 7 = (1.13)

Les équations de Bloch se réécrivent finalement:

‘ 0 A —wy
M=|-A 0 w, |M (1.14)
wy —wy; O

Les champs de controle w,, w, et 'offset A impliquent respectivement des rotations au-
tour des axes ¥, i et 2’ du repere tournant. L’avantage de cette équation par rapport a
I'équation (1.7) tient au fait que comme la fréquence w est égale ou proche de la fréquence
de résonance wy du spin, le parametre A = wy — w est petit voire nul. La dynamique de
M est alors plus intuitive. La figure 1.3 montre I'effet d'un champ w, dirigé selon 'axe ¥/

du repere tournant.
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20 Chapitre 1: Introduction au controle quantique

—

\y
. B1
M

x

FiGure 1.3 — Dynamique de M dans le repere tournant a la résonance (A = 0),

sous l'effet d’une impulsion polarisée dans la direction /.

On peut introduire dans les équations de Bloch des parametres phénoménologiques
appelés temps de relaxation caractéristiques qui décrivent l'interaction du spin avec son
environnement. Ces parametres impliquent un retour du vecteur de Bloch a sa position
d’équilibre thermodynamique située au péle nord de la sphere. Cette relaxation peut se
décomposer sous forme d’une relaxation longitudinale, de temps caractéristique T}, et
d’une relaxation transversale de temps caractéristique 7T5. La relaxation longitudinale est
aussi connue sous le nom de "spin-lattice relaxation". Cette terminologie fait référence au
fait qu’apres avoir gagné de 1’énergie suite a ’application d’une impulsion radiofréquence,
les spins redistribuent cette énergie dans leur environnement, rétablissant ainsi 1’état
d’équilibre thermique du systeme. Le temps de relaxation transversal T5 est dii au fait que
la fréquence de précession de chaque spin est légerement différente. Ce phénomene est lié
aux différences environnementale des spins et a des différences locales du champ g(]. Si
les fréquences de précession de chaque spin ne sont pas les mémes, alors ils vont tous se
disperser petit a petit, ce qui a pour effet de diminuer I'intensité du moment magnétique
résultant. Ce phénomene est appelé relazation spin-spin ou décohérence quantique. En

tenant compte de cette relaxation, les équations de Bloch s’écrivent sous la forme:

. —T% A —wy 0
M=|-A —2& w, [M+]o0], (1.15)
wy —Wyg —%1 ]\]4_10

ou My est la norme du vecteur de Bloch lorsque celui-ci se trouve dans sa position d’équi-
libre. Cette équation n’est plus conservatrice car la norme de M nest pas constante. Le
vecteur de Bloch est défini dans une boule dite boule de Bloch de rayon My. On peut mon-
trer que cette équation admet un point d’équilibre en (0,0, My). On retrouve 1’équation
conservatrice lorsque la durée totale du processus que 1'on étudie est tres courte devant
les temps de relaxation, ce qui équivaut a dire que les temps T} et T sont tres grands et
que les termes correspondants dans I’équation de Bloch sont négligeables.

Les roles des parametres T et T, peuvent étre décrits de maniere intuitive. Pour cela,

passons en coordonnées cylindriques en faisant le changement de coordonnées M, = rsin 6,
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1.2: Introduction a la Résonance Magnétique Nucléaire 21

M, = rcosf et M, = M., puis intégrons le systéme sans champ de controle. La variable
r correspond au rayon du cylindre et 6 est I’angle entre la projection de M dans le plan

(Z,7) et I'axe ¢. Le systéeme de coordonnées est illustré sur la figure 1.4.

—

A
T
~ M

Z

—) >
)
T
w

FiGURE 1.4 — Coordonnées cylindriques utilisées pour analyser la dynamique du
vecteur de Bloch sous leffet de la relaxation. Le vecteur de Bloch M appartient

au cylindre dont le rayon r diminue au cours du temps.

On peut montrer que la dynamique de r, 8 et M, vérifie:

. . My — M
L N A b [

1.16
Ty’ Ty ( )

En partant d’un point quelconque de la boule de Bloch (rg, 6y, M. ), 'intégration du
systeme est triviale et donne:

r(t) = 7’06_%27 0(t) = At + 0y, M, (t) = My — (M, — Mz,o)e_TLl. (1.17)

On remarque que le temps de relaxation transversal T5 a pour effet de diminuer le rayon
du cylindre sur lequel se trouve M. Plus le temps T5 est faible, plus le rayon du cylindre
diminue rapidement. Le parametre T quant a lui n’affecte que la composante M, du
vecteur de Bloch. On voit que lorsque t augmente, M, augmente jusqu’a atteindre la
valeur My, ce qui correspond a la position d’équilibre du vecteur de Bloch.

Pour que la dynamique du systéme soit physiquement cohérente, on doit toujours avoir
\M (t)] < Mjy. Les conditions nécessaires pour vérifier cette propriété sont équivalentes a
celles démontrées par Lindblad [47] et Gorini [48]. Dans notre cas, la contrainte est la
suivante [49]:

2Ty > Ts. (1.18)

En RMN, la relaxation est un phénomene capital, car I'information sur le systéme est

acquise durant cette phase de 1’évolution.
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22 Chapitre 1: Introduction au controle quantique

Mesure d’un signal RMN

Une expérience de RMN est qualitativement simple & comprendre [20]. Initialement,
Paimantation est a équilibre au pole nord de la boule de Bloch, autrement dit M (0) =
(0,0, Mp). Dans un premier temps, on applique un pulse résonant au systéme, de sorte
que le vecteur M se retrouve sur I’équateur de la boule de Bloch. Ce processus doit étre
suffissamment court par rapport aux temps caractéristiques de relaxation. En général, le
pulse est destiné a une certaine espece chimique, c¢’est-a-dire que la fréquence de résonance
est choisie pour exciter uniquement certains noyaux.

Durant la deuxieme phase, on laisse le systeme évoluer librement sous l'influence de
éo (wy = wy, = 0) et des parametres de relaxation. Elle est appelée Free Induction Decay
(FID). En retournant a leurs positions d’équilibre, les spins vont induire un moment
magnétique dans une bobine attachée au repere fixe du laboratoire, qui va elle méme
induire un signal électrique que 1'on peut mesurer. La bobine étant attachée au repere
fixe, elle détecte un signal oscillant. De plus, la relaxation transversale T, implique que
I'intensité du signal décroit en fonction du temps. Le signal obtenu est alors un signal
oscillant avec un amortissement exponentiel.

On applique ensuite une transformée de Fourier sur le signal obtenu, ce qui va per-
mettre de connaitre la composition de I’échantillon et la structure des molécules. Le spectre
obtenu est constitué de I’ensemble des fréquences ¢ de chaque spin centrés autour de la
valeur de la fréquence de Larmor. La figure 1.5 illustre la trajectoire du vecteur M dans
la boule de Bloch, le signal obtenu et sa transformée de Fourier pour le cas d’un spin non

couplé.

1.2.2 Effet des inhomogénéités

En pratique, les champs By et B, ne sont pas parfaitement homogenes. En d’autres
termes, 'intensité de ces champs varie en fonction de la position spatiale du spin consi-
déré [20]. Dans un premier temps, on ne considere que les inhomogénéités du champ
magnétique éo que l'on écrit sous la forme éo = Bo(X,Y, Z)Z. En construisant les équa-
tions de Bloch, nous avons vu que le champ EO intervient dans le terme d’offset A, qui
n’induit que des rotations autour de l'axe z' de la sphere de Bloch. La dynamique du
vecteur de Bloch est donc gouvernée par des équations de Bloch qui dépendent de la po-
sition spatiale du spin. Les parametres de relaxation 77 et T, n’étant pas affectés par ces
inhomogénéités, on peut considérer les équations de Bloch sans relaxation pour simplifier

le modele. En présence des inhomogénéités, les équations de Bloch sont de la forme:

. 0 AX,Y,Z) —uw,
Mxyz= | -A(X,Y, Z) 0 wy | Mxyz. (1.19)
Wy —Wy 0

Si 'on ne tient pas compte de ces inhomogénéités, la dynamique de I'aimantation risque

d’étre tres différente de celle qui est attendue et il en va de méme pour les résultats de
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1.2: Introduction a la Résonance Magnétique Nucléaire 23

t() t t f wo

FIGURE 1.5 — En haut: Trajectoire du vecteur de Bloch sous 'effet de la relaxation.
Le vecteur de Bloch est le long de I'axe X du laboratoire a Dinstant ¢ = to.En bas:

Signal mesuré (& gauche) et sa transformé de Fourier (& droite).

la mesure. Lors de I'excitation de ’ensemble des spins, le signal est d’autant plus intense
que les spins de I’échantillon sont tous alignés sur un point de I’équateur. Cependant, si
la dépendance spatiale de By est forte, les spins se dispersent et n’atteignent pas néces-
sairement le plan équatorial de la sphere de Bloch, ce qui diminue d’autant le signal émis
dans la bobine. L’effet est illustré sur la figure 1.6.

Le champ de contrdle B est également inhomogene. Son intensité dépend elle aussi
de la position spatiale du spin. Plus formellement, on peut modéliser ces inhomogénéités
en introduisant un facteur d’échelle a(X,Y,Z) de telle sorte que Bi(X,Y,Z) = (1 +
a(X,Y, Z))(B1,Z+ B,Y). Cela se répercute sur les controles du repere tournant w, et w,,.

En prenant en compte les inhomogénéités de By et él, les équations de Bloch sont de la

forme:
. 0 A(va) _(1+a(X7Y7 Z))Wy
Mxy,z = ~A(X,Y) 0 (1+a(X,Y,2)ws | Mxyz. (1.20)
(1+a(X,Y, 2w, —(1+a(X.Y.2)w, 0

Pour améliorer le signal obtenu, 'objectif est alors de déterminer un pulse (w,(t),w,(t))
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24 Chapitre 1: Introduction au controle quantique

FI1GURE 1.6 — Effet des inhomogénéités éo sur la dynamique des spins sous 'effet
d’un pulse d’excitation. Les fleches rouges représentes les spins a I'instant ¢, et les
trajectoires bleues représentent la dynamique de chaque spin au cours du temps.

Plus le spin est loin de la résonance et plus il est éloigné de 'axe & a I'instant .

qui soit robuste par rapport a ces inhomogénéités, c’est-a-dire des controles qui ont des
propriétés telles qu’ils permettent de réaliser un certain transfert sans que celui-ci ne soit
affecté par les inhomogénéités. Ce probléme a fait 'objet de nombreuses recherches [20,
50, 51, 52, 53]. De nombreuses méthodes ont étés mises au point, basées notamment sur
le théoréme adiabatique [43] ou la méthode des pulses composites [54]. Nous verrons qu’il
est tres difficile de manipuler ce genre d’équations en controle optimal. Un moyen efficace
pour résoudre ce probleme est de considérer non pas des fonctions « et A continues dans
I’espace, mais un ensemble discret de spins, ou chaque spin est associé a un couple de
valeurs (A, a). Si I'ensemble est composé de Na x N, spins, alors le controle optimal
permet de trouver des champs qui permettent de manipuler tous les spins simultanément.
En d’autres termes, il consiste & manipuler, avec un seul pulse (w,(t),w,(t)), les Na x N,

équations de Bloch suivantes:

. 0 A —(1+a)w,
Mop=| -4 0 1+ a)w, | Mana, (1.21)
14+ )w, —(14 a)w, 0
avec o € {ay---an,} et A € {Ay,---, Ay, }. Lorsque l'on traite ce type de probleme avec

des méthode numériques, il est nécessaire de discrétiser le temps en N pas. Le nombre N
de pas de temps doit alors étre suffisamment grand pour que la dynamique soit pertinente

vis-a-vis d'un systéme réel ou le temps est continu.
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1.2.3 Controle optimal en Résonance Magnétique Nucléaire

Dans cette section, nous donnons trois exemples d’application du contréle optimal en
résonance magnétique nucléaire, afin d’introduire de fagon treés succincte le role de cette
méthode. De tres nombreux résultats obtenus grace a la théorie du controle optimal sont
présentés dans [38].

Dans un probleme de RMN, la théorie du controle optimal s’applique pour le calcul
des champs de controle w, et w, des équations de Bloch. Une particularité du controle
optimal est que dans certains cas, il permet d’explorer les limites physiques du probleme,
comme le temps minimum ou ’énergie minimum que requiert un certain transfert. Par
exemple, il a permis de déterminer le temps minimum nécessaire a un seul spin pour
étre saturé [49, 55, 56]. Le probleéme de la saturation consiste a transférer le vecteur de
Bloch depuis le pole nord de la boule de Bloch, i.e. M(0) = (0,0, M) vers son centre,
i.e. M(t;) = (0,0,0) & la fin du processus. Pour un tel transfert, il est nécessaire de se
servir intelligemment des parametres de relaxation pour arriver sur la cible. La solution
de ce systeme n’est pas triviale et met en valeur une certaine structure des équations de
Bloch appelée le plan magique. Celui-ci est un plan en dessous du plan équatorial, dont
la position dépend des parametres de relaxation Ty et T5, que le vecteur M doit suivre
pendant un certain temps avant d’arriver au centre de la boule de Bloch. Cela a permis
de déterminer le temps théorique minimum pour réaliser un tel transfert.

Un autre probleme difficile que le contrdle optimal permet de traiter efficacement est
le probléme du contraste en Imagerie Médicale [57, 58]. Le probléme du contraste vise
a maximiser le signal d'une certaine espéce chimique, tout en minimisant celui d’une
autre. Une expérience a été réalisée sur un échantillon contenant du sang oxygéné et du
sang désoxygéné. Ceux-ci ont le méme parametre de relaxation longitudinal 77, mais des
parametres Ty différents, et le but était de trouver un champ de controle qui permet de
saturer le signal émis par le sang désoxygéné, et de maximiser celui du sang oxygéné. Le
résultat est présenté dans [58].

Le probleme de la robustesse expliqué plus haut a aussi été exploré pour réaliser des
transformations unitaires appliquées & un systéme a deux niveaux sans relaxation [59, 60].
Ces transformations réalisent un transfert qui ne dépend pas des conditions initiales. Le
travail porte sur des rotations d’angles 7 et 7/2 autour d’'un axe de la sphere de Bloch.
En d’autres termes, les pulses calculés permettent de faire pivoter le vecteur aimantation
d'un angle m ou 7/2 quelque soit sa position a linstant initial, et de surcroit de fagon

robuste par rapport aux inhomogénéités du champ Bo.
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1.3 Introduction a l’'information quantique

Cette section a pour but d’introduire quelques notions fondamentales en information
quantique. Le sujet étant tres vaste [17, 61], on se contentera des concepts nécessaires qui
seront abordés dans cette these, a savoir le qubit et les portes quantiques. L’information
quantique est apparue au début des années 1990, quand Artur Ekert développait une ap-
proche de cryptographie basée sur U'intrication quantique [62]. Peter Shor découvrait trois
ans plus tard un algorithme quantique, qui, pour un nombre entier N donné, trouve tous
les nombre premiers qui divisent N [63]. Cet algorithme nécessite un ordinateur quan-
tique et fonctionne beaucoup plus rapidement qu’un algorithme classique. Aujourd’hui,
plusieurs propositions ont été faites pour mettre au point des ordinateurs quantiques [64].
Cependant, la réalisation de telles technologies ne semble pas possible dans un futur
proche, principalement parce qu’elles requierent que le systéme interagisse tres peu avec
I’environnement. De plus, du point de vue du controle, 'erreur relative maximum permise
pour la manipulation des qubits doit étre inférieure a 10~* [65], ce qui est encore loin

d’étre le cas en général.

1.3.1 Information classique

La théorie de l'information classique est fondée sur le binairy digit, ou bit, qui est
une unité d’information pouvant prendre la valeur 0 ou 1. Au sein d’'un ordinateur, toute
information, que ce soit une lettre, une couleur, un nombre, est codée par une combinaison
de N bits qui peuvent étre dans un état 0 ou 1. L’information est traitée par des opérations
logiques appelées portes, qui sont des transformations qui font passer un ensemble de bits
d’un état a un autre. Par exemple, le NON logique (ou porte NOT) est une opération qui
s’applique a un seul bit. Cette transformation envoie le bit dans ’état 1 s’il est initialement
dans I’état 0 et vice versa. Ce type d’opération est plus complexe si I’on considere plusieurs
bits. Par exemple, la porte CNOT s’applique a un ensemble de deux bits, que 'on appelle
a et b. Elle est définie de la maniere suivante: si le bit a est dans I’état 0, I’état du systeme

reste inchangé. Si a est dans 'état 1, le bit b change d’état. Le tableau suivant décrit cette

transformation.
Avant | Apres
a b la b
0 010 O
0 1]0 1
1 011 1
1 1|1 0

1.3.2 Portes quantiques a un qubit

En information quantique, I'unité d’information est appelée le bit quantique, ou qubit.

La différence fondamentale avec le bit classique est que le qubit peut prendre la valeur 0
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1.3: Introduction a l’information quantique 27

ou 1, mais aussi étre dans un état qui est une combinaison linéaire de 0 et 1 [17, 61]. Plus
formellement, 1’état d’un qubit est décrit par un vecteur unitaire dans une base donnée

de l'espace de Hilbert de la forme:
) =al0)+ 811, (1.22)

avec (A\|A) = |a|*> + |B]> = 1. Dans ce cas, les opérations logiques sont des transforma-
tions unitaires appliquées au vecteur |)\). Citons par exemple la porte NOT qui est une

transformation de la forme [17, 61]:
[ho) = a|0) + B11) =25 [Ap) = £10) — 1) (1.23)

Toutes les opérations logiques peuvent étre représentées sous forme matricielle. Une porte
est une transformation de la forme |A\f) = Ur|\o), avec Ur une matrice carrée de méme

dimension que le vecteur \. Pour la porte NOT, la matrice U vérifie:

0 —1
Ur = (1 0 ) . (1.24)

Le signe — assure que Ur est de déterminant 1. On trouve la plupart du temps dans la
littérature des portes de déterminant —1. Notre choix est dii au fait que les transformations
sont dans le groupe unitaire SU(2), car on considere que la dynamique est gouvernée par
un opérateur Hamiltonien qui appartient a l'algebre de Lie su(2). Le vecteur |\) étant

unitaire, il peut étre paramétré par des angles suivant la relation:

A) = e (e7% cos (§) [0) + ¢'% sin (£) 1)) . (1.25)
ou Y est une phase globale que nous aborderons plus loin. Le qubit peut étre représenté
par un vecteur de Bloch [17, 61]. Les composantes du vecteur de Bloch associé a (1.25)
s’obtiennent a I’aide des matrices de Pauli. On note la base (Z, 7/, Z) dans laquelle le vecteur
de Bloch se décompose sous la forme M = Y(M, M, M,). Chaque composante M; est
donnée par la relation M; = (Ao;|\), ce qui donne M = (sin  cos ¢, sin 6 sin ¢, cos ). Si
0 = 0, le systeme est dans 'état |\) =|0). Si @ = 7, il est dans I’état |1). Tous les autres
points de la sphere de Bloch correspondent a des états superposés. Le vecteur et la sphere
de Bloch sont représentés sur la figure 1.7.

Dans les coordonnées de Bloch, les opérations logiques reviennent a effectuer des rota-
tions autour d’un ou plusieurs axes de la sphere de Bloch qui ne dépendent pas de 1’état
initial M (0). Une porte quantique a un seul qubit peut alors étre représentée comme la ro-
tation d’un repére ()Z' , 37, 7 ) dans le repere attaché a la sphere de Bloch. Plus exactement,
une matrice de rotation R du groupe SO(3) est associée au signe preés & un propagateur
U du groupe SU(2) [66]. Une matrice de rotation quelconque du groupe SO(3) peut étre
décomposée en fonction des trois matrices R,, R, et R, qui correspondent respectivement

a des rotations d'un angle a autour des axes 7, y et ' de la sphere de Bloch. Ces matrices
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28 Chapitre 1: Introduction au controle quantique

FIGURE 1.7 — Vecteur de Bloch en fonction des angles 6 et ¢. Un bit classique ne

peut étre que sur le pdle nord ou le pdle sud de la sphere.

de base sont données par:

1 0 0 cosa 0 sina cosaa —sina 0
R,=1|0 cosa —sina|, Ry= 0 1 0 , R, =]sina cosa 0f. (1.26)
0 sina cos« —sina 0 cosa 0 0 1

Elles correspondent respectivement a des matrices d’évolution U,, U, et U, du groupe

SU(2) de la forme:

(1.27)
Reprenons 'exemple de la porte NOT. On rappelle qu'indépendamment de 1’état initial
du systeme, la porte NOT réalise la transformation [Af) = Ur |Ag), out Uy est la matrice
donnée dans I'équation (1.24). La matrice Ur s’exprime donc en fonction de la matrice U,
ci-dessus par Ur = U, (7). Elle correspond donc a une rotation d’angle m autour de l'axe

7 de la sphere de Bloch, soit une transformation de la forme M(t;) = R, (m)M, avec:

-10 0
R(m)=10 1 0 |. (1.28)
0 0 —1

Pour représenter cette transformation, on introduit le repére orthonormé ()Z , }7, 7 ). Comme
la porte NOT est une opération unitaire qui ne dépend pas des conditions initiales, elle
réalise une rotation de 7w autour de 'axe ¢ pour les trois axes du repere ()Z' , }7, 7z ). Si c’est
le cas, cela signifie que n’importe quel vecteur M effectue une rotation de 7 autour de
I’'axe 3/ de la sphere de Bloch. La porte peut donc étre représentée comme une rotation
du repere ()Z' , }7, Z ) dans le repére attaché a la boule de Bloch. Ceci est représenté sur la
figure 1.8.

Sur cette figure, a l'instant ¢ = 0, le repere ()Z' ,37, 7 ) est volontairement confondu

avec le repere attaché a la sphere de Bloch pour simplifier la représentation. Quelque soit
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1.3: Introduction a l’information quantique 29

FIGURE 1.8 — Représentation d’'une porte NOT sur la sphere de Bloch.

la position relative des repéres a l'instant ¢ = 0, la porte NOT est réalisée a condition
qu’a l'instant ¢ = t¢, le repere ()?, 37, Z) ait effectué une rotation de 7w autour de 'axe ¥/
de la sphere de Bloch. Ce repere peut étre choisi différemment. En particulier, on peut
le choisir de maniere a ce que I'un des axes, par exemple 1’axe 7 , soit confondu avec le
vecteur de Bloch M. On peut alors repérer Z par les deux angles 0 et ¢ de la figure 1.7.
Pour repérer les deux autres axes X et 37, nous pouvons nous servir d’un troisieme angle,
de sorte que le repere ()? , }7, 7 ) soit repéré par trois angles, qui ne sont rien d’autre que
les angles d’Euler. Ce troisieme angle peut étre choisi comme égal a 1), la phase globale
de I'état |A) (Eq. (1.25)). Cela donne une maniére de représenter completement 1'état

du systeme sur la sphere de Bloch. Les angles d’Euler sont illustrés sur la figure 1.9. En

vX
FIGURE 1.9 — Représentation des trois angles 0, ¢ et ¢ de 1'état |A(t)) (Eq. (1.25)).

M est le vecteur de Bloch associé a cet état, 1 est la phase globale du systéme.

définissant le repere ()2 , }7, 7 ) de cette fagon, une porte quantique peut étre interprétée
comme un transfert d’état a état (c’est a dire de Mya M £) qui tient compte de la phase
globale du systeme (décrite par I'angle ¢ de la figure 1.9). En effet, le transfert d’état a
état est décrit seulement par les deux angles 6 et ¢. La connaissance supplémentaire de
I’angle ¢ permet de déterminer la dynamique du repere complet.

La porte NOT fait partie d’'une famille de portes plus générale, appelées les portes

rotations, qui consistent en des rotations d’un angle a autour de I'axe ¢ de la sphere de

29



30 Chapitre 1: Introduction au controle quantique

Bloch. Une porte rotation s’écrit sous la forme:

B ~ [cos(a/2) —sin(a/2)
Urat(@) = Uyle) = (sin(a/Z) cos(a/2) ) ' (1.29)

Dans cette these, nous allons étudier a plusieurs reprises la porte NOT, mais aussi une
autre famille de portes, dites portes phase, qui consistent en une rotation autour de I'axe

7 de la sphere de Bloch. Une telle porte est de la forme:

efia/Q
Uphase<a) = Uz<a) = ( ’ ) : (130)

0 eia/Q

Une autre opération connue est la porte Hadamard. Celle-ci peut étre décomposée par une

porte Uppase(7) suivie d'une porte Uyor(7/2). La porte Hadamard vérifie:

— (1 1
U adamard — ~ = . 1.31
fadamard = /5 (1 —1) (1.31)

Le facteur —i assure que la transformation appartienne au groupe SU(2). On peut vérifier
que l'on a bien Unadamard = Usot (7/2) + Uppase (7). La porte Hadamard est représentée sur
la sphere de Bloch sur la figure 1.10.

Y

UHadamard

FiGURE 1.10 — En haut: Représentation d’une porte Hadamard sur la sphere de
Bloch. En bas: Décomposition de la porte Hadamard en une porte phase suivie

d’une porte rotation.
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1.3.3 Portes a deux qubits

Les portes & deux qubits [17, 61] s’appliquent a un ensemble de deux qubits couplés
que l'on note a et b. Le systéme est ainsi composé de quatre états. Ces portes agissent sur
la base de 'espace de Hilbert notée {|00),|01),]10),[11)}. Le systéme est dans 1’état |ij)
lorsque le qubit a est dans I’état i et b dans ’état 7. Nous allons introduire une famille de
portes appelées les portes controle-unitaire et voir deux cas particuliers, la contréle-NOT
et la controle-PHASE (respectivement CNOT et CPHASE). Ce type de porte utilise 'un
des qubits comme qubit "de controle’, qui reste inchangé mais dont 'état détermine la
transformation appliquée a l'autre qubit. L’état du systeme est donné par un vecteur
normé composé de quatre coordonnées complexes dans la base de ’espace de Hilbert qui
vérifie:

|>\> = Coo |00> + Co1 |0]_> + cio |]_0> + 1 |]_1> . (132)

Les coefficients ¢;; sont des nombres complexes, et la norme au carré du coefficient ¢;;
correspond a la probabilité que le qubit a soit dans ’état 7 et que le qubit b soit dans
I’état j. Si a est le qubit de controle, alors les portes CNOT et CPHASE vérifient:

100 0 10 0 0
010 01 0 0
U — .U — 1.33
CNOT 000 —1 CPHASE 00 % 0 ( )
001 0 00 0 €%

Plus généralement, ces portes font partie de la famille des portes controle-unitaire, notées
CU, qui laissent le qubit a inchangé et effectuent une opération unitaire sur le qubit b.

Une telle porte s’écrit sous la forme:

Lo O
Ucy = ( 2 ) (1.34)

ou Usyo est une transformation unitaire quelconque, qui peut étre une porte NOT, une
porte PHASE; etc...

1.3.4 Ensemble universel de portes

Un ensemble universel de portes quantiques est composé d’un ensemble de portes a
partir desquelles on peut générer n’importe quelle opération quantique, pour un nombre
arbitraire de qubits [67]. Un ensemble de portes & un et deux qubits peut suffire a étre
universel. Une seule porte a deux qubits permet de coupler tous les spins du systeéme. Une
représentation schématique d’un calcul quantique est donné sur la figure 1.11.

Par exemple, ’ensemble {PHASE,ROTATION,CPHASE} est un ensemble universel
de portes quantiques. A partir de cet ensemble, il est possible de reconstituer, par exemple,
la porte CNOT, en combinant deux portes Hadamard, elles mémes composées d’une porte
PHASE(7) et ROTATION(7/2), et d’une porte CPHASE(w) [68].
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Qubit 1
Qubit 2
Qubit 3
Qubit 4

Qubit N .

Lecture

FIGURE 1.11 — Schéma d’un circuit quantique. Les rectangles bleus sont des portes
a un qubit, et les rectangles rouges des portes a deux qubit. Le temps s’écoule de
gauche a droite. Un ensemble universel de porte permet d’atteindre n’importe quel

état final au moment de la lecture.
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Chapitre 2

Méthodes mathématiques

2.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre les méthodes mathématiques utilisées tout au long
de la these. L’objet de ce manuscrit est de présenter 1'aspect physique des processus de
controle des systeme quantiques. Nous n’aborderons pas en détail les aspects mathéma-
tiques des techniques utilisées. Nous renverrons le lecteur vers des références de base plus

approfondies.

Pour aborder un probléme de contrdle, nous utiliserons souvent la théorie du controle
optimal, basée sur le principe du maximum de Pontryagin [4, 5, 6, 7, 8]. Cette théorie
mathématique permet de déterminer les trajectoires optimales d’un systéme controlé ainsi
que les contrdles associés. Nous verrons qu’il y a typiquement deux approches, une ap-
proche géométrique, qui s’applique a des modeles relativement simples, et une approche
numérique qui permet de traiter des systemes plus complexes [24, 25, 69]. Les méthodes
géométriques nécessitent des outils de la mécanique Hamiltonienne pour intégrer analyti-
quement les trajectoires et les variables de contrdle [4]. L’analyse géométrique donne une
vision globale du systeme physique et permet dans certains cas de trouver les contréles glo-
balement optimaux. Les méthodes numériques consistent en des algorithmes itératifs qui
permettent de calculer des solutions a des problemes de controle qui peuvent étre de tres
grande dimension [70, 71]. Elles permettent de déterminer seulement des optima locaux,
c’est-a-dire que le résultat dépend de I'initialisation du programme et n’est pas forcément
le meilleur parmi toutes les solutions possibles. Les méthodes géométriques ont ’avantage
d’apporter une bonne compréhension des processus de controle. Elles permettent d’ex-
plorer les limites physiques du systéme controlé [49, 72]. Cet aspect fait défaut dans les
méthodes numériques. Bien que tres performantes, les solutions numériques n’apportent
en général pas d’arguments physiques concernant les mécanismes de controle. La théorie
du controle optimal sera présentée sans aucune démonstration, celle-ci étant compliquée

et présentée dans de nombreux ouvrages de référence [4, 5, 6, 7].
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2.2 Probleme de controle optimal

Comme nous ’avons dit dans I'introduction, le controle optimal est basé sur le Principe
du Maximum de Pontryagin (PMP) [4]. Ce principe s’applique a des systémes contrdlés de
dimension finie, ¢’est-a-dire de telle sorte que 1'état du systeme Z(t) = {z1(¢), ..., x,(t)} €
R™ soit relié au contrdle u(t) = {ui(t),...,un(t)} € R™ via une équation différentielle
ordinaire, ou ¥ et @ peuvent étre de dimensions différentes. Un systeme de controle a

donc une dynamique régie par une équation de la forme:

7= f(&,1,1). (2.1)
Supposons que notre systéme soit controlable [3, 73], ¢’est-a-dire qu’en partant a un instant
to d’'un état initial 2(ty) = ), il existe des controles u tels qu'a un certain temps ¢ le

systéme atteigne un état cible Z(ty) = Z,. On définit la fonctionnelle de cotit J suivante:

t
J= / "0, @ t)dt, (2.2)
to

ot f et J sont des fonctions & valeurs dans R. f° est une fonction que 1'on choisit. Elle
caractérise la quantité physique J que le PMP va permettre de minimiser. On peut aussi
choisir de maximiser .J, mais dans ce cas on parle plutot de fidélité que de cotit. Le cofit
J est généralement la durée pour transférer un systeme d’un état initial vers un état
final ou I’énergie que nécessite ce transfert. Le probleme est alors le suivant: parmi toutes
les stratégies de controle u qui réalisent le transfert désiré, on veut déterminer celle qui
minimise la fonctionnelle de cofit J. Cette formulation est plus générale que celle utilisée
en calcul variationnel classique [74]. En effet, dans ce dernier cas, la fonction fO(7,,t)
est un Lagrangien qui sécrit £(Z, z, t), ce qui revient a poser U = z et dim[d] = dim 7.
La trajectoire ¥ minimise J si la dérivée de J par rapport au chemin choisi est nulle.
Concretement, si & est la trajectoire optimale et si @ + h est une trajectoire voisine de
7, alors la quantité J(Z + ﬁ) — J(Z) doit s’annuler. On peut montrer que ceci est vrai si

trajectoire T satisfait les équations d’Euler-Lagrange suivantes:

oL d (0L

Ces équations constituent la condition d’optimalité du premier ordre [75]. En d’autres
termes, en calcul variationnel classique, la trajectoire qui minimise la fonctionnelle de
cotit satisfait nécessairement les équations d’Euler-Lagrange.

Dans le contexte du contrdle optimal, on impose la contrainte @ € U, ou U est un
sous-espace de R™. Cette contrainte se comprend aisément dans le cas ou les controles
sont bornés. Par exemple, si le controle u est I'angle avec lequel on tourne le gouvernail
d’un bateau, la contrainte est de type umin < u < Unax et traduit le fait qu’on ne peut pas
tourner le gouvernail au dela d’un certain angle. Le controle optimal traite un probléme

plus général, qui permet de retrouver le probleme traité par le calcul variationnel classique
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2.2: Probleme de controle optimal 35

en posant U = Z. La condition d’optimalité du premier ordre est donné par le Principe du
Mazximum de Pontryagin que nous allons énoncer plus loin. La fonction (7,4, t) dans la
fonctionnelle de cotit doit étre choisie en fonction de la grandeur que 'on veut minimiser.
Par exemple, si l'on choisi fO(Z, 4, t) = 1, on voit immédiatement que J = t; — t, et que
le probleme consiste a minimiser la durée du passage de I’état initial 7y a I’état cible ..
Pour minimiser 1'énergie que cofite le transfert, on pose fO(Z,,t) = |u|?, de sorte que
J = ftl;f fOdt corresponde & 1'énergie utilisée par les controles.

On peut distinguer trois grandes formes de problemes de controle optimal.

Probleme de type Lagrange. Ce probléeme est celui que nous avons déja présenté.
Dans ce probleme, le systeme est transféré d’un état initial vers un état cible en
minimisant un cott qui dépend du chemin suivi. Il s’applique a des systemes com-
pletement controlables car le systeme atteint exactement 1'état cible. Un exemple
est la saturation d’un spin en RMN [49] que nous avons évoqué dans la section 1.2.3
du premier chapitre. Dans ce probleme, le systeme est transféré depuis le pole nord

vers le centre de la boule de Bloch en temps minimal.

Probleme de type Mayer. Ce cas s’applique a des systemes dont la cible n’est pas
un état précis ou lorsque le systéme n’est pas controlable et que 1'on cherche a se
rapprocher au maximum de la cible. Le cofit est alors un cotit terminal qui ne dépend

que de I'état a t =ty de la forme:

J = g(Z(ts), ty). (2.4)

Par exemple, on a affaire a ce type de probleme lorsque 'on cherche a optimiser la
robustesse d'un certain transfert, ¢’est-a-dire de déterminer des contrdles qui restent
efficaces malgré I'influence d’événements imprévus sur la dynamique du systéme.
On cherche alors a se rapprocher au mieux d’un état cible Z.. La fonction g peut
12

s’exprimer sous la forme g(Z(ty)) = ||Z.—Z(ts)||*. Le cotit est nul lorsque I'état cible

est parfaitement atteint.

Probleme de type Mayer Lagrange. C’est la forme de probleme la plus générale.
Dans ce cas, on cherche a optimiser a la fois la distance entre I’état final et 1’état
cible et le cotit de la trajectoire, qui peut étre entre autre 1’énergie ou le temps. On

a donc un colit qui est la somme des deux précédents, c’est-a-dire:

J=g(Z(ts), tr) + /t:f &, a0, t)dt (2.5)

Ce type de systeme est appelé probleme de Mayer-Lagrange. On peut pondérer les
deux termes de ce cofit afin de privilégier la précision du transfert, sa durée ou

I’énergie utilisée.
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2.3 Principe du maximum de Pontryagin

Le principe de maximum de Pontryagin (PMP) permet de traiter un probleme de
contrdle en ’écrivant sous forme Hamiltonienne. En effet, il stipule que si le controle est
optimal, il existe un vecteur adjoint § et un scalaire p° de sorte que 'on puisse définir un

pseudo-Hamiltonien de la forme:
Hy=p-f+p°f (2.6)
avec p” une constante négative ou nulle, du fait que nous ayons ici un principe du maxi-

mum. Le terme p° vient du fait que la fonction f° est considérée comme une coordonnée

du systeme. En d’autre terme, on étend le nombre de coordonnées du systeme. On passe

—

X
d'un état @ € R™ a un état ( ) € R™™ avec 29 tel que i° = fO(z,u,t). On fait de

20

pO

Si une trajectoire (Z(t), p) est extrémale, alors elle satisfait les équations de Hamilton-

méme pour ’état adjoint que I'on définit par p) € R+,

Jacobi données par:
0H, 0H,

-’ - or
Le PMP nous dit que les controles optimaux «* maximisent le pseudo-Hamiltonien. For-

7= p= (2.7)

mellement, les contrdles vérifient:
H(Z*, p*, u*) = max H,(Z", p*, ), (2.8)
ael
ou l'exposant * désigne une solution optimale. Le Hamiltonien H(Z*, p*) est appelé Ha-
miltonien de Pontryagin. En d’autre termes, les controles optimaux doivent satisfaire la
condition de maximisation:

ut = argrggchp(F,ﬁ*,ﬁ). (2.9)
Si le controle u appartiennent a un ensemble ouvert de R™ et si H, est une fonction

dérivable par rapport a « alors la condition de maximisation implique:
OH, (T, p, i)

ou

Si de plus ’équation (2.10) permet de déterminer @ comme une fonction continue de &

= 0. (2.10)

et de p, alors le Hamiltonien de Pontryagin H a les mémes propriétés quun Hamiltonien
classique. Il satisfait donc les équations de Hamilton-Jacobi. Cela signifie qu’en substi-
tuant I'expression @(Z, p) dans le pseudo-Hamiltonien, on obtient un systéme Hamiltonien
standard sur lequel on peut appliquer tous les outils de la mécanique analytique.

Si le terme p° de 1’équation (2.6) n’est pas nul, les trajectoires solutions de (2.9) et des
équations de Hamilton sont dites normales. Elles sont anormales sinon. Pour expliquer ce
concept, développons les équations de Hamilton:

5 o — 5 0 R 0 0
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Dans le cas anormal, on voit que les solutions ne dépendent pas du cotit car le terme
p?0f°/0F s’annule. Elles sont pourtant extrémales, puisqu’elles satisfont les conditions
d’optimalité du PMP. Ceci peut étre expliqué par le fait que le controle qui est solution
du probléme est unique, par conséquent il est optimal, puisque c’est le seul possible [5].
Dans le cas normal, on a bien des solutions qui dépendent du cotit. De plus, dans ce
dernier cas, le couple (7, po) est défini & une constante pres. Si dans notre probléme, le
temps final t; n’est pas fixé, on doit tenir compte d'une contrainte supplémentaire de la
forme:

Hy (&), Aty 7(ey) = = ) 212

f
En général, comme g = ¢g(Z(t)) ne dépend pas explicitement du temps, cette contrainte
devient H = 0. Un autre point important du théoreme concerne les conditions de trans-

versalité qui sont les suivantes:

— Pour un probleme de type Mayer ou Mayer-Lagrange, la minimisation du terme

g(Z(tr)) (g ne dépend pas du temps) implique la condition suivante:
pty) = 28 (2.13)

— Dans un probleme de type Lagrange, si le point final n’est pas fixé, on a p(t;) = 0.

Dans cette these, nous traiterons uniquement des problemes de contrdle bilinéaires dont
la dynamique est gouvernée par:
. — m —
T = Fo(Z) + > wFi(T). (2.14)
i=1
On remarquera que I’équation de Schrodinger est de cette forme. Le pseudo-Hamiltonien

d’un systeme linéaire est alors donné par:

Hy=7 Fy+ Y wgp-F+p°f°. (2.15)

2.4 Controle géométrique

2.4.1 Controle en énergie minimum

Dans ce type de probleme, on considere en général des contrdles non contraints tels
que © € R™, ce qui implique que la condition de maximisation du Hamiltonien s’écrit
simplement 0H,/0u = 0. La fonctionnelle de cotit doit décrire I'énergie utilisée par les
controles. La fonction f° peut étre choisie de la forme f° = |i@|?>. On s’intéresse au cas
normal (p° # 0). En énergie minimum, le parameétre p® est fixé par convention a p° = —1/2.

Le pseudo-Hamiltonien s’obtient en injectant (2.14) et f° dans (2.6), ce qui donne:
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La condition de maximisation donne directement l’expression de chaque contrdle u;. On
a:

H . .
0 P=p-Fi—u=0=u=pF. (2.17)
3ui

Le Hamiltonien de Pontryagin est alors obtenu en substituant I'expression des champs

dans le pseudo Hamiltonien. On obtient:

m

H=p Byt 3.5 F)” (2.18)

i=1

Ce Hamiltonien ne dépend plus des controles et il a toutes les propriétés d'un Hamil-
tonien classique. Le systeme différentiel de I'état adjoint est donné par les équations de
Hamilton (2.7). En 'intégrant, on obtient donc p(t), puis on déduit de I'expression des
champs de vecteurs F’Z les controles donnés par 'équation (2.17). A ce niveau, nous n’avons
qu'une forme générale des controles, il reste donc a les adapter pour réaliser un trans-
fert particulier. Le principe est donc de déterminer la trajectoire de I'espace des phases
(Z,p) correspondant au transfert qui nous intéresse. Par exemple, on souhaite effectuer
un transfert Z(ty) = @y — Z(ty) = #y. Comme l'espace des Z n’est qu'une projection de
I’espace des phases, il peut donc exister une infinité de solutions. Cependant, si on fixe le
temps final ¢¢, on restreint le nombre de solutions. Rappelons aussi que si I’on ne fixe pas
tr, alors le systeme est contraint par (2.12), ce qui est équivalent a fixer I'état adjoint a
'instant final p(ts). Dans ce cas, on peut déterminer un (ou plusieurs) état adjoint initial
p(0) qui satisfait le transfert, c’est-a-dire une trajectoire de I’espace des phases. Le vecteur
Po peut étre déterminée avec une méthode de tir [24, 76] qui consiste a tester plusieurs
conditions initiales py pour déterminer celle qui permet d’atteindre la cible a I’aide d’une
méthode de Newton. Une fois que cette trajectoire est connue, nous avons les fonctions
dépendantes du temps Z(t) et p(t), ainsi que les controles associés donnés par u; = p'- F,
(Eq. (2.17)). Afin d’illustrer ce concept, nous allons appliquer le PMP & un oscillateur
harmonique. Dans beaucoup d’ouvrages [5, 6, 7], le probléme est traité en temps optimal

avec un controle borné. Nous allons le résoudre ici en énergie minimum.

Exemple: Controle en énergie minimum d’un pendule harmonique.

Probleme. La dynamique d’un pendule harmonique controlé est gouvernée

par ’équation différentielle:
03(t) 4+ gx(t) —u(t) =0, (2.19)

avec x l'angle par rapport a la verticale, ¢ la longueur de la corde, g 'accéléra-
tion de la pesanteur et u(t) le controle (voir Fig. 2.1). On pose £/ = 1 et g =1,
ce qui revient simplement a un changement d’unités. Afin de se ramener a un

systeme du méme type que (2.14), on pose y = &, ce qui transforme notre
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Q

FiGURE 2.1 — Hlustration d’un pendule simple.

systeme en un systeme a deux coordonnées satisfaisant:
r=1Y,

(2.20)
= u(t) —x(t),

Remarquons qu'en posant X = t(x,y), le systéme est de la forme X = ﬁo()? )+
uFy(X), avec Fy = '(y, —x) et F; = *(0,1). On souhaite controler le systéme
d’un point initial fixé X (0) = Xo = (¢, yo) vers un point cible X (t7) = X, =
“(x¢,y.). On cherche & minimiser Iénergie que cofite le transfert. On choisit

donc une fonctionnelle de cofit de la forme
¢
J= / L odr, 0=l (2.21)
0

Calcul du contréle. Le pseudo-Hamiltonien s’obtient en appliquant la for-
mule (2.18). Dans notre cas, nous avons un seul champ. On obtient donc:
L,
—u”.
2
La condition de maximisation, donnée dans ce cas par 0H /Ou = 0 comme nous

H, = yp, — xpy + up, — (2.22)

I'avons expliqué au début de cette section, implique u = p,,. Le Hamiltonien de
Pontryagin est alors obtenu en substituant v = p, dans le pseudo-Hamiltonien,

ce qui donne:
1

Pour calculer le controle u, on exprime la dynamique du vecteur adjoint en
utilisant les équations de Hamilton.
OH 0OH
Iy = ——— =Dy, Py = ——— = —Da. 2.24
b or  Pv P Ox b (2:24)
Les composantes du vecteur adjoint sont donc données par p, = Asin(t + p)

et p, = Acos(t + p). Le champ de controle est alors de la forme:

u = Acos(t + p). (2.25)
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Solution générale. La forme (2.25) correspond a la forme générale du controle,
mais les parametres A et p doivent étre adaptés en fonction du probleme. Pour
les déterminer, il est nécessaire de résoudre les équations du mouvement. En
remplagant 'expression de u dans le systéme (2.20), on peut intégrer le sys-

teme et montrer qu’on obtient la solution générale:

x(t) = ¢y cos(t) + cosin(t) + étsin(t +p)
) (2.26)
y(t) = —cy sin(t) + co cos(t) + 5 ( sin(t + p) + t cos(t + p)> :

Solutions en partant de I’équilibre. On suppose qu’a t = 0, le pendule est

dans sa position d’équilibre en (zg,yo) = (0,0). En substituant cette condition

dans (2.26), on en déduit que ¢; = 0 et ¢o = —Asin(p)/2. Les solutions
deviennent:
A L :
z(t) = 5( — sin psin(t) + tsin(t + p))
(2.27)

y(t) = é(cospsin(t) + t cos(t + p)) :
Afin d’analyser la structure de ces solutions, on peut montrer que dans l'es-
pace (z,y,t), les solutions vivent sur une certaine surface. Cette surface est
paramétrée par I’équation:
ot t1? t "k
[z sin 5 + y cos 5} [z cos 3 — ysin 5} A2

(t +sint)? (t — sint)? = (2.28)

Pour chaque valeur de t, cette équation correspond a celle d'une ellipse centrée
en (z(t),y(t)) = (0,0), dont I'axe forme un angle de t/2 avec I'axe y et dont
'excentricité est égale a /1 — (b/a)? lorsque a > bet /1 — (a/b)?> quand a < b,
avec a = t—sint et b = t+sint. Si on trace ces ellipses pour tout ¢, on obtient
une surface en forme de vortex comme sur la figure 2.2. Pour une certaine
valeur de 'amplitude A du champ, toutes les solutions qui partent de (0,0)

vivent sur ce vortex.

Solution particuliere a t; fixé. Supposons que I'on souhaite atteindre ’état
(ey ye) = (/6,0). Comme nous I'avons dit plus haut, dans 'espace des états
(x,y), il existe une infinité de solutions sélectionnées par le PMP et capables
de réaliser le transfert (xo,vo) — (z,y.). Si on fixe le temps final ¢;, alors
on impose une contrainte supplémentaire qui permet de calculer une solution
particuliere. Si on ne fixe pas tf, le PMP impose une condition de transver-
salité supplémentaire qui permet elle aussi de calculer une solution. Ici nous
choisissons de fixer ¢.

On rappelle qu’a l'instant ¢; on doit avoir (z(ts),y(tr)) = (ze, ye) = (7/6,0).
Imposons ¢y = 37. En substituant ces conditions dans 1'équation (2.28), on

obtient que A = 1/9, ce qui fixe le vortex sur lequel vivent les solutions.
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FIGURE 2.2 — Solution optimale (x*(¢),y*(t)) (trait plein) pour le contrdle en
énergie minimum de 'oscillateur harmonique dans 'espace (z,y,t) et projection
dans les différents plans (z,y) (bleu), (x,t) (rouge), (y,t) (vert). La surface corres-
pond au domaine d’accessibilité de 1’état X = (z,y) pour un controle d’amplitude
A = 1/9. Elle est donnée par I'équation (2.28). La trajectoire en pointillés est
controlée par un champ de méme amplitude que la trajectoire optimale, mais avec

une phase p différente, ce qui fait qu’elle n’atteint pas I’état cible.

Chaque solution est donc associée a une valeur de la phase initiale p. Cette
phase se calcule facilement en substituant la valeur de A et de ¢; dans une des
équations du systeme (2.27). On obtient p = —7/2.

La solution est montrée sur la figure 2.2 ainsi que le vortex correspondant a
une amplitude du contrdle A = 1/9. La courbe en rouge représente 1’évolution
de x en fonction du temps, c¢’est-a-dire I'évolution temporelle de I'angle entre
I’axe du pendule et la verticale. On remarque que le pendule oscille en prenant
de plus en plus d’amplitude au cours du temps. Cela signifie qu’en partant de
la position d’équilibre, le moyen le plus économique pour faire gagner de 'am-
plitude au pendule est de 'accompagner dans son mouvement d’oscillation, ce
qui est finalement tres intuitif. En effet, imaginons un pendule tres lourd. Si on
essaye de lui faire prendre de 'amplitude d’un seul coup, ce sera tres difficile
a cause de son poids. En revanche, en accompagnant son mouvement de sorte
que chaque oscillation gagne en amplitude, moins d’énergie sera nécessaire.
Finalement, 'énergie minimum pour réaliser le transfert (0,0) — (7/6,0) en
une durée ty = 37 est donnée par:

3mA? o

t t
E :/fu2(t)dt :/fAQ cos2(t + p)dt = T (220
0 0 2 54

dans nos unités particulieres.
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2.4.2 Controle en temps minimum

Un aspect tres particulier du PMP est qu’il peut donner des contrdles continus par
morceaux. Ce cas s’obtient par exemple lorsque la dynamique d’un systeme est controlée
par des champs bornés, c¢’est-a-dire tels que chaque composante u; du controle appartienne
a un domaine du type —M; < u; < M;. Pour simplifier les explications, on considere un

systeme a deux dimensions de la forme [8]:

—

T=F(ry,z) +u-Glz,2,), ueR, ZeR? FeR? GeR? |u<1. (2.30)

On souhaite atteindre un état cible 7, en temps minimum en partant du point Z. Le cotit

correspondant s’écrit sous la forme:
ty 0
J = frdt. (2.31)
to

Il s’agit donc d’un probléeme de Lagrange (Eq. 2.2) avec f° = 1. Le pseudo-Hamiltonien
est alors de la forme Flp =p- Z+ p°. Le deuxiéme terme étant une constante, on peut
redéfinir le pseudo-Hamiltonien comme H,, = flp —p° de facon & absorber cette constante.

On obtient alors un pseudo-Hamiltonien sous la forme:
H,=p - F+up-G. (2.32)

Le Hamiltonien de Pontryagin s’obtient en remarquant que le pseudo-Hamiltonien (2.32)

est maximum si ’on choisit:

—

u = sign(p- G) = sign(P(t)). (2.33)

La fonction ®(t) est appelée fonction de switch. Dans le cas régulier, le controle u ap-
partient toujours au bord de son domaine de définition. Il peut passer de 1 a —1 et
réciproquement. Si la fonction switch change de signe pendant la dynamique, on dit qu’il
commute. La solution Z(t) associée est appelée une solution bang-bang. Si elle ne change
pas de signe, le controle est constant tout au long de la dynamique et la solution Z(t) est
appelée une solution bang. Dans certains cas particuliers, la fonction ® s’annule pendant
un certain temps. Le controle associé est dit singulier et ne peut pas étre directement
déterminé [2]. Cependant, durant cette période, on a nécessairement ¢ = d=-..=0.
On peut donc calculer la dérivée de @ jusqu’a ce que l'expression obtenue dépende du
controle u. La dérivée premiere de & peut s’écrire en fonction des crochets de Lie en

utilisant les propriétés suivantes:

b — jt@ Q)= -V, H-G+p- (V.G)3
= - [VLG(F + uG) — V. (F + uG)G (2.34)
=5 [F,G],
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avec V, = 0/0% et ou les crochets de Lie sont définis comme [A, B] = (V,A)B—(V,B)A.

La fonction p - [ﬁ, é] dépend de la dynamique du systeme. Dans le meilleur des cas, la
dérivée seconde dépend du controle u, de sorte que 1'on ait:

L (7. [F, ]

G, [F,G]]

Lorsque ce type de contrdle apparait pendant un temps ¢t € [t1, 5], I'espace des phases

[l

associé est appelé le lieu singulier. On rappelle que sur cet intervalle, on doit avoir ® =
d = 0, cest-a~dire p- G = - [ﬁ, é] = 0. Le lieu singulier qui satisfait cette condition
vérifie:

det(G, [F,G])) = 0. (2.36)

—

Ici, le lieu singulier est indépendant de p’ (les fonctions F et G ne dépendent que de )

2.4.3 Points de coupure et points conjugués

Le flot Hamiltonien engendré par le Hamiltonien de Pontryagin contient la trajectoire
optimale recherchée. Celle-ci est globalement optimale lorsqu’il n’y a aucune autre trajec-
toire qui permette de minimiser davantage le cotit. Elle est localement optimale lorsqu’elle
minimise le cotit parmi les trajectoires de son voisinage. Il existe des cas ou une trajectoire
perd son optimalité & un instant donné [77, 78]. On appelle point de coupure le point &
partir duquel la trajectoire cesse d’étre optimale. Le probléme des points de coupure est
un aspect tres important en controle optimal car c’est une perte d’optimalité globale. Le
lieu de coupure d'un point Ty est I'ensemble des points de coupure des trajectoires partant
de 7. Par exemple, pour des trajectoires minimisant la distance entre deux points sur
une sphere, le lieu de coupure du poéle nord de la sphere est le pole sud de cette derniere.
En effet, si 'on prolonge une géodésique sur la sphere qui atteint le pole sud, les points
qu’elle atteindra seront nécessairement atteignable par une autre trajectoire plus courte.

Un point conjugué est le premier point ot une trajectoire perd localement son optima-
lité. La perte d’optimalité est locale dans le sens ou la trajectoire n’est plus optimale par
rapport a une trajectoire voisine. En physique, un tel point est lié aux points du portrait
de phase ou les trajectoires se concentrent. On retrouve ce concept en optique avec la
notion de caustique. Le lieu conjugué du point 7 est ’ensemble des points conjugués de
Zo.

Les points conjugués sont le résultat d’une condition d’optimalité au second ordre.
La définition rigoureuse de tels points nécessite d’introduire le concept de champs de
Jacobi [77]. Soit un ensemble de trajectoires Z)(t) émanant du Hamiltonien de Pontrya-
gin qui forment une famille contintiment paramétrée par A\. On considere une trajectoire
particuliere 2\, (t) = (#(t),p(t)) et une trajectoire voisine z,sx(t). Le champ de Jacobi
permet d’évaluer la variation des trajectoires en fonction du parametre \. Il vérifie:

05\(1)

St = (2.37)

A=A
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Un point de I'espace des états Z(t.) est conjugué au point Zy sl existe un champ de Jacobi
07 solution de I’équation aux variations le long de 'extrémale de référence Z(t) suivante:

07 = %—g .67, (2.38)
non triviale (0Z(t) # 0) et de telle sorte que 02(0) = 62(t;) = 0.

Des méthodes numériques ont été développées pour calculer de maniere systématique la
position des points conjugués. C’est le cas du code COTCOT [79] développé a I'université
de Bourgogne. Dans cette these, nous nous contenterons d’utiliser des méthodes au premier
ordre. Nous ne chercherons pas a déterminer la position des points conjugués et des points
de coupure. Pour les problemes physiques étudiés dans ce manuscrit, les conditions au
premier ordre seront suffisantes, notamment pour les implémentations expérimentales.
Dans le cas de systémes complexes, il est de toute fagon tres difficile (et peu utile en

pratique) de déterminer I'optimalité globale ou locale des trajectoires.

2.5 Controle numérique

2.5.1 Introduction

Lorsque le systeme a trop de dimensions pour pouvoir étre traité géométriquement,
il est nécessaire de faire appel a des méthodes numériques permettant de déterminer
des solutions optimales. Le principal avantage d’'une méthode numérique est de pouvoir
traiter des modeles beaucoup plus réalistes que des modeles simples a deux ou trois di-
mensions. Les champs de controle calculés numériquement sont voués a étre directement
implémentés sur des dispositifs expérimentaux. Elles permettent, entre autres, de calculer
des solutions robustes par rapport aux imperfections expérimentales. Il existe typique-
ment trois types d’approche. Les algorithmes génétique ou d’évolution [80, 81, 82] sont
des méthode a l'ordre 0 qui sont utiles lorsque l'on n’a aucune idée des stratégies de
controle adaptées au probléeme. En partant d’un certains nombre de controles choisis aléa-
toirement, ces algorithmes améliorent au fur et & mesure les champs de controle a partir
d’un principe général d’évolution issus de la génétique et de la théorie de Darwin. Les
méthodes numériques a l'ordre 1 basées sur un calcul de gradient permettent de déter-
miner un optimum local. Elles améliorent petit a petit la solution jusqu’a ce qu’elle soit
optimale. Cet optimum n’est pas atteint avec une trés grande précision. Pour 'atteindre
avec la précision numérique, il est nécessaire d’utiliser des approches au second ordre qui
utilisent des algorithmes de Newton [24, 83]. Le choix de la méthode doit étre fait selon
le systeme traité et I'objectif souhaité. Pour les travaux que nous allons réaliser, les mé-
thodes a l'ordre 1 seront suffisantes. Les expérience menées ne permettent pas de faire des
mesures extrémement précises, mais les systémes sont suffisamment simples pour avoir
une bonne idée des stratégies de controle a mettre en place.

Il existe aujourd’hui plusieurs algorithmes a ’ordre 1 utilisés en mécanique quantique.

Ils sont basés sur des méthodes de type gradient [25], ou de type Krotov [69, 84]. Dans
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ces algorithmes, le principe est d’optimiser les champs de contréle de maniere itérative
afin que le systeme soit le plus proche possible d'un état cible a l'instant ¢y. Dans un
algorithme numérique, le temps est discrétisé en N pas. On considere donc un champ de
controle constant par morceaux de longueurs ¢,,.; — t,. Le champ de controle est donc
décomposé en N parameétres u(t,). Dans une méthode du gradient, tous les parametres
u(t,) sont optimisés simultanément. Par contre, dans une méthode de type Krotov, les
u(t,) sont optimisés séquentiellement. Les deux méthodes ont donc des profils de conver-
gence différents [38]. Dans tous les cas, ces algorithmes sont des méthodes de premier
ordre. La cible n’est donc généralement pas atteinte avec une tres grande précision. Ce-
pendant, elles peuvent étre étendues a des méthodes du second ordre, afin d’améliorer
la précision du résultat [83, 85, 86]. Un des aspects négatifs de ces algorithmes est qu’ils
nécessitent de résoudre les équations du mouvement a chaque itération, afin de connaitre
I’état du systeme a 'instant final. Les équations du mouvement sont intégrées grace a des
algorithmes de propagation qui sont cotiteux en temps de calcul. Par conséquent, ce point
peut-étre un probléme pour des systemes plus complexes comme des ensembles de spins
couplés ou d’autres systemes de tres grande dimension. Plusieurs algorithmes ont été mis
au point pour contourner ce probleme. Citons par exemple 1'algorithme CRAB (Chopped
Random Basis) [70, 71], qui permet de traiter des systémes composés de nombreux spins

couplés en diminuant considérablement le nombre de propagations.

Une autre approche possible pour limiter les temps de calcul est de contraindre les
champs de controle a garder une certaine forme analytique. Cela permet d’optimiser un
nombre moindre de parametres et donc de converger plus vite vers un optimum. Selon la
paramétrisation choisie, cette méthode peut aussi permettre de réduire considérablement
le temps de calcul lié a la propagation. Dans ce cadre, la méthode des pulses compo-
sites [54, 87] fait intervenir des champs de controle si simples qu’elle permet de résoudre
analytiquement les équations du mouvement. L’algorithme de Shinnar le Roux, quant a
lui, utilise des impulsions de durée tres courte appliquées successivement, ce qui permet de
découpler la dynamique liée aux inhomogénéités du champ By de celle due au champ de
controle radiofréquence, puis d’écrire la solution comme un polynome dont les coefficients

peuvent étre optimisés pour atteindre un certain profil de robustesse [88, 89].

Dans cette these, nous nous servirons de I'algorithme GRAPE (Gradient Ascent Pulse
Engineering [25]) qui est une méthode du gradient. Nous utiliserons GRAPE pour op-
timiser des fonctions analytiques afin de calculer des solutions relativement simples et
de garder ainsi des arguments physiques sur le mécanisme de contréle. Dans une opti-
misation numérique, nous adaptons toujours 'algorithme a un probleme de type Mayer
ou Mayer-Lagrange, mais jamais directement a un probleme de type Lagrange car nous
avons besoin d’une fonctionnelle de cotlit qui dépend de I’état final du systeme. En d’autres
termes, nous définissons toujours dans le cotit une fonction du type g(Z(ty)) qui traduit le
fait que nous souhaitons toujours nous rapprocher au mieux d’un état cible, en minimisant

éventuellement 'énergie ou d’autres grandeurs qui dépendent du temps.
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2.5.2 Meéthode du gradient

La méthode du gradient consiste a déterminer le minimum (ou le maximum) d’une
fonction qui dépend de un ou plusieurs parametres [90]. Dans notre cas, nous cherchons
des controles wug(t) qui minimisent une fonction J. Pour simplifier les explications, on
ne considere qu'un seul controle u(t). Dans un algorithme numérique, le temps t est
discrétisé et composé de N valeurs de sorte que t € {ty,...,tx}. Le probleme du gradient
consiste alors a trouver 1’ensemble des u(t,) = u,, qui minimisent la fonctionnelle de cofit
J = J(uy,...,u,). Le principe est le suivant. On initialise arbitrairement tous les u,. A
chaque itération, 'algorithme modifie 1égerement chaque parametre u, pour que le cotit

diminue systématiquement. Plus précisément, on a:

oJ

“ou

U=Up,

Wi = ) +

(2.39)
Le nom de "méthode du gradient" vient du fait que nous ajoutons a chaque itération
le gradient 0.J/0u,, multiplié par un petit parametre ¢ < 0 (dans le cas ot on cherche a
maximiser J, on a e > 0). Si € est suffisamment petit, le cotit a I'itération i+1 est forcément
plus petit que celui a Uitération 7. Pour le montrer, notons o le vecteur *(uy, ..., uy). En

faisant un développement limité au premier ordre en €, on a:

2

| Lo | .
JED = g <z7<2> + eﬁ> _ 0|2 O(e*) < JW, (2.40)

ov v

qui est vrai tant que les termes en €* sont négligeables, c’est-a-dire tant que € (qui est ici
négatif) est suffisamment proche de zéro. Lorsque J atteint un minimum, alors le gradient
0J/0v est nul et les u,, sont optimaux. La fonction J(uy, ..., uy) peut admettre plusieurs
minima, mais ’algorithme ne converge que vers un minimum voisin de la configuration ini-
tiale choisie {ugmi), s uﬁ@’")} La solution dépend donc de notre initialisation, il s’agit d'un
optimum local, qui n’est pas forcément le minimum global. Cette situation est illustrée
sur la figure 2.3.

En pratique, le parametre € est un parametre que 'on ajuste pour que l'algorithme
converge vers un optimum assez rapidement. Si on le choisit tres petit, on peut étre str
que I'on atteindra I'optimum voisin, mais en un nombre d’itérations tres élevé et donc un
temps de calcul tres long. Si € est trop grand, alors les parametres w,, varient trop entre
chaque itération et I’algorithme n’arrive pas a converger, car les termes en € ne sont pas
négligeables et donc la relation (2.40) n’est pas valable. Dans un régime intermédiaire, le
colit diminue de maniere monotone en fonction du nombre d’itérations. Le parametre €
peut étre déterminé avec une méthode de linesearch [90], qui calcule pour chaque itération
la valeur de € tel que J@ — J0+D s0it maximal, ¢’est-a-dire de sorte que le cotit diminue
le plus possible entre les itérations (i) et (i + 1). Cependant, ce type de méthode a aussi
un colit numérique important. On peut aussi mettre en ceuvre une méthode de gradient

conjugué qui permet de calculer € de fagon & converger plus vite [24].
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J©)

J@®

I e

J ()

u(o)u(l) u(oo)

F1GURE 2.3 — Illustration de la méthode du gradient. Sur cette figure, nous avons
pris un cotit dépendant d’un seul parametre. En partant d’une condition initiale ar-
bitraire (a laquelle est associé un cotit J (0)), le gradient converge vers un minimum

local, qui n’est pas forcément le minimum global.

2.5.3 Algorithme GRAPE
Méthode

L’algorithme GRAPE fonctionne exactement de la méme maniere. Sa particularité in-
tervient dans le calcul des gradients 0.J/0u. Pour le comprendre, on considére le probleme
standard du controle d'un systeme a deux niveaux. Dans cet exemple, 1’état du systeme
est décrit par un vecteur |[A(¢)) composé de deux coordonnées complexes. Sa dynamique

est gouvernée par 1’équation de Schrodinger suivante:
d .
5 M) = —iH @) A1), (2.41)
ou l'on a posé h = 1. L’opérateur Hamiltonien s’écrit sous la forme:
H(t) = Hy + u(t)H.. (2.42)

Hy représente l'interaction du systeme avec le champ statique By et u(t)H, Uinteraction
avec le champ de contrdle radiofréquence. Supposons que 'on souhaite minimiser une

fonctionnelle de cofit de la forme:
ly
T=g(Me)) + [ forue) ), (2.43)
0

ol g et fY sont des fonctions arbitraires et ¢ est fixé (probléme de type Mayer-Lagrange).
Le principe est d’optimiser le champ u(t) de fagon & minimiser .J.
La premiere étape consiste a discrétiser le probleme, en introduisant un ensemble

d’instants de la forme:
t € [to,tf] =t € {to,t1,ta, - ,In}, (2.44)
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ou N est un entier arbitraire. Ainsi, le contrdle wu(t) se décompose en N parametres
u(t,) = u,. Il s’agit donc d’une fonction constante par morceaux de longueur dt = t,,,1—t,,.
A chaque itération k, on souhaite appliquer la relation (2.39) sur 'ensemble des u,, de
maniére & ce que J*Y < J®) Le champ de contrdle et 'opération (2.39) sont illustrés

sur la figure 2.4.

[l — = = = = = =2 =2 =5 = 5 = = —

'_'
0 at n t §
FIGURE 2.4 — Champ de contrdle en fonction du temps discrétisé. Le programme

ajoute a chaque itération la quantité €d.J/0u,, pour tout n.

Résolution numérique des équations du mouvement

A Tinstant t; = to+dt, ’état du systeme peut étre calculé car le champ étant constant

sur l'intervalle [tg, ¢y + dt], la solution |A(tg + dt)) est connue et elle est donnée par:
IM(to + dt)) = e 19 | \(t0)) . (2.45)

ou Hy = Hy+ uy H, est 'opérateur Hamiltonien entre les instants t, et t;. Ainsi, I’état du

systeme est connu de proche en proche jusqu’a l'instant ¢; = ¢y, puisqu’il vérifie:

[A(tn)) = Un - Un-1--- Ur[A(fo)) (2.46)

avec U, = e Hndt

. U, est donc une exponentielle de matrice qui cofite cher en temps
de calcul. De plus, nous allons voir que le calcul des gradients nécessite de calculer la
dérivée de la matrice U,, par rapport aux champs de controle. Il est donc indispensable de
trouver une forme plus appropriée de U,,. Pour un systeme a deux niveaux sans relaxation,
l'opérateur U, peut étre calculé analytiquement, ce qui permet d’améliorer la vitesse de
la propagation numérique et de calculer les gradients sans probleme. Mais pour étre plus
général, nous allons introduire dans un prochain paragraphe plusieurs méthodes pour

développer U,.
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Etat adjoint

Dans la section 2.3, nous avons vu que le PMP stipule qu’il existe un vecteur adjoint,
et que dans un probleme de type Mayer ou Bolza la minimisation implique la condition

de transversalité (2.13). On introduit I'état adjoint du systeme |x(¢)). La condition de

transversalité (2.13), prise pour p® = —1, s’écrit sous la forme:
9g(|A(ty)))
IX(t) = — =5 M)f . (2.47)
IN=IA(ts))

Par exemple, supposons que la fonction g soit donnée par g(|A(t;))) =1 — | (AJA(Ef)) %,

ou A, est un état cible. On a alors:

n(E) = — ﬁtm [1 ) <AC|A<tf>>]
Olwta(ty)+uy(ts] - (2.48)
NS (a[m(‘?ffif;;yw) — ) ( :) |
By(ty) Ye

Cette condition nous donne donc la valeur de I’état adjoint a l'instant final, i.e. [x(¢s)).
Celui-ci peut étre connu pour tout ¢, en résolvant les équations d’Hamilton appliquées au

pseudo-Hamiltonien du systéme donné par H, = (x|%4|\), c’est-a-dire:

d, . oH,
= "any

(2.49)

Calcul des gradients

On rappelle que pour que le cotit diminue a chaque itération, I'algorithme doit procéder
selon I'équation (2.39), ce qui nécessite de calculer le gradient 9.J/0u,,. Or, en considérant

un cotit qui ne dépend que de I’état final, ce gradient vérifie:

oJ _ 9J  O[A(tw))
ou,  O|\ty)) duy,

. (2.50)

On rappelle que ty = ty. Le coit J donné par I'équation (2.43) montre que seule la

fonction g dépend de |A(fy)). Par conséquent, le premier facteur du gradient est donné

oJ o Jg
Pal Ny = Oy

imposée par le PMP. Ce terme correspond au vecteur adjoint a l'instant final, que l'on

Ik Cette équation correspond a la condition de transversalité (2.13)

note |x(tn)). Le second facteur du gradient s’écrit sous la forme:

DNt ou,
I :” = Ux - Uniag 2 U+ U A1) (2:51)

Le gradient 0.J/0u, est donc le produit scalaire entre I’état adjoint a linstant final et

cette équation, c’est-a-dire:

0J ou,

. X(tn)|Un -+ Unga T Unp_1---Up [Mt)). (2.52)

(X(tn+1)l [A(tn—1))
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L’algorithme nécessite donc de calculer (x(t,.1)| et |A(t,_1)). Le premier s’obtient en
faisant une propagation arriere a partir de (x(tx)|. Le second s’obtient grace a une pro-
pagation avant suivant I’équation (2.46). Pour connaitre ces deux objets pour tout t,, il
est nécessaire de faire une propagation avant et une arriere. Ainsi, pour chaque itération,
le programme nécessite deux propagations.

On rappelle que le propagateur U,, est donné par U,, = e~ Comme nous I’avons dit
plus haut, la dérivée partielle OU,, /Ou,, nécessite que la matrice U,, soit exprimée sous une
autre forme afin de pouvoir calculer la dérivée. Nous donnons ci-dessous trois méthodes

qui permettent de calculer 0U,, /0u,,.

Gradient exact. Cette méthode est valable uniquement pour un systeme a deux ni-
veaux. On rappelle que les champs de contrdle sont constants sur chaque intervalle de
longueur dt. On considére que la dynamique du systeme entre les instants ¢, et ¢, est

gouvernée par un opérateur hamiltonien de la forme:

H, == ( Uam = Wy, ) . (2.53)

2 \ gy +iuy, —0

On définit le vecteur normé suivant:

1 Ugn
W = Uyn | - (2.54)
Vo2 2, ol s

Le Hamiltonien H, peut s’écrire en fonction des matrices de Pauli suivant la formule

H, = —%\/52 +u2, +u, - d, ou les composantes de ¢ sont les matrices de Pauli. En

posant €, = \/52 +u2,, +uZ ,, on peut montrer que le propagateur U, s’écrit:

| O, dt Odt .,
U, = e " = cog (T) 1 +isin <T> (&J-a). (2.55)

Finalement, en dérivant cette expression par rapport aux champs de contréle, on obtient:

;ﬁ = —io,.dtU,
Ugn
iy | (2.56)
= —ioydtU,.
Oy n
Suivant la relation (2.52), les gradients sont donnés par:
oJ .
G = 1t X (tar) |0l Alt))
a}’" (2.57)
Gu = it (x(ten)loy A1)

Les formules (2.55), (2.56), et (2.57) sont exactes. Par conséquent, I'unique approximation

est d’avoir considéré un champ constant par morceaux, ce qui est de toute facon le cas
dans les expériences de RMN [25].
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Split opérator. Celui-ci s’applique pour des systemes linéaires de la forme Z= MZ, ou

M = M+ Uy M, [91]. Pour simplifier les explications, on considére le méme systeme

que précédemment, c’est-a-dire un systeme a deux niveaux dont 'opérateur Hamiltonien
1

est donné par (2.53). Celui-ci peut se réécrire sous la forme H,, = — 5 <u$7n0x+uy7nay +5oz) )

Si dt est suffisamment petit, on peut montrer que le propagateur U, est de la forme:
Un — e—iHndt — e—iédtoz e—iux,ndtaxe—iuy,ndtay + O(dtQ) (258)

Il est possible de développer ce terme jusqu’a des ordres supérieurs afin que le reste soit
d’ordre plus élevé en dt. Si les matrices dans les exponentielles sont hermitiennes, on peut

développer chacun de ces termes analytiquement. Dans notre cas, cela donne:

—10dt
p—iddto. _ e 0
— ) ,
0 elédt

—iUx,ndtUx — Cos(u$7ndt) _,L Sln(ux7ndt) s (259)
—isin(ug ,dt)  cos(ugndt)

e

iy ndtor cos(uy ndt) —sin(u, ,dt)
e vn = ’ ’ )
sin(uy ,dt)  cos(uy ,dt)

D’une maniere générale, une matrice Hermitienne M peut s’écrire sous la forme M =
Pdiag[zy,- -+, x,] P, ot les x, sont les valeurs propres de M et P la matrice de pas-
sage vers la base propre de la matrice M. Son exponentielle est alors donnée par: e =
P diagle®, - -+ ,e®]P'. Le propagateur U, étant donné par (2.58), on peut calculer ses
dérivées partielles par rapport aux champs de controle. On obtient la méme formule que
dans I'équation (2.56). Il en va de méme pour les gradients 0.J/0u,, et 0J/0u,,,. Ici
Ierreur commise est de I'ordre de dt?. Cette méthode est donc d’autant plus efficace que
dt est petit, c’est-a-dire que le nombre de pas de temps N choisi est grand. Cependant,
plus le parametre N est grand et plus les propagations sont longues, car on rappelle que
le programme nécessite la connaissance des états |A(t)) et |x(¢)). Le propagateur est un

produit de trois matrices, ce qui prend un temps important a calculer.

Développement de Taylor. Pour un systéme du type & = H (t,u(t))Z, le propagateur
U, = e peut se développer comme une série de Taylor. On considére de nouveau le

systeme a deux niveaux d’énergie. Le développement de Taylor du propagateur vérifie:

Up = e Mttt = 3 7 (—i)™dt™ =" 4 O(dt™™), (2.60)
m—0 m.

ou M est un parametre arbitraire qui controle la précision de 'approximation. M. Lapert
a remarqué que l'algorithme de propagation peut s’écrire, entre les instants t, et t,.1,

sous la forme:
A(tns1)) = e A(E)) = D [Am) (2.61)
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avec |Apy11) = dt/(m + 1) |A,) et |Ag) = |A(t,)). Cela permet d’éviter de calculer des
puissances de matrice qui prennent beaucoup de temps numériquement. Il faut faire at-
tention car l'erreur n’est pas simplement en o(dt™*!). Le développement de Taylor fait
perdre 'unitarité du propagateur et il faut donc choisir M suffisamment grand pour que
I’approximation soit bonne. Dans le programme, on introduit un seuil €,,, qui permet de

sortir de la boucle (2.61) si la condition suivante est satisfaite:
(A1 Ams1) + (A Ar) < €. (2.62)

Dans notre modele, on a 0H, /du,, = o, et 0H,/0u,, = 0,. En exprimant les dérivées
partielles du propagateur par rapport aux champs de contrdle, on obtient les mémes

gradients que ceux de 1’équation (2.57).

Algorithme

Nous allons maintenant détailler la construction de I'algorithme. Pour simplifier, consi-
dérons de nouveau un systeme controlé par deux champs u,(t) et u,(t). Le temps est

discrétisé en N pas. Les variables discretes sont données par:

te{to, - tn},  Up(tn) = Upm,  Uy(tn) = Uyn. (2.63)

On rappelle qu’a chaque itération k, le programme réalise l'opération suivante:

oJ aJ
k+1 _  k k41 _ .k
Uan = Uan T €5 - o Uy = Uy + € duy| (2.64)
On prend un exemple ot le cotit J est défini par:
J=1-=R((As, A(tn))), (2.65)

ol |\.) est un état cible et [A(ty)) I'état du systeme a U'instant final. A I'instant ¢y = ¢y,

le vecteur adjoint vérifie:

() = % — R(\). (2.66)

L’algorithme se déroule de la facon suivante:

> Initialisation des champs de controle u,, et u,, pour tout n et choix d'un parametre

€ qui détermine la vitesse de convergence.
> Pour k allant de 1 & kpax:
> Propagation en avant de 1’état |\) a partir de [A(Zy)) suivant la formule:
A(tn)) = Un - Ur[A(t0)) ,

ou U, est le propagateur développé selon une méthode au choix (par exemple

le split operator). Sauvegarde de chacun des |A(t,)).
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> Propagation en arriere de I’état adjoint a partir de |x(ty)), suivant:

(x(tn)] = (X(tN)| Un - - - Un,

et sauvegarde des (x(t,)| pour tout n.

> Calcul des gradients donnés par:

oJ 0J
+1 Oty 1,

= —idt (X (tps1)]oy | A(tn)) .

> Mise a jour des champs de contrdle en appliquant la formule (2.64).

> Fin de la boucle

2.5.4 Optimisation de fonctions paramétrées

Jusqu’a présent, nous avons supposé que les parametres a optimiser sont des termes de
la forme u(t,), soit N parametres pour chaque controle (voir Fig. 2.4). N est en général de
I’ordre de plusieurs centaines voire milliers. Par conséquent, les champs de contrdle obtenus
ne sont en général pas faciles a interpréter. Il existe cependant un moyen d’utiliser GRAPE
de maniere a garder une forme analytique des contrdles, en optimisant un petit nombre
de parametres [92]. L'efficacité du résultat dépend alors de notre intuition a choisir des
controles bien paramétrés, de maniere a ce qu’ils soient adaptés au probléeme. Supposons
que nous souhaitons optimiser un champ de contrdle qui soit une fonction linéairement

paramétrée de la forme:

u(t) = ay fi(t) + azfo(t) + -+ anfa(t). (2.67)

Plutot que d’optimiser N parametres u,, on optimisera chaque parametre a;, c¢’est-a-dire
M parametres. Bien stir, le but est que M soit petit, de sorte que nous puissions exprimer
analytiquement les contrdles. A chaque itération, nous souhaitons modifier les parametres
suivant la formule:

al" ™ = oM 0J (2.68)

+e—.
J da

Lorsque le temps est continu, ce gradient s’écrit:
/t 0J ou
8(1] to Ou aa]

Comme nous avons toujours besoin de discrétiser le temps pour les propagations, nous

(2.69)

t

avons finalement: N
(h+1) _ (k) 9J duy, 570
a; a; +€;'8un8aj' (2.70)

Le calcul des dérivées 0.J/0u, se fait comme précédemment, grace a une propagation

de I'état et de I’état adjoint du systeme. Comme u est une fonction analytique des a;,
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les termes Ou/Oa; sont calculés explicitement. Par exemple, pour une paramétrisation de
type (2.67), on a:

8un/8aj = fj(tn)a (271)
et 'équation (2.70) devient:
N
a§k+1) _ a§k) Te Z _anj(tn). (2.72)
n=1 n

Le parametre € est choisi de facon a ce que le colit converge de maniere monotone et

suffisamment rapide vers un minimum.

2.6 Solide en rotation

2.6.1 Equation générale

Dans cette these, nous étudierons souvent des systemes dynamiques dont les solutions
appartiennent au groupe unitaire SO(3), qui est le groupe de toutes les rotations autour de
I'origine d’un espace Euclidien de dimension trois. Les équations de Bloch sans relazation
en sont un exemple. Pour comprendre une telle dynamique, nous allons traiter le cas d’un
solide quelconque en rotation autour de son centre de masse. Nous rappelons dans ce pa-
ragraphe quelques résultats de la mécanique classique qui sont développés dans différents
ouvrages de référence [75, 93, 94]. Nous allons donner une démonstration élémentaire des
équations qui nous intéresse.

On considere un solide en rotation autour de son centre de masse et un vecteur unitaire
quelconque I attaché au solide. A chaque instant ¢, le solide tourne autour d’un axe repéré

par le vecteur unitaire 77 & une vitesse d.

FIGURE 2.5 — A gauche: Mouvement du solide autour de son axe de rotation & un
instant t. £ est un vecteur unitaire attaché au solide et 77 est ’axe de rotation du
solide a 'instant ¢t. A droite: Rotation infinitésimale du vecteur Z entre les instants

t et t 4 dt sur le cercle de rayon r.
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2.6: Solide en rotation 55

Le vecteur & décrit un cercle au cours de sa dynamique de rayon r = ||7i x Z]|. Par
conséquent d7 est perpendiculaire au plan engendré par & et 7. On a donc d¥ = ||dZ|| %,
et ||d¥|| = dr = rda = ||7i X Z||da. En définissant la vitesse angulaire {2 = @71, on obtient
finalement:

T(t) = Q(t) x Z(t). (2.73)

Remarquons que ¢ est le méme pour n’importe quel vecteur attaché au solide, ce qui
implique que cette relation est vraie pour n’importe quel vecteur du solide. On peut donc
définir un repére orthonormé (Z,, 2) attaché au solide et dont chacun des axes a une
dynamique gouvernée par ’équation (2.73). Le mouvement du solide dépend entierement
de Q(¢).

Nous aurons aussi besoin de connaitre la dynamique dun vecteur fixe attaché au
laboratoire vue depuis le corps en rotation, qui est donnée par la méme équation au signe
pres. En appelant X un axe attaché au laboratoire, sa dynamique dans le référentiel du
corps solide est donnée par: '

X=XxqQ (2.74)

Nous verrons que dans le cas ou le solide est en rotation libre les composantes de ) sont
reliées a celles du moment cinétique du solide et que cette équation est [’équation d’Euler.
Si 0 est un controle, on remarque que cette équation est la méme que I’équation de Bloch

sans relaxation que nous avons vu dans le chapitre 1.

2.6.2 Angles d’Euler

La dynamique de ce type de probleme décrit la rotation d'un repere. Il est pratique
d’utiliser un jeu de coordonnées appelé les angles d’Euler, trois angles qui permettent
de décrire la position des trois axes d’un repere dans un autre. Il existe différents choix
pour ces angles et il est important de faire un choix bien adapté au probleme afin que la
dynamique de chaque angle puisse se comprendre de maniere intuitive. Dans cette these,
nous utiliserons plusieurs choix d’angles, mais nous les construirons toujours de la méme
maniére, suivant la convention dite ZY Z. On définit le repere S = (7,7, 2) attaché au
solide, et £ = ()Z' ,37, Z) le repere du laboratoire. Le passage de £ a § se décompose
en trois rotations successives: une premiere d’angle ¢ autour de l'axe Z , une deuxieme
d’angle 6 autour du nouvel axe Y”, et une troisitme d’angle 1 autour de Z” (cf. fig. 2.6).

La figure 2.6 suggere qu’initialement, on a ¢y = 0y = 1)y = 0, ce qui ne sera presque
jamais le cas. En effet, dans cette these, 'axe Z du laboratoire sera toujours aligné avec
une grandeur physique, qui sera par exemple le vecteur de Bloch dans le cas des équations
de Bloch. Cette figure permet d’illustrer la construction des angles d’Euler, mais ne dit
absolument rien sur la dynamique du systeme. Par exemple, dans le cas d'un solide en
rotation libre, ’axe Z du repere L est par convention aligné sur le moment cinétique du
solide, et les trois axes de § correspondent aux axes d’inertie principaux de ce dernier. Si

a t =0, les deux reperes sont confondus, alors I'un des axes d’inertie sera confondu avec
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FIGURE 2.6 — Construction des angles d’Euler. En partant du repére £ (en noir),
on retrouve le repére S (bleu) en faisant une rotation de ¢ autour de Z , une de 6
autour de Y, puis une de 1 autour de Z”. N est la ligne des nceuds, qui correspond

—

A Dintersection entre les plans (X,Y) et (Z,7)

le moment cinétique du solide, et par conséquent il tournera uniquement autour de cet
axe, ce qui est un cas particulier.

Pour connaitre la dynamique de chaque angle d’Euler, nous utilisons ici une méthode
présentée dans [93]. Cette méthode consiste dans un premier temps a décomposer b, 0 et
¢ dans le repére S attaché au solide. On déduit de la figure 2.6 que ¢ est le long de Z 0

le long de la ligne des nceuds et ¢ le long de Z. Sur chacun des axes du solide, cela donne:
dly = —¢dsinfcostp 0|, =0siny Y|, =0
dl, = dsinfsingy 0|, =HOcosy Y|, =0 (2.75)
¢|, = ¢pcosd 0,=0 V], =1,

ou ¢/, est le projeté de & sur l'axe . Les composantes du vecteur €2 dans le repére S

s’expriment sous la forme:
=0l + 0+l Q= 0ly+0l, + 0y, Q= +0]:+1l- (2.76)

Apres quelques manipulations simples, on obtient finalement le systeme différentiel sui-

vant:

ézﬂmsinw+9ycos¢

. sin v cos Y
=Q —Q
¢ Ysin 6 “sin@ (2.77)
. sin ¢ cos Y
=Q. -0 Q .
¥ : Ytan @ “tan 6

Ces équations sont donc un autre moyen d’intégrer un systeme sur SO(3). On verra que
dans le cas de I’équation de Bloch, on a en général 0= (€2, 8, A), ot A est une constante
qui représente I’écart a la résonance. Dans ce cadre, nous verrons que 6 et 1) permettent
de repérer le vecteur de Bloch et que ¢ est la phase du systeme, dont nous devons tenir

compte pour réaliser des portes quantiques.
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2.6.3 Matrices de rotation

Les matrices de rotations permettent d’exprimer les coordonnées de chaque axe d’un
repere par rapport a 'autre en fonction des angles d’Euler. En d’autre termes, elles repré-
sentent le passage des coordonnées d’Euler aux coordonnées cartésiennes. Il existe trois
matrices de rotations, qui correspondent a des rotations autour des axes x, y et z d'un

repere cartésien. Elles s’écrivent sous la forme:

1 0 0 cosa 0 sina cosa —sina 0
R,=10 cosa —sina|, Ry= 0 1 0 |, R.=|[sina cosa 0. (2.78)
0 sina cos« —sina 0 cosa 0 0 1

Dans notre cas, nous avons vu que nous avons construit les angles d’Euler selon la conven-

tion ZY Z. Par conséquent, les composantes de S s’expriment dans la base £ par:

x Ylx Zlx
Ty gy Zlv | = R(0)Ry(0)R.(¥) = R, (2.79)

Tz Yz 2z

et les composantes de £ dans le repére S sont données par la matrice G = 'R [94].

2.6.4 La toupie d’Euler

Dans ce manuscrit, nous serons souvent confronté a la dynamique d’un solide en rota-
tion libre, aussi appelé toupie d’Euler. Un solide est caractérisé par son tenseur d’inertie,
une matrice 3 x 3 symétrique qui représente la répartition de la matiere en son sein. Le
tenseur d’inertie caractérise la géométrie du solide si celui-ci est homogene. Il est toujours
possible de choisir un repere dans lequel le tenseur d’inertie est diagonal. Les trois axes
de ce repere sont appelés les azes principaux d’inertie et les trois composantes diagonales
du tenseur d’inertie sont appelées moments d’inertie principauz. Supposons que ce repere
soit le repere S = (7, ¥, 2) de la figure 2.6. Les moments d’inertie principaux associés a
chacun de ces axes sont I, I, et I,. Lorsque le solide est en rotation libre, sa vitesse
angulaire est représentée par un vecteur Q) et son moment cinétique L est conservé. Les
composantes de L dans le repere S sont reliées aux moments d’inertie principaux et aux
composantes du vecteur vitesse angulaire Q du solide suivant les relations 93]

_ i— 0, = % Q. - i— (2.80)
Le moment cinétique L est fixe dans le laboratoire. Pour cette raison, dans tous les livres
de référence [75, 93, 94|, l'axe 7 du repere fixe attaché au laboratoire est par convention
choisit le long du vecteur L. Nous avons vu que la dynamique d’un axe fixe dans le
référentiel du solide est gouvernée par 1’équation (2.74). En appliquant cette équation

pour I_:, puis en exprimant les composantes de Q) en fonction de celles de E, on obtient les
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équations d’Euler:

Lo=LL. (%= 7).
Ly=L.L.(+-1), (2.81)
b=ty (£~ 1)

Ce systeme comporte deux constantes du mouvement. La premiere est I'énergie de la
toupie donnée par %L - Q. La deuxieme est la norme de son moment cinétique |L|. En

notant E 1’énergie et ¢ la norme du moment cinétique, on a explicitement:

L2 Ly L2
C=IL2+12+ 1 2B6=24 24 = 2.82
T + Yy + 2 Iq; + Iy + Iz ( )

Ces deux expressions sont les équations paramétriques de deux surfaces dans l’espace
(Z,9, 2). La premiere est I’équation d'une sphere de rayon ¢. Elle traduit le fait que dans
le repere S = (7, v, Z), le moment cinétique E(t) vit une sphere de rayon /. La deuxieme
est I'équation paramétrique d'un ellipsoide de rayons /21, F, \/ﬂ et 2I.E. Pour ¢
et F fixés, la solution E(t) des équations d’Euler appartient a l'intersection des surfaces
d’énergie et de moments cinétiques constants. Un exemple de solution est représenté sur

la figure 2.7. On réalise le portrait de phase des équations d’Euler en tragant sur la

Z

FIGURE 2.7 — Sphére de moment cinétique constant (en gris clair) et ellipsoide

d’énergie constante (gris foncé) dans le repére S. La solution L(t) des équations

d’Euler appartient a 'intersection de ces deux surfaces (ligne noire épaisse). Pour

cette représentation, nous avons pris la convention I, < I, < I, ce qui détermine

les valeurs relatives des rayons de l'ellipsoide. Nous avons ici r, < r, < ry, avec

r; = /2L E le rayon de 'ellipsoide le long de l'axe i = {x, vy, z}.
sphere les solutions E(t) correspondantes a plusieurs valeurs de 1’énergie E. Notons que
dans plusieurs livres de références (par exemple [93]), le portrait de phase est représenté
sur Dellipsoide, ce qui revient a fixer I’énergie et a tracer les solutions E(t) pour plusieurs
valeurs de . Les deux représentations sont parfaitement équivalentes. Le portrait de phase

des équations d’Euler est représenté sur la figure 2.8. Cette figure montre trois familles
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Ny

S
<y

FIGURE 2.8 — Portrait de phase des équations d’Euler. Chaque trajectoire cor-
respond a une solution I_;(t) dans le repere S. Nous avons gardé la convention

I, <I, <1,

de solutions. Les trajectoires rouges, qu’on appellera solutions oscillantes, apparaissent
lorsque le rayon de la sphere est inférieur au rayon intermédiaire de I’ellipsoide, c’est-a-
dire lorsque ¢ < /21, E. On appellera les trajectoires bleues solutions tournantes. Celles-ci
apparaissent lorsque ¢ > /2I,E. Ces deux familles sont séparées par les trajectoires en
noir, appelées séparatrices, qui correspondent au cas particulier ou ¢ = 21, E. On remarque
qu'il y a des points d’équilibre stable le long de 7/ et 2’ et instable le long de Z. Cela signifie
que lorsque le solide tourne autour de son axe d’inertie / ou 2, la rotation est stable, dans
le sens ou une petite déviation de la trajectoire ne modifie pas beaucoup la dynamique.
En revanche, la rotation est instable si le solide tourne autour de son axe d’inertie . Une
petite déviation peut entrainer le solide vers un état completement différent. Ces points
d’équilibre instable sont toujours le long de I'axe d’inertie intermédiaire, c’est-a-dire I'axe
principal d’inertie le long duquel la valeur du moment d’inertie est comprise entre les
deux autres. Notons que les trajectoires de ce portrait de phase sont toutes périodiques,
excepté les séparatrices, qui relient les points d’équilibre instable. Les solutions oscillantes
et tournantes sont données par des fonctions elliptiques de Jacobi [95]. Les séparatrices
sont données par des fonctions hyperboliques.

Cette analyse ne donne que la dynamique de L dans le repere du solide, mais ne donne
pas la dynamique relative des reperes S et L. Celle-ci nécessite de supposer que L est par
convention le long de I'axe Z du laboratoire, et d’introduire les trois angles d’Euler afin
de tenir compte des axes X et Y. Nous n’allons pas le faire dans cette introduction. Il
faut savoir que les angles d’Euler peuvent étre choisis de différentes manieres. Pour que
le choix soit pertinent, c’est-a-dire pour que la dynamique de chaque angle puisse étre
interprétée de fagon intuitive, il est nécessaire de tenir compte des valeurs relatives des

moments d’inerties principaux I, I, et I.
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Chapitre 3

Controle optimal géométrique sur

une chaine de spins couplés

3.1 Introduction

Les portes quantiques, ou transformations unitaires, sont utilisées en RMN pour mani-
puler des ensembles de spins [20] ou pour implémenter des portes quantiques qui sont des
briques élémentaires pour les ordinateurs quantiques [96]. Pour que les transformations
soient unitaires, il est nécessaire que le transfert soit rapide pour éviter les phénomenes
de relaxation. Le controle en temps optimal est donc tout a fait adapté a ce genre de
probleme. Des méthodes de controle géométrique ont déja permis de traiter efficacement
des modeles simples comme le controle en temps optimal d’un spin 1/2 sur le groupe
unitaire SU(2) [97], de deux [72, 98] et trois spins couplés [99]. Dans ce chapitre, nous
allons utiliser le principe du maximum de Pontryagin pour controler une chaine de trois
spins couplés selon le modele d’Ising. Nous traitons le cas ou les couplages inter-spin sont
inégaux. Cela permet de compléter une étude réalisée en 2008 sur le méme sujet [100],
en proposant une analyse hamiltonienne du probleme. Le modele ayant déja été mis en
ceuvre [101, 102, 103], ce travail a pour but de calculer explicitement les solutions du pro-
bléme et les champs de controle pour certains transferts. Nous verrons que la condition de
maximisation du pseudo-Hamiltonien donne un Hamiltonien de Pontryagin qui est celui
d’une toupie d’Euler, ce qui permet d’intégrer completement les équations du mouvement
du systeme et d’en déduire une description géométrique des solutions. Ce travail a donné
lieu a la publication [104]. Il a été réalisé en collaboration avec le groupe de S. J. Glaser
a Munich.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser le formalisme de la matrice densité que nous
allons exprimer dans une certaine base qui se construit a partir des matrices de Pauli.

Pour un systeme a deux niveaux, les matrices de Pauli sont de la forme:

1 {0 1 1 (0 —i 1(1 0
Op = = . ooy =—1|. ! . 0, = — i (3.1)
2\1 0 2\i 0 2\0 -1
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62 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

La matrice densité peut s’exprimer en fonction des coordonnées du vecteur de Bloch
suivant la formule:

p= % 1 +c,0, + cyoy + C10., (3.2)
ol ¢, ¢y et ¢, sont les composantes du vecteur de Bloch et 1 la matrice identité. On

remarque que les coordonnées de Bloch sont directement données par la valeur moyenne

des opérateurs o,, puisque 'on a:

(04) = Tr(o.p) = Cu, (3.3)

et il en va de méme pour ¢, et c,. On peut facilement généraliser cette démarche pour
des systémes plus complexes. Pour deux spins couplés, les transformations unitaires ap-

partiennent au groupe SU(4). On introduit les matrices suivantes:

01a20a®]]_, Uga:]]_®0'a, 0102020:%1®1:%14X4. (34)
ou o = {x,y,z}, 1 est la matrice identité de dimension 2 x 2 et ® est le produit de
Kronecker. La relation entre la matrice densité et les matrices de base devient [100]:
1

5 angalaagg, Cop — 1, (35)
a7ﬁ

p:

avec (a, ) = {0, z,y, z}. Cette décomposition de la matrice densité va nous étre utile pour
traiter le cas de trois spins couplés. Remarquons que pour un seul spin, la matrice densité
s’exprime en fonction de quatre matrices de bases qui sont les trois matrices de Pauli
et la matrice identité. Pour deux spins, elle se décompose en fonction de 16 matrices de
dimensions 4 x 4, matrice identité comprise. D'une maniere générale, les transformations
unitaires sur une chaine de N spins couplés appartiennent au groupe SU(2"). La matrice
densité est alors de dimension 2V x 2" et s’exprime en fonction de 2V x 2" matrices de base.
La matrice densité d’une chaine de trois spins peut étre décomposé de la méme maniere
que I'équation (3.5). Elle s’exprime alors en fonction de 64 matrices et 64 coeflicients c,g. .
Le coefficient cogp étant égal a 1, elle ne se compose en réalité que de 63 coefficients. Nous
allons expliciter cet aspect dans la prochaine section.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 3.2, on décrit le modele et
on montre que la dimension du probleme peut étre considérablement réduite. On applique
ensuite le principe du maximum de Pontryagin dans la section 3.3, puis on en déduit une
famille particuliere de controles qui sont donnés par des fonctions elliptiques de Jacobi.
Dans la section 3.4, on integre les trajectoires afin d’en déduire les parametres des champs
de controle qui nous intéressent. Ceux-ci sont explicités dans la section 3.5. On montre
ensuite qu’on retrouve naturellement le cas particulier ou les couplages sont égaux dans la
section 3.6. Nous proposons une méthode pour aborder le probleme du contréle optimal
d’une chaine de quatre spins dans la section 3.7. On conclut cette étude dans la section 3.8.
Nous allons voir que ce chapitre nécessite de nombreux calculs qui sont difficiles. Pour

cette raison, nous avons reporté toutes les démonstrations importantes dans la section 3.9
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3.2: Modéle 63

3.2 Modele

On considere une chaine de trois spins 1/2 numérotés de 1 a 3 dont les constantes
de couplages Ji5 et Joz sont différentes. On se propose de contréler 1’état de la chaine en

controlant le spin 2 (cf. fig 3.1). Il est possible de ne contréler que la dynamique du spin 2

FIGURE 3.1 — Modele considéré dans ce chapitre. Le champ de controle u(t) est
envoyé sur le spin 2 dans le but de controler 1’état de la chaine. Les parametres

J12 et Jog sont des constantes de couplage.

si les noyaux de trois atomes voisins d’une méme molécule n’ont pas la méme fréquence
de Larmor. En appliquant un champ de contrdle résonant uniquement avec le spin 2, le
champ n’affecte que ce spin. Les constantes de couplage vont permettre de modifier 1’état
des deux autres. De cette maniere, les spins 1 et 3 sont controlés indirectement. Prenons
un exemple concret. La molécule 2-3C-2-fluoromalonate de diéthyle est structurée de telle
sorte qu’elle contient au centre un ensemble de trois atomes: un carbone 13, un fluor 19 et

un hydrogene couplés les uns aux autres. Cette molécule est représentée sur la figure 3.2.

85,331 ppm

ﬁ
N N g
/ \ +47,7 Hz.

H 9 5,283 ppm -195.16 ppm

ﬁ

C CoHs

FIGURE 3.2 — A gauche: Molécule 2-3C-2-fluoromalonate de diéthyle. A droite:

Partie de la molécule utilisable pour le contréle d’une chaine de spins couplés.

On voit sur cette figure que la constante de couplage entre les atomes 'H et F est
beaucoup plus petite que les deux autres. On peut donc la négliger. La chaine 'H —13C —
YE constitue alors une chaine de trois spins inégalement couplés. En notant 1 le spin de
I’hydrogene, 2 celui du carbone et 3 celui du fluor, la chaine est telle que Jy5 = 160.6 Hz
et Jo3 = —196.7 Hz, soit un ratio k = Jog/J1o = —1.22.
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64 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

La fréquence de résonance de chaque spin se calcule a partir du déplacement chimique
donné en partie par million (ppm). Celui-ci est calculé suivant la formule 6 (ppm) = “’:{—g,OBO,
ou 7 est le rapport gyromagnétique du noyau en question et By la valeur du champ émis
par le spectrometre en Tesla. Par exemple, un spectrometre 600 MHz émet un champ
magnétique de 14.09 T. Les valeurs des rapports gyromagnétiques sont de 42.576 MHz/T
pour I'hydrogene, 10.705 MHz/T pour le carbone et 40.53 MHz/T pour le fluor.

Les valeurs des fréquences de résonance de chaque spin sont alors données par:
wi = 600,003 MHz, ws = 150.873 MHz, w3 = 564.333 MHz. (3.6)

On rappelle qu’en RMN on considére un repére tournant dans lequel on applique des
impulsions radiofréquences pour controler I’état du systeme. On se place dans un repere
tournant a la fréquence wy. Pour évaluer quels spins sont directement affectés par les
champs de contrdle, on peut écrire les équations de Bloch pour chaque spin sans tenir
compte des termes de couplage ni de la relaxation. On applique un champ de contréle

u(t) dans la direction i du repére tournant. Les équations de Bloch s’écrivent alors:

. 0 Ak —u(t)
u(t) 0 0

avec Ay = wp —wy et k = {1,2,3}. On a donc A; = 449.13 MHz, Ay = 0 et Az =
35.67 MHz. En appliquant une impulsion u(t) de 'ordre du KHz, seul le spin 2 est affecté
car la dynamique des deux autres est completement dominée par le terme d’offset. Ainsi,
les spins 1 et 3 ont une dynamique qui n’est due qu’a des termes de couplage qui ne sont
pas pris en compte dans les équations (3.7).

Revenons au modele théorique. L’espace de Hilbert est de dimension 2V = 8, soit
une matrice densité composée de 63 éléments indépendants. On définit les matrices 8 x 8

suivantes:
I, =0, R1R1, I = 1 ®o, @1, I3o = 1®1®0,, Iwo = %]18><8 (38)

avec a = {0, x,y, z}. La matrice densité du systeme se décompose sous la forme:

1
pP= 1 Z Capylialoplzy, oo = 1. (3.9)
a,Byy
Elle dépend donc de 64 coordonnées c,g,. Plus exactement, le fait que la matrice densité
soit de trace 1 implique qu’elle n’est composée que de 63 coordonnées indépendantes
(condition c¢ggp = 1). L'opérateur Hamiltonien du systéme est donné en fonction de ces

matrices par:
H = 27TJ12[1Z[22 -+ 27TJ23[2Z[32 -+ 7Tu<t)[2y. (310)

Les parametres Jio et Jo3 sont les constantes de couplage entre les spins 1-2 et 2-3 res-

pectivement et u(t) est le champ de contrdle appliqué sur le spin 2 dans la direction y.
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3.2: Modéle 65

Khaneja et al. ont montré dans [105] que ce modele est suffisant pour calculer des controles
capables de réaliser une ¢NOT(1,3). Une ¢NOT(1,3) est une porte NOT a trois qubits qui
utilise le qubit 1 comme qubit de controle, laisse le qubit 2 inchangé et modifie I’état du
qubit 3 en fonction de celui du qubit de contréle.

Dans notre modele, nous ne considérons qu'un seul contrdle. Cela est a priori plus
difficile qu’avec deux champs et implique un temps de contrdle plus long. Cependant, les
analyses numériques faites dans [106] suggerent que le temps de controle n’est pas affecté

pour le transfert particulier que nous allons étudier, a savoir:
[133 — 4[13/[23/[32, (311)

qui est habituellement utilisé en RMN & haute résolution [107]. La complexité du systeme
peut étre considérablement réduite. Tout d’abord, nous avions remarqué en introduction
que la matrice densité peut étre reconstruite avec la donnée des valeurs moyennes des
opérateurs de spins a l'aide des relations (I1,/2513,) = cap,/4. Rappelons que cette valeur
moyenne est par définition donnée par la formule (O) = Tr(Op), ce qui permet de calculer
le systeme différentiel qui gouverne ’évolution de ces valeurs moyennes grace a I’équation

de Liouville-von Neumann:

dp

— = —i[H, p)]. 3.12

D il ) (312
Par exemple, on calcule la dérivée temporelle de (I;,) a partir de la formule suivante:

d . .
_<[lm> =1 Tr(llm[Hu P]) =1 Tr(llm[Hv P]) = —J127TT1°(2[2y[2z) = —J127T<2[1y[2z>-

dt
(3.13)
Cette démarche permet de montrer que les états I, et 41y,15,13. qui nous intéressent
appartiennent a un méme sous espace composé de seulement quatre coordonnées qui
sont:

I = <[1:1:>7 To = <21y[22>7 T3 — <2[1y[2:v>7 Ty = <4[1y[2y[32>. (314)

En posant X = !(x1, v, k3, 24), le systéme différentiel correspondant est:

0 -1 0 0

0 —u(t) 0|2
at) 0k X (1), (3.15)

0 k 0

O O =

avec k = Jaz/J12. On impose k > 1 sans perte de généralité. Pour simplifier la description
du systeme, le temps a été normalisé par un facteur Jiom. La deuxieme étape consiste a

réduire encore la dimension du systeme en faisant le changement de coordonnées suivant:
T1=T1, To=rosin, T3=7"9COSQ, T4 =T3, (3.16)

avec a(t) un angle contrdlé par u(t). Une fois que les fonctions «(t) et 7(¢) sont connues,
on en déduit les coordonnées x;(t) et donc le champ de controle u(t). Celui-ci vérifie la
relation suivante:

T1T3 — kxory  do

- - 3.17
b a3+ 23 dt ( )
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66 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

La section 3.5 est consacrée au calcul du champ u(t). En posant u, = sin «, u, = cos « et

7 ="(r1,72,73), le systeme différentiel s’écrit:

. 0 —uy, 0
d—zz we 0 —ku |7 (3.18)
0 ku, 0

avec la contrainte u? +u? = 1. Ce systeéme différentiel correspond a celui d'un corps solide
effectuant des mouvements de rotation, comme nous ’avons introduit dans la section 2.6
du chapitre 2. La dynamique de ces rotations n’est pas définie, elle est gouvernée par les
controles ug et u.. Les trajectoires solutions de cette équation vivent sur une sphere. Le
transfert Iy, — 414,105,135, considéré se traduit dans ces coordonnées par: 75 = (1,0,0) —
7 = (0,0,1). Le probleme est donc de déterminer des contréles u, et u. qui réalisent
ce transfert en temps optimal en tenant compte de la contrainte ug + uz = 1. Dans la
suite, nous utiliserons le PMP sur ce systeme pour calculer la forme générale de ce type

de controle, puis nous intégrerons les trajectoires sur la sphere.

3.3 Calcul des contréles optimaux

3.3.1 Application du Principe du Maximum de Pontryagin

Le PMP va nous servir a calculer une forme générale des controles ug et u.. On introduit

le pseudo-Hamiltonien du systéme:
Hy=p-r+7", (3.19)
avec p le vecteur adjoint et p® une constante négative (cf. section 2.3 du chapitre 2). On

peut s’affranchir du terme p° en posant H, = Flp — p°. On introduit le moment cinétique

classique L =ix P, ce qui nous permet d’écrire le pseudo-Hamiltonien sous la forme:
Hp = /{:ucLl -+ U,SL3. (320)

On rappelle que selon le PMP, une condition nécessaire pour que les controles soient
optimaux est qu’ils maximisent ce pseudo-Hamiltonien. Cette condition de maximisation
s’écrit:

H= max Hp, (3.21)

us2+uci=1
ou H est le Hamiltonien de Pontryagin. Les champs de controle satisfaisant cette condition
sont de la forme:

kL L
Up =~y = S (3.22)

VL L3 JRLE+ 12
Le Hamiltonien de Pontryagin correspondant est H = /k2L? + L3. Comme H ne dépend
pas explicitement du temps, il constitue une constante du mouvement du systeme. On
peut montrer que la norme du moment cinétique est aussi une constante du mouvement,
c’est-a-dire que L? + L3 + L3 = (% = cst. Cela conduit au fait que le systéme Hamiltonien

est Liouville intégrable [75]. On pourra poser H = 1 sans perte de généralité [4].
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3.3.2 Dynamique optimale

En se servant des équations de Hamilton &; = 0H/0p; et p; = —0H/Oz;, on peut

montrer que les trois vecteurs 7, p et L satisfont le méme systeme différentiel donné par:

. 0 —Ly 0
X=|Ly 0 —kL |X, (3.23)
0 k*L; 0

avec X = 7, p ou L. En comparant 1’équation (3.23) avec les concepts introduits dans
la section 2.6 du chapitre 2, on remarque que ce systeme correspond a la rotation libre
d’un solide a trois dimensions dont les moments d’inertie principaux sont tels que I; =

1/k? I, — +o0o et I3 = 1. La dynamique du systéme est illustrée sur la figure 3.3. On

- —

F1GurE 3.3 — Illustration du mouvement du repeére (7,p/¥, I_:/K) dans le repere

(€1,E5,€3). Le trait plein représente le mouvement de 7, le trait en pointillés fins

le mouvement de p/¢ et celui en pointillés longs celui de L /L.

remarque que le parametre k = Jo3/J15 a pour effet de modifier la forme de cette toupie,
ce qui a des conséquences sur sa dynamique que nous verrons dans la suite. Dans ce
systeme, le repere (€1, €3, €3) dans lequel sont exprimées les coordonnées de nos vecteurs
est attaché a cette toupie asymétrique particuliere et le repere du laboratoire est donné
par (7, p/¢, E/K) Les champs u. = kL, et uy, = Ls impliquent des rotations autour des
axes €1 et €3 respectivement. Notons que les champs de contrdle sont attachés au repere de
la toupie. Pour une vraie toupie classique, nous aurions tendance a étudier le mouvement
de (2,(t),é(t), é;(t)) dans un repere fixe (7,5/¢, L/¢). Dans notre cas, 'état du systéme
étant donné par 7, nous ferons l'inverse, c’est-a-dire que nous nous placerons en tant
qu’observateur sur la toupie et nous regarderons la dynamique du "repere du laboratoire”
(7(t), p(t) /¢, L(t) /). Dans toute la suite, nous noterons & = (&,, &, &) le repere attaché
A la toupie et £ = (7, 5/, L/¢) le "repére du laboratoire”.

On commence par étudier la dynamique du moment cinétique classique L. L’équa-

tion (3.23) appliquée a X = L conduit aux équations d’Euler suivantes:

Ly=—LyLs, Ly,=—(k*—=1)LiLs, Ls=k>LiLo. (3.24)
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68 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

Ce systeme comporte deux constantes du mouvement correspondant a la conservation
du moment cinétique et a la conservation de I’énergie, qui s’expriment en fonction des

composantes de L suivant les relations:
S KPLP+L3=1, Sy: LI+ L3+ L2=1( (3.25)

Dans 'espace (€7, €5, €3), S1 correspond a I’équation d'un cylindre elliptique, dont le rayon
le long de €] est égal a 1/k et celui le long de €3 égal a 1. La surface Sy correspond a
une sphere de rayon /. La solution de I’équation (3.24) appartient a I'intersection de ces
deux surfaces. La valeur de ¢ permet de modifier le rayon de la sphere. Il existe donc une
solution pour chaque valeur de ¢, ce qui est illustré sur la figure 3.4. On rappelle que l'on

a imposé k > 1.

(@) €92 (b) €2 (©)

/ /

&

€3

€1

€3 €3

FIGURE 3.4 — Surface S; (en beige) et Sz (en marron) dans le repere S. Chaque
trajectoire est une solution E(t) de (3.24) associée a une valeur du rayon de la
sphere ¢. Sur le schéma de gauche, le rayon de la sphere est tel que 1/k < ¢ < 1
et la solution associée est dite oscillante. Au milieu, on a £ > 1, ce qui correspond
a une solution tournante. Le schéma de droite représente des solutions associées
a différentes valeurs de ¢. Les solutions bleues sont tournantes, les rouges sont

oscillantes et les courbes noires sont les séparatrices.

Cette analyse permet de distinguer trois familles de solutions. Dans le cas ou le rayon
de la sphere est supérieur au grand rayon du cylindre (¢ > 1), on obtient des trajectoires
dites tournantes. Si le rayon de la sphere est tel que 1/k < ¢ < 1, les solutions sont de
types oscillantes. Le cas particulier £ = 1 correspond a la séparatrice.

On reconnait sur I'image (c) de la figure 3.4 le portrait de phase d’un pendule projeté
sur le cylindre elliptique. Le point d’équilibre sur 'axe €] est analogue a un pendule au
repos. Les solutions en rouge correspondent a un pendule oscillant et celles en bleu a un
pendule tournant. Dans le cas de la séparatrice les trajectoires ne sont pas périodiques. On
peut voir qu’en partant d'un point quelconque de la séparatrice, le systeme évolue vers un
point d’équilibre instable et ne revient jamais a son état initial. Ce comportement est celui

d’un pendule avec une vitesse initiale trés précise induisant un mouvement vers le haut,
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3.4: Intégration des trajectoires 69

de fagon a ce qu’il ne redescende jamais. Cette remarque va nous permettre d’intégrer le

systeme en intégrant 1’équation d'un pendule.

3.3.3 Expression des controles

Pour éviter de présenter trop de calculs, nous donnerons uniquement I’expression ana-
lytique des solutions tournantes car cette famille de solutions permet de réaliser le transfert
o ="(1,0,0) = 7="%0,0,1).

Proposition 3.3.1 Pourk > 1 et pour une solution tournante partant de 7(0) = (1,0, 0),

le controle «(t) est donné par:
a(t) = —am(wt + p,m), (3.26)

avec w = VK> —1 et m = ki;l. La fonction am désigne l'amplitude de Jacobi et p une

phase donnée par:

p=—K(m), (3.27)
ot K(m) est une intégrale elliptique compléte de premiére espéce (cf. Annexe A).

Les contrdles ug et u. sont donnés par les fonctions elliptiques de Jacobi sn et cn car par

définition sin(am) = sn et cos(am) = cn. On a donc:
u. = cosa = cn(wt + p,m), us =sina = —sn(wt + p,m). (3.28)

On rappelle que les composantes du vecteur L sont reliées aux champs de contréle par
ue. = kLj et uy = L. L’expression de Ly peut se calculer a 'aide de 'équation (3.24) et
des dérivées des fonctions elliptiques données en annexe A. On obtient:

1
Ly = p en(wt+p,m), Ly = —% dn(wt + p,m), L3 = —sn(wt+ p,m). (3.29)

La forme (3.26) ou (3.28) constitue une famille de controles qui réalisent des transferts
solutions du systéme (3.23), partant du point initial 75 = *(1,0,0) et en temps minimum.
Ces solutions dépendent de deux parametres, a savoir £ et le temps optimal ¢; (les autres
étant fixés par k et £). Le travail consiste maintenant a déterminer le controle particulier
associé & la trajectoire qui atteint I’état cible ¥y = (0,0, 1), c¢’est-a-dire de calculer les
valeurs des parametres adaptées a ce transfert. Dans la suite, nous expliciterons la forme
générale des solutions 7(t) sous l'influence d'un contréle de la forme (3.26). Puis, nous

adapterons nos parametres au transfert souhaité.

3.4 Intégration des trajectoires

3.4.1 Angles d’Euler

Le systeme étant équivalent a une toupie asymétrique attachée au repere £ qui tourne
dans le repere du laboratoire £, il est naturel d’introduire les angles d’Euler qui per-

mettent de décrire la position d’un repere par rapport a un autre. On rappelle que l'on
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70 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

est intéressé par 7(t), qui correspond & un des axes du repere du laboratoire. Par consé-
quent, nous choisissons une représentation des angles d’Euler comme sur la figure 3.5, qui
sous-entend que le repere £ est fixe. Faire 'inverse serait parfaitement équivalent, mais

cette représentation permet d’avoir plus d’intuition sur la dynamique du vecteur 7.

€3 €3 €3
A A A

}—lCM ™y
[y

FIGURE 3.5 — Construction des angles d’Euler. En partant du repére £ (en bleu),
on retrouve le repeére £ (en rouge) en faisant une rotation de 1 autour de €3, une

de 0 autour de &,, puis une de ¢ autour de éj.

Les coordonnées de chaque vecteur 7, p et L peuvent étre exprimées en fonction des
angles d’Euler a 'aide des matrices de rotations. Comme ces vecteurs correspondent aux
trois axes du repere L, ils sont donnés directement par la matrice de rotation. Cette
matrice de rotation se décompose en trois rotations successives qui sont: une rotation
d’angle ¢ autour de €3, une autre d’angle 6 autour de €, et une derniere d’angle ¢ autour

de €5. Ceci est illustré sur la figure 3.5. La base £ s’exprime donc dans la base &£ sous la

forme:
L(t) = Rs() Ro(6) Ro(¢) = (7, 5/¢, L/ 0), (3.30)
avec:
cos¢ 0 sin( cos¢ —sin¢ 0
Ry(¢) = 0 1 0 |, Rs(()=|sin¢ cos¢ O0]. (3.31)
—sin¢ 0 cos( 0 0 1

Les coordonnées du vecteur 7(t) qui nous intéressent constituent donc la premiere colonne

de cette matrice de rotation. Elles sont explicitement données par:

r1 = cos # cos 1) cos ¢ — sin ) sin ¢
r9 = cos #sin vy cos ¢ + cos Y sin ¢ (3.32)
r3 = —sin 6 cos ¢.

On peut voir immédiatement sur la figure 3.5, ou le calculer en se servant de la matrice

de rotation, que les composantes du moment cinétique L sont données par:

Ly =/{sinfcost, Ly=/{sinfsinty, L3=~/{cos®. (3.33)
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3.4: Intégration des trajectoires 71

On rappelle que pour des trajectoires partant de 7(0) = *(1,0,0), la phase du champ
de controle est donnée par p = — K(m). A l'aide des équations (3.29) et des propriétés
des fonctions de Jacobi, on peut calculer la valeur des autres composantes de E(O) On
peut ainsi en déduire la valeur des deux angles d'Euler 6 et ¢ grace aux équations (3.33).
Les valeurs des différentes variables a l'instant ¢ = 0 sont données dans le tableau 3.1
L’angle ¢(0) est déterminé en substituant (0) et #(0) dans (3.32), de maniere & ce que

=)

) | La(0) | L2(0) | Ls(0) | %(0) 6(0)
0 V12 -1 1 -7 | arctan(v/(? — 1)

af

=S
(MIE] >
~

B

TABLE 3.1 — Valeur des différentes variables & 'instant ¢ = 0.

la condition initiale #(0) = *(1,0,0) soit satisfaite.
Comme la dynamique de L est donnée par les fonctions elliptiques de Jacobi suivant
I’équation (3.29), on connait les fonctions 6(t) et 1(t), qui s’expriment, apres quelques

manipulations, sous la forme:

¥ (t) = arctan (LQ(t)> ,  0(t) = arctan ($ M) . (3.34)

La(t) L3(t)

L’angle ¢(t) est plus difficile a déterminer. Nous donnons ci-dessous son expression. La

démonstration est donnée dans la section 3.9.

Proposition 3.4.1 La dynamique de l’angle ¢ est donnée par:

o) = 0t + e?w—gl [H<a(t),€i2,m) —H(g%,m)] +g, (3.35)

ot ot) = am(wt + p,m) est le contrile, 11 (a(t), g%,m) et 11 (g%,m) sont des intégrales

elliptiques complétes et incomplétes de troisiéme espéce, respectivement (cf.annexe A).

Connaissant la dynamique des angles ¥, 6 et ¢, on en déduit la dynamique des trajectoires
7(t) partant de 7#(0) = *(1,0,0) conduites par le controle a(t) sur la sphére. Il nous reste
donc & calculer la bonne valeur du parametre ¢ pour atteindre 1'état cible 7 = (0,0,1)

ainsi que le temps optimal ¢; correspondant.

3.4.2 Solution du probléme

La relation L = 7 x 7 implique qu’a Dinstant ¢ = ty on ait Ls(ty) = 0. On rappelle que
Ls = —sn(wt + p), avec p = — K(m). En utilisant les propriétés des fonctions elliptiques

de Jacobi, on en déduit que le temps optimal pour réaliser le transfert est donné par:

ty= Km) (3.36)

W

En substituant ¢; et p dans le systeme (3.29), on calcule la valeur finale des différentes

variables. Les résultats sont donnés dans le tableau 3.2. Les angles d'Euler 6(ty) et 1 (t)
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72 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

afty) | La(ty) | Lalty) | Ls(ty) | @(tp) | 0(ty) | o(ty)
0 - -2 0 —arctan(w) | 5 T

TABLE 3.2 — Valeur des différentes variables a 'instant ¢ [

s’expriment en remplacant Ly (ty), Lo(ty) et L3(t) dans (3.34). L’angle ¢(tf) se déduit
ensuite des équations (3.32) grace a la condition finale r1(t7) = 0, ro(ty) = 0 et r3(ts) = 1.
Le parametre £ se calcule en résolvant 1'équation ¢(t;) = m. Notons qu’a l'instant ¢;, on
a afty) = —am(0) = 0. Pour que le transfert soit réalisé, il faut donc calculer la valeur

de ¢ qui satisfait 1’équation:

12 ? -1 1 T
—K(m) - ——1I (&,m) - 7 =0 (3.37)

Cette équation étant tres compliquée a résoudre analytiquement, nous calculerons la valeur
de ¢ solution de cette équation numériquement. La figure 3.6 montre 1’évolution du temps

optimal ¢ en fonction de k, ainsi que des trajectoires 7(t) associées a plusieurs valeurs de
k.

€3
3
2.5
sy
2 A (Oa 17 O)
€2
1'51 2 3 4 5 6 7 8

k €1
FIGURE 3.6 — A gauche: Temps optimal du transfert 7(0) = (1,0,0) — 7(ty) =
(0,0,1) en fonction de k. A droite: trajectoire 7(t) sur la sphére pour plusieurs

valeurs de k. De la courbe la plus interne a la plus externe, on a: k = 1, k = 2.5,
k=4et k=28.

3.5 Champ de contrdle u(t)

On peut maintenant exprimer le controle u(t) du systeme initial (3.15) ainsi que 1'évo-
lution des variables (I1,), (2[1,15.), (211yl2,) et (411,15,13,) en fonction du temps.

Proposition 3.5.1 Le controle u(t) qui réalise le transfert (I1,) — (4l loy13.) est donné

en fonction des parameétres du probleme par:

u(t) = 2wdn(wt + p,m), (3.38)
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3.6: Cas des couplages égaux 73

avec w = VEk2? —1, m = %, p=—K(m) et wty = K(m).

La figure 3.7 montre le champ de controle u(t) pour plusieurs valeurs de k. On peut voir

30
—k=1
25 —k=2.5
S
2 20f —k=8
215
[
5
= 10
Q
S 5
0___/4///_
0 T/4 T2 3T/4 T

t

FIGURE 3.7 — Champ de controle u(t) donné par la formule (3.38) en fonction du
temps pour différentes valeurs de k. T est le temps final qui est différent pour

chaque pulse.

sur cette figure que pour des couplages égaux, i.e. k = 1, le controle u(t) est un simple

m-pulse constant. L’aire de chacun de ces pulses est donnée par:
t 0
A= / " 0w dn(wt + p,m)dt = / 2dn(u, m)du = 7. (3.39)
0 —K(m)

Il est intéressant de noter que ce transfert est réalisé en un temps optimal par un 7-pulse

d’amplitude constante si les couplages sont égaux et modulé par la fonction dn sinon.

3.6 Cas des couplages égaux

Le cas d'une chaine de trois spins également couplés s’obtient en substituant £ = 1 dans
les solutions que nous avons calculé. Le parametre m des fonctions elliptiques de Jacobi
se simplifie en m = 0. On a de plus w = /(2 — 1. Les fonctions elliptiques deviennent des
fonctions trigonométriques simples, i.e. sn — sin, cn — cos et dn — 1. De plus, pour des
solutions partant de 7(0) = *(1,0,0), on a p = —K(m = 0) = —7/2 et le controle a(t) se
simplifie en «(t) = /2 — wt. On peut montrer en s’aidant de 'annexe A que I'angle ¢(t)
est donné par la formule:

¢(t) = £t 4 arctan <% tan a> : (3.40)

Pour un transfert allant sur 1'état 7(¢;) = (0,0,1), on a simplement ¢; = K(0)/w =
7/(2w). De plus, on a toujours a(ty) = 0 et ¢(ty) = 7. Le parametre ¢ se calcule avec
I’équation (3.37), qui se simplifie:

(m 2

2w V3 (3:41)

On a donc t; = 7/3/2 ce qui est en accord avec [108] (table 1, au facteur 7 preés, suite a

™

la renormalisation du temps).
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74 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

3.7 Extension pour une chaine de quatre spins

Dans cette section, nous allons voir jusqu’a quel point cette méthode peut se généraliser
pour le contrdle d'une chaine de quatre spins couplés par trois constantes de couplage qui
sont Ji9, Jog et J3s. On prend un modele simple ot I'on applique seulement deux champs
dans la direction y, un sur le spin 2 et un sur le spin 3. L’opérateur Hamiltonien du

systeme s’écrit H = H, + H,., avec

Hy = 2w Jyol1, 1o, + 21 Jog 1o, I3, + 2w J34 15,1y,

(3.42)
H. = mu(t)lay + mo(t)1s,,

ol les matrices I, sont les opérateurs de spin de dimension 16 x 16. On se concentre sur

un sous-systeme de six coordonnées qui sont:

x1 = ([12), Xy = (21yy15,), xg = (21yy15,),

(3.43)
Ty = <412y-[2y-[3z>7 Ty = (412y-[2y-[3x>7 Te = <812y-[2y-[3y-[4x>-

En reprenant la méme démarche que pour le cas des trois spins, on peut montrer que la

dynamique du vecteur X = *(xq, xq, 3, 24, T5, Tg) est donnée par:

0 v 0 — k?34
0 0 ks O

0 -1 0 0 0 0

1 —u 0 0 0
dg_|Y 0 —h 00 X, (3.44)
dt 0 k’23 0 —U 0

0

0

o O O = O

avec kog = Joz/J12, kg = Ja4/J12. Le temps a été normalisé par un facteur d’échelle Jio7.

La dimension du systéme peut étre réduite en posant:
ry =11, Ty =Tosinq, x3=r9cosa, T4=rzsinf, x5 =rzcosf, xg=ry4 (3.45)

En introduisant les contrdles intermédiaires u; = sin «, us = cosasin 3, ug = cos 3, la

dynamique de 7= (71,79, 73,74) est donnée par:

0 —u 0 0
d 0 —k 0
T 23102 7. (3.46)
dt 0 kosus 0 —ksqus

0 0 k34U3 0

On remarque que la définition des controles u; conduit a la relation u? + u3 + u2 < 2. Les
controles uy, us et uz ne sont pas indépendants puisqu’ils sont reliés par les angles « et
B. On considere néanmoins qu’ils peuvent étre choisis indépendamment afin d’appliquer

directement le PMP. On introduit le tenseur moment cinétique:
L;w =TuPv — PuTv, (347)
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3.8: Conclusion 75

avec u,v € {1,2,3,4}. Ce tenseur possede les propriétés suivantes:

Luyy=0, Ly =—Ly, L*=L,L"=> L (3.48)
>t
Le pseudo-Hamiltonien du systeme est alors de la forme:
H, = u1 Lo — uskoz Loz + ugksaLias. (3.49)

On écrit la condition de maximisation du PMP comme pour le cas des trois spins, i.e.:

H= u%+g%i>5§:1 H,. (3.50)

Les champs de controle correspondant qui satisfont cette condition sont:

Lyp ko3 Las k34 L3
_ 12 — 28T = 2= 3.51
Uy R ) Uy R ) us R ) ( )
avec R = \/L12 + k35L3; + k3,L3,. Le Hamiltonien de Pontryagin s’écrit:
H = /L + k33 L3, + k3, L3, (3.52)

On peut montrer, en utilisant les équations de Hamilton, que les coordonnées du tenseur

L ont une dynamique de la forme:

L 0 k2%Lys O 0 0 0 L

Lis —k:§3L23 0 —k§4L34 —Lys 0 0 L3
d | Lu| _ 0 k4L 0 0 — Ly 0 Ly (3:53)
dt | Ly 0 L 0 0 —kLy O Lo

Loy 0 0 Ly k§4L34 0 k%3L23 Loy

L 0 0 0 0  —k%Ly 0 Ly

Il est donc évident que la norme du moment cinétique L? constitue une intégrale premiére
du systeme. Nous avons donc un systeme dont 1’état 7" appartient a une sphere de dimen-
sion 4, soit 3 coordonnées généralisées. Dans le cas général, nous connaissons seulement
deux intégrales premieres, ce qui ne nous permet pas d’intégrer ce systeme analytique-
ment. Cependant, cela donne un systeme que nous pouvons résoudre par des méthodes
numériques, comme une méthode de tir [24, 76] qui consiste a chercher la bonne condition

initiale py pour atteindre la cible.

3.8 Conclusion

Nous avons montré que le controle en temps optimal d'une chaine de trois spins inéga-
lement couplés se résout analytiquement en remarquant que le Hamiltonien de Pontryagin
est le méme que le Hamiltonien d’une toupie asymétrique particuliere en rotation libre.

Ainsi, nous pouvons interpréter ’état, I’état adjoint et le moment cinétique classique
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76 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

comme les trois axes d'un repere qui joue le réle du repere du laboratoire dans le pro-
bleme classique. Cela nous permet d’avoir une interprétation géométrique complete du
systeme. Nos résultats comprennent le cas limite des couplages égaux qui avait été publié
dans [108]. Cette méthode donne un moyen systématique d’aborder le contrdle optimal
d’une chaine de N spins en le ramenant au probleme de la rotation libre d’une toupie
particuliere de dimension N, comme nous ’avons vu pour le cas d'une chaine de quatre
spins. Ce type de probleme n’est en général pas intégrable, excepté pour certains cas
particuliers comme celui de Manakov [109]. Cependant, ce cas ne s’applique pas pour la
chaine de quatre spins. En effet, la chaine de quatre spins a une dynamique qui est celle
d’une toupie asymétrique particuliere, dont certains moments d’inertie principaux tendent

vers +oo en raison des conditions suivantes:
ki3 = k14 = koa = 0. (3.54)

Or, le cas de Manakov apparait pour des constantes k;; particulieres qui peuvent s’écrire
sous la forme:

ki = —2. (3.55)

On peut montrer qu’il n’est pas possible de trouver des b; et des a; qui satisfont (3.54).

Par conséquent, il serait nécessaire de déterminer un autre cas intégrable.

3.9 Démonstration des différentes propositions

Démonstration de la proposition 3.3.1

On rappelle que les champs de contréle du PMP sont donnés par u. = kL; = cosa et
us = L3 = sin . En dérivant L3 et en se servant des équations (3.24), on obtient & = kLs.
En dérivant une seconde fois, on obtient ¢ = —k(k* — 1)L, L3 et donc:

/{ZQ

& =—(k*—1)cosasina = — sin(2a). (3.56)

En multipliant cette équation par ¢ et en intégrant, on arrive a:

0] =

cosa+ C, (3.57)

ou C est une constante que l'on peut déterminer en substituant & = kLo et cos(2a) =
cosa — sin®a = k*L? — L2 = 1 — 2L3 (on a utilisé la conservation de I’énergie). En

développant cette expression, on obtient:

k-1
C=kLy+kL;—L;— TR (3.58)
En utilisant la conservation du moment cinétique, on obtient:
k2 —1
C=kK0r—-1- 5 (3.59)
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3.9: Démonstration des différentes propositions 7
En substituant cette expression dans (3.57), on obtient une équation de la forme:
[4)? = —(k* — 1)sin® a + k2¢* — 1. (3.60)

On rappelle que pour des solutions tournantes, on a ¢ > 1. De plus, on a fixé £ > 1. On

peut donc définir les parametres réels suivants:

k? —1
w=Vk22 1, m= e (3.61)
Notons que m € [0, 1]. En substituant w et m dans (3.60), et apres quelques manipulations,
on obtient:
d(wt) = id—a'. (3.62)
V1—msin?a

En se servant de 'annexe A, on arrive finalement a:

o=t [T B, m) — Flag,m)]. (3.63)

a0 V1 —msin?«
La fonction F désigne une intégrale elliptique incompléte de premiere espece. Par identi-

fication avec 'équation (A.2) de 'annexe A, on a finalement:

a(t) = xam(wt + p,m), (3.64)

ot l'on a posé p = + F(ag, m). Partant de 7y = *(1,0,0), on a automatiquement L (0) = 0,

puisque par définition L =Fx p.
que p =+ F(n/2,m) = £ K(m).

On a donc cosag = 0, soit ag = £7/2. On en déduit

Choix des signes. Pour ne pas s’encombrer de nombreux signes, nous donnons ici un
argument qui permet de faire un choix. Les champs de controle u. = cosa et uy = sina
sont le long de € et €3 respectivement. Au temps dt, le vecteur 7(dt) peut s’écrire comme

la succession de deux rotations, i.e.:

0 0 0 0 —ug(dt) 0
7(dt) =exp || 0 0 —kuc(dt) | dt| exp || us(dt) 0 0 | dt| 7(0), (3.65)
0 kue(dt) 0 0 0 0

ce qui correspond a une rotation infinitésimale d’angle u4(dt) autour de €5 suivie d’une
autre d’angle u.(dt) autour de €;. Suivant les signes de p et a(t), la trajectoire va évoluer
dans une certaine direction sur la sphere, ce qui est représenté sur la figure 3.8. On peut

montrer que:

p=+K(m) u/(dt)<0 p=+K(m) u.dt)<0
(a) = (b) =

a = +am us(dt) >0 a = —am us(dt) <0

p=—K(m) u./dt)>0 p=—K(m) u.dt)>0
(©) = (d) =

a = +am ug(dt) <0 a = —am us(dt) >0

Les cas (a) et (c) impliquent des trajectoires qui se dirigent vers le pdle sud de la sphére
et ne sont donc pas adaptés pour atteindre 1'état cible 7(¢;) = (0,0, 1). Nous choisissons
le cas (d), qui donne des trajectoires se dirigeant dans le bon sens. Nous aurions aussi pu

choisir le cas (b).
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78 Chapitre 3: Controle optimal géométrique sur une chaine de spins couplés

FIGURE 3.8 — Evolution de 7 entre les instants ¢ = 0 et t = dt selon les signes

choisis. La ligne en pointillés représente 1’équateur de la sphere.

Démonstration de la proposition 3.4.1

Pour déterminer 1'angle ¢(t), on commence par calculer la dynamique de ¢ en suivant
la méthode expliquée dans la section 2.6 de l'introduction. On obtient la dynamique

suivante:
L% L?
= Uk cos® p = (k* ——.
2+ 12 cos”y 212

¢ = Ck* cos® ) = (k? (3.66)

De plus, en se rappelant que kL; = u. = cosa et L3 = ugs = sina, on peut facilement

montrer que:

_ —Vead?
dt = da N feosa . (3.67)
wV1l—msin*a  da  wvV1—msin? a2 —sin? a)

Apres quelques manipulations, on obtient:

do L= : 3.68
do wV1—msin?a { e(1- Sué#)] (3.68)

On obtient finalement une intégrale de la forme:

¢ ol do! 2 —1 o do’
A s < / n / _ . (3.69
o(t) — #(0) w Ja©) V1 —msinZo wl  Ja(0) (1 — S”t}—go‘) 1 — msin? o ( )

En s’aidant de 'annexe A, on obtient par identification:

0 7?1 o)
_ 1
o(t) — (0) = l—; F(a,m) + 7 II (a, 7 m)LO : (3.70)
Comme on a a = —am(wt + p, m), Uintégrale F se simplifie en —wt — p. Pour un transfert

partant de 7#(0) = *(1,0,0), on a a(0) = 7/2 et ¢y = 7/2. En faisant bien attention aux

signes, on retrouve finalement 1’équation (3.69).
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Démonstration de la proposition 3.5.1

On rappelle que les coordonnées x5 et w3 sont données en fonction de ry et « par
To = Tosina et 3 = rycosa. On a donc o = arctan(zy/z3). On dérive cette expression

et on obtient: ) ) .
ToXy — T3T
G =22 2 - (3.71)
.1'3 1 + z2

L’équation (3.15) conduit a:

4 = T1s + krazs ult). (3.72)

2 2
T5 + 3

Dans les coordonnées r;, cette équation devient:

a="cosa+ k2 sina —u. (3.73)
T2 T2

En se rappelant que cosa = kL; et sina = L3, on remarque que:

7 L — 1oL
q=kp 22y, (3.74)

T

Comme 7- L = 0 et sachant que & = kLs, on obtient u(t) = —2kLs, c’est-a-dire la
formule (3.38).
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Chapitre 4

L’effet de la raquette de Tennis

4.1 Introduction

Durant cette these, j’ai eu I'occasion de travailler avec Pavao Mardesi¢, mathématicien
a U'Institut de Mathématiques de Bourgogne (IMB), sur un probléme de mécanique clas-
sique. Ce travail a donné lieu a la publication d’un article [110]. Il porte sur un effet appelé
effet de la raquette de tennis [111], ou encore effet Djanibekov, du nom de 'astronaute
russe qui I'a mis en évidence en faisant tourner un écrou en apesanteur. L’effet peut étre
observé avec une raquette de tennis en faisant ’expérience suivante: prenez une raquette
avec une face blanche et une face rouge. Tenez la raquette horizontalement, face blanche
vers le haut et face rouge vers le bas. Jetez la raquette en 'air de maniere a lui faire faire
un tour autour de son axe intermédiaire (axe perpendiculaire au manche et dans le plan
du tamis). Apres une rotation, récupérez la raquette par le manche, la face rouge sera
presque toujours vers le haut. La raquette fait quasi-systématiquement un « flip » d’angle
m autour du manche. Ceci est illustré sur la figure 4.1.

Le champ gravitationnel étant localement uniforme, il affecte seulement le mouvement
du centre de masse de la raquette. Le probleme peut donc étre traité comme la rotation
libre d'un solide tridimensionnel autour de son centre de masse. Bien qu’il s’agisse d’un
probléeme de mécanique classique, ce travail est en harmonie avec le reste de la thése car
la dynamique d'un solide en rotation est, comme nous l’avons vu, comparable a celle
des équations de Bloch. Plus exactement, nous verrons que la dynamique d’un solide en
rotation constitue une solution particuliere des équations de Bloch. Nous exploiterons
cette solution pour calculer des familles de controles pour un systeme a deux niveaux
dans le prochain chapitre.

L’effet de la raquette de tennis est relativement célebre. On peut trouver sur internet
plusieurs vidéos et forums a ce sujet [111]. Pourtant, cet effet n’est pas discuté dans les
livres standards consacrés a la mécanique classique [75, 93, 94|, mais seulement dans un
article [112] qui a été repris dans le livre de R. H. Cushman et L. Bates [113]. De plus,
cet article ne permet pas de bien comprendre le phénomene. Le choix des coordonnées

d’Euler qui est fait dans cet article complique beaucoup la compréhension de l'effet et il
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82 Chapitre 4: L’effet de la raquette de Tennis

FIGURE 4.1 — Illustration de l'effet de la raquette de tennis.

est tres difficilement envisageable de généraliser cette méthode sur d’autres objets qu'une
raquette de tennis. En effet, 'article exploite les propriétés particulieres que possede une
raquette, a savoir des moments d’inertie principaux tels que I; + Iy ~ I3 [112]. Ce constat
nous a motivé pour reprendre le probleme depuis le début sans faire aucune supposition
sur les propriétés du solide. Grace a un bon choix de coordonnées qui permet de décrire
clairement la dynamique de la raquette, nous avons pu calculer une formule qui donne des
conditions sur les propriétés du solide et sur les conditions initiales de la dynamique pour
que Deffet de la raquette de tennis ait lieu. En d’autres termes, cette formule nous dit pour
quels objets le mouvement décrit plus haut est robuste vis-a-vis des conditions initiales

et permet de montrer qu’'une raquette de tennis possede les propriétés nécessaires.

Dans la section 4.2, nous introduisons le modele physique et nous donnons un jeu de
coordonnées adapté a I’étude de Ueffet de la raquette de tennis (noté TRE, comme "tennis
racket effect"). Dans la section 4.3, nous analysons la dynamique du moment cinétique
dans le repéere attaché au solide en rotation, puis nous exprimons le systeme différentiel
qui gouverne la dynamique des angles d’Euler. Dans la section 4.4, nous analysons la dy-
namique générale d’un corps solide quelconque dans notre systéeme de coordonnées. Une
description analytique du TRE est donnée dans la section 4.5 ainsi que la formule décrite
plus haut. Nous intégrons le systeme numériquement afin d’analyser précisément les pro-
priétés de robustesse du phénomene dans la section 4.6. La section 4.7 est une application

des résultats sur différents solides. La conclusion et les perspectives sont données dans la
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4.2: Modéle et choix des angles d’Fuler 83

section 4.8.
Pour toutes les descriptions de ce chapitre, nous représenterons le solide par une ra-
quette, mais tout ce que nous allons voir est valable pour n’importe quel solide rigide a

trois dimensions.

4.2 Modele et choix des angles d’Euler

Ce paragraphe a pour but de définir mathématiquement le TRE, c’est-a-dire de I'ex-
pliciter dans un certain jeu de coordonnées. On définit le repére S = (&), €,, €3) attaché
aux trois axes d’inertie principaux de la raquette (voir le chapitre 2 pour la définition
des axes d’inertie principaux). L’axe €) est le long du manche de la raquette, l'axe é,
est perpendiculaire au manche et dans le plan du tamis et I'axe €3 est perpendiculaire
au plan du tamis (cf. Fig. 4.2). L’origine de ce repeére est fixé au centre d’inertie de la
raquette. L’expérience expliquée en introduction consiste a jeter la raquette en 'air afin
de lui faire faire une rotation autour de son axe intermédiaire €>. L’appellation "axe in-
termédiaire" exprime le fait que le moment d’inertie principal I est compris entre I; et
I3. 11 est bien connu et facilement démontrable que des rotations autour des axes €] et €3
sont stables alors qu’une rotation autour de €5 est instable [93]. Pour certains objets par-
ticuliers comme une raquette de tennis, 'expérience montre que lorsque le manche repéré
par €7 effectue une rotation de 27 dans l'espace, la raquette a tendance a effectuer une
rotation de 7 autour de son manche. C’est cet effet que 'on appelle effet de la raquette

de tennis.

—

€3

—

€2

FIGURE 4.2 — Représentation du repere S = (€7, €3, €3) attaché a la raquette.

Le probléeme est donc de décrire le mouvement du repere S dans un repere statique
attaché au laboratoire £ = ()? , 37, 7 ) et de sorte que les origines des deux repéres coin-
cident. Le solide étant en rotation libre, le moment cinétique M du systeme est conservé.
Dans le cas particulier d’un solide en rotation libre, les composantes du vecteur M et

celles de Q dans le repére S sont liées par les relations suivantes (75, 93, 94]:
M, = LSy, M= 1%, M;s=I5;, (4.1)
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84 Chapitre 4: L’effet de la raquette de Tennis

ou Iy, I, et I3 sont les moments d’inertie principaux du solide. Remarquons que lorsque
le solide tourne autour de son manche (repéré par €), seule la composante {2 n’est
pas nulle, ce qui signifie que 'axe €; est colinéaire a M et donc que le solide tourne
uniquement autour de cet axe. Il en va de méme pour les axes €, et é5 (voir Fig. 4.3).
Nous allons voir que la rotation autour de €5 est instable, ce qui signifie que si M et €5 ne
sont pas exactement alignés alors 'axe de rotation du solide va completement changer.
Ce n'est pas le cas des rotations autour des axes € et €3 qui sont stables. C’est cette
instabilité qui est a l'origine du TRE. Comme nous l'avons dit dans la partie 2.6 du

—

_AM

AM
nd| e

FI1GURE 4.3 — Hlustration des rotations autour de chaque axe de la raquette. Les
rotations autour de €; et €3 sont stables. La rotation autour de € est instable et

I’expérience montre qu’elle aboutie souvent a un TRE.

chapitre 2, les angles d’Euler sont des coordonnées appropriées pour décrire la rotation
d’un repere dans un autre. Dans un premier temps, il est nécessaire de définir le repere
L = ()Z' Y., Z ) attaché au laboratoire. Un moyen naturel de le définir est d’utiliser la
conservation du moment cinétique M en définissant 1'un des axes du laboratoire colinéaire
a ce vecteur, par convention l'axe Z (75, 93, 94]. On peut néanmoins faire la remarque
suivante. Lorsque 1'on jette la raquette en 'air, on essaye de lui faire faire une rotation
autour de son axe € qui est initialement horizontal. Par conséquent, le moment angulaire
M est initialement horizontal et donc horizontal pour tout ¢ puisqu’il est conservé. Ils
serait donc pédagogiquement intéressant de représenter l'axe Z horizontalement afin que
le mouvement soit plus intuitif. Nous préférons cependant suivre la convention prise dans
les livres [75, 93, 94] pour ne pas nuire a la compréhension du lecteur en utilisant des
représentations particulieres.

L'axe Z = M est décrit dans le repere du solide § par deux angles d’Euler que 'on
note 6 et 1. Pour repérer les axes X et }7, on introduit un troisieme angle d’Euler que
I'on note ¢. Les deux reperes et les angles d’Euler sont représentés sur la figure 4.4.

Avec ce choix de coordonnées, I'angle qui décrit la rotation du manche dans I'espace
est donné par l'angle ¢ qui correspond a la précession du manche autour du moment
cinétique. Le flip, qui correspond a une rotation autour du manche, est décrit par I'angle
1. Comme nous l'avons expliqué plus haut, on jette la raquette de maniere a lui faire faire

un tour autour de €5 ce qui implique qu’initialement €5 est a peu pres colinéaire a M. En
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J =
€1
e — —
= €3 €3
X-
‘N
€2 €2

FIGURE 4.4 — A gauche: Représentation des angles d’Euler. L’angle ¢ décrit la
précession du manche (repéré par €;) autour de I'axe Z =M. Remarquons que ¢
est aussi I’angle entre X et la projection de €1 sur le plan ()2,}7) L’angle v est
I’angle qui représente le flip puisqu’il tourne autour de €;. A droite: Représentation

des angles en incluant la raquette.

tenant compte des imperfections du lancer, cela correspond a des conditions initiales de

la forme:

0y ~ Wy =~ 0. (4.2)

N[N

Les axes X et Y du repere du laboratoire peuvent étre définis arbitrairement. L’angle
oo est donc arbitraire. On le choisit de sorte que ¢y = 0. Ainsi, dans notre jeu d’angles

d’Euler, effet de la raquette de tennis se définit comme:
A¢ =21 = A ~ . (4.3)

Cet effet est représenté sur la figure 4.5. Remarquez que l'on ne tient pas compte de la
valeur de # a I'instant final. Cet angle correspond au décalage du manche vers la gauche
ou la droite lorsque 'on récupere la raquette. Nous verrons que la condition Ay ~ 7

implique nécessairement que Af ~ 0.

4.3 Moment cinétique

Dans cette section, nous allons dériver les équations d’Euler. Celles-ci représentent la
dynamique du vecteur M dans le repéere du solide. Nous avons introduit dans la section 2.6
du chapitre 2 le fait que la dynamlque quelconque d’un solide en rotation autour de son
centre de masse est donnée par ¥ = O X, ou & est un vecteur attaché au solide. Cependant,
s’agissant du mouvement d’un repére par rapport a un autre, la dynamique d’un axe du
laboratoire dans le repere du solide satisfait, au signe pres, la méme équation, c’est-a-dire
X=-0xX , oll X est attaché au laboratoire. Cette relation s’applique donc aussi pour

M. En exprimant les composantes de Q) en fonction de celles de M dans le repere S suivant
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86 Chapitre 4: L’effet de la raquette de Tennis

M Z=M

Z

Pt
A

FIGURE 4.5 — Position relative des deux reperes a ¢t = 0 (a gauche) et a t =t (a
droite). Les conditions initiales sont telles que 6y ~ 7, ¢g ~ 0 et ¢ = 0. Lorsque

le TRE a lieu, les conditions finales sont 0y ~ 6y, 1y ~ m et ¢y = 2.

les relations (4.1), on obtient les équations d’Euler:

dM 1 1
(L D,

dt I, I
dM, 11

— (= - =) MM 4.4
dt <11 13) L (44)
dMs; 11
8 (- 2 MM,
dt (11 12) 1

Les solutions d’un tel systeme sont données par les fonctions elliptiques de Jacobi sn, c¢n
et dn (cf. annexe A) que nous n’aurons pas besoin d’utiliser ici. Ce systéme admet deux
intégrales premieres, qui correspondent a la conservation de I'énergie et a celle du moment
cinétique:
2E:%12+%22+%§, M? = M} + M3 + M;. (4.5)
I I I3
Dans le repere S attaché au solide, ces deux constantes du mouvement sont représentées
par deux surfaces qui sont [’ellipsoide d’énergie constante de rayon inférieur /21, E, in-
termédiaire /2, E, et supérieur /2E, et la sphére de moment cinétique constant de
rayon M = |M|. Les solutions du systéme (4.4) appartiennent a l'intersection de ces deux
surfaces [93]. Ceci est illustré sur la figure 4.6. Si le rayon de la spheére M est de sorte que
M ¢ 21, E, 213 E] alors les surfaces ne s’intersectent pas et les équations d’Euler n’ont pas
de solution. Les solutions oscillantes et tournantes ont lieu lorsque 2I,E < M? < 2I3E et
21, F < M? < 2I,F respectivement. La séparatrice est donnée par 21, E = M?2.
Comme nous 'avons dit plus haut, le vecteur M est décrit dans le repere S par les

deux des angles d’Euler 6 et 1. Ses composantes sont données par:
My = Mcost, My=—Msinfcostp, Msz= Msinfsin. (4.6)

Les schémas du bas de la figure 4.6 permettent d’avoir une idée de la dynamique des angles

O(t) et 1(t). Dans le cas des solutions tournantes, on voit que 1’angle 1) n’est pas borné.
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FIGURE 4.6 — En haut: Ellipsoide d’énergie constante (en gris foncé) et sphere de
moment cinétique constant (en gris clair) dans le cas ot les trajectoires sont oscil-
lantes, c’est-a-dire qu'elles vérifient 21, E < M? < 2I3F (a gauche), et tournantes,
i.e. 2I1E < M? < 2I,E (& droite). La solution M (¢) des équations (4.4) appartient
a 'intersection de ces surfaces. En bas d gauche: Solutions M (t) des équations (4.4)
sur la sphere pour différentes valeurs de E. Les solutions tournantes sont en bleu et
les solutions oscillantes en rouge. La ligne en pointillés correspond a la séparatrice,
qui apparait pour 25 E = M?. Les points p, et p_ sont des points d’équilibre
stables et pp est un point d’équilibre instable. En bas a droite: Représentation des

angles 0 et ¢ dans le repere S.

I1 ne tourne que dans un seul sens. L’angle 6, quant-a lui, appartient a I'intervalle [0, 7/2]
(ou [7/2,m]). On déduit de la figure 4.4 que, dans ce cas, le manche €, de la raquette reste
au dessus (resp. en dessous) du plan ()2 , }7), pendant que la raquette tourne autour de
son manche. Pour une solution oscillante, on peut voir sur la figure 4.6 que ¢ € [0, 7| (ou
Y € [—m,0]) et quil oscille. En d’autres termes, la raquette oscille autour de son manche.
Dans ce cas, on voit que @ varie sur un domaine qui comprend la valeur § = 7/2 ce qui
signifie que le manche de la raquette peut traverser le plan ()Z , }7) On observe aussi que
les symétries des courbes impliquent que pour une variation Ay = 7, on a nécessairement

A = 0 comme nous ’avons dit dans la section précédente.

La figure 4.6 montre trois points d’équilibre p,, p_ et pp. Le point p, correspond
au cas particulier ou M est le long de €. Nous avons expliqué plus haut que dans ces
conditions la raquette ne tourne qu’autour de son manche et que cette rotation est stable.
Le point p_ correspond a une rotation de la raquette autour de son axe €3 uniquement

qui est aussi stable. Enfin, le point pp correspond a une rotation de la raquette autour de
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son axe intermédiaire €3, qui, comme le montre cette figure, est une situation instable.

En utilisant les symétries du probleme, nous nous concentrerons sur des trajectoires

telles que:

0 e [0, g} si la trajectoire est tournante

(4.7)
Y € 10, 7] si la trajectoire est oscillante.

Cela revient a ne considérer que la famille de trajectoires bleues du dessus de la sphere et

la famille rouge a droite de la sphere de la figure 4.6. Ce choix simplifiera les explications.

Remarquons que le schéma en bas a droite de la figure 4.6 dépend de la forme du
solide. Pour une toupie sphérique, on a I; = I, = I3. L’ellipsoide est alors une sphere
et l'intersection est toute la sphere. Dans ce cas, chaque point est un point d’équilibre.
Cela implique que l'axe de rotation du solide ne change pas au cours de la dynamique.
Si I, = I3, les trajectoires oscillantes n’existent pas et la séparatrice se situe dans le plan
(€, €3). Les trajectoires sont alors des cercles centrés sur €;. Dans cette situation, I’angle
0 est constant et 'angle 1 évolue linéairement dans le temps [93]. Si [; = I5, les solutions
tournantes n’existent pas et les solutions sont des cercles centrés sur es, la séparatrice
étant dans le plan (€7, ).

Nous avons introduit dans la section 2.6 du chapitre 2 une méthode proposée dans [93]
permettant d’exprimer la dynamique de chaque angle d’Euler en fonction des composantes
de Q. En reprenant la méme méthode, puis en substituant les composantes €2; suivant la
formule (4.1) et enfin en exprimant les coordonnées M; en fonction des angles 6 et v

suivant (4.6), on obtient le systéeme suivant:

6 =M <[l3 — %2) sin @ sin v cos ¢,
b=M (m;zw + CO;?) , (4.8)
1 L2 2
V=M (I_l — s1r;31/1 — Cozw> cos 6.
On introduit les parametres sans unité suivants qui vont nous permettre de simplifier le
systeme:
a:%—l, bzl—%, V:QJ{;QE—I. (4.9)

Ces parametres s’interpretent facilement. Le coefficient v indique a quel point la trajectoire
est éloignée de la séparatrice, pour laquelle v = 0. Si v < 0, les trajectoires sont oscillantes
alors que si v > 0 elles sont tournantes. Les coefficients a et b sont reliés aux symétries du
solide. Par exemple, si a = 0 ou b = 0, le solide est une toupie symétrique. Si a =b =10
le solide est une sphere. Le TRE étant du type A¢ = 27 et Ay ~ 7, il peut étre décrit

indépendamment du temps ce qui va nous permettre de réduire le nombre de coordonnées
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a deux. En effet, il est suffisant de considérer le systeme suivant:

do bsin 0 sin v cos

% - 1 —bsin?ey
dy  (a+bsin®e) cos (4.10)
d_¢ B 1 —bsin?y

La quantité v est une intégrale premiere de ce systeme. Elle s’exprime en fonction des

angles d’Euler en substituant (4.6) dans I'expression de 7, ce qui donne:
v =a —sin®6f(a + bsin® ). (4.11)

L’hypothese I} < I, < I3 et la condition 2I1 E < M? < 2I3E conduisent aux relations
suivantes:
0<b<1l, 0<a<+00, —-b<y<a.

Les deux points d’équilibre p, et p_ de la figure 4.6 sont donnés respectivement par v = a
et v = —b.
L’équation qui nous intéresse pour le TRE est la deuxiéme équation du systeme (4.10).

En effet, le TRE peut s’écrire sous la forme suivante:

Al agon = T, (4.12)

ce qui s’obtient en intégrant ladite équation. Nous discuterons néanmoins des deux équa-

tions afin d’avoir une bonne idée de la dynamique générale du solide.

4.4 Dynamique générale

Nous avons vu que lorsque les solutions sont tournantes, I'angle v est strictement
croissant (ou non borné), alors qu’il oscille lorsque les solutions sont oscillantes. En partant

de I’équation (4.11), on peut montrer que:

v + bsin? 1)
= - 4.1
cosf) =S et bsin’ (4.13)

avec S une fonction signe. En substituant dans la deuxiéme équation du systéme (4.10),

on obtient:

d S\/a+ bsin2¢\/7+ bsin? )
do 1 — bsin?e '

Suivant la valeur du parametre v, cette équation est I’équation paramétrique de trajec-

(4.14)

toires fermées ou non qui sont représentées sur la figure 4.7. On distingue sur cette figure
deux points d’équilibre: un stable pour ) = 7/2 et un instable pour ¢» = 0. Le point
stable correspond a une rotation autour de I'axe €3 de la raquette et le point instable
a une rotation autour de l'axe intermédiaire €. Remarquons que sur cette figure, entre

deux points d’équilibre instable, ’angle 1) varie de 7. S’agissant de points d’équilibre, le
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(8

FIGURE 4.7 — Diagramme de phase du flip. Les courbes rouges correspondent aux

solutions oscillantes (7 < 0), les courbes bleues aux solutions tournantes (y > 0)

et la ligne en pointillés a la séparatrice (v = 0).

passage dans le voisinage d'un de ces points est d’autant plus long que I'on passe proche
de ce point. Ainsi, pour une trajectoire voisine de la séparatrice, 'angle v effectue des
sauts de 7. En d’autres termes, la raquette a tendance a faire des flips égaux a 7 autour de
son manche. Cependant, cette figure ne nous donne pas la variation de ¢, i.e. la rotations
du manche dans 'espace. Plus généralement, pour une trajectoire bleue (y > 0), pendant
que ¢ varie, la raquette tourne autour de son manche, alors qu’elle oscille pour une tra-
jectoire rouge (v < 0). Ce portrait de phase est treés similaire a celui d'un pendule mais
la position d’équilibre instable du pendule est remplacée par une rotation de la raquette
autour de son axe intermédiaire. De plus, pour un pendule, les points d’équilibre instable
sont séparés de 27 contre 7 ici.

On voit que pour v > 0 la dérivé dip/d¢ est toujours positive (ou toujours négative),
ce qui implique que S est constant. Pour v < 0, la fonction signe S change quand ’angle
¥ est maximum ou minimum. On peut calculer ces extrema en remarquant que le terme

\/v + bsin?¢ de I'équation (4.13) doit étre positif alors que le paramétre 7 est négatif.

On peut montrer par un simple calcul que ¥ € [tin, Ymax], avec:

lnd
b

Il

; (4.15)

Ymin = arcsin [ ] ,  Ymax = T — arcsin [
Pour compléter 'analyse générale, nous allons adopter la méme démarche pour com-
prendre la dynamique de l'angle 6 qui est donnée par la premiere équation du sys-

teme (4.10). L’équation (4.11) permet de montrer que:

sin ¢ cos ) = bs;gnz«?\/(fij b— (a+0b)cos?0)(acos?l — ), (4.16)

ou Sy est une fonction signe. On en déduit que la dynamique de ’angle 6 est gouvernée

90



4.5: Théoréme de la raquette de tennis 91

par I’équation:

do \/(7+b— (a+b)cos?0)(acos?l — )
— = —Sysind
do v+1—(a+1)cos?6

: (4.17)

ce qui est I’équation paramétrique de certaines orbites représentées sur la figure 4.8. On

/2
0
FIGURE 4.8 — Portrait de phase de 'angle 6. Les trajectoires en bleu, en rouge et

en pointillés correspondent respectivement aux trajectoires tournantes, oscillantes

et a la séparatrice.

remarque que la dynamique de 'angle 6 ne permet pas, a elle seule, de faire la distinction
entre la rotation stable autour de I'axe €3 et la rotation instable car les deux correspondent
au point (7/2,0) de ce diagramme. On remarque aussi que pour les trois familles de
solutions, I’angle # est borné et ne peut donc qu’osciller. Comme nous I’avons dit dans la
section 4.3, 'angle 6 ne peut traverser la valeur 7/2 que pour des solutions oscillantes. En
d’autres termes, le manche peut traverser le plan ()Z' , }7) seulement pour cette famille de
solutions. On peut déterminer les valeurs limites de I’angle 6 en remarquant que le terme

sous la racine de I’équation (4.17) doit étre positif, ce qui mene a:

Siy>0: Siy<0:
Omin = arccos| ng], Omin = arccos| ng], (4.18)
Omax = arccos[\/g]. Opmax = ™ — arccos|y/ ;’T*é’]

La dynamique du manche de la raquette est illustrée sur la figure 4.9.

4.5 Théoreme de la raquette de tennis

Pour l'effet de la raquette de tennis, nous sommes intéressés par la deuxieme équa-
tion du systeme (4.10) car elle est nécessaire pour montrer que A|ap—2, = 7. De plus,

I'expérience de la raquette consiste a la jeter de sorte que 1y >~ 0 en essayant de ne pas
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F1GURE 4.9 — Illustration du mouvement du manche de la raquette sur la sphere
pour v < 0 (& gauche) et v > 0 (a droite). Les lignes noires correspondent aux

valeurs limites de 6.

lui donner de vitesse de rotation autour de son manche, c’est-a-dire de telle sorte que
dip/dp|o ~ 0. Ceci correspond au voisinage du point d’équilibre instable (0,0) du dia-
gramme de phase de la figure 4.7. Dans ces conditions, le systéme suit nécessairement une
trajectoire proche de la séparatrice. Dans le cas général, le systeme ne s’integre pas avec
des fonctions simples [94]. Nous choisissons donc de faire un développement asymptotique
des solutions dans le voisinage de v = 0 pour avoir une formule plus exploitable. En

imposant la condition A¢ = 27, I’équation (4.10) conduit a:

[ Hasboroyin =2, (419)
avec: | bein?
flaby ) =§———Y (4.20)
\/a + bst@/)\/y + bsin? 1

Remarquons que si ¢y et ¢y sont fixés (de préférence proches de 0 et 7 pour un TRE),
I'intégration de cette équation donne des conditions sur les parametres v, a et b pour que
I’égalité soit vraie. Elle donne donc a la fois des contraintes sur les conditions initiales,
qui, comme nous allons le voir, sont directement liées a v, ainsi que sur les propriétés
du solide caractérisées par les parametres a et b. On se concentre dans la suite de cette

section sur des trajectoires symétriques telles que:

Yo =€ Yy=m—F¢ (4.21)

ol € > 0 est un petit parametre. Le parametre € est le décalage au flip parfait de .
Ce choix est motivé par le fait que pour une variation A¢ fixée (ou un temps fixé), la
variation A1) est maximum lorsque la solution est symétrique. Cette variation est de
la forme ¢y = m — 1)y. Cela peut se comprendre sur la figure 4.10. En effet, une autre
trajectoire aurait nécessairement une extrémité plus proche d’un point d’équilibre instable,
point autour duquel I'angle v varie lentement. La variation At serait donc plus petite.
La méthode que nous allons présenter peut-étre généralisée pour des trajectoires qui

ne sont pas nécessairement symétriques, mais cela complique les calculs. On suppose que
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T-€

o1t

FIGURE 4.10 — Type de trajectoires considérées pour le calcul analytique du TRE
(en jaune). Pour chacune de ces trajectoires, la variation A¢ du manche dans
Iespace est de sorte que A¢ = 2w. Le parametre ey représente le décalage au flip
parfait (AY|ag=or = ) sur la séparatrice. Le parametre € représente le décalage

au flip parfait sur les trajectoires voisines de la séparatrice.

si les trajectoires voisines de cette trajectoire symétrique correspondent a un TRE, alors
cette derniere correspond aussi a un TRE.

Dans ce contexte, le TRE est donné par la formule:
AY|pgogr = T — 2€. (4.22)

La valeur € = 0 correspond a un TRE exact. L’idée est d’exprimer le parametre e comme
un développement asymptotique de la forme:
de
=e+—| +0(). 4.23
e=at T OO (423)

=0

Cette formule permet d’avoir une interprétation des propriétés de robustesse du TRE a
la fois en fonction des conditions initiales et des propriétés du solide. En effet, on rappelle
que le parametre v nous dit a quel point la trajectoire est éloignée de la séparatrice.
Or, v est une constante du mouvement qui dépend uniquement des conditions initiales.
Autrement dit, un lancer bien réussi, ¢’est-a-dire dont la rotation est bien autour de I'axe
€5, va impliquer que le parametre v tend vers zéro alors qu’un lancer raté implique que
la valeur de v est relativement grande. Le coefficient ¢y est un parametre qui ne dépend
que de la géométrie du solide. En effet, il représente le maximum de variation de ’angle 1)
pour une variation A¢ = 27 sur la séparatrice, dont les propriétés dépendent uniquement
des parameétres a et b qui sont eux méme caractéristiques de la forme du solide. Comme
nous nous intéressons qu’a des objets qui ont la propriété de réaliser un TRE au voisinage
et sur la séparatrice, nous supposerons que €y est petit, ce qui est vrai sous certaines

conditions sur a et b que nous allons exprimer.
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Théoreme 4.5.1 Le décalage au TRE € est donné par:
_ 2 2
e(y) =€ — 75— +0(). (4.24)

Si le produit ab est grand, €y est de la forme:

b

€ =e Vo (2\/%#@) +o (e’Q\/@”) : (4.25)

Remarque 4.5.2 Le paramétre ey tend de maniere exponentielle vers zéro, lorsque le
produit ab — oo. Pour des paramétres a et b fixés, l’écart au TRE € tend vers ey quand ~y

tend vers zéro a une vitesse vy/(4bey).

La démonstration étant longue, nous la détaillerons a la fin de cette partie dans la sec-
tion 4.9. Cette formule nous permet d’évaluer a quel point l'effet de la raquette de tennis
est vrai dans la région de la séparatrice, qui, on le rappelle, est la région qui nous inté-
resse puisque le lancer de la raquette implique une dynamique proche de la séparatrice.
Cette formule nous dit que le TRE nécessite deux conditions, qui sont €y petit, c’est-a-dire
un produit ab grand, et v petit, c’est-a-dire des conditions initiales proches de du point

d’équilibre instable. Pour une raquette de tennis standard !, on obtient avec notre formule:
€0 = 0.1150 rad, (4.26)

c’est-a-dire un flip de AY|pp—or = (1 — 0.073) radians le long de la séparatrice. Une
intégration numérique sans approximation donne le méme résultat a 1073 radian prés.
Pour illustrer le théoréme 4.5.1, nous allons nous intéresser au comportement de €(7y)
donné par la formule (4.24) dans le plan (€g, 7). On fixe b = 0.1, puis on calcule pour chaque
couple (€g,7y) la valeur correspondante de €. Le résultat est donné sur la figure 4.11. On
rappelle que le parametre ¢y ne dépend que des propriétés du solide et que le TRE a lieu
lorsque €(y) est petit. Cette figure montre que plus le parameétre €, est petit, plus le TRE
apparait pour des valeurs de v proche de 0 et donc proche de la séparatrice. Cependant,
dans ce cas, il n’apparait que pour une plage de valeurs de v tres restreinte et il est donc
peu robuste. Au contraire, lorsque ¢y est grand, leffet est plus robuste. Si ¢y est trop
grand, on devine par extrapolation que le TRE apparait tres loin de la séparatrice. Il est
alors difficile le considérer comme un TRE. En effet, dans ce dernier cas, il faudrait jeter
la raquette avec des conditions initiales éloignées de la rotation instable, autrement dit

faire expres de donner un mouvement de flip a la raquette pour obtenir un flip égal a 7.

1. On appelle raquette standard la raquette utilisée dans [112] dont les moments d’inertie principaux
sont I; = 0.121 x 1072 kg.m?, I, = 1.638 x 1072 kg.m?, I3 = 1.748 x 1072 kg.m? [114].
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0.1 0.2
€0

FIGURE 4.11 — Valeur de €(v) dans le plan (ep,y) pour b = 0.1. La ligne noire
correspond a un flip exact, i.e. AYag—or = 7. Une autre valeur du parametre b ne

change pas la structure de cette figure.

4.6 Analyse numérique

Dans cette section, nous analysons le comportement général des trajectoires et de
la robustesse du TRE en intégrant numériquement le systeme (4.10). On considere la
méme raquette que dans la section précédente. Les parametres a et b étant fixés, nous
avons deux parametres a déterminer parmi v, g et dip/de|o, le troisieme s’exprimant en
fonction des deux autres. Dans un premier temps, on trace les solutions de I’équation
1 = f(¢) pour différentes valeurs de «y et de 1)y. Elles sont représentées sur la figure 4.12.
On peut voir sur cette figure que le TRE a lieu nécessairement suffisamment proche de la
séparatrice & peu prés pour |y| < 1072, Sur la figure 4.13, on trace la robustesse du TRE
dans le plan des conditions initiales (1o, dio/dp|o). Plus exactement, cette figure donne la
valeur de |At|a4—2- pour chaque condition initiale. On rappelle que dans ce plan, le point
(0,0) correspond a des conditions initiales qui implique que la raquette tourne exactement
autour de son axe intermédiaire. On remarque que le TRE a tres souvent lieu autour de
ce point. On peut aussi remarquer la symétrie particuliere de cette figure. Localement,
on voit qu’autour du point d’équilibre instable et tres proche de la séparatrice, il existe
certains points pour lesquels le TRE n’est pas du tout réalisé. Cette structure se comprend
a partir du diagramme de phase de la figure 4.7. En effet, ces points sont des conditions
initiales particulieres a partir desquelles le systéme évolue vers le point d’équilibre instable

(0,0) voisin ce qui induit une faible variation A).

4.7 Etude de différents objets

Le parametre € est un bon indicateur pour savoir si le TRE est validé ou pas pour un

objet donné. La figure 4.14 donne la valeur de ¢y en fonction des parametres a et b. Nous
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27) 1L 27) 271

Tt Tt

o ¢ o
FIGURE 4.12 — Solutions de I’équation ¢ = f(¢) pour différentes valeurs inititiales
de l'angle g et différentes valeurs de «y. Les courbes en rouge et en bleu corres-
pondent aux solutions oscillantes et tournantes respectivement, c’est-a-dire telles

que v < 0etvy>0.

|Ay

>2T1

3m/2

0 /2 T
Yo

FIGURE 4.13 — Valeur de |A%| aprés une précession du manche dans l’espace
A¢ = 27 en fonction des conditions initiales (v, (di/d¢)p). La ligne noire en
pointillés est la séparatrice, donnée par v = 0. Le domaine encadré est une plage

de conditions initiales probables, proche du point d’équilibre instable.

avons mis sur cette figure différents points correspondant a la raquette standard et trois

autres raquettes pour lesquelles les moments d’inertie principaux sont donnés dans [115].
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FIGURE 4.14 — Valeur du parametre ¢y en fonction de a et b. Les points représentent

la position dans ce diagramme des différents solides du tableau 4.1.

Nous donnons aussi une estimation du TRE pour le livre de Goldstein [94]. Les moments
d’inertie principaux sont directement calculables si I’on considére le livre comme un pavé
solide. Les trois axes d’inertie principaux sont les suivants: dans le sens de la longueur

(€1), de la largeur (é3), et perpendiculaire au plan du livre (€3). On obtient:
a=1.11, b= 0.31. (4.27)

L’évaluation du TRE Av|,—g = m — 2¢; sur la séparatrice est donnée dans le tableau 4.1

pour chaque objet. La figure 4.14 montre bien que le parameétre €, tend exponentiellement

Solide I I I3 a b €0 Al—o (°)
Raquette (STR) | 1210 | 16380 | 17480 | 12.54 | 0.06 | 0.1150 166.8
Raquette 1 886 | 16336 | 18270 | 17.44 | 0.11 | 0.0251 177.1
Raquette 2 1319 | 14445 | 16175 | 9.95 | 0.11 | 0.0699 172.0
Raquette 3 448 | 7126 | 1818 | 14.88 | 0.12 | 0.0255 177.1
Livre [94] 1.11 | 0.31 ] 0.2139 155.5

TABLE 4.1 — Effet de la raquette de tennis sur la séparatrice pour différents solides.

1

Les moments d’inertie principaux sont exprimés en kg.mm~'.s72 et les angles en

degrés.

vers 0 quand ab — oo par I'allure hyperbolique des courbes de niveau. L’effet de la raquette
de tennis est donc d’autant plus exact que le produit ab est grand. Il est aussi d’autant

moins robuste puisque plus €y est petit et plus €(y) donné par la formule (4.24) varie
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rapidement en fonction de « (cf. Fig. 4.11), c’est-a-dire qu’il est d’autant plus sensible

aux conditions initiales.

4.8 Conclusion

Bien qu’une analyse de leffet de la raquette de tennis ait déja été proposée dans [112],
nous avons pu approfondir considérablement 1’étude par un choix adéquat de coordonnées
ce qui nous a permis de calculer une formule asymptotique simple qui décrit la validité de
cet effet sur tout type de solide. L’étude montre que 'effet est d’autant plus marqué que
I'objet est asymétrique, c’est-a-dire que Iy, I5 et I3 sont éloignés les uns des autres (cela
correspond au critere ab > 1). Nous avons vu que pour une raquette de tennis standard,
cet effet est robuste, ce qui explique le résultat presque systématique de I'expérience de la
raquette. Un point important est que nous n’avons considéré que le modele de la toupie
d’Euler, ce qui signifie que tout systeme gouverné par les mémes équations est concerné
par cet effet. Par exemple, nous avons vu dans le chapitre 3 que le controle optimal d’une
chaine de trois spins possede la méme dynamique. C’est aussi le cas pour un systeme
quantique a trois niveaux d’énergies [103]. Nous allons montrer dans le chapitre suivant
que les équations d’Euler constituent une solution particuliere des équations de Bloch et
que cet effet peut étre observé pour le contréle d'un systeme quantique a deux niveaux.
Un autre point intéressant serait d’étudier le rdle possible de cet effet sur un joueur de
tennis [114, 116]. En effet, il est naturel de se demander si lorsqu’un joueur effectue un
coup droit par exemple, qui implique une rotation autour de ’axe instable de la raquette,

cet effet peut-étre génant pour le joueur ou s’il est négligeable.

4.9 Démonstration du théoreme de la raquette de

Tennis

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 4.5.1. Il s’agit d’une dé-
monstration originale tirée de l'article [110] que nous avons soumis a Physica D. On
rappelle que le but est d’exprimer le décalage au TRE, qui correspond a €(y) dans le

voisinage de v = 0, comme la somme de deux termes:

de
e(y) =€+ ol (4.28)
v=0

Les termes ¢ et de/dvy|,—o sont calculés séparément.
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Calcul de ¢

On rappelle que ¢ est le décalage au TRE sur la séparatrice. Il se calcule donc en

substituant v = 0, ¢y = €y et ¥y = T — ¢y dans U'intégrale (4.19), c’est-a-dire en intégrant:

/ " Fla, b, 0)dd = 27, (4.29)
avec | bein?
f(a7 b7 77 0) = S _ - w °
\/a + bsian\/bsin21/}

On part d’un point de la séparatrice de sorte que (dy)/dg)g > 0 et 1y = €9 > 0. Comme
la dynamique ne peut pas traverser le point d’équilibre instable en (7,0) du portrait de
phase de la figure 4.7, la dérivée dip/d¢ est de signe constant, soit S = +1. On introduit

la variable z suivante:

r = s cos 1,
et on arrive apres quelques manipulations a:
—T0 dx dx
/ . —b — —2nb.
zo (1 —%2a2)y/1 — a2 V1—2?

En intégrant, on obtient:

arctanh ( ) —Vab arcsin(zy) = Vab .

\/E To
b\ /1— 22
La fonction arctanh s’exprime en fonction du logarithme népérien suivant arctanh(u) =

sIn[(1 +u)/(1 — u)]. En prenant 'exponentielle, puis I'inverse, on arrive a:

/ )
1 + a S1I™ €y — COS € —2vab [ﬂ—i—arcsin( GL_H) cos 50)}
=e¢ v )
W1+ gsin2 €0 + cos €

La valeur ¢5 = 0 est une solution asymptotique de cette équation lorsque ab — +o00.

Quand ab > 1, le terme dominant de cette équation est le terme exponentielle. En faisant

un développement limité en ¢y petit du terme de gauche, on obtient:

1 b —2v/ab | T4-arcsin b cose
—<1+—>68+h0t262 {Jr ( atb 0)}7

4 a

ou hot désigne les termes d’ordre plus élevé ("higher order terms"). En prenant la racine

carrée de cette équation, on peut montrer que:

o hot =2 [ )]

(4.30)

a+

On s’intéresse ici aux termes dominants de cette équation pour un solide qui satisfait
la condition requise par le TRE qui est ab > 1. On introduit deux nouveaux parametres

donnés par:

N I (4.31)
“Va " Ve T Vi '
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Remarquons que ab — oo correspond a A — 0 et nécessairement a p — 0. L’équation

(4.30) devient:
€0 =2 /1 — uge—%[w—l—arcsin(ucosso)}' (432)

La fonction f(s) = e~/ est de classe C™ pour s # 0 et f(0) = 0 et infiniment plate &

I'origine. On cherche une solution ¢, de I’équation (4.32) de la forme:

—92./1 — [7r+arcsm )tu] —9./1 — 4.33
€0 e i <7T+arcsm (,u)+u> ’ (4.33)

avec u une fonction de A et p différentiable et de sorte que u(0,0) = 0. Remarquons que
€o(u, A, ) est lisse en (u, A, 1) = (0,0,0). En injectant (4.33) dans (4.32), on obtient, apres

quelques manipulations:

G(u, A\, pt) := u + arcsin u — aresin(j cos(eg(u, Aw))) + hot = 0. (4.34)

G est de classe C* en (u,\,u) = (0,0,0), G(0,0,0) = 0 et 2—5(0,0,0) # 0. On peut
alors appliquer le théoreme des fonctions implicites qui stipule qu’il existe une solution
u = u(\, p) de équation (4.34), de classe C* et qui vérifie u(0,0) = 0. Ceci justifie
I'existence d’une solution (4.32) de la forme (4.33). Si limy_,o(u, ) = (0,0), alors on a
limy .09 = 0. Pour tout 6 > 0, on obtient ¢y = o(e™~ (m=9) /)‘) lorsque A\ — 0. La derniere
étape consiste a examiner la fagon dont u dépend de A. On utilise encore le théoreme des

fonctions implicites, ce qui donne:

du %
— = —22.(0,0,0). (4.35)
d\ %

On a 9%(0,0,0) = 1. On a d’autre part:

G 0G o
AG/dX = G5+ F5y (4.36)

Comme %—f(o, 0,0) =0, on en déduit que 3 ‘9“ = 0. Par conséquent, on a:

du

dA(o 0,0) =0, (4.37)

soit w = O(A?). En substituant les expressions de u et p dans (4.33), on a finalement:

€) = e abr (2

Par symétrie de ’angle v, on a:

& VT 4o (e“@”)> . (4.38)

Calcul de de/dv|,—o

/;_6 fla, b9, y)dy = 2/65 Fla, b, ~)dy.
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La dynamique de I'angle 1 en fonction de ¢ peut s’écrire sous la forme:

us

FMJxm)Zlgﬂm&wmﬂwzﬂ-
Oe Oe OF
5= ara) 3

Le terme 0e¢/OF peut se calculer facilement. La dérivée par rapport a l'un des bords de

I'intégrale donne:

or fab ):>ﬁ - 1 Vb \/a + bsin? ¢
De @6 oF 0 f(a,b,e,0) S0 sin? €

ou on a supposé que ¢y < 1. La dérivée s’exprime comme:

Oe

oF — —SVab ey + O(€2). (4.40)

v=0

Le terme OF/0v est plus difficile & calculer. La convergence uniforme de l'intégrale F’

donne: oF - 5
= = sfabwy) dv.
v v=0 €0 v v=0
La dérivée de f en v = 0 s’écrit sous la forme:
daf S 1 — bsin?)

dy ~=0 o203 va+ bsin2wsin3@/).

En intégrant, on arrive a:

dF [S(a—b—Qab)l (\/Ecosw—i-\/a—i-bsian) JrS\/a—l-bsin%bcoszb ’
_ 0 ) .
v=0

dy o 4(ab)3/? sin 1) 4 b¥2asin?q)

€0
Remarquons que ¢y < 1 implique que les termes d’ordre 1/€2 sont dominants dans le

terme de droite de cette équation. Un développement asymptotique donne:

OF S 1
5*0__@%WR+O§% (4.41)

Enfin, on peut calculer de/0v|,—o en utilisant I’équation (4.39):

Oe
dvy

1
=~ + O (4.42)

v=0

En résumé, le parametre e s’exprime sous la forme:
fY
e(y) =€ — 77—+ 0%, (4.43)

oll €y est donné par 1’équation (4.38), et O(7?) est une fonction qui dépend de ¢, de sorte

que O(7?)/~? tend vers une constante (qui dépend de €y), quand 7 tend vers zéro.
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Chapitre 5

La toupie d’Euler et le spin

quantique

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons montrer que les solutions de la toupie d’Euler permettent
de mettre en valeur plusieurs propriétés géométriques du controle quantique d’un systeme
a deux niveaux [20, 21, 27]. Nous allons voir que ce modele est analogue aux équations
de Bloch. Les composantes du vecteur vitesse angulaire Q de la toupie vont étre utilisés
comme champs de controle dans le systeme quantique. En effet, dans les équations d'Eu-
ler, les vitesses angulaires sont déterminées par les conditions initiales et les propriétés
du solide, a la différence des champs de contrdle qui sont des fonctions arbitraires. Les
solutions des équations d’Euler constituent donc une famille particuliere de solutions des

équations de Bloch.

Les résultats de ce chapitre sont généralisables pour des systemes plus complexes
comme le controle d’un systéme & trois niveaux [103], ou encore pour le controle optimal
d’une chaine de trois spins couplés [104], qui, comme nous I’avons vu dans le chapitre 3,
a une dynamique qui est la méme que celle d’une toupie asymétrique. On rappelle que les
solutions géométriques ont I'avantage d’apporter une compréhension physique des proces-
sus de controle [35, 37, 49, 56, 117]. Certaines de ces propriétés permettent de calculer
des solutions robustes par rapport aux imperfections expérimentales et en particulier aux
inhomogénéités des champs de controle. C'est le cas de la solution d’Allen-Eberly [27, 28],
une solution de forme hyperbolique qui permet de réaliser une inversion de population
robuste pour un systéme a deux niveaux. Nous verrons que cette solution particuliere ap-
parait naturellement dans le portrait de phase des équations d’Euler. D’autres propriétés
géométriques que nous allons décrire sont utilisées en information quantique, notamment
pour réaliser des portes phase a un qubit. Nous avons vu dans le chapitre 2 que ces portes
phase sont tres utiles car elles constituent une des trois opérations logiques nécessaires

pour avoir un ensemble universel de portes, ¢’est-a-dire un ensemble d’opérations qui per-
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met de générer n’importe quelle transformation sur un ensemble de qubits. La phase de
Berry [31] est une propriété particuliere d’un systéme quantique qui apparait lorsque le
vecteur de Bloch effectue des trajectoires périodiques sur la sphere de Bloch. Cette pro-
priété a permis de générer expérimentalement des portes phase robustes [50], dites portes
phase géométriques, dans le sens ou elles s’expliquent par des phénomenes purement géo-
métriques. La phase de Berry apparait pour des solutions adiabatiques qui impliquent
des processus longs [31, 32]. Une série de travaux sur les portes phase géométriques a été
publiée plus récemment (voir par exemple [64, 118, 119, 120, 121]). Ces travaux visent a
généraliser la phase de Berry et a réaliser des portes phase dans le régime non adiabatique
pour que les transformations soient réalisables en un temps suffisamment court. Dans les
équations d’Euler, le moment cinétique du solide en rotation décrit des trajectoires pé-
riodiques. Ces trajectoires permettent d’introduire une phase géométrique en mécanique
classique appelée phase de Montgomery [33, 34]. Le lien entre cette propriété et les phases

quantiques sera établi dans ce chapitre.

L’analogie des équations de Bloch avec un solide en rotation libre va également nous
permettre de mettre en ceuvre l’effet de la raquette de tennis quantique. Celui-ci consiste
a déterminer les champs de controle associés a la trajectoire de l'effet de la raquette de
tennis classique que nous avons vu dans le chapitre précédent afin de les appliquer pour
controler la dynamique d’un systéeme quantique a deux niveaux. Nous verrons que ces
champs de controle réalisent une porte particuliere ayant certaines propriétés de robus-
tesse. Plus généralement, dans ce modele, les champs de controle sont donnés par des
fonctions elliptiques de Jacobi [95] (cf. annexe A) paramétrées par les parametres k et F,
c’est-a-dire par les moments principaux d’inertie du solide et les conditions initiales de sa
dynamique. Nous verrons que ces deux parametres permettent d’ajuster la robustesse et

le temps de controle du systeme.

Ce chapitre s’organise de la maniere suivante. Dans la section 5.2, on introduit les
systemes d’Euler et de Bloch, afin d’identifier les deux modeles de fagon formelle. Nous
introduisons deux configurations possibles des équations de Bloch, ce qui amene a deux
identifications différentes entre le systeme classique et le systéeme quantique. On les nomme
configuration (a) et configuration (b). On se sert de la configuration (a) pour identifier
les différentes familles de controles et pour réaliser une inversion de population dans la
section 5.3. Cette section met en valeur les propriétés de robustesse du transfert en fonction
des deux parametres E et k. Dans la configuration (b), les conventions sont identiques
a celles du chapitre précédent sur l'effet de la raquette de tennis classique. On étudie
cette configuration dans la section 5.4, dans laquelle on donne une méthode générale qui
permet de réaliser des transformations unitaires. On insiste sur un cas particulier, [’effet
de la raquette de tennis quantique, qui a été implémenté expérimentalement a I’Université
Technique de Munich par des membres de ’équipe de Steffen Glaser. Cette expérience
est également détaillée dans ce chapitre. La section 5.5 est consacrée a une propriété

particuliere des équations d’Euler, la phase de Montgomery, qui permet d’implémenter
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des portes phase géométriques. La section 5.6 est la conclusion de ce chapitre. Ce travail

a donné lieu a la soumission d'un article [122].

5.2 Modele

Dans la section 2.6 du chapitre 2, nous avons vu que les équations de Bloch et les

équations d’Euler ont toutes les deux une structure de la forme:

. 0 Q -0
M=|-Q 0 Q |M. (5.1)
Q -0 0

Dans le cas des équations d’Euler, M est le moment cinétique et les variables §2; sont
les composantes du vecteur vitesse angulaire de la toupie. Ces dernieres s’expriment en
fonction des composantes de M et des moments d’inertie principaux du solide I, Iy et I3

sous la forme:
M, M, M

=2 Q=2
L 7T

Les moments d’inertie principaux correspondent a la répartition de la masse du solide

(5.2)

selon ses trois azes d’inertie principauz, qui constituent le repere dans lequel le tenseur
d’inertie est diagonal [93]. Pour un solide homogene, les moments d’inertie principaux
caractérisent la forme du solide. En substituant (5.2) dans (5.1), on obtient les équations
d’Euler, qui expriment la dynamique du moment cinétique M dans le repere attaché aux
axes d’inertie principaux du solide. On note ce repéere S = (€7, €, €3).

Dans le cas des équations de Bloch, les variables €2; correspondent aux composantes
du champ de controle et M est I'aimantation, ou vecteur de Bloch [20]. Sa dynamique est
la méme que celle d'une toupie en rotation libre si ’on choisit le champ de contréle de
sorte que My = 1€}, My = 1,09 et M3 = [3823, c’est-a-dire en considérant que le champ
de controle correspond au vecteur vitesse angulaire d’une toupie d’Euler. Dans ce cas, les
parametres I;, I, et I3 sont arbitraires et permettent de modifier la forme de la toupie
fictive. Le repere S = (€}, €,, €3) est alors attaché a la sphere de Bloch.

Dans ce chapitre, nous appellerons les trajectoires classiques les solutions obtenues en

résolvant les équations d’Euler suivantes:

o S Ak

- I3 Iz .

M= |- o M )] (5.3)
My My 0
I I

Ce systéme est intégrable puisqu’il contient deux constantes du mouvement qui sont

I’énergie et le moment cinétique, données par:

2 12 L2
23:1—11+[—22+[—§’, M? = M} + M3 + M3. (5.4)
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106 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

A chaque trajectoire classique est associé un champ de controle ﬁ, dont les composantes
sont données suivant la formule Q; = M;/I;. Cependant, pour le contrdle d'un systeme a
deux niveaux, le champ de contrdle n’a généralement que deux composantes du fait des
contraintes expérimentales en RMN [20] ou en physique moléculaire [39]. Nous allons voir
que cela implique une certaine contrainte sur le choix des parametres I, I, et I3 et que
deux configurations différentes sont a analyser.

Pour expliciter précisément l'identification entre les deux dynamiques, reprenons les
équations de base de la mécanique quantique. On considere pour cela un systeme a deux
niveaux décrit par un état |A(t)), dont la dynamique est gouvernée par 1'équation de
Schrodinger ihd, |A) = H |\), out H est opérateur Hamiltonien de la forme:

h o s Q(t)e—iw))

== (Q(t)em(ﬂ —5(t) 55)

Q2 et n sont 'amplitude et la phase du champ de controle et § est le décalage par rapport
a la fréquence de Larmor du systeme [20]. En appliquant une transformation unitaire de

la forme T' = diag[e™® m®)] Pétat du systeme est décrit par [¢) = TT|)\) et le nouveau

Cn(am o
H= 2(9@) —A(t))’ (5.6)

Hamiltonien est de la forme:

avec A = 0 +n et Q les deux composantes du champ de controle. On peut aussi choisir
d’étudier le systeme a la résonance, en substituant 6 = 0 dans ’équation (5.5). Dans ce

cas, I'opérateur Hamiltonien s’écrit:

H— _g ( 0 w1 — iWQ) ’ (57)

w1 + ’iCUQ 0

ol wy et wy sont les deux composantes du champ de contréle. Les coordonnées du vecteur
de Bloch sont données en fonction de la matrice densité du systeme p = [() (C| par
My = po1+pra, My = i(pra—p21), et My = p11—pae. Les équations de Bloch s’obtiennent en
appliquant I'équation de Liouville Von Neumann p = —i/h[H, j|. Les Hamiltoniens (5.6)

et (5.7) conduisent aux deux systemes du tableau 5.1.

Configuration (a) Configuration (b)
' 0 A 0 . 0 0 —ws
M=|-A 0 Q|M|M=|0 0 w |M
0o —-Q 0 ws —w; O

TABLE 5.1 — Equations de Bloch associées au Hamiltonien (5.6) (configuration
(a)), et au Hamiltonien (5.7) (configuration (b)).

Ces équations ayant la méme forme que (5.1), on identifie le vecteur de Bloch avec

le moment cinétique d’une toupie asymétrique. Pour aboutir aux équations d’Euler, on
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pose 0= diag(1/1,1/ 15, 1/13)]\2 Cependant, I'une des composantes de Q) étant néces-
sairement nulle, on doit considérer, dans chaque cas, une toupie particuliere dont I'un des
moments d’inertie principaux tend vers 'infini. Les configurations (a) et (b) du tableau 5.1
correspondent respectivement a un solide dont les moments d’inertie vérifient 1o — oo et
I3 — o0. Dans le cas (a), nous considérons [} < I3 < I, et Iy < Iy < I3 dans le cas
(b). Nous avons vu que les équations d’Euler contiennent deux constantes du mouvement
données par 'équation (5.4). Ces deux intégrales premieres correspondent a l’équation
paramétrique d'une sphére de rayon M et d’un ellipsoide de rayons 21 E, /2L F, et
V2I3E. Pour une valeur de E fixée, la solution M (t) appartient a l'intersection de ces
deux surfaces. Comme 'un des moments d’inertie tend vers +oo, l'ellipsoide d’énergie
constante est ici un cylindre elliptique, d’axe € pour le cas (a) et é; pour le cas (b). Les

surfaces sont illustrées sur la figure 5.1 pour les deux configurations.

€3 €3

FIiGURE 5.1 — Sphere de moment cinétique constant et ellipsoide d’énergie
constante pour la configuration (a) (a4 gauche), et pour la configuration (b) (a
droite). La solution M (t) des équations d’Euler est représentée par la courbe noire,

qui correspond & l'intersection des deux surfaces.

L’un des moments d’inertie tendant vers +oo, il en reste deux a choisir. L’'un des deux
peut étre fixé & 1 sans perte de généralité. L’autre peut étre fixé a 1/k* avec k € [0, 1].
La forme du solide est donc entierement déterminée par le parametre k. Le parametre
est fixé par les conditions initiales de la dynamique de la toupie.

Nous allons utiliser la configuration (a) afin d’étudier les propriétés des champs de
contrdle en fonction des parametres k et E. Nous allons ensuite étudier les propriétés de
robustesse d’une inversion de population en fonction de ces deux parametres.

La configuration (b) est la méme que celle utilisée dans le chapitre précédent sur
Ieffet de la raquette de tennis classique. Nous allons nous en servir pour mettre au point
une méthode permettant de réaliser des transformations unitaires, qui nous permettront

d’implémenter 'effet de la raquette de tennis quantique.
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108 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

5.3 Inversion de population

Cette section est une étude des équations de Bloch dans la configuration (a) du ta-
bleau 5.1. Dans un premier temps, on donne l'expression des trajectoires classiques ob-
tenues en intégrant les équations d’Euler. Cette analyse nous permettra d’expliciter les
champs de controle. Les solutions des équations d’Euler ne sont pas démontrées. Celles-ci
sont bien connues dans la littérature (voir par exemple [93]). On étudie ensuite les pro-
priétés de ces champs de controle en fonction des parametres E et k. Puis, on les applique
pour réaliser une inversion de population. On sélectionne trois trajectoires classiques et
on caractérise la durée et I’énergie requise par le transfert pour chaque trajectoire. Enfin,
on étudie la robustesse du transfert en fonction des parametres k et d’'un parametre noté

e relié aux conditions initiales de la trajectoire classique considérée.

5.3.1 Intégration des trajectoires

Dans la configuration (a), I'identification des équations de Bloch (Tab. 5.1) avec les

équations d'Euler (Eq. (5.1)) conduit a:

L’équation Ms/I, = 0 impose une contrainte sur le solide fictif de la forme I, — oco. I et
I3 sont des parameétres arbitraires. Sans perdre de généralité, on pose I} = 1 et I3 = 1/k?,
avec k € [0,1]. Ainsi, la limite k¥ = 1 revient a considérer une toupie symétrique de la
forme Iy = I3, et la limite £ = 0 un solide de la forme I, = I3 = +00. Le parameétre k£ nous
permet donc de choisir la forme du solide fictif, ce qui a une influence sur les solutions des
équations de Bloch. En substituant Q = M; et A = k?M5 dans les équations de Bloch de

la configuration (a), on obtient les équations d’Euler suivantes:
M1 - ]{Z2M2M3, M2 = (1 - l{}2)M1M3, M3 = —MlMQ. (59)

La sphere de moment cinétique constant correspond ici a la sphere de Bloch. On peut
poser \M | = 1, ce qui n’affecte pas la généralité du probleme. Les deux constantes du

mouvement sont de la forme:
M? 4+ M2+ M2 =1, M?+k*M? =2E. (5.10)

Elles correspondent, dans le repere (€1, €, €3), & une sphere de rayon 1 et un cylindre
elliptique d’axe é5. Ces surfaces sont représentées sur le schéma de gauche de la figure 5.1.
Sur ce schéma, 'intersection donne une solution M (t) pour une certaine valeur de F. La
figure 5.2 montre les solutions M (t) pour plusieurs valeurs de E.

Comme dans le cas classique, on distingue trois familles de solutions. Les solutions
tournantes apparaissent lorsque le grand rayon du cylindre est supérieur au rayon de
la sphere, i.e. vV2E/k > 1. Les solutions oscillantes apparaissent pour v2E/k < 1 et
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FIGURE 5.2 — Solutions M (t) des équations d’Euler dans la configuration (a) pour
différentes valeurs de E. Les trajectoires en bleu sont dites tournantes et appa-
raissent lorsque v2E > k. Les trajectoires rouges sont dites oscillantes, elles ap-
paraissent pour v2F < k. La trajectoire en pointillés correspond & la séparatrice

qui a lieu pour v2FE = k.

la séparatrice pour vV2E/k = 1. E est un paramétre qui permet de choisir I'une de
ces trajectoires. On voit que les trajectoires proches de la séparatrice, c’est-a-dire pour
2F ~ k2, sont de bonnes candidates pour l'inversion de population. Toutes les solutions
sont périodiques, sauf la séparatrice, qui relie le pole nord et le pdle sud de la sphere de
Bloch en un temps infini. Chaque trajectoire est associée a un champ de controle puisque
lon a A(t) = k*M3(t) et Q(t) = M,(t). Nous avons donc trois familles de champs de
controle qui dépendent des deux parametres k et E. Le parametre E change la taille
globale du cylindre mais pas sa forme. Il permet de sélectionner une trajectoire de la
figure 5.2. Le paramétre k ne modifie que le grand rayon du cylindre donné par v/2F k.
Il change donc la forme des trajectoires. Lorsque k£ — 1, le cylindre elliptique devient un
cylindre habituel. Les solutions sont alors des cercles centrés sur €, et les séparatrices se
regroupent dans le plan (€}, €3). Lorsque k — 0, le cylindre elliptique forme deux plans
paralleles, car dans ce cas, le grand rayon du cylindre tend vers l'infini. Les solutions sont
alors des cercles centrés sur €] et les séparatrices sont dans le plan (€3, €3). Ces cas limites

sont représentés sur la figure 5.3.

Les solutions du probleme sont des fonctions elliptiques de Jacobi notées sn, cn et
dn [95] et dont les propriétés sont données dans 'annexe A. Afin de ne pas s’encombrer
de plusieurs signes, on ne considere que les solutions les plus visibles de la figure 5.2,
c’est-a-dire les solutions tournantes telles que M; > 0, les solutions oscillantes telles que
My > 0 et la séparatrice telle que (M, My) > (0,0). Ces solutions sont données dans le
tableau 5.2.

Les fonctions elliptiques de Jacobi sont de période 4 K(m), ou K(m) est une intégrale
elliptique de premiere espece. Par conséquent, une trajectoire de la figure 5.2 effectue un

cycle complet en un temps 7' = 4 K(m) /w, exceptée la séparatrice qui n’est pas périodique.
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110 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

Oscillantes Tournantes Séparatrice
2F < k? 2F > k? 2F = k?
M, = —\/ﬁcn(wt +p) | M= \/ﬁdn(wt +p) | My = ksech(wt + p)
M, = < dn(wt + p) M, = _w\gﬁ en(wt +p) | My = ¢ sech(wt + p)

M; = @ sn(wt + p) My = 2B sn(wt + p) | Mz = — tanh(wt + p)

w=kyV1—2E w=1/2B(1 - k?) w=kV1— k2

_ 2E(1-k?) _ k*(1—2E)
~ ®2(1-2E) M = 3501

m=1

TABLE 5.2 — Solutions M (t) des équations de Bloch de la configuration (a).

5.3.2 Champs de controle

On rappelle que les composantes du champ de controle sont données en fonction des
trajectoires classiques M(t) par Q = M/l = M, et A = Ms/I; = k*Ms. Ceux-ci sont

explicités dans le tableau 5.3.

Oscillantes Tournantes Séparatrice
QO =—V2Ecn(wt+p) | Q= V2Edn(wt + p) Q) = ksech(wt + p)
A =EkV2Esn(wt +p) | A =kvV2mEsn(wt+p) | A = —k?tanh(wt + p)

TABLE 5.3 — Champs de contrdle associés aux trajectoires classiques de la confi-

guration (a). Les parametres w et m sont les mémes que ceux du tableau 5.2.

Les champs de controle dépendent des deux parametres k et £/. Pour que des solutions
M (t) existent, on doit avoir v2I1E < 1 < \/2ILF, sans quoi les deux surfaces du schéma
de gauche de la figure 5.1 ne s’intersectent pas. On rappelle que k < 1. Les propriétés des
champs dépendent donc du couple (k, E') avec:

kelo,1], 2E€]0,1]. (5.11)

Analyse a k fixé. Lorsque k est fixé, le parametre F permet de sélectionner une des
trajectoires de la figure 5.2.

Les trajectoires tournantes telles que 2FE € [k? 1] ont pour cas limite la solution
associée au point d’équilibre stable sur I'axe €; et la séparatrice. Le point d’équilibre
stable apparait lorsque 2FE = 1. En substituant cette valeur dans les parametres des
solutions tournantes du tableau 5.2, on obtient m = 0 et donc un champ de contrdle de

la forme (cf. annexe A):

Q) =1, A(t) =0, (5.12)

c’est-a-dire un pulse constant le long de é7. La séparatrice, elle, correspond au cas ou

2F = k?. Les champs de contrdle correspondants sont donnés dans la troisi¢me colonne du

110



5.3: Inversion de population 111

tableau 5.3. Cette expression est une autre maniere d’écrire la solution d’Allen-Eberly [27],
comme nous allons le voir dans un paragraphe consacré a cette solution.

L’autre famille de trajectoires (2E € [0, k?]) montre, elle aussi, une transition continue
entre le point d’équilibre stable le long de €5 et la séparatrice. Ce point stable apparalt
lorsque 2E = 0, ce qui correspond a des champs nuls.

Pour k fixé, le parametre E permet donc de sélectionner un champ de contrdle qui est

un compromis entre un pulse constant et un pulse hyperbolique d’Allen-Eberly.

Effet du parametre k. Comme nous 'avons dit plus haut, le parametre k modifie la
forme du cylindre elliptique et par conséquent la forme des trajectoires classiques M (1).

Ceci est illustré sur la figure 5.3.

€3
2 €l &,

FIGURE 5.3 — Trajectoires classiques M (t) dans le repére S pour k — 0 (a gauche),
k = 1/3/2 (au milieu) et & — 1 (& droite). La séparatrice donne la solution d’Allen-
Eberly (cf. texte).

Lorsque k£ = 0, les solutions oscillantes disparaissent et les trajectoires tournantes sont
de simples cercles centrés sur 'axe €. Les champs de contréle sont constants et le long

de I'axe €7. Ils sont donnés par:
Q(t) =V2E, A(t)=0. (5.13)

Pour k£ = 1, seules les trajectoires oscillantes existent et forment des cercles centrés sur le

vecteur €5. En substituant £ = 1 dans les champs oscillants du tableau 5.2, on obtient:
Q=+Vv2FEcos(t+p), A=+V2Esin(t+ p). (5.14)

Pour des trajectoires proches de la séparatrice, c’est-a-dire de sorte que 2E — k2, I'am-
plitude et I'aire des champs tendent vers l'infini. Ces solutions sont adiabatiques [29]. On
peut le montrer en utilisant la condition d’adiabaticité donnée dans 'article [123]. Cette
condition est la suivante:

QA — QA

= < (5.15)
(QQ+A2)§
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112 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

En substituant Q = M; et A = kM5 dans cette expression et en se servant des équations
d’Euler (5.9), on peut montrer que 1'on a:

QA — QA 2Bk M,

(24 A2)F| |28 — (k2 — k) M2)?
En prenant la limite & — 1, la solution oscillante Ms(t) du tableau 5.2 devient M, =

v1—=2F. On a alors:

. (5.16)

QA-QA| VI-2E (5.17)
(Q2 + A2)? V2E '

Finalement, en choisissant une trajectoire suffisamment proche de la séparatrice telle que
2F ~ k* — 1, on en déduit que la condition d’adiabaticité (5.15) est satisfaite.

En résumé, le parametre k£ permet de sélectionner des champs entre de simples pulses
carrés (k = 0) et des pulses circulaires (k = 1). De plus, si k est suffisamment proche de
1 et 2F de k2, les champs de contrdle sont adiabatiques. La figure 5.4 illustre toutes les
familles de champs dans le plan (k, v2E).

A
1} Constants
T t 20
Lﬂ é ournants . . ?,5\ §
~ | o= o =
2 R g
8 \6?), ’ R
e Oscillants ©
A
7’
’
4
, '
ot Nuls
. >
0 1

k

FIGURE 5.4 — Propriétés des champs de controle en fonction des parametres k et E.
Les champs constants sont de la forme (Q,A) = (v2E, 0). Les champs circulaires
sont donnés par (2, A) = (v/2F cos(wt + p), vV2E sin(wt + p)). La ligne en pointillé
est la droite d’équation v2E = k, qui correspond & la séparatrice sur laquelle
les pulses sont de type Allen-Eberly (A.E. sur la figure). Dans le voisinage de la
séparatrice et pour k — 1 (région colorée en bleu), les champs de controle ont des

propriétés adiabatiques.

Solution d’Allen-Eberly. Le contrdle associé a la séparatrice est équivalent a la solu-
tion d’Allen-Eberly, qui est de la forme [27, 28, 29, 30]:

1 _
Q= —V1+62r%sech <E + p) , A= —dtanh (E + ,0) : (5.18)
T T

T
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ot T est une durée de pulse arbitraire et 20 Pamplitude de A. Pour simplifier ces expres-
sions, on introduit les quantités suivantes:

Q A 1
, A= ;o Qpep = —. (5.19)
Qref Qref wT

t= Qref{{a Q -

Les composantes du champ s’écrivent alors sous la forme:
Qt) = wv 1+ 8272sech(wt + p), A(t) = —wdT tanh(wt + p). (5.20)

En posant 07 = k%/w = k/+/1 — k2, on obtient les champs de contrdle associés a la
séparatrice, donnés dans la troisieme colonne du tableau 5.3.

On suppose qu’a l'instant ¢ = 0, le vecteur de Bloch est sur le pole nord de la sphere,
i.e. M5(0) = 1. Au vu de la solution M (t) associée a la séparatrice (tableau 5.2), ce point
correspond a p — —o00. En un temps wty — 400, le systeme évolue vers le pole sud de la

sphere le long de la séparatrice. L’aire du pulse est alors donnée par:

t=-+00 wt=+o0 L sech(wt + p) - m

d(wt

A=/ Q(t)dt:/wtzo ) = s (5.21)

Si k = 0, on obtient un pulse d’aire 7 le long de €] en forme de sécante hyperbolique,
qui inverse naturellement la population du systeme a deux niveaux. Si k > 0, laire
est supérieure a m, mais le transfert est toujours une inversion de population. Plus k
est proche de 1, plus l'aire du pulse est grande et plus les contréles sont robustes car
ils satisfont la condition d’adiabaticité [29]. Remarquons que la figure 5.3 donne une
interprétation géométrique de la solution d’Allen-Eberly. Sa forme est liée au fait que
la séparatrice relie deux points d’équilibre instable du portrait de phase des équations
d’Euler. Lorsque k — 1, la trajectoire et le champ de contrdle sont confondus, i.e. M = Q,
ce qui explique son comportement adiabatique. Cet aspect a été mis en évidence dans le
livrte de L. Allen et J. H. Eberly [27]. Cependant, la forme générale, non adiabatique,
a été déduite intuitivement. Le portrait de phase de la figure 5.2 donne une explication

géométrique de cette solution.

5.3.3 Efficacité et robustesse de l'inversion de population

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les propriétés des champs de controle associés
a trois trajectoires classiques: une tournante, une oscillante et une séparatrice. Les diffé-
rentes figures 5.2 et 5.3 montrent qu’il est plus naturel de choisir des trajectoires proches
de la séparatrice, qui commencent, a 'instant ¢ = 0, dans le voisinage du point d’équilibre
instable au pole nord de la sphere. On définit un petit parametre € qui correspond a ’angle
polaire initial de la trajectoire classique choisie. Les trois solutions que nous considérons
et le parametre € sont illustrés sur la figure 5.5. Les parametres des champs de controle
associés a chaque trajectoire sont explicités dans le tableau 5.4. La phase p est calculée

de sorte qu’a l'instant ¢ = 0 on ait My = 0 pour une solution tournante et M; = 0 pour
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114 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

FI1GURE 5.5 — Illustration des trois trajectoires classiques considérées pour 1'étude
de l'inversion de population. La courbe bleue est une solution tournante, la rouge
une solution oscillante et la noire une séparatrice. I’angle e est arbitrairement

petit. Plus € est petit, plus le transfert est efficace.

une solution oscillante. Dans les deux cas, cela conduit a p = K(m), on K(m) est une
intégrale elliptique complete de premiere espece (cf. annexe A). Vu que M;3(0) = cose,
on peut calculer la valeur du parametre p sur la séparatrice. Le temps de controle ¢y est
calculé de facon a ce que M (tr) soit symétrique a M (0) par rapport au plan de 1’équateur.

Tous ces parametres sont donnés dans le tableau 5.4 en fonction de € et k.

Oscillation Rotation Séparatrice
2F = k2cos?e | 2F =sin®e+ k*cos’e | 2F = k2

w=kv1-2E| w=\/2E(1 — k?) w=kv1l—k?

_ 2BE(1-k?) k2(1—2F _

T k*(1-2E) m= 21*7((17192; m=1
p=K(m) p=K(m) p = — arctanh(cose)
wty =2p wty=2p wtp = 2|p|.

TABLE 5.4 — Parametres associés aux trois trajectoires illustrées sur la figure 5.5.

Les expressions des champs de contréle sont donnés dans le tableau 5.3.

Afin d’étudier les propriétés de ces champs de contrdle, nous donnons dans le ta-
bleau 5.5 les valeurs de ¢; et de 'aire A des champs par des formules simples, obtenues

en faisant un développement limité autour de € = 0. A titre d’exemple, calculons l'aire et
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la durée de la trajectoire tournante de la figure 5.5. L’aire est donnée par:

A:/Oth(t)dt:/Owtf@dn(wt+K( ), m)d(wt)

1 wt=2K(m)
= 77— [arcsm [sn(wt + K(m), m)]

s
V1—k2

La durée totale ¢; se calcule a 'aide de I'appendice A et en particulier a 'aide d’'un

wt=0

développement limité de la fonction K(m) pour m — 1. Le parameétre m s’exprime sous

la forme: ,

_1_E+O< ). (5.22)

L’intégrale elliptique K(m) devient alors:

K(m) = —1 In <22> +In(4) + o(e?)

=1In (%) + o(€?).

La valeur de wty étant égale a 2 K(m), on obtient le résultat du tableau 5.5.

Oscillation Rotation Séparatrice
wtf—21n(4‘/1k)+0( 2 wtf—an( )+O( 2 wtf—21n()+0( %)
— _ s _ 2e
A= ftp — v T O0) A= 7 A=Fmsm-—ae

TABLE 5.5 — Durée ty et aire A des champs de contrdle associés a chacune des

trajectoires de la figure 5.5 dans le voisinage de € = 0.

Ce tableau montre que la durée du transfert et ’aire du champ sont ajustables grace
aux deux parametres k et . Pour k* < 1/2, les champs tournants permettent de réaliser le
transfert plus rapidement, mais cotitent plus d’énergie, i.e. leur aire est plus élevée. Pour
des solutions plus robustes, plus exactement lorsque k% > 3/4, les champs associés aux
solutions oscillantes permettent un transfert plus rapide et cotitent moins d’énergie que
les deux autres familles.

Dans les résultats qui vont suivre, nous allons utiliser le champ de controle associé a
la trajectoire tournante de la figure 5.5 (trajectoire en bleu), dans le but de réaliser une
inversion de population. Une fois les champs calculés, nous intégrerons numériquement le
systeme en partant exactement du podle nord de la sphere de Bloch a ¢ = 0. Notons que
les trajectoires classiques de la figure 5.5 ne partent pas exactement du pole nord de la
sphere. Par conséquent, les trajectoires quantiques que nous allons calculer ne sont pas
exactement les trajectoires classiques de la figure 5.5, mais elles sont similaires tant que €

reste suffisamment petit.
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116 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

Afin d’analyser la robustesse de ce controle, on se concentre sur une trajectoire tour-
nante et on impose € = 1072, La robustesse est évaluée par rapport a un facteur d’échelle
a sur Pamplitude du champ € et un terme d’offset § [51]. Il ’agit d’un procédé standard
qui sera utilisé aussi dans le chapitre 6. Plus précisément, on considere un ensemble de
N, x Njs spins, pour lequel chaque spin est associé a un couple de valeurs (a;, 0). Cela re-
vient a utiliser un méme champ pour controler N, x Ns équations de Bloch qui s’expriment

sous la forme:

' 0 A(t)+ 9 0
Mgy = | —A(t) =0 0 (14 )Q1t) | Mias)- (5.23)
0 —(14 a)Q2(t) 0
On calcule pour chaque spin la fidélité J; = —M;(ts) en faisant une propagation nu-

mérique partant du pole nord de la sphére M(0) = £(0,0,1) et en utilisant le champ de
controle associé a la trajectoire tournante de la figure 5.5. On rappelle que les composantes
A et € de ce champ de contrdle sont données dans la deuxieme colonne du tableau 5.3
et les parametres nécessaires dans la deuxiéme colonne du tableau 5.4. Les résultats sont

donnés sur la figure 5.6 pour plusieurs valeurs de k.

(@)

-04-02 0 02 04 -04-02 0 02 04

FIGURE 5.6 — Fidélité J3 = —M3(ty) dans le plan (6, &) de I'inversion de population
réalisée avec un champ de contrdle associé a la trajectoire tournante de la figure 5.5.
Le parameétre € est fixé & 1072, La valeur du parameétre k est k = 0.2, k = 0.7,
k=0.9et k= 0.99 pour les figures (a), (b), (c) et (d) respectivement.

Cette figure montre que, comme nous l'avons expliqué, le parametre k permet de
maitriser la robustesse du transfert. Le parameétre e sert a ajuster le temps de transfert et

I’aire du pulse. Nous avons choisi ici un champ associé a une trajectoire tournante. Une
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autre famille de controles permettrait de privilégier la rapidité du transfert ou 1’énergie
utilisée.

D’une maniere plus générale, on peut étudier la robustesse du transfert dans le plan
(k,v2E), en gardant les expressions de p et ty du tableau 5.4. Il faut noter que pour
des valeurs de (k, E) éloignées de celles de la séparatrice, les trajectoires classiques sont
initialement loin du pole nord de la sphere. Par conséquent, les trajectoires quantiques
calculées numériquement, qui sont exactement au point (0,0,1) & l'instant initial, sont
completement différentes.

Pour chaque couple (k, \/ﬁ), on calcule le controle correspondant, puis on construit

le profil de robustesse dans le plan (4, «). On en déduit la moyenne suivant la formule:

- 1 N. Ns
T = —— J(6, o). 5.24
(k,E) NMNé;ﬂ; (O, ) (5.24)

On considere une plage de valeurs ¢ € [—0.5,0.5] et « € [—0.5,0.5]. Le résultat est donné
sur la figure 5.7.

Tk 2)
1

01 03 05 07 09
k

FIGURE 5.7 — Robustesse des champs de contrdle dans le plan (k,+/2E). Chaque
pixel est associé & un champ de contrdle (2, A). Pour chaque pixel, on calcule J_(k’ E)
selon la formule (5.24) sur une plage de valeurs 6 € [—0.5,0.5], « € [-0.5,0.5]. La
ligne en pointillés est la droite d’équation v2E = k, qui correspond a la séparatrice.

Les champs sont oscillants dans la région ou v2FE < k et tournants dans la région

ou vV2FE > k.

La structure de cette figure est relativement complexe. A chaque pixel est associé un
champ de contrdle, pour lequel on calcule la robustesse par rapport aux inhomogénéités.
On observe bien la propriété adiabatique des champs lorsque & — 1, pour des trajectoires
proches de la séparatrice. On remarque que le transfert est relativement robuste dans le
coin en haut & gauche de cette figure, lorsque k est proche de 0 et v/2E proche de 1. On
rappelle que pour k& — 0, les controles sont de la forme (2, A) = (v/2F,0). Dans ce cas,
onam=0etw=+2E. Le tableau 5.4 conduit & K(m) = 7/2 et donc a t; = 7/v2E.

117



118 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

On a donc un 7- pulse standard de durée d’autant plus courte que vV2F est proche de 1.
Or, si le transfert est de durée plus courte, 'influence de § sur la dynamique est moindre
et la robustesse par rapport a § augmente. Cela a pour effet d’augmenter la robustesse

moyenne j(kE) dans la région 2E — 1 et k — 0.

5.4 Transformations unitaires

Dans cette section, nous allons donner une méthode pour construire des transfor-
mations unitaires. Nous nous intéressons ici uniquement aux équations de Bloch de la
configuration (b). Ce que nous allons voir peut étre fait dans I'autre configuration, mais
le cas (b) est plus approprié pour nous car les conventions sont les mémes que celles prisent
pour le TRE classique, i.e. I} < I, < I3.

5.4.1 Calcul des champs de controles

Dans la configuration (b), identification des équations de Bloch et des équations
d’Euler conduit a poser wy = M /1y, Qy = Ms/15 et Q3 = 0, ce qui impose une contrainte
de la forme I3 — co. On pose I; = 1 et I, = 1/k%. Ainsi, on obtient les équations d’Euler

suivantes:

Ml = —k2M2M3, Mz = M Ms, Ms =(1- kQ)MlMZ (5.25)

Ce systeme s’integre a ’aide des deux constantes du mouvement suivantes:
2F = L2 + K°L%, 1= M?+ M2+ M2 (5.26)

Comme nous 'avons vu dans la section 5.2, l'ellipsoide d’énergie constante est un cylindre
elliptique d’axe €3, qui est représenté sur le schéma de droite de la figure 5.1. En tracant
les solutions classiques M (t) pour plusieurs valeurs de F, on obtient les trajectoires de la
figure 5.8.

On se concentre sur les solutions tournantes telles que M; > 0, oscillantes telles que
M;s > 0 et sur la séparatrice telle que (M; > 0, M3 > 0), c’est-a-dire les solutions les
plus visibles de la figure 5.8. Les champs de controle correspondants sont donnés dans
le tableau 5.6. Les solutions M (t) ont des expressions similaires a celles de la section
précédente, nous ne les donnons pas ici. On remarque que la séparatrice relie cette fois les
points M = (0,1,0) et M = (0, —1,0). Dans Darticle [122] consacré a ce sujet, nous avons
montré que ce transfert particulier a des propriétés de robustesse similaires a 1'inversion
dans la configuration (a). Il se trouve que comme précédemment, les trajectoires dans
le voisinage de la séparatrice donnent des champs de controle qui sont d’autant plus
robustes que k est proche de 1. Ici, nous allons exclusivement nous concentrer sur 1’étude

de transformations unitaires.
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—

€3

S
& ‘J &

FIGURE 5.8 — Trajectoires M (t) solutions des équations d’Euler dans la configu-
ration (b). Les trajectoires en rouge sont oscillantes (2E < k?), celles en bleu sont

tournantes (2E > k2) et celles en pointillés correspondent aux séparatrices.

Oscillants Tournants Séparatrices
w1 = V2F en(wt + p,m) | wy = V2E dn(wt 4 p,m) wy = k sech(wt + p)
wy = kV2E sn(wt + p,m) | wy = kvV2mE sn(wt + p,m) | wy = k*tanh(wt + p)
w=kvV1-2E w:\/QE(l—kQ) w=kV1-k?

_ 2E(1-k?) _ k2(1-2E)
~ K2(1-2E) M = 3Bk

m =1

TABLE 5.6 — Champs de controle dans la configuration (b).

5.4.2 Phase globale

Le vecteur de Bloch M ne permet pas de déterminer la phase globale du systeme
quantique. Pour la calculer, nous avons besoin d’introduire les angles d’Euler, ce qui
complete I'analogie avec la dynamique d’un solide en rotation libre. On rappelle que le
repere S = (€}, €, €3) est attaché au solide fictif. On définit le repere £ = ()?,17', M)
attaché au laboratoire et dont I'un des axes est colinéaire au moment cinétique M du
solide. On définit les trois angles d’Euler comme dans le chapitre précédent sur le TRE
classique. Les deux repeéres et les angles sont représentés sur la figure 5.9.

Les composantes du moment cinétique dans le repere S s’expriment en fonction de 6

et 1) suivant les relations:
M, =cosf, My = —sinfcosy, M;s=sinfsin. (5.27)

La fonction d’onde du systeme quantique peut étre paramétrée par les angles d’Euler

1 [cos (g) e'% + 7sin ( ) et ;
= cos () ei% — isin e “
(5) (5)
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de la maniére suivante:

k-

(5.28)
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M

N
Il

A
€1
e —
- €3
Xe—
N
€2

FIGURE 5.9 — A gauche: Repéres S = (€1, 65,€3) et L = ()2,?,]\2) attachés res-
pectivement a la toupie et au laboratoire. Les angles 6 et 1) permettent de localiser
le vecteur M dans le repere S, et ¢ donne la phase globale du systéme (cf. texte).
A droite: Moment cinétique M repéré par les deux angles 6 et v dans le repéere S.
Le vecteur €7 est dirigé verticalement pour avoir une vision plus claire des angles

0 et 1. On gardera cette convention pour les prochaines figures.

On peut le vérifier en se servant des formules M; = (C|o,[(), My = (C|oy|¢) et M; =
(Clo.|C), ou les oy sont les matrices de Pauli. Notons que ¢ est une phase globale qui
décrit la rotation des axes X et Y autour du vecteur M. En appliquant 1’équation de
Schrodinger ih0, |() = H |(), avec H 1'opérateur Hamiltonien donné par I’équation (5.7),

on peut montrer que la dynamique des angles d’Euler est gouvernée par le systeme suivant:

0 = w, sin Y
¢ = —wp Y (5.29)
’Qb =wi + wg%iqg.

Nous pouvons aussi démontrer ces équations en utilisant la méthode décrite dans la
section 2.6 du chapitre 2. Rappelons-nous que les champs de contrdle sont donnés par

w; = M et wy = k*M,. En utilisant les équations (5.27), le systéme s’écrit finalement:

0 = —k?sin 0 sin ¢ cos ¢
Q'S = k% cos? v (5.30)
¥ = cosB(1 — k? cos® ).

En controlant ces trois angles, nous sommes donc capable de contréler la dynamique du

repere £ (ou S). Il est important de noter que la dynamique de notre systéeme quantique

120



5.4: Transformations unitaires 121

est gouvernée par le systeme (5.29), qui est plus général que le systeme classique donné
par (5.30). Le systeme (5.30) va nous permettre de calculer des champs de contrdle, que
nous injecterons ensuite dans le systeme (5.29). Chaque champ calculé est associé & un
ensemble de conditions initiales dans le systeme classique. Lorsque 'on insere ces champs
dans le systeme quantique alors les trajectoires M () sont identiques uniquement si ’on
choisit les mémes conditions initiales. Cependant, nous allons voir que les transformations

unitaires ne sont pas affectées par cette différence entre les deux systemes.

5.4.3 Portes quantiques

Nous avons vu dans la section 1.3 du chapitre 1 que les portes quantiques a un qubit
peuvent étre représentées par la rotation d’un repéere sur la spheére de Bloch. Ces portes
sont des transformations unitaires, dans le sens ou elles correspondent a des rotations
autour d'un axe de la sphere de Bloch. Par exemple, nous avons vu qu’'une porte NOT
correspond a une rotation d’angle m autour de I’axe €; ou €5 de la sphere de Bloch. Cette
rotation ne dépend pas des conditions initiales du systéme, mais seulement des champs de
contrdle. Nous allons donner un moyen de calculer une porte associée a une solution du
systeme d’Euler. Ainsi, le champ de controle associé va permettre de réaliser une porte
dans le systeme quantique.

Comme nous 'avons vu dans la section 2.6 du chapitre 2, les matrices de rotation
permettent d’exprimer les coordonnées du repere S dans le repere L et réciproquement
en prenant la transposée. On définit les matrices suivantes:

1 0 0 cosf sinf 0 1 0 0
Gy=10 cosyp siny|,Gg=|—sinf cosf 0|, Gyp=|[0 cos¢ sing|. (5.31)
0 —siny cosy 0 0 1 0 —sing coso

La matrice qui nous intéresse est G = G, GpGy, car elle donne directement les composantes

du repere £ dans le repere S associé a la boule de Bloch, i.e:

Mi(t) Xi(t) Vi)
G(1) = | ML(t) Xa(t) Ya(t) |- (5.32)
My(t) Xat) Ya(t)

La connaissance des angles d’Euler nous donne donc chacune des composantes de cette
matrice. Un transfert sur SO(3) est donné par G(ty) = Ry-G(0), ou Ry est le propagateur

a I'instant t;. Par conséquent, le propagateur unitaire Ry s’exprime de la fagon suivante:
Ry = G(ty) - 'G(0). (5.33)

Pour une trajectoire quelconque, la forme explicite de Ry en fonction des angles d’Eu-
ler est compliquée et n’apporte pas beaucoup d’informations. Cependant, pour certaines
trajectoires particulieres, 2y se simplifie considérablement. On considere des trajectoires

proches de la séparatrice qui commencent dans le voisinage du point d’équilibre instable
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F1GURE 5.10 — Type de trajectoires classiques M (t) choisies pour réaliser des trans-
formations unitaires. La trajectoire en bleu est une trajectoire tournante, celle en
rouge est une trajectoire oscillante et celle en noire une séparatrice. Les nombres
entre parentheses sont les valeurs du couple (6, 1) aux points noirs correspondants.
Les trajectoires commencent dans le voisinage du point (6,¢) = (7/2,0) et sont

symétriques par rapport au plan (€1, €3).

M = (0, —1,0) et qui sont symétriques par rapport au plan (€7, €3). Ce type de trajectoire

est illustré sur la figure 5.10. Ces conditions s’écrivent pour les angles d’Euler:
(5.34)

et la phase globale ¢ est libre. Dans ces conditions, le propagateur R s’écrit sous la forme:

cos(A¢) 0  sin(Ag)
Rr=| o 1 0 : (5.35)
sin(A¢) 0 —cos(Ag)

avec A¢ = ¢(ty) — ¢(0). Remarquons que pour un état quelconque M = (M, My, M3),

cette rotation est donnée par:
M;(0) — M;(ty) = M;(0) cos(A¢p) + Ms5(0) sin(Ag),
M(0) = Ms(ty) = —Ms(0), (5.36)
M;(0) — Ms(ty) = M;(0) sin(Ag) — M;(0) cos(Ag),

soit une inversion de Ms et une rotation d’angle A¢ autour de I'axe €5 de la sphere de

Bloch. On peut déterminer a quoi correspond cette transformation dans le groupe SU(2)

en se servant des outils introduits dans la section 1.3 du chapitre 1. Les matrices Uy, Uy
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et Uy du groupe SU(2) sont associées aux trois matrices de rotation de I’équation (5.31).

Elles s’expriment en fonction des angles d’Euler sous la forme:
¥ —isin (2 i (¢
U 005(22 281n£2) Uy = + e 2 (.)9 , U¢::|: C.os.(2
—isin (5) cos (5) 0 €2 —isin (

On peut donc reprendre la méme démarche qu’avec les matrices de rotation. Le propaga-

teur U(t) peut s’écrire sous la forme:
U(t) = £U,UpUs,. (5.38)
La porte réalisée est alors donnée par:
Upsue = Ulty) " Ulto), (5.39)

ot 'exposant T désigne la matrice adjointe. En explicitant cette matrice, puis en substi-

tuant les conditions (5.34), on obtient:

Sin — COS L9
Upsue) =+ (COSEAd)% sin <( 2))) : (5.40)

Cette opération réalise donc une porte quantique de la forme |((t7)) = Uy su(2) [€(0)).

5.4.4 Effet de la raquette de tennis quantique
Méthodologie

On rappelle que toutes les conventions que nous avons prises sont les mémes que dans
le chapitre précédent sur le TRE classique. Si I'on considére le solide comme une raquette,
alors le manche se situe le long du vecteur €7, le vecteur e, est perpendiculaire au manche
et dans le plan du tamis et le vecteur €3 est perpendiculaire au tamis. Les moments
d’inertie principaux d’une raquette vérifient I; < I, < I3, ce qui est bien le cas ici. Le
choix des angles d’Euler est identique a celui que nous avions fait dans le chapitre sur le

TRE classique. On rappelle que l'effet de la raquette de tennis réalise la transformation

suivante:
t =1, t=t;
_»1 ~ )? 81 >~ )?
- - - - (5.41)
€y~ —M €y >~ M
_’3 ~ }7 53 ~ —}7
Pour les angles d’Euler, cette transformation s’exprime sous la forme
0(0) ~ 3, 0(ty) = 0(0),
$(0) >0, ¥(ty) =m—(0), (5.42)
#(0) =0, o(ty) =27
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Les conditions sur 6 et ¢ sont les mémes que celles données dans I’équation (5.34). Par
conséquent, les trajectoires classiques M (t) nécessaires au TRE sont du méme type que
sur la figure 5.10. Le propagateur Uy est de la méme forme que dans I'équation (5.35).
La contrainte sur ¢(t;) — ¢(0) = 27 permet de le simplifier, car en substituant A¢ = 27
dans I’équation (5.35), on obtient:

1 0 0
Rrre =0 -1 0 |, (5.43)
0 0 -1

qui correspond a une rotation de m autour de l'axe €; de la boule de Bloch, soit la
transformation réalisée par un 7- pulse standard. Remarquons qu’en substituant A¢ = 27

dans la matrice d’évolution (5.40), on obtient:

0 —1
Urre.sue = £ (1 . ) . (5.44)

On remarque que cela implique qu’il faut appliquer quatre TRE dans le groupe SU(2)

pour revenir a ’état initial, c’est a dire:

A(tr) = (UTRESU@))4 [A0)) = A(Ey)) = [AOD), (5.45)

alors qu’il suffit de deux TRE sur le groupe SO(3). On sait que cette transformation est
réalisée par une trajectoire classique du méme type que sur la figure 5.10. Cependant,
seulement certaines d’entre elles réalisent un TRE. En effet, ces trajectoires ne nous as-
surent uniquement que les conditions (5.34) sur les angles 6 et 1) sont satisfaites, mais ne
nous disent rien sur la phase ¢, qui n’est pas visible sur la figure 5.10. Or, pour réaliser
le TRE, I'angle ¢ doit satisfaire la condition supplémentaire A¢ = 2. Par conséquent,
seulement certains couples de conditions initiales (€,1) sont intéressants. Mais ces condi-
tions initiales ne sont pas faciles a calculer, car elles nécessitent de résoudre I’équation
A¢ = 27, c’est-a-dire de connaitre la fonction ¢(¢). On peut montrer, en intégrant (5.30),
que ¢(t) est donné par une intégrale elliptique de troisitme espece. Pour obtenir une
condition plus simple, on peut se servir du résultat obtenu dans le chapitre précédent sur
Ieffet de la raquette de tennis classique, a savoir le théoreme (4.24). Ce théoreme donne
directement la validité du TRE en fonction des conditions initiales et des propriétés du

solide.

Théoreme de la raquette de Tennis quantique

Dans le chapitre précédent, nous avons défini des parametres a et b en fonction des
moments d’inertie principaux du solide, ainsi qu'un parametre v qui dépend de E et M
(Eq. (4.9)). Nous sommes ici dans un cas particulier ot I = 1, I, = 1/k* I3 = +oo
et M = 1. Les paramétres a, b et  s’écrivent ici sous la forme a = 1/k* — 1, b = 1,

v = 2E/k* — 1. On rappelle que le théoréme est valide pour des solides pour lesquels
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le produit ab est suffisamment grand et pour des trajectoires proches de la séparatrice,
c’est-a-dire de telle sorte que 7 soit proche de 0. Ces conditions se traduisent ici par les
contraintes suivantes: k ne doit pas étre trop proche de 1 et 2E ~ k2. On rappelle que le

théoréme (4.24) s’applique a des trajectoires symétriques de la forme:
P(0) =€ — Y(ty) =1 —e (5.46)

Pour une rotation A¢ = 27 du manche de la raquette dans I'espace, la raquette effectue

un flip autour de son manche qui vaut:
A@Z)|A¢:2n =7 — 2€. (547)

L’égalité e = 0 signifie que la raquette effectue un flip d’exactement 7 autour de son
manche quand celui-ci effectue une rotation dans l'espace. Le théoreme est donné ci-

dessous.

Théoreme 5.4.1 Si k n’est pas trop proche de 1, et pour une trajectoire proche de la

séparatrice de telle sorte que 2E ~ k%, le paramétre € est donné par:

2F — k?
€=6——F—+ O([2FE — K*)?), (5.48)
68
ot €, est un parametre dépendant uniquement de k. Il est donné par:
s V — 27‘r
e = 2v/1— ke VI R(45) 1 0 (e‘2 * > . (5.49)

Les conditions initiales nécessaires pour effectuer un TRE sont implicitement données
par I’équation (5.48) a travers le parametre E. On rappelle que 2F est donné par 2F =
M? + k2 Mz et les composantes de M s’expriment en fonction des deux angles 0 et 1) sous
la forme M; = cosf et My = —sinfcost. 2E étant une constante du mouvement, il
ne dépend que de 6(0) et ¥)(0) = €. Par conséquent, pour avoir un TRE, les conditions

initiales doivent satisfaire ’équation suivante:
cos? 0(0) + k?sin? 0(0) cos? € = k* — 4ey(e — €,). (5.50)

La valeur de € = ¥ (0) peut étre choisie arbitrairement, a condition d’étre petite, ce qui
permet d’en déduire la valeur de (0). Une fois ces conditions initiales calculées, on connait

la valeur de E et donc les champs de contrdle.

Calcul des conditions initiales

On consideére des trajectoires particulieres, pour lesquelles 1(0) = ¢ = 0. Seules des
trajectoires tournantes peuvent satisfaire cette contrainte. De plus, étant donné que nous
considérons des trajectoires symétriques, on a t(ty) = m, ce qui implique que M;3(0) =
M;(ty) = 0. La trajectoire étant un demi-cycle, sa durée est la moitié de la période des

fonctions de Jacobi. Par conséquent, les parametres p et t; sont donnés par:
p=—-K(m), ty=2K(m)/w. (5.51)
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126 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

L’angle 0(0) se calcule en résolvant I’équation (5.50) avec € = 0. Le parametre €, étant

proche de 0, on obtient:
T 2¢€4

0(0) = 5 \/17—7/%'2 (5.52)
Cependant, le théoreme de la raquette de tennis étant une formule asymptotique, la
formule (5.52) n’est pas exacte et implique que le TRE correspondant n’est pas parfait.
Pour I'application expérimentale que nous avons réalisée, les conditions initiales ont été

calculées numériquement. Celles-ci sont décrites dans le paragraphe suivant.

5.4.5 Reéalisation expérimentale
Champs de controle

L’effet de la raquette de tennis quantique a été implémenté expérimentalement pour
une valeur de k = 0.7. La valeur initiale 6(0) est calculée numériquement, afin d’avoir
un TRE le plus précis possible. Pour calculer le parametre 6(0), on procede de la fagon
suivante: apres avoir fixé k, on intégre numériquement le systeme (5.30) en utilisant un
algorithme de Runge-Kutta [124], & partir de 1’état initial (6(0),1(0), #(0)) = (6(0),0,0),
pendant un temps t; = 2K(m)/w (w et m étant eux-méme fixés par les conditions ini-
tiales). Ceci implique nécessairement que v (ty) = m. On calcule la valeur de §(0) pour
laquelle ¢(t;) = 2w, c’est-a-dire pour laquelle le TRE est réalisé, en utilisant un algo-
rithme de T. Dekker [125]. Les conditions initiales de la trajectoire classique sont données
par:

$(0) =0, 6(0) = g ~5.175- 102 (5.53)

La valeur de F associée a ces conditions initiales est donnée par £ = 0.245682. Les autres

parametres s’obtiennent grace aux formules suivantes:

k*(1 —2E) 2K(m)
=/2E(1 — k? =—+~ =K = .54
w (1—Ek2), m 2B = )’ P (m), ty - (5.54)
Les champs de controle sont de la forme:
wi; = V2E dn(wt 4+ p,m), we = kV2mE sn(wt + p,m). (5.55)

Dans ce travail, les équations de Bloch ont été choisies suivant la convention suivante:

. 0 0 W9
M=| 0 0 —w|M. (5.56)
—Wa W1 0

Le transfert dans les coordonnées de Bloch est de la forme (0,1,0) — (0,—1,0), ce qui
correspond a une trajectoire similaire qu’auparavant mais prise dans le sens opposé. Ce
point est dii a la convention prise pour les équations de Bloch. Comme nous sommes

dans le cas quantique, la porte réalisée ne dépend que des champs de controle et pas des
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conditions initiales. On peut donc considérer qu’a l'instant ¢ = 0, les deux repéres sont
confondus, ce qu’on ne peut pas faire dans le cas classique. On choisit des conditions

initiales de la forme:

X(0)=&, Y(0)=e&, M) =aé. (5.57)

Le TRE quantique correspondant est représenté sur la figure 5.11.

1] M
€5
€
N

FI1GURE 5.11 — Effet de la raquette de tennis quantique implémenté expérimenta-

Pl

€2

lement. La figure en haut a gauche représente le systeme a 'instant ¢ = 0, celle en
bas a droite correspond & t = ty. Le repére S = (€1, €, €3) (en bleu) est attaché a
la boule de Bloch ou a la raquette fictive. Le manche de la raquette est colinéaire
au vecteur €1, le vecteur €5 est perpendiculaire au manche, dans le plan du tamis,
et le vecteur €3 est perpendiculaire au tamis. La trajectoire en jaune représente la
dynamique de 'axe € (t) (manche de la raquette), celle en rouge la dynamique de

€5 et celle en vert la dynamique de 'axe €3.

Unités

Les unités considérées jusqu’a présent sont normalisées. Afin d’avoir des champs de
controle dans les unités physiques, il faut introduire une valeur de référence .o = 27Vt

avec Vo en hertz. On renormalise les champs suivant les formules:

t
Q1,exp - Qrefwh Q2,exp = Qrefw27 texp - Q— (558)

ref
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128 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

La valeur de Q.. est fixée a 10* rad.s!. La durée totale du transfert est donc de ¢ fexp =
1.5965 ms et la fréquence maximum atteinte par le champ de contrdle est donnée par
Vinax = et /27 max(w? + w3) = QuerV2E /2m = 1115.6 Hz. Les composantes du champ de

controle sont montrées sur la figure 5.12.

_Ql,exp

(o2}

_92,exp 1

(@) (oY)

Amplitude (rad.KHz)
|
w

|
o

0.4 0.8 1.2 1.6

FIGURE 5.12 — Champ de controle expérimental pour implémenter un TRE.

Résultats

Cette expérience a été menée en collaboration avec D. Leiner, étudiant en these dans
le groupe de S. J. Glaser a I'Université Technique de Munich. Elle a été réalisée avec un
spectrometre Bruker 600 MHz, pour contréler les spins des protons de la molécule H,O
diluée dans de l'oxyde de deutérium D.O a 99%. A température ambiante (298 K), le
parametre de relaxation longitudinale est donné par 7} = 1.8155 > t;. Son effet est donc
négligeable compte tenu du temps de controle. Pour connaitre les composantes de M en
fonction du temps, le processus de controle est interrompu a différents instants au cours
de la dynamique, puis mesuré. Avant 'application du pulse TRE, le systéme est excité
par une impulsion 7/2 afin d’envoyer le vecteur M (t) sur le point (0,1,0) (on rappelle que
M effectue un transfert (0,1,0) — (0, —1,0)). Le résultat est donné sur la figure 5.13.

Pour mesurer la position des axes X (¢) et Y (¢) sur la sphere de Bloch, on recommence
I'expérience avec différentes conditions initiales. L’axe X est initialement confondu avec
€3 et Y avec &,. Pour la mesure de 'axe X , aucun pulse n’est nécessaire avant le TRE,
car il est initialement au pole nord de la sphere de Bloch. Pour le vecteur }7, on applique
un 7/2-pulse le long de €5 pour I'envoyer sur le point (1,0,0) de la sphere de Bloch. Les
résultats sont donnés sur la figure 5.14. Nous avons choisi £ = 0.7 en raison de certaines
propriétés de robustesse du transfert d’état a état (0,1,0) — (0,—1,0). Nous avons vu
que dans la configuration (a), le transfert d’état a état d’une trajectoire proche de la
séparatrice est robuste lorsque k se rapproche de 1. Dans la configuration présente, i.e.

(b), le transfert (0,1,0) — (0, —1,0) est proche de la séparatrice et possede des propriétés
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0 0.5 1 1.5
t (ms)

F1GURE 5.13 — Composantes du vecteur M en fonction du temps. Les courbes
en bleu, en rouge et en vert correspondent respectivement a M, Ms et Ms. Les
lignes pleines sont les trajectoires théoriques et les croix sont les points mesurés

expérimentalement.

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
t [s] x107 t [s] X107
FIGURE 5.14 — Composantes des vecteurs X (& gauche) et ¥ (& droite) en fonction

du temps. Les courbes en bleu, en rouge et en vert correspondent aux composantes

selon €7, €y et €3, respectivement.

de robustesse similaires a l'inversion de population de la configuration (a). Nous avons
mesuré la robustesse par rapport aux inhomogénéités du champ de controle, en définissant

un facteur d’échelle o sur 'amplitude. En d’autre termes, on considere I’équation de Bloch

suivante:
_ 0 0  woy 0 0  woy
M=|0 0 —w|M+al 0 0 —w | (5.59)
—wy wp O —wy wp 0

Le facteur « représente une erreur sur 'amplitude du champ de controle. On définit une
fidélité J, = —Ms(ts), qui est égale a 1 lorsque le transfert (0,1,0) — (0,—1,0) est

parfaitement réalisé, inférieure a 1 sinon. Nous avons mesuré, pour plusieurs valeurs de
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130 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

a, la fidélité Jo du transfert réalisé avec le pulse TRE. Nous avons comparé le profil de
robustesse Jo(a) du transfert réalisé par le pulse TRE avec celui correspondant a un 7—
pulse constant de méme durée. Le résultat est donné sur la figure 5.15. On observe la

bonne robustesse du transfert (0,1,0) — (0, —1,0) par rapport au facteur a.

0.8

0.6

0.4

027

0.5 1
o

FIGURE 5.15 — Profil de robustesse du transfert (0,1,0) — (0, —1,0) réalisé¢ avec
le pulse TRE (en bleu) et avec un m— pulse constant (en rouge). Les traits pleins

sont les courbes théoriques et les croix sont les mesures expérimentales.

5.5 Phase de Montgomery

Dans la section précédente, nous avons évoqué le fait que la phase globale ¢ est donnée
par une expression compliquée, composée d’intégrales elliptiques de premiere et troisieme
espece. Cependant, cette phase peut étre décrite de maniere qualitative et géométrique,
par une formule appelée la phase de Montgomery [33, 34]. Cette phase est la réponse a la
question suivante posée par Montgomery: Lorsque M effectue un cycle complet et revient
a sa position initiale dans le repere S, de quel angle le solide a-t-il tourné autour de M?
Cette phase est donnée par la variation de 'angle d’Euler ¢ qui décrit la phase globale du
systeme, ce que nous allons montrer dans la suite. Elle est composée d'un terme linéaire,
appelé phase dynamique, et d'un autre purement géométrique, que 'on nomme phase
géométrique. Cette structure est la méme que la célebre phase de Berry [126, 31, 32|, qui
est une phase qui apparait pour des solutions adiabatiques cycliques des équations de

Schrodinger.

Proposition 5.5.1 La variation de la phase globale A¢ du systéme est donnée, apres une
période T du moment cinétique dans le repére S, par la phase de Montgomery qui s’écrit

sous la forme:

A¢ = 2ET — A, (5.60)

ou A est l'angle solide balayé par le vecteur M pendant un cycle.
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5.5: Phase de Montgomery 131

La variation A¢ se décompose en deux parties, la phase dynamique, donnée par 2ET, et
la phase géométrique, A, qui correspond a l'angle solide délimité par une trajectoire M
d’énergie F. Cette formule est bien plus intuitive qu'une expression composée d’intégrales
elliptiques. L’intégrale elliptique de troisieme espece correspond a la surface A. La dé-
monstration de cette formule est relativement directe. En partant de la conservation de
I'énergie, i.e. 2F = M?+k>M2Z, on arrive & la relation 2F = k? cos? ¢+cos? (1 —k? cos? ¢)).

Par identification de chaque terme avec le systeme (5.30), on obtient:
¢ = 2E — 1) cosb. (5.61)
En exprimant cos @ sous forme d’intégrale, on a:

0
do = 2Bdt — / sin 0/d0/ dy. (5.62)

2

Finalement, I'intégration sur une période donne la formule suivante:
W(T)  0()
A¢ — 2ET — / / sin 0dfdy. (5.63)
¥(0) /3

Le dernier terme de cette équation n’est rien d’autre que la surface sphérique incluse dans
la courbe paramétrée par 6 et 1) sur une période, c’est-a-dire 'angle solide balayé par M

pendant un cycle. Cette phase géométrique est illustrée sur la figure 5.16.

A€1

[~

—

€2

FI1GURE 5.16 — Angle solide correspondant & la partie géométrique de la phase de

Montgomery pour une trajectoire tournante.

La phase de Montgomery est de la méme forme que la phase de Berry [31], composée,
elle aussi, d'une phase dynamique et d’'une phase géométrique. La phase de Berry inter-
vient pour des trajectoires cycliques adiabatiques sur la sphere de Bloch. Jones et. al. [50]
ont montré que la partie dynamique de la phase de Berry peut étre annulée en faisant faire
au systeme deux cycles, en appliquant un 7-pulse intense avant et apres le deuxieme cycle.
Cette méthode a permis d’implémenter une porte phase purement géométrique. D’autres

techniques ont été mises au point pour implémenter des portes phase géométriques, sans
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132 Chapitre 5: La toupie d’Euler et le spin quantique

que les trajectoires soient nécessairement adiabatiques [119, 120, 127, 128, 129]. Elles sont
basées sur la formule proposée par Aharanov-Anandan [118], qui est une forme plus géné-
rale que la phase Berry qui peut prendre en compte n’importe quelle trajectoire cyclique.
Cependant, ces méthodes ne sont pas générales, elles ne s’appliquent que dans les systemes
considérés dans ces articles. Elles considérent des trajectoires circulaires sur la sphere de
Bloch qui ont I'avantage de s’exprimer simplement. Aucune méthode générale permettant
d’annuler la phase dynamique pour n’importe quelle trajectoire cyclique n’a été publiée
dans la littérature a notre connaissance.

Nous proposons dans ce paragraphe une méthode adaptée a notre probleme pour réa-
liser des portes phases purement géométriques. La figure 5.8 montre que les trajectoires
tournantes évoluent dans le sens indirect autour de I'axe €; de la sphére de Bloch. Ce-
pendant, le sens de rotation peut étre inversé en changeant le signe du contréle w,. En
parcourant un cycle dans le sens direct, puis le méme dans le sens indirect, la phase
résultante A¢; + A¢o s’annule, la partie dynamique comme la partie géométrique. En
changeant la valeur de k pour le deuxieme cycle, la phase totale n’est pas nulle, mais n’est
pas purement géométrique, car les phases dynamiques n’ont pas de raison de s’annuler.
Cependant, pour le deuxieme cycle, il est toujours possible de trouver une trajectoire de
sorte que la phase dynamique soit la méme que celle du premier cycle. Mais dans ce cas, il
n’y a pas de raison pour que les deux cycles commencent et finissent sur le méme point de
la sphere de Bloch. Cette méthode nécessite donc de faire appel a d’autres techniques afin
de relier les deux cycles. Cette méthodologie est utilisée dans [120], mais elle demande
une tres bonne maitrise du systeme, surtout si 'on souhaite la mettre en ceuvre expé-
rimentalement. Ces différents cas sont illustrés sur la figure 5.17. Sur cette figure, nous
avons considéré a chaque fois deux demi-cycles et non deux cycles entiers. D’apres les
propriétés des fonctions de Jacobi, la formule de Montgomery est toujours valable dans
ce cas puisqu’elle vérifie Ap(7'/2) = ET + A/2.

On rappelle qu'au voisinage des points d’équilibre instable, 1’évolution du systeme
est extrémement lente. Le transfert entre deux points d’équilibre instable prend donc un
temps arbitrairement long, suivant la précision a laquelle on souhaite atteindre ces points.
Dans ce cas, la phase A¢ tend vers I'infini. Néanmoins, la phase géométrique n’est que peu
affectée, car pour un temps suffisamment long, la trajectoire effectue approximativement
un demi-cycle trés proche de la séparatrice. En particulier, sur la séparatrice, on peut
augmenter arbitrairement la durée du transfert. Seule la phase dynamique est véritable-
ment modifiée car elle est proportionnelle au temps. Le long de la séparatrice, la phase
dynamique est donc librement ajustable alors que la partie géométrique est fixe. De plus,
nous allons voir que la phase géométrique associée a un transfert (0,—1,0) — (0,1,0)
s’exprime treés simplement.

Nous allons utiliser ce processus pour réaliser une porte phase géométrique en mettant

en ceuvre le protocole suivant:

— Dans un premier temps, on réalise le transfert M,(0) ~ (0,—1,0) — Ma(tf) ~
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—

€2

F1GURE 5.17 — Cycles susceptibles d’annuler la phase dynamique. A l'instant
t = ty, le vecteur de bloch revient a sa position initiale, ici le voisinage du point
(0,—1,0). A gauche: On parcourt un premier chemin dans le sens indirect autour
de l'axe €7, puis le méme chemin dans le sens direct en changeant le signe du
contréle wy. La phase totale a la fin du processus est nulle. Au centre: On utilise le
méme protocole, cette fois en changeant la valeur du parametre k entre le premier
et le deuxieéme chemin. Aucune des phases ne s’annulent, la phase résultante est
toujours composée d'une partie dynamique et d’une partie géométrique. A droite:
Les deux trajectoires sont associées a différentes valeurs de k. La deuxieme tra-
jectoire est calculée de sorte que seules les phases dynamiques s’annulent. Cela
nécessite de trouver un moyen pour connecter les trajectoires (chemins rouges). La

phase résultante est purement géométrique.

(0,1,0) le long de la séparatrice en un temps 7, suffisamment long et avec une

certaine valeur de k,.

— Puis, on reprend la séparatrice dans le sens opposé (en inversant le signe de wy),
mais avec une valeur k, # k,. On ajuste le temps T}, de fagon a ce que les phases

dynamiques s’annulent.

Les trajectoires sont représentées sur la figure 5.18 et le procédé est explicité dans le
tableau 5.7. L’avantage de cette méthode est que les trajectoires se rejoignent au niveaux
des points d’équilibre, ou plus exactement sont arbitrairement proches 'une de l'autre
sur ces points, de telle maniere qu’il n’est pas nécessaire de chercher des techniques pour
connecter les deux trajectoires.

La phase géométrique associée a chaque trajectoire est relativement simple a détermi-

ner. On a:
T r0(%) ™
AJ2 = / / sin 0dOdy) — / cos () di. (5.64)
0o Jz 0
Or, la conservation de I’énergie donne la relation suivante:
2F — k? cos® 1)
2p
cos” 0 = T FPooto | (5.65)
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Chemin (a) Chemin (b)
te[0,7,] te T, T,+ Ty
T, suffisamment long T, = IZ—ZT "

wi(t) = kg sech(wat + po) | wi(t) = —kysech(wpt + pp)
wy(t) = k2 tanh(w,t + pa) | wa(t) = k2 tanh(wyt + py)
pa:_a/2 pb:_Tb/Z_Tw

TABLE 5.7 — Procédé suivi pour réaliser une porte phase géometrique. Le signe de
w1 change dans le cycle (b), afin de suivre le chemin (b) dans le sens opposé a celui

du chemin (a).

Sur la séparatrice, on a 2E = k%. De plus, on a v € [0, 7], ce qui implique que sin) > 0.
Par conséquent, I'intégrale a calculer est de la forme:
(" ksinydy
~Jo VT=KZcos)’

La primitive de la fonction a intégrer est donnée par — arcsin(k cos ). Finalement, 'in-

AJ2 (5.66)

tégration conduit a la phase géométrique suivante:
A/2 = 2arcsin(k). (5.67)

Pour le chemin (a), la trajectoire parcourt la séparatrice dans le sens indirect autour de
e; et dans le sens direct pour le chemin (b). Ainsi, la variation de la phase A¢ est donnée,

dans chaque cas, par:
A¢p, = k,T, — 2arcsin(k,), Ag¢y, = —k,T, + 2 arcsin(ky). (5.68)

En choisissant la valeur de T, de telle sorte que T, = (k,/ks)Ty, la phase dynamique du
cycle (b) s’annule avec celle du cycle (a) et on obtient une phase purement géométrique
de la forme:

Ap = Ag, + A¢y, = 2arcsin(ky) — 2 arcsin(ky,). (5.69)

Par exemple, pour réaliser une porte phase de telle sorte que A¢ = 7/2, on peut choisir:

Y2 -V2 V2+ V2

fy= Y2 V2 V2TV (5.70)
2 2

De cette fagon, on obtient A¢, = 7/8 et A¢, = 37/8. La phase totale est bien /2. Les

chemins (a) et (b) ainsi que la phase géométrique sont représentés sur la figure 5.18. Nous

avons fixé T, = 100 pour assurer une bonne précision. Cette transformation réalise une

porte phase de la forme:

oiA/2
|<<tf>>=i( . eiﬂﬂ) <), (.71)

avec A = 2arcsin(k,) — 2 arcsin(k,).
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€2

FI1GURE 5.18 — Trajectoire M (t) qui permet de réaliser une porte phase de /2.

A est la surface blanche. Cette surface est égale a la phase résultante, i.e. A =

Agy + Agp = 77/2'

5.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons calculé des familles de pulses pour le controle d'un sys-
teme a deux niveaux en faisant ’analogie entre les équations de Bloch et les équations
d’Euler décrivant la dynamique d’une toupie en rotation libre. Ces équations sont ana-
logues, a l’exception que l'identification nécessite de considérer une toupie particuliere
pour laquelle I'un des moments d’inertie principaux tend vers l'infini. Les autres moments
d’inertie sont arbitraires et sont décrits par le parametre k. Le vecteur de Bloch M est
analogue au moment cinétique du solide. Dans le cas d'une toupie asymétrique, le moment
cinétique décrit des trajectoires périodiques dans le repeére attaché a la toupie, dont la
période et la forme dépendent des conditions initiales et des propriétés du solide. Cha-
cune de ces trajectoires est associée a un champ de controle qui permet de controler la

dynamique du systéme quantique a deux niveaux.

Dans la section 5.3, nous avons montré que cette méthode permet de retrouver géo-
métriquement plusieurs résultats connus comme, entre autres, la solution d’Allen-Eberly,
pour laquelle aucune explication géométrique n’avait été donnée dans la littérature. Les
familles de solutions que nous avons obtenues montrent une continuité allant de simples
pulses constants a des pulses circulaires, hyperboliques, puis adiabatiques. La méthode
permet de choisir des pulses hybrides entre ces différentes familles, en ajustant les deux
parametres k et F/, qui dépendent respectivement de la forme du solide et des conditions

initiales de la trajectoire classique considérée.

Dans la section 5.4, nous avons mis au point une méthode qui permet de calculer
des champs de controle qui réalisent des portes quantiques, qui sont relativement simples

lorsque 1'on choisit certaines trajectoires classiques particulieres. Cela nous a permis de
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mettre au point [’effet de la raquette de tennis quantique, qui correspond a la méme porte
quantique que celle réalisée par un 7- pulse standard (la porte NOT). Cet effet a été
implémenté expérimentalement a 1’Université Technique de Munich par I’équipe de S. J.
Glaser et montre un tres bon accord théorie/expérience.

Dans la section 5.5, nous nous sommes servi d’une propriété particuliere des équations
d’Euler, a savoir la phase de Montgomery, afin d’implémenter des portes phase, utiles
en information quantique [64]. Comme pour la phase de Berry, qui intervient pour des
trajectoires adiabatiques, la phase de Montgomery est composée d'une partie géométrique
et d'une partie dynamique. Nous avons mis au point une méthode particuliere, basée sur
les points d’équilibre instable du portrait de phase d’une toupie en rotation, qui permet
de générer des portes phase purement géométriques données par une formule tres simple.

Les portes phase mises en ceuvre ne font pas intervenir de solutions adiabatiques.
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Chapitre 6

Controle optimal numérique:
Application en information

quantique

6.1 Introduction

La cohérence et I'intrication quantique sont des propriétés essentielles en information
quantique [130]. Sur le long terme, le but des recherches dans ce domaine est de mettre
en ceuvre des dispositifs expérimentaux capables de manipuler un grand nombre de qu-
bits a laide d’opérations logiques [131, 132]. Les portes a un ou deux qubits sont donc
des éléments de base en information quantique. La théorie du contrdle optimal a permis
de réaliser des portes robustes a deux qubits distants 'un de I'autre [23], ou des portes
phase sur des puces a atomes [133], et autres portes a deux qubits (cf. [38] pour plus de
références). Les applications requierent que la porte soit réalisée avec une tres bonne pré-
cision, avec une erreur relative inférieure & 107 [18] et en un temps court pour éviter les
interactions avec ’environnement. Cela nécessite donc de minimiser 'effet des imperfec-
tions expérimentales. Nous avons vu dans le chapitre 1 que 'effet des inhomogénéités des
champs de controle peut étre diminué en utilisant des champs de controle congus pour étre
robustes. La mise en ceuvre de tels pulses est un sujet trés actuel [52, 134, 135, 136, 137].
Les pulses en question doivent étre a la fois robustes, de courte durée et peu énergé-
tiques [35]. Par exemple, un m-pulse standard permet de réaliser une rotation d’angle 7
en un temps court et une énergie minimum, mais n’est que peu robuste. En revanche, les
techniques adiabatiques permettent de calculer des champs robustes, mais tres énergé-
tiques ou qui nécessitent un temps long [29]. Plusieurs travaux proposent des techniques
qui permettent de réaliser un compromis. C’est le cas de la méthode des pulses com-
posites [87, 138, 139, 140], le passage adiabatique parallele [141], la méthode dite de
"Shortcut to adiabaticity" (raccourci adiabatique) [36, 142] qui comprend notamment le

'Single shot shaped pulse" (pulse continu mis en forme) [35] que nous allons utiliser ici.
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Des méthodes purement numériques de controle optimal ont aussi été utilisées pour réa-
liser des transformations unitaires. Elles permettent de maitriser la durée du transfert et
I'énergie des champs [59, 60] tout en maximisant la robustesse du transfert. Le principal
défaut d’'une méthode purement numérique est qu’il faut considérer un tres grand nombre
de parameétres (de l'ordre de mille pour GRAPE), il est donc difficile d’avoir une inter-
prétation physique des résultats, qui peuvent aussi dépendre des parametres numériques
choisis (pas de temps, algorithme de propagation...), et du champ de controle initial que
I’on utilise dans I'algorithme. Pour ces raisons, il est intéressant de combiner des méthodes
numériques avec des méthodes analytiques, afin d’avoir un nombre limité de parameétres a
optimiser numériquement. Cette technique permet d’obtenir des champs de controle qui
peuvent s’écrire explicitement, dans le sens ou ce sont des fonctions qui s’écrivent analy-
tiquement et qui ne dépendent que d’un petit nombre de parametres. Cela est possible
avec l'algorithme GRAPE. Cette méthode offre la possibilité d’utiliser tous les avantages
des méthodes numériques, a savoir le fait de pouvoir controler 1’énergie et l'intensité du
champ de contrdle ou encore d’améliorer la robustesse selon des criteres choisis par 1'uti-
lisateur. Cette approche permet aussi de comprendre physiquement les mécanismes du
contrdle obtenu par 'algorithme. En effet, suivant la maniére dont on définit les controles
analytiques, cette méthode permet d’approfondir une analyse physique préalable limitée

par la complexité des calculs ou la difficulté a intégrer les équations du mouvement.

Cette technique a été utilisée dans [51] pour réaliser une inversion de population qui ne
tient pas compte de la phase de I’état. Les auteurs ont exprimé les champs de controéle sous
forme de séries de Fourier et ont optimisé numériquement les coefficients a partir de I'al-
gorithme GRAPE. Ils ont pu obtenir un champ de contréle relativement peu énergétique

et robuste, qui dépend de 20 parametres au total.

Dans ce chapitre, nous allons appliquer une méthode de controle numérique dans le
but d’optimiser des champs de controle qui s’expriment de fagon analytique afin d’amé-
liorer la robustesse d’une porte NOT. La premiere étape consiste a déterminer une base
de fonctions analytiques adéquate pour traiter le probleme de la robustesse par rapport
aux inhomogénéités des champs de contrdle. Pour cela, nous utiliserons la méthode SSSP
proposée dans [35, 36]. Nous allons voir que cette méthode analytique est une méthode in-
verse, qui consiste a paramétrer les solutions de 1’équation de Schrodinger et d’en déduire
les champs de controle correspondants. Elle donne une base de fonctions paramétrées
dans laquelle sont décomposés les champs de controle. Ces parametres peuvent alors étre
choisis de fagon a améliorer la robustesse de la porte quantique. Cela peut-étre fait analy-
tiquement dans une certaine mesure. Plus exactement, dans ce dernier cas, la robustesse
ne peut étre améliorée que localement [35, 36]. De plus, les calculs sont d’autant plus
complexes que le transfert est robuste car cela nécessite la prise en compte de nombreux
coefficients. Nous allons donc optimiser numériquement les coefficients dans cette base
avec l'algorithme GRAPE, que nous allons adapter a des fonctions paramétrées [92] (voir

la section 2.5 du chapitre 2). L’avantage de 'optimisation numérique est qu’elle permet
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d’améliorer la robustesse sur une plage d’inhomogénéités arbitrairement grande, contrai-
rement a la méthode analytique qui n’est que locale. En outre, I'optimisation numérique
permet de controler 'aire et 'intensité du champ de contréle. Les coefficients de cette
base peuvent donc étre manipulés et contraints librement grace a GRAPE, ce qui est tres
commode pour explorer les limites de la paramétrisation des controles.

Le NON logique (ou porte NOT) est une opération logique de base qui s’applique &
un seul qubit (voir la section 1.3 du chapitre 1). Un bit classique peut étre dans un état
0 ou 1. S’il est dans I’état 0, 'opération ’envoie dans I'état 1 et réciproquement. Dans
le cas quantique, I'état étant une combinaison linéaire des états |0) et |1), la porte NOT
vérifie:

0 1

M@»=(4_0

) | A(to)) (6.1)

ou T est la durée du transfert. Comme nous I'avons vu dans le chapitre 1, ce transfert
correspond a une rotation d’un angle © autour de l’axe y de la sphere de Bloch. Remar-
quons que cette opération est une transformation du groupe unitaire SU(2) puisque son
déterminant est égal a 1. Nous avons vu dans le chapitre 1 qu'une telle transformation,
qui correspond a la rotation d’un repere dans la sphere de Bloch, peut étre paramétrée par
trois angles d’Euler. Elle correspond a un transfert qui tient compte de la phase globale
de I'état quantique.

Pour le montrer, on peut se servir du fait que I'opérateur d’évolution peut s’écrire en

fonction des parametres de Cayley-Klein sous la forme [66]:

U(t) = (Z _ab) , (6.2)

ou z* désigne le complexe conjugué de z. La connaissance de a et b est donc suffisante
pour connaitre la matrice d’évolution. Pour réaliser la porte définie par 1’équation (6.1),

on peut donc considérer le transfert suivant:

M@»=(Q—+M@»=(fJ. ©3)

Cette transformation consiste donc en une inversion qui tient compte de la phase globale
du systeme. L’état |\) a ici pour coordonnées les parametres a et b. Le but de ce chapitre
est de calculer des champs de contrdle qui réalisent la transformation (6.3) de maniere
robuste.

Dans la section 6.2, on introduit le modele et la méthode SSSP. On calcule analyti-
quement un jeu de parametres associé a un champ de controle relativement robuste. Ces
parametres sont ensuite optimisés numériquement dans la section 6.3, afin d’améliorer la
robustesse de la porte NOT. Nous avons optimisé les résultats de deux fagons différentes.
La premiere consiste a augmenter une fidélité moyenne, sans aller chercher une tres grande

précision. La deuxiéme permet d’améliorer la robustesse de maniére a avoir une erreur
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tres faible (inférieure & 107%) sur une petite plage d’inhomogénéités. La section 6.4 est
consacrée a une application expérimentale, réalisée dans le groupe de T. Halfmann a I'Ins-
titut de Physique Appliquée de Darmstadt en Allemagne. Nous allons voir que ce travail
est naturellement comparable a la méthode des pulses composites [54] qui consiste aussi &
paramétrer les champs de controle par un nombre restreint de parametres. La section 6.5
est dédiée aux pulses composites. L’algorithme numérique est expliqué dans la section 6.6.
Nous concluons ce chapitre par la section 6.7. Ce travail a donné lieu a la soumission d’un
article dans Physical Review Letters [143].

6.2 Modéele et méthode

La méthode analytique utilisée est tirée de I'article [35]. Cet article propose une pa-
ramétrisation pour réaliser une inversion de population robuste par rapport aux inhomo-
généités considérées dans la référence [35]. Nous avons étendu cette paramétrisation pour
pouvoir mettre en ceuvre une transformation unitaire. La démarche est basée sur une
méthode inverse, qui consiste a trouver une paramétrisation "intelligente" des solutions
puis d’en déduire le champ de controle associé.

On consideére un systeme a deux niveaux dont la dynamique est gouvernée par ’équa-

tion de Schrodinger dépendante du temps suivante:
ihOy | Aas) = (Ho + V (e, 0)) [Aas) - (6.4)

Les parametres 0 et « représentent respectivement les inhomogénéités du champ statique
éo et du champ de controéle B, [51]. L’opérateur Hy est la partie homogene du Hamiltonien

et V la partie perturbée. Ce sont des matrices 2 x 2 données par:

Q, —iQ —0 Q, —iQ
HO _ ﬁ 0 » T 1Ly ’ V= E/ . a( T l y) ] (65)
2\Q, +11Q, 2 \a(Q2, +19,) J

Dans un premier temps, on considere que le systeme est homogene, i.e. qu’il est gouverné
par I'équation ihd; | A\g) = Hp |\o). La solution du systeme homogene, notée |\g), peut étre
paramétrée par trois angles d’Euler, que nous noterons 6, x et . Sur la sphere de Bloch,
les angles 6 et x permettent de repérer le vecteur de Bloch et v est la phase globale. L’état

|[Ao) peut étre paramétré de la fagon suivante:

cos eiX/2 ,
[Ro) = (sin((ﬁe//;))e—ix/z) e 2, (6.6)

Dans cette configuration, 6 est ’angle polaire de la sphere de Bloch et y I'angle azimutal.
En d’autres termes, le vecteur de Bloch est repéré par 6 et y suivant M = sin 6 cos XEr +

sin 0 sin xé€, + cos fe,. Pour le systeme homogene, on peut montrer que la dynamique des
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angles d’Euler vérifie:
0 = (), sin x + Q, cos x

X = taiG(Qx cos y — £, sin X) (6.7)

A= ﬁ(chosx—QySinX)-

Les composantes €2, et 2, du champ de contrdle s’expriment alors sous la forme:
Q, = Osiny + 4 sinf cos x, Q, = 0 cos x — A/ sin fsin . (6.8)

La philosophie d’une méthode inverse consiste a se donner un chemin (0(t), x(t),~v(t)),
puis d’en déduire les controles €2, et €2, associés.

On rappelle que le but est de réaliser le transfert donné par I’équation (6.3). L’équa-
tion (6.6) permet d’en déduire le transfert correspondant pour les angles d’Euler, qui est
donné par:

Qi =0—40 F=m,
Xi=0— x5 =0, mod 2. (6.9)
Yi = 0— V= 2T ,

On considere une solution du systeme homogene gouverné par Hy de la forme:

27t

0=mt/T, ()=, x(t)=2sin (%t) . (6.10)

On peut calculer les champs de controle associés a cette trajectoire en utilisant la for-

mule (6.8), ce qui meéne a:

Q, = Esin [2 sin (%)} + 2% sin (%t) cos [2 sin (’%)} , (6.11)
Q, = 7 cos [2 sin (%)} — 2% sin (7%) sin [2 sin (%)} . .

Ces champs de contrdle réalisent donc une porte NOT. Cependant, ils n’ont aucune raison
d’étre robuste. Pour trouver des champs robustes, 1'idée est de paramétrer la trajectoire
(0(t),~(t), x(t)) de fagon a ce que les champs de contrdle associés soient robustes.

On part du principe que la partie inhomogene V' du Hamiltonien (6.5) va déformer
la solution homogene. En d’autres termes, en présence des inhomogénéités a et 9, les
solutions vont s’exprimer comme la somme d’une solution homogene donnée par (6.10) et
d’une partie inhomogene.

Pour trouver une bonne paramétrisation des solutions, on utilise une approche analy-
tique utilisée pour la méthode des pulses composites [87, 138, 139]. On définit une fidélité

qui tient compte de la phase et qui s’exprime sous la forme:
J = R((Ao(T)|Aas(T))), (6.12)

ol Ay 5(t) est solution de I'équation de Schrodinger ihd; |Aas) = (Ho + V') [Aas), €t Ao(?)

est la solution homogene, obtenue en injectant (6.10) dans (6.6).
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142 Chapitre 6: Controle optimal numérique: Application en information quantique

On fait ensuite un développement limité de la fidélité J par rapport a a et o autour
du point (a,d) = (0,0) jusqu’a un certain ordre (I'ordre étant limité par la complexité
des calculs), i.e.:

J=1+JD 4+ J@ 4 J& 4 ... (6.13)

On cherche ensuite une trajectoire qui permet d’éliminer les termes jusqu’a 1'ordre choisi,
ce qui a pour effet d’augmenter la robustesse du transfert, puisque le profil de robustesse
du transfert est d’autant plus plat en (a, ) = (0,0) que lordre jusqu’auquel les termes

de la série s’annulent est grand. Ce phénomene est illustré sur la figure 6.1. Remarquons

1 L
™0

— M=o
—J¥=0
—J®=0

_1 z

0

)

FI1GURE 6.1 — [lustration du profil de la fidélité en fonction de 'ordre jusqu’auquel
les dérivées de J en § = 0 s’annulent. On ne consideére pas I'inhomogénéité a du

champ de controle sur cette figure pour simplifier la description.

que cette méthode est locale car elle permet de maitriser la robustesse du transfert dans
le voisinage du point («, ) = (0,0).

La premiere étape consiste a exprimer I'état |\, (7)) comme une série perturbative
en fonction de « et §. On introduit pour cela la matrice d’évolution U, s(t,0), de telle

sorte que |\, 5(t)) = Uas(t,0) |Aa,6(0)). On peut écrire U, s sous la forme:

Uas(t,0) = Uy(t,0)U(t,0), (6.14)
avec Uy la matrice d’évolution associée a la solution homogene |A\g) et U; la matrice
d’interaction. La dynamique qui gouverne chacun de ces opérateurs est donnée par:

L0 e,
Zhan(t, O) = Ho(t)Uo(t, O), Zhan(t, O) = ‘/}(t)U[(t, 0), (615)

avec Vi(t) = U(t,0)V(t)Us(t,0), Up(0,0) = 1 = U;(0,0). On cherche a développer

Ur(T,0) comme une série perturbative de la forme:

U[:]l-l-a@ —0—5@
Ja 0.0) a9

62 9*U;

L 0*U;
2 00

dado

042 82U[

2 a2 a0

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0)

(6.16)
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A titre d’exemple, on calcule les premiers termes de cette série, ce qui donne:

—a/ —UtO

(0,0)
- Vi(t )Uj(t,0)> dt
h da ( (0,0) (6.17)

_ e [ U3 (1, 0)Va 1)U, 0)dt

8U1TO

= —Uy(0,7)F /O U6, V() U (1, 0) i,

et de la méme maniere on obtient pour le deuxiéme terme:

oU (T, 0)

g )

_ _UO(O,T)% /0 Uo(T, Vs (H)Uo (2, 0)dt, (6.18)

(0,0)

ot l'on a utilisé les propriétés U(0,t) = U(0,T)U(T,t), U'(t,0) = U(0,t) et ot I'on a

posé:

oV nf 0 Q-0 oV h(-10
Vo(t) = 2= =2 T R TA () A . 6.19
"= 5a Q(Qx—i—iQy 0 ) =5 2(0 1) (6.19)

Le propagateur U, 5(7',0) est donné par U, s(T,0) = Uy(T,0)U[(T,0), ce qui donne, au

premier ordre:

Uns(T}0) = —% / LU OV (UL, 0Vt + O(02, 62 ad). (6.20)

L’état du systeme est donné par [Aa (7)) = Uas(T,0) [Nas5(0)) = Uas(T,0)[N(0)). 11
s’obtient donc en multipliant (6.20) par |A¢(0)). En allant jusqu’au deuxiéme ordre, 1’état

du systeme s’écrit alors sous la forme suivante:

T
s = o)~ 1 [ G v o) a5 [t [ 0o vt v ot
0
(6.21)
La matrice Uy(t1,t2) s’exprime en fonction de |A\g) et d'une solution de I’équation de

Schrodinger |A ) perpendiculaire & |Ag) sous la forme:

Uo(t1,t2) = |Ao(t1)) (Mo(t2)] + [AL(t1)) (AL(t2)], (6.22)
| [ sin(0/2)e/? /2
AL(t)) = (_ cos(9)/2)ex /2) en’?, (6.23)

En multipliant |\, (7)) par (Ao(T")|, on obtient, apres quelques calculs:

CoT ) =13 [ ettt =3 [t [[eete) + O RN, (624)

143



144 Chapitre 6: Controle optimal numérique: Application en information quantique

avec:

e(t) = M)V ()| Ao(t)) = § cos§ — arysin® @ (6.25)
F@) = Mo|VAL(D) = (iaf — aysin 6 cos § — dsin 0)e™. (6.26)

Remarquons que le terme du premier ordre de 'expression (6.24) est purement imaginaire,
il n’intervient donc pas dans la fidélité (6.13). Ceci signifie que les dérivées d’ordre 1 au
point («,d) = (0,0) de J sont nécessairement nulles, c’est-a-dire que J est maximum
en ce point. Par conséquent, le profil de la fidélité de 1'équation (6.13) s’écrit, jusqu’au

deuxieme ordre:
J=1-1 OT i | ‘(e(®)et’) + RIF (D) TNt + O(0?, 6%, 025, ad?). (6.27)

Cette expression peut s’écrire sous forme d’intégrales simples a partir de la propriété

suivante:
| Lt / L@t [a(O)b() + a(t)b(t)] = | ()t | (et (6.28)

En utilisant le fait que R(f(t)f(t') = RFEO)IR(F X))+ S(F()S(f(#')), on peut montrer
que J devient:

J=1- % [/OT %(f(t))dt] - % VOT s(f(t))dt] - % l/OTe(t)dt] L0®, (6.29)

avec:

R(f(t)) = —a(¥ cosysin b cosf + G siny) — § cosysin b, (6.30)
(f(t)) = —a(4sinysinfcosd — 0 cosv) — & sinysin 0. .

%

Le but est de déterminer une paramétrisation de v et de # qui permette d’annuler toutes
les intégrales de I’équation (6.29). Les auteurs de l'article [35] ont montré que le terme

fOT e(t)dt peut étre annulé en choisissant v de la fagon suivante:
v(6) = 20 + 2sin(26). (6.31)

Nous ferons le calcul explicite un peu plus loin. L’expression de ~ se généralise naturelle-

ment comme une série de la forme:

N
v(0) =260+ > C,sin(2nf). (6.32)

n=1
Les auteurs de [35] ont montré que cette paramétrisation est pertinente pour réaliser
une inversion de population. Dans I'article [35], la fonction 0(t) est choisie comme une
fonction d’erreur, similaire a un arctangente, pour assurer la robustesse de 'inversion de

population. Plus formellement, I'angle 0(t) est donné par:

0(t) = Zert (% +1) = vr |1+ /01 e de] (6.33)
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Cependant, ce n’est pas suffisant dans notre cas, car nous considérons une transfor-
mation unitaire qui est plus difficile a réaliser. Pour pouvoir annuler toutes les intégrales

de I’équation (6.29), on développe l'angle § comme une série de Fourier de la forme:

7 M t
0(t) = 2t + D fsin (me) . (6.34)
m=1

On peut ainsi calculer les parametres 6,, et C,, de fagon a annuler les intégrales de ’équa-
tion (6.29). Certaines de ces intégrales vont naturellement s’annuler a cause de la paramé-
trisation choisie. Pour les déterminer, il faut connaitre la parité de chacune des fonctions.
On peut facilement montrer que 6(7/2 —t) = © — 6(T/2 + t), ce qui implique, entre
autre, que cos(6(7'/2 —t)) = —cos(0(T/2 + t)), c’est-a-dire que cosf est impair et donc
que l'intégrale fOT cos Odt est nulle quelques soient les valeurs des parametres C), et 6,,. En
adoptant la méme démarche pour toutes les autres fonctions, on peut en déduire leurs
parités, puis en déduire les intégrales égales a zéro. La parité de chaque fonction est don-

née dans le tableau 6.1. Les fonctions dans les intégrales qui nous intéressent étant des

Paire | sinf | cosvy | % | 0

Impaire | cosf | sin~y

TABLE 6.1 — Parité des différentes fonctions nécessaires pour calculer les intégrales
de l’équation (6.29).

produits des fonctions de ce tableau, on peut en déduire leur parité, pour finalement en
déduire les intégrales qui s’annulent.
Les seules intégrales qu’il reste a annuler par un bon choix des coefficients C,, et 6,

sont les suivantes:

T

I :/ cos 7y sin 0dt, (6.35)
0
T :

I :/ (4 siny sin @ cos @ — 0 cosy)dt, (6.36)
0
T

Iy = / 4 sin? fdt. (6.37)
0

La fidélité J est donnée, en fonction de ces intégrales, par J = 1—1/8(0%I7 + I3 +a?12).
Remarquons qu’en annulant /;, on élimine tous les termes d’ordre 62, ce qui signifie que
I’'on augmente la robustesse par rapport aux inhomogénéités . De la méme maniere, on
augmente la robustesse de la trajectoire par rapport a a en annulant I, et I5. Ici, nous
allons chercher des parametres 6, et C,, qui annulent les trois intégrales simultanément.
L’intégrale I3 peut s’exprimer analytiquement de la fagon suivante:

. N
I3 = 2/ [1 + > nC, cos(QnQ)] sin? 0d
0

n=1
" - " 6.38
= 2/ sin” 0d6 + 2 nCn/ cos(2nd) sin” 6df (6.38)
0 = 0
T
=TT — 015
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146 Chapitre 6: Controle optimal numérique: Application en information quantique

I3 s’annule donc en choisissant C; = 2. Les autres intégrales ne s’expriment pas aussi
simplement. Nous donnons donc une solution calculée numériquement pour les autres
coefficients. Pour cela, on utilise un algorithme de T. Dekker [125] (fonction fsolve dans

matlab), qui permet de trouver les zéros d’'une fonction. On a finalement:
Cy=2, Cy=-1735 0, =-0.174, 60, =—-0.163. (6.39)

On connait donc explicitement les variables 6(t) et ¢(t) grace aux équations (6.32) et (6.34).
L’angle y s’obtient en remarquant que dy = dysinf (Eq. (6.7)). A l'aide de I'équa-
tion (6.32), on arrive a:

x(0) =2sinf + i nC,, ( (6.40)

n=1

sin[(2n +1)8] ~ sin[(2n — 1)6]
ol 2n1 ) '

La trajectoire étant connue, on calcule le champ de controle associé via 1'équation (6.8).

La trajectoire et le champ de controle associé sont donnés sur la figure 6.2.

—90 —Q,
< |l—X - 20 Y
& &
Ko =
O 4 <]
e S
=1 /J .\ jf =
b= p=
o o
A 5

op=—=

0 0.5 1

t/T

FIGURE 6.2 — A droite: Angles d’Euler en fonction du temps correspondants a la
trajectoire robuste a l'ordre 2 (traits pleins) et a la solution & l'ordre 0 donnée
par (6.10) (pointillés). A gauche: Champs de controle associés a la trajectoire

robuste (traits pleins) et & la solution a l'ordre 0 (pointillés).

6.3 Optimisation numérique

Nous pourrions annuler les dérivées de J jusqu’a des ordres plus élevés afin d’augmen-
ter encore la robustesse. Cependant, cette méthode ne nous assure une bonne robustesse
que dans le voisinage de («,d) = (0,0) mais ne nous permet pas de controler la robus-
tesse en dehors de cette région. Elle ne nous permet pas non plus de controler l'aire et
I'intensité du pulse. La figure 6.3 suggere que méme avec peu de coefficients 6, et C,,
cette paramétrisation est adéquate pour améliorer la robustesse du transfert. Elle donne
donc un ensemble de coefficients que 1'on peut optimiser soit en cherchant analytique-

ment d’autres solutions robustes ou en optimisant numériquement les coefficients. Dans

146



6.3: Optimisation numérique 147

cette section, nous allons utiliser 'algorithme GRAPE pour optimiser un petit nombre
de ces coefficients (de I'ordre de 10), sur une large plage d’inhomogénéités ¢ et a. Cette
démarche va nous permettre d’explorer 'efficacité de cette paramétrisation tout en ajou-
tant des contraintes sur le champ de controle, a savoir sur son intensité et son énergie.
Le résultat robuste a 'ordre 2 présenté dans la section précédente servira de condition
initiale pour l'algorithme d’optimisation.

L’algorithme consiste a optimiser le controle simultané d’un ensemble de Ny = Nsx N,
spins (cf. chapitre 1). A chaque spin (n,m) correspond un couple de valeurs (a,, d,,). A
t = 0, tous les spins sont dans 'état initial |A,,,(0)) = *(1,0). Chaque spin (n,m) a une
dynamique gouvernée par I’équation de Schrodinger:

ADn() 1 ( b (1+ ) (% (1) —myu))) Do (8)). (641)

dt 2\ (14 ) (Q(t) + 9, (1)) O

Les spins ont tous le méme état cible, a savoir |\.) = |[A\o(T)) = *(0,—1). L’algorithme
cherche donc un champ de contrdle Q(t) = O, + Qyu, qui transfert tous les spins du
systeme sur I’état cible. Plus exactement, il cherche des parametres 6, et C, de sorte que

le champ de controle correspondant maximise une fidélité moyenne de la forme:

1Na N

T =5 22 22 RlQam(M)Po(T)]; (6.42)

$ n=1m=1
qui est égale a 1 si tous les spins ont exactement atteint 1’état cible a 'instant final T,
inférieure a 1 sinon. Bien siir, plus le champ de controle est robuste et plus J est proche
de 1. Afin que l'algorithme GRAPE optimise les parameétres 6, et C),, on utilise une
méthode présentée dans [92] et dans la section 2.5 du chapitre 2, qui permet d’optimiser
les coefficients d'une fonction paramétrée. L’algorithme sera présenté en détails dans la
section 6.6 de ce chapitre. Pour les résultats qui vont suivre, on initialise le programme
en prenant les valeurs des parametres 6,, et C,, de I'équation (6.39), puis on optimise la
robustesse sur des domaines de valeurs § € [—20/T,20/T] et o € [—0.5,0.5]. La figure de
robustesse associée a la solution (6.39) et le domaine d’optimisation sont montrés sur la
figure 6.3.

On souhaite mettre en valeur les propriétés qui sont dues a la forme du pulse et non
a son intensité ou a une aire élevée. En effet, si 'intensité du champ est tres supérieure a
loffset 0ax, alors méme un simple 7- pulse de méme intensité sera robuste par rapport
a 0. Pour cette raison, sur les figures, on évalue la robustesse du controle jusqu’a des
valeurs dpax > |Qfmax, 00 |Q]max = max(,/Q2 + Qg) est l'intensité maximale du champ
de contréle. Par exemple, pour la solution (6.39), on a |Q|yax - 7 ~ 33.5. La figure 6.3
correspondante est évaluée jusqu'a Opay - T = 40 > 33.5. De plus, on étend « jusqu’a
Qmax = 1 pour avoir une vision globale du profil.

Dans l'algorithme, l'intensité maximale du pulse est contrainte a rester inférieure a
40/T, en ajoutant un cofit courant de la forme J4 = 5/2 J§ (Q2 + Q2)dt, ot le parametre

B est ajusté pour éviter que le champ n’ait une aire ou une intensité trop grande. Ceci est
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148 Chapitre 6: Controle optimal numérique: Application en information quantique

FIGURE 6.3 — Profil de la fidélité dans le plan (J,«) du pulse associé a la so-
lution (6.39), prise comme condition initiale avant I'optimisation numérique. Le

programme optimise la région encadrée par le rectangle en pointillés.

expliqué dans la section 6.6 dédiée a l'algorithme. La figure 6.4 montre les composantes
du champ de controle apres optimisation selon le nombre de parametres 6, et C,, choisi,
ainsi que les profils de robustesse associés. Le tableau 6.2 donne les propriétés physiques

des champs de controle.

(a) (b) (c) (d) (e) (f) | Solution (6.39)
Ny 2 2 3 3 4 18 2
N¢c 2 3 2 3 4 18 2
Niot 4 5 ) 6 8 36 4
|Q|max - T | 38.93 32.52 34.26 36.79 37.62 37.06 33.5
Aire 2.65m 3.79m 4237 423w 497 497w 3.997
J 0.892 0.923 0914 0.923 0.956 0.958 0.825

TABLE 6.2 — Propriétés des champs de contrdle de la figure 6.4. Ny et N¢ sont
respectivement les nombres de parametres 6, et €, choisis. Ny est la somme
des deux. Nous avons ajouté dans ce tableau la solution (6.39) calculée dans la
section précédente, prise comme condition initiale avant I’optimisation. La valeur
de la fidélité J est calculée suivant I’équation (6.42), sur la fenétre d’optimisation
montrée sur la figure 6.2, i.e. 6 - T' € [—20,20], a € [—0.5,0.5].

La figure 6.4 et le tableau 6.2 suggerent qu’en augmentant le nombre de parametres, le
programme va chercher des solutions plus énergétiques, i.e. d’aire plus grande. Ceci permet
d’améliorer la robustesse par rapport a «, ce qui se voit bien sur les figures. L’aire tend
vers une limite de 57, ce qui est dii a la contrainte que 1'on a imposée dans I'algorithme.
On remarque aussi que le profil de fidélité est a peine meilleur avec 36 parametres (figure

(f)) qu’avec 8 parametres (figure (e)). Les champs de controle correspondants sont tres
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30 (a) (b) (c)

QxT
o

30 (d) (e) ®

QxT
o

0 02040608 10 02 04 06 08 10 02 04 06 08 1
/T uT /T

1
-30-15 0 15 30 -30-15 0 15 30 -30-15 0 15 30
o o o

FIGURE 6.4 — En haut: Composante €, (t) (en bleu) et €,(t) (en vert) du pulse
selon le nombre de parametres optimisés. En bas: Profils de fidélité dans le plan
(6, ) correspondant. Le nombre de parametres et les caractéristiques des champs

sont donnés dans le tableau 6.2.

similaires. Ceci suggere qu’il est inutile de choisir un nombre élevé de parametres et que
dans ce cas, il est pertinent de n’en choisir que 8. Les 8 parametres de la solution (e) sont

donnés dans le tableau 6.3.

Pour vérifier si la solution (e) est efficace, nous allons 'optimiser avec un algorithme
GRAPE standard. On rappelle que pour un temps discrétisé en N pas de la forme ¢t =
{t1---tn}, lalgorithme GRAPE standard optimise chacun des €2,(¢,) et €, (¢,). On prend
N = 700, soit un total de 1400 parametres a optimiser. On part du champ de la figure

(e), puis on optimise chaque Q(tn) Le résultat est donné sur la figure 6.5. On remarque
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150 Chapitre 6: Contréole optimal numérique: Application en information quantique

0 0o 03 04
Solution (e), | -0.2513 -0.1162 -0.0382 -0.0863
8 parametres o Cy Cs Cy |
2.6678 -2.0558 0.0261 -0.0051

TABLE 6.3 — Coefficients 6,, et C,, correspondants a la solution (e) de la figure 6.4.

30

0 02 04 06 08 10 02 04 06 08 1
t/T

1
-30 -15 0 15 30

o
B .
-1 05 0

FIGURE 6.5 — En haut: Champs de contrdle associés a la solution (e) a 8 para-
metres (a gauche), et optimisés par 'algorithme GRAPE standard (a droite). En
bas: Profil de fidélité correspondant. Le rectangle en pointillés encadre la zone

optimisée.

que les champs de contrdle sont assez différents, mais que la structure globale du profil
de fidélité reste comparable. L’algorithme ramene toute la zone robuste dans la fenétre
d’optimisation, mais le profil est un peu moins bon pour a > 0.5. Les caractéristiques du

pulse sont données dans le tableau 6.4.

Solution | |Qunax| - T | Aire J
GRAPE | 43.4816 | 4.97 | 0.986

TABLE 6.4 — Propriété du champ de controle obtenu avec l'algorithme GRAPE

standard. La valeur de J est calculée sur la zone optimisée.

Un autre point a vérifier est le gain qu’apporte la solution par rapport a un m-pulse

standard. Pour que la comparaison soit juste, on prend un m-pulse de méme intensité
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6.3: Optimisation numérique 151

que l'intensité maximale atteinte par la solution (e), c’est-a-dire I; = |Q|nax. L’aire doit
étre égale a 7. Il faut donc considérer un m-pulse d’autant plus court. Pour la solution a 8
parametres, on a || yay -7 = 37.62. Pour la comparaison, on choisit un 7-pulse d’intensité
I, -T = 37.62 et de durée T, = (7/37.62)T = 0.08357. Le résultat est montré sur la
figure 6.6.

1
-30 -15 0 15 30 -30 -15 0 15 30
ol o
. .
0 0.5 1

FIGURE 6.6 — Profil de fidélité de la solution & 8 parametres (a gauche) et d'un
m-pulse standard d’intensité I - T = 37.62 de durée T; = 0.08357 (a droite). Le
parametre T dans les abscisses des deux figures correspond a la durée du pulse a

8 parametres.

Nous avons considéré jusqu’a présent une fidélité moyenne sur I’ensemble de la fenétre
d’optimisation (Eq. (6.42)). L’algorithme a donc tendance a "aplatir" le profil de fidélité,
de maniére a augmenter globalement la fidélité moyenne, sans chercher des zones avec une
tres bonne précision. Or, comme nous ’avons vu en introduction, les applications expéri-
mentales en information quantique nécessitent une erreur relative inférieure a 10~* [18].
Afin d’augmenter la précision au centre de la figure, on définit une fidélité pondérée par

une gaussienne de la forme:

No Ns

JE =303 F (@ bR M (1) MolT). (6.43)

n=1m=1

avec f(ay, d,,) une fonction gaussienne a deux dimensions définie de la fagon suivante:

ok No N5 _of 62\ *
(0, b) = Ae 8 25 A= (zze ) : (6.44)
n=1m=1

On optimise sur une fenétre plus petite telle que 6 - T € [-5,5] et a € [—0.2,0.2]. On
choisit o, = 0.2 et 05 = 1.5. Nous avons sélectionné un champ de contréle a 10 parametres,
dont les propriétés sont données dans le tableau 6.5. Le profil de robustesse correspondant
est montré sur la figure 6.7.

Que les coefficients soient optimisés pour une fidélité du type (6.42) ou gaussienne
(Eq. (6.43)), on observe que la structure du profil de fidélité a toujours cette forme "pincée”

le long de la droite @ ~ 0 et est tres robuste par rapport a a. Cela suggere que la
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152 Chapitre 6: Contréole optimal numérique: Application en information quantique

Ch Cy Cs Cy Cs
2.0134 | -2.3337 | 0.0868 | 0.1757 | -0.9177 || Aire J¢ 12| max
01 ) 05 04 05 6.047 | 0.999923 | 38.23
0.1574 | 0.1102 | 0.0437 | 0.0150 | -0.0108

TABLE 6.5 — Parametres du pulse optimisé avec une fidélité gaussienne. La fidélité
JC est calculée selon la formule (6.43) sur la fenétre d’optimisation 6 - T € [—5, 5]
et o € [—0.2,0.2].

M
0.5 1

FIGURE 6.7 — Profil de fidélité de la solution analytique robuste au deuxieme
ordre (a gauche) et de la solution optimisée avec 10 parametres du tableau 6.5.
Le rectangle en pointillés correspond a la région optimisée. Les contours sont des
lignes de niveaux pour lesquelles, de la plus interne a la plus externe, on a une
erreur de 1077, 1074, 1073, 1072 et 10~! (la fidélité est donnée par J = 1—erreur).
Le profil de J est évalué sur une plage de ¢ plus petite qu’auparavant pour mettre

en valeur la structure des lignes de niveau.

paramétrisation est bien adaptée pour améliorer la robustesse par rapport a «;, mais moins
pour celle par rapport a . Il semble que la robustesse par rapport a « soit purement due
a la forme du champ de controle, étant donné qu’elle ne nécessite pas une aire élevée
(A~4—5m).

6.4 Application expérimentale

6.4.1 Choix du champ de controle

Nous avons réalisé ce travail en collaboration avec des chercheurs du groupe de T.
Halfmann, de I'Institut de Physique Appliquée a Darmstadt (Allemagne). Ils ont implé-
menté expérimentalement un pulse que nous avons calculé, afin de montrer D'efficacité
expérimentale de la méthode. Le pulse a été optimisé dans une région ¢ - T € [—14, 14] et

a € [—0.5,0.5], avec une contrainte sur les bords du champ de la forme €2,(0) = 2,(0) =
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Q.(T) = Q,(T) = 0, pour satisfaire des contraintes expérimentales. Nous avons sélec-
tionné un pulse dépendant de 8 parametres libres, 5 C), et 3 6,,, en plus d’'un parametre
contraint de sorte que les conditions aux bords soient satisfaites. La contrainte est ex-

pliquée dans la section 6.6. Les parametres du pulse sont donnés dans le tableau 6.6. Le

o Cy Cs Cy Cs

2.3347 -1.9450 0.3944 | -0.1139 | -0.3723 || Aire J |9 max
0, 0, (contraint) 03 0, 5.060 0.96 38.06
-0.0990 -0.1176 -0.0394 | -0.0119

TABLE 6.6 — Parametres du pulse expérimental. Le parametre 6o est contraint de
maniere a ce que le champ de contréle soit nul aux instants ¢t = 0 et £ = T. La
fidélité J est calculée sur la fenétre d’optimisation, c’est-a-dire ¢ - T' € [—14, 14] et
a € [-0.5,0.5].

champ de controdle et le profil de robustesse sont donnés sur la figure 6.8. On remarque que

30
15

QxT
o

-30

1
0 02 04 06 08 1 -30-15 0 15 30
t/T o

FIGURE 6.8 — A gauche: Champ de controle utilisé pour l'expérience. La courbe
bleue correspond a 2, et la verte a €),,. Les parametres du pulse sont donnés dans le
tableau 6.6. A droite: Profil de robustesse correspondant. Le rectangle en pointillés

entoure la région optimisée.

globalement, le profil de robustesse est moins bon que celui de la solution a 8 parametres
de la section précédente. Cependant, il est meilleur par rapport a «, i.e. le long de la droite
d’équation 6 = 0. Au moment ou nous avons obtenu ce résultat, nous n’avions pas essayé
de prendre une fenétre d’optimisation plus grande, ce qui explique la faible robustesse par
rapport a 9. On voit que par rapport au w-pulse de la figure 6.6, d’intensité tres similaire,

Ioptimisation n’améliore que tres peu la robustesse par rapport a d.
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154 Chapitre 6: Contréole optimal numérique: Application en information quantique

6.4.2 Reéalisation expérimentale

L’efficacité d’une porte NOT peut étre mesurée par la méthode dite de "spin echo’.
Cette méthode se comprend facilement dans les coordonnées de Bloch. On considére un
ensemble de spins avec différentes inhomogénéités d. Tous ces spins sont initialement au
pole nord de sphere de Bloch. On applique un pulse d’excitation sur le systeme de sorte
que tous les spins soient transférés sur un point de I’équateur de la sphere de Bloch, par
exemple sur 'axe €7. On laisse alors le systeme évoluer librement pendant un temps 7.
Pendant cette période, chaque spin est influencé uniquement par son offset §, qui implique
une rotation autour de l'axe é3 de la sphere de Bloch. Par conséquent, tous les spins se
dispersent sur ’équateur. Ensuite, on applique un pulse NOT (dans notre cas celui du
tableau 6.6), ce qui implique que tous les spins vont effectuer une rotation de 7 autour
de l'axe €5, a condition que le pulse soit robuste par rapport a J. On laisse & nouveau
le systeme évoluer librement, sous I'influence de §, pendant un temps 7. Si le pulse est
efficace, tous les spins se seront regroupés le long de 'axe —e| au temps t = 27, + T, ou

T est la durée du pulse. Ce processus est illustré sur la figure 6.9.

53 53 )\53 €3
NOT

— —

€ €2 €2 €9
t=0 t=1y t=1m+T t=2m+T

FIGURE 6.9 — Schéma idéal du processus d’écho de spin. A l'instant ¢t = 27 + T,
tous les spins sont en phase et le signal est maximum. C’est a cet instant que I'on

fait une mesure du systéme.

Si le pulse n’est pas robuste par rapport aux inhomogénéités «, alors les spins effec-
tueront une rotation supérieure ou inférieure a 7 (suivant le signe de «) autour de I'axe
€5 et ne se regrouperont pas comme prévu. L’effet des inhomogénéités est illustré sur la
figure 6.10.

L’expérience a été réalisée sur un cristal de Pr3*:Y,SiOs5. L’ion Pr®t est caractérisé
dans ce modele par un état fondamental *H, et un état excité ' D,. La longueur d’onde
de transition est de 605.98 nm. La transition est produite par un laser solide de longueur
d’onde accordable, dont la largeur a mi-hauteur du faisceau est de 60 kHz. Chaque état
électronique possede trois états hyperfins deux fois dégénérés. La structure du systeme est
montrée sur la figure 6.11. Les deux niveaux d’énergie qui nous intéressent sont *H, |+3)
(]1)) et *Hy|£32) (]2)), qui correspondent respectivement au pdle nord et au pole sud de

la sphere de Bloch. Les transitions entre ces deux états sont contrdlées par des impulsions
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t=2m+T

€10

— — —

€2 €2 €2

FIGURE 6.10 — En haut: Effet des inhomogénéités d sur la porte NOT. En bas:
Effet des inhomogénéités . Si le controle n’est pas robuste par rapport aux in-
homogénéités, alors a linstant ¢ = 27, + T', les spins sont dispersés au lieu de
se regrouper en un point unique. On suppose que le pulse d’excitation 7/2 est
infiniment robuste.

|j:g> 4.8 MHz
1D2 |+ %} | ) A . .
|£1) 4.6 MHz n 8 ' detection |
2 detection = § : demodulated RH signal A
7] 1 1 =
606nm § A [ Y : >
£a s :
2 !
[£5) 12) . .,
4 ()] 1 '
Qc 102MHz & o , .
i ) 1 '
SHyl£3) 1) = | . P
17.3 MHz 0 T 2r time t
£3)

FIGURE 6.11 — A gauche: Structure hyperfine du Pr3*:Y5SiOs. Les états |1) et |2)
correspondent au pole nord et au pdle sud de la sphere de Bloch, respectivement. A
droite: Séquence effectuée pour le processus d’écho de spin. La mesure est effectuée

a l'instant ¢t = 27. La phase ¢ correspond a l'angle azimutal de chaque spin sur la
sphere de Bloch.

radiofréquences, produites par un générateur qui permet de choisir la forme de 1'onde
(Tektronix AWG 5014) relié & une bobine proche de 1’échantillon.

Dans un premier temps, tous les atomes sont préparés dans 'état |1), grace a une
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séquence de préparation basée sur un pompage optique [144, 145]. Puis, on applique au
systéme un pulse d’excitation /2 avec une fréquence de 10.2 MHz et une durée de 4 us.
Ce pulse a pour but de générer une cohérence entre les états |1) et |2), c’est-a-dire, dans la
représentation de Bloch, d’envoyer tous les spins simultanément sur le point de I’équateur
(1,0,0) de la sphere de Bloch. Chaque spin évolue ensuite librement, suivant la valeur
de son offset . Le pulse NOT est centré a 7 = 150 us, comme le montre la figure 6.11.
On rappelle que ce pulse doit réaliser une rotation de 7 autour de l'axe €5 de la sphere
de Bloch, ce qui a pour effet de rassembler les spins sur le point (—1,0,0) a l'instant
t = 27 = 300 ps. En comparaison, le temps de déphasage dans le cristal Pr3+:Y,SiO5
est de l'ordre de 10us [146, 147]. Le systéme est mesuré par RHD (Raman Heterodyne
Detection) [144] a l'instant ¢ = 27. La robustesse par rapport a a peut étre évaluée de
deux manieres différentes: soit en modifiant 'amplitude du controle, soit en modifiant sa
durée T'. En théorie, ces deux méthodes sont parfaitement équivalentes car on peut passer
de I'une a l'autre en faisant une renormalisation du temps. En pratique, une trop forte
intensité peut impliquer des erreurs expérimentales. Pour cette raison, nous avons évalué

la robustesse de la porte NOT dans le plan (|Q|mnax, 7). Ce phénomene est visible sur la

pulse duration T (us)

——

50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 3

Rabi frequency @ (2n kHz)
I e 1) (%)
0 13 27 40 53 67 80 93100

FIGURE 6.12 — Fidélité apres le processus d’écho de spin pour un - pulse constant
(en haut) et pour le pulse NOT optimisé (en bas). Les figures (1.e) et (2.e) sont
les résultats expérimentaux, et les figures (1.s) et (2.s) les résultats obtenus en
simulation numérique. Remarquons le désaccord entre I'expérience et la simulation

lorsque || max est intense (visible en haut & droite des figures).
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figure 6.12, pour des fortes valeurs de .. On voit nettement sur cette figure 'avantage
du pulse optimisé, robuste sur une plage de valeurs beaucoup plus grande.

Dans une seconde expérience, nous avons évalué la robustesse du rephasage apres I’écho
de spin en fonction de d et de la durée du pulse T'. Dans cette expérience, le parametre €2,
est fixé a 27 - 125 kHz. Comme dans 'expérience précédente, les résultats sont comparés
avec ceux d'un m-pulse standard, ainsi qu’a une simulation numérique. Les résultats sont

montrés sur la figure 6.13. On remarque que les résultats théoriques et expérimentaux

pulse duration T (us)

-0.2 -0.1 0.0 0.1 02 -02 -0.1 0.0 0.1 0.2

static detuning 5__. (MHz)
[ | L (%)

0 13 27 40 53 67 80 93 100

FIGURE 6.13 — Rendement apreés le processus d’écho de spin pour un 7- pulse
standard (en haut) et pour le pulse NOT (en bas) dans le plan (4, 7). Les figures
(3.e) et (4.e) sont les résultats expérimentaux. Les figures (3.s) et (4.s) sont les

résultats obtenus en simulation numérique.

sont en tres bon accord. Comme nous 'avons dit au début de cette section, on voit que
le réel avantage du pulse optimisé concerne sa robustesse par rapport a a, qui est reliée a

la robustesse par rapport a T' sur cette figure.

6.5 Optimisation de pulses composites

La méthode des pulses composites consiste, elle aussi, a décomposer les champs de
controle dans une base de parametres qui permet de pouvoir controler analytiquement

dans une certaine mesure la robustesse d’un transfert. L’idée est de décomposer le champ
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Q2 en N pulses constants qui ont la méme aire, la méme intensité et la méme durée, mais
des phases différentes. Un pulse composite est donc composé de N pulses €2, d’aire 7 et

de durée T}, définis de la facon suivante:

N Nm .
Q:v,k = T COS O, Qy,k‘ = T sin ¢y, (6-45>

ouT = NT, est la durée totale du pulse. Pendant une durée 7}, I'’équation de Schrodinger

en présence des inhomogénéités est de la forme:
ihOy | Aag) = Hp | Aas) (6.46)

ou l'opérateur H, est donné par:

1 ) Ae~n
H,=- ‘ , 6.47
2 (Ae”’" -0 ) ( )

avec n € {1,2,---, N}. La solution de cette équation est alors |\(T},)) = e “nTr |\(t0)).

Apres N pulses constants appliqués successivement, 1’état du systeme est de la forme:

IMT)) = U(on)U(dn-1) - - - U(¢1) [A(0)), (6.48)

ott U(gy,) = e Hntp,

La méthode est la méme que celle du SSSP, dans le sens ou elle consiste a calculer les
phases ¢,, de fagon a annuler les dérivées de la fidélité au point (a,9) = (0,0), jusqu’a
lordre voulu. Nous ne détaillerons pas les calculs, car ils ont été faits par J. A. Jones
en 2013 [87], précisément pour une porte NOT. Nous nous servirons directement de ses
résultats. Remarquons que cette méthode ne cherche pas a optimiser la forme du pulse, qui
est constant par morceau, contrairement a la méthode SSSP. Cependant, elle a ’'avantage

de controler tres simplement l'aire et 'intensité du pulse, qui s’expriment sous la forme:

N T,
A= Z/ VO + QG pdt = N7, Qe - T =1 - T = N, (6.49)
k=1"0

Pour réaliser une porte NOT, le nombre N de phases doit étre impair. Dans les figures
qui vont suivre, les figures de robustesse auront comme abscisse ¢ /|Q|max, car |Q|mayx étant
fixé par le nombre de pulses N, nous ne pouvons pas le contraindre a garder la méme
valeur tout en changeant le nombre de parametres. Dans un premier temps, on compare
la solution SSSP a 8 parametres (solution (e) du tableau 6.2) avec un pulse composite de
meéme aire, c’est-a-dire A = 57, que 'on optimise numériquement. Les conditions initiales
du pulse composite, c’est-a-dire les phases ¢, initiales, sont celles calculées par Jones.
Elles sont données dans le tableau 6.7. La figure de robustesse correspondante est donnée
sur la figure 6.14, ainsi que la fenétre d’optimisation.

Pour que la méthode d’optimisation soit la méme qu’avec le SSSP, la fenétre d’optimi-

sation est choisie de fagon a ce que § € [—|Q|max/2, || max) €t @ € [=0.5,0.5]. On rappelle
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¢1 ¢2 ¢3 ¢4 ¢5
240° | 210° | 300° | 210° | 240°

TABLE 6.7 — Phases du pulse composite composé de N = 5 m-pulses calculées par
Jones [87].

-0.8 -04 04 0.8

0
0/ 1€ max

FIGURE 6.14 — Figure de robustesse du pulse composite détaillé dans le tableau 6.7.
Le rectangle en pointillés correspond a la fenétre d’optimisation, qui est telle que
0 € [~ max/2, |Q|max] €t @ € [—0.5,0.5]. En moyenne, dans le rectangle, on a

J = 0.82.

1
-08-04 0 04 038 -08-04 0 04 08

5/QESSP) 5/l
Z M N
-1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 6.15 — Profil de robustesse du pulse SSSP a 8 parametres (& gauche) et
du pulse composite optimisé (a droite). Les zones optimisées numériquement sont
comprises dans les rectangles en pointillés. Dans cette zone, on a en moyenne

Jsssp = 0.96 et Jeomp = 0.90.

que pour le SSSP, on avait |Q|ynax ~ 387 et que la fenétre d’optimisation était telle que
6 € [—20/T,20/T] >~ [—|Qmax/2, || max/2]. Le résultat est donné sur la figure 6.15.
Bien que pour le pulse composite, la fidélité moyenne soit meilleure sur la fenétre

d’optimisation que sur la figure 6.14, le profil semble moins intéressant apres optimisation.
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o1 ®2 ¢3 o ®s b6 o
Initial 252.5° | 265° 97.5° 170° 97.5° 265° 252.5°

Optimal | 248.3° | 273.2° | 107.4° | 172.8° | 107.4° | 273.2° | 248.3°

TABLE 6.8 — Phases du pulse composite avec N = 7 avant et apres optimisation.

L’algorithme a permis d’augmenter la robustesse par rapport a o, au détriment de celle en
0. Cela suggere que la fenétre d’optimisation n’est pas adéquate pour ce pulse composite
57, qui semble plus adapté pour améliorer la robustesse par rapport a d.

On optimise maintenant le résultat de Jones pour un pulse composite composé de N =
7 m-pulses. Les parametres avant et apres optimisation sont donnés dans le tableau 6.8 et
les profils de robustesse sur la figure 6.16.

-1
-08-04 0 04 038 -08-04 0 04 08

6 /82| max 6 /182 max
: T
-1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 6.16 — Profil de robustesse d'un pulse composite 77 obtenu par Jones [87] (&
gauche), et aprés optimisation des phases (a droite). A gauche, la fidélité moyenne
sur la fenétre d’optimisation est de J = 0.95, contre J = 0.97 pour la figure de

droite.

Enfin, on peut comparer 'efficacité des deux méthodes pour obtenir une fidélité maxi-
male au centre de la figure. Les phases calculées dans larticle [87] sont déja optimisées
pour cela, car les dérivées du profil de fidélité sont nulles au centre de la figure. Une
optimisation numérique en prenant une fidélité gaussienne (Eq. (6.43)) suggere que 'op-
timisation est inutile pour ce probleme précis. Les phases ne varient que treés peu, ce qui
peut étre di au fait que 'on n’optimise qu'un nombre fini de points dans le plan («, §) et
que par conséquent le choix de la grille de points peut légerement modifier la solution. On
compare donc la robustesse de la solution initiale du tableau 6.8 avec la solution SSSP du
tableau 6.5. Le résultat est donné sur la figure 6.17.

Les deux méthodes sont tres comparables. Il est difficile de dire si 'une est meilleure
que 'autre. Notons que globalement, les pulses composites sont plus robustes par rapport

aux inhomogénéités d, mais moins vis-a-vis des inhomogénéités «, contrairement a la

160



6.6: Algorithme 161

1
-0.4 -0.2 SSSO.Z 0.4 -0.4 -0.2 0( 0.2) 0.4
§/QGSSP) 5/ Qunan”

FIGURE 6.17 — Profil de robustesse du pulse SSSP du tableau 6.5 (a gauche) et de

la solution composite & 7 phases calculée par Jones (a droite).

méthode SSSP.

6.6 Algorithme

L’optimisation numérique est basée sur l'algorithme GRAPE (section 2.5 du cha-
pitre 2). Il consiste a optimiser le transfert d’un ensemble de N, x Nj spins, tous contrdlés
par le méme champ de controle O = O, i, + ,1,. Chaque spin est associé a un couple
de valeurs («,d) d’inhomogénéités. A l'instant ¢ = 0, tous les spins sont dans 1'état
IA(0)) = *(1,0). Ils doivent tous étre transférés vers un état cible [A\.) =*(0,—1). On rap-
pelle qu'un champ de controle ﬁ(t) est associé a un jeu de parametres 6, et C,. Pour un
champ de contrdle donné, chaque spin (n, m) (associé a (a,, d,,)) est, a 'instant final, dans
un état |\,,,,(7")) plus ou moins éloigné de I'état cible. A chaque itération, I'algorithme
modifie les parametres 6, et C,, de sorte que ’ensemble des spins soit globalement plus
proche de Iétat cible, c’est-a-dire de sorte que la fidélité de 1'équation (6.42) augmente.

Avant I'optimisation, les coefficients 6,, et C), sont initialisés de la facon suivante:

{C1,---,Cn}={2,-1.735,0,---,0},

(6.50)
{61, 0y} = {—0.174,—0.163,0, - - -, 0}.
A chaque itération, I'algorithme procede de la facon suivante:
o — o 4 9T
" " oC,
0. (6.51)
gt — g0 4 (27
" w0,

ou (i) désigne l'itération (7). On considére ici seulement une méthode du premier ordre.
Le parametre € est choisi pour que l'algorithme converge de maniere monotone et suffi-

samment rapide vers une valeur optimale Jp.x.
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162 Chapitre 6: Contréole optimal numérique: Application en information quantique

Calcul des gradients

On rappelle que pour des fonctions paramétrées (cf. section 2.5 du chapitre 2), on

développe les gradients sous la forme suivante:

oJ  Ju9J 09, L 9T 09,
C, = 09,0C,  09Q,0C,

oJ Ne 9T 09, o0J 09,
— Z +
09 o, 00, 08, 00,

ty

(6.52)

173

ou NV, est le nombre de pas de temps. Les termes 8g—i,y|tk sont donnés par la méthode
GRAPE standard expliquée dans la section 2.5 du chapitre 2. Pour les résultats concernant
la précision & 10™* et pour les pulses composites, ces termes sont calculés en utilisant un
développement de Taylor du gradient, qui est expliqué dans la méme section. Les termes
a;gy et 8226“:@’ s’expriment analytiquement a l’aide des équations (6.8), (6.32), (6.34) et

(6.40). On a:

Q } Q )
gC’: = %SiHQCOSX+ 880 Q, gCZ = —;gn sin @ sin y — ;g Q, (6.53)
et:
o _ il sin y + ﬁ cosfcosx + 0_7 sin 6 cos x + Ox Q
o6, — a6, "X T, X 90, X 90, (6.54)
o, —ﬁcos — 'ﬁcosesm —8—Wsm9sm 8XQ |
26, — 06, "X T, X~ 90, X~ 50,
Les variables nécessaires sont données par:
0=%t+ Z%zl 0,, sin (mT”t) , 6 = %Jr 2%'2%:1 mb,, cos (MT”t) ,
v=xi +20+ XN Cusin(2n0), 5 =20 +20Y  nC, cos(2nb), (6.55)
Y =i +9 sin @ + Zn ) nC {sm 2?171—1—11)9] + sm[gin 11)9]:|
Les dérivées partielles par rapport a C,, sont de la forme:
4l = 2n0 cos(2n0)
9 6.56
ox sin[(2n + 1)0] N sin[(2n — 1)6] (6.56)
oc, 2n + 1 2n — 1 '

Pour calculer les dérivées par rapport a 6, il est plus adapté d’utiliser le fait que:

0y 0y 00 9y 08 Ox  Ox 09
90, — 9000, 9000, 0. 0000, (6.57)
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et de calculer chacun de ces termes. Ceux-ci sont donnés par:

9y TP
— = —40 > _ k*Cj,sin(2k0)
o0 =
: N
8—7 =242 Cycos(2kb)
o0 =
N
Ox _ 2cos6 + 2> kCj, cos(2k0) cos 0 (6.58)
a0 =
ﬁ = sin <2n—ﬁt)
06, T
26 _ 2o (2m)
06, 1 T

On a ainsi le matériel nécessaire pour calculer les gradients utilisés dans ’algorithme.

Propagation de I’état et de I’état adjoint

Afin de connaitre I’état final de chaque spin |\, ,,(7")), on propage pas a pas l'état de
chaque spin suivant la formule:

|Anm(t+dt)) = g~ HHn.m (t)dt | Anm) (1), (6.59)
avec:
1 0 Q. — i 1 —6m an (Qa(t) — i€, (1))
Hum(t) = 2 (Qx +i9, y) T3 (an(Qm(t) +iQ, () S ’ ) - (6:60)

Pour augmenter la vitesse de calcul, la matrice e~ *n.m(®)dt

efi(SmHodtefiaan (t)HldtefianQy(t)Hth

est approximée par le produit

, avec (section 2.5 du chapitre 2):

1/=1 0 1{0 1 1{0 —i
0 2(0 1)’ ! 2(1 0)’ 2 Q(i 0) (6.61)

Les exponentielles de matrice peuvent alors s’exprimer analytiquement. Les expressions

analytiques de ces exponentielles s’écrivent sous la forme:

i6/2
o —i0mHodt _ e’/ 0
- 0 e—m/2)]’

Cianuyiar [ cos(anS(t)dt)  —isin(a, Q2 (t)dt)
‘ o= (—zsm(an Q. (t)dt)  cos(a,Q,(t)dt) ) (6.62)

it _ (cos(an (1)) —sin(anszy@)dt)) |
sin(a,,Qy, (t)dt)  cos(a,Qy,(t)dt)

Pour les résultats concernant la précision a 10~* et pour les pulses composites, e~*Hn.m®)dt

est développé en une série de Taylor de la forme:

dt
—’LHn m(t Z —1 nm’ (663)
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ou K est 'ordre maximal de la série de Taylor que 'on choisit.
GRAPE nécessite aussi une propagation arriere de 1’état adjoint. Dans notre cas, la
fidélité pour le spin (n,m) étant donnée par J,, = R (A.m(T)|\:), on propage l'état

adjoint |p,, ) en arriere suivant la formule:

(Drm(t = dt)| = (pom(t)] 7O, (6.64)

avec la condition de transversalité:
Pnm(T)) = |Ae) - (6.65)

Structure de P’algorithme

L’algorithme se décompose de la maniere suivante:

1. Initialisation des parametres 00=9 et CU=9 suivant (6.50) et calcul du champ de

contréle correspondant.

2. A Tlitération ¢, propagation en avant de I’état de chaque spin |A,,,) & partir de
| Anm(0)) =*(1,0), et en arriere de I'état adjoint |py, ) avec la condition |p,, (7)) =
[Ae) = (0, =1).

3. Calcul des gradients 0.J/0C,, et 0.J/06,, pour actualiser les parametres et calcul du

nouveau champ de controle suivant la formule (6.51).

4. Retour a I'étape 1 avec les nouveaux parametres C, et 6,,, en incrémentant 7 de 1.

Contraintes sur 1’aire du controle

Pour éviter que l'aire du contréle ne soit trop grande, on introduit le coflit courant

suivant:

_ ﬁ T2 2
Ja= o /0 (02 +Q,)%dt. (6.66)

L’algorithme optimise alors une fidélité totale J;,; = J — J4. Dans l'optimisation, cela
se répercute uniquement dans le calcul des gradients 0.J/0, ,|;,, qui deviennent de la

forme:

8Jtot
oS}

oJ
o0

tk x,y

g
_ ?wayhk' (6.67)

T,y th
L’utilisation de I'algorithme suggere que cette contrainte limite aussi I'intensité du controle,
ce qui est probablement dii au fait que ceux-ci sont paramétrés par quelques coefficients.
Dans les calculs numériques, nous avons choisi la valeur du parametre $ a la main de

sorte que U'intensité reste inférieure a |Qax - 7| = 40.

Contrainte aux bords

Pour le calcul du pulse qui a été implémenté expérimentalement, nous avons contraint
les bords du champ de contréle pour que €,(0) = Q,(0) = Q(T) = Q,(7) = 0. On
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rappelle que la trajectoire optimisée est de telle sorte que x(0) = x(7') = 0, #(0) = 0 et
0(T) = m. L'équation (6.8) montre que, dans ce cas, le seul terme non-nul aux instants
t=0ett="Test ) = 0 cos x. Le champ €, est systématiquement nul aux bords. Pour
forcer €2, a étre nul sur les bords, il faut déterminer une condition sur les coefficients 0,
de sorte que 6(0) = §(T) = 0. Comme on a #(0) = §(T) = «/T + 27 /T ¥ nb,, on peut
forcer un des coefficients 6,, a satisfaire I’équation:

Op=—=|1+2 3 nb, |, (6.68)
n=1
n\{k}

ce qui nous assure d’avoir un champ de contréle nul aux bords.

6.7 Conclusion

Nous avons mis en ceuvre une procédure qui permet de manipuler le profil de robus-
tesse d'une porte NOT tout en gardant des solutions analytiques dépendantes d’un petit
nombre de parametres. L’aspect analytique de la procédure permet de calculer une para-
métrisation particuliere des solutions et de s’en servir pour augmenter la robustesse du
transfert autour du point («, §) = (0,0), en annulant les dérivées du profil de fidélité en ce
point. L’aspect numérique permet d’aller plus loin, dans le sens ot le profil de robustesse
peut étre modifié en définissant une fidélité a maximiser numériquement, qui peut étre une
fidélité moyenne (Eq. (6.42)), gaussienne (Eq. 6.43), et plus généralement pondérée par
une fonction purement arbitraire. Les solutions calculées analytiquement peuvent servir
de conditions initiales pour l'algorithme, ce qui fait de la méthode un moyen systématique
pour améliorer la qualité des champs de contréle. Nous pourrions tester toute sorte de pa-
ramétrisations, ainsi que d’autres transformations qu'une porte NOT, afin de déterminer
dans quelle base les controles peuvent étre décomposés pour avoir une bonne fidélité avec
un nombre restreint de coefficients. Ces différentes études permettraient de connaitre les
extensions possibles et la généralité de cette approche. Ce probleme général reste ouvert

dans la littérature.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 Résumé des différents résultats

Cette section est un résumé des principaux résultats de ce mémoire de these. Dans
le premier chapitre, nous avons présenté rapidement les domaines de la Résonance Ma-
gnétique Nucléaire et de I'Information Quantique. Nous avons expliqué en quoi il est
nécessaire de trouver des processus de controle efficaces dans ces domaines et pourquoi la
théorie du controle optimal est adaptée a cette recherche. Il existe deux approches pour
déterminer les champs de contrdle optimaux, une approche géométrique et une approche
numérique. L’approche géométrique est une méthode qui consiste a appliquer le principe
du maximum de Pontryagin afin de calculer les lois de controle optimal sur un modele
donné, en utilisant des outils analytiques et géométriques. Néanmoins, cette approche
n’est efficace que pour des modeles relativement simples. Nous avons énoncé le principe
du maximum de Pontryagin dans le deuxiéme chapitre, ot nous avons donné quelques
exemples qui permettent de bien comprendre son application. Nous avons introduit dans
ce méme chapitre des méthodes numériques de controle optimal. Les méthodes numériques
permettent de prendre en compte des systemes beaucoup plus réalistes de grande dimen-
sion. Nous avons détaillé I'algorithme GRAPE, qui est un algorithme du gradient dont
nous nous sommes servi pour établir certains de nos résultats. Dans ce manuscrit, nous
étudions la dynamique d’un systeme quantique a deux niveaux, qui peut étre décrite par
les équations de Bloch sans relaxation ou par I’équation de Schrodinger de fagon équiva-
lente. L’opérateur d’évolution qui décrit la dynamique des équations de Bloch appartient
au groupe SO(3). Pour cette raison, il est trés souvent question des angles d’Euler, qui
sont des coordonnées particulieres permettant de traiter ce type de probleme.

Dans le chapitre 3, nous appliquons le principe du maximum de Pontryagin sur une
chaine de trois spins couplés selon le modele d’Ising quantique dans le cas ou les couplages
inter-spins sont inégaux. Initialement, la matrice densité de ce systéme est composée de
63 coordonnées indépendantes. Nous avons montré que ce systeme peut étre réduit a un
systeme dont la dynamique appartient au groupe des rotations SO(3), donc paramétrable

par les angles d’Euler. Nous avons appliqué le PMP sur ce systéeme et nous avons ob-
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tenu que le Hamiltonien se restreint a celui d’une toupie asymétrique en rotation libre.
Ce systeme étant intégrable et les solutions étant connues, nous avons pu expliciter les
champs de contréle avec des fonctions elliptiques de Jacobi. Nous avons pu calculer le
temps théorique minimum nécessaire a un certain transfert en fonction des constantes de
couplage inter-spins. A la fin de ce chapitre, nous proposons de généraliser la méthode
pour une chaine de quatre spins. Le traitement de ce type de probleme reste un probleme
ouvert, notamment pour déterminer des conditions ot le Hamiltonien de Pontryagin serait

intégrable.

Le chapitre 4 est un peu particulier. Il concerne un effet relativement célebre qui
concerne la dynamique d’une toupie asymétrique en rotation libre. Cet effet est appelé
effet de la raquette de tennis. 11 est lié au fait que le portrait de phase des équations
d’Euler possede des points d’équilibre instable. Ces points sont associés a des rotations
autour d’'un certain axe de la raquette, ce qui signifie que ces rotations sont instables.
Cette instabilité est a 'origine d’'un mouvement tres particulier qui est l'effet de la ra-
quette de tennis. Ce travail était motivé par le fait que la littérature sur ce sujet est tres
pauvre. Les seuls résultats que nous avons pu trouver sont publiés dans un article paru
en 1991 [112], puis repris dans un livre sur les systémes classiques intégrables [113]. Les
explications étant incompletes, nous avons repris 1’étude depuis le début. En choisissant
judicieusement les angles d’Euler pour décrire la dynamique du probleme, nous avons
pu expliquer qualitativement cet effet et remarquer I'importance de la séparatrice, qui
relie un point d’équilibre instable a un autre. Nous avons montré que cet effet est lié aux
propriétés d'une raquette de tennis, mais que, d'une maniere plus générale, il a lieu pour
n’importe quel corps rigide suffisamment asymétrique. Un choix de coordonnées adéquat
et une compréhension qualitative de la dynamique nous a permis de calculer une formule
asymptotique qui permet de décrire la robustesse du phénomene et de vérifier si l'effet
de la raquette de tennis est bien observé selon la géométrie du solide et les conditions

initiales du systeme.

Ce travail a motivé I'étude suivante d’'un systeme quantique a deux niveaux. Les
équations de Bloch sans relaxation et les équations d’Euler sont analogues, excepté que,
dans ces dernieres, les champs de controle correspondent aux vitesses angulaires du solide,
qui s’expriment en fonction des parametres du probleme. Ceci implique que la dynamique
de la toupie est completement déterminée par les conditions initiales et les propriétés du
solide. Les deux systémes peuvent étre identifiés en supposant que les champs de controle
des équations de Bloch sont égaux aux vitesses angulaires d'une toupie asymétrique.
Ainsi, les trajectoires sur la sphere de Bloch sont les mémes que celles d’une toupie. La
dynamique d’une toupie dépend de ses moments d’inertie principaux. Dans les équations
de Bloch, les moments d’inerties sont arbitraires et constituent donc un parameétre sur
lequel on peut jouer pour controler la forme de la toupie fictive. Une trajectoire classique
dépend aussi des conditions initiales du systéme. Par conséquent, les champs de controle

des équations de Bloch sont paramétrés par les moments d’inertie et les conditions initiales
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de la trajectoire classique, qui constituent deux parametres au total. En ajustant ces deux
parametres, il est possible de faire un choix sur les propriétés des champs de controle.
Ce choix permet de sélectionner des champs allant de simples impulsions constantes a
des impulsions hyperboliques, en passant par des impulsions circulaires et elliptiques.
La transition entre toutes ces familles est continue. Nous avons montré que dans le cas
quantique 'effet de la raquette de tennis est associé une porte quantique (porte NOT) et
que les champs associés ont certaines propriétés de robustesse concernant 'inversion d’un
état. Nous avons calculé les parametres correspondants a 'effet de la raquette, puis nous
les avons appliqué expérimentalement en Résonance Magnétique Nucléaire. Les équations
d’Euler possedent une autre propriété géométrique, appelée phase de Montgomery. Cet
aspect se traduit par une phase quantique, du méme type que la phase de Berry. Nous nous
sommes servi de cette propriété pour réaliser des portes phase purement géométriques, tres
importantes en information quantique. Pour ce faire, nous avons introduit une méthode
particuliere, propre a notre systeme, qui utilise les points d’équilibre instable du portrait de
phase des équations d’Euler. Nous verrons dans I'annexe B qu’il est possible de considérer
un systéme intégrable plus général et plus riche qui inclut les résultats que nous venons
d’évoquer.

Le chapitre 6 concerne 'application du contrdle optimal numérique pour améliorer la
robustesse d'une porte NOT par rapport aux inhomogénéités des champs de controle. Le
but de ce chapitre est de calculer des champs de contréle analytiques dépendant d’un petit
nombre de parametres. La base de fonctions analytiques est choisie selon une méthode dite
de "raccourci adiabatique". Cette méthode permet de paramétrer les champs de controle
par un ensemble de coefficients, calculés de fagon a ce que la porte soit robuste. Dans
un premier temps, la robustesse est améliorée analytiquement, puis les coefficients sont
optimisés numériquement. Les résultats montrent qu’a partir d’'un certain nombre de
coefficients, il est inutile d’en considérer davantage. Ce nombre est relativement petit (de
l'ordre de 8), ce qui suggere que la paramétrisation est bien choisie. Un champ dépendant
de huit coefficients a été implémenté expérimentalement pour montrer l'efficacité et la
facilité d’utilisation des champs calculés. Nous avons comparé 'efficacité de cette approche
avec une autre méthode standard, dite des pulses composites, qui, au contraire, ne permet
pas de contrdler la forme du pulse. La méthode des pulses composites est particulierement
simple et permet d’aller tres loin dans les calculs analytiques, comme nous le verrons dans

l'annexe B.
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7.2 Perspectives

Nous avons mis au point plusieurs méthodes pour traiter des problemes de base en
contrdle quantique. Toutes ces méthodes visent a améliorer les stratégies de controle exis-
tantes et a expliquer les mécanismes de facon géométrique, afin d’améliorer la compré-
hension générale de ce type de systeme. Nous avons vu que les stratégies de controle
déterminées dans cette these sont particulierement simples a mettre en ceuvre expéri-
mentalement. Les systemes étudiés étant tres utilisés dans divers domaines comme la
résonance magnétique nucléaire, I'information quantique, la cryptographie quantique ou
I'imagerie médicale, ces méthodes peuvent étre directement utilisées sur des dispositifs ex-
périmentaux ou industriels. Par exemple, nous avons vu dans le chapitre 6 une technique
qui permet de décomposer les champs de controle dans une certaine base de fonctions ana-
lytiques. Ces fonctions sont particulierement simples a implémenter expérimentalement
et cette base a des propriétés de robustesse qui peuvent étre utiles en imagerie médi-
cale (IRM) afin d’améliorer la qualité des images. Des méthodes numériques au deuxieme
ordre [83, 85, 86] pourraient étre développées pour obtenir des pulses a la fois robustes et
qui transferent le systeme vers un état cible avec une erreur infime, afin de satisfaire les
contraintes expérimentales requises en information quantique. Une autre question serait
d’étudier la controlabilité de ces systemes en fonction du nombre de coefficients considéré
afin de déterminer si telle ou telle base de fonctions est plus appropriée pour un probléme
donné. Un point intéressant serait d’adopter la méme démarche analytico-numérique pour
traiter le probleme du contraste en IRM [57, 58]. Il s’agirait de trouver une base de fonc-
tions qui permet d’améliorer le signal d'une certaine espece chimique de maniere robuste
tout en minimisant le signal des autres especes. Le contraste des images obtenues serait
alors amélioré.

Le controéle de chaines de spin est lui aussi un probleme qu’il serait intéressant et utile
de généraliser. Bien qu’en informatique quantique les portes a un et deux qubits soient
suffisantes pour générer un ensemble universel de portes [67], il est nécessaire d’utiliser
successivement toutes ces portes afin de manipuler I’ensemble des qubits du systeme. Cela
ne nous assure donc pas que le systéme soit controlé en un temps suffisamment court pour
éviter 'effet de 'environnement, ce qui est indispensable en information quantique [38, 65].
Il serait donc tres utile de pouvoir déterminer le temps minimum nécessaire pour effectuer
des opérations sur un ensemble de qubits ainsi que les controles associés, et la théorie du
controle optimal est le meilleur moyen d’y parvenir [148]. Tl serait aussi intéressant de
savoir si ces méthodes peuvent étre appliquées non pas a une chaine de spins mais a un
réseau en deux dimensions dans lequel les spins sont couplés entre premiers voisins.

Plus généralement, le contréle optimal permet de déterminer les limites physiques d'un
systeme donné. Sur le long terme, le controle optimal pourra réduire considérablement le
colit des appareils technologiques qui utilisent le spin nucléaire ou électronique des atomes.
Cette théorie doit étre couplée aux avancées technologiques, notamment en information

quantique, afin de pouvoir exploiter au mieux les possibilités des appareils et de pouvoir
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satisfaire les différentes contraintes expérimentales sur les lois de commande ou sur le
temps de controle. Elle permet aussi de traiter des probléemes extrémement complexes.
Une collaboration franco-allemande appelé EXPLOSYS est vouée a de tels problemes.
Elle réunit différents laboratoires de 1’Université de Lyon, de Munich et de Dijon dans
le but d’utiliser le contrdle optimal sur des problemes de base en imagerie médicale. J’ai
pu travailler avec ce consortium au cours de ma these en restant deux mois a Munich
d’octobre a novembre 2015 dans le groupe de S. J. Glaser.

D’autres problemes ouverts partiellement résolus sont décrits dans I'appendice B.
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Annexe A

Fonctions elliptiques de Jacobi et

intégrales elliptiques

A.1 Fonctions elliptiques de Jacobi

A.1.1 Construction

Les fonctions elliptiques de Jacobi [95] sont une généralisation des fonctions trigono-
métriques habituelles. Elles permettent de faire le pont entre les fonctions cos et sin et
les fonctions hyperboliques cosh et sinh. Ce sont des fonctions de deux arguments qui
s’écrivent sn(u, m), cn(u, m) et dn(u, m). La variable u est en général le temps et m est
un parametre qui vérifie:

m e [0,1]. (A1)

Une bonne maniere de les construire est d’introduire une fonction appelé amplitude de

Jacobi reliée a u par:
am(u,m) d
u= / @ _ F(am(u, m), m). (A.2)
0 1 —msin? ¢

Cette intégrale est dite intégrale elliptique incompléte de premiére espece, nous en discu-
terons dans la prochaine section. Lorsque am(u, m) = 7/2, 'intégrale est dite compléte et
se note K(m). Lorsque m = 0, on a simplement am(u,0) = u et donc K(0) = 7/2. Pour

simplifier les notations, on posera dans toute la suite de ce chapitre
am = am(u,m), sn=sn(u,m), cn=cn(u,m), dn=dn(u,m). (A.3)

La figure A.1 montre am en fonction de u pour plusieurs valeur de m. Les fonctions de

Jacobi s’expriment en fonction de am comme:

sn = sin(am), cn = cos(am), dn = \/1 — msin®(am). (A.4)

Cette définition permet d’interpréter am comme un angle dont I’évolution temporelle est

montrée sur la figure A.1.
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211

311/

am

X ---2

0 K 2K 3K 4K
U

F1GurE A.1 — Fonction am = am(u, m) pour m = 0.8 (en bleu foncé), puis pour
d’autres valeurs de m allant de 0 & 2 (gris clair). m = 0 correspond a la courbe
la plus & gauche, dans ce cas am = wu et K(0) = 7/2. Le cas m = 1 correspond
a la courbe la plus a droite, dont la limite est lim, 4o = 7/2, et pour laquelle
K(m) — 4o0.

Remarquons que cette définition implique la relation sn?+ cn? = 1. Toutes ces fonc-
tions peuvent étre utilisées pour paramétrer une ellipse de demi grand axe 1 et de demi

petit axe /1 — m, c’est-a-dire une ellipse qui vérifie:

Y

2
T +1—m

~ 1. (A.5)

En effet, il est trivial de montrer que cette équation est vérifiée pour x = cn et y =
v 1 —m sn. Le rayon de cette ellipse est alors donnée par r = /22 + y?> = dn. L’angle
am, quant a lui, correspond a [‘anomalie excentrique de 'ellipse. Tout ceci est illustré sur

la figure A.2. Comme la fonction am(u, m) prend la valeur 7/2 lorsque u = K(m), on

FIGURE A.2 — Paramétrisation d’une ellipse de demi grand axe 1 et de demi petit
axe /1 — m avec les fonctions de Jacobi. Le point @) est la projection verticale du

point P sur le cercle de rayon 1. am est ’anomalie excentrique de l'ellipse, dn est
le rayon, cn = x et sn = y//1 — m.

déduit de (A.4) que les fonction sn et cn sont de période 4 K(m) et que dn est de période
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2K(m).

0 K 2K 3K 4K
u

FIGURE A.3 — Fonctions elliptique de Jacobi sn(u, m) (en bleu), cn(u, m) (en poin-
tillés rouges) et dn(u,m) (en poitillés verts fins) pour m = 0.8. Les fonctions sn et
cn sont de période 4 K(m), dn est de période 2 K(m).

A.1.2 Propriétés

Somme des carrés. Les relations (A.4) impliquent les relations suivantes:

sn?+cn? =1, msn®+dn* =1, dn®—men?=1-m. (A.6)

Valeurs remarquables. Le tableau ci-dessous donne les valeurs des fonctions ellip-

tiques et de 'amplitude de Jacobi lorsque u est un multiple entier de K(m).

flu,mN\u || —2K(m) | =K(m) | 0| K(m) |2K(m)
am —T -3 0 3
sn 0 —1 0 1 0
cn —1 0 1 0 —1
dn 1 1—m |1 1—m 1

Dérivées. Les dérivées de chacune des fonctions par rapport a la variable u sont données

par:
dam dsn dcn ddn

T = dn, %:cndn, %:—sndn, m

= —msncn. (A.7)

Primitives. Leurs primitives vérifient:
/sn du = /mIn(dn —y/mcn), on= v/m arccos(dn), / dndu = am. (A.8)

Familles de fonctions lorsque m = 0 ou 1. Lorsque m atteint la valeur limite 0 ou 1,
les fonctions de Jacobi deviennent des fonctions trigonométriques standards. Les fonctions

sont données dans le tableau suivant:
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m =0 m =1
am(u, m) u 2arctan(e”) — §
sn(u,m) || sinwu tanh(u)
cn(u,m) || cosu sech(u)
dn(u, m) 1 sech(u)

A.2 Intégrales elliptiques

Les intégrales elliptiques généralisent les fonctions trigonométriques inverses. Il existe
trois formes d’intégrales elliptiques appelées intégrale elliptique de premicre, deuzrieme et
troisieme espece. On dit que ces intégrales sont complétes lorsqu’elles sont évaluées sur un
intervalle particulier que nous allons expliciter, et incompletes sinon. Les intégrales ellip-
tiques de premiere et deuxiéme espece ne dépendent que du parametre m qui correspond
a excentricité de l'ellipse de la figure A.2, alors que les intégrales de troisieme espece

dépendent d'un parametre supplémentaire.

A.2.1 Intégrale elliptique de premieére espece

Définition L’intégrale elliptique incompleéte de premiere espece est notée F'(p, m). Elle

s’exprime sous la forme:

¢ de
F = —df. A9
(oom) = | s (4.9)

On remarque que v'1 — msin? @ est le rayon de ellipse au point am = 6. Cette intégrale
peut donc s’écrire sous la forme [df/r ou r est le rayon de lellipse. On appelle K(m)

I'intégrale elliptique compléte de premiere espece. Elle est définie par:

K(m) = F (gm> . (A.10)

Elle ne dépend donc que du parametre m. La figure A.4 représente ’évolution de F en

fonction de ¢ ainsi que celle de K en fonction de m.

Valeurs limites. La fonction K(m) admet les valeurs limites suivantes:

m .
K(0) = BL J%Lan(m) = +00. (A.11)
Développement limité. Si m est proche de 1, la fonction K(m) avec m = 1 — ¢
s’exprime sous la forme:
1
K(1—¢) = ~5 In(e) + In(4) 4 o(e). (A.12)
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—+00
4K}
3K}
ol e
K .
0 ; ; ; ; /2
0 /2 T 3mn/2 21 0 0.2 04 0.6 0.8 1
2 m

FIGURE A4 — A gauche: Fonction F(p,m) en fonction de ¢ pour m = 0.8 (en
bleu). Le K sur l'axe des ordonnées représente K(0.8). Les courbes en gris clair
sont les fonctions F (¢, m) pour d’autres valeurs allant de m = 0 (courbe la plus a
droite), a m = 1 (courbe la plus & gauche). On rappelle que F(p, m) est 'inverse de
Pamplitude am(gp, m) représentée sur la figure A.1. A droite: Evolution de K(m)

en fonction de m. On rappelle que K(m) = F(7/2,m).

A.2.2 Intégrale elliptique de deuxieme espéece

Définition. Cette intégrale donne la longueur d'un arc d’une ellipse. Elle est notée

E(p, m) et elle est définie par:

E(p,m) = /: V1 — msin®6de. (A.13)

Le rayon de lellipse de la figure A.2 étant donné par r = 1 —msin? @, on remarque que £
peut s’exprimer sous la forme [ rdf ce qui correspond a la longueur d’un arc de ellipse.

Cette intégrale est dite complete si ¢ = 7/2. On a plus formellement:

E(m) = E (g m) . (A.14)

L’intégrale complete donne le quart du périmetre de 'ellipse.

Valeurs limites. Les valeurs aux bords sont données par:

E(0) = =, E(1)=1. (A.15)

Développement limité Lorsque m =1 — e avec € — 0, I'intégrale elliptique complete
de deuxieme espece devient:
eln(e)

E(l—¢=1- 1

—€ (i — ln(2)) + o(e). (A.16)

A.2.3 Intégrale elliptique de troisieme espeéece

Définition. L’intégrale elliptique de troisieme espéce est plus compliquée que les deux

autres dans le sens ot elle dépend de deux parametres, I'ellipticité m et un autre parametre
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noté u. Elle s’écrit sous la forme:

¢ do
(e, u, :/ .
(oo ptsm) 0 (1— pusin?0)v1—msin?6

Le parametre p n’est pas borné, on a p € R. La forme complete s’obtient en posant

(A.17)

¢ = 1/2, c’est-a-dire:

(p,m) =11 <g, ,u,m) . (A.18)

Valeurs limites. La fonction I1(x, m) admet les valeurs limites suivantes:
™ .

On a de plus I(p, 0,m) = F(p, m).
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Annexe B

Problémes ouverts

Cette section décrit des projets de recherche sur lesquels nous travaillons actuellement.
Nous présentons les calculs préliminaires réalisés puis nous résumons les questions ouvertes
qu’il reste a élucider. Le premier probleme concerne une méthode analytique optimale pour
améliorer la robustesse des pulses vis-a-vis des inhomogénéités des champs. Le deuxieme
est un modele qui généralise celui considéré dans le chapitre 5 sur le spin quantique et la

toupie d’Euler. Il s’agit du modele d'une toupie asymétrique avec un terme de dérive.

B.1 Meéthode analytique optimale pour les pulses com-

posites

B.1.1 Modéle

Des travaux récents ont été réalisés dans le but de trouver une méthode analytique
qui permet d’améliorer la robustesse des pulses composites [149]. Cet article donne une
méthode tres générale pour améliorer la robustesse de n'importe quel transfert par rap-
port aux inhomogénéités du champs de controle B,. En notant « le facteur d’échelle sur
I’amplitude des controles, le cott final J(«) pour un transfert quelconque s’écrit comme
un polynéme en « dont les coefficients dépendent des phases du pulse composite. L’op-
timisation du cotlit J(«) se restreint alors au calcul des coefficients d’un polynéme. Une
fois les coefficients a,, du polynéme calculés, les différentes phases {¢y, -+, dn} du pulse
composite sont déterminées a travers des relations du type a, = f(¢1, - ¢n).

Notre but est de généraliser cette méthode pour améliorer la robustesse des controles
par rapport aux inhomogénéités des champs By et B;. On rappelle qu'un pulse composite
est une succession de pulses de méme durée, de méme intensité et d’aire 7, mais de phases
différentes. On choisit un pulse composite de durée totale NT ou N est le nombre de
phases et T' la durée de chaque pulse. Le pulse entre les instants nT" et (n+ 1)7 est donné

par la formule:

Uy = %cos(gbn), Uy = %sin(gbn). (B.1)
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En présence des inhomogénéités de champs, le Hamiltonien H,, qui gouverne I’équation de

Schrodinger entre les instants nT" et (n + 1)T" est une fonction continue de « et § donnée

T ,—ipn
JE A o (Idajger) (B.2)
2 \(1+ a)%ew" -0

par:

Nous avons vu dans la section 2.5 du chapitre 2 que pour un tel Hamiltonien, le propa-

gateur peut s’exprimer analytiquement. On introduit les variables suivantes:

1 Qr o QT Qr
r = % sin (7) s Yy = 5 sin (7) s Z = COS <7> s (B?))
avec 2 = /02 + UJF;‘# On remarque que ces variables vérifient 2% + y* + 22 = 1. On

peut montrer que le propagateur U, entre les instants nT" et (n+ 1)T" s’écrit alors sous la

U — (z + iy ixeid’”) ' (B.4)

ize'n 2 — iy

forme:

Le propagateur total a I'instant final est donc donné par:
U(ty) =UnUy—q---Us. (B.5)

Nous allons voir que les composantes de U(ty) sont des polynémes en z, y et z. Ces
variables étant reliées aux parametres « et §, on peut améliorer la robustesse d’un transfert
par rapport aux inhomogénéités des champs en I’améliorant par rapport a z, y et z. Nous

allons étudier le cas particulier d’'une porte NOT.

B.1.2 Cas d’une porte NOT

Pour illustrer la démarche proposée, on souhaite réaliser une porte NOT de la forme:

0 1
(%) o

Dans ce cas, le nombre de pulses N doit étre choisi impair, afin d’assurer I'inversion du

vecteur de Bloch lorsque (a, ) = (0,0). La fidélité associée a ce transfert s’écrit:
Pla,y,z) = R(Ura(ty)) (B.7)

En développant la formule (B.5), on peut montrer que la fidélité est donnée par un poly-

noéme qui ne contient que des termes d’ordre N. Ce polynéme est de la forme:
Pla.y,2) = agor™ + fi(y, )2 2 b o+ fuly, )2 o fua(yo e, (BS)
ou les fonctions f,, sont données par:

2n
fn(y7 Z) = Z a’k,Zn—kykZQn_k- (Bg)
k=0
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Le polynome P donne directement le profil de robustesse en fonction des variables x, y
et z. Dans l'idéal, si P = 1 pour toutes les valeurs du triplet (z,y, z), cela signifie que
le transfert est infiniment robuste, i.e. qu’il est réalisé quelques soient les valeurs de x, y
et z. Les coefficients du polynome sont des fonctions des phases du pulse composite. En
d’autres termes, on a @y, = Apm(é1, -+, dn). Il est a priori possible de déterminer des
coefficients a,, ,, afin d’avoir un profil P(x,y, z) intéressant, et d’en déduire les phases ¢,
correspondantes.

Nous allons expliciter les relations entre les phases du pulse et les coefficients du
polynoéme pour certains cas particulier. Remarquons qu’ici, le nombre de coefficients du
polynome est de Neger =1+ 3+ 5+ ---+ N, soit au total:

N 4+1)?
Nooer = % (B.10)

Or, nous ne disposons que de N phases ¢, pour controler les coefficients du polynome.
Par conséquent, il existe des contraintes implicites sur les coefficients a,,,,, qu’il serait
intéressant de déterminer. Nous n’allons pas le faire ici. Nous allons optimiser la robus-
tesse selon une méthode particuliere qui permet de réduire le nombre de coefficients du

polynome.

B.1.3 Optimisation d’un profil de robustesse en forme de croix

Revenons au probleme initial ou les inhomogénéités sont représentées par les variables
a et 0, liées aux variables z, y et z via I’équation (B.3). Le probléme consiste a optimiser
les phases ¢, de telle sorte que la fidélité P(«,d) = R(Uy2(tf)) soit le plus proche de
1 pour tout point (a,d). Nous avons vu que cela consiste a optimiser les coefficients du
polynéme (B.8), avec des contraintes implicites sur les coefficients. Mais on peut aussi

améliorer la fidélité P(«, d) sur les courbes «(d) qui vérifient:
yh2 k= 0. (B.11)
De cette maniere, le polyndéme se simplifie sous la forme:
P(z,y,2) = agox™ + [ag2z” + azoy’)a™ 2 + -+ laon-12" ' +an_1,0y" Mz, (B.12)

Le nombre de coefficients du polynome est alors donné par N, = N. Il y a donc autant
de coefficients que de phases. La condition (B.11) implique que I'optimisation est faite
selon des directions de l'espace (a,d) qui sont données soit par la droite 6 = 0, ou par
la condition Q7T = 7. Ce modele consiste donc a optimiser le profil de robustesse sur les

courbes suivantes:
02772

0=0, a=4/1 5

~ 1. (B.13)

™
Ces deux courbes sont illustrées sur la figure B.1. On pourra remarquer que la structure

du profil de robustesse des pulses composites présentés dans le chapitre 6 a la méme allure

que la courbe bleue de cette figure.
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0.5}

-i/T -1/2T 0 /2T nval

0

FIGURE B.1 — Courbes satisfaisant la condition zy = 0 dans le plan («,d). La
courbe bleue vérifie « = /1 — ‘i—%ﬂ — 1. La courbe rouge est la droite d’équation

6 = 0. La robustesse est optimisée le long de ces courbes.

B.1.4 Application pour un composite 57

On cherche a optimiser les phases d’un pulse de telle sorte que N = 5. En développant
I'équation (B.5), et en choisissant une fidélité du type P = R(U;2(ts)), on peut montrer
que les coefficients du polynéme (B.12) vérifient:

oo = sin(¢1 — @2 + ¢35 — Gu + ¢5)
5

3 4
Qg2 = — Z Z sin(¢¢ — Gm + dn)
/=1 T=Z+1 %:m-i-l
0= Yo (=D sin(Gen — b+ Pn) (B.14)
6251 m=/¢+1n=m+1
aps = Z sin(¢y,)
n=1
5
asp=—»_(=1)"sin(¢,).
n=1

On peut montrer que pour assurer que la fidélité P au point («,d) = (0,0) soit égale a 1,

il suffit d’imposer ago = 1. Le polynéme P(x,y, z) s’écrit alors sous la forme suivante:
P(x,y,2) = 2" + [ag22” + agoy’]z’ + [%,32’4 + a370y4]:c. (B.15)

Le but est de trouver les coefficients a,, ,, pour que le polynéme soit le plus proche possible
de 1 pour toute valeur du triplet (x,y,z). Il y a une autre contrainte que nous n’avons
pas évoquée qui est la suivante:

P(x,y,z) <1. (B.16)
Cette contrainte est due au fait que la fidélité étant définie par P = R(Uya(ty), elle ne

peut pas dépasser 1, ce qui implique une contrainte sur le polynéme. Tout le probleme
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d’optimisation se restreint alors a calculer un polyndéme efficace. Ici, nous n’allons pas
utilisé de méthodes tres abouties pour le calcul de ce polynome. Il existe des méthodes
plus poussées concernant ce type de probléeme (voir par exemple [150, 151]). Nous nous

contentons de chercher numériquement les coefficients a,, ,, qui minimisent la quantité:

Tmax

Ymax Zmax
o= / / 11— P(x,y, 2)|" dedydz, (B.17)

Zmin

Remarquons qu’ici, le programme cherche des coefficients tels que le polynéme approxime
la fonction idéale P*(z,y, z) = 1. Cependant, le polynéme idéal est une fonction purement
arbitraire. Un autre exemple serait de choisir un polyndéme tel que ses dérivées par rapport
a a et 0 au point (a,d) = (0,0) soient nulles jusqu’a un certain ordre. On s’attendrait
alors a retrouver les résultats de Jones [137], qui a optimisé ce type de colit pour une
porte NOT. Ici, la méthode est plus générale, et laisse le choix sur le profil de fidélité que
I’'on souhaite optimiser.

Pour étre plus exact, il faut se rappeler que, dans notre cas, on cherche a optimiser le
long de deux directions qui sont représentées sur la figure B.1 dans le plan (a;, 0). Celles-ci
sont associées a des trajectoires de type y = 0 et z = 0 dans l'espace (z,y, z). En utilisant
la relation 22 + y? + 22 = 1, ces deux trajectoires sont associées a des polyndmes qui ne

dépendent que de x. Ces polyndémes sont donnés par:

Pl (.I‘, vV 1-— .TQ, O) = [ - g2 + CL0,3]SL’5 + [a072 — 20/073].1’3 + Q0,3

(B.18)
PQ(I‘, O, V 1-— IL‘2) = [ZL‘5 — G20 + (1,370]1‘5 + [(l270 - 2&370]1'3 + a3,0r.

Le polynéme P; correspond a I’équation o« = (/1 — §2T?/m — 1 (courbe bleue de la fi-
gure B.1), et P, a I’équation § = 0 (courbe rouge). On remarque que ces deux polynémes
sont indépendants, c’est-a-dire qu’ils ne dépendent pas des mémes coefficients. Le pro-
bléeme peut étre résolu en optimisant ces deux polynémes indépendamment.

On cherche pour cela des coefficients qui sont de sorte que P; et P, minimisent les

fonctions suivantes:

o :/ - PP o= [ L Byfdr. (B.19)

Application. Un exemple de résultat pour les polynomes est le suivant:
apo = 1.2281, apo = 3.0152, asg = 2.4126, a3y = 2.1956. (B.20)

Les polynomes P et P, sont représentés en fonction de x sur la figure B.2. Les coefficients
étant connus, il faut maintenant inverser les relations (B.14) afin d’en déduire les phase ¢,
correspondantes. On détermine numériquement les valeurs de chaque phase en utilisant

un algorithme de T. Dekker [125]. On obtient le résultat suivant:
b1 = 22078, ¢y = T7.1559, b5 =1.1090, ¢s = 3.5270, ¢5=2.0579.  (B.21)
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FIGURE B.2 — Polynoémes P; et P, en fonction de z.

Cependant, la solution n’est pas exacte. L’algorithme ne trouve qu'une solution approchée.
En particulier, pour de telles valeurs de ¢, ’équation agy = 1 du systéeme (B.14) n’est
vérifiée qu’a 107! pres. Cela signifie qu’au point (o, d) = (0,0), la fidélité est de I'ordre
de 0.9. Cet aspect suggere que les coefficients des polynémes P; et P, ne sont pas tout-
a-fait indépendants. Pour résoudre ce type de probleme, il serait intéressant de s’inspirer
davantage de I'article [149]. Les auteurs ont décomposé le propagateur U(t) dans une base
particuliere, ce qui leur a permis d’obtenir des relations plus simples entre les phases et
les coefficients des polynomes. Il est possible que cette démarche puisse étre adaptée dans
notre modele, ce qui permettrait d’avoir une meilleure vision des différentes corrélations
et de pouvoir calculer les phases plus simplement.

Le profil de robustesse du pulse composite (B.21) dans le plan («, ) est donné sur la
figure B.3.

B.1.5 Questions ouvertes

Il semble nécessaire d’exprimer la matrice d’évolution U(ty) afin de mettre en valeur
les différentes contraintes sur les coefficients du polyndéme et de pouvoir calculer plus
facilement les phases du pulse composite en fonction de ces coefficients. Est-il possible
d’adapter la méthode expliquée dans [149] dans notre cas? Est-il possible d’appliquer la
méthode dans le cas plus général ou 'on optimise la robustesse sur toute la fenétre (a, d)
et pas seulement selon une ou deux directions?

Il est possible de considérer un autre type de pulse composite, qui consiste en une
succession de pulses tres courts, séparés par une durée pendant laquelle le systeme n’évolue
que sous l'influence de l'offset §. Cela permet de découpler la dynamique due au offset de
celle due aux champs de controle. Lorsqu’un pulse tres court est appliqué, on peut non

seulement négliger 'effet di a I'offset, mais aussi la relaxation, dont nous n’avons pas tenu
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P(a,d)
1

0.5

FIGURE B.3 — Fidélité du pulse composite calculée dans le plan («,d). Les lignes

en pointillés sont les courbes sur lesquelles la robustesse a été optimisée.

compte dans notre modele. On peut alors construire un modele qui se compose dune série
de pulses tres courts, entre lesquels la dynamique du systeme est gouvernée par son offset
et les parametres de relaxation. Il serait intéressant de savoir si la robustesse d’un transfert
dans la boule de Bloch peut étre amélioré selon une méthode similaire. Remarquons que
des impulsions de courte durée sont utilisées par 1'algorithme de Shinnar-Le Roux [88],

mais celui-ci concerne un modele sans relaxation.
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B.2 La toupie d’Euler avec dérive

Dans le chapitre 5, nous avons calculé une famille de champs de controle en identifiant
les équations du mouvement d'un solide en rotation libre et les équations de Bloch. Dans
les conventions habituelles de la RMN, les champs de controle sont polarisés dans le plan
(€1, €>) de la sphere de Bloch. Nous avons pris ces conventions dans la section 5.4 de
ce chapitre. Nous avons vu que les trajectoires et les champs de contréle dépendent de
deux parametres, le parametre F, lié aux conditions initiales d’une trajectoire de la toupie
d’Euler, et le parametre k, qui permet de controler les moments d’inertie principaux du
solide. Nous avons identifié le modele quantique et le modele classique en considérant les
équations de Bloch a la résonance, sans dérive liée au offset. Cependant, nous allons voir
que ce terme peut étre pris en compte. Le modele est celui d'une toupie en rotation avec
un offset constant. Il reste intégrable et conduit a des champs paramétrés par des fonctions
elliptiques de Jacobi, plus compliqués, et dépendant de trois parametres qui sont E, k,
et loffset A. Cette famille de champs contient d’autant plus de solutions connues. Elle
permet de retrouver les trajectoires adiabatiques utilisées pour la phase de Berry [121],
les trajectoires non-adiabatiques utilisées pour réaliser des portes phases dans [118], ainsi
que tous les résultats présentés dans le chapitre 5, qui correspondent a la limite A = 0.
Nous allons voir que ce modele contient une multitude de solutions périodiques ayant des
propriétés différentes. Nous n’allons pas entrer trop dans les détails, mais nous donnerons

les outils nécessaires pour approfondir I’étude du modele.

B.2.1 Modéle

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 5, les équations de Bloch de la configuration
(b) (habituelle en RMN) peuvent étre identifiées a celles d'une toupie fictive particuliere,
dont les moments d’inerties principaux sont donnés par I} = 1, Iy = 1/k? et I3 — +oc.
Le modele de la toupie s’obtient en substituant w; = M; et wy = k*M,. En ajoutant
un offset, les équations sont celles du moment cinétique d’une toupie avec dérive. Elles

vérifient:
_ 0 A —kM,
M=|-A 0 M, | M. (B.22)
E2M, —M, 0

On pose |Z\7[ | = 1 sans perdre de généralité. On peut vérifier que ce systeme différentiel

admet les deux intégrales premieres suivantes:
M} + M; +M; =1, M} + K Mj +2AM; = 2F. (B.23)

Dans le repere (€, €és,€3), ces équations correspondent a des surfaces. La premieére est
simplement la spheére de Bloch. La deuxiéme est un paraboloide elliptique, d’axe €3, dont
le sommet est a une distance H = E/A de l'origine, et dont Uintersection avec le plan
(€1, &) forme une ellipse de demi grand axe a = v/2E/k et de demi petit axe b = v2E. Le
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paraboloide est représenté sur la figure B.4. Les solutions du systeéme (B.22) correspondent

FIGURE B.4 — Surface correspondant & 'équation M7 + k*M3 + 2AM; = 2E.

a l'intersection de ces deux surfaces. Les parametres A et k affectent les propriétés du
cylindre, et le parametre F ne modifie que sa taille globale. A chaque couple (k,A) est
associé un portrait de phase sur la sphere, et le parametre £ permet de sélectionner une
des trajectoires de ce portrait. Le parametre k modifie I'ellipticité du paraboloide, et A
sa hauteur. La figure B.5 montre le portrait de phase associé a différents couples (k, A).
Sur cette figure, les quatre schémas du haut montrent le portrait de phase correspondant
a A = 0, que nous avons vu dans le chapitre 5. On voit que lorsque la valeur de A
augmente, les points d’équilibre instable "remontent" vers le pdle nord de la sphere. Dans
certains cas, ils se regroupent exactement sur le pole nord. On peut montrer qu’il existe
deux catégories de séparatrices. Dans la premiere catégorie, les séparatrices relient deux
points d’équilibre instable distincts, alors que les séparatrices de la deuxieme catégorie se
rejoignent uniquement sur le pole nord de la sphere. On peut montrer que ces deux types

de séparatrices et les points d’équilibre instable associés sont donnés par:

Catégorie 1 2

Equation 2F = ﬁ—j +k | E=A

Mlnstable <07 \/ 11— 2_427 %) (07 07 ]-)

Lorsque A = 1, la séparatrice devient un point, qui est sur le pole nord de la spheére. La
séparatrice disparalt compléetement lorsque A > 1. La dynamique de M est alors dominée
par loffset A, et consiste globalement en des rotations autour de l'axe €3 de la sphere de

Bloch. Les schémas du bas de la figure B.5 représentent cette situation.
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190 Annexe B: Problémes ouverts

FIGURE B.5 — Portrait de phase du systéme (B.22) en fonction des parameétres
k et A. De haut en bas, on a A € {0,0.1,0.3,1}, et de gauche a droite, k €
{0,0.5,0.9,1}. Les trajectoires en noir sont les séparatrices.

B.2.2 Phase géométrique

Les quatre schémas a gauche de la figure B.5 donnent les portraits de phase de I’équa-
tion (B.22) pour différentes valeurs de A € {0,0.1,0.3,1} et pour k& = 1. Dans le cas
que nous avons traité dans le chapitre 5, la séparatrice est confondue avec ’équateur de
la sphére, comme sur le schéma en haut a droite de la figure B.5. Lorsque A n’est pas
nul, la séparatrice remonte vers le pole nord. Elle est donnée par I'équation Mz = A.
Chaque point de cette trajectoire est un point d’équilibre. Par conséquent, une trajectoire
voisine réalise un cycle en un temps qui tend vers U'infini. Ces trajectoires sont en fait des
trajectoires adiabatiques, qui sont utiles pour réaliser des portes phase purement géomé-

triques [121]. Les autres trajectoires sont utilisées dans [118, 120] pour réaliser des portes
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phase géométriques non-adiabatiques. Les quatre schémas du haut, qui correspondent au
cas traité dans le chapitre 5, nous ont servi a mettre au point des portes phase en utilisant
la formule de Montgomery. Ces cas étant ici des cas particuliers, existe-t-il une formule
simple plus générale qui comprend la phase de Berry, la phase non adiabatique utilisée
dans [120] et la phase de Montgomery ?

Pour le montrer, calculons le systeme différentiel qui gouverne la dynamique des angles
d’Euler, en gardant la méme convention que dans le chapitre 5. Dans cette configuration,
la phase globale est donnée par 'angle noté ¢. Les champs de controle sont donnés en

fonction des angles d’Euler par:
wi = My =cosf, wy=k*M,=—sinfcosp, ws=A. (B.24)

En suivant la méthode présentée dans la section 2.6 du chapitre 1, on obtient le systeme

différentiel suivant:

0 = A cost) — k2 sin 0 sin ) cos ¥

$= AIY 4 12 cos?y (B.25)
¥ = cosb — A% — k2 cos 0 cos? 1.

En se servant de la conservation de 1'énergie (Eq. (B.23)), et de la derniére équation du

systeme (B.25), on peut démontrer la relation suivante:
¢ =2F — ) cosf — Asinfsin . (B.26)

Or, le terme sin @ sin v correspond a la composante M3 du vecteur de Bloch exprimée en
fonction des angles d’Euler. Par conséquent, en remarquant que cosf = j;f /2 S0 0'dé’, on
peut montrer qu’apres une période T du moment cinétique, la variation de la phase A¢

est donnée par la formule suivante:
T
A¢=2ET — A— A / My(t)dt, (B.27)
0

ou A est I'aire balayée par le vecteur M pendant un cycle. Cette formule est relativement
simple, et permet de retrouver la phase de Berry et d’autres phases utilisées dans [120,
119]. Pour replacer cette formule dans la littérature, on peut se servir de la formule
proposée par Aharonov-Anandan [118], dans laquelle la phase dynamique de n’importe

quelle trajectoire périodique est définie comme:
T
Adum = [ (NHIN) dt, (B.28)
0

ou |\) est I'état quantique du systéme. Dans notre cas, on a H = %(wle + waSy + ASZ),
ol les S; sont les matrices de Pauli. L’état quantique est paramétré par les angles d’Euler

suivant la formule (5.28) du chapitre 5 que nous rappelons ici:

3 = 1 [cos (g) ei% + 7sin (g) e_i% ;
A= ﬁ cos (g) €% —isin (Q) e—i% c

2

wle-

(B.29)
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En appliquant la formule (B.28), on obtient que la phase dynamique est donnée par le
terme suivant:

T
Adgyn = 2ET — A / Ms(t)dt. (B.30)
0

On peut donc retrouver les autres formules utilisées dans la littérature, comme la phase
non-adiabatique utilisée dans [120, 119], ainsi que la phase de Berry. Celles-ci apparaissent
lorsque k& = 1, c’est-a-dire pour des solutions circulaires de type M3z = cst. La variation

de la phase s’écrit dans ce cas:
Agb = (2E — AM&Q)T - 27T(1 - M370), (Bg]_)

ot le terme 27(1 — Ms ) est la surface encerclée par M (t) sur la sphere de Bloch. Dans
le cas de la phase de Berry, les trajectoires sont adiabatiques, c¢’est-a-dire proche de la
séparatrice. Dans ce cas, on a M3 — A.

Cependant, dans notre cas, il semble plus pertinent de définir la phase dynamique
d’une autre maniere que I’équation (B.28). En effet, en substituant M3 = sin 6 sin ¢ dans
I’équation (B.27), et en manipulant ce terme, on peut montrer que la variation de la phase

peut s’écrire sous la forme:

A¢:<zg_é>T—A+é/f a0 (B.32)

k2 k2 cos )

Ainsi, on peut définir la partie dynamique comme <2E — %) T, qui est un terme purement
linéaire. L’intégrale restante est alors un autre terme géométrique, qui peut s’écrire sous

la forme:
o

Or
A g _ A sin ¢’ /
k2 9 costp k2 /90 /0 cos? w’dw de. (B33)

B.2.3 Intégration des trajectoires

Nous donnons dans ce paragraphe une méthode pour intégrer les trajectoires M (1).
En utilisant le systeme (B.22), on peut montrer que la dynamique de la composante M;

du vecteur de Bloch vérifie:
M3 = —k*(Ms — o) (M — a)(Ms — B)(Ms — f), (B.34)

ou les racines sont donnés par:

o =5 + /AT — R2(2E — k?), B=A+A*+1-2E, (B.35)
a=45— 5 \/A2— K22 — k?), B=A—-+A?+1-2E.
La composante M3(t) vérifie donc ’équation suivante:
Fp— Ms(tg) dx (B.36)

M50) oy [|(@ — a) (@ — a)(z — B)(x — B)|
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Pour ce type d’intégrale, les solutions M;(t) peuvent toujours s’exprimer en termes de
fonctions elliptiques de Jacobi, paramétrées par les racines du polynéme [152]. La forme
générale dépend de l'ordre des racines. A titre d’exemple, considérons une trajectoire
rouge de la figure B.5, qui soit de telle sorte que E > A, et A > k?. Les racines sont alors

organisées suivant la relation:
B<M(t)<B<a<a. (B.37)
Finalement, la solution M;(t) est donnée par I’expression suivante:

B—a

My(t) = e+ 1 — psn?(wt + p,m)’ (B:38)
o BB G=PE—a) ke
== (@—B)(5 - N % =) (B39

B.2.4 Questions ouvertes

Ce modele généralise celui que nous avons considéré dans le chapitre 5. Il comprend un
grand nombre de trajectoires périodiques, dont celles généralement utilisées pour générer
des portes phase géométriques. La formule (B.27) donne la variation de la phase sous une
forme relativement simple. Cette formule généralise la phase de Montgomery, et permet de
retrouver la phase de Berry ainsi que d’autres phases connues, en substituant £ = 1 dans la
formule. Cette phase peut étre écrite sous une autre forme, donnée par I’équation (B.32).
Sous cette forme, il semble possible d’annuler la partie dynamique en imposant 2F = A /k?
dans la formule, ce qui suggere que ’on peut trouver un moyen de réaliser des portes phase
géométriques en ne considérant qu’'un seul cycle. Cependant, nous n’avons pas trouver
d’interprétation géométrique pour le dernier terme de I’équation (B.32).

Il serait intéressant d’étudier le comportement du systeme au voisinage de la sépara-
trice, d’autant plus qu’il existe deux familles de séparatrices, une pour laquelle les points
d’équilibre instable sont distincts, et I'autre pour laquelle ils sont confondus sur le pole
nord de la sphere. En particulier, existe-t-il des mouvements généralisant l'effet de la

raquette de Tennis?
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4 N

Controle optimal de la dynamique des spins:
Applications en Résonance Magnétique Nucléaire et en
Information Quantique

Résumé: L’objectif de cette these est d’appliquer des méthodes de contrdle optimal en réso-
nance magnétique nucléaire et en information quantique. Dans un premier temps, on introduit
les domaines étudiés et la dynamique des modeles traités. On donne les outils nécessaires pour
appliquer le principe du maximum de Pontryagin ainsi qu'un algorithme d’optimisation appelé
GRAPE.

Le premier travail consiste a appliquer le PMP pour contréler une chaine de trois spins
inégalement couplés. On étudie ensuite un probleme de physique classique appelé "effet de
la raquette de tennis', qui est un phénomene non-linéaire du modele de la toupie d’Euler. On
se sert de cette étude pour déterminer des lois de commande d’un systeme quantique a deux
niveaux dans le chapitre suivant. Le dernier chapitre présente une méthode numérique qui
permet d’améliorer la robustesse d’une porte NOT et de tester la pertinence de différentes

approches analytiques déja développées dans la littérature.

Mots clefs: controle optimal, résonance magnétique nucléaire, information quantique,

controle quantique, toupie d’Euler, GRAPE, controle robuste.

Optimal control of spin-systems:
Applications to Nuclear magnetic Resonance and Quantum
Information

Abstract: The goal of this thesis is to apply the optimal control theory to Nuclear Magnetic
Resonance and Quantum Information. In a first step, we introduce the different topics and
the dynamics of the analyzed systems. We give the necessary tools to use the Pontryagin
Maximum Principle, and also an optimization algorithm, namely GRAPE.

The first work is an application of the PMP to the control of a three-spin chain with unequal
couplings. We continue with the study of a classical problem called "the tennis racket effect",
which is a non-linear phenomenon occuring during the free rotation of a three-dimensional
rigid body. We use the results in the following chapter to determine some control laws for a two-
level quantum system. The last chapter presents a numerical method which aims at improving
the robustness of a quantum NOT gate and at investigating the efficiency of different analytical

approaches proposed in the literature.

Key words: optimal control, nuclear magnetic resonance, quantum information, quantum

&control, free rotation of a rigid body, GRAPE, robust control. /




