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Notations - Abréviations

Notations relatives aux ensembles :

– R : ensemble des nombres réels

– R+ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls

– Rn : espace vectoriel de dimension n dans l’ensemble des réels

– [a, b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b

– ]a, b[ : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b

– {1, ..., r} : ensemble des r premiers nombres entiers positifs

– |a| : valeur absolue du nombre réel a

– ẋ(t) = dx
dt

: dérivé temporelle de l’état x

Notations relatives aux vecteurs et aux matrices :

– Rn×m : ensemble des matrices, Ã coefficients réels, de dimensions n×m

– In : matrice identité de dimension n

– 0n×m : matrice nulle de dimensions n×m

– xT : transposée du vecteur x

– ‖x‖ : norme euclidienne du vecteur x

– AT : transposée de la matrice A

– ‖A‖ : norme euclidienne de la matrice A

– λm(A) : plus petite valeur propre de A (A est une matrice symétrique)

– λM(A) : plus grande valeur propre A (A est une matrice symétrique)

– λm(A, t0) = inft≥t0 λm(A(t)) (A(t) est une matrice symétrique pour tout t ≥ t0)

– λM(A, t0) = supt≥t0 λM(A(t)) (A(t) est une matrice symétrique pour tout t ≥

t0)

– diag(a1, . . . , ap) : matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont égaux

Ã ai ∈ R, i = 1, . . . , p

13



14

Abréviations :

– SNL : Système non linéaire

– MIMO : Multi-entrées, Multi-sorties (Multi Input, Multi Output)

– SISO : Mono-Entrée, Mono-Sortie (Single Input, Single Output)

– LMI : Inégalité Matricielle Linéaire (Linear Matrix Inequality)

– EDO : Équation Différentielle Ordinaire

– SDP : Symetrique Définie Positive

– NUO : Non Uniformément Observable

– UO : Uniformément Observable



Chapitre 1

Introduction

Afin de concevoir des méthodes de commande, de détection et de localisation de

défauts, il est essentiel d’avoir des informations pour une bonne maîtrise du procédé

(système) à étudier. Les variables directement mesurées ne couvrant généralement

pas la totalité des grandeurs susceptibles de décrire le comportement du procédé

(les états), nous pouvons alors nous poser la question de la reconstruction de l’in-

formation non directement mesurée au moyen de celle disponible : c’est le rôle de

l’observateur ou estimateur d’état. Le principe est le suivant : le procédé étant modé-

lisé comme un système dynamique soumis à l’action de grandeurs externes (entrées)

faisant varier un ensemble de grandeurs mesurées (sorties), l’observateur consiste en

un système dynamique auxiliaire dont les entrées sont les entrées/sorties mesurées

du procédé, et les sorties sont supposées donner une estimation de son état interne.

Un observateur permet donc d’optimiser le nombre de capteurs dans une applica-

tion industrielle ; d’où son intérêt économique dans l’industrie. Durant les dernières

décennies beaucoup de travaux en automatique ont été menés sur la conception

d’observateurs.

La synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires est complètement carac-

térisée par des conditions nécessaires et suffisantes bien établies. En effet, les pre-

miers travaux sur les observateurs d’état, ont été publiés par Kalman-Bucy (dans

un contexte stochastique, (filtre de Kalman)) [Kalman and Bucy, 1961], puis Luen-

berger (dans un contexte déterministe) [Luenberger, 1971]. Ces travaux s’intéressent

aux systèmes linéaires invariants dans le temps. Cependant, la plupart des procédés
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16 Chapitre 1. Introduction

industriels possèdent des comportements non linéaires, ce qui a incité les chercheurs

à développer des observateurs non linéaires. À l’heure actuelle, le problème de la

conception d’observateurs pour les systèmes non linéaires MIMO reste ouvert. Dif-

férentes approches ont été proposées pour concevoir des observateurs d’état pour

différentes classes de systèmes non linéaires (cf. par exemple [Alessandri and Rossi,

2015; Besançon, 1999; Besançon and Hammouri, 1998; Ciccarella et al., 1993; Fliess

et al., 2008; Farza et al., 2011; Gauthier and Bornard, 1919; Gauthier et al., 1992;

Gauthier and Kupka, 2001; Hammouri et al., 2010; Ménard et al., 2010; Shena and

Xia, 2008; Shim et al., 2001]) mais aucune d’entre elles ne fournit une solution

générale comme dans le cas des systèmes linéaires invariants dans le temps.

Nous pouvons citer quelques approches parmi les nombreuses existantes. Une

première est basée sur le filtre de Kalman, en utilisant directement l’approche dé-

veloppée pour le cas linéaire sur le linéarisé du système le long des trajectoires.

Néanmoins, cette approche ne permet pas de garantir la convergence de l’observa-

teur. Une seconde approche repose sur la faisabilité d’inégalités matricielles linéaires

et sur des équations de type Lyapunov ou Riccati. Cependant, cette approche ne

garantit pas, en général, la faisabilité des inégalités considérées [Rajamani, 1998;

Zemouche and Boutayeb, 2013]. Une troisième approche appelée platitude consiste

à écrire les états non mesurés en fonction des signaux mesurés, c’est-à-dire l’entrée

et la sortie, en utilisant des outils de l’algèbre différentielle [Fliess et al., 2008]. Une

quatrième approche utilise le calcul par intervalle [Moisan et al., 2009; Mazenc et al.,

2012; Efimov and Raïssi, 2016]. Une approche générale est de chercher des trans-

formations de coordonnées appropriées qui conduisent à une dynamique d’erreur

linéaire modulo une injection de sortie permettant ainsi de concevoir un observa-

teur de Luenberger ou de Kalman (cf. par exemple [Boutat et al., 2009; Gauthier

and Hammouri, 1992; Guay, 2002; Krener and Isidori, 1983; Krener and Respondek,

1985; Rajamani, 1998; Respondek et al., 2009; Xia and Gao, 1989]).

Une activité de recherche intensive a été consacrée à la classe des systèmes obser-

vables pour toute entrée, c’est-à-dire des systèmes uniformément observables (cf. par

exemple [Gauthier et al., 1992; Gauthier and Kupka, 2001; Hammouri and Farza,

2003]). Dans [Gauthier et al., 1992], les auteurs ont proposé une forme canonique

pour les systèmes mono-sortie affines en la commande. Cette forme canonique est
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composée d’une dynamique linéaire fixe et d’une partie non linéaire triangulaire.

L’extension de la conception de l’observateur a été réalisée dans [Gauthier and

Kupka, 2001] pour traiter le cas non affine en la commande et dans [Hammouri

and Farza, 2003]) pour une classe de systèmes MIMO uniformément observables ca-

ractérisée par une forme normale où les non linéarités sont également triangulaires.

Plusieurs extensions pour la conception d’observateurs ont été proposées pour cer-

taines classes particulières de systèmes MIMO uniformément observables. Les ob-

servateurs sous-jacents sont caractérisés par un gain constant qui est souvent issu de

la résolution d’une équation algébrique de Lyapunov. Dans le cas de systèmes non

uniformément observables, il n’existe pas d’approche systématique pour traiter le

problème de la conception d’un observateur, car ces systèmes peuvent admettre des

entrées qui les rendent inobservables. Les contributions disponibles sont plutôt des

extensions adaptées de la synthèse d’observateurs pour des systèmes uniformément

observables, tout en considérant certaines conditions suffisantes sur les entrées du

système. Ces conditions permettent aux systèmes d’être suffisamment observables

pour effectuer une conception d’observateur appropriée et elles sont généralement

appelées conditions d’excitation persistantes, i.e le Grammien d’observabilité du sys-

tème est une matrice définie positive. Dans [Besançon and Ticlea, 2007], les auteurs

ont introduit la notion d’entrée régulière locale et ont donné des conditions suf-

fisantes pour caractériser les systèmes qui peuvent être immergés sous une forme

normale de plus grande dimension composée d’une partie affine dépendant de l’en-

trée et de la sortie et d’une partie non linéaire triangulaire. Un observateur de type

grand gain dont le gain est issu de la résolution d’une EDO de Lyapunov a été

alors conçu sur la base de la forme normale. La classe des systèmes considérée dans

[Besançon and Ticlea, 2007] a été revisitée dans [Dufour et al., 2012] où les auteurs

ont introduit la notion d’entrée régulière permettant ainsi d’affaiblir la condition

d’excitation persistante et de concevoir un observateur de type grand gain.

Notre première contribution dans cette thèse a consisté en la synthèse d’un ob-

servateur pour une classe de systèmes non linéaires non uniformément observables

dont la dynamique comprend des incertitudes. Cette classe de systèmes inclut celles

considérées dans [Besançon and Ticlea, 2007; Dufour et al., 2012] et a été considé-

rée dans [Hernandez et al., 2017] mais sans incertitudes. Elle est composée d’une
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première partie où l’état apparaît de façon affine avec une matrice anti-décalage où

les termes non nuls sont des fonctions non linéaires possédant une structure trian-

gulaire par rapport à l’état et d’une seconde partie comprenant des non linéarités

triangulaires.

Pour notre deuxième contribution, nous avons considéré une classe de systèmes

incertains qui ne sont pas triangulaires au sens classique et qui sont non unifor-

mément observables. Afin de pouvoir construire un observateur, la notion d’indices

caractéristiques associés aux variables d’état a été introduite. Ces indices caracté-

ristiques permettent de ré-ordonner les états et donc d’utiliser une approche plus

traditionnelle.

Un problème qui se pose régulièrement est que le modèle du procédé comprend

des paramètres qui ne sont connus qu’avec une précision relative, voir inconnus.

Une solution est donc d’estimer conjointement les variables d’état et les paramètres

inconnus. C’est ce que l’on appelle un observateur adaptatif. Les premières contri-

butions datent des années 70 et ont été dédiées aux systèmes linéaires invariants

dans le temps (cf. par exemple, [Lüders and Narendra, 1973; Kreisselmeier, 1977]).

Le cas des systèmes linéaires variant dans le temps a été ensuite considéré dans un

contexte déterministe dans [Wang et al., 2002] ainsi que dans un contexte stochas-

tique dans [Perabò and Zhang, 2009]. Plusieurs approches ont été appliquées pour

aborder le problème de la conception d’observateurs adaptatifs pour des systèmes

non linéaires [Bastin and Gevers, 1988; Marino and Tomei, 1995; Santosuosso et al.,

2001; Cho and Rajamani, 1997; Besançon et al., 2004; Farza et al., 2014; Besançon

et al., 2006]. Quoique la plupart des contributions sur la conception d’observateurs

adaptatifs considèrent des systèmes avec une paramétrisation linéaire, il existe néan-

moins quelques résultats traitant le cas de paramétrisations non linéaires [Tyukin

et al., 2013; Farza et al., 2014; Grip et al., 2011; Kojić and Annaswamy, 2002; Loh

et al., 1999; Skantze et al., 2000; Yan et al., 2013].

Il existe deux approches qui pourraient être utilisées pour concevoir des obser-

vateurs adaptatifs. La première approche, dite adaptative, est la plus utilisée et

elle consiste en la synthèse d’un observateur d’état couplé à une loi d’adaptation
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appropriée pour les paramètres inconnus. Cela conduit généralement à un obser-

vateur adaptatif dont la structure est similaire à celle de l’observateur d’état tout

en remplaçant les paramètres inconnus par leurs estimés fournis par une adapta-

tion de paramètres appropriée. Une telle approche permet de profiter des résultats

disponibles sur la conception d’observateur d’état, mais elle nécessite une bonne in-

tuition pour élaborer une loi d’adaptation appropriée des paramètres inconnus. La

seconde approche, qui sera appelée approche par modèle augmenté, est basée sur la

synthèse d’un observateur d’état standard à partir d’un modèle augmenté obtenu

en augmentant le modèle du système avec la dynamique de ses paramètres incon-

nus (c’est-à-dire ρ̇ = 0). Dans cette approche, on peut exploiter tous les résultats

disponibles sur la synthèse d’observateurs pour des classes de systèmes incluant les

modèles augmentés.

Dans [Besançon et al., 2006], les auteurs ont prouvé l’équivalence entre deux

observateurs adaptatifs qui ont été obtenus respectivement à l’aide des approches

adaptative et par système augmenté pour des systèmes affines en l’état où les non li-

néarités ne dépendent que des entrées et des sorties. Par équivalence, nous entendons

les mêmes équations pour les observateurs ainsi que les mêmes hypothèses requises

pour la conception des observateurs. L’équivalence entre ces approches a été égale-

ment établie dans [Bouraoui et al., 2014] pour une classe de systèmes uniformément

observables où les non linéarités renferment des paramètres inconnus intervenant

avec une paramétrisation linéaire.

Notre dernière contribution présentée dans cette thèse consiste à concevoir un

observateur adaptatif pour une classe générale de systèmes non linéaires non unifor-

mément observables et dont la paramétrisation en les paramètres inconnus est mixte

c’est-à-dire que ces paramètres qui sont présents avec une paramétrisation linéaire

peuvent aussi apparaîte dans le modèle de manière non linéaire. Nous montrons de

plus que l’approche proposée peut se décliner de façon équivalente suivant l’approche

adaptative ou suivant l’approche par système étendu.

Ce mémoire de thèse est composé de cinq chapitres dont l’introduction et la conclu-

sion, et est organisé de la façon suivante :
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Dans le deuxième chapitre, un observateur sera proposé pour une classe générale

de systèmes non uniformément observables qui possèdent une structure triangulaire

classique et des incertitudes dans le modèle dynamique. Les hypothèses nécessaires

pour la synthèse d’un observateur seront détaillées, particulièrement concernant l’en-

trée du système qui devra vérifier une condition d’excitation persistante bien définie.

Une approche de type grand gain sera utilisée pour mener à bien cet objectif.

Dans le troisième chapitre, nous proposons une nouvelle approche permettant

la synthèse d’un observateur pour une large classe de systèmes MIMO non unifor-

mément observables, dont la structure n’est pas triangulaire au sens classique. Les

principales caractéristiques permettant la construction de l’observateur sont l’intro-

duction d’indices caractéristiques et la définition d’une structure triangulaire étendue

par rapport à l’état. Le gain de l’observateur proposé sera donné par une EDO et

la convergence sera assurée sous une condition d’excitation persistante bien définie.

De plus, l’effet des incertitudes dans la dynamique du système sera pris en compte

dans l’analyse de convergence et une borne sur l’erreur, en fonction du paramètre

de réglage de l’observateur et des incertitudes sera fournie.

Dans le quatrième chapitre, nous étudierons le problème de la conception d’un

observateur adaptatif de type grand gain pour une classe de systèmes non uniformé-

ment observables avec des paramètres constants inconnus. Les systèmes considérés

possèdent une structure triangulaire par rapport aux variables d’état sous-jacentes

mais ne sont pas nécessairement linéaires par rapport aux paramètres inconnus. Ces

paramètres seront organisés, dans le système original, en fonction de leur indice

caractéristique qui seront définis. Avant de concevoir l’observateur, un modèle aug-

menté sera considéré. Le modèle de conception de l’observateur sera élaboré à partir

de la dynamique du système d’état augmentée par la dynamique des paramètres in-

connus. Les variables de l’état augmenté seront réordonnées de manière appropriée

de telle sorte que le système augmenté résultant possède une structure triangulaire

par rapport à son état. Un observateur sera conçu dans les nouvelles coordonnées et

réécrit ensuite dans les coordonnés originales, ce qui permet d’estimer conjointement

l’état d’origine et les paramètres inconnus. Plus précisément, le gain de l’observa-

teur proposé sera issu de la résolution d’une EDO de Lyapunov et sa convergence
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exponentielle sera garantie sous une propriété d’excitation persistante appropriée,

qui est une hypothèse classique nécessaire pour la conception d’observateurs d’état

de type grand gain. Les équations de l’observateur dans les coordonnées originales

sont utilisées pour récupérer une forme adaptative pour l’observateur en mettant

l’accent sur sa capacité d’inclure plusieurs observateurs adaptatifs déjà existant. Les

principales étapes de la conception de l’observateur et ses principales propriétés sont

illustrées en simulation à travers un exemple académique.

Enfin, à la lumière des résultats obtenus, nous terminerons ce mémoire de thèse

avec une conclusion générale et nous proposerons quelques perspectives.





Chapitre 2

Observateur de type grand gain pour

une classe de systèmes MIMO non

linéaires non uniformément

observables

Dans ce chapitre, nous allons considérer la synthèse d’un observateur de type grand

gain pour une classe de systèmes non linéaires incertains non uniformément obser-

vables, incluant celles considérées dans [Besançon and Ticlea, 2007] et [Dufour et al.,

2012]. Le gain de l’observateur est issu de la résolution d’une équation différentielle

de Lyapunov et la convergence est obtenue sous un ensemble de conditions, en parti-

culier sur les entrées du système. La condition d’excitation persistante sous-jacente

est similaire à celle donnée dans [Besançon and Ticlea, 2007] et [Dufour et al., 2012]

mais peut être facilement vérifiée en ligne. Il est prouvé qu’en l’absence d’incerti-

tudes, l’erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro. Dans le cas où

les incertitudes sont bornées, cette erreur peut être rendue aussi petite que désirée

en choisissant des valeurs élevées pour le gain de l’observateur.
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non linéaires non uniformément observables

2.1 Formulation du problème

Considérons la classe de systèmes dynamiques MIMO donnée par la représentation

d’état suivante : ẋ(t) = F (u(t), x(t))x(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bε(t)

y(t) = C(u)x(t)
(2.1)

F (u, x)=



0 F1(u, x) 0 . . . . . . 0

0 0 F2(u, x) 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . 0

0 . . . . . . 0 Fq−1(u, x)

0 . . . . . . 0


C(u)=

(
F0(u) 0 . . . 0

)
et BT =

(
0 . . . 0 Inq

)
(2.2)

où x ∈ Rn, u ∈ Rs et y ∈ Rp sont, respectivement, l’état, l’entrée et la sortie du sys-

tème avec x =
(
(x(1))T . . . (x(q))T

)T ∈ Rn où x(k) ∈ Rnk pour k ∈ {1, . . . , q},

avec n1 = p et
q∑

k=1

nk = n, F0(u) est une matrice n0 × n1 avec n0 = n1 = p

et chaque Fk(u, x) est une matrice nk × nk+1 triangulaire par rapport à x, c.à.d.

Fk(u, x) = F (u, x(1), . . . , x(k)) pour k ∈ {1, . . . , q − 1}, ϕ est une fonction non li-

néaire qui possède une structure triangulaire par rapport à x, c’est-à-dire ϕ(u, x) =(
(ϕ1(u, x(1)))T (ϕ2(u, x(1), x(2)))T . . . (ϕq(u, x))T

)T ; ε : R+ → Rnq est une fonction

inconnue.

Dans le cas où chaque matrice Fk est de rang plein en colonnes, le système (2.1)

appartient à la classe de systèmes considérée dans [Hammouri and Farza, 2003] qui

caractérise une sous-classe de systèmes qui sont observables pour toute entrée et

pour lesquels les auteurs ont proposé un observateur de type grand gain où le gain

est déterminé à partir d’une équation algébrique de Lyapunov. On notera que le fait

que Fk soit de rang plein en colonnes implique que nk ≥ nk+1 pour k ∈ {1, . . . , q−1}.

Dans [Deza et al., 1993], les auteurs ont considéré une classe de systèmes similaire

où les matrices Fk sont réduites à des fonctions réelles positives bornées et ont pro-

posé un observateur de type grand gain avec un gain variant dans le temps issu de

la résolution d’une EDO de Riccati. Dans [Besançon and Ticlea, 2007], la classe de
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systèmes considérée est de la forme (2.1) mais les fonctions Fk dépendent unique-

ment des entrées et des sorties. Les auteurs ont donné des conditions suffisantes qui

caractérisent la classe des systèmes qui peuvent être immergés sous la forme (2.1).

La classe de systèmes considérée dans [Besançon and Ticlea, 2007] a été revisitée

dans [Dufour et al., 2012] où les auteurs ont proposé la conception d’un observateur

de type grand gain sous une condition d’excitation persistante relativement éten-

due. La classe des systèmes pouvant se mettre sous la forme (2.1) a été considérée

dans [Hernandez et al., 2017], mais dans le cas où il n’y a pas d’incertitudes dans la

dynamique.

Dans ce qui suit, nous allons considérer le problème de la synthèse d’un observateur

de type grand gain pour estimer l’état du système (2.1).

2.2 Synthèse de l’observateur

Nous considérons les hypothèses suivantes que nous adoptons pour la synthèse d’un

observateur de type grand gain.

H1 L’état x(t) et l’entrée u(t) sont bornés, c’est-à-dire x(t) ∈ X et u(t) ∈ U où

X ⊂ Rn et U ⊂ Rs sont des ensembles compacts.

H2 Les fonctions Fk et ϕ sont Lipschitziennes par rapport à x uniformément en

u où (u, x) ∈ U × X. Leurs constantes de Lipschitz sont respectivement dési-

gnées par LF et Lϕ.

H3 La fonction inconnue ε est essentiellement bornée, c.à.d.

∃δε > 0 ; sup
t≥0
Ess‖ ε(t)‖ ≤ δε (2.3)

Comme les trajectoires du système restent confinés dans un ensemble borné (X),

on peut supposer que des prolongements Lipschitziens des non-linéarités, utilisant

des fonctions de saturation lisses, ont été effectués et que les fonctions Fk et ϕ sont

issues de ces prolongements. Ceci permet de conclure que, pour toute entrée bornée

u ∈ U , les fonctions Fk et ϕ sont globalement Lipschitziennes par rapport à x et

sont bornées pour tout x ∈ Rn (voir [Farza et al., 2009]). Nous noterons, tout au

long de ce chapitre, xM la borne supérieure de x c’est-à-dire :

xM = sup
t≥0
‖x(t)‖ (2.4)
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Avant de donner les équations de l’observateur candidat, nous allons introduire

quelques notations utiles et des définitions liées à la conception d’observateurs de

type grand gain.

• Soit ∆θ la matrice diagonale définie par :

∆θ = diag
[
In1 , 1/θIn2 , . . . , 1/θ

q−1Inq
]

(2.5)

où θ est un scalaire positif. Nous pouvons facilement vérifier les égalités suivantes :

∆θF (u, x)∆−1
θ = θF (u, x),

C(u)∆−1
θ = C(u)∆θ = C(u)

(2.6)

Nous considérons maintenant le système dynamique suivant :

˙̂x = F (u, x̂)x̂+ ϕ(u, x̂)− θ∆−1
θ S−1(t)CT (u)(C(u)x̂− y) (2.7)

où x̂ = ((x̂(1))T . . . (x̂(q))T )T ∈ Rn avec x̂(k) ∈ Rnk , k ∈ {1, . . . , q}, u et y sont

respectivement l’entrée et la sortie du système (2.1) et S est une matrice carrée

symétrique régie par l’EDO de Lyapunov suivante :

Ṡ(t) = −θ
(
S(t) + F T (u, x̂)S(t) + S(t)F (u, x̂)− CT (u)C(u)

)
(2.8)

avec S(0) = ST (0) > 0 et θ > 0 est un scalaire positif.

Soit le système suivant :

ξ̇(t) = F (u(t), x̂(t))ξ(t) (2.9)

où l’état ξ ∈ Rn, u et x̂ sont les entrées du système et correspondent respectivement

à l’entrée du système (2.1) et à l’état du système dynamique (2.7). La matrice F est

définie comme dans (2.2). Rappelons que la matrice Φu,x̂(t, s) de transition d’état

du système (2.9) est définie comme suit : d (Φu,x̂(t, s)) /dt = F (u(t), x̂(t))Φu,x̂(t, s)

Φu,x̂(s, s) = In
(2.10)

Cette matrice de transition permet d’introduire l’hypothèse supplémentaire sui-

vante qui est décisive pour l’analyse de la convergence de l’observateur.
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H4 L’entrée u est telle que, pour toute trajectoire x̂ du système (2.7) et pour

tout x̂(0) ∈ X, la condition d’excitation persistante suivante est satisfaite :

∃θ? > 0 ; ∃δ0 > 0; ∀θ ≥ θ?; ∀t ≥ 1

θ
, on a∫ t

t− 1
θ

ΦT
u,x̂(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,x̂(s, t)ds ≥ δ0

θα(θ)
∆2
θ (2.11)

où α(θ) est une fonction positive satisfaisant :

∀θ > 0, α(θ) ≥ 1 et lim
θ−→∞

α(θ)

θ2
= 0. (2.12)

Remarque 2.2.1 La condition d’excitation persistante donnée par l’hypothèse H4

est similaire à celle donnée dans [Besançon, 1999] et [Besançon and Ticlea, 2007] où

les auteurs ont introduit la notion d’entrée régulière locale, c’est-à-dire, les entrées

pour lesquelles l’inégalité (2.11) est satisfaite avec α(θ) ≡ 1 pour tout θ. Dans [Du-

four et al., 2012], les auteurs ont introduit la notion d’entrée régulière et ont montré

que la classe des entrées régulières inclut celle des entrées régulières locales. En uti-

lisant les mêmes arguments que dans [Dufour et al., 2012], on peut montrer que la

classe d’entrées satisfaisant l’hypothèse H4 comprend toutes les entrées régulières

locales.

Le système dynamique (2.7) est effectivement un observateur d’état pour le système

(2.1) comme indiqué par le théorème suivant.

Théorème 2.2.1 Considérons le système (2.1) soumis aux hypothèses H1 à H3.

Pour toute entrée satisfaisant l’hypothèse H4, on a alors,

∀ρ > 0;∃η > 0; ∀θ ≥ max(1, θ?); ∀u telle que ‖u‖∞ ≤ ρ; pour tout x̂(0) ∈ Rn; nous avons

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ η
√
α(θ)θq−1e−

θµ(θ)
2

t‖x̂(0)− x(0)‖+

√
α(θ)

θ2

η

µ(θ)
δε

où x est la trajectoire inconnue du système (2.1) associée à l’entrée u, x̂ est une

trajectoire quelconque de l’observateur (2.7) associée à (u, y), θ? et α(θ) sont données

par l’hypothèse H4, δε est la bornes supérieure essentielle de ‖ε(t)‖ qui est donnée

par (2.3), enfin µ(θ) est une fonction réelle positive de θ telle que limθ→∞ µ(θ) = 1.

Remarque 2.2.2 Il est important de noter qu’en l’absence d’incertitudes c’est-à-

dire δε = 0, l’erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro. Dans le
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cas où δε 6= 0, l’erreur d’observation est bornée et peut être rendue aussi petite que

souhaitée puisque lim
θ→∞

α(θ)

θ2
= 0.

2.3 Analyse de convergence

Nous allons tout d’abord montrer que la matrice S donnée par (2.8) est SDP et

nous déduirons une borne inférieure pour sa plus petite valeur propre. En effet, à

partir de (2.6), nous pouvons montrer que la matrice de transition, Φ̃u,x̂, du système

suivant :

ξ̇(t) = θF (u(t), x̂(t))ξ(t) (2.13)

peut être exprimée de la manière suivante :

Φ̃u,x̂(t, s) = ∆θΦu,x̂(t, s)∆−1
θ (2.14)

où Φu,x̂ est définie par (2.10).

Par conséquent, la matrice S(t), solution de l’EDO de Lyapunov (2.8), s’écrit de

la façon suivante :

S(t) = e−θtΦ̃T
u,x̂(0, t)S(0)Φ̃u,x̂(0, t) + θ

∫ t

0
e−θ(t−s)Φ̃T

u,x̂(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φ̃u,x̂(s, t)ds

= e−θt∆−1
θ ΦT

u,x̂(0, t)∆θS(0)∆θΦu,x̂(0, t)∆−1
θ

+θ

∫ t

0
e−θ(t−s)∆−1

θ ΦT
u,x̂(s, t)∆θC

T (u(s))C(u(s))∆θΦu,x̂(s, t)∆−1
θ ds

Étant donné que C(u)∆θ = C(u) et S(0) est SDP, nous obtenons pour t ≥ 1

θ
:

S(t) ≥ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)∆−1

θ ΦT
u,x̂(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,x̂(s, t)∆−1

θ ds

≥ θ

∫ t

t− 1
θ

e−θ(t−s)∆−1
θ ΦT

u,x̂(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,x̂(s, t)∆−1
θ ds

≥ θe−1

∫ t

t− 1
θ

∆−1
θ ΦT

u,x̂(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,x̂(s, t)∆−1
θ ds

≥ δ0e
−1

α(θ)
In (2.15)

où δ0 et α(θ) sont données, respectivement, par (2.11) et (2.12). Selon l’inégalité

(2.15), nous avons :

λm(S, t0) ≥ δ0e
−1

α(θ)
(2.16)
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où t0 ≥ 1
θ
.

Nous allons maintenant montrer que λ̄M(S, t0) est bornée et que sa borne supérieure

est indépendante de θ. Ainsi, nous allons montrer que cette propriété est satisfaite

pour chaque élément de la matrice S(t). En effet, notons par Si,j l’élément (bloc) de

la matrice S situé à la ligne i et à la colonne j. D’après l’EDO de Lyapunov (2.8),

nous avons :

Ṡ1,1 = −θ(S1,1 − F T0 (u)F0(u)) (2.17)

Ṡ1,j = −θ (S1,j + S1,j−1Fj−1(u, x̂)) pour j ∈ {2, . . . , q} (2.18)

Ṡi,j = −θ
(
Si,j + Si,j−1Fj−1(u, x̂) + F Ti−1(u, x̂)Si−1,j

)
pour i ∈ {2, . . . , q} et j ∈ {i, . . . , q} (2.19)

Rappelons que selon les hypothèses H1 et H2, les fonctions Fk pour k ∈ {0, . . . , q−

1} sont bornées et notons FM = max

(
sup
t≥0
‖F0(u(t))‖, sup

t≥0
‖Fk(u(t), x̂(t))‖

)
.

Selon (2.17), nous obtenons :

‖S11(t)‖≤e−θt‖S11(0)‖+ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)‖F T0 (u(s))F0(u(s))‖ds

≤‖S11(0)‖+ F 2
Mθ

∫ t

0
e−θ(t−s)ds

=‖S11(0)‖+ F 2
M (1− e−θt)

≤ ‖S11(0)‖+ F 2
M

Maintenant, pour j ≥ 2, nous procédons par récurrence sur j afin de montrer que

S1j est bornée et que cette borne est indépendante de θ. En effet, supposons que

S1,j−1 est bornée et notons SM = sup
t≥0
‖S1,j−1(t)‖. En utilisant (2.18), nous obtenons

pour j ∈ {2, . . . , q} :

‖S1j(t)‖≤e−θt‖S1j(0)‖+ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)‖S1,j−1(s)Fj−1(u, x̂)‖ds

≤‖S1j(0)‖+ FMSM (2.20)

À cette étape, nous avons montré que tous les éléments situés à la première ligne (et

la première colonne) de la matrice symétrique S sont bornés. Nous procédons par

récurrence sur le numéro de ligne i afin de montrer que tous les éléments d’une ligne

sont bornés. En effet, supposons que tous les éléments des lignes 1 à i−1 sont bornés

(cette borne est indépendante de θ) et montrons que tous les éléments de la ligne i

sont également bornés. Puisque S est symétrique, tous les éléments Si,j avec i < j
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sont bornés par l’hypothèse de récurrence. En particulier, nous avons Si−1,i = STi,i−1

et ces matrices sont bornées par une borne supérieure, notée SM , indépendante de θ.

Maintenant, nous allons montrer que Si,j est borné pour j ≥ i. Considérons d’abord

le cas où j = i. En effet, selon (2.19), nous avons :

‖Sii(t)‖≤e−θt‖Si,i(0)‖+ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)‖Si,i−1Fj−1(u, x̂) + F Ti−1(u, x̂)Si−1,i‖ds

≤‖Si,i(0)‖+ 2FMSM , d’après l’hypothèse de récurrence.

Supposons que j > i et que Si,j−1 soit borné ; montrons que Si,j est également borné.

En effet, selon l’hypothèse de récurrence, l’élément Si−1,j situé à la ligne i − 1 est

borné. Par la suite, à partir de l’équation (2.19), nous obtenons :

‖Si,j(t)‖≤e−θt‖Si,j(0)‖+ θ

∫ t

0

e−θ(t−s)‖Si,j−1Fj−1(u, x̂) + F T
i−1(u, x̂)Si−1,j‖ds

≤‖Si,j(0)‖+ 2FMSM , d’après l’hypothèse de récurrence.

Nous avons montré que tous les éléments de la matrice S sont bornés supérieurement

et cette borne supérieure est indépendante de θ. En conséquence, la plus grande va-

leur propre de S, c.à.d. λ̄M(S, t0), est également indépendante de θ.

Nous fournissons maintenant une borne supérieure pour l’erreur d’observation. Dans

ce but, définissons x̄ = ∆θx̃ où x̃ = x̂ − x est l’erreur d’observation. En utilisant les

égalités (2.6), nous obtenons :

˙̄x = θ(F (u, x̂)− S−1CT (u)C(u))x̄+ ∆θ

(
F̃ (u, x̂, x)x+ ϕ̃(u, x̂, x)

)
−∆θBε(t)

= θ(F (u, x̂)− S−1CT (u)C(u))x̄+ ∆θ

(
F̃ (u, x̂, x)x+ ϕ̃(u, x̂, x)

)
− 1

θq−1
Bε(t)

où F̃ (u, x̂, x) = F (u, x̂)− F (u, x) et ϕ̃(u, x̂, x) = ϕ(u, x̂)− ϕ(u, x).

Soit V (t, x̄) = x̄TS(t)x̄ la fonction de Lyapunov candidate. En utilisant l’équation

(2.8), nous obtenons :

V̇ (t, x̄(t))= x̄T (t)Ṡ(t)x̄(t) + 2x̄T (t)S(t) ˙̄x(t)

=−θV − θx̄TCT (u)C(u)x̄+ 2x̄TS∆θ

(
F̃ (u, x̂, x)x+ ϕ̃(u, x̂, x)

)
−2x̄TSB

ε

θq−1
(2.21)

En procédant comme dans [Farza et al., 2014; Farza et al., 2009], nous pouvons
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montrer que pour θ ≥ 1

2x̄TS∆θF̃ (u, x̂, x)x ≤ 2
√
n
√
λ̄M(S, t0)

√
V (t, x̄)LFxM‖x̄‖

≤ 2
√
nσSLFxMV (t, x̄)

2x̄TS∆θϕ̃(u, x̂, x) ≤ 2
√
n
√
λ̄M(S, t0)

√
V (t, x̄)Lϕ‖x̄‖

≤ 2
√
nσSLϕV (t, x̄)

2x̄TSε(t) ≤ 2
√
λ̄M(S, t0)

√
V (t, x̄) ‖ε(t)‖

(2.22)

où σS =
√
λ̄M (S, t0)/λm(S, t0), LF et Lϕ sont, respectivement, les constantes de Lip-

schitz de F et ϕ comme indiqué dans l’hypothèse H2 ; xM est la borne supérieure

de x donnée par (2.4). Selon l’équation (2.16), nous avons :

σS ≤
√
α(θ)

√
λ̄M (S, t0)e

δ0
(2.23)

En combinant l’équation (2.21) avec (2.22) et (2.23), nous avons :

V̇ ≤ −θV + 2
√
α(θ)

√
nλ̄M (S, t0)e

δ0
(LFxM + Lϕ)V + 2

√
λ̄M (S, t0)

√
V (t, x̄)‖ε(t)‖

≤ −θµ(θ)V + 2

√
λ̄M (S, t0)

θq−1

√
V (t, x̄)‖ε(t)‖ (2.24)

où µ(θ) =

(
1− 2

√
α(θ)
θ2

√
nλ̄M (S,t0)e

δ0
(LFxM + Lϕ)

)
. Notons que, selon la propriété de

α donnée par l’équation (2.12), on a lim
θ→∞

µ(θ) = 1 comme indiqué dans le théorème

2.2.1.

L’inégalité (2.24) peut être réécrite comme suit :

d
√
V

dt
≤ −θµ(θ)

2

√
V +

√
λ̄M(S, t0)

θq−1
‖ε(t)‖ (2.25)

L’intégration de l’équation ci-dessus de 0 à t > 0 donne :√
V (t, x̄(t)) ≤ e−

θµ(θ)
2

t
√
V (0, x̄(0)) +

√
λ̄M(S, t0)

θqµ(θ)
δε (2.26)

En revenant aux coordonnées originales et en tenant compte de l’inégalité ‖x̄‖ ≤

‖x̃‖ ≤ θq−1‖x̄‖, nous parvenons à :

‖x̄(t)‖ ≤ σSθ
q−1e−

θµ(θ)
2

t‖x̄(t)‖+
σS
θµ(θ)

δε (2.27)

Enfin, d’après l’équation (2.23), nous avons :

‖x̄(t)‖ ≤

√
λ̄M(S, t0)eα(θ)

δ0

θq−1e−
θµ(θ)

2
t‖x̄(t)‖+

√
α(θ)

θ2

√
λ̄M(S, t0)e

δ0µ(θ)
δε(2.28)

la constante η requise par le théorème est η =

√
λ̄M(S, t0)e

δ0

. Ceci termine la preuve.
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2.4 Exemple

Nous considérons le système dynamique suivant :


ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


u1x1x2 + u2x

2
1x3 + x1u3

x3 − 10x2 + u3 − x3
2 + ε1(t)

−x3 − 2x1x2 − 10u1x2


y(t) = x1(t)

(2.29)

où xi, uj ∈ R pour i = 1, ..., 3 et j = 1, ..., 3. Le système (2.29) est sous la forme

(2.1) avec q = 2, x =
(

(x(1))T (x(2))T
)T

, x(1) =
(
x1

)
, x(2) =

(
x2 x3

)T
,

F1(u, x(1)) =
(
u1x1 u2x

2
1

)
,

ϕ(u, x) =


x1u3

x3 − 10x2 + u3 − x3
2

−x3 − 2x1x2 − 10u1x2

 ,

ε =

ε1

0

 ,

et ε1(t) = 0.1 sin(0.1πt).

Par conséquent, on a ∆θ = diag
(
I1 1/θI2

)
=


1 0 0

0 1/θ 0

0 0 1/θ

.

Un observateur de la forme (2.7) a été conçu pour estimer x où les entrées sont

données par u1(t) = sin(11πt), u2(t) = cos(11πt) et u3(t) = 5 cos(2πt). Dans le but

de se placer dans de conditions proches des conditions réelles, la mesure de x1 issue

du modèle de simulation est corrompue par un bruit Gaussien de moyenne nulle

et de variance égale à 0.02. Dans la figure 2.1, nous avons comparé l’évolution de

chacune des variables non mesurées x2 et x3 ainsi que la sortie entachée de bruit x1

(issues de la simulation du modèle) avec son estimée fournie par l’observateur. On

notera la bonne qualité de l’estimation et ce en dépit de la présence de l’incertitude

ε1(t) ainsi que celle de bruit de mesure.
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Figure 2.1: Estimation de x2 et x3 et de la sortie mesurée x1 entachée de bruit de

mesure.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un observateur de type grand gain pour une

classe de systèmes MIMO non uniformément observables renfermant des incerti-

tudes. Le gain de l’observateur est déterminé à partir de la résolution d’une EDO

de Lyapunov et il peut être réglé par le choix d’un paramètre scalaire positif. Sous

l’hypothèse d’excitation persistante, il est démontré que l’erreur d’observation liée

à l’observateur proposé converge exponentiellement vers zéro en l’absence d’incerti-

tudes. En présence d’incertitudes, cette erreur est bornée et peut être rendue aussi

petite que désirée par le choix d’une valeur assez élevée pour le paramètre de réglage

de l’observateur θ. Cependant, des valeurs très élevées de ce paramètre rendent l’ob-

servateur plus sensible au bruit de mesure. Par conséquent, le choix du paramètre
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de réglage de l’observateur doit suivre un compromis entre un suivi satisfaisant de la

variation de l’état et un bon comportement par rapport au bruit de mesure. Dans le

chapitre suivant, nous allons étendre les résultats de synthèse d’observateur pour une

classe plus large de systèmes non-linéaires MIMO non uniformément observables.



Chapitre 3

Observateur étendu pour une classe

de systèmes MIMO non

uniformément observables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons la synthèse d’un observateur étendu de type grand

gain pour une large classe de systèmes non-linéaires MIMO non uniformément ob-

servables. La classe considérée ici est une extension de la classe considérée dans le

chapitre précédent. En effet, le modèle est composé de la dynamique des variables

d’état en cascade avec la dynamique des paramètres inconnus (variables dans le

temps). La principale caractéristique de la classe de systèmes considérée réside dans

le fait que les non-linéarités sous-jacentes ne sont pas triangulaires au sens classique.

En effet, la notion d’indices caractéristiques associés aux composantes de l’état est

introduite et elle est utilisée pour définir une structure triangulaire étendue où la tri-

angularité est définie par rapport aux variables d’état réordonnées selon leur indice

caractéristique. L’observateur étendu de type grand gain proposé peut donc être

utilisé comme un observateur adaptatif permettant l’estimation conjointe de tous

les états et des paramètres inconnus du système. Le gain de l’observateur est fourni

par une EDO de Lyapunov appropriée. La convergence de l’erreur d’observation est

garantie sous une condition d’excitation persistante bien définie et son analyse se

35
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réalise en utilisant une approche constructive de Lyapunov.

3.2 Formulation du problème

Considérons la synthèse d’un observateur pour la classe de systèmes dynamiques

décrits par les équations suivantes :
ξ̇ = F (u, ξ)ξ + Ψ(u, ξ)z + g(u, ξ, z) + εξ

ż = ϕ(u, ξ, z) + εz

y = C(u)ξ + Ψ(0)(u)z = F0(u)ξ(1) + Ψ(0)(u)z

(3.1)

où u ∈ Rs est l’entrée, y ∈ Rp est la sortie et l’état du système x ∈ Rn est réparti

comme suit x =

 ξ

z

 ∈ Rn avec ξ ∈ Rnξ , z ∈ Rnz et n = nξ + nz.

Les sous-états ξ et z sont partitionnés comme suit :

ξ =


ξ(1)

...

ξ(q)

 avec ξ(k) ∈ Rnkξ , k ∈ {1, . . . , q}, et
q∑

k=1

nkξ = nξ, (3.2)

z =


z(1)

...

z(r)

 avec z(l) ∈ Rnlz , l ∈ {1, . . . , r}, et
r∑
l=1

nlz = nz. (3.3)

La matrice F a la structure anti-décalage suivante :

F (u, ξ) =



0 F1(u, ξ) 0 . . . . . . 0

0 0 F2(u, ξ) 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 . . . . . . . . . 0 Fq−1(u, ξ)

0 . . . . . . . . . . . . 0


(3.4)

où chaque Fk(u, ξ) est une matrice nkξ × n
k+1
ξ non identiquement nulle, triangulaire

par rapport à ξ, c’est-à-dire.

Fk(u, ξ) = Fk(u, ξ
(1), . . . , ξ(k)), pour k ∈ {1, . . . , q − 1} (3.5)

La matrice C ∈ Rn0
ξ×nξ est définie comme suit :

C(u) =
(
F0(u) 0 . . . 0

)
(3.6)



3.2 Formulation du problème 37

où F0(u) est une matrice n0
ξ × n1

ξ non identiquement nulle avec n0
ξ = n1

ξ = p.

La matrice Ψ(u, ξ) ∈ Rnξ×nz peut être partitionnée comme suit :

Ψ(u, ξ) =


Ψ

(1)
1 (u, ξ) · · · Ψ

(1)
r (u, ξ)

...
...

Ψ
(q)
1 (u, ξ) · · · Ψ

(q)
r (u, ξ)

 (3.7)

où chaque Ψ
(k)
l (u, ξ) ∈ Rnkξ×n

l
z , k ∈ {1, . . . q}, l ∈ {1, . . . , r} et Ψ(0)(u) ∈ Rn0

ξ×nz se

présente comme suit :

Ψ(0)(u) =
(

Ψ
(0)
1 (u) · · · Ψ

(0)
r (u)

)
(3.8)

avec Ψ
(0)
l ∈ Rn0

ξ×n
l
z , l ∈ {1, . . . , r}.

Nous supposons que la matrice Ψ a une structure triangulaire par rapport à ξ,

c’est-à-dire,

Ψ
(k)
l (u, ξ) = Ψ

(k)
l (u, ξ(1), . . . , ξ(k)), k ∈ {1, . . . , q}, l ∈ {1, . . . , r} (3.9)

et pour chaque l ∈ {1, . . . , r}, il existe au moins un k ∈ {0, . . . , q} tel que Ψ
(k)
l est

une matrice non identiquement nulle.

De même, la fonction non linéaire g(u, ξ, z) =


g(1)(u, ξ, z)

...

g(q)(u, ξ, z)

 ∈ Rn, g(k)(u, ξ, z) ∈

Rnkξ , k ∈ {1, . . . , q}, a une structure triangulaire par rapport à ξ, c’est-à-dire,

∂g(k)

∂ξ(l)
(u, ξ, z) = 0 si k < l pour k, l ∈ {1, . . . q}, (3.10)

Les fonctions
εξ : R+ → Rnξ

t 7→ εξ(t)
et

εz : R+ → Rnz

t 7→ εz(t)
(3.11)

sont sous la forme :

εξ =


ε

(1)
ξ

...

ε
(q)
ξ

 et εz =


ε

(1)
z

...

ε
(r)
z

 (3.12)

où ε(k)
ξ : R+ → Rnkξ , k ∈ {1, . . . , q} et ε(l)

z : R+ → Rnlz , l ∈ {1, . . . , r}, représentent

les incertitudes (inconnues) du système.
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Afin de préciser la structure de la fonction g par rapport à z et celle de ϕ par rapport

à ξ et z, nous avons besoin d’introduire la notion d’indices caractéristiques associés

aux composantes z(l), l ∈ {1, . . . , r}.

Indices caractéristiques

Nous présentons maintenant la définition des indices caractéristiques avant de spéci-

fier la structure des non-linéarités g et ϕ. En effet, nous associons à chaque sous-état

z(j), j ∈ {1, . . . , r}, un entier positif, noté par νj, dont la définition est donnée ci-

dessous.

Définition 3.2.1 L’indice caractéristique νj associé au sous-état z(j), j ∈ {1, . . . , r},

est défini comme suit :

νj = min
{
k ∈ {0, . . . , q} tel que Ψ

(k)
j 6≡ 0

}
Notons que, selon la définition des indices caractéristiques, si νj ≥ 1 pour certains

j ∈ {1, . . . , r}, alors :

Ψ
(k)
j ≡ 0 pour k ∈ {0, . . . , νj − 1} (3.13)

Nous supposons maintenant que les structures des fonctions non linéaires g par

rapport à z et ϕ par rapport à ξ et z satisfont les conditions suivantes :

∂g(k)

∂z(l)
(u, ξ, z) = 0 si k ≤ νl pour k ∈ {1, . . . , q} et l ∈ {1, . . . , r}, (3.14)

et

∂ϕ(k)

∂z(l)
(u, ξ, z) = 0 si νk < νl pour k, l ∈ {1, . . . , r}, (3.15)

∂ϕ(k)

∂ξ(l)
(u, ξ, z) = 0 si νk ≤ l pour k ∈ {1, . . . , r} et l ∈ {1, . . . , q}. (3.16)

On a donc d’un côté les conditions (3.5), (3.9) et (3.10) qui expriment respective-

ment les propriétés triangulaires des matrices F , Ψ et g par rapport à ξ, et d’un

autre côté la condition (3.15) qui exprime la structure triangulaire de ϕ par rapport

à z alors que les conditions (3.14) et (3.16) peuvent être interprétées comme une

certaine structure de triangularité qui définit l’interconnexion entre les deux sous-

ensembles des composantes d’état, à savoir ξ et z.
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Remarque 3.2.1 Il est facile de remarquer que dans le cas où νj 6= 0, l’indice

caractéristique νj associé au sous-état z(j) est égal au rang de la première composante

ξ(k) de ξ dont la dynamique dépend (linéairement) de z(j). Si l’expression de la

sortie dépend de z(j), nous avons νj = 0. De même que pour les sous-états z(l),

l = 1, . . . , r, un indice caractéristique, µk, pourrait être associé à chaque sous-état

ξ(k), k = 1, . . . , q et on aurait µk = k−1. Cela est dû d’une part à l’expression de la

sortie du système (3.1) qui dépend de ξ(1), alors µ1 = 0. D’autre part, pour k ≥ 2 et

comme la matrice F (u, ξ) a une structure anti-décalage, la première composante de

ξ dont la dynamique dépend (linéairement) de ξ(k) est ξ(k−1), c’est-à-dire µk = k−1.

Par conséquent, les conditions (3.5), (3.9) et (3.10) qui expriment respectivement la

structure triangulaire de F , Ψ et g par rapport à ξ peuvent être reformulées comme

suit :

∂Fk(u, ξ)

∂ξ(l)
= 0 et

∂ (·)(k)

∂ξ(l)
= 0 si µk < µl pour k, l ∈ {1, . . . , q} (3.17)

où (·) signifie Ψ(u, ξ) ou g(u, ξ, z).

De même, les conditions (3.14) et (3.16) qui fixent l’interconnexion entre ξ et z

peuvent être reformulées respectivement en utilisant les indices caractéristiques de la

manière suivante :

∂g(k)

∂z(l)
(u, ξ, z) = 0 si µk < νl pour k ∈ {1, . . . , q} et l ∈ {1, . . . , r}, (3.18)

∂ϕ(k)

∂ξ(l)
(u, ξ, z) = 0 si νk < µl pour k ∈ {1, . . . , r} et l ∈ {1, . . . , q}. (3.19)

Notons que la condition (3.15) qui traduit la structure triangulaire de ϕ par rapport

à z a été déjà exprimée à l’aide des indices caractéristiques νj associés aux z(j).

En résumé, il s’avère que la structure triangulaire classique des non-linéarités est

étendue à une structure triangulaire par rapport aux variables d’état qui sont réor-

ganisées en fonction de leurs indice caractéristique. La structure triangulaire étendue

des non-linéarités est décrite par les conditions structurelles (3.15), (3.17), (3.18) et

(3.19).

Commentaires sur la classe de systèmes considérée

Dans le cas où il n’y a pas de sous-vecteur z, c’est-à-dire que le vecteur d’état x est

restreint à ξ, le système (3.1) coïncide avec une classe de systèmes qui a été consi-
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dérée dans de nombreux travaux en vue de la conception d’un observateur d’état.

Nous résumons ci-après quelques-unes de ces classes. En effet, lorsque chaque ma-

trice Fk est de rang plein par rapport aux colonnes, le système (3.1) appartient à la

classe des systèmes considérée dans [Hammouri and Farza, 2003] qui caractérise une

sous-classe de systèmes observables pour toute entrée et pour laquelle les auteurs

ont proposé un observateur de type grand gain dont le gain est déterminé à partir

d’une équation algébrique de Lyapunov. Notons que la propriété de rang plein de Fk

implique que nk ≥ nk+1 pour k = 1, . . . , q − 1. Dans [Deza et al., 1993], les auteurs

ont considéré une classe de systèmes similaire où les matrices Fk sont réduites à

des fonctions à valeurs réelles positives bornées. Un observateur de type grand gain

avec un gain variant dans le temps issu de la résolution de l’EDO de Riccati a été

proposé. Dans [Besançon and Ticlea, 2007], la classe de systèmes considérée est si-

milaire à (3.1) sans le sous vecteur z et les fonctions Fk ne dépendent que des entrées

et des sorties. Les auteurs ont donné des conditions suffisantes pour caractériser des

systèmes qui peuvent être immergés sous la forme (3.1) et un observateur de type

grand gain avec un gain issu d’une EDO de Lyapunov a été également proposé. La

classe des systèmes considérée dans [Besançon and Ticlea, 2007] a été revue dans

[Dufour et al., 2012] où les auteurs ont proposé la conception d’un observateur de

type grand gain sous une condition d’excitation persistante qui relâche celle consi-

dérée dans [Besançon and Ticlea, 2007].

La prise en compte du sous-vecteur z, qui intervient sous une forme triangulaire non

classique, permet de couvrir une classe de systèmes plus générale que celle envisagée

dans les travaux décrits ci-dessus. En outre, une application intéressante peut être

envisagée dans le cas où le vecteur z représenterait des paramètres partiellement

inconnus qui doivent être estimés conjointement avec les états. Dans ce cas, la fonc-

tion g (qui peut être nulle) peut décrire la dynamique connue alors que εz désigne

la dynamique inconnue des paramètres inconnus variant dans le temps. Par consé-

quent, l’observateur étendu de type grand gain qui doit être proposé peut être utilisé

comme observateur adaptatif pour l’estimation conjointe de l’état et des paramètres

inconnus (qui peuvent être variables dans le temps).
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Dans la section suivante, nous proposons la synthèse d’un observateur d’état pour

le système (3.1) sous certaines hypothèses standard classiquement utilisées dans

la conception d’observateurs de type grand gain ainsi qu’une certaine condition

d’excitation persistante semblable à celle considérée dans [Besançon and Ticlea,

2007; Dufour et al., 2012].

3.3 Synthèse de l’observateur

La synthèse de l’observateur nécessite l’adoption de certaines hypothèses que nous

allons présenter au fur et à mesure de cette synthèse. Tout d’abord, nous considérons

les hypothèses suivantes :

H1 L’état x(t) et l’entrée u(t) sont bornés, c’est-à-dire ξ(t) ∈ Xξ, z(t) ∈ Xz et

u(t) ∈ U où Xξ ⊂ Rnξ , Xz ⊂ Rnz et U ⊂ Rs sont des ensembles compacts.

H2 Les fonctions F , Ψ, (respectivement g et ϕ) sont de classe C1 par rapport à ξ

(respectivement par rapport à ξ et z), c’est-à-dire que les dérivées partielles par

rapport à ξ (respectivement par rapport à ξ et z) sont continues par rapport

à toutes les variables. Les fonctions F,Ψ, g, ϕ, F0 et Ψ(0) sont continues par

morceau par rapport à u. Les fonctions temporelles u, εξ et εz sont continues

par morceau.

H3 Les fonctions inconnues ε(k)
ξ , k = 1, . . . , q et ε(l)

z , l = 1, . . . , r sont essentiel-

lement bornées, c’est-à-dire, il existe δ1
ξ , . . . , δ

q
ξ , δ

1
z , . . . , δ

r
z > 0 tels que

sup Esst≥0‖ ε(k)
ξ (t)‖ ≤ δkξ , sup Esst≥0‖ ε(l)

z (t)‖ ≤ δlz

Remarque 3.3.1 Comme les fonctions F,Ψ, g, ϕ sont de classe C1 par rapport à

ξ et z, ces fonctions sont localement Lipschitziennes. De plus, puisque l’état x et

l’entrée u sont respectivement limités aux ensembles bornés X = Xξ × Xz et U ,

nous pouvons construire des prolongements Lipschitziens globaux des non linéarités,

qui sont globalement bornés, en utilisant des fonctions de saturations lisses. Ceci

permet de conclure que, pour toute entrée bornée u ∈ U , toutes les non linéarités

sont globalement Lipschitziennes par rapport à x et sont bornées pour tout x ∈ Rn

(voir [Farza et al., 2009]). Nous noterons xM , FM et ΨM , respectivement, les bornes
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supérieures de x, F et Ψ, c’est-à-dire :

xM = sup
x∈X
‖x‖,

FM = sup
u∈U,ξ∈Xξ

(‖F (u, ξ)‖, ‖F0(u)‖) ,

ΨM = sup
u∈U,ξ∈Xξ

(
‖Ψ(u, ξ)‖, ‖Ψ(0)(u)‖

)
, (3.20)

et par LF > 0, LΨ > 0, Lg > 0 et Lϕ > 0 les bornes supérieures des dérivées

partielles, c’est-à-dire, pour tout u ∈ U et (ξ, z) ∈ Xξ ×Xz∥∥∥∥∂F∂ξ (u, ξ)

∥∥∥∥ ≤ LF ;

∥∥∥∥∂Ψ

∂ξ
(u, ξ)

∥∥∥∥ ≤ LΨ;

∥∥∥∥∂g∂x(u, x)

∥∥∥∥ ≤ Lg;

∥∥∥∥∂ϕ∂x (u, x)

∥∥∥∥ ≤ Lϕ(3.21)

Avant de donner les équations de l’observateur, nous introduisons quelques notations

qui seront utilisées tout au long de la procédure de synthèse de l’observateur tout

en indiquant certaines propriétés utiles pour l’analyse de la convergence.

1) Soient ∆ξ(θ) et ∆z(θ) deux matrices diagonales par blocs définies comme suit :

∆ξ(θ)
∆
= diag

(
In1

ξ
, 1

θ In2
ξ
, . . . , 1

θq−1 Inqξ

)
∈ Rnξ×nξ (3.22)

et

∆z(θ)
∆
= diag

(
1
θν1 In1

z
, 1

θν2 In2
z
, . . . , 1

θνr Inrz

)
∈ Rnz×nz (3.23)

où θ est un scalaire positif. Nous pouvons facilement vérifier les égalités suivantes :

∆ξ(θ)F (u, ξ)∆−1
ξ (θ) = θF (u, ξ)

C(u)∆−1
ξ (θ) = C(u) (3.24)

Maintenant, nous scindons la matrice Ψ(u, ξ) ∈ Rnξ×nz en deux sous-matrices G et

R

Ψ(u, ξ) = G(u, ξ) +R(u, ξ) (3.25)

où :

• G est une matrice bloc de la même taille que Ψ :

G(u, ξ) =


G

(1)
1 (u, ξ) · · · G

(1)
r (u, ξ)

...
...

G
(q)
1 (u, ξ) · · · G

(q)
r (u, ξ)

 (3.26)
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où chaque entrée G(k)
j ∈ Rnkξ×n

j
z , k ∈ {1, . . . , q} et j ∈ {1, . . . , r} est définie comme

suit :

G
(k)
j (u, ξ) =

 Ψ
(k)
j (u, ξ) si k = νj

0nkξ×n
j
z

autrement
(3.27)

Notons que Gj(u, ξ) désigne la j-ème colonne (bloc) de G(u, ξ). Une telle colonne

est nulle si νj = 0, sinon, elle ne contient qu’un seul élément (bloc) non nul situé à

la ligne (bloc) numéro νj.

• R correspond au reste de la matrice Ψ, c’est-à-dire R(u, ξ) = Ψ(u, ξ) − G(u, ξ).

Selon la définition de G, nous avons :

R
(k)
j (u, ξ) =

 0
n
νj
ξ ×n

j
z

si k = νj

Ψ
(k)
j (u, ξ) autrement

(3.28)

Notons que, selon (3.13), les entrées R(k)
j (u, ξ) avec k < νk sont nulles. Par consé-

quent, la définition (3.28) peut être réécrite comme suit :

R
(k)
j (u, ξ) =

 0nkξ×n
j
z

si k ≤ νj

Ψ
(k)
j (u, ξ) autrement

(3.29)

Compte tenu de la décomposition (3.25) de la matrice Ψ(u, ξ), le système (3.1) peut

être écrit sous la forme condensée suivante :

 ẋ = F(u, ξ)x+ G(u, x)

y = C(u)x
(3.30)

avec

F(u, ξ) =

F (u, ξ) G(u, ξ)

0nz×nξ 0nz×nz

 , C(u) =
(
C(u) Ψ(0)(u)

)
(3.31)

G(u, x) =

 R(u, ξ)z + g(u, x)

ϕ(u, x)

 (3.32)

où x ∈ Rn, u ∈ Rs et y ∈ Rp sont respectivement l’état, l’entrée et la sortie du
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système.

2) Soient Γ(u, ξ, θ) et Λ(u, ξ, θ) les deux matrices définies par

Γ(u, ξ, θ)
∆
= ∆ξ(θ)G(u, ξ)∆−1

z (θ)

Λ(u, ξ, θ)
∆
= ∆ξ(θ)R(u, ξ)∆−1

z (θ) (3.33)

où les matrices G et R sont issues de la décomposition de Ψ sous la forme (3.25).

Selon la définition des matrices diagonales (blocs) ∆ξ(θ) et ∆z(θ) respectivement

données par (3.22) et (3.23), nous avons :

Γ
(k)
j (u, ξ, θ) = θ−(k−1)G

(k)
j (u, ξ)θνj

= θνj−(k−1)G
(k)
j (u, ξ)

=

 θΨ
(k)
j (u, ξ) si k = νj

0
nkξ×n

j
z

autrement
selon l’équation (3.26)

= θG
(k)
j (u, ξ) (3.34)

et

Λ
(k)
j (u, ξ, θ) = θ−(k−1)R

(k)
j (u, ξ)θνj

= θνj−(k−1)R
(k)
j (u, ξ)

=

 0
nkξ×n

j
z

si k ≤ νj

θνj−(k−1)Ψ
(k)
j (u, ξ) autrement

selon l’équation (3.29)

Notons que tous les termes non nuls de la matrice R(u, ξ) sont multipliés par θνj−(k−1)

avec k > νj. Par conséquent, la puissance de θ dans ce facteur est négative puisque

νj − (k − 1) ≤ 0.

Compte tenu des développements ci-dessus, nous pouvons facilement montrer que

les égalités suivantes sont vérifiées :

∆ξ(θ)G(u, ξ)∆−1
z (θ) = θG(u, ξ) (3.35)

∆ξ(θ)R(u, ξ)∆−1
z (θ)

4
= W

(
u, ξ,

1

θ

)
(3.36)

oùW
(
u, ξ, 1

θ

)
est une matrice dont les éléments sont polynomiaux en 1

θ
. En utilisant
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la décomposition de Ψ sous la forme (3.25), nous obtenons :

∆ξ(θ)Ψ(u, ξ)∆−1
z (θ) = ∆ξ(θ)G(u, ξ)∆−1

z (θ) + ∆ξ(θ)R(u, ξ)∆−1
z (θ)

= θG(u, ξ) +W

(
u, ξ,

1

θ

)
(3.37)

De même, en utilisant le fait que la j-ème colonne (bloc) de la matrice Ψ(0)(u)∆−1
z (θ)

est égale à Ψ
(0)
j (u)θνj , nous pouvons facilement vérifier que :

Ψ(0)(u)∆−1
z (θ) = Ψ(0)(u) (3.38)

Cette colonne est égale à zéro si Ψ
(0)
j (u) = 0. Dans le cas contraire, nous avons νj = 0

(θνj = 1) qui conduit à Ψ
(0)
j (u)θνj = Ψ

(0)
j (u).

Soit ∆x(θ) est la matrice (n× n) diagonale par blocs suivante :

∆x(θ) = diag (∆ξ(θ), ∆z(θ)) (3.39)

où ∆ξ(θ) et ∆z(θ) sont données, respectivement, par (3.22) et (3.23).

Soit F(u, ξ) et C(u) les matrices (n× n) et (p× n) suivantes :

F =

 F (u, ξ) G(u, ξ)

0nz×nξ 0nz×nz


C(u) =

(
C(u) Ψ(0)(u)

)
(3.40)

où F (u, ξ), C(u) etG(u, ξ) sont définies, respectivement, par (3.4), (3.6) et (3.26).

Notons que, selon les équations (3.24), (3.35) et (3.38), nous avons :

∆x(θ)F(u, ξ)∆−1
x (θ) = θF(u, ξ)

C(u)∆−1
x (θ) = C(u) (3.41)

L’observateur étendu de type grand gain candidat que nous proposons est donné

par le système dynamique suivant : ˙̂
ξ(t)

˙̂z(t)

 =

 F (u, ξ̂)ξ̂ + Ψ(u, ξ̂)ẑ + g(u, ξ̂, ẑ)

ϕ(u, ξ̂, ẑ)


−θ∆−1

x (θ)S−1(t)CT (u)
(
C(u)ξ̂ + Ψ(0)(u)ẑ − y

) (3.42)

où ξ̂ ∈ Rnξ , ẑ ∈ Rnz , u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du système (3.1),

F,C, C et ∆x, sont respectivement donnés par (3.4), (3.6), (3.31) et (3.39) ; enfin,

S(t) est une matrice symétrique (n× n), solution de l’EDO de Lyapunov suivante :
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Ṡ(t) = −θ
(
S(t) + FT (u, ξ̂)S(t) + S(t)F(u, ξ̂)− CT (u)C(u)

)
(3.43)

avec S(0) = ST (0) > 0.

Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre, nous avons besoin de l’hypothèse

additionnelle suivante. En effet, soit le système affine en état suivante :

ẋu,ξ̂(t) = F(u, ξ̂)xu,ξ̂(t) (3.44)

où xu,ξ̂ ∈ Rn est l’état de système, u et ξ̂ sont les entrées du système qui cor-

respondent respectivement à l’entrée du système (3.1) et au sous état du système

dynamique (3.42) ; la matrice F est définie comme dans (3.31). Rappelons que la

matrice de transition Φu,ξ̂(t, s) du système (3.44) est définie comme suit :
d
dt

(
Φu,ξ̂(t, s)

)
= F(u(t), ξ̂(t))Φu,ξ̂(t, s)

Φu,ξ̂(s, s) = In
(3.45)

Notons que l’existence des solutions des EDO (3.42), (3.43) et (2.9) est garantie,

pour tout t ≥ 0, puisque les différentes fonctions impliquées sont globalement Lip-

schitziennes par rapport à l’état et continues par morceaux par rapport au temps,

selon l’hypothèse H2.

Soit l’hypothèse supplémentaire suivante :

H4 ∃θ? > 0 ; ∃δ0 > 0 ; ∃T ∗ > 0 ;∀θ ≥ θ? ; ∀t ≥ T ∗

θ , on a∫ t

t−T∗
θ

ΦT
u,ξ̂

(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,ξ̂(s, t)ds ≥
δ0

θα(θ)
∆2
x(θ) (3.46)

où α(θ) est une fonction positive satisfaisant

∀θ > 0, α(θ) ≥ 1 et lim
θ−→∞

α(θ)

θ2
= 0. (3.47)
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Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant :
Théorème 3.3.1 Supposons que le système (3.1) satisfasse les hypothèses H1 à

H3. Alors, pour toute entrée bornée satisfaisant l’hypothèse H4 et pour tout θ > θ?

où θ? est donné par l’hypothèse H4, il existe t0 > 0 tel que que pour tout t ≥ t0,

nous avons :

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ θχ σ e
−θµ(θ)

2
(t− t0)

‖x̂(t0)− x(t0)‖

+β

√
α(θ)

θ2µ2(θ)

√√√√ q∑
k=1

θ2(χ−(k−1))
(
δkξ

)2
+

r∑
l=1

θ2(χ−νl) (δlz)
2 (3.48)

où x(t) est la trajectoire inconnue du système (3.1) associée à l’entrée u, x̂(t)

est trajectoire de l’observateur (3.42) partant de x̂(0) associée à (u, y), δkξ et δlz
sont respectivement les bornes essentielles supérieures de ‖εkξ (t)‖ et ‖εlz(t)‖ comme

indiqué par l’hypothèse H3 ; σ =
√

λ̄M (S,t0)
λm(S,t0)

est le conditionnement de la matrice S

définie par (3.43) ; β > 0 est une constante indépendante de θ. Finalement, χ =

max(q − 1, ν1, . . . , νr) et µ(θ) est une fonction réelle vérifiant lim
θ→∞

µ(θ) = 1.

La démonstration du théorème sera détaillée dans la section suivante. Avant de

donner cette preuve, les questions résumées dans les remarques suivantes méritent

d’être mises en exergue.

Remarque 3.3.2 L’hypothèse H4 est similaire à celle donnée dans [Besançon,

1999; Besançon and Ticlea, 2007] où les auteurs ont introduit la notion d’entrée

régulière locale. Il s’agit des entrées pour lesquelles l’inégalité (3.46) est satisfaite

avec α(θ) ≡ 1 pour tous θ. Dans [Dufour et al., 2012], les auteurs ont introduit

la notion d’entrée régulière et ont montré que la classe de ces entrées inclut celle

des entrées régulières locales. En utilisant les mêmes arguments que dans [Dufour

et al., 2012], nous pouvons montrer que la classe d’entrées satisfaisant l’hypothèse

H4 comprend toutes les entrées régulières locales, mais qu’elle est incluse dans la

classe des entrées régulières.

L’admissibilité de l’hypothèse H4 est discutable sur deux plans. D’une part : com-

ment caractériser la classe des entrées du système fournissant l’état d’excitation

persistante (3.46) ? D’autre part : comment reformuler la condition d’excitation per-

sistante en utilisant les trajectoires de l’état du système plutôt que les trajectoires de
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l’état d’observateur ? À notre connaissance, il n’existe aucun résultat fondamental

permettant de caractériser la classe des entrées vérifiant une condition d’excitation

persistante à l’exception des problèmes d’estimation des paramètres impliquant des

systèmes linéaires invariants dans le temps. La condition d’excitation persistante est

donc une exigence difficile pour la conception d’un observateur. De plus, cette ques-

tion fondamentale ne sera pas résolue même si la condition d’excitation persistante

est reformulée en utilisant les trajectoires d’état du système. Il est intéressant de

noter que la condition d’excitation persistante (3.46) pourrait être vérifiée en ligne

car elle dépend uniquement des trajectoires de l’observateur et des entrées du sys-

tème. Ceci ne serait plus vrai si la condition d’excitation persistante dépendait des

trajectoires du système puisque celles-ci ne sont pas disponibles.

Remarque 3.3.3 Selon (3.48), l’erreur d’observation converge exponentiellement

vers zéro pour des valeurs suffisamment élevées de θ en l’absence d’incertitudes,

c’est-à-dire lorsque εξ = 0 et εz = 0 (c’est-à-dire δkξ = 0 et δ`z = 0) pour tout k ∈

{1, . . . , q} et ` =∈ {1, . . . , r}.

De plus, l’erreur d’observation peut être aussi petite que souhaité dans le cas où

εkξ = 0 et ε`z = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ q et 1 ≤ ` ≤ r tels que k ≤ χ et ν` ≤ χ − 1. En

effet, dans ce cas, l’erreur d’observation reste dans une boule centrée à l’origine avec

un rayon proportionnel à ρ(θ)
∆
=

√
α(θ)

θ2µ2(θ)
et elle peut être rendue arbitrairement

petite en choisissant des valeurs de θ suffisamment élevées puisque lim
θ→∞

ρ(θ) = 0.

3.4 Analyse de Convergence

Tout d’abord, nous allons montrer que la matrice S(t) régie par l’EDO (3.43) est

symétrique définie positive et obtenir une borne inférieure pour sa plus petite valeur

propre. Ensuite, nous montrerons que S(t) est bornée et que la borne supérieure de

sa plus grande valeur propre est indépendante de θ. Enfin, une fonction de Lyapunov

appropriée sera introduite et la convergence de l’erreur d’observation sera détaillée.
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Borne inférieure de S(t)

A partir des relations (3.41), nous pouvons montrer que la matrice de transition,

Φ̃u,ξ̂, du système suivant

˙̃xu,ξ̂(t) = θF(u, ξ̂)x̃u,ξ̂(t) (3.49)

où l’état du système x̃u,ξ̂ ∈ Rn, u et ξ̂ sont les entrées du système qui correspondent

respectivement à l’entrée du système (3.1) et au sous-état du système dynamique

(3.42), peut s’exprimer comme suit :

Φ̃u,ξ̂(t, s) = ∆x(θ)Φu,ξ̂(t, s)∆
−1
x (θ) (3.50)

où Φu,ξ̂ est définie par (3.45).

Par conséquent, la matrice S, solution de l’EDO (3.43), peut être exprimée de la

manière suivante :

S(t) = e−θtΦ̃T
u,ξ̂

(0, t)S(0)Φ̃u,ξ̂(0, t) + θ

∫ t

0
e−θ(t−s)Φ̃T

u,ξ̂
(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φ̃u,ξ̂(s, t)ds

= e−θt∆−1
x (θ)ΦT

u,ξ̂
(0, t)∆x(θ)S(0)∆x(θ)Φu,ξ̂(0, t)∆

−1
x (θ)

+θ

∫ t

0
e−θ(t−s)∆−1

x (θ)ΦT
u,ξ̂

(s, t)∆x(θ)CT (u(s))C(u(s))∆x(θ)Φu,ξ̂(s, t)∆
−1
x (θ)ds(3.51)

De plus, le terme intégral dans (3.51) est une matrice symétrique définie positive ;

il en résulte que S(t) est une matrice SDP.

En utilisant le fait que C(u)∆x(θ) = C(u), nous avons pour tout t ≥ t0 =
T ∗

θ
:

S(t) ≥ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)∆−1

x (θ)ΦT
u,ξ̂

(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,ξ̂(s, t)∆
−1
x (θ)ds

≥ θ

∫ t

t−T∗
θ

e−θ(t−s)∆−1
x (θ)ΦT

u,ξ̂
(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,ξ̂(s, t)∆

−1
x (θ)ds

≥ θe−T
?

∫ t

t−T∗
θ

∆−1
x (θ)ΦT

u,ξ̂
(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,ξ̂(s, t)∆

−1
x (θ)ds

≥ δ0e
−T ?

α(θ)
In (3.52)

où δ0 et α(θ) sont donnés, respectivement, par (3.46) et (3.47). Selon l’inégalité

(3.52), nous avons clairement :

λm(S, t0) ≥ δ0e
−T ?

α(θ)
(3.53)

Nous allons maintenant montrer que λ̄M(S, t0) est bornée par une borne supérieure

qui est indépendante de θ.
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Borne supérieure de S(t)

Considérons la partition suivante de S : S(t) =

 S(t) U(t)

UT (t) Q(t)

 où S et Q sont des

matrices symétriques de dimensions nξ × nξ et nz × nz, respectivement et U est une

matrice rectangulaire nξ × nz. Il suffit de montrer que chacune des matrices S, Q et

U sont bornées avec une borne supérieure indépendante de θ afin de prouver que la

borne supérieure de la plus grande valeur propre de S est indépendante de θ.

Selon (3.43), nous avons :

Ṡ(t) = −θ
(
S(t) + F T (u, ξ̂)S(t) + S(t)F (u, ξ̂)− CT (u)C(u)

)
(3.54)

U̇(t) = −θ
(
U(t) + F T (u, ξ̂)U(t) + S(t)G(u, ξ̂)− CT (u)Ψ(0)(u)

)
(3.55)

Q̇(t) = −θ
(
Q(t) +GT (u, ξ̂)U(t) + UT (t)G(u, ξ̂)−Ψ(0)T (u)Ψ(0)(u)

)
(3.56)

Bornitude de la matrice S. Notons par Sij l’entrée (bloc) de la matrice S

située à la ligne i et la colonne j. D’après l’EDO (3.54), nous avons :

Ṡ1,1 = −θ(S1,1 − F T0 (u)F0(u)) (3.57)

Ṡ1,j = −θ
(
S1,j + S1,j−1Fj−1(u, ξ̂)

)
, j ∈ {2, . . . , q} (3.58)

Ṡi,j = −θ
(
Si,j + Si,j−1Fj−1(u, ξ̂) + F Ti−1(u, ξ̂)Si−1,j

)
, (3.59)

i ∈ {2, . . . , q}, j ∈ {i, . . . , q}

Rappelons que, selon la remarque 3.3.1, les matrices Fk, k = 0, . . . , q − 1 sont

bornées avec une borne supérieure FM définie par (3.20). Selon (3.57), nous avons

donc :

‖S1,1(t)‖ ≤ e−θt‖S1,1(0)‖+ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)‖F T0 (u(s))F0(u(s))‖ds,

≤ ‖S1,1(0)‖+ F 2
Mθ

∫ t

0
e−θ(t−s)ds = ‖S1,1(0)‖+ F 2

M (1− e−θt),

≤ ‖S1,1(0)‖+ F 2
M .

Maintenant, pour j ≥ 2, nous procédons par récurrence sur j afin de montrer que

S1,j est bornée avec une borne indépendante de θ. En effet, supposons que S1,j−1 est

bornée et notons par SM = sup
t≥0
‖S1,j−1(t)‖. En utilisant (3.58), nous obtenons pour

j ∈ {2, . . . , q} :

‖S1,j(t)‖ ≤ e−θt‖S1,j(0)‖+ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)‖S1,j−1(s)Fj−1(u, ξ̂)‖ds

≤ ‖S1,j(0)‖+ FMSM (3.60)
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À cette étape, nous avons montré que tous les éléments situés à la première ligne

(et la première colonne) de la matrice symétrique S sont bornés. Nous procédons

par récurrence sur le numéro de ligne i afin de montrer que tous les éléments d’une

ligne sont bornés. En effet, supposons que tous les éléments des lignes 1 à i− 1 sont

bornés (avec une borne qui ne dépend pas de θ) et montrons que tous les éléments

de la ligne i sont également bornés. Puisque S est symétrique, tous les éléments Si,j
avec i < j sont bornés par l’hypothèse de récurrence. En particulier, nous avons

Si−1,i = STi,i−1 et ces matrices sont bornées par une borne supérieure, désignée par

SM , indépendante de θ. Maintenant, nous allons montrer que Si,j est borné pour

j ≥ i. Considérons d’abord le cas où j = i. En effet, selon (3.59), nous avons :

‖Si,i(t)‖ ≤ e−θt‖Si,i(0)‖+ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)‖Si,i−1Fi−1(u, ξ̂) + F Ti−1(u, ξ̂)Si−1,i‖ds

≤ ‖Si,i(0)‖+ 2FMSM , selon l’hypothèse de récurrence.

Supposons que j > i et que Si,j−1 soit bornée ; montrons que Si,j est également

borné. En effet, selon l’hypothèse de récurrence, l’élément Si−1,j situé à la ligne i−1

est borné. Par la suite, à partir de l’équation (3.59), nous obtenons :

‖Si,j(t)‖ ≤ e−θt‖Si,j(0)‖+ θ

∫ t

0
e−θ(t−s)‖Si,j−1Fj−1(u, ξ̂) + F Ti−1(u, ξ̂)Si−1,j‖ds

≤ ‖Si,j(0)‖+ 2FMSM , selon l’hypothèse de récurrence.

Pour résumer, nous avons montré que tous les éléments de la matrice S(t) sont

bornés avec une borne supérieure indépendante de θ.

Bornitude des matrices U et Q. Soit Ui,j l’élément de U situé à la ligne i et la

colonne j. Selon (3.55), nous obtenons pour j ∈ {1, . . . , r} :

U̇1,j = −θ

(
U1,j +

q∑
k=1

S1,kG
(k)
j (u, ξ̂)− F T0 (u, ξ̂)Ψ

(0)
j (u)

)
(3.61)

U̇i,j = −θ

(
Ui,j + F Ti−1(u, ξ̂)Ui−1,j +

q∑
k=1

Si,kG
(k)
j (u, ξ̂)

)
pour i ≥ 2 (3.62)

Puisque S, G, F0 et Ψ(0) sont bornées avec des bornes supérieures indépendantes de

θ, nous pouvons facilement montrer à partir de l’équation (3.61) que U1,j est borné

et que la borne supérieure correspondante est indépendante de θ. De même, à partir

de la bornitude de U1,j et F et selon l’équation (3.62), on peut établir la bornitude

de Ui,j, pour i ≥ j, en utilisant un raisonnement par récurrence similaire à celui
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adopté pour prouver la bornitude de S(t). Enfin, la bornitude de la matrice Q(t)

par une borne supérieure indépendante de θ peut également être établie à partir de

l’EDO (3.56) en tenant compte de la bornitude de G, U et Ψ(0).

Des développements précédents, nous déduisons que λ̄M(S, t0) est bornée par une

constante indépendante de θ.

Nous présentons maintenant une analyse détaillée de la convergence de l’erreur d’ob-

servation.

Convergence de l’observateur

Soit ξ̃ = ξ̂ − ξ et z̃ = ẑ − z. Selon (3.1) et (3.42), nous avons : ˙̃
ξ(t)

˙̃z(t)

 =

 F (u, ξ̂)ξ̃ + Ψ(u, ξ̂)z̃ + F̃ (u, ξ̂, ξ)ξ + Ψ̃(u, ξ̂, ξ)z + g̃(u, x̂, x)

ϕ̃(u, x̂, x)


−θ∆−1

x (θ)S−1(t)CT (u)
(
C(u)ξ̃ + Ψ(0)(u)z̃

)
−

 εξ

εz

 (3.63)

où F̃ (u, ξ̂, ξ) = F (u, ξ̂)− F (u, ξ), Ψ̃(u, ξ̂, ξ) = Ψ(u, ξ̂)−Ψ(u, ξ),

g̃(u, x̂, x) = g(u, ξ̂, ẑ)− g(u, ξ, z) et ϕ̃(u, x̂, x) = ϕ(u, ξ̂, ẑ)− ϕ(u, ξ, z).

En utilisant la décomposition de Ψ sous la forme (3.25), nous obtenons :

 ˙̃
ξ(t)

˙̃z(t)

 =

 F (u, ξ̂)ξ̃ +G(u, ξ̂)z̃ +R(u, ξ̂)z̃ + F̃ (u, ξ̂, ξ)ξ + Ψ̃(u, ξ̂, ξ)z + g̃(u, x̂, x)

ϕ̃(u, x̂, x)


−θ∆−1

x (θ)S−1(t)CT (u)
(
C(u)ξ̃ + Ψ(0)(u)z̃

)
−

 εξ

εz

 (3.64)

où G(u, ξ̂) et R(u, ξ̂) sont, respectivement, données par (3.26) et (3.29).

Définissons x̃ = x̂ − x =

 ξ̃

z̃

, l’équation d’erreur (3.64) peut être écrite sous une

forme étendue de la manière suivante :

˙̃x(t) =F(u, ξ̂)x̃(t) + G(u, x̂, x)− θ∆−1
x (θ)S−1(t)CT (u)C(u)x̃(t)− ε (3.65)

où ε =

 εξ

εz

, F et C sont données par (3.31) et

G(u, x̂, x) =

 R(u, ξ̂)z̃ + F̃ (u, ξ̂, ξ)ξ + Ψ̃(u, ξ̂, ξ)z + g̃(u, x̂, x)

ϕ̃(u, x̂, x)

 (3.66)
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Nous introduisons maintenant le changement de variables suivant : x̄ =

ξ̄
z̄

 = ∆ξ(θ)ξ̃

∆z(θ)z̃

 = ∆x(θ)x̃ où ∆ξ,∆z et ∆x sont, respectivement, donnés par (3.22),

(3.23) et (3.39). Selon (3.65) et en utilisant (3.41), nous obtenons :

˙̄x(t) = ∆x(θ)F(u, ξ̂)∆−1
x (θ)x̄(t) + ∆x(θ)G(u, x̂, x)− θS−1(t)CT (u)C(u)∆−1

x (θ)x̄(t)−∆x(θ)ε

= θF(u, ξ̂)x̄(t) + ∆x(θ)G(u, x̂, x)− θS−1(t)CT (u)C(u)x̄(t)−∆x(θ)ε (3.67)

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov candidate suivante : V (x̄, t) =

x̄TS(t)x̄. D’après (3.67) et selon (3.43), nous obtenons :

V̇ (x̄, t) = x̄T Ṡx̄+ 2x̄TS ˙̄x

= −θV (x̄, t)− θx̄TCTCx̄+ 2x̄TS∆x(θ)G(u, x̂, x)− 2x̄TS∆x(θ)ε (3.68)

Ainsi, nous devons borner le terme

∆x(θ)G(u, x̂, x) =

∆ξ(θ)R(u, ξ̂)∆−1
z (θ)z̄ + ∆ξ(θ)F̃ (u, ξ̂, ξ)ξ

∆z(θ)ϕ̃(u, x̂, x)


+

∆ξ(θ)Ψ̃(u, ξ̂, ξ)z + ∆ξ(θ)g̃(u, x̂, x)

0


En procédant comme dans [Farza et al., 2014] et en tenant compte de la structure

triangulaire (classique) de F et Ψ par rapport à ξ, nous pouvons montrer que pour

θ ≥ 1 :

‖∆ξ(θ)F̃ (u, ξ̂, ξ)ξ‖ ≤
√
nLFxM‖ξ̄‖ ≤

√
nLFxM‖x̄‖

‖∆ξ(θ)Ψ̃(u, ξ̂, ξ)z‖ ≤
√
nLΨxM‖ξ̄‖ ≤

√
nLΨxM‖x̄‖

De même, à partir de (3.36), nous obtenons :

‖∆ξ(θ)R(u, ξ̂)∆−1
z (θ)z̄‖ =

∥∥∥W (
u, ξ̂, 1

θ

)
z̄
∥∥∥ ≤

√
nΨM‖z̄‖ ≤

√
nΨM‖x̄‖

Nous allons maintenant nous concentrer sur la bornitude des termes ∆ξ(θ)g̃(u, x̂, x)

et ∆z(θ)ϕ̃(u, x̂, x).
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En utilisant le théorème de la valeur moyenne pour les fonctions vectorielles, il existe

2 nξ réels, a1
1, b

1
1, . . . , a

1
n1
ξ
, b1
n1
ξ
. . . , aq1, b

q
1, , . . . , a

q
nqξ
, bq
nqξ

tels que :

g(u, ξ̂, ẑ)− g(u, ξ, z) = g(u, ξ̂, ẑ)− g(u, ξ, ẑ) + g(u, ξ, ẑ)− g(u, ξ, z)

=



∇Tξ g1
1(u, a1

1, ẑ)
...

∇Tξ g1
n1
ξ
(u, a1

n1
ξ
, ẑ)

...

∇Tξ g
q
1(u, aq1, ẑ)

...

∇Tξ g
q
nqξ

(u, aq
nqξ
, ẑ)



ξ̃ +



∇Tz g1
1(u, ξ, b11)

...

∇Tz g1
n1
ξ
(u, ξ, b1

n1
ξ
)

...

∇Tz g
q
1(u, ξ, bq1)

...

∇Tz g
q
nqξ

(u, ξ, bq
nqξ

)



z̃ (3.69)

où ∇Tξ gki (·) =
∂gki
∂ξ

(·) et ∇Tz gki (·) =
∂gki
∂z

(·).

Pour la commodité d’écriture, nous introduisons la notation suivante :

Ga(u, a, ẑ)
∆
=



∇Tξ g1
1(u, a1

1, ẑ)
...

∇Tξ g1
n1
ξ
(u, a1

n1
ξ
, ẑ)

...

∇Tξ g
q
1(u, aq1, ẑ)

...

∇Tξ g
q
nqξ

(u, aq
nqξ
, ẑ)



; Gb(u, ξ, b)
∆
=



∇Tz g1
1(u, ξ, b11)

...

∇Tz g1
n1
ξ
(u, ξ, b1

n1
ξ
)

...

∇Tz g
q
1(u, ξ, bq1)

...

∇Tz g
q
nqξ

(u, ξ, bq
nqξ

)


Ainsi, l’équation (3.69) peut être réécrite comme suit :

g(u, ξ̂, ẑ)− g(u, ξ, z) = Ga(u, a, ẑ)ξ̃ +Gb(u, ξ, b)z̃ (3.70)

et nous obtenons :

∆ξ(θ)
(
g(u, ξ̂, ẑ)− g(u, ξ, z)

)
=∆ξ(θ)G

a(u, a, ẑ)∆−1
ξ (θ)ξ̄ + ∆ξ(θ)G

b(u, ξ, b)∆−1
z (θ)z̄

Nous définissons

Ḡa(u, a, ẑ) = ∆ξ(θ)G
a(u, a, ẑ)∆−1

ξ (θ) et Ḡb(u, ξ, b) = ∆ξ(θ)G
b(u, ξ, b)∆−1

z (θ)

et désignons par Mk,l l’élément (bloc) situé à la ligne k et la colonne l pour toute

matrice M . Ensuite, nous avons :

Ḡak,l(u, a, ẑ) = θl−kGak,l(u, a, ẑ) et Ḡbk,l(u, ξ, b) = θνl−(k−1)Gbk,l(u, ξ, b)

À partir de (3.10) et (3.14), il est facile de remarquer que Ḡak,l(u, a, ẑ) = 0 si l−k > 0

et que Ḡbk,l(u, ξ, b) = 0 si νl − (k − 1) > 0. Par conséquent, nous avons pour θ ≥ 1 :

‖Ḡak,l(u, a, ẑ)‖ ≤ ‖Gak,l(u, a, ẑ)‖ et ‖Ḡbk,l(u, ξ, b)‖ ≤ ‖Gbk,l(u, ξ, b)‖



3.4 Analyse de Convergence 55

et par conséquent, nous obtenons :

‖∆ξ(θ)
(
g(u, ξ̂, ẑ)− g(u, ξ, z)

)
‖ ≤ ‖Ḡa(u, a, ẑ)‖‖ξ̄‖+ ‖Ḡb(u, ξ, b)‖‖z̄‖

≤ ‖Ḡa(u, a, ẑ)‖F ‖ξ̄‖+ ‖Ḡb(u, ξ, b)‖F ‖z̄‖

≤ ‖Ga(u, a, ẑ)‖F ‖ξ̄‖+ ‖Gb(u, ξ, b)‖F ‖z̄‖ pour θ ≥ 1

≤
(
‖Ga(u, a, ẑ)‖F + ‖Gb(u, ξ, b)‖F

)
‖x̄‖

≤
(∥∥∥∥∂g(u, a, ẑ)

∂x

∥∥∥∥
F

+

∥∥∥∥∂g(u, ξ, b)

∂x

∥∥∥∥
F

)
‖x̄‖

≤
√
n

(∥∥∥∥∂g(u, a, ẑ)

∂x

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∂g(u, ξ, b)

∂x

∥∥∥∥) ‖x̄‖
≤ 2

√
nLg‖x̄‖ (3.71)

où ‖(·)‖F désigne la norme de Frobenius de la matrice (·).
En procédant de façon similaire et en utilisant les conditions structurelles (3.15) et

(3.16), nous pouvons montrer que :

‖∆z(θ)
(
ϕ(u, ξ̂, ẑ)− ϕ(u, ξ, z)

)
‖ ≤ 2

√
nLϕ‖x̄‖

Les inégalités ci-dessus conduisent, pour t ≥ t0 =
T ?

θ
, à :

2x̄TS∆x(θ)G(u, x̂, x) ≤ 2
√
λ̄M (S, t0)

√
V (x̄)

√
n((LF + LΨ)xM + 2Lg + ΨM + 2Lϕ)‖x̄‖

≤ 2

√
λ̄M (S, t0)

λm(S, t0)

√
n((LF + LΨ)xM + 2Lg + ΨM + 2Lϕ)V (x̄, t)

En utilisant (3.53), nous obtenons :

2x̄TS∆x(θ)G(u, x̂, x) ≤ 2
√
α(θ)

√
nλ̄M (S, t0)eT ?

δ0
((LF + LΨ)xM + 2Lg + ΨM + 2Lϕ)V (x̄, t)

= η
√
α(θ)V (x̄, t) (3.72)

où η = 2

√
nλ̄M (S, t0)eT ?

δ0
((LF + LΨ)xM + 2Lg + ΨM + 2Lϕ) est indépendante de θ.

Nous allons maintenant chercher une majoration du terme 2x̄TS∆x(θ)ε apparaissant

dans le membre de droite de l’équation (3.68). En effet, nous avons :

2x̄TS∆x(θ)ε(t) ≤ 2
√
λ̄M (S, t0)

√
V (x̄, t)‖∆x(θ)ε(t)‖ (3.73)

D’après (3.68), (3.72) et (3.73), nous obtenons :

V̇ (x̄, t) ≤ −θµ(θ)V (x̄, t) + 2
√
λ̄M (S, t0)

√
V (x̄, t)‖∆x(θ)ε(t)‖

ou de manière équivalente

d
√
V (x̄, t)

dt
≤ −θµ(θ)

2

√
V (x̄, t) +

√
λ̄M (S, t0)‖∆x(θ)ε(t)‖ (3.74)
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où µ(θ) =

(
1− η

√
α(θ)

θ2

)
. Notons que, selon (3.47), nous avons lim

θ→∞
µ(θ) = 1.

D’après (3.74) et en utilisant le lemme de comparaison, nous obtenons pour t ≥ t0 =

T ∗

θ :

√
V (x̄(t), t) ≤ e

−
θµ(θ)

2
(t− t0)√

V (x̄(t0), t0) (3.75)

+2

√
λ̄M (S, t0)

θµ(θ)

√√√√ q∑
k=1

(
δkξ
θk−1

)2

+

r∑
l=1

(
δlz
θνl

)2

En revenant à x̄ et en utilisant (3.53), nous obtenons :

‖x̄(t))‖ ≤ σe
−
θµ(θ)

2
(t− t0)

‖x̄(t0)‖ (3.76)

+β

√
α(θ)

θ2µ2(θ)

√√√√ q∑
k=1

(
δkξ
θk−1

)2

+

r∑
l=1

(
δlz
θνl

)2

où σ =
√

λ̄M (S,t0)
λm(S,t0) est le conditionnement de S et β = 2

√
λ̄M (S, t0)eT ?

δ0
. Il est clair

que la constante β est indépendante de θ comme indiqué dans le théorème.

Étant donné que x̄ = ∆x(θ)x̃ où ∆x(θ) est donné par (3.39), nous avons pour tout

θ ≥ 1 : ‖x̄‖ ≤ ‖x̃‖ ≤ θχ‖x̄‖ où χ = max(q − 1, ν1, . . . , νr). Revenons aux coordonnées

originales x̃ de l’erreur, nous obtenons :

‖x̃(t))‖ ≤ θχ σ e
−θµ(θ)

2
(t− t0)

‖x̃(t0))‖

+β

√
α(θ)

θ2µ2(θ)

√√√√ q∑
k=1

θ2(χ−k+1)
(
δkξ

)2
+

r∑
l=1

θ2(χ−νl) (δlz)
2

= θχ σ e
−θµ(θ)

2
(t− t0)

‖x̃(t0)‖

+β

√
α(θ)

θ2µ2(θ)

√√√√ q∑
k=1

θ2(χ−(k−1))
(
δkξ

)2
+

r∑
l=1

θ2(χ−νl) (δlz)
2

Ceci termine la démonstration du théorème.
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3.5 Exemple

Considérons le système dynamique suivant :


ξ̇1

ξ̇2

ξ̇3

 =


u1ξ1ξ2 + u2ξ

2
1ξ3 + ξ1u3z2 − z2

1 − u2ξ1z3

ξ3 + u3z2 − ξ3
2

−ξ3 + u3z1ξ1ξ2 − u1ξ2z2z3



ż1

ż2

ż3

 =


−z1 + sin2(ξ1)

− tanh(z2)− z1 + u1ξ1ξ2

−z3 + z2
2 + ξ3sin(ξ1) + ε(t)

 = ϕ(u, ξ, z)

y = ξ1 + u0z1

(3.77)

où ξi, zi, u0, ui ∈ R pour i = 1, 2, 3.

L’état peut être partitionné comme suit :

ξ =

ξ(1)

ξ(2)

 avec ξ(1) = ξ1 et ξ(2) =

ξ2

ξ3

 ,

z =


z(1)

z(2)

z(3)

 avec z(1) = z1, z
(2) = z2 et z(3) = z3,

ce qui signifie que q = 2 et r = 3.

Avec cette partition, il est clair que le système (3.77) est sous la forme (3.1) avec

F0 = 1, F1 =
(
u1ξ1 u2ξ

2
1

)
,

Ψ(0)(u) =
(

Ψ
(0)
1 Ψ

(0)
2 Ψ

(0)
3

)
, Ψ

(0)
1 = u0, Ψ

(0)
2 = 0, Ψ

(0)
3 = 0,

Ψ(u, ξ) =

Ψ
(1)
1 Ψ

(1)
2 Ψ

(1)
3

Ψ
(2)
1 Ψ

(2)
2 Ψ

(2)
3

 ,

Ψ
(1)
1 = 0, Ψ

(1)
2 = u3ξ1, Ψ

(1)
3 = −u2ξ1,

Ψ
(2)
1 =

 0

u3ξ1ξ2

 , Ψ
(2)
2 =

u3

0

 , Ψ
(2)
3 =

0

0

 ,
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g(u, ξ, z) =


−z2

1

ξ3 − ξ3
2

−ξ3 − u1ξ2z2z3

 , εξ =

ε(1)
ξ

ε
(2)
ξ



εz =


ε

(1)
z

ε
(2)
z

ε
(3)
z

 , ε
(1)
ξ = ε(1)

z = ε(2)
z = 0, ε

(2)
ξ =

0

0

 , ε(3)
z (t) = ε(t)

Les indices caractéristiques sont donnés par :

– ν1 = 0, puisque Ψ
(0)
1 6≡ 0,

– ν2 = 1, puisque Ψ
(0)
2 ≡ 0 et Ψ

(1)
2 6≡ 0,

– ν3 = 1, puisque Ψ
(0)
3 ≡ 0 et Ψ

(1)
3 6≡ 0.

Cela mène à :

G(u, ξ) =


0 u3ξ1 −u2ξ1

0 0 0

0 0 0

 ,

et

∆z(θ) = diag
(

1, 1
θ
, 1

θ

)
,

∆ξ(θ) = diag
(
I1,

1
θ
I2

)
.

Nous pouvons remarquer que seule la dynamique de z3 contient une incertitude, à

savoir ε. Cette incertitude a été spécifiée dans la simulation comme suit : ε(t) =

0.1 sin(11πt).

Il est à noter que le système (3.77) est non uniformément observable. En effet, si

toutes les entrées sont égales à zéro, alors le système (3.77) est réduit à :


ξ̇1

ξ̇2

ξ̇3

 =


−z2

1

ξ3 − ξ3
2

−ξ3



ż1

ż2

ż3

 =


−z1 + sin2(ξ1)

− tanh(z2)− z1

−z3 + z2
2 + ξ3 sin(ξ1) + ε(t)


y = ξ1

Les dynamiques de z1 et ξ1 dépendent l’une de l’autre seulement, c’est-à-dire qu’elles

ne dépendent pas des autres états. Puisque z1 est la sortie, le système est donc,
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évidemment, non uniformément observable.

Un observateur de la forme (3.42) a été conçu pour estimer ξ et z.

Les simulations du système (3.77) et de l’observateur étendu de type grand gain ont

été réalisés en considérant les expressions suivantes pour les entrées :

u0 = sin(17πt), u1 = sin(11πt), u2 = cos(11πt), u3 = cos(2πt). (3.78)
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ẑ1

0 5 10 15
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

Time (S)

 

 
z2

ẑ2
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Figure 3.1: Estimation des états zi, pour i = 1, 2, 3

En simulation, les six valeurs initiales de l’état du système ont été réglées à 0.5 tandis

que les six valeurs initiales de l’état de l’observateur étendu ont été arbitrairement

fixées à zéro. Enfin, la valeur du paramètre de synthèse de l’observateur θ a été fixée

à 5. Les estimations des états ξ̂i et ẑi sont données sur les figures 3.1 et 3.2 où elles

sont comparées avec leurs vraies valeurs issues de la simulation du système.
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Figure 3.2: Estimation des états ξi, pour i = 1, 2, 3

Un zoom sur les erreurs d’observation relatives aux six états est présenté sur la

figure 3.3. Nous remarquons que certaines de ces erreurs ne convergent pas vers zéro,

mais elle se trouvent dans une boule centrée à l’origine avec un rayon relativement

petit ce qui confirme les résultats théoriques détaillés dans les sections ci-dessus.

3.6 Conclusion

Un observateur étendu de type grand gain a été proposé pour une classe de systèmes

non linéaires où la structure des non-linéarités est non triangulaire au sens habituel.

Cette relaxation de modélisation a été réalisée grâce à l’introduction du concept

d’indices caractéristiques. Un tel concept a été utilisé de manière appropriée pour
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Figure 3.3: Évolution temporelle des erreurs d’observation

étendre la structure triangulaire classique de sorte que la triangularité du système

est considérée par rapport aux composantes de l’état réordonnées selon leur indice

caractéristique. De plus, la classe des systèmes considérée n’est pas uniformément

observable dans le sens où les systèmes concernés peuvent admettre des entrées

qui peuvent les rendre inobservables. Pour éviter une telle situation, une condition

d’excitation persistante a été considérée permettant ainsi de préserver l’observabilité

du système. Un observateur étendu de type grand gain dont le gain est issu de la

résolution d’une EDO de Lyapunov appropriée a été conçu et ses équations ont

été générés. Les principales propriétés de l’observateur proposé ont été illustrées en

simulation à travers un exemple académique.





Chapitre 4

Synthèse d’un observateur adaptatif

pour une classe de systèmes non

linéaires

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur le problème de la synthèse d’un ob-

servateur adaptatif de type grand gain pour une classe de systèmes non uniformé-

ment observables avec des paramètres inconnus constants. Cette classe découle de

celle considérée dans le chapitre 2 et suppose une structure triangulaire par rap-

port aux variables d’état. Cependant les paramètres inconnus n’interviennent pas

que de manière linéaire dans la dynamique du système. Des indices caractéristiques

seront définis et associés à ces paramètres en vue de générer un modèle augmenté du

système. Habituellement l’état augmenté est obtenu en concaténant simplement le

vecteur d’état x et le vecteur des paramètres ρ. Il sera obtenu ici en réordonnant les

composantes de x et de ρ de telle sorte que le système dynamique étendu possède

une structure triangulaire par rapport à l’état augmenté. Le système augmenté ainsi

obtenu sera alors considéré en vue de la synthèse d’un observateur. Nous propo-

sons donc, dans un premier temps, un observateur de type grand gain conçu dans

les nouvelles coordonnées. Le gain de l’observateur proposé sera issu de la résolu-

tion d’une EDO de Lyapunov et sa convergence exponentielle sera garantie sous une

propriété d’excitation persistante appropriée. Nous montrerons ensuite que les équa-
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tions de l’observateur peuvent être manipulées afin de séparer les équations associées

à l’estimation de l’état de celles correspondant à l’adaptation des paramètres. Ceci

permet de récupérer les équations de l’observateur adaptatif, exprimées dans les co-

ordonnées originales. Les principales étapes de la conception de l’observateur ainsi

que ses principales propriétés seront illustrées à travers la simulation d’un exemple

académique.

4.2 Formulation du problème

Nous considérons la classe de systèmes dynamiques MIMO dont la représentation

d’état est donnée par :
ẋ = F (u, x, ρ)x+ Ψ(u, x, ρ)ρ+ g(u, x, ρ)

y = C(u)x+ Ψ(0)(u)ρ = F0(u)x(1) + Ψ(0)(u)ρ

(4.1)

avec

x =



x(1)

...

x(k)

...

x(q)


, x(k) ∈ Rnk et

q∑
k=1

nk = n, ρ =



ρ1

...

ρj
...

ρm


∈ Rm, ρj ∈ R. (4.2)

La matrice F a la structure anti-décalage suivante :

F (u, x, ρ) =



0 F1(u, x, ρ) 0 . . . 0
...

. . . . . .
...

...
. . . 0

0 . . . . . . 0 Fq−1(u, x, ρ)

0 . . . . . . . . . 0


,

C(u) =
(
F0(u) 0 . . . . . . 0

)
(4.3)

Ψ(u, x, ρ) =



Ψ(1)(u, x, ρ)
...

Ψ(k)(u, x, ρ)
...

Ψ(q)(u, x, ρ)


et g(u, x, ρ) =



g(1)(u, x, ρ)
...

g(k)(u, x, ρ)
...

g(q)(u, x, ρ)


(4.4)
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où x ∈ Rn, u ∈ Rs et y ∈ Rp sont respectivement, l’état, l’entrée et la sortie du

système, ρ ∈ Rm est un vecteur constant inconnu, F0(u) est une matrice non nulle

de dimension n0 × n1 avec n0 = n1 = p et pour tout k ∈ {1, . . . , q}, Fk(u, x, ρ)

est une matrice non nulle de dimension nk × nk+1, Ψ(0) est une fonction non li-

néaire dépendant de l’entrée avec Ψ(0)(u) =
(

Ψ
(0)
1 (u) . . . Ψ

(0)
m (u)

)
∈ Rp×m, g et

Ψ sont des fonctions non linéaires dépendant de l’état, des paramètres et de l’en-

trée avec g(k)(u, x, ρ) ∈ Rnk et Ψ(u, x, ρ) ∈ Rn×m. Chaque ligne de Ψ(k)(u, x, ρ) ∈

Rnk×m, k ∈ {1, . . . , q}, est constituée de m colonnes Ψ
(k)
j (u, x, ρ) ∈ Rnk , c’est-à-dire

Ψ(k)(u, x, ρ) =
(

Ψ
(k)
1 (u) . . . Ψ

(k)
m (u)

)
.

Les fonctions Fk(u, x, ρ), k ∈ {1, . . . , q − 1}, Ψ(k)(u, , x, ρ) et g(k)(u, x, ρ) sont sup-

posées posséder des structures triangulaires par rapport à x c’est-à-dire :
Fk(u, x, ρ) = Fk(u, x

(1), . . . , x(k), ρ), k ∈ {1, . . . , q − 1},

Ψ(k)(u, x, ρ) = Ψ(k)(u, x(1), . . . , x(k), ρ), k ∈ {1, . . . , q},

g(k)(u, x, ρ) = g(k)(u, x(1), . . . , x(k), ρ), k ∈ {1, . . . , q}.

En outre, nous supposons que ces non-linéarités sont de classe C1 par rapport à x

et ρ.

Remarque 4.2.1 Il est important de noter qu’aucune hypothèse n’est faite sur la

valeur des dimensions nk des composantes de l’état. Par exemple, les systèmes avec

une dimension arbitraire n où l’état peut être partitionné comme dans (4.2) avec

q = 2, n1 = p et n2 = n− p sont inclus dans (4.1). La structure de ces systèmes est

assez générale car la dynamique de la sortie (et aussi de toutes les autres composantes

de l’état) peut dépendre de tout l’état. Par conséquent, la structure triangulaire n’est

pas aussi restrictive que dans le cas monosortie classique où tous les nk sont égaux

à 1.

Comme indiqué dans l’introduction, nous traitons tout au long de ce chapitre le cas

d’une paramétrisation mixte linéaire/non-linéaire qui sera détaillée juste après la

définition des indices caractéristiques qui est donné ci-dessous.

Définition 4.2.1 L’indice caractéristique νρj associé au paramètre inconnu ρj, j =

1, . . . ,m est défini par

νρj = min {k ∈ {0 , . . . , q} tel que Ψ
(k)

j (u, x, ρ) 6≡ 0} (4.5)
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où, pour k = 0, Ψ
(k)

j (u, x, ρ) ne dépend que de u.

Soit 1 ≤ r ≤ m le nombre d’indices caractéristiques différents qui sont renommés et

ordonnés comme suit :

0 ≤ ν1 < ν2 < . . . νr ≤ q, (4.6)

et soit

Iν = {ν1, . . . , νr} (4.7)

l’ensemble de ces indices.

Les éléments du vecteur de paramètres inconnus peuvent être réordonnés, si néces-

saire, comme suit :

ρ =


ρ(ν1)

...

ρ(νr)

 (4.8)

où ρ(νj) =


ρ

(νj)
1

...

ρ
(νj)
mj

 ∈ Rmj avec
r∑
j=1

mj = m ; ρ(νj)
l ∈ R, ν

ρ
(νj)

l

= νj pour j ∈

{1, . . . , r} et l ∈ {1, . . . ,mj}.

Afin d’éviter la redondance des variables, nous supposons que le vecteur des para-

mètres inconnus ρ est déjà réorganisé dans le système (4.1) comme dans (4.8). De

plus, afin de rendre compte de la partition de ρ sous la forme (4.8), la matrice Ψ

doit être partitionnée sous la forme de q × r entrées et chaque entrée, notée Ψ
(k)
j ,

est la sous-matrice nk×mj située à la k-ème ligne (bloc) et la j-ème colonne (bloc),

k ∈ {1, . . . , q} et j ∈ {1, . . . , r}. De même, la matrice Ψ(0) est partitionnée sous la

forme de r colonnes (bloc) et la colonne (bloc) située à la colonne j est désignée par

Ψ
(0)
j .

Dans le cas d’une paramétrisation linéaire classique aucune non-linéarité ne dépend

du vecteur des paramètres inconnus ρ. Afin d’élargir la classe des systèmes non

linéaires à paramétrisation linéaire, nous devons définir précisément la dépendance

possible des non linéarités par rapport aux paramètres inconnus. Ces dépendances
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sont définies par les propriétés structurales suivantes :

∂Fk
∂ρ(νj)

(u, x, ρ) ≡ 0, k ∈ {1, . . . , q − 1}, j ∈ {1, . . . , r}, si k ≤ νj,

∂Ψ(k)

∂ρ(νj)
(u, x, ρ) ≡ 0, k ∈ {1, . . . , q}, j ∈ {1, . . . , r}, si k ≤ νj,

∂g(k)

∂ρ(νj)
(u, x, ρ) ≡ 0, k ∈ {1, . . . , q}, j ∈ {1, . . . , r}, si k ≤ νj.

(4.9)

Notons que, d’après la définition des indices caractéristiques, nous avons Ψ
(k)
j (u, x, ρ) ≡

0 pour tout k < νj . Par conséquent, s’il existe k0 > νj tel que Ψ
(k0)
j (u, x, ρ) 6≡ 0, il

suffit de transférer Ψ
(k0)
j (u, x, ρ)ρj à g(k0)

j (u, x, ρ) (c’est-à-dire en l’ajoutant). Donc,

le nouveau g
(k0)
j (u, x, ρ) obtenu satisfait toujours l’équation (4.9) et le nouveau

Ψ
(k0)
j (u, x, ρ)ρ(j) obtenu devient nul. Par conséquent, nous supposons dans la suite

que :

Ψ
(k)
j (u, x, ρ) ≡ 0 si k 6= νj, k ∈ {1, . . . , q} (4.10)

Pour résumer, la dépendance de Fk, Ψ(k) et g(k) par rapport à x et ρ peut être

exprimée de la manière suivante, pour νj−1 < k ≤ νj avec j ≥ 2
Fk(u, x, ρ) = Fk

(
u, x(1), . . . , x(k), ρ(ν1), . . . , ρ(νj−1)

)
Ψ

(νj)

(j) (u, x, ρ)=Ψ
(k)
(j)

(
u, x(1), . . . , x(k), ρ(ν1), . . . , ρ(νj−1)

)
etΨ

(k)
(j) =0 pour k 6=νj

g(k)(u, x, ρ) = g(k)
(
u, x(1), . . . , x(k), ρ(ν1), . . . , ρ(νj−1)

) (4.11)

et pour k ≤ ν1, les non-linéarités, Fk , Ψ(k) et g(k) ne dépendent que de u.

Notre objectif consiste à concevoir un observateur adaptatif pour fournir une esti-

mation simultanée de l’état du système et des paramètres inconnus en utilisant une

approche par modèle augmenté. Un modèle naturel pour faire face à ce problème de

conception est obtenu en concaténant la dynamique des variables d’état du système

et des paramètres inconnus conduisant ainsi aux équations suivantes : ˙̄x = F̄(u, x̄)x̄+ Ḡ(u, x̄)

y = C̄(u)x̄
(4.12)

avec

F̄(u, x̄) =

 F (u, x, ρ) Ψ(u, x, ρ)

0 0

 , Ḡ(u, x̄) =

 g(u, x, ρ)

0

 ,
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C̄(u) =
(
C(u) Ψ(0)(u)

)
, (4.13)

où x est la concaténation des variables d’état du système avec le vecteur des pa-

ramètres inconnus, c’est-à-dire x̄ =

 x

ρ

 ∈ Rn+m. Il est cependant intéressant

de noter que le modèle augmenté (4.12)-(4.13) n’est pas triangulaire par rapport à

son état sous-jacent x̄ et n’est pas approprié pour la conception d’un observateur de

type grand gain. Un effort supplémentaire doit être fait pour obtenir un modèle de

conception d’observateur approprié, comme ce sera montré dans la section suivante.

4.3 Changement de coordonnées

Une forme plus adéquate du modèle augmenté (4.12)-(4.13) dans une perspective de

conception d’observateur de type grand gain est donnée par le système dynamique

suivant :


ż = F(u, z)z + G(u, z)

y = C(u)z = F0(u)z(1)

(4.14)

avec

z =


z(1)

...

z(q′)

 , z(k) ∈ Rn
′
k et

q′∑
k=1

n′k = n′ = n+m, (4.15)

F(u, z) =



0 F1(u, z) 0 . . . 0
...

. . . . . .
...

...
. . . 0

0 . . . . . . 0 Fq′−1(u, z)

0 . . . . . . . . . 0


,

C(u) =
(
F0(u) 0 . . . 0

)
, (4.16)
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G(u, z) =



G(1)(u, z)
...

G(k)(u, z)
...

G(q′)(u, z)


, (4.17)

où les composantes de l’état z(k) ∈ Rn′k doivent être définies de telle sorte que les

non-linéarités F(u, z) et G(u, z) soient triangulaires par rapport à z. Dans ce qui

suit, ces composantes seront obtenues en réordonnant de manière appropriée l’état

augmentée x̄ ∈ Rn′ .

Le nombre de sous composantes z(k) de l’état, c’est-à-dire q′ , ainsi que leurs dimen-

sions respectives, c’est-à-dire n′k pour k ∈ {1, . . . , q′} , seront précisées ultérieure-

ment. En particulier, la valeur de q′ dépend de celle de νr, en effet q′ = q si νr < q

et q′ = q + 1 si νr = q. Définissons maintenant les q premières composantes z(k+1)

pour k ∈ {0, . . . , q − 1}.

Si k ∈ Iν où Iν est défini par (4.7), c’est-à-dire qu’il existe j ∈ {1, . . . , r} tel que

k = νj, alors

z(k+1) ∆
=

 x(k+1)

ρ(k)

 ∆
=

 x(k+1)

ρ(νj)


Fk(u, z)

∆
=

 Fk(u, x
(1), . . . , x(k), ρ(1), . . . , ρ(νj−1)) Ψ

(k)
(j)(u, x(1), . . . , x(k), ρ(1), . . . , ρ(νj−1))

0 0


∆
=

 Fk(u, x
(1), . . . , x(k), ρ(1), . . . , ρ(νj−1)) Ψ

(νj)

(j) (u, x(1), . . . , x(k), ρ(1), . . . , ρ(νj−1))

0 0


(4.18)

sinon  z(k+1) = x(k+1)

Fk(u, z) = Fk(u, x
(1), . . . , x(k), ρ(1), . . . , ρ(νj−1))

(4.19)

La composante z(k+1) est égale à x(k+1) si Ψ
(k)
(j) ≡ 0 ou de manière équivalente si

k 6∈ Iν . Sinon, cette composante est constituée en concaténant x(k+1) et ρ(νj) avec

νj = k.
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Notons que la dépendance de Fk par rapport à x et ρ donnée par (4.18) et (4.19) ré-

sulte de la propriété structurelle (4.11). De plus, la structure triangulaire Fk par rap-

port à z résulte naturellement du fait que Fk ne dépend que de x(1), . . . , x(k), ρ(ν1), . . .

. . . , ρ(νj−1), c’est-à-dire de z(1), . . . , z(k) selon la définition des z(k).

Maintenant, pour k = 1, . . . , q, la composante G(k) de la fonction non linéaire G est

naturellement définie comme suit : si k − 1 ∈ Iν , c’est-à-dire z(k) =

 x(k)

ρ(k−1)

 = x(k)

ρ(νj)

, avec νj = k − 1, alors

G(k)(u, z) =

 g(k)(u, x(1), . . . , x(k), ρ(1), . . . , ρ(νj−1))

0

 , (4.20)

sinon, c’est-à-dire si z(k) = x(k),

G(k)(u, z) = g(k)(u, x(1), . . . , x(k), ρ(1), . . . , ρ(νj−1)). (4.21)

La structure triangulaire de G par rapport à z est donc établie.

Rappelons que la dimension de z(k) est notée n′k dans l’équation (4.15). Selon la

définition de z(k) donné par (4.18) et (4.19), nous avons n′k = nk + mj s’il existe

j ∈ {1, . . . , r} tel que νj = k, et n′k = nk sinon.

À ce stade, nous avons défini les composantes z(k) pour k = 1, . . . , q. Ces com-

posantes contiennent toutes les composantes x(k), k ∈ {1, . . . , q} de l’état x, et

également toutes les composantes ρ(νj) avec νj ≤ q − 1. Cependant, s’il existe des

paramètres inconnus avec un indice caractéristique égal à q c’est-à-dire νr = q, il

faut définir une composante supplémentaire z(q+1) avec les variables augmentées as-

sociées afin d’incorporer ces paramètres. Afin de compléter la définition des variables

étendues, considérons le cas où νr = q et définissons z(q+1), Fq et G(q+1).

La composante z(q′) ∆
= z(q+1) et la non-linéarité G(q′) ∆

= G(q+1) sont naturellement

définies comme suit :

z(q+1) = ρ(νr) et G(q+1) = 0 (4.22)
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Il reste à définir Fq′−1(u, x, ρ)
∆
= Fq(u, x, ρ) et de présenter sa structure triangu-

laire par rapport à z. En effet, si q − 1 = νr−1 c’est-à-dire z(q) =

 x(q)

ρ(q−1)

 ∆
= x(νr)

ρ(νr−1)

, alors

Fq(u, z) =

 Ψ
(q)
(r)(u, x, ρ)

0

 =

 Ψ
(νr)
(r) (u, x(1), . . . , x(q), ρ(1), . . . , ρ(νr−1))

0

(4.23)

sinon, si z(q) = x(q) nous avons

Fq(u, z) = Ψ
(νr)
r (u, x(1), . . . , x(q), ρ(1), . . . , ρ(νr−1)) (4.24)

De plus, la dépendance de Ψ
(νr)
r par rapport à x et ρ donnée par (4.23) et (4.24)

résulte de la propriété structurelle (4.11), ce qui permet de conclure sur la structure

triangulaire Fq par rapport à z.

4.4 Synthèse de l’observateur étendu

Dans cette section, nous nous concentrons sur la classe de systèmes décrits par les

équations (4.14)-(4.17) en vue de la synthèse d’un observateur. La seule propriété

structurelle supposée tout au long de la synthèse de l’observateur est que les non-

linéarités Fk(u, z) et G(k)(u, z) sont triangulaires par rapport à z, sans tenir compte

du fait que certains états sont des paramètres inconnus. Autrement dit, aucune

hypothèse à l’exception de la forme triangulaire par rapport à l’état est effectuée

sur la structure des non-linéarités Fk(u, z) et G(k)(u, z).

Il convient de signaler que le système (4.14)-(4.16)-(4.17) a été considéré dans de

nombreuses contributions portant sur la synthèse d’observateur d’état. En effet,

dans le cas de systèmes mono sortie, affine en la commande, et lorsque tous les

Fk sont identiquement égaux à 1, le système (4.14)-(4.16)-(4.17) coïncide avec la

forme canonique qui caractérise la classe des systèmes uniformément observables et

de nombreux observateurs issus de différentes approches ont été conçus (voir par

exemple [Gauthier et al., 1992; Ciccarella et al., 1993; Boizot et al., 2010; Zemouche

and Boutayeb, 2013; Alessandri and Rossi, 2015; Astolfi and Marconi, 2015]). Dans
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[Deza et al., 1993], les auteurs ont considéré une classe de systèmes similaire où les

matrices Fk sont réduites à des fonctions à valeurs réelles positives bornées et ont

proposé un observateur de type grand gain avec un gain variant dans le temps issu

de la résolution d’une EDO de Riccati. Pour les systèmes multi-sorties, et dans le cas

où chaque matrice Fk est de rang plein par rapport aux colonnes, le système (4.14)-

(4.16)-(4.17) appartient à la classe de systèmes considérée dans [Hammouri and

Farza, 2003] qui caractérise une sous-classe de systèmes uniformément observables

pour lesquels les auteurs ont proposé un observateur de type grand gain dont le gain

est issu d’une équation algébrique de Lyapunov. Notons que le fait que les Fk soient

de rang plein implique que n′k ≥ n′k+1 pour k ∈ {0, . . . , q′− 1}. Dans [Besançon and

Ticlea, 2007], une classe de systèmes similaires à la forme (4.14)-(4.16)-(4.17) a été

considérée, mais les fonctions Fk ne dépendent que des entrées et des sorties. Les

auteurs ont donné des conditions suffisantes pour caractériser la classe des systèmes

qui peuvent être immergés sous la forme considérée et un observateur de type grand

gain dont le gain provient d’une EDO de Lyapunov a été construit. La classe de

systèmes considérée dans [Besançon and Ticlea, 2007] a été revisitée dans [Dufour

et al., 2012] où les auteurs ont proposé un observateur de type grand gain sous une

condition d’excitation persistante relâchée.

Dans la suite, nous visons à concevoir un observateur de type grand gain pour le

système (4.14)-(4.16)-(4.17) sans supposer aucune condition de rang sur les matrices

Fk. Des hypothèses appropriées sont considérées et, en particulier, l’accent est mis

sur la condition d’excitation persistante vérifiée par l’entrée qui est de première

importance pour garantir la convergence. En effet, nous supposons ce qui suit :

H1 L’état z(t) et l’entrée u(t) du système (4.14)-(4.16)-(4.17) sont bornées, c’est-

à-dire z(t) ∈ X et u(t) ∈ U où X ⊂ Rn′ et U ⊂ Rs sont des ensembles compacts.

H2 Les fonctions F et G sont Lipschitziennes par rapport à z uniformément par

rapport à u où (u, z) ∈ U × X. Les constantes de Lipschitz correspondantes

seront notées, respectivement, LF et LG, c’est-à-dire ∀u ∈ U ; ∀z, z̄ ∈ X ; nous

avons :

‖F(u, z)−F(u, z̄)‖ ≤ LF‖z − z̄‖ et ‖G(u, z)− G(u, z̄)‖ ≤ LG‖z − z̄‖ (4.25)

Étant donné que l’état est confiné à l’ensemble borné X, nous supposons que des

prolongements Lipschitziens des non-linéarités, ont été effectués et que les fonctions
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Fk et G sont fournies à partir de ces prolongements. Ceci permet de supposer que,

pour toute entrée bornée u ∈ U , les fonctions Fk et G sont globalement Lipschit-

ziennes par rapport à z et sont bornées pour tout z ∈ Rn′ (voir [Farza et al.,

2009]). Nous désignons par zM la borne supérieure de z, c’est-à-dire

zM = sup
z∈X
‖z‖ (4.26)

Le système dynamique suivant est un observateur candidat approprié pour le système

(4.14).

˙̂z = F(u, ẑ)ẑ + ϕ(u, ẑ)− θΛ−1
θ S

−1(t)CT (u)(C(u)ẑ − y) (4.27)

où

Λθ = diag
(
In′1

1
θ
In′2 . . . 1

θq′−1 In′q′

)
(4.28)

Ṡ(t) = −θ
(
S(t) + FT (u, ẑ)S(t) + S(t)F(u, ẑ)− CT (u)C(u)

)
avec S(0) = ST (0) > 0

(4.29)

où ẑ, u et y désignent respectivement l’estimation de l’état, l’entrée et la sortie du

système (4.14)-(4.17) et θ > 0 est un paramètre scalaire de conception. L’estimation

de l’état est donnée par :

ẑ =


ẑ(1)

...

ẑ(q′)

 avec ẑ(k) ∈ Rn
′
k et

q′∑
k=1

n′k = n′ = n+m (4.30)

Une hypothèse supplémentaire qui est d’une importance primordiale est requise pour

prouver la convergence de l’observateur. Elle caractérise les entrées qui permettent au

système d’être suffisamment observable. Pour formuler cette hypothèse, nous allons

d’abord introduire la matrice de transition d’état Φu,ẑ(t, s), soit système affine en

l’état suivant :

ξ̇ = F(u, ẑ)ξ (4.31)

où ξ ∈ Rn′ , et u et ẑ sont respectivement l’entrée du système (4.14)-(4.16)-(4.17)

et l’état du système dynamique (4.27) ; la matrice F est définie comme dans (4.16).
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Rappelons que la matrice de transition Φu,ẑ(t, s) du système (4.31) est définie comme

suit :

 d (Φu,ẑ(t, s)) /dt = F (u(t), ẑ(t))Φu,ẑ(t, s)

Φu,ẑ(s, s) = In
(4.32)

Nous supposons maintenant que la condition supplémentaire suivante est vraie :

H3 l’entrée u est telle que, pour toute trajectoire ẑ du système (4.27) partant

de ẑ(0) ∈ X, la condition d’excitation persistante suivante est satisfaite :

∃T > 0 ; ∃δ0 > 0;∃θ? > 0 ; ∀θ ≥ θ?; ∀t ≥ T

θ
, on a∫ t

t−T
θ

ΦT
u,ẑ(s, t)CT (u(s))C(u(s))Φu,ẑ(s, t)ds ≥

δ0

θα(θ)
Λ2
θ (4.33)

où α(θ) est une fonction positive satisfaisant

∀θ > 0, α(θ) ≥ 1 et lim
θ−→∞

α(θ)

θ2
= 0 (4.34)

Sous les hypothèses H1 à H2 et pour toute entrée bornée satisfaisant l’hypothèse

H3, le système dynamique (4.27) est un observateur d’état pour le système (4.14)-

(4.16)-(4.17) comme ça a été démontré dans le chapitre 2.

Notons que chaque composante de l’état augmenté z(k) est composée de certaines

composantes de l’état originale x et du vecteur des paramètres inconnus ρ. Par consé-

quent, dans l’observateur (4.27), les EDO décrivant la dynamique des estimations

de l’état original et des paramètres inconnus sont dispersées. Nous allons séparer

les équations décrivant la dynamique des estimations de l’état initial de celles as-

sociées à l’estimation des paramètres inconnus. Cette séparation peut être réalisée

en récupérant les estimations de l’état augmenté x̄ (donné par (4.12)), à partir des

composantes de l’état z. Le système ainsi obtenu correspondra à la forme adaptative

de l’observateur. Ce problème sera examiné dans la section suivante.

4.5 Forme adaptative de l’observateur

Avant d’obtenir la forme adaptative pour l’observateur, nous allons décrire les équa-

tions de l’observateur adaptatif (4.27)-(4.30) dans les coordonnées originales, où la
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dynamique des variables d’état et des paramètres inconnus est naturellement décrite

par le système augmenté (4.12)-(4.13). Deux caractéristiques méritent d’être men-

tionnées pour atteindre cette finalité. Tout d’abord, le système (4.12) avec l’état

x̄ est équivalent au système (4.14) avec l’état z les deux décrivent le comporte-

ment dynamique des variables d’état et des paramètres inconnus. Ensuite, l’obser-

vateur (4.27) est une copie du système (4.14) avec un terme correctif qui est égal

à θΛ−1
θ S−1CT (u)(C(u)ẑ − y). Puisque le système (4.14) a déjà été écrit en utilisant

les coordonnées x̄, c’est-à-dire correspondant au système (4.12), les équations de

l’observateur (4.27) peuvent être exprimées dans les coordonnées x̄, à condition que

le terme correctif soit exprimé dans ces coordonnées.

D’après la définition de F(u, ẑ) et F̄(u, x̄), il est clair que la matrice F̄ peut être

obtenue en effectuant des permutations de lignes et colonnes sur la matrice F . De

même, la matrice C̄(u) peut être obtenus en effectuant les mêmes permutations des

colonnes de C(u). Soit S̄ la matrice obtenue en considérant les mêmes permutations

de lignes et de colonnes effectuées sur F(u, ẑ) pour obtenir F̄(u, x̄). La matrice S̄

est solution de l’EDO suivante :

˙̄S(t) = −θ
(
S̄(t) + F̄T (u, ẑ)S̄(t) + S̄(t)F̄(u, ẑ)− C̄T (u)C̄(u)

)
, (4.35)

avec S̄(0) = S̄T (0) > 0.

Il est clair que l’état augmenté x̄ peut être obtenu en effectuant des permutations de

lignes sur z. Soit Λ̄θ la matrice résultant de la réalisation des permutations des mêmes

lignes sur Λθ. Selon l’expression de Λθ donnée par (4.28), pour k ∈ {0, . . . , q′ − 1},

la puissance de θ dans le (k + 1)-ème élément (bloc) de la matrice diagonale Λθ est

égal à k. D’après l’équation de l’observateur (4.27), cet élément intervient dans la

dynamique de ẑ(k+1) qui contient une partie de l’état original x et des paramètres

inconnus ρ, c’est-à-dire x(k+1) et ρ(νj) avec νj = k (voir (4.18)). Par conséquent,

lorsque le vecteur augmenté z est transformé en x̄, la matrice Λθ est transformée en

Λ̄θ et prend la forme suivante :

Λ̄θ = diag

(
In1 ,

1

θ
In2 , . . . ,

1

θq−1
Inq ,

1

θν1
Im1 , . . . ,

1

θνr
Imr

)
(4.36)
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Maintenant, l’observateur (4.27) peut être écrit dans les coordonnées x̄ comme suit :

˙̄̂x = F̄(u, ˆ̄x)ξ̂(t) + Ḡ(u, ˆ̄x)− θΛ̄−1
θ S̄

−1(t)C̄T (u)
(
C̄(u)ˆ̄x− y

)
(4.37)

où ˆ̄x =

 x̂

ρ̂

, F̄(u, ˆ̄x), Ḡ(u, ˆ̄x) et C̄(u) sont donnés par (4.13), Λ̄θ est donné par

(4.36) et S̄ est une matrice SDP régie par l’EDO (4.35).

Maintenant, en remplaçant ˆ̄x, F(u, ˆ̄x), G(u, ˆ̄x) et C̄(u) par leurs expressions res-

pectives données par (4.13), nous obtenons : ˙̂x

˙̂ρ

 =

 F (u, x̂, ρ̂) Ψ(u, x̂, ρ̂)

0 0

 x̂

ρ̂

+

 g(u, x̂, ρ̂)

0


− θΛ̄−1

θ S̄
−1(t)C̄T

(
C(u)x̂−Ψ(0)(u)ρ̂− y

)
(4.38)

La structure simple de l’observateur (4.38) doit être soulignée. Cet observateur est

constitué de deux parties : la première est une copie du modèle (4.12) tandis que la

seconde partie est un terme correctif impliquant un gain qui provient de la résolu-

tion de l’EDO (4.35). De plus, il apparaît clairement que l’observateur (4.38) est un

observateur adaptatif fournissant une estimation conjointe de l’état x et du vecteur

de paramètres inconnus ρ.

Nous allons montrer que l’observateur (4.38) peut être écrit sous une forme adapta-

tive incluant les observateurs adaptatifs proposés dans [Zhang, 2002; Besançon et al.,

2006; Zhang and Besançon, 2008; Farza et al., 2014] pour les classes de systèmes

pouvant se mettre sous la forme (4.1). À cette fin, considérons la matrice SDP S̄
gouvernée par (4.35) et partitionnée comme

S̄(t) =

 S1(t) S2(t)

ST2 (t) S3(t)

 (4.39)

où S1 et S2 sont des matrices symétriques de dimensions n× n et m×m, respecti-

vement, et S3 est une matrice rectangulaire de dimension n×m. Dans la suite, pour

la commodité d’écriture et tant qu’il n’y a pas d’ambiguïté, nous allons omettre la

variable t des matrices variables dans le temps.
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Puisque la matrice S̄ est SDP, alors S1 et S3 le sont aussi. Soit

X = S3 − ST2 S−1
1 S2 (4.40)

le complément de Schur de S1 dans S̄ et considérons la décomposition suivante de

S̄ :

S̄ =

 S1 S2

ST2 S3

 (4.41)

=

 In S−1
1 S2

0 Im

T  S1 0

0 S3 − ST2 S
−1
1 S2

 In S−1
1 S2

0 Im

 (4.42)

∆
=

 In −Υ

0 Im

T  S1 0

0 X

 In −Υ

0 Im

 (4.43)

où

Υ
∆
= −S−1

1 S2 (4.44)

Puisque S̄ est SDP, il en est de même pour S1 et son complément de Schur X dans

S̄. A partir de l’équation (4.43), nous pouvons facilement calculer l’inverse de S̄ qui

peut être exprimée comme suit :

S̄−1 =

 In −Υ

0 Im

−1 S1 0

0 X

−1 In −Υ

0 Im

−T

=

 In Υ

0 Im

 S−1
1 0

0 P

 In 0

ΥT Im


=

 S−1
1 + ΥPΥT ΥP

PΥT P

 (4.45)

où

P
∆
= X−1 (4.46)

Le terme correctif dans l’observateur adaptatif (4.38) sera exprimé à l’aide de la

matrice S̄. Dans la forme adaptative qui sera donnée plus tard, le terme de correction

doit être exprimé à l’aide des matrices S1, Υ et P données, respectivement, par

(4.39), (4.44) et (4.46). À cette fin, nous devons exprimer les EDO régissant ces

matrices. Elles sont fournies par le lemme suivant
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Lemme 4.5.1 Soient S1, Υ et P les matrices données, respectivement, par (4.39),

(4.44) et (4.46). Alors, nous avons :

Ṡ1 = −θ
(
S1 + F T (u, x̂, ρ̂)S1 + S1F (u, x̂, ρ̂)− CT (u)C(u)

)
Υ̇ = θ

((
F (u, x̂, ρ̂)− S−1

1 CT (u)C(u)
)

Υ + Ψ(u, x̂, ρ̂)− S−1
1 CT (u)Ψ(0)(u)

)
Ṗ = θ

(
P − PMTMP

)
M = C(u)Υ + Ψ(0)(u)

(4.47)

où F (u, x̂, ρ̂) et C(u) sont données par (4.3) et Ψ(0) est donnée par (4.1).

Preuve (du Lemme 4.5.1) Commençons par décrire les EDO vérifiées par S1, S2

et S3. En effet, à partir de (4.35), nous obtenons :

Ṡ1 = −θ
(
S1 + F TS1 + S1F − CTC

)
(4.48)

Ṡ2 = −θ
(
S2 + F TS2 + S1Ψ− CTΨ(0)

)
(4.49)

Ṡ3 = −θ
(
S3 + ΨTS2 + ST2 Ψ−Ψ(0)TΨ(0)

)
(4.50)

Déduisons maintenant l’EDO qui régit Υ. A partir de (4.44), nous obtenons :

Υ̇ = − d

dt

(
S−1

1

)
S2 − S−1

1 Ṡ2 (4.51)

Selon l’équation (4.48), on obtient :

d

dt

(
S−1

1

)
= −S−1

1 Ṡ1S
−1
1 = θ

(
S−1

1 + S−1
1 F T + FS−1

1 − S−1
1 CTCS−1

1

)
(4.52)

En utilisant les équations (4.52) et (4.49), l’équation (4.51) devient :

Υ̇ = −θ
(
S−1

1 + S−1
1 F T + FS−1

1 − S−1
1 CTCS−1

1

)
S2

+θS−1
1

(
S2 + F TS2 + S1Ψ− CTΨ(0)

)
= −θ

(
FS−1

1 − S−1
1 CTCS−1

1

)
S2 + θS−1

1

(
S1Ψ− CTΨ(0)

)
= −θ

(
F − S−1

1 CTC
) (
S−1

1 S2

)
+ θ

(
Ψ− S−1

1 CTΨ(0)
)

= θ
((
F − S−1

1 CTC
)

Υ + Ψ− S−1
1 CTΨ(0)

)
(4.53)

Donnons maintenant la première dérivée de P . En effet, à partir de (4.46), nous

obtenons :

Ṗ = −PẊP. (4.54)
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Et, à partir de l’équation (4.40), nous avons :

Ẋ = Ṡ3 − ṠT2 S−1
1 S2 − ST2

(
d

dt

(
S−1

1

))
S2 − ST2 S−1

1 Ṡ2. (4.55)

De même, à partir de l’équation (4.52), nous obtenons :

ST2

(
d

dt

(
S−1

1

))
S2 = θ

(
ST2 S

−1
1 S2 + ST2 S

−1
1 F TS2 + ST2 FS

−1
1 S2

−ST2 S−1
1 CTCS−1

1 S2

)
. (4.56)

Maintenant, à partir de l’équation (4.49), nous obtenons :

ST2 S
−1
1 Ṡ2 = −θ

(
ST2 S

−1
1 S2 + ST2 S

−1
1 F TS2 + ST2 Ψ− ST2 S−1

1 CTΨ(0)
)
, (4.57)

et

ṠT2 S
−1
1 S2 = −θ

(
ST2 S

−1
1 S2 + ST2 FS

−1
1 S2 + ΨTS2 −Ψ0TCS−1

1 S2

)
. (4.58)

En combinant (4.55), (4.52), (4.56), (4.57) et (4.58), nous obtenons :

Ẋ = Ṡ3 + θ
(
ST2 S

−1
1 S2 + ST2 S

−1
1 CTCS−1

1 S2 − ST2 S−1
1 CTΨ(0) −Ψ0TCS−1

1 S2

+ST2 Ψ + ΨTS2

)
. (4.59)

En remplaçant Ṡ3, dans (4.59), par son expression donnée par (4.50), nous obte-

nons :

Ẋ = −θ
(
S3 − ST2 S−1

1 S2 − ST2 S−1
1 CTCS−1

1 S2 + ST2 S
−1
1 CTΨ(0) + Ψ0TCS−1

1 S2 −Ψ0TΨ0
)

= −θ
(
X − ST2 S−1

1 CTCS−1
1 S2 + ST2 S

−1
1 CTΨ(0) + Ψ0TCS−1

1 S2 −Ψ0TΨ0
)

= −θ
(
X − (CS−1

1 S2 −Ψ(0))T (CS−1
1 S2 −Ψ(0))

)
= −θ

(
X − (CΥ + Ψ(0))T (CΥ + Ψ(0))

)
(4.60)

Enfin, d’après l’équation (4.54), l’EDO régissant P peut s’écrire comme suit :

Ṗ = θ
(
P − P (CΥ + Ψ(0))T

(
CΥ + Ψ(0)

)
P
)

(4.61)

Ceci termine la démonstration du lemme 4.5.1.
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Avant d’exprimer le terme correctif en utilisant S1, Υ et P , nous pouvons remar-

quer que la matrice diagonale Λ̄θ donnée par (4.36) peut s’exprimer de la manière

suivante :

Λ̄θ = diag(∆θ,Ωθ)

où ∆θ et Ωθ sont des matrices diagonales n× n et m×m données par :
∆θ = diag

(
In1 ,

1

θ
In2 , . . . ,

1

θq−1
Inq

)
Ωθ = diag

(
1

θν1
Im1 , . . . ,

1

θνr
Imr

) (4.62)

Maintenant, à partir de (4.45) et (4.62), nous obtenons :

− θΛ̄−1
θ S̄C̄

T (u) = −θ

 ∆−1
θ 0

0 Ω−1
θ

 S−1
1 + ΥPΥT ΥP

PΥT P

 CT (u)

ΨoT (u)


= −θ

 ∆−1
θ 0

0 Ω−1
θ

 S−1
1 CT (u) + ΥP

(
C(u)Υ + Ψ(0)(u)

)T
P
(
C(u)Υ + Ψ(0)(u)

)T


= −θ

 ∆−1
θ

(
S−1

1 CT (u) + ΥPMT
)

Ω−1
θ PMT

 (4.63)

La substitution de θΛ̄−1
θ S̄−1C̄T (u) par son expression (4.63) dans les équations de

l’observateur adaptatif (4.38) permet de déduire la forme adaptative suivante de

l’observateur :
˙̂x = F (u, x̂, ρ̂)x̂+ g(u, x̂, ρ̂) + Ψ(u, x̂, ρ̂)ρ̂− θ∆−1

θ

(
S−1

1 CT (u) + ΥPMT
)

(ŷ − y)

˙̂ρ = −θΩ−1
θ PMT (ŷ − y)

ŷ = C(u)x̂+ Ψ(0)(u)ρ̂

(4.64)

où S1, Υ, P et M sont donnés par (4.47).

Comme indiqué précédemment, l’observateur (4.47)-(4.62)-(4.64) comprend les ob-

servateurs adaptatifs proposés dans [Zhang, 2002; Besançon et al., 2006; Zhang and

Besançon, 2008; Farza et al., 2014] qui ont été proposés pour des classes de systèmes

incluses dans celle considérée dans ce chapitre, c’est-à-dire les systèmes pouvant se

mettre sous la forme (4.1).
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4.6 Exemple

Considérons le système dynamique suivant


ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


u1x1x2 + u2x

2
1x3 + x1u3ρ2 − ρ1sin

3(x1)

x3 − u4 sin(ρ1x2)ρ3 + u5 cos(ρ2x3)ρ4 − ρ2
1ρ2x1 − x3

2

−ρ1x3 − ρ2x1x2


y = x1 + u0ρ1

(4.65)

où xi i = 1, . . . , 3 sont les variables d’état, ρj, j = 1, . . . , 4 sont des paramètres

constants inconnus et ul, l = 1, . . . , 5 sont les entrées du système. L’objectif est

de concevoir un observateur pour l’estimation en ligne des variables d’état et des

paramètres inconnus à partir de la sortie disponible y. Cela peut être réalisé en

utilisant l’observateur proposé dans ce chapitre. En effet, le système (4.65) est sous

forme (4.1) avec

x =

 x(1)

x(2)

 ; x(1) = x1; x(2) =

 x2

x3

 ; ρ =


ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

 ;

et

F0(u) = 1 F1(u, x(1)) =
(
u1x1 u2x

2
1

)
Ψ(0)(u) =

(
u0 0 0 0

)
Notons que, dans cet exemple, nous avons n1 = 1 < n2 = 2.

Déterminons maintenant les indices caractéristiques des paramètres inconnus. D’après

(4.65), nous avons νρ1 = 0, νρ2 = 1 et νρ3 = νρ4 = 2 et la matrice Ψ est décrite comme

suit :

Ψ(u, x, ρ) =


0 x1u3

(
0 0

)
0

0

0

0

−u4 sin(ρ1x2) u5 cos(ρ2x3)

0 0




Un observateur de la forme (4.47)-(4.62)-(4.64) a été conçu pour estimer les variables

d’état x ainsi que les paramètres ρ en utilisant les expressions suivantes pour les

entrées :

u0(t) = cos(17πt), u1(t) = sin(17πt), u2(t) = cos(11πt),

u3(t) = sin(11πt), u4(t) = cos(2πt), u5(t) = sin(2πt),
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linéaires

Notons que les matrices ∆θ et Ωθ définies par (4.62) sont données par :

∆θ = diag

(
1,

1

θ
I2

)
, Ωθ = diag

(
1,

1

θ
,

1

θ2
I2

)
La simulation du système (4.65) et de l’observateur adaptatif associé a été effectuée

en mettant à 1 toutes les valeurs initiales des états du système et à zéro toutes

les estimations initiales de l’état et des paramètres inconnus. Les valeurs réelles des

quatre paramètres inconnus ρ1, ρ2, ρ3 et ρ4 sont, respectivement 1, 2, 4, et 6. Enfin,

la valeur du paramètre de conception de l’observateur θ a été fixée à 5. La figure 4.1

montre les estimations des états x̂1, x̂2 et x̂3 ainsi que leurs évolutions temporelles

issues de la simulation du système. Les estimations des quatre paramètres inconnus

fournies par l’observateur sont données sur la figure 4.2. Les estimations précises

fournies par l’observateur des états du système ainsi que des paramètres inconnus

confirment les résultats théoriques détaillés dans ce chapitre ci-dessus.

4.7 Conclusion

La motivation de ce chapitre était double. Premièrement, nous avons abordé le

problème de la synthèse d’un observateur adaptatif de type grand gain pour des

systèmes triangulaires NUO impliquant des paramètres inconnus en utilisant une

approche par modèle augmenté. Un observateur adaptatif a été proposé et sa conver-

gence est garantie sous une condition d’excitation persistante appropriée aux exi-

gences habituelles de la conception d’observateurs de type grand gain. La principale

caractéristique de conception consiste à réordonner correctement les variables d’état

d’origine et les paramètres inconnus en tenant compte de la structure triangulaire

requise pour la conception d’un observateur de type grand gain. Une telle caractéris-

tique de conception a permis de relâcher la structure de paramétrisation grâce aux

indices caractéristiques des paramètres permettant ainsi aux paramètres inconnus

d’apparaître dans les non-linéarités du système. Deuxièmement, nous avons montré

que les équations de l’observateur proposé pouvaient être réécrites sous une forme

adaptative qui inclut de nombreux observateurs déjà proposés pour des systèmes

compris dans la classe de systèmes NUO considérée.
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linéaires

Des résultats de simulation ont été donnés pour mettre en évidence les performances

de l’observateur proposé tout en mettant l’accent sur les principales étapes de la

conception.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Ce travail de thèse a porté sur la synthèse d’observateurs pour certaines classes

de systèmes MIMO non linéaires non uniformément observables.

Dans un premier temps, nous avons proposé un observateur de type grand gain

pour une large classe de systèmes MIMO non uniformément observables, qui peuvent

contenir des incertitudes. Le gain de l’observateur est issu de la résolution d’une

EDO de Lyapunov et peut être réglé par le choix d’un seul paramètre scalaire de

conception. Sous une hypothèse d’excitation persistante bien définie, nous avons

montré qu’en l’ absence d’incertitude, l’erreur d’observation liée à l’observateur pro-

posé converge exponentiellement vers zéro. En présence d’incertitudes, cette erreur

est bornée et la borne ultime sous-jacente peut être rendue aussi petite que dési-

rée en prenant une valeur suffisamment élevée pour le paramètre de synthèse de

l’observateur. Cependant, des valeurs très élevées pour ce paramètre rendent l’ob-

servateur plus sensible aux bruits de mesures. En conséquence le choix du paramètre

de conception de l’observateur doit suivre un compromis entre un suivi satisfaisant

des variations de l’état et un bon comportement par rapport aux bruits de mesures.

Dans un deuxième temps, nous nous sommes intéressés à la synthèse d’un obser-

vateur étendu de type grand gain pour une classe de systèmes non linéaires dont la

structure des non-linéarités n’est pas triangulaire au sens habituel. Cette relaxation

de modélisation a été réalisée grâce à l’introduction du concept d’indices caractéris-

tiques. Un tel concept a été utilisé de manière appropriée pour étendre la structure

85



86 Chapitre 5. Conclusions et perspectives

triangulaire à une structure plus large où la triangularité du système est considérée

par rapport aux variables d’état réordonnées selon leur indice caractéristique. De

plus, la classe des systèmes considérée est non uniformément observable au sens où

les systèmes impliqués peuvent admettre des entrées qui les rendent inobservables.

Une telle question a été contournée en considérant une classe adéquate d’entrées au

moyen d’une condition d’excitation persistante bien définie, préservant ainsi l’ob-

servabilité du système. Un observateur étendu de type grand gain impliquant la

résolution d’une EDO de Lyapunov approprié a été conçu. L’observateur étendu

de type grand gain proposé peut être utilisé comme un observateur adaptatif per-

mettant l’estimation conjointe de tous les états ainsi que des paramètres inconnus

du système. Les principales propriétés de l’observateur proposé ont été illustrées en

simulation sur un exemple académique. Aussi, un accent particulier a été mis sur la

procédure de conception de l’observateur.

Finalement, nous avons abordé le problème de la conception d’un observateur

adaptatif de type grand gain pour des systèmes triangulaires non uniformément

observables impliquant des paramètres inconnus supposés constants. Dans le cadre

d’une approche par modèle augmenté, en concaténant simplement le vecteur d’état

x et le vecteur des paramètres ρ, un observateur étendu de type grand gain, déja

proposé, peut être utilisé sous une hypothèse d’excitation persistante requise pour

sa convergence, afin d’estimer simultanément l’état et les paramètres inconnus du

système. La principale caractéristique de cette conception consiste à réordonner cor-

rectement les variables d’état d’origine et les paramètres inconnus en tenant compte

de la structure triangulaire requise pour la conception d’un observateur de type

grand gain. Une telle caractéristique de conception a permis de relâcher la struc-

ture de paramétrisation grâce aux indices caractéristiques des paramètres, permet-

tant ainsi aux paramètres inconnus d’apparaître dans les non-linéarités du système.

Nous avons également montré que les équations de l’observateur proposé peuvent

être réécrites sous une forme adaptative permettant ainsi de retrouver de nombreux

observateurs adaptatifs déjà proposés pour des systèmes inclus dans la classe de

systèmes NUO considérée. Des résultats de simulation ont été donnés pour mettre

en évidence les performances de l’observateur proposé tout en mettant en exergue



87

les principales étapes de la conception.

Plusieurs perspectives sont envisageables puisque de nombreuses pistes restent

encore à explorer ou à améliorer. Une validation expérimentale des observateurs pro-

posés à travers l’estimation conjointe des variables d’états et de certains paramètres

inconnus peut être envisagée pour un système en temps réel (par exemple : machine

asynchrone, machine synchrone, etc.). Une difficulté essentielle dans la validation

expérimentale consiste à générer des entrées permettant de satisfaire la condition

d’excitation persistante. Comme autre perspective, nous pouvons envisager la dé-

tection et l’isolation de défauts de systèmes MIMO non linéaires, qui sera réalisée

grâce à la génération de résidus obtenue en utilisant un banc d’observateurs.
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Résumé

Les résultats présentés dans cette thèse s’articulent autour de la synthèse d’observateurs de
type grand gain pour des classes de systèmes non linéaires multi-entrées, multi-sorties non uni-
formément observables. Dans un premier temps, la classe de systèmes considérés est telle que la
dynamique des variables d’état est décrite par la somme de deux termes. Le premier correspond
à une partie affine en l’état décrite par le produit d’une matrice, dont les entrées (fonctions
non linéaires de l’état) ont une structure triangulaire, par le vecteur d’état. Le deuxième terme
est composé par les non linéarités du système qui ont aussi une structure triangulaire. Le gain
de l’observateur proposé est issu de la résolution d’une équation différentielle ordinaire de type
Lyapunov. La convergence exponentielle de l’erreur d’observation sous-jacente est établie sous
une certaine condition d’excitation persistante dépendant de l’entrée du système et de l’état
de l’observateur. Dans un deuxième temps, la synthèse de cet observateur est étendue à une
classe plus large de systèmes non linéaires où des états peuvent intervenir de manière non tri-
angulaire. La notion d’indices caractéristiques associés à ces états est alors introduite et elle a
permis de définir une structure triangulaire étendue pour laquelle la synthèse de l’observateur
a aussi été effectuée. Enfin, il a été établi que les observateurs proposés peuvent être utilisés
comme observateurs adaptatifs pour l’estimation simultanée de l’état et de certains paramètres
et une forme adaptative de ces observateurs a été générée. Les performances des différents
observateurs proposés ont été illustrées à travers plusieurs exemples en simulation tout au long
de la thèse.

Mots-Clés: Systèmes non linéaires, Système non uniformément observables, Observateurs à
grand gain, Indices caractéristiques, Excitation persistante, Observateurs adaptatifs.

Abstract

The results given in this thesis deal with the design of high gain observers for some classes
on Multi Input Multi Output non uniformly observable nonlinear systems. In a first step, the
class of considered systems is such that the dynamics of the state variables is the sum of two
terms. The first term is affine in the state and is composed by the product of a matrix, whose
entries are nonlinear functions of the state with a triangular structure, by the state vector. The
second term describes the system nonlinearities which also assume a triangular structure. The
gain of the proposed observer is issued from the resolution of a Lyapunov ordinary differential
equation. The exponential convergence of the underlying observation error is established under
a persistent excitation condition involving the system inputs and the state of the observer. In
a second step, the observer design has been extended to a larger class of nonlinear systems
where some state variables may intervene in a non triangular way. The notion of the charac-
teristic indices associated to these state variables is then introduced and it allowed to define
an extended triangular structure for which a high gain observer has been designed. Finally,
it has been established that the proposed observers can be used as adaptive ones to jointly
estimate the system state together with some unknown parameters and an adaptive form of
these observers has been derived. The performance and main properties of the proposed ob-
servers have been illustrated in simulation by considering many examples throughout this thesis.

Keywords: Nonlinear systems, Non uniformly observable systems, High gain observers, Char-
acteristic indices, Persistent excitation, Adaptive observers.
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