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Notations - Abréviations

Notations relatives aux ensembles :

— R : ensemble des nombres réels

— R* : ensemble des nombres réels positifs ou nuls

— R™ : espace vectoriel de dimension n dans ’ensemble des réels

— [a,b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b

— ]a, b : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b

— {1,...,r} : ensemble des r premiers nombres entiers positifs

— |a| : valeur absolue du nombre réel a

— &(t) = % : dérivé temporelle de I'état z

Notations relatives aux vecteurs et aux matrices :

— R™™ . ensemble des matrices, A coefficients réels, de dimensions n x m
— I, : matrice identité de dimension n

— Opxm : matrice nulle de dimensions n X m

— 27 : transposée du vecteur z

— ||z|| : norme euclidienne du vecteur x

— AT : transposée de la matrice A

— ||A]| : norme euclidienne de la matrice A

— An(A) : plus petite valeur propre de A (A est une matrice symétrique)

— Au(A) : plus grande valeur propre A (A est une matrice symétrique)

— An(A, to) = infisiy A (A(2)) (A(2) est une matrice symétrique pour tout ¢ > )

— Ay(A, to) = supysy, Anr(A(t)) (A(t) est une matrice symétrique pour tout ¢ >
to)

— diag(ay, . ..,a,) : matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont égaux

A aieR,izl,...,p
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Abréviations :

SNL : Systéme non linéaire

MIMO : Multi-entrées, Multi-sorties (Multi Input, Multi Output)
SISO : Mono-Entrée, Mono-Sortie (Single Input, Single Output)
LMI : Inégalité Matricielle Linéaire (Linear Matrix Inequality)
EDO : Equation Différentielle Ordinaire

SDP : Symetrique Définie Positive

NUO : Non Uniformément Observable

UO : Uniformément Observable



Chapitre 1

Introduction

Afin de concevoir des méthodes de commande, de détection et de localisation de
défauts, il est essentiel d’avoir des informations pour une bonne maitrise du procédé
(systéme) a étudier. Les variables directement mesurées ne couvrant généralement
pas la totalité des grandeurs susceptibles de décrire le comportement du procédé
(les états), nous pouvons alors nous poser la question de la reconstruction de I'in-
formation non directement mesurée au moyen de celle disponible : c¢’est le role de
I’observateur ou estimateur d’état. Le principe est le suivant : le procédé étant modé-
lisé comme un systéme dynamique soumis a I’action de grandeurs externes (entrées)
faisant varier un ensemble de grandeurs mesurées (sorties), l'observateur consiste en
un systéme dynamique auxiliaire dont les entrées sont les entrées/sorties mesurées
du procédé, et les sorties sont supposées donner une estimation de son état interne.
Un observateur permet donc d’optimiser le nombre de capteurs dans une applica-
tion industrielle ; d’ott son intérét économique dans l'industrie. Durant les derniéres
décennies beaucoup de travaux en automatique ont été menés sur la conception

d’observateurs.

La synthése d’observateurs pour les systémes linéaires est complétement carac-
térisée par des conditions nécessaires et suffisantes bien établies. En effet, les pre-
miers travaux sur les observateurs d’état, ont été publiés par Kalman-Bucy (dans
un contexte stochastique, (filtre de Kalman)) [Kalman and Bucy, 1961], puis Luen-
berger (dans un contexte déterministe) [Luenberger, 1971]. Ces travaux s’intéressent

aux systémes linéaires invariants dans le temps. Cependant, la plupart des procédés

15



16 Chapitre 1. Introduction

industriels possédent des comportements non linéaires, ce qui a incité les chercheurs
a développer des observateurs non linéaires. A I'heure actuelle, le probléme de la
conception d’observateurs pour les systémes non linéaires MIMO reste ouvert. Dif-
férentes approches ont été proposées pour concevoir des observateurs d’état pour
différentes classes de systémes non linéaires (cf. par exemple [Alessandri and Rossi,
2015; Besancon, 1999; Besancon and Hammouri, 1998; Ciccarella et al., 1993; Fliess
et al., 2008; Farza et al., 2011; Gauthier and Bornard, 1919; Gauthier et al., 1992;
Gauthier and Kupka, 2001; Hammouri et al., 2010; Ménard et al., 2010; Shena and
Xia, 2008; Shim et al., 2001]) mais aucune d’entre elles ne fournit une solution
générale comme dans le cas des systémes linéaires invariants dans le temps.

Nous pouvons citer quelques approches parmi les nombreuses existantes. Une
premiére est basée sur le filtre de Kalman, en utilisant directement 1’approche dé-
veloppée pour le cas linéaire sur le linéarisé du systéme le long des trajectoires.
Néanmoins, cette approche ne permet pas de garantir la convergence de 1'observa-
teur. Une seconde approche repose sur la faisabilité d’inégalités matricielles linéaires
et sur des équations de type Lyapunov ou Riccati. Cependant, cette approche ne
garantit pas, en général, la faisabilité des inégalités considérées |[Rajamani, 1998;
Zemouche and Boutayeb, 2013]. Une troisiéme approche appelée platitude consiste
a écrire les états non mesurés en fonction des signaux mesurés, c’est-a-dire I’entrée
et la sortie, en utilisant des outils de 1’algebre différentielle |Fliess et al., 2008]. Une
quatriéme approche utilise le calcul par intervalle [Moisan et al., 2009; Mazenc et al.,
2012; Efimov and Raissi, 2016]. Une approche générale est de chercher des trans-
formations de coordonnées appropriées qui conduisent a une dynamique d’erreur
linéaire modulo une injection de sortie permettant ainsi de concevoir un observa-
teur de Luenberger ou de Kalman (cf. par exemple [Boutat et al., 2009; Gauthier
and Hammouri, 1992; Guay, 2002; Krener and Isidori, 1983; Krener and Respondek,
1985; Rajamani, 1998; Respondek et al., 2009; Xia and Gao, 1989]).

Une activité de recherche intensive a été consacrée a la classe des systémes obser-
vables pour toute entrée, ¢’est-a-dire des systémes uniformément observables (cf. par
exemple [Gauthier et al., 1992; Gauthier and Kupka, 2001; Hammouri and Farza,
2003]). Dans |Gauthier et al., 1992], les auteurs ont proposé une forme canonique

pour les systémes mono-sortie affines en la commande. Cette forme canonique est
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composée d’'une dynamique linéaire fixe et d’une partie non linéaire triangulaire.
L’extension de la conception de l'observateur a été réalisée dans [Gauthier and
Kupka, 2001| pour traiter le cas non affine en la commande et dans [Hammouri
and Farza, 2003|) pour une classe de systémes MIMO uniformément observables ca-
ractérisée par une forme normale ot les non linéarités sont également triangulaires.
Plusieurs extensions pour la conception d’observateurs ont été proposées pour cer-
taines classes particulieéres de systémes MIMO uniformément observables. Les ob-
servateurs sous-jacents sont caractérisés par un gain constant qui est souvent issu de
la résolution d’une équation algébrique de Lyapunov. Dans le cas de systémes non
uniformément observables, il n’existe pas d’approche systématique pour traiter le
probléme de la conception d'un observateur, car ces systémes peuvent admettre des
entrées qui les rendent inobservables. Les contributions disponibles sont plutot des
extensions adaptées de la synthése d’observateurs pour des systémes uniformément
observables, tout en considérant certaines conditions suffisantes sur les entrées du
systéme. Ces conditions permettent aux systémes d’étre suffisamment observables
pour effectuer une conception d’observateur appropriée et elles sont généralement
appelées conditions d’excitation persistantes, i.e le Grammien d’observabilité du sys-
téme est une matrice définie positive. Dans [Besangon and Ticlea, 2007], les auteurs
ont introduit la notion d’entrée réguliére locale et ont donné des conditions suf-
fisantes pour caractériser les systémes qui peuvent étre immergés sous une forme
normale de plus grande dimension composée d’une partie affine dépendant de I'en-
trée et de la sortie et d'une partie non linéaire triangulaire. Un observateur de type
grand gain dont le gain est issu de la résolution d’'une EDO de Lyapunov a été
alors concu sur la base de la forme normale. La classe des systémes considérée dans
[Besancon and Ticlea, 2007 a été revisitée dans [Dufour et al., 2012] ot les auteurs
ont introduit la notion d’entrée réguliére permettant ainsi d’affaiblir la condition

d’excitation persistante et de concevoir un observateur de type grand gain.

Notre premiére contribution dans cette théese a consisté en la synthése d’un ob-
servateur pour une classe de systémes non linéaires non uniformément observables
dont la dynamique comprend des incertitudes. Cette classe de systémes inclut celles
considérées dans [Besangon and Ticlea, 2007; Dufour et al., 2012] et a été considé-

rée dans [Hernandez et al., 2017| mais sans incertitudes. Elle est composée d’une
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premiére partie ou I'état apparait de facon affine avec une matrice anti-décalage ou
les termes non nuls sont des fonctions non linéaires possédant une structure trian-
gulaire par rapport a 1’état et d’'une seconde partie comprenant des non linéarités

triangulaires.

Pour notre deuxiéme contribution, nous avons considéré une classe de systémes
incertains qui ne sont pas triangulaires au sens classique et qui sont non unifor-
mément observables. Afin de pouvoir construire un observateur, la notion d’indices
caractéristiques associés aux variables d’état a été introduite. Ces indices caracté-
ristiques permettent de ré-ordonner les états et donc d’utiliser une approche plus

traditionnelle.

Un probléme qui se pose réguliérement est que le modéle du procédé comprend
des parameétres qui ne sont connus qu’avec une précision relative, voir inconnus.
Une solution est donc d’estimer conjointement les variables d’état et les parameétres
inconnus. C’est ce que 1'on appelle un observateur adaptatif. Les premiéres contri-
butions datent des années 70 et ont été dédiées aux systémes linéaires invariants
dans le temps (cf. par exemple, [Liiders and Narendra, 1973; Kreisselmeier, 1977]).
Le cas des systemes linéaires variant dans le temps a été ensuite considéré dans un
contexte déterministe dans [Wang et al., 2002] ainsi que dans un contexte stochas-
tique dans [Perabo and Zhang, 2009]. Plusieurs approches ont été appliquées pour
aborder le probléme de la conception d’observateurs adaptatifs pour des systémes
non linéaires [Bastin and Gevers, 1988; Marino and Tomei, 1995; Santosuosso et al.,
2001; Cho and Rajamani, 1997; Besancon et al., 2004; Farza et al., 2014; Besancon
et al., 2006]. Quoique la plupart des contributions sur la conception d’observateurs
adaptatifs considérent des systémes avec une paramétrisation linéaire, il existe néan-
moins quelques résultats traitant le cas de paramétrisations non linéaires |[Tyukin
et al., 2013; Farza et al., 2014; Grip et al., 2011; Koji¢ and Annaswamy, 2002; Loh
et al., 1999; Skantze et al., 2000; Yan et al., 2013|.

Il existe deux approches qui pourraient étre utilisées pour concevoir des obser-
vateurs adaptatifs. La premiére approche, dite adaptative, est la plus utilisée et

elle consiste en la synthése d’un observateur d’état couplé & une loi d’adaptation
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appropriée pour les paramétres inconnus. Cela conduit généralement & un obser-
vateur adaptatif dont la structure est similaire & celle de 'observateur d’état tout
en remplacant les paramétres inconnus par leurs estimés fournis par une adapta-
tion de parameétres appropriée. Une telle approche permet de profiter des résultats
disponibles sur la conception d’observateur d’état, mais elle nécessite une bonne in-
tuition pour élaborer une loi d’adaptation appropriée des paramétres inconnus. La
seconde approche, qui sera appelée approche par modeéle augmenté, est basée sur la
synthése d’un observateur d’état standard a partir d’'un modéle augmenté obtenu
en augmentant le modéle du systéme avec la dynamique de ses parameétres incon-
nus (c’est-a-dire p = 0). Dans cette approche, on peut exploiter tous les résultats
disponibles sur la synthése d’observateurs pour des classes de systémes incluant les

modeéles augmentés.

Dans [Besangon et al., 2006], les auteurs ont prouvé I’équivalence entre deux
observateurs adaptatifs qui ont été obtenus respectivement a ’aide des approches
adaptative et par systéme augmenté pour des systémes affines en ’état ou les non li-
néarités ne dépendent que des entrées et des sorties. Par équivalence, nous entendons
les mémes équations pour les observateurs ainsi que les mémes hypothéses requises
pour la conception des observateurs. L’équivalence entre ces approches a été égale-
ment établie dans [Bouraoui et al., 2014] pour une classe de systémes uniformément
observables ol les non linéarités renferment des parameétres inconnus intervenant

avec une paramétrisation linéaire.

Notre derniére contribution présentée dans cette thése consiste & concevoir un
observateur adaptatif pour une classe générale de systémes non linéaires non unifor-
mément observables et dont la paramétrisation en les parameétres inconnus est mixte
c’est-a-dire que ces parameétres qui sont présents avec une paramétrisation linéaire
peuvent aussi apparaite dans le modéle de maniére non linéaire. Nous montrons de
plus que I’approche proposée peut se décliner de facon équivalente suivant ’approche

adaptative ou suivant I’approche par systéme étendu.

Ce mémoire de thése est composé de cing chapitres dont I'introduction et la conclu-

sion, et est organisé de la fagon suivante :
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Dans le deuxiéme chapitre, un observateur sera proposé pour une classe générale
de systémes non uniformément observables qui possédent une structure triangulaire
classique et des incertitudes dans le modéle dynamique. Les hypothéses nécessaires
N e 1s L ,
pour la synthése d’'un observateur seront détaillées, particuliérement concernant I’en-
trée du systéme qui devra vérifier une condition d’excitation persistante bien définie.

Une approche de type grand gain sera utilisée pour mener a bien cet objectif.

Dans le troisieme chapitre, nous proposons une nouvelle approche permettant
la synthése d’un observateur pour une large classe de systémes MIMO non unifor-
mément observables, dont la structure n’est pas triangulaire au sens classique. Les
principales caractéristiques permettant la construction de 'observateur sont l'intro-
duction d’indices caractéristiques et la définition d’une structure triangulaire étendue
par rapport a I’état. Le gain de I'observateur proposé sera donné par une EDO et
la convergence sera assurée sous une condition d’excitation persistante bien définie.
De plus, leffet des incertitudes dans la dynamique du systéme sera pris en compte
dans 'analyse de convergence et une borne sur l'erreur, en fonction du parameétre

de réglage de 'observateur et des incertitudes sera fournie.

Dans le quatriéme chapitre, nous étudierons le probléme de la conception d’un
observateur adaptatif de type grand gain pour une classe de systémes non uniformé-
ment observables avec des paramétres constants inconnus. Les systémes considérés
possédent une structure triangulaire par rapport aux variables d’état sous-jacentes
mais ne sont pas nécessairement linéaires par rapport aux parameétres inconnus. Ces
parameétres seront organisés, dans le systéme original, en fonction de leur indice
caractéristique qui seront définis. Avant de concevoir 1'observateur, un modéle aug-
menté sera considéré. Le modeéle de conception de I'observateur sera élaboré a partir
de la dynamique du systéme d’état augmentée par la dynamique des paramétres in-
connus. Les variables de I'état augmenté seront réordonnées de maniére appropriée
de telle sorte que le systeme augmenté résultant posséde une structure triangulaire
par rapport a son état. Un observateur sera con¢u dans les nouvelles coordonnées et
réécrit ensuite dans les coordonnés originales, ce qui permet d’estimer conjointement
I’état d’origine et les paramétres inconnus. Plus précisément, le gain de 1’observa-

teur proposé sera issu de la résolution d'une EDO de Lyapunov et sa convergence
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exponentielle sera garantie sous une propriété d’excitation persistante appropriée,
. R . ) . . , .
qui est une hypothése classique nécessaire pour la conception d’observateurs d’état
de type grand gain. Les équations de l'observateur dans les coordonnées originales
sont utilisées pour récupérer une forme adaptative pour l'observateur en mettant
I’accent sur sa capacité d’inclure plusieurs observateurs adaptatifs déja existant. Les
principales étapes de la conception de ’observateur et ses principales propriétés sont

illustrées en simulation a travers un exemple académique.

Enfin, a la lumiére des résultats obtenus, nous terminerons ce mémoire de thése

avec une conclusion générale et nous proposerons quelques perspectives.






Chapitre 2

Observateur de type grand gain pour
une classe de systéemes MIMO non
linéaires non uniformément

observables

Dans ce chapitre, nous allons considérer la synthése d’un observateur de type grand
gain pour une classe de systémes non linéaires incertains non uniformément obser-
vables, incluant celles considérées dans |[Besangon and Ticlea, 2007] et [Dufour et al.,
2012]. Le gain de 'observateur est issu de la résolution d’une équation différentielle
de Lyapunov et la convergence est obtenue sous un ensemble de conditions, en parti-
culier sur les entrées du systeme. La condition d’excitation persistante sous-jacente
est similaire & celle donnée dans [Besangon and Ticlea, 2007] et [Dufour et al., 2012]
mais peut étre facilement vérifiée en ligne. Il est prouvé qu’en 'absence d’incerti-
tudes, l'erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro. Dans le cas ou
les incertitudes sont bornées, cette erreur peut étre rendue aussi petite que désirée

en choisissant des valeurs élevées pour le gain de I'observateur.

23
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2.1 Formulation du probléme

Considérons la classe de systémes dynamiques MIMO donnée par la représentation

d’état suivante :

(2.1)
y(t) = Clu)x(t)
0 Fi(u,xz) 0 0
0 0 Fo(u,z) 0 0
F(u,z)= .
0 ... . 0 Fii(u,z)
0 0
Cw=( Fo(w 0 ... 0)
etBT:(o .0 Inq) (2.2)

oux € R", u e R® et y € RP sont, respectivement, I'état, ’entrée et la sortie du sys-

téme avec z = ((zW)T ... (:v(‘I))T)T e R* on z® € R™ pour k € {1,...,q},
q

avec n; = p et an =n, Fo(u) est une matrice ng X ny avec ng = n; = P
k=1

et chaque Fy(u,x) est une matrice ny X nyyq triangulaire par rapport a x, c.a.d.
Fr(u,2) = F(u,2M, ... 2®) pour k € {1,...,q¢ — 1}, ¢ est une fonction non li-
néaire qui posséde une structure triangulaire par rapport a x, c’est-a-dire p(u,x) =
(' (u, 2T (D2 (u, 2, z@NT L0 (9w, x))T)T; e : RT — R™ est une fonction
inconnue.

Dans le cas ou chaque matrice Fj, est de rang plein en colonnes, le systéme (2.1)
appartient a la classe de systémes considérée dans [Hammouri and Farza, 2003 qui
caractérise une sous-classe de systémes qui sont observables pour toute entrée et
pour lesquels les auteurs ont proposé un observateur de type grand gain ou le gain
est déterminé & partir d’une équation algébrique de Lyapunov. On notera que le fait
que Fy soit de rang plein en colonnes implique que ny > ngyq pour k € {1,...,¢g—1}.
Dans |Deza et al., 1993], les auteurs ont considéré une classe de systémes similaire
ou les matrices F}, sont réduites & des fonctions réelles positives bornées et ont pro-
posé un observateur de type grand gain avec un gain variant dans le temps issu de

la résolution d’'une EDO de Riccati. Dans [Besangon and Ticlea, 2007], la classe de
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systémes considérée est de la forme (2.1) mais les fonctions Fj, dépendent unique-
ment des entrées et des sorties. Les auteurs ont donné des conditions suffisantes qui
caractérisent la classe des systémes qui peuvent étre immergés sous la forme (2.1).
La classe de systémes considérée dans [Besangon and Ticlea, 2007| a été revisitée
dans [Dufour et al., 2012| ou les auteurs ont proposé la conception d’un observateur
de type grand gain sous une condition d’excitation persistante relativement éten-
due. La classe des systémes pouvant se mettre sous la forme (2.1) a été considérée
dans [Hernandez et al., 2017|, mais dans le cas ou il n’y a pas d’incertitudes dans la
dynamique.

Dans ce qui suit, nous allons considérer le probléme de la synthése d’un observateur

de type grand gain pour estimer I’état du systéme (2.1).

2.2 Synthése de 'observateur

Nous considérons les hypothéses suivantes que nous adoptons pour la synthése d’un
observateur de type grand gain.
H1 L’état z(t) et U'entrée u(t) sont bornés, c’est-a-dire z(t) € X et u(t) € U ou
X C R"™ et U C R® sont des ensembles compacts.
H2 Les fonctions F, et ¢ sont Lipschitziennes par rapport & x uniformément en
u ot (u,z) € U x X. Leurs constantes de Lipschitz sont respectivement dési-

gnées par Ly et L.

H3 La fonction inconnue e est essentiellement bornée, c.a.d.

0. > 0 ; supEss|| e(t)] < 0 (2.3)
>0

Comme les trajectoires du systéme restent confinés dans un ensemble borné (X),
on peut supposer que des prolongements Lipschitziens des non-linéarités, utilisant
des fonctions de saturation lisses, ont été effectués et que les fonctions Fy et ¢ sont
issues de ces prolongements. Ceci permet de conclure que, pour toute entrée bornée
u € U, les fonctions Fj, et ¢ sont globalement Lipschitziennes par rapport a = et
sont bornées pour tout z € R" (voir [Farza et al., 2009]). Nous noterons, tout au
long de ce chapitre, x); la borne supérieure de x c’est-a-dire :

xy = sup ||lz(t)] (2.4)
>0
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Avant de donner les équations de l'observateur candidat, nous allons introduire
quelques notations utiles et des définitions liées a la conception d’observateurs de
type grand gain.

e Soit Ay la matrice diagonale définie par :
N = diag [In,,1/01,,...,1/07 1, ] (2.5)

ol f est un scalaire positif. Nous pouvons facilement vérifier les égalités suivantes :

NgF(u,z)Ay = 0F(u,x),

(2.6)
C(u)A,? = C(u)Ag = C(u)
Nous considérons maintenant le systéme dynamique suivant :
T = F(u,2)i + o(u, #) — 0A;1S7Ht)CT (u) (C(u)z — y) (2.7)

oit & = (T ... (#@D)"T ¢ R avec 2*) € R™, k € {1,...,q}, u et y sont
respectivement 'entrée et la sortie du systéme (2.1) et S est une matrice carrée

symétrique régie par 'EDO de Lyapunov suivante :
S(t)=—0(S(t) + F"(u,2)S(t) + S(t)F (u, &) — CT(u)C(u)) (2.8)

avec S(0) = ST(0) > 0 et § > 0 est un scalaire positif.

Soit le systéme suivant :

£(t) = F(u(t), 2(1))&(1) (2.9)

ou I'état & € R™, u et  sont les entrées du systéme et correspondent respectivement
a l'entrée du systéme (2.1) et a 'état du systéme dynamique (2.7). La matrice F est
définie comme dans (2.2). Rappelons que la matrice ®, ;(¢,s) de transition d’état

du systéme (2.9) est définie comme suit :

d(Pus(t,s)) /dt = F(u(t),z(t))Puz(t,s)
D, (s, 9) = I,

(2.10)

Cette matrice de transition permet d’introduire ’hypothése supplémentaire sui-

vante qui est décisive pour ’analyse de la convergence de 1’observateur.
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H4 L’entrée u est telle que, pour toute trajectoire & du systéme (2.7) et pour

tout z(0) € X, la condition d’excitation persistante suivante est satisfaite :

1
36* > 0 ; Jog > 0; VO > 6*; Vtzg, on a
t
| B 0T Ol B (s, )ds > 03 .11)
t—% ’ ’ 904(9)
ot a(f) est une fonction positive satisfaisant :
W0, a0)>1 et Tim 2 (2.12)
0—oc0 02

Remarque 2.2.1 La condition d’excitation persistante donnée par l’hypothése H4
est similaire a celle donnée dans [Besangon, 1999/ et [Besancon and Ticlea, 2007] ou
les auteurs ont introduit la notion d’entrée réguliére locale, c’est-a-dire, les entrées
pour lesquelles linégalité (2.11) est satisfaite avec a(0) =1 pour tout 6. Dans [Du-
four et al., 2012/, les auteurs ont introduit la notion d’entrée réguliére et ont montré
que la classe des entrées réqulieres inclut celle des entrées régulieres locales. En uti-
lisant les mémes arguments que dans [Dufour et al., 2012/, on peut montrer que la
classe d’entrées satisfaisant ’hypothése H4 comprend toutes les entrées réquliéres

locales.

Le systéme dynamique (2.7) est effectivement un observateur d’état pour le systéme

(2.1) comme indiqué par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 Considérons le systéme (2.1) soumis aux hypothéses H1 o H3.

Pour toute entrée satisfaisant I’hypothése H4, on a alors,

Vp > 0;3n > 0; VO > max(1,0%); Yu telle que ||u|lco < p; pour tout £(0) € R™; nous avons

Ji6) = a(0)] < /a0 e 5 0) - 2(O)] + ST

J
u(0)
ot x est la trajectoire inconnue du systéme (2.1) associée a l'entrée u, & est une

trajectoire quelconque de l'observateur (2.7) associée a (u,y), 0* et a(f) sont données

par Uhypothése H4, 6. est la bornes supérieure essentielle de ||e(t)|| qui est donnée

par (2.3), enfin u(0) est une fonction réelle positive de 0 telle que limg_, o 1u(0) = 1.

Remarque 2.2.2 Il est important de noter qu’en l'absence d’incertitudes c’est-a-

dire 6. = 0, Uerreur d’observation converge exponentiellement vers zéro. Dans le
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cas ot 0. # 0, Uerreur d’observation est bornée et peut étre rendue aussi petite que
a6l

0) _

02

souhaitée puisque lim
0— 00

2.3 Analyse de convergence

Nous allons tout d’abord montrer que la matrice S donnée par (2.8) est SDP et
nous déduirons une borne inférieure pour sa plus petite valeur propre. En effet, a
partir de (2.6), nous pouvons montrer que la matrice de transition, @u@, du systeme

suivant :
E(t) = OF (u(t), 2(1))&(t) (2.13)
peut étre exprimée de la maniére suivante :
D,(t,8) = Dp®y 5 (L, s) A7 (2.14)
ou @, ; est définie par (2.10).

Par conséquent, la matrice S(t), solution de 'EDO de Lyapunov (2.8), s’écrit de

la facon suivante :

S(t) = e @y 5(0,1)5(0)@u,5(0,¢) + G/t e IDT (5,)CT (u(s))C (u(s)) oz (s, t)ds
0

= e A0 5(0,6)29S(0) A Py5 (0, ) A,

t
+6 / e MIATIRT (5, 4) AgCT (u(5))C (u(s)) AgPy (s, 1) Ay ds
0

Etant donné que C(u)Ag = C(u) et S(0) est SDP, nous obtenons pour ¢ >

|~

S(t)

v

t
9 / e—9<t—S>A;1<1>5@(s,t)cT(u(s))C(u(s))%@(s,t)A;lds
0

Y

0 / t e MIATTRT  (5,)CT (u(3))C (u(s)) Pua (s, ) Ay Hds

1
=g

Y

¢

96_1/ AL (5,8)CT (u(s))C(u(s)) Pz (s, t) Ay ds
t—3 ’

(508_1

> —1I, 2.1

— «f) (2.15)

ou dy et a(f) sont données, respectivement, par (2.11) et (2.12). Selon l'inégalité

(2.15), nous avons :

506_1

A (S, to) > a(0)

(2.16)
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ou ty > 3.

Nous allons maintenant montrer que A/ (S, %) est bornée et que sa borne supérieure
est indépendante de . Ainsi, nous allons montrer que cette propriété est satisfaite
pour chaque élément de la matrice S(t). En effet, notons par S; ; I'élément (bloc) de

la matrice S situé a la ligne 7 et a la colonne j. D’aprés 'EDO de Lyapunov (2.8),

nous avons :
51’1 = —9(5’1’1 — FE(U)FQ(U)) (2.17)
Sl,j = —0 (SLj + SLj_le_l(u, ii')) pour j € {2, ceey q} (2.18)
Sij = —0(Sij+ Sijo1Fj1(u, &)+ FLy(u,#)Sio1;)
pour i € {2,...,q} et j € {i,...,q} (2.19)

Rappelons que selon les hypothéses H1 et H2, les fonctions F, pour k € {0,...,q¢—
1} sont bornées et notons F); = max (sup I|Fo(u(t))]|, sup || Fr(u(t), :i"(t))H)
>0 >0

Selon (2.17), nous obtenons :

1S (O] e 1S11(0)l] +0/ M| F (ul(s) Folu(s)ds

<150 (0) + 2,6 / 1-9) g
0
=1S11(0)|| + F3(1 — e %)

< ||1S1(0)|| + Fiy

Maintenant, pour j > 2, nous procédons par récurrence sur j afin de montrer que
S est bornée et que cette borne est indépendante de 6. En effet, supposons que

S1j—1 est bornée et notons Sy, = sup ||S1,;—1(¢)||. En utilisant (2.18), nous obtenons
£>0
pour j € {2,...,q}:

t
1515 ()]l < e=[151;(0) | +9/0 Y1811 (5) Fjor (u, &) | ds
<181 (0)[| + FarSm (2.20)

A cette étape, nous avons montré que tous les éléments situés a la premiére ligne (et
la premiére colonne) de la matrice symétrique S sont bornés. Nous procédons par
récurrence sur le numéro de ligne 7 afin de montrer que tous les éléments d’une ligne
sont bornés. En effet, supposons que tous les éléments des lignes 1 & ¢ —1 sont bornés
(cette borne est indépendante de ) et montrons que tous les éléments de la ligne i

sont également bornés. Puisque S est symétrique, tous les éléments S; ; avec i < j



Chapitre 2. Observateur de type grand gain pour une classe de systémes MIMO
30 non linéaires non uniformément observables

sont bornés par 'hypothése de récurrence. En particulier, nous avons S;_1,; = S¥,_;
et ces matrices sont bornées par une borne supérieure, notée Sy, indépendante de 6.
Maintenant, nous allons montrer que S, ; est borné pour j > 7. Considérons d’abord

le cas ot j = 4. En effet, selon (2.19), nous avons :

t
1S5 ()| < e 1 S5.:(0)]| + 9/ e )8, 1 Fyoa (u, &) + FEy (u, £)Si—1 4 ds
0

<|1S:,:(0)|| + 2FnSa, d’aprés hypothése de récurrence.

Supposons que j > ¢ et que S; ;1 soit borné; montrons que 5; ; est également borné.
En effet, selon 'hypothése de récurrence, I'élément S;_; ; situé a la ligne ¢ — 1 est

borné. Par la suite, a partir de I’équation (2.19), nous obtenons :

t
19, ()| < e |18, (0)]| + 9/0 e NS 1 By (u, &) + By (u, £) S, ds

<|[|Si;(0)]] + 2FpSp, d’aprés I'hypothése de récurrence.

Nous avons montré que tous les éléments de la matrice S sont bornés supérieurement
et cette borne supérieure est indépendante de 6. En conséquence, la plus grande va-

leur propre de S, c.a.d. Ay (S, 1), est également indépendante de 6.

Nous fournissons maintenant une borne supérieure pour I’erreur d’observation. Dans
ce but, définissons 7 = Ayz ol 7 = & — x est 'erreur d’observation. En utilisant les

égalités (2.6), nous obtenons :

Kl
Il

0(F(u,2) — SO (w)C(w))z + Ag (F(u, &, 2)z + @lu, 1, :1:)) — AgBe(t)
1

= O(F(u,2) — ST1CT (1) O (u)E + Ag (F(u, &, 2)z + @lu, 1, x)) -

A

ol F(U,JA],[L’) = F(U7JA7> - F(U,ZE) et @(u7:i.al‘ = QO(U,J]) - QO(U,I)

~—

Soit V(t,z) = z7S(t)z la fonction de Lyapunov candidate. En utilisant 1’équation

(2.8), nous obtenons :

V(t,Z(t) =2 (t)S(t)Z(t) + 22T (£)S(t)z(t)

— 0V — 07707 (w)C () + 22T S Ay (ﬁ(u, 2,2)z + ¢lu, &, x))
g
ga—1

—2z7SB (2.21)

En procédant comme dans [Farza et al., 2014; Farza et al., 2009], nous pouvons
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montrer que pour 6 >1

27T SAGEF (u, 2, 2)x < 2¢/n\/Au(S, to)\/V (t,Z)Lrza ||z
< 2ynogLrxyV(t,T)

27T NP (1, 7,7) < 2y At (S, to)\/V (, 7) Lo 7| (2.22)
< 2ynogL,V(t,T)

277 Se (1) < 2/ A(Ssto)V/V (#,2) )]

ot o5 = /A (S,t0)/An(S, o), Lr et Ly, sont, respectivement, les constantes de Lip-
schitz de F' et ¢ comme indiqué dans I'hypotheése H2; x,; est la borne supérieure
de = donnée par (2.4). Selon ’équation (2.16), nous avons :

/_\M<S, to)e

os < v a(h) 5

(2.23)

En combinant ’équation (2.21) avec (2.22) et (2.23), nous avons :

—OV + 2/a(0) M(LFxM+L¢)V+2«/XM(S,tO)\/V(t,QE)Hs(t)
< —ouO) 2 Y ) e (2.24)

fa—1

v

IN

ou u(f) = (1 — 2\/$ \/%(W(LFQ?M + Lg,)) . Notons que, selon la propriété de

a donnée par I'équation (2.12), on a elim w1(0) = 1 comme indiqué dans le théoréme
— 00

2.2.1.

L’inégalité (2.24) peut étre réécrite comme suit :

dv'V 0(6) (S, to)
< — Yy -2\
i S YV

le(®)] (2.25)

L’intégration de I’équation ci-dessus de 0 a £ > 0 donne :
j\M (57 tO)
091(0)

En revenant aux coordonnées originales et en tenant compte de I'inégalité ||z|| <

5. (2.26)

|Z|| < 6971|z||, nous parvenons a :

on(o)

gs

T < - 2 |z —_— 2.2
[Z(t)]] < o0 1z(E)] + eu(9)5s (2.27)
Enfin, d’aprés I’équation (2.23), nous avons :
(S, t 6 A S t
=0l < \/ S to)eal®) - 0] + y2 )
0
)\M(Sv 0)

la constante n requise par le théoréme est n = . Ceci termine la preuve.
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2.4 Exemple

Nous considérons le systéme dynamique suivant :

(

I UL T Ty + U3 T3 + T1U3
o | = | @3 — 102y + uz — 23 +&1(¢) (2.20)
T3 —x3 — 20129 — 10U 29

vy = w0

ou x;, u; € Rpouri=1,..,3 et j =1,..,3. Le systéme (2.29) est sous la forme
T T
(2.1) avec ¢ =2, z = ((x(l))T (x(Q))T> , o) = <ZL’1)7 z® = <$2 $3> ;
F1<U,$(1)) = (lel Ugl’%) )
Tius

o(u,z) = r3 — 102y +uz — a3 |

—T3 — 2.%'11'2 — 10’&11’2

€1
£ = ,
0
et e1(t) = 0.1sin(0.17t).
1 0 0
Par conséquent, on a Ay = diag <[1 1/0]2) =10 1/6 0
0o 0 1/0

Un observateur de la forme (2.7) a été congu pour estimer x ou les entrées sont
données par u;(t) = sin(117t), us(t) = cos(11nt) et uz(t) = 5cos(27nt). Dans le but
de se placer dans de conditions proches des conditions réelles, la mesure de x; issue
du modele de simulation est corrompue par un bruit Gaussien de moyenne nulle
et de variance égale a 0.02. Dans la figure 2.1, nous avons comparé ’évolution de
chacune des variables non mesurées x5 et x3 ainsi que la sortie entachée de bruit x;
(issues de la simulation du modéle) avec son estimée fournie par I'observateur. On
notera la bonne qualité de I’estimation et ce en dépit de la présence de I'incertitude

£1(t) ainsi que celle de bruit de mesure.
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Figure 2.1: Estimation de x5 et x3 et de la sortie mesurée x; entachée de bruit de

mesure.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un observateur de type grand gain pour une
classe de systémes MIMO non uniformément observables renfermant des incerti-
tudes. Le gain de I'observateur est déterminé a partir de la résolution d’une EDO
de Lyapunov et il peut étre réglé par le choix d’un paramétre scalaire positif. Sous
I’hypothése d’excitation persistante, il est démontré que l'erreur d’observation liée
a I'observateur proposé converge exponentiellement vers zéro en ’absence d’incerti-
tudes. En présence d’incertitudes, cette erreur est bornée et peut étre rendue aussi
petite que désirée par le choix d'une valeur assez élevée pour le paramétre de réglage
de 'observateur 6. Cependant, des valeurs trés élevées de ce parameétre rendent 1'ob-

servateur plus sensible au bruit de mesure. Par conséquent, le choix du parameétre
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de réglage de 'observateur doit suivre un compromis entre un suivi satisfaisant de la
variation de I’état et un bon comportement par rapport au bruit de mesure. Dans le
chapitre suivant, nous allons étendre les résultats de synthese d’observateur pour une

classe plus large de systémes non-linéaires MIMO non uniformément observables.



Chapitre 3

Observateur étendu pour une classe
de systémes MIMO non

uniformément observables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons la synthése d’un observateur étendu de type grand
gain pour une large classe de systémes non-linéaires MIMO non uniformément ob-
servables. La classe considérée ici est une extension de la classe considérée dans le
chapitre précédent. En effet, le modéle est composé de la dynamique des variables
d’état en cascade avec la dynamique des parameétres inconnus (variables dans le
temps). La principale caractéristique de la classe de systémes considérée réside dans
le fait que les non-linéarités sous-jacentes ne sont pas triangulaires au sens classique.
En effet, la notion d’indices caractéristiques associés aux composantes de 1’état est
introduite et elle est utilisée pour définir une structure triangulaire étendue ou la tri-
angularité est définie par rapport aux variables d’état réordonnées selon leur indice
caractéristique. L’observateur étendu de type grand gain proposé peut donc étre
utilisé comme un observateur adaptatif permettant ’estimation conjointe de tous
les états et des paramétres inconnus du systéme. Le gain de 'observateur est fourni
par une EDO de Lyapunov appropriée. La convergence de I'erreur d’observation est

garantie sous une condition d’excitation persistante bien définie et son analyse se

35
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réalise en utilisant une approche constructive de Lyapunov.

3.2 Formulation du probléme

Considérons la synthése d’un observateur pour la classe de systémes dynamiques

décrits par les équations suivantes :

£ = Fu,&)6+U(u, &)z + g(u,&, 2) + e
2 = o(u,&2)+e, (3.1)
y = Cu)é+ () (u)z = Fo(u)f(l) + \I!(O)(u)z

ou u € R* est 'entrée, y € RP est la sortie et I'état du systeme z € R™ est réparti

comme suit x = € R" avec £ € R™, z € R™ et n = ng +n,.
z
Les sous-états £ et z sont partitionnés comme suit :
¢
q
§ = : avec £ ER™, ke {1,...,q}, et anzng, (3.2)
k=1
5(!1)
~(1)
z = : avec 2 e R”ZZ, le{l,...,r}, et anz =n,. (3.3)
=1
~(r)

La matrice F' a la structure anti-décalage suivante :

0 F(wé 0 ... ... 0
0 0 FQ(U,f) 0 0
Flu,g)=| o O (3.4)
0 0 qul(u,f)
0 0
k k+1

ou chaque Fy(u,§) est une matrice n{ x n;"" non identiquement nulle, triangulaire

par rapport a &, c’est-a-dire.
Fk(“?&) = Fk(u7 6(1)7 s 7£(k))7p0ur ke {17 s = 1} (35)
La matrice C' € R"*" est définie comme suit :

Cw)=( Fyw) 0 ... 0) (3.6)
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olt Fy(u) est une matrice n x n; non identiquement nulle avec n? = n; = p.

La matrice ¥(u, &) € R™*"= peut étre partitionnée comme suit :

U(u,§) = : 3 (3.7)
ot chaque U™ (u, &) € R ™ ke {1,...q}, L € {1,...,r} et TO(u) € R " se
présente comme suit :

VO ) = (00) - v (w) (3.8)

avec \Ill(o) e R | ¢ {1,...,r}

Nous supposons que la matrice ¥ a une structure triangulaire par rapport a &,
c’est-a-dire,

U (0, 6) = 0P (u, e® By, ke{l le {1 3.9

l (/U/?é.)_ l (u’é. 7"‘75 )7 e{?"'?Q}? 6{7“'7T} (‘)

et pour chaque [ € {1,...,r}, il existe au moins un k € {0,...,q} tel que \Ifl(k) est

une matrice non identiquement nulle.

g (u, €, 2)
De méme, la fonction non linéaire g(u, &, z) = : c R, g (u, ¢, 2) €
99 (u, €, 2)
R" , ke {l,...,q}, a une structure triangulaire par rapport a £, c’est-a-dire,
gk
W(u,ﬁ,z) = 0 sik<lpourkle{l,... q}, (3.10)
Les fonctions
ge: Ry — R™ g,: R — R™
S ot " (3.11)
t o= ee(t) t — e,(t)
sont sous la forme :
) L)
g z
ge=1| : ete,=| : (3.12)
6éq) eg)

ol &?ék) Ry — R”lg, Ee{l,...,q} et ed) . R, - R™, [ € {1,...,r}, représentent

les incertitudes (inconnues) du systéme.
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Afin de préciser la structure de la fonction g par rapport a z et celle de ¢ par rapport
a & et z, nous avons besoin d’introduire la notion d’indices caractéristiques associés

aux composantes 2, [ € {1,...,7}.

Indices caractéristiques

Nous présentons maintenant la définition des indices caractéristiques avant de spéci-

fier la structure des non-linéarités g et ¢. En effet, nous associons a chaque sous-état

2U) 5 € {1,...,7}, un entier positif, noté par vj, dont la définition est donnée ci-
dessous.
Définition 3.2.1 L’indice caractéristique v; associé au sous-état 29 5e{1,...,r},

est défint comme suit :
v = min{k € {0,...,q} tel que \Ifg-k) Z O}

Notons que, selon la définition des indices caractéristiques, si v; > 1 pour certains

je{l,...,r}, alors:
\I/§.k) =0 pour k€ {0,...,v; — 1} (3.13)

Nous supposons maintenant que les structures des fonctions non linéaires g par

rapport a z et ¢ par rapport a £ et z satisfont les conditions suivantes :

(k)

—gi(l) (u,é,2) = 0 sik<ypourke{l,....qtetle{l,....r}, (3.14)

et

o

5,0 (W& 2) = 0 st v <ypourkle{l,...r} (3.15)
z

Do

—06(5) (u,&,2) = 0 si yy<lpourke{l,....,rtetle{l,...,q}. (3.16)

On a donc d’'un coté les conditions (3.5), (3.9) et (3.10) qui expriment respective-
ment les propriétés triangulaires des matrices F', U et g par rapport a &, et d'un
autre coté la condition (3.15) qui exprime la structure triangulaire de ¢ par rapport
a z alors que les conditions (3.14) et (3.16) peuvent étre interprétées comme une
certaine structure de triangularité qui définit 'interconnexion entre les deux sous-

ensembles des composantes d’état, a savoir £ et z.
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Remarque 3.2.1 [l est facile de remarquer que dans le cas ou v; # 0, lindice
caractéristique v; associé au sous-état 209) est égal au rang de la premiere composante
€W de & dont la dynamique dépend (linéairement) de 2. Si expression de la
sortie dépend de zU), nous avons v; = 0. De méme que pour les sous-états z(!),
[ =1,...,r, un indice caractéristique, [y, pourrait étre associé a chaque sous-état
€R) kL =1,...,q et on aurait u, = k—1. Cela est did d’une part & lexpression de la
sortie du systeme (3.1) qui dépend de €1, alors iy = 0. D’autre part, pour k > 2 et
comme la matrice F(u,&) a une structure anti-décalage, la premiére composante de
¢ dont la dynamique dépend (linéairement) de £€®) est €*=Y | c'est-a-dire py, = k—1.
Par conséquent, les conditions (3.5), (3.9) et (3.10) qui expriment respectivement la
structure triangulaire de F', W et g par rapport a & peuvent étre reformulées comme

suit :

OFy(u,€) o)
aen 0 e

ou (+) signifie ¥(u,&) ou g(u, &, z).

=0 si pp < py pour k,l € {1,...,q} (3.17)

De méme, les conditions (3.14) et (3.16) qui fixent interconnexion entre £ et z
peuvent étre reformulées respectivement en utilisant les indices caractéristiques de la

maniere suivante :

dag®)
—ng(l) (u,&,2) = 0 sipp <y pourke{l,....qt etle{l,...,r}, (3.18)
D
DD (u,&,2) = 0 si v <p pourke{l,....r}etle{l,....q} (3.19)

Notons que la condition (3.15) qui traduit la structure triangulaire de ¢ par rapport

a z a €té déja exprimée a laide des indices caractéristiques vj associ€s aux 2\,

En résumé, il s’avére que la structure triangulaire classique des non-linéarités est
étendue a une structure triangulaire par rapport aux variables d’état qui sont réor-
ganisées en fonction de leurs indice caractéristique. La structure triangulaire étendue
des non-linéarités est décrite par les conditions structurelles (3.15), (3.17), (3.18) et

(3.19).

Commentaires sur la classe de systémes considérée

Dans le cas ou il n’y a pas de sous-vecteur z, c¢’est-a-dire que le vecteur d’état x est
)

restreint a £, le systéme (3.1) coincide avec une classe de systémes qui a été consi-
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dérée dans de nombreux travaux en vue de la conception d’un observateur d’état.
Nous résumons ci-aprés quelques-unes de ces classes. En effet, lorsque chaque ma-
trice F}, est de rang plein par rapport aux colonnes, le systéme (3.1) appartient a la
classe des systémes considérée dans [Hammouri and Farza, 2003] qui caractérise une
sous-classe de systémes observables pour toute entrée et pour laquelle les auteurs
ont proposé un observateur de type grand gain dont le gain est déterminé a partir
d’une équation algébrique de Lyapunov. Notons que la propriété de rang plein de Fj,
implique que ng > ngyq pour k =1,...,¢ — 1. Dans [Deza et al., 1993], les auteurs
ont considéré une classe de systémes similaire ol les matrices Fj sont réduites a
des fonctions a valeurs réelles positives bornées. Un observateur de type grand gain
avec un gain variant dans le temps issu de la résolution de 'EDO de Riccati a été
proposé. Dans [Besangon and Ticlea, 2007|, la classe de systémes considérée est si-
milaire & (3.1) sans le sous vecteur z et les fonctions Fj ne dépendent que des entrées
et des sorties. Les auteurs ont donné des conditions suffisantes pour caractériser des
systémes qui peuvent étre immergés sous la forme (3.1) et un observateur de type
grand gain avec un gain issu d’'une EDO de Lyapunov a été également proposé. La
classe des systémes considérée dans [Besancon and Ticlea, 2007] a été revue dans
[Dufour et al., 2012| ou les auteurs ont proposé la conception d’un observateur de
type grand gain sous une condition d’excitation persistante qui relache celle consi-

dérée dans |Besangon and Ticlea, 2007].

La prise en compte du sous-vecteur z, qui intervient sous une forme triangulaire non
classique, permet de couvrir une classe de systéemes plus générale que celle envisagée
dans les travaux décrits ci-dessus. En outre, une application intéressante peut étre
envisagée dans le cas ou le vecteur z représenterait des paramétres partiellement
inconnus qui doivent étre estimés conjointement avec les états. Dans ce cas, la fonc-
tion g (qui peut étre nulle) peut décrire la dynamique connue alors que ¢, désigne
la dynamique inconnue des paramétres inconnus variant dans le temps. Par consé-
quent, 'observateur étendu de type grand gain qui doit étre proposé peut étre utilisé
comme observateur adaptatif pour ’estimation conjointe de I’état et des paramétres

inconnus (qui peuvent étre variables dans le temps).
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Dans la section suivante, nous proposons la synthése d’un observateur d’état pour
le systéme (3.1) sous certaines hypothéses standard classiquement utilisées dans
la conception d’observateurs de type grand gain ainsi qu’une certaine condition
d’excitation persistante semblable a celle considérée dans [Besangon and Ticlea,

2007; Dufour et al., 2012].

3.3 Synthése de 'observateur

La synthése de 'observateur nécessite ’adoption de certaines hypothéses que nous
allons présenter au fur et a mesure de cette synthése. Tout d’abord, nous considérons
les hypothéses suivantes :

H1 L’état z(t) et Pentrée u(t) sont bornés, c’est-a-dire £(t) € X, 2(t) € X, et
u(t) € U ou X¢ C R™, X, C R™ et U C R® sont des ensembles compacts.

H2 Les fonctions F, U, (respectivement g et o) sont de classe C! par rapport a &
(respectivement par rapport a £ et z), c’est-a-dire que les dérivées partielles par
rapport a £ (respectivement par rapport a £ et z) sont continues par rapport
A toutes les variables. Les fonctions F, W, g, p, Fy et ¥ sont continues par
morceau par rapport a u. Les fonctions temporelles u, €¢ et €, sont continues
par morceau.

H3 Les fonctions inconnues eék), =1,...,q et 521), [ =1,...,r sont essentiel-

lement bornées, c’est-a-dire, il existe df,...,d¢,01,...,07 > 0 tels que

sup Essisoll £ (1) < OF, sup Essisoll eV ()] < 8

Remarque 3.3.1 Comme les fonctions F, ¥, g, o sont de classe C' par rapport a
& et z, ces fonctions sont localement Lipschitziennes. De plus, puisque [’état x et
lentrée u sont respectivement limités aux ensembles bornés X = X¢ x X, et U,
nous pouvons construire des prolongements Lipschitziens globaux des non linéarités,
qui sont globalement bornés, en utilisant des fonctions de saturations lisses. Ceci
permet de conclure que, pour toute entrée bornée u € U, toutes les non linéarités
sont globalement Lipschitziennes par rapport a x et sont bornées pour tout x € R™

(voir [Farza et al., 2009]). Nous noterons zpr, Far et Wy, respectivement, les bornes
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supérieures de x, F et ¥, c’est-a-dire :

xy = sup |z,
zeX

Py o= s (IF@Ol I F@l),
uclU,£e X

v = sw (1O ¥ wW)]). (3.20)
ueUEe X

et par Lp > 0, Ly > 0, Ly > 0 et L, > 0 les bornes supérieures des dérivées

partielles, c¢’est-a-dire, pour tout u € U et (§,2) € X x X,

oOF ov 0
TN B W T

Avant de donner les équations de I’observateur, nous introduisons quelques notations

Oy

< : _r
>~ LF7 o (U,ZE)

< L,(3.21)

qui seront utilisées tout au long de la procédure de synthése de 'observateur tout

en indiquant certaines propriétés utiles pour 'analyse de la convergence.

1) Soient A¢(#) et A,(f) deux matrices diagonales par blocs définies comme suit :

Ae(0) 2 diag (Iné, %Inga eq%lng) € RNex7e (3.22)
et
A .
AZ(Q) = diag (G%In%’ Q%Ingﬂ ey G%Inz) € Rn=Xxn= (3'23)

ol 6 est un scalaire positif. Nous pouvons facilement vérifier les égalités suivantes :
A¢(O)F(u, )A1(0) = OF(u,8)
Cw)A;Y0) = Clu) (3.24)

Maintenant, nous scindons la matrice ¥(u,£) € R"*™ en deux sous-matrices G et

R
U(u,&) = G(u, &) + R(u, §) (3.25)

ou :

e (7 est une matrice bloc de la méme taille que V¥ :

GV - GV (u,¢)
G(u,g) = : : (3.26)
G?u,€) - G (u,¢)
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ou chaque entrée Gg-k) € R"lgxng, ke{l,...,q} et j € {1,...,r} est définie comme

suit :

U (0, €) si k=v

G (u,€) = (3.27)

Onzg wnd autrement

Notons que G;(u,§) désigne la j-éme colonne (bloc) de G(u,&). Une telle colonne

est nulle si v; = 0, sinon, elle ne contient qu'un seul élément (bloc) non nul situé a

la ligne (bloc) numéro v;.

e R correspond au reste de la matrice ¥, c’est-a-dire R(u,§) = ¥(u, &) — G(u,§).

Selon la définition de GG, nous avons :

si k

Il
N

0 v,
(k) . n,.? xn
Rj (u7€> - ¢

e (3.28)
W (u,§) autrement

Notons que, selon (3.13), les entrées R§k) (u,§&) avec k < vy sont nulles. Par consé-
quent, la définition (3.28) peut étre réécrite comme suit :
0 j si k< Vj

(k) o nkxnl —
Rj (u7 5) - §

(3.29)
\Ilgk (u,&) autrement

Compte tenu de la décomposition (3.25) de la matrice ¥(u, &), le systéme (3.1) peut

étre écrit sous la forme condensée suivante :

z = Flu,§z+ G(u,x) (3.30)
y = Clu)z
avec
Onzxn§ Onzxnz
Glu,z) = ( Bl &)z + g(u,2) ) (3.32)
o(u, )

ouz € R", u € R®* et y € RP sont respectivement 1’état, 'entrée et la sortie du
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systéme.

2) Soient I'(u, &, 0) et A(u,&,0) les deux matrices définies par

1>

I(u,€,0) Ag(0)G (u, )ATH(0)

A(u,¢,0)

1>

Ag(0)R(u, )ATH(0) (3.33)

ou les matrices G et R sont issues de la décomposition de ¥ sous la forme (3.25).
Selon la définition des matrices diagonales (blocs) Ag(6) et A,(#) respectivement

données par (3.22) et (3.23), nous avons :

I w.e,0) = 0-FDGP (u,6)07
_ vi—(k—1 (k)
= 070G (u,€)

ootk (u, &) si k=v,
= ! ’ selon ’équation (3.26)
i autrement

_ (k)
= 06 (u,¢) (3.34)
et
A, 6,0) = 6-EVRW (u,6)6%
= 0 VRO ()

U si k<v;
= gX"= selon I’équation (3.29)
9”1*(“1)\1/;“ (u,§) autrement

Notons que tous les termes non nuls de la matrice R(u, £) sont multipliés par 6% ~(*+=1)

avec k > v;. Par conséquent, la puissance de 6 dans ce facteur est négative puisque
v;i—(k—1)<0.
Compte tenu des développements ci-dessus, nous pouvons facilement montrer que

les égalités suivantes sont vérifiées :
A¢(0)G(u, §)ATHO) = 0G(u,€) (3.35)

AR OAT ) 2 W (we ) (330

ou W (u, &, %) est une matrice dont les éléments sont polynomiaux en %. En utilisant
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la décomposition de ¥ sous la forme (3.25), nous obtenons :

Ae(0)(u, )ATHO) = Ac(0)G(u, §)ATH(0) + Ac(0)R(u, )AL (0)
— 0G(u, &) + W <u,g, é) (3.37)

De méme, en utilisant le fait que la j-éme colonne (bloc) de la matrice W) (u)A ()

(0)

est égale a ;7 (u)0"7, nous pouvons facilement vérifier que :

O W)ATHO) = B O (w) (3.38)

(0)

Cette colonne est égale a zéro si W37 (u) = 0. Dans le cas contraire, nous avons v; = 0

(0% =1) qui conduit & \Ilg,o) (w)0vi = \Iigp) (w).

Soit A,(f) est la matrice (n x n) diagonale par blocs suivante :
A,(6) = diag (Ac(0), A.(6)) (3.39)

o A¢(0) et A,(#) sont données, respectivement, par (3.22) et (3.23).

Soit F(u, &) et C(u) les matrices (n X n) et (p x n) suivantes :

Fu, &) G(u,¢)

Onzxng Onzxnz

cw) = (O vOw) ) (3.40)

ou F(u,§), C(u) et G(u, &) sont définies, respectivement, par (3.4), (3.6) et (3.26).
Notons que, selon les équations (3.24), (3.35) et (3.38), nous avons :

AL (0)F(u, E)ATH0) = 6F(u,¢)
Cw)ALYH) = C(u) (3.41)

xT

L’observateur étendu de type grand gain candidat que nous proposons est donné

par le systéme dynamique suivant :

€0\ _ [ FnE+ (w2 +g(ug, 2)
it o, ) (3.42)
OAZY(9)SL()CT () (C(u)é O ()2 — y)
oil £ € R™, 2 € R", u et y sont respectivement I'entrée et la sortie du systéme (3.1),

F,C, C et A,, sont respectivement donnés par (3.4), (3.6), (3.31) et (3.39); enfin,

S(t) est une matrice symétrique (n x n), solution de I'EDO de Lyapunov suivante :
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8(t) = =0 (S(t) + FT(uw, §)S(1) + S)F(u,€) — T (w)C(u)) (3.43)

avec S(0) = 87(0) > 0.

Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre, nous avons besoin de I’hypothése

additionnelle suivante. En effet, soit le systéme affine en état suivante :

i, e(t) = Flu,§)z, £(1) (3.44)

o z,. € R" est 'état de systéme, u et & sont les entrées du systéme qui cor-
respondent respectivement a l'entrée du systéme (3.1) et au sous état du systéme
dynamique (3.42); la matrice F est définie comme dans (3.31). Rappelons que la

matrice de transition @, ¢(t,s) du systéme (3.44) est définie comme suit :

4 (B, 6t9)) = Flult),€0)®, (1,5)
(Pu,é(S?S) = I

(3.45)

Notons que 'existence des solutions des EDO (3.42), (3.43) et (2.9) est garantie,
pour tout ¢ > 0, puisque les différentes fonctions impliquées sont globalement Lip-
schitziennes par rapport a 1’état et continues par morceaux par rapport au temps,

selon ’hypothése H2.

Soit 'hypothése supplémentaire suivante :

H4 30* >0; 350> 0; 37" > 0;¥0 > 0*; ¥Vt > I- on a

/t—T* @ié(s,t)CT(u(s))C(u(s))q)u’é(s,t)ds > Qj?Q)Ai(H) (3.46)

0

ol a(f) est une fonction positive satisfaisant

V>0, ad) >1 et lim oAb _y, (3.47)

0—oco 02
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Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant :
Théoréme 3.3.1 Supposons que le systéme (3.1) satisfasse les hypothéses H1 a

H3. Alors, pour toute entrée bornée satisfaisant [’hypothése H4 et pour tout 0 > 0*
ou 0% est donné par U'hypothese H4, il existe tg > 0 tel que que pour tout t > to,

nous avons :

—M(t—to)
[2(t) —z()]] < 0Xoe 2 12 (to) — x(to)]|

48 \/7)0 Zgg(x (k—1)) (5k) 292x v) (§L)2 (3.48)

ot x(t) est la trajectoire inconnue du systéme (5.1) associée a 'entrée u, Z(t)

est trajectoire de l'observateur (3.42) partant de #(0) associée & (u,y), 6f et O,

sont respectivement les bornes essentielles supérieures de ||e§(t)|| et ||€L(t)]| comme

A (S,to)

N (5 est le conditionnement de la matrice S
A (Shto)

indiqué par ’hypothéese H3 ; 0 =
définie par (3.43); B > 0 est une constante indépendante de 6. Finalement, x =

max(q — 1,v1,...,1,) et u(@) est une fonction réelle vérifiant elim wu(f) = 1.
— 00

La démonstration du théoréme sera détaillée dans la section suivante. Avant de
donner cette preuve, les questions résumées dans les remarques suivantes méritent

d’étre mises en exergue.

Remarque 3.3.2 L’hypothése H4 est similaire o celle donnée dans [Besangon,
1999; Besangon and Ticlea, 2007] ot les auteurs ont introduit la notion d’entrée
réquliére locale. Il s’agit des entrées pour lesquelles l'inégalité (3./6) est satisfaite
avec a(0) = 1 pour tous 6. Dans [Dufour et al., 2012/, les auteurs ont introduit
la notion d’entrée réguliere et ont montré que la classe de ces entrées inclut celle
des entrées régulieres locales. En utilisant les mémes arguments que dans [Dufour
et al., 2012/, nous pouvons montrer que la classe d’entrées satisfaisant ’hypothése
H4 comprend toutes les entrées régulieres locales, mais qu’elle est incluse dans la

classe des entrées régquliéres.

L’admissibilité de ’hypothése H4 est discutable sur deux plans. D’une part : com-
ment caractériser la classe des entrées du systeme fournissant [’état d’excitation
persistante (3.46) ? D’autre part : comment reformuler la condition d’excitation per-

sistante en utilisant les trajectoires de l’état du systéeme plutdt que les trajectoires de
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Uétat d’observateur ? A notre connaissance, il nexiste aucun résultat fondamental
permettant de caractériser la classe des entrées vérifiant une condition d’excitation
persistante a [’exception des problémes d’estimation des paramétres impliquant des
systemes linéaires invariants dans le temps. La condition d’excitation persistante est
donc une exigence difficile pour la conception d’un observateur. De plus, cette ques-
tion fondamentale ne sera pas résolue méme si la condition d’excitation persistante
est reformulée en utilisant les trajectoires d’état du systéme. Il est intéressant de
noter que la condition d’excitation persistante (3.46) pourrait étre vérifiée en ligne
car elle dépend uniquement des trajectoires de ['observateur et des entrées du sys-
teme. Ceci ne serait plus vrai si la condition d’excitation persistante dépendait des

trajectoires du systéeme puisque celles-ci ne sont pas disponibles.

Remarque 3.3.3 Selon (3./8), Uerreur d’observation converge exponentiellement
vers zéro pour des valeurs suffisamment élevées de 6 en l’absence d’incertitudes,
c’est-a-dire lorsque e = 0 et e, = 0 (c’est-a-dire ; = 0 et 6% = 0) pour tout k €
{1,...,q} et t=€{1,...,r}.

De plus, l'erreur d’observation peut étre aussi petite que souhaité dans le cas ou
a’gzo ete‘;:Opourtoutlgkgq et 1 </l <rtelsquek<xetv,<x—1. En
effet, dans ce cas, l’erreur d’observation reste dans une boule centrée a [’origine avec
un rayon proportionnel a p(6) 2 0;;(20()0)

petite en choisissant des valeurs de 6 suffisamment élevées puisque 6}lim p(0) = 0.
— 00

et elle peut étre rendue arbitrairement

3.4 Analyse de Convergence

Tout d’abord, nous allons montrer que la matrice S(t) régie par 'EDO (3.43) est
symétrique définie positive et obtenir une borne inférieure pour sa plus petite valeur
propre. Ensuite, nous montrerons que S(t) est bornée et que la borne supérieure de
sa plus grande valeur propre est indépendante de 6. Enfin, une fonction de Lyapunov

appropriée sera introduite et la convergence de 'erreur d’observation sera détaillée.
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Borne inférieure de S(t)

A partir des relations (3.41), nous pouvons montrer que la matrice de transition,

(iuﬁ’ du systéme suivant

Z,6(t) = 0F (u,£)Z, £(t) (3.49)

ou I'état du systeme z, ¢ € R™, u et é sont les entrées du systéme qui correspondent
respectivement a 'entrée du systéme (3.1) et au sous-état du systéme dynamique

(3.42), peut s’exprimer comme suit :

D, o(t,8) = Au(0)®, 4(t,5)A, () (3.50)

u?é’

ol @, - est définie par (3.45).

Par conséquent, la matrice S, solution de 'EDO (3.43), peut étre exprimée de la

maniére suivante :
S(t) = 6_9@575(0,15)8(0 §> Ot +0/ ot 5)<I>T (5,6)CT (u(s ))C(u(s))&)uyé(s,t)ds
= e AL (9)0T 2.é(0, t)A (0)S(0)A(0),, (0, 1) A ()

w /0 NI AT (OB ((5,6) An(B)CT (u(s) Cu(s) Mg ()2, o5, A, (6)ds(3.51)

De plus, le terme intégral dans (3.51) est une matrice symétrique définie positive;

il en résulte que S(t) est une matrice SDP.

*

T
En utilisant le fait que C(u)A,(#) = C(u), nous avons pour tout t > t, = ik

Sty > 6 / = AT B)DT (5,110 (u(5))C(u(s)) @, (5. ) AT (0)ds

Y

/t € TUIATHO)RT (5, 0)CT (u(s))Clu(s)®,, ¢s, ) A (8)ds

0

t
> fe " /t_T* AZHO)D o(5,6)CT (u(s))C(uls)®,, ¢(s,) AT (0)ds

*
506_T

a@) "

(3.52)

ou dy et a(f) sont donnés, respectivement, par (3.46) et (3.47). Selon l'inégalité

(3.52), nous avons clairement :
50€_T*

A (S, to) > o(0)

(3.53)

Nous allons maintenant montrer que Ay (S, o) est bornée par une borne supérieure

qui est indépendante de 6.
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Borne supérieure de S(t)

Sty U
Ur(t) Q(t)

matrices symétriques de dimensions nge x ng et n, x n., respectivement et U est une

Considérons la partition suivante de S : S(t) = ( ) ou S et @ sont des

matrice rectangulaire ng x n.. Il suffit de montrer que chacune des matrices S, Q et
U sont bornées avec une borne supérieure indépendante de 6 afin de prouver que la
borne supérieure de la plus grande valeur propre de S est indépendante de 6.

Selon (3.43), nous avons :

S¢) = -0 (S(t) + FT(u,€)S(t) + S(t)F(u, £) — CT(U)C(U)) (3.54)
Uty = -6 (U(t) + FT(u, E)U(t) + S()G(u, &) — OT (u)T© (u)) (3.55)
Q) = —0(QW) +E"wHUM +UT (G & - vOT eV (w))  (3.56)

Bornitude de la matrice S. Notons par S;; 'entrée (bloc) de la matrice S

située a la ligne ¢ et la colonne j. D’aprés 'EDO (3.54), nous avons :

Si1 = —0(S11— Fl (u)Fy(u)) (3.57)
Si; = —6 (Sl,j + Sl,jlejfl(uvé)) s je{2,...,q} (3.58)
Sij = —0 (Si,j + S 1 Fj1(u,€) + F‘z‘jil(uaé)sifl,j) , (3.59)

i€4{2,...,q}, j€{i,...,q}

Rappelons que, selon la remarque 3.3.1, les matrices Iy, £k = 0,...,9g — 1 sont

bornées avec une borne supérieure Fy; définie par (3.20). Selon (3.57), nous avons

donc :
t
1S11 Bl < e *)S11(0)]] +9/0 e 1| B (u(s)) Fo(u(s)) | ds,
t
< 1S (0)]] +Fz%49/ e =9ds = ||S11(0)]| + Fiy (1 —e™?),
0
< HS1,1(0)H+F]%4.

Maintenant, pour 7 > 2, nous procédons par récurrence sur j afin de montrer que
S1,; est bornée avec une borne indépendante de 6. En effet, supposons que S j_; est

bornée et notons par Sy, = sup ||S1,;—1(¢)||. En utilisant (3.58), nous obtenons pour
>0
jele. .-

1515

IN

t
e %)1S1,;(0)| +9/0 e =918 51 (s)Fj_1(u, §)||ds

151, (O)|| + FarSm (3.60)

IN
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A cette étape, nous avons montré que tous les éléments situés a la premiére ligne
(et la premiére colonne) de la matrice symétrique S sont bornés. Nous procédons
par récurrence sur le numéro de ligne ¢ afin de montrer que tous les éléments d’'une
ligne sont bornés. En effet, supposons que tous les éléments des lignes 1 a4 7 — 1 sont
bornés (avec une borne qui ne dépend pas de #) et montrons que tous les éléments
de la ligne i sont également bornés. Puisque S est symétrique, tous les éléments S; ;
avec ¢ < j sont bornés par I’hypothése de récurrence. En particulier, nous avons
Sic1i = Sgi_l et ces matrices sont bornées par une borne supérieure, désignée par

Su, indépendante de 6. Maintenant, nous allons montrer que S;; est borné pour

j > i. Considérons d’abord le cas ou j = i. En effet, selon (3.59), nous avons :

t
1Sia @I < e )1S:,:(0)] +9/0 e S, im1 Fim1(u, &) + FLy (u, €) Si—14]|ds

A

1S:,:(0)|| + 2Fa Sy,  selon hypothése de récurrence.

Supposons que j > i et que 5;;_1 soit bornée; montrons que S;; est également
borné. En effet, selon I'hypothése de récurrence, I'élément S;_; ; situé a la ligne ¢ — 1

est borné. Par la suite, a partir de I’équation (3.59), nous obtenons :

IA

t
15,5 (@) e )1S; ;(0)]| + 9/0 e V|8, 1 Fy1 (u, &) + FE 4 (u, €)Si—14]|ds

AN

15:,;(0)|| + 2FaSn,  selon 'hypothése de récurrence.

Pour résumer, nous avons montré que tous les éléments de la matrice S(t) sont

bornés avec une borne supérieure indépendante de 6.

Bornitude des matrices U et (). Soit U, ; I'élément de U situé a la ligne 7 et la

colonne j. Selon (3.55), nous obtenons pour j € {1,...,r}:
q
Uy = —¥ (Um + 351G () - F(?(u,f)\v;‘”(u)) (3.61)
k=1
. A q A~
Uyj = -0 (Ui,j + B (u, Uiz + Zsi,ng-k)(U,f)) pouri>2  (3.62)
k=1

Puisque S, G, Fy et ¥ sont bornées avec des bornes supérieures indépendantes de
6, nous pouvons facilement montrer & partir de I’équation (3.61) que Uy ; est borné
et que la borne supérieure correspondante est indépendante de #. De méme, a partir
de la bornitude de Uy ; et F' et selon I'équation (3.62), on peut établir la bornitude

de U;;, pour ¢ > j, en utilisant un raisonnement par récurrence similaire a celui
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adopté pour prouver la bornitude de S(t). Enfin, la bornitude de la matrice Q()
par une borne supérieure indépendante de 6 peut également étre établie a partir de

’'EDO (3.56) en tenant compte de la bornitude de G, U et W(©).

Des développements précédents, nous déduisons que Ay (S, %) est bornée par une
constante indépendante de 6.
Nous présentons maintenant une analyse détaillée de la convergence de ’erreur d’ob-

servation.

Convergence de ’observateur

Soit € =& — ¢ et 2 =2 — z Selon (3.1) et (3.42), nous avons :

(§
(éw ) _ (F(u,é>£+ W, €)7 + F(u, €6+ (w,€,6)z + g<u,fc,x>)
P(u, &, )

~0A71(0)STHHCT () (C)é + v O (w)z) ~ ( - ) (3.63)
€z

ou F(u757£) = F(u)é) - F(“ﬂ&)? i’(uvévf) = qj(”? A) - \Ij(uvf)7
g(u,aﬁ“,m) = g(u7€72) _g(uvfaz) et @(u7j7x) = @(’Wév 2) - go(u,f,z).

En utilisant la décomposition de ¥ sous la forme (3.25), nous obtenons :

~0A71(0)S M (OCT () (Cw)é + ¥ O (w)z) ~ ( E ) (3.64)

€z

ot G(u,€) et R(u,£) sont, respectivement, données par (3.26) et (3.29).

Définissons 7 = & — = = . ) , I'équation d’erreur (3.64) peut étre écrite sous une
z

forme étendue de la maniére suivante :

Bt =F(u,6)F(t) + G(u, &, 2) — 0A71(0)S ()T (W)C(W)i(t) — e (3.65)

S
olle = ( ¢ ), F et C sont données par (3.31) et
£

Gluin) ( R, ) + Fu, €, 6 + (u,,€)2 + (. 3,) ) 566

o(u, &, )
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Nous introduisons maintenant le changement de variables suivant : z = (5) =
z
Ag(0)¢ o . ,
= A,(0)Z ol Ag, A, et A, sont, respectivement, donnés par (3.22),
A,(0)z

(3.23) et (3.39). Selon (3.65) et en utilisant (3.41), nous obtenons :

() = A (0)F(u, &)A7HO)Z(t) + Ap(0)G(u, &, x) — 0S H(1)CT (u)C(u) A (0)Z(t) — Ar(H)e

T

= O0F(u,&)z(t) + Ap(0)G (u, &, ) — 0S7H()CT (u)C(u)Z(t) — Ay(0)e (3.67)

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov candidate suivante : V(z,t) =
z7S(t)z. D’apres (3.67) et selon (3.43), nous obtenons :
V(z,t) = z'Sz+25'Sx

= —0V(Z,t) — 0z7CTCT + 28T SAL(0)G (u, &, x) — 22T SAL(B)e  (3.68)

Ainsi, nous devons borner le terme

En procédant comme dans [Farza et al., 2014] et en tenant compte de la structure
triangulaire (classique) de F' et W par rapport a £, nous pouvons montrer que pour

0>1:

IAe(0)F(u,&,€)¢ < VaLpam|El < vnLrpzul|z|
1A(O) 8 (u, €,z < vaLwaumlléll < VaLyzu|z|

A

De méme, a partir de (3.36), nous obtenons :

18O R HAT O = |[w(wép)z] < vavmlEl < vavwlz|

Nous allons maintenant nous concentrer sur la bornitude des termes A¢(6)g(u, &, z)

et AL(0)p(u,z,x).
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En utilisant le théoréme de la valeur moyenne pour les fonctions vectorielles, il existe

. 171 171 q a 14q )
2 ng réels, al,bl,...,ané,bn al,bl,,...,ang,bng tels que :

g(“?&? 2) - g(u,§7 Z) - g(u7év 2) - g(u,g,é) +Q(U,§, 2) - g(uaéaz)

VTMU af, 2) Vgl (u, € b})
vgngbé (u, aiz% ,2) VZTg:Lé (u, &, b}@%)
= | £+ Z (3.69)
VTgl(“ af, 2) VIgi(u,&,b)
vg le(uvai‘hé) VZ ZQ(U)€7 biQ)
3 13 3 3

k
on ¥gh() = 250 e 9k = ),

Pour la commodité d’écriture, nous introduisons la notation suivante :

v{ gl(u CL%, ) VZQ}(Uaf,bD

Vigl A alé,z) VZg}Lé (u,g,b}%)
G(u,a,2) 2 | L Gu,Eb) 2|

Vggl(u af, 2) VZTg‘f(u,f,bﬁ)

vg (U a?@g?é) Vz gg(u7§7big)

Ainsi, 'équation (3.69) peut étre réécrite comme suit :

9(u.§,2) —g(u,§,2) = G(u,a,2)§+G"(u,€,b)z (3.70)
et nous obtenons :

Ae(0) (901,€2) = 9(u,€, 2) | =Ae(O)G" (u, 0, )AT () + Ae(6)G" (. €, L)AL (0)2

Nous définissons
G(u,a,2) = Ae(0)Gu, a VE)A L(0) et G®(u,&,b) = Ae(0)G(u, &, b)ATH(O)
et désignons par My, 1'élément (bloc) situé a la ligne k et la colonne I pour toute
matrice M. Ensuite, nous avons :

G (u,a,2) = 07FGY (u,a,2) et GYy(u,&,b) = 0"~ FVGY (u,€,b)

A partir de (3.10) et (3.14), il est facile de remarquer que Giy(u,a,2) =0sil—k>0

et que G2 ,(u,&,b) =0 si v — (k—1) > 0. Par conséquent, nous avons pour 6 > 1 :
k.l

I1GE (a2l < IGE(uya, 2| et (IGR (u, D) < |Gy (u, &, B)l|



3.4 Analyse de Convergence 55

et par conséquent, nous obtenons :

IN

G2 (s, 2) 1]+ G B2
G2 (s, 2) €I+ G (s €, b))
1G2 (w0, 2) | PIE] + 162w, €, 6) | ]12]) pour 6> 1
(Il (a0, )l + G (&, B) | ) 2]
ag(u7 a? 2) a~9(KLL7 57 b) =
F F

(]
< 2vnLgl|Z| ' (3.71)

18¢(6) (9(u€,2) = g(u,€.2)) |

ININ A

IN

)

IN

ox

)

ol ||(-)||r désigne la norme de Frobenius de la matrice (-).
En procédant de fagon similaire et en utilisant les conditions structurelles (3.15) et

(3.16), nous pouvons montrer que :

18.0) (p(w6,2) = p(w&,2)) | < 2VaLyllz]

%
Les inégalités ci-dessus conduisent, pour ¢t > to = VR a:

28T SAL(0)G(u, #,x) < 24/ Ar(S, to)V/V(Z)Wn((Lr + Ly)war + 2L, + Var + 2L,) | 7|

9 /\M(SatO)

< Vn((Lp + Ly)xa + 2L + Uar 4+ 2L,)V (2, 1)
Am(‘s)to)

En utilisant (3.53), nous obtenons :

n;\M (S, to)eT*
%0

= nva(d)V(z,t) (3.72)
nj\M(S, to)eT*

do
Nous allons maintenant chercher une majoration du terme 2z7 SA,(#)e apparaissant

27T SAL(0)G(u, 3, 2) < 2v/a(6) ((Lp + Ly)zas + 2Ly + U 4+ 2L,)V (3, )

ot n =2 ((Lp+ Ly)xpm +2Lg+ Vo + 2L,) est indépendante de 6.

dans le membre de droite de I'équation (3.68). En effet, nous avons :
277 SAL(O)=(t) < 24/ Wi (S, o)V V(T D | AulB)(2)] (3.73)
D’aprés (3.68), (3.72) et (3.73), nous obtenons :

V(2,t) < —0p(0)V(Z,t) + 24/ A (S, t0)V/V (T, 1) | A (0)2 (1)

ou de maniére équivalente

WW < —9“2(9) VV(E ) + /A (S, t0) | A (B)e(®)] (3.74)
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ol u(f) = (1 - Oég?) Notons que, selon (3.47), nous avons eli)rgo wu(d) = 1.

D’aprés (3.74) et en utilisant le lemme de comparaison, nous obtenons pour ¢ > ¢y =

T .
i
,M(t —t )
V@) < e 2 YV (@(t). to) (3.75)
ViulS) [N (8N <55>2
oV MAT ) _s —Z
o) ; g1 +; iz
En revenant a T et en utilisant (3.53), nous obtenons :
,M(t_to)
lz@)l < oe 2 12 (o)l (3.76)
oz(@) q Sk 2 r 5é 2
ot 5 (o5) 5 (4)
k=1 =1

= T*
% est le conditionnement de S et § = 2 )\]\4(8(;50)6

que la constante (8 est indépendante de 6§ comme indiqué dans le théoréme.

ol o = . 11 est clair
Etant donné que z = A,(0)Z ot A,(0) est donné par (3.39), nous avons pour tout
0>1:|z| < |zl <6X|z|] o x = max(q — 1,v1,...,). Revenons aux coordonnées

originales z de ’erreur, nous obtenons :

_Ou®),,
EO < 0 oe 2 0 e
al(f il 2 "
48 02#(2()0) J kZZI 02(x—k+1) <5§> 4 ; 020¢—) (51)2
01(0)
N Y

a(f) - 2 < 2
+B4 | e g2(x—(k=1)) (§F) 1 6201 (5L

Ceci termine la démonstration du théoréme.
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3.5 Exemple

Considérons le systéme dynamique suivant :

(

& w11y + uabils + Sruzz — 27 — ugki 23
& = §3 4 uzz — &5
£ —&3 + uzz1&1é2 — u1822273
2 —z1 + sin?(&1) (3.77)
| = —tanh(z) — 21 +wi1&H& | = P& 2)
Z3 —2z3 + 25 + E3sin(&1) + (1)
y =& +uwz

ou gi; Zi, U, Ui € R pour 1= 1,2,3.

L’état peut étre partitionné comme suit :

1
& = : avec 5(1) =& et 5(2) = < ,
@) &3
L)
z = | z® avec 2z = 21, 2@ = 25 et 20 = 23,
3

ce qui signifie que ¢ =2 et r = 3.

Avec cette partition, il est clair que le systéme (3.77) est sous la forme (3.1) avec

Fy, = 1, Flz(ulfl U25%>7

O = (00 ) w?), v —u, v =0, v =0,

v = 0, vl =g, ol = —ung,

’ \1152) _ \IJ:())Z) _
(RIS 0 0

?
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2
A L)
e = | a-g  |ow=|
€
'3
—&3 — u1822023
o
0
e. = | @], 5? = =@ =, 5?) = ;D) =e(t)
0
o

Les indices caractéristiques sont donnés par :
— 11 = 0, puisque \Ifgo) =0,
— 1y = 1, puisque \Ifgo) =0et \Ifgl) £ 0,
— v3 = 1, puisque \Iféo) =0et \Ifél) Z 0.

Cela méne A :

0 U3§1 —U251
G(U, 5) =10 0 0 )
0 0 0

et

A0) = diag(1, 3, 1),
A¢() = diag (11, 512)-

Nous pouvons remarquer que seule la dynamique de z3 contient une incertitude, a
savoir €. Cette incertitude a été spécifiée dans la simulation comme suit : ¢(t) =
0.1sin(117t).

Il est a noter que le systéme (3.77) est non uniformément observable. En effet, si

toutes les entrées sont égales a zéro, alors le systéme (3.77) est réduit a :

¢

51 —Z%

L= |6-8

& ~&

2 —21 +sin?(&)

| = —tanh(zs) — 21

23 —z3 + 25 + E38in(€y) + £(t)
y==a

Les dynamiques de z; et & dépendent 'une de I'autre seulement, c¢’est-a-dire qu’elles

ne dépendent pas des autres états. Puisque z; est la sortie, le systéme est donc,
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évidemment, non uniformément observable.
Un observateur de la forme (3.42) a été congu pour estimer & et z.
Les simulations du systéme (3.77) et de I'observateur étendu de type grand gain ont

été réalisés en considérant les expressions suivantes pour les entrées :

ug = sin(177t), uy = sin(11nt), uy = cos(11nt), uz = cos(2nt). (3.78)

0.8

_Zl

.

10 15

Temps (S)
N
-
10 15
Time (S)
— 23
- 23
_0 L L
1Y 5 10 15
Time (S)

Figure 3.1: Estimation des états z;, pour i =1,2,3

En simulation, les six valeurs initiales de 1’état du systéme ont été réglées a 0.5 tandis
que les six valeurs initiales de 1’état de 'observateur étendu ont été arbitrairement
fixées a zéro. Enfin, la valeur du parameétre de synthése de ’observateur 6 a été fixée
a 5. Les estimations des états fl et 2; sont données sur les figures 3.1 et 3.2 ou elles

sont comparées avec leurs vraies valeurs issues de la simulation du systéme.
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1
—&
O'SM
O.’\"' i
0% 5 10 15
Temps (S)
1 T r
—&
—
O_I\l\' A
0% 5 10 15
Temps (S)

—&
S

10 15

Temps (S)

Figure 3.2: Estimation des états &;, pour i =1,2,3

Un zoom sur les erreurs d’observation relatives aux six états est présenté sur la
figure 3.3. Nous remarquons que certaines de ces erreurs ne convergent, pas vers zéro,
mais elle se trouvent dans une boule centrée a l'origine avec un rayon relativement

petit ce qui confirme les résultats théoriques détaillés dans les sections ci-dessus.

3.6 Conclusion

Un observateur étendu de type grand gain a été proposé pour une classe de systémes
non linéaires ot la structure des non-linéarités est non triangulaire au sens habituel.
Cette relaxation de modélisation a été réalisée grace a l'introduction du concept

d’indices caractéristiques. Un tel concept a été utilisé de maniére appropriée pour
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Figure 3.3: Evolution temporelle des erreurs d’observation

étendre la structure triangulaire classique de sorte que la triangularité du systéme
est considérée par rapport aux composantes de 1’état réordonnées selon leur indice
caractéristique. De plus, la classe des systémes considérée n’est pas uniformément
observable dans le sens ou les systémes concernés peuvent admettre des entrées
qui peuvent les rendre inobservables. Pour éviter une telle situation, une condition
d’excitation persistante a été considérée permettant ainsi de préserver ’observabilité
du systéme. Un observateur étendu de type grand gain dont le gain est issu de la
résolution d’'une EDO de Lyapunov appropriée a été concu et ses équations ont
été générés. Les principales propriétés de 1'observateur proposé ont été illustrées en

simulation & travers un exemple académique.






Chapitre 4

Synthése d’un observateur adaptatif
pour une classe de systémes non

linéaires

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur le probléme de la synthése d’un ob-
servateur adaptatif de type grand gain pour une classe de systémes non uniformé-
ment observables avec des paramétres inconnus constants. Cette classe découle de
celle considérée dans le chapitre 2 et suppose une structure triangulaire par rap-
port aux variables d’état. Cependant les paramétres inconnus n’interviennent pas
que de maniére linéaire dans la dynamique du systéme. Des indices caractéristiques
seront définis et associés a ces paramétres en vue de générer un modeéle augmenté du
systéme. Habituellement 1’état augmenté est obtenu en concaténant simplement le
vecteur d’état x et le vecteur des parameétres p. Il sera obtenu ici en réordonnant les
composantes de x et de p de telle sorte que le systéme dynamique étendu posséde
une structure triangulaire par rapport a I’état augmenté. Le systéme augmenté ainsi
obtenu sera alors considéré en vue de la synthése d'un observateur. Nous propo-
sons donc, dans un premier temps, un observateur de type grand gain conc¢u dans
les nouvelles coordonnées. Le gain de 1'observateur proposé sera issu de la résolu-
tion d’'une EDO de Lyapunov et sa convergence exponentielle sera garantie sous une

propriété d’excitation persistante appropriée. Nous montrerons ensuite que les équa-
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linéaires

tions de I'observateur peuvent étre manipulées afin de séparer les équations associées

a l'estimation de I’état de celles correspondant & ’adaptation des parameétres. Ceci

permet de récupérer les équations de I'observateur adaptatif, exprimées dans les co-

ordonnées originales. Les principales étapes de la conception de I'observateur ainsi

que ses principales propriétés seront illustrées a travers la simulation d’'un exemple

académique.

4.2 Formulation du probléme

Nous considérons la classe de systémes dynamiques MIMO dont la représentation

d’état est donnée par :

&= F(u,z,p)x + ¥(u,z,p)p+ g(u,,p)

y=Cwz+ ¥ (u)p = Fy(w)z) + ¥ (u)p

avec
21
q
z=| 2® |, 20 cR™ et an:n, p=
k=1
pac)

La matrice F' a la structure anti-décalage suivante :

0 Fi(u,z,p) 0

F(u,z,p) =

Cw) = ( Fo(w) 0

\I/(U,ZL‘,IO) = ‘l’(k)(U,SU,P) et g(u>$7p) =

P1
Pj

Pm

9V (u,z, p)

9 (u, z, p)

99D (u,z, p)

eR™, p; eR.

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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ouxr € R" u € R et y € R? sont respectivement, ’état, I’entrée et la sortie du
systéme, p € R™ est un vecteur constant inconnu, Fy(u) est une matrice non nulle
de dimension ng X ny avec ng = n; = p et pour tout k € {1,...,q}, Fp(u,z,p)
est une matrice non nulle de dimension ny X ngy1, U egt une fonction non li-
néaire dépendant de l'entrée avec U (u) = ( 0w o wD () ) € RP™, g et

¥ sont des fonctions non linéaires dépendant de 1’état, des paramétres et de 1’en-

trée avec g (u, x, p) € R™ et U(u,r, p) € R™™. Chaque ligne de ¥¥) (u,z,p) €

Rmxm ke {1,...,q}, est constituée de m colonnes \Ifg-k) (u, z, p) € R™ c’est-a-dire
UE (4, z, p) = ( v O ) e () )

Les fonctions Fy(u,z,p), k € {1,...,q — 1}, U (u,, z, p) et ¢ (u,x, p) sont sup-

posées posséder des structures triangulaires par rapport & z c’est-a-dire :

Fr(u,z,p) = Fe(u,2M,. .. 2® p) ke {l,... ,q—1},
UE (u,2,p) = OO (u, W a® p) ke {l,... q,
g(k)(u7x7p) = g(k)(u7x(1)7"'7x(k)7p)7 k€{17"'7q}'

En outre, nous supposons que ces non-linéarités sont de classe C' par rapport a x

et p.

Remarque 4.2.1 Il est important de noter qu’aucune hypothése n’est faite sur la
valeur des dimensions ny des composantes de [’état. Par exemple, les systémes avec
une dimension arbitraire n ot ['état peut étre partitionné comme dans (/.2) avec
qg=2,n1=p etny =n—p sont inclus dans (4.1). La structure de ces systéemes est
assez générale car la dynamique de la sortie (et aussi de toutes les autres composantes
de l’état) peut dépendre de tout l’état. Par conséquent, la structure triangulaire n’est
pas aussi restrictive que dans le cas monosortie classique ot tous les ny sont égaux
al.

Comme indiqué dans 'introduction, nous traitons tout au long de ce chapitre le cas
d’une paramétrisation mixte linéaire/non-linéaire qui sera détaillée juste aprées la

définition des indices caractéristiques qui est donné ci-dessous.

Définition 4.2.1 L’indice caractéristique v,, associé au parametre inconnu pj, j =

1,...,m est défini par

vy, =min{k € {0,...,q} tel que \IJ;k> (u,z,p) # 0} (4.5)
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ot, pour k =0, \Il;k) (u,z,p) ne dépend que de u.

Soit 1 <7 < m le nombre d’indices caractéristiques différents qui sont renommés et
ordonnés comme suit :

0<m<wm<...v <gq, (4.6)

et soit
L, ={v,...,v} (4.7)

I’ensemble de ces indices.
Les éléments du vecteur de parameétres inconnus peuvent étre réordonnés, si néces-

saire, comme suit :

p(l/l)
p= (4.8)
p(Vr)
P ,
ot p1) = : € R™ avec ij =m; pl(yj) € R, V) =V pour j €
A

{1,...,r}etle{l,...,m;}.

Afin d’éviter la redondance des variables, nous supposons que le vecteur des para-
meétres inconnus p est déja réorganisé dans le systéme (4.1) comme dans (4.8). De

plus, afin de rendre compte de la partition de p sous la forme (4.8), la matrice W

(k)
J Y

doit étre partitionnée sous la forme de g x r entrées et chaque entrée, notée ¥
est la sous-matrice ny x m; située a la k-éme ligne (bloc) et la j-éme colonne (bloc),
Eec{l,....,q} et j € {1,...,r}. De méme, la matrice ¥() est partitionnée sous la
forme de r colonnes (bloc) et la colonne (bloc) située a la colonne j est désignée par
v,

Dans le cas d’une paramétrisation linéaire classique aucune non-linéarité ne dépend
du vecteur des paramétres inconnus p. Afin d’élargir la classe des systémes non
linéaires & paramétrisation linéaire, nous devons définir précisément la dépendance

possible des non linéarités par rapport aux paramétres inconnus. Ces dépendances
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sont définies par les propriétés structurales suivantes :

( OF

W(u,x,p) = 0,k’E{l,...,q—l},jE{l,...,T}, Sik’gyj,
@{)I;(k)
W(u,x,p) =0, ke{l,....q}, je{l,...,r}, sik <, (4.9)
5 | |
\ 8p("j)(u’x’p) =0, ke{l,....q}, je{l,...,r}, sik <.

Notons que, d’apres la définition des indices caractéristiques, nous avons \Ifg.k) (u,z,p) =

0 pour tout k < v; . Par conséquent, s’il existe kg > v; tel que ‘11§k0)(u, z,p) Z0, il
suffit de transférer \Ilg-ko)(u,x, p)p a gj(-ko)(u,x, p) (c’est-a-dire en l'ajoutant). Donc,

le nouveau ¢: " (u,x,p) obtenu satisfait toujours l’équation (4.9) et le nouveau

k
2
\PEkO)(u,x, p)pY) obtenu devient nul. Par conséquent, nous supposons dans la suite

que :

\Ilg.k)(u,x7p) = 0sik#v;, ke{l,...,q} (4.10)

Pour résumer, la dépendance de Fy, ¥®*) et ¢®) par rapport a x et p peut étre

exprimée de la maniére suivante, pour v;_; < k < v; avec j > 2

Fk(ua x?ﬁ) = Fk (u,x(l), s 7x(k)7 P(Vl)a B 7p(Vj71))

v k v Vi k
\I/Ejg)(u, T, p) :\Ifgj)) (u, 2,z B pn) i) et \IJE].)):0 pour k#uv;(4.11)
g(k) (u’ x, p) — g(k) (u7 $(1)’ . ’m(k)’ p(l’l)7 . ,p(yj—l))

et pour k < v, les non-linéarités, Fj, , ¥ et ¢*) ne dépendent que de u.

Notre objectif consiste a concevoir un observateur adaptatif pour fournir une esti-
mation simultanée de I'état du systéme et des parameétres inconnus en utilisant une
approche par modéle augmenté. Un modéle naturel pour faire face a ce probléme de
conception est obtenu en concaténant la dynamique des variables d’état du systéme

et des parameétres inconnus conduisant ainsi aux équations suivantes :

(4.12)

avec
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C(w) = (Clw) ¥O)), (4.13)

ou x est la concaténation des variables d’état du systéme avec le vecteur des pa-

x

ramétres inconnus, c’est-a-dire ¥ = € R™™ 1l est cependant intéressant
P

de noter que le modéle augmenté (4.12)-(4.13) n’est pas triangulaire par rapport a

son état sous-jacent T et n’est pas approprié pour la conception d’un observateur de
type grand gain. Un effort supplémentaire doit étre fait pour obtenir un modéle de

conception d’observateur approprié, comme ce sera montré dans la section suivante.

4.3 Changement de coordonnées

Une forme plus adéquate du modeéle augmenté (4.12)-(4.13) dans une perspective de

conception d’observateur de type grand gain est donnée par le systéme dynamique

suivant :
2= F(u,2)z+ G(u, z)
(4.14)
y=C(u)z = Fg(u)z(l)
avec
L) y
z = : , 2R c R™ et Zn;:n’:n—i—m, (4.15)
/ k=1
4(d)
0 Fi(u,2) 0 . 0
Flu,z) = 0 ,
0 0 Fyoi(u,2)
0 0

Clu) = (fo(u) 0 ... 0), (4.16)
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Gu,2) = | G®(u,2) |, (4.17)

g(q’)(u, 2)

ott les composantes de I'état 2(¥) € R™ doivent étre définies de telle sorte que les
non-linéarités F(u, z) et G(u, z) soient triangulaires par rapport a z. Dans ce qui
suit, ces composantes seront obtenues en réordonnant de maniére appropriée 1’état

augmentée T € R™.

Le nombre de sous composantes z*) de I’état, c’est-a-dire ¢’ , ainsi que leurs dimen-
sions respectives, c’est-a-dire nj, pour k € {1,...,¢'} , seront précisées ultérieure-
ment. En particulier, la valeur de ¢’ dépend de celle de v,., en effet ¢ = ¢ si v, < ¢
et ¢ = g+ 1 si v, = ¢. Définissons maintenant les ¢ premiéres composantes z*+1)

pour k € {0,...,q—1}.

Si k € I, ou I, est défini par (4.7), c’est-a-dire qu'il existe 7 € {1,...,r} tel que
k = v;, alors

(

k+1 k41
RIS o W (i
P [ Paa® o0, sy G e, a, D, p50)
) O 0
é Fk(u7 [1}(1), ’,Z'(k)’ p(l) p(l/jfl)) @E;’;)(u’ x(1)7 N ,x(k), p(l)’ . p(ijl))
\ 0 0
sinon
5 (k+1) 2 (k+1)
(4.19)
fk(u7z) = Fk(u?:v(l)?7x(k)7p(1)),p(’/771))

La composante 25D est égale a z*F+1) g \Ilgf)) = 0 ou de maniére équivalente si

k ¢ I,. Sinon, cette composante est constituée en concaténant k) et p(”j) avec

l/j:k‘.
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Notons que la dépendance de Fy par rapport a x et p donnée par (4.18) et (4.19) ré-

sulte de la propriété structurelle (4.11). De plus, la structure triangulaire F} par rap-

port & z résulte naturellement du fait que Fj, ne dépend que de ™), ... 2® p)
o, pWiY ) Cest-a-dire de (M., ) selon la définition des 2.
Maintenant, pour k = 1,...,q, la composante G*) de la fonction non linéaire G est
(k)
x
naturellement définie comme suit : si k — 1 € I,,, c’est-a-dire 2(*) = =
p(k_l)
(k)
, avec v; = k — 1, alors
p(uj)
®) (u, 2D, z®) pM L pwi-)
G*(u,z) = g P P ) , (4.20)
0
sinon, c’est-a-dire si z®) = z(*)
g(k)(u’ Z) = g(k)(u7 x(1)7"'?x(k)7p(1)?' * "p(yj_l))' (421)

La structure triangulaire de G par rapport a z est donc établie.

Rappelons que la dimension de z*) est notée nj dans I'équation (4.15). Selon la

définition de z¥) donné par (4.18) et (4.19), nous avons nj = ny, +m; s'il existe

je{l,...,r} tel que v; =k, et nj, = ny, sinon.
A ce stade, nous avons défini les composantes z*) pour k = 1,...,q. Ces com-
posantes contiennent toutes les composantes ¥, k € {1,...,¢} de l'état =, et

également toutes les composantes p*) avec v; < g — 1. Cependant, s’il existe des
parameétres inconnus avec un indice caractéristique égal a ¢ c’est-a-dire v, = g, il
faut définir une composante supplémentaire 24+ avec les variables augmentées as-
sociées afin d’incorporer ces paramétres. Afin de compléter la définition des variables

étendues, considérons le cas oil v, = ¢ et définissons z(@+1) Fq et Gla+l),

La composante 2(@) 2 2@+ ot la non-linéarité G@) 2 G+ sont naturellement

définies comme suit :

z(Q+1) = p(V'f‘) et g(‘Z+1) — O (422)
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Il reste a définir Fp_4(u, x, p) 2 F,(u,x,p) et de présenter sa structure triangu-

(@

laire par rapport & z. En effet, si ¢ — 1 = v,_; clest-a-dire 2@ = 2
p(q_l)
2w
, alors
p(VTfl)
(vr) 1) (@ 1) (vr—1)
ql ) ) \I] ) 9 ) )
Fylu,z) = (o)) ) (1 ep P (4.23)
0 0
sinon, si 29 = 2(@ nous avons
Folu,z) = (0,20, 2@ p0 . sy (4.24)

De plus, la dépendance de \Ifﬁw)

par rapport & x et p donnée par (4.23) et (4.24)
résulte de la propriété structurelle (4.11), ce qui permet de conclure sur la structure

triangulaire F, par rapport a z.

4.4 Synthése de 'observateur étendu

Dans cette section, nous nous concentrons sur la classe de systémes décrits par les
équations (4.14)-(4.17) en vue de la synthése d’un observateur. La seule propriété
structurelle supposée tout au long de la synthése de I'observateur est que les non-
linéarités Fy(u, z) et G¥)(u, z) sont triangulaires par rapport & z, sans tenir compte
du fait que certains états sont des paramétres inconnus. Autrement dit, aucune
hypothése a l'exception de la forme triangulaire par rapport a I'état est effectuée
sur la structure des non-linéarités Fy(u, z) et G (u, 2).

Il convient de signaler que le systéme (4.14)-(4.16)-(4.17) a été considéré dans de
nombreuses contributions portant sur la synthése d’observateur d’état. En effet,
dans le cas de systémes mono sortie, affine en la commande, et lorsque tous les
Fi. sont identiquement égaux a 1, le systéme (4.14)-(4.16)-(4.17) coincide avec la
forme canonique qui caractérise la classe des systémes uniformément observables et
de nombreux observateurs issus de différentes approches ont été congus (voir par
exemple [Gauthier et al., 1992; Ciccarella et al., 1993; Boizot et al., 2010; Zemouche
and Boutayeb, 2013; Alessandri and Rossi, 2015; Astolfi and Marconi, 2015]). Dans
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[Deza et al., 1993], les auteurs ont considéré une classe de systémes similaire ou les
matrices JFj sont réduites & des fonctions a valeurs réelles positives bornées et ont
proposé un observateur de type grand gain avec un gain variant dans le temps issu
de la résolution d'une EDO de Riccati. Pour les systémes multi-sorties, et dans le cas
ou chaque matrice Fj, est de rang plein par rapport aux colonnes, le systéme (4.14)-
(4.16)-(4.17) appartient a la classe de systémes considérée dans [Hammouri and
Farza, 2003] qui caractérise une sous-classe de systémes uniformément observables
pour lesquels les auteurs ont proposé un observateur de type grand gain dont le gain
est issu d’une équation algébrique de Lyapunov. Notons que le fait que les F}, soient
de rang plein implique que nj, > nj_, pour k € {0,...,¢ — 1}. Dans [Besancon and
Ticlea, 2007|, une classe de systémes similaires & la forme (4.14)-(4.16)-(4.17) a été
considérée, mais les fonctions Fj ne dépendent que des entrées et des sorties. Les
auteurs ont donné des conditions suffisantes pour caractériser la classe des systémes
qui peuvent étre immergés sous la forme considérée et un observateur de type grand
gain dont le gain provient d'une EDO de Lyapunov a été construit. La classe de
systémes considérée dans [Besangon and Ticlea, 2007] a été revisitée dans [Dufour
et al., 2012] ou les auteurs ont proposé un observateur de type grand gain sous une
condition d’excitation persistante relachée.
Dans la suite, nous visons a concevoir un observateur de type grand gain pour le
systéme (4.14)-(4.16)-(4.17) sans supposer aucune condition de rang sur les matrices
Fi. Des hypotheéses appropriées sont considérées et, en particulier, ’accent est mis
sur la condition d’excitation persistante vérifiée par l'entrée qui est de premiére
importance pour garantir la convergence. En effet, nous supposons ce qui suit :
H1 L’é¢tat 2(t) et U'entrée u(t) du systéme (4.14)-(4.16)-(4.17) sont bornées, c’est-
a-dire z(t) € X et u(t) € U ol X C R" et U C R® sont des ensembles compacts.
H2 Les fonctions F et G sont Lipschitziennes par rapport & z uniformément par
rapport a u ou (u,z) € U x X. Les constantes de Lipschitz correspondantes
seront notées, respectivement, Lz et Lg, c’est-a-dire Vu € U ; Vz,Z € X ; nous

avons :

1F (u, 2) = F(u, 2)|| < Lrllz = 2|| et [G(u, 2) = G(u, 2)|| < Lgl|z — 2| (4.25)

Etant donné que I’état est confiné a I’ensemble borné X, nous supposons que des

prolongements Lipschitziens des non-linéarités, ont été effectués et que les fonctions
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Fi. et G sont fournies & partir de ces prolongements. Ceci permet de supposer que,
pour toute entrée bornée u € U, les fonctions Fj et G sont globalement Lipschit-
ziennes par rapport & z et sont bornées pour tout z € R" (voir [Farza et al.,
2009]). Nous désignons par zy, la borne supérieure de z, ¢’est-a-dire

zy = sup || z|| (4.26)
zeX

Le systéme dynamique suivant est un observateur candidat approprié pour le systéme

(4.14).

2= Flu, )2 + o(u, 2) — OA;1SHH)CT (u)(C(u)z — y) (4.27)

ol

Ly ... ;In/) (4.28)

S(t) = —0(S®) +F" (u, 2)S(t) + S(t)F(u, 2) — T (w)C(u)) avec S(0) = ST (0) >0
(4.29)

ou z, u et y désignent respectivement ’estimation de I'état, 'entrée et la sortie du
systéme (4.14)-(4.17) et € > 0 est un paramétre scalaire de conception. L’estimation

de I'état est donnée par :

2(1) )

q
avec 2% € R™ et anﬂ =n'=n+m (4.30)
k=1

N>
Il

3(d")

Une hypothése supplémentaire qui est d’'une importance primordiale est requise pour
prouver la convergence de 1’observateur. Elle caractérise les entrées qui permettent au
systéme d’étre suffisamment observable. Pour formuler cette hypothése, nous allons
d’abord introduire la matrice de transition d’état ®, (¢, s), soit systéme affine en

I'état suivant :

= Flu, 2)€ (4.31)

oil £ € R™, et u et 2 sont respectivement I'entrée du systéme (4.14)-(4.16)-(4.17)

et 'état du systéme dynamique (4.27) ; la matrice F est définie comme dans (4.16).
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Rappelons que la matrice de transition @, :(¢, s) du systéme (4.31) est définie comme

suit :

d(q)u,é(t73))/dt = F(u<t)72(t))q)u,2(tvs)
D, 5(s,s) = I,

(4.32)

Nous supposons maintenant que la condition supplémentaire suivante est vraie :

H3 lentrée u est telle que, pour toute trajectoire 2 du systéme (4.27) partant

de 2(0) € X, la condition d’excitation persistante suivante est satisfaite :

T
AT > 0; 35 > 0;30* > 0 ; VO > 6%, WZE’ on a

ou a(f) est une fonction positive satisfaisant

V0 >0, a(f) >1 et lim o) _ (4.34)

§—so0 62
Sous les hypothéses H1 a H2 et pour toute entrée bornée satisfaisant 'hypothése
H3, le systéme dynamique (4.27) est un observateur d’état pour le systéme (4.14)-
(4.16)-(4.17) comme ¢a a été démontré dans le chapitre 2.

Notons que chaque composante de 1'état augmenté z*¥) est composée de certaines
composantes de I’état originale x et du vecteur des parameétres inconnus p. Par consé-
quent, dans l'observateur (4.27), les EDO décrivant la dynamique des estimations
de I’état original et des parameétres inconnus sont dispersées. Nous allons séparer
les équations décrivant la dynamique des estimations de I'état initial de celles as-
sociées a l'estimation des paramétres inconnus. Cette séparation peut étre réalisée
en récupérant les estimations de 1’état augmenté & (donné par (4.12)), a partir des
composantes de I’état z. Le systéme ainsi obtenu correspondra a la forme adaptative

de 'observateur. Ce probléme sera examiné dans la section suivante.

4.5 Forme adaptative de 'observateur

Avant d’obtenir la forme adaptative pour ’observateur, nous allons décrire les équa-

tions de l'observateur adaptatif (4.27)-(4.30) dans les coordonnées originales, ou la
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dynamique des variables d’état et des parameétres inconnus est naturellement décrite
par le systéme augmenté (4.12)-(4.13). Deux caractéristiques méritent d’étre men-
tionnées pour atteindre cette finalité. Tout d’abord, le systéme (4.12) avec I'état
T est équivalent au systéme (4.14) avec 'état z les deux décrivent le comporte-
ment dynamique des variables d’état et des parameétres inconnus. Ensuite, 1'obser-
vateur (4.27) est une copie du systéme (4.14) avec un terme correctif qui est égal
a OA,; ' STICT (u)(C(u)2 — y). Puisque le systéme (4.14) a déja été écrit en utilisant
les coordonnées , c’est-a-dire correspondant au systéme (4.12), les équations de
I'observateur (4.27) peuvent étre exprimées dans les coordonnées Z, a condition que

le terme correctif soit exprimé dans ces coordonnées.

D’aprés la définition de F(u,2) et F(u, ), il est clair que la matrice F peut étre
obtenue en effectuant des permutations de lignes et colonnes sur la matrice F. De
méme, la matrice C(u) peut étre obtenus en effectuant les mémes permutations des
colonnes de C(u). Soit S la matrice obtenue en considérant les mémes permutations
de lignes et de colonnes effectuées sur F(u,2) pour obtenir F(u,Z). La matrice S

est solution de I'EDO suivante :

S(t) = =0 (S(t) + F"(u, 2)S(t) + S(t)F(u, 2) — CT(w)C(u)), (4.35)
avec S(0) = ST(0) > 0.

Il est clair que I'état augmenté T peut étre obtenu en effectuant des permutations de
lignes sur z. Soit Ay la matrice résultant de la réalisation des permutations des mémes
lignes sur Ay. Selon l'expression de Ay donnée par (4.28), pour k € {0,...,¢ — 1},
la puissance de 6 dans le (k + 1)-éme élément (bloc) de la matrice diagonale Ay est
égal a k. D’aprés 1'équation de I'observateur (4.27), cet élément intervient dans la
dynamique de 2**1) qui contient une partie de I’état original x et des paramétres
inconnus p, c’est-a-dire 25+ et p1) avec v; = k (voir (4.18)). Par conséquent,
lorsque le vecteur augmenté z est transformé en z, la matrice Ay est transformée en
Ay et prend la forme suivante :

- , 1 1 1 1
Ag = dl(lg (In17 §In27 ceey Wlng, %Im“ ey HTrImT) (436)
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Maintenant, ’observateur (4.27) peut étre écrit dans les coordonnées & comme suit :

&= Flu,2)E(t) + G(u, &) — 98,18 (1)CT () (C(u)E — y) (4.37)

ol T = , F(u,2), G(u,z) et C(u) sont donnés par (4.13), Ay est donné par

~

(4.36) et S est une matrice SDP régie par PEDO (4.35).

Maintenant, en remplacant z, F(u,Z), G(u,Z) et C(u) par leurs expressions res-

pectives données par (4.13), nous obtenons :

& Fep) g |\ (@) [ obwip)
b 0 0 P 0
— oA, 'S (1)CT (0(u>g:~ — 0O () — y) (4.38)

La structure simple de l'observateur (4.38) doit étre soulignée. Cet observateur est
constitué de deux parties : la premiére est une copie du modeéle (4.12) tandis que la
seconde partie est un terme correctif impliquant un gain qui provient de la résolu-
tion de 'EDO (4.35). De plus, il apparait clairement que I’observateur (4.38) est un
observateur adaptatif fournissant une estimation conjointe de I’état x et du vecteur
de parametres inconnus p.

Nous allons montrer que I'observateur (4.38) peut étre écrit sous une forme adapta-
tive incluant les observateurs adaptatifs proposés dans [Zhang, 2002; Besangon et al.,
2006; Zhang and Besangon, 2008; Farza et al., 2014] pour les classes de systémes
pouvant se mettre sous la forme (4.1). A cette fin, considérons la matrice SDP S
gouvernée par (4.35) et partitionnée comme

_ Si(t)  Sa(t)

Si) = . (4.39)
Sy (1) S3(t)

ou S et Sy sont des matrices symétriques de dimensions n X n et m x m, respecti-
vement, et S3 est une matrice rectangulaire de dimension n x m. Dans la suite, pour
la commodité d’écriture et tant qu’il n’y a pas d’ambiguité, nous allons omettre la

variable ¢ des matrices variables dans le temps.
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Puisque la matrice S est SDP, alors S; et S5 le sont aussi. Soit

X =83 53518, (4.40)
le complément de Schur de S; dans S et considérons la décomposition suivante de
S:
S1 Sy

S = (4.41)
ST S
1 r 1
I, S7's S; 0 I, S{'S
- L ! L (4.42)
0 In 0 S3—SIsS;'S, 0 In
T
I, -7 S; 0 I, -7
A ! (4.43)
0 I 0 X 0 In
ou
T2 57185, (4.44)

Puisque S est SDP, il en est de méme pour S; et son complément de Schur X dans
S. A partir de 'équation (4.43), nous pouvons facilement calculer I'inverse de S qui

peut étre exprimée comme suit :

-1 -1 -T
. I, -7 S1 0 I, -7
S_ pu—
0 I, 0 X 0 I,
I, Y St I, 0
0 I 0 P T I,
S;t+rpPYT TP
_ (4.45)
pPYT P
ou
pax! (4.46)

Le terme correctif dans 'observateur adaptatif (4.38) sera exprimé a 'aide de la
matrice S. Dans la forme adaptative qui sera donnée plus tard, le terme de correction
doit étre exprimé a l'aide des matrices S;, T et P données, respectivement, par
(4.39), (4.44) et (4.46). A cette fin, nous devons exprimer les EDO régissant ces

matrices. Elles sont fournies par le lemme suivant
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Lemme 4.5.1 Soient Sy, T et P les matrices données, respectivement, par (4.39),

(4.44) et (4.46). Alors, nous avons :

(

Si = —0(S+ FT(u, & p)Si + S1F(u, &, p) — CT (u)C(u))

T = 0((F(u,p) =S CT(W)C(w) T+ ¥(u, &, p) — Sy CT(u) WO (u))
P = 9(P-PM"MP)

M = Cu)Y + O (y)

\

ot F(u,#,p) et O(u) sont données par (4.3) et WO est donnée par (4.1).

Preuve (du Lemme 4.5.1) Commencons par décrire les EDO vérifiées par Sy, S

et Ss. En effet, a partir de (4.35), nous obtenons :

Si1 = —0(S$i+F'S;+SF-Cro) (4.48)
52 = -0 (Sg + FTSQ + S1¥ — CT\I’(O)) (4.49)
S = -8 (53 +uTs, 4 STw — \1:(0)%(0)) (4.50)

Déduisons maintenant 'EDO qui régit Y. A partir de (/.44), nous obtenons :

) d )
T=—2 CE (4.51)
Selon l’équation (4.48), on obtient :
d .
= (51—1) = 87187 =0 (ST 4+ ST FT 4 FST - s7teTesT) (4.52)

En utilisant les équations (4.52) et (4.49), Uéquation (4.51) devient :

T = —0(S; + Sy FT +Fsit - s7toTes ) S,
+0S7! (52 + FTS) + 80 — CT\IJ(O))
= —0(FS; = S7ICTCSTY) Sy + 08T (51\11 - ch11<0>)
= 0 (F—S7'CTC) (S7'85) +0 (W - ST CTw)
= o((F-s7'CTC) T+ w - 57 CTwO) (4.53)

Donnons maintenant la premiére dérivée de P. En effet, a partir de (4.46), nous

obtenons :

P =—PXP. (4.54)
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Et, a partir de l’équation (4.40), nous avons :
& aTa—1 r(d (o T o—1¢
X =85 — 878718, — S (dt (sl ))52—52 Sy, (4.55)
De méme, a partir de l’équation (4.52), nous obtenons :
ST <jt (S;l)> Sy = 0(STS;Sy+ STSTUFTS, + STFSTLS,
—S38710TCsytSs). (4.56)
Maintenant, a partir de l’équation (4.49), nous obtenons :
STS18 = —¢ (s{s;lsg + SIS FT S, + ST — S{S;lcT\P(O)) . (4.57)
et
STST1Sy = —0(S357" Sy + ST FS; Sy + WSy —wOTCSS,) . (4.58)
En combinant (4.55), (4.52), (4.56), (4.57) et (4.58), nous obtenons :
X = Sy+0(STST'S+ STSTICTCSTIS, - STSTICTYO — WO eSS,
+S50 + 0TS, (4.59)

En remplagant Ss, dans (4.59), par son expression donnée par (4.50), nous obte-

nons :

X = —0(S3—5Fs78, —8Ts7teTes 8, + 57s7eTw® 4 ¢ esls, — \IJOT\I/0>

= e(X STsTcTCs 1Sy + 5T s71cTw® 4 9T osLs, — \I/OT\IIO)
- ¢ (X (CST1Sy — N (ST, — \I!(O)))
— 9 ( —(CT + TOYT(CT + q/<0>)>

(4.60)

Enfin, d’aprés Uéquation (4.54), UEDO régissant P peut s’écrire comme suit :

P =0 (P — P(CY + 0O)T (CT + \I/(O)> P)

Ceci termine la démonstration du lemme /.5.1.

(4.61)
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Avant d’exprimer le terme correctif en utilisant S, T et P, nous pouvons remar-
quer que la matrice diagonale Ay donnée par (4.36) peut s’exprimer de la maniére

suivante :
/_\9 = diag(Ag, Qg)

ou Ay et 2y sont des matrices diagonales n X n et m x m données par :

1 1
Ag = dZCLg ]maglnw"'amjnq)
0 ) (4.62)
Qg = diag 971[7”1’ R %[mr)

Maintenant, a partir de (4.45) et (4.62), nous obtenons :

L AL 0 S;t+rpPYT TP cT
_9A1SCT(w) = —o| ! ()
0 Q! pYT P Uo7 (u)

Y -VR SICT () + TP (C(w) Y + T (u)) "
- 0 ;! P (C(u)T + 0O (u))"
[ A ST+ TPMT) ) )

Q,tPMT

La substitution de A, 'S~1CT (u) par son expression (4.63) dans les équations de
I'observateur adaptatif (4.38) permet de déduire la forme adaptative suivante de

I’observateur :

S
Il

F(u, &, p)& + g(u, 2, p) + W (u, ,p)p — 08, (ST'CT (w) + YPMT) (§ — y)
-0, ' PMT (5 - y) (4.64)
Clu)i + O (u)p

< -
(I

ou Sy, T, P et M sont donnés par (4.47).

Comme indiqué précédemment, 1'observateur (4.47)-(4.62)-(4.64) comprend les ob-
servateurs adaptatifs proposés dans [Zhang, 2002; Besangon et al., 2006; Zhang and
Besangon, 2008; Farza et al., 2014| qui ont été proposés pour des classes de systémes
incluses dans celle considérée dans ce chapitre, c’est-a-dire les systémes pouvant se

mettre sous la forme (4.1).
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4.6 Exemple

Considérons le systéme dynamique suivant

1 u1T1T2 + uaxiw3 + T1U3p2 — p15ind (1)
T = T3 — ug sin(p172)p3 + us cos(pazs)ps — p3par — T (4.65)
T3 —pP1T3 — P2X1X2
Y = x1+ upp1
ou x; 1 = 1,...,3 sont les variables d’état, p;, j = 1,...,4 sont des parametres
constants inconnus et u;, [ = 1,...,5 sont les entrées du systéme. L’objectif est

de concevoir un observateur pour l’estimation en ligne des variables d’état et des
paramétres inconnus a partir de la sortie disponible y. Cela peut étre réalisé en
utilisant I'observateur proposé dans ce chapitre. En effet, le systéme (4.65) est sous

forme (4.1) avec

P1
(1)
X A
= V=@ = [ )= | P
z? 3 p3
P4

et

Fo(u) = 1 Fl(U7I(1)) = (Ull’l Uﬂ%) \IJ(O)(U) = (uo 00 0)

Notons que, dans cet exemple, nous avons n; = 1 < ngy = 2.

Déterminons maintenant les indices caractéristiques des parameétres inconnus. D’aprés

(4.65), nous avons v,, =0, v,, = letv,, = v, = 2 et lamatrice ¥ est décrite comme

suit :
0 T1Uus (0 O)
\D(U,.T,p) = 0 0 —Uy Sil’l(pll’g) Us COS(pQI:;)
0 0 0 0

Un observateur de la forme (4.47)-(4.62)-(4.64) a été congu pour estimer les variables
d’état x ainsi que les parameétres p en utilisant les expressions suivantes pour les

entrées :

ug(t) = cos(17mt), wuy(t) = sin(17nt), wus(t) = cos(1lnt),
uz(t) = sin(11xt), wuy(t) = cos(2nt), us(t) = sin(27t),
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Notons que les matrices Ay et €y définies par (4.62) sont données par :

, 1 , 11
A@ = dzag (1, 5[2) s Qg = dzag (1, 5, ﬁIQ)

La simulation du systéme (4.65) et de 'observateur adaptatif associé a été effectuée
en mettant a 1 toutes les valeurs initiales des états du systéme et a zéro toutes
les estimations initiales de 1’état et des parameétres inconnus. Les valeurs réelles des
quatre parameétres inconnus pi, pa, p3 et pys sont, respectivement 1, 2, 4, et 6. Enfin,
la valeur du parameétre de conception de 'observateur 6 a été fixée a 5. La figure 4.1
montre les estimations des états &1, T et T3 ainsi que leurs évolutions temporelles
issues de la simulation du systéme. Les estimations des quatre parameétres inconnus
fournies par 'observateur sont données sur la figure 4.2. Les estimations précises
fournies par l'observateur des états du systéme ainsi que des parameétres inconnus

confirment les résultats théoriques détaillés dans ce chapitre ci-dessus.

4.7 Conclusion

La motivation de ce chapitre était double. Premiérement, nous avons abordé le
probléme de la synthése d'un observateur adaptatif de type grand gain pour des
systémes triangulaires NUO impliquant des paramétres inconnus en utilisant une
approche par modeéle augmenté. Un observateur adaptatif a été proposé et sa conver-
gence est garantie sous une condition d’excitation persistante appropriée aux exi-
gences habituelles de la conception d’observateurs de type grand gain. La principale
caractéristique de conception consiste a réordonner correctement les variables d’état
d’origine et les parameétres inconnus en tenant compte de la structure triangulaire
requise pour la conception d’un observateur de type grand gain. Une telle caractéris-
tique de conception a permis de relacher la structure de paramétrisation grace aux
indices caractéristiques des parameétres permettant ainsi aux parameétres inconnus
d’apparaitre dans les non-linéarités du systéme. Deuxiémement, nous avons montré
que les équations de 'observateur proposé pouvaient étre réécrites sous une forme
adaptative qui inclut de nombreux observateurs déja proposés pour des systémes

compris dans la classe de systémes NUO considérée.
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Des résultats de simulation ont été donnés pour mettre en évidence les performances
de l'observateur proposé tout en mettant ’accent sur les principales étapes de la

conception.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Ce travail de thése a porté sur la synthése d’observateurs pour certaines classes

de systémes MIMO non linéaires non uniformément observables.

Dans un premier temps, nous avons proposé un observateur de type grand gain
pour une large classe de systémes MIMO non uniformément observables, qui peuvent
contenir des incertitudes. Le gain de 'observateur est issu de la résolution d’une
EDO de Lyapunov et peut étre réglé par le choix d’un seul paramétre scalaire de
conception. Sous une hypothése d’excitation persistante bien définie, nous avons
montré qu’en I’ absence d’incertitude, I'erreur d’observation liée a ’observateur pro-
posé converge exponentiellement vers zéro. En présence d’incertitudes, cette erreur
est bornée et la borne ultime sous-jacente peut étre rendue aussi petite que dési-
rée en prenant une valeur suffisamment élevée pour le paramétre de synthése de
I'observateur. Cependant, des valeurs tres élevées pour ce paramétre rendent 1’ob-
servateur plus sensible aux bruits de mesures. En conséquence le choix du parameétre
de conception de I'observateur doit suivre un compromis entre un suivi satisfaisant

des variations de I’état et un bon comportement par rapport aux bruits de mesures.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes intéressés a la synthése d’un obser-
vateur étendu de type grand gain pour une classe de systémes non linéaires dont la
structure des non-linéarités n’est pas triangulaire au sens habituel. Cette relaxation
de mod¢élisation a été réalisée grace a l'introduction du concept d’indices caractéris-

tiques. Un tel concept a été utilisé de maniére appropriée pour étendre la structure
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triangulaire & une structure plus large ou la triangularité du systéme est considérée
par rapport aux variables d’état réordonnées selon leur indice caractéristique. De
plus, la classe des systémes considérée est non uniformément observable au sens ot
les systémes impliqués peuvent admettre des entrées qui les rendent inobservables.
Une telle question a été contournée en considérant une classe adéquate d’entrées au
moyen d’une condition d’excitation persistante bien définie, préservant ainsi 1’ob-
servabilité du systéme. Un observateur étendu de type grand gain impliquant la
résolution d’'une EDO de Lyapunov approprié a été congu. L’observateur étendu
de type grand gain proposé peut étre utilisé comme un observateur adaptatif per-
mettant 'estimation conjointe de tous les états ainsi que des parameétres inconnus
du systéme. Les principales propriétés de I'observateur proposé ont été illustrées en
simulation sur un exemple académique. Aussi, un accent particulier a été mis sur la

procédure de conception de 1’observateur.

Finalement, nous avons abordé le probléme de la conception d’un observateur
adaptatif de type grand gain pour des systémes triangulaires non uniformément
observables impliquant des parameétres inconnus supposés constants. Dans le cadre
d’une approche par modéle augmenté, en concaténant simplement le vecteur d’état
x et le vecteur des parameétres p, un observateur étendu de type grand gain, déja
proposé, peut étre utilisé sous une hypothése d’excitation persistante requise pour
sa convergence, afin d’estimer simultanément 1’état et les paramétres inconnus du
systéeme. La principale caractéristique de cette conception consiste & réordonner cor-
rectement les variables d’état d’origine et les parameétres inconnus en tenant compte
de la structure triangulaire requise pour la conception d'un observateur de type
grand gain. Une telle caractéristique de conception a permis de relacher la struc-
ture de paramétrisation grace aux indices caractéristiques des parameétres, permet-
tant ainsi aux parameétres inconnus d’apparaitre dans les non-linéarités du systéme.
Nous avons également montré que les équations de l'observateur proposé peuvent
étre réécrites sous une forme adaptative permettant ainsi de retrouver de nombreux
observateurs adaptatifs déja proposés pour des systémes inclus dans la classe de
systemes NUO considérée. Des résultats de simulation ont été donnés pour mettre

en évidence les performances de 'observateur proposé tout en mettant en exergue
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les principales étapes de la conception.

Plusieurs perspectives sont envisageables puisque de nombreuses pistes restent
encore a explorer ou a améliorer. Une validation expérimentale des observateurs pro-
posés a travers I'estimation conjointe des variables d’états et de certains parameétres
inconnus peut étre envisagée pour un systéme en temps réel (par exemple : machine
asynchrone, machine synchrone, etc.). Une difficulté essentielle dans la validation
expérimentale consiste a générer des entrées permettant de satisfaire la condition
d’excitation persistante. Comme autre perspective, nous pouvons envisager la dé-
tection et l'isolation de défauts de systemes MIMO non linéaires, qui sera réalisée

grace a la génération de résidus obtenue en utilisant un banc d’observateurs.
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Résumé

Les résultats présentés dans cette these s’articulent autour de la synthese d’observateurs de
type grand gain pour des classes de systemes non linéaires multi-entrées, multi-sorties non uni-
formément observables. Dans un premier temps, la classe de systemes considérés est telle que la
dynamique des variables d’état est décrite par la somme de deux termes. Le premier correspond
a une partie affine en 1’état décrite par le produit d’'une matrice, dont les entrées (fonctions
non linéaires de 1’état) ont une structure triangulaire, par le vecteur d’état. Le deuxiéme terme
est composé par les non linéarités du systeme qui ont aussi une structure triangulaire. Le gain
de I'observateur proposé est issu de la résolution d’une équation différentielle ordinaire de type
Lyapunov. La convergence exponentielle de 'erreur d’observation sous-jacente est établie sous
une certaine condition d’excitation persistante dépendant de l’entrée du systeme et de 1’état
de l'observateur. Dans un deuxieme temps, la synthese de cet observateur est étendue a une
classe plus large de systemes non linéaires ou des états peuvent intervenir de maniere non tri-
angulaire. La notion d’indices caractéristiques associés a ces états est alors introduite et elle a
permis de définir une structure triangulaire étendue pour laquelle la synthese de ’observateur
a aussi été effectuée. Enfin, il a été établi que les observateurs proposés peuvent étre utilisés
comme observateurs adaptatifs pour I'estimation simultanée de ’état et de certains parametres
et une forme adaptative de ces observateurs a été générée. Les performances des différents
observateurs proposés ont été illustrées a travers plusieurs exemples en simulation tout au long
de la these.

Mots-Clés: Systemes non linéaires, Systeme non uniformément observables, Observateurs a
grand gain, Indices caractéristiques, Excitation persistante, Observateurs adaptatifs.

Abstract

The results given in this thesis deal with the design of high gain observers for some classes
on Multi Input Multi Output non uniformly observable nonlinear systems. In a first step, the
class of considered systems is such that the dynamics of the state variables is the sum of two
terms. The first term is affine in the state and is composed by the product of a matrix, whose
entries are nonlinear functions of the state with a triangular structure, by the state vector. The
second term describes the system nonlinearities which also assume a triangular structure. The
gain of the proposed observer is issued from the resolution of a Lyapunov ordinary differential
equation. The exponential convergence of the underlying observation error is established under
a persistent excitation condition involving the system inputs and the state of the observer. In
a second step, the observer design has been extended to a larger class of nonlinear systems
where some state variables may intervene in a non triangular way. The notion of the charac-
teristic indices associated to these state variables is then introduced and it allowed to define
an extended triangular structure for which a high gain observer has been designed. Finally,
it has been established that the proposed observers can be used as adaptive ones to jointly
estimate the system state together with some unknown parameters and an adaptive form of
these observers has been derived. The performance and main properties of the proposed ob-
servers have been illustrated in simulation by considering many examples throughout this thesis.

Keywords: Nonlinear systems, Non uniformly observable systems, High gain observers, Char-
acteristic indices, Persistent excitation, Adaptive observers.
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