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Résumé

L'objet de 
ette thèse est l'étude de revêtements rami�és V ′ → V de variétés hy-

perboliques 
ompa
tes V 
ubiques, 
'est-à-dire dont le groupe fondamental π1(V ) opère

proprement et 
o
ompa
tement sur un 
omplexe 
ubique CAT(0). Notre première appro
he


onsiste à 
onstruire un 
omplexe 
ubique lo
alement CAT(0) 
omme revêtement rami�é

du 
omplexe obtenu par 
ubulation de V . La di�
ulté est alors de véri�er que 
e 
omplexe

a le même groupe fondamental que V ′
. On réalise 
e programme dans le 
as ou V ′

est une

� variété de Gromov-Thurston �. Notre se
onde appro
he 
on
erne plus généralement le


as où le lieu de rami�
ation du revêtement V ′ → V est 
ontenu dans une sous-variété


onvexe de 
odimension 1. La préimage de 
ette variété dans V ′
puis dans le revêtement

universel X ′
de V ′

fournit un système naturel de � murs �. La di�
ulté 
onsiste alors à

montrer que 
es murs séparent linéairement X ′
a�n d'utiliser les théorèmes 
lassiques de


ubulation.

Mots-
lés


omplexes 
ubiques CAT(0), revêtements rami�és, variété de Gromov-Thurston.

5



6

Title

Abstra
t

The goal of this thesis is to study of bran
hed 
overs V ′ → V of 
losed hyperboli


manifolds that 
an be 
ubulated, i.e. Whose fundamental group π1(V ) a
ts properly and


o
ompa
tly on a CAT(0) 
ube 
omplex. We give su�
ient 
onditions for π1(V
′) to be


ubi
 as well. We ta
kle this question in two di�erent ways. In a �rst approa
h we build

a negatively 
urved 
ubi
al 
omplex as a rami�ed 
over of a 
ubi
al 
omplex obtained by


ubulating V . Then the main issue is to 
he
k that the fundamental group of this 
omplexe

is isomorphi
 to the fundamental group of V ′
. We manage to do so when V ′

is so 
alled

� Gromov-Thurston manifold �. Our se
ond approa
h deals with the more general 
ase

where the bran
hed lo
us of V ′ → V is 
ontained in a 
odimension 1 
onvex submanifold.

The preimage of this submanifold on V ′
and on the universal 
over X ′

of V ′
provides

a natural system of � walls �. Then the main issue is to show that these walls linearly

separate X ′
. This enables us to use 
lassi
al 
ubulation theorems.

Keywords

CAT(0) 
ube 
omplexe, rami�ed 
overing, Gromov-Thurston manifold.
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Introdu
tion

Une idée fondamentale en théorie géométrique des groupes est de lier des propriétés

algébriques de groupes à des propriétés géométriques ou 
ombinatoires d'un espa
e sur

lequel 
e groupe opère par isométries géométriquement, 
'est-à-dire proprement et 
o
om-

pa
tement. Un premier exemple de modèle géométrique est fourni par le graphe de Cayley

Cay(G,S) asso
ié à un système �ni S de générateurs. Rappelons que l'ensemble des som-

mets du graphe Cay(G,S) est pré
isément l'ensemble G lui-même et que deux sommets

sont reliés par une arête si et seulement s'ils di�èrent l'un de l'autre par multipli
ation à

droite d'un élément de S. Muni de la métrique des mots pour laquelle 
haque arête est de

longueur 1, le graphe Cay(G,S) est un espa
e métrique géodésique sur lequel le groupe

G opère naturellement à gau
he. Le groupe G est dit hyperbolique si le graphe Cay(G,S)

est un espa
e métrique hyperbolique au sens de Gromov. On peut montrer que 
ela ne

dépend pas du 
hoix du système de générateurs S de sorte que � être hyperbolique � est

bien une propriété géométrique intrinsèque du groupe. Cette notion, devenue 
entrale en

théorie géométrique des groupes, englobe aussi bien les groupes fondamentaux de variétés


ompa
tes à 
ourbure stri
tement négative que les groupes libres.

Un autre développement majeur de la théorie géométrique des groupes est la théorie de

Bass-Serre (70'). D'après 
elle-
i, un groupe opère sans inversion d'arête et sans point �xe

global sur un arbre si et seulement si il est obtenu 
omme une su

ession de HNN-extensions

et d'amalgames (non triviaux). Dans les années 90, Sageev propose une généralisation de


e résultat dans laquelle les arbres sont rempla
és par 
e que l'on peut voir 
omme leurs

analogues en dimension supérieure, les 
omplexes 
ubiques CAT(0). Du 
�té des groupes la

notion de produit amalgamé est naturellement rempla
ée par la propriété de 
ontenir un

sous-groupe � de 
odimension 1 �. Et Sageev [Sag95℄ montre qu'un groupe possède un sous-

groupe de 
odimension 1 si et seulement si il opère essentiellement sur un 
omplexe 
ubique

CAT(0). De manière peut-être en
ore plus fondamentale, la démonstration de 
e théorème

fournit un pro
édé qui, partant de la donnée d'un groupe de type �ni G et d'un sous-groupe

H (ou d'une 
olle
tion �nie de sous-groupes) de 
odimension 1, permet de 
onstruire un


omplexe 
ubiqueX = X(G,H) sur lequel G opère naturellement. Plus tard Sageev [Sag97℄

donne un 
ritère permettant notamment de montrer que si le groupe G est hyperbolique

et H quasi-
onvexe dans G alors l'a
tion de G sur X est 
o
ompa
te. La 
onstru
tion de

9



10 INTRODUCTION

Sageev, appelée aussi � 
ubulation �, est reprise et généralisée par Ni
a [Ni
04℄ et Chatterji-

Niblo [CN05℄ dans le 
ontexte des groupes opérant sur des espa
es à murs. Il n'est pas vrai

en général que la 
onstru
tion de Sageev donne une a
tion géométrique de G sur X, 
ar


elle-
i n'a pas de raison d'être propre. On dispose toutefois de 
ritères, dont les énon
és les

plus dé�nitifs sont dus à Hruska-Wise [HW14℄, qui permettent de démontrer que l'a
tion de

G sur le 
omplexe 
ubique asso
ié à une 
olle
tion � su�samment � grande de sous-groupes

de 
odimension 1 (ou murs) est propre. On dit d'un groupe opérant géométriquement sur

un 
omplexe 
ubique CAT(0) qu'il est 
ubulé ou 
ubique. En développant la stratégie

initiée par Sageev, Wise et ses 
o-auteurs ont montré que la famille des groupes 
ubiques

est extrêmement ri
he. Rappelons quelques faits marquants de 
es développements dans

lesquels 
ette thèse s'ins
rit.

Dans un premier temps, les travaux de Haglund et de Wise ont fait émerger une 
lasse

plus restreinte de groupes 
ubiques : les groupes opérant géométriquement et spé
ialement

sur un 
omplexe 
ubique CAT(0). Cette notion est détaillée dans le 
hapitre 3, voir la dé-

�nition 3.4.1. Rappelons juste pour l'instant que dans un 
ube [−1, 1]n un hyperplan est le

sous-espa
e de 
odimension 1 obtenu en �xant une des 
oordonnées égale à 0. Dans un 
om-

plexe 
ubique CAT(0) les hyperplans de 
ube s'étendent naturellement en des séparateurs

du 
omplexe 
ubique. En parti
ulier, ils ne reviennent pas s'interse
ter. Essentiellement,

l'a
tion d'un groupe G sur un 
omplexe 
ubique CAT(0) X est dite spé
iale si dans le


omplexe 
ubique quotient G\X les projetés des hyperplans de X sont plongés. On dira

alors que le groupe est spé
ial. Les groupes spé
iaux jouissent de nombreuses propriétés :

on peut les réaliser 
omme sous-groupes de groupes de Coxeter à angles droits, ils sont

linéaires, 
eux d'entre eux qui sont hyperboliques possèdent de nombreux sous-groupes sé-

parables (tous les sous-groupes quasi-
onvexes), en parti
ulier sont résiduellement �nis, ils

sont aussi virtuellement large, biordonable. . . Exhiber une a
tion géométrique spé
iale sur

un 
omplexe 
ubique CAT(0) devient dès lors une manière géométrique de véri�er 
es pro-

priétés. Dans 
e 
ontexte le théorème d'Agol [AGM12℄ selon lequel tout groupe hyperbolique


ubique est virtuellement spé
ial, 
'est-à-dire possède un sous-groupe d'indi
e �ni spé
ial,

est une petite révolution. Pour démontrer qu'un groupe hyperbolique est virtuellement,

par exemple linéaire, résiduellement �ni ou en
ore biordonnable, il � su�t � de le 
ubuler !

Un théorème profond de Kahn et Markovi
 [KM09℄ implique que les groupes fonda-

mentaux de 3-variétés hyperboliques 
ontiennent beau
oup de sous-groupes de 
odimension

1. Ainsi, 
ombiné aux te
hniques de 
ubulation mentionnées 
i-dessus, le théorème d'Agol

implique-t-il la 
élèbre 
onje
ture � virtuellement Haken � pour les 3-variétés hyperboliques

(
ompa
tes) et permet plus généralement de répondre (par l'a�rmative) aux 4 dernières

questions restées jusqu'alors en suspend dans la liste de 24 posées par Thurston dans son


élèbre arti
le [Thu83℄.

Les travaux de Kahn et Markovi
 permettent de 
onstruire beau
oup de groupes de

surfa
e mais dans les variétés hyperboliques de dimension > 3 on ne sait pas en général
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onstruire des groupes de 
odimension 1. Une question naturelle se pose, les variétés hy-

perboliques réelles 
ompa
tes de dimension > 3 sont-elles 
ubiques (et don
 virtuellement

spé
iales) ? Pour l'heure la réponse n'est 
onnue que pour 
ertaines variétés arithmétiques

dites � de type simple �, voir [BHW11℄. Plus généralement on peut se demander quelles

variétés à 
ourbure stri
tement négative sont 
ubiques. Les variétés hyperboliques 
om-

plexes (ou quaternioniques) ne sont pas 
ubiques, voir par exemple [DG05℄. Qu'en est-il

des variétés dont la 
ourbure est pro
he d'être 
onstante −1 ? Le manque d'exemples rend


ette question di�
ile à attaquer. On dispose toutefois d'une famille naturelle de variétés

à 
ourbure stri
tement négative pro
hes des variétés hyperboliques réelles mais ne portant

pas de métrique à 
ourbure 
onstante. Cette famille d'exemples est due à Gromov et Thurs-

ton [GT87℄. Ces variétés sont des revêtements rami�és de variétés arithmétiques de type

simple. Dans 
ette thèse on propose deux démonstrations sensiblement di�érentes du fait

que les groupes fondamentaux des variétés de Gromov-Thurston sont 
ubiques. L'une de


es démonstrations permet en outre de retrouver dire
tement, sans faire appel au théorème

d'Agol, que 
es groupes sont virtuellement spé
iaux, voir 
hapitre 3. On obtient don
 :

Théorème 0.0.1. Les groupes fondamentaux des variétés de Gromov-Thurston sont 
u-

biques et virtuellement spé
iaux.

Une variété de Gromov-Thurston V̂ est 
onstruite 
omme un revêtement rami�é 
y-


lique d'une variété hyperbolique arithmétique de type simple V . Le lieu singulier est

obtenu 
omme l'interse
tion de deux sous-variétés V1 et V2 de V totalement géodésiques et

de 
odimension 1. La variété V 
ontient beau
oup de sous-variétés totalement géodésiques

de 
odimension 1. Les groupes fondamentaux de 
es sous-variétés donnent beau
oup de

sous-groupes de 
odimension 1 dans π1(V ). Une 
olle
tion �nie, su�samment grande, de

tels sous-groupes permet de 
ubuler le groupe fondamental de V dans [BHW11℄. Pour dé-

montrer le théorème 0.0.1 on ajoute à 
ette 
olle
tion �nie les groupes fondamentaux de

V1 et de V2. La 
onstru
tion de Sageev donne une bije
tion naturelle entre les relevés dans

Hn
des sous-variétés de V utiliser pour 
ubuler son groupe fondamental et les hyperplans

du 
omplexe 
ubique dual X. Il 
orrespond en parti
ulier aux sous-variétés V1 et V2 deux

hyperplans C1 et C2 de C = π1(V )\X. Notre première démonstration 
onsiste à former

un revêtement rami�é 
y
lique Ĉ de C au-dessus de C1 ∩ C2 de même degré que V̂ . À

une subdivision bary
entrique 
ubique près Ĉ est un 
omplexe 
ubique. Le reste du travail


onsiste alors à montrer que V̂ et Ĉ ont le même groupe fondamental, 
e
i o

upe le 
ha-

pitre 3. La 
onstru
tion du revêtement rami�é Ĉ du 
omplexe 
ubique C est su�samment

simple pour garantir que si C est spé
ial alors Ĉ l'est aussi. On obtient ainsi dire
tement

que π1(V̂ ) est virtuellement spé
ial.

Une question naturelle ressort de 
ette démonstration : soit p : V ′ → V un revêtement

rami�é entre variétés, si π1(V ) est 
ubique, en est-il de même de π1(V
′) ? On aborde 
ette

question dans le 
adre plus restreint où V est hyperbolique et le lieu singulier est une
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sous-variété totalement géodésique (de 
odimension 2). On suppose en outre que π1(V ) est


ubulé par une 
olle
tion �nie de sous-groupes fondamentaux de sous-variétés totalement

géodésiques. Considérons alors la famille H de tous les hyperplans de Hn
qui relèvent


es sous-variétés. Le revêtement universel X ′
de X est alors naturellement un revêtement

rami�é de Hn
que l'on note f : X ′ → Hn

. Il est naturel de 
onsidérer la famille H′
des


omposantes 
onnexes des préimages de H dans X ′
et leurs stabilisateurs dans π1(V

′). Par

la 
onstru
tion de Sageev il leur 
orrespond un 
omplexe 
ubique sur lequel le groupe π1(V
′)

opère naturellement. Toutefois, même sous 
es 
onditions relativement fortes, 
ette a
tion

n'est en général pas propre, voir l'exemple 4.1.5. Il faut don
 ajouter des murs ou faire une

hypothèse supplémentaire. On se propose i
i de supposer en plus que le lieu singulier est


ontenu dans une sous-variété totalement géodésique 
ompa
te et de 
odimension 1. La

préimage dans X ′
de la sous-variété de 
odimension 1 
ontenant le lieu singulier permet

de 
onstruire de nombreux murs dans X ′
d'un type nouveau. On obtient alors :

Théorème 0.0.2. Soit V une variété hyperbolique réelle et soit f : V ′ → V un revêtement

rami�é. On suppose :

1. que le lieu singulier est une sous-variété totalement géodésique (de 
odimension 2)


ontenue dans une sous-variété totalement géodésique 
ompa
te de 
odimension 1

dans V , et

2. que le groupe fondamental π1(V ) est 
ubulé par une 
olle
tion �nie de sous-groupes

fondamentaux de sous-variétés totalement géodésiques.

Alors, le groupe fondamental π1(V
′) est 
ubique.

Expliquons les grandes étapes de la démonstration. Les nouveaux murs de X ′
que nous


onsidérons sont des sous-espa
es 
onnexes des 
omposantes 
onnexes de la préimage dans

X ′
de la sous-variété de 
odimension 1 
ontenant le lieu singulier. La 
onstru
tion de

Sageev appliquée aux murs, an
iens et nouveaux, de X ′
permet de 
onstruire un 
omplexe


ubique CAT(0) sur lequel le groupe fondamental de V ′
opère isométriquement. Il faut

en
ore montrer que 
ette a
tion est propre et 
o
ompa
te.

On 
ommen
e par la propreté. On doit pour 
ela véri�er que les murs séparent linéaire-

ment X ′
. Plus pré
isément on montre qu'entre 
haque paire de points (x, y) de X ′

il existe

une géodésique par mor
eaux γ dont 
haque segment géodésique su�samment grand a

ses extrémités séparées, par un nombre linaire en la longueur du segment, de murs de X ′

disjoints du reste de γ. En parti
ulier 
es murs séparent x de y. On montre de plus que

pour 
haque 
on
aténation de 6 segments géodésiques 
onsé
utifs dans γ il existe bien un

mur de X ′
qui sépare les extrémités de 
ette 
on
aténation et qui est disjoint du reste de

γ. La 
onstru
tion de 
ette géodésique par mor
eaux utilise également l'existen
e d'une

sous-variété de 
odimension 1 dans V 
ontenant le lieu singulier : les segments géodésiques

de γ sont en e�et 
ontenus dans la préimage de 
ette variété dans X ′
où des géodésiques

minimisantes entre deux 
omposantes 
onnexes de 
ette préimage.
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La démonstration de la quasi-
onvexité des murs suit une démar
he similaire. On

montre en e�et que pour la distan
e induite sur un mur H ′
de H′

la famille des murs

de X ′
sépare linéairement toute paire de points de H ′

. Comme les murs de X ′
sont uni-

formément lo
alement �nis on en déduira que la distan
e sur X ′
entre deux points de H ′


roît linéairement en fon
tion de la distan
e sur H.

Le théorème 0.0.2 n'est 
ertainement pas un énon
é dé�nitif. Dans le 
hapitre 5 on

suggère quelques généralisations possibles. On peut toutefois remarquer que tel quel le

théorème 0.0.2 s'applique immédiatement aux variétés de Gromov-Thurston ainsi qu'à des

revêtements rami�és plus généraux de variétés arithmétiques de type simple ou même de

variétés non-arithmétiques de Gromov et Piatetski-Shapiro, voir 
hapitre 5. Les groupes

fondamentaux de 
es variétés sont don
 
ubiques virtuellement spé
iaux par le théorème

d'Agol. On remarque 
ependant que si on suppose que les murs de Hn
donnent un 
u-

bulation spé
iale alors un mur de X ′
n'interse
te au
un de ses translatés par un élément

de π1(V
′). En e�et, sinon en projetant 
es murs par f on obtiendrait un mur de Hn

qui

interse
te un de ses translaté par π1(V ). Le reste des 
onditions pour la spé
ialité doivent

pouvoir aussi se véri�er dire
tement.

Dé
oupage de la thèse

Le 
hapitre 1 
ontient essentiellement des rappels. Le but est de mettre en ÷uvre la


onstru
tion de Sageev dans un 
ontexte simpli�é qui su�t à nos besoins. Cela permet de

ra

our
ir un 
ertain nombre de démonstrations et d'aller dire
tement à l'essentiel. Nous

donnons également des 
ritères pour garantir la 
o
ompa
ité et la propreté de l'a
tion sur

le 
omplexe 
ubique dual.

Dans le 
hapitre 2 on dé�nit une notion de revêtement rami�é entre variétés topo-

logiques. On établit ensuite quelques résultats basiques relatifs à 
ette notion. Dans un

premier temps on démontre qu'un revêtement rami�é se relève en un revêtement rami-

�é entre les revêtements universels. On montre ensuite que tout revêtement rami�é d'une

variété hyperbolique est naturellement muni d'une métrique CAT(−1).
Le 
hapitre 3, en anglais, va paraître dans Groups, Geometry and Dynami
s sous le titre

� Cubulation of Gromov-Thurston manifolds �. Il 
ontient notre première démonstration

du théorème 0.0.1.

Le 
hapitre 4 est 
onsa
ré à la démonstration du théorème 0.0.2. On 
ommen
e par

expliquer pourquoi les préimages des sous-variétés qui 
ubulent le groupe fondamental de V

ne su�sent pas à 
ubuler le groupe fondamental de V ′
. On introduit ensuite les nouveaux

murs de X ′
asso
iés à 
ertains mor
eaux des préimages dans X ′

de la sous-variété de


odimension 1 qui 
ontient le lieu de rami�
ation. On montre alors la séparation linéaire

dans X ′
puis la quasi-
onvexité des murs de X ′

.

Le 
hapitre 5 est 
onsa
ré à des exemples d'appli
ation du théorème 0.0.2, on donne

une 
onstru
tion rapide des variétés arithmétiques, puis on fait une liste de quelques pistes
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de re
her
he dans la suite logique du théorème 0.0.2.



Chapitre 1

Cubulation d'espa
es à murs

On dit d'un groupe qu'il est 
ubique s'il opère proprement et 
o
ompa
tement sur

un 
omplexe 
ubique CAT(0). On appelle 
ubulation l'opération 
onsistant, étant donné

un groupe abstrait, à le réaliser 
omme groupe 
ubique, 
'est-à-dire à exhiber une a
tion

propre et 
o
ompa
te de 
e groupe sur un 
omplexe 
ubique CAT(0). Sageev initie l'étude

des groupes 
ubiques dans [Sag95℄. Il donne en parti
ulier un 
ritère permettant de 
ubuler


ertains groupes hyperboliques. Ave
 les travaux de Wise et de ses 
o-auteurs les groupes

hyperboliques, ou relativement hyperboliques, 
ubiques ont pris une pla
e 
entrale dans la

théorie. Le 
ritère de Saggev, 
ru
ial dans 
es travaux, a été largement généralisé. En 
e

qui 
on
erne les groupes (relativement) hyperboliques on pourra se reporter à l'arti
le de

Hruska et Wise [HW14℄.

Pour 
e qui nous 
on
erne dans 
e 
hapitre, nous 
onsidèrerons des groupes opérant

sur des �espa
es à murs� au sens de Haglund et Paulin [HP98℄. Le 
ritère de Sageev est

étendu à 
es groupes par Chaterji-Niblo [CN05℄ et Ni
a [Ni
04℄. Étant donné un espa
e à

murs X, il 
orrespond en e�et toujours à X un 
omplexe 
ubique CAT(0) �dual�. Cette


orrespondan
e est en outre su�samment naturelle pour qu'à tout groupe opérant sur X,

il 
orresponde une a
tion �duale� sur le 
omplexe 
ubique dual. Et Chaterji-Niblo et Ni
a

donnent un 
ritère sur X et sur l'a
tion du groupe sur 
elui-
i, pour que l'a
tion duale soit

propre et 
o
ompa
te.

Dans 
e 
hapitre nous rappelons quelques éléments de 
ette théorie. Nous 
ommençons

par dé�nir les 
omplexes 
ubiques CAT(0) et les espa
es à murs. Nous démontrons ensuite

que le 
omplexe 
ubique dual à un espa
e à murs est CAT(0). Nous donnons en�n deux


ritères qui garantissent que l'a
tion duale à une a
tion sur un espa
e à murs soit propre

et 
o
ompa
te.

15
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1.1 Complexes 
ubiques et espa
es à murs

1.1.1 Complexes 
ubiques

Dé�nition 1.1.1. Dans un espa
e métrique X une géodésique est un plongement isomé-

trique de R dans X. Un segment géodésique entre deux points a et b de X est une isométrie

c dé�nie sur un intervalle [t, t′] de R telle que c(t) = a et c(t′) = b.

Dé�nition 1.1.2. Un 
omplexe 
ubique X est un 
omplexe 
ellulaire obtenu 
omme le

quotient d'une union disjointe de 
ubes eu
lidiens

⊔
i

Qi/ ∼, tel que les appli
ations de

restri
tion pi de l'appli
ation proje
tion p :
⊔
i

Qi/ ∼ → X à un 
ube Qi véri�ent les

propriétés suivantes :

1. Pour tout i, pi :
◦
Qi → X est inje
tive,

2. Si pi(Qi) ∩ pj(Qj) 6= ∅ alors il existe une fa
e C de Qi, une fa
e D de Qj et une

isométrie h : D → C telles que pi(x) = pj(x
′) si et seulement si x′ = h(x).

Figure 1.1 � Exemple de 
omplexe 
ubique

Soit X un 
omplexe 
ubique, 
haque 
ube Qi possède une métrique eu
lidienne. Etant

donnés deux points x et y appartenant à un même 
ubeQi on note xy le segment géodésique

entre 
es deux points dans Qi. On munit X d'une métrique de la façon suivante. Soient

x1, y1 . . . , xn, yn di�érents points de

⊔
i

Qi tels que xi et yi soient dans un même 
ube

Qi pour i = 1, . . . , n et tels que pi(yi) = pi+1(xi+1) pour i = 1, . . . , n − 2. On appelle

ligne brisée l'union disjointe des segments xiyi. La longueur d'une telle ligne brisée est la

somme des longueurs des segments xiyi. L'in�mum des longueurs de lignes brisées telles que

p1(x1) = x et pn(yn) = y dé�nit une pseudo-distan
e sur X. Lorsque X est de dimension

�nie, un théorème de Bridson [BH99, Chapitre I.7℄ implique que, muni de 
ette pseudo-

distan
e, l'espa
e X est en fait un espa
e métrique géodésique 
omplet.

1

Dé�nition 1.1.3. Soit X =
⊔
i

Qi/ ∼ un 
omplexe 
ubique, et s un sommet de X. On ap-

pelle link de s dans X le 
omplexe multi-simpli
ial link(s,X) dé�ni de la manière suivante.

Pour tout sommet si d'un 
ube Qi tel que pi(si) = s on 
onsidère le simplexe Si dé�ni

1. Rappelons qu'un espa
e métrique est dit géodésique si toute paire de points de 
et espa
e est reliée

par une géodésique.
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omme l'enveloppe 
onvexe des milieux des arêtes de Qi qui 
ontiennent si. La relation

d'équivalen
e sur X induit une relation d'équivalen
e ≃ sur

⊔
Si. Le 
omplexe link(s,X)

est le 
omplexe quotient

⊔
Si/ ≃.

Figure 1.2 � Exemple d'un link de sommet

Dé�nition 1.1.4. Soit (X, d) un espa
e métrique géodésique et soit T = (a, b, c) un

triangle géodésique. On appelle triangle de 
omparaison T0 un triangle de R2
dont les

distan
es entre 
haque paire de sommets sont les mêmes que dans T . Un point x de T est

déterminé par un segment de T qui le 
ontient, et par ses distan
es aux extrémités de 
e

segment. Il existe alors un unique point x0 de T0 qui satisfait les mêmes 
onditions dans

T0. On dit que X est CAT(0) si pour toute paire x, y de points de T

dX(x, y) ≤ dR2(x0, y0).

Un espa
e métrique X est lo
alement CAT(0) si en tout point de X il existe une boule

autour de 
e point qui est CAT(0).

Dans les 
omplexes 
ubiques 
ette propriété géométrique est plus fa
ile à véri�er, en

e�et Gromov donne un 
ritère pour le véri�er, voir [Gro87℄ ou [BH99, Theorem 5.20℄.

Dé�nition 1.1.5. Un 
omplexe simpli
ial S est dit de drapeau si pour tout ensemble de

sommets {s1, . . . , sn} de S deux à deux reliés par une arête dans S il existe un n-simplexe

dont les sommets sont exa
tement s1, . . . , sn.

Théorème 1.1.6. (Gromov) Un 
omplexe 
ubique X de dimension �nie muni de la mé-

trique dé
rite 
i-dessus est lo
alement CAT(0) si et seulement si pour 
haque sommet s de

X, le 
omplexe link(s,X) est simpli
ial et de drapeau.

Dé�nition 1.1.7. Un hyperplan d'un 
ube Q = [−1, 1]n est un sous-
ube [−1, 1]i ×{0} ×
[−1, 1]n−i−1

pour i = 0, . . . , n − 1. Soit X =
⊔
i

Qi/ ∼ une 
omplexe 
ubique. La relation

d'équivalen
e ∼ induit une relation d'équivalen
e sur la réunion disjointe de tous les hyper-

plans de tous les 
ubes Qi. On appelle 
omplexe des hyperplans de X le 
omplexe 
ubique

quotient 
orrespondant. On appelle �nalement hyperplan du 
omplexe 
ubique X l'image

dans X d'une 
omposante 
onnexe de son 
omplexe des hyperplans.
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Figure 1.3 � Hyperplans dans un 
omplexe 
ubique

1.1.2 Espa
es à murs

Il existe plusieurs dé�nitions di�érentes d'espa
es à murs dans la littérature, la première

étant une dé�nition purement ensembliste due à Haglund et Paulin dans [HP98℄. C'est 
ette

dé�nition qui est utilisée dans l'arti
le � 
ubulation of Gromov-Thurston manifolds � dans

la partie 4.1. Nous introduisons dans 
ette partie une dé�nition plus restri
tive mais plus

géométrique qui s'ins
rit dans le 
ontexte que nous allons étudier dans le 
hapitre 4. Pour

une dé�nition plus générale voir [HW14℄.

Dé�nition 1.1.8. Soit X un espa
e topologique 
onnexe. Un mur M est un sous-espa
e

fermé 
onnexe deX tel que l'espa
eXrM possède exa
tement deux 
omposantes 
onnexes.

On appelle demi-espa
e ouvert de M les 
omposantes 
onnexes Uo
et V o

de X rM , et

on appelle demi-espa
e les espa
es U = Uo ∪M et V = V o ∪M . On remarque que U et V

sont fermés et 
onnexes, et que U = X r V o
et V = X r Uo

.

Soit X un espa
e métrique, soitM un mur de X, et soit {U, V } la paire de demi-espa
es

asso
iés à M . On note A ∈ {U, V } 7→ A l'involution qui permute U et V , de sorte que

U = V et V = U .

Dé�nition 1.1.9. On appelle espa
e à murs la donnée (X,M) d'un espa
e topologique


onnexe X et d'un ensemble de mursM lo
alement �ni dans X.

On dit qu'un mur M d'un espa
e X sépare deux points x et y si un des demi-espa
es

ouverts de M 
ontient x et l'autre demi-espa
e ouvert 
ontient y. Dans un espa
e à murs

on note |x, y| le nombre de murs qui séparent deux éléments x et y de X. Si X est un

espa
e métrique géodésique 
ette quantité est �nie pour toute paire de points de X.

Exemple 1.1.10. On 
onsidère le 
ouple (Hn,H), ave
 H une famille lo
alement �nie

d'hyperplans de l'espa
e hyperbolique réel Hn
. C'est un espa
e à murs au sens de la dé�-

nition 
i-dessus.

Exemple 1.1.11. SoitX un 
omplexe 
ubique CAT(0) et soitH l'ensemble des hyperplans

de X. Le 
ouple (X,H) est un espa
e à murs. En e�et, les hyperplans séparent X en deux


omposantes 
onnexes, voir [Sag95℄, et l'ensemble des hyperplans d'un 
omplexe 
ubique

est évidemment lo
alement �ni.
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1.1.3 Le 
omplexe 
ubique dual à un espa
e à murs

La 
onstru
tion de Sageev, étendue par Niblo-Chaterji et Ni
a, évoquée en tête de


hapitre permet d'asso
ier à tout espa
e à murs un 
omplexe 
ubique CAT(0) que l'on

appellera 
omplexe 
ubique dual à l'espa
e à murs. Cette 
onstru
tion est une étape impor-

tante de la 
ubulation de groupes. En e�et, si un groupe opère sur une stru
ture d'espa
e à

murs, il opère naturellement sur le 
omplexe 
ubique dual. Nous verrons dans la partie 1.2

qu'on peut 
omprendre des propriétés de l'a
tion d'un groupe G (propreté, 
o
ompa
ité)

sur un 
omplexe 
ubique dual à partir de propriétés de l'espa
e à murs et de l'a
tion de

G sur l'espa
e à murs. On se 
ontente i
i de rappeler la 
onstru
tion du 
omplexe 
ubique

dual.

Soit (X,M) un espa
e à murs. Étant donnés deux murs distin
ts M et M ′
dansM, on

dit que deux demi-espa
es U de M et U ′
de M ′

sont 
ompatibles si U∩U ′ 6= ∅. Remarquons

que si l'interse
tion de M et M ′
est non vide, alors les quatre 
hoix de paires de demi-

espa
es sont 
ompatibles. Autrement dit, dans une 
olle
tion de murs qui s'interse
tent

deux à deux tous les 
hoix de demi-espa
es sont 
ompatibles.

Considérons maintenant deux murs disjoints M et M ′
. Alors il existe une paire de

demi-espa
es (V, V ′), ave
 V demi-espa
e de M et V ′
demi-espa
e de M ′

, qui n'est pas


ompatible. En e�et, les sous-espa
es M et M ′
étant disjoints, l'un des demi-espa
es U ′

de M ′

ontient M , et de même l'un des demi-espa
es U de M 
ontient M ′

. Alors le demi-

espa
e V de M est disjoint de M ′
et appartient don
 à U ′

, il est alors disjoint de V ′
.

Dé�nition 1.1.12. Soit (X,M) un espa
e à murs. On appelle orientation d'un mur M le


hoix d'un des demi-espa
es asso
iés à M .

On asso
ie à l'espa
e à murs (X,M) un 
omplexe 
ubique C(X,M), dit dual, dé�ni


omme suit. Une 0-
ellule s ∈ C(X,M)(0) 
orrespond à un 
hoix d'orientation s(M) pour


haque mur M deM de sorte que :

1. ∀M,M ′ ∈M, s(M) ∩ s(M ′) 6= ∅,
2. pour tout point x de X, il existe un nombre �ni de murs M tels que x 6∈ s(M).

Deux 0-
ellules s et t ∈ C(X,M)(0) sont reliées par une 1-
ellule s'il existe un unique mur

M ∈ M tel que s(M) = t(M). On dit alors que 
ette 1-
ellule, ou arête, est duale au

mur M . On 
omplète �nalement le 1-
omplexe, ou graphe, C(X,M)(1) ainsi 
onstruit en

un 
omplexe 
ubique C(X,M) en re
ollant un 
ube eu
lidien à 
haque fois qu'on voit le

1-squelette d'un 
ube.

Même si 
ette dé�nition est assez abstraite, une partie du 
omplexe 
ubique est re-

lativement fa
ile à visualiser. Commençons par asso
ier à tout point x de X un 
ube cx

parti
ulier. D'après la dé�nition d'un espa
e à murs il existe un nombre �ni de murs qui


ontiennent x ; on les note M1, . . . ,Mk. Pour 
haque mur M 6= Mi, on note s(M) le demi-

espa
e de M qui 
ontient x. Montrons qu'à tout 
hoix arbitraire s(Mi) d'un demi-espa
e
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de Mi, pour i = 1, . . . , k, il 
orrespond un sommet s ∈ C(X,M)(0). La première 
ondition

est satisfaite. En e�et, si M,M ′ ∈ M, par dé�nition de s, x ∈ s(M) et x ∈ s(M ′), don


s(M)∩s(M ′) 6= ∅. Véri�ons la se
onde 
ondition. Soit y un point de X. Il existe un nombre

�ni de murs qui séparent x de y et il existe un nombre �ni de murs qui 
ontiennent x ou

y. Soit M un mur deM qui ne 
ontient ni x ni y et qui ne sépare pas x de y, alors x et y

sont dans un même demi-espa
e ouvert de M et don
 y ∈ s(M).

De 
ette manière on asso
ie au point x un sous-ensemble de 2k sommets dans C(X,M)(0)

en faisant varier le 
hoix des demi-espa
es des murs M1, . . . ,Mk.

Dé�nition 1.1.13. On appelle 
ube dual à x le 
ube cx dont les sommets sont dé�nis


omme 
i-dessus.

Exemple 1.1.14. Soit X un 
omplexe 
ubique CAT(0),H sa famille d'hyperplans. Ce sont

des murs naturels de X. Le 
omplexe 
ubique dual C(X,H) est isomorphe au 
omplexe


ubique X.

1.1.4 Le 
omplexe 
ubique dual à un espa
e à murs est CAT(0)

Proposition 1.1.15. Soit (X,M) un espa
e à murs, soit C le 
omplexe 
ubique dual à

(X,M), alors C est CAT(0).

Nous allons déduire 
ette proposition du 
ritère de Gromov (théorème 1.1.6) et du

théorème de Cartan-Hadamard (voir par exemple [BH99, II.4.1℄) :

Théorème 1.1.16. Un espa
e métrique géodésique X est CAT(0) si et seulement si X

est lo
alement CAT(0) et simplement 
onnexe.

La démonstration de la proposition 1.1.15 est 
onstituée de trois étapes : on montre

tout d'abord que C est 
onnexe, puis simplement 
onnexe et en�n lo
alement CAT(0).

Dans le lemme suivant on 
onsidère des 
hemins 
ombinatoires dans le 1-squelette du


omplexe 
ubique. Chaque arête est de longueur 1 et la distan
e entre deux sommets s et

t est la longueur du plus petit 
hemin sur le 1-squelette entre s et t.

Lemme 1.1.17. Soit (X,M) un espa
e à murs et C le 
omplexe 
ubique dual à (X,M).

Soit x un point base de X et cx le 
ube dual à x dans C. Alors tout sommet de C est à

distan
e �nie de cx.

Démonstration. Soit s un sommet de C, montrons qu'il existe un 
hemin dans C entre s

et cx. Par dé�nition des sommets de C, il existe un nombre �ni de murs M ∈ M tels que

x 6∈ s(M). Faisons une ré
urren
e sur le nombre de murs M tels que x 6∈ s(M). Si pour

tout mur M ∈ M, x ∈ s(M) alors, par dé�nition de cx le sommet s est un sommet de cx.

Montrons que si on note M1, . . . ,Mn les murs de M ∈ M tels que x 6∈ s(M) alors on

peut 
onstruire un sommet t de C adja
ent à s tel qu'il existe exa
tement n − 1 murs M

deM tels que x 6∈ t(M). On 
on
lura par ré
urren
e qu'il existe un 
hemin de s à cx.
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Un des demi-espa
es de la famille s(M1), . . . , s(Mn) est minimal pour l'in
lusion. Quitte

à renuméroter la famille M1, . . . ,Mn supposons que pour i 6= 1, s(Mi) 6⊂ s(M1).

On dé�nit le sommet t de la façon suivante,

{
t(M) = s(M) si M 6= M1,

t(M1) = s(M1).

Montrons que t est un sommet de C.

Soit y un point de X. Comme s est un sommet de C, alors il existe un nombre �ni

de demi-espa
es s(M) qui ne 
ontiennent pas y. Par dé�nition de t, les sommets s et t

ne di�èrent que d'un 
hoix de demi-espa
e, don
 il existe un nombre �ni de demi-espa
es

t(M) qui ne 
ontiennent pas y.

Montrons que pour toute paire de murs M et M ′
de M on a t(M) ∩ t(M ′) 6= ∅. On

sait que s est un sommet de C. Pour toute paire de murs M et M ′
de M, on a don


s(M) ∩ s(M ′) 6= ∅. Si M et M ′
sont di�érents de M1 alors t(M) ∩ t(M ′) 6= ∅.

Soit M ∈ M, montrons que t(M) ∩ t(M1) 6= ∅.
Si M 6= Mi alors x ∈ s(M) par dé�nition de la famille M1, . . . ,Mn. Comme s(M) =

t(M) alors x ∈ t(M). De plus, x 6∈ s(M1) don
 x ∈ s(M1) = t(M1). Finalement x ∈
t(M) ∩ t(M1).

Supposons que M = Mi, ave
 i 6= 1. Le demi-espa
e s(M1) est minimal pour l'in
lusion

dans l'ensemble s(M1), . . . , s(Mn). En parti
ulier 
ela implique que (Xrs(M1))∩s(Mi) 6=
∅, pour i 6= 1. Comme (X r s(M1)) ⊂ s(M1) alors s(M1) ∩ s(Mi) 6= ∅. On obtient bien

t(M1) ∩ t(Mi) 6= ∅.
Finalement, t est bien un sommet de C et les seuls murs deM tels que x 6∈ t(M) sont

les murs M2, . . . ,Mn. On 
on
lut don
 par ré
urren
e que tout sommet de C est à distan
e

�nie du 
ube cx.

La démonstration du lemme 1.1.17 donne une 
onstru
tion expli
ite d'un 
hemin entre

cx et n'importe quel point de C, on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 1.1.18. Le 
omplexe 
ubique dual à un espa
e à murs (X,M) est 
onnexe.

Lemme 1.1.19. Le 
omplexe 
ubique C dual à un espa
e à murs est simplement 
onnexe.

Démonstration. Soit ℓ un la
et 
ombinatoire dans C(1)
le 1-squelette de C. Montrons que

si ℓ est de longueur non nulle alors il existe un la
et 
ombinatoire ℓ′, homotope à ℓ et de

longueur stri
tement inférieure à 
elle de ℓ. On pourra en déduire par ré
urren
e que ℓ est

homotope à un point.

Par dé�nition, 
haque arête de C est naturellement asso
iée à un mur de M. Remar-

quons que pour un mur donné, le nombre d'arêtes du la
et ℓ asso
iées à 
e mur est pair.

En e�et, quand on part d'un sommet donné de ℓ, 
haque arête traversée 
hange le 
hoix
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du demi-espa
e du mur asso
ié. Pour 
haque mur M ∈ M le 
hoix de demi-espa
e doit


hanger un nombre pair de fois pour revenir au 
hoix de demi-espa
e du sommet d'origine.

Parmi tous les murs asso
iés à des arêtes de ℓ on 
hoisit un mur Ma de M asso
ié à

deux arêtes de ℓ les plus pro
hes possibles (dans ℓ). On note a1 et a2 des arêtes duales à 
e

mur dans ℓ les plus pro
hes possibles. Si 
es arêtes sont 
onsé
utives alors a1 = a2 et ℓ fait

un aller-retour sur 
ette arête. On 
onsidère ℓ′ le la
et qui traverse exa
tement les mêmes

arêtes que ℓ sauf les arêtes a1 et a2. Par 
onstru
tion les la
ets ℓ et ℓ′ sont homotopes et

ℓ′ est de longueur 2 de moins que ℓ.

Soient a1 et a2 deux arêtes duales à un même mur Ma. Supposons que la distan
e entre

a1 et a2 est minimale pour deux arêtes duales à Ma et que les arêtes a1 et a2 ne sont pas


onsé
utives. On montre qu'alors il existe un 
hemin 
ombinatoire homotope à ℓ, de même

longueur que ℓ, tel que la distan
e minimal entre deux arêtes duales à Ma est stri
tement

inférieure à 
elle entre a1 et a2.

Par une ré
urren
e, en appliquant plusieurs fois le résultat 
i-dessus on pourra homoto-

per ℓ sur un 
hemin 
ombinatoire de même longueur tel qu'il existe deux arêtes 
onsé
utives

duales à un même mur Ma. On peut alors homotoper 
e la
et sur un la
et ℓ′ de longueur

stri
tement inférieure à ℓ 
omme pré
édemment.

Supposons que la distan
e entre a1 et a2 est minimale pour deux arêtes duales à Ma et

que a1 et a2 ne sont pas 
onsé
utives. On 
onsidère b la première arête du 
hemin minimal

de ℓ entre a1 et a2. On note Ua et Va les demi-espa
es de Ma et on note Ub et Vb les

demi-espa
es de Mb. Supposons par exemple que le sommet 
ommun à a1 et b 
ontienne

les demi-espa
es Ua et Ub, alors l'autre sommet de a1 
ontient Va et Ub et l'autre sommet

de b 
ontient Ua et Vb.

ℓ
a1

a2

b

Va, Ub Ua, Ub

Ua, Vb

Va, Vb

b′

a′1
s

b b

b

b

b

b

Figure 1.4 � Le la
et ℓ

L'arête b est la seule arête entre a1 et a2 qui est transverse à Mb. En e�et, si il existait

une autre arête b2 duale à Mb la distan
e entre b et b2 serait stri
tement inférieure à la

distan
e entre a1 et a2 dans ℓ, or on a supposé que le mur Ma minimise le distan
e entre

deux de ses arêtes duales. On peut en déduire que les sommets de a2 
ontiennent Vb.

Finalement, l'un 
ontient Ua et Vb et l'autre 
ontient Va et Vb. Toutes les 
ombinaisons de

demi-espa
es des murs Ma et Mb sont don
 
ompatibles.

On 
onsidère le sommet s tel que s(Ma) soit égal à Va, s(Mb) soit égal à Vb et, pour
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tout M 6= Ma,Mb, s(M) soit le demi-espa
e 
ommun à tous les sommets de a1 et de b.

C'est bien un sommet de C puisque les demi-espa
es de s sont deux à deux 
ompatibles.

Le 
omplexe 
ubique C 
ontient alors un 
arré Q dont les sommets sont 
eux des arêtes

a1 et b et le sommet s. On note a′1 l'arête de Q duale à Ma di�érente de a1 et b
′

elle duale

à Mb di�érente de b.

On 
onsidère le la
et ℓ′ qui emprunte les mêmes arêtes que ℓ à part autour de Q, où ℓ

emprunte les arêtes a1 puis b alors que ℓ
′
emprunte les arêtes b′ puis a′1. La distan
e entre

a′1 et a2 dans ℓ
′
est don
 inférieure de 1 à la distan
e entre a1 et a2 dans ℓ. De plus, ℓ

′
est

bien homotope à ℓ 
ar on peut homotoper sur Q le 
hemin a1b sur b
′a′1 et ℓ et ℓ′ sont de

même longueur.

Par une double ré
urren
e on 
on
lut que ℓ est homotope à un point, et don
 que C

est simplement 
onnexe.

Remarque 1.1.20. Des arguments similaires à 
eux employés dans la preuve du lemme

1.1.19 montrent que la distan
e 
ombinatoire sur le 1-squelette entre deux sommets de C

est exa
tement le nombre de murs dont les 
hoix de demi-espa
es di�èrent. En e�et un


hemin entre deux sommets de C qui passe par plusieurs arêtes duales à un même mur

peut être homotopé à extrémités �xées sur un 
hemin plus 
ourt. De plus, il faut passer au

moins une fois sur une arête duale pour 
haque mur deM dont l'orientation di�ère entre

deux points pour 
hanger 
ette orientation.

Lemme 1.1.21. Le 
omplexe 
ubique C dual à un espa
e à murs est lo
alement CAT(0).

Démonstration. D'après le théorème 1.1.6 le 
omplexe 
ubique C est lo
alement CAT(0)

si et seulement si le link en 
haque sommet de C est simpli
ial et de drapeau. On �xe un

sommet s de C. Chaque sommet de link(s, C) est en bije
tion ave
 une arête de C qui


ontient s. De même 
haque arête de link(s, C) 
orrespond à un 
arré de C qui 
ontient

s. Un 
arré de C est asso
ié à deux murs deM tels que toutes les paires de demi-espa
es

sont 
ompatibles.

À une 
olle
tion de sommets s1, . . . , sn dans link(s, C) deux à deux reliés par des arêtes

aij , il 
orrespond dans C une 
olle
tion de murs tels que toutes les paires de demi-espa
es

sont 
ompatibles. L'ensemble des 
ombinaisons possibles de demi-espa
es pour 
es murs

dé
rit un 
ube de C de dimension n qui 
ontient s et 
ha
un des 
ubes asso
iées aux arêtes

entre si et sj . Ce 
ube 
orrespond dans link(s, C) à un simplexe qui a pour 1-squelette

l'ensemble des arêtes aij .

1.2 Cubulation de groupes

Dans 
ette partie nous 
ommençons par montrer la naturalité de la 
onstru
tion du


omplexe 
ubique dual à un espa
e à murs : l'a
tion d'un groupe sur un espa
e à murs

donne lieu à une a
tion naturelle sur le 
omplexe 
ubique CAT(0) dual. Nous donnons
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ensuite des 
onditions sur l'a
tion sur l'espa
e à murs pour que l'a
tion sur le 
omplexe


ubique dual soit propre et 
o
ompa
te.

Dé�nition 1.2.1. Soit (X,M) un espa
e à murs, on dit que G opère sur (X,M) si G

opère par homéomorphisme sur X en préservant l'ensembleM des murs.

L'a
tion de G sur un espa
e à murs (X,M) induit naturellement une a
tion sur le


omplexe dual. En e�et, 
haque élément g du groupe G envoie les demi-espa
es de murs

deM sur des demi-espa
es de murs deM. Ainsi, pour 
haque sommet s de C et 
haque

mur M ∈ M on dé�nit g.s(M) = g.(s(M)). Les 
ritères de dé�nition des sommets sont

immédiatement véri�és.

1.2.1 Co
ompa
ité de l'a
tion d'un groupe sur le 
omplexe 
ubique dual

On donne tout d'abord un 
ritère pour que l'a
tion d'un groupe sur un espa
e à murs

induise une a
tion 
o
ompa
te sur le 
omplexe 
ubique dual. La preuve est relativement

simple et su�t dans le 
adre dans lequel nous travaillons. C'est une adaptation de l'argu-

ment utilisé dans [BHW11℄.

Il existe des énon
és plus généraux pour montrer la 
o
ompa
ité. Dans [Sag97℄, Sageev

montre que si G est hyperbolique et que les murs sont quasi-
onvexes alors l'a
tion de G

sur le 
omplexe 
ubique dual est 
o
ompa
te. Le preuve est détaillée, et généralisée dans

[HW14℄ au 
as où G est relativement hyperbolique.

Dé�nition 1.2.2. On dit qu'un groupe G opère isométriquement sur un espa
e métrique

X si ∀g ∈ G,∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(g.x, g.y).

Théorème 1.2.3. Soit (X,M) un espa
e à murs ave
 X un espa
e métrique géodésique

et M une famille lo
alement �nie de murs de X. Soit G un groupe hyperbolique opérant

proprement sur l'espa
e à murs (X,M). On suppose de plus que G opère isométriquement

sur X ave
 quotient 
ompa
t. On suppose en�n que les murs de M sont quasi-
onvexes

(ave
 des 
onstantes de quasi-
onvexité uniformes pour tous les murs de M) et que la

distan
e entre deux points de X est quasi-isométrique au nombre de murs qui séparent 
es

points. Alors le 
omplexe 
ubique C dual à (X,M) est propre et G opère 
o
ompa
tement

sur C.

Dé�nition 1.2.4. Un sous-espa
e Y de X est dit quasi-
onvexe si le plongement de Y

dans X est une quasi-isométrie, Y étant muni de la métrique de longueur induite. (On

suppose don
 Y 
onnexe par ar
s re
ti�ables.)

Donnons deux lemmes fondamentaux pour la preuve du théorème 1.2.3.

Lemme 1.2.5. Il existe un nombre �ni n tel que, pour tout demi-espa
e U de X, tout

point x 6∈ U , et tout segment minimal [x, q] entre x et U , au plus n murs interse
tent U et

[x, q].
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Démonstration. Soit M un mur de M qui interse
te U et [x, q]. Soit v ∈ M ∩ [x, q] et

w ∈M∩U . On 
onsidère alors un triangle géodésique T de sommets v, q, w. Comme G opère

proprement par isométrie et 
o
ompa
tement surX alorsX est espa
e δ-hyperbolique pour

une 
ertaine 
onstante δ (voir [LHG90℄).

Comme X est δ-hyperbolique et M quasi-
onvexe, il existe une 
onstante H telle que

tout segment géodésique pour la métrique de longueur dans un mur deM est dans le H-

voisinage du segment géodésique dans X de mêmes extrémités, voir par exemple [LHG90,

p.82℄.

Montrons que d(q,M) ≤ 4δ + 2H. Par dé�nition de la 
onstante H, le segment géodé-

sique [w, v], à extrémités dans M , est 
ontenu dans le H-voisinage de M . On obtient alors

l'inégalité d(q,M) ≤ d(q, [w, v]) +H.

Soit z le 
entre du tripode asso
ié au triangle T , par δ-hyperboli
ité de X on sait que

d(z, [w, v]) ≤ δ, voir [LHG90℄. Alors il su�t de majorer d(z, q) pour majorer la distan
e

entre M et q.

M

U

w

q

x

v

z

b

b

b

b

b

Figure 1.5 �

Par δ-hyperboli
ité de X on a d(z, [q, v]) ≤ δ. Soit y un point de [q, v] à distan
e

inférieure à δ de z. Par inégalité triangulaire on obtient d(v, z) ≤ d(v, y) + δ et d(z, q) ≤
d(y, q) + δ. On obtient

d(v, z) + d(z, q) ≤ d(v, q) + 2δ.

D'un autre 
�té 
omme U est quasi-
onvexe dans X, alors le segment géodésique [w, q]

est 
ontenu le H-voisinage de U . Comme d(z, [w, q]) ≤ δ on obtient d(z, U) ≤ δ +H.

On remarque que d(v, q) est la distan
e entre v et U 
ar v ∈ [x, q]. Alors d(v, q) ≤
d(v, z) + d(z, U) et on obtient

d(v, q) ≤ d(v, z) + δ +H.

On déduit des deux paragraphes pré
édents l'inégalité : d(v, z)+ d(z, q) ≤ d(v, z)+ δ+
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H + 2δ, et don
 d(z, q) ≤ H + 3δ.

Finalement, d(q,M) ≤ d(q, [w, v])+H ≤ d(q, z)+ δ+H ≤ 2H +4δ. Par �nitude lo
ale

uniforme de la famille des murs de X on en déduit qu'il existe un nombre uniformément

borné n de murs qui 
oupent U et [x, q].

Lemme 1.2.6. Il existe une 
onstante k telle que pour tout sommet σ de C il existe une

boule B de X de rayon k telle que tout demi-espa
e ren
ontrant B appartient à σ.

Démonstration. L'a
tion du groupe G est 
o
ompa
te sur X, et la famille des murs deM
est lo
alement �nie alors il existe une 
onstante uniforme m telle que n'importe quel point

de X est 
ontenu dans au plus m murs.

La distan
e sur X est quasi-isométrique au nombre de murs qui séparent deux points

de X. On 
hoisit la 
onstante k telle que pour tout paire de points x, q ave
 d(x, q) ≥ k il

existe au moins 4m+2n+1 murs qui séparent x de q, ave
 n la 
onstante du lemme 1.2.5.

Soit σ un sommet de C. On 
onsidère cx, x ∈ X un 
ube dual dans C le plus pro
he

possible de σ pour la distan
e 
ombinatoire dans C(1)
. Soit U un demi-espa
e de σ qui ne


ontient pas x. On note M le mur deM asso
ié au demi-espa
e U . Montrons par l'absurde

que d(x,U) < k. Plus pré
isément, soit q un point de U le plus pro
he possible de x, on

montre que si d(x,U) ≥ k alors le 
ube cq dual à q est plus pro
he de σ que le 
ube cx.

Ce
i rentre en 
ontradi
tion ave
 le 
hoix de cx le plus pro
he possible de σ dans C(1)
.

On suppose par l'absurde que d(x, q) ≥ k, étudions pour 
ertains types de murs les

divergen
es de 
hoix de demi-espa
es entre les sommets de cx et de cq.

Si M ′
est un mur deM qui ne 
ontient ni x ni q et qui ne sépare pas x de q alors un de

ses deux demi-espa
es est 
ommun à tous les sommets de cx et de cq . En e�et, 
omme M ′

ne sépare pas x de q les deux points sont dans un même demi-espa
e U ′
de M ′

. Comme

de plus M ′
ne 
ontient ni x ni q alors par dé�nition du 
ube dual U ′

est dans tous les

sommets de cx et de cq. Ces murs ne nous intéressent pas pour savoir lequel des 
ubes cx

ou cq est le plus pro
he de σ.

Parmi les murs qui séparent x de q 
eux qui ne 
ontiennent ni x ni q et qui sont

disjoints de U nous intéressent parti
ulièrement. Soit M ′
un mur deM qui satisfait toutes


es hypothèses. Comme U est disjoint de M ′
un des demi-espa
es U ′

de M ′

ontient U . En

parti
ulier, q ∈ U ′
. Comme q n'est pas dans M ′

on en déduit par dé�nition du 
ube dual

que U ′
appartient à tous les sommets de cq . Comme M ′

sépare x de q alors x ∈ V ′ = U
′
.

Comme M ′
ne 
ontient pas x alors V ′

appartient à tous les sommets de cx. En�n, 
omme

U ⊂ U ′
alors U ′

appartient à σ.

Il existe au plus 2m murs qui 
ontiennent x ou q, et il existe au plus n murs deM qui

séparent x de q et qui interse
tent U d'après le lemme 1.2.5. Si on note A le nombre de

murs qui séparent x de q, on obtient alors qu'il existe au moins A − 2m − n murs de M
qui séparent x de q sans interse
ter U et sans 
ontenir ni x ni q.

On a supposé que d(x, q) ≥ k 
e qui implique que A ≥ 4m+2n+1. AlorsA−2m−n > A
2 .
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On peut alors 
on
lure que parmi les murs dont les 
hoix de demi-espa
es di�èrent entre

cx et cq plus de la moitié ont un demi-espa
e en 
ommun dans tous les sommets de cq et

dans σ, mais qui n'est dans au
un sommet de cx. On en déduit que cq est stri
tement plus

pro
he de σ que cx 
e qui n'est pas possible. On a montré par l'absurde que d(x, q) < k.

On a bien que la distan
e entre x et U est majorée par k, autrement dit U interse
te la

boule de 
entre x et de rayon k.

Démonstration du Théorème 1.2.3. Le groupe G opère sur X ave
 quotient 
ompa
t. Il

existe don
 un sous-ensemble 
ompa
te P de X tel que pour tout point x de X il existe

un élément g de G tels que g.x ∈ P . Soit Nk(P ) le k-voisinage de P . On note S l'ensemble

des sommets s qui véri�ent : pour tout mur M disjoint de Nk(P ) le demi-espa
e s(M)


ontient Nk(P ).

Un sommet de S est entièrement déterminé par le 
hoix des demi-espa
es asso
iés aux

murs qui interse
tent Nk(P ). Par lo
ale �nitude de la familleM et par 
ompa
ité de Nk(P )

on en déduit que S est un ensemble �ni de sommets de C. Montrons que pour tout sommet

σ de C il existe un élément g ∈ G tel que g.σ ∈ S.

Soit σ un sommet de C, d'après le lemme 1.2.6, il existe une boule B de X de rayon k

telle que tout demi-espa
e disjoint de B n'est pas dans σ. Par la dé�nition de P il existe un

élément g ∈ G qui envoie le 
entre de B dans P , on obtient alors gB ⊂ Nk(P ). Montrons

que g.σ ∈ S.

Soit U un demi-espa
e asso
ié à un mur M de M disjoint de Nk(P ). Montrons que

U 6∈ g.σ. Comme U ∩ Nk(P ) = ∅ et gB ⊂ Nk(P ) alors U ∩ gB = ∅. On en déduit que

g−1U∩B = ∅, et don
 que g−1U 6∈ σ. Finalement, on obtient que U 6∈ g.σ, et don
 g.σ ∈ S.

On a bien montré que l'a
tion de G est 
o
ompa
te sur le 
omplexe 
ubique dual C.

Reste à montrer que C est propre. Le lemme 1.2.5 permet d'obtenir le 
ritère suivant de

� 
ompa
t-Wall � séparation évoqué dans Hruska-Wise ([HW14℄) : soit K un 
ompa
t de

X, il existe une 
onstante f(K) telle que pour tout mur M de X tel que d(K,M) ≥ f(K)

alors il existe un mur M ′
qui sépare M de K. Ce 
ritère garantit la propreté de C, voir

[HW14, Théorème 5.7℄.

En e�et, il existe un nombre �ni nK de murs qui interse
tent K. La distan
e sur X est

quasi-isométrique au nombre de murs qui séparent deux points de X. Il existe don
 une


onstante D telle que au moins nK + n+ 1 murs séparent deux points de X à distan
e au

moins D (ave
 n 
omme dans le lemme 1.2.5). Alors n'importe quel mur M à distan
e D

de K est séparé de K par un mur. Il su�t de 
onsidérer [x, q] un segment minimal entre

K et M ave
 x dans K et q dans M . D'après le lemme 1.2.5 au plus n murs interse
tent

[x, q] et M . Par dé�nition de la 
onstante nK au plus nK murs interse
tent K. Finalement

au moins un mur sépare x de q sans interse
ter ni M ni K. Il sépare don
 M de K. Le


ritère est bien véri�é et C est propre.
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1.2.2 Propreté de l'a
tion

Dé�nition 1.2.7. Soit (X,M) un espa
e à murs. On dit que la famille de murs M
est linéairement séparante dans X s'il existe deux 
onstantes κ > 0 et ℓ > 0 telles que

∀x, y ∈ X, ℓd(x, y) − κ 6 |x, y|, ave
 |x, y| le nombre de murs qui séparent x de y. On

pourra dire que la famille de murs M (ℓ, κ)-sépare linéairement deux points x et y de X

si ℓd(x, y)− κ 6 |x, y|.

Remarque 1.2.8. Si un groupe G opère sur un espa
e à murs (X,M), alors G opère

isométriquement sur le 1-squelette du 
omplexe 
ubique dual à (X,M).

Le théorème suivant est l'adaptation d'un théorème de 
ubulation 
lassique, i
i nous

suivons une preuve de [HW14℄ :

Théorème 1.2.9. Soit (X,M) un espa
e à murs ave
 X un espa
e métrique propre.

Soit G un groupe opérant sur (X,M) de sorte que l'a
tion de G sur X soit propre. On

suppose de plus que le 
omplexe 
ubique C dual à (X,M) est propre. Si la familleM sépare

linéairement X alors G opère proprement sur le 
omplexe 
ubique dual à (X,M).

Démonstration. Raisonnons par 
ontraposée, montrons que si l'a
tion de G sur C n'est

pas propre alors l'a
tion de G sur X n'est pas propre.

Si l'a
tion de G sur C n'est pas propre alors il existe un 
ompa
t K de C tel que

l'ensemble I = {g ∈ G, gK ∩K 6= ∅} est in�ni. Comme K est un 
ompa
t de C il existe

un nombre �ni de sommets dans K. Les éléments de I envoient un sommet de K sur un

autre sommet de K. Il n'existe qu'un nombre �ni de permutations des sommets de K.

Il existe alors deux sommets k1 et k2 et une in�nité d'éléments deux à deux di�érents

h1, h2, h3 . . . hi . . . de I tels que hik1 = k2. Chaque élément gi := h−1
1 hi envoie k1 sur

lui-même, et les gi sont deux à deux di�érents.

Soit x0 un point de X. D'après le lemme 1.1.17, le sommet k1 est à distan
e �nie r

du 
ube cx0 dual à x0. Pour tout élément gi 
omme dé
rit 
i-dessus on a : dC(cx0 , k1) =

dC(gi.cx0 , gi.k1). De plus dC(gi.cx0 , gi.k1) = dC(gi.cx0 , k1) 
ar les gi stabilisent k1. On

obtient alors que dC(gi.cx0 , k1) = r. Finalement, on a dC(cx0 , gi.cx0) ≤ dC(cx0 , k1) +

dC(k1, gi.cx0) = 2r.

Par dé�nition de l'a
tion de G sur le 
omplexe 
ubique dual C on a : gi.cx0 = c(gi.x0).

On obtient alors dC(cx0 , c(gi.x0)) ≤ 2r.

La distan
e 
ombinatoire sur C(1)
entre deux 
ubes duaux dC(cx, cy) est supérieure

ou égale au nombre de murs qui séparent x de y. En e�et, si un mur M sépare cx de

cy et si on suppose qu'un des demi-espa
es U de M appartient à tous les sommets de cx

alors V appartient à tous les sommets de cy. Tout 
hemin qui relie cx à cy passera au

moins une fois par une arête duale à 
haque mur qui sépare cx de cy. On peut don
 é
rire

|x0, gi.x0| ≤ dC(cx0 , c(gi.x0)).
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CommeM sépare linéairement X, il existe deux 
onstantes κ et ℓ telles que ℓd(x0, gi.x0)−
κ 6 |x0, gi.x0|. On obtient alors que ℓd(x0, gi.x0)− κ ≤ 2r. Ainsi, pour une in�nité d'élé-

ments gi de G la distan
e entre x0 et gi.x0 est majorée, 
e qui 
ontredit la propreté de

l'a
tion de G sur X.
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Chapitre 2

Revêtements rami�és

2.1 Revêtements rami�és topologiques

2.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 2.1.1. Soit (V,L) et (V ′, L′) deux 
ouples de variétés topologiques, ave
 L et L′

deux sous-variétés fermées de 
odimension 2 dans V et V ′
(pas 
onnexes en général). Une

appli
ation 
ontinue p : V ′ → V , ave
 p−1(L) = L′
, 
e nous abrégerons par p : (V ′, L′) →

(V,L), est un revêtement rami�é si :

1. La restri
tion p|V ′rL′ : V ′ r L′ → V r L est un revêtement.

2. La restri
tion p|L′ : L′ → L est un revêtement.

3. (trivialisation lo
ale) Pour tout point x ∈ L, il existe un voisinage 
onnexe U de x

dans V tel que la préimage p−1(U) est une union disjointe p−1(U) = ⊔j∈JU ′
j , ave


les propriétés suivantes.

Il existe :

� un voisinage B de x dans L (
ontenu dans U) et un homéomorphisme φ : U →
D×B,

� un homéomorphisme φj : U
′
j → D×B et un entier kj ≥ 1 (pour tout j ∈ J),

de sorte que φ(x) = (0, x) pour tout x ∈ B, et de plus le diagramme suivant est


ommutatif :

U ′
j

φj

p

D×B

ρj×Id

U
φ

D×B

I
i ρj désigne l'appli
ation z 7→ zkj sur le disque eu
lidien D.

On dira que L′
(ou L) est le lieu de rami�
ation.

On appelle degré d'un revêtement rami�é p le degré du revêtement p|V ′rL′ . On remarque

31
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que si p est un revêtement rami�é de degré �ni k alors l'ordre au voisinage de toute


omposante 
onnexe du lieu de rami�
ation est inférieur ou égal à k.

On 
onsidère aussi une 
ondition de trivialisation plus forte que 
elle de la dé�nition


i-dessus :

Trivialisation globale :

Pour toute 
omposante 
onnexe Li de L, il existe un voisinage N(Li) de Li dans V tel que

la préimage p−1(N(Li)) est une union disjointe ⊔j∈JN ′
j , ave
 les propriétés suivantes.

D'abord N ′
j 
ontient une 
omposante 
onnexe L′

j de L′
telle que p(L′

j) = Li.

Ensuite il existe :

� un homéomorphisme φ : N(Li)→ D× Li (tel que φ(x) = (0, x) pour tout x ∈ Li) ;

� un homéomorphisme φj : N
′
j → D×L′

j (tel que φ(x′) = (0, x′) pour tout x′ ∈ L′
j) et

un entier kj ≥ 1 (pour tout j ∈ J) ;

tels que le diagramme suivant soit 
ommutatif :

N ′
j

φj

p

D× L′
j

ρj×p

N(Li)
φ

D× Li

En�n on demande que p induise un homéomorphisme de L′
j sur Li.

I
i ρi désigne la rotation d'ordre ki du disque eu
lidien D.

On appelle voisinage de rami�
ation autour de L′
j un tel voisinage N ′

j et on appelle

ordre de rami�
ation au voisinage de L′
j l'entier kj .

Lemme 2.1.2. Soit p : (V ′, L′) → (V,L) un revêtement rami�é. Si 
haque 
omposante


onnexe de L est simplement 
onnexe alors p véri�e la 
ondition de trivialisation globale.

Lemme 2.1.3. Soit p : (V ′, L′) → (V,L) un revêtement rami�é. Soit V ′
0 une 
omposante


onnexe de V ′
et soit V0 une 
omposante 
onnexe de V telle que p(V ′

0) ⊂ V0. Soit L′
0

l'interse
tion de L′
ave
 V ′

0 . Soit L0 l'interse
tion de V0 et de L. Alors p(V ′
0) = V0 et

p|V ′

0
: (V ′

0 , L
′
0)→ (V0, L0) est un revêtement rami�é.

Démonstration. Montrons d'abord que p(V ′
0) est ouvert et fermé dans V . Soit x′ un point de

V ′
0 . Posons x = p(x′). Si x′ ∈ L′


onsidérons les ouverts de trivialisation lo
ale U,U ′
en x, x′.

Alors p(U ′) = U . Don
 p(V ′
0) est voisinage de x. Si x′ 6∈ L′

alors p est homéomorphisme

lo
al au voisinage de x′, don
 p(V ′
0) est voisinage de x également. Ainsi p(V ′

0) est ouvert.

Soit x un point de V adhérent à p(V ′
0). Si x 6∈ L notons alors U un ouvert 
onnexe de

V r L qui 
ontient x et qui trivialise le revêtement p : V ′ r L′ → V r L. Si x ∈ L soit

U un ouvert de trivialisation de p en x. Soit y ∈ U ∩ p(V ′
0), que l'on é
rit y = p(y′) ave


y′ ∈ V ′
0 . La 
omposante 
onnexe de p−1(U) qui 
ontient y′ est un ouvert 
onnexe U ′

tel

que p : U ′ → U est surje
tive. Alors U ′ ⊂ V ′
0 et p(V ′

0) 
ontient x. Ainsi p(V
′
0) est fermé.
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Par 
onnexité p(V ′
0) = V0.

Montrons que la restri
tion de p à V0 et un revêtement rami�é. Soit x ∈ V0, soit U

un ouvert de trivialisation. Par dé�nition on a p−1(U) = ⊔j∈JU ′
j . Comme V ′

0 est une


omposante 
onnexe de V ′
alors pour tout j on a Uj ⊂ V ′

0 ou Uj ∩ V ′
0 = ∅. Alors U est

bien un ouvert de trivialisation pour p : V ′
0 → V0.

Corollaire 2.1.4. Soit p : (V ′, L′) → (V,L) un revêtement rami�é. Toute 
omposante


onnexe V0 de V est l'image d'une 
omposante 
onnexe V ′
0 de V ′

.

Démonstration. Par hypothèse p : V ′ r L′ → V r L est surje
tive. Don
 il existe une


omposante 
onnexe V ′
0 de V ′

telle que p(V ′
0) ∩ (V0 r L) 6= ∅. Par 
onnexité p(V ′

0) ⊂ V0 et

on 
on
lut par le lemme 2.1.3.

Remarque 2.1.5. Un revêtement rami�é p : (V ′, L′) → (V,L) est un revêtement si et

seulement si la restri
tion de p à 
haque voisinage de rami�
ation induit l'appli
ation

identité sur le fa
teur D, i.e. si 
haque ordre de rami�
ation ki est égal à 1.

Lemme 2.1.6. La 
omposé d'un revêtement rami�é et d'un revêtement est un revêtement

rami�é.

Remarque 2.1.7. Soit p : (V ′, L′)→ (V,L) et p′ : (V ′′, L′′)→ (V ′, L′) deux revêtements

rami�és. Alors l'appli
ation p ◦ p′ : (V ′′, L′′)→ (V,L) est un revêtement rami�é.

On suppose que p : (V ′, L′)→ (V,L) est un revêtement rami�é entre variétés 
onnexes.

On note π : X → V le revêtement universel de V et π′ : X ′ → V ′
le revêtement universel

de V ′
. On note alors K la préimage de L par π dans X, et K ′

la préimage de L′
par π′

dans X ′
.

Lemme 2.1.8. Il existe un revêtement rami�é f : (X ′,K ′) → (X,K) qui fait 
ommuter

le diagramme 
i-dessous.

(X ′,K ′)

π′ f

(V ′, L′)

p

(X,K)

π

(V,L)

Introduisons quelques outils pour montrer 
e lemme, en parti
ulier on fait appel à

la notion de produit �bré. On rappelle dans un premier temps la 
onstru
tion 
lassique

ensembliste :
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Dé�nition 2.1.9. Soit p1 : E1 → E et p2 : E2 → E deux appli
ations.

E1

p1

E2

p2

E

On dé�nit le produit �bré de E1 et de E2 par E1 ×
E
E2 = {(e1, e2) ∈ E1 × E2 | p1(e1) =

p2(e2)}. On obtient naturellement le diagramme 
ommutatif suivant,

E1 ×
E
E2

f2f1

E1

p1

E2

p2

E

où f1 et f2 sont les proje
tions de E1 ×
E
E2 sur le premier et le deuxième fa
teur. On note

p1 ×
E
p2 = p1 ◦ f1 = p2 ◦ f2.

Le produit �bré satisfait la propriété universelle suivante. Soit E′
un ensemble, et

gi : E
′ → Ei, pour i = 1, 2, des appli
ations telles que p1 ◦ g1 = p2 ◦ g2, alors il existe une

unique appli
ation g : E′ → E1 ×
E
E2 telle que gi = fi ◦ g.

E′

g1

g

g2E1 ×
E
E2

f2f1

E1

p1

E2

p2

E

Remarque 2.1.10. Si E1 et E2 sont des espa
es topologiques et que les appli
ations

p1 : E1 → E et p2 : E2 → E sont 
ontinues alors le produit �bré est muni d'une topologie,


omme sous-espa
e du produit d'espa
e topologique E1 ×E2. De plus, il n'est pas di�
ile

de véri�er que toutes les appli
ations sont 
ontinues et que la propriété universelle est vraie

dans le 
adre des appli
ations 
ontinues.

Soient p1 : E1 → E et p2 : E2 → E deux appli
ations. Soit F ⊂ E, on note F1 = p−1
1 (F )

et F2 = p−1
2 (F ). Les restri
tions p1|F1

et p2|F2
permettent de 
onstruire le produit �bré

F1 ×
F
F2.
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On observe que F1 ×
F
F2 = {(x1, x2) ∈ F1 × F2 | p1|F1

(x1) = p2|F2
(x2)} est un sous-

espa
e de E1 ×
E
E2 = {(x1, x2) ∈ E1 × E2 | p1(x1) = p2(x2)} 
ar pi|Fi

est la restri
tion de

pi à Fi.

Remarque 2.1.11. Les deux espa
es E1×
E
E2r(F1×

F
F2) et E1rF1 ×

ErF
E2rF2 sont égaux,

et la restri
tion p1 ×
E
p2|E1×

E
E2r(F1×

F
F2) est égale à l'appli
ation p1|(E1rF1) ×

ErF
p2|(E2rF2).

Pour montrer la première égalité on observe que si (x1, x2) ∈ E1 ×
E
E2 et que x1 ∈ F1

alors p1(x1) = p2(x2) ∈ F et don
 x2 ∈ F2. De même si x2 ∈ F2 alors x1 ∈ F1. On en

déduit que

E1 ×
E
E2 r (F1 ×

F
F2) = {(x1, x2) ∈ E1 × E2 | p1(x1) = p2(x2)}r {(x1, x2) ∈ F1 × F2 |

p1(x1) = p2(x2)}
= {(x1, x2) ∈ E1 r F1 × E2 r F2 | p1(x1) = p2(x2)}
= E1 r F1 ×

ErF
E2 r F2.

Par 
onstru
tion du produit �bré p1 ×
E
p2, il existe deux appli
ations f1 et f2 qui sont

les proje
tions de E1 ×
E
E2 sur E1 ou E2. De même, par 
onstru
tion du produit �bré

p1|(E1rF1) ×
ErF

p2|(E2rF2) il existe deux appli
ations g1 et g2 qui sont les proje
tions de

E1 r F1 ×
ErF

E2 r F2 sur E1 r F1 ou E2 r F2. Les appli
ations fi et gi 
oïn
ident sur

E1 r F1 ×
ErF

E2 r F2 = E1 ×
E
E2 r (F1 ×

F
F2). On en déduit que sur E1 ×

E
E2 r (F1 ×

F
F2)

on a p1 ×
E
p2 = p1 ◦ f1 = p1 ◦ g1 = p1|(E1rF1) ×

ErF
p2|(E2rF2).

Remarque 2.1.12. Soient p1 : E1 → E, p2 : E2 → E, q1 : A1 → A et q2 : A2 → A quatre

appli
ations. Le produit �bré et le produit d'appli
ation 
ommute, autrement dit les deux

appli
ations (p1 × q1) ×
E×A

(p2 × q2) et (p1 ×
E
p2)× (q1 ×

A
q2) sont égales, à permutation de


omposantes près.

Pour 
onstruire une appli
ation de revêtement rami�é f : (X ′,K ′) → (X,K) on va


onsidérer le produit �bré entre (V ′, L′) et (X,K). On va avoir besoin de montrer que le

produit �bré respe
te la stru
ture de revêtement rami�é. En parti
ulier, étudions le produit

�bré de deux revêtements rami�és du disques.

Lemme 2.1.13. Soient D, D1 et D2 trois 
opies du disque unité D. Notons p1 : D1 → D

l'appli
ation z 7→ zk1 , et p2 : D2 → D l'appli
ation z 7→ zk2 . Alors le produit �bré D1×
D
D2

est homéomorphe à la réunion disjointe de k1 ∧ k2 
opies de D et sur 
haque 
opie la

restri
tion de p1 ×
D
p2 : D1 ×

D
D2 → D induit la proje
tion quotient

D→ D, z 7→ zk,
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ave
 k = pp
m(k1, k2). En�n, toujours en restri
tion à 
haque 
omposante 
onnexe de

D1 ×
D
D2 et pour i = 1 ou 2, l'appli
ation fi : D1 ×

D
D2 → Di induit un revêtement rami�é

équivalent à la proje
tion quotient

D→ D, z 7→ zni ,

ave
 ni =
pp
m(k1,k2)

ki
.

Démonstration. Notons d = k1 ∧ k2 le pg
d de k1 et k2. On a alors k1 = dn2, k2 = dn1 et

k = dn1n2. Les entiers n1 et n2 étant premier entre eux, il existe deux entiers m1 et m2 tels

que m2n1 +m1n2 = 1. Notons Ud l'ensemble des ra
ines d-ème de l'unité. L'appli
ation

Ud × D→ D1 ×
D
D2; (ξ, z) 7→ (ξm1zn1 , ξ−m2zn2)

est bije
tive d'inverse (u, v) 7→ (un2v−n1 , um2vm1). Dans 
es 
oordonnées, l'appli
ation

p1×
D
p2 qui asso
ie à (u, v) ∈ D1 ×

D
D2 l'élément uk1 = vk2 devient (ξ, z) 7→ zk. En�n, pour

i = 1 ou 2 l'appli
ation fi devient (ξ, z) 7→ ξ(−1)i+1mizni
.

Lemme 2.1.14. Soient p1 : (V1, L1) → (V,L) et p2 : (V2, L2) → (V,L) deux revêtements

rami�és.

(V1, L1)

p1

(V2, L2)

p2

(V,L)

Alors le produit �bré p1 ×
V

p2 : (V1 ×
V

V2, L1 ×
L
L2) → (V,L) ainsi que les appli
ations

f1 : (V1×
V
V2, L1×

L
L2)→ (V1, L1) et f2 : (V1×

V
V2, L1×

L
L2)→ (V2, L2) sont des revêtements

rami�és. De plus, si on suppose que p1 est un revêtement alors f2 est un revêtement.

Démonstration. D'après la remarque 2.1.11, on a (p1×
V
p2)|(V1rL1 ×

V rL
V2rL2) = p1|V1rL1

×
VrL

p2|V2rL2
. Par hypothèse les appli
ations p1 et p2 sont des revêtements rami�és, don


p1|V1rL1
et p2|V2rL2

sont des revêtements de VrL. On en déduit que (p1×
V
p2)|(V1rL1 ×

V rL
V2rL2)

est un revêtement. Montrons la 
ondition de trivialisation lo
ale.

Soit x un point de V , on 
onsidère U1
et U2

deux trivialisations pour les revêtements

rami�és p1 et p2. En parti
ulier, il existe deux homéomorphismes φi : U i → D × Bi.

On note U1
j un voisinage de trivialisation de V1 au-dessus de U1

pour p1. On 
onsidère

le voisinage de φ1(x) de la forme Dr × B ⊂ φ1(U1 ∩ U2) ave
 Dr un disque de rayon

0 < r < 1 et B un sous-espa
e 
onnexe de B1. On note U = (φ1)−1(Dr × B). Chaque

espa
e φ2 ◦ (φ1)−1(Dr×{b}) est homéomorphe à un disque, de même sa préimage dans un

voisinage U2
j est homéomorphe à un disque. L'a
tion de rotation ρj dé
rite sur B2 × Uj

induit alors une rotation sur 
e disque. On dé
rit alors le produit �bré p1×
V
p2 dans Dr×B
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et dans sa préimage dans U1
j . Par le lemme 2.1.12 p1×

V
p2 est le produit entre l'identité sur B

et un produit �bré de revêtements rami�és de disques. D'après le lemme 2.1.13 on obtient

bien un revêtement rami�é. Les ordres des appli
ations sont donnés par 
e revêtement du

disque. Ainsi, si on suppose que p1 est un revêtement alors l'ordre asso
ié à f2 sur Uj est

pp
m(1,k2)
k2

= 1. On obtient bien que f2 est un revêtement si on a supposé que p1 est un

revêtement.

Démonstration du lemme 2.1.8. On 
onsidère le produit �bré de p et π,

(V ′ ×
V
X,L′ ×

L
K)

f2f1

(V ′, L′)

p

(X,K)

π

(V,L)

D'après le lemme 2.1.14 le produit �bré p ×
V

π : (V ′ ×
V
X,L′ ×

L
K) → (V,L) est un

revêtement rami�é, et l'appli
ation f1 : (V ′ ×
V
X,L′ ×

L
K) → (V ′, L′) est un revêtement.

On 
hoisit une 
omposante 
onnexe Y de (V ′ ×
V
X,L′ ×

L
K). La restri
tion de p ×

V
π à Y

est un revêtement rami�é de (V,L) d'après le lemme 2.1.3 et la restri
tion de f1 à Y est

un revêtement de (V ′, L′). Par propriété universelle l'appli
ation de revêtement universelle

h : X ′ → V ′
se fa
torise par le revêtement f1|Y . On note g l'appli
ation entre (X ′,K ′) et

Y telle que f1 ◦g = h. L'appli
ation f est alors dé�nie 
omme la 
omposition d'appli
ation

f2 ◦ g. C'est un revêtement rami�é d'après le lemme 2.1.6.

(X ′,K ′)

g

f
Y

f2f1

(V ′, L′)

p

(X,K)

π

(V,L)

2.1.2 Revêtements rami�és 
y
liques

On 
onstruit un exemple simple de revêtement rami�é de variété topologique appelé

revêtement rami�é 
y
lique asso
ié à une sous-variété à bord de 
odimension 1.
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Soit V une variété topologique orientée fermée, et soit C une sous-variété topologique


ompa
te orientée à bord de 
odimension 1 de V . On note L le bord de C et on 
hoisit

un entier k ∈ N. On 
onstruit une variété topologique V ′
, une sous-variété L′

de V ′
et un

revêtement rami�é p : (V ′, L′)→ (V,L) de la façon suivante.

Soit U = V r C. Au voisinage d'un point de C r L la variété V r C possède deux


�tés. On U le re
ollement de U ave
 deux 
opies C1
et C2

de C de 
haque 
�té de C rL.

En parti
ulier les deux 
omposantes 
onnexes C1
et C2

ont un bord 
ommun isomorphe à

L. On 
onsidère U1, . . . , Uk, k 
opies de l'espa
e U . On note C1
i et C2

i , pour i = 1, . . . , k

les 
opies des sous-variétés C1
et C2

dans U i . En�n, on dé�nit V ′

omme le re
ollement


y
lique de U i ave
 U i+1 en identi�ant C2
i ave
 C1

i+1 pour i ∈ Zk.

Dans l'espa
e U il existe une unique 
opie de L, alors dans 
ha
une des k 
opies de

U i il existe une 
opie Li de L. Cependant 
es 
opies sont à la fois dans C1
i et dans C2

i .

Tous les Li sont don
 identi�és dans V
′
. On dé�nit alors p 
omme l'appli
ation qui envoie

identiquement tout espa
e U i sur U .

L'appli
ation p : V ′ rL′ → V rL est un revêtement. En e�et, pour tout point x de U

n'importe quel petit boule ouverte in
luse dans U et qui 
ontient x a pour préimage l'union

disjointe de k ouvert. Pour x ∈ ∂U r L on 
hoisit une petite boule disjointe de L et qui


ontient x. Dans U 
ette boule est l'union de demi-boules. La préimage de 
es demi-boules

dans V ′
est un union 2k demi-boules qui se re
ollent deux à deux. En�n, on dé
rit une

trivialisation globale. On 
hoisit un voisinage tubulaire N de L dans V homéomorphe à

D×L. On 
onsidère N ′
la préimage de N dans V ′

. Alors N ′
est homéomorphe à D×L′

et

l'appli
ation p qui envoie U i à U dé
rit le quotient par une rotation sur D.

2.2 Revêtements rami�és de variétés hyperboliques

Dans 
ette partie nous allons nous 
on
entrer sur des revêtements rami�és de degrés

�nis de variétés hyperboliques. Nous allons expli
iter une métrique sur un revêtement

rami�é de variété hyperbolique et montrer que la métrique ainsi obtenue possède de bonnes

propriétés. En parti
ulier, 
'est une métrique géodésique lo
alement CAT(−1). On dé�nira

aussi quelques notions utilisées dans la partie 4.4.

2.2.1 Constru
tion de la métrique sur le revêtement rami�é

Soit V une variété hyperbolique 
ompa
te, et soit L une sous-variété de 
odimension 2

de V telle que 
haque 
omposante 
onnexe soit totalement géodésique. Soit p : (V ′, L′)→
(V,L) un revêtement rami�é topologique �ni. On note π : (X,K) → (V,L) le revêtement

universel de (V,L) et π′ : (X ′,K ′) → (V ′, L′) le revêtement universel de (V ′, L′). On a

vu dans la se
tion pré
édente, plus parti
ulièrement dans le lemme 2.1.8, qu'il existe une

appli
ation de revêtement rami�é f : (X ′,K ′) → (X,K). On va 
onstruire une métrique

sur X ′
à partir de 
elle de X = Hn

: on dé
rit lo
alement la métrique sur 
ertains sous-
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espa
es de X ′
, noté voisinages fondamentaux, des petites boules ouvertes loin des lieux

singuliers et des quartiers de voisinages de rami�
ation.

Soit x un point de X ′ r K ′
. Par dé�nition du revêtement rami�é topologique la res-

tri
tion de l'appli
ation f|X′rK ′ est un revêtement. On 
onsidère une boule ouverte B de

Hn
autour de f(x) telle que la préimage de B dans X ′

soit une union de boules disjointes.

On note B′
la 
omposante 
onnexe de f−1(B) qui 
ontient x. L'appli
ation f|B′ : B′ → B

est un homéomorphisme. On dé�nit alors la distan
e entre deux points y, z ∈ B′

omme

la distan
e entre f(y) et f(z).

Soit x′ un point de K ′
. On note x = f(x′). On 
onsidère K0 et K ′

0 les 
omposantes


onnexes de K et de K ′
qui 
ontiennent respe
tivement x et x′. D'après le lemme 2.1.2

il existe deux voisinages de rami�
ation N(K ′
0) et N(K0) qui trivialisent f . On 
onsidère

Nǫ(K0) un ǫ voisinage de K0 tel que Nǫ(K0) ⊂ N(K0). On note Nǫ(K
′
0) = N(K ′

0) ∩
f−1(Nǫ(K0)), 
'est un voisinage de rami�
ation pour f .

Soit W une sous-variété 
onnexe, de 
odimension 1 de Hn
et totalement géodésique qui


ontient K0. Alors Nǫ(K0)r (W ∩Nǫ(K0)) possède deux 
omposantes 
onnexes. On note

Q et R les adhéren
es de 
es 
omposantes 
onnexes dans Nǫ(K0). L'espa
e (W r K0) ∩
Nǫ(K0) possède deux 
omposantes 
onnexes, on appelle W+

et W−
les adhéren
es de 
es

deux 
omposantes 
onnexes dans Nǫ(K0). L'appli
ation f est un revêtement 
y
lique entre

Nǫ(K
′
0)rK ′

0 et Nǫ(K0)rK0 et les espa
es QrK0 et RrK0 sont simplement 
onnexes. Si

f est d'ordre �ni k sur N(K ′
0) alors il existe k sous-espa
es Q∗

1, . . . , Q
∗
k de Nǫ(K

′
0) identi�és

par f à QrK0 et k sous-espa
es R∗
1, . . . , R

∗
k de Nǫ(K0)

′
identi�és par f à RrK0.

Montrons que l'adhéren
e de Q∗
i dans X ′

est l'union Q∗
i ∪K ′

0. (De même on aura que

l'adhéren
e de R∗
i est l'union R∗

i ∪K ′
0.) Soit (yn)n∈N une suite de points de Q∗

i qui tends

vers un point y de X ′
. Alors par 
ontinuité de f la suite (f(yn))n∈N 
onverge vers f(y). En

parti
ulier f(y) appartient à K0. Par dé�nition de la trivialisation globale f : K ′
0 → K0

est un homéomorphisme. Alors y ∈ K ′
0.

On note Q1, . . . , Qk l'adhéren
e des espa
es Q∗
1, . . . , Q

∗
k et R1, . . . Rk l'adhéren
e des

espa
es R∗
1, . . . , R

∗
k. L'appli
ation f envoie alors identiquement 
haque espa
e Qi sur Q et

Ri sur R. On appelle quartiers de Nǫ(K
′
0) les sous-espa
es Qi et Ri.

L'interse
tion entre deux quartiers de Nǫ(K
′
0) est soit K

′
0 soit un 
opie de W+

ou de

W−
. On note W1, . . . ,W2k 
es interse
tions entre deux Qi et Rj isomorphes à W+

ou

W−
. On dira que les espa
es W1, . . . ,W2k sont 
y
liquement ordonnés si pour tout i ∈ Z2k

Wi et Wi+1 appartiennent au bord d'un même quartier de Nǫ(K0). De même on peut

renuméroter les quartiers Qi et Ri de façon à 
e que pour tout i ∈ Zk le quartier Qi

partage un sous-espa
e Wj ave
 Ri et Ri+1.

Chaque quartier Qi ou Ri est un voisinage fondamental de V ′
, on dé�nit la métrique

sur un quartier S de la façon suivante : la distan
e entre deux points x et y de S est donnée

par la distan
e entre f(x) et f(y) dans f(S).

On remarque que par dé�nition la métrique dé�nie sur les di�érents voisinages fonda-
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Q1

R2

Q2

R1 R3

Q3

K ′
0b

Figure 2.1 � Dé
oupage de N(K ′
0) en quartiers

mentaux est 
ompatible sur l'interse
tion de deux de 
es voisinages. On peut aussi remar-

quer que l'image par f d'un voisinage fondamental est 
onvexe, alors la métrique sur les

voisinages fondamentaux de X ′
est géodésique. En�n, on remarque que par dé�nition la

restri
tion de f à un voisinage fondamental est une isométrie sur son image.

Soient x1, . . . , xn des points de X ′
tels que 
haque paire de points xi, xi+1 appartienne

à un voisinage fondamental de X ′
, en parti
ulier il existe un segment géodésique entre xi

et xi+1. On appelle alors ligne brisée entre x1 et xn l'union des segments géodésiques entre

xi et xi+1.

Dé�nition 2.2.1. La pseudo-métrique entre deux points x et y de X ′
est donnée par

d(x, y) = inf{long(γ), γ ligne brisée de x à y}.

Remarque 2.2.2. Pour toute paire de points x,y deX ′
on a l'inégalité suivante : d(f(x), f(y)) ≤

d(x, y). En e�et, l'image par f d'une ligne brisée est une géodésique par mor
eaux de Hn

de même longueur. Ainsi, l'image d'un segment géodésique entre x et y est un 
hemin de

même longueur entre f(x) et f(y). Don
 la longueur entre f(x) et f(y) est inférieure à


elle entre x et y.

Lemme 2.2.3. La pseudo-métrique 
oïn
ide ave
 la métrique donnée sur les voisinages

fondamentaux. De plus les voisinages fondamentaux dé
rit 
omme des relevés de boules

sont des boules de X ′
de même rayon, et les voisinages de type Nǫ(K

′
0) sont des ǫ-voisinages

de K ′
0 dans X ′

.

Démonstration. Soit S un voisinage fondamental de X ′
et soient x et y deux points de

S. Il existe une ligne brisée ave
 un unique segment dans S entre x et y de longueur

d(f(x), f(y)). On en déduit que d(y, x) ≤ d(f(x), f(y)). De plus d'après le remarque 2.2.2

on a d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y). On en déduit que la distan
e entre x et y est égale à la

distan
e entre f(x) et f(y) dans Hn
.
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Soit S un voisinage fondamental, relevé d'une boule de Hn
de rayon ǫ. On note x le

point de S qui s'envoie sur le 
entre de la boule f(S). Comme l'appli
ation f est une

isométrie en restri
tion à S alors tout les points de S sont à distan
e ≤ ǫ de x. De plus,

tout point à l'extérieur de S est à distan
e au moins ǫ de x. En e�et, une ligne brisée entre

un point y de X ′rS et x s'envoie sur une géodésique par mor
eaux dont un sous-segment

géodésique stri
t va du bord de la boule f(S) au 
entre f(x). La longueur de 
ette ligne

brisée est alors stri
tement supérieure à ǫ.

On pourra faire un raisonnement similaire sur les voisinages fondamentaux de type

Nǫ(K
′
0).

Corollaire 2.2.4. L'appli
ation f : X ′ rK ′ → Hn rK est une isométrie lo
ale.

Lemme 2.2.5. La pseudo-métrique de la dé�nition 2.2.1 est une métrique.

Démonstration. Soient x, y deux points de X ′
tels que d(x, y) = 0. Si x 6∈ K ′

alors il existe

un voisinage fondamental fermé S disjoint de K ′
qui 
ontient x. D'après le lemme 2.2.3

S est le ǫ-voisinage d'un point x de X ′
, alors si x appartient à S alors y appartient à S.

Comme la pseudo-distan
e sur S 
oïn
ide ave
 la distan
e dé�nie sur S et que d(x, y) = 0

alors x = y.

Si x appartient à une 
omposante 
onnexe K ′
0 de K

′
. D'après le lemme 2.2.3, un voisi-

nage fondamental Nǫ(K
′
0) de K

′
0 est le ǫ-voisinage de K

′
0 dans X

′
. Alors 
omme d(x, y) = 0

on en déduit que y appartient à Nǫ(K
′
0). L'espa
e Nǫ(K

′
0) est union de di�érents quartiers,

et au moins l'un de 
es quartiers 
ontient y. Comme la pseudo-métrique sur X ′
et la

métrique sur Nǫ(K
′
0) 
oïn
ident et que d(x, y) = 0 alors x = y.

Lemme 2.2.6. La dé�nition de la distan
e d sur X ′
ne dépend pas du 
hoix des voisinages

fondamentaux.

Démonstration. On 
onsidère deux familles F1 et F2 de voisinages fondamentaux tels que


ha
un re
ouvre X ′
. Soient d1 et d2 les deux métriques 
onstruites à partir des familles F1

et F2 
omme 
i-dessus. Montrons que 
es deux métriques 
oïn
ident.

Soient x et y deux points de X ′
. Soit (γ1n)n∈N une suite de lignes brisées dans des

voisinages de F1 d'extrémités x et y telle que la suite des longueurs des lignes brisées

(γ1n)n∈N tende vers d1(x, y) quand n tend vers l'in�ni. On peut subdiviser 
haque ligne

brisée γ1i en une ligne brisée γi telle que 
haque segment géodésique appartienne à la

fois aux voisinages de F1 et aux voisinages de F2. La longueurs des lignes brisées γi est la

même que 
elle des lignes brisées γ1i . On en déduit que d2(x, y) ≤ d1(x, y). Par un argument

symétrique on obtient que d1(x, y) = d2(x, y).

2.2.2 Premières propriétés de l'espa
e métrique X
′
.

Nous nous plaçons dans le 
adre de la se
tion pré
édente et nous montrons que l'espa
e

métrique X ′
a de bonnes propriétés. Pour rappel p : (V ′, L′) → (V,L) un revêtement �ni
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sur une variété hyperbolique 
ompa
te V , X = Hn
est le revêtement universel de V et X ′

le revêtement universel de V ′
. On note K et K ′

les préimages respe
tives de L et de L′

dans X et dans X ′
. On note f : (X ′,K ′) → (X,K) une des appli
ations de revêtement

rami�é dé
rite dans le lemme 2.1.8.

Lemme 2.2.7. L'espa
e métrique (X ′, d) est un espa
e de longueur.

Démonstration. On note d la métrique de longueur sur (X ′, d). Par dé�nition, elle est

égale à l'in�mum des longueurs des 
ourbes re
ti�ables sur X ′
. Dans n'importe quel espa
e

métrique, par dé�nition de d, on a l'inégalité d ≤ d. Pour voir que les deux métriques d

et d sont égales il su�t de montrer l'autre inégalité. On remarque que les lignes brisées

de X ′
sont des 
ourbes re
ti�ables, alors par dé�nition des distan
es d et d on obtient

immédiatement d ≤ d.

Lemme 2.2.8. Il existe une 
onstante ǫ > 0 telle que pour toute boule ouverte B de rayon ǫ

deX ′
soit B est in
luse dans un voisinage de rami�
ation autour d'une 
omposante 
onnexe

de K ′
union de quartiers fondamentaux soit la restri
tion de f à B est une isométrie sur

son image.

Démonstration. D'après le lemme 2.1.8 l'appli
ation f est la 
omposition de deux appli-


ations f2 ◦ g ave
 g l'appli
ation de revêtement entre X ′
et une 
omposante de V ′ ×V X,

et f2 la proje
tion du produit �bré V ′ ×V X sur X.

(X ′,K ′)

g

f
(V ′ ×

V
X,L′ ×

L
K)

f2f1

(V ′, L′)

p

(X,K)

π

(V,L)

L'espa
e V ′
est 
ompa
t 
omme revêtement rami�é �ni de la variété 
ompa
te V .

L'appli
ation f1◦g est un revêtement. Alors, il existe une 
onstante ǫ1 telle que la préimage

de tout boule B(ǫ1) de V ′
, de rayon ǫ1, par l'appli
ation f1 ◦ g ou par l'appli
ation f1 est

une union de boules disjointes de X ′
ou de X ×V V ′

homéomorphes à B(ǫ1).

Par 
ompa
ité de V ′
, il existe un nombre �ni de 
omposantes 
onnexes de L′

. On


hoisit un voisinage de rami�
ation pour 
ha
une de 
es 
omposantes 
onnexe de L′
. Dans

X, il existe un nombre π1(V )-
o�nie de 
omposantes 
onnexes de K. On 
hoisit une famille

π1(V )-
o�nie de voisinages de rami�
ation des 
omposantes 
onnexes deK. Dans la preuve

du lemme 2.1.14, pour montrer que le produit �bré de deux revêtements rami�és est un
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revêtement rami�é on 
onstruit un voisinage de rami�
ation autour de 
haque 
omposante


onnexe de L′ ×
L
K. Ce voisinage est 
onstruit 
omme un produit �bré de voisinages de

rami�
ation d'une 
omposante 
onnexe de L′
et d'une 
omposante 
onnexe de K. Il existe

alors une 
onstante ǫ2 telle que tout ǫ2-voisinage d'une 
omposante 
onnexe P de L′ ×
L
K

dans V ′ ×
V
X est dans un voisinage de rami�
ation.

Les 
omposantes 
onnexes des préimages par g de 
es voisinages de rami�
ation sont

des voisinages de rami�
ation de K ′
dans X ′

pour f 
ar g est un revêtement.

Finalement, si on 
hoisit ǫ = min{ǫ1, ǫ22 }, on obtient que pour toute boule B de rayon

ǫ soit la restri
tion de f|B est une isométrie soit B est 
ontenu dans un voisinage de K ′
de

type Nǫ(K
′
0).

Lemme 2.2.9. L'espa
e métrique V ′
est 
omplet.

Démonstration. D'après le lemme 2.2.8, il existe une 
onstante ǫ telle que toute boule

ouverte B de X ′
, de rayon ǫ, soit est in
luse dans un voisinage autour d'une 
omposante


onnexe de K ′
, union de quartiers fondamentaux soit la restri
tion de f à B est une

isométrie sur son image.

Soit (xn)n∈N une suite de Cau
hy dans X ′
. Il existe un N ∈ N tel que pour tout n ≥ N ,

d(xN , xn) < ǫ
2 . Alors, pour tout n ≥ N , xn est in
lus dans la boule fermée B(xN , ǫ

2) de


entre xN et de rayon

ǫ
2 . Si la restri
tion de f à B(xN , ǫ), la boule de 
entre xN et de rayon

ǫ est une isométrie alors (xn) 
onverge 
ar la métrique sur Hn
est 
omplète.

Supposons maintenant que B(xN , ǫ
2 ) est in
luse dans un voisinage fondamental Nǫ(K

′
0)

d'une 
omposante 
onnexe K ′
0 de K ′

. Le voisinage N(K ′
0) est l'union de 2k espa
es Qi et

Ri. Alors il existe une sous-suite (yn)n∈N de (xn)n∈N telle que pour tout n ≥ N , yn est


ontenue dans Qi ou Ri, par exemple Qi. Comme la métrique d est 
omplète sur 
haque

voisinage fermé de Qi, alors (yn)n∈N 
onverge dans Qi ∩ Nǫ(K
′
0). Finalement, la suite

(xn)n∈N 
onverge dans Nǫ(K
′
0).

Lemme 2.2.10. L'espa
e métrique X ′
est lo
alement 
ompa
t.

Démonstration. D'après le lemme 2.2.8, 
haque boule B de rayon ǫ soit est isométriquement

envoyée surX par f soit 
ontenue dans un voisinage de rami�
ation union �nie de quartiers

lo
alement 
ompa
ts.

On utilise alors le théorème suivant dont la preuve est détaillée dans [BH99℄ pour

montrer que (X ′, d) est géodésique.

Théorème 2.2.11. (Hopf-Rinow) Un espa
e métrique de longueur 
omplet et lo
alement


ompa
t est géodésique.

Pour la suite on note Mn
−1 l'espa
e Hn

et Mn
1 l'espa
e Sn

.
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Dé�nition 2.2.12. Soit (X, d) un espa
e métrique géodésique, et soit T = (a, b, c) un

triangle géodésique. On appelle triangle de 
omparaison T un triangle de M2
κ dont les

distan
es entre 
haque paire de sommets sont les mêmes que dans T . Chaque point x de

T est déterminé par un segment de T qui le 
ontient, et par sa distan
e aux extrémités de


e segment. Il existe alors un unique point x de T qui satisfait les mêmes 
onditions dans

T . On dit que X est CAT(κ) si pour toute paire x, y de points de T

dX(x, y) ≤ dM2
κ
(x, y).

Proposition 2.2.13. L'espa
e métrique X ′
est CAT(−1).

I
i nous allons travailler ave
 des revêtements rami�és de 
omplexes polyédraux. De

telles 
onstru
tions ont déjà été utilisés, on peut 
iter par exemple Brady [Bra99℄ pour

des revêtements rami�és de 
omplexes 
ubiques, ou bien Hae�iger plus généralement ave


l'étude d'orbi-espa
es [LHG90℄.

Dé�nition 2.2.14. Un Mκ-
omplexe polyédral X, κ = 1,−1 est un 
omplexe 
ellulaire

dé
rit 
omme le quotient d'une union disjointe de polyèdres de Mn
κ :

⊔
i

Qi/ ∼, telle que

les appli
ations de restri
tion pi de l'appli
ation proje
tion p :
⊔
i

Qi/ ∼→ X à un polyèdre

Qi véri�ent les deux propriétés suivantes :

1. Pour tout i, pi :
◦
Qi → X est inje
tive,

2. Si pi(Qi) ∩ pj(Qj) 6= ∅ alors il existe une fa
e C de Qi, une fa
e D de Qj et une

isométrie h : D → C telles que pi(x) = pj(x
′) si et seulement si x′ = h(x).

Dé�nition 2.2.15. Soit X un Mκ-
omplexe polyédral, soit s un sommet de X et soit Q

un polyèdre de dimension n de Mn
κ . Le link géométrique link(s,Q) de s dans Q est dé�ni


omme l'espa
e des ve
teurs unitaires de Q en s. Le link en s dans X est alors dé�ni 
omme

l'union des links sur 
haque polyèdre de X qui 
ontient s.

Remarque 2.2.16. Le link géométrique d'un Mκ-
omplexe polyédral est un M1-
omplexe

polyédral.

Dé�nition 2.2.17. On dit qu'une appli
ation f : X → Y entre deux Mκ-
omplexes

polyédraux est polyédrale si elle envoie identiquement 
haque polyèdre deX sur un polyèdre

de Y .

On utilise le théorème suivant, voir [BH99℄ :

Théorème 2.2.18. Soit X un Mκ-
omplexe polyédral, les 
onditions suivantes sont équi-

valentes :

1. X est CAT(κ).
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2. En tout sommet s de X link(s,X) est CAT(1) et il n'existe pas de plongement

isométrique du 
er
le, pour κ = −1, et d'un 
er
le de longueur < 2π pour κ = 1.

3. X est uniquement géodésique si κ = −1 et π-uniquement géodésique si κ = 1.

Lemme 2.2.19. Soit f : (P ′, L′) → (P,L) un revêtement rami�é de variétés ave
 L′
et

L deux sous-variétés 
onvexes. Supposons de plus que P ′
et P sont deux Mκ-
omplexes

polyédraux et que f est une appli
ation polyédrale. Si P est CAT(κ) alors P ′
est CAT(κ).

Démonstration. Montrons par ré
urren
e sur la dimension n de P ′
,P que P ′

est CAT(κ).

Plaçons nous tout d'abord dans la situation où P ′
, P sont des Mκ-
omplexes de dimension

2. L'espa
e L′
est réduit à un point z. En tout point x de P ′ r {z} l'appli
ation f est

lo
alement une isométrie. Comme P est CAT(κ) alors link(x, P ′) = link(f(x), P ′) est

CAT(1). En z, link(z, P ′) est un 
er
le de longueur 2πk ave
 k le degré de rami�
ation.

link(z, P ′) est don
 CAT(1).

Un plongement isométrique g d'un 
er
le c de dans P ′
, de longueur quel
onque si κ = −1

et de longueur < 2π si κ = 1, est impossible. En e�et, supposons qu'un tel plongement

existe. Si g(c) 
ontient z on note t0 le point de c tel que g(t0) = z, sinon on prend t0

point quel
onque de c. On 
onsidère t1 le point de c diamétralement opposé à t0. Comme

f est une isométrie lo
ale sur P ′ r {z} f(c) dé
rit deux géodésiques lo
ales de P joignant

f ◦g(t0) et f ◦g(t1). Dans le 
as où κ = 1 la longueur de 
es géodésiques est < 2π. Comme

P est CAT(κ) alors 
es deux géodésiques lo
ales sont des géodésiques de P , voir [BH99,

p.160℄. En parti
ulier, d'après le théorème 2.2.18, on a une 
ontradi
tion ave
 l'uni
ité (la

π-uni
ité pour κ = 1) des géodésiques de P qui est CAT(κ).

Supposons maintenant que pour tout 
omplexe polyédrale de dimension n le lemme

2.2.19 soit vrai. Soit f : (P ′, L′) → (P,L) un revêtement rami�é de dimension n + 1 qui

satisfait les hypothèses du lemme, montrons qu'alors P ′
est CAT(κ).

En un point x de P ′
qui n'appartient pas à L′

l'appli
ation f est lo
alement une

isométrie. Alors link(x, P ′) = link(f(x), P ). Comme P est CAT(κ) alors link(f(x), P ) est

CAT(1), et don
 link(x, P ′) aussi. Soit z un point de L′
. Remarquons que link(z, L′) est

un sous-
omplexe 
onvexe de link(z, P ′). On peut identi�er link(z, P ′) au bord d'une petit

boule de 
entre z dans P ′
. L'appli
ation tangente Tf induit alors un revêtement rami�é de

(link(z, L′), link(z, P ′)) sur (link(f(z), L), link(f(z), P )) et un revêtement deM1-
omplexes

polyédrales. Par hypothèse P est CAT(κ) don
 link(f(z), P ) est CAT(1). On en déduit par

ré
urren
e que link(z, P ′) est CAT(1).

Il reste à montrer qu'il n'existe pas de plongement isométrique du 
er
le pour κ = −1,
et d'un 
er
le de longueur < 2π pour κ = 1. Supposons par l'absurde qu'un tel plongement

g : c → P ′
existe. Montrons que dans tous les 
as il existe au plus un point z ∈ g(c) tel

que f|g(c)r{z} est une isométrie lo
ale.

L'appli
ation f est une isométrie lo
ale sur P ′ rL′
. Ainsi, si g(c) ∩L′

possède au plus

un point z alors f|g(c)r{z} est une isométrie lo
ale. Supposons que g(c) ∩L′
est possède au
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moins deux points z1 et z2. Par 
onvexité de L′
le segment géodésique entre z1 et z2 sur

g(c) est in
lus dans L′
. Soit σ le plus grand sous-espa
e 
onnexe fermé de g(c) qui 
ontient

le segment entre z1 et z2 sur g(c). Montrons que σ = g(c). En e�et, sinon on 
hoisit un

point x de g(c) qui n'appartient pas à σ. On note τ le segment géodésique entre x et σ et

on 
onsidère Q le quartier de P ′
qui 
ontient x. τ est dans Q par 
onvexité de Q. Autour de

σ∩τ g(c) est alors la 
on
aténation d'un segment dans L′
et un segment qui n'interse
te L′

qu'en une extrémité. On a bien 
ontradi
tion 
ar dans Q, L′
est une sous-variété 
onvexe.

Finalement g(c) ⊂ L′
et f est une isométrie lo
ale sur g(c).

On note t0 le point de c tel que g(t0) = z si un tel z existe, sinon on prend t0 point

quel
onque de c. On 
onsidère t1 le point de c diamétralement opposé à t0. Comme f est

une isométrie lo
ale sur P ′ r {z} f(c) dé
rit deux géodésiques lo
ales joignant f ◦ g(t0)
et f ◦ g(t1). Dans le 
as où κ = 1 la longueur de 
es géodésiques est < 2π. En�n 
omme

P est CAT(κ) alors 
es deux géodésiques lo
ales sont des géodésiques de P , voir [BH99,

p.160℄. En parti
ulier, d'après le théorème 2.2.18, on a une 
ontradi
tion ave
 l'uni
ité

(la π-uni
ité pour κ = 1) des géodésiques de P qui est CAT(κ). On a bien montré par

ré
urren
e que P ′
est CAT(κ).

Démonstration de la proposition 2.2.13. CommeX ′
est simplement 
onnexe, pour montrer

que X ′
est CAT(−1) il su�t pour montrer que X ′

est lo
alement CAT(−1), voir [BH99℄.
Sur une boule B′

de X ′
disjointe du lieu singulier don
 isométrique à une boule de Hn

il

est 
lair que la métrique est CAT(−1). Il su�t alors de montrer que la métrique dé
rite

sur X ′
est CAT(−1) au voisinage des 
omposantes 
onnexes de K ′

. On 
onsidère un point

x′ d'une 
omposante 
onnexe K ′
0 de K ′

, et un Nǫ(K
′
0) de K

′
0 union de quartiers Qi et Ri.

On note x = f(x′) un point de K0 = f(K ′
0) et on 
onsidère un voisinage polyédrale P de

f(Nǫ(K
′
0)). Le dé
oupage de Nǫ(K

′
0) et de f(Nǫ(K

′
0)) donne à P une stru
ture de M−1-


omplexe polyédrale. De plus 
ette dé
omposition polyédrale est telle que le lieu singulier

est un sous-
omplexe polyédrale de P . On note P ′
la 
omposante 
onnexe de f−1(P ) qui


ontient x′. Le dé
oupage de P donne une stru
ture de M−1-
omplexe polyédrale ave
 L′

un sous-
omplexe de P ′
. Le lemme 2.2.19 permet d'a
hever la démonstration, on obtient

bien que P ′
est CAT(−1).



Chapitre 3

Cubulation des variétés de

Gromov-Thurston

Dans 
e 
hapitre nous avons in
lus tel quel l'arti
le Cubulation of Gromov-Thurston

Manifolds. Cet arti
le propose une 
ubulation à la main des groupes fondamentaux de

variétés de Gromov-Thurston. En e�et, une variété de Gromov-Thurston V ′
est obtenue


omme revêtement rami�é 
y
lique d'une variété arithmétique de type simple V . Cette

dernière a un groupe fondamental 
ubique, alors on 
onstruit un revêtement rami�é d'un


omplexe 
ubique de groupe fondamental π1(V ) pour obtenir un 
omplexe 
ubique de

groupe fondamental π1(V
′).

Notez que la notion de mur dé�nie dans la se
tion 3.2 est légèrement di�érente de 
elle

introduite dans la 
hapitre 1. Cependant, les murs dé
ris 
omme partition d'un espa
e dans


et arti
le proviennent de sous-variétés de 
odimension 1 et sont don
 en bije
tion ave
 des

murs au sens de la dé�nition 1.1.8.

Abtra
t : In this arti
le we prove that the fundamental group of 
ertain manifolds,

introdu
ed by Gromov and Thurston [GT87℄ and obtained by bran
hed 
y
li
 
overing over

arithmeti
 manifolds, a
ts geometri
ally on a CAT(0) 
ube 
omplex. We show in parti
ular

that these groups are linear over Z.

3.1 Introdu
tion

The main result of this paper 
on
erns the fundamental group of some negatively


urved manifolds, introdu
ed by Gromov and Thurston in [GT87℄. Gromov and Thurston


onstru
ted in�nitely many manifolds whi
h 
an be equipped with a Riemannian metri


with negative se
tional 
urvature less or equal to −1, arbitrarily 
lose to −1, but do not

admit any Riemannian metri
 of 
onstant 
urvature. For the 
onstru
tion, they 
onsider


y
li
 rami�ed 
overings over a 
ertain hyperboli
 manifold V ; an arithmeti
 hyperboli
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manifold of �simple type.� The bran
h lo
us is a totally geodesi
 submanifold K ⊂ V of


odimension 2, obtained as the transverse interse
tion of two 
odimension-1 totally geodesi


submanifolds. It is important to 
onsider rami�ed 
overing of arbitrary large degrees to

make sure that, among those manifolds, in�nitely many do not have a 
onstant 
urvature

metri
. On the other hand, the more the normal inje
tivity radius of K in V is large, the

more the se
tional 
urvature of the metri
 will be 
lose to −1. A manifold V̂ obtained by

this 
onstru
tion will be 
alled here a Gromov-Thurston manifold.

Our �rst result is the following :

Theorem 3.1.1. Let V̂ be a Gromov-Thurston manifold. Then π1(V̂ ) is 
ubi
al.

A group is 
ubi
al if it a
ts geometri
ally on a CAT(0) 
ube 
omplex (see De�nition 3.2.2

below). Now a 
ubi
al group is said to be spe
ial � following Haglund and Wise in [HW08℄

� if the quotient of the CAT(0) 
ube 
omplex by the group avoids some global hyperplane

pathologies (most importantly hyperplanes have to embed in the quotient), see Se
tion 3.4

for a pre
ise de�nition. Similarly a 
ube 
omplex that avoids these pathologies will be said

to be spe
ial. Finally a group is said to be virtually spe
ial if it 
ontains a �nite index spe
ial

subgroup. Being virtually spe
ial has many 
onsequen
es : virtually spe
ial groups inje
t

in GL(n,Z) for a 
ertain n ∈ Z, have separable quasi-
onvex subgroups (see [HW08℄), are

virtually large (see [HW08℄), are virtually bi-ordonnable (see [HW08℄ and [DT92℄), et
.

Re
ently Agol [AGM12℄ proved that every hyperboli
 
ubi
al group is virtually spe
ial.

Sin
e the fundamental group of a Gromov-Thurston manifold is hyperboli
, using Agol's

Theorem [AGM12℄, Theorem 3.1.3 below follows from Theorem 3.1.1. Nevertheless, we will

prove virtual spe
ialness without using Agol's Theorem.

To prove Theorem 3.1.1, we will introdu
e a notion of rami�ed 
overings of 
ube 
om-

plexes (see De�nition 3.3.1). We shall then prove the following :

Theorem 3.1.2. Cy
li
 rami�ed 
overings of spe
ial 
ube 
omplexes are spe
ial 
ube


omplexes.

We shall then dedu
e our main result from Theorems 3.1.1 and 3.1.2 :

Theorem 3.1.3. Let V̂ be a Gromov-Thurston manifold. Then π1(V̂ ) is virtually spe
ial.

Many examples of 
ompa
t hyperboli
 manifolds with 
onstant 
urvature equal to −1
have virtually spe
ial fundamental groups. For example, hyperboli
 surfa
es are virtually

spe
ial. In dimension 3, works of Kahn-Markovi
, Wise and Agol imply that fundamental

groups of 
ompa
t hyperboli
 3-manifolds are virtually spe
ial [AGM12℄. Moreover, in

every dimension n ≥ 4, Bergeron, Haglund and Wise [BHW11℄ have shown that �simple

type� arithmeti
 hyperboli
 manifolds also have a 
ubi
al virtually spe
ial fundamental

group. We will use this to prove Theorem 3.1.1. As a 
onsequen
e of Theorem 3.1.3 we 
an

dedu
e the following :
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Corollary 3.1.4. Fundamental groups of Gromov-Thurston manifolds are linear (over Z),


ontain a �nite index bi-ordonnable subgroup, have separable quasi-
onvex subgroups, are

virtually large, et
. . .

We will in fa
t prove a more general version of Theorem 3.1.1 (Theorem 3.1.5 below).

Let V = Γ\Hn
be a hyperboli
 manifold, with Γ ⊂ Isom+(Hn). Denote by p : Hn → V

the 
overing map. Suppose that there exist two transverse totally geodesi
 submanifolds V1

and V2 of 
odimention 1 of V , and suppose that both of them separate V . We 
an 
onstru
t

a 
y
li
 rami�ed 
overing in the following way : Ea
h submanifold Vi, i = 1, 2, splits V

into two disjoint submanifolds V +
i and V −

i of V , with boundary Vi with two di�erent

orientations. The interse
tion W = V +
1 ∩ V2 is a hypersurfa
e of V with boundary. Let V

be the manifold obtained by 
utting V along W . The boundary of V is a disjoint union of

two 
opies of W with opposite orientations. For k ∈ N∗
, 
onsider the manifold V̂ obtained

by 
y
li
ally gluing k 
opies of V along the 
opies of W a

ording to their orientations.

Then the natural proje
tion V̂ → V is a 
y
li
 rami�ed 
overing of degree k of V above

∂W = V1 ∩ V2.

V1

V2

W

∂W

V +
1

b b bb

Figure 3.1 � A 
y
li
 rami�ed 
overing of degree 2 above ∂W .

In Gromov-Thurston's 
onstru
tion, V is an arithmeti
 manifold of �simple type�, as

well as V1 and V2. By passing to a �nite 
over, these two submanifolds satisfy the properties

des
ribed above. Then Gromov and Thurston 
onstru
t V̂ , a 
y
li
 rami�ed 
overing of

degree k above the interse
tion of V1 and V2.

An arithmeti
 manifold of �simple type� 
ontains many immersed 
ompa
t hypersur-

fa
es. Choose a �nite number of them and denote by H the 
olle
tion of their preimages

in Hn
. A general 
onstru
tion of Sageev asso
iates a CAT(0) 
ube 
omplex that is �dual�

to the Γ-invariant 
olle
tion of hyperplanes H in Hn
. The fundamental group Γ = π1(V )

a
ts 
o
ompa
tly on the resulting 
ube 
omplex. By 
hoosing enough immersed 
ompa
t

hypersurfa
es to start with, one 
an moreover ensure that the a
tion of Γ on the �dual�


ube 
omplex is proper. We then say that V is π1-
ubulated by H. We provide details for

this 
onstru
tion in Se
tion 3.2.

Finally we say that a 
olle
tion of hyperplanes is generi
 if every pair of interse
ting

hyperplanes in the 
olle
tion have transverse interse
tion and if the interse
tion between
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three di�erent hyperplanes is either empty or of 
odimension 3.

Theorem 3.1.5. Let V be an oriented hyperboli
 
ompa
t manifold, and let V1 and V2 be

two totally geodesi
 separating submanifolds of V with transverse non-empty interse
tion.

Let k ≥ 1 be an integer and let V̂ be the 
y
li
 rami�ed 
overing of V of degree k above

V1 ∩ V2. Assume furthermore that V is π1-
ubulated by a 
olle
tion H of hyperplanes in

Hn
, su
h that the reunion of H with the set of preimages of V1 and V2 under p forms a

generi
 
olle
tion of hyperplanes of Hn
. Then the fundamental group π1(V̂ ) is 
ubi
al.

We re
all Sageev's 
onstru
tion � spe
ialized to our 
ontext � in the next se
tion.

In Se
tion 3.3 we prove Theorem 3.1.5, in Se
tion 3.4 we prove Theorem 3.1.2. Finally, in

Se
tion 3.5 we prove Theorems 3.1.1 and 3.1.3 by using Theorems 3.1.5 and 3.1.2.

3.2 Cubulation

3.2.1 Some de�nitions

De�nition 3.2.1. A 
ube 
omplex is a CW -
omplex, su
h that ea
h 
ell is a metri
 Eu-


lidean 
ube [0, 1]n, and gluing maps are isometries between sub
ubes, i.e. 
ubes obtained

by restri
ting 
ertain 
oordinates to 0 or 1.

Figure 3.2 � A 
ube 
omplex.

We shall always equip a 
ube 
omplex with the metri
 indu
ed by the Eu
lidean metri


on the 
ubes. As su
h it makes sense to speak of a CAT(0) 
ube 
omplex ; we refer to

[BH99℄ for a general study of CAT(0) spa
es.

De�nition 3.2.2. A group is said to be 
ubi
al if it a
ts geometri
ally, i.e. properly and


o
ompa
tly, on a CAT(0) 
ube 
omplex.

3.2.2 Sageev's 
onstru
tion

In [HP98℄ Haglund and Paulin introdu
e the notion of a wallspa
e. Generalizing a


onstru
tion of Sageev [Sag95℄, Ni
a [Ni
04℄, Chatterji and Niblo [CN05℄ have then shown

how to asso
iate to any wallspa
e a �dual� CAT(0) 
ube 
omplex in su
h a way that a
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group a
ting on the wallspa
e (as de�ned in [HP98℄) also a
ts on the dual CAT(0) 
ube


omplex. We now review this 
onstru
tion in the parti
ular 
ase at hand.

Let V be a 
losed hyperboli
 manifold and let W1,W2, . . . ,Wℓ be immersed 
losed


odimension-1 totally geodesi
 submanifolds in V . Assume that these manifolds interse
t

ea
h other in a generi
 way. Any lift of Wi to Hn
is a hyperplane of Hn

, splitting Hn
into

two 
onne
ted 
omponents. Let H be the 
olle
tion of all these hyperplanes and let S
be the set of 
onne
ted 
omponents of the spa
e Hn r

⋃
H∈H

H. Ea
h hyperplane H of H
provides a natural bipartition (a so-
alled wall) of S. We 
all ea
h element of this partition

a halfspa
e of H.

We now 
onstru
t a 
ube 
omplex Y as follows. We �rst des
ribe its 1-skeleton Y (1)
:

A vertex σ of Y is a 
olle
tion of halfspa
es of S su
h that :

• ∀H ∈ H, exa
tly one of the two halfspa
es of H belongs to σ.

• ∀A,B two halfspa
es, (A ⊂ B and A ∈ σ)⇒ B ∈ σ.

Put an edge between two verti
es σ and τ if and only if |σ∆τ | = 2, i.e. if and only if σ

and τ share exa
tly the same halfspa
e for every hyperplane of H ex
ept for one.

We �nally 
onstru
t Y from Y (1)
by adding a n-
ube ea
h time one sees the 1-skeleton

of a n-
ube in Y (1)
.

The 
ube 
omplex Y 
an be 
ompli
ated. However to ea
h 
onne
ted 
omponent x of

S it 
orresponds a vertex σ of Y :

σ = {A halfspa
e : x ∈ A}.

It is a simple exer
ise � that we leave to the reader � to 
he
k that σ satis�es the two


onditions above. Now two su
h verti
es are adja
ent if and only if the asso
iated 
onne
-

ted 
omponents are separated by a unique hyperplane of H. This de�nes a (
onne
ted)

subgraph G of Y (1)
; we denote by X ′

the square sub
omplex of Y obtained from G by

gluing a square ea
h time one sees the 1-skeleton of a square in G. The resulting square


omplex X ′
is (of 
ourse) 
onne
ted. We de�ne X to be the 
onne
ted 
omponent of X ′

in Y ; it is the 
ube 
omplex dual to the 
olle
tion H of walls of Hn
.

1

3.2.3 A square 
omplex in Hn

The hyperplanes ofH indu
e a 
ellulation of Hn
. And sin
e the 
olle
tion H is supposed

to be generi
 the 2-skeleton of the dual 
ellulation is a square 
omplex. We realize it in Hn

as follows :

De�nition 3.2.3. Let PHn
be the square 
omplex dual to the 
ellulation of Hn

by H :


hoose a vertex in ea
h 
onne
ted 
omponent of S, join every pair of verti
es of two adja
ent

1. Beware that in general X
(1)

stri
tly 
ontains G = (X ′)(1) !
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omponents by a geodesi
 segment, and for every fa
e K of 
odimension 2, glue a 2-dis


along the four geodesi
 segments surrounding K.

b

b
b

b

b
b

b

b

b

b

bb
b

b

b
b

b

Figure 3.3 � A 
ube 
omplex.

Lemma 3.2.4. The square 
omplexes PHn
and X ′

are 
ombinatorially equivalent.

Proof. By 
onstru
tion the 1-skeleton of PHn
and X ′

are 
ombinatorially equivalent : both

set of verti
es identi�ed with the set S of 
onne
ted 
omponents of Hn r
⋃

H∈H
H and two

verti
es are adja
ent if and only if they are separated in Hn
by a unique hyperplane of H.

Finally, both X ′
and PHn

are obtained from their 1-skeleton by adding a square every time

one sees its 1-skeleton, i.e. when there are four 
onne
ted 
omponent a, b, c, d ∈ S, and two

hyperplanes H and H ′
in H su
h that a and b, c and d are separated by H, and b and c,

d and a are separated by H ′
.

3.2.4 Cubulation of Γ

The natural a
tion of Γ = π1(V ) on H indu
es an a
tion on X too. Moreover : the


olle
tion H being �nite modulo Γ one 
an prove that Γ a
ts 
o
ompa
tly on X ; see

[Sag97℄.

2

The following lemma gives a 
riterion on the set of hyperplanes W1, . . . ,Wℓ to

ensure that Γ also a
ts properly on X (see e.g. [Duf12℄, Chapter I) :

Lemma 3.2.5. Suppose there exists a number m su
h that every pair of points x, y of Hn

at distan
e d(x, y) > m is separated by some hyperplane in H. Then the a
tion of Γ on X

is proper.

In our 
ase, one 
an even prove that this is in fa
t an equivalen
e.

Let C be the quotient of X by Γ. The group Γ also a
ts on PHn
. Let PV be the quotient

of PHn
by Γ.

2. Here we use that Hn
is (Gromov-)hyperboli
 and that � being totally geodesi
 � the hyperplane

in H are quasi
onvex.
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As PHn
is the 2-skeleton of the 
omplex dual to the 
ellulation of Hn

by H, the 
omplex

PHn
is simply 
onne
ted. Then :

Lemma 3.2.6. The square 
omplex PV inje
ts 
ombinatorially into C, and this inje
tion

indu
es an isomorphism of fundamental groups.

Proof. By 
onstru
tion, the 
ombinatorial equivalen
e PHn ≃ X ′
proved in lemma 3.2.4

is Γ-equivariant. The 
omplex PHn
identi�es Γ-equivariantly with a sub
omplex of X.

Quotienting by Γ identi�es PV with a sub
omplex of C. Sin
e PHn
is simply 
onne
ted,

the in
lusion PV →֒ C indu
es an isomorphism of fundamental groups.

3.2.5 Hyperplanes in 
ube 
omplexes

De�nition 3.2.7. A mid
ube of a k-
ube [0, 1]k is a (k − 1)-
ube obtained by �xing one

of the 
oordinates at

1
2 . In a CAT(0) 
ube 
omplex X, a hyperplane H is a 
onne
ted

subspa
e of X su
h that the interse
tion of H with every 
ube of X is either a mid
ube or

the empty set. In a non positively 
urved 
ube 
omplex C, a hyperplane is the proje
tion

of a hyperplane of the universal 
over of C onto C. It immerses in C.

Let X be a CAT(0) 
ube 
omplex and Y ⊂ X a sub
omplex. We will abusively 
all

hyperplanes of Y the tra
es of the hyperplanes of X on Y .

Going ba
k to the situations of the pre
eding paragraphs, there exists a natural bije
tion

between H and the set of hyperplanes of the dual CAT(0) 
ube 
omplex X : A hyperplane

in H 
an be asso
iated with a hyperplane of the square 
omplex PHn
, and to a hyperplane

of X ′
using the isomorphism between PHn

and X ′
. Finally one 
an extend this hyperplane

to a hyperplane of X. This map is well de�ned and indu
es a natural bije
tion between

hyperplanes of H and hyperplanes of X.

Figure 3.4 � Two hyperplanes in a 
ube 
omplex.

We shall �nally need the following :

De�nition 3.2.8. Let Ck = [0, 1]k be a Eu
lidean 
ube. The 
ubi
al bary
entri
 subdivision

of Ck
is the subdivision of Ck

along its hyperplanes. The 
ube Ck
then be
omes a 
ube


omplex 
omposed of 2k k-
ubes glued together along hyperplanes of Ck
. In general, the



54 CHAPITRE 1


ubi
al bary
entri
 subdivision of a 
ube 
omplex C is the 
ube 
omplex des
ribed as the

union of the 
ubi
al bary
entri
 subdivision of ea
h of its 
ubes.

3.3 Proof of Theorem 3.1.5

3.3.1 Constru
tion

To prove Theorem 3.1.5 we shall �rst 
onstru
t a rami�ed 
overing Ĉ of the 
ube


omplex C. Next � in Se
tion 3.3.2 � we will prove that the fundamental groups of V̂

and Ĉ are isomorphi
. And �nally we will show � see Lemma 3.3.12 � that Ĉ is lo
ally

CAT(0).

De�nition 3.3.1. Let C be a 
ube 
omplex and k be an integer. Assume that C 
ontains

two separating subspa
es C1 and C2, both of them being unions of disjoint hyperplanes

of C. Ea
h Ci, for i = 1, 2 splits C into two parts : �x a base point x0 in C r (C1 ∪ C2),

we let C+
i (resp C−

i ) be the set of x ∈ C su
h that every path from x to x0 
uts Ci an

even (resp. odd) number of times. Let C be C 
ut along Int(C+
1 ∩ C2). We de�ne Ĉ by


y
li
ally gluing k 
opies of C along 
opies of Int(C+
1 ∩ C2). We 
all the 
omplex Ĉ a

rami�ed 
overing of degree k of C.

A rami�ed 
overing as des
ribed above is not a 
ube 
omplex. Nevertheless, passing to

the 
ubi
al bary
entri
 subdivision of C puts a 
ube 
omplex stru
ture on the 
orrespon-

ding subdivision of C.

Proof of Theorem 3.1.5. The manifold V is π1-
ubulated by a �nite 
olle
tion of 
losed

immersed 
odimension-1 submanifolds W1,W2, . . . ,Wℓ. Let H′
be the set of all hyperplanes

of Hn
lifting the Wi's. And let H be the reunion of H′

with the set of hyperplanes of

Hn
lifting the 
onne
ted 
omponents of V1 and V2. As ea
h Vi is a 
losed 
odimension-1

submanifold of V , it follows that the results of the pre
eding se
tion apply to H. Let X be

the CAT(0) 
ube 
omplex dual to H. The fundamental group Γ of V a
ts properly

3

and


o
ompa
tly on X. Denote by C the quotient of X by Γ.

To 
onstru
t a rami�ed 
overing Ĉ of C, as in De�nition 3.3.1, we �rst need to de�ne

C1 and C2 (as unions of hyperplanes of C). The bije
tion between hyperplanes of H and

hyperplanes of X (see the end of Se
tion 3.2) indu
es a bije
tion between hyperplanes

of V and and hyperplanes of C. We then de�ne Ci (i = 1, 2) to be the union of all the

hyperplanes of C in bije
tion with the 
onne
ted 
omponents of Vi. We now show that C1

and C2 separate C.

Let pc : X → C is the 
overing map given by the quotient of X by Γ. The subspa
e

C1 separates C if and only if X r p−1
c (C1) has a Γ-invariant bi
oloration. Denote by p the

3. Indeed : adding hyperplanes to H
′
, 
an only improve the ne
essary 
ondition for properness of Lemma

3.2.5.
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proje
tion Hn → V . As V1 separates V , then Hn r p−1(V1) has a Γ-invariant bi
oloration,

and so does the 
omplex PHn r(PHn∩p−1(V1)). This 
omplex 
an be seen as a sub
omplex

of Xrp−1
c (C1). For ea
h point x of Xrp−1

c (C1) 
onsider an element x0 ∈ PHn
and a path

xx0 in X. Choose for x the 
olor of x0 if the path xx0 
rosses p−1(C1) an even number

of times, and the other 
olor if it 
rosses p−1(C1) an odd number of times. This 
hoi
e is

well de�ned be
ause p−1(C1) is a union of hyperplanes of X, whi
h separates X. So does

p−1(C1). By the same argument, C2 separates C. To 
omplete the proof of Theorem 3.1.5,

it remains to prove :

1. The groups π1(V̂ ) and π1(Ĉ) are isomorphi
.

2. The rami�ed 
overing Ĉ of C is lo
ally CAT(0).

The �rst statement is proved in Proposition 3.3.2 below and the se
ond statement is proved

in Proposition 3.3.12 below.

3.3.2 Fundamental groups

The goal of this Se
tion is to prove the following Proposition :

Proposition 3.3.2. The groups π1(V̂ ) and π1(Ĉ) are isomorphi
.

To 
ompute the fundamental group π1(V̂ ) (respe
tively π1(Ĉ)) we will use a di�erent


onstru
tion of V̂ (respe
tively Ĉ).

Let No(V1∩V2) be an open tubular neighborhood of V1∩V2 in V . Let V 0 = V rNo(V1∩
V2). V

0
is a submanifold of V with a boundary isomorphi
 to (V1 ∩ V2)× S1. Consider

θV : π1(V
0)→ Z,

su
h that for any loop l of V 0
, θV (l) is the algebrai
 interse
tion number between l and

V +
1 ∩ V2, and let π be proje
tion Z → Z/kZ where k is the degree of the rami�
ation

V̂ over V . Denote by V̂ 0
the 
overing of V 0

asso
iated with the group Ker(π ◦ θV ). In
restri
tion to the boundary (V1 ∩ V2)× S1, this 
overing is a k-
y
li
 
overing on the �rst

fa
tor and trivial on the se
ond one. Then the manifold V̂ is obtained by gluing a produ
t

(V1 ∩ V2)×D to V̂ 0
, where D is a disk, along the boundary isomorphi
 to (V1 ∩ V2)× S1.

We will 
ompute the fundamental group of V̂ using this 
onstru
tion. It will be a

quotient of the subgroup Ker(π◦θV ) of π1(V 0). Fix a base point x0 in V 0
. To any 
onne
ted


omponent Ki of V1 ∩ V2 we asso
iate a loop γi as follows : 
hoose a path pi from x0 to a

point xi in the boundary of Ki then 
hoose a loop li based in xi whi
h turns on
e around

Ki. De�ne γi as the 
on
atenation pilip
−1
i . Note that θV (γi) = ±1. Ea
h γki represents an

element of Ker(π ◦θV ) (again abusively denoted γki ). By the Seifert-Van Kampen Theorem

re
ursively applied to the union of V̂ 0
and for ea
h Ki ×D one gets :

π1(V̂ ) = Ker(π ◦ θV )/〈〈γk1 , . . . , γkp 〉〉.
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We 
an 
onstru
t Ĉ in the same way. In the 
ube 
omplex C de�ne a tubular neighbo-

rhood No(C1 ∩ C2) of C1 ∩ C2 as the interior of the union of every 
ube whi
h has a non

trivial interse
tion with C1∩C2. Remark that it is isomorphi
 to the produ
t (C1∩C2)×✷,
with ✷ the interior of a square. Let C0 = C rNo(C1 ∩ C2). The 
omplex (C1 ∩ C2)× ∂✷

is 
alled the boundary of C0
. De�ne θC : π1(C

0) → Z in analogy with θV by 
ounting

interse
tions of a loop with C+
1 ∩ C2. Let Ĉ0

be the 
overing 
orresponding to the sub-

group Ker(π ◦ θC). The preimage of the boundary of C0
under this map is isomorphi
 to

a produ
t (C1 ∩ C2) × C4k where C4k is a 
y
li
 graph with 4k edges. Call this 
omplex

the boundary of Ĉ0
. The 
omplex Ĉ is obtained by gluing the produ
t of (C1 ∩ C2) with

a 4k-gon to (C1 ∩ C2)× C4k.

Now we 
an 
al
ulate the fundamental group of Ĉ in analogy with the 
al
ulation of

the fundamental group of V̂ . We simply need to de�ne loops passing on
e around every


onne
ted 
omponent of No(C1 ∩ C2).

The link between the two 
omplexes will be the subspa
e P 0
V des
ribed below. The


ellulation of V by the Wi's and by V1 and V2 indu
es a 
ellulation of V 0
by restri
ting

the Wi's, V1 and V2 to V 0
and by adding several n − 2 
ells on the boundary. Then we

de�ne P 0
V as the 
ube 
omplex dual to this 
ellulation of V 0

. It 
an also be des
ribed as

the 
omplex obtained by removing every square interse
ting V1 ∩ V2 from PV , indeed the

1-skeleton of the two 
omplexes dual to the 
ellulations of V and V 0
is the same, the only


ells of 
odimension 2 that are in V and not in V 0
are the ones given by V1 ∩ V2. Finally

a

ording to Lemma 3.2.6 P 0
V identi�es simultaneously with a subspa
e of V 0

and of C0
.

Proof of Proposition 3.3.2. The square 
omplex P 0
V is a subspa
e of V 0

and the in
lusion

indu
es an isomorphism of fundamental groups by de�nition. We will prove in Proposition

3.3.3 below that the in
lusion of P 0
V in C0

indu
es an isomorphism of fundamental groups.

Note that V 0
and C0

have isomorphi
 fundamental groups. For every 
onne
ted 
omponent

of V1 ∩ V2, 
hoose γi in
luded in P 0
V and denote by θ the restri
tion of θV and θC to P 0

V .

Therefore

Ker(π ◦ θV ) = Ker(π ◦ θ) = Ker(π ◦ θC),

and

π1(V̂ ) = Ker(π ◦ θV )/〈〈γk1 , . . . , γkp 〉〉 = Ker(π ◦ θC)/〈〈γk1 , . . . , γkp 〉〉 = π1(Ĉ).

Proposition 3.3.3. The in
lusion of P 0
V into C0

indu
es an isomorphism of fundamental

groups.

Denote by pc : X → C and by X0
the preimage of C0

by pc.
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Proof. Let P 0
Hn be the 2-
omplex dual to the 
ellulation of Hnrp−1(V1∩V2) by hyperplanes

of H. It 
an be seen as a sub
omplex of PHn
. The in
lusion of PHn

in X is Γ-equivariant,

and to prove the proposition it su�
es to show that the in
lusion of P 0
Hn in X0

is a π1-

isomorphism.

P 0
Hn

Γ

X0

Γ

P 0
V C0

Proposition 3.3.4. The in
lusion of P 0
Hn into X0

indu
es an isomorphism of fundamental

groups.

Proof. Let x0 ∈ P 0
Hn . The fundamental group of Hnr p−1(V1 ∩V2) is an in�nite free group

generated by a loop for every 
onne
ted 
omponent of p−1(V1∩V2). Consider the following

system of generators : one 
an 
hoose the loops in P 0
Hn be
ause it is the 2-skeleton of the

dual 
ellulation. For every 
onne
ted 
omponent Ki of p
−1(V1 ∩V2) let li be a loop of P 0

Hn

des
ribed as a boundary of a square of PHn rP 0
Hn asso
iated with Ki. For ea
h vertex of li

there exists a path from x0 to this vertex whi
h does not 
ross the same hyperplane of X

twi
e, as des
ribed in Lemma 3.3.5, and for one of the four verti
es y of li the path does

not 
ross either the two hyperplanes of PHn
whi
h form Ki. Denote by a this path and

take αi = alia
−1

as a generator of π1(P
0
Hn) asso
iated with Ki. We prove in Proposition

3.3.7 that the fundamental group of X0
is an in�nite free group generated by the αi. Then

this in
lusion indu
es a π1-isomorphism.

We will use 
ombinatorial loops on the 1-skeleton ofX0
. The 
ombinatorial loops 
an be

seen as loops of the 1-skeleton of X. If we 
hoose a vertex, this loop is uniquely determined

by the sequen
e of hyperplanes su

essively dual to the edges of this loop. As X is CAT(0),

a path in the 1-skeleton of X is a geodesi
 in X1
if and only if the asso
iated sequen
e of

hyperplanes of X does not 
ontain the same hyperplane twi
e.

Lemma 3.3.5. For ea
h pair of verti
es (x, y) of P 0
Hn there exists an edge path from x to

y whi
h 
rosses ea
h hyperplane of PHn
at most on
e.

Proof. To a pair (x, y) of verti
es of PHn
we asso
iate the pair of 
onne
ted 
omponents of

Hn
separated by hyperplanes of H whi
h 
ontains respe
tivly x and y. Choose a point for

ea
h of these 
omponents in Hn
, and 
onsider a geodesi
 between them. The sequen
e of

hyperplanes of H 
rossed by this geodesi
 gives a path of edges of PHn
whi
h 
rosses ea
h

hyperplane at most on
e, i.e. the path is a geodesi
 of the 1-skeleton of PHn
.
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Lemma 3.3.6. Let γ be a 
ombinatorial path in X0
with the following sequen
e of dual

hyperplanes of X : ABH1...HnA su
h that ∀i = 1, 2, ..., n, Hi 6= A,B, and A, B are not

simultaneously in the preimage of C1 and C2 under pc. Then γ is �xed-end-point homotopi


in X0
to the path asso
iated with the sequen
e BAH1...HnA.

Proof. We will show that the �rst two edges of this path border a square of X0
. As de�ned

in Se
tion 3.2, a vertex of X is a 
hoi
e of halfspa
e for every hyperplane of H, su
h that

if a halfspa
e

−→
C is in
luded in another one

−→
D and if

−→
C belongs to a 
ertain vertex then

−→
D belongs to this vertex too. We will say that

←−
D and

−→
C are 
ompatible if they 
an belong

to a same vertex of X.

Consider the three �rst verti
es v1, v2 and v3 of the path γ and the two walls Ā =

{−→A,
←−
A} and B̄ = {−→B,

←−
B} asso
iated with the hyperplanes A and B. Suppose that v1


ontains the halfspa
es

−→
A and

−→
B . As v1 and v2 are separated by an edge dual to A,

then v2 
ontains halfspa
es

←−
A and

−→
B . Moreover v3 
ontains the halfspa
es

←−
A and

←−
B .

Consider the 
olle
tion s of halfspa
es 
omposed with

−→
A ,

←−
B and every halfspa
e whi
h

simultaneously belongs to verti
es v1, v2 and v3. To prove that s is a vertex of X we will

show that every pair of hyperplanes of s is 
ompatible. The last vertex of γ 
ontains

−→
A

and

←−
B be
ause ∀i = 1, 2, ..., n, Hi 6= A,B. The 
olle
tion of halfspa
es asso
iated with v1,

v2 and v3 show that halfspa
es

−→
A ,

−→
B ,

←−
A and

←−
B are 
ompatible with all halfspa
es shared

by v1, v2 and v3, and that the pairs

−→
A and

−→
B ,

←−
A and

−→
B ,

←−
A and

←−
B are 
ompatible. Hen
e

s is a vertex of X, and the three �rst verti
es of γ, s, and the edges between them des
ribe

the boundary of a square of X. Sin
e A and B are not simultaneously preimages of C1 or

C2 the square is still in X0
.

Proposition 3.3.7. The fundamental group π1(X
0) of X0

is an in�nite free group gene-

rated by {αi}.

Lemma 3.3.8. Let Ki be a 
onne
ted 
omponent of a preimage of C1 ∩C2 in X, let l be

an oriented loop obtained as the boundary of a square of X with a non trivial interse
tion

with Ki, and let z be a vertex of l. Then there exists a loop α′
i = a′la′−1

homotopi
 to αi

(or α−1
i ), with a′ geodesi
 in the 1-skeleton of X0

between x0 and z.

Proof. The interse
tion between two hyperplanes has a natural 
ube 
omplex stru
ture.

The neighborhood of Ki in X is a produ
t W ×✷ with ✷ a square and W a 
ube 
omplex

isomorphi
 to Ki. The neighborhood of Ki in X0
will be W × ∂(✷). There exists a loop

αi = alia
−1
, one of the generators of π1(P

0
Hn), su
h that li turns around Ki. Then there

exists w1, w2 in W su
h that w1 × ∂(✷) = l and w2 × ∂(✷) = li. Denote by w2 × • the
vertex of li whi
h is the last vertex of a. Sin
e W is 
onne
ted, 
hoose a path w′

in W

from w1 to w2, and 
onsider w = w′ ×• a path in X0
. Denote by c the 
on
atenation of a

and w.

We will 
onstru
t a path c′ homotopi
 to c su
h that c′ is a geodesi
 in the 1-skeleton

of X, i.e. su
h that c′ does not 
ross the same hyperplane of X twi
e. The path c does



3.3. PROOF OF THEOREM 3.1.5 59

a

w

li

l
z

x0

b

b

b

not 
ross any hyperplane that is a preimage of C1 or C2. Indeed, by 
onstru
tion, neither

does a, nor does w be
ause C1 and C2 do not self-interse
t ( be
ause V1 and V2 do not

self-interse
t). Suppose that c is not geodesi
 and 
onsider the two nearest edges dual to

the same hyperplane H. The subpath of c between these edges is not dual to H and we 
an

apply Lemma 3.3.6 several times, until the two edges are next to ea
h other. Then one 
an

delete the two edges by homotopy. By re
urren
e on these pairs of hyperplanes, we obtain

a path c′ from x0 to l homotopi
 to c whi
h 
rosses ea
h hyperplane of X at most on
e.

Then 
onsider a′ the path obtained from c′ to z by adding one or two edges of l. These

additional edges are dual to the preimage of C1 or C2, a
′
is still geodesi
 in the 1-skeleton

of X, and a′la′−1
is homotopi
 to alia

−1
.

Proof of Proposition 3.3.7. First we prove that π1(X
0) is generated by {αi}. For ea
h


ombinatorial loop γ, denote by |γ| the length of the loop, then 
onsider

L : π1(X
0)→ N

L(γ) = min{|γ′|, γ ∼ γ′}.

We will use a re
ursive argumentation on the length L of homotopy 
lasses of loops. If

L(γ) = 0 then γ is homotopi
 to x0. Suppose that every loop of length stri
tly less than N

is generated by {αi}, and let β be a loop of X0
, su
h that L(β) = N . A loop of X0


an be

des
ribed as a 
on
atenation of loops of type blb−1
, with l the boundary of a square of the

neighbourhood of the preimage of a 
onne
ted 
omponent of C1 ∩ C2. If β is not exa
tly

one of these loops then β is a 
on
atenation of at least 2 su
h loops of length less than N ,

and by re
urren
e β is generated by {αi}. Suppose now that β = blb−1
. Applying Lemma

3.3.8 to l and z, the last vertex of b, there exists a loop α′
i = a′la′−1

homotopi
 to α±1
i

su
h that a′ is minimal between x0 and z.

β = blb−1 = ba′−1a′la′−1a′b−1 = (ba′−1)a′la′−1(a′b−1).

Fix j = |b|, then N = |β| = 2j + 4. As a′ is a geodesi
 with the same endpoints as b then
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|a′| ≤ j. Finally, L(ba′−1) ≤ |ba′−1| ≤ 2j < N , and by re
urren
e ba′−1
is generated by αi.

Furthermore, as a′la′−1
is homotopi
 to αi, β is also generated by {αi}.

To see that π1(X
0) is a free group, we will 
onstru
t an inje
tive morphism from π1(X

0)

to an in�nite free group.

Every hyperplane of C2 in C is divided into several di�erent hyperplanes in C0
. Let E

be the set of all lifts of these hyperplanes in X0
. For every e ∈ E, He will be the hyperplane

of X that 
ontains e 4. Consider the in�nite free group F∞ generated by E.

The elements of E are hyperplanes of X0
, we 
hoose an orientation of ea
h hyperplane

of X whi
h indu
es an orientation of hyperplanes of E. Consider the map m su
h that

if γ is a 
ombinatorial loop of X0
then m(γ) is the word in E±

obtained by juxtaposing

hyperplanes of X0

rossed by γ, to the power of ±1 depending on the orientation. The

map m indu
es the morphism

h : π1(X
0)→ F∞.

Homotopies between 
ombinatorial loops 
an be des
ribed as a su

ession of elementary

homotopies : going on an edge and 
oming ba
k is homotopi
 to the identity, and for every

square of X0
an edge of its boundary is homotopi
 to the path whi
h runs along the three

other edges of the boundary. Then m is well de�ned modulo these elementary homotopies.

The map h is inje
tive. Assume that γ is a 
ombinatorial loop of X0
su
h that h(γ) = 1.

Sin
e γ is a loop, every hyperplane of X 
rosses γ an even number of times. If γ does not

interse
t any hyperplanes of {He, e ∈ E} then the hyperplanes dual to γ are not in p−1
c (C2)

and we use Lemma 3.3.6 to gather and eliminate two by two those hyperplanes dual to γ by

elementary homotopies in the following way. Ea
h hyperplane of X0
dual to γ appears an

even number of times in the sequen
e of hyperplanes dual to γ. Consider two repetitions of

the same hyperplane as 
losed as possible. Then every hyperplane 
ontained between those

two repetitions will appear on
e. If there is not a hyperplane between the two repetitions

then γ is homotopi
 to a loop given by the same sequen
e minus the two o

urren
es of

this hyperplane. If there are some hyperplanes between the repetitions, we 
an use Lemma

3.3.6 several times, sin
e no hyperplane of p−1(C2) belongs to the sequen
e, bringing us

ba
k to the previous 
ase. Then the homotopy 
lass of γ is trivial in π1(X
0).

Now suppose that one of the hyperplanes K of X, 
rossed by γ, is asso
iated with an

element of E. Sin
e h(γ) = 1, the word m(γ) 
ontains a subword ee−1
with e ∈ E. One


an assume that K = He. Then the enumeration of hyperplanes of X0
dual to γ 
ontains

a sequen
e e, h1, . . . , hn, e, where the hi's do not belong to E. Denote by c the subpath

of γ asso
iated with this sequen
e. For every i ∈ {1, . . . , n} denote Wi the hyperplane of

X that 
ontains hi. For every i ∈ {1, . . . , n}, as hi is not in E, then Wi is not 
ontained

in p−1
c (C2). Furthermore if Wi is 
ontained in p−1

c (C1) then the hi's do not interse
t e,

be
ause e is a 
onne
ted 
omponent of p−1
c (C2) 
ut along p−1

c (C1). Therefore there exists

4. The map e 7→ He is not inje
tive
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an even number of hj 's su
h that Wi = Wj . If su
h a pair of elements Wi = Wj ⊂ p−1
c (C1)

exists then by applying Lemma 3.3.6 several times to the senten
e Hi,Hi+1, . . . ,Hj whi
h

does not 
ontain hyperplanes dual to p−1
c (C2) we get j = i + 1, and HiHi is homotopi


to a point. Finally, applying Lemma 3.3.6 several times to the senten
e He,H1, ...Hn,He

with Hi 6⊂ p−1
c (C1), one 
an redu
e the number of ee−1

asso
iated with γ.

3.3.3 Rami�ed 
overing over a lo
ally CAT(0) 
ube 
omplex is lo
ally

CAT(0).

We want to prove that if Ĉ is a rami�ed 
overing of a lo
ally CAT(0) 
ube 
omplex

C 
onstru
ted above the interse
tion of two unions of hyperplanes (see De�nition 3.3.1),

then Ĉ is lo
ally CAT(0). We will prove this with a more general de�nition of a rami�ed


overing.

De�nition 3.3.9. Let C be a 
ube 
omplex and L be a sub
omplex of C. A 
ube 
omplex Ĉ

is a general rami�ed 
overing of C above L if there exists a 
ombinatorial map f : Ĉ −→ C

and a sub
omplex L̂ of Ĉ su
h that :

• f|L̂ : L̂
≃−→ L

• f|(ĈrL̂) : (Ĉ r L̂)→ (C r L) is a 
over.

De�nition 3.3.10. A sub
omplex L of a 
ube 
omplex C is lo
ally 
onvex if for every


ube Q of C the sub
omplex L ∩Q is either a unique fa
e of Q or the whole 
ube Q.

We will use the following 
hara
terization of being lo
ally CAT(0) in a 
ube 
omplex,

see [BH99℄.

Proposition 3.3.11. A 
ube 
omplex C is lo
ally CAT(0) if and only if for every v ∈ C0
,

link(v,C) is a simpli
ial �ag 
omplex.

Proposition 3.3.12. Let (Ĉ, L̂) be a general rami�ed 
overing of a 
ube 
omplex (C,L),

with C lo
ally CAT(0) and L lo
ally 
onvex in C. Then Ĉ is lo
ally CAT(0).

Proof. First, we prove that for every vertex v of Ĉ, the 
omplex link(v, Ĉ) is simpli
ial

, and not multi-simpli
ial, i.e. link(v, Ĉ) is totally determined by its boundary. Suppose

that v is not in L̂, then a small ball around f(v) is homeomorphi
 to a small ball around

v, so the link is the same. As C is lo
ally CAT(0), then link(v, Ĉ) is simpli
ial. Now

suppose that v belongs to L̂. Consider two (k−1)-simpli
es of link(v, Ĉ) for k ≥ 2 sharing

the same boundary. Denote by Q1 and Q2 the two k-
ubes of Ĉ asso
iated with these

(k− 1)-simpli
es. As the two simpli
es have the same boundary, then Q1 and Q2 are glued

along sub
ubes of 
odimension 1 
ontaining v. Let f be the proje
tion asso
iated with

the rami�ed 
overing Ĉ → C. As f is 
ombinatorial then C1 and C2 are proje
ted on

k-
ubes of C. As C is lo
ally CAT(0) then C1 and C2 are proje
ted onto the same 
ube.
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The map f indu
es an isomorphism between L̂ and L, and L is 
onvex in C. Denote by

Pi, i ∈ {1, 2, . . . , k− 1}, 
odimension 1 sub
ube of Q. If every Pi belongs to L̂ then Q ⊂ L

and Q1 = Q2. If there exists i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} su
h that Pi does not belong to L̂, the

restri
tion of f to (Q1∪Q2)rL̂ is a 
overing on its image of degree 1, be
ause the preimage

of f(Pi) is Pi. Then Q1 and Q2 are equal.

It remains to see that for every vertex v ∈ Ĉ, the simpli
ial 
omplex link(v, Ĉ) is �ag.

Let v be a vertex of C and e1, . . . , ep be two by two 
onne
ted verti
es of link(v, Ĉ). The

fun
tion f proje
ts two su
h verti
es on two di�erent verti
es of link(f(v), C) be
ause

link(f(v), C) is simpli
ial and not multi-simpli
ial. As C is lo
ally CAT(0) link(f(v), C)

is �ag and there exists a p-simplex of link(f(v), C) whi
h has f([ei, ej ]) as 1-skeleton. The

(p + 1)-
ube asso
iated with this p-simplex lifts to a 
ube with a 0-skeleton of exa
tly

{e1, . . . , ep}.

3.4 The 
y
li
 rami�ed 
overing of a spe
ial 
ube 
omplex is

spe
ial.

We will use the following 
hara
terization of being spe
ial.

De�nition 3.4.1. (See [HW08℄) A 
ube 
omplex is spe
ial if it does not 
ontain pathologies

of hyperplanes su
h as self-interse
tion (see Figure 3.5), self-os
ulation (see Figure 3.6) or

inter-os
ulation (see Figure 3.7), and furthermore if its hyperplanes are two-sided i.e. a

neighborhood is homeomorphi
 to the produ
t of the hyperplane with an interval.

Figure 3.5 � A self-interse
ting hyperplane.

Proposition 3.4.2. Let C be a spe
ial 
ube 
omplex and let C1 and C2 be two separating

unions of hyperplanes of C. Then the rami�ed 
overing Ĉ (in the sense of De�nition 3.3.1)

of the 
ubi
al bary
entri
 subdivision C ′
of C above C1 ∩ C2 is spe
ial.

Lemma 3.4.3. Let C be a 
ube 
omplex and let C ′
be the 
ubi
al bary
entri
 subdivision

of C. If C is spe
ial then C ′
is spe
ial.
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Figure 3.6 � A self-os
ulating hyperplane.

Figure 3.7 � Two inter-os
ulating hyperplanes.

Proof. The neighborhood of a hyperplane of C ′
is the half neighborhood of a 
ertain

hyperplane of C. Then a pathology of a hyperplane of C ′
would imply a pathology of the

asso
iated hyperplanes of C.

Proof of the Proposition 3.4.2. We will use the notations from De�nition 3.3.1, and denote

by f the proje
tion Ĉ → C ′
. We show that if there is a pathology of hyperplanes as de�ned

in 3.4.1 in Ĉ then there is a pathology in C ′
.

A hyperplane of Ĉ is a union of hyperplanes of some C ′i
's (k 
opies of the 
ubi
al

bary
entri
 subdivision of C glued together to form Ĉ) whi
h 
oin
ides on the boundary

between C ′i
and C ′i+1

for every i. The proje
tion of all di�erent pie
es of this hyperplane

on C ′
forms a unique hyperplane of C ′

. If Ĥ is not a two-sided hyperplane of Ĉ, then

there is a loop in Ĥ su
h that the parallel transport of a ve
tor orthogonal to Ĥ along this

loop gives a ve
tor of the opposite dire
tion. Then the proje
tion of the loop has the same

property, and the proje
tion of the hyperplane to C is not two-sided.

The map f proje
ts a self-interse
ting hyperplane of Ĉ on a self-interse
ting hyperplane

of C ′
. This prevents the �rst pathology from o

urring.

Suppose now that there exists two hyperplanes Ĥ and K̂ of Ĉ whi
h are inter-os
ulating.

Let ê1 and ê2 be two edges of Ĉ respe
tively transverse to Ĥ and K̂ whi
h share a vertex

v̂. Let e1, e2, H and K be the images of ê1, ê2, Ĥ and K̂ under f . If e1 = e2, then f pro-

je
ts Ĥ and K̂ on a unique self-interse
ting hyperplane, 
ontradi
ting the fa
t that C ′
is

spe
ial. If e1 and e2 are two os
ulating edges of C ′
, then H and K are two inter-os
ulating
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hyperplanes of C ′
.The 
ase where e1 and e2 form the 
orner of a square Q remains to be

seen (see �gure 8). In this 
ase, Q has two di�erent lifts Q̂1 and Q̂2 whi
h 
ontain respe
-

tively ê1 and ê2. As there is a unique lift of the vertex v = f(v̂) in the union of squares

Q̂1 ∪ Q̂2, the vertex v belongs to the rami�
ation lo
us. However, as there are two lifts of

ei in Q̂1 ∪ Q̂2, the square Q is not in
luded in K. As the 
ubi
al neighborhood of C1 ∩C2

is isomorphi
 to the 
ube 
omplex C1 ∩ C2 × ✷, where ✷ is a square, and as the square

Q of the 
ubi
al bary
entri
 subdivision C ′
of C is not totally in
luded in C1 ∩ C2, the

square Q is a quarter of a square of C given by a point times ✷ in the neighborhood of

C1 ∩ C2. We 
an assume that ei belongs to Ci. If not, swit
h the notation of e1 and e2.

Consider the path γ̂ obtained by the 
on
atenation of a path γ̂H of Ĥ from the 
enter

of Q̂1 to the interse
tion of Ĥ and K̂, and a path γ̂K of K̂ from this interse
tion to the


enter of Q̂2. Let γ, γH and γK be the image of γ̂, γ̂H and γ̂K under the proje
tion f . The

path γ is a loop of C ′
. Sin
e γ̂ itself is not a loop the (algebrai
) interse
tion number of γ

with C+
1 ∩C2 has to be di�erent from zero, otherwise γ would lift to a loop in the rami�ed


over. We will rea
h a 
ontradi
tion by showing that in fa
t γ has a trivial interse
tion

with C+
1 ∩C2. A
tually, H and K are disjoint from C2 and C1. For example e1 is an edge

of C ′
, 
ontained in an edge of C dual to the hyperplane C2 in C. The interse
tion of every


ube D of C with C2 is obtained by setting one 
oordinate to

1
2 , and the interse
tion with

H is obtained by setting the same 
oordinate to

1
4 or

3
4 , so H is a disjoint 
opy of C2. We


an use exa
tly the same reasoning to prove that K is disjoint from C1. Now, there are

two possibilities depending on whether K is totally in
luded in C−
1 or in C+

1 . In the �rst


ase, as γH ⊂ H whi
h is disjoint from C2, and γK ⊂ K ⊂ C−
1 , the loop γ never 
rosses

C+
1 ∩C2. Now, if K is totally in
luded in C+

1 , as C2 separates C, the algebrai
 interse
tion

number of the loop γ with C2 is zero. Sin
e H is disjoint from C2, the path γH ⊂ H does

not 
ross C2. Then interse
tions of γ and C2 are in γK and the interse
tion number of

γK with C2 is zero. As γK is in
luded in C+
1 , the interse
tion number of the loop γ with

C+
1 ∩ C2 is zero, and we have a 
ontradi
tion.

Let Ĥ be a self-os
ulating hyperplane of Ĉ. Denote by ê1 and ê2 two distin
t edges,

transverse to Ĥ, sharing a vertex v̂. Denote by e1, e2, v and H the image of ê1, ê2, V̂ and

Ĥ under f . If e1 6= e2 then H will be a self-os
ulating or a self-interse
ting hyperplane of

C ′
. If e1 = e2, then v will belong to the rami�
ation lo
us and e1 ⊂ C+

1 ∩ C2. A path γ

from the 
enter of ê1 to the 
enter of ê2 is sent onto a loop of C ′
whi
h 
rosses C+

1 ∩ C2

non trivially. As H is transverse to e1 H is a 
opy of a hypeplane of C1, so H is totally

in
luded in C+
1 , and as C2 separates C ′

, f(γ) has to 
ross C+
1 ∩ C2 trivially.

3.5 Gromov-Thurston manifolds.

The main result relies on the following Theorem of [BHW11℄.



3.5. GROMOV-THURSTON MANIFOLDS. 65

C1
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Ĥ
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Q̂2
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ê1

ê2

v
K

b
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Figure 3.8 � When e1 and e2 are two adja
ent edges of a square.

Theorem 3.5.1. �Simple type� arithmeti
 manifolds are 
ubi
al and virtually spe
ial.

Let V be a �Simple type� arithmeti
 manifold, 
ontaining many (immersed) 
ompa
t

totally geodesi
 
odimension 1 submanifolds. The fundamental group of V a
ts 
o
om-

pa
tly on the 
ube 
omplex asso
iated with a �nite number of su
h submanifolds. To show

the last Theorem, Gromov and Thurston 
hose these submanifolds su
h that the a
tion

of π1(V ) on the dual 
ube 
omplex is proper, using the following 
riteria : let H be a


olle
tion of lifts of a �nite number of hyperplanes W1, . . . ,Wℓ of V des
ribed as above.

For every pair of point x, y, denote by dH the number of elements of H wit
h separate x

from y. If dH and the usual distan
e on Hn
are quasi-isometri
 then the a
tion of π1(V )

on the dual 
ube 
omplex is proper.

To 
hoose su
h a 
olle
tion of hyperplanes in [BHW11℄, the authors use the fa
t that

hyperplanes of Hn
whi
h proje
t to a 
ompa
t submanifold of V are dense in the set of

hyperplanes of Hn
(see p. 6 of [BHW11℄ ). Later, they prove that by passing to a �nite


over of V , the quotient of the 
ube 
omplex obtained using this 
onstru
tion by the group

π1(V ) is spe
ial.

Let V be an arithmeti
 manifold. By passing to a �nite 
over, Gromov and Thurston


onstru
ted two totally geodesi
 manifolds, V1 and V2, whi
h separate V , and then 
onsider

V̂ a rami�ed 
overing of V above V1 ∩ V2. Let us prove that V̂ is virtually spe
ial.

Proof of Theorem 3.1.1. In the proof of Proposition 2.1 in [BHW11℄, the argument of den-

sity for 
hoosing W1, . . . ,Wℓ allows to suppose furthermore that the interse
tions between

hyperplanes of H are generi
. Then let V ′
be a �nite 
over of V su
h that the quotient of
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the 
ube 
omplex dual to H by π1(V
′) is spe
ial. Denote by V̂ ′

the 
y
li
 rami�ed 
over

of degree k of V ′
above the interse
tion of the preimage of V1 and V2 in V ′

. By Theorem

3.1.5, π1(V̂
′) is 
ubi
al, and furthermore by Proposition 3.4.2, it is spe
ial. We will show

that there exists a �nite 
over of V̂ ′
and V̂ . Then the fundamental group of V̂ will be

virtually spe
ial. To see this we will use 
overing orbifold theory.

Let Vorb be an orbifold. Its underlying spa
e is V and its singular lo
us is V1 ∩ V2. The

orbifold stru
ture is given by the following maps : If x belongs to V r V1 ∩ V2, 
hoose

a neighborhood su�
iently small whi
h does not interse
t the singular lo
us and take

the identity on V . If x ∈ V1 ∩ V2, a small tubular neighborhood of x is isomorphi
 to

D2×]−1, 1[n−2
. Then 
hoose the quotient of D2×]−1, 1[n−2

by the a
tion of Z/kZ on D2
.

Let V ′
orb be an orbifold with V ′

as the underlying spa
e obtained by pulling ba
k under

the 
overing map p : V ′ → V the orbifold stru
ture of Vorb. For every point x of V ′
, a lo
al

map will be the 
omposition of p and of a map of V ′
at p(x). The proje
tion V ′

orb → Vorb is

a 
overing orbifold. Rami�ed 
overing V̂ is a 
overing orbifold of Vorb. Indeed, far from the

singular lo
us, the proje
tion V̂ → V is the identity, and on a neighborhood of V1∩V2 this

proje
tion is a quotient by the 
y
li
 group Z/kZ. By the same reasoning, the manifold V̂ ′

is a 
overing orbifold of V ′
.

Denote by Ṽorb the universal 
overing orbifold of Vorb. There exists two groups G1 and

G2 su
h that V̂ ′ = Ṽorb/G1 and V̂ = Ṽorb/G2. Note that G1 is spe
ial. Consider now

V ′′ = Ṽorb/G1 ∩ G2. V
′′
is a manifold and a (
lassi
al) 
over of V̂ sin
e V̂ is a manifold.

Furthermore, as G1 and G2 have a �nite index in G, the group G1 ∩G2 has a �nite index

in G2, and G1 ∩G2 is spe
ial as a subgroup of G1. Then π1(V̂ ) = G2 is virtually spe
ial.

V ′′

V̂ ′

V ′
orb V̂

Vorb



Chapitre 4

Cubulation dans le 
as où le lieu

singulier est 
ontenu dans une

sous-variété de 
odimension 1

4.1 Introdu
tion

Dans 
ette partie on se pla
e dans la situation suivante :

Soient V une variété hyperbolique 
ompa
te 
onnexe, L une sous-variété de 
odimension

2 totalement géodésique dans V et p : (V ′, L′)→ (V,L) un revêtement rami�é �ni.

On suppose qu'il existe une famille H d'hyperplans de Hn
, π1(V )-
o�nie, uniformément

lo
alement �nie et qui sépare linéairement Hn
. (D'après les théorèmes 1.2.3 et 1.2.9 le

groupe fondamental π1(V ) est 
ubique.) On note K la préimage de L dans Hn
et on

suppose que l'interse
tion entre un hyperplan de H et une 
omposante 
onnexe de K est

transverse.

On se demande alors à quelles 
onditions le groupe π1(V
′) est 
ubique.

Nous 
ommençons par dé
rire une première famille H′
de murs du revêtement universel

de V ′
: les 
omposantes 
onnexes des préimages des murs de H. Nous verrons ensuite que


ette famille de murs, quoique très naturelle, n'est pas en général su�sante pour obtenir

une 
ubulation de π1(V
′).

On noteX ′
le revêtement universel de V ′

, d'après le lemme 2.1.8 il existe une appli
ation

de revêtement rami�é f : (X ′,K ′) → (Hn,K), et une appli
ation de revêtement π′ :

(X ′,K ′)→ (V ′, L′) telles que le diagramme suivant 
ommute :

67
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(X ′,K ′)
fπ′

(V ′, L′)

p

(Hn,K)

π

(V,L)

D'après la proposition 2.2.13, X ′
est CAT(−1) don
 π1(V

′) est hyperbolique. Pour


ubuler π1(V
′) on veut 
onstruire des murs dans X ′

quasi-
onvexes. On 
onstruit une pre-

mière famille de murs de X ′
à partir des murs de H : on note H′

la famille des 
omposantes


onnexes des préimages d'hyperplans de H dans X ′
par l'appli
ation f . Par la suite, pour

des études lo
ales au voisinage du lieu singulier on fera appelle à la notion de voisinage de

rami�
ation utilisée dans le 
hapitre 2 pour dé
rire la métrique lo
ale sur X ′
. On utilisera

aussi la notion de quartier introduite dans 
e même 
hapitre.

Lemme 4.1.1. Les éléments de H′
sont des murs de X ′

.

On utilise le lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Soit M une sous-variété fermée et 
onnexe de 
odimension 1 dans une

variété simplement 
onnexe X alors M est un mur au sens de la dé�nition 1.1.8.

Démonstration. On montre dans un premier temps qu'il existe un voisinage O de M qui

est séparé par M en au plus deux 
omposantes 
onnexes O+ et O−. Puis on 
onstruit deux

sous-espa
es 
onnexes X+ et X− de X rM qui 
ontiennent O+ et O− et qui re
ouvrent

X rM . En�n, on montre que 
es deux espa
es sont disjoints.

La sous-variété M est de 
odimension 1 et n'a pas de bord, alors en tout point x de M il

existe un voisinage Ox homéomorphe à une boule de Rn
et tel que via 
et homéomorphisme

M est l'interse
tion de 
ette boule ave
 un hyperplan. En parti
ulier, Oxr(M∩Ox) possède

deux 
omposantes 
onnexes. On note O l'ensemble des voisinages Ox 
omme dé
rit 
i-

dessus. On dé�nit l'espa
e O =
⋃

Ox∈O
Ox, et on 
onsidère C l'ensemble des 
omposantes


onnexes de O rM . Soit P(C) l'ensemble des parties de C muni de la topologie dis
rète.

On 
onstruit alors l'appli
ation h : M → P(C) de la façon suivante. Soit x un point de

M , et soit Ox un voisinage de x dans O. On dé�nit h(x) 
omme le sous-ensemble à un

ou deux éléments de C donné par la ou les 
omposantes 
onnexes de C qui 
ontiennent les

omposantes 
onnexes de Ox rM .

On montre que l'appli
ation h est 
ontinue. Soient x ∈M et Ox un voisinage de x dans

O. Soit y un point de M ∩Ox et soit Oy un voisinage de y dans O. Dans la boule B de Rn

asso
iée à Ox on note P l'hyperplan asso
ié à M . On remarque qu'un voisinage quel
onque

U d'un point de P possède au moins un point de 
ha
une des 
omposantes 
onnexes de

B r P . Alors 
ha
une des deux 
omposantes 
onnexes de B r P 
ontient au moins une
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omposante 
onnexe de U r P . En appliquant 
ette remarque à U = Ox ∩ Oy dans Ox

(respe
tivement dans Oy) on en déduit que h(x) (respe
tivement h(y) ) est l'ensemble des


omposantes 
onnexes de C de Ox ∩ Oy rM . Finalement on obtient h(x) = h(y), don
 h

est 
ontinue. Comme h est une appli
ation 
ontinue dans un espa
e dis
ret P(C) et que M
est 
onnexe alors h est 
onstante. En parti
ulier, O est un voisinage de M tel que O rM

possède une ou deux 
omposantes 
onnexes.

Soit x ∈ M et soit Oi un voisinage de x dans Ox. Soient x+ et x− deux points de Oi

dans des 
omposantes 
onnexes di�érentes de OirM . On note O+
et O−

les 
omposantes


onnexes de O rM qui 
ontiennent x+ et x−. Pour l'instant il n'est pas 
lair que O+
ne

soit pas égal à O−
. On 
onsidère X+ et X− les ensembles de points de X rM reliés à x+

ou x− par un 
hemin dans X rM . Par dé�nition X+ et X− sont 
onnexes.

Montrons que X r M = X+ ∪ X−. Comme X est 
onnexe tout point y de X r O

est relié à O par un 
hemin c. Quitte à prendre un sous-
hemin, on peut supposer que

l'intérieur de c est disjoint de O. Le 
hemin c est dans X rM . Selon que c soit relié à O+

ou O−
le point y appartient à X+ ou à X−. On en déduit que X rM = X+ ∪X−.

Montrons par l'absurde que X+ ∩ X− = ∅. Supposons qu'il existe un point y ∈
X+ ∩ X−, 
onstruisons un morphisme surje
tif de π1(X, y) sur Z2. On 
onsidère [M ]

la 
lasse d'équivalen
e de la sous-variété M dans le groupe d'homologie de Borel-Moore

Hn−1(X) = Hn−1(X, {∗}). La dualité de Poin
aré nous donne l'isomorphisme H1(X,F2) ∼=
Hn−1(X,F2), voir [Vas01℄. On peut alors dé�nir l'interse
tion modulo 2 entre la 
lasse

d'équivalen
e d'un la
et de X et [M ]. Dans X rM on 
onsidère deux 
hemins c+ et c− de

y à x+ et de y à x−. La 
on
aténation de 
hemins c−1
+ c− est un 
hemin de x+ à x− disjoint

de M . On 
onsidère un 
hemin τ de x− à x+ dans Oi. Comme M sépare Oi en deux parties

disjointes, le nombre d'interse
tion de τ ave
 M est impair. On note i : π1(X, y) → Z2

l'appli
ation qui à un la
et asso
ie le nombre d'interse
tion de 
e la
et ave
 M modulo 2.

Ce morphisme est surje
tif, en e�et le la
et c−1
+ c−τ interse
te M un nombre impaire de

fois. On a une 
ontradi
tion 
ar M est par dé�nition simplement 
onnexe. Finalement, X+

et X− sont bien disjoints et M est bien un mur de X.

Lemme 4.1.3. Soit H ′
un élément de H′

alors H = f(H ′) appartient à H. De plus la

restri
tion de f à H ′
est un revêtement rami�é de H.

Démonstration. Par dé�nition H ′
est une 
omposante 
onnexe de f−1(H) pour un 
ertain

hyperplan H ∈ H. Montrons que la restri
tion de f : f−1(H) → H est un revêtement

rami�é. L'appli
ation f : X ′ r K ′ → Hn r K est un revêtement. Dans n'importe quelle

boule qui trivialise 
e revêtement la tra
e de H est une sous-variété de 
odimension 1.

On en déduit immédiatement que f : f−1(H) r (K ′ ∩ f−1(H)) → H r (K ∩ H) est un

revêtement.

Soit x un point de K ∩ H. Soit Kx la 
omposante 
onnexe de K qui 
ontient x et

soit N un ǫ-voisinage de Kx qui est un voisinage de rami�
ation. On 
hoisit une sous-
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variété totalement géodésique de 
odimension 1 de N qui 
ontient K. On obtient alors un

dé
oupage de N en deux quartiers à bords 
onvexes. La préimage de N est une union de

voisinages de rami�
ation N ′
j , eux aussi dé
oupés en quartiers à bords 
onvexes. Il existe

un 0 < ǫ0 < ǫ tel que le ǫ0-voisinage NH de K ∩H dans H (pour la métrique de longueur

induite sur H) soit in
lus dans N . On note N ′
H la préimage de NH par f . Alors NH (resp.

toute 
omposante 
onnexe de N ′
H) est isomorphe à (K ∩H)×D. La tra
e des quartiers de

N sur H dé
oupe NH en deux quartiers. De plus dans la 
arte B ×D de NH 
es quartiers

dé
oupent B ×D en deux produits de B ave
 un demi-disque de D. La tra
e des quartiers

de N ′
sur H ′

dé
oupe 
haque 
omposante 
onnexe de N ′
H en quartiers. Dans les 
artes on

obtient bien que f est le produit de l'identité par une rotation. Finalement f : f−1(H)→ H

est un revêtement rami�é.

Par dé�nition H ′
est une 
omposante 
onnexe de f−1(H), et H est 
onnexe. On 
on
lut

en utilisant le lemme 2.1.3.

Démonstration du lemme 4.1.1. D'après le lemme 4.1.2 
ommeX ′
est simplement 
onnexe,

il su�t de montrer qu'un élément H ′
de H′

est une sous-variété de 
odimension 1 sans bord

dans X ′
pour montrer que 
'est un mur de X ′

.

On étudie lo
alement H ′
en deux types de points. Le sous-espa
e H ′rK ′

est lo
alement

la préimage de la sous-variété H par le revêtement f : X ′ rK ′ → Hn rK. Don
 H ′ rK ′

est une sous-variété de 
odimension 1 de X ′ rK ′
don
 de X ′

.

Supposons que x ∈ H ′ ∩K ′
. Soit K ′

x la 
omposante 
onnexe de K ′
qui 
ontient x et

soit N ′
un voisinage de rami�
ation autour de K ′

x. On note N = f(N ′), Kx = f(K ′
x) et

H = f(H ′). On 
hoisit une sous-variété W dans N qui 
ontient Kx alors N est union de

deux quartiers Q et R dé�nis 
omme dans le 
hapitre 2. De plus N ′
est homéomorphe

à l'union de 
opies Q1, . . . , Qk et R1, . . . , Rk le long de 
opies de W , ave
 k le degré de

rami�
ation de f|N ′
. Comme H et K sont transverses, alors W ∩H dé
oupe H dans N en

deux quartiers Q ∩H et de R ∩H. L'espa
e H est alors donné par le re
ollement 
y
lique

de k 
opies de Q ∩H et de R ∩H le long de 
opies de W ∩H. On en déduit que H ′
est

une sous-variété de 
odimension 1 dans N ′
.

D'autre part la sous-variété H ′
est bien fermée 
omme 
omposante 
onnexe du fermé

f−1(H).

On sait maintenant que les éléments de H′
sont des murs de X ′

, 
ependant 
ette

famille n'est pas toujours linéairement séparante dans X ′
. Deux problèmes interviennent.

Premièrement, 
ertaines géodésiques de X ′
peuvent être disjointes de la famille H′

même

si H sépare linéairement Hn
. Deuxièmement, les éléments de H′

ne sont pas 
onvexes en

général. Ainsi, même si il existe une 
onstante C telle que tout segment de longueur C voit

ses extrémités séparées par un mur de H′

ela ne garantit pas pour autant la séparation

linéaire deH′
. En e�et, un mur qui 
oupe un nombre pair de fois un segment deX ′

ne sépare

pas ses extrémités, pourtant il sépare les extrémités de sous-segments qui interse
tent une
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seule fois 
e mur. On illustre 
es deux situations par deux exemples, les exemples 4.1.5 et

4.1.6, mais avant on montre le lemme te
hnique suivant.

Lemme 4.1.4. Soit f : (X ′,K ′) → (Hn,K) un revêtement rami�é. Soit K ′
0 une 
ompo-

sante 
onnexe de K ′
et soit N ′

un voisinage de rami�
ation de K ′
0. Soient x′1 et x′2 deux

points distin
ts dans N ′
tels que f(x′1) = f(x′2) = x. On note τ le plus 
ourt segment

entre x et K0 = f(K ′
0). On note τ ′1, τ

′
2 les relevés de τ par f en x′1 et x

′
2. Alors le segment

géodésique entre x′1 et x
′
2 dans N

′
est la 
on
aténation τ ′1τ

′
2.

Comme d'habitude on note c le 
hemin opposé au 
hemin c.

Démonstration. On 
onsidère p le projeté de x sur K0 alors τ est le segment géodésique

entre x et p. Comme K0 est simplement 
onnexe et que f est un revêtement en restri
tion

à K ′
0, f envoie identiquement K ′

0 sur K0. On note alors p′ la préimage de p par f dans

K ′
0. Remarquons que τ ′1 et τ ′2 ont tous deux pour extrémité p′ 
ar K ′

0 ne 
ontient qu'une

préimage de p. Montrons que la 
on
aténation de τ ′1 et de τ
′
2 est géodésique. On remarque

qu'un segment géodésique entre x′1 et x
′
2 interse
te K

′
0. En e�et, sinon l'image du segment

géodésique entre x1 et x2 est un segment lo
alement géodésique entre x et lui même dans

Hn

e qui n'est pas possible.

Le segment géodésique entre x′1 et x′2 passe don
 par K ′
0. Un tel segment possède au

moins un sous-segment entre x′1 et K ′
0 et un sous-segment entre x′2 et K ′

0. Par minimalité

des segments τ ′1 et τ ′2 on en déduit que le segment minimal entre x′1 et x′2 est bien la


on
aténation de τ ′1 et de τ ′2.

Exemple 4.1.5. On 
onsidère le pavage de H2
par des pentagones à angles droits. On

peut obtenir la surfa
e de genre 2 
omme quotient de l'union P de 8 de 
es pentagones

par 
ertaines identi�
ations de fa
es, voir [S
o78℄. L'angle de 
haque 
y
le de sommet par


es identi�
ations est bien de 2π, alors V est muni d'une métrique hyperbolique. L'image

dans V d'une géodésique de H2
qui porte un des 
�tés de P est une 
ourbe fermée simple

αi. On note H la famille des géodésiques de H2
qui portent les bords de P .

La famille H sépare linéairement H2

ar P est 
ompa
t. En e�et, si on note D la plus

grande distan
e entre deux points de P alors on a pour toute paire de points x et y de

H2
l'inégalité

d(x,y)
D+1 − 1 ≤ |x, y| ave
 |x, y| le nombre de murs entre x et y. Pour voir 
ela

il su�t de 
onsidérer le segment géodésique γ entre x et y. Tout sous-segment de γ de

longueur au moins D + 1 a ses extrémités dans deux polygones di�érents du pavage de

H2
par des 
opies de P . Alors, un tel segment 
oupe au moins un mur H de la famille H.

Comme H et γ sont 
onvexes alors H interse
te γ au plus une fois, il sépare don
 x de y.

On en déduit que ⌊d(x,y)
D+1 ⌋ ≤ |x, y| et don


d(x,y)
D+1 − 1 ≤ |x, y|.

Soit c un segment géodésique de V disjoint des 
ourbes αi. On 
onsidère V ′
un revête-

ment rami�é �ni 
y
lique de degré 2 de V au-dessus de ∂c (pour une 
onstru
tion voir la

se
tion 2.1.2).
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On note X ′
le revêtement universel de V ′

, et f l'appli
ation de X ′
à H2

. Montrons

qu'une 
omposante 
onnexe γ de la préimage de c dans X ′
est une géodésique de X ′

.

La préimage c′ de c dans V ′
est l'union de deux 
opies c1 et c2 de c re
ollées le long

de leurs bords, isomorphes à ∂c. C'est une 
ourbe fermé simple et d'après le lemme 4.1.4


'est une géodésique lo
ale.

D'après le lemme 2.2.13, l'espa
e X ′
est CAT(−1), alors c′ se relève dans X ′

en une

géodésique disjointe de H′
.

Même si on suppose que H sépare toute paire de 
omposantes 
onnexes de K dans Hn

une autre di�
ulté intervient pour montrer qu'une famille de murs H′
sépare linéairement

X ′
. Les murs de H′

ne sont pas 
onvexes en général, on 
onstruit un exemple en dimension

3.

Exemple 4.1.6. Soit f : (X ′,K ′) → (H3,K) un revêtement rami�é de degré 2. Soit

K ′
0 une 
omposante 
onnexe de K ′

où f rami�e. On note K0 = f(K ′
0). On 
onsidère N ′

un voisinage de rami�
ation de K ′
0 et on note N = f(N ′). Soit H un hyperplan de H3

transverse à K0 en un point y et tel que H 6⊥ K0. Il existe une unique droite d de H

orthogonale à K0. Soit x ∈ H ∩ N tel que le segment [y, x] n'est pas in
lus dans d, de

sorte que long([x, y]) < d(x, y). Soit W le demi-hyperplan de bord K0 
ontenant [y, x]. On


onsidère H ′
une 
omposante 
onnexe de la préimage de H par f . La variété W dé
oupe

N alors N ′
est obtenu 
omme revêtement 
y
lique de degré 2 au-dessus de K0 asso
ié à

W (voir la se
tion 2.1.2). On 
onsidère x′1 et x
′
2 les deux relevés de x à N ′ ∩H ′

.

K ′

K

x′1

x′2

x

W

W ′

H ′

H

b

b
b

b

Figure 4.1 � Un relevé H ′
d'un mur H de H dans un voisinage de rami�
ation
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D'après le lemme 4.1.4, la distan
e dH′(x′1, x
′
2) est donnée par deux fois la distan
e

entre x et K0 dans H alors que la distan
e d(x′1, x
′
2) est donnée par deux fois la distan
e

entre x et K0. Alors d(x
′
1, x

′
2) < dH′(x′1, x

′
2), et don
 H ′

n'est pas 
onvexe.

De plus, on peut démontrer que la demi-droite γ qui passe par x et qui est orthogonale

à K0 se relève en une géodésique γ′ de X ′
(quitte à perturber légèrement x ∈ H pour

obtenir γ ∩ K = {x}), de sorte que γ ∩ H ′ = {x′1, x′2}. Même si le mur H ′
interse
te γ,

deux points de γ au delà de x′1 d'une part et x
′
2 d'autre part ne sont pas séparés par H

′
.

Dans la suite du 
hapitre 4 nous allons 
onsidérer une sous-variété W dans V qui


ontient le lieu singulier. La sous-variété W ′
préimage de W dans X ′

permet de 
onstruire

une famille de murs W ′
en plus de la famille H′

. Cette famille W ′
séparera les droites du

type de 
elle de l'exemple 4.1.5. En fait on montrera que la famille de murs H′ ∪W ′
est

su�samment ri
he pour obtenir une 
ubulation de X ′
.

Théorème 4.1.7. Soit V une variété hyperbolique 
ompa
te. Soit L une sous-variété de


odimension 2 dans V , fermée et totalement géodésique. Soit p : (V ′, L′) → (V,L) un

revêtement rami�é de degré �ni.

On suppose qu'il existe une famille H d'hyperplans de Hn
, uniformément lo
alement

�nie, π1(V )-
o�nie et linéairement séparante dans Hn
.

On suppose qu'il existe W une sous-variété de 
odimension 1 plongée dans V , fermée

et totalement géodésique (pas né
essairement 
onnexe) qui 
ontient L.

Alors le groupe fondamental π1(V
′) est 
ubique.

Le reste du 
hapitre 4 est 
onsa
ré à la preuve de 
e résultat.

Soit π′ : X ′ → V ′
le revêtement universel de V ′

et π : Hn → V le revêtement universel

de V , et on 
onsidère f : X ′ → Hn

omme dans le lemme 2.1.8. On noteK la préimage de L

dans Hn
, K ′

la préimage de L dans X ′
, W la préimage de W dans Hn

et W ′
la préimage de

W dans X ′
. Pour montrer le théorème 4.1.7 on va utiliser les théorèmes de 
ubulation 1.2.3

et 1.2.9 rappelés dans le 
hapitre 1. Ainsi il nous faut 
onstruire une famille lo
alement

�nie et π1(V
′)-
o�nie de murs dans X ′

, quasi-
onvexes et qui séparent linéairement X ′
.

4.2 X
′

omme arbre d'espa
es

Dé�nition 4.2.1. On appelle mur rami�é de X ′
une 
omposante 
onnexe de W ′

. On dit

qu'un mur rami�é W ′
0 de X

′
sépare deux points x et y si x et y sont dans deux 
omposantes


onnexes di�érentes de X ′ rW ′
0.

Remarque 4.2.2. On remarque i
i que les murs rami�és ne sont pas des murs au sens de

la dé�nition 1.1.8.

Dé�nition 4.2.3. On appelle portion ouverte de Hn
une 
omposante 
onnexe de HnrW .

De même on appelle portion ouverte de X ′
une 
omposante 
onnexe de X ′ r W ′

. Une

portion (fermée) est l'adhéren
e d'une portion ouverte.
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Lemme 4.2.4. Soit Π′
une portion ouverte ou fermée de X ′

. Alors f(Π′) est une portion

Π de Hn
de même nature et f induit une isométrie de Π′

sur Π. De plus Π′
est 
onvexe

dans X ′
.

Dé�nition 4.2.5. On note T ′
le graphe biparti dont les sommets blan
s sont les portions

fermées Π′
i ⊂ X ′

et les sommets noirs sont les murs rami�és W ′
j ⊂ X ′

, ave
 une arête entre

Π′
i et W

′
j lorsque l'interse
tion Pi′i ∩W ′

j est non vide.

Proposition 4.2.6. Le graphe T ′
est un arbre.

Démonstration. On interprète T ′

omme le nerf d'un re
ouvrement ouvert O′

de X ′
. Les

ouverts de O′
sont d'une part les portions ouvertes de X ′

et d'autre part les ǫ-voisinages

de murs rami�és dans X ′
. On 
hoisit ǫ su�samment petit pour que deux 
omposantes


onnexes distin
tes de W dans Hn
soient à distan
e stri
tement supérieure à ǫ.

L'espa
e X ′
étant 
onnexe et simplement 
onnexe, le graphe T ′

est un arbre.

L'espa
e X ′
apparait ainsi 
omme un arbre d'espa
e. Les espa
es aux sommets de T ′

sont les portions Π′
i et les murs rami�és W ′

j . Les espa
es d'arêtes sont les interse
tions non

vides Π′
i ∩W ′

j . Les appli
ations de re
ollement sont les in
lusions 
anoniques.

Lemme 4.2.7. Soit K0 une 
omposante 
onnexe de K ′
et soit Π′

une portion de X ′
qui


ontient K0. Alors l'interse
tion de Π′
ave
 un voisinage de rami�
ation autour de K0 est

un quartier.

4.3 Murs de X
′

4.3.1 Constru
tion de nouveaux murs

Dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre nous avons dé
rit une première famille de mur sur

X ′
: la familleH′

. Construisons une deuxième famille de murs deX ′
à partir de sous-espa
es

de W ′
.

Pendant toute la suite de 
e 
hapitre nous 
onsidèrerons des voisinages de rami�
ation

dé
oupés par la variété W . En parti
ulier, le bord d'un quartier est in
lus dans W ou W ′
.

Sur une 
omposante 
onnexe W0 deW
′
on 
onsidère deux types de sous-espa
es appelés

piè
es :

� Les piè
es de type 1 sont les 
omposantes 
onnexes de W0 rK ′
.

� Les piè
es de type 2 sont les 
omposantes 
onnexes de K ′
dans W0.

On rappelle que dans un voisinage de rami�
ation N(K ′
0) l'ensemble des piè
es de type

1 sont ordonnées 
y
liquement : deux piè
es de type 1, W1 et W2, sont 
onsé
utives autour

d'une piè
e de type 2 K ′
0 si dans n'importe quel voisinage de rami�
ation N(K ′

0) dé
oupé

par W l'union W1 ∪K ′
0 ∪W2 est le bord d'un quartier de N(K ′

0).
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Remarque 4.3.1. D'après le lemme 4.1.2 pour 
onstruire un mur de X ′
il su�t de


onstruire une sous-variété fermée M de X ′
de 
odimension 1 sans bord dans X ′

. Or

une 
omposante 
onnexe W0 de W ′

ontient de nombreuses sous-variétés de 
odimension

1 
omme nous le montrons maintenant.

Une piè
e W1 de type 1 est lo
alement une sous-variété de 
odimension 1 en tout point.

En e�et, l'appli
ation f est une isométrie lo
ale sur un petit voisinage de 
haque point de

W1.

Autour d'une piè
e K0 de type 2 l'union de K0 et de deux piè
es W1 et W2 de type 1

de bord K0 est de 
odimension 1 dans X ′
. En e�et, dans un voisinage de rami�
ation N

de K0 dé
oupé par la préimage de W , l'union W1 ∪K0 ∪W2 est le bord de l'union d'un


ertain nombre de quartiers.

On 
onstruit deux types de nouveaux murs dans X ′
en étendant des unions de piè
es

autour de quartiers d'une 
omposante 
onnexe deK ′
. Pour garantir que 
es murs s'étendent

sans se re
ouper on utilise les lemmes suivants :

Lemme 4.3.2. Toute union 
onnexe de piè
es de types 1 et 2 de W ′
est 
onvexe dans X ′

.

Démonstration. On remarque tout d'abord qu'un sous-espa
e 
onnexe U de X ′
lo
alement


onvexe est 
onvexe puisqueX ′
est CAT(−1) (voir [LHG90, p.64, proposition 29℄ et [Pap05,

proposition 8.3.3℄).

Soit U une union 
onnexe de piè
es de W ′
, montrons que U est lo
alement 
onvexe.

Soit x un point de U . Si x appartient à une piè
e de type 1 alors il existe une boule B qui


ontient x dans X ′
disjointe de K ′

. La restri
tion de f à B est une isométrie, et 
omme W

est 
onvexe dans Hn
on en déduit que U ∩B est 
onvexe dans B. En parti
ulier, on vient

de montrer que les piè
es de type 1 sont 
onvexes dans X ′
.

On se pla
e maintenant dans la situation où x appartient à une piè
e de type 2 notée

K ′
0. On 
onsidère N ′

un voisinage de rami�
ation autour de K ′
0. Soient y et z deux points

de U ∩ N ′
, et soit γ le segment géodésique entre y et z. Montrons que γ est in
lus dans

U ∩N ′
. Comme N ′

est 
onvexe d'après le lemme 2.2.3 la géodésique γ est in
lus dans N ′
.

Si y et z sont dans une même piè
e de type 1 de U alors d'après le paragraphe pré
édent

γ est in
luse dans 
ette piè
e de type 1. De même, l'union d'une piè
e de type 1 et d'une

piè
e de type 2 est lo
alement 
onvexe, don
 si y et z appartiennent à l'union d'une piè
e

de type 1 et d'une piè
e de type 2 alors γ appartient à 
ette union aussi.

Reste à traiter le 
as où y et z appartiennent à deux piè
es de type 1 di�érentes autour

de Kx. On note Wy et Wz les piè
es qui 
ontiennent y et z. Montrons par l'absurde que γ

interse
te Kx. D'après le 
orolaire 2.2.4 f : X ′ rK ′ → Hn rK est une isométrie lo
ale. Si

γ est disjoint de Kx alors f(γ) est une géodésique de Hn
. Or f(y) et f(z) sont dans f(W0).

Par lo
ale 
onvexité f(γ) est dans f(W0). De plus f(γ) est disjoint de K. Don
 f(γ) reste

dans f(Wy). Pour �nir z appartient à Wy, d'où 
ontradi
tion.
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On a montré par l'absurde que γ interse
te Kx. On note a un point de γ ∩Kx. Mainte-

nant, 
omme l'union Wy ∪Kx est 
onvexe alors le sous-segment de γ entre y et a est dans

Wy∪Kx, de même 
omme Wz ∪Kx est 
onvexe le sous-segment de γ entre a et z est in
lus

dans Wz ∪Kx. Finalement, le segment géodésique γ est in
lus dans U . On en déduit que

U est lo
alement 
onvexe, don
 
onvexe d'après le premier paragraphe.

Corollaire 4.3.3. Les murs rami�és de X ′
sont 
onvexes.

Dé�nition 4.3.4. À 
ha
une des 
omposantes 
onnexes W0 de W ′
on peut asso
ier un

graphe G(W0) 
onstruit de la façon suivante. Les sommets sont indexés par les piè
es de

W0, et deux sommets sont reliés par une arête si et seulement si une 
omposante 
onnexe

de K ′
(piè
e de type 2) est in
luse dans le bord d'une 
omposante 
onnexe de W0 r K ′

(piè
e de type 1).

Lemme 4.3.5. Le graphe G(W0) asso
ié à une 
omposante 
onnexe W0 de W ′
est un

arbre.

Démonstration. Le graphe G(W0) est biparti. De plus G(W0) est 
onnexe 
ar W0 est


onnexe. Montrons que G(W0) n'a pas de 
y
le, par l'absurde. Si G(W0) a un 
y
le non

trivial alors G(W0) a un 
y
le simple c. Soit alors Pc l'union des piè
es de W0 en 
orres-

pondan
e ave
 les sommets de c. Alors Pc est 
onnexe don
 
onvexe dans X
′
par le lemme

4.3.2. En parti
ulier Pc est 
ontra
tile. Mais d'autre part 
omme c est un 
y
le simple Pc

admet des revêtements 
y
liques non-triviaux, 
ontradi
tion.

Dé�nition 4.3.6. Soit W0 une 
omposante 
onnexe de W ′
. Un séparateur de X ′

(
ontenu

dans W0) est une union S de piè
es de W0 obtenue 
omme suit.

On 
onsidère un sous-arbre S 
ontenu dans G(W0) tel que

� Pour un sommet v de type 1 de S, tout voisin de v dans G(W0) appartient à S.
� Chaque sommet de type 2 de S est de degré 2.

Le séparateur S est alors dé�ni 
omme l'union des piè
es de W0 en 
orrespondan
e

ave
 un sommet de S.

Lemme 4.3.7. Un séparateur est un mur de W ′
.

Démonstration. Supposons le séparateur S asso
ié à un sous-arbre S ⊂ G(W0). La 
ondi-

tion 2 sur S assure que S est une sous-variété de 
odimension 1 (voir remarque 4.3.1). La


ondition 1 sur S assure que S est une sous-variété fermée. Par le lemme 4.1.2 S est un

mur de X ′
.

On va dé�nir deux familles de séparateurs 
omme murs de X ′
en plus des murs de H′

.

Dé�nition 4.3.8. On note W0
la famille des séparateurs M de X ′

tels que :

� dans un voisinage de 
haque 
omposante 
onnexe de K ′
dans M , le mur M borde

exa
tement un quartier,
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� de plus les intérieurs de tous les quartiers ainsi dé
rits sont du même 
�té de X ′rM .

Lemme 4.3.9. Soit P une piè
e de type 1 d'un mur rami�é W0. Alors il existe exa
tement

deux portions fermées Π′
1 et Π′

2 
ontenant P . Les interse
tions Π′
1 ∩W0 et Π′

2 ∩W0 sont

les deux murs de W0

ontenant P .

Démonstration. On remarque que f(W0) est une 
omposante 
onnexe de la sous-variété de


odimension 1 W . Soit B une petit boule de Hn
qui interse
te W en f(P ). Soit B′

l'unique

relevé de B qui interse
te P . Alors B′ r P dé�nit deux portions ouvertes distin
tes dont

l'adhéren
e ren
ontre P . On note Π′
1 et Π′

2 les adhéren
es de 
es portions ouvertes. On

note Π1 et Π2 les images de Π′
1 et Π′

2 par f . La portion Π1 ⊂ Hn
est une sous-variété

à bord de dimension n. La 
omposante 
onnexe de ∂Π1 qui 
ontient f(P ) est une sous-

variété totalement géodésique de 
odimension 1, union de piè
es de types 1 ou 2. (Toute

piè
e de type 2 est 
ontenue dans exa
tement deux piè
es de type 1.) Comme f induit une

isométrie de Π′
1 sur Π1 (voir lemme 4.2.4) on en déduit que la 
omposante 
onnexe de ∂Π′

1


ontenant P est un mur de W0
.

Corollaire 4.3.10. Les murs de W0
sont 
onvexes dans X ′

. De plus la restri
tion de f à

un tel mur est une isométrie.

Démonstration. D'après le lemme 4.3.9 un murM deW0
est de la formeM = Π′∩W0, ave


Π′
une portion fermée et W0 un mur rami�é de X ′

. D'après le lemme 4.3.2 M est 
onvexe

dans X ′
. Toujours d'après le lemme 4.3.9 la restri
tion de f à Π′

est une isométrie. Comme

M est 
onvexe dans X ′
on en déduit que la restri
tion de f à M est une isométrie.

Dé�nition 4.3.11. On note W+
la famille des séparateurs M de X ′

tels que :

� dans un voisinage de 
haque 
omposante 
onnexe de K ′
dans M , le mur M borde

exa
tement un quartier si l'ordre de rami�
ation est 1 et une union de deux quartiers

sinon,

� de plus les intérieurs de tous les quartiers ainsi dé
rits sont du même 
�té de X ′rM .

Lemme 4.3.12. Soit P une piè
e de type 1 d'un mur rami�éW0. Alors il existe exa
tement

deux murs de W+

ontenant P . (Ces deux murs sont 
onfondus si tous les ordres de

rami�
ation sont 2).

Démonstration. Appelons géodésique latéralisée de longueur n de G(W0) une suite (P0,Π0,

K1, P1,Π1, . . . ,Kn, Pn,Πn) où :

1. (P0,K1, P1, . . . ,Kn, Pn) est une géodésique de l'arbre G(W0) (ave
 Pi des piè
es de

type 1 et Kj des piè
es de type 2) ;

2. 
haque Πi est une des deux portions telles que Pi ⊂ ∂Πi ;

3. pour 
haque piè
e Kj on a Πj−1 = Πj si f ne rami�e pas autour de Kj , et Πj−1∩Πj

est une piè
e de type 1 di�érent de Pj−1 si f rami�e autour de Kj .
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Par exemple, si Π est une portion de X ′

ontenant P dans son bord, alors (P,Π) est

une géodésique latéralisée.

Notons à présent que pour toute géodésique latéralisée de longueur n (P0,Π0,K1, P1,Π1

, . . . ,Kn, Pn) et tout prolongement géodésique (P0,K1, P1, . . . ,Kn, Pn,Kn+1) de (P0,K1, P1,

. . . ,Kn, Pn), il existe une unique piè
e de type 1 Pn+1 et une unique portion Πn+1 telle

que (P0,Π0,K1, P1,Π1, . . . ,Kn, Pn,Πn,Kn+1, Pn+1,Πn+1) est une géodésique latéralisée

de longueur n+ 1.

Π0

Π1

Π2

K2

K1

P0

P1

P2

b

b

b

b

b b

b

Figure 4.2 � La géodésique par mor
eaux γ

Pour Π une portion deX ′
dont l'adhéren
e 
ontient P , soit alors S le sous-arbre réunion

de toutes les géodésiques de l'arbre G(W0) de la forme (P0,K1, P1, . . . ,Kn, Pn), ave
 P0 =

P , et telles qu'il existe une géodésique latéralisée (P0,Π0,K1, P1,Π1, . . . ,Kn, Pn,Πn) ave


Π0 = Π. Compte-tenu de la propriété de prolongement unique des géodésiques latéralisées

mentionnée 
i-dessus, on 
onstate que S est un sous-arbre qui véri�e les deux propriétés

de la dé�nition 4.3.6. Le séparateur asso
ié est bien un mur de W+

ontenant P . Si on

applique la même 
onstru
tion en partant de la deuxième portion de X ′

ontenant P on

obtient un deuxième mur de W+

ontenant P . Ces deux murs ne sont égaux que si tous

les sommets de type 2 de S sont de degré 2 ou 4 dans G(W0) (
e qui 
orrespond à un degré

de rami�
ation 1 ou 2).

Remarque 4.3.13. Soit M un mur de W+
. Alors f(M) est une sous-variété 
onnexe à

bord de W . Une 
omposante de bord de f(M) est de la forme f(Ki), où Ki ⊂ M est

une 
omposante de K ′
, de sorte que pour toute 
omposante Kj ⊂ M de K ′

telle que

f(Kj) = f(Ki), l'appli
ation f a un ordre de rami�
ation stri
tement supérieur à 1 autour

de Kj .

On noteW ′
l'union des famillesW0

,W+
. On appelle murs de X ′

la réunion des familles

W ′
et H′

. D'après le lemme 4.3.2 on a :

Lemme 4.3.14. Les murs de W ′
sont 
onvexes dans X ′

.

Dans la partie suivante on montre quelques propriétés simples des murs de X ′
né
es-

saires pour utiliser les théorèmes de 
ubulation du 
hapitre 1.
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4.3.2 Propriétés des murs de X
′

Lemme 4.3.15. L'a
tion de π1(V
′) sur X ′

préserve 
ha
une des deux familles de murs

W0
et W+

.

Démonstration. Clairement π1(V
′) envoie portions de X ′

sur portions de X ′
. Don
 π1(V

′)

préserve W0
.

D'autre part π1(V
′) envoie géodésiques latéralisés sur géodésiques latéralisés (au sens

de la preuve du lemme 4.3.12). Don
 π1(V
′) préserve W+

.

Lemme 4.3.16. Les familles de murs W0
et W+

sont π1(V
′)-
o�nies.

Démonstration. Un mur de W0
ou de W+

est entièrement déterminé par le 
hoix d'une


omposante 
onnexeK0 deK
′
et d'un quartier ou d'une union de deux quartiers 
onsé
utifs

autour de K0. Comme le degré de rami�
ation k de f est �ni, il existe au plus 2k façons

de 
hoisir un quartier dans N ′
et au plus 2k façons de 
hoisir deux quartiers 
onsé
utifs.

Comme il existe un nombre �ni de 
omposantes 
onnexes de L′
dans V ′

alors il existe un

nombre �ni de 
omposantes 
onnexes de K ′
modulo l'a
tion du groupe π1(V

′). Finalement,

il existe bien un nombre �ni de murs de W0
et W+

modulo l'a
tion de π1(V
′).

Lemme 4.3.17. La famille H′ ∪W ′
des murs de X ′

est uniformément lo
alement �nie.

Démonstration. Montrons qu'il existe deux 
onstantes C, ǫ > 0 telles que toute boule de

X ′
de rayon ǫ ren
ontre au plus C murs de X ′

. On raisonne sur 
ha
une des familles de

murs de X ′
.

D'après le lemme 2.2.8, il existe une 
onstante ǫ telle que toute boule de rayon ǫ deX ′
est

soit dans un voisinage de rami�
ation d'une 
omposante 
onnexe de K ′
pour l'appli
ation

f , soit la restri
tion de f à 
ette boule est une isométrie sur son image.

On 
onsidère B′
une boule de 
entre x et de rayon ǫ dans X ′

et B(ǫ) la boule de 
entre

f(x) et de rayon ǫ dans Hn
. D'après la remarque 2.2.2, l'espa
e f(B′) est in
lus dans B(ǫ).

La famille des murs deH est uniformément lo
alement �nie don
 il existe une 
onstante

CH telle que au plus CH éléments deH interse
tent B(ǫ). Comme les 
omposantes 
onnexes

de W dans Hn
sont uniformément lo
alement �nies, il existe une 
onstante CW telle que

au plus CW 
omposantes 
onnexes de W interse
tent B(ǫ). Si la restri
tion de f à B′
est

une isométrie alors il existe au plus CH + CW murs de X ′
qui interse
tent B′

.

Supposons que B′
soit in
luse dans un voisinage de rami�
ation N ′

d'une 
omposante


onnexe K0 de K ′
. Un tel voisinage de rami�
ation est l'union de quartiers isomorphes à

des quartiers de N = f(N ′). Au plus CH murs de H ren
ontrent l'interse
tion d'une boule

de rayon ǫ et un quartier de N . On en déduit que au plus 2kCH murs de H′
interse
tent

B′
(k est le degré de rami�
ation de f ).

Supposons que l'ordre de rami�
ation de N ′
soit k0 alors au plus 4k0 murs de W ′

interse
tent N ′
. En e�et, un mur de W0

est uniquement déterminé par le 
hoix d'un
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quartier de N ′
, il en existe exa
tement 2k0. De même, un mur de W+

est déterminé par

le 
hoix d'un quartier de N ′
si k0 = 1 ou par le 
hoix de deux quartiers 
onsé
utifs sinon,

dans tous les 
as il existe au plus k0 murs de W+
qui interse
tent N ′

. Au �nal, si on note

k le degré de rami�
ation de f alors B′
interse
te au plus max(CH+CW , 2kCH+4k).

4.4 Cubulation

Dans 
ette se
tion, on montre que la famille de murs de X ′
dé
rite 
i-dessus sépare

linéairement X ′
et que les murs de H′

sont quasi-
onvexes. Ainsi, on peut utiliser les

théorèmes de 
ubulation 1.2.3 et 1.2.9 pour s'assurer que le groupe fondamental de la

variété V ′
agit proprement et 
o
ompa
tement sur un 
omplexe 
ubique CAT(0). Pour

obtenir 
es deux résultats on utilise la proposition 4.4.5 introduite dans la se
tion 4.4.1,

on montre que 
ertaines géodésiques par mor
eaux voient leurs extrémités séparées par un

nombre de murs de X ′
qui 
roît linéairement en fon
tion de la longueur de 
es géodésiques

par mor
eaux.

On va utiliser les murs rami�és dé�nis lors de la dé�nition 4.2.1.

Lemme 4.4.1. Un mur rami�é W ′
0 sépare deux points x et y de X ′ rW ′

0 si et seulement

si il existe un mur M de W ′
in
lus dans W ′

0 qui sépare x de y.

Démonstration. Dans le sens dire
t, on 
onsidère l'ensemble des 
omposantes 
onnexes de

X ′ r W ′
0 l'une 
ontient x sans 
ontenir y. Le bord de 
ette 
omposante 
onnexe est un

mur de W0
qui sépare x de y. Dans l'autre sens, 
omme x et y sont séparés par un mur

M de W ′
in
lus dans W ′

0, ils sont dans des 
omposantes 
onnexes di�érentes de X ′ rM .

De plus 
omme M ⊂ W ′
0, x et y se trouvent dans deux 
omposantes 
onnexes di�érentes

de X ′ rW ′
0.

4.4.1 Un 
ritère de séparation de géodésiques par mor
eaux

Dans 
ette partie nous allons voir un 
ritère sur 
ertaines géodésiques par mor
eaux

pour garantir qu'il existe un nombre linéairement 
roissant de murs qui séparent une telle

géodésique en fon
tion de sa longueur. D'autre part nous montrerons que toute paire de

points de X ′
est reliée par une telle géodésique par mor
eaux. Comme la distan
e entre

deux points est inférieure à la longueur d'une géodésique par mor
eaux qui les relie on en

déduira que les murs de X ′
séparent linéairement toute paire de points de X ′

.

Esquissons l'argument de séparation pour une telle géodésique par mor
eaux γ. Tout

d'abord, γ va être l'union de segments géodésiques σi, s
j
i et t

j
i qui s'envoient isométrique-

ment sur des segments de Hn
. D'une part si un de 
es segments est long, il existera un

grand nombre de murs de H′
qui interse
teront 
e segment. Pour garantir que les murs de

H′
qui séparent les grands mor
eaux géodésiques n'interse
tent pas d'autres mor
eaux de
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γ on utilise des 
onditions d'angles minorés entre 
ertains murs Wi ou M±
i et 
ertains seg-

ment de γ dans X ′
. D'autre part on va utiliser des murs de W+

pour séparer les di�érents

segments. Ces murs sont indispensables par exemple dans le 
as où γ est 
on
aténation de

nombreux petits segments géodésiques.

Lemme 4.4.2. Soit c une géodésique de X ′
d'extrémités x, y. Supposons que f ◦ c est la

géodésique de Hn
entre f(x) et f(y). SoitH′(c) l'ensemble des murs deH′

qui séparent x de

y. Et soit H(f(c)) l'ensemble des murs de H qui séparent f(x) de f(y). Alors H ′ 7→ f(H ′)

réalise une bije
tion de H′(c) sur H(f(c)). De plus pour H ′ ∈ H′(c) la géodésique c 
oupe

H ′
en un point unique.

Démonstration. Pour H ′ ∈ H′(c) posons H = f(H ′). D'après le lemme 4.1.3 on sait que

H ∈ H. Puisque H ′
sépare x de y soit p un point de H ′ ∩ c. Si f(c) est 
ontenu dans H

alors x et y sont dans H ′
, 
ontradi
tion. Don
 f(c) est une géodésique de Hn

qui ren
ontre

l'hyperplan totalement géodésique H en f(p) et d'extrémités extérieures à H. Don
 H

sépare f(x) de f(y), et H ∩ f(c) = f(p).

Supposons par l'absurde que H ′∩ c 
ontient un point q 6= p. Alors f(q) 6= f(p) 
ar f ◦ c
est géodésique. Et don
 H ∩ f(c) 
ontient le segment non-trivial [f(p)f(q)], 
ontradi
tion.

Ce
i 
on
lut.

Dé�nition 4.4.3. Soient p un point de X ′
, soient τ, τ ′ deux segments géodésiques non

triviaux de X ′
d'origine p. Notons σ la géodésique de X ′

joignant les extrémités de τ et τ ′.

On dit que l'angle entre τ et τ ′ en p est ≥ α si dans le triangle de 
omparaison τ ∪ σ ∪ τ ′

du plan hyperbolique H2
, l'angle en p est ≥ α.

Soit F un 
onvexe de X ′
non réduit à un point. Soit p un point de F et soit τ une

géodésique de X ′
issue de p. On dit que l' angle entre τ et F (en p) est ≥ α si pour tout

segment géodésique non-trivial τ ′ de F issu de p, l'angle entre τ et τ ′ en p est ≥ α.

Exemple 4.4.4. Soit F un 
onvexe fermé non trivial d'un espa
e métrique X, ave
 X

propre et CAT(−1). Soit q ∈ X r F .

D'abord il existe une unique géodésique τ de longueur minimale entre un point de F et

q, notons p ∈ F l'origine de τ . Alors l'angle entre τ et F en p est ≥ π
2 . (Sinon, en utilisant

un triangle de 
omparaison ave
 un angle en p stri
tement inférieur à

π
2 on pourrait trouver

un point de F plus pro
he de q.)

Ré
iproquement si p′ ∈ F , si τ ′ désigne la géodésique de p′ à q et si l'angle en p′ entre

τ ′ et F est ≥ π
2 alors p′ = p. Sinon le triangle de 
omparaison qpp′ aurait deux angles ≥ π

2

à sa base. Ainsi p′ est le projeté de q sur F .

On 
onsidère la situation suivante.

Soit γ = σ0 s01t
1
1 . . . t

q1
1 sq11 σ1 s02t

1
2 . . . t

q2
2 sq22 σ2 . . . σp−1 s0pt

1
p . . . t

qp
p s

qp
p σp une 
on
aténa-

tion de segments géodésiques σi, s
j
i , t

j
i de X ′

. On suppose de plus :
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1. Il existe une famille W1, . . . ,Wp de murs rami�és de X ′
, deux à deux disjoints, telle

que l'interse
tion d'un mur rami�é Wi ave
 γ soit la sous-géodésique par mor
eaux

s0i t
1
i s

1
i . . . t

qi
i s

qi
i et telle que Wi sépare les intérieurs de σi−1 de σi pour i = 1, . . . , p. De

plus, pour 0 ≤ i ≤ p, σi est d'intérieur disjoint de W
′
, et non-dégénéré pour i 6= 0, p.

2. Il existe une famille de murs M j
i de W+

in
lus dans Wi, pour i = 1, . . . , p et j =

1, . . . , qi telle que l'interse
tion d'un mur M j
i ave
 γ soit le sous-segment géodésique

tji et telle que M j
i sépare les intérieurs de sj−1

i et de sji pour j = 1, . . . , qi. De plus,

les sji sont non dégénérés (pour 0 < j < qi), et 
haque tji est 
ontenu dans K ′
.

3. Les segments géodésiques sji ont une interse
tion �nie ave
 K ′
et sont envoyés par f

sur des segments géodésiques de Hn
(en 
onservant la longueur).

4. Dans l'espa
e CAT(−1) X ′
, les angles suivants sont minorés par une 
onstante stri
-

tement positive θ :

� L'angle entre σi et Wi (respe
tivement Wi+1).

� L'angle entre sji et M j+1
i pour j = 0, . . . , qi − 1 et l'angle entre sji et M j

i pour

j = 1, . . . , qi.

� L'angle entre sji et t
j
i (respe
tivement tj+1

i ).

Proposition 4.4.5. Il existe deux 
onstantes ℓ′, κ′ > 0 telles que toute géodésique par

mor
eaux γ d'extrémités x et y qui satisfait les 
onditions 
i-dessus véri�e l'inégalité

long(γ) ≤ ℓ′|x, y| + κ′, ave
 |x, y| le nombre de murs (non rami�és) de X ′
qui séparent

x de y et long(γ) la longueur de γ.

Remarque 4.4.6. 1. Les segments σ0, σp, s
0
i et s

qi
i peuvent être réduits à un point.

2. Les segments géodésiques σi et t
j
i sont envoyés par f sur des segments géodésiques

de Hn
(en 
onservant la longueur). En e�et f est une isométrie lo
ale sur le 
omplé-

mentaire de W ′
et sur 
haque 
omposante de K ′

.

Lemme 4.4.7. Sous les hypothèses et ave
 les notations de la proposition 4.4.5 :

1. Le mur rami�é Wi sépare le sous-segment de γ de x à Wi du sous-segment de γ de

Wi à y.

2. Le mur M j
i sépare le sous-segment de γ de x à M j

i du sous-segment de γ de M j
i à y.

Démonstration. La géodésique par mor
eaux γ s'é
rit γ = γ−τiγ
+
ave
 τi = s0i t

0
i . . . s

qi
i .

Par hypothèse Wi est disjoint des intérieurs de γ− et γ+, et Wi sépare les intérieurs de

σi−1 et de σi, 
e qui 
on
lut dans le premier 
as. Le deuxième 
as se traite de la même

façon en é
rivant γ = γ−tjiγ
+
.

Lemme 4.4.8. Soient x et y deux points de X ′
et soit γ une géodésique par mor
eaux de

x à y. Supposons qu'il existe deux 
onstantes ℓ0, κ0 > 0 telles que :
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x

y

Wi

Wi+1

M1
i

M qi
i

σi−1

σi

s0i

t1i

tqii

sqii

M1
i+1

b

b

Figure 4.3 � La géodésique par mor
eaux γ

1. Pour 
haque mor
eau géodésique c de γ, il existe une famille H(c) de murs de H′

telle que long(c) ≤ ℓ0(|H(c)| + κ0) (ave
 long(c) la longueur du segment c), et telle

que 
haque mur H ∈ H(c) sépare les extrémités de c et est disjoint de γ r c.

2. Pour 
haque sous-
hemin δ de γ 
on
aténation de 6 mor
eaux géodésiques il existe

au moins un mur M de W ′
qui sépare les extrémités de δ et qui est disjoint de γ r δ

Alors long(γ) ≤ 6ℓ0 max(1, κ0)(|x, y|+ 1).

Démonstration. On note c1, . . . , cr les mor
eaux géodésiques de γ.

Pour 
haque segment ci, d'après le 1 il existe une famille de murs H(ci) de H′
telle que

long(ci) ≤ ℓ0(|H(ci)|+ κ0). On obtient alors

long(γ) =

r∑

i=1

long(ci) ≤
r∑

i=1

ℓ0(|H(ci)|+ κ0).

D'après le 1 un mur deH(ci) sépare les extrémités de ci et tout mur deH(ci) est disjoint
des autres mor
eaux cj de γ, ave
 i 6= j. On en déduit que les murs de H(ci) séparent x

de y, et que les sous-ensembles H(ci) et H(cj) sont disjoints pour i 6= j. On obtient alors,

long(γ) ≤ ℓ0

(
|

r⋃

i=1

H(ci)|+ rκ0

)
.

On subdivise γ en m = ⌊ r6⌋+1 géodésiques par mor
eaux δ1, . . . , δm telles que les m−1

premières soient 
on
aténation de 6 segments ci. Pour 
haque géodésique par mor
eaux

δ1, δ2, . . . , δm−1, d'après le 3, il existe un mur Mi de W ′
qui sépare les extrémités de δi et

est disjoint de γr δi. On en déduit que Mi sépare x de y et que les Mi sont tous di�érents.

On obtient m − 1 = |{M1, . . . ,Mm−1}|. De plus, r
6 ≤ m alors

r
6 ≤ |{M1, . . . ,Mm−1}| + 1
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et on obtient r ≤ 6|{M1, . . . ,Mm−1}|+ 6.

On a alors,

long(γ) ≤ ℓ0

(
|

r⋃

i=1

H(ci)|+ (6|{M1, . . . ,Mm−1}|+ 6)κ0

)
,

et don


long(γ) ≤ 6ℓ0 max(1, κ0)

(
|

r⋃

i=1

H(ci)|+ |{M1, . . . ,Mm−1}|+ 1

)
.

Comme les murs des H(ci) appartiennent à la famille H′
et les Mi appartiennent à

W ′
ils sont tous di�érents. On obtient |⋃r

i=1H(ci)| + |{M1, . . . ,Mm−1}| = |
⋃r

i=1H(ci) ∪
{M1, . . . ,Mm−1}|.

On remarque que le 
ardinal |⋃r
i=1H(ci) ∪ {M1, . . . ,Mm−1}| est inférieur au nombre

de murs qui séparent x de y. On obtient alors

long(γ) ≤ 6ℓ0 max(1, κ0)(|x, y| + 1).

À partir de maintenant on 
onsidère γ une géodésique par mor
eaux entre

deux points x et y de X ′
qui satisfait les hypothèses de la proposition 4.4.5.

Montrons que γ véri�e les hypothèses du lemme 4.4.8.

Lemme 4.4.9. Pour 
haque sous-
hemin δ de γ 
on
aténation de 6 mor
eaux géodésiques

il existe un mur M de W ′
qui sépare les extrémités de δ et qui est disjoint de γ r δ.

Démonstration. Soit δ une sous-géodésique par mor
eaux de γ, 
on
aténation de 6 mor-


eaux su

essifs c0, c1, . . . , c5 de γ. Supposons dans un premier temps que l'un des quatre

segments géodésiques c1, . . . , c4 de δ soit un tji . Alors le mur M
j
i sépare les deux segments

de δ autour de tji . Comme de plus l'interse
tion entre M j
i et γ se fait uniquement en tji ,

alors M j
i est un mur de W+

qui sépare les extrémités de δ et qui est disjoint de γ r δ.

Supposons maintenant qu'au
un des quatre segments c1, . . . , c4 n'est du type tji . Cela

implique que tout sous-segment géodésique par mor
eaux τi = s0i t
1
i . . . t

qi
i s

qi
i de γ 
ontient

au plus un segment parmi les segments c1, c2, c3 et c4.

Supposons que c1 est l'un des σi alors c2 est dans τi+1 et 
omme il ne peut y avoir plus

d'un segment parmi c1, c2, c3 et c4 dans τi alors c3 est σi+1. Le mur rami�é Wi+1 sépare

c1 de c3 et est disjoint de γ r τi+1. D'après le lemme 4.4.1, il existe alors un mur de W ′

in
lus dans Wi+1 qui sépare c1 de c3 et est disjoint de γ r τi+1.

Si c1 est dans l'un des τi, alors c2 = σi, c3 est dans τi+1 et c4 = σi+1. Alors le mur

rami�é Wi+1 sépare c2 de c4 et est disjoint de γ r τi+1. D'après le lemme 4.4.1, il existe

alors un mur de W ′
in
lus dans Wi+1 qui sépare c2 de c4 et est disjoint de γ r τi+1.
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Il reste à démontrer que γ véri�e la première hypothèse du lemme 4.4.8. Pour 
haque

type de segment géodésique σ, s ou t on veut 
onstruire une famille de murs qui séparent

linéairement 
es segments et qui n'interse
tent pas γ en dehors de 
e sous-segment. On

obtiendra un 
ontr�le uniforme sur les 
onstantes de séparation linéaire. On utilise le

lemme suivant.

Lemme 4.4.10. Considérons la situation suivante :

1. c est un mor
eau géodésique de γ ;

2. δ est une sous-géodésique par mor
eaux non-dégénérée de γ, et δ 
ontient c ;

3. Q1 et Q2 sont deux sous-espa
es de X ′
parmi les suivants : les murs rami�és Wi, les

murs M j
i , éventuellement Q1 = {x} ou Q2 = {y}.

On fait les hypothèses suivantes

1. L'intérieur de δ est disjoint de Q1 ∪Q2

2. L'origine de δ est dans Q1 et l'extrémité de δ est dans Q2.

Soient c1, . . . , cr les mor
eaux géodésiques de γ di�érents de c et 
ontenus dans δ, de

sorte que δ = c1 · · · c · · · cr.
Notons H(c) la famille des murs de H′

qui séparent les extrémités de c et tels que H

est disjoint de 
ha
un des sous-espa
es Q1, Q2, c1, . . . , cr. Alors :

1. long(c) ≤ ℓ(|H(c)| + D + κ), ave
 ℓ et κ les 
onstantes de séparation linéaire de la

famille H dans Hn
.

2. Chaque mur H ∈ H(c) est disjoint de γ r c.

I
i D désigne un majorant du nombre de murs qui 
oupent à la fois c et l'un des espa
es

Q1, Q2, ci.

Démonstration. On note xc et yc les extrémités de c. Le segment c s'envoie isométri-

quement sur un segment f(c) de Hn
. La famille H (ℓ, κ)-sépare linéairement Hn

, alors :

long(f(c)) ≤ ℓ(|f(xc), f(yc)|H+κ). D'après le lemme 4.4.2 on a |f(xc), f(yc)|H = |xc, yc|H′
.

Don
 long(c) ≤ ℓ(|xc, yc|+ κ).

D'après l'énon
é il existe au plus D murs de H′
qui interse
tent c et au moins un des

Q1, Q2, c1, . . . , cr. Alors, |xc, yc| ≤ |H(c)|+D. On obtient long(c) ≤ ℓ(|H(c)|+D + κ).

Soit H un mur de H(c). Véri�ons que H est disjoint de γ r c. On é
rit γ = γ1δγ2.

Alors H est disjoint de l'intérieur de γi 
ar H 
oupe δ, est disjoint de Qi et Qi sépare δ de

γi rQi (voir le lemme 4.4.7).

On rappelle que la variété V est 
ompa
te, don
 il existe une 
onstante k > 0 telle que

deux 
omposantes 
onnexes de K distin
tes dans Hn
sont à distan
e au moins k. Il existe

aussi une 
onstante w > 0 telle que deux 
omposantes 
onnexes de W distin
tes dans Hn

sont à distan
e minorée par w. On note θ > 0 la 
onstante qui minore les angles entre σi

et Wi ou Wi+1, entre sji et M
j
i ou M

(j+1)
i , et entre sji et t

j
i ou tj+1

i .
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Lemme 4.4.11. Pour tout segment géodésique c de γ il existe une famille de murs H(c)
de H′

telle que :

1. long(c) ≤ ℓ(|H(c)| + 4A(θ) + 2B(w) + 2B(k) + κ), ave
 ℓ et κ les 
onstantes de

séparation linéaire de la famille H dans Hn
, et A, B les 
onstantes des lemmes

A.0.15 et A.0.16.

2. Chaque mur H ∈ H(c) est disjoint de γ r c.

Démonstration. On va appliquer le lemme 4.4.10. Pour 
haque mor
eau géodésique c de γ,

on va 
onsidérer une sous-géodésique par mor
eaux δ de γ qui 
ontient c et qui s'arrête sur

des sous-espa
es Q1, Q2, lesquels sont des murs rami�és Wi ou bien des murs de type M j
i

(sauf 
as parti
ulier). Cela 
on
lura 
ompte tenu du 
ontr�le des 
onstantes de séparation

linéaire. Cependant il faut aussi obtenir la borne uniforme D ≤ 4A(θ) + 2B(w) + 2B(k),

ave
 A et B les 
onstantes des lemmes A.0.15 et A.0.16.

Pour majorer uniformément le nombre de murs qui interse
tent 
ertains espa
es parmi

les sous-espa
es σi, s
j
i , t

j
i Wi et M

j
i , on va utiliser les majorations suivantes :

1. Il existe au plusA(θ)murs deH′
qui interse
tent σi etWi (resp.Wi−1). En parti
ulier,

il existe au plus A(θ) murs de H′
qui interse
tent σi et des segments de type si ou ti.

2. Il existe au plus A(θ) murs de H′
qui interse
tent sji et M j

i (resp. M
(j+1)
i ). En

parti
ulier, il existe au plus A(θ) murs de H′
qui interse
tent sji et t

j
i .

3. Il existe au plus B(w) murs de H′
qui interse
tent Wi et Wi+1. En parti
ulier, il

existe au plus B(w) murs de H′
qui interse
tent Wi+1 et des segments du type si et

ti.

4. Il existe au plus B(k) murs de H′
qui interse
tent tji et M

(j−1)
i (resp. M

(j+1)
i ).

Justi�ons 
es a�rmations. Si à 
e stade on avait déjà démontré que les murs de H′

sont quasi-
onvexes, les majorations seraient 
lassiques dans le 
adre CAT(−1). Comme

on ne dispose pas en
ore de 
ette quasi-
onvexité l'idée est d'appliquer f , 
e qui rend les

murs de H′

onvexes, et de 
on
lure par l'argument 
lassique, mais 
ette fois 
i dans Hn

.

Tout d'abord, rappelons que d'après l'hypothèse 3 de la proposition 4.4.5 (et la re-

marque 4.4.6) les images f(σ), f(s) et f(t) des segments σ, s et t sont des segments

géodésiques de même longueur que les segments σ, s et t.

D'autre part pour tout mur rami�é Wi l'image f(Wi) est une 
omposante de la sous-

variété de 
odimension 1 W . Si Πi désigne la portion fermée de X ′

ontenant l'intérieur

de σi alors f : Πi → Hn
est un plongement isométrique. En�n, f(Wi) = f(Mi) où Mi =

Πi ∩Wi. Don
 l'angle dans H
n
entre f(σi) et f(Wi) est ≥ θ.

On aimerait utiliser un argument semblable au pré
édent pour minorer l'angle entre

f(sji ) et f(M j
i ) (resp. f(M j+1

i )). Cependant, dans 
ertains 
as où X ′ → X n'est pas

galoisien, il se peut que f(sji ) ⊂ f(M j
i ). Pour 
ontourner 
e problème on introduit deux

nouveaux séparateurs M j+
i et M j−

i 
ontenant Kj
i . Soit P la piè
e de type 1 de Wi qui
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ontient l'intérieur de sji en Kj
i . P est 
ontenue dans le bord de deux portions fermées Π1

et Π2. De plus par hypothèse sji 6⊂M j
i don
 P 6⊂M j

i , de sorte que l'appli
ation f rami�e

en Kj
i . Soient P1 et P2 les piè
es de type 1 de Π1 et Π2 adja
entes à P le long de Kj

i .

On a P1 6= P2. Soit M1 (resp. M2) la 
omposante de ∂Π1 (resp. ∂Π2) 
ontenant P1 (resp.


ontenant P2). Notons queM1 etM2 sont deux murs deW ′
. La sous-variétéKj

i dé
oupeM1

et M2 en deux 
omposantes 
onnexes : soit M+
1 (resp. M+

2 ) l'adhéren
e de la 
omposante

de M1 rKj
i (resp. M2 rKj

i ) qui 
ontient P1 (resp. P2). On pose M j+
i = M+

1 ∪M+
2 . On


onstate queM j+
i est la 
omposante 
onnexe de ∂(Π1∪Π2) qui 
ontient K

j
i . En 
onsidérant

l'union des deux portions qui 
ontiennent sj−1
i on introduit de même M j−

i , la 
omposante

de bord 
ontenant Kj
i .

P

Kj
i

M+
1

M+
2

P2

P1

Figure 4.4 � Un relevé H ′
d'un mur H de H dans un voisinage de rami�
ation

On a f(M j+
i ) = f(M+

1 ∪M+
2 ) = f(M+

1 ) ∪ f(M+
2 ). Or f(M+

1 ) est la 
omposante W+

de f(M1)r f(P ) 
ontenant f(Kj
i ). De même f(M+

2 ) est la 
omposante de f(M2)r f(P )


ontenant f(Kj
i ). Comme f(M1) = f(M2) = f(Wi) on a en fait f(M+

1 ) = f(M+
2 ) et

f(M j+
i ) = W+

. Si la dimension ambiante est 2 alors l'angle entre f(sji ) et W
+
est π. En

dimension supérieure l'angle entre f(sji ) et W+
est égal à l'angle entre f(sji ) et f(Kj

i ).

Comme f est une isométrie sur M1 on en déduit que l'angle entre f(sji ) et W
+
est minoré

par θ.

L'angle entre f(σi) et f(Wi) est minoré par θ. Alors, par le lemme A.0.15 il existe au

plus A(θ) murs de H qui interse
tent f(σi) et f(Wi).

L'angle entre f(sji ) et f(M
j+
i ) est minoré par θ. Alors, d'après le lemme A.0.15 il existe

au plus A(θ) murs de H qui interse
tent f(sji ) et f(M
j+
i ). De la même façon il existe au

plus A(θ) murs de H qui interse
tent f(sji ) et f(M
(j+1)−
i ).

Les 
omposantes 
onnexes de W 
ontenant les extrémités de f(σi) sont f(Wi) et

f(Wi+1), qui sont disjointes don
 à distan
e ≥ w. On en déduit, d'après le lemme A.0.16

qu'il existe au plus B(w) murs de H qui interse
tent à la fois f(Wi) et f(Wi+1).
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Par 
onstru
tion tji ⊂ Kj
i don
 f(tji ) ⊂ f(Kj

i ) et d'autre part f(M j−1+
i ) est le demi-

espa
e fermé de f(Wi) délimité par f(Kj−1
i ) ne 
ontenant pas l'intérieur de f(sj−1

i ). Don


la distan
e entre f(Kj
i ) et f(M

j−1+
i ) est la distan
e entre f(Kj

i ) et f(K
j−1
i ), don
 minorée

par k. Alors, le lemme A.0.16 implique qu'il existe au plus B(k) murs de H qui interse
tent

f(tji ) et f(M
(j−1)+
i ).

En utilisant le lemme 4.4.2 on obtient exa
tement les majorations 1. et 3., et les deux

variantes suivantes des majorations 2. et 4. :

2′. Il existe au plus A(θ) murs de H′
qui interse
tent sji et M j+

i (resp. M
(j+1)−
i ). En

parti
ulier, il existe au plus A(θ) murs de H′
qui interse
tent sji et t

j
i .

4′. Il existe au plus B(k) murs de H′
qui interse
tent tji et M

(j−1)+
i (resp. M

(j+1)−
i ).

Expliquons pourquoi 2′. implique 2..

On utilise les notations employées pour dé�nir M j±
i . On remarque tout d'abord que

Wi ∩ int(Πm) = ∅, pour m = 1, 2, et que Wi ∩ int(Π1 ∪ Π2) = P . En parti
ulier, M j
i ∩

int(Π1 ∪ Π2) = ∅. On 
onsidère l'espa
e U = Nǫ(M
j+
i ) ∩ int(Π1 ∪ Π2), ave
 Nǫ(M

j+
i ) un

ǫ-voisinage de M j+
i . Comme M j+

i est une 
omposante de bord de int(Π1 ∪ Π2) et que

M j+
i est un séparateur de X ′

alors U sépare X ′
en deux 
omposantes 
onnexes fermés.

Comme M j
i est 
onnexe et disjoint de U alors M j

i est in
lus dans l'une des 
omposantes


onnexes F de X ′rU . On note F ′
l'autre 
omposante 
onnexe de X ′rU . Soit H ′

un mur

de H′
disjoint de M j+

i , alors H ′
est in
lus dans l'une des deux 
omposantes 
onnexes de

X ′ r M j+
i . Si de plus on suppose que H ′

interse
te sji ⊂ P ⊂ int(Π1 ∪ Π2) alors H ′
est

dans la 
omposante 
onnexe F ′ ∪ U de X ′ rM j+
i . En parti
ulier H ′

est disjoint de F .

Cet argument de séparation (large) de sji etM
j
i parM

j+
i montre également queM

(j−1)+
i

sépare (au sens large) tji de M j−1
i . Don
 à nouveau tout mur de H′

qui 
oupe tji et M
j−1
i

doit 
ouper M
(j−1)+
i . On raisonne de même du 
�té de M j+1

i . Don
 4. est véri�é.

On peut maintenant appliquer le lemme 4.4.10, en distinguant 7 
as (on utilise les

notations du lemme).

1er 
as : c = σi.

On pose δ = c = σi, Q1 = Wi si i 6= 0 et Q1 = {x} si i = 0, Q2 = Wi+1 si i 6= p et

Q2 = {y} si i = p. D'après le 1. il existe au plus 2A(θ) murs de H′
qui interse
tent σi et

l'un des espa
es Q1 ou Q2. Le lemme 4.4.10 s'applique ave
 D1 = 2A(θ).

2e 
as : c = sji ave
 qi = 0.

On pose δ = σi−1s
0
i σi, Q1 = Wi−1 si i 6= 1 et Q1 = {x} si i = 1, Q2 = Wi+1 si i 6= p et

Q2 = {y} si i = p. D'après le 1. il existe au plus 2A(θ) murs de H′
qui interse
tent s0i et

σi−1 ou σi. D'après le 3. il existe au plus 2B(w) murs de H′
qui interse
tent s0i et l'un des

espa
es Q1 ou Q2. Le lemme 4.4.10 s'applique ave
 D2 = 2A(θ) + 2B(w).

3e 
as : c = sji ave
 qi ≥ 1 et j = 0 ou qi.

Pour j = qi, on pose δ = sqii σi, Q1 = M qi
i , Q2 = Wi+1 si i 6= p et Q2 = {y} si i = p.

D'après le 1. il existe au plus A(θ) murs de H′
qui interse
tent sqii et σi. D'après le 2. il
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Wi

Wi+1

σi

Figure 4.5 � 1er 
as.

Wi
Wi+1

Wi−1

σi−1

σi

s0i

Figure 4.6 � 2e 
as.

existe au plus A(θ) murs de H′
qui interse
tent sqii et M qi

i . Et d'après le 3. il existe au plus

B(w) murs qui interse
tent sqii et Q2. Le lemme 4.4.10 s'applique ave
 D3 = 2A(θ)+B(w).

On peut faire un raisonnement similaire pour le 
as j = 0.

4e 
as : c = sji ave
 qi ≥ 1 et j = 1, . . . , qi − 1.

On pose δ = c = sji , Q1 = M j
i , Q2 = M

(j+1)
i . D'après le 2. il existe au plus 2A(θ) murs

de H′
qui interse
tent sji et l'un des espa
e M j

i ou M
(j+1)
i . Le lemme 4.4.10 s'applique ave


D4 = 2A(θ).

5e 
as : c = tji ave
 qi = 1.

On pose δ = σi−1 s0i t
1
i s

1
i σi, Q1 = Wi−1 si i 6= 1 et Q1 = {x} si i = 1, Q2 = Wi+1 si

i 6= p et Q2 = {y} si i = p. D'après le 2 il existe au plus 2A(θ) murs de H′
qui interse
tent

t1i et l'un des s0i ou s1i . D'après le 1. il existe au plus 2A(θ) murs de H′
qui interse
tent t1i

et l'un des σi−1 ou σi. D'après le 3. il existe au plus 2B(w) murs de H′
qui interse
tent t1i

et l'un des Q1 ou Q2. Le lemme 4.4.10 s'applique ave
 D5 = 4A(θ) + 2B(w).

6e 
as : c = tji ave
 qi ≥ 2, et j = 1 ou qi.

Pour j = qi, on pose δ = sqi−1
i tqii s

qi
i σi, Q1 = M

(qi−1)
i , Q2 = Wi+1 si i 6= p et Q2 = {y}

si i = p. D'après le 2. il existe au plus 2A(θ) murs de H′
qui interse
tent tqii et au moins
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Wi+1

M qi
i

σi

tiqi

siqi

Figure 4.7 � 3e 
as.

Wi

M j
i

M
(j+1)
i

sji

Figure 4.8 � 4e 
as.

l'un des sqi−1
i ou sqii . D'après 4., il existe au plus B(k) murs de H′

qui interse
tent tqii et

M qi−1
i . D'après 1. il existe au plus A(θ) murs de H′

qui interse
tent tqii et σi. En�n, d'après

3. il existe au plus B(w) murs de H′
qui interse
tent tqii et Q2. Le lemme 4.4.10 s'applique

ave
 D6 = 3A(θ) +B(w) +B(k).

On peut faire un raisonnement similaire pour le 
as j = 1.

7e 
as : c = tji ave
 qi ≥ 2, j = 2, . . . , qi − 1.

On pose δ = sj−1
i tji s

j
i , Q1 = M

(j−1)
i , Q2 = M

(j+1)
i . D'après 2. il existe au plus 2A(θ)

murs de H′
qui interse
tent tji et au moins l'un des sj−1

i ou sji . Et, d'après le 4. il existe au

plus 2B(k) murs de H′
qui interse
tent tji et l'un des M

(j−1)
i ou M

(j+1)
i . Le lemme 4.4.10

s'applique ave
 D7 = 2A(θ) + 2B(k).

Démonstration de la proposition 4.4.5. On se pla
e dans les hypothèses de la proposition.

On va utiliser le lemme 4.4.8 pour obtenir la séparation linéaire de γ.

On a montré la 
ondition de séparation de plusieurs mor
eaux de suite dans le lemme

4.4.9. Reste à montrer une séparation linéairement 
roissante des mor
eaux géodésiques

de γ ave
 des murs disjoints du reste de γ. Le lemme 4.4.11 nous permet d'obtenir des
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Wi Wi+1

Wi−1

σi−1

σi

s0i

t1i

s1i

Figure 4.9 � 5e 
as.

Wi+1

M
(qi−1)
i

σi

tqii

sqii

sqi−1
i

Figure 4.10 � 6e 
as.

familles de murs H(c) fon
tion des segments c de γ qui véri�ent :

long(c) ≤ ℓ(|H(c)|+D + κ),

ave
 D = 4A(θ) + 2B(w) + 2B(k), ave
 ℓ et κ les 
onstantes de séparation linéaire de la

famille H dans Hn
, et A, B les 
onstantes des lemmes A.0.15 et A.0.16.

On utilise alors le lemme 4.4.8 ave
 ℓ0 = ℓ et κ0 = D + κ. On en déduit que

long(γ) ≤ 6ℓmax(1,D + κ)(|x, y| + 1).

Finalement, on obtient bien long(γ) ≤ ℓ′|x, y| + κ′ ave
 ℓ′ = 6ℓmax(1,D + κ) et κ′ =

6ℓmax(1,D + κ). Les 
onstantes ℓ, κ, k, w ne dépendent que de la disposition des variétés

K,W , et des variétés deH dans Hn
. Les 
onstantes A et B ne dépendent que des 
onstantes

k, w, θ et des lemmes A.0.15 et A.0.16.
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Wi

M
(j−1)
i

M
(j+1)
i

sj−1
i

sji

tji

Figure 4.11 � 7e 
as.

4.4.2 Séparation linéaire

On 
onsa
re 
ette partie à montrer que la famille de murs de X ′
sépare linéairement

X ′
, voir proposition 4.4.12. On s'appuie sur la proposition 4.4.5 prouvée dans la se
tion

pré
édente. Pour toute paire de points x, y ∈ X ′
on 
onstruit expli
itement une géodésique

par mor
eaux qui satisfait les hypothèses de 
ette proposition. Comme la distan
e entre x

et y est inférieure à la longueur de 
ette géodésique par mor
eaux on obtient la séparation

linéaire des murs de X ′
.

Proposition 4.4.12. La famille des murs de X ′
sépare linéairement X ′

.

Soient x et y deux points de X ′
. On dé�nit une famille ordonnée F de murs rami�és

"intermédiaires" entre x et y.

Dans le 
as parti
ulier où un mur rami�é 
ontient x et y on note 
e mur W1, et

F = {W1}.
On suppose maintenant que x et y ne sont pas 
ontenus dans un même mur rami�é.

Soit F0 = (Wi)i∈I la famille des murs rami�és qui séparent x de y. Par lo
ale �nitude,


ette famille est �nie. On peut remarquer que deux murs rami�és sont soit 
onfondus,

soit disjoints. Ainsi, on peut ordonner F0 de sorte que le premier mur de F0 sépare x du

deuxième mur, que le deuxième mur sépare le premier du troisième, et qu'en général le

ième mur sépare le (i− 1)ème du (i+1)ème, et en�n le dernier mur sépare l'avant dernier

de y. Soit alors F l'union de F0 et de la famille des murs rami�és qui 
ontiennent l'un

des deux points x ou y (mais pas les deux par hypothèse). On étend l'ordre de F0 à F en

dé
rétant (si né
essaire ) que le premier mur rami�é est 
elui qui 
ontient x et le dernier

mur rami�é est 
elui qui 
ontient y. On note alors (W1, . . . ,Wp) la famille ordonnée F .
Si au
un mur rami�é ne sépare x de y la famille F0 est vide. Si de plus au
un mur

rami�é n'interse
te {x, y} alors la famille F est vide : 
'est le 
as p = 0. Le 
as p = 1


orrespond aux situations suivantes : ou bien un même mur rami�é 
ontient x et y, ou bien
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un mur rami�é sépare x de y (et ni x ni y ne sont dans un mur rami�é), ou bien au
un

mur rami�é ne sépare x de y et l'interse
tion de {x, y} ave
 W ′
a un élément.

On va maintenant dé�nir une géodésique par mor
eaux γ = σ0s
0
1t

1
1 . . . σp d'extrémités

x, y 
omme dans la proposition 4.4.5.

Si p = 0 soit σ0 la géodésique de X ′
entre x et y on pose γ = σ0.

Supposons maintenant p ≥ 1. On note σ0 : [a0, b0]→ X ′
le segment le plus 
ourt entre

x et W1 et σp : [ap, bp]→ X ′
le segment le plus 
ourt entre Wp et y. Si x ∈W1 alors a0 = b0

et σ0 est dégénéré. De même si y ∈Wp alors ap = bp et σp est dégénéré. Si p > 1 on dé�nit

σi : [ai, bi]→ X ′

omme le segment le plus 
ourt entre Wi et Wi+1 (pour i = 1, . . . , p− 1).

Ce segment géodésique est unique 
ar X ′
est CAT(−1). On remarque immédiatement que

Wi sépare σi−1 de σi.

Construisons maintenant un segment géodésique par mor
eaux τi dans Wi entre deux

points σi−1(bi−1) et σi(ai).

On rappelle que sur un mur rami�é Wi on a dé�ni deux types de sous-espa
es appelés

piè
es. Les piè
es de type 1 sont les 
omposantes 
onnexes de WirK ′
et les piè
es de type

2 sont les 
omposantes 
onnexes de K ′
dans Wi. On a aussi dé�ni un graphe naturellement

asso
ié aux piè
es d'une 
omposante 
onnexe de W ′
(voir dé�nition 4.3.4). On note P 1

i

et P 2
i les piè
es de Wi qui 
ontiennent les points σi−1(bi−1) et σi(ai), et on note p1i et p2i

les sommets du graphe G(Wi) en bije
tion ave
 P 1
i et P 2

i . On 
onsidère w1,2
i le segment

géodésique dans G(Wi) entre p1i et p
2
i . On note W 1,2

i l'union des piè
es de Wi en bije
tion

ave
 les sommets de w1,2
i .

L'espa
e w1,2
i est un segment géodésique dans G(Wi), en parti
ulier 
haque sommet de

l'intérieur de w1,2
i est adja
ent à exa
tement deux sommets de w1,2

i . Pour un sommet p

intérieur de w1,2
i en bije
tion ave
 une piè
e de type 2 on 
onsidère p− et p+ les sommets

de w1,2
i adja
ents à 
e sommet (on note p− le sommet le plus pro
he de p1i et p+ le plus

pro
he de p2i ). On note P−
et P+

les piè
es de type 1 de Wi asso
iées à p− et à p+. Si

P− ∪ P+
est dans le bord d'une portion on dit que p est régulier. Sinon on dit que p est

singulier. On note K1
i , . . . ,K

qi
i les 
omposantes 
onnexes de K ′

dans W 1,2
i 
orrespondant

à un sommet singulier de w1,2
i .

On appelle s0i le plus 
ourt 
hemin de X ′
entre σi−1(bi−1) et K

1
i , s

j
i le plus 
ourt 
hemin

de X ′
entre Kj

i et Kj+1
i , et sqii le plus 
ourt 
hemin de X ′

entre Kqi
i et σi(ai). Notons que

par 
onvexité de Wi l'image de sji est 
ontenue dans Wi. Si jamais il n'y a pas de point

singulier dans w1,2
i (soit qi = 0) on note simplement s0i le plus 
ourt 
hemin dans X ′

entre

les points σi−1(bi−1) et σi(ai).

Lorsque qi > 0, on note tji la géodésique de X ′
entre l'extrémité de sji et l'origine de

sj+1
i pour j = 0, . . . , qi − 1. Chaque segment tji est dans K

j
i 
ar Kj

i est 
onvexe.

On note τi le segment géodésique par mor
eaux s0i t
1
i s

1
i . . . t

qi
i s

qi
i . Puis on note γ le

segment géodésique par mor
eaux σ0τ1 . . . τpσp (voir �gure 4.3).

Pour 
haque piè
e Kj
i 
orrespondant à un sommet singulier de w1,2

i , 
onstruisons un
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mur M j
i de W+

. Il existe exa
tement deux portions Π1 et Π2 de X ′
qui 
ontiennent P−

dans leurs bords. Soit M1
la piè
e de type 1 
ontenue dans ∂Π1 qui 
ontient Kj

i dans son

bord di�érente de P−
. On dé�nit de même la piè
e de type 1 M2

de ∂Π2 qui 
ontient K
j
i

dans son bord di�érente de P−
. Comme Kj

i est un sommet singulier de w1,2
i né
essairement

les piè
es M1
, M2

, P−
et P+

sont deux à deux distin
tes. À la paire (M1,Π1) est asso
ié

un unique mur M j
i de W+


omme dans le lemme 4.3.12. Par 
onstru
tion M j
i 
ontient

M2
.

P−

Kj
i P j

i
Kj+1

i

M j+1
i

M j
i

b

b

b
b

Figure 4.12 � Constru
tion du mur M j
i

Montrons que γ satisfait les hypothèses de la proposition 4.4.5.

Lemme 4.4.13. L'interse
tion entre Wi et γ est la sous-géodésique par mor
eaux τi.

Démonstration. Par 
onstru
tion τi ⊂Wi, montrons que Wi est disjoint de γr τi. Comme

σi est le plus 
ourt 
hemin entre Wi et Wi+1 son intérieur est disjoint de Wi. Les murs

rami�és W1, . . . ,Wp sont deux à deux disjoints. Par dé�nition de l'ordre sur les murs

rami�és Wi la 
omposante 
onnexe de X ′ r Wi+1 qui 
ontient y 
ontient aussi Wk pour

tout k > i+1. On obtient que 
ette 
omposante 
onnexe deX ′rWi+1 
ontient la géodésique

par mor
eaux σi+1τi+2 . . . σp. Comme l'espa
e Wi est disjoint de Wi+1 alors Wi est disjoint

de σi+1τi+2 . . . σp. On obtient que Wi est bien disjoint de σiτi+1σi+1τi+2 . . . σp.

On peut faire le même raisonnement du 
�té de Wi−1 et 
onstater que Wi est disjoint

de σ0τ1 . . . σi−1. Finalement Wi interse
te γ selon τi.

Lemme 4.4.14. L'interse
tion entre un mur M j
i et γ est exa
tement tji , pour i = 1, . . . , p

et j = 1, . . . , qi.

Démonstration. D'après le lemme 4.4.13 l'interse
tion entre Wi et γ se fait selon τi. Les

murs M j
i sont dans Wi, don
 l'interse
tion entre M j

i et γ est égale à l'interse
tion entre M j
i

et τi. Comme τi est in
lus dans W
1,2
i l'interse
tion entre M j

i et τi est égale à l'interse
tion

entre M j
i ∩W 1,2

i et τi. Montrons que M j
i ∩W 1,2

i = Kj
i . Par dé�nition de τi on en déduira

que l'interse
tion entre un mur M j
i et γ est tji .
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Lo
alement dans un voisinage deKj
i ,M

j
i etW

1,2
i s'interse
tent enKj

i . Les espa
esW
1,2
i

etM j
i sont tout deux 
onvexes d'après le lemme 4.3.2. Alors on a bienW 1,2

i ∩M
j
i = Kj

i .

Par 
onstru
tion, un mur M j
i sépare les deux piè
es de type 1 de W 1,2

i autour de Kj
i .

Par dé�nition sj−1
i �nit son trajet sur une de 
es piè
es et sji 
ommen
e son trajet sur

l'autre. Alors M j
i sépare lo
alement (les intérieurs de) sj−1

i et sji . Comme M j
i est disjoint

de τi r tji et que sj−1
i et sji sont dans τi r tji alors M

j
i sépare sj−1

i de sji .

Lemme 4.4.15. L'image σi(]ai, bi[) est disjointe de W ′
.

Démonstration. On raisonne dans le 
as où 0 < i < p, les 
as parti
uliers i = 0 et i = p se

traitent de façon similaire, y 
ompris quand p = 0.

Supposons par l'absurde que I = {t ∈]ai, bi[/σi(t) ∈ W ′} 6= ∅. Posons t0 = inf I, on a

ai ≤ t0 < bi.

Il existe un ǫ0 > 0 tel que les ǫ0-voisinages de deux murs rami�és distin
ts sont disjoints.

Puisque σi est un plus 
ourt 
hemin entre Wi et Wi+1 on observe que pour t ∈]ai, bi[ on a

σi(t) 6∈Wi. Et don
 pour tout t ∈]ai, ai + ǫ0[ σi(t) 6∈W ′
. Ainsi t0 ≥ ai + ǫ0.

Soit W ′
0 la 
omposante 
onnexe de W ′

qui 
ontient σi(t0). Nous allons montrer que W ′
0

sépare Wi de Wi+1. Ce
i entrainera que

1. W ′
0 sépare x de y ;

2. W ′
0 n'appartient pas à {W1, . . . ,Wp},


e qui est absurde.

Comme σi(]ai, t0[) est disjoint de W ′
il est 
ontenu dans une unique portion Π. Alors

σi(t0) est dans ∂Π, soit M la 
omposante 
onnexe de ∂Π 
ontenant σi(t0). Montrons que

le mur M ∈ W0
sépare σi(ai) et σi(bi). On a M ⊂ W ′

0 et W ′
0 disjoint de Wi ∪ Wi+1.

Don
 σi(ai) et σi(bi) sont dans X ′ rM . D'après le lemme 4.2.4 la portion ouverte Π est


onvexe. Ce
i entraine que le demi-espa
e ouvert délimité par M et 
ontenant σi(ai) est

également 
onvexe. Don
 si le mur 
onvexe M ne sépare pas les points σi(ai) et σi(bi),

alors la géodésique σi est disjointe de M , 
ontradi
tion.

D'après le lemme 4.4.1 le mur rami�é W ′
0 sépare alors σi(ai) et σi(bi). Don
 W

′
0 sépare

Wi de Wi+1.

Remarque 4.4.16. Le 
as parti
ulier p = 0 dans le lemme 4.4.15 signi�e que l'intérieur

de σ0 est disjoint de W
′
- alors qu'on supposait seulement qu'au
un mur rami�é ne sépare

x de y. Comme p = 0 les extrémités x, y de σ0 sont elles aussi hors de W ′
. En parti
ulier

γ véri�e les hypothèses de la proposition 4.4.5.

Lemme 4.4.17. Soit c un 
hemin géodésique du graphe G(W0) d'un mur rami�é W0. On

note P 1, . . . , Pn
la liste ordonnée des piè
es asso
iées aux sommets par
ourus par c. On

suppose de plus que pour toute piè
e Pi de type 2 de l'intérieur de c l'union Pi−1∪Pi∪Pi+1

est dans le bord d'un quartier au voisinage de Pi. Alors la restri
tion de f à l'union

P 1 ∪ . . . ∪ Pn
est une isométrie sur son image.
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Démonstration. D'après le lemme 4.3.2, l'union P = P 1∪P 2∪. . .∪Pn
est 
onvexe dans X ′

.

Don
 la métrique de longueur sur P est CAT(−1). Alors pour montrer que la restri
tion

de f à P est une isométrie il su�t de montrer que la restri
tion de f à P est une isométrie

lo
ale.

Sur 
haque piè
e de type 1 de P f est une isométrie. D'après l'hypothèse de régularité

l'union Pi−1 ∪ Pi ∪ Pi+1, pour 
haque piè
e de type 2 Pi, est 
ontenue dans un mur M de

W0
et d'après le 
orollaire 4.3.10 la restri
tion de f à M est une isométrie. Finalement f

est bien une isométrie lo
ale de P dans Hn
.

Lemme 4.4.18. Chaque segment sji et t
j
i s'envoie isométriquement sur un segment de Hn

.

Démonstration. On 
onsidère p le sous-segment de w1,2
i entre les sommets kji et kj+1

i (en

bije
tion ave
 les piè
es Kj
i et Kj+1

i ). Soit P l'union des piè
es de Wi qui sont dans p.

D'après le lemme 4.3.2 P est 
onvexe dans l'espa
e CAT(−1) X ′
. D'autre part Kj

i et

Kj+1
i sont 
ontenus dans P . Don
 la géodésique minimisante sji est 
ontenue dans P . Et

tji est aussi 
ontenu dans P 
ar tji ⊂ Kj
i .

Soit k0 un sommet de p en bije
tion ave
 une piè
e K0 de type 2, di�érent de kji et

kj+1
i . Soient r1 et r2 les deux sommets de p adja
ents à k0. L'union des piè
es asso
iés à r1,

p et r2 borde un quartier d'un voisinage de K0, 
ar sinon K0 appartiendrait à K1
i , . . . ,K

qi
i .

On note P 1, . . . , Pn
les piè
es ordonnées asso
iées à p. Alors d'après le lemme 4.4.17,

la restri
tion de f à l'union P 1 ∪ . . .∪Pn
est une isométrie sur son image. Les géodésiques

sji et tji in
luses dans P = P 1 ∪ . . . ∪ Pn
sont envoyés isométriquement par f sur des

géodésiques de Hn
.

En�n, il reste à véri�er les 
onditions d'angles (
ondition 4.) de la proposition 4.4.5.

Par dé�nition, les segments σi sont les plus 
ourts 
hemins entre Wi si i 6= 0 (resp. x

si i = 0) et Wi+1 si i 6= p (resp. y si i = p). On en déduit quand σi est non dégénéré que

l'angle entre σi et Wi (resp. Wi+1) est ≥ π
2 . Par dé�nition les segments sji sont les plus


ourts 
hemins entre Kj
i (resp. σi−1(bi) si j = 0) et Kj+1

i (resp. σi(ai) si i = qi). On en

déduit quand sji est non dégénéré que l'angle entre sji et K
j
i (resp. Kj+1

i ) est ≥ π
2 . Comme

tji est un segment de Kj
i on en déduit que l'angle entre sji et t

j
i (resp. t

j+1
i ) est ≥ π

2 . Il reste

alors à montrer le lemme suivant :

Lemme 4.4.19. Les angles entre sji et M j
i pour j = 1, . . . , qi et entre sji et M j+1

i pour

j = 0, . . . , qi − 1 sont ≥ π
2 .

Démonstration. Montrons que l'angle entre sji et M
j
i est ≥ π

2 . On note z le point d'origine

de sji dans Kj
i . Soit τ un segment géodésique de M j

i d'origine z. Quitte à prendre un

sous-segment de τ on peut supposer l'intérieur de τ in
lus dans une piè
e de type 1 Pτ

de Wi. On note P j
i la piè
e de W0 autour de Kj

i qui interse
te sji . Alors Pτ ∪ Kj
i ∪ P j

i

est une sous-variété totalement géodésique de X ′
. Et Pτ ∪Kj

i est une sous-variété à bord
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totalement géodésique Kj
i . Alors l'angle entre τ et sji est minoré par l'angle entre sji et K

j
i .

Finalement l'angle entre sji et M
j
i est ≥ π

2 .

On peut faire un raisonnement similaire du 
�té de M j+1
i .

Démonstration de la proposition 4.4.12. Soient x et y deux points de X ′
, la géodésique par

mor
eaux γ satisfait les hypothèses de la proposition 4.4.5. En e�et, par la 
onstru
tion de

γ et par le lemme 4.4.13 γ satisfait le 1, par le lemme 4.4.14 γ satisfait le 2, par les lemmes

4.4.15 et 4.4.18 γ satisfait 3 et en�n par le lemme 4.4.19 γ satisfait la quatrième 
ondition

du lemme 4.4.5.

On obtient alors l'inégalité long(γ) ≤ ℓ′|x, y|+κ′, ave
 ℓ′ et κ′ les 
onstantes du lemme

4.4.5.

En�n, 
omme la distan
e entre x et y est inférieur à la longueur de la géodésique par

mor
eaux γ on obtient : d(x, y) ≤ ℓ′|x, y|+ κ′.

4.4.3 Quasi-
onvexité des murs de H′

Dans 
ette partie on prouve la quasi-
onvexité des murs de H′
. Ainsi, 
omme on a déjà

prouvé dans le lemme 4.3.14 que les murs de W ′
sont 
onvexes dans X ′

on saura que les

murs de X ′
sont quasi-
onvexes.

Théorème 4.4.20. Les murs de H′
sont quasi-
onvexes dans X ′

.

Remarque 4.4.21. Une géodésique de H ′
est une géodésique par mor
eaux de X ′

ave
 des

mor
eaux géodésiques d'intérieurs disjoints de K ′
et des bords dans K ′

. Les angles entre les

hyperplans de H et le lieu singulier K dans Hn
sont minorés par une 
onstante positive θ.

Alors il existe une 
onstante θ′ qui minore l'angle entre deux mor
eaux géodésiques d'une

géodésique de H ′
. Si on suppose les lieux singuliers su�samment éloignés les uns des autres

dans Hn
alors on obtient que les géodésiques de H ′

sont des quasi-géodésiques de X ′
.

Dans la suite soit H ′ ∈ H′
. On doit montrer qu'il existe deux 
onstantes ℓH′

et κH′

telles que pour toute paire de points x, y ∈ H ′
:

dH′(x, y) ≤ ℓH′d(x, y) + κH′ ,

ave
 dH′
la distan
e de longueur induite sur H ′

. Les arguments utilisés pour montrer 
e

résultat sont très similaires aux arguments utilisés dans la preuve de la séparation linéaire

des murs de X ′
. En parti
ulier on montre que le nombre de murs de X ′

qui séparent deux

points x et y de H ′

roît linéairement en fon
tion de la distan
e entre x et y sur H ′

. Comme

les murs de X ′
sont uniformément lo
alement �ni alors la distan
e entre x et y dans Hn


roît linéairement en fon
tion du nombre de murs qui séparent x et y. Plus pré
isément,

on utilise le lemme suivant :
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Lemme 4.4.22. Pour toute paire de points x, y deX ′
on a l'inégalité |x, y| ≤ C

2ǫd(x, y)+C,

ave
 C, ǫ les 
onstantes du lemme 4.3.17, et ave
 |x, y| le nombre de murs de X ′
qui séparent

x et y.

Démonstration. Soit σ le segment géodésique de X ′
entre x et y. On 
onsidère une union

de ⌊d(x,y)2ǫ ⌋+ 1 boules de rayon ǫ de X ′
dont l'union 
ontient σ.

D'après le lemme 4.3.17 la famille de murs de X ′
est uniformément lo
alement �nie, il

existe au plus C murs de X ′
qui interse
tent une boule de rayon ǫ. Il existe don
 au plus

C(⌊d(x, y)⌋ + 1) murs de X ′
qui interse
tent l'union des boules qui 
ontiennent σ.

Si un mur M de X ′
sépare x de y alors il interse
te σ, en parti
ulier il interse
te l'union

des boules qui 
ontiennent σ. On obtient don
 l'inégalité |x, y| ≤ C(⌊d(x,y)2ǫ ⌋+ 1), et alors

on obtient |x, y| ≤ C
2ǫd(x, y) + C

Proposition 4.4.23. Il existe deux 
onstantes ℓ, κ > 0 telles que et toute paire de points

x, y de H ′ dH′(x, y) ≤ ℓ|x, y|+ κ.

Démonstration du théorème 4.4.20. D'après la proposition 4.4.23 il existe deux 
onstantes

ℓ, κ > 0 telles que pour toute paire de points x, y de H ′ dH′(x, y) ≤ ℓ|x, y| + κ. De plus,

d'après le lemme 4.4.22, on a l'inégalité |x, y| ≤ C
2ǫd(x, y)+C. On en déduit que pour toute

paire de points x, y de X ′ dH′(x, y) ≤ ℓ(C2ǫd(x, y)) + ℓC + κ.

Il nous reste à montrer la proposition 4.4.23. Construisons une géodésique par mor
eaux

γ dans H ′
qui véri�e les propriétés de la proposition 4.4.5 dans X ′

.

On note H = f(H ′). D'après le lemme 4.1.3 la restri
tion de f à H ′
est un revêtement

rami�é au-dessus de J = K ∩H. De plus la sous-variété W ∩H de Hn
est une sous-variété

de H totalement géodésique qui 
ontient le lieu singulier. On est exa
tement dans les

hypothèses du théorème 4.1.7. On 
onstruit γ dans H ′

omme dans la partie 4.4.2

mais 
ette fois on utilise la stru
ture du revêtement rami�é f|H′
.

D'après les deux dernières se
tions on obtient dire
tement une séparation linéaire des

murs de H ′
entre toute paire de points de H ′

. Cependant 
e n'est pas 
e qu'on veut i
i.

Les murs de H ′
sont des sous-ensembles de la tra
e de murs de X ′

. Mais rien ne garantit

que le prolongement d'un mur de H ′
qui sépare x de y dans H ′

sépare x de y dans X ′
.

Véri�ons que la géodésique par mor
eaux γ de H ′
satisfait les hypothèses de la pro-

position 4.4.5 dans X ′
. On note (W1)

H′

, . . . , (Wp)
H′

et (M j
i )

H′

les di�érents murs de H ′

obtenus lors de la 
onstru
tion de γ dans H ′
. On a besoin des deux lemmes fondamentaux

4.4.24 et 4.4.25 :

Lemme 4.4.24. Un mur rami�é (Wi)
H′

de H ′
est la tra
e d'un mur rami�é Wi de X

′
sur

H ′
.

Lemme 4.4.25. Un mur (M j
i )

H′

est la tra
e d'un mur de W+
sur H ′

.
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Montrons 
es deux lemmes :

Sur 
ha
une des piè
es d'un mur rami�é de X ′
l'appli
ation f est une isométrie sur son

image. L'image d'une piè
e est un 
onvexe de Hn
, alors l'interse
tion ave
 H est 
onnexe

(même 
onvexe en fait). On en déduit que l'interse
tion d'une piè
e d'un mur rami�é de

X ′
est une piè
e d'un mur rami�é de H ′

(de même type).

Soit W0 un mur rami�é de X ′
. On note G(W0) le graphe asso
ié aux piè
es de W0. On

note G(W0 ∩H ′) le graphe asso
ié aux piè
es de W0 ∩H ′
. Chaque 
omposante 
onnexe de

W0∩H ′
est un mur rami�é de H ′

, le graphe G(W0∩H ′) est alors l'union des graphes de 
es


omposantes 
onnexes. D'après le paragraphe pré
édent, il existe un plongement naturel

des sommets du graphe G(W0 ∩H ′) dans les sommets du graphe G(W0). Ce plongement

induit un plongement de graphe. Il su�t de voir que si une piè
e P2 de type 2 est dans

le bord d'une piè
e P1 de type 1 et qu'elles interse
tent toutes les deux H ′
alors la piè
e

P2 ∩H ′
est dans le bord de la piè
e P1 ∩H ′

.

On montre les lemmes 4.4.24 et 4.4.25 en utilisant le lemme te
hnique suivant.

Lemme 4.4.26. Le graphe G(W0 ∩H ′) est 
onnexe dans G(W0).

Démonstration. Soient P et P ′
deux piè
es de W0, on note p et p′ les sommets de G(W0)

asso
iés. On suppose que p et p′ sont voisins dans G(W0). On suppose que P est d'inter-

se
tion non vide ave
 H ′
. Observons dans un premier temps que si P est de type 2 alors

H ′
interse
te P ′

.

Supposons maintenant que P une piè
e de type 1 et que P ′
est disjoint de H ′

montrons

qu'alors G(W0 ∩ H ′) est in
lus dans la 
omposante 
onnexe de G(W0) r p′ qui 
ontient

p. Soient Π1 et Π2 les deux portions de X ′
qui 
ontiennent la piè
e P . Une 
omposante


onnexe du bord de Π1 ∪Π2 
ontient la piè
e P ′
, notons la M . On peut véri�er que M est

un séparateur au sens de la dé�nition 4.3.6. De plus M est disjoint de H ′

ar l'interse
tion

de H ′
et d'une portion est 
onvexe. On déduit des deux dernières a�rmations que H ′

est


ontenu dans la 
omposante 
onnexe de X ′ rM qui 
ontient P .

On suppose par l'absurde qu'il existe un 
hemin c géodésique dans G(W0) entre deux

sommets p1 et p2 de G(W0 ∩ H ′) qui n'est pas dans totalement in
lus dans G(W0 ∩H ′).

Quitte à prendre un sommet p1 plus pro
he de p2 on suppose que le voisin p′ de p1 dans c

n'est pas dans G(W0 ∩H ′). On en déduit de l'observation pré
édente que p1 et de type 1

et p′ est de type 2. D'après le dernier paragraphe, G(W0 ∩H ′) est totalement in
lus dans

la 
omposante 
onnexe de G(W0) r p′ qui 
ontient p1. On obtient une 
ontradi
tion 
ar

G(W0) est un arbre et p′ est un sommet du 
hemin géodésique entre p1 et p2.

Démonstration du lemme 4.4.24. Les murs rami�és sont dé�nis 
omme 
omposantes 
onnexes

de W ′
dans X ′

et de W ′∩H ′
dans H ′

. Il su�t don
 de montrer que l'interse
tion d'un mur

rami�é W0 de X ′
ave
 H ′

est 
onnexe pour 
on
lure. D'après le lemme 4.4.26 le graphe

G(W0 ∩H ′) est 
onnexe. L'union de piè
es de W0 ∩H ′
asso
iée est elle aussi 
onvexe.
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Démonstration du lemme 4.4.25. On a remarqué que l'interse
tion de piè
es de murs ra-

mi�és de X ′
ave
 H ′

sont des piè
es murs rami�és de H ′
. On se pla
e au voisinage d'une

piè
e de type 2 Ki d'un mur rami�é W0 qui interse
te H ′
. Les piè
es de type 1 de W0

autour de Ki interse
tent toutes H ′
. De plus si on 
hoisit deux piè
es P1 et P2 de type

1 de W0 autour de Ki alors P1 ∪ Ki ∪ P2 borde l'union de m portions si et seulement si

(P1 ∩H ′)∪ (Ki ∩H ′)∪ (P2 ∩H ′) borde l'union de m portions de H ′
. La des
ription lo
ale

des murs de W+
dans X ′

et dans H ′
est don
 la même. Il reste à montrer que l'interse
tion

d'un mur M de W+
ave
 H ′

est 
onnexe.

Soit G(M) le sous-graphe de G(W0) asso
ié aux piè
es de M . Les piè
es de M ∩ H ′

sont données par le graphe G(M)∩G(W0 ∩H ′). Dans l'arbre G(W0) l'interse
tion des deux

arbres 
onnexes G(M) et G(W0∩H ′) est 
onnexe. L'union de piè
es de G(M)∩G(W0∩H ′)

est don
 
onnexe.

Lemme 4.4.27. La géodésique par mor
eaux γ véri�e les 3 premières propriétés de la

proposition 4.4.5 dans X ′
.

Démonstration. Montrons 
es 
onditions dans l'ordre :

1. On 
onsidèreW1, . . . Wp les murs rami�és deX ′
qui prolongent les (W1)

H′

, . . . , (Wp)
H′

.

Le lemme 4.4.24 assure qu'ils sont deux à deux disjoints. D'après la partie 4.4.2 on a

γ ∩ (Wi)
H′

= τi. Et d'après le lemme 4.4.24, Wi ∩H ′ = (Wi)
H′

. Comme γ est dans

H ′
on obtient γ ∩Wi = τi. Le mur (Wi)

H′

de H ′
sépare les intérieurs de σi−1 et de

σi. Or Wi n'interse
te γ qu'en τi alors Wi aussi sépare les intérieurs de σi−1 et de σi.

En�n, l'intérieur de σi est disjoint de W ′
d'après la partie 4.4.2.

2. On note M j
i le mur de W+

qui prolonge (M j
i )

H′

. Par 
onstru
tion (M j
i )

H′ ∩ γ = tji .

D'après le lemme 4.4.24, M j
i ∩H ′ = (M j

i )
H′

. Comme γ est in
lus dans H ′
on obtient

M j
i ∩ γ = tji . Le mur (M j

i )
H′

de H ′
sépare les intérieurs de sj−1

i et de sji . Comme

M j
i n'interse
te γ qu'en tji alors M

j
i aussi sépare les intérieurs de sj−1

i et de sji .

3. D'après la se
tion 4.4.2 l'interse
tion de sji ave
 K
′∩H ′

est un nombre �ni de points,

alors l'interse
tion de sji ave
 K ′
est un nombre �ni de points. De plus f est une

isométrie de sji sur son image.

Il reste à montrer les 
onditions d'angles.

Dé�nition 4.4.28. Soient H et M deux sous-variétés totalement géodésiques de Hn
qui

s'interse
tent transversalement. L'angle entre H et M est le minimum des angles entre

deux ve
teurs u ∈ TzH et v ∈ TzM pour z ∈ H ∩M tels que u, v ⊥ (TzH ∩ TzM).

On 
onsidère θ1 > 0 l'angle minimum entre une 
omposante 
onnexe de W et un mur

H de H, et θ2 > 0 l'angle minimal entre une 
omposante 
onnexe de K un mur H de H.
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Lemme 4.4.29. L'angle entre σi et Wi (resp. Wi+1) est minoré par la 
onstante θ1.

Démonstration. D'après le lemme 4.4.27 le segment σi est d'intérieur disjoint de W ′
. En

parti
ulier, il est entièrement in
lus dans une portion fermée Π. La restri
tion de l'appli-


ation f sur Π est une isométrie sur son image. On obtient dans Hn
que f(σi) est le plus


ourt 
hemin entre f(Wi−1) et f(Wi) dans H. Alors l'angle entre f(σi) et f(Wi−1) (resp.

f(Wi)) est minoré par θ1 et l'angle entre σi et Wi−1 (resp. Wi) aussi.

Lemme 4.4.30. L'angle entre sji et t
j
i (resp. t

j+1
i ) est minoré par la 
onstante θ2.

Démonstration. Par 
onstru
tion sji est dans l'union de piè
es asso
iées à un segment c

de piè
es de G(Wi ∩H ′). De plus, 
haque piè
e de type 2 de l'intérieur de c est régulière

(les deux piè
es de types 1 voisines dans c sont dans le bord d'une portion). Alors c donne

un 
hemin de piè
es de W0 et les piè
es de types 2 sont aussi régulières dans 
e 
hemin.

On note P1, . . . , Pm l'ensemble de 
es piè
es. D'après le lemme 4.4.17, la restri
tion de f à

P1∪ . . .∪Pm est une isométrie sur son image. En parti
ulier, f(sji ) est le plus 
ourt 
hemin

entre f(Kj−1
i ) et f(Kj

i ) dans H. En parti
ulier l'angle entre f(sji ) et f(K
j−1
i ) est minoré

par θ2. Comme f(tji ) est un segment de Kj
i alors l'angle entre f(sji ) et f(t

j−1
i ) est minoré

par θ2. Finalement, l'angle entre sji et t
j
i aussi.

Lemme 4.4.31. L'angle entre sji et M
j
i (resp. M j+1

i ) est minoré par une 
onstante θ2.

Démonstration. Montrons que l'angle entre sji et M
j
i est ≥ θ2. On note z le point d'origine

de sji dans Kj
i . Soit τ un segment géodésique de M j

i d'origine z. Quitte à prendre un

sous-segment de τ on peut supposer l'intérieur de τ in
lus dans une piè
e de type 1 Pτ

de Wi. On note P j
i la piè
e de W0 autour de Kj

i qui interse
te sji . Alors Pτ ∪ Kj
i ∪ P j

i

est une sous-variété totalement géodésique de X ′
. Et Pτ ∪Kj

i est une sous-variété à bord

totalement géodésique Kj
i . Alors l'angle entre τ et sji est minoré par l'angle entre sji et K

j
i .

Dans la preuve du lemme pré
édent on a vu que l'angle entre sji et K
j
i est minoré par θ2.

On 
on
lut que l'angle entre sji et M
j
i est minoré par θ2.

Démonstration de la proposition 4.4.23. D'après les lemmes 4.4.27, 4.4.29, 4.4.30 et 4.4.31

la géodésique par mor
eaux γ satisfait les hypothèses de la proposition 4.4.5 ave
 θ =

min{θ1, θ2}. On en déduit qu'il existe deux 
onstantes κH′
et ℓH′

telles que long(γ) ≤
ℓH′ |x, y|+κH′

. Comme γ est in
luse dans H ′
et d'extrémités x et y on obtient dH′(x, y) ≤

ℓH′ |x, y|+ κH′
.

4.4.4 Hsu-Wise

Le théorème 4.1.7 doit pouvoir être démontré en utilisant un résultat de Hsu et Wise,

voir [HW15℄, sur la 
ubulation d'amalgames malnormaux ; 
'est 
e que nous allons voir

dans 
ette partie. On se pla
e dans les hypothèses du théorème 4.1.7, donnons une autre
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idée de la preuve que le groupe fondamental de la variété V ′
est 
ubique en utilisant le

théorème suivant :

Théorème 4.4.32. (Hsu-Wise) Soit G = A ∗C B (ou G = A∗C ) un groupe hyperbolique,

supposons que A et B agissent proprement et 
o
ompa
tement sur un 
omplexe 
ubique

CAT(0) et que C soit hyperbolique, quasi-
onvexe et malnormal dans G alors G agit

proprement et 
o
ompa
tement sur un 
omplexe 
ubique CAT(0).

On 
onsidère V = {V1, . . . , Vℓ} la famille des 
omposantes 
onnexes de V rW . On note

V les fermetures métriques des éléments de V dans V . La variété V peut être re
onstruite

à partir de re
ollement su

essifs d'éléments de V le long de 
ertains sous-espa
es de W .

Du 
�té du groupe fondamental π1(V ) 
ette 
onstru
tion donne une des
ription de π1(V )

en produits amalgamés et HNN-extensions des groupes π1(V1), . . . , π1(Vℓ) au-dessus des

groupes fondamentaux de 
es sous-espa
es de W .

Par ailleurs, on note V ′ la famille des 
omposantes 
onnexes de V ′ r W
′
, ave
 W

′

la préimage de W dans V ′
. Comme le lieu de rami�
ation L est 
ontenu dans W alors

tout élément de V et de V ′ est disjoint de L. En parti
ulier 
haque élément de V ′ est le
revêtement d'un élément de V. De même si on appelle V ′ les fermetures métriques des

éléments de V ′ dans V ′
alors 
haque élément de V ′ est le revêtement d'un élément de V.

Comme dans le paragraphe pré
édent le groupe fondamental π1(V
′) est obtenu 
omme

une su

ession de produits amalgamés et de HNN-extensions de groupes isomorphes à un

sous-groupe d'indi
e �ni de l'un des π1(Vi) au-dessus de sous-espa
es de W
′
= p−1(W ).

On aimerai appliquer le théorème 4.4.32 à 
ha
un de 
es re
ollements pour montrer

que le groupe fondamental π1(V
′) est 
ubique. La 
onstru
tion d'une métrique à 
ourbure

CAT(−1) sur le revêtement universelX ′
de V ′

assure que le groupe π1(V
′) est hyperbolique.

On a supposé π1(V ) 
ubulé par une famille de murs dans Hn
, on en déduit alors que 
haque

groupe π1(Vi) est 
ubique. Tous sous-groupe d'indi
e �ni de π1(Vi) est don
 
ubique. Les

sous-espa
es de re
ollement pour 
onstruire V ′
sont des sous-espa
es de W

′
et un relevé de


e sous-espa
e dans X ′
est une union 
onnexe de piè
es d'un mur rami�é. Des arguments

similaires au lemme 4.3.2 devraient permettre de montrer que les groupes fondamentaux

de 
es sous-espa
es sont quasi-
onvexes. Il resterai alors à montrer que 
es groupes sont

malnormaux. Cela devrai dé
ouler simplement du fait que la sous-variétés W est plongée

et don
 que ses élévations sont disjointes.



Chapitre 5

Exemples et généralisations

Dans 
e 
hapitre nous dé
rivons quelques exemples auxquels le théorème 4.1.7 s'ap-

plique. Nous 
ommençons par rappeler la 
onstru
tion des variétés arithmétiques �de type

simple�. Une variété arithmétique de type simple V possède beau
oup de sous-variétés im-

mergés de 
odimension 1, 
ompa
tes et totalement géodésiques. La famille H des relevés

d'un nombre �ni de telles sous-variétés forme une famille π1(V )-
o�nie d'hyperplans de

Hn
. En fait, V possède su�samment de sous-variétés de 
odimension 1 totalement géodé-

siques pour les 
hoisir de telle sorte que la famille H 
ubule π1(V ), voir [BHW11℄. Si on


hoisit 
omme lieu de rami�
ation l'interse
tion de deux telles sous-variétés, alors le lieu

de rami�
ation est naturellement in
lus dans une sous-variété de 
odimension 1 totalement

géodésique. La variété V satisfait alors les hypothèses du théorème 4.1.7. N'importe quel

revêtement �ni 
y
lique au-dessus de V au-dessus de L a un groupe fondamental 
ubique.

En parti
ulier, 
'est le 
as des variétés de Gromov-Thurston.

Dans la se
onde partie de 
e 
hapitre nous mentionnons quelques généralisations et

questions qui se posent naturellement suite au théorème 4.1.7.

5.1 Exemples d'appli
ations

5.1.1 Variétés arithmétiques de type simple

Plut�t que de développer la théorie générale, on dé
rit une famille d'exemples repré-

sentatifs.

Pour 
onstruire une variété hyperbolique de dimension n il su�t de 
onstruire un sous-

groupe dis
ret, 
o
ompa
t et sans torsion dans SO(n, 1). Soit d un entier sans fa
teur


arré, et soit q = x21 + x22 + . . . + x2n −
√
dx2n+1. On note q la forme quadratique q =

x21 + x22 + . . . + x2n +
√
dx2n+1. Nous allons en fait 
onstruire un sous-groupe Γ dis
ret

et 
o
ompa
t dans le produit SO(q) × SO(q). Comme SO(q) est isomorphe au groupe


ompa
t SO(n+ 1), la proje
tion de Γ sur SO(q) est un sous-groupe dis
ret et 
o
ompa
t

dans SO(q) ∼= SO(n, 1).
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Construisons don
 le groupe Γ. Soit G le groupe algébrique sur Q(
√
d) dé�ni par

G =

{(
A+
√
dB 0

0 A−
√
dB

)
: A+

√
dB ∈ SO(q) et A−

√
dB ∈ SO(q)

}
,

et G0 le groupe algébrique sur Q dé�nit par

G0 =

{(
A dB

B A

)
, A+

√
dB ∈ SO(q) et A−

√
dB ∈ SO(q)

}
.

Les groupes G et G0 sont 
onjugués dans GL2n+2(C) par la matri
e

P =

(
In+1

√
dIn+1

In+1 −
√
dIn+1

)
.

On pose Γ0 = G0∩GL2n+2(Z) et on note Γ son 
onjugué P−1Γ0P . C'est un sous-groupe

de G et, 
omme Γ0 est dis
ret dans G0, il est dis
ret dans G. I
i, 
omme par la suite, on

identi�e abusivement G0 au groupe de ses points réels.

Proposition 5.1.1. Le groupe Γ est 
o
ompa
t dans G.

Démonstration. Il su�t de démontrer que Γ0 est 
o
ompa
t dans G0. Par dé�nition de Γ0

le quotient G0/ Γ0 est in
lus dans GL2n+2(R)/ GL2n+2(Z) que l'on munit de la topologie

quotient. L'espa
e GL2n+2(R)/ GL2n+2(Z) s'identi�e à l'espa
e des réseaux R dans R2n+2
.

On utilise le 
ritère de Mahler pour montrer que le sous-espa
e G0/ Γ0
∼= G0 · [Z2n+2] ⊂ R

est 
ompa
t.

Théorème 5.1.2. (Mahler) Un sous-ensemble X de l'espa
e des réseaux R est relative-

ment 
ompa
t si et seulement si le volume de tout réseau de X est borné et si il existe un

voisinage U de 0 dans R2n+2
tel que pour tout réseau Λ de X l'interse
tion entre U ∩ Λ

est réduite à 0.

Lemme 5.1.3. Le quotient G0/ Γ0 est relativement 
ompa
t.

Démonstration. On 
ommen
e par remarquer que tout réseau dans l'orbite G0 · [Z2n+2] est

de volume 1. Il reste don
 à montrer qu'il existe un ouvert U de R2n+2
tel que pour tout

élément g ∈ G0 on ait gZ2n+2 ∩ U = {0}. Considérons l'appli
ation

F : Rn+1 × Rn+1 → R; (a, b) 7→ q(a+
√
db)q(a−

√
db).

C'est une appli
ation G0 invariante : en e�et q est G-invariante et P envoie (a, b) sur

(a+
√
db, a−

√
db).

Posons

U = {(a, b), |F (a, b)| < 1}.
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L'appli
ation F étant G0-invariante, l'ouvert U ⊂ R2n+2
est G0-invariant. Il su�t alors de

montrer que U ∩ Z2n+2 = {0} pour montrer que G0Z
2n+2 ∩ U = {0}.

Soit (a, b) ∈ Zn+1 × Zn+1
, par dé�nition de la matri
e P et des formes quadratiques

q et q, F (a, b) appartient à Z[
√
d]. F (a, b) est en outre �xé par l'involution de Galois

σ : x +
√
dy 7→ x −

√
dy asso
iée à l'extension quadratique Q(

√
d)/Q. On en déduit que

F (a, b) appartient à Z.

Si on suppose que (a, b) ∈ U ∩ Z2n+2
alors |F (a, b)| < 1 et F (a, b) ∈ Z, et don


F (a, b) = 0. Il s'ensuit que

q(a−
√
db)) = σ(q(a+

√
db)) = 0.

La forme quadratique q étant dé�nie positive on a don
 a −
√
db = 0 et a = b = 0. On

a don
 trouvé un voisinage ouvert U de 0 dans R2n+2
tel que si (a, b) ∈ U ∩ Z2n+2

alors

(a, b) = 0.

Lemme 5.1.4. Le groupe G0/ Γ0 est fermé dans GL2n+2(R)/ GL2n+2(Z).

Démonstration. On veut montrer que G0/ Γ0 est fermé dans R. Considèrons don
 une

suite (Λm)m∈N de réseaux dans l'orbite G0 · [Z2n+2] qui 
onverge vers un réseau Λ dans R.
Comme Λm tend vers Λ dans R, il existe des bases (em1 , . . . , em2n+2) de Λm et (e1, . . . , e2n+2)

de Λ telles que 
haque emj tendent vers ej lorsque m tend vers l'in�ni. Montrons qu'il existe

un entier m0 et un élément g ∈ G0 tels que (gem0
1 , . . . , gem0

2n+2) = (e1, . . . , e2n+2), on en

déduira que Λ appartient à l'orbite G0 · [Z2n+2].

La fon
tion F de la démonstration pré
édente prend des valeurs entières sur l'orbite

G0 ·[Z2n+2]. Pour m assez grand on a don
 F (emi ) = F (ei). En dé
omposant 
haque ve
teur

v ∈ Z2n+2
en (v1, v2) ∈ Zn+1 × Zn+1

, on a alors :

q((emi )1) = q((ei)1) ou bien q((emi )1) = q((ei)2).

Comme emi 
onverge vers ei, on en déduit que, pour m assez grand on a q((emi )1) =

q((ei)1) et q((e
m
i )2) = q((ei)2). De même, on peut véri�er que pour m assez grand on a :

q((emi + emk )1) = q((ei + ek)1) et q((e
m
i + emk )2) = q((ei + ek)2). On en déduit qu'il existe

un élément g ∈ G tel que (gem1 , . . . , gem2n+2) = (e1, . . . , e2n+2) et don
 Λ ∈ G0 · [Z2n+2].

En�n, on utilise le résultat suivant pour éliminer la torsion de Γ.

Théorème 5.1.5. (Selberg) Tout sous-groupe de type �ni d'un groupe linéaire sur un


orps de 
ara
téristique nulle possède un sous-groupe d'indi
e �ni sans-torsion.

À partir de maintenant Γ désigne le sous-groupe de SO(n, 1) isomorphe au groupe Γ

obtenu pré
édemment par proje
tion G→ SO(q)× SO(q) sur le premier fa
teur. On note

q la forme quadratique q = x21 + . . .+ x2n − x2n+1. On déduit du théorème de Selberg qu'il
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existe un sous-groupe d'indi
e �ni Γ′ < Γ sans torsion. On 
onsidère alors V la variété

hyperbolique obtenue 
omme quotient de Hn
par Γ′

.

Une telle variété possède beau
oup de sous-variétés immergées totalement géodésiques

de 
odimension 1. Par exemple, on 
onsidère H l'hyperplan donné par {x1 = 0}. Montrons

que Γ ∩ StabSO(n,1)(H) est 
o
ompa
t dans StabSO(n,1)(H), ainsi le quotient de H par

Γ ∩ StabSO(n,1)(H) sera une variété 
ompa
te, qui s'immerge dans V .

Le groupe StabSO(n,1)(H) est le sous-groupe de SO(q) donné par SO(1)×SO(q|<e2,...,en+1>).

Comme Γ = SO(q)∩GLn+1(Z[
√
d]) alors Γ∩StabSO(n,1)(H) = SO(1)×SO(q|<e2,...,en+1>)∩

GLn(Z[
√
d]). On se retrouve alors dans la situation de la preuve que Γ est 
o
ompa
t

dans G, ave
 ΓH = SO(q|<e2,...,en+1>) ∩ GLn(Z[
√
d]) et GH = SO(q|<e2,...,en+1>). Alors

Γ ∩ StabSO(n,1)(H) est bien 
o
ompa
t dans StabSO(n,1)(H).

En fait, on peut 
onstruire beau
oup d'autres hyperplans à stabilisateur 
o
ompa
t

dans SO(n, 1). La 
onstru
tion 
i-dessus fournit un 
ertain nombre d'exemples de variétés

arithmétiques de type simple. La 
onstru
tion générale est similaire.

L'interse
tion de deux tels hyperplans donne un lieu singulier in
lus dans un hyperplan.

Si on note L l'image de 
ette interse
tion dans V alors d'après le théorème 4.1.7 n'importe

quel revêtement rami�é �ni de V au-dessus de L a un groupe fondamental 
ubique. En

parti
ulier 
'est un moyen de redémontrer que les variétés de Gromov-Thurston ont un

groupe fondamental 
ubique.

5.1.2 Autres exemples

Variétés de Gromov-Piatetski-Shapiro

Dans 
ette partie nous allons voir un autre exemple de 
lasse de variétés sur lesquelles

on peut appliquer le théorème 4.1.7, les variétés de Gromov-Piatetski-Shapiro.

Dans les années 90 Gromov et Piatetsky-Shapiro proposent une 
onstru
tion en toute

dimension de variétés hyperboliques de groupe fondamental non-arithmétique (voir [GPS87℄).

Un théorème de Margulis a�rme que tout réseaux d'un groupe de Lie simple de rang stri
te-

ment supérieur à 1 est arithmétique. Après plusieurs exemples de 
onstru
tion de groupes

non-arithmétiques dans SO(n, 1) ave
 n ≤ 10, Gromov et Piateski-Shapiro o�rent une


onstru
tion de réseaux de SO(n, 1) en toute dimension à partir de variétés arithmétiques.

Esquissons 
ette 
onstru
tion. Soient V1 et V2 deux variétés arithmétiques de type

simple et 
ompa
tes ; on peut par exemple prendre deux variétés dé
rites dans la se
tion

5.1.1. On les 
hoisit de sorte que dans 
ha
une de 
es variétés, il existe une sous-variété à

bord V +
i ⊂ Vi telles que ∂V +

1 et ∂V +
2 soient isométriques et tel que 
haque bord ∂V +

i se

relève dans Hn
en un hyperplan. On peut alors 
onstruire une nouvelle variété 
ompa
te V

en re
ollant les sous-variétés V +
1 et V +

2 le long de leurs bords. Pour un exemple expli
ite

voir [Mar91℄.

Comme la variété V1 est arithmétique de type simple, il existe de nombreuses sous-
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variétés quotient d'hyperplans de Hn
, immergées dans V1, et plongées à revêtement �ni

près. Si on note W0 = ∂V +
1 et qu'on 
onsidère une sous-variété M plongée de V1 qui

interse
te transversalement W0 alors l'interse
tion L = W0 ∩M est une sous-variété de


odimension 2 plongée dans V +
1 don
 plongée dans la variété de Gromov-Piateski-Shapiro

V = V +
1 ∪ V +

2 .

On ne peut pas appliquer tel quel les résultats du 
hapitre 4 
ar on ne sait pas 
onstruire

a priori une famille de sous-variété totalement géodésiques dans V mais on doit pouvoir


ubuler V ave
 une famille de murs quasi-
onvexes. On pourrai alors appliquer une des

généralisation du théorème 4.1.7 que nous évoquons dans la partie genquasi
onv.

5.2 Généralisations et questions

5.2.1 Une 
onséquen
e dire
te de la preuve du théorème 4.1.7

Dans la preuve du théorème 4.1.7 on a 
onsidéré un revêtement rami�é V ′ → V ave
 V

une variété hyperbolique 
ompa
te. On a alors utilisé l'appli
ation V ′ → V pour 
onstruire

une appli
ation de revêtement rami�é �nie entre le revêtement universel X ′
de V ′

et Hn
,

f : X ′ → Hn
. En�n, on a utilisé des preimages ou des mor
eaux de préimages de murs de

Hn
par f pour 
onstruire des murs de X ′

qui 
ubulent π1(V
′).

On remarque que dans 
ette preuve la stru
ture de revêtement rami�é p : V ′ → V per-

met essentiellement de 
onstruire l'appli
ation de revêtement f . En fait la démonstration

du théorème 4.1.7 s'applique dire
tement à des groupes Γ et Γ′
qui opèrent isométrique-

ment, proprement et 
o
ompa
tement sur des espa
es X ′
et Hn

ave
 une appli
ation de

revêtement rami�é �nie f : X ′ → Hn
.

Théorème 5.2.1. Soit f : (X ′,K ′)→ (Hn,K) un revêtement rami�é de degré �ni. Soit Γ

et Γ′
deux groupes de type �ni qui agissent par isométries, proprement et 
o
ompa
tement,

respe
tivement sur Hn
et sur X ′

. De plus on suppose que pour tout γ′ ∈ Γ′
il existe un

élément γ ∈ Γ tels que f ◦ γ′ = γ ◦ f .
Supposons qu'il existe une famille H d'hyperplans de Hn Γ-
o�nie qui sépare linéaire-

ment Hn
, et tel que 
haque hyperplan de H soit transverse à K.

Supposons aussi qu'il existe une sous-variété totalement géodésique W de 
odimension 1

dans Hn
qui 
ontient K. En�n, on suppose qu'il existe une 
onstante uniforme qui minore

le rayon des voisinages de rami�
ation de f .

Alors le groupe Γ′
est 
ubique.

Il n'est pas di�
ile de prouver le théorème 5.2.1 en reprenant une à une les étapes de

la preuve du théorème 4.1.7.

Dans la suite de 
e 
hapitre nous proposons des pistes de généralisations autour des

théorèmes 4.1.7 ou 5.2.1.
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5.2.2 Orbi-variétés

Exemple d'appli
ation du théorème 5.2.1

La stru
ture d'orbi-variété permet de donner de nombreux exemples d'appli
ations

pour le théorème 4.1.7. Soit V une variété hyperbolique 
ompa
te, et soit L une sous-

variété totalement géodésique de 
odimension 2. On suppose que V satisfait les hypothèses

du théorème 4.1.7. Soit Vorb une orbi-variété ayant V 
omme variété sous-ja
ente, muni

d'une stru
ture de quotient lo
al par des groupes �nis sur les 
omposantes 
onnexes de

L. Montrons qu'alors le groupe fondamental orbifold de Vorb est 
ubique (voir théorème

5.2.3).

Dé�nition 5.2.2. Soit V une variété hyperbolique, soient L1, . . . , Lp des sous-variétés

fermés disjointes, totalement géodésiques et de 
odimension 2 de V . Soient n1, . . . , np des

entiers. On 
onstruit une orbi-variété Vorb asso
iée à 
es données. On dé
rit p+ 1 
artes :

U0 = V r (L1 ∪ . . . ∪ Lp) et Ui ≃ Zni
\Nǫ(Li), ave
 Nǫ(Li) un ǫ-voisinage de Li dans V

homéomorphe au produit Li × D ave
 D un disque eu
lidien. Le groupe Zni
agit sur 
e

produit 
omme l'identité sur le premier fa
teur et une rotation sur le disque.

Théorème 5.2.3. Soit V une variété hyperbolique 
ompa
te. Soit L une sous-variété de


odimension 2 dans V , fermée et totalement géodésique.

On suppose qu'il existe une famille H d'hyperplans de Hn
, uniformément lo
alement

�nie, π1(V )-
o�nie et linéairement séparante dans Hn
et transverse à K (préimage de L

dans Hn
).

On suppose qu'il existe W une sous-variété de 
odimension 1 de V , fermée et totalement

géodésique (pas né
essairement 
onnexe) qui 
ontient L.

Alors n'importe quelle orbifold Vorb (
omme dans la dé�nition 5.2.2) a un groupe fon-

damental orbifold 
ubique.

On justi�e brievement le théorème 5.2.3.

D'après la théorie d'Hae�iger tout orbi-espa
e muni d'une métrique à 
ourbure négative

est développable voir par exemple [LHG90℄. En parti
ulier on a le théorème suivant.

Théorème 5.2.4. (Hae�iger) Soit Vorb une orbi-variété 
omme dans la dé�nition 5.2.2

alors Vorb est développable, 
'est-à-dire qu'il existe une variété X
′
et un groupe Γ′

tels que

Vorb soit l'orbifold obtenu 
omme le quotient de X ′
par Γ′

.

Lemme 5.2.5. Soit V une variété hyperbolique fermée, soit L une sous-variété de 
odi-

mension 2 dans V , fermée de V .

Soit Vorb une orbi-variété donnée par l'a
tion d'un groupe �ni agissant 
y
liquement

sur 
haque 
omposante 
onnexe de L (voir dé�nition 5.2.2). Soit X ′
le développement de

Vorb donné par la théorie d'Hae�iger.
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Alors il existe une appli
ation de revêtement rami�é f : (X ′,K ′)→ (Hn,K), ave
 K et

K ′
les préimages respe
tives de L dans X ′

et dans Hn
. De plus l'appli
ation f est de degré

�ni et il existe une 
onstante uniforme qui minore le rayon des voisinages de rami�
ation

de f .

On utilise la remarque suivante pour montrer le lemme 5.2.5.

Remarque 5.2.6. Soient X et Y deux variétés topologiques. Soit Xorb et Yorb deux orbi-

folds d'espa
es sous-ja
ents X et Y ayant pour lieu singulier une sous-variété de 
odimen-

sion 2. Soit q : Xorb → Yorb un revêtement orbifold. Alors il existe un revêtement rami�é

q : X → Y .

Idées de démonstration du lemme 5.2.5. Construisons une orbi-variété d'espa
e sous-ja
ent

Hn
qui est un revêtement orbifold de Vorb. On note K la préimage de L dans Hn

. On asso
ie

à 
haque 
omposante 
onnexe K0 de K le nombre entier n0 asso
ié à p(K0). On 
onsidère

alors Xorb l'orbifold où on rempla
e une 
arte dans 
haque voisinage N(K0) au-dessus de

N(p(K0)) par le quotient de N(K0) par le groupe Zn0 . L'appli
ation de revêtement uni-

versel Hn → V induit un revêtement orbifold entre Xorb et Vorb. Par propriété universelle

il existe alors un revêtement orbifold entre le revêtement universel orbifold X ′
et Xorb. On

en déduit, d'après la remarque 5.2.6 qu'il existe bien un revêtement rami�é entre X ′
et

Hn
. Par 
onstru
tion les rayons de voisinages de rami�
ation sont minorés par le plus petit

rayon de 
artes autour des 
omposantes 
onnexes Li de L.

"Démonstration" du théorème 5.2.3. D'après le lemme 5.2.5 il existe une appli
ation de re-

vêtement rami�é entre le revêtement universel X ′
de Vorb et H

n
. Cette appli
ation satisfait

les hypothèses du théorème 5.2.1. De plus le groupe fondamental orbifold agit proprement

et 
o
ompa
tement sur X ′
. Il existe une appli
ation naturelle π1(Vorb) → π1(V ) qui tri-

vialise les G-la
ets de Vorb asso
iés à un Zni
. (Voir la 
onstru
tion du groupe fondamental

orbifold par exemple [LHG90℄ p208). On en déduit en appliquant le théorème 5.2.1 que le

groupe fondamental orbifold de Vorb est 
ubique.

Revêtements rami�és galoisiens et orbi-variétés

Dé�nition 5.2.7. On dit qu'un revêtement rami�é p : (V ′, L′)→ (V,L) est galoisien si le

revêtement p : V ′ r L′ → V r L est un revêtement galoisien.

Remarque 5.2.8. Dans un revêtement galoisien p : (V ′, L′) → (V,L) deux 
omposantes


onnexes L′
1 et L

′
2 de L

′
qui s'envoient sur une même 
omposante de L ont le même ordre

de rami�
ation.

Dé�nition 5.2.9. Soit p : (V ′, L′)→ (V,L) un revêtement rami�é galoisien de degré �ni.

Pour 
haque 
omposante 
onnexes Li de L on 
onsidère ni l'ordre de rami�
ation de p sur

n'importe quelle 
omposante 
onnexe L′
i de L

′
qui s'envoie sur L. D'après la remarque 5.2.8
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e nombre ne dépend pas du 
hoix de la 
omposante L′
i. On 
onstruit alors naturellement

une orbi-variété Vorb 
omme dans la dé�nition 5.2.2.

Le lemme suivant dé
oule de la dé�nition de revêtement orbifold.

Lemme 5.2.10. Soit p : (V ′, L′)→ (V,L) un revêtement rami�é galoisien de degré �ni, et

soit Vorb l'orbi-variété asso
iée à p. Alors il existe une appli
ation de revêtement orbifold

�ni q : V ′ → Vorb. En parti
ulier le groupe fondamental de V ′
est un sous-groupe du groupe

fondamental orbifold de Vorb.

On vient de voir qu'en partant d'un revêtement rami�é galoisien de degré �ni p : V ′ →
V on 
onstruit une orbi-variété Vorb qui admet pour espa
e sous-ja
ent la variété V (voir la

dé�nition 5.2.9). En parti
ulier, il existe une revêtement au sens orbifold entre V ′
et Vorb

(voir le lemme 5.2.10). Il est naturel de se demander si à partir d'un stru
ture orbifold Vorb

sur une variété 
ompa
te V il est possible de 
onstruire un revêtement rami�é galoisien

�ni V ′ → V . (développement �ni de Vorb.)

L'espa
e X ′
donné par la théorie de Hea�iger est un revêtement rami�é de V mais il

n'est pas de degré �ni. Si on suppose le lieu singulier 
ontenu dans une sous-variété W de


odimension 1, totalement géodésique, on peut en déduire du théorème 5.2.3 l'existen
e de


e revêtement rami�é �ni V ′ → V .

Corollaire 5.2.11. Soit V une variété hyperbolique 
ompa
te. Soit L une sous-variété

de 
odimension 2 dans V , fermée et totalement géodésique. Soit p : (V ′, L′) → (V,L) un

revêtement rami�é de degré �ni.

On suppose qu'il existe une famille H d'hyperplans de Hn
, uniformément lo
alement

�nie, π1(V )-
o�nie et linéairement séparante dans Hn
et transverse à K (préimage de L

dans Hn
).

On suppose qu'il existe W une sous-variété de 
odimension 1 plongée dans V , fermée

et totalement géodésique (pas né
essairement 
onnexe) qui 
ontient L.

Alors pour n'importe quelle orbifold Vorb donné par l'a
tion d'un groupe �ni agissant


y
liquement sur 
haque 
omposante 
onnexe de L il existe une variété V ′

ompa
te et une

appli
ation de revêtement orbifold �ni p : V ′ → Vorb.

Démonstration. D'après le théorème 5.2.3, le groupe fondamental orbifold π1(Vorb) est


ubique. En parti
ulier, 
omme le revêtement universel orbifold de Vorb est hyperbolique

alors d'après le théorème d'Agol-Wise π1(Vorb) est virtuellement spé
ial. On déduit de

[HW08℄ que π1(Vorb) est résiduellement �ni. On 
hoisit alors un sous-groupe G d'indi
e �ni

dans π1(Vorb) sans torsion. La variété V ′ = X ′/G est alors un revêtement �ni de V .

5.2.3 Dis
ussion autour de généralisation du théorème 4.1.7

W union de sous-variétés totalement géodésiques

On étudie la généralisation suivante :
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Théorème 5.2.12. Soit V une variété hyperbolique 
ompa
te. Soit L une sous-variété

de 
odimension 2 dans V , fermée et totalement géodésique. Soit p : (V ′, L′) → (V,L) un

revêtement rami�é galoisien de degré �ni.

On suppose qu'il existe une famille H d'hyperplans de Hn
, uniformément lo
alement

�nie, π1(V )-
o�nie et linéairement séparante dans Hn
et transverse à K (préimage de L

dans Hn
).

On suppose qu'il existe W 1, . . . ,W p une famille de sous-variété de 
odimension 1 plon-

gée dans V , fermée et totalement géodésique (pas né
essairement 
onnexe) qui 
ontient

L.

Alors le groupe fondamental π1(V
′) est 
ubique.

Nous allons esquisser une idée de preuve du théorème 5.2.12. Considérons dans un

premier temps une variante du théorème 4.1.7 ave
 V une variété muni d'une métrique

lo
alement CAT(−1). En e�et, il existe dans des espa
es hyperboliques des lemmes

similaires aux lemmes A.0.15 et A.0.16.

L'idée de preuve du théorème 5.2.12 en supposant une généralisation de 4.1.7 sur X (à

la pla
e de Hn
) muni d'une métrique CAT(−1) est la suivante. On pose V 0 = V et on va


onstruire une suite �nie de revêtements rami�és V p → V p−1 → . . .→ V 0
telle que 
haque

revêtement V i → V i−1
satisfait les hypothèses du théorème 4.1.7. De plus on montre que

les appli
ations naturelles (données par la stru
ture de produit �bré) V ′ ×
V
V p → V ′

et

V ′×
V
V p → V p

sont des revêtements. On en déduira que le groupe π1(V
′×
V
V p) est un sous-

groupe d'indi
e �ni de π1(V
′) et de π1(Vp). En utilisant plusieurs fois le théorème 4.1.7 on

obtiendra que π1(V
1), puis π1(V

2)... puis π1(V
p) sont 
ubiques. Finalement π1(V

′) sera

aussi 
ubique.

Reste à expliquer 
omment 
onstruire la suite de revêtements rami�és fi : V
i → V i−1

.

On note Li = L ∩ W i pour i = 1, . . . , p. Ainsi L =
⋃p

i=1 Li. Pour 
haque 
omposante


onnexe ℓ de L on note n(ℓ) l'ordre de rami�
ation autour d'une 
omposante 
onnexe de

L′
qui s'envoie sur ℓ. (Ce nombre ne dépend pas du 
hoix de la 
omposante 
onnexe 
ar f

est galoisien.)

On dé
rit la 
onstru
tion de V j+1
par ré
urren
e en supposant les espa
es V 0 . . . V j

et

les appli
ations f1 . . . fj 
onstruits. On note Lj
i la préimage de Li dans V

j
par l'appli
ation

f1 ◦ . . . ◦ fj . Soit V j
orb l'orbi-variété d'espa
e sous-ja
ent V j

suivante. Autour de 
haque


omposante 
onnexe ℓ0 de L
j
j+1 on prend pour 
arte le quotient d'un voisinage de ℓ0 dans

V j
par le groupe ZN ave
 N = n(f1 ◦ . . . ◦ fj(ℓ0)). D'après le lemme 5.2.11 il existe un

revêtement orbifold �ni V j+1 → V j
orb. Puis d'après le lemme 5.2.6 il existe une appli
ation

de revêtement rami�é �nie fj : V
j+1 → V j

.

En�n on utilise la des
ription du produit �bré du 
hapitre 2 pour 
onstruire le produit

�bré Y = V p ×
V
V ′
. Grâ
e à une étude lo
ale on peut véri�er que :
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Lemme 5.2.13. Les appli
ations Y → V ′
et Y → V p

sont des revêtements.

Si on montre la généralisation 
i-dessus on obtiendra le 
orollaire suivant :

Corollaire 5.2.14. Soit V une variété hyperbolique 
ompa
te. Soit L une sous-variété

de 
odimension 2 dans V , fermée et totalement géodésique. Soit p : (V ′, L′) → (V,L) un

revêtement rami�é de degré �ni.

On suppose qu'il existe une famille H d'hyperplans de Hn
, uniformément lo
alement

�nie, π1(V )-
o�nie et linéairement séparante dans Hn
et transverse à K (préimage de L

dans Hn
).

On suppose qu'il existe une sous-variété W de 
odimension 1 immergée dans V , fermée

et totalement géodésique (pas né
essairement 
onnexe) qui 
ontient L.

Alors le groupe fondamental π1(V
′) est 
ubique.

En e�et, 
omme π1(V ) est 
ubique et hyperbolique alors il est spé
ial par le théorème

d'Agol-Wise. En parti
ulier, par les travaux de Haglund tous sous groupe quasi-
onvexe de

π1(V
′) est séparable. Il existe un revêtement galoisien �ni V̂ de V dans lequel la préimage

Ŵ de W est une union de sous-variétés plongées de V̂ . On 
onsidère V̂ ′
le produit �bré

de V ′ → V et de V̂ → V . C'est un revêtement rami�é �ni galoisien de V̂ . On peut alors

utiliser le théorème 5.2.12 sur le revêtement rami�é �ni galoisien V̂ ′ → V̂ .

5.2.4 Quasi-
onvexité

On peut se poser la question à quel point les hypothèses du théorème 4.1.7 s'étendent à

la quasi-
onvexité des objets utilisés. Ses appli
ations seraient alors renfor
ées. Citons par

exemple le 
as des variétés hyperboliques de dimension 3. Les travaux de Khan et Markovi


([KM09℄) montrent qu'il existe de nombreuses surfa
es immergés dans n'importe quelle 3

variété hyperbolique fermée. Combiner 
es résultats ave
 
eux de Agol et de Wise permet

d'obtenir un grand nombre de surfa
es virtuellement plongées dans n'importe quelle 3

variété hyperbolique fermée. On se propose alors les ré�exions suivantes.

On pourrait prendre une familleH de variétés quasi-
onvexes qui 
ubule π1(V ). Comme

nous l'avons déjà remarqué,on peut é
rire une version des lemmes de l'annexe ave
 un

segment minimal entre un point et une variété quasi-
onvexe dans un espa
e hyperbolique.

On pourrait de plus envisager une version du théorème 4.1.7 où la sous-variété W est

quasi-
onvexe. Pour 
haque 
omposantes 
onnexe de W ′
dans X ′

on peut 
onstruire de la

même façon un graphe d'espa
e. Pour 
onstruire les murs de W ′
on a utilisé le fait que 
es

graphes sont des arbres. Et pour montrer que 
es graphes sont des arbres on a utilisé la


onvexité des 
omposantes 
onnexes de W ′
. Dans 
e 
as 
i, les 
omposantes 
onnexes de

W ′
ne sont pas 
onvexes, 
ependant une question fondamental pour 
ette généralisation
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est de savoir si les graphes asso
iés sont tout de même des arbres. Si 
'est le 
as on doit

pouvoir utiliser une preuve similaire à 
elle de la se
tion 4.1.7. On 
onstruit γ de la même

façon mais on demande au sji entre K
j
i ( σi(bi) si j = 0) et Kj+1

i (σi+1(ai+1) si j = qi) soit

le segment le plus 
ourt dans Wi.

Si jamais la version du théorème 4.1.7 ave
 W ′
est vrai il est naturel de se demander si

on peut obtenir un résultat similaire ave
 le singulier K quasi-
onvexe au lieu de 
onvexe.

On a utilisé la 
onvexité du lieu singulier pour montrer que la métrique dé�nie au 
hapitre

2 est CAT(−1). La géométrie du revêtement rami�é parait plus 
ompliquée à 
erner, et il

semble plus di�
ile d'appliquer la preuve pré
édente.
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Annexe A

Annexe : lemmes te
hniques

Soit H un famille d'hyperplans uniformément lo
alement �nie dans Hn
. Dans 
ette

partie on prouve deux lemmes te
hniques qui servent dans la démonstration du théorème

4.1.7. Les arguments utilisés dans 
es deux lemmes sont vraiment similaires.

Lemme A.0.15. Soient U une sous-variété totalement géodésique de Hn
, p un point de

U et [p, q] un segment géodésique de Hn
transverse à U . On note θ l'angle entre U et [p, q].

Pour toute 
onstante θ0 ∈]0, π] il existe une 
onstante A(θ0) telle que si θ ≥ θ0 alors au

plus A(θ0) hyperplans de H interse
tent U et [p, q].

Démonstration. On 
onsidère T0 un triangle de H2 ∪ ∂H2
qui possède deux angles idéaux

et un angle égale à θ0 en p0. On note ℓ0 la distan
e entre p0 et le 
�té opposé à p0 dans T0.

De même on note T un triangle de H2 ∪ ∂H2
qui possède deux angles idéaux et un angle

égale à θ en p. On note ℓ la distan
e entre p et le 
�té opposé à p dans T . Si θ0 ≤ θ alors

on a l'inégalité ℓ ≤ ℓ0. N'importe quel triangle T ′
ave
 un angle égal à θ en un sommet

p′ est in
lus dans un triangle isométrique à T . La distan
e entre le sommet p′ et le 
�té

opposé est alors inférieure à ℓ don
 inférieure à ℓ0.

p0

θ0

T0

T ′ ℓ0

b

Figure A.1 �
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Supposons qu'un hyperplan H de H interse
te U et [p, q]. On 
hoisit x ∈ U ∩ H et

y ∈ [p, q]∩H. Comme [q, y] est in
lus dans U alors l'angle entre [q, x] et [q, p] est supérieur

à l'angle entre U et [q, p]. Comme de plus l'angle entre U et [p, q] est minoré par θ0 alors

l'angle entre [x, q] et [q, p] est minoré par θ0. D'après le paragraphe pré
édent la distan
e

entre q et le segment [x, y] est majorée par ℓ0. Le segment géodésique [x, y] appartient au

sous-espa
e 
onvexe H, alors la distan
e entre q et H est majorée par ℓ0.

La famille H est uniformément lo
alement �nie. Alors il existe une 
onstante A(θ0)

telle que au plus A(θ0) hyperplans de H interse
tent n'importe quel boule de rayon ℓ0.

Finalement, il existe au plus A(θ0) hyperplans de le familleH qui interse
tent U et [p, q].

Lemme A.0.16. Soient U et V deux sous-variétés totalement géodésiques et disjointes

dans Hn
. Soit r la distan
e entre 
es deux sous-variétés. Alors pour toute 
onstante r0 >

0 il existe une 
onstante positive B(r0) telle qu'il existe au plus B(r0) murs de H qui

interse
tent U et V pourvu que r ≥ r0.

Démonstration. On 
onsidère Q0 = {p0, q0, s0, t0} un quadrilatère 
oplanaire de Hn ∪ ∂Hn

ave
 deux sommets idéaux s0 et t0, deux sommets p0 et q0 ave
 un angle

π
2 et tel que la

distan
e entre p0 et q0 soit r0. On note ℓ0 la distan
e entre p0 et la géodésique (s0, t0).

Soit Q = {p, q, s, t} un quadrilatère de Hn ∪ ∂Hn
ave
 deux sommets idéaux s et t et

deux sommets p et q ave
 des angles

π
2 . On note r la distan
e entre p et q. On note ℓ

la distan
e entre p et le segment géodésique [s, t]. Si r ≥ r0 alors ℓ ≤ ℓ0. N'importe quel

quadrilatère Q′ = {p′, q′, s′, t′} ave
 deux angles droits adja
ents en des sommets p′ et q′

et ave
 la distan
e entre p′ et q′ égale à r est in
lus dans un quadrilatère isométrique à Q.

La distan
e entre le sommet p′ et le 
�té [s′, t′] est alors inférieure à ℓ don
 inférieure à ℓ0.

Q0

p0 q0

s0

t0

ℓ0Q

r0p q

t

s

b b

b

b

b b

b

b

Figure A.2 �

Soit H un hyperplan de H qui interse
te U et V . On 
hoisit deux points x ∈ U ∩H et

y ∈ V ∩H. Soient [p, q] le plus 
ourt segment géodésique entre U et V . L'angle entre [p, q]

et [p, x] est de π
2 , et de même, l'angle entre [p, q] et [q, y] est de π

2 . Si les segments [p, q],
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[p, x] et [q, y] sont 
oplanaires alors d'après le paragraphe pré
édent la distan
e entre p et

le segment géodésique [x, y] est majorée par ℓ0. Dans le 
as non 
oplanaire 
ette distan
e

est en
ore plus petite. On obtient que la distan
e entre p et H est majorée par ℓ0.

Comme la famille H est uniformément lo
alement �nie alors il existe une 
onstante

B(r0) telle que au plus B(r0) hyperplans de H interse
tent une boule de rayon ℓ0. On en

déduit qu'il existe au plus B(r0) murs de H qui interse
tent U et V .
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