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Résumé

L’objet de cette thése est ’étude de revétements ramifies V! — V de variétés hy-
perboliques compactes V' cubiques, c’est-a-dire dont le groupe fondamental 71 (V') opére
proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0). Notre premiére approche
consiste a construire un complexe cubique localement CAT(0) comme revétement ramifié
du complexe obtenu par cubulation de V. La difficulté est alors de vérifier que ce complexe
a le méme groupe fondamental que V’. On réalise ce programme dans le cas ou V' est une
« variété de Gromov-Thurston ». Notre seconde approche concerne plus généralement le
cas ou le lieu de ramification du revétement V' — V est contenu dans une sous-variété
convexe de codimension 1. La préimage de cette variété dans V'’ puis dans le revétement
universel X’ de V' fournit un systéme naturel de « murs ». La difficulté consiste alors a
montrer que ces murs séparent linéairement X’ afin d’utiliser les théorémes classiques de

cubulation.

Mots-clés

complexes cubiques CAT(0), revétements ramifiés, variété de Gromov-Thurston.



Title

Abstract

The goal of this thesis is to study of branched covers V' — V of closed hyperbolic
manifolds that can be cubulated, i.e. Whose fundamental group =1 (V') acts properly and
cocompactly on a CAT(0) cube complex. We give sufficient conditions for 71(V’) to be
cubic as well. We tackle this question in two different ways. In a first approach we build
a negatively curved cubical complex as a ramified cover of a cubical complex obtained by
cubulating V. Then the main issue is to check that the fundamental group of this complexe
is isomorphic to the fundamental group of V’. We manage to do so when V’ is so called
« Gromov-Thurston manifold ». Our second approach deals with the more general case
where the branched locus of V/ — V is contained in a codimension 1 convex submanifold.
The preimage of this submanifold on V’ and on the universal cover X’ of V' provides
a natural system of « walls ». Then the main issue is to show that these walls linearly

separate X’. This enables us to use classical cubulation theorems.

Keywords

CAT(0) cube complexe, ramified covering, Gromov-Thurston manifold.
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Introduction

Une idée fondamentale en théorie géométrique des groupes est de lier des propriétés
algébriques de groupes & des propriétés géométriques ou combinatoires d'un espace sur
lequel ce groupe opére par isométries géométriquement, c’est-a-dire proprement et cocom-
pactement. Un premier exemple de modéle géométrique est fourni par le graphe de Cayley
Cay(G, S) associé a un systéme fini S de générateurs. Rappelons que I’ensemble des som-
mets du graphe Cay(G, S) est précisément l’ensemble G lui-méme et que deux sommets
sont reliés par une aréte si et seulement §’ils différent 1’'un de "autre par multiplication &
droite d’un élément de S. Muni de la métrique des mots pour laquelle chaque aréte est de
longueur 1, le graphe Cay(G, S) est un espace métrique géodésique sur lequel le groupe
G opére naturellement & gauche. Le groupe G est dit hyperbolique si le graphe Cay(G, S)
est un espace métrique hyperbolique au sens de Gromov. On peut montrer que cela ne
dépend pas du choix du systéme de générateurs S de sorte que « étre hyperbolique » est
bien une propriété géométrique intrinseque du groupe. Cette notion, devenue centrale en
théorie géométrique des groupes, englobe aussi bien les groupes fondamentaux de variétés

compactes a courbure strictement négative que les groupes libres.

Un autre développement majeur de la théorie géométrique des groupes est la théorie de
Bass-Serre (70). D’apres celle-ci, un groupe opére sans inversion d’aréte et sans point fixe
global sur un arbre si et seulement si il est obtenu comme une succession de HNN-extensions
et d’amalgames (non triviaux). Dans les années 90, Sageev propose une généralisation de
ce résultat dans laquelle les arbres sont remplacés par ce que ’on peut voir comme leurs
analogues en dimension supérieure, les complezes cubiques CAT(0). Du coté des groupes la
notion de produit amalgamé est naturellement remplacée par la propriété de contenir un
sous-groupe « de codimension 1 ». Et Sageev [Sag95] montre qu’un groupe posséde un sous-
groupe de codimension 1 si et seulement si il opére essentiellement sur un complexe cubique
CAT(0). De maniére peut-étre encore plus fondamentale, la démonstration de ce théoréme
fournit un procédé qui, partant de la donnée d’un groupe de type fini G et d’un sous-groupe
H (ou d’une collection finie de sous-groupes) de codimension 1, permet de construire un
complexe cubique X = X (G, H) sur lequel G opére naturellement. Plus tard Sageev [Sag97|
donne un critére permettant notamment de montrer que si le groupe G est hyperbolique

et H quasi-convexe dans G alors 'action de G sur X est cocompacte. La construction de
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Sageev, appelée aussi « cubulation », est reprise et généralisée par Nica [Nic04| et Chatterji-
Niblo [CNO05| dans le contexte des groupes opérant sur des espaces & murs. Il n’est pas vrai
en général que la construction de Sageev donne une action géométriqgue de G sur X, car
celle-ci n’a pas de raison d’étre propre. On dispose toutefois de critéres, dont les énoncés les
plus définitifs sont dus & Hruska-Wise [HW14], qui permettent de démontrer que l’action de
G sur le complexe cubique associé & une collection « suffisamment » grande de sous-groupes
de codimension 1 (ou murs) est propre. On dit d’un groupe opérant géométriquement sur
un complexe cubique CAT(0) qu’il est cubulé ou cubique. En développant la stratégie
initiée par Sageev, Wise et ses co-auteurs ont montré que la famille des groupes cubiques
est extrémement riche. Rappelons quelques faits marquants de ces développements dans

lesquels cette thése s’inscrit.

Dans un premier temps, les travaux de Haglund et de Wise ont fait émerger une classe
plus restreinte de groupes cubiques : les groupes opérant géométriquement et spécialement
sur un complexe cubique CAT(0). Cette notion est détaillée dans le chapitre 3, voir la dé-
finition 3.4.1. Rappelons juste pour I'instant que dans un cube [—1,1]™ un hyperplan est le
sous-espace de codimension 1 obtenu en fixant une des coordonnées égale a 0. Dans un com-
plexe cubique CAT(0) les hyperplans de cube s’étendent naturellement en des séparateurs
du complexe cubique. En particulier, ils ne reviennent pas s’intersecter. Essentiellement,
l'action d’un groupe G sur un complexe cubique CAT(0) X est dite spéciale si dans le
complexe cubique quotient G\ X les projetés des hyperplans de X sont plongés. On dira
alors que le groupe est spécial. Les groupes spéciaux jouissent de nombreuses propriétés :
on peut les réaliser comme sous-groupes de groupes de Coxeter & angles droits, ils sont
linéaires, ceux d’entre eux qui sont hyperboliques possédent de nombreux sous-groupes sé-
parables (tous les sous-groupes quasi-convexes), en particulier sont résiduellement finis, ils
sont aussi virtuellement large, biordonable. .. Exhiber une action géométrique spéciale sur
un complexe cubique CAT(0) devient dés lors une maniére géométrique de vérifier ces pro-
priétés. Dans ce contexte le théoréme d’Agol [AGM12] selon lequel tout groupe hyperbolique
cubique est virtuellement spécial, c’est-a-dire posséde un sous-groupe d’indice fini spécial,
est une petite révolution. Pour démontrer qu'un groupe hyperbolique est virtuellement,

par exemple linéaire, résiduellement fini ou encore biordonnable, il « suffit » de le cubuler!

Un théoréme profond de Kahn et Markovic [KMO09| implique que les groupes fonda-
mentaux de 3-variétés hyperboliques contiennent beaucoup de sous-groupes de codimension
1. Ainsi, combiné aux techniques de cubulation mentionnées ci-dessus, le théoréme d’Agol
implique-t-il la célébre conjecture « virtuellement Haken » pour les 3-variétés hyperboliques
(compactes) et permet plus généralement de répondre (par laffirmative) aux 4 derniéres
questions restées jusqu’alors en suspend dans la liste de 24 posées par Thurston dans son
célebre article [Thu83|.

Les travaux de Kahn et Markovic permettent de construire beaucoup de groupes de

surface mais dans les variétés hyperboliques de dimension > 3 on ne sait pas en général
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construire des groupes de codimension 1. Une question naturelle se pose, les variétés hy-
perboliques réelles compactes de dimension > 3 sont-elles cubiques (et donc virtuellement
spéciales) ? Pour ’heure la réponse n’est connue que pour certaines variétés arithmétiques
dites « de type simple », voir [BHW11|. Plus généralement on peut se demander quelles
variétés a courbure strictement négative sont cubiques. Les variétés hyperboliques com-
plexes (ou quaternioniques) ne sont pas cubiques, voir par exemple [DG05]. Qu’en est-il
des variétés dont la courbure est proche d’étre constante —1 7 Le manque d’exemples rend
cette question difficile & attaquer. On dispose toutefois d’une famille naturelle de variétés
a courbure strictement négative proches des variétés hyperboliques réelles mais ne portant
pas de métrique a courbure constante. Cette famille d’exemples est due & Gromov et Thurs-
ton [GT87]. Ces variétés sont des revétements ramifiés de variétés arithmétiques de type
simple. Dans cette thése on propose deux démonstrations sensiblement différentes du fait
que les groupes fondamentaux des variétés de Gromov-Thurston sont cubiques. L’une de
ces démonstrations permet en outre de retrouver directement, sans faire appel au théoréme

d’Agol, que ces groupes sont virtuellement spéciaux, voir chapitre 3. On obtient donc :

Théoréme 0.0.1. Les groupes fondamentaux des variétés de Gromov-Thurston sont cu-

biques et virtuellement spéciaux.

Une variété de Gromov-Thurston V est construite comme un revétement ramifié cy-
clique d’une variété hyperbolique arithmétique de type simple V. Le lieu singulier est
obtenu comme l'intersection de deux sous-variétés V; et Vo de V' totalement géodésiques et
de codimension 1. La variété V contient beaucoup de sous-variétés totalement géodésiques
de codimension 1. Les groupes fondamentaux de ces sous-variétés donnent beaucoup de
sous-groupes de codimension 1 dans 71(V'). Une collection finie, suffisamment grande, de
tels sous-groupes permet de cubuler le groupe fondamental de V' dans [BHW11]. Pour dé-
montrer le théoréme 0.0.1 on ajoute & cette collection finie les groupes fondamentaux de
V1 et de V5. La construction de Sageev donne une bijection naturelle entre les relevés dans
H"™ des sous-variétés de V' utiliser pour cubuler son groupe fondamental et les hyperplans
du complexe cubique dual X. Il correspond en particulier aux sous-variétés Vi et Vo deux
hyperplans C; et Cy de C = 71(V)\X. Notre premiére démonstration consiste a former
un revétement ramifié cyclique C de C au-dessus de C; N Cy de méme degré que V. A
une subdivision barycentrique cubique prés C est un complexe cubique. Le reste du travail
consiste alors & montrer que V et C ont le méme groupe fondamental, ceci occupe le cha-
pitre 3. La construction du revétement ramifié C du complexe cubique C est suffisamment
simple pour garantir que si C' est spécial alors C T’est aussi. On obtient ainsi directement
que 71 (V) est virtuellement spécial.

Une question naturelle ressort de cette démonstration : soit p : V/ — V un revétement
ramifié entre variétés, si m1 (V) est cubique, en est-il de méme de m1(V')? On aborde cette

question dans le cadre plus restreint ot V est hyperbolique et le lieu singulier est une
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sous-variété totalement géodésique (de codimension 2). On suppose en outre que 71 (V') est
cubulé par une collection finie de sous-groupes fondamentaux de sous-variétés totalement
géodésiques. Considérons alors la famille H de tous les hyperplans de H" qui relévent
ces sous-variétés. Le revétement universel X’ de X est alors naturellement un revétement
ramifi¢ de H" que l'on note f : X' — H™. Tl est naturel de considérer la famille H' des
composantes connexes des préimages de H dans X’ et leurs stabilisateurs dans w1 (V). Par
la construction de Sageev il leur correspond un complexe cubique sur lequel le groupe 71 (V')
opére naturellement. Toutefois, méme sous ces conditions relativement fortes, cette action
n’est en général pas propre, voir ’exemple 4.1.5. Il faut donc ajouter des murs ou faire une
hypothése supplémentaire. On se propose ici de supposer en plus que le lieu singulier est
contenu dans une sous-variété totalement géodésique compacte et de codimension 1. La
préimage dans X’ de la sous-variété de codimension 1 contenant le lieu singulier permet

de construire de nombreux murs dans X’ d’un type nouveau. On obtient alors :

Théoréme 0.0.2. Soit V une variété hyperbolique réelle et soit f : V/ — V un revétement

ramifié. On suppose :

1. que le lieu singulier est une sous-variété totalement géodésique (de codimension 2)
contenue dans une sous-variété totalement géodésique compacte de codimension 1
dans V, et

2. que le groupe fondamental 71 (V') est cubulé par une collection finie de sous-groupes

fondamentaux de sous-variétés totalement géodésiques.

Alors, le groupe fondamental 71 (V”) est cubique.

Expliquons les grandes étapes de la démonstration. Les nouveaux murs de X’ que nous
considérons sont des sous-espaces connexes des composantes connexes de la préimage dans
X' de la sous-varié¢té de codimension 1 contenant le lieu singulier. La construction de
Sageev appliquée aux murs, anciens et nouveaux, de X’ permet de construire un complexe
cubique CAT(0) sur lequel le groupe fondamental de V' opére isométriquement. Il faut
encore montrer que cette action est propre et cocompacte.

On commence par la propreté. On doit pour cela vérifier que les murs séparent linéaire-
ment X’. Plus précisément on montre qu’entre chaque paire de points (z,y) de X' il existe
une géodésique par morceaux v dont chaque segment géodésique suffisamment grand a
ses extrémités séparées, par un nombre linaire en la longueur du segment, de murs de X’
disjoints du reste de v. En particulier ces murs séparent x de y. On montre de plus que
pour chaque concaténation de 6 segments géodésiques consécutifs dans + il existe bien un
mur de X’ qui sépare les extrémités de cette concaténation et qui est disjoint du reste de
~. La construction de cette géodésique par morceaux utilise également 1’existence d’une
sous-variété de codimension 1 dans V' contenant le lieu singulier : les segments géodésiques
de 7 sont en effet contenus dans la préimage de cette variété dans X’ ou des géodésiques

minimisantes entre deux composantes connexes de cette préimage.
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La démonstration de la quasi-convexité des murs suit une démarche similaire. On
montre en effet que pour la distance induite sur un mur H' de H' la famille des murs
de X’ sépare linéairement toute paire de points de H'. Comme les murs de X’ sont uni-
formément localement finis on en déduira que la distance sur X’ entre deux points de H'
croit linéairement en fonction de la distance sur H.

Le théoréeme 0.0.2 n’est certainement pas un énoncé définitif. Dans le chapitre 5 on
suggeére quelques généralisations possibles. On peut toutefois remarquer que tel quel le
théoréme 0.0.2 s’applique immédiatement aux variétés de Gromov-Thurston ainsi qu’a des
revétements ramifiés plus généraux de variétés arithmétiques de type simple ou méme de
variétés non-arithmétiques de Gromov et Piatetski-Shapiro, voir chapitre 5. Les groupes
fondamentaux de ces variétés sont donc cubiques virtuellement spéciaux par le théoréme
d’Agol. On remarque cependant que si on suppose que les murs de H"™ donnent un cu-
bulation spéciale alors un mur de X’ n’intersecte aucun de ses translatés par un élément
de w1 (V'). En effet, sinon en projetant ces murs par f on obtiendrait un mur de H" qui
intersecte un de ses translaté par w1 (V). Le reste des conditions pour la spécialité doivent

pouvoir aussi se vérifier directement.

Découpage de la thése

Le chapitre 1 contient essentiellement des rappels. Le but est de mettre en ceuvre la
construction de Sageev dans un contexte simplifié qui suffit & nos besoins. Cela permet de
raccourcir un certain nombre de démonstrations et d’aller directement & 1’essentiel. Nous
donnons également des critéres pour garantir la cocompacité et la propreté de ’action sur
le complexe cubique dual.

Dans le chapitre 2 on définit une notion de revétement ramifié entre variétés topo-
logiques. On établit ensuite quelques résultats basiques relatifs & cette notion. Dans un
premier temps on démontre qu’un revétement ramifié se reléve en un revétement rami-
fié entre les revétements universels. On montre ensuite que tout revétement ramifié d’une
variété hyperbolique est naturellement muni d’une métrique CAT(—1).

Le chapitre 3, en anglais, va paraitre dans Groups, Geometry and Dynamics sous le titre
« Cubulation of Gromov-Thurston manifolds ». Il contient notre premiére démonstration
du théoréme 0.0.1.

Le chapitre 4 est consacré a la démonstration du théoréme 0.0.2. On commence par
expliquer pourquoi les préimages des sous-variétés qui cubulent le groupe fondamental de V'
ne suffisent pas a cubuler le groupe fondamental de V’. On introduit ensuite les nouveaux
murs de X’ associés a certains morceaux des préimages dans X’ de la sous-variété de
codimension 1 qui contient le lieu de ramification. On montre alors la séparation linéaire
dans X’ puis la quasi-convexité des murs de X’.

Le chapitre 5 est consacré a des exemples d’application du théoréme 0.0.2, on donne

une construction rapide des variétés arithmétiques, puis on fait une liste de quelques pistes
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de recherche dans la suite logique du théoréme 0.0.2.



Chapitre 1

Cubulation d’espaces a murs

On dit d’'un groupe qu’il est cubique s’il opére proprement et cocompactement sur
un complexe cubique CAT(0). On appelle cubulation 'opération consistant, étant donné
un groupe abstrait, & le réaliser comme groupe cubique, c’est-a-dire & exhiber une action
propre et cocompacte de ce groupe sur un complexe cubique CAT(0). Sageev initie ’étude
des groupes cubiques dans [Sag95]. Il donne en particulier un critére permettant de cubuler
certains groupes hyperboliques. Avec les travaux de Wise et de ses co-auteurs les groupes
hyperboliques, ou relativement hyperboliques, cubiques ont pris une place centrale dans la
théorie. Le critére de Saggev, crucial dans ces travaux, a été largement généralisé. En ce
qui concerne les groupes (relativement) hyperboliques on pourra se reporter a l'article de
Hruska et Wise [HW14].

Pour ce qui nous concerne dans ce chapitre, nous considérerons des groupes opérant
sur des “espaces & murs” au sens de Haglund et Paulin [HP98]. Le critére de Sageev est
étendu & ces groupes par Chaterji-Niblo [CN05] et Nica [Nic04]. Etant donné un espace
murs X, il correspond en effet toujours & X un complexe cubique CAT(0) “dual”. Cette
correspondance est en outre suffisamment naturelle pour qu’a tout groupe opérant sur X,
il corresponde une action “duale” sur le complexe cubique dual. Et Chaterji-Niblo et Nica
donnent un critére sur X et sur ’action du groupe sur celui-ci, pour que I'action duale soit

propre et cocompacte.

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments de cette théorie. Nous commencons
par définir les complexes cubiques CAT(0) et les espaces & murs. Nous démontrons ensuite
que le complexe cubique dual & un espace & murs est CAT(0). Nous donnons enfin deux
critéres qui garantissent que ’action duale & une action sur un espace & murs soit propre

et cocompacte.
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1.1 Complexes cubiques et espaces & murs

1.1.1 Complexes cubiques

Définition 1.1.1. Dans un espace métrique X une géodésique est un plongement isomé-
trique de R dans X. Un segment géodésique entre deux points a et b de X est une isométrie

¢ définie sur un intervalle [t,t'] de R telle que ¢(t) = a et ¢(t') = b.

Définition 1.1.2. Un compleze cubique X est un complexe cellulaire obtenu comme le

quotient d’une union disjointe de cubes euclidiens | |Q;/ ~, tel que les applications de
i
restriction p; de D’application projection p : | |Q;/ ~ — X a un cube Q; vérifient les

(2
propriétés suivantes :

(¢}
1. Pour tout ¢, p; : Q; — X est injective,

2. Si pi(Qs) Np;(Q;) # 0 alors il existe une face C' de Q;, une face D de @Q; et une

isométrie h : D — C' telles que p;(z) = p;(z’) si et seulement si 2’ = h(x).

FIGURE 1.1 — Exemple de complexe cubique

Soit X un complexe cubique, chaque cube ); posséde une métrique euclidienne. Etant
donnés deux points x et y appartenant & un méme cube @); on note Ty le segment géodésique
entre ces deux points dans @;. On munit X d’une métrique de la facon suivante. Soient

T1,Y1 .-, Tn,yn différents points de | |Q; tels que x; et y; soient dans un méme cube
i

Q; pour i = 1,...,n et tels que p;(y;) = piy1(xiy1) pour i@ = 1,...,n — 2. On appelle
ligne brisée I'union disjointe des segments Z;y;. La longueur d’une telle ligne brisée est la
somme des longueurs des segments Z;7;. L'infimum des longueurs de lignes brisées telles que
p1(x1) = x et py(yn) = y définit une pseudo-distance sur X. Lorsque X est de dimension
finie, un théoréme de Bridson [BH99, Chapitre 1.7] implique que, muni de cette pseudo-

distance, 'espace X est en fait un espace métrique géodésique complet. !

Définition 1.1.3. Soit X =| |Q;/ ~ un complexe cubique, et s un sommet de X. On ap-

(2
pelle link de s dans X le complexe multi-simplicial link(s, X') défini de la maniére suivante.

Pour tout sommet s; d'un cube Q; tel que p;(s;) = s on considére le simplexe S; défini

1. Rappelons qu'un espace métrique est dit géodésique si toute paire de points de cet espace est reliée
par une géodésique.
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comme 'enveloppe convexe des milieux des arétes de Q; qui contiennent s;. La relation
d’équivalence sur X induit une relation d’équivalence ~ sur | | S;. Le complexe link(s, X)

est le complexe quotient | |.S;/ ~.

FIGURE 1.2 — Exemple d’un link de sommet

Définition 1.1.4. Soit (X,d) un espace métrique géodésique et soit T = (a,b,c) un
triangle géodésique. On appelle triangle de comparaison Ty un triangle de R? dont les
distances entre chaque paire de sommets sont les mémes que dans 7. Un point « de T est
déterminé par un segment de T' qui le contient, et par ses distances aux extrémités de ce
segment. Il existe alors un unique point zy de T qui satisfait les mémes conditions dans

To. On dit que X est CAT(0) si pour toute paire x,y de points de T

dx (z,y) < dg2(zo,y0)-

Un espace métrique X est localement CAT(0) si en tout point de X il existe une boule
autour de ce point qui est CAT(0).
Dans les complexes cubiques cette propriété géométrique est plus facile & vérifier, en

effet Gromov donne un critére pour le vérifier, voir [Gro87| ou [BH99, Theorem 5.20].

Définition 1.1.5. Un complexe simplicial S est dit de drapeau si pour tout ensemble de
sommets {s1,...,8,} de S deux & deux reliés par une aréte dans S il existe un n-simplexe

dont les sommets sont exactement si,...,s,.

Théoréme 1.1.6. (Gromov) Un complexe cubique X de dimension finie muni de la mé-
trique décrite ci-dessus est localement CAT(0) si et seulement si pour chaque sommet s de

X, le complexe link(s, X) est simplicial et de drapeau.

Définition 1.1.7. Un hyperplan d'un cube Q = [—1,1]" est un sous-cube [—1,1]¢ x {0} x
[—~1,1]""" ! pour i = 0,...,n — 1. Soit X =|]Q;/ ~ une complexe cubique. La relation
d’équivalence ~ induit une relation d’équivalenzce sur la réunion disjointe de tous les hyper-
plans de tous les cubes @);. On appelle compleze des hyperplans de X le complexe cubique
quotient correspondant. On appelle finalement hyperplan du complexe cubique X l'image

dans X d’une composante connexe de son complexe des hyperplans.
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FI1GURE 1.3 — Hyperplans dans un complexe cubique

1.1.2 Espaces a murs

Il existe plusieurs définitions différentes d’espaces & murs dans la littérature, la premiére
étant une définition purement ensembliste due & Haglund et Paulin dans [HP98]. C’est cette
définition qui est utilisée dans I'article « cubulation of Gromov-Thurston manifolds » dans
la partie 4.1. Nous introduisons dans cette partie une définition plus restrictive mais plus
géométrique qui s’inscrit dans le contexte que nous allons étudier dans le chapitre 4. Pour

une définition plus générale voir [HW14].

Définition 1.1.8. Soit X un espace topologique connexe. Un mur M est un sous-espace
fermé connexe de X tel que ’espace X\ M posséde exactement deux composantes connexes.

On appelle demi-espace ouvert de M les composantes connexes U° et V° de X \ M, et
on appelle demi-espace les espaces U = U° UM et V = V°U M. On remarque que U et V

sont fermés et connexes, et que U = X N\ Vet V =X \U°.

Soit X un espace métrique, soit M un mur de X, et soit {U, V'} la paire de demi-espaces
associés & M. On note A € {U,V} — A linvolution qui permute U et V, de sorte que
U=VetV=U.

Définition 1.1.9. On appelle espace @ murs la donnée (X, M) d’un espace topologique

connexe X et d’un ensemble de murs M localement fini dans X.

On dit qu'un mur M d’un espace X sépare deux points x et y si un des demi-espaces
ouverts de M contient x et l'autre demi-espace ouvert contient . Dans un espace & murs
on note |z,y| le nombre de murs qui séparent deux éléments z et y de X. Si X est un

espace métrique géodésique cette quantité est finie pour toute paire de points de X.

Exemple 1.1.10. On considére le couple (H",H), avec H une famille localement finie
d’hyperplans de ’espace hyperbolique réel H". C’est un espace & murs au sens de la défi-

nition ci-dessus.

Exemple 1.1.11. Soit X un complexe cubique CAT(0) et soit H ’ensemble des hyperplans
de X. Le couple (X, H) est un espace a murs. En effet, les hyperplans séparent X en deux
composantes connexes, voir [Sag95], et I'ensemble des hyperplans d’un complexe cubique

est évidemment localement fini.
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1.1.3 Le complexe cubique dual & un espace & murs

La construction de Sageev, étendue par Niblo-Chaterji et Nica, évoquée en téte de
chapitre permet d’associer a tout espace a murs un complexe cubique CAT(0) que 'on
appellera compleze cubique dual & ’espace & murs. Cette construction est une étape impor-
tante de la cubulation de groupes. En effet, si un groupe opére sur une structure d’espace a
murs, il opére naturellement sur le complexe cubique dual. Nous verrons dans la partie 1.2
qu’on peut comprendre des propriétés de Paction d’un groupe G (propreté, cocompacité)
sur un complexe cubique dual & partir de propriétés de I'espace & murs et de ’action de
G sur I'espace a murs. On se contente ici de rappeler la construction du complexe cubique
dual.

Soit (X, M) un espace & murs. Etant donnés deux murs distincts M et M’ dans M, on
dit que deux demi-espaces U de M et U’ de M’ sont compatibles si UNU’ # (). Remarquons
que si l'intersection de M et M’ est non vide, alors les quatre choix de paires de demi-
espaces sont compatibles. Autrement dit, dans une collection de murs qui s’intersectent
deux & deux tous les choix de demi-espaces sont compatibles.

Considérons maintenant deux murs disjoints M et M’. Alors il existe une paire de
demi-espaces (V, V'), avec V' demi-espace de M et V' demi-espace de M’, qui n’est pas
compatible. En effet, les sous-espaces M et M’ étant disjoints, I'un des demi-espaces U’
de M’ contient M, et de méme I'un des demi-espaces U de M contient M’. Alors le demi-

espace V de M est disjoint de M’ et appartient donc a U’, il est alors disjoint de V.

Définition 1.1.12. Soit (X, M) un espace a murs. On appelle orientation d'un mur M le

choix d’un des demi-espaces associés a M.

On associe a l'espace & murs (X, M) un complexe cubique C(X, M), dit dual, défini
comme suit. Une 0-cellule s € C'(X, M) correspond & un choix d’orientation s(M) pour

chaque mur M de M de sorte que :
1. VM, M’ e M, s(M)Ns(M") # 0,
2. pour tout point x de X, il existe un nombre fini de murs M tels que = & s(M).

Deux O-cellules s et t € C(X, M)© sont reliées par une 1-cellule s’il existe un unique mur
M € M tel que s(M) = t(M). On dit alors que cette 1-cellule, ou aréte, est duale an
mur M. On compléte finalement le 1-complexe, ou graphe, C(X ,M)(l) ainsi construit en
un complexe cubique C(X, M) en recollant un cube euclidien & chaque fois qu’on voit le
1-squelette d’un cube.

Meéme si cette définition est assez abstraite, une partie du complexe cubique est re-
lativement facile & visualiser. Commencons par associer & tout point x de X un cube ¢,
particulier. D’apres la définition d’un espace & murs il existe un nombre fini de murs qui
contiennent x ; on les note My, ..., M. Pour chaque mur M # M;, on note s(M) le demi-

espace de M qui contient . Montrons qu’a tout choix arbitraire s(M;) d’un demi-espace
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de M;, pour i = 1,...,k, il correspond un sommet s € C'(X, ./\/l)(o). La premiére condition
est satisfaite. En effet, si M, M’ € M, par définition de s, x € s(M) et x € s(M’'), donc
s(M)Ns(M') # 0. Vérifions la seconde condition. Soit y un point de X. Il existe un nombre
fini de murs qui séparent = de y et il existe un nombre fini de murs qui contiennent x ou
y. Soit M un mur de M qui ne contient ni x ni y et qui ne sépare pas x de y, alors = et y
sont dans un méme demi-espace ouvert de M et donc y € s(M).

De cette maniére on associe au point x un sous-ensemble de 2¥ sommets dans C'(X, M)(O)

en faisant varier le choix des demi-espaces des murs My, ..., M.

Définition 1.1.13. On appelle cube dual a = le cube ¢, dont les sommets sont définis

comme ci-dessus.

Exemple 1.1.14. Soit X un complexe cubique CAT(0), H sa famille d’hyperplans. Ce sont
des murs naturels de X. Le complexe cubique dual C(X,H) est isomorphe au complexe

cubique X.

1.1.4 Le complexe cubique dual 4 un espace & murs est CAT(0)

Proposition 1.1.15. Soit (X, M) un espace a murs, soit C le complexe cubique dual a
(X, M), alors C est CAT(0).

Nous allons déduire cette proposition du critére de Gromov (théoréme 1.1.6) et du

théoreme de Cartan-Hadamard (voir par exemple [BH99, 11.4.1]) :

Théoréme 1.1.16. Un espace métrique géodésique X est CAT(0) si et seulement si X

est localement CAT(0) et simplement connexe.

La démonstration de la proposition 1.1.15 est constituée de trois étapes : on montre
tout d’abord que C' est connexe, puis simplement connexe et enfin localement CAT(0).

Dans le lemme suivant on considére des chemins combinatoires dans le 1-squelette du
complexe cubique. Chaque aréte est de longueur 1 et la distance entre deux sommets s et

t est la longueur du plus petit chemin sur le 1-squelette entre s et t.

Lemme 1.1.17. Soit (X, M) un espace a murs et C' le complexe cubique dual a (X, M).
Soit z un point base de X et ¢, le cube dual a z dans C. Alors tout sommet de C est &

distance finie de c,.

Démonstration. Soit s un sommet de C', montrons qu’il existe un chemin dans C entre s
et ¢,. Par définition des sommets de C, il existe un nombre fini de murs M € M tels que
x ¢ s(M). Faisons une récurrence sur le nombre de murs M tels que = ¢ s(M). Si pour
tout mur M € M, x € s(M) alors, par définition de ¢, le sommet s est un sommet de c,.

Montrons que si on note My,..., M, les murs de M € M tels que = & s(M) alors on
peut construire un sommet ¢t de C adjacent & s tel qu’il existe exactement n — 1 murs M

de M tels que x & t(M). On conclura par récurrence qu'il existe un chemin de s a ¢,.
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Un des demi-espaces de la famille s(Mj), ..., s(M,,) est minimal pour 'inclusion. Quitte
a renuméroter la famille My, ..., M,, supposons que pour i # 1, s(M;) & s(My).

On définit le sommet ¢ de la fagon suivante,

t(M) = s(M) si M # M;,
t(My) = s(My).

Montrons que ¢ est un sommet de C.

Soit y un point de X. Comme s est un sommet de C, alors il existe un nombre fini
de demi-espaces s(M) qui ne contiennent pas y. Par définition de ¢, les sommets s et ¢
ne different que d’un choix de demi-espace, donc il existe un nombre fini de demi-espaces
t(M) qui ne contiennent pas y.

Montrons que pour toute paire de murs M et M’ de M on a t(M) Nt(M') # (. On
sait que s est un sommet de C. Pour toute paire de murs M et M’ de M, on a donc
s(M)ns(M') # 0. Si M et M’ sont différents de M alors t(M) N¢(M') # 0.

Soit M € M, montrons que t(M) N¢(My) # 0.

Si M # M; alors z € s(M) par définition de la famille M, ..., M,. Comme s(M) =
t(M) alors z € t(M). De plus, z & s(M;) donc z € s(M;) = t(M;). Finalement z €
t(M) Nt(My).

Supposons que M = M;, avec i # 1. Le demi-espace s(M7) est minimal pour I'inclusion
dans l’ensemble s(M), ..., s(M,). En particulier cela implique que (X \ s(M;))Ns(M;) #
0, pour i # 1. Comme (X ~\ s(My)) C s(My) alors s(My) N s(M;) # 0. On obtient bien
t(My) Nt(M;) # 0.

Finalement, ¢ est bien un sommet de C et les seuls murs de M tels que z ¢ t(M) sont

les murs Mo, ..., M,. On conclut donc par récurrence que tout sommet de C est & distance

finie du cube ¢,. O

La démonstration du lemme 1.1.17 donne une construction explicite d’'un chemin entre

¢, et n’importe quel point de C, on en déduit le résultat suivant :
Corollaire 1.1.18. Le complexe cubique dual & un espace a murs (X, M) est connexe.
Lemme 1.1.19. Le complexe cubique C dual a un espace & murs est simplement connexe.

Démonstration. Soit £ un lacet combinatoire dans C(V) le 1-squelette de C'. Montrons que
si £ est de longueur non nulle alors il existe un lacet combinatoire ¢/, homotope & ¢ et de
longueur strictement inférieure & celle de £. On pourra en déduire par récurrence que £ est
homotope & un point.

Par définition, chaque aréte de C' est naturellement associée & un mur de M. Remar-
quons que pour un mur donné, le nombre d’arétes du lacet £ associées & ce mur est pair.

En effet, quand on part d’'un sommet donné de ¢, chaque aréte traversée change le choix
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du demi-espace du mur associé. Pour chaque mur M € M le choix de demi-espace doit
changer un nombre pair de fois pour revenir au choix de demi-espace du sommet d’origine.

Parmi tous les murs associés & des arétes de ¢ on choisit un mur M, de M associé a
deux arétes de ¢ les plus proches possibles (dans £). On note a; et as des arétes duales a ce
mur dans £ les plus proches possibles. Si ces arétes sont consécutives alors a; = as et £ fait
un aller-retour sur cette aréte. On consideére ¢’ le lacet qui traverse exactement les mémes
arétes que £ sauf les arétes a; et ag. Par construction les lacets £ et £’ sont homotopes et
¢’ est de longueur 2 de moins que /.

Soient a; et as deux arétes duales & un méme mur M,. Supposons que la distance entre
a1 et ao est minimale pour deux arétes duales & M, et que les arétes a; et as ne sont pas
consécutives. On montre qu’alors il existe un chemin combinatoire homotope & ¢, de méme
longueur que ¢, tel que la distance minimal entre deux arétes duales a M, est strictement
inférieure a celle entre a; et as.

Par une récurrence, en appliquant plusieurs fois le résultat ci-dessus on pourra homoto-
per £ sur un chemin combinatoire de méme longueur tel qu’il existe deux arétes consécutives
duales & un méme mur M,. On peut alors homotoper ce lacet sur un lacet ¢ de longueur
strictement inférieure & £ comme précédemment.

Supposons que la distance entre a1 et ag est minimale pour deux arétes duales & M, et
que aq et as ne sont pas consécutives. On considére b la premiére aréte du chemin minimal
de ¢ entre a; et as. On note U, et V, les demi-espaces de M, et on note U, et V; les
demi-espaces de M;. Supposons par exemple que le sommet commun & aq et b contienne
les demi-espaces U, et Uy, alors 'autre sommet de a; contient V, et U, et I'autre sommet
de b contient U, et V.

FIGURE 1.4 — Le lacet ¢

L’aréte b est la seule aréte entre aj et as qui est transverse a M;. En effet, si il existait
une autre aréte by duale a M, la distance entre b et by serait strictement inférieure & la
distance entre a; et as dans £, or on a supposé que le mur M, minimise le distance entre
deux de ses arétes duales. On peut en déduire que les sommets de as contiennent V.
Finalement, 1’'un contient U, et V}, et 'autre contient V, et V;. Toutes les combinaisons de
demi-espaces des murs M, et M, sont donc compatibles.

On considére le sommet s tel que s(M,) soit égal a V,, s(Mp) soit égal a Vj, et, pour
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tout M # Mg, My, s(M) soit le demi-espace commun & tous les sommets de a; et de b.
C’est bien un sommet de C puisque les demi-espaces de s sont deux & deux compatibles.

Le complexe cubique C' contient alors un carré () dont les sommets sont ceux des arétes
ay et b et le sommet s. On note a} aréte de @ duale a M, différente de a; et b’ celle duale
a M, différente de b.

On consideére le lacet £/ qui emprunte les mémes arétes que £ a part autour de @, o £
emprunte les arétes a; puis b alors que ¢/ emprunte les arétes b’ puis a}. La distance entre
ay et ag dans ¢ est donc inférieure de 1 a la distance entre a; et as dans £. De plus, ¢ est
bien homotope & ¢ car on peut homotoper sur @ le chemin a1b sur b'a) et £ et ¢’ sont de
méme longueur.

Par une double récurrence on conclut que £ est homotope a un point, et donc que C

est simplement connexe. O

Remarque 1.1.20. Des arguments similaires a ceux employés dans la preuve du lemme
1.1.19 montrent que la distance combinatoire sur le 1-squelette entre deux sommets de C
est exactement le nombre de murs dont les choix de demi-espaces différent. En effet un
chemin entre deux sommets de C' qui passe par plusieurs arétes duales & un méme mur
peut étre homotopé a extrémités fixées sur un chemin plus court. De plus, il faut passer au
moins une fois sur une aréte duale pour chaque mur de M dont l'orientation différe entre

deux points pour changer cette orientation.
Lemme 1.1.21. Le complexe cubique C' dual & un espace a murs est localement CAT(0).

Démonstration. D’apres le théoréeme 1.1.6 le complexe cubique C' est localement CAT(0)
si et seulement si le link en chaque sommet de C' est simplicial et de drapeau. On fixe un
sommet s de C. Chaque sommet de link(s,C) est en bijection avec une aréte de C' qui
contient s. De méme chaque aréte de link(s,C') correspond a un carré de C' qui contient
s. Un carré de C est associé & deux murs de M tels que toutes les paires de demi-espaces
sont compatibles.

A une collection de sommets sy, ..., s, dans link(s, C') deux a deux reliés par des arétes
a;j, il correspond dans C' une collection de murs tels que toutes les paires de demi-espaces
sont compatibles. I.’ensemble des combinaisons possibles de demi-espaces pour ces murs
décrit un cube de C' de dimension n qui contient s et chacun des cubes associées aux arétes
entre s; et s;. Ce cube correspond dans link(s,C') & un simplexe qui a pour 1l-squelette

I'ensemble des arétes a;;. O

1.2 Cubulation de groupes

Dans cette partie nous commencons par montrer la naturalité de la construction du
complexe cubique dual & un espace & murs : ’action d’un groupe sur un espace & murs

donne lieu & une action naturelle sur le complexe cubique CAT(0) dual. Nous donnons
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ensuite des conditions sur ’action sur ’espace & murs pour que I'action sur le complexe

cubique dual soit propre et cocompacte.

Définition 1.2.1. Soit (X, M) un espace a murs, on dit que G opére sur (X, M) si G

opére par homéomorphisme sur X en préservant I’ensemble M des murs.

L’action de G sur un espace a murs (X, M) induit naturellement une action sur le
complexe dual. En effet, chaque élément g du groupe G envoie les demi-espaces de murs
de M sur des demi-espaces de murs de M. Ainsi, pour chaque sommet s de C et chaque
mur M € M on définit g.s(M) = g.(s(M)). Les critéres de définition des sommets sont

immeédiatement vérifiés.

1.2.1 Cocompacité de ’action d’un groupe sur le complexe cubique dual

On donne tout d’abord un critére pour que ’action d’un groupe sur un espace a murs
induise une action cocompacte sur le complexe cubique dual. La preuve est relativement
simple et suffit dans le cadre dans lequel nous travaillons. C’est une adaptation de I'argu-
ment utilisé dans [BHW11].

Il existe des énoncés plus généraux pour montrer la cocompacité. Dans [Sag97]|, Sageev
montre que si G est hyperbolique et que les murs sont quasi-convexes alors ’action de G
sur le complexe cubique dual est cocompacte. Le preuve est détaillée, et généralisée dans

[HW14] au cas ou G est relativement hyperbolique.

Définition 1.2.2. On dit qu'un groupe G opére isométriquement sur un espace métrique
X siVg € G, Vr,y € X, d(x,y) =d(g.x,9.y).

Théoréme 1.2.3. Soit (X, M) un espace ¢ murs avec X un espace métrique géodésique
et M une famille localement finie de murs de X. Soit G un groupe hyperbolique opérant
proprement sur ’espace a murs (X, M). On suppose de plus que G opére isométriqguement
sur X avec quotient compact. On suppose enfin que les murs de M sont quasi-convexes
(avec des constantes de quasi-converité uniformes pour tous les murs de M) et que la
distance entre deuz points de X est quasi-isométrique au nombre de murs qui séparent ces
points. Alors le compleze cubique C' dual a (X, M) est propre et G opére cocompactement
sur C.

Définition 1.2.4. Un sous-espace Y de X est dit quasi-conveze si le plongement de Y
dans X est une quasi-isométrie, Y étant muni de la métrique de longueur induite. (On

suppose donc Y connexe par arcs rectifiables.)
Donnons deux lemmes fondamentaux pour la preuve du théoréme 1.2.3.

Lemme 1.2.5. Il existe un nombre fini n tel que, pour tout demi-espace U de X, tout

point = ¢ U, et tout segment minimal [z, ¢] entre x et U, au plus n murs intersectent U et

[z, q].
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Démonstration. Soit M un mur de M qui intersecte U et [x,¢]. Soit v € M N [z,q] et
w € MNU. On considére alors un triangle géodésique T' de sommets v, ¢, w. Comme G opére
proprement par isométrie et cocompactement sur X alors X est espace d-hyperbolique pour
une certaine constante § (voir [LHG90]).

Comme X est d-hyperbolique et M quasi-convexe, il existe une constante H telle que
tout segment géodésique pour la métrique de longueur dans un mur de M est dans le H-
voisinage du segment géodésique dans X de mémes extrémités, voir par exemple [LHG90,
p.82].

Montrons que d(q, M) < 46 + 2H. Par définition de la constante H, le segment géodé-
sique [w,v], & extrémités dans M, est contenu dans le H-voisinage de M. On obtient alors
linégalité d(q, M) < d(q, [w,v]) + H.

Soit z le centre du tripode associé au triangle T', par d-hyperbolicité de X on sait que
d(z,[w,v]) < 4§, voir [LHGI0]. Alors il suffit de majorer d(z,q) pour majorer la distance
entre M et q.

FIGURE 1.5 —

Par §-hyperbolicité de X on a d(z,[q,v]) < §. Soit y un point de [g,v] & distance
inférieure & ¢ de z. Par inégalité triangulaire on obtient d(v,z) < d(v,y) + 0 et d(z,q) <
d(y,q) + 9. On obtient

d(v,z) +d(z,q) < d(v,q) + 20.

D’un autre coté comme U est quasi-convexe dans X, alors le segment géodésique [w, ¢]
est contenu le H-voisinage de U. Comme d(z, [w, q]) < 6 on obtient d(z,U) <0+ H.

On remarque que d(v,q) est la distance entre v et U car v € [z,q]|. Alors d(v,q) <
d(v,z) +d(z,U) et on obtient

d(v,q) < d(v,z)+ 9+ H.

On déduit des deux paragraphes précédents linégalité : d(v, z) +d(z,q) < d(v,2z)+0 +
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H + 26, et donc d(z,q) < H + 3J.
Finalement, d(q, M) < d(q, [w,v])+ H < d(gq,z)+d+ H < 2H +46. Par finitude locale
uniforme de la famille des murs de X on en déduit qu’il existe un nombre uniformément

borné n de murs qui coupent U et [z, ¢l. O

Lemme 1.2.6. Il existe une constante k telle que pour tout sommet o de C il existe une

boule B de X de rayon k telle que tout demi-espace rencontrant B appartient & o.

Démonstration. L’action du groupe G est cocompacte sur X, et la famille des murs de M
est localement finie alors il existe une constante uniforme m telle que n’importe quel point
de X est contenu dans au plus m murs.

La distance sur X est quasi-isométrique au nombre de murs qui séparent deux points
de X. On choisit la constante k telle que pour tout paire de points z,q avec d(x,q) > k il
existe au moins 4m + 2n + 1 murs qui séparent x de ¢, avec n la constante du lemme 1.2.5.

Soit ¢ un sommet de C'. On considére ¢;, x € X un cube dual dans C' le plus proche
possible de ¢ pour la distance combinatoire dans C(}). Soit U un demi-espace de o qui ne
contient pas x. On note M le mur de M associé au demi-espace U. Montrons par [’absurde
que d(x,U) < k. Plus précisément, soit ¢ un point de U le plus proche possible de z, on
montre que si d(xz,U) > k alors le cube ¢, dual & ¢ est plus proche de o que le cube c,.
Ceci rentre en contradiction avec le choix de ¢, le plus proche possible de o dans C().

On suppose par I'absurde que d(x,q) > k, étudions pour certains types de murs les
divergences de choix de demi-espaces entre les sommets de c, et de c,.

Si M’ est un mur de M qui ne contient ni z ni g et qui ne sépare pas x de ¢ alors un de
ses deux demi-espaces est commun & tous les sommets de ¢, et de ¢;. En effet, comme M’
ne sépare pas x de ¢ les deux points sont dans un méme demi-espace U’ de M’. Comme
de plus M’ ne contient ni z ni ¢ alors par définition du cube dual U’ est dans tous les
sommets de ¢, et de ¢;. Ces murs ne nous intéressent pas pour savoir lequel des cubes c,
ou ¢4 est le plus proche de o.

Parmi les murs qui séparent x de ¢ ceux qui ne contiennent ni x ni ¢ et qui sont
disjoints de U nous intéressent particuliérement. Soit M’ un mur de M qui satisfait toutes
ces hypotheéses. Comme U est disjoint de M’ un des demi-espaces U’ de M’ contient U. En
particulier, ¢ € U’. Comme ¢ n’est pas dans M’ on en déduit par définition du cube dual
que U’ appartient & tous les sommets de ¢;. Comme M’ sépare = de ¢ alors z € V' = U
Comme M’ ne contient pas x alors V' appartient & tous les sommets de c¢,. Enfin, comme
U c U’ alors U’ appartient a o.

Il existe au plus 2m murs qui contiennent x ou g, et il existe au plus n murs de M qui
séparent x de g et qui intersectent U d’apreés le lemme 1.2.5. Si on note A le nombre de
murs qui séparent = de ¢, on obtient alors qu’il existe au moins A — 2m — n murs de M
qui séparent = de ¢ sans intersecter U et sans contenir ni z ni q.

) Co A
On a supposé que d(z, q) > k ce qui implique que A > 4m+2n+1. Alors A—2m—n > 5.
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On peut alors conclure que parmi les murs dont les choix de demi-espaces différent entre
¢z et ¢g plus de la moitié¢ ont un demi-espace en commun dans tous les sommets de ¢, et
dans o, mais qui n’est dans aucun sommet de c¢;. On en déduit que ¢, est strictement plus
proche de o que ¢, ce qui n’est pas possible. On a montré par 'absurde que d(z,q) < k.
On a bien que la distance entre x et U est majorée par k, autrement dit U intersecte la

boule de centre x et de rayon k. O

Démonstration du Théoréeme 1.2.3. Le groupe G opére sur X avec quotient compact. Il
existe donc un sous-ensemble compacte P de X tel que pour tout point x de X il existe
un élément g de G tels que g.x € P. Soit Ni(P) le k-voisinage de P. On note S ’ensemble
des sommets s qui vérifient : pour tout mur M disjoint de Ni(P) le demi-espace s(M)
contient N (P).

Un sommet de S est entiérement déterminé par le choix des demi-espaces associés aux
murs qui intersectent Ni(P). Par locale finitude de la famille M et par compacité de Ny (P)
on en déduit que S est un ensemble fini de sommets de C'. Montrons que pour tout sommet

o de C'il existe un élément g € G tel que g.o € S.

Soit o un sommet de C, d’aprés le lemme 1.2.6, il existe une boule B de X de rayon k
telle que tout demi-espace disjoint de B n’est pas dans o. Par la définition de P il existe un
élément g € G qui envoie le centre de B dans P, on obtient alors gB C N (P). Montrons
que g.o € S.

Soit U un demi-espace associé & un mur M de M disjoint de Ni(P). Montrons que
U ¢ g.o. Comme UN N(P) =0 et gB C Ni(P) alors UNgB = (. On en déduit que
g 'UNB =0, et donc que g~ 'U ¢ o. Finalement, on obtient que U ¢ g.0, et donc g.o € S.

On a bien montré que ’action de G est cocompacte sur le complexe cubique dual C.

Reste a montrer que C' est propre. Le lemme 1.2.5 permet d’obtenir le critére suivant de
« compact-Wall » séparation évoqué dans Hruska-Wise ([HW14]) : soit K un compact de
X, il existe une constante f(K) telle que pour tout mur M de X tel que d(K, M) > f(K)
alors il existe un mur M’ qui sépare M de K. Ce critére garantit la propreté de C, voir
[HW14, Théoréme 5.7].

En effet, il existe un nombre fini nx de murs qui intersectent K. La distance sur X est
quasi-isométrique au nombre de murs qui séparent deux points de X. Il existe donc une
constante D telle que au moins nx + n + 1 murs séparent deux points de X a distance au
moins D (avec n comme dans le lemme 1.2.5). Alors n’importe quel mur M & distance D
de K est séparé de K par un mur. Il suffit de considérer [z, q] un segment minimal entre
K et M avec x dans K et ¢ dans M. D’aprés le lemme 1.2.5 au plus n murs intersectent
[x,q| et M. Par définition de la constante ng au plus ng murs intersectent K. Finalement
au moins un mur sépare x de g sans intersecter ni M ni K. Il sépare donc M de K. Le

critére est bien vérifié et C est propre. U
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1.2.2 Propreté de ’action

Définition 1.2.7. Soit (X, M) un espace & murs. On dit que la famille de murs M
est linéairement séparante dans X s’il existe deux constantes x > 0 et £ > 0 telles que
Ve,y € X, ld(z,y) — k < |z,y|, avec |z,y| le nombre de murs qui séparent = de y. On
pourra dire que la famille de murs M (¢, k)-sépare linéairement deux points z et y de X

si ld(z,y) — k < |z,y|.

Remarque 1.2.8. Si un groupe G opére sur un espace a murs (X, M), alors G opére

isométriquement sur le 1-squelette du complexe cubique dual a (X, M).

Le théoréme suivant est ’adaptation d’un théoréme de cubulation classique, ici nous

suivons une preuve de [HW14] :

Théoréme 1.2.9. Soit (X, M) un espace & murs avec X un espace métrique propre.
Soit G un groupe opérant sur (X, M) de sorte que laction de G sur X soit propre. On
suppose de plus que le compleze cubique C' dual a (X, M) est propre. Si la famille M sépare

linéairement X alors G opére proprement sur le complexe cubique dual o (X, M).

Démonstration. Raisonnons par contraposée, montrons que si ’action de G sur C' n’est
pas propre alors ’action de G sur X n’est pas propre.

Si ’'action de G sur C n’est pas propre alors il existe un compact K de C tel que
lensemble I = {g € G, gK N K # (} est infini. Comme K est un compact de C il existe
un nombre fini de sommets dans K. Les éléments de I envoient un sommet de K sur un
autre sommet de K. Il n’existe qu’un nombre fini de permutations des sommets de K.
Il existe alors deux sommets k1 et ko et une infinité d’éléments deux & deux différents
hi,ho,hg ... h;... de I tels que h;ki1 = k9. Chaque élément g; := h;lhi envoie ki sur
lui-méme, et les g; sont deux & deux différents.

Soit xg un point de X. D’apreés le lemme 1.1.17, le sommet k; est a distance finie r
du cube ¢;, dual & (. Pour tout élément g; comme décrit ci-dessus on a : do(cy,, k1) =
do(gi-Cxo, gi-k1)- De plus do(gi-Cag, gi-k1) = do(gi-cay, k1) car les g; stabilisent ki. On
obtient alors que dc¢(gi.czo,k1) = r. Finalement, on a do(czg,§i-Cay) < do(Cay, k1) +
do(ki, gi-cay) = 2r.

Par définition de l'action de G sur le complexe cubique dual C' on a : g;.czy, = ¢(g,.20)-
On obtient alors do(Caq, C(g,.20)) < 27

La distance combinatoire sur C1) entre deux cubes duaux dc(cg, ¢y) est supérieure
ou égale au nombre de murs qui séparent x de y. En effet, si un mur M sépare ¢, de
¢y et si on suppose qu'un des demi-espaces U de M appartient & tous les sommets de ¢,
alors V' appartient & tous les sommets de ¢,. Tout chemin qui relie ¢, a ¢, passera au
moins une fois par une aréte duale & chaque mur qui sépare ¢, de ¢,. On peut donc écrire

|$0, g@'.$0| < dC(C:Boa C(gi.xo))'
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Comme M sépare linéairement X, il existe deux constantes x et £ telles que ¢d(xq, g;.z9)—
k < |z, gi-xo|. On obtient alors que ¢d(zg, g;-z9) — k < 2r. Ainsi, pour une infinité d’élé-
ments g; de G la distance entre xg et g;.xo est majorée, ce qui contredit la propreté de
I’action de G sur X. ]
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Chapitre 2

Revétements ramifiés

2.1 Revétements ramifiés topologiques

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1. Soit (V, L) et (V’, L") deux couples de variétés topologiques, avec L et L’
deux sous-variétés fermeées de codimension 2 dans V' et V' (pas connexes en général). Une
application continue p: V' — V, avec p~1(L) = L', ce nous abrégerons par p : (V',L') —
(V, L), est un revétement ramifié si :
1. La restriction pjyr g/ : V' N L' — V . L est un revétement.
2. La restriction pjrs : L' — L est un revétement.
3. (trivialisation locale) Pour tout point x € L, il existe un voisinage connexe U de z
dans V tel que la préimage p~!(U) est une union disjointe p~*(U) = l_ljeJU]'», avec
les propriétés suivantes.

Il existe :

— un voisinage B de = dans L (contenu dans U) et un homéomorphisme ¢ : U —
D x B,

— un homéomorphisme ¢; : Ul — D x B et un entier k; > 1 (pour tout j € J),

de sorte que ¢(z) = (0,x) pour tout = € B, et de plus le diagramme suivant est

commutatif :

U]’.ﬁ]DXB

pl \ijXId

——=DxB
U p X

Ici p; désigne 'application z 2% sur le disque euclidien D.
On dira que L’ (ou L) est le lieu de ramification.

On appelle degré d’un revétement ramifié p le degré du revétement pjy /. On remarque
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que si p est un revétement ramifié de degré fini k£ alors l'ordre au voisinage de toute

composante connexe du lieu de ramification est inférieur ou égal a k.

On considére aussi une condition de trivialisation plus forte que celle de la définition
ci-dessus :
Trivialisation globale :
Pour toute composante connexe L; de L, il existe un voisinage N(L;) de L; dans V tel que
la préimage p~!(N(L;)) est une union disjointe Lljes N ]’-, avec les propriétés suivantes.
D’abord N7 contient une composante connexe L de L' telle que p(L}) = L;.
Ensuite il existe :
— un homéomorphisme ¢ : N(L;) — D x L; (tel que ¢(x) = (0,z) pour tout x € L;);
— un homéomorphisme ¢; : N; — D x L, (tel que ¢(2') = (0,2") pour tout 2’ € L) et
un entier k; > 1 (pour tout j € J);
tels que le diagramme suivant soit commutatif :

?;j
/ /
Nj ]D)ij

pl lpj <p

Enfin on demande que p induise un homéomorphisme de L; sur L;.

Ici p; désigne la rotation d’ordre k; du disque euclidien D.

On appelle voisinage de ramification autour de L;- un tel voisinage NV J/ et on appelle

ordre de ramification au voisinage de L} Pentier k;.

Lemme 2.1.2. Soit p : (V/,L") — (V, L) un revétement ramifié. Si chaque composante

connexe de L est simplement connexe alors p vérifie la condition de trivialisation globale.

Lemme 2.1.3. Soit p: (V', L") — (V, L) un revétement ramifié. Soit Vjj une composante
connexe de V' et soit Vp une composante connexe de V telle que p(Vy) C V. Soit Lj
Vintersection de L' avec V. Soit Ly l'intersection de Vpy et de L. Alors p(V§) = Vj et
pivy + (Vo, Lo) = (Vo, Lo) est un revetement ramifié.

Démonstration. Montrons d’abord que p(V})) est ouvert et fermé dans V. Soit ' un point de
Vy. Posons x = p(2'). Siz’ € L' considérons les ouverts de trivialisation locale U, U’ en z, 2.
Alors p(U’") = U. Donc p(Vy) est voisinage de x. Si 2’ ¢ L’ alors p est homéomorphisme
local au voisinage de 2/, donc p(Vj) est voisinage de x également. Ainsi p(V{]) est ouvert.

Soit z un point de V' adhérent a p(V{). Si « ¢ L notons alors U un ouvert connexe de
V L qui contient x et qui trivialise le revétement p : V' N L' — V ~ L. Si € L soit
U un ouvert de trivialisation de p en z. Soit y € U N p(Vy), que l'on écrit y = p(y') avec
y' € VJ. La composante connexe de p~(U) qui contient 3’ est un ouvert connexe U’ tel

que p: U — U est surjective. Alors U’ C Vj et p(V{)) contient x. Ainsi p(Vj) est fermé.
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Par connexité p(Vy) = Vj.

Montrons que la restriction de p & Vj et un revétement ramifié. Soit x € Vj, soit U
un ouvert de trivialisation. Par définition on a p~}(U) = UjesUj. Comme V{ est une
composante connexe de V’ alors pour tout j on a U; C Vj ou U; NV = (. Alors U est
bien un ouvert de trivialisation pour p : Vj — V5.

O

Corollaire 2.1.4. Soit p : (V/,L') — (V,L) un revétement ramifié. Toute composante

connexe Vj de V est I'image d’une composante connexe Vjj de V.

Démonstration. Par hypothése p : V/ . L' — V ~ L est surjective. Donc il existe une
composante connexe V de V' telle que p(V§) N (Vo ~\ L) # 0. Par connexité p(Vy) C Vp et

on conclut par le lemme 2.1.3. O

Remarque 2.1.5. Un revétement ramifi¢ p : (V/,L') — (V, L) est un revétement si et
seulement si la restriction de p a chaque voisinage de ramification induit ’application

identité sur le facteur D, i.e. si chaque ordre de ramification k; est égal a 1.

Lemme 2.1.6. La composé d’un revétement ramifié et d’un revétement est un revétement

ramifié.

Remarque 2.1.7. Soit p: (V/,L') = (V,L) et p' : (V', L") — (V', L) deux revétements

ramifiés. Alors 'application pop’: (V" L") — (V, L) est un revétement ramifié.

On suppose que p : (V' L") — (V, L) est un revétement ramifié entre variétés connexes.
On note m: X — V le revétement universel de V et 7’ : X’ — V' le revétement universel
de V'. On note alors K la préimage de L par m dans X, et K’ la préimage de L' par 7’
dans X'.

Lemme 2.1.8. Il existe un revétement ramifié f : (X', K') — (X, K) qui fait commuter

le diagramme ci-dessous.

(X', K')

Wf o
it e
S A
(V. L)

Introduisons quelques outils pour montrer ce lemme, en particulier on fait appel a
la notion de produit fibré. On rappelle dans un premier temps la construction classique

ensembliste :
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Définition 2.1.9. Soit p; : E1 — F et py : By — E deux applications.

Ey Es
E

On définit le produit fibré de E; et de Ey par Ey X Ey = {(e1,e2) € E1 X Ey | pi(e1) =
E

p2(e2)}. On obtient naturellement le diagramme commutatif suivant,

E1><E2

E1 E2

N\
PN

p b2

E
ou f1 et fo sont les projections de Fy X Es sur le premier et le deuxiéme facteur. On note
E
PLXp2=D1 o f1 =p20 fo
Le produit fibré satisfait la propriété universelle suivante. Soit £’ un ensemble, et

gi : B/ — E;, pour i = 1,2, des applications telles que p; o g1 = ps2 o go, alors il existe une

unique application g : E' — E1 x Fj telle que g; = f; o g.
E

A\
Es

p2

Eq

p1

2
N

E

Remarque 2.1.10. Si E; et F5 sont des espaces topologiques et que les applications
p1: By — E et py: Es — E sont continues alors le produit fibré est muni d’une topologie,
comme sous-espace du produit d’espace topologique F7 X Fs. De plus, il n’est pas difficile
de vérifier que toutes les applications sont continues et que la propriété universelle est vraie

dans le cadre des applications continues.

Soient py : By — E et py : By — E deux applications. Soit F' C E, on note F} = pfl(F)
et o = py 1(F) Les restrictions py|p, et pyp, permettent de construire le produit fibré
F1 X F2.

F
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On observe que Fy x I3 = {(1,22) € F1 X I3 | pip (21) = pojp,(22)} est un sous-
F
espace de By X Fy = {(z1,22) € E1 X Ey | p1(x1) = pa(x2)} car Pi|F, est la restriction de
E
Pi a Fz

Remarque 2.1.11. Les deux espaces E1 X Eo\ (F1 X Fy) et B4\ F) x FEy~ F; sont égaux,
E F E~F

et la restriction p1 X pojp, x B, (Fy x ) €St égale a Papplication pyg, r) X Doj(EoFy)-
E E F ENF

Pour montrer la premiére égalité on observe que si (x1,z2) € Ey X Fy et que 1 € Fy
E

alors p1(z1) = pa(x2) € F et donc x9 € F. De méme si z9 € Fy alors 1 € F;. On en
déduit que

Ey EEQ AN (Fl ?Fg) = {($1,$2) € F1 x Ey |p1($1) :p2($2)} AN {($1,$2) € F1 x Fy |

pi(z1) = pa(e2)}
= {(z1,22) € By \ Fi X By N Fy | p1(21) = pa(w2)}

:El\Fl X EQ\FQ.
ENF

Par construction du produit fibré p; X po, il existe deux applications fi et fo qui sont
les projections de E7 X Fo sur Fq ou Ei De méme, par construction du produit fibré
P1|(E1~F1) E>\<F D2|(Ea~ Ff) il existe deux applications g1 et go qui sont les projections de
Ei W F E>\<F FEo ~ F, sur B \ F; ou Ey \ F;. Les applications f; et g; coincident sur

E1 AN F1 X E2 AN FQ = E1 X E2 AN (Fl X FQ) On en déduit que sur E1 X EQ AN (Fl X FQ)
ENF E F E F

on apy X pa = pi o J1=p1091 = pi(E~F) 2o P2AEF)-

Remarque 2.1.12. Soient p; : By — E, ps: Es — FE, q1: A1 — A et ¢o: Ay — A quatre

applications. Le produit fibré et le produit d’application commute, autrement dit les deux

applications (p1 X q1) X (p2 X q2) et (p1 X p2) X (q1 X g2) sont égales, & permutation de
ExA E A

composantes pres.

Pour construire une application de revétement ramifié f : (X', K’) — (X, K) on va
considérer le produit fibré entre (V/, L) et (X, K). On va avoir besoin de montrer que le
produit fibré respecte la structure de revétement ramifié. En particulier, étudions le produit

fibré de deux revétements ramifiés du disques.

Lemme 2.1.13. Soient D, D et D5 trois copies du disque unité D. Notons py : D1 — D
I'application z — 251, et po : Dy — D DPapplication z — z*2. Alors le produit fibré Dy x Dy
est homéomorphe a la réunion disjointe de k1 A kg copies de D et sur chaque coplije la
restriction de pq l>§ po : D1 1>§ Dy — D induit la projection quotient

D— D, z s 2P
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avec k = ppcm(ky, k2). Enfin, toujours en restriction a chaque composante connexe de
D1 x Dy et pour ¢ = 1 ou 2, 'application f; : D1 X Dy — D; induit un revétement ramifié
D D

équivalent a la projection quotient

D— D, z+— 2™,

ppem(k1,k2)
= )

7

avec n; =

Démonstration. Notons d = k1 A ko le pged de ky et ky. On a alors ky = dng, ko = dny et
k = dnins. Les entiers ny et no étant premier entre eux, il existe deux entiers mq et ms tels

que moni + ming = 1. Notons Uy I’ensemble des racines d-éme de 'unité. L’application

Uy xD — Dy X Do; (&,2) — (€M1 2M1,£7M2272)
D

est bijective d’inverse (u,v) — (u"2v~"™ u™29™). Dans ces coordonnées, I’application
p1 X p2 qui associe & (u,v) € Dy x Dy I'élément u*t = v*2 devient (€, 2) ~ z¥. Enfin, pour
D D

hmi i O

i =1 ou 2 l'application f; devient (&, z) — e=n
Lemme 2.1.14. Soient p; : (Vi,L1) — (V,L) et pa : (Va,La) — (V, L) deux revétements
ramifiés.

(V1,Ly) (Va, La)

(V. L)

Alors le produit fibré p; x py @ (Vi x Vo, Ly x L) — (V, L) ainsi que les applications
\% \% L
f1: (Vi x Vo, Ly x Ly) — (Vi,Ly) et fo: (Vi x Vo, Ly x Lg) — (Va, Ly) sont des revétements
1% L 1% L

ramifiés. De plus, si on suppose que p; est un revétement alors fo est un revétement.

Démonstration. D’aprés la remarque 2.1.11, on a (pg ‘>;p2)\(V1\L1 X VosLaz) = P1Vi~Is VXL
VL N

P2|vs- L, Par hypothése les applications p; et pe sont des revétements ramifiés, donc
P1vi~L; €t Dojis- 1, sont des revétements de V\ L. On en déduit que (m épz)\(vl \L1V§LV2\L2)
est un revétement. Montrons la condition de trivialisation locale.

Soit 2 un point de V, on considére U! et U? deux trivialisations pour les revétements
ramifiés p; et po. En particulier, il existe deux homéomorphismes ¢’ : U — D x B;.
On note U jl un voisinage de trivialisation de Vi au-dessus de U' pour p;. On consideére
le voisinage de ¢'(z) de la forme D, x B C ¢'(U' N U?) avec D, un disque de rayon
0 < r < 1 et B un sous-espace connexe de Bi. On note U = (¢!)~}(D, x B). Chaque
espace ¢ o (¢')~H(D, x {b}) est homéomorphe & un disque, de méme sa préimage dans un
voisinage Uj2 est homéomorphe & un disque. L’action de rotation p; décrite sur By x U;

induit alors une rotation sur ce disque. On décrit alors le produit fibré p; x ps dans D, x B
v
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et dans sa préimage dans U jl. Par le lemme 2.1.12 p; é D2 est le produit entre I'identité sur B
et un produit fibré de revétements ramifiés de disques. D’aprés le lemme 2.1.13 on obtient
bien un revétement ramifié. Les ordres des applications sont donnés par ce revétement du
disque. Ainsi, si on suppose que p; est un revétement alors 'ordre associé & fy sur U; est
ppem(

k21’k2) = 1. On obtient bien que fo est un revétement si on a supposé que p; est un

revétement. O

Démonstration du lemme 2.1.8. On considére le produit fibré de p et T,

v’ ‘>; X, L >L< K)
f1 f2
(V’7L’)/ \(X, K)

(V. L)

D’aprés le lemme 2.1.14 le produit fibré p x 7 : (V' x X, L' x K) — (V,L) est un
\% 14 L
revétement ramifié, et 'application f1 : (V' x X, L' x K) — (V',L') est un revétement.
\% L
On choisit une composante connexe Y de (V' x X, L' x K). La restriction de p x 7 4 Y
v L 1%

est un revétement ramifié de (V, L) d’aprés le lemme 2.1.3 et la restriction de fi; 4 Y est
un revétement de (V’, L'). Par propriété universelle application de revétement universelle
h: X" — V' se factorise par le revétement fiy. On note g 'application entre (X', K') et
Y telle que f1og = h. L’application f est alors définie comme la composition d’application

f20g. C’est un revétement ramifié d’apreés le lemme 2.1.6.

(X', K')

2.1.2 Revétements ramifiés cycliques

On construit un exemple simple de revétement ramifié de variété topologique appelé

revétement ramifié cyclique associé a une sous-variété a bord de codimension 1.
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Soit V' une variété topologique orientée fermée, et soit C' une sous-variété topologique
compacte orientée & bord de codimension 1 de V. On note L le bord de C et on choisit
un entier £ € N. On construit une variété topologique V', une sous-variété L' de V' et un
revétement ramifié p : (V’', L") — (V, L) de la fagon suivante.

Soit U = V ~ C. Au voisinage d'un point de C \ L la variété V ~ C posséde deux
cotés. On U le recollement de U avec deux copies C! et C? de C de chaque coté de C' ~ L.
En particulier les deux composantes connexes C! et C? ont un bord commun isomorphe a
L. On considére Uy, ...,Uy, k copies de 'espace U. On note C} et C? pour i = 1,...,k
les copies des sous-variétés C! et C? dans U; . Enfin, on définit ¥V’ comme le recollement
cyclique de U; avec U1 en identifiant CZ avec C}; pour i € Z.

Dans lespace U il existe une unique copie de L, alors dans chacune des k copies de
U, il existe une copie L; de L. Cependant ces copies sont & la fois dans C’i1 et dans C’Z?.
Tous les L; sont donc identifiés dans V’. On définit alors p comme 'application qui envoie
identiquement tout espace U; sur U.

L’application p : V! N L' — V ~ L est un revétement. En effet, pour tout point z de U
n’importe quel petit boule ouverte incluse dans U et qui contient « a pour préimage 'union
disjointe de k ouvert. Pour € OU . L on choisit une petite boule disjointe de L et qui
contient . Dans U cette boule est I'union de demi-boules. La préimage de ces demi-boules
dans V' est un union 2k demi-boules qui se recollent deux & deux. Enfin, on décrit une
trivialisation globale. On choisit un voisinage tubulaire N de L dans V homéomorphe a
D x L. On considére N’ la préimage de N dans V’. Alors N’ est homéomorphe a D x L et

I'application p qui envoie U; a U décrit le quotient par une rotation sur D.

2.2 Revétements ramifiés de variétés hyperboliques

Dans cette partie nous allons nous concentrer sur des revétements ramifiés de degrés
finis de variétés hyperboliques. Nous allons expliciter une métrique sur un revétement
ramifié de variété hyperbolique et montrer que la métrique ainsi obtenue posséde de bonnes
propriétés. En particulier, c’est une métrique géodésique localement CAT(—1). On définira

aussi quelques notions utilisées dans la partie 4.4.

2.2.1 Construction de la métrique sur le revétement ramifié

Soit V une variété hyperbolique compacte, et soit L une sous-variété de codimension 2
de V telle que chaque composante connexe soit totalement géodésique. Soit p : (V', L") —
(V, L) un revétement ramifié topologique fini. On note 7 : (X, K) — (V, L) le revétement
universel de (VL) et 7’ : (X', K') — (V’,L') le revétement universel de (V',L’). On a
vu dans la section précédente, plus particuliérement dans le lemme 2.1.8, qu’il existe une
application de revétement ramifié f : (X', K') — (X, K). On va construire une métrique

sur X’ a partir de celle de X = H" : on décrit localement la métrique sur certains sous-
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espaces de X', noté woisinages fondamentauz, des petites boules ouvertes loin des lieux
singuliers et des quartiers de voisinages de ramification.

Soit z un point de X’ \. K’. Par définition du revétement ramifié¢ topologique la res-
triction de l'application f|x/. g est un revétement. On considére une boule ouverte B de
H" autour de f(z) telle que la préimage de B dans X’ soit une union de boules disjointes.
On note B’ la composante connexe de f~!(B) qui contient x. L’application fig:B'— B
est un homéomorphisme. On définit alors la distance entre deux points y,z € B’ comme
la distance entre f(y) et f(z).

Soit 2’ un point de K’. On note z = f(2’). On considére Ky et K| les composantes
connexes de K et de K’ qui contiennent respectivement z et z’. D’apres le lemme 2.1.2
il existe deux voisinages de ramification N(K()) et N(Kp) qui trivialisent f. On considére
N¢(Kp) un e voisinage de Ky tel que N¢(Kp) C N(Kp). On note N (K() = N(K{) N
fYH(N(Kp)), c’est un voisinage de ramification pour f.

Soit W une sous-variété connexe, de codimension 1 de H" et totalement géodésique qui
contient Ky. Alors N.(Kp) ~ (W N N(Kp)) posséde deux composantes connexes. On note
@ et R les adhérences de ces composantes connexes dans N¢(Kp). L'espace (W ~ Kp) N
N.(Kp) posséde deux composantes connexes, on appelle W et W~ les adhérences de ces
deux composantes connexes dans N¢(Kj). L’application f est un revétement cyclique entre
Ne(K{) ~ K et Ne(Ko) N\ Ky et les espaces Q \ Ky et R~ Ky sont simplement connexes. Si
f est d’ordre fini k sur N (K) alors il existe k sous-espaces Q7, ..., Q% de N.(K) identifiés
par f & Q \ Ky et k sous-espaces Rf,..., R} de N (Kj) identifiés par f & R\ Kp.

Montrons que 'adhérence de QF dans X’ est P'union @} U K. (De méme on aura que
'adhérence de R} est 'union R} U KJ).) Soit (yn)nen une suite de points de QF qui tends
vers un point y de X’. Alors par continuité de f la suite (f(yn))nen converge vers f(y). En
particulier f(y) appartient a Ko. Par définition de la trivialisation globale f : K| — Ko
est un homéomorphisme. Alors y € K.

On note @1,...,Q 'adhérence des espaces @Q7,...,Q% et Rq,... R, I'adhérence des
espaces Rj,..., R;. L’application f envoie alors identiquement chaque espace @); sur @ et
R; sur R. On appelle quartiers de N¢(K() les sous-espaces Q; et R;.

L’intersection entre deux quartiers de N (KJ)) est soit K, soit un copie de W7 ou de
W~. On note Wy,...,Wa ces intersections entre deux @Q; et R; isomorphes & W ou
W~. On dira que les espaces W7y, ..., Wo sont cycliquement ordonnés si pour tout i € Zgy
W; et W;;1 appartiennent au bord d’un méme quartier de N (Kjp). De méme on peut
renuméroter les quartiers @Q; et R; de facon a ce que pour tout ¢ € Zj le quartier Q;
partage un sous-espace W; avec R; et R; 1.

Chaque quartier Q; ou R; est un voisinage fondamental de V', on définit la métrique
sur un quartier S de la facon suivante : la distance entre deux points x et y de .S est donnée
par la distance entre f(z) et f(y) dans f(S).

On remarque que par définition la métrique définie sur les différents voisinages fonda-
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@2 Q3

FIGURE 2.1 — Découpage de N(KJ) en quartiers

mentaux est compatible sur l'intersection de deux de ces voisinages. On peut aussi remar-
quer que l'image par f d’un voisinage fondamental est convexe, alors la métrique sur les
voisinages fondamentaux de X’ est géodésique. Enfin, on remarque que par définition la
restriction de f & un voisinage fondamental est une isométrie sur son image.

Soient 1, ..., 2, des points de X’ tels que chaque paire de points z;, ;11 appartienne
4 un voisinage fondamental de X', en particulier il existe un segment géodésique entre x;
et x;41. On appelle alors ligne brisée entre x; et x,, 'union des segments géodésiques entre

x; et Ljt1-

Définition 2.2.1. La pseudo-métrique entre deux points = et y de X’ est donnée par
d(x,y) = inf{long(y), -y ligne brisée de = a y}.

Remarque 2.2.2. Pour toute paire de points z,y de X’ on a I'inégalité suivante : d(f(z), f(y)) <
d(x,y). En effet, 'image par f d’une ligne brisée est une géodésique par morceaux de H"
de méme longueur. Ainsi, 'image d’un segment géodésique entre x et y est un chemin de
méme longueur entre f(x) et f(y). Donc la longueur entre f(x) et f(y) est inférieure a

celle entre x et y.

Lemme 2.2.3. La pseudo-métrique coincide avec la métrique donnée sur les voisinages
fondamentaux. De plus les voisinages fondamentaux décrit comme des relevés de boules
sont des boules de X’ de méme rayon, et les voisinages de type N¢(K)) sont des e-voisinages
de K|, dans X'.

Démonstration. Soit S un voisinage fondamental de X’ et soient z et y deux points de
S. 1l existe une ligne brisée avec un unique segment dans S entre x et y de longueur
d(f(x), f(y)). On en déduit que d(y,x) < d(f(z), f(y)). De plus d’apres le remarque 2.2.2
on a d(f(z), f(y)) < d(x,y). On en déduit que la distance entre z et y est égale a la
distance entre f(z) et f(y) dans H".
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Soit S un voisinage fondamental, relevé d’une boule de H" de rayon e. On note x le
point de S qui s’envoie sur le centre de la boule f(S). Comme application f est une
isométrie en restriction a S alors tout les points de S sont & distance < € de z. De plus,
tout point & ’extérieur de S est & distance au moins € de x. En effet, une ligne brisée entre
un point y de X'\ S et x s’envoie sur une géodésique par morceaux dont un sous-segment
géodésique strict va du bord de la boule f(S) au centre f(z). La longueur de cette ligne
brisée est alors strictement supérieure a e.

On pourra faire un raisonnement similaire sur les voisinages fondamentaux de type

(K. O
Corollaire 2.2.4. L’application f: X'~ K’ — H" . K est une isométrie locale.
Lemme 2.2.5. La pseudo-métrique de la définition 2.2.1 est une métrique.

Démonstration. Soient z,y deux points de X' tels que d(z,y) = 0. Si z ¢ K’ alors il existe
un voisinage fondamental fermé S disjoint de K’ qui contient x. D’apres le lemme 2.2.3
S est le e-voisinage d’un point x de X', alors si z appartient & S alors y appartient a S.
Comme la pseudo-distance sur S coincide avec la distance définie sur S et que d(x,y) =0
alors x = y.

Si = appartient & une composante connexe K{) de K. D’apres le lemme 2.2.3, un voisi-
nage fondamental N (K()) de K|, est le e-voisinage de K|, dans X’. Alors comme d(z,y) = 0
on en déduit que y appartient a N¢(KY(). L'espace N(K()) est union de différents quartiers,
et au moins I'un de ces quartiers contient y. Comme la pseudo-métrique sur X’ et la

métrique sur N¢(K() coincident et que d(z,y) = 0 alors z = y. O

Lemme 2.2.6. La définition de la distance d sur X’ ne dépend pas du choix des voisinages

fondamentaux.

Démonstration. On considére deux familles F; et F5 de voisinages fondamentaux tels que
chacun recouvre X’. Soient dy et dy les deux métriques construites a partir des familles F;
et Fo comme ci-dessus. Montrons que ces deux métriques coincident.

Soient x et y deux points de X’. Soit (v)),en une suite de lignes brisées dans des
voisinages de F7 d’extrémités x et y telle que la suite des longueurs des lignes brisées
(V) nen tende vers dy(x,y) quand n tend vers I'infini. On peut subdiviser chaque ligne
brisée v} en une ligne brisée 7; telle que chaque segment géodésique appartienne a la
fois aux voisinages de F; et aux voisinages de F». La longueurs des lignes brisées ~; est la
méme que celle des lignes brisées v;. On en déduit que da(z,y) < di(x,y). Par un argument

symétrique on obtient que di(z,y) = dao(z,y). O

2.2.2 Premiéres propriétés de I’espace métrique X'.

Nous nous placons dans le cadre de la section précédente et nous montrons que I’espace

métrique X’ a de bonnes propriétés. Pour rappel p : (V', L) — (V, L) un revétement fini
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sur une variété hyperbolique compacte V', X = H" est le revétement universel de V et X’
le revétement universel de V. On note K et K’ les préimages respectives de L et de L'
dans X et dans X’. On note f : (X', K’) = (X, K) une des applications de revétement

ramifié décrite dans le lemme 2.1.8.
Lemme 2.2.7. L’espace métrique (X', d) est un espace de longueur.

Démonstration. On note d la métrique de longueur sur (X’,d). Par définition, elle est
égale a I'infimum des longueurs des courbes rectifiables sur X’. Dans n’importe quel espace
métrique, par définition de d, on a Iinégalité d < d. Pour voir que les deux métriques d
et d sont égales il suffit de montrer I'autre inégalité. On remarque que les lignes brisées
de X’ sont des courbes rectifiables, alors par définition des distances d et d on obtient

immédiatement d < d. O

Lemme 2.2.8. Il existe une constante € > 0 telle que pour toute boule ouverte B de rayon €
de X’ soit B est incluse dans un voisinage de ramification autour d’une composante connexe
de K’ union de quartiers fondamentaux soit la restriction de f & B est une isométrie sur

son image.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.1.8 "application f est la composition de deux appli-
cations f5 o g avec g l’application de revétement entre X’ et une composante de V'’ xy X,

et fy la projection du produit fibré V/ xy X sur X.

(X', K')
o
(V' x X, L x K) !
(V', L) (TX,K)
(V,L)

L’espace V' est compact comme revétement ramifié fini de la variété compacte V.
L’application fjog est un revétement. Alors, il existe une constante €; telle que la préimage
de tout boule B(e1) de V', de rayon €;, par lapplication f1 o g ou par 'application f; est
une union de boules disjointes de X’ ou de X xy V' homéomorphes & B(ey).

Par compacité de V', il existe un nombre fini de composantes connexes de L’. On
choisit un voisinage de ramification pour chacune de ces composantes connexe de L’. Dans
X, il existe un nombre 71 (V')-cofinie de composantes connexes de K. On choisit une famille
71(V')-cofinie de voisinages de ramification des composantes connexes de K. Dans la preuve

du lemme 2.1.14, pour montrer que le produit fibré de deux revétements ramifiés est un
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revétement ramifié on construit un voisinage de ramification autour de chaque composante

connexe de L' x K. Ce voisinage est construit comme un produit fibré de voisinages de
L

ramification d’une composante connexe de L’ et d’une composante connexe de K. Il existe

alors une constante e telle que tout es-voisinage d’une composante connexe P de L' x K
L

dans V' x X est dans un voisinage de ramification.
\%4

Les composantes connexes des préimages par g de ces voisinages de ramification sont
des voisinages de ramification de K’ dans X’ pour f car g est un revétement.

Finalement, si on choisit € = min{e;, %}, on obtient que pour toute boule B de rayon
€ soit la restriction de f|p est une isométrie soit B est contenu dans un voisinage de K " de
type Ne(KY). O

Lemme 2.2.9. L’espace métrique V' est complet.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.2.8, il existe une constante e telle que toute boule
ouverte B de X', de rayon e, soit est incluse dans un voisinage autour d’une composante
connexe de K’, union de quartiers fondamentaux soit la restriction de f a B est une
isométrie sur son image.

Soit (2, )nen une suite de Cauchy dans X'. Il existe un N € N tel que pour tout n > N,
d(zn,r,) < §. Alors, pour tout n > N, x, est inclus dans la boule fermée B(zy, $) de
centre xy et de rayon §. Si la restriction de f a B(zy,€), la boule de centre 2 et de rayon
€ est une isométrie alors (z,,) converge car la métrique sur H"” est compléte.

Supposons maintenant que B(zy, §) est incluse dans un voisinage fondamental N (K{)
d’une composante connexe K|, de K'. Le voisinage N (K])) est I'union de 2k espaces Q; et
R;. Alors il existe une sous-suite (yn)nen de (zp)nen telle que pour tout n > N, y, est
contenue dans ); ou R;, par exemple ;. Comme la métrique d est compléte sur chaque
voisinage fermé de @;, alors (yn)nen converge dans Q; N N¢(K(). Finalement, la suite

(@n)nen converge dans N (K(). O
Lemme 2.2.10. L’espace métrique X’ est localement compact.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.2.8, chaque boule B de rayon € soit est isométriquement
envoyée sur X par f soit contenue dans un voisinage de ramification union finie de quartiers

localement compacts. O

On utilise alors le théoréme suivant dont la preuve est détaillée dans [BH99| pour

montrer que (X', d) est géodésique.

Théoréme 2.2.11. (Hopf-Rinow) Un espace métrique de longueur complet et localement

compact est géodésique.

Pour la suite on note M", I'espace H" et M]* I'espace S™.
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Définition 2.2.12. Soit (X,d) un espace métrique géodeésique, et soit T = (a,b,c) un
triangle géodésique. On appelle triangle de comparaison T un triangle de M?2 dont les
distances entre chaque paire de sommets sont les mémes que dans T'. Chaque point z de
T est déterminé par un segment de 1" qui le contient, et par sa distance aux extrémités de
ce segment. Il existe alors un unique point Z de T qui satisfait les mémes conditions dans

T. On dit que X est CAT(k) si pour toute paire z,y de points de T

Proposition 2.2.13. L’espace métrique X' est CAT(—1).

Ici nous allons travailler avec des revétements ramifiés de complexes polyédraux. De
telles constructions ont déja été utilisés, on peut citer par exemple Brady [Bra99] pour
des revétements ramifiés de complexes cubiques, ou bien Haefliger plus généralement avec
I'étude d’orbi-espaces [LHG90).

Définition 2.2.14. Un M, -compleze polyédral X, k = 1,—1 est un complexe cellulaire

décrit comme le quotient d’une union disjointe de polyédres de M2 : | |Q;/ ~, telle que
i
les applications de restriction p; de 'application projection p : | |@Q;/ ~— X & un polyedre
i
Q; vérifient les deux propriétés suivantes :

(¢}
1. Pour tout ¢, p; : Q; — X est injective,

2. Si pi(Q:) Np;(Q;) # 0 alors il existe une face C' de Q;, une face D de @, et une
isométrie h : D — C telles que p;(z) = p;(a’) si et seulement si 2’ = h(x).

Définition 2.2.15. Soit X un My-complexe polyédral, soit s un sommet de X et soit @
un polyedre de dimension n de M]'. Le link géométrique link(s, Q) de s dans @ est défini
comme ’espace des vecteurs unitaires de Q en s. Le link en s dans X est alors défini comme

I’union des links sur chaque polyédre de X qui contient s.

Remarque 2.2.16. Le link géométrique d'un M,-complexe polyédral est un M;-complexe

polyédral.

Définition 2.2.17. On dit qu’une application f : X — Y entre deux My-complexes
polyédraux est polyédrale si elle envoie identiquement chaque polyédre de X sur un polyedre
deY.

On utilise le théoréme suivant, voir [BH99] :

Théoréme 2.2.18. Soit X un M,-complexe polyédral, les conditions suivantes sont équi-

valentes :

1. X est CAT(k).
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2. En tout sommet s de X link(s,X) est CAT(1) et il n’existe pas de plongement

isométrique du cercle, pour kK = —1, et d’un cercle de longueur < 27 pour x = 1.

3. X est uniquement géodésique si kK = —1 et m-uniquement géodésique si kK = 1.

Lemme 2.2.19. Soit f : (P',L') — (P, L) un revétement ramifié de variétés avec L’ et
L deux sous-variétés convexes. Supposons de plus que P’ et P sont deux M,-complexes

polyédraux et que f est une application polyédrale. Si P est CAT (k) alors P’ est CAT (k).

Démonstration. Montrons par récurrence sur la dimension n de P',P que P’ est CAT (k).
Placons nous tout d’abord dans la situation ot P’, P sont des M,.-complexes de dimension
2. L’espace L’ est réduit & un point z. En tout point x de P’ \ {z} I'application f est
localement une isométrie. Comme P est CAT(x) alors link(xz, P') = link(f(z), P’) est
CAT(1). En z, link(z, P’) est un cercle de longueur 27k avec k le degré de ramification.
link(z, P") est donc CAT(1).

Un plongement isométrique g d'un cercle ¢ de dans P’, de longueur quelconque si k = —1
et de longueur < 27 si k = 1, est impossible. En effet, supposons qu’un tel plongement
existe. Si g(c) contient z on note ¢y le point de ¢ tel que g(t9) = z, sinon on prend ¢
point quelconque de ¢. On considére t; le point de ¢ diamétralement opposé a ty. Comme
f est une isomeétrie locale sur P’ \ {z} f(c) décrit deux géodésiques locales de P joignant
fog(ty) et fog(ty). Dans le cas ou k = 1 la longueur de ces géodésiques est < 27. Comme
P est CAT(k) alors ces deux géodésiques locales sont des géodésiques de P, voir [BH99,
p.160]. En particulier, d’aprés le théoréme 2.2.18, on a une contradiction avec 'unicité (la
m-unicité pour k = 1) des géodésiques de P qui est CAT (k).

Supposons maintenant que pour tout complexe polyédrale de dimension n le lemme
2.2.19 soit vrai. Soit f : (P/,L') — (P, L) un revétement ramifi¢ de dimension n + 1 qui
satisfait les hypotheses du lemme, montrons qu’alors P’ est CAT (k).

En un point z de P’ qui n’appartient pas a L’ 'application f est localement une
isométrie. Alors link(z, P') = link(f(x), P). Comme P est CAT (k) alors link(f(x), P) est
CAT(1), et donc link(z, P") aussi. Soit z un point de L’. Remarquons que link(z, L’) est
un sous-complexe convexe de link(z, P’). On peut identifier link(z, P’) au bord d’une petit
boule de centre z dans P’. L’application tangente T induit alors un revétement ramifié de
(link(z, L"), link(z, P")) sur (link(f(z), L), link(f(2), P)) et un revétement de M;-complexes
polyédrales. Par hypothése P est CAT (k) donc link(f(z), P) est CAT(1). On en déduit par
récurrence que link(z, P') est CAT(1).

Il reste & montrer qu’il n’existe pas de plongement isométrique du cercle pour k = —1,
et d’un cercle de longueur < 27 pour k = 1. Supposons par 'absurde qu’un tel plongement
g : ¢ = P’ existe. Montrons que dans tous les cas il existe au plus un point z € g(c) tel
que flg(c){-} est une isométrie locale.

L’application f est une isométrie locale sur P’ ~. L. Ainsi, si g(¢) N L’ posséde au plus

un point 2z alors fig(.){z} est une isométrie locale. Supposons que g(c) N L’ est possede au
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moins deux points z1 et zo. Par convexité de L’ le segment géodésique entre 21 et zo sur
g(c) est inclus dans L'. Soit o le plus grand sous-espace connexe fermé de g(c) qui contient
le segment entre z; et zo sur g(c). Montrons que o = g(c). En effet, sinon on choisit un
point x de g(c) qui n’appartient pas & o. On note 7 le segment géodésique entre x et o et
on considére @ le quartier de P’ qui contient x. 7 est dans @ par convexité de Q). Autour de
oNT g(c) est alors la concaténation d’un segment dans L’ et un segment qui n’intersecte L’
qu’en une extrémité. On a bien contradiction car dans @), L’ est une sous-variété convexe.
Finalement g(c) C L’ et f est une isométrie locale sur g(c).

On note tg le point de ¢ tel que g(t9) = z si un tel z existe, sinon on prend ¢y point
quelconque de c¢. On considére ¢; le point de ¢ diamétralement opposé & tg. Comme f est
une isométrie locale sur P’ ~ {z} f(c) décrit deux géodésiques locales joignant f o g(to)
et fog(t1). Dans le cas ou k = 1 la longueur de ces géodésiques est < 27. Enfin comme
P est CAT(k) alors ces deux géodésiques locales sont des géodésiques de P, voir [BH99,
p.160]. En particulier, d’aprés le théoréme 2.2.18, on a une contradiction avec 'unicité
(la 7r-unicité pour k = 1) des géodésiques de P qui est CAT(k). On a bien montré par
récurrence que P’ est CAT(k). O

Démonstration de la proposition 2.2.13. Comme X' est simplement connexe, pour montrer
que X’ est CAT(—1) il suffit pour montrer que X’ est localement CAT(—1), voir [BH99].
Sur une boule B’ de X’ disjointe du lieu singulier donc isométrique & une boule de H" il
est clair que la métrique est CAT(—1). Il suffit alors de montrer que la métrique décrite
sur X’ est CAT(—1) au voisinage des composantes connexes de K’. On considére un point
z’ d'une composante connexe K|, de K', et un N.(K()) de K{ union de quartiers Q; et R;.
On note z = f(2') un point de Ky = f(KJ) et on considére un voisinage polyédrale P de
J(Ne(K()). Le découpage de N((K() et de f(N((K()) donne & P une structure de M_;-
complexe polyédrale. De plus cette décomposition polyédrale est telle que le lieu singulier
est un sous-complexe polyédrale de P. On note P’ la composante connexe de f~!(P) qui
contient z’. Le découpage de P donne une structure de M_j-complexe polyédrale avec L’
un sous-complexe de P’. Le lemme 2.2.19 permet d’achever la démonstration, on obtient
bien que P’ est CAT(—1). O



Chapitre 3

Cubulation des variétés de

Gromov-Thurston

Dans ce chapitre nous avons inclus tel quel I’article Cubulation of Gromov-Thurston
Manifolds. Cet article propose une cubulation & la main des groupes fondamentaux de
variétés de Gromov-Thurston. En effet, une variété de Gromov-Thurston V' est obtenue
comme revétement ramifié cyclique d’une variété arithmétique de type simple V. Cette
derniére a un groupe fondamental cubique, alors on construit un revétement ramifié d’un
complexe cubique de groupe fondamental 71 (V') pour obtenir un complexe cubique de
groupe fondamental 71 (V).

Notez que la notion de mur définie dans la section 3.2 est légérement différente de celle
introduite dans la chapitre 1. Cependant, les murs décris comme partition d’un espace dans
cet article proviennent de sous-variétés de codimension 1 et sont donc en bijection avec des

murs au sens de la définition 1.1.8.

Abtract : In this article we prove that the fundamental group of certain manifolds,
introduced by Gromov and Thurston [GT87] and obtained by branched cyclic covering over
arithmetic manifolds, acts geometrically on a CAT(0) cube complex. We show in particular

that these groups are linear over Z.

3.1 Introduction

The main result of this paper concerns the fundamental group of some negatively
curved manifolds, introduced by Gromov and Thurston in [GT87|. Gromov and Thurston
constructed infinitely many manifolds which can be equipped with a Riemannian metric
with negative sectional curvature less or equal to —1, arbitrarily close to —1, but do not
admit any Riemannian metric of constant curvature. For the construction, they consider

cyclic ramified coverings over a certain hyperbolic manifold V' ; an arithmetic hyperbolic

47
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manifold of “simple type.” The branch locus is a totally geodesic submanifold K C V of
codimension 2, obtained as the transverse intersection of two codimension-1 totally geodesic
submanifolds. It is important to consider ramified covering of arbitrary large degrees to
make sure that, among those manifolds, infinitely many do not have a constant curvature
metric. On the other hand, the more the normal injectivity radius of K in V is large, the
more the sectional curvature of the metric will be close to —1. A manifold V obtained by
this construction will be called here a Gromov-Thurston manifold.

Our first result is the following :
Theorem 3.1.1. Let V be a Gromov-Thurston manifold. Then 771(‘7) is cubical.

A group is cubical if it acts geometrically on a CAT(0) cube complex (see Definition 3.2.2
below). Now a cubical group is said to be special — following Haglund and Wise in [HW08]
— if the quotient of the CAT(0) cube complex by the group avoids some global hyperplane
pathologies (most importantly hyperplanes have to embed in the quotient), see Section 3.4
for a precise definition. Similarly a cube complex that avoids these pathologies will be said
to be special. Finally a group is said to be virtually special if it contains a finite index special
subgroup. Being virtually special has many consequences : virtually special groups inject
in GL(n,Z) for a certain n € Z, have separable quasi-convex subgroups (see [HW08|), are
virtually large (see [HW08]), are virtually bi-ordonnable (see [HW08] and [DT92]), etc.
Recently Agol [AGM12] proved that every hyperbolic cubical group is virtually special.
Since the fundamental group of a Gromov-Thurston manifold is hyperbolic, using Agol’s
Theorem [AGM12]|, Theorem 3.1.3 below follows from Theorem 3.1.1. Nevertheless, we will
prove virtual specialness without using Agol’s Theorem.

To prove Theorem 3.1.1, we will introduce a notion of ramified coverings of cube com-

plexes (see Definition 3.3.1). We shall then prove the following :

Theorem 3.1.2. Cyclic ramified coverings of special cube complexes are special cube

complexes.
We shall then deduce our main result from Theorems 3.1.1 and 3.1.2 :
Theorem 3.1.3. Let V be a Gromov-Thurston manifold. Then 771(‘7) is virtually special.

Many examples of compact hyperbolic manifolds with constant curvature equal to —1
have virtually special fundamental groups. For example, hyperbolic surfaces are virtually
special. In dimension 3, works of Kahn-Markovic, Wise and Agol imply that fundamental
groups of compact hyperbolic 3-manifolds are virtually special [AGM12|. Moreover, in
every dimension n > 4, Bergeron, Haglund and Wise [BHW11] have shown that “simple
type” arithmetic hyperbolic manifolds also have a cubical virtually special fundamental
group. We will use this to prove Theorem 3.1.1. As a consequence of Theorem 3.1.3 we can

deduce the following :
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Corollary 3.1.4. Fundamental groups of Gromov-Thurston manifolds are linear (over Z),
contain a finite index bi-ordonnable subgroup, have separable quasi-convex subgroups, are

virtually large, etc. ..

We will in fact prove a more general version of Theorem 3.1.1 (Theorem 3.1.5 below).
Let V = T'\H" be a hyperbolic manifold, with I' C Isom™ (H"). Denote by p : H* — V
the covering map. Suppose that there exist two transverse totally geodesic submanifolds V;
and V5 of codimention 1 of V', and suppose that both of them separate V. We can construct
a cyclic ramified covering in the following way : Each submanifold V;, ¢ = 1,2, splits V'
into two disjoint submanifolds V;* and V,~ of V, with boundary V; with two different
orientations. The intersection W = Vfr N Vy is a hypersurface of V with boundary. Let V'
be the manifold obtained by cutting V along W. The boundary of V is a disjoint union of
two copies of W with opposite orientations. For & € N*, consider the manifold V obtained
by cyclically gluing k copies of V along the copies of W according to their orientations.
Then the natural projection Vs Visa cyclic ramified covering of degree k of V above
ow =Vinv;.

Vi

"
Vo
AN
w W

FI1GURE 3.1 — A cyclic ramified covering of degree 2 above OW'.

&L

In Gromov-Thurston’s construction, V' is an arithmetic manifold of “simple type”, as
well as V7 and V5. By passing to a finite cover, these two submanifolds satisfy the properties
described above. Then Gromov and Thurston construct ‘7, a cyclic ramified covering of
degree k above the intersection of V; and V5.

An arithmetic manifold of “simple type” contains many immersed compact hypersur-
faces. Choose a finite number of them and denote by H the collection of their preimages
in H™. A general construction of Sageev associates a CAT(0) cube complex that is “dual”
to the T'-invariant collection of hyperplanes H in H". The fundamental group I" = m (V)
acts cocompactly on the resulting cube complex. By choosing enough immersed compact
hypersurfaces to start with, one can moreover ensure that the action of I' on the “dual”
cube complex is proper. We then say that V' is 7y -cubulated by H. We provide details for
this construction in Section 3.2.

Finally we say that a collection of hyperplanes is generic if every pair of intersecting

hyperplanes in the collection have transverse intersection and if the intersection between
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three different hyperplanes is either empty or of codimension 3.

Theorem 3.1.5. Let V be an oriented hyperbolic compact manifold, and let V; and V5 be
two totally geodesic separating submanifolds of V' with transverse non-empty intersection.
Let k£ > 1 be an integer and let V be the cyclic ramified covering of V' of degree k above
V1 N Va. Assume furthermore that V' is m-cubulated by a collection H of hyperplanes in
H™, such that the reunion of ‘H with the set of preimages of V; and V5 under p forms a

generic collection of hyperplanes of H". Then the fundamental group 771(\7) is cubical.

We recall Sageev’s construction — specialized to our context — in the next section.
In Section 3.3 we prove Theorem 3.1.5, in Section 3.4 we prove Theorem 3.1.2. Finally, in

Section 3.5 we prove Theorems 3.1.1 and 3.1.3 by using Theorems 3.1.5 and 3.1.2.

3.2 Cubulation

3.2.1 Some definitions

Definition 3.2.1. A cube complez is a CW-complex, such that each cell is a metric Eu-
clidean cube [0,1]", and gluing maps are isometries between subcubes, i.e. cubes obtained

by restricting certain coordinates to 0 or 1.

FIGURE 3.2 — A cube complex.

We shall always equip a cube complex with the metric induced by the Euclidean metric
on the cubes. As such it makes sense to speak of a CAT(0) cube complex; we refer to
[BH99] for a general study of CAT(0) spaces.

Definition 3.2.2. A group is said to be cubical if it acts geometrically, i.e. properly and
cocompactly, on a CAT(0) cube complex.

3.2.2 Sageev’s construction

In [HP98] Haglund and Paulin introduce the notion of a wallspace. Generalizing a
construction of Sageev [Sag95], Nica [Nic04], Chatterji and Niblo [CN05] have then shown

how to associate to any wallspace a “dual” CAT(0) cube complex in such a way that a
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group acting on the wallspace (as defined in [HP98]) also acts on the dual CAT(0) cube
complex. We now review this construction in the particular case at hand.

Let V be a closed hyperbolic manifold and let Wy, Wy, ..., W, be immersed closed
codimension-1 totally geodesic submanifolds in V. Assume that these manifolds intersect
each other in a generic way. Any lift of W; to H" is a hyperplane of H", splitting H" into
two connected components. Let H be the collection of all these hyperplanes and let S

be the set of connected components of the space H" . |J H. Each hyperplane H of H
HeH
provides a natural bipartition (a so-called wall) of S. We call each element of this partition

a halfspace of H.

We now construct a cube complex Y as follows. We first describe its 1-skeleton Y :

A vertex o of Y is a collection of halfspaces of S such that :

e VH € H, exactly one of the two halfspaces of H belongs to o.

e VA, B two halfspaces, (A C Band A€ o) = B€o.

Put an edge between two vertices o and 7 if and only if |[cA7| = 2, i.e. if and only if o
and 7 share exactly the same halfspace for every hyperplane of H except for one.

We finally construct Y from Y1) by adding a n-cube each time one sees the 1-skeleton
of a n-cube in Y,

The cube complex Y can be complicated. However to each connected component x of

S it corresponds a vertex o of Y :
o = {A halfspace : z € A}.

It is a simple exercise — that we leave to the reader — to check that o satisfies the two
conditions above. Now two such vertices are adjacent if and only if the associated connec-
ted components are separated by a unique hyperplane of H. This defines a (connected)
subgraph G of Y(I'; we denote by X’ the square subcomplex of Y obtained from G by
gluing a square each time one sees the 1-skeleton of a square in G. The resulting square
complex X’ is (of course) connected. We define X to be the connected component of X’

in Y ; it is the cube complex dual to the collection # of walls of H™.'

3.2.3 A square complex in H"

The hyperplanes of H induce a cellulation of H™. And since the collection H is supposed
to be generic the 2-skeleton of the dual cellulation is a square complex. We realize it in H"

as follows :

Definition 3.2.3. Let Pgr be the square complex dual to the cellulation of H" by H :

choose a vertex in each connected component of S, join every pair of vertices of two adjacent

1. Beware that in general X strictly contains G = (X'))!
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components by a geodesic segment, and for every face K of codimension 2, glue a 2-disc

along the four geodesic segments surrounding K.

FIGURE 3.3 — A cube complex.

Lemma 3.2.4. The square complexes Pg» and X’ are combinatorially equivalent.

Proof. By construction the 1-skeleton of Pgr» and X’ are combinatorially equivalent : both

set of vertices identified with the set S of connected components of H* . |J H and two
HeH
vertices are adjacent if and only if they are separated in H” by a unique hyperplane of H.

Finally, both X’ and Pgn are obtained from their 1-skeleton by adding a square every time
one sees its 1-skeleton, i.e. when there are four connected component a,b,c,d € S, and two
hyperplanes H and H’ in H such that a and b, ¢ and d are separated by H, and b and c,
d and a are separated by H’. O

3.2.4 Cubulation of I

The natural action of I' = 7;(V) on H induces an action on X too. Moreover : the
collection H being finite modulo I' one can prove that I' acts cocompactly on X ; see
[Sag97].2 The following lemma gives a criterion on the set of hyperplanes Wy,..., Wy to
ensure that I' also acts properly on X (see e.g. [Duf12], Chapter I :

Lemma 3.2.5. Suppose there exists a number m such that every pair of points x,y of H"
at distance d(x,y) > m is separated by some hyperplane in 7. Then the action of I on X

is proper.

In our case, one can even prove that this is in fact an equivalence.
Let C be the quotient of X by I'. The group I' also acts on Pgn. Let Py be the quotient

2. Here we use that H" is (Gromov-)hyperbolic and that — being totally geodesic — the hyperplane
in H are quasiconvex.
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As Py is the 2-skeleton of the complex dual to the cellulation of H"™ by H, the complex

Ppr is simply connected. Then :

Lemma 3.2.6. The square complex Py injects combinatorially into C', and this injection

induces an isomorphism of fundamental groups.

Proof. By construction, the combinatorial equivalence Pgr» ~ X’ proved in lemma 3.2.4
is I'-equivariant. The complex Pgr identifies I™-equivariantly with a subcomplex of X.
Quotienting by I' identifies Py, with a subcomplex of C'. Since Py is simply connected,

the inclusion Py — C' induces an isomorphism of fundamental groups. O

3.2.5 Hyperplanes in cube complexes

Definition 3.2.7. A midcube of a k-cube [0,1]* is a (k — 1)-cube obtained by fixing one
of the coordinates at % In a CAT(0) cube complex X, a hyperplane H is a connected
subspace of X such that the intersection of H with every cube of X is either a midcube or
the empty set. In a non positively curved cube complex C, a hyperplane is the projection

of a hyperplane of the universal cover of C' onto C. It immerses in C.

Let X be a CAT(0) cube complex and Y C X a subcomplex. We will abusively call
hyperplanes of Y the traces of the hyperplanes of X on Y.

Going back to the situations of the preceding paragraphs, there exists a natural bijection
between H and the set of hyperplanes of the dual CAT(0) cube complex X : A hyperplane
in H can be associated with a hyperplane of the square complex Pyn, and to a hyperplane
of X’ using the isomorphism between Pg» and X’. Finally one can extend this hyperplane
to a hyperplane of X. This map is well defined and induces a natural bijection between

hyperplanes of H and hyperplanes of X.

FIGURE 3.4 — Two hyperplanes in a cube complex.

We shall finally need the following :

Definition 3.2.8. Let Cj, = [0, 1]¥ be a Euclidean cube. The cubical barycentric subdivision
of C* is the subdivision of C* along its hyperplanes. The cube C* then becomes a cube
complex composed of 2F k-cubes glued together along hyperplanes of C*. In general, the
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cubical barycentric subdivision of a cube complex C' is the cube complex described as the

union of the cubical barycentric subdivision of each of its cubes.

3.3 Proof of Theorem 3.1.5

3.3.1 Construction

To prove Theorem 3.1.5 we shall first construct a ramified covering C of the cube
complex C. Next — in Section 3.3.2 — we will prove that the fundamental groups of 1%
and C are isomorphic. And finally we will show — see Lemma 3.3.12 — that C is locally

CAT(0).

Definition 3.3.1. Let C be a cube complex and k be an integer. Assume that C contains
two separating subspaces C7 and Cs, both of them being unions of disjoint hyperplanes
of C. Each Cj, for ¢ = 1,2 splits C' into two parts : fix a base point z¢ in C' \ (Cy U Cy),
we let C;r (resp C;") be the set of z € C such that every path from z to z¢ cuts C; an
even (resp. odd) number of times. Let C be C cut along Int(C;” N Cy). We define C by
cyclically gluing &k copies of C' along copies of Int(C]" N Cy). We call the complex C a

ramified covering of degree k of C.

A ramified covering as described above is not a cube complex. Nevertheless, passing to
the cubical barycentric subdivision of C' puts a cube complex structure on the correspon-

ding subdivision of C.

Proof of Theorem 3.1.5. The manifold V is m-cubulated by a finite collection of closed
immersed codimension-1 submanifolds Wy, Wa, ..., W,. Let H’ be the set of all hyperplanes
of H" lifting the W;’s. And let H be the reunion of H' with the set of hyperplanes of
H" lifting the connected components of Vi and V5. As each V; is a closed codimension-1
submanifold of V| it follows that the results of the preceding section apply to H. Let X be
the CAT(0) cube complex dual to H. The fundamental group I' of V acts properly® and
cocompactly on X. Denote by C the quotient of X by I'.

To construct a ramified covering Cof C , as in Definition 3.3.1, we first need to define
Cy and C5 (as unions of hyperplanes of C). The bijection between hyperplanes of H and
hyperplanes of X (see the end of Section 3.2) induces a bijection between hyperplanes
of V and and hyperplanes of C. We then define C; (i = 1,2) to be the union of all the
hyperplanes of C'in bijection with the connected components of V;. We now show that C
and Cs separate C.

Let p. : X — C' is the covering map given by the quotient of X by I'. The subspace
C} separates C if and only if X \ p_1(C1) has a I'-invariant bicoloration. Denote by p the

3. Indeed : adding hyperplanes to H’, can only improve the necessary condition for properness of Lemma
3.2.5.
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projection H™ — V. As Vj separates V, then H" \ p~1(V}) has a I-invariant bicoloration,
and so does the complex Pygn ~ (Pg»Np~1(V3)). This complex can be seen as a subcomplex
of X \p,1(C}). For each point = of X \ p.(C}) consider an element zg € Pyg» and a path
rxo in X. Choose for  the color of g if the path zzy crosses p~'(C;) an even number
of times, and the other color if it crosses p~!(C1) an odd number of times. This choice is
well defined because p~!(Cy) is a union of hyperplanes of X, which separates X. So does
p~1(C1). By the same argument, Cy separates C. To complete the proof of Theorem 3.1.5,

it remains to prove :

~ ~

1. The groups m1 (V') and m1(C) are isomorphic.
2. The ramified covering C of C is locally CAT(0).

The first statement is proved in Proposition 3.3.2 below and the second statement is proved
in Proposition 3.3.12 below. U

3.3.2 Fundamental groups
The goal of this Section is to prove the following Proposition :
Proposition 3.3.2. The groups (V) and 71 (C) are isomorphic.

To compute the fundamental group m (V) (respectively 71 (C)) we will use a different
construction of V (respectively C).

Let N,(V1NV3) be an open tubular neighborhood of ViNVa in V. Let V9 = V ~ N, (V1N
V). V¥ is a submanifold of V with a boundary isomorphic to (V4 N Va) x St. Consider

0\/ : 7T1(V0) — Z,

such that for any loop I of V0, 6y/(1) is the algebraic intersection number between [ and
V1+ N Vo, and let m be projection Z — Z/kZ where k is the degree of the ramification
V over V. Denote by VO the covering of V? associated with the group Ker(w o fy/). In
restriction to the boundary (V3 N V3) x S!, this covering is a k-cyclic covering on the first
factor and trivial on the second one. Then the manifold V is obtained by gluing a product
(ViNVa) x D to VO, where D is a disk, along the boundary isomorphic to (V4 N V3) x SL.

We will compute the fundamental group of 1% using this construction. It will be a
quotient of the subgroup Ker(rofy) of 71(V?). Fix a base point zg in VY. To any connected
component K; of V3 N Va we associate a loop ~; as follows : choose a path p; from xg to a
point z; in the boundary of K; then choose a loop [; based in x; which turns once around
K;. Define 7; as the concatenation pilipi*l. Note that 0y (v;) = £1. Each %k represents an
element of Ker(m o6y ) (again abusively denoted 4¥). By the Seifert-Van Kampen Theorem

recursively applied to the union of V0 and for each K; x D one gets :

m (V) = Ker(mo ) /(2. 75)).
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We can construct C in the same way. In the cube complex C' define a tubular neighbo-
rhood N,(Cq1 N Cy) of C1 N Cy as the interior of the union of every cube which has a non
trivial intersection with C; NCy. Remark that it is isomorphic to the product (C;NCy) x O,
with O the interior of a square. Let C° = C' \. N,(Cy N Cy). The complex (C; N Cs) x 90
is called the boundary of CY. Define ¢ : 71(C") — Z in analogy with 6y, by counting
intersections of a loop with C;F N Cy. Let C° be the covering corresponding to the sub-
group Ker(m o 6¢). The preimage of the boundary of C° under this map is isomorphic to
a product (C7 N Cy) x Cy where Cyy is a cyclic graph with 4k edges. Call this complex
the boundary of CO. The complex C is obtained by gluing the product of (C7 N Cq) with
a 4k-gon to (C1 N Cy) x Cy.

Now we can calculate the fundamental group of C in analogy with the calculation of
the fundamental group of V. We simply need to define loops passing once around every
connected component of N,(C; N Cy).

The link between the two complexes will be the subspace P‘(} described below. The
cellulation of V' by the W;’s and by V; and V5 induces a cellulation of V9 by restricting
the Wy’s, V; and V5 to V0 and by adding several n — 2 cells on the boundary. Then we
define P8 as the cube complex dual to this cellulation of VY. It can also be described as
the complex obtained by removing every square intersecting Vi NV, from Py, indeed the
1-skeleton of the two complexes dual to the cellulations of V and V? is the same, the only
cells of codimension 2 that are in V and not in V0 are the ones given by V; N V5. Finally

according to Lemma 3.2.6 P8 identifies simultaneously with a subspace of V" and of CV.

Proof of Proposition 8.3.2. The square complex P8 is a subspace of V¥ and the inclusion
induces an isomorphism of fundamental groups by definition. We will prove in Proposition
3.3.3 below that the inclusion of P‘(} in C? induces an isomorphism of fundamental groups.
Note that V? and C? have isomorphic fundamental groups. For every connected component
of V1 N Vs, choose +; included in P8 and denote by 6 the restriction of 6y and 8¢ to P‘(}.
Therefore

Ker(m o 0y) = Ker(m o §) = Ker(m 0 0¢),

and

w1 (V) = Ker(m 0 0v) /(71 -, 9p)) = Kex(w 0 0c) /({7 1)) = m(C).

O

Proposition 3.3.3. The inclusion of P‘9 into C° induces an isomorphism of fundamental

groups.

Denote by p. : X — C and by X° the preimage of C° by p..
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Proof. Let P3, be the 2-complex dual to the cellulation of H*\.p~!(V;NV5) by hyperplanes
of H. It can be seen as a subcomplex of Pyn. The inclusion of Py~ in X is I'-equivariant,
and to prove the proposition it suffices to show that the inclusion of P2, in X© is a ;-

isomorphism.

O

Proposition 3.3.4. The inclusion of P2, into X° induces an isomorphism of fundamental

groups.

Proof. Let xg € PY,. The fundamental group of H" . p~!(V; N V%) is an infinite free group
generated by a loop for every connected component of p~1(V; NV3). Consider the following
system of generators : one can choose the loops in P]}?In because it is the 2-skeleton of the
dual cellulation. For every connected component K; of p~1(V1 N V3) let I; be a loop of PY,
described as a boundary of a square of Pygn P]gln associated with K;. For each vertex of [;
there exists a path from xg to this vertex which does not cross the same hyperplane of X
twice, as described in Lemma 3.3.5, and for one of the four vertices y of I; the path does
not cross either the two hyperplanes of Pgr which form K;. Denote by a this path and
take a; = al;a”! as a generator of m; (Pfﬂn) associated with K;. We prove in Proposition
3.3.7 that the fundamental group of XY is an infinite free group generated by the c;. Then

this inclusion induces a mi-isomorphism. O

We will use combinatorial loops on the 1-skeleton of X°. The combinatorial loops can be
seen as loops of the 1-skeleton of X . If we choose a vertex, this loop is uniquely determined
by the sequence of hyperplanes successively dual to the edges of this loop. As X is CAT(0),
a path in the 1-skeleton of X is a geodesic in X' if and only if the associated sequence of

hyperplanes of X does not contain the same hyperplane twice.

Lemma 3.3.5. For each pair of vertices (z,y) of PJ, there exists an edge path from z to

y which crosses each hyperplane of Py~ at most once.

Proof. To a pair (z,y) of vertices of Pygn we associate the pair of connected components of
H"™ separated by hyperplanes of H which contains respectivly = and y. Choose a point for
each of these components in H", and consider a geodesic between them. The sequence of
hyperplanes of H crossed by this geodesic gives a path of edges of Py» which crosses each
hyperplane at most once, i.e. the path is a geodesic of the 1-skeleton of Pgn. ]
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Lemma 3.3.6. Let v be a combinatorial path in X with the following sequence of dual
hyperplanes of X : ABHy...H, A such that Vi = 1,2,....n, H; # A, B, and A, B are not
simultaneously in the preimage of C'; and Cs under p.. Then = is fixed-end-point homotopic
in XY to the path associated with the sequence BAH;...H,A.

Proof. We will show that the first two edges of this path border a square of X°. As defined
in Section 3.2, a vertex of X is a choice of halfspace for every hyperplane of H, such that
if a halfspace 8 is included in another one B and if 8 belongs to a certain vertex then
3 belongs to this vertex too. We will say that ﬁ and 8 are compatible if they can belong
to a same vertex of X.

Consider the three first vertices v1, vo and v of the path v and the two walls A =
{X,Z} and B = {?,%} associated with the hyperplanes A and B. Suppose that vy
contains the halfspaces X and ﬁ As v; and vy are separated by an edge dual to A,
then vy contains halfspaces <Z and ? Moreover v3 contains the halfspaces <Z and B.
Consider the collection s of halfspaces composed with X, E and every halfspace which
simultaneously belongs to vertices vy, vo and vs. To prove that s is a vertex of X we will
show that every pair of hyperplanes of s is compatible. The last vertex of + contains X
and § because Vi = 1,2, ...,n, H; # A, B. The collection of halfspaces associated with v,
v9 and vy show that halfspaces Z, 3, Z and % are compatible with all halfspaces shared
by v1, vy and vs, and that the pairs X and ?, Z and E, j and § are compatible. Hence
s is a vertex of X, and the three first vertices of 7, s, and the edges between them describe
the boundary of a square of X. Since A and B are not simultaneously preimages of C or
Cs the square is still in X°. O

Proposition 3.3.7. The fundamental group m1(X?) of X is an infinite free group gene-
rated by {a;}.

Lemma 3.3.8. Let K; be a connected component of a preimage of C7y N Cs in X, let [ be
an oriented loop obtained as the boundary of a square of X with a non trivial intersection
with K;, and let z be a vertex of [. Then there exists a loop o} = a/la’~ homotopic to a;

(or a; 1), with o/ geodesic in the 1-skeleton of X between xq and 2.

Proof. The intersection between two hyperplanes has a natural cube complex structure.
The neighborhood of K; in X is a product W x O with O a square and W a cube complex
isomorphic to K;. The neighborhood of K; in X will be W x 9(0). There exists a loop
a; = al;a™ ', one of the generators of 7T1(P]}?1n), such that [; turns around K;. Then there
exists wy, wy in W such that w; x 9(0) =1 and we x d(0) = ;. Denote by wy X e the
vertex of [; which is the last vertex of a. Since W is connected, choose a path w’ in W
from w; to ws, and consider w = w’ x @ a path in X°. Denote by c the concatenation of a
and w.

We will construct a path ¢ homotopic to ¢ such that ¢’ is a geodesic in the 1-skeleton

of X, i.e. such that ¢ does not cross the same hyperplane of X twice. The path ¢ does
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not cross any hyperplane that is a preimage of C; or Cs. Indeed, by construction, neither
does a, nor does w because C7 and Cy do not self-intersect ( because Vi and V5 do not
self-intersect). Suppose that ¢ is not geodesic and consider the two nearest edges dual to
the same hyperplane H. The subpath of ¢ between these edges is not dual to H and we can
apply Lemma 3.3.6 several times, until the two edges are next to each other. Then one can
delete the two edges by homotopy. By recurrence on these pairs of hyperplanes, we obtain
a path ¢ from zg to [ homotopic to ¢ which crosses each hyperplane of X at most once.
Then consider a’ the path obtained from ¢’ to z by adding one or two edges of I. These
additional edges are dual to the preimage of C; or Cs, a’ is still geodesic in the 1-skeleton

of X, and a'la’~! is homotopic to alja™". O

Proof of Proposition 3.3.7. First we prove that m(X°) is generated by {a;}. For each
combinatorial loop =, denote by |v| the length of the loop, then consider

L: 71'1(X0) — N

L(y) = min{|y'], v ~~'}.

We will use a recursive argumentation on the length L of homotopy classes of loops. If
L(7) = 0 then ~ is homotopic to 2. Suppose that every loop of length strictly less than N
is generated by {;}, and let 8 be a loop of X, such that L(3) = N. A loop of X can be
described as a concatenation of loops of type blb~!, with ! the boundary of a square of the
neighbourhood of the preimage of a connected component of Cy N Cy. If 8 is not exactly
one of these loops then g is a concatenation of at least 2 such loops of length less than IV,

and by recurrence f3 is generated by {a;}. Suppose now that 3 = blb~!. Applying Lemma
+1

3.3.8 to [ and z, the last vertex of b, there exists a loop o/ = a'la’~! homotopic to «;

such that a’ is minimal between zq and z.
B=0blb"t =bdtdldra'bt = (b’ V)d ld (b7 Y).

Fix j = |b|, then N = |3| = 2j + 4. As d’ is a geodesic with the same endpoints as b then
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la’| < j. Finally, L(ba'~!) < |ba’~!| < 2j < N, and by recurrence ba’~! is generated by «;.
Furthermore, as a’la’~! is homotopic to «;, 3 is also generated by {o;}.

To see that 71(X?) is a free group, we will construct an injective morphism from 1 (X?)
to an infinite free group.

Every hyperplane of Cy in C is divided into several different hyperplanes in C°. Let E
be the set of all lifts of these hyperplanes in X°. For every e € E, H, will be the hyperplane
of X that contains e*. Consider the infinite free group Fo, generated by E.

The elements of E are hyperplanes of X", we choose an orientation of each hyperplane
of X which induces an orientation of hyperplanes of E. Consider the map m such that
if v is a combinatorial loop of X then m(y) is the word in E* obtained by juxtaposing
hyperplanes of X° crossed by =, to the power of £1 depending on the orientation. The
map m induces the morphism

h:m(X%) = Fa.

Homotopies between combinatorial loops can be described as a succession of elementary
homotopies : going on an edge and coming back is homotopic to the identity, and for every
square of X an edge of its boundary is homotopic to the path which runs along the three
other edges of the boundary. Then m is well defined modulo these elementary homotopies.

The map h is injective. Assume that 7 is a combinatorial loop of X such that h(y) = 1.
Since « is a loop, every hyperplane of X crosses 7 an even number of times. If v does not
intersect any hyperplanes of {H,,e € E} then the hyperplanes dual to vy are not in p_ 1 (Cs)
and we use Lemma 3.3.6 to gather and eliminate two by two those hyperplanes dual to v by
elementary homotopies in the following way. Each hyperplane of X dual to v appears an
even number of times in the sequence of hyperplanes dual to . Consider two repetitions of
the same hyperplane as closed as possible. Then every hyperplane contained between those
two repetitions will appear once. If there is not a hyperplane between the two repetitions
then ~ is homotopic to a loop given by the same sequence minus the two occurrences of
this hyperplane. If there are some hyperplanes between the repetitions, we can use Lemma
3.3.6 several times, since no hyperplane of p~!(Cs) belongs to the sequence, bringing us
back to the previous case. Then the homotopy class of « is trivial in 7y (X©).

Now suppose that one of the hyperplanes K of X, crossed by ~, is associated with an
element of E. Since h(y) = 1, the word m(y) contains a subword ee~! with e € E. One
can assume that K = H,. Then the enumeration of hyperplanes of X° dual to ~ contains
a sequence e, hy,...,h,, e, where the h;’s do not belong to E. Denote by ¢ the subpath
of 7 associated with this sequence. For every i € {1,...,n} denote W; the hyperplane of
X that contains h;. For every i € {1,...,n}, as h; is not in F, then W; is not contained
in p_1(Cy). Furthermore if W; is contained in p_!(Cy) then the h;’s do not intersect e,

because e is a connected component of p_!(Cs) cut along p,(Cy). Therefore there exists

4. The map e — H. is not injective
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an even number of h;’s such that W; = W. If such a pair of elements W; = W; C p; 1(C})
exists then by applying Lemma 3.3.6 several times to the sentence H;, H; 1, ..., H; which
does not contain hyperplanes dual to p;1(Cs) we get j = i + 1, and H;H; is homotopic
to a point. Finally, applying Lemma 3.3.6 several times to the sentence H., Hy,...H,, H,
with H; ¢ p.1(C1), one can reduce the number of ee~! associated with 7.

O

3.3.3 Ramified covering over a locally CAT(0) cube complex is locally
CAT(0).

We want to prove that if C is a ramified covering of a locally CAT(0) cube complex
C constructed above the intersection of two unions of hyperplanes (see Definition 3.3.1),
then C is locally CAT(0). We will prove this with a more general definition of a ramified

covering.

Definition 3.3.9. Let C be a cube complex and L be a subcomplex of C. A cube complex C
is a general ramified covering of C' above L if there exists a combinatorial map f : C—C
and a subcomplex L of C such that :

o fp:L =1L

* fled): (C~NL)— (C~\L)isa cover.

Definition 3.3.10. A subcomplex L of a cube complex C' is locally convex if for every
cube @ of C' the subcomplex L N Q is either a unique face of @ or the whole cube Q.

We will use the following characterization of being locally CAT(0) in a cube complex,
see [BH99].

Proposition 3.3.11. A cube complex C is locally CAT(0) if and only if for every v € C?,

link(v, C) is a simplicial flag complex.

Proposition 3.3.12. Let (6, E) be a general ramified covering of a cube complex (C, L),
with C locally CAT(0) and L locally convex in C. Then C is locally CAT(0).

Proof. First, we prove that for every vertex v of 5, the complex link(v, 5) is simplicial
, and not multi-simplicial, i.e. link(v, 6) is totally determined by its boundary. Suppose
that v is not in Z, then a small ball around f(v) is homeomorphic to a small ball around
v, so the link is the same. As C is locally CAT(0), then link(v,C) is simplicial. Now
suppose that v belongs to L. Consider two (k — 1)-simplices of link(v, 6) for k > 2 sharing
the same boundary. Denote by @1 and @y the two k-cubes of C associated with these
(k —1)-simplices. As the two simplices have the same boundary, then Q1 and Q2 are glued
along subcubes of codimension 1 containing v. Let f be the projection associated with
the ramified covering C = C. As f is combinatorial then C7 and Cy are projected on
k-cubes of C. As C is locally CAT(0) then C; and Cj are projected onto the same cube.
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The map f induces an isomorphism between L and L, and L is convex in C. Denote by
P;,ie{l1,2,...,k—1}, codimension 1 subcube of Q. If every P; belongs to L then QCL
and Q1 = Q. If there exists i € {1,2,...,k — 1} such that P, does not belong to E, the
restriction of f to (Q1UQ2) \ Lisa covering on its image of degree 1, because the preimage
of f(F;) is P;. Then 1 and @2 are equal.

It remains to see that for every vertex v € C , the simplicial complex link(v, C ) is flag.
Let v be a vertex of C' and ey, ..., e, be two by two connected vertices of link(v, C). The
function f projects two such vertices on two different vertices of link(f(v),C) because
link(f(v),C) is simplicial and not multi-simplicial. As C' is locally CAT(0) link(f(v),C)
is flag and there exists a p-simplex of link(f(v), C) which has f([e;, e;]) as 1-skeleton. The
(p 4+ 1)-cube associated with this p-simplex lifts to a cube with a 0-skeleton of exactly

{e1,...,ep}. O

3.4 The cyclic ramified covering of a special cube complex is

special.
We will use the following characterization of being special.

Definition 3.4.1. (See [HWO08]) A cube complex is special if it does not contain pathologies
of hyperplanes such as self-intersection (see Figure 3.5), self-osculation (see Figure 3.6) or
inter-osculation (see Figure 3.7), and furthermore if its hyperplanes are two-sided i.e. a

neighborhood is homeomorphic to the product of the hyperplane with an interval.

F1GURE 3.5 — A self-intersecting hyperplane.

Proposition 3.4.2. Let C be a special cube complex and let Cy and Cs be two separating
unions of hyperplanes of C'. Then the ramified covering C (in the sense of Definition 3.3.1)
of the cubical barycentric subdivision C’ of C' above C; N Cy is special.

Lemma 3.4.3. Let C be a cube complex and let C’ be the cubical barycentric subdivision

of C. If C is special then C’ is special.
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FIGURE 3.6 — A self-osculating hyperplane.

FIGURE 3.7 — Two inter-osculating hyperplanes.

Proof. The neighborhood of a hyperplane of C’ is the half neighborhood of a certain
hyperplane of C. Then a pathology of a hyperplane of C’ would imply a pathology of the
associated hyperplanes of C. O

Proof of the Proposition 3.4.2. We will use the notations from Definition 3.3.1, and denote
by f the projection C — C'. We show that if there is a pathology of hyperplanes as defined
in 3.4.1 in C then there is a pathology in C'.

A hyperplane of C is a union of hyperplanes of some s (k copies of the cubical
barycentric subdivision of C glued together to form 6) which coincides on the boundary
between 7 and C7 ' for every i. The projection of all different pieces of this hyperplane
on C’ forms a unique hyperplane of C’. If H is not a two-sided hyperplane of 5, then
there is a loop in H such that the parallel transport of a vector orthogonal to H along this
loop gives a vector of the opposite direction. Then the projection of the loop has the same
property, and the projection of the hyperplane to C' is not two-sided.

The map f projects a self-intersecting hyperplane of Cona self-intersecting hyperplane
of C’. This prevents the first pathology from occurring.

Suppose now that there exists two hyperplanes H and K of C which are inter-osculating.
Let €1 and é3 be two edges of C respectively transverse to H and K which share a vertex
v. Let e, ea, H and K be the images of €1, éa, H and K under f.If e = ey, then f pro-
jects H and K on a unique self-intersecting hyperplane, contradicting the fact that C’ is

special. If e; and eg are two osculating edges of C’, then H and K are two inter-osculating
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hyperplanes of C’.The case where e; and ey form the corner of a square @ remains to be
seen (see figure 8). In this case, @ has two different lifts @1 and @2 which contain respec-
tively €; and €. As there is a unique lift of the vertex v = f(?) in the union of squares
@1 U @2, the vertex v belongs to the ramification locus. However, as there are two lifts of
e; in @1 U @2, the square @) is not included in K. As the cubical neighborhood of C7 N Cy
is isomorphic to the cube complex Cy N Cs x O, where O is a square, and as the square
Q of the cubical barycentric subdivision C” of C' is not totally included in C; N Cy, the
square (@ is a quarter of a square of C given by a point times O in the neighborhood of
C1 N Cy. We can assume that e; belongs to C;. If not, switch the notation of e; and es.
Consider the path 5 obtained by the concatenation of a path vy of H from the center
of @1 to the intersection of H and I?, and a path 7 of K from this intersection to the
center of @2. Let v, vy and g be the image of 4, ¥y and 4k under the projection f. The
path ~ is a loop of C’. Since 7 itself is not a loop the (algebraic) intersection number of
with C1+ N Cs has to be different from zero, otherwise v would lift to a loop in the ramified
cover. We will reach a contradiction by showing that in fact « has a trivial intersection
with C’f N Cy. Actually, H and K are disjoint from Cy and C. For example e; is an edge
of C’, contained in an edge of C' dual to the hyperplane C5 in C. The intersection of every
cube D of C with (5 is obtained by setting one coordinate to %, and the intersection with
H is obtained by setting the same coordinate to % or %, so H is a disjoint copy of Cs. We
can use exactly the same reasoning to prove that K is disjoint from Cy. Now, there are
two possibilities depending on whether K is totally included in C| or in Cfr . In the first
case, as Yy C H which is disjoint from Cy, and yx C K C C], the loop v never crosses
Cfr NCs. Now, if K is totally included in Cfr , as (o separates C, the algebraic intersection
number of the loop v with C5 is zero. Since H is disjoint from Cy, the path vz C H does
not cross Cs. Then intersections of v and C5 are in vx and the intersection number of
vk with Cy is zero. As 7k is included in O}, the intersection number of the loop 7 with
Cfr N Cs is zero, and we have a contradiction.

Let H be a self-osculating hyperplane of C. Denote by €1 and e two distinct edges,
transverse to ﬁ, sharing a vertex v. Denote by eq, es, v and H the image of €1, €, V and
H under f. If e1 # es then H will be a self-osculating or a self-intersecting hyperplane of
C'. If e; = ey, then v will belong to the ramification locus and e; C Cj" N Cy. A path v
from the center of €1 to the center of €5 is sent onto a loop of C’ which crosses C’fL N Cy
non trivially. As H is transverse to e; H is a copy of a hypeplane of Cy, so H is totally
included in O, and as Cy separates C’, f(7y) has to cross C;F N Cy trivially.

O

3.5 Gromov-Thurston manifolds.

The main result relies on the following Theorem of [BHW11].
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FIGURE 3.8 — When e; and es are two adjacent edges of a square.

Theorem 3.5.1. “Simple type” arithmetic manifolds are cubical and virtually special.

Let V be a “Simple type” arithmetic manifold, containing many (immersed) compact
totally geodesic codimension 1 submanifolds. The fundamental group of V' acts cocom-
pactly on the cube complex associated with a finite number of such submanifolds. To show
the last Theorem, Gromov and Thurston chose these submanifolds such that the action
of m (V) on the dual cube complex is proper, using the following criteria : let H be a
collection of lifts of a finite number of hyperplanes Wy, ..., W, of V' described as above.
For every pair of point x,y, denote by dy the number of elements of ‘H witch separate x
from y. If dy; and the usual distance on H" are quasi-isometric then the action of (V)
on the dual cube complex is proper.

To choose such a collection of hyperplanes in [BHW11], the authors use the fact that
hyperplanes of H"™ which project to a compact submanifold of V are dense in the set of
hyperplanes of H" (see p. 6 of [BHW11] ). Later, they prove that by passing to a finite
cover of V', the quotient of the cube complex obtained using this construction by the group
m1(V) is special.

Let V be an arithmetic manifold. By passing to a finite cover, Gromov and Thurston
constructed two totally geodesic manifolds, V7 and V5, which separate V', and then consider

V a ramified covering of V above V] N V5. Let us prove that Vis virtually special.

Proof of Theorem 3.1.1. In the proof of Proposition 2.1 in [BHW11], the argument of den-
sity for choosing W7y,..., W, allows to suppose furthermore that the intersections between

hyperplanes of H are generic. Then let V/ be a finite cover of V such that the quotient of
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the cube complex dual to H by m1(V’) is special. Denote by V' the cyclic ramified cover
of degree k of V' above the intersection of the preimage of V4 and V5 in V’. By Theorem
3.1.5, 7r1(‘7’) is cubical, and furthermore by Proposition 3.4.2, it is special. We will show
that there exists a finite cover of ¥/ and V. Then the fundamental group of V will be
virtually special. To see this we will use covering orbifold theory.

Let V,,.4 be an orbifold. Its underlying space is V' and its singular locus is V; N V5. The
orbifold structure is given by the following maps : If x belongs to V ~. Vi N V5, choose
a neighborhood sufficiently small which does not intersect the singular locus and take
the identity on V. If x € V4 N V5, a small tubular neighborhood of z is isomorphic to
D?x]—1,1[*"2. Then choose the quotient of D?x]—1,1[*~2 by the action of Z/kZ on D?.

Let V. be an orbifold with V’ as the underlying space obtained by pulling back under
the covering map p : V' — V the orbifold structure of V. For every point z of V', a local

map will be the composition of p and of a map of V' at p(x). The projection V! , — V. is

orb
a covering orbifold. Ramified covering Visa covering orbifold of V,,;. Indeed, far from the
singular locus, the projection V — V is the identity, and on a neighborhood of V; N V5 this
projection is a quotient by the cyclic group Z/kZ. By the same reasoning, the manifold %
is a covering orbifold of V.

Denote by V,,;, the universal covering orbifold of V,,;. There exists two groups G; and
Gy such that V' = NOTb/Gl and V = VOrb/GQ. Note that G; is special. Consider now
V" = V,/G1 N Gy. V" is a manifold and a (classical) cover of V since V is a manifold.
Furthermore, as G; and G2 have a finite index in G, the group G; N G> has a finite index

~

in G, and G1 N Gy is special as a subgroup of Gy. Then 71 (V') = G4 is virtually special.

V/l

V;),rb 4

N,

V;er



Chapitre 4

Cubulation dans le cas ou le lieu
singulier est contenu dans une

sous-variété de codimension 1

4.1 Introduction

Dans cette partie on se place dans la situation suivante :

Soient V' une variété hyperbolique compacte connexe, L une sous-variété de codimension

2 totalement géodésique dans V et p: (V/,L') — (V, L) un revétement ramifié fini.

On suppose qu’il existe une famille # d’hyperplans de H", 71 (V')-cofinie, uniformément
localement finie et qui sépare linéairement H™. (D’aprés les théorémes 1.2.3 et 1.2.9 le
groupe fondamental 71(V) est cubique.) On note K la préimage de L dans H" et on
suppose que l'intersection entre un hyperplan de H et une composante connexe de K est

transverse.

On se demande alors & quelles conditions le groupe 1 (V’) est cubique.

Nous commencons par décrire une premiére famille H’ de murs du revétement universel
de V' : les composantes connexes des préimages des murs de H. Nous verrons ensuite que
cette famille de murs, quoique trés naturelle, n’est pas en général suffisante pour obtenir

une cubulation de (V).

On note X’ le revétement universel de V'’ d’apres le lemme 2.1.8 il existe une application
de revétement ramifié f : (X', K’) — (H", K), et une application de revétement 7’ :

(X', K'") — (V', L) telles que le diagramme suivant commute :

67
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(X', K')

~

(H", K)
A

D’apreés la proposition 2.2.13, X’ est CAT(—1) donc m1(V’) est hyperbolique. Pour

cubuler 7 (V") on veut construire des murs dans X’ quasi-convexes. On construit une pre-

T

V', L)

S

(V. L)

miére famille de murs de X’ & partir des murs de H : on note H’ la famille des composantes
connexes des préimages d’hyperplans de H dans X’ par I'application f. Par la suite, pour
des études locales au voisinage du lieu singulier on fera appelle & la notion de voisinage de
ramification utilisée dans le chapitre 2 pour décrire la métrique locale sur X’. On utilisera

aussi la notion de quartier introduite dans ce méme chapitre.
Lemme 4.1.1. Les éléments de H’ sont des murs de X’.
On utilise le lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Soit M une sous-variété fermée et connexe de codimension 1 dans une

variété simplement connexe X alors M est un mur au sens de la définition 1.1.8.

Démonstration. On montre dans un premier temps qu’il existe un voisinage O de M qui
est séparé par M en au plus deux composantes connexes O et O_. Puis on construit deux
sous-espaces connexes Xy et X_ de X \~ M qui contiennent Oy et O_ et qui recouvrent
X ~ M. Enfin, on montre que ces deux espaces sont disjoints.

La sous-variété M est de codimension 1 et n’a pas de bord, alors en tout point x de M il
existe un voisinage O, homéomorphe & une boule de R" et tel que via cet homéomorphisme
M est intersection de cette boule avec un hyperplan. En particulier, O, ~ (MNO, ) posséde
deux composantes connexes. On note O l’ensemble des voisinages O, comme décrit ci-
dessus. On définit ’espace O = oneo O,, et on considére C ’ensemble des composantes
connexes de O \. M. Soit P(C) I’ensemble des parties de C muni de la topologie discréte.
On construit alors l'application h : M — P(C) de la fagon suivante. Soit = un point de
M, et soit O, un voisinage de = dans O. On définit h(x) comme le sous-ensemble & un
ou deux éléments de C donné par la ou les composantes connexes de C qui contiennent les
composantes connexes de O, \ M.

On montre que 'application h est continue. Soient x € M et O, un voisinage de « dans
O. Soit y un point de M N O, et soit O, un voisinage de y dans O. Dans la boule B de R"
associée & O, on note P I’hyperplan associé & M. On remarque qu’un voisinage quelconque
U d’un point de P posséde au moins un point de chacune des composantes connexes de

B~ P. Alors chacune des deux composantes connexes de B ~\. P contient au moins une
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composante connexe de U ~\ P. En appliquant cette remarque & U = O, N O, dans O,
(respectivement dans Oy) on en déduit que h(x) (respectivement h(y) ) est I'ensemble des
composantes connexes de C de O, N Oy N M. Finalement on obtient h(x) = h(y), donc h
est continue. Comme h est une application continue dans un espace discret P(C) et que M
est connexe alors h est constante. En particulier, O est un voisinage de M tel que O ~ M
posséde une ou deux composantes connexes.

Soit x € M et soit O; un voisinage de x dans O,. Soient x; et x_ deux points de O;
dans des composantes connexes différentes de O; ~ M. On note OF et O~ les composantes
connexes de O ~. M qui contiennent z, et z_. Pour l'instant il n’est pas clair que O ne
soit pas égal & O~. On considére X, et X_ les ensembles de points de X ~\ M reliés a x4
ou x_ par un chemin dans X ~\ M. Par définition X et X_ sont connexes.

Montrons que X ~ M = X, U X_. Comme X est connexe tout point y de X \ O
est relié & O par un chemin c. Quitte & prendre un sous-chemin, on peut supposer que
'intérieur de c est disjoint de O. Le chemin c est dans X ~. M. Selon que c soit reli¢ & OT
ou O~ le point y appartient & X4 ou & X_. On en déduit que X ~ M = X, U X_.

Montrons par ’absurde que Xy N X_ = (). Supposons qu'’il existe un point y €
X4+ N X_, construisons un morphisme surjectif de m1(X,y) sur Zs. On considére [M]
la classe d’équivalence de la sous-variété M dans le groupe d’homologie de Borel-Moore
H, 1(X)=H, 1(X,{*}). La dualité de Poincaré nous donne I'isomorphisme H' (X, Fy) =
H,—1(X,Fs), voir [Vas01]. On peut alors définir I'intersection modulo 2 entre la classe
d’équivalence d’'un lacet de X et [M]. Dans X ~ M on considére deux chemins cy et c_ de
yaxy et dey a z_. La concaténation de chemins c:Llc_ est un chemin de x4 a x_ disjoint
de M. On considére un chemin 7 de z_ & x4 dans O;. Comme M sépare O; en deux parties
disjointes, le nombre d’intersection de 7 avec M est impair. On note ¢ : 71 (X,y) — Zo
I’application qui & un lacet associe le nombre d’intersection de ce lacet avec M modulo 2.
Ce morphisme est surjectif, en effet le lacet c:Llc_T intersecte M un nombre impaire de
fois. On a une contradiction car M est par définition simplement connexe. Finalement, X
et X_ sont bien disjoints et M est bien un mur de X. U

Lemme 4.1.3. Soit H' un élément de H' alors H = f(H') appartient & H. De plus la

restriction de f & H' est un revétement ramifié¢ de H.

Démonstration. Par définition H' est une composante connexe de f~!(H) pour un certain
hyperplan H € H. Montrons que la restriction de f : f~!(H) — H est un revétement
ramifié. L’application f : X'\ K/ — H" \ K est un revétement. Dans n’importe quelle
boule qui trivialise ce revétement la trace de H est une sous-variété de codimension 1.
On en déduit immédiatement que f : f~Y(H) ~ (K' N f~Y(H)) — H~ (KN H) est un
revétement.

Soit z un point de K N H. Soit K, la composante connexe de K qui contient x et

soit N un e-voisinage de K, qui est un voisinage de ramification. On choisit une sous-
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variété totalement géodésique de codimension 1 de N qui contient K. On obtient alors un
découpage de N en deux quartiers & bords convexes. La préimage de N est une union de
voisinages de ramification IV J’-, eux aussi découpés en quartiers a bords convexes. Il existe
un 0 < ¢y < € tel que le eg-voisinage Ny de K N H dans H (pour la métrique de longueur
induite sur H) soit inclus dans N. On note N}, la préimage de Ny par f. Alors Ny (resp.
toute composante connexe de NJ;) est isomorphe a (K N H) x D. La trace des quartiers de
N sur H découpe Np en deux quartiers. De plus dans la carte B x D de Ny ces quartiers
découpent B x D en deux produits de B avec un demi-disque de ID. La trace des quartiers
de N’ sur H' découpe chaque composante connexe de N; en quartiers. Dans les cartes on
obtient bien que f est le produit de I'identité par une rotation. Finalement f : f~'(H) — H
est un revétement ramifié.

Par définition H' est une composante connexe de f~'(H), et H est connexe. On conclut

en utilisant le lemme 2.1.3. O

Démonstration du lemme 4.1.1. D’aprés le lemme 4.1.2 comme X’ est simplement connexe,
il suffit de montrer qu’un élément H' de H' est une sous-variété de codimension 1 sans bord
dans X’ pour montrer que c¢’est un mur de X’.

On étudie localement H' en deux types de points. Le sous-espace H' \ K’ est localement
la préimage de la sous-variété H par le revétement f: X'\ K’ — H" \ K. Donc H' \ K’
est une sous-variété de codimension 1 de X'\ K’ donc de X'.

Supposons que z € H' N K'. Soit K/, la composante connexe de K’ qui contient z et
soit N un voisinage de ramification autour de K. On note N = f(N'), K, = f(K,) et
H = f(H’). On choisit une sous-variété W dans N qui contient K, alors N est union de
deux quartiers Q et R définis comme dans le chapitre 2. De plus N’ est homéomorphe
a 'union de copies Q1,...,Qr et Ri,..., Ry le long de copies de W, avec k le degré de
ramification de fjn,. Comme H et K sont transverses, alors W N H découpe H dans N en
deux quartiers Q N H et de RN H. L’espace H est alors donné par le recollement cyclique
de k copies de Q N H et de RN H le long de copies de W N H. On en déduit que H' est
une sous-variété de codimension 1 dans N’.

D’autre part la sous-variété H' est bien fermée comme composante connexe du fermé

U (H). O

On sait maintenant que les éléments de H’ sont des murs de X', cependant cette
famille n’est pas toujours linéairement séparante dans X’. Deux problémes interviennent.
Premiérement, certaines géodésiques de X’ peuvent étre disjointes de la famille H’' méme
si ‘H sépare linéairement H". Deuxiémement, les éléments de H' ne sont pas convexes en
général. Ainsi, méme si il existe une constante C' telle que tout segment de longueur C' voit
ses extrémités séparées par un mur de H’ cela ne garantit pas pour autant la séparation
linéaire de H'. En effet, un mur qui coupe un nombre pair de fois un segment de X’ ne sépare

pas ses extrémités, pourtant il sépare les extrémités de sous-segments qui intersectent une
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seule fois ce mur. On illustre ces deux situations par deux exemples, les exemples 4.1.5 et

4.1.6, mais avant on montre le lemme technique suivant.

Lemme 4.1.4. Soit f : (X', K’) — (H", K) un revétement ramifi¢. Soit K, une compo-
sante connexe de K’ et soit N’ un voisinage de ramification de K. Soient z et zf, deux
points distincts dans N’ tels que f(2)) = f(a}) = 2. On note 7 le plus court segment
entre x et Ko = f(K()). On note 71, 7 les relevés de 7 par f en x| et x},. Alors le segment

géodeésique entre x| et a5 dans N’ est la concaténation 77J.
Comme d’habitude on note ¢ le chemin opposé au chemin c.

Démonstration. On considére p le projeté de x sur K alors 7 est le segment géodésique
entre x et p. Comme K| est simplement connexe et que f est un revétement en restriction
a K|, f envoie identiquement K, sur K. On note alors p’ la préimage de p par f dans
K{,. Remarquons que 71 et 74 ont tous deux pour extrémité p’ car K|, ne contient qu’une
préimage de p. Montrons que la concaténation de 71 et de 74 est géodésique. On remarque
qu'un segment géodésique entre 2 et x4 intersecte K(). En effet, sinon 'image du segment
géodésique entre x1 et xo est un segment localement géodésique entre x et lui méme dans
H"™ ce qui n’est pas possible.

Le segment géodésique entre 2y et zf, passe donc par K. Un tel segment posséde au

g g q 1 2 P p 0 g P

moins un sous-segment entre x}j et K() et un sous-segment entre x4, et K|,. Par minimalité
des segments 7| et 75 on en déduit que le segment minimal entre 2/ et 2} est bien la

concaténation de 71 et de 7J. O

Exemple 4.1.5. On considére le pavage de H? par des pentagones a angles droits. On
peut obtenir la surface de genre 2 comme quotient de 'union P de 8 de ces pentagones
par certaines identifications de faces, voir [Sco78|. L’angle de chaque cycle de sommet par
ces identifications est bien de 2, alors V' est muni d’'une métrique hyperbolique. L’image
dans V d’une géodésique de H? qui porte un des cotés de P est une courbe fermée simple
a;. On note H la famille des géodésiques de H? qui portent les bords de P.

La famille H sépare linéairement H? car P est compact. En effet, si on note D la plus
grande distance entre deux points de P alors on a pour toute paire de points x et y de
H? I'inégalité dg—ff — 1 <|z,y| avec |z,y| le nombre de murs entre = et y. Pour voir cela
il suffit de considérer le segment géodésique v entre = et y. Tout sous-segment de v de
longueur au moins D + 1 a ses extrémités dans deux polygones différents du pavage de
H? par des copies de P. Alors, un tel segment coupe au moins un mur H de la famille H.
Comme H et 7 sont convexes alors H intersecte v au plus une fois, il sépare donc x de y.
On en déduit que Ldg—fl)J < |z, y| et donc dgc_ﬁ) —1 < |z,y|.

Soit ¢ un segment géodésique de V' disjoint des courbes «;. On considére V'’ un revéte-
ment ramifié fini cyclique de degré 2 de V' au-dessus de Oc¢ (pour une construction voir la

section 2.1.2).
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On note X’ le revétement universel de V', et f I'application de X’ a H?. Montrons
qu’une composante connexe 7y de la préimage de ¢ dans X’ est une géodésique de X'.

La préimage ¢’ de ¢ dans V' est 'union de deux copies ¢; et ¢y de ¢ recollées le long
de leurs bords, isomorphes & dc. C’est une courbe fermé simple et d’aprés le lemme 4.1.4
c’est une géodésique locale.

D’aprés le lemme 2.2.13, l'espace X' est CAT(—1), alors ¢’ se reléve dans X’ en une

géodésique disjointe de H’'.

Méme si on suppose que H sépare toute paire de composantes connexes de K dans H"”
une autre difficulté intervient pour montrer qu’une famille de murs H' sépare linéairement

X'. Les murs de H ne sont pas convexes en général, on construit un exemple en dimension

3.

Exemple 4.1.6. Soit f : (X', K’) — (H3 K) un revétement ramifié de degré 2. Soit
K{, une composante connexe de K’ ou f ramifie. On note Ky = f(K}). On considére N’
un voisinage de ramification de K|, et on note N = f(N’). Soit H un hyperplan de H3
transverse & Kg en un point y et tel que H Y Kj. Il existe une unique droite d de H
orthogonale & Ky. Soit x € H N N tel que le segment [y, x] n’est pas inclus dans d, de
sorte que long([z,y]) < d(z,y). Soit W le demi-hyperplan de bord K contenant [y, z]. On
considére H' une composante connexe de la préimage de H par f. La variété W découpe
N alors N’ est obtenu comme revétement cyclique de degré 2 au-dessus de Ky associé a

W (voir la section 2.1.2). On considére =) et zf, les deux relevés de z & N'N H'.

K/

FIGURE 4.1 — Un relevé H' d’'un mur H de H dans un voisinage de ramification
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D’apres le lemme 4.1.4, la distance dg (2], 2%) est donnée par deux fois la distance
entre x et Ko dans H alors que la distance d(a},2%) est donnée par deux fois la distance
entre x et Ko. Alors d(2}, %) < dy (2}, 7)), et donc H' n’est pas convexe.

De plus, on peut démontrer que la demi-droite v qui passe par x et qui est orthogonale
a Ky se releve en une géodésique 7' de X' (quitte & perturber légérement x € H pour
obtenir vy N K = {z}), de sorte que v N H' = {x},2,}. Méme si le mur H’' intersecte 7,

deux points de v au dela de x} d’une part et xf, d’autre part ne sont pas séparés par H'.

Dans la suite du chapitre 4 nous allons considérer une sous-variété W dans V' qui
contient le lieu singulier. La sous-variété W’ préimage de W dans X’ permet de construire
une famille de murs W’ en plus de la famille H’. Cette famille YW’ séparera les droites du
type de celle de I’exemple 4.1.5. En fait on montrera que la famille de murs H U W' est

suffisamment riche pour obtenir une cubulation de X'.

Théoréme 4.1.7. Soit V une variété hyperbolique compacte. Soit L une sous-variété de
codimension 2 dans V', fermée et totalement géodésique. Soit p : (V' L") — (V,L) un
revétement ramifié de degré fina.

On suppose qu’il existe une famille H d’hyperplans de H™, uniformément localement
finie, m1(V')-cofinie et linéairement séparante dans H™.

On suppose qu’il existe W une sous-variété de codimension 1 plongée dans V, fermée
et totalement géodésique (pas nécessairement connere) qui contient L.

Alors le groupe fondamental 71 (V') est cubique.

Le reste du chapitre 4 est consacré a la preuve de ce résultat.

Soit 7’ : X’ — V' le revétement universel de V' et m : H" — V le revétement universel
de V, et on considére f : X’ — H" comme dans le lemme 2.1.8. On note K la préimage de L
dans H"”, K’ la préimage de L dans X', W la préimage de W dans H" et W' la préimage de
W dans X’. Pour montrer le théoréme 4.1.7 on va utiliser les théorémes de cubulation 1.2.3
et 1.2.9 rappelés dans le chapitre 1. Ainsi il nous faut construire une famille localement

finie et 71 (V’)-cofinie de murs dans X', quasi-convexes et qui séparent linéairement X'.

4.2 X' comme arbre d’espaces

Définition 4.2.1. On appelle mur ramifié de X’ une composante connexe de W’. On dit
qu’un mur ramifié¢ W de X’ sépare deux points x et y si z et y sont dans deux composantes

connexes différentes de X’ ~ W.

Remarque 4.2.2. On remarque ici que les murs ramifiés ne sont pas des murs au sens de
la définition 1.1.8.

Définition 4.2.3. On appelle portion ouverte de H" une composante connexe de H" ~\ W.
De méme on appelle portion ouverte de X’ une composante connexe de X’ ~ W’. Une

portion (fermée) est 'adhérence d’une portion ouverte.
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Lemme 4.2.4. Soit II' une portion ouverte ou fermée de X’. Alors f(II') est une portion
IT de H" de méme nature et f induit une isométrie de IT' sur II. De plus II’ est convexe
dans X'.

Définition 4.2.5. On note T’ le graphe biparti dont les sommets blancs sont les portions
fermées IT; C X’ et les sommets noirs sont les murs ramifiés W]’ C X', avec une aréte entre

IT; et W lorsque I'intersection Pi; N W est non vide.
Proposition 4.2.6. Le graphe T” est un arbre.

Démonstration. On interpréte 77 comme le nerf d’un recouvrement ouvert O' de X’. Les
ouverts de O’ sont d’une part les portions ouvertes de X’ et d’autre part les e-voisinages
de murs ramifiés dans X’. On choisit € suffisamment petit pour que deux composantes
connexes distinctes de W dans H"™ soient & distance strictement supérieure & e.

L’espace X’ étant connexe et simplement connexe, le graphe T” est un arbre. U

L’espace X’ apparait ainsi comme un arbre d’espace. Les espaces aux sommets de 7"
sont les portions II/ et les murs ramifiés W]’ . Les espaces d’arétes sont les intersections non

vides I} N W]’ . Les applications de recollement sont les inclusions canoniques.

Lemme 4.2.7. Soit K une composante connexe de K’ et soit II' une portion de X’ qui
contient Kj. Alors I'intersection de IT" avec un voisinage de ramification autour de Ky est

un quartier.

4.3 Murs de X'’

4.3.1 Construction de nouveaux murs

Dans l'introduction de ce chapitre nous avons décrit une premiére famille de mur sur
X' :1a famille H’. Construisons une deuxiéme famille de murs de X’ & partir de sous-espaces
de W,

Pendant toute la suite de ce chapitre nous considérerons des voisinages de ramification
découpés par la variété W. En particulier, le bord d’un quartier est inclus dans W ou W”.

Sur une composante connexe Wy de W’ on consideére deux types de sous-espaces appelés
piéces :

— Les pieces de type 1 sont les composantes connexes de Wy ~\ K.

— Les pieces de type 2 sont les composantes connexes de K’ dans Wj.

On rappelle que dans un voisinage de ramification N(K()) 'ensemble des piéces de type
1 sont ordonnées cycliquement : deux piéces de type 1, Wy et Wa, sont consécutives autour
d’une piece de type 2 K, si dans n’importe quel voisinage de ramification N (K()) découpé
par W l'union W7 U K{j U W5 est le bord d’un quartier de N (Kj).
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Remarque 4.3.1. D’aprés le lemme 4.1.2 pour construire un mur de X’ il suffit de
construire une sous-variété fermée M de X’ de codimension 1 sans bord dans X’. Or
une composante connexe W, de W’ contient de nombreuses sous-variétés de codimension
1 comme nous le montrons maintenant.

Une piéce W7 de type 1 est localement une sous-variété de codimension 1 en tout point.
En effet, application f est une isométrie locale sur un petit voisinage de chaque point de
Wi.

Autour d’une piéce Ky de type 2 I'union de Ky et de deux piéces Wy et Ws de type 1
de bord Ky est de codimension 1 dans X’. En effet, dans un voisinage de ramification N
de Ky découpé par la préimage de W, 'union W7 U Ky U W5 est le bord de 'union d’un

certain nombre de quartiers.

On construit deux types de nouveaux murs dans X’ en étendant des unions de piéces
autour de quartiers d’une composante connexe de K’. Pour garantir que ces murs s’étendent

sans se recouper on utilise les lemmes suivants :
Lemme 4.3.2. Toute union connexe de pi¢ces de types 1 et 2 de W’ est convexe dans X'.

Démonstration. On remarque tout d’abord qu’un sous-espace connexe U de X’ localement
convexe est convexe puisque X’ est CAT(—1) (voir [LHG90, p.64, proposition 29] et [Pap05,
proposition 8.3.3]).

Soit U une union connexe de piéces de W', montrons que U est localement convexe.
Soit & un point de U. Si x appartient & une piéce de type 1 alors il existe une boule B qui
contient x dans X' disjointe de K’. La restriction de f & B est une isométrie, et comme W
est convexe dans H" on en déduit que U N B est convexe dans B. En particulier, on vient
de montrer que les piéces de type 1 sont convexes dans X’.

On se place maintenant dans la situation ou z appartient & une piéce de type 2 notée
K{,. On considére N’ un voisinage de ramification autour de K. Soient y et z deux points
de U N N’, et soit v le segment géodésique entre y et z. Montrons que v est inclus dans
UNN’'. Comme N’ est convexe d’apres le lemme 2.2.3 la géodésique ~ est inclus dans N'.
Si y et z sont dans une méme piéce de type 1 de U alors d’aprés le paragraphe précédent
v est incluse dans cette piéce de type 1. De méme, I'union d’une piéce de type 1 et d’une
piéce de type 2 est localement convexe, donc si y et z appartiennent & I’'union d’une piéce
de type 1 et d’une piéce de type 2 alors v appartient & cette union aussi.

Reste & traiter le cas ol y et z appartiennent & deux piéces de type 1 différentes autour
de K. On note W, et W, les piéces qui contiennent y et z. Montrons par I’absurde que ~
intersecte K. D’apres le corolaire 2.2.4 f : X/~ K’ — H" \ K est une isométrie locale. Si
~v est disjoint de K, alors f(7) est une géodésique de H". Or f(y) et f(z) sont dans f(Wp).
Par locale convexité f() est dans f(Wj). De plus f(7) est disjoint de K. Donc f(7) reste
dans f(W),). Pour finir z appartient a W, d’oil contradiction.
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On a montré par 'absurde que + intersecte K,. On note a un point de vN K. Mainte-
nant, comme 'union W, U K est convexe alors le sous-segment de «y entre y et a est dans
Wy UK, de méme comme W, U K, est convexe le sous-segment de 7 entre a et z est inclus
dans W, U K. Finalement, le segment géodésique v est inclus dans U. On en déduit que

U est localement convexe, donc convexe d’aprés le premier paragraphe. ]
Corollaire 4.3.3. Les murs ramifiés de X’ sont convexes.

Définition 4.3.4. A chacune des composantes connexes Wy de W’ on peut associer un
graphe G(Wp) construit de la facon suivante. Les sommets sont indexés par les piéces de
Wo, et deux sommets sont reliés par une aréte si et seulement si une composante connexe
de K’ (piece de type 2) est incluse dans le bord d’une composante connexe de Wy ~ K’

(piece de type 1).

Lemme 4.3.5. Le graphe G(Wj) associé & une composante connexe Wy de W’ est un

arbre.

Démonstration. Le graphe G(Wy) est biparti. De plus G(Wp) est connexe car Wy est
connexe. Montrons que G(Wy) n’a pas de cycle, par I’absurde. Si G(Wp) a un cycle non
trivial alors G(Wj) a un cycle simple ¢. Soit alors P, I'union des piéces de Wy en corres-
pondance avec les sommets de c. Alors P, est connexe donc convexe dans X’ par le lemme
4.3.2. En particulier P, est contractile. Mais d’autre part comme c est un cycle simple P,

admet des revétements cycliques non-triviaux, contradiction. ]

Définition 4.3.6. Soit Wy une composante connexe de W’. Un séparateur de X' (contenu
dans Wy) est une union S de piéces de Wy obtenue comme suit.

On considére un sous-arbre S contenu dans G(Wj) tel que

— Pour un sommet v de type 1 de S, tout voisin de v dans G(Wj) appartient a S.

— Chaque sommet de type 2 de S est de degré 2.

Le séparateur S est alors défini comme 'union des piéces de Wy en correspondance

avec un sommet de S.
Lemme 4.3.7. Un séparateur est un mur de W’.

Démonstration. Supposons le séparateur S associé a un sous-arbre S C G(W)). La condi-
tion 2 sur S assure que S est une sous-variété de codimension 1 (voir remarque 4.3.1). La
condition 1 sur § assure que S est une sous-variété fermée. Par le lemme 4.1.2 S est un
mur de X' O

On va définir deux familles de séparateurs comme murs de X’ en plus des murs de #H'.

Définition 4.3.8. On note WY la famille des séparateurs M de X' tels que :
— dans un voisinage de chaque composante connexe de K’ dans M, le mur M borde

exactement un quartier,
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— de plus les intérieurs de tous les quartiers ainsi décrits sont du méme coté de X'~ M.

Lemme 4.3.9. Soit P une piéce de type 1 d’un mur ramifié Wy. Alors il existe exactement
deux portions fermées II} et I, contenant P. Les intersections I} N Wy et II, N Wy sont

les deux murs de WY contenant P.

Démonstration. On remarque que f(Wj) est une composante connexe de la sous-variété de
codimension 1 W. Soit B une petit boule de H" qui intersecte W en f(P). Soit B’ 'unique
relevé de B qui intersecte P. Alors B’ \. P définit deux portions ouvertes distinctes dont
I'adhérence rencontre P. On note II} et II} les adhérences de ces portions ouvertes. On
note II; et IIy les images de II} et II}, par f. La portion II; C H" est une sous-variété
a bord de dimension n. La composante connexe de dII; qui contient f(P) est une sous-
variété totalement géodésique de codimension 1, union de piéces de types 1 ou 2. (Toute
piéce de type 2 est contenue dans exactement deux piéces de type 1.) Comme f induit une
isométrie de IT} sur II; (voir lemme 4.2.4) on en déduit que la composante connexe de 9IT}

contenant P est un mur de WP, O

Corollaire 4.3.10. Les murs de W° sont convexes dans X'. De plus la restriction de f a

un tel mur est une isométrie.

Démonstration. D’apreés le lemme 4.3.9 un mur M de WP est de la forme M = II'NW,, avec
IT" une portion fermée et Wy un mur ramifié de X’. D’aprés le lemme 4.3.2 M est convexe
dans X’. Toujours d’apres le lemme 4.3.9 la restriction de f a IT' est une isométrie. Comme

M est convexe dans X’ on en déduit que la restriction de f a M est une isométrie. O

Définition 4.3.11. On note W™ la famille des séparateurs M de X' tels que :
— dans un voisinage de chaque composante connexe de K’ dans M, le mur M borde
exactement un quartier si I’ordre de ramification est 1 et une union de deux quartiers
sinon,

— de plus les intérieurs de tous les quartiers ainsi décrits sont du méme coté de X'~ M.

Lemme 4.3.12. Soit P une piéce de type 1 d’'un mur ramifié Wy. Alors il existe exactement
deux murs de WT contenant P. (Ces deux murs sont confondus si tous les ordres de

ramification sont 2).

Démonstration. Appelons géodésique latéralisée de longueur n de G(Wy) une suite (FPy, I,
Klyplaﬂla"',KnaPn,Hn) ou :

1. (Py, Ky, Pr,...,K,, P,) est une géodésique de l'arbre G(Wy) (avec P; des piéces de
type 1 et K des pieces de type 2);

2. chaque II; est une des deux portions telles que P; C 01, ;

3. pour chaque piéce K; on a II;_; = II; si f ne ramifie pas autour de K, et II;_; ﬂH_j

est une piece de type 1 différent de P;_; si f ramifie autour de K.
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Par exemple, si II est une portion de X’ contenant P dans son bord, alors (P,II) est
une géodésique latéralisée.

Notons & présent que pour toute géodésique latéralisée de longueur n (Py, Iy, K7, Py, 113
,..., Ky, Py) et tout prolongement géodésique (Py, K1, Py, ..., Ky, Py, Kpt1) de (Py, K1, Py
..., Ky, Pp), il existe une unique piéce de type 1 P, et une unique portion Il telle
que (Py, Iy, K1, Py, 104,..., Ky, Py, 11, K1, Poy1, I41) est une géodésique latéralisée

de longueur n + 1.

FIGURE 4.2 — La géodésique par morceaux -y

Pour IT une portion de X’ dont I’adhérence contient P, soit alors S le sous-arbre réunion
de toutes les géodésiques de l'arbre G(W)) de la forme (Py, K1, Py, ..., K,, P,), avec Py =
P, et telles qu’il existe une géodeésique latéralisée (Py, g, K1, Py, 114,. .., Ky, Py, 11,,) avec
IIy = II. Compte-tenu de la propriété de prolongement unique des géodésiques latéralisées
mentionnée ci-dessus, on constate que S est un sous-arbre qui vérifie les deux propriétés
de la définition 4.3.6. Le séparateur associé est bien un mur de W contenant P. Si on
applique la méme construction en partant de la deuxiéme portion de X’ contenant P on
obtient un deuxiéme mur de W™ contenant P. Ces deux murs ne sont égaux que si tous
les sommets de type 2 de S sont de degré 2 ou 4 dans G(W)) (ce qui correspond a un degré

de ramification 1 ou 2). O

Remarque 4.3.13. Soit M un mur de W*. Alors f(M) est une sous-variété connexe a
bord de W. Une composante de bord de f(M) est de la forme f(K;), ou K; C M est
une composante de K’, de sorte que pour toute composante K; C M de K’ telle que
f(K;) = f(K;), lapplication f a un ordre de ramification strictement supérieur a 1 autour
de Kj.

On note W' 'union des familles W, W*. On appelle murs de X' 1a réunion des familles
W' et H'. D’aprés le lemme 4.3.2 on a :

Lemme 4.3.14. Les murs de W’ sont convexes dans X'.

Dans la partie suivante on montre quelques propriétés simples des murs de X’ néces-

saires pour utiliser les théorémes de cubulation du chapitre 1.
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4.3.2 Propriétés des murs de X’

Lemme 4.3.15. L’action de (V') sur X’ préserve chacune des deux familles de murs
WO et W,

Démonstration. Clairement 71 (V') envoie portions de X’ sur portions de X’. Donc 71 (V)
préserve WO,
D’autre part 71 (V') envoie géodésiques latéralisés sur géodésiques latéralisés (au sens

de la preuve du lemme 4.3.12). Donc 71 (V') préserve WT. O
Lemme 4.3.16. Les familles de murs W° et W+ sont m(V’)-cofinies.

Démonstration. Un mur de WY ou de W est entiérement déterminé par le choix d'une
composante connexe K de K’ et d’un quartier ou d’une union de deux quartiers consécutifs
autour de Ky. Comme le degré de ramification k de f est fini, il existe au plus 2k facons
de choisir un quartier dans N’ et au plus 2k facons de choisir deux quartiers consécutifs.
Comme il existe un nombre fini de composantes connexes de L’ dans V' alors il existe un
nombre fini de composantes connexes de K/ modulo action du groupe 71 (V”). Finalement,

il existe bien un nombre fini de murs de WY et W* modulo I'action de 71 (V). O
Lemme 4.3.17. La famille H' UW' des murs de X’ est uniformément localement finie.

Démonstration. Montrons qu’il existe deux constantes C,e > 0 telles que toute boule de
X’ de rayon € rencontre au plus C' murs de X’. On raisonne sur chacune des familles de
murs de X'.

D’apres le lemme 2.2.8, il existe une constante € telle que toute boule de rayon € de X’ est
soit dans un voisinage de ramification d’une composante connexe de K’ pour 'application
f, soit la restriction de f & cette boule est une isométrie sur son image.

On considére B’ une boule de centre = et de rayon e dans X’ et B(e) la boule de centre
f(x) et de rayon e dans H". D’apres la remarque 2.2.2, Uespace f(B’) est inclus dans B(e).

La famille des murs de ‘H est uniformément localement finie donc il existe une constante
Cy telle que au plus Cy éléments de H intersectent B(e). Comme les composantes connexes
de W dans H" sont uniformément localement finies, il existe une constante Cyy telle que
au plus Cy composantes connexes de W intersectent B(e). Si la restriction de f & B’ est
une isométrie alors il existe au plus Cy + Cy murs de X’ qui intersectent B’.

Supposons que B’ soit incluse dans un voisinage de ramification N’ d’une composante
connexe Ky de K’. Un tel voisinage de ramification est I'union de quartiers isomorphes a
des quartiers de N = f(N’). Au plus Cy murs de H rencontrent U'intersection d’une boule
de rayon € et un quartier de N. On en déduit que au plus 2kCy murs de H' intersectent
B’ (k est le degré de ramification de f).

Supposons que 'ordre de ramification de N’ soit kg alors au plus 4k murs de W'

intersectent N’. En effet, un mur de W° est uniquement déterminé par le choix d’un
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quartier de N’, il en existe exactement 2kg. De méme, un mur de W+ est déterminé par
le choix d’un quartier de N’ si kg = 1 ou par le choix de deux quartiers consécutifs sinon,
dans tous les cas il existe au plus ky murs de W qui intersectent N’. Au final, si on note
k le degré de ramification de f alors B’ intersecte au plus maxz(Cy + Cyy, 2kCy +4k). O

4.4 Cubulation

Dans cette section, on montre que la famille de murs de X’ décrite ci-dessus sépare
linéairement X’ et que les murs de H’ sont quasi-convexes. Ainsi, on peut utiliser les
théorémes de cubulation 1.2.3 et 1.2.9 pour s’assurer que le groupe fondamental de la
variété V' agit proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0). Pour
obtenir ces deux résultats on utilise la proposition 4.4.5 introduite dans la section 4.4.1,
on montre que certaines géodésiques par morceaux voient leurs extrémités séparées par un
nombre de murs de X’ qui croit linéairement en fonction de la longueur de ces géodésiques
par morceaux.

On va utiliser les murs ramifiés définis lors de la définition 4.2.1.

Lemme 4.4.1. Un mur ramifié W] sépare deux points z et y de X’ ~ W si et seulement

si il existe un mur M de W’ inclus dans W{ qui sépare z de y.

Démonstration. Dans le sens direct, on considére ’ensemble des composantes connexes de
X'\ W{ I'une contient x sans contenir y. Le bord de cette composante connexe est un
mur de W° qui sépare x de y. Dans lautre sens, comme z et y sont séparés par un mur
M de W' inclus dans W, ils sont dans des composantes connexes différentes de X’ ~ M.
De plus comme M C Wj, = et y se trouvent dans deux composantes connexes différentes
de X' W O

4.4.1 Un critére de séparation de géodésiques par morceaux

Dans cette partie nous allons voir un critére sur certaines géodésiques par morceaux
pour garantir qu’il existe un nombre linéairement croissant de murs qui séparent une telle
géodésique en fonction de sa longueur. D’autre part nous montrerons que toute paire de
points de X’ est reliée par une telle géodésique par morceaux. Comme la distance entre
deux points est inférieure a la longueur d’une géodésique par morceaux qui les relie on en
déduira que les murs de X’ séparent linéairement toute paire de points de X'.

Esquissons "argument de séparation pour une telle géodésique par morceaux . Tout
d’abord, « va étre 'union de segments géodésiques o, s] et ¢ qui s’envoient isométrique-
ment sur des segments de H". D’une part si un de ces segments est long, il existera un
grand nombre de murs de H' qui intersecteront ce segment. Pour garantir que les murs de

H’ qui séparent les grands morceaux géodésiques n’intersectent pas d’autres morceaux de
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~ on utilise des conditions d’angles minorés entre certains murs W; ou MZ-jE et certains seg-
ment de v dans X’. D’autre part on va utiliser des murs de W+ pour séparer les différents
segments. Ces murs sont indispensables par exemple dans le cas ou = est concaténation de

nombreux petits segments géodésiques.

Lemme 4.4.2. Soit ¢ une géodésique de X’ d’extrémités x,y. Supposons que f o c est la
géodésique de H™ entre f(x) et f(y). Soit H'(c) 'ensemble des murs de H' qui séparent z de
y. Et soit H(f(c)) 'ensemble des murs de H qui séparent f(z) de f(y). Alors H' — f(H')
réalise une bijection de H'(c) sur H(f(c)). De plus pour H' € H'(c) la géodésique ¢ coupe

H’ en un point unique.

Démonstration. Pour H' € H'(¢) posons H = f(H'). D’apres le lemme 4.1.3 on sait que
H € H. Puisque H' sépare z de y soit p un point de H' Ne. Si f(c) est contenu dans H
alors x et y sont dans H’, contradiction. Donc f(c) est une géodésique de H™ qui rencontre
I'hyperplan totalement géodésique H en f(p) et d’extrémités extérieures & H. Donc H
sépare f(x) de f(y), et H N f(c) = f(p).

Supposons par ’absurde que H' N ¢ contient un point ¢ # p. Alors f(q) # f(p) car foc
est géodésique. Et donc H N f(c) contient le segment non-trivial [f(p)f(¢)], contradiction.

Ceci conclut. O

Définition 4.4.3. Soient p un point de X', soient 7,7’ deux segments géodésiques non
triviaux de X’ d’origine p. Notons o la géodésique de X’ joignant les extrémités de 7 et 7’.
On dit que 'angle entre 7 et 7/ en p est > « si dans le triangle de comparaison 7U T U 7/
du plan hyperbolique H?, ’angle en p est > a.

Soit F' un convexe de X’ non réduit & un point. Soit p un point de F et soit 7 une
géodésique de X' issue de p. On dit que I’ angle entre 7 et F' (en p) est > « si pour tout

segment géodésique non-trivial 7/ de F issu de p, angle entre 7 et 7/ en p est > a.

Exemple 4.4.4. Soit F' un convexe fermé non trivial d’'un espace métrique X, avec X
propre et CAT(—1). Soit ¢ € X \ F.

D’abord il existe une unique géodésique 7 de longueur minimale entre un point de F' et
q, notons p € F' l'origine de 7. Alors I'angle entre 7 et F' en p est > 7. (Sinon, en utilisant
un triangle de comparaison avec un angle en p strictement inférieur a 5 on pourrait trouver
un point de F' plus proche de q.)

Réciproquement si p’ € F, si 7/ désigne la géodésique de p’ a ¢ et si angle en p’ entre
7' et F est > 5 alors p' = p. Sinon le triangle de comparaison gpp’ aurait deux angles > g

a sa base. Ainsi p’ est le projeté de g sur F.
On considére la situation suivante.

i — 041 q1 g1 041 q2 92 041 dp dp ,
Soit v = 0¢ sjly...t1 8] 01 8oty ... 15°8y" 02 ... Op_1 Spty, ... 1" sp” 0p une concaténa-

tion de segments géodésiques o;, sg , tg de X’. On suppose de plus :
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1. Tl existe une famille W7,..., W, de murs ramifiés de X', deux a deux disjoints, telle
que l'intersection d’un mur ramifié W; avec « soit la sous-géodésique par morceaux
sVtlsh. .. tlis? et telle que W; sépare les intérieurs de o;_1 de o; pour i = 1,...,p. De

plus, pour 0 < ¢ < p, 0; est d’intérieur disjoint de W', et non-dégénéré pour i # 0, p.

2. Il existe une famille de murs MZJ de W7 inclus dans W;, pour i = 1,...,pet j =
1,...,q; telle que l'intersection d’un mur MZ] avec 7 soit le sous-segment géodésique
tg et telle que M sépare les intérieurs de sg_l et de s} pour j =1,...,¢q;. De plus,

les sg sont non dégénérés (pour 0 < j < ¢;), et chaque t{ est contenu dans K'.

3. Les segments géodésiques s? ont une intersection finie avec K’ et sont envoyés par
1

sur des segments géodésiques de H™ (en conservant la longueur).

4. Dans l'espace CAT(—1) X', les angles suivants sont minorés par une constante stric-
tement positive 6 :
— L’angle entre o; et W; (respectivement W 1).
— L’angle entre sg et Miijl pour 57 = 0,...,¢; — 1 et I'angle entre sg et MZ] pour
i=1...,q.

J J ; J+1
— L’angle entre s; et t; (respectivement ¢/ ).

Proposition 4.4.5. Il existe deuz constantes ¢, k' > 0 telles que toute géodésique par
morceaur vy d’extrémités x et y qui satisfait les conditions ci-dessus vérifie 'inégalité
long(y) < V|x,y| + K/, avec |x,y| le nombre de murs (non ramifiés) de X' qui séparent

x de y et long(~y) la longueur de ~.

Remarque 4.4.6. 1. Les segments o9, oy, s? et sgi peuvent étre réduits & un point.

2. Les segments géodésiques o; et t{ sont envoyés par f sur des segments géodésiques
de H" (en conservant la longueur). En effet f est une isométrie locale sur le complé-

mentaire de W’ et sur chaque composante de K.

Lemme 4.4.7. Sous les hypothéses et avec les notations de la proposition 4.4.5 :
1. Le mur ramifié W; sépare le sous-segment de v de = & W; du sous-segment de v de
Wi ay.
2. Le mur MZJ sépare le sous-segment de v de x & MZJ du sous-segment de ~y de MZJ avy.

Démonstration. La géodésique par morceaux v s’écrit v = v~ ;9" avec 7; = S?t? .. s;“.
Par hypothése W; est disjoint des intérieurs de v~ et v, et W; sépare les intérieurs de
oi_1 et de o;, ce qui conclut dans le premier cas. Le deuxiéme cas se traite de la méme

fagon en écrivant v = fy*tg . O

Lemme 4.4.8. Soient z et y deux points de X’ et soit v une géodésique par morceaux de

T & y. Supposons qu’il existe deux constantes £y, kg > 0 telles que :
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FIGURE 4.3 — La géodésique par morceaux -~y

1. Pour chaque morceau géodésique ¢ de -, il existe une famille H(c) de murs de H’
telle que long(c) < £o(|H(c)| + o) (avec long(c) la longueur du segment c), et telle

que chaque mur H € H(c) sépare les extrémités de ¢ et est disjoint de v \ ¢.

2. Pour chaque sous-chemin § de v concaténation de 6 morceaux géodésiques il existe

au moins un mur M de W’ qui sépare les extrémités de § et qui est disjoint de v~ ¢

Alors long(y) < 64y max(1, ko)(|x,y| + 1).

Démonstration. On note cy, ..., ¢ les morceaux géodésiques de 7.
Pour chaque segment ¢;, d’apres le 1 il existe une famille de murs H(¢;) de H' telle que
long(c;) < €o(|H(ci)| + ko). On obtient alors

long(y) = Y long(c;) <> Lo(|H(ei)| + ko).
=1 =1

D’aprés le 1 un mur de H(c¢;) sépare les extrémités de ¢; et tout mur de H(c;) est disjoint
des autres morceaux c¢; de v, avec ¢ # j. On en déduit que les murs de H(c;) séparent x

de y, et que les sous-ensembles H(c;) et H(c;) sont disjoints pour ¢ # j. On obtient alors,

long(y) < 4o <| U H(ci)| + mo) .

i=1

On subdivise v en m = [ | +1 géodésiques par morceaux 4y, . . ., 6, telles que les m —1
premiéres soient concaténation de 6 segments ¢;. Pour chaque géodésique par morceaux
01,02, ...,0m_1, d’apres le 3, il existe un mur M; de W’ qui sépare les extrémités de §; et
est digjoint de v\ §;. On en déduit que M; sépare x de y et que les M; sont tous différents.
On obtient m — 1 = [{My,..., My, _1}|. De plus, g < m alors § < {My,..., My, 1} +1



84 CHAPITRE 1

et on obtient r < 6|{Mi,..., My_1}| + 6.

On a alors,

T

long(v) < 4o (\ U Hci)| + (6{M1,...,Mp_1}] + 6)/4:()) )

i=1
et donc
T
long(7) < 66y max(1, ko) <| U+ M, My} + 1) .
i=1
Comme les murs des H(c¢;) appartiennent a la famille H’ et les M; appartiennent a
W' ils sont tous différents. On obtient ||J;_; H(c;)| + {Mi,..., Mpm_1}| = |Uj—; H(ci) U
{My,..., My_1}|
On remarque que le cardinal ||J;_, H(¢;) U{Mi,..., Mp,_1}| est inférieur au nombre

de murs qui séparent x de y. On obtient alors
long(v) < 64pmax(1, ko)(|z,y| + 1).
O

A partir de maintenant on considére vy une géodésique par morceaux entre
deux points z et y de X’ qui satisfait les hypothéses de la proposition 4.4.5.
Montrons que v vérifie les hypothéses du lemme 4.4.8.

Lemme 4.4.9. Pour chaque sous-chemin § de v concaténation de 6 morceaux géodésiques

il existe un mur M de W' qui sépare les extrémités de 0 et qui est disjoint de v ~\ 6.

Démonstration. Soit § une sous-géodésique par morceaux de -, concaténation de 6 mor-
ceaux successifs ¢y, ¢, ..., c5 de 4. Supposons dans un premier temps que I'un des quatre
segments géodésiques cy, ..., cq de § soit un t{ . Alors le mur MZ] sépare les deux segments
de ¢ autour de tg . Comme de plus l'intersection entre MZJ et v se fait uniquement en tg ,
alors MZJ est un mur de W qui sépare les extrémités de § et qui est disjoint de  \. 4.
Supposons maintenant qu’aucun des quatre segments cy,...,cq n’est du type t{ . Cela

implique que tout sous-segment géodésique par morceaux 7; = s?

th...t¥sd de v contient
au plus un segment parmi les segments c1, co, c3 et cq.

Supposons que ¢; est I'un des o; alors co est dans 7,41 et comme il ne peut y avoir plus
d’un segment parmi ¢y, co, c3 et ¢4 dans 7; alors c3 est 0;41. Le mur ramifié W;, sépare
c1 de c3 et est disjoint de v \ 7;1.1. D’aprés le lemme 4.4.1, il existe alors un mur de W’
inclus dans W; 1 qui sépare c¢; de c3 et est disjoint de v~ 7;41.

Si ¢; est dans I'un des 75, alors co = oy, c3 est dans 7,11 et ¢4 = 0;41. Alors le mur
ramifié W;,q sépare co de ¢4 et est disjoint de v \ 7;41. D’aprés le lemme 4.4.1, il existe

alors un mur de W inclus dans W, 1 qui sépare ¢z de ¢4 et est disjoint de v ~\ 74 1. O
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Il reste & démontrer que ~y vérifie la premiére hypothése du lemme 4.4.8. Pour chaque
type de segment géodésique o, s ou t on veut construire une famille de murs qui séparent
linéairement ces segments et qui n’intersectent pas + en dehors de ce sous-segment. On
obtiendra un controle uniforme sur les constantes de séparation linéaire. On utilise le

lemme suivant.

Lemme 4.4.10. Considérons la situation suivante :
1. ¢ est un morceau géodésique de 7 ;
2. 0 est une sous-géodésique par morceaux non-dégénérée de v, et § contient c;

3. Q1 et Q2 sont deux sous-espaces de X’ parmi les suivants : les murs ramifiés W, les

murs Ml-j, éventuellement Q1 = {z} ou Q2 = {y}.
On fait les hypotheéses suivantes
1. L’intérieur de § est disjoint de Q1 U Q2
2. L’origine de § est dans @)1 et I'extrémité de § est dans Q)o.

Soient cy,...,c- les morceaux géodésiques de y différents de ¢ et contenus dans 4, de
sorte que d =c1---c---Cp.
Notons H(c) la famille des murs de H’ qui séparent les extrémités de ¢ et tels que H

est disjoint de chacun des sous-espaces Q1,@2,c¢1,...,c.. Alors :

1. long(c) < U(|H(c)| + D + k), avec £ et k les constantes de séparation linéaire de la
famille H dans H".

2. Chaque mur H € H(c) est disjoint de v \ c.

Ici D désigne un majorant du nombre de murs qui coupent & la fois ¢ et I'un des espaces

Q17 Q27 G-

Démonstration. On note x. et y. les extrémités de c. Le segment ¢ s’envoie isométri-
quement sur un segment f(c) de H". La famille H (¢, x)-sépare linéairement H", alors :
long(f(c)) < (| f(xc), f(ye)|+r). D’apres le lemme 4.4.2 on a | f(xc), f(Ye) |l = |Tes Yelw -
Donc long(c) < #(|zc, ye| + k).

D’aprés I’énoncé il existe au plus D murs de H’ qui intersectent ¢ et au moins un des
Q1,Q2,c1,. .., ¢ Alors, |ze,ye| < |H(c)|+ D. On obtient long(c) < {(|H(c)| + D + k).

Soit H un mur de H(c). Vérifions que H est disjoint de vy ~\ ¢. On écrit v = y167s.
Alors H est disjoint de 'intérieur de 7; car H coupe 9, est disjoint de Q; et QQ; sépare § de
v\ Q; (voir le lemme 4.4.7). O

On rappelle que la variété V est compacte, donc il existe une constante k > 0 telle que
deux composantes connexes de K distinctes dans H"” sont & distance au moins k. Il existe
aussi une constante w > 0 telle que deux composantes connexes de W distinctes dans H"
sont & distance minorée par w. On note # > 0 la constante qui minore les angles entre o;

. ) o . . .
et W; ou W1, entre s/ et M ou MZ,(]Jr ), et entre s et t! ou tg“.
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Lemme 4.4.11. Pour tout segment géodésique ¢ de - il existe une famille de murs H(c)
de H’ telle que :

1. long(c) < £(|H(c)| + 4A(0) + 2B(w) + 2B(k) + k), avec £ et x les constantes de
séparation linéaire de la famille H dans H", et A, B les constantes des lemmes
A.0.15 et A.0.16.

2. Chaque mur H € H(c) est disjoint de v \ c.

Démonstration. On va appliquer le lemme 4.4.10. Pour chaque morceau géodésique ¢ de 7,
on va considérer une sous-géodésique par morceaux § de v qui contient ¢ et qui s’arréte sur
des sous-espaces Q1, @2, lesquels sont des murs ramifiés W; ou bien des murs de type MZJ
(sauf cas particulier). Cela conclura compte tenu du controle des constantes de séparation
linéaire. Cependant il faut aussi obtenir la borne uniforme D < 4A(0) + 2B(w) + 2B(k),
avec A et B les constantes des lemmes A.0.15 et A.0.16.

Pour majorer uniformément le nombre de murs qui intersectent certains espaces parmi

les sous-espaces o, sg , tg W; et MZJ , on va utiliser les majorations suivantes :

1. Tl existe au plus A(6) murs de H' qui intersectent o; et W; (resp. W;_1). En particulier,

il existe au plus A(f) murs de H’ qui intersectent o; et des segments de type s; ou ¢;.

2. Tl existe au plus A(f) murs de H' qui intersectent sf et MZJ (resp. Ml.(jﬂ)). En

particulier, il existe au plus A(#) murs de H' qui intersectent sg et tf .

3. Tl existe au plus B(w) murs de H' qui intersectent W; et W;41. En particulier, il
existe au plus B(w) murs de H' qui intersectent W;;1 et des segments du type s; et
t;.

4. Tl existe au plus B(k) murs de H' qui intersectent t{ et Mi(j_l) (resp. Ml.(jﬂ)).

Justifions ces affirmations. Si a ce stade on avait déja démontré que les murs de H'
sont quasi-convezes, les majorations seraient classiques dans le cadre CAT(—1). Comme
on ne dispose pas encore de cette quasi-convexrité ['idée est d’appliquer f, ce qui rend les
murs de H' convezes, et de conclure par ’argument classique, mais cette fois ci dans H™.

Tout d’abord, rappelons que d’aprés I'hypothése 3 de la proposition 4.4.5 (et la re-
marque 4.4.6) les images f(o), f(s) et f(tf) des segments o, s et ¢ sont des segments
géodésiques de méme longueur que les segments o, s et t.

D’autre part pour tout mur ramifié W; 'image f(W;) est une composante de la sous-
variété de codimension 1 W. Si II; désigne la portion fermée de X’ contenant l'intérieur
de o; alors f : II; — H" est un plongement isométrique. Enfin, f(W;) = f(M;) ou M; =
ITI; N W;. Donc I'angle dans H" entre f(o;) et f(W;) est > 6.

On aimerait utiliser un argument semblable au précédent pour minorer ’angle entre
f(sg) et f(MZJ) (resp. f(Min)). Cependant, dans certains cas on X’ — X n’est pas
galoisien, il se peut que f(s!) C f(M;). Pour contourner ce probléme on introduit deux

nouveaux séparateurs MijJr et Mij* contenant KZJ Soit P la piéce de type 1 de W; qui
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contient l'intérieur de sg en K Z] . P est contenue dans le bord de deux portions fermées Iy
et II. De plus par hypothése sg 7 MZJ donc P ¢ MZJ , de sorte que 'application f ramifie
en KZJ Soient P; et P, les piéces de type 1 de Il et Iy adjacentes a P le long de sz
On a P; # Ps. Soit M; (resp. Ms) la composante de OIl; (resp. 0Ily) contenant Pj (resp.
contenant P). Notons que M et Mj sont deux murs de W'. La sous-variété K Z] découpe M,
et Ms en deux composantes connexes : soit Mfr (resp. M2+ ) Padhérence de la composante
de M ~ KZJ (resp. My ~\ sz) qui contient P; (resp. P2). On pose MijJr = M{ UM On
constate que MZ] * est la composante connexe de O(I1; UIls) qui contient K ZJ . En considérant
I’union des deux portions qui contiennent sg ~! on introduit de méme MZJ ~, la composante

de bord contenant KZJ .

I
| ! 1
| ! 1
1 ! 1
. | 0
:K{ | 1
I I
N
N |+
N -
N g A
/ u P
P
]\f[;'

FIGURE 4.4 — Un relevé H' d’'un mur H de H dans un voisinage de ramification

Ona f(MIT) = f(M;" U M) = f(M]) U f(M). Or f(M;) est la composante W
de f(My)~ f(P) contenant f(KZ]) De méme f(M,) est la composante de f(Mz) \ f(P)
contenant f(K7). Comme f(M;) = f(My) = f(W;) on a en fait f(M;) = f(M) et
f(M/T) = W. Si la dimension ambiante est 2 alors Uangle entre f(s!) et W+ est 7. En
dimension supérieure l'angle entre f(s{) et W est égal a angle entre f(si) et f(KZJ)
Comme f est une isométrie sur M7 on en déduit que ’angle entre f (sf ) et W est minoré
par 6.

L’angle entre f(o;) et f(W;) est minoré par 6. Alors, par le lemme A.0.15 il existe au
plus A(f) murs de H qui intersectent f(o;) et f(WV;).

L’angle entre f(sg) et f(MiH) est minoré par 6. Alors, d’aprés le lemme A.0.15 il existe
au plus A(f) murs de H qui intersectent f(si) et f(MZJJr) De la méme fagon il existe au
plus A(f) murs de ‘H qui intersectent f(sg) et f(Mi(jH)*).

Les composantes connexes de W contenant les extrémités de f(o;) sont f(W;) et
f(Wit1), qui sont disjointes donc a distance > w. On en déduit, d’apres le lemme A.0.16
qu’il existe au plus B(w) murs de ‘H qui intersectent a la fois f(W;) et f(W;t1).
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Par construction t{ C KZJ donc f(ti) C f(KZ]) et d’autre part f(Mij_H) est le demi-
espace fermé de f(W;) délimité par f(Kij*l) ne contenant pas 'intérieur de f(s{fl). Donc
la distance entre f(Kf) et f(MZ-j_H) est la distance entre f(Kf) et f(Kl-j_l), donc minorée
par k. Alors, le lemme A.0.16 implique qu’il existe au plus B(k) murs de H qui intersectent
F(e]) et FLT7VY).

En utilisant le lemme 4.4.2 on obtient exactement les majorations 1. et 3., et les deux

variantes suivantes des majorations 2. et 4. :

2. 1l existe au plus A(f) murs de H’ qui intersectent s{ et Miij (respr Mi(jﬂ)*). En
particulier, il existe au plus A() murs de H' qui intersectent s] et ¢].

4’. Tl existe au plus B(k) murs de H' qui intersectent t{ et ]\4240_1)+ (resp. Mi(jﬂ)_).

Expliquons pourquoi 2. implique 2..

On utilise les notations employées pour définir MZJ £ On remarque tout d’abord que
W; Nint(I,,) = 0, pour m = 1,2, et que W; Nint(II; U Ily) = P. En particulier, MZJ N
int(IT; UTIy) = 0. On consideére I'espace U = NE(M5+) Nint(I1; U Ilg), avec NE(M5+) un
e-voisinage de MZ]Jr Comme MijJr est une composante de bord de int(II; U Ilp) et que
MZJ * est un séparateur de X’ alors U sépare X’ en deux composantes connexes fermés.
Comme MZJ est connexe et disjoint de U alors MZ] est inclus dans 'une des composantes
connexes F' de X'\ U. On note F’ 'autre composante connexe de X'~ U. Soit H' un mur
de H’ disjoint de MZJ *, alors H' est inclus dans une des deux composantes connexes de
X' < MZ]Jr Si de plus on suppose que H' intersecte sg C P C int(IT; UTIy) alors H' est
dans la composante connexe F' UU de X'\ MZJJr En particulier H' est disjoint de F.

Cet argument de séparation (large) de sg et MZ] par MZ] * montre également que Mi(j —U+
sépare (au sens large) tg de Mij_l. Donc & nouveau tout mur de H’ qui coupe tg et Mij_1

1 . R s i+1 e,
)+. On raisonne de méme du coté de MihL . Donc 4. est vérifié.

doit couper Mi(j B
On peut maintenant appliquer le lemme 4.4.10, en distinguant 7 cas (on utilise les
notations du lemme).
1¢" cas : ¢ = o;.

Onposed =c=o0;, Q1 =W;sii#0et Q1 ={x}sii=0, Qs =W;11sii#pet
Q2 = {y} si i = p. D’aprés le 1. il existe au plus 2A(0) murs de H' qui intersectent o; et

I'un des espaces Q1 ou (2. Le lemme 4.4.10 s’applique avec Dy = 2A(#).

2¢cas:c= sg avec g; = 0.
On pose 6= 0'1'718?0'2‘, Ql = Wifl sig 7£ 1et Ql = {x} sit = 1, Q2 = Wi+1 sie 75 P et

Q2 = si i = p. D’aprés le 1. il existe au plus 24(0) murs de H' qui intersectent s¥ et
Y i

oi—1 ou a;. D’aprés le 3. il existe au plus 2B(w) murs de H' qui intersectent s et 'un des
espaces Q1 ou Q2. Le lemme 4.4.10 s’applique avec Dy = 2A(0) + 2B(w).

J

3¢cas:c=s; avec ¢; > 1 et 7 =0 ou g;.

Pour j = ¢;, on pose § = slio;, Q1 = M, Q2 = Wip1 sii #pet Qy = {y} sii=p.
D’apres le 1. il existe au plus A(f) murs de H’ qui intersectent s!* et o;. D’apres le 2. il
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FIGURE 4.5 — 1°" cas.

FIGURE 4.6 — 2¢ cas.

existe au plus A(#) murs de H' qui intersectent s¥* et M. Et d’apres le 3. il existe au plus
B(w) murs qui intersectent s et Q2. Le lemme 4.4.10 s’applique avec D3 = 2A4(0) + B(w).

On peut faire un raisonnement similaire pour le cas j = 0.

4¢ cas :c=s] avec ¢;>1et j=1,...,q;— 1.

On pose d =c= s{, Q1= Mij, Q2 = Mi(jﬂ). D’apres le 2. il existe au plus 2A(0) murs
de H' qui intersectent sf et I'un des espace MZJ ou Mi(]H). Le lemme 4.4.10 s’applique avec
Dy =2A(0).

5¢ cas : c= tg avec q; = 1.

On pose § = 0,1 s¥tls! 05, Q1 =W;_1sii#1let Q= {x}sii=1 Qs =W si

7

i Zpet Qo ={y}sii=p. Dapres le 2 il existe au plus 2A4(6) murs de H' qui intersectent
t} et Pun des s? ou s}. D’aprés le 1. il existe au plus 24(#) murs de H’ qui intersectent ¢}
et I'un des o;_1 ou 0. D’aprés le 3. il existe au plus 2B(w) murs de H’ qui intersectent ¢}
et 'un des Q1 ou Q2. Le lemme 4.4.10 s’applique avec D5 = 4A(0) + 2B(w).

6¢ cas .'c:t‘g avec q; > 2, et 3 =1 ou g;.

Pour j = ¢;, on pose § = sgi_ltg"sqi oi, Q1 = Ml-(qu), Qo =W sii#pet Qy={y}

)

si ¢ = p. D’aprés le 2. il existe au plus 24(#) murs de H' qui intersectent ¢ et au moins
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FIGURE 4.7 — 3¢ cas.

FIGURE 4.8 — 4¢ cas.

I'un des s?"_l ou s*. D’aprés 4., il existe au plus B(k) murs de H’ qui intersectent ¢! et
Miqi*l. D’apres 1. il existe au plus A(#) murs de H’ qui intersectent ¢{* et o;. Enfin, d’aprés
3. il existe au plus B(w) murs de H’ qui intersectent t;“ et Q2. Le lemme 4.4.10 s’applique
avec Dg = 3A(0) + B(w) + B(k).

On peut faire un raisonnement similaire pour le cas j = 1.

7¢ cas .'c:tg avec q; > 2, j =2,...,q; — L.

On pose § = s/ 's!, @ = Mi(jfl), Q2 = Mi(jﬂ). D’apres 2. il existe au plus 2A4(0)

7 9%

murs de H' qui intersectent t{ et au moins 1'un des sf 1 ou sf . Et, d’aprés le 4. il existe au
plus 2B(k) murs de H' qui intersectent tg et I'un des Mi(]fl) ou Mi(jﬂ). Le lemme 4.4.10
s’applique avec D7 = 2A(0) + 2B(k).

O

Démonstration de la proposition 4.4.5. On se place dans les hypotheéses de la proposition.
On va utiliser le lemme 4.4.8 pour obtenir la séparation linéaire de ~.

On a montré la condition de séparation de plusieurs morceaux de suite dans le lemme
4.4.9. Reste & montrer une séparation linéairement croissante des morceaux géodésiques

de v avec des murs disjoints du reste de . Le lemme 4.4.11 nous permet d’obtenir des
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FIGURE 4.9 — 5¢ cas.

FIGURE 4.10 — 6° cas.

familles de murs H(c) fonction des segments ¢ de v qui vérifient :
long(c) < £(H(c)] + D + r),

avec D = 4A(0) 4+ 2B(w) + 2B(k), avec { et k les constantes de séparation linéaire de la
famille H dans H", et A, B les constantes des lemmes A.0.15 et A.0.16.

On utilise alors le lemme 4.4.8 avec £y = £ et kg = D + k. On en déduit que
long(y) < 6fmax(1,D + k)(|x,y| + 1).

Finalement, on obtient bien long(y) < ¢|z,y| + &' avec ¢/ = 6¢max(1,D + k) et ' =
6¢/max(1, D + k). Les constantes ¢, k, k,w ne dépendent que de la disposition des variétés
K, W, et des variétés de H dans H™. Les constantes A et B ne dépendent que des constantes
k, w, 0 et des lemmes A.0.15 et A.0.16. O
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FIGURE 4.11 — 7€ cas.

4.4.2 Séparation linéaire

On consacre cette partie & montrer que la famille de murs de X’ sépare linéairement
X', voir proposition 4.4.12. On s’appuie sur la proposition 4.4.5 prouvée dans la section
précédente. Pour toute paire de points z,y € X’ on construit explicitement une géodésique
par morceaux qui satisfait les hypothéses de cette proposition. Comme la distance entre x
et y est inférieure & la longueur de cette géodésique par morceaux on obtient la séparation

linéaire des murs de X’.
Proposition 4.4.12. La famille des murs de X' sépare linéairement X'.

Soient z et y deux points de X’. On définit une famille ordonnée F de murs ramifiés
"intermédiaires" entre x et y.

Dans le cas particulier ot un mur ramifié contient x et y on note ce mur Wy, et
F=A{VW}.

On suppose maintenant que x et y ne sont pas contenus dans un méme mur ramifié.
Soit Fy = (W;)ier la famille des murs ramifiés qui séparent  de y. Par locale finitude,
cette famille est finie. On peut remarquer que deux murs ramifiés sont soit confondus,
soit disjoints. Ainsi, on peut ordonner Fy de sorte que le premier mur de Fy sépare x du
deuxiéme mur, que le deuxiéme mur sépare le premier du troisiéme, et qu’en général le
iéme mur sépare le (i — 1)éme du (i 4+ 1)éme, et enfin le dernier mur sépare I’avant dernier
de y. Soit alors F 'union de Fy et de la famille des murs ramifiés qui contiennent ’un
des deux points x ou y (mais pas les deux par hypothése). On étend 'ordre de Fy & F en
décrétant (si nécessaire ) que le premier mur ramifié est celui qui contient x et le dernier
mur ramifié est celui qui contient y. On note alors (W1,...,W,) la famille ordonnée F.

Si aucun mur ramifié ne sépare x de y la famille Fy est vide. Si de plus aucun mur
ramifié n’intersecte {z,y} alors la famille F est vide : c’est le cas p = 0. Le cas p = 1

correspond aux situations suivantes : ou bien un méme mur ramifié contient x et y, ou bien
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un mur ramifié sépare x de y (et ni z ni y ne sont dans un mur ramifi¢), ou bien aucun
mur ramifié ne sépare z de y et Uintersection de {z,y} avec W’ a un élément.

On va maintenant définir une géodésique par morceaux v = 0gsit ... o, d’extrémités
x,y comme dans la proposition 4.4.5.

Si p = 0 soit o la géodésique de X’ entre x et y on pose v = oy.

Supposons maintenant p > 1. On note oy : [ag, bg] — X' le segment le plus court entre
z et W1 et oy : [ap, by] — X' le segment le plus court entre W), et y. Si € W alors ag = by
et og est dégénéré. De méme si y € W), alors a, = b, et 0, est dégénéré. Sip > 1 on définit
o; : |ai, bi] = X' comme le segment le plus court entre W; et W41 (pouri=1,...,p—1).
Ce segment géodésique est unique car X’ est CAT(—1). On remarque immédiatement que
W, sépare o;_1 de o;.

Construisons maintenant un segment géodésique par morceaux 7; dans W; entre deux
points o;_1(bj—1) et o(a;).

On rappelle que sur un mur ramifié W; on a défini deux types de sous-espaces appelés
piéces. Les pieces de type 1 sont les composantes connexes de W; ~. K’ et les pieces de type
2 sont les composantes connexes de K’ dans W;. On a aussi défini un graphe naturellement
associé aux piéces d'une composante connexe de W’ (voir définition 4.3.4). On note P}
et P? les piéces de W; qui contiennent les points a;_1(b;_1) et 0;(a;), et on note p} et p?
les sommets du graphe G(W;) en bijection avec P! et P2. On considére wi1 2 e segment

géodésique dans G(W;) entre p} et p?.

A
1,2
avec les sommets de w;".

On note VVil’2 I'union des piéces de W; en bijection

I’espace wl-l 2 est un segment géodésique dans G(W;), en particulier chaque sommet de
I'intérieur de wi1 2 est adjacent & exactement deux sommets de wil 2. Pour un sommet P
intérieur de wl-l 2 en bijection avec une piéce de type 2 on considére p~ et pT les sommets
de wil 2 adjacents a ce sommet (on note p~ le sommet le plus proche de pi1 et pT le plus
proche de pf) On note P~ et P les piéces de type 1 de W; associées & p— et a p*. Si
P~ U P7" est dans le bord d'une portion on dit que p est régulier. Sinon on dit que p est
singulier. On note Kil, ..., K" les composantes connexes de K’ dans I/Vl-l’2 correspondant
a un sommet singulier de wi1 2,

On appelle s? le plus court chemin de X’ entre o;_1(b;—1) et Kil, sg le plus court chemin
de X' entre KZJ et Kf“, et s¥' le plus court chemin de X’ entre K} et o;(a;). Notons que
par convexité de W, l'image de sf est contenue dans W;. Si jamais il n’y a pas de point
singulier dans wil 2 (soit ¢; = 0) on note simplement s le plus court chemin dans X’ entre
les points ;1 (b;—1) et o;(a;).

Lorsque ¢; > 0, on note t{ la géodésique de X' entre lextrémité de sg et origine de
Jj+

S

5 ! pour 57 =0,...,q — 1. Chaque segment tg est dans KZ] car KZJ est convexe.

PR P 0411 @i oG :
On note 7; le segment géodésique par morceaux s;t;s; ...t;'s;’. Puis on note 7 le
segment géodésique par morceaux ogTy ... Tp0p (voir figure 4.3).

[N j N . . 1,2 .
Pour chaque piéce K correspondant a un sommet singulier de w;™®, construisons un
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mur MZJ de WT. 1l existe exactement deux portions II; et IIy de X’ qui contiennent P~
dans leurs bords. Soit M la piéce de type 1 contenue dans OII; qui contient sz dans son
bord différente de P~. On définit de méme la piéce de type 1 M? de OIl5 qui contient KZJ
dans son bord différente de P~. Comme K Z] est un sommet singulier de wil 2 nécessairement
les pieces M!, M2, P~ et P* sont deux & deux distinctes. A la paire (My,11;) est associé
un unique mur sz de Wt comme dans le lemme 4.3.12. Par construction MZJ contient
M?.

\/"‘*‘\
NS

Kt

i

FIGURE 4.12 — Construction du mur MZJ

Montrons que ~y satisfait les hypothéses de la proposition 4.4.5.
Lemme 4.4.13. L’intersection entre W; et v est la sous-géodésique par morceaux 7;.

Démonstration. Par construction 7; C W;, montrons que W; est disjoint de v\ ;. Comme
o; est le plus court chemin entre W; et W;,1 son intérieur est disjoint de W;. Les murs
ramifies Wr,..., W), sont deux a deux disjoints. Par définition de l'ordre sur les murs
ramifiés W; la composante connexe de X’ \ W;.1 qui contient y contient aussi Wy pour
tout k > i+1. On obtient que cette composante connexe de X'~ W, contient la géodésique
par morceaux 0;417i+2 - .- . 0p. Comme 'espace W; est disjoint de W1 alors W; est disjoint
de 0;417Ti42...0p. On obtient que W; est bien disjoint de 0;7110i417Ti2 ... 0p.

On peut faire le méme raisonnement du coté de W;_1 et constater que W; est disjoint

de og7y ...0;—1. Finalement W; intersecte v selon . O
Lemme 4.4.14. L’intersection entre un mur MZ] et v est exactement tg, pouri=1,...,p
etj: 17---7Qi-

Démonstration. D’aprés le lemme 4.4.13 l'intersection entre W; et « se fait selon 7;. Les
murs MZJ sont dans W;, donc l'intersection entre MZJ et v est égale a 'intersection entre MZJ
et 7;. Comme 7; est inclus dans I/Vil’2 I'intersection entre MZ] et 7; est égale a l'intersection
entre MZJ N I/Vl-l’2 et ;. Montrons que MZJ N I/Vl-l’2 = KZJ . Par définition de 7; on en déduira

que 'intersection entre un mur MZ] et v est t{ .
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. j j 1,2 j 1,2
Localement dans un voisinage de K7, M; et W~ s’intersectent en K. Les espaces W,

et MZJ sont tout deux convexes d’aprés le lemme 4.3.2. Alors on a bien VV;QOM{ = KZ] U

Par constructlon un mur M; J sépare les deux piéces de type 1 de W % autour de K. J
Par définition s ! finit son trajet sur une de ces piéces et s commence son trajet sur

et sj Comme MJ est disjoint

1
I=1 de sg.

lautre. Alors MZJ separe localement (les intérieurs de) si;
de 7; t{ et que s]- et s] sont dans 7; \ t] alors M J sépare s

Lemme 4.4.15. L’image o;(]a;, b;[) est disjointe de W’.

Démonstration. On raisonne dans le cas ot 0 < ¢ < p, les cas particuliers ¢ = 0 et ¢ = p se
traitent de facon similaire, y compris quand p = 0.

Supposons par 'absurde que I = {t €]a;, b;[/o;(t) € W'} # (). Posons tg = inf I, on a
a; <tg < b;.

Il existe un ¢y > 0 tel que les eg-voisinages de deux murs ramifiés distincts sont disjoints.
Puisque o; est un plus court chemin entre W; et W, on observe que pour ¢ €]a;, b;[ on a
oi(t) & W;. Et donc pour tout t €la;, a; + €of o;(t) & W’. Ainsi tg > a; + €.

Soit W la composante connexe de W’ qui contient o;(ty). Nous allons montrer que W
sépare W; de W; 1. Ceci entrainera que

1. W{ sépare x de y;

2. W/ n’appartient pas a {W1,..., Wy},
ce qui est absurde.

Comme o;(Ja;, to[) est disjoint de W' il est contenu dans une unique portion II. Alors
o;(to) est dans OII, soit M la composante connexe de JII contenant o;(tg). Montrons que
le mur M € WY sépare o;(a;) et o;(b;). On a M C W} et W/ disjoint de W; U W;1.
Donc o;(a;) et o;(b;) sont dans X'~ M. D’aprés le lemme 4.2.4 la portion ouverte IT est
convexe. Ceci entraine que le demi-espace ouvert délimité par M et contenant o;(a;) est
également convexe. Donc si le mur convexe M ne sépare pas les points o;(a;) et o;(b;),
alors la géodésique o; est disjointe de M, contradiction.

D’aprés le lemme 4.4.1 le mur ramifié W sépare alors o;(a;) et o;(b;). Donc W sépare
W; de Witq. O

Remarque 4.4.16. Le cas particulier p = 0 dans le lemme 4.4.15 signifie que 'intérieur
de og est disjoint de W’ - alors qu’on supposait seulement qu’aucun mur ramifié ne sépare
x de y. Comme p = 0 les extrémités z,y de o sont elles aussi hors de W’. En particulier

~ vérifie les hypothéses de la proposition 4.4.5.

Lemme 4.4.17. Soit ¢ un chemin géodésique du graphe G(Wp) d’un mur ramifié Wy. On
note P',... P" la liste ordonnée des piéces associées aux sommets parcourus par c. On
suppose de plus que pour toute piéce P; de type 2 de 'intérieur de ¢ I'union P;_1UP;U P;4
est dans le bord d’'un quartier au voisinage de P;. Alors la restriction de f & 'union

PlU...UP" est une isométrie sur son image.
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Démonstration. D’aprés le lemme 4.3.2, 'union P = P'UP?U...UP" est convexe dans X'.
Donc la métrique de longueur sur P est CAT(—1). Alors pour montrer que la restriction
de f & P est une isométrie il suffit de montrer que la restriction de f & P est une isométrie
locale.

Sur chaque piéce de type 1 de P f est une isométrie. D’apreés 'hypothése de régularité
I'union P;_1 U P; U P;11, pour chaque piéce de type 2 P;, est contenue dans un mur M de
WY et d’aprés le corollaire 4.3.10 la restriction de f a M est une isométrie. Finalement f

est bien une isométrie locale de P dans H". O

Lemme 4.4.18. Chaque segment sg et tg s’envoie isométriquement sur un segment de H".

2 entre les sommets k] et k:fle (en

Démonstration. On considére p le sous-segment de wil’
bijection avec les piéces K Z] et K Z] +1). Soit P I'union des piéces de W; qui sont dans p.

D’apres le lemme 4.3.2 P est convexe dans l'espace CAT(—1) X’. D’autre part KZJ et
KZJ *1 sont contenus dans P. Donc la géodésique minimisante sg est contenue dans P. Et
tg est aussi contenu dans P car tg - KZJ .

Soit ky un sommet de p en bijection avec une piéce Ky de type 2, différent de kf et
k:f“. Soient r1 et 9 les deux sommets de p adjacents a kg. L’union des piéces associés a 71,
p et r3 borde un quartier d’un voisinage de Ky, car sinon K appartiendrait a K}, ..., K, o

On note P!,..., P" les piéces ordonnées associées a p. Alors d’aprés le lemme 4.4.17,
la restriction de f a I'union P'U...UP" est une isométrie sur son image. Les géodésiques
sg et t{ incluses dans P = P! U ... U P" sont envoyés isométriquement par f sur des

géodésiques de H". O

Enfin, il reste & vérifier les conditions d’angles (condition 4.) de la proposition 4.4.5.

Par définition, les segments o; sont les plus courts chemins entre W; si i # 0 (resp. x
sii=0) et W;yq sii#p (resp. y sii=p). On en déduit quand o; est non dégénéré que
I'angle entre o; et Wi (resp. Wiy1) est > 5. Par définition les segments sf sont les plus
courts chemins entre KZ] (resp. 0;—1(b;) si j = 0) et KijJr1 (resp. oi(a;) si i = g;). On en
déduit quand sf est non dégénéré que ’angle entre sg et K Z] (resp. KZJ Jrl) est > 5. Comme
tg est un segment de KZJ on en déduit que I'angle entre sg et tg (resp. tg 1) st > 5. Il reste

alors & montrer le lemme suivant :

Lemme 4.4.19. Les angles entre sf et MZJ pour j = 1,...,q; et entre sf et Min pour

Jj=0,...,q;— 1sont > 3.

Démonstration. Montrons que 1’angle entre sg et MZ] est > 5. On note z le point d’origine
J J : T VIR . .

de s; dans K. Soit 7 un segment géodésique de M; d’origine z. Quitte a prendre un

sous-segment de 7 on peut supposer l'intérieur de 7 inclus dans une piéce de type 1 P;

de W;. On note P/ la piece de Wy autour de sz qui intersecte s]. Alors Pr U sz U Pl-j

est une sous-variété totalement géodésique de X'. Et P, U KZ] est une sous-variété a bord
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totalement géodésique K Z] . Alors ’angle entre 7 et sf est minoré par 'angle entre sf et K Z] .
Finalement ’angle entre sg et MZ] est > 5.

. . C s 41
On peut faire un raisonnement similaire du coté de MZJ + ]

Démonstration de la proposition 4.4.12. Soient x et y deux points de X', la géodésique par
morceaux -y satisfait les hypothéses de la proposition 4.4.5. En effet, par la construction de
~ et par le lemme 4.4.13 v satisfait le 1, par le lemme 4.4.14 ~ satisfait le 2, par les lemmes
4.4.15 et 4.4.18 ~ satisfait 3 et enfin par le lemme 4.4.19 ~ satisfait la quatriéme condition
du lemme 4.4.5.

On obtient alors l'inégalite long(y) < ¢'|z, y|+ &', avec ¢’ et £ les constantes du lemme
4.4.5.

Enfin, comme la distance entre x et y est inférieur & la longueur de la géodésique par

morceaux v on obtient : d(x,y) < |z, y| + /. O

4.4.3 Quasi-convexité des murs de H’

Dans cette partie on prouve la quasi-convexité des murs de H’. Ainsi, comme on a déja
prouvé dans le lemme 4.3.14 que les murs de W’ sont convexes dans X’ on saura que les

murs de X’ sont quasi-convexes.
Théoréme 4.4.20. Les murs de H' sont quasi-converes dans X'.

Remarque 4.4.21. Une géodésique de H' est une géodésique par morceaux de X’ avec des
morceaux géodésiques d’intérieurs disjoints de K’ et des bords dans K’. Les angles entre les
hyperplans de H et le lieu singulier K dans H" sont minorés par une constante positive 6.
Alors il existe une constante 6’ qui minore I’angle entre deux morceaux géodésiques d’une
géodésique de H'. Si on suppose les lieux singuliers suffisamment éloignés les uns des autres

dans H" alors on obtient que les géodésiques de H’ sont des quasi-géodésiques de X’.

Dans la suite soit H' € H'. On doit montrer qu’il existe deux constantes £y et kp

telles que pour toute paire de points z,y € H' :
dH/(xay) < EH/d('Iay) + Kgt,

avec dp la distance de longueur induite sur H’'. Les arguments utilisés pour montrer ce
résultat sont trés similaires aux arguments utilisés dans la preuve de la séparation linéaire
des murs de X’. En particulier on montre que le nombre de murs de X’ qui séparent deux
points z et y de H' croit linéairement en fonction de la distance entre x et y sur H'. Comme
les murs de X’ sont uniformément localement fini alors la distance entre z et y dans H"
croit linéairement en fonction du nombre de murs qui séparent x et y. Plus précisément,

on utilise le lemme suivant :
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Lemme 4.4.22. Pour toute paire de points z,y de X’ on a I'inégalité |z, y| < %d(.’ﬂ, y)+C,
avec C, ¢ les constantes du lemme 4.3.17, et avec |z, y| le nombre de murs de X’ qui séparent

z et y.

Démonstration. Soit o le segment géodésique de X’ entre x et y. On considére une union

de L%f/” + 1 boules de rayon € de X’ dont I'union contient o.

D’aprés le lemme 4.3.17 la famille de murs de X’ est uniformément localement finie, il
existe au plus C' murs de X’ qui intersectent une boule de rayon e. Il existe donc au plus
C(ld(z,y)] + 1) murs de X’ qui intersectent 'union des boules qui contiennent o.

Siun mur M de X’ sépare x de y alors il intersecte o, en particulier il intersecte I'union
des boules qui contiennent o. On obtient donc l'inégalité |x,y| < C(L%J + 1), et alors
on obtient |z,y| < £d(z,y) + C O

Proposition 4.4.23. 1l existe deux constantes ¢, x > 0 telles que et toute paire de points
z,y de H dy/(x,y) < |z, y| + k.

Démonstration du théoréme 4.4.20. D’aprés la proposition 4.4.23 il existe deux constantes
¢,k > 0 telles que pour toute paire de points x,y de H' dy:(z,y) < l|z,y| + k. De plus,
d’aprés le lemme 4.4.22, on a l'inégalité |z, y| < %d(w, y)+C. On en déduit que pour toute
paire de points z,y de X' dy+(z,y) < E(Q%d(x,y)) +(C + k. O

Il nous reste & montrer la proposition 4.4.23. Construisons une géodésique par morceaux

~ dans H' qui vérifie les propriétés de la proposition 4.4.5 dans X’.

On note H = f(H'). D’apres le lemme 4.1.3 la restriction de f & H' est un revétement
ramifié au-dessus de J = K N H. De plus la sous-variété W N H de H™ est une sous-variété
de H totalement géodésique qui contient le lieu singulier. On est exactement dans les
hypothéses du théoréme 4.1.7. On construit v dans H' comme dans la partie 4.4.2
mais cette fois on utilise la structure du revétement ramifié fz.

D’apreés les deux derniéres sections on obtient directement une séparation linéaire des
murs de H' entre toute paire de points de H’. Cependant ce n’est pas ce qu’on veut ici.
Les murs de H' sont des sous-ensembles de la trace de murs de X’. Mais rien ne garantit
que le prolongement d’un mur de H' qui sépare x de y dans H' sépare x de y dans X’.

Vérifions que la géodésique par morceaux v de H' satisfait les hypotheses de la pro-
position 4.4.5 dans X’. On note (W)?' ... (W) et (MZJ)HI les différents murs de H'
obtenus lors de la construction de v dans H’. On a besoin des deux lemmes fondamentaux
4.4.24 et 4.4.25 :

Lemme 4.4.24. Un mur ramifié (W;)" de H’ est la trace d’un mur ramifie¢ W; de X’ sur
H'

Lemme 4.4.25. Un mur (MZJ)H’ est la trace d'un mur de W+ sur H'.
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Montrons ces deux lemmes :

Sur chacune des piéces d’un mur ramifi¢ de X’ Papplication f est une isométrie sur son
image. L’image d’une piéce est un convexe de H", alors 'intersection avec H est connexe
(méme convexe en fait). On en déduit que 'intersection d’une piéce d’un mur ramifié de
X' est une piece d’'un mur ramifié de H' (de méme type).

Soit Wy un mur ramifié de X’. On note G(W)) le graphe associé aux piéces de Wy. On
note G(Wy N H') le graphe associé aux pieces de Wy N H'. Chaque composante connexe de
WoN H' est un mur ramifié de H’, le graphe G(WyN H') est alors 'union des graphes de ces
composantes connexes. D’aprés le paragraphe précédent, il existe un plongement naturel
des sommets du graphe G(Wy N H') dans les sommets du graphe G(W)). Ce plongement
induit un plongement de graphe. Il suffit de voir que si une piéce P, de type 2 est dans
le bord d’une piéce P; de type 1 et qu’elles intersectent toutes les deux H’ alors la piéce
P, N H' est dans le bord de la piece P, N H'.

On montre les lemmes 4.4.24 et 4.4.25 en utilisant le lemme technique suivant.
Lemme 4.4.26. Le graphe G(Wy N H') est connexe dans G(W)).

Démonstration. Soient P et P’ deux piéces de Wy, on note p et p’ les sommets de G(Wy)
associés. On suppose que p et p’ sont voisins dans G(Wp). On suppose que P est d’inter-
section non vide avec H'. Observons dans un premier temps que si P est de type 2 alors
H' intersecte P'.

Supposons maintenant que P une piéce de type 1 et que P’ est disjoint de H montrons
qu’alors G(Wy N H') est inclus dans la composante connexe de G(Wp) \ p’ qui contient
p. Soient II; et IIy les deux portions de X’ qui contiennent la piece P. Une composante
connexe du bord de ITy UIIy contient la piéce P’, notons la M. On peut vérifier que M est
un séparateur au sens de la définition 4.3.6. De plus M est disjoint de H' car l'intersection
de H' et d’une portion est convexe. On déduit des deux derniéres affirmations que H’ est
contenu dans la composante connexe de X’ ~\. M qui contient P.

On suppose par l’absurde qu’il existe un chemin ¢ géodésique dans G(Wy) entre deux
sommets py et po de G(Wy N H') qui n’est pas dans totalement inclus dans G(Wy N H').
Quitte & prendre un sommet p; plus proche de ps on suppose que le voisin p’ de p; dans ¢
n’est pas dans G(Wy N H'). On en déduit de observation précédente que p; et de type 1
et p’ est de type 2. D’aprés le dernier paragraphe, G(Wy N H') est totalement inclus dans
la composante connexe de G(Wy) ~ p’ qui contient p;. On obtient une contradiction car

G(Wp) est un arbre et p’ est un sommet du chemin géodésique entre p; et po. U

Démonstration du lemme 4.4.24. Les murs ramifiés sont définis comme composantes connexes
de W’ dans X’ et de W/ N H' dans H'. 1l suffit donc de montrer que 'intersection d’un mur
ramifie Wy de X’ avec H' est connexe pour conclure. D’apreés le lemme 4.4.26 le graphe

G(Wy N H') est connexe. L’union de pieces de Wy N H' associée est elle aussi convexe. [
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Démonstration du lemme 4.4.25. On a remarqué que l'intersection de piéces de murs ra-
mifiés de X’ avec H' sont des pieces murs ramifiés de H'. On se place au voisinage d’une
piéce de type 2 K; d’un mur ramifié Wy qui intersecte H'. Les piéces de type 1 de Wy
autour de K; intersectent toutes H’. De plus si on choisit deux pieces P; et P, de type
1 de Wy autour de K; alors P, U K; U P, borde 'union de m portions si et seulement si
(PLNH")U(K;NH")U(P,NH') borde 'union de m portions de H'. La description locale
des murs de W™ dans X’ et dans H' est donc la méme. Il reste & montrer que I'intersection
d'un mur M de W+ avec H' est connexe.

Soit G(M) le sous-graphe de G(W)) associé aux pieces de M. Les pieces de M N H’
sont données par le graphe G(M)NG(WyN H'). Dans l'arbre G(Wy) l'intersection des deux
arbres connexes G(M) et G(WyN H') est connexe. L’union de pieces de G(M)NG(WyNH')
est donc connexe.

O

Lemme 4.4.27. La géodésique par morceaux <y vérifie les 3 premiéres propriétés de la

proposition 4.4.5 dans X’.

Démonstration. Montrons ces conditions dans ['ordre :

1. On considére Wy, . .. W), les murs ramifiés de X’ qui prolongent les (Wy)?', ... (W),
Le lemme 4.4.24 assure qu’ils sont deux a deux disjoints. D’aprés la partie 4.4.2 on a
v (Wi)H' = 7;. Et d’apres le lemme 4.4.24, W; N H' = (W;)"'. Comme ~ est dans
H' on obtient v N W; = 7;. Le mur (W,)HI de H' sépare les intérieurs de o;_1 et de
o;. Or W; n’intersecte v qu’en 7; alors W; aussi sépare les intérieurs de o;_1 et de o;.
Enfin, l'intérieur de o; est disjoint de W’ d’apreés la partie 4.4.2.

2. On note MZJ le mur de W+ qui prolonge (MZ])H/ Par construction (MZJ)H' Ny = tf
D’aprés le lemme 4.4.24, M) N H' = (M7 )"'. Comme  est inclus dans H’ on obtient
MZJ Ny = tf Le mur (MZ])H/ de H’ sépare les intérieurs de sg_l et de sf Comme
MZ] n’intersecte v qu’en tg alors MZJ aussi sépare les intérieurs de sg “Let de si

3. D’apres la section 4.4.2 'intersection de sf avec K’ N H' est un nombre fini de points,
alors l'intersection de s{ avec K’ est un nombre fini de points. De plus f est une

isométrie de s! sur son image.

O

Il reste & montrer les conditions d’angles.

Définition 4.4.28. Soient H et M deux sous-variétés totalement géodésiques de H"™ qui
s'intersectent transversalement. L’angle entre H et M est le minimum des angles entre
deux vecteurs u € T, H et v € T,M pour z € HN M tels que u,v L (T,HNT,M).

On considére #; > 0 ’angle minimum entre une composante connexe de W et un mur

H de H, et 65 > 0 I'angle minimal entre une composante connexe de K un mur H de H.
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Lemme 4.4.29. L’angle entre o; et W; (resp. W;y1) est minoré par la constante 6.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.4.27 le segment o; est d’intérieur disjoint de W’. En
particulier, il est entiérement inclus dans une portion fermée II. La restriction de ’appli-
cation f sur II est une isométrie sur son image. On obtient dans H" que f(o;) est le plus
court chemin entre f(W;_1) et f(W;) dans H. Alors I’angle entre f(o;) et f(W;_1) (resp.
f(W;)) est minoré par 6, et ’angle entre o; et W;_1 (resp. W;) aussi. O
£

Lemme 4.4.30. L’angle entre sf et t{ (resp. est minoré par la constante 6.

Démonstration. Par construction sg est dans 'union de piéces associées a un segment c
de pieces de G(W; N H'). De plus, chaque piéce de type 2 de 'intérieur de c est réguliére
(les deux piéces de types 1 voisines dans ¢ sont dans le bord d’une portion). Alors ¢ donne
un chemin de piéces de Wy et les piéces de types 2 sont aussi réguliéres dans ce chemin.
On note Py, ..., P, 'ensemble de ces piéces. D’aprés le lemme 4.4.17, la restriction de f &
PyU...UP,, est une isométrie sur son image. En particulier, f (sf ) est le plus court chemin
entre f(K? ') et f(K7) dans H. En particulier I'angle entre f(s?) et f(K7~') est minoré
par 0. Comme f (tg ) est un segment de KZ] alors I’angle entre f (sf ) et f (tf 1) est minoré

par 0. Finalement, I’angle entre sf et tg aussi. ]
Lemme 4.4.31. L’angle entre sg et MZJ (resp. Mg“) est minoré par une constante 6s.

Démonstration. Montrons que ’angle entre sg et MZJ est > A5. On note z le point d’origine
de sg dans KZJ . Soit 7 un segment géodésique de MZ] d’origine z. Quitte & prendre un
sous-segment de 7 on peut supposer 'intérieur de 7 inclus dans une piéce de type 1 P;
de W;. On note Pij la piéce de Wy autour de KZJ qui intersecte sg . Alors P; U KZJ U Pij
est une sous-variété totalement géodésique de X'. Et P, U KZJ est une sous-variété a bord
totalement géodésique KZJ . Alors ’angle entre 7 et sg est minoré par ’angle entre sg et KZJ .
Dans la preuve du lemme précédent on a vu que ’angle entre sf et K Z] est minoré par 6-.

On conclut que ’angle entre sg et MZ] est minoré par 6. O

Démonstration de la proposition 4.4.25. D’apreés les lemmes 4.4.27, 4.4.29, 4.4.30 et 4.4.31
la géodésique par morceaux -~y satisfait les hypothéses de la proposition 4.4.5 avec 6§ =
min{6f;,02}. On en déduit qu'il existe deux constantes kg et £y telles que long(7)

Cyr|z,y|+ kg Comme v est incluse dans H' et d’extrémités x et y on obtient dg/(x,y)

O IAIA

Lz, y|l + K

4.4.4 Hsu-Wise

Le théoréme 4.1.7 doit pouvoir étre démontré en utilisant un résultat de Hsu et Wise,
voir [HW15], sur la cubulation d’amalgames malnormaux; c’est ce que nous allons voir

dans cette partie. On se place dans les hypothéses du théoréme 4.1.7, donnons une autre
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idée de la preuve que le groupe fondamental de la variété V' est cubique en utilisant le

théoréme suivant :

Théoréme 4.4.32. (Hsu-Wise) Soit G = Ax¢c B (ou G = A%¢ ) un groupe hyperbolique,
supposons que A et B agissent proprement et cocompactement sur un complexe cubique
CAT(0) et que C soit hyperbolique, quasi-convexe et malnormal dans G alors G agit

proprement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0).

On considére V = {V1, ..., V;} la famille des composantes connexes de V' ~. . On note
V les fermetures métriques des éléments de V dans V. La variété V peut étre reconstruite
a partir de recollement successifs d’éléments de V le long de certains sous-espaces de W.
Du coté du groupe fondamental 71(V') cette construction donne une description de (V)
en produits amalgamés et HNN-extensions des groupes m1(V}),...,m1 (V) au-dessus des
groupes fondamentaux de ces sous-espaces de W.

Par ailleurs, on note V' la famille des composantes connexes de V' \ W’, avec W'
la préimage de W dans V’. Comme le lieu de ramification L est contenu dans W alors
tout éléement de V et de V' est disjoint de L. En particulier chaque élément de V' est le
revétement d’un élément de V. De méme si on appelle V' les fermetures métriques des
¢élements de V' dans V'’ alors chaque élément de V' est le revétement d’un élément de V.
Comme dans le paragraphe précédent le groupe fondamental m1(V’) est obtenu comme
une succession de produits amalgamés et de HNN-extensions de groupes isomorphes & un
sous-groupe d’indice fini de I'un des 71 (V;) au-dessus de sous-espaces de W = p Y(W).

On aimerai appliquer le théoréme 4.4.32 & chacun de ces recollements pour montrer
que le groupe fondamental 71 (V') est cubique. La construction d’une métrique & courbure
CAT(—1) sur le revétement universel X’ de V' assure que le groupe 71 (V') est hyperbolique.
On a supposé 71 (V') cubulé par une famille de murs dans H", on en déduit alors que chaque
groupe 71(V;) est cubique. Tous sous-groupe d’indice fini de 71 (V;) est donc cubique. Les
sous-espaces de recollement pour construire V'’ sont des sous-espaces de W et un relevé de
ce sous-espace dans X’ est une union connexe de piéces d’un mur ramifié. Des arguments
similaires au lemme 4.3.2 devraient permettre de montrer que les groupes fondamentaux
de ces sous-espaces sont quasi-convexes. Il resterai alors & montrer que ces groupes sont
malnormaux. Cela devrai découler simplement du fait que la sous-variétés W est plongée

et donc que ses élévations sont disjointes.



Chapitre 5
Exemples et généralisations

Dans ce chapitre nous décrivons quelques exemples auxquels le théoréme 4.1.7 s’ap-
plique. Nous commencons par rappeler la construction des variétés arithmétiques “de type
simple”. Une variété arithmétique de type simple V' posséde beaucoup de sous-variétés im-
mergés de codimension 1, compactes et totalement géodésiques. La famille H des relevés
d’un nombre fini de telles sous-variétés forme une famille 7 (V')-cofinie d’hyperplans de
H™. En fait, V posséde suffisamment de sous-variétés de codimension 1 totalement géodé-
siques pour les choisir de telle sorte que la famille 7 cubule 7 (V'), voir [BHW11]. Si on
choisit comme lieu de ramification I'intersection de deux telles sous-variétés, alors le lieu
de ramification est naturellement inclus dans une sous-variété de codimension 1 totalement
géodésique. La variété V satisfait alors les hypothéses du théoréme 4.1.7. N'importe quel
revétement fini cyclique au-dessus de V' au-dessus de L a un groupe fondamental cubique.
En particulier, c’est le cas des variétés de Gromov-Thurston.

Dans la seconde partie de ce chapitre nous mentionnons quelques généralisations et

questions qui se posent naturellement suite au théoréme 4.1.7.

5.1 Exemples d’applications

5.1.1 Variétés arithmétiques de type simple

Plutot que de développer la théorie générale, on décrit une famille d’exemples repré-
sentatifs.

Pour construire une variété hyperbolique de dimension n il suffit de construire un sous-
groupe discret, cocompact et sans torsion dans SO(n,1). Soit d un entier sans facteur
carré, et soit ¢ = z% + 23 + ... + 22 — \/Exiﬂ. On note g la forme quadratique g =
2?4+ 23+ .+ + Vde? +1- Nous allons en fait construire un sous-groupe I' discret
et cocompact dans le produit SO(g) x SO(g). Comme SO(g) est isomorphe au groupe
compact SO(n + 1), la projection de I sur SO(g) est un sous-groupe discret et cocompact
dans SO(q) = SO(n, 1).
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Construisons donc le groupe T. Soit G le groupe algébrique sur Q(v/d) défini par

G:{( A+O\/EB A—O\/EB> . A+VdB € S0(q) etA—x/EBgSO(q)},

et G le groupe algébrique sur Q définit par

GO:{<2 df),AJr\/&BGSO(q) et A—x@BeSO@}.

Les groupes G et G sont conjugués dans GLa,12(C) par la matrice

Ins1  Vdl
P = .
In—l—l _\/Eln-l—l

On pose I'g = GoNGLa,12(Z) et on note I son conjugué P~ P. Cest un sous-groupe
de G et, comme ['g est discret dans Gy, il est discret dans G. Ici, comme par la suite, on

identifie abusivement Gy au groupe de ses points réels.
Proposition 5.1.1. Le groupe I' est cocompact dans G.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que 'y est cocompact dans G. Par définition de I'y
le quotient Gp/ I'g est inclus dans GLa,12(R)/ GLay12(Z) que 'on munit de la topologie
quotient. L’espace GLo,12(R)/ GLay12(7Z) s'identifie & Pespace des réseaux R dans R?7+2,
On utilise le critére de Mahler pour montrer que le sous-espace Go/ I'g = Gy - [Z*" 2] C R

est compact. O

Théoréme 5.1.2. (Mahler) Un sous-ensemble X de I'espace des réseaux R est relative-
ment compact si et seulement si le volume de tout réseau de X est borné et si il existe un
voisinage U de 0 dans R?"*2 tel que pour tout réseau A de X lintersection entre U N A

est réduite a 0.
Lemme 5.1.3. Le quotient Gy/ I'y est relativement compact.

Démonstration. On commence par remarquer que tout réseau dans orbite Gy - [Z2"+?] est
de volume 1. Il reste donc & montrer qu’il existe un ouvert U de R?**2 tel que pour tout

élement g € G on ait ¢Z2"*2 N U = {0}. Considérons I'application
F:R"™ x R"™ 5 R: (a,b) — q(a + Vdb)g(a — Vdb).

C’est une application Gy invariante : en effet ¢ est G-invariante et P envoie (a,b) sur
(a + \/Eb,a — \/Eb)
Posons
U ={(a,b), |F(a,b)| < 1}.
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L’application F étant Go-invariante, Pouvert U C R?"*2 est Gy-invariant. I suffit alors de
montrer que U N Z?"*2 = {0} pour montrer que GoZ*"*2 N U = {0}.

Soit (a,b) € Z"*! x Z"H1 par définition de la matrice P et des formes quadratiques
q et g, F(a,b) appartient a Z[\/d]. F(a,b) est en outre fixé par l'involution de Galois
o : x4+ Vdy — x —/dy associée a I’extension quadratique @(\/E)/@ On en déduit que
F(a,b) appartient a Z.

Si on suppose que (a,b) € U N Z>"*2 alors |F(a,b)| < 1 et F(a,b) € Z, et donc
F(a,b) = 0. 1l s’ensuit que

G(a — Vdb)) = o(q(a + Vdb)) = 0.

La forme quadratique g étant définie positive on a donc a — vdb = 0 et a = b = 0. On

Z2n+2

a donc trouvé un voisinage ouvert U de 0 dans R*"*2 tel que si (a,b) € U N alors

(a,b) =0. O
Lemme 5.1.4. Le groupe Go/ I'g est fermé dans GLa,42(R)/ GLayy2(Z).

Démonstration. On veut montrer que Go/ Ty est fermé dans R. Considérons donc une
suite (A, )men de réseaux dans I'orbite G - [Z2"2] qui converge vers un réseau A dans R.
Comme A,, tend vers A dans R, il existe des bases (e", ..., e}, o) de Ay, et (e1,...,e2,42)
de A telles que chaque e}" tendent vers e; lorsque m tend vers l'infini. Montrons qu'’il existe
un entier mg et un élément g € Gy tels que (gef™,...,ge5" 5) = (e1,...,€2m42), on en
déduira que A appartient a l'orbite Gy - [Z2"1+2].

La fonction F' de la démonstration précédente prend des valeurs entiéres sur 'orbite
Go-[Z*"*2]. Pour m assez grand on a donc F(e*) = F(e;). En décomposant chaque vecteur
v € Z2"*2 en (vy,v9) € Z"! x Z"F on a alors :

q((ei")1) = q((e;)1) ou bien g((ef")1) = q((ei)2)-

Comme e converge vers e;, on en déduit que, pour m assez grand on a ¢((e");) =
q((ei)1) et g((el*)2) = q((e;)2). De méme, on peut vérifier que pour m assez grand on a :
q((ef™ +ei")1) = q((es + ex)1) et q((e" + €)")2) = q((e; + ex)2). On en déduit qu'’il existe
un élément g € G tel que (ge", ..., ges) o) = (e1,...,e2,42) et donc A € Go - [z, O

Enfin, on utilise le résultat suivant pour éliminer la torsion de I.

Théoréme 5.1.5. (Selberg) Tout sous-groupe de type fini d’'un groupe linéaire sur un

corps de caractéristique nulle posséde un sous-groupe d’indice fini sans-torsion.

A partir de maintenant I' désigne le sous-groupe de SO(n, 1) isomorphe au groupe I

obtenu précédemment par projection G — SO(q) x SO(q) sur le premier facteur. On note

q la forme quadratique ¢ = 2% + ... + 22 — 22 +1- On déduit du théoréme de Selberg qu'’il
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existe un sous-groupe d’indice fini IV < T sans torsion. On considére alors V' la variété
hyperbolique obtenue comme quotient de H™ par I".

Une telle variété posséde beaucoup de sous-variétés immergées totalement géodésiques
de codimension 1. Par exemple, on considére H I’hyperplan donné par {x; = 0}. Montrons
que I' N Stabgo,,1)(H) est cocompact dans Stabgo(,,1)(H), ainsi le quotient de H par
' N Stabgo(n,1)(H) sera une variété compacte, qui s’immerge dans V.

Le groupe Stabgon,1)(H ) est le sous-groupe de SO(q) donné par SO(1)xSO(q|<e,,....en 1> )-
Comme I' = SO(¢) NGLy,41(Z[V/d]) alors I'NStabsom,1)(H) = SO(1) x SO(q)<e,,..., n
GL,(Z[Vd]). On se retrouve alors dans la situation de la preuve que I' est cocompact
ens1>) N GLu(Z[Vd]) et Gy = SO(qg)<e,,. ). Alors
' N Stabso(n,1)(H) est bien cocompact dans Stabgo,1)(H).

en41>

dans G, avec 'y = SO(q|<e,,..., el

En fait, on peut construire beaucoup d’autres hyperplans a stabilisateur cocompact
dans SO(n,1). La construction ci-dessus fournit un certain nombre d’exemples de variétés
arithmétiques de type simple. La construction générale est similaire.

L’intersection de deux tels hyperplans donne un lieu singulier inclus dans un hyperplan.
Si on note L 'image de cette intersection dans V alors d’aprés le théoréme 4.1.7 n’importe
quel revétement ramifié fini de V' au-dessus de L a un groupe fondamental cubique. En
particulier c’est un moyen de redémontrer que les variétés de Gromov-Thurston ont un

groupe fondamental cubique.

5.1.2 Autres exemples
Variétés de Gromov-Piatetski-Shapiro

Dans cette partie nous allons voir un autre exemple de classe de variétés sur lesquelles
on peut appliquer le théoréme 4.1.7, les variétés de Gromov-Piatetski-Shapiro.

Dans les années 90 Gromov et Piatetsky-Shapiro proposent une construction en toute
dimension de variétés hyperboliques de groupe fondamental non-arithmétique (voir [GPS87]).
Un théoréme de Margulis affirme que tout réseaux d’un groupe de Lie simple de rang stricte-
ment supérieur & 1 est arithmétique. Aprés plusieurs exemples de construction de groupes
non-arithmétiques dans SO(n,1) avec n < 10, Gromov et Piateski-Shapiro offrent une
construction de réseaux de SO(n, 1) en toute dimension & partir de variétés arithmétiques.

Esquissons cette construction. Soient Vi et Vo deux variétés arithmétiques de type
simple et compactes; on peut par exemple prendre deux variétés décrites dans la section
5.1.1. On les choisit de sorte que dans chacune de ces variétés, il existe une sous-variété a
bord ViJr C V; telles que 8V1+ et BV'; soient isométriques et tel que chaque bord GVZ-Jr se
reléve dans H” en un hyperplan. On peut alors construire une nouvelle variété compacte V'
en recollant les sous-variétés VfL et V; le long de leurs bords. Pour un exemple explicite
voir [Mar91].

Comme la variété V; est arithmétique de type simple, il existe de nombreuses sous-
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variétés quotient d’hyperplans de H", immergées dans V7, et plongées a revétement fini
prés. Si on note Wy = 8V1+ et qu’on considére une sous-variété M plongée de Vi qui
intersecte transversalement W alors l'intersection L = Wy N M est une sous-variété de
codimension 2 plongée dans Vfr donc plongée dans la variété de Gromov-Piateski-Shapiro
V=Vuvt

On ne peut pas appliquer tel quel les résultats du chapitre 4 car on ne sait pas construire
a priori une famille de sous-variété totalement géodésiques dans V mais on doit pouvoir
cubuler V' avec une famille de murs quasi-convexes. On pourrai alors appliquer une des

généralisation du théoréme 4.1.7 que nous évoquons dans la partie genquasiconv.

5.2 (Généralisations et questions

5.2.1 Une conséquence directe de la preuve du théoréme 4.1.7

Dans la preuve du théoréme 4.1.7 on a considéré un revétement ramifie¢ V! — V avec V
une variété hyperbolique compacte. On a alors utilisé application V' — V pour construire
une application de revétement ramifié finie entre le revétement universel X’ de V' et H",
f: X' — H". Enfin, on a utilisé des preimages ou des morceaux de préimages de murs de
H" par f pour construire des murs de X’ qui cubulent 71 (V).

On remarque que dans cette preuve la structure de revétement ramifié p : V/ — V per-
met essentiellement de construire I'application de revétement f. En fait la démonstration
du théoréme 4.1.7 s’applique directement a des groupes I' et IV qui opérent isométrique-
ment, proprement et cocompactement sur des espaces X’ et H" avec une application de

revétement ramifié¢ finie f : X' — H".

Théoréme 5.2.1. Soit f: (X', K') — (H", K) un revétement ramifié de degré fini. Soit T’
et I deuz groupes de type fini qui agissent par isométries, proprement et cocompactement,
respectivement sur H" et sur X'. De plus on suppose que pour tout ' € I" il existe un
élément v € T tels que foy =~o f.

Supposons qu’il existe une famille H d’hyperplans de H" I'-cofinie qui sépare linéaire-
ment H", et tel que chaque hyperplan de H soit transverse a K.

Supposons aussi qu’il existe une sous-variété totalement géodésique W de codimension 1
dans H™ qui contient K. Enfin, on suppose qu’il existe une constante uniforme qui minore
le rayon des voisinages de ramification de f.

Alors le groupe TV est cubique.

Il n’est pas difficile de prouver le théoréme 5.2.1 en reprenant une a une les étapes de
la preuve du théoréme 4.1.7.

Dans la suite de ce chapitre nous proposons des pistes de généralisations autour des
théorémes 4.1.7 ou 5.2.1.
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5.2.2 Orbi-variétés
Exemple d’application du théoréme 5.2.1

La structure d’orbi-variété permet de donner de nombreux exemples d’applications
pour le théoréme 4.1.7. Soit V' une variété hyperbolique compacte, et soit L une sous-
variété totalement géodésique de codimension 2. On suppose que V satisfait les hypothéses
du théoréme 4.1.7. Soit V., une orbi-variété ayant V comme variété sous-jacente, muni
d’une structure de quotient local par des groupes finis sur les composantes connexes de

L. Montrons qu’alors le groupe fondamental orbifold de V., est cubique (voir théoréme
5.2.3).

Définition 5.2.2. Soit V' une variété hyperbolique, soient Li,..., L, des sous-variétés
fermés disjointes, totalement géodésiques et de codimension 2 de V. Soient nq,...,n, des
entiers. On construit une orbi-variété V,,, associée & ces données. On décrit p + 1 cartes :
U=V~ (L1U...ULy) et Uj >~ Zy,,\Ne(L;), avec N¢(L;) un e-voisinage de L; dans V'
homéomorphe au produit L; x D avec D un disque euclidien. Le groupe Z,, agit sur ce

produit comme l'identité sur le premier facteur et une rotation sur le disque.

Théoréme 5.2.3. Soit V une variété hyperbolique compacte. Soit L une sous-variété de
codimension 2 dans 'V, fermée et totalement géodésique.

On suppose qu’il existe une famille H d’hyperplans de H"™, uniformément localement
finie, w1 (V)-cofinie et linéairement séparante dans H™ et transverse a K (préimage de L
dans H").

On suppose qu’il existe W une sous-variété de codimension 1 de V| fermée et totalement
géodésique (pas nécessairement connexe) qui contient L.

Alors nimporte quelle orbifold V., (comme dans la définition 5.2.2) a un groupe fon-

damental orbifold cubique.

On justifie brievement le théoréme 5.2.3.
D’apreés la théorie d’Haefliger tout orbi-espace muni d’une métrique a courbure négative

est développable voir par exemple [LHG90|. En particulier on a le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.4. (Haefliger) Soit V,,, une orbi-variété comme dans la définition 5.2.2
alors V. est développable, c’est-a-dire qu’il existe une variété X’ et un groupe I" tels que

Vorp soit Porbifold obtenu comme le quotient de X’ par I".

Lemme 5.2.5. Soit V une variété hyperbolique fermée, soit L une sous-variété de codi-
mension 2 dans V, fermée de V.

Soit V,,.p une orbi-variété donnée par ’action d’un groupe fini agissant cycliquement
sur chaque composante connexe de L (voir définition 5.2.2). Soit X’ le développement de

V,rp donné par la théorie d’Haefliger.
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Alors il existe une application de revétement ramifié f : (X', K') — (H", K), avec K et
K’ les préimages respectives de L dans X’ et dans H™. De plus 'application f est de degré
fini et il existe une constante uniforme qui minore le rayon des voisinages de ramification

de f.
On utilise la remarque suivante pour montrer le lemme 5.2.5.

Remarque 5.2.6. Soient X et Y deux variétés topologiques. Soit X, et Yo, deux orbi-
folds d’espaces sous-jacents X et Y ayant pour lieu singulier une sous-variété de codimen-
sion 2. Soit q : X, — Yorp un revétement orbifold. Alors il existe un revétement ramifié
g: X —>Y.

Idées de démonstration du lemme 5.2.5. Construisons une orbi-variété d’espace sous-jacent
H"™ qui est un revétement orbifold de V.. On note K la préimage de L dans H". On associe
a chaque composante connexe K de K le nombre entier ng associé a p(Kp). On considére
alors X, l'orbifold ot on remplace une carte dans chaque voisinage N(K() au-dessus de
N(p(Ky)) par le quotient de N(Kj) par le groupe Z,,. L’application de revétement uni-
versel H® — V induit un revétement orbifold entre X, et V.. Par propriété universelle
il existe alors un revétement orbifold entre le revétement universel orbifold X’ et X,,5. On
en déduit, d’aprés la remarque 5.2.6 qu’il existe bien un revétement ramifié entre X’ et
H". Par construction les rayons de voisinages de ramification sont minorés par le plus petit

rayon de cartes autour des composantes connexes L; de L. O

"Démonstration” du théoréeme 5.2.3. D’apres le lemme 5.2.5 il existe une application de re-
vétement ramifié entre le revétement universel X’ de V., et H". Cette application satisfait
les hypothéses du théoréeme 5.2.1. De plus le groupe fondamental orbifold agit proprement
et cocompactement sur X'. Il existe une application naturelle 71 (V,p) — 71 (V) qui tri-
vialise les G-lacets de V4 associés a un Z,,. (Voir la construction du groupe fondamental
orbifold par exemple [LHG90| p208). On en déduit en appliquant le théoréme 5.2.1 que le
groupe fondamental orbifold de V. est cubique. ]

Revétements ramifiés galoisiens et orbi-variétés

Définition 5.2.7. On dit qu’'un revétement ramifié p : (V’/, L') — (V, L) est galoisien si le

revétement p: V' N L' — V L est un revétement galoisien.

Remarque 5.2.8. Dans un revétement galoisien p : (V/,L') — (V, L) deux composantes
connexes L} et L}, de L’ qui s’envoient sur une méme composante de L ont le méme ordre

de ramification.

Définition 5.2.9. Soit p: (V/,L’) — (V, L) un revétement ramifié galoisien de degré fini.
Pour chaque composante connexes L; de L on considére n; 'ordre de ramification de p sur

n’importe quelle composante connexe L; de L’ qui s’envoie sur L. D’aprés la remarque 5.2.8
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ce nombre ne dépend pas du choix de la composante L}. On construit alors naturellement

une orbi-variété V,,;, comme dans la définition 5.2.2.
Le lemme suivant découle de la définition de revétement orbifold.

Lemme 5.2.10. Soit p : (V', L") — (V, L) un revétement ramifié galoisien de degré fini, et
soit V.. orbi-variété associée a p. Alors il existe une application de revétement orbifold
fini g : V! — V4. En particulier le groupe fondamental de V' est un sous-groupe du groupe
fondamental orbifold de V.

On vient de voir qu’en partant d’un revétement ramifié¢ galoisien de degré fini p: V' —
V on construit une orbi-variété V., qui admet pour espace sous-jacent la variété V (voir la
définition 5.2.9). En particulier, il existe une revétement au sens orbifold entre V' et V.,
(voir le lemme 5.2.10). Tl est naturel de se demander si & partir d’un structure orbifold V.
sur une variété compacte V il est possible de construire un revétement ramifié galoisien
fini V' — V. (développement fini de V,,4.)

L’espace X’ donné par la théorie de Heafliger est un revétement ramifi¢ de V' mais il
n’est pas de degré fini. Si on suppose le lieu singulier contenu dans une sous-variété W de
codimension 1, totalement géodésique, on peut en déduire du théoréme 5.2.3 I'existence de

ce revétement ramifié fini V' — V.

Corollaire 5.2.11. Soit V une variété hyperbolique compacte. Soit L une sous-variété
de codimension 2 dans V', fermée et totalement géodésique. Soit p : (V' L") — (V,L) un
revétement ramifié de degré fini.

On suppose qu’il existe une famille H d’hyperplans de H"™, uniformément localement
finie, w1 (V)-cofinie et linéairement séparante dans H™ et transverse a K (préimage de L
dans H").

On suppose qu’il existe W une sous-variété de codimension 1 plongée dans V, fermée
et totalement géodésique (pas nécessairement connere) qui contient L.

Alors pour n’importe quelle orbifold V., donné par laction d’un groupe fini agissant
cycliquement sur chaque composante connexe de L il existe une variété V' compacte et une

application de revétement orbifold finip: V' — V.

Démonstration. D’aprés le théoréme 5.2.3, le groupe fondamental orbifold mq(V,,4) est
cubique. En particulier, comme le revétement universel orbifold de V,,; est hyperbolique
alors d’aprés le théoréme d’Agol-Wise mq(V,,p) est virtuellement spécial. On déduit de
[HWO08] que 71 (Vo) est résiduellement fini. On choisit alors un sous-groupe G d’indice fini

dans 71 (V,pp) sans torsion. La varieté V' = X'/G est alors un revétement fini de V.. O

5.2.3 Discussion autour de généralisation du théoréme 4.1.7
W union de sous-variétés totalement géodésiques

On étudie la généralisation suivante :
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Théoréme 5.2.12. Soit V une variété hyperbolique compacte. Soit L une sous-variété
de codimension 2 dans V', fermée et totalement géodésique. Soit p : (V' L") — (V,L) un
revétement ramifié galoisien de degré fini.

On suppose qu’il existe une famille H d’hyperplans de H™, uniformément localement
finie, w1 (V')-cofinie et linéairement séparante dans H" et transverse o K (préimage de L
dans H"™).

On suppose qu’il existe W1, . .. ,Wp une famille de sous-variété de codimension 1 plon-
gée dans V', fermée et totalement géodésique (pas nécessairement connexe) qui contient
L.

Alors le groupe fondamental 71 (V') est cubique.

Nous allons esquisser une idée de preuve du théoréme 5.2.12. Considérons dans un
premier temps une variante du théoréme 4.1.7 avec V une variété muni d’une métrique
localement CAT(—1). En effet, il existe dans des espaces hyperboliques des lemmes

similaires aux lemmes A.0.15 et A.0.16.

L’idée de preuve du théoréme 5.2.12 en supposant une généralisation de 4.1.7 sur X (&
la place de H") muni d'une métrique CAT(—1) est la suivante. On pose V? =V et on va
construire une suite finie de revétements ramifiés VP — VP~1 — .. — V0 telle que chaque
revetement V¢ — Vi~ satisfait les hypothéses du théoréme 4.1.7. De plus on montre que

les applications naturelles (données par la structure de produit fibré) V/ x VP — V' et
v

V! x VP — VP sont des revétements. On en déduira que le groupe w1 (V' X VP) est un sous-
\%4 %4

groupe d’indice fini de 71 (V") et de m1(V},). En utilisant plusieurs fois le théoréme 4.1.7 on
obtiendra que 71(V'1), puis 71(V?)... puis 71 (V?) sont cubiques. Finalement (V') sera

aussi cubique.

Reste a expliquer comment construire la suite de revétements ramifiés f; : Vi — Vi1,
On note L; = LN W, pour i = 1,...,p. Ainsi L = ’_, Li. Pour chaque composante
connexe ¢ de L on note n(¢) I'ordre de ramification autour d'une composante connexe de
L’ qui s’envoie sur £. (Ce nombre ne dépend pas du choix de la composante connexe car f
est galoisien.)

On décrit la construction de VI*! par récurrence en supposant les espaces V0... V7 et
les applications fi ... f; construits. On note Lg la préimage de L; dans V7 par application
fio...o f;. Soit V;jrb I'orbi-variété d’espace sous-jacent V7 suivante. Autour de chaque
composante connexe £y de L; 41 on prend pour carte le quotient d’un voisinage de £y dans
V7 par le groupe Zy avec N = n(f1o0...0 fj({p)). D’aprés le lemme 5.2.11 il existe un
revétement orbifold fini VI — Voj;nb. Puis d’aprés le lemme 5.2.6 il existe une application
de revétement ramifié finie f;: VIt — VI,

Enfin on utilise la description du produit fibré du chapitre 2 pour construire le produit

fibre Y = VP x V', Grace a une étude locale on peut vérifier que :
1%
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Lemme 5.2.13. Les applications Y — V' et Y — VP sont des revétements.

Si on montre la généralisation ci-dessus on obtiendra le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.14. Soit V une variété hyperbolique compacte. Soit L une sous-variété
de codimension 2 dans V', fermée et totalement géodésique. Soit p : (V' L") — (V,L) un
revétement ramifié de degré fina.

On suppose qu’il existe une famille H d’hyperplans de H"™, uniformément localement
finie, w1 (V')-cofinie et linéairement séparante dans H" et transverse o K (préimage de L
dans H"™).

On suppose qu’il existe une sous-variété W de codimension 1 immergée dans V, fermée
et totalement géodésique (pas nécessairement connere) qui contient L.

Alors le groupe fondamental m (V') est cubique.

En effet, comme 71 (V') est cubique et hyperbolique alors il est spécial par le théoréme
d’Agol-Wise. En particulier, par les travaux de Haglund tous sous groupe quasi-convexe de
m1(V’) est séparable. Il existe un revétement galoisien fini V de V dans lequel la préimage
W de W est une union de sous-variétés plongées de V. On considére V' le produit fibré
de V! — Vet de V — V. Clest un revétement ramifié fini galoisien de V. On peut alors

utiliser le théoréeme 5.2.12 sur le revétement ramifié fini galoisien VSV

5.2.4 Quasi-convexité

On peut se poser la question & quel point les hypothéses du théoréme 4.1.7 s’étendent a
la quasi-convexité des objets utilisés. Ses applications seraient alors renforcées. Citons par
exemple le cas des variétés hyperboliques de dimension 3. Les travaux de Khan et Markovic
(JKMO09]) montrent qu’il existe de nombreuses surfaces immergés dans n’importe quelle 3
variété hyperbolique fermée. Combiner ces résultats avec ceux de Agol et de Wise permet
d’obtenir un grand nombre de surfaces virtuellement plongées dans n’importe quelle 3

variété hyperbolique fermée. On se propose alors les réflexions suivantes.

On pourrait prendre une famille H de variétés quasi-convexes qui cubule 71 (V). Comme
nous l'avons déja remarqué,on peut écrire une version des lemmes de 'annexe avec un

segment minimal entre un point et une variété quasi-convexe dans un espace hyperbolique.

On pourrait de plus envisager une version du théoréme 4.1.7 ou la sous-variété W est
quasi-convexe. Pour chaque composantes connexe de W’ dans X’ on peut construire de la
méme fagon un graphe d’espace. Pour construire les murs de W’ on a utilisé le fait que ces
graphes sont des arbres. Et pour montrer que ces graphes sont des arbres on a utilisé la
convexité des composantes connexes de W’. Dans ce cas ci, les composantes connexes de

W' ne sont pas convexes, cependant une question fondamental pour cette généralisation
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est de savoir si les graphes associés sont tout de méme des arbres. Si c’est le cas on doit
pouvoir utiliser une preuve similaire & celle de la section 4.1.7. On construit v de la méme
fagon mais on demande au s/ entre K7 ( 0;(b;) si j = 0) et K7t (0341 (ai1) si j = ¢;) soit

le segment le plus court dans W;.

Si jamais la version du théoréme 4.1.7 avec W/ est vrai il est naturel de se demander si
on peut obtenir un résultat similaire avec le singulier K quasi-convexe au lieu de convexe.
On a utilisé la convexité du lieu singulier pour montrer que la métrique définie au chapitre
2 est CAT(—1). La géométrie du revétement ramifié parait plus compliquée & cerner, et il

semble plus difficile d’appliquer la preuve précédente.
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Annexe A

Annexe : lemmes techniques

Soit H un famille d’hyperplans uniformément localement finie dans H". Dans cette
partie on prouve deux lemmes techniques qui servent dans la démonstration du théoréme

4.1.7. Les arguments utilisés dans ces deux lemmes sont vraiment similaires.

Lemme A.0.15. Soient U une sous-variété totalement géodésique de H"™, p un point de
U et [p, g] un segment géodésique de H" transverse & U. On note 6 I’angle entre U et [p, q].
Pour toute constante 6y €]0, 7] il existe une constante A(fy) telle que si § > 6y alors au
plus A(6y) hyperplans de H intersectent U et [p, q].

Démonstration. On considére Ty un triangle de H? U OH? qui posséde deux angles idéaux
et un angle égale & 0y en pg. On note £, la distance entre pg et le coté opposé & pg dans Tp.
De méme on note 7' un triangle de H? U 0H? qui posséde deux angles idéaux et un angle
égale & 6 en p. On note ¢ la distance entre p et le c6té opposé a p dans T'. Si 6y < 6 alors
on a l'inégalité ¢ < fy. N'importe quel triangle 7" avec un angle égal & 6 en un sommet
p’ est inclus dans un triangle isométrique a T'. La distance entre le sommet p’ et le coté

opposé est alors inférieure & ¢ donc inférieure & /.

7

FIGURE A.1 -
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Supposons qu’un hyperplan H de H intersecte U et [p,q]. On choisit z € U N H et
y € [p,q]N H. Comme [q,y] est inclus dans U alors I’angle entre [q, x| et [g, p] est supérieur
a l’angle entre U et [q,p]. Comme de plus l'angle entre U et [p, q] est minoré par 6y alors
l’angle entre [z, q] et [g,p] est minoré par 6y. D’apres le paragraphe précédent la distance
entre ¢ et le segment [z, y| est majorée par {y. Le segment géodésique [z, y] appartient au
sous-espace convexe H, alors la distance entre ¢ et H est majorée par .

La famille H est uniformément localement finie. Alors il existe une constante A(6p)
telle que au plus A(fp) hyperplans de H intersectent n’'importe quel boule de rayon /.
Finalement, il existe au plus A(6p) hyperplans de le famille H qui intersectent U et [p,q]. O

Lemme A.0.16. Soient U et V deux sous-variétés totalement géodésiques et disjointes
dans H™. Soit r la distance entre ces deux sous-variétés. Alors pour toute constante rg >
0 il existe une constante positive B(rg) telle qu’il existe au plus B(rp) murs de H qui

intersectent U et V pourvu que r > r.

Démonstration. On considére Qo = {po, qo, So, to} un quadrilatére coplanaire de H™ U 9H"

avec deux sommets idéaux sg et tg, deux sommets py et go avec un angle 5 et tel que la

distance entre pg et go soit 9. On note ¢y la distance entre py et la géodésique (so,to).

Soit @ = {p,q,s,t} un quadrilatére de H"™ U OH" avec deux sommets idéaux s et ¢ et
z.
la distance entre p et le segment géodésique [s,t]. Si r > rg alors £ < ¢y. N’importe quel

deux sommets p et g avec des angles On note r la distance entre p et q. On note ¢
quadrilatere Q" = {p', ¢/, s',t'} avec deux angles droits adjacents en des sommets p’ et ¢’
et avec la distance entre p’ et ¢’ égale a r est inclus dans un quadrilatére isométrique a Q.

La distance entre le sommet p’ et le coté [s/,¢'] est alors inférieure a ¢ donc inférieure a £.

FIGURE A.2 -

Soit H un hyperplan de H qui intersecte U et V. On choisit deux points x € U N H et
y € VN H. Soient [p, q] le plus court segment géodésique entre U et V. L’angle entre [p, ¢

et [p,x] est de 7§, et de méme, l'angle entre [p,q] et [q,y] est de T. Si les segments [p, q],
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[p, z] et [gq,y] sont coplanaires alors d’aprés le paragraphe précédent la distance entre p et
le segment géodésique [z, y] est majorée par £y. Dans le cas non coplanaire cette distance
est encore plus petite. On obtient que la distance entre p et H est majorée par {g.
Comme la famille H est uniformément localement finie alors il existe une constante
B(rg) telle que au plus B(rg) hyperplans de H intersectent une boule de rayon ¢;. On en
déduit qu’il existe au plus B(rg) murs de H qui intersectent U et V. O
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