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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Contexte et motivations de la thése

On s’intéresse dans cette thése & la conduite optimisée de centrales de production d’énergie
pour lesquelles on dispose de modéles physiques. L’utilisation de modéles basés sur les premiers
principes physiques (aussi appelés modeéles de connaissance boite blanche) s’est beaucoup dé-
veloppée ces derniéres années dans le domaine des procédés et de la production d’énergie,
poussée par le développement de langages de modélisation de plus en plus sophistiqués et de
compilateurs de plus en plus performants. EDF développe dans cette optique une librairie
nommée ThermoSysPro pour la simulation statique et dynamique de centrales d’énergie. Les
modeéles physiques développés possédent de nombreux avantages par rapport a des modéles
identifiés boite noire ou des modéles linéaires simplifiés : ils permettent en effet de simuler le
comportement d’une installation avec précision sur toute sa plage de fonctionnement, et de
prédire I'évolution de grandeurs physiques [3][4]. Les modeéles physiques peuvent aussi étre
utilisés dans une optique de surveillance : le modéle physique, calibré lors du fonctionnement
normal de l'installation sert alors de référence pour détecter un comportement anormal de la
centrale, ou une variation de certains paramétres [5]. Enfin, les modéles physiques peuvent
également étre utilisés dans une optique de dimensionnement : dans ce cas, on recherchera les
caracteristiques des composants permettant d’aboutir & un point de fonctionnement donné [6].

Une piste encore peu explorée concerne 'utilisation des modéles physiques pour le pilotage
optimisé des installations, qui vise a la fois 'optimisation (hors-ligne) du planning de produc-
tion et la commande de 'installation en temps réel. Les modéles physiques ont été utilisés dans
ce contexte chez [7][8][9][10][11]. Le besoin en pilotage optimisé s’est récemment accru depuis
la déréglementation et la mise en concurrence du marché de I’énergie, qui modifient progres-
sivement les régles du jeu pour les producteurs, avec notamment l'introduction de prix de
I’électricité variant dans le temps, la tendance vers des moyens de production décentralisés, la
gestion simultanée de différentes commodités (électricité, chaleur, vapeur,... ), I'introduction
de stockages, ou encore l'apparition de nouvelles opportunités de services-systéme (réserve
secondaire). Ces divers aspects introduisent une dimension temporelle qui impacte fortement
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I'optimisation économique d’une installation.

Optimisation du planning de production

Aujourd’hui, I'optimisation du planning de production est souvent réalisée en utilisant la

Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) car c’est une méthode qui permet de
modéliser un grand nombre de problémes, de prendre en compte des aspects discrets (démar-
rages et arréts), et qui offre de plus des garanties de convergence vers une solution globalement
optimale. EDF développe dans ce cadre un logiciel nommé PILOT : I’installation y est modéli-
sée par des stockages et des composants capables de transformer des commodités (électricité,
chaleur, combustible, etc.) en d’autres commodités selon des courbes de rendement affines
par morceaux. La plupart du temps, les grandeurs considérées dans ces modéles sont ainsi
décrites par des couples puissance/énergie ou débits/volume, mais rarement par des gran-
deurs physiques telles que des pressions ou des températures. Or ces grandeurs du systéme
sont souvent soumises & des contraintes : en conséquence, un planning optimal fourni par
un modéle de PLNE, réalisable d’un point de vue énergétique, peut s’avérer infaisable dans
I'installation réelle (on doit alors veérifier la faisabilité par simulation a posteriori). L'utilisa-
tion de modeles physiques pour 'optimisation prend alors tout son sens car elle permet de
formuler explicitement les contraintes sur ces variables. Cependant cette approche a été peu
considérée jusqu’alors en raison de la complexité des modeles mis en jeu : il s’agit de modéles
non linéaires avec souvent des aspects hybrides (le systéme peut se trouver dans différents
modes). Des méthodes adaptées, prenant en compte ces deux spécificités doivent étres déve-
loppées. En particulier, la complexité du modéle d’optimisation doit souvent étre réduite par
rapport & un modéle de simulation détaillé, et la prise en compte d’aspects discrets dans un
cadre non linéaire devra étre considérée.
Dans cette these, on développe une méthodologie d’optimisation dynamique pour une classe
de modéles hybrides qui inclut les centrales de production d’énergie étudiées. Cette métho-
dologie fournit des trajectoires optimisées et permet de prendre en compte des contraintes
a la fois sur les variables continues et sur les aspects discrets du probléme. Le formalisme
permet ainsi de considérer des plages de fonctionnement différentes pour chacun des modes
du systéme ainsi que des durées minimales de marche et d’arrét pour les composants.

Commande des centrales d’énergie

L’autre piste complémentaire étudiée dans cette thése concerne 'utilisation de modeéles
physiques pour la commande des centrales d’énergie, et en particulier la commande prédictive.
La commande prédictive, ou MPC, est une technique de commande fondée sur I'optimisation
d’un modéle de l'installation sur un horizon glissant. Le MPC est particuliérement intéressant
car il permet de prendre en compte des contraintes sur les commandes (comme la plupart des
régulateurs classiques) mais aussi et surtout sur les sorties de 'installation. Son principe est
le suivant : a chaque pas d’échantillonnage de la commande, un probléme d’optimisation sous
contraintes est résolu sur un horizon de prédiction fini, et le premier terme de cette séquence
de commande optimale est appliqué au systéme. Cette procédure est ensuite répétée aux pas
d’échantillonnage suivants.

On pourrait en théorie appliquer toute la séquence de commande optimisée. Cependant, de
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nombreux facteurs tels que des perturbations agissant sur le systéme, ou encore des erreurs
de modélisation, font que le systéme réel n’évolue pas exactement comme prévu lors de I’op-
timisation. Le fait de recalculer & chaque pas de temps une nouvelle commande prenant en
compte I’état du systéme est ainsi une facon d’introduire une rétroaction dans le systéme.
Cependant, on peut noter que par rapport a une régulation classique (PID, ...), la commande
ne s’exprime en général plus de facon explicite, mais comme le résultat d’'une séquence de
problémes d’optimisation. Cette définition implicite de la commande apporte une complexité
évidente dans I'analyse de stabilité du systéme en boucle fermée.

Par ailleurs le MPC introduit des problématiques liées & son application en temps réel : il
s’agit de garantir que le probléme d’optimisation peut étre résolu dans un temps compatible
avec le pas d’échantillonnage. La convergence de ’optimisation, ou a minima ’obtention d’une
solution faisable est ainsi nécessaire, faute de quoi la commande devient indéterminée. C’est
une des raisons pour lesquelles la grande majorité des algorithmes de commande prédictive
implémentés considérent un modeéle linéaire, des contraintes linéaires et une fonction objectif
quadratique. Le probléme résultant est un probléme convexe qui peut étre résolu en temps
polynomial. Dans le cas non linéaire en revanche, les problémes d’optimisation sont souvent
non convexes, et aucune garantie ne peut étre donnée sur le temps de résolution, qui reste for-
tement lié & l'initialisation des variables. Des techniques spécifiques peuvent alors étre mises
en place pour respecter la contrainte temps réel, en jouant par exemple sur la structure du
probléme, la parallélisation ou encore l'initialisation d’un probléme MPC d’aprés la solution
précédente (warm start). Une introduction aux problématiques du MPC non linéaire (NL-
MPC) peut par exemple étre trouvée dans [12][13].

Pour éviter les difficultés posées par le MPC non linéaire, on développe dans cette thése une
commande MPC & mi-chemin entre le MPC linéaire et non linéaire : le modéle Modelica
détaillé de la centrale y est utilisé pour élaborer des modéles linéarisés tangents, menant &
une commande MPC linéaire variant dans le temps avec cotit quadratique que ’on dénomme
TL-MPC. Cette commande est utilisée pour le suivi du planning optimisé de production, afin
de corriger les écarts dus aux perturbations et erreurs de modélisation.

1.2 Architecture de commande proposée et organisation du
manuscrit

Dans cette thése, le chapitre 2 fait figure de chapitre introductif et traite de la modélisa-
tion et de la simulation des centrales de production d’énergie & I'aide du langage Modelica.
On y rappelle & la fois des aspects concernant la modélisation physique mais également le
formalisme mathématique employé par Modelica et les algorithmes utilisés pour, partant d’un
jeu d’équations, aboutir & une trajectoire du systéme.

Le plan de cette thése s’articule ensuite autour de ’architecture de commande proposée en
Figure 1.1, qui a pour but la génération d’une trajectoire optimale pour 'installation d’une
part, et le suivi de cette trajectoire optimale en temps réel d’autre part. Les différentes briques
de cette architecture sont les suivantes :

1. Outil de prévision. Un outil de prévision génére les trajectoires de référence w, pour
les perturbations, qui sont des entrées exogénes du systéme (demande de chaleur, ap-
ports externes...). Ces prévisions sont utilisées par la suite lors de loptimisation de
trajectoire. Cette partie ne sera pas traitée dans cette thése, aussi on considérera par la
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FIGURE 1.1 — Premiére architecture de commande

suite w, comme une donnée d’entrée.

2. Optimisation de trajectoire long terme. L’optimisation du planning de production
s’effectue sur un modele physique simplifié ou un modéle de PLNE et fournit des tra-
jectoires de référence optimales pour les entrées (u*) et les sorties (y*) sur un horizon
H long. Le chapitre 3 est consacré au développement d’un algorithme d’optimisation
dynamique hybride remplissant cette fonction.

3. Génération de trajectoires de référence admissibles. Cet aspect est aussi briéve-
ment traité dans le chapitre 3. Comme le modéle d’optimisation est souvent un modele
simplifié, il ne définit pas nécessairement les variables de la méme facon que le mo-
dele détaillé de I'installation. Pour cette raison, les trajectoires optimales de référence
doivent étre redéfinies pour les variables du modéle détaillé. On applique alors une mé-
thode permettant de générer des trajectoires de référence u,., ,, y, respectivement pour
les commandes, états et sorties du modeéle non-linéaire, cohérentes avec y*, u*.

4. Ajustement de trajectoire temps réel. Le systéme réel est soumis & diverses pertur-
bations, et differe du modéle utilisé pour 'optimisation. Pour ces raisons, un ajustement
ou doit étre apporté a la trajectoire de commande w, dans le but d’assurer au mieux
le suivi de la trajectoire x, ou y,. On propose dans le chapitre 4 de remplir cette fonc-
tion par l'algorithme de commande prédictive TL-MPC. Celui-ci fonctionne avec un pas
d’échantillonnage T et considére un horizon de prédiction de P x Ty, << H.

Le chapitre 5 apporte enfin des conclusions sur la solution proposée et des perspectives d’amé-

lioration.



CHAPITRE 2

Modélisation des centrales d'énergie

EDF développe depuis plusieurs années ThermoSysPro, une librairie de composants ther-
mohydrauliques pour la modélisation de centrales d’énergie (thermique, nucléaire, solaire).
Cette librairie de composants est écrite dans le langage de modélisation Modelica [14], un
langage libre soutenu par I’association éponyme.

Ce chapitre est consacré & la modélisation & I'aide de Modelica des centrales d’énergie étudiées
dans cette thése. Aprés une bréve introduction au langage Modelica en 2.1.1, on présente en
2.1.2 le formalisme de modélisation employé dans la librairie ThermoSysPro d’EDF : la mo-
délisation 0D / 1D. La compréhension de cette modélisation est en effet nécessaire dans la
perspective d’obtenir des modeéles adaptés & I'optimisation, ce qui fera ’objet du chapitre 3.
On décrit ensuite plus généralement la formulation mathématique employée par Modelica en
2.2 : les systemes d’équations algébro-différentielles (DAE). Les DAE regroupent une large
classe de modeles, et englobent les équations différentielles ordinaires (ODE) comme un cas
particulier.

Pour traiter les systémes DAE, les compilateurs Modelica emploient une combinaison d’al-
gorithmes de manipulations symboliques afin de mettre les modéles dans une forme adaptée
pour les algorithmes d’intégration numérique. On présentera ces méthodes en 2.2.2 car elles
nous permettront d’obtenir des modéles dans une forme adaptée a la commande, qui sera
exploitée dans les chapitres 3 et 4, puis 'on donne quelques rappels sur les algorithmes d’in-
tégration numérique en 2.2.3.1.

Enfin, afin d’illustrer les concepts introduits, on présente deux cas d’étude : un premier modéle
de compresseur issu de la librairie ThermoSysPro et un second modéle simplifié de centrale
de cogénération, qui sera repris par la suite dans le chapitre 3.

2.1 Modélisation des systémes étudiés

2.1.1 Présentation de Modelica

Modelica est un langage pour la simulation de systémes multi-physiques, ce qui est ty-
piquement le cas des centrales d’énergie que nous allons étudier, dans lesquelles peuvent se
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retrouver des aspects hydrauliques, de la combustion, de la neutronique dans le cas des ins-
tallations nucléaires, ou encore de 'optique dans le cas des centrales solaires. Modelica est un
langage orienté objet ou la construction de modeéles complexes (une centrale de production
d’énergie) se fait par assemblage de composants élémentaires (une vanne, une turbine,etc.).
Les composants possédent pour cela des connecteurs, qui jouent le role d’interface avec les
autres composants du systéme, leur permettant d’échanger deux types d’informations : des
grandeurs intensives (pression, température), et des flux traversant la connexion (débits, in-
tensités). On introduit d’ores et déja la notation "." (point) utilisée par Modelica pour décrire
cette composition des systémes a ’aide de composants élémentaires. A titre d’exemple, la va-
riable V' présente dans le connecteur C' d’un composant F sera notée

ECV

La connexion de deux composants F; et Fo géneére des équations de connexions :

— F1.C.V = Ey.C.V si V est une variable intensive

- F1.CV + E5.C.V =05siV est une variable de flux
D’un point de vue utilisateur, Modelica est un langage équationnel (dit aussi déclaratif) : les
modéles y sont décrits par un ensemble d’équations différentielles, algébriques et discrétes,
dans un formalisme nommé Hybrid DAFE qui sera présenté en 2.2. On verra dans la partie
2.1.2 que ce formalisme est tout a fait adapté a la modélisation retenue pour les centrales
d’énergie.
L’intérét d’un langage équationnel comme Modelica est que la représentation déclarative per-
met de décrire comment le systéme fonctionne sans se soucier de la fagon dont les variables sont
calculées. Cette tache est laissée au programme de compilation, dont ’objectif est de trans-
former le jeu d’équations en un code exécutable par une machine. La compilation consiste en
un traitement symbolique des équations du modele permettant de les réorganiser et de cal-
culer les valeurs des variables de fagon séquentielle. Elle permet également de transformer le
modele sous une forme adaptée aux algorithmes d’intégration numérique utilisé. Ces diverses
manipulations du modéle par le compilateur permettent & 1’utilisateur de se concentrer sur
la partie modélisation & proprement parler, sans avoir & réfléchir aux aspects de résolution
numérique du probléme.

La contrepartie de cet avantage indéniable est qu’il est beaucoup plus difficile de tracer
les erreurs dans le modéle. La mise & plat et le traitement automatisé de toutes les équations
empéchent en effet tout déboggage pas a pas par l'utilisateur lors de la compilation ou de
la simulation. Il est donc important de comprendre les diverses manipulations effectuées par
le compilateur pour pouvoir comprendre les erreurs qu’il affiche, et qui peuvent parfois étre
difficiles & interpréter.

Par ailleurs, les méthodes développées dans la suite de cette thése nécessitent que les modéles
soient donnés sous forme d’Equations Différentielles Ordinaires (ODE), et c’est justement ce
que permettent les algorithmes introduits précédemment.

On donne donc dans ce chapitre une présentation succincte de ces algorithmes de traitement
symbolique en partie 2.2.2 en s’appuyant sur des exemples simples de réseaux hydrauliques.

2.1.2 Modélisation 0D /1D des centrales d’énergie

On introduit dans cette partie le formalisme de modélisation utilisé pour représenter les
centrales d’énergie étudiées dans cette thése : la modélisation 0D/1D.
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Les centrales d’énergies sont des installations thermo-hydrauliques utilisant divers fluides de
travail. On considére ici des modeéles physiques de ces installations, c’est-a-dire des modéles
capables de représenter les températures, pressions, débits et puissances au sein des différents
composants. On ne s’intéressera que dans certains cas particuliers & la distribution spatiale de
ces propriétés. Afin d’obtenir des modéles de taille raisonnable mais suffisamment précis pour
fournir le niveau d’information souhaité, la modélisation retenue pour ces installations est la
modélisation dite 0D /1D, en opposition aux codes de simulation 2D /3D utilisés en mécanique
des fluides.

Définition (Modeéle 0D/1D) Un modeéle 0D est un modéle ignorant la notion de dimension
spatiale pour le composant considéré. Cette simplification est souvent réalisée en considé-
rant des valeurs moyennes ou des lois de conservation macroscopiques. Dans un modéle 1D,
une dimension spatiale est considérée, résultant la plupart du temps de la discrétisation du
phénoméne par une méthode par différences finies.

D’autres simplifications peuvent parfois étre utilisées pour réduire la complexité du modeéle,
lorsque certains phénomeénes peuvent étre négligés aux échelles de temps considérées :

— Equivalence lent /constant : les variables évoluant trés lentement peuvent étre considé-
rées comme des parameétres constants pour le systéme.

— Equivalence rapide/instantané : les variables ayant des constantes de temps courtes
atteignent rapidement un état d’équilibre. Il est alors possible de considérer des équa-
tions statiques (autrement dit & I’équilibre) pour ces équations, ce qui permet d’éliminer
également des variables différentielles.

Enfin, la complexité peut étre réduite en ne modélisant que la physique nécessaire. Il n’est
par exemple pas nécessaire de modéliser la conservation des espéces chimiques pour un fluide
ne subissant pas de transformation chimique.

2.1.2.1 Choix des variables d’état

[’état thermodynamique d’un fluide peut étre décrit par plusieurs jeux de variables. Ainsi,
en ’absence de réaction chimique, il est par exemple possible d’utiliser indifféremment le
couple pression/enthalpie spécifique (P, h), le couple masse volumique/énergie interne (p, )
ou encore le couple masse volumique/enthalpie spécifique (p, h). Le couple (P,T') peut étre
employé pour les fluides qui demeurent monophasiques pendant toute la période étudiée.
Cependant, lors d’'un changement de phase, en raison du palier de température qui se produit,
la donnée (P, T) n’est plus suffisante pour caractériser ’état du fluide et il faut alors préciser
la fraction de vapeur « du fluide, un entier compris entre 0 et 1 (ou utiliser le couple (P, h)).

2.1.2.2 Schéma a grille décalée (Staggered Grid)

Les modeéles de centrales étudiés sont construits par assemblage de composants élémen-
taires et tirent ainsi parti de la modélisation orientée objet de Modelica. Le fonctionnement
de chaque composant, régi par des lois de conservation, est formulé au sein de chaque com-
posant par un jeu d’équations. A celles-ci s’ajoutent des équations dites de connexion. En
effet, lorsque deux composants sont assemblés, ceux-ci partagent au niveau de la connexion
des variables intensives (pression, température, tension, etc.) et des variables de flux (débit,
vitesse, intensité, etc). On distingue principalement deux types de composants :

— Les composants bi-ports (turbines, valves, échangeurs, canalisations, etc.)



8 Modélisation des centrales d’énergie
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¢lémentaire
FIGURE 2.1 — Schéma thermohydraulique & grille décalée

— Les éléments de volume (noeuds de mélange, ballons, etc.)

Le schéma dit & grille décalée est utilisé dans la librairie ThermoSysPro. Dans ce schéma, les
quantités intensives sont calculées au sein des volumes ot ’on suppose qu'un mélange parfait
existe (et donc que l’état thermodynamique peut étre décrit par des propriétés moyennes).
Les variables de flux sont quant & elles calculées aux jonctions entre ces volumes (c’est de
1a que vient le nom de grille décalée). Chaque composant bi-ports doit donc étre relié a des
composants de volume, comme illustré en Figure 2.1.

Le schéma a grille décalée est également utilisé & 'intérieur de certains composants ol
la modélisation d’une dimension spatiale présente un intérét. C’est notamment le cas de
composants tels que les échangeurs ou encore les stockages thermiques, pour lesquels le profil
de température est important (stratification dans le stockage, pincement pour I’échangeur).
Le composant est discrétisé spatialement en un nombre fini de volumes sous 'hypothése de
propriétés homogénes au sein de chaque volume (lumped approzimation). Les Equations aux
Dérivées Partielles (EDP) qui décrivent le modeéle sont ainsi converties en un systéme ODE
ou DAE qui sera par la suite résolu de la méme facon que le reste du systéme.

2.1.2.3 Lois de conservation sur un volume de controle

La modélisation des systémes thermo-hydrauliques s’appuie sur les lois de conservation de
la masse M, de I’énergie E et de la quantité de mouvement I au sein d’un volume V' donné
que 'on appelle volume de controle. Dans le cas des systémes & plusieurs phases (comme un
mélange eau/vapeur), ces lois de conservations s’appliquent a chacune des phases et une des-
cription des échanges entre phases doit étre ajoutée. Les équations de conservation présentées
ci-dessous permettent de modéliser ’évolution d’un systéme fluide au cours du temps. Sous
I’hypothése 0D /1D, le fluide est unidirectionnel et un troncon élémentaire de contrdle est
montré en Figure 2.2. De maniére générale [1], le taux de variation d’une quantité extensive
U au sein du volume de controle s’obtient en intégrant sur celui-ci la variable intensive (par

unité de masse) ¢ = j—l\\l/’[ correspondante.
dv  d (py) L
—_— = — v = | ——=d dA 2.1
o= e = [FEEav s [ puani (21)
v v A

avec w, la vitesse de déplacement de la frontiére de surface A et 7 son vecteur normal. Il
existe deux approches pour le choix du volume de contréle :
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FIGURE 2.2 — Volume de controle d’apres [1]

— Approche Lagrangienne : on considére que le volume de controle contient toujours les
mémes particules fluides. Dans ce cas, le volume est "mobile", sa surface se déplace a la
vitesse des particules w = w, et le volume de controle a une masse constante : % = 0.

— Approche Eulérienne : le volume de controle est ici fixé : w, = 0, et le deuxiéme terme
de (2.1) s’annule. On retiendra par la suite cette approche qui correspond mieux a la
modélisation composant par composant adoptée (on s’intéresse aux flux traversant les
composants).

Les lois de conservation de la quantité extensive ¥ dans le volume de contréle relient son taux
de variation aux flux entrants et sortants. Par exemple, la loi de conservation de la masse
nous indique que la variation de masse dans un volume de contréle fixe est liée aux débits
massiques ¢ sortant (négatifs) et entrant (positifs) dans ce volume. On dérive ci-dessous les
équations de conservation sur un volume fixe V', ainsi que leur version statique dans le cas ou
I’échelle de temps des phénomeénes étudiés permet de négliger ces transitoires.

1. Conservation de la masse.
La conservation de la masse correspond au cas ¢ = 1.

dM  d(pV) _dp &
- =V = ; 2.2
dt dt dt ; K (22)
p
La version statique de la conservation de la masse se réduit a 0 = ) g;.
=1

2. Conservation de I’énergie.
La conservation de I’énergie pour un systéme fermé est quant & elle dérivée du premier
principe de la thermodynamique, qui indique que la variation de 1’énergie totale est
égale a I’échange de travail W et de chaleur @) avec le milieu extérieur : £ = W + Q.
On montre ici comment dériver la loi de conservation de 1’énergie dans un cas simplifié
ou 'on néglige les énergies cinétique et potentielle du fluide (hypothése souvent vérifiée
dans les systémes étudiés [1]) : on a ainsi E ~ U avec U ’énergie interne. La conservation
de I’énergie correspond alors au cas 1) = u, et sous I’hypothése que u est constante dans
le volume de controle on peut écrire E = pVu . On montre ici I’équation de conservation
de ’énergie pour les couples de variables d’état (p,u) et (P, h). Le passage des variables
(p,u) aux variables (P, h) utilise les relations suivantes : p = f(P,h) et h = u + Puv,
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avec v le volume spécifique du fluide valant v = 1/p.

do _ Op| AP 0p, dh
dt — 9P|, dt ' on'"dt
du_ d(h—Pv) _dh 45
a  dt  dt dt
La conservation de I’énergie s’écrit :
dE
;qihi‘i‘;Qj‘F;Wj =
_d(pVu)
o dt
)
dt (2.3)
d(ph — P)
—y 7/
dt
B Op dP  Opdh dh dP
—V<h (a?%*%&) +”E‘E>
dp dP dp dh
=V —ln—1]— —h — —
(( op" ) ar +<p ahp> dt)
La version statique de la conservation de I’énergie est quant a elle
p
0= Z q]'hj + Pm - Pout (2.4)

J=1

Les termes sources P;, et P,, sont ’apport et le prélévement d’énergie respective-
ment. Dans ’équation ci-dessus, les h; sont les enthalpies spécifiques en amont de la
branche, pris dans le sens effectif du débit. Cela pose en pratique certaines difficultés de
modélisation lorsque le sens des débits dans les branches n’est pas connu a priori mais
résulte d’une équation de conservation. On verra par la suite que la premiére approche
qui consiste a traiter cette question par un test conditionnel sur le sens du débit est
problématique a la fois en simulation et en optimisation.

3. De fagon similaire, il est possible de dériver des équations de conservation pour la
quantité de mouvement et la quantité de matiére. On pourra se référer a [1].

2.1.2.4 Eléments bi-ports

Parmi les éléments biports se rencontrant fréquemment dans les centrales d’énergie, on
peut citer les conduites, les turbines, les pompes, les échangeurs de chaleur, les vannes, et
d’une fagon générale tous les composants liés & une perte de charge. Dans la modélisation
0D/1D, l’expression de la perte de charge peut étre fonction de paramétres agrégés (comme
le rendement isentropique pour les pompes et turbines), ou donnée par des corrélations empi-
riques sur des grandeurs adimensionnelles (comme les nombres de Reynolds, de Nusselt, etc.).
Les corrélations sont souvent utilisées pour déterminer le transfert de chaleur ou la perte de
charge, lorsque la géométrie des composants est trop complexe pour en donner une formule
explicite.
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2.1.2.5 Modélisation des propriétés physiques

On présente ici succinctement comment sont modélisées les propriétés des trois principaux
fluides que ’on rencontre dans les systémes étudiés : ’eau / vapeur, les gaz et les combustibles.

Tables de 1’eau

Le standard de modélisation pour le calcul des propriétés de 'eau / vapeur est donné
par 1'International Association for the Properties of Water and Steam (IAFPWS)[15]. Les
tables TAPWS-TF97 sont découpées en 5 régions qui sont fonction de la température T et de
la pression P comme montré en figure 2.3. Comme 1’on peut le voir sur la figure, les limites

p [bar] ,
1000 | ‘
|
1 3 | 2
/
500 |- /
/
/
/
//
/
4
100 | 4 |
5
0 : !
273.15 623.15 1073.15 2273.15

TIK]
FIGURE 2.3 — Régions (P,T') des tables de 'eau IAPWS-IF97 d’apres [2]

entre régions ont un comportement monotone pour les variables (P, T'). Ainsi, les régions sont
délimitées par les fonctions mono-variables T14(P), Ty2(P), T52(P) et les bornes T3, Tbs.
Dans chacune de ces régions, des équations différentes sont ensuite utilisées pour le calcul des
propriétés.

Cependant, comme mentionné précédemment, une subtilité dans la modélisation des pro-
priétés est que plusieurs couples de variables thermodynamiques peuvent étre utilisés pour
décrire le fluide. Ainsi, le couple de variables retenues pour les connecteurs fluides est souvent
le couple (P, h) et non le couple (P, T'). Avec ces variables, ’arbre de décision pour déterminer
dans quelle région se trouve le fluide n’est alors plus aussi direct comme on peut le voir en
Figure 2.4.

Par ailleurs, il peut arriver dans certains cas que les équations se formulent plus facilement
en fonction de variables autres que celles des connecteurs (P, h) (par exemple (P,T), (P,u)
ou (P, s)). Dans ce contexte, un point fort des tables IAPWS-IF97 est de fournir des équa-
tions inverses sur chaque région r, par exemple T' = f,.(P, h), ce qui dans la pratique évite la
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résolution de problémes d’inversion qui nuisent & l'efficacité de la simulation.

Régions

3

200

150

Pression [bar]

100

50

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Enthalpie spécifique [kJ/kg]

FIGURE 2.4 — Régions (P, h) des tables de I'eau IAPWS-IF97

Les systémes étudiés dans cette these se limitent normalement aux régions 1 (eau liquide),
2 (vapeur sous-critique) et 4 (mélange eau/vapeur).

Gaz

Dans ThermoSysPro, les gaz (du moins ceux qui ne sont pas considérés comme des com-

bustibles, a l'instar du gaz naturel) sont donnés par leur composition massique dans les quatre
gaz Oz, CO2, HoO et SO3. Ces données sont suffisantes pour la plupart des gaz étudiés qui
sont souvent de l’air ou des fumées de combustion. Les propriétés sont calculées selon le stan-
dard NASA [16].
La librairie Media de la librairie standard Modelica offre quant & elle une description plus
générale des fluides, en utilisant les capacités d’héritage permises par Modelica : tous sont
décrits par un tableau de composition massique mais le calcul des propriétés est spécifique au
fluide considéré. Avec cette approche, la méme description est utilisée pour 'eau, les gaz et
les autres fluides (fluides cryogéniques par exemple). Il devient également possible de modifier
le fluide de travail dans un composant sans avoir & redéfinir celui-ci.

Combustibles

Dans les centrales d’énergie étudiées, la chaleur peut étre produite par combustion entre
un gaz comburant (le plus souvent de ’air) et un combustible. Dans ThermoSysPro, les com-
bustibles sont décrits par leur Pouvoir Calorifique Inférieur (PCI) ainsi que leur composition
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q <0 q3 <0

FIGURE 2.5 — Définition des sens positifs des débits. Noeud de mélange (gauche), Composant
bi-ports (droite)

massique dans les éléments C, H, O, N et S. Ces composants sont en effet les constituants
principaux des combustibles usuels. La réaction de combustion considérée peut étre plus ou
moins complexe. Dans ThermoSysPro, ’hypothése est faite que les réactions de combustion
sont faites en excés d’air, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de formation de monoxyde de carbone
dans les fumées (un gaz qui ne fait d’ailleurs pas partie des 4 gaz cités dans le paragraphe
précédent). La réaction considérée est ainsi :

CxHyOerSt + u0g9 + vNg — aC0g + bHy + ¢S09 + dNg + €Oy

Lors d’une réaction de combustion, les lois de conservation de la masse s’appliquent sur
chaque élément CHONS et sur la masse totale. Ces deux équations permettent de déterminer
la masse de 0g, C02, H20 et SO dans les fumées. La conservation de I’énergie prend quant a
elle en compte le PCI du combustible et la variation d’enthalpie des composants formés lors
de leur montée en température et permet de déterminer la température des fumées.

2.1.2.6 Modélisation des inversions de débit

La modélisation des inversions de débit requiert une attention particuliére. On retient ici
comme variables le couple (P, h) et l'on considére deux cas : les nceuds de mélange et les
éléments biports. Dans un nceud de mélange idéalisé, on définit comme positifs les débits
sortants du noeud (respectivement entrant dans les composants connectés). Une connexion de
n composants correspond aux équations de conservation de la masse et de I’énergie suivantes :

n
0= qu
p=1

- h sig,>0
0=>» gp* { ’ P

; P hy, sig, <0
Ou h est 'enthalpie au nceud de mélange et h, I'enthalpie en amont du composant p. Cette
situation est représentée sur la figure de gauche en Figure 2.5.
La premiére facon de modéliser cette connexion, et qui est celle retenue dans la librairie Ther-
moSysPro, est une transcription directe du jeu d’équations suivant, en utilisant des branches
conditionnelles if. h et h, sont ici définies au sein des connecteurs fluide, et leur valeur est
déterminée par des équations au sein des composants auxquels ils appartiennent.
Dans le cas de deux composants connectés a un neeud statique (n=2), il est aisé de constater
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que h est discontinu lors d’une inversion de débit, passant directement de hy & ho lorsque le
débit devient négatif. On constate également que lorsque le débit est nul (¢1 = g2 = 0), I'équa-
tion de conservation de ’énergie est satisfaite pour n’importe quelle valeur de h et il n’est plus
possible de la définir uniquement. On parle de singularité. Ces deux aspects peuvent poser
probléme lors de la résolution du systéme. Pour cette raison, ThermoSysPro propose pour la
plupart des composants une régularisation pour des débits inférieurs & un débit minimal g..
La convention est qu’au sein des composants de perte de charge, on ne calcule I'’enthalpie de
mélange h que pour le connecteur en amont du débit. Pour les éléments biports, le sens positif
du débit est défini par convention : le connecteur en amont par défaut est le connecteur 1

comme montré dans l'illustration de droite en Figure 2.5. On pose alors ¢ = ¢ = —qo.
hg — Cg.h, si q < —q¢
0={ h—1 (Cl.h+02.h+(cl.h—CQ.h)sm(gq%)), si —q <q<aq
hi — Cl.h, si q > (e

La deuxiéme formulation que 'on va présenter est inspirée de celle retenue dans la li-
braire Media du standard Modelica [14], qui introduit un nouveau type de donnée dans les
connecteurs fluides : stream. Une variable stream correspond & une grandeur qui transite
par une variable de flux (ici le débit). C’est le cas par exemple de I’enthalpie ou de la com-
position massique d’un fluide. Les connecteurs fluides définis avec ce standard contiennent
ainsi comme variable stream l’enthalpie h; en amont du composant. L’enthalpie de mélange
ne fait plus partie du connecteur lui-méme. A la place, une fonction nommée inStream est
utilisée afin de calculer pour chacun des composants ¢ connectés ensemble la valeur qu’aurait
h si le débit allait du neeud vers ce composant (soit ¢; > 0) . C’est comme si I'on calculait
n versions possibles de h. Ces n versions permettent comme on le verra par la suite de régu-
lariser la transition lors d’une inversion de débit. La formulation inStream n’utilise plus des
tests conditionnels comme précédemment mais une version régularisée de la fonction max.
L’expression de nStream pour le connecteur ¢ relié au noeud de mélange est la suivante :

Z max(—qj,())hj

inStream(hs) = S 25)
7
j=Tomji

Comme on peut le constater, cette formulation pose probléme lorsque tous les débits sont
nuls. Pour cette raison, une régularisation est aussi introduite lorsque tous les débits entrant
dans le nceud de mélange sont proches de 0, c’est-a-dire |o;| < g, avec

o = Z max(—gj,0) (2.6)
j=Ton,j#i

La régularisation employée pour |o;| < g et que l'on retiendra par la suite differe quelque
peu de celle employée dans ThermoSysPro. Elle sera importante dans le chapitre 3 consacré
a l'optimisation, ot I’on requiert que les modéles soient différentiables.

Régularisation des inversions de débit :

On introduit la fonction différentiable posMax, ,,(x) représentée dans la Figure 2.6. Le
paramétre w définit la largeur de la zone de régularisation de la fonction et e sa valeur
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A pOSRIaX0205 (7})

1+ max(z,0)
0.8
0.6
0.4 - )
| - | e 2
—0.5 0.5 1
0

FIGURE 2.6 — Fonction posMax

minimale. Cette fonction vérifie posMax, ,,(z < 0) = ¢, posMax_,(z > €) = = et est définie
par :

€, siT<O0
posMax_ () = ¢ (2¢ —w)T> + (2w — 3€)7? +¢, si0<7<1, avecT= % (2.7)

x, sit>1

On pourra omettre les paramétres w et € pour raccourcir la notation.
Inversion de débit avec la fonction posMax :
La fonction posMax peut étre employée dans le schéma & grille décalée, par exemple utilisé
lors de la discrétisation spatiale d’'une EDP. Dans ce cas, ’enthalpie au sein de la maille 7 est
notée hyep; :

Ahyol i
Hi - H; =piV; C}}tgl’z (2.8)
Avec H; donné par :
hoyol i sig>0
H: = VOL,1) ) - 2.9
’ q{ hvol,iJrla 81¢; < 0 ( )

Un lissage de cette expression s’effectue en remplacant les équations de (2.9) par
H; = pOSMaX(Q)hvol,ifl - pOSMaX(_Q)hvol,iJrl

Ce principe sera appliqué dans le cas d’étude 2.3.2.

2.2 Formalisme DAE pour la modélisation 0D /1D

On a présenté jusqu’alors des concepts de modélisation pour les centrales d’énergie. Dans
cette partie, on détaillera le formalisme mathématique utilise dans Modelica pour la modé-
lisation de ces systémes et le principe des algorithmes mis en ceuvre pour les simuler. La
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compréhension de ces étapes est nécessaire pour écrire convenablement les équations du sys-
téme & modéliser, et comprendre les messages d’erreur lorsque l'initialisation ou la simulation
du modéle échoue. Disposer d’'un modéle robuste & l’initialisation et & la simulation sera
notamment un point essentiel dans ’architecture de commande proposée.

2.2.1 Equations Algébro-Différentielles (DAE)

Un formalisme assez général pour modéliser les systémes décrits précédemment est celui
des systémes d’équations algébro-différentielles ou DAE (Differential Algebraic Equations).
Les DAE font intervenir des variables différentielles notées x (dont 1’évolution est caractérisée
par une équation différentielle), des variables algébriques notées z, des commandes u, des
parameétres p, ainsi que le temps . Plusieurs classes de DAE peuvent étre retenues et sont
présentées ci-dessous.

2.2.1.1 Equations différentielles ordinaires (ODE) - modéle d’état

Le formalisme DAE englobe comme cas le plus simple les systémes d’équations différen-
tielles ordinaires (ODE). Les variables algébriques z sont définies explicitement en fonction
de = (équations de sortie).

= f(x,u,p,t)
z=g(xz,u,p,t) (ODE)
x(0) = xo

2.2.1.2 DAE Semi-explicite
Une forme plus générale de DAE est la forme semi-explicite

j: = f(x)zau)p)t)
0=g(x,z,u,p,t) (DAEse)
z(0) = zo

Le théoréeme des fonctions implicites indique que z peut étre calculé comme une fonction
de z : z = g(x,u,p,t) si g est inversible, c’est-a-dire si le jacobien de g en z V,g(x, z,u,p, t)
n’est pas singulier. En effet, si ’on dérive la seconde équation, on obtient :

0=Vg92 + V.92 4+ Vyugi+ Vg

Si V.g est inversible on obtient I’équation différentielle suivante pour z (sur des intervalles
ou u est différentiable) :

¢ =—(V.9) " (Vagd + Vugii + Vig) (2.10)

Il peut arriver que ce jacobien soit toujours singulier : on parlera alors de singularité structu-
relle, ou qu’il le devienne uniquement pour certaines valeurs des variables : on parlera alors
de singularité locale.

Dans la pratique, z ne sera pas calculé par intégration de Z, mais par recherche du 0 de la
fonction g. Cela se traduit par la résolution d’une ou plusieurs boucles algébriques, un point
qui sera évoqué en partie 2.2.2.
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2.2.1.3 Forme générale : DAE implicite

Sous sa forme la plus générale, un DAE peut se représenter sous forme implicite :

F(x,&,z,u,p,t) =0

2(0) = 25 (DAE)

Si 'on note X = <:ZC) le vecteur composé des variables différentielles et algébriques, alors X

peut étre résolu si Vx F(x, X, u,p,t) est inversible.

2.2.2 Traitement symbolique des DAE

On a présenté pour 'instant la modélisation mathématique des systémes étudiés. Cela ne
présage en rien de la fagon dont sont résolus ces systémes d’équations. Cette tache est remplie
par les compilateurs du langage Modelica, qui sont capables de générer un code exécutable
pour résoudre numériquement ces systémes d’équations.

La simulation d’un systéme physique modélisé par un DAE consiste & assigner a tout
instant ¢ une valeur numérique vérifiant le jeu d’équations aux variables x(t), z(t) et @(t). La
présence de variables différentielles implique de plus le couplage avec un algorithme d’inté-
gration numérique. Deux problémes doivent ainsi étre résolus : un probléme d’initialisation
qui permet de trouver un jeu cohérent de variables différentielles et algébriques a tg, puis un
probléme d’intégration numérique. Dans cette partie, on s’intéresse aux traitements symbo-
liques effectués par les compilateurs Modelica pour résoudre les systémes DAE ainsi qu’aux
principaux algorithmes d’intégration numérique utilisés. Cette compréhension nous permettra
de mieux appréhender les deux chapitres suivants : dans le chapitre 3 on fera usage d’une
méthode d’intégration numérique connue sous le nom de méthode de collocation, et dans
chapitre 4 ’algorithme de commande prédictive développé suppose que le modéle a été trans-
formé symboliquement dans une forme adaptée.

Deux approches se dégagent pour la simulation des systémes DAE. Une premiére est de trans-
former symboliquement le DAE en ODE (ODE) pouvant étre alors résolue par un intégrateur
ODE. La seconde approche résout directement le systéme implicite (DAEi) en utilisant des
intégrateurs appropriés pour les DAE tels que DASSL [17], sur lequel on reviendra en partie
2.2.3.2.

On décrit ici la premiére méthode permettant d’aboutir & un systéme d’équations sous forme
de modele d’état. Cette méthode fait intervenir plusieurs algorithmes de traitement symbo-
lique, trés bien détaillés dans le livre [18] et dont on donne ici un bref apergu. Les principales
étapes permettant permettant d’aboutir & un code de simulation sont les suivantes :

— On détermine une causalité pour le calcul des variables & et z & ’aide d’un algorithme

de manipulation de graphe présenté en 2.2.2.1 : I'algorithme de Tarjan [19].

— Si le systéme d’équation contient des boucles algébriques (c’est-a-dire des dépendances
cycliques entre les variables), 'algorithme de Tarjan ne parviendra pas & définir une
causalité pour les variables impliquées. Des méthodes pour traiter les boucles algébriques
et débloquer 'algorithme de Tarjan sont présentées en 2.2.2.2 .

— Il peut aussi arriver que le systéme présente des singularités, c’est-a-dire des points ol
le systéme est indéterminé. Une singularité peut se produire pour certaines valeurs des
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variables (division par 0 par exemple), ou provenir de couplages entre certaines variables
différentielles dans le jeu d’équations, auquel cas on parlera de singularité structurelle.
Un systéme présentant une singularité structurelle est dit d’index élevé et ne peut pas
étre simulé par un intégrateur ODE. On présente en 2.2.2.3 un algorithme de réduction
d’index symbolique permettant de traiter ce cas particulier.

— Enfin, une fois la causalité établie, les variables x sont calculées par intégration des &
grace a un algorithme d’intégration numérique, et les étapes précédentes sont réitérées
a chacun des pas d’intégration.

Remarque : Les modéles Modelica sont construits par assemblage de composants. Une pre-
miére étape pour obtenir le DAE du systéme consiste a regrouper les équations de tous les
composants ainsi que les équations générées par les connexions de ces composants entre eux
(égalité des variables de potentiel et loi des nceuds pour les variables de flux). Cette étape est
appelée flattening[14].

2.2.2.1 Causalisation des équations

Initialement, un DAE consiste en un ensemble acausal d’équations reliant les variables

entre elles. Par acausal, on entend qu’il n’y a pas d’orientation dans le calcul des variables
d’une équation au sens des entrées/sorties (et non pas que les phénoménes modélisés défient
la causalité). On présente ici I’algorithme de Tarjan [19] qui permet d’assigner une valeur aux
variables de facon séquentielle, établissant ainsi une causalité de calcul. Les variables d’états
x(t) sont supposées connues car fournies par la sortie de l'algorithme d’intégration. Il en va
de méme pour les entrées u qui sont données de fagon externe. En revanche, les variables
différentielles &, tout comme les variables algébriques z sont les inconnues du probléme de
causalisation. On s’intéresse aux systémes d’équations complets (carrés), c’est-a-dire possé-
dant le méme nombre d’équations et d’inconnues.
La structure de tels systémes d’équations peut étre transcrite de facon matricielle par la ma-
trice d’incidence ou par un graphe nommé digraphe. Ces deux outils équivalents définissent
quelles variables interviennent dans une équation et dans quelles équations intervient une
variable.

Définition (Digraphe) Le digraphe structurel est un graphe orienté dans lequel les arcs relient
les équations aux variables qu’elles font intervenir.

Définition (Matrice d’incidence) Dans une matrice d’incidence M € My, chaque ligne
représente une équation, chaque colonne une variable. m;; = 1 si la variable j apparait dans
I’équation %, 0 sinon.

Afin d’illustrer les méthodes présentées, des exemples vont étre présentés dont certains
inspirés par [20] et [18].
L’algorithme de Tarjan a pour but d’établir ’ordre dans lequel les variables sont calculées.
Les équations permettant de déterminer ces variables sont numérotées par n € 1..N. Une
interprétation visuelle est souvent donnée pour cet algorithme, et procéde en colorant les arcs
du digraphe comme détaillé dans I’Algorithme 1.
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Algorithme 1 Algorithme de Tarjan

Entrées: Digraphe structurel de N équations et NV inconnues. Tous les arcs sont noirs.
n=1
Répéter
Tant que Il existe au moins une équation dont est issu un seul arc noir Faire
Choisir une de ces équations. La variable associée est Z,,.
Colorer en rouge cet arc et numéroter ’équation n.
Colorer en bleu les arcs noirs issus de Z,,.
n+<—n+1
Fin Tant que
Tant que Il existe au moins une variable dont est issu un seul arc noir Faire
Choisir une de ces variables. L’équation associée est €n_,.
Colorer en rouge cet arc et numéroter 1’équation N — n.
Colorer en bleu les arcs noirs issus de én_y,.
Fin Tant que
Jusqu’a Plus aucun arc ne peut étre coloré selon les régles précédentes
Retourner Systéme d’équations triées €,, n € 1..N

)
7

a1
P1| % | ¢
Cipi= qo—q | 2| 1|1 eq.1 P1
Rigi= p1—po| 0| 0| 1 eq.2 do
q = f(O) 0110 eq.3 q1

FIGURE 2.7 — Modéle hydraulique 1 : schéma, matrice d’incidence et digraphe

On illustre le fonctionnement de cet algorithme sur le réseau hydraulique treés simple
présenté en Figure 2.7. On donne aussi la matrice d’incidence et le digraphe du systéme
d’équations de ce systéme. Le réseau est modélisé de fagon capacitive : les pertes de charges
sont équivalentes & des résistances R et les volumes & des capacités C'. Le réseau est constitué
d’une pompe donnant un débit ¢g, et de deux volumes reliés par une perte de charge. Le
dernier volume est & pression constante. On utilise la notation p pour les pressions et ¢ pour
les débits. L’application de cet algorithme au probléme précédent est représenté dans la Figure
2.8. La premiére boucle Tant que de ’algorithme de Tarjan est ici suffisante pour rendre les
équations causales.

On constate dans la Figure 2.9 que la matrice d’incidence du systéme trié par I’algorithme
de Tarjan est triangulaire inférieure.
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eq.1 «—— P 3. eq.1 ------ P1
'\\_ \\.
N N
1. 1. eq.2 . N\ > qo 1. eq.2 . N > qo
5 5
2. eq.3 7 N qq 2. eq.3 7 o
._ P17 Po P17 Po — P1 —Po
1 —R1 a1 —Rl - —R1
qo = f(0) qo = f(t)
. _ 0T N
P1 —C1

F1GURE 2.8 — Causalisation des équations du modéle hydraulique 1

P1 | Qo | %1 91 | 90 | P1
eq. 1| 1 1 1 eq.2| 1 0 0
eq.2| O 0 1 eq.3| 0 1 0
eq.3| O 1 0 eq.1{ 1 1 1

FIGURE 2.9 — Matrice d’incidence du modéle hydraulique 1 avant et aprés causalisation

Un systéme pourra étre complétement causalisé si sa matrice d’incidence est triangulaire
inférieure aprés réorganisation des lignes et des colonnes par 1’algorithme de Tarjan. Il peut
arriver que l'algorithme de Tarjan aboutisse & un forme Bloc Triangulaire Inférieure (BLT) de
la matrice d’incidence (sur le digraphe, les équations restantes font intervenir au moins deux
variables et chacune des variables restantes apparait dans au moins deux équations). Une telle
situation est le signe de la présence de boucles algébriques dans le systéme. Le traitement des
ces boucles algébriques est décrit dans le paragraphe suivant.

2.2.2.2 Traitement des boucles algébriques

On considére maintenant le réseau hydraulique représenté en Figure 2.10. Dans ce modéle,
la pression py est considérée comme une variable algébrique et non comme une variable diffé-
rentielle, ce qui est possible si on néglige cette dynamique rapide. L’algorithme de Tarjan est
a nouveau appliqué a ce systéme comme montré en Figure 2.11. On constate que 1’algorithme
ne parvient pas & assigner de causalité a quatre des équations pour calculer po, p1,q2 et gs.
La matrice d’incidence est ici bloc-triangulaire inférieure (BLT), la zone encadrée en rouge
correspond & la boucle algébrique. Une boucle algébrique impliquant n, variables peut se
mettre sous forme d’une équation implicite de la forme H(X) = 0 avec H : R"* — R". Pour
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q1

RN
=) G) &

qz
P1|P2 |90 |91 |92 |93
eq.1f1|o|af1(1]0 Cibi= qo— 91— 92 P1
eg.2|0|o|o|1f2]12 3= T4 D2
eg.3|0f2]o|1|o|0o| Rih= pPi—Dp2 o
eq.4|0|2|0|0f1|0| RG2= p1—p2 U}
eg.5/0(0f2|0|0]0 qo= f(®) q2
eq.6 {0110 |0|0f1| R3q3= p2—Po q3

FIGURE 2.10 — Modéle hydraulique 2 : schéma, matrice d’incidence et digraphe

I’exemple présenté, on peut ainsi écrire

43 — 41 — q2
p2 —p1+ Riq1
0 == H ) b b ==
(P2 43,91, G2) Dy — p1 + Raga
po — p2 + R3q3

Ici les équations impliquées sont linéaires, et il est possible de résoudre le systéme de fagon
matricielle. Dans le cas non linéaire, la résolution de la boucle algébrique consiste & recher-
cher simultanément la valeur des inconnues X solution de H(X) = 0. Cette tache peut étre
effectuée par I'algorithme de Newton que I'on présente en Annexe B.

Remarque L’algorithme de Newton est un algorithme de recherche locale qui nécessite la
plupart du temps d’étre initialisée avec des valeurs des variables proches de la solution. Trouver
un vecteur cohérent pour initialiser un algorithme de recherche locale peut étre problématique
pour les systémes thermohydrauliques. Une des raisons est ’appel & des tables de propriétés
définies par des équations définies par zone. Ainsi, la mauvaise équation peut étre utilisée si
une variable inconnue est mal initialisée. Par ailleurs, des ordres de grandeurs trés différents
pour les variables et leurs dérivées peuvent coexister dans les systémes physiques. La norma-
lisation de ces grandeurs est indispensable pour obtenir un bon conditionnement numérique
du jacobien qui intervient dans I’algorithme de Newton.
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do |P2 |43 |1 |q2 |P1

eq.5]1|0|(0|0|0]|O

eq.2| 001|110

eq.3|0f1(0|1|0})0

eq.4|0f1(0|0|21})0

1. eq.6 |0f1|1|(0|0})0
eq.1{1|0|0|1]|1}1

FIGURE 2.11 — Modéle hydraulique 2 : blocage de 'algorithme de Tarjan

Algorithme de séparation (Tearing)

Il est possible de réduire la taille d’'une boucle algébrique de facon symbolique. Dans
Pexemple précédent, si 'on supposait par exemple que la variable ¢y était connue (arc vert)
par 1’équation (eq.4) (arc violet), alors la causalité pourrait étre établie pour le restant des
variables selon 'algorithme de Tarjan comme montré dans la Figure 2.12.

6. eq.1 P1
5. eq.2 \\\\

FIGURE 2.12 — Modéle hydraulique 2 : hypothése g2 connue, (eq.4) utilisée comme équation
des résidus, déblocage de ’algorithme de Tarjan

A la fin de cet algorithme (4™€ schéma), on constate que I’équation (eq.2) permet a son tour
de déterminer g9, la variable au niveau de laquelle on avait "ouvert" la boucle. Le systéme sera
alors résolu si cette équation, que ’on peut réécrire sous la forme 0 = q3 — ¢1 — ¢o est vérifiée.
Or comme ce n’est pas nécessairement le cas (g peut étre initialisé de facon arbitraire), on
introduit une nouvelle variable r := g3 — q1 — g2 nommée résidu. Le systéme causalisé devient :

qo := f(1) (eq. 5)

p2 == p1 — R2q2 (eq. 4)
1 — P2

e ] .3

q1 i (eq. 3)
b2 — Do

= )

q3 Rs (eq. 6)

ri=q3—qr—q (eq. 2)

P1 — qo — 41 — q2 (eq. 1)

Cy
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Le systéme sera alors résolu lorsque 'on aura trouvé g tel que :

0= T(QQ) = T(Q3(Q2,ql(p2((J2), Q2),p2((J2)), Q1(CJ2,p2((J2)),(J2)

Ce qui peut se faire comme précédemment grace a la méthode de Newton. Cependant, comme
on peut le constater, I’itération ne se fait plus sur la fonction H : R* — R* mais sur la fonction
r: R — R. On est ainsi passé d’un probléme de 4 a 1 variable. On formalise maintenant cette
démarche connue sous le nom d’algorithme de séparation, ou tearing.

Définition (Variables de séparation). Soit X* = {af,... 2! ,25,..., x5 } un ensemble de
ng = ny + ng variables impliquées dans une boucle algébrique de la forme H(X%) = 0 avec
H : R™ — R". Les variables z! du sous ensemble X* = {z,... 2%, } de X* sont appelées

variables de séparation (Tearing variables) si il existe une fonction h : R™ — R™s vérifiant
X = h(X?) [21].

La résolution des variables d’une boucle algébrique peut alors s’effectuer ainsi de fagon sé-
quentielle :

Remarque La fonction h(X?) citée ci-dessus peut se retrouver en employant des substitu-
tions successives

Xt
ha (X"
X% =h(X") = ha (X", ha (X))

B (Xt By (X0), o e 1 (X Byt (X Boa( )

Les variables de séparation permettent ainsi d’ouvrir la boucle de causalité. On introduit
maintenant la fonction des résidus qui permet de la clore.

Définition (Fonction des résidus) La fonction des résidus associée a la résolution de I'équa-
tion H(X®) = 0 est une fonction r : R™ — R"" telle que r(X') =0 = H(X?) = 0.

La fonction des résidus se construit d’aprés le digraphe :
— On identifie les équations permettant de définir les variables de séparation, qui sont de
la forme z! = f;(X%)
— On exprime ces équations en fonction de X! & l'aide de la relation X% = h(X?) :
xi = fjoh(X %)
~ On écrit le résidu ¢ comme r; = z! — f; o h(X?)
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L’intérét de résoudre r(z?) = 0 plutot que H(z) = 0 vient de la réduction de la dimension
du probléme. Cependant, le choix des variables de séparation et des équations des résidus
n’est pas unique. Par exemple dans I'’exemple précédent, les jeux de variables de séparation
q2,p2,{q2, P2 },q1,etc permettent tous d’établir la causalité. Certaines heuristiques permettent
de choisir un petit ensemble de variables de séparation :

— Déterminer les équations d’ott partent le plus grand nombre d’arcs noirs (les "plus

indéterminées")

— Pour chacune des variables impliquées (au bout de I'arc), déterminer celles qui sont
impliquées dans le plus d’équations (d’on part le plus grand nombre d’arcs). Noter
combien d’équations peuvent étre rendues causales si chacune de ces variables est sup-
posée connue.

— Utiliser comme variable de séparation les variables qui permettent de rendre le plus
d’équations causales.

2.2.2.3 La notion d’index pour les DAE

On parle de singularité lorsque la valeur d’une variable ne peut pas étre calculée d’aprés le
jeu d’équations fourni. Dans le cadre des systémes modélisés par (DAEse) par exemple, on a
vu qu'une condition nécessaire pour résoudre z était que le gradient Vg, soit inversible (donc
de rang plein). Il peut arriver que Vg, ne soit pas inversible pour une valeur particuliére de
x, mais aussi qu’il ne le soit jamais : on parle alors de singularité structurelle.

Définition (Index d’'un DAE) [18] Un DAE sans boucle algébrique est dit d’index 0, un DAE
contenant des boucles algébriques mais aucune singularité structurelle est d’index 1. Pour les
autres, on parlera de DAE d’index élevé. Les DAE sous forme (ODE) sont ainsi d’index 0 et
les DAE sous forme (DAEse) avec g inversible sont d’index 1.

Les singularités structurelles sont dues a l’existence de couplage entre certaines variables
différentielles [20]. Ces couplages peuvent étre dus au choix des variables d’état ou a la présence
de dynamiques négligées. La conséquence est que les variables Z; ne sont en fait pas toutes des
inconnues et ne peuvent plus étre intégrées séparément : le systéme est sur-contraint. Dans ce
cas, 'algorithme de Tarjan aboutira sur des équations de contraintes, c’est-a-dire des équations
qui couplent certaines variables sans pour autant permettre de leur attribuer une valeur. Par
exemple si ’équation x1 = xo est présente dans un systéme, il n’est évidemment pas possible
d’intégrer séparément x; = f T1dt et zo = f Todt pour n’importe quelle condition initiale.
Une premiére technique pour identifier de nouvelles relations entre les variables consiste alors
a différentier les équations de contraintes : ainsi, si & tout instant I’équation z(t) = xa(t)
est vérifiée, l'équation &1 (t) = @o(t) 'est aussi : on constate que seule une des variables (par
exemple x1) est réellement une variable d’état, Pautre (x2) est en fait une variable algébrique
z qui doit étre ajoutée aux inconnues. Puis afin d’éviter toute confusion, comme &9 n’est
plus envoyée & un intégrateur, on la renomme derxs (on parle de dummy derivative). Ce
principe est & la base des procédures symboliques de réduction d’index dont la plus connue
est 'algorithme (2) de Pantelides, qui est implémenté dans le logiciel Dymola. Des explications
plus poussées sont données dans [18] et [22].

Dans cette thése, on fera par la suite ’hypothése que les systémes sont sous formes de DAE
d’index au plus 1. L’algorithme de Pantelides pourra étre utilisé pour s’y ramener lorsque ce
sera nécessaire.
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Algorithme 2 Algorithme de Pantelides

Entrées: Systéme d’équation traité par ’algorithme de Tarjan et de Séparation si nécessaire

Tant que Une équation de contrainte apparait (équation avec des arcs bleus uniquement,)
Faire
Différentier I’équation de contraintes
Ajouter cette équation au systéme
Transformer une des nouvelles variables &; en variable algébrique derz;, et ajouter x;
comme nouvelle inconnue (équilibre du nombre d’équations et d’inconnues)
Si la différentiation a fait apparaitre de nouvelles variables #;, différentier toutes les
équations ou apparaissent x;
Fin Tant que

En pratique, méme si ’on a rendu le systéme régulier & ’aide de I'algorithme de Pantelides,
il se peut que des singularités apparaissent pour certaines valeurs. Certains algorithmes [23]
peuvent alors changer de jeu de variables d’état en cours de simulation (Pivoting dummy
derivatives).

2.2.2.4 Différentiation automatique

La différentiation automatique (Automatic Differentiation), abrégée AD, est une technique
algorithmique permettant de calculer des informations sur les gradients des variables en méme
temps que les valeurs de celles-ci. Cette méthode s’appuie sur une application systématique de
la régle de dérivation en chaine pour les fonctions composées. La causalisation des équations
dans Modelica, qui assigne une valeur aux variables v pour un jeu de variables indépendantes
u peut étre écrite comme les n. étapes de calcul suivantes :

v = f1 (u)

Vo = fg(vl, u)

Up—1 = fn—l(vlav% s 7'Une—1)

y = F(v1,v2,...,0n,-1)

(les fonction f; et F' utilisées ici n’ont rien & voir avec celles utilisées pour les équations de la
dynamique). La causalisation définit en fait les f; comme les fonctions composées suivantes :

ve(u) = fru(fr(w), fo(fr(u),w), ..o yeony fom1(frea(cvt)yooyu)), Vk € lin,
L’application de la régle de dérivation en chaine donnerait ici

d_Of 0n0h
du  Ou  Oft Ou

Le calcul simultané de y = F'(v), avec F' : R™ — R™ et de son jacobien J = % en un point

v peut ainsi s’effectuer selon I’Algorithme 3 [24] :
Des variantes de cet algorithme existent pour ne calculer les dérivées que dans certaines

. . oF . , . afl .
dlrectlons, par exemple Dug ! ou pour certaines equatlons, par exemple Do Dans le premier
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. — dF
Algorithme 3 Calcul de y = F(v) et J = 5|

v

Vg < U
dvg
T Id
Pour k=1 a n Faire
ok ({viticr7o1)
dvg O dvi
d dx — Z ov; dx
iel. . k—1
Fin Pour
Y < Up
dvun,
J
Retourner y,J

*{ Itération de Newton ]7

Xt X

Systéme DAE ]

T T
*{ Intégrateur ]7

FIGURE 2.13 — Eléments nécessaires a la simulation d’un DAE

cas, on parle de mode avant (forward mode of AD), dans le second de mode arriére (reverse
mode of AD). Ces deux variantes permettent de limiter la mémoire allouée au programme s’il
n’est pas nécessaire de calculer intégralement le jacobien.

Dans le cadre de cette thése, la différentiation automatique, disponible dans les logiciels
Dymola et JModelica, sera utilisée pour obtenir les matrices de linéarisation du systéme le
long de certaines trajectoires, et servira d’élément majeur pour l'algorithme de commande
prédictive présenté au Chapitre 4.

2.2.3 Simulation des systémes DAE
2.2.3.1 Algorithmes d’intégration pour les ODE

Les algorithmes de traitement symbolique décrits précédemment permettent d’aboutir a
un code de calcul capable de déterminer en chaque instant ¢ les valeurs des variables @(t)
et z(t) en fonction de z(t) et u(t). Ce code de calcul inclut éventuellement des instructions
pour résoudre les boucles algébriques si celles-ci sont présentes dans le modele. Cependant,
afin de simuler le systéme, il convient de prendre en compte le fait que @(t) = dfl(tt). Cette
tache est remplie par un algorithme d’intégration numérique, comme illustré en Figure 2.13.
On présente ici les méthodes de Runge Kutta, dont 'exemple le plus simple est le schéma

d’Euler avant.

Un algorithme d’intégration numérique a pour but de calculer la trajectoire des variables
différentielles z aux instants ¢ d’une grille temporelle. On considére pour I'instant un pas de
temps T fixe sur toute la grille, c’est-a-dire ty11 —t, = T. La i®me coordonnée de z & U'instant
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2Ok +ky/2 + k3 /2 +Ky)

v

% tk+1/2 lre+1

FiGURE 2.14 — Illustration de I’algorithme d’intégration numérique RK4

ti est notée :cf,C On commence par rappeler que la valeur de :cf,C 41 beut étre déterminée d’apres
I’approximation de Taylor autour du point zj par :

‘ ‘ . T2 .
g1 = Tp + T2 (k) + 2" (k) + ...

Les algorithmes d’intégration a un pas utilisent plus ou moins directement ce résultat pour
déterminer récursivement xy,1 d’apres zp. La méthode d’intégration la plus simple est ainsi
la méthode d’Euler avant (FE), qui tronque cette série au premier ordre :

dz’
dt (2.12)
=zl + Tf(xk, ( k), 2(tk), tk)

Pour abréger la notation, on pose maintenant f(xy,tr) = f(xk, u(ty), z(ts), tx) . Dans les
algorithmes de Runge Kutta d’ordre plus élevé, plutdt que d’évaluer toutes les dérivées dd—f,
%, ... au point (xg,tx), 'idée est de calculer dd—f en plusieurs points de Uintervalle [ty, t511].
La méthode de Runge Kutta la plus connue est celle d’ordre 4 (RK4), qui utilise 3 points
intermédiaires de coordonnées (zp,,ty11/2), (TP, tpr1/2) €t (Tpy, try1), comme illustrée dans

la Figure 2.14.

xk+1—xk+T

ki = f(zh, ty) Etage 0
ky = f(zt +T/2ky1,ty +T/2) Etage 1
ks = f(ab + T/2ky, ty, + T/2) Etage 2
ky = f(zh + Tks, ty, +T) Etage 3

. T )
Thyr =) + — (kfl + 2kg + 2k3 + ka) Etage 4
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Les coefficients utilisés ainsi que les endroits d’évaluation des dérivées ont été choisis pour
garantir que ’approximation est exacte jusqu’a ’ordre 4, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’erreur
sur le développement de Taylor pour les termes jusqu’a 7% [18]. Les méthodes FE et RK4 sont
dites explicites car il est possible de calculer séquentiellement les différents termes nécessaires
au calcul de xi; A T'inverse, certaines méthodes sont dites implicites, ’exemple le plus simple
étant la méthode d’Euler arriere (BE) :

i1 = zh + Tf (g1, ti + T) (2.13)

La solution de cette équation nécessite ici la résolution d’une boucle algébrique pour la variable
ZTr+1, c’est pour cela que la méthode est qualifiée d’implicite. De la méme facon, il existe des
méthodes de RK implicites. Les méthodes implicites sont en général plus stables mais plus
gourmandes en calculs (en raison de la présence d’une boucle algébrique) [18].

On introduit enfin dans les grandes lignes une derniére méthode d’intégration numérique qui
sera utilisée et présentée plus en détails dans le chapitre suivant : la méthode de collocation.
Le principe de la méthode de collocation est de décrire la trajectoire d’état z(t) comme
un polynéme #(t) de degré n., qui respecte 'équation de la dynamique en un nombre n,
de points distincts de lintervalle [tx,tx+1]. Ces points sont donnés par leur fraction 7. de
lintervalle (on a ainsi 0 < 7. <1, Vee l.n.)

:El(tk) = :c}€

.. _ 2.14
'ty +7.1) = f(Z'(tg + 7T), ty + 7.T), c€ l.n, ( )

Il est possible de montrer que la méthode de collocation est en fait équivalente & une méthode
de RK implicite [25].

2.2.3.2 Algorithmes d’intégration pour les DAE

Les algorithmes précédents supposaient que le systéme puisse étre mis sous forme de
modele d’état (ODE) ou de DAE semi-explicite (DAEse) afin de pouvoir découpler le calcul
des variables différentielles et algébriques. Cette approche a été présentée en partie 2.2.2.
Cependant, il existe des algorithmes d’intégration pouvant traiter directement les systémes
sous forme de DAE implicite (DAEI), sans avoir a convertir le systéme. Le plus connu d’entre
eux est DASSL [17] qui est lalgorithme par défaut de Dymola. En posant X = [z, z], un
systéme implicite peut s’exprimer sous la forme générale suivante :

F(X,X,t)=0
X(0) = Xo (2.15)
X(0) = dX

L’idée majeure de DASSL est de remplacer X par son approximation par une méthode d’in-
tégration. Dans le cas de la méthode d’Euler arriére (BE) cela donne :

. Thil — Tk
0=F (Xk+1,Xk+1,tk:+1) ~F <%,Xk+1,tk+1)

Il s’agit d’une équation implicite qui peut étre résolue par la méthode de Newton en une seule
étape (alors que sinon la résolution de deux boucles algébriques est nécessaire : une pour
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trouver le 0 de la fonction F, la seconde pour résoudre le pas de la méthode BE qui est une
méthode implicite). Une itération m de cette boucle se formule comme :

_ Xiv1 — X
Xl??jll = X4 — VF 'F (7“7“ an+1,tk+1>

OF 10F\ ' = Xk
= Xi1 — <8—X+T6—X> F<#3Xmlatk+l

2.2.3.3 Algorithmes d’intégration a pas variable, a ordre variable et contréle de
Perreur

Jusqu’alors, on a considéré un pas d’intégration T fixe. En réalité, la plupart des algo-
rithmes utilisés (dont DASSL) sont des algorithmes & pas variable T}. L’utilisation d’un pas
variable se justifie car il peut exister certains intervalles de temps o1l le systéme évolue rapide-
ment (raideurs dans le systéme autour du point courant, variations importantes des entrées),
et certains intervalles ou le systéme est proche d’un état d’équilibre. Dans le premier cas, un
pas fin peut étre nécessaire pour conserver une précision suffisante alors que dans le second
I'utilisation de pas long permettrait de limiter le nombre de pas et donc d’améliorer la préci-
sion. Cette stratégie nécessite néanmoins une mesure de I’erreur afin de déterminer quel pas
de temps T} choisir sur un élément k. En d’autres termes, 1’adaptation du pas permet de
contrdler 'erreur d’intégration. Dans certaines méthodes, dites & ordre variable, le controle
de Derreur se fait en alternant entre des méthodes d’intégration d’ordre faible (rapides mais
moins précises) et des méthodes d’ordre élevé (souvent des méthodes implicites nécessitant la
résolution de boucles algébriques). Le controle de l'erreur d’intégration est une problématique
qui interviendra plus tard dans le chapitre 3 et dans un souci de concision nous ne détaillerons
pas ici les méthodes mises en ceuvre.

2.2.4 Modélisation causale et acausale

Ce paragraphe a pour vocation d’éclaircir les avantages et inconvénients de l'utilisation
de Modelica pour la commande, vis & vis de la modélisation sous forme de schémas-blocs
traditionnellement utilisée dans le domaine de 'automatique. Dans une modélisation par
schémas-blocs la causalité de calcul est déterminée au moment de la conception par le mo-
délisateur : les différents blocs communiquent entre eux par des signaux orientés a priori.
Ce formalisme est notamment celui retenu dans les logiciels MATLAB Simulink ou Scicos.
Cette définition procédurale permet de maitriser ’ordre de calcul des variables et de localiser
aisément une source d’erreur dans le modéle, mais elle présente certains inconvénients :

— Le modélisateur doit étre capable de définir la causalité de calcul & ’échelle du systéme.
Bien que des méthodes d’analyse structurelle telles que les graphes de liaison (bond
graphs) puissent ’aider dans cette tache [26], toute modification structurelle du systéme
(insertion ou retrait d'un composant) peut invalider la causalité établie auparavant,
surtout en présence de boucles algébriques. L’adaptabilité des modéles est alors limitée.

— En présence de boucles algébriques, il incombe au modélisateur de définir quelles seront
les variables de séparation ainsi que la procédure numérique permettant de résoudre la
boucle algébrique. Cette tache peut devenir trés complexe lorsque les boucles algébriques
sont de grande taille.
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FIGURE 2.15 — Modéle ThermoSysPro d’un compresseur

— Un modéle en schéma-bloc ne peut étre utilisé que dans 'optique pour laquelle il a été
créé et ne permet pas d’effectuer des calculs nécessitant une inversion de la causalité
(comme l'identification d’un paramétre).

A Tinverse, les traitements symboliques réalisés au moment de la compilation d’un modeéle
Modelica permettent d’établir automatiquement une causalité de calcul dans le modéle. La
description équationnelle permet une définition plus modulaire des composants, qui peuvent
alors étre utilisés dans plusieurs contextes. Il devient alors possible de réutiliser un méme mo-
déle pour plusieurs besoins différents, en fixant certaines variables et en en relaxant d’autres.
Par ailleurs, la résolution des boucles algébriques est automatisée avec des heuristiques per-
mettant d’en accroitre l'efficacité (algorithme de séparation). La contrepartie de cette plus
grande abstraction dans la modélisation est que l'utilisateur n’a plus autant de contrdle sur
la facon dont sont calculées les variables, ce qui peut compliquer la recherche d’une source
d’erreur. Le modélisateur doit par ailleurs définir correctement les conditions limites pour que
le modeéle posséde un nombre égal d’équations et d’inconnues. Les messages d’erreurs affichés
par les compilateurs quand ce n’est pas le cas sont souvent peu informatifs méme si des pro-
grés ont été faits dans ce sens. Enfin, la résolution automatisée des boucles algébriques peut
avoir un effet collatéral : le modélisateur peut avoir tendance & n’y prendre plus garde et dé-
crire les équations du modéle d’une fagon qui générera des boucles algébriques impliquant un
grand nombre de variables. Cela s’avére problématique car 1’algorithme de résolution utilisé
(méthode de Newton) peut avoir un domaine de convergence restreint et il est alors nécessaire
de fournir une bonne initialisation simultanée pour toutes ces variables, chose qui n’est pas
évidente. En conclusion, Modelica est un langage de modélisation offrant au modélisateur des
algorithmes de traitement symbolique performants pour la simulation de systémes complexes,
en lui 6tant la difficulté de déterminer la causalité de calcul dans le modele. Cependant, la
compréhension de ces algorithmes reste utile pour interpréter et corriger les messages d’erreur
fournis par le compilateur.

2.3 Cas d’étude

2.3.1 Compresseur

On présente en Figure 2.15 un circuit de vapeur réalisé a 1’aide de la librairie ThermoSys-
Pro. Cette partie a pour but de montrer sur un exemple simple certains des points développés
dans ce chapitre : la modélisation et simulation d’un systéme thermohydraulique avec Mode-
lica d’une part, ’application des algorithmes de traitement symbolique d’autre part.
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Il contient une source de vapeur & pression et enthalpie constante, et qui permet de
controler le débit massique. La source est reliée & un compresseur par une conduite, lui
méme relié & un puits. Les propriétés de la vapeur sont calculées d’aprés le standard IF97.
Le compresseur est un élément biport (tout comme les conduites). Il posséde un connecteur
d’entrée C,. et un connecteur de sortie Cs contenant les variables pressions P, enthalpie
spécifique h et débit g. Les parameétres du compresseur sont son facteur de compressions
m = ¢5.P/C..P et son efficacité isentropique 75 :

his — Ce.h

Tis = OmE T (2.16)

Ot oy, est la moyenne de la fraction de vapeur «, en entrée et ag en sortie. Dans cette formule,
I’enthalpie h;s correspond au cas idéal d’une transformation isentropique, ou ’entropie se &
I’entrée du compresseur est identique & I’entropie en sortie.

Suivant cette définition, il est possible de calculer h;s en utilisant les fonctions du standard
[F97 : tout d’abord la fonction spp (P, h) donnant Ientropie en fonction de la pression et de
I’enthalpie est utilisée en entrée du compresseur, puis la fonction hps(P, s) qui est une de ses
fonctions inverses est utilisée en sortie du compresseur :

Se = spp(Ce.P,C,.h)

2.17
his = hps(Cs. P, s¢) (2.17)

En réalité, dans ThermoSysPro, toutes les propriétés du fluide (cp, p, T', a...) sont stockées
dans des tables de propriétés prop, remplies en un seul appel & une fonction de la forme
prop := fillPropp, (P, h). Ainsi, les propriétés a I'entrée du compresseur sont dans une table
prope et on accéde & s, par s, := prope.s.

On néglige par ailleurs 'accumulation de masse dans le compresseur (comme c’est fréquem-
ment le cas pour les éléments biports). Pour cette raison, Ce.q = —Cs.q = q. Avec 1y, le
rendement mécanique du compresseur, la puissance mécanique soutirée peut alors étre déter-
minée par :

W = npq * (Cs.h — C1.h)

Ce systéme est simulé avec une rampe sur le débit en entrée. L’algorithme DASSL est utilisé
avec une tolérance sur lerreur relative de 10™%. Les résultats sont montrés en Figure 2.16.
On constate une baisse de la température et pression en sortie lorsque le débit augmente,
ainsi qu’une augmentation de la puissance soutirée. Pour ce systéme, DASSL a utilisé des pas
T} € [0.01s,4,89s] et une méthode d’ordre au plus 2. Ces informations font partie d’un fichier
généré par Dymola nommé dslog.tzt.

Par ailleurs, lors de la compilation d’un modéle, il est possible de générer avec Dymola
un fichier nommé dsmodel.mof détaillant la causalisation du modeéle par les étapes décrites
en 2.2.2. Ce fichier présente notamment les boucles algébriques isolées par 'algorithme de
Tearing. A titre d’exemple, une boucle algébrique est présente dans le compresseur car on
a considéré pour le titre de vapeur moyen «,, : celui-ci dépend des propriétés du fluide en
entrée et en sortie, or d’apres (2.16) et (2.17) Cs.h dépend de h;s qui & son tour dépend de
. L'algorithme de Tearing donne ainsi :

— Variables de séparation X*
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FIGURE 2.16 — Simulation du compresseur ThermoSysPro
- Cs.h
—
— Variables séparées :
- Qg = = + 204y,

— props := fillProp p;,(Cs.P, Cs.h)

— Equation des résidus r = (r1,r2) = (0,0) :
— r1 1= Co.h — apynis(Cs.h — Ce.h)
— 9 = (g — Props.«

La résolution de ’équation des résidus r(Cs.h, ay,, propss, as) = 0 se fait en utilisant 1’al-
gorithme de Newton, qui nécessite le calcul du jacobien V y:r de cette fonction. Dymola est
capable de générer celui-ci de fagon analytique en appliquant la procédure de différentiation
automatique décrite en 2.2.2.4. Tout d’abord les expressions des variables séparées sont ré-
introduites dans I’équation des résidus pour aboutir & une équation des résidus de la forme
r(X?) = r(Cs.h, ) = 0. On a par ailleurs besoin de la dérivée directionnelle de la fonction
fillPropp;, par rapport a sa variable Cs.h. Dymola génére automatiquement cette fonction
dérivée dp (P, h) d’apres la procédure décrite en [27].

OfillProp

dh(Pa h) = oh

(P.h)

En notant d}'1 la composante de dj, correspondant & la variable de séparation a,,. On aboutit
au jacobien suivant :

ﬁ _ — O T)is _(CS'h - Ce'h)nis
oxt — \ —d 2

On a ici montré un exemple des transformations symboliques appliquées par Dymola. Le
systéme était d’index 1 et n’a pas nécessité de réduction d’index mais comprenait deux boucles
algébriques (dont celle présentée). Une remarque intéressante est que si Ion avait plutot
choisi le titre de vapeur «, & l’entrée du compresseur dans I’équation 2.16 (ce qui est une
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simplification acceptable dans certains cas), cette boucle algébrique aurait disparu. Il existe
ainsi des compromis entre la justesse de la modélisation adoptée et une plus grande efficacité
lors de la simulation (réduction du nombre de boucles algébriques ou de variables impliquées
dans celles-ci).

Une autre remarque a ce sujet concerne le choix des variables thermodynamiques sélectionnées.
A titre d’exemple, on a vu précédemment qu’en ’absence de changement de phase, un fluide
pouvait étre identiquement décrit par les couples (P, h) ou (P,T') car ces variables sont liées
par des relations de la forme T' = f1(P,h) ou h = fo(P,T). 1l est possible que I'utilisateur
écrive son modeéle en appelant la fonction f; mais que T nécessite d’étre calculé avant h
lors de la causalisation. Cette situation ameéne & résoudre une boucle algébrique sur h alors
qu’il aurait été plus judicieux d’utiliser la fonction inverse fy. Afin d’éviter cette situation, le
langage Modelica offre une syntaxe donnant la possibilité d’indiquer au compilateur ’existence
de fonctions inverses.

2.3.2 Modéle simplifié de cogénération
Description du systéme

On détaille maintenant la modélisation simplifiée d’une centrale de cogénération alimen-

tant un réseau de chaleur. Ce modéle sera utilisé dans le chapitre suivant traitant de ’op-
timisation dynamique. Les hypothéses simplificatrices utilisées permettent de disposer d’un
modeéle de taille adaptée a 1'optimisation (qui est une procédure beaucoup plus gourmande
que la simulation), tout en conservant une modélisation physique suffisamment précise pour
nos besoins.
Le systéme est représenté en Figure 2.17. Le fluide de travail qui alimente le réseau de cha-
leur est de I’eau liquide. La centrale comporte un moteur produisant électricité et chaleur
(récupérée au niveau du systéme de refroidissement du moteur et des fumées), une chaudiére
ne produisant que de la chaleur, un stockage thermique. Une branche de régulation g,..; est
présente en entrée du réseau de chaleur afin de pouvoir controler la température fournie. La
cogénération a pour fonction de fournir au réseau une puissance thermique W, égale a la
demande Wyemand, & une température Ti,c; proche de sa référence Terrep = 87 °C. Le stock
thermique peut contenir de '’eau entre 70 °C' et 90 °C. L’état de charge (SOC) du stock est
un nombre compris entre 0 et 1 (0 si toute 'eau est & 70 °C, 1 si toute 'eau est & 90 °C).

On note q les débits, T' les températures, W les puissances et load les charges. Les indices
suivants sont utilisés : f pour le combustible, i pour la chaleur, e pour le moteur, b pour la
chaudiére, sto pour le stock, net pour le réseau, ¢ pour le retour. Pour le moteur et la chaudiére,
1 désigne l'entrée et o la sortie. L’eau en sortie de ces deux composants est collectée dans un
mélangeur noté mix. Les entrées controlées du systéme sont les suivantes :

— La charge du moteur load, = W, / Wemaz € [0; 1]

— La charge de la chaudiére loady, = Wty /W ey maz € [0;1]
Le débit au réseau gper > 0

Le débit au moteur en marche ¢. € [0 kg/s,20 kg/s]

— Le débit a la chaudiére en marche ¢, € [0 kg/s,15 kg/s]
— Le débit dans la branche de régulation g.e; > 0
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FIGURE 2.17 — Modéle simplifié de cogénération avec stockage

Hypothéses de modélisation

La plage de température utilisée dans l'installation est relativement restreinte ([70 °C,
90 °C1]), et aucun changement de phase n’a lieu. Par ailleurs, comme on ne s’intéresse pas dans
notre cas d’étude aux pertes de charge, on considérera pour ’eau des propriétés constantes,
en particulier la capacité calorifique C) et la masse volumique p seront désormais considérées
comme des parameétres. Ces hypothéses permettent d’écrire les équations de conservation de
la masse et de ’énergie en fonction de la température uniquement.

Modélisation du réseau

On considére ici que la température de retour du réseau 7, est fixe. Par ailleurs, comme on
ne s’intéresse pas ici a la dynamique du réseau, on considére une loi de conservation statique
de I’énergie dans ce dernier :

Whet = Qnetcp(Tnet - Tcz) (218)

Modélisation du moteur et de la chaudiére

On fait le choix ici de ne pas modéliser les réactions de combustion mais de décrire le
moteur et la chaudiére par des courbes de rendement (non-linéaires) 7, fonction de la puissance
combustible en entrée. La notation e est utilisée pour désigner selon le cas le moteur ou la
chaudiére : ¢ = {e;b} :

Wh,o = Te (Wf,o)Wf,o (219)

Le fluide en entrée du moteur et de la chaudiére est & température T,;. L’élévation de tempé-
rature est donnée par :

Wh,o = q.Cp(To,o - Tcz)
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Nceuds de mélange

Un neeud de mélange statique est utilisé pour la boucle de régulation. La conservation de
la masse et de ’énergie s’écrivent :

Qnet = Qnet,miz T Qret

(2.20)
QnetTnet = Qnet,mimeiz + QTetTc

Deux noeuds de mélange dynamique sont placés en entrée et sortie du groupe moteur +

chaudiére (respectivement de température T,; et T},,;,.). Une version statique de la conservation

de la masse est utilisée comme précédemment (pas d’accumulation de masse) :

Qnet,miz = Qb T Qe — qsto (221)
La conservation de I’énergie est en revanche modifiée. Dans le nceud de sortie, celle-ci s’écrit :

Mmix dt

= QeTeo + QbTbO - (pOSManE,w(QSto) + Qnet,mix)Tmix + pOSMane,w(_QSto)Tsto,l
On constate ici 'utilisation de la fonction posMax introduite en 2.1.2.6 pour traiter les in-
versions de débit dans la branche du stockage. Cette fonction n’était pas nécessaire dans
I’équation de conservation de l’énergie précédente car les sens des débits étaient imposés
(Qnet 2 Qnet,miz > Qret = 0)

Modélisation du stockage

La fonction posMax est également utilisée dans la modélisation du stockage de chaleur.
Il s’agit d’un stockage stratifié contenant une masse d’eau My;,. La stratification consiste &
laisser un gradient de température s’établir entre le haut et le bas de la cuve. Afin de maintenir
cette stratification au mieux et ne pas mélanger eau chaude et froide, I'injection et le soutirage
d’eau chaude se font par le haut. Pour modéliser le stockage, on utilise une variante du schéma
a grille décalée décrit en 2.1.2.2. Le volume de stockage V est divisé en un nombre N de strates
de volume V/N, et l'on écrit sur chacun de ces éléments les équations de conservation. Les
propriétés intensives, ici les températures, sont calculées au centre des strates (dans lesquelles
on suppose un mélange parfait). Dans notre cas on note Tyo4,1 € 1..N la température de la
strate 7. Les variables pour le calcul des flux sont quant & elles prises aux frontiéres des strates,
on les note T;,7 € 0..N. On retient pour cet exemple d’autres hypothéses simplificatrices :
on néglige les effets de convection et la diffusion thermique entre les strates : il n’y a alors
pas d’échange thermique & débit nul, toute 1’énergie est transportée par le débit. Par ailleurs,
on suppose qu’il n’y a pas d’accumulation de masse dans les éléments, c’est-a-dire que tous
les éléments sont traversés par le méme débit qs, = ¢;. Les variables T; valent alors T, ; si
q > 0, Tit0,i+1 sinon et peuvent étre éliminées des équations qui vont suivre. La conservation
de la masse dans les strates (intermédiaires et connectées au reste du systéme) s’écrit ainsi :

Msto deto,i _
N dt
pOSMan€7w (q$to)(Tnet,mia¢ - Tsto,l) - pOSMane,w(_QSto)(Tsto,l - Tsto,Q) =1
pOSManS,w(QSto)(TstO,i—l - Tsto,i) - pOSMan€7w(_QSt0)(Tsto,i - Tsto,i+1) 1 E€2.N -1 (2-22)

pOSManﬁw (QSto)(TstO,N—l - Tsto,N) - pOSManﬁw(_q‘stO)(Tsto,N - Tci) yi=N
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Simulation du systéme

On introduit ici la problématique de pilotage du systéme. Le pilotage du systéme consiste
a déterminer en chaque instant la valeur des commandes u(t) de telle sorte que les contraintes
de l'installation soient respectées. Dans le chapitre 3, cette tiche sera réalisée en faisant
appel a loptimisation dynamique. Une autre approche consiste a intégrer des régulations
prédéfinies au sein du modéle de simulation. Celles-ci permettent de déterminer explicitement
la commande u(t) en fonction de mesures sur 'état x(t) ou la sortie y(t). C’est une approche
qui reste cependant spécifique a chaque installation. Pour I'illustrer, on donne ici un exemple
de régulation possible pour la cogénération :

— On suppose que les entrées load, et load, sont imposées par ’exploitant

— On fixe les débits dans le moteur et la chaudiére & leur valeur maximale lorsque le
composant est en marche (respectivement 20 kg/s et 15 kg/s), au débit minimal g,
sinon. Cette contrainte impose les températures en sortie du moteur d’aprés (2.19).

— L’objectif de la régulation est d’ajuster les commandes gnet et gre: afin de fournir au
réseau une puissance W, égale & la demande Wyemand, & une température T,,.¢ égale a la
valeur de consigne T},ct e . On suppose dans un premier temps que la régulation pour ces
deux grandeurs est idéale. Dans ce cas, les commandes ¢, et g,e¢ & appliquer peuvent
étre déterminées par inversion du modéle, en ajoutant les égalités Wyt = Wyemand €t
Thet = Thetres (ces deux débits peuvent en effet étre calculés d’apres la conservation de
Iénergie dans le réseau (2.18) et la loi de mélange des températures (2.20).

Le débit au stockage qui n’est pas un débit commandé peut dés lors étre calculé d’aprés la
conservation de la masse (2.21).

L’application de cette loi de commande est illustrée en Figure 2.18. Malheureusement, cette
régulation assez simpliste ne suffit pas la plupart du temps & respecter les contraintes de
I'installation. A titre d’exemple, on montre en Figure 2.19 que le débit ¢..; dans la branche
de régulation (calculé par inversion) ne respecte pas toujours la contrainte g, > 0. Dans ce
cas, 'ajout d’un contrdleur garantissant le respect des contraintes sur les commandes est alors
préférable & un calcul inverse (on aurait pu utiliser par exemple un PI avec anti-windup). En
revanche, il est moins évident de garantir le respect des contraintes sur les sorties et états du
modéle, puisque leur évolution ne dépend qu’implicitement des commandes. Par ailleurs, des
couplages non-linéaires peuvent exister entre les différentes variables. Pour conclure, la mise
en place d'une régulation assurant le respect simultané de toutes les contraintes et a tout
instant nécessite une connaissance avancée de l'installation.

La solution que l'on propose, basée sur l'optimisation de modéles physiques, est une autre
approche plus générique a ce probléme. Elle permet de prendre en considération les contraintes
de l'installation & la fois sur les commandes mais aussi sur les états et sorties du systéme,
tout en optimisant la performance de la régulation vis & vis d’un critére.
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CHAPITRE 3

Optimisation dynamique pour les systémes hybrides

Dans ce chapitre, on s’intéresse & la fonction "Optimisation de trajectoire long terme"
présentée dans le Chapitre 1 que I'on peut voir en Figure 1.1. On présente une méthode d’op-
timisation dynamique sous contrainte pour les centrales d’énergie. Cette méthode a pour but
de générer des trajectoires optimales pour les commandes du systéme, sur un horizon d’une
ou plusieurs journées. Aprés avoir introduit certains rappels sur 'optimisation dynamique
des modéles continus, on fait le constat que les systémes énergétiques modélisés font aussi
intervenir des aspects hybrides, qui devront étre pris en compte dans la résolution du pro-
bléme d’optimisation. Ceux-ci incluent notamment la présence de composants pouvant étre
inactivés, ou de composants dont les équations difféerent selon le mode de fonctionnement.
On formalise alors un probléme de commande optimale hybride, puis on introduit une classe
de méthodes candidates pour sa résolution : les méthodes directes. En particulier, on présente
la méthode de collocation qui sera a la base de ’algorithme développé dans cette thése. Ce-
pendant, dans leur forme originale, les méthodes directes ne s’appliquent qu’a des modéles
continus et ne permettent pas de prendre en compte les aspects hybrides que 'on vient de
mentionner. On présente alors en paralléle certaines des méthodes numériques couramment
utilisées pour traiter les aspects hybrides en optimisation.

La méthode développée, qui combine optimisation dynamique et traitement des aspects hy-
brides, est enfin introduite. On valide pour conclure son application sur ’exemple d’une
cogénération.

3.1 Probléme d’optimisation dynamique hybride

3.1.1 Probléme d’optimisation dynamique
3.1.1.1 Formulation du probléme de commande optimale

On g’intéresse tout d’abord & 'optimisation dynamique de systémes DAE non hybrides,
puis l'on étendra les résultats présentés a une classe de DAE hybrides. On suppose désormais
que le modele est donné sous forme de DAE semi-explicite (DAEse), ou qu'il est possible de



40 Optimisation dynamique pour les systémes hybrides

s’y ramener lors de la compilation du code Modelica, en utilisant les algorithmes décrits pré-
cédemment en partie 2.2.2. Cette hypothése implique que les variables algébriques z peuvent
étre déterminées implicitement d’aprés les états . On utilisera parfois la notation z% pour
indiquer que z peut étre calculé a partir de x & tout instant.

Le probléme d’optimisation dynamique, ou probléme de commande optimale (OCP, Op-
timal Control Problem) consiste & déterminer sur un horizon [tg,ts] les commandes u(t) a
appliquer au systéme afin de minimiser une fonction objectif, tout en respectant un ensemble
de contraintes.

On considere une fonction objectif scalaire J sous la forme générale dite forme de Bolza. La
forme de Bolza est constituée d’'un terme intégral nommé terme de Lagrange et d’un coit
terminal nommeé terme de Mayer. La valeur du critére s’exprime ainsi par :

J(u,tf):/th(x(t),z“(t),u(t))dt+ O(a(ts)) (3.1)
terme de Mayer

terme de Lagrange

Le probléeme de commande optimale sous contrainte se formule :

II?I)I J(u,ty) (3.2a)

s.c.(DAEse) Equations algébro-différentielles  (3.2b)
hr(z(t),z(t),u(t)) <0  Contraintes inégalités sur les variables  (3.2¢c)
r(xz(ty)) =0 Contraintes finales  (3.2d)

On notera J* le colt optimal sur I'horizon [to;ts], u* et x* les trajectoire optimales
associées.

Hypothése H1. (Faisabilité) On suppose qu’il existe au moins une commande u permettant
de respecter les équations du modeéle (DAFEse) et les contraintes (3.2).

On cherche désormais & résoudre ce probléme. On commence pour cela par présenter un
résultat classique permettant de donner des conditions nécessaires d’optimalité de ce pro-
bléme : le principe du minimum. Des rappels sur les conditions d’optimalité en dimension
finie sont donnés en Annexe A.

3.1.1.2 Conditions d’optimalité en optimisation dynamique : Principe du mini-
mum

On s’intéresse maintenant aux conditions d’optimalité du probléme (3.3), que 'on donne
pour des raisons de simplicité dans le cas d'un systéme sous forme d’ODE (I’hypothése que
le systéme est d’index 1 garantit qu’il est possible de s’y ramener).

La recherche d’une trajectoire de commande optimale est un probléme de dimension infinie,
car elle consiste a trouver pour tout instant ¢ € [0,¢¢] la valeur des commandes & appliquer. On
se trouve ainsi dans le cadre de 'optimisation d’une fonctionnelle, ¢’est-a-dire d’une fonction
prenant en argument des fonctions (ici la commande wu(t)) et non des variables. Pour cela, une
théorie différente de 'optimisation en dimension finie est nécessaire. On dérive dans ce cas des
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conditions nécessaires d’optimalité non plus autour d’un point mais autour d’une trajectoire
optimale (z*(t),u*(t)) en utilisant le calcul des variations. Ces conditions ne seront cependant
que des conditions d’optimalité locale.

Par ailleurs, dans le probléme de commande optimale, la contrainte de respect de la dynamique
doit étre satisfaite & chaque instant. Les "multiplicateurs de Lagrange" associés aux équations
dynamiques deviennent ainsi variants dans le temps eux aussi. Pour cela, on préfére dés lors
les nommer états adjoints associés aux contraintes dynamiques &; — f;(x,u) = 0,Vi € 1..n,.
Le Lagrangien pour le probléme de commande optimale avec I’état adjoint A(¢) s’écrit :

i J i T .
U(EI){I)\I%.) J(x,u,\) = @ (x(ty)) + /to L(z,u)dt + X\ (t) (f(z,u) — &) dt (3.3)
s.c. () = f(x(t),u(t)) (3.4)
#(to) = 2o (3.5)
hi(z (t),u(t ) <0Vt € [to, 1] (3.6)
) =0 (3.7)

On introduit la fonction H nommée Hamiltonien du systéme :
Hla,u hpt) = Liz,u) + AT f(,u) + i1 hy ()
avec u le multiplicateur associé a la contrainte (3.6). Ainsi que le Lagrangien au temps final :

Ly(a(ty),v) =@ (x(ty)) + v r(z(ty)) (3.8)

avec v le multiplicateur associé a la contrainte finale (3.7). Les conditions nécessaires
d’optimalité de ce probléme sont donnés dans un célébre théoréme : le principe du minimum
[28]. Ce principe permet de calculer la commande optimale u*(¢) point a point (a chaque
instant t).

Théoréme 3.1. Principe du minimum : Si le probléme de commande optimale (3.3) admet
une solution (z*(t),u*(t), \*(t)) , alors il existe des multiplicateurs de Lagrange \*(t) aussi
nommeés états adjoints, ainsi que p*(t) et v* tels que presque partout sur [to,tf] on ait :

_O0H .
= = f(z,u¥) (3.9a)
(to) = o (3.9b)

o OH

AT o (3.9¢)
N (1) = =95 (@ (1), 0 (1), X () (), 7) (3.94)
hy(x*(t),u*(t)) <0 (3.9¢)
r(z(ty)) =0 (3.91f)
pi(t) 20 (3.9g)
0 = 1" (B)ea(a (1), " (1) (3.90)
u*(t) = argmln’H( *(t), v, N (t), 1" (1)) (3.91)
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Le probléme a résoudre est dit probléme aux deux bouts car il y a une condition initiale
sur les variables primales z(t) et une condition finale sur les variables adjointes A(t).
La derniére équation (3.91) est une condition de minimisation point & point qui permet d’ob-
tenir une trajectoire pour les commandes : dans le cas sans contrainte, u(t) peut ainsi se
calculer a tout instant d’aprés :

_OH 0 MT% (3.10)

O_%_ ou ou

Dans le cas ot u n’apparait pas explicitement dans I'expression, I’équation (3.91) doit étre
différenciée jusqu’a obtenir une dépendance en w. On parle dans ce cas de controle optimal
singulier.

Toutes les méthodes de résolution numérique du probléme de commande optimale doivent
ainsi permettre de retrouver ces conditions d’optimalité. On introduit maintenant les plus
courantes de ces méthodes.

Les algorithmes de résolution du probléme de commande optimale peuvent se scinder
en deux catégories : les méthodes directes, et les méthodes indirectes. Dans les méthodes
indirectes, on recherche des trajectoires pour u(t), x(t) et A(t) qui vérifient les conditions
nécessaires d’optimalité en chaque instant tout en respectant la contrainte initiale sur = et
finale sur A. La résolution de ce probléme aux deux bouts nécessite pour cela l'intégration
numérique des trajectoires de z(t) et de \(¢). Pour cette raison, les méthodes indirectes sont
parfois nommeées First optimize, then discretize.

A Dinverse, dans les méthodes directes, le probléme (3.3) est tout d’abord discrétisé dans le

temps. Le probléme initialement de dimension infinie devient alors un probléme de dimension
finie que l'on peut traiter numériquement. Pour cette raison, on appelle parfois les méthodes
directes First discretize, then optimize.
Les méthodes indirectes sont connues pour leur grande précision numérique mais la prise en
compte des contraintes y est particulierement difficile. Leur convergence nécessite également
une initialisation proche de la solution optimale et une connaissance de la structure d’activa-
tion des contraintes (c’est-a-dire 'ordre dans lequel celles-ci deviennent actives ou inactives)
si celles-ci sont présentes, ce qui induit une dimension combinatoire. A I'inverse, les méthodes
directes permettent une prise en compte aisée des contraintes, mais peuvent étre moins pré-
cises [29].

Pour les systémes considérés dans cette thése, qui sont des systémes de grande taille soumis
4 de nombreuses contraintes, et pour lesquels la précision de ’optimisation n’est pas cruciale,
les méthodes directes sont les plus adaptées. On s’intéressera donc par la suite aux méthodes
directes uniquement, que ’on présentera dans la partie 3.2.
On reviendra ensuite sur un des aspects que I'on a négligé jusqu’alors : les systémes considérés
contiennent certains aspects hybrides. Le formalisme DAE doit ainsi étre adapté pour les
prendre en compte. De méme, les méthodes directes que 1’on va présenter en 3.2 devront étre
modifiées. Ces adaptations sont au centre de la méthode d’optimisation développée dans cette
thése, que 'on présente en 3.4.
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3.1.2 Modéles considérés et modes dans les systémes hybrides
3.1.2.1 Aspects hybrides dans les systémes énergétiques

La modélisation de centrales d’énergie peut faire intervenir des aspects hybrides : un
systéme peut ainsi présenter plusieurs configurations, aussi nommées modes, dans lesquels les
équations de fonctionnement ou les paramétres vont différer. On peut citer a titre d’exemple
les phénomeénes suivants :

— Inversions de débits : lorsque les phénomeénes de diffusion ne sont pas modélisés dans les
volumes de controle, 'enthalpie de mélange est prise comme celle en amont du volume
dans le sens du débit. On obtient ainsi une discontinuité dans l’enthalpie de mélange
lorsque le débit s’inverse.

— Tables de l'eau : les tables de ’eau donnent les propriétés physiques de celle-ci. Les
tables sont divisées en 5 zones, chacune définie par des équations propres. De plus, les
propriétés ne sont pas différentiables & la jonction entre les zones.

— Composants pouvant étre allumés ou éteints

— Automatisme pouvant comporter des hystéresis : une mémoire de 1’é¢tat (montant ou
descendant) doit étre stockée

— Vannes anti-retour : ’équation de perte de charge n’est valable que dans un sens du
débit.

— etc.

Le formalisme DAE est étendu a celui des Equations Algébro Différentielles Hybrides (H-
DAE). La modélisation fait ainsi apparaitre des branches conditionnelles. On peut alors
introduire des variables logiques Y € {0;1} pour déterminer si une branche est active (1)
ou non (0), et donc le jeu d’équation du systéme & un instant donné. On appelle modes les
configurations possibles du systéme : un mode correspond & une valeur particuliére prise pour
les variables logiques. Suivant cette définition, un seul mode est actif & chaque instant.

Dans les notations ci-dessous, les variables logiques seront indifféremment définies par leur
représentation sous forme binaire ({0;1}) ou sous forme de booléen (V/F).

Définition (Disjonction) On appelle disjonction un ensemble de variables logiques mutuelle-
ment exclusives. Parmi elles exactement une des variables vaut 1, les autres 0. Une disjonction
D de ny termes Y est représentée par un ensemble d’entiers 1..ny codant pour chacun des
choix possibles. La relation correspondant a une disjonction est notée Y, Y? (VY sans
indice désignant le "OU EXCLUSIF") :

1l.ny

V Y ={(Y'VY?V... VY™) =1}

i€l.ny

Pour un systéme hybride, on peut ainsi dire qu’il existe une disjonction entre tous les modes
possibles car seul un mode est actif & chaque instant, c’est-a-dire une seule combinaison des
variables logiques parmi toutes celles possibles.

On s’intéresse maintenant & la fagon de représenter les modes. Dans les systémes hybrides que
nous étudions, les variables logiques correspondent souvent & 1’état d’un composant du sys-
téme. Les différents modes possibles peuvent ainsi soit étre définis en énumérant les différentes
combinaisons possibles des variables logiques, soit étre définis comme la réunion des modes
des différents composants. Ces deux formes sont respectivement appelées la forme normale
disjonctive et conjonctive.

Formes Normales Disjonctives (DNF) et Conjonctives (CNF) :
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Pour éclaircir ce propos, on donne ’exemple d’un systéme possédant deux composants indexés
par j € {1;2} ayant chacun deux états possibles : soit allumé (i = 1), soit éteint (i = 2). On
note Y% les variables logiques décrivant 1’activation de la branche "le composant j est dans
I’¢tat i". Le mode courant correspond donc & une valeur particuliére du vecteur des variables
logiques Y. Son ensemble de définition est constitué des n,, = 4 modes suivants :

Q(Y) — {(Yll, —|Y12’ Y21, —|Y22)’ (Yll, —|Y127 —|Y217 }/'22)7 (_|Y11, Y12, Y21, —|Y22)7

(.

~~
w3

(=YL YR Syl yE)y o (3.11)

(.

1 2

w w

g

wt

L’ensemble admissible pour les variables logiques est ainsi décrit par :

Cette forme est appelée forme normale disjonctive (DNF) [30]. Le mode actif, nommé m est
défini comme :
m(t)={i t.q "(Y;t)=1}

Cependant, il existe une autre fagon de considérer les modes : en regardant le systéme com-
posant par composant. Dans ce cas, il n’y aura plus une disjonction parmi tous les modes,
mais ng disjonctions :

Q) =Y vy Ay vy?®)

Cette seconde forme est nommée forme normale conjonctive (CNF). Dans la forme conjonc-
tive, plusieurs variables sont nécessaires pour décrire le mode courant, que I’on code comme
un vecteur m = (m1 ce My, d)T. Les composantes m; de ce vecteur correspondent a la
branche active de chaque disjonction j, ainsi :

mj(t) = {i € VD; = 1.ml, t.q. Y7i(t) =1} VjeTl.ng

Elimination de variables logiques : dans ’exemple présenté, chaque composant a seulement
deux états possibles, on a Y = Y2 et une de ces variable peut étre éliminée, mais nous
ne le faisons pas ici dans un souci de généralité (on pourrait par exemple considérer ici un
troisiéme état "en veille" pour les composants).

3.1.2.2 Traitement des singularités

Une modélisation hybride peut étre adoptée pour les composants d’un systéme pouvant
étre inactivés. Cependant, dans le cadre des systémes énergétiques, une telle modélisation
doit étre effectuée avec précaution : en effet, pour ces systémes, I'inactivation d’un composant
correspond souvent & la présence de puissance ou débit nuls dans la branche ou celui-ci se
trouve, ce qui peut amener a des singularités. Pour l'illustrer, on considére I’exemple simple
d’un échangeur de chaleur statique ou le flux W cété chaud est fixé. On suppose que la
température coté froid T,; est donnée et ’on recherche la température T, en sortie en fonction
du débit ¢.. Le liquide dans la branche froide vérifie :

W = QCcp(Tco - Tcz)
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On constate que cette équation est problématique pour les débits nuls :
Teo =Tei + W/(QCCp)

L’équation de conservation statique ne permet plus de déterminer 7,,. Ce probléme peut étre
résolu par ’ajout d’'un volume de controle dynamique en sortie de 1’échangeur, qui jouera
le role de "mémoire" pour Tg,, au prix d’une augmentation de la taille du systéme. Si ¢,
est un débit controlé, on peut également imposer un débit minimum ¢, > 0. Une troisiéme
approche consiste enfin a disposer de plusieurs modéles, un contenant cette branche et possé-
dant ¢. > ¢min comme entrée, 'autre ne contenant pas cette branche et non influencé par g..
Cette approche permet d’éviter les singularités, mais requiert que ’algorithme d’optimisation
combine les différents modéles. Nous ne retiendrons pas cette approche par la suite. Enfin,
comme évoqué dans le chapitre précédent, le cas des inversions de débit, qui peut induire des
discontinuités dans l’enthalpie nécessite aussi certaines régularisations, comme celles intro-
duites en 2.1.2.6.

Pour conclure, une attention particuliére doit ainsi étre portée dans la définition des équations
et contraintes afin d’éviter la présence de singularités dans les modéles d’optimisation.

3.1.2.3 Transitions dans les systémes hybrides
3.1.2.3.1 Types de transitions

Le passage d’'un mode au suivant est appelé transition. Il est possible de définir plusieurs
classes de transitions qui n’auront pas le méme impact sur les méthodes d’optimisation em-
ployées par la suite.

1. Les transitions explicites sont celles pour lesquelles 'instant de commutation est dé-
terminé de facon explicite. Par exemple, un composant se met en marche & un instant
connu.

2. Les transitions explicites commandées sont un cas particulier ot I'instant de commu-
tation est déterminé par une entrée commandée du systéme. Par exemple une vanne
commandée qui était fermée est ouverte.

3. Les transitions implicites dépendent de 1’état du systéme et ne peuvent résulter qu’im-
plicitement des commandes appliquées au systéme. On peut citer 'exemple d'un ther-
mostat déclenchant un chauffage lorsque la température T' < T,,, et I'arrétant lorsque
T > Tof f-

4. Les transitions stochastiques sont déclenchées & un instant de transition qui suit une loi
aléatoire. Par exemple un composant devient défectueux aprés un certain temps.

3.1.2.3.2 Fonction de transition

Une facon d’établir la transition d’'un mode au suivant est d’utiliser une fonction de
transition. Soit ¢®°(z, z,u,t) la fonction de transition du mode a an mode b. Supposons que
le mode a soit actif pour ¢ € [ty_1,tx] et que la transition de a & b ait lieu a Uinstant t.
Alors :

{¢a,b(¢“’b($(t),Z(t),U(t),t) >0 t€ [tp1,t] (3.12)

z(tr), 2(t), ulte), t) = 0
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L’instant de transition correspond & l'instant ou la fonction de transition s’annule. Les diffé-
rents types de transition présentés ci-dessus correspondent & différentes fonctions de transi-
tion :

Les fonctions de transition explicites sont de la forme

¢ (u(t), t)

Les fonctions de transitions explicites commandées sont de la forme

¢™ (u(t))

Les fonctions de transition implicites sont de la forme

6% (x(t), (1), u(t), 1)

Le cas des transitions stochastiques sort de notre cas d’étude déterministe.

Dans la méthode d’optimisation développée, on considérera uniquement le cas des transi-
tions explicites commandées, et 1’on supposera que les transitions implicites peuvent quant &
elles étre reformulées de fagon continue par lissage, un point qui a déja abordé pour les inver-
sions de débit. Des reformulations similaires pour un grand nombre de composants thermo-
hydrauliques sont par exemple données dans la librairie Modelica ThermoOpt détaillée dans
On doit donc introduire une commande pour déclencher les transitions. La commande intro-
duite est une commande logique codant le mode courant, que 1’on note par la suite w pour la
différentier des commandes continues u. On adopte pour w la Forme Normale Conjonctive :
en d’autres termes, cela suppose que le mode du systéme peut étre décrit comme la réunion
des modes des différents composants.

3.1.3 Probléme d’optimisation dynamique hybride

On formalise maintenant le probléme d’optimisation dynamique hybride que I’on cherche a
résoudre. Comme on s’intéresse aux systémes hybrides avec transitions commandées, le mode
actif fait partie des variables de décision au méme titre que les commandes continues u. Les
restrictions suivantes sont faites sur les DAE considérés :

Hypothése H2. La dimension des variables différentielles x et algébriques z est invariante.
De plus l’état x reste continu auz instants de transition.

Le point suivant introduit une séparation entre les équations du modéle valables pour
toutes les configurations, et les équations spécifiques a la configuration courante. Cela évite
la répétition des équations globales dans chaque terme de la disjonction. On suppose donc
que les variables différentielles x et algébriques z peuvent étre décomposées en plusieurs sous
ensembles : les variables "globales" décrites par des équations générales & tous les modes
notées x9, 29 et des variables décrites par les équations spécifiques & chaque disjonction a7,
23, o j fait référence a la j™¢ disjonction D;, j € l.ng. On utilise la notation \ pour
décrire le complément des variables d’un certain type. Ainsi, les variables spécifiques aux
modes 2™ et 2™ (non "globales") sont définies ™ = z\ 29 et 2™ = 2z \ 29. u(t) est le vecteur
des commandes continues. On introduit des commandes binaires w’!(t) € {0;1} i € D; qui
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indiquent si la branche 7 de la disjonction D; est active & I'instant ¢. La notation Y empruntée
a la programmation disjonctive [31] est un OU EXCLUSIF n-aire : les équations listées
sous w/? ne sont ajoutées au systéme que pour la variable valant w/?(t) = 1 . On considére les
systémes de la forme :

.’E(to =
2 = g9(a(t), (). u(t)) (DAEE)
0 > h(e(t), =(t),ult)
)
L | PO =000 -
L5 () = (at), 2(0) u(t))

Hypothése H3. Le systeme (DAEg-DAEm) est un DAE d’index au plus 1 pour tous les
modes.

Le probléme d’optimisation dynamique hybride consiste donc & déterminer sur un horizon
[to,tf] la séquence optimale d’activation des modes (i(t)), ainsi que les commandes continues
u(t) & appliquer au systéme, tout en respectant les contraintes hY, h]

(H)lin( : J =0(xz(ty)) + sz L(x,u)dt
w(t),w(t
s.C. (DAEg),(DAEm) (H-OCP)

Avec J une fonction scalaire, ® la fonction cott terminal, L la fonction coat intégral, z =

[ng' mT]T et z = [ng' mT]T On note cependant qu’il est toujours possible de se ramener

uniquement & un terme de M ?/er ou de Lagrange en introduisant un etat supplémentaire x 5

tel que %2 = L(z,u,t) , =0 [32]. En effet, J = ft (T, u,t) + dq’éf( Jdt =
z(ty)-

La dimension combinatoire de ce probléme a été réduite en considérant la forme conjonc-
tive plutot que disjonctive (il n’est pas nécessaire d’énumeérer toutes les combinaisons possibles
de w’? pour décrire le mode courant). Cependant, un autre aspect combinatoire provient de la,
dimension temporelle du probléme lorsqu’on cherche a le résoudre numériquement : une grille
temporelle de dimension finie est alors souvent utilisée pour définir les instants possibles de
commutation. Dans le cas ou toutes les transitions entre modes sont autorisées, le nombre de
séquences possibles sur une grille de n. éléments s'éleve ainsi a Ny = (ng )_; ni,)™. On note
aussi par ailleurs que la discrétisation temporelle retenue pour les aspects hybrides contraint
les instants de commutation du probléme.

3.2 Meéthodes directes en optimisation dynamique

Les paragraphes précédents ont présenté le probléme d’optimisation dynamique hybride
que 'on cherche & résoudre. Celui-ci différe du probléme d’optimisation dynamique introduit
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en 3.1.1 par I'ajout de commandes w/® qui n’ont pas valeur dans un sous ensemble de R
mais dans I’ensemble discret {0;1}. Pour cette raison, les conditions d’optimalité présentées
en 3.1.1.2 ne s’appliquent plus. Cependant, on verra dans les prochaines parties comment il
est possible de relaxer le probléme hybride afin de se ramener & un probléme d’optimisation
continu. On pourra alors employer des méthodes de résolution classiques pour le probléme
relaxé. Dans cette partie, on introduit la classe de méthodes numériques que 1’on utilise par
la suite pour la résolution du probléme de commande optimale : les méthodes dites directes.
Les méthodes directes procédent en discrétisant probléme d’optimisation avant sa résolution.
L’horizon est segmenté en n, éléments de durée Ty, = t, —t;_1 (eux méme contenant n. points
intermédiaires dans certaines méthodes). Les commandes sont discrétisées par projection sur
une base de fonctions, on parle de paramétrisation du vecteur de commande (Control Vector
Parametrization).

Dans les méthodes dites de tir direct, la fonction de commande est envoyée a un simu-
lateur, qui renvoie alors la trajectoire associée et les informations de sensibilité nécessaires a
I’optimiseur. On parle pour cela de méthodes séquentielles. En revanche, dans la méthode dite
de collocation, on se passe du simulateur en intégrant au probléme d’optimisation le schéma
d’intégration numérique des variables d’état. On parle pour cela de méthodes simultanées.

3.2.1 Choix de la paramétrisation (grille et base de fonctions)

Le choix de la grille et de la base de fonctions utilisées pour paramétrer les trajectoires

des commandes et des états a une grande influence sur les résultats des méthodes directes.
La paramétrisation utilisée dans le probléme discrétisé doit en effet laisser assez de degrés de
liberté pour permettre de reproduire la trajectoire optimale que I'on aurait obtenue pour le
probléme en dimension infinie. On commence donc par s’intéresser aux caractéristiques de ces
trajectoires de commande.
On nomme arc un intervalle de temps pendant lequel un certain jeu de contraintes est actif
(la deéfinition des contraintes actives est donnée en Annexe A). Une premiére remarque est
que la trajectoire optimale consiste en une succession d’arcs qui dépendent des contraintes
actives [33][34]. En effet, Pactivation d’une contrainte équivaut & ajouter une contrainte égalité
au probléme pendant une certaine durée, ce qui peut amener & des couplages entre variables
susceptibles de modifier I'index du systéme. Ainsi, le nombre de commandes libres du systéme,
c’est-a-dire de commandes non déterminées par une contrainte active, peut varier dans le
temps. On peut ainsi identifier quatre types d’arcs pour les commandes :

la commande est au maximum : u’ = u’,,4; (arc maximal)

~ la commande est au minimum : 4’ = u’,,;, (arc minimal)

— la commande est déterminée par une contrainte d’état active : u’ = u’, (arc contraint)

— la commande n’est pas saturée. L’optimisation recherche la stationnarité de I’'Hamilto-

nien, %—z‘ = 0 d’ott le nom de Sensitivity-seeking arc : u* = U seps (arc singulier)

Cette dépendance entre les contraintes sur les états et la commande est particuliérement
problématique dans le cas des méthodes séquentielles, mais moins dans le cas de la méthode
simultanées, car les états et les commandes sont discrétisées dans le méme probléme.

Par ailleurs, I'instant ot se produit le passage d’un arc au suivant doit pouvoir étre décelé
par la méthode d’optimisation retenue. Il existe par exemple dans certains cas particuliers des
contrdles optimaux dits bang-bang, ol la commande passe directement d’un arc minimal & un



3.2 Méthodes directes en optimisation dynamique 49

arc maximal. La grille de discrétisation utilisée doit alors permettre de localiser ces instants
de commutation.

Pour cela, une premiére méthode est d’utiliser une adaptation de la grille temporelle. L’idée
sous-jacente aux méthodes de raffinement de la grille de discrétisation est de détecter la
séquence des arcs sur I’horizon, ainsi que les instants de commutation entre ces arcs.

On appliquera dans cette thése un raisonnement similaire lors de la résolution du probléme
de commande optimale hybride : en effet, les trajectoires optimales des commandes binaires
wIi(t) peuvent en étre considérées une succession d’arcs minimaux (w’? = 0) et maximaux
(w’® = 1). Cependant, on résout en réalité un probléme relaxé ot w/i(t) € [0;1], il peut exister
des arcs ot la commande n’est pas saturée. Le raffinement de la grille temporelle pourra ainsi
étre utilisé pour localiser les instants de commutation dans ce cas. Cette méthode sera décrite
en 3.4.3.3.

3.2.2 Algorithme de tir simple direct (Single Shooting)

On présente maintenant la méthode d’optimisation directe la plus facile & implémenter :
la méthode de tir simple direct. Dans cette méthode, on recherche les commandes permettant
d’atteindre les conditions de stationnarité du Lagrangien rappelées en Annexe A pour le
probléme discrétisé. L’optimiseur définit une fonction de commande paramétrée u(p,t), que
le simulateur applique au systéme, ce qui permet d’évaluer la fonction objectif au temps final.
La sensibilité de la fonction objectif aux paramétres p de la commande, qu’il conviendra
d’évaluer numériquement ou par intégration de fonctions de sensibilité, est alors utilisée pour
remettre & jour la fonction de commande.

3.2.3 Algorithme de tir multiple direct (Direct Multiple Shooting)

La méthode de tir simple direct présente un inconvénient : la valeur finale de la fonc-
tion objectif est d’autant plus sensible aux variations des paramétres (de la commande) que
I’horizon de prédiction est long. Si le modéle est non linéaire, la fonction objectif peut avoir
une dépendance non linéaire forte aux parameétres de la commande u, ce qui peut ralentir
la convergence des algorithmes d’optimisation. La méthode de tir simple nécessite ainsi une
trés bonne initialisation. De plus, seuls les points initiaux et finaux sont accessibles pour
I'optimiseur, et il n’est pas possible de considérer des points intermédiaires lors de I’initiali-
sation. Pour réduire ces inconvénients, l'idée du tir multiple [35][36][37][13] est d’appliquer la
méthode de tir simple sur chacun des éléments de la grille temporelle plutét que sur tout 1’ho-
rizon de controle. On introduit pour cela des variables d’état locales si(t) sur chaque élément
(correspondant & xz(t) sur l'intervalle [t;_1,%x]) comme montré en Figure 3.1. La dépendance
de la fonction objectif & la commande sur chaque élément est ainsi moins non linéaire. Les
valeurs s de ’état au début de chaque élément sont traitées comme de nouvelles inconnues
et des équations de continuité sont ajoutées au probléme d’optimisation afin de garantir la
continuité de 1'état : si(tx) = sp'. On obtient ainsi un probleéme d’optimisation de taille
plus importante (on a ajouté ne * n, variables slg et autant de contraintes de continuité),
mais moins non linéaire. Un autre avantage de cette formulation est qu’elle rend le calcul
parallélisable, les n. simulations des trajectoires s; pouvant étre réalisées simultanément.
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FIGURE 3.1 — Algorithme de tir direct multiple

3.2.4 Meéthode de collocation

3.2.4.1 Notations utilisées pour les grilles temporelles

On présente maintenant plus en détail la méthode qui sert de support pour le déve-
loppement de l'algorithme d’optimisation dynamique hybride développé dans cette thése :
la méthode de collocation. L’intérét principal de la méthode de collocation est la prise en
compte des contraintes sur 1’état directement dans le probléme d’optimisation, et c’est pour
cela que nous I'avons retenue. Cette méthode fait appel & une discrétisation du probléme de
commande optimale décrite en 3.2.4.2. Dans un souci de clarté, on commence ici par redéfinir
les diverses fagons de représenter une méme grille temporelle de N éléments. On utilise pour
cela le méme nom mais des polices de caractére différentes :

— Une grille peut étre représentée par les instants qui limitent ses éléments. Ces grilles

contiennent N 4 1 termes et sont notées avec une police calligraphiée :

T ={to;.. .tk .. tng1 =t}

— Une grille peut étre représentée par la durée de ses éléments. Ces grilles contiennent N
termes et sont notées en lettres capitales :

TZ{Tl;...;Tk;...TN}, avec Tnztn—tn_l

— Une grille peut étre donnée comme un sous-ensemble d’une autre grille. Ce type de
grille peut par exemple étre utilisé si une commande constante par morceaux n’est
pas autorisée a varier & tous les pas de temps. La grille § de M < N termes et définie
comme un sous-ensembles de 7 peut ainsi étre représentée comme un vecteur contenant
les indices des instants communs aux deux grilles. Ces grilles d’indices sont notées en
gras :
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s={s;,l€l.M}, avecs €l.N+1 (3.13)

Dans le cas ou la grille S couvre 1’horizon [to,tf], on aura ainsi s1 =0et sy = N +1
car le dernier instant ¢y a pour indice N + 1 dans la grille support 7.

3.2.4.2 Discrétisation du probléme de commande optimale

Dans la méthode de collocation, en plus d’utiliser une paramétrisation du vecteur de
commande, les trajectoires des états sont approchées sur chaque élément par un polynoéme.
Le schéma d’intégration numérique, qui permet d’obtenir les trajectoires d’état en fonction des
évaluations de la dérivée des états en certains points, est ici inclus directement sous forme de
contraintes dans le probléme d’optimisation [38]. On peut ainsi montrer que les méthodes de
collocation implémentent sous forme de contraintes dans le NLP un schéma d’intégration de
Runge Kutta implicite [39]. L’appel & un simulateur pour fournir les trajectoires d’état n’est
alors plus nécessaire. Le probléme d’optimisation obtenu est un probléme de plus grande taille
mais présente une structure qui peut étre exploitée pour résoudre le probléme efficacement.
Dans la méthode de collocation locale, I'horizon est scindé en n. éléments. Les limites des
éléments définissent la grille temporelle

To = {to,t1,.. ., tn, =ts}

Chacun de ces éléments peut avoir une longueur Ty = ty — t_1 différente, le changement
en variables locales suivant est introduit afin de pouvoir se généraliser sur tous les éléments :

t5(r) =ty + Tyr, 7€ [0,1],Vk € T.ne

Au sein de chaque élément, on définit n. points de passage nommés points de collocation.
On suppose que le nombre de points de collocation n. ainsi que leurs positions 7. au sein
de chaque élément sont identiques dans tous les éléments. Les coordonnées en temps local
des points d’interpolation sont (7, T, Txe) pour les états et leurs dérivées, (7., zx.) pour les
variables algébriques et (7.,uf,.) pour les entrées continues. Certaines entrées peuvent étre
maintenues constantes sur un élément, on les note u® (entrées bloquées). Leurs coordonnées
sont (7c,u?,Ve € 0.n.). La méthode de collocation assure que la dynamique du systéme
est respectée ponctuellement aux points de collocation par l'ajout de contraintes d’égalité
reliant les variables que 1’on vient d’introduire. La grille temporelle définissant les instants de
collocation est définie comme :

Ti={tio="to.t1,1,t12,- - tine - > tnene—1s tnene =t}

On illustre en Figure 3.2 les grilles 7Tg, 71, ainsi qu’une grille S C 7y, que l'on représente aussi
sous forme d’un tableau d’indices s. La méthode de collocation est ainsi une transcription du
systeme original sous forme d’un probléme NLP de dimension finie. Le vecteur des variables
d’optimisation est ici

VNrLp = (Tk, Thes They Zkes uzc, uﬁ) ke [1..ne] ,C € [O.JLC] (3.14)

Cependant, on utilisera la plupart du temps une grille temporelle fixée par l'utilisateur (ce
qui ne veut pas nécessairement dire que tous les éléments ont la méme longueur). Dans ce cas,
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FIGURE 3.2 — Intervalles de temps utilisés dans les méthodes directes

les T}, seront retirés de Vyrp. On note VjéL p ce nouveau vecteur. Grace a ces vecteurs, les
équations de la dynamique aux points de collocation, les contraintes de continuité de 1’état
entre deux éléments consécutifs, ainsi que le schéma d’intégration numérique, peuvent alors
facilement étre intégrés comme des contraintes dans le probléme NLP.
Choiz des instants de collocation
Les instants des points de collocation 7. ne font pas partie des variables d’optimisation car
en les choisissant d’une certaine maniére (points de Gauss, de Radau ou de Lobatto), il est
possible d’obtenir une précision optimale, ou certaines propriétés utiles. Afin d’expliquer les
propriétés des points de Gauss, Radau et Lobatto, on rappelle que les schémas d’intégration
numérique de Runge Kutta consistent & approcher la solution exacte de I’équation différen-
tielle, donnée par :
7
2(t) = 2(tey) + / it (3.15)
lg—1

par la formule de quadrature suivante sur chaque élément

Nec
x(ty) = x(tg—1) + Tk Z Wedxge, avec drge = T(tg—1 + Tx7e) (3.16)
c=1

Ou dxp. est défini par :

— dxpe = f(xpe, [uzc,uﬂ) dans le cas d’'une ODE ou d’un DAE d’index au plus un

— la solution de la fonction implicite F/(2pc, dZpe, Zke, [Uf,., uZ]) = 0 dans le cas d’'un DAE

implicite

Dans la méthode de collocation, les trajectoires de I’état et de sa dérivée sont supposées étre
des polynomes P(t) = z(t) et Py(t) = &(t) qui vérifient dl;—l(ft) = P,(t) aux points de collocation.
Par la suite, on utilise la notation "tilde" pour le polyndéme représentant la trajectoire d’une
variable (Z pour les états, Z pour les variables algébriques, etc). Comme lintégrale d’un

polynéme peut étre calculée de fagon analytique, le choix des points de collocation et des
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pondérations w,. peut ainsi étre fait de telle sorte & maximiser la précision de la quadrature
(3.16). L’intégrale sera méme exacte si la trajectoire réelle & est un polynoéme de degré au
plus N, avec N = 2xn, — 1 pour les points de Radau et N = 2% n, pour les points de Gauss.

On utilise par la suite les points dits de Radau car ces points ont la propriété intéres-
sante de définir un instant de collocation a la fin de chaque élément : 7,,, = 1, ce qui permet
d’écrire simplement les contraintes de continuité de 1’état entre deux éléments consécutifs et
les contraintes ou colits terminaux.

Modélisation des dérivées & :
Il est & noter que selon les implémentations, dzy. peut étre soit traité comme une variable
d’optimisation, soit calculé (et dans ce cas éliminé du vecteur Vyrp). Les variables dxg.
peuvent en effet étre calculées d’aprés le polynéme Z(t), en supposant que dx n’est autre que
la dérivée du polynéme Z, ou aussi étre définies comme n, * ne * n. variables du probléme
d’optimisation. Dans ce cas, il faudra également ajouter au probléme les contraintes

d (t)
dt

d.%'kc =
tkc

L’intérét de cette formulation est que des contraintes ou pénalisations sur Z. peuvent étre
introduites dans le probléme d’optimisation, pour limiter les variations brusques de I’état par
exemple.
Représentation des variables continues :

Les polynomes utilisés pour approcher la trajectoire d’une variable ¢ sur un élément k peuvent
se représenter de plusieurs fagons. On retiendra ici la formulation sous forme de polyndmes
de Lagrange : (;(7) (3.17). Les polynomes représentés sous la forme de Lagrange présentent
en effet un intérét pratique : ils sont paramétrés par la valeur des points de passage (j ;, ce
qui permet d’utiliser de facon directe les variables définies précédemment.

Nek

G = D Geli(r)
eo= I —=

Te— T
pEls..nc]\c ¢ p

(3.17)

On justifie maintenant 'utilisation de 'indice de départ s dans 'expression (3.17), qui
correspond & l'indice du premier point utilisé dans les polynémes de Lagrange. On a vu que
I'intégrale de & était exacte avec les points de Radau pour des polynémes jusqu’a un degré
N = 2x%n,— 1. Comme le polynéme P, représentant la trajectoire de & est de degré n. — 1,
le polynome P représentant la trajectoire de x peut étre choisi de degré n. sans perte de
précision [38], ce qui autorise I’ajout d’un point d’interpolation supplémentaire pour celui-ci.
Le choix est fait ici d’ajouter ce point d’interpolation au début de chaque élément, aux instants
tro (correspondant & 79 = 0 en variables locales). Il sera ainsi aisé d’écrire la continuité des
variables d’état = entre deux éléments consécutifs. Dans (3.17), on a ainsi s = 0 pour les états,
mais s = 1 pour les dérivées dr. Comme par ailleurs on n’impose pas la continuité entre deux
éléments pour les commandes u et les variables algébriques z, il n’est pas nécessaire d’avoir
un point d’interpolation a 7 = 0; on choisit alors s = 1 pour ces variables.
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Remarque La continuité des trajectoires entre deux éléments ne s’applique qu’aux états.
Les variables algébriques z, les commandes u et les valeurs des dérivées dx peuvent étre
discontinues & la frontiére de deux éléments. Le polynéme représentant la trajectoire de x
doit ainsi avoir un degré de liberté supplémentaire pour garantir la continuité. C’est pour
cela que dans la formule 3.18, un point & 79 = 0 est ajouté pour les états, et que la somme
impliquée dans le polynome de Lagrange (3.17) commence & s = 0 pour x et & s = 1 pour u
et z et dx.

Pour simplifier la notation, seul un cott terminal J = ®(x(t;)) est considéré ici. On
rappelle ici qu’il est toujours possible de ramener un critére de Bolza sous cette forme comme
évoqué en 3.1.3.

mvinJ = ®(Tn.ne,,)  S-C

0 = g(Tkes Zhe, [Ue uZ], Te) Equations algébriques
J G
dxpe = T Zxkcﬁg(n) Equations de collocation
k c=0
Azie = [(Thes Zhe, [Ufe, uz], Te) Equations dynamiques (3.15)
Th0 = Th—1,ncy Equations de continuité
0 > hi(Zkes Zkes Uke) Contraintes inégalité
Z Lke T
dx dx dx .
=1 < kel < [ ™ Contraintes de bornes
Z Zke z
u Ukc U

Une implémentation de la méthode de collocation est présente dans le logiciel d’optimi-
sation JModelica [40], et utilise le logiciel CasADi pour I'obtention de dérivées symboliques
[24]. Les développements proposés ici ont été réalisés avec JModelica et sont des extensions
de cette implémentation.

3.3 Meéthodes pour les problémes MINLP

Le probléme d’optimisation dynamique hybride (H-OCP) fait intervenir des variables
continues et des variables logiques. Dans la partie précédente, on a montré comment un
probléme d’optimisation dynamique peut étre transformé en un programme non linéaire &
laide des méthodes directes (tir, tir multiple, collocation). Le couplage de ces deux aspects
résulte en un probléme de dimension finie mélant variables continues x € R™ et logiques
y € {0; 1} faisant partie de la classe Mized Integer Nonlinear Programming, abrégé MINLP
(on fait la remarque que dans cette partie x et y font référence aux variables continues et
logiques et non plus aux états et sorties définies précédemment). Dans le probléme considéré,
les variables y; sont utilisées pour représenter le mode courant ou l’état d’activation d’un
composant. Certaines contraintes ne sont ainsi ajoutées au probléme que lorsque la variable
y; correspondante vaut 1. On s’intéresse donc au probléme MINLP suivant :
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min - J(z,y)
s.C. G(z,y) <0
H(z,y)=0 (3.19)
. yl
H'(z,y) =0

La propriété "Un seul mode actif a chaque instant" que ’on a appelée disjonction est notée Y
et peut étre modélisée par 'utilisation de la propriété SOS1 (empruntée & la programmation
linéaire en nombres entiers) :

Définition (Proprié¢té SOS1 Special Ordered Set 1, SOS1) Les variables logiques y1, ..., n,
vérifient la propriété SOS1 si

Ty
Y yi=1, y {01} Vielmn, (3.20)
=1

On présente ici certaines des méthodes pouvant étre employées pour résoudre les problémes
MINLP du type (3.19). La plupart d’entre elles s’appuient sur des problémes relaxés :

Définition (Probléme relaxé) On appelle probléme relaxé un probléme qui admet les solu-
tions du probléme initial comme un cas particulier. Dans le cas des problémes MINLP (3.19),
des problémes relaxés peuvent étre obtenus en remplacant des contraintes y* € {0;1} par
y' €[0,1]

3.3.1 Décomposition continu/logique, algorithmes Branch & Bound

L’algorithme Branch & Bound est inspiré de la PLNE, et peut sous certaines conditions
étre étendu au cas non linéaire. On suppose pour l'instant que le probléme est non linéaire
mais convexe (la convexité était garantie dans le cas linéaire), puis on montre les modifications
nécessaires dans le cas non convexe. Dans la version originale de I’algorithme Branch & Bound,
la partie logique du probléme est représentée par un arbre de décision 2-aire (c’est a dire
composé de neeuds ayant chacun deux branches filles), ou chaque nceud représente une variable
binaire ' et ses deux branches filles le cas y* = 0 et y* = 1. Il y a donc au plus N = 2™
nceuds dans Parbre (ce nombre peut étre restreint par les contraintes logiques). On donne
I’exemple d’un systéme pouvant étre dans une des trois configurations montrées en Figure
3.3, chacune de ces configurations étant définie sur R? par G;(x1,z2) < 0. La construction de
I’arbre correspondant est montré sur la droite. Comme la disjonction contraint les variables
logiques a étre mutuellement exclusives, cet arbre n’a que 3 nceuds terminaux (et non pas
23 = 8).

Des problémes relaxés (NLP) peuvent alors étre construits en parcourant les branches de
I’arbre jusqu’a un nceud k, c’est-a-dire en fixant certaines des variables y; soit a 0, soit a 1
et en utilisant la relaxation [0, 1] pour les autres. Par abus de notation, les variables 3 de
ys fixées & 1 sont notées y', celles fixées & 0 —y’. On note JYm* 1 valeur optimale de la
fonction objectif pour le probléme original et J;fl’* la valeur de la fonction objectif pour le
probléme relaxé courant. La valeur de 'optimum lorsque toutes les variables binaires sont
fixées a 0 ou 1, correspondant a un vecteur Y; € {0; 1}N , c’est-a-dire lorsqu’on a atteint un
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FIGURE 3.3 — Algorithme de Branch & Bound sur une disjonction de 3 modes

nceud terminal k& dans 'arbre de décision, est notée J¥*. On a supposé pour I'instant que les
contraintes du probléme relaxé sont convexes, ce qui garantit que ces minima sont globaux.
Dans I'algorithme Branch & Bound, on recherche des bornes inférieures et supérieures Jy,ip
et Jpae pour JU™* . Les propriétés suivantes sont utilisées, en conservant a chaque fois en

, . . * * 4 : ) .
mémoire les meilleures bornes J . et J; .. trouvées jusqu’alors :

- J,I;m’* est une solution faisable mais pas forcément optimale pour le probléme initial car
elle correspond a un choix arbitraire des variables logiques. Pour cette raison, .J binx <
J,gm’* donne une borne supérieure Jy,qr = J** pour la fonction objectif.

— Les problémes relaxés vérifient J7¢0* < Jbm* - Jreb* fournit ainsi une borne inférieure
Jmin pour la fonction objectif.

— Si le probléme relaxé fournit une solution binaire pour les variables relaxées y,., alors
cette solution fournit une borne supérieure Jy,qp = J .

— Sile probléme relaxé est infaisable, alors le choix des variables y s fixées n’est pas faisable,
et toutes les branches sous ce sous-arbre peuvent étre éliminées.

— Si le probléme relaxé sur un sous arbre donne une valeur de ’objectif moins bonne que
la meilleure borne supérieure (J"¢* > J* ) alors le sous-arbre peut étre écarté des
recherches.

Dans la version de l'algorithme Branch & Bound proposée par [41] le probléme entiérement
relaxé est résolu, puis l'on fixe de fagon récursive des noeuds (branch). Pour chaque nouveau
noeud y fixé, deux problémes relaxés sont créés correspondant a la branche 0 et 1. Cepen-
dant, comme les problémes relaxés doivent fournir des bornes inférieures de ’objectif, il est
important que ceux-ci soient des minima globaux. Dans le cas non linéaire, cela peut étre fait
en convexifiant le probléme relaxé :

— On surestime le domaine des contraintes par un ensemble convexe (ensemble gris sur la

Figure 3.3)

— On crée un sous-estimateur convexe pour la fonction objectif

Le parcours de 'arbre se poursuit ensuite en éliminant si besoin des sous-arbres comme
décrit précédemment, jusqu’a atteindre un nceud terminal, ou obtenir une solution relaxée
entiére. Ces deux cas fournissent en effet une borne supérieure J,,q,. L’algorithme s’arréte

lorsque la différence entre J;,,,. et J .. est sous une tolérance définie par I'utilisateur.
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Des améliorations du Branch & Bound dans le cas non linéaire ont été proposées, on ci-
tera notamment ’algorithme Logic Based Outer Approzimation initialement proposé par [42]
et raffiné dans [30] puis [43], et dont 'application premiére est ’optimisation structurelle de
procédés. Dans cette méthode, une superstructure du procédé permettant d’obtenir toutes
les configurations possibles est créée. Le modéle est donc potentiellement de grande taille.
L’idée principale de I’algorithme est alors de réduire la dimension des problémes relaxés en
ne conservant que les composants correspondant au choix des variables logiques données par
le probléme maitre (c’est de la que vient 'appellation Logic Based). Les problémes relaxés
sont ainsi des problémes réduits. Une méthode nommeée Outer Approzimation (OA) est alors
employée pour convexifier ces problémes réduits.

3.3.2 Reformulations continues

Une autre approche consiste & reformuler les contraintes logiques a 1’aide de variables
continues. Dans cette approche, les variables binaires sont relaxées, le plus souvent par y €
[0, 1]. L’utilisation de contraintes spécifiques ou de pénalisation de la fonction objectif permet
par la suite de respecter le caractére binaire des solutions. Ce type d’approche permet d’éviter
I’aspect combinatoire des précédentes méthodes et la résolution d’un grand nombre de sous-
problémes mais peut engendrer des difficultés numériques lors de la résolution du probléme.
Il convient de faire la distinction entre les deux types de contraintes suivants qui nécessitent
un traitement différent :

— La convexification des contraintes spécifiques aux modes, qui donne une surestimation

de I’ensemble admissible

— La reformulation continue des contraintes disjonctives de type SOS1

3.3.2.1 Reformulation continue des contraintes spécifiques aux modes

La modélisation hybride peut étre utilisée pour modéliser des contraintes spécifiques a
chaque mode. Certaines contraintes G*(x) < 0 ne seront ainsi activées que lorsque la variable
logique y® correspondante sera active. On peut alors faire appel & une des reformulations
continues suivantes, qui fournissent une définition exacte des contraintes spécifiques au mode
actif dans les cas limites ol toutes les variables sont binaires.

— Par multiplication binaire :
Ty
Y'Gi(z) <0, Vielm, > y=1 (3.21)
=1
— Par la méthode Big-M :
Ny
Glo)y <MY o, Y u=1 (3.22)
I#i =1

M est ici une constante suffissamment grande pour que G*(x) < M soit toujours vérifiée.
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— Par Penveloppe convexe du domaine des contraintes [31]. On introduit ici n,, vecteurs
v >0 et 0 tels que :

Zyz =1, 0 — Z .
i=1 i=1
i (3.23)
yle(;,t) <0

Ces méthodes peuvent également s’appliquer aux contraintes égalité, dans le cas de la méthode
Big-M en reformulant les contraintes égalité comme deux inégalités. En pratique, on peut
étre amenés a utiliser des relaxations de ces formulations : dans ce cas, les y* ne sont plus
des variables binaires mais définies par y* € [0, 1]. Dans ce cas relaxé, toutes les formulations
ne sont alors plus équivalentes : I’enveloppe convexe donne la relaxation la plus resserrée de
I’ensemble admissible mais est plus compliquée & mettre en pratique que la méthode Big-M,
notamment car les contraintes doivent étre reformulées avec les nouvelles variables 1. Par
ailleurs, une régularisation doit étre utilisée pour la troisiéme contrainte de (3.23) (division
par 0). Enfin, la multiplication binaire doit étre elle aussi régularisée pour pouvoir étre traitée
numeériquement, la facon la plus simple étant d’introduire une variable € > 0 (que I'on peut
fixer ou minimiser) :
y'Gi(z) < e

Ces relaxations seront utilisées pour reformuler les contraintes spécifiques aux modes du
probléme de commande optimale hybride H-OCP et seront détaillées pour ce cas spécifique
en partie 3.4.1.4.

3.3.2.2 Traitement des disjonctions par I’ajout de contraintes continues

On a vu pour linstant la reformulation des contraintes continues spécifiques & chaque

mode. Cependant, les problémes hybrides peuvent aussi faire intervenir des contraintes sur
les variables logiques 7 elles mémes. Dans notre cas, on supposera que les disjonctions sont
les seules contraintes de ce type.
Afin de reformuler de facon continue les contraintes de disjonction, on utilise des fonctions
auxiliaires ® qui ont la particularité de s’annuler pour tous les points admissibles. En rempla-
cant les contraintes logiques par des contraintes du type ®(y) = 0 le probléme peut alors étre
résolu sur les variables relaxées. Cependant, le domaine admissible décrit par une disjonction
est disjoint et avec un intérieur vide. Or ce type de contrainte, connu sous le nom de contraintes
de complémentarité pose typiquement des problémes aux algorithmes d’optimisation comme
nous allons le voir ci-dessous.

Définition Un probléme de complémentarité (MPCC, Mathematical Problem with Comple-
mentarity Constraints) contenant m,. contraintes de complémentarité est décrit par le jeu de
contraintes suivant :

On I'abrégera parfois en C(z) L C§.
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L’approche la plus directe pour reformuler une disjonction de facon continue est sous
forme du probléme MPCC suivant :

d =1 (3.24a)

’iEDj
Yty = 0 Vi € D; (3.24b)
0 <yl (3.24c)

Cependant, cette formulation est peu souhaitable car elle enfreint la plupart des critéres
de qualification des contraintes en chaque point admissible comme détaillé ci-dessous. Or la
qualification des contraintes est un pré-requis pour le succes des algorithmes que nous allons
utiliser.

Qualification des contraintes pour les probléemes MPCC :

Le critéere LICQ défini en Annexe A est un des critéres de qualification des contraintes qui
garantit que les conditions KKT sont des conditions nécessaires d’optimalité. C’est un critére
assez restrictif mais facile & tester (test sur le rang du gradient des contraintes actives). On
montre ici que la formulation (3.24) viole le critere LICQ en tout point admissible. Tout
d’abord, la condition SOS1 garantit qu’au moins une des conditions y* > 0 ou 32 > 0 est
vérifice. Supposons que ce soit y!. En raison de la complémentarité, les contraintes actives
incluent y? = 0 et y'y? = 0. Les lignes correspondantes dans le gradient des contraintes
actives sont ainsi linéairement dépendantes :

0 yly? _ yP=0 ¢yt ... 0
oyt y2, X) \ v 0 1 ... 0

Le méme probléme s’observe lorsque 1’on utilise la méthode de multiplication binaire décrite
précédemment : le critére LICQ est mis en défaut en chaque point qui vérifie 4° = 0, hpi(z) =0
[44]. De plus, cette formulation est problématique pour les algorithmes de points intérieurs
tels qu'IPOPT [45], qui nécessitent d’étre initialisés avec une solution admissible strictement &
I'intérieur du domaine des contraintes. Or ici toute solution admissible n’est pas intérieure au
domaine des contraintes : en effet, une solution admissible implique que pour au moins un des
i, y* = 0. On montre également que le critére MFCQ (présenté en Annexe A), moins restrictif,
est également enfreint en tout point admissible [46]. La reformulation continue des contraintes
de complémentarité sous la forme (3.24) semble ainsi inappropriée pour ce type d’algorithme
qui est malheureusement celui que nous allons utiliser par la suite. Une premiére solution pour
contrer ce probléme est d’utiliser des algorithmes adaptés & ce type de problémes. On peut
notamment citer IPOPT-C [47], une version modifiée I’IPOPT, qui utilise une régularisation
des contraintes de complémentarité : les contraintes de complémentarité sont ainsi relaxées
a I'aide d’'un paramétre ¢ et durcies & chaque itération (p est ici le parameétre de la fonction
barriére de l'algorithme) :

yiyl =0 est relaxé par y'y' < O, p le parameétre de barriére, u — 0 et 6 > 0
Des variables d’écart sont ensuite ajoutées sur cette nouvelle formulation :
yigh + el =6, &l >0

Cela permet de traiter la contrainte de complémentarité relaxée sans les problémes préci-
tés, et a la limite u = 0, la condition de complémentarité est respectée.
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Traitement de la complémentarité par les fonctions NCP
Une alternative a l'utilisation des contraintes (3.24) utilise les fonctions dites NCP (Nonlinear
Complementarity Problem), qui sont des applications ¢nycp : R? — R possédant la propriété
suivante :

oncop(z,y) =02 >0,y > 0,2y =0 (3.25)

Une fonction NCP connue est la fonction de Fischer Burmeister définie par

¢rB = (x +y) — Va2 + 3?2 (3.26)

Cette fonction a certaines propriétés intéressantes en optimisation. Elle est notamment
différentiable partout sauf en (0,0) (qui n’est par ailleurs pas un point admissible dans le cas
d’une disjonction)

o 2z

Vors = | Vv (3.27)

2y

Une disjonction Y w’ peut ainsi se reformuler en utilisant des fonctions NCP comme

i€l.ng
suggéré par [48] :
Tpp W) W' | =0 (3.28)
J#i

Nw
> w1 (3.29)

k=1
Wk >0 Vk € T.n, (3.30)

La présence de variables logiques est ainsi remplacée par ’ajout de contraintes égalité non
linéaires, qui ajoutent des non-convexités au probléme. Ces non convexités sont souvent pro-
blématiques lors de la résolution du probléme, méme si cet inconvénient peut étre tempéré

en utilisant une relaxation pour la contrainte 3.28 :®rp (wi, > wj> < u™  avec p™ une
J#

constante que 'on fait décroitre & chaque itération n de I’optimisation.

Une autre alternative est d’utiliser des fonctions NCP régularisées comme celles décrites dans

[46]. L utilisation de la fonction suivante garantit par exemple une convergence vers des points

M-stationnaires (définis en Annexe A) :

N (a—t)(b—1) sa+b=>21
Px(a,bst) = { —%((a — )2+ (b—1t)?) ,sinon

Ou t > 0 est un paramétre que l'on fait tendre progressivement vers 0. Cette fonction
peut ainsi étre utilisée pour représenter une disjonction en ajoutant au probléme continu
la contrainte :

i 3 wi,ij;t =0, Viel.ng,
J#i
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3.3.2.3 Traitement des disjonctions par pénalisation

Afin d’éviter les difficultés induites par la complémentarité, une autre approche est de re-
laxer la contrainte de complémentarité mais de pénaliser toute déviation [419],[50]. Le probléme
d’optimisation devient :

min J(z) + pe (3.31)
t.q.Gi(2)Gy(z) < € (3.32)
€e>0, Gi(x)>0, Gax)>0, Vie][l.m] (3.33)

La convergence est alors garantie pour p suffisamment grand. Comme tous les Gﬁ (x) et

G2 ()" sont positifs, il est également possible de remplacer (3.32) par la formulation aggrégée
suivante (produit scalaire) :

Gi(z)Ga(x) <e (3.34)

Il est également possible de définir € comme une constante et non comme une variable d’op-
timisation. La méthode la plus courante est de résoudre le probléme (3.31-3.33) de maniére
itérative en réduisant progressivement la valeur de e.

Le domaine décrit est non convexe mais n’est plus disjoint, ce qui autorise a nouveau
I'utilisation d’algorithmes de points intérieurs.

Dans la pratique, ces méthodes se sont révélées trés sensibles a l'initialisation. Pour cette
raison, elles n’ont pas été retenues dans la méthode d’optimisation développée. Celle-ci utilise
néanmoins certains des aspects présentés dans cette partie :

— On forme un probléme relaxé qui utilise les convexifications décrites en 3.3.2.1.

— Branch & Bound : la résolution alterne entre la résolution du probléme relaxé et d’un
probléme ot I’on fixe les variables logiques jusqu’a ce que ’écart entre les deux solutions
passe en dessous d’un seuil.

Le respect des contraintes de disjonction est en revanche traité d’une maniére qui n’a pas
encore été abordée. Dans la solution proposée, les trajectoires des commandes binaires sont
construites d’apres le résultat du probléme relaxé a 1’aide d’'une méthode spécifique que 1'on
présente en 3.4.2.

3.4 Deéveloppement d’'une méthode d’optimisation dynamique
hybride

Dans cette partie, on présente une extension de la méthode de collocation au probléeme
d’optimisation dynamique pour les systémes hybrides avec transitions explicites décrit en
(H-OCP). La solution proposée combine les méthodes d’optimisation dynamique et les mé-
thodes MINLP présentées dans les deux parties précédentes. Le probléme de commande op-
timale initial de dimension infinie est tout d’abord discrétisé dans le temps, et en particulier
les trajectoires des entrées logiques w(t). Le probléme discrétisé ainsi obtenu est un probléme
MINLP, mais qui a la particularité de représenter une dimension temporelle. Cette particula-
rité peut étre exploitée a 'aide de techniques de résolution spécialisée. On peut ainsi identifier
trois grands types de méthodes pour le traitement des aspects logiques dans le probléme de
commande optimale.



62 Optimisation dynamique pour les systémes hybrides

La premiére approche utilise une décomposition continu/logique du probléme. La résolution
fait appel & deux problémes hiérarchisés : un probléme "maitre" optimise les variables logiques,
puis des sous-problémes de commande optimale continus sont résolus avec la trajectoire des
variables logiques fixées. C’est une approche similaire & celle utilisée dans les algorithmes
Branch & Bound ou Outer Approximation. Ici, les variables logiques du probléme repré-
sentent 1’état des composants sur chaque élément.La difficulté de I'utilisation de ce type de
méthodes pour 'optimisation dynamique est liée & sa nature combinatoire : le nombre de
séquences de commutations possible croit exponentiellement avec le nombre d’éléments de
la grille de discrétisation. Pour pallier cet inconvénient [31] suggére de ne considérer qu’un
nombre restreint de séquences probables en utilisant la programmation disjonctive [51][52].
Cependant cette phase de modélisation est trés spécifique au probléme considéré.

Pour éviter cet aspect combinatoire, une seconde approche passe par la reformulation

continue des aspects disjonctifs comme évoqué en 3.3.2.2. L’ajout de contraintes continues
au probléme relaxé remplace les contraintes logiques du probléme initial, et notamment les
disjonctions qui déterminent le mode courant. Une approche par pénalisation, ot ’on durcit
progressivement la pénalité sur le caractére non binaire des variables logiques peut aussi étre
envisagée, comme mentionné en 3.3.2.3. Le probléme a résoudre est ainsi ramené & un simple
NLP, mais cette formulation améne les mémes problémes numériques que ceux évoqués en
3.3.2.2 : elle ajoute des non linéarités fortes dans les contraintes ou la fonction objectif qui
rendent le probléme trés sensible & 'initialisation des variables. Cette approche a été expéri-
mentée mais donnait des résultats non satisfaisants méme pour des cas simples et n’a pas été
retenue par la suite.
La troisiéme est une méthode qui prend en compte la dimension temporelle de ce probléme
MINLP. Son principe est de construire les trajectoires des variables logiques d’aprés les tra-
jectoires relaxées de ces mémes variables. Cette derniére approche a été retenue dans la thése
pour ses performances numériques et les garanties théoriques de la méthode employée. Son
fondement s’appuie sur des résultats initialement présentés par [53] pour les systémes com-
mutés a deux modes : soit les trajectoires des variables logiques obtenues sur le probléme
relaxé sont déja des solutions du probléme hybride (solutions de type Bang Bang ou les com-
mandes relaxées "sautent" entre 0 et 1), ou soit les variables relaxées prennent une valeur
intermédiaire, mais il est dans ce cas possible de construire sur cette grille temporelle une
trajectoire binaire sous-optimale telle que la différence entre les deux trajectoires résultantes
soit bornée. La méthode utilisée dans cette thése introduite par [54] et présentée en 3.4.2
permet de minimiser cette borne.

On formule maintenant les exigences pour la méthode de résolution numérique du pro-
bléme de commande optimale hybride auxquelles la méthode développée devra répondre.

— La méthode doit fournir des trajectoires binaires pour les entrées logiques

— La solution du probléme discrétisé doit étre admissible pour le probléme réel en temps
continu. En particulier, les contraintes doivent étre respectées en dehors des instants de
discrétisation. Cette exigence implique que la granularité de la discrétisation doit étre
assez fine pour obtenir la précision requise pour les trajectoires calculées (par rapport
aux trajectoires réelles).

— Les instants de commutation optimaux doivent pouvoir étre localisés. Il est important
de noter a ce stade que la discrétisation temporelle choisie influence le nombre et les
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instants de commutations possibles pour le systéme. La grille temporelle doit ainsi
pouvoir étre adaptée par la méthode d’optimisation.
Afin de mieux appréhender les concepts développés dans la suite de ce chapitre, on présente
a titre introductif les résultats obtenus par la méthode itérative d’optimisation dynamique
hybride sur un exemple simple : loscillateur de Van Der Pol (VDP), régi par les équations
suivantes :

i1 = (1—23)z] — 20+ u

Ty =11
J = e (2% + 23 + u?)
x1(to) =0, x2(to) =1, J(to) =0
0<u<0,75

Avec 1, x2 les états du systéme, u la commande, p; un parameétre et J(ts) la fonction

objectif visant & amener le systéme en (x4, us) = ((0,0),0). Les deux graphes sur la Figure
3.4 montrent de haut en bas les trajectoires des états xq et z9, de la commande u et de la
fonction objectif J & la premiére et a la derniére itération (3) de la méthode proposée. La grille
temporelle courante est matérialisée par les traits verticaux. L’optimisation est initialement
réalisée sur une grille temporelle & grosse maille (figure du haut). Les trajectoires des sorties
prédites par la méhtode de collocation sont en trait pointillé. Le systéme est ensuite simulé
avec les trajectoires de commande optimales données par la méthode de collocation (trait
plein pour les sorties). On constate qu’en raison de la discrétisation trop grossiére utilisée, les
trajectoires simulées du systéme s’écartent de celles prédites par 'optimisation. Afin d’obtenir
une bonne cohérence entre ces deux trajectoires, la grille est alors raffinée aux endroits ou la
précision de la méthode de collocation est insuffisante. L’erreur est ici calculée d’aprés une
méthode qui sera présentée au paragraphe 3.4.3.1 On constate sur le deuxiéme graphe de la
Figure 3.4 que le raffinement de la grille d’optimisation a permis d’améliorer la stabilisation
de loscillateur tout en conservant un nombre de pas de temps adapté (ce qui permet de
restreindre la taille du probléme discrétisé sans altérer la précision des solutions).
Dans le cas des systémes hybrides, la grille est également raffinée dans un autre but : celui de
détecter les instants de commutation. La méthode d’optimisation proposée alterne entre la
résolution de problémes relaxés ot w(t) € [0,1] et de problémes ou les trajectoires w(t) sont
fixées et binaires (w(t) € {0;1}), en raffinant a chaque étape la grille temporelle. Pour illustrer
la méthode d’optimisation sur un systéme hybride, on introduit une contrainte hybride dans
I’oscillateur de Van der Pol : on considére que I’entrée u présente désormais une bande morte et
ne peut pas étre activée en dessous d’un seuil u,, = 0, 1. L’activation de u est ainsi modélisée
par I'ajout d’une variable logique ON telle que :

u €10,1;0,75] ,ON =1
u =0 ,ON =0

Les résultats de la méthode aprés 8 itérations sont présentés dans la Figure 3.5. La trajec-
toire de la variable binaire ON est insérée sur le quatriéme graphique. Sur le graphiques 4, la
trajectoire de la commande logique ON (trait plein bleu) est construite d’apres la trajectoire
relaxée de cette variable (trait pointillé vert). Sur les autres graphiques, les trajectoires en
trait pointillé vert représentent l'optimisation sur le probléme relaxé et celles en trait bleu
continu l'optimisation sur le probléme ou l’on a fixé la trajectoire de la variable ON. On
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VDP_Opt - Iter. 1 - ne = 10 - Obj. : [opt = 36.966, simu_opt = 37.359] - error mode = err_F scaled , eps loc. max = 8.758e-03, eps glo. max = 1.918e-01
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FIGURE 3.4 — Optimisation dynamique de l'oscillateur de VDP - Itération 1 et 3

constate que la grille n’est pas raffinée de maniére homogeéne. L’entrée u est activée au début
de I’horizon (de 0 & 4s), puis briévement aprés 8s. Autour de cet instant, on remarque que la
trajectoire relaxée pour ON n’est pas & 0 ni 1. Le raffinement de la grille permet de localiser
précisément l'instant d’activation de I’entrée u, et d’obtenir une fonction objectif similaire sur
le probléme hybride (24.510) et le probléme relaxé (24.468).

Comme on a pu le constater dans ces deux exemples introductifs, la méthode développée fait
intervenir les aspects suivants :

— La mise en forme des modéles hybrides et la reformulation des contraintes hybrides
selon un formalisme particulier. Cette partie sera détaillée en 3.4.1.

— La génération de trajectoires binaires d’aprés des trajectoires relaxées pour les entrées
logiques telles que la variable ON. Cette partie est développée en 3.4.2.

— Le calcul de l'erreur sur la grille d’optimisation que l'on présente en 3.4.3.1.
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FIGURE 3.5 — Optimisation dynamique de I'oscillateur de VDP hybride - Itération 8

— L’adaptation itérative de cette grille en fonction de l'erreur et de la trajectoire des
variables logiques relaxées. Cette partie est détaillée en 3.4.3.3.
On présentera enfin en 3.4.5 certaines améliorations de la méthode afin de pouvoir prendre
en compte des cotits de transition, ainsi que des durées minimales pour chacun des modes.

3.4.1 Reformulations continues des problémes dynamiques hybrides

Dans cette partie, on présente une méthode pour mettre les systémes (DAEg-DAEm)
sous une forme adaptée & la méthode d’optimisation proposée. Les modéles obtenus sont des
modéles continus relaxés, qui sont affines en la commande w. Cette mise en forme des modéles
fait appel & :

— Une représentation spécifique des commandes logiques w et continues u

— Une reformulation des équations dynamiques spécifiques aux modes dans (DAEm)

— Une reformulation des contraintes spécifiques aux modes dans (DAEm). On s’attachera

en particulier aux contraintes représentant une plage de fonctionnement en marche.

La reformulation continue des aspects disjonctifs évoquée en 3.3.2.2 n’est pas utilisée ici.
A la place, on propose d’utiliser une heuristique nommeée Sum Up Rounding permettant
de construire a posteriori des trajectoires pour les variables binaires tout en respectant les
contraintes de disjonction, et ce d’aprés les trajectoires du probléme relaxé.

Par ailleurs, la modélisation des fonctions de transition n’est pas nécessaire dans notre cas : en
effet, on a fait 'hypothése que les transitions implicites étaient reformulées de fagon continue
par lissage, et ’on n’a formulé aucune restriction sur les transitions explicites commandées.

3.4.1.1 Modélisation des modes

On retient la modélisation du systéme hybride sous la forme normale conjonctive, o le
mode courant est la réunion des modes de chaque composant, plutét qu’un unique mode défini
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a I’échelle du systéme. Les raisons pour cela sont les suivantes :

— La forme disjonctive demande au modélisateur d’énumérer les différentes combinaisons
valables des variables logiques. Cela ne va pas dans le sens d’une modélisation orientée
objet, ol les propriétés d’ensemble du systéme sont générées automatiquement par
assemblage de composants élémentaires.

— La forme CNF permet également de définir plus facilement les contraintes spécifiques &
létat de fonctionnement d’un composant (par exemple un débit minimal si le composant
est actif). En effet, dans le cas de la forme disjonctive, ces contraintes devraient étre
dupliquées pour chacun des modes ou le composant est actif.

Le modele contient un nombre ny de disjonctions notées Dj, j € 1..ng, ayant chacune un
nombre nf, de termes. Des variables logiques wi’(t) € {0;1} sont introduites pour décrire
I’activation de la branche ¢ de la disjonction j. Cependant, dans le cas n, = (codant par
exemple les états ON/OFF), on se limite & I'introduction d’une variable w?(t), Pautre terme
pouvant se déduire par 1 — w’(t). On appelle disjonction binaire cette premiére catégorie de
disjonction ot nf, = 2. Les disjonctions avec nf, > 2 sont quant & elles nommées disjonctions
SOS1, et utilisent les variables logiques & deux indices w’é(¢). On note que I’élimination d'une
variable serait également possible pour ce type de disjonction en utilisant la propriété SOS1
(3.35¢), mais induit une formulation plus compliquée des contraintes spécifiques a chaque
mode.

Le mode actif du systéme a l'instant ¢ est décrit par un vecteur m(t) de longueur ngy. Comme
celui-ci est maintenu constant sur chaque élément, on note my, sa valeur sur le pas de temps
k. Les composantes mj, de ce vecteur décrivent la branche active de la disjonction j. Dans
le cas des disjonctions binaires on a ainsi mi; = wi, et dans le cas des disjonctions SOS1
mi =1 t.q. w{: =1.

Durées minimales : Dans les systémes énergétiques, il est trés fréquent que la durée des modes
d’'un composant soit contrainte (temps minimum de marche, d’arrét, etc.). Les méthodes
développées doivent donc tenter de prendre en compte ce facteur. On peut considérer deux
fagons de modéliser les durées minimales :

— On considére une durée minimale par disjonction, valable pour tous les termes de la
disjonction (durée minimale ON égale & la durée minimale OFF)

— On considére une durée minimale pour chacun des termes de la disjonction (durée
minimale de marche différente de la durée minimale d’arrét). Cette deuxiéme option
est plus réaliste mais présente une implémentation beaucoup plus compliquée dans la
méthode proposée. Pour cette raison, on se limitera a la premiére formulation.

L’interface avec ’algorithme d’optimisation et le modéle contient ainsi les éléments suivants :

— Une liste de ng termes contenant les noms des variables w’® ou w? des différentes dis-
jonctions '

~ Une liste des durées minimales 77 . de chaque disjonction

Par ailleurs, le respect des durées minimales rend nécessaire la prise en compte des modes actifs
dans chaque disjonction au début de I'horizon d’optimisation. Ainsi, aucune commutation ne
doit étre autorisée pour la disjonction j tant que le mode courant n’est pas actif depuis une
durée au moins égale & Tfnm On a ainsi besoin de connaitre pour chaque disjonction j :

~ Le mode mb. = m? (ty ) actif dans chaque disjonction avant le début de I’horizon

— La durée T, g}e depuis laquelle les modes m/ ont été activés avant le début de I’horizon

A titre d’exemple voici les informations D;, Tgu-n, m{,re et Tg}e communiquées a ’algorithme
d’optimisation pour un modeéle contenant 3 disjonctions (2 disjonctions binaires et une dis-
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jonction SOS1), de durées minimales différentes :
([(W"),10s,1, 5s], [(w*!, w??, w?), 25, 3, 25], [(w7), 5s, 0, Ts])

A D’état initial, le systéme est ainsi dans le mode m = (1 3 O)T. La commutation n’est pas
permise dés 'instant initial pour la premiére disjonction car le mode 1 n’est actif que depuis
5 s alors que la durée minimale est de 10 s.

3.4.1.2 Modélisation des entrées
3.4.1.2.1 La notion d’entrée bloquée

On utilisera par la suite des entrées dites bloquées, c’est-a-dire des entrées constantes par
morceaux maintenues (bloquées) 4 une méme valeur sur un ou plusieurs éléments consécutifs,
comme évoqué en 3.2.4.2. Dans le cadre du MPC, les entrées bloquées sont souvent utilisées
pour réduire la dimension du vecteur de commande tout en maintenant un horizon de prédic-
tion suffisamment long (par exemple on peut considérer que les entrées varient uniquement
sur les premiers pas de temps, ou qu’elles ne sont autorisées a varier qu’a certains instants).
Les instants ot u est autorisé & varier sont donnés par leurs indices dans la grille de collocation
To. Cette liste d’indices est définie comme

b, = {bl XS 1..nbu}
Elle correspond aux instants

Bu:{tOStb1§---§tbz§---Stbnbu}

3.4.1.2.2 Modélisation des commandes logiques

Comme évoqué précédemment, la discrétisation retenue pour les variables doit étre & méme
de représenter les trajectoires optimales du probléme OCP initial, qui est de dimension infinie.
Les trajectoires des variables binaires sont composées d’arcs ot elles prennent les valeurs 0 ou
1; pour cette raison, des fonctions constantes par morceaux sont utilisées pour les modéliser.
Avec ni le nombre maximal d’arcs pour la disjonction Dj, on note &7 = {s1,...,8,,,, =t}
la grille des n) + 1 instants de commutation possibles (méme si les commutations a t; ne
sont pas considérées). Dans la méthode de collocation, I'implémentation est simplifiée si ’on
suppose que les commutations ne sont possibles qu’a la frontiére des éléments. Les S7 sont
donc des sous-ensembles de la grille 7y et peuvent étre caractérisées pour chaque entrée par
une liste d’indices b,,. On note que comme les entrées binaires sont constantes sur chaque
élément, il n’est pas nécessaire d’indexer ici les points de collocation. Ainsi wii est la valeur
de w’'(t) sur le segment T, : Wi(t) = wii, Vt € [th—1,tk), Vi € Dj.

On note S = s; — 5,1, Vf € T..ny, la durée des éléments des grilles S7. Ils correspondent
4 la durée minimale possible pour chaque mode. Idéalement, la discrétisation retenue pour
les entrées binaires doit permettre de localiser les instants de commutation optimaux. Deux
approches sont alors possibles :

— on peut traiter la grille 7y comme une variable d’optimisation. Dans la pratique, ce sont

les durées T} des éléments qui sont introduites comme n, nouvelles variables. Cette
approche a 'avantage de considérer les instants de commutation directement dans le
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probléme d’optimisation. En revanche, la retranscription des équations de collocation
avec ces nouvelles variables introduit certaines non linéarités qui n’existaient pas dans
le cas d’une grille fixée, rendant la résolution du probléme plus complexe.

— on peut adapter la grille de facon itérative et a posterior: afin de localiser les com-
mutations. On conserve dans ce cas pour chaque probléme une retranscription sur une
grille fixée, mais plusieurs itérations peuvent étre requises pour localiser l'instant de
transition optimal.

On notera que pour ces deux approches le nombre maximal de commutations reste limité par
le nombre de pas de temps de la grille, méme si 'on ne peut pas savoir a prior: le nombre
optimal de commutations du probléme en dimension infinie.

Un autre aspect concerne le respect des durées minimales de chaque mode. La fagon la plus
simple pour le garantir est de choisir S; = T7 . . Cette solution n’est pas trés satisfaisante
car elle contraint les instants de commutation a étre également répartis. Il est donc plus
intéressant de garantir Sli > T7 . mais en localisant le début de chaque arc. On présentera
deux méthodes permettant de garantir cette contrainte lors de la construction des trajectoires
binaires. Ces deux méthodes implémentent des stratégies différentes pour localiser les instants

de commutation au pas le plus fin dont nous disposons, en 'occurrence la grille Tp.

3.4.1.2.3 Modélisation des entrées continues

Dans la méthode de collocation, les entrées continues u(t) peuvent étre modélisées de

plusieurs facons. Comme ce choix est laissé & 1'utilisateur, on présente ici ces différentes re-
présentations.
Entrées polynomiales par morceaur : La premiére option est d’utiliser les mémes points de
collocation que pour les états et variables algébriques. A la différence des états cependant, les
entrées peuvent étre discontinues a la jonction de deux éléments. Les entrées sont ainsi des
fonctions polynomiales par morceaux de degré n, — 1 sur chaque élément.

Continuité des entrées : Parfois, il est cependant souhaitable de maintenir la continuité
de u. Une méthode couramment employée est d’introduire dans le probléme la commande
du = 1. u est alors éliminée des entrées et devient un état du systéme. Cette méthode pré-
sente d’autres avantages : l'introduction explicite de du comme nouvelle variable dans le
probléme d’optimisation permet d’ajouter une pénalité sur ce terme dans la fonction objectif,
ou de le restreindre & un certain domaine. Ces deux manipulations ont tendance & limiter les
variations brusques de la commande qui ne sont pas souhaitées en général.

Entrées constantes par morceauz : Une troisiéme option pour la modélisation des entrées
est d’utiliser les facteurs bloquants, ce qui permet d’obtenir des fonctions constantes par mor-
ceaux.

Entrées affines continues : Enfin, la derniére approche, qui méle les deux précédentes,
permet d’obtenir une commande continue affine par morceaux. Les facteurs bloquants sont
utilisés sur la commande du nouvellement introduite afin d’obtenir du constant sur chaque
élément et par conséquent u affine. Les commandes affines par morceaux présentent un grand
intérét pratique : elles garantissent le respect des contraintes de bornes sur w sur tout I’hori-
zon. En effet, un probléme souvent rencontré lorsque 1'on utilise les polyndémes de Lagrange
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pour modéliser les entrées est la nature oscillatoire des trajectoires interpolées, qui peuvent
amener a des violations des contraintes de bornes en dehors des points de collocation. Les
entrées affines par morceaux semblent ainsi un bon compromis entre un nombre de degrés de
liberté suffisant et des trajectoires moins susceptibles d’osciller ou de violer des contraintes. La
modélisation des entrées affines par morceaux est la suivante : @ = du sur la grille By, = 7o
ot la commande est autorisée & changer.

3.4.1.3 Formulation convexe des DAE

On cherche maintenant & disposer d’un modéle adapté pour 'optimisation par la méthode
de collocation, c’est-a-dire un modéle continu soumis a des contraintes continues elles aussi.
Pour cela, on présente une méthode pour relaxer le systéme hybride initial. Les modifications
a apporter au modeéle concernent les équations et contraintes spécifiques aux modes. On se
place dans le cadre des systémes modélisés par (DAEg)-(DAEm). Ce probléme hybride peut
étre embarqué dans un méme modéle & l'aide de la formulation suivante, parfois nommée
Outer Convezification ou Embedding.

i = Z wﬁfg(:ﬂ,zg,u) (3.35a)
iEDj

2= Z wjigg(:c,z,u) (3.35b)
iEDj

Z Wi=1, 0<w’?<1, Vjel.ng (3.35¢)

iEDj

Avec D; = 1nZJ Une reformulation continue est possible en relaxant les commandes binaires
wIi(t) € {0;1} (selon les méthodes, cette relaxation se fera sur U'intervalle [0, 1], ou [0, 0o[). Le
modele obtenu a ce stade est alors un DAE sous forme de modéle d’état (ODE) pouvant étre
traité par la méthode de collocation. Il reste néanmoins a reformuler les contraintes spécifiques
aux modes.

Dans la suite de ce chapitre on utilisera parfois la notation plus précise z(t) = x(xq, u,w;t)
et z(t) = z(xo, u,w;t) pour les trajectoires de x et z correspondant a l'intégration du systéme

(3.35) pour les entrées [u(t), w(t)], avec w(t) = {wii(t), j € T.ngie l.nl}

3.4.1.4 Reformulation des contraintes de plage de fonctionnement

On présente ici la reformulation des contraintes spécifiques aux modes pour un cas parti-
culier qui se retrouve fréquemment dans les systémes énergétiques : les contraintes de plage
de fonctionnement en marche. Autrement dit, un composant peut étre soit éteint, soit ma-
neeuvré entre un minimum et un maximum technique. On suppose que les composants en
question sont commandables et que 1’état (allumé/éteint) est une variable de décision. Une
telle hypothese s’intégre facilement avec une description du mode sous forme CNF (ou une
variable logique w peut coder I’état d’'un composant). La contrainte originale est la suivante :

u =0 ,w=20
u €wul ,w=1
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La premiére formulation est la méthode Big-M décrite en (3.22) :

0 <u<wu (3.36)
u—1u < (1—-w)M (3.37)
w € [0, 1] (3.38)

Avec M > u. Cependant, dans la pratique, la reformulation Big-M semble tomber faci-
lement dans des minima locaux. On propose donc la formulation suivante : On propose de
relaxer ce type de contrainte en introduisant deux commandes : une commande continue ,,yq
et une commande logique w. La commande w est modélisée comme une entrée constante par
morceaux. La commande u,,,q peut étre polynomiale, affine ou constante par morceaux. La
commande u réellement appliquée au systéme devient une variable algébrique :

U = UmodW, Umod € [w;T],w € [0,1] (3.39)

Avec cette formulation, la valeur de u,;,,g n’a pas d'impact sur la solution tant que w = 0.

3.4.2 Meéthode Sum Up Rounding

On a vu jusqu’alors comment transformer le modéle hybride (DAEg-DAEm) sous une
forme convexifiée (3.35), en introduisant des commandes binaires w codant les modes com-
mandés, et en reformulant de facon continue les modes soumis a des transitions implicites. En
relaxant les commandes w par w € [0, 1], le modeéle obtenu est un modele continu et différen-
tiable, sur lequel on peut résoudre le probléme de commande optimale (ici avec la méthode de
collocation). Cependant, en raison de la relaxation de la contrainte w € {0; 1}, il est possible
que les trajectoires calculées lors de 'optimisation ne soient pas des trajectoires du systéme
hybride initial. On propose donc une phase de restauration permettant de générer des tra-
jectoires binaires pour les commandes w, en s’appuyant sur une méthode nommée Sum Up
Rounding, initialement présentée dans [54]. On commence par revenir sur certains résultats
théoriques justifiant ’emploi de cette méthode.

3.4.2.1 Génération de trajectoires binaires

Dans [53] apparait un résultat important pour les systémes commutés & deux modes
relaxés selon (3.35). Le systéme original (commuté) est donné par :

&(t) = fu(e(t), ut),  w(t) € {0;1} (3.40)
Le systéme relaxé (embedded) :
#(t) = (1 —w(®) fo(x(t), ult)) + w(t) fr(z(t), u(t), w(t)€[0,1] (3.41)

Proposition 3.2. [53] L’ensemble des trajectoires du systéme commuté (3.40) est dense dans
l'ensemble des trajectoires du systeme (3.41).

Deux cas se présentent alors : soit le probléme relaxé (3.35) admet une solution binaire
pour w, la trajectoire obtenue est alors aussi solution du systéme commuté, soit il existe
des intervalles ot w €]0, 1] et d’aprés la Proposition 3.2 il est possible de construire une
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trajectoire sous-optimale admissible pour le systéme commuté arbitrairement proche de la
solution relaxée. Ce résultat est par la suite généralisé aux systémes a n, modes dans [55].
Par extension a notre cas, les trajectoires du systéme hybride (DAEg)-(DAEm) sont denses
dans I’ensemble des trajectoires du systéme DAE convexifié (3.35). Il reste maintenant a
déterminer la fagon de construire cette trajectoire sous-optimale admissible pour le systéme
commuté.

La méthode Sum Up Rounding (SUR) proposée par [54][56] est une méthode permettant de
générer sur une grille temporelle une trajectoire binaire

Whin, - [to,tf] — {0; 1}”“’
d’aprés une trajectoire relaxée
Wrel - [to,tf] — [0, 1]”"”

La méthode s’applique aux systémes hybrides convexifiés selon (3.35). On commence par
introduire un premier résultat sur I’évolution d’un systéme (3.35) lorsqu’on lui applique les
meémes entrées continues @ mais deux entrées binaires w,(t) et wy(t) différentes. Soient donc

xa(t) = xa(xo,ﬂ,,wa; t) et xb(t) = .T,'b(.%'(),ﬁ,&)b; t)

les deux trajectoires d’état correspondantes, qui satisfont :

ta(t) = wa(t) f(za(t), ult))
ap(t) = wp(t) f (wa(t), u(t))

Hypothése H4. On fait les hypothéses suivantes :
~wa @I <1, (@) <1
— f est Lipschitz en x : ||f(x,a) — f(y,0)||co < Lz||z — ylloo (voir Anneze B)
— f et sa dérivée sont bornées :

il <y |[HE2] <c
— Les trajectoires w, et wy vérifient Vt € [to, tf] :
t t
/ (W (T) —wp(T)] dr|| = jga;( / {wé(T) - WZ(T)] dr| <e (3.42)
to 00 to

La derniére hypothése sera vérifiée par construction comme détaillé ensuite. Le théoréme
3.3 de [56] donne une borne sur 'écart entre les trajectoires x4 () et z(t) :

Théoréme 3.3. ([50]) Sous les hypothéses (H/), Uerreur entre les trajectoires x, et xj est
bornée par

za(t) = 26(t)l oo < (2a(0) = 2(0)lloo + (M + Ct)e) e, Vit € [to, ]

Ou, si l'on considére que x4(0) = x3(0)

2 (t) — 2p(t)]|00 < €5*1(M + Ct)e
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La démonstration se fait en utilisant un cas particulier du Lemme de Gronwall introduit
en Annexe B. Comme l'on peut le constater, I’écart maximal entre les trajectoires z,(t) et
xp(t) dépend linéairement de la borne € introduite en (3.42).

Un cas particulier du Théoréme 3.4 est le suivant : wy < wye € [0;1] et wp < wpi, € {051}
(admissible pour le systéme hybride). Partant de ce constat, et étant donnée une trajectoire
relaxée wy.e;, on peut chercher & construire une trajectoire binaire wpy;, qui minimise ’intégrale
(3.42) (et donc la borne €), et par conséquent minimise aussi la borne sur I’écart entre les
trajectoires des états x,.o et xp;, correspondantes.

On a vu par ailleurs que la forme de Bolza de la fonction objectif peut toujours se mettre
sous forme x s (t¢) avec dg—t*’ = ®(x(t))+ Cette stratégie est I’essence méme de la méthode Sum
Up Rounding. Deux versions de cette méthode sont données, la premiére dans le cas ou les
composantes de w vérifient la propriété SOS1 (3.35¢), la deuxiéme sans cette restriction.

Pour le cas des disjonctions de type binaire, la méthode SUR, originale est donnée dans
I’Algorithme 4 et illustrée en Figure 3.6. La trajectoire de la variable relaxée w,; est repré-
sentée sur la ligne du haut. Sur la ligne du bas, on présente le déroulement de 1’algorithme
sur les 4 premiers pas de temps pour produire la trajectoire wy;,. L’algorithme SUR consiste
a comparer 'intégrale de la solution relaxée jusqu’au pas de temps t;,1 (aire grise) avec l'in-
tégrale de la solution binaire jusqu’a l'instant t; (aire noire) afin de définir progressivement la
valeur wy;p 1 de wpiy pour le pas de temps k (trait plein noir sur la deuxiéme ligne). wpip i, est
ainsi fixé a 1 sur le pas k si la différence entre les deux intégrales est supérieure a 0,57, & 0
sinon. Cette stratégie permet de minimiser la différence entre les aires grises et noires comme
mentionné dans le Théoréme 3.4. Un autre algorithme et une version similaire de ce théoreme
sont également donnés pour les disjonctions SOSI.

Algorithme 4 Sum Up Rounding binaire

Entrées: Grille W,¢; = [wre i), durée des éléments Ty, : T' = [T}, ¢ € l.ny,k € 1.n,
Pour k=1 a n. Faire

k k—1
Q. < Z Wrel,nTn - Z Wbm,nTn
n=1 n=1
Whin,k «— 1Si qk > 0, 5Tk Sinon 0
Fin Pour

Retourner Wy, = [Whink), k€ 1l.n

Théoreme 3.4. ([56]) Si wrer : [to,tf] = [0,1] est une fonction mesurable et wyy, : [to, tf] —
{0;1} est construit selon I’Algorithme J, alors

ty
/ Whin (t) — wyrer(t)dt| < 0,5max T,

to 1..ne

Dans le cas ou w(t) est un vecteur, la méthode SUR est appliquée a chacune des compo-
santes w'(t) et 'on remplace la valeur absolue de l'intégrale par la norme infinie.

3.4.2.2 Meéthode SUR sur une grille bloquée

La méthode SUR décrite précédemment autorise la commutation & tous les instants de la
grille. Or comme mentionné précédemment, certains modes peuvent avoir des contraintes
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FIGURE 3.6 — Tllustration de la méthode SUR sur une disjonction binaire

de durées minimales. On propose donc ici une version adaptée de la méthode Sum Up
Rounding. La modification par rapport a [54| concerne la restriction des instants de com-
mutation possibles & ceux d’une grille S7 C Ty spécifique & chaque disjonction j : &7 =
{ter, - otsys - sl pen = tr}, 1€ 1l.ng[j]. Dans cette theése, on propose une méthode per-
mettant de créer ces grilles de facon séquentielle afin de localiser les commutations sur la
grille la plus fine dont on dispose (7j) et de garantir la durée minimale T},,;, des modes sans
toutefois imposer & 'avance une grille de commutation & la maille de T}y;,.

Plusieurs des grilles temporelles définies en 3.2.4.1 vont étre utilisées : la grille des éléments
To, celle de leur durée T, ainsi que des grilles d’indices s correspondant aux indices de certains
instant ¢ de Tp. Les grilles sont représentées sous forme de tableaux, avec les indices entre
crochets. Les indices suivants sont utilisés :

— k € 1..n, : les éléments de la grille de collocation 7o

— j € 1..ng : les disjonctions du systéme

— 1 € 1.ny[j] : les termes de la disjonction j
I € 1.n4[j] : les éléments S7 des grilles de commutation

Pour simplifier les notations dans les algorithmes, on introduit maintenant la fonction
indice(condition,var) qui retourne le premier indice de la grille vérifiant la condition en faisant
varier la variable var.

Dans la méthode SUR, les wéin’k sont définis séquentiellement de la facon suivante : sur
chaque pas de temps [tx,tx11], I'algorithme évalue pour chaque mode la valeur de (3.42)
attendue si on ne le sélectionne pas sur cet intervalle, c’est-a4-dire 'augmentation de € cor-
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respondante sur ce pas de temps. Cette dégradation est calculée par les variables auxiliaires
;.- On sélectionne alors le mode correspondant & la plus grande valeur g;.. Si une ambiguité
existe entre deux modes, priorité est donnée au mode ayant le plus petit index k.

Algorithme 5 Sum Up Rounding sur une grille de commutation

Entrées: Grille W, = [Wj"el,k]v durées des éléments Ty : T' = [Tx|, @ € l.ny, k € L.ng,
grille de commutation s[s;],l € 1..ns , mode initial wy & &
1: Wink < 0, Vke Tne
D Whin,k < Wo, Vk € H

N

3: Pour f=1 a ng Faire
) S Si-1 -
4 gl > WernTn — > WhinnTns Vi e 1l.ng
. n=1 n=1
5. Sing, > 1 alors '
6: m < indice(q), > qi. Vj #1,1)
7: wgl'ln,k‘ +— 1, Vkes s
8:  Sinon
9: ngk- +~— 18Si qi > 0,57 Sinon 0, Vk € 5;..5;11
10: Fin Si

11: Fin Pour
12: Retourner Wi, = [w;,, .|, Vk € 1l.n,

3.4.3 Raffinement de la grille

On propose ici un algorithme de raffinement de la grille temporelle ayant deux objectifs.
Le premier est la localisation des instants optimaux des commutations, celles-ci n’étant per-
mises qu’a la jonction de deux éléments. On a ainsi S7 C Ty, Vj € 1..ng. Le second est de
garantir la précision de la méthode de collocation, du fait que les trajectoires des variables
X (t) = [#(t),#(t), 2(t)] calculées par la méthode ne sont que des approximations polynomiales
des trajectoires réelles X (t) = [x(t),z(t), z(t)], obtenues pour la méme trajectoire de com-
mande optimale @(t). La précision de X () dépend ainsi du nombre d’éléments et de points
de collocation choisis, qui & leur tour influent sur la dimension du probléme. Enfin, il existe
souvent un compromis entre la proximité de la solution du probléme original et relaxé et un
nombre élevé de commutations. Dans le cas des systémes énergétiques, les commutations fré-
quentes sont souvent peu souhaitables. Pour pallier ce probléme, une solution est d’imposer
pour chaque entrée logique une durée minimale pour chaque mode et donc une certaine "gra-
nularité" des grilles de commutation S7 utilisées. Le prix a payer est un écart potentiellement
plus important entre les trajectoires binaires et relaxées (donc également un écart plus grand
entre J.¢ et Jy,) comme suggéré par le Théoréme 3.4.

La difficulté posée ici est due a la quantification des instants de commutation possibles
imposée par la grille 7y, et le fait que celle-ci doive étre utilisée comme support pour toutes
les disjonctions j, qui n’ont a priori aucune raison de partager les mémes instants de commu-
tation. On a fait le choix ici de raffiner la grille temporelle en adaptant uniquement le nombre
et la durée des éléments, c’est-a-dire en modifiant la grille 75. On aurait pu également adapter
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la grille de collocation 77, en ajustant le nombre de points de collocation au sein de chaque
élément. Ajouter des points de collocation sur un élément permet en effet d’accroitre I'ordre
de la méthode d’intégration et d’améliorer localement la précision aux endroits nécessaires.
Cependant, I'implémentation actuelle de la méthode de collocation dans JModelica impose
un nombre de points de collocation similaire sur tous les éléments. L’adaptation du nombre
de points de collocation n’est donc pas considérée pour l'instant.

La premiére étape est maintenant de quantifier I’erreur due & la méthode de collocation, avant
d’exposer la stratégie mise en place pour la controler.

3.4.3.1 Estimation de I’erreur de la méthode de collocation

Deux notions sont importantes pour quantifier la précision de la méthode de colloca-
tion, que l'on apparente & une méthode d’intégration numérique & un pas : ’erreur locale,
et 'erreur globale. L’erreur globale tout d’abord correspond simplement & ’erreur entre la
trajectoire réelle et simulée. C’est celle qui nous intéresse en pratique. On note XT(t) =
[ZT(t), 27 (t), 27 (t)] les trajectoires obtenues par optimisation et X (t) = [z(t), &(t), z(t)] celles
obtenues par simulation avec la trajectoire de commande optimale %(t). En supposant que les
trajectoires X (t) et X (t) sont correctement normalisées, on peut retenir la définition suivante
pour l'erreur globale sur un élément £ :

By = f ‘X(t) —X(t)|at (3.43)

Cette mesure de ’erreur n’est pas vraiment adaptée pour arbitrer le raffinement de la

grille car elle ne tient pas compte du fait que 'erreur tend & s’accumuler au cours du temps.
Le raffinement de la grille est ainsi susceptible de diviser inutilement la grille en fin d’horizon
alors qu’il aurait parfois été nécessaire de le faire avant que la tolérance sur ’erreur globale
ne soit dépassée. On s’intéresse donc a une autre mesure de l'erreur : I’erreur locale.
Pour les méthodes d’intégration numérique a un pas, 'erreur locale sur un élément correspond
a lerreur d’intégration sur un pas, partant des mémes conditions initiales Xj. Or comme
mentionné précédemment, les trajectoires X et X different, et ne partagent pas les mémes
valeurs aux instants ¢, : la condition X (t;;) = X (t) = X, n’est alors pas vérifiée. On introduit
donc sur chaque pas de temps k une trajectoire estimée Xk ayant pour condition initiale
Xk=X . pour servir de référence au calcul de I'erreur locale. Deux choix sont alors possibles
pour linitialisation des X* : on peut soit poser X, = X*(t;,) = X(tx), soit X} = X*(t,) =
X (tg)- On retiendra la deuxiéme solution, c’est-a-dire que le résultat issu de la méthode de
collocation nous donne les valeurs d’initialisation pour les trajectoires estimées Xk, Lerreur
globale peut alors étre vue comme ’accumulation des erreurs locales et leur propagation a
travers le systéme simulé. On propose maintenant deux fagons de définir 'erreur locale.

Erreur locale sur les variables :

La premiére méthode est basée sur ’erreur par rapport a X* et est calculée comme suit :
on initialise ’état estimé d’aprés le résultat d’optimisation Xk(tk) = X(tk), puis on simule le
systéme sur un pas avec la trajectoire %, en utilisant une tolérance trés faible. L’erreur locale
peut alors étre définie sur la grille 7y comme :
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er = le(tesn)]lo s avec e(t) = XF(t) — X(t) (3.44)

On peut aussi considérer la forme intégrale suivante.
ty
e = / le(t)|dt (3.45)
k—1 00

Cependant, les trajectoires X* obtenues par simulation ne sont données que par un ensemble
discret de points. Il est donc nécessaire de les interpoler dans un premier temps afin d’obtenir
ces trajectoires comme une fonction continue X*(t) et pouvoir évaluer I'intégrale.

Erreur locale sur la dynamique :

Dans la deuxiéme méthode, on évalue plutot le respect de la dynamique le long de la
trajectoire calculée. Dans I'implémentation de la méthode de collocation de JModelica, le
DAE est considéré sous forme implicite (DAEi), et le respect de cette équation n’est garanti
qu’aux points de collocation .. :

F(X(tkc), ﬂ(tkc)) = F(xkc, Thes Zke ukc) =0, Vke€l.necée€l.n, (346)

On définit ainsi Perreur instantanée sur la dynamique comme : n(t) = F(X(t),(t)).
Cependant 7(t) qui vaut exactement 0 aux points de collocation est susceptible d’osciller
entre ces points, générant des compensations dans l'intégrale. Pour cette raison, on retient
comme mesure 'erreur locale absolue (i, [57]| définie par :

G = / in(t)dt (3.47)

Cette méthode est intéressante car elle ne nécessite pas 'appel & un algorithme d’intégra-
tion numérique. Son implémentation nécessite les éléments suivants :

— les trajectoires X (t) et @(t) qui sont les polynémes d’interpolation utilisés dans la me-
thode de collocation et peuvent étre déduits facilement des points X’ik, Wik

— D'intégrale de la fonction dans (3.47) est calculée par la méthode de quadrature de
Romberg comme suggéré par [58]. Cette méthode permet d’évaluer 'intégrale d'une
fonction (ici |n(t)|) en évaluant celle-ci en certains points de l'intervalle. La quadrature
de Romberg peut aussi étre utilisée pour évaluer I'intégrale dans (3.45).

Erreur locale de 'optimalité des solutions :

Une hypotheése implicite que 'on a faite pour les deux méthodes précédentes est 1'exacti-
tude de la trajectoire de commande calculée : u(t) = u*(t) = a(t), mais comme souligné par
[57], les trajectoires optimales des entrées doivent normalement aussi vérifier les équations ad-
jointes. Récemment, les auteurs [59] ont fait une proposition pour prendre en compte l’erreur
sur les conditions d’optimalité des variables duales dans le raffinement de la grille. Cependant,
les états adjoints ne sont pas considérés explicitement dans les méthodes directes telles que la
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méthode de collocation (méme si certaines correspondances existent entre les états adjoints
et les multiplicateurs de Lagrange associés dans le NLP [39]), et nous ne les considérerons pas
ici. Dans notre cas, le raffinement de la grille utilisé controle donc seulement la précision des
résultats pour une trajectoire u(¢) donnée mais ne prend pas en compte son optimalité.

3.4.3.2 Normalisation de ’erreur

On cherche & garantir une erreur locale relative sur la grille d’optimisation. Pour cette
raison, la mesure de l'erreur doit étre normalisée. Cela est crucial pour les modéles physiques
qui font intervenir des variables ayant des ordres de grandeur trés différents (impact sur le
calcul de (3.44)), et peuvent méler des dynamiques lentes et rapides (impact sur le calcul
de (3.47) . Pour la méthode (3.44), les valeurs nominales des différentes composantes sont
utilisées (I'indice temporel est ici laissé car il est possible de définir une trajectoire nominale
plutot qu’une valeur nominale dans l'algorithme de collocation). Pour chaque composante i
du vecteur X, 'erreur est donnée par

, ()
ei’le)l,k; = 5

. (3.48)
max(X(Z)

nom,k’

)

Avec 0 un petit nombre servant & régulariser 'expression. Dans JModelica, il est également
possible de travailler directement avec des variables normalisées. L’implémentation est dé-
taillée dans [60].

Pour la deuxiéme méthode (3.47), la fagon de normaliser est moins évidente. Un premier com-
mentaire que ’on peut faire est que la trajectoire X calculée par la méthode de collocation
peut étre considérée comme une trajectoire perturbée autour de la trajectoire réelle X , qui

elle satisfait en tout point F'(X (¢),a(t)) = 0. Pour cette raison, on peut utiliser pour n(t) une
approximation du premier ordre autour de X :

n(t) = F(X(t),a(t))] = |[F(X(t) +e(t), @+ 6,) ~ F(X,a) + VF(X, @) [e(t) 5u(t)}T

~ VF(X,a) [e(t) 0]"

Ici, du(t) = 0 car la méme trajectoire des entrées @ est utilisée pour générer X et X.

De cette expression, il peut sembler raisonnable d’utiliser une normalisation s’appuyant
sur les valeurs de VF, évalué le long de la trajectoire (X (t),a(t)). Un point intéressant a
noter est qu’il s’agit d’'une quantité calculée pour d’autres raisons par le solveur IPOPT : les
équations de collocation (3.46) sont en effet des contraintes du NLP, et sont linéarisées au
moment de la résolution par IPOPT. Or IPOPT effectue également une normalisation des
contraintes. On utilisera donc ici les facteurs de normalisation donnés par IPOPT plutdt que
de chercher a en créer de nouveau. La normalisation utilisée par IPOPT pour VF; (X, u)
(c’est-a-dire pour chaque composante j de F}) est la suivante :

. Imazx
(VFj(Xik, wik)) pom = dijie VEj (Xig, wir),  dijr, = min q 1,
’ ’ ’ ’ |VFJ(XQI<;’“?/§)HOO

(2

Avec gmqy un paramétre ’TPOPT (100 par défaut) et [ X3, ul,] les valeurs initiales données a
I’algoritme. Dans JModelica, ces valeurs proviennent des trajectoires d’initialisation fournies
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a l'algorithme (option init_traj) ou des attributs InitialGuess si ces trajectoires ne sont pas
renseignées. On souligne au passage I'importance d’une bonne initialisation des variables du
probléme discrétisé (3.18) résolu par IPOPT, qui est un algorithme d’optimisation locale.

3.4.3.3 Stratégies d’adaptation de la grille

L’erreur locale, qui conditionne la précision des résultats obtenus par simulation dépend
principalement de la méthode d’intégration employée (méme s'il existe d’autres facteurs d’er-
reur tels que les erreurs d’arrondi). La précision d’une méthode d’intégration peut étre carac-
térisée par son ordre :

Définition (Ordre d’une méthode d’intégration numérique) Une méthode d’intégration nu-
meérique est d’ordre n si 'erreur locale est en O(T™), T' étant la durée du pas. On appelle
aussi cette erreur "erreur de troncature", en référence a ’approximation de f (dans le cas
d’'une ODE) par son développement en série de Taylor.

Les méthodes de collocation introduites briévement en 2.2.3.1 sont des méthodes de Runge
Kutta implicites. Leur ordre p dépend des points de collocation employés : les points de
Gauss Legendre donnent une méthode d’ordre 2 * n., et ceux de Gauss-Radau (un point de
collocation en 7 = 1) une méthode d’ordre 2 x n. — 1 [39]. On peut ainsi approcher erreur
locale comme :

€L ~ Clef

Avec ¢ une constante. Cependant, il est noté dans [58] qu’en présence d'un DAE d’ordre
supérieur & 1 ou de contraintes actives, l'ordre de la méthode peut étre dégradé. Un entier r
est ainsi introduit pour quantifier cette réduction d’ordre, mais dont la détermination reste
empirique.

€ ~ CkTg_r

En premiére approximation et sans considérer r, il est possible d’évaluer 'erreur prédite a
I'itération n + 1 si I’on scinde ou fusionne deux éléments par :

n " T(”) p
61(77;1) =M (%) (3.49)
Tk

Le raffinement de la grille peut ainsi étre vu comme un moyen de controler indirectement
I’erreur globale en agissant sur la taille des éléments, et donc l'erreur locale. Cependant, et
notamment dans le cas de systémes instables, il est possible que le raffinement de la grille basé
sur ’erreur locale uniquement soit insuffisant : par exemple, dans le probléme de stabilisation
de loscillateur de Van Der Pol (instable), le résultat de la Figure 3.7. Ici, on constate que
I’optimisation ameéne bien les états & l'origine. Cependant, la simulation du systéme montre
que ceux-ci divergent en réalité. La raison est la suivante : les erreurs locales sont calculées en
prenant comme point de départ la trajectoire d’optimisation, qui atteint 1’état stationnaire
(zs,us) = (0,0) & un instant ts. Or la trajectoire simulée différe quelque peu de cette tra-
jectoire, et n’atteint pas exactement ce point stationnaire mais (z,0) & ts. S’agissant d’un
systéeme instable, cette erreur se propage et devient de plus en plus grande.

On a présenté jusqu’alors une mesure de ’erreur locale sur un élément, que I’on souhaite
garder en dessous d’une certaine tolérance tol.. On peut alors choisir de scinder les éléments
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FIGURE 3.7 — Echec de stabilisation de l'oscillateur VDP avec un raffinement de grille basé

sur 'erreur locale (haut) - Amélioration avec le controle de I'erreur globale (bas)

ne respectant pas ce critére, car comme évoqué précédemment, réduire le pas d’intégration

augmente la précision numérique.

La grille peut aussi étre raffinée dans 1’objectif de localiser les instants de commutation,
et l'on doit disposer également dun critére pour décider si un élément doit étre scindé
dans cette optique. On commence par définir I’ensemble des modes admissibles pour une
disjonction contenant n,, variables, qui est noté M(n,). Ainsi, M(1) = {0;1} et M(3) =
{[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]}. On peut alors choisir de scinder les éléments ou les variables logiques
relaxées n’appartiennent pas a ces ensembles. Dans la pratique, une certaine tolérance toly
est accordée sur le caractére binaire des solutions. On note Mg, (n,,) I'ensemble des valeurs
relaxées admissibles pour les commandes binaires. On autorise ainsi w € [0; toly] U[1 — toly; 1].



80 Optimisation dynamique pour les systémes hybrides

On présente maintenant I’Algorithme 6 utilisé pour le raffinement de la grille courante, et

pour la génération de trajectoires binaires respectant les durées minimales des modes. La grille
courante 7" de 'itération n est adaptée en modifiant le nombre d’éléments n. et leur durée
Ty, afin de préparer la future grille 76"“. L’ancienne grille est parcourue progressivement
pour préparer la suivante et 1’on scinde les éléments sur lesquels la précision est insuffisante,
ou sur lesquels la solution relaxée n’est pas binaire pour au moins une des disjonctions.
Par ailleurs, comme les modes doivent respecter des contraintes de durées minimales, les
transitions ne sont pas permises pour tous les instants de la grille 76"“. L’algorithme construit
donc progressivement des grilles de commutation S™![j] pour toutes les disjonctions. Pour
des raisons de commodité, on utilise pour les grilles de commutation la notation sous forme
de tableau d’indices s introduite en (3.13).

Les trajectoires binaires sont alors générées au fur et & mesure de la construction de la
grille S"*1[4] en appliquant la méthode SUR de 1’Algorithme 5. Le dernier indice sj; contenu
dans s[j] détermine jusqu’a quel pas de temps tsj)(m) la méthode SUR est appliquée. Les
valeurs des variables binaires relaxées sont stockées dans W, [j], et les durées des pas de
temps de cette grille sont données dans T'[k]". Le mode courant est déterminé par m/[j] = m/
qui représente la branche active pour chaque disjonction j (on a w/™’ = 1). La variable T}[j]
indique depuis combien de temps my,. est le mode actif & tp. On utilise également au sein
de l'algorithme une variable T,[j] qui stocke la durée depuis laquelle le mode my est actif a
Iinstant k.

L’Algorithme 6, nommé SURminT procéde selon les étapes suivantes :

1. 1.1 41.9 : La grille courante T™ est tout d’abord raffinée aux endroits ou la précision nu-
meérique est insuffisante et /ou aux endroits ou les solutions relaxées ne sont pas binaires.
On obtient ainsi la grille 77! sur lequel I’algorithme SURmiInT est appliqué.

2. 1.10 4 1.11 : initialisation et parcours des disjonctions

3. .12 4 1.17 : & l'instant initial, le mode mire est actif depuis une durée Tg}e et ne peut
changer tant qu’il n’a pas atteint sa durée minimale 77 . . On parcourt donc les indices
k de la grille en maintenant mi = m{we et en comptabilisant la durée totale d’activation

dans la variable Dy jusqu’a ce que la condition Tgre +Ds>T Tfun soit vérifiée.
4. 1.18 a 40 : parcours des indices k de la grille

5. 1.19 & 24 : recherche de I'indice knext jusqu’auquel le prochain mode devra étre maintenu
si une commutation se produit a instant k (tel que ¢, ., — tx > T7;..)-
6. 1.25 4 31 : détermination du mode courant, le terme auxiliaire ¢ de la méthode SURminT

utilise l'intervalle [t; ¢, ...] comme horizon de comparaison (et non pas [t;tx41] comme
dans la méthode SUR)

7. 1.32 & 39 : détermination du mode courant mfg Le prochain instant de commutation
possible est kpext Si une commutation a eu lieu, k + 1 sinon.



3.4 Développement d’une méthode d’optimisation dynamique hybride 81

Algorithme 6 Sum Up Rounding avec durée minimale des modes (SURminT)

Entrées: Grille temporelle T, trajectoires relaxées Wi, = [wiél,k / wﬁel’k] et erreur locale

e sur T, modes initiaux my,.. et leur durée d’activité T,,. a I'instant initial, tolérances
tol, et tol,
Pour k=1 a n. Faire
yljl — Wi ljllK), Vi€ Tong
Si e[k] > tol. OU 3j € 1..nq4 t.q. |y[j] € Miol,(nw[j]) alors
Wit aly,yl; T« [, T
Sinon
WTTLJrl qay; Tn+1 an[k:]
Fin Si
Fin Pour
ne  longueur(T™+1)
1 Wbm[]][k] 0, VJ € m, ke m
11: Pour j =1 a ny4 Faire
122 m m{,re, D, + Tgre

@

13: k<« 0

14:  Tant que D, < Tﬂnm ET k < n. — 1 Faire
15: k< k+1, Ds < Ds+ T

16: wiin 1

17: Fin Tant que
18: Tant que k < n. Faire

19: knext < k+1

20: Dy + Tknext

21: Tant que D, < Trjnm ET kpext < ne Faire
22: Ds < Dg+ T,

23: knext < knext +1

24: Fin Tant que

25: Si My > 2 alors

26: q" Ziﬂe’l‘t wreln — Zk 1 wl])in Tn, Vieln
27: Mupew < index({qg' > ¢ VI #i},i)

28: Sinon

20: q < Zfzne)it wrel nT Zn 1 wbm nT

30: Mpew < 1 Siqg>0.5D, Sinon 0

31: Fin Si

32: Si Mpew # m alors

33: m < Mnpew

34: wbm , <1 Sing, > 2 Sinon wbm L m o, Vn €k, kpext
35: k <+ knext

36: Sinon

37: w%ﬁfk + 1 Sin, >2 Sinon w%in,k —m
38: k+—k+1

39: Fin Si

40:  Fin Tant que
41: Fin Pour

. R P [ J n+1
42: Retourner Wy, = [wbin’k / Woink|> T
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La méthode est illustrée dans la Figure 3.8 pour une disjonction de type ON/OFF. Le
graphique du haut montre la trajectoire de la commande binaire relaxée (bleu) et celle de la
trajectoire d’état (orange). La trajectoire en trait plein représente la trajectoire prédite par
l'optimisation et celle en pointillés la trajectoire réelle du systéme obtenue par simulation
(I'illustration est quelque peu inexacte puisque la trajectoire z%; . donne une mesure de
I’erreur globale alors que la mesure qui est utilisée pour le raffinement de la grille s’appuie
sur lerreur locale). Le résultat du raffinement de la grille courante selon les critéres évoqués

précédemment (split/keep) est présenté dans le deuxiéme schéma.

Optimisation relaxée

Précis Non précis Non précis Précis
Non binaire  Non binaire Binaire Binaire

Raffinement de la grille
keep split  split split split ~ split  keep keep keep split

Temps minimum
avant commutation Durée minimale du prochain mode

. 1
m maintenu: : . : -

sufﬁo,tmi 10 SUR([to.. t3; t1o]) | ek

s TN RN I
to tmin = T3 ty tio

Durée minimale du prochain mode

{ g e o e
-1 SUR([to. - ta; tyg]) | k=5
tl4 ts ti1

k=12 : SUR([to--t11it15])§

N RN . A

FiGURE 3.8 — Raffinement de la grille et génération de trajectoires binaires
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Les graphes 3, 4 et 5 de la Figure 3.8 illustrent ’algorithme SURminT prenant en compte
la durée minimale des modes. On suppose que le systéme est dans ’état ON avant tg, mais
n’a pas encore atteint la durée minimale T,;,. Pour cette raison, la commutation n’est pas
permise avant to et le mode ON est maintenu jusqu’a cet instant (graphique du haut). A partir
de cet instant, la commutation est possible et le prochain mode est calculé en s’intéressant a la
solution relaxée sur [tg;ts]. Sur le deuxiéme graphique, le mode ON est encore sélectionné, et
I’algorithme progresse depuis ¢;41. Sur le dernier graphique, on observe que la commutation
a eu lieu. Le mode OFF est alors maintenu sur une durée suffisante pour garantir le respect
de Tynin, puis la procédure est réitérée.

3.4.4 Algorithme d’optimisation hybride

Dans cette partie, on présente 1’algorithme itératif d’optimisation dynamique hybride, qui
fait intervenir les différentes briques que I’on vient d’introduire : la méthode de collocation,
I’estimation de l’erreur sur la grille courante, et la méthode SURminT qui sert & générer des
trajectoires binaires et préparer la grille suivante. Cet algorithme est représenté dans la Figure
3.9. On initialise I'algorithme avec une grille temporelle T 8 et n. points de collocation par
élément. Puis les étapes suivantes sont répétées a chaque itération n jusqu’a atteindre 1'un
des critéres d’arrét de 1’algorithme :

1. Le probléme de commande optimale hybride relaxé est résolu. On obtient les trajectoires
prédites par la méthode de collocation pour I'état x*" *

*m n

o et les commandes w;) et u);

2. On simule le systéme avec les commandes w’; et u;7;. On obtient la trajectoire précise
*70

rel”

o sim POUT les états ainsi que la valeur de la fonction objectif J,

3. On calcule lerreur locale € sur la grille de collocation Tj' en utilisant la définition de
Perreur (3.44) ou (3.47)

4. On applique I’Algorithme 6 (SURminT) de raffinement de la grille pour 7§, w7 , €. On
obtient la nouvelle grille de collocation T, 6”1 ainsi que les trajectoires binaires wl’fijl'l sur
cette grille.

5. Le probléme de commande optimale o1 I'on a fixé les trajectoires wl’};l(t) est résolu sur
la grille Tg‘“ . On obtient les trajectoires prédites par la méthode de collocation pour
I'état a7 et les commandes continues w;; . Ces trajectoires servent pour l'initialisation
du probléme d’optimisation & I’étape n + 1.

6. On simule le systeme avec les commandes wy, et u
*70

»iv- On obtient la trajectoire précise

v sim oUr les états ainsi que la valeur de la fonction objectif J;
7. On incrémente litération courante : n < n + 1
8. On teste si I'un des critéres d’arrét défini ci-dessous est vérifié, auquel cas on sort de la
boucle. Sinon la procédure est réitérée.

Les critéres d’arrét sont les suivants :

— la solution relaxée a un comportement binaire sur toute la grille avec une tolérance tol
sur le caractére binaire et la précision relative des solutions est sous une tolérance tol,

— D’écart entre la fonction objectif relaxée et binaire est en dessous d’une certaine tolérance
tols et la précision relative des solutions relaxées est sous une tolérance tol,

— le raffinement de la grille est trop important : soit le nombre d’éléments est trop grand
(ne > Nemagz), soit la longueur du plus petit élément est inférieure & une limite 7
(m}in Ty < T¢). On peut conserver seulement la premiére condition si I’on impose qu'un

élément ne peut étre scindé lorsque T /2 < T)
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modéle, probleme
H-OCP,TY n.

¥
[ n:=0,J% = +oo, erl = 400 ]

bin

n:=n-+1

|Jg, — Iyl < toly ou m > Npas

ou ne > Ne max

Résoudre H-OCP sur
T™ avec wype € [0,1]

* * * *
Wrepr  Upep Lrel xbin,sim Jbin
: N * * : A X *
[ Simuler le modele avec w;,;, uy,; ] [ Simuler le modele avec wy;p, Uy, ]
n * .
rel ‘rr‘el,sim Whin
Calcul de 'erreur sur Résoudre H-OCP sur
n * * 1 .
TO pour ..., Lrep sim T avec Whin fixé
€ Whin

Tn+1
[ Raffiner la grille T3} ]0—>[ SURminT de w?,, sur Tyt ]

FI1GURE 3.9 — Algorithme d’optimisation dynamique hybride

— un nombre maximal d’itérations a été atteint (n > Nz )

Ces critéres permettent a ’algorithme de terminer en un nombre fini d’itérations. Il est
important de noter que la procédure d’arrondi modifie la solution optimale du probléme relaxé.
Il est ainsi possible qu’apres arrondi, les commandes continues w7,
de contraintes sur les états. C’est pour cette raison que 'on procéde & une ré-optimisation
des commandes continues aprés avoir fixé les variables binaires. Cette méthode permet de
garantir & nouveau le respect des contraintes si une solution existe, mais ne garantit pas
I’existence de cette solution. Cependant, on peut s’attendre a ce que la probabilité d’avoir
un probléme relaxé faisable et un probléme arrondi infaisable diminue avec le pas de temps
choisi, le Théoréme 3.4 assurant que 1’écart entre les états pour le probléme relaxé et arrondi
soit borné par une borne dépendant linéairement de la durée du plus grand pas de temps.

ameénent a des violations

3.4.5 Prise en compte des coiits de transition et de modulation

Il peut étre intéressant dans certaines situations de prendre en compte des cotits de tran-
sition lors du passage d’'un mode & 'autre. Dans le cas des centrales d’énergie, les cotits de
démarrage a froid d’un composant en sont un exemple typique; ils correspondent souvent au
surcout de maintenance associé aux phases transitoires. De méme, des cotlits de modulation
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a la hausse ou a la baisse peuvent parfois étre considérés pour certaines commandes de I’ins-
tallation.

Dans cette partie, on présente une méthode pour reformuler de facon continue la variation
a la hausse ou a la baisse de certaines des commandes bloquées (commandes constantes par
morceaux) du systéme. La reformulation est intégrée lors de la génération du NLP par la
méthode de collocation (ce qui nécessite de lui apporter quelques modifications alors que les
algorithmes précédents lui étaient extérieurs). Il est alors possible de comptabiliser les cotits
associés a ces variations dans la fonction objectif. Dans le cas particulier des commandes w,
les modulations autorisées sont le passage de 1 a 0 ou de 0 & 1 uniquement. En constatant
que dans la forme conjonctive, I’état d’un composant j peut étre décrit par une variable w?, il
est alors possible de définir un cott d’arrét c¢go,, pour le premier cas (passage de 1 4 0) et un
cott de démarrage ¢, pour le second (passage de 0 & 1). Un démarrage a un instant ¢ de la

: S g e — J_ VIR
grille correspond alors & {w;,_; = 0;w;, = 1}, ou encore Aw;, = 1 avec Aw;, = w; —wj,_,. Dans

la suite de ce paragraphe, on s’intéresse uniquement au cas des commandes binaires w, i.e.
aux couts de démarrage/ arrét mais le méme raisonnement peut s’appliquer aux commandes
continues bloquées u’. La méthode est ici présentée pour les cotts de démarrage (variations
a la hausse), 'adaptation aux cotts d’arréts se déduit facilement. On introduit pour chaque
variable w’ associée & un coit de démarrage des variables upf€ définies de la fagon suivante :

up), = max(Awl;0),Vk € T..n, (3.50)
La fonction objectif J, que ’on présente ici sous forme intégrale est alors modifiée de la fagon

suivante :
ng Ne )
Sy =+l
j=1 k=1

ty nd o Dle
= / L(:c,u)dt—f—zCLPZupfC
k=1

to ]:1

(3.51)

Terme intégral Somme

Cette formulation est exacte si w’(ty) € {0;1}. A ce stade, deux remarques importantes
doivent étre formulées :

— La méthode SUR donne une borne sur ’écart maximal entre les états xp;, du probléme
original hybride et les états z,.; du probléme relaxé. Cette propriété s’applique aussi &
la valeur de la fonction objectif : 1a borne sur ’écart entre Jy;, et J,.¢; est due au fait que
J peut s’exprimer comme la valeur finale d’un état x; défini par I’équation différentielle
&7(t) = L(z(t),u(t)). Malheureusement, la fonction objectif modifiée J,, ne peut plus
étre mise sous cette forme en raison de la présence du terme Somme dans (3.51). Les
méthodes SUR et SURminT ne sont donc plus adaptées pour générer les trajectoires
binaires en présence de coiits de démarrage.

— La fonction max utilisée dans 3.50 n’est pas différentiable et ne peut étre traitée avec
un solveur NLP standard.

En réponse & ces deux problématiques, deux solutions sont apportées. La méthode pro-
posée ne présente pas les garanties théoriques de convergence de la méthode SUR mais a
fourni des résultats convenables dans la pratique. Concernant la génération de trajectoires
binaires, on propose tout d’abord d’utiliser une méthode d’arrondi simple avec respect des
temps minimaux & la place de la méthode SURminT pour les variables w présentant des cotits
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Rounding of omega, T min=1,m pre=0, T pre=2

cocoococo~—
Sk oo
T ———T

0 2 4 6 8 10

1.0f ‘
08l — SUR

06l — simple rounding

041
0.2
0.0

Time (s)

FiGURE 3.10 — Comparaison de l'arrondi donné par la méthode SURminT et un arrondi
standard

de démarrage lorsque ceux-ci ont une importance significative dans la fonction objectif. Cette
solution recherche la proximité instantanée entre les trajectoires wy.¢i(t) et wpin(t) plutot que
la proximité de leurs intégrales et évite les commutations induites par la méthode SUR. La
Figure 3.10 illustre les problémes pouvant se produire sinon : ici, la solution w,¢; de 'opti-
misation relaxée avec une valeur initiale imposée & 0 est identiquement & 0.2 (graphique du
haut), ce qui correspond & un cotit de variation a la hausse de 0,2 * ¢, sur tout I’horizon,
alors que 'application de la méthode SURmiInT génére un cott de variation & la hausse de
2% cyp (deux démarrages), ce qui est problématique si ce terme est prépondérant sur le terme
intégral. Dans ’exemple, I’arrondi simple produit quant & lui une solution identiquement égale
a 0, correspondant & un cotit de démarrage nul. La méthode d’arrondi simple avec respect
des temps minimaux consiste & remplacer la ligne 4 de I’Algorithme 5 par :

Sy Si—1
qe E Wrel nIn — E WretnIn, Vi€ l.ng
n=1 n=1

En ce qui concerne la non-différentiabilité du terme (3.50), on propose de ré-exprimer
la fonction max sous forme d’un probléme MPCC, s’inspirant de la démarche proposée par
[32]. Le principe de cette méthode est de reformuler cette fonction comme le résultat d’un
probléme d’optimisation sous contrainte. En effet, on a :

up{; = Awi — yAwi (3.52)

Yy =arg {mjn ngwi, sc. 0<g< 1} (3.53)
g

Les conditions d’optimalité du probléme (3.53) sont alors utilisées comme des contraintes pour
(3.52). Le Lagrangien de (3.53) fait intervenir de nouvelles variables duales que ’on nomme
aj et b :

k k

L’(y,aj,bj) = yAwi —|—yaj +(1- y)bj
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Les conditions d’optimalité s’écrivent alors :
Awi — ai + b{; =0
0<a, Ly>0
OSb{CJ_(l—y)ZO

Apreés simplifications de y, on obtient le jeu d’équations suivant pour déterminer les variables

upi = Awi + bi; (3.54)
Aw] = al —b] (3.55)
0<a Lb,>0 (3.56)

La contrainte (3.56) est une contrainte de complémentarité. La notation L signifie que les
variables ai et b{c ne peuvent étre toutes les deux strictement positives (elles peuvent en
revanche étre toutes les deux nulles). Cette contrainte ne peut étre implémentée directement
dans IPOPT en raison des problémes numériques déja évoqués (elle pourrait 1’étre uniquement
dans une version dérivée nommée IPOPT-C, mais qui n’est pas disponible depuis JModelica).
On propose donc de la traiter par pénalisation dans la fonction objectif. Pour synthétiser, le
probléeme d’optimisation original est modifi¢ en y ajoutant les contraintes (3.54- 3.55) et en
considérant la fonction objectif suivante.

Ng  Ne

J=Jup+pY Y alb] (3.57)

j=1k=1

Avec p une constante positive. Comme on peut le constater, cette méthode nécessite I’ajout
dans la méthode de collocation de nouvelles variables, de nouvelles contraintes et modifie la
fonction objectif du probléme initial.

3.5 Applications de la méthode d’optimisation hybride

On s’intéresse dans cette partie & 'optimisation économique du planning journalier de la
centrale de cogénération présentée au chapitre 2. Dans cette installation, les gains proviennent
de la revente d’¢électricité au réseau, a un prix variant dans le temps Cejeq(t), montré en Figure
2.18. Les cotits concernent quant & eux I’achat de combustible, & un prix fixe Cy. Ces deux
prix sont normalisés par rapport au prix maximal de I'électricité Ciecimaz, €t leur valeur
donnée sur [0,1 p.u.]. Un prix de 0.54 p.u. est utilisé pour le combustible. L’objectif est alors
de minimiser le cotit d’exploitation tout en fournissant au réseau une puissance thermique
Whet égale a la demande Wyepnand, a une température T;,.; proche de sa référence T',es e . On
consideére la fonction objectif suivante :

1= T UWisl®) + Wie8)) Oy = Wataolt)Cealt)] dt +

0

~
cost

+ / ' [(pW(Wnet(t) - Wdemand(t)))2 + (pT(Tnet(t) - Tnet,ref))2] dt (3-58)

to

(&

Jpen
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Ici, le suivi de puissance et de température s’effectue en pénalisant I’écart & la référence. Les
pénalités pr et py ont été choisies aprés quelques essais afin d’obtenir un bon suivi et une
contribution négligeable de .Jp, dans J apres convergence. La revente de chaleur n’a pas été
intégrée dans la fonction objectif car la demande en chaleur doit étre satisfaite exactement
dans tous les cas et n’influence pas ’optimisation.

Certaines contraintes doivent étre respectées dans l'installation. Pour les commandes, on
impose les contraintes suivantes :

La charge du moteur loade = Wye/We maa € [0,5;1], si ON., 0 sinon

— La charge de la chaudiére load, = W,/ Wtpmaa € [0,6;1], si ON,, 0 sinon

— Le débit au réseau gner > 0

— Le débit au moteur ¢, € [0 kg/s,20 kg/s]

Le débit a la chaudiére en marche ¢, € [¢c kg/s,15 kg/s], si ONp, ¢. sinon

Le débit dans la branche de régulation g,.; € [0,01;0, 2¢,et]

Cependant, quelques modifications sont apportées a la modélisation des commandes pour

démontrer les points évoqués en 3.4.1. Tout d’abord, on souhaite modéliser le débit gen4 et la
charge load. du moteur comme des signaux affines par morceaux. On substitue pour cela ces
entrées u avec leur dérivée deru, puis 'on utilise les facteurs bloquants sur deru. Les autres
entrées ont été modélisées par des signaux constants par morceaux en utilisant les facteurs
bloquants également. Des polynémes d’ordre supérieur n’ont pas été utilisés pour les entrées
en raison des oscillations parfois observées (qui peuvent amener a des violations de contraintes
entre les points de collocation).
Un autre commentaire sur la modélisation des commandes concerne le débit ¢,; dans la
branche de régulation : celui-ci est une variable d’ajustement pour la température au réseau,
et ne doit pas représenter une fraction trop importante du débit gne;. C’est pour cela que
la contrainte sur ¢,.; n’est pas donnée en valeur absolue, mais comme une fraction de gt
(ici limitée a 20% de celui-ci). get est donc remplacée par une nouvelle commande frac,¢; €
[0,01;0,2] dans le modéle :

Qret

fracye € [0;0,2],  avec frac,e; =
Qnet

Si 'on avait utilisé directement ¢, comme variable de commande, il aurait fallu ajouter la
contrainte 0 < ¢t < 0,2¢ner au probléeme d’optimisation. Ce choix n’a pas été retenu car
I’algorithme de points intérieurs utilisé traite de fagon plus efficace les contraintes de bornes
sur les variables que les autres contraintes.

Des contraintes sur les températures de I’eau dans I’installation sont également présentes afin
d’éviter les phénomeénes d’ébullition. On impose par ailleurs que 1’état de charge en fin de
journée soit supérieur ou égal a celui en début de journée :

SOC(ts) > SOC(to)

Enfin, des contraintes hybrides sur les temps minimum de marche sont ajoutées dans la
définition du probléme : une heure pour le moteur, une demi-heure pour la chaudiére. L’état
de la chaudiére et du moteur avant ty sont supposés inconnus pour l'instant. La méthode est
initialisée avec n, = 12 éléments et n, = 3 points de collocation par élément.

La Figure 3.11 montre le résultat de 'optimisation pour I’état de charge du stockage et les
puissances moteur et chaudiere a l'itération 1 et 3. On peut lire dans le titre d’une part la
valeur de la fonction objectif (Obj. IPOPT) qui inclut le terme de pénalisation Jpen, d’autre
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part 'objectif économique (cost) seul, pour le probléme relaxé (sur la grille 7") et pour le
probléme binaire (sur la grille 76”“). On constate que le moteur est mis en marche toute la
journée alors que la chaudiére connait des démarrages et arréts. Pour la deuxiéme et derniére
itération, le profil de température dans le stockage ainsi que la température envoyée au réseau
sont montrés en Figure 3.13, les commandes w et la courbe de prix en Figure 3.12.

3.5.1 Comparaison de la méthode de collocation hybride avec la PLNE

Un modéle de l'installation en PLNE, calibré sur les mémes données que le modéle non
linéaire a été réalisé pour comparer les résultats des deux méthodes. Ce modéle a été réa-
lisé avec le logiciel EDF PILOT et est représenté en Figure 3.14. Il s’agit d’'un modéle en
énergie. Les rendements du moteur et de la chaudiére ont été définis comme constants (une
modélisation constante par morceaux est également possible), alors qu’ils sont définis par un
polynéme dans le modéle non linéaire. Le probléme est résolu sur une journée au pas de la
demi-heure en prenant pour chaque pas de temps la valeur moyenne de la demande sur cette
période. On a ainsi N = 48 pas de temps. On demande & ce que la demande soit satisfaite
exactement par I'ajout d’'une contrainte égalité. Aucune contrainte sur les températures ne
peut étre ici ajoutée car celles-ci ne sont pas modélisées dans cette formulation. Le probléme
d’optimisation équivalent est le suivant :

N

Jlin = Z(Wfb,k + Wier)Cr — WeieekCelec i
k=1

On souhaite maintenant comparer les résultats des deux méthodes, et I’on utilise pour cela le
modéle non linéaire, le plus détaillé comme modeéle de validation. Un probléme qui se pose pour
cette comparaison est que le modéle de PNLE posséde des commandes qui ne correspondent
pas aux commandes du systéme réel. Dans le cas de la centrale de cogénération, les commandes
sont ainsi :

— La puissance de combustible au moteur Wy, que I'on convertit en charge load,

— La puissance de combustible a la chaudiere Wy, que 'on convertit en charge load,
Il est donc nécessaire dans un premier temps de générer des trajectoires pour les autres
commandes (débits). Cela peut étre fait de plusieurs fagons :

1. En intégrant dans le modele des régulations pour les commandes inconnues de la forme
u(t) = c(u*(t), y*(t)). Ces régulations seront probablement sous optimales mais devront
permettre néanmoins le respect des contraintes. Dans la pratique, cette stratégie est
trés dépendante de I’installation considérée et nécessite une connaissance métier qui ne
fait pas l'objet de cette thése.

2. En utilisant un observateur & entrées inconnues. On estime ici les trajectoires de I’état
x(t) et de la commande u(t) d’aprés les valeurs des sorties y*(¢) données par le modéle
simplifié.

3. En posant un probléme inverse sur les trajectoires du modéle non linéaire. On résout
alors un nouveau probléme de commande optimale sur le modéle non linéaire ol I’'objec-
tif est de minimiser la distance entre les trajectoires des variables [u*(t), y*(¢)] communes
aux deux modeles (ici les trajectoires en puissance et énergie). Cette stratégie se pose
sous forme d’un probléme d’optimisation et permet de prendre en compte les contraintes
du modéle non linéaire.
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La premiére méthode, qui requiert la synthése de lois de commande admissible s’est avérée
plus ardue que prévu. La difficulté se situe dans la garantie du respect simultané de toutes
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FIGURE 3.12 — Optimisation de la cogénération avec la méthode de collocation hybride -

Températures

les contraintes de l'installation. Le respect de ces contraintes est en effet un pré-requis pour
pouvoir comparer deux solutions d’optimisation (la fonction objectif valant en théorie I'infini
si une contrainte n’est pas respectée). On ne retiendra donc pas cette approche, ni la mise en
place d’un observateur & entrées inconnues qui pourrait faire 'objet de futurs développements.
On se concentre donc sur la derniére solution qui nous servira & établir une comparaison entre
la méthode de collocation hybride et la PLNE. On retient comme variables communes au mo-
deéle non linéaire et au modeéle de PLNE les variables suivantes : V' = [Why, Whe, SOC, Thet, Whet)-
Thet n'est pas & proprement parler une variable du modéle de PLNE mais doit suivre une ré-
férence constante. Par ailleurs les décisions d’engagement (ON/OFF) de la chaudiére et du
moteur ne sont pas remises en cause. Le critére quadratique suivant est retenu :

ty
i = [ V(0 = Voeg O QV0) = Vi)l
0

Avec @ = diag(le —7,2e —7,3e3, 1e3, 1le — 4). Les contraintes sur les variables continues sont
les mémes que précédemment. Le résultat de cette méthode est illustré en Figure 3.15. La
méthode permet de trouver des commandes admissibles (figure de droite) tout en gardant
une grande similitude pour les sorties (figure de gauche).

La comparaison des deux méthodes peut maintenant étre faite avec toutefois certaines ré-
serves. En particulier 'identification des trajectoires pour les entrées inconnues se fait sans
prendre en compte la fonction objectif (3.58), et en particulier le terme de pénalité. Les
commandes identifiées sont également influencées par les pondérations appliquées sur les dif-
férentes sorties lors de l'identification (matrice Q). Pour ces raisons, le cott Jy;, prédit par la
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F1GURE 3.14 — Modeéle PILOT (PLNE) de l'installation de cogénération

PLNE (18,332) différe légérement du cout J correspondant a la trajectoire identifiée (18,206).

La comparaison des deux méthodes est donnée en Figure 3.16. Les résultats obtenus pour
la méthode PLNE avec identification des entrées inconnues sont en trait pointillé bleu (MILP)
et ceux obtenus par la méthode de collocation hybride sont en trait plein violet (SURminT).
On constate que les deux méthodes fournissent des plannings d’engagement différents mais
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une valeur similaire pour la fonction objectif.

En conclusion, les deux méthodes donnent des résultats assez similaires sur ce modéle
en ce qui concerne la valeur de la fonction objectif méme si les trajectoires de l'installation
different. La méthode de collocation hybride a permis de traiter correctement les aspects
logiques d’engagement des unités tout comme la PLNE. On note cependant que dans le cas
de la PLNE, les résultats présentés ont nécessité la résolution supplémentaire d’un probléme
d’optimisation non linéaire afin de reconstruire les trajectoires des commandes manquantes
(ici les débits), faute de quoi aucune garantie n’était donnée sur le respect des contraintes
physiques dans le modéle non linéaire.

Par ailleurs, dans ce cas d’étude, ’hypothése de propriétés constantes de l'eau permet de
réduire fortement la non linéarité du modele, et explique que 'on arrive a trouver une aussi
bonne concordance entre le modéle non linéaire et le modéle de PLNE. Malheureusement,
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Comparaison SURminT / MILP - Obj. MILP= 18.206 / SURminT = 18.609, cost up = 0

---- MILP

1l —— SURminT
A max
I min

1=-=--- MILP

1| —— SURminT
--------- max
------------ min

] ==== MILP

1| —— SURminT
e max

T min

e IR

0 ) 15 pil — 25
Time [h]

FIGURE 3.16 — Comparaison de la méthode de collocation hybride avec la PLNE - stock,

puissance combustible & la chaudiére et au moteur

cette hypothése ne peut plus étre formulée lorsqu’on considére des centrales utilisant de ’eau/
vapeur comme fluide de travail. L’optimisation sur le modéle physique prend alors toute son
importance. Un tel exemple a été traité et est présenté en Annexe F. On s’intéresse maintenant
a un autre aspect de la méthode proposée : la prise en compte de coiits de démarrage dans la
fonction objectif.

3.5.2 Cotts de démarrage

On teste ici 'optimisation en présence de cotits de démarrage et I’on constate les différences
avec le cas de référence (sans coiit de démarrage) de la Figure 3.11. Dans ce cas de référence,
on constate des démarrages et arréts fréquents de la chaudiére, mais qui respectent néanmoins
la durée minimale autorisée (une demi-heure). On introduit alors pour la chaudiére un cott de
démarrage élevé de 3 p.u. mais sans faire de restriction sur le mode dans lequel elle se trouve
avant le début de I’horizon. Les résultats sont présentés en Figure 3.17. Comme évoqué en
3.4.5, la génération de la trajectoire binaire correspondant a I’état de la chaudiére est générée
en utilisant un arrondi simple respectant la durée minimale des modes et non pas la méthode
SURminT. On constate maintenant que la chaudiére est a I’état ON sur tout 'horizon, ce qui
évite de payer des coiits de démarrage. La comparaison des résultats donnés par la méthode
de collocation hybride et la PLNE sur ce cas est donné en Figure 3.18. Enfin, dans le dernier
cas, on impose en plus a la chaudiére d’étre arrétée avant le début de I’horizon comme montré
en Figure 3.19. On constate que la chaudiére n’est plus jamais allumée. La conséquence est
que le systéme ne parvient plus & satisfaire aussi bien la demande en chaleur (I’optimisation
juge qu’il est préférable de payer le prix de la pénalité Jpe, dans (3.58)).

La méthode de collocation hybride a par ailleurs été testée sur un systéme de plus grande
taille : il s’agit d’un réseau de chaleur alimenté par une cogénération a cycle vapeur issu de
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FIGURE 3.17 — Optimisation de la cogénération : ajout d’un colt de démarrage de 3 u pour

la chaudiére, mode initial libre

létude [9]. Le gain en complexité est significatif puisque le modeéle en question inclut une
représentation lissée des tables de I’eau/vapeur ainsi qu'une modélisation des retards dans le

réseau. Ces résultats sont présentés en Annexe F.
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CHAPITRE 4

Commande prédictive basée sur des modéles linéarisés tangents

4.1 Suivi de trajectoires d’état par commande prédictive : cas
idéal

4.1.1 Motivation

On décrit dans ce chapitre un algorithme de commande prédictive remplissant la fonction
"Ajustement de trajectoire temps réel", décrite dans le Chapitre 1 et montrée en Figure 1.1.
La méthode décrite au chapitre précédent, ou d’autres méthodes telles que la Programmation
Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) permettent de définir des trajectoires optimales pour le
systéme sur un horizon long. Ces trajectoires peuvent étre données pour les état z,, les sorties
yr et les commandes u,. Ces méthodes sont toutefois limitées a des modeéles simplifiés pour
des raisons de puissance de calcul ou des limitations sur les classes de systémes considérées
(par exemple l'optimisation par PLNE contraint & utiliser des modéles linéaires). Ce fait
s’accompagne d’une erreur de modélisation parfois importante entre le systéme réel et le
modéle utilisé pour 'optimisation. Il est méme courant que les trajectoires fournies par le
modéle d’optimisation ne définissent pas exactement de la méme fagon les entrées, sorties ou
états du systéme. A titre d’exemple, un modeéle de PLNE fournira couramment des trajectoires
en puissance et énergie mais ne donnera pas d’information sur la trajectoire des pressions et
températures dans le systéme. De plus, des perturbations affectent le systéme et doivent
étre prises en compte afin de maintenir une cohérence entre les trajectoires prévues et celles
réalisées. On considére que le systéme étudié est soumis & certaines perturbations w. Un sous
ensemble w™ de ces perturbations est mesuré. Une correction en temps réel de la trajectoire
du systéme s’avére donc nécessaire pour prendre en compte les perturbations et erreurs de
modélisation, et assurer le respect des contraintes sur un horizon donné. Dans cette optique
de commande, il est intéressant d’utiliser le modéle physique (non linéaire) du systéme car il
s’agit du modéle le plus détaillé dont on dispose, et qui fournit les prédictions les plus précises
sur 1’évolution du systéme.

La commande prédictive, ou MPC (Model Predictive Control) consiste a optimiser la séquence
de commandes u & appliquer & un systéme en s’appuyant sur les prédictions d’un modéle de
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celui-ci. La commande et les prédictions sont faites dans un cadre échantillonné. Le MPC est
une technique de commande intéressante car en plus de fournir des trajectoires optimisées,
il permet de prendre en compte aisément les systémes ayant plusieurs commandes, plusieurs
sorties (MIMO), et surtout les contraintes sur ces variables. Dans une commande MPC,
I’optimisation est faite sur un horizon de prédiction glissant, puis réitérée a chaque pas de
temps. Cependant, seul le premier terme de la séquence de commande calculée est appliquée au
systéme car les nouvelles commandes calculées sont réputées meilleures que celles calculées a
I'instant précédent. En effet, au pas de temps suivant, les nouvelles mesures issues du systéme
pour les sorties et les perturbations mesurées (Ymes €t wjr.s) sont prises en compte, ce qui
introduit un retour d’état dans la boucle de commande. Le MPC est trés bien étudié dans
le cadre des modéles linéaires invariants dans le temps, on citera notamment les ouvrages de
référence [61],[62]. La plupart du temps, le MPC a pour objectif la stabilisation autour d’un
point d’équilibre (x4, us) (probléme de stabilisation), ou d’une succession de points d’équilibre
(probléme de tracking). Pour cette raison, un critére quadratique a horizon fini de la forme
suivante est trés souvent utilisé pour la fonction objectif du MPC, avec @) et R des matrices
de pondération (@ définie positive, R semi-définie positive) :

Tz, u) = / (2 — 25)7Q(& — @) + (u— us) " R(u — uy))dt

Plusieurs travaux étendent la commande prédictive au cadre des systémes non linéaires tels
que ceux étudiés ici (NMPC). Une bonne synthése est donnée dans [63]. Dans ces méthodes,
on cherche & résoudre des problémes de commande optimale sur le modéle non linéaire avec
un horizon glissant, en utilisant certaines des stratégies présentées au chapitre précédent (tir
simple, tir multiple, collocation). Afin de tenir les contraintes du temps réel, des stratégies
sont mises en place pour réduire la taille du probléme ou pour exploiter au mieux sa struc-
ture [64][13]. Par ailleurs, les trajectoires calculées entre deux problémes MPC consécutifs
sont souvent proches. Cette caractéristique peut étre exploitée pour initialiser le nouveau
probléme MPC & partir du précédent (warm start), comme évoqué dans [65] pour la méthode
de collocation, ce qui est important pour la rapidité de convergence des algorithmes d’op-
timisation locale employés (SQP ou points intérieurs le plus souvent). Enfin des techniques
informatiques telles que la parallélisation ou la génération efficace de code compilé peuvent
étre mises en place.

Dans cette thése, on propose une autre facon d’aborder la commande MPC pour les sys-
témes non linéaires modélisés a ’aide de Modelica. En effet, ces modeéles physiques détaillés
utilisés pour la simulation sont souvent de dimension trop importante pour pouvoir servir de
modeéle interne & un MPC non linéaire. Ici, plutét que de résoudre un probléme de commande
optimale sur le modéle non linéaire, une approche hiérarchisée est proposée. Elle est un com-
promis permettant de bénéficier de la précision du modéle non linéaire tout en gardant une
complexité acceptable pour le probléme d’optimisation : la stratégie de commande prédictive
pour le suivi de trajectoires s’appuie ainsi sur des modéles linéarisés tangents issus du modéle
non linéaire de la centrale. On nomme cette commande TL-MPC (Tangent Linear MPC).
Les modeéles linéarisés tangents s’expriment dans les variables (dx, du) représentant 1’écart a
la trajectoire nominale (qui elle s’exprime en (z,u)). Ils sont une approximation du premier
ordre valable & tout instant autour de la trajectoire nominale et permettent en plus de béné-
ficier de certaines propriétés du MPC linéaire, notamment la grande rapidité de convergence
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de "optimisation.

L’utilisation dans le MPC d’un modéle linéarisé autour d’un point d’équilibre est une pratique
assez courante [66]. En revanche, la linéarisation autour d’une trajectoire non stationnaire l’est
moins. Cette piste est évoquée dans [67] pour le suivi de référence pour la direction assistée
d’un véhicule mais le modéle linéarisé tangent est construit manuellement d’aprés un modéle
ODE. On propose ici une procédure automatique pour remplir cette fonction, basée sur 1'uti-
lisation de modéles Modelica, qui sont potentiellement donnés sous forme de DAE.

On s’intéresse alors a la stabilité de la commande TL-MPC. Cependant, ’analyse de stabilité
du MPC qui utilise un modéle en variations (dz,du) souléve certaines difficultés théoriques
supplémentaires par rapport au MPC linéaire invariants dans le temps. D’une part on doit
étudier la stabilité non plus pour un modeéle [A, B] mais pour une famille de modeéles [Ag, By ;
d’autre part le domaine admissible exprimé dans les variables (dx,du) devient lui aussi va-
riant dans le temps, ce qui nécessite une nouvelle définition pour les contraintes et ’ensemble
terminal notamment. Au vu de ces difficultés, on propose une analyse de stabilité de la com-
mande TL-MPC sous certaines hypothéses simplificatrices. On présente ensuite 1’algorithme
réellement utilisé, qui montre de bonnes performances en pratique mais n’inclut pas tous les
éléments du cadre théorique. Cette version du MPC contient notamment des améliorations
axées sur les spécificités des centrales d’énergie : il permet une normalisation des variables, la
prise en compte de contraintes hybrides de type ON/OFF et peut utiliser certaines hypotheéses
pour améliorer la rapidité de calcul.

4.1.2 Notations

Le MPC proposé est & temps discret au pas de temps Ty, mais les trajectoires du systéme
sont simulées en temps continu, ce qui nécessite d’éclaircir les notations utilisées. Ainsi, pour
une méme variable v, vy fait référence a la valeur de v a 'instant tx, v(t) a la valeur de v &
un instant ¢, et v a la trajectoire de la variable v (v étant alors traité comme un signal).
Pour la valeur des variables différentielles x a l'instant ¢, on utilisera alternativement la
notation xz(t), ou celle plus précise x(xg, u, w;t) signifiant que la trajectoire a été obtenue par
intégration de & avec comme condition initiale xy et comme entrées les signaux w et w.

Définition (Trajectoire d'un systéme) Une trajectoire d’un systéme est une solution des
équations différentielles qui le modélisent et est notée

P=(z,y,u,w) = {(x(t),yt),u(t),w(t)), tetoitsl}
Par abus de langage, on dira que cette trajectoire est une solution du modéle.

La trajectoire de référence que 1'on cherche & suivre est notée

P, = (wra Yry Uy, wr)

Les notations suivantes sont liées au caractére échantillonné et a I'horizon glissant em-
ployés dans le MPC : tout d’abord, 'exposant ¢ est utilisé lorsque cela est nécessaire pour
signifier qu’une variable a été calculée & I'instant ¢; ; par exemple la valeur prédite a t; de la va-
riable v pour l'instant ¢, s’écrira 'Ui(ti+1). Par ailleurs, le MPC calcule la valeur des variables
sur un horizon fini (horizon de commande ou de prédiction) aux instants d’échantillonnage.
Pour chacune des variables, ces prédictions peuvent alors étre représentées sous forme de vec-
teurs. On utilisera des lettres majuscules pour se référer a ces vecteurs. V? contiendra ainsi
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les valeurs futures v;f 41 de v sur un horizon donné, calculées a I'instant ¢;. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, on omettra parfois ’exposant i.

La notation A est finalement introduite pour décrire la variation d’une variable v entre
deux instants d’échantillonnage : Avgp = vp — vp_1.

4.1.3 Modéles considérés

Plusieurs modéles vont étre considérés par la suite et nécessitent d’étre bien définis pour
I’analyse de stabilité qui va suivre.

4.1.3.1 Systéme physique

On suppose que le systeme physique est décrit par un systéme d’équations algébro-
différentielles, qui aprés traitement symbolique par les méthodes présentées au Chapitre 2
peut étre mis sous forme de modeéle d’état (a la seule différence qu'’il existe maintenant plu-
sieurs types d’entrées : u et wy) :

ap(t) = fplap(apo, u, wpit), u(t), wy(t))
{yp(t) = hy(x,(t)) (4.1)

avec T, € R"" les états, y, € R" les sorties. Les entrées sont maintenant subdivisées en deux
catégories (on ne considérait que u dans le chapitre précédent) :

— u € R™ les entrées commandées du systéme optimisées par le MPC

— wp € R™ les entrées non commandées du systéme (perturbations)

Les sorties y, peuvent étre des états z, ou des variables algébriques z,. z, n’apparait donc
pas explicitement dans cette formulation mais peut s’exprimer comme une fonction de x.

Pour simplifier les notations, certaines variables seront parfois omises dans les fonctions si
elles n’existent pas dans le modéle en question. Pour un systéme non perturbé par exemple,
on pourra écrire @, (t) = fp(zp(zpo, u;t), u(t)).

4.1.3.2 Modéle non linéaire du systéme

Le modéle le plus détaillé du systéme dont on dispose est le modéle non linéaire, modélisé
a l’aide du langage Modelica. Celui-ci peut également étre mis sous forme de modéle d’état.

{ B(t) = flaloouwit),ult), w(t)) Lo
y(t) = h(xz(t))
Avec la condition initiale z(tg) = 0.

Le modéle non linéaire est utilisé pour générer a chaque instant ¢; certaines trajectoires
appelées trajectoires nominales autour desquelles seront calculés des modeéles linéarisés. Ces
trajectoires sont calculées sous 'hypothése que les entrées suivent leurs valeurs de référence
et s’écrivent :

i _
Pnom - (:Cnoma Ynom,, Ur, wr)

Ces trajectoires sont solutions de

xfwm(ti) = xnom,i
j:;wm ) = f(x%wm(t)

( y Uy (t)’ Wy (t)) (NLnom)
Ynom(t) = h(@70m(t))
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Les trajectoires nominales correspondent ainsi a la réponse en boucle ouverte du systéme non
linéaire initialisé en un point Zpem; avec en entrée les trajectoires de référence données par
I’étage d’optimisation supérieur.
Par ailleurs, pour simplifier la notation en temps discret, on donne une expression du modéle
sous sa forme échantillonnée, avec un pas d’échantillonnage Ty :

{ Tip1 = [D(zg, up, wis; Ty) (NLd)

ye = h(xg)

La fonction f (@) renvoie I'état au prochain pas d’échantillonnage et correspond & l'intégration
de (NLc) sur cette période. On utilisera la méme notation pour le systéme réel (fonction f;d)).

4.1.3.3 Modéle linéarisé tangent

On dérive du modele (NLc) des modéles linéarisés tangents autour de la trajectoire
nominale P,,,. On présente ici la facon de les obtenir. L’opérateur é est introduit pour
définir Pécart d’une variable & sa valeur nominale (par exemple 6x(t) = x(t) — Zpom(t),
dy(t) = y(t) — Ynom(t), du(t) = u(t) — u,(t),...). Dans un voisinage de la trajectoire nominale
Phom, On peut écrire

5'7; :f(xnom + 51', Up + (5’11,, wy + 5'“)) - f(xnoma Uy, wr(t))

= % dx(t) + ? su(t) + 2| sw(t) + g(5a(t), u(t), suw(t))

t Uy ow|,

= A()62(t) + Bu(t)0u(t) + Bu(t)dw(t) + g(8z(t), su(t), sw(t))

S (t)

Ici, la fonction g(dx, du, dw) représente la partie non linéaire résiduelle du modeéle. On définit
alors le modéle linéarisé tangent en temps continu de la fagon suivante

{ S (t)
dy(t)

Par la suite, on utilisera la fonction J f pour abréger les notations :

A(t)dx(t) + By(t)du(t) + Budw(t)

()0 (1) (TanLc)

SF(62(t), oult), ow(t)) = A()5z(t) + Bu(t)ou(t) + Bu(t)dw(t)

Dans la premiére implémentation du MPC présentée dans cette partie, on suppose que
la trajectoire de référence P, = (z,yr, ur, w,) est une trajectoire solution du modeéle non
linéaire (NLc) et peut donc étre utilisée comme une trajectoire nominale. C’est I’hypotheése
que nous ferons dans la partie 4.2 :

Prom = Py

La définition de la trajectoire nominale sera en revanche modifiée dans la partie 4.3.
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4.1.3.4 modéle linéarisé tangent en temps discret

Ce dernier modéle aussi nommé modéle interne est celui utilisé par le MPC pour ’optimisa-
tion de trajectoires. Le MPC est appliqué dans un cadre échantillonné. On fait I’hypothése que
les entrées commandées mais également les perturbations peuvent étre considérées constantes
sur un pas d’échantillonnage (zero-order hold). Sous cette hypotheése, le modéle (NLc) peut
étre approché par le modéle linéaire variant dans le temps (LTV) discret suivant :

{ 0xpy1 = Apdxy + By pdug + By 0wy

Sup = cpdiy (TanLd)

Ar, By, By et ¢ résultent de la discrétisation temporelle des matrices de linéarisa-
tion A, By, etc. autour du point Py, (tx). La discrétisation par schéma d’Euler avant avec
I’hypotheése zero order holder est utilisée dans notre cas. On pose

Fk(dxk, ouy, 5wk) = Apdx, + Bmkéuk + Bw7k5wk (4.2)

Les trajectoires prédites par le MPC s’appuient sur I’hypothése que les perturbations suivent
leur valeur nominale : dw, = 0. La notation T est introduite pour les fonctions et variables
correspondant & ce cas. On définit ainsi :

Fo(0xk, Oup) = Apdxy + Bypduy,
Les trajectoires non perturbées par rapport aux prévisions sont alors solution de

Tpt1 = Tnomk+1 + Fr (0, dug) (4.3)

4.1.4 Commande prédictive TL-MPC

On introduit ici une nouvelle formulation de commande prédictive nommée TL-MPC
(Tangent Linear MPC'), qui utilise comme modéle interne des modeéles linéarisés tangents
du systéme a contrdler. On rappelle que 'on a pour l'instant défini la trajectoire nominale
comme P, = P, et que par conséquent T, = Tpom, Yr = Ynom- L’0bjectif de commande est
de suivre au mieux les trajectoires calculées par le programme d’optimisation long terme, tout
en respectant les contraintes de l'installation. Le suivi de trajectoire concerne ici les sorties
comme cela est couramment le cas, mais également les commandes du systéeme. En effet, la
trajectoire des commandes peut avoir une influence sur le critére économique utilisé dans
I’optimisation long terme, ou correspondre dans certains cas & des engagements d’achat.
Dans la procédure MPC, un probléme de commande optimale est résolu & chaque instant
t;, afin de calculer le meilleur ajustement du; & la trajectoire de commande sur ’horizon de
prédiction du MPC. La commande u réellement appliquée au systéme est ainsi déterminée
par des variations autour de la trajectoire de référence u,., ¢’est-a-dire u = u, + du. On définit
alors les vecteurs suivants, calculés & l'instant ¢;, qui entreront dans la définition du probléme
d’optimisation du MPC : les futurs ajustements de la commande sont U’ et correspondent
au vecteur de commande U®. La trajectoire prédite pour les états est quant a elle X :

ou; U; x; ox;
U= r |, U= |, X=X =

Oy p_1 Uiy p—1 Zitp 0Tt p
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On retient pour le probléme MPC & l’instant d’échantillonnage ¢; la fonction objectif
quadratique suivante, composée de la somme de cotits d’étapes [(dx, du) et d'un coit terminal
d(ox), avec

16, 8u) = [|6z(|3 + [[6ull et @(6x) = ||6[[

i+P—1
Ji=®0xirp)+ Y 10w, oug)
k=i

i+P—1
= 6zivrlz+ Y llowkld + louellR (4.4)
k=i
i+P—1
= llwisp —zrirpli+ D Nk — 2eldy + lluk — urkllk
k=i

Avec @) une matrice définie positive, R une matrice semi-définie positive et S une matrice
définie positive symétrique (se référer a I’Annexe B).

Les deux premiers termes quantifient la qualité de suivi des trajectoires de référence, pour
les commandes et les états respectivement. Les matrices de pondération R et () permettent de
définir le compromis entre ces deux objectifs. Le MPC doit également prendre en compte les
contraintes sur ’état et les entrées. Soit X C R™ ’ensemble des états admissibles et &4 C R™
I’ensemble des commandes admissibles.

Hypothése H5. Les ensembles X C R™ et U C R™ sont convezes.

Il est également possible de définir ces ensembles de fagon locale autour des trajectoires
de référence. Les ensembles selon cette définition deviennent variants dans le temps. Une
contrainte terminale est également considérée : on requiert que ’état a la fin de I'horizon
appartienne & un ensemble 0§2;; p contenant dx;1p = 0. L’ensemble §§2; p est défini pour les
variables en variations (dz) mais on pourra le définir de fagon équivalente pour les variables
du modele original (z) : on le notera dans ce cas ;4 p. L’indice i + P utilisé fait référence au
fait que le 'ensemble terminal concerne dz & l'instant ¢+ P ( mais il s’agit bien de ’ensemble
terminal pour le probléme MPC 7). L’ensemble terminal est ainsi variant dans le temps.
Q;+p = R" correspond au cas ot I’état terminal est libre.

On ajoute '’hypothése suivante sur ’ensemble terminal :

Hypothése H6. (), p est un ensemble compact contenant x, ;1 p dont la frontiére est définie
comme une ligne de niveau du coit terminal :

Qirp = {0ziyp| |6ziyp|s <ripp}
Q peut donc aussi étre décrit par la trajectoire de r.

Le probléme d’optimisation (MPC), a I'instant d’échantillonnage t; est alors le suivant :

IglUin Ji(0U*, 6 X7)
0riyp € Qi p
(5.%'i+k S 5/1’”’“,511,”;9,1 € UL Vel P
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4.2 Vers une preuve de stabilité de la commande TL-MPC

Dans cette partie, on commence par rappeler les définitions retenues pour la stabilité, puis
les fonctions de Lyapunov qui sont un moyen de conclure sur la stabilité d’un systéme au sens
défini précédemment. Dans notre cas, le systéme étudié est un systéme Linéaire Variant dans
le Temps sous commande TL-MPC. Comme il n’existe pas de facon générique de créer une
fonction de Lyapunov pour un systéme, on présente certains résultats de la littérature pour les
systemes sous commande MPC d’une part, pour les systémes linéaires variant dans le temps
d’autre part. La combinaison de ces deux aspects ajoute des difficultés théoriques aux preuves
de stabilité : en particulier les ensembles admissibles pour les contraintes deviennent variant
dans le temps, et la stabilité doit étre prouvée non plus pour un modele (de la forme [A, B])
mais un ensemble de modéles ([Ax, Bx|) qu'il faudra tout d’abord réussir a caractériser. Au vu
de ces difficultés, des hypothéses supplémentaires sur le systéme ont été formulées. On donne
alors dans cette partie une preuve de stabilité pour le systéme sous commande TL-MPC dans
un cadre simplifié.

4.2.1 Définitions de la stabilité

On rappelle ici quelques définitions classiques de la stabilité dans le cadre échantillonné,
pour le cas général des systémes variant dans le temps. La stabilité d’un point d’équilibre x,
traduit 'aptitude du systéme & se maintenir dans un certain voisinage de z., tant que la tra-
jectoire débute suffisamment prés de ce point. Une notion plus forte est celle de convergence,
qui assure que toutes les trajectoires du systéme commencant dans une région d’attraction
autour de x. tendent asymptotiquement vers ce point. Par ailleurs, lorsque les équations du
systéme étudié varient dans le temps, la dynamique n’est plus semblable en tout instant, et
il faut alors préciser l'instant initial ¢g dans les définitions de la stabilité. On dira que le
point z. est stable & l'instant tg. La stabilité uniforme, qui traduit la stabilité du systéme
indépendamment de I’instant initial peut alors étre une propriété souhaitable. De facon plus
formelle, en notant B, la boule définie par ||z| < d et en introduisant les constantes positives
r (borne sur ’état initial & tp) et R (borne sur I’état & tout instant ¢;), on établit les définitions
suivantes :

Définition (Stabilité) Le point d’équilibre x. = 0 est stable au sens de Lyapunov au temps ¢
si pour R > 0, on peut trouver r(R,tg) > 0 tel que si z(ty) € B, alors z(t;) € Br, Vt; > to.

Remarque En temps discret, cette définition reste valable avec t; = ¢ * T, 7 € N.

On parlera de stabilité uniforme si r peut étre choisi indépendamment de 3. La notion de
convergence vers un point z. (ou convergence du point x. par abus de langage) est liée
quant a elle a l'existence de domaines d’attraction : toute trajectoire débutant dans un do-
maine d’attraction autour de x, tend asymptotiquement vers ce point. On parlera de stabilité
asymptotique si le point est & la fois stable et convergent.

Définition (Convergence) Le point d’équilibre 2z = 0 est convergent & tg si VR > 0 on peut
trouver r(tg) > 0 et T(R,to) > 0 tel que si z(tg) € By, x(t;) € Br, Vt; >to+T

La convergence est uniforme lorsque r et 1" peuvent étre choisis indépendamment de #g.
Ce qui differe dans notre cas d’étude est que ’on ne recherche pas la stabilité autour d’un point
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fixe, mais d’une trajectoire, en l'occurrence P, = (z,(t),u,(t)), la trajectoire de référence. I
est cependant possible de se ramener & un probléme de stabilisation si I’on considére le systéme
linéarisé (0x(t), du(t)). La stabilité de x(t) en x,(t) est alors équivalente & la stabilité du point
(6x,ou) = (0,0), mais pour un systéme variant dans le temps (le systéme linéarisé tangent).

4.2.2 Fonctions de Lyapunov

L’analyse de stabilité peut recourir a I'utilisation de fonctions de Lyapunov, que I’on évalue
le long de la trajectoire du systéme. Montrer que le systéme admet une fonction de Lyapunov
pour le point z, = 0 (en utilisant au besoin des changements de variables) équivaut & prouver
la stabilité de ce point.

Les fonctions de Lyapunov font intervenir certaines classes de fonctions que 1’on introduit
ici :

Définition (Fonction V(x) définie positive) : Une fonction V : R™ — R™T est définie positive
st

- V(©0)=0

- V(z)>0, Vx#0

Définition (Fonction W (x, k) définie positive) : Une fonction W : D x Nt — R* est définie
positive sur D si :

- W(0,k)=0, Vk>0

— 11 existe une fonction définie positive Vi (x) telle que Vi (z) < W(z, k), Vz € D,Vk

Il existe deux définitions pour les fonctions de Lyapunov : la premiére concerne les systémes
invariant dans le temps (les équations sont les mémes en chaque instant), la seconde concerne
les systémes variant dans le temps, ce qui est le cas des modéles linéarisés tangents étudiés
ici.

On donne maintenant les deux théorémes suivants qui relient la stabilité d’un point d’équilibre
a l'existence d’une fonction de Lyapunov pour le systéme. Le Théoréme 4.1 concerne le cas
invariant :

Théoréme 4.1. (Stabilité pour les systéemes invariant a temps discret) Le point d’équilibre
xe = 0 est stable dans un voisinage Bp s’il existe une fonction définie positive V(z) : R — RT
appelée fonction de Lyapunov et une fonction V3 définie positive telles que le taux de variation
de V' le long d’une trajectoire de x vérifie

AV(:Ck) = V(xk-i-l) — V(:Ck) < —Vfg(:ck) Vzir € Bp (46)
Le Théoréme 4.2 est une généralisation au cas variant dans le temps :

Théoréme 4.2. (Stabilité uniforme pour les systémes a temps discret variants dans le temps)
Le point d’équilibre z. = 0 est uniformément stable dans un voisinage Bp si il existe une
fonction V(z,k) : R x N — R appelée fonction de Lyapunov et trois fonctions Vi, Vo, V3
définies positives telles que

Vi(zg) < V(zg, k) < Va(xg) Vap € Bp (4.7)
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— Le tauz de variation de V' le long d’une trajectoire de x est semi-défini négatif
AV (zg, k) =V (ege1,k+1) = V(rg, k) < —Vs(zr) Var € Bp (4.8)

Si la deuziéme condition est renforcée par AV (xyp, k) < —Vs(z) Vap € Bp le point d’équi-
libre 0 est asymptotiquement (uniformément) stable.

Les preuves de stabilité nécessitent donc la recherche de fonctions V', Vi, Vo, V3 (V et V3
dans le cas invariant) et d’'un domaine Bp vérifiant ces conditions.

4.2.3 Etat de I’art : stabilité pour le MPC et les systémes LTV

On présente ici certains résultats de la littérature permettant de conclure a la stabilité :
— De la commande MPC dans le cas de la stabilisation des systémes invariant dans le
temps
— Des systémes linéaires variant dans le temps
— De la commande MPC pour les systémes linéaires variant dans le temps
La preuve de stabilité de la commande TL-MPC proposée ensuite combine certains éléments
de ces approches.

4.2.3.1 Preuves de stabilité MPC pour les systémes invariants

Dans le tres cité article [68], une syntheése est faite sur un ensemble de briques élémentaires
garantissant la stabilité de la commande MPC pour les systémes invariants dans le temps,
linéaires ou non linéaires. Le probléme étudié est celui de la stabilisation autour du point
d’équilibre z. = 0 en présence de contraintes sur I’état et la commande. On considére un

critére de la forme
i+P—1

Ji = ®(zirp) + Z W@k, uk)
k=i

Il y est noté I'importance des ingrédients suivants :

— Un ensemble terminal 2 C X contenant 0. La contrainte x;+p € €2 est ainsi ajoutée au
probléme M PC;.

— Un horizon de prédiction P suffisamment long pour garantir la faisabilité initiale : a
I'instant initial, ’ensemble terminal ) est atteignable en P pas de temps en respectant
les contraintes sur x et w.

— La connaissance d’un controleur terminal u = Ky(x,k) capable de prendre le relais
du MPC sur 2 au deld de I’horizon de prédiction fini. Le but de ce controleur est
de prouver qu’il existe au moins une stratégie admissible permettant de compléter la
trajectoire pour le prochain pas : celle consistant & appliquer la commande optimale
calculée par le MPC jusqu’a l'instant ¢ + P, puis K¢ (24 p4x). L'optimisation effectuée
par le MPC ne pourra qu’améliorer cette solution existante. Le controleur terminal Kp
est lié & ’ensemble terminal €2. Il doit répondre & deux exigences : fournir un retour
d’état admissible pour tous les points de I’ensemble terminal : ¢(x) € U,Va € €, et
rendre ’ensemble terminal positivement invariant :

Thy1 = f(.%‘k,,Cf(.%'k)) S Q,ka e



4.2 Vers une preuve de stabilité de la commande TL-MPC 107

En d’autre termes, une fois que I’ensemble terminal est atteint, ’état x y est maintenu
pour tous les pas suivants, assurant le respect des contraintes en x et u au dela de
I’horizon du MPC. Il faut cependant noter qu’en raison de I’horizon glissant du MPC,
ce controleur n’est en réalité jamais appliqué au systéme réel.

— Un cout terminal ®(z) dans la fonction objectif permettant de pénaliser ’état final
zi+p. Ce colt terminal interviendra dans les preuves de stabilité qui vont suivre en
utilisant 'hypothése suivante :

Hypothése H7. Le coit terminal ®(x) et le contréleur terminal ICs(x) vérifient
P (fk(xk,ICf(:Ck))) — @(xk) < —l(mk,ICf(SCk)), Varp € Q, ke N (49)

Cette derniere condition permet d’utiliser la valeur de la fonction objectif J comme
fonction de Lyapunov. La preuve de stabilité du systéme en boucle fermée consiste & trouver
des fonctions définies positives V, V3 et un domaine Bp respectant les conditions du théoréme
4.2. 11 faut par ailleurs veiller au respect des contraintes indépendamment de la stabilité. Les
grandes lignes de la démonstration sont les suivantes :

1. La fonction I(x,u) permet sous certaines hypothéses de garantir I’existence d’une fonc-
tion Vi (x) < l(z,u) < J¥ telle que J soit définie positive. Dans le cadre des systémes
invariant dans le temps, il n’est pas nécessaire de prouver que J; est décroissante.

2. Pour le probléeme (MPC;,1), une solution est la commande consistant a appliquer U
calculée au pas i de i + 1 a i + P — 1, puis le controleur terminal ;. Sous I’hypothése
d’un modéle parfait, cette trajectoires donnera les mémes états X de i+1 & i+ P, puis
Tiypi1 = Ky(zi4p). Cette solution est associée a un cotit sous optimal J;y1 > Jf\; qui
peut s’écrire sous la forme

Jiv1 = I+ @ (fi (@ivp, Ki(wirp)) + 1 (fe(zitp, Ky (Titp)) — ®(@irp) — U2}, uy))

3. L’hypothese H7 permet alors d’écrire Ji 1 — J; < Jf — JF < —l(z,u;). Moyennant
certaines hypotheéses sur I(z,u), cette fonction joue le role de V3 dans le théoréme 4.2.
Les conditions sont alors réunies pour utiliser J; comme une fonction de Lyapunov et
conclure & la stabilité du systéme sous commande MPC dans le cas nominal.

Remarque En présence de perturbations, on ne peut garantir que ’état converge vers un
point, mais seulement vers un ensemble borné. On utilisera alors d’autres notions relaxées de
la stabilité comme la stabilité entrée-état (ISS), faisant intervenir un autre type de fonctions
de Lyapunov.

4.2.3.2 Preuves de stabilité pour les systémes LTV

Les preuves de stabilité pour les systémes linéaires variant dans le temps sont quelque peu
différentes. Une approche est de les reformuler comme des systémes Linéaires & Parameétres
Variants (LPV). Les LPV sont une fagon de formuler les modéles linéaires variant dans le
temps en fonction de certains paramétres (£) (donnant A(£(t)), B(£(t)),etc.) et non en fonc-
tion du temps comme nous ’avons fait jusqu’a présent (donnant A(ty), B(ty),etc.), méme si
techniquement on pourrait considérer l'instant k € ¢,..,4 + P comme le parameétre en ques-
tion. Dans [69], une preuve de stabilité est donnée pour les systémes Linéaires a Paramétres
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Variants (LPV) pour lesquels la matrice B est constante :
T = A(§(tk))zk + Buy,

On suppose par ailleurs qu’il existe un ensemble de matrices sommets A’ définissant
I’ensemble convexe des matrices A(§). La définition de ’enveloppe convexe de matrices est
donnée par la définition B.2 de ’Annexe B. De plus B étant constant, on a ici

[A(&(tk)), B] = Z&‘(%)[Ai, B] (4.10)
i=1
Zfi(tk) =1, &(ty) >0 (4.11)
i=1

Avec [A, B] la représentation d’état du systéme LTV. Chacun des systémes sommets [A*, B],i €
I..n4 est associé & une fonction de Lyapunov quadratique V;(z(tx)) = z(tx)” Piz(tz), mais
cela n’est pas suffisant pour garantir la stabilité du systéme pour toute valeur du parameétre
&. Une condition nécessaire et suffisante pour que

V(@(tr),£(tr) = D &mlth) P

soit une fonction de Lyapunov globale valable pour toute évolution de £(k) est donnée par
le théoréme suivant :

Théoréme 4.3. [69] Le systéme (4.10) est stabilisable par un retour d’état linéaire de la
forme :

na
up = Y &iltr) Kiay
i=1
(gain scheduled state feedback) si et seulement si il existe des matrices S°, S7 définies positives
et des matrices G* et R' solution de

G+ Gt g &
AiGi + BRE S

] >0, Viel.ny, Vjel.ng (4.12)

Ou * est une notation utilisée pour remplacer les termes transposés dans les matrices symé-
triques. Les controleurs K* sont alors donnés par

Ki— Rigi?

Et la fonction suivante est une fonction de Lyapunov du systéme :
na 1
P(E(tr) = D &iltr) S’
i=1

On parle alors de stabilité poly-quadratique. [70] propose une version moins conservative
de ce théoréme dans le cas ou la variation temporelle de {(k) est bornée, ce qui est souvent
le cas en pratique. Le résultat de stabilité est étendu au cas ot la matrice B dépend de £ en
considérant une forme plus générale pour la fonction de Lyapunov candidate Ces résultats
different de notre cas d’étude, puisque la commande recherchée est une commande MPC et
non un retour d’état linéaire. Cependant, ils nous seront utiles pour la synthése du controleur
final Ky évoqué précédemment.
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4.2.3.3 Preuves de stabilité MPC pour les sytémes LTV

Dans le cadre des systémes variant dans le temps, le probléme de suivi nominal de la
section 4.2.4.2 est traité par [71] dans le cas de systémes linéarisés tangents & temps continu
autour d’une trajectoire de référence x,(t). En supposant que cette trajectoire de référence
est une trajectoire solution du systéme non linéaire, on cherche ici a stabiliser 'erreur e(t),
dont la dynamique est donnée par :

et) = &(t) — ar(t) = f((t), u(t)) — (1)

C’est a notre connaissance le cadre d’étude le plus proche du notre. La stabilité de la com-
mande MPC est prouvée dans le cas ou les trajectoires de références atteignent un état
stationnaire & partir d'un instant 7". Le concept introduit dans [71] est celui d’ensembles Q(t)
positivement invariants sous un controleur linéaire du(t) = K (t)ox(t), c’est-a-dire que pour
tout point z(t) dans Q(¢) a l'instant ¢ génére une trajectoire qui restera dans  dans le futur
si Pon applique le controleur K(t) :

V1, x(t) € Qt) = x(t+71) € Qt+71)

Comme on peut le constater, le controleur K ainsi que 1’ensemble {2 évoluent au cours du
temps. L’invariance positive permet de garantir 1’existence d’un controle admissible (satisfac-
tion récursive des contraintes) sur tout I’horizon, donnant par la méme une borne supérieure
pour la fonction cott. Le controleur K est ici calculé comme solution d’une équation de Ricatti
variant dans le temps, ’hypotheése sur la stationnarité de la référence a t = T (&,(7) = 0)
nous donnant la condition limite sur la matrice de covariance : P(T) = 0.

Le cas ou la référence est donnée pour les sorties y,- en supposant celles-ci de classe C; est aussi
abordé, mais les conditions de convergence vers la référence sont données sous des hypothéses
plus fortes : on suppose notamment qu’il existe une trajectoire d’entrée telle que y,.(t) =
h(z(t)) (output trackability), et 'on impose la contrainte terminale y,.(t; +7T) = h(x;(t +T))
pour chaque probléme M PC;.

Par ailleurs les ensembles €2(¢) sont choisis comme des ellipsoides de rayon I1(¢). L’auteur
donne alors une fagon approchée de calculer ces ensembles €(t) afin qu’ils soient les plus
grands possibles. Par la suite, I’erreur de modélisation est prise en compte en considérant une
marge de sécurité sur ces ensembles, c’est-a-dire en définissant un ensemble 2" C ) de telle
sorte que 2" reste invariant pour toutes les réalisations possibles de l'incertitude. 2" est ici
construit comme une contraction homothétique de € (soit pour le rayon II"(t) < II(¢)).
Cette approche, ot 'on fixe la forme de l’ensemble terminal mais on en modifie la taille
par homothétie, se retrouve chez [72||73][74] (ensembles polytopiques). Dans notre cas, on
retiendra une approche quelque peu similaire. Cependant, la condition de stationnarité des
trajectoires de référence n’est en général pas vérifiée dans notre cas. Plutot que de garantir
la stabilité sur un horizon infini, on se restreindra alors & une condition d’invariance & M
pas au dela de I’horizon de prédiction P, nous garantissant que le probléme restera réalisable
pour les M problémes MPC suivants. L’horizon P + M peut étre choisi suffisamment long
pour qu’'une procédure de sécurité puisse étre déclenchée si une infaisabilité est détectée. La
démonstration qui suit considére M = 1.
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4.2.4 Analyse de stabilité de la commande prédictive TL-MPC pour le
modéle idéal non perturbé

Dans cette partie, on propose une analyse de stabilité pour une version simplifiée de
la commande TL-MPC. On commence par décrire le systéme étudié et les limites du cadre
d’étude de la stabilité dans ce que ’on nomme le cas nominal. La démonstration fait intervenir
certaines hypothéses sur ’ensemble terminal, le cotit terminal et sur I’existence d’un controéleur
terminal rendant I’ensemble terminal invariant. On montre alors comment il est possible de
construire ces différents éléments afin que les hypothéses formulées soient vérifiées.

4.2.4.1 Evolution du systéme en boucle fermée

La commande u; appliquée au systéme & chaque instant d’échantillonnage t; résulte de
Poptimisation des trajectoires du modéle (TanLd) qui minimisent le critére J;. Cette com-
mande dépend ainsi implicitement de 1’état courant mais aussi de 'instant d’optimisation
puisque les modéles linéarisés tangents Fj qui interviennent dans J; varient dans le temps. La
commande calculée par le MPC peut alors étre exprimée comme un retour d’état implicite
variant dans le temps noté k :

uy, = k(xg, k) (4.13)

L’évolution du systéme en boucle fermée est alors donnée par

Tpk+1 = f;gd) ('Tp,k’ K(:Cka k)’ wpk) (414)

On fait maintenant ’hypothése que l'incertitude liée aux perturbations et & ’erreur du mo-
déle interne peut étre représentée comme une perturbation additive dg. La relation entre les
trajectoires prédites par le MPC (4.3) et ’évolution réelle de la centrale peut alors étre définie
comme :

Tht1 = Th1 + dip = Ty 1 + Apdxy, + Burduy + dy, (4.15)

4.2.4.2 Stabilité dans le cas nominal

On propose ici une analyse de stabilité du systéme sous commande TL-MPC(4.14), dans
le cas nominal suivant :

Hypothése H8. Le cas nominal correspondant a di, = 0 est lié aux hypothéses suivantes :
— L’optimisation est faite sous ’hypotheése que les perturbations w suivent leurs trajectoires
de référence w,. Les perturbations sont donc nulles pour le modéle interne en variations
ow =20
— Le modeéle de prédiction (TanLd) est supposé parfait. Il prédit exactement [’évolution
du systéme lorsque dw = 0. Ainsi, la trajectoire de référence P, = (xy, u,, w,) est une
tragectoire solution de (TanLd).

On énonce ci-dessous les propriétés souhaitées pour le systéme en boucle fermée dans le
cas nominal :

Probléme (Probléme de suivi nominal) Etant donnée une trajectoire de référence en I'état
x, solution de (4.1), le MPC doit satisfaire :
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— Convergence L’état de la centrale converge vers la référence :
lim ||z E— Trkll = 0
Jinn [l = e

— Respect des contraintes Les contraintes sur les entrées et les états sont respectées a tout
instant :
Vit >0,2,(t) € X, u(t) elUd

Dans le MPC, la commande appliquée au systéme est le résultat d’un probléme d’optimisation,
et n’est donnée que de fagon implicite. L’étude de la stabilité pour le systéme sous commande
MPC est donc par nature plus complexe que celle de la stabilité d’un systéme en boucle fermée
pour une loi de commande connue. On cherche donc & vérifier si appliquer le premier terme
d’une commande optimale recalculée & chaque pas de temps sur un nouvel horizon permet de
répondre au probléme de suivi nominal.

Le probléeme M PC; résolu a chaque pas de temps est celui décrit en (4.5), ayant pour

fonction objectif
i+P—1

To = 0zivplz+ D I6wkld + louellR (4.16)
k=i
On cherche a prouver la stabilité du systéme autour de la trajectoire de référence (z,,u,),
ce qui, en faisant le changement de variables en variables locales (dx,du) revient & prouver
la stabilité du modeéle en variation (TanLd) autour de (dz,du) = (0,0). L’étude du systéme
(TanLd) permet de nous rapprocher du probléme de stabilisation autour de ’origine introduit
dans le paragraphe précédent. Cependant, il existe une différence majeure avec ce qui a été
présenté jusqu’alors : le modéle considéré est maintenant variant dans le temps, et il en va de
méme pour le domaine admissible des contraintes lorsqu’on les exprime non plus en fonction
de (z,u) mais en fonction de (dz, du). Pour cette raison, les éléments introduits précédemment
doivent étre adaptés.
En particulier, on introduit un controleur terminal Ky et un ensemble terminal 62 pour le
modéle en variations, qui a la différence de ce qui était suggéré précédemment, est maintenant
autorisé a varier dans le temps.

Hypothése H9. Le contréleur terminal est un controleur linéaire variant dans le temps
Ks(0x, k) = Kidx (4.17)

1l vérifie
U J T ICf(ésc, k‘) eU, YVoxi € 68y (4.18)

L’ensemble terminal de dx;+p pour le probléme M PC; est choisi comme un ensemble
compact variant dans le temps noté 0§ 4p. Pour les variables (x,u) du modéle original,
cet ensemble correspond donc également a un ensemble €2, p compact contenant x, ;1 p. Sa
construction sera détaillée par la suite.

Hypothése H10. ( Invariance positive de l’ensemble terminal sous K¢) L’ensemble terminal
et le controleur Ky satisfont les propriétés suivantes :
- Invariance positive :

(Ak+p + BerPKyP)0Tkip € 0Qk1py1, V0Tpip € Qkyp, Vk
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— Respect des contraintes :
0xpyp € 0Xk1p, Kigyporpip € Uprp, VEk

Ces deux derniéres hypothéses garantissent qu’une fois que I’état a atteint I’ensemble
terminal, le controleur terminal permet de I’y maintenir tout en garantissant le respect des
contraintes. L’ensemble terminal est dit invariant positivement sous le controleur Ky, un terme
qui peut ici porter & confusion car €2 varie dans le temps. Une méthode pour vérifier ces deux
derniéres hypothéses sera donnée par la suite dans la partie 4.2.4.4.

On introduit maintenant une hypothése similaire & I’hypothése H7. Comme on le montrera
par la suite, cette hypothése va permettre d’utiliser J, la valeur de la fonction objectif
du MPC comme une fonction de Lyapunov V' du systéme. Dans notre cas, I’hypothése H7
s’exprime de la facon suivante :

Hypothése H11. Le controleur Ky(0x, k) = Kidx et les matrices S, Q et R vérifient :
1F5 0y, Kowp) & — 10245 < —([1021 13 + | KdaglR), Yoz € 0Xy, k€N (4.19)

On commence par introduire un résultat intermédiaire utile dans la preuve de stabilité
qui donne une borne supérieure pour J;.

Lemme 4.4. Si ||0z;||% < r; (our; définit la frontiére de [’ensemble terminal), et I’hypothése
H11 est vérifiée, alors JF < ||6z;||%

Démonstration. La borne est obtenue en comparant la trajectoire de commande optimale
calculée par le MPC sur I'horizon [¢;,t;4p] avec la commande (sous-optimale) calculée par
le controleur final IC¢(x, k). Par 'hypothése H10, 'application du controleur K¢ (x, k) fournit

une trajectoire admissible pour tout ¢ > ¢;. On note Ji’C 7 le cotit associé A cette commande.
D’apres 'hypothése H11, on peut écrire :

13 (65, Kidwa)ll§ — (10415 + (l0wag) + || KidwilR) < 0

Si le controleur terminal K¢ est appliqué sur I'horizon [t;,¢;1 p], alors la trajectoire réelle du
systéme vérifiera 0x; g1 = Fipk 024k, Kxox;y). On peut alors écrire la méme égalité pour
tous les k € 0..P —1:
1Fik 0, Kik0in I3 — 10zisll3 — (103418 + | KiprdzivrlR) <0
& 10241118 = [102iklE = (10zsr )G + 1 Kirr Ozisn)IF) <0
La somme de ces P inégalités donne :

P-1
K
l6zirpl% — I8wilE + D (l6wirsld + 1KkdzinrlR) <0 & J77 <lowilld  (4.20)
k=0

Par optimalité, on conclut que

Jr< I <y, VomeQ
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FIiGURE 4.1 — Trajectoires optimales et sous-optimales utilisées dans la preuve de stabilité

Le résultat suivant démontre l’existence d’une fonction de Lyapunov pour le systéme
commandé par TL-MPC dans le cas nominal, et par conséquent sa stabilité. La preuve fait
intervenir certaines trajectoires montrées dans la Figure 4.1 que I'on détaille ici. La premiére
trajectoire est définie de la fagon suivante : & l'instant courant t¢;, I'état est en x; et une
trajectoire optimale est calculée, montrée en trait plein. L’application de son premier terme
uf ameéne le systéme en x;41 & U'instant ¢;41 (courbe hachurée). En raison de ’hypothése
de modele parfait et de I’absence de perturbations, z;11 = xj,; et de méme pour les pas
suivants si l'on applique la commande optimale U"* (courbe en trait plein). A la fin de
I’horizon du probléme M P?, I’état est en z;, p et on applique alors le controleur terminal
Ky(0x;, p,i+ P) pour compléter la trajectoire jusqu’en ¢;y p11 (courbe en pointillés). Cette
trajectoire est donc optimale sur [t;,¢;4p] mais pas sur [t;41,t,+p+1] La seconde trajectoire
(courbe en tirets) correspond quant a elle & la commande optimale du probléme M PC;iq
calculée en t;11 et partant de I’état ;1. Cette trajectoire est donc optimale sur [t;11, ti+p+1]

Théoréme 4.5. Sous les hypothéses H8 et H11, le systéme (TanLd) est stabilisé en (6x,du) =
(0,0) pour tout sz = dx(to) tel que ||dzo% < ro.

Démonstration. 1. Les matrices S, @ et R sont définies positives. Par conséquent,
i+P—1
Ji = ot plE + D 16wilg + I6uilf = 116211
k=i
Soit Vi (0x) = ||5:c||2Q V1 est définie positive car () est une matrice définie positive, d’ou

J¥ > Vi(dx). Par conséquent, J; est une fonction définie positive.

2. On montre ensuite que le taux de variation de J est semi-défini négatif. Pour cela, on
commence par construire une séquence de commande admissible (mais pas forcément
optimale) pour le probléme (MPC, 1) et I'on étudie la variation du cotit dans ce scénario.
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J; correspond a la commande optimale du probléeme (MPC;) :

*
0uiy p_q

A Tlinstant ¢;, le MPC applique du; au systéme. Comme on fait I’hypothése que le
modele est parfait, le probléme suivant (MPC;;1) a pour condition initiale la valeur
prédite 0z, = Ajdx] + Byidu;, et il en est de méme pour les termes oz},
I’on applique le reste de la séquence U»*. U"* est donc une commande admissible pour
le probléeme (MPC,;11) de tj+1 & t;yp—1. Pour le dernier pas i + P + 1 qui n’était pas
dans I’horizon du probléme précédent, on peut choisir d’appliquer le contrdleur final.
On note U cette stratégie de commande sous-optimale pour le probléeme (MPC; 1) :

& suivants si

*
ouj iy

it —
*
0uiy p_q
Kiypdziyp

On calcule maintenant la variation de J pour cette stratégie. En raison de '’hypothése
modeéle parfait, les termes de 74+ 1 & i + P se simplifient.

Adip1 =Jip1 — J}
itP

=[1627 p il + D 6aklG + lougll
k=i+1

i+P—1
- <ll5wi+P!!§+ > lloxild + H5UZH%>
k=i
=[16zi+p1 1% = 102is PG + [02isp 1B + 0up_1 % — (102717 + 16uF1R))
En utilisant ’hypothése H11, on a
AJip1 < = (1827113 + 16uf %)) < 1627113
Soit
V(i) = Va(as) = 1627 1
V3 est une fonction définie positive. De plus, par optimalité on a : AJ? | < AJ;yq1. On
obtient pour la variation du cotit optimal

i1 < —Va(x) (4.21)

Le taux de variation de J; est donc semi-défini négatif.
3. Le lemme 4.4 donne J; < ||6z;|%, V||6z;|% < 7. Va(z) = ||z|% étant une fonction
définie positive, on en conclut que J; est majorée par une fonction définie positive.
J; est ainsi une fonction de Lyapunov pour le systéme variant dans le temps (TanLd).
On en conclut la stabilité uniforme du systéme en éz = 0 pour tout dz; tel que [|dz;[|% < r; .
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4.2.4.3 Satisfaction de I’hypothése H11

On va maintenant chercher des matrices S et K}, satisfaisant I’hypothése H11. Les pro-
priétés utiles a la démonstration, traitant des inégalités matricielles, sont rappelées en Annexe
B (complément de Schur, congruence de matrices, résolution simultanée de plusieurs LMI) .
Dans la partie précédente, on a montré qu’il était possible de conclure a la stabilité du sys-
téme si I’on fait ’hypothése H11. On montre maintenant comment il est possible de construire
K, p et S pour que cette hypothése soit toujours vérifiée. Sans perte de généralité et pour
simplifier la notation, on remplace 'indice ¢ + P par un indice k € P..H

16351 1% — 10113 + 1624 15 + || Krdzi]|% < 0
&||(Ar + BrKp)dzi|% — 10xk]|% + [|(Ax + BeKr)dwi||p + | Kidzel% < 0
& 0xf, (A + BrKy)"S(Ay + BiKy) — S + Q + KL RK},) 63, < 0

La derniére inéquation est toujours vérifiée si Vk € P..H les inégalités matricielles suivantes
sont vérifiées.

(Ap + BrK)TS(Ay + BLK) — S+ Q + KFRK;, <0
-S 0 0 Ay + By Ky,

& -5 — ((Ak + BkKk)T KZ Inx) 0O —-R 0 K, =<0
0 0 _Q Inz
En appliquant le complément de Schur (B.1), on obtient :
-S (Ag + BpKp)T KPP I,
(A + BLK}) -5t 0 0
= < .
M, K, 0 _p-l 0 =<0, VkeN (4.22)
Inz 0 0 _Q_l

Si S est une variable d’optimisation, l'inégalité (4.22) n’est pas une LMI car elle fait intervenir
S et son inverse. Cependant, il est possible de se ramener & une LMI en utilisant la propriété
de congruence. On commence par rappeler que S7 = S car S est par hypothése symétrique.
La matrice M}, peut étre factorisée de la facon suivante :

—5-t S-1AT + S-IKTBT S-1KT S
-1 -1 _g-1
M, = 7 | A I;;fff(ks ‘g —1(%)*1 8 L<0, VkeN
5! 0 0o Q!
M,
Avec
S 0 0 0
(o0 I, © 0
L= 0 0 I, O
0 0 0 I,
On pose Y, = K15~ tet Z=S""1. Ainsi
-7 ztAl+vy!I'Bl vyl st
~ ArZ + BrYy -7 0 0
My (A, Be, Y, Z) =
k( ky Pky Lk, ) Y 0 _R—l 0

Z 0 0 —-Q!
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L est une matrice diagonale par bloc composée de matrices semi-définies positives. Par consé-
quent L est semi-définie positive, et 'on peut utiliser la propriété de congruence introduite
dans I’Annexe B pour M}, et M;,.

My <0< My = M(Ay, B, Yi, Z) < 0 (4.23)

Les inégalités M, < 0 sont des inégalités matricielles en Y; et Z et peuvent étre résolues.
Cependant, la difficulté de cette formulation réside dans le fait qu’il faut garantir les inégalités
pour tous les instants k, et donc pour tous les couples (Ag, By) rencontrés, ce qui d’aprés le
Lemme B.3 revient & : o R

Dy = diag(MO, My, ... ,MH_N) <0

Dans la pratique, cela nécessiterait d’évaluer a I’avance toutes les matrices (Ag, By) le long
de la trajectoire P, au pas d’échantillonnage du MPC et de résoudre Djy; < 0. Cette solution
ne semble pas envisageable en raison de la quantité d’information a stocker et du nombre
d’inconnues résultantes dans la LMI. On introduit donc les hypothéses H12 et H13 qui sont
similaires a celles proposées dans [69] pour rendre le probléme de taille plus raisonnable.

Hypothése H12. On connait un ensemble de matrices sommets
C(A)={A", nel.ny}

définissant [’enveloppe convexe des matrices Ay, k€ N..H :
na na
A=) GnA", Y =1 (4.24)
n=1 n=1

O &, de composantes 5,M est la réalisation particuliére de & correspondant a 'instant k.
Hypothése H13. La matrice By, est constante. On pose alors By, = B

On montre que sous ces deux hypothéses, il est suffisant de se limiter & la résolution pour
les matrices sommets :
M(A",B",Y",Z) <0, Vne€l.uny (4.25)

On obtient ainsi n4 controleurs K™ = Y"S. Un controleur final garantissant le respect de
(4.23) pour tout Ay € co(A) peut alors étre construit comme une combinaison linéaire des
K".

Lemme 4.6. Sous les hypothéses H13,H12, sil'inéquation (4.25) admet une solution {Z,Y},, k€
L.na}, avee KP =Y"Z et S = Z~1, alors pour tout instant k, le retour d’état donné par

K=Y K", o & vérifie (4.2/)
n=1

satisfait [’hypothése H11.

Démonstration. Par hypothése, et en utilisant I’équivalence (4.23), S et les K™ ont été déter-
minés et satisfont les inéquations

-8 (A" + BKMT KT,
A" + BK" —Ss-1 0 0
n —1 j O’
K 0 -R 0
L., 0 0 —-Q!

x

M" = Vn €1l.ny
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na _ _
Ona Ky = ) & ,K". Par hypothese, & > 0. On peut donc écrire I'inégalité suivante :

n=1

nA
> &M <0
n=1

na _
- Z gk,nsil * * *
n=1
nag na _
Z fk’nAn + B( Z gkan) —S_l * *
= n=1 na n=1 <0
¢ —1
nZ:fl kK" 0 -R * (4.26)
na
In, 0 0 =3 &e™!
m=1
51 * * *
Ak + BKk) —Sil * *
& Ky 0 —R! =<0
na
I, 0 0 - > &mQ7t
m=1

L’équation (4.22) est donc satisfaite pour toutes les réalisations de Aj. Par conséquence,
le retour d’état

na na na
ICf(ésc, k) = Kidx = ng’nKn, avec fk tel que ngm =1, ngmAn
n=1 n=1 n=1

assure le respect de 'hypothése H7 pour toutes les valeurs de Ay. |

4.2.4.4 Satisfaction de ’hypothése H10 : ensemble terminal

On cherche ici & construire les ensembles terminaux €2; p pour assurer le respect récur-
sif des contraintes. On commence par poser ici certaines hypothéses supplémentaires sur le
domaine des contraintes :

Hypothése H14. Les ensembles X C R™ et U C R™ sont polytopiques. On a
X ={x|Mx < by} U= {uMyu<b,} (4.27)

Il est également possible de définir ces ensembles de fagon locale autour des trajectoires
de référence. Les ensembles selon cette définition deviennent variant dans le temps.

X = 6X" = {6x| My (2, + 0x) < by} = {02| M 02 < b, ;} (4.28)
U = 0U" = {6u| My (uy; + 0u) < by} = {0u|M,6u < by} (4.29)

Avec bzﬂ' = bz — M:vxr,i et buﬂ' = bz — Muum-.

Les ensembles polytopiques permettent notamment de modéliser des contraintes de type
bornes sur les variables, ce qui est typiquement le genre de contraintes que ’on rencontre. La
méthode [71] évoquée précédemment pour des modeles linéarisés & temps continu permet de
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définir des ensembles terminaux €2(¢) qui garantissent la satisfaction récursive des contraintes
mais nécessite pour cela que la trajectoire de référence se maintienne & un état stationnaire
(s, us) & partir d'un instant 7" fini (x(t > T') = x5, et f(xs,us) = 0) . Comme ce n’est pas le
cas des trajectoires rencontrées dans les applications considérées ici, on se limitera & 1’étude
de 'invariance & un ou a V' pas, c’est-a-dire en construisant un ensemble terminal qui garantit
la faisabilité pour les V' problémes suivants.

On suppose que les ny sommets de 'enveloppe convexe des matrices Ay sont connus et ont
permis de déterminer les n 4 retours d’état K" par résolution de (4.22) ainsi que la matrice
S utilisée pour définir la fonction de cott terminal ®(dz) = ||0x||s. Pour chaque point z, ;1 p
on peut donc calculer le vecteur &4 p tels que

na
Aitp = E EirPnA"
n=1

puis le contréleur linéaire décrit dans le Lemme 4.6 :

nA

Kisp = &irpnK"

n=1
On rappelle que I’ensemble terminal est défini par
0uyp = {zivp| |oziprls <ripr}

02 peut donc aussi étre décrit par la trajectoire de r. On souhaite ainsi déterminer r;1 p tel
que 0824 p satisfasse les trois conditions suivantes :
1. 0924+ p est admissible :
0 p COX (4.30)

2. Le controleur final K¢(éx,i + P) = K;4 pdx est admissible sur 6 p :

KZ‘+P(5.%' S 5Z/Ii+P
3. 6Q§ 4 p est positivement invariant a un pas sous le controleur Ky :
(Az‘+P + BKHP)(Sx S 5Qi+P+1 Vox € 5Qz‘+P (4.32)

Calcul du plus grand ensemble terminal admissible en x :

L’ensemble terminal §€2;1p = {0x;p] \|6xi+p||§ < ri+p} correspond a un ellipsoide de
rayon 7;4+p en norme S. Pour contraindre le probléme le moins possible, on cherche ainsi la
valeur maximale de r;p permettant de satisfaire (4.30-4.32). Soit R;;p la distance entre
le point x,;4p et 'ensemble admissible X en norme S. Ainsi, Q;yp C & si ri4p < Ritp.
Graphiquement, calculer R;; p revient a chercher le plus petit ellipsoide (en norme S) qui
touche la frontiére de X (premiére activation d’une contrainte). On traduit cette contrainte
en introduisant des variables d’écart aux contraintes s\@), j étant I'index de la contrainte dans
les matrices M, et M, définies en (4.27). On note e; le vecteur unitaire dont la j¢ composante
vaut 1. R;4p est ainsi la valeur de la fonction objectif du probléme d’optimisation suivant :

max  Riyp = [0ziyp|%
5,0Zi4p
s.C. e;‘.FMz(Sﬂ:iJrP + sU) — bgzﬂj =0
sU) >0, Vjeln,
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max
d kE+1

6244112 < Ria

5(%}':;”.@:1:
|0xk||2 < Ry

SxZ%
62 ]|2 < Ry
Kjoxy, € 0%

FIGURE 4.2 — Ensemble terminal invariant & un pas

On nomme cet ellipsoide maximale admissible en x
1% = {0zipp| [6zivplls < Rivp} (4.33)

Cependant, comme il existe des contraintes sur wu, ’ensemble admissible pour le contréleur
terminal peut étre plus petit que X779 . On recherche la plus grande approximation en norme

i+P -
S d .
S de cet ensemble admissible, que I'on note X}y :
Xifp = {ozirp € XF | |0wip|f < Rip} (4.34)

Ces différents ensembles sont représentés sur la Figure 4.2. Les conditions (4.31) reviennent
& résoudre le probléme d’optimisation suivant.
— N2
éi?ﬁis R p = |6zispllg
S.C. e?M$5xi+p + s — b(zj,quP =0
o], p(Aiyp + BKiyp)' S(Aiyp + BKi p)dzirp < Rippi1
MyKiypoxirp < bsuitp
sU) >0, VjeTln.

Il s’agit d’un probléme SOCP (Second Order Cone Programming) qui peut étre résolu par
des solveurs d’optimisation convexe tels CVX [75][76] .
4.2.5 Conclusions et perspectives pour ’analyse de stabilité

La partie 4.2.4 a fourni une analyse de stabilité pour le systéme sous commande TL-MPC
dans le cas nominal H8, qui suppose que le systéme réel se comporte exactement comme le
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modele (TanLd). Cependant, il existe plusieurs sources d’erreur responsables d’une différence
entre les prédictions du modéle interne du MPC et leur réalisation. La premiére concerne les
perturbations w (entrées non contrdlées) pour lesquelles on ne dispose que de prévisions. Une
seconde source d’erreur provient de I’erreur de modélisation du modéle interne. Il existe ainsi
dans la littérature certaines formulations modifiées du MPC permettant de prendre en compte
ces incertitudes dans ’algorithme afin d’en accroitre la robustesse, l'idée étant de garantir le
respect des contraintes pour toutes les réalisation de l'incertitude. Or trouver une commande
admissible dans ce cas peut étre trés conservatif et dégrader 'optimalité ou le domaine de
faisabilité du probléme [77]. Pour cette raison, au lieu de calculer une séquence de commande
Uﬁob certaines formulations MPC dites en boucle fermée calculent une séquence de lois de
commandes de la forme uy = U(z, wy) (paramétrées la plupart du temps pour limiter la
complexité de la formulation).

Le MPC min-max [77][78] envisage quant & lui le probléme de commande comme un jeu entre
deux adversaires : le controleur u qui cherche & minimiser la fonction objectif et les pertur-
bations w qui cherchent & la maximiser.

En raison de l'incertitude, la convergence asymptotique vers un point ne peut plus étre assu-
rée. Les notions de stabilité présentées dans le paragraphe précédent sont alors adaptées en
conséquence : on se concentre plutot sur la convergence vers un domaine borné dépendant de
la taille des perturbations. Ces exigences sont formalisées dans la notion de stabilité entrée-
état 1SS (Input to State Stability), ou de stabilité ISpS (Input to State Practical Stability),
qui autorisent de plus la présence d’erreurs persistantes). Ces nouvelles définitions de la sta-
bilité font appel & des fonctions de Lyapunov modifiées nommeées fonctions de Lyapunov ISS
(respectivement ISpS).

Stabilité Entrée Etat

On a fait 'hypothése en (4.15) que Perreur entre les prédictions du modeéle (TanLd) et le
systéme réel pouvait s’exprimer comme une perturbation addiditve d : 41 = ZTp+1 + di.

Définition (Stabilité IsPS ([79])) Le systéme sous commande MPC (4.14) est localement ISS
si il existe des constantes non négatives r, dys, D, une fonction S de classe K et une fonction
~ de classe K telles que

k]l < Blzoll, k) +~( max ldnll) + D

pour toute valeur initiale ||dxo|| < 7 et toute perturbation additive ||dg|| < das

Les définitions des fonctions de classe I, K et KL sont données en Annexe B.

L’erreur d contient en fait deux facteurs distincts :

— Dlerreur de modélisation : méme en ’absence de perturbations, le modéle interne (TanLd)

differe du systéme réel (4.1).

— la présence de perturbations dw
Comme la notion de stabilité ISpS fait intervenir la taille de I'erreur, il est nécessaire de
pouvoir borner celle-ci. On présente donc en Annexe D un premier résultat permettant de
quantifier ’erreur de modélisation sous certaines hypothéses. La quantification de I'incertitude
due aux perturbations dw, et les autres pistes évoquées feront quant a elles ’objet de travaux
futurs visant & établir une preuve de stabilité dans le cas perturbé.
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4.3 Suivi de trajectoires optimales pour les centrales de pro-
duction d’énergie

4.3.1 Difficultés soulevées par ’architecture dans le cas idéal

On présente dans cette partie une architecture MPC légérement différente de celle intro-
duite précédemment pour des raisons que l'on justifie ci-apres.
Tout d’abord, il peut étre difficile en pratique d’obtenir des trajectoires de référence P, =
(27, up, wy) qui soient solutions de (NLc). Dune part, le modéle d’optimisation simplifié et le
modéle de commande ne partagent pas nécessairement le méme vecteur d’état ni d’ailleurs
le méme vecteur de commande. Les trajectoires optimales P* du modéle d’optimisation sim-
plifié sont ainsi données le plus souvent pour certaines commandes u* et sorties y* qu’il va
falloir associer a des grandeurs du modeéle de commande (NLc). Dans I’exemple de la centrale
de cogénération, si I’on utilise un modéle de PLNE comme modele d’optimisation, les com-
mandes u* étaient les puissances de combustible, les sorties y; les puissances thermiques et
électriques produites, et 1’état =) la charge du stock. Dans le modéle non linéaire en revanche,
les commandes u sont non seulement les puissances de combustible mais aussi les débits dans
les différentes branches. De méme, I'état x a une dimension plus importante dans le modéle
(NLc) : par exemple I'état du stockage qui était de dimension 1 dans le modéle de PLNE
est désormais décrit par I'état thermodynamique (P;, h;) du fluide dans chacune des strates i
modélisées.
Une premiére approche consiste ainsi a reconstruire une trajectoire de référence x, en I’état
pour le modéle non linéaire d’aprés P*. Cet aspect a déja été évoqué en partie 3.5.1 dans un
autre contexte (on cherchait alors a ne reconstruire que y, et u,, mais x, s’obtient de la méme
fagon). En d’autres termes, il s’agit de résoudre un probléme d’inversion sur le modéle non
linéaire. Dans ’exemple précédent, la taille du modéle permettait encore d’appliquer cette
méthode. Cependant dans la plupart des cas, et en particulier pour les modéles faisant inter-
venir des tables de propriétés, la complexité du modéle non linéaire rend la résolution de ce
probléme inverse trop complexe.
Pour cette raison, dans cette seconde implémentation du MPC, on considére désormais des
trajectoires de référence (y,, u,) données pour la sortie et la commande plutot que de chercher
a obtenir des trajectoires de références (z,,u,) données pour l’état et la commande. Ces tra-
jectoires de référence associées au trajectoires (u*,y*) du modele d’optimisation sont fournies
par le bloc "Génération de références admissibles" montré en Figure 1.1. On léve donc ici la
restriction que ces trajectoires de référence soient des trajectoires solution de (NLc).

Le fait que x, ne soit plus défini souléve deux problémes : d’'une part cette donnée est
nécessaire dans la preuve de stabilité énoncée précédemment pour définir un ensemble termi-
nal, d’autre part la linéarisation ne peut plus se faire autour de z, car celui-ci est désormais
inconnu. On propose donc une autre définition pour la trajectoire nominale qui est utilisée
pour dériver les modéles linéarisés tangents. Désormais, la trajectoire nominale P?_
tant ¢; correspond & la simulation du modéle non linéaire sur I’horizon de prédiction du MPC
avec pour entrée (u,, v, w,) et pour point initial 'état courant (estimé ou mesuré) &;1. Elle
correspond & I’évolution prédite du systéme en boucle ouverte.

En accord avec cette définition, une différence majeure avec la trajectoire nominale Py, = P,

utilisée précédemment est que celle-ci change a chaque itération, méme dans le cas d’un mo-

a l'ins-
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deéle parfait sans perturbation. En effet, au pas de temps ¢, une commande différente de la
commande nominale, u; # u,; est appliquée au systéme. De fait, le prochain état différe
lui aussi de sa valeur nominale x; 11 = x(z;, ui;tiy1) # xfwm’i_H. En supposant que pour
un modéle parfait le point de départ de la prochaine trajectoire nominale est Z;11 = x;41
on constate que P4l et P! ne sont pas concordantes (ne partagent pas les mémes points
de passage). Cette particularité de non concordance des trajectoires nominales entre deux
problémes MPC consécutifs ne pose pas de probléme dans I'implémentation pratique mais
complique les analyses de stabilité, car les linéarisations se font autour de points différents.
En premiére approche, on veillera ainsi & choisir un pas d’échantillonnage suffisamment fin et
une adaptation du de la commande suffisamment limitée pour que les trajectoires nominales
P! .. et PiEL ne s’¢loignent pas trop. De méme, on supposera que les trajectoires Py, et P,

sont suffisamment proches pour que ’approximation par un modéle linéarisé tangent dans un
voisinage de P, reste acceptable.

4.3.2 Architecture TL-MPC adaptée aux centrales d’énergie
4.3.2.1 Architecture du MPC

Dans cette architecture modifiée, on dispose seulement d’une trajectoire de référence pour
les entrées u, et les sorties y,. L'obtention de modéles linéarisés tangent autour de z, n’est
alors plus possible, et le MPC s’appuie désormais sur des modéles linéarisés tangents de la
centrale non plus autour de z,, mais autour d’une trajectoire nominale. La trajectoire nomi-
nale utilisée est désormais recalculée & chaque instant d’échantillonnage ¢; : elle correspond
& celle prédite par le modéle non linéaire auquel on appliquerait u, en boucle ouverte, en
partant de I’état courant estimé (¢, (t;) = 3;).

On fait ici ’hypothése que la trajectoire de référence est suffisamment proche de la tra-
jectoire nominale. La trajectoire nominale des états est nommeée x,om,, celle des sorties Ynom-
On remarque alors que pour les entrées uniquement, on a 1’équivalence w,. Les grandes lignes
de l'algorithme proposé, illustrées par la Figure 4.3 sont les suivantes :

— Initialisation : les trajectoires de référence sont obtenues pour les commandes (u,) et

les sorties (y,) sur un grand horizon H. Cette étape se fait hors ligne.

— Etape 1 : Un estimateur d’état évalue l'état actuel du modéle Modelica d’aprés les
mesures faites sur la centrale réelle. L’estimateur utilise le modéle non linéaire en phase
de prédiction et les matrices de linéarisation pour la mise & jour du filtre et du gain
d’observation.

— Etape 2 : Le modéle Modelica est simulé avec u, en entrée pour prédire les trajectoires
nominales des sorties et obtenir les matrices de linéarisations du modéle autour de cette
trajectoire. Cette étape se fait sur un horizon de prédiction P < H.

— Etape 3 : Le MPC adapte les commandes a appliquer au systéme et trouve un compromis
entre le suivi des entrées et des sorties sur 'horizon P.

— Etape 4 : Seule la premiére commande calculée a I’étape 3 est appliquée au modéle, et
les étapes 1 a 4 sont répétées.

La Figure 4.4 montre la trajectoire de référence (trait plein) et la trajectoire corrigée par

le MPC (croix) des entrées (unom et u). La trajectoire nominale de la sortie (tiret-pointillé)
calculée & l'instant ¢; correspond au résultat de simulation du modeéle non linéaire avec les

. . P . o . Z _ . 9 .
commandes Uyom- Cette trajectoire a pour condition initiale Thom,i = TNLy, €t I’on peut voir
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FIGURE 4.3 — Architecture du MPC linéarisé tangent

qu’elle differe de la trajectoire de référence pour la sortie (trait plein). Enfin, la prédiction
échantillonnée du MPC pour les P prochains pas est matérialisée par les croix bleues.

YIilom (Xnom,i' Uy, Wr)

YNL ..................... —
/"" ]5}/
Yr
u
ou "
L I R R N I R R
ti ti+tk

FIGURE 4.4 — Définition des trajectoires d’entrée et de sortie (cas 1 entrée, 1 sortie)

4.3.2.2 Probléme d’optimisation MPC

En tenant compte des remarques précédentes, la fonction objectif (4.4) est modifiée pour
pénaliser les écarts a la référence des variables de sorties. On introduit alors le vecteur des
sorties prédites (original et en variations) qui remplacera maintenant le vecteur des états
prédits dans la nouvelle définition du critére et de la fonction objectif :

Yit1 0Yit1
Y'= : , 0Y'= :

Yit+P 0Yitp
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L’indice commence ici & ¢ + 1 car la sortie y; & t; n’est pas influencée par la commande et
peut étre retirée du probléme d’optimisation M PC;. De méme, on considére les sorties jusque
i+ P en raison de l'absence du coiit terminal (en d’autres termes S = @, ici). On considere
désormais la fonction objectif suivante :

Ji = U = Uilg, + 1Y = YlIG, + IAU*|1% (4.35)
= 105 11G, + 10Y" + Yoiom = Y713, + 1AU |7 (4.36)

Les contraintes suivantes sont considérées. Il s’agit de contraintes de bornes

— Des bornes sur les commandes Ui < U < Upmaz

— Des bornes sur les sorties ¥min < ¥ < Ymaz

— Des bornes sur ’écart a la trajectoire nominale 0ty < 0u < 0Umaz €6 OYmin < Oy <

5ymax

Composants extinguibles :
Dans les cas d’application qui nous intéressent, certains composants peuvent étre allumés ou
éteints. Les commandes correspondantes doivent alors souvent respecter des contraintes du
type "éteint (0) ou compris dans une plage de fonctionnement [lmin,Imaz|". On définit n,
Booléens extinguibles indiquant si la composante ugs du vecteur u doit respecter ce type de
contrainte. On suppose que le MPC ne remet pas en cause les décisions d’engagement d’un
composant, ce qui reviendrait & changer le mode du systéme. Or dans ce cas, l'utilisation
d’un modéle linéarisé tangent, valable localement autour d’une trajectoire nominale, ne peut
plus se justifier. Ainsi, si une variable extinguible a une valeur de référence nulle pour un
pas de temps donné, le MPC n’a pas la liberté de moduler cette valeur. En revanche, si
le composant est allumé, il devra respecter la plage de fonctionnement [lmin,lmaz|. Cette
fonctionnalité est réalisée en modifiant de fagon dynamique les bornes des variables dans le
probléme d’optimisation. On introduit les Booléens OF Fyj, = {us,r = 0}. Les bornes des
variables uy s’expriment comme :

S 0 si extinguible, et OF'Fy .

Ysmink = { lmin sinon (4.37)
_ 0 si extinguible, et OF'Fy .

Ys;mazk = { Ilmax sinon (4.38)

Ces contraintes sont reformulées de la sorte :

Us min,k = Imin * [(1 — OF Fy ;) * extinguible, + (1 — extinguible,)]

Us maz,k = 1max x [(1 — OFF) x extinguible, + (1 — extinguible)]

4.3.3 Formulation matricielle du MPC

4.3.3.1 Obtention de deux modéles internes augmentés

La présence d’un terme intégrateur dans un modeéle linéaire permet d’éviter une erreur
statique sur la sortie. Dans cette optique, [61][62] suggeérent d’utiliser dans la formulation
MPC la variation de la commande plutdt que la commande elle méme. Dans notre cas, cela
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revient a utiliser Adu comme variable de commande plutot que du. Ces deux variables sont
reliées par 'intégrateur suivant :

oup, = Oup_1 + Aduy,

On présente ici deux modéles augmentés utilisant Adu comme vecteur de commande. Le
Ao . Ao
xk), le second utilise x4 = < xk) On montre
OYk ’ dug
alors comment il est possible de reformuler de fagon explicite les contraintes et la fonction
objectif du MPC en fonction du nouveau vecteur de commande :

premier utilise I’état augmenté x, ;, =

ASU? =
Aduiyp_1

Expression des entrées

On commence dans un premier temps par exprimer les termes relatifs aux commandes
en fonction du vecteur d’optimisation ASU?, car ils seront similaires dans les deux modéles
augmentés. Les expressions pour les sorties difféerent quant & elles et seront présentées sépa-
rément pour chacun de ces modéles. Les expressions pour les termes relatifs aux commandes
peuvent étre données sous forme vectorielle (pour un pas de temps), ou matricielle (pour tous
les pas de temps de I’horizon), et sont synthétisés dans la Table 4.1. On montre ci-dessous le
détail des calculs :

Pour le pas de temps k, on a :

Adup = dup — Oup—1 = Up — Up )y — Ug—1 + Up f—1
= Auy, — Auyy,

k
5 Aur,n =Up0 = Up -1+ Up 1 — Upo + "+ Up g — Upf—1 = Upk — Up—1
n=0
k k
Uirg = Ui—1 + E AUjn = ui—1 + E (AUt + Aty jtp)

L’entrée u;y; peut ainsi étre ramenée & la variable d’optimisation Adu,;.y de la fagon
suivante :

Uitk = Uit + oo Aty
= i1+ 3o (Aduiyn + Aty itn)
= Ui—1 + Zﬁ:o AdUigp + Upjp ke — Upi—1
= Sui—1 + Ui + Do AUty

Pour présenter ce résultat sous forme matricielle, on introduit la matrice carrée L de coté n,, :

1 0 ... 0
11 0
L= )
: 0
11 1
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Définition Expression scalaire Expression matricielle
3 Ui—1
Commande Uitk = Uim1 + Y (Aduy + Auyy) Ul = : + L (AéUi + AUM)
n=0
Ui—1
oui—q
Uitk = oui_1 + Up itk + Z Aéur’i_Hg U= + U+ LAU®
n=0

oui—q
Variation de - - .
la commande Aty = Aduit + Aty g AU' = AdU" + AU;
Ecart de la k A 0ti—1 ‘
commande au | 0uj+k = ui—1 + >, Adujtnp oUt = : + LASU?
nominal n=0

dui—q

TABLE 4.1 — Expressions explicites des termes du MPC relatifs aux entrées en fonction de la
variable d’optimisation

Modélisation des perturbations

A l'inverse des entrées commandées qui sont des variables d’optimisation, des hypothéses

doivent étre faites sur 1’évolution des entrées non commandées w. Pour les perturbations non
mesurées w\w™ et en 'absence d’information supplémentaire, on fait I’hypothese que dw = 0.
Cette hypothése est cohérente avec la modélisation utilisée dans ’estimateur d’état, et qui les
considére comme un bruit blanc. Pour w™ en revanche, on dispose de mesures qui permettent
de raffiner cette hypothése.
A chaque pas de temps t;, une nouvelle mesure Wes; des perturbations mesurées w™ est
disponible. La trajectoire du modéle non linéaire satisfait ainsi la condition initiale w;" =
Wiesi- On peut ainsi calculer a ¢; une nouvelle trajectoire nominale pour w™ prenant en
compte cette information. Pour le modele linéarisé tangent, cela se traduit par dw]" = w" —
w,”; = 0. Pour les pas suivants, on peut par exemple considérer pour Adwily, les trois situations
suivantes représentées dans la Figure 4.5.

— La perturbation suit sa valeur nominale (prédictions) apreés ¢,

— L’écart au nominal a I'instant i se maintient de ¢; & ;4 p

— La perturbation w?fmes mesurée a l'instant ¢ se maintient constante de t; & t;4 p.

Il y a alors deux facons de prendre en compte les perturbations mesurées dans ’architecture
de commande :

— On peut générer le vecteur §W? correspondant a I’hypothése retenue. Dans ce cas, les
contraintes et la fonction objectif devront étre ré-exprimées en fonction de ce terme.

— On peut modifier la trajectoire de référence w;" a chaque pas de temps : a chaque pas

de temps ¢;, une nouvelle mesure w;,, . ; des perturbations mesurées w;" est disponible.
K

La trajectoire du modele non linéaire peut alors étre redéfinie pour vérifier w] =

w;" = Wy ;. et respecter 'hypothese retenue pour les pas ¢ + k. Les perturbations
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Switi = 6wy} Swit = 6w/ es Witk = Wimes

FiGURE 4.5 — Hypothéses sur la trajectoire des perturbations mesurées

mesurées w' seront alors prises en compte au moment de la génération de la trajectoire
nominale, et non plus dans le modéle interne du MPC. On pourra alors, tout comme
pour les perturbations non mesurées, faire ’hypothese dw™ = w™ — w* =0

La deuxiéme méthode a été retenue car elle permet de retirer le terme dw™ des modéles
internes augmentés présentés par la suite et simplifie I'expression des contraintes et de la
fonction objectif.

Expression du premier modéle interne augmenté

Le premier modéle augmenté est dérivé de celui proposé par[62]. L’état dxy, est remplacé
par sa variation entre deux pas d’échantillonnage Adzy = dxp —dx_1, et la sortie est ajoutée
a ’état. Comme mentionné précédemment, on suppose que les perturbations w suivent leur
trajectoire nominale w,. On a donc dw = 0, et 1'on retirera ces variables du modeéle interne.

On sépare par la suite la matrice B en deux matrices B, et B,, correspondant aux entrées

u et w respectivement, de telle sorte que By = [By, i, By k. L’évolution de I'état Adxy peut
s’exprimer comme :

Adxpy1 = dxpy1 — Oxg
= Aybzy, + By <§Z’;> — 6xk + Apdzy_1 — Ardxi_1 + By, (gﬁ:) — By, <§Z’;:11)
= AyAdzy + By, gz)i + (Akéxk_l + By (gz‘)’;ll) - m)
= ApAdzy + By (‘;ZZ + (8y, — Sz

= A Adxy + B%kA(Suk + Bw,kA(ka

Par ailleurs, on a pour les sorties

OYrt1 = kT4 = cx (dx) + Adwpyr)
= 01k + C) (AkA(Sxk + Bka(;uk + BngA(ka) (439)
=0y + cL AR Adxy + CkBngA(;uk + CkaJCA(ka

A(Sxk

L’évolution de l'é¢tat augmenté z,; = ( 5y
k

) est alors donnée par le modéle d’état

suivant :
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La,k+1 Tk Gy

A\

v
‘(A T AAk AS B B
Th1) _ 0 Ty wk | A§ wk| A§
( OYk+1 ) LkAk I} ( Oy ) " LkBuvk] et { 0 } o (4.40)
Ad

Sy, = 1[0 I ( 5‘”)

~—— Yk

c

Expression du second modéle interne augmenté

On retient dans ce cas 1’état augmenté suivant suggéré par [61] :

_( Oy,
xa,k - <5uk1>

En utilisant les résultats précédents, 1’évolution du systéme augmenté est donnée par

Tq kg1 Uy, Ty Gy
) A, B 0 B B
Tk+1 o k k Tk w,k w,k
o) =0 7] G ) s [T
(51‘/€

6yk = [Ck; 0]
——

Ck

Oup_1

Le vecteur U* des commandes peut alors s’exprimer en fonction de I’état augmenté comme :

U'=([I 0]za;:)+ U+ LASU"

4.3.3.2 Expression des sorties

On cherche & ré-exprimer la sortie du modéle augmenté & l'instant ¢ + k, car les termes
Yi+r interviennent dans les contraintes et la fonction objectif. Afin d’alléger la notation, on
supposera sans perte de généralité ¢ = 0.

On montre ici que pour les deux modeéles augmentés, le vecteur des sorties peut s’exprimer
4 I'aide des matrices S%, S% et S’ . Le premier modéle augmenté respecte 1’équation :

§Y; = Sixg; + SLASU + S ASW? (4.42)
Le second modéle augmenté selon :
§Y; = Siag; + SLASU' + SLW! (4.43)

Seule 1'expression des matrices Si dépend du modéle interne augmenté que ’on considére. On
rappelle que les prédictions du modéle interne sont faites sous ’hypothése §W* = 0. Dans ce
cas, le vecteur de sortie s’exprime alors comme :

Vi =Y + Staa; + SLASU (4.44)

nom
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Sorties du premier modéle augmenté

En utilisant les matrices introduites dans le modeéle (4.40), on montre comment il est
possible d’exprimer la sortie en fonction de AdU* et AdW?* . On commence ici par donner

I’exemple pour l'instant ¢ 4+ 3 :

dys = Cxg3
= C [\IIQI'(LQ + IT'oAdus + G2A5w2]

C [\112 (\111 (\I/():L'a70 + ToAdug + G()A(Swo) + I Adug + G1A5w1) + I'ayAdus + G2A5w2]

= C [‘IIQ‘Ill‘Iloxa,O + Uy, (FOA(S’U;O + GQA&Uo) + Uy (F1A5U1 + G1A5w1)

+I9Adus + GQA(S'UJQ]

La formule qui généralise cette expression est :

5yk:C

k k
<H q’kn) La,0 + Z
n=1 n=1

k—n
< H \Ilkm) (anlA(Sunfl + GnlAawnl)‘|‘|
m=1

Les matrices S et S¢, de I'équation (4.42) sont alors définies de la fagon suivante :

v,
5i = C\Ijifrlll’i
CYUirp... ¥ 1Y,
CT; 0
CViqly CTiqq
St — P—2 pP—3
C Il Yirp—1-nl'i CI] Yiyp_1-nl'ip1
n=1 n=1
P-1 P2
CII Yirp—nli  C I Yirp_nlit1
n=1 n=1

(4.45)
0
0
(4.46)
CTiyp2
CTlitp1

La matrice S, s’obtient en remplacant I' par G dans I’équation de S, mais ne sera pas utilisée
par la suite en raison de ’hypotheése que les perturbations w suivent leur référence (Adw = 0).

Sorties du second modéle augmenté

En utilisant le deuxiéme modéle augmenté, les matrices S% et S de I’équation (4.43) sont

définies de la facon suivante :
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Cit1ly 0 0
CipaVily Cirol'ita e 0
Sl = Poa P3
Civpr—1 [] Yitp—1-nli Ciyp—1 [[ Vixr—1-nTis1 ... Ciyp_1liyp_2
=1 =1
Po1 P2
Civp I[ Viypnll Citp [l Yiypnliyn ... Ciplitp
n=1 n=1
(4.47)
Cit1¥;
) CioVW, 1,
5i = w2 ¥ir1 ¥ (4.48)

Civp¥Yirp1... V1Y,

Ici, les matrices Cy, Uy et Ty sont celles de (4.41). Les calculs sont donnés en annexe E.

4.3.3.3 Expression des contraintes

On rappelle ici les contraintes du probléme MPC que I'on reformule & 'aide des variables
Adu;y. Une synthése est donnée en (4.54a) et (4.55).
— Contraintes sur u

Umin S Uitk S Umax
k
Umin < OU—1 + Up itk + Z A&UJZ'JrP < Umaz
n=0
On a ainsi les deux ensembles de contraintes suivants :
k
— > Abuiprp < —Umin + 0Ui—1 + Up itk
n=0

k

Z A5Ui+p < Umaz — OU—1 — Ur i+k

n=0
Ou sous forme matricielle

—LA(SUi < (5ui_1 - umm)l + UTZ
LASUY < (Upaz — 6ui—1)1 — UL

— Contraintes (symétriques) sur du

IN

—0Umag 6ui+k < 0Umaz

k
—OUmaz < Ouj—1 + Z A5Ui+p < SUmaz

a n=0

Sous forme matricielle .
—LASU? < (5ui,1 - 5umax)1
LA(SUi < (5umam — (5’11,1‘_1)1
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— Contraintes (symétriques sur Au)
_Aumax < Aui-{—k < Aumax
_Aumax < A(Suerk + A(Sur,iJrk < Aumax
Sous forme matricielle , ,
—AU" < (AUpaz — AUY)
ASUT < (AUm(w — AUﬁ)
— Contraintes sur y : d’apres (4.44)
Ymin < ) ) sz ) ) < Ymaa:
Yiin < Yfr’iom + S;xa,i + SqZLAéUZ < Yz
Sous forme matricielle
SIASU < Yoy — Yio — Siag
—SEASUY <Y, — Yonin + Staa
— Contraintes (symétriques) sur oy
Donne 4 . 4
Sy AU < 0Yimae — Siai
=S, AU < 6Yomae + ShTa
4.3.3.4 Expression de la fonction objectif
On reformule maintenant la fonction objectif (4.35) en fonction de ASU*
Ji = U = UG, + 1Y = Y73, + AU
D’aprés la Table 4.1 et I’équation (4.44),
ou;—1
U = | +LASU (4.49)
ou;—1
N——
sU;
AU = ASU" + AU? (4.50)
Y- Yi=8Sla, + Y, —Yi4+S AU 4.51)

6Y;

La fonction objectif s’exprime alors en AJU* comme :

J' = 0U} + LASU |13, + 0Y] + S, AU (I3, + |1A6U° + AU I3,

Cette forme se développe pour donner la forme quadratique suivante :

JHASUY) = AU SASU + hASU* + cst
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Les matrices S et h sont données dans I’équation suivante. Comme elles impliquent des quan-
tités variant dans le temps, ces matrices doivent étre recalculées a chaque pas de temps :

J = asU (L7QuL + 81" QyS: + KT AUY) Ao

S
42 (LTQuan +517Q,0Y; + RTAU;‘) ASU

h
+ 60U QuoU + 6V QY + AU RAUY  (4.52)

constante

4.3.3.5 Probléme d’optimisation MPC

Pour synthétiser, le probléme d’optimisation quadratique initial ayant pour variables d’op-
timisation (U*,Y") (P(n, + ny) variables) a été reformulé en un probléme d’optimisation de
ASU* ( Pn,, variables). Celui-ci s’écrit :

in||6U; + LASU ||, + [16Y; + SLASU |3, + ||ASU" + AU 7 4.53
min |50} + Q. +116Y7" + S, AU g, + |l + AU R (4.53)
s.C.
(min — 6ti—1)1 < LASU" + U < (Umae — 6u;—1)1 (4.54a)
(6ti—1 — Otmaz)l < LASU" < (Stiypay — Sui—1)1 (4.54D)
Ymin - Yé < Squ(SUZ < Ymam - Yri (454C)
—0Ymaz < SLASU" < Yrman (4.54d)
Ou;—1
Avec U} = : = du;_11, 8Y; = Yi ~—Yi et 1 un vecteur de taille appropriée ne

Ou;—1
contenant que des 1. Pour simplifier la notation, on regroupera par la suite les contraintes
(4.54a) sous 'inégalité matricielle '
AASU < b (4.55)

4.3.3.6 Initialisation des modéles
Initialisation du modéle non linéaire (NLc) :

Le modele Modelica non linéaire est censé représenter 1’état réel du systéme. Ainsi, a
chaque instant t; du MPC, celui-ci est réinitialisé avec le dernier état estimé noté ;. On a
alors

a'(ti) = & =z, (i)
La trajectoire nominale est ensuite calculée en partant de ce point, en appliquant au modéle
Modelica la commande U donnée par I'optimisation long terme. Cela permet notamment
d’obtenir la valeur nominale du point suivant, notée x?, (t;11)
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FIGURE 4.6 — Illustration des trajectoires réelles et nominales de y entre deux pas du MPC

Initialisation du premier modéle interne augmenté (4.40)

L’initialisation du premier modéle augmenté n’est pas évidente : celui-ci fait intervenir
des états qui dépendent d’une trajectoire nominale. Or les trajectoires nominales entre deux
problémes MPC consécutifs ne coincident pas, puisque celles-ci sont recalculées a chaque pas
de temps. Pour rappel la trajectoire nominale dépend de la valeur initiale de 1’état et des
entrées nominales appliquées au systéme. La définition de la valeur initiale pour le probléme
MPC; : Adz; = éx; —0x;—1 est donc problématique en soi. En effet, pour le probléme suivant,
on peut soit considérer

- A(;Ct?(ti+1) = 6$Z(ti+l) — 5:62(752‘)

~ Adz(tiy1) = 6x'T(tip1) — d2%(t;). Or par construction des trajectoires nominales,
St (t;11) = 62%(t;) = 0. Cela revient & initialiser le modéle a chaque pas de temps
avec Adx; = 0.

Ces deux situations sont illustrées dans la Figure 4.6 et implémentées dans 1’algorithme.

Initialisation du second modéle interne augmenté (4.41) :

5(Ei
ou;—q
ui—1 — ur;—1. Comme la trajectoire de référence des commandes u, reste la méme pour deux
problémes MPC consécutifs, il n’y a pas la méme ambiguité que celle rencontrée précédemment
pour les états. Le modéle interne augmenté est ainsi réinitialisé pour chaque probléme M PC}

avec
a,i — 5“1‘—1

On retiendra par la suite ce second modeéle augmenté car sa ré-initialisation n’est pas ambigué
contrairement au premier modéle augmenté.

Le second modele augmenté a pour état initial x,; = < > On rappelle du;—1 =

4.3.3.7 Normalisation

Les modéles considérés font intervenir simultanément des grandeurs physiques qui peuvent
avoir des ordres de grandeur tres différents. Il est donc important de normaliser celles-ci, & la
fois pour des raisons de précision numérique, mais aussi de convergence lors de la résolution du
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probléme quadratique. On propose la normalisation suivante, basée sur les valeurs nominales
des variables x, u et y (on a regroupé w dans u pour alléger la notation). Les variables
normalisées T, @, ¢ sont respectivement 1’état, la commande et la sortie normalisés.

x=N,T u=N,u y=Nyg (4.56)

Les matrices N, sont les matrices diagonales de normalisation avec pour terme a la ligne
i: Nyi= Umaz,i — Umin,- L’approximation linéaire tangent normalisée est alors

{@M = N, YALN,0% + Ny ' By N,diy

6Gk = Ny 'epNyoFg + Ny~ tdy N, oy, (4.57)

Concernant le critére, il est plus évident pour I'utilisateur de définir les pondérations sur
les grandeurs normalisées, sans se soucier des unités. Le critére est ainsi modifié de la fagon
suivante dans 'implémentation de I’algorithme :

Ji = U = i, + IV = i |G, + I1AT 1%
= [INHUT = UG, + 1Ny~ (0Y" = Y1, + [N AU
= [IN.H U = UDIG, + 1Ny~ (0Y" = Y1, + [N AU

=0 = TR, iy s IOV =i, ir o+ IATR, ir

QuNu ™! QyNy RN, ™!

On constate ainsi que la normalisation n’a pas affecté la forme du critére (4.35), seules les
matrices de pondération sont modifiées pour prendre en compte la normalisation. Le vecteur
b donnant les bornes des contraintes doit également étre modifié.

4.3.3.8 Elimination de la matrice D

Il est possible que les modéles Modelica présentent un couplage direct entre certaines
entrées et certaines sorties. Notons u. les commandes couplées & au moins une sortie, et u \ u,
les autres. Dans ce cas, I’équation pour les sorties s’exprime

Y= h(.%', uc)

et non
y = h(x)

Le modéle linéarisé tangent (TanLd) posséde ainsi une matrice de couplage entrée / sortie
Dy, non nulle. Les termes non nuls sont présents dans les colonnes de D correspondant & u..
On a:

5$k+1 = Akdxk + Bk ((5’U,k 5wk)T
T (4.58)
oyr = cpdxy + Dg (511,{ 5wg)

Comme évoqué dans le paragraphe 4.3.3.1, on considére par la suite Jw = 0 dans le modéle
interne.
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Par filtrage des entrées

Une premiére facon d’éliminer ces termes est de modifier le modéle de simulation en
introduisant des filtres rapides du premier ordre sur les commandes u.. On note i, les indices
de ces colonnes, et i\ i. les autres indices. Les lignes d’indices I d’une matrice M sont notées
Myy. Un filtre du premier ordre a pour équation :

(1) = 7 (et) = (1)

En choisissant T petit devant les constantes de temps caractéristiques du systéme, la com-
mande 4. converge rapidement vers u.. Le systéme prend alors la forme

( 52) B {A(()t) B, ﬂ < ;gf(tﬁ)) N (;) Suc(t) + (B@ <t>> Su -

Sy(t) = [e(t) dg, ()] (;j(ft)))

—_—

La discrétisation temporelle appliquée a ce systéme ne fera plus apparaitre de matrice D, et
I’on pourra alors utiliser la formulation MPC décrite précédemment sans plus de modifications.
Cependant, cette solution n’est pas acceptable car elle demande & 'utilisateur d’une part de
modifier le modéle de simulation, d’autre part de connaitre les entrées responsables d’un
couplage direct entrée/sortie. On propose donc dans le paragraphe suivant les modifications
nécessaires a la formulation MPC pour prendre en compte ce couplage sur le modéle initial.

Par changement de variable pour les sorties
La prise en compte de la matrice D dans ’algorithme MPC se fait en recourant au chan-

gement de variable suivant : dgp = Syp — dpduyg.

Le modéle interne devient

T
{ 5:ij_1 = Ak5$k + Bk (5u£ 510%) (4.60)

0y = cpoxy

Cette reformulation a des impacts sur ’expression de la fonction objectif et des contraintes
sur les sorties. Le vecteur des sorties s’exprime alors comme :

Y' =Y, +8Y
=Y, +0Yi4 SiU
=Y +0Y" + S84 (Jui—11 + LASUY)
Avec S’ une matrice diagonale par bloc de dimension (ny x P) X (n, * P) :

di+1 0 - 0
0 dz‘+2 R 0

0 0 0 ditp-
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Y=Y+ (SiL+ S.) AsU" + S} (Su;—11) + Sk,

nom

En posant :

Y =Y~ Y+ Siaa + S5 (dui11) (4.61)
la fonction objectif (4.35) peut alors étre reformulée de la fagon suivante

Ji= U = U3, + 1Y = Y13, + AU % (4.62)
= [|6U} + LASU (1B, + 16Y;" + SLASU° (|3, + [|ASU" + AU|% (4.63)

Les contraintes en y se réécrivent :

(Sy, + SqL) o

— (S} + SEL)ASU < Yo = Yonin + S (Sui—11) + Shaa
(S% + SLLYASU® < 6Yimaw — Siaa; — Sh(du;_11)

—(S% + SUL)ASU < 6Yoaw + Siag; + S5(0ui—11)

4.64
4.65
4.66
4.67

L)ASU? < Yiaz — A ((5’11,2‘_11) — S;.%‘a,i
L

~~ Y~ o~
—_ — T —

4.3.3.9 Accélération du MPC

Dans la procédure MPC décrite en 4.1.4, on réalise & chaque pas ¢ du MPC P linéarisations
du modéle correspondant aux P prochains instants d’échantillonnage. Or en raison de I’horizon
glissant, on constate que les matrices ¥ et I' sont calculées plusieurs fois pour les mémes
instants. La seule raison qui justifie cela est que la trajectoire réelle évolue différemment de la
trajectoire nominale, donc que le point de linéarisation pour un méme instant change entre
deux problémes MPC consécutifs. Cependant, ’horizon MPC reste relativement court, et
I’hypotheése a été faite que I'on reste dans un voisinage du point de référence. Pour diminuer
le temps de calcul, on peut ainsi supposer que les matrices de linéarisation calculées pour un
instant ¢ ne varient pas beaucoup entre deux probléemes MPC consécutifs. Il est alors possible
de faire un "démarrage a chaud", ou warm start pour le probléme MPC suivant. Avec cette
nouvelle hypothése, on constate que les matrices S, et S, pour le probléeme M PC;;1 sont
treés semblables & celles calculées pour le probleme M PC;. On donne ici le détail des calculs
pour le modéle augmenté (4.40)
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Evolution de S, entre deux itérations MPC

Entre deux problémes MPC consécutifs, si 'on considére que les matrices de linéarisation
sont identiques, on a :

CT; 0 0
C\I’iJrlFi CFZ'Jrl ce 0
St = P2 P-3
ClI Yirp1-nli CI] Yiyp1-nliy1 ... Clizp o
—1 =1
"1 "po
C Il VYirpnli  CI[ Yirpnlizn ... Cliyyp
n=1 n=1
O 0 0
CU, ol CTiqo R 0
Sitl — P2 P—1
CII Yisp—nl'iy1  C I Yigpnliy1 ... CTigp
S5 o
C Il Yirpr1i—nliz1 C [[ Vigpy1—nliy2 ... CTipp
n=1 n=1

On constate que seule la derniére ligne fait apparaitre des éléments qui n’avaient pas encore
été calculés : W, p et I';; p. On définit la matrice carrée C' de dimension n, x P

c 0 ...0
- 0 C ...0
c=1{(. . .

0o 0 ...C

ainsi que la matrice S}, réellement stockée dans le programme :

T; 0 .0
Uil Tiva 0
Si—|pa Py ' (4.68)

II Yisrp—1-nl's II Yiyp—1-wlig1 ... Tippo
n=1 n=1

P—1 P—2

I Yirp_nIy II Yisrnlizi ... Titpa

n=1 n=1

La matrice SiT! peut ainsi se construire d’aprés S? de la facon suivante :
— Premiéres lignes : Recopie décalée de la partie inférieure droite de S% : Sit1[i, j] :=
Sifi+1,j+1, (,j)el.P—1
Derniére ligne : égale & la multiplication par ¥, p de 'avant derniére ligne par la gauche
Terme inférieur droit : I'; | p

~ Retour a S, : Sit! = CSit!
Ainsi, a chaque probléme MPC, une seule linéarisation a linstant t;,p1q est maintenant
nécessaire au lieu de P.
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Evolution de S, entre deux itérations MPC

En ce qui concerne I’évolution de la matrice S, on a :

cv,
C¥;1Y;

CVUiip1...¥; 1V
OV
CVioV;1
Sitl — :
CViip1... ¥
OV pWirp_1... Vi

De nombreux termes se retrouvent également, sauf pour les termes & gauche et & droite.
Pour construire la matrice S%,, on introduit une matrice auxiliaire que I’on nomme S, pour
stocker les valeurs de Wj. Entre deux itérations successives, si ’on suppose que les matrices

de linéarisation sont conservées, on a ainsi :

0, Wi
.. W1 . :
Si=| T |, §itl= : (4.69)
: Viyp_1
Viipo1 Vi p

On effectue seulement ensuite les multiplications nécessaires pour aboutir & S% : la matrice
Sz se construit en multipliant tout d’abord de fagon récursive les blocs-lignes de S, par la
gauche, puis en multipliant la matrice obtenue par la matrice C' (par la gauche également) :

¢ 0 ...0 v, v,
0o o0 ...C \I/H_p...\I/i \Ilz‘—i—P---\I/i

Dans le modeéle augmenté (4.41), la seule différence réside au niveau de la matrice C qui varie
dans le temps et est définie comme C* = diag(Ciyr, k € 1..P).

4.3.4 Estimateur d’état

On présente dans cette partie I’estimateur utilisé pour estimer I’état réel de la centrale.
Celui-ci doit étre con¢u pour prendre en compte les diverses erreurs pouvant exister entre
les prédictions du modeéle non linéaire et la réalité. Ces erreurs sont retranscrites dans une
matrice Pj variant dans le temps, appelée matrice de covariance. On considére les sources
d’erreur suivantes :

— la présence de perturbations non mesurées w = w, + dw, o dw correspond & une erreur

de prévision, pouvant étre modélisée par un bruit blanc de covariance W

— la présence de bruit de mesure v que I’on suppose étre un bruit blanc de covariance V,

venant s’ajouter a la sortie réelle
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— des erreurs de modélisation wy, venant s’ajouter a ’état dans ’équation (TanLd). Ces
erreurs sont considérées elles aussi comme un bruit de covariance W,.
Ainsi, en appelant €, 'erreur de prédiction & t;, la réponse réelle de la centrale et les sorties
mesurées peuvent s’écrire sous la forme suivante :

Tpk = :C(tk) + €k
d
Tpre1 = 1 )(l“p,k;, Up, W) + Wiy (4.71)
Ymes,k = h(xp,k) + vk

On utilise un filtre de Kalman étendu (EKF), variant dans le temps, pour l'estimation d’état,
en se basant sur le modeéle non linéaire pour la phase de prédiction, et sur le modéle linéaire
tangent (TanLd) pour la mise & jour de la matrice de covariance et la phase de correction.
Une description du filtre de Kalman étendu peut étre trouvée dans [80]. Le filtre de Kalman
est tout d’abord initialisé avec une matrice de covariance Py = Bw,OWBaO + Wi
Phase de prédiction : La prédiction de la valeur de I’état et de la sortie au pas i se fait
au pas ¢ — 1 par simulation du modele non linéaire sur un pas de temps. On suppose que
les commandes sont maintenues constantes sur la période d’échantillonnage (zero order hold
approzimation), et que les perturbations sont & leur valeur nominale (mesurée si I'information
existe).

{ sz = f(d} (@i—1,ui—1, wpi—1;Ts) (4.72)

Ui = h(x)

Phase de correction : A 'instant t;, la mesure réelle des sorties devient disponible. On corrige
donc I’état Z; obtenu en phase de prédiction en tenant compte de cette nouvelle information.
L’état estimé Z; par le filtre au pas de temps ¢ se calcule alors comme :

Ki=Pcl (Plei+v) ™ (4.73)
i = @5 + Ki(Ymes,i — Ui) (4.74)

Mise a jour du filtre : Enfin, la matrice de covariance P est mise & jour & la fin de chaque
pas :

Piy1 = Ai(I — Kic;)) Al + By iWBL  + Wi, (4.75)

4.3.5 Algorithme MPC détaillé

L’algorithme MPC est détaillé sous forme de diagramme dans la Figure 4.7, dans une
version simple ot toutes les matrices de linéarisation sont recalculées a chaque pas de temps.
La fonction linéariser prend en entrée ’état initial, le temps courant et 'instant de linéarisa-
tion, ainsi que les vecteurs U,., V,., W,.. La fonction ¢2d permet la conversion des matrices de
linéarisation en temps discret, avec un pas d’échantillonnage T5.

4.4 Application a la cogénération

Présentation du cas d’étude :

L’algorithme TL-MPC est testé sur le modéle physique d’'une centrale de cogénération,
illustré sur la Figure 4.8. Ce modéle est un modéle plus complexe que le modeéle d’optimisation
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Zi
paramétres MPC [ il ]
dymosim.eze,dsin.trt ki=k+1
TrajRef.mat
gRef [ ty = kT, ]
| |
| [ linearize(&;, t;, ty) ]
3 U, Iy lxnomaynom
| DU VAT G T
y oui
Mise en forme du robléme] . . S
[ - MaJ bloc-ligne k de S¢
l l
[ i @ ] [ MaJ Yioom [K]
[ linearize(Zo, to, to) ] Calcul de Uy, et
1=+ 1 CO’PIS ‘ T';, dans E’x et S'U ’
ti = to + i1 ] E
l oui
St @ y;n es?vin N [ Constructlori de S, et S,
!
Prépare les vec- Préparation de I'objectif ]
teurs U}, Y,!,V;!,AU; 5Y;,0U, | h,H
I p :
Filtre de KaL ‘ Prep.aratlon des ’
man : calcul de K; contralnt?s :Aetbd
¥ . ..
Filtre de Kal- | | [ Optimisation QP ]
man : MaJ de Z; u’ i Adu'”
[ Simulation ]
1Yir1

Mise & jour de
‘ I’état augmenté ’
. l La,i+1
P zi“ | Filtre de Kal-
‘ man : MaJ de P ’

FIGURE 4.7 — Algorithme MPC simple
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FIGURE 4.8 — Modéle Modelica de la cogénération de Barkantine

présenté en partie 3 : il contient deux stockages d’eau chaude en série discrétisés en 9 strates,
deux chaudiéres d’appoint, la combustion est modélisée dans le moteur et les propriétés de
I’eau sont calculées suivant le standard IF97 [81]. Ce modéle posséde 31 états et 726 variables
algébriques. La régulation automatique des deux chaudiéres ainsi que le pilotage de la charge
du moteur ont été retirés et sont désormais placés sous le controle du MPC. Certaines régu-
lations internes sont présentes dans le modéle : ainsi, les débits d’eau, de combustible et d’air
dans la branche du moteur et celles des chaudiéres sont pilotés en fonction de la charge de
load Engine
ceux-ci. Le vecteur de commande est ainsi u = load B1 (charge électrique du moteur
load B2
et débit d’eau dans les deux chaudiéres). La demande Wyepnana du réseau de chaleur et le prix
de I’électricité sont modélisés comme des entrées mesurées mais non commandées du modéle,

Lot w™ — W demand
oW = C elec

Le logiciel PILOT est utilisé pour définir un programme de production optimal (d'un
point de vue économique) sur un horizon d’une journée, afin de donner les trajectoires de
référence y, et u, pour le MPC. Les trajectoires optimales ont été calculées au pas de temps
de la demi-heure en utilisant les prévisions de demande. Les contraintes suivantes sont prises
en compte :

— Puissances minimales et maximales de fonctionnement pour le moteur et les deux chau-

diéres

— Stock minimal et maximal

— Contrainte finale sur le niveau de stock

— Deux démarrages par jour au maximum pour le moteur

Le systéme sous commande TL-MPC est simulé sur les Figures 4.9 et 4.10 pour un jour
de printemps, en utilisant la courbe de demande en chaleur réellement observée ce jour. Les
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trajectoires de référence sont en croix bleues et les résultats de simulation en trait plein noir.
La trajectoire de référence wfr(t) de la demande est construite d’apreés les prévisions obtenues
par un modeéle statistique Generalized Additive Model (GAM) décrit en [82]. Ce modele de
prévision de courbe de charge prend en compte de nombreux facteurs incluant les prévisions
météorologiques (température, vent) et la saisonnalité. La courbe de charge est représentée sur
le dernier graphique de la Figurre 4.10 : les prévisions sont en croix bleues, la demande réelle
est en trait plein noir. Dans une optique de comparaison, on simule également le systéme sans
correction MPC, c’est a dire en appliquant en boucle ouverte les trajectoires de commande u,.
et les perturbations réelles w™. Les résultats de cette simulation sont en trait tiret-pointillé
magenta sur la Figure 4.9.

Le MPC est paramétré avec un horizon P = 10 et une période d’échantillonnage de 10
minutes (soit un horizon de 1 h 40 min). En raison de la taille importante du modéle, la
version accélérée pour le calcul des matrices décrite en 4.3.3.9 a été utilisée (il y a donc une
linéarisation et non P linéarisations & chaque pas d’échantillonnage). Deux sorties ont été
considérées pour le suivi de trajectoire et sont représentées en Figure 4.9 : I’énergie totale
FEg, contenue dans les stocks et la température T,,.; de 'eau fournie au réseau. Les entrées
sont quant & elles représentées en Figure 4.10 : la charge électrique au moteur puis les charges
thermiques des chaudiéres 1 et 2. Dans ces deux figures, les croix bleues représentent la
trajectoire de référence (u, ou y,) et les lignes rouges pointillé les contraintes sur la variable.
Enfin, & la fin de ’horizon, les tirets verts représentent la séquence de commande calculée par
le MPC pour les P prochains pas.

Définitions de 1’objectif et des contraintes :

On ¢’intéresse tout d’abord aux commandes du systéeme. Le moteur et les chaudiéres
sont des composants extinguibles comme décrit en 4.3.2.2. Les contraintes sur les entrées
load Engine, load B1 et load B2 évoluent donc dans le temps : lorsque ’état de ces compo-
sants est OFF dans la solution du MILP, les bornes ;5 €t tmq, sont mises a 0. En revanche,
les bornes suivantes sont utilisées lorsque le composant est ON : [0.5; 1] pour le moteur et
[60; 100%)] pour la charge des chaudiéres. Comme il s’agit de variables commandées, on uti-
lise ici des contraintes dures. On s’intéresse maintenant aux pondérations sur les commandes
dans la fonction objectif, et donc au choix des matrices @, et R utilisées. Les chaudiéres étant
trés flexibles, on ne pondeére pas leur déviation par rapport a u,, en revanche, les variations
brusques sur le moteur doivent étre évitées, et I’écart a la référence ne doit pas étre trop im-
portant car il correspond & un gain en terme de vente d’électricité. Au vu de ces remarques, les
matrices de pondérations suivantes sont choisies : Q,, = diag(1,0,0) and R = diag(0.01,0,0).
En ce qui concerne les sorties, on considére que le plus important est de suivre le profil de
charge du stockage afin de garantir la faisabilité sur toute la journée. Pour la température de
I’eau envoyée au réseau en revanche, ’exigence de suivi n’est pas aussi stricte : on requiert
seulement que celle-ci soit comprise dans une bande de 90 + 2°C. Pour ces raisons, on choisit
la matrice de pondération suivante pour y : Q, = diag(10,0), et I’on ajoute au probléme des
contraintes sur la capacité maximale du stockage et la température au réseau. Contrairement
aux entrées, des contraintes douces sont employées pour les sorties : I’excursion en dehors
des bornes est autorisée mais fortement pénalisée, ce qui permet d’éviter les problémes de
faisabilité du probléeme MPC.
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Analyse des résultats :

Un premier point que 'on note est que la température envoyée au réseau durant les
premiéres heures passe bien en dessous de la limite autorisée (mais qui ne met pas le MPC en
échec en raison des contraintes douces sur les sorties). La raison en est la suivante : au début
de I’horizon, le moteur et les deux chaudiéres sont & I’état OFF d’aprés 'optimisation MILP.
Comme le MPC ne remet pas en cause ce type de décisions logiques, les trois entrées sont
forcées a 0 par le MPC, ce qui signifie que seul le stock est utilisé pour répondre & la demande
de chaleur durant les premiéres heures. La température de celui-ci baisse donc inexorablement.
Ce type de comportement n’est pas surprenant car I’on a utilisé un modele MILP en énergie
qui ne prend pas en compte le profil de température dans le stock. Pour contrer ce probléme,
et afin de ne pas passer sous un seuil de température critique, un lancement d’urgence de
la chaudiére 1 est présent dans le modele. On constate que cette procédure (qui bypasse la
commande MPC) s’active de 5 h a4 6 h environ (trait tiret-pointillé cyan).

Aprés cette premiére phase, les chaudiéres puis le moteur sont allumés. On constate sur la
Figure 4.9 que le systéme sous commande TL-MPC parvient a mieux suivre le profil du
stockage et & mieux respecter les bornes sur la température envoyée au réseau par rapport a
la solution sans MPC (magenta), malgré la présence de perturbations sur la demande.

Un autre point intéressant & noter est que dans la solution sans MPC, I’état du stock s’écarte
beaucoup des prévisions. Cela peut avoir des conséquences facheuses lorsque 'on se rapproche
des contraintes, qui peuvent cesser d’étre respectées dans le systéme réel alors qu’elles I’étaient
dans les prévisions MILP.

Energy In storage (MWh)
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FI1GURE 4.9 — Simulation du MPC sur une cogénération avec la demande réeelle : sorties
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FIGURE 4.10 — Simulation du MPC sur une cogénération avec la demande réeelle : entrées
(commandes et perturbations)



CHAPITRE D

Conclusion et perspectives

5.1 Synthése du travail effectué

Cette thése propose un ensemble de méthodes pour le pilotage optimisé de centrales de
production d’énergie en utilisant des modéles physiques des installations développés dans le
langage Modelica. Modelica est un langage de modélisation de haut niveau permettant de
créer des modeéles complexes par assemblage de composants élémentaires avec une approche
orientée objet. Dans cette thése, on met & profit les capacités de traitement symbolique des
modeéles offertes par ce langage dans le cadre de deux algorithmes : le premier concerne
I'optimisation du planning de production des installations, le second la commande prédictive
pour le suivi de ce planning en temps réel.

5.1.1 Optimisation dynamique hybride

Dans le cas des centrales d’énergie modélisées de facon physique, 'optimisation du plan-
ning de production est un probléme d’optimisation dynamique non-linéaire hybride, les as-
pects hybrides étant dus notamment & la présence de composants pouvant étre inactivés ou
opérer dans différents modes de fonctionnement. Ce type de probléme est donc & la croisée
des problémes d’optimisation dynamique, qui se formulent uniquement sur des modéles conti-
nus, et des problémes d’optimisation impliquant des variables discrétes, la Programmation
Linéaire en Nombres Entiers en étant ’exemple le plus courant.

La méthode développée, qui méle ces deux aspects concerne deux points :

— on énonce un ensemble de régles pour mettre le modéle sous une forme adaptée a
I’optimisation : cette reformulation s’effectue en introduisant de nouvelles commandes
w7(t), qui indiquent si un composant j du systéme se trouve dans le mode i 4 I'instant # (
wIi(t) = 1) ou non (w/?(t) = 0). Ces commandes sont par la suite relaxées sur I'intervalle
[0, 1] et utilisées pour convexifier les équations et contraintes du systéme hybride initial.
En particulier, on détaille un moyen permettant de reformuler les contraintes hybrides
définissant une plage de fonctionnement lorsqu’un composant est activé. Le modéle
obtenu est un modeéle continu qui admet les trajectoires du modéle hybride comme un
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cas particulier (lorsque w/é(t) € {0;1}).

— on applique alors sur le modéle créé une méthode itérative d’optimisation dynamique
hybride, qui alterne entre la résolution d’un probléme de commande optimale sur le
modéle relaxé et la génération de trajectoires de commande admissibles pour le modéle
hybride (non relaxé). A chaque itération, un algorithme de raffinement de la grille
temporelle utilisée pour 'optimisation est appliqué. Son objectif est la localisation des
instants de commutation optimaux pour le systéme hybride, et le controle de ’erreur
de la méthode d’optimisation utilisée.

Dans cette approche, les points suivants ont ainsi été développés :

Méthode de collocation avec controle de ’erreur

La méthode d’optimisation dynamique utilisée dans cette thése pour résoudre le probléme
relaxé est la méthode de collocation, implémentée dans le logiciel JModelica. Cette méthode
s’appuie sur une discrétisation de I’horizon temporel, des commandes et des états du systéme
et transforme le probléme de commande optimale en un probléme d’optimisation non linéaire
(NLP). Cette approximation des trajectoires de commande et d’état s’accompagne dune
erreur qui dépend de la finesse de la grille temporelle utilisée et de la dynamique du systéme.
On propose donc de raffiner de fagon itérative la grille temporelle support afin d’atteindre une
précision donnée. Deux critéres pour évaluer ’erreur relative de la méthode de collocation sur
chaque pas de temps sont ainsi proposés dans cette thése et servent de base au raffinement de
la grille courante. Ce raffinement prend également en compte la trajectoire des commandes
binaires relaxées : la grille est ainsi affinée sur les pas de temps ol cette trajectoire n’a pas
un caractére binaire (w’i(t) € {0;1}).

Méthode SURminT

La méthode permettant de générer les trajectoires des variables binaires est une variante
de la méthode Sum Up Rounding (SUR) [54]. Dans la méthode SUR initiale, aucune restric-
tion n’est faite sur les commutations, et il est possible d’obtenir des commutations & chaque
instant de la grille temporelle support, ce qui n’est pas souhaitable dans le cas des centrales
d’énergie, ol des commutations fréquentes peuvent endommager les composants, ou n’étre
tout simplement pas autorisées (respect des temps minimum de marche et d’arrét). L’amélio-
ration principale de la méthode SUR que I’on propose dans cette thése, dénommée SURminT
concerne la prise en compte de temps minimums 7;,;, pour chacun des modes sans pour
autant restreindre les commutations a des instants ¢ = k% T},;,. La méthode prend également
en compte le mode a l'instant initial dans cette contrainte (ainsi que la durée depuis laquelle
ce mode est actif).

Par ailleurs, les régles de modélisation formulées dans cette thése permettent de définir le
mode courant d’un systéme hybride comme la réunion des modes de ses différents compo-
sants (forme normale conjonctive CNF), alors que dans sa forme initiale ’algorithme SUR
nécessitait une énumération par 1'utilisateur de toutes les combinaisons possibles & 1’échelle du
systéme (forme normale disjonctive DNF). Des temps minimum de marche et d’arrét peuvent
alors étre exprimés pour chaque composant. Cette nouvelle formulation s’intégre mieux dans
I’approche orientée objet de Modelica.

La méthode itérative de résolution du probléme d’optimisation dynamique hybride est syn-
thétisée en Figure 3.9. La méthode SURmiInT qui est une brique de cette méthode est décrite
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dans I’Algorithme 6.

Coits de transition dans la méthode de collocation

Des modifications ont été apportées a ’algorithme de collocation pour prendre en compte
des cotits de transition ou plus généralement des cotits de modulation & la hausse ou & la baisse
des entrées constantes par morceaux. Dans le cas des centrales d’énergie, les cotits de transition
peuvent typiquement étre utilisés pour modéliser les cotts de démarrage (ou d’arrét) d'un
composant. IIs font partie des aspects hybrides et sont liés au passage d’'une commande binaire
wit de 0 a1 (ou vice-versa). On montre que ces transitions peuvent se reformuler comme un
probleme MPCC (Mathematical Problem with Complementarity Constraints). Les couts de
transition peuvent alors étre intégrés dans le NLP résultant de la méthode de collocation.
Cependant, les hypothéses de convergence de la méthode SUR ne sont plus vérifiées lorsque la
fonction objectif inclut des cotits de transition : en lieu de celle-ci, I'utilisation d’une méthode
d’arrondi simple avec respect des temps minimaux de commutation a fourni des résultats
satisfaisants pour le cas d’étude.

Résultats obtenus

La méthodologie développée est une alternative a la Programmation Linéaire en Nombres
Entiers pour le pilotage optimisé de centrales de production d’énergie, lorsque des contraintes
sur les variables physiques doivent étre prises en comptes ou qu’une modélisation linéaire de
I'installation s’avére inappropriée. La méthode est démontrée sur deux cas d’étude et permet
de générer des trajectoires optimisées qui respectent les contraintes physiques des installations,
les durées minimales de marche et d’arrét des différents composants, ainsi que leurs cotits de
démarrage.

5.1.2 Commande prédictive TL-MPC

La méthode précédente, tout comme la Programmation Linéaire en Nombres Entiers uti-
lisée actuellement & EDF dans le logiciel PILOT, permettent de générer une trajectoire opti-
misée pour l'installation. Cette optimisation se fait hors ligne sur un horizon long en se basant
sur des prévisions pour les entrées incertaines du systéme (typiquement des courbes de charge
ou de prix). Cependant, deux sources d’erreur doivent étre prises en compte pour le suivi de
cette trajectoire optimisée en temps réel : d’une part les entrées incertaines ont une réalisation
différente des prévisions, d’autre part les simplifications nécessaires pour obtenir un modéle
(linéaire ou non-linéaire) adapté a 'optimisation sur un horizon long font que le systéme réel
finira par dévier des trajectoires prévues. On propose dans cette thése un algorithme de com-
mande prédictive pour assurer le suivi des trajectoires de commandes optimales et le respect
des contraintes de I’installation en temps réel. L’algorithme de commande prédictive, nommé
Tangent Linear Model Predictive Control (TL-MPC) s’appuie sur un modéle physique détaillé
de l'installation. De ce modéle sont dérivés en temps réel des modeéles linéarisés tangents de
I'installation sur I'’horizon du MPC le long d’une trajectoire nominale, en mettant & profit les
capacités de traitement symbolique (mise sous forme de modéle d’état) et de différentiation
automatique offertes par Modelica.
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Stabilité de la commande TL-MPC dans le cas nominal

Un premier résultat de stabilité de la commande TL-MPC est fourni dans le cas nominal
(en I’absence de perturbations et d’erreur de modélisation), lorsque les trajectoires de référence
sont données en 'état et la commande. La preuve utilise un contréleur terminal capable de
stabiliser le systéme dans un ensemble terminal & la fin de I’horizon de prédiction du MPC.
L’utilisation de modéles linéarisés tangents complexifie sensiblement 1’analyse de stabilité par
rapport a l'utilisation de modéles linéarisés autour d’'un point d’équilibre. Une des raisons
principales est que le domaine admissible des contraintes, le controleur terminal et I’ensemble
terminal utilisés dans la preuve de stabilité deviennent variants dans le temps eux aussi. On
donne de facon théorique une méthode pour calculer les contréleurs et ensembles terminaux
par la résolution d’une inégalité matricielle (LMI).

La variation dans le temps du domaine des contraintes rend aussi difficile la preuve de la
faisabilité récursive. Plutot que de faire I’hypothése que les trajectoires de référence deviennent
stationnaires au dela d’un certain temps (ce qui n’est pas notre cas), on propose de garantir
a chaque itération de commande la faisabilité pour le probléme MPC suivant. Cette stratégie
a du sens si 'on suppose que ’horizon MPC est suffisamment long pour quune procédure de
sécurité puisse étre déclenchée si 'on détecte qu’une violation des contraintes va se produire.

Commande TL-MPC adaptée aux centrales d’énergie

Outre les difficultés théoriques évoquées précédemment, le modéle d’optimisation et le
modéle physique détaillé ont souvent des vecteurs d’état différents. Pour cette raison, I’ar-
chitecture MPC implémentée dans cette thése utilise des trajectoires de référence données
pour les sorties communes aux deux modeéles plutdt que sur les états. Une conséquence de ce
changement de paradigme est que I’ensemble terminal évoqué précédemment ne peut plus étre
défini. Cependant, on observe en pratique un bon comportement des systémes sous commande
TL-MPC pour des horizons de prédictions suffisamment longs et une période d’échantillon-
nage adaptée. On décrit donc une implémentation modifiée de la commande prédictive. Cette
implémentation prend en compte certaines spécificités propres aux systémes énergétiques, no-
tamment la normalisation des variables (amélioration du conditionnement numérique), et la
non remise en cause des décisions d’engagement (il n’est pas possible d’ajuster les commandes
d’un composant inactiveé).

La méthode a été démontrée en simulation en utilisant le modéle physique d’une installation
développé avec la librairie EDF ThermoSysPro.

5.2 Perspectives de développement

5.2.1 Optimisation dynamique hybride

Plusieurs pistes d’amélioration sont envisagées pour la méthode de collocation hybride :

Durées minimales des modes

Jusqu’alors, les durées minimales des modes sont définies pour chaque disjonction. Cela
signifie par exemple que la méme valeur est utilisée pour les durée minimales de marche et
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d’arrét d’'un composant. La méthode SURminT doit étre adaptée pour prendre en compte
une durée minimale différente pour chacun des termes d’une disjonction.

Modes actifs a I’instant initial

La méthode SURmInT prend en compte la durée depuis laquelle les modes sont actifs
a l'instant initial lors de la génération de trajectoires binaires. Ainsi, si le mode actif d'une
disjonction j n’a pas encore atteint sa durée minimale, les entrées w’? correspondantes sont
maintenues a leur valeur le temps nécessaire, jusqu’a un instant ¢/ . Elles ne peuvent donc pas
J

étre optimisées a proprement parler sur U'intervalle [to,t; . |. L’optimisation sur les variables

w’" relaxées devrait ainsi commencer & partir de ¢/ . . Cela nécessiterait de modifier le code
de collocation en éliminant les variables wil des variables de décision, sur les éléments k

correspondants.

Raffinement de la grille temporelle

Dans certains cas, des problémes de convergence ont été observés lorsqu’une grille trop
fine est utilisée ou que le probléme NLP devient trop grand. A I’heure actuelle, la méthode
de raffinement ne peut qu’accroitre le nombre de pas de temps utilisés dans la méthode de
collocation, bien que dans une version initiale des fusions entre deux éléments consécutifs
étaient considérées (mais cela restreignait les instants de commutation possibles). Une mé-
thode d’adaptation de la grille permettant d’augmenter localement 1’ordre de la méthode de
collocation (plutdt que le nombre d’éléments) pourrait également étre envisagée afin d’aug-
menter la précision numérique & moindre cotat. Il pourrait enfin étre intéressant de voir si
l'utilisation d'une grille temporelle flexible (ot les durées des éléments sont une variable d’op-
timisation) permettrait une meilleure localisation des instants optimaux de commutation (au
prix d’une nonlinéarité accrue dans le probléeme NLP).

5.2.2 Commande prédictive TL-MPC

Extension des preuves de stabilité

La preuve de stabilité présentée dans cette thése, valable dans un cadre nominal, a soulevé
les difficultés théoriques posées par la formulation de la commande TL-MPC. Cette preuve
fait appel & des controleurs linéaires & temps variants qui stabilisent le systéme dans un
ensemble terminal. La méthode proposée pour les construire suppose cependant que la matrice
de linéarisation B soit constante et que l'on connaisse ’enveloppe convexe des matrices de
linéarisation Aj. Dans la pratique, une méthode numérique pour déterminer cette enveloppe
convexe doit encore étre trouvée, et il faudra vérifier par la suite que le nombre des matrices
sommets obtenues est compatible avec une résolution par LMI. Par ailleurs, 'utilisation d’une
enveloppe convexe améne du conservatisme dans le calcul des trajectoires et des ensembles
terminaux. Des solutions devront étre apportées si ce conservatisme est trop important. On
pourrait par exemple envisager de regrouper les points en plusieurs zones.

Par ailleurs, les incertitudes dues a la présence de perturbations et les erreurs de modélisation
doivent étre considérées pour compléter la preuve de stabilité. L’étude de la stabilité entrée
état (ISS ou ISpS) brievement introduite en 4.2.5 semble étre le cadre adapté a cette étude.
Ces méthodes nécessitent cependant de connaitre des bornes sur 'incertitude. Un premier
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pas dans ce sens est la quantification de 'erreur de modélisation montrée en Annexe D. La
prochaine étape consiste maintenant & borner ’erreur due aux perturbations.

Compromis complexité précision

Le MPC utilise des modeles linéarisés & temps variant, ce qui permet d’avoir un modele
valable tout au long de la trajectoire (notamment lors de transitoires), mais ajoute une cer-
taine complexité a la formulation. Il pourra étre intéressant de quantifier le gain apporté par
cette complexité en fonction des applications étudiées.

Plateforme de démonstration

Les solutions proposées ont été testées en simulation et semblent pouvoir fonctionner en
temps réel. Aussi le développement d’une plateforme de démonstration en temps réel (ou
accéléré) pourrait permettre de valider les aspects temps réel de la méthode. Une architecture
logicielle utilisant le standard de communication OPC de Microsoft (OLE for Process Control)
ou le standard libre FMI (Functionnal Mock-up Interface) peut étre envisagée. Les effets des
erreurs de modeéles pourront étre testés en utilisant comme centrale virtuelle le méme modéle
que le modéle du MPC mais avec des variations sur les parameétres.
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ANNEXE A

Optimisation en dimension finie

On commence ici par certains rappels sur la résolution de problémes d’optimisation sous
contrainte. Le vecteur des variables d’optimisation est noté x. On s’intéresse au probléme
suivant :

m)gnJ(x) (A1)
s.c.hp(x) <0 (A.2)
he(x) =0 A.3)

A.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Définition (contraintes actives) Les contraintes actives en un point X sont les contraintes
inégalités indexées par i pour lesquelles hgl) (x) = 0. On note A(x) I’ensemble de ces indices.

Une solution x* est optimale si elle est admissible et qu’aucune variation autour de ce point
n’améliore la fonction objectif J. Si ’objectif et les contraintes sont suffisamment réguliéres au
voisinage du point optimal x*, alors une approximation linéaire est possible et permettra de
dériver des conditions d’optimalité. Cette condition de régularité peut s’exprimer par diverses
conditions sur les contraintes que ’on appelle qualification des contraintes. On introduit pour
le probléme (A.1) la fonction £ nommée Lagrangien, qui consiste & adjoindre & la fonction
objectif initiale une pénalisation de la violation des contraintes, avec des paramétres de pé-
nalisation ); (contraintes d’égalité) et u; (contraintes d’inégalité), nommés multiplicateurs
de Lagrange. On cherchera alors & minimiser le Lagrangien plutot que la fonction objectif
initiale. Le Lagrangien s’écrit

L5\ 1) = J(x) + AT hp((x) + plhr(x) (A.4)

Les vecteurs A et u sont des vecteurs appelés multiplicateurs de Lagrange. Chaque composante
de ce vecteur est associée & une contrainte. Ils représentent le cotit associé au respect de cette
contrainte. Il est possible de dériver pour un point x* des conditions nécessaires d’optimalité
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pour le probléme (A.1) : celles-ci sont nommées conditions de Karush Kuhn Tucker (KKT)

[83][84]. Les premiéres conditions KKT sont obtenues d’aprés des approximations au premier

ou second ordre du probléme (A.1l) autour de x*. Une condition dite de qualification des

contraintes est alors présente pour garantir le bien fondé de ces approximations autour de x*.

Les conditions KKT sont les suivantes :

Stationnarité du Lagrangien : La condition de stationnarité est V,L(x*, A*, u*) =0

Faisabilité : Les contraintes hy(x*) < 0, he(x*) = 0 sont satisfaites

— Complémentarité : Les contraintes d’inégalité inactives h]I'(x) < 0 (4™¢ contrainte)
n’influent pas la solution et doivent avoir un multiplicateur associ¢ A; nul. Pour les

contraintes égalité et les contraintes inégalité actives h]I' = 0, les multiplicateurs de
Lagrange doivent interdire les déplacements vers l'extérieur du domaine admissible,
c’est a dire dégrader la fonction objectif, d’oti les conditions suivantes sur p et A :
R (x*) T A =0,u>0

— Conditions de second ordre : Afin de bien identifier un minimum local et pas un maxi-
mum ni un point selle, les conditions suivantes sont ajoutées. Elles traduisent le com-
portement de la solution pour un déplacement dans la direction d > 0 autour de x*.
Ainsi, une courbure positive du Lagrangien dans toutes les directions admissibles d est
garantie par

VII‘C(X*a)‘*aH*) ~0
Vohp(v)ld=0 Vd >0
Vohi(x")Td=0,j € {j | h(x*) = 0,3 > 0}
Vol (x*)Td < 0,5 € {j | B (x*) = 0,1 = 0}

A.2 Qualification des contraintes

Les conditions d’optimalité KK'T sont basées sur une approximation linéaire des contraintes
actives autour d’un point. Or comme le probléme original est non linéaire, il est néces-
saire que les contraintes soient suffisamment réguliéres en son voisinage pour garan-
tir le bon comportement des algorithmes d’optimisation. Plusieurs conditions sur les
contraintes, plus ou moins contraignantes, permettent de garantir cette propriété. On
peut citer
— la contrainte d’indépendance linéaire des contraintes actives en un point x* (LICQ)
qui requiert 'indépendance linéaire du gradient des contraintes actives et des contraintes
égalité en x* :

Vhe(x*), VA (x*) ie AxY)

LICQ garantit l'existence de multiplicateurs de Lagrange bornés et uniques [39]

— la contrainte MFCQ, moins restrictive, qui ne requiert l'indépendance linéaire que
pour le gradient des contraintes d’égalité et 1’existence d’une direction de recherche
admissible d autour du point x* (on utilise ici une dérivée directionnelle pour les
contraintes inégalité plutot que le gradient, qui correspond & toutes les directions de
recherche possibles).

Vhe(x*)Td <0, vhx"Td ic Ax*)
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La condition MFCQ garantit Iexistence de multiplicateurs de Lagrange bornés (mais
non leur unicité).

A.3 Qualification des contraintes pour les problémes MPCC
Un probléme MPCC est un probléme d’optimisation contenant le jeu de contraintes suivant

Gi(z) >0
Gé(x) >0
Gi(x)Gh(x) =0, Vi [l.m,]

On Pabrégera parfois en G4 (z) L Gb.

Comme les qualifications habituelles des contraintes (LICQ, MFCQ...) échouent pour les
problémes de complémentarité, de nouvelles qualifications, plus faibles, sont introduites. Elles
garantissent a certaines méthodes de converger vers des points stationnaires. Les qualifications
des contraintes adaptées aux MPCC, ainsi que les preuves de convergence détaillés dans [46]
se basent sur la définition des ensembles suivants

A=it.q. hi(z)=0
Ago =i t.q. Gi(z) = 0,Gh(x) = 0
Ao =i t.q. Gi(z) = 0,Gh(x) >0
A =i t.q. Gi(z) > 0,G4(x) =0

On note v; les multiplicateurs de KKT associés & G (z) et v2 ceux associés & Ga(z) et A ceux
associés aux autres contraintes g, (z)(z).
On définit différents types de points stationnaires pour les MPCC :

— les points faiblement stationnaires :

VeL=0, vh=0 Vic Ay, i=0 Vic Ay, N >0,Ng,=0VicA
— les points C-stationnaires : les points faiblement stationnaires vérifiant
l/il/é >0, Vie Ay
— les points M-stationnaires : les points faiblement stationnaires vérifiant
Vivk =0, OU v >0 OU v >0, Vi Agy

— les points fortement stationnaires : les points faiblement stationnaires vérifiant
Plusieurs approches existent pour relaxer la condition de complémentarité [85], et générer
une suite de problémes convergents vers le probléme initial. Les différents algorithmes de
relaxation qui peuvent étre mis en place pour résoudre le MPCC garantissent la convergence
vers un type de point stationnaire.
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ANNEXE B

Rappels mathématiques

B.1 Meéthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode de recherche locale du zéro d’une fonction diffé-
rentiable r : R* — RY. La méthode est illustrée en dimension 1 en Figure B.1.

Algorithme 7 Algorithme de Newton : recherche de la racine de f(z) =0

Entrées: Valeur initiale 2° , tolérance € > 0
k<+ 0
Répéter
Résoudre le systéme AxF = —V 1 f(2F)
S R N
k+—k+1
Jusqu’a |Az"| < e

B.2 Matrices

Définition (Matrice définie (semi-)positive) Une matrice A est définie semi-positive si 27 Az >
0, Vz. Elle est définie positive si I'inégalité est stricte. On notera respectivement A > 0 et
A= 0.

La notation ||A||% est utilisée pour décrire la norme N de A : ATNA, avec N une matrice
définie positive.

Lemme B.1. (Complément de Schur) Soit X une matrice symétrique de la forme

A B
x= o o]
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FI1GURE B.1 — Méthode de Newton

Si A est non singulicre, S := C — BT A™'B est appelé le complément de Schur de A dans X
et l'on a les équivalences suivantes :

X>=08A4A-0,5=0 (B.1a)
X<0A4<0,S=<0 (B.1b)

Définition (Congruence) Deux matrices A et B de méme dimension sont congruentes si pour
une certaine matrice U non singuliére on a

B=UTAU
Lemme B.2. Si A et B sont deux matrices congruentes, alors
Az0&B=0 (B.2)
Lemme B.3. La résolution simultanée de n inégalités matricielles M,, = 0 revient a résoudre

l'inégalité matricielle
diag(M07M17 s 7Mn) =0

Définition (Enveloppe convexe de matrices) L’ensemble de matrices sommets M = {M", m €
1..npr} permet de définir enveloppe convexe notée co(M) des matrices M de la fagon sui-
vante :

ny nm
co(M) = {M tel que M = Z{Z-Mi, avec Zfi =1, £€>0

i=1 i=1



B.3 Fonctions 165

B.3 Fonctions

Définition (Norme infinie) La norme infinie d’une fonction f : E C R™ — R™, de compo-
santes f;(x) est définie comme

[flloo = max sup | fi(x)]

€l.mxel

Définition (Lipschitz) Une application f : S C R™ — R"™ est Lipschitz si il existe une
constante £ > 0 tel que V(x,y) € S% on a

[f(x) = f(¥)I < Llx -yl (B.3)

On dira que la fonction f(x1,x9,..., 2, ) est Lipschitz en x; si il existe une constante £, > 0
tel que Y(w,2) € R% on a

[f(w,m2,...,2m) = f(z,22,...,2m)|| < Lyflw — 2| (B.4)

On retiendra dans cette thése la norme infinie.

Lemme B.4. (Cas particulier du lemme de Gronwall) [56] Soient 1(t) et y(t) deux fonctions
continues & valeur positive sur un intervalle [to,tf]. Si pour une constante L > 0 on a pour
presque tout t € [to,ty]

mns¢w»+L/yva

to

Alors pour presque tout t € [to,tf] :

t

mnsww+L/&@ﬂwﬂm

to

Si de plus 1)(.) est mesurable et bornée (apparient & L>([to;ts],R)), alors presque partout sur
[to,tf] on a :

y() < [l

Définition Une fonction f : Rt — RT est de classe K si elle est continue, strictement
croissante et f(0) =0

Définition Une fonction f: Rt — RT est de classe K™ si elle est de classe K est n’est pas
bornée

Définition Une fonction g : RT x RT — R est de classe KL si p — g(p,t) est de classe K
pour tout t et t — g(p,t) est décroissante pour tout p
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ANNEXE C

Implémentation logicielle dans JModelica

C.1 Implémentation logicielle

On présente ici les développements logiciels correspondants au Chapitre 3. Ces dévelop-
pements ont été réalisés dans la plateforme open-source JModelica dans le langage Python.
JModelica propose un formalisme pour la modélisation des problémes d’optimisation dyna-
mique : Optimica.

C.1.1 Présentation d’Optimica

Optimica est une extension du langage Modelica permettant de décrire un probléme d’op-
timisation ou de commande optimale sur un modéle Modelica. Comme les problémes d’op-
timisations ne font pas partie des spécifications du langage Modelica, JModelica utilise des
fichiers d’extension .mop pour décrire les modeéles et problémes d’optimisation (au lieu de
.mo pour les modeles Modelica). La Figure C.1 montre comment s’effectue la description
d’un probléme d’optimisation.

Le modéle est tout d’abord décrit en langage Modelica. Les entrées qui seront considérées pour
I'optimisation sont les variables introduites par le mot clé input. Puis le probléme d’optimi-
sation est décrit dans une classe optimization. L’utilisation du mot clé extends signifie que
le probléme d’optimisation hérite de toutes les équations du modéle. La fonction objectif est
décrite entre parenthéses. Ici, la valeur de la variable Cout a la fin de I’horizon (finalTime)
est considérée. On a pour cela introduit dans le modéle une nouvelle variable différentielle
nommée Cout. Optimica permet également de décrire directement ce type d’objectif sans
ajouter de nouvelle variable en utilisant objectivelntegrand au lieu d’objective dans la
définition de la classe. Des contraintes peuvent aussi étre ajoutées dans le probléme d’optimi-
sation dans une section nommeée constraint. Les contraintes qui y sont définies sont appelées
path constraints. 11 est également possible de décrire des contraintes de bornes pour les va-
riables & I'aide des mots clés Modelica min et max. Il est d’ailleurs hautement recommandé
d’utiliser ces attributs pour les contraintes de bornes, méme si celles-ci peuvent étre décrites
dans la section constraint. La raison est qu'IPOPT traite différemment les contraintes de
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optimization Tracking ModeleSimple (cbjective=Cout (finalTime) , finalTime=10)

M

extends ModeleSimple;

Eeal Cout;
input Real x _ref; // Entrée imposée par l'extérieur--> traitement spécial
initial sguation
Cout=0;
eguation
der (Cout)=(x-x ref)*2+0.1%u"2;
constraint
x"M24=5;
end Tracking ModeleSimple;

FiGuRrE C.1 — Spécification d’un probléeme d’optimisation avec JModelica

bornes et les autres contraintes, et sera d’autant plus efficace que les bornes sont spécifiées
(IPOPT étant un algorithme de points intérieurs, I'information des bornes permet de mieux
cerner le domaine admissible pour une variable).

C.1.2 Architecture de JModelica

La partie de JModelica touchant & ’optimisation est développée en langage Python. JMo-
delica fonctionne par défaut avec Python 2.7. L’installateur de JModelica propose d’ailleurs
également d’installer Python 2.7 ainsi que les librairies utiles. JModelica utilise plusieurs
logiciels tiers pour l'optimisation que l'on présente dans la Figure C.2 :

— CasADi est un logiciel de différentiation automatique [24|. La différentiation automa-
tique permet de calculer de fagon symbolique des informations sur les dérivées d’une
fonction (dérivées directionnelles, gradients, Hessiens...) en un point donné, ce qui garan-
tit & la fois une grande précision numérique et des temps de calcul trés réduits. CasADi
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LocalDAECollocator MAS7/MUMPS
OptimizationSolver
BlockingFactors
ExternalData

A A

casadi_collocation.py

SUR_loop

hybrid_tools.py

i)

pyjmi/optimization

N
N transfer_optimization_problem
) v OptimizationProblem
ResultDymolaTextual
casadi_interface.py
io.py
; 3 h
Trajectory LocalDAECollocationAlg
ModelBase LocalDAECollocationAlgOptions
_exec_algorithm
core.py jmi_algorithm_drivers.py
pyjmi/common pyjmi

FiGURE C.2 — Fichiers utilisés pour 'optimisation dans JModelica

implémente également l'interface avec un certain nombre de solveurs d’optimisation.
Nous utilisons par la suite IPOPT.

— IPOPT [45] est un solveur d’optimisation non linéaire utilisant un algorithme de points
intérieurs. IPOPT est un standard en optimisation non linéaire, particuliérement adapté
aux problémes de trés grande taille, ce qui est souvent le cas des NLP résultant de la
méthode de collocation.

— Des solveurs linéaires. Le solveur venant avec le logiciel par défaut est MUMPS. Cepen-
dant, des gains substantiels en puissance et temps de calcul sont possibles avec d’autres
solveurs tels que MABJ7 qui a été utilisé ici.

Les résultats obtenus sont stockés dans une instance de la classe ResultDymolaTeztual fournie
dans le fichier i0.py. et sont également écrits sous formes de fichiers textes dans le méme format
que Dymola.

C.1.3 Modifications apportées au code de collocation

On présente ici les modifications apportées au code de collocation (casadi_collocation.py).
Ces modifications concernent la classe LocalDAFECollocator dans laquelle la représentation
symbolique du probléme de commande optimale est transformée en un probléeme NLP, et la
classe BlockingFactors qui est utilisée pour décrire les entrées constantes par morceaux. Les
deux autres classes importantes dans ce fichier sont OptimizationSolver, une classe utilisée
pour extraire les informations du solveur non linéaire (IPOPT dans notre cas) et d’autres
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F1GURE C.3 — Structure des variables du probléme NLP dans la méthode de collocation de
JModelica

données pour ’analyse des résultats. Enfin la classe EzternalData permet quant a elle de
fournir & algorithme des trajectoires d’entrées externes, comme par exemple les trajectoires
des perturbations (courbe de demande dans notre cas), ou encore des trajectoires mesurées
pour renseigner un algorithme d’estimation d’état.

Définition des variables du NLP :

Les variables d’optimisation résultant de la méthode de collocation sont empilées dans un
grand vecteur selon un ordre prédéfini. On présente ici I'aspect de ce vecteur dans la Figure
C.3. On utilise ici les notations présentes dans le code Python. Les variables correspondent a
plusieurs informations :

— Un type : état z, dérivée dz, variable algébrique w, entrée non éliminée unelim_u,
valeur initiale ou finale init final, paramétre pouvant étre optimisé p opt, longeur
des éléments h_opt. On y ajoute les deux nouveaux types slack_u_a et slack_u_b
correspondant aux variables sa et sb des équations (3.54)et (3.57) (les variables up ne
sont pas ajoutées au probléme mais calculées comme des fonctions de sa et sb.

— Un indice var _ind pour chacune des variables appartenant a type.

— Un élément k auquel elle est associée (si nécessaire)

— Un point de collocation ¢ auquel elle est associée (si nécessaire)

Le vecteur est ainsi constitué de sous-vecteurs pour chaque type. Au sein de ces vecteurs, la
progression temporelle est respectée : on parcourt d’abord les variables, puis les points de
collocation, puis les éléments. De nombreuses structures de données permettent par ailleurs
de retracer 1’évolution d’une variable, ou des valeurs des variables en un point donné.

Définition des entrées :
La définition des cotits de démarrage (ou par extension des cotits a la hausse pour une entrée
qui ne serait pas une entrée binaire) n’a de sens que si 'entrée en question est constante par
morceaux.
Dans I'implémentation informatique de JModelica, de telles entrées peuvent étre définies a
laide de facteurs bloquants (blocking factors). Les facteurs bloquants pour une entrée u se
présentent sous la forme d’un vecteur b, dont les termes représentent le nombres de pas de
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temps sur lesquels ’entrée u sera maintenue constante (bloquée). La somme des termes est
ainsi égale au nombre d’éléments de discrétisation n. utilisé dans la méthode de collocation.
A titre d’exemples, pour n, = 5, on pourra utiliser b, = [1,1, 1,1, 1] ou encore b, = [1,2,2].
Les facteurs bloquants pour un probléme d’optimisation sont définis & I’aide de la classe Blo-
ckingFactors dans le fichier casadi_ collocation.py. Cette classe définit les vecteurs b, utilisés
pour chacune des entrées bloquées.

Comme les entrées pour lesquelles sont définis des cotits de démarrage doivent étre des entrées
bloquées, la classe BlockingFactors a été modifiée de la fagon suivante :

— Parametre optionnel ¢, pour une entrée u définissant le cotit d’une unité a la hausse
(équivalent au cott de démarrage si l’entrée w est la variable qui définit 1’état du com-
posant)

— Paramétre optionnel ¢; définissant le cotit d’une unité & la baisse

— Parameétre optionnel penCompl définissant le coefficient de pénalisation p de la non-
complémentarité dans (3.57).

Modification des contraintes et de la fonction objectif :

Deux types de contraintes ont été ajoutées dans la classe Local DA ECollocator : des contraintes
de bornes sur les variables sa > 0, sb > 0, ainsi que les égalités reliant say, sbg, wg, wi_1
décrites dans les équations (3.54-3.55). Ces équations sont en réalité adaptées pour prendre en
compte les facteurs bloquants, qui font que les commutations ne sont possibles qu’en certains
éléments de la grille de collocation.

La fonction objectif est enfin modifiée en y ajoutant les cotits de démarrage et la pénalisation
de la non-complémentarité des variables sa et sb comme décrit en (3.51) et (3.57).

C.1.4 Présentation du code hybrid tools

Tous les outils relatifs a la procédure Sum Up Rounding et au raffinement de la grille
de collocation ont été réunis dans un script Python nommé hybrid tools.py, placé dans le
dossier pyjmi/optimization ou se trouve également la méthode de collocation. Il contient
les méthodes suivantes

— SUR_loop : il s’agit de la méthode principale. Elle prend en entrée un modeéle d’opti-
misation ainsi que des options de configuration, et retourne les résultats des différents
problémes d’optimisation (relaxé, a entrées logiques fixées)

~ SUR_minT : cette méthode implémente I’Algorithme 6 (SURmiInT) et est appelée par
SUR_ loop.

— stmu_ opt : cette méthode simule le modéle pour une trajectoire des variables de com-
mande provenant de ’optimisation. Elle permet de comparer la trajectoire prévue par
la méthode de collocation avec la trajectoire obtenue par simulation (plus précise).

— collocation__error_romberg : Cette méthode calcule l’erreur locale sur la grille de collo-
cation d’apres la méthode décrite en 3.4.3.1.

— refine_grid : cette méthode prend en entrée les trajectoires des variables binaires re-
laxées sur la grille courante et I’erreur locale sur cette grille. Elle fournit la grille raffinée
pour la prochaine itération ainsi que les trajectoires des variables logiques arrondies par
la méthode SUR décrite dans I’Algorithme 5.

— with_ fized_bin : cette méthode réalise 'optimisation du probléme pour une trajectoire
fixée des entrées binaires

— plot_ SUR_ result : cette méthode permet I'affichage de variables sélectionnées par 1'uti-
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lisateur. Elle prend en entrée une structure de donnée définissant les différentes figures
a créer et la disposition des graphiques dans ces figures.



ANNEXE D

Quantification de I'erreur du modeéle (TanLd) en I'absence de perturbations

On cherche ici & exprimer ’erreur du modéle interne (TanLd) utilisé dans le MPC par rap-
port au systéme réel (4.1). On a vu dans la partie 4.1.3 que plusieurs étapes sont nécessaires
pour arriver au modéle interne (TanLd) : le systéme physique (4.1) est modélisé & I'aide du
formalisme DAE (NLc), puis ce modeéle non-linéaire est linéarisé (TanLc) et enfin discrétisé
pour aboutir & (TanLd) (on note que 'utilisation du modéle augmenté consiste juste en un
changement de variable et ne modifie pas (TanLd)).

On commence par introduire ’hypothése suivante afin de quantifier ’erreur entre le sys-
téme réel et son modeéle non linéaire (NLc).

Hypothése H15. L’erreur de modélisation non linéaire est bornée

pr(x’u’w) - f(SC,U,w)H < €mod

On rappelle ensuite que le modéle non linéaire en temps continu peut se décomposer en
une partie linéaire (le modele linéarisé tangent) et une nonlinéarité :

F@(),u(t), w(t)) = A()5z(t) + Bu(t)ou(t) + Bu(t)dw(t) + g(6z(t), du(t), Sw(t)

Hypothése H16. g(dx,du, dw) est Lipschitz en (dz,du,dw) de constantes L5, LY L7, et sa-
tisfait g(0,0,0) = 0. On en déduit que f est également Lipschitz en x,u,w de constantes L£,
Ll L.

Les modeéles linéarisés variants dans le temps (LTV) utilisés dans le MPC proviennent de
linéarisations du modeéle non linéaire autour d’une trajectoire nominale décrite en (NLnom),
puis d’une discrétisation par un schéma d’Euler avant des modéles linéarisés. On cherche ici &
borner l'erreur entre I'état du modéle LTV discret utilisé dans le MPC et celui du modéle non
linéaire, au bout d’un pas d’échantillonnage et en ’absence de perturbations. Cette erreur est
définie par

ELTV = x(xnom,k + (5-’1)[@7 Uy K + (SUk; tk+1) — Tkt (Dl)
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Avec Zp11 = (Tpom, ks Ur ks th+1). On suppose que les commandes sont constantes sur chaque
pas de temps. Le modeéle exact pour 1’écart au nominal est donné par

Sx =0f(0z,0u) = f(Tnom + 0z, ur + 0w, wy) — f(Tnom, Ur, Wy) (D.2)

Théoréme D.1. L’erreur du modéle linéarisé tangent ey sur un pas avec ’hypothese Zero
Order Hold pour les entrées Su et en ’absence de perturbations (Sw = 0) est en O(T?).

Démonstration. Par la méthode d’Euler,on a :

of ) ox + (TS g—f > ou
($nom,k7ur,k) u (xnom,kvur,k)

dxpy1 = Frp(dz,0u) = (I—i—TS —
ox
Sans perte de généralité, on pose t; = 0 et on note dz[;) la j—éme composante de dz. F, étant
une fonction linéaire, on peut appliquer le théoréme de la moyenne qui assure qu’il existe
s € [0, Ts] tel que :

déx[]] (t)
dt

32 d2(5.%'[j](t)
o 2 dP

)

, que l'on va chercher a détermi-

52?[]} (Ts) = 52?[]} (O) + T

t t=s

L’erreur de troncature est donnée comme

€ELTV = (5.%'[]-] (TS) — <(5.%'[j (0) + T T

, . 2 d25xpq(t
Cette erreur est bornée par le maximum de % %()‘
t=s

ner. L'erreur de troncature expy a (dx,du) fixé vérifie ainsi sur un pas de temps, composante
par composante :

52 d2(5.%'[j](t)
lerv Oz, ou)ll < == max | —z>— —
2 déz i (t) dozn(t)  dézpq(t
= T_ max L[ (t) xb]( ) n T ( )d5u(t)
2 se0,Ts] dox dt ddu dt _

On s’intéresse ici a 'erreur sur un pas de temps. Comme les entrées sont constantes par

dou(t . . .
morceaux, sur un pas de temps, on a st() = 0. On passe ensuite en norme infinie en
considérant la valeur la plus grande parmi les composantes j du vecteur dz.

T_S2 dof(dz, du,0)
dox

Tout d’abord, une borne entre 1’état initial et ’état courant peut étre calculée :
[z(s) = =(0)]] < s max 1/ (7)), u, 0)]]
< smax (|| f(2(0),w, 0)[| +[|f (2(7), u, 0) — f((0), 5, 0)[)
< sl|f(2(0), @, 0)|l + sLLlz(s) — z(0)|

lz(s) = 2O} = 5 —SSL;” 1/ (2(0), @, 0)]]

lerrv (0z, 0u) |00 <

H&c(émo,éu;t)Hoo
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Par ailleurs la dérivée exacte de ’état dx du modeéle non linéaire peut se réécrire comme :

ox (6xg, 0y t) =f(x(t

(l‘(t
f(@(0), up, wy) + f(2(0), ur, wr) = f(Tnom(0), ur, wr)
f(

(0
xnom( ) urvwr) - f(anm(t)vuvaT)

y Up +5U,wr) f(xnom( ) urawr)

)
), Uy + 0u,wy) — f(x(0), ur + ou, w,) + f(x(0), ur + du, w,)

_l’_

On a alors pour Tng < 1 (qui est de toutes facon la condition de stabilité requise pour
utiliser la discrétisation par la méthode d’Euler explicite) :

||5-93(5=’E0a 0u; Ts) |l oo §L£”5E(TS) —2(0)l o + L£||5U||oo + L£||5£L'0||OO + Lg{-”xnom(TS) = Znom(0) | o
T
<—F xnomoaurawr oo+ LL’O,UT,’UJT co) .-
ST (I1£( (0) Moo + 11.f(2(0) o)
4 LI6ul oo + LL[1070]| 0o

df(6x1,0u,0) — 0 f(dx2,du,0) = A(t)(dx1 — dxe) + g(dx1,0u,0) — g(dz2, du,0)
16 (01, 6u) = 6 (0xa, du)l| < (o(A(t)) + Lg)[[0x1 — 2|

En posant 0(A4;) la plus grande valeur propre de A(t) a I'instant ¢;, on en déduit une constante
de Lipschitz pour la fonction 0 f : Ls, = o(A;) + LY

0f(0x + h,dou,0) — df(dx,du,0)

déf(6x,6u,0) | |
dox I ) h .
< ||lim LégﬁhH
h—0 0o
= L,

En généralisant & un instant t; quelconque, lerreur sur §z due & la linéarisation puis discré-
tisation du modéle non linéaire est alors bornée par :

Ls,T? T
||€LTV(5$I§, (5uk)||oo < 62 s (1 LfT (||f($nom(tk); U,k ’LUr,k)Hoo + Hf(-ﬁ(tk), U,k ’LUr,k)Hoo)
- rts
+Lill6urlloc + Lill0zklloc)  (D-3)
L’erreur de linéarisation est ainsi en O(772). |}

Si ’on fixe le pas d’échantillonnage T, en rappelant que || f(z,u, w)| < M, on peut mettre
I'erreur de modélisation sous la forme suivante :

llerry (0xg, duk)|lco < €1 + c2llduglloo + c3l|0xk 0o

ML, T3 Lo Lyuf T2 Ls, LIT2
Avec ¢] = =85 | oy = Z022EL s of o3 = I
1-LIT, 21—-LIT,) 21—-LITy)
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ANNEXE E

Expression des sorties du second modéle augmenté

Le second modeéle augmenté (4.41) a pour état augmenté

_ [Adxy,
Lok = (5’U,k

Le modéle d’état est le suivant :

La,k+1 Uy Ty Gy
0 A, B 1) B B
Try1\ _ [Ar By Ty wk w,k
( Su ) - [0 I] (5%—1) +[ I }MUH[ 0 %wk (E.1)
. (5.%'k
S I o
C

On cherche ici & dériver une expression pour la sortie au rang ¢ 4+ k. Sans perte de généralité,
on suppose ¢ = 0 pour alléger la notation et I’on donne un exemple de ce calcul pour le cas
k = 3. On généralise ensuite cette expression pour ¢ + k.

dys = CsT43
= C3[Vazge 2+ I'aAdug + Gadws]
= (5 [\IIQ (\Ifl (\Ifol‘a’() + TgAdug + G()(Sw()) + ' Adug + Gléwl) + ToAdus + GQ5W2]
= (3 [\112\111\110.%@,0 + Uy Uy (F0A5UQ + Go(swo) + WU, (F1A5U1 + Gléwl)
+I'sAdus + G25U}2]

La formule qui généralise cette expression est :

k k
(H w) S
n=1 n=1

ik = Ci

k—n
(H \IliJrkm) (Cipn—1A60Ui4n—1 + Gign—1A0Wi4n_1) ]

m=1
(E.2)
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ANNEXE F

Test de la méthode de collocation hybride sur un cas complexe

Dans cette partie, on présente ’application de la méthode de collocation hybride sur un
autre cas industriel qui a fait 'objet de I’étude [9] : il s’agit d’un réseau de chaleur alimenté
par une cogénération a cycle vapeur. La chaleur peut également étre produite par deux unités
auxiliaires, dont une peut étre activée ou inactivée. Un accumulateur d’eau chaude est par
ailleurs présent dans le réseau. Le modéle de cogénération développé par la société Modelon
est montré en Figure F.1 et le systéme complet (cogénération + réseau de chaleur + stockage
+ unités auxiliaires) en Figure F.2. La complexité du modéle réside au niveau de sa taille et
de la modélisation des propriétés physiques de 1’eau vapeur.

La Figure F.3 montre les résultats obtenus sur l'installation & la deuxiéme itération de
I’algorithme. Les résultats de l'optimisation relaxée sont en vert et ceux de 'optimisation &
variables logiques fixées sont en bleu. Les courbes en tirets correspondent aux trajectoires
prédites par 'optimisation et les courbes en trait plein le résultat de simulation pour les
trajectoires de commande optimales. Les traits verticaux matérialisent la grille temporelle &
litération courante (trait plein) et pour la prochaine grille d’optimisation (trait tiret poin-
tillé). Le graphique du haut correspond a la charge de 'unité pouvant étre activée (de 12% a
100%) ou inactivée. Cet aspect hybride est traité par I’ajout d’'une commande binaire w. On
constate que l'optimisation active cette unité de 3 h & 22 h environ. Le deuxiéme graphique
montre le débit au réseau, le troisiéme graphique la pression au condenseur et le dernier gra-
phique la pression & la turbine. L’optimisation respecte les contraintes sur le débit maximal
dans la pompe et la pression minimale au condenseur. Dans le cas de la pression au conden-
seur, on observe cependant que le résultat de simulation et d’optimisation sont encore assez
éloignés sur certains éléments, et qu'un raffinement supplémentaire de la grille d’optimisation
est nécessaire pour prendre en compte la dynamique rapide de l'installation sur ces pas de
temps. La valeur maximale de I'erreur relative sur la grille courante atteint en effet 38.4 %,
ce qui est au dela de la tolérance fixée.

La Figure F.4 montre quant & elle dans l'ordre : la puissance thermique fournie par la co-
génération, celle soutirée par les clients, la température en sortie de la cogénération et la
température regue par les clients. (On n’a pas représenté ici la puissance soutirée du stockage
ni des unités auxiliaires). On constate que l'installation respecte la température minimale
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injectée au réseau et celle fournie aux clients.

error mode = err_Xscaled , eps loc. max = 3.842e-01, eps glo. max = 9.972e-01
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Titre : Commande prédictive non linéaire : Application a la production d’énergie

Cette thése porte sur 'optimisation et la commande prédictive des centrales de production d’énergie
en utilisant des modéles physiques des installations. Les modéles sont réalisés a 1’aide du langage Mo-
delica, un langage équationnel adapté a la modélisation de systémes multi-physiques. La modélisation
de systémes physiques dans ce langage est présentée dans une premiére partie, ainsi que les traitements
symboliques réalisés par les compilateurs Modelica pour mettre les modéles sous une forme adaptée a
I'optimisation. On présente dans une seconde partie le développement d’une méthode d’optimisation
dynamique hybride pour les centrales de production d’énergie, qui fournit une trajectoire optimisée
de I’installation sur un horizon long. Les trajectoires calculées incluent les trajectoires des commandes
continues ainsi que les décisions d’engagement des différents équipements. L’algorithme d’optimisa-
tion combine la méthode de collocation et une méthode nommée Sum Up Rounding (SUR) pour la
prise en compte des décisions d’engagement. Un algorithme de commande prédictive (MPC) est enfin
introduit afin de garantir le suivi des trajectoires optimales et de prendre en compte en temps réel
la présence de perturbations et les erreurs du modéle d’optimisation. L’algorithme MPC utilise des
modéles linéarisés tangents générés automatiquement & partir du modéle non linéaire.

Mots clés : Modéles physiques, Modelica, Optimisation dynamique hybride, Méthode de collocation,
Sum Up Rounding, Commande prédictive non linéaire

Titre : Nonlinear Model Predictive Control : Application to power plants

This thesis deals with hybrid optimal control and Model Predictive Control (MPC) of power plants
by use of physical models. Models of the facilities are developped with Modelica, an equation based
language tailored for modelling multi-physics systems. Modeling of physical systems with Modelica
is introduced in a first part, as well as some of the symbolic processing done by Modelica compilers
that transform the original model to a form suited for optimization. Then, a method to solve optimal
control problems on hybrid systems (such as power plants) is presented. This methods provides an
optimal trajectory for the power plant on a long horizon. The optimal trajectory computed by the
method includes the trajectories of continuous inputs as well as switching decisions for components
in the plant. The optimization algorithm combines the collocation method and a method named Sum
Up Rounding (SUR) for dealing with switches. Finally, a Model Predictive Controller is developped
in order to follow this optimal trajectory in real time, and to cope with disturbances on the actual
system and modelling errors. The proposed MPC uses tangent linear models of the plant that are
derived automatically from the nonlinear model.

Keywords : Physical models, Modelica, Hybrid dynamic optimization, Collocation method, Sum
Up Rounding, Nonlinear Model Predictive Control
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