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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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����� ����� �������� �� ����� ���������

��� ����������� ����� ���� �� ������� ������ ��� �� ������� ������� �� �� ���� ���� ������� �

������ ����� ����� ��� ��� ��������� ��� ���� ������ ����� ����� ���� �� ������� �������

���� ��� ����� ���������� ��� �� ������� ���� ��� ������ �� ������������� ��� ����� �������

�� �� �������� �������� �������� ������ ���� �������� ��������� σ�



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

�� ���� ����� �� ���� � ��� ������ �������� Zi(E) ����� �� ���������� �� ��� ������ ��

������� �������� �������� �� �������� ��� i� ��� ����������� ����� �������� ������� �� ���

����� �� Yi(E)� ����� ��� ��� ������� �� ��� ������ �� ������� ������� ��� �������� ������� �

P (Zi(E) = k|Yi(E) = l) = e−
(l−k)2

2σ2 �����

��� ����������� ���� ��� ith �������� ��� �������� ������� � ������ ����� ����� �� k ��� ��

��������� ����� ��� ��������� �������� �������������

P (Zi(E) = k) =

+∞�

l=0

P (Zi(E) = k|Yi(E) = l)P (Yi(E) = l) �����

=
+∞�

l=0

1

σ
√
2π

e−
(l−k)2

2σ2
λl

l!
e−λ �����

�� ������� �� ���� ���� ����� �������� ��� ���������� ���������� ��� ������ �� ��� ��

���� �� �������� ��� ����� ����������� �� ����������� �������� ����� �� ����� �� �� ���� �� ���

�������������� ������ ������ ��� ������������� ���� ��� �� ���������� ���� ������� ������

��� �� ������ ���� ����� ���������� �� ���� ����������� ������ ��� ��������������������

�� ��� �� ������� ���� ���� �������� ����������� ����� ��� �� ������� ��� ��� ������ ������

��� �������� ����� ������� ��������� ����� ������������ �������� ���������� ��� ������������

����� �� ��� ������� �� ������ ����������� ������������� �������� ��� ����� ����� �����������

���� ������� ����������� ���� ��� ������ ��� ����� �� ���� �����

����� � ������ ������ �����

�� ���� ������� �� ���� ������ �������� ��������� �� ��������� ����������� ������� �����������

������� �� ����� ���� �� ���� ��� �������� ��� ������� ���������� �� ��� ����� ����� ��� �� ����

�������� ��� �������� ����� ��������� ��� ������ �� ���� �� ��� ����� ��������� �� �������

������

�������� ��� ����� ���� ���� �������� ���� ���� ����� ����������� ��� ��� ���� ��������

���� ��� ��� ������ ��������� Yi(E) ��� Zi(E)� �������� �� ���� ���� ���� ������������

����� ��� �������� ������� ��� ����������� ���� �� ���������� ��� ��� �������������� ���� ����

��� �� ��� ���������� ��� ��� ���� ����������� ������ ��� ���� �������� ����� �������� ����

��� ����������� �� ��� ������ ���������

��� ����� ��������� ��������� ��� ��� ������ �� ������� �������� �� ��� ������ i � yi(E)

���� �����

��������� ����������� ��������������
����� ����� ��������



���� ����� ����� ��������� ������������ ��

yi(E) = nSi(E)e
−

�
Li

µ(x,E)dx
�����

����� nSi(E) ���� �� ��������� ���� �� ����������� ���� ��� ����� ���� ������� ����

��������� ��� ������� ������� ������ ������ ����� ������� � ������ ���� ���������� ������

������� ��� ��� ���������

�� ������ �� �������� ���� �� ���� ������ ��� ��������� ���� ��� ��� ������ �������� ��������

�� ���� ������ ���� ��� ������� ��� ���������� ���� ���� ����� ������ ����� �� ����� �� ���

������ �� �������� ������� �� �� � �������������� ������ ���������� ��� ��� ���� Gi ��� ���

������� �������� Qi(E) ���� ��� ������� �� �� ����� �������

�� ��������� ��� ���� ��� ���� �� ��� ������ �� ����� �� �� ����� ��������� ��� ���� ���

��������� ��������� ���� �� ������ ��� �������� ���������������

�� ��� ���� ������ � ������ ������������ ������� ��� ����������� �� ��� ������� ��� ���

������ �� ��� ���������

nSi(E)e
−

�
Li

µ(x,E)dx
= yi(E) ������

e
−

�
Li

µ(x,E)dx
=

yi(E)

nSi(E)
������

�

Li

µ(x,E)dx = −log

�
yi(E)GiQi(E)

nSi(E)GiQi(E)

�
������

�

Li

µ(x,E)dx = −log

�
pi(E)

p0i(E)

�
������

����� pi(E) ��� p0i(E) ��� ������������ ��� ������� �������� ����� ��� ����� i ����� �������

������ ��� ����� ������� ����

�� ���� ����� �� ��� ��� ������� �� �������� �������������� �� ��� ������� ����� �� �

������� ����� ���� �������� ������ ���������� ����� ��� �������� �� ��� ����� ����������

��� ��� ������� �������� �� ��� ��������� �� ���� ���� ���� �������� ��� ����� ������� �

������������� ������� ������

�

Li

µ(x)dx = −log

�
pi
p0i

�
������

���������� ������� ��������



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

��� ������ ���������� ����� ��� ������� ��������������

����� �������� ��������������

���� �� ��� ������� ��������� ���� �� ����� ������� ���� � ����������� ������ ���� �����

��������� ���� �� ���� �� � ��� �� ������ ������� ��������� ������ ������� �� �� ������� ���

������������ ������ ��� ������� ������� ������� ��� �� ������� �� � ��� ���� �������� ������

�� ��� ������ ���������� ����������

• ��� ���������� ����� ���������� �������� p(x) ���� R2� �� ��������� ���� ��� ��������

χpix(x)� ����� �� ��� ����� ��������� �������� �� ����� (0, 0) �������� ���� ��� ������������
0

0

�

• ��� ������ �� ���������� �� ������ ����� ���� ��� �������� ���� �������� ��������

SMdetector
(x) =

�
k,l δ(Mdetector

�
k

l

�
− x)� ���� δ ��� ����� ������������� ��� k, l ���

������ �� ������ ������������ �� � ��� � ����������

����� Mdetector �� � �������� ������ ���� ������� ��� ��� ����� ����� ����� ��� �����

�������� ����� ��� �� ������� �� ��������� ������� ��� ������� ��������� �� ��� ����� �����

����� �� � ������ ������� �� �������� ����� ����� �� ��� � ���� ������� ����� ���� ������� ���

����������� ������� �� ��� ������ ������ �������������� ���� ����� �� �������� �� ��� ���������

��� ������ �� ��������� �� ��� ��� �� ������� ������������ ����� ������ ��� ��������������

��������

�� ��� ��������� ������ �� ���� ���� �� ������� ����� ��� ������ ��������������� �������

����� �� �� ���� �������� ���������� ������ ��� ����� ������� �� ���� �� ���� �� ����� ���

������� �������� ����������

����� ������� ������ �� � ����������

�������� ����� ��������� ��������� ��� ���� ���� ������� �� ��� ��������� �� ����������

���������� �� ������ ���� �� ���� ���� �� ����� ���� �� �� ���� �� ����� ��� ������ ���� �

��� �� ����� ������ �������� ������ ������� ����� ���� ��� ����� �� � ������� �����

�� ����� �� ���������� ��� ���������� �� ��� �������� ���� �� �� ������ ���������������

��� ��� �� ���� ���� �� ��� ������� ������ ��� ������� ������� ����� �� ������ �����������



���� ������ ���������� ����� ��� ������� �������������� ��

������� ���������������� ������� ������

������� ������ ���������� �����������

�� ���� �������� �� ���� �������� � �������� x �� ��� ����� �� �������� ��� ������ ����������

��������� �� � ����������

L2
P (T1, T2, . . . , Tn) ������

���� ���� x� �� ������ ���

x : Rn

(t1,t2,...,tn)
→
→

R
x(t1,t2,...,tn)

������

����� T1, T2, . . . , Tn ∈ Rn∗
+ ��� ��� ������ ����� ���� ��������� �� ���������� �� Rn� ���

����� ��� ��������� ����������� �������� ������

x







t1
t2
���

tn


+




T1 0 . . . 0

0 T2 . . . 0
���

���
� � �

���

0 0 . . . Tn







k1
k2
���

kn





 = x




t1
t2
���

tn


 ������

��� ����� ������� ���������

x(�t+DT1,T2,...,Tn
�k) = x(�t) ���� �k ∈ Zn ������

DT1,T2,...,Tn ����� ��� ������ �� ����������� ���� �������� ��� ��������� �� ��� ��������� ��

����� �� ��� ������� ������ ����� �� ��� ������ ���������� ������� �� ������ ���� ���������

�� L2
P (T1, T2, . . . , Tn) ��� ������ ���������� ���� ��� ������� ������ ���

� T1

0

� T2

0
· · ·
� Tn

0
|x(�t)|2 d�t ������

�� ���� ����� Ek1,k2,...,kn ∈ L2
P (T1, T2, . . . , Tn) ���

Ek1,k2,...,kn(t1, t2, . . . , tn) = E�k
(�t) ������

= e
2iπ

�
k1t1
T1

+
k2t2
T2

+···+ kntn
Tn

�
������

= e
2iπ�k�D−1

T1,T2,...,Tn
�t

������



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

�� ��� ��� ����� ������ ���� Ek1,k2,...,kn ��� �� ���� �� ���� �� ����������� ����� ��

L2
P (T1, T2, . . . , Tn) ����� ��� ��������� ��� ������� ��������� �� ������� ���������� ������ �����

������ ������

�E�k
, E�l

�L2
P (T1,T2,...,Tn) =

� T1,T2,...,Tn

0,0,...,0
E�k

(�t) E�l
(�t) d�t ������

=

� T1

0

� T2

0
· · ·
� Tn

0
e
−2iπt1

l1−k1
T1 e

−2iπt2
l2−k2
T2 . . . e−2iπtn

ln−kn
Tn dt1dt2 . . . dtn

������

=

� T1

0
e
−2iπt1

l1−k1
T1 dt1 ������

×
� T2

0
e
−2iπt2

l2−k2
T2 dt2 ������

��� ������

×
� Tn

0
e−2iπtn

ln−kn
Tn dtn

� �� �

=




Tn �� kn = ln

0 ���������

������

�� �� ��� ��� ���� ��� ������ 1√
T1T2...Tn

Ek1,k2,...,kn ����� �� ����������� ����� ��

L2
P (T1, T2, . . . , Tn) ��� �� ��� ������ ��� ���������������� ���������� �� ��� ������� �����

�� ��

x(t1, t2, . . . , tn) =
�

(k1i,k2j ,...,knl)∈Zn

ck1i,k2j ,...,knl
(x)Ek1i,k2j ,...,knl

(t1, t2, . . . , tn) ������

����

ck1,k2,...,kn(x) =
1

T1T2 . . . Tn
�x,Ek1,k2,...,kn�L2

P (T1,T2,...,Tn) ������

=
1

T1T2 . . . Tn

� T1

0

� T2

0
· · ·
� Tn

0
x(t1, t2, . . . , tn)Ek1,k2,...,kn dt1dt2 . . . dtn ������

=
1

T1T2 . . . Tn

� T1

0

� T2

0
· · ·
� Tn

0
x(t1, t2, . . . , tn)e

−2iπ
�

k1t1
T1

+
k2t2
T2

+···+ kntn
Tn

�
dt1dt2 . . . dtn

������



���� ������ ���������� ����� ��� ������� �������������� ��

������� ��� ���������� �����������

����� ��� ����� � ���� ������ �������� �� ������������ ��� � �������� ��

x : Rn

(t1,t2,...,tn)
→
→

R
x(t1,t2,...,tn)

������

���� ����

x

�
�t+

n�

i=1

ki �ωi

�
= x(�t) ������

���� W = ( �ω1, �ω2, . . . , �ωn) � ������ ������� ����� ��� �������� ��� ������� � ����� �� Rn�

W =





 �ω1




 �ω2





���





 �ωn





 ������

�� �� ����������� �� ������ ���� ���� ������ ������� ���� ��� ������ W ����������� �� ���

�� ��� ��������� ����������� ������� �� � �������� ����� � ������ ����������� �� ����� ��������

�� ��� ����� �� ������������������� PW ������ ��������� ���� �� ��� ��������� �� ���������

��� ����� ��� ��� �� ������������ �� ��������� ��

PW = �v ∈ Rn,�v = W�u ���� �u ∈ [0, 1[n ������

O

�ω1

�ω2

PW

������ ���� ������� �� � ��������� ����

������ �� � ������� ������� �� ��



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

���� ���������� ����� �� � ���� ������� ��������� �� ������������

�� ��� ��� ���� x �� W ��������� �� ∀�k ∈ Zn ��� ∀�t ∈ Rn �� ����

x(�t+W�k) = x(�t) ������

���� ��� ����� �� ������ ���������� ��������� ���� � ��� ���������� ������ �� ������ ���

L2
P (W ) = x ���������� ���� ����

�

PW

|x(�t)|2 d�t < +∞ ������

����� � ������ ������ �������� ������ �� ��� �������� ���� ��� ������������������ PW � ���

����� �������� ��� L2
P (W ) ������

�x, y�L2
P (W ) =

�

PW

x(�t)y(�t)d�t ������

=

�

�u∈[0,1[n
x(W�u)y(W�u) |det(W )| d�u ������

=

� 1

0

� 1

0
· · ·
� 1

0
x(W�u)y(W�u) |det(W )| du1du2 . . . dun ������

�� ��� ���� ����� � ��� ���������� ��� ��� ������������� ���������� ���� �� ��� �������

�������

Ek1,k2,...,kn(t1, t2, . . . , tn) = E�k
(�t) ������

= e2iπ(
�k�W−1�t) = e2iπ(W

−t�k)��t ������

��� ������ �� �������� �t → W�u ���� �� ����� ��� ����� ������� �� L2
P (W ) �� �������� ���

�� ���� �� ��� � ���� ��������� ���������� �� �E�k
, E�l

�L2
P (W )�



���� ������ ���������� ����� ��� ������� �������������� ��

�E�k
, E�l

�L2
P (W ) =

�

PW

E�k
(�t) E�l

(�t) d�t ������

=

�

�u∈[0,1[n
e2iπ(

�k�W−1W�u)e−2iπ(�l�W−1W�u) |det(W )| d�u ������

= |det(W )|
�

�u∈[0,1[n
e−2iπ(�l−�k)

�
�u d�u ������

= |det(W )|
� 1

0

� 1

0
· · ·
� 1

0
e−2iπu1(l1−k1)e−2iπu2(l2−k2) . . . e−2iπun(ln−kn) du1du2 . . . dun

������

= |det(W )|
� 1

0
e−2iπu1(l1−k1) dt1 ������

×
� 1

0
e−2iπu2(l2−k2) dt2 ������

��� ������

×
� 1

0
e−2iπun(ln−kn) dtn

� �� �

=




1 �� kn = ln

0 ���������

������

������

�� ��� �������� ���� ��� ������ 1√
|det(W )|

E�k
����� �� ����������� ����� �� L2

P (W ) ����

������ �� ��� ��� ���� ��� ���������������� ���������� �� ��� ������� ����� �� x ������� ��

�������� �������� �� ����� ������ �������� ���� ��� ������� ���������� ��� ������

c�k(x) =
1

| det(W )|�x,E�k
�L2

P (W ) ������

����� �������� ��� ��������������� ���������

������� ���� �������� �� ����������

��� ���� ����� �� ���� �������� � ������� ������������ ������ ����������� �������� ����� ������

PW ��� �������������

PWF0 = x ∈ L2(R) ���� ���� x̂(f) = 0 ∀f /∈ [−F0, F0] ������

x̂(f) ����� ��� ������� ��������� �� ��



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

�� PWF0 ��������� � ��� �� ���������� �������� ���� R� �� ���� �� ���� �� ����� � ��������

�������� � �� ����������� ���� � �������� ��������� η ���� ���

E(x)n = x

�
n

η

�
, n ∈ Z, x ∈ PWF0 ������

��� ��������� ���� ���� ���� �� �� ������ ����������� ���������� �� ��� �������� ����������

����� �����

Γ(f) =

+∞�

k=−∞
x̂(f − kη) ������

Γ �� ��� η��������� ������� �� x̂(f) � ��

Γ(f) = x̂(f) ∗
+∞�

k=−∞
δ(f − kη) ������

∗ �������� ��� ����������� �������� ��� δ ��� ����� ������������� �� �� ����������� �� ������

���� ���� ����������� ���� � ����� ���� �� ������� ����� �� ���������� �� ��� �������� ��������

�� ��� ������� ������ �� ��� ������� ������� ��������� γ �� ����� ���

γ(t) =
1

η
x(t)

+∞�

k=−∞
δ

�
t− k

1

η

�
������

����� ���������� ��������� �� ����� ���

γ(t) =

�
1
ηE(x)n �� t = n

η

0 ���������
������

�� Γ �� η ��������� �� ��� ������� �� �� � ������� ������

Γ(f) =
+∞�

n=−∞
cn(Γ)e

2πjn f
η ������

=
+∞�

n=−∞
c−n(Γ)e

−2πjn f
η ������

��� ������� ���������� ��� ����� ��



���� ������ ���������� ����� ��� ������� �������������� ��

c−n(Γ) =
1

η

� η
2

− η
2

Γ(f)e
2πjn f

η df ������

�� ��� ��� ����� �� η
2 < F0� Γ(f) �� [−η

2 ,
η
2 ] ���� �� �������� �� ��� �������� ������ ��

������������ �� x̂(f) ∗ δ(f − η) �� x̂(f) ∗ δ(f + η) ���� ������� �� ������ ��������� ��� �� ����

��� ����� ��� ��� ��������� �������������

�� ��� ���� ������ ∀f ∈ [−η
2 ,

η
2 ],Γ(f) = x̂(f)� �� �� ��� ���� ����� η

2 ≥ F0 � �� ���� �

c−n(Γ) =
1

η

� η
2

− η
2

x̂(f)e
2πjn f

η df ������

�� ��������� ���� ��� ������� ������� ��������� �� x̂ ���������� �� t = n
η ���

c−n(Γ) =
1

η
x

�
n

η

�
������

����������� ���� ���������� ���� ��� ������� ����� ������

Γ(f) =

+∞�

n=−∞

1

η
x

�
n

η

�
e
2πjn f

η ������

�� ����������� � ���� ������� � �������� ��� �� ������� E(x)n, n ∈ Z ��� � ����������

������� �� x̂(f), f ∈ R ��������� ���� ��� ������� ���������� cn, n ∈ Z ����� ��� ���������

���� η
2 ≥ F0 �

��� ����� ��� ��� x(t) ��� �� ��������� ���� x̂(f)�

x(t) =

� +∞

−∞
x̂(f)e2πjft df ������

=

� η
2

− η
2

Γ(f)e2πjft df ������

=
1

η

� η
2

− η
2

�
+∞�

n=−∞
x

�
n

η

�
e
−2πjn f

η

�
e2πjft df ������

=
1

η

+∞�

n=−∞
x

�
n

η

�� η
2

− η
2

e
2πjf(t−n

η
)
df ������



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

��� �������� ���� �� ��� �������� ���������� �� ���������� �� ��� ������� ������� ���������

�� � ����������� ��������� ���� � ����� �� η
2 � ����� ���������� ��� �� ������� �� ��������

x(t) =
1

η

+∞�

n=−∞
x

�
n

η

�
sincπ

�
η

�
t− n

η

��
������

���� sincπ(x) =
sin(πx)

πx � �� ��������� ���� ���� ���� ����� �� η
2 ≥ F0� �� ��� �����������

��������� ���� x(t) ��� x̂(f) �����

x(t) =
+∞�

n=−∞
x

�
n

η

�
sincπη

�
t− n

η

�
������

x̂(f) =





�+∞
n=−∞

1
ηx
�
n
η

�
e
2πjn f

η �� f ≤ η

0 ���������
������

������� ������� �������� �� ���������������� ������

��� �� ���� ��� �� ����� ������� �������� �� ���������������� �������� ������� �� ��� �������

�����

��� x � ���������� �������� �� L2(Rn) ���� ���� ��� ������� �� ��� ������� ��������� �� x

�� ������ Supp x̂ ⊂ K ⊂ Rn ���� K � ������� ������ �� Rn�

��� W �� � ������������ ����������� ������� �� ���� �� ��� ������� �������� ����� �����

��� ���� �������� ���� �� �������� ��� ������ � W−t����������� ������� �� ��� �������

��������� �� ��

Γ(�f) =
�

�k∈Zn

x̂(�f −W−t�k) ������

���� ��� ���������� ������� � W−t �������� ������ �� Rn ���� �� ��� �� ������������ ��

� ������� ����� �� � ���������� �� ������ �� ��� ������� ��������

Γ(�f) =
�

�k∈Zn

c�k(Γ)e
2iπ((W−t)−t�k)� �f ������

=
�

�k∈Zn

c�k(Γ)e
2iπ(W�k)� �f ������

����



���� ������ ���������� ����� ��� ������� �������������� ��

c�k(Γ) =
1

| det(W−t)|�Γ, E�k
�L2

P (W−t) ������

=
1

| det(W−t)|

�

PW−t

Γ(�f)e2iπ(W
�k)� �f ������

����� ��� ��������� ���� PW−t �� � ������ �� Rn� ��� K ⊂ PW−t �� �����

c−�k
(Γ) = | det(W )|x(W�k) ������

����� �� ���� �� ��� ��� �������� �� ��� ������ ��� ���������� �� ��� ���������� �������

��������� �� �� ���� � �������� ��� �� �������� �� ��

Γ(�f) =
�

�k∈Zn

x̂(�f −W−t�k) ������

= | det(W )|
�

�k∈Zn

x(W�k)e2iπ(W
�k)� �f ������

��� ������� ��������� ����� �� ���� ���������� ���������� �� K ⊂ PW−t � �� �� �����

������ �� ���� ����

Γ(�f) = x̂(�f) ∀�f ∈ PW−t ������

χPW−tΓ(
�f) = χKΓ(�f) = x̂(�f) ������

���� χPW−t ������������ χK ��� �������������� �������� �� PW−t �� ������������ K

��� �� ��� ������� ���������� ���������� �� x̂ ��� ��� ������� ������� ��������� x ���������

���� � �������� ��� �� ���������

x̂(�f) = χPW−t

�

�k∈Zn

x̂(�f −W−t�k) ������

x(�t) = | det(W )|
�

�k∈Zn

x(W�k) ˆχPW−t
−1(W�k − �t) ������

����� ˆχPW−t
−1 �� ��� ������� ������� ��������� �� ��� ������� ���� �������������� ���������

��������� �� ��� ������ ���� ���� �� ���� K ⊂ PW−t � ����� �� �� ������� �� �������������

�������� ���� ���� ������� ���������� �� x �� ��� ����� �� Rn� �� ��� ���� χ̂L ��� ��� �������

��������� �� ��� �������������� �������� �� ��� ������� ��� L ���� ������ K ⊂ L ⊂ PW−t



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

����� ������� �������� ��� ����������� �������� �� � ������

����� ��� ������� ���� �� ���� x � ���������� �������� �� L2(Rn) ���� ���� ��� �������

��������� ��� � ����� �������� Supp x̂ ⊂ K ⊂ Rn ���� K � L2 ���� �� ������ b �� Rn� ���

���� �� ���� ������ � �������� ����������� �� �� ����������� �� Rn� �� ���� ��� �� ��� ���

���� �������� �������� ������� ���� ���� ����� �� �� �������� ��� ����� �������� ������ �� �

�������� ��� �� ��� ��������

���� �������� �� �� �������� �� ����� ������� ����� �� �� �������� ������� ���� ����� ��

����� ���� ������ �� �������� �� �������������� ���� ����������� ������� �� ������� �������

����� ��� ������ �� � ��������� ���������� �������� �����

������ �� ���� ���� �� ��� ������� ��� W � ������������ ����������� ������ ���� ���� ��

�����

K ⊂ PW−t ������

�������� �� �� ��� ��������� �� ��� ��������� ���� ��������� ���� � ���������� ���� ���

����������� �� ��� ������������������� PW−t ���� ���� �� �� �������� �� ����� �� ���� ��

��� L2 ���� K �� ������ b� �� ��� ���� ��� ���� �� �� ���� �� ������� ��������� �� ���� ��

�������� ��� �������� ����� �� ��� ������ ������ �� ����� �� ������ ��� �������� ������ �� ���

������� ������ ���� �� ���������� �� ������ ��� �������� ������� ������ ��� �� ��� ���������

���� ������� ���� � ������������ �� ��� �������� ��������� ��������� ���� ������������ ���

�������������������� ��� � ���� ���������� ������������ �� ��� �������� ���� �� ���

���������� �� ��� ������� �� ���� �� ����� ��� ������� �������� �������

min
W∈Rn×n

| det(W−t)| ��� | det(W−t)| ≥ Vn(b) ��� K ⊆ PW−t ������

����� Vn(b) �� ��� ���������� �� ��� ������ �� ��� L2 ���� �� ������ b �� Rn� ���� ��� ��

��������� ����������� ������� ���� ��� ��� ����������� ������

V2k(b) =
πk

k!
b2k ������

V2k+1(b) =
2(k!)(4π)k

(2k + 1)!
b2k+1 ������

����� ��� ���� �������� ����� �� ���� �������� ��� ����������������� ��� ���� ���

����������� �� ���� ���� �������� �� ����� �� ���� ������������� ��� ���� ������� ���

�������� ������� ��� ������������� ����������� ��������� ��� ��� ������ ������� ��������

�������� ������� ���� ������� �� ��� ������� ����� �������� �� �� � ������� ����� ������������

�������������������� ������ �� ��� ���� ���� �������������������� ���� ��������� ����



���� ������ ���������� ����� ��� ������� �������������� ��

���� ����� �� �������� �������� ������� �� ������� ������ ������� �������� �� �� ����� ������

������ �������� ����� �������� ���� ��� ������ �� �� ������� �� ���� ����� ����� ������� ����

�� �������� ��� ��� ���� �� � �����������

������� ��� ���� �������� ����� ����

�� R3� ������ ����������� �� ���� ���� ��� ������� ������� �� �� ������� � ������� �� π
3
√
2
≈

74.05% �

���� ���������� ��� ���� ������ �� ����� �� ������������������

���� �������� ������ ��� �� ������� ��� ��� ���� ��������� ��� ��� �� ������ �� ���

������� ����� ����� �� ��������� ���� ��� ��������� ����������� ������ W−t� �� ��� �������

������ �

WFCC = W−t =



√
2b −

√
2b

√
2b√

2b 0 −
√
2b

0
√
2b 0


 ������

���� | det(W−t)| = 4
�
(2)b3� ��� ������ �� ��� ������������� ���� ��������� ��� ���������

���� �� ��� �������� �������� ��� ������� ������� �� ���� ���� ������

������� =
������ ������

��������� ���� ������
������

=
4
3πb

3

4
√
2b3

������

≈ 74.05% ������

�� �� ����������� �� ������ ��� ������� ������� ��� ��� ��������� ������� ��� �����������

W−t
CC =



2b 0 0

0 2b 0

0 0 2b


 ������

����� W−t
CC �� ��� ������� ������ �� ������� ����� ��� �������� ������������� ���

| det(W−t
CC)| = 8b3 �� ��� ������ �� ��� ������������� �����

������� =
������ ������

��������� ���� �������
������

=
4
3πb

3

8b3
������

≈ 52.36% ������



�� ������� �� ������� �� ������� ���������� ��� ������ �� ��� �����

��� ������� ����� �� �� ������ ��� �� ����� �� 74.05
52.36 ≈ 1, 41 ����� ����� ���� ������� ��

������� ����� ���� �� ������ 1.41 ����� ���� ��������
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L0, L1, L2 . . .

L∞ ����
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����� ���

• ���������������������������������������� � ������� ����� ��������������

• ������������������������������������� � ������� ���������

• ����������������������������������������� � ������� ������ ��������������

• �������������������������������������� � ������� ������ ���������
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������� ���� ���� ������������� ������� ��� �� ��������� ����������

����������� �� ����� �� ������ ��� ����������� �� ��� �������� ��������������� �����

��������� � ������������� ��� ��������� �� �������� � ���������� ����������� ���� �� ���

���� ������� ���� �� ��� �������� ����������

�� ��� ������ ��� ����� ���� ���� ��� 10243 ������ ��������� ������� ����� ��������� ���
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Nvox−1�

j=0

µ[j]cij = −log

�
pi
p0i

�
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• Nvox �� ��� ����� ������ �� ���� ������ �� ������������� ��� ������ �� ������

• µ[j] �� ��� ����������� ����� �� ��� jth �����

• cij �� ��� ����������� ������������ �� ��� jth ������ �� ��� ����������� �������� �� ���

ith �������� ���
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����������� ������ �� ���� �� ���� ������� ������ �P � �� ��� ����� ��� ����������� �������

�� � ������ �����

�P = R�V �����

����� R �� � K×N ������� ������ ��� ���������� ��������� �� ������ � ������ ���������
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


x

y

z
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
�
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

u

v

w


 ������� �� ����
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����� �� w = 0� ��� w = 1� ��� ��� ������ ������ �� ���������� �������� ����� ���� �������

��� �� ����������� ����������� ���� ��� ��� ����� ��������� ������ ���� �� �������� �� ��������

�
upix
vpix

�
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w
v
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��� ������� �� ��� ��� ���� ��� ������ �������������� ���� ��� ���� �� ��� ���� ����������

������� ��� �� ������� �� � 3× 4 ������ P

������� ���������� ��������

��� P �� ��� ���������� ������� �� ������ �� ��� ������������ �� ������� ������ �� ���� �����

��� ���������� �� � ����� �xx,y,z ���� ��� �� ������ ���� � ��� ��� ����� ��������� �� ����� pu,v
��� �� ��������� ��



���� ������� ������ ��� ���� ���������� ��

P · �xx,y,z = pu,v �����



P (0) P (1) P (2) P (3)

P (4) P (5) P (6) P (7)

P (8) P (9) P (10) P (11)


 ·




x

y

z

1


 =



u

v

w


 �����

�� ��� ������




P (3)

P (7)

P (11)


 ������ ��� � �������� ��������� ����������� �� ��� ���������� �����

�� ���� ���� �� T � �� ��� �������� �� ���������� �� �������� �� ������ �� ������ ���� � ������

���� �� �� ���� ��������������� �� �� ��� �� ����� ��� 3× 3 ������ Psub �

Psub =



P (0) P (1) P (2)

P (4) P (5) P (6)

P (8) P (9) P (10)


 �����

��� ������ P � ��� �� ���� �� ��� ������� �� � �������� P = DIEG� ���� ������� �

������� �������� ��������������� ������������ �� � ���������� ������� �� ����� CX ������

• G : Cfixed�grid�3D → Cfixed�orth�3D �� 4 × 4 ���������� �� � �� ���� �� ���� ���������

������ �������

• E : Cfixed�orth�3D → Crotated�orth�3D ������ ��� � 3× 4 ��������� �������

• I : Crotated�orth�3D → Corth�2D ������ ��� � 3× 3 ��������� �������

• D : Corth2D → Cdet�grid�2D �� ���� � 3 × 3 ������� ���������� �� � �� ���� �� ����

�������������� ������

� ������ �� ������ �� ��������� � ������� �� ����������� ���� �� ��������� ������� ����

���������� ������ �� �� ���� ��� ������� ���������� �� ��� ������ ���������� ���������� ������

���� ��� ���� �������

G =

�
D3D�grid 0

0 1

�
�����

���� 4 × 4 ������ �������� ��� ������������ �� ���� ������ D3D�grid� ����� �� ���� ��

� �������� ����� ���� ������ ������ ��� �� ��� ������������� ������ �� ��� ������� ���� ����

��� ���� ������ �� ���������� ����� �� ������ �� ������� ������



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

� ������ ��� ��������� ������ E ��� �� ������� �� �� ��� ������������� �� � 3× 3 �������

������ ������������ � �������� �� R3� ��� � ������ ������������ � ������������

E =





r0 r1 r2
r3 r4 r5
r6 r7 r8





Tx

Ty

Tz




 �����

=
�
R �Txyz

�
�����

R �� � �������� ������ ���� ��� SO(3) ������ ��� �� ���� �� ��� �� ���������� �� � �������

�� � ������ �������� ��������� �� ������ ψ, θ,φ ����� ���� ���� �� ��� ���������� ������� ��

������ �� ������ ���� �� ��������� ���� ��������� ����� ����������� ������ Cfixed�orth�3D�

�� � �������� ���� ������� ���������� ������ Crotated�orth�3D�centered� �� ���� ������������

���������� ������� ��� x ��� y ���� ��� ��������� ������������ ���� ��� �u ��� �v ������� �� ���

����������� ���������� ������ �� ��� �������� ����� Corth�2D� �� ���� ���������� z ���� ��

������ �� ��� ������� �� ��� ���� ������ ��� ����������� �� ��� ����������� �Txyz� ��� ������

�� ���� ���������� ������� ��������� �� ��� ����� ������ ��� ����������

��� ������ − �Txyz ����������� �� ��� ����������� �� ��� ������ �� Crotated�orth�3D�centered�

���� ���� ��� ���������� ������ Crotated�orth�3D ������ ��������� ���� ��� ����� �������

� ������ ��� �������� ������ I �� � 3× 3 ���������� ������� ���� ��� ��������� �����

I =



1 0 u0
0 1 v0
0 0 1

f


 ������

����� �� ��� ���� ��� ��������� ���������������

• u0 ��� v0 ������ ��� ��� ����������� �� ��� ���������� �� ��� ������ ���� ��� ����������

������

• f ������ ��� ��� ��������������� ��������� �� ��� �� ���� ����� ���������� �������

� ������ ��� ������ D ��������� ������� �������� ��� ��� �������� ����� ����� �� ������ �

������ ��������������� ���� � �� ����������� ���������� ������� �� � ����� ����� ��������

���� ���������� �������

D =

�
D−1

2d�grid 0

0 1

�
������



���� ������� ������ ��� ���� ���������� ��

����� D2d�grid �� ��� ������������ 2×2 ������� ���� �������� ��� ����� ���� �������������

������ ������� ��������� ��� ������� ���� ��������� �� �������� �� ������ ���� ���������

������ ��� ��� ��������� ������� ������� �� ��� �� ���� ������ ���� ��� ���������

�� ������ ����� ���������� ������� �� ��� ����� �����

������ ����� ��������� ��������� �� � ���� ������ ��������

������� ����������� �� ���������� ��������

�������� ��� ����������� �� � ����������� ������ �� � ����� ���� ���� ������ ��� �����

�� ���� ������� �� ���� ��������� ��� ���� ���� ���� ������ �� �� ������� ���������� �� �����

��� � ������ ��������������� ���� �� ��� ��������� �������������� ������ ��� ������ �������

������������� �� ��� ����� ������� �� ������ ������ �������� ������ �������� ������� �� ��� �����

��������� ������ ����������� ��� ��� ��� ������ � ������� ������������ �� ��� ������ ���������

�������� ������� �� �������� ����������� �������� ��� ��� �������� ������������������������

������������������

������ �������� �� �������� �������� ��� �������� ������ ������� �� �������� ��� ����



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

���� ��� ����������� ��������������� �� ���� �������� ����� �� ���� ��� ��������� ���

����������������������

�� ��� ������� ����� ���� �� ��� ����������� ���������� ��� � �������� ������� ����������

���������� ��������� ��������� ������ �� ����� ����������� �� ��� ���������� ������ �� ���

������� ��������� ������ ������� ������� ���� �� ��� �������� ������ �� �������� ���� ����

��������� ��� ���������� �� ��� ���������� ���������� �� ����� ������ ��� �� ������ ���������

�� ��� ���������� ������ ��� ������� ������ �� ���� ���� ����� �� �� ��������� �� ������� ��

������ ����������� ���� ���� �� ��� �� ������

����� � ����������� �������� ��� �� ������� ���������� ��� ������������� ���������� ��

������ �� ����� ��� ���� ���� � ��� �� n ����� �� ������������

• ��� ���� ����������� �� � ������� ������� �� ��� ��������� ������ ����� ����������

������� ��������� ���

Bn =




x0 x1 . . . xn−1

y0 y1 . . . yn−1

z0 z1 . . . zn−1

1 1 . . . 1


 ������

• ��� ���� ����������� �� ��� �������� ������� ����������� ��������� �� ����� �� ��������

����� ������������ ���� ���� ����������� ������ �� ���� ����� ���� ���������� �� �����������

Cn =



u0 u1 . . . un−1

v0 v1 . . . vn−1

1 1 . . . 1


 ������

����� ����� ��� ����� � ������������ �������� ���� ��� �� ������ �� ����� �� ������� ���

������ ���������

�������� ����������� ��� �������� ������ ������������ ������ ������� �� ��� ��� P ������

���� ���� ��� Bn ��� Cn �� �� ���������� ���� ���� ����� ���� ���� �� �����

PBn = Cn ������

B�
nP

� = C�
n ������

��� ��� ���� �� ����������� ��� ������ P � ��� �� ���������� �� � ������ Plin�

Plin =




P (0)

P (1)
���

P (11)


 ������

��������� ������������ ����������



���� ������� ������ ��� ���� ���������� ��

��� ��� Bn ��� Cn ��������� ������� ������������

Bnlin =






x0 y0 z0 1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 0 0 0 x0 · · · 1 0 · · · 0

0 0 0 0 0 · · · 0 x0 · · · 1






x1 y1 z1 1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 0 0 0 x1 · · · 1 0 · · · 0

0 0 0 0 0 · · · 0 x1 · · · 1


 ���



xn−1 yn−1 zn−1 1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 0 0 0 xn−1 · · · 1 0 · · · 0

0 0 0 0 0 · · · 0 xn−1 · · · 1







������

Cnlin =




u0
v0
1

u1
v1
1
���

un−1

vn−1

1




������

�� ���� ����� ��� ��� �� ����� ��� ������ ��� �� �������� BnlinPlin = Cnlin� ��������������

� ���� ��������� ������������ ������� �� ��� ����� ������ ������� �� ��� �������� ���������

min
P

�BnlinPlin = Cnlin�22 ����� �� ��� ������� ��� ��� ������� ������������ ����� �� ��� �����

������ ������

�������� ����������� ��� �������� ������ �� ������ ���� �� ���������� �������������� ��

�� ��� ����� ���������� ���� ��� �������� ������� �� ��� �������� ������ ������� �� ��� �����

���� ����� ��� �� ���� �� ��� ������ ��������� ������� �� �� ��� ��� ����� ������� �� ���

����������� �� ��� �������� ����� �� �������� �� ��� ���� �� ���� �������� � ������ ψ, θ,φ�

��� � ����������� Tx, Ty, Tz �� �������� �� ��� � ������� ��� � ��������� u0, v0, f �� ��������

�� ��� � ������� ����� ����� � ����� �� � ����

������ ��� ��� ����������� ������������� ��������� �� ��� ������� �������� �� ��� ����� �

���������� ����������� ������������ �������� ���� ��� �� ������ ����� � ����� ������ ��������

���� ���� �� ������ �������� ������������ ������� ���� ������� �� ��� ���� ����������� �� ������

���� �� �� ���� ���� �� ��� ���� ��������� �� ���� �� ���� �� ����� ����������� ���������

������� ������ ������ �� ��� �������� ��������� ������ �����������

������� �� �������



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

������� ������������� �� ���������� ��������

���� ���� �� ���� ���� �� ������� �������� ���������� �� �������� ��������� ����������� ����

� ��������� ������� ��� ��� �� �� ��������� ����������� ����� �������� ���� ������� �����

���������� ��� ������������� ��� ������ �������� ���������� ��� ���� ������ ������������� ��

��� ���� DIEG ���� �� ������� ������� ��� ��� �� �� ��������

�� ��������� ��� D−1 ��� G−1 �������� ��� ������ �� ���� ��� ������� ������� �� �����

��� IE �������������� ��� ���� ���� �� ��� ��� ��� ������ ����������� ����� � ������ ������

������� �� �������� ������ �� �� ����� �� ����������� IR� ��� ������� ������� I ��� ���

�������� ������ R� ��� ���� ���� ��� �� ���� ������ �� ���� SO(3)� ��� ��� ����� �� ����������

�������� ��� �� ��������� �� ����� � ������� QR ������������� ������� �� (IR)−1 ��� �����

�� ������ �� ���������� RQ �������������� ���� �������� ��� ���� ���� ��� �������� ��

���������������������� ������� �� ��������� �� �������� ���� ����� ��������������� �� ���

���������� �������� �������� ���� ��� ����������� ������� ������� RQ ������������� ����� ���

�������� ������ ��� � ������� �������� ���������

������� �� ����� � �������������������� �������� �� ������� �� ����� �� ���� ������� ��

����������� ���������� ���� ���� ���� ����� �� ���������� ��������� �������� ��� ����� ����

������ �������������

������� ������� ��� ������ �����������

��� ��� ����� x �� ��� ���� �������� ���� ��� ����� p ���� ���������� �� ��� ������ P � ��

�� ���� �� ��� ���� ��� ������������ �� x �� ��� ��������� �� ��� ������ s ���� ��� ������ ���

���������� ������������ �� ���� ������ ����� �� ��� ����������� ����������� �� � ����� p ���

���������� �� � �������� ��������� k ∈ R∗� ���� ��� ��������� ����������� ���������� ��� ����

������ �� ��� ��������� ��� ����� �������� ���

∀λ, x ∈ R× R3, ∃λ2 ∈ R∗ ��� P (x+ λ(s− x)) = λ2Px ������

(1− λ)Px+ λPs = λ2Px ������

(1− λ− λ2)Px+ λPs = 0 ������

(1− λ− λ2)Px = −λPs ������

����� ��� �������� ������

• λ = 0 ��� x = �0� �� ���� ����� ��� �������� ����� ��� ��� ����� �� s ��� λ2

• λ = 0 ��� x �= �0� �� ���� ����� ����� ��� ��� ����� ������ �� ���������

� x ∈ ker(P ) � �� ���� ����� ��� �������� ����� ��� ��� ����� �� s ��� λ2

� x /∈ ker(P ) � �� ���� ����� ��� �������� ����� ��� ��� ����� �� s �� λ2 = 1− λ
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• λ �= 0 ��� x = �0� �� ���� ����� ��� �������� ����� ���� �� s ∈ ker(P )

• λ �= 0 ��� x �= �0� �� ���� ����� ����� ��� ��� ����� ������ �� ���������

� x ∈ ker(P ) � �� ���� ����� ��� �������� ����� ���� �� s ∈ ker(P )

� x /∈ ker(P ) � �� ���� ����� ��� �������� ����� ���� �� s ∈ ker(P ) ��� λ2 = 1− λ

�� ��� �������� ���� ��� ����� ��������� ��� ��� ������ ����������� s ����� ���� ����

s ∈ ker(P )� ��� ��� ���� �� ����������� �� ���� ���� ��� ��� �������� �� ��� ���� ����� �� ������

P � ���� ��������� ��� ��������� x�
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0
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
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


sx
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


�� ���� ����� ��� ������ M �� M = P−1
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Px = 0 ������
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
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Psubsx,y,z + �T = 0 ������

sxyz = P−1
sub ·−�T ������

sxyz = M ·−�T ������

������

�� ��� ��������� ������������� �� ������ ���� ��� �� ����������� �� ��� ������� �����

sx � sy � sz� ��� ������ �� ���� �� ��� ������ M �
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��������� ������ �d �� ��� ���� �d =


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dx
dy
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0


 =

�
dxyz
0

�
� ���� �x(t) = �s + t�d ���� ��������� ���

���� ������� ��� ������ ����� s ��� ��� ���������� p �� ����� �����������



u

v

1


�

∀t ∈ R∗, ∃λ ∈ R∗ ��� P (s+ td) = λp ������

tPd = λp ������

Psubdxyz = λ2p ���� λ2 =
λ

t
> 0 ������

dxyz = λ2Mp ������

�� ���� ���� �� ��� λ2 =
1
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������ ����� ������ ��������� ���������

��� ��������� �������� �������� S(x, y, z)� �� � ����� ����� ����� �������� �� ��� ������ ��

��� [0, 0, 0]�������� ����� ����� �� ��������

S(x, y, z) = ������

(1− α)(1− β)(1− γ)T [i, j, k] + α(1− β)(1− γ)T [i+ 1, j, k]+ ������

(1− α)β(1− γ)T [i, j + 1, k] + αβ(1− γ)T [i+ 1, j + 1, k]+ ������

(1− α)(1− β)γT [i, j, k + 1] + α(1− β)γT [i+ 1, j, k + 1]+ ������

(1− α)βγT [i, j + 1, k + 1] + αβγT [i+ 1, j + 1, k + 1] ������

������

• i = floor(xdis)� α = frac(xdis) ��� xdis = x− 0.5

• j = floor(ydis)� β = frac(ydis) ��� ydis = y − 0.5

• k = floor(zdis)� γ = frac(zdis) ��� zdis = z − 0.5
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• P [i, j]+ = (1− α)(1− β)Vxyz

• P [i+ 1, j]+ = α(1− β)Vxyz

• P [i, j + 1]+ = (1− α)βVxyz

• P [i+ 1, j + 1]+ = αβVxyz

����� Vxyz �� ��� ����� ����� �� �� ��������� ��� i, j ��� ������ ����� ��� ��� ������������
xproj
yproj

�
�� ��� ���������� �� ��� ������ �� ��� ������� ������

• i = floor(xdis)� α = frac(xdis) ��� xdis = xproj − 0.5

• j = floor(ydis)� β = frac(ydis) ��� ydis = yproj − 0.5
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��� �������������� ������ ���� ��� ����������� ��������� �������� ���� �� ������ �� �����������

���� ��� ���� ���� ���� �� ������

����� ���� ������ ���������� �� ����� ���������

� ������� ��������� ��� ���������� �� ��������� ���� � �� ����� ���� � �� ����� ��� ��

����� �� ������������������������ ��������� �� ���� ����� �� �� ����� ����� ��� ���� ����

���������� ������ �� � ������� ���� �� � ��������� ����������� ��������� ������ ������� �� �

������ ��� ���� �� ������ �� ���� �� ������ ��� �������� �� ��� ������������ ���� � ������ �� �

������ ����� ��������

�� ���� �������� �� ���� �� ����� ��� ��������� �� ���������� ����� ������� ��� ����������

�������� �� ������ ��� ��������� �� ��� ��������� ���� ����� �� ��� ����� ��� ����� ����������

������

�� �� ��� �� ������ ���� �� ������� ��� ��������� �� � ��� �x(t) �� ������� ������� � ����� ���

��� ��������� �����������

�x(t) = �s+ t�d ������

• �s ����� ��� ����������� �� ��� ������ �����

• �d ����� � ���� ������ ������ �������� ��� ��� ���������

• t > 0 ����� ��� �������� ������� ��� ������ ��� ��� ��� �� ��� ���

��� ���������� �� � ������� ������ �� ��� ���� � �� ����� ��� �� ������ ������ ��

������ � ��� �� ����������� �� ��� ��������� ��������� ��� ��� �� ���������� ������ ��������� ���

��������� �� ��� ��� �� ������ ���� ���� ������ �� � ���� �� �������� n�x = λ�

�� ��� ���� ����� �� ���� ���� ��� ��� �� ��� �� ����� ��� ��������� ��� ��� ���������

���� ���� ��������� �� ����� �� ������� ��� ����������� ��������� ������ ���������

����� ��������� ������ ���������� ���� ��������� ���������� ��������

������� ���������� ������������

����� � ���������� ������ P � �� ���� ���� �� ������� ������� ��� �� ����� � ��� x(t) ����

��������� ��� �������� ����� �� ���������� p� ��� �� ����������� �� ������� ��� ���������� ��

����� �������� ����� �������



���� ���� ����� �������� �� ���� �������� ��

�������� �������� ����� ���� �� ���� �� ���� ��������

�� ����� �� ������� � ��������� ������ ���� ��������� �� ���� �� ���� ���������� �� �������

��� ��� �� ��� ���� �������� ��� ������� �� ��� ������ �� ������ c ��� ������ r� ����� �� ��� ��

��� ���� ������ ����������

∃t ∈ R+� ��� �x(t)− c�2 − r2 = 0

������

(�s+ t�d− �c) · (�s+ t�d− �c)− r2 = 0

������


sx + tdxnorm − cx
sy + tdynorm − cy
sz + tdznorm − cz


 ·



sx + tdxnorm − cx
sy + tdynorm − cy
sz + tdznorm − cz


− r2 = 0

������


tdxnorm − (cx − sx)

tdynorm − (cy − sy)

tdznorm − (cz − sz)


 ·



tdxnorm − (cx − sx)

tdynorm − (cy − sy)

tdznorm − (cz − sz)


− r2 = 0

������

(tdxnorm − (cx − sx))
2 + (tdynorm − (cy − sy))

2 + (tdznorm − (cz − sz))
2 − r2 = 0

������

(d2xnorm
+ d2ynorm

+ d2znorm
)

� �� �
a

t2+

−2((cx − sx)dxnorm + (cy − sy)dynorm + (cz − sz)dznorm)� �� �
b

t+

((cx − sx)
2 + (cy − sy)

2 + (cz − sz)
2 − r2)� �� �

c

= 0

������

��� �������� ���������� �� � ������ ������ ����� ����������� ���� ����� ���� ����� ��� �

���������� ������������ ������ ���� ��� ������

• ���������� ��� � ���� ����� ��� ��� x ���� ��� ��������� ��� ������ �� ���

• ���������� ��� � ���� ���� t0� ��� ��� x ���� ������� ��� ������� �� ��� ������ ��

����������� x(t0)� ������� ����� �������

• ���������� ��� � ���� ����� t0 ��� t1� ��� ��� ������ ��� ������� ���� ������� ��� ����

����� �� ������� ��������� ������ ������� �� x(t0) �� x(t1) ��������� �� ����� ����



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

�� ���� ������ ����� �� �� ��� ������� ��� ��� ������ ���������� ��� ���� ���� �� ���� ��

���������� ��� ���� �� ��� ���� ���� ��������� ��� ������ ���� ����� ������� ����� �������� �����

����������� �� � ���������� ���� � ������ ������������ �� �������� �� ����� �� �� �������

���� ��� ������ ������ ��� ������� ��� ������ ��� ��� ��������� ��� ������ ��� ������� ��

������ ����� ���� ��� �������� �� ���������

��� ������ ����� ���������� ������������ ���� �� ���� ����� ������ �� ���� ������

Δconic = b2 − 4ac ������

=

22((cx − sx)dxnorm + (cy − sy)dynorm + (cz − sz)dznorm)
2−

4× (d2xnorm
+ d2ynorm

+ d2znorm
)

((cx − sx)
2 + (cy − sy)

2 + (cz − sz)
2 − r2)

������

�� ��� ��� ���� ���� ���������� ��� �� �������� �� 4 ��� ���� �� 1
K2 � ����� K �� ���

�������� ���������� �� ������� ������� �� �� �������� ��� �����

dxnorm =
dx
K

������

dynorm =
dy
K

������

dznorm =
dz
K

������

�� ��� ���� �������� ��� ���������� �� ��� ����������� �� ����� �� ��� ��� ��������� ������

��� ��������� ��� ��� ��������� ���� �� ��� ������ ����������� �� � ��� � �������� ����������

����� ������� ������ �� ��� ���������� �������

Δconic =
4

K2
×

((cx − sx)dx + (cy − sy)dy + (cz − sz)dz)
2−

(dx
2 + dy

2 + dz
2)×

((cx − sx)
2 + (cy − sy)

2 + (cz − sz)
2 − r2)

������

����� ���� �� ��� dx�dy�dz ��� �� ��������� ����� ��� ������� �� ��� ������M ���������

�� ������� ������� �



���� ���� ����� �������� �� ���� �������� ��

Δconic =
4

K2
×

[(cx − sx)(M(0)u+M(1)v +M(2))+

(cy − sy)(M(3)u+M(4)v +M(5))+

(cz − sz)(M(6)u+M(7)v +M(8))]2−
[(M(0)u+M(1)v +M(2))2+

(M(3)u+M(4)v +M(5))2+

(M(6)u+M(7)v +M(8))2]×
[(cx − sx)

2 + (cy − sy)
2 + (cz − sz)

2 − r2]

������

����� ��� ����� u ��� v� ����� ��� ��� ���� �������� �� ��� 2D ����� �������� ��� ��

���������

Δconic =
4

K2
×

[u ((cx − sx)M(0) + (cy − sy)M(3) + (cz − sz)M(6))� �� �
α1

+

v ((cx − sx)M(1) + (cy − sy)M(4) + (cz − sz)M(7))� �� �
α2

+

((cx − sx)M(2) + (cy − sy)M(5) + (cz − sz)M(8))� �� �
α3

]2−

[u2(M(0)2 +M(3)2 +M(6)2� �� �
α4

)+

v2(M(1)2 +M(4)2 +M(7)2� �� �
α5

)+

(M(2)2 +M(5)2 +M(8)2� �� �
α6

)+

2uv(M(0)M(1) +M(3)M(4) +M(6)M(7)� �� �
α7

)+

2u(M(0)M(2) +M(3)M(5) +M(6)M(8)� �� �
α8

)+

2v(M(1)M(2) +M(4)M(5) +M(7)M(8)� �� �
α9

)]

× ((cx − sx)
2 + (cy − sy)

2 + (cz − sz)
2 − r2)� �� �

α10

������

��� ������������� ������� ������ ��� ��������� �����������



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

Δconic =
4

K2
×

u2α2
1 + v2α2

2 + α2
3+

2uvα1α2 + 2uα1α3 + 2vα2α3−
(u2α4α10 + v2α5α10 + α6α10+

2uvα7α10 + 2uα8α10 + 2vα9α10)

������

����� ������ ���� � ������ ��������������

Δconic =
4

K2
×

u2(α2
1 − α4α10� �� �

A

) + v2(α2
2 − α5α10� �� �

B

)+

u(2(α1α3 − α8α10)� �� �
D

) + v(2(α2α3 − α9α10)� �� �
E

)+

uv(2(α1α2 − α7α10)� �� �
C

) + (α2
3 − α6α10� �� �

F

)

������

������� ������������ ����� ������� ��������

�� ��������� �� ��� �������� �������� ��� ���������� �� � ����� �������� ���� ��� �� ����

���� ������� �� ��������� ��� ���� ����� u2� v2� ����� ���� uv ��� u�v ��� �������� �����

��������� ����� �������� ��� ������������ �� �� ��� ������� ������ �� ��

Δconic = Au2 +Bv2 + Cuv +Du+ Ev + F = 0 ������

���� ��� �� ��������� ����� � ��������� ������ �

Au2 +Bv2 + Cuv +Du+ Ev + F = 0 ������


u

v

1




�


A C/2 D/2
C/2 B E/2
D/2 E/2 F





u

v

1


 = 0 ������

��� ������������ �

�
u

v

���
A C/2
C/2 B

��
u

v

�
+

�
D

E

���
u

v

�
+ F = 0 ������

x0
�A0x0 +B0

�x0 + C0 = 0 ������



���� ���� ����� �������� �� ���� �������� ��

�� ���� ���� � ����� ��������� ����� ����������� ��� �� ���� �� ���� �� ������ ���

���������� ���� ���� ���� ����� ���������

������� ������� ����������������

����� �� ���� �� ��������� ��� ���� �� ��� ����� �������� ���� �� ��� �������� ���� �� �� ��������

��������� ��� ������� ���� ��������� ��� ��������� �� ���� �� ���������� �� ��������� �� �� ���

������ �����

� ������ ���� ���� ���� �� �� ���� ������ ��� ����� �� �� �������� �� �� ��� ����� �������

��� ���������� ����� ������� ��� ��� ���� ������ ���� ��� ������ �� ��� ���������� �����

���������� �� ��������� ���������� ���� �������� ��� ������ �� ������� �� ��������� ���

����������� �� ��� A0 ������ ����� ��������

ΔA0 = A×B − 1

4
× C2 ������

�� ΔA0 > 0 �� ���� �� �������� ��������� ��� ���������� �� ��� ������ �� ���� ������ �

���������

�� �� ������� �� ����������� ��� ��� ���� �� ��� �������� �� ���� � ���� ������ �����

����������� ������� ����� ����� �� uv� ���� ����� �� �������� ����� ��� ��������� �����������

x1
�A1x1 +B1

�x1 + C1 = 0 ������

����� x1 =

�
u1
v1

�
� ������� ������� ���������� �� ��� �������� � ��� � ����� ��������

����������� ���� ���� A1 � �������� �������

� ������ ��������������� �� A0 ���� ���� �� �� ������� ���� �����

x0
�A0x0 +B0

�x0 + C0 = 0 ������

x0
�PdiagAdiagPdiag

−1x0 +B0
�x0 + C0 = 0 ������

��� �������� �������� �� ������ �� ��� ���� ������� �� ���� ���� A0 �� � ���� ���������

������� ����� �������������� ���� ���� ������������ ��� ���� ��� ������������ ���� �� ���������

��� ������

�� � ������ ����������� ����� �������� �� ���� ���������� ������������� �� ��� �����

P−1
diag = Pdiag

�� ����� ��� ��� ���� �������� �� ������ �� ��� ��������



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

x0
�PdiagAdiagP

−1
diagx0 +B0

�x0 + C0 = 0 ������

(P �
diagx0)

�Adiag(P
�
diagx0) +B0

�x0 + C0 = 0 ������

(P �
diagx0)

�Adiag(P
�
diagx0) +B0

�Pdiag(P
�
diagx0) + C0 = 0 ������

x1
�A1x1 +B1

�x1 + C1 = 0 ������

���� ����������� ���� A1 � �������� ������� B1 = P �
diagB0� ��� C1 = C0 ����� ��� ���

��������� �������� ������� x1 = P �
diag · x0�

������������ ������ ��� ����������� λ1 ��� λ2 ��� ��� ������������� ����� ������� V1 ���

V2 �� � 2× 2 ������ �� ��� ����

�
A C/2
C/2 B

�
�� ����� ��� ��� �������� ��� ���� ���������������

������ ������� �� �����������������������

����� ����� ��� ��������� ����������

• ����� �� A0� TrA0 = A+B

• ��������� �� �������� ������ TdA0 = A−B

• ����������� �� A0 �� ΔA0 = Td2A0
+ C2

��� ����������� ��� ������ ��� ����� �� ��� ��������� ���� ������� ���� ��� A0−λ �������

λ1 =
TrA0 + sign(TdA0)

�
ΔA0

2
������

λ2 =
TrA0 − sign(TdA0)

�
ΔA0

2
������

����� ��� �������� ��� ���������� ��������� ���� ����� �� ��� ��� ������������� ���������

���� V1
0 ��� V2

0� ��� �������������� ����������� ���� ������ �� ��� �������� �������������

��� �������������� ������ ���� ���� �� ��� ������������ �� ������� �������� ����� ���������

arctan� cos ��� sin� �� ���� �� ��� ������� �� ������ ������ ��������� �� ��� �����

�������� �� ������� ������������� ��������� �� ���� ����� �� ��� ��� ��� ������ ����

�������� �� ��� ����� ������ ������� �� ����

Pdiag =
�
�V 0
1
�V 0
2

�
������



���� ���� ����� �������� �� ���� �������� ��

�����





V 0
1n =

�
C/2

λ1 −A

�
, V 0

1 =
V 0
1n

�V 0
1n�

, �� C �= 0

V 0
1 =

�
1

0

�
, ���������

������





V 0
2n =

�
C/2

λ2 −A

�
, V 0

2 =
V 0
2n

�V 0
2n�

, �� C �= 0

V 0
2 =

�
0

1

�
, ���������

������

�������� �� ����� ������������� ��������� �� ���� ����� �� ��� ��� � ������ ����������

���� ���������� ����� �� ��� ���� ���� ��� 2× 2 ������� ������ ��� �� ������� ���

Pdiag =
�
�V 0
1
�V 0
2

�
=

�
cos(θ) −sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

�
������

��� ������� �� ��� ������ ��� �� �������� �� ����������� θ�

θ =





arctan

�
C

TdA0

�

2 �� TdA0 �= 0

arctan2
��
V 0
1

�
1
,
�
V 0
1

�
0

�
, ���� V 0

1 �������� ����� �������� �������� ���������

������

�� ���� ��� ����� ��� �������� ������ ���� ������ �� �� ������� ��� ����� ������� �������

����� ������ ����� A1 =

�
A1(0) 0

0 A1(3)

�
��� B1 =

�
B1(0)

B1(1)

�
� �� ��� ��� ������

x1
�A1x1 +B1

�x1 + C1 = 0 ������

A1(0)u1
2 +A1(3)v1

2 +B1(0)u1 +B1(1)v1 + C1 = 0 ������

������� ������� ���������� �� ������ ����

�� ����� �� ����� ��� ������� ����������� ���� ��� ������� ��� ��������� ���������� ������� �����

���������������� �� �� ����������� �� ������ ��� ������ ���� �� ��� �������� �� �� ��� �� ���� ��

�������� ��� ������ �� ��� ��������� ���� ������ ������� ���� ����� �� ����� ������



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

A1(0)u1
2 +A1(3)v1

2 +B1(0)u1 +B1(1)v1 + C1 = 0 ������

A1(0)


 u1

2

����
a2

−2

� −B1(0)

2×A1(0)

�
u1

� �� �
−2ab

+

� −B1(0)

2×A1(0)

�2

� �� �
+b2


+ ������

A1(3)


 v1

2

����
a2

−2

� −B1(1)

2×A1(3)

�
v1

� �� �
−2ab

+

� −B1(1)

2×A1(3)

�2

� �� �
+b2


 = −C1 +

B1(0)
2

4×A1(0)
+

B1(1)
2

4×A1(3)
������

������

������ ����� ������ ������������� ������

A1(0)

�
u1 −

−B1(0)

2×A1(0)

�2

+A1(3)

�
v1 −

−B1(1)

2×A1(3)

�2

= −C1 +
B1(0)

2

4×A1(0)
+

B1(1)
2

4×A1(3)

������

�� ��� ��� ���� ��� �������� ���� ��� ������ �������� ������� �������� ����� ��� ���������

�������

a(x− b)2 + c(y − d)2 = e ������

(x− b)2

e/a
+

(y − d)2

e/c
= 1 ������

����� �� ���� u1 ��� v1 ����������� �� x ��� y� ��� ��� ��������� �������� �����������

a = A1(0) ������

b =
−B1(0)

2×A1(0)
������

c = A1(3) ������

d =
−B1(1)

2×A1(3)
������

e = −C1 +
B1(0)

2

4×A1(0)
+

B1(1)
2

4×A1(3)
������

������



���� ���� ����� �������� �� ���� �������� ��

����� ��� �������� �������� ��� ��� ���������� ������� �� ������� �� �� ��� ���� �� ��������

• ��� ������ �� ��� �������� �������� ��� ������� �� ��� ������������� ��������� �� ����
uc
vc

�
= Pdiag

�
b

d

�
� �� ������ �� ������� ���� ��� ���������� �� ��� ������ �� ��� ������

���� ��� ����������� ����� �� ���� ��� ������ �� ��� �������

• ��� ��������� �� ��� ������� ����� ���� ��� ��� ������� �������� �������� ���� ���

������ ������ �� ��� ������� ������ Pdiag�
�V 0
1 � ����� �� ��� ���� ������� ���������� ����

��� �������� ���������� �� ��� ������� ������� ����� ��� �������� ���������� �V 0
2 ����� ���

���� ������ �������� ��� ��� ������� ����������

• ��� ������ �� ��� ������� ���������� ���� ��� �� ����� ������ �� ��� �������������

���� ��������� �� �������� �������� ��� ��� ������������� �� ��� �������� ���� �� l0 =
�

e/a

��� ��� ����� ������������� �� ��� ������� ���� �� ��� Pdiag ������ �� l1 =
�

e/c

• ��� ����� ������� ��� �������� ������� ��� ��� ���� ��� �� ������ �������� ����� ���

������ �� ��� ������� ���� ���� �� f =
�
l21 − l20

• ������������� ��� ������������ ������ ����� f
l1

• ����� ��� ���� �� ��� ������� ����� πl0l1

����� �������� ��� �� ��� ���� ���������

�� ���� ������ �� ���� ��������� ������������� ��� ���������� ����� ��� ��� ���������� ����

�� ��� �������� ���� ���� �� ��� ������ ������ ��� �������� ��� �� ��� ������� �� ��� ���������

��� ��� ��������� ������� �� ����� ����� ������������ �� ������ ���� �������� ��� �� ������

�� ��� ����� �����

�� �� ���� ����������� �� ������ �� ��� ����� ���� ���� ����� ��� � ����� ��������� ����� ����

��� �� �������� ��� ���� ������� �������� ��� �� ��� �������� ���� ���� �� ������� �� ��� ����

������� �������� ��� ��� ���� ������� �������� ��� �� ��� ABCD ��������� ������� ��� �����

�� ���� �� ������� ���� � ��� �� min ��� max �������� ���� ��� ����������� �� ��� ABCD

��������� ��� �� ��� ��� ������������ �� �������������� ��� ����� ���� ���������� ����� �����

������� �� �� ����������� ���� ������������� �������

������� ���������� �������� �������� ����� �� �� ������� ��� ����� �� ��� �����

����������� ���� �� ��� ��������� ���� �������� ������� ���� ������� ����� ������ ������

�� ������� � ������ ���� ��� ��������� ��� ���� ��� ��� ������� �������� ��� �� �����

������� ���� �������� ���� ���� �� �� �������������� �� ��� ���� �� ��� ���� ����������� ���

����� ������� �������� ���



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

������ ����� ������� �������� ����� ���� ��� �� ���� �� ������� �� �������

��� ���������� ��� �� �� �������� �� ��� ��������� ������ �� ������� ������� ���� ��������� ��

��� �� ������

������� ���� ������� �������� ��� �� �� �������

�� ��� �� ���� ���� ����� ����� ���� ��������� ���� ���� ����� ���� �� ���� �� ��� ��������

��� �� ��� ��������� ������ ���� ��� �� �� ���� ����� ������� ��� ������ ��� �� ������� �����

��������� �������� ��� ������������ ������������ ��� ���� ������� �������� � ������ ��� ��

������� � ���� ���� ��� ������������� ��� �� ������ ���� ��������� ��� ������ ����������

������� ��� ���� �� �� ������� �� ����������� ���� � ������ ����� ����������� ���� ��� �����

�� �� ������� ��� �� ������ ����� � ���������� �������� �� � �������� t� ����� �� ��� ������

��������� ���� �� �������� ��������

�
x1 − b

l0

�2

+

�
y1 − d

l1

�2

= 1 ������

cos(t)2 + sin(t)2 = 1 ������

������

����� �� ���� ���� ��� �������� ������ x1 − b = l0cos(t) ��� y1 − d = l1sin(t)�



���� ���� ����� �������� �� ���� �������� ��

�� ���� ������ ���� �� ���� ���� � ���� ������ �� �������� x1 = P �
diag · x0� �� ��������

�������� ����� Pdiag ��� � ������� ������� ���� ����� �� �� ������� ��� ���������� ��������

�� �������� �� ��� ������� ����������

El(t) = Pdiag

��
b

d

�
+

�
l0cos(t)

l1sin(t)

��
������

=

�
uc
vc

�
+

�
cos(θ) −sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

��
l0cos(t)

l1sin(t)

�
������

=

�
uc
vc

�
+

�
l0cos(θ)cos(t)− l1sin(θ)sin(t)

l0sin(θ)cos(t) + l1cos(θ)sin(t)

�
�������

�� ��� ������� �� �������� ��� �� � ������ ����������� ������� �� ���� �� ���� �� ��� ���

���� ����������� ��� ��������� t ��� ���� ��� ������� ���������� ∂El(t)u
∂t ��� ∂El(t)v

∂t ����� ����

���� �������

���� � ���� ������ ��� ������� ����������� ��� ��� u ��������� �� ��� ��������

0 =
∂El(t)u

∂t
�������

= −l0cos(θ)sin(t)− l1sin(θ)cos(t) �������

−l0cos(θ)sin(t) = l1sin(θ)cos(t) �������

sin(t)

cos(t)
= − l1sin(θ)

l0cos(θ)
�������

⇔ t =




tu1 = arctan

�
− l1

l0
tan(θ)

�

tu2 = π + arctan
�
− l1

l0
tan(θ)

� �������

����������� ����� ��������� ���� ��� ���������� ����� ����� �� ��� ��������� ������� ������

��� ��� u �����

optu1 = uc + l0cos(θ)cos(tu1)− l1sin(θ)sin(tu1) �������

optu2 = uc + l0cos(θ)cos(tu2)− l1sin(θ)sin(tu2) �������

�����

minu = min(optu1, optu2) �������

maxu = max(optu1, optu2) �������



��
������� �� ������� �� ���� ����������� �������������� �� �����������

���������

���� � ���� ������ ��� ������� ����������� ��� ��� v ��������� �� ��� ��������

0 =
∂El(t)v

∂t
�������

= −l0sin(θ)sin(t) + l1cos(θ)cos(t) �������

−l0sin(θ)sin(t) = −l1cos(θ)cos(t) �������

sin(t)

cos(t)
=

−l1cos(θ)

−l0sin(θ)
�������

tan(t) =
l1
l0

1

tan(θ)
�������

⇔ t =





�
tv1 = π/2

tv2 = 3π/2
�� tan(θ) = 0




tv1 = arctan

�
l1
l0

1
tan(θ)

�

tv2 = π + arctan
�
l1
l0

1
tan(θ)

� ���������

�������

����������� ����� �������� ���� ��� ���������� ����� ����� �� ��� ��������� ������� ������

��� ��� u �����

optv1 = vc + l0sin(θ)cos(tv1) + l1cos(θ)sin(tv1) �������

optv2 = vc + l0sin(θ)cos(tv2) + l1cos(θ)sin(tv2) �������

�����

minv = min(optv1, optv2) �������

maxv = max(optv1, optv2) �������

����� ��������� ��� ����

������� ���� ��������� �� � ���� ���� ��� ���������

������ �� ��� �������� �������� �� ���� ������� ��� �� ������� ��� ���� �� � ������ �� ��

��������� ���������� ��������� ��� ���� ��������� ���� �� ��� �� ������� ��� ���� ����������

������� �� ������� ������ ��� ����� ��� ������� ��� �������� ���� ������ ��� ����� �� �� ���

��� ���� ����� �� ���� �� ��� �������� ������� ��� ���� ������� ��� ��� ���������� ����������

���� ��� ��� ����� �������������� �� ������ �� ��� ������ ����

�� ������ �������� ����������� ��������� ��������� ����� ���� ������� �� ��� �������� r ��

��� ������ c� ��� �� �� ����� ���� ���������� �� ��� ��������� �� ���� ���������� ���������



���� ���� ����� �������� �� ���� �������� ��

������ ����� ������ �� � ���� ������ ������� ������� �� � ���

�� ���� ����� �� ������� ������� ��� �� ������ ��� ��� ��������� ������
�d

��d� ���� ��� ���

�������� ��� �� ����������� (u, v)�

�������� ��� �������� r ��� ��� ��� ���� �� �� ���� ���� ����� ������ ��������� ����� ����

�� ����� ��������� ��� ��������� �������� r2 = � �H�2 − ��d�2� ��� ��� ��������� ������������

������� d ��� H�

��d� =
�d

��d�
· �H �������

�������

����������� ���� ���������� ������ ��� ����������� ������������ �����

r2 = � �H�2 − ��d�2 �������

= � �H�2 −
�

�d

��d�
· �H
�

�������

⇔ r =

����� �H�2 −
�

�d

��d�
· �H
�

�������
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���������

������� �����������

���� �������� ��� ���������� �� ����������� ��� ���� ����� ���������� �� ����� ��

�������� ��� ����� �� � ������ ����������� �������� ���� �� ������ �� ������ ���� �

������ ����� ����������� ������� ��� ��� ���� ��������� ���������� ����

���� ����������� ������� ����������� �������� �� ��������� ��������� ���� ������ �� �����

�� ��������� ��� ������������ �� ��� �������� ��� ��� ���� �� ��� �������� ���� �� ���� ��������

���� �������� �� ���� �� ��� ���� ������� ����� ����������� �� ����� �� ����� ��� ��� ����������

�� ��� ������ ���� �������� ������ ���� � ���������� ������ �� ��π/2�π����

�� ���� ���� ��������� ����� �� ������� ������� �������� ��������� ��������� ������ ��

��� ������� ������ ��� ������� ��� ������� �� ����� ����

������� ���������������� �� � ��������� �������� �� ����� �� ������ ��� ��������� ��

��� ����� �� ��� ��������� �� � ��������� ��������� ������ �� ���� � ������ ����� �������

�� ��� ������� �������� ������ �� ������ ��� ������������������������ ��� ��� ����� ��

������� �� � 256 × 256 �� �������� ���� � ���������� �� 512 × 512 ������� ���� � ����� ����

�� 500 × 500µm� ��� ����� ������ ����� ��� ������ �� �� ��������� ���� �� �������� �� ��

������� � ����� ���� ���� ��� ����� ������� ��� �������� �� ������ ���� ���� ��� �������

��������� �� � �������� ������������ ����� �� ����� ���� �� ������ ���� ������ �������� ��

��� ����� ����� �� ����� �� �������� ���� ������� ����� ��� ���������� �� ������� �� ������

� ������ �� ������ 1 �� �� ����� ��� ������ ���� ���� �� ����������

�� ���� ���������� �� ����������� ��� ������� ��� ������� ������������ �� ��� ��������

��������� ���� ��� ������ ����������� ��������� �� ����� �������� �� ��� ��������� �� ��������

��� ������������ ��� �� ����� ���� �� ���� �� � ������� �� � ���� ������� ���� ��� �������

��� ������� ������������� ����� ��� ��� �������� ������� �� ����� �����
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• M ∈ Rn×k � ������

����� ���� ��� ������ ����������

����� ����� ���� ��� �� ��� ���� ������������ ������� ������� �� ������ �������� ������� ���

�������� M�x− �y = 0� �������� ����� �� � �������� �������� �� ������������ ���� �����������

��� ���� ���� �� ����� ��� ������� �� ����������� ��������� �������������� ������� ������

��� ���� � ��� ��� �������� ����������������������

��� ���� �������� ���� ����� �� ����� ������ ��� ���� ����� ������ �� ����� � ������ ���� �

���� ���� ������������ ����� ���� ����� ��� �� ����� �� ������� � �� ����������������� �

�������� �� � ��� �� ������ ��������� ������ �� ������ ����� ������ ������� � ������ ����� �����

��� ���� �� ���� ������������ ������� �� � �������� �������� �� ��� ��� ������� ������ ���������

������� ��� �� ������ � ������ ��������� ���� ������ ��������� �� ��������� �� �� ��� ����

��� ��� �� ��������� �� ���� ������ �������� ������ �� ���������� �� Rk� ��� ���� ��� ��� ����

�������� ��� ���������� �� ��� ������������� �� ��� ������������

����� �� ��� ������� ���� �

������ ������ ������� ����� �� ���� ����� ����� ��� �������� �� ��� �������� ����� ������ ��

�������� ��� ����� �� M � ��� ����� ���� ������ ������� ���������� ���� �������� �� ��� ���

������ ����� ��� ���� ������� ��������



�� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

• �� k > n� ����� �� ���� ������� ���� ����� ����� ��������� ��� ���� ������� ��������

��� �������� �� �� ���� ��� �� ��������� k − rank(M) ����� ������ �� ���� �������

rank(M) ≤ n < k� �� ���� ����� ������� ��� ������� ����� ���� �� �� ������� ��� ��

�������� ����� �� ��� ������ ������ ��� ������ ��������� ���������

• �� k < n ��� ������� �� ���� �� �� ��������������� ����� ��� ���� ����������� ����

�������� ���� ���� ��� �������� �� �� ���� ��� �� ��������� k − rank(M) ����

rank(M) ≤ k < n� ��� �������� ��� �� ������ �� ����� ��� ������� n− k+1 ����������

����������� �� ��� �������� �� ���� ����������� ��� ������������ �� ������ �� ��� �������

��� �� ��������� ��� ��������� ��� ������ �� ������������ ��� ��� �� ���������� �� ����

������ �� ����� ��� ������ ��������� ������ �� ��� ������ ����� M �� �� �y ����� ���� �

����� ����������� �������� ��� ����������� ���� �������� ���� ��� ������� ��������� ��

���� ����� �� ��������� ���� ��� ��� ������� �� ���� ������ �� �� �������������

�� ��� ��� ��� �� ������� ���� ������ ��� � ������ �������� ���� n = k� �� ���� ���

��� ����������� �� ���� � ���� ��������� �������������� �� ��� ������ ���� ������� �������� �

�� ��� ������ M �� ������� �� ��� ������������� ������ ��� ������������ �� ���� �� �������

������ � ���� ��������� �������������� �� ��� ����������� ������ �� �� ���� ��� ����� ����

��� ������ �� ��� ������������������� �� Rk ������ �� ��� k ������� ������� �� M � ��

��� ������ ������ �� ����� ������� �� ��� ����� ���� ��� ������������������� ��������� ����

�� ���� rank(M) ����������� ����� ��� ���� ��� ������������ �� ��������� k ������� �� �����

�� ��� ���� ��� ����������� �� ��������� M �� ����������� ���� ����� �� � ������ �̂x ����

������ M �̂x− �y = 0

�� ��� ���� �� � ���� ������������ M �� ���� �� �� ��������� ��� ����� ��� ��� �����

���� ��� �� ��������� ����� ��� ���� �� �� ������� �� ���� ����������� ��� ������ � ����

����������� �������������� �� ��� ����� �� �y�

• �y /∈ Im(M) ���� �� ����� ���� ��� ��� �� ����������� ��� �������� �������� ��� ���

���������� �������� ������ ��� ������ ��� ��� ������������� ������ ������������ �����

���������� ��� ��� ����������� �� ��� ���������� ����� ����� �� � ������ ������ ���

������ ��� �� ���������

• �y ∈ Im(M) ���� ���������� ������ �� �������� �� ���� ���������������� ������� ��

�������� ����������� ��� ������ �� ���� � ��� �� ��������� �� ��� ���� �x0 + �v,�v ∈ ker(M)

����� �x0 ��� �� ��� �������� ����� �� Rk ��� �v �� ��� ������ �� Rk ���� ���� M�v = �0Rn

��� ���� ����� ��� �������� ��� �������� �� �x0 ����� � ��������� ������� �� ���� ��

���� �� �0 �� Rn �� M � ��������� ��� ���� ������� �������� ��� �������� ��� ���������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ��

k − rank(M)�

�� �� ��������� �� ������ ���� ��� ���� �� �y� ���� ��� ������ ��� �������� ��� �� ��������

���� � ���� ��� �� �� ������� ���� ��� �������� ���� ����������� ������ ������ �� ���� ����

����� ���� ������� ������ � ��� ������

�������������� �� ������ ����������� �y �� ����� � ����� ���� ������� ��� M �� � ����� �����

������� ���� �������� �������� �� ����� ���� ��������� �� ���� ����� ��� ����������� �����

������ ��� ��������� M �� ���� ��������� ����������� �� ��� �������� ���� ����� ������

�������� �� �������������

����� ���� ������ �� ���� ��������� ����� �

�� ���� ����������� ���� ������������� ��� ���� �� � ������� ������� �������� �� ���� ������

��� �� �� ��������� �� ���������� ��� ����� ������������� ������ ��� ����� ����� ��� ��

�������� ����� ���� ��������������� ����������

����� ������ � ������ ����� ����� ����������� �� ����� ��� ��� ����

��� �������� ���� �� ��� ��� ������� �a0� �a1� �a2 ������ �� M ����� �� ������ ����������

��� ��� ����������� b0� b1� b2 ������ �� ��� �ai ��� ���������� ����� ������������� ������ ��

�y� �� ������ � ���� �� ��� ����������� ����� ���� ���� �� ����� � ����� ���������� �� ���

������ P ��� Q ��� ���� ���� ���� ������

������� ����� ������� �� ��� ��� ���� � ����������� ������ M ���� � ������� ��

������ ���������� ���������� ��� �������� ������ ������� ����� ���� ����� ������� ����

���������� ������ �������� ����� �� ���� ��� �������� ����� ���� ����������� �� ��� �������

�� ��������������� �� ���� ��� ��������� �� ���� ����� ������ �� ��� �������� �� ��� ������ ��

���� ����� ��� ��� ������� �� ��� ������� �y�

����� ��� ���� �� ��� ������� �

���� ������ ����������� ���� �� ��� �������� ������� ��� ���� ���������� ������� ��� ������

�� ���������� ������� CM ����� ��������� ��� ���� ��� �������� ���� ���� �� ��� �����

���� �� �� ���� �� ����� �e �� ��� ����������� �y �� Rn� ��� � ����� ������ M �

� ����� ������������� �� ��� �������� ����� ���� �� ��� �������� �������� �� ��� ��������

���� �� ��� ����� �� ��� ������� ������ ��� � ����� ���� ��u �� ����� ���



�� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������
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������ ���� ��� ���� ����� ��� ������� �� M � �a0� �a1� �a2 ��� ��� ������ �������� ��� �����
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������ ���� ��� ���� ����� ��� ������� ��M � �a0� �a1� �a2 ��� ������ �������� ��� ����� ���������

�������������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ��

CM =
�M−1�e�u/�M−1�y�u

��e�u/��y�u
�����

=
�M−1�e�u

��e�u
.

��y�u
�M−1�y�u

�����

���� ����� ������� �� ��� ����������� �� �y �� Rn� ��� �� ��� ��������� �� ��� ����� �e� ����

���� ������� ���������� ��������� �� ��� �������� �� M � �� ��� ����� ��� ���������� ��

�� ��� �� ��� ����� ����� �� �� ��� �� ������ �������� ��� ���� ����� ��� ������� ������ �y�

���� ��������� �� M ���� ���������� � ������� ���� ���� ������ ��� ���� �� ��� �������� ���

�������������� ��� ����� �e ���� ���������� ��� ������� �������� ������� ��� � ������ �� Rn�

CM = max
�e�=0

�M−1�e�u
��e�u

× max
M−1�y �=0

��y�u
�M−1�y�u

�����

�� ��� ��������� ������ �� ���� �� ����� u = 2 �� ��� l2 ���� ��� ���������� ��� ���������

������� �� ���� ������ ��� ��������� �� ��� �������� ����� ��� � ������������ ������ ��

�M� = max
x�=0

�Mx�
�x� �����

= max
�x�=1

�Mx� �����

��� �� ���� ���� �� ���������� �� ����� M �� ������� ��� �������� ���� �� �M−1� ���� ������

������ �� �������� �������

�M−1� = max
x�=0

�M−1x�
�x� �����

= max
My �=0

�y�
�My� ���� y = M−1x �����

1

�M−1� = min
y �=0

�My�
�y� �����

= min
�y�=1

�My� �����

����� ����� �� ������� ��������� ������ �������� �� ����� �� �������� ����

CM = �M−1��M� ������

��������� �� �� ����������� �� ��� ���� ���� �������� ������ ��� �� ������� ������ ��� ���

���� �� ��� l2 ����� �������� ������ �� ������� ��� ������� �� M � ���������� ��� �������



�� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

l2 ���� �� ��� M ����������� ����� ��� ���������� ���� x ������ �� � ���� ������� ������ ���

��������� ���������� ������������ ��������

�M�2 = min
�x�=1

�Mx�2 ������

= max
x

min
λ≥0

x�M tMx− λ(1− x�x) ������

������ ������������� �� ��� �������� x ����� ��� ��������� �������� ������

M tMx = λx ������

����� �� ��� ������� �������� ��� ���������� ���������� λ �� �� ���������� �� M tM � ����

������ �� ��� ������� ��� � λMtM�max �� �� ���� �� ������� ��� ���������� ���������� ���

����� ���� ������ ��� �� ������� ��� ��� ������� ������ ���� �M−1�2 �

1

�M−1�2 = min
�y�=1

�My� ������

= min
y

max
λ≥0

y�M tMy − λ(1− y�y) ������

���� ������������� �� y� ��� �������� ����� ���� ������� M tMy = λy� ����� λ �� ��

���������� �� M tM � ��� ���� ����� ��� ���������� ����� ���� �� �� ��� ������ � λMtM�min�

��� ��������� ������ ��� M ��� ���� �� ������ ������� ���� ��� ������������������ ��

M tM �

CM =

�
λMtM�max

λMtM�min
������

��� ���� ������ �� ��� ���� �� ���� ��� ������� ��������� ������ �� 1 ��� �� �� ���

������ ��� ��� ����������� �� ��������� ����� �� ����� ��� ��� ������ ���� ������� ���

������� ����������� ��� �� �������� ������� ��� ��� �� ����� �������� �� ������ ��

��������������������

���� ���� �������� ��������� �� ���� ����� �������� �� ��� ���� ����� ��� ��������

�������M�x−�y = 0 ����M � ������ ������� �� �� ����������� �� ���� � ���� �� ��� ��� ���������

������ CM �� M ����� �� ������� ����� ������ ��� ������� �� ���� ����� ��������� �� ���

��������� ����� �� ������� ��������� ����� �� � ���������� �

• � �������� ������� ��� ��� ����������� �� ����� ���� ��� �������� ������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ��

• ��� �������� �� ������� ���� ������ � �������� ����������� �� �������� �� ����� ����

��� �������� �� ������

• � ����� ������ �������� ������� ��� ��������� ������ ���� ������ ��� M tM ������

��� ������� ���� ������ �����������

• ��� ����� ������ �������� �� ������ � ��������� �� M � ������ �� �� ��������� ��

����� � ������ �� �� ���� k ����� �� ������ ��� ������� ���� ����������� �� �� ���

�������� ������

• ��� ���������� �������� ������� ������������ ���� ��� ������� ����������� ���

��������� ������ ����� �� ��� �� ����� �e �� ��� ������� �y ���� ����� ���������� ��� ��������

�� ��� ����� ����� �������������������������� ������ �����������

����� ���� �������� ������ �� ���������� �� ���� �

������������ ��������� �� ���� �� ���� ����� �������� ��� ��� ������ ��������� ���� ������

��� ���� ������ ��������� ��� �� ��� �� ������ ���� �� ������ ������� ������ �� ����� ������

����� ��� ������ �������� �� �� ���������� ��������������� ����� ���� x, y ∈ Rk� ��� �., .� ��
��� ������ ��� ������� �� Rk

�x+ y�2 − �x− y�2 = �M(x+ y)�2 − �M(x− y)�2 ������

�x+ y, x+ y� − �x− y, x− y� = �Mx+My,Mx+My� − �Mx−My,Mx−My� ������

4x�y = 4x�M�My ������

�x, y� = �x,M�My� ������

������

����� ���� �������� ��������� �� x ������������ ��� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� ������� �����

���� ��� ���� M�M = Identity� �� M �� �� ������� ������� ����� �� ��������� �� �����������

���������� �� �������� ��� ������������� �������� � ��� �� �� ����������� �� ������

���� � ������ ���������� �� ��� �������� �������� ��� ���� ������ �� ��������������������

� ��� ���������� �������� ��������� ����� ������ �� ������ � ��� �� �������� ���������� �� ���

���� �� ����������� ��������

�� ������������ ��� n × k �������� M � ����� ��� �� ���������� �� � ���������� �� ������

������� (vj)j∈J=0,1,...,k−1 ∈ Rn ��� ����� ��� n×|T | ����������� MT � ������ �� � ������ T ⊂ J

�� ��� ������� �� � �� ����������� |T | ≤ s� ���� 1 ≤ s ≤ k ��� ����� �� �� ��������� ��� ���

���� ���������� (yj)j∈T ���������� �� � �������� δs �

(1− δs)�y�22 ≤ �MT y�22 ≤ (1 + δs)�y�22 ������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

����� ��� ������� ����� �� δs ��� ����� ���� ���������� ����� �� ������ ��� ����������

��������� ��������

���������� ��� S, S������������ ������������� �������� θS,S� ��� S +S� ≤ |J | �� ������ �� ��

�������� �������� ���� �����

|�MT y,MT �y��| ≤ θS,S� .�y��y�� ������

����� ��� ��� ��������� ���� T, T � ⊆ J �� ����������� |T | ≤ S ��� |T �| ≤ S�

�� ����������������������� ��� ������ ������ ������� ������� ���� ����� ���� ��� ����

�������� ������� ���������� ���� ���� ��� �������� δs ��� ����� ������ �� ������ ����������

�� ��� l0 �������� ��������� ���������� ��� ������� ������� ���������

�������� ��������� ��� ��� �������� ���� � ����� ������ �� � ������� �������� �� �� ����

����� ���� ����������� ����������� ��������� ���������� ��� ������� ������� �������� ��������

��� ��� �������� ���� ������������� ���� ������������

��� ���� �� �������� �������� �� ��� ��������� �� ������ �������� ������� � ����

����������� ����� �� ��� ��������� ������ �� ��� ������� ���� �� ������� �������� G(n, n) =

XX∗ ����� X �� � n × m ����� �������� ������ ���� ���� � ��� ����� �������� ���� ����

��������� �� ������������������������� ��� ������ ��� ������� ���� ��� ������������ ��

����� ��������� ������� ���������� �� ��� ���� n �� ��� ������� κ/n ��������� ��������� �� ���

��������� ����������� ������������ ���������

2x+ 4

x3
e−2/x−2/x2 ������

���� ���������� ���� ��� ������������ �� ��� ����� �������� �� �� ���� µ ��� �������� σ� ���

���������� 2σ
µ κn3/2 ���� ������������������ ������� ����

��� ��� ����������� �� ��� ��� ��������� ������ ��� ����� �������� ��

E(logκ) = log(n) + c+ o(1) ������

���� c ≈ 1.537

���� ��������� �� ��� ��������� �� ����������� ������� ��� ���������� �������� ���������

�� ��� ����� �������� �� �������������������� ��� ���������������������� ����� ����� �

n × k �������� ������ ���� ���� ���� ��� �������� 1/p� ��� � ������ T �� ��� �������� ��

����� ��� ����� ������ �� n ��� ���� T �

1− δ(MT ) ≤ λmin(M
�
TMT ) ≤ λmax(M

�
TMT ) ≤ 1 + δ(MT ) ������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ���

����� δ(MT ) ≈ 2
�

|T |/n + |T |/n

���� ���������� ��� ���� ����������� �� � ������������� ������ ��� ��� ������� T �����

|T | ≤ s �� ��������

f(r) =
�

k/n.(
√
r +
�
2H(r)) ������

P (1 + δs > [1 + (1 + �)f(r)]2) ≤ 2.e−kH(r).�/2 ������

���� H ��� ������� �������� � H(q) = −qlog(q)− (1− q)log(1− q),����0 < q < 1�
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0
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κ/n, logscale

p(
κ /

n
=

x
)

����������� ������� �������� �� ��������� ������ ��� ������� ��������

������ ���� ����������� ������������ �������� �� ��� ��������� ������ �� � ������� ������ ��

���� n� ���� ���� 0 ��� ����� ��������

������ ��������� �������� ��� ��������� �� ��� �������� �������� ��� ��� ������ ��

������ ������� ��� �� ���� ������� �� ������ ��� ������ ������� �� ������ ��������� ��������

� ������� ���� ��������� ���������� ������� �� ��� ������������ �� ��� ��������� �� ���



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

���������� �������� �� ��� �������������� ���� ������� ������ �� ������ ��� ������ �� ����

�� � ���� ��������� ���� ������� �� ��� ���� �� ��������� ��������� ��� ����� ����� �����������

�������� ������� ��� ����� �� � ������ ���� ��� ������ ���� ������ ����� ������� �� ���� �����

����� ���� ��� ��������� ������ ��� �� ������������������ ���������� ����� ���� ��������

���� ��������� ����� ��������� �������� ���� �� ��� ������������� � �������� ��� ������

��������� ������� ����� � ��� �� ������ ������� ����� �� ����� �� ������ �������� ������� ���

�������� �� �������������������

��� ������ ��������� �� � ������M �� ������ �� ��� ������� �������� ����� �� ��� ������

������������ ������� ��� ������� �� M � ��� (vj)j∈J=0,1,...,k−1 ∈ Rn �� ��� ������ ������� ��

M � ���������� ���� ���� �vi, vi� = 1� ��� ������ ��������� �� � ������

max
1≤i�=j‘k

|�vi, vj�| ������

���� ������� ��� ������ ���������� �� ����������������������� ��� �������� ��� ���

��������� ��������� ������� ���� ��� ��� ����� ��� �������� ����������� �� ������� ������ ���

���� � ������ �������������� �� ���� ����� ����������������

����� ����������

������� ������������

����� ��� �������� ������� ���� �� ����� ��� ������� Mx = y� ���� �� ���� ������ ���

������� ����� M �� � ������ ������� �� ��� ������� ����� �� ��� ������� Mx = y �� ���

������ ������� �� ��� ��� ��� ��������� ������� M tMx = M ty �� � ������ ������ ��������

����� ��� ���� �� ��� ������ �� ��� ����� ��� ��� ���� ���� �� ������� ���� �� ���� �����

����� ���� ��� ������ ���������� ������� �� ���� �� ������ �� ������� ������ ��� ������� ����

���� ��� ���� ���� �� ������ ������ ������� �� ��� ���� Mv �� M tv�

��������� ������ ��� ������� �� ��� ������ ������ M ��� �� �������� ��������� �� ���

������� ������ �� ��� ��������� �������� �� ��� ������� �� ��� ������������ �������� �� ����

�������� �� ����� �� ���� �� ��� ��� ����� �� ��� ������������ ��� �� ���� �������� �� �����

�� ���� �� ���� ������ ������ �� ���� �������� ���� �� ��� ��� ����������� ���������� ��

��������� ��� ������ ������� ��� ��� ������ ��� �� ����� ���� �� ��� ��� ������� ��� ��� ������

����� �� � �����

����� ������ ����������� �� �� �� ��� ���� � ���� ���������� �� ��� ������ �� �������

�� ����� �� ���� �� ������������� ��� ������ ������� ��� ������� �����������������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ���

��� �� ������������� ��� ��� ���� ������ ������ ��� ��� ������������ ������������ ��

����� �� ���� �� ��� ��� ���������������� ������������ ������ ��� �� �������� �����������

�� ������ ��������

������� ����� ����� ��������� �������

����� ����� ��������� ������ ����� ��� � ���� ����� ����� �� ��������� ���� ���� �� �����������

������� � ���� ����� ������� �� ��� ���� AX = X ���� A � ������ �������� �� �� ����� ����

����� �� ������ ��� �� �� ��������� ������� ���� ����� �� ����������� ����� � �������� ���� ���

��������� �� ��� ����� �� ��� ������� ���� ����� ��� ������ M ��� ���� � ��� ��������������

�� ��������� �������� ��� �� ��� ����� ��������

������ ������ ������ ������ ������� ���� ��� ��� ��������� ��� n× n ������ M ����

� ��� �� �������� M = G+H ����� G �� ���� ����� ��� ������ ����������� ��� �������� �� �� ���

�� � �������� ������ �� ��� ������ �������

���� ������������� ����� �� �� � ���� ����� ������ �� ��� ���� ����������� ����� Rn�

Mx− y = 0 ������

Gx+Hx = �y ������

Gx = −Hx+ �y ������

x = −G−1Hx+G−1�y ������

x = M �x+ �y� ������

����� M � = −G−1H ��� �y� = G−1�y�

���� ���� ����� ������ ��� �� ������� ��� ����� � ������ ��������� ������

�xk+1 = M � �xk + �y� ������

��������� �� ��� ������ ���� ����� �������� ���� ����� �� ��������� ��������� �� ��� �����

���� T : �x → M ��x+ �y� �� � ������ ������������ ��� �� ����� ������ ρ ∈ [0, 1[ ���� ����



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

∀(x, x�) ∈ Rn × Rn, x �= x� : �Tx− Tx�� < ρ�x− x�� ������

�M �x+ �y� −M �x� − �y�� < ρ�x− x�� ������

�M �x−M �x�� < ρ�x− x�� ������

�M �(x− x�)� < ρ�x− x�� ������

�M ���(x− x�)� < ρ�x− x�� ������

�M �� < ρ ������

���� ��������� ��� �� ����������� �� � [0, 1[��������� ���������� �������� �� ��� ������

����������� M �� ����� �� ���������� �� � ���������� ���� ��� �������� ���� �� M �� ���� �������
�� � ���������� ���� ��� ������� �������� ������ 0 ≤ σ(M �)max < 1�

���������������� �������������� ��� ������� ������ ������������� ������ M = G+H

��������� �� ��� �������� ��������� ��� ���� �� ������ �� � ���������������� ��������

M�x− �y = 0 ������

G�x+H�x = �y ������

G�x = −H�x+ �y ������

�x = −G−1H�x+G−1�y ������

(G−1H + Id)�x = G−1�y ������

G−1(H +G)�x = G−1�y ������

G−1M�x = G−1�y ������

������

��� ������ �� ������� ��� ���������� ������� G−1M�x = G−1�y ������� �� M�x = �y �� ������

����������������� ���� ������ �� �������� ������ ���� ��� ��������� ������ �� G−1M ��

����� ���� ��� ��������� ������ �� M � ��� �� ������ ���� G �� ������ �����������

����� ���������� ��� ������������ ������ ��� �� ���� �� �� ��������� �� ������ �������

���� � �������� ������ ������������� �� ��� ���� M = D+(L+U) ������ L �� � �������� �����

���������� ������� D �� � ��� �������� �������� ������� ��� U �� � ������� ����� ����������

������� ���� ������ ��� ������������ �������� ��� �� ������� �� ����� �� ������ ������

���������� ������������ �� ��� ���� ����� ��� ������ ������� ���� � ���� �������� ���������

����� ����� ������� �� ��� ���� ��� �������� ������ ����������� ��� ��� ������ �������

���� ��������������� ����� ������� ����� ����� ����� ���������� ��� ���� ������� ����

�� ������������� �� ��������� �������� ����� ���� �� �������� ��� ���� ��������� ���������

���� ��������� ����� �� ��������� ���������� ������ ������ ��� �����������������������

������� ������ ������ ��������� ������ �� � ������������� ���� ���� ��� �� �������� ��� ���

�������� ������ ��� �� ��������� �������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ���

����� ���������� ���� ������ ����

�� ���� �� ��� ������� ������ �� ������ ���� ��� ��������� ��� �� �������� �������� �� � ��� ��

������ �������� Mx = y� �� � ������ ��� CM,y�

������� ������ ��� ��� �������� �������

�� ��� ��������� �������������� �� ���� �� ����� ��� ��������� �� �������� �������� ������ ��

������� ������� ��� ���������� ������ ��� ����� �� ��������������������� �� ��� ���������

�� ������ ��������� �� ��� ������� � ������� ����� ���� ���������� ���� �������� δCM,y
����

������ ��� ��� ��������� �� ��� ������ �������� Mx = y� ����� ��� ��������� �������� �� ���

������ ��� CM,y : x ∈ Rn ��� Mx = y�

δCM,y
(x) ≡

�
0 �� x ∈ CM,y

+∞ ���������
������

�� ��� ��������� �� �������� ������� ���������� �� ���� ������ ���� �� ��� ����� ���

��������� �������� �� ��� �������� δCM,y
(x) ���

proxγδCM,y
(z) = argmin

x

1

2
�x− z�22 + γδCM,y

(x) ������

= ProjCM,y
(z) ������

����� ProjCM,y
(z) �� ��� �������� ���� ������ ��� ��� ���������� ���� ��� ������ ��� CM,y�

��� �� ���� ��������� ���� �� ���� ����� �� ��� ���� ������� ��

���� ��� ���������� �������� �� ������ ��� ��� ������ ���� ��� ��� ������ ����� ��� ����

������ �������� ���������� ��� ��������������������� ��� �������� ����� ������� ����

������

xk+1 = proxδCM,y
(xk) ������

��� CM,y � �������� ���� ��� ��������� �� ������� ��� ���� ��� ��������� �� ������� ��

�������� ���� ��� ��� ����� ������ ���� ���� �� ��� ���������� �������� ���� �� ���� ������ ��

��� ���� ������� � ��������

������� �������� ��� ���� ������

��������� ������� ��� ������� ������ ������ �� ��������� ����������� � ������� ������� �������

����� ���� ����������� ����� ����� ����� �������� �� ��� ���� ��� �������� ��������� ����



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

��� ���� ��� ���������� �� ��� ����� ����� ��� ���� ����

��� ���� �� ��� ������ �� ������ ������� �� ���� �� ������������ ���������� � ��������

�������� ���� ��� n ���������� ������ �� ��� n × k ������ M � ���� ��������� ��� ������

������ ���� ��� �� �� �������� ����� �� ��������

xk = xk−1 − (�M(i,∗), x
k−1� − yi)

M(i)

�M(i,∗)�22
������

�����

• M(i,∗) ∈ Rk �� ��� ith ��� �� ��� ������ M

• yi �� ��� ith ������� �� ��� ������ y

���� ��������� ������ ������ �� ������ � ����������� ���� ��� ������ ��� ������ ��

�M(i,∗), xk−1� = yi� ��� �� ���� �� ����� �� �� ���� ��������� �� ��� ������ M � ��� ����������

��������� �� ��� n ���������� ������ �� ��� ������ M ��� �������� ��������� ������ ���� xk

�� �������� �� � �������� �� Mx = y� ����� �������� � ������ ���� �������

�������������� �������� ���� ������ �� ������� ��� ��� ������� ���� ������� ����� �����

������ ��� �� ��� ������� �� ����� ��� �������� �� �������� ����������������� ��� ������� ��� ��

��������� ��� ��� ������ ���� ��� �������� ������ � ���� ������������� ���������� ���� ��

��� ������������

�� �� ���� ����������� �� ������ ���� ��� ��������� ������ ����� ��� ��� ������ M ����

���� � ���� �� ���� ��������� ������������ ������� �� ��� ��������� ������ κ(M) = 1� M ��

�� ��������� ��� ������ ��������� �� ���� ��� ���������� ������� � ������� ������ �����������

�������

�������� ��� ���� ��� ���������� ������� ��� ��� ������� �� ��� ������ M ���� �� �����

�� ���� ��������������� ��� ������ ��� ���������� ������ ���� ���� �� ���� � ������ ������������

�� ���� ����������� ��������� �� ����� ����

���� ������� �� ���� ����� ���� ��� ���������� ���������� ����� ������� ���� ������

������� ����������� �������� ���������� ����� �� ���� ������ ��� ����� ������ ����������� �����

��� ������������ ��� ����� �� �� ������� �������� ���� �� ���������� ������ ����� ����������

��� ���� ����� �� ����� �� �������� ���� �������� ������� ��������� �������� �������� ����

���� �������� ��� �������������������� ���������������������� ���������������������

���������������������� �������������������� ��� ���� ���� �������� ��� ��� ��� ����

���� � �����������������������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ���

������ ���� ����������� ����������� ���� ��� ������ ���� �� R2

������� ��������� �� ��� �������� ������

��� ����� ��������� �� ��� �������� ������� ���� �������� ���� ����� �� �� ��������� �����

����

• �� �� ����������� � ���������� ������� ���� ������ �� ������ ������������� ����� �� �����

������� ��� ����� ������� �� ����������

• ��� ������ �������� �� �� ����� �������� �� ��������������� �� ��� ����� ���������� ����

M ��� � ����� ��������� �������

�� ����� �� �������� ���� ��������� ���� �������� ���������� �� �������� ������ ����

���� ��������

• ������ ��� ���������� ��������� ���������� ��������� �� ����� � ���������� ������ 0 <

λ ≤ 1 �� 1 < λ ≤ 2 �����������

• ������� ��� ����������� �� ��� ���������� �� ��� ������� �������� �� ��� ����������� ���

���� ������ ��� ���������� �� ���� ��� �� ����������� �� ��� �� ��� ��� �������� ���������

���� �� ��� ����� ���� �� ������� ������� �������� �� ��������� ���� �������� � ������ ��

���������

• ���� ��� � ������ �� ��� ����������� ��� ����� ��� ���� ��������

• ��� �������� �� ��� ����� ����������

��� ����� ���� �� ����� ��� ��������� ����������� ���������� ��� �� ���������� ����� ���

��������� �������� ����������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

xk =
1

n

n−1�

i=0

xk−1 − (�M(i,∗), x
k−1� − yi)

M(i,∗)
�M(i,∗)�22

������

= xk−1 − 1

n

n−1�

i=0

(�M(i,∗), x
k−1� − yi)

M(i,∗)
�M(i,∗)�22

������

�� �� ������� ������� ���� ��� ��������� ����������� ��� ��� ������ ���������� ��� �� ����

����� �� ��������� ��� ���� ���� ���������� ������� ��� ������ ������������� ���������� �� ����

���� ������ ��� � ������ ������ �����������

xk = xk−1 − 1

n
M tW (Mx− y) ������

����� W �� � �������� ��������� ������� ����� ���� Mi,i �������� ��� ������� �� ���

������� L2 ���� �� ��� ith ��� �� M � Wi,i =
1

�M(i,∗)�22
�

�� �� ����������� �� ��� ���� ���� ����������� ��� �� ���� �� � ������� �� �������� ��������

���� �� �������� ���������������

������� ������������ ��������� �������

�� �������� ����� ��� ���������������������� ��� ���� ����������������������������

������� ������� �� �� �������� �������� ���� ��� ��������� ���������� ������ ���� �� ��������

�� ���� �� ��� ������� ��� � L2 ������������� �� ��� ���������� ������� M(i)�

�������� ���� ���� ��������� ������ �������� ��� � ������ ����� xj �� ����� j� ��� � ������

�� �������� ������� ���� ibeg �� iend ≤ n ���������� ������

xkj = xk−1
j −

�iend−1
i=ibeg

Mi,j
�M(i,∗),xk−1�−yi

�M(i,∗)�1�iend−1
i=ibeg

Mi,j

������

��� ���� ������ �� �������� ����� ��� �� �� ��������� ��� ��� ��������� ����� �� �������

���� ������ ��� ����� ��� �� ��������� �� ����� �� �������� ��� ���������� �� ������ �� �������

���� ��� �������� ������ �������� ����� ���� � ���������� ����� ���� ��� �� ������� ��� ��

�������� ��� ����� yi� ��� ���� � �������������� ����� ���� ��� �� ������� ��� �� �������� ��� �����

xj � ������ ���� ��������� ������������ ���� ������ ��� � �������� ��������������� ��������� ��

��� ���� �� ��� ������ ������ �� ��������� �� ��� ���� ����� ibeg = 0 ��� iend = n� ����� �� ����

��� ������� ��� ��� ���� ������� �� ����� ��� ��������� �������� �������� ����� ��������



���� ������ �������� ����������� � ������� M�x− �y = 0 ���

����� �� ������� � ������ ������������ �� ��� ����� ��� ������ �������� ��� �� ��������� ��

������ �����

xk = xk−1 −W1M
tW2(Mx− y) ������

����� W1 �� ��� ������ �� ��� ����� W1 =




1
�M(∗,0)�1 0 · · · 0

0 1
�M(∗,1)�1 · · · 0

���
���

� � �
���

0 0 · · · 1
�M(∗,k−1)�1




����� ���� �� �� ����W1M
t � ������ ����� ���� ���� �� �� �������� ����M �� �������������

��� W2 �� ��� ������ �� ��� ����� W2 =




1
�M(0,∗)�1 0 · · · 0

0 1
�M(1,∗)�1 · · · 0

���
���

� � �
���

0 0 · · · 1
�M(n−1,∗)�1




����� ���� �� �� ���� W2M � ������ ����� ���� ���� �� �� �������� ���� M �� �������������

������������� ��� ���� �� ��� W1 ���������� �� ��� ���� ���������� �������� M t ��� ���

���� �� W2 ���������� �� ��� ���������� �������� M �� ����������� �� ����� �� ������ � �������

�������� ���� �� ������ ��� ������� �� ������������������������� ���������� ��� ��� ���������

�����������

��� ��������� ��� ��� ������ ���� �� ���� ��� ��������������� �������� M t �������� � ������

������������� �������� �� ��� ��������� ���� ��� ���������� ������ �������� ��� � ������� ����

���� �������������� ���� ����W1 �� �� �������� ������� ��� ��� ���� ���� ����������� ������

������ ������

����������� �������� �� ��� ���� ���������� �� ��������� �� ���� ������� ��� ���� �������

�� �����������������������

������� ����� ������� ���� ��� ���������� �������� ������

�� �� ����������� �� ������� ����� ������ �� ��� ���� ��� ���� ������������ ���������� �����

��� �� �������� ��������� ����� ��������� ������ ������ �� ����� ����� ������������ �����

���� ���� ��� ��� ��������� ������� �� ��������� �������� �������� ��� �������� �� ������

��������� �� ��� ��������� �� ���������� ������������� ����� ��� ������ ���� �������

���� ���������������� �������� �� ��� ���� ��� ���������� �������� ������� ���

����������������������� ��� ��� ���� ������� ���������� ������������ ������ ����

����� ��� ��������� �������� �� ����������������������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

��� ������ ����� ������

�� ��� ��������� ������������� �� �� ���� ��� ���� �� �������� �������� �� ���� ���� ����

����������� �� ������� �������� ��� ����� ���� ��������� ������ �� ���������� �� ������� ������

������ ����������

����� ������������

�� ���� ��� ���� ����� ��� �� ��� ���� ������ ������� ���� ����� �� ���� ����� �� �����

������� � ��� ����� ������ �������� ����� ��������� ������

argmin
x∈Rk

1

2
�Mx− y�22 ������

�� ��� ���� �� ������ ���������� �� ��� �� ���� �� � ������ ��������� ������� ����� �� �����

• x ∈ Rk ��� k ����������� ������� ������ �� �� ����������

• y ∈ Rn ��� n ����������� �������� ��������� ���������� �� ��� ��������� ����� �� �����

������������ y = Mx∗ + � � ����� ��� ����� �� ��� ������ � �� ������ ��������

�������� ������������ ���� ����� �������� σ2� � ��������� ��� ��� ����� ������ ��������

�� �� ��������

• M ∈ Rn×k � ������ ������������ ������� ���������� ��� ����������� �� ��� ������ ��

�� ��������� x∗ �� k ����������� �� � ����������� ����� �� ��������� n� ��������� �

����������� ����� �� ���� �� �� �� ����� �� �������� �� ��� ������

����� ����� ������ ��� �������� ���������

���� ��������� �� ���� ��������� �� ������� ������� �� ��� � ������ �������������� �� ���

�������� ����������

����� ������ ���� y = Mx∗ + � ��� ���� � �� � ������ ������� ���� ������� �� �������������

������������ ������ ���� � ∼ N (0,σ2) ��� �� ��� ����� y ∼ N (Mx∗,σ2)�

��� ��� ����� ������� ��� �� ���� �� ������ ��� ����������� �� � ��������� �������� x�

����� � ������� y�

p(x|y) = p(x)× p(y|x)
p(y)

������

����� �� ���� y ��� ����������� ������� ����� ����������� p(y) ��� ����� �� ���� ��

����������� �������� �� �������� ������������� ���� �� ���� ���� �� ���������� �� � �������� α0�



���� ������ ����� ������ ���

��� ������� ��������� �������� x� ��� ����� �� ��������� ���� �� ����������� ��������� �����

��������������� p(x) ���� Rk ��� �� ������� �� � �������� α1� �� ��� �� ������� ���� ���

��������� ���� ���� ����� ����� ����������� �������� ����� �� ������ ������ ����� �����

������ �� ����� ������� � ���������� ����� �������� ����� ���� ��� ����������� �����

�������� ���� ��������� �� ��� ����� ��� �������������������

�� ��� ������ ����� �� ��� ���� ��������� � �������� ������� �� ��� ����������� �����������

p(yi|x)� ������ �� ���� �� ������� ����� ������� �� ��� ��������� ������ �������������

p(yi|x) =
1√
2πσ2

exp−
((Mx)i−yi)

2

2σ2 ������

����� ��� ���� ���� ��� yi ��� ������������ ���� ��� ���� ������������� �� ��� �����

p(y|x) =
n�

i=1

p(yi|x) ������

������ ����� ��� �������� �� ������������ ��� �� ������� �� � ��������� ��������

p(y|x) = 1√
2πσ2

e−
�Mx−y�22

2σ2 ������

��� ���������� �� x ���� ������

p(x|y) =
α1√
2πσ2

exp−
�Mx−y�22

2σ2

α0
������

�� �� ��� �������� ��� ��������� �� ���� ����������� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��������� ��� 1
2 �

��� �������������� ������������ ������� ������� ���

max
x∈Rk

− 1

2
||Mx− y||22 ������

⇔ min
x∈Rk

1

2
||Mx− y||22 ������

����� �������� ����� ������ ��� ��������������� ����

������� ������ �� ��� ����� ������ ����� ��� ����������

��� �������� ��������� ��������� �� ��� �������� ������� �������� �� ����������� ���� ��

����� ��� �������� �� ��� ������ ����� ������� ��� ��������� �� ���� ������ ��� �������� �� ���



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

����� ������ ��� ��� �� ���������� �� ���� ������� �� ��� ����������� ������� ��� ����������

����������� ������ ��� ��� �������� ������������ �������� ���������� �� ��� ����� ������� ����

��� ���� �� ��� ������������� ���� ������ �� �����������

• ��� ����� �� ���������� ����� ��� ��� ������ � �������� �������� ������������

• ��� ���������� �� ��� ������ y ��� ��� �� ��������������

�� ������� ���� ���� ����� ��� �������� �������� ��� ����������� ��������������� �� ������

�� ������� ������ ��� ������ y �� ��� ������� �� �������� ���������� ���������� ������ ���

����� ������ ���������� ���� ������� � ������� ���� ��� ��� �������� ������� ������ ����� ��

����� ������� �� �� �������� �������� ������

��� ���� ���� ���� �������� ��� �������� ������������� ���������� ��� ��� �����������

����� ��� �������� �� � ���� ����� ������� ����������� ��� ������� ���������� ��� ������

�� ���� ������ �� ������� ��������� ���� �������� �� ����� �� �������� ��� ����������� ������

��������� ������ �������� ��� �� ��� �������� ������ �� ������ ����������� ���� ������� ��

��� ������ ������ ������� �� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� �� � ������ �������� ����

��� ��� ��� ��������� �� ���� ����� ��� ������ ������ ��� ��� �������� ������������� �����

�������� ���� ��� ���� ����������� ������������

������� ������������ ����� ������

���� ������� �� ��� �������� ��������� ������� �� ��� ������� ������ ��� ��� ������ ����

��� �������� ���������� ��� �� ������� �� ����� �� � ����� ���������������� ���������������

������ �������� ���� ��� ���������� ������������ �������� ���������� ��� ����� �� ��������

����� ��� ������������� �������� �� ���� ������� �� ��� �������� ������� �� ��� ���� ������

��� �������� ����� �� ����������� ���� ������� ����������� ������������� ���� ����� ���������

�������� ���� �� ���� ��� ����������� y� ��� ��� ���������� ������ �� ��� ������� Σ�

�� ������ ���� ��� ������������� �� � ����� Mx ����� Mx ∈ Rn ��� �� �������� ����� ���

��������� �������

L(y) =
1�

(2π)ndet(Σ)
e−

1
2
(Mx−y)�Σ−1(Mx−y) ������

������

�� � ���������� ������� ��� �� ��������� ��������� ��� �������� ���� �������� �� ��� ��

������������ �� �� ���������� ������ �� ��� ����� �� ���� ����� �� �������� ������� ����������

��������� �� ���� ��� ���������������� �������� ����������� ������������ �������� ���������

������� �� ������



���� ������ ����� ������ ���

�� ���� ���������� ��� ���������� ������ ��� �� ������� Σ = QtDQ� ���� ���� ��� �������

����� QtD−1Q� ��� ��� ��������� ������� ���������� ������� ��� �� �������

max
x∈Rk

− 1

2
(Mx− y)tΣ−1(Mx− y) ������

⇔ min
x∈Rk

1

2
(Mx− y)tQtD−1Q(Mx− y) ������

⇔ min
x∈Rk

1

2
(Mx− y)tQtD−1/2D−1/2Q(Mx− y) ������

⇔ min
x∈Rk

1

2
�D−1/2QMx−D−1/2Qy�22 ������

⇔ min
x∈Rk

1

2
�M �x− y��22 ������

����� M � = D−1/2QM ��� y� = D−1/2Qy

��� ��������������� ���� ��� �� ������� ���� ���� ������� ����� ������ �������� �� ���� ���

��������� ������������ ���� �� ������ �� ��� ��������� ������ ��� �� ��� ���� �� ������������

��������� ��� ������� ����������� �� ���� ��������� ������ ���� Σ �� ��������� ��� ���� �������

���� ������ ��� ��������� ����� ��������� �� � ���������������� ������� ��������� �� ����������

��� ��� ������ �� �������� �� ��� ������ ����� �������� ����� ��� ������������ ���������������

���������� ��� ��� �� ����� ����� ��������� ��������� ��� ��������� ��� ������ ������� ���

���� �� ��������������� ������ � ������������� ����� �� �������� �������� ������� ���

���� ��������� �� ��������������

����� ���������� ��� ��������� �� ����� ������

�� ��� ��������� ������������� �� ���� ������ ���� ��� ��������� P � ������������� B ����

������� ��� �������� �������� ��������� ������� �� �������������������� ���� ������ ����

��� BP �������� �� �������� �������� �������� �� ������ ������� �� ��� ������� � ��� �

�� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ���� � ������ ���������� ����� �� ����� �� ���� ������

���� ���� �� ��� ������� ���� ��������� ��� ���� ���� ��� ���������� �� ��� BP ������ ��� ��

�������� ���������� �� ��� ����������� �� ��� ����� ������ ��������

������� ����������

�� ������ ���� � ����������� ������ ������������� �������� f : Rk → R� ��� ��� ��������

��������������������

�∇f(x)−∇f(y)� ≤ l�x− y�, ∀(x, y) ∈ Rk × Rk ������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

�� f �� � ��������� ����������� ���� ��� ����� ������� �� �� ���� �� ���� ���� ���� ������� �� �

��������� �� ��� �������� ���� �� ��� ������� H� �H� ≤ l� ��� ���� �H� �� ������ ��� ����

��� ���������� �� ������� �� ���� ��� ����� ������� ���� ��� � ����� ������� ���������� ���

H �� ����� �� ��� � ���������� �� ������ �� ��������� �������� ���� �������� ��� �� ���������

���� �� ����������������������� ��� �� ���� ������ ����� ��� ����� �������

������� ���������

��� f �������� ������ ������� �� ������ �� ��� ��������� ��������� ������

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀(x, y) ∈ Rk × Rk,λ ∈ [0, 1] ������

�������� g(λ) = f(λx+ (1− λ)y)

���� f �� ������������� �� ����� ����� y� ����� �� �� ���������� ���������� ��� ���������

������ �� ∇f(y), x − y� = 0 �������� ������ � ���������� ��������� �� ��� ����� �� f � ���

�� ������ �� �� ����� � ������ ����� ����� ��� f �

f(x) ≥ f(y) + �∇f(y), x− y�, ∀(x, y) ∈ Rk × Rk ������

���� f �� ����� �������������� ����� �� ������� ���������� ��������� ���� ������� ����

������ ��������� ���� ������������������ ����� �� ��� �������� ����������� �� ��� �������

�� f � H�

H � 0 ������

�� ��� ������ ����� ������� ���� ������� �� ��� ��������� ������� �� �������������������

������ �������� ��� ����� ������� ���� ��� � ����� ������� ���������� ��� H �� ����� �� ���

� ���������� �� ������ �� ���������

������� ������ ���������

��� f � ������������� �������� ���� ���� �������� ��� �� �������� �� ����� ��������� ���� ���

������������� �� ��� ���� f �� α �������� ������ ���

f(x)− f(y) ≤ �∇f(x), x− y� − α

2
�x− y�22, ∀(x, y) ∈ Rk × Rk ������

f(y) ≥ f(x) + �∇f(x), y − x�+ α

2
�x− y�22, ∀(x, y) ∈ Rk × Rk ������



���� ������ ����� ������� ���

�� ��� �� ���� �� ��� ������ ���� ���� ���� �������� ����� ���� ��� ��� �������� ������

��������� �� ��� ����� x ∈ Rk� �� ��� ��� � ��������� ����� ����� �� f � �� ��� ���� �� �����

���� ��� ������� �� � �������� ������ �������� ���� ������� H − αId � 0�

������ �� ��� ���� �� ��� ������ ����� ������ ������ �� ��� �������� �� BP � ��� �� ���� ������

�� ��� �������� ����� ����� �� ��� BP ������� �������������� �� ��������� ���������� ���� �����

���� ��� ����� ������� �� ��������� �� ������������������� �� ��������� ������������

������� ��� ����� ������ ����������� ���� ������� �� ��� ����� ������� ��� ���� �� ���

������������ ��� ���� ����� ������ ����� �� �� ��������� ����� �� ���� ��� ��� ����������� ��������

��� ������ ����� �������

�� ��������� ������������ �� ������ �������� ��� ����� ���� �� ���� ����������� ���������

��� �� ����� �� �������������������������� �� ���� �������� �� ���� ��� �� ������ ���� �� ���

���� ��������� �������� �� ���� ���������� ��� ��� ���� ��� ���� �� ������� ���� �����������

���������������

�� ���� �������� �� ���� ������ ���� �� ���� �� ����� � ������ ������� �� ��� ����M tMx−
M ty = 0� ����� ��������� ��� ����������� ����� �� ��� ���������� �� ��� ����� �������

����� ������ ���������� ���� ������ �� ��������

������ ��������� ��� ������ �� ������� ���� ������������� ������ ��������� �� ��� ����������

���� ����� ��� �������� �� ��� ��������� ���������� ��� x ����� �� 0�

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + . . . ������

=

∞�

n=0

xn ������

�� �� ����������� �� ������ ���� ��� ����� ���� �� ���� �������� ��� ���� �� ����������� �� ���

��� �� ��� ����� �� � ��������� ������ ���� � ������ ����� �� x� ����� �� ����� ���� |x| < 1�

��� ��� ���� �� ��� ��������� �� ���� ������ ����� M ��� �� ������������ �� �� ����������

���������� ����������� �� ���� ��� ��� ����� ��� �� �������������� ������������ �� ��� ����

����� ������ ����� ���������� �� ���� ��� �� ����������� ���� ��� ������ ���� �� ���� ��������

��������� ��� �������� ��������� �������� �� ��� ��������� �������� ���� ���� � ���� ����

���� ������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

(Id−M)−1 = Id+M +M2 +M3 + . . . ������

=

∞�

n=0

Mn ������

���� ��������� �� ����� ��� �������� ����� �������� ���� �M� = |λ(M)max| < 1� ��� ��

������ ����� ��� ��������� ��������� ����� ���� ��� ����� ����������� ����������� ����� �� �����

����� �������������� ���������� ����� xn�

����� |λ(M)max| = c �= 0� ��������� ��� ������� ������� ���� �� ��������� ��������� ��

��� ������ ��� �������� ����� ������ �� ��� ��������� �������� ��

�
Id−

�
M

c

��−1

= Id+
M

c
+

�
M

c

�2

+

�
M

c

�3

+ . . . ������

(cId−M)−1 =
1

c

�
Id+

M

c
+

�
M

c

�2

+

�
M

c

�3

+ . . .

�
������

=
1

c

∞�

n=0

�
M

c

�n

������

������ ���� �� ����������� � �������� ������ M = cId − P � ����� P �� ���� ����������

����� ��

P−1 =
1

c

∞�

n=0

�
cId− P

c

�n

������

�� ���� ��� ��� ���� ������ ��������� �� ������ �� ��������������� ���������� �� ��� ����

�������

����� ��������������� ����������

��� �������� ���� �� ��� ������� �������� ���� �������� ������������� �� ��� ������ M ����

���� �� � ���� ����� ���������� ��� ���� �� ����������� �� ��������

Mx− y = 0 ������

(P − (P −M))x)− y = 0 ������

Px = (P −M)x+ y ������

P−1Px = P−1(P −M)x+ P−1y ������

x = x+ P−1(y −Mx) ������



���� ������ ����� ������� ���

���� ������� ��� ������ �� �������� �� � ���� ����� ������ �������� ���� ��� �� ������

����� ��� ��������� �����������

xk+1 = xk + P−1(y −Mxk) ������

xk+1 = xk + P−1rk ������

����� rk = y −Mxk �� ������ ��� �������� ��� P �� ������ ��� ����������������

��� ��������������� ����� ������� ���� ������ ����������� ���� ��� ���� ���� P−1 �� ����

�� �������� ��� ���������� P ��� � ��� ��������� ������� �� P ��� ���� ����� ���� ��

������ ������������ ���� ��� �������� �� ��� ���� �� ����������� ���������� ���� �����������

����������� ����������� ������� ���� ����� ��� �������� ����� �� ��� ������� ���������������

��� ��� �������� �� ��� ��������� ��� ��� ��������� ��� ���� ��������������������� ���

��������������������

�� ��� ������ ����� �� �� ������ ��� ��������������� ���� ���� P−1 = 1
λ(M�M)max

M� ��

��� �� �������� �� ��� �������� ������� ����������

����� ������ ���������

��� ���������� ��� �������� �� ��������������� ����������� ����� �� ���� ����������� ��� ����

������������ P �������� �� M ��� y ���� ���� �� ���� ��� ��� M ���������� �� P−1M ���

��� ��� y ���������� �� P−1y� ��� ��������������� ���������� ��� �����

�xk+1 = (Id−M) �xk + y ������

�������� �x0 = y� �� ��� �����

�x0 = y ������

�x1 = (Id−M)y + y ������

�x2 = (Id−M)2y + (Id−M)y + y ������

�������

���� ����� ��� ������ ������� �� ��� ������ ��������� ������� �� ��� �������� �������� ��

��� ���� ������� ����� �� ��� ����������� �� ��� xk �������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

�xk =

k�

n=0

(Id−M)ny �������

lim
k→∞

�xk = (Id− (Id−M))−1y �������

lim
k→∞

�xk = M−1y �������

�������

��� ���� ���� ��� ������� �� M �� y ��� �� ��������� �� � ����� ���� �� ������� �� ��� ����

Mny, n ∈ 0, 1, . . . ��� ���� ���������� �� ������� ����� � ���� ������� �������� ����� �� ���

��������������� �������� ����� �� ��� ������ ��������� ���� ��� �������� ������� ��� �����

��� ���������� �� M ��� ��� �������������� ���������� �� ��� ������ M �

�� ��� ������� ����� ��� ����� Kr ������� �� ��� r ���� ������� � Mny, n ∈ 0, 1, . . . , r−1 ��

����� �� ��� ������� ������ ��������� ��� �� ��� �� ����� ���� ��� ������ ���� �� ��� �������

Mny, n ∈ 0, 1, . . . , r − 1 �� ���� ����� r ≤ rmax� ���� rmax < k

����� ��������� �������������� �� ������ ���������

���� ��� �������� ������� ���������� � ���������� ���������� �� Mn� �� ��� ����� �����

�������� ��� ������ ������ K�

�
y My M2y . . . Mn−1y

�
�������

�������������� �� ���� ������ ���� ����� ������ �� ���� �� �� �� ������� ��� ��������

��� ��������� �������� �������� M ��� �� ������������ ��� ��� n �������� �����������

λ(M)0,λ(M)1, . . .λ(M)n−1 ���������� ���� ��� ������������ �v0, �v1, . . . �vn−1 �� ��� �����

y =

n−1�

i=0

αi�vi �������

Mny =

n−1�

i=0

αiλ(M)ni �vi �������

���� ��� �����
�
αmax
αi

��
λ(M)max

λ(M)i

�n
����� max ������ ��� ��� ����� �� ��� �������

����������� ������� 2n� ��� �������� �� ��� ������ �������� ������ ����� ��������� � �����

��� ������ �� ���������� ���� �� ��� ������� ����� �������������� �� � ���������

�� �������� ���� �������� ������� ���� ��� ������ ��������� �� ������������ ��������

���������� ������� ��� ���� ��� �������� �� My �� ������ ��� ���� �� ������ � ����� �� ���



���� ������ ����� ������� ���

������ ������ ��� �� ���������� ������ ������ ������� ����� ��� ����� �� ��� ���� �� ����

������ ��������� ��� ����� ���������� ������ ���� ��� ��� ������������ ������� �� �������

������ ��� �������� ���� ���������� ����� ������� �� � ����������� ������� ���� �����������

��� � ���� ������ �� ��������� ����������� ������� �� ����� � ������ �� ����� �����������

�� ����������� ����� ����� ���� ��� ������ �� �������������� ����� � ���� ������ �� �����

��������� � ����������������� ��� ��� ���������������

������� ������ ��� �� ���� �� � ������ ������������� ������� ���� ��� ��� ������ ��

�������������� ��� ���� ����� �� ��������� ��� ����������� ������������ ������� ���� �����

VpHppV
�
p = M � ���� Vp � ������� ������� ��� ������ ����� ������ �� ������� ��� ���������

������� �� Hpp �� � �������� ������������� �� ��� ���� LpDpL
�
p� �������� ����� ���� ���

���� �� �� ���� ����������� ����� ��� ��� �� ������� ������ ��� ��������� ����������� ��

����������� ������� ���� ��������� ���� ���� ��� ����� ������� ���� ����� ���� ������ ���

����� �� ��� �����

����� ������ ����� ��� ��������� ���������� �� ������ ����������

�� ���� �������� ��� �������� M−1y �� Mx = y ��� �� ��������� �� ����� �� Mpy, p =

0, 1, . . . , r − 1� ����� ��� �� �� ����� ��� ������� ������ ������

�� ���� ���� ���� ���� ������� ��� ������� �������� � ��� �� ������� ��� ������� ������

����� Vp �� � ����������� ������ ��� � �� ��� ��� ����� �xp� ��� ������������� �� ��� ��������

�� Mx− y = 0 �� ��� ������� ������� ������

�xp = Vp �sp �������

���� ���� ��� �� ������ ������ ����� ������� ���� ���� ����������� ��������� ����� �

• ��� ����� ������� �ep = x− �xp

• ��� �������� ������� �rp = y −M �xp

������ �������� ������� ������� ���� �� ���������� �ep �� �rp ����� ����������� ������

��� �� ��� ���� ������� ������� ���� ������� �� ������� ���� �� ���������� Lcz( �xp) ���

������ ������� �� ����� ��� ����� ������� ���� ��� �� ���� ����������� �� ��� ������� ���� ��

��� ����� ������ ����� ��� ������ ������� ������ �� ��� ������ M �



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

Lcz( �xp) = ��ep�2M �������

= �x− �xp�2M �������

= (x− �xp)
�M(x− �xp) �������

= �ep
�.(Mx−M �xp) �������

= �ep
�.(y −M �xp) �������

= �ep
�.�rp �������

�������

��� ������� ������ ��� �� ������ �� ��� ���� �� ������ ��� ������ �xp ∈ Kp ���� ���� ���

�������� �� x �� ������� �� ��� ����� ������� ����� Mn ������ �� M ���� Rn� ��� ����

������� �� ���� M �� �� ��������� ��� �������� �������� ��� ������ �xp ���� �������� ����

��������� �� ��� ���������� ���������� �� x ���� Kp ����� ��� ����� ������� �., .�M � ���������

��� ��������� �� ��� ����� ������� �., .�M ��� ��� ��������� �� ��� ���������� ����������

���������

PKp : Mn → Kp �������

x → �xp �������

�� ��� �����Mn �� ���� ���� ��� ����� Kp ��� ��� ���������Mn\Kp ��� ���������� ���������

�� ������ ���� ����� ����� ��� �� ���� Mn = Kp
�

M Mn \ Kp ��� �

∀(a, b) ∈ Mn ×Mn \ Kp, �a, b�M = 0 �������

�� ������������� �� �� ������� ���� �ep = x− �xp ∈ Mn \ Kp �� �� �����

� �xp, x− �xp�M = 0 ∀ �xp ∈ Kp, ��� x ∈ Rn �������

�xpM(x− �xp) = 0 �������

�xp.(y −M �xp) = 0 �������

�xp.�rp = 0 �������

�� �� ���� ����� �� Rn� ��� �������� �rp �� ������ ���������� �� ��� ������� �� Kp ����� �� �

��� ������� �� ��� ��������� �������� �� ���� �������� �� ��� ���� ��������

����� ��������� �������� ��������

�������� ��� �������� ��������� �������� ���� ����������� ����������� �� ��� ������ ���� �� ��

��� ������� � ������ ���� ����������� ������ � �������� ������� �������� �� ����������� ������

� ��� �������� ����� �sp� ��� M ����������� �� ��� �������� x̂ �� ��� ������ ��������� Kp

��������� �� ��� ����� Vp ��� �� ������ �������� ��� ���� ������ ������ �� ��� ������������

�������� ��������� �� ��� LDL� �������� ��������������

�� ����������� ����������� ����� ��� ������� �������� �xp ����� �� ����������� �����������

�� ��� ������ �������� Kp ����� ���������� ������� �vk, k = 0, 1, . . . , p − 1 ���� ��� ����� Vp



���� ������ ����� ������� ���

����� ����� �� �� ���� ��� ����������� ������ �� ����� ��� ���� ���������� ������� �� ����

���������� ��� ��� ���� ������ ����� ���� �����

�xp+1 = �xp + αp �vp �������

����� ������� ���� �� ��������� �������� �� ��� ��������� �� ������
�������

�� ���� ������ ���� ��� �������� ������ �sp �� ���� ���� �� ��� ���������� ���������� �� ���

������� �������� x̂ ���� ��� ������� ����� Vp� ��� �� �� ���������� ���� ������� �� � �������

����� ������� ��������� ���� ���� M ∈ Sn
++� �������� ��� ������� ����� Vp ������ ������� ���

���������� ���� ������� �� ��� ��������� ����� ������� ����� �� ��� �������� ������� �� �����

�� �� ��������� ���� ��� p ���� ����������� �� �sp �� Vp ���� ������ ��� ���� �� �sp+1 ���������

�� ��� ��� ����� Vp+1� ���� �� ���� �� ���� ��������� �� ��� �������� ���������� ��� ������

����������� �� ������� ���� Vp ��� �� �� ����� ���������� �� ������� � ���������� ������ ���

�� ����������

�� �������� ���� �������� ����� ���� ������ ���� ��� ������� �� ����� �� ���� ��������� ��

���� ����������� ������

Hpp �sp − V �
p y = 0 �������

Hpp �sp = V �
p y �������

Hpp �sp = �yp �������

�� �yp ��� �yp+1 ���� ������ �� ��� ���� ���������� ���� ���� ���� ����� �� �yp+1� �� ����

�������� �� �� ���� �� ���� � ��������������� ���������� �� ��� ������� �� ��� ����� Vp� ���

���� �������� ������ ����� �� Hpp �sp� ����� ����� �� ���������� ���




1 0 . . . 0

0
� � �

� � �
���

���
� � � 1 0

0 . . . 0 0




Hp+1p+1 �sp+1 = Hpp �sp �������

�������

����� ����� ���� Hpp ������ �� ����������� ����������� �� ���� Hpp ��� Hp+1p+1 ����

������ ���� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ������� ��� ���� ���� Hpp ������ �� �������� ��� �����

p�

�� ������� ���� ������ ������������ ������� �� �� ������� ���� Hpp ������ �� ��������� ��

�� ��� �� ���� �� ��� � ��� ������ ����� Wp ���� ���� ��� ��� Hpp �� ���������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

Hpp = W �
pMWp �������

������������ �� ����� ���� �� ���� ��� ������ ����� ������ ������� ���� ��� ��������� ��

������ ���� ����������� �� ���� ������� ���� ���� ��� ������� �rp �� ���������� �� Kp� ��� ��

������������� �rp ∈ Kp+1 �

�rp = M �xp − y �������

���� y ∈ K1� �xp ∈ Kp �� M �xp ∈ Kp+1� �� �������� ���� �rp ���� �� ��� ����������

���������� �� Kp �� Kp+1 ���� �� ��� ����� Kp+1 \ Kp ����� �� �� ��������� 1 ��� ��� ��

����������� ����� �vp� �� ����� �rp ��� �� ������� α�vp�

����� ������������ �� � ��� ������ ����� �����

��� ���� ������ �� ��� �������� ���� ��� �� �������� ���������� ���� � ������ ��������� ��� Rp

�� ��� ������ �� ��� ������� p ���� �������� ������� �rk, k ∈ 0, 1, . . . , p− 1� �� ��� ������

Rp = VpΔp �������

����� Δp �� � �������� ������� ��� �� ��� ��� ������ ���������� ����� ��� ��� ��������

������ �� Hpp �

R�
pMRp �������

=Δ�
pV

�
p MVpΔp �������

=Δ�
pHppΔp �������

=H̃pp �������

�������

����� ��� ������ H̃pp ���� �� ���������� �� ��� ���������� �� ��� ������ �������� M ����

Kp ��������� �� ��� ����� Rp �� ����� ����������� ��� �������� �������� ��� ������ �� �����������

�������� ������������� �� ��� ���� H̃pp = L̃pD̃pL̃
�
p ���� ���� �� ��� �����

R�
pMRp = L̃pD̃pL̃

�
p �������

⇔Δ�
pV

�
p MVpΔp = L̃pD̃pL̃

�
p �������

⇔L̃−1
p Δ�

pV
�
p MVpΔpL̃

−�
p = D̃p �������

⇔Wp = RpL̃
−�
p �������



���� ������ ����� ������� ���

������ ������� ���� Wp ��� ������� ���� �������� �������� ���� ���� � ����� �� Kp ���

���� �������� ��� ������� �������� ������ �� ��� �������� �������� ���� ��� ��� ���������� ��

���� ����� ���� ������� �� ��� ����� ������� �., .�M �� Mn�

������� ���� L̃p �� ���������� �������� �� ������������� �� ���� �� ��� �������� ����������

����� �� ��� ���� ������ � ����� ���������� ������� ���� �w0, �w1, . . . , �wp−1 ��� ������ ������ ��

Wp� �������� ���� γ0, γ1, . . . , γp−1 ��� ��� ����������� �������� �� L̃p�

WpL̃
t
p = Rp �������




 �w0




 �w1


 . . .


 �wp−1









1 γ0 0 . . . 0

0 1 γ1
� � �

���
���

� � �
� � �

� � � 0
���

� � �
� � � 1 γp−2

0 . . . . . . 0 1




=




 �r0




 �r1


 . . .


 �rp−1






�������

���� ����������� ��� ���� �� � ��� �� ��������� wj+1 ���� � ������ ��������� �������

�������� ���� �x0 = �0�

WpL̃
�
p = Rp �������

⇒�r0 = �w0 = y −M �x0 ��� �������

�rj+1 = �wj+1 + γj �wj �������

⇔ �wj+1 = �rj+1 − γj �wj �������

�������

���� ������������ ������� �wj+1 ��� �wj ��� �� ������� ���������� �� �� ��� ��� ���� ���� ���

������� ���� Wp ��� �������� ���������� ���� ������� �� ��� ����� ������� ������ �� M �

� �wj+1, �wj�M = 0 �������

⇔� �rj+1 − γj �wj , �wj�M = 0 �������

⇔ �rj+1
�M �wj − γj �wj

�M �wj = 0 �������

⇔γj =
�rj+1

�M �wj

�wj
�M �wj

�������

�� ��� ���� �� ��� �� �rj+1 ��� �� ����� ����� � ������ ���������� �� �� ��� �� ���� ��

��� ��� ��������������� ������������ �� wj+1 ������� ���������� �



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

�xj+1 = �xj + αj �wj �������

M �xj+1 − y = M �xj + αjM �wj − y �������

�rj+1 = �rj + αjM �wj �������

�������

����� �� ��� ��� ��� ���� ���� �rp �� ���������� �� Kp� ��� ���������� �rj �� ���������� ��

�wj−1 �� ���� �� ��� ������

� �rj+1, �wj� = 0 �������

⇔��rj + αjM �wj , �wj� = 0 �������

⇔��rj , �wj�+ αj�M �wj , �wj� = 0 �������

⇔�rj
� �wj + αj �wj

�M �wj = 0 �������

⇔αj =
−�rj

� �wj

�wj
�M �wj

�������

����� ��������� �������� ��������� �� ��������

��� ����� �� ��� ��������� �������� ��������� ���� �� ��� ���� ���� �� ����������� ������ �

�������� ������� ����� ��� �� ������ ��� ���������� ��� ���������� ������� ������������ �����

��� �������� ����������� ���� �������������� �� �� ��� ������ �� ��� ��������� ���������� ������

�� Rn ��� ������� �� � ����� �� �������� ���������� ������� ���� ������� �� ��� ������ M �

������ ��������� �������� ����� ��� ����������� ����� ����� ��� �������� �� ��� �������� f(x) ��

���� �� �������� �� ��� ������� �������� �������� � f(x) = 1
2(x− �̂x)(Mx− y)�

�� ������� ����� ������� ��� ���� �� ����� � ����� ���� �� ��� ����� �� ����� ���������� ���

����������� �� ��� ������ M ������ �� ��������� ���� �� ��������� ����������� ��� ���������

�������� ����� �� ����� ��� �������� �� ������� ������� ���� ��� ����� ������� �� ��������

��� ��������� ������

������ ����� ������� ���� ��� ������ �������

�������� ��������� �������� �� ��� �� ��� ���� ������ ������ ������� ����� ����� �� � ����

������ ��� ����� ����� ������������� �� ���� ��� ����� ��� ���� �������� �� ����������� ��������

��� �������� ����� ������� �� �� �������� �� ������ �� Lcz() ���� �������� ���� �������� ��������

�� �� ��������� ��������� ���� �� �������� ���� ��� ������� �� ��� ��� ��� ������������� �����

��� ����� ������ �������� ����� �� ����� ��������� ���������� ���� �� ������ �����������

��������� �� ������� ����� ��� �������� ��� ������ ��� ��������� ��������� ����� �����



���� �������� ������� ���

��������� � ����� Mx− y = 0

�������� M ∈ Sn
++ ��� �������� ������� ����

��������������

�r0 = y

�w0 = �r0
j = 1

����������

����� j ≤ n ��

αi−1 =
�ri−1

� �wi−1

�wi−1
�M �wi−1

�xi = �xi−1 + αi−1 �wj−1

�ri = �ri−1 − αi−1M �wj−1

�� �ri �= �0 ����

γi−1 =
�ri

�M �wi−1

�wi−1
�M �wi−1

�wi = �ri − γi−1 �wj−1

����

��� ����������

��� ��

��� �����

�� ����������� �� ���������� ���� ��� ������� �� ������� ��� �������� ��������� ����� � ���

���� ���� ������ ��� ���� ���� � ��������� ������� ��� ��� ���� �� ����������������������

����� ��� ������ ������������ ��� ����� ��������� ��� ����� �� ���������������

��� �������� �������

����� � ��� ���� ������ ����� ������

�� ���� �� ���� ����� ��� �������� ���� �� ��������� ��� �������� ������� ���������� ��

����������� �������������� ������� �� ������� �� �������� ������� �� � ������ ����� ������������

������� ���� � ���� �������� �� ��� �������� �� ���������� ���� �������� ����� ���� ���� �

���� �� ��� ���� �� ��� ������ ����� ������� ���� ���� ��������

������� ������ ������

������ ������ �� � ������ ������ ������ ���������� �������� �� ����� �� ��� ����������� ���

���� �� � �������� ������ �� �� ���� �������� �� ���� ��� ����� ���� ���������� ���� ���� ��

��� �� ����� �� ������ ��� ��������� ������������

��� �� ��� ���� ��������� �� ������ �� �� ���� ���� ��� �������� ����� �������������� ���

�������� f : x
Rn

�→ f(x)
R

� ������� ��� � ���� �� ��� ����� �� ���� ������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

��� ����� ���� �� ������ ������ �� �� ��������� ��� �������� �� ��� ������� ���������

��� ��� ���� �� ��� ������ �������������� ��� ������ ��� ����� �� ��� ������� �������� ������

�������� � ��� ����������

��� ������ ���������� flin �� ����� a� ����� ������ ����� ������

flin,a(x) = f(a) + �x− a,∇f(a)� �������

����� �� ������ ���� ∇f(a) =




∂f(a)
∂x0
∂f(a)
∂x1
���

∂f(a)
∂xn−1




���� �������� flin,a(x) �� ���� ����� ���

flin,a(x) = 0 �������

f(a) + �∇f(a), x− a� = 0 �������

�∇f(a), x� − �∇f(a), a� = −f(a) �������

�∇f(a), x� = �∇f(a), a� − f(a) �������

���� ������ ������ �������� ������ �� ��������� ���� ����� ��� ������� �������� ��� ��

��������� �� ����� �� ��� ��� ���� ��������

���� �� � ������ �������� �� ��� ������� ��� � �� ����� ��� ����� ����

������� ��������� ������ ������ ��� ������ ������������

�� ��� ��������� ��� ������ ���������� �� ������ ��� ���� �� �� ��������� ��������� ����� �����

�� ���� ��� ������� ���� �� ����� ���� �� ���� �� ����� �� ������� �������� ���� ������������

��������� ���� ��� ������ ��� ����� �������������� �� ����� ������ �� ������ �������� ���� ���

���������� �������� �� ��� ������� ������ �� ������ ��� ���� �� ��� ���������� �� ��� ���������

����� �� �� � ���� ���� ����������� ����������

�� ���� ������� f(x) �� ∇f(x) �� ��� �������� ��������� �� ������ ��� ������� ��������

�������

∇flin,a(x) = 0 �������

∇f(a) +Hf (a), (x− a) = 0 �������



���� �������� ������� ���

������ ���� ������ �������� �� ������ ��������� ��� � �� ��������� ��������

���� �� ������ ���� Hf (a) ��� ������� �� f �� a ��� �� ������ ��

Hf (a) = ∇∇f(a) =




∂f(a)
∂x0∂x0

∂f(a)
∂x1∂x0

· · · ∂f(a)
∂xn−1∂x0

∂f(a)
∂x0∂x1

∂f(a)
∂x1∂x1

· · · ∂f(a)
∂xn−1∂x1

���
���

���
���

∂f(a)
∂x0∂xn−1

∂f(a)
∂x1∂xn−1

· · · ∂f(a)
∂xn−1∂xn−1




�������

��� �������� ��������

∇f(a) +Hf (a)x−Hf (a)a = 0 �������

Hf (a)x = Hf (a)a−∇f(a) �������

x = H−1
f (Hf (a)a−∇f(a)) �������

x = a−H−1
f ∇f(a) �������

�� ��� ������ ���� �� ���� �� ������� H−1
f � ��� ������� �� Hf � �������� Hf �� � ����

������ ������� ���� ������ �� ���������� �� � ���� ������� ���� �� ��� ������� ����� ����������

���� ������� ���� ���� ����������� ���������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

������� ������ ����� ������ �� ��� ������ ����

��� � ������ ��������� ������� ���� �� ��� ����� ������ ������������� �� �� ���� ������ ��

����� ���� ��� ������ ������ ��������� �� ���� ��� ����� ��� �� ���������� �� ������� ���

������ �������� ����� ����� ��� ��������� ��������

• f(x) = �Mx− y�22
• ∇f(x) = M tMx−M ty

• Hf (x) = M tM

��� ������ ������ ��� �� ���� �� ��� ��������� ������� ��� ������ �� ������� ��� �����

�������������� �������� �� ������� �������� ������ x0� ��� ���� ������� ������

x1 = x0 −H−1
f ∇f(x0) �������

= x0 − (M tM)−1(M tMx0 −M ty) �������

= x0 − (M tM)−1M tMx0 + (M tM)−1M ty �������

= (M tM)−1M ty �������

= M+ �������

������� ��� ���� ������� ����������

������ ������ �� ���� ������� ��� ��� ����� ������ �������� �������� ������� �� ������� ��

��� ������ �������� �������� �� �� ����������� �� ������ ���� ��� ��� ��� � ���� ����� ����������

�� H−1
f ������� �� ��������� ��� ���� �������� ����� ���� � ������ ���� �� ��� ��������� �������

xk+1 = xk −H−1
f ∇f(xk) �������

�� ��� ����������� ���� ������ �� � ���� ����� �������

xk = xk −H−1
f ∇f(xk) �������

xk = Txk �������

�� ������ ����� ���� ��� ������ ���� ����� �������� ���� ����� �� ��������� ��������� ��

��� �������� T : x → x − H−1
f ∇f(x) �� � ������ ������������ �� ��� ����� ������ ����� ����

������� �� �� �������� ���� ����������



���� �������� ������� ���

��� ������ ��������� �� �� ������ ρ ∈ [0, 1[ ���� ����

∀(x, x�) ∈ Rn × Rn, x �= x� : �Tx− Tx�� ≤ ρ�x− x�� �������

�x−H−1
f ∇f(x)− x� +H−1

f ∇f(x�)� ≤ ρ�x− x�� �������

�x− x� +H−1
f ∇f(x� − x)� ≤ ρ�x− x�� �������

�(Id−H−1
f ∇f)(x− x�)� ≤ ρ�x− x�� �������

�(Id−H−1
f ∇f)��(x− x�)� ≤ ρ�x− x�� �������

�Id−H−1
f ∇f� ≤ ρ �������

�� ��������� ������ ������������� AH−1
f

�� H−1
f ���� �� ������ ����������� ��� ��������

��� ����� ��������� �� AH−1
f

= 1
�Hf�Id� ���� ������ �� � ������ �������� �� ��� ��������

�������� ��� �� ���� �� ������� ����� �������� �� ������ ����������� ���� ��� �������� ������

������ ��� ������� �� ��� ����� ����� �� ��� ������� ���� ��� � ����� ������ �� �� ��

������������� ����� �� ��� ������� ���� ���� �� ���� ������ ��� ���������� ����� �������� ���

��� ������������ ��������� ���� ����� �� ������� ����� ���������� �� ��� ������������� ����������

��������� �� ���� ��������� �� ��� �������� ������ ����� ��� ������� ���� ���� �� ������� ����

����� �� ������ ���������� ������������

������� ������ �������� ��� ����� ������ ������

��� ���� ���� ��������� Hf �� � ����������� ����� ���� ���� �� � ������� �� ������������ �����

���� ����� H−1
f �� H−1

f ∇f(xk) �� ������������� ����� ������ ��� ����� �� ������������

��������

�� ��� ������� ����� �� ������ ���� ��� ������ ����� ������ ��������� �� � �������� f ��

������ ����� �����

f(xk +Δx) ≈ f(xk) + �∇f(xk),Δx�+ 1

2
ΔxtHfΔx �������

����� ���������� ���� ������� �� Δx �����

∇f(xk +Δx) ≈ ∇f(xk) +HfΔx �������

���� ������� ��� � Δx ���� ���� ���� ���������� ��������� �� ���� ��� ����� ������

������������ �� ������ �������� �� ���� �����������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

0 = ∇f(xk) +HfΔx �������

HfΔx = −∇f(xk) �������

Δx = −H−1
f ∇f(xk) �������

������� ���������������� ��� ����� ������ ������

�� ����� �� ���������� ����� ���� �������� �������� ������������������ �������� ��� ����

���� ������� � ��� ����� ������������� ��� ��� ������ �������� ���� ������� ���� �����

Hf (x
k+1 − xk) = ∇f(xk)−∇f(xk−1) �������

xk+1 − xk = −H−1
f (∇f(xk)−∇f(xk−1)) �������

Δx = −H−1
f Δ∇f(x) �������

����� Δx = xk+1 − xk ��� Δ∇f(x) = ∇f(xk)−∇f(xk−1)�

���������������� ���� �� ������ �� ������ ���� H−1
f ������ λId� ���� �� ��� �������� ���

����� ������� ��� ���� ����� ��� ��� λ ���� �� ����� �� ������� ����� ��� ����� ����� ������

������������ �� ��� ����� ������ ������

λ� = argmin
λ∈R

�Δx+ λIdΔ∇f(x)�22 �������

��� ������� �� ���� ������ ��� ����������� ��������� �� �������� ���

λ� = − �Δ∇f(x),Δx�
�Δ∇f(x),Δ∇f(x)� �������

��� ������ ������ �������� ���� ���������� ����

xk+1 = xk +Δx �������

xk+1 = xk −H−1
f ∇f(xk) �������

��� �����

xk+1 = xk − �Δ∇f(x),Δx�
�Δ∇f(x),Δ∇f(x)�∇f(xk) �������

�� ��� �� ������� ���� ��� �������� ������ ��� ���� �� ���������� ������������� ����

λ� = argmin
λ∈R

�λΔx+Δ∇f(x)�22 �������

��� ������� ��������� ��� �� ����� ���� ����� ����

λ� = − �Δx,Δx�
�Δx,Δ∇f(x)� �������

��� ���� ��� �������������� �� ���� ��� �� ���� ����������



���� �������� ������� ���

������� ����� ������� ���� ���������������� ������������

�������� �� ������ �� � ������������� ���������� ��� ��� �� ����� � ���� ������ ��� ��������

������� ���� ���� ��������� ����� ���������� ���� ��� ��������� ��������� ��������� ����� ����

����� ����� ��� ���� �������� �� ������� � ���� ����������� ������ ��� �������������������

��������� ��� �� ���� ����� ���� �� ���������� �� � ���� ���������� ������� �� ���� ��������

��� ��� �������� ��� ��� � · �22 ���� ��������� ����� ��� ��������� ��������� ���� ��� ��

������� ��� ��������� �� ��������� �� �� ���� ���� ������ ���� ��� ��������� �������� ������

������� �� ���� ������� �� ����������� ������ �� ���� ��� ����������� �� ��� �� ��� �������

������ ������� ���������� �� ������ ��� ������� ��� �������� ��������� ��� �������� �� ����

�������

�� ����� ������� ����� ��� ���������� ��������� ��� ������ �������������� �� �������

��� ������������� ������ �������� ��� ������������������� ����� ������� � ����������

������� ���� ��� ������� �������� ��� ������ ���������� ���������� ��� �� ��� �������� ��

���� ��������� ���� ��� �� �������� �� ������ � ��� ������� ��� ���� ��������� �� �������

������ �����������

����� ������ ���� ���� �� ��� �������� �������

�� �� ���� � ���� ���� �� ��� ������ �� ��� �� ������� �� ��� ��� ���� ��� ������� ����

�������� � ��������� ��������� �� � ���� �������� ������� �� ������ �������� �� ����� �������

��� ����� ����� ������ ���� � ������� ������� ��� ���� � ���� ��������� ���� ��������� ����

�� ������ �� ������ ��������� ����������� �� ����� ����� ��� �� �� �������� ��������

λk = argmin
λ∈R

f(xk − λ∇f(xk)) �������

���� ������ ��� ����������� ��������� ����� ������������� ��� ������� � ������� ��� ������

�� ����� ��� ��� ����� ����� ��� �������� ��������� ��������� ����� �� � ������ ���� ��������

��� ��� ����� ������ ����������� f(x) = �Mx−y�22� ����� �������� ����� ∇f(xk) = M tMxk−
M ty�

c(λ) = �M(xk − λ∇f(xk))− y�22 �������

= (xk − λ∇f(xk))tM tM(xk − λ∇f(xk)) + yty − 2yM(xk − λ∇f(xk)) �������

=λ2(∇f(xk))tM tM(∇f(xk))

− 2λ(∇f(xk))tM tMxk + 2λyM∇f(xk)

+ (xk)tM tMxk + yty − 2yMxk

�������

�����������������



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

���� ������ ������ ����� ���������� ��� �� �������������� ��� ������� �� �����

0 =
∂c(λ)

∂λ
�������

= 2λ(∇f(xk))tM tM(∇f(xk))− 2(∇f(xk))tM tMxk + 2yM∇f(xk) �������

⇔ λ =
(∇f(xk))tM tMxk − ytM∇f(xk)

(∇f(xk))tM tM(∇f(xk)
�������

=
(M tMxk −M ty)tM tMxk − ytM(M tMxk −M ty)

(∇f(xk))tM tM(∇f(xk)
�������

=
(M tMxk)t(M tMxk)− 2yM(M tMxk) + ytMM ty)

(∇f(xk))tM tM(∇f(xk)
�������

=
(M tMxk −M ty)t(M tMxk −M ty)

(∇f(xk))tM tM(∇f(xk)
�������

�������

���� ���� ���������� �� λ� ��������� ��� ���� ��� ������� k ���� ������

λk =
�∇f(xk)�22

�M∇f(xk)�22
�������

���� �������� �� ���� ����������� �� ��� ����� �� ������� ��� ������� ��������� �� ���� �������

�� ��� �������� �������� �� ��� ����� ������ ������� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ����

������� ���� ���� �� ���� ���������� ���� � ������ ������������ � ��� ������������� �������� ���

��� �������� �� ���� ����� ����������� ���� �������� ������ ���� � ������ ����������� �����

���� ��� ��������������� ���������� ����� �� �������� ���� ����� ����� ��������� � ���������

�������� �� ��� ���� ��������� ���� ���������������� ��������� ������ �������

����� �������� ������� �� � ��������� ��������

������� ��������� ��� �� ���� �� ������� �� ����������� �������������� �� ��� �������� ����

���� � �������� ��������� ������� � ������ ���� �� �������� ������� ��� ��� ��������� �������� f

��� �� ������ �� � �������� ������� ��� ��� ��������� gxk � ��� ���� ����� ������ �����������

�� f �� xk� �� ���� �� ��������

gxk(x) = f(xk) + �x− xk,∇f(xk)� �������



���� ���������� ���������� ��� ����� ������ ���

����� ����� ���� ��� ��������� �������� �� gxk �� xk ������� �� � �������� ������� �����

proxλg
xk
(xk) = argmin

x∈Rn
f(xk)� �� �
��������

+ �x− xk,∇f(xk)�� �� �
��������� ��� x=xk−γ∇f(xk)

+
1

2λ
�x− xk�22 �������

= min
γ∈R

�xk − γ∇f(xk)− xk,∇f(xk)�+ 1

2λ
�xk − γ∇f(xk)− xk�22 �������

= min
γ∈R

− γ�∇f(xk)�22 +
γ2

2λ
�∇f(xk)�22 �������

= min
γ∈R

�∇f(xk)�22(
1

2λ
γ2 − γ) �������

= min
γ∈R

1

2λ
γ2 − γ �������

��� ���� ���������� �� � ������ ������ ��������� ���� ����� ���������� ��� �� ������� ��

�����

1

λ
γ − 1 = 0 �������

γ = λ �������

���� ������ ������������� ������ �� �� ���� � ��� �������������� �� �������� ������� ���

������� �� �������� ����� ������� ���� ���������� �������� �� ��� �������� ����������� �� ����

����� �� � ��� ����� �� ���� �� ��������� ��� ������� �� ��� ���� ���� �� ��� �������� ��������

�� ��������� ��� �������� ���� ������ ���� ��� ���������� �������� ������� ���� �� ��� ����

��������� �������� �� ��� ��������� �� � ������ ����� ������� ���� �������� �������� �����

������� ���� ���� ���� ������� �� ��� ��������� ��������� ��� ����� ������ ��������� ����� �� ���

��� �������

��� ���������� ���������� ��� ����� ������

����� ������������

�������� M �� � ������ �������� ����� ������ �� �� ���� n× k� �� ������ ���� ��� ������ �����

������ ������

argmin
x∈Rk

1

2
�Mx− y�22 �������

�� �� ������ ����������� �� ������ ����� ����� ��� ��������������� �������� ��������� ������

���� ������� �� ������������������� ��� ����������� �� ��� ���� �� ���������� �� �����



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

�� �� �� ����������������� ��� ������ ���������� �� ��������� ���� ������ �� ������� �

�������� �� ���� ��� ������ ��� ��� ���� �������� �� ������ ������� ����� �� ���� ����� ����

������� ��� ������ ���������� ��� ��� ���� ��������� ������ ������ �� ������� ��� �����������

���� � �� ��� ����������� ����� �� ���� �������� ���� �� ��� �������� �� �� ����������

����������� ����� �� � ���� ����������� ����������� ���� �� ����� �� ������� ������� �������

����� ��� ���������

�� ����� �� ����� ���� ������ �� ��� ������ ������� ����� ������� �� ���� ���� ���� ��

�������� ��� ������� �������� �� ����� �� ��� �� ��� ��������� ���� ����������

����� �������� ��������� ���������

������ �� ���� ��� ��� ��������� ����������� ��� ��� ��������� ���� �������� ��������� �������

argmin
x∈Rk

f(x) + g(Ax) �������

����� � ��� � ������ �� ������ ������������ �� ��� ����� �� �������� f �� � ������� ���������

f(x) = 0� ��� � �� g(x) = 1
2�x− y�22 �� ���� ����� ��� ������������������� ������� ����� ����

��� ��� ����� ��� ��������� ���� ��������

argmax
u∈Rn

− f∗(−L∗u)− g∗(u) �������

⇔ argmin
u∈Rn

f∗(−L∗u) + g∗(u) �������

����� ��������� ���� ���������

�� ����� �� ����� ��� ������� ������� �������� �� ���� ��� ��� �������������� �������� �����

������

���� �� ������� ��������� x0 ��� u0 �� ��� ������ ��� ���� ���������� � ��������� τ > 0�

� ������ ��������� σ > 0 ���� ���� στ�A�2 < 1� ��� � ���������� ��������� 0 < ρ < 2� ���

��������� ��� k = 1, 2, . . .�

uk = proxσg∗(u
k−1 + σL(x̃k−1) �������

xk = proxτf (x
k−1 − τL∗uk) �������

x̃k = xk + ρ(xk − xk−1) �������

�������



���� ���������� ���������� ��� ����� ������ ���

������ xk ��������� �� � ������ �������� x� ��� uk ��������� �� � ���� �������� u��

����� �������� ��� ������ ���������

������� ������ ��������� �� f

�� ������ ���� �� ����� ���� �� ����������� ��� �������������� ������ ��� f � ������� ���������

f(x) = 0� ��� ������ ��������� �� f ������

f∗(u) = max
z

�u, z�Rn �������

���� �������� ��� � ��� ����� ����� �+∞� ��� ����� ��� ���� ����� �� u� ���� ��������

������� �� ��� ���������� u = 0 ���� ��������� ���� ��� ��������� �������� �� ��� �0 ������ �

δ0(u)

������� ������ ��������� �� g

�� ������ ���� �� ����� ���� �� ����������� ��� �������������� ������ ��� g �� g(x) = �x−y�22�
��� ������ ��������� �� g ������

g∗(u) = max
z

�u, z�Rn − 1

2
�z − y�22 �������

�������

����� c(z) = �u, z�Rn − 1
2�z − y�22 �� � ���� ������� �������� ���� �� �������������� �����

��� ����� ��� ���������� ���������

∂c

∂z
= 0 �������

∂�u, z�
∂z

− 1

2

�
∂�z, z�
∂z

+
∂�y, y�
∂z

− 2
∂�z, y�
∂z

�
= 0 �������

u− z + y = 0 �������

z = u+ y �������

��� ���� �� ���� ����� ��� �������� �� ��� ������� ��� ������ ��������� g∗(u)�



��� ������� �� ������� �� ����� ����� ������� ������� �� ����������

g∗(p) = c(u+ y) �������

= �u, u+ y� − 1

2
�u+ y − y�22 �������

= �u�22 + �u, y� − 1

2
�u�2 �������

=
1

2
�u�2 + �u, y�Rn �������

����� �������� ��� ��������� �������� �� g∗

��� ��������� �������� �� g ������

proxγg∗(u) = argmin
z

1

2γ
�u− z�22 +

1

2
�z�2 + �z, y�Rn �������

����� d(z) = 1
2γ �u−z�22+

�
1
2�z�2 + �z, y�Rn

�
�� � ���� ������ �������� ���� �� ��������������

����� ��� ����� ��� ���������� ���������

∂d

∂z
= 0 �������

1

2γ

�
∂�u, u�
∂x

+
∂�z, z�
∂x

− 2
∂�u, z�
∂x

�
+

1

2

∂�z, z�
∂x

+
∂�z, y�
∂x

= 0 �������

z − u

γ
+ z + y = 0 �������

�
γ + 1

γ

�
z − 1

γ
u+ y = 0 �������

z =
u− γy

γ + 1
�������

���� �� ���� ��� ��������� ��������� ���������

proxγg∗(u) =
u− γy

γ + 1
�������

����� �������� ��

�� ��� ��� ���� �� ���� ��� ���� ������� �� ��� �������� ����� ������ ��������



���� ���������� ���

max
u∈Rn

− f∗(−A∗u)− g∗(u) �������

max
u∈Rn

− δ0(−A∗u)− 1

2
�u�2 − �u, y�Rn �������

max
u∈Rn

− 1

2
�u�2 − �u, y�Rn ���� ���� A∗u = 0 �������

�������

� ������ ����������� �������� ��� ��� ���������� ���������� �� ���� �� ��� ��� ��������

������� ��� ����������� ��� ��� ��� ������� ��� �� ����������� ���������

PD(x, u) = �Ax− y�22 +
1

2
�u�2 + �u, y�Rn �������

� ����������� ��� ����������� ����� �� ���� ��� �� ���������� �� �� ���������� ����������

��� ��� ������� ��� �� ����������� ���������

���� �������������� ���� �� ����������� ���� � ����������� ����� �� ����� ������� �� ��������

������ �� �������� ��������� �������� ��������� ��������� ��� ����� ������� �� ������� � �������

�������� �� ���� ����� ��� ������� �������� ��� ������� ���� ��� ���� ������� ��� ����

��� �������� ����������

�������������� �� ����������� ��� ������ ���� ������� ��� ���� �� ��� ��� �����������

������� ��������� ��� ������ ���� ��� ����� �������� � ����� ����������� ����� �� ��� �������

���������� ���������� �� ���� ������������ ��� ��� �� ���� ���� ��� ��� ��������

��� ����������

�� ��� ���� ����� �� � ����� ������� �� ���� ����� ������� ���� �� ������� ������ ���������� �����

����� �� ���� �� ����� ������ ��������� ���� ���������� �� ����� ���������� ���� ���� ��������

������� ���� ��� �������� ����������� ������� �� ��� ��������� �� ���������� �������������

������������� ��������� ��� ��������� �� ��� ����� ������� ��� ��� ������������ �� ����

������������� ���������� ������� ����� ������� ��� ������������� ������ ����������� ���

��� ����������� ������� ������ ����������� ������ �� ����� ����� ������ �� � ���������������

������� ��������

�� � ������ ����� �� ����� �� ����������� �� ����� ����� ������� ��������� ���� ��� ���������

������������� �� ����� �� ������ ����� ���������� ��� ����� ����������� ������ �� �� ��������

��������� ��� ��������� ��� �������� ���������� ������ ������ ��������� �������

�� ����� ���� �� ����������� �� ������ � ����������� ���������������� ������ �� ����� ��

����� �� ���������� ������������ ������ ��� �� ����� ������ ���� ����� �������� ��������

������ �� ���������
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���������� �� ����� ��� ����� ������������� �������� ����� �� ��� ���� ����� �� ��������� ��

�������������������� ������� ���������� ����������� ��������



��� ������� �� ������� �� � ������ ����� ��� ����������� ��������������

ψ0 ψ1 ψ2 ψ3 ψ4 ψ5 ψ6 ψ7

������ ψh jψg

������ ψh jψg ψh jψg

������ ψh jψg ψh jψg ψh jψg ψh jψg

���� ���� �� � � �� � �� �� �

��������� ���� � �� �� � � � � ��

����� ���� ����� �� �� ������� ������� ������ ����������

�� ������ �� ������� ���� �������������� ����� �� ��� ������ �������� ��������� �� C��

����� ���� � ���������� ����� �� ������� ���������� ���� ��� ������ �� ��� ������ �� �������

��������� D �� 2D� ����� ����� ��� �� ��C�� � ���������� ������ �� ��

����� �������������� �� ��� �����C��

�� ����� �� ���� ��������� �� ������ �������� �� ���� ����������� ���������� �� �����������

��� ��� ��� ������� �� ��� ��� ��C�� ����� ����� ��� �� ����� �� ���������� ��� �������

������������� ��� ������ ������������ ���� ������� ��������� ������ ��� ��� ���� ��� ����

�� ��� ����������

�� ��� ��������� �� ������� ������� ��������� ���� ��� ���� ��������� ��

�������������������� ��� ������ ��������� ������ � ������� �������� �� ��� ������ �����

�� ��������

f(x) = ψh(x) + jψg(x) ������

���� ���������� ������ ��� ������ � ������� �� � ������� �������� �������� �� ���� ������

��� ���� �������� ψg ������ �� ��� ���� �������� ������������� �� ��� ������� ��������� ��

ψh(x)� ��� ��� ������� �� �������� ����������� �������������

���� ������������� ������ ��� �� �������� �� ��� �� ����� ����� �� ���� �� ����� �

��������� �������� ���� ����� �� ��������� �� ������ �� �� ����� ��� ������������ ��������

������ �� �� ������ � ������ ����� �� ����� ����� �� � �� ������ ���� ��� ������ ������� ��

����� �� ��������� ��� ��� ���� �� ��� �������� ����� �� ���� �������� ���� ����� ����� ��

��������� ��� ��������� �������� �� �� �������� ����� ����� ���� ������ ����� ��� ����� ����

������� �� x�y �� z� �� ����� �� �� ���� �� ��� ��� ������ ��������

f(x, y, z) = [ψh(x) + jψg(x)][ψh(y) + jψg(y)][ψh(z) + jψg(z)] ������

�� ��� ������� ��� ��������� ���� ������� ���� ��� ��� �� � ����� ψ0,ψ1, . . . ,ψ7� ����

�� ������� �� ����� ����



���� �������� �������� ��� ������ ���������� ���

��� ���������� ������������� ����� ����� ���� ��������� ���� ��� �� ���� ������������ ���

���������� �� ��� ����� ���� ����� h0 ��� h1 ������ ������������ ��� ��� ��� ���� ����������

��������� ��� ���� ���� ���������� �����������

������ ���� ��� �������� �������� ����� �� ��� ���� ���� ������� ������� ��������� ��������

��������

���� �� ��� ������ ���� ��� ����� �� �������� �� ����� ��� ��� ��� �� ������� �� ���



��� ������� �� ������� �� � ������ ����� ��� ����������� ��������������

���� ���� ��������� ����

ψ(x)ψ(y)ψ(z) ψ0 − ψ3 − ψ5 − ψ6 ψ1 + ψ2 + ψ4 − ψ7

ψ(x)ψ(y)ψ(z) ψ0 − ψ3 + ψ5 + ψ6 ψ1 + ψ2 − ψ4 + ψ7

ψ(x)ψ(y)ψ(z) ψ0 + ψ3 − ψ5 + ψ6 ψ1 − ψ2 + ψ4 + ψ7

ψ(x)ψ(y)ψ(z) ψ0 + ψ3 + ψ5 − ψ6 ψ1 − ψ2 − ψ4 − ψ7

����� ���� ����� �� ��������� ������� �� ������� ������� ����� ������ ��� � ������� �� ���

�������� ������ ����������� �������

�����������

• ��� ���� ���������

ψ0 − ψ3 − ψ5 − ψ6 ������

• ��� ��������� ���������

ψ1 + ψ2 + ψ4 − ψ7 ������

������ ��� ���� �������� �� ��� ������ ��������� ��� ��� ��������� �������� �������� �� ���

���� ��� ������� �������� ����� ������ �� �� ������� ��� ����������� �������������� ��������

�� ��� ������� ���� ������� ��������� ��� �������� ���� �� ��� �������� �� ����� ���������

x�y�z ���� ���� ����� �� �� ������ ��� ����� �������� ������ �� ��� �� ���������

�������� �� ������ ���� �� ��� ���������� �� ����������� ��� �������� ��������� ������������

�������� ������

ψ+(x) = ψh(x) + jψg(x) ������

��� ��� �������� ��������� ������������ �������� ������

ψ−(x) = ψ+(x) = ψh(x)− jψg(x) ������

����� ���� ������ ������������� ���� ������� ���������� �� � �� ������� ������ �� �� ����� �

������� ��� ������� �������� ��������� ���� ���� �� �������� � ������� �� ��� ��������� ������

�� ��� ����� ����� ���� ������ ��� ����������� ������ �� �� �� ��� �������� ������ �����������

�������� ���� ���� �� ������� ��������� ��� � ������� �� ��� ��������� ����� �� ��������� ��

������� ��� ���� �� ��������� ���������� ������������

��� ����������� ���� ������ ��� � ������ �������� ������������ �� ��� �������� ������ ����

�������� ������� ��� ��������� �� ���� ���� ���� ������ �� ��� ������ ��� ��������������� ����

���� ���� �� �� �������� ��� ���� ��� ��������� ����� �� ��� � ������� ��������� �������� ����

��� ����� ������� ��������� ψi, i ∈ 0, 1, . . . 7 �



���� �������� �������� ��� ������ ���������� ���




Re(ψ(x)ψ(y)ψ(z))

Im(ψ(x)ψ(y)ψ(z))

Re(ψ(x)ψ(y)ψ(z))

Im(ψ(x)ψ(y)ψ(z))

Re(ψ(x)ψ(y)ψ(z))

Im(ψ(x)ψ(y)ψ(z))

Re(ψ(x)ψ(y)ψ(z))

Im(ψ(x)ψ(y)ψ(z))




= MOctToCpx




ψ0

ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6

ψ7




������

����� MOctToCpx ������

MOctToCpx =
1

4
√
2
MnnOctToCpx ������

=
1

4
√
2




1 0 0 −1 0 −1 −1 0

0 1 1 0 1 0 0 −1

1 0 0 −1 0 1 1 0

0 1 1 0 −1 0 0 1

1 0 0 1 0 −1 1 0

0 1 −1 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 1 −1 0

0 1 −1 0 −1 0 0 −1




������

��� ������������� ������ 1
4
√
2
�� �������� ����� �� ��� ������� �� µ− 1

2 × s�

�� ������ ���� µ− 1
2 = 1√

8
= 1

2
√
2
�� ��� ��C�� ���������� ����� ����� �������������

������ ��������� �� ��������

��� s = 1√
4
= 1

2 �� ��� ����� ���� �� ���� ��� ������ sMnnOctToCpx� � ������� �������

��� ������� ������� �� ���� �������

MCpxToOct = M−1
OctToCpx = M�

OctToCpx ������

����� �������� �������������� �� ��� ��C��

�� ����� �� ���������� ��� ���������� �������� ������ �� ������ �� ��� �������� ��������� ��

�������� ���������� ���� ��� �� ����������� �� �������� ���� �������� ����� ����� � �����

����������� ������ ����� ��� ��������� �� ��� ����� ������ ������ ������������ ����� ����

��� ���������� �� ��� ��C�� ���������� �� � 10243 ����� �� ������ ��������� ������� �����

�������� ���� �� ������� ���������� ��� ��������� ��� ��������������� ��� ��������

��������� ���� ��������� ���������� ������� � ������ ���� ������� �� �� ������� � ������

������� ������� �� ��� �������� ���������� ��� � ������ �� ������ �� �� ���������� ��� ��������

������������ ����� ��� ������ �� ������ �������� �� ���� ��� ���� ���� ��� �� ���� ��� �����



��� ������� �� ������� �� � ������ ����� ��� ����������� ��������������

�� ������ �� ������� �� ��� ������ ������ ����� �� �� ��������� �� ��� ���� �������� �����

�������� ���� ���������� ������� ���������� �������� ����� ��� ����� ����� ���� �������������

�������� �� ����� �������� ���������� �� ���� ������ ������������ ��� ����� ���� ��� ���

������ ���� ������ ������������ ��� ��� ���� �����

����� �������� ������� ������

�� ����� �� ������ ��� ������� �� ������� �������������� ������� �� �������� �������� �������

�� ������ � �� ��������� ������ �� ����� ��� �� �� ��������� �� ��� ����� ����������� ���

��� ������� �������������� �� �������� ��� ��������� ������ �� �� � �������� �������� �� ���

������������ ������ �������������� ��������� ���� ��������� �� �������������������������

����� ������

ρ(x, y, z) =
1− sin(0.5πz) + α(1 + ρr(

�
x2 + y2))

2(1 + α)
������

�����

ρr(r) = cos(2πfMcos(0.5πr)) ������

���� �������� ��� ���� ����������� ���� �� ��� �������� �������� ��� ������������� ����

������ �� � ��������� ��� ������� �� ������������� �� ��������� ����������� ��� ������

������ ���� ���� �������� �������� ���������� ��������� ����������� �������� ����� ������ ����

��� ��������� �������� ������� �������� �� ��� ����������� ��������

�� ��������� ���� ���� ����� ������� ���� �� ��� ������� ���� ��� �� �������� �� ������

���������� ���������� ���� ���������������� ������� ��� �������� ���� ������� ���������� �� ���

����� ����������� �� ���� ��� ��������� ���������� α = 0.25 ��� fM = 12�

�� ����� ��� �� ����� ���� ������� ���������� �� ��� ������ �� ������� � ������ ��������������

�� ��� ���������� ������ �� ���� ��� ������� ���������� ������ ������� � ����������������

�������� ����� ��� ������ (0.5, 0.5, 1) �� pi
3 ��������

� �� ��������� �� � ��������� ������� ���������� ���������� �� ��� ������ �� ���������

����� ���� ������ �� ��������� �� ����� ����

��� �������

����� ��������� ����������� �� ��������� ����

������� ��� ����� �������� �������

�� ������� ��� ����������� ��������� �������� �������������� ����������� �� ���� ��� ��

�������� ������� ���� � �� ���� �� 2563 ������ ����� ��� ���� ������ ����� � ������



���� ������� ���

������ ���� �� ��������� �� � ����������� ������� �� ��� �������������� ��������� �������

��������� �� ���� ��� �������������� ��������� �������� �� ��� ������� �������� �������

� ����������������������� ��� ��� ������� ����� �� �������� ��� ����������� ��� �����

����� ��� ��� �������������� �� ��� ������� ��������� �������� �� ���� ��� ��� ����

���� �������� ������� �� ��������� ��� ����������� �� ���������� 2562� ��������� �����������

������ � �������� ��������������� ���������� �������� 200◦�

�� ���� ����� �� ����� ����������� ������� � �������� �������� ����� ���� ��������

��������� ����� �� �� �� ��� ���� �� ��� ����������� ����� ������ �� ��������� ��� �� ���

���������� ����� ��� ������������� �� ����

������� ��������� �������� ������ ��� ���� ��������������

��� ��� �� ���� ���������� ��� �� ������� ��� ��������� ����������� �� ��� ������� �� �����

������� ���� ������������� ������� �� ����� ������������� ���� ��� ����� ��������� ���������

���������� ������� �������� ��������� �� ����� ��� �������� ��������� �� ��� L1 �����������

���� ��������� �������� �� �������� ��� ���� ����� ��� ����� ��������� ������ ���������

��� ��� ������� ���������� ���������� �������� ��������� ���� � ������� � �������������

������ ����� ���� ���� ��� ��� ��C���

�� ����� �� ��� ��� ���� �������� ������ �������� �� ��� ���������� �� ���� ���������� ��

��������� � ����������� ����� ��� �������������� ��������� ����� ���� ��� ���� ������ ��� ����

���������� �� ������ �� ������� ����� ��� ����������� ��������� β ��� ��� ���� ���������



��� ������� �� ������� �� � ������ ����� ��� ����������� ��������������

��� ����������� ��� �� 200� ��� �� ���������� ���� ��� ���������� ��� ���� ��������� �� ����� ��

�������� ��� ����� �� ����������� ����� ��� �������� ������� �� ��� ���� ����������������

������ ���� ������� �� � ����� ���� ���� ���������� ���� ��� �������������� ���������

�������

��� ���� ��������������� �� �������� ��� ���� ������ �� ����� ����� ������� ��� ��� ����

�� ���������� ���������� ����� ������ �������� ���� 53 ������ �������� ������� ��� ���������

�� ����� ����

�� ��������� ��� ���� ����� ����� ��� ��� �������������� ���� ��� ��� ������� ���� �����

����� ��� �������������� ����� ��� �������� ��� ������ �� ����� ����

�� ����� �� ������� ������������� ��� ��������� �� ��� � ���������� �� ��� ���� �����

�������� ��� �������������� �� ���� ��������� ��� ���� ����� ����� ��� �������������� ����
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� ������ ����� ��� ����� �������� ��� � ��� ��� ��� �� ������� ����� ������� ��� �������

������ �� 780 × 720 ����µm ���������� ������� ���� �������� �� �� ��� ��� ��� ���� �
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���� ������� ���

������ ���� �������������� ������� ������� ����� �������������� ���������

�� ������ � ������� �� ��� ����� �� ����� ���
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����� ��� ������������� � �� � ����� ������ ���� ��� ���� ���������� �� ��� ���� ��������

����� ��� ���� ������ �� �����������

��� ���� ��������� �� ����� ��� ����� � ����� ��� �� 192 × 192 × 1 ������ ����� �� ��
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360◦ �� ����� �� ��� � ��������� �������������� ���� � ������� �������� ������������� ���� ���

���� ���������� ���� ��������� ������� ��� ���� �� ������� ���� ���� ��� ���� �������

��� ��� ������� ��������� ��� ���� ��������� ��� ��� ���� ����� ��������� �� �� �������

������� ���� ����� ��� ��� ����������� ���������� ���� ���� ���� ��� �� ����� ��� �����

�� �������� ��� �������� ������� ����������� �������� ��� ���� �����������

��� � ��������� ������� ����� ����� ����������� �� � ��� �� ����� ����������� �����������

�������� � ����� ������� ����� ����� �� ��� �������� ��������� �� � ������� �������������

����� ��� ������ �������� �����

��� � ��������� ������� ������ ����� ����������� �� � ���������� ��� �� ����������� �����

���� �������� ���� �� ������� ���� �� 1◦� ����� ��� ����� ��� ������ �� ������� �����

�������� �� 360◦� ���� �������� ����� ���� ����� �� ������� ����� �����������
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�������� ������������ ����� ������� ����������� ��� ��������� ������ ���������������� ��������

�� ��� ���������� ���������� �� ��������� ��� ����� ����������� �� �������� � ������ �����������

���� �� ������ �������� ����� ������ �������� ��� ��� ��� ����� ���������� ��� ����� ����

���� ������ ��� ����������� �������� ����� � ��������� ���������� ������ �������� �� �����

���������� ���� ����

���� ��� ��������� ���� �� ������� ���� ��� ���� ����� ��� �������� �� ��� �������

����� �� ������ ����� �� ��� ������ �� ����� ��� ��� ��������� ���� � 190◦ ����� �������

������ ��� ��� �������������� ��������� ��� ��� ��C��� ���� ��� ���� ���� ����������
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� ���������� ��������� �������� ���������������

�� �������� ��� ������������ ������� �� ��������� �� ����� �� ��� ���� �� ������� ������

��� ��������� ����������� ��� �������� ���� ���������� ��� ������ ���������� �������

�5123� ���������� � ����� ���� �� ������� ������ ������� ��� ������� �� ����� �� ���� ����

� ����������� �������� ���� � ���� ���������� ������ �� 10243 ������� ��� �����
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����� ����� ��� ����������� ���� �� ����� ���� �������� �� � ������� ��� ����������� ������������

������� ������������ �� ����� ���� ��� ������������� ���������� ������� ���� ����� �������

����� �������� ��������� ����� ���� �� ��������� ��� ������� ��� � ���� ������������ ���������

��������������� ������� �� ���������� ��� ���������� �� ����� �� �������� ��� � 5123 �������
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