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Introduction

La deuxiéme moitié du vingtieme siecle a vu naitre et se développer la phy-
sique des particules telle que nous la connaissons aujourd’hui. Au fur et a mesure
que cette théorie progressait, de nouvelles particules étaient découvertes. Afin de les
classifier, les physiciens leur ont associé des grandeurs telles que le spin, I'étrangeté
ou la charge. A partir de cette classification, ils se alors sont rendu compte compte
que certaines familles de particules s’organisaient comme des bases de représen-
tations d’algebres de Lie. Par exemple, au début des années 1960, les physiciens
observerent que les sept particules « de type méson » alors connues semblaient
s’organiser comme sept des huit vecteurs de poids de la représentation adjointe
de sl3(C). Ces observations permirent alors a Murray Gell-Mann de prédire en
1962 D'existence d’une huitieme particule « de type méson » qui fut effectivement
observée en 1964 au laboratoire national de Brookhaven. Cette découverte valut a
Gell-Mann le prix Nobel de Physique.

L’étude des groupes algébriques, des algebres de Lie et de leurs représenta-
tions a donc des applications dans de nombreux domaines, ce qui justifie entre
autres qu’on s’y intéresse en Mathématiques fondamentales.

Dans les années 1980, Gelfand et Zelevinsky se poserent la question de I'existence
et l'unicité de bases compatibles avec I'action des générateurs de Chevalley. Ils
exhiberent alors une base des représentations de gl; pour laquelle, si on choisit un
épinglage (e;, fi, hi)1<i<s, le noyau des opérateur f; est un espace de coordonnées.

nt aujourd’hui connu ur tou rou réducti mplexes.

De telles bases sont aujourd’hui co es pour tous les groupes réductifs complexes
u uvon I exem iter noniqu ui fu nstrui r Luszti

Nous pouvons par exemple citer la base cano e, fut construite par Luszt
e maniere géométrique a 'aide de faisceaux pervers et par Kashiwara de maniere

d t l'aide de f t Kash d

plus combinatoire a l'aide des cristaux.

Une autre base de ce type est la base de Mirkovi¢ et Vilonen. Donnons nous un
groupe réductif complexe G. En 1982, Lusztig construit une variété dans laquelle,
pour tout poids dominant \ de G, il exhibe une sous variété Gr*. La dimension
de 'homologie d’intersection de Gr* est égale a la dimension de la représenta-
tion de plus haut poids A du dual de Langlands de G. Cette variété est en fait la
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Introduction

grassmannienne affine et le résultat de Lusztig est expliqué, en 1995, par Ginzburg
et Drinfeld et la correspondance de Satake géométrique. C’est une équivalence
de catégories qui relie la géométrie de la grassmannienne affine (une ind-variété
construite a partir du dual de Langlands de G) a la théorie des représentations
du groupe G. Plus précisemment, le module L(A) de plus haut poids A correspond
a I'homologie d’intersection d'une variété Gr>. Les travaux de Mirkovié et Vilo-
nen [22] conduisent alors a définir une famille de cycles algébriques de Gr* dont
les classes fondamentales forment une base de L(\), c’est la base de Mirkovi¢ et
Vilonen (ou base MV). Les travaux de Stéphane Gaussent et Pierre Baumann [3]

permettent alors de voir que cette base est parfaite.

Toutes ces bases dites parfaites, bien que différentes, suivent une méme combi-
natoire : celle des cristaux de Kashiwara. On peut donc paramétriser la base de
Mirkovié¢ et Vilonen grace au parametre en corde (voir [3]) ou au parametre de
Lusztig (voir [18]). Le plus long élément du groupe de Weyl wy joue un role central
dans la définition de ces parametres. Il permet de définir une involutionde L(\)
qui s’appelle involution de Schiitzenberger.

Lusztig a démontré que I'involution de Schiitzenberger était compatible avec la base
canonique et dans [23], Sophie Morier-Genoud exprime I’action de cette involution
sur la base canonique en terme de parametres en corde et de parametre de Lusztig.

L’objectif initial de cette these est de démontrer la compatibilité de la base
de Mirkovi¢ et Vilonen avec I'involution de Schiitzenberger. Au dela de son intérét
combinatoire, ce résultat donne une interprétation géométrique de l'action des
générateurs de Chevalley f;. En effet, 'involution de Schiitzenberger permet de
relier 'action des opérateurs f; avec celle des opérateurs e; les coefficents de I'action
de ces derniers se calculant via des multiplicités d’intersection.

Nous étudions deux pistes pour démontrer la compatibilité. La premiere, via des
formes bilinéaires intrinsequement liées a la géométrie de la grassmannienne affine
et faisant intervenir I'involution de Schiitzenberger, la seconde en tensorisant des
représentations fondamentales, en exhibant une certaine base du produit tensoriel
et en montrant que la matrice de passage de la base des tenseurs simples de vecteurs
de Mirkovié¢ et Vilonen vers cette base, jouit d’une certaine compatibilité avec S. La
premiere piste fonctionne pour tout groupe réductif simplement connexe mais ne
nous donne pas la compatibilité de la base MV avec I'involution de Schiitzenberger ;
la seconde piste donne la compatibilité de la base mais je n’ai établi ce résultat
que pour l'algebre de Lie sls.

Au chapitre 1, nous rappelons les résultats et les notations usuelles rela-
tives aux groupes et algebres de Lie. Nous donnons par exemple les définitions
ou propriétés concernant les modules simples de plus haut poids, de I'involution
de Schiitzenberger, des formes contravariantes ou de la catégorie des cristaux de
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Kashiwara.

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons a la grassmannienne affine ainsi qu’a
plusieurs de ses sous-variétés. Apres quelques rappels sur sa géométrie, nous énon-
¢ons la correspondence de Satake géométrique et nous définissons les cycles et
base de Mirkovi¢ et Vilonen. Dans un second temps, nous présentons la variété de
convolution et grassmannienne de Beilinson-Drinfeld ainsi que la base de Mirkovié¢
et Vilonen généralisée du produit tensoriel L(A\;) ® ... ® L(A,) (ou base GMV).
Nous énoncons alors les principales propriétés de cette base, a savoir sa compati-
bilité avec la filtration par les composantes isotypiques. Si v est un vecteur de la
base de Mirkovi¢ et Vilonen généralisée de L(A\1) ® ... ® L(A,) et v' de celle de
L(Ami1) ®...® L(\,), on donne aussi les coefficents de la décomposition de v @ v’
dans la base de Mirkovi¢ et Vilonen généralisée de L(\;) ® ... ® L(\,).

Dans le chapitre 3, nous définissons la forme d’intersection sur les groupes de
cohomologie, et nous identifions cette forme d’intersection avec une forme contra-
variante tordue par l'involution de Schiitzenberger. Nous expliquons ensuite le
lien entre la symétrie vis a vis de 'involution de Schiitzenberger de la matrice de
passage de la base des tenseurs vecteurs de la base MV vers la base GMV et la
compatibilité de la base MV avec I'involution de Schiitzenberger.

Le chapitre 4 est quant a lui consacré a 1’étude du cas de I'algebre de Lie sl,. Nous
commengons par y démontrer une formule explicite donnant le coefficient d'un
vecteur de la base GMV dans la décomposition du produit tensoriel d’'un vecteur de
la base MV avec un vecteur de la base GMV. Nous énongons ensuite quelques regles
de calcul issues de cette formule, nous servant d’'une part a démontrer la symétrie
par rapport a l'involution de Schiitzenberger, puis d’autre part a démontrer que la
base GMV coincide avec la base canonique duale.
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Chapitre 1

Notations

1.1 Algebres de Lie

Soit g une algebre de Lie sur C, semi-simple, et soit h une sous algebre de Cartan
dont on note n la dimension. On appelle £ la forme de Killing sur g; elle est non
dégénérée et sa restriction a h est non dégénérée. Elle se transporte donc sur h*.
Par abus de notation, on note également £ la forme de Killing transportée sur h*.

1.1.1 Algebre enveloppante

Soit g une algebre de Lie. On considere le produit tensoriel au dessus de C

" =gR..®g9.
On note alors

T(g) = Pg*",

neN

R={9®g -g©g—Ig.d119.49 €a}
et (R) l'idéal bilatere de T'(g) engendré par R.

L’algebre enveloppante de g est le quotient

U(g) = T(g)/(R).

Toute représentation de ’algebre de Lie g est un U(g)-module et inversement.



Chapitre 1 Notations

1.1.2 Données usuelles

On suppose connue ’étude des algebres de Lie semi-simples de dimension finie. On
considere :
e A C b* le systeme de racines de g.
On peut alors choisir un ensemble :
e II C A que l'on appelle racines simples de g et qui vérifie
A =AN(NIIU-NII). On écrit IT = {a; }ier ot I ={1,...,n}. On note :
e At = ANNII les racines positives de g.
On note alors p la demi somme de toutes les racines positives,
e {h;}ier C b les coracines simples de g,
e {w;}icr C b* les poids fondamentaux de g,
o P= @I Zwo; le Z-module libre appelé réseau des poids de g,
i€
e P le cone des poids dominants de g, ¢’est a dire ’ensemble des combinaisons
linéaires de poids fondamentaux de g a coefficients dans N.
Ces données vérifient les propriétés suivantes :
e Pour tout a € A, « est non nul et 'espace

0o ={x €g|Vheb,|hzx]=alh)z}

est de dimension 1,
e II est une base de h*.
e Pour toute racine simple «;, h; est 'unique élément de § tel que les formes

linéaires k(., h;) et k?zi(a)) soient égales,
e les vecteurs {hy, ..., h,} forment une base de b dont {wy, ..., w,} est la base
duale,
e Sionposen= @ goetn = @ g, alors on a la décomposition triangu-
acAt aceA~

laireg=HEndn.
On peut alors choisir des éléments {ey,...,e,} € net {fi,....,fn} € n= tels que,
pour tout (,j) € I?, on ait
leq, fi] = i jhi,
[hi, 6]'] = Q; (hi)ej, et
[his fi] = —a(hi) £,

I'ensemble {ey, ..., e, f1, ..., fn} engendre g en tant qu’algebre de Lie.

1.1.3 Groupe de Weyl

Pour toute racine simple «;, on définit 'application s; : h* — bh* qui a tout = € h*
associe :



1.2 Groupes de Lie

si(z) = x — x(h;) ;.

On l'appelle réflexion par rapport a a; et on note W le groupe de Weyl, engendré
par les réflexions s;, pour tout 1 < i < n. Il est bien connu que le groupe de Weyl
stabilise A.

Comme s? = id, tout élément de W s’écrit donc comme un produit fini de réflexions
s;. Le nombre minimal de réflexions nécessaires a ’écriture d’un élément z € W
est appelé longueur de . Un mot réduit de x est une écriture z = s;,...5;, ol p
est la longueur de x. On sait qu’il existe un unique élément de longueur maximale
dans Wque 'on note wy.

1.2 Groupes de Lie

1.2.1 Données usuelles

Soit G' un groupe de Lie complexe semi-simple. On se donne alors :
T : un tore maximal de G,
B : un sous groupe de Borel contenant 7',
N : le radical unipotent de B,
B~ : le sous groupe de Borel opposé a B par rapport a 7T,
e N~ : son radical unipotent.
Se donner de tels sous-groupes équivaut a se donner les ensembles de la section
précédente pour ’algebre de Lie du groupe G.

On définit 'ensemble des morphismes de groupes algébriques X, (T') = Hom/(C*,T")
et X*(T') = Hom(T,C*). Conformément a la correspondance entre algebres de Lie
et groupes de Lie, on appelle ces esembles respectivement copoids et poids de G.
Lorsque A et p sont des copoids, on écrit que A > p si A — p est une somme de
coracines simples.

1.2.2 Dual de Langlands

Les ensembles des poids, copoids, racines et coracines suffisent a reconstruire en-
tierement un groupe algébrique réductif sur C (voir le théoreme de classification
de [25]). Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple. On peut définir le groupe
algébrique réductif connexe dont le systeme de racines est obtenu a partir de celui
de G en échangeant racines et coracines ainsi que poids et copoids. On appelle ce
groupe le dual de Langlands de G et on le note G. On note § son algebre de Lie.



Chapitre 1 Notations

Exemple. Si on prend G = SL,(C) alors G = PSL,(C). En revanche, le groupe
Gl,(C) est auto-dual.

1.3 Modules

1.3.1 Modules de plus haut poids

On s’intéresse aux représentations de dimension finie du groupe G ou de son algebre
de Lie g. Soient A et p des poids de g. Si A — p est une somme de racines simples,
on dit que A est plus haut que p et on écrit que A > . Comme 'espace vectoriel
sous-jacent d’une telle représentation est de dimension finie, il n’y a qu'un nombre
fini de sous espaces de poids. Il est bien connu que dans toute représentation
irréductible, il existe un plus haut poids. Tout poids v de la représentation ne
differe alors du plus haut poids que par une somme finie de racines simples. Plus
précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréme. (Weyl) L’application de l’ensemble des réprésentations irréductibles
de g modulo isomorphisme vers [’ensemble des poids dominants de g qui da toute
représentation associe son plus haut poids est une bijection.

On peut donc associer de maniére unique une représentation a un poids dominant
et vice versa. Pour A € Pt on note L(\) la représentation irréductible de plus
haut poids A.

Soit vpign € L(A), un vecteur de poids A. On se donne des indices 1, ..., 4, tels que
Si,...54, soit un mot réduit de wy. On pose alors k; = s;,,,...5;,(\)(hy;) pour tout
ky kp

1 <j <petk,=A(h;,). La Proposition 28.1.2 de [21] nous assure que ];11, kl:, ne

dépend pas du choix du mot réduit de wy et la proposition 28.1.4 de [21] dit que
k1 kp

J;il! ...kl—;’!.vhigh est un vecteur non nul de plus bas poids de L(A). On le note v;yy,.

1.3.2 Forme contravariante

Dans ce paragraphe, on rappelle la définition de la forme contravariante. Les détails
et preuves des résultats énoncés ici se trouvent dans [16], Kapitel 1.

On rappelle que (e;, fi, hi)ier désignent les générateurs de Chevalley et (a;)ier
les racines simples de g. On sait qu’il existe un anti-automorphisme involutif w
de l'algebre enveloppante U(g) défini par w(e;) = f; et w(h) = h pour tous les
générateurs de Chevalley (e;, f;) et tout h € b.
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Une forme contravariante sur le module L(\) est une forme bilinéaire, symétrique
non dégénérée qui vérifie (z.z,y) = (z,w(z).y) pour tous z,y € L(A\) et tout
z € U(g) . Une telle forme contravariante existe et est unique a multiplication par
un scalaire pres.

1.3.3 Involution de Schiitzenberger
Rappelons la définition de I'involution de Schiitzenberger. Les détails de la construc-
tion se trouvent, par exemple, dans la section 3.3.2 de [23].

Pour tout i € {1, ...,n}, on définit ¢* 'unique indice tel que wy(c;) = —a;« puis on
définit 'automorphisme ¢ de U(g) sur les générateurs :

C(e’L) = fi*a
C(fl) = €,
C(hi) = —hi-.

La section 3.3.2 de [23] assure 'existence et l'unicité de 'involution S de L(\)
vérifiant S(vnign) = View et S(a.x) = ((a).S(x) pour tout a € U(g) et tout = €
L()\). On Iappelle involution de Schiitzenberger.

Exemple 1. On se place dans le cas ou g est I'algebre de Lie sl3(C). La représen-
taiton adjointe est alors L(ay + ag). On considere les matrices

010 0 00
® C| — 000 , €9 = 0 0 1]et 63—[61,62],
0 00 0 00
d fi_ezv
1 0 0 00 0
e hy=(0 -1 O|ethy,=|0 1 O
0 0 O 00 -1

L’action de I'involution de Schiitzenberger est donnée sur le dessin ci-dessous :
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1.4 Cristal de Kashiwara

Les cristaux ont été introduits par Kashiwara dans les années 1990 afin d’étudier
la combinatoire de la base canonique.

1.4.1 Définition

Un cristal de Kashiwara est un ensemble B muni d’applications :
e wt: B— P,
e ¢;: B— Z pour tout i € {1,....,n},
e ¢;: B— Z pour tout i € {1,...,n},
e ¢,: B— BL{0} pour tout i € {1,...,n},
e fi: B— BU{0} pour tout i € {1,...,n},
qui vérifient pour tout b € B :
o wi(b)(h;) = ¢i(b) — €(b), i
e si b b € B alors é;(b) = b si et seulement si f;(b') = b.
On a alors wt(b') = wt(b) + ay, €(V") = €(b) — 1, ¢:(V') = ¢s(b) + 1.

Un cristal B est dit normal si pour tout b € B on a :

&i(b) = max {n € N | &"(b) # 0} et ¢;(b) = max {n € N| fi"(b) # 0}.
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Tous les cristaux considérés dans cette thése sont normaux.

Un morphisme entre deux cristaux B et B’ est une application ¢ : B L {0} —
B’ U {0} qui commute aux opérateurs wt, €;, ¢;, &, f; pour tout i € I.

Exemple. Considérons la représentation L(«) de sl(C) dont le plus haut poids
est 'unique racine . On note v, un vecteur de poids «, vy le vecteur f.v, et v_,

2

le vecteur L-.v,. L'ensemble B = {v,, vy, V_q} peut étre muni d’une structure de
2

cristal de la maniere suivante :
wt : B — P est application qui a un vecteur lui associe son poids, on définit
€:B—Zet ¢:B— Z en posant

€(va) = 0,€(vg) = 1,e(v_y) = 2,

$(va) =2, ¢(vo) = 1, ¢(v—q) = 0.
On définit € : B — BU{0} et f: B — B LU {0} en posant

1.4.2 Produit tensoriel

On va définir un produit tensoriel dans la catégorie des cristaux de Kashiwara.
Nous ne définirons pas tout a fait le produit tensoriel usuel de [19] mais une
variante compatible avec les bases que 'on va introduire au chapitre suivant. Ce
produit tensoriel est défini et utilisé dans [6].

Si (B, wt, €, ¢s, €, fi) et (B, wt', €., ¢, e}, f!) sont des cristaux, alors on peut définir
le cristal B ® B’ dont I'ensemble sous-jacent est le produit cartésien de B et B’,
et muni des opérateurs suivants :

o wt(b® V) = wt(b) +wt'(V),

o faB ey siab) > a)

¢ Glbab)= b &) sied) < gi(t)
. n_ SR @V sie(b) > ¢i()
TSN =V f) sia®) < o)

o ¢, (b®V) =max(e(b) — wt(t')(h;), (b)),
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o ¢;(b®V) =max(¢;(b),d; (V) + wt(b)(h;)).
Ce produit tensoriel est associatif et préserve les cristaux normaux.

Exemple. Considérons la représentation L(w) de sl5(C) dont le plus haut poids
est I'unique poids fondamental w. On note v, un vecteur de poids w et v_g
le vecteur f.v,. On tensorise le cristal {v_4, vy} avec le cristal {v_g, vg,v,} de
I’exemple précédent.

3w sib=uvg et b =,
wt(b & 1) = w s? (0,0 € {(V, v0), (V_w, V) } |
—w  si(b,b) € {(v_w, ), (Ve V_0)}
3w sib=wv_getb =v_,
0 sib=uvg et b =u,
Vo QVy Sib=uwvgetb =
dbeb) = 0 s?bzv_wetb’:va |
Ve @Uy sib=wv_oetd =
Vo @Vy Sib=wvgetd =v_,
Vo QU_q Sib=wv_getd =uv_,
Vo ® Vo sib=uvy et b =,
Vo QU_q Sib=uwvg et b =1
~ Vow XUy sib=v_5 et b =,
b@b, - )
g ) 0 sib=wv_g et b =1y
Ve Q@U_y sib=uvg et b =v_,
0 sib=v_getd =v_,
0 sib=wvgetld =0, 3 sib=wvgetb =0,
1 sib=uwvgetd = 2 sib=wvgetd =1
0 sib=v_getb =v 1 sib=v_getd =vw
b V)= “ “ et pb@V) = “ “
( ) 1 sib=v_getd =y o ) 0 sib=wv_getd =1y
2 sib=wvgetl =v_, 1 sib=uvgetd =v_,
3 sib=v_getb =0v_, 0 sib=v_getd =v_,

On peut résumer ces données de maniere graphique, les fleches indiquant ’action

de f:
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Vo Vo Vo
® ® > e 7 @
Vw @ ° Y @ 3

On remarque qu’il y a deux composantes connexes a ce graphe. Cela traduit qu’il
y a deux composantes isotypiques lorsqu’on écrit L(w) ® L(a) = L(3w) & L(w).

1.4.3 Cristal de plus haut poids

Les cristaux sont un outil combinatoire permettant d’étudier les bases des repré-
sentations de g. Par conséquent, il est naturel de chercher a définir une famille de
cristaux correspondant & la combinatoire des modules L(\).

On dit que B est un cristal de plus haut poids A s’il existe by € B tel que :

° wt(b)\) = )\,

e ¢;.b, =0 pour tout ¢ € I,

e pour tout b € B, il existe N € N et iy,...,iy € [ tels que b’ = ﬁl...f;N.b,\.
On sait d’apres le théoreme 6.4.21 de [17] qu'il existe une unique famille de cristaux
normaux {B(\) } ep+tels que :

e pour tout A € PT, B()\) est un cristal de plus haut poids A,

e pour tout A et tout u € PT, il existe une injection de cristal B(\ + pu) <

B(\) ® B(p) qui envoie by, sur by @ b,,.
Pour tout poids dominant A, il existe une base du module L(\) munie d’une
structure de cristal isomorphe a B(\). Par exemple la base de Mirkovi¢ et Vilonen,
que nous étudions au chapitre suivant.






Chapitre 2

Correspondance de Satake
géomeétrique

La grassmannienne affine d’un groupe algébrique complexe G est une variété com-
plexe de dimension infinie construite a partir de GG. Les travaux de Lusztig, Ginz-
burg, Beilinson, Drinfeld, Mirkovi¢ et Vilonen relient la géométrie de cette variété
avec la théorie des représentations du dual de Langlands G de G.

En particulier, nous allons nous intéresser a certaines sous variétés de la grassman-
nienne affine, les cycles de Mirkovi¢ et Vilonen. Ce sont ces variétés qui vont nous
donner une base pour les représentations de G.

Afin d’étudier les représentations du groupe G et non celles du groupe é, toutes
les constructions relatives a la grassmannienne affine et aux cycles de Mirkovié¢ et
Vilonen seront faites a partir du groupe G.

2.1 La grassmannienne affine

Dans cette section, GG désigne un groupe algébrique complexe connexe et réductif.
On utilise les notations du chapitre 1. On note O I'anneau des séries de Laurent
C[[t]] et K son corps des fractions.

Définition 2. On appelle grassmannienne affine du groupe G 'ensemble G(K)/G(O).
On la note Gr.

Soit A un copoids de G. Ce copoids induit une application K* — T(IC) On consi-
dere alors A(t) I'image de I'indéterminée ¢ par . C’est un élément de é(lC), dont
on note L) la classe dans la grassmannienne affine. Le groupe é(lC) et ses sous-
groupes G(O), N(K) et N~(K) agissent sur Gr par multiplication & gauche.

11
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Définition 3. Pour tout A\, v € X, (T), on définit les orbites suivantes :

GT’)\ = é(O)L/\,
S, = N(K).L,,

T, = N~ (K).L,.

Il est bien connu que toute G(O)-orbite est de la forme Gr* avec A dominant.
L’égalité 2.4 de [22] et la discussion qui en découle impliquent que Gr* est une
variété algébrique complexe simplement connexe de dimension 2p(A). De plus Gr*
est une variété projective et on a

Gr* = UGT“.

HSA

La grassmanienne affine est ainsi une ind-variété (voir [13] proprosition 1.2.2) que
I’on munit de la topologie analytique.

Proposition 4. ([22] Théoréme 3.2)

Pour tout poids dominant X et tout poids v, l'intersection Gr* N'T, est une partie
localement fermée de Gr de dimension pure 2p(A — v).

Pour tout poids dominant \ et tout poids v, l'intersection Gr* NS, est une partie
localement fermée de Gr de dimension pure 2p(\ + v).

2.2 Faisceaux pervers sur la grassmannienne affine

On appelle S la stratification de Gr induite par les G(O)-orbites (on se réfere a
la discussion précédent la proposition 2.1 de [22] pour plus de détails). C’est une
stratification de Whitney de Gr ce qui nous permet de définir la catégorie dérivée
bornée D%(Gr) des faisceaux S-constructibles sur la grassmannienne affine et &
coefficients dans C. Plus précisément, on appelle D%(G7) la sous-catégorie pleine
de la catégorie dérivée des faisceaux sur la grassmannienne affine et a coefficients
dans C, dont les objets F vérifient :

e H*(Gr,F) =0 pour | k[> 0,

e pour tout S € S et tout k € Z, H*(F) |5 est un systéme local de C-espaces

vectoriels.

12
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On peut alors définir la catégorie Ps(Gr) des faisceaux pervers sur la grassman-
nienne affine pour la perversité moyenne en considérant la sous-catégorie pleine de
D%(Gr) dont les objets F vérifient les conditions de support et de cosupport :

e pour toute strate S € S et toute injection j : S — Gr, H*(j*F) = 0 dés que

k> — dime(S),
e pour toute strate S € S et toute injection j : S < Gr, H*(j'F) = 0 deés que
k < — dime(S).

On note j l'inclusion Gr* < Gr et 1 le systéme local trivial sur Gr*. On définit
alors I, comme étant le complexe de cohomologie d’intersection

I = jxIC(Grr, 1) [dim(Gr?)].

La proposition 4.2.11 de [1] nous apprend que les objets simples de la catégorie
Ps(Gr) sont les faisceaux I).

2.3 Correspondance de Satake géométrique

On considere I'application ¢ de la grassmannienne affine vers I'espace réduit a un
point, ¢, 'injection de T, dans Gr et s, l'injection de S, dans Gr. Le théoréme
3.5 de [22] nous dit qu’il existe un isomorphisme naturel entre les foncteurs

H) (e (1,)!(-)) = HF (Gr =) et HZPW(S,, =) = H*0) (ers)(-)).

T,

On note alors F': Ps(Gr) — Modc le foncteur & H?OJ)(GT, —). Le théo-

veX.(T) 7
reme 3.6 de [22] nous donne la décomposition suivante :

Théoreme 5. Il existe un isomorphisme naturel entre les foncteurs :

HGr,—)= @ HA(Gr,-)= @ H¥"(S, -).

veX.(T) veX.(T)

Grace au théoreme 5, on a la décomposition de H*(Gr, A) en sous- espaces de
poids, pour tout A € PS(GT) On en déduit donc Paction du tore dual T C G sur
I'espace vectoriel H*(Gr, A).

Dans la quatrieme section de [22], Mirkovi¢ et Vilonen construisent un produit
de convolution * sur Ps(Gr). Ainsi Ps(Gr) présente une structure de catégorie
tannakienne. Le théoréme 2.11 de [7] assure qu’il existe un groupe algébrique com-
plexe G tel que la catégorie tensorielle (Ps(Gr),*) soit équivalente & la catégorie

13
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tensorielle des représentations rationnelles de dimension finie de G sur C. Cette
équivalence de catégories fait correspondre a F' le foncteur oubli de la catégorie des
représentations de dimension finie de G dans la catégorie des C-espaces vectoriels.
Le théoréme 7.3 de [22] identifie le groupe G' comme étant le groupe G.

Si A est un copoids dominant, le foncteur d’hypercohomologie envoie alors le fais-
ceau I, sur le module simple L(\) de plus haut poids A. Le sous-espace L(\),
des vecteurs de poids v de L()\) s’identifie alors avec le groupe de cohomologie de
degré 2p(v) a support dans T, que 'on note H%(V)(GT, I,) ainsi qu’au groupe de
cohomologie & support compact de S, de degré 2p(v) que I'on note H2>*)(S,, I).

2.4 Cycles et base de Mirkovi¢ et Vilonen

De la correspondance de Satake géométrique, on va déduire une base des repré-
sentations de G que l'on appelera base de Mirkovi¢ et Vilonen. Pour cela, on
commence par étudier les variétés que 'on appelle cycles de Mirkovié et Vilonen.

2.4.1 Cycles de Mirkovi¢ et Vilonen

Pour toute variété X, on écrit Irr(X) pour I'ensemble des composantes irréduc-

tibles de X. Pour tout A et tout v dans X*(7'), les éléments de Irr(Gr*NT,) sont
appelés cycles de Mirkovié¢ et Vilonen (ou cycles MV). On note alors

Z\) = | Irm(GrnT)

veXy (T)

I'ensemble des cycles de Mirkovié et Vilonen inclus dans Gr*. Le théoreme 3.1
de [6] munit 'ensemble Z(\) d’une structure de cristal isomorphe & B()\). En

particulier, a la section 3.3, Braverman et Gaitsgory définissent des opérateurs ¢,
¢i, €; et fi sur Z(A).

Exemple 6. Dans le cas ou G = Gl,,, on prend T' I’ensemble des matrices diago-
nales inversibles et B (resp. B~) I’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) inversibles. Pour tout v € X*(T') tel que Greite2 N T, n’ait
qu’une seule composante irréductible, on définit ’ensemble Z* par :

0
0
t_l

t 0
Zoataz :{ 0 1 }7
0 0

14
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1 0 0 t 0 0
Z?={lat™" t 0 |]|aeChZz={|0 t* 0| |beC},
0 0 ¢! 0 bt ! 1
t! 00 1 0 0
Z= ={la+bt7' t 0| |a,b,ceC},Z*={|0 t! 0| |a,b,ceC},
ct™! 01 a c+bt7 ! t
t1 00
Z-me =L ' 1 0||a,b,cdeC}.
c+dt ™ a t

Le cycle MV correspondant est alors ’adhérence de l'ensemble Z%. La variété
Grataz 0T, étant de dimension 2, les deux cycles de Mirkovi¢ et Vilonen dans
Gratez N T; sont les adhérences des ensembles suivants :

1 0 O 1 00
Zi={] 0 1 0|]abeC,a#0}Zy={|ct™" 1 0| |a,ceC,a#0}.
at™' b7t 1 at™' 0 1

2.4.2 Base de Mirkovic et Vilonen

La proposition 3.10 de [22] nous permet d’identifier L(\), avec l'espace vectoriel
Q[Irr(Gr* N'T,)], engendré par les composantes irréductibles de Gr* N T,,. Plus
précisément, on a la

Proposition 7. Pour tout poids dominant \ et tout poids v, le groupe de co-
homologie H%f(y)(Gr, 1)) est isomorphe au groupe d’homologie de Borel Moore
Htop(Gr)‘ﬂTl,) a coefficients dans C de dimension mazimale de la variété Gr’*NT,,.

Le lemme 4 de I'appendice B de [11] nous dit que les classes fondamentales des
composantes irréductibles de Gr* N'T,, forment une base de Hy,,(Gr* NT),) et par
conséquent une base de Hﬁ(y)(Gr, I,). Via le théoreme 5, on obtient une base de

H*(Gr, I,) indexée par I’ensemble des cycles MV. C’est cette base que 1'on appelle
base de Mirkovi¢ et Vilonen (ou base MV). Pour tout Z € Irr(Gr*NT,), on note
[Z] le vecteur de la base de Mirkovi¢ et Vilonen de poids v correspondant. Le
théoréme 2 de [2] nous donne le premier coefficient de ’action de e; sur un vecteur
de la base de Mirkovi¢ et Vilonen :

Théoréme 8. Soit Z € Z(\). On a alors :
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ei.lZl =a(2) 6.2+ Y. azz|Z,

@(2)<a(2)-1
avec az z € Q.

fl2) =0 2).[Fi.2)+ > baalZ),

9:(2)<0n(2)-1
avec by 7 € Q.

Par conséquent, la base MV est parfaite au sens de Berenstein et Kazhdan. Elle
est donc compatible avec les noyaux des opérateurs f;.

2.5 Cycles de Mirkovi¢ et Vilonen généralisés

Dans cette section, on généralise la grassmannienne affine et on utilise la corres-
pondance de Satake géométrique afin d’associer un faisceau au module L(A\;) ®
e @ L(Ap).

2.5.1 Définition

Si A est un ensemble muni d’une G(O)-action a droite et B un ensemble muni
d’une G(O)-action a gauche, alors on définit

G(0)
A x B=AxB/R,

ol (a,b)R(a’,V) si et seulement s’il existe k € G(O) tel que (a’,0) = (a.k, k= .b).

On définit la variété de convolution Conwv,, de la maniére suivante :

. GoO)  GO) .
Conv, =G(K) x ... x G(K)

n—1 facteurs

G(0)

G(K)/G(O).

Sixy,..,z, € é(lC) alors on note [z, ..., 2z, I'image du n-uplet (xy,...,z,) dans
le quotient C'onv,. En particulier si x € G(K) alors [z] désigne son image dans la
grassmannienne affine.
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On montre aisément 'existence d’une application m : Conv,, — Gr telle que pour
tout (z1,...,x,) € G(K)™,

m([z1, ..., xp]) = [21...25].

Soient Ap, ..., A, € P*. On pose A = (A, ..., \,). Comme pour tout i € [[1,n], Gr*i
est G(O)-stable, on peut définir le sous ensemble de Conv,, suivant :

Grr = {[zy, ..., ) € Gr" | 1,G(0) € Gr™, ..., 2,G(O) € Gr™}.

L’ensemble des variétés Gr2 forme une stratification de Conv,,. On définit aussi
pour tout poids y, les ensembles S et T} par :

S =m=(S,) et T = m™(T},).

On appelle jy I'inclusion de Gr2 dans Conv,, et 1 le systéme local trivial sur Gr2.
On définit alors I, comme étant le complexe de cohomologie d’intersection

I = jxIC(Gra, 1)[dim(Gr?)].

L’égalité 4.2 de [22] assure que

m*]A: ])\1 * ...*])\n

ou x est le produit de convolution sur la catégorie Ps(Gr) défini a la section 4
de [22]. Par conséquent, le groupe de cohomologic H*(Conv,, I,) = H*(Gr,m.I))
s’identifie, a travers la correspondance de Satake géométrique, au produit tensoriel
L(A) ® ... ® L(\,). On peut alors appliquer le foncteur de poids de Mirkovié et
Vilonen. Pour tout poids v de G, le sous espace de poids v de L(\) ® ... ® L(\,)
s’identifie avec le groupe de cohomologie

HY (Grom. ) = H® (Convy, 1),

en effectuant le changement de base lié au carré cartésien

T —— Conv, .

T, Gr
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Au paragraphe 2.4 de [14], Goncharov et Shen démontrent, grace a des arguments
similaires & ceux de la section 3 de [22], que

HyY (Convy, 1) = H;Z(%TA(GTAa Iy |ga) = Hapry+..oa—0) (T} N G2, C).
De plus le lemme 2.37 de [14] assure que la variété T N Gr? est de dimension pure
p(A1 + ... + A, — v). Il en découle que les classes fondamentales des composantes
irréductibles de T N Gr forment une base de H,, (T N Gr3,C) et donc une base
de (L(M\)®...® L(Ay)),. On note Z(A),, les composantes irréductibles de GranT}
et on les appelle cycles de Mirkovi¢ Vilonen généralisés (ou cycles MVG) de type A
et de poids p. Pour tout Z € Z(A),, on note [Z] le vecteur associé dans le produit
tensoriel L(A\)®...® L(\,). La base du produit tensoriel L(A\)®...® L(\,) formée
par I'ensemble de ces vecteurs est appelée base de Mirkovié¢ et Vilonen généralisée
(ou base MVG).

2.5.2 Propriétés

Soit p un poids dominant de G. On note T(,) la composante isotypique de type
L(p)de T=L(A)®...® L(A,) et on définit

D Ty

) p—
W<p

TS(M

De méme on définit T (,y. Dans [4], Baumann, Gaussent et Littlemann démontrent
le théoreme de compatibilité suivant :

Théoréme 9. Soit  un poids dominant de G. On note m, ['entier tel que la
composante isotypique de type L(p) de L(A\)®...® L(\,) soit isomorphe au produit
cartésien L(p)™.

1) Soit Z € a Z(A),. Les classes fondamentales [Z] sélectionnées ainsi forment
v<p

une base de Uespace de poids < i de T.

My o

2) 1l existe un isomorphisme de représentations entre T< (/T et L(p)
L(p) @ C™ qui envoie la base de Mirkovié et Vilonen généralisée sur les vecteurs
de la forme v ®@b ot v est un vecteur de la base de Mirkovié¢ et Vilonen de L(u) et
b est un vecteur de la base canonique de C™,

Lorsque Z; et Z,,_; sont des cycles de Mirkovi¢ et Vilonen généralisés dans C'onv;
et Conv,,_;, on cherche a décomposer le produit tensoriel [Z;] ® [Z,,—;] sur la base
des [Z'] ou Z' est un cycle de Mirkovi¢ et Vilonen généralisé dans C'onv,. Pour
cela, on a besoin de définir la grassmannienne de Beilinson-Drinfeld.
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2.5 Cycles de Mirkovié et Vilonen généralisés

2.5.3 Grassmannienne de Beilinson-Drinfeld

Les constructions générales se font a partir d’'une coube lisse X quelconque mais
nous n’avons besoin que du cas ot X = A!. On note A la diagonale de X" et
Aj,nfj = {(Z’l, ,QZn) e X" ‘ T1= ... =2Tj,Tjp1 = ... = xn}

On note Fy le G-torseur trivial sur X et Xp = X x Spec(R). La grassmannienne
de Beilinson-Drinfeld est le foncteur Grx, qui & une C-algébre commutative R
associe I'ensemble des classes d’isomorphismes de n + 2-uplets (z1, ..., x,, F, ) ou
(1,....,2,) € X(R)", F est un G-torseur sur Xp et 8 : F — Fy est un isomor-
phisme ailleurs qu’aux points z;. C’est un ind-schéma sur X" qui est ind-propre
deés que G est réductif (voir [5] 5 et 3.10 et [24] lemme 3.4). On dispose d’un
morphisme évident 7 : Grx, — X" qui ne garde que les z;.

De méme, on définit la variété de convolution de Beilinson-Drinfeld C'onvx ,, comme
étant le foncteur qui a une C-algebre commutative R associe I’ensemble des classes
d’isomorphismes de 3n-uplets

(xla "'7xn7-F17 "'7—Fn7617 7ﬁn)

ou (z1,...x,) € X(R)", Fi,..., F, sont des G-torseurs sur Xx et, pour tout 1 <
1 <n, B;:F;, — F;_1 est un isomorphisme ailleurs qu’au point z;. On a encore un
morphisme évident 7 : Convx, — X" qui ne garde que les points z;.

On définit 'application de multiplication m : Convx, — Grx,, par

m($1, "'7'7;717?17 "'7~Fn751? 7ﬂn) = (3:17 "'7xn7fn7ﬁl o ... Oﬁn)

On se place dans le cas X = Al. L’existence d'une coordonnée globale simplifie
grandement les constructions ci-dessus. En effet, tout G-torseur sur Xp est alors
isomorphe au G-torseur trivial. Par conséquent, dans la définition de Grx,, et de
Convx , on regarde seulement les morphismes f3; en prenant en compte un possible
changement de trivialisation pour les F;. Si 3; est un isomorphisme ailleurs qu’au
point x; alors, en considérant ¢,;_; et ¢; des trivialisations de F;_; et F;, la donnée
de B; est équivalente a la donnée de (3 :

B;
Fict |x\fz) = Fi | x\{as} -

o Jo

Fo |X\{zi} <T]:0 ‘X\{mi}
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Chapitre 2 Correspondance de Satake géométrique

La donnée de 3 est équivalente & la donnée d'un morphisme X \ {z;} — G et donc
aun Cl[t, (t — x;)] point de G:. Un changement de trivialisation étant donnée par
un C[t] point de G, un point de Convx,, dans la fibre de (z1,...,x,) est donc un
point de

Sl —z) ) O O A (- ) ) GC)
(Clt, (t — 1) X X [t (t—=z,)"])/ G(C[{
donnée Chgmt. de Chgmt. de donnée Chgmt. de
de S triv. pour F; triv. pour F,,_ de 3, triv. pour F,

Via cette identification, Grx 1 est en bijection avec Grx X (respectivement Convx ,, X
X’VL

A est en bijection avec Conu, x X). Pour toute partie G(O)-stable K de Gr (res-
pectivement de C'onv,,) on note 7K la partie de Grx ; (respectivement Convy, X
, ol

A) définie comme la préimage de K x X par cette bijection.

On se donne des parties é((’))—stables Ky, ..., K, de Gr. On définit alors la partie
7K % ...xT7K,, C Convy,, par

(21, oo Ty [G1 (E=21), ooy g (t—))) | Vi € [1, 0], 25 € X, gi(t) € G(K), [9:(t)] € K}
De méme si K est une partie G(O)-stable de Gr et K5 une partie G(O)-stable de

Conv,,_1, alors on définit 7Ky x 7K, C Convx,, X Ay, ;1 par
X’VL

{(@ 9,9, [91(E=2), 92(t=y), s g (t=9)]) [ [1(D)] € K7 et [g2(2), .., gn(1)] € Ko}

Exemple 10. On reprend les constructions de cette partie avec G = S'Ls.

-1 -1 -1
U:{[é ‘f_l} laeC)car etV:{[(th_l 2)(8 Cf_1>]|b,ce<C}cCom2.

Par conséquent,
TUx 1V

={(z.9,. [(t o a((f__f))_11> , (lf(tt__y;)_ll tfy) , (t Y C(f_‘;))_f>]) labceC).
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2.5 Cycles de Mirkovié et Vilonen généralisés

On souhaite désormais définir 77 x 72’ pour un cycle MV Z et un cycle MVG Z'.
Ces parties ne sont pas G(O)-stables mais seulement B~ (O)-stables. On définit
alors 7Z x 77’ dans la variété de convolution de Beilinson-Drinfeld Convg- x ,
du groupe B~ puis on transporte cette partie dans Convy, via Convg- x, —
Convx, construite fonctoriellement a partir de l'injection B~ — G. C’est une
bijection sur les C-points.

On va généraliser la notion d’orbite semi-infinie 7,,. On commence par regarder
les points fixés par I'action du tore 7" dans C'onvx ,. Les composantes connexes de
cet ensemble de points fixes sont indexées de fagon naturelle par X, (7')". On note
alors [oj,,l,m,l,n la composante connexe associée au n-uplet (v, ...,1,). La fibre de
Lyl,...,y

n

au dessus du point (z1, ..., z,) est le singleton {[(t — x1)", ..., (t — z,)""]}.
Le morphisme 7 induit alors un isomorphisme de L,, ,, sur X". On se fixe alors
un copoids dominant régulier o, d’ou une action de C* sur Convy,,. Par analogie
avec

T, ={ueGr| limo(a).u= L},

on pose

T, = {u € Convx | limo(a).u € Loy}

En d’autres termes, lorsque les z; sont distincts, (21, ..., T, [G1, - Gn)) € Ty, 0 S
et seulement si gj...g, est de la forme u(t — zq)"*...(t — z,,)""h avec h € G(C[t]) et
uwe N (Clt,(t —x)7 Y ..., (t — 2,)7Y)]). Pour tout v € X,(T), on pose

T, = L T, ..
(Vlv"'vyn)eX*(T)n bt
vi+...+vn=v

Les fibres de 7, au dessus de points de la diagonale A s’identifient a la partie 7).

Le preuves de la proposition 11, du corollaire 12, du théoreme 13 et de la proposi-
tion 14 se trouvent dans 'article de Pierre Baumann, Stéphane Gaussent et Peter
Littlemann [4] en cours de rédaction.

Proposition 11. Soient Ay, ..., N\, € X.(T)" tous dominants. Soient un poids de
G. On pose A = (Mg, ..., \n). Les composantes irreductibles de (TGr™ x 7Gr2)NT,
sont exactement les adhérences des ensembles TZx1Z" avec (Z,Z2') € U Z(A1)w X

v+ =v
Z(A> v’
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Chapitre 2 Correspondance de Satake géométrique

Corollaire 12. Soient Ay, ..., \, € X,.(T)" tous dominants et soit v un poids de
G. On conserve les notations de la proposition précédente. Il y a donc une bijection

entre Z(A), et U Z(M)w X Z(A)r.

vi+v'=v

Soient v,/ et V" des poids de G tels que v/ + v = v. Soeint Z € Z(\1), et
Z" e Z(A)yr. Si Z" € Z()A), est le cycle MVG correspondant au couple (Z, Z')
dans la proposition précédente, alors on s’autorise a noter [7Z x 7Z’] a la place de

[Z"].
Théoreme 13. Soient A1, ..., \, des copoids dominants. Soit 1 < j < n. On pose
A = ()\1, ceey )\n); A’ = ()\1, ,)\]) et )\7// = ()\j+1, ceey )\n)

Soit (v, V") € X.(T)? tel que v =1 +". Soit (Z',2") € Z(N)y x Z(N'),n et
soit Z € Z(A),.

Lorsqu’on décompose [Z'| @ [Z"] sur la base de Mirkovié et Vilonen généralisée, le
coefficient devant [Z] est égal a la multiplicité de Z dans le produit d’intersection

772" x 12" 7 (1)

z . ’ " .
calculé dans lespace ambiant TGr2- % 7Gr2~ C Convx,, X A,,_:, pour tout point
7n X,n/ ]7n ] )

x appartenant a la diagonale de X™.

En étudiant la géométrie de 72" x 72", on peut montrer que la matrice de passage
entre nos deux bases de L(A) ® ... ® L(\,) est unitriangulaire. Plus précisément :

Proposition 14. Soit (V/, V", v, v}) € X.(T)* tel que v/ + V" = v} + v} = v. Soit
(22" 24, Z0) € Z(X)o x ZQN % Z(N)ug X Z(N oy

Si [Z1x ZY| apparait avec un coefficient non-nul dans le produit tensoriel [Z'| @ [Z"]
quand on développe celui-ci sur la base des cycles MVG, alors :

1) soit vy > vV et vy <vV";

2) soit (vi,v)) = (V, V") et (Z1,2)) = (Z',Z"). Dans ce cas, le coefficient est 1.

2.5.4 Le cas particulier G = SL»

Dans le cas ou G = SLy, son dual de Langlands est G = PGL,. 1l n’y a quun
seul poids fondamental @ et a variété Gr = G(O)Ly est de dimension 1. Le
sous-groupe de congruence ker(G(O) — G(C)) fixe le point L, donc G(O)L, =

v

G(C)L,. Par conséquent,
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2.5 Cycles de Mirkovié et Vilonen généralisés

/C\)
S
~
g

I
(Y

(C)Le = G(C)/Stabgc) (L)

(D)= (5 1) meacioreso

donc Stabecy(Lw) = B~(C). On a alors Gr® = G(C)/B~(CT). Clest la variété de
Gr# — P!

drapeaux P!. Cet isomorphisme est donné par ¢ : { .
g.Ly—  g.eg

, o (t ay (1 a\{(t O . ey )
On écrit <O 1 = <0 1) (O 1). L’image de cet élément par ¢ est [a : 1]. On
, .. (1 0y (0 1) /[0 ¢ y 12 _ o
écrit (b t) = (1 b) <1 O>' L’image de cet élément par ¢ est [1 : b]. Ainsi on

dispose de deux cartes de Gr® :

{(é iL>|a€(C}et{<[1) 2>|be<C}.

n—1 copoids
—_——~

De méme, on a une carte de 7Gr® x 7Gr (@, ..., @)

{(z,y, ...y, [(t?)x af) , (;2 tEy) (t 6 y af)]) | ai,...,a, € C},

ou les matrices considérées entre crochets sont triangulaires supérieures ou bien
inférieures. On peut montrer (et nous admettrons que) que I'on décrit bien un
ouvert et que 'application

t—x aq 1 0 t_y Qn,
(I,y,al,..-,an)H(xaya“wya[( 0 1>’<a2 t_y> ( 0 1>])

est injective.

X Ay ,_1 donnée par
Xn ’

Par ailleurs, on a X, (T) = Z*/(1,1)Z. Si (z,y) € Z?, on note (z,y) sa classe dans
Z?/(1,1)Z. Pour tout v = (v, ") € X,(T'), on peut écrire
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Chapitre 2 Correspondance de Satake géométrique

Soient g1, ..., g, € GLy(C[t,t7']), on note g; I'image de g; dans PGLy(C[t,t]).
On a (z1,.... @, [g1(t — 21), ooy gu(t — x)]) € T,y ., si et seulement si gi...g,, est

V;{> h avec h € PGL,(0).

(t — )" (t — )" 0
* (t—2)" .. (t — zp)
Si en plus on prend des représentants ¢; de déterminant ¢t — x; alors ¢;...g, =

((t — 5171)V1..-(t - ZUn)V” 0 ) h avec h € GL2(O)-

* (t — 2" (t — )"

(=)t —a,) 0 C D
Onadoncgl...gn—< 0 () (t—a)" ) \E F avec

de la forme

E F
premiere ligne de ¢g;...g,. On prend un élément

(O D) € GLy(0). Par conséquent (t — x1)"1...(t — x,)"" est le PGCD de la

(«T,y, Y, [gl(t - x>7g2(t - y)? 7gn<t - y)])

n—1 copoids
—_——~

dans la carte de 7Gre=xrGr (@s - @) A1 -1 décrite ci-dessus. Soit (v, ..., v,) €
Xn

X,.(T)™, pour tout ¢ € [1,n] on écrit v; = (v},v!) € Z?/(1,1)Z . 1l est équivalent de

y)¥2...(t — y)"n est le PGCD de la premiere ligne de gi(t — 2)ga(t — ¥)...gn(t — ¥).
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Chapitre 3

Bases et involution de
Schiitzenberger

3.1 Forme d’intersection

3.1.1 Deéfinition, dualité de Verdier

On sait que Gr? est une variété projective. De ce fait, H?(Gr*, A) = HP(Gr*, A)
pour tout p € Z et tout A € D%(Gr*). On note C le faisceau constant sur Gr* et
on fait I'identification suivante :

H?(Gr>, 1) = Hom,, (@)(Q, I,[p]) pour tout p € Z.
S

On appelle D le complexe dualisant de Gr*. Le complexe dualisant D représente
le foncteur

F:A— (Hong(@)(@a A))*

de la catégorie D%(Gr*) vers la catégorie Vecte des C-espaces vectoriels. Il y a
donc un isomorphisme de foncteurs (voir [15] Théoréme V.2.1)

k: Hom (.,D) — F.

Db(Gr>)
On appelle [ € F(D) l'image par kp de la fleche identité idp. On peut voir

J comme une forme linéaire sur @ H*(Gr*, D) nulle partout sauf en degré 0. Le
kEZ
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Chapitre 3 Bases et involution de Schiitzenberger

lemme de Yoneda assure que I'image par k4 d'une fleche f € Hom Db(Gr A)(.A D) est
DY@ (C, A) associe [ fog. On deﬁmt alors, grace
au complexe dualisant D, le foncteur de dualité de Verdier D = RHom(., D) dans
la catégorie D%(Gr*). Le morphisme de 1'égalité 8.6 de [22] est un isomorphisme.

11 existe donc un isomorphisme 7 : I, — D([,).

la forme linéaire qui a g € Hom

Soient x,y € H*(Gr?*, I) homogenes de degrés respectifs k et k. Avec notre iden-
tification, = € Home @ A)((C Lk]) et y € Home @ A)((C I,[K']). On cherche a
définir un cup—prodmt x Uy. La transformation naturelle

L
Hong(@) (A® B,C) = Hong(@)(A, RHom(B,C))

est un isomorphisme pour tout A, B,C € D%(Gr*) (voir [20] 2.6.7). En particulier,
la transformation suivante est naturelle

~ L
T: Hong(ﬁ)(.,D(IA)) — Hong(@)(. ® I, D).

L
On note alors ¢ € Hong(w)(IA ® I, D) I'image de n par 17,. Ainsi, on peut
L L L
composer ¥ et * ® y € Hom ), (@)(Q QR C, I\ ® L([k+K]) .
S

L
Pour tout A € D%(Gr), on désigne par 74 : A® C — A le quasi-isomorphisme de

L
contraction a droite et par 4 : C® A — A le quasi-isomorphisme de contraction a
gauche. Les deux sont évidemment des transformations naturelles. Le cup produit
x Uy est alors 1’élément

L
Yo(r®y)ol:' € Homy,

Grace a l'identification faite en début de section, z Uy € H**'(Gr*, D). On peut
alors définir une forme bilinéaire sur H*(Gr*, I,) x H*(Gr*, I).

Définition 15. Pour tous éléments x et y de H*(Gr?*, 1)) homogenes de degrés
respectifs k et &/, on définit la forme d’intersection par

<x,y>=/ny=/¢o<xéy)ozcl.

La forme d’intersection s’étend alors par bilinéarité a H®(Gr?, I,) x H*(Gr*, 1))
tout entier.
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3.1.2 Propriétés

Théoreme 16. La forme d’intersection est une forme bilinéaire non dégénérée sur
H*(Gr\ Iy).

Démonstration. 11 faut montrer que 'application

H*(Gr\ 1) — (H*(Gr, 1))
x — (x,.)

est bijective. Le quasi isomorphisme [ est une transformation naturelle. Ainsi, pour
tout y € Hom,, @) (C, I,[—p]), le diagramme suivant est commutatif :
S

L L
Par conséquent (z,y) = f1/10(:76®y)0l§1 = fz/w(:v@idIA)OZI_Aloy. Les compositions
a gauche et a droite

B L
oll; : HOng(@)(Q@) L\[-p],D) — Hong(W)(I,\[—p],D)

sont des isomorphismes. L’isomorphisme naturel

L
Tepy) - Hompy o) (C DI [=p))) = Hompy 5 (C @ L[ -p], D)

L
envoie n o x sur ¢ o (z @ idy, ). La transformation naturelle

R+ Hompy @y (IN[=p], D) = (Hom p, ) (C, In[=p]))",

qui & f associe la forme linéaire g — [ f o g est aussi un isomorphisme. Par
conséquent, x — (x,.) est I'isomorphisme
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Kry[—p) © (ol1}) o T o (o).
0

On g’intéresse alors au comportement de la forme d’intersection vis a vis de la
décomposition en espaces de poids :

HY(Gr, L) = @ HX"(Gr 1)

veX.(T)

Lemme 17. Soient © et y des vecteurs de H*(Gr, 1) de poids p et v respective-
ment. Si (x,y) # 0, alors nécessairement v = wo(p).

Démonstration. D’apres le théoreme 3.6 de [22] , les espaces g(”)(GT, I,) sont

indépendants du couple (7, B). Donc H (GT 1) = 2p “) (Gr I,). L'équalité
I1.10.1 de [15] nous donne

2p(1)+2p(
rUy € HSwOmmTu (G D).

Supposons que (x,y) # 0.

Le lemme 2.1 de [18] avec w = e et v = wy nous apprend que Sy N T, est vide
sauf si v < wo(p). Comme (z,y) = [ Uy, onaxUy # 0 et nécessairement, on
av < w(u).

Comme [z Uy # 0, nécessairement z Uy est de degré 0. Par conséquent p(v —
wo(p)) = 0.

Ces deux résultats assurent que v = wp(u). O

Soit e € H?(Gr,C). On a le lemme fondamental suivant :

Lemme 18. Pour tout (z,y) € (H*(Gr,1)))?, on a (xUe,y) = (z,y Ue).

Démonstration. Soient x et y deux vecteurs homogenes de H*(Gr, I,,) de degrés k
et k’. On rappelle I'identification H?(Gr, I,) = Hom (C, I\[p]) pour tout p.

Le cup produit avec e est défini comme

Db (Gr)

L
zUe=rpo(z®e)org

1

pour tout z € H*(Gr, I,). Donc
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B L L L L .
(rUe,y) = ¢o(rh®zdh)o(x®e®y)o(rg ®zdg)olg.

D’apres I'égalité 11.10.3 de [15] et le fait que e est de degré pair, on a aussi que
L
zUe=1I,0(e®z)o0 ZE pour tout z € H*(Gr,I,). La proposition 2.2.3 de [§]

L L _
assure que l'on a r4 ® idg = id4 @ lg pour tous A, B € D%(Gr*). Le diagramme
suivant est alors commutatif.

L L woe L L
CRCR®C 2 IL[k] ® C12] ® LK)
L L
C®C L@ Lk + K+ 2]
L L
rg'®ide L L 71, ®idry
CeCx®C Lkl ® C[2] @ I,[K]

L L
rReRy

Par conséquent,

L L L L
(er,y>:/wo(rh®z’dh)o(x®e®y)o(r(cl®id(c)ol(cl

L L L L
:/1/,0(2'%®lIA)o(x@e@y)O(ichél)Olél
= (z,yUe)

ce qui conclut la preuve du lemme. O

3.1.3 Identification avec la forme contravariante.

A travers la correspondance de Satake géométrique, H*(Gr,I,) s’identifie avec
L(X) et H22W

2p
T,
d’intersection comme une forme bilinéaire sur L(\). On désigne encore par (.,.) la
forme bilinéaire d’intersection sur L(\). On reprend les notations du chapitre 1.

(Gr, 1) s’identifie avec L(\),. On considere alors la forme bilinéaire

Définition 19. On pose (.,.) 'unique forme contravariante sur L(\) telle que
(Ulowu Ulow) = <Uloun Uhigh>-

Théoréme 20. Pour tout couple (z,y) € L(N\)?, on a (z,y) = (z,S(y)) ou S est
Uinvolution de Schiitzenberger de L(\) définie au chapitre 1.
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Démonstration. On choisit un produit scalaire W-invariant sur X, (7") et on définit
q(a;) comme étant le carré de la longueur de la racine «;. On consideére alors
e =Y q(a;)e;. On peut voir dans [26] et dans [13], theorem 1.7.6 que I’action de ce
nilpotent principal s’identifie avec le cup produit avec la premiere classe de Chern,
aussi appelée e, d'un fibré en droites sur Gr. De plus, ¢(o;) = g(a;+) car le produit
scalaire choisi est W-invariant. Par conséquent w(({(e)) = e.

On rappelle que les sous espaces de plus haut et plus bas poids de L()\) sont de
dimension 1 et engendrés par vhign et Vi, respectivement. Par définition

<Ulow7 Uhigh> = (Ulowv Ulow) = (/Uloun S(Uhigh))
donc par linéarité et orthogonalité des sous espaces de poids, le théoreme est vrai
pour tout x € L(A)y, et tout y € L(A).

On fait alors une récurrence sur la hauteur du poids de z. On montre que la
propriété suivante est vraie pour tout n.

P(n) : Pour tout poids v de hauteur n et tout « € L(\),, on a (z,z) = (x,5(2))
pour tout z € L(A).

Pour la plus petite hauteur possible, il n’y a que le poids wg(\) possible. Or on
vient de montrer que le théoreme est vrai pour tout x € L(A)y,(n) et tout y € L(A).
Par conséquent P(ht(wy(A)) est vraie.

Supposons que P(n) est vraie. Soit v un poids de hauteur n+ 1 et soit z € L(\),.
On peut écrire que

x = q(e)ejz;

jeJ
ou J est un ensemble fini et pour tout j € J, x; est un vecteur de poids v — «;.
Par hypothese de récurrence, (z;, z) = (x;, S(z)) pour tout z € L(\).

1. Si y est un vecteur de poids dont le poids n’est pas wy(v), alors (z,y) = 0 et
(x,S(y)) = 0 par orthogonalité des espaces de poids.

2. Siy € L(AN)wyw), pour tout j € J, on a
(qlaj)ej.ajy) = (exj y) et (q(ay)ej.x;, S(y)) = (e-x;, S(y)).

Le lemme 18 et 'hypothéese de récurrence impliquent :

(r,y) =D (exj,y) = (xj,ey) =D (z;,S(ey)) = D (z;,¢(e).S(y))

jeJ jeJ jeJ jeJ
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Alors
Z](M(C(e))'% S(y)) = ZJ(&% S(y)) = Z](Q(Oéj)ej'% S(y))

donc (x,y) = (x,S(y)) pour tout y € L(A).

Donc P(n + 1) est vraie et le théoreme est prouvé. O

3.1.4 Exemple de la représentation adjointe de sl;

On va donner la matrice de la forme d’intersection de la représentation adjointe
L(ag 4+ a) de sl3(C) en poids 0. On reprend les notations de 1’exemple 1. Pour
tout ¢ € I, on considere I'application

d(f) 5[3(@) —>5[3(C)
A AN Vs Vi

Pour les espaces de poids de dimension 1, on note [Z?] I'unique vecteur de la
base de Mirkovi¢ et Vilonen de L(a; + as) de poids a. Grace au lemme de Schur,
on choisit un ismorphisme entre la représentation adjointe et L(a; + aw) tel que
[Z1122] = e3. On cherche & exprimer la base de Mirkovié et Vilonen de L(a; + ap)
en fonction des matrices posées ci dessus. Grace au théoreme 8, on trouve

[Z°1] = —ey et [Z9?] = es.

Le sous espace de poids 0 est de dimension 2 et engendré par les vecteurs [Z]
et [Z;]. Comme la base est compatible avec les noyaux des opérateurs ad(f;), on
choisit ces indices pour que [Z;] € Ker(ad(fi))NL(a1+aq)g et [Z2] € Ker(ad(fs))N
L(oy + az)o. On calcule facilement

Ker(ad(f1)) N L(ag + ag)g = Vect(2hy + hy),
Ker(ad(f2)) N L(ay 4+ ag)o = Vect(2hy + ha).

Un calcul immeédiat donne alors

fl.[Zal] = hl et fg.[ZOQ] = —hg.
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Or d’apres le théoreme 8, f1.[Z%!] est de la forme 2[Z5] + b[Z1] et

2(2hy + ha) — (2he + hq) O2hy + hy  2hy + hy
hl == =2 - .
3 3 3
On déduit [Z] = 212 et de méme [Z)] = —222*1 Tinvolution de Schiitzenber-

ger S vérifie

S(h1> = S(-fl.fg.eg) = —62.61.5(63) = 62.61.f3 = —hQ et donc S(hg) = —hl.

On a alors

S([21]) = [Z5] et S([Z5]) = [Z4].
En utilisant que hy = fi.fs.e3 et hoy = — f5. f1.e3, on a, pour toute forme contrava-
riante (., .),

(hl,hl) = (hQ,hg) = 2(63,63) et (hl,hg) = —(63763).

L’expression de [Z1] et [Z;] en fonction de hy et hy donne alors :

([Z1], [21]) = (2], |Z:]) = ?(63763) = ([Z2], [Z2]),

([21], [Za]) = ([Z1], [Z1]) = §(€3=€3) = ([Za], [Z1])-

Or Zote2 = Grontez ot 770~ = {[, .} La multiplicité d’intersection d’un
point d’une variété dans le produit d’intersection du point et de cette variété est
égal a 1. Par conséquent,

(3, e3) = ([Z2 7], [Z27 7)) = 1.

La restriction de la forme d’intersection au sous-espace de poids 0 a donc pour
12

matrice <_23 3 ) dans la base {[71], [Z2]}.
3

1
3
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3.2 Involution de Schiitzenberger et base de
Mirkovic¢ et Vilonen généralisée

On souhaite démontrer que I'involution de Schiitzenberger stabilise la base de Mir-
kovi¢ et Vilonen. On suppose désormais que les représentations fondamentales de g
sont minuscules. Pour tout poids fondamental w; de g, les sous espaces de poids de
L(w;) sont tous de dimension 1. Par conséquent, la base MV des représentations
fondamentales est stable par I'involution de Schiitzenberger. On cherche a étendre
cette propriété a toute représentation de g.

On note wy, ..., @, les copoids fondamentaux de . Soit A un copoids dominant.
Il existe des entiers naturels pq, ..., p, tels que A = pywwy + ... + pp@,. On note
A= (Wi ooy W1y eeey Wiy eoey W) €8 A = (Wi, vy Wiy ooy W1, .., w1 ). On rappelle que

1 facteurs pn facteurs pn facteurs p; facteurs
Z()) désigne 'ensemble des cycles de Mirkovié¢ et Vilonen généralisés de Gr2. La
représentation L(\) apparait alors avec multiplicité 1 dans

L) =Llw)®..0 L(w;) ® ... ® L(wy,) @ ... ® L(wy,).

1 facteurs »n facteurs

Les autres composantes isotypiques de ce produit tensoriel sont de type L(u) avec
<A

Grace a la structure de cristal sur Z(\), on définit une involution S : Z(\) — Z(\)
en envoyant le cycle de Mirkovi¢ et Vilonen de plus haut poids sur celui de plus
bas poids et en échangeant ’action de &; et celle de f;+. On appelle S involution de
Schiitzenberger du cristal Z()). De méme, on définit la symétrie S : Z(\) — Z()
par

S(rZl % ..7ZP") = 15(ZP") % ... x TS(Z}))

pour tout (Z},...., 20 ..., Z} ... ZP") € Z(w )P X ... X Z(w,)P". On démontre alors
que la conjecture suivante implique la compatibilité de la base MV avec I'involution
de Schiitzenberger :
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Conjecture : Pour tout (Z],..., 2%, ..., Z} ..., ZF) € Z(w)P* X ... X Z(w,)P",
lorsqu’on décompose [Z]] ®...® [Z1'] ® ... ® [Z}] ® ... @ [ZP~] sur la base MVG de
L)

1 Pn
Zi]®..® (2] = 3 A T L x TV,
(Y., Y7m)e
Z(w1)PL X...x Z(wn)Pn

alors
Bz e..eBzZh = X el Sy x s Y.

......
(Y}, Y m)e
Z(wq1)Pl x...X Z(wn)Pn

On définit S : L()\) — L(}) Papplication linéaire telle que

S([r 2t ..x72P)) = [S(rZ} % ... x TZP)],

pour tout (Z7,..., 20 ..., Z} ... ZP") € Z(w)P' X ... X Z(w,)P". La conjecture est
équivalente a 1’égalité

S(Z)® ...@[zP]) = [S(ZP) @ ... ® [S(Z})).

Supposons que la conjecture est vraie.

Pour tout ¢ € [1,n], comme les représentations fondamentales sont minuscules, on
a [S(Z;)] = S([Z;]). Par conséquent, pour tout i € [1,n], ona Soe; = fi»0S. Il en
résulte que si 2 € L(A) est un vecteur annulé par tous les e; alors S(x) € L(Q) est
annulé par tous les f;. De plus, si z est un vecteur de plus haut poids dans L(\)
alors S () est un vecteur de plus bas poids. Par conséquent, S préserve la décom-
position en composante isotypique de L()) et L()) et (en reprenant les notations
du chapitre 2) S passe au quotient L(A)<ny/L(A)<py — LV <py/L(X) <. Par

abus de notation, on note toujours S cette application.

Le théoreme 9 assure l’existence d’un isomorphisme de représentations

A L)</ LA <) = L(A)

qui envoie les classes de vecteurs de la base MVG de L(A)<() sur la base MV de
L(\) ainsi que d’'un isomorphisme de représentations

B L(X)S(,\)/L(X)Q)\) — L(A)
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jouissant des mémes propriétés.

L’application S o Bo S : L(A)<ny/L(A)<ny — L(A) est alors un isomorphisme de
représentations entre deux représentations irreductibles. Elle coincide avec A sur

le vecteur deAplus haut pOidSA de la base MVG. D’apres le lemme de Schur, on a
A=SoBoSdouS=A4A05"toB™ %

Corollaire 21. Si la conjecture encadrée est vraie, alors pour tout Z € Z(\), le
vecteur S([Z]) appartient da la base MV de L(\).

Démonstration. On a démontré que S([Z]) = Ao S~ o B~Y([Z]).
On rappelle que A (resp. B) envoie les classes de vecteurs de la base MVG de L(A)

(resp. L())) sur la base MV de L(A). Si x € L(A) (resp. x € L())), on note T sa
classe dans le quotient L(A)<(n)/L(A)<py (resp. L(A)<oy/L(AN) <))

Or B7Y([Z]) est de la forme [7Z5" x ... x TZ{] avec (Z1,..., ZP") € Z(w1)P* X ... X
Z(wy ). Alors S™Y([r 20 x ... % 172Y]) = [1S(Z)) % ...« TS(ZE")] et A([rS(Z)) % ... x TS(ZEM)])
est un vecteur de la base MV de L(\). O
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Chapitre 4

L’exemple de sl

Dans ce chapitre, on démontre la propriété de symétrie conjecturée a la fin du
chapitre 3, dans le cas ou g = sly(C). Pour cela, on développe aussi des outils
qui nous permettent, en derniere section, de démontrer que la base de Mirkovi¢ et
Vilonen généralisée coincide avec la base canonique duale pour le cas sly(C).

4.1 Introduction

Dans le cas ou g = sly(C), il n’y a qu’un seul poids fondamental w et qu'une
seule représentation fondamentale L(w). On se place dans L(w) et on note x
(respectivement x_) le vecteur de la base de Mirkovi¢ et Vilonen de poids w
(repectivement celui de poids —w). On pose U,, = {—, +}". Le théoréeme 2.46 de
[14] assure que U, paramétrise la base MVG de L(w)®". On note Z_ la variété
irreductible Gr® NT__, et Z, = Gr¥ N'T,,.

Définition 22. Soit p = (p1,...,pn) € Up .

1) U, paramétrise la base des tenseurs simples de la base MV de L(w)®" et on
note r, =, ® ... Q¥ x,, .

2) On note Z, = Z,, * ... x Z,, et z, le vecteur [Z,].
Remarque 23. On a bien stir vy = 2z, et v = z_.

Définition 24. Si k est une suite de — et de +, on note k le mot obtenu & partir
de k en le lisant a l'envers et en échangeant les signes + et les —.

Exemple 25. + — — + — =+ — ++ —
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La conjecture 3.2 se traduit alors de la maniere suivante :

« Le vecteur z, apparait dans la décomposition de z, sur la base de Mirkovi¢
et Vilonen généralisée avec coefficient m si et seulement si z; apparait dans la
décomposition de x5 sur la base de Mirkovi¢ et Vilonen généralisée avec le méme
coefficient m. »

En effectuant les calculs a la main, cette propriété est vraie pour n = 2, n = 3,
n=4,n=>5etn=06. Le cas n = 6 est disponible en annexe. Afin de démontrer
la propriété de symétrie, on cherche a décomposer z_ ® z; sur la base MVG pour
tout mot k.

4.2 Décomposition de z_ ® z; sur la base MVG

Définition 26. Soit & € U,, . On découpe k...k, en p mots : my, ..., m, ou chaque
m; est un bloc constitué uniquement de + et de — de taille maximale. Quitte a
prendre le mot vide, on suppose que m; et m, sont des blocs de 4+. On note alors
a; la taille du premier bloc de + (éventuellement nulle), a; la taille du i-éme bloc
de + et b; la taille du -eme bloc de —.

Exemple 27. Dans le mot + — + + + — — — + les blocs de + sont +, ++ + et +
et les blocs de — sont —et — — —. Onaa; =1,a3=3,a3=1,b; =1 et by = 3.

Définition 28.

1) Soit p = py...pn € U, . On dit que p est équilibré lorsque pour tout 1 < i < n,
le sous mot p;...p, contient plus de 4+ que de —. Par convention, le mot vide est
équilibré.
2) Lorsque p est équilibré et contient autant de + que de — on dit qu’il est super
équilibré.

Définition 29. Soit k € U(n). On note N (k) 'ensemble des mots obtenus & partir
de k en changeant exactement un signe + en signe — sous la réserve suivante : on
ne peut changer k; = 4+ en — que si k;...k;_1 est équilibré.

Exemple 30. Si k =+ + — 4+ +— alors

Nk ={-+—-++—+——++—++—+—}

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant.
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Théoréme 31. Pour tout mot k :

2Rz =Z_f+ Z 24k
k' €N (k)

On se fixe un entier v et un mot +k" € U, commencant par un +. A partir de
maintenant, n désigne le nombre de blocs de + dans k' (le premier et le dernier
étant toujours possiblement vides). On décompose kf...kl_; = my, ..., ma,_1 comme
dans la définition 26. Il y a donc n — 1 blocs de — et n blocs de + . Comme
précédemment, on consideres les grandeurs ay, ..., a, (respectivement by, ..., b,_1)
qui sont les longueurs des différents blocs de + (respectivement de —).

Définition 32. Pour tout [ € {0,...,n — 1}, onnote @Q; = >  a; .
ie{l+1,....,n}

La proposition 14 dans le cas ou Z' = Z, nous donne la décomposition de z, ® z

sur la base MVG. En effet, pour tout mot k, comme w est le plus haut poids de

L(w), on a 2y ® 2, = 244. Pour tout j € N, on pose @’ = (@, ..., @). Le théoréme
—_———

j facteurs
13 assure que le coefficient de 2z, dans z_ ® z; est égal a la multiplicité de Z

dans le produit d’intersection

77 x 727 (%)

pour tout point x appartenant a la diagonale de X™.

On va maintenant calculer cette multiplicité d’intersection. La fin du chapitre 2
nous permet d’écrire une carte de 7Gr® « TGr®" " centrée autour de TA L *Thy

[<t_ox 61L>’<(t_0y)al ff)’Gl (t—oy)“)’""((t_@y)an fin>]

ol pour tout i < n — 1, A* (respectivement B?) est un polynéme en t —y de degré
a; — 1 (respectivement b; — 1). On note (A%)o<j<q,—1 (vespectivement (Bj)o<;j<p,—1
les coefficients du polyndme A’ (respectivement B'). Comme toute la situation
géométrique est invariante par la translation (z,y) — (z + a,y + a), nous pouvons
(et allons) simplifier les notations en fixant y = 0 dans la suite.

Onnote A anneau Clz, a, A}, ..., AL 1 Byt Jetq=(a,z, A}, ..., AL _y, ..., AL )

l'idéal de Z, x Zp dans TGr® x7Gr®" . Onpose v = (¥ (a; — b;) +a, + 1)w.
1€[1,n—1]

On a vu dans la derniére section du chapitre 2 que la condition d’appartenance a

T, est que t9*! divise la premiere ligne de
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N R N R )

On note alors J I'idéal engendré par les ()g+ 1 premiers coefficients des polynomes
de la premiere ligne de cette matrice. C’est donc 'idéal de la variété TGrexTGre N
T, dans ’anneau A.

Définition 33. Pour tout i < n — 1, on définit des éléments C*, D', E% et F' de

Alt] par
1 0 t A"\ (C" D!
Bt ti)\o0 1) \E" F')°

Ci * B 1 0 1%i+1 Ai+1 CiJrl %
Ei * - Bz tbi 0 1 Ei+1 i

on obtient les relations :

° C«z _ Zfa“'lCH_l + Ai—o—ll;z'—&-l7

° Ei — Bitai+1ci+1 + (BiAi+1 + tbi)Ei—&—l — BzCz + tbiEi'H.
Les deux lemmes suivants sont les piliers de la preuve de la formule et servent dans
la majorité des preuves de cette section. Ils permettent de se concentrer sur ce qui
est a gauche dans les produits de matrices, pour revenir plus tard sur ce qui est a
droite.

En écrivant que

Lemme 34. Pour touti <n—1, on a :
1) C* =% mod qt],
2) By, ¢4

Démonstration.
1) On démontre le résultat par récurrence descendante sur i.
O™~ ! =t donc la propriété est vraie au rang n — 1.

On suppose le résultat vrai au rang i + 1. On a O = ¥+ mod qt] et on écrit
que
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Ci = i+l Oi-i—l 4 Ai-i—lEi-‘rl
[t]
€q

d’ou le résultat.
2) Soit i € [[1,n — 1].

Sii=n—1alors E" ! = B" 1t% les coefficients de plus bas degrés de E"~! sont
nuls et la propriété est vraie.

On écrit que
Ei — Bitai+10i+1 + (BiAi+1 + tbi)EiJ’_l.

D’apres le 1)

E'= B9 + t"E™  mod qt]

donc Ef, = Bi+P mod qou P € Clz, A%, BY;>i41. Par conséquent, le coefficient
E¢, n’appartient pas a g. O

Lemme 35. Soit p C q un idéal premier. Soit i <n —1 et soit 0 < k < Q).
Si B, ....EL €p alors Ci,...,CL €p.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence descendante sur 7.
On note H; : « Pour tout k < Q; ona E} ... Bl € p= Ci,...,Ci € p».

Lorsque i = n — 1, Q; = a,, E* = t*"B" et C" = t%. La propriété H,_, est donc
vraie.

Suppsons H; vraie pour tout j > i.

On procede alors par 'absurde en considérant le plus petit k& € [0, Q; — 1] tel que
Ei, ...Ei€p, Ci ... Ci | €pmaisCl¢p.

On suppose que A’ € p[t] pour tout j > i+ 1. En écrivant

Ci™l =9 CY + AVEY,
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ona C*=t% mod p[t] et Cf € p. C’est absurde car on avait supposé que Ci ¢ p.
Il existe donc un plus petit j € [ + 1,n — 1] et un plus petit [ € [0,a; — 1] tels
que A] ¢ p.

On démontre la propriété

H,, o 4@igq + ooy < bj+ oo A by »

pour tout m € [i + 1,5 — 1].

Preuve de H.
Pour tout m € [i + 1,7 — 1], on a C* = t%+1+-FTamC™ mod p[t]. On pose k,, =
k—ap1— ... —an=k—Q;+Q,. Comme C} ¢ p, k,, est positif.

On prouve H par récurrence sur m.

Lorsque m =i + 1, C* = t*+1C"*! mod p[t] donc

Cott, L CHl epet Gl dp.

k‘i+1—1

De plus Ej = B\C} + Ellfﬂn mod p . Cette somme appartient a p mais pas son
premier terme, donc E}i}, ¢ p. On a donc k > b;. De plus, pour tout v € [0,k —

b; — 1]
i = pitl
vip, = F,7 mod p
Comme Ej,...,E, € p, on a alors Egt', . Ejf, | € p. Daprés Hiyq, on a
i1 i+1
CO g ey k—bl—l Ep.

Nécessairement, k —b; < k;1. Cela se réécrit b; > a;41. La propriété H; ., est donc
vraie.

On suppose que H; 1, ..., H,, sont vraies avec m < j—1. Comme C? = t%i+1 T +ams1Cmtl
mod p[t], on a

m+1 m+1 m+1
Co ™y, O epet O p.

De plus, pour tout 1 < v <mnona EY = B’C? 4+t E"*! et pour tout i +1 < w <
j—1lona ("= tunt-FawCw mod plt], donc

Ei = Bzc«z + tbiEiJrl

= (B’L + Bi+1tbifai+1 _'_ + Bmtbi+...+bm,17ai+17...7am)Ci + tbi+...+mem+1 mod p[t]
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et toutes les puissances de ¢ considérées ci dessus sont positives car H;.q, ..., Hp,
sont vraies.

On pose alors

B/ — B’L + Bi+1tbi—ai+1 + + Bmtbi+...+bm71—a7;+1—...—(lm'

On a alors Bj, ¢ q et on réécrit

E' = B'Ct 4 " tm gt mod plt].

On a Ej = B)Cy + E"' _, € p mais le premier terme de cette somme n’ap-

partient pas a p. Nécessairement E,T_Jgj_m_bm ¢ p. De méme qu’a la preuve de

Hi+17

m+1 m+1
EO PIEEES k—bj—...—bpm—1 S p
En appliquant H,,.1, on a Cg**', .., Ci4h | € p. Nécessairement, k — b; —

oo — by < k1 qui se rééerit

A;4+1 + ...+ Am+1 S bz + ...+ bm,

donc H,,,, est vraie et la propriété H est prouvée.
Retour a la preuve de H.

Comme dans la preuve de H, on pose B’ = Bi4 B b=t 4 Bmgbitedbm—i—aisi——am
On écrit alors que

E’i = (B’L + Bi—l-ltbi—ai_‘_l _'_ + Bj_ltbi+...+bj_2_ai+1_.“_aj_l)Ci + tbl++b]_1E] mod p[t]
= B'CY 4 bt BI mod plt].
On en déduit que

Eé? R Ei*b,‘*...*bjflfl e p et Ei*b,‘*...*bjfl ¢ p

On écrit que

O = peitrtetai—1 -l = tai+l+~~-+aj71(taj CI + AjEj) mod p[t]

Comme C},...,Ci_, € p et Ci ¢ p, on obtient
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(t%9C7 + ATE)g, .y (199C7 + AVED )y, q € pet (19C7 + ATEY)y, & p.

Le fait que (t%C7 + AIEY)q, ..., (t%C7 + ATEJ),_; € p implique que k;_1 > [.

Supposons que k;_; > a;. On a donc (t%C7+AIE),, € p pour tout m € [I,a; —1].
Par conséquent, EJ, ..., Efzjfzq € p et en appliquant H;, on a Cf, ..., szjflfl € p.

Mais alors

t9CT + AR, =Cl+ AIE? = AJE’ =0 modp
3 0 1 Ha;—1 1 a

i—l =

et Egj_l € p. En utilisant H;, on a aussi ng_l €p.

On applique ainsi k; fois 'hypothese H; pour obtenir £, ..., E,ijlflfl et CJ, ..., Cljc'j,lflfl €
p. Lorsque k;_; < a;, on arrive directement a cette conclusion.

Maintenant, (t%C7 + ATE7), | = A{E,i_il_l et donc E,zjil_l Zp.

J

Or Eij_l_l et Ei—bi—“.—bj_l sont & chaque fois les premiers coefficients de E? n’ap-
partenant pas a p. Donc

= bz + ...+ bj_l — Q41 — .o — A1
On écrit que
E' = B'tvr -1 (1% 00 ATEI) 4 Pt BT mod plt]

et on a K = B{)A{Eijfl,l + Eifbr...fbj,l mod p.
Par conséquent, E} = (B(SA{+1)E£J~,1—1 mod p mais ByAJ+1 ¢ q donc ByA] +1 ¢
——

€q
p.
On a donc démontré que E} ¢ p : c’est absurde. Donc H; est vraie et le lemme est
prouvé. [

Lemme 36. Soit G,H € A[t], soit g > 0, soit i < n — 1, soit p C q un idéal
premier.

Si tous les coefficients de degré inférieur a Q;+g—1 de t'GC'+ HE" appartiennent
ap,
alors Hy,...,Hy_1 € p.
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Démonstration. Par 'absurde, supposons qu'’il existe m < g tel que Hy, ..., H,,_1 €
pet H, ¢&p.
En appliquant le lemme 34, il existe [ < @); tel que

El,...El_, €pet El ¢p.

D’apres le lemme 35, C¢, ..., C}_; € p. On écrit alors

I+m—g I+m

(tgGCi + HEi)l+m = Z e li+mfgfv + ZHvElierfv
v=0 v=0

l+m—g m—1 l+m
= > GOyt Y HE,, ,+HE+ > HE,,
=0 = =0 v=mAl ST
ep p E€p
Or (/GC* + HE") 4, € p et donc H,,E} € p : c’est absurde. ]

L’idéal de 7Z_ %72, dans la variété 7Gr® x7Gr®" est alors un idéal p C q premier
contenant J et minimal. On note alors OZM/,m I'anneau local de 7Z_ x 72},
le long de Z;j. Cet anneau est isomorphe a A;/pA, et si son idéal maximal est
principal alors ¢’est un anneau de valuation discrete. La multiplicité d’intersection
cherchée est alors (voir [12] section 1.1 et 1.2) l'ordre d’annulation de z le long
de Zyp. Si qA,/pA; = (T), alors cette multiplicité est 1. C’est ce que l'on va
démontrer.

On cherche a déterminer des générateurs de p permettant de retrouver le mot k.
Comme le premier facteur doit étre Z_, nécessairement a ¢ p. On pose A; =
Cla,x, A, ..., AL ] et, pour tout v € [2,n], on note

a1—1

A, =Cla,x, A, .., AL 1,y AL By, By, BEL ],

a1—1» ay,—1

q, la trace de q et p, la trace de p sur le sous anneau A, de A. On note (A4), le
localisé de A, en l'idéal q,.

Définition 37.

1) On considere alors les variables suivantes :

1 1 1 1 n
a,Ag, ..y Ay, 1By, By gy A

a1—1 an—1°
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On ordonne alors les variables de la gauche vers la droite, la plus petite étant a et
la plus grande A}

L
2) On dit qu’une variable X est liée par rapport a l'idéal p lorsqu’il existe un
élément de p dans lequel X est la plus grande variable.

On écrit une carte de 7Gr® x TGre" x A, comme en début de section mais
Xn

en centrant en 7Z_ x 7Z;. On obtient des variables ordonnées comme dans la
définition précédente (¢, Dy, ... Ey, ..., D ) de sorte que les équations de 7Z_x7Zj,
soient Dg = 0 pour tout entiers ¢ et j. On fait alors le changement de carte
(a, Ay, ..., By, ., A ) — (¢, D, ...E}, ..., D2 ). La t-ieme variable & droite est
un polyndéme en les ¢ premieres variables a gauche. Ainsi, si la t-iéme variable a
droite correspond a un +, alors elle appartient a p. On a donc un polynoéme en les
t premieres variables a gauche qui appartient a pdonc la t-ieme variable a gauche
est liée par rapport a p. Grace a ce raisonnement on va pouvoir identifier le mot k
a partir de certains éléments de p.

Définition 38. Soient (P, K) € (A[t])?. Soit j € [1,n — 1].

1) On dit que le couple (P, K) est de type Cond; si tous les coeflicients de P sauf
Py, et tous ceux de K appartiennent a q;, si Ko € q \ p, si P, ¢ q, si [} est de la
forme —x + 2z avec z € q; et si z € (Kj) dans le quotient q;(A,);/pi(A4,);-

2) On dit que le couple (P, K) est de type Cond; si tous les coefficients de P sauf
Py, et tous ceux de K appartiennent a q;, et si Py ¢ q.

Proposition 39. Soit | <n — 1. On considére la matrice

pP* K™ 1 0) [t A"

« o+ J\B ) 0 1
ot le couple (P, K™"™1) est de type Cond;, 0u b = b+ ...+ by 1 — a1 — ... —p_1,
ot by + ... + by — ajp1 — ... —ay11 > 0 pour tout y € [I,n — 2] et ou B = B' +
thi—ai g+l o+ ot Fbn—2—aip1—.—an—1 pn—1
Supposons que qn—1(Aq)n—1/Pa-r(Aq)n—1 = (K51, 7).
Si les a, + 1 premiers coefficients des polynomes de la premiere ligne de cette
matrice appartiennent a p alors la variable By = B} est liée par rapport d p ainsi

que les coefficients de A™. De plus qAq/pAq = (7).
Démonstration. On commence par écrire que les a, + 1 premiers coefficients du

polynome (P"~! + K"~1B’)t% appartiennent a p. Le coefficient en degré a,, est
Py~ + K{ ' B} et appartient a p. La variable B} est donc liée par rapport a p.
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De plus, dans A,/pA,, on az = K{~ ' avec u € (A,);. Done T = (B} + u)Kj™
mais B + u est inversible dans A;. On a donc

(a,2, AL AL AT VAL pA, = (3).

a1—1» an_lfl

On écrit ensuite que les a,+1 premiers coefficients du polynome (P"~ 1+ K" 1 B') A"+
K" 1% appartiennent & p.

Lorsque b > 1, le coefficient en degré 1, (P"~! + K" 'B’); A appartient & p. Or
Pt ¢ qet (K" 'B'), € q donc (P"' + K" 'B’), n’appartient pas & q et donc
pas a p. Par conséquent Aj € p. Si b’ > a,, alors de méme AT,..., A} | €petla
preuve est terminée.

Sinon A}, ..., Aj,_5 € p, ce qui lie ces variables par rapport a p.

Ensuite, pour les variables suivantes (le cas b = 1 correspond directement a cette
étape), (P"' + K" 'B') A% | + K" € p, ce qui lie A}, , par rapport a p.

De plus, dans Ay/pA,, on a A),_; € () car (P* !+ K""1B’); est inversible et
Ky ' e (7).

On écrit que le coefficient en degré b’ + j + 1 appartient a p. Cela permet de lier
les variables A, ;. Ainsi,

(Pn—l + Kn—lB/)OA;)z/+j+1_’_(Pn—1+Kn—1B/)1 Z’-‘,—j—f_ Z (Pn—1+Kn—1B/)T ;;l’+j+1—r+Kj7'l-:11 c p
2<r<b/+j+1

€p

Ces équations impliquent que dans A,/pAq

(PP '+ K" 'B)Ay,+ Y, (P14 KB A L+ K =0,
: : 2<r<b/+j+1 N T
inversible €(@) €(@)

donc A7 € (z) pour tout j € [0,a, — 1]. Par conséquent qA,/pAq = (7). O

Lemme 40. Sin > 3 et si les Qo + 1 premiers coefficients des polynomes de la
premiere ligne de :

t—x a)\ [t Al 1 0\ [t A2 1 0 tan A"
0 1 0 1 Bl th 0 1 B2 t) 0 1
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_(t—x a) [t% AN\ (Ct D!
o 0 1 0 1 El F!

appartiennent a p alors on a les ay équations :

a—zAj EPp
Ay —zAl €p
Al _,—azAl  €p

et, si on pose P! =t —x et K' = A}Llfl, alors le couple (PY, K1) est de type
Condy, les Q1 + 1 premiers coefficients des polynomes de la premiere ligne de

Pl K'Y\ (C' D!
(05 P
appartiennent a p et de plus q1(Aq)1/p.(Ag)1 = (K¢, 7).

Démonstration. On écrit que

t—x a)\ [t A\ [C' D!
0 1 0 1 Bt P!

B ((t — )t (t—x)A' + a) <01 D1>
- 0 1 E' F!

puis que les Qo+ 1 premiers coefficients du polynome (t—z)t* C1+((t—z) Al +a) E!
appartiennent a p.

On applique alors le lemme 36 avec G =t —x, H = (t —z)A' +a,i=1et g = q;.
On obtient alors que les a; premiers coefficients de (t — z)A' + a appartiennent a
p. C’est exactement les équations

a—zAjEP
Ay —zAj€p
AL _,—xzAl _ €p

On a démontré que (t — 2)A' + a = K" mod plt]. Alors
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t—x a)\ [t AY\ (C' D'\ _ [(tapPl KYu\ (C' D!
o 1)\o 1/l m)=1 o 1 ) g ) mod ol

et comme les Qg + 1 premiers coefficients des polynémes de la premiere ligne de
cette matrice appartiennent a p, alors les ()1 +1 premiers coefficients des polynémes

de la premiere ligne de
(t—z) K'\ (C' D!
0 1 E' F!

La seule chose & vérifier pour que (P!, K') soit de type Cond; est K} ¢ p. On

appartiennent a p.

raisonne par I'absurde. Comme A} _, —zAl € p,ona Al _, € p et de méme
comme

a— 1Al ep

Al —zAl ep

Aél_z - xACILl_l G p
alors a € p. Cest absurde. Ces équations impliquent que qi(Aq)1/p:(Ag)1 =
(K¢, 7). O
Remarque 41. Lorsque a; = 0, on a les mémes conclusions qu’au lemme précédent
en posant P! =t —x et K! = a.

Remarque 42. Dans le cas ou il n’y a qu’'un seul bloc de —, les ()y + 1 premiers
coefficients des polynomes de la premiere ligne de

t—ax a)\ [tm Al 1 0 te2 A2
0 1 0 1 Bl 0 1

On peut alors appliquer le lemme 40 et, en posant t K = a+ (t —z)A' mod plt],
les ()1 + 1 premiers coefficients des polynomes de la premiere ligne de

t—z Kt 1 0 [t A2
0 1 B! 0 1

appartiennent a p. On applique alors la proposition 39 (avec I = n—1 = 1). L’idéal
p est alors Iidéal de 7Z_ %77, ou k est obtenu a partir de k' en changeant le signe

appartiennent a p.
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— correspondant & BJ en un signe +. La multiplicité d’intersection est alors 1 car

qA4q/pAq = (o).

Théoréme 43. Soit j € {1,....,n — 2} et I < j. On considére :

Pi KI 1 0 AR U Citl %
x % B 0 1 EitL k)

ot (P1,K7) est de type Cond,;, ot b, + ... + by — aj41 — ... — ay11 > 0 pour tout
y € [l,7 —1], o B = B! + th-auni Bl 4 ghitetbicimaia e Bi et g
b’:bl+...+bj—al+1—...—aj .

Supposons que V' > ajiq, que les Q; + 1 premiers coefficients des polynomes de la

premiére ligne de cette matrice soient dans p, que q;(Aq);/9i(Aq); = (K}, ) et que
K{Bi+ FPj ¢ »p.
Alors, A{fl € p pour tout y € [0,a;41 — 1], qj+1(Aq)j+1/Pi41(Aq)j41 = (?3, T),

et si on pose B = B' + B w+ ot i = by + U — ajyq alors les Q41 + 1
premiers coefficients des polynomes de la premiére ligne de

Pl KJ 10\ [tu+2 ATTZ\ (CI+2 %
<>|< * ) (B” tb//> ( 0 1 ) (Ej+2 *)’
appartiennent a p. On pose alors P = PJ et KITt = K7,
Démonstration. On écrit que les (); + 1 premiers coefficients de
(PjtajH + KjtajHB/)CjH + (PjAjH + Kj(tb/ + B'Aj“))Ejﬂ
appartiennent a p. D’apres le lemme 36, les a;;1 premiers coefficients du polynoéme

PIAIH 4 KI(tY + B'A7+1) appartiennent & p.

Pour tout u € [0,a;41 — 1], on a

(PIA + KI(tY + B' A1), = (P? + K/B')y A" mod p

€p &p

donc A/ € p pour tout u € [0, ajy1—1]. Cela implique que q;11(Aq);11/Pj11(Ag)j11 =
(K}, ). Par ailleurs, on a
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Pl KI 1 0 tei+r At Citl
x % B ¥ 0 1 Bt o«
Pl KiI 1 0 ta+r 0\ [CItD « 4 nlt
s ) e w0 1) g i) modsl
ti+1 0 Pl KiI 1 0 Citl %
0 twy+H x % B Ve | \ it i mod plt]
$05+1 0 pPi K 1 0 tei+2  AJH2 Cit2  pit2
=lo )l W) )0 1 ) \mee pie) modsltl

Si les @; + 1 premiers coefficients des polynomes de la ligne du haut de cette
matrice appartiennent a p, alors les ()41 + 1 premiers coefficients des polynomes
de la premiere ligne de

pitl i+l 1 0 toi+2  AI+2 Cit2 pit2
* s B" 0 1 EI+2 pit?

appartiennent a p. O

Théoréme 44. Soit j € {1,....,n — 2} et I < j. On considére la matrice :

Pi K 1 0 ta+1 AJtL Citl pitl

x o+ J\B Y 0 1 Eitt pitl
ou (P7,K7) est de type Cond,;, ot by + ... + b, — aj11 — ... — ay11 > 0 pour tout
y € [l,j —1], ou B" = B! + th-an Bl 4 ghbedbicimaia =4 Bi et o
b’:bl+...+bj—al+1—...—aj .
Supposons que V' < a;y1, que les Q; + 1 premiers coefficients des polyndomes de la
premiére ligne de cette matrice soient dans p, que q;(Aq);/9i(Aq); = (K}, ) et que
K{BY+ P ¢ p.
Alors les aj1 premiers coefficients du polynome tY K7 4+ A7YY(PI + KIB') appar-
tiennent d p ce qui lie les variables de A7 par rapport a p.
Si on pose PIT! = P 4 KiB' et t%+1 Kit! = tY K7 4 A7*Y(PJ + K7B') mod plt]
alors (P71 KT est de type Condjyy et les Qi1 + 1 premiers coefficients des
polynomes de la premiere ligne de

pitl i+l 1 0\ [tw+2 AIT2\ (CIt2 Dit?
* * Bitl ghi 0 1 Eit? pit?

appartiennent d p. De plus q;11(Aq)j41/Pia(Ag)j11 = (K, 7).
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Démonstration. Comme P/ = P/ + KV B’ tous les coefficients de P/ sauf PJJrl
appartiennent a q;.1, Pfr ¢ q et P} 1 ‘appartient pas a p par hypothese et est
de la forme —x 4 2z avec z € qj41.

On écrit que les @); + 1 premiers coefficients du polyndéme dans le coefficient en
haut a gauche

pitlyaiacutl (tb’Kj + Aj+1pj+1)EJ'+1

appartiennent a p. D’apres le lemme 36 les a;4; premiers coefficients de Y K7 +
AI+pitl gppartiennent & p. Pour tout ¢ € [0,a;41 — 1], on a donc

PUMATT P AT 4+ L+ AT PIT KD e p
(par convention si un indice est négatif, on remplace le coefficient correspondant

par 0) ce qui lie les variables de A’*! par rapport a p.

Montrons que (Aq)ji1/pjs1(Aq)j01 = (K3, 7). Pour tout i € [0,a;4, — 1], dans
le quotient (Aq)jt+1/Pj+1(Aq)j1+1, on a

Pj+1AJ+1 + PJ+1A]+1 + Pj+1Aj+1 4o+ A]+1P]+1 + Kj = -0

G+ g5+1
e(P{TAIT))

donc, pour ¢ = 0 puis ¢ = 1 puis ... puis pour i = ' — 1, on otient Aé“ A{), 1 €
p;+1. Lorsque ¢ = 0/

PITTATRY f pItt AT PITT AT AT PITY LR =0
=0 =0

et Ko = W Ainsi pour tout ¢ > ', on a PITTAIT = ATTH (Pt 4 pitly)

inversible

avec u € A;4;. Par conséquent, pour tout ¢ € [0,a;11 — 1], on a At e (Ai;:ll,l).

De plus dans 'anneau (Ag);+1/p;4+1(A4q) 41, on a

oIl J J+1 1, aj+1 1 ES g+1 T
KO - Ka:+1—b/ +Aaj+1_1P1 +Aaj+1 2P + ...+ A P Aaj+1_1 U
(KPP AT ) e(PIFATFT ) inversible

aj+1 aj1-1
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done (K1) = (ALT] 1) et (Aq)j1/pj1(Ag)jsr = (KT, 7).

aj+1—1

On a alors

Pi KI\ (1 0\ [twr AItY\ (Citt pitl
x o« | \B 0 1 Eitl pitt
1%i+1 0 pit+l R+l 1 0 ti+2 A2 Cit2  pit2
Slo gon) U w w Jlm w0 1 ) g pave) mod bl

Les ;41 + 1 premiers coefficients des polynomes de la premiere ligne de

pitlt g+ 1 0 tai+2 A2 Cit2  pit2
* * Bitt hin 0 1 Eit?  pit2

appartiennent alors a p.

T reste & vérifier que K™ ¢ p. Procédons par 'absurde. Dans le quotient (Aq);+1/Pj41(Aq)j41,
on a

K e (A .o (Al ) = (k3.

Si K3t e p alors K € p. C'est absurde. O

Théoréme 45. Soit j € {1,...,n — 2}. On considére

Pi K 1 0 ta+1 AJtL Citl pitl
* * B b 0 1 Eitl pitl )

ot (P71, K7) est de type Cond,. Supposons que les Q; + 1 premiers coefficients des
polyndmes de la premicre ligne de cette matrice appartiennent a p, que q;(Aq);/pi(Aq); =

(K}, ) et que KB} + P] € p.

Si on pose tPtt = P14+ KB modulo p[t], alors les a;j1 premiers coefficients du
polynéme PIH ATH - Kithi=1 appartiennent a p ce qui lie les variables de A7+ par
rapport a p. Si on pose t4+1 Kitl = PITLATTL 4 [ithi=1 = p[t] alors (P, KIt1)

est de type Condji; et les QQj11 premiers coefficients des polynomes de la premiére
lzgne de
pit+l R+l 1 0 1ot AIt2 Cit2  pit2
* * BitL thin 0 1 Eit2 pit?
appartiennent & p. De plus q;41(Aq)j+1/P41(Aq)j11 = (T).
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Démonstration. Comme Pg = —x + z, I’équation Pg + KgBjo € p entraine que,

dans Vanncau (Aq);41/p(Ag); 1.

—2 4 z+ KBi, = 0.

En écrivant que z = Fgﬂ avec u € (Ay); , on a T = K{(B} +u). Comme (B] + u)
est inversible dans (Ag);41,

4j(Aq)j+1/Pi+1(Aq)j+1 = (T).

On écrit que les Q); + 1 premiers coefficients du polyndme en haut a gauche

(P] + Kij)taj+10j+1 + ((P] + KJB])A]+1 + tijj)Ej+1
(P O (PILATEL 4 I B mod pli]

appartiennent a p. Les @Q; premiers coefficients du polynome PIt1gt+1Citl 4
(PIHL AT+ 4 #9%-1 KIY I+ appartiennent alors & p. En appliquant le lemme 36,
les a;11 premiers coefficients de P+ A7+t 4+ %=1 K7 appartiennent a p.

Comme (P7, K7) est de type Cond;, on a P}*' = P} 4+ (K7B), ¢ q. Pour tout
i € [0,aj41 — 1], dans le quotient (Ag);+1/Pj+1(Aq)j+1, on a

— — — — :
Pyt AT+ PITA L+ AT P K, =0
inversible €(@)

Donc A7 € (%) et qj11(Aq)j11/9542(Aq) ;11 = (F). De plus, les Q; + 1 premiers
coefficients des polynomes de la premiere ligne de

PiOKI\ (1 0 (tun AL\ (Citl pitl

x o« ) \BJ th 0 1 EItL it

ta]-+1(pj + Kij) (pj + KiBI) ATt 4 Kithi\ [(CIi+l  pitl
- " * Eitl pitl

tai+1+1 0 pitl i+l 1 0 taiv2 AI+2 Cit2  pit2
= 0 $oi+1+1 " " Bitl b+ 0 1 Eive gt mod p[t]

appartiennent a p et donc les )11 premiers coefficients des polynomes de la pre-
miere ligne de
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pitl g+l 1 0 toiv2 A2 Cit2  pit2
* * Bitt hin 0 1 Eit+? pit?

appartiennent a p. O

Théoréme 46. Soit j € {1,...,n — 2}. On considére la matrice :

PioKI\ (1 0) (tvr AT\ (CiT DIt
o« J\BJI )\ 0 1 AR AR

ot (P?, K7) est de type Cond;. On suppose que les Q); premiers coefficients des po-
lynomes de la premiere ligne de cette matrice appartiennent a p et que q;(A4,);/9;(Aq); =
().

Alors, les ajyy premiers coefficients de coefficients de (P7 + KBI) At 4+ Kitbi

appartiennent a p ce qui lie les variables de ATt par rapport a p. Si on pose
Pitl = Pi 4 KB et t9+1 KIth = pitl ATHL 4 Kithi mod plt] alors (P7+, KI+)

e~

est de type Cond;i et les Q41 premiers coefficients de

pitl K+l 1 0 teite  AI2 Cit+2  pDit2
* * B+l tbj+1 0 1 Eit2 pit2

appartiennent & p. De plus q;41(Aq)j+1/Pi+1(A4q)j41 = (T).

Démonstration. On a encore Pg“ ¢ q. On écrit que les @); premiers coefficients
du polynome

Pj+1ta]~+1 Cj+1 + (Pj+1Aj+1 + Kjtbj)Ej+1
appartiennent a p. Le lemme 36 assure alors que les a;;1 premiers coefficients du

polynéome P/ A+L + Kithi appartiennent a p. Les variables de A7*! sont donc
liées par rapport a p. Pour tout ¢ € [0, a4, — 1] on a

PIATT 4 PIART L KD, ep.

Dans le quotient (Ag)j11/p;+1(Aq)j+1, on a donc

Py AT L+ PITAT + K, =0
inversible €(@)
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Par conséquent, A" € (Z) et qj+1(Ag)j+1/Pj+1(Aq)j+1 = (T).

Les ), premiers coefficients de la premiere ligne de la matrice

Pi K 1 0 ta+1 AJHL i+l pitt
* * Bi b 0 1 i+l i+t

tdi+1 0 Pj+1 Kj+1 1 0 $05+2 Aj+2 Cj+2 Dj+2
“Lo )« o gt ) o 1 ) g2 g mod Pl

appartiennent a p donc les @41 premiers coefficients de la premiere ligne de la

matrice
pitl g+l 1 0 taite A2 C’J'Jr? Dit2
* * Bitl thit 0 1 Eit?2 pit2?

appartiennent a p. O

Théoréme 47. On considere la matrice :

pr1 Knl 1 0 tin A"
* * Bl b 0 1

ou (P" Y, K™ est de type Cond,_;. On suppose que les Q,_; = a, premiers
coefficients des polynomes de la premiere ligne de cette matrice appartiennent a p
et que gn-1(Ag)n-1/Pn-1(Ag)n-1 = (T).

Alors, les a, premiers coefficients de (P"' + K" 'B"~1)A" + K" 141 appar-
tiennent ap ce qui lie les variables de A™ par rapport ap. De plus qn(Aq)n/Pn(Ag)n

(7).

Démonstration. On écrit que les @),,_1 premiers coefficients du polynome en haut
a droite

(Pn—l T Kn—an—l)An 4 Kn_ltbn_l

appartiennent a p. Les variables de A™ sont donc liées par rapport a p. Pour tout
i€[0,a,-1 —1] on a

(P 4+ K" ' B Al + .+ (P 4+ KB A + K12 €.
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Dans le quotient (Ag),/pn(Aq)n, on a donc

(Pr! 4+ K IBr DoAY + ..+ (Pt + Kn1Brt) Ap + K75, = 0.

inversible €(@)
Par conséquent, A7 € (T) et q,,(Aq)n/Pn(Ag)n = (T). O

Lorsqu’on écrit que les @),,_1 + 1 premiers coefficients de la premiere ligne de

t—x a)\ [t A\ [C' D!
0 1 0 1 B P!

sont dans p, on applique itérativement les théoremes de cette partie pour se re-
trouver a finalement appliquer le théoreme 47 ou la proposition 39. On note alors
j C p l'idéal engendré par les Q,,_1 + 1 éléments de p exhibés lors de ce processus.
On a en fait démontré que qA4,/j4, = (T)

Montrons que j = p. Supposons par 1'absurde qu'’il existe y € p \ j. Alors, dans
Ay, il existe j € jA;, u ¢ qAq et n € N* tels que y = j + ua™ ce qui implique que
x € pA,. Par conséquent, dans A, on a x € p. C’est impossible (par exemple parce
qu’avec la premiere équation cela donnerait a € p, ce que 'on a exclu).

L’idéal p est I'idéal de 7Z_%7 7} et on explicite k grace aux éléments qui engendrent
j. On a démontré que les variables A{ étaient toutes liées. Cela signifie que les signes
+ de K restent des signes + dans k. On a aussi démontré que 1’on avait exactement
une variable Bg qui était liée donc il existe un unique entier f tel que £} = — et
ky=+.

Il reste a démontrer que kj...k%_; est équilibré. Si ce n’est pas le cas alors

kjoky = +.+ —.— . Fo.t
N—— N—_—— N——

a1 Signes b, signes a; signes

et il existe un plus grand [ < j tel que aj41 — 0 + ... —b;—1 +a; <0 . Dans ce cas
B ne peut étre liée car de la [-éme & la j-¢me itération des théorémes de cette
partie, on applique le théoreme 43.

Réciproquement, on se donne k” tel que & € N(k"). Il existe donc un unique entier
t tel que k; = — et ki = 4. De plus

Kiokii= +.4+ —.— . F.4
N—— N—_—— N——

a1 Signes b, signes a; signes

Soit j 'idéal de A engendré par
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e les a; premiers coefficients de (t — z)A' + a.
e Sib; > ay on pose (P?, K?) comme dans le théoréme 43 sinon comme dans le
théoréme 44. On prend les ay premiers coefficents de P1A? + K1 (" + B A?).
e Pour tout 3 <1 < 7, il existe [ < 7 tel que —...— ... +...4+ n’est pas
—— ——
b, signes q; signes
équilibré alors on pose alors (P?, K*) comme dans le théoréme 43. On prend
tous les coefficents de A°.

e Pour tout 3 < ¢ < j, si pour tout [ < ¢ le mot —..— ... +..+ est
—— ——

b signes q; signes
équilibré alors on pose alors (P!, K%) comme dans le théoréme 44. On prend
les a; premiers coefficents de t¥ K~ + A'P?.

. Kg Bé + Pg

e On pose alors (P71 K7*1) comme dans le théoréme 45. On prend les a;4q
premiers coefficients du polyndéme PJT1 AT+ 4 [7+1¢bi—1

e Pour tout j+2 < i <n—1, on pose alors (P!, K*) comme dans le théoréme
46. On prend les a; premiers coefficients du polynéme PPA? 4 K= ¢bi—1

e On prend les a, premiers coefficients du polyndéme P"A™ + K"~ 1¢bn—1

Alors tout a été fait pour que J C j C q. De plus, avec les mémes arguments que
dans les preuves de cette partie (ce sont les mémes équations), on a qA4,/j4, = (Z).
Soit p un ideal premier contant j. Comme auparavant, on a j = p, car si on applique
récursivement les théoremes de cette partie avec 1'idéal p on obtient les équations
qui engendrent j. Avec un changement de carte j est bien I'idéal de 7Z_ x 7 Z». Le
théoreme 31 est alors prouvé.

4.3 Formules de calcul

Dans cette section, on dégage des regles de calcul issues de la formule établie a la
section précédente. Ces nouvelles regles de calcul nous seront utiles dans les deux
sections suivantes.

Définition 48. On peut associer un chemin a une suite de + et de — : on le
construit de la droite vers la gauche. Lorsqu’on lit le mot de la droite vers la
gauche : a chaque signe 4, on descend et a chaque signe — on remonte.

Exemple 49. On associe a la suite — — + — + le chemin suivant :
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4.3 Formules de calcul

Remarque 50. Au niveau des chemins, un mot est équilibré si et seulement si le
chemin associé, lorsqu’on le trace a partir de I’axe horizontal n’en repasse jamais
au dessus. Si en plus, tout a gauche, le chemin se termine sur I’axe horizontal alors
le mot est super équilibré.

Exemple 51. Les mots —+ et — — + — ++ sont super équilibrés tandis que ++
est équilibré. Sur le dessin :

-+

—-+-++

++

Remarque 52. La représentation graphique de p est obtenue a partir de celle de p
en effectuant une symétrie par rapport a I’axe vertical.

_+ _+

-+

En examinant les chemins correspondants, il est aisé de voir que p super équilibré
implique p super équilibré. Si p = p;...p, est super équilibré alors pour tout ¢ < n,
p1...p; contient plus de — que de +.

On rappelle que le résultat suivant est une conséquence de la proposition 14.
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Proposition 53. Pour tout mot k, on a 24 @ 2, = 24 et 2 Q@ 2_ = 2j_.

Grace a la remarque 52 et au théoreme 31, on a le corollaire suivant.

Corollaire 54. Soit p un mot équilibré de taille v. On a
1)N(D) =0 donc z_ ® 25 = z_3,
2) si de plus p est super équilibré, N(p+) = {p—} et alors :

2-Q2pr =2 pt T 24pQ 2.

Démonstration. Lorsque p est équilibré, par définition, p;...p, contient plus de —
que de + quel que soit @ > 1. Pour avoir k € N (p), il faut qu’il existe un unique ¢ tel
que k; = — et p, = + et que de plus p;...p,_; soit équilibré. Or si p,...p,_; = Di---Py
avec 1 = v — t + 2 est équilibré il est super équilibré et nécessairement p, = —.
Donc N(p) = 0.

Si en plus p est super équilibré alors p— € N(p+). De plus, on ne peut changer un
+ de p en —, en effet, si on souhaite changer p; = + en —, il faut que p;...p;_1 soit
équilibré. Si p est super équilibré, comme énoncé a la remarque 52, le mot p;...p;_1
contient strictement plus de — que de + donc n’est pas équilibré. Par conséquent,
p— est I'unique élément de N (p+). ]

Lemme 55. Soit p un mot équilibré et k un mot quelconque. On a :

N(pk) ={qk [ qe N(p)} u{pl |l € N(k)}
Démonstration. Soit k' € N(pk), par définition £’ ne différe de pk que d’un signe :
k; = — alors que (pk); = +.
Si t est inférieur ou égal a la longueur de p alors &’ est de la forme gk avec ¢ € N(p).

Si t est strictement plus grand que la longueur de p alors le mot

(pk)l(pk>t_1 = pk’ll{?d
est équilibré et nécessairement k;...k4 est équilibré ! donc &' est de la forme pl avec
l € N(k).

On a donc N(pk) C {gk | g € N(p)} U{pl |l € N(k)}. L’inclusion réciproque est
facile en constatant que si k;...kg est équilibré alors p.kq...ky est équilibré. O

1. Le cas ou le signe qui change est le premier signe de k est traité en posant d = 0 . Par
convention kj...kgq est le mot vide qui est équilibré.
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Théoréme 56. Sip est équilibré alors pour tout mot k, z, @ 2 = Zpk.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la taille de p.

Lorsque p est de taille 1 le seul mot équilibré est p = +. Or on sait déja que
2y ® zp = Zyk pour tout mot k.

Lorsque p est de taille 2, il y a deux possibilités :

e si p = ++ le résulat est clair car 2z, = 2, ® 2z, ;
e sip = —+, on sait d’apres le lemme 55 que N(+k) = {—k}U{+l |l € N(k)}.
On calcule alors :

T Q=202 Q25 =2- @z =24kt 2kt Y Zigw
K €N (k)
Oro_y =z 1+z2zy etz Qo =24 02- Q2 =24 + y %(k):q%/. On
S

abienz \ @z =01 Q2 — 24 Q2 = Z_ 4.

Soit p un mot équilibré de longueur strictement plus grande que 2. On suppose le
résultat vrai pour tout mot équilibré de taille strictement inférieure a celle de p.

e Si on peut couper p en deux mots plus courts équilibrés alors le résultat
suit par hypothese de récurrence. C’est le cas notamment lorsque p n’est pas
super équilibré.

e On suppose donc que p est super équilibré et ne peut se couper en deux sous
mots équilibrés. Alors p est de la forme — — p’ ++ avec —p'+ super équilibré.
Comme —p’ + + est équilibré, par hypotheése de récurrence on a :

Z_ ® Z_p/++ ® Zk: = Z_ ® Z—p'++1€’
D’apres le lemme 55 et le corollaire 54 on a

N(—p ++k)={-p +—-k}u{-p ++l |1l e N(k)}.
Par conséquent,
2o @ 2 ytk = Zpk T 2okt D ek
k' €N (k)

De plus, comme + — p'+ est équilibré, par hypothése de récurrence on a :
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Zppit— Q2 = Z24py @2 Q2

= Z+_p/+ X (Z—k + Z Z+k’)
k'eN (k)

= Zh—pt—k T Z Rt —p/ 4k
k'€N (k)

En écrivant que 2, = 2_ ® 2_p44+ — 241 et en utilisant les deux calculs
ci-dessus, on obtient bien que z, ® 2z, = 2zpy.

]

Définition 57. Soit k& = ky...k, un mot quelconque. On définit récursivement
(my, ..., m;) la bonne décomposition de k de la fagon suivante :

e Si k, = — alors on prend pour m, le mot constitué¢ de — de taille maximale
par lequel se termine k. Lorsque on écrit que k = k'm,, , alors myq, ..., m, 4
est défini comme étant la bonne décomposition de k'

e Si k, = + alors on prend pour m, le mot équilibré de taille maximale par
lequel se termine k. Lorsque on écrit que k = k'm,, , alors myq,...,m,_; est
défini comme étant la bonne décomposition de k’.

Remarque 58. Dans la bonne décomposition d’un mot k, si m; est équilibré et ¢ # 1
alors m; est super équilibré.

Lemme 59. Soit k un mot quelconque. On considére (my, ..., my) la bonne décom-

position de k. On a :

2k = Zm Q... Q Zmy-

Démonstration. Soit ¢ > 1, comme le mot m;...m, n’est constitué que de mots
super-équilibrés et de blocs de —, alors le mot m;..-m, est équilibré. Par conséquent,

e si m;_y est un bloc de — le corollaire 54 assure que

Z— ® Zmi7"'7mp - Z_mi7"'7mp

et donc que 2y, | ® Zm; . mp, = Zmi_img,e.mys
e si m;_q est équilibré, c’est le théoreme 56 qui assure que

Am;_q ® Bmy,emp = Fmi_imy,..mp-

De proche en proche, on a bien zx = 2, @ ... @ 2, O
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4.4 Symétrie

Lemme 60. Sip est équilibré alors pour tout mot k, zi @ 25 = 2ip.

Démonstration. Soit my,...,m, la bonne décomposition de k. Le lemme 59, le
corollaire 54 ainsi que le théoréme 56 assurent que

Zr & Zp = Zmy ®..Q Zmy ® Zp = Zmy..mgp — Fkp-

4.4 Symeétrie

Dans cette section, nous démontrons la propriété de symétrie conjecturée dans la
section 4.1. On rappelle que, dans la représentation fondamentale L(w) de sly, x4
désigne le vecteur de la base de Mirkovi¢ et Vilonen de poids w et x_ désigne celui
de poids —w.

On rappelle qu'un multi-ensemble est un ensemble (A, m) ou A est un ensemble ap-
pelé support et m une application A — N appelée multiplicité. Un multi-ensemble
est donc une généralisation de la notion d’ensemble ou chaque élément peut appa-
raitre plusieurs fois. Ainsi si (f;);ca est une famille de vecteurs indexés par A, on

écrit Y f; a la place de Y- m(i).f;.
i€A icA
Définition 61. On note M (k) le multi-ensemble des mots composés de signes de

+ et —tel que zp, = Y. 2.
ieM (k)

La propriété de symétrie se réécrit :

Si k est une suite de + et de — alors a; = > 2.
i€ M (k)

Proposition 62. Si la propriété de symétrie est vraie pour tout mot de longueur
inférieure a n alors

Q2 = 2, ~|—sz_
i€N (k)

pour tout mot k de longueur inférieure a n — 1.
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Démonstration. Soit k un mot de longueur n — 1.

Dans toute la preuve, on note ¢, U'involution de L(w)®" qui a z; associe z; et 1,
I'involution de L(w)®" qui a x; associe ;. Si la propriété de symétrie est vraie
pour tout mot de longueur inférieure ou égale a n alors pour tout p < n, on a
$p = Vp. Donc (27 ® 24) = n (25 ® 24).

On décompose alors 2z sur la base des zy :

2 = Z Ap' T .

k'eUp_1

De plus,

Un(5®@21) =2-® Y aptp =2 Qo 1(z5) = 2 ® ¢u1(25) = 2- @ 2.
k'eUp—1

Donc ¢y, (2 ® z4) = z_ ® 2z et on a le résultat en appliquant ¢, = 1, des deux
cOtés de I'égalité. O

Théoréme 63. Pour tout mot k, on a 2z = > 2.
ieM(k)

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence forte sur le nombre n de
facteurs tensoriels. Le résultat est vrai pour n =1, n =2, n=3,n=4,n=>5
et n = 6 (matrice de passage donnée en annexe). On suppose le résultat vrai pour
tout mot de longueur inférieure ou égale a n.

On se donne un mot £ de taille n + 1. Si £ commence par un +, alors il existe un
mot k' tel que k = +k’. On écrit que

Ty =04 Q@up =24 Q Y, zm= > Zy.

ieM (k') ieM (k')
D’autre part,
Tp =Ty QT
= Z 2 ® 2z par hypothese de récurrence
ieM (k')
= Z z_. d’apres la proposition 53
ieM (k')
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On a donc le résultat. Si k termine par un —, la preuve est rigoureusement la
méme. On peut alors supposer que £ commence par — et finit par +.

On se place dans le cas ou I'on peut trouver un mot n, non vide, super équilibré

et un mot &’ non vide tels que k = nk’. On a z, = Y z. Comme n est super
€M (n)

équilibré, lorsqu’on considere la bonne décomposition (i1, ...,4;,) de i € M(n) ,
nécessairement i, est équilibré (sinon il y aurait plus de — que de + dans n).

On écrit aussi que zy = 3 z; et donc avec le lemme 59 :
JEM(K")

= ), a®z= ), 2 ® (%, ©%)
(i.9)€ (i.5)€
M (n)x M (k") M (n)x M (k')

Par hypothese de récurrence et, comme les mots i...7;, sont équilibrés, d’apres le

1
théoreme 56 , on a aussi :

Ty = Ty Q T = Z z;®z;

(.)€
M (n)x M(k')
(i,9)€
M(n)x M(k/)
Soit P(ig, ..., 1, j) le multi-ensemble tel que Zig.iy, @ 25 = 3 z;. On utilise

LEP (i2,...sit; )
les mémes arguments que dans la preuve de la proposition 62 pour appliquer
I’hypothese de récurrence et écrire

25 ® 2, = Z 27

1EP(i2,..,0t,,7)

Pour tout mot p, d’apres le théoreme 56, on a z;, ® 2, = 2;,, et d’apres le lemme

60, on a z, ® 27 = 2,7,

Alors x;, = > > Ziy et op = > > 277 On a donc le
(i,5)€  1€P(i2,.0t;,5) (i,5)€  1€P(i2,...0t;,5)
M(n)x M (k) M(n)x M (k)

résultat dans le cas particulier ou k = nk’.

Comme on a supposé que ki = —, lorsqu’il y a strictement plus de + que de —
dans k on peut toujours trouver un tel couple n et k’.
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Siil y a strictement plus de — que de + dans k, on écrit k = nk’ avec n super équi-
libré non vide et £’ non vide. On peut alors appliquer ce qui préceéde en échangeant
les roles joués par k et k et conclure.

Il nous reste un seul cas a traiter : celui ou k est super équilibré et non décomposable

en deux mots équilibrés non vides. On écrit x, = r_ Qrp =r_ ® Y, z et, par
ieM (k')
hypothese de récurrence, vz = > 2 ® v4.
ieM (k')

Soit i € M(K').
1. Si on peut écrire i = n+1iy avec n super equilibré et i non vide, alors d’apres

le corollaire 54 et le lemme 55 alors N(n+is) = {n—ix}U{n+1|1 € N(iz)}.
Donc

T_® 2 = Zontiy + Z4nia + D Zinil-

IEN (i2)
D’autre part,
7 Q 2y =25 5 ® 24
=2; Q2 7® 24 car n+ est équilibré et d’apres le lemme 60
= 25; ® (2-mt + Z4m-) en utilisant la proposition 62
= 2wy + 25 ® 24 @ 27— car —n+ et 4 sont équilibrés.

Par hypothese de récurrence et d’apres la proposition 62 ainsi que le lemme
60 appliqué avec p = +n, on a :

O Bm =t D
JEN (iz)

Onabien 2- ®z; =2+ > zpyet ;@2 =2, + > 2.
IEN (i) lEN ()
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4.5 Lien avec la base canonique duale

2. Lorsque i € M (k') ne peut s’écrire comme avant, alors i = n+ avec n super
équilibré. On a donc r_ ® z; = v_ ® 2,4 = 2_p4+ + 24— . Mais

Z_ﬁ®x+ = Z_ ®ZH®Z+ = Z_ ®Zﬁ+ = Z_p+ +Z+ﬁ_.

Encore une fois, ona z_ ® z; = z_; + > zpet 55@2p =2;, + > 7.
IEN(3) lEN (i)

On a bien démontré que x;; = 3 23, le théoreme est donc prouvé. O
i€ M (k)

4.5 Lien avec la base canonique duale

Nous avons étudié le passage des tenseurs simples de vecteurs de la base de Mir-
kovi¢ et Vilonen vers la base de Mirkovi¢ et Vilonen généralisée. Nous savons que
pour l'algebre de Lie sls, la base de Mirkovi¢ et Vilonen coincide avec la base cano-
nique duale. La base canonique duale peut étre définie pour le produit tensoriel de
représentations irréductibles. Dans [10], Frenkel et Khovanov donnent une formu-
lation explicite de la base canonique duale. Nous spécialisons leurs constructions
a ¢ = 1 afin de travailler dans des U (sly)-modules, les groupes quantiques ne nous
étant pas utiles.

Pour tout k € N et i € [0, k], on définit les applications §; et (6;)¥ par

Y

5 C— L(w)® L(w)
b 1— Ty — Ty

(5 )k: . L(w)®k - L(w)®k+2
Vil @ @ ag — A ®..0a0R01) a4 ®...Qa,
Dans le produit tensoriel L(z)®*, application (J;)% insére alors un facteur z_, —
x4 = z_4 entre le i-eme et le i+1-eme terme. Le théoreme suivant, dii a Frenkel et
Khovanov ([10] theorem 1.9), donne une description complete de la base canonique
duale de L(w)®™.

Théoréme 64. La base canonique duale de L(w)®™ est composée des éléments
suivants :

GO (0)] Py p
—_—
m—2j

o0t 0<j<met0<4i <m-—2r.

67



Chapitre 4 L’exemple de sl

Exemple 65. Appliquons le théoréme 64 pour L(w)®? :

J=0 Tyiiy =20y

Lptp—— = Zpt—
J=1 (61)5(x44) = 2sit
00T (z4y) = 2444
(O)i(z4y) = 2044
(O)o(x1-) = 2y
(O (24-) = 24—
(O)a(ry—) =244
G e ——
(G (r—) = 2—sm
(Gr)3(a—) =24
7=2 (0)5(01)5(1) = 24—
(00)7(01)5(1) = (01 (z—) = B)i(r 4 =74 ) =2y + 2 — 2 =2 4y
CAHCAHE -

On remarque alors que dans le cas de L(w)®%, la base canonique duale coincide
avec la base de Mirkovi¢ et Vilonen généralisée. On démontre alors le méme résultat
pour L(w)®™ quel que soit m.

Lemme 66. Soit p un mot équilibré (respectivement super-équilibré).

Quelle que soit la découpe de p en p1ps, le mot p1—-+ps est équilibré (respectivement
super-équilibré).

Démonstration. Ce résultat est évident avec un dessin. Rappelons qu'un mot est
équilibré si son dessin (tracé de la droite vers la gauche) ne dépasse jamais 1'axe
horizontal. Insérer —+ au milieu d’un mot correspond alors a insérer au milieu du
chemin

68



4.5 Lien avec la base canonique duale

Un tel ajout ne change pas la hauteur du chemin a I’extréme gauche. Si le chemin
ne dépasse pas l'axe horizontal avant ’ajout, il ne le dépasse pas apres. D’ou le
résultat. O]

Lemme 67. Soit k un mot de longueur | et 0 < i <. On écrit k = ky...k;. On a
alors :

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur [.
Lorsque [ = 0, k est le mot vide et alors le résultat est évident car 0;(1) = z_,.
Lorsque [ = 1, le résultat est aussi évident car 1 ®2_y =24 et 2 ®ry =2_,4.

Supposons le résultat vrai jusqu'au rang [. Soit £ un mot de longueur [ 4+ 1 et
0<:<[+1

On considere alors la bonne décomposition de z; introduite a la section précédente :

2k = Zmy-omy = Zmy O . @ Zimy
ot pour tout p € [1,t], le mot z,,, est de longueur [,.
Si ¢ = 0 alors d’apres le théoreme 56, (01)f,(2k) = 24 ® 2 = 214
Sii =1l + ...+ alors d’apres le corollaire 60 (01)f,(2k) = 2k @ 21 = 2.

Si ¢ = [y alors ou bien m; — + est équilibré, ou bien — 4 msy est super équilibré.
On a donc

(51)§+1 (Zk) = Zmy Rz 4+ @ Zmy ... Q Zmi = fmi—+ma...m¢-

S’il existe 2 < j <t —1 tel que ¢ = ) + ... + [; alors, comme m; ou m;i;
est super équilibré, on a m; — + ou — + m;;1 super équilibré d’apres le lemme
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précédent. Dans ce cas my, ..., (mj; — +),...,my ou my, ..., (— + mji1), ..., my est la
bonne décomposition de ky...k; — +k;iq...k;. Le résultat suit :

A
(61)l+1<2k) = Zml ® ® ij ® Z,+ ® zmj+1 ® ® th - zml...mj7+mj+1...mt-

Sinon il existe j tel que Iy + ... + ;o1 <@ <y + ... + ;. Dans ce cas

i L
(00)141(2) = 2m; @ ... @ 2y, @ (51)Z.J_le(zmj) ® oo @ Zpm, -
p<j
e Si la bonne décomposition de & comporte plusieurs mots, alors [; < [ + 1
et on applique I'hypothese de récurrence pour /;. On note r le mot tel que
(51)?72% (2m;) = 2r. Simy est équilibré alors r est équilibré et (my, ..., m;_1, 7, mjq1, ..., my)

p<j
est la bonne décomposition de my...m;_1rm;1...my. Sinon, r = —... — — +

—.—etz, =2 ®z 4 ®z . Parconséquent z,, ® ... Q 2y, , @2z @
o @ Zmy = Zmy.mj_yrm;..m, €6 0N & le résultat.

e Sinon k est une suite de — ou k équilibré.
Lecasou k = —...— est évident car z;, = r_®...Qx_ et comme —...— —+, —...—
est une bonne décomposition de —...——+—...— alors (6;)}(zx) = 2 ._.
Dans le cas ou k est équilibré et découpable en k'n avec k' et n équilibrés
non vides. On a z;, = zp ® 2, et on peut conclure par récurrence en insérant
—+ dans n (respectivement k') et en recollant k" (respectivement n) grace
aux regles de calcul de la section précédente.
Le seul cas délicat est donc le cas ou k est super équilibré non découpable
en deux mots super équilibrés (un mot équilibré mais pas super équilibré est
forcément découpable).
On traite d’abord le cas ot k = —+ et ¢ = 1. Dans ce cas, on a (d;)3(z_,) =
T_QR2 41 —21R24R2_.0rr_Qz_4 =2 42y 4 et Rz Qr_ =
z4—4+— et donc par soustraction

(017 (z-4) = 21+
Si k # —+ alors k s’écrit — — p’ + + avec —p'+ super équilibré. Les regles
de calculs développées a la section 4.3 donnent alors :

(01)i(2) = (01)i(2=—pr+)
=) (2. ®2 1 ®2zy — 2, @2y ®2z_) car —p'+ est équilibré.

Or par hypothese de récurrence et d’aprés le lemme précédent (6;)-3(2_ 4 )
est de la forme z, avec s super équilibré donc
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(61)i(zh) = 2- @ 2, @ 24 — 24 ® 2, ® 2

= Zky.ki—4kiy1. Ky
]

Théoréme 68. Quel que soit m € N, la base canonique duale de L(w)®™ coincide
avec la base de Mirkovi¢ et Vilonen généralisée.

Démonstration. Le théoreme 1.9 de [10] nous assure que tout vecteur de la base
canonique duale s’écrit comme une successions d’images par ¢; de vecteurs de la

forme x, =z, .+ . _ etlelemme 67 nous dit que de telles images restent
des vecteurs de la base de Mirkovi¢ et Vilonen généralisée. Le théoréme est donc
prouvé. O

On peut se demander si ce résultat se généralise a toutes les algebres de Lie.
La réponse est non. En effet, Fontaine, Kamnitzer et Kuperberg ont exhibé un
élément de la base canonique duale de la représentation (L(cw;) ® L(ws))®° de
S L3 qui n’appartient pas a la base des cycles MVG (voir [9], theorem 5.17).
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Annexe A Calculs dans V (w)®°
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On étudie dans cette thése la correspondance de Satake géométrique. Un premier
résultat est l'identification de la forme d’intersection au travers de la correspondance de
Satake géométrique. En effet elle est égale a la forme contravariante "tordue"par l'involu-
tion de Schiitzenberger. On fait alors une conjecture combinatoire afin de démontrer que
la base de Mirkovic et Vilonen est compatible avec I'involution de Schiitzenberger. On
démontre cette conjecture dans le cas ou l'algébre de Lie est sl,. Les outils combinatoires
développés pour démontrer cette conjecture permettent, en outre, de prouver que la base
semicanonique duale coincide, pour sl,, avec la base de Mirovi¢ et Vilonen généralisée.
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