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Introduction

La deuxième moitié du vingtième siècle a vu naître et se développer la phy-
sique des particules telle que nous la connaissons aujourd’hui. Au fur et à mesure
que cette théorie progressait, de nouvelles particules étaient découvertes. Afin de les
classifier, les physiciens leur ont associé des grandeurs telles que le spin, l’étrangeté
ou la charge. A partir de cette classification, ils se alors sont rendu compte compte
que certaines familles de particules s’organisaient comme des bases de représen-
tations d’algèbres de Lie. Par exemple, au début des années 1960, les physiciens
observèrent que les sept particules « de type méson » alors connues semblaient
s’organiser comme sept des huit vecteurs de poids de la représentation adjointe
de sl3(C). Ces observations permirent alors à Murray Gell-Mann de prédire en
1962 l’existence d’une huitième particule « de type méson » qui fut e�ectivement
observée en 1964 au laboratoire national de Brookhaven. Cette découverte valut à
Gell-Mann le prix Nobel de Physique.

L’étude des groupes algébriques, des algèbres de Lie et de leurs représenta-
tions a donc des applications dans de nombreux domaines, ce qui justifie entre
autres qu’on s’y intéresse en Mathématiques fondamentales.
Dans les années 1980, Gelfand et Zelevinsky se posèrent la question de l’existence
et l’unicité de bases compatibles avec l’action des générateurs de Chevalley. Ils
exhibèrent alors une base des représentations de gl3 pour laquelle, si on choisit un
épinglage (e

i

, f
i

, h
i

)1ÆiÆ3, le noyau des opérateur f
i

est un espace de coordonnées.
De telles bases sont aujourd’hui connues pour tous les groupes réductifs complexes.
Nous pouvons par exemple citer la base canonique, qui fut construite par Lusztig
de manière géométrique à l’aide de faisceaux pervers et par Kashiwara de manière
plus combinatoire à l’aide des cristaux.
Une autre base de ce type est la base de MirkoviÊ et Vilonen. Donnons nous un
groupe réductif complexe G. En 1982, Lusztig construit une variété dans laquelle,
pour tout poids dominant ⁄ de G, il exhibe une sous variété Gr⁄. La dimension
de l’homologie d’intersection de Gr⁄ est égale à la dimension de la représenta-
tion de plus haut poids ⁄ du dual de Langlands de G. Cette variété est en fait la
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Introduction

grassmannienne a�ne et le résultat de Lusztig est expliqué, en 1995, par Ginzburg
et Drinfeld et la correspondance de Satake géométrique. C’est une équivalence
de catégories qui relie la géométrie de la grassmannienne a�ne (une ind-variété
construite à partir du dual de Langlands de G) à la théorie des représentations
du groupe G. Plus précisemment, le module L(⁄) de plus haut poids ⁄ correspond
à l’homologie d’intersection d’une variété Gr⁄. Les travaux de MirkoviÊ et Vilo-
nen [22] conduisent alors à définir une famille de cycles algébriques de Gr⁄ dont
les classes fondamentales forment une base de L(⁄), c’est la base de MirkoviÊ et
Vilonen (ou base MV). Les travaux de Stéphane Gaussent et Pierre Baumann [3]
permettent alors de voir que cette base est parfaite.
Toutes ces bases dites parfaites, bien que di�érentes, suivent une même combi-
natoire : celle des cristaux de Kashiwara. On peut donc paramétriser la base de
MirkoviÊ et Vilonen grâce au paramètre en corde (voir [3]) ou au paramètre de
Lusztig (voir [18]). Le plus long élément du groupe de Weyl w0 joue un rôle central
dans la définition de ces paramètres. Il permet de définir une involutionde L(⁄)
qui s’appelle involution de Schützenberger.
Lusztig a démontré que l’involution de Schützenberger était compatible avec la base
canonique et dans [23], Sophie Morier-Genoud exprime l’action de cette involution
sur la base canonique en terme de paramètres en corde et de paramètre de Lusztig.

L’objectif initial de cette thèse est de démontrer la compatibilité de la base
de MirkoviÊ et Vilonen avec l’involution de Schützenberger. Au delà de son intérêt
combinatoire, ce résultat donne une interprétation géométrique de l’action des
générateurs de Chevalley f

i

. En e�et, l’involution de Schützenberger permet de
relier l’action des opérateurs f

i

avec celle des opérateurs e
i

les coe�cents de l’action
de ces derniers se calculant via des multiplicités d’intersection.
Nous étudions deux pistes pour démontrer la compatibilité. La première, via des
formes bilinéaires intrinsèquement liées à la géométrie de la grassmannienne a�ne
et faisant intervenir l’involution de Schützenberger, la seconde en tensorisant des
représentations fondamentales, en exhibant une certaine base du produit tensoriel
et en montrant que la matrice de passage de la base des tenseurs simples de vecteurs
de MirkoviÊ et Vilonen vers cette base, jouit d’une certaine compatibilité avec S. La
première piste fonctionne pour tout groupe réductif simplement connexe mais ne
nous donne pas la compatibilité de la base MV avec l’involution de Schützenberger ;
la seconde piste donne la compatibilité de la base mais je n’ai établi ce résultat
que pour l’algèbre de Lie sl2.

Au chapitre 1, nous rappelons les résultats et les notations usuelles rela-
tives aux groupes et algèbres de Lie. Nous donnons par exemple les définitions
ou propriétés concernant les modules simples de plus haut poids, de l’involution
de Schützenberger, des formes contravariantes ou de la catégorie des cristaux de
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Kashiwara.
Dans le chapitre 2, nous nous intéressons à la grassmannienne a�ne ainsi qu’à
plusieurs de ses sous-variétés. Après quelques rappels sur sa géométrie, nous énon-
çons la correspondence de Satake géométrique et nous définissons les cycles et
base de MirkoviÊ et Vilonen. Dans un second temps, nous présentons la variété de
convolution et grassmannienne de Beilinson-Drinfeld ainsi que la base de MirkoviÊ
et Vilonen généralisée du produit tensoriel L(⁄1) ¢ ... ¢ L(⁄

n

) (ou base GMV).
Nous énonçons alors les principales propriétés de cette base, à savoir sa compati-
bilité avec la filtration par les composantes isotypiques. Si v est un vecteur de la
base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée de L(⁄1) ¢ ... ¢ L(⁄

m

) et vÕ de celle de
L(⁄

m+1) ¢ ... ¢ L(⁄
n

), on donne aussi les coe�cents de la décomposition de v ¢ vÕ

dans la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée de L(⁄1) ¢ ... ¢ L(⁄
n

).
Dans le chapitre 3, nous définissons la forme d’intersection sur les groupes de
cohomologie, et nous identifions cette forme d’intersection avec une forme contra-
variante tordue par l’involution de Schützenberger. Nous expliquons ensuite le
lien entre la symétrie vis à vis de l’involution de Schützenberger de la matrice de
passage de la base des tenseurs vecteurs de la base MV vers la base GMV et la
compatibilité de la base MV avec l’involution de Schützenberger.
Le chapitre 4 est quant à lui consacré à l’étude du cas de l’algèbre de Lie sl2. Nous
commençons par y démontrer une formule explicite donnant le coe�cient d’un
vecteur de la base GMV dans la décomposition du produit tensoriel d’un vecteur de
la base MV avec un vecteur de la base GMV. Nous énonçons ensuite quelques règles
de calcul issues de cette formule, nous servant d’une part à démontrer la symétrie
par rapport à l’involution de Schützenberger, puis d’autre part à démontrer que la
base GMV coïncide avec la base canonique duale.
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Chapitre 1

Notations

1.1 Algèbres de Lie

Soit g une algèbre de Lie sur C, semi-simple, et soit h une sous algèbre de Cartan
dont on note n la dimension. On appelle k la forme de Killing sur g ; elle est non
dégénérée et sa restriction à h est non dégénérée. Elle se transporte donc sur hú.
Par abus de notation, on note également k la forme de Killing transportée sur hú.

1.1.1 Algèbre enveloppante

Soit g une algèbre de Lie. On considère le produit tensoriel au dessus de C

g¢n = g ¢ ... ¢ g.

On note alors

T (g) =
n

nœN
g¢n,

R = {g ¢ gÕ ≠ gÕ ¢ g ≠ [g, gÕ] | g, gÕ œ g},

et ÈRÍ l’idéal bilatère de T (g) engendré par R.
L’algèbre enveloppante de g est le quotient

U(g) = T (g)/ÈRÍ.

Toute représentation de l’algèbre de Lie g est un U(g)-module et inversement.
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Chapitre 1 Notations

1.1.2 Données usuelles

On suppose connue l’étude des algèbres de Lie semi-simples de dimension finie. On
considère :

• � µ hú le système de racines de g.
On peut alors choisir un ensemble :

• � µ � que l’on appelle racines simples de g et qui vérifie
� = � fl (N� Û ≠N�). On écrit � = {–

i

}
iœI

où I = {1, ..., n}. On note :
• �+ = � fl N� les racines positives de g.

On note alors fl la demi somme de toutes les racines positives,
• {h

i

}
iœI

µ h les coracines simples de g,
• {È

i

}
iœI

µ hú les poids fondamentaux de g,
• P = m

iœI

ZÈ
i

le Z-module libre appelé réseau des poids de g,

• P + le cône des poids dominants de g, c’est à dire l’ensemble des combinaisons
linéaires de poids fondamentaux de g à coe�cients dans N.

Ces données vérifient les propriétés suivantes :
• Pour tout – œ �, – est non nul et l’espace

g
–

= {x œ g | ’h œ h, [h, x] = –(h)x}

est de dimension 1,
• � est une base de hú.
• Pour toute racine simple –

i

, h
i

est l’unique élément de h tel que les formes
linéaires k(., h

i

) et 2–i(.)
k(–i,–i) soient égales,

• les vecteurs {h1, ..., h
n

} forment une base de h dont {È1, ..., È
n

} est la base
duale,

• Si on pose n = m

–œ�+
g

–

et n≠ = m

–œ�≠
g

–

alors on a la décomposition triangu-

laire g = h ü n ü n≠.
On peut alors choisir des éléments {e1, ..., e

n

} œ n et {f1, ..., f
n

} œ n≠ tels que,
pour tout (i, j) œ I2, on ait
Y
__]

__[

[e
i

, f
j

] = ”
i,j

h
i

,

[h
i

, e
j

] = –
j

(h
i

)e
j

,

[h
i

, f
j

] = ≠–
j

(h
i

)f
j

,

et

l’ensemble {e1, ..., e
n

, f1, ..., f
n

} engendre g en tant qu’algèbre de Lie.

1.1.3 Groupe de Weyl

Pour toute racine simple –
i

, on définit l’application s
i

: hú æ hú qui à tout x œ hú

associe :
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s
i

(x) = x ≠ x(h
i

)–
i

.

On l’appelle réflexion par rapport à –
i

et on note W le groupe de Weyl, engendré
par les réflexions s

i

, pour tout 1 Æ i Æ n. Il est bien connu que le groupe de Weyl
stabilise �.
Comme s2

i

= id, tout élément de W s’écrit donc comme un produit fini de réflexions
s

i

. Le nombre minimal de réflexions nécessaires à l’écriture d’un élément x œ W
est appelé longueur de x. Un mot réduit de x est une écriture x = s

i1 ...s
ip où p

est la longueur de x. On sait qu’il existe un unique élément de longueur maximale
dans Wque l’on note w0.

1.2 Groupes de Lie

1.2.1 Données usuelles

Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple. On se donne alors :
• T : un tore maximal de G,
• B : un sous groupe de Borel contenant T ,
• N : le radical unipotent de B,
• B≠ : le sous groupe de Borel opposé à B par rapport à T ,
• N≠ : son radical unipotent.

Se donner de tels sous-groupes équivaut à se donner les ensembles de la section
précédente pour l’algèbre de Lie du groupe G.
On définit l’ensemble des morphismes de groupes algébriques Xú(T ) = Hom(Cú, T )
et Xú(T ) = Hom(T,Cú). Conformément à la correspondance entre algèbres de Lie
et groupes de Lie, on appelle ces esembles respectivement copoids et poids de G.
Lorsque ⁄ et µ sont des copoids, on écrit que ⁄ Ø µ si ⁄ ≠ µ est une somme de
coracines simples.

1.2.2 Dual de Langlands

Les ensembles des poids, copoids, racines et coracines su�sent à reconstruire en-
tièrement un groupe algébrique réductif sur C (voir le théorème de classification
de [25]). Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple. On peut définir le groupe
algébrique réductif connexe dont le système de racines est obtenu à partir de celui
de G en échangeant racines et coracines ainsi que poids et copoids. On appelle ce
groupe le dual de Langlands de G et on le note Ǧ. On note ǧ son algèbre de Lie.
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Chapitre 1 Notations

Exemple. Si on prend G = SL
n

(C) alors Ǧ = PSL
n

(C). En revanche, le groupe
Gl

n

(C) est auto-dual.

1.3 Modules

1.3.1 Modules de plus haut poids

On s’intéresse aux représentations de dimension finie du groupe G ou de son algèbre
de Lie g. Soient ⁄ et µ des poids de g. Si ⁄ ≠ µ est une somme de racines simples,
on dit que ⁄ est plus haut que µ et on écrit que ⁄ Ø µ. Comme l’espace vectoriel
sous-jacent d’une telle représentation est de dimension finie, il n’y a qu’un nombre
fini de sous espaces de poids. Il est bien connu que dans toute représentation
irréductible, il existe un plus haut poids. Tout poids ‹ de la représentation ne
di�ère alors du plus haut poids que par une somme finie de racines simples. Plus
précisément, on a le théorème suivant :

Théorème. (Weyl) L’application de l’ensemble des réprésentations irréductibles
de g modulo isomorphisme vers l’ensemble des poids dominants de g qui à toute
représentation associe son plus haut poids est une bijection.

On peut donc associer de manière unique une représentation à un poids dominant
et vice versa. Pour ⁄ œ P +, on note L(⁄) la représentation irréductible de plus
haut poids ⁄.
Soit v

high

œ L(⁄), un vecteur de poids ⁄. On se donne des indices i1, ..., i
p

tels que
s

i1 ...s
ip soit un mot réduit de w0. On pose alors k

j

= s
ij+1 ...s

ip(⁄)(h
ij ) pour tout

1 Æ j < p et k
p

= ⁄(h
ip). La Proposition 28.1.2 de [21] nous assure que f

k1
i1

k1! ...
f

kp
ip

kp! ne
dépend pas du choix du mot réduit de w0 et la proposition 28.1.4 de [21] dit que
f

k1
i1

k1! ...
f

kp
ip

kp! .v
high

est un vecteur non nul de plus bas poids de L(⁄). On le note v
low

.

1.3.2 Forme contravariante

Dans ce paragraphe, on rappelle la définition de la forme contravariante. Les détails
et preuves des résultats énoncés ici se trouvent dans [16], Kapitel 1.
On rappelle que (e

i

, f
i

, h
i

)
iœI

désignent les générateurs de Chevalley et (–
i

)
iœI

les racines simples de g. On sait qu’il existe un anti-automorphisme involutif Ê
de l’algèbre enveloppante U(g) défini par Ê(e

i

) = f
i

et Ê(h) = h pour tous les
générateurs de Chevalley (e

i

, f
i

) et tout h œ h.
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1.3 Modules

Une forme contravariante sur le module L(⁄) est une forme bilinéaire, symétrique
non dégénérée qui vérifie (z.x, y) = (x, Ê(z).y) pour tous x, y œ L(⁄) et tout
z œ U(g) . Une telle forme contravariante existe et est unique à multiplication par
un scalaire près.

1.3.3 Involution de Schützenberger

Rappelons la définition de l’involution de Schützenberger. Les détails de la construc-
tion se trouvent, par exemple, dans la section 3.3.2 de [23].

Pour tout i œ {1, ..., n}, on définit iú l’unique indice tel que w0(–i

) = ≠–
i

ú puis on
définit l’automorphisme ’ de U(g) sur les générateurs :

’(e
i

) = f
i

ú ,

’(f
i

) = e
i

ú ,

’(h
i

) = ≠h
i

ú .

La section 3.3.2 de [23] assure l’existence et l’unicité de l’involution S de L(⁄)
vérifiant S(v

high

) = v
low

et S(a.x) = ’(a).S(x) pour tout a œ U(g) et tout x œ
L(⁄). On l’appelle involution de Schützenberger.

Exemple 1. On se place dans le cas où g est l’algèbre de Lie sl3(C). La représen-
taiton adjointe est alors L(–1 + –2). On considère les matrices

• e1 =

Q

ca
0 1 0
0 0 0
0 0 0

R

db, e2 =

Q

ca
0 0 0
0 0 1
0 0 0

R

db et e3 = [e1, e2],

• f
i

= et

i

,

• h1 =

Q

ca
1 0 0
0 ≠1 0
0 0 0

R

db et h2 =

Q

ca
0 0 0
0 1 0
0 0 ≠1

R

db .

L’action de l’involution de Schützenberger est donnée sur le dessin ci-dessous :

5



Chapitre 1 Notations

1.4 Cristal de Kashiwara

Les cristaux ont été introduits par Kashiwara dans les années 1990 afin d’étudier
la combinatoire de la base canonique.

1.4.1 Définition

Un cristal de Kashiwara est un ensemble B muni d’applications :
• wt : B æ P ,
• ‘

i

: B æ Z pour tout i œ {1, ..., n},
• „

i

: B æ Z pour tout i œ {1, ..., n},
• ẽ

i

: B æ B Û {0} pour tout i œ {1, ..., n},
• f̃

i

: B æ B Û {0} pour tout i œ {1, ..., n},
qui vérifient pour tout b œ B :

• wt(b)(h
i

) = „
i

(b) ≠ ‘
i

(b),
• si b, bÕ œ B alors ẽ

i

(b) = bÕ si et seulement si f̃
i

(bÕ) = b.
On a alors wt(bÕ) = wt(b) + –

i

, ‘
i

(bÕ) = ‘
i

(b) ≠ 1, „
i

(bÕ) = „
i

(b) + 1.
Un cristal B est dit normal si pour tout b œ B on a :

‘
i

(b) = max {n œ N | ẽ
i

n(b) ”= 0} et „
i

(b) = max
Ó
n œ N | f̃

i

n(b) ”= 0
Ô
.
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1.4 Cristal de Kashiwara

Tous les cristaux considérés dans cette thèse sont normaux.
Un morphisme entre deux cristaux B et BÕ est une application „ : B Û {0} æ
BÕ Û {0} qui commute aux opérateurs wt, ‘

i

, „
i

, ẽ
i

, f̃
i

pour tout i œ I.

Exemple. Considérons la représentation L(–) de sl2(C) dont le plus haut poids
est l’unique racine –. On note v

–

un vecteur de poids –, v0 le vecteur f.v
–

et v≠–

le vecteur f

2

2 .v
–

. L’ensemble B = {v
–

, v0, v≠–

} peut être muni d’une structure de
cristal de la manière suivante :
wt : B æ P est l’application qui a un vecteur lui associe son poids, on définit
‘ : B æ Z et „ : B æ Z en posant

‘(v
–

) = 0, ‘(v0) = 1, ‘(v≠–

) = 2,

„(v
–

) = 2, „(v0) = 1, „(v≠–

) = 0.

On définit ẽ : B æ B Û {0} et f̃ : B æ B Û {0} en posant

ẽ(v
–

) = 0, ẽ(v0) = v
–

, ẽ(v≠–

) = v0,

f̃(v
–

) = v0, f̃(v0) = v≠–

, f̃(v≠–

) = 0.

1.4.2 Produit tensoriel

On va définir un produit tensoriel dans la catégorie des cristaux de Kashiwara.
Nous ne définirons pas tout à fait le produit tensoriel usuel de [19] mais une
variante compatible avec les bases que l’on va introduire au chapitre suivant. Ce
produit tensoriel est défini et utilisé dans [6].
Si (B, wt, ‘

i

, „
i

, ẽ
i

, f̃
i

) et (BÕ, wtÕ, ‘Õ
i

, „Õ
i

, ẽÕ
i

, f̃ Õ
i

) sont des cristaux, alors on peut définir
le cristal B ¢ BÕ dont l’ensemble sous-jacent est le produit cartésien de B et BÕ,
et muni des opérateurs suivants :

• wt(b ¢ bÕ) = wt(b) + wtÕ(bÕ),

• ẽ
i

(b ¢ bÕ) =
Y
]

[
ẽ

i

(b) ¢ bÕ si ‘
i

(b) > „
i

(bÕ)
b ¢ ẽ

i

(bÕ) si ‘
i

(b) Æ „
i

(bÕ)
,

• f̃
i

(b ¢ bÕ) =
Y
]

[
f̃

i

(b) ¢ bÕ si ‘
i

(b) Ø „
i

(bÕ)
b ¢ f̃

i

(bÕ) si ‘
i

(b) < „
i

(bÕ)
,

• ‘
i

(b ¢ bÕ) = max(‘
i

(b) ≠ wt(bÕ)(h
i

), ‘
i

(bÕ)),
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Chapitre 1 Notations

• „
i

(b ¢ bÕ) = max(„
i

(b), „
i

(bÕ) + wt(b)(h
i

)).
Ce produit tensoriel est associatif et préserve les cristaux normaux.

Exemple. Considérons la représentation L(È) de sl2(C) dont le plus haut poids
est l’unique poids fondamental È. On note v

È

un vecteur de poids È et v≠È

le vecteur f.v
È

. On tensorise le cristal {v≠È

, v
È

} avec le cristal {v≠–

, v0, v
–

} de
l’exemple précédent.

wt(b ¢ bÕ) =

Y
_____]

_____[

3È si b = v
È

et bÕ = v
–

È si (b, bÕ) œ {(v
È

, v0), (v≠È

, v
–

)}
≠È si (b, bÕ) œ {(v≠È

, v0), (v
È

, v≠–

)}
≠3È si b = v≠È

et bÕ = v≠–

,

ẽ(b ¢ bÕ) =

Y
___________]

___________[

0 si b = v
È

et bÕ = v
–

v
È

¢ v
–

si b = v
È

et bÕ = v0

0 si b = v≠È

et bÕ = v
–

v≠È

¢ v
–

si b = v≠È

et bÕ = v0

v
È

¢ v0 si b = v
È

et bÕ = v≠–

v
È

¢ v≠–

si b = v≠È

et bÕ = v≠–

,

f̃(b ¢ bÕ) =

Y
___________]

___________[

v
È

¢ v0 si b = v
È

et bÕ = v
–

v
È

¢ v≠–

si b = v
È

et bÕ = v0

v≠È

¢ v0 si b = v≠È

et bÕ = v
–

0 si b = v≠È

et bÕ = v0

v≠È

¢ v≠–

si b = v
È

et bÕ = v≠–

0 si b = v≠È

et bÕ = v≠–

,

‘(b ¢ bÕ) =

Y
___________]

___________[

0 si b = v
È

et bÕ = v
–

1 si b = v
È

et bÕ = v0

0 si b = v≠È

et bÕ = v
–

1 si b = v≠È

et bÕ = v0

2 si b = v
È

et bÕ = v≠–

3 si b = v≠È

et bÕ = v≠–

et „(b ¢ bÕ) =

Y
___________]

___________[

3 si b = v
È

et bÕ = v
–

2 si b = v
È

et bÕ = v0

1 si b = v≠È

et bÕ = v
–

0 si b = v≠È

et bÕ = v0

1 si b = v
È

et bÕ = v≠–

0 si b = v≠È

et bÕ = v≠–

.

On peut résumer ces données de manière graphique, les flèches indiquant l’action
de f̃ :
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1.4 Cristal de Kashiwara

On remarque qu’il y a deux composantes connexes à ce graphe. Cela traduit qu’il
y a deux composantes isotypiques lorsqu’on écrit L(È) ¢ L(–) = L(3È) ü L(È).

1.4.3 Cristal de plus haut poids

Les cristaux sont un outil combinatoire permettant d’étudier les bases des repré-
sentations de g. Par conséquent, il est naturel de chercher à définir une famille de
cristaux correspondant à la combinatoire des modules L(⁄).
On dit que B est un cristal de plus haut poids ⁄ s’il existe b

⁄

œ B tel que :
• wt(b

⁄

) = ⁄,
• ẽ

i

.b
⁄

= 0 pour tout i œ I,
• pour tout b œ B, il existe N œ N et i1, ..., i

N

œ I tels que bÕ = f̃
i1 ... ˜f

iN .b
⁄

.
On sait d’après le théorème 6.4.21 de [17] qu’il existe une unique famille de cristaux
normaux {B(⁄)}

⁄œP

+tels que :
• pour tout ⁄ œ P +, B(⁄) est un cristal de plus haut poids ⁄,
• pour tout ⁄ et tout µ œ P +, il existe une injection de cristal B(⁄ + µ) Òæ

B(⁄) ¢ B(µ) qui envoie b
⁄+µ

sur b
⁄

¢ b
µ

.
Pour tout poids dominant ⁄, il existe une base du module L(⁄) munie d’une
structure de cristal isomorphe à B(⁄). Par exemple la base de MirkoviÊ et Vilonen,
que nous étudions au chapitre suivant.
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Chapitre 2

Correspondance de Satake

géométrique

La grassmannienne a�ne d’un groupe algébrique complexe G est une variété com-
plexe de dimension infinie construite à partir de G. Les travaux de Lusztig, Ginz-
burg, Beilinson, Drinfeld, MirkoviÊ et Vilonen relient la géométrie de cette variété
avec la théorie des représentations du dual de Langlands Ǧ de G.
En particulier, nous allons nous intéresser à certaines sous variétés de la grassman-
nienne a�ne, les cycles de MirkoviÊ et Vilonen. Ce sont ces variétés qui vont nous
donner une base pour les représentations de Ǧ.
Afin d’étudier les représentations du groupe G et non celles du groupe Ǧ, toutes
les constructions relatives à la grassmannienne a�ne et aux cycles de MirkoviÊ et
Vilonen seront faites à partir du groupe Ǧ.

2.1 La grassmannienne a�ne

Dans cette section, G désigne un groupe algébrique complexe connexe et réductif.
On utilise les notations du chapitre 1. On note O l’anneau des séries de Laurent
C[[t]] et K son corps des fractions.
Définition 2. On appelle grassmannienne a�ne du groupe Ǧ l’ensemble Ǧ(K)/Ǧ(O).
On la note Gr.

Soit ⁄ un copoids de Ǧ. Ce copoids induit une application Kú æ Ť (K). On consi-
dère alors ⁄(t) l’image de l’indéterminée t par ⁄. C’est un élément de Ǧ(K), dont
on note L

⁄

la classe dans la grassmannienne a�ne. Le groupe Ǧ(K) et ses sous-
groupes Ǧ(O), Ň(K) et Ň≠(K) agissent sur Gr par multiplication à gauche.
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Chapitre 2 Correspondance de Satake géométrique

Définition 3. Pour tout ⁄, ‹ œ Xú(T ), on définit les orbites suivantes :

Gr⁄ = Ǧ(O).L
⁄

,

S
‹

= Ň(K).L
‹

,

T
‹

= Ň≠(K).L
‹

.

Il est bien connu que toute Ǧ(O)-orbite est de la forme Gr⁄ avec ⁄ dominant.
L’égalité 2.4 de [22] et la discussion qui en découle impliquent que Gr⁄ est une
variété algébrique complexe simplement connexe de dimension 2fl(⁄). De plus Gr⁄

est une variété projective et on a

Gr⁄ =
€

µÆ⁄

Grµ.

La grassmanienne a�ne est ainsi une ind-variété (voir [13] proprosition 1.2.2) que
l’on munit de la topologie analytique.

Proposition 4. ([22] Théorème 3.2)
Pour tout poids dominant ⁄ et tout poids ‹, l’intersection Gr⁄ fl T

‹

est une partie
localement fermée de Gr de dimension pure 2fl(⁄ ≠ ‹).
Pour tout poids dominant ⁄ et tout poids ‹, l’intersection Gr⁄ fl S

‹

est une partie
localement fermée de Gr de dimension pure 2fl(⁄ + ‹).

2.2 Faisceaux pervers sur la grassmannienne a�ne

On appelle S la stratification de Gr induite par les Ǧ(O)-orbites (on se réfère à
la discussion précédent la proposition 2.1 de [22] pour plus de détails). C’est une
stratification de Whitney de Gr ce qui nous permet de définir la catégorie dérivée
bornée Db

S(Gr) des faisceaux S-constructibles sur la grassmannienne a�ne et à
coe�cients dans C. Plus précisément, on appelle Db

S(Gr) la sous-catégorie pleine
de la catégorie dérivée des faisceaux sur la grassmannienne a�ne et à coe�cients
dans C, dont les objets F vérifient :

• Hk(Gr, F) = 0 pour | k |∫ 0,
• pour tout S œ S et tout k œ Z, Hk(F) |

S

est un système local de C-espaces
vectoriels.

12



2.3 Correspondance de Satake géométrique

On peut alors définir la catégorie PS(Gr) des faisceaux pervers sur la grassman-
nienne a�ne pour la perversité moyenne en considérant la sous-catégorie pleine de
Db

S(Gr) dont les objets F vérifient les conditions de support et de cosupport :
• pour toute strate S œ S et toute injection j : S Òæ Gr, Hk(júF) = 0 dès que

k > ≠ dimC(S),
• pour toute strate S œ S et toute injection j : S Òæ Gr, Hk(j!F) = 0 dès que

k < ≠ dimC(S).
On note j

⁄

l’inclusion Gr⁄ Òæ Gr et 1 le système local trivial sur Gr⁄. On définit
alors I

⁄

comme étant le complexe de cohomologie d’intersection

I
⁄

= j
⁄!IC(Gr⁄, 1)[dim(Gr⁄)].

La proposition 4.2.11 de [1] nous apprend que les objets simples de la catégorie
PS(Gr) sont les faisceaux I

⁄

.

2.3 Correspondance de Satake géométrique

On considère l’application c de la grassmannienne a�ne vers l’espace réduit à un
point, t

‹

l’injection de T
‹

dans Gr et s
‹

l’injection de S
‹

dans Gr. Le théorème
3.5 de [22] nous dit qu’il existe un isomorphisme naturel entre les foncteurs

H2fl(‹)(cú(t‹

)!(≠)) = H
2fl(‹)
T‹

(Gr, ≠) et H2fl(‹)
c

(S
‹

, ≠) = H2fl(‹)(c!s
ú
‹

(≠)).

On note alors F : PS(Gr) æ ModC le foncteur m

‹œXú(T )
H

2fl(‹)
T‹

(Gr, ≠). Le théo-

rème 3.6 de [22] nous donne la décomposition suivante :

Théorème 5. Il existe un isomorphisme naturel entre les foncteurs :

H•(Gr, ≠) ≥= m

‹œXú(T )
H

2fl(‹)
T‹

(Gr, ≠) ≥= m

‹œXú(T )
H2fl(‹)

c

(S
‹

, ≠).

Grâce au théorème 5, on a la décomposition de H•(Gr, A) en sous-espaces de
poids, pour tout A œ PS(Gr). On en déduit donc l’action du tore dual Ť µ Ǧ sur
l’espace vectoriel H•(Gr, A).
Dans la quatrième section de [22], MirkoviÊ et Vilonen construisent un produit
de convolution ú sur PS(Gr). Ainsi PS(Gr) présente une structure de catégorie
tannakienne. Le théorème 2.11 de [7] assure qu’il existe un groupe algébrique com-
plexe G̃ tel que la catégorie tensorielle (PS(Gr), ú) soit équivalente à la catégorie
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tensorielle des représentations rationnelles de dimension finie de G̃ sur C. Cette
équivalence de catégories fait correspondre à F le foncteur oubli de la catégorie des
représentations de dimension finie de G̃ dans la catégorie des C-espaces vectoriels.
Le théorème 7.3 de [22] identifie le groupe G̃ comme étant le groupe G.
Si ⁄ est un copoids dominant, le foncteur d’hypercohomologie envoie alors le fais-
ceau I

⁄

sur le module simple L(⁄) de plus haut poids ⁄. Le sous-espace L(⁄)
‹

des vecteurs de poids ‹ de L(⁄) s’identifie alors avec le groupe de cohomologie de
degré 2fl(‹) à support dans T

‹

que l’on note H
2fl(‹)
T‹

(Gr, I
⁄

) ainsi qu’au groupe de
cohomologie à support compact de S

‹

de degré 2fl(‹) que l’on note H2fl(‹)
c

(S
‹

, I
⁄

).

2.4 Cycles et base de MirkoviÊ et Vilonen

De la correspondance de Satake géométrique, on va déduire une base des repré-
sentations de G que l’on appelera base de MirkoviÊ et Vilonen. Pour cela, on
commence par étudier les variétés que l’on appelle cycles de MirkoviÊ et Vilonen.

2.4.1 Cycles de MirkoviÊ et Vilonen

Pour toute variété X, on écrit Irr(X) pour l’ensemble des composantes irréduc-
tibles de X. Pour tout ⁄ et tout ‹ dans Xú(T ), les éléments de Irr(Gr⁄ fl T

‹

) sont
appelés cycles de MirkoviÊ et Vilonen (ou cycles MV). On note alors

Z(⁄) =
€

‹œXú(T )
Irr(Gr⁄ fl T

‹

)

l’ensemble des cycles de MirkoviÊ et Vilonen inclus dans Gr⁄. Le théorème 3.1
de [6] munit l’ensemble Z(⁄) d’une structure de cristal isomorphe à B(⁄). En
particulier, à la section 3.3, Braverman et Gaitsgory définissent des opérateurs ‘

i

,
„

i

, ẽ
i

et f̃
i

sur Z(⁄).

Exemple 6. Dans le cas où G = Gl
n

, on prend T l’ensemble des matrices diago-
nales inversibles et B (resp. B≠) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) inversibles. Pour tout ‹ œ Xú(T ) tel que Gr–1+–2 fl T

‹

n’ait
qu’une seule composante irréductible, on définit l’ensemble Z‹ par :

Z–1+–2 = {

S

WU
t 0 0
0 1 0
0 0 t≠1

T

XV},

14
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Z–2 = {

S

WU
1 0 0

at≠1 t 0
0 0 t≠1

T

XV | a œ C}, Z–1 = {

S

WU
t 0 0
0 t≠1 0
0 bt≠1 1

T

XV | b œ C},

Z≠–1 = {

S

WU
t≠1 0 0

a + bt≠1 t 0
ct≠1 0 1

T

XV | a, b, c œ C}, Z≠–2 = {

S

WU
1 0 0
0 t≠1 0
a c + bt≠1 t

T

XV | a, b, c œ C},

Z≠–1≠–2 = {

S

WU
t≠1 0 0
bt≠1 1 0

c + dt≠1 a t

T

XV | a, b, c, d œ C}.

Le cycle MV correspondant est alors l’adhérence de l’ensemble Z‹ . La variété
Gr–1+–2 fl T0 étant de dimension 2, les deux cycles de MirkoviÊ et Vilonen dans
Gr–1+–2 fl T0 sont les adhérences des ensembles suivants :

Z1 = {

S

WU
1 0 0
0 1 0

at≠1 bt≠1 1

T

XV | a, b œ C, a ”= 0}, Z2 = {

S

WU
1 0 0

ct≠1 1 0
at≠1 0 1

T

XV | a, c œ C, a ”= 0}.

2.4.2 Base de MirkoviÊ et Vilonen

La proposition 3.10 de [22] nous permet d’identifier L(⁄)
‹

avec l’espace vectoriel
Q[Irr(Gr⁄ fl T

‹

)], engendré par les composantes irréductibles de Gr⁄ fl T
‹

. Plus
précisément, on a la

Proposition 7. Pour tout poids dominant ⁄ et tout poids ‹, le groupe de co-
homologie H

2fl(‹)
T‹

(Gr, I
⁄

) est isomorphe au groupe d’homologie de Borel Moore
H

top

(Gr⁄ flT
‹

) à coe�cients dans C de dimension maximale de la variété Gr⁄ flT
‹

.

Le lemme 4 de l’appendice B de [11] nous dit que les classes fondamentales des
composantes irréductibles de Gr⁄ fl T

‹

forment une base de H
top

(Gr⁄ fl T
‹

) et par
conséquent une base de H

2fl(‹)
T‹

(Gr, I
⁄

). Via le théorème 5, on obtient une base de
H•(Gr, I

⁄

) indexée par l’ensemble des cycles MV. C’est cette base que l’on appelle
base de MirkoviÊ et Vilonen (ou base MV). Pour tout Z œ Irr(Gr⁄ fl T

‹

), on note
[Z] le vecteur de la base de MirkoviÊ et Vilonen de poids ‹ correspondant. Le
théorème 2 de [2] nous donne le premier coe�cient de l’action de e

i

sur un vecteur
de la base de MirkoviÊ et Vilonen :

Théorème 8. Soit Z œ Z(⁄). On a alors :

15
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e
i

.[Z] = ‘
i

(Z).[ Âe
i

.Z] +
ÿ

‘i(ZÕ)<‘i(Z)≠1
a

Z,Z

Õ [Z Õ],

avec a
Z,Z

Õ œ Q.

f
i

.[Z] = „
i

(Z).[ Âf
i

.Z] +
ÿ

„i(ZÕ)<„i(Z)≠1
b

Z,Z

Õ [Z Õ],

avec b
Z,Z

Õ œ Q.

Par conséquent, la base MV est parfaite au sens de Berenstein et Kazhdan. Elle
est donc compatible avec les noyaux des opérateurs f

i

.

2.5 Cycles de MirkoviÊ et Vilonen généralisés

Dans cette section, on généralise la grassmannienne a�ne et on utilise la corres-
pondance de Satake géométrique afin d’associer un faisceau au module L(⁄1) ¢
... ¢ L(⁄

n

).

2.5.1 Définition

Si A est un ensemble muni d’une Ǧ(O)-action à droite et B un ensemble muni
d’une Ǧ(O)-action à gauche, alors on définit

A
Ǧ(O)
◊ B = A ◊ B/R,

où (a, b)R(aÕ, bÕ) si et seulement s’il existe k œ G(O) tel que (aÕ, bÕ) = (a.k, k≠1.b).
On définit la variété de convolution Conv

n

de la manière suivante :

Conv
n

= Ǧ(K)
Ǧ(O)
◊ ...

Ǧ(O)
◊ Ǧ(K)

¸ ˚˙ ˝
n≠1 facteurs

Ǧ(O)
◊ Ǧ(K)/Ǧ(O).

Si x1, ..., x
n

œ Ǧ(K) alors on note [x1, ..., x
n

] l’image du n-uplet (x1, ..., x
n

) dans
le quotient Conv

n

. En particulier si x œ Ǧ(K) alors [x] désigne son image dans la
grassmannienne a�ne.

16



2.5 Cycles de MirkoviÊ et Vilonen généralisés

On montre aisément l’existence d’une application m : Conv
n

æ Gr telle que pour
tout (x1, ..., x

n

) œ Ǧ(K)n,

m([x1, ..., x
n

]) = [x1...xn

].

Soient ⁄1, ..., ⁄
n

œ P +. On pose ⁄ = (⁄1, ..., ⁄
n

). Comme pour tout i œ J1, nK, Gr⁄i

est Ǧ(O)-stable, on peut définir le sous ensemble de Conv
n

suivant :

Gr⁄ = {[x1, ..., x
n

] œ Grn | x1Ǧ(O) œ Gr⁄1 , ..., x
n

Ǧ(O) œ Gr⁄n}.

L’ensemble des variétés Gr⁄ forme une stratification de Conv
n

. On définit aussi
pour tout poids µ, les ensembles Sn

µ

et T n

µ

par :

Sn

µ

= m≠1(S
µ

) et T n

µ

= m≠1(T
µ

).

On appelle j
⁄

l’inclusion de Gr⁄ dans Conv
n

et 1 le système local trivial sur Gr⁄.
On définit alors I

⁄

comme étant le complexe de cohomologie d’intersection

I
⁄

= j
⁄!IC(Gr⁄, 1)[dim(Gr⁄)].

L’égalité 4.2 de [22] assure que

múI⁄

= I
⁄1 ú ... ú I

⁄n

où ú est le produit de convolution sur la catégorie PS(Gr) défini à la section 4
de [22]. Par conséquent, le groupe de cohomologie Hú(Conv

n

, I
⁄

) = Hú(Gr, múI⁄

)
s’identifie, à travers la correspondance de Satake géométrique, au produit tensoriel
L(⁄1) ¢ ... ¢ L(⁄

n

). On peut alors appliquer le foncteur de poids de MirkoviÊ et
Vilonen. Pour tout poids ‹ de G, le sous espace de poids ‹ de L(⁄1) ¢ ... ¢ L(⁄

n

)
s’identifie avec le groupe de cohomologie

H
2fl(‹)
T‹

(Gr, múI⁄

) = H
2fl(‹)
T

n
‹

(Conv
n

, I
⁄

),

en e�ectuant le changement de base lié au carré cartésien

T n

‹

//

m

✏✏

Conv
n

m

✏✏
T

‹

// Gr

.

17
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Au paragraphe 2.4 de [14], Goncharov et Shen démontrent, grâce à des arguments
similaires à ceux de la section 3 de [22], que

H
2fl(‹)
T

n
‹

(Conv
n

, I
⁄

) ≥= H
2fl(‹)
T

n
‹ flGr

⁄(Gr⁄, I
⁄

|
Gr

⁄) ≥= H2fl(⁄1+...+⁄n≠‹)(T n

‹

fl Gr⁄,C).

De plus le lemme 2.37 de [14] assure que la variété T n

‹

flGr⁄ est de dimension pure
fl(⁄1 + ... + ⁄

n

≠ ‹). Il en découle que les classes fondamentales des composantes
irréductibles de T n

‹

fl Gr⁄ forment une base de H
top

(T n

‹

fl Gr⁄,C) et donc une base
de (L(⁄1)¢ ...¢L(⁄

n

))
‹

. On note Z(⁄)
µ

les composantes irréductibles de Gr⁄ flT n

µ

et on les appelle cycles de MirkoviÊ Vilonen généralisés (ou cycles MVG) de type ⁄
et de poids µ. Pour tout Z œ Z(⁄)

µ

, on note [Z] le vecteur associé dans le produit
tensoriel L(⁄1)¢ ...¢L(⁄

n

). La base du produit tensoriel L(⁄1)¢ ...¢L(⁄
n

) formée
par l’ensemble de ces vecteurs est appelée base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée
(ou base MVG).

2.5.2 Propriétés

Soit µ un poids dominant de G. On note T(µ) la composante isotypique de type
L(µ) de T = L(⁄1) ¢ ... ¢ L(⁄

n

) et on définit

TÆ(µ) =
n

µ

ÕÆµ

T(µÕ).

De même on définit T
<(µ). Dans [4], Baumann, Gaussent et Littlemann démontrent

le théorème de compatibilité suivant :
Théorème 9. Soit µ un poids dominant de G. On note m

µ

l’entier tel que la
composante isotypique de type L(µ) de L(⁄1)¢...¢L(⁄

n

) soit isomorphe au produit
cartésien L(µ)mµ.
1) Soit Z œ Û

‹Æµ

Z(⁄)
‹

. Les classes fondamentales [Z] sélectionnées ainsi forment
une base de l’espace de poids Æ µ de T.
2) Il existe un isomorphisme de représentations entre TÆ(µ)/T<(µ) et L(µ)mµ ≥=
L(µ) ¢ Cmµ qui envoie la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée sur les vecteurs
de la forme v ¢ b où v est un vecteur de la base de MirkoviÊ et Vilonen de L(µ) et
b est un vecteur de la base canonique de Cmµ.

Lorsque Z
j

et Z
n≠j

sont des cycles de MirkoviÊ et Vilonen généralisés dans Conv
j

et Conv
n≠j

, on cherche à décomposer le produit tensoriel [Z
j

] ¢ [Z
n≠j

] sur la base
des [Z Õ] où Z Õ est un cycle de MirkoviÊ et Vilonen généralisé dans Conv

n

. Pour
cela, on a besoin de définir la grassmannienne de Beilinson-Drinfeld.
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2.5.3 Grassmannienne de Beilinson-Drinfeld

Les constructions générales se font à partir d’une coube lisse X quelconque mais
nous n’avons besoin que du cas où X = A1. On note � la diagonale de Xn et
�

j,n≠j

= {(x1, ..., x
n

) œ Xn | x1 = ... = x
j

, x
j+1 = ... = x

n

}.

On note F0 le Ǧ-torseur trivial sur X et X
R

= X ◊ Spec(R). La grassmannienne
de Beilinson-Drinfeld est le foncteur Gr

X,n

qui à une C-algèbre commutative R
associe l’ensemble des classes d’isomorphismes de n + 2-uplets (x1, ..., x

n

, F , —) où
(x1, ..., x

n

) œ X(R)n, F est un Ǧ-torseur sur X
R

et — : F æ F0 est un isomor-
phisme ailleurs qu’aux points x

i

. C’est un ind-schéma sur Xn qui est ind-propre
dès que Ǧ est réductif (voir [5] 5 et 3.10 et [24] lemme 3.4). On dispose d’un
morphisme évident fi : Gr

X,n

æ Xn qui ne garde que les x
i

.

De même, on définit la variété de convolution de Beilinson-Drinfeld Conv
X,n

comme
étant le foncteur qui à une C-algèbre commutative R associe l’ensemble des classes
d’isomorphismes de 3n-uplets

(x1, ..., x
n

, F1, ..., F
n

, —1, ..., —
n

)

où (x1, ...x
n

) œ X(R)n, F1, ..., F
n

sont des Ǧ-torseurs sur X
R

et, pour tout 1 Æ
i Æ n, —

i

: F
i

æ F
i≠1 est un isomorphisme ailleurs qu’au point x

i

. On a encore un
morphisme évident fĩ : Conv

X,n

æ Xn qui ne garde que les points x
i

.

On définit l’application de multiplication m : Conv
X,n

æ Gr
X,n

par

m(x1, ..., x
n

, F1, ..., F
n

, —1, ..., —
n

) = (x1, ..., x
n

, F
n

, —1 ¶ ... ¶ —
n

).

On se place dans le cas X = A1. L’existence d’une coordonnée globale simplifie
grandement les constructions ci-dessus. En e�et, tout Ǧ-torseur sur X

R

est alors
isomorphe au Ǧ-torseur trivial. Par conséquent, dans la définition de Gr

X,n

et de
Conv

X,n

on regarde seulement les morphismes —
i

en prenant en compte un possible
changement de trivialisation pour les F

i

. Si —
i

est un isomorphisme ailleurs qu’au
point x

i

alors, en considérant „
i≠1 et „

i

des trivialisations de F
i≠1 et F

i

, la donnée
de —

i

est équivalente à la donnée de — :

F
i≠1 |

X\{xi}

„i≠1
✏✏

F
i

|
X\{xi}

„i

✏✏

—ioo

F0 |
X\{xi} F0 |

X\{xi}
—

oo

.
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La donnée de — est équivalente à la donnée d’un morphisme X \{x
i

} æ Ǧ et donc
à un C[t, (t ≠ x

i

)≠1] point de Ǧ. Un changement de trivialisation étant donnée par
un C[t] point de Ǧ, un point de Conv

X,n

dans la fibre de (x1, ..., x
n

) est donc un
point de

Ǧ(C[t, (t ≠ x1)≠1])
¸ ˚˙ ˝

donnée
de —1

Ǧ(C[t])
◊¸ ˚˙ ˝

Chgmt. de
triv. pour F1

...
Ǧ(C[t])

◊¸ ˚˙ ˝
Chgmt. de

triv. pour F
n≠1

Ǧ(C[t, (t ≠ x
n

)≠1])
¸ ˚˙ ˝

donnée
de —

n

/ Ǧ(C[t])
¸ ˚˙ ˝

Chgmt. de
triv. pour F

n

.

Via cette identification, Gr
X,1 est en bijection avec Gr◊X (respectivement Conv

X,n

◊
X

n

� est en bijection avec Conv
n

◊ X). Pour toute partie Ǧ(O)-stable K de Gr (res-
pectivement de Conv

n

) on note ·K la partie de Gr
X,1 (respectivement Conv

X,n

◊
X

n

�) définie comme la préimage de K ◊ X par cette bijection.

On se donne des parties Ǧ(O)-stables K1, ..., K
n

de Gr. On définit alors la partie
·K1 ı ... ı ·K

n

µ Conv
X,n

par

{(x1, ..., x
n

, [g1(t≠x1), ..., g
n

(t≠x
n

)]) | ’i œ J1, nK, x
i

œ X, g
i

(t) œ Ǧ(K), [g
i

(t)] œ K
i

}.

De même si K1 est une partie Ǧ(O)-stable de Gr et K2 une partie Ǧ(O)-stable de
Conv

n≠1, alors on définit ·K1 ı ·K2 µ Conv
X,n

◊
X

n
�1,n≠1 par

{(x, y, ..., y, [g1(t≠x), g2(t≠y), ..., g
n

(t≠y)]) | [g1(t)] œ K1 et [g2(t), ..., g
n

(t)] œ K2}.

Exemple 10. On reprend les constructions de cette partie avec G = SL2.

U = {
C
t at≠1

0 t≠1

D

| a œ C} µ Gr, et V = {[
A

t≠1 0
bt≠1 t

B

,

A
t ct≠1

0 t≠1

B

] | b, c œ C} µ Conv2.

Par conséquent,

·U ı ·V

={(x, y, y, [
A

t ≠ x a(t ≠ x)≠1

0 (t ≠ x)≠1

B

,

A
(t ≠ y)≠1 0
b(t ≠ y)≠1 t ≠ y

B

,

A
t ≠ y c(t ≠ y)≠1

0 (t ≠ y)≠1

B

]) | a, b, c œ C}.
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On souhaite désormais définir ·Z ı ·Z Õ pour un cycle MV Z et un cycle MVG Z Õ.
Ces parties ne sont pas Ǧ(O)-stables mais seulement B̌≠(O)-stables. On définit
alors ·Z ı ·Z Õ dans la variété de convolution de Beilinson-Drinfeld Conv

B

≠
,X,n

du groupe B̌≠ puis on transporte cette partie dans Conv
X,n

via Conv
B

≠
,X,n

æ
Conv

X,n

construite fonctoriellement à partir de l’injection B≠ æ G. C’est une
bijection sur les C-points.
On va généraliser la notion d’orbite semi-infinie T

‹

. On commence par regarder
les points fixés par l’action du tore T dans Conv

X,n

. Les composantes connexes de
cet ensemble de points fixes sont indexées de façon naturelle par Xú(T )n. On note
alors L̊

‹1,...,‹n la composante connexe associée au n-uplet (‹1, ..., ‹
n

). La fibre de
L̊

‹1,...,‹n au dessus du point (x1, ..., x
n

) est le singleton {[(t ≠ x1)‹1 , ..., (t ≠ x
n

)‹n ]}.
Le morphisme fĩ induit alors un isomorphisme de L̊

‹1,...,‹n sur Xn. On se fixe alors
un copoids dominant régulier ‡, d’où une action de Cú sur Conv

X,n

. Par analogie
avec

T
‹

= {u œ Gr | lim
aæŒ‡(a).u = L

‹

},

on pose

T
‹1,...,‹n = {u œ Conv

X,n

| lim
aæŒ‡(a).u œ L̊

‹1,...,‹n}.

En d’autres termes, lorsque les x
i

sont distincts, (x1, ..., x
n

, [g1, ..., g
n

]) œ T
‹1,...,‹n si

et seulement si g1...gn

est de la forme u(t ≠ x1)‹1 ...(t ≠ x
n

)‹nh avec h œ G(C[t]) et
u œ N≠(C[t, (t ≠ x1)≠1, ..., (t ≠ x

n

)≠1)]). Pour tout ‹ œ Xú(T ), on pose

T̊
‹

= Û
(‹1,...,‹n)œXú(T )n

‹1+...+‹n=‹

T
‹1,...,‹n .

Les fibres de T̊
‹

au dessus de points de la diagonale � s’identifient à la partie T n

‹

.
Le preuves de la proposition 11, du corollaire 12, du théorème 13 et de la proposi-
tion 14 se trouvent dans l’article de Pierre Baumann, Stéphane Gaussent et Peter
Littlemann [4] en cours de rédaction.

Proposition 11. Soient ⁄1, ..., ⁄
n

œ Xú(T )n tous dominants. Soient un poids de
G. On pose ⁄ = (⁄2, ..., ⁄

n

). Les composantes irreductibles de (·Gr⁄1 ı ·Gr⁄) fl T̊
‹

sont exactement les adhérences des ensembles ·Zı·Z Õ avec (Z, Z Õ) œ t

‹

Õ+‹

ÕÕ=‹

Z(⁄1)‹

Õ◊
Z(⁄)

‹

ÕÕ.
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Corollaire 12. Soient ⁄1, ..., ⁄
n

œ Xú(T )n tous dominants et soit ‹ un poids de
G. On conserve les notations de la proposition précédente. Il y a donc une bijection
entre Z(⁄)

‹

et t

‹

Õ+‹

ÕÕ=‹

Z(⁄1)‹

Õ ◊ Z(⁄)
‹

ÕÕ .

Soient ‹, ‹ Õ et ‹ ÕÕ des poids de G tels que ‹ Õ + ‹ ÕÕ = ‹. Soeint Z œ Z(⁄1)‹

Õ et
Z Õ œ Z(⁄)

‹

ÕÕ . Si Z ÕÕ œ Z(⁄)
‹

est le cycle MVG correspondant au couple (Z, Z Õ)
dans la proposition précédente, alors on s’autorise à noter [·Z ı ·Z Õ] à la place de
[Z ÕÕ].

Théorème 13. Soient ⁄1, ..., ⁄
n

des copoids dominants. Soit 1 Æ j Æ n. On pose
⁄ = (⁄1, ..., ⁄

n

), ⁄Õ = (⁄1, ..., ⁄
j

) et ⁄ÕÕ = (⁄
j+1, ..., ⁄

n

).
Soit (‹, ‹ Õ, ‹ ÕÕ) œ Xú(T )3 tel que ‹ = ‹ Õ + ‹ ÕÕ. Soit (Z Õ, Z ÕÕ) œ Z(⁄Õ)

‹

Õ ◊ Z(⁄ÕÕ)
‹

ÕÕ et
soit Z œ Z(⁄)

‹

.
Lorsqu’on décompose [Z Õ] ¢ [Z ÕÕ] sur la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée, le
coe�cient devant [Z] est égal à la multiplicité de Z dans le produit d’intersection

·Z Õ ı ·Z ÕÕ.fĩ≠1(x)

calculé dans l’espace ambiant ·Gr⁄

Õ
ı ·Gr⁄

ÕÕ µ Conv
X,n

◊
X

n
�

j,n≠j

, pour tout point
x appartenant à la diagonale de Xn.

En étudiant la géométrie de ·Z Õ ı ·Z ÕÕ, on peut montrer que la matrice de passage
entre nos deux bases de L(⁄1) ¢ ... ¢ L(⁄

n

) est unitriangulaire. Plus précisément :

Proposition 14. Soit (‹ Õ, ‹ ÕÕ, ‹ Õ
1, ‹ ÕÕ

1 ) œ Xú(T )4 tel que ‹ Õ + ‹ ÕÕ = ‹ Õ
1 + ‹ ÕÕ

1 = ‹. Soit
(Z Õ, Z ÕÕ, Z Õ

1, Z ÕÕ
1 ) œ Z(⁄Õ)

‹

Õ ◊ Z(⁄ÕÕ)
‹

ÕÕ ◊ Z(⁄Õ)
‹

Õ
1

◊ Z(⁄ÕÕ)
‹

ÕÕ
1
.

Si [Z Õ
1 ıZ ÕÕ

1 ] apparaît avec un coe�cient non-nul dans le produit tensoriel [Z Õ]¢ [Z ÕÕ]
quand on développe celui-ci sur la base des cycles MVG, alors :
1) soit ‹ Õ

1 > ‹ Õ et ‹ ÕÕ
1 < ‹ ÕÕ ;

2) soit (‹ Õ
1, ‹ ÕÕ

1 ) = (‹ Õ, ‹ ÕÕ) et (Z Õ
1, Z ÕÕ

1 ) = (Z Õ, Z ÕÕ). Dans ce cas, le coe�cient est 1.

2.5.4 Le cas particulier G = SL
2

Dans le cas où G = SL2, son dual de Langlands est Ǧ = PGL2. Il n’y a qu’un
seul poids fondamental È et a variété GrÈ = Ǧ(O)L

È

est de dimension 1. Le
sous-groupe de congruence ker(Ǧ(O) æ Ǧ(C)) fixe le point L

È

donc Ǧ(O)L
È

=
Ǧ(C)L

È

. Par conséquent,

22



2.5 Cycles de MirkoviÊ et Vilonen généralisés

Ǧ(O)L
È

= Ǧ(C)L
È

= Ǧ(C)/Stab
Ǧ(C)(LÈ

).

Or

A
a b
c d

B A
t 0
0 1

B

=
A

t 0
0 1

B

mod Ǧ(O) … b = 0

donc Stab
Ǧ(C)(LÈ

) = B̌≠(C). On a alors GrÈ ≥= Ǧ(C)/B̌≠(C). C’est la variété de

drapeaux P1. Cet isomorphisme est donné par „ :
Y
]

[
GrÈ æ P1

g.L
È

‘æ g.e2
.

On écrit
A

t a
0 1

B

=
A

1 a
0 1

B A
t 0
0 1

B

. L’image de cet élément par „ est [a : 1]. On

écrit
A

1 0
b t

B

=
A

0 1
1 b

B A
0 t
1 0

B

. L’image de cet élément par „ est [1 : b]. Ainsi on

dispose de deux cartes de GrÈ :

{
A

t a
0 1

B

| a œ C} et {
A

1 0
b t

B

| b œ C}.

De même, on a une carte de ·GrÈ ı ·Gr

n≠1 copoids
˙ ˝¸ ˚
(È, ..., È) ◊

X

n
�1,n≠1 donnée par

{(x, y, ..., y, [
A

t ≠ x a1
0 1

B

,

A
1 0
a2 t ≠ y

B

...

A
t ≠ y a

n

0 1

B

]) | a1, ..., a
n

œ C},

où les matrices considérées entre crochets sont triangulaires supérieures ou bien
inférieures. On peut montrer (et nous admettrons que) que l’on décrit bien un
ouvert et que l’application

(x, y, a1, ..., a
n

) ‘æ (x, y, ..., y, [
A

t ≠ x a1
0 1

B

,

A
1 0
a2 t ≠ y

B

...

A
t ≠ y a

n

0 1

B

])

est injective.
Par ailleurs, on a Xú(T ) = Z2/(1, 1)Z. Si (x, y) œ Z2, on note (x, y) sa classe dans
Z2/(1, 1)Z. Pour tout ‹ = (‹ Õ, ‹ ÕÕ) œ Xú(T ), on peut écrire

(t ≠ x)‹ =
A

(t ≠ x)v

Õ 0
0 (t ≠ x)‹

ÕÕ

B

.
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Chapitre 2 Correspondance de Satake géométrique

Soient g1, ..., g
n

œ GL2(C[t, t≠1]), on note g
i

l’image de g
i

dans PGL2(C[t, t≠1]).
On a (x1, ..., x

n

, [g1(t ≠ x1), ..., g
n

(t ≠ x
n

)]) œ T
‹1,...,‹n si et seulement si g1...gn

est

de la forme
A

(t ≠ x1)‹

Õ
1 ...(t ≠ x

n

)‹

Õ
n 0

ú (t ≠ x1)‹

ÕÕ
1 ...(t ≠ x

n

)‹

ÕÕ
n

B

h avec h œ PGL2(O).

Si en plus on prend des représentants g
i

de déterminant t ≠ x
i

alors g1...gn

=A
(t ≠ x1)‹

Õ
1 ...(t ≠ x

n

)‹

Õ
n 0

ú (t ≠ x1)‹

ÕÕ
1 ...(t ≠ x

n

)‹

ÕÕ
n

B

h avec h œ GL2(O).

On a donc g1...gn

=
A

(t ≠ x1)‹

Õ
1 ...(t ≠ x

n

)‹

Õ
n 0

0 (t ≠ x1)‹

ÕÕ
1 ...(t ≠ x

n

)‹

ÕÕ
n

B A
C D
E F

B

avec
A

C D
E F

B

œ GL2(O). Par conséquent (t ≠ x1)‹

Õ
1 ...(t ≠ x

n

)‹

Õ
n est le PGCD de la

première ligne de g1...gn

. On prend un élément

(x, y, ..., y, [g1(t ≠ x), g2(t ≠ y), ..., g
n

(t ≠ y)])

dans la carte de ·GrÈı·Gr

n≠1 copoids
˙ ˝¸ ˚
(È, ..., È) ◊

X

n
�1,n≠1 décrite ci-dessus. Soit (‹1, ..., ‹

n

) œ
Xú(T )n, pour tout i œ J1, nK on écrit ‹

i

= (‹ Õ
i

, ‹ ÕÕ
i

) œ Z2/(1, 1)Z . Il est équivalent de
dire que (x, y, ..., y, [g1(t ≠ x), g2(t ≠ y), ..., g

n

(t ≠ y)]) œ T
‹1,...,‹n et que (t ≠ x)‹

Õ
1(t ≠

y)‹

Õ
2 ...(t ≠ y)‹

Õ
n est le PGCD de la première ligne de g1(t ≠ x)g2(t ≠ y)...g

n

(t ≠ y).
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Chapitre 3

Bases et involution de

Schützenberger

3.1 Forme d’intersection

3.1.1 Définition, dualité de Verdier

On sait que Gr⁄ est une variété projective. De ce fait, Hp

c

(Gr⁄, A) = Hp(Gr⁄, A)
pour tout p œ Z et tout A œ Db

S(Gr⁄). On note C le faisceau constant sur Gr⁄ et
on fait l’identification suivante :

Hp(Gr⁄, I
⁄

) = Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C, I
⁄

[p]) pour tout p œ Z.

On appelle D le complexe dualisant de Gr⁄. Le complexe dualisant D représente
le foncteur

F : A ‘æ (Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C, A))ú

de la catégorie Db

S(Gr⁄) vers la catégorie V ectC des C-espaces vectoriels. Il y a
donc un isomorphisme de foncteurs (voir [15] Théorème V.2.1)

Ÿ : Hom
D

b
S(Gr

⁄)(., D) æ F.

On appelle
´

œ F (D) l’image par ŸD de la flèche identité idD. On peut voir´
comme une forme linéaire sur m

kœZ
Hk(Gr⁄, D) nulle partout sauf en degré 0. Le
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Chapitre 3 Bases et involution de Schützenberger

lemme de Yoneda assure que l’image par ŸA d’une flèche f œ Hom
D

b
S(Gr

⁄)(A, D) est
la forme linéaire qui à g œ Hom

D

b
S(Gr

⁄)(C, A) associe
´

f ¶g. On définit alors, grâce
au complexe dualisant D, le foncteur de dualité de Verdier D = RHom(., D) dans
la catégorie Db

S(Gr⁄). Le morphisme de l’égalité 8.6 de [22] est un isomorphisme.
Il existe donc un isomorphisme ÷ : I

⁄

æ D(I
⁄

).
Soient x, y œ H•(Gr⁄, I

⁄

) homogènes de degrés respectifs k et kÕ. Avec notre iden-
tification, x œ Hom

D

b
S(Gr

⁄)(C, I
⁄

[k]) et y œ Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C, I
⁄

[kÕ]). On cherche à
définir un cup-produit x fi y. La transformation naturelle

Hom
D

b
S(Gr

⁄)(A
L

¢ B, C) ≥= Hom
D

b
S(Gr

⁄)(A,RHom(B, C))

est un isomorphisme pour tout A, B, C œ Db

S(Gr⁄) (voir [20] 2.6.7). En particulier,
la transformation suivante est naturelle

T : Hom
D

b
S(Gr

⁄)(.,D(I
⁄

))
≥=æ Hom

D

b
S(Gr

⁄)(.
L

¢ I
⁄

, D).

On note alors Â œ Hom
D

b
S(Gr

⁄)(I⁄

L

¢ I
⁄

, D) l’image de ÷ par T
I⁄

. Ainsi, on peut

composer Â et x
L

¢ y œ Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C
L

¢ C, I
⁄

L

¢ I
⁄

[k + kÕ]) .

Pour tout A œ Db

S

(Gr), on désigne par rA : A
L

¢ C æ A le quasi-isomorphisme de
contraction à droite et par lA : C

L

¢A æ A le quasi-isomorphisme de contraction à
gauche. Les deux sont évidemment des transformations naturelles. Le cup produit
x fi y est alors l’élément

Â ¶ (x
L

¢ y) ¶ l≠1
C œ Hom

D

b
S(Gr

⁄)(C, D[k + kÕ]).

Grâce à l’identification faite en début de section, x fi y œ Hk+k

Õ(Gr⁄, D). On peut
alors définir une forme bilinéaire sur H•(Gr⁄, I

⁄

) ◊ H•(Gr⁄, I
⁄

).

Définition 15. Pour tous éléments x et y de H•(Gr⁄, I
⁄

) homogènes de degrés
respectifs k et kÕ, on définit la forme d’intersection par

Èx, yÍ =
ˆ

x fi y =
ˆ

Â ¶ (x
L

¢ y) ¶ l≠1
C .

La forme d’intersection s’étend alors par bilinéarité à H•(Gr⁄, I
⁄

) ◊ H•(Gr⁄, I
⁄

)
tout entier.

26



3.1 Forme d’intersection

3.1.2 Propriétés

Théorème 16. La forme d’intersection est une forme bilinéaire non dégénérée sur
H•(Gr⁄, I

⁄

).

Démonstration. Il faut montrer que l’application

H•(Gr⁄, I
⁄

) æ (H•(Gr⁄, I
⁄

))ú

x ‘æ Èx, .Í

est bijective. Le quasi isomorphisme l est une transformation naturelle. Ainsi, pour
tout y œ Hom

D

b
S(Gr

⁄)(C, I
⁄

[≠p]), le diagramme suivant est commutatif :

C y // I
⁄

[≠p]

L

C ¢ C
L

1¢y

//

lC

OO

C
Gr

⁄

L

¢ I
⁄

[≠p]

lI⁄

OO

Par conséquent Èx, yÍ =
´

Â¶(x
L

¢y)¶l≠1
C =

´
Â¶(x

L

¢id
I⁄

)¶l≠1
I⁄

¶y. Les compositions
à gauche et à droite

÷¶ : Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C, I
⁄

[p]) æ Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C,D(I
⁄

[≠p])) et

¶l≠1
I⁄

: Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C
L

¢ I
⁄

[≠p], D) æ Hom
D

b
S(Gr

⁄)(I⁄

[≠p], D)

sont des isomorphismes. L’isomorphisme naturel

TC[≠p] : Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C,D(I
⁄

[≠p])) æ Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C
L

¢ I
⁄

[≠p], D)

envoie ÷ ¶ x sur Â ¶ (x
L

¢ id
I⁄

). La transformation naturelle

Ÿ
I⁄[≠p] : Hom

D

b
S(Gr⁄)(I⁄

[≠p], D) æ (Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C, I
⁄

[≠p]))ú,

qui à f associe la forme linéaire g ‘æ
´

f ¶ g est aussi un isomorphisme. Par
conséquent, x ‘æ Èx, .Í est l’isomorphisme
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Chapitre 3 Bases et involution de Schützenberger

Ÿ
I⁄[≠p] ¶ (¶l≠1

I⁄
) ¶ TC ¶ (÷¶).

On s’intéresse alors au comportement de la forme d’intersection vis à vis de la
décomposition en espaces de poids :

H•(Gr, I
⁄

) =
n

‹œXú(T )
H

2fl(‹)
T‹

(Gr, I
⁄

).

Lemme 17. Soient x et y des vecteurs de H•(Gr, I
⁄

) de poids µ et ‹ respective-
ment. Si Èx, yÍ ”= 0, alors nécessairement ‹ = w0(µ).

Démonstration. D’après le théorème 3.6 de [22] , les espaces H
2fl(‹)
T‹

(Gr, I
⁄

) sont
indépendants du couple (T, B). Donc H

2fl(µ)
Tµ

(Gr, I
⁄

) ≥= H
2fl(µ)
Sw0(µ)

(Gr, I
⁄

). L’équalité
II.10.1 de [15] nous donne

x fi y œ H
2fl(µ)+2fl(‹)
Sw0(µ)flT‹

(Gr, D).

Supposons que Èx, yÍ ”= 0.
Le lemme 2.1 de [18] avec w = e et v = w0 nous apprend que S

w0(µ) fl T
‹

est vide
sauf si ‹ Æ w0(µ). Comme Èx, yÍ =

´
x fi y , on a x fi y ”= 0 et nécessairement, on

a ‹ Æ w0(µ).
Comme

´
x fi y ”= 0, nécessairement x fi y est de degré 0. Par conséquent fl(‹ ≠

w0(µ)) = 0.
Ces deux résultats assurent que ‹ = w0(µ).

Soit e œ H2(Gr,C). On a le lemme fondamental suivant :

Lemme 18. Pour tout (x, y) œ (H•(Gr, I
⁄

))2, on a Èx fi e, yÍ = Èx, y fi eÍ.

Démonstration. Soient x et y deux vecteurs homogènes de H•(Gr, I
⁄

) de degrés k
et kÕ. On rappelle l’identification Hp(Gr, I

⁄

) ≥= Hom
D

b
S(Gr

⁄)(C, I
⁄

[p]) pour tout p.
Le cup produit avec e est défini comme

z fi e = r
I⁄

¶ (z
L

¢ e) ¶ r≠1
C

pour tout z œ H•(Gr, I
⁄

). Donc
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3.1 Forme d’intersection

Èx fi e, yÍ =
ˆ

Â ¶ (r
I⁄

L

¢ id
I⁄

) ¶ (x
L

¢ e
L

¢ y) ¶ (r≠1
C

L

¢ idC) ¶ l≠1
C .

D’après l’égalité II.10.3 de [15] et le fait que e est de degré pair, on a aussi que
z fi e = l

I⁄
¶ (e

L

¢ z) ¶ l≠1
C pour tout z œ H•(Gr, I

⁄

). La proposition 2.2.3 de [8]

assure que l’on a rA
L

¢ idB = idA
L

¢ lB pour tous A, B œ Db

S(Gr⁄). Le diagramme
suivant est alors commutatif.

C
L

¢ C
L

¢ C x

L¢e

L¢y // I
⁄

[k]
L

¢ C[2]
L

¢ I
⁄

[kÕ]
idI⁄

L¢lI⁄

))

C
L

¢ C

idC
L¢l

≠1
C

::

r

≠1
C

L¢idC
$$

I
⁄

L

¢ I
⁄

[k + kÕ + 2]

C
L

¢ C
L

¢ C
x

L¢e

L¢y

// I
⁄

[k]
L

¢ C[2]
L

¢ I
⁄

[kÕ]
rI⁄

L¢idI⁄

55

Par conséquent,

Èx fi e, yÍ =
ˆ

Â ¶ (r
I⁄

L

¢ id
I⁄

) ¶ (x
L

¢ e
L

¢ y) ¶ (r≠1
C

L

¢ idC) ¶ l≠1
C

=
ˆ

Â ¶ (id
I⁄

L

¢ l
I⁄

) ¶ (x
L

¢ e
L

¢ y) ¶ (idC
L

¢ l≠1
C ) ¶ l≠1

C

= Èx, y fi eÍ

ce qui conclut la preuve du lemme.

3.1.3 Identification avec la forme contravariante.

A travers la correspondance de Satake géométrique, H•(Gr, I
⁄

) s’identifie avec
L(⁄) et H

2fl(µ)
Tµ

(Gr, I
⁄

) s’identifie avec L(⁄)
µ

. On considère alors la forme bilinéaire
d’intersection comme une forme bilinéaire sur L(⁄). On désigne encore par È., .Í la
forme bilinéaire d’intersection sur L(⁄). On reprend les notations du chapitre 1.

Définition 19. On pose (., .) l’unique forme contravariante sur L(⁄) telle que
(v

low

, v
low

) = Èv
low

, v
high

Í.

Théorème 20. Pour tout couple (x, y) œ L(⁄)2, on a Èx, yÍ = (x, S(y)) où S est
l’involution de Schützenberger de L(⁄) définie au chapitre 1.
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Chapitre 3 Bases et involution de Schützenberger

Démonstration. On choisit un produit scalaire W -invariant sur Xú(T ) et on définit
q(–

i

) comme étant le carré de la longueur de la racine –
i

. On considère alors
e = q

q(–
i

)e
i

. On peut voir dans [26] et dans [13], theorem 1.7.6 que l’action de ce
nilpotent principal s’identifie avec le cup produit avec la première classe de Chern,
aussi appelée e, d’un fibré en droites sur Gr. De plus, q(–

j

) = q(–
j

ú) car le produit
scalaire choisi est W -invariant. Par conséquent Ê(’(e)) = e.
On rappelle que les sous espaces de plus haut et plus bas poids de L(⁄) sont de
dimension 1 et engendrés par v

high

et v
low

respectivement. Par définition

Èv
low

, v
high

Í = (v
low

, v
low

) = (v
low

, S(v
high

))

donc par linéarité et orthogonalité des sous espaces de poids, le théorème est vrai
pour tout x œ L(⁄)

w0(⁄) et tout y œ L(⁄).
On fait alors une récurrence sur la hauteur du poids de x. On montre que la
propriété suivante est vraie pour tout n.
P (n) : Pour tout poids ‹ de hauteur n et tout x œ L(⁄)

‹

, on a Èx, zÍ = (x, S(z))
pour tout z œ L(⁄).
Pour la plus petite hauteur possible, il n’y a que le poids w0(⁄) possible. Or on
vient de montrer que le théorème est vrai pour tout x œ L(⁄)

w0(⁄) et tout y œ L(⁄).
Par conséquent P (ht(w0(⁄)) est vraie.
Supposons que P (n) est vraie. Soit ‹ un poids de hauteur n + 1 et soit x œ L(⁄)

‹

.
On peut écrire que

x =
ÿ

jœJ

q(–
j

)e
j

x
j

où J est un ensemble fini et pour tout j œ J , x
j

est un vecteur de poids ‹ ≠ –
j

.
Par hypothèse de récurrence, Èx

j

, zÍ = (x
j

, S(z)) pour tout z œ L(⁄).

1. Si y est un vecteur de poids dont le poids n’est pas w0(‹), alors Èx, yÍ = 0 et
(x, S(y)) = 0 par orthogonalité des espaces de poids.

2. Si y œ L(⁄)
w0(‹), pour tout j œ J , on a

Èq(–
j

)e
j

.x
j

, yÍ = Èe.x
j

, yÍ et (q(–
j

)e
j

.x
j

, S(y)) = (e.x
j

, S(y)).
Le lemme 18 et l’hypothèse de récurrence impliquent :

Èx, yÍ =
ÿ

jœJ

Èe.x
j

, yÍ =
ÿ

jœJ

Èx
j

, e.yÍ =
ÿ

jœJ

(x
j

, S(e.y)) =
ÿ

jœJ

(x
j

, ’(e).S(y))

=
ÿ

jœJ

(Ê(’(e)).x
j

, S(y))
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Alors

ÿ

jœJ

(Ê(’(e)).x
j

, S(y)) =
ÿ

jœJ

(e.x
j

, S(y)) =
ÿ

jœJ

(q(–
j

)e
j

.x
j

, S(y))

donc Èx, yÍ = (x, S(y)) pour tout y œ L(⁄).

Donc P (n + 1) est vraie et le théorème est prouvé.

3.1.4 Exemple de la représentation adjointe de sl
3

On va donner la matrice de la forme d’intersection de la représentation adjointe
L(–1 + –2) de sl3(C) en poids 0. On reprend les notations de l’exemple 1. Pour
tout i œ I, on considère l’application

ad(f
i

) :
Y
]

[
sl3(C) æ sl3(C)
M ‘æ f

i

.M ≠ M.f
i

.

Pour les espaces de poids de dimension 1, on note [Z–] l’unique vecteur de la
base de MirkoviÊ et Vilonen de L(–1 + –2) de poids –. Grâce au lemme de Schur,
on choisit un ismorphisme entre la représentation adjointe et L(–1 + –2) tel que
[Z–1+–2 ] = e3. On cherche à exprimer la base de MirkoviÊ et Vilonen de L(–1 +–2)
en fonction des matrices posées ci dessus. Grâce au théorème 8, on trouve

[Z–1 ] = ≠e1 et [Z–2 ] = e2.

Le sous espace de poids 0 est de dimension 2 et engendré par les vecteurs [Z1]
et [Z2]. Comme la base est compatible avec les noyaux des opérateurs ad(f

i

), on
choisit ces indices pour que [Z1] œ Ker(ad(f1))flL(–1+–2)0 et [Z2] œ Ker(ad(f2))fl
L(–1 + –2)0. On calcule facilement

Ker(ad(f1)) fl L(–1 + –2)0 = V ect(2h2 + h1),
Ker(ad(f2)) fl L(–1 + –2)0 = V ect(2h1 + h2).

Un calcul immédiat donne alors

f1.[Z–1 ] = h1 et f2.[Z–2 ] = ≠h2.
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Chapitre 3 Bases et involution de Schützenberger

Or d’après le théorème 8, f1.[Z–1 ] est de la forme 2[Z2] + b[Z1] et

h1 = 2(2h1 + h2) ≠ (2h2 + h1)
3 = 22h1 + h2

3 ≠ 2h2 + h1
3 .

On déduit [Z2] = 2h1+h2
3 et de même [Z1] = ≠2h2+h1

3 . L’involution de Schützenber-
ger S vérifie

S(h1) = S(≠f1.f2.e3) = ≠e2.e1.S(e3) = e2.e1.f3 = ≠h2 et donc S(h2) = ≠h1.

On a alors

S([Z1]) = [Z2] et S([Z2]) = [Z1].

En utilisant que h1 = f1.f2.e3 et h2 = ≠f2.f1.e3, on a, pour toute forme contrava-
riante (., .),

(h1, h1) = (h2, h2) = 2(e3, e3) et (h1, h2) = ≠(e3, e3).

L’expression de [Z1] et [Z2] en fonction de h1 et h2 donne alors :

È[Z1], [Z1]Í = ([Z1], [Z2]) = ≠1
3 (e3, e3) = È[Z2], [Z2]Í,

È[Z1], [Z2]Í = ([Z1], [Z1]) = 2
3(e3, e3) = È[Z2], [Z1]Í.

Or Z–1+–2 = Gr–1+–2 et Z≠–1≠–2 = {L≠–1≠–2}. La multiplicité d’intersection d’un
point d’une variété dans le produit d’intersection du point et de cette variété est
égal à 1. Par conséquent,

(e3, e3) = È[Z–1+–2 ], [Z≠–1≠–2 ]Í = 1.

La restriction de la forme d’intersection au sous-espace de poids 0 a donc pour

matrice
A

≠1
3

2
32

3 ≠1
3

B

dans la base {[Z1], [Z2]}.
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3.2 Involution de Schützenberger et base de

MirkoviÊ et Vilonen généralisée

On souhaite démontrer que l’involution de Schützenberger stabilise la base de Mir-
koviÊ et Vilonen. On suppose désormais que les représentations fondamentales de g
sont minuscules. Pour tout poids fondamental È

i

de g, les sous espaces de poids de
L(È

i

) sont tous de dimension 1. Par conséquent, la base MV des représentations
fondamentales est stable par l’involution de Schützenberger. On cherche à étendre
cette propriété à toute représentation de g.

On note È1, ..., È
n

les copoids fondamentaux de G. Soit ⁄ un copoids dominant.
Il existe des entiers naturels p1, ..., p

n

tels que ⁄ = p1È1 + ... + p
n

È
n

. On note
⁄ = (È1, ..., È1¸ ˚˙ ˝

p1 facteurs
, ..., È

n

, ..., È
n

)
¸ ˚˙ ˝
pn facteurs

et ⁄ = (È
n

, ..., È
n¸ ˚˙ ˝

pn facteurs
..., È1, ..., È1¸ ˚˙ ˝

p1 facteurs
). On rappelle que

Z(⁄) désigne l’ensemble des cycles de MirkoviÊ et Vilonen généralisés de Gr⁄. La
représentation L(⁄) apparaît alors avec multiplicité 1 dans

L(⁄) = L(È1) ¢ ... ¢ L(È1)¸ ˚˙ ˝
p1 facteurs

¢ ... ¢ L(È
n

) ¢ ... ¢ L(È
n

)
¸ ˚˙ ˝

pn facteurs
.

Les autres composantes isotypiques de ce produit tensoriel sont de type L(µ) avec
µ < ⁄.

Grâce à la structure de cristal sur Z(⁄), on définit une involution S : Z(⁄) æ Z(⁄)
en envoyant le cycle de MirkoviÊ et Vilonen de plus haut poids sur celui de plus
bas poids et en échangeant l’action de ẽ

i

et celle de f̃
i

ú . On appelle S involution de
Schützenberger du cristal Z(⁄). De même, on définit la symétrie S̃ : Z(⁄) æ Z(⁄)
par

S̃(·Z1
1 ı ...·Zpn

n

) = ·S(Zpn
n

) ı ... ı ·S(Z1
1)

pour tout (Z1
1 , ..., Zp1

1 , ..., Z1
n

, ..., Zpn
n

) œ Z(È1)p1 ◊ ...◊Z(È
n

)pn . On démontre alors
que la conjecture suivante implique la compatibilité de la base MV avec l’involution
de Schützenberger :
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Conjecture : Pour tout (Z1
1 , ..., Zp1

1 , ..., Z1
n

, ..., Zpn
n

) œ Z(È1)p1 ◊ ... ◊ Z(È
n

)pn ,
lorsqu’on décompose [Z1

1 ] ¢ ... ¢ [Zp1
1 ] ¢ ... ¢ [Z1

n

] ¢ ... ¢ [Zpn
n

] sur la base MVG de
L(⁄)

[Z1
1 ] ¢ ... ¢ [Zpn

n

] =
ÿ

(Y 1
1 ,...,Y

pn
n )œ

Z(È1)p1 ◊...◊Z(Èn)pn

a
Z

1
1 ,...,Z

pn
n

Y

1
1 ,...,Y

pn
n

[·Y 1
1 ı ... ı ·Y pn

n

],

alors

[S(Zpn
n

)] ¢ ... ¢ [S(Z1
1)] =

ÿ

(Y 1
1 ,...,Y

pn
n )œ

Z(È1)p1 ◊...◊Z(Èn)pn

a
Z

1
1 ,...,Z

pn
n

Y

1
1 ,...,Y

pn
n

[S̃(·Y 1
1 ı ... ı ·Y pn

n

)].

On définit Ŝ : L(⁄) æ L(⁄) l’application linéaire telle que

Ŝ([·Z1
1 ı ... ı ·Zpn

n

]) = [S̃(·Z1
1 ı ... ı ·Zpn

n

)],

pour tout (Z1
1 , ..., Zp1

1 , ..., Z1
n

, ..., Zpn
n

) œ Z(È1)p1 ◊ ... ◊ Z(È
n

)pn . La conjecture est
équivalente à l’égalité

Ŝ([Z1
1 ] ¢ ... ¢ [Zpn

n

]) = [S(Zpn
n

)] ¢ ... ¢ [S(Z1
1)].

Supposons que la conjecture est vraie.
Pour tout i œ J1, nK, comme les représentations fondamentales sont minuscules, on
a [S(Z

i

)] = S([Z
i

]). Par conséquent, pour tout i œ J1, nK, on a Ŝ ¶e
i

= f
i

ú ¶ Ŝ. Il en
résulte que si x œ L(⁄) est un vecteur annulé par tous les e

i

alors Ŝ(x) œ L(⁄) est
annulé par tous les f

i

. De plus, si x est un vecteur de plus haut poids dans L(⁄)
alors Ŝ(x) est un vecteur de plus bas poids. Par conséquent, Ŝ préserve la décom-
position en composante isotypique de L(⁄) et L(⁄) et (en reprenant les notations
du chapitre 2) Ŝ passe au quotient L(⁄)Æ(⁄)/L(⁄)

<(⁄) æ L(⁄)Æ(⁄)/L(⁄)
<(⁄). Par

abus de notation, on note toujours Ŝ cette application.
Le théorème 9 assure l’existence d’un isomorphisme de représentations

A : L(⁄)Æ(⁄)/L(⁄)
<(⁄) æ L(⁄)

qui envoie les classes de vecteurs de la base MVG de L(⁄)Æ(⁄) sur la base MV de
L(⁄) ainsi que d’un isomorphisme de représentations

B : L(⁄)Æ(⁄)/L(⁄)
<(⁄) æ L(⁄)
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jouissant des mêmes propriétés.
L’application S ¶ B ¶ Ŝ : L(⁄)Æ(⁄)/L(⁄)

<(⁄) æ L(⁄) est alors un isomorphisme de
représentations entre deux représentations irreductibles. Elle coïncide avec A sur
le vecteur de plus haut poids de la base MVG. D’après le lemme de Schur, on a
A = S ¶ B ¶ Ŝ d’où S = A ¶ Ŝ≠1 ¶ B≠1.

Corollaire 21. Si la conjecture encadrée est vraie, alors pour tout Z œ Z(⁄), le
vecteur S([Z]) appartient à la base MV de L(⁄).

Démonstration. On a démontré que S([Z]) = A ¶ Ŝ≠1 ¶ B≠1([Z]).
On rappelle que A (resp. B) envoie les classes de vecteurs de la base MVG de L(⁄)
(resp. L(⁄)) sur la base MV de L(⁄). Si x œ L(⁄) (resp. x œ L(⁄)), on note x sa
classe dans le quotient L(⁄)Æ(⁄)/L(⁄)

<(⁄) (resp. L(⁄)Æ(⁄)/L(⁄)
<(⁄)).

Or B≠1([Z]) est de la forme [·Zpn
n

ı ... ı ·Z1
1 ] avec (Z1

1 , ..., Zpn
n

) œ Z(È1)p1 ◊ ... ◊
Z(È

n

)pn . Alors Ŝ≠1([·Zpn
n

ı ... ı ·Z1
1 ]) = [·S(Z1

1) ı ... ı ·S(Zpn
n

)] et A([·S(Z1
1) ı ... ı ·S(Zpn

n

)])
est un vecteur de la base MV de L(⁄).
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Chapitre 4

L’exemple de sl2

Dans ce chapitre, on démontre la propriété de symétrie conjecturée à la fin du
chapitre 3, dans le cas où g = sl2(C). Pour cela, on développe aussi des outils
qui nous permettent, en dernière section, de démontrer que la base de MirkoviÊ et
Vilonen généralisée coïncide avec la base canonique duale pour le cas sl2(C).

4.1 Introduction

Dans le cas où g = sl2(C), il n’y a qu’un seul poids fondamental È et qu’une
seule représentation fondamentale L(È). On se place dans L(È) et on note x+
(respectivement x≠) le vecteur de la base de MirkoviÊ et Vilonen de poids È
(repectivement celui de poids ≠È). On pose U

n

= {≠, +}n. Le théorème 2.46 de
[14] assure que U

n

paramétrise la base MVG de L(È)¢n. On note Z≠ la variété
irreductible GrÈ fl T≠È

et Z+ = GrÈ fl T
È

.

Définition 22. Soit p = (p1, ..., p
n

) œ U
n

.
1) U

n

paramétrise la base des tenseurs simples de la base MV de L(È)¢n et on
note x

p

= x
p1 ¢ ... ¢ x

pn .
2) On note Z

p

= Z
p1 ı ... ı Z

pn et z
p

le vecteur [Z
p

].

Remarque 23. On a bien sûr x+ = z+ et x≠ = z≠.

Définition 24. Si k est une suite de ≠ et de +, on note k le mot obtenu à partir
de k en le lisant à l’envers et en échangeant les signes + et les ≠.

Exemple 25. + ≠ ≠ + ≠ = + ≠ + + ≠
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La conjecture 3.2 se traduit alors de la manière suivante :

« Le vecteur z
p

Õ apparait dans la décomposition de x
p

sur la base de MirkoviÊ
et Vilonen généralisée avec coe�cient m si et seulement si z

p

Õ apparait dans la
décomposition de x

p

sur la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée avec le même
coe�cient m. »

En e�ectuant les calculs à la main, cette propriété est vraie pour n = 2, n = 3,
n = 4, n = 5 et n = 6. Le cas n = 6 est disponible en annexe. Afin de démontrer
la propriété de symétrie, on cherche à décomposer z≠ ¢ z

k

sur la base MVG pour
tout mot k.

4.2 Décomposition de z≠ ¢ zk sur la base MVG

Définition 26. Soit k œ U
n

. On découpe k1...kn

en p mots : m1, ..., m
p

où chaque
m

i

est un bloc constitué uniquement de + et de ≠ de taille maximale. Quitte à
prendre le mot vide, on suppose que m1 et m

p

sont des blocs de +. On note alors
a1 la taille du premier bloc de + (éventuellement nulle), a

i

la taille du i-ème bloc
de + et b

i

la taille du i-ème bloc de ≠.

Exemple 27. Dans le mot + ≠ + + + ≠ ≠ ≠ + les blocs de + sont +, + + + et +
et les blocs de ≠ sont ≠ et ≠ ≠ ≠. On a a1 = 1, a2 = 3, a3 = 1, b1 = 1 et b2 = 3.

Définition 28.

1) Soit p = p1...pn

œ U
n

. On dit que p est équilibré lorsque pour tout 1 Æ i Æ n,
le sous mot p

i

...p
n

contient plus de + que de ≠. Par convention, le mot vide est
équilibré.

2) Lorsque p est équilibré et contient autant de + que de ≠ on dit qu’il est super
équilibré.

Définition 29. Soit k œ U(n). On note N(k) l’ensemble des mots obtenus à partir
de k en changeant exactement un signe + en signe ≠ sous la réserve suivante : on
ne peut changer k

t

= + en ≠ que si k1...kt≠1 est équilibré.

Exemple 30. Si k = + + ≠ + +≠ alors

N(k) = {≠ + ≠ + +≠, + ≠ ≠ + +≠, + + ≠ + ≠≠}.

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant.
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k

sur la base MVG

Théorème 31. Pour tout mot k :

z≠ ¢ z
k

= z≠k

+
ÿ

k

ÕœN(k)
z+k

Õ .

On se fixe un entier v et un mot +kÕ œ U
v

commençant par un +. A partir de
maintenant, n désigne le nombre de blocs de + dans kÕ (le premier et le dernier
étant toujours possiblement vides). On décompose kÕ

1...k
Õ
v≠1 = m1, ..., m2n≠1 comme

dans la définition 26. Il y a donc n ≠ 1 blocs de ≠ et n blocs de + . Comme
précédemment, on considères les grandeurs a1, ..., a

n

(respectivement b1, ..., b
n≠1)

qui sont les longueurs des di�érents blocs de + (respectivement de ≠).

Définition 32. Pour tout l œ {0, ..., n ≠ 1}, on note Q
l

= q

iœ{l+1,...,n}
a

i

.

La proposition 14 dans le cas où Z Õ = Z+ nous donne la décomposition de z+ ¢ z
k

sur la base MVG. En e�et, pour tout mot k, comme È est le plus haut poids de
L(È), on a z+ ¢ z

k

= z+k

. Pour tout j œ N, on pose Èj = (È, ..., È)
¸ ˚˙ ˝
j facteurs

. Le théorème

13 assure que le coe�cient de z+k

Õ dans z≠ ¢ z
k

est égal à la multiplicité de Z+k

Õ

dans le produit d’intersection

·Z≠ ı ·Z
k

.fĩ≠1(x)

pour tout point x appartenant à la diagonale de Xn.
On va maintenant calculer cette multiplicité d’intersection. La fin du chapitre 2
nous permet d’écrire une carte de ·GrÈ ı ·GrÈ

v≠1 centrée autour de ·Z+ ı ·Z
k

Õ :

[
A

t ≠ x a
0 1

B

,

A
(t ≠ y)a1 A1

0 1

B

,

A
1 0

B1 (t ≠ y)b1

B

, ...,

A
(t ≠ y)an An

0 1

B

]

où pour tout i Æ n ≠ 1, Ai (respectivement Bi) est un polynôme en t ≠ y de degré
a

i

≠ 1 (respectivement b
i

≠ 1). On note (Ai

j

)0ÆjÆai≠1 (respectivement (Bi

j

)0ÆjÆbi≠1
les coe�cients du polynôme Ai (respectivement Bi). Comme toute la situation
géométrique est invariante par la translation (x, y) ‘æ (x + a, y + a), nous pouvons
(et allons) simplifier les notations en fixant y = 0 dans la suite.
On note A l’anneau C[x, a, A1

0, ..., A1
a1≠1,...,

Bn≠1
bn≠1≠1] et q = (a, x, A1

0, ..., A1
a1≠1, ..., An

an≠1)
l’idéal de Z+ ı Z

k

Õ dans ·GrÈ ı ·GrÈ

u . On pose ‹ = (q

iœJ1,n≠1K
(a

i

≠ b
i

) + a
n

+ 1)È.

On a vu dans la dernière section du chapitre 2 que la condition d’appartenance à
T̊

‹

est que tQ0+1 divise la première ligne de
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m([
A

t ≠ x a
0 1

B

,

A
ta1 A1

0 1

B

,

A
1 0

B1 tb1

B

, ...,

A
tan An

0 1

B

]).

.

On note alors I l’idéal engendré par les Q0 +1 premiers coe�cients des polynômes
de la première ligne de cette matrice. C’est donc l’idéal de la variété ·GrÈı·GrÈ

u fl
T̊

‹

dans l’anneau A.

Définition 33. Pour tout i Æ n ≠ 1, on définit des éléments Ci, Di, Ei et F i de
A[t] par

A
1 0

Bi tbi

B

...

A
tan An

0 1

B

=
A

Ci Di

Ei F i

B

.

En écrivant que

A
Ci ú
Ei ú

B

=
A

1 0
Bi tbi

B A
tai+1 Ai+1

0 1

B A
Ci+1 ú
Ei+1 ú

B

,

on obtient les relations :
• Ci = tai+1Ci+1 + Ai+1Ei+1,
• Ei = Bitai+1Ci+1 + (BiAi+1 + tbi)Ei+1 = BiCi + tbiEi+1.

Les deux lemmes suivants sont les piliers de la preuve de la formule et servent dans
la majorité des preuves de cette section. Ils permettent de se concentrer sur ce qui
est à gauche dans les produits de matrices, pour revenir plus tard sur ce qui est à
droite.

Lemme 34. Pour tout i Æ n ≠ 1, on a :
1) Ci © tQi mod q[t],
2) Ei

Qi
/œ q.

Démonstration.
1) On démontre le résultat par récurrence descendante sur i.
Cn≠1 = tan donc la propriété est vraie au rang n ≠ 1.
On suppose le résultat vrai au rang i + 1. On a Ci+1 © tQi+1 mod q[t] et on écrit
que
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Ci = tai+1Ci+1 + Ai+1Ei+1
¸ ˚˙ ˝

œq[t]

© tQi mod q[t],

d’où le résultat.
2) Soit i œ J1, n ≠ 1K.
Si i = n ≠ 1 alors En≠1 = Bn≠1tan les coe�cients de plus bas degrés de En≠1 sont
nuls et la propriété est vraie.
On écrit que

Ei = Bitai+1Ci+1 + (BiAi+1 + tbi)Ei+1.

D’après le 1)

Ei © BitQi + tbiEi+1 mod q[t]

donc Ei

Qi
© Bi

0 +P mod q où P œ C[x, At

j

, Bt

j

]
tØi+1. Par conséquent, le coe�cient

Ei

Qi
n’appartient pas à q.

Lemme 35. Soit p µ q un idéal premier. Soit i Æ n ≠ 1 et soit 0 Æ k < Q
i

.
Si Ei

0, ..., Ei

k

œ p alors Ci

0, ..., Ci

k

œ p.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence descendante sur i.
On note H

i

: « Pour tout k < Q
i

on a Ei

0, ..., Ei

k

œ p ∆ Ci

0, ..., Ci

k

œ p ».
Lorsque i = n ≠ 1, Q

i

= a
n

, Ei = tanBn et Ci = tan . La propriété H
n≠1 est donc

vraie.
Suppsons H

j

vraie pour tout j > i.
On procède alors par l’absurde en considérant le plus petit k œ J0, Q

i

≠ 1K tel que

Ei

0, ..., Ei

k

œ p, Ci

0, ..., Ci

k≠1 œ p mais Ci

k

/œ p.

On suppose que Aj œ p[t] pour tout j Ø i + 1. En écrivant

Cj≠1 = taj Cj + AjEj,
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on a Ci © tQi mod p[t] et Ci

k

œ p. C’est absurde car on avait supposé que Ci

k

/œ p.
Il existe donc un plus petit j œ Ji + 1, n ≠ 1K et un plus petit l œ J0, a

j

≠ 1K tels
que Aj

l

/œ p.
On démontre la propriété

H
m

: «a
i+1 + ... + a

m

Æ b
i

+ ... + b
m≠1»

pour tout m œ Ji + 1, j ≠ 1K.
Preuve de H.
Pour tout m œ Ji + 1, j ≠ 1K, on a Ci © tai+1+...+amCm mod p[t]. On pose k

m

=
k ≠ a

i+1 ≠ ... ≠ a
m

= k ≠ Q
i

+ Q
m

. Comme Ci

k

/œ p, k
m

est positif.
On prouve H par récurrence sur m.
Lorsque m = i + 1, Ci © tai+1Ci+1 mod p[t] donc

Ci+1
0 , ..., Ci+1

ki+1≠1 œ p et Ci+1
ki+1 /œ p.

De plus Ei

k

© Bi

0C
i

k

+ Ei+1
k≠bi

mod p . Cette somme appartient à p mais pas son
premier terme, donc Ei+1

k≠bi
/œ p. On a donc k Ø b

i

. De plus, pour tout v œ J0, k ≠
b

i

≠ 1K

Ei

v+bi
© Ei+1

v

mod p

Comme Ei

bi
, ..., Ei

k

œ p, on a alors Ei+1
0 , ..., Ei+1

k≠bi≠1 œ p. D’après H
i+1, on a

Ci+1
0 , ..., Ci+1

k≠bi≠1 œ p.
Nécessairement, k ≠b

i

Æ k
i+1. Cela se réécrit b

i

Ø a
i+1. La propriété H

i+1 est donc
vraie.
On suppose que H

i+1, ..., H
m

sont vraies avec m < j≠1. Comme Ci © tai+1+...+am+1Cm+1

mod p[t], on a

Cm+1
0 , ..., Cm+1

km+1≠1 œ p et Cm+1
km+1 /œ p.

De plus, pour tout 1 Æ v Æ n on a Ev = BvCv + tbvEv+1 et pour tout i + 1 Æ w Æ
j ≠ 1 on a Ci © tai+1+...+awCw mod p[t], donc

Ei © BiCi + tbiEi+1

© BiCi + tbi≠ai+1Bi+1Ci + tbi+bi+1Ei+2

© ...

© (Bi + Bi+1tbi≠ai+1 + ... + Bmtbi+...+bm≠1≠ai+1≠...≠am)Ci + tbi+...+bmEm+1 mod p[t]
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et toutes les puissances de t considérées ci dessus sont positives car H
i+1, ..., H

m

sont vraies.
On pose alors

BÕ = Bi + Bi+1tbi≠ai+1 + ... + Bmtbi+...+bm≠1≠ai+1≠...≠am .

On a alors BÕ
0 /œ q et on réécrit

Ei © BÕCi + tbi+...+bmEm+1 mod p[t].

On a Ei

k

© BÕ
0C

i

k

+ Em+1
k≠bi≠...≠bm

œ p mais le premier terme de cette somme n’ap-
partient pas à p. Nécessairement Em+1

k≠bi≠...≠bm
/œ p. De même qu’à la preuve de

H
i+1,

Em+1
0 , ..., Em+1

k≠bi≠...≠bm≠1 œ p.

En appliquant H
m+1, on a Cm+1

0 , ..., Cm+1
k≠bi≠...≠bm≠1 œ p. Nécessairement, k ≠ b

i

≠
... ≠ b

m

Æ k
m+1 qui se réécrit

a
i+1 + ... + a

m+1 Æ b
i

+ ... + b
m

,

donc H
m+1 est vraie et la propriété H est prouvée.

Retour à la preuve de H.
Comme dans la preuve de H, on pose BÕ = Bi+Bi+1tbi≠ai+1+...+Bmtbi+...+bm≠1≠ai+1≠...≠am .
On écrit alors que

Ei © (Bi + Bi+1tbi≠ai+1 + ... + Bj≠1tbi+...+bj≠2≠ai+1≠...≠aj≠1)Ci + tbi+...+bj≠1Ej mod p[t]
© BÕCi + tbi+...+bj≠1Ej mod p[t].

On en déduit que

Ej

0, ..., Ej

k≠bi≠...≠bj≠1≠1 œ p et Ej

k≠bi≠...≠bj≠1 /œ p.

On écrit que

Ci © tai+1+...+aj≠1Cj≠1 © tai+1+...+aj≠1(taj Cj + AjEj) mod p[t].

Comme Ci

0, ..., Ci

k≠1 œ p et Ci

k

/œ p, on obtient
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(taj Cj + AjEj)0, ..., (taj Cj + AjEj)
kj≠1≠1 œ p et (taj Cj + AjEj)

kj≠1 /œ p.

Le fait que (taj Cj + AjEj)0, ..., (taj Cj + AjEj)
l≠1 œ p implique que k

j≠1 Ø l.
Supposons que k

j≠1 > a
j

. On a donc (taj Cj +AjEj)
m

œ p pour tout m œ Jl, a
j

≠1K.
Par conséquent, Ej

0, ..., Ej

aj≠l≠1 œ p et en appliquant H
j

, on a Cj

0 , ..., Cj

aj≠l≠1 œ p.
Mais alors

(taj Cj + AjEj)
aj © Cj

0 + Aj

l

Ej

aj≠l

© Aj

l

Ej

aj≠l

© 0 mod p

et Ej

aj≠l

œ p. En utilisant H
j

, on a aussi Cj

aj≠l

œ p.

On applique ainsi k
j

fois l’hypothèse H
j

pour obtenir Ej

0, ..., Ej

kj≠1≠l≠1 et Cj

0 , ..., Cj

kj≠1≠l≠1 œ
p. Lorsque k

j≠1 Æ a
j

, on arrive directement à cette conclusion.
Maintenant, (taj Cj + AjEj)

kj≠1 © Aj

l

Ej

kj≠1≠l

et donc Ej

kj≠1≠l

/œ p.

Or Ej

kj≠1≠l

et Ej

k≠bi≠...≠bj≠1 sont à chaque fois les premiers coe�cients de Ej n’ap-
partenant pas à p. Donc

l = b
i

+ ... + b
j≠1 ≠ a

i+1 ≠ ... ≠ a
j≠1.

On écrit que

Ei © BÕtai+1+...+aj≠1(taj Cj + AjEj) + tbi+...+bj≠1Ej mod p[t]

et on a Ei

k

© BÕ
0A

j

l

Ej

kj≠1≠l

+ Ej

k≠bi≠...≠bj≠1 mod p.

Par conséquent, Ei

k

© (BÕ
0A

j

l

+1)Ej

kj≠1≠l

mod p mais BÕ
0A

j

l¸ ˚˙ ˝
œq

+1 /œ q donc BÕ
0A

j

l

+1 /œ

p.
On a donc démontré que Ei

k

/œ p : c’est absurde. Donc H
i

est vraie et le lemme est
prouvé.

Lemme 36. Soit G, H œ A[t], soit g > 0, soit i Æ n ≠ 1, soit p µ q un idéal
premier.
Si tous les coe�cients de degré inférieur à Q

i

+g≠1 de tgGCi+HEi appartiennent
à p,
alors H0, ..., H

g≠1 œ p.
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Démonstration. Par l’absurde, supposons qu’il existe m < g tel que H0, ..., H
m≠1 œ

p et H
m

/œ p.
En appliquant le lemme 34, il existe l Æ Q

i

tel que

Ei

0, ..., Ei

l≠1 œ p et Ei

l

/œ p.

D’après le lemme 35, Ci

0, ..., Ci

l≠1 œ p. On écrit alors

(tgGCi + HEi)
l+m

=
l+m≠gÿ

v=0
G

v

Ci

l+m≠g≠v

+
l+mÿ

v=0
H

v

Ei

l+m≠v

=
l+m≠gÿ

v=0
G

v

Ci

l+m≠g≠v¸ ˚˙ ˝
œp

+
m≠1ÿ

v=0
H

v¸˚˙˝
œp

Ei

l+m≠v

+ H
m

Ei

l

+
l+mÿ

v=m+1
H

v

Ei

l+m≠v¸ ˚˙ ˝
œp

.

Or (tgGCi + HEi)
l+m

œ p et donc H
m

Ei

l

œ p : c’est absurde.

L’idéal de ·Z≠ ı·Z
k

dans la variété ·GrÈ ı·GrÈ

v est alors un idéal p µ q premier
contenant I et minimal. On note alors O

Z+kÕ ,·Z≠ı·Zk
l’anneau local de ·Z≠ ı ·Z

k

le long de Z+k

Õ . Cet anneau est isomorphe à Aq/pAq et si son idéal maximal est
principal alors c’est un anneau de valuation discrète. La multiplicité d’intersection
cherchée est alors (voir [12] section 1.1 et 1.2) l’ordre d’annulation de x le long
de Z+k

Õ . Si qAq/pAq = (x), alors cette multiplicité est 1. C’est ce que l’on va
démontrer.
On cherche à déterminer des générateurs de p permettant de retrouver le mot k.
Comme le premier facteur doit être Z≠, nécessairement a /œ p. On pose A1 =
C[a, x, A1

0, ..., A1
a1≠1] et, pour tout v œ J2, nK, on note

A
v

= C[a, x, A1
0, ..., A1

a1≠1, ..., Av

av≠1B
1
0 , ..., B1

b1≠1, ..., Bv≠1
bv≠1≠1],

q
v

la trace de q et p
v

la trace de p sur le sous anneau A
v

de A. On note (Aq)v

le
localisé de A

v

en l’idéal q
v

.

Définition 37.

1) On considère alors les variables suivantes :

a, A1
0, ..., A1

a1≠1B
1
0 , ..., B1

b1≠1, ..., An

an≠1.
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On ordonne alors les variables de la gauche vers la droite, la plus petite étant a et
la plus grande An

an≠1 .
2) On dit qu’une variable X est liée par rapport à l’idéal p lorsqu’il existe un
élément de p dans lequel X est la plus grande variable.

On écrit une carte de ·GrÈ ı ·GrÈ

u ◊
X

n
�1,u

comme en début de section mais
en centrant en ·Z≠ ı ·Z

k

. On obtient des variables ordonnées comme dans la
définition précédente (c, D1

0, ...E1
0 , ..., Dn

an≠1) de sorte que les équations de ·Z≠ı·Z
k

soient Dj

i

= 0 pour tout entiers i et j. On fait alors le changement de carte
(a, A1

0, ..., B1
0 , ..., An

an≠1) æ (c, D1
0, ...E1

0 , ..., Dn

an≠1). La t-ième variable à droite est
un polynôme en les t premières variables à gauche. Ainsi, si la t-ième variable à
droite correspond à un +, alors elle appartient à p. On a donc un polynôme en les
t premières variables à gauche qui appartient à pdonc la t-ième variable à gauche
est liée par rapport à p. Grâce à ce raisonnement on va pouvoir identifier le mot k
à partir de certains éléments de p.

Définition 38. Soient (P, K) œ (A[t])2. Soit j œ J1, n ≠ 1K.
1) On dit que le couple (P, K) est de type Cond

j

si tous les coe�cients de P sauf
P1, et tous ceux de K appartiennent à q

j

, si K0 œ q \ p, si P1 /œ q, si P0 est de la
forme ≠x + z avec z œ q

j

et si z œ (K0) dans le quotient q
j

(Aq)j

/pj(Aq)j

.

2) On dit que le couple (P, K) est de type Ĉond
j

si tous les coe�cients de P sauf
P0, et tous ceux de K appartiennent à q

j

, et si P0 /œ q.

Proposition 39. Soit l Æ n ≠ 1. On considère la matrice

A
P n Kn

ú ú

B A
1 0

B
Õ

tb

Õ

B A
tan An

0 1

B

où le couple (P n≠1, Kn≠1) est de type Cond
l

, où bÕ = b
l

+...+b
n≠1 ≠a

l+1 ≠...≠a
n≠1,

où b
l

+ ... + b
y

≠ a
l+1 ≠ ... ≠ a

y+1 > 0 pour tout y œ Jl, n ≠ 2K et où BÕ = Bl +
tbl≠al+1Bl+1 + ... + tbl+...+bn≠2≠al+1≠...≠an≠1Bn≠1.
Supposons que q

n≠1(Aq)n≠1/pn≠1(Aq)n≠1 = (Kn≠1
0 , x).

Si les a
n

+ 1 premiers coe�cients des polynômes de la première ligne de cette
matrice appartiennent à p alors la variable BÕ

0 = Bl

0 est liée par rapport à p ainsi
que les coe�cients de An. De plus qAq/pAq = (x).

Démonstration. On commence par écrire que les a
n

+ 1 premiers coe�cients du
polynôme (P n≠1 + Kn≠1BÕ)tan appartiennent à p. Le coe�cient en degré a

n

est
P n≠1

0 + Kn≠1
0 BÕ

0 et appartient à p. La variable BÕ
0 est donc liée par rapport à p.
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De plus, dans Aq/pAq, on a z = Kn≠1
0 u avec u œ (Aq)l

. Donc x = (BÕ
0 + u)Kn≠1

0
mais BÕ

0 + u est inversible dans Aq. On a donc

(a, x, A1
0, ..., A1

a1≠1, ..., An≠1
an≠1≠1)Aq/pAq = (x).

On écrit ensuite que les a
n

+1 premiers coe�cients du polynôme (P n≠1+Kn≠1BÕ)An+
Kn≠1tb

Õ appartiennent à p.
Lorsque bÕ > 1, le coe�cient en degré 1, (P n≠1 + Kn≠1BÕ)1A

n

0 appartient à p. Or
P n≠1

1 /œ q et (Kn≠1BÕ)1 œ q donc (P n≠1 + Kn≠1BÕ)1 n’appartient pas à q et donc
pas à p. Par conséquent An

0 œ p. Si bÕ > a
n

, alors de même An

1 , ..., An

an≠1 œ p et la
preuve est terminée.
Sinon An

1 , ..., An

b

Õ≠2 œ p, ce qui lie ces variables par rapport à p.
Ensuite, pour les variables suivantes (le cas bÕ = 1 correspond directement à cette
étape), (P n≠1 + Kn≠1BÕ)1A

n

b

Õ≠1 + Kn≠1
0 œ p, ce qui lie An

b

Õ≠1 par rapport à p.

De plus, dans Aq/pAq, on a An

b

Õ≠1 œ (x) car (P n≠1 + Kn≠1BÕ)1 est inversible et
Kn≠1

0 œ (x).
On écrit que le coe�cient en degré bÕ + j + 1 appartient à p. Cela permet de lier
les variables An

b

Õ+j

. Ainsi,

(P n≠1 + Kn≠1BÕ)0A
n

b

Õ+j+1¸ ˚˙ ˝
œp

+(P n≠1+Kn≠1BÕ)1A
n

b

Õ+j

+
ÿ

2ÆrÆb

Õ+j+1
(P n≠1+Kn≠1BÕ)

r

An

b

Õ+j+1≠r

+Kn≠1
j+1 œ p.

Ces équations impliquent que dans Aq/pAq

(P n≠1 + Kn≠1BÕ)1¸ ˚˙ ˝
inversible

An

b

Õ+j

+
ÿ

2ÆrÆb

Õ+j+1
(P n≠1 + Kn≠1BÕ)

r

An

b

Õ+j+1≠r¸ ˚˙ ˝
œ(x)

+ Kn≠1
j+1¸ ˚˙ ˝

œ(x)

= 0,

donc An

j

œ (x) pour tout j œ J0, a
n

≠ 1K. Par conséquent qAq/pAq = (x).

Lemme 40. Si n Ø 3 et si les Q0 + 1 premiers coe�cients des polynômes de la
première ligne de :

A
t ≠ x a

0 1

B A
ta1 A1

0 1

B A
1 0

B1 tb1

B A
ta2 A2

0 1

B A
1 0

B2 tb2

B

...

A
tan An

0 1

B
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=
A

t ≠ x a
0 1

B A
ta1 A1

0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

appartiennent à p alors on a les a1 équations :
Y
_____]

_____[

a ≠ xA1
0 œ p

A1
0 ≠ xA1

1 œ p

...

A1
a1≠2 ≠ xA1

a1≠1 œ p

et, si on pose P 1 = t ≠ x et K1 = A1
a1≠1, alors le couple (P 1, K1) est de type

Cond1, les Q1 + 1 premiers coe�cients des polynômes de la première ligne de

A
P 1 K1

0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

appartiennent à p et de plus q1(Aq)1/p1(Aq)1 = (K1
0 , x).

Démonstration. On écrit que

A
t ≠ x a

0 1

B A
ta1 A1

0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

=
A

(t ≠ x)ta1 (t ≠ x)A1 + a
0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

puis que les Q0+1 premiers coe�cients du polynôme (t≠x)ta1C1+((t≠x)A1+a)E1

appartiennent à p.

On applique alors le lemme 36 avec G = t ≠ x, H = (t ≠ x)A1 + a, i = 1 et g = a1.
On obtient alors que les a1 premiers coe�cients de (t ≠ x)A1 + a appartiennent à
p. C’est exactement les équations
Y
_____]

_____[

a ≠ xA1
0 œ p

A1
0 ≠ xA1

1 œ p

...

A1
a1≠2 ≠ xA1

a1≠1 œ p

.

On a démontré que (t ≠ x)A1 + a © K1ta1 mod p[t]. Alors
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A
t ≠ x a

0 1

B A
ta1 A1

0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

©
A

ta1P 1 K1ta1

0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

mod p[t]

et comme les Q0 + 1 premiers coe�cients des polynômes de la première ligne de
cette matrice appartiennent à p, alors les Q1+1 premiers coe�cients des polynômes
de la première ligne de

A
(t ≠ x) K1

0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

appartiennent à p.
La seule chose à vérifier pour que (P 1, K1) soit de type Cond1 est K1

0 /œ p. On
raisonne par l’absurde. Comme A1

a1≠2 ≠ xA1
a1≠1 œ p, on a A1

a1≠2 œ p et de même
comme
Y
_____]

_____[

a ≠ xA1
0 œ p

A1
0 ≠ xA1

1 œ p

...

A1
a1≠2 ≠ xA1

a1≠1 œ p

,

alors a œ p. C’est absurde. Ces équations impliquent que q1(Aq)1/p1(Aq)1 =
(K1

0 , x).

Remarque 41. Lorsque a1 = 0, on a les mêmes conclusions qu’au lemme précédent
en posant P 1 = t ≠ x et K1 = a.
Remarque 42. Dans le cas où il n’y a qu’un seul bloc de ≠, les Q0 + 1 premiers
coe�cients des polynômes de la première ligne de

A
t ≠ x a

0 1

B A
ta1 A1

0 1

B A
1 0

B1 tb1

B A
ta2 A2

0 1

B

appartiennent à p.
On peut alors appliquer le lemme 40 et, en posant ta1K1 © a+(t≠x)A1 mod p[t],
les Q1 + 1 premiers coe�cients des polynômes de la première ligne de

A
t ≠ x K1

0 1

B A
1 0

B1 tb1

B A
ta2 A2

0 1

B

appartiennent à p. On applique alors la proposition 39 (avec l = n≠1 = 1). L’idéal
p est alors l’idéal de ·Z≠ ú ·Z

k

où k est obtenu à partir de kÕ en changeant le signe
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≠ correspondant à B1
0 en un signe +. La multiplicité d’intersection est alors 1 car

qAq/pAq = (x).

Théorème 43. Soit j œ {1, ..., n ≠ 2} et l Æ j. On considère :

A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

B
Õ

tb

Õ

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 ú
Ej+1 ú

B

,

où (P j, Kj) est de type Cond
l

, où b
l

+ ... + b
y

≠ a
l+1 ≠ ... ≠ a

y+1 > 0 pour tout
y œ Jl, j ≠ 1K, où BÕ = Bl + tbl≠al+1Bl+1 + ... + tbl+...+bj≠1≠al+1≠...≠aj Bj, et où
bÕ = b

l

+ ... + b
j

≠ a
l+1 ≠ ... ≠ a

j

.

Supposons que bÕ > a
j+1, que les Q

j

+ 1 premiers coe�cients des polynômes de la
première ligne de cette matrice soient dans p, que q

j

(Aq)j

/pj(Aq)j

= (Kj

0 , x) et que
Kj

0Bl

0 + P j

0 /œ p.

Alors, Aj+1
y

œ p pour tout y œ J0, a
j+1 ≠ 1K, q

j+1(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (Kj

0 , x),
et si on pose BÕÕ = BÕ + Bj+1tb

Õ≠aj+1 et bÕÕ = b
j+1 + bÕ ≠ a

j+1 alors les Q
j+1 + 1

premiers coe�cients des polynômes de la première ligne de

A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

BÕÕ tb

ÕÕ

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 ú
Ej+2 ú

B

,

appartiennent à p. On pose alors P j+1 = P j et Kj+1 = Kj.

Démonstration. On écrit que les Q
j

+ 1 premiers coe�cients de

(P jtaj+1 + Kjtaj+1BÕ)Cj+1 + (P jAj+1 + Kj(tb

Õ + BÕAj+1))Ej+1

appartiennent à p. D’après le lemme 36, les a
j+1 premiers coe�cients du polynôme

P jAj+1 + Kj(tb

Õ + BÕAj+1) appartiennent à p.

Pour tout u œ J0, a
j+1 ≠ 1K, on a

(P jAj+1 + Kj(tb

Õ + BÕAj+1))
u¸ ˚˙ ˝

œp

© (P j + KjBÕ)0¸ ˚˙ ˝
/œp

Aj+1
u

mod p

donc Aj+1
u

œ p pour tout u œ J0, a
j+1≠1K. Cela implique que q

j+1(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 =
(Kj

0 , x). Par ailleurs, on a
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A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

B
Õ

tb

Õ

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 ú
Ej+1 ú

B

©
A

P j Kj

ú ú

B A
1 0

B
Õ

tb

Õ

B A
taj+1 0

0 1

B A
Cj+1 ú
Ej+1 ú

B

mod p[t]

©
A

taj+1 0
0 taj+1

B A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

B
Õ

tb

Õ≠aj+1

B A
Cj+1 ú
Ej+1 ú

B

mod p[t]

©
A

taj+1 0
0 taj+1

B A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

B
ÕÕ

tb

ÕÕ

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

mod p[t].

Si les Q
j

+ 1 premiers coe�cients des polynômes de la ligne du haut de cette
matrice appartiennent à p, alors les Q

j+1 + 1 premiers coe�cients des polynômes
de la première ligne de

A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

B
ÕÕ

tb

ÕÕ

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

appartiennent à p.
Théorème 44. Soit j œ {1, ..., n ≠ 2} et l Æ j. On considère la matrice :

A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

B
Õ

tb

Õ

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 Dj+1

Ej+1 F j+1

B

où (P j, Kj) est de type Cond
l

, où b
l

+ ... + b
y

≠ a
l+1 ≠ ... ≠ a

y+1 > 0 pour tout
y œ Jl, j ≠ 1K, où BÕ = Bl + tbl≠al+1Bl+1 + ... + tbl+...+bj≠1≠al+1≠...≠aj Bj, et où
bÕ = b

l

+ ... + b
j

≠ a
l+1 ≠ ... ≠ a

j

.
Supposons que bÕ Æ a

j+1, que les Q
j

+ 1 premiers coe�cients des polynômes de la
première ligne de cette matrice soient dans p, que q

j

(Aq)j

/pj(Aq)j

= (Kj

0 , x) et que
Kj

0Bl

0 + P j

0 /œ p.
Alors les a

j+1 premiers coe�cients du polynôme tb

Õ
Kj + Aj+1(P j + KjBÕ) appar-

tiennent à p ce qui lie les variables de Aj+1 par rapport à p.
Si on pose P j+1 = P j + KjBÕ et taj+1Kj+1 © tb

Õ
Kj + Aj+1(P j + KjBÕ) mod p[t]

alors (P j+1, Kj+1) est de type Cond
j+1 et les Q

j+1 + 1 premiers coe�cients des
polynômes de la première ligne de

A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

appartiennent à p. De plus q
j+1(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (Kj+1

0 , x).
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Démonstration. Comme P j+1 = P j +KjBÕ, tous les coe�cients de P j+1 sauf P j+1
1

appartiennent à q
j+1, P j+1

1 /œ q et P j+1
0 n’appartient pas à p par hypothèse et est

de la forme ≠x + z avec z œ q
j+1.

On écrit que les Q
j

+ 1 premiers coe�cients du polynôme dans le coe�cient en
haut à gauche

P j+1taj+1Cj+1 + (tb

Õ
Kj + Aj+1P j+1)Ej+1

appartiennent à p. D’après le lemme 36 les a
j+1 premiers coe�cients de tb

Õ
Kj +

Aj+1P j+1 appartiennent à p. Pour tout i œ J0, a
j+1 ≠ 1K, on a donc

P j+1
0 Aj+1

i

+ P j+1
1 Aj+1

i≠1 + ... + Aj+1
0 P j+1

i

+ Kj

i≠b

Õ œ p

(par convention si un indice est négatif, on remplace le coe�cient correspondant
par 0) ce qui lie les variables de Aj+1 par rapport à p.

Montrons que (Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (Kj+1
0 , x). Pour tout i œ J0, a

j+1 ≠ 1K, dans
le quotient (Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1, on a

P j+1
0 Aj+1

i

+ P j+1
1 Aj+1

i≠1 + P j+1
2 Aj+1

i≠2 + ... + Aj+1
0 P j+1

i

+ Kj

i≠b

Õ
¸ ˚˙ ˝

œ(P j+1
0 A

j+1
i≠1 )

= 0

donc, pour i = 0 puis i = 1 puis ... puis pour i = bÕ ≠ 1, on otient Aj+1
0 , ..., Aj+1

b

Õ≠1 œ
p

j+1. Lorsque i = bÕ

P j+1
0 Aj+1

b

Õ + P j+1
1 Aj+1

b

Õ≠1¸ ˚˙ ˝
=0

+ P j+1
2 Aj+1

i≠2 + ... + Aj+1
0 P j+1

i¸ ˚˙ ˝
=0

+ K0 = 0

et K0 = P j+1
0 Aj+1

b

Õ . Ainsi pour tout i > bÕ, on a P j+1
0 Aj+1

i

= Aj+1
i≠1 (P j+1

1 + P j+1
0 u)

¸ ˚˙ ˝
inversible

avec u œ A
j+1. Par conséquent, pour tout i œ J0, a

j+1 ≠ 1K, on a Aj+1
i

œ (Aj+1
aj+1≠1).

De plus dans l’anneau (Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1, on a

Kj+1
0 = Kj

aj+1≠b

Õ
¸ ˚˙ ˝

œ(Kj
0)µ(P j+1

0 A

j+1
aj+1≠1)

+Aj+1
aj+1≠1P

j+1
1 +Aj+1

aj+1≠2P
j+1
2 + ... + Aj+1

0 P j+1
aj

¸ ˚˙ ˝
œ(P j+1

0 A

j+1
aj+1≠1)

= Aj+1
aj+1≠1 u¸˚˙˝

inversible
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4.2 Décomposition de z≠ ¢ z
k

sur la base MVG

donc (Kj+1
0 ) = (Aj+1

aj+1≠1) et (Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (Kj+1
0 , x).

On a alors
A

P j Kj

ú ú

B A
1 0

B
Õ

tb

Õ

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 Dj+1

Ej+1 F j+1

B

©
A

taj+1 0
0 taj+1

B A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

mod p[t].

Les Q
j+1 + 1 premiers coe�cients des polynômes de la première ligne de

A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

appartiennent alors à p.
Il reste à vérifier que Kj+1

0 /œ p. Procédons par l’absurde. Dans le quotient (Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1,
on a

Kj

0 œ (Aj+1
b

Õ ) µ ... µ (Aj+1
aj+1≠1) = (Kj+1

0 ).

Si Kj+1
0 œ p alors Kj

0 œ p. C’est absurde.

Théorème 45. Soit j œ {1, ..., n ≠ 2}. On considère

A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

Bj tbj

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 Dj+1

Ej+1 F j+1

B

,

où (P j, Kj) est de type Cond
j

. Supposons que les Q
j

+ 1 premiers coe�cients des
polynômes de la première ligne de cette matrice appartiennent à p, que q

j

(Aq)j

/pj(Aq)j

=
(Kj

0 , x) et que Kj

0Bj

0 + P j

0 œ p.
Si on pose tP j+1 = P j + KjBj modulo p[t], alors les a

j+1 premiers coe�cients du
polynôme P j+1Aj+1 +Kjtbj≠1 appartiennent à p ce qui lie les variables de Aj+1 par
rapport à p. Si on pose taj+1Kj+1 = P j+1Aj+1 + Kjtbj≠1 © p[t] alors (P j+1, Kj+1)
est de type Ĉond

j+1 et les Q
j+1 premiers coe�cients des polynômes de la première

ligne de

A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

appartiennent à p. De plus q
j+1(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (x).
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Démonstration. Comme P j

0 = ≠x + z, l’équation P j

0 + Kj

0Bj

0 œ p entraine que,
dans l’anneau (Aq)j+1/pj(Aq)j+1,

≠x + z + Kj

0Bj0 = 0.

En écrivant que z = Kj

0u avec u œ (Aq)j

, on a x = Kj

0(Bj

0 + u). Comme (Bj

0 + u)
est inversible dans (Aq)j+1,

q
j

(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (x).

On écrit que les Q
j

+ 1 premiers coe�cients du polynôme en haut à gauche

(P j + KjBj)taj+1Cj+1 + ((P j + KjBj)Aj+1 + tbj Kj)Ej+1

©t(P j+1taj+1Cj+1 + (P j+1Aj+1 + tbj≠1Kj)Ej+1) mod p[t]

appartiennent à p. Les Q
j

premiers coe�cients du polynôme P j+1taj+1Cj+1 +
(P j+1Aj+1 + tbj≠1Kj)Ej+1 appartiennent alors à p. En appliquant le lemme 36,
les a

j+1 premiers coe�cients de P j+1Aj+1 + tbj≠1Kj appartiennent à p.
Comme (P j, Kj) est de type Cond

j

, on a P j+1
0 = P j

1 + (KjBj)1 /œ q. Pour tout
i œ J0, a

j+1 ≠ 1K, dans le quotient (Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1, on a

P j+1
0¸ ˚˙ ˝

inversible
Aj+1

i

+ P j+1
1 Aj+1

i≠1 + ... + Aj+1
0 P j+1

i

+ Kj

i≠bj+1¸ ˚˙ ˝
œ(x)

= 0.

Donc Aj+1
i

œ (x) et q
j+1(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (x). De plus, les Q

j

+ 1 premiers
coe�cients des polynômes de la première ligne de

A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

Bj tbj

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 Dj+1

Ej+1 F j+1

B

=
A

taj+1(P j + KjBj) (P j + KjBj)Aj+1 + Kjtbj

ú ú

B A
Cj+1 Dj+1

Ej+1 F j+1

B

©
A

taj+1+1 0
0 taj+1+1

B A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

mod p[t]

appartiennent à p et donc les Q
j+1 premiers coe�cients des polynômes de la pre-

mière ligne de
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A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

appartiennent à p.

Théorème 46. Soit j œ {1, ..., n ≠ 2}. On considère la matrice :

A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

Bj tbj

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 Dj+1

Ej+1 F j+1

B

où (P j, Kj) est de type Ĉond
j

. On suppose que les Q
j

premiers coe�cients des po-
lynômes de la première ligne de cette matrice appartiennent à p et que q

j

(Aq)j

/pj(Aq)j

=
(x).
Alors, les a

j+1 premiers coe�cients de coe�cients de (P j + KBj)Aj+1 + Kjtbj

appartiennent à p ce qui lie les variables de Aj+1 par rapport à p. Si on pose
P j+1 = P j + KjBj et taj+1Kj+1 = P j+1Aj+1 + Kjtbj mod p[t] alors (P j+1, Kj+1)
est de type Ĉond

j+1 et les Q
j+1 premiers coe�cients de

A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

appartiennent à p. De plus q
j+1(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (x).

Démonstration. On a encore P j+1
0 /œ q. On écrit que les Q

j

premiers coe�cients
du polynôme

P j+1taj+1Cj+1 + (P j+1Aj+1 + Kjtbj )Ej+1

appartiennent à p. Le lemme 36 assure alors que les a
j+1 premiers coe�cients du

polynôme P j+1Aj+1 + Kjtbj appartiennent à p. Les variables de Aj+1 sont donc
liées par rapport à p. Pour tout i œ J0, a

j+1 ≠ 1K on a

P j+1
0 Aj+1

i

+ ... + P j+1
i

Aj+1
0 + Kj

i≠bj
œ p.

Dans le quotient (Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1, on a donc

P j+1
0¸ ˚˙ ˝

inversible
Aj+1

i

+ ... + P j+1
i

Aj+1
0 + Kj

i≠bj¸ ˚˙ ˝
œ(x)

= 0.
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Par conséquent, Aj+1
i

œ (x) et q
j+1(Aq)j+1/pj+1(Aq)j+1 = (x).

Les Q
j

premiers coe�cients de la première ligne de la matrice

A
P j Kj

ú ú

B A
1 0

Bj tbj

B A
taj+1 Aj+1

0 1

B A
Cj+1 Dj+1

Ej+1 F j+1

B

©
A

taj+1 0
0 taj+1

B A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

mod p[t]

appartiennent à p donc les Q
j+1 premiers coe�cients de la première ligne de la

matrice

A
P j+1 Kj+1

ú ú

B A
1 0

Bj+1 tbj+1

B A
taj+2 Aj+2

0 1

B A
Cj+2 Dj+2

Ej+2 F j+2

B

appartiennent à p.

Théorème 47. On considère la matrice :

A
P n≠1 Kn≠1

ú ú

B A
1 0

Bn≠1 tbn≠1

B A
tan An

0 1

B

où (P n≠1, Kn≠1) est de type Ĉond
n≠1. On suppose que les Q

n≠1 = a
n

premiers
coe�cients des polynômes de la première ligne de cette matrice appartiennent à p
et que q

n≠1(Aq)n≠1/pn≠1(Aq)n≠1 = (x).
Alors, les a

n

premiers coe�cients de (P n≠1 + Kn≠1Bn≠1)An + Kn≠1tbn≠1 appar-
tiennent à p ce qui lie les variables de An par rapport à p. De plus q

n

(Aq)n

/p
n

(Aq)n

=
(x).

Démonstration. On écrit que les Q
n≠1 premiers coe�cients du polynôme en haut

à droite

(P n≠1 + Kn≠1Bn≠1)An + Kn≠1tbn≠1

appartiennent à p. Les variables de An sont donc liées par rapport à p. Pour tout
i œ J0, a

n≠1 ≠ 1K on a

(P n≠1 + Kn≠1Bn≠1)0A
n

i

+ ... + (P n≠1 + Kn≠1Bn≠1)
i

An

0 + Kn≠2
i≠bn≠1 œ p.
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Dans le quotient (Aq)n

/p
n

(Aq)n

, on a donc

(P n≠1 + Kn≠1Bn≠1)0¸ ˚˙ ˝
inversible

An

i

+ ... + (P n≠1 + Kn≠1Bn≠1)
i

An

0 + Kn≠1
i≠bn≠1¸ ˚˙ ˝

œ(x)

= 0.

Par conséquent, An

i

œ (x) et q
n

(Aq)n

/p
n

(Aq)n

= (x).

Lorsqu’on écrit que les Q
n≠1 + 1 premiers coe�cients de la première ligne de

A
t ≠ x a

0 1

B A
ta1 A1

0 1

B A
C1 D1

E1 F 1

B

sont dans p, on applique itérativement les théorèmes de cette partie pour se re-
trouver à finalement appliquer le théorème 47 ou la proposition 39. On note alors
j µ p l’idéal engendré par les Q

n≠1 + 1 éléments de p exhibés lors de ce processus.
On a en fait démontré que qAq/jAq = (x)
Montrons que j = p. Supposons par l’absurde qu’il existe y œ p \ j. Alors, dans
Aq, il existe j œ jAq, u /œ qAq et n œ Nú tels que y = j + uxn ce qui implique que
x œ pAq. Par conséquent, dans A, on a x œ p. C’est impossible (par exemple parce
qu’avec la première équation cela donnerait a œ p, ce que l’on a exclu).
L’idéal p est l’idéal de ·Z≠ı·Z

k

et on explicite k grâce aux éléments qui engendrent
j. On a démontré que les variables Aj

i

étaient toutes liées. Cela signifie que les signes
+ de kÕ restent des signes + dans k. On a aussi démontré que l’on avait exactement
une variable Bj

0 qui était liée donc il existe un unique entier f tel que kÕ
f

= ≠ et
k

f

= +.
Il reste à démontrer que kÕ

1...k
Õ
f≠1 est équilibré. Si ce n’est pas le cas alors

kÕ
1...k

Õ
f≠1 = +...+¸ ˚˙ ˝

a1 signes
≠...≠¸ ˚˙ ˝

b1 signes
... +...+¸ ˚˙ ˝

aj signes

et il existe un plus grand l < j tel que a
l+1 ≠ b

l

+ ... ≠ b
j≠1 + a

j

< 0 . Dans ce cas
Bj

0 ne peut être liée car de la l-ème à la j-ème itération des théorèmes de cette
partie, on applique le théorème 43.
Réciproquement, on se donne kÕÕ tel que kÕ œ N(kÕÕ). Il existe donc un unique entier
t tel que kÕ

t

= ≠ et kÕÕ
t

= +. De plus

kÕ
1...k

Õ
t≠1 = +...+¸ ˚˙ ˝

a1 signes
≠...≠¸ ˚˙ ˝

b1 signes
... +...+¸ ˚˙ ˝

aj signes

Soit j l’idéal de A engendré par

57



Chapitre 4 L’exemple de sl2

• les a1 premiers coe�cients de (t ≠ x)A1 + a.
• Si b1 > a2 on pose (P 2, K2) comme dans le théorème 43 sinon comme dans le

théorème 44. On prend les a2 premiers coe�cents de P 1A2 +K1(tb1 +B1A2).
• Pour tout 3 Æ i Æ j, s’il existe l < i tel que ≠...≠¸ ˚˙ ˝

bl signes
... +...+¸ ˚˙ ˝

ai signes
n’est pas

équilibré alors on pose alors (P i, Ki) comme dans le théorème 43. On prend
tous les coe�cents de Ai.

• Pour tout 3 Æ i Æ j, si pour tout l < i le mot ≠...≠¸ ˚˙ ˝
bl signes

... +...+¸ ˚˙ ˝
ai signes

est

équilibré alors on pose alors (P i, Ki) comme dans le théorème 44. On prend
les a

i

premiers coe�cents de tb

Õ
Ki≠1 + AiP i.

• Kj

0Bj

0 + P j

0
• On pose alors (P j+1, Kj+1) comme dans le théorème 45. On prend les a

j+1
premiers coe�cients du polynôme P j+1Aj+1 + Kj+1tbj≠1

• Pour tout j + 2 Æ i Æ n ≠ 1, on pose alors (P i, Ki) comme dans le théorème
46. On prend les a

i

premiers coe�cients du polynôme P iAi + Ki≠1tbi≠1

• On prend les a
n

premiers coe�cients du polynôme P nAn + Kn≠1tbn≠1

Alors tout a été fait pour que I µ j µ q. De plus, avec les mêmes arguments que
dans les preuves de cette partie (ce sont les mêmes équations), on a qAq/jAq = (x).
Soit p un ideal premier contant j. Comme auparavant, on a j = p, car si on applique
récursivement les théorèmes de cette partie avec l’idéal p on obtient les équations
qui engendrent j. Avec un changement de carte j est bien l’idéal de ·Z≠ ı ·Z

k

ÕÕ . Le
théorème 31 est alors prouvé.

4.3 Formules de calcul

Dans cette section, on dégage des règles de calcul issues de la formule établie à la
section précédente. Ces nouvelles règles de calcul nous seront utiles dans les deux
sections suivantes.

Définition 48. On peut associer un chemin à une suite de + et de ≠ : on le
construit de la droite vers la gauche. Lorsqu’on lit le mot de la droite vers la
gauche : à chaque signe +, on descend et à chaque signe ≠ on remonte.

Exemple 49. On associe à la suite ≠ ≠ + ≠ + le chemin suivant :
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Remarque 50. Au niveau des chemins, un mot est équilibré si et seulement si le
chemin associé, lorsqu’on le trace à partir de l’axe horizontal n’en repasse jamais
au dessus. Si en plus, tout à gauche, le chemin se termine sur l’axe horizontal alors
le mot est super équilibré.

Exemple 51. Les mots ≠+ et ≠ ≠ + ≠ ++ sont super équilibrés tandis que ++
est équilibré. Sur le dessin :

Remarque 52. La représentation graphique de p est obtenue à partir de celle de p
en e�ectuant une symétrie par rapport à l’axe vertical.

En examinant les chemins correspondants, il est aisé de voir que p super équilibré
implique p super équilibré. Si p = p1...pn

est super équilibré alors pour tout i Æ n,
p1...pi

contient plus de ≠ que de +.

On rappelle que le résultat suivant est une conséquence de la proposition 14.
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Proposition 53. Pour tout mot k, on a z+ ¢ z
k

= z+k

et z
k

¢ z≠ = z
k≠.

Grâce à la remarque 52 et au théorème 31, on a le corollaire suivant.

Corollaire 54. Soit p un mot équilibré de taille v. On a
1)N(p) = ÿ donc z≠ ¢ z

p

= z≠p

,
2) si de plus p est super équilibré, N(p+) = {p≠} et alors :

z≠ ¢ z
p+ = z≠p+ + z+p

¢ z≠.

Démonstration. Lorsque p est équilibré, par définition, p
i

...p
v

contient plus de ≠
que de + quel que soit i > 1. Pour avoir k œ N(p), il faut qu’il existe un unique t tel
que k

t

= ≠ et p
t

= + et que de plus p1...pt≠1 soit équilibré. Or si p1...pt≠1 = p
i

...p
v

avec i = v ≠ t + 2 est équilibré il est super équilibré et nécessairement p
t

= ≠.
Donc N(p) = ÿ.
Si en plus p est super équilibré alors p≠ œ N(p+). De plus, on ne peut changer un
+ de p en ≠, en e�et, si on souhaite changer p

i

= + en ≠, il faut que p1...pi≠1 soit
équilibré. Si p est super équilibré, comme énoncé à la remarque 52, le mot p1...pi≠1
contient strictement plus de ≠ que de + donc n’est pas équilibré. Par conséquent,
p≠ est l’unique élément de N(p+).

Lemme 55. Soit p un mot équilibré et k un mot quelconque. On a :

N(pk) = {qk | q œ N(p)} Û {pl | l œ N(k)}

Démonstration. Soit kÕ œ N(pk), par définition kÕ ne di�ère de pk que d’un signe :
kÕ

t

= ≠ alors que (pk)
t

= +.
Si t est inférieur ou égal à la longueur de p alors kÕ est de la forme qk avec q œ N(p).
Si t est strictement plus grand que la longueur de p alors le mot

(pk)1...(pk)
t≠1 = p.k1...kd

est équilibré et nécessairement k1...kd

est équilibré 1 donc kÕ est de la forme pl avec
l œ N(k).
On a donc N(pk) µ {qk | q œ N(p)} Û {pl | l œ N(k)}. L’inclusion réciproque est
facile en constatant que si k1...kd

est équilibré alors p.k1...kd

est équilibré.
1. Le cas où le signe qui change est le premier signe de k est traité en posant d = 0 . Par

convention k1...kd est le mot vide qui est équilibré.
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Théorème 56. Si p est équilibré alors pour tout mot k, z
p

¢ z
k

= z
pk

.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la taille de p.

Lorsque p est de taille 1 le seul mot équilibré est p = +. Or on sait déjà que
z+ ¢ z

k

= z+k

pour tout mot k.

Lorsque p est de taille 2, il y a deux possibilités :

• si p = ++ le résulat est clair car z++ = z+ ¢ z+ ;
• si p = ≠+, on sait d’après le lemme 55 que N(+k) = {≠k}Û{+l | l œ N(k)}.

On calcule alors :

x≠+ ¢ z
k

= z≠ ¢ z+ ¢ z
k

= z≠ ¢ z+k

= z≠+k

+ z+≠k

+
ÿ

k

ÕœN(k)
z++k

Õ .

Or x≠+ = z≠+ + z+≠ et z+≠ ¢ z
k

= z+ ¢ z≠ ¢ z
k

= z+≠k

+ q

k

ÕœN(k)
z++k

Õ . On

a bien z≠+ ¢ z
k

= x≠+ ¢ z
k

≠ z+≠ ¢ z
k

= z≠+k

.

Soit p un mot équilibré de longueur strictement plus grande que 2. On suppose le
résultat vrai pour tout mot équilibré de taille strictement inférieure à celle de p.

• Si on peut couper p en deux mots plus courts équilibrés alors le résultat
suit par hypothèse de récurrence. C’est le cas notamment lorsque p n’est pas
super équilibré.

• On suppose donc que p est super équilibré et ne peut se couper en deux sous
mots équilibrés. Alors p est de la forme ≠≠pÕ ++ avec ≠pÕ+ super équilibré.
Comme ≠pÕ + + est équilibré, par hypothèse de récurrence on a :

z≠ ¢ z≠p

Õ++ ¢ z
k

= z≠ ¢ z≠p

Õ++k

.

D’après le lemme 55 et le corollaire 54 on a

N(≠pÕ + +k) = {≠pÕ + ≠k} Û {≠pÕ + +l | l œ N(k)}.

Par conséquent,

z≠ ¢ z≠p

Õ++k

= z
pk

+ z+≠p

Õ+≠k

+
ÿ

k

ÕœN(k)
z+≠p

Õ++k

Õ .

De plus, comme + ≠ pÕ+ est équilibré, par hypothèse de récurrence on a :
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z+≠p

Õ+≠ ¢ z
k

= z+≠p

Õ+ ¢ z≠ ¢ z
k

= z+≠p

Õ+ ¢ (z≠k

+
ÿ

k

ÕœN(k)
z+k

Õ)

= z+≠p

Õ+≠k

+
ÿ

k

ÕœN(k)
z+≠p

Õ++k

Õ

En écrivant que z
p

= z≠ ¢ z≠p

Õ++ ≠ z+≠p

Õ+≠ et en utilisant les deux calculs
ci-dessus, on obtient bien que z

p

¢ z
k

= z
pk

.

Définition 57. Soit k = k1...kn

un mot quelconque. On définit récursivement
(m1, ..., m

p

) la bonne décomposition de k de la façon suivante :
• Si k

n

= ≠ alors on prend pour m
p

le mot constitué de ≠ de taille maximale
par lequel se termine k. Lorsque on écrit que k = kÕm

p

, alors m1, ..., m
p≠1

est défini comme étant la bonne décomposition de kÕ.
• Si k

n

= + alors on prend pour m
p

le mot équilibré de taille maximale par
lequel se termine k. Lorsque on écrit que k = kÕm

p

, alors m1, ..., m
p≠1 est

défini comme étant la bonne décomposition de kÕ.

Remarque 58. Dans la bonne décomposition d’un mot k, si m
i

est équilibré et i ”= 1
alors m

i

est super équilibré.

Lemme 59. Soit k un mot quelconque. On considère (m1, ..., m
p

) la bonne décom-
position de k. On a :

z
k

= z
m1 ¢ ... ¢ z

mp .

Démonstration. Soit i > 1, comme le mot m
i

...m
p

n’est constitué que de mots
super-équilibrés et de blocs de ≠, alors le mot m

i

...m
p

est équilibré. Par conséquent,
• si m

i≠1 est un bloc de ≠ le corollaire 54 assure que

z≠ ¢ z
mi,...,mp = z≠mi,...,mp

et donc que z
mi≠1 ¢ z

mi,...,mp = z
mi≠1mi,...,mp ,

• si m
i≠1 est équilibré, c’est le théorème 56 qui assure que

z
mi≠1 ¢ z

mi,...,mp = z
mi≠1mi,...,mp .

De proche en proche, on a bien z
k

= z
m1 ¢ ... ¢ z

mp .
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Lemme 60. Si p est équilibré alors pour tout mot k, z
k

¢ z
p

= z
kp

.

Démonstration. Soit m1, ..., m
q

la bonne décomposition de k. Le lemme 59, le
corollaire 54 ainsi que le théorème 56 assurent que

z
k

¢ z
p

= z
m1 ¢ ... ¢ z

mq ¢ z
p

= z
m1...mqp

= z
kp

.

4.4 Symétrie

Dans cette section, nous démontrons la propriété de symétrie conjecturée dans la
section 4.1. On rappelle que, dans la représentation fondamentale L(È) de sl2, x+
désigne le vecteur de la base de MirkoviÊ et Vilonen de poids È et x≠ désigne celui
de poids ≠È.

On rappelle qu’un multi-ensemble est un ensemble (A, m) où A est un ensemble ap-
pelé support et m une application A æ N appelée multiplicité. Un multi-ensemble
est donc une généralisation de la notion d’ensemble où chaque élément peut appa-
raitre plusieurs fois. Ainsi si (f

i

)
iœA

est une famille de vecteurs indexés par A, on
écrit q

iœA

f
i

à la place de q
iœA

m(i).f
i

.

Définition 61. On note M(k) le multi-ensemble des mots composés de signes de
+ et ≠ tel que x

k

= q

iœM(k)
z

i

.

La propriété de symétrie se réécrit :

Si k est une suite de + et de ≠ alors x
k

= q

iœM(k)
z

i

.

Proposition 62. Si la propriété de symétrie est vraie pour tout mot de longueur
inférieure à n alors

z
k

¢ z+ = z
k+ +

ÿ
z

i≠
iœN(k)

pour tout mot k de longueur inférieure à n ≠ 1.
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Démonstration. Soit k un mot de longueur n ≠ 1.
Dans toute la preuve, on note „

n

l’involution de L(È)¢n qui à z
i

associe z
i

et Â
n

l’involution de L(È)¢n qui à x
i

associe x
i

. Si la propriété de symétrie est vraie
pour tout mot de longueur inférieure ou égale à n alors pour tout p Æ n, on a
„

p

= Â
p

. Donc „
n

(z
k

¢ z+) = Â
n

(z
k

¢ z+).
On décompose alors z

k

sur la base des x
k

Õ :

z
k

=
ÿ

k

ÕœUn≠1

a
k

Õx
k

Õ .

De plus,

Â
n

(z
k

¢ z+) = x≠ ¢
ÿ

k

ÕœUn≠1

a
k

Õx
k

Õ = x≠ ¢ Â
n≠1(z

k

) = z≠ ¢ „
n≠1(z

k

) = z≠ ¢ z
k

.

Donc „
n

(z
k

¢ z+) = z≠ ¢ z
k

et on a le résultat en appliquant „
n

= Â
n

des deux
côtés de l’égalité.

Théorème 63. Pour tout mot k, on a x
k

= q

iœM(k)
z

i

.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence forte sur le nombre n de
facteurs tensoriels. Le résultat est vrai pour n = 1, n = 2, n = 3, n = 4, n = 5
et n = 6 (matrice de passage donnée en annexe). On suppose le résultat vrai pour
tout mot de longueur inférieure ou égale à n.
On se donne un mot k de taille n + 1. Si k commence par un +, alors il existe un
mot kÕ tel que k = +kÕ. On écrit que

x
k

= x+ ¢ x
k

Õ = z+ ¢
ÿ

iœM(kÕ)
z

i

=
ÿ

iœM(kÕ)
z+i

.

D’autre part,

x
k

= x
k

Õ ¢ x≠

=
ÿ

iœM(kÕ)
z

i

¢ z≠ par hypothèse de récurrence

=
ÿ

iœM(kÕ)
z

i≠. d’après la proposition 53
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On a donc le résultat. Si k termine par un ≠, la preuve est rigoureusement la
même. On peut alors supposer que k commence par ≠ et finit par +.

On se place dans le cas où l’on peut trouver un mot n, non vide, super équilibré
et un mot kÕ non vide tels que k = nkÕ. On a x

n

= q

iœM(n)
z

i

. Comme n est super

équilibré, lorsqu’on considère la bonne décomposition (i1, ..., i
ti) de i œ M(n) ,

nécessairement i1 est équilibré (sinon il y aurait plus de ≠ que de + dans n).

On écrit aussi que x
k

Õ = q

jœM(kÕ)
z

j

et donc avec le lemme 59 :

x
k

=
ÿ

(i,j)œ
M(n)◊M(kÕ)

z
i

¢ z
j

=
ÿ

(i,j)œ
M(n)◊M(kÕ)

z
i1 ¢ (z

i2...iti
¢ z

j

)

Par hypothèse de récurrence et, comme les mots i2...iti sont équilibrés, d’après le
théorème 56 , on a aussi :

x
k

= x
k

Õ ¢ x
n

=
ÿ

(i,j)œ
M(n)◊M(kÕ)

z
j

¢ z
i

=
ÿ

(i,j)œ
M(n)◊M(kÕ)

z
j

¢ z
i2 ...iti

¢ z
i1

Soit P (i2, ..., i
ti , j) le multi-ensemble tel que z

i2...iti
¢ z

j

= q

lœP (i2,...,iti ,j)
z

l

. On utilise

les mêmes arguments que dans la preuve de la proposition 62 pour appliquer
l’hypothèse de récurrence et écrire

z
j

¢ z
i2 ...iti

=
ÿ

lœP (i2,...,iti ,j)
z

l

.

Pour tout mot p, d’après le théorème 56, on a z
i1 ¢ z

p

= z
i1p

et d’après le lemme
60, on a z

p

¢ z
i1 = z

pi1 .

Alors x
k

= q

(i,j)œ
M(n)◊M(kÕ)

q

lœP (i2,...,iti ,j)
z

i1l

et x
k

= q

(i,j)œ
M(n)◊M(kÕ)

q

lœP (i2,...,iti ,j)
z

li1
. On a donc le

résultat dans le cas particulier où k = nkÕ.

Comme on a supposé que k1 = ≠, lorsqu’il y a strictement plus de + que de ≠
dans k on peut toujours trouver un tel couple n et kÕ.
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Si il y a strictement plus de ≠ que de + dans k, on écrit k̄ = nkÕ avec n super équi-
libré non vide et kÕ non vide. On peut alors appliquer ce qui précède en échangeant
les rôles joués par k et k et conclure.
Il nous reste un seul cas à traiter : celui où k est super équilibré et non décomposable
en deux mots équilibrés non vides. On écrit x

k

= x≠ ¢ x
k

Õ = x≠ ¢ q

iœM(kÕ)
z

i

et, par

hypothèse de récurrence, x
k

= q

iœM(kÕ)
z

i

¢ x+.

Soit i œ M(kÕ).

1. Si on peut écrire i = n+i2 avec n super equilibré et i2 non vide, alors d’après
le corollaire 54 et le lemme 55 alors N(n+ i2) = {n≠ i2}Û{n+ l | l œ N(i2)}.
Donc

x≠ ¢ z
i

= z≠n+i2 + z+n≠i2 +
ÿ

lœN(i2)
z+n+l

.

D’autre part,

z
i

¢ z+ = z
i2≠n

¢ z+

= z
i2 ¢ z≠n

¢ z+ car n+ est équilibré et d’après le lemme 60
= z

i2 ¢ (z≠n+ + z+n≠) en utilisant la proposition 62
= z

i2 ≠n+ + z
i2 ¢ z+ ¢ z

n≠ car ≠n+ et + sont équilibrés.

Par hypothèse de récurrence et d’après la proposition 62 ainsi que le lemme
60 appliqué avec p = +n, on a :

z
i2 ¢ z+ ¢ z

n≠ = z
i2+n≠ +

ÿ

jœN(i2)
z

j≠n≠.

On a bien z≠ ¢ z
i

= z≠i

+ q

lœN(i)
z+l

et z
i

¢ z+ = z
i+ + q

lœN(i)
z

l≠.
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2. Lorsque i œ M(kÕ) ne peut s’écrire comme avant, alors i = n+ avec n super
équilibré. On a donc x≠ ¢ z

i

= x≠ ¢ z
n+ = z≠n+ + z+n≠. Mais

z≠n

¢ x+ = z≠ ¢ z
n

¢ z+ = z≠ ¢ z
n+ = z≠n+ + z+n≠.

Encore une fois, on a z≠ ¢ z
i

= z≠i

+ q

lœN(i)
z+l

et z
i

¢ z+ = z
i+ + q

lœN(i)
z

l≠.

On a bien démontré que x
k

= q

iœM(k)
z

i

, le théorème est donc prouvé.

4.5 Lien avec la base canonique duale

Nous avons étudié le passage des tenseurs simples de vecteurs de la base de Mir-
koviÊ et Vilonen vers la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée. Nous savons que
pour l’algèbre de Lie sl2, la base de MirkoviÊ et Vilonen coincide avec la base cano-
nique duale. La base canonique duale peut être définie pour le produit tensoriel de
représentations irréductibles. Dans [10], Frenkel et Khovanov donnent une formu-
lation explicite de la base canonique duale. Nous spécialisons leurs constructions
à q = 1 afin de travailler dans des U(sl2)-modules, les groupes quantiques ne nous
étant pas utiles.
Pour tout k œ N et i œ J0, kK, on définit les applications ”1 et (”1)k

i

par

”1 :
Y
]

[
C æ L(È) ¢ L(È)
1 ‘æ x≠+ ≠ x+≠

,

(”1)k

i

:
Y
]

[
L(È)¢k æ L(È)¢k+2

a1 ¢ ... ¢ a
k

‘æ a1 ¢ ... ¢ a
i

¢ ”1(1) ¢ a
i+1 ¢ ... ¢ a

k

.

Dans le produit tensoriel L(È)¢k, l’application (”1)k

i

insère alors un facteur x≠+ ≠
x+≠ = z≠+ entre le i-ème et le i+1-ème terme. Le théorème suivant, dû à Frenkel et
Khovanov ([10] theorem 1.9), donne une description complète de la base canonique
duale de L(È)¢m.

Théorème 64. La base canonique duale de L(È)¢m est composée des éléments
suivants :

(”1)m≠2
i1 ...(”1)m≠2j

ij
x+... + ≠...≠¸ ˚˙ ˝

m≠2j

où 0 Æ j Æ m et 0 Æ i
r

Æ m ≠ 2r.
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Exemple 65. Appliquons le théorème 64 pour L(È)¢4 :

j = 0 x++++ = z++++

x++≠≠ = z++≠≠
x++≠≠ = z++≠≠
x+≠≠≠ = z+≠≠≠
x≠≠≠≠ = z≠≠≠≠

j = 1 (”1)2
0(x++) = z≠+++

(”1)2
1(x++) = z+≠++

(”1)2
1(x++) = z++≠+

(”1)2
0(x+≠) = z≠++≠

(”1)2
1(x+≠) = z+≠+≠

(”1)2
2(x+≠) = z+≠≠+

(”1)2
0(x≠≠) = z≠+≠≠

(”1)2
1(x≠≠) = z≠≠+≠

(”1)2
2(x≠≠) = z≠≠≠+

j = 2 (”1)2
0(”1)0

0(1) = z≠+≠+

(”1)2
1(”1)0

0(1) = (”1)2
1(z≠+) = (”1)2

1(x≠+ ≠ x+≠) = z≠≠++ + z+≠+≠ ≠ z+≠+≠ = z≠≠++

(”1)2
2(”1)0

0(1) = z≠+≠+

On remarque alors que dans le cas de L(È)¢4, la base canonique duale coïncide
avec la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée. On démontre alors le même résultat
pour L(È)¢m quel que soit m.

Lemme 66. Soit p un mot équilibré (respectivement super-équilibré).

Quelle que soit la découpe de p en p1p2, le mot p1≠+p2 est équilibré (respectivement
super-équilibré).

Démonstration. Ce résultat est évident avec un dessin. Rappelons qu’un mot est
équilibré si son dessin (tracé de la droite vers la gauche) ne dépasse jamais l’axe
horizontal. Insérer ≠+ au milieu d’un mot correspond alors à insérer au milieu du
chemin
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.
Un tel ajout ne change pas la hauteur du chemin à l’extrême gauche. Si le chemin
ne dépasse pas l’axe horizontal avant l’ajout, il ne le dépasse pas après. D’où le
résultat.

Lemme 67. Soit k un mot de longueur l et 0 Æ i Æ l. On écrit k = k1...kl

. On a
alors :

(”1)i

l

(z
k

) = z
k1...ki≠+ki+1...kl

.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur l.
Lorsque l = 0, k est le mot vide et alors le résultat est évident car ”1(1) = z≠+.
Lorsque l = 1, le résultat est aussi évident car x±¢z≠+ = z±≠+ et z≠+¢x± = z≠+±.
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang l. Soit k un mot de longueur l + 1 et
0 Æ i Æ l + 1.
On considère alors la bonne décomposition de z

k

introduite à la section précédente :

z
k

= z
m1 ...

mt = z
m1 ¢ ... ¢ z

mt

où pour tout p œ J1, tK, le mot z
mp est de longueur l

p

.
Si i = 0 alors d’après le théorème 56, (”1)i

l+1(zk

) = z≠+ ¢ z
k

= z≠+k

.
Si i = l1 + ... + l

t

alors d’après le corollaire 60 (”1)i

l+1(zk

) = z
k

¢ z≠+ = z
k≠+.

Si i = l1 alors ou bien m1 ≠ + est équilibré, ou bien ≠ + m2 est super équilibré.
On a donc

(”1)i

l+1(zk

) = z
m1 ¢ z≠+ ¢ z

m2 ¢ ... ¢ z
mt = z

m1≠+m2....mt .

S’il existe 2 Æ j Æ t ≠ 1 tel que i = l1 + ... + l
j

alors, comme m
j

ou m
j+1

est super équilibré, on a m
j

≠ + ou ≠ + m
j+1 super équilibré d’après le lemme
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précédent. Dans ce cas m1, ..., (m
j

≠ +), ..., m
t

ou m1, ..., (≠ + m
j+1), ..., m

t

est la
bonne décomposition de k1...ki

≠ +k
i+1...kl

. Le résultat suit :

(”1)i

l+1(zk

) = z
m1 ¢ ... ¢ z

mj ¢ z≠+ ¢ z
mj+1 ¢ ... ¢ z

mt = z
m1...mj≠+mj+1...mt .

Sinon il existe j tel que l1 + ... + l
j≠1 < i < l1 + ... + l

j

. Dans ce cas

(”1)i

l+1(zk

) = z
m1 ¢ ... ¢ z

mj≠1 ¢ (”1)lj

i≠
q
p<j

lp
(z

mj ) ¢ ... ¢ z
mt .

• Si la bonne décomposition de k comporte plusieurs mots, alors l
j

< l + 1
et on applique l’hypothèse de récurrence pour l

j

. On note r le mot tel que
(”1)lj

i≠
q
p<j

lp
(z

mj ) = z
r

. Si m
j

est équilibré alors r est équilibré et (m1, ..., m
j≠1, r, m

j+1, ..., m
t

)

est la bonne décomposition de m1...mj≠1rm
j+1...mt

. Sinon, r = ≠... ≠ ≠ +
≠...≠ et z

r

= z≠...≠ ¢ z≠+ ¢ z≠...≠. Par conséquent z
m1 ¢ ... ¢ z

mj≠1 ¢ z
r

¢
... ¢ z

mt = z
m1...mj≠1rmj ...mt et on a le résultat.

• Sinon k est une suite de ≠ ou k équilibré.
Le cas où k = ≠...≠ est évident car z

k

= x≠¢...¢x≠ et comme ≠...≠, ≠+, ≠...≠
est une bonne décomposition de ≠...≠≠+≠...≠, alors (”1)l

i

(z
k

) = z≠...≠≠+≠...≠.
Dans le cas où k est équilibré et découpable en kÕn avec kÕ et n équilibrés
non vides. On a z

k

= z
k

Õ ¢ z
n

et on peut conclure par récurrence en insérant
≠+ dans n (respectivement kÕ) et en recollant kÕ (respectivement n) grâce
aux règles de calcul de la section précédente.
Le seul cas délicat est donc le cas où k est super équilibré non découpable
en deux mots super équilibrés (un mot équilibré mais pas super équilibré est
forcément découpable).
On traite d’abord le cas où k = ≠+ et i = 1. Dans ce cas, on a (”1)2

1(z≠+) =
x≠¢z≠++≠x+¢z≠+¢x≠. Or x≠¢z≠++ = z≠≠+++z+≠+≠ et x+¢z≠+¢x≠ =
z+≠+≠ et donc par soustraction

(”1)2
1(z≠+) = z≠≠++.

Si k ”= ≠+ alors k s’écrit ≠ ≠ pÕ + + avec ≠pÕ+ super équilibré. Les règles
de calculs développées à la section 4.3 donnent alors :

(”1)l

i

(z
k

) = (”1)l

i

(z≠≠p

Õ++)
= (”1)l

i

(z≠ ¢ z≠p

Õ+ ¢ z+ ≠ z+ ¢ z≠p

Õ+ ¢ z≠) car ≠pÕ+ est équilibré.

Or par hypothèse de récurrence et d’après le lemme précédent (”1)l≠2
i≠1(z≠p

Õ+)
est de la forme z

s

avec s super équilibré donc
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4.5 Lien avec la base canonique duale

(”1)l

i

(z
k

) = z≠ ¢ z
s

¢ z+ ≠ z+ ¢ z
s

¢ z≠
= z

k1...ki≠+ki+1...kl
.

Théorème 68. Quel que soit m œ N, la base canonique duale de L(È)¢m coïncide
avec la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée.

Démonstration. Le théorème 1.9 de [10] nous assure que tout vecteur de la base
canonique duale s’écrit comme une successions d’images par ”j

i

de vecteurs de la
forme x+...+≠...≠ = z+...+≠...≠ et le lemme 67 nous dit que de telles images restent
des vecteurs de la base de MirkoviÊ et Vilonen généralisée. Le théorème est donc
prouvé.

On peut se demander si ce résultat se généralise à toutes les algèbres de Lie.
La réponse est non. En e�et, Fontaine, Kamnitzer et Kuperberg ont exhibé un
élément de la base canonique duale de la représentation (L(È1) ¢ L(È2))¢6 de
SL3 qui n’appartient pas à la base des cycles MVG (voir [9], theorem 5.17).
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Annexe A Calculs dans V (È)¢6
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Annexe A Calculs dans V (È)¢6
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On étudie dans cette thèse la correspondance de Satake géométrique. Un premier
résultat est l’identification de la forme d’intersection au travers de la correspondance de
Satake géométrique. En effet elle est égale à la forme contravariante "tordue"par l’involu-
tion de Schützenberger. On fait alors une conjecture combinatoire afin de démontrer que
la base de Mirković et Vilonen est compatible avec l’involution de Schützenberger. On
démontre cette conjecture dans le cas où l’algèbre de Lie est sl2. Les outils combinatoires
développés pour démontrer cette conjecture permettent, en outre, de prouver que la base
semicanonique duale coïncide, pour sl2, avec la base de Mirović et Vilonen généralisée.
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