N
N

N

HAL

open science

Formalité pour certains espaces de configurations tordus
et connexions de type Knizhnik—Zamolodchikov

Mohamad Maassarani

» To cite this version:

Mohamad Maassarani. Formalité pour certains espaces de configurations tordus et connexions de
type Knizhnik—Zamolodchikov. Algebres quantiques [math.QA]. Université de Strasbourg, IRMA

UMR 7501, 2017. Francais. NNT: . tel-01659603v1

HAL Id: tel-01659603
https://theses.hal.science/tel-01659603v1
Submitted on 9 Jan 2018 (v1), last revised 13 Mar 2018 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01659603v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

These

présentée pour obtenir le grade de docteur de
I'Université de Strasbourg
Spécialité MATHEMATIQUES

Mohamad Maassarani

Formalité pour certains espaces de configurations
tordus et connexions de type
Knizhnik-Zamolodochikov

Soutenue le 11 Décembre 2017
devant la commission d’examen

Benjamin Enriquez, directeur de thése
Ivan Marin, rapporteur

Valerio Toledano Laredo, rapporteur
Giovanni Felder, examinateur

Vladimir Fock, examinateur

Hidekazu Furusho, examinateur

INSTITUT DE
RECHERCHE
MATHEMATIQUE
AVANCEE

UMR 7501

Strasbourg

www-irma.u-strasbg.fr

~

I j IM! s UNIVERSITE DE STRASBOURG

Institut de Recherche J
Mathématique Avancée



Formalité pour certains espaces de configurations
tordus et connexions de type Knizhnik—Zamolodchikov

Mohamad Maassarani

Thése de doctorat






Remerciements

Je commence par remercier mon directeur de thése, Benjamin Enriquez de m’avoir
encadré, pour sa bienveillance, sa disponibilité, son aide, son soutien et ses nombreux
conseils.

Je suis infiniment reconnaissant envers Ivan Marin et Valerio Toledano Laredo
qui ont accepté de rapporter cette thése. Je souhaite également remercier Giovanni
Felder, Vladimir Fock et Hidekazu Furusho d’avoir accepté de faire partie de mon

jury.

Je tiens & remercier 'association "Lebanese Association for Scientific Research
(LASeR)" qui a financé en partie ce travail.

Merci aux doctorants et aux membres de I'ufr de mathématique-informatique et
de 'TRMA.

Enfin, un trés GRAND MERCI & ma mére, mon pére, mes fréres et soeurs qui
m’ont accompagné et soutenu pendant mes années d’études.






Table des matiéres

Introduction

1

Espaces de configurations et leurs groupes fondamentaux

1.1 Définitions et premiéres propriétés . . . . . . . . ... ... ...

1.2 Espaces de configurations tordus de surfaces . . . . . ... ... ...

1.3 Définition et description de 'espace CF(PL) . . . ... .. ... ...

1.4 Meéridiens et lacets de CH(S,) . . . . .. .. ... L.
1.4.1 Rappels de topologie différentielle . . . . . . .. .. ... ...
1.4.2  Lacets de CH(S,) et actionde H" x&,, . . . . .. ... ...

1.5  Groupe fondamental des espaces de configurations de surfaces . . . .
1.5.1 Relations entre éléments de mCH(S,) . . .. ... ... ...
1.5.2  Générateurs de mCH2(S,) .. . ... ...

Connexion sur ’espace de configuration C%(P})

2.1 Connexion KZ et variante cyclotomique . . . .. .. ... ... ...

2.2 Connexions formelles . . . . . . . .. ... L

2.3 Les algébres de Lie p,(Z) et pp(G) . . . . o oo o oo

2.4 Connexion sur 'espace CS(P*\Z) . .. ... ... ... .......
2.4.1 Définition et platitude de la connexion . . . . . ... ... ..
2.4.2 Equivalence entre connexions et monodromie . .. ... . ..

2.5 Reéalisation de la connexion . . . . . .. ... .. ... ...

Le gradué associé de ’algébre de Lie de Malcev attachée a CS(PL) 61

3.1 Algébres de Lie de Malcev . . . . . . . .. ... 0oL
3.1.1 Structures filtrées . . . . . . ... L
3.1.2 Algebres de Hopf complétes et algébres de Lie Malcev

3.2  Gradué associé de I'algébre de Lie de Malcev des espaces de configu-
Tations . . . . . Lo e e

L’algébre de Lie de Malcev de m C%(P!) et formalité

4.1 Torseurs et algébres de Lie filtrées . . . . ... ... ... ... ...
4.1.1 Schémas en groupes (conventions) . . .. ... .. ... ...
4.1.2 Preuve de la proposition 4.1.1 . . . . . .. ... ...

4.2 Preuve du théoréme A . . . . . . ... oL

61



Bibliographie

85



Introduction

Pour un espace topologique X, I’algébre de Lie de Malcev de son groupe fonda-
mental fait partie des invariants étudiés en homotopie rationelle. Pour simplifier, on
dira algébre de Lie de Malcev de X ; cet invariant permet d’étudier la 1-formalité de

X ([31D)-

La 1-formalité est un résultat partiel de formalité, qui elle est associée aux mo-
deles de X. Il s’avére que le calcul de modéles des espaces de configurations de n
points :

Cn(M) = {(z1,--+ ,2n) € M"|2; # 75, pouri # j},

pour M une variété, est accessible. L’un des premiers calculs éffectués est celui pour
X = R? (dans [1]). Ces calculs montrent la formalité de C,,(C).

L’anneau de cohomologie de C),(RF) est connue. Des espaces similaires aux espaces
de configurations sont les compléments d’arrangements d’hyperplans de C". La for-
malité de ces espaces est due a [7] et le calcul de leur anneau de cohomologie se trouve
dans [30]. On trouve dans [27] une présentation de ’algébre de Lie de Malcev d’un
complément d’hyperplans de CP" et une preuve de la 1-formalité du complément
d’une hypersurface dans CP". En particulier, ce travail (|27]) donne une présen-
tation de l'algebre de Lie Malcev de C,(C), c’est une complétion de l’algébre de
Kohno-Drinfeld.

Les travaux de [13], inspirent une méthode qui utilise la connexion KZ, pour le calcul
de l’algebre de Lie de Malcev de C),(C). L’intérét de cette méthode c’est qu’elle fait
apparaitre les associateurs.

En 1994, des résultats majeurs, sur les modéles des espaces de configurations sont
obtenus. Les auteurs de [21] déterminent un modéle pour 'espace de configuration de
n-points d’une variété projective complexe lisse. Ces modéles sont ensuite simplifiés
par [28], puis utilisés dans ([!]) pour calculer I'algébre de Lie de Malcev de C,,(5)
d’une surface S de genre supérieur ou égal a 1 : il établit un isomorphisme entre
lalgebre de Lie de Malcev de Cy,(S) et la complétion pour le degré de son gradué
associé.



Dans [9], une version universelle de la connexion KZB est utilisée, pour établir
un isomorphisme entre 'algébre de Lie de Malcev de C),(F) et la complétion pour le
degré du gradué associé, pour F est une courbe elliptique. Une théorie d’associateurs
elliptiques liée & cette connexion est ensuite développée dans [15].

La méthode des connexions plates fus réinvestie, dans |[16]. L’auteur redémontre,
pour S une surface de genre supérieur ou égal a 2, les isomorphismes cités dans (|1])

en construisant des connexions plates du type KZ.

Travaux sur les espaces de Configurations de surfaces :

Cn(C) Cn(E) ‘ Cn(Sg>2)
Méthode Kohno Bezrukavnikov
Hom. rat. (1983) (1994)
Méthode Connexion KZ Connexion KZB Connexion KZB
Connexions (Drinfeld) (CEE) (Enriquez)
Théorie associateur associateur elliptique o
Associateurs iy (Prz, A(T), B(1))

Si M est espace topologique muni d’une action d’un groupe H, on peut considérer
I’espace de configuration "tordu" de n points de M :

Cpl (M) = {(21,+ ,wn) € M"|w; & H - xj, pouri # j},

ou H - x; est l'orbite de z; pour l'action de H. C’est le "orbit configuration space"
au sens de [11]. Ces espaces ont été introduits dans [35]. L’exemple de l'espace de
configuration tordu obtenu par I'action d’un groupe de surface sur le demi-plan hy-
perbolic est étudié dans [11]. Celui obtenu par l'action de 'antipode sur la sphére
de dimension n est traité dans [36]. Plus de références et d’exemples traités dans la
litterature sont donnés dans le survey "orbit configuration spaces" dans [25].

L’exemple qui suit a était étudié dans [10] et [141] par des méthodes et pour des
fins différentes. L’action de py, le groupe des racines N-iéme de 1'unité (dans C) sur
C*, donne les espaces de configurations tordus :

CEN(C*) ={(21,...,2n) € (C*)"|2; # Czj, pouri # jet ¢ € un}.

Une variante cyclotomique de la connexion KZ existe sur C™ (C*). C’est une connexion
a valeurs dans une variante cyclotomique de ’algébre de Kohno-Drinfeld. Elle consti-
tue un ingrédient essentiel dans le calcul de l’algébre de Lie de Malcev de CH™Y (C*),
dans [11]. Dans le méme papier, la connexion permet de construire une version cy-
clotomique des associateurs, les associateurs du méme nom et de développer des
variantes de plusieurs aspects des travaux de [13].



Notons que I'espace de configuration C~ (C*) est le complément d’un arrangement
d’hyperplans de CP" et donc [27] contient une présentation de son algébre de Lie de
Malcev.

Des travaux dans le cas tordu

cviey | Ay | com
Méthode Kohno o L
Hom. rat. (1983)
Meéthode Enriquez Travail
Connexions | KZ Cyclotomique | En cours MM
Théorie associateur o o
Associateurs (Prz, \IJ%VZ))

Il est naturel de s’intéresser aux espaces de configurations tordus de surfaces. Dans
cette thése, on étudie surtout une famille d’espaces de configurations tordus sur
P!, la droite projective complexe, obtenus grace & des actions par homographie de
sous-groupes finis de PSLy(C). On considére, les espaces :

CS(Py) ={(p1,...,pn) € (P})"|pi ¢ G - pj, pour i # j},

ot G est un sous-groupe de PSLy(C) agit par homographie sur P! et P! est I’en-
semble de points réguliers de I'action de G sur P'. Ici "points réguliers" signifie les
points a stabilisateur trivial.

Le groupe PSLy(C), posséde 5 classes (& conjugaison prés) de groupes finis : les
groupes cycliques, les groupes diédraux et les groupes isomorphes a un groupe d’iso-
métries d’un solide platonicien, 24, &4 ou UAs.

Z/NZ ----- [N
G \
. P Ay ST isométries du tétradédre
\
\64 T isométries du cube
As -~ -~ - isométries du dodécaédre

Lorsque G C PSLy(C) est cyclique d’ordre N, I'espace de configuration CS (PL) est
biholomorphe & I'espace de configuration C~ (C*).
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Quand G est isomorphe a 24 I'espace C%(PL) est homéomorphe a I'espace de configu-
ration Cpy o(T) (T.), ou Ty est un tétraédre régulier privé de ses sommets, des milieux
de ses faces et des milieux de ces arétes et iso(7") est le groupe d’isométries directes

du tétraédre.

Pour G isomorphe & &4 ou s, 'espace C’ff (P1) et homéomorphe & I'un des es-

paces de configurations CEO(CU)(CU*), CSO(DO)(DO*) qui s’obtiennent & partir d’'un

cube régulier et d’un dodécaédre régulier, d’une fagon similaire & ce o(T) (T%).

Résultats et organisation du document

Ce manuscrit comporte quatre chapitres. On commence chaque chapitre par une
introduction détaillée. On va parcourir rapidement les résultats et éléments clefs du
texte.

Dans le premier chapitre, on s’intéresse aux espaces de configurations tordus de
n points d'une surface (privée de points singuliers) CX(S,). On obtient des résultats
sur le groupe fondamental d’un tel espace. Pour préciser, on détermine une famille
génératrice du groupe fondamental de C7(S,) (proposition 1.5.9) et on montre des
relations quadratiques entre les éléments de cette famille (propositions 1.5.3, 1.5.5,
1.5.6 et 1.5.7). Les preuves des propositions 1.5.3, 1.5.5, 1.5.6 et 1.5.7 se basent sur
Iidentification des générateurs obtenus & des méridiens et sur une action de H" x G,,
sur les classes de conjugaison de m CH(S,).

Pour G un sous-groupe fini de PSLy(C) et Z C P! un ensemble stable sous 'ac-
tion de G par homographies sur P!, on définit dans le second chapitre des k-algébres
de Lie graduées p,,(Z)k ; c’est les algébres de Lie des définitions 2.3.3 et 2.3.4. Pour
Z = (P1)¢, l'algébre de Lie p,(Z)i sera notée p,(G)x. Ensuite, on introduit dans
la section 2.4 une connexion formelle du type KZ (proposition-définition 2.4.2) a
valeurs dans p,,(G)c, sur espace de configuration :

CSP'\Z) ={(p1.---.pn) € (P'\ 2)"|ps & G - p;, pour i # j},

ot G agit par homographies sur P! et Z est comme dans le début du paragraphe.
Cette connexion est plate et fournit une représentation de monodromie. Pour Z =
(P1)¢, la connexion est définie sur CS(PL) et est a valeurs dans p,,(G)c ; sa représen-
tation de monodromie est un anti-morphisme de groupes :

Po T C% (PL) — exp(pn(G)c),

ot exp(pn(G)c) est I'ensemble des éléments diagonaux de Up,(G)c. On étudie les
termes de degré zero et un de pg, dans la section 2.4 (proposition 2.4.7). Enfin, la
derniére section du deuxiéme chapitre est consacrée a une réalisation de la connexion
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dans le cas Z = (PL)°.

Le troisiéme chapitre, comporte deux sections. La premiére contient des rappels
sur les algébres et algébres de Lie filtrées, en plus des rappels sur la construction et
les propriétés de ’algébre de Lie de Malcev d’un groupe donné. Les relations quadra-
tiques dans 7710,? (Pl), obtenues dans le premier chapitre, permettent de construire
(section 3.2), un morphisme @i de p,(G)k dans le gradué associé de l'algébre de Lie
de Malcev de CS(PL).

Ces éléments contribuent & la preuve de :

Théoréme A. Soit k, un corps de caractéristique nulle. L’algébre de Lie de Malcev
de 1 CY (PL) est isomorphe en tant qu’algébre de Lie filtrée au complété pour le degré
de son gradué associé et a la complétion pour le degré de p,(G)k. Pour préciser, les
filtrations des trois algébres de Lie correspondent via ces isomorphismes.

Dans le chapitre 4, on montre le théoréme A. Pour ce faire, on montre d’abord
le théoréme pour k = C. Résumons la preuve. On utilise la représentation de mono-
dromie pour construire un morphisme 6, de I’algébre de Lie de Malcev de mCS(PL)
dans la complétion pour le degré de p,,(G)k. Ensuite, on étudie les morphismes 6,
et @ pour déduire qu’il sont des isomorphismes. C’est la méthode des connexions
plates citée précédemment. Ceci prouve le théoréme pour k = C. Ensuite, on utilise
un résultat d’existence de points rationnels de torseurs pour prouver le théoréme
pour tout k de caractéristique nulle.

Le Théoréme A donne une présentation de l'algebre de Lie de Malcev de 71CS (P})
et établit la 1-formalité de CS(PL). Notons que le théoréme reste vrai pour les es-
paces CY (P! \ Z) et les algébres p,(Z)i correspondantes. Enfin, remarquons que
pour G # 1, 'espace C’g (PL) peut étre vue comme le complémentaire d’hypersur-
faces dans CPP". La 1-formalité de cet espace est donc une conséquence des résultats
de [27] cités précédemment. Il serait intéressant de comparer les présentations dans
[27] pour le complémentaire d’'un arrangement d’hyperplans a celles obtenues ici.

11
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Chapitre 1

Espaces de configurations et leurs
groupes fondamentaux

Ce chapitre est consacré aux espaces de configurations, leurs propriétés et leur
groupe fondamental. Dans la premiére section, on rappelle la définition des espaces
de configurations de n points d’une variété topologique M ( [20] et [19]) des espaces
de configurations tordus pour M munie d’une action d’un groupe H ("Orbit confi-
guration spaces" au sens de [11]) et des exemples de ces espaces comme C,(C) et
Ch'(C*). Ensuite, on donne certaines propriétés de ces espaces.

Dans la deuxiéme section, on associe a une surface S munie d’une action d’un groupe
H Despace de configuration tordu C(S,). En étudiant localement I’action des sta-
bilisateurs de ’action de H sur .S, on construit des inclusions entre espaces de confi-
gurations, Cx(C) C CH(S.) et Cx(C*) c CH(S.) (proposition 1.2.3).

La section trois est dédiée aux espaces qui nous intéresse le plus, les ij (PL). Cest
sous-famille des espaces C2(S,) de la section deux, associée a des groupes finis d’ho-
mographies qui agissent sur P!. On donne la définition de ces espaces (définition
1.3.5) et on les décrit. Ceci vient aprés un rappel sur les actions des sous-groupes
finis de PSLy(C) sur P!,

On commence la quatriéme section par rappeler la notion de méridien (sous-section
1.4.1). C’est une classe de lacets qui dépendent d’une sous-variété N de codimension
deux d’une variété M. Ensuite, on définit deux types de lacets de CH(S,) (défini-
tions 1.4.4 et 1.4.5) qu’on identifie & des méridiens pour des couples M, N C (S)"
appropriés. Ceci permet de décrire une action de H™ x &,, sur les classes de conju-
gaison de ces lacets (proposition 1.4.8).

La derniére section de ce chapitre contient deux sous-section. Une premiére dans
laquelle on déduit des relations "élémentaires" entre les lacets définis dans la section
quatre grace aux inclusions obtenues dans la section 1.2 (voir au-dessus), puis on dé-
duit de ces relations une famille plus large de relations grace a 'action de H" x &,
citée précédemment. Dans la deuxiéme sous-section on définit une nouvelle famille
de lacets de CH(S,). On montre que les lacets ainsi définis avec ceux de la section
quatre engendrent le groupe fondamental de CH(S,).

13



1.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

On rappelle ici la définition d’un espace de configuration, on donne des exemples
de ces espaces et certaines de leurs propriétés.
Soit M une variété topologique et n un entier naturel non nul. L’espace de configu-
ration de n points de M est I’ensemble :

Cn(M) = {(1)1,"' axn) € Mn|:El #l‘j pOUI"L' 7&]}

Ces espaces sont naturellement munis d’une action de revétement du groupe symé-
trique &,,.

Si M est munie d’une action d’un groupe H, on peut construire un espace de confi-
guration "tordu" appelé en anglais "orbit configuration space".

Définition 1.1.1. Soit H un groupe agissant sur M. L’espace de configuration
"tordu" de n points de M est :

Cf(M) ={(z1, -+ ,2p) € M"|x; ¢ H -z pouri # j}
ot H - x; est l'orbite de x; pour laction de H.

On omettra souvent le mot "tordu". Le groupe H™ agit naturellement sur CX (M)
et le quotient CJ7(M)/H™ est l'espace de configuration C"(M /H). Le groupe &,
agit aussi sur Cf (M) par permutation des points. Les actions décrites sont compa-
tibles et I’on a une action de H" x &,, sur CX (M) qui fait commuter le diagramme :

ou la fleche verticale est obtenue en quotientant par H" et la diagonale est le mor-
phisme du quotient par H" x &,, .

Rappelons que si X est un espace topologique muni d’une action par homéomor-
phismes d’un groupe I' et d’un point de base *, alors on a une suite exacte :

1= m (X, %) —» aP(X/T,%) T — 1,
ot P (X / I', %) et 'ensemble des couples (7, g), out v est une classe d’homotopie de
chemins de X reliant * & g - x et g est un élément de I'. Ici * est 'image de * dans
X/F. La loi de groupe sur w‘frb(X/F, %) est donnée par :
(7,9 d) = (v(g-7).99),

14



pour (v,9) et (7/,¢’) dans 7™ (X /T,%). Ici (g - 7') désigne la composition des
chemins. Ce groupe est naturellement isomorphe a (X / I, %) quand l'action de T’
est une action de revétement.

Ainsi, si H agit par homéomorphismes sur M, on obtient la suite exacte :

1= mCH (M) = 7™ (Co(M/H)/S,) - H" x &, — 1
et donc un morphisme de H" x &,, dans Out(m; C (M)).

Donnons quelques exemples. L’exemple classique est 'espace de configuration de n
points du plan C,(C). Citons quelques exemples "tordus". Le groupe p; des racines
l-i¢tmes de 'unité agit naturellement sur C*, on associe a cette action les espaces
de configurations C,'(C*). Une courbe elliptique E est naturellement munie d’une
action de l’ensemble de ses points de N-torsion, noté Ex. Ainsi, pour chaque sous-
groupe A de Ey, on peut construire les espaces de configurations C2(E). Enfin, on
s’intéresse dans ce texte surtout au cas ot G est un sous-groupe fini de PSLy(C) qui
agit par homographies sur P! privé de certains points. Cela nous donne I'espace de
configuration C%(P1) qu’on définira dans la suite.

Pour finir cette section, on cite quelques théorémes de fibrations qui permettent
de mieux comprendre la structure et 'agencement de ces espaces :

Théoréme 1.1.2 ([20]). Pour k < n, la projection de Cp(M) dans Ci(M) sur les
k premiéres composantes est une fibration localement triviale si M est sans bord.

On a aussi une version similaire dans le cas tordu :

Théoréme 1.1.3 (|35]). On suppose que H est fini et que son action sur M est libre
et continue pour la topologie discrete sur H. Pour k < n, la projection de C’f(M)
dans C,f(M) sur les k premiéres composantes est une fibration localement triviale si
M est sans bord.

On n’appliquera le dernier theoréme que pour £ = n — 1. Une preuve élémentaire
du cas ot k =n — 1 est donnée dans [10].
Notons 7 la projection de I’énoncé du théoréme 1.1.3. La fibre de cette projection
au-dessus du point * = (p1,- -+ ,px) € CH(M) est :

7 Np1, o) = O (M\ P),

n

ol P est 'union des orbites de pq, -+, pr sous l'action de H. Avec ces notations, la
fibration nous donne la suite exacte longue :

cee— 7rl+1Cf_k(M \ P)— mHC’f(M) — 7rl+1C,fI(M) —
— mCHe (M\ P)— — mCH (M) -1

qui est un outil efficace pour calculer les groupes d’homotopie des espaces de confi-
gurations. On termine la section par une proposition sur la connexité des espaces de
configurations :

15



Proposition 1.1.4. Supposons que H est fini. Si M est conneze et de dimension
supérieure ou égale & 2, alors CH (M) est connexe.

Démonstration. Utilisons une récurrence. La proposition est vraie pour n = 1. Sup-
posons qu’elle soit vraie au rang n est montrons qu’elle I'est au rang n + 1. Soit
P = (p1,...,pnt1) et P' = (p},...,pl41) deux points de CI | (M). Notons |P, P'|
I'ensemble des composantes de P et P’ et choisissons un ¢ € M \ H - |P, P’|. On
peut relier P et P’ par des chemins de Cerl(M) aux points (q,p2,...,Pn+1) €t
(q,p%,- -, p;l +1) respectivement. Les deux derniers points appartiennent au connexe
(par hypothése de récurrence) {q} x CH(M \ H - |P,P'|) ¢ CH(M). En effet,
M\ H - |P, P'| est connexe (on suppose que M est connexe de dimension supérieure
ou égale a 2). Ce qui montre la proposition. O

Remarquons que si M est connexe et de dimension supérieure ou égale a 2,
alors I'espace CH(M) est le complémentaire dans M™ de variétés Ni,...,N; de
codimension supérieure & 2. On peut en déduire par des arguments de géométrie que
CH (M) est connexe.

1.2 Espaces de configurations tordus de surfaces

On décrit localement I'action des stabilisateurs relatifs a une action d’un groupe
fini sur une surface. Ceci permet de décrire "localement"” les espaces de configura-
tions tordus des surfaces.

Soit S une surface orientée, compacte, sans bord, munie d’une action fidéle par
difféeomorphismes (conservant 'orientation) d’un groupe fini H. On note S, l'en-
semble des points de S & stabilisateur trivial pour 'action de H sur .S. On suppose
que S\ Sy est fini. On montre que ceci est automatique car H préserve lorientation
(voir remarque 1.2.2).

Proposition 1.2.1. Soit p un point de S. Le stabilisateur H,, de p est un sous-groupe
cyclique de H. De plus, il existe un disque D, autour de p tel que :

1. Le groupe H), agit sur D, cette action est équivalente par un difféomorphisme
ip a l'action par multiplication du groupe un des racines N-iemes de 1 dans
C* sur C, ou N = |H,|.

2. DyN(H-q)=Hp-q, pour q € Dy.

En particulier, pour p un point a stabilisateur trivial, D, ne contient pas deux élé-
ments d’une méme orbite.

Démonstration. Soit m une métrique riemannienne H-invariante sur S (on peut
en obtenir en faisant la moyenne d’une métrique quelconque). Le groupe H,, agit
naturellement par isométries sur 7,5 ; on a donc un morphisme 7}, : H, — O(7},5),
injectif d’aprés la proposition 3.11 de [32]. Plus précisément, H), est inclus dans
SO(T,S) ~ S' car H préserve lorientation. Ainsi, H,, est isomorphe & uy avec
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N = |Hp|. De plus, pour tout disque D, C T},S centré en zéro de rayon r inférieur au
rayon d’injectivité de I'application exponentielle Exp, : T;,S — S, 'exponentielle
établit un diffeomorphisme entre D, et Dy(r) = Exp,(D;). De plus, Exp,, vérifie :

Vh € Hp, Exp, 0 Ty(h) = h o Exp,,

En effet, si v est la géodésique d’origine p et de vecteur v € 1,5, alors h oy est la
géodésique de vecteur T, (h)(v) d’origine h(p) = p. On voit donc que H, agit sur
D,(r) et que cette action est équivalente a celle de puy par multiplication sur D,. Ce
qui montre (1).

Montrons que certains des disques D,(r) satisfont également l'assertion (2). Si le
contraire était vrai, on aurait pour tout k > 1, existence de g, € Dp(%) et gr € H\H,
tels que gx(qx) € Dp(%). Comme H est fini, on peut extraire une suite (g, )i>o de
(qr) k>0 telle que (gg, )i>0 est constante égale & un certain g € H\ H,. Comme (gx, )i>0
tend vers p, en passant a la limite, on trouve la contradiction p = g(p).

L’assertion finale est une conséquence immédiate de (2). O

Remarque 1.2.2. La premiére assertion de la proposition montre que les points
fixés par un élément non trivial de H sont isolés. De plus, [’ensemble des points fizes
d’un élément de H est fermé. Comme H est fini et S est compact, I'ensemble S\ Sy
est fini.

Soit k un entier inférieur ou égal & n et (pgt1,- - ,pn) € CH (S \ (H - Dp)).
Proposition 1.2.3. Soit p € S, N le cardinal de H, et iy, le diffé¢omorphisme de la

proposition 1.2.1 :
1. L’application F}, de C* dans S™ donnée par :

(Ila"' ,l’k) — (/L'p(xl),' o 7ip(xk‘)apk‘+17"' apn)v

induit par restriction une inclusion igg) : CIN(C) — CH(S).
2. En particulier, si H, =1, F}, est une inclusion de Cy(C) dans CH(9).

3. De plus, iz(,k) se restreint en une inclusion ng) L CEN(C*) — CH(S,)

Cela est une conséquence immeédiate de la proposition 1.2.1.

Notons que certains espaces de configurations contiennent des espaces de configura-
tions C4 (C*) non attachés & des points fixes. C'est le cas des espaces C(E), ou
A et E sont comme dans la section 1.1. En effet, on a une équivalence entre I’action
de A sur E et I'action naturelle de g x pg C S* x St sur S x St pour d et d’ bien
choisis. L’injection f: C* — S' x S' définie par :

2im|z|

2o (g eT0D),
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est jg équivariante et induit une injection de Ch*(C*) dans C2(E). D'une maniére
plus visuel, si £ =C / (Z ®iZ), alors I'image de f correspond a I'image de la bande
10, #[xR C C dans E. De méme, on a une inclusion Cp,* (C*) C C2(E). Enfin, des
inclusions similaires existent pour des surfaces de genre supérieur.

1.3 Définition et description de ’espace CS(PL)

On étudie maintenant le cas ott S = P! et ott H est un groupe fini G d’homo-
graphies, ainsi que les espaces de configurations tordus associés (voir section 1.2).
On commence d’abord par un rappel sur les sous-groupes finis de PSLo(C) et leurs
actions. On tire des informations sur ces groupes a partir des sous-groupes de SO3(R).

Le groupe SO3(R) contient un unique sous-groupe C, cyclique d’ordre [ et fixant le
point (0,0,1).

On appelle D; le sous-groupe de SO3(R) engendré par C; et la rotation d’angle m
qui fixe (0,1,0). On peut voir ce groupe comme le groupe des isométries directes
de la partie D; de R?, obtenue comme bord de l'enveloppe convexe des points
(0,0,2),(0,0,—2) et du l-gone régulier centré en 0 ayant (0,1,0) comme sommet
et situé dans le plan {(z,y,0) € R3}. On a trois types de points & stabilisateur non
trivial pour cette action : les sommets du I-gone les milieux de ses arétes et les points
(0,0,2),(0,0,—2). Chaque type constitue une orbite sous l'action de D;. Une face
(triangle) de Dy constitue un domaine fondamental et le quotient D, / D; s’obtient en
identifiant entre eux les points du bord de ce triangle par la symétrie par rapport a
la médiane passant par le milieu du c6té provenant du [-gone.

Les groupes d’isométries directes des polyédres réguliers sont les suivants :

Polyedre Groupe des isométries | Polyédre dual
Tétraédre Ay Tétraédre
Cube Sy Octaédre
Dodécaedre As Icosaedre

Les groupes d’isométries d’un polyédre et de son dual sont les mémes. Décrivons ces
groupes en utilisant le tétraédre, le cube et le dodécaédre. Ces groupes contiennent
les rotations d’ordre 2 autour d’un axe reliant les milieux de deux arétes opposées,
les rotations d’ordre 3 autour d’un axe reliant deux sommets opposés dans le cas du
dodécaédre et du cube ou autour d’un axe reliant un sommet et le milieu d’une face
opposée dans le cas du tétraédre.
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Une partie d’une face avec Sens de la rotation 75 ou S’, Sens de la rotaion 7y 1= rars

A le milieu de SS’ S” et 8" sont les sommets
adjacents & S

Figure 1 : Domaine fondamental et rotations

On peut choisir une rotation r, d’ordre 2 et une rotation rs d’ordre 3 (voir Figure
1) dans le groupe d’isométries permettant d’en donner les présentations suivantes :

Groupe | Générateurs Relations
Ay Ta,Ts r2 =713 = (rers)d =1
Sy TayTs r2 =13 = (rere)t =1
s Ta,Ts 72 =713 = (rers)® =1

Alors 7 := 7,75 est une rotation dont I’axe passe par le centre d’une face (voir figure
1). On a trois types de points a stabilisateur non trivial : les sommets les milieux
d’arétes et les milieux de faces. Le groupe agit transitivement sur les points d’un
méme type. Enfin, le domaine fondamental de I'action sur le polyédre régulier est un
triangle qui est ’enveloppe convexe du milieu d’une face et d’une aréte de la méme
face (voir Figure 1, le triangle F'SS’). Fixons dans R? un polyédre régulier centré en
0 et notons G sont groupe d’isométries directes. Soit S? la sphére de R? de centre 0
et de rayon 1. La projection radiale permet d’identifier le polyédre a S2. Le quotient
de S? par I'action de G s’identifie S? et s’obtient en identifiant les points du bord
de FSS’ par la symétrie d’axe F'A, ot A est le milieu de 5" (Figure 1).

Proposition 1.3.1. Un sous-groupe fini de SO3(R) est conjugué dans SO3(R) a Cy,
Dy pour 1 > 1 ou a l'un des groupes d’isométries directes (g, S4,A5) des polyédres
réguliers.

Ainsi, on a une classification des actions naturelles des sous-groupes finis de
SO3(R) sur S?. Cela va permettre de décrire Paction d’un groupe d’homographies,
sur P!,

En utilisant les deux projections stéréographiques par rapport au plan de ’équateur,
on obtient une identification f : S = PL. Cette identification induit un isomor-
phisme f* entre PSU3(C) et SO3(R). Le couple (f, f*) réalise une équivalence entre,
d’une part S? munie de l'action de SO3(R), d’autre part P! muni de I'action de
PSU;3(C) obtenue par restriction de celle de PSLy(C). En utilisant cette équivalence,
la proposition 1.3.1 se traduit en :
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Proposition 1.3.2. L’action d’un sous-groupe fini G de PSLy(C) sur P! est équi-
valente a l'une des actions suivantes :

1. L’action du groupe p; des racines l-iemes de l'unité (dans C) par multiplica-
tion sur P

2. L’action de Dy ~ p; » (Z/QZ) sur P1, ou y; agit par multiplication et Z/2Z
agit via I’homographie z — %

3. L’action de l'un des groupes des isométries directes d’un polyédre régulier sur
celui-ci, identifié a S% par projection radiale.

L’équivalence est I’équivalence sous [’action de conjugaison dans PSLg(C).

Dans la suite de cette section, on fixe le groupe fini G de PSLy(C) et on pose
(comme dans la section 1.2) P! = {p € P!|G, = 1}. Considérons le quotient de P*
par 'action de G :

Proposition 1.3.3. Le quotient de P! par G s’identifie o P'. L’application quotient
P! — Pl/G donne (pour G # 1) un revétement ramifié qui a deux points de bran-
chement st G ~ p; et 3 trois points de branchement sinon.

Cette application (a automorphisme prés) se restreint en un revétement e : P! —
P\ {0,00} si G~y (I #1), en un revétement mg : PL — P\ {0,1,00} si G n'est
pas cyclique.

Démonstration. Comme G agit d’une facon holomorphe sur P!, la description des
points a stabilisateur non trivial et du domaine fondamental de 'action de G donnée
précédemment permet de montrer la proposition. O

Proposition 1.3.4. Pour tout g € G on pose Fix(g) = {g € P* | g-q=q}. Il existe
une involution at de P! qui commute avec les éléments de G telle que :

1. Pour tout g # 1, Fix(g) est de la forme {p,at(p)} avec p # at(p).

2. 1l existe un sous-ensemble fini X de P' satisfaisant :
(P)°=XUat(X) et G\{l} = U (Gp\{1}),
P

ot (PL)¢ est le complémentaire de PL dans P*.

Démonstration. 1l suffit de montrer la proposition pour G un groupe fini de rotations
de la sphére. Dans ce cadre, 'application at n’est autre que I'antipode de S?. Ce qui
montre (1). L'existence d’un X fini satisfaisant (P1)¢ = X U at(X) est immédiate
a partir de (1). Un tel ensemble satisfait automatiquement la derniére condition de
(2). En effet, si I'intersection G, NG, pour p # q est différente de {1}, alors (1) nous
méne & la contradiction ¢ € {p, at(p)}. Ce qui montre la proposition. O]

Notons que pour G C PSU3(C), l'involution z +— —1/2 satisfait la proposition.
Enfin, certains des faits énoncés précédemment peuvent étre démontrer par des ou-
tils de "géométrie complexe" comme par exemple la formule de Riemann-Hurwitz et
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d’autres résultats.
Passons a l’espace CY(P}) :

Définition 1.3.5. On rappelle que G est firé et que PL = {p € P!|G, = 1}. L’espace
CS%(PL) est l’espace de configuration "tordu" de n points de PL li¢ a l’action de G
(voir définition 1.1.1). C’est l’ensemble :

{($1, T a-’xn) € (Pl)n|xi ¢ G- Zj, pour { 7&] et Gl’z = {1}}
ot G, est le stabilisateur de x;.

L’espace de configuration est naturellement muni d’une action de revétement du
groupe G™ x &,,. En appliquant les prémices de la section 1.1, pour M = P! et
H = G, on obtient :

Proposition 1.3.6. Pour G non cyclique, on a les revétements compatibles sui-
vants :

1. CS(PL) — C,(PY\ {0,1,00}) de groupe d’automorphismes G™,
2. Cp(P\{0,1,00}) — C,(P'\ {0, 1, oo})/(‘Sn de groupe d’automorphismes &,

3. CS(PL) — Cp(P'\ {0,1,00}) /&, de groupe d’automorphismes G™ x &,

et donc la suite exacte :
1= mCS(PL) — m1(Cn(P*\ {0,1,00})/6p) — G™ x &, — 1.

Pour G cyclique (non trivial) la proposition reste vraie si I’on remplace P*\ {0,1, 00}
par P\ {0, c0}.

1.4 Meéridiens et lacets de CZ(S,)

Dans la premiére sous-section, on introduit la notion de méridiens (d’une maniére
adaptée). C’est une classe de lacets libres appelés méridiens. Ensuite on compare les
classes d’homotopie de deux méridiens. Dans la deuxiéme sous-sction, on définit des
lacets de C2(S,) qu'on identifiera & des méridiens. Cette indentification pemet de
décrire l'action de H™ x &,, sur les classes de conjugaison de ces lacets. L’utilisation
des méridiens apparait dans des domaines similaires comme 1’étude du complémen-
taire d’un arrangement d’hyperplan ou I’étude des courbes algébriques. Par exemple,
dans I’étude de l'arrangement correspondant a Cy,(C), Arnold interpréte une tressse
comme méridien ([1]).

21



1.4.1 Rappels de topologie différentielle

On va introduire la notion de méridien. Dans cette sous-section les variétés sont
sans bord sauf mention du contraire. Soit M une variété différentielle connexe orien-
tée et IN une sous-variété de M connexe orientée de codimension 2. On considére
un disque D C M transverse & N tel que D N N est réduit & un point p. Soit

(v3,-+- ,vdimp) une base du plan T, N tangent & N en p compatible avec l'orienta-
tion de N. On oriente D grace a une base (vi,v2) de T D choisie de maniére que
(v1,- -+, vdimp) soit une base de T, M compatible avec I'orientation de M.

Définition 1.4.1. Soit D comme dans le paragraphe précédent muni de l’orientation
ci-dessus. Un méridien m est un lacet m : [0,1] — M qui est une paramétrisation
du bord de D respectant l'orientation. On dira que m est un méridien au-dessus de

D.
Proposition 1.4.2. Soit my et my deux méridiens. Il existe un chemin  de M\ N
tel que my est homotope (a extrémités fizées) a fmaB~" dans M\ N. En particulier,
si my et mg ont le méme point de base x € M \ N, alors my et may sont conjugués
dans m (M \ N, ).

Démonstration. D’abord, on vérifie que le lemme est vrai pour M = R"” x D et
N = R" x {0} avec D un disque centré en zéro : il suffit de montrer que tout
meéridien est conjugué par un chemin a un méridien a valeurs dans {0} x D. Soit m
un méridien paramétrant le bord de D; comme dans la définition 1.4.1. On note ¢
l'unique point d’intersection (transverse) de D; avec N. Notons 7 la projection
naturelle de R™ x D sur {0} x D. L’intersection de D; avec N étant transverse, on

(2)
Vq
une isotopie I : D x [0,1] — Dy qui fixe g et qui envoie Dy dans V;, puis l'isotopie :

sait qu'’il existe un voisinage V;, de q dans D tel que 7y, est injective. En utilisant

(1 —t)x 4t (z), pour z € V, et t € 0,1],

on trouve que m est conjugué par un chemin & un méridien dans {0} x D. Ceci
montre le lemme dans le cas M =R"™ x D et N =R" x {0}.

Passons au cas général. Soit m : V' — N un fibré en disques qui est un voisinage
de N dans M et p un point de N. On peut trouver un voisinage U, de p dans N,
diffecomorphe & RN ot au-dessus duquel V est trivial. On a ﬂfl(Up) ~ RImN o D
et U, s’identifie a RN x {0}.

Tout méridien m au-dessus d’un point de U, est conjugué par un chemin dans M\ N
& un méridien de 7= 1(Up). En effet, il suffit de rétrécir le disque contenant m par
une isotopie. Par conséquent, compte tenu du cas M = R" x D et N = R" x {0},
tous les méridiens au-dessus des points de U, sont conjugués les uns aux autres par
des chemins dans M \ N.

On a donc une relation d’équivalence R sur N donnée par :

TRy <= les méridiens au-dessus de x sont conjugués a ceux au-dessus de y,
dont les classes d’équivalence sont ouvertes. Comme N est connexe, on n’a qu’une

seule classe. Ceci montre la proposition. O
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Corollaire 1.4.3. Deux méridiens sont conjugués dans le groupoide fondamental de
M\ N.

1.4.2 Lacets de CZ(S,) et action de H" x &,

Des lacets de CH(S,) seront définis, puis identifiés & des méridiens. Ensuite, on
décrit I'action de H" x &,, sur les classes de conjugaison de ces lacets dans 71 C(S,).

On voit S comme une surface dans R3 de la maniére usuelle. On oriente S en prenant
la normale vers l’extérieur. Fixons un point Q = (g1, - ,qn) € CH(S,) et posons

|Q| = {q1> e 7Qn}~

Pour 4,7 distincts dans [1,n] et h € H, on choisit un lacet %hj de S, basé en ¢;
et faisant un tour autour de A - g;. On suppose que %hj est le bord d’un disque fermé

D c S, telque DNH -|Q| ={g,h-q;} Enfin, %hj est orienté dans le sens indiqué
dans la Figure 2 (S est orienté).

qi qi

Figure 2 : le lacet 7/, a gauche et le lacet 7/ a droite

Définition 1.4.4. Pour i,j distincts dans [1,n] et h € H, on note :UZ le lacet de
CH(S,) donné par :

h h
xz] = (qla” : 7Qi—17fyij7qi+17"' 7qn>7

ot %hj est comme ci-dessus.

Prenons pour chaque i € [1,n] et p € (S,)¢, un lacet ¥ de S, \ H - |Q|, basé en g;,
qui fait un tour autour de p et qui est bord d’un disque fermé D C S, U{p}\ H -|Q)|.
On suppose que 'yf est orienté dans le sens indiqué dans la Figure 3.

Définition 1.4.5. On définit le lacet 2 de CE (S,) par :

l’f = (Q17"' ,qif1,%p,(ﬁ+1,“‘ ’qn)’
pour i dans [1,n] et p € (Sy)°.

Les définitions de xf] et de 2’ dépendent d'un choix de ;; et d'un 4. En mo-
difiant ce choix, on ne change pas la classe de conjugaison dans 71(CH(S,), Q). On
fixe un choix de ces lacets pour la suite du texte.
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On va identifier les lacets xi‘] et :z:f & des méridiens. Posons :
Iy = ([1,n]* x H) U ([1,n] x (S.)°).

On note N(i,p) I'ensemble des points (x1,--- ,z,) de S™ tels que z; = p et N(i,7,h)
I’ensemble des points de S™ tels que x; = h - ;. On définit, pour a € Iy, les
sous-variétés de S™ :

My,=5"\ U N(B) et Ny=MyNN(a).
BeIly\{a}
L’ensemble N («) est une sous-variété de M («) de codimension réelle deux de com-
plémentaire CH(S,). De plus, M(a) et N(a) sont connexes. En effet, N(a) est
homéomorphe & CH (M) et on peut montrer la connexité de M(a) par des argu-
ments similaires & ceux de la preuve de la proposition 1.1.4.

h
Remarquons que x;;

; est le bord d’un disque de M(i, 3, h) coupant N (i,7,h) en un
unique point : (g1, -+ ,¢i—1, - qj, ¢it1, - ,qn). Cette intersection est transverse. On
munit M (i, 7, h) de 'orientation induite par S™ et on oriente N (i, j, h) de fagon que
x% devienne un méridien pour M = M(i,j,h) et N = N(i,j,h) au sens de la défini-
tion 1.4.1. On fait la méme chose pour que x% soit un méridien au sens de 1.4.1 (pour
M = M(k,q) et N = N(k,q)). Les orientations ainsi définies de M («) et N () sont

compatibles avec l'action de H™ x &,, (H conserve 'orientation).

Définition 1.4.6. Pour a € Iy un lacet m de CH(S,) est dit méridien pour o si m
satisfait la définition 1.4.1, pour M = M(a)) et N = N(«) orientée comme ci-dessus.
Proposition 1.4.7. Soiti,j € [1,n], h € H, p € (S,)¢ et k € [1,n].

h

1. Tout méridien pour (i,j,h) est conjugué par un chemin au lacet Ty
méridien pour (k,q) est conjugué par un chemin a x%.

et tout

2. Soit v un méridien pour (i,j,h) basé en Q' et S un chemin de Q a Q'. Le

lacet ByB~1 est conjugué a J},Z dans 71 (CH(S,), Q). On a un résultat analogue

q
pour .

Démonstration. Le premier point est une conséquence de la proposition 1.4.2 et le
second est une conséquence du premier. O

On a vu (section 1.1, prendre M = S,) que I'action de H" x &,, sur CH(8S,)
permet de construire une suite exacte courte :

1= mCH(S) = 7™ (Cn(S:/H)/G,) = H" x &, — 1. (1.1)
Fixons une section ensembliste s de cette suite. On définit :
f:H" %6, — Aut m (CH(S,),Q) (1.2)

qui & z € H" x &,, associe est la conjugaison par s(z) notée f,.
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Proposition 1.4.8. Soit h = (h1,...,h,) € H", 0 € &, et i,j € [1,n]. On a les
équivalences :

hihh! .
ff(xfbj) ~ .’L'” ! ) f7($f> ~ 'x?l pv
fo@ih) ~ 20wy 0 Folal) ~ ),

ot ~ désigne la relation de conjugaison dans w1 (CH(S,),Q) et f est Uapplication de
(1.2) du paragraphe précédent.

hihhy !
(]
multiplication dans 7§™"C,(S./H) (voir section 1.1), on a que :
fa@l) =y(hoal)y ™,

Démonstration. Montrons que fh(x?j) ~ T . En appliquant la définition de la

ol 7 est un chemin reliant @ a h - Q. Remarquons, que h o xz est un méridien pour
g1
b a2

g ij (voir

N(i, j, hihhgl) et donc il existe un chemin v/ qui conjugue h o x
proposition 1.4.7). Ceci montre que

h hihh ! _1
fu(aiy) = (0 zy 7 ()

R : h hihhy ! .

et donc établit la relation fb(xij) ~ x;; 7 . On montre les autres relations de la

proposition d’une fagon similaire. O

1.5 Groupe fondamental des espaces de configurations
de surfaces

On montre dans la section 1.5.1 des relations quadratiques dans m; C(S,) entres

des conjugués des lacets du type xZ et a:Z définis dans la section précédente. Dans la
section 1.5.2, on introduit d’autres lacets de C’f (S4), puis on montre que ces lacets
avec les lacets du type az?j, wi engendrent le groupe fondamental de C(S,).
On commence par un rappel sur le groupe fondamental de C,,(C). Fixons (1,2, -+ ,n)
comme point de base de C,,(C) et notons 71 C,(C) le groupe fondamental de C,,(C)
pointé en (1,--- ,n), pour simplifier. Pour ¢ < j des entiers de [1,n], on note a;; le
lacet de C,,(C) qui est constant sur les composantes k, pour k # i et dont la i-éme
composante est donnée par le lacet de la Figure 3. Notons que le lacet x}j obtenu en
"adaptant" la définition 1.4.4 a C,,(C) est conjugué au lacet a;; de ce paragraphe.

—e
@.;
e

Figure 3 : i-éme composante de a;;
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Théoréme 1.5.1. [2] Le groupe mC,,(C) est le groupe engendré par les lacets a;;
(pour 1 < i < j <n) soumis aux relations :

1. (aij, ar) = (aq, aj) = (aik,ai_jlaﬂaij) =L,pourl<i<j<k<l<n.

2. (aij, airajr) = (@i, aijair) = (Qik, ajrai;) = 1, pour 1 <i < j <k <n.
Ceci est une présentation de 7 Cp(C).

Les présentations des groupes mCy,(S) , pour S une surface sont connues. On
peut en trouvé dans [5] [6] ou [3]. Ce groupe est aussi appelé le groupe de tresses

pure de la surface. Dans le cas tordu, le groupe fondamental de 7 Ch*(C*) est étudié
dans [10] et [14].

1.5.1 Relations entre éléments de m,C2(S,)
On va établir des relations "quadratiques" entre les lacets du type :UZ et l‘i dans
71 CH(S,) définis dans la sous-section 1.4.2.

Pour K un groupe et ay,...,a,4s des éléments de K, on emploie I'expression

(a1’ T ’ar ) ar—l—l’ T ’ar—&—s)* =1,

pour dire qu'il existe un conjugué a; de a; (i € [1,7 + s]), tel que le commutateur :

/ / / !
((11 Ay Qpgq ar+s)7
vaut 1 dans K.

Remarque 1.5.2. Rappelons que les lacets x?g et xﬁ définis dans la sous-section
1.4.2 dépendent d’un point de base Q € CH(S,). Si certains de ces lacets, disons

X1, , Tpys, Satisfont la relation :

(m1|...|$r’ xr+1|‘$r+s)* — 1’

dans 71 (CH(S,), Q). Alors, les analogues des x; basés en Q' satisfont la méme rela-

tion dans 1 (CH(S,),Q").
Proposition 1.5.3. On a les relations :
(12, x13]223)« = 1, pourn >3,

(z12,@34)« =1, pourn >4,
1

dans 1 CH(S,), o x;; désigne Ty

Démonstration. Dans la proposition 1.2.1, on montre que pour chaque p € S,, on
(k)

a une inclusion ¢, : C — D, C 5. Cette inclusion induit des inclusions ¢’ entre
espaces de configurations (proposition 1.2.3). Supposons que n > 4. On choisit un
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p € S« ce qui donne une inclusion 11(7 ) : O4(C) — CH(S,) (proposition 1.2.3). D’aprés

le théoréme 1.5.1 :
(159 (a12), 35" (a34)) = (i (a12), i (a13)ilP (ans)) = 1,

ot les a;j sont définis au début de la section. Or, z'](34) (a;j) est un méridien pour (i, 7, 1)

(4)

et donc il est conjugué au lacet a: - qui admet 4, ’(1,2,3,4) comme point de base
(d’apreés la proposition 1.4.7). Par consequent

(x12, 234) = (T12, T13]T23) = 1,

dans 71 (CH(S,),i s )(1 2,3,4)). La remarque 1.5.2 prouve que ces relations sont
vraies pour un point de base Q € CH(S,) quelconque. Ce qui montre la propo-
sition pour un n > 4. Les égalités de la proposition sont vraies pour les x;; basés

en zz(fl)(l, 2,3,4) (voir théoréme 1.5.1). On traite le cas n = 3 de la méme fagon en

utilisant i;g) . O

Soit ¢ = = 47 on pose :

= SE 0._ .0 0._ .0
aij(k) =23, , aj:=xz7 et ay:=ux;,

ol {L‘g;, 2 et 29 sont les lacets de Ch(C*) = CH'(PL) basés en (2,1) comme dans les
définitions 1.4.4 et 1.4.5.

Lemme 1.5.4. les relations :

1. (a12(0)] -+ lar2(l = 1)]ag, af)« = 1,

2. (a12(0)] - - |ara(l = 1)[af]a3, a12(0)). = 1,
sont satisfaites dans w1 (CH'(C*), (2,1)).

Démonstration. Pour k € [1,1] et i € [1,2], on choisit un a},(k) conjugué a aqa(k)
et un @/ conjugué a a tels que af) est égal a (2,71) et

B = d15(0)at(1) - - aja(N — 1)af
est égal & (7y2,1), ot 1 et 72 sont représentés dans la Figure 4 :

J2
71

Figure 4 : Les lacets 1 et 72
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Les lacets 3 et a}(0) ainsi choisis commutent dans 1 (C5'(C*),(2,1)). En effet,
ils sont & image dans Im(y1) x Im(y2) C C§'(C*) qui est un tore et donc de groupe
fondamental abélien. Ce qui montre (1). Montrons (2). Soit Hy : [0, 1] x [0,2] —
CH'(C*) une homotopie, a valeurs dans C5'(C*), entre ai2(0)* et *aj2(0), ou * est
le lacet constant comme dans la figure 5 (quitte & conjugué a12(0)).

1 2 1 2
\. =
1 2 1 2 t=2

Figure 5 : Graphes en fonction du temps de Hy(0,-) (gauche)
et de Hy(1,-) (droite)
L’homotopie tordue H : [0,1] x [0,2] — CHY(C*) définie par :

H(S, t) _ 6—22'7r(8-‘1-15)1_[1’2](S-Hf)_lglo(s7 t),

ou Zj; 9) est l'indicatrice de I'intervalle [1,2], est une homotopie entre H(0,-) =
a12(0)ac et H(1,-) = aa12(0), ou « est défini par :

aft) = (2e72 72 pour t € [0,1].

Or, a est homotope a Bay. Ce qui montre (2). O

Les relations du lemme 1.5.4 ressemblent aux relations :

(Xo2212(0) - - z12(N — 1) Xo1, 212(0)) = (Xo2212(0) - - - 212(N — 1) Xo1, Xo2) = 1

de la proposition 1.1 de [11].
Proposition 1.5.5. Pour p € (S,)¢, on note [ le cardinal de H,. Pour h un géné-
rateur de H,, on a les relations suivantes :

L (alplefy| - fafy " |af, ah)s = 1,

2. (aBlatalaty] oty "t ady)e = 1,
dans 71 (CH2(S,), Q).

Démonstration. Dans la proposition 1.2.1, on montre que pour chaque p € (S)€, on
a un difféomorphisme i, : C — D, C S compatible avec I'action de H, sur D, et
celle de pu sur C. On note ¢, : uy — H)p I'isomorphisme induit par ;. 'application
ip permet de construire une inclusion 51(,2) : CEN(C*) — CH(S,) associée & p (pro-

position 1.2.3). Les images des lacets a12(k),a(1) et ag par %1(92) sont respectivement
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des méridiens pour (1,2, ¢,(¢¥)), (1,p) et (2,p). Donc, les lacets 51(,2) (alg(k)),fl(f) (ad)

et 5,(32)(6%) sont respectivement conjugués dans m(c,{f(s*)jf)(l, 2)) a xfé’(ok,x’f et
zh (Cf. proposition 1.4.7). Par morphisme, les relations du lemme 1.5.4 donnent les
relations de la proposition pour h = ¢,({) et Q = 5;2)(1, 2). Ce qui montre la propo-
sition pour un ) quelconque (voir remarque 1.5.2) et h = ¢,(¢). Comme les relations
ci-dessus sont "a conjugaison prés", elles sont vraies pour un générateur quelconque

de H),. Ce qui montre la proposition. O

Proposition 1.5.6. Soit p et q deux éléments de (Si)¢ n'appartenant pas & une
meéme orbite.
Pourn>2, (af,29), =1,

et pourn >3 (2], 233). = 1,

dans m (CH(S,), Q).

Démonstration. D’apreés la remarque 1.5.2, il suffit de montrer ces relations pour un
point de base au choix. Soit D, et D, les disques de la proposition 1.2.1 correspondant
respectivement a p et g. On choisit un point de base Q = (q1,...,qn) avec q1 € D\
{p} et q2,...,qn € Dy \ {q}. On peut supposer (quitte a effectuer une conjugaison)
que la premiére composante v} de z} est dans D, et que la deuxiéme composante
de 7§ (resp. 7a3) de xd (resp. de z1;) est dans D,. Comme D, N H - D, = () (quitte
a rétrécir les disques) les relations ci-dessus sont satisfaites. O

Les trois derniéres propositions permettent de montrer :

Proposition 1.5.7. Soit h, h' deux éléments de H, p et q des points de (Si)¢. On a
les relations suivantes dans T1CH(S,) :

1. Pouri,j,k,l distincts dans [1,n] :
ho R
(J:ijvxkl)* =1

2. Pouri,j, k € [1,n] distincts :

ho o hh' R h
(235, T |T5g)« =1 et (2}, 7). = 1.

3. Pouri,j distincts dans [1,n] :

(al). =1,  si q¢ H-p.

4. Pour g un générateur de Hy, :

hih hg'=1| h- hy h hg'=1| h- h
(xij|xi]g| T ’xz‘jq |z; paxﬁ)* = (xij‘xijq‘ T |$z‘jq |z; Plal i) = 1,

ou | est le cardinal de Hy et i,j sont distincts dans [1,n].
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Démonstration. Rappelons que dans la sous-section 1.4.2, on a introduit 'applica-
tion f : H" x &,, — Autm(CH(S,), Q) (voir 'équation (1.2)), puis on a décrit, dans
la proposition 1.4.8, 'action induite par f sur les classes de conjugaisons des lacets
x?j et xi. On utilisera, dans cette preuve, les résultats de la proposition 1.4.8 sans le
mentionner. Pour un élément y € H, on note y; I'image de y par l'inclusion naturelle
de H dans H™ qui envoie H sur la i-éme composante.

On a montré (propositions 1.5.3 et 1.5.6) que :

($12,x34)* =1 (A) («T127$13|$23)* =1 (B)
(@, 235) =1 (C) (21,23). =1 (D)

En considérant I'image de la relation (A) par fj,, ny» on trouve la relation :

(a2 =1 (4)

La premiére relation de la proposition s’obtient comme image de (A’) par f,, ot o
est une permutation qui envoie 1,2, 3,4 respectivement sur ¢, j, k, [.

Soit ¢’ une permutation qui envoie 1,2, 3 respectivement sur i, j, k. L'image de (B)

par fyip, (ny)-1 donne la relation (azfj, x%‘/b:;l,;)* = 1 et 'image de (C) par f,p, donne

la relation (2%, x;‘k)* = 1. Ce qui montre la deuxiéme relation.

La troisiéme relation est I'image de (D) par f, oi T est une permutation qui envoie
1 sur i et 2 sur j.

Enfin, si on note g le générateur de H, dans les relations de la proposition 1.5.5,
puis on regarde 'image de ces relations par f;,, on trouve la relation :

hi.h hg'—1 hi h hal—1 h
(xij’xijg’ T ‘xijg !vaxﬁ)* = (xf’xﬂ%ﬂxiﬂ T |5Uijq 7xz’j)* =1

Ce qui montre la proposition. O

1.5.2 Générateurs de m,CH(8S,)

On définit des lacets de m CH (S,), puis on montre que ces lacets avec ceux des
définitions 1.4.4 et 1.4.5 engendrent le groupe fondamental de C(S,). On donne
aussi des relations entre ces générateurs.

Si S est de genre m le groupe fondamental de S admet comme présentation :
(a1, ... Gm,b1 ..., byl(a1,b1) - (Gm,bm) = 1),

ot les a; et les b; sont les générateurs classiques.
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On rappelle que Q € CH(S,) est le n-uplet (q1,--- ,qn) et que |Q| désigne I'ensemble
{q1,"** ,qn}. Pour i € [1,n], on choisit pour chacun des a; un lacet représentant ~!
basé en ¢; et pour chacun des b; un représentant 'yf-+m basé en ¢;. On suppose que
les 7! et les %Hm (I € [1,m]) sont a images dans (Sx \ H - |Q|) U {qi}.

Définition 1.5.8. Pour i dans [L,n] et | dans [L,m], on note al et bl les lacets de
CH(S,) donnés par :

(J/Zi = (q17"' 7%—177@47(11‘4'1’. o ,Qn)7

bi = (Q17'” 7Qi—177£+m7Qi+17' o 7qn)7

0w les 7! et les 41T

i sont les lacets de S du paragraphe précédent la définition.

Proposition 1.5.9. 1. Le groupe fondamental de CH(S,) relatif au point Q est
engendré par les lacets :

h

ij |2

-z pour (i,7,h) € [1,n]* X H avec i > j,

o pour (i,p) € [1,n] x (S.)°,

al, bl pour (i,1) € [1,n] x [1,m)],

177
qui sont définis dans 1.4.4, 1.4.5 et 1.5.8. Le résultat reste vrai si on remplace
les acilj (pour i > j) par les x’kLl pour k < 1.

2. Les lacets xZ et :L‘?[l sont conjugués dans 71 (CH(S,), Q).

3. Fizonsi € [1,n]. Il existe une bijection o; de l’ensemble [1,r], dans l’ensemble
{wli € Munl,he H,j # i} U{aflp € (8.)°,
telle que le produit :

(ahB1) -+ @ B e(1) - (),

R i Y

soit trivial dans w1 (CH(S,), Q) (quitte & imposer la bonne orientation aur al
et bl).

Démonstration. On va montrer le premier point (pour les a:g avec ¢ > j) en utilisant
une récurrence. Pour n = 1, Pespace CH(S,) est tout simplement S, et donc les 7,
les aﬁ et les bll engendrent C’fl (Sx). Supposons que la proposition est vraie jusqu’au
rang n — 1 et montrons qu’elle est vraie au rang n :

Notons 7 la projection de CH(S,) sur CI | (S,) du théoréme 1.1.3. On sait (théoréme

1.1.3) que 7 est une fibration de fibre :
Flbn = {(Qb aanlax) € S:}|CC ¢ H - qi, i< n}a
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au dessus de 7(Q). Le groupe fondamental de Fib,, est engendré par les lacets
xh,al, bl et les 2. (i < n,h € H,l € [1,m]). D’autre part, Les x?j,xz,bﬁg, pour
i >j >mnk >netl € [1,m] sont envoyés par m sur des lacets analogues de
CH | (S,) qui eux engendrent 71 (CH | (S,),7(Q)). Enfin, on a la suite exacte de la
fibration :

.o = mFib, » mCH(S,) - mCHe [(5,) =1,

h

et donc le point (1) (pour les Ty avec i > j) n’est qu'une conséquence du fait sui-

vant : soit K i> G % H une suite exacte de groupes et X une famille de G qui
engendre un groupe contenant f(K), si g(X) engendre g(G), alors X engendre G.
On montre le cas ot les xZ (pour ¢ > j) sont remplacés par les :n’,;”l pour k < [, d’'une
fagon analogue en utilisant la projection de de CX(S,) dans CH | (S,) sur les (n—1)
derniéres composantes. Ce qui prouve (1).

L’assertion (2) est vraie car les deux lacets I’Z et 1:;?;1 sont tous les deux des méridiens
pour (i,7,h). La troisiéme assertion s’obtient en observant la fibre de la projection
de CH(S,) sur CI |(S,) obtenue en oubliant la i-éme composante. Ce qui montre
la proposition. O
Remarque 1.5.10. On peut définir les lacets x?j,bé et 2 de la méme fagon pour
CH(S). Sauf que les x¥ sont homotopes au lacet trivial dans CE(S). De plus, la
proposition 1.4.8 est vraie pour CH(S); la preuve est similaire a celle dans le cas
de CH(S,). Enfin, CH(S,) s’obtient en retirant des sous-variétés de codimension
2 a CH(S). On montre donc que i : mCH(S,) — mCH(S) est surjective. Par

conséquent, on obtient que les lacets de type m?j, aé et bé engendrent mC’,IL{(S).
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Chapitre 2

Connexion sur ’espace de
configuration C(PL)

On commence ce chapitre par une section de rappels succint sur la connexion de
Knizhnik-zomolodochikov (|20]) et de sa variante cyclotomique. La section 2.2 est
consacrée a la notion de "connexions formelles". Ensuite, on introduit (section 2.3)
pour chaque sous-groupe fini G de PSLy(C) et Z C P! stable sous I’action de G par
homographies sur P!, une algébre de Lie p,,(Z) (définitions 2.3.3 et 2.3.4). Ceci définit
I'algébre de Lie p,,(G) de I'introduction qui est I’algébre p,,(Z), pour Z = (P1)¢. On
décrit aussi une action de G™ x &,, sur p,(Z). Dans la section 2.4, on construit
une connexion formelle sur C (P! \ Z) & valeurs dans p,(Z), on montre que cette
connexion est plate, on établit une équivalence entre certaines de ces connexions, puis
on calcule les composantes de degré zéro et un de la représentation de monodromie
des lacets xfj et xﬁ définis dans le premier chapitre. La connexion ainsi obtenu sur
C%(PL) est appelée la connexion KZ, associée a G; c’est la connexion de type KZ
sur C%(PL) citée dans I'introduction. Dans la derniére section (2.5), on donne une
réalisation de la connexion KZ,, associée & G : étant donné une algébre de lie g munie
d’une action de G et d’un 2-tenseur symétrique ¢t € S?(g)? qui est G-invariant, on
construit une connexion sur un fibré au-dessus de C(IP1) dont la fibre est un espace
vectoriel provenant de certains modules liés & g; cette connexion "provient" de la
connexion universelle KZ,, associée a G.

2.1 Connexion KZ et variante cyclotomique

On donne un exposé succint sur les connexions de Knizhnik-Zamolodchikov (voir

aussi [21] et [18]) et des variantes cyclotomiques de ces connexions qui apparaissent
dans [11] et [17].
Soit g une algébre de Lie. Rappelons que si Vi,...,V, sont des g-modules, alors

le produit tensoriel Vi®...®V,, posséde une structure de g-module naturelle donnée
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par :
n

z-(01® - Quy) = Zm@ C QU1 R(T - ) QU ® - - @,
i=1
pour z € g et v, € Vi, (k € [1,n]).

Cette structure provient d’une itération du coproduit A : Ug — UgRUg :
(ARIA® - --®id) o -+ - o (A®id) o A,

ou Ug est I'algébre enveloppante de g. Ainsi, une algébre de Lie g agit naturellement
sur S?(g), 'ensemble des 2-tenseurs symétriques sur g. Un élément v d’un g-module
V est dit g-invariant si - v = 0, pour tout x € g. L’ensemble des g-invariants de V'
est noté V9. Donc, les g-invariants de S%(g) est 'ensemble :

S5%(g)? = {t € S*(g) | Vz € g, 1@z + z®1,t] = 0}.
Pour t € g®g et i,j des entiers distincts de [1,n], on note ¥ I'image de t par le
morphisme g®g — Ug®" qui envoie la premiére copie de g sur la i-éme copie de Ug
et la deuxiéme copie de g sur la j-éme copie de Ug.
Définition 2.1.1. Soit V4,---,V,, comme ci-dessus, t € S*(g)? et d la différentiel

extérieur sur Cp(C). La connexion de Knizhnik—Zamolodchikov (ou connezion KZ)
est la connexion :

sur le fibré trivial C,(C) x (V1®...®V,) au dessus de C,(C) avec h un parametre
complezxe.

En considérant & comme une variable et en remplacant V1 ®...®V,, par le C[[A]]-
module (V1®...®V,)[[A]], on obtient une version de cette connexion sur des modules
topologiques.

La connexion de Knizhnik—Zamolodchikov est plate. On prouve la platitude de cette
connexion en utilisant les identités :

-t = tJ% pour i, j distincts dans [1,n),
- [t¥,t%] = 0, pour 4, j, k, [ distincts dans [1,n] ,
- [t¥9,t% + /%] = 0, pour i, j, k distincts dans [1, 7],
satisfaites par ¢ et la relation attribuée des fois & Arnold ([1]) :
wij N Wik + Wik N\ Wii + Wi A\ Wiy,

pour 1, 7, k distincts et ot wy, = dii:%.
m

Les identités satisfaites par le 2-tenseur ¢t € S2(g), motivent la définition de I’al-
gébre de Lie :
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Définition 2.1.2. L’algébre de Kohno-Drinfeld (sur un corps k) est lalgébre de
Lie graduée engendrée par les élements tY, pour i,j € [1,n] distincts, soumis auz
relations :

1. Pouri,j distincts dans [1,n] : t¥ = )%,
2. Pour i, j, k,1 distincts dans [1,n] : [t7,t*] = 0.
3. Pour i, j, k distincts dans [1,n] : [t7, % +t7¥] = 0.

Ces relations sont appelées relations de tresses infinitésimales. Le degré de tY est
égal & un.

Cela suggére aussi de construire une version universelle de la connexion KZ qu’on

verra dans la section 2.2.

Pour Vi = --- =V, = V, la connexion KZ, est &,-équivariante et induit une
représentation de monodromie :

P’ i m(Ca(C)) = GL(VE([A]])

Le groupe 71 (C,,(C)) est le groupe By, des tresses a n brins. Cette représentation se
construit algébriquement & 'aide de ’associateur de Drinfeld.

Il existe une version cyclotomique de la connexion KZ, elle apparait dans [11] et
[17]. Décrivons briévement cette connexion :

Soit ¢ un automorphisme d’ordre N d'une algébre de Lie g et t € S?(g)? un 2-
tenseur invariant par o. Soit Vg un gZ-module est Vi, --- |V}, des g-modules.

La variante cyclotomique de KZ, (pour o) est la connexion sur le fibré trivial
CHN (CX) x (VoW @ -+ - @V, [[h]]) au-dessus de CHY (C*), donnée par :

d—=> " Y TPdlog(z)+ Y (o"®1)(t)7dlog(z; — (fyzy),

i€n a€[1,N] jlizi

ott TV = (0°®1)(t)" + 3(0°®1)(t)", (N = e N" et d est la différentille extérieure
de CHN(C*).

Pour V4 = --- =V, =V, la connexion est ufy x &, équivariante, elle induit donc
une représentation de monodromie :

P+ T (CHN (CX) [l % &) = GL((VoVE™)[[A]).

L’espace CH™ (C*) /'y % &, est bihlomorphe & Cy,(C*) /&y, et sont groupes fonda-
mentale est isomorphe au groupe B} des tresses & n brins d’un anneau. Le groupe
B} est un sous-groupe de B,,, une présentation de B} est donnée dans [34]. Un as-
sociateur cyclotomique qui permet de construire la representation an’ ff
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Notons que [11] développe dans des analogues cyclotomiques de plusieurs aspects
des travaux de [13]. On trouve aussi dans [3] un analogue cyclotomique du théoréme
de Kohno-Drinfeld.

2.2 Connexions formelles

Dans cette sous-section, On passe en revue certaines notions sur les connexions
formelles : définition, platitude, existence de solutions et représentation de monodro-
mie.

On considére X une variété complexe et A une C-algébre compléte unitaire gra-
duée (connexe) : A = [[,>qAx telle que Ag = C, A - Aj C Apqy pour k,l € N
et que les composantes homogénes soient de dimension finie. L’algébre A est sup-
posée munie de la topologie produit. On note Q°(X) l'algébre des formes holo-
morphes sur X et Q°(X)®A la complétion de I'algebre Q°(X)®c A pour la filtration
{Q*(X)®cAsk >0 (on note Asy, = [],,5x An). On notera A le produit de Q°(X)®A.
On se donne aussi une 1-forme holomorphe sur X a valeurs dans A>; (i.e un élément
de Q'(X)®A), qu’on notera w.

Définition 2.2.1. Soit X, A,w comme ci-dessus et d la différentielle extérieure sur
X. On dit que w est une connexion formelle sur X, a valeurs dans A. Cette connexion
est dite plate si (d®ids)(w) —w Aw =0

Exemple 2.2.2. L’algébre de Kohno-Drinfeld (sur C), t,, de la définition 2.1.2 est
graduée et donc son algébre enveloppante Ut,, est aussi graduce. Notons Ut,, la com-
plétion de UL, pour le degré. La 1-forme :

odz
> ot

zZ
1<i#j<n "

ol tY sont les générateurs de t,, est une connewion formelle sur Cy,(C), & valeurs
dans I;{tn. Cette connexion est la version universelle de la connexion KZ. Il existe
aussi une version universelle de la connexion KZ cyclotomique (voir [1/]), elle ap-
parait dans la section 2.4.

Théoréme 2.2.3. Soit w' une connexion formelle sur V, a valeurs dans A et v un
point de V. Si w est plate et V' est simplement connexe, alors [’équation :

(d®idA)F =W A F,
d’inconnue F € Q°(V)RA, admet une unique solution dans Q°(V)®A, a condition

initiale fivée (F(v) = f € A). Si f est inversible dans A (f € A*), alors F est a
valeurs dans A*.
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Démonstration. Pour alléger les notations on remplacera d®id4 par d. La condition
sur la forme w’ se traduit par :

dw), — Z w; Awl, =0, pour k >0,
l+m=k

ol wj, désigne la composante homogéne de degré k (selon A) de w’. Notons Fj, la
composante homogéne de F' de degré k. L’existence d’une solution de I’équation
dF = W' A\ F, est équivalente a I'existence de composantes homogeénes Fj, tels que :

dFy = > wjAFp, Fi.(v) = fr (2.1)
l+m=k

On va montrer l'existence de ces composantes par récurrence. Au rang zéro, Fy est
solution de dFy = 0, comme ' est & valeurs dans A>j, et donc Fy est une constante.
Supposons les composantes jusqu’au rang k—1 construites. Calculons la différentielle,

qui ne dépend pas de Fj, (comme wj = 0), de la forme Y wj A Fp, :
l+m=k

d( D wiNFp)= > ((dwh,) A Fp—pn — why A dFj_yp)

l+m=k 0<m<k
= Z (dw;n) N Fy_m — Z w;n VAN Z wz N Fy_m_i
0<m<k 0<m<k 0<Ii<k—m
= Z (dw!, — Z wiy Awp) A Fy_g = 0.
0<s<k l+m=s

Cette derniére forme est donc fermée et donc exacte d’aprés le théoréme de De
Rham, car V est simplement connexe (on utilise que les composantes homogénes
sont de dimension finie). D’o1, I'existence et ['unicité d’une solution Fj, de (2.1). On
vérifie que Fj, satisfait les conditions de Cauchy-Riemann. Cela montre 'existence
et I'unicité de solutions dans Q°(V)®A. Le début de la récurrence montre que la
composante de degré 0 de F' est une constante égale & la composante du méme degré
de la condition initiale f et donc F' est inversible si et seulement si la condition
initiale 'est, ce qui montre le théoréme. O

Pour B une algébre de Hopf compléte (au sens de la définition 3.1.4, chapitre
3) de coproduit A, on note P(B) = {a € B|A(a) = 1®a + a®1} I'ensemble des
primitifs de B et G(B) = {a € B|A(a) = a®a, a € B*} I'ensemble des éléments
diagonaux de B.

Théoréme 2.2.4. Soit w' une connexion formelle plate sur V, a valeurs dans A,
ou V est simplement connexe. Supposons de plus que A est une algébre de Hopf
compléte, que W' est & valeurs dans P(A) et que la condition initiale de l’équation
(d®idA)F = W' A F est dans G(A). Alors la solution F du théoréme 2.2.3 est
valeurs dans G(A).
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Démonstration. On rappelle que A est le produit de I'algébre Q'(V)@A, on notera -
le produit de P'algébre Q°*(V)®ARA. En utilisant la multiplicativité de A on obtient :

[(dRid45.4) © (idae(v)DA)](F) = [(idae (1) ®A) o (dBid 45,4))(F)
= [idgs(v)®A] (W' A F)
= [idge (1) @A](W) - [idos (1) DA](F).

Pour S € Q*(V)®A on note S'? I'image de S par application qui associe & a®b €
Q*(V)®A I'élément a@bR1 € Q*(V)®ADA. De méme, on définit S'3 comme I'image
de S par a®b — aR1RXb.

Calculons la "différentielle” de F12. 13 .

(dBid 15,0) (F'2 - F%) = [(dBid 45,0) (F'2)] - F* + F' - [(dBid y5,)(F)]
(w /\F)12 F13+F12 (OJ,/\F)IS
( )12 F12 F13 ( )13'F12‘F13,
= idge(1)@A(W') - (F?- F'?),

car [Q0(V),Q°(V)] = 0 et ' € Q*(V)®P(A). Ces calculs montrent que (idge 1) @A)](F)
et F12.F'3 vérifient une méme équation différentielle. Or, on suppose que la condition
initiale de I'équation (d®ida)F = w' A F est de type groupe. Donc, (ion(V)®A)(F)
et F12. F'3 coincident au point oil on fixe la condition initiale. Le théoréme 2.2.3
nous dit que (idg.(v)®A)(F) = F12. F13 Donc, la solution F est & valeurs dans
G(A) (F est aussi inversible). O

Dans la suite de cette section, on se donne une connexion w comme dans la
définition 2.2.1. On note r : X — X un revétement universel de X. On suppose
que w est plate. Par conséquent, la connexion r*(w) sur X a valeurs dans A une
connexion plate sur un espace simplement connexe. On est dans le cadre du théoréme
2.2.3. Etant donné un point g de X, I'équation dF' = r*(w) A F, F(z¢) = 1 admet
donc une unique solution qu’on notera F'(-, xg).

Proposition 2.2.5. Soity,v1,v2 € m (X, r(x0)). On fait agir m1 (X, r(x0)) & gauche
sur X, via le morphisme de monodromie du revétement. On a les égalités suivantes :

1. F(y-z,v y) = F(z,y).
2. F(z,y)F(y,z) = F(x, z).
8. F((m72) - %o, 20) = F (72 - xo, 20) F(71 - %o, Zo)-

Démonstration. Montrons d’abord la premiére égalité : tirons en arriére par v (vu
comme automorphisme du revétement 7 : X —» X ) 'équation satisfaite par F'(x,y-
7). On obtient que dF(y - z,v-y) = v*(r*(w))F(y - z,7 - y). Comme v est un
automorphisme de revétement, 7 oy = r et donc les deux membres de (1) satisfont
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la méme équation différentielle. D’autre part, les deux membres sont égaux pour
x = y. L’égalité (1) est donc une conséquence de 'unicité de solutions. La deuxiéme
égalité est vraie pour z = y. La différentielle, par rapport a x, du membre de gauche
de (2) est : d(F(z,y)F(y,2))) = (r*(w)F(x,y))F(y,z). Par conséquent, les deux
membres de (2) vérifient la méme équation différentielle. Comme pour (1), 'unicité
de la solution donne (2). Le troisiéme point est obtenu en utilisant les deux premiers :

F((m72) - %0, 7o) = F'((7172) - T, 71 - w0) F'(71 - 20, 20) = F(y2 - w0, 0) F' (71 - 20, 20),
ce qui montre (3) et achéve donc la démonstration de la proposition. O
Ceci permet de définir pour un point zg € X , une de monodromie de w :
Proposition-Définition 2.2.6. On suppose que w est plate. Soit z¢ un point de X.
1. L’application :
Pzo : T1(X,7(x0)) — 14+ A>;
7 — F(’Y *LQ, IO)

est un anti-morphisme de groupes.

2. Si A est une algebre de Hopf compléte et w est a valeurs dans P(A), alors py,
est a valeurs dans G(A).

3. L’anti-morphisme p,, est appelé représentation de monodromie associée a T
de la connezion w.

Démonstration. Le fait que p,, est un anti-morphisme est une conséquence de (3) de
la proposition 2.2.5. Le deuxiéme point est une conséquence de la proposition 2.2.4
et du fait que F(x,z9) = 1 par hypothése. (3) est une définition. O]

2.3 Les algébres de Lie p,(Z) et p,(G)

Le but de cette partie est d’associer & un groupe fini de PSLy(C) et un entier n
des algebres de Lie graduées qui sont des variantes des algébres de Kohno-Drinfeld
(Définition 2.1.2).

Les variantes cyclotomiques de la connexion KZ sont sous forme universelle (connexion
formelle) dans [11]. Elle sont a valeurs dans les algébres de Lie :

Définition 2.3.1 ([11]). Pour n et N des entiers. L’algébre de Lie t, y(k) est la
k-algebre de Lie graduée engendrée par les éléments de degré un : les th (i € [1,n])

et les t9(¢) (i,7 € [1,n],i # j,C € un) ; soumis aux relations :
Q) =", IOt th+ Ly 17 =0
[t th + Yy BN =0, pouri,j€[l,n),i#j et C €y
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et les relations :
[t (¢), t*(¢)] =0 . siid,j,k, 1 sont distincts dans [1,n],
[t9(C), tF(¢) + R (¢ =0 ,  sid,j,k sont distincts dans [1,n],

avec ¢, (' € un.

Dans la suite G est un groupe fini de PSL2(C) qui agit naturellement par homo-
graphies sur P'. On rappelle que P! est I’ensemble des points de P! & stabilisateur
trivial.

Définition 2.3.2. Soit Z un sous-ensemble fini de P' stable sous Uaction de G.
Pour k un corps, on note h,(Z)x la k-algébre de Lie libre sur l’ensemble des :

Xe(p) et Xii(9),

pour p € Z, g € G et k,i,j € [1,n], ot i # j. On utilisera la notation h,(G) au lieu
de bp(Z) lorsque Z = (PL).

On suppose que le degré de chaque générateur est égal & un. Ainsi, I'algébre
Hn(Z)k est munie d’une structure d’algébre de Lie graduée. De plus, le groupe G" xS,
agit naturellement sur b, (Z)x de la maniére suivante :

(91, »9n) - Xij(h) = Xij(gihg; V), (g1, 5 9n) - Xi(p) = Xi(gi - p),
o Xij(h) = Xo(yo(jy(h), 0 Xi(p) = Xo()(p),
pour (g1, - ,g9n) E G" et 0 € G,,.
Ceci permet de donner une définition de I'algeébre de Lie p,,(Z) :
Définition 2.3.3. Soit Z un sous-ensemble fini de P! stable sous laction de G :

1. L’algebre de Lie p,(Z)x est le quotient de b, (Z)x par l'idéal de Lie J engendré
par le G™ X &,-module sur les éléments :

DX+ ) Y Xim(g),

qEez 2<m<n geG
[X12, X13 + Xo3], [X12, X34, X12 — Xo1,
[X1(p), Xo3], [X1(q), X2(¢)],

[X12, X1(p) + Xa(p) + > X12(9), [X1(p), Xa(p) + D X12(9)),
9€Gp geGyp
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et les éléments Z [X12, X12(9)],
gEGp/

pour p,q et ¢ dans Z avec ¢ ¢ G -q, p' € (PL)°\ (Z N (PL)¢) et ou l'on pose
Xij = ij(l)

2. L’algebre de Lie p,(G)k est Ualgébre p,(2)k, pour Z = (PL)C.

De fagon équivalente, on peut définir p,(Z)x grace & une présentation.

Définition 2.3.4. 1. L’algebre de Lie p,(Z)x est l’algebre de Lie engendrée par
les :

Xi(p) et Xi(g),
pourp € Z, g€ G et k,i,j € [l,n], oui#j; soumis auzx relations :

(a) Pour i,k distincts dans [1,n] :

Xiw(h) =X (™Y D Xl + > D Xilg) =

qEZ 1<i#j<n geG

(b) Pouri,j, k,l distincts dans [1,n] :
[Xij(h), X (R')] = 0;
(c) Pouri,j, k € [1,n] distincts :
[Xij(h), Xig(h') + Xji(R)] =0 et [Xi(p), Xju(h)] =0
(d) Pouri,j distincts dans [1,n], p et q dans Z :
[Xi(p), X;(@)] =0,  si q¢H p;
(e) Pouri,j distincts dans [1,n] etp € Z :

+ Z Xij(hg), X;(p)] =0,

9€Gp

[ (h p +X Z X@] hg h)]
9€Gp

(f) Pourp' € (P)°\ ((P1)°NZ) :

h), Y Xij(hg)),

gEGp/
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ot h et b sont deuz éléments quelconques de G.

2. Lalgebre de Lie p,(G)x est Ualgébre de Lie pp(2)x, pour Z = (PL)¢. La
relation (f) est vide.

Proposition 2.3.5. 1. L’action de G™ x &,, sur h,(Z)k induit une action par

automorphisme de Lie sur p,(Z)k. Cette action est donnée par :
(91, > gn) - Xij(h) = Xij(gihg; ), (g1 9n) - Xi(p) = Xi(gi - p),

o Xij(h) = Xs(i)o(j) (), o Xi(p) = Xox)(p),

pour (g1, ,gn) € G, 0 € &, {i,5,k} C[1,n] aveci #j, he Getpe Z.

2. L’algébre p,,(Z)k est une algébre de Lie graduée pour le degré induit par b, (Z)x

et 'action de G™ x &,, respecte cette graduation.

On note p,,(Z)k la complétion de p,,(Z)x pour le degré et Z;{pn(Z)k la complétion

de Up,(Z)x pour le degré. L’algeébre Up,(Z)c est une algébre unitaire compléte
graduée. On va définir dans la section 2.4 une connexion formelle sur C¢(P'\ Z) a
valeurs dans Up, (Z)k.

Remarque 2.3.6. Remarquons que pour G =1 et Z = {oo}, pn(Z) est isomorphe
a l'algebre de Kohno-Drinfeld.

Pour G = pun, Ualgébre p,(G) est isomorphe t, n, la variante cyclotomique de t, (
définition 2.3.1).

En fait, l’algébre de Lie p,(Z) est une algébre de Lie étroitement liée o m CS (P'\ Z).
Plus précisément, l’algébre de Lie p,(Z) est isomorphe a lalgebre de Lie de Malcev
de mCY (P \ Z).

2.4 Connexion sur ’espace C%(P!\ Z)

Pour G C PSLy(C) un groupe fini et Z C P! un ensemble fini stable sous I'action
de G, on construit une connexion sur CS(P' \ Z), a valeurs dans Up,(Z)c et on
montre que cette connexion est plate (sous-section 2.4.1). Dans la deuxiéme sous-
section 2.4.2, on montre qu’a équivalence prés ces connexions ne dépendent que de
la classe d’isomorphisme du couple G, Z. Enfin, on détermine les termes de degré un
des représentations de monodromie de certaines de ces connexions.
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2.4.1 Deéfinition et platitude de la connexion

On fixe un groupe fini G C PSL2(C) et Z C P! un ensemble fini stable sous
I’action de G. On va définir des connexions sur C& (P! \ Z) et on va montrer qu’elle
sont plates.

Notons [a : b] la cordonnée homogéne sur P!. Dans la suite, on identifie P* 4 CU{oo},
la coordonnée sur C est z = a/b.

Soit p € P!, g € G et x,y deux coordonnées holomorphes distincts sur C. On définit
les formes méromorphes suivantes :
dx dy

wP(x) = prat sur P et w9(z,y) = " sur (P1)?,

ot on convient que w™(z) = 0. Pour alléger les notations, on utilisera w(zx, y) au lieu
de wl(z,y).

Lemme 2.4.1. On considére trois coordonnées x, z,y distinctes sur C et p € P1. Les
formes :
w(z,y) —w(z,z) e WP(z)—w(z,z2),

définissent respectivement des formes holomorphes sur C3(P') et Co(P\ {p}).

On a vu que Z;{pn(Z )c est une algébre graduée compléte au sens de la section 2.2.
D’autre part, I’espace C’,? (P'\ Z) est une variété complexe. On peut donc considérer
des connexion formelles sur CS (P! \ Z) a valeurs dans Up,(Z)c. Dans la suite, pour
w' une forme et t € Up,(Z)c, w'&t sera noté w't ou tw'.

Proposition-Définition 2.4.2. Soit w, la 1-forme a valeurs dans Up,(Z)c définie

par :
Wn = Z Z wp(zz z + Z Z Z%z] J(g)

peZ 1<i<n geG 1<i#j<n
1. Pourn >2 et o € &, un dérangement (permutation sans aucun point fize).

On a égalité entre w, est la forme w, (o) donnée par :

>3 s T X+ Y 3 datos T Xilo)

peZ 1<i<n geG 1<i#j<n (

avec la convention d, log == () —dz,; log(zi — 2y(3))-

2. La forme wy, est holomorphe sur CS(P'\ Z). Elle définie une connexion for-
melle sur CS(P'\ Z), & valeurs dans Up,(Z)c.

3. On appelle wy, la connexion KZ, associée au couple G,Z. Si Z = (PL)¢, on

appel wy, la connexion KZ, associée a G.
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Démonstration. Pour n > 2, 'égalité entre wy, et la forme wy, (o) est une conséquence
de la relation (1) de la définition 2.3.4. Montrons que w;, est holomorphe. Pour
n > 2, on peut déduire du lemme 2.4.1 que les formes de la définition de wy, (o) sont
holomorphes sur CS (P! \ Z). En effet, on a les égalités suivantes :

d,, log S - wP(2;) — w(zi, 25(:))s

R = Zo(i)

“i— 9z
dy log T = (2,9 25) — w(zi, 2o )-
2o T =g 5) — (e )

Comme wy, est égale & wy (o) (n > 2), la forme w,, est holomorphe sur CS (P! \ Z).
Si Z € {0,{o0}}, alors w; est triviale. Dans le cas contraire, on trouve en utilisant
la relation (1) de la définition 2.3.4 Iégalité :

Z—p
=> dl X
w1 d i 1(p),
peEZ

z—

pour q € Z, q # oo et avec la convention dlog Z_Oqo = —dlog(z — ¢). On voit grace

A cette écriture que wy est holomorphe sur C1(P!\ Z) = P!\ Z. Ceci montre que
wy, est holomorphe, pour n > 1. Ainsi, le fait que w,, est une connexion formelle sur
CY(P'\ Z) a valeurs dans Up,(Z)c est immédiat (Cf. définition 2.2.1 de la section
2.2). Ce qui montre (2). Le point (3) est une définition. O

Remarque 2.4.3. Pour G = puy et Z = (PL)¢, la connexion w, qu’on vient de
définir est une connexion sur Ch™(CX), & valeurs dans Up,(un)c =~ Uty x(C) (voir
remarque 2.3.6); Ce n’est autre que la variante cyclotomique (universelle) de la
connexion KZ.

Pour montrer la platitude de wy, on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.4.4. On a les égalités suivantes entre formes différentielles :
1. Pourge G :

dylog(g-x—y) = wg_l(m‘, y) — wg_l'oo(a:).

2. Pour g € G, le produit w(x, z) N w9(y,z) est égal a :
w(@,2) AWy, 2) + @ (g, 2) A’ (@) + w7 (@,9) Aw(y).

3. PourpePl etgeGy\ {1} :

dzx dzr
+ —1
r—g-x xT—glt-x

= wP(z) + WP (2),
ou at est linvolution de la proposition 1.3.4.
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Démonstration. Notons d’abord que si S = (ZH 312) € GLy(C), alors :
21 @22

(o — B)det(S)
Ps(a)Ps(B) ’

et Ps(z) = a1z +age. En utilisant cette égalité pour S = g,a = x

S-a-S-8=

aiiztaiz
ag1z+a22

et =g !y, puis en appliquant d, log, on trouve (1).

oS-z =

Montrons la deuxiéme égalité. Une décomposition en éléments simples de w(zx, z) A
wI(y, z) selon la variable x, donne :

w(w, 2) ANw(y,2) = w(z,2) AwI(y,2) +dylog(g ™ -y — 2) A wgil(x,y).

-1

Ensuite, on applique (1) a dylog(g~" -y — 2), pour obtenir la deuxiéme égalité.

Montrons (3). L’homographie h(z) est de la forme “Zj_rb

1.3.4) que Fix(h) = {p, at(p)}. On distinguera deux cas :

et on a vue (proposition

Si oo ¢ Fix(h), on a ¢ # 0 et p,at(p) 5ont deux solutions distinctes de cz? + (d —
a)z —b = 0. On en déduit que p+at(p) = <=2 et que p-at(p) = b . Par conséquent,

ona:
1 1 B 22—(p—|—at(p)) _ 2cz+d—a

c=p z-atp)  (-p)z-atp) P+ (d—a)z—b

—r— avec h(z) = ‘Cljig, on trouve (3) pour oo ¢ Fix(h).

Si oo € Fix(h), h est de la forme h(z) = ez + f (avec e # 1 car h est d’ordre
fini). Un calcul immeédiat donne ’égalité souhaitée. Ce qui montre le lemme. O

Proposition 2.4.5. La 1-forme wy de la proposition-définition 2.4.2 vérifie :
(al®1dup (2)e)Wn = wn A wp = 0.

Elle définie une connezion plate sur CS(P'\ Z), a valeurs dans Up,(Z)c.

Démonstration. Pour simplifier la preuve, on utilisera la convention ﬁ =0, ce qui

est cohérent avec la convention w™ = 0.

Comme X;;(h) = X;i(h™') (voir définition 2.3.4), on peut réécrire wy, sous la forme
suivante :

o= Y AR S S K@ )+ (2, 20)

2 —Pp

i€[1,n] peEZ 1<i<j<n geG
En posant g(z) = ijigz et en simplifiant I’expression ci-dessus, on trouve :
S Sl 3 TUITEIERED S eI )
i€[1,n] pEZ 1<i<j<n geG
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ou fl = zi(cgzj + dg) — (agzj + bg). Comme dod =0 on en déduit que dw =0, .

Passons a l’étude du terme w, A w,. On note wib la partie de w, contenant dz;.
Alors w,, est donnée par :
n
=> uwh. (2.2)
=1

En utilisant les relations [X;;(h), X (R')] = [Xi(p), X (h)] = [Xi(p), Xk(q)] = 0,
pour p ¢ G - ¢ (voir deﬁmtlon 2.3.4), on trouve pour ¢ # k :

wh Awf +wf AWl =(A+B+C+D+ Y (Ej+E]+E}))dz Adz, (2.3)

Jlig¢{ik}
(q) . [Xi(p), Xia(9)
A=2 ZG: G — ) B= 2 Gw-ga)
_ [Xir(9), Xi(p)] Xm(h)]
¢= pGZz,g:EG(Zi —g-2)(z —p)’ b= g%;l 9 ) (2 — - 2i)
1 [Xik(9), X (h)] 2 _ [Xi5(9), Xki(h)]
5= 2 g o h) 5= L g o ha)

E =Y [Xij(9), Xig(R)]
e )= h)

On va décomposer le termes B, D et E]2 En appliquant (2) du lemme 2.4.4, on
obtient I'égalite E} = EF' + E* + E73, ou

21 _ [Xi5(9), Xki(h)] 22 _ —[Xi;(9), Xpi(h)]
B = g )t D TRt a)( by 2

et E§3:Z( [Xi(9), Xki(h)]

o (zi— h=1-zi)(zk — h - 00)

En réindexant les termes de Ej‘?’, on trouve :

B4 B2 = Z [Xi(9), Xgi(h) + Xi;(hg)]

ooce Gimg-z)(a —hg-z)
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De méme, en réindexant les termes de EJ22 et en utilisant la relation du type Xy, (') =
X (R'~1), on trouve :

E2ipl= Y [Xik(9), Xjp (1) + Xju(h™ g™ D)]
J J e (zi— g zk) (2 — h - 2))

Les relations (c) de la définition 2.3.4 impliquent que E;’ + Efl = E?Q + E]1 = 0.

Ainsi, on peut réduire ’équation (2.3) a :

Wi AWl Wk AW =(A+B+C+ D+ Z Ejzg)dzi Adzg, pouri # k. (2.4)
Jli¢{ik}
Décomposons B. En appliquant (2) du lemme 2.4.4 & B, pour z = z,y = zj et
z = p, on trouve que B est égal & la somme B; + By + Bs, avec

Xi(p); X —[Xi(p), Xi
Bi= ) (Z[ (). Xil9)] g _ 3 (Zi_g[_l(p) ki(9)]

ey i P)Ek =g ) ey - 2k) (2 — 9+ p)

et Bsg= Z E [Xi(p), Xki(9)]

(pg)ey VL g 2)(zp — g - 00)’

ouY = Z x (. Pour chaque ¢ € G - p, on choisit un g, € G tel que g, - p = g et on
note G(p) 'ensemble des g,. Ainsi :

448, =Y % [Xi(p),)t(g-p) +Yhea, in(gh)]'

ey e i =)z —9-p)

Ce terme est nul a cause de la relation (e) de la définition 2.3.4. Ce qui réduit (2.4)
a:
Wi AW +WE AW = (By+Bs+C+ D+ Z E]23)dzi Adzy, pouri # k. (2.5)
Jlig{ik}

Il nous reste & décomposer D. La relation 2 du lemme 2.4.4, pour z = z;,z =
g zk,y = zr et g = h donne :

D = (Di(g,h) — Da(g, h) + Ds(g, h)), ot
gh#1

[Xik(9), Xki(h)]
(zi — 9 2)(2k — hg - 2k)

[Xik(9), Xki(h)]
(zi —h=1-2p) (2 — hg - 2k)

Di(g,h) = , Da(g, h) =

[Xik(9), Xki(h)]

et Ds(g,h) = (zi —h™ 1 2p) (2 — h-0)
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On pose
Dy = Z (D1(g,h) — D2(g,h)) et D?>=D—Dy. (2.6)
gh#1

On peut transformer Dy, puis utiliser la relation du type X, (h') = Xml(h’—l) dans
pn(Z)c pour trouver :

Di=Y% > (Dilg,(gh)™") = Dalgh,g™"))

geG heG\{l}

— Z o Z wi,n [ Xk (9), Xar(gh)],

Jre. “k hean}

+ 1

ol Wk.h = zn—h-Tzg"

zp—h-zg

De plus, en utilisant la proposition 1.3.4 et (3) du lemme 2.4.4, D; se simplifie :

D1:Z,gi_12qex(zk1—q+ 1 ) Z [Xir(9), Xir(gh)]

_ Z Z zk(gh')] ‘

z Z —
9€G pe(PL)e heGy g k) (2 = p)

Enfin, en appliquant la relation (f) de la définition 2.3.4, la définition de (P!)¢ et et
que le crochet est antisymétrique, on trouve :

Z Z Xir(gh)] .

(pg)€Y heGy 9 2k)(2k — D)

On va montrer que la somme Bs + C + D; est nulle. En réindexant les termes de Bs
et en utilisant la relation Xj,, (k') = X,y (R'~1), on trouve :

[(Xir(9), Xi(p) + Xi(g - p) + Xopea, Xik(gh)]

B+ C+Di= ) (i—g-20) (e —1)

(p.g)€Y

Le numérateur de la fraction est nul en vertu de la relation (e) de la définition 2.3.4
de p,(Z)c. Ce qui montre que By + C + Dy = 0.

On a décomposé D en D = D; + D? (équation (2.6)) et on a montrer que la somme
By 4+ C + D; est nulle. On peut donc simplifier 'équation (2.5) en :

wh Awh +wh Awh = (Bs+ D>+ Y EP)dz Adz. (2.7)
Jligdi.k}
Remarquons que la relation (a) de la définition 2.3.4 :

ZXi(Q)+ Z ZXij(g)—

q€Z 1<i#j<n geG
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implique que la somme B3 + D? + 3 E]23 est nulle. Donc, pour tout i # k :
Jli¢{ik}

wh Awl 4wk AWl = 0.

Les éléments w!, Aw!, étant nuls par définition de A et compte tenu de I'équation (2.2),
on obtient que wy, A w, = 0. Ce qui achéve la démonstration de la proposition. [

2.4.2 Equivalence entre connexions et monodromie

On commence par donner un résultat d’équivalence entre les connexions de la
sous-section 2.4.1. Ensuite, on s’intéresse a la représentation de monodromie de ces
connexions.

Soit G et G’ deux sous-groupes finis isomorphes de PSLy(C). On a vu dans la section
1.3, que G et G’ sont conjugués dans PSLy(C) (proposition 1.3.2). Soit h un élément
de PSly(C) qui conjugue G a G'. On note ¢, 'isomorphisme correspondant :

op: G — G
g — hgh™ !~

Soit Z et Z' deux ensembles stables respectivement par G et G’ tels que h(Z) = Z'.
Pour k un corps, la donnée :

Palen)e Xij(9) = Xij(hgh™),  pulen)e Xu(p) = Xi(h - p),
Pour i,j,k € [1,n], g € G et p € Z avec i # j, définie un isomorphisme :
pn(@h)k : pn(Z)K i> pn(Z/)k

Soit wy, la connexion K Z, associée au couple G, Z et w], la connexion K Z,, associée
au couple G', Z'.

Proposition 2.4.6. Soit G,G',Z, 7', h,w,, et w], comme dans le paragraphe précé-
dent.

1. La connezion wy, associée au couple G,Z est équivalente & la connexion w),

associée au couple G', 7' :
[(hil’ e ’hil)*é@pn(@h)((:] Wy, = w;”

o (h=1, .-+, h=H)* désigne le tiré en arriere par (R=%,---  h71).

2. Il existe a équivalence prés une connexion K Z, tordue par classe d’isomor-

phisme de couples G, Z.
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3. La 1-forme wy, est G™ X &, -équivariante. Ici l'action de x € G™ X &,, sur
w®y € Q*(CY (P \ 2))&pn(2)c est donnée par :

z-wdy e= (27N (W)d -y,

ot x -y est l'action de x sur y de la proposition 2.3.5.
Démonstration. La premiére relation du lemme 2.4.4, implique les égalités suivantes :
1, -1 .
(A BTN 09 (21, 25) = WM (25, 27) — M0 (20),
(LYl () = Wh(z) — W (z).
Ainsi, on en déduit que :

(R h ™) ®palen)c] wa = w), — Z W™ (2) X (i)
i€[1,n]

ot X (1) = 3,c7 Xi(p) + X 2oj)j2i Xij(9)- Or, X (4) est nul dans p,(Z)c (voir
définition 2.3.4). L’assertion (2) est une conséquence de (1). Montrons (3). La &,,-
équivariance de w, est immédiate. On vérifie, en utilisant la premiére relation du
lemme 2.4.4 que :

pour X (i) comme précédemment et h = (hi,-, h,) € G™. Comme les X (i) sont nuls,
h - w, = w),. Ce qui montre la proposition. O

Passons a I’étude de la représentation de monodromie de w, la connexion K Z,
tordue associée & G, Z = (PL)¢. On rappelle que dans la section 1.4.2, on a définit
des lacets de C¢(PPL) basés en @ : les xfj et les 2% (définitions 1.4.4 et 1.4.5).

Soit 7 : C — C%(P!) un revétement universel de C%(P!) et Q un point de la
fibre au-dessus de Q. On a vu dans la sous-section précédente que w, est plate.
Donc, on peut lui associer (voir section 2.2) une représentation de monodromie :

po - m(CEPY), Q) — GWpa(C)c) (23)
ot GUp,(G)c) est le groupe des éléments diagonaux de Up, (G)c.

Proposition 2.4.7. Pour 1 <i#j<n, g€ G, kc[l,n] et pec (P)¢, on a les
égalités sutvantes :

po(al;) =1 = 2inX;5(g) + Rij(9), po(@y) =1 = 2im Xy (q) + Ri(p),

ot R;j(g) et Rx(p) ne comportent que des termes de degré supérieur ot égale & deu.
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Démonstration. On ne montrera ’égalité que pour mfj, I’autre cas étant similaire.
Pour calculer la monodromie, il faut s’intéresser & la solution F' de I’équation dF =

*(wn) A F, avec F(Q) =1 (cf. section 2.2). Soit icfj le chemin de C relevant le lacet

ngj de point de départ Q. Son point d’arrivée est :J:fj - Q.
On a pQ(xfj) = F(xlgj - Q). Soit F' = Fy + F; + [deg > 2] le développement de F' en
composantes homogeénes. On sait que Fy = 1 et on a dF} = r*(w,). On en déduit :

po(xd;) = 1+ Fi(z]; - Q) — Fi(Q) + [deg > 2]

:1+/ r*(w) + [deg > 2]
7,
:1+/ w + [deg > 2]
9.
ij

=1—2inX;;(g) + [deg > 2]
O

En adaptant ce qui précéde et en définissant des lacets similaire dans CS (P!\ Z),
on trouve un résultat analogue pour les connexions KZ, associés a G, Z, pour Z #
(P2)e.

2.5 Reéalisation de la connexion

On a défini la version "universelle" de la connexion KZ,, associée & G. On va
construire une connexion KZ, associée & G "classique" sur un fibré au-dessus de
CS(PL) (pour G non cyclique) dont la fibre est constituée de modules liés & une
algébre de Lie.

On fixe un G C PSLy(C) qui n’est pas cyclique. Soit g une C-algébre de Lie munie
d’une action de G par automorphismes de Lie et ¢t € S?(g)? invariant sous l'ac-
tion diagonale de GG. On peut trouver des exemples de ce genre de situations pour
g = 50,,(C). On a vu dans la section 1.3 que I'action de G sur P!, posséde trois
orbites de points a stabilisateur non trivial : G - a,G - s et G - f, ol a est le milieu
d’une aréte, s est un sommet et f est le milieu d’une face. Pour p dans {a, s, f}, on
pose g, = g7, on g@» est lalgébre de Lie des invariants de g sous I'action de Gp.
Remarquons que si on échange le point a par un autre milieu d’aréte a’, alors g,/ est
isomorphe a g,. Il en est de méme, si on échange s et f.

Proposition 2.5.1. Soit V' un espace vectoriel de dimension fini sur k de caracté-
ristique nulle, muni d’une action linéaire du groupe fini H.

1. Six € VRV est invariant par l'action diagonale de G, alors x se décompose
en :

T =u1x1+ T2, avec x1 € VHEQVH et x9 € V'RV,
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ou V' = Ker(mpg) et my = ﬁ > hem b De plus, on a :
x1 = (1emp)(x) = (mp®1)(z).

2. 51V =1h est une algébre de Lie et que H agit par automorphisme de Lie. Soit
x comme dans (1), si x appartient & € S?(h)Y, alors :

T1 € 52(bH)hH et z9 € S?(h),
ot ' = Ker(my).

Démonstration. Remarquons d’abord que V = V@ V’. En effet, mlzq = mpg et
donc :
V =Im(mpg) @ Ker(mg).

Or, V' = Ker(my) et Im(mpg) = V. Ce qui montre la décomposition V = VH gV’
Soit 2 € (VRV)?. Onaz =z + + 212+ 221, ol les termes de cette somme sont
les composantes de x selon la décomposition :

VeV =ViEvh) e VeV e (VEeV) @ (VeV).

On a:
(1ompy)(z) =x1+ 221 et (mp®l)(z) =21 + 212

Comme z est invariant sous 'action diagonale de H, (1®@mg)(x) et (mg®1)(x) sont
égaux et on a l'égalité :

z1 = (1@mp)(x) = (mup®1)(z).

Ce qui montre (1). Soit # comme dans (2). D’aprés (1), z se décompose en x1 + x2,
avec 1 € VIQVH et x5 € V'®@V’. Comme z est symétrique et que VERVH et
V'@V’ sont en somme direct, z; et xo sont symétriques. Vérifions que z; est h
invariant. On suppose par hypothése que x est h-invariant, c’est & dire :

[z, A(y)] = 0, pour y € b.
Ainsi, en appliquant 1®mp a cette égalité, pour y € h¥, on obtient :
(1@mp)lz, A(y)] = [z1, A(y)] = 0.
Donc z; est h-invariant. Ce qui montre la proposition. O

Corollaire 2.5.2. Le 2-tenseurs t € S%(g)? qui est invariant par laction diagonale
de G, se décompose :

- Comme la somme de tg € S2(g%)8 et de i € S2(Ker(mg)), avec
ta = (1emeg)(t) = (ma®1)(t).
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- Comme la somme de t, € 5*(g,)% et de T, € S*(Ker(mg,)), avec
tp = (1&mg, )(t) = (ma,®1)(t),
Pourp € {a,s, f}.

Démonstration. On obtient le corollaire en appliquant la proposition 2.5.1 pour h = g
et les groupes H € {G,Gq, Gy, Gs}. O

Pour construire la réalisation on utilise une extension p,(G) de p,(G).

Définition 2.5.3. L’algebre de Lie p,(G)x est le quotient de b, (G)x de la définition
2.3.2 par lidéal de Lie J engendré par le G™ x &,,-module sur les éléments :

[X12, X13 + Xa3], [X12, X34], X12 — Xo1,

[X1(p), Xas], [X1(p), X2(q)],

[X12, X1(p) + Xo(p) + Y X12(9)], [X1(p), Xo(p) + Y, X1a(9)),
geGp 9€Gp

pour p,q distincts dans {a, f,s} et ot U'on pose X;; := X;;(1).

Remarquons que la différence entre p,(G) et p,(G) est au niveau des relations
en degré un; les relations du type :

Yo Xilg)+ Y. D Xij(g) =0

qe(PL)e 1<i#j<n g€qG
ne sont pas imposées dans p,,(G). L’algeébre p,,(G) est aussi munie d’une action de

G" x &, provenant de laction de G™ x &,, sur h,,(G) décrite dans la section 2.3.
On a donc naturellement les surjections G™ x G,-équivariantes :

bn(G) = Pu(G) = pa(G)

Le produit tensoriel UgRC[G] posséde une structure d’algébre de Hopf. Le produit
et le coproduit sont donnés par les formules suivantes :

(z®g) - (yh) = z(g - y)@gh,

A(zeg) =Y (v'®g9)@(x"®g),
(x)

ou x € Ug, g € G et le coproduit de x € Ug est :
Zx'@x”.
(z)
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Pour plus de détails sur cette construction (le "bicrossed product") on renvoit a [24].
L’algebre de Hopf ainsi définie sera notée Ug x G. Elle est munie d’une action de G
par automorphismes d’algébre de Hopf définie par :

h-(z2g) = (h-z)@hgh™*,
pour h,g € G, et x € Ug.
On note C), 'algébre :
Cn =UgUGsQUGr@(Ug x G)".

L’algebre C,, est naturellement munie d’une action du groupe G™ x &™ qui agit sur
le "facteur" (Ug x G)".

On se donne n g-modules Vi,...,V,, et pour chaque p € {a,s, f} un g,-module
Vp. On associe & ces modules le Cj,-module :

V =V, @V@Vi@Vi® - - Q4.
La structure de Cp-module sur V' est G™-équivariante, c’est a dire :

(g-y)-v=g- (y-(g " v)),

pour g € G", y € C, et v € V. On montrera que 'espace des gC-invariants de V
posséde une structure de p,(G)c-module, G™-équivariante.

Soit p : UgUg — Ug la multiplication de Ug. On pose :

c=u(t) et c,=plty) et plte)=caq,

pour p € {a,s, f}. Rappelons que la g-invariance de ¢ implique que ¢ appartient au
centre de Ug. Comme ¢, est gp-invariant, ¢, appartient au centre de Ug,. De méme,
cc appartient au centre de Ug®.

Pour i, j distincts dans [1,7n] et z € (Ug)®?2, on note 2% I'image de = par I'inclusion
(Ug)®? — C,, donnée par :

2Wer® o 2,00,02011® - @y,
ol x; = :r(l), xj = 22 et les autres x, sont égaux a 1.

Pour i € [1,n], p € {a,s,f} et z € Ug,&Ug, on note zP* 'image de z par l'in-
clusion (Ug)®? — C,, donnée par :

2Wer® o 2,00,02011® - @zn,
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ou xp = x(l), x; = 22 et les autres z, sont égaux a 1.

Enfin, pour 8 € [1,n] et * € Ug ou B € {a,s, f} et © € Ugp, on note z° 1'élé-
ment de C), :
l"B == $a®$s®l’f®l’1® te ®xn,

ou rg = x et les autres x, sont égaux a 1.

1\c
Proposition 2.5.4. Pour p € {a, f, s}, on note oy, la constante %%.
P *

1. On a un morphisme de Lie p, de p,(G)c dans Cn, G" x &,, équivariant,
donné par :
- Pouri € [1,n] et g € (PL)° :

—=n(Xi(q)) = (12h)(t,)" +

h(cp)i i
Gl 2 e

oup € {a,s, f} et h € G sont tels que h(p) = q.

- Pouri,j € [1,n] distincts et g € G :
pn(Xij(9)) = (901)(1)".

2. L’espace VE9) des g% -invariants de V est un sous G™-module de V. Le mor-
phisme py, induit une structure G™-équivariante de p,,(G)c-module sur V@),
Plus précisément, les endomorphismes de V' provenant de p,(G)c sont g@-

tnvariants.

Démonstration. Remarquons d’abord que le terme (1®h)(t,) ne dépend que de ¢ (&
{a,s, f} fixé). En effet, si h'(p) = ¢, on a b’ = hh" avec b € G,,. Par conséquent :

(1&h)(tp) = (1h)(1&h")(ty) = (10h)(t,),

car t, € S%(gp), ot g, est par définition I'ensemble des invariants de g sous G,. On
vérifie d’'une facon similaire que h(c,) ne dépend que de ¢ (& {a, s, f} fixé).

L’algebre b,,(G) de la définition 2.3.2 est I’algébre de Lie libre sur les X;(q) et les
Xi;(g) et donc les formules :

1 -~ h(cey) »
Ak (a) = (en) g + ML e
|Gyl 2
Py (Xij(9) = (9@1)(1)".
pour, 4, 7, q, p, h et g comme dans la proposition définissent un morphisme de Lie pﬁ :
bn(G)c — C. On vérifie que ce morphisme est G™ X S,, équivariant. On rappelle que
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pn(G) est un quotient de b, (G) et que I'application quotient 7, : b, (G) — pn(G)c
est G" x &,, équivariante. On va montrer que le morphisme pZ se factorise par
I’application quotient 7, et induit p,. Ce qui montrera I'existence et 1’équivariance
de py. Pour cela, il suffit de vérifier que les éléments :

(X192, X13 + Xos], [X12, X34], X12 — X1, (D)

[Xl(p)7X23]7[Xl(p)aXQ(CDL (E)

[X12, X1(p) + Xa(p) + Y X12(9)), [X1(p), Xo(p) + Y Xua(9)l, (F)
9€Gp g€eGyp

cités dans la définition 2.5.3 sont envoyés par p~ sur 0. On vérifie par des arguments
classiques que les éléments de (D) (la g invariance et la symétrie de ¢) sont envoyés
sur 0.

Il est immeédiat que :

(o (X1(D)), P (X23)] = oy (X1(p)), s (X2(a))] = O,

et donc les éléments de (F) sont envoyés sur 0.

Remarquons que les éléments de (C) sont envoyés par pL dans la "sous-algébre"
Ug,@(Ug)®? de C,. On effectue les calculs qui suivent dans cette sous-algébre. on
a:

PR (D Xia(9)) = [Gpl(me,@1)(1)"? = |Gylty*,  (E)
9€Gp

En utilisant cette égalité on vérifie que I'image de Xi(p) + Xa(p) + X e, X12(9)
par @ pk est égale a :

C C
(i[d@A)(ty) + 1e(t, + 57’@1 + 1®5p) + ap®@(e®1 + 1®c).

Le terme t, + ¢,®1 + 1®c, est égal au coproduit A(c,). Posons z = ¢c®1 + 1®c.
Ainsi, 'image du premier élément de (F') par ﬁpﬁ est :
(@A) (tp + 1®¢p) + ap®2z, 1R,

avec z un élément du centre de (Ug)®?. Comme z est central et que ¢ est g-invariant,
on conclut que le premier élément de (F') est envoyé sur 0.

Traitons le dernier élément de (F) :

Fy = [X1(p), Xa(p) + Y Xi2(9)].
9€Gp
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On vérifie que :

(X)) + Y Xiz(9)) = (Awid)(ty) + 1010(L + aye).

1
|Gyl Jorel 2
En utilisant (E’), puis que ¢ (resp. ¢;,) est central dans Ug (resp. Ug,), on obtient :

1

\G ’Pn(FQ) [ p®17(A®id)(tp)]‘

Comme t, est g, équivariant on a pZ(Fy) = 0. Ce qui montre que tous les éléments
de (F) sont envoyés sur 0 et prouve (1).

Montrons (2). Notons ¢ le morphisme de C), dans End(V') qui induit la structure de
Cp-module a V. Par définition :

ve®) — n Ker( (dz)), o dy = Z 2.
zegC Befa, f,sIU[1,n]

Par l'invariance des éléments de g&¢ par Paction de G et la G™-équivariance de la
structure de Cp-module sur V', on obtient :

g-(z-v)=z-(g-v),

pour g € G, x € g% et v € V. Ce qui montre que V@) est un sous G"-module de
V.

Montrons les autres assertions de (2). Pour se faire, on va montrer que :

[0k (Xk(p), da] = [p}(Xi5(9)), da] = O,

pour k,i,j € [1,n], avec i # j, p € (PL)¢, g € G et z € g¢. Ce qui montrera que
V(EY) est un pn(G)c-module. Cela revient a vérifier les égalités :

[(1®h)(t, + 1®¢,) + apRe, A(z)] =0, (A)
et [(1eg)®),Ax)] =0, (B)

pour z € g Comme t est invariant par l’action diagonale de G et que t est g-
invariant, on a :

(g2D)([(1eg)(t), A(@)]) = [t, Alx)] =0,

pour z € g¢. Ce qui montre (B). Montrons (A). Comme c est dans le centre de Ug,
ona:

(1®971)([(1®9)(tp +1®¢p) + ap®c, A(z)]) = [tp + 1®cp, A(z)],

pour z € g&. Comme g est inclue dans g,, [1®c,, A(z)] = 0 et [t,, A(z)] = 0. On
en déduit que [t, + 1®cp, A(x)] = 0 et donc (A) est vraie. Ce qui prouve que les
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endomorphismes de V provenant de p,(G)¢ sont g@-invariants et que V(@) est un

pn(G)c-module. Enfin, 'équivariance de cette structure, par rapport a G™, est due
a I'équivariance des morphismes :

(G 25 O, — End(V),

par rapport & G” et au fait que V@) est un C[G™] sous-module de V. Ce qui montre
(2) et achéve la démonstration de la proposition. O

Lemme 2.5.5. Pouri € [1,n], l’élément :

Xy =Y X@+>, > X9

qe(PL)e 9€G je[ln],j#i
gG

de p,(G)c agit trivialement sur V97,

Démonstration. Calculons pp, (X (7)). Par définition :

Pn( Z Xi(q)) = Z (€ Z (1®gq)(tp)pi+ gqgjp)l"‘apcia

qe(Py)e pe{a,f,s} q€G-p

ol g4 est un élément de g qui envoie p sur ¢ pour ¢ € G - p.

Comme t, = (1®mg,)(t), ot mqg, = ﬁ ZheGP h,on a :

Z (€ Z (1®9q)(tp)pi = Z Z Z (1®9qh)(7§)pi

pefa,f,s} q€Gp p€{a,f,s} q€Gp heGyp

= > > (eg@”

peia,f,s} 9€G
=Gl Y (te)
pE{a,f,S}

ou t¢ est défini dans le corollaire 2.5.2 et vaut (1®m¢)(t). En utilisant la définition
de ¢, la G invariance de t, puis la proposition 1.3.4, on trouve :

> el Y Y o S 6 S Lu((aama,) 1)

p€{a,f,s} qeG-p p€fa,f,s} q€G-p
1 - i
= Z |Gl Z 5#((1@’9(17”6‘,,9(1 D)
peda,f,s} qeGp
G %
= Y Cluasome, )
q€(Pl)e
GILEE I
= lelntemen) + FLI=2 0
I\e| _ )
— ’G|CZG+ ‘(]P)*)2| 2627
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ot c¢g = pu(tg). Un calcul immédiat, donne :

;1 2P| 4
> 1G Y O‘Pclzi > > |(PL)e] ¢
peia,f,s} q€Gp pefa,f,s} a€Gp *
_2-l@y,
2

En combinant les trois derniers calculs et I'expression de pp (3 e p1ye Xi(g)) donnée
au début de la preuve, on a la simplification suivante :

(Y Xi(@) =1GIC D (ta)” +¢g).
q€(P})e p&{a,f,s}
D’autre part, on a :
YooY X)) =161 > (mee1)()Y
9€G je[Ln],j#i Je[Lmlj#i

=G| Y (leme)t)
J€[lin],j#i
— |Gl (ta).
la deuxiéme égalité est obtenue gréace a la symétrie et la G-invariance de t. Les deux
derniers calculs, prouve que :
1 . . .
@Pn(X(Z)) = Z (ta)” + (ca).
Be({a,f,stUll,n]),B7#i

Posons tg = Z(%y) x®y. Comme tg est symétrique, on a :

1 . ) i
@Pn(X(Z)) = Z Z y" - d,
Be({a,f,s}U[1,n]),B#i (2,y)
o

ou d, = Z,Be({a,f,s}u[l,n}) =2P. Or, z € g© et donc par définition de V™) .

A (VD) = 0.
Ce qui montre que p, (X (i))(V(gG)) = 0 est achéve la démonstration du lemme. [

On a vue que p,(G) est un quotient de p,(G), l'application quotient permet
d’induire une structure de p,,(G)c-module sur V@),

Proposition 2.5.6.

- L’espace V(@) posséde une structure de p,(G)c-module G™-équivariante, elle

est induite par la structure de p,(G)c-module sur Ve,
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- On a le diagramme commutatif de morphismes G™-équivariants suivant :

|7

End(V) <— End(V)8”

- Si les modules Vi,--- ,Vy, de la définition de V sont égauz, alors les mor-
phismes du diagramme précédent sont G x &, équivariants.

Démonstration. La proposition comporte trois assertion. Montrons la premiére. On
vérifie que p,,(G) s’obtient comme quotient de p,,(G) en imposant les relations :

X (i) =0, pourice[l,n],

ot X; est I’élément qui apparait dans le lemme 2.5.5. On a montrer (proposition 2.5.4)
que V9 est un p,(G)c-module (G"-équivariante) et que X; € pn(G) agit trivia-
lement sur V) (lemme 2.5.5). Ceci montre que la V) est un p,(G)c-module.
D’autre part, Papplication quotient p,,(G) — p,(G) est G™ équivariante et la struc-
ture de p,,(G)c-module sur V() Test aussi. Ce qui montre que V@) posséde une
structure de p,,(G)c-module. On a montré la premiére assertion. La deuxiéme est un
récapitulatif des résultats de cette section. Le dernier point est immédiat. O

Notons p,, 'application de p,(G)c dans End(V(gc)) qui munit V) de la struc-
ture de p,,(G)c-module.

Définition 2.5.7. Soit G,g,t et V comme dans ce qui précéde. La connexion KZy,
associée a G,V,t est la connexion sur le fibré trivial CS(PL) x V©?) qu dessus de

Cy(PL)
ot wy, est la 1-forme sur CS(PL) & valeurs dans p,(G)c de la proposition-définition

2.4.2 pour Z = (PL)¢ (voir (3)).

La connexion ainsi définie est plate par platitude de w,, (proposition 2.4.5) et est
G"-équivariante par la proposition 2.4.6 et la G™-équivariance de p,,.

Dans le cas ou V; = --- = V,,, la connexion est G" x &,, équivariante. Elle induit
une connexion plate sur le fibré (CS(PL) x V() /(G™ x &) au-dessus de Cp (P! \
{0,1,00}) / G,. Ce qui permet de construire des représentations du groupe fonda-
mental de Cy(P'\ {0,1,00})/&,. Une présentation de w1 (Cp(P'\ {0,1,00})/6,,)
est donnée dans [31], c’est le groupe B2. Le groupe B2 est un sous-groupe des tresses
de Bj+2 qui "laissent fixe" deux brins donnés, par exemple les deux premiers.

Enfin, on peut adapter la construction de cette section pour obtenir des réalisations
de certaines des connexions universelles de la section 2.3 sur les espaces CS(P'\ Z).
Ainsi, selon le choix de Z, on récupére une représentation d’un groupe Bﬁ (k > 1 voir
[31]), qui est le sous-groupe des tresses de By, 1k qui "laissent fixe" k brins donnés.
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Chapitre 3

Le gradué associé de 'algébre de
Lie de Malcev attachée a CS(PL)

A un groupe on associe une algébre de Lie de Malcev qui est une algébre de Lie
filtrée. Cette construction est détaillée dans la premiére section (section 3.1) de ce
chapitre. On va construire un morphisme d’algebres de Lie graduées de p,,(G) dans le
gradué associé de I'algébre de Lie de Malcev du groupe 71CS (PL). Le morphisme est
donné dans la deuxiéme section (section 3.2), c’est le morphisme de la proposition
3.2.4.

Dans ce chapitre k est un corps de caractéristique nulle et les produits tensoriels
sont sur k, sauf mention du contraire. Les algébres sont des algébres sur k, suppo-
sées unitaires et associatives.

3.1 Algeébres de Lie de Malcev

Cette section contient deux sous-sections : la premiére sous-section comporte
des rappels sur des objets algébriques (algébres, algébre de Lie, groupes) filtrés.
Ceci permet de rappeler la notion d’algébres de Hopf complétes dans la deuxiéme
sous-section, puis de définir I'algébre de Lie de Malcev d’un groupe I' comme étant
I’ensemble des primitifs d’une algébre de Hopf; a savoir une complétion de I'algébre
du groupe I'. On donne aussi certaines propriétés du gradué associé de 1’algebre de
Lie de Malcev d'un groupe. La majorité des éléments de cette section se trouvent
dans [33] (appendice A), en grande partie la section est une reformulation du contenu
de Pappendice cité.

3.1.1 Structures filtrées

On rappelle les notions d’algebre filtrée compléte selon [33], de complétion d’une
algébre augmentée pour les puissances de 'idéal d’augmentation, de produit tenso-
riel complété, d’algébre de Lie filtrée et de groupe filtré. Ensuite, on s’intéresse a
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I'application exponentielle associée & une algébre compléte.

Une algebre filtrée est une algébre unitaire A munie d’une suite Fo A de sous-espaces :
A=FyAD FHADFAD -,

telles que F,A - FyA C Fp4A, pour p,g € N. On dit que F,A est une filtration
d’algébre. Si A est une algébre filtrée, elle posséde une "complétion" A :

A= Jim (A /FiA).

L’algébre A posséde une filtration d’algébre :
F,A = Ker(A — A/F,A),

pour k € N. Un morphisme f : A — B, entre deux algébres filtrées est un morphisme
d’algébres filtrées si : f(FpA) C FipB, pourtout k€ N. Si f : A — B est un
morphlsme d’algébres filtrées, alors il existe un unique morphisme d’algébres filtrées
f A — B qui fait commuter le diagramme :

A—1+B
l l (3.1)
i-t.np

ou les morphismes verticaux sont les applications naturelles A — Aet B = B.
L’application f est l'application induite par le produit des f; : A / F,A — B / F,B
(qui proviennent de f). On dit que f est le complété de f.

Une algébre B est dite graduée si :
B = ®ienB; et By-Bp C By, pour p,q € N.

On dit que By et la composante homogéne de degré ¢ de B et on associe a B la
filtration d’algébre donnée par Fi,B = @;>1 B}, pour k € N.

Etant donnée une filtration d’algébre F, A sur A, on peut construire le gradué associé
gr(A) de A (pour F,A) :

= @gri(A)a ot gry(A) = F;A/FiA,
ieN

qui hérite un produit de A et qui est une algébre graduée pour ce produit.
Une algébre A d’unité v : k — A est dite augmentée si elle posséde un morphisme

d’algebre € : A — k (une augmentation) tel que £ o = idg. Le noyau de ¢ est appelé
I'idéal d’augmentation de A et sera noté I4.
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Définition 3.1.1. 1. Une algébre compléte augmentée est une algébre A aug-

mentée, munie d’une filtration d’algébre FoA telle que :
- IV A est l'idéal d’augmentation 14 de A.
- L’algébre gr(A) est engendrée par gri(A).
- L’application naturelle de A dans l&n(A/FZA) est un isomorphisme.
2. Un morphisme d’algebres complétes au;mentées est un morphisme d’algébres
filtrées entre deux algébres complétes augmentées.

Remarque 3.1.2. Une algébre compléte augmentée A est un espace complet séparé
pour la valuation :

v(x) = sup;en{ilr € FjA}, pour xz € A.

Une série de la forme ), x; avec les x; € FyA, converge vers un unique élément de

A.

L’algebre k][t]] des séries formelles sur k est une algébre compléte augmentée
pour la filtration induite par le degré.

Si A est une algébre augmentée, la complétion de A pour les puissances de I'idéal
d’augmentation :

A =1lim(A/I}),

1
munie des données :

FkA:Ker(A%A/Iﬁ), pour k € N et A—>A/IA£>]1<§,

est une algebre compléte augmentée. On s’intéressera aux complétés (pour les puis-
sances de 'idéal d’augmentation) :

k[[]" et Ug,
de k[I'] 'algebre du groupe T et de Ug l’algébre enveloppante de g.

Soit A et B deux algébres complétes augmentées. Le produit tensoriel ARQB est
une algébre filtrée pour la filtration :

Fi(A®B) = Y FA®F;B, (keN).
i+j=k

Le produit tensoriel complété de A et B :

A®B = lim(A®B /F;(A®B))
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est une algébre compléte augmentée de filtration :
Fi(A®B) = Ker(A®B — A®B/Fi(A®B)) (k € N).

Le produit tensoriel complété A®B n’est autre que la complétion @ de l’algébre
A®B munie de la filtration du début du paragraphe.

De plus, on a :
gr(A®B) = gr(A)®gr(B). (3.2)

et pour deux algébres augmentées A; et Ay :

Al ®AQ = @27
ot A; (1 =1,2) est le complété de A; pour les puissances de 'idéal d’augmentation.
Définition 3.1.3. 1. Une algébre de Lie filtrée est une algébre de Lie g munie

d’une suite de sous-espaces : g = Fi1g D Fag D - - tels que [Fpg, Fyg] C Fpiq9,
pour p,q > 1.

2. Un groupe filtré est un groupe I' muni d’une suite de sous-groupes : I' = F1I' D
oI’ O -+ tels que (FpI', FuI') C Fpp gL', ot (—, —) est le commutateur.
3. Soit g et I' comme dans (1) et (2).
- L’algébre de Lie filtrée g est compléte si l’application naturelle g — gnz(g/FZg)
est un isomorphisme. De méme, le groupe filtré I' est complet si l’applica-

tion naturelle T' — mZ(F/EF) est un isomorphisme.

- Un morphisme d’algébres de Lie filtrées (resp. de groupes filtrés) est un
morphisme entre deuz algébres de Lie filtrées (resp. deux groupes filtrés)

qui respecte les filtrations (comme pour les algébres).

- On définit le gradués associés respectifs de g et de T' (pour Feg et FoI'),

par :
gr(g) = ®i>1(Fg/Fig) et gr(l) = @1 (FiL/Fal).

On dit que gri(g) := F;g/Fi419 est la composante de degré i de gr(g).

Remarquons que Fig est un idéal de g qui contient Cgg, le k-éme terme de la suite
centrale descendante de g et que le filtre Fi.I" contient CI', le k-éme terme de la suite
centrale descendante de I". Notons que gr(g) est naturellement une algébre de Lie et
que gr(I") est un anneau de Lie pour le crochet induit par le commutateur (—, —) de I
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A titre d’exemple, une algébre de Lie munie de sa série centrale descendante est
une algebre de Lie filtrée. De méme, pour un groupe.

Pour A une algébre compléte augmentée, on pose G, A = 1+ I4 et GoA = I4.
L’ensemble G,, A est un groupe filtré pour la multiplication et la filtration :

F.G,A=1+F,A, pourk>1.

L’espace G, A est une algebre de Lie filtrée pour le commutateur [z, y] = xy — yx et
la filtration :
F.G,A=F,A, pourk>1.

Compte tenu de la remarque 3.1.2, on peut définir pour x € G, A la série exponen-

tielle :
+

g

2t
TR

2!

<.
Il
o

qui induit une application exp : GoA — G,, A bijective d’inverse donné par la série
logarithmique :

— (1—y)

log(y) = — Z —— poury e G A.

=1
Rappelons quun mot de Lie de k((X,Y)) est une itération de crochets entre X et
Y et que la série de Campbell-Baker-Hausdorff en X, Y est une série en des mots de
Lie :

1
dXY) =X +Y +[X, Y]+ ) s(X.Y),
i>3

ol z; est une somme de mots de Lie de degré i. On pose z>3(X,Y) = >, %(X,Y).
Ainsi, pour tout z,y € G4A = I4, on peut définir la série z(x,y) comme étant
I'image de z(X,Y) par le morphisme :

fay kK((X,Y)) = A, définipar X—2xz et YV —y.

La série de Campbell-Baker-Hausdorff permet de déterminer le produit sur G,,A a
partir du crochet sur G, A, on a :

el = #(@Y)

3.1.2 Algeébres de Hopf complétes et algébres de Lie Malcev

Ici on donne la définition d’une algébre de Hopf compléte. On s’intéresse a 1’en-
semble des éléments diagonaux et I’ensemble des éléments primitifs d’une algébre de
Hopf compléte, pour définir aprés ’algébre de Lie de Malcev d’un groupe (définition
3.1.6) et décrire son gradué associé (propositions 3.1.7 et 3.1.8).
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Définition 3.1.4. 1. Une algébre de Hopf compléte est une algébre compléte
augmentée A munie d’un coproduit (morphisme d’algébres filtrées ) A : A —

ARA, coassociative, cocommutative de counité [’augmentation € de A.

2. Pour deuz algébres de Hopf complétes A et B, un morphisme d’algébres de
Hopf complétes f : A — B et un morphisme d’algébres filtrées qui respecte les
coproduits.

Si A est une algébre de Hopf de coproduit A (cocommutative et coassociative),
alors la complétion A de A (pour les puissances de I'idéal d’augmentation) est une

algébre de Hopf compléte de coproduit A:A— @ ~ A®A. Par exemple :
k[[]" et Ug,
sont des algébres de Hopf complétes.

Pour T un groupe : I' — k[I']", définie un foncteur k[—]" de la catégorie des groupes
dans la catégorie des k-algébres de Hopf complétes, qui envoie un morphisme de
groupe g : I' = T vers le complété (voir diagramme 3.1) du morphisme k[g]. D’une
fagon similaire, on définit un foncteur de la catégorie des k-algébres de Lie dans la
catégorie des k-algébres de Hopf complétes :

g— Ug.

A une algébre de Hopf compléte A, on associe une algébre de Lie filtrée, ’ensemble
des éléments primitifs :

P(A) = {z € A|A(z) = 1@z + 2&1}, F,P(A) =PA)NFA (k>1), (3.3)
et un groupe filtré, 'ensemble des éléments diagonaux :
G(A) = {z €1+ I4|A(x) = 2@z}, FyG(A) =G(A) N1+ FLA) (k>1). (3.4)
P(A) et G(A) sont complets pour ces filtrations.

Un morphisme f : A — B d’algébres de Hopf complétes envoie P(A) dans P(B) et
G(A) dans G(B) (f respecte le coproduit). Donc, A — P(A), A — G(A) définissent
naturellement des foncteurs a valeurs dans la catégorie des k-algébres de Lie et dans
la catégorie des groupes.

Notons que si A est une algébre de Hopf compléte, alors grA est une bigébre graduée
connexe de coproduit grA : grA — gr(A®A) ~ grA®grA (elle posséde une structure
d’algebre de Hopf aussi).

Proposition 3.1.5. Soit A une algébre de Hopf compléte.

1. L’exponentielle se restreint en une bijection de P(A) dans G(A).
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2. L’espace gri(A) est constitué d’éléments primitifs, il engendre l’algébre de Lie
P(gr(A)), ou P(gr(A)) est l'ensemble des éléments primitifs de gr(A).

3. L’inclusion naturelle gr(P(A)) — gr(A) induit un isomorphisme d’algébres
de Lie graduées : gr(P(A)) — P(gr(A4)).

Le premier point de la proposition 3.1.5 montre que pour un morphisme d’al-
gébres de Hopf complétes f: A — B, le diagramme :

a4) 22, g(m)

og llog (3.5)

P(a) 22 p(B)

—

Commute.

La suite de la sous-section est consacré a la définition de I’algébre de Lie de Malcev
(sur k) d’un groupe et aux propriétés de cette algébre de Lie.
Définition 3.1.6. Soit I' un groupe.

1. L’algébre de Lie de Malcev surk de I' est la k-algébre de Lie filtrée compléte :

Pk,

ot k[I']" est la complétion de ’algebre K[| pour les puissances de l'idéal d’aug-
mentation et P(K[[']") est ’ensemble des primitifs de filtration comme dans

2. On notera Lieg(T") l'algébre de Lie de Malcev de T'.

On peut aussi définir la notion du groupe de Malcev comme étant I’ensemble des
diagonaux de k[I'] © Notons que ’algébre de Lie de Malcev d’un groupe détermine
entiérement le complété pro-unipotent de ce groupe et réciproquement (Remarque
4.1.4).

Proposition 3.1.7. Soit I' un groupe.

1. L’algébre de Lie grLiex(T) est engendrée par sa composante de degré un

gry Lieg(T).

2. La composante gry Liex(T") est isomorphe I]k[p]/fﬂfm, cet isomorphisme est in-

duit par Uapplication linéaire de Iy dans Liex(T") donnée par :
1 —h+log(h), pourhel

ot Iy est l'idéal d’augmentation de Kk[I'].
3. On note T Dabélianisé de T'. On a un isomorphisme entre I]k[p]/lﬂzm et
I'*®yk induit par :

1—h~ [h]®1, pourh el

et ou [h] désigne la classe de h dans T,
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4. Soit hy, ..., h; une famille de T qui engendre T'%. L’algébre de Lie grLiey(T")
est engendré par les éléments :

[log(h1)l1,- -, [log(hu)]1,

ot [log(hi)]1 est la classe de log(h;) dans gryLiex(T"), pouri € [1,1].
5. Soit K un groupe, ¢ : K — Out(I") un morphisme de groupes :

(a) Le morphisme ¢ induit naturellement une action sur Ik[r}/]—ﬂz[l—\] et une

action par automorphismes d’algébre de Lie graduée sur gr Liex(T"), qui
est compatible a l'isomorphisme :

(b) Les actions de K (induites par ¢) sur gr;Lieg(T), Ik[p]/lﬂz[r] et T%gk
sont compatibles avec les isomorphismes précédents.

(¢) En particulier, on a pour (k,h) € K x T, on a :

k- [log(h)]1 = [log(¢(k)(h))]1,

ot ¢ : K — Aut(T) est une application relevant ¢ et [log(h)] est la classe
de log(h) dans gryLieg(T").

(d) Pour déterminer laction de K sur grLiey(T"), il suffit de décrire 'action
des éléments de K sur les classes

[log(h1)]1, -, [log ()1,

pour hi, ..., h, une famille de T' qui engendre T ; ce qui est équivalent &
déterminer laction de K sur T,

Démonstration. Pour A = k[I']" le point (2) de la proposition 3.1.5 donne les infor-
mations suivantes :

e) La composante gr; Liex(I") engendre grLieg(I").
f) On a un isomorphisme naturel gry Lieg(I") ~ gr{(k[I']").
Le point (e) implique (1).

Le gradué associé gr(k[[']") est naturellement isomorphe au gradué associé gr(k[I'])
(o k[I'] est filtré pour les puissances de son idéal d’augmentation). Ainsi, en utilisant
(f) et ce qui précede, on obtient :

gry Liew(T) = gr k[l = grik[['] = Ly /Iy -
Ces isomorphismes sont naturel et on a :
log(h) = (1—h)+ry, avecry € IHE[F]“

68



Ce qui montre que la classe de log(h) dans gr; Liex(I") correspond a celle de 1 — h
dans Iy / qum et prouve (2). On trouve une preuve de (3) dans [22]. Montrons (4).

Les classes [h1], ..., [h;] engendrent I'*. En appliquant les isomorphismes de (2) et
(3), on obtient que :

[log(h1)]1, -+, [log(hu)]1,

engendrent linéairement ’espace vectoriel gr; Liex(I') et donc elles engendrent 1’al-
gébre de Lie grLieg(I") d’apres (1). Ce qui montre (4).

Démontrons (5). Pour g,h € I, on a :
gl—n)g ' =(1—-g)+y, avecye [i;

on peut voir cela grace a l'isomorphisme Iy / Iﬂz[l“] ~ I'®@k (ou par un calcul). On
en déduit que pour x € IH?[F} et gel:

-1 1
grg " =T + x4, avec Ty € IH?[JIC] ,

et donc les automorphismes intérieurs de I' induisent une action triviale sur gr k|I]
(ott Aut(T") est supposé agir naturellement sur k[I']). Par conséquent, un morphisme
k — Out(I") définie une action sur gr(k[I']). Cette action est compatible au coproduit.
Elle se restreint donc, en une action sur P(gr(k[I'])) ~ P(gr(k[[']")) ~ gr Lieg(T"), on
I'isomorphisme

P(er(k[]")) =~ gr Liey(I)

est celui du point trois de la proposition 3.1.5 (pour A = k[I'"). L’action ainsi définie
est compatible avec I'isomorphisme gry Liey(T") ~ I/ Iﬂz[ﬂ' Ce qui montre (a).

Pour (k,h) € K xT', on a :
k-[h] = [@(k)(h)], dans I,

et k-(1—h)=1=¢(k)(h), dans Iyry/Ify  (f)

ol QNS : K — Aut(I') est une application quelconque relevant le morphisme ¢.
Ces égalités prouvent la compatibilité des actions induites par ¢ a l'isomorphisme
Iy / Iﬁm ~ T%®k. Notons que ces actions ne dépendent pas du relevé ¢ choisi.

L’autre compatibilité a était traité dans la preuve de (a).

L’égalité de (c) est une transcription de I'égalité (f’) via la correspondance (compa-
tible aux actions d’aprés (b)) donnée dans (2).

L’assertion (d), est une conséquence de (4). Ce qui achéve la démonstration de la
proposition.

O
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Proposition 3.1.8. Soit aj,...,a; et by,..., b des éléments d’un groupe I'. On
suppose que
(a) - ap, by b)) =1,

pour a, un conjugué de a; (i € [1,k]) et b, un conjugué de b; (i € [1,1]), alors

> [ log(ai)l, [log(b;)]1 ] = 0,

2
dans grLie(K), ici [log(x)]1 désigne la classe de log(x) dans griLie(K )k, pour x €
I.

Démonstration. Soit x,y € I'. On vérifie que :
(:1:7y) —-1= [‘T - ]-7y_ 1] - [CE - 17y - 1](1 - (yx)il)
Or,
w—ly—1 €y o [p—1ly—1(1- @))€ Ly
Donc, on a les égalités suivantes :
log(z,y) = [z — 1,y — 1] = [log(x),log(y)], dans Iﬂfm/Iﬁz[F].

Ceci montre I'égalité (dans gry Liek(I")) suivante :

)
[llog ()], [log(y)h] = [log(z, )],
ou [log(z,y)]2 est la classe de log(x,y) € Iﬂz[l“] dans gry Lieg(T"). Ainsi, pour x =
aj---aj et y="bj---bj, on trouve :

[log(ay -+ - ay )], [log(by - - bp)l1] = [log(af - -~ ag, b -+~ by)]2 = O
Enfin, I'isomorphisme entre gr, Liex(I") et '@k, montre que :

k

l
[log(a) ---a))]1 = Z[log(ai)h, et que [log(b} Z log(b;
j=1

i=1

Cela prouve la proposition. On peut montrer cette proposition d’autres facons. [

3.2 Gradué associé de Dl'algébre de Lie de Malcev des
espaces de configurations

Dans cette section, on construit un morphisme surjectif d’algébres de Lie gra-
duées de p,(G)k de la définition 2.3.3 (on 2.3.4) dans le gradué associé de 'algébre
de Lie de Malcev sur k du groupe m CS(PL) .

On a défini dans le premier chapitre des lacets de CS'(PL) :
les xfj, pour i,j € [1,n],i# j et g € G,
et les 2}, pour k € [L,n] et p € (P})°
(voir définitions 1.4.4 et 1.4.5 pour H = G et S, = PL).
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Proposition 3.2.1. Pour vy € m;CY(PL), on note [log(7)]1 la classe de log(v) dans
gry Lieym CS (PL). Les classes :

log(x{)]1, pouri,j € [Lin], i #j, g€ G

et [log(zp)1, pour k € [1,n], p € (P)°
engendrent linéairement gry Lieym CS (PL) et forment une famille génératrice de lal-

gebre de Lie grLiepm CS (PL).

Démonstration. On a montré (proposition 1.5.9 pour H = G et S = P') que les lacets
xfj et mz engendrent le groupe ﬂng (Pl). La proposition est donc une conséquence
de (4) de la proposition 3.1.7. O

D’autre part, la suite exacte courte (1.1) du premier chapitre pour H = G et
S =P :
1= mCS(PL) — 7™ (Cu(PL/G)/6,) — G x &, — 1.

donne un morphisme :
f:G" %6, — Out 1 CY(PL).

On a explicité cette fleche en décrivant ’action de G™ x &, sur les classes de conju-
gaison des lacets wfj et xz (proposition 1.4.8).

Ces données permettent, en appliquant la proposition 3.1.7 (point (5)), pour I' =
mCY(PL), K = G" x &, et ¢ = f, d’obtenir une action de G x &,, par automor-
phisme de Lie sur gr Liegm; CS (PL) :

Proposition 3.2.2. Pouri,j, k € [1,n] aveci # j, g€ G,p € (PL)°, g=(q1,...,9n) €

G" et 0 € G, les formules suivantes :
h gihg; ! p 9ip

g - [log(zi;)l = log(z;; 7 ), g [log(z;)h = [log(z" "),

o - log(a?))]1 = llog(a% ;i o - log(a?)]s = llog(a”, )1,

définissent une action de G™ x &y, par automorphismes d’algébre de Lie graduée sur
gr Lieym CS (PL).
Démonstration. Cette action est celle décrite dans le paragraphe précédent la propo-
sition. Soit f : G x &,, — Aut(m;CS(PL)) une application relevant f du paragraphe
précédent cette proposition. L’action induite par f sur les classes [log(v)]1, pour
v € mC%(PL) est donnée par :

z - [log(7)]h = [log(fz(7)],

ot x € G" x 6, et fp = f(x). On a obtenu dans la proposition 1.4.8, pour g =
(g1,---,9n) € G" et 0 € &y, les relations :

3 g-hg-_1 "
fg(xz‘j) ~ xz; ! ) fg(xf) ~ x?l P



h h
fo(@iy) ~ Lo (i)o () , fo(@l) ~ xi(i)
oil ~ désigne la relation de conjugaison dans 7;CS(PL). D’autre part, [log(y)]1 =
[log(7")]1 si v et 4" sont conjugués dans ﬂng (P1). En combinant ce qui précéde on
obtient les formules de la proposition.

Les formules de la proposition définissent bien I'action car les classes :
log(zf)]1 et [log(ay)]s,

pour i, 4,k € [1,n] avec i # j, g € G,p € (PL)° engendrent gr Liexm;CS (PL) (propo-
sition 3.2.1). 0

Dans le troisiéme chapitre, on a défini (définition 2.3.2) l'algébre de Lie libre
hn(G)k et on a décrit une action de G™ x &,, par automorphismes de Lie sur cette
algebre (paragraphe apres la définition 2.3.2).

Proposition 3.2.3. Pour v € mCY(PL), on note [log(v)]1 la classe de log(v) dans
gry Liegym CS (PL). Soit Ly : b, (G)x — gr Liexym  CS (PL) le morphisme de Lie donné
par :

Xij(g) = flog(z{)h . Xi(p) = [log(z})]1,

pouri,j,k e [l,n], i#j,g€G, kelln]etpe (P)°.
Le morphisme Ly est un morphisme d’algébres de Lie graduées, G™ x G, -équivariant
et surjectif.

Démonstration. On vérifie que le morphisme Ly est G™ x &,,-équivariant en utili-
sant la proposition 3.2.2. Le morphisme Ly est surjectif car les classes [log(ﬂf%)]l et

[log(x})]1 engendrent grLiegm CS (PL) (proposition 3.2.1). Le fait que ce morphisme
respecte le degré est immédiat. O

Par définition p,,(G)k est un quotient de b, (G)k. De plus, p,,(G)k est munie d'une
action par automorphismes d’algébre de Lie de G™ x &,, compatible avec celle de
Hn(G)k (proposition 2.3.5).

Proposition 3.2.4. On a un morphisme surjectif G™ x &, -équivariant d’algebres
de Lie graduées py : pn(G)x — gr Lieym CS (PL), donné par :

Xij(g) = log(zf)lr ,  Xi(p) — [log(z)),

pouri,j € [I,n], i #j ,9 € G, k €[l,n] et p € (PL)°. Ce morphisme provient du
morphisme Ly de la proposition 3.2.3.

Démonstration. Compte tenu de la définition 2.3.3, de p,(G)x comme quotient de
hn(G)k, et de la proposition 3.2.3, il suffit de vérifier que les éléments :

[(X12, X13 + Xo3], [X12, X34, X12 — Xo1,
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[X1(p), Xas], [X1(p), Xa(q)],

[X12, X1(p) + X2(p) + Y X12(9)], [X1(p), Xa(p) + Y Xua(g)),
9€Gyp 9€Gp

de b, (G)k sont envoyés sur 0 par le morphisme Lg. Or, c¢’est le cas. Pour le voir, il
suffit d’appliquer la proposition 3.1.8 aux relations des propositions 1.5.3, 1.5.5 et
1.5.6 du premier chapitre. Ce qui montre la proposition.

On peut aussi construire le morphisme ¢ en utilisant la présentation de p,(G)x
(définition 2.3.4) et les relations de la proposition 1.5.7. O
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Chapitre 4

L’algebre de Lie de Malcev de
mC% (P et formalité

Le but de la premiére section est de montrer la proposition 4.1.1. On utilisera
cette proposition dans la deuxiéme section qui, elle, est consacrée & la preuve du
théoréme 4.2.1 (une reformulation du théoréme A de l'introduction).

4.1 Torseurs et algébres de Lie filtrées

Etant données deux Q-algébres de Lie filtrées. On montre (sous-section 4.1.2
proposition 4.1.1) sous certaines hypothéses que si "les extensions" de ces algébres
de Lie sur C sont isomorphes, alors elles le sont sur Q.

Proposition 4.1.1. Soit g et h deuz algébres de Lie filtrées complétes au sens de
la définition 3.1.3 telles que gr(g) et gr(h) sont engendrées par leur composante de
degré un. On suppose aussi que grq(g) et gri(h) sont de dimension finie et qu’on a
un isomorphisme f1 : gri(g) — gri(h). S’ existe un isomorphisme d’algébres de Lie
filtrées :

f:g®C — hRC tel que gri(f) = fi®ide,

alors g et h sont isomorphes en tant qu’algébres de Lie filtrées.

On commence cette section par une sous-section pour rappeler certaines notions
et fixer des conventions.

4.1.1 Schémas en groupes (conventions)

Soit k un corps de caractéristique nulle. On suit les conventions et définitions
de [12] et [29]. Un schéma affine X sur k, ou (k-schéma affine) est vu comme un
foncteur représentable de la catégorie des k-algébres (k-anneaux) dans la catégorie
des ensembles. X est un k-schéma algébrique s’il est représente par un k-anneau
finiment engendré.
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Un k-schéma affine en groupes G est un foncteur des k-algébres dans la catégorie des
groupes. Le foncteur G est dit algébrique si le k-schéma sous-jacent est algébrique.
Pour simplifier on utilise les expressions k-groupe affine et k-groupe algébrique. Un
morphisme entre k-groupe affine et une transformation naturelle.

Exemple 4.1.2. PourV unk-espace vectoriel. On définit le k-schéma affine GL(V),
par :

GL(V)(R) = GLr(V®kR),
pour R un k-Anneau.

Une représentation linéaire de GG sur V' est un morphisme de k-groupes p : G —
GL(V), elle est de dimension finie si V' 'est. Une représentation p : est dite fidéle si
p est un monomorphisme, c’est a dire :

G(R) "™ GL(V)(R)
est injectif pour toute k-algébre R.

Définition 4.1.3. Un k-schéma en groupes algébrique est unipotent, s’il existe une
représentation linéaire fidéle de dimension finie p: G — GL(V) et un drapeau :

stable sous G et tel que G opére trivialement sur les quotients V,;H/VZ-.

La définition ci-dessus est équivalente a celle de [29] et I'équivalence est établit
dans [12]| (page 487).

A un k-groupe algébrique G, on associe naturellement une k-algébre de Lie Lie(G).
Lorsque G est unipotent Lie(G) est nilpotente et pour R une k-algebre :

exp : Lie(G)®R — G(R),
est une bijection qui satisfait la formule de Campbell-Baker-Hausdorff.
On appelle la limite d’un systéme projectifs de k-groupes algébriques unipotents :
coo — Uy — Uy,
un k-schéma en groupes pro-unipotent.
Remarque 4.1.4. Soit I' un groupe abstrait finiment engendré. Le complété pro-
unipotent T de I' sur k est un k-groupe pro-unipotent avec un morphisme ¢ : I’ —

rvn(k) tel que pour tout morphisme f : I' — U(k) avec U un k-groupe pro-unipotent,
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il existe un unique morphisme f I — U de k-groupes qui rend le diagramme
suivant commutatif :

[ — s Tun(k)

L’algébre de Lie du groupe T"™ est l'algébre de Lie de Malcev de T' sur k ([25]) et
(k) est le groupe G(k[I']").

4.1.2 Preuve de la proposition 4.1.1

On va montrer la proposition 4.1.1. Pour ce faire, on construit un torseur Iso; (g, h)
sous un Q-schéma en groupes pro-unipotent Aut;(g). Ensuite on utilise un résultat
d’existence de points rationnels de torseurs sous I'action de groupes unipotents.

Dans la suite g et h sont des algébres de Lie comme dans la proposition 4.1.1.
Pour ¢ > 2, on pose :

gi=g9/Fig et b = b/ Fb.

Comme g et b sont compléte, on a :
g=limg; et  h=limbh;
i i

Le schéma Isoq(g, b)

On va construire un Q-schéma affine Iso; (g, h) qui est "en gros" constitué d’iso-
morphismes d’algébres de Lie filtrées entre g et h.

La filtration Feg (resp. Foh) induit une filtration d’algeébres de Lie sur l'algebre
de Lie nilpotente g; (resp. b;) :

Proposition 4.1.5. L’image de F,.g dans g; est C.g;, le r-iéme terme de la suite
centrale descendante de g;. Il en est de méme pour F.bh et b;.

Démonstration. On suppose dans la proposition 4.1.1 que gr(g) est engendrée par
sa composante de degré un. Ceci implique que : F,.g = C,g + F,11¢g et on a donc :

F.g=Crg+ Fr1sg9, pourr,s>1. (A)

Comme le r-iéme terme de la suite centrale descendante est espace caractéristique,
I'image de C,g dans g; est C.g;. De plus, pour s > i, F. g est envoyé sur 0 dans g;.
On déduit de ce qui précéde (compte tenu de (A)) que I'image de F,g dans g; est
Crgi- Ce qui montre la proposition. O
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La proposition montre que g?® (I’abélianisée de g;) est isomorphe a go = gr,(g).
De méme, on a h?b ~ hg = gr;(h). Ainsi, pour R un Q-anneau, un morphisme
d’algébres de Lie L : g;®QR — h;®R, induit naturellement un morphisme :

gri(L) : g2®R — ha®R.
Pour i > 1, on définit le Q-schéma algébrique Isoq(g;, b;), donné par :
Iso1(gs, b;)(R) = {isomorphismes L : g;®R — h;®R |gr(L) = fi®idg },

ou f1 : gri(g) — gry(h) est I'isomorphisme de la proposition 4.1.1, pour R une
Q-algebre.

Proposition-Définition 4.1.6. Les schémas Iso1(g;, b;) forment naturellement un
systeme projectif :
-+ — Iso1(g2, h2) — Iso1(g1, b1);

on notera Iso1(g, h) la limite de ce systéme. Pour R un Q-anneau, Iso1(g,h)(R) est
I’ensemble des isomorphismes d’algébres de Lie filtrées g R — hROR qui induisent
lisomorphisme f1®idp.

Démonstration. L'image des idéaux Firg C g (respectivement Fih C h) dans g,
(respectivement b;) étant des idéaux caractéristiques Crg; (proposition 4.1.5), les
Iso1(gi, ;) forment un systéme projectif comme annoncé.

Enfin, un isomorphisme d’algébres de Lie filtrées L : g R — HOR est entiérement
déterminé par la donnée d’isomorphismes L; faisant commuter le diagramme :

gZ®R gz+1®R%gl+2®R<;
LiJ{ Li+1l Li+2i
hZ®R h1+1®R<;bl+2®R%

ou les fléches horizontales sont les projections canoniques. Enfin, Si L induit fi®idg :
g2o®R — ho®R”, alors chacun des L; induit f1®idg : goQ@RRh2® R, via les identifica-
tions canoniques g?b ~ go et f)?b ~ )" et réciproquement si les L; induisent f;®idg,
alors L induit fi®idp aussi. Ce qui montre la derniére assertion de la proposition et
achéve la démonstration. O

Le schéma en groupes Aut(g)

Pour i > 1, on définit le Q-schéma en groupes algébrique Aut(g;) par :

Auty(g;) = Iso1(gs,bi), pour h=get f; =idg, .

De méme, on pose Aut;(g) = Iso1(g,h), pour h = g.
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Proposition 4.1.7. Les Auti(g;) sont des Q-groupes algébriques unipotents, ils
forment naturellement un systéme projectif :

oo — Auty(g2) — Auti(g1),

de limite Auty(g) pro-unipotent. Pour un Q-anneau R, Auty(g)(R) est l’ensemble des
automorphismes d’algebre de Lie filtrée de g@R induisant idg,®idg sur g ~ g?b.

Démonstration. Le monomorphisme naturel Auti(g;) — GL(g;) fournit une repré-
sentation linéaire fidéle de dimension finie de Auti(g;), lequel est algébrique. Le
drapeau Cp,g; C Cp,—10i C -+ C Cogi = g; (n; est la classe de nilpotence de g;) est
stable par Auty(g;). Comme Auts(g;) induit une action trivial sur gf* = g;/Cag, il
agit trivialement sur Ckgi/Cngi, pour 1 < k < n;. Ce qui montre que Aut;(g;) est
unipotent.

Comme Autq(g) n’est autre que Isoi(g,h) pour h = g et fi = idg, le reste de
la proposition est une conséquence de la proposition 4.1.6 et de la définition d’un

groupe pro-unipotent. O

Existence de points rationnels de Iso;(g, ) et conclusion

Ayant construit Isoj(g,h) et Autq(g), on peut montrer la proposition 4.1.1

Définition 4.1.8. Un Q-torseur est un Q-schéma X, muni d’une action & gauche
d’un Q-schéma en groupes H telle que l’action de H (k) sur X (k) est libre et transitive
quand X (k) est non-vide. On dit que X est un torseur sous H.

Soit - -+ — X9 —> X un systéme projectif de Q-schémas, X = lim X; sa limite
(—

projective et H = lim H; un Q-schéma en groupes pro-unipotent.
—

Proposition 4.1.9 (|15]). Supposons que les X; forment un systéme de torseurs
compatibles sous les H; et que X(C) est non vide, alors X (Q) est non vide.

Proposition 4.1.10. Chaque Iso1(gi, i) est un torseur sous l’action de Auti(g;).
Les 1s01(gi, bi) sous les Auty(g;) forment un systéme compatible de torseurs. Leur
limite inverse est I1so1(g, h) qui est un torseur sous 'action de Auty(g).

Démonstration. Immeédiat. O
Dans la proposition 4.1.1, on suppose qu’on a un isomorphisme :
f:g®C — hC tel que gr(f) = fivide.

Ce qui est équivalent a supposer que Iso;(g, h)(C) est non vide. Ainsi, en appliquant
les propositions 4.1.9 et 4.1.10, on trouve que Isoi(g, h)(Q) # 0 et donc il existe un
isomorphisme d’algebres de Lie filtrées fg : g — b qui induit f; : gri(g) — gry(h).
Ce qui achéve la démonstration de 4.1.1.
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4.2 Preuve du théoréme A

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme A énoncé dans I'introduction.

Rappelons que Lieym CF (PL) est I'algébre de Lie de Malcev sur k du groupe 71 CS (PL).
Cette algébre de Lie est naturellement munie d’une filtration FyLieypm CS(PL) de-
crite dans le chapitre précédent. L’algébre de Lie graduée

gr Lieym CY (PL)
est le gradué associé de Lieym CS (PL) pour la filtration Fy Liegm;CS (PL). On notera :
gr Liegm CY(PL) et p,(Q)k

les complétés respectifs de gr Liexm CS (PL) et p,(G)x pour le degré. Voici une re-
formulation du théoréme A avec les notations qu’on vient d’introduire :

Théoréme 4.2.1. Pour k un corps de caractéristique nulle, les algébres de Lie
filtrées :
Lieym CS(PY),  pn(G) et grLiegm CY(PL)

sont isomorphes en tant qu’algébres de Lie filtrées, c’est a dire : les filtrations de ces
algébres de Lie correspondent via les isomorphismes.

On va commencer par construire deux morphismes : Liecm; CS(PL) — p,.(G)c
et pn(G)k — grLieym CY(PL). Remarquons d’abord, que :

Lemme 4.2.2. L’ensemble P(Up,(G)x) des primitifs de Up,(G)x est naturellement
isomorphe a pn(GQ)k. Les filtrations de ces deux algébres de Lie complétes coincident.

Proposition 4.2.3. On a un morphisme surjectif (provenant de la connexion KZ,
associée a G) d’algebres de Lie filtrées 0, : Liecm1CS (PY) — pn(G)c donné par :

gr(0p)[log(zf;)l = Xij(g) et gr(f,)[log(zy)]lr = Xk(q),
pour i, j, k € [1,n], aveci # j, g € G et g € (PL)°.

Démonstration. On a vu dans le deuxiéme chapitre que la connexion KZ,, associée
a G fournit une représentation (voir "équation" (2.8) ) de monodromie :

PG m(CE(Pi)aQ) — g(apn(G)C)a

ou g (Z;{pn (G)c) est le groupe des éléments diagonaux de L?pn(G)(c. L’application pg

est un antimorphisme. On note p : 71 (CS (PL), Q) — G(Up,(G)c), le morphisme de
groupes donné par :

p(7) = pa(y) ™", pour v € m(CF(PL), Q).
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Le morphisme d’algebres k[p] : k[m CS (PL)] — Up,,(G)c envoie les diagonaux de k|p)]
sur les diagonaux de L?pn(G)c et donc il respecte les corproduits. De plus, il respecte
les augmentations des deux algébres. Ceci montre qu’il existe un unique morphisme
d’algébres de Hopf complétes :

—

ko] : k[m CF (PL)]" — Upn(G)c

—

complété de k[p]. En restreignant k[p| aux primitifs, on obtient le morphisme :

—

P(k[p]) : LiecmiCy (P1) = pa(G)c,

ot on utilise isomorphisme naturel P(Up,,(G)c) =~ pn(G)c du lemme 4.2.2. On pose

—

fo :=P(k[p]). Par construction de f,, on a :

follog(v)) =log(fp(7)),  (A)
pour v € T CS(PL) (voir le diagramme 3.5 du chapitre précédent).
On a montré, dans la proposition 2.4.7 du chapitre deux, que :
po(al;) =1 —=2inX;5(9) + Rij(9),  pglay) =1 - 2irXy(q) + Ri(p),
ot R;;(g) et Ri(p) ne comportent que des termes de degré supérieur ot égale a deux.

En appliquant (A) & ces formules, on trouve que :

fp(log(af;)) = 2 Xi;(g) +1ij(9),  fo(log(a})) = 2in Xy (q) +rx(p), (B),
ou r;;(g) et 7,(p) ne comportent que des termes de degré supérieur ot égale a deux.

Soit Loir : pn(G)c — pn(G)c automorphisme de Lie, donné par :

1

%Xl(g) et Xk(p)HiXk(p)'

X
k (g) ~ 2w

Les égalités de (B) impliquent les égalités suivantes :

gr(Lair o fp)llog(af;)]1 = Xij(g) et que  gr(Laix o f,)[log(ay)]1 = Xk(q).
On prend donc 0, = Lair o f,.
Enfin, I'algébre de Lie p,(G)c est engendré par les X;;(g) et les Xi(p). Or, X;;(g)
et les Xj(p) se trouvent dans 'image de gr(6,) = gr(Loix o f,) et donc gr(f,) est
surjectif. La surjectivité de gr(6,) implique la surjectivité de 6, car Liecm CS (PL)

et pn(G)c sont completes. Ce qui montre la proposition. O
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Proposition 4.2.4. On a un morphisme surjectif d’algébres de Lie filtrées py :
Pn (G — grLiegm CS (PL) donné par :

Xij(g) = flog(z{)h »  Xi(p) = [log(z})]1,
pour i,j,k € [1,n], aveci # j, g € G et p € (PL)C.

Démonstration. Le morphisme @ est le complété de ¢y de la proposition 3.2.4 pour
le degré. O

On note f¢ la composée des fléches :

0 R
LiecmiCY(PY) 2 pn(G)e 5 grLiecm CC(PL),
obtenues dans les deux derniéres propositions 4.2.3 et 4.2.4.

Par construction de 6, et ¢c, on a :
gr(fo)llog(z)]r = [log(xf;)]1 et gr(fc)llog(z})]l = [log(x})1,

Or, on montre dans la proposition 3.2.1 que I'algébre de Lie grLiexmCS(Pl)c est
engendrée par les classes [log(xfj)]l et [log(a%)]1 pour i, 4,k € [1,n], aveci # j, g € G
et p € (P1)°. Par conséquent, gr(fc) est I'identité et donc fc est un isomorphisme
qui induit lidentité sur gryLiecm CF (PL). Ceci montre que 6, et ¢¢ sont des iso-
morphismes.

Comme ¢c = @r®kide, @r est un isomorphisme pour tout k. Ce qui prouve que
les algébres de Lie :
Pn(G)i et gr Lieym CS (L)

sont isomorphes en tant qu’algébres de Lie filtrées.

Montrons l'isomorphisme entre LiegmCS (PL) et p,(G)x. On note (p,,(G)g)1 la com-
posante de degré un de p,(G)q, et

04 : gry LiegmCy (Py) — (pu(G)o)1,
I'inverse de I'isomorphisme grq(¢q). L’application 9(1@ est donnée par :
log(af)]1 = Xij(g) et [log(z})]1 — Xi(p),

pour i,j,k € [1,n], avec i # j ,g € G et p € (PL)c.

Comme Liecm CS(PL) = Liegm CS(PH&C et pn(G)c = pn(G)oRC, Iapplication
6, est un isomorphisme :

~

Liegm CS (PH)&C 9i> Pn(G)o®C
14
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De plus gry(6,) = 06®id<c. Ainsi, en appliquant la proposition 4.1.1, pour :

g = LiegmCS(PL), b=p.(Gg, f=0, et fi=0.

On trouve que LiegmCS (PL) et pn(G)g sont isomorphes en tant qu’algébres de Lie
filtrées ; notons 6,(Q) "cet isomorphisme".

Enfin, on a Lieym CF (PL)y, = Liegm CS (P)&k et pn(G)k = pn(G)o@k. L'applica-
tion fp®idy est donc un isomorphisme d’algebres de Lie filtrées entre Liexm CE(Ph)y
et pn(G)k, pour tout k de caractéristique nul. Ce qui achéve la preuve du théoréme
4.2.1.
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Pour X un espace topologique, I'algebre de Lie de Malcev de son groupe fondamental
(ou algebre de Lie de Malcev de X) fait partie des invariants étudiés en homotopie ration-
nelle. Un espace est dit 1-formel si cette algebre de Lie est quadratique. Les connexions
de type Knizhnik-Zamolodochikov peuvent permettre d’établir des résultats de "formalité”
pour les espaces de configurations de points sur les surfaces. On s’intéresse a une
famille d’espaces X qui sont des espaces de configurations de points sur la sphere,
tordus par l'action d’'un groupe fini d’homographies. On étudie le groupe fondamental
de X et on construit une connexion de type Knizhnik-Zamolodochikov qui permet de
calculer I'algebre de Lie de Malcev de X et de démontrer sa 1-formalité.
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