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Résumeé

Nous étudions dans cette thése, une loi de conservation scalaire hyperbolique
d’ordre un avec terme source stochastique et flux non-linéaire.

Le terme source stochastique peut étre considéré comme la superposition d’'une
infinité de bruits Gaussiens dépendants de la quantité conservée.

Nous donnons une définition de solution de cette équation aux dérivées partielles
stochastiques (EDPS) d’un point de vue intermédiaire entre celui de I'analyste
(solution non réguliere en espace, introduction d’'une variable supplémentaire
dite cinétique) et celui du probabiliste (solution processus stochastique continu
a droite limité a gauche en temps). L'unicité de la solution est prouvée grace a
un dédoublement des variables a la Kruzkov.

Nous étudions la stabilité de la loi de conservation pour donner un théoreme
général donnant les conditions d’existence d’une solution et les conditions de
convergence dune suite de solutions approchées vers la solution de la loi de
conservation. Cette étude se fait grace a des outils probabilistes : représenta-
tion des martingales sous forme d’intégrales stochastiques, existence d’'un espace
probabilisé sur lequel la convergence de lois de probabilités est équivalente a la
convergence presque stire de variables aléatoires.

Pour finir ’étude, nous prouvons l'existence d’'une solution grace aux propriétés
de l'approximation de 'EDPS par un schéma numérique des Volumes Finis ex-
plicite en temps, puis la convergence de cette approximation vers la solution de
I'EDPS. Les outils utilisés sont ceux de 'analyse, spécifiquement ceux de la mé-
thode des Volumes Finis en déterministe, auxquels il faut ajouter ceux du calcul
stochastique (outils probabilistes).



Abstract

In this thesis, we study a scalar hyperbolic conservation law of order one, with
stochastic source term and non-linear flux. The source term can be seen as the
superposition of an infinity of Gaussian noises depending on the conserved quan-
tity.

We give a definition of solution of this stochastic partial differential equation
(SPDE) with an intermediate point of view between that of the analyst (non-
regular solution in space, introduction of an additional kinetic variable) and that
of the probabilist (right continuous with left limits in time stochastic process
solution). Uniqueness of the solution is proved thanks to a doubling of variables
a la Kruzkow.

We study the stability of the conservation law, in order to give a general theorem
where the conditions of existence of a solution and conditions of convergence
of a sequence of approximate solutions towards the solution of the conservation
law are given. This study is done thanks to probabilistic tools : representation of
martingales in the form of stochastic integrals, existence of a probability space
on which the convergence of probability measures is equivalent to the almost
sure convergence of random variables.

To finish the study, we prove the existence of a solution thanks to the properties
of the approximation of the SPDE given by an explicit in time Finite Volumes
numerical scheme, then the convergence of this approximation towards the so-
lution of the SPDE. The tools used are those of the numerical analysis, especially
those of the Finite Volume Method, and those of the stochastic calculus (proba-
bilistic tools).
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Introduction

Qu’est-ce qu’une loi de conservation ?

C’est une loi physique qui dit d’une certaine quantité mesurable (énergie,
masse, quantité de mouvement, flux magnétique, charge électrique ...) dans
un systeme donné, qu’elle ne change au cours du temps que par les quantités
entrantes, les quantités sortantes a travers les frontieres du systéme et par la
quantité créée a l'intérieur du systeme.

Elle s’exprime mathématiquement grace a une équation aux dérivées partielles
qui donne I'évolution au cours du temps de cette quantité mesurée dans un
systeme donné.

Plus précisément, soit U la fonction donnant la quantité mesurée a chaque
instant t € R*, c’est a dire la mesure d’un sous-ensemble de I'espace R (ou d
est appelée la dimension de I'espace) a chaque instant ¢ € R}, autrement dit

U:B(Rd)xR+—>R

(ou B (Rd) est la tribu borélienne de R%)
et u la fonction donnant la densité de cette quantité a chaque instant ¢t € R,

u: (2,t) ERY X RY = u(x,t) €R
alors cette loi de conservation peut s’écrire
Opu (2, 1) + divy (F (2,1)) = G (2,1, u(x,1))

grace a la fonction densité u, a une fonction F' exprimant le flux de quantité a
travers un systeme donné, et a une fonction GG exprimant la quantité créée ou
absorbée par le systeme (G (¢, z,u (z,t)) est appelé terme source).

Elle peut aussi s’écrire sous sa forme intégrale, grace au sous-ensemble ouvert
borné régulier Q C R? qui représente le systéme donné et sa frontiére notée 952 :

/ ) [ oty + | . [ dive (F (o 1)) dedt = | ” [ G tu o)) dodi
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soit, en supposant F' et u suffisamment réguliéres

/Qu(x,tz)dx—/Qu(x,t1)d:c+/: /aQF<x’t) o (2) dHE (o) dt =
/tt2/QG(:U’t’u(x7t))dl'dt

ou n (z) est le vecteur normal extérieur a 'ouvert 2, F'(z,t) .n (z) le produit sca-
laire euclidien entre F (z,t) et n (z), H? ! la mesure de Hausdorff de dimension
d — 1. On peut aussi I’écrire

U(Q,ty) = U (2,t1) =
/tf2/QG(x,t,u (x,t)) dedt — /: /89 F (z,t) .n(z) A1 () dt

Cela signifie donc que la différence de quantité présente dans le systeme entre
les temps t; et t, est égale a la quantité créée dans le laps de temps, moins la
quantité qui est sortie du systeme (celle qui passe a travers la frontiere 0f) dans
le sens de n (z)) plus la quantité qui est entrée dans le systeme (celle qui passe
a travers la frontiere 0f) dans le sens de —n (z)).

On se limitera dans cette these a des lois de conservation qui sont des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, c’est a dire telles que le flux
F sécrit

F(z,t) = A(x,t,u(x,t))

La loi de conservation étudiée s’écrira donc

Ou (x,t) + divy (A (v, t,u (z, 1)) = G (2, t,u(x,t)) (0.1)

Si la fonction (z,t,() € R* x RT x R; — G(z,t,() ne dépend pas de la der-
niere variable, alors '’équation (0.1) modélise une situation ou le terme source
ne dépend pas de la densité de la quantité conservée wu.

Si le terme source est stochastique, on pourra écrire

dw (t)

G (z,t, (u(x,t))) = ® (x,t,u(zx,t)) o

avec W processus de Wiener réel, de dimension finie ou cylindrique. Mais il
ne faudra pas oublier que le terme source et la densité v dépendent du hasard
w € Q, ou (2, F,P) est un espace probabilisé; et aussi que W n’est nulle part
dérivable par rapport a t.

13



L’équation (0.1) pourra alors s’écrire

@M@w+dm4A@¢w@m»y:¢@¢w@¢»Mgﬁ
ou bien

du (. ) + divy (A (2, t,u (2,1))) dt = @ (a, £, ulx, £)) AW (1)
ou encore

du (z,t,w) + div, (A(x,t,u(z,t,w))) dt = & (z,t,u(x, t,w)) dW (t,w),

la variable w étant souvent omise.

Rappelons que la divergence (suivant la variable x) d’une fonction
A:RTx RY x Re — R est

d

div, (A (2,t,0) = > 0y, A; (,1,C)

=1

et donc par composition

div, (A (z,t,u (z,1)))
- <<aiAi> (. t,u (,1)) + (D A:) (2,8, 0 (2,1)) X Oy, (u <w>>>

=1

pour des fonctions A et u suffisamment réguliéres.

Remarque :

Dans le cadre de I'équation (0.1), comme u est a valeurs réelles, on dit que la
loi de conservation est scalaire. Si u était a valeurs dans R? (et donc G aussi),
alors que A serait a valeurs dans (Rd)p, on parlerait de systeme de lois de
conservation, et chaque fonction composante de u vérifierait une égalité (0.1)
avec les fonctions composantes de G et de A.

Remarque économique :
U pourrait aussi mesurer la quantité d’argent présente dans un pays donné,
une région donnée, une entreprise donnée, A représenter le flux d’argent, G la

source d’argent.

Autres remarques :

14



Une bonne introduction et de trés bons exemples sont donnés dans le premier
chapitre du cours en ligne [Vov11] de Julien Vovelle « Méthode Volumes finis ».
Pour des exemples « concrets » issus de la mécanique des fluides, on pourra
consulter le mémoire HDR de Sébastien Martin [Mar12].

Pour définir ce qu’on appellera solution de I'’équation aux dérivées partielles
(0.1), dans le sens ou on espere qu’il existe une et une seule fonction u vérifiant
I'égalité (0.1) a A et G fixés, il faut immédiatement rajouter une condition a
I'equation (0.1) : la condition initiale (la connaissance de « au temps ¢t = 0, ou
a un autre temps t = ty), ou la condition au bord (la connaissance de u pour
x appartenant a la frontiere d’'un ouvert régulier Q2 C R%) ou un mélange de
conditions de ces types.
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1 Rappel des faits : état de I'art

1.1 Historique des définitions de solutions de lois
de conservation scalaires, résultats
d’existence et d’unicité

Premiere définition de solution :

La solution naturelle de (0.1) est une solution v € C* (Rd x R*; ]R) qui permet
aux dérivées partielles d’exister. Cette solution s’appelle solution au sens clas-
sique.

Deux exemples :

Sid=1, A(x,t,() = %, G (z,t,{) =0 V( € R, alors 'équation de Burgers

Opu (z,t) + 10, (u(x,1))* =0, VreRteRF
u(x,0) =ug(z), VreR

avec la condition initiale uy € C' (R) croissante, admet pour unique solution u
définie V (x,t) € R x R par

u (SL’, t) = Ug (§ (ZL’, t))
ou ¢ est 'unique fonction de classe C* vérifiant
ug (E(z,t))t+&(x,t) —2 =0, VreR,teR"

On pourra consulter [Di 09] pages 82/83 pour la démonstration.

SiV¢ € R, A(x,t,() = Cbavech € Réfixé, et G € C (Rd x R*: R) alors 'équation
de transport

Owu (x,t) + divy (u (z,t)b) = G (z,t), VreR,te RS
u(x,0) =ug(z), VreR

avec la condition initiale uy € C* (R)
admet pour unique solution u définie V (x,t) € R x R™ par

u(a:,t):uo(:zf—tb)+/OtG(a:+(s—t)b,s)ds

On pourra consulter [Eval0] page 19 pour la démonstration.
Dans le cas ou la condition initiale g est discontinue, on comprend bien que la

16



loi de conservation scalaire ne peut pas avoir de solution au sens classique.

Deuxieme définition de solution :

La notion de solution faible fut introduite par Jean Leray (qu’il appelle « solution
turbulente ») dans son article [Ler33] de 1933. Grace a des fonctions tests ¢ €
e (Rd x R* ) multipliées a (0.1), et a deux intégrations par parties, on dira que

ue L, (Rd X Rj) est solution faible de (0.1) si Vy € C2° (Rd y Rj),

/Rde: (u (2, 8) Do (2, 1) + A (2,1, u (1)) .V (1)) ddt —

o G(x,t,u(a:,t))gp(x,t)da:
RExRY

avec A,G tels que (z,t) — A(x,t,u(x,t)) et (z,t) — G(x,t,u(z,t)) appar-
tiennent a L}, (Rd X Rj)

Si on considere Le probleme de Cauchy

{ Oru (,1) + divi (A (2,8, u (2,1))) = G (@, t,u(@,1), V(@,0) ERTxRE ) )

u(x,0) =uy(z), VoeR

1
loc

Vp € C (R x RY),

on dira que u € L (Rd X R*) est solution faible du probleme de Cauchy si

Lo )0 (2,0) 4 Aot (2,0)) Voo () dac

—i—/Rduo(x)go(x,O)dx: —/RdxﬂwG(x,t,u(x,t))gp(x,t)dx

avec A, G telles que (z,t) — A(z,t,u(z,t)) et (x,t) — G (z,t,u(x,t)) appar-
tiennent a L}, (]Rd X R*).

On peut remplacer R? par un ouvert 2 de R? dans les définitions précédentes,
on peut aussi remplacer R par le tore de dimension d noté T¢ = R¢/Z.

Troisieme définition de solution :

Les solutions faibles ne sont en général pas uniques. Kruzkov (1970) dans son
article [Kru70] introduit une solution faible généralisée (appelée maintenant
solution faible entropique) définie de la maniere suivante :

une fonction u € L*> (Rd x RY; ]R) est dite solution faible entropique de (0.1) si

17



Vp € C (RY x RY;RY) et Vk € R

/Rdeir (\u (2,1) = klorp (2,1)

+sgn (u(z,t) — k) (A(z, t,u(x,t) — Az, t,k)) Vo (z, t)) dxdt

— sgn (u (z,t) — k) (div,A (2,6, k) — G (z,t,u(x,t)) ¢ (x,t)de >0

REXRY

qui devient, en tenant compte de la condition initiale
_ d ) d\ .
u(z,0) =wuy (z),vr € R avecug € L (R)

une fonction u € L™ (Rd x R*; ]R) est dite solution faible entropique de (1.1) si
Vp € C (RY x R*;RY) et Vk € R

[ ('“ (2, 6) = kloe (1)

+sgn (u(z,t) — k) (A(x, t,u(x,t) — Az, t,k)) Vo (z, t)) dxdt

+ [ uo (@) = Kl (2,0 da

— sgn (u (z,t) — k) (divyA (z,t, k) — G (z,t,u(z,t))) ¢ (z,t)dx > 0.

RIxR+

On a le théoréme d’existence et d’unicité donné par Kruzkov (1970) :
sous les hypotheses suivantes

® uy € L™ (]Rd)

AeC?® (R xR x R;)

sup{|9cA(z,t,0)| o € R% 1 € [0,T],C € [-M, M} < +o0, VM € R*

G e C? (R x R x R;)

sup{|G(a, £,0) — div, A(z,t,0)] ,x € Rt € [0, T]} < +o0

e sup{|9; (G — div,A) (z,t,()|,x € R4t € [0,T],( € R} < 40,

il existe une unique solution faible entropique u € C (R*;L}OC (Rd;R)) au
probléeme de Cauchy (1.1).
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Les discussions sur les hypotheses du théoréeme de Kruzkov et la définition de
solution faible entropique des articles [GH94] et [CMRO09] sont particulierement
intéressantes.

Des considérations physiques permettent de dire que la solution faible en-
tropique est la « bonne solution » du point de vue physique. On pourra consulter
le livre de Lawrence C. Evans [EvalO] pages 135-161 puis pages 641-653 pour
la préparation et la construction de la définition de solution entropique, et pour
les démonstrations d’existence et d’unicité.

Voici une définition équivalente de solution faible entropique de (1.1) dans le
casou A (z,t,() = A(() :

soit  : R — R une fonction convexe appelée entropie, soit ¢ : R — R? appelée
« flux d’entropie 7 » définie sur R par

o) = [0 () A (s) d

une fonction u € L™ (Rd x RT; R) est dite solution faible entropique de (1.1) si

Yo € CX (Rd x RT; R ) et pour tout couple entropie/flux d’entropie (7, ) on
a:

/Rde+ (77 (u(2,t)) Opp (w,t) + ¢ (u(x,t)) .V (a, t)) dadt

[ o @)e0drs [ o @@ 0)G b)) dr >0,

Une variante du théoreme de Kruzkov est donnée dans le cas ou
e G=0
e A:R — R? est localement Lipschitzienne
o up € L' (R?) N L (RY)

Sous ces hypotheéses, il existe une unique solution faible entropique au probleme
de Cauchy (1.1) qui vérifie u € C (]R*, L (Rd)>.

Quatriéme définition de solution :

Pour définir correctement la « measure valued solution » introduite par Di Perna
dans son article « measure-valued solution to conservation laws » [DiP85] qu’on
peut traduire par « solution a valeur mesure », commencons par rappeler ce
qu’est une mesure de Young :

soit 7" € R, on appelle mesure de Young v sur R? x (0,7) x R associée a la
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mesure de Lebesgue \ sur R? x (0, T), toute mesure positive sur les boréliens de
R? x (0,T) x R qui vérifie

VB eB(R'x (0,T)), v(BxR)=\(B)
Siu:R?x (0,7) — R est borélienne, alors 'unique mesure définie par

(B.C) € B(R? % (0,T)) ® B(R) v+ /B Sty (C) dedt

est une mesure de Young, dite associée a u et noté€e dxdt.0y g ) OU dxdt @ Oy(z )
sur R? x (0,7) x R.

Le théoréme de désintégration suivant permettra de définir la solution a valeur
mesure de (0.1) :

a chaque mesure de Young v sur R? x (0,T) x R, on peut associer une famille
de mesures de probabilité 7, indexées sur R? x (0,7), telle que VC € B(R) :
(z,t) € RY % (0,T) — 7, (C) soit mesurable et vérifie

V(B,0) € B(R'x (0,T)) ® B(R), /Brm (C)dadt = v (B x C)

On notera v = dxdt. 7, ou dxdt ® 7,

On pourra consulter [AFP00] pages 56-57 pour plus de détails.

Une mesure de Young v = dxdt ® 7, est une solution a valeur mesure du pro-
bleme de Cauchy (1.1) avec

o ug e L! (Rd) N L (Rd>
o Az,,¢) = A(¢) et (= A(() € C* (R, RY)
e =0

si les probabilités 7, ; sont uniformément supportées par un compact de R, et si
Vp € C (R? x RY)

/Rdx(o,T) at(p (1'7 t) /RTTx’t (dr) dxdt
+ / Voo (,1) . / A () 7oy (dr) dedt
R x(0,T) R

+/Rdu0(a:)gp(x,0)dx:()
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que I'on peut aussi écrire

0, 7t d 7t, / Vx 7t A d ’t’
/RdX(O,T)xR i (¢ rdv (. t,7) + R (0,T) xR (1) A(r)dv (z,1,r)
+/Rduo(13)<p(a:,0)dx:0.

Une mesure de Young v = dzdt ® 7, est une solution a valeur mesure du pro-
bléeme de Cauchy (1.1) avec

o ug € L! (Rd) N L>® (Rd)
o Az,1,¢) = A(¢) et (= A(() € C* (R, RY)
e (=0

si les probabilités 7, ; sont uniformément supportées par un compact de R, et si
Vo € CF (Rd x RT; R ) et pour tout couple entropie/flux d’entropie (7, ¢) de
classe C!

/ O (x,t)n (r)dv (z,t,r) + Ve (x,t) .0 (r)dv (x,t, )
R x (0,T)xR

Rix(0,T)xR
[ nlus @) (2,0)dw > 0

L’existence d’une telle « entropic measure valued solution » a été prouvée par Di
Perna.

Pour l'unicité, on a le résultat suivant :

On sait qu’il existe une unique solution faible entropique u au probleme de
Cauchy (1.1) sous les mémes hypothéses que celles de I'existence d’une solu-
tion a valeur mesure. DiPerna a démontré que toute solution a valeur mesure
v = dxdt ® 1, vérifiant

lig%/g /Rd/Rh’ o () |Ta (dr) dadt = 0

est égale & dxdt @ 0y (g p)-

Cette définition est utile pour la stabilité des schémas numériques. On
pourra consulter [Fjo+15] pour plus de détails.

Cinquiéme définition :
La notion de processus d’entropie fut définie par Eymard, Gallouét et Herbin
[EGH95] dans le cadre de la loi de conservation scalaire (1.1) avec
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o Az,1,0) =V (2,t) f () ou V € G} (R? x [0, T];RY)
o fC(R;R)

e G=0

o up € L (RY)

Un processus d’entropie y € L™ (Rd x (0,7) x (0,1) ;Rd> est une solution pro-
cessus entropique du probleme de Cauchy (1.1) si et seulement si p vérifie pour
tout couple d’entropie/flux d’entropie (1, ¢) € (C* (R))?

et Vip € C (RY x [0, T); R¥) :

/RdX(O,T)x(OJ) (n(u(z,t, @) O (x,t) + ¢ (p(z,t, ) V (2,1) Vo (x,1)) dadzdt

+ [ nlus @) (2,0)dw > 0
Une solution processus entropique u telle que
pour presque tout (z,t,a) € R? x (0,7) x (0,1), pu(z,t,a) = u(z,t)

implique que u est une solution faible entropique.
De maniére réciproque, une solution faible entropique v donne une solution
processus entropique ;. définie par

V(x,t,a) € REx (0,7) x (0,1), p(2,t,0)=u(x,t)

IIs ont prouvé dans l'article [EGH95] l'existence et I'unicité de la solution pro-
cessus entropique. Cette solution a un représentant qui ne dépend pas de a.
L’existence d’une solution est prouvée grace a la convergence d’'une approxima-
tion numérique donnée par un schéma volume fini.

Paraphrasant [EGH95], on peut donner le lien entre « solution a valeur mesure »
et « solution processus entropique » :

Soit v = dxdt ® 7, une mesure de Young sur R? x (0,7) x R, et soit F,; la
fonction de répartition de la probabilité 7, ;, alors on peut définir

p(x,t,a) =inf{s € R: F,;(s) > a}

qui sera dans L> (Rd x (0,7 x (0, 1)) des que le support des 7, ; sera uniformé-
ment dans un compact de R
et vérifiera Vg € C (R) et Vh € L* (Rd x (0, T))

AdX(O7T)XRh(x,t)g(r) dv (z,t,7) =/ hiz,t)g(p(z,t, o)) dedtda

R x(0,7)%(0,1)
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On peut ainsi associer a toute « solution a valeur mesure » v une « solution pro-
cessus entropique » fi.

Sixieme définition :
u e L (2 x (0,7)) est dite solution entropique (le mot faible étant sous-jacent)
au probléme de Cauchy /Dirichlet

{ Opu (x,t) + div, (A (u (z,

) =G (z,t), V(x,t)eQx(0,T)

t)) =
u(x,t)=0b(z,t), VY(z ,)E@QX(O T)
Q

u(x,0) =ug(z), Ve
avec

e ) ouvert bornée de R? a frontiére lipschitzienne si d > 1
e AcC(R;RY)
o uy € L™ (Q)
o GeL*(Qx(0,7))
e be L™ (00 x (0,7))
si et seulement si Vo € O (Rd x [0,T); R*) etVkeR:

 Joaxo,n) o (7, 8) X kgr;g%%ét)vk | (A(r) — A(s)) .n(z)|dvdt

< H—kto t) dxdt
_Qﬂwﬁwa) )" O (w,t) dx

+ /QX(&T) (1u(:c,t)>}g (A(u(z,t)) — A(k)) .Vep (z,t) + G (x,t) ¢ ($7t>) dudt
+ /Q (uo (z) — k)" ¢ (2,0) d

et

N /me(o,T) Pl t) x b(z t)max | (A(r) — A(s)) .n(x) |dedt

ONELZr; s<k
< (u(x,t) — k)" Owp (z,t) dedt
Qx(0,T)
Qx(0,1)
[ (o (@) =) o (2,0) da

ol n (x) est la normale extérieure a la frontiere 0f2.
Cette définition se trouve dans l'article d’Ammar, Wittbold et Carrillo [AWCO06],
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et suit un travail antérieur de Carrillo qui traitait le cas b = 0.
IIs prouvent I'existence et I'unicité d’une telle solution entropique.

Septieme définition :
Commencons par donner la définition de la fonction y suivante :

+lsi0< &<
X (&u)=<¢ —1lsiu<é<O
0 sinon

Dans leur article fondateur Lions, Perthame et Tadmor [LPT94b] introduisent
une variable supplémentaire (qu’ils appellent vélocité) a la loi de conservation
(0.1) avec A(x,t,() = A(¢) et G = 0 pour obtenir une formulation cinétique de
la loi de conservation scalaire :

Ouf (x,4,€) + A (&) .Vuf (2,1,€) = 0em (2,1,€), (1.2)

ol m est une mesure positive finie sur (Rd X Rf xR¢, B (Rd x RE x RO) appe-
lée mesure cinétique de défaut d’entropie car elle compense en quelque sorte
I'inégalité de la formulation entropique pour en faire une égalité.

Si on rajoute la condition initiale f (0, x,&) = x (£, uo (z)) ot ug € L* (Rd) alors
une fonction f (x,t,£) = x (&, u(x,t)) avec u € L™ (Rd X R+) est solution ciné-
tique du probléme de Cauchy composé de I’égalité (1.2) et de la condition initiale
précédente si Vp € C° (Rd x RY x Rg)

/ Oup (a.1,€) f (2,1,€) dudidg
R4 x (0,+00) xR

Ve (z,t,€) A" (&) dudtd
o T2 (0 1:6) A (€) drdte

+ X(évuﬂ (x)>90(x70>€> dl’d£

Rd+1

= O (z,t,&) m (z,t,§) dedtdE

R?x (0,4-00) xR

Benoit Perthame, dans son livre « Kinetic formulation of conservation laws »
[Per02] prouve que si

e A est localement lipschitzienne

e me(C, (Rg;w — M?t (Rd X R+>) (ot w — M! (Rd X R+> est ’ensemble des
mesures boréliennes positives bornées sur RY x Rt muni de la topologie
faible)
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alors il existe une unique solution f(z,t,§) = x (& u(x,t)) cinétique avec
ueC (R*; L (Rd)). C’est la solution faible entropique du probleme de Cauchy
correspondant.

Remarque : Si f(z,t,&) € L™ (R*; L (Rd X Rg)) N L (Rd x Rt x Rg) vérifie
Vp € C (RY x R x Re),

/Rdx(O,—o—oo)XR O (Q?, t, 6) f (l‘, t, f) dxdtdé

V. t,&).A' (&) dxdtd
+~/Rd><(0,+oo)><]R SO(x’ 75) (€> . f

+ /Rd+1 X (& uo (2)) ¢ (x,0,€) dedE
- 8590 (:E,t,f)m(xjt’f) dl‘dtd&

R4 x (0,+00) xR

sans étre forcément égale a x (£, u (z,t)), on parle de solution cinétique généra-
lisée. Mais sous les hypotheses supplémentaires :

e m est une mesure positive, telle qu’il existe 4 € L3 (R) (fonction bornée
qui s’annule a l'infini)

/ m (z,t, &) dtdr < p(§)
RIxR+

[/ (2,t,) | = sgn (§) f (z,1,6) <1

il existe une mesure borélienne positive v sur R? x RT x R, vérifiant

5’5f:50—y

alors il existe u € L (Rd X R+> telle que f(z,t,&) = x (& u(x,t)) soit la
solution cinétique du probleme de Cauchy.

Notons que I'idée de résoudre une EDP en introduisant une variable supplémen-
taire vient de Brenier dans son article [Bre83].

Introduisons maintenant différentes définitions de solutions de lois de conserva-
tion avec terme source stochastique.

Remarque financiere : Les lois de conservation avec terme source stochas-
tique pourraient décrire la dynamique du prix d’un actif financier.
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Citons en premier Holden et Risebro pour leur article [HR93] d’ou est tirée la
Huitiéme définition :

Soit (€2, F,IP) un espace probabilis¢, muni d'une filtration (F;),.p+ complete,
continue a droite, pour laquelle le mouvement brownien réel continu (W;), g+
est adapté.

Notons Prog la tribu de R* x Q) constituée par les sous-ensembles A C Rt x Q
vérifiant :

Vit € RT, 14 est B[0,t] ® F;-mesurable
Le probleme de Cauchy
Owu (,t,w) + 0, (A(u(x,t,w))) = G(x, t,u(z,t,w)) + @ (u(z, t,w)) W (w,t),
V(z,t,w) € R xRS x Q
u(x,0,w) =ug(z), VreR
qui s’écrit aussi sous forme plus probabiliste

du (z,t,w) + div, (A (u(z,t,w)))dt = G (z,t,u(x,t,w))dt + ® (u(x,t,w))dW,
V(z,t,w) E R xRF x Q

u(z,0,w) =ug(z), VreR
admet pour solution le processus mesurable
u: (Rx (R* xQ),B(R)® Prog) — (R, B(R))

si et seulement si Vp € C° (R x R™)

/( ) Op (z,t) u(z, t,w) dedt + Opp (x,t) A(u(x,t,w)) dedt
0,+00) xR

(0,400) xR

+/Ru0 () ¢ (2,0) dz = —/(O’Jroo)xRSO(:C,t)G(x,t,u(x,t,w))dxdt
_ R/O“Loogo(x,t)@(u(x,t,w))dw(t)dx p.s.

IIs ont prouvé 'existence de telles solutions sous les conditions

e uy € L™ (R), ayant un représentant a support compact qui a un nombre fini
d’extrema

e A lipschitzienne
e O lipschitzienne, a support compact

e (x,t,u) — G (x,t,u) lipschitzienne a support compact dans R x R™ x K ou
K est un compact de R
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Neuvieme définition :

L'unicité et I'existence furent prouvées dans le cas particulier de '’équation de
Burgers non-visqueuse en 2000 par Weinan E, Khanin, Mazel, Sinai [Wei+00] :
Soit (€2, F,IP) un espace probabilis¢, muni d'une filtration (F),.p+ complete,
continue a droite, pour laquelle les mouvements browniens réels continus

((ﬁk (t))teR+>keN* sont adaptés.

Les 3, sont supposés indépendants. Soit / un espace de Hilbert réel, (ex),x-
une base hilbertienne de H, le processus de Wiener cylindrique W s’écrit

W (1) =kzooﬁk (t) ex

Notons T, le tore de dimension 1, il peut étre identifié a [0, 1).

® est une fonction définie sur R périodique, de période 1 et a valeurs dans
L,y (H,R), c’est a dire

Vr € T,, @ (x) est 'opérateur de Hilbert-Schmidt défini sur H par

vk e N, @ () (ex) = fi (x)

ou fj est périodique, de période 1, et telle que Vk € N*, f, € C" (T,) pour r > 3
et vérifiant

i C .
sgg\f,i) (@) <5 Vie{0,...rhVkeN,

On note D l'espace des fonctions définies sur T, a valeurs réelles cadlag munies
de la topologie de Skorokhod.
Le probleme de Cauchy

O (z,t,w) + 30, ((u (@, t,w))?) = ® (2) AW (w, 1), ¥(z,t,w) € To x RY x Q
u(x,0,w) =ug(r), VrelR

admet pour solution faible entropique u : T, x RT x  — R si et seulement si
e presque stirement et V¢t € R}, x +— u (x,t,w) € D
e le processus u est adapté a la filtration (F;), g+

e presque slirement, (z,t) — u (z,t,w) € L. (T x RT)
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e Vpe CX(TxR"),ona

/ Op (z,t) u(z, t,w) dedt + Dpp (2, 1) (u (z,t,w))* dedt
0,400)xT (0,+00) x

—i—/uo 3006[30—//%06’31j :Et/ O (r)drdW (t)dz p.s.

e presque stirement etV (x,t) € T x R, u (v+,t,w) < u(z—,t,w).

Si up € D alors il existe une unique solution faible entropique u définie presque
slirement, et donnée Vt > 0 par

u(x,t,w)

_ o <§(it1)1£x{ A € ()P ds + [ ( / o) du) aw (s)+ [ o (2) dz})

ou l'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes ¢ : [0,¢] — T, telles

que £ (1) =

Dixieme définition :

L’existence et I'unicité furent prouvées par Kim [KimO3a] avec un flux plus gé-
néral, mais avec un terme source stochastique qui n’est dirigé que par un Mou-
vement Brownien réel :

soit (€2, F,P) un espace probabilisé, muni dune filtration (]:t>te[o ) complete,
continue a droite, pour laquelle le mouvement brownien réel continu (5¢),c (o 19,
avec T € R/, est adapté.

Sous les hypotheses

e &: R, x[0,7] — R ayant son support dans [—L, L] x [0, 7] pour un certain
L>0

® e C([0,T], Whe (R))

A € C*(R;R) vérifiant pour une certaine constante C' > ( et un certain
entier N > 2:

A [ +]1A @) ] +|A" @) | <ClyN +C, VyeR

{y eR: A" (y) = 0} est de mesure de Lebesgue nulle

presque stirement et Vv €]0; 5 :

[Fe@nds)

t1 le,oo(Rx)

< C(w,y,T) |ty —t1|7,  Viti,te €10,T]

28



Le probleme de Cauchy

{ ou (z,t,w) + 0 (A (u (2, t,w))) = @ (x,t) 0f (w, t)
V(z,t,w) € R, x (0,T) X
u(z,0,w) =ug(z), VreR

admet pour solution le processus u : [0,7] x Q@ — L*(R), adapté a la filtration
(F¢)iejor) Si et seulement si presque sirement, il vérifie les conditions suivantes

u: [0,T] — L*(R) est faiblement continue
e uc L=(0,T; L' (R)NL”(R)), Vp€ll,+00)
e Vpec CX([0,T) x R;;RT) et VE € R
t
/ (|u<x,t,w> — [ @ (@) ds, — Ko (x,1)
RX[0,T] 0
t
+ sgn (u (x,t,w) — / O (z,t)dfBs — k;)
0
t
X (A (u(z,t,w)) — A (/ ® (x,t) dBs + k)) O (, t)) dxdt
0

+/ lup () — klp (x,0) dx

= Jevor (sgn (u (x,t,w) — /Ot P (x,t)dps — k:)

x (A/ (/th)(x,t)dﬁerk) ><&C/Otcb(x,t)dﬁs>gp(x,t))dxdtzO

Sous la condition initiale vérifiée Vp € [1,+00) :
ug: Q0 — L' (R) N LP (R), Fo-mesurable telle que E (HUOHZ(RD < 400,
il existe une unique solution au probleme de Cauchy précédent, a indiscernabi-

lité pres.

Notons que lorsque le bruit dépend de la solution comme dans Holden et Risebro
[HR93] (c’est a dire ® (u(x,t,w)) OW (w,t)), on 'appelle bruit multiplicatif, et
lorsque qu’il ne dépend pas de la solution comme dans Sinai et al.[Wei+00] ou
Kim [KimO03a] (c’est a dire ¢ (z) ;W (w, t)) on I'appelle bruit additif.
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Terminons par une définition de solution de loi de conservation scalaire stochas-
tique dont le terme source est un bruit multiplicatif.

Onzieme définition :

Cette onzieme définition est tirée de l’article écrit par Caroline Bauzet, Guy
Vallet, Petra Wittbold [BVW12], puis reformulée dans l'article [BCG16b] et
enfin, généralisée dans le mémoire de Master de Vincent Castel sous la direction
de Caroline Bauzet, Julia Charrier et Thierry Gallouét.

Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (%), complete,
continue a droite, pour laquelle le Mouvement Brownien réel continu (5¢) (o 195
avec T € R/, est adapté.

Soit d € N*, le probleme de Cauchy

Owu (z,t,w) + divy (A (z,t,u (z,t,w))) = @ (u(z,t,w)) O (w, t)

V(z,t,w) € R x (0,T) x Q
u(z,0,w) =up(xr), VreR?

admet pour solution entropique le processus prévisible v : [0,7] x Q — L? (Rd>,
vérifiant .
]E/ / (u(z,t,w))? dedt < 400
0 Jrd
si et seulement si

o ue L (0,T;L* (2 x RY))

o Vo € CX ([O,T) X R;’;R*), vn € C°®(R) convexe, telle que n',n" et n"
soient bornées, on a

/]Rdx[O,T) (77 (u(@,t,w)) Oup (2, 1)

u(x,t,w)

+ o @). [

; n (r) 0. A (z,t,7) dr) dxdt
+ OT /Rd n (u(z,t,w)) ® (u(z,t,w)) ez, t)dedb (t)
+ [ (o (@) (2,0 da

1 "

= n (u(z,t,w))|® (u(z,t,w))|*e (2, t)dedt >0 p.s.
2 Jrixo,1)

L’existence et I'unicité sont prouvées sous les hypotheses

e d lipschitzienne telle que ® (0) =0
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o uyc L? (Rd)
o A(,1,0) = 0,¥(z,1) € R x [0,T]

e A est localement lipschitzienne par rapport a chaque variable dans le sens
ou elle vérifie :
~ Ve € RL,I(C,R,) € (RF)? tels que V(£,€) € [0,T] x R et Wy €
B (z,R,)

— 3Cr € R telle que V (z,€) € R? x Ret V (t1,t5) € [0,T]°
|A (z,t1,8) — A(x,t9,8) | < Orlty — to]
— 3C € R} telle que V (z,t) € RY x [0, T] et V (&1, &) € R?
|A(z,t,&) — Az, t,&) | < Cl& — &|
et grace a une définition de solution plus générale (en prouvant son existence et

unicité) :
le probleme de Cauchy

V(z,t,w,a) € RE x (0,T) x 2 x (0,1)

Owu (z,t,w, ) +div, (A (z, t,u(x,t,w,a))) = @ (u(z,t,w,a)) S (w,t)
{ u(z,0,w,a) =ug (z), VreR?

admet pour solution dite « measure valued solution » le processus prévisible
w:[0,T] xQ— L2 (Rd x (0, 1)), vérifiant

T
E/ / (u (2, t,w,a))? dedadt < 400
0 JRx(0,1)

si et seulement si

o ue L*(0,T; L2 (2x R x (0,1)))

o Vo e C([0,T) x RY; RY) et
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Vn € C3 (R) convexe, telle que ', 1" et n” soient bornées :

/ (77 (’LL (l’,t,w,O&)) atSD(fEat)
R4 x(0,1)x[0,T)

u(z,tw,a)
+ V. (o (z,t)) ./0 n (r) 0. A(x,t,r) dr) dxdadt

+ /DT /Rdx(O,l) N (u(z,t,w,a)®(u(r,t,w q) e (z,t) dedads (t)
4 [ n @) g 2,0) e

1
(u(z,t,w, ) |® (u(r,t,w,a)) Pe (z,t)dedadt >0 p.s.

2 /Rdx(o,l)x[O,T) g

"

Remarque : je ne cite pas la définition de Debussche-Vovelle [DV10b], ni
sa version modifiée Debussche-Vovelle [DV14], parce que la définition de
solution des deux articles de cette thése les remplace.
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1.2 Idées mathématiques donnant les définitions
de solutions entropiques et cinétiques de lois
de conservation scalaires, lien avec le
théoreme de Clausius

1.2.1 Cas de la loi de conservation hyperbolique sans terme
source

Voici ce que je comprends du théoreme de Clausius pour la loi de conservation
O (u(x,t)) + div, (A (u(x,t)) =0

Quand le processus est réversible, c’est a dire quand u est réguliere, la quantité
d’entropie 7 (u (z,t)) est conservée donc

Or (1 (u (z,1))) + diva (¢ (u(z,1))) = 0.
Avec A, n et ¢ régulieres, ces deux lois de conservation s’écrivent
Oy (u(x, )+ A (u(z,t)) .Vy (u(z,t) =0

et
n (u(z,t)) 0 (u(z,t)) + ¢ (u(z,t)) . Vg (u(z,t)) =0.

Par identification des deux lois de conservation, cela donne la définition (a une
constante pres) du flux d’entropie

/

¢ (&) =A(E)n' (&)

Mais quand le processus n’est pas réversible, c’est a dire quand u n’est pas régu-
liere, cela crée un défaut d’entropie qui s’écrit

O (1 (u (2,1))) + dive (¢ (u (2,1))) <0

Pour introduire une variable ¢ a la loi de conservation
O (u(x,t)) +div, (A(u(x,t)) =0

il est naturel d’effectuer I'opération ®d,(,) (d§) pour obtenir

B (x (& u (2, 1)) + A (€) .Va (x (& u(, 1) =0
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lorsque u est réguliere (et A aussi), grace aux égalités

dx (&, u(z,t)) _ du (z,t)
dt dt

!

A(E) Vo (X (& ulx,1) = A (u(,1)) Vs (u(2,1)) @ dua) (d€) -

Lorsque le processus n’est pas réversible, c’est a dire lorsque u n’est pas réguliere,
il est difficile d’effectuer I'opération ®d,, ) (d§) sur I'inégalité entropique.
L’idée de Lions, Perthame et Tadmore est d’introduire une mesure m qui mesure
le défaut d’entropie.

Quand la quantité d’entropie est conservée, c’est a dire quand

9 (n (u(z,1))) + divy (¢ (u (2,1))) =0
en effectuant P'opération ®d,(, ) (d§), cela s’écrit
1 (©) 0 (x (& ulx, 1) +¢ () Valx(&u(z,t) =0

En intégrant sur R par rapport a &, on obtient de maniere plus formelle

([ (@0 Gl ) + A Q)T (1 (G 1)) dede ' (€) ) = 0

Le défaut d’entropie s’écrit donc de maniere formelle, grace a la fonction entropie
n: R — R convexe

-/ io (0 (¢ (G (@, 8))) + AT(C) .90 (X (G (w,)))) dCd, " (€) ) < 0

ou bien en définissant m la mesure de défaut d’entropie et en écrivant

"

-m(n" (&) <o.

En découle, la formulation cinétique de I'inégalité entropique :

Be (x (& u (2, 4)) + A (€) .Va (x (& u (2, 1)) = e

avec m la mesure (positive) de défaut d’entropie.
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1.2.2 Cas de la loi de conservation hyperbolique avec terme
source déterministe

Si maintenant, on s’intéresse a la loi de conservation avec terme source
O (u (z,t)) + div, (A (u(x,t))) = G (u(z,t))
Voici ce que je comprends du théoréme de Clausius.

Quand le processus est réversible, c’est a dire quand u est réguliére, la quantité
d’entropie 7 (u (z,t)) est conservée donc

Or (n (u (1)) + diva (¢ (u (2,1))) = H (u(z,1))

ol H (u(x,t)) est la source d’entropie.
Avec A, n et ¢ réguliéres, ces deux lois de conservation s’écrivent

Oy (u(z, 1))+ A (u(z,t) Ve (u(z,t) = G (u(z,t))

et
nl (u(z,t)) O (u(z,t)) + ¢ (u(z,t)) . Vg (u(z,t)) = H (u(z,t))

Par identification des deux lois de conservation, cela donne la définition de la
source d’entropie

H (&) =G (&) (&)

Mais quand le processus n’est pas réversible, c’est a dire quand u n’est pas régu-
liére, cela crée un défaut d’entropie qui s’écrit

0, (n (u(2,1))) + dive (¢ (u (2,1)) =1 (u (@) G (u(z,t) <0

Quand la quantité d’entropie est conservée, c’est a dire quand

A (1 (u (2,1))) + dive (¢ (u (2,1))) = 0 (u (2, 1)) G (u(z,1))

en effectuant P'opération ®d,(, ) (d§), cela s’écrit

0 (€) 0 (x (& u (2, 6) + ¢ () .V (X (& ulw, 1)) =1 (€) G (€) @ bugep (d€)
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En intégrant sur R par rapport a &, on obtient de maniere plus formelle

- </; (@ (x (G () + A (C) Vo (X (¢ u (e, t))))d(
[ Qe ) (©)) =0

Quand le processus n’est pas réversible, c’est a dire quand u n’est pas réguliere,
le défaut d’entropie s’écrit donc de maniére formelle, grace a la fonction entropie
n : R — R convexe

([ @)+ A QT mumtmym
[ Gt ) (©)) <0

ou bien en définissant m la mesure de défaut d’entropie et en écrivant

"

—m (n"(€)) <0

En découle, la formulation cinétique de I'inégalité entropique :

avec m la mesure (positive) de défaut d’entropie.

Remarque : si a la place de

/

1 (§) G (§) dup (dE)

javais écrit
!

1 (€) G (€) (90 (d€) — 0 (x (& u (w,1))))

jaurais obtenu la formulation cinétique sous la forme

0, (x (&, u (,1))) + A" (€) Vo (x (& u (. 1))
+G () 9 (x (§ u(2,1))) — G (£) 0o (d§) = Dern
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1.2.3 Cas de la loi de conservation hyperbolique avec terme
source stochastique

Si on s’intéresse a la loi de conservation avec terme source stochastique
O (u(z,t,w)) + div, (A (u(z,t,w))) = @ (z,u (z,t,w)) W (t)
que I'on peut écrire aussi grace a la différentielle stochastique

d(u(z,t,w)) +divey (A(u(z,t,w)))dt = @ (x,u(z, t,w))dW (t)

Voici ce que je comprends du théoreme de Clausius.

Si le processus était réversible, c’est a dire si u était réguliere, la quantité d’en-
tropie 1 (u (z,t,w)) serait conservée donc

d(n(u(z,t,w))) +div, (¢ (u(z,t,w)))dt = G (u(z,t,w))dt

ou G (u(z,t,w)) est la source d’entropie.
Avec A, n et ¢ réguliéres, ces deux lois de conservation s’écriraient

d(u(z,t,w)+ A (u(z,t,w) . Ve (u(z, t,w))dt = O (z,u(z,t,w) dW (t)
et
d(n(u(z,t,w) + ¢ (u(z,t,w). Ve (u(z,t,w)dt =G (u(z,t,w))dt.

Pour identifier ces deux lois de conservation, il faut remarquer que la « chain
rule » en temps n’est pas valable pour les processus d’It6. C’est la formule d’'It6
qui marche.

Autrement dit, on n’a pas d () (u (z,t,w))) =1 (u(z,t,w))d (u (x,t,w)) mais

d(n (u(z,t,w) =0 (u(z,t,w)d(u(zt,w)
+ 777/ (u (xv tvw)) H(I) (1:7 u (xvtvw» H%Q(H,R)dt

avec n € C* (R) convexe.
La loi de conservation de I'entropie s’écrirait donc

!

n (u(x,t,w))d(u(x,t,w))

1 14
3 (u (2, t,0) | @ (2, u (2, t,w) 17, mdt

+ 357
+ ¢ (u(z,t,w)) Ve (u(z,t,w))dt = G (u(x,t,w))dt
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Par identification des deux lois de conservation, cela donne la source d’entropie

1 4
G(u (fL’,t,W)) dt = 577 (U (m,t,w)) ||CI) (.T,U (ZL‘,t,W)) ||%2(H,R)dt

+ 77/ (u(z,t,w)) P (x,u(z,t,w))dW (t)

Mais lorsque le processus n’est pas réversible, c’est a dire lorsque u n’est pas
réguliere, cela crée un défaut d’entropie qui s’écrit

d(n(u(z,t,w)) - ;77" ( (2, t,w) |0 (2, u (2, t,w)) |t
+divy (¢ (u(z,t,w))) dt — 1 (u(z,t,w)) ® (z,u(z,t,w))dW (t) <0
ou alors
(0 o 1,))) — 5 (1 (1, 0) 1@ G ) [

dw (t)

+ divy (¢ (u (z,t,w))) — 77/ (u(z,t,w)) P (x,u(z,t,w)) o

<0

Dans le premier cas, elle peut étre interprétée comme une formulation faible en
espace ; dans le deuxieéme cas, elle peut étre interprétée comme une formulation
faible en espace et en temps.
Si la quantité d’entropie était conservée, c’est a dire si

d(u(z,t,w)) +dive (A (u(z,t,w)))dt = @ (z,u(z,t,w))dW (t),
en effectuant l'opération ®d,, . (d€), cela s’écrirait

(d (u(x,t,w)) + A (u(z,t,w)) .V, (u(z,t,w)) dt) B Oue ) (d€)
=®(r,u(x,t,w))dW (t) ® Ou(z,tw) (d€).

Attention, la « chain rule » en temps n’est pas valable pour les processus d’It6, ici
c’est la formule d’It6 (faible en &) qui marche.
Autrement dit, on n’a pas dx (§,u (z,t,w)) = du (,1,w) @ dy(ztw) (d€) mais

dx (fa U (a:, t, W)) =du (x, t, W) @ 5u(m,t,u)) (dé)
1
— 506 (1 (2,€) 17,12/t © Bu(o) (dE))
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Petite digression sur la formule d’It6 faible ot jomet I’écriture de la variable w :
Sip € C° (R), alors la formule d’It6 appliquée au processus u donne

dp (u(,1) = ¢ (u(x, 1)) du(@,t) + ;@H (u (2, 1)) [ (@, u (2, ) 1|7, 1yt

qui s’écrit aussi

</<,0 X (& u(z,t)) ) /(p &) du (x,t) ® Suap)(e)

b5 L& @19 0.0 st © e (d6)

Cest a dire

</<,0 X (& u(x,t)) ) /(p §) du (z,1) ® Sua)e)

- §<ag (10 (2, ) |13, (.00 @ Bugery (d€)) . (€) )

ce qui donne la formule d’It6 faible (en &) suivante

1
A (x (& u (1)) = du(@,8) @ duge) (d€) = 506 (18 (2,6) 3, ) dt © Suga) (d6))

Notre équation s’écrirait donc

A0 (€ (,t,w)) + A () Vo (x (€ u (. 1,w)) dt
@ (5,6) © Butega) (A AV (1) + 506 (19 (2, [y © dutg) (d6)) i = 0.

Lorsque le processus n’est pas réversible, c’est a dire lorsque u n’est pas réguliere,
le défaut d’entropie s’écrit donc

A (x (€ uw, t,0)) + A (€) . Ta (x (& (2,1,0))) di = (2,) @ Bu(epe) (d€) W (1)
1
+ 50 (19 (2.) [0 ® uto (6)) dt = Gem, (2,1, €)

avec m,, mesure de défaut d’entropie positive
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Conclusion : Si on veut écrire la formulation cinétique faible en espace et en &
(mais pas en temps) de la loi de conservation scalaire avec terme source stochas-
tique, on aura Vo € C° (’]TN X Rg) ,V0<s<t<T

ANXRéx(@u(mW(%Q drdé — ANngx(ﬁ,u(x,s))ga(a:,ﬁ) dude
N /st /wva{ A(E) Va (¢ (2,€) x (& u (x, 1)) dodédr
+ /St /TN /]Rg ¥ (.T, 5) P ('Tv 5) 5u(x,t) (df) dxdW (7”)

1 t
+ 5/5 /TN /Rg Dep (2, ) 1@ (2,) 17, (rrpyOuta.ry (dE) dwdr —m (Jep (x,€)) [, 1]
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1.3 Résultats de convergence et vitesses de
convergence de schémas Volumes Finis, une
histoire récente

Expliquer ou décrire en quelques mots la méthode des volumes finis (parfois ap-
pelée Box Method) ne peut débuter qu’en citant les références les plus complétes
sur le sujet :

e le livre de Robert Eymard, Thierry Gallouét, Raphaele Herbin [EGH03] « Fi-
nite Volume Method »

e le livre de Randall J. Leveque [LeV02] « Finite-Volume Method for Hyper-
bolic Problems »

e le cours de M2 de Julien Vovelle [Vov11]

La méthode numérique consiste a approcher la solution d’'une équation aux
dérivées partielles par une fonction constante par morceaux, plus exactement
constante sur chaque volume fini K (dont la réunion recouvre I'espace tout en-
tier), et sur chaque intervalle de temps |[t,,t,+1) (dont la réunion recouvre l'in-
tervalle de temps [0, 7)), puis a faire tendre le pas d’espace supy | K| et le pas de
temps sup,, (t,+1 — t,) vers 0 pour approcher au mieux la solution de 'EDP (| K|
est la mesure de Lebesgue du volume fini K).

Cette méthode fut d’abord utilisée en mécanique des fluides numérique, citons
par exemple McDonald [McD71], Rizzi et Inouye [RI73], Denton [Den75].
Pour I'étude de transferts thermiques numériques, on peut aussi citer Patankar
[Pat80], Ni [Ni81].

L’étude théorique de la convergence de tels schémas ne s’est faite que des
années plus tard (en dimension N>1 d’espace).

Au vu du nombre colossal d’articles publiés sur le sujet, je me contenterai de
donner sept résultats de convergence de schémas Volumes Finis explicites vers
la solution d’une loi de conservation hyperbolique scalaire.

La méthode consiste a discrétiser en temps grace au schéma d’Euleur, puis a
intégrer sur des volumes finis A" dont la réunion constitue le maillage de ’espace,
a utiliser le théoreme de la divergence pour obtenir des intégrales sur la frontiere
0K des volumes K, et enfin approcher ces intégrales par un flux numérique sur
chaque frontiére commune a deux volumes finis K et L, dépendant du temps et
des valeurs approchées de la densité « dans les volumes K et L.

La solution approchée du schéma Volumes Finis consiste en une fonction
constante par morceaux, définie presque partout, égale a la valeur approchée
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u? € R (ou u' € R) donnée par le schéma explicite, et ce V(z,t) €
K\OK X [tp,t,11). Cest elle qui va converger vers la solution v du probleme
de Cauchy (1.1).

Il est intéressant de noter que les trois premiers résultats que je vais citer sont
issus d’articles soumis au cours de 'année 1991.

Premier résultat : Champier, Gallouét tiré de I'article [CG92]

Convergence d'un schéma décentré amont sur un maillage triangulaire pour un
probléme hyperbolique linéaire

Le probleme de Cauchy

O (z,t) + v (z) .Veu(z,t) =0, VoeR2Vte|0,T]
uw(0,7) =ug (z), VreR?

avec
o T M € (0,+00),
o uy € L™ (R?), le support de ug est un compact de R?,
e v € C (R? R?) telle que div, (v (z)) =0,

est discrétisé grice a un maillage triangulaire de R2.

Le pas de temps est noté k, le nombre de pas de temps en noté N, de sorte que
kN =T.

On note 7 I'ensemble des triangles du maillage.

Soit K € T, on note | K| l'aire du triangle. Soit 5 un c6té quelconque de K, on
note |/x| sa longueur.

Soitn € {0,..., N — 1}, a l'instant ¢,, = nk, pour x € K\0K,

1

ntl_yn \ 7
on approche dyu (z,t,) par ““——= oll u}; € R est une valeur approchée de
u(z,ty).
A T'instant ¢,,, on integre I'équation sur K pour obtenir grace au théoreme de la
divergence

n+1

|K|“Kk_“?< )0 @) o (1) dH (@) = 0

ou H' est la mesure de Haussdorf de dimension 1 et ol ng est le vecteur normal
extérieur au triangle K. On notera ng (z) = ny, six € Ig.
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Pour x € I, v (x) est approché par

_ L
’[K| I

v (z)dH (x)

(5%
Pour x € Ik, ou I est un c6té quelconque du maillage, c’est a dire appartenant
a deux triangles du maillage, on notera
e K™ le triangle K tel que vy, .n;, > 0 (m pour amont)
e K“le triangle K tel que v;,..ny,. < 0 (a pour aval)

u (z,t,) sera approché par u} = ujm.
Ainsi, ’équation en continu est approchée pour = € K ett = t, par

p A

i + > |Ixlu} v ng =0, VKeT,Vne{0,...,N—1}

IxeK

sous la condition initiale
1
ug = m/}(uo(x)dx, VK eT

ce qui donne le schéma décentré amont.

La solution approchée du probleme de Cauchy est définie sur le maillage (7, k)
pour presque tout x par

W(T,k) (IL‘,t) = u}}, Vx € K\@K, vVt € [tmtn-&-l)

Sous les hypothéses du maillage 7 suivantes : 3 a,b, h € R/ tels que

o ah < |Ix| <bh, VIgtelque K €T
o ah? < |K|<bh?, VKeT
et sous la condition CFL

ah
IAn>0 k< /(11—
! Wolomy

la solution approchée wu(y ;) converge vers la solution faible u du probleme de
Cauchy lorsque  — 0 dans L> (R?) faible*.

Remarques :
La condition CFL de l'article [CG92] est un peu plus faible.
Le schéma est monotone dans le sens o1 v} < v implique u%" < v, VK €

T.
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Avec les notations du deuxieme article de cette these, le flux numérique s’écrirait
VK, L € T ayant le c6té I = I;, commun

Agp (u,v) = [Ig|vre npu sivre.ng, >0
Agp (u,v) = [Ig|vre npv sivpeng, <0

ce qui rend le flux numérique monotone au sens de l'article de cette these, a
savoir croissant en u et décroissant en v.

La démonstration de la convergence utilise les estimations
sup |up'™ | < sup |uf|
KeT KeT
Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de wug, 7, a, b, v telle que

N
Z Z k‘|]KHU]K.TL[K||UT[L(m - U?{u|2 S C
TL:O{IKKGT}

ol les I arrétes du maillages ne sont comptées qu'une et une seule fois.
Soit B, la boule fermée (munie de la norme euclidienne) de rayon r, il existe
une constante C' > 0 ne dépendant que de r, ug, 71, a, b, v telle que

N
1
hz ) > KT |[vre e [ [ufem — ulfeo| < C

n=0{Ix:KeT,KCBr}

ol les I arrétes du maillage ne sont comptées qu'une et une seule fois.

Deuxieme résultat : Champier, Gallouét, Herbin tiré de I'article [CGH93] :

Convergence d’'un schéma décentré amont sur un maillage triangulaire pour un
probleme hyperbolique non-linéaire

Le probleme de Cauchy

o (z,t) + div, (v (z,t) f (u(x,t))) =0, VteRT, Vo € R?
u(0,2) =u (z), VreR?

avec

e uy € L> (R?), le support de u, est un compact de R?,

e f e C'(R,R) croissante,
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o v € C'(R? x RT,R?) telle que div, (v (z,t)) =0 et
SUP,emexrt |V (2,t) | = V < +o0 ol |v(x,t) | désigne la norme euclidienne
de v (z,t) € R?

est discrétisé grice a un maillage triangulaire de R2.

Le pas de temps est noté k.

On note 7 I'ensemble des triangles du maillage.

Soit K € T, on note | K| l'aire du triangle. Soit I, un c6té quelconque de K, on
note | /x| sa longueur.

Soit n € N, a l'instant ¢,, = nk, pour x € K\0K,

n+1_ n

on approche du (x,t,) par “5——£ ol u} € R est une valeur approchée de
u(x,ty,).

k
A l'instant ¢,,, on intégre ’équation sur K pour obtenir grace au théoréme de la
divergence
UTIL(H — Ug 1
\K\T + - (v (z,tn) f (u(z,t,))) ng () dH (x) =0

ou H! est la mesure de Haussdorf de dimension 1 et ol nx est le vecteur normal
extérieur au triangle /K. On notera ny (z) = ny, siz € Ig.
Pour x € Ik, v (x,t,) est approché par

vy ! v(z,t,) dH' (2)

IK:W Ik

Pour x € Ik, ou I est un c6té quelconque du maillage, c’est a dire appartenant
a deux triangles du maillage, on notera

e K™ le triangle K tel que v},_.n,. > 0 (m pour amont)
e K“le triangle K tel que vy nr. <0 (a pour aval)

u .(:v,.tn) sera gpproché par Ut = Ukm.
Ainsi, ’équation en continu est approchée pour = € K ett =t, par

n+1_ n
KI5 3 Il () vfonse =0, VK €T, ¥neN
IxeK

sous la condition initiale
1
u(}(:—/uo(:v)dx, VK eT
K| JK

ce qui donne le schéma décentré amont.
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La solution approchée du probleme de Cauchy est définie sur le maillage (7, k)
pour presque tout x par

g (T,t) = ul Ve € K\OK, Vt € [t,,tni1)

Sous les hypothéses du maillage 7 suivantes : 3 a,b, h € R tels que

o ah <|Ix|<bh Vigtelque K €T
o ah? <|K|<bh* VKeT

et sous la condition CFL :

ah

dn >0 :k<QbVM

(1—n)
ou

M = sup{[f (s)] :s € [~[luollo, [luoll]}
avec |f (s)|la norme euclidienne de f' (s) € R?,

la solution approchée wu(y ;) converge vers la solution faible u du probleme de
Cauchy lorsque h — 0 dans L}  (R? x RT), Vp € [1, +c0).

loc

Remarques :

La condition CFL de l'article [CGH93] est un peu plus faible.

Avec les notations du deuxieme article de cette these, le flux numérique s’écrirait
VK, L € T ayant le c6té I = I;, commun

Agp (u,v) = [Ig|vrenp, f (u) siv.ng >0
Agp (u,v) = [Ig|vre np f (v) sivpeng, <0

ce qui rend le flux numérique monotone au sens de l'article de cette these, a
savoir croissant en u et décroissant en v.
La démonstration de la convergence utilise les estimations

min v} < min ! < max vt < maxul, ¥n €N
KeT KeT KeT KeT

Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de wug, 7, a, b, v, f telle que

“+o0
Yo > Elkllviennlf (win) = f (ufo) P < C

n=0 {Ix:KeT}

ol les I arrétes du maillages ne sont comptées qu'une et une seule fois.
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Soit B, la boule fermée (munie de la norme euclidienne) de rayon r, il existe
une constante C' > 0 ne dépendant que de r, ug, 1, a, b, v, f,T telle que

Nr

hey 3 k| il |one e || f (W) — f () | < C

n=0 {Ix:KeT IxNB,4p7#0}

ou les I arrétes du maillage ne sont comptées qu'une et une seule fois,
ou Nr est un entier vérifiant k (N — 1) < T < kNr, c’est a dire la partie entiére
par exces de T.

Troisiéme résultat : Cockburn, Coquel, Le Floch tiré de I'article [CCL95]

Convergence de la méthode des Volumes Finis pour une loi de conservation
multidimensionnelle

Le probleme de Cauchy/Dirichlet

O (z,t) + div, (A(u(z,t))) =0, VreQCRIVteRS
u(0,2) =ug (z), Vrel

N (,1) (& (u(2,1) = ¢ (ur (2, 6)) =1 (ur (2, ) (A (u (2, 8) = A(us (2,1)))) 2 0

ou la troisiéme condition est vérifiée V¢ € R, pour H?~!-presque tout z € 99 et
V couple (7, ¢) entropie/flux d’entropie (cf troisieme définition de solution de loi
de conservation scalaire),

avec

e ) ouvert (non nécessairement borné) de R?, a frontiére 92 polyédrale
o up € L' (R?) N L (RY)

o uy € L' (RT, LY (00Q)) N L>® (R, L> (99))

e A:R — RYlocalement lipschitzienne

est discrétisé grace a un maillage polyédral de R9.
Plus exactement, soit 7 'ensemble des polyeédres ouverts du maillage, vérifiant

UK=9

KeT
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etV(K,K’) € T2 telsque K N K # 0,

soit KNK' € 0K NOK et H™ (KN K') #0
soit 3d <d—2 : H! (KNK') eR}

Si K € T, on note | K| la mesure de Lebesgue de K.
Soit Ik une face quelconque de K, c’est a dire :

soit 3 Ly, € T telle que Ix = KN Ly, et HY (KN Lp,) € RS
soit la face Ik € 0N K

On note |I| = H?! (Ix) sa mesure de Haussdorf de dimension d — 1, et

0K = >[Ikl

Ik €K
Le pas d’espace h vérifie

h = sup diam (K) < +00
KeT

ol diam (K) est le diameétre de K.
Le pas de temps k vérifie les deux conditions

2

Soit n € N, a l'instant ¢,, = nk, pour x € K\0K,
n+1— n \ 7
on approche dyu(z,t,) par “5—£ olt uj, € R est une valeur approchée de

u(z,ty,).
A linstant ¢, on intégre ’équation sur K pour obtenir grace au théoréme de la
divergence

n+1

|K|%+/ (,1n)) - () AHO () = 0

ol ny est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera ng (z) = ny, Si
x € Ik de sorte que

un-i—l —
KI5 Y | Auet,) g dh = () = 0

I €K

Pour x € Ik, A (u(x,t,)) .ny, estapproché par
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! Ay, (Wi, ) si I ¢ 09

x|
ou par
1 n n N
mAan (uK,uIK) st I € 052

{(u,v) €eR? = A, (u,v) €R : K € T} est une famille de fonctions localement
lipschitziennes, vérifiant

o Ay, (vyu)=—A_p, (u,v), Vu,v,K

o Ay, (uu) =|Ig|A(u).np, Vu, K

e (u,v) — Ay, (u,v) est croissante en u, décroissante en v

Ainsi, 'équation en continu est approchée pour = € K et t = ¢, par

n+l _ n
K| S A, (wup, ) =0, VKT, VneN
k Ik e0K K

sous la condition initiale

K| Kuo(x)dx, VK €T

et la condition aux bords
1 tnt1

whe = 17 /I w(z, t) dH () dt, VYneN, VK € T
n K
ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du probleme de Cauchy est définie sur le maillage (7, k)
pour presque tout x par

U (@, t) =ul Vo € K\OK, Vt € [ty to1)

Sous la condition CFL : KoK
——M<1, VKeT
| K|
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ou
M = sup (|Al (s)]:
s € [min (_HUOHLOO(Q)7 _”U1HL°°(GQXR+)> , max (“UOHLOO(Q)a ||U1”L°°(8Q><]R+))})

avec |A' (s)|la norme euclidienne de A’ (s) € RY,

la solution approchée ) converge vers la solution faible entropique u du
probleme de Cauchy/Dirichlet lorsque » — 0 dans L? (Q2 x (0,7)), Vp €
[1,4+00), VT € R.

Quatrieme résultat : Vila tiré de l'article [Vil94]

Convergence et estimations d’erreurs d’'un schéma Volumes Finis pour une loi
de conservation multidimensionnelle scalaire. Schémas monotones explicites.
Le probleme de Cauchy

O (x,t) +div, (A (u(x,t))) =0, VoeRYVEeRS
u(0,2) =uy (z), VreR?

avec
e Ac(C? (R, Rd)
o uy € L} (Rd) N L (Rd)

est discrétisé grace a un maillage polyédral de R9.
Plus exactement, soit 7 'ensemble des polyedres ouverts du maillage, vérifiant

U K=¢

KeT

etV(K,K') € T?telsque K N K # 0,

soit KNK' € 0K NOK" et HE1 (KN EK') #0
soit 3d <d-2 : H! (KNK') eR}

Si K € T, on note |K| la mesure de Lebesgue de K.
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Soit I une face quelconque de K, c’est a dire qu'il existe Ly € T telle que
Ix = KN Lg et HYY (KN Lg) € RY. On note |I| = H? ! (Ix) sa mesure de
Haussdorf de dimension d — 1.

On suppose de plus, que le maillage T vérifie les hypothéses suivantes :

Jda, b, h € R} tels que

o ahd™l < |Ix| < bhil, Vi tel que K € T
o ah? <|K|<bh? VKeT
Le pas de temps k,, = t,,.1 — t, est tel qu’il existe deux fonctions k" et £~ de h,
strictement positives, vérifiant Vn € N :
0<k™(h) <k, <k"(h)
et

+
o R ()
h—0 k— (h)

=0

Soit n € N, a l'instant t,,, pour z € K\0K,

n+1 n
on approche d,u (x,t,) par "ﬁﬁi;“f( ol u} € R est une valeur approchée de
u(z,ty).
A l'instant ¢,,, on integre I’équation sur K pour obtenir grace au théoreme de la
divergence
uttt —
|K|E—E 4 Au(z,ty)) ng (2)dH*™ () =0
k., oK

ol ny est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera ng (z) = ny, si
x € Ik de sorte que
uttt —
KM= S [ A (b)) e dH () = 0
K

il _
kn Ixedk 71

Pour = € Ix, A (u(z,t,)) .n, estapproché par

1

T oo (i)

ou {(u,v) € R? = A, (u,v) € R : K € T} est une famille de fonctions
localement lipschitziennes, vérifiant :

o VM >0, 3Q >0 :v(u,u’,v,v’) e[-M,M" VK €T,
]AmK (u,u’) — Ap, (v,v') | <@ (\u — |+ |v— U,D
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o Ay, (vyu)=—A_p, (u,v), Vu,v, K
° Ay (u,u) = |Ig|A(u) e, Vu, K
o (u,v) — Ay, (u,v) est croissante en u, décroissante en v

Ainsi, 'équation en continu est approchée pour = € K et t = ¢, par

n+1 _an
K S A, (W, ) =0, VK €T, VneN
k I edK K

sous la condition initiale
1
ule = —/ uo (z)dz, VK €T
K| JK

ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du probleme de Cauchy est définie sur le maillage (7, k)
pour presque tout x par

U(T,k) (:L‘,t) = u7}<, Vi € K\({)K, Vt € [tn7tn+1>

Sous la condition CFL :

OK| [0L; \)
dn>0: su kT (h) x max |7, K
L IK;KET( s 1

A(v) npe =240, (u,0) + A (u) 'mK) <(1-n)

X sup

|u‘7|v|§”u0”[loo(md) UV—u

la solution approchée wu(r ) converge vers la solution faible entropique u du
probléeme de Cauchy lorsque A — 0 dans L' (Rd), uniformément en ¢t € [0, 7],
quel que soit 7' > 0 i.e.

;lfi%ti}é,pT] ey (5 8) = () |y ray = 0

Remarque :
Siug € BV (Rd) et que h — -~ est bornée, la vitesse de convergence est de

k£ (h)
lordre h1 dans L., (Rd), uniformément en ¢ € [0, T, quel que soit 7" > 0.

52



Cinquieme résultat : Chaisnais, Champier tiré de I'article [CC01]

Schéma Volumes Finis pour une loi de conservation multidimensionnelle
scalaire non-homogene : estimation d’erreur

Le probleme de Cauchy
O (x,t) + divy (A (2, t,u(z, 1)) = G (2, t,u(z,t)) VreRLVEe RS
uw(0,z) =u(z), VreR?

avec

e Ac (! (Rde+xR,Rd)

o a%A (x,t, () localement lipschitzienne et appartenant a L{° (Rd x RT x ]R)

loc

e div,A(x,t,() localement lipschitzienne et telle que div, A (z,t,0)
et div, (A (x,t,()) soient bornées

e Ge(! (Rde+xR,Rd)

e (G (x,t,() localement lipschitzienne et telle que G (z,t,0) et a% (G (2,t,())
soient bornées

e uy € BV, (Rd) N L> (Rd)

est discrétisé grice a un maillage polyédral de R?.
Plus exactement, soit 7 I’ensemble des polyedres ouverts du maillage, vérifiant :

UK=9

KeT

etV(K,K/) e T2 tels que K N K # 0,

soit KNK' € 0K NOK" et H4 (KN EK') #0
soit 3d <d-2: H' (KNK') eR!

Si K € T, on note |K| la mesure de Lebesgue de K.

Soit Ik une face quelconque de K, c’est a dire qu’il existe Lx € T telle que
Ix = KN Lg et HYY (KN Lg) € RY. On note |Ix| = H? ! (Ix) sa mesure de
Haussdorf de dimension d — 1.

On suppose de plus, que le maillage 7 vérifie les hypotheses suivantes :

Jda, h € R tels que
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o |Ix| < éhdil, Vig tel que K € T
e ah? <|K|, VKeT
o diam (K)<h, VKeT

ou diam (K) est le diametre de K.
Le pas de temps se note k > 0. Soient n € N, ¢, = nk, t,;1 = (n+ 1)k,
n+1

YVt € [ty tns1), Vo € K\OK,
on approche Ou (z,t) par w ou u}% € R est une valeur approchée de

u(x,ty,).
On integre 'équation sur K pour obtenir grace au théoreme de la divergence
un-i—l —u”
|K|% + Az, t,u(x,t) ng (2) dHT () = / G(z,t,u(x,t))de
oK K

ou nk est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera ng (x) = ny, Si
x € I de sorte que

n+l
]K]uK g + > / (z,t,u(z,t)) nrdH"" () :/ G (z,t,u(x,t))de
Ik €OK K
puis on integre sur [t,,t,.1) pour obtenir

n+1 n Int1 de1
|K|< + —uK)+ Z /tn /IKA(x,t,u(x,t)).nIKdH (z) dt

I €e0K

tnt1
/ (x,t,u(z,t)) dedt

On approche

/tn+1/ A d—1
(x,t,u(x,t)) np dH" (x)dt
tn I

par
n n n
k x AmK (uK,uLIK>

ot {(u,v) € R? — AZIK (u,v) € R : K € T, n € N} est une famille de fonctions
lipschitziennes ayant la méme constante de Lipschitz |Ix|M (M > 0 ne dépend
que de A et ug), vérifiant

d AZIK (U7 u) = _AEnIK (u,v) ) VU, v, K
o Ap (uyu) =g i Azt ) g dHS (2) dt, Yu, K

e (u,v) > A (u,v) est croissante en u, décroissante en v
K
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On approche
tn+1
/tn /K G (z,t,u(x,t))dedt

tn+1
/ ' / G (x,t,uy) dzdt
te  JK

Ainsi, 'équation en continu est approchée pour x € K ett € [t,,1,.1) par

par

n+1

n ln
|K‘u+ > AZIK (u’}(,uzj +1/ (x,t,ul) dxdt,

k I €K
VK €T, VneN

sous la condition initiale
1
ule = —/ uo (z)dz, VK €T
K| JK

ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du probleme de Cauchy est définie sur le maillage (7, k)
pour presque tout x par

uer g (,t) = uitt Vo € K\OK, Yt € [tn, tni1)

Sous la condition CFL :

a’(L—n)h

3 0:k<
= S T

la solution approchée wu(r ;) converge vers la solution faible entropique u du
probléme de Cauchy lorsque 4 — 0 dans Lj,, (Rd x R* )

Plus exactement, VE C R? x R*, E compact, il existe une constante C' ne dé-
pendant que de E, A, G, ug, o, n, M telle que

1
||U(7-7k) — u||L1(E) S Ch4

Sixieme résultat : Makridakis, Perthame tiré de I’article [MP03]

Condition CFL fine, formulation cinétique discrete et schémas entropiques pour
une loi de conservation scalaire
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Le probleme de Cauchy

{ Owu (x,t) + 0, (A(u(x,t))) =0, VeeR,VteR}
u(0,2) =ug(z), VreR
avec

e Ac C'(R,R) telle que A(0) =0

o uo € L' (R) N L™ (R)

est discrétisé grace a un maillage 7 = {K;,i € Z} uniforme de R.

Plus exactement, soit ~ > 0 le pas d’espace, {z; = (2’+ %) h, i € Z} les
neeuds du maillage, {K; = (%7% |, +%> , @ € Z} les volumes finis ou cellules
du maillage.

Le pas de temps se note k > 0.
Soit n € N, a l'instant ¢,, = nk, pour x € K;,

n+l__ n

on approche dyu (x,t,) par “——= oll v} € R est une valeur approchée de
u(z,ty).
A l'instant ¢,,, on intégre 'équation sur K; pour obtenir

ntl _ g n

thT’%—A(u (xH%,tn)) —A(u (xi_%,tn» =0

Pouri € Z, A <u (xH%, tn)) est approché par AZ.% =A (u?, u?H),
ou (u,v) € R? = A(u,v) € R est un E-flux numérique, c’est a dire vérifiant les
propriétés :

e A est lipschitzienne
o A(u,u)=A(u), YuelR
o A(uv) <A(E), Vu<é<u
« Alu0) 2 A®E), W<E<u
Ainsi, 'équation en continu est approchée pour = € K; et t = t,, par

utt —

h=t ALy — AL =0

sous la condition initiale
o 1 -
u; :—/ up (x)dx, Yi€Z
h Jk;

ce qui donne le schéma volumes finis.
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La solution approchée du probleme de Cauchy est définie sur le maillage (7, k)
par
U’(T:k) (l’,t) = U?, vx € [‘Iz—% ’ z—i— ) Vt € [tnytn—‘rl)

Sous les conditions CFL :

’

A ()] <h

max
€[~ Iluollooslluolloo]

et
Au)+ A (ufyy) + A7,

k x %I <h Vin

Uiy — Ui
il existe un flux numérique cinétique ax (£, u,v) associé a A (u,v) dépendant des
h

pas de temps et d’espace k et h, et des mesures positives a support compact m}'
de (R¢, B (R¢)) tels que le schéma volumes finis

n+l un
u; u; + An An _
u?— thiuo( )dx Vz €Z
soit équivalent a sa formulation cinétique

g,u?’H— Su n C n
P g (ura) — ag (G ) = Zm? (€)
u) =+ [ uo (x)dz, Vi€l

ou
ax (&, u,v) vérifie les conditions
h

o {ax(§uv) € L' (Re), V(u,v) € R? fixés
o {ax (¢,u,v) est a support compact, V(u,v) € R* fixés
o fpax (€uv)dE = A(wv), V()R

oy (Eun) =X (EWA©), V(Eu) R

avec, rappelons-le
+1lsi0<é<u
X (&u)=<¢ —1lsiu<&<0

0 sinon

qui, grace la propriété

LxEwde=u
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permet de passer de la formulation cinétique a la formulation premiere du
schéma Volumes Finis par une intégration sur Re.

Ils prouvent que sous les conditions CFL précédentes, une inégalité entropique
discrete existe, c’est a dire :
V¥n : R — R convexe, il existe un flux d’entropie discret

(u,0) = &y (u0) = [ 0 (€) ag (&u,v)de
vérifiant I'inégalité entropique discrete

ntl) n
h77 (ul )k 7’](’&1) +¢n (u?, Z+1) (bn( u ) <0

Remarques :

la classe des E-flux numériques est plus large que la classe des flux numériques
monotones utilisés dans les cinq premiers résultats et dans le schéma volumes
finis du deuxiéme article de cette these. En effet,

(u,v) — A(u,v) croissante en u et décroissante en v
implique
Au,v) <AE), Vu<{<wvet A(u,v) > A(€), Yo <& <u.

Dans leur article, Makridakis et Perthame prennent la condition initiale numé-
rique plus générale

(u?)iez ell (Z).

ax (&, u,v) est définie de maniere explicite, et dépend bien de %
En se limitant a un schéma Volumes Finis avec flux numérique d’Enquist-Osher,
a savoir

Afuyv) = [ max (0.47(9)) x (¢ u) dg — [ max (0,4 (&) x (¢.v) de

qui est bien un flux numérique monotone, ils ont aussi prouvé que le résultat
précédent est vrai sous la seule condition CFL

k x max |A'

€€~ luolloos[luolloo]

I <h
et avec un flux numérique cinétique égal a

a (& u,v) = max (0, 4" (€)) x (& u) — max (0, =A" (€)) x (&, v)
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indépendant des pas de temps et d’espace k et h.

La condition CFL de Makridakis, Perthame améliore celle des articles de Tad-
mor [Tad84] ou Cocquel, Lefloch [CL91] qui donne des inégalités entropiques
discrétes pour prouver la convergence d’'un schéma aux différences finies pour
Tadmor et d'un schéma Volumes Finis pour Cocquel-LeFloch.

Ce septieme résultat a pour origine les articles Bauzet, Charrier, Gallouét
[BCG16a] et [BCG16b], qui a été généralisé dans le mémoire de Master de Vicent
Castel sous la direction de Caroline Bauzet, Julia Charrier, Thierry Gallouét.

Septieme résultat : Bauzet, Castel, Charrier, Gallouét 2014/2016

Convergence d’un schéma Volumes Finis monotone pour une loi de
conservation scalaire hyperbolique avec bruit multiplicatif

Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (%), complete,
continue a droite, pour laquelle le Mouvement Brownien réel continu (Bt)te[o L

avec T € R, est adapté.
Soit d € N*, le probleme de Cauchy

du (w,z,t) + div, (A (z, t,u (w, 2, 1)) dt = P (u(w,z,t))dp (1),
VweQ, Vte (0,T), Vo € R?
u(w,z,0) =ug(r), YweQ VoeR?

avec
o uyec L? (Rd), bornée et a support compact
e & : R — R lipschitzienne, bornée et telle que ¢ (0) =0

e A :R?x[0,7] x R — R? telle que Vx € R?, 3C,, R, > 0:
V(y,t,§) € Bz, Ry) X [0,T]x R, |A(xz,1,§) = A(y,1,§) | < Calw — |
ou |.| est la norme euclidienne de R?

¢ 3Cr >0 :V(2,) €RI xR,V (t,t) € [0, T,
Az, t,6) — A(x,t,€)| < Crlt — ¢

A(
¢ 3C>0:V(2,t) R [0,T], V(£,¢) € R,
A, t,6) — A2, t,¢) | < ClE =€

o V(z,t) e REx [0,T], A(x,t,0) =0
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o V(z,t,€) e R X [0,T] x R, div, (A(z,t,£)) =0

est discrétisé grace a un maillage polyédral de R<.
Plus exactement, soit 7 I’ensemble des polyeédres ouverts du maillage, vérifiant :

UK=9

KeT

etV(K,K') € T?telsque K N K # 0,

soit KNK' € 0K NOK" et HE (KN EK') #0
soit 3d <d-2: H' (KNK') eR}

Si K € T, on note |K| la mesure de Lebesgue de K.

Soit I une face quelconque de K, c’est a dire qu'il existe Ly € 7T telle que
Ix = KN Lg et H7' (KN Lg) € RE. On note |Ix| = H? ! (Ix) sa mesure de
Haussdorf de dimension d — 1.

Soit h le pas d’espace défini par

h = sup |K| < +o0
KeT

On suppose de plus, que le maillage 7 vérifie les hypotheses suivantes :
Jda € R} tel que

o |Ix| < th*™t, Vg tel que K € T
e ahl<|K|, VKeT

Le pas de temps se note k = + pour un certain N € N* et doit vérifier 'hypothese

Soientn € {0,...,N — 1}, t, = nk, t,p1 = (n+ 1)k,
nFl_yn
Vt € [tn, tns1), Vo € K\OK, on approche du (z,t) par “5“——= oll u}; € R est
une valeur approchée de u (x,t,).
On approche ® (u (z,t)) 0,5 (t) par @ (u}) W
On integre I'équation sur K pour obtenir grace au théoreme de la divergence

6 (tn—i-l) — 5 (tn)

n+l ur[),{

|K|UK7

U A (e0) i () 0 (@) = K10 (07

k

ou nk est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera nx (x) = ny, Si
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x € Ik de sorte que

uttt —
K S [ At (e, 1) i dH (@)
k IxeoK 1K
p (tn-i-l) —p (tN)
k_ Y

= |K|® (u)

puis on integre sur |[t,, t,.1) pour obtenir

K| (vt —ul o Az, t,u(x, .nIKde_l x)d
K] ( »33%4 | Altue.n) (x) dt
= |KI|® (uy) (B (ta1) — B (ta)) -

On approche

tnt1
/ i / Az, t,u(z, b)) np dHT (x) dt
tn I
par
kox An(uje,u, )
ot {(u,v) € R? — A, (u,v) €R : K €T, neN} estune famille de fonctions
vérifiant

° AZIK (v,u) = —A" u,v), Vu,v, K

wr
° AZIK (u,u) = %f,;"“ Jr, Azt u) nr dHTY (2) dt, Vu, K
e (u,v) — A (u,v) est croissante en u, décroissante en v

e 3C,1>0:V(u,v)eR* VneN, VK €T,
A7, (o)~ A3, ()| < Calu— ol

e 30, >0:V(u,v) eREVReNVK €T,
A% (u,0) = A%, (u,u)] < Colu ol
Ainsi, 'équation en continu est approchée pour x € K ett € [t,,t,.1) par
n+1 u'r[z(

_ 1
|K\UKT + > AL (U%UZK) = %|K"I’ (uf) (B (tns1) — B (tn)

Ik €K

VK e€T,VneN
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sous la condition initiale
1
u%:—/uo(x)dx, VK eT
K| JK

ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du probléme de Cauchy est définie sur le maillage (7, k)
pour presque tout x par

uer g (2,t) = ul, Ve € K\OK, Vt € [t,,tni1)

Sous la condition CFL :

o (L—mn)h

dn >0 k<
g - C1+ 0

la solution approchée w7 ), converge vers la solution faible entropique stochas-
tique u du probleme de Cauchy (au sens de la onzieme définition de mon histo-
rique précédent) lorsque h — 0 dans Lj, (Q x R4 x (0, T)), Vp € [1,2).

loc
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2 Convergence d’approximations
pour les lois de conservation
stochastiques scalaires

2.1 Le premier article soumis a la revue Archive
for Rational Mechanics and Analysis, le 5
septembre 2017

Convergence of approximations to stochastic
scalar conservation laws

Sylvain Dotti? and Julien Vovelle
Abstract

We develop a general framework for the analysis of approximations to stochastic
scalar conservation laws. Our aim is to prove, under minimal consistency pro-
perties and bounds, that such approximations are converging to the solution to
a stochastic scalar conservation law. The weak probabilistic convergence mode
is convergence in law, the most natural in this context. We use also a kinetic
formulation and martingale methods. Our result is applied to the convergence
of the Finite Volume Method in the next chapter.
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2.1.1 Introduction

Let (2, F,P, (F:), (Bk(t))) be a stochastic basis and let 7' > 0. Consider the first-
order scalar conservation law with stochastic forcing

du(x,t) + div(A(u(z, t)))dt = ®(z,u(z,t))dW (), z€ TV, te (0,T). (2.1)

Equation (2.1) is periodic in the space variable : x € TV where T is the N-
dimensional torus. The flux function A in (2.1) is supposed to be of class C? :
A € C*(R;R"Y). We assume that A and its derivatives have at most polyno-
mial growth. The right-hand side of (2.1) is a stochastic increment in infinite
dimension. It is defined as follows (see [DZ92] for the general theory) : W is
a cylindrical Wiener process, W = ;- frer, where the coefficients /3, are in-
dependent Brownian processes and (e )x>1 is @ complete orthonormal system in
a Hilbert space H. For each z € TV, u € R, ®(z,u) € Ly(H,R) is defined by
O (x,u)er = gr(x,u) where gi(-,u) is a regular function on T”. Here, L,(H, K)
denotes the set of Hilbert-Schmidt operator from the Hilbert space H to an other
Hilbert space K. Since K = R in our case, this set is isomorphic to H, thus we
may also define

®(z,u) = gz, u)ex, (2.2)

k>1

the action of ®(z,u) on e € H being given by (®(x,u),e)y. We assume g, €
C(TV x R), with the bounds

G*(z,u) = [ ®(z, w)l[y = D_ lgn(w, w)|* < Do(1 + |uf?),

= (2.3)
1®(z, u) — @y, v)|| 7 = kZ |91 (2, w) = gi(y,v)[* < Dille — yl* + [u — vl h(ju —v])),
) (2.4)

where z,y € TV, u,v € R, and h is a continuous non-decreasing function on R,
such that 4(0) = 0. We assume also 0 < h(z) <1 forall z € R;.

Notation : in what follows, we will use the convention of summation over repea-
ted indices k. For example, we write W = f,e;, for the cylindrical Wiener process
in (2.1).

This paper is a preliminary work to the analysis of convergence of the numeri-
cal approximation to (2.1) by the Finite Volume method with monotone fluxes,
which is done in 3.1. We give a general notion of family of approximate solutions,
see Definition 30, and explain what kind of convergence of such family can be
expected. Our main results in this regard are the theorem 36, about convergence
to martingale solutions, and the theorem 47, which gives criteria for convergence
to pathwise solutions.
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Problem (2.1) has already been studied in a series of papers. Like in the determi-
nistic case, the approach to the existence of solutions has been the vanishing vis-
cosity method, see [Wei+00 ; Kim03b; FNO8; VW09 ; DV10a; CDK12; BVW12;
BVW14; KS17] in particular. Approximation by the BGK method has been consi-
dered by M. Hofmanova in [Hof15]. Some results of convergence of numerical
approximations to (2.1) (by the Finite Volume method in particular) have also
be obtained in [KR12; BCG16a; BCG16b; Baul5; KS16; Ujj40].

The main difference between this present paper and all the works cited above is
in the way to answer to the following question : when considering the conver-
gence of approximations to (2.46), which mode of convergence regarding the
sample variable w is used ? Here, we develop an approach based on convergence
in law, while in the work referred to ¢, weak convergence (in Lebesgue spaces, or
in the sense of Young measures, cf. Section 2.1.2.2) is considered. Convergence
in law is the natural mode of convergence for the random variables which mani-
fest in the approximation to (2.1). Our approach based on convergence in law is
successful because we work in the context of cadlag processes. This is an other
difference between this present paper and the references already quoted : our
formulation of solution is weak in the space variable, but not weak in the time
variable, see (2.10), (2.27) for example. This allows to obtain convergence of ap-
proximation for each time ¢ (this is the last statement in Theorem 47), without
making any regularity hypothesis on the initial datum at any moment. This paper
is also a further development of the approach by kinetic formulation initiated in
[DV10a]. We need it crucially in the companion paper given in 3.1 to obtain the
convergence of The Finite Volume method with a standard CFL condition (cf. our
comment on the Kinetic formulation in the introduction section of 3.1).

To complete this introduction, let us mention that the approximation of sca-
lar conservation laws with stochastic flux has also been considered in [GPS16]
(time-discrete scheme) and [MSZ13] (space discrete scheme). For the corres-
ponding Cauchy Problem, see [LPS12; LPS13; LPS14; GS14; GS16; Hofl6].

The plan of the paper is the following one : Section 2.1.2 to Section 2.1.4 are
devoted to the analysis of the Cauchy Problem for (2.1) : we introduce the kine-
tic formulation of the problem in Section 2.1.2, and prove a uniqueness result
in Section 2.1.3. In Section 2.1.4, we develop a general approach to the analysis
of convergence of approximate solutions to (2.1) based on martingale methods.
Note that Section 2.1.2 and Section 2.1.3 are for a large part identical to Sec-
tion 2 and Section 3 in [DV10a]. There are however a lot of modifications, which
were needed to prepare Section 2.1.4. In Section 2.1.5, we give some applica-
tions of our results of convergence of approximation.

c. with the exception of [FNO08], where quite a strong notion of solution is used however
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2.1.2 Kinetic solution
2.1.2.1 Definition

Predictable sets and functions

For T" > 0, we denote by B([0,7]) the Borel o-algebra on [0, 7] and we denote
by Pr C B([0,T]) ® F the predictable o-algebra, [CW90, Section 2.2]. If F is a
Banach space, a process (f(¢)) with values in F is said to be weakly-predictable
if the process ((f(t), ¢)r ) is predictable for every ¢ in the topological dual E'.
This is equivalent to say that f is weakly Pr-measurable, in the sense of [Yos80,
Definition 1, p.130]. Similarly, we can define the notion of strong predictability :
the process (f(t)) is said to be strongly predictable if there exists a sequence of
E-valued, Pr-measurable simple functions which converges to f at every point
(t,w) in a set of full measure in [0, 7] x 2. By Pettis’ Theorem, [Yos80, Theorem
p.131], the two notions of measurability coincide if F is separable : in this case
we say simply "predictable".

Let us assume that F is separable to introduce the following notations. Let p €
[1,4+00). The set L*([0, T x Q; E) is the set of F-valued, B([0, T]) ® F-measurable,
Bochner integrable functions f which satisfy

J[ Il x P)(tw) < +o0,
[0,71x$2

where L is the Lebesgue measure on [0,7]. Equivalently, by definition of the
product measure £ x P,

T
Eéﬂﬂm@ﬁ<+w.

We denote by L%([0,T] x €; E) the set of functions g in L*([0, 7] x Q; E') which
are equal £ x P-almost everywhere to a predictable function f. This is the case
if, and only if, (g, ¢) is equal £ x P-almost everywhere to (f, @) for all ¢ € E’ (we
use the following fact : E being separable, there is a countable subset of £’ that
separates points in F, see [Yos80, Lemma (1) p. 131]), so let us briefly consider
the case £ = R. The class of processes in L', ([0, 7] x ;R) is analysed in [CW90,
p. 66] or [RY13, p. 172]. In particular, if X (¢) is an adapted process with

T
E/|X@mﬁ<+m,
0

then X € LI ([0, 7] x £;R). A progressively measurable process X in L?(]0, 7] x
;R) also is in L ([0, 7] x ; R).

Let m € N*. In the case where F is itself a Lebesgue space F = L*(D), where
D is an open subset of R™, we have L?([0,T] x Q; L’(D)) = L?(D x [0,T] x ),
where D x [0, 7] x Q2 is endowed with the product measure £, x P (£,, being
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the m-dimensional Lebesgue measure), see [Dro01, Section 1.8.1]. Similarly, we
have
L%([0,T) x Q; LP(D)) = L% (D x [0,T] x §2),

where L% (D x [0,T] x Q) is the set of functions in L?(D x [0,T] x §2) which are
equal £,, x £ x P-almost everywhere to a B(D) x Pr-measurable function (here
B(D) is the Borel o-algebra on D). We will apply these results with D = (0, 1),
in which case, by periodic extension, we obtain

LP([0,T] x Q; LP(TN)) = LP(TY x [0,T] x Q), (2.5)

and similarly for spaces L.

Random measure, solution

Let M, (T x [0,7] x R) be the set of bounded Borel signed measures on TV x
[0, T] xR. We denote by M;" (TV x [0, T| xR) the subset of non-negative measures.

Definition 1 (Random measure). A map m from Q to My(TY x [0, T] xR) is said
to be a random signed measure (on TN x [0, T| xR ) if, for each ¢ € Cy(TN x [0, T] %
R), (m, ¢): Q — R is a random variable. If almost surelym € M; (TY x[0, T|xR),
we simply speak of random measure.

Let m be a random measure such that
Em(TY x [0,T] x R) < 4o0. (2.6)

Then Em is well defined and this is a bounded measure on TV x [0,7] x R. In
particular, it satisfies the following tightness condition

: N c\ __
Jim Em(TY x [0,T] x Bj) =0, (2.7)

where B, = {{ € R,|{|] > R}. We note this fact here, since uniform versions
of (2.7) will be required when considering sequences of random measures, see
(2.84). We will also need the following result.

Lemma 2 (Atomic points). Let m be a random measure with first moment (2.6).
Let m: TN x [0, T] x R — [0,T] denote the projection (x,t,&) — t. Let mym denote
the push-forward of m by w. Let B,y denote the set of times t such that the event
“t is an atom of mym" has positive probability :

Bu = {t € [0,T]; P (rum({t}) > 0) > 0}. (2.8)

Then B, s at most countable.
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Proof of Lemma 2. We have also
Bay = {t € [0, T]; Erym({t}) > 0}.

The set B, is the set of atomic points of the measure Er,m. It is therefore at
most countable. O

The notion of solution which we introduce below is based on the kinetic for-
mulation of conservation laws introduced in [LPT94b]. In particular, for a given
function u of the variables (z,¢), we will need to consider the function

£(2,t,8) == Ly

which is the characteristic function of the subgraph of u. We often write f := 1,
for short.

To be flexible enough, we have to impose a cadlag property on solutions to (2.1)
(see Item 2 in the following Definition 3). We will show however in Corollary 27
that solutions to (2.1) have continuous trajectories.

Definition 3 (Solution). Let ug € L>®(TY). An L*(T")-valued stochastic process
(u(t))teo,r 1s said to be a solution to (2.1) with initial datum ug if u and £ := 1,5¢
have the following properties :

1. uw € LL(TN x [0,T] x ),
2. for all p € CHTN x R), almost surely, t — (£(t), ) is cidlag,

3. for all p € [1,+00), there exists C, > 0 such that

B (sup 10l ) < 2.9

t€[0,T]

4. there exists a random measure m with first moment (2.6), such that for all
o € CHTY x R), for all t € [0,T],

(£(0). ¢) = (50,0 + [ (£(5), () Vip)ds
+ Z /Ot /JTN gr(z,u(z, s))p(z, u(x, s))drds(s)

k>1

+ ; /Ot /TN Oeo(x, u(z, $))G?(x, u(x, 5))dxds — m(0ep)([0,t]), (2.10)

a.s., where £o(x, &) = Lyy@y>e, G* 1= Y00, lgu]* and a(€) == A'(€).
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In (2.10), we have used the brackets (-, ) to denote the duality between
C>(TY x R) and the space of distributions over TV x R. In what follows, we
will denote similarly the integral

(F,G) = /TN /RF(:U,S)G(x,ﬁ)dmdg, Fe LT xR),G € LYTY x R),

where 1 < p < +o0 and ¢ is the conjugate exponent of p. In (2.10) also, we have
used (with ¢ = 0J¢¢) the shorthand m(¢) to denote the Borel measure on [0, 7]
defined by

m(¢): A ¢w,&)dm(z,t,€), ¢ € Cp(TY x R),

TN x AxR

for all A Borel subset of [0, 7).

There is a last point to comment in Definition 3, which is the measurability of
the function sup,¢(o 7y [[u(t)]|o(rv) in (2.9). Let us denote by f = 1 — f = 1, the
conjugate function of f. By the identity

jul? = /R [£1e0 + Fleco] Pl de, (2.11)
we have, for p € [1, +00),

Oy = s {0, 00) + (£ 0, (2.12)

where the sup is taken over some countable sets F', and F"_ of functions ¢ chosen
as follows : F. = {¢,;n > 1}, where (¢,,) is a sequence of non-negative functions
in C°(R) which converges point-wise monotonically to £ + p|¢F|P~if p > 1 and
to £ — sgn (§) if p= 1. By (2.12), we have

sup [u()llfygvy = sup sup (£(t). ) + (E(B).0-).  (213)
t€[0,T) PYEeF te[0,T]

By Item (2) in Definition 3, we know that the function

sup (£(1), ¥y) + (£(2),¢-)

t€[0,T]

is F-measurable for all ¢, € F.. Indeed, the sup over [0, 7] of a cadlag function
is the sup of the function on any dense countable subset of [0, 7] containing the
terminal point 7'. By (2.13), the function sup;c(o 77 [u(t)| L»(r~) is measurable.

Remark 4 (Initial condition). A limiting argument based on (2.10) leads to the
following initial condition for £(t) :

£(0) = fo + 0emyg, a.s.,
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where my is the restriction of m to TN x {0} x R. It is not obvious thus, that
(2.10) entails the expected initial condition £(0) = fo. This is the case however
(and, therefore, mg = 0 a.s.), due to Proposition 21 and Corollary 22. See also
the discussion on the same topic in Section 5 of [CP03].

Proposition 5 (Mass of the random measure). Let ug € L®(TV). Let (u(t))seo.)

be a solution to (2.1) with initial datum ug. Then the total mass of the measure m
in (2.10) s

1 1
m(T™ x [0, T] x R) = [Juollzaew) = () Z2rn)

w3 [0 oot 0t drdst) + 5 [ [ G ute e, (21)

k>1
almost surely.

Proof of Proposition 5. We start from (2.10), which we apply with a test function
¢ independent on z. By substracting (1¢-¢, ¢) from both sides of the equation,
we obtain

(09 = o)+ 3 [l o, ), ulz, 9)dndsi(s)

+ ; /Ot /TN Oep(z,u(z, 8))G?*(z, u(x, s))dzds — m(9:0)([0,1]), (2.15)

where x(z,t,&) = £(z,t,€) — Lose, Xo(z,&) = fo(z,§) — 1p>¢ are the traditional
kinetic functions used in [Per02] for example. We use then an approximation
argument to apply (2.15) with ¢(x, &) = &. This gives (2.14). O

2.1.2.2 Generalized solutions

With the purpose to prepare the proof of existence of solution, we introduce the
following definitions.

Definition 6 (Young measure). Let (X, A, \) be a finite measure space. Let Pi(R)
denote the set of probability measures on R. We say that a map v: X — Pi(R)
is a Young measure on X if, for all ¢ € Cp(R), the map z — (v,,¢) from X to
R is measurable. We say that a Young measure v vanishes at infinity if, for every
p=1,

/X /R €Pdu (€)dA(2) < +oo. (2.16)

Proposition 7 (An alternative definition of Young measures). Let (X, .4, \) be a
measure space with \(X) = 1. Let L be the Lebesgue measure on R and let Y be
the set of probability measures v on (X x R, A x B(R)) such that myv = X\, where
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myv is the push forward of v by the projection 7: X x R — X. Then Y is the set
of Young measures as defined in Definition 6.

For the proof of this result, which uses the Disintegration Theorem, we refer to
the discussion in [CFV04, p.19-20] on the spaces V' and Y. (“dis" for “disin-
tegration" : this corresponds to the Definition 6). Note that there is no loss in
generality in assuming A\(X) = 1.

Definition 8 (Kinetic function). Let (X, A, \) be a finite measure space. A mea-
surable function f: X x R — [0,1] is said to be a kinetic function if there exists a
Young measure v on X that vanishes at infinity such that, for A\-a.e. z € X, for
all € € R,
f(2,8) = v.(§, +00).

We say that f is an equilibrium if there exists a measurable function u: X — R
such that f(z,€) = £(2,§) = Llue)se a.e., or, equivalently, v, = 0¢—y(») for a.e.
zeX.

Definition 9 (Conjugate function). If f: X xR — [0,1] is a kinetic function, we
denote by f the conjugate function f:=1— f.

We also denote by y, the function defined by x(z,§) = f(2,§) — 1o>¢. This
correction to f is integrable on R. Actually, it is decreasing faster than any po-
wer of |£| at infinity. Indeed, we have x(z,£) = —v.(—00,&) when £ < 0 and
X7(2,€) = v,(€,+00) when £ > 0. Therefore

67 [ D= 01aAz) < [ [ 1epdv(Qare) < oo, (2.17)

forall{ e R, 1 <p < 4oc.

The so-called kinetic functions appear naturally when one examines the stability
of a sequence of solutions to (2.1). We discuss this topic in details in Section 2.1.4,
but let us already mention the following compactness results.

Theorem 10 (Compactness of Young measures). Let (X, A, \) be a finite measure
space such that A is countably generated. Let (™) be a sequence of Young measures
on X satisfying (2.16) uniformly for somep > 1 :

s%p/X/R|€|pdug(§)d)\(z) < 400. (2.18)

Then there exists a Young measure v on X and a subsequence still denoted (V™)
such that, for all h € L*(X), for all ¢ € Cy(R),

lim [ h(:z) [ 6©d2(©INE) = [ () [ o(©dr.(€dA=).  (219)

n—-+00
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The convergence (2.19) is the convergence for the 7J} topology defined in

[CFV04, p.21]. By [CFV04, Corollary 4.3.7], (2.18) implies that the set {v,;n €
N} is 7)) -relatively compact, and for this result, it is not necessary to assume that
A is countably generated. This latter hypothesis is used as a criteria of metriza-
bility of 7'3‘;[{ , [CFV04, Proposition 2.3.1]. A consequence of Theorem 10 is the
following proposition.

Corollary 11 (Compactness of kinetic functions). Let (X, A, \) be a finite mea-
sure space such that A is countably generated. Let (f,) be a sequence of kinetic
functions on X x R : f,(2,§) = v (&, +00) where v are Young measures on X
satisfying (2.18). Then there exists a kinetic function f on X x R (related to the
Young measure v in Theorem 10 by the formula f(z,£) = v.(§, +00)) such that,
up to a subsequence, f, — f in L>®°(X x R) weak-*.

We will also need the following result.

Lemma 12 (Convergence to an equilibrium). Let (X, A, \) be a finite measure
space. Let p > 1. Let (f,) be a sequence of kinetic functions on X xR : f,(z,&) =
V(& +00) where v are Young measures on X satisfying (2.18). Let f be a kinetic
function on X X R such that f, = f in L=°(X x R) weak-*. Assume that [ is an
equilibrium : f(z,§) = £(2,£) = Lue)s¢ and let

ua(2) = [ Eav2(©).

Then, for all 1 < q < p, u, — u in LI(X) strong.

Proof of Corollary 11. We apply the theorem 10. The convergence of ("), which
means that

(20 (1, 9)) = (2 (v, ) in L®(X) weak — x, (2.20)
for all ¢ € C,(R), has the consequence that

/X /R alz, ) (€)dA(z) — /X /R a(z, E)dv, (E)dA(2), (2.21)
for every bounded Carathéodory integrand «. This is a consequence of the iden-

tity 7')]% = TJ‘;/I{ in the Portmanteau Theorem [CFV04, Theorem 2.1.3] (see also
[CFV04, Lemma 1.2.3] about Carathéodory integrands). We apply (2.21) to

3
a(%) = [l 0.
where ¢ € L' N L>(X x R), and apply also the Fubini theorem to obtain

J]. .00 0N — [ f 0z Oarz)de. (2.22)
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Using the bound by 1 on the > norm of f, and f, we deduce by an argument
of density that (2.22) holds true when ¢ € L'(X x R). O

Proof of Lemma 12. Let r € [1, +0o¢]. By choosing # = ¢ and + as a test function
in z in (2.20), and by use of a standard approximation procedure, we have

/X /R 0(&)dv2 (€)y(2)dN(2) — /X 0(u(2))v(2)dA(2) (2.23)

for all # € C(R) and v € L"(X) such that

< +00,
L (X)

sup | [ 0()av’(€)
where 1’ is the conjugate exponent to r. Let us assume first that p > 2 and let us
prove the convergence of (u,,) to u in L?(X). By (2.23), taking r = 2, §(¢) = ¢ and
v € L*(X), we obtain the weak convergence of (u,,) to v in L?(X). By developing
the scalar product

= T2y = T2 + Nl T2y — 200, tn) 22y,

we see that it is sufficient, in order to establish the strong convergence, to prove
that
. 2 2
lim sup ||UnHL2(X) < ||uHL2(X)' (2.24)
n——+00

We obtain (2.24) by the Jensen inequality, which gives

Junlltac = [ | [ €dvrte

Indeed the right-hand side of (2.25) is converging to ||u||72y, (here, we apply
(2.23) with 6(¢) = ¢? and ~(z) = 1). Still assuming p > 2, the remaining cases
1 < ¢ < p are deduced from the result for p = 2 by interpolation and by the
uniform bound on ||u,||zr(x). Let us consider the case p < 2 now. Let us introduce
the truncate functions and truncate sequence (u’?) as follows :

| axee) < [ | ePavz©arc). (2.25)

Tr(€) := min(R, max(—R, €)), uZ /TR &)dv(

One checks that the study done for p > 2 can be applied to establish the strong
convergence uf — Tr(u) in L"(X) for every r < +oo. Then we use the estimate

uy(2) — un(2)] < [k —¢ldv;(§) <2 [€ldv(E),
1€1>R l€|>R
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from which follows, for 1 < ¢ < p, by the Jensen inequality,

Juf =l <20 [ [ 1€l ©de) < i [ [ lePanz©an),

and, thanks to (2.18), the uniform bound

2 1/q
R n
Juft = wall o) < oy (sup [ [ lePar€an)

We have also Tg(u) — win L9(X) when R — +oc0. Gathering the different results
of convergence, we obtain u,, — u in L(X). O

In the deterministic setting, if (u,(t)) is a sequence of solutions to (2.1), then, due
to natural bounds and to Theorem 10, the sequence of Young measures d,,,(z )
on X := TV (consider that ¢ is fixed here) has, up to a subsequence, a limit v,.
Then every non-linear expression ¢(u,(t)) for ¢ € C,(R) will converge to (v, ¢)
in the sense of (2.19). This is why it is natural (¢f [DiP83]), for such non-linear
problems as (2.1), to introduce the following generalization to Definition 3.

Definition 13 (Generalized solution). Let fo: TV x R — [0, 1] be a kinetic func-
tion. An L>(TN x R; [0, 1])-valued process (f(t))icjor is said to be a generalized
solution to (2.1) with initial datum fy if f(t) and v, := —0¢ f(t) have the following
properties :

1. for allt € [0,T), almost surely, f(t) is a kinetic function, and, for all R > 0,
feLL(TY x(0,T) x (—R, R) x Q),

2. for all p € CHTN x R), almost surely, the map t — (f(t), ) is cadlag,

3. for all p € [1,+00), there exists C, > 0 such that

E ( sup /T i /R |5\dex,t<g)dx> <C,, (2.26)

te[0,7

4. there exists a random measure m with first moment (2.6), such that for all
p € CHTN x R), for all t € [0,T], almost surely,

(F(0),0) =Uns) + [ ((5).al€) - Tuip)ds
+/0 /qu/ng x, ) (2, §)dva,s(§)drd P (s)

" ; /ot /TN /RG%% €)0p(w, €)dvy 5(€)dds — m(deg) ([0, 1))
(2.27)
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Let us make a comment about notations : for each ¢ € [0, 7], we have a Young
measure v, on TV. This gives us a set of probability measures (v, ),c7v, as they
appear in the second line of (2.27). There is something misleading in the use
of the notation v, ,;, which conveys the idea that we are considering a Young
measure v with index space TV x (0, 7). Such a modification of the point of view
is admissible however, and we will use it fully in Section 2.1.4.3 to obtain the
convergence of sequences of Young measures. Indeed, due to item 1 and to the
fact that, for all ¢t € (0,7), for a.e. z € TV, a.s.,

[ 6(©)dvan() = [ fla.t.€)0/(€)ds

if € C}(R), the map (w,z,t) — (v,4, ®) is measurable (and in LL(TV x (0,T) x
) actually). By the Fubini theorem, we deduce that, almost surely, (z,t) +—
(Vet, @) is measurable when ¢ € C!(R). By an argument of density, this holds
true when ¢ € Cy(R).

This point about the status of v, being clear, we have now also to justify that
the stochastic integral in (2.27) is well-defined : the bound (2.26) implies

E ( 'L ] |§|pdux,t<5>dx> <qr. (2.28)

Using successively Jensen’s Inequality, the growth hypothesis (2.3), and (2.28)
with p = 2, we obtain, for ¢ € CH{TV x R),

E/TZ

0 p>1

L [ 916 ol Odvea(€)dal

<B[ Y [ [lntete o du@)ds

0 Ek>1

T
:IE/O /TN/RGQ(:E,@\go(x,g)ﬁdyx,t(g)dx
< [l¢l7=, Do(1 + CT). (2.29)

The fact that
tes [ ] e e, dvea(€)da

is predictable is a consequence of item 1. To sum up, we have proved the follo-
wing result.

Lemma 14 (Admissible integrand). Let fo: TV x R — [0, 1] be a kinetic function.
Let (f(t))icor) be a generalized solution to (2.1) with initial datum fy. Then, for
all p € CHTY x R) the I>(N*)-valued process

to ([, ] onla€elw.dvea()da)

k>1
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is in L3([0,T] x ; 12(N*)).

Let us now state a simple result of reduction from generalized solution to mere
solution.

Proposition 15. Let ug € L>®(TV). Let (f(t))iepr be a generalized solution
to (2.1) with initial datum 1,ys¢. If for all t € [0,T], f(t) is an equilibrium :

f(x,t,g,w) = f('r7t7§7w> = 1U(x,t,w)>§> (2‘30)

fora.e. (z,§,w) € TN x R x Q, then (u(t))iepr) is a solution to (2.1) with initial
datum ug.

Proof of Proposition 15. Under (2.30), we have v, = d,( a.s. From (2.28) with
p =1, we deduce that u € L'(TV x (0,T) x ). Since

u(z,t) z/]Rdez,t(f)a

we obtain u € LL(TY x (0,T) x Q) as a consequence of Item 1 in Definition 13.
We have also

(56, 9) = [ g, 9w, := [ ol O0c

for all p € C°(TV x R). Therefore Item 2 in Definition 3 follows from Item 2 in
Definition 13. Using the identity

/TN |u(t, z)|Pde = /TN /R € Pdva o (€)de,

we obtain Item 3 in Definition 3. Item 4 in Definition 3 follows from Item 4 in
Definition 13. [

We will show in Theorem 26 that (2.30), which we give as an hypothesis in
Proposition 15, is automatically satisfied by any generalized solution starting
from an equilibrium fj = £5 = 1,,>¢.

We conclude this paragraph with the following result, used in the proof of Co-
rollary 27.

Lemma 16 (Distance to equilibrium). Let (X, \) be a finite measure space. Let
f: X xR —[0,1] be a kinetic function. Then

(€)= [ (e = FO)C, where w = [ x/(O)C

is well defined and non-negative.
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Note in particular that the difference f(£) — 1,-¢ writes d;m where m > 0.
Proof of Lemma 16. Let v, = —0:f(%, - ), z € X. By Jensen’s Inequality, we have

1 ([ can©) < [ HQav.(0 (231)

for all convex sub-linear function H: R — R. Note that
= [ £(2:0) = LoscdC = [ Gdv.(Q)

by integration by parts. By integration by parts, we also have, for all sub-linear
function H € C'(R),

/H C)dv,(C) = +/ H'(O)(f(2,0) — Lose)dC
and

= [ H(Odb(€) = HO) + [ H'(O)(Luopoc = Lo-0)dC.

By (2.31), it follows that

/]RH,(C)OC(Z’ Q) = Lugz)>¢)d¢ = 0

for all convex and sub-linear H € C'(R). Approximating ¢ + (¢ — &)~ by such
functions H, we obtain m(§) > 0. O

2.1.2.3 Left limits of generalized solutions

If (f(t))tepor) is a generalized solution to (2.1) and ¢ € C>°(TY x R), then, a.s.,
t — (f(t),p) is cadlag. In the next proposition, we show that the a.s.-property
to be cadlag is independent on ¢ and that the limit from the left at any point
t. € (0,T] is represented by a kinetic function.

Proposition 17. Let fy be a kinetic initial datum. Let (f(t)):co,] be a generalized
solution to (2.1) with initial datum fy. Then

1. there exists a measurable subset QO cQ of probability 1 such that, for all
w €, for all p € C.(TY X R), t — (f(w,t),¢) is cadlag,

2. there exists an L=(TY x R; [0, 1])-valued process (f~(t))ieo.r] such that : for

all t € (0,7, for all w € Q, for all ¢ € C(TN x R), f~(t) is a kinetic
function on TN which represents the left limit of s — (f(s), ) at t :

(f7(8), ) = lim (f(s), ). (2.32)

s—t—
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Proof of Proposition 17. The set of test functions C!}(T" x R) (endowed
with the topology of the uniform convergence of the functions and their first
derivatives) is separable and we fix a dense countable subset D; (see the ar-
gument about I' in Section 2.1.4.5 for a proof of the existence of D;). For all
p € CHTY x R), a.s., the map

Jotes [()ale) Vs + X [ /gkws (,€)dve s (€)ddBi(s)

k>1
2/ /TN/aW 2,§)G" (7, §)dvy s (§)duds  (2.33)

is continuous on [0, T'|. Consequently : a.s., say for w € ; where 2, is of full mea-
sure, for all ¢ € Dy, J, is continuous on [0, 7. If ¢ € Dy, (2.27) gives (f(t), ) as
a sum (up to the constant (fy, p)) of J,(t) with m(9)([0,¢]). This latter expres-
sion defines a function cadlag in ¢ for all w € Q,, hence ¢ — (f(t), ) is cadlag if
w € Q1 Ny Here, Qs C Q2 is of full measure. Next, we use the estimate (2.26) :
there exists a set of full measure 23 in 2 such that, for every w € 3,

sup /’]TN/ £Pdy, +(§)dx < Cp(w) < 400. (2.34)

te(o, T]

Letw € O := Q, N Oy N Q4 be fixed. If o € C.(TY x R), then

3

(F0.0) = [ 0@ Odua©de, (@)= [ p@Qde. (2.3)
Let R, > 0 be such that ¢ is supported in [—R,, R,|. Since [¢(z,§)| <
I pllz< (R, + €]), we obtain the bound sup,c o |((), @] < [l@llz~ (By + Cr (w)).
This gives the continuity of (f(¢), v) with respect to . Since the space of cadlag
functions is closed under uniform convergence, an argument of density shows
that t — (f(¢), o) is cadlag for all ¢ € C.(TV x R). To prove the second assertion
of the proposition, let us fix w € (2 and consider an increasing sequence (t,) in
[0, 7] converging to a point ¢, € (0,7]. Then, by means of (2.34) and since the
Borel o-algebra of T? is countably generated (T being separable), we can apply
Corollary 11 : there exist a kinetic function f*~ on TV x R and a subsequence
(ng) such that f(¢,, ) — f*~ weakly-x in L>(T" x R) as k — +oo. If an other
subsequence () provides an other weak limit f*~, then we have

(77 9) = dim (f(1),) = (/"7 ¢)

for all ¢ € C.(TY x R). Therefore f*~ = f*~ : there is only one possible limit.
It follows that the whole sequence (f(t,)) is converging to f*~ in L>®°(TV x R)
weak-+. We establish this fact to ensure that the subsequence (n;) is independent
on w. Indeed, this shows that, viewed as a function of (w, =, £), f*~ is measurable.
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We set f~(t.) = f*~ to conclude. O

Remark 18 (Left and right limits). Note that we prove a little bit more than

what is stated in Proposition 17. Indeed, for w € Q, we have f(s) — f~(t) in
L>®(TN x R) for the weak-+ topology, when s 1 t, which implies (2.32). By similar
arguments, we can show that f(s) — f(t) in L=°(TY x R) weak-+ when s | t.

Remark 19 (Uniform bound). Note that, by construction, v~ = —0¢f~ satisfies
the following bounds : for all w € Q

up [ [ lgPav; (€)dr < Cylw) E(sup/ | leavz (&) )gcp.
te[oT] T~ tefo,r] /TN

(2.36)
We obtain (2.36) using (2.26)-(2.34) and Fatou’s Lemma.

Remark 20 (Equation for f~). Passing to the limit in (2.27) for an increasing
sequence of times t, we obtain the following equation on f~

(F(0),9) =(F0). 0) + [ /() a(6) - Vaphds
+ /0 /T o (@, (e dve(dwdpi(s)
1t 9
45 [ [ [ @@ 000w, v (©drds — m(0ep) (0,1)). (237)
In particular, we have

(f(t) = F~ (1), ) = —m(Dep)({1}). (2.38)

Outside the set of atomic points of A — m(0ep)(A), which is at most countable,
we have (f(t),p) = (f~(t),p). It follows that f = f~ a.e. In particular, (2.37)
gives us the following equation on f~

(F(1), ) = )+ / Vai)ds
+ /0 /T [ @, ¢l v (€)dudpi(s)
w2 [ [ G el av (€)drds — m(op)(0.), (239

equation which is also valid for t = 0 if we set f~(0) = fo.

In the next proposition, we give a criterion for the continuity of ¢t — (f(t), ¢) at
a given point.

Proposition 21 (The case of equilibrium). Let fy be a kinetic initial datum. Let
(f(t))icp) be a generalized solution to (2.1) with initial datum fo. Let t € (0,T).
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Assume that f=(t) is at equilibrium : there exists a random variable v € L*(TY)

such that f~(t,€) = 1ys¢ a.s. Then f~(t) = f(t).

Proof of Proposition 21. Let m* denote the restriction of m to TV x {t} x R. Let
us also set f™ = f(t). By (2.38), we thus have

fr =1 = 0em™. (2.40)

There exists a subset §2, of 2 of probability 1 such that, for all w € 4, m, and
thus m*, are finite measures on TV x [0,7] x R and TV x R respectively. Let 1
be a smooth non-negative function such that 0 < ¢ < 1,¢ = 1 on [-1,1], ¢
being supported in [—2,2|. Define the cut-off function v¥.(£) = (). Let also
¢ € C(TV). By (2.40), we have

L @8 = L@ ©dads = == [[ o) (cg)dm”
< ell@ll poomy 19| Lo mym ™ (TN x R).

Taking the limit ¢ — 0, and taking in consideration the fact that ¢ is arbitrary,
we deduce that, for all w € QN Qy, for a.e. x € TV,

LU @) = Los0)d = [ (Luyoe = Lose)d€ = v(a)

Introduce now
pee [ (e PO

By Lemma 16, p* is non-negative. In addition, d¢(m* + p*) = 0 due to (2.40) and
the definition of p*. Therefore m* + p* is constant, and actually vanishes by the
condition at infinity (2.7) and the obvious fact that p*(TV x B%) also vanishes
when R — +oc. Since m*, p* > 0, we finally obtain m* = 0 and conclude to the

identity f~(¢t) = f(t). O
Let us consider also the special case ¢t = 0. By letting ¢ — 0+ in (2.27), we have

f(0) — fo = 9¢mqg, where my is the restriction of m to TV x {0} x R. Consequently,
we have the following corollary to Proposition 21.

Corollary 22. Let fy be a kinetic initial datum. Let (f(t))icjor) be a generalized
solution to (2.1) with initial datum fo. Assume that fo is at equilibrium. Then
f(0) = fo and m does not charge the line {t =0} : m(TY x {0} x R) =0 a.s.

Our final result in this section is about trajectories of solutions to (2.1). It is an
intermediate statement, before the full continuity result given in Corollary 27.

Proposition 23. Let ug € L>®(TY). Let (u(t))icjor) be a solution to (2.1) with

initial datum ug. Then, for allp € [1,400), for allw € Q (given in Proposition 17),
the map t — u(t) from [0,T] to LP(TY) is continuous from the right.
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Proof of Proposition 23. We apply Proposition 17 (and also use some facts
established in the proof of Proposition 17) to f(t) = £(t) = L,4)>¢. For w € Q,
¢ € C,(TN x R), the map

t= {£(1), ¢)

is cadlag. We will show first that this can be generalized to (2.45) below, for a
test function ¢ satisfying a growth hypothesis like (2.42). Using (2.34) (with 2p
instead of p), we have

sup lu(z,t)|*dr = sup /JI‘N /R €| dvy 1 (€)dr < Cop(w) < +00.  (2.41)

tefo,T) /TN te[0,7)
Let ¢ € C(TY x R) satisfy
o(z, &) < Cr(1+[¢P7H). (2.42)

Let ¢. € C.(TY x R) be an approximation obtained as a truncate of ¢, for
example p. = ¢x., where y.(§) = x(¢£). Here, x is a smooth, compactly suppor-
ted function on R such that x(§) = 1 for [{] < 1 and x(§) = 0 for || > 2. Set
Xu@) (2, &) = £(t) — Lo>¢. We will show the estimate

sup [(Xu(): ) — (Xu(r)> ¥e)| < sup / . / Ve (€)dvg (€ (2.43)
t€[0,T] teOT] T
< O (C(w) + Chp(w))eP. (2.44)

In (2.43), the function ¢, is defined by

- | [0l = xe(olac]

We bound |- (§)] as follows :

|e(E)] < Co(1 + [€]7)Lgme-r < Co(1 + [€]7)[€]7E7,

for a constant C, depending on € and p to deduce (2.44) from (2.43) and (2.41).
By uniform convergence hence, the map

t = (Xu), p) is cadlag. (2.45)

In particular, ¢ — (xu«),) is continuous from the right : if ¢, € [0,7)] and
(tn) | t., then
Xuttn)), #) = (Xu(t): ©);

for all ¢ satisfying (2.42). By Lemma 12 and its proof, this implies u(t¢,) — u(t)
in LP(TV). 0
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2.1.3 Comparison, uniqueness and reduction of generalized
solutions

2.1.3.1 Doubling of variables

In this paragraph, we prove a technical proposition relating two generalized so-
lutions f;, i = 1,2 of the equation

du;(z,t) + div(A(u(z,t)))dt = O;(x, u;(x, t))dW (t). (2.46)

We use the following convention of notations : if (f(t)).cjor] is a generalized
solution to (2.1), we denote by f~ the left limit defined in Proposition 17, and we
denote by f* the right limit, which is simply f : f*(¢) := f(¢). This gives more
homogeneity to the different statements in this part. Recall also the notation
f =1 — f for the conjugate to f, introduced in Definition 9.

Proposition 24. Let f;, i = 1,2, be generalized solution to (2.46). Then, for
0 <t <T, and non-negative test functions p € C=(TN), ¢ € C>*(R), we have

E [ s fon Pl = 000 = O (1.0 FF (0,1, OddCdndy
</ (/ (z = y)0(€ = Q) frole, ) Fooly, )ddCdady + 1, + 1y, (2.47)
TN)2 RQ

where

L=E [ [ [ AR5, O a(€) ~al)b(E~dedC - Vaplo—y)dndyds
o J(ry)2 Jr2

and

1
Lp - 2/('JI‘N)2 =y E/ / 5 C Z |gk1 T f ng(y C>| dVIS®VyS(§ C)dl‘dyds

k>1

Remark 25. Fach term in (2.47) is finite. Let us for instance consider the left-
hand side of (2.47). Introduce the auziliary functions

3

w©= [ s w0 = [ nede

—00

Since 1 is compactly supported, both 11 and 1y vanish at —oo. When & — +o0,
Yy remains bounded while vy has linear growth. More precisely, if 1 is supported
n [—R, R], then

|[2(O)] < (I¢] + R)|[¥] 12 ) (2.48)

Since

frt= [ Q. Funo= [ anio,
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forae. & CER, z,ye TV, t €0,T)], the Fubini Theorem gives us the formula
L wle = OfFE @t O FF . ,0dgdC = [ iolu— 0)avk (W)} (v). - (2:49)
By (2.48), we deduce that

‘/]R (& — O f (1,8 f5 (y,t, C)dgdg‘
< Iollo R+ [ Iz + [ Idagie

for a.e. x;y € TN, for all t € [0,T]. Using the Young inequality for convolution
with indices 1,1,1, we obtain

/TN /RQ =y — O ff(x, 6,8 f5 (y.t, C)dfd(dxdy’
< lm@lol ) (R + Cra(w) + Craw)), (2.50)

where

Cra(w) = sup [ [ Jelavs
tefo,1] /TN
is in L*(Y) thanks to (2.26)-(2.36).

Proof of Proposition 24. Set
G2$§ Z|gk1$§ 16{172}

Let ¢; € CX(TY x Re) and ¢, € C(T, x R¢) be some given test functions.
Equation (2.27) for f; = fi" reads (fi" (¢), 1) = u1([0,¢]) + Fi(t), where F} is the
stochastic integral

=3 [ [ (dndsits)

k>1

and ¢t — py([0,¢]) is the function of finite variation on [0,7] (¢f [RY13, p. 51)
defined by

1 ([0, 7)) = {(f10, 100 ([0, 7]) + /Ot<f1,a'v¢1>d3
b3 [ [ e Gt (©duds — ma(Oen)(0,1),

Note that, by Corollary 22, m;(9:1)({0}) = 0 and thus the value of j;({0}) is
(f1.0,1). Similarly, we write (f;(¢), 2) as continuous semimartingale, sum of
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the stochastic integral

Z// /9k2§02dl/ ¢)dydf(s)

k>1

with the function with finite variation given by

_ t
12((0,2]) = (f2,0, ¥2)00((0, 1)) +/0 (f2,a-Vipr)ds
1 t
—3 | [ [ oG (Qdyds + ma(@ce) (0.1
Again, we note that y5({0}) = (f20, o). Let us define the test function

Oé(LL’, 57 Y, C) = ¢1 (l‘, €>@2(y7 C)

We want to compute

(AR OF (1), a)) = (T (1), 010 (57 (1), 2), (2.51)

where ((-, -)) denotes the duality product over T x R, x T, x R.. By the It6
formula for continuous semimartingales, [RY13, p. 146], taking expectation, we
obtain the following identity :

B (05 (1), 0)) = ((fr0f20.0))
+E / /TN [, fia(a() - V. + a(Q) -V, JadgdC drdyds

+§E /0 /(W |, Ocafo(s)Gldv, (§)dCdadyds
- ;IE /0 t /(TN)Q [, Ocafi(s)Ghdv (C)dedydads
_E / t /TN / G sadv! (€)dv2 (C)dadyds
_E /O , /TN)Q /]R I (8)0cadmy (x5, €)dCdy
+E /(o,t] /(TN)Q [ f7(8)0cadma(y, s, Q)dede - (2.52)

where G12(2,4;8,() = Yis1 9r1(2,§)gr2(y, (). By a density argument, (2.52)
remains true for any test function a € C°(T) x Re x T} x R¢). Using similar
arguments as in Remark 25, the assumption that « is compactly supported can be
relaxed using the condition at infinity (2.7) on m; and (2.16) on ¢, ¢ = 1, 2. Using
truncates of a, we obtain that (2.52) remains true if o € Cy°(TY x Re x T} x R¢)
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is supported in a neighbourhood of the diagonal

{(z,€,2,8);z € TV, £ e R}.

We then take o« = pip where p = p(x — y), ¥ = ¥(§ — (). Note the remarkable
identities
(VI + Vy)a = 0, (85 + ék)a =0. (253)

In particular, the last term in (2.52) is
B[ [ [ @0adedsnay.s
(0,4 J(TN)2 JR2 fl (8) cx f x m2<y S C)
o IE/(at] /(?IN)Q R2 fi (8)dcadédzdmy(y, s, C)
:_E/ / / dvy; (§)dwdmy(y, s,¢) <0
(0,t] J(TN)2 Rza Vs (f) z mQ(y S Q <
since o > 0. The symmetric term
=f.) f5 (s)dcadm (2, 5,€)d¢d
(0, J(1v)2 JRr2 3 (s)Ocadmy(, 5,€)dCdy

:—E/ / / dv2 T (O\dud s
(0,¢] J(TN)2 Rza Vys (C) Y ml(ZL‘ S 5)

is, similarly, non-positive. Consequently, we have

E((f(6) f5 (1), ) < ((frofz0,)) + 1, + 1y, (2.54)

where .
L= [ [ L (@) Vet alQ) ¥ adedcdrdyds

and
L, = 1]E ' 0 r G2d 1 dcdedud
Y2 /0 /(']TN)2 R2 cafo(s)Gidy, (§)dCdzdyds
1 t -
N 5]E/O /(TN)2 /Rz Ocafi(s)Gidv, (C)dEdydzds
t
1 2
B IE/O /(11‘N)2 /Rg G172adyx,s(§)dyy7s(C)dmdy.

Equation (2.54) is indeed equation (2.47) for f;" since, by (2.53),

L=E[ [ ] AP0 - a(Q) Vadsdcdrdyds
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and, by (2.53) also and integration by parts,

1 t
by = §E/ / / a(GT + Gj — 2Gip)dv, @ vy (€, C)dxdyds
0 (TN)Q R2

1 t 2 1 2
= §E/O ~/(’]I‘N)2 /]RQ a Z |gk,1(I7 5) - gk,Z(yv C>| de,s ® Vy,s(£7 C)dxdyds

k>0

To obtain the result for f;, we take t, 1 t, write (2.47) for f;"(,) and let n —
00. []

2.1.3.2 Uniqueness, reduction of generalized solution

In this section we use Proposition 24 above to deduce the uniqueness of solutions
and the reduction of generalized solutions to solutions.

Theorem 26 (Uniqueness, Reduction). Let ug € L®(TV). Assume (2.3)-(2.4).
Then we have the following results :

1. there is at most one solution with initial datum uy to (2.1).

2. If [ is a generalized solution to (2.1) with initial datum fy at equilibrium :
fo = lyuy>e, then there exists a solution u to (2.1) with initial datum uy such

that f(x,t,&) = Ly@se a.s., for a.e. (x,t,§).

3. if u1, ug are two solutions to (2.1) associated with the initial data uy o, uso €
L>®(TN) respectively, then

B[ (ua(t) = ua() " [lzrrny < [l(uro = u20) " orm), (2.55)

for all t € [0,T). This implies the L'-contraction property, and the compari-
son principle for solutions.

Corollary 27 (Continuity in time). Let ug € L=(TV). Assume (2.3)-(2.4). Then,
for every p € [1,+00), the solution u to (2.1) with initial datum ug has a repre-
sentative in LP(S2; L>(0,T; LP(TN))) with almost sure continuous trajectories in

LP(TV).

Remark 28 (Uniqueness of the kinetic measure). Let f and f be two generalized
solution to (2.1) with initial datum fo at equilibrium, fo = 1y,~¢. By Theorem 26,
we have f = f It follows from (2.27) that the associated random measures m and
m satisfy : for all o € CHTYN x R), for all t € [0,T], almost surely,

m(9¢)([0,1]) = (9 ¢)([0,1]). (2.56)

At fized o, the two functions of t in (2.56) are cadlag. Therefore (2.56) is satisfied
for all ¢ € CHTN x R), almost surely, for all t € [0,T]. By an argument of
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density (as in the proof of Proposition 17), we obtain (2.56) almost surely, for all
p € CHTN x R), for all t € [0,T]. This implies : almost surely, Ogm = O¢th. By
(2.14), the two measures have the same total mass almost surely. Consequently,
almost surely, m = m.

Proof of Theorem 26. Consider first the additive case : ®(z, u(z)) independent
on u(z). Let f;, i = 1,2 be two generalized solutions to (2.1). Then, we use (2.47)
with g, independent on ¢ and (. By (2.4), the last term I, is bounded by

tD
Sl [ e = ol ple — y)dudy.

We then take ¢ := 15 and p = p. where (¢)s) and (p.) are approximations of the
identity on R and T¥ respectively, i.e.

w@=50(5) o= (%),

where ¢ and p are some given smooth probability densities on R and T% respec-
tively, to obtain

I, < —=¢%" (2.57)

Denote by y;f the Young measures associated to f;*, i € {1,2}. By a computation
similar to (2.49), we have, almost surely, for almost all z,y € TV,

L@t OB @t 0d = [ (=) dif wdi o). (258)
By (2.49), we have also
L vsle = OfFE @t O FF (1,0 = [ sl — o)k (wdvfif (v), (2:59)

where

0ol = [ 0islQc, wis©) = [ sl

Assume that ¢ is supported in (0, 1). Then ¢ 5(§) = 0if £ <0 and, for £ > 0,
_l’_
—as@ = [ [ vtdudc = [T A Gvte (260
Using (2.60) in (2.58), (2.59) gives

< [, [T w0t A GO i (),
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Since (u — v)T A (0¢) < |u| A (6C) + |v| A (6¢), we have

0< [ it OFF (0t €)dE — [ 0s(€ = Ofit (0,1, (v, 1, C)ded
R R

< [T (L1elaiE© + [ 1aviE©) A 60udc.

It follows that

fows fo oo = ) ot 0T 0, ey

- /TN [ p=(x = y)Us(€ = O fF (2,1, f3(y, £, Q)dedCdedy
—/ </TN/ €| (dvriE(€) + vl (e ))da:) A (26C)(C)dC
< [ (CRi) + CE) A @250w(Q)C 261)

We have used (2.26)-(2.36) (with a constant Cfi for %) to obtain (2.61). When
¢ — 0, we have

/TN /ps ) FE(x,t,€) TE(y.t,€)dedudy — / /f1 (@, 8, &) JE(x, t, €)deda
< sup / /f1 (2,4,6) |3 (x — 2,8,6) = [ (0.1,6)| déda

|z\<€

< sup //
|z\<€ ™

Consequently (see (2.61), (2.62)),

Xpe (T = 2, 4,8) = xpr (2,1, 6)| déda.
(2.62)

: _ oAt T+
I [ fo e = 000 = O .6, O3 (0,1, G ady
= [, | @t f (e, € deda,
™ JR
for all w € ). We apply the estimate (2.50). We have the uniform bounds
lpllpreny =1, [[¥slliw =1, R=0<1.

Consequently, we may apply the Lebesgue dominated convergence theorem : we
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obtain

E [ [ f O FF (@t §)dnds
S IE/(’]I‘N)2 /RQ Pg(-T - y)¢6(5 - C)fl:t@j> ta S)f;(yv t? C)dfdfdxdy + nt<€7 5)7

where lim, 5_,o (e, ) = 0. We need now a bound on the term I,. Since ¢’ = A”
has at most polynomial growth, there exists C' > 0, p > 1, such that

la(€) —a(Q)] <T(§, QI —¢l, T(&Q) =C+IEf +I[¢F).
This gives

LI<E[ [ [ ARDEOI = Cliste = OVaplo = y)ldedCdndydo.

By integration by parts with respect to (£, (), we deduce

t
LI<E [ [ €O, @0 (€ OV epele — y)dedydo,
where o e
TeO=[ [ TE.E - Cusle — el
It is shown below that Y admits the bound
T(£,¢) < C(1+[EF + [¢]P)d. (2.63)

Since v! and v? vanish at infinity, ¢f (2.26), we then obtain, for a given constant
Chp,

L] < tC,6 (/TN |V$p5(x)|dx> .

It follows that, for possibly a different C,,
I1,] < tCpoe". (2.64)

We then gather (2.57), (2.64) and (2.47) to deduce for ¢ € [0, T]]

E[ | FEOFOdad < [ [ fofadeds (e, 0), (2.65)

where the remainder r (e, §) is r(¢, §) = TC,de~ " + T2D15251 + (e, 8) —no(e, 6).

4/3

Taking 6 = ¢*/° and letting ¢ — 0 gives

E[ [ OO < [ [ fofaodrde (2.66)
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Assume that f is a generalized solution to (2.1) with initial datum 1,,-. Since
fo is the (translated) Heavyside function 1,,-¢, we have the identity f fo = 0.
Taking f; = f, = f in (2.66), we deduce f"(1 — f*) =0 a.e.,ie. fT € {0,1} a.e.
The fact that —0, f* is a Young measure then gives the conclusion : indeed, by
Fubini’s Theorem, for any ¢ € [0, 7], there is a set F; of full measure in TV x Q
such that, for (z,w) € E;, f(,t,&,w) € {0,1} for a.e. £ € R. Let

Et:Etﬂ(TN XQ)

The set E, is of full measure in TV x . For (z,w) € E,, —OefT(x,t, - ,w) is a pro-
bability measure on R. Therefore f*(t,z,{,w) = Lyz10)>¢ for a.e. £ € R, where
u(z,t,w) = [R(fH(x,t,&w) — 1os¢)dE. We have a similar result for f~ (this will
be used in the proof of Corollary 27). Proposition 15 implies that u is a solution
in the sense of Definition 3. Since f = f* (recall the convention of notation
introduced at the beginning of Section 2.1.3.1), this shows the reduction of ge-
neralized solutions to solutions. If now u; and u, are two solutions to (2.1), we
deduce from (2.66) with f; = 1,,~ and from the identity

Alu1>§1u2>§d§ = (ul - U2)+,

the contraction property (2.55).

In the multiplicative case (¢ depending on u), the reasoning is similar, except
that there is an additional term in the bound on I,,. More precisely, by the hypo-
thesis (2.4) we obtain in place of (2.57) the estimate

TDy 4.1 Dy,
o) —i—?Iw,

I, <
where
t
h __ o o o 1 2
=k /(W p- [, ¥a(& = )l = Cln(lg = Cl)dv} , @ V2, (& C)dadydo.
Choosing 15(&) = 6~ 'W(§1¢) with U compactly supported in (0,1) gives

g&?é—l%—w Cy = sup [|€U(&)]. (2.67)

I, < )
v 2 ¢€(0,1)

We deduce (2.65) with a remainder term +/(¢,d) := r(e,d) + TDl(JQM

conclude the proof as in the additive case. There remains to prove (2.63) : setting

and
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& =¢ — (', we have
+o0
YEO= [ [ e TE+ CONE (€
£+6 1 !/ / /
Sc/c |§"|<{&%§_CF(§ ¢, s
<C /jH(l +lePt +1CPhC 8,

which gives (2.63). O

Proof of Corollary 27. We use the notations and the results of Proposition 17.
We fix p € [1, +00). Both (f(£)):cjo,r1 and (f~(£))sejo,r] are generalized solutions to
(2.1) associated to the initial datum 1,,-, (we use (2.39) here). By Theorem 26,
they are at equilibrium : f(t) = Ly4)>¢, f~(t) = 1,-@)>¢. By Proposition 23, for
all w € Q, the map t — u(t) from [0, 7] to L?(TY) is continuous from the right.
Similarly, ¢t — u~(¢) is continuous from the left. By Proposition 21, the fact that
f~ is at equilibrium has the following consequence : at every ¢t € (0,7, f(t) =
f~(t). In particular, we have © = u~ and thus, almost surely, « is continuous from
[0, 7] to LP(TY). O

We apply (2.55) to infer an L> bound on solutions to (2.1) in the particular case
of a multiplicative noise with compact support.

Theorem 29 (L* bounds). Assume (2.3)-(2.4) and
gr(x,u) =0, V|u| >1, (2.68)

for allx € TN, k > 1. Let ug € L>®(TY) satisfy —1 < ug < 1 almost everywhere.
Then, for allt > 0, the solution u to (2.1) with initial datum wq satisfies : almost

surely,
—1<wu(z,t) <1, (2.69)

a.e. in TN,

Proof of Theorem 29. We use (2.55) to compare v to the two particular constant
solutions (z,t) — —1 and (z,t) — 1. O

2.1.4 Convergence of approximate solutions

In this section, we develop the tools required for the proof of convergence of
a certain type of approximate solutions to (2.1). The basic principle is to gene-
ralize the notion of solution introduced in Definition 3. Indeed, this facilitates
the proof of existence/convergence. In a second step a result of reduction (or
“rigidity result"), which asserts that a generalized solution is a solution is used.
This principle is of much use in the deterministic theory of conservation laws
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(¢f. [DiP83] with the use of “measure-valued entropy solutions", [EGHO3] with
the use of “entropy process solutions", [Per02] with the use of kinetic solutions
as defined here). We have already introduced a generalization of the notion of
solution in Definition 13, and have proved a result of reduction in Theorem 26.
Here we will work mainly on the probabilistic aspects of the questions. We will
have to consider “solutions in law", or "martingale solutions" (see the comment
after Theorem 36 for more explanations about the terminology). The plan of
this section is the following one : in Section 2.1.4.1, we define the notion of
approximate generalized solution. In Section 2.1.4.2, we give a martingale cha-
racterization of the stochastic integral. In Section 2.1.4.3, we give some tight-
ness results on sequences of approximate generalized solutions. The main result,
Theorem 36, which shows the convergence of a sequence of approximate genera-
lized solutions to a martingale generalized solution, is proved in Section 2.1.4.5.
Eventually, we obtain a result of pathwise convergence in Section 2.1.4.6.

2.1.4.1 Approximate generalized solutions

Let d be an integer fixed once and for all.

Definition 30 (Approximate generalized solutions). Let fi': TV x R — [0,1] be
some kinetic functions. Let (f"(t))iejo be a sequence of L®(TN x R; [0, 1])-valued
processes. Assume that the functions f"(t), and the associated Young measures
v = =0 f"(t) are satisfying item 1, 2, 3, in Definition 13 and Equation (2.27)
up to an error term, i.e. : for all ¢ € CHTN x R), there exists an adapted process
e™(t, ), with t — €"(t,p) almost surely continuous such that

lim sup |e"(t,¢)| = 0 in probability, (2.70)
=+ 4c(0,7)

and there exists some random measures m™ with first moment (2.6), such that, for
all n, for all ¢ € CY{TN x R), for all t € [0,T], almost surely,

(), ) =I5 ) + /0t<fn(s),a(§) V,0)ds
+ /Ot /TN /R gu(, E)p(x, E)dv? (€)dxdBy(s) + €™ (L, )

" ; /ot /TN /R G*(7,§)0ep(w, )dy o (§)dxds — m™ (9e) ([0, t]()- |
2.71

Assume also f™(0) = f§. Then we say that (f™) is a sequence of approzimate
generalized solutions to (2.1) with initial datum f§.
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2.1.4.2 Martingale characterization of the stochastic integral

In order to pass to the limit in an equation such as (2.71), we will first charac-
terize (2.71) in terms of a martingale problem, and then we will use martingale
methods to pass to the limit. In the present section, we give the characterization
of (2.71) in terms of a martingale problem, see Proposition 31 and Proposition 32
below. We refer to [JS13, Example 1.4, p.143] for characterization of the stan-
dard Wiener Process in terms of a martingale problem. In the context of SDEs
and SPDEs, such kind of characterizations have been applied in [Ond10; BO11;
HS12; Hof13; D+16] in particular.

Let us define the stochastic integrands

Wes®) = [ [ ole Qpla Odv e, ) = (Hes®), . (272

and the stochastic integrals

Z/ / /gk 2, &), )™ (€)dadBy(s). (2.73)

k>1

By Lemma 14, we have h € L3([0, T]x€2; 1*(N*)) for all n, ¢. Using It6’s Formula,
we deduce from (2.73) the following statement.

Proposition 31. Let (f") be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum fi. Let ¢ € CJ(TY x R). Let M}(t) be defined by
(2.73) and Ry (t) by (2.72). Then the processes

ME(H), M(E)Bu(t) - /Othg,k(s)ds, (1) /||h Viegeds,  (2.74)

are (F)-martingales.
What will interest us is the reciprocal statement.

Proposition 32. Let h € L%([0,T] x Q;1*(N*)). Let X (t) be a stochastic process
starting from 0 such that the processes

X, XWa) - [ mds, XOP = [h6)zds  (@275)

are (F;)-martingales. Then

-y / hio(8)dB(s (2.76)

k>1

for all t € 10,T].
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Proof of Proposition 32. The proof can be found in [Hof13, Proposition A.1].
Let us give some details about it. We first claim that the following identity is
satisfied :

E[(x(#) —X(s))/te(a)dﬁk(a)do—/t he(0)0(0)do

S S

fs} —0 (2.77)

forall0 < s <t <T,alk>1andall§ € L%4([0,T] x Q). The proof consists in
approximating 6 on the interval [s, t| by predictable simple functions. It is similar
to a computation of quadratic variation. Note that (2.77) uses only the fact that

X0, X080~ [ huls)ds

are (J;)-martingales. We apply (2.77) with s = 0 and 6 = h;, and sum over k to
obtain

EX(OXO) = [ [h(s)nds, X0 =3 [ m(o)dits) (279

k>1

This gives the expression of the cross-product when we expand the term E| X (¢) —
X (t)|. Using the fact that

t
XOF = [ 13(3)]Bds

is a (F;)-martingale and applying It6’s Isometry to E| X (¢)|> shows that the square
terms are also given by

_ t
EIX(1) =E[X(1)] = /0 17(s) 1o e s
It follows that X (t) = X (t). O

2.1.4.3 Tightness

Let (f") be a sequence of approximate generalized solutions, in the sense of
Definition 30. Recall that V! is the notation for the set of Young measures on
TV x [0, 7] x R (cf- Proposition 7) and that M, (T" x [0, T] x R) is the notation for
the set of bounded Borel measures on TV x [0, 7] x R while M; (TY x [0, 7] x R)
is the subset of non-negative measures. Let v" be the Young measure associated
to f* (V" = —0f™). The law of v" is a probability measure on the space Y.
We will see in Section 2.1.4.3 that, under a natural a priori bound, see (2.79),
the sequence (Law(v")) is tight in Y'. In Section 2.1.4.3, this is the sequence
(Law(m™)) that we will analyse. We show under (2.83) and (2.84) that it is tight
in M (TY x [0,7] x R) (see, more specifically, Proposition 34).
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We also need to analyse the tightness of ({f,(¢),»)) in the Skorokhod space
D([0,T]) : this is done in Section 2.1.4.3.

Compactness of the Young measures

In this section, we will use the following notions : we say that a sequence (v")
of V! converges to v in Y! if (2.19) is satisfied. A random Young measure is by
definition a )Y'-valued random variable.

Proposition 33. Let (f") be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum fl'. Assume that the following bound is satisfied : for all

p € [1,400), there exists C, > 0 independent on n such that v" := —0¢ f™ satisfies
l sup / / €Pdv( )dx] <C, (2.79)
te[o,7] /TN

Then, there exists a probability space (Q,]}, IF’) and some random Young measures
v, U, such that

1. 7" has the same law as V",
2. U satisfies

< .
(Jil[tpT |J|//TN/ €PdD, (¢ dxdt) . (2.80)

where the supremum in (2.80) is a countable supremum over all open intervals
J C [0, T] with rational extremities,

3. up to a subsequence still denoted (0"), there is P-almost sure convergence of

(™) to v in Y.
Furthermore, if f*, f: TN x [0,T] x R x Q — [0, 1] are defined by
'@, 1,8) = 74(§,400), f(w,,6) = iy (€, +00),

then f* — f in L=(TN x [0,T] x R)-weak-* P-almost surely, f being a kinetic
function.

Proof of Proposition 33. Note first that (2.79) yields

E ( /0 ' /T i /R |§|pdy;t(§)dxdt) <C,T. (2.81)

For R > 0, p > 1, let us denote by Ky, the set of Young measures v € J*' such

that .
/0 /EN/Rlﬂpdyx,t(f)dﬂidt <R
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By [CFV04, Theorem 4.3.2, Theorem 4.3.8,Theorem 2.1.3], the set K, is com-
pact in V' for the 77} -topology, which is metrizable, [CFV04, Theorem 2.3.1] and
corresponds to the convergence (2.19). By (2.81), we have

P! ¢ Kny) < B

which shows that the sequence (") of Y'-valued random variables is tight. The
set V! endowed with the T)I;I{ -topology is Polish, [CFV04, Theorem 2.3.3] : we
can use the Prokhorov’s metric, [Bil13, p. 72]. By Prokhorov’s Theorem, [Bil13,
Theorem 5.1], there exists a )!'-valued random variable v and a subsequence
still denoted (") such that (v") converges in probability to v. Since the map

Yl 0,400, v su // / dv,4(§)dzdt,
¢p [ ] Je OpT ‘J’ T~ ’6‘ t
are lower semi-continuous, we have

Ey,(v) < lirillnf Ey,(v") < C,

by (2.79) and, consequently, v satisfies the condition

su Pdv, (&)dxdt | < C,. 9 89
(JC[OpT] |J| / /]I‘N/ €l t ) (2.82)

Let us now apply the Skorokhod Theorem [Bil13, p. 70] : there exists a probabi-
lity space (2, F,P) and some random variables 7", 7, such that

1. 7™ and v have the same laws as v" and v respectively,

2. up to a subsequence still denoted ("), there is P-almost sure convergence
of (7") to 7 in Y.

Since 7 and v have same laws, 7 satisfies the bound (2.80). If we apply Corol-

lary 11, we obtain that f* — fin L=(T" x [0, T] x R)-weak-* P-almost surely, f
being a kinetic function. O

Compactness of the random measures
Proposition 34. Let (f") be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum fg. Assume that

Em™(TY x [0,T] x R) is uniformly bounded, (2.83)
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and that m™ vanishes for large § uniformly in n : if B, = {¢ € R, [¢| > R}, then

: n N c\ __
JJim Em™(TY x [0,7] x By) =0, (2.84)

uniformly in n. Then, there exists a probability space (Q,f, I@’) and some random
measures m", m: Q — My(TY x [0,T] x R) such that

1. m™ has the same law as m",

2. up to a subsequence still denoted (™), there is P-almost sure convergence of
(m™) to m in My(TN x [0, T] x R)-weak-*.

Proof of Proposition 34. Let n: R, — R, be defined by

n(R) = sup Em™(TY x [0, T] x B%).

neN

Let h be a fixed function on TV x [0, 7] x R, h continuous, positive, integrable.
Proving the statement for the sequence of measures

B s m"(B) + /Bh(x,t,g)dxdtdg

is equivalent to prove the statement for the original sequence (m™). We will
assume therefore that (R) > 0 for all R > 0 and that

|m"|| == m™(TY x [0,T] x R) >§ >0,

where § is independent on n. Let p" := ”"mIZ”. We consider the random variables
X" = (u",||m"]), taking values in P(T" x [0,7] x R) x R, where P!(TV x
[0, 7] x R) is the set of probability measures on TV x [0,7] x R. For A > 0, let

K 4 be the set of probability measures ;. € P1(TV x [0, 7] x R) such that

p(TY x 0, T] x Bf)
su < A.
o1 n(R) =

Then K4 is compact in P(TY x [0, T] x R)-weak-* by Prokhorov’s Theorem and
(2.84). Using the Markov Inequality, and the definition of n(R), we obtain

C
n < _
]P)(,U, ¢ KA) =4’
where C is independent on n : this shows that (p") is tight in P*(TV x [0, 7] x R)
endowed with the topology of the weak convergence of probability measures.
Similarly, using (2.83) and the Markov Inequality, we have

C

n < =
P(m"| > 4) < 7,
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where C is independent on n :, therefore (||m”"||) is tight in R. It follows that
(X™) is tight in PY(TY x [0,7] x R) x R, endowed with the product topology.
This topology is separable, metrizable and there exists a compatible metric which
turns the space into a complete space (we can take the sum of the Prokhorov’s
metric and of the usual metric on R, ). Therefore we can apply the Skorokhod
Theorem : there exists a probability space (2, F,P) and some random variables
X" = (", &), X = (fi, &) such that X” has same law as X" and, P-almost surely,
X" = X in PY(TN x [0,T] x R) x R,. Set m" = &"i* and 7 = &ji. Then m"
has the same law as m" and there is P-almost sure convergence of (") to 7 in
My(TV x [0,T] x R)-weak-*. O

Tightness in the Skorokhod space

Let D([0,7]) denote the space of cadlag functions on [0,7]. See [JS13, p. VI.1]
and [Bil13, Chapter 3] for the definition of D([0,77]). Let (f™) be a sequence
of approximate generalized solutions to (2.1) with initial datum f{. In Sec-
tion 2.1.4.4 below, where we analyse the convergence of (f,), it would be desi-
rable to have a result of tightness of the processes ¢ — (f"(t), ) since they are
random variables in D([0,77]) (here, ¢ is a given test function). It seems difficult
to obtain such a result. The only fact which we can infer naturally from (2.79),
(2.83), (2.84), is that the sequence of processes

te (78, 0) + AQE),  AL(E) = (m", D) ([0, 1]),

is tight in D([0, T7), see Proposition 35 below. Showing additionally that (A7) is
tight in D([0,7]) seems impossible, however, if no additional properties of (m")
are known. Indeed, the weak convergence of y" := (m", J:p) to a measure ; on
[0, T is not a sufficient condition for the convergence of A7 to A(t) = ([0,¢]) in
D([0,T1]). Consider for example the case

/"I/n = 5t*75n + 51:*7077,7

where t, € (0,7) and (s,) J 0, (0,) J 0 with s, < o, for all n. Then (u,)
converges weakly to ;. = 2,,, we have

an(t) = pn([0,1]) = a(t) == pu((0,1])

for every t € [0, T1], but («,), or any subsequence of («,,), does not converge to «
in D([0,T}). This example should be compared to [JS13, Example 1.20, p.329].
See also Theorem 2.15, p.342 in [JS13].

As asserted above, we will show that the sequence of processes

b (f7(8), ) + AGE),  AL(E) == (m", D) ([0, 1)),
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where

o 0 (0.0) = [f[[ - depe s dm(2,5.6),
is tight in D([0, T)). It is sufficient to show that
t= (), ) + BL(),  Bg(t) == (m", 9 0)([0,1]) — €"(L, ) (2.85)

is tight in D([0, T]) since each function ¢ — £"(¢, p) converges in probability to 0
in C([0,T7]) by (2.70). Since f™(0) = f{, we have

(f"(8), ) + BE(t) = (fo', ) + (1), (2.86)

P-almost surely, where

Jr tH/ (s Vgods—i—Z// /gkxf (2, €)dv" (€)dad By (s)

k>1
2/ /M/aéﬂp x,§)G(z, §)dvy (§)dads.  (2.87)
We will show that (J}(t)) is tight in C([0, 7).

Proposition 35. Let (f") be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum f3. For ¢ € CH{(TN x R), set

Di(t) = /0 (), al€) - Vs,
=5 [ [ forte 00t (€ drasis)

k>1

nw =5 [ [, [ oeole. G @O (duds.

Assume that (2.79) is satisfied. Then each sequence (D7), (M), (I}) is tight in
C([0,T]). In particular, the sequence (J3;) defined by (2.87) is tight in C([0,T7).

Proof of Proposition 35. Note first the trivial uniform bounds
EIDZ ()], E[MZ (1), E[IZ(1)] = O(1),

obtained for ¢t = 0 since all three terms vanish. We then use the Kolmogorov’s
criterion to obtain some bounds in some Hoélder space C([0,77]). We have the
following estimate on the square of the increments of D :

E|Dy(t) — Dy(0)* < lla- Vel Lyrr )t — ol (2.88)
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since | f,,| < 1 almost surely. Similarly, using (2.3) and (2.79), we have
E|I5(t) — I5(0)]* < Do(1 + TCy) |0l oo oy It — . (2.89)

The estimates (2.88) and (2.89) give some bounds on E|DZ| ca (o) and
E||I2||ceo,ry) respectively, for o < 1. Furthermore, the Burkholder - Davis -

2
Gundy Inequality gives, for p > 2,

E[MZ(t) = Mz (0)[P <E

sup [M2(r) — M:;<a>|]

o<r<t
/
g

k>1

< Cgpc(p)E

5 p/2
ds] .

EMZ(t) = M2(0)[P < Cona(p) [Do(L + Co) " [l oo It — o172 (2.90)

L, [ oxte.€)et €0z ()da

By Jensen’s Inequality, and a bound analogous to (2.29), we obtain

and (2.90) gives a bound on E||M||¢a(o,r) for a < 5 — +. We obtain in this way
some tightness conditions on the laws of D", M", I™ respectively on C([0, 7).
[]

2.1.4.4 Convergence of approximate generalized solutions

We conclude here this section about the stability of generalized solutions by the
following statement.

Theorem 36 (Convergence to martingale solutions). Let (f") be a sequence of
approzimate generalized solutions to (2.1) with initial datum fl, satisfying (2.79),
(2.83) and (2.84). We suppose that there exists a kinetic function fo on TV x R
such that fJ — fo in L=(TN x R)-weak-*. Then there exists a probability space
(Q, F,P), a filtration F,, some Fy-adapted independent Brownian motions (Bk)kzh

some random Young measures U", U, some random measures m", m on TV x
[0,7] x R such that

1. 7" has the same law as V™,

2. up to a subsequence still denoted (0"), there is P-almost sure convergence of
(") to v in Y.

3. for all Y € Cy(R), the random map (z,t) — (¢, Uy4) belongs to L%(TN X
[0, 77 x ),

4. m™ has the same law as m",
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5. up to a subsequence still denoted (m™), there is P-almost sure convergence of
(m™) to m in My(TN x [0, T] x R)-weak-*.

Let f be defined by f(x,t,€) = (€, 400), then, P-almost surely, f is a kinetic
function and

6. up to a subsequence, and P-almost surely, f* converges in L>°(TN x [0, T]xR)-
weak-* to f

7. P-almost surely, for all ¢ in Co(TN x R), t = (f(t), ) is cidldg,

8. U satisfies

E ( sup /TN/R|§\pd77I,t(§)dx) <C,, (2.91)

t€[0,T7]

for all 1 < p < 400, where C, is a finite constant,

9. for all ¢ € CHTN x R), for all t € [0,T), P-almost surely, f satisfies

(F0).0) =tfor ) + [[(F(5),0(6)- Vs
[ [ 06w, v (€)drdbi(s

+ ; /Ot /TN /RG2($, §)0cp (0, €)diy o(§)dads — m(aw)([o,(t]), |
2.92

After one does the substitution
(Q7 ‘Fu ]P)) ]:tv Bk(t)) — (Qa ﬁ) @7 ﬁta Bk(t)))

which is a substitution of the probabilistic data in the Cauchy Problem for Equa-
tion (2.1), the points 3, 7, 8, 9 in Theorem 36 show that fisa generalized
solution associated to the initial datum f,. Such a function f, which turns out to
be a generalized solution to (2.1) after a substitution of the probabilistic data, is
called a martingale generalized solution. The term martingale refers to the mar-
tingale characterization of (2.92), ¢f Proposition 31 and Proposition 32, which
we will use to prove Theorem 36.

2.1.4.5 Proof of Theorem 36

In this section, we will give the proof of Theorem 36. We will use the results
(and the proofs) of Proposition 33, Proposition 34, see Section 2.1.4.3 and Sec-
tion 2.1.4.3 respectively.
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State space and Skorokhod’s Theorem

Recall that
W(t) = Z ﬁk(t)ek,
E>1
where (ey);>1 is the orthonormal basis of the Hilbert space H. Let 4l be an other
separable Hilbert space such that H — $l with Hilbert-Schmidt injection. Then
the trajectories of 1V are P-a.s. in the path-space Xy = C([0,T]; ) (see [DZ92,
Theorem 4.3]). We consider the C9-norm

||<P||Cd = SUP{HDmSOHLoo(TNxR);m € {0» . ad}NH}

on CYTV x R). Let
I'={¢1,p2,...}

be a dense countable subset of C4(T" x R) for this norm. We can construct I" as

follows : let .

pg(ﬁ, f) = €N+1p(5*N;C, 8*1€>

be a compactly supported approximation of the unit on TV x R. Let {6,;p €
N} be a dense subset of L'(TY x R). We can assume that all the functions 6,
are compactly supported (otherwise, we use a process of truncation). Then any
function in C4(TY x R) can be approximated by functions in

= {pp1%0,;peNkecN}cCCHTY x R)

for the convergence measured by the C%-norm. Indeed, given p € C4(TV x R),
a>0,and m € {0,...,d}"*!, we have, by the triangular inequality,
D™ = D™ pe x Opl| o < [[D™p = D™ pe x| oe + | D™ pe * ( = Op)| o

o]l
< wpme (&) + m”%p — Opll 11, (2.93)

since the norm of D™p, in L™ is bounded by EME‘T’M. In (2.93), wpm, denotes
the modulus of continuity of D™y. We choose ¢ = k~! with k large enough to
ensure wpm,(e) < a for all m € {0,...,d}"*'. Taking then p € N such that
lp — 0,1 < ac@FINFD "we obtain | — pp-1 * O,]|ca < 2a.

Let also R> denote the product space [ R endowed with the topology of
point-wise convergence. As such, R* is separable, complete and admits a com-
patible metric. Define the Polish space

£ = C([0, T;R®) x ([0, T|; R®) x C([0, T]; R®) x R*,
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5;(75) = En(ta 90)7 ‘]:ol<t) = <fn(t)7 90> - <f(?v 90> + <mn7 8590)([0715]) - 52@% (294)

for all ¢ € CHTY x R). Note that, as a consequence of Equation (2.86) and
Proposition 35, we know that, for all ¢ € C4(TV x R),

(J7) is tight in C([0, T)). (2.95)

By (2.70), we also have 7, — 0 in C([0, T]) in probability, for all p € CJ(TV x R).
We introduce the four following sequences :

{J"O)} = (o O)ger,  AM™ (1)} := (MZ(1))per,  {"(8)} := (5())er,

and {f{;} = ((f§’,))per, where M is defined by (2.73). We will consider the
multiplet
7" = W AT B AM A L A 1 ImP W) € X,

where the state space X is
X =YV xExPYTY x [0,T] x R) x Ry x Xy

Let ¢ > 0. By (2.95), there exists for each j € N a compact K; in C(]0,77]) such
that -
TllrelgIP’(ij € Kj) >1-— %

Let K = [[ ey K. Then K is compact? in C([0,7]; R*) and

n C n (& €
P{J"} € K°) < ZIP’(J%_ € Kf) < > 55 =2
JEN jeN
for all n € N. This shows that ({J"}) is tight in C([0,7]; R*>). We have simi-

lar results about ({M"}) and ({¢"}) by Proposition 35. On A}, we consider the
topology induced by the norm

[o]] = sup [lv(t)]lu
t€(0,T)

Then Ay is separable and complete. A first consequence of this is the fact that
the law of the single random variable W is tight in A},. A second consequence
is the fact that X" is a separable completely-metrizable space. By Section 2.1.4.3
and Section 2.1.4.3, we conclude that (Z") is tight in the Polish space X'. We
may thus apply Skorokhod’s Theorem to (Z") : there exists a probability space
(Q, F,P) and some random variable Z", Z such that Z" has the same law as Z"

d. since C([0,T];R*) is homeomorphic to the countable product, over T', of copies of
C([0,T|;R)
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and, up to a subsequence, P-almost surely, Z" converges to Z in X.

Identification of the limit : cadlag version

Let us denote the component of Z as follows :
Z = (Dv {j}’ {M}’ {5}7 {fin}a B, &, W)
Note first that £ = 0 by (2.70). We have also

{fin} = ((fo,9))ger

since f' — fo in L>®(TY x R)-weak-* by hypothesis. Recall (see Proposition 33
and Proposition 34) that f(z,t,¢) = ,,(¢,+00) and 7 = &ji. It was shown in
the proof of Proposition 33 that item 1, 2, 6 of Theorem 36 are satisfied and that
the moments of 7 are bounded as in (2.80). By the proof of Proposition 34, we
have also 4, 5 of Theorem 36. We will first establish the following result.

Lemma 37. We have the following identities : P-almost surely,

for all t € [0, T, for all p €T, (f*(t),%) = (fo, o)+ L ()= (m", D) ([0, 1]) —ER (1),
. (2.96)
and : P-almost surely, there ezists a negligible set No C [0,T] such that,

forallt € [0,T]\ Ny, forallp €T, <f~<t>790> = (fo, ) + jso(t) - <77~”L,a§<,0>([(0,t]).)
97

We will use (2.97) to prove Proposition 38, where we obtain a cadlag version of
f (cadlag in the sense that P-almost surely, for all ¢ € C.(TY x R), t — (f(t), )
is cadlag).

Proof of Lemma 37. Let § € C([0, 7). Let us integrate the identity (2.94) against
6. Using the Fubini theorem, we obtain : P-almost surely,

/OT(JZ(t) + (fo, ) +eb(t)0(t)dt — (", @) — (m", ¥) =0, (2.98)
where

W, t,6) = 0ep(0,8) [ 0(s)s, @(,,6) = [ o, o).

Note that ¥ and & are continuous and bounded functions. Taking the square,
then expectancy in (2.98) gives EF(Z™) = 0, where F': X — R defined by

2

F(Z') = | [ (20 + (55 0) + L8yt - (,@) — (', )
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is a continuous function. By identity of the laws of Z" and Z”, we have EF (Z") =
0 for all n. Taking the limit on n, we obtain, by the Vitali theorem, EF(Z) = 0.
Since 6 is arbitrary, this gives : P-almost surely, for all p € I, for a.e. t € (0,7,

(f(8),0) = {fo, ) + Jo(t) — (i, Dep) ([0, 1]).

Since T is countable, we have (2.97). Using the identity EF(Z") = 0, we obtain
(2.96) in a similar way. There is no negligible set in (2.96) because both sides
of the identity are cadlag functions : if they coincide a.e. on [0,77], then they
coincide everywhere. O

Proposition 38. There exists a measurable subset on of probability one, a
random Young measure 0" on TN x (0,T) such that

1. forall@ € QF, for a.e. (x,t) € TN x (0,T), the probability measures v, and
Uy coincide,

2. the kinetic function f*(z,t,€) := i7,(£,+00) satisfies : for all & € Qr, for
all o € C.(TY x (0,T)), t — (fT(t), ) is cadlag,

3. the random Young measure 0" satisfies (2.91).

Proof of Proposition 38. The proof is quite similar to the proof of Proposi-
tion 17. For ¢ € I, let F,(¢) denote the right-hand side of (2.97) :

Fy(t) = (fo,0) + Jo(t) = (i, D) ([0, 1]). (2.99)

We define Q7 as the intersection of the three following events : first (2.97), se-
cond : “for all p € I', F, is cadlag", third the event

1
sup —// /|§|pdﬂ$t(§)dxdt<+oo,
|J| Jg Jo~ Jr ’

JC[0,1]

where the supremum over intervals J is as in (2.80) (a countable supremum
over all open intervals J C [0, 7] with rational extremities). Assume that Q" is
realized (say we draw a particular @ € Q7). Assume in particular that

1 .
7] /J/TN /R §Pdiy(§)dzdt < Cp(@), (2.100)

for all open intervals J C [0, 7] with rational extremities. Then the map

tor [ ] lePdmi()da

is integrable on (0, 7"). A simple approximation procedure shows then that (2.100)
holds true when J is any interval in [0, 7.
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Let t, € [0,T). Let (¢;) be a sequence of positive numbers decreasing to 0 such
thatt, + e, < T. Let J; = (t.,t. + &). Consider the sequence of Young measures,
and corresponding kinetic functions

1 ; L
l;:g) = 7/ I;x,tdty f(l)(xvg) = l;a(vl) (57 +OO) = 7/ f(x’t’g)dt
7] Ja 5l S

Since the Borel o-algebra of T? is countably generated (T” being separable), we
can apply Theorem 10 and Corollary 11. There exists a subsequence (/,,) and a
Young measure * such that 7(=) — 7* in the sense of (2.19) and f(=) — f* in
L®(TN x R) weak-*, where f*(z, ) = (¢, +00). The limit f* is unique. Indeed,
if o € T, then, due to (2.97) and to the Fubini theorem, and due to the right-
continuity of F,, we have

(f0,0) = Fo(t)dt — Fy(t.).

|Jl| Ji
This implies 3
(f" ) = Fyl(t.). (2.101)

Since I is dense, f* and 7* = —d, f* are unique. We deduce that the convergence
holds along the whole sequence | = 1,2...., independently on © € Q" and on
t. € [0,7). Consequently, setting

vho =0 (e, &) = i, (€ +00),

we have : for all & € O, for all ¢ € [0,T), for all ¢ € C,(TN x R),

i/tm //TNxR P(x,&)dvy, o(§)drds — .//wva ¢(z,&)dirf,(€)dz. (2.102)

Since 7 is arbitrary, we can as well work on [0, 7" + 1], instead of [0, 7. In that
way, we can give a meaning to v, for t = T also. By (2.97) and (2.101), we have
[z, t,€) = f(x,1,€) and ¥}, = ,, for all € Q*, forall ¢t € (0,T) \ Ny, for a.e.
(z,6) € TV x R. If ¢ € Cy(R) and & € QF, then (z,t) — (7,4, ¢) is measurable
and (z,t) — (07, ¢) differs from the latter function on a negligible subset of
TN x (0,7). Therefore (x,t) — (7;;, ¢) itself is measurable. We deduce that 7+
and f* satisfy the measurability properties of a random Young measure and a
random kinetic function respectively, and point 1 of the proposition is proved.
The point 2 of the proposition follows from (2.101), which gives (f(t), ¢) = F,(t)
for all ¢. We have established item 7 of the proposition for ¢ € I" only. By density
the results remains true for all p € C.(T" x R). To obtain the last point 3 of the
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proposition. We note first that o™, like 7, satisfies (2.80). If

1
= -
iy | J| /J/TN /R €|PdD,,(§)dxdt < +oo,

Jco,1]

which happen P-almost surely, then

1
sup —// /|f|pd17;t(§)dxdt: sup / /|§|pdﬁjt(§)dx
Jclo,T] |J| JJTN JR ’ te[()’T],TN R )

by right-continuity of ¢ — 7;". This gives the desired result. O

We will now consider only the cadlag versions : we replace 7 by 7+ and f by f+.
This amounts to a modification on a negligible set. Therefore, this does not affect
the results 1, 2, 4, 5, 6 in Theorem 36. We have now also items 7 and 8 of the
theorem. There remains to define the filtration (F;), the Wiener processes 3, and
to prove the points 3 and 9 of the theorem. We define (ft), B, and show item 3
in the proof of convergence of the stochastic integral in the next section 2.1.4.5.
The equation (2.92) is established in Section 2.1.4.5. To finish the current section,
let us first recor d the fact that (2.97) is now true for all ¢, due to our re-definition
of f and to (2.101) : P-almost surely,

forall ¢ € [0,7), forall € T, (f(£), ) = (fo, &) + Ju(t) — (i, D) ([0, ).
(2.103)
We deduce from (2.103) the following lemma.

Proposition 39. There exists a countable subset B C [0,T] such that, P-almost
surely, for allt € [0,T)\ B, for all p € C.(TN x R), (f"(t),¢) — (f(t), ¥).

Proof of Proposition 39. It is sufficient to obtain the convergence for ¢ € I'. We
apply Lemma 2. Let

B = {t € [0,T};P (rpm({t}) > 0) > 0} . (2.104)
Then B is countable. Since |(mn, d:¢)({t})| < |~|8§g0||Loo7r#m({t}),~I@’-almost surely,
we have (m, dgp)({t}) =0forallt € [0,7]\ B.For t € [0,7]\ B then, the right-

hand side of (2.96) is converging to the right-hand side of (2.103). We deduce the
convergence of the left-hand sides, i.e. (f"(¢), ) — (f(t), ¢). O

Identification of the limit : convergence of the stochastic integral

Let us set

) =X [ [ [ e 00l Qi (©drdbi(s).  (2105)

k>1
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(BE is defined in Lemma 43 below). Our aim is to prove the identification
{M} = {M*}. To obtain this result, we will use the martingale characterization
developed in Section 2.1.4. The proof is decomposed in several steps.

Step 1. Filtration The approximation procedures to (2.1) (vanishing viscosity
method, Finite Volume method as here) construct approximate solutions on ar-
bitrary time intervals [0, 7]. We will therefore consider the functions as defined
on the whole time interval R, . This is simply to avoid the special case of the
final time in the definition of the Skorokhod space D([0, 7)), c¢f [Bil13], [JS13,
Remark 1.10, p. 326]. Let E be a Polish space. Let us introduce the following
notations (see [JS13, Definition 1.1 p. 325] in the case £ = R™) : on the space
D(R; E), 2P(F) is the o-algebra generated by the maps a — «(s), s < t;

2(E) = 2.(E), 2-(E) =\ Z(E).

t<s s<t
Note that Z,(E) # 22(F) : the time of entrance in an open subset U of F,
Ty(a) =inf {t > 0;a(t) € U}

is a stopping time with respect to (Z;(E)), but not with respect to (2 (FE)) [RY13,
Proposition 1.4.6].

Proposition 40. Let t > 0. Given a continuous bounded function 6: E — R,
s €1[0,t) and € > 0, let Oy, denote the evaluation map o — 0(a(s)) on D(R4; E),
and let 03, denote the regularization

1 [tA(s+e)
0% o — E/S O(a(o))do (2.106)

of Oys. Then 05, is a Z;_(E)-measurable bounded function, continuous for the
Skorokhod topology. Let H denote the set of functions

H=0,7 05, (2.107)

where k >1,0< s, <---<s, <t,0<ey,...,ep, 04 ...,08 € C,(E). Then every
characteristic function 14 of a cylindrical set A € 9,_(FE) of the form

A={a e DR ;E);a(n) € By,...,a(m) € B}, (2.108)

for By, ..., By closed subsets of E and 0 < 11 < -+ < 7 < t, is the bounded
pointwise limit of a sequence of functions in H.

Proof of Proposition 40. This is essentially the proof of [JS13, Lemma 1.45
p.335]. Let @« € D(R,; E) and let («,) be a sequence in D(R,; E) such that
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a, — « a.e.on [0,¢] : this is the case if o, — « in D(Ry; E) since a,(c) —
a(o) for every ¢ not in the (countable) jump set of a. Then, by the dominated
convergence theorem, 0% (a,) — 0%,(c). Therefore 07, is a bounded function,
continuous for the Skorokhod topology. It is &, (F)-measurable since it is the
bounded pointwise limit when » — 0 of the sequence of %, (F)-measurable

functions
1 rE=—mA(s+e)
a— f/ O(a(o))do.
E Js

Let us prove the last point. We can choose some sequences of continuous boun-
ded functions 07, ..., 6;: E — R converging pointwise to the characteristic func-
tions 1p,,...,1p, (by considering, for example, the function distance to Bj,
which is continuous). Since 65, is approaching 6., for the bounded pointwise
convergence, the result follows. Il

Remark 41. Note that the function H defined by (2.107) is more than merely
continuous for the Skorokhod topology. Indeed, what we have seen in the proof of
Proposition 40 is that, for any « € D(Ry; E) and any sequence (o) in D(R; E)
such that oy, — v a.e. on [0,t], we have H(o,) — H(«).

Let us set ) i
{1 =Uf,0))jen, E=R>xR®xL

Recall that R* is the product space [[,.r R endowed with the topology of point-
wise convergence. Since F is a product of Polish spaces, it is a Polish space.
Since the product of D(R,; R*) with C(R,;R*> x §l) is, topologically, a subset of
D(R,; E), the triplet ({f}, {M},W) is an element of D(R,; E).

Definition 42. The filtration (]:"t) is the completion of the filtration generated by
the triplet ({f},{M}, W) :
Fi=o(({F1AM}, W) (2u(E) U{N € F; P(N) =0}), te[0,T]. (2109)

Note that (F;) is right-continuous since (Z,(E)) is, and complete by definition.

Step 2. Wiener process Let j: H — i denote the injection of H into . Note
that j o j* is a Trace-class operator on . The Brownian motions j;(t) are the
components of W (¢) on the orthonormal basis (ey) :

Lemma 43. The process W has a modification which is a (ft)-adapted jogj*-
Wiener process, and there exists a collection of mutually independent real-valued
(F:)-Brownian motions { Sk r>1 such that

W =3 Ber (2.110)

k>1

in C([0,T7; 41).
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Note : see [DZ92, Paragraph 4.1] for the definition of a ()-Wiener process.

Proof of Lemma 43. It is clear that W is a j o j*-cylindrical Wiener process
(this notion is stable by convergence in law; actually it can be characterized in
terms of the law of W uniquely if we drop the usual hypothesis of a.s. continuity
of the trajectories. This latter property of continuity can be recovered, after a
possible modification of the process, by using Kolmogorov’s Theorem). Also W is
(F,)-adapted by definition of the filtration (F;). By [DZ92, Proposition 4.1], we
obtain the decomposition (2.110). The P-a.s. convergence of the sum in (2.110)
in the space C([0,T];4l) is proved as in [DZ92, Theorem 4.3]. O

Note that the last component W" of Z" depends a priori on n. Without loss of
generality, we will replace W by W. Of course, this does not affect the almost
sure convergence of Z" to Z, and Lemma 43 asserts that this does not modify
the law of Z”. This operation is not mandatory for the validity of what follows,
and quite natural since the original sequence (Z") is stationary (as a sequence)
with respect to its last argument.

Step 3. Martingales

Proposition 44. Let p; € T. Let h;(t) be defined by

hjs(t) = /TN/ng(x,ﬁ)%(x,§)dﬂm,t(§)dx.

Then, for j € N, k > 1, the processes

~ ~ t

W0, NGO — [ asds, GO = [ Vi) lds, 2110

and (W (t)) are (F;)-martingales.

Proof of Proposition 44. The proof is similar to the proof of [JS13, Proposi-
tion 1.1 p.522], except that we do not use any hypothesis of boundedness here
since we use the P-almost sure convergence and the Vitali Theorem to pass to
the limit in the expectation of the quantities of interest (an other minor diffe-
rence with the proof of [JS13, Proposition 1.1 p.522] is that M is known to be
continuous P-a.s., not only cadlag).

Lett1,t; € Ry, t, <t and let H be a %;, (F)-measurable bounded function as
in (2.107). By identities of the laws of M and M7, we have

E| M (t2) — M7 (t1) [ = E[M] (t2) — M7 (t1)]*.

Using (2.90), it follows that

sup B [H ({7}, {31"}, W) [317, (1) = 013, ()] < o0,
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since H is bounded. We have in addition
({73 48T} W) = ({7}, {31}, W) (2.112)
a.e., P-almost surely by Proposition 39 and thus,
H ({3 AM" W) = H ({7} {0}, W),
P-almost surely. There is also convergence
M, (ta) = M (t1) — Mj(t2) — Mj(t)
P-almost surely. By Vitali’s Theorem, we obtain
E[H ({F",}AM"}, W) (M, (t2) — M7, (1))
— B [H ({f},{M}, W) (M;(t2) — M;(t1))] . (2113)
By identities of the laws, the left-hand side of (2.113) is
E[H ({7} AM"}, W) (Mg, (8:) = ML (1)) ] = 0,

since M is a (F;)-martingale. We deduce from (2.113) thus that

E[H ({f},{M}, W) (M;(t2) — M;(t1))] = 0. (2.114)
Due to Proposition 40, we deduce from (2.114) that

E [14 ({7}, {M}, W) (M;(t2) — M;(10))] =0, (2.115)

for all cylindrical sets A as in (2.108). The left-hand side of (2.115) defines a
finite measure (due to (2.90)) which coincides with the trivial measure A — 0
for sets A asin (2.108). Since such sets form a 7-system which generates D;, _(E),
hence a separating class, we deduce that (2.115) holds true for all A € D;,_(FE).
It follows then also that (2.114) is satisfied for all D;, _(E)-measurable bounded
function H. Let now s,t € [0,7") with s < ¢. Let (s,,) and (¢,,) be some decreasing
sequences in R, converging to s and ¢ respectively. Let H be a &,(E)-measurable
bounded function. Then H is a Z,, (R*"™)-measurable bounded function since
s < $,. By passing to the limit in (2.114) written with ¢; = s,,, ts = ¢,, (we use the
right-continuity of the processes her e), we obtain

E [H ({f}, {M}, W) (M;(t) = M;(s))| = 0. (2.116)

This shows that (M;(t)) is a F;-martingale. The proof that (W (t)) is a F;-
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martingale is similar, we do not give the details of that point. To go on, let us
define now the processes

. t .
H3(t) = [ Biu(s)ds, Hinlt) = [ hyu(s)ds,

and . .
Hy(0) = [ ) geyds, i) = [ 1hs()l[Eerds

and the processes

Y/Jnk(t) = Mgn(t)gk(t) - F[;’fk(t), Y, u(t) = M;(t)Bi(t) — Hix(),

VI(t) = M} (D) = H(2), Vi(t) = [M;()* = H;(1).

J J

To complete the proof of Proposition 44, we have to show that (Ya(t)) and (Vj(t))
are F,-martingale. We will use the following result.

Lemma 45. Let T > 0. Then, up to a subsequence, for all j € N, k € N*, P-almost
surely, ﬁ?k — hjp and ||FL;‘( iy — |17 ( - )y @n L0, T), when n — +o0.

Lemma 45 implies that, P-almost surely, for every ¢ € [0, 7], H7,(¢) and H"(t)
are converging to H;(t) and H;(t) respectively. We have also M} — M; in
C(R.), from which follows the convergences MJ”B;C — M; B and |J\7[;‘]2 — | M;|?
in C(R,), P-almost surely. We deduce that, P-almost surely,

Vi) = Vi), V() = Vi), (2.117)

for all t > 0. With the estimate (2.90), it is easy to obtain the bounds
BIT7 () - Vi) < ¢, BV - V()P <C, (2.118)
where the constant C' depend on s,t € [0,T], k, but not on n. By (2.117) and
(2.118) (this last condition shows the equi-integrability of (Y/}.(t) — Y]} (s)) and
(‘7j”(t) —Vj"(s)) respectively), we can use the arguments applied to the martingale

Z\?[g(t) in the first part of the proof : it will establish that Y; () and V;(t) are (F;)-
martingales. Il

Let us now give the

Proof of Lemma 45. Let us first show that, for all j, k, we have the following
convergence :

W'y — hj, in L*((0,T) x Q). (2.119)
Define, for every ¢ € C,(T" x R),

e = [, [ e ©de. hot) = [ [ el ©dr. (2120)

112



If v € CHTY x R), then ﬁg(t) = (f™(t), O¢1b). By Proposition 39, we have then,
P-almost surely, o
forallt € [0,T]\ B, hy(t) — hy(t). (2.121)

Using the Jensen inequality, we have
HhZ - th%%(O,T)xQ) < 4T“¢H%‘;,(TN><R)' (2-122)

By the Vitali Theorem, we obtain the convergence Bg — hy in LY((0,T) x Q).
Using (2.122) also, we see that this convergence can be extended to the case of
a general integrand ¢ € Cb(”JI‘N x R). Let us then take ¢ = g;p;. We obtain first
hj L — hixin L2((0,T) x Q). It follows that, up to a subsequnce, P-almost surely,

by — h;i in L?(0,T), hence in L'(0, T). The subsequence and the P-almost sure
property can be made independent on j, k£ since I' x N* is countable. The growth
hypothesis (2.3) also shows that

Z ||h;lk - hj,k||i2((o,T)XQ) < 4Do(1+ 02)T||<Pj||éb(TNxR)-
k

Again, using the dominated convergence theorem, we deduce that
7 2 7 12
||h§'LHl2(N*) — ||h’jH12(N*)

in L'((0,T) x Q), which allows to conclude the proof of the lemma. O

Step 4. Conclusion of the martingale method Let us first prove that M;(t)
given in (2.105) is well-defined.

Lemma 46. Item 3 in Theorem 36 is satisfied, i.e. : for all € Cy(R), (z,t) =
(1, D) belongs to LE(TYN x [0, T] x ).

Proof of Lemma 46. For ¢ € Cy(R), set Xy (z,t) = (¢, 7). We have X, €
L*(TN x [0,T] x ), with

EHXin%Q(TNX[O,T]) < [0, @ T (2.123)

If € C(TV), and if ¢ is C, vanishes in the neighbourhood of —oo and satisfies
' € C.(R), then, due to (2.35), we have

(Xy(2),0) p2omy = (1), 0), o(2,€) := O(2)'(€)-

By Item 7 of Theorem 36, the process Y; = (Xy(t),0)2(rv) is cadlag. Since
(V;) is adapted by definition of (F;), it is an optional process [RY13, p. 172].
In particular, (Y;) is progressively measurable [RY13, Proposition 4.8], hence
Y e L4([0,T] x Q). A limiting argument (by approximation and truncation of

113



the function ¢ in particular), using (2.123) and the fact that 7 vanishes at infinity
shows that the result holds true when ¢ is merely a function in C;,(R) and 6 any
function in L?(T"). We obtain, therefore, that, for all ¢» € C,(R), X, belongs to
L%([0,T] x Q; L*(TY) — weak). Since being weakly or strongly P-measurable is
the same thing, (cf. Section 2.1.2.1), we have established the result. O
We can apply now Proposition 32. Indeed, due to Lemma 46, the processes 5
in Proposition 44 are in Lx([0,77] x Q). By the martingale property (2.111), we
conclude that M, (t) = M (t), with M (t) defined by (2.105), for every € T'.

Identification of the limit : equation

We prove now (2.92). Let ¢ € I'. By item 2 and item 6 of Theorem 36, using also
the identity M, (t) = M}(t), we have the identification

Tty = () al@) Vs + X [ [ [ outw 0o, €)drddi(s

k>1
1 gt
+ 5/0 /TN /R8590(957f)GQ(%ﬁ)dﬂx,s(ﬁ)dxds.

The equation (2.92) follows therefore from the identity (2.103).

2.1.4.6 Pathwise solutions and almost sure convergence

If f, is at equilibrium in Theorem 36, then we have seen in Theorem 26 that (2.1)
admits a unique solution for a given initial datum. We can use this uniqueness
result to obtain existence of pathwise solution and convergence in L? of the
sequence of approximate solutions in that case.

Theorem 47 (Pathwise solution). Suppose that there exists a sequence of approxi-
mate generalized solutions (f™) to (2.1) with initial datum f' satisfying (2.79),
(2.83) and the tightness condition (2.84) and such that (f') converges to the equi-
librium function £0(€) = Lyyse in L®(TY x R)-weak-*, where ug € L>*(TN). We
have then

1. there exists a unique solution u € L'Y(TN x [0,T] x Q) to (2.1) with initial
datum uq ;

2. let
w'(e,t) = [ i (©) = [ (£~ Lose) de.

Then, for all p € [1,00], (u") is converging to u with the following two dif-
ferent modes of convergence : u, — u in LP(TYN x (0,T) x Q) and, for a
subsequence (ny), almost surely, for all t € [0,T], u™(t) — u(t) in LP(TV).
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Proof of Theorem 47. We use the Gyongy-Krylov argument, [GK96, Lemma 1.1]
(the basis of the Gyongy-Krylov argument is this simple fact : if a couple (X,,, Y},)
of random variables converges in law to a random variable written (Z, Z), i.e.
concentrated on the diagonal, then X,, — Y, converges to 0 in probability). Let
us go back to Section 2.1.4.5. We introduce the random variable

ZM = (AT M e A et Im v LT My et { S wts Ime |, W)
in the state space Z equal to
VX EXPHTN x [0,T] x R) x Ry x Y x € x PHTYN x [0,T] x R) x Ry x Xy

We repeat the arguments used in Section 2.1.4.5 to show that Z™ is tight in Z
and that there exists a probability space ({2, F,P) and a new random variable
7™ with the same law as Z™, such that a subsequence (Z"%), is converging P-
almost surely in Z to a random variable Z. Let i be the the first component of Z
and v be the seventh component of Z. Repeating all steps from Section 2.1.4.5,
2.1.4.5, 2.1.4.5, we obtain two generalized solutions

f(xa t, 5) = i)(:c,t) <€> +OO)7 f(l‘7 L, f) = 5(ac,t) (ga +OO)7
to Equation (2.1) with probabilistic data (Q, F, P, (F;), W), where (F;) is the com-
pletion of the filtration generated by the five-uplet ({f}, {M}, {f},{M}, W) :

Fo= o(({FHAMY (1AM, W) (20 B) x 24(E)) U {N e F; B(N) = 0}),
for ¢t € [0, T, with
E:=R®xR® F:=R®xR>®x il

Note that Z,(E) x 2,(E) # 2,(E x E) since the natural topologies of D(R,; F) x
D(R,;F) and D(R,;E x E) are different (the topology of the former is the
product topology of the Skorokhod topologies on each space : this authorizes
two changes of times, one for each coordinate; for the Skorokhod topology on

D(R,; Ex E), only one change of time is admissible). The solutions f and f have
the same initial condition f,, which is an equilibrium function f,. By Theorem 26,
we have

v

f=f=*, (2.124)

where f is the equilibrium function 1;., where

(e, t) = /R )

A first consequence of (2.124) is that # = #/, P-almost surely. By Remark 28 on the
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uniqueness of the kinetic measure, we have also 7 = m, P-almost surely. We ap-
ply the Gyongy-Krylov argument : we obtain that (v™) is converging in probability
in Y and (m™) is converging in probability in M,(T" x [0,T] x R)-weak-*. Ex-
tracting an additional subsequence if necessary, we can assume that the conver-
gences are also P-almost sure. By the arguments of the sections 2.1.4.5, 2.1.4.5,
2.1.4.5, it follows that f(¢,z,&) := v,4(§, +00) is a generalized solution to (2.1).
Note, to give few details, that we do not need to follow Step 1. and Step 2. of
Section 2.1.4.5 here, since the filtration (F;) and the Wiener processes [ (t) are
already known here. The convergence of the stochastic integral in J7(¢) does not
require the martingale method of Step 3. of Section 2.1.4.5 either. Using the L2
convergence of the integr and (¢f. Lemma 45) is sufficient by the It6 isometry.

We use the second identity in (2.124) now. It states, equivalently, that P-almost
surely, for a.e. (x,t), J(z1) = 0as,). The fact that © is a Dirac mass can be charac-
terized in terms of equality in the Jensen Inequality :

B/ /T o ® ( /]R fdﬁ(m)(g)) drdt =& | /T o /R B(€) iy (€)ddt, (2.125)

where @ is a strictly convex, polynomially bounded function, like ®(¢) = &2 for
example. The identity (2.125) depends on Law(#) = Law(v) uniquely. Therefore
v also is almost surely a Dirac mass : P-almost surely, for a.e. (x,1), V(z1) = Ou(z)

where
t) :/ﬂ%ﬁdV(w,t)(ﬁ)

(Remark that v(, ;) = d,, a.s., a.e., is also a consequence of Theorem 26. Ho-
wever this theorem is difficult to show, and, although we have already used
Theorem 26, the argument based on (2.125) is simple and natural). By Proposi-
tion 15, u is a solution to (2.1) : it is the unique solution by Theorem 26. Using
Lemma 12, also, we have [|u" — ul[}, ) — 0 in probability. We also have
the uniform bound

E|lu™ - u||Lp o)y < O (2.126)

where » > 1 and C' is independent on n. Takmg (2.126) for granted, we deduce,
with the convergence in probability, that E||u" —u||?, (T (0,7 — 0 and we obtain
the first part of the second point of Theorem 47. The bound (2.126) follows from
the estimate
Ellu"™ — UHLP TN x(0,T)) < Elju" - u”Lpr TN & (07T))TT_17

and (2.9), (2.79). To prove that almost surely, for all ¢t € [0,77], u,(t) — u(t) in
LP(TV), we use Lemma 12 and Proposition 39. It gives : almost surely, for all
t € [0,T)\ Bat, un(t) — u(t) in LP(TY), where B, is defined in Lemma 2. Since,
almost surely, u is continuous in time with values in LP(T") by Corollary 27, it
follows from (2.38) that B,; is empty. This gives the desired result. O
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2.1.5 Some applications
2.1.5.1 Vanishing viscosity method

Assume that (2.3) and (2.4) are satisfied. Consider the parabolic approximation
to (2.1) :

du 4+ div(A(u"))dt — nAu'dt = O"(z, u")dW (t). (2.127)
For n > 0 and uj € L>(T"), the existence of solutions to (2.127) under the initial

condition u"(0) = u has been proved in [GROO] provided the noise has a finite
number of components. Therefore, we assume (compare to (2.2))

P w,u) = D g(w, ey, (2.128)

1<k<K,

where K, is finite, K,, — 400 when n — 0. Let (1,) | 0. In [DV10a], we have
shown that the sequence (u) gives rise to a sequence of approximate generali-
zed solutions (™), with random measure m™, given by

fn =f"= 1u"n>£7
(m", o) = // (2, )| Veu™ (2, t)|Pdadt,
TN x(0,T)

cultop) =m [ [ 5,0, E)dededs.

Here the order is d = 2. Let p € [1, +00). By Theorem 47, we recover the result
given in [DV10a] of convergence u” — u in LP(TY x (0,T) x ), where u is the
solution to (2.1) with initial datum u,. We also obtain that, if (7, ) | 0, then, for a
subsequence (ny,), almost surely, for all ¢ € [0, T, u™= (t) — u(t) in LP(TY).

2.1.5.2 BGK approximation

We consider now the following BGK approximation to (2.1) :

df" + a(€) - Vo fdt i

dt — Og f1O"dW (t) — ;85(G265(—f")), (2.129)
£ i=Lise, = [ (F(€) = Lose)de. (2.130)

Assume (2.128), assume that (2.4) is satisfied and that (instead of (2.3)), either
G2(2,€) < Dol€?| or G*(z,£) < Dy is satisfied. M. Hofmanové has proved in
[Hof15] the existence of solutions to (2.129)-(2.130) with given initial datum
fd = £§ = 1,n-¢ (the fact that the initial datum is at equilibrium can be relaxed).
Let (,) 4 0. Then f™ := f" provides a sequence of generalized approximate
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solutions of order d = 0, with

f” _fn
Ggm” = f 3
Nn

en(t, ) =0.

Let up € L>°(TV). Assume ul" — uo in LP(TYV) for all p € [1,+oc0), and let u
be the solution to (2.1) with initial datum wy. By Theorem 47, we recover the
convergence u"” — u proved in [Hof15]. We have also : for a subsequence (ny),
almost surely, for all ¢ € [0, T, u™(t) — u(t) in LP(TY)

2.1.5.3 Approximation by the Finite Volume method

The approximation of (2.1) by the Finite Volume method is considered in 3.1.
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Le paragraphe qui suit a plusieurs fonctions.

e La premiere et sans doute la principale : il donne le détail des démonstra-
tions de l'article. En effet, la longueur, la difficulté de I'article et la tradition
mathématique font que les démonstrations des différents lemmes, proprié-
tés, corollaires et théorémes de I'article sont souvent réduites a leurs étapes
essentielles.

e La seconde : les démonstrations sont écrites avec [ .dWW(t) et non pas
Sk Jo -dB(t), avec ||.|| 1,(mr) et non pas |||z ou |||z, avec ®(z,u) et non
pas ®(x,u)er = gr(z,u). Je pense que cette facon de faire est plus simple,
plus pratique et donne une lecture plus aisée, méme si dans I'article nous
avons gardé les notations utilisées par Arnaud Debussche et Julien Vovelle
dans [DV10Db].

e La troisieme : jai rappelé des notions importantes utilisées dans les dé-
monstrations.

e La quatrieme : j’ai essayé par moments, de donner des idées, des réflexions
précédant ou accompagnant les démonstrations de l'article.

Il faut bien comprendre que ces détails sont une aide a la lecture. Je pense qu’il
serait intéressant de lire I'article avec les détails et commentaires qui suivent,
simultanément.

2.2 Détails des démonstrations du premier article

2.2.1 Sur l'introduction 2.1.1

W (t) = Y22, Pk (t) e, n’est pas défini dans 'espace de Hilbert H, il est défini
grace a J : H — il injection de Hilbert-Schmidt (ot 4 est un espace de Hilbert
séparable quelconque) par

W)= 6 (t) Jer.

C’est la raison pour laquelle on appelle W (¢) un processus de Wiener cylindrique.
C’est 'hypotheése (2.3)

G2 (z,u) =Y |gs (w,u) [P = 1@ (2, u) ex|* = |® (z,u) |13,y < Do (1+ [uf?)

k=1 k=1
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qui permet d’avoir ¢ (=, u) opérateur de Hilbert-Schmidt, c’est a dire ® (z,u) €
L, (H,R).
En effet, ® (z,u) est un opérateur linéaire qui vérifie ¢ (z,u) e, = gx (z,u).

L’hypothese (2.4)

D gk (wu) = g (y,0) P =D [(® (2,u) — D (y,v)) ex?
k=1 k=1
= | (2, 1) = @ (y,0) 7,0 < D1 (lz = yf* + Ju = v|h (Ju —o]))
permet d’avoir
d: (z,u) €TV xR = & (2,u) € Ly (H,R)
continue donc borélienne.
Nous avons suivi I'écriture utilisée dans l'article [DV10a] pour écrire I’équation
étudiée :
du (z,t) + div, (A (u(z,t)))dt = @ (x,u(z,t)) dW ().

C’est une écriture intermédiaire entre celle d'une EDP, a savoir

du (z,1t) , B aw (t)
i + div, (A (u(x,t)) = D (z,u(z,1)) p”
ol p .
“E;; ) 4 divy (A (u (2,1))) = 0
est la loi de conservation homogene et
® (. 1)) L)

dt

le terme source stochastique, et celle de la « différentielle stochastique », a savoir
du (z,t) = —=div, (A (u(z,t))) dt + @ (x,u (z,t)) dWV ().

Le but est d’étudier le processus stochastique u qui dépend du temps ¢, de 'espace
x et du hasard w.

® (z,u (z,t)) dW (t) est appelé bruit multiplicatif car ¢ dépend de la variable w.
Un bruit additif serait ® (z,t) dW (t) avec ® ne dépendant pas de la variable
u. Dans l'article sur la convergence du schéma volume fini, le bruit sera aussi
a support compact, c’est a dire que ¢ (z,u) sera nulle en dehors du compact
TV x [-1,1] de TV x R.

120



Notons que la définition de base stochastique de I'article est un peu inhabituelle.
Dans beaucoup d’ouvrages, une base stochastique est la donnée d’'un espace pro-
babilisé et d’une filtration, c’est a dire

(Q, F,P, (Ft)te[U,T]) :

Ici, nous suivons l'article de Debussche et Vovelle [DV10a] ou la base stochas-
tique, qu’on peut écrire

(Q7 fa P? (Ft)te[O,T] ) (W<t))t€[0,T}>

signifie en plus que le processus de Wiener cylindrique W est adapté a la filtra-
tion (F3),c0.r) €t que W est une martingale pour cette filtration. Autrement dit,
W est un (ft)tE[O’T]—processus de Wiener cylindrique. Cela veut dire aussi que
(‘Ft)te[O,T} peut étre plus fine que la filtration engendrée par V.

2.2.2 Sur la mesurabilité des solutions (cf § 2.1.2.1)

Pour commencer, la filtration (), ; de F est supposée continue a droite et
complete, c’est a dire

e {Ac F, P(A)=0}={Aec F}
L4 f;t :-;Et-l- :ms>t~F87 Vit € [07T)

La tribu Pr des évenements prévisibles est la sous-tribu de B ([0, 7]) ® F engen-
drée par les ensembles |s,t] x A o A € F; et par les ensembles les ensembles
{0} x A ou A € Fy. Plus formellement, on écrit

PT:0<{]8,25]><A 0<s<t<T, AE]:S}U{{O}XA :A€f0}>
On aurait pu prendre la définition équivalente, et peut-étre plus intuitive
Pr=o (X :[0,7] x Q@ — R ; X estcagsur |0,7] et adapté a (]:t)te[o,T})
ou bien
Pr=o (X :[0,7] x Q@ — R ; X estcontinu sur [0, 7] et adapté a (-Ft)te[(),T])

Un processus stochastique X : [0,7] x © — R est dit prévisible s’il est Pr-
mesurable.
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En tout cas, un processus stochastique prévisible a les conditions de mesurabilités
suffisantes pour étre intégré au sens d’It6 contre un mouvement brownien (réel
ou Hilbertien), et méme contre une martingale de carré intégrable.

Selon Prévoét et Rockner (remarque 2.5.3 de [PR0O7]), on pourrait dans cet article
considérer une classe plus grande d’intégrandes : les processus progressivement
mesurables. La restriction de l'intégrale d’It6 a des processus prévisibles est obli-
gatoire si on veut intégrer contre des martingales de carrés intégrables, pas si on
veut intégrer seulement contre des mouvements Browniens.

Un processus stochastique X : [0,77] x 2 — R est dit progressivement mesurable
s’il vérifie

YVt e [0,T], (s,w) €[0,t] x Q — X (s,w)est B([0,t]) ® F;,-mesurable

La sous-tribu de B ([0, 7]) ® F engendrée par les processus progressivement me-
surables se note Prog. Nous avons l'inclusions stricte

Pr C Prog.

Nous affirmons dans I’article :

« We denote by L, ([0, T] x Q; E) the set of functions g in L?([0,T] x Q; E') which
are equal £ ® P-almost everywhere to a predictable function f. This is the case
if, and only if, (g, ¢) is equal £ ® P-almost everywhere to (f, @) for all ¢ € E’ (we
use the following fact : £ being separable, there is a countable subset of E’ that
separates points in F) ».

Bien entendu, quand on parle d’ensemble de fonctions g, c’est un abus de lan-
gage.

Chaque élément de L? (2 x [0,7]; E) est une classe de fonctions, toutes égales
sauf sur un ensemble négligeable pour la mesure £ ® P. Dans chaque classe,
au moins une fonction est F ® B [0, 7]-mesurable. Donc g € L} (Q x [0,7]; E)
sig € LP(Qx[0,T];E) et quil existe un élément de la classe g qui soit P-
mesurable.

Prouvons I'équivalence annoncée.

Supposons que f et g soient deux fonctions d'une méme classe, et que f soit
prévisible, c’est a dire f : Q x [0, 7] — E, telle que f~! (O) € P pour tout ouvert
O C E.Alors (f,¢) = po f:Qx][0,T] — R est aussi prévisible, pour chaque
¢ € E'. Comme f (w,t) = g(w,t) sauf si (w,t) € N avec L ® P(N) = 0, alors
pof(w,t)=pog(w,t)saufsi(w, t) € Navec LXIP(N)=0,doncpo fetpog
appartiennent a la méme classe d’équivalence dont un élément est prévisible.
Réciproquement, supposons que pog = po f sauf sur N, avec LQP (N,,) =0, et
que f soit prévisible. Si (,),.y C E sépare les points de E, on a bien ¢, 0 g =
¢n o f sauf sur |J,, NV, avec LR P (U,, N,,) = 0. Donc f = g sauf sur J,, N,,, avec

Pn
L&®P(U,N,,)=0.Comme f est prévisible, le résultat annoncé est vrai.
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2.2.3 Sur la tension des mesures (cf formule (2.7))

Ce qu’en dit Revuz [Rev97] :

Soit une suite de mesures (m,,),,., boréliennes uniformément bornées sur R?, on
peut en extraire une sous-suite convergeant faiblement,

c’est a dire qu’il existe une sous-suite et une mesure bornée m telles que

<My > o< M, ¢ >, Vo€ Cy (Rd)

Cette propriété de compacité faible n’étant pas vraie pour la convergence étroite
des mesures, il a fallu rajouter ’argument de tension de la suite de mesures pour
le garder :

Une suite de mesures (m,,), . boréliennes sur R” est dite tendue si elle est uni-
formément bornée et si

Ve > 0, 3 K compact C R?, tel que Vn € N, m,, (K¢) < ¢

C’est le cas d’'une suite dont toutes les mesures sont a support dans le méme
compact, ou d’une suite convergeant étroitement.
On a alors la propriété suivante :

Si une suite de mesures (m,,), . boréliennes sur R” est tendue, on peut en ex-
traire une sous-suite convergeant étroitement,
c’est a dire qu'il existe une sous-suite et une mesure bornée m telles que

< mnk7¢ > koo M, ¢ >, v¢ S Cb (Rd)

On peut remplacer R? par un espace polonais S (espace métrique, séparable,
complet) dans les propriétés précédentes, ce théoréme est di a Youri Prokhorov.
On peut aussi remplacer les mesures (positives) boréliennes par mesures signées
ou mesures de Radon finies (si '’espace polonais S est localement compact).
Parfois seule la propriété qui donne m,, (K¢) < ¢ uniformément en dehors d’un
compact sert a définir la tension d’une suite de mesures.

Un exemple utile d’espace polonais est I'espace de Wiener classique S =
C ([0,T], E), muni de la norme infini, ot ' est aussi un espace polonais. Dans
cet espace, on a une caractérisation de suites de mesures de probabilité tendues.
Elle sera donnée (et utilisée) dans un paragraphe ultérieur.

Un autre exemple d’espace polonais, contenant C'([0,7],FE) est l'espace
D ([0,T], E) des fonctions continues a droite, limitées a gauche, muni d’'une mé-
trique adéquate (cf [Bil13] ou [JS13]).

C’est I'espace de Skorokhod.
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2.2.4 A propos des mesures aléatoires (cf § 2.1.2.1)

Soit m une mesure aléatoire définie en 1 (donc positive et bornée), 'application
1pvyjo,rxr € Cp (TN x [0,T] x R), donc

w € Q = (mu, Loy rixr) = /1IN><[O T|xR tdms, (2,4,) € RY

est une variable aléatoire. E(m,,, 1ty .o r)xr) €St bien définie.

Supposons de plus que ce moment dordre 1 soit fini. Soit & €
Chy (TN x [0,T] x R), et supposons que ||[P|. < M < +oo, alors la variable
aléatoire w € Q — (m,,, D) vérifie

[(me, @) < M x (M, 11rN><[0,T}><R>

donc
‘]E<mw7 (I)H < M x E<mw7 1’J1‘1V><[O,T]><]R>'

En particulier, 'application linéaire
® € Co (TV x [0, 7] x R) > E(m,, ®)

est continue, donc Em € ((Jo ('IFN x [0,T] x R)) , Cest a dire que Em est une
mesure de Radon finie de 'espace TV x [0, 7] x R.

La mesure image définie sur les boréliens B de [0, 7] par
mum (B) =m (7r_1 (B)) =m (TN X B X ]R)

avecm :Q — M, ("JI‘N x [0, 7] x R) mesure aléatoire, définit une autre mesure

aléatoire, a savoir
mem : Q — M, ([0,77])

qui vérifie Vo € C, ([0, T1)

(T yme, ®) = /M] O () mym,, (dt)

= [} t d w ,t, - unq)
o o (@8 €) s (2,,6) = (@ o)

Le lemme 2 dit que 'ensemble des atomes de 7,m, ayant une probabilité non
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nulle est au plus dénombrable, c’est a dire que
By =3t€[0,7]: ]P’({w € Q mum, ({t}) > O}) >0

est au plus dénombrable.
La démonstration est évidente car
By = {t € [0, 7] : Emym ({t}) > 0}

c’est a dire que B, est 'ensemble des atomes de la mesure de Radon finie Erxm.

2.2.5 A propos de la définition 3

L’item 2 est intéressant si 'on réfléchit a 'historique des définitions depuis I’ar-
ticle de Debussche et Vovelle, ou méme si on se place dans le contexte historique
des EDPS.

D’une part, historiquement les probabilistes ont résolu les premieres EDPS ou
EDS en cherchant des solutions qui sont des processus stochastiques continus en
temps ou au moins cadlag ou bien caglad. L'idée de Debussche et Vovelle fut
d’utiliser des méthodes d’analyse en cherchant des solutions moins régulieres, a
savoir faibles en espace et en temps (faible au sens des distributions, donc faible
au sens des analystes). Dans la mesure ou leur solution s’est avérée finalement
continue en temps, il fut naturel de se ranger du c6té de la vision des probabi-
listes, a savoir définir une solution tout de suite cadlag (on aurait aussi pu choisir
continue) en temps, tout en restant faible en espace.

D’autre part, leur démonstration repose sur une formulation cinétique inventée
par Lions, Perthame, Tadmor ol une variable supplémentaire ¢ € R est intro-
duite. C’est a dire qu’au lieu de chercher la solution u, Lions, Perthame et Tadmor
ont cherché la solution cinétique x (£, u) = Loce<y — Lu<e<o. Debussche et Vovelle
ont préféré chercher la solution cinétique 1,... On a en fait I'égalité vraie pour
presque tout £ € R

X (€ u) = Tyse — Los¢

Pour bien comprendre qui est I'inconnue, réécrivons 'EDPS
du (z,t) + div, (A (u(z,t))) dt = @ (x,u (z,t))dW ()

On pourrait croire que 'inconnue est v ou bien 'inconnue cinétique 1,-¢. En fait,
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je dirais que l'inconnue est le processus

(w, t) € 0 x [O,T] — 1u(w,:c,t)>§ X ¢ (‘r7£> dl’df

TN xR

age C! (TN X R) fixé. C’est la raison pour laquelle, ce processus doit étre
cadlag en temps : c’est notre processus inconnu.

En réalité, 'ensemble de tels processus, lorsque ¢ parcours C'! (']I‘N X R), déter-
mine de maniére unique le processus

(w,t) € Q x [O, T] = Ly(w,e,t)>¢
qui détermine lui aussi de maniére unique le processus
(w,t) € 2 x [0, T] — u(w,z,t)

car
/R (]-u(w,x,t)>§ - 10>£) df =u (wa xZ, t)

Dans la formule donnée par l’item 4, il est intéressant de vérifier que le
terme suivant ait bien un sens :

oo t
S [ [ o) o e, ) deds (5
k=170 ™

Pour cela, écrivons et étudions plut6t ce terme sous la forme

/Ot /TN o (r,u(z,s)) P (x,u(r,s))dedWV (s)

et intéressons-nous au processus intégrande

(t,w) |—>/TNgp(x,u(x,t,w))@(w,u(:v,t,w))dx

Comme
. {TN x R — Ly (H,R)

(x,u) — ®(x,u)

est continue et que
TV xR =R
R (CRNRSEIERY
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est de classe C'! a support compact, on a
TV x R — Ly (H,R)
pR@:
(z,u) = ¢ (z,u) @ (2,u)

continue, avec

i () @ (2, ) Ly = D | (@, u) @ (2, u) e
k>1

< lllZ D lgr (@, w) * < JlllZ Do (1+ [uf?)

k>1

Si(z,t,w) — u(x,t,w) est B(TY)®Pr -mesurable, il en de méme pour (x,t,w) —
(z,u(x,t,w)) donc (z,t,w) — ¢ (z,u(w,z,t)) P (r,u(w,z,t)) est B (TN) ® Pr -
mesurable. De plus

¥ (.1', u ($7t7w)) P (x>u (x,t,w)) € L2 (H7 R)

car

||90 (ZE, u (fL’, t, w)) P (I’, u (‘Ta t,W)) ||%2(H,]R)

B i (@, u (2, t,0)) X @ (2,u (2, t,0)) exf?

kX_: o (,u (@, t,w) [*lgr (2, u (2., w))

< llell Z |9k (2, u (2, t,w)) |*
k=1
= oll3G* (2, u (x,t,w))
< |lell%. Do (1 + |u (x,t,w) |2) < +oo,psetppen (z,t)
avec v solution de (2.1) donc appartenant a L? (']I‘N x [0, 7] x Q) (conséquence
du troisiéme point de la définition de solution).

Ainsi,
/’]I‘N HSO (iL’,U (:c,t,w)) o (xju(xytjw)) ”%Q(H,R)dx < 400

/ o (z,u(x,t,w)) ® (z,u(x,t,w))de € Ly (H,R), psetppent
TN

et
(t,w) r—>/ (x,u(z,t,w)) P (z,u(z,t,w))de

est Pr -mesurable (i.e. est prévisible).
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De plus,

T
E [l (@ u(e,t,0)) X @ (0 (2,4,0) [, gy < +00

donc .
/0/TN@(m,u(w,t,w))@(m,u(x,t,w))dde(t)

est bien définie.

Remarquons que I'item 4 de la définition de solution peut aussi s’écrire (comme
je I'ai fait dans le paragraphe 1.2.3)

Vo e Cl (TN xRe), VO<t<T,
/wv e X (& u(z,t) ¢ (x,8) dudg — N m X (& u(,0)) ¢ (x,€) dvd§
XIRg xRe
:/ /N AN©) V(o (2,6) x (& u (x,7)) dedédr
0 JTN xR¢
+ /0 /H‘Nng 14 (SE, 5) ® (SL’, 5) 6u(z,r) (dﬁ) dxdW (T’)
1 rt
+ 5/0 /]TNXRé ag(b (l’,f) H(I) (l’,é) H%Q(HJR)é'LL(.T’T) (df) dxdr
—m (Gep (x,£)) [0, 1]

ou bien

/JFNXRE 1u(x,t)>§ X @ (ZL’, 5) dl‘dg - TNXRE ]-u(x,0)>§ X (IE, 5) dl‘df
- / /N A/ (5) Va (90 (l’, g)) 1u(x,t)>§ dedﬁdT

0 JTN xRe
+ /0 /TNX]Rg ® (:L‘7 £> ® (:E? 5) 5u(ac,r) (df) dxdW (T‘)

1 st
5 [ o, 20 @O 1000 [t () s
(O (2,€)) 0,

Sur l’item 3 de la définition de solution et son commentaire

(z,t,w) — u(z,t,w)est B (’JFN) ® Pr -mesurable donc

(tw) = [ Jutetw)Pde
TN
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est Pr -mesurable, donc en particulier B [0, 7] ® F -mesurable. Mais comme [0, 7]
n’est pas dénombrable, il n’est pas évident que

W > sup lu(x,t,w) |Pdx
tef[0,7] /TN

soit F-mesurable. Par contre le fait que Vyp € C! (TN X R) et presque tout w € )

t— 1u(z X @ (x,&)dxd
g Tuley>¢ X ¢ (2, §) dudg

soit cadlag, va nous permettre de le démontrer.

En utilisant la formule

/R (Tuwayse) 0/ (€) d€ = 0 (u (x,1))

valable pour toute fonction 6 localement lipschitzienne (i.e. ' € L2, (R)) nulle
en —oo, puis en prenant 0 (§) = |[£T|P pour p € [1,+00) et ¢, (,§) = 1y~ (x) X
Yy (§) ol (Yn),,cy st une suite de fonction positives d’éléments de C2° (R) qui
tend en croissant simplement vers ', on obtient que pour tout n € N et presque

tout w € €
Ln (e 1u(a:,t)>£ X ©n, (SL’, 5) dl’dg

TN xR

soit cadlag. Il existe donc un sous-ensemble dénombrable D,, de [0, 7] indépen-
dant de w, tel que

sup Ly, (t) = sup Ly, (t)
te(0,7 teDy,

En posant D = U,y Dy, On a aussi

sup Ly, (t) = sup L, (?)

t€[0,T teD
Or
sup lu™ (z,t,w) [Pdx = sup sup L, (t) = sup sup L, (t) = supsup L, (t)
tefo,T] /TN te[0,T] ™ n tel0,7T] n teD

presque stirement, on peut donc affirmer que

W sup lut (z,t,w) [Pdx
te[o,7] /TN

est F -mesurable.

On fait le méme raisonnement avec 6 (§) = | |P et o, (x,€) = 1~ (x) X ¥y, ()
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ol (), €St une suite de fonction négatives d’éléments de C:° (R) qui tend en
décroissant simplement vers #', on obtient que pour tout n € N et presque tout
we

H,:t — —1yz X o (x,&) dxd
v Luletze X ¢ (2, §) dudg

soit cadlag, et

sup |u™ (z,t,w) |Pdx = sup sup H, (t) =sup sup H, (t) = supsup H, (t)
tefo,T] /TN te[o,7] n n tefo,T] n teD

Gréce a la croissance de H,, et L,,, on a

sup |u(x,t,w) [Pdx = sup sup (L, (t) + H, (t))

te[o,1] /TN te[0,7]
=sup sup (L, (t) + H, (t)) = supsup (L, (t) + Hy (1))
n ¢€[0,T] n teD

On peut donc affirmer que

W > sup lu(x,t,w) |Pdx
te[o,7] /TN

est F -mesurable.

2.2.6 Sur la proposition 5 « mass of the random measure »

On peut choisir ¢y (x,&) € C° (']I‘N X R) telle que ¢y (x,&) = &, V€ € |-k, k] et
donc telle que
kEI—P Sok(*rag):ga V(.ZU,S)GTNXR

Cette limite est croissante si on se restreint a (z,&) € TV x R, et décroissante si
on se limite a (z,&) € TV x R™.

Cela signifie aussi que Oy, (,§) = 1, V€ € [—k, k] et donc vérifie

lim g (z,€) =1, V(z,6) € TV xR
k——+o0

Cette limite est croissante si on se restreint a (z,£) € TV x RT, et décroissante si
on se limite a (z,£) € TV x R™.

Japplique 1’égalité donnée dans l'item 4 de la définition de solution, a ¢t =T et a
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¢y dans sa version

/TN X Eu(@T))pp (@, deds = | x (& u(z,0)) oy (2,€) dwdg
X 3 y .

:/T/N A (g)vr (ka (xvf))X<§7U($,T)) dxd&dr

0 T XRg
T
+/0 /ENXRg Pk (:L‘7£> P (:L‘7§> 5u(ac,r) (df) dxdW (T’)

+1/T/ Deipr (2, €) 12 (2, &) |17 1.2) ) (dE) ddr

2Jo Jrvxre Pk T » &) Lo (H,R) OQula,r)

—m (Ogpr (,€)) [0, 7]

je peux alors appliquer aux premier, deuxieme termes de gauche, et aux troi-
sieme, quatriéme termes de droite le théoréme de convergence dominée en fai-
sant tendre k — +oo (pour le troisiéme terme on a besoin du deuxiéme item de
la définition de solution et de la majoration de || (z,¢) ||7, g, r) donnée en début
d’article). Le premier terme a droite du signe égal est nul.

Pour le deuxieme terme a droite du signe égal, I'isométrie d’It6 me donne

E (| /OT /TNXRg Ok (,1" 6) ) (x, f) 5u(x7r) (df) dxdW (T)

- /0 ' /T . §D (2,€) bu(ar) (d€) dxdW (1) |2>
=E ( /OT | ok (pr (2,€) — &) @ (2, &) du(ayr) (d€) dx||%2(H7R)dr>
<E ( [T L) =) @ o ) ||%2(H7R)dxdr>
<E ( [ [ Vo o)) = () D (14 Ju () P) dxdr)

qui tend bien vers O lorsque £ — +o0o grace au théoréme de convergence domi-
née (et le deuxieme item de la définition de solution). Cela signifie que pour une
sous-suite, on a presque slirement

T
/ / o en(2,8) @ (2,€) duga,) (dE) dzdW (r)
0 JTNxRe

T
koo /0 /T v S8 (8:8) dutay (d) derdV ()
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et donc on obtient I’égalité annoncée

1 1
§||U (- T) 12 0rwy — 5”“ (- 0) [1Z2¢en)
T
= [ [ €@ (. bugu (d) duaW (1)
0 TNXRg

1 /T )
+ 5/0 /ﬂ‘Nfo |9 (z,€) |2, (21 r)Ou(a.r) (dE) dzdr

—m(TN x [0, T] x R§>

2.2.7 Concernant les mesures de Young (cf définition 6)

Dans notre article, une mesure de Young est définie comme I’application faible-
ment mesurable
v (X, AN = P (R)

ou P; (R) est 'ensemble des mesures de probabilité sur la tribu borélienne de R.
Dans les ouvrages, on peut aussi rencontrer I'écriture

= (V2),ex -A=V.A
ou bien
p=(V:),ex ®A=v @A

a la place de v qui signifie que la mesure de Young p est 'unique mesure positive
finie définie sur A ® B(R) vérifiant

(A X B) = (1.),.x A(Ax B) = /AVZ (B)d\(2),YA € A VB € B(R)

avec
e v, cP(R),Vze X
e 2 € X — v,(B) mesurable VB € B(R) fixé.

D’aileurs, si les notations ou les définitions peuvent varier, le nom méme peut
varier, ainsi mesure de Young se nomme aussi probabilité de transition ou encore
noyau de probabilité.

L'idée qu’il faut retenir est la suivante : intégrer contre la mesure (v,), ., .A si-
gnifie intégrer contre la mesure v, a z fixé, PUIS contre la mesure \. C’est encore
plus visible grace au théoreme de Fubini généralisé suivant :
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Soit f : (X xR, A® B(R)) — R mesurable positive ou p-intégrable, on a

[ 9= [ ([ rEod©)ae)

Une autre définition (équivalente) de mesure de Young est la suivante :

1 est une mesure de Young si et seulement si p est une mesure (positive) finie
sur (X x R, A® B(R)) qui vérifie u (A x R) = A (A) VA € A.

Ainsi, en notant 7 : X x R — X la projection, la mesure-image de y par = est .
De plus, il est possible de créer une famille de mesures de probabilités (v.),
vérifiant 1 = (v.),. .A; ce sont des « tranches » de y, on dit aussi que (v.),.y
est une désintégration de .

Remarques :
On dit que la mesure de Young x est associée a une fonction mesurable u : X —
R lorsque v, = d,(.), A-pp. On note parfois ;" cette mesure de Young.

Une fonction cinétique telle que définie dans I'article est 'opposé de la primitive
qui s’annule en +oo d'une mesure de Young (qui elle aussi s’annule en l'infini au
sens des mesures de Young ou simplement au sens des mesures)

Sur la compacité des mesures de Young :

La convergence faible au sens des mesures de Young, est la convergence étroite
des mesures : une suite (x,,) de mesures de Young converge faiblement vers une
mesure de Young u si et seulement si

Vg € Cp (X X R), pn (g) = 11(9)

Bien entendu, cette définition n’est valable que si X a une topologie, la définition
générale utilise ce qu’on appelle les intégrandes de Carathéodory :

Sig : (2, X xR — g(z,& € R est mesurable en la variable z et continue
en la variable ¢, alors ¢ est dite intégrande de Carathéodory. L’ensemble des
intégrandes de Carathéordory bornées est noté Cth? (X x R).

Ainsi, une suite (u,,) de mesures de Young converge faiblement vers une mesure
de Young p si et seulement si

Vg € Cth’ (X xR), 1 (g) = p(g)

La notion de tension d’une suite de mesure de Young est donc importante pour
avoir une sous-suite qui converge faiblement :

une suite de mesures de Young est dite tendue (ou bien strictement tendue) si et
seulement si,

Ve > 0, 3K.compact C R, tel quesup p, (X x KY) <e.
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Une telle suite admet une sous-suite convergeant faiblement vers une mesure de
Young.

Voici un critére important concernant la tension d’une suite de mesures de Young.
Supposons que la suite (u,) = (¢"™.)\) vérifie pour un certain p € [1; +00)

sup/ |€[PdV™ A < +00
n JXxR

alors elle est tendue.
En effet, soit (¢™.\) une telle suite de mesures de Young vérifiant

/ EPdV A < O < +00
X xR

alors VM > 0,
MPUVP N (X x [-M, M]%) < EPdv A< C
X x[—M,M]°
donc o
v (X X [—M, M]c) S M

2.2.8 Au sujet du théoréme 10 et de son corollaire 11

Il est a noter que dans le théoreme 10 et le corollaire 11, les sous-suites sont les
mémes.
Voici les démonstrations (inspirées de I'article de Debussche, Vovelle [DV10b]) :

Soit (X, A, 1) un espace mesuré, si p est o -finie, et si .4 est une tribu engendrée
par un ensemble dénombrable, et si 1 < p < 400 alors L” (X) est séparable.
(Billingsley)

Soit h € L' (X) N L*> (X) telle que h (z) > 0 pour \-presque tout z € X, la suite
de mesures (1}'), définie par

[e@©@d© = [ he) [ @@z ©dr)

est bien définie car

e Co®) s [ (=) [ B (€)dA(:)
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est une forme linéaire continue sur Cj (R), elle détermine donc de maniere
unique une mesure signée (ici positive) sur les boréliens de R.

La suite (v}!) est tendue car
e en choisissant une suite croissante ( f;); d’éléments de Cj (R) telle que
Vie N, 1> f; >0, fi =1sur [—i,4], f =0sur [—i — 1,i 4+ 1],
et en utilisant le Théoreme de convergence monotone, on a

v (1) = tim (7)) () = lim_ [ h() [ S (©dv (©)dA(2)

1—+400 1—+400
= [ n(2) [1av2 (€ ar(z) = Il
X R
e je peux utiliser ce que j’ai prouvé dans le paragraphe précédent, a savoir

Ve > 0, K. compact C R, tel que sup ™.\ (X x KY) <e¢

ce qui donne
v (KS) < [|hlloosup " A (X x KY) <e

donc le théoréeme de Prokhorov affirme qu’on peut extraire une sous-suite de
(v') a h fixé, (encore notée (v;')) qui converge étroitement vers une mesure vy,
C’est a dire

Ve Cy(R), vy (f) = nostoo v (f)

On a donc

n

vy, (].) —>n—>+oo Vhp (1) = ||h||L1(X)

Puis Vi, hy € L (X, R*), V& € C, (R),
Vi, (@) = Vi, () | < [lha — Dol 12 ) 12

donc, si on se donne (h;), suite dense de fonctions bornées positives de

L' (X,R7), et la suite extraite par procédé diagonal v,* qui fait converger chaque
vk (@) vers vy, (@)  (ny ne dépendant pas de i), on a Vh € L' (X,R)

vn (@) =" (®) | < |vn () —win; (@) [+[vn, (@) =03, (@) [+ [1p) (B) =" (@) [ <&

pour h; suffisamment proche de A, puis n, suffisamment grand.
Donc v,* — 1, et la sous-suite ne dépend pas de h. Ainsi

[ny () = vhy ()] < by = hall 1) [ @], Y € Co (R),Vhy, by € L' (X, RY)

Soit h € L' (X), on peut appliquer le raisonnement précédent a h™ et h~ pour
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obtenir
o Uy =1y — Uy
e v, * — y, et la sous-suite ne dépend pas de h
o 1" (1) =notoo v (1)
o V€ Cy(R), 1" (f) = kstoo v (f)

o YV € Cy (R),Vhy, hy € L' (X),
Wny (@) = vy (@) < (10 = B [l 0y + 1y = ha a0 ) 1@ oo

o v (®)] < (Ao l1® ]l

Ecrivons dorénavant la sous-suite (,*) simplement (v}).

A ® € G, (R) fixé, h +— v, (®) est linéaire, positive, continue donc il existe une
fonction go € L™ (X,R") telle que ||ga||=(x) < ||P]|o qui Vérifie :

pour presque tout z € X, g(z,.) : ® € (5 (R) — go (2) est linéaire, positive et
continue,

donc pour presque tout z € X, il existe une mesure positive finie v, telle que

9(0) = [ @(©)dv. (¢)

Soit h € L' (X,R"), on prend comme précédemment une suite (f;) C Cy (R) qui
tend en croissant vers la fonction identiquement égale a 1, alors par le théoreme
de convergence monotone v, (f;) tend en croissant vers v, (1), c’est a dire pour
presque tout z, h(z) v, (f;) tend en croissant vers h (z) v, (1), donc encore une
fois par le théoreme de convergence monotone, v, (f;) tend en croissant vers
vp (1) = [y h(2) dX (z) mais aussi vers [y h(z) v, (1) dA(z).
Ainsi,

vhe L' (X,RY), /

X

h(z)dA(2) :/ h(z)v. (1)dA(2)

X

donc
v,(1)=1 ppenz

OnaVv® € C, (R)
1_131 v (@) = vy, (P) .

Si® € Cy (R), cela s’écrit

Jim [ () [ @€ dvz () dA ()
S GBS RICY RIGEAGINS
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donc

v e Co(R), 1 (®) = [ h(:) [ @(&)dv. (§)dA(2)
donc V® € C, (R), h e L' (X),

lim [ () [@©dz©dr:) = [ ) [ @©dv.(©ar ()

n—-+00

Pour prouver que v s’annule a I'infini, on va se servir de I'égalité précédente avec
h =1 et une fonction &, (£) = |¢|P sur [—M, M], et égale a M? ailleurs. Ainsi,

P _
//\gy dv. (€)d (2 —Mli)riloo/ /ch Ydv. (€)dA (2)
= lim lim /CIDM ) dvl (£)dA(z) < hm hmsup/ / |€|PdVT (&) dA (2)
R

M—+oon—+00 JX n—+00

— lim sup /X /R [PV (€) dA (2) < 400

n——+o00

Pour le corollaire :

Si ¢ est de masse 0 pour v, alors (£, +o0) est de v,-continuité (car sa frontiere
est de mesure nulle, cf Ambrosio, Fusco, Pallara p28 [AFP00]), et donc comme
vy converge faiblement vers v, on a

lim vy (€, +00) = v (€, +00)

n—-+o0o

Comme v, est une mesure finie sur les boréliens de R, les points de masse non
nulle sont au plus dénombrables donc de mesure de Lebesgue nulle. Donc par
convergence dominée, Vg € L' (R),

i (6 +00) g (€)ds = [ v (€. +0) g (€) d

La fin est simple car on utilise la densité des fonctions tensorielles que je vais
démontrer.

Lemme :
Pensemble des combinaisons linéaires des fonctions tensorielles i.e. de la forme

h@g: (2,8 e (X xRARBR),ARdE) — h(z)g(€)
est dense dans L' (X x R)

Preuve :
Comme les ensembles A; x B; avec A; € A et B; € B(R) engendrent la tribu
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A®B (R), il suffit d’utiliser le théoreme des classes monotones pour les fonctions
(cf poly Pardoux page 25 [Par]).

H:{ m AiXBi; AiE.A, BIGB(]R>}
i€l fini

est un r-systéme tel que o (H) = A® B (R).
kn
L£r =4 (26 — nl_igloo;d?l*“?w? (z,€) telles que (A7), C A,
(Bl"), C B(R),(k,), CN* (d), C R" sont 4 suites croissantes }

est une classe d’applications a valeurs dans R* qui vérifie
elelt;1lpeLlt,VDeH
e f,ge LT eta, € RT impliquent af + Bg € LT
e Si(f,), C L' tend en croissant vers f, alors f € L*

donc L% contient toutes les applications A ® B (R)-mesurables, a valeurs dans
R, en particulier L' (X x R;R™).

Soit h™ € L' (X x R;R"), il existe une suite (s,,), croissante de fonctions simples
positives, s’écrivant

kn
Sp = Zd?lAgbezﬂ (2,€)
=1

qui converge simplement vers /", donc aussi dans L' (X x R).
Sih € L' (X x R), on peut conclure car h = h™ — h™.

2.2.9 Au sujet du lemme 12

Le lemme 12 dit que
si une suite de fonctions cinétiques ( f,,) associée a une suite de mesures de Young
(v™) vérifiant pour un certain p > 1,

sup/ |€[PdV"™ N < +o0
n JXXxR
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converge dans L> (X x R) faible* vers une fonction cinétique f associée a la
mesure de Young v vérifiant

f (275) = 1u(z)>£

autrement dit, la mesure de Young v est associée a la fonction mesurable u
X — R (cardanscecas O¢f (2,§) = —0yz) = —V2),
alors la suite de terme général u,, défini par

un(2) = [ €dvi(©), vz e X
R
converge vers u dans L9 (X), V1 < g < p.

Dans la preuve du lemme, on peut déja remarquer que v € L? (X), Vp € [1, +00),
car f étant une fonction cinétique, J,.).A s’annule a I'infini.

Pour prouver (2.23), il suffit de faire la preuve avec # > 0. Dans ce cas, il existe
une suite de fonctions continues (6;) a supports compacts, positives, convergeant
simplement (en croissant) vers 6 telles que

0c (§) = 0(&), V& € [k, K]

Notons y® 0 : (2,£) — v (2)0(§) ety R0k : (2,§) — v(2) 0, (£). On a

[VEA(Y®0) = bue) A (Y@ O) [ < [VIA (v ®6) — VA (v ® 6) |
+ WA (Y ®Ok) = Oue) A (Y ® Ok) [+ [0u(e)- A (7 @ Or) = gy A (y @ 6) |

Comme (v".)\), est une suite tendue au sens des mesures de Young,

Ve > 0, 3K, compact C R, tel que suprv™ A\ (X x KY) <e¢

On peut méme rajouter d,(.).A a ce sup, le résultat est encore vrai.

Donc pour k assez grand, le premier et le troisiéme terme a droite de I'inégalité
peuvent étre rendus aussi petit que I'on veut (indépendamment de n). Une fois
le k fixé, comme v ® 0, est une intégrande de Carathéodory, on peut rendre le
deuxieme terme a droite de I'inégalité aussi petit que ’on veut pour n suffisam-
ment grand. On a donc

l/g)\ (’7 & 0) — 5u(z)‘)\ (’7 & 9)
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Notons que si 1 <7’ < p

sup ( [ ([ 1w o) A(dz>) <sup ([ [ 161 v (@) A (@)
< sup (/X /Rmax (1, 1€])" v2 (d&) A (dz)) < Cste < 400

ou C'ste ne dépend pas de n, donc
sup (/ \un|’”/)\ (dz)) < Cste
n X

Donc si p > 2, on peut prendre » = r = 2, on obtient comme indiqué dans
l'article

nl—iHloo |n — ul|r2(x) = 0.

Comme on a I'inégalité d’interpolation vraie Vs € [1,2],

s

2— 2
[ — ullLsx) < flun — UHLZ(X)HUn - qul(X)7

onaVs e [1,2],

nl_l)r_ll_loo |ty — u||Ls(x) = 0.

1_1
+—+ I'inégalité d’interpolation
2

1
P

Puis,sip >2,onaVg € [2,p)eta =

[un — ullLacxy < llun — ull 72 lun — u‘|1L;(aX)
qui donne |ju,, — || zo(x) — 0.

Supposons maintenant que 1 < p < 2.
D’apreés le théoréme 10, le corollaire 11 et 'hypothése f,, — f dans L (X x R)
faible*, on a

V:/\ (’7 ® TR) — 5u(z).)\ (’Y (%9 TR) , \V/’Y e L" (X) ,VT € [1, +OO] ,

donc
[ Ta(€)dvz (€)= u(2)
dans L (X), quel que soit 7' € (1, 400). Grace a I'inégalité,

/ /
T

o = L (Limm@laz©) )
< [ LR @1 a2 € ar(z).

LT () dv2 (@)
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on obtient

timsup | [ T (&) vz (©)] , < [T @)y,
n—+oco |IJR L™ (X)
donc
Hu —Tr(u /TR Javl (§) = Tr(u(z))| , —0
L (x)

lorsque n — +o0, quel que soit ' € (1, +00).

Tr (u(z)) converge simplement vers u (z) pour \-presque tout z € X, lorsque
R — +o00.Onaaussi [Tg (u(2)) | < |u(z)|avecu € LP (X).
Donc par le théoréme de convergence dominée,

I = Tr (u)ll pox) = 0, Vg € [Lp].

Pour prouver que Vq € [1,p),
R4
Hu" — Un HL (x) " Rortoo 0
uniformément en n, les détails sont clairs dans I'article, je rajoute simplement

une étape :

Jue —

Lfl(X) / /£|>R‘§"1dy ( )

2q/ S mqu'i'pq O E) < gy [ 1El v (€ d (2)
s /X [ 6P vt () dx (2) < +oo.

Ce qui permet d’avoir Vq € [1,p),

R
"liLe(x)

R
et = 1 o) < |[ttn — w [T (w) = ]|, )+ 1T () = ll oy
avec le premier et le troisieme terme a droite de l'inégalité qui peuvent étre
rendus aussi petit que I'on veut (indépendamment de n) en faisant tendre R vers
+o0. Puis, une fois R fixé, le deuxiéme terme peut étre rendu aussi petit que 'on
veut en faisant tendre n vers +oc.
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2.2.10 A propos de la définition de solution généralisée 13

Partons de la définition de solution, mais surtout de la formule de son quatriéme
item.

/']I‘NXR§ Luzpy> X ¢ (2,€) drd€ — N R Ly pyse X ¢ (x,&) dedg
t ’
- /0 /TNxR{ A (&) Vi (9 (2,8)) Lugpy>¢ dxdSdr
t . .
- /0 /]TNX]Rg SO (x7 5) (l’, 5) u(x,r) (df) dl'dW (7")
1 gt ,
* 5/0 /’]TNxRé O (x,8) | (2,€) HLQ(H,R)(Su(m,r) (d€) dxdr

—m (Ogp (x,€))[0,1]

Il se trouve que V¢ € [0, T, et presque slirement, z +— y(;1..) (d¢) €st une mesure
de Young (car u est mesurable) qui s’annule a l'infini.

En effet, Vt € [0,7], et presque slirement, x — u(x,t,w) est mesurable (grace
au premier item de la définition de solution), et

P = p
ANXRg |€| 51/,(3:,1‘,,0.}) (df) == ||U,([L'7t’uj) ”LP(TN) < 400

grace a l'item 3 de la définition de solution.
Donc Vt € [0, T, et presque slirement,

(.T, f) S TN XR — f (W,I, t) = 1u(z,t)>£ = Oy(z,t,w) (év +OO)

est une fonction cinétique.
Il faut remplacer 1, > par f fonction cinétique et d,, ) (d§) par v, (d§) pour
comprendre la définition de solution généralisée.

Remarque : S’il avait été décidé que f généralise x (£, u (x,t)) alors, dans l'item 1
de la définition de solution généralisée, on aurait pu remplacer (—R, R) par R,.

Prouvons que

/OT /TN /Rw (,,) @ (2,€) Vot (dE) dxdW (2)

est bien définie.
En utilisant la remarque suivant la définition de solution généralisée de I'article,
on peut affirmer que

(T, t,w) = vy (dE)
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est une mesure de Young. De plus,
o (2,8) @ (x,8) € L2 (H,R)

car

l (2,6) @ (2, €) Ly ) = D_ I (,8) x @ (2,6) ex]”
k=1

Z_: 0 (2,€) Plor (2, €) I* < Lauppie) (. 6) llllo Z!gk z,§) |
= 1SUPP (I 5) ||90||2 G? (l‘ f) supp (I 5) ||90||2 Dy (1 + & )
Comme { +— |l¢ (2,£) @ (x,€) ||,(m,r) €st continue et bornée,

(0,t,) = [ 1o (.6 @ (2,6) lagan e (d€)

est B (TN ) ® Pr-mesurable et finie, donc l'intégrale de Bochner

/90375 xfl/th(df)

existe, appartient a L, (H,R) et
(0, tw) = [ 0@ ® (2,6 v (d6)

est B (TN ) ® Pr-mesurable. De plus,

||/<P (2,8) @ (2,8) Vio,at (dS) HLgHR)
2
< ([ 1o @8 @ @.8) lratnzytow (d9))
< [ 11 @) © (@,€) I, 11y Yoret (d6) < M < +00,

ce qui montre que
/ / r,8) @ (z,8) Vi,xt (d§) dx

est bien définie et appartient a L, (H, R).
Comme

(t,w) l—)/ /goxf (2,8) Vi ot (dE) dx
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est Pr-mesurable (i.e. est prévisible), et comme

T
/
0

on peut affirmer que

dt < +oco

/TN /RSO (2,8) @ (2,8) Vouy (dE) da

2
Lo (H)R)

/OT /TN /R @ (2,8) D (2,8) Ve (d§) dwdW (1)

est bien définie.

Au sujet de l’item 3 de la définition de solution généralisée :
Parlons maintenant de la F-mesurabilité de
W > sup |€|Pdvy (€) do

te[0,7] /TN xR

(x,t,&,w) — f(z,t,&w)estB (’IFN X Rg) ® Pr-mesurable donc

(t,w) = [, b8 w) déda

TNXR§
est Pr-mesurable, donc en particulier B [0, 7] ® F-mesurable.

Remarques importantes :
Sip > 1,& ~— [£P est dérivable. Pour chaque p > 1, il existe une suite de
fonctions positives g? € C(R) qui converge simplement vers £ +— [{[’ en

croissant, ce qui démontre gréce au fait que Vo € C! (']I‘N X R),

Lo [0 @) v (d6) d = {f (0,2, 1,) 00 (2. €)),
I'égalité

/TNng yf\Pdl/x,t (f) dr = /TNng f (w, x,t, 5) (3£|£’p) dédz.

Si p = 1, Notons |.|; la fonction affine par morceaux dont la courbe se trace en
reliant les points de coordonnées (—o0,0) ; (—2¢,0); (—¢,¢);(0,0); (¢, ¢);(2¢,0);
(400, 0). En régularisant grace a une suite (p, ) bien choisie, on a

Lo [V oo (@.) Vi (d6) da = (F (@, ,8,€) 06 (L % o) (2,))
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d’ou
L L Fle o (206) v (d) dar = (£ (@, 2.8,€) (06 Le) % ) (2,
En faisant tendre n vers I'infini, on obtient
Lo |16kt (@) do = (F (w,2,8,€) . (9] |0) (. ).
Grace au théoreme de convergence monotone, le terme de gauche tend lorsque

/N / |€|Vwaz7t (d€> dl’
T R

Mais pour le terme de droite, on ne peut utiliser le théoreme de convergence
dominée que localement, on obtient donc VR > 0,

/TN/ [€l0ts () d
_/TN/RO thgdgda;+/ / f(w,z,t,&) dédx

TRk

On va utiliser le fait que Yy € C! (’]I‘N X R) et presque tout w € €2,

t — flw,z,t,8) ¢ (x,&) dedE

TN xR

soit cadlag, pour démontrer la mesurabilité de

w > sup €7y (€) da.
te[0,7] /TN xR

Pour p > 1, les remarques précédentes montrent que

(t,w) = [€lPdve ¢ (€) de

™ XR&

est 5[0,7] ® F-mesurable. Or avec les notations de la remarque, a w € €2 fixé,

Sup/ 1£[Pdvys () dz = sup  lim / /gﬁ (,8) Vot (d€) dx
TN xR ™ JR

t€[0,T] tefo,T] o0
= sup sup [ [ g8 (2.) v (@) dr = sup sup [ [ g8 (2,€) v (dS) da
t€[0,7] neN JTN neN tefo,7] /TN JR
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et comme

t €[0,7] H/TTN/Rgﬁ (2,&) Vi zp (dE) dx

est cadlag, il existe un sous-ensemble D C [0,7] dénombrable, indépendant de
w et de n tel que

/ /gn 2,€) Vy ot (dE) dx—sup/ /gn T,6) Uy ot (dE) da
teOT TN teD

Ainsi

W — sup 1€1P AVt (€) x—supsup/TN/gn T,&) Vy ot (dE) dx

tef[0,7] /TN xR neN teD
est F-mesurable.

Si p = 1, grace a la remarque précédente, on peut affirmer que

(tw) = [ ]l (@) do

est 5[0, 7] ® F-mesurable. Avec une démonstration similaire, on a aussi

() = [ [ 165 Wi (d6) da

B0, T] ® F-mesurable.

Comme il existe (¢,), .y une suite de fonctions positives d’éléments de C° (R)
qui tend en croissant simplement vers 1 z) (£),

su vy, (€)dr = sup lim *ldv, dzx
s [ € @ do = sup i [ € e (€)
— sup sup ¥ |dvy, (€) da
te[0,T] R>0 /TN x(0,R)
= sup sup lim [ [ f (w6 v () déds
te[0,T) R>0 "=+ JTN J(0,R)
= sup supsup/ / w,x,t, &)Y, (&) dédx ;
t€[0,T] R>0 neN JTN (O,R)f( &) ¥n (&) de
et comme

e0.1) = [ /(O’R)f(w,x,t,g)wn (€) deda

est cadlag, il existe un sous-ensemble D C [0,7] dénombrable, indépendant de
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w, n et R tel que

S0 [ Syt (e —sup [ o, €) v () ded

teD
Ainsi

W +— sup 1€\ dve . (€) dx
te[0,T] /TN xR

— supsupsup [ /(0 o (0 1,6) 6 () deide

R>0 neN teD

est F-mesurable. En prenant une suite (h,,), .y de fonctions négatives d’éléments
de C2° (R) qui tend en croissant simplement vers 1_p ¢ (£), on arrive a

sup 7 |dvg (§) dr = sup lim € vy (€) da
el T] TNX]R| |dvg: (€) D R fov e )| |dvey (€)
= Sup sup !5 v, (€) da
t€[0,7] R>0 JTN x(—R

= sup sup lim /]I‘N/ RO) (w,z,t,&) hy (§) dédx

te[0,T] R>0 "+

~ sup supsup [ /(_Ro)f(w,:c,t,ﬁ) o (€) déda

te[0,7] R>0 neN

et comme

e.1) ~ | /(_Rmf(w,x,t,f) h, (€) déda

est cadlag, il existe un sous-ensemble D C [0,7] dénombrable, indépendant de
w, n et R tel que

te[OT/w/Rm (w0,2,1,€) h (€)dede =sup [ [ (w,,1,€) ho (€) deda

Ainsi
w = sup € [dv s (€) da

tef0,7] /TN xR
= w,xz,t h,, dédx
supsupsup/ /( 0 f( s Ly 75) (f)

R>0 neN teD

147



est F-mesurable, et donc

W > sup 1€+ €7 |dvaw () dz
te[0,7] /TN xR

—supswpsup ([ [ 7 (o) (6) deda
o [T 0 € ()

est F-mesurable.

2.2.11 Sur la proposition 15

Presque stirement et pour tout ¢ € [0,77],
(,8) = f (2, t,w) = Lu(atw)>e = Ou(atw) (&;+00)
est une fonction cinétique, donc presque stirement et pour tout ¢ € [0, 77,
2 €TY 5 Sy (d€)

est une mesure de Young qui s’annule a l'infini. On a grace a l'item 3 de la
definition de solution généralisée

¥p e [1;+o0), E /R €10 u(wt0) (dE) daxdt < +00

TN x[0,T]

ie.
Vp € [1; +00), E/ lu(x,t,w) [Pdzdt < +o00
TN x[0,7]

i.e.
Wp € [l,+00), welr(QxTVx[0,T]).

Soit g € L™ (’]FN ) et &, (§) = 11— (), alors par hypothese, chaque processus

(w,8) = (f (2, 1,0, 8), g () n (£))

est prévisible. Il en va de méme des processus constants

(w,t) = (Lose, g () Pn (£))
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et donc des processus

(w’t) = <f (xvt7w7§) - 10>§7g (l‘) cI)n (§)>

qui tendent vers le processus
(w,t) — / u(x,t,w)g(r)de.
Cela montre qu’il est prévisible, tout comme le processus
(w,t) = u(z,t,w) e L (TN) ,
doncu € L} (Q x TN x [O,T]).

Les items 2, 3 et 4 de la proposition sont évidents.

2.2.12 Sur le lemme 16 « distance a un équilibre »

Il est intéressant de le comparer au lemme 2.2.1 du livre de Benoit Perthame
[Per02] page 47 qui dit :

SifeL'(R)esttelle quesgn (&) f (&) =|f(£)] <1, enposantu = [, f(£)d¢, il
existe une unique fonction positive m () € Cy (R) telle que

X (& u) = f () = e (€)

et
[ Loy < || fll21m)

Rappelons que y (&, u) = 1,5¢ — Lose.

Dans le lemme de notre article, f : X x R — [0, 1] est une fonction cinétique et
(X, \) un espace mesuré fini; cela implique que

£
m(zaf) :/_ ]-u(z)>C_f(27€> d(
est bien définie et positive, avec

)= [ x5 (50 d¢ = [ £(2,0) = LoscdC.
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Montrons que f : X x R — [0,1] cinétique, avec (X, \) espace mesuré fini,
impliquent

sgn (§) (f (2,6) = Lose) = |f (2,6) — Lose <1

et
(2,8 —1ps¢ € L' (R) ppen 2.
En effet,
2 (S i&>0
f (Zaf) - 10>§ =V, (67 +OO) - 10>§ = {Z Eg iz; _Sll 5516 <0
donc
sgn (&) (f (2,6) — Lose) = | (2,§) — Lose| < 1.
De plus,

17 ) = Laselde = [ v (€ oo de+ [ (oo, el
Z/Rlos&/RlosVz (dC) d§+/Rlo>f/Rl<§sVz (d<) dg
Z/Rlo«/Rloszodez (d¢) +/Rlo></Rl<ss<od§Vz (dC)

= [ ¢ Locqra (@) + [ (=) x Toncr (d6) = [ Iclv. (d0).

et comme

[ [ 1€ (@) an ) <+

on a pour presque tout z € X,

[ 16l (d€) < +o0.
R

Le lemme 2.2.1 du Perthame permet d’affirmer que

€
€= [ L= f(QdC € Co(R) ppen 2,

que
£
m (§) = /_oo Luzys¢c — f(2,¢)d¢ > 0 pp en 2,

et que
Il < [ IClvs (d) ppen 2.
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2.2.13 Sur la preuve de la proposition 17

Cl (’]I‘N X R) est séparable pour la topologie induite par la norme définie dans la
preuve de cette proposition, cela signifie qu’il existe un ensemble dénombrable
D, cC} (TN X R) tel que Vp € C! (TN X R), il existe un compact K C TV x R
et une suite de fonctions (¢,) C D; a support dans K (cf Droniou p72 [Dro01])
vérifiant

Hgbn - CbHoo ~—7n—+oo 0

|0i0n — Oid|loc =nsioo 0 Vie{l,...,N+1}

Remarque : I'intégrale stochastique

o [ ] L@@ @) v (06) dud W ()

est continue (presque stirement) car elle appartient a 'ensemble des martingales
continues de carré intégrable.

L’application J,, peut se réécrire

Tt [(1(9).0(9) Va2, O)ds
[ L [ @6 dvas (€ duaw (s)
5 [ [0 (0619 (0.€) B 0y (€) dds.

Il existe Q3 C Q vérifiant P (Q23) = 1, tel que Yw € Q3, m,, (J¢y) soit une mesure
finie de [0, 7], donc Vw € Q3, t +— m,, (Ocp) ([0, 1]) est croissante, donc limitée a
gauche.
Si (t,) C [t,T] et t, — t en décroissant alors la suite de segments |[0,%,] est
décroissante et vérifie

M 0.1 = 0.1

neN

donc

lim my, (9e) ([0, En]) = me, (Fcp) (ﬂ [O,tn}) = 1y, (9e) ([0, 1])

_>
noteo neN

et Vw € Q3, t — my, (0¢¢) ([0, ¢]) est continue a droite.
Comme v est une mesure finie de TV x R, si on I'applique a une fonction test
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g€ C® (TN xR),ona
(v, 9) = (~06f (1), 9) = [ F(t.2.€) Ocg (x,€) dard
qui peut s'écrire
Lo 9@ v (@) dr= [ f(t.2,6)0g (x.€) dode.
Soit maintenant ¢) définie par
vwe = [ ewod

avec ¢ € C. (’]I‘N X R), on peut trouver une suite (g,), C C® (’]I‘N X R) conver-
geant vers ) de maniere uniforme sur tout compact et telle que (9¢gy,), converge
vers J¢1) de maniere uniforme sur tout compact. Cela permet de prouver

Lo @O v de= [ f(t2.)00 (0,6 dadg = ( (1) )

2.2.14 Sur la remarque 19 « uniform bound »

L’item 3 de la proposition 17 affirme que Vp € [1, +00),

(sup/ /\§| dve 1 (€ )dx><—|—oo
tef0,7] /TN

On a donc presque slirement,

sup [ [ [elPdvin (€)dr < G, ().

t€[0,7]

De plus, si (t;) C [0, 7] tend en croissant vers ¢ € (0, 7] alors Yy € C! ("JI‘N X R),

/']TN /RSO (.1', 6) Vet (dg) dr = <f (wa xatlmg) 78590 (xaé» 7 k—+o0
(7 @.2,4,6) 0o (0,0) = [ f7 (w,2,4,8) dep (,€) dode
== [ @t Qe dds= [ o, ([d)de

TN xR
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Soit ¢ > 0 fixé, et soit la fonction a, : R — R positive, de classe C" telle que
®ac(s) =0 Vs¢]-(—e(+ef
o ac(s) = [s]” Vs € [=((]
o lac (§)| <|¢fPsur] —¢—e,—C[etsur](,(+¢

Comme Yw € €,

/TN /R € Vet (d€) dx < G (w)

avec C, (w) indépendant de k, et que

/1rN /Rozc (&) Vi at, (dE) dax < /TN /R 1EP1 s (dE) d

en faisant tendre £ vers l'infini, puis ¢ vers I'infini, on obtient

/TN/O% Vi (d€) dz < Gy (w)

puis
-
L 16 ) de < €, ()
Or C, (w) ne dépend pas de la variable ¢, donc

up [ [ e, (dg) da < €, ()

teOT]

Remarquons aussi que comme Yy € C. (’]I‘N X R) , t = (f7(t),¢) est caglad et
comme w +— f~ (z,t,&) est F-mesurable pour chaque ¢ € [0,7], on a

W = sup/ /gpwx
tefo,1] /TN <l t

qui est F-mesurable.

En écrivant ce sup comme une limite (je I'ai déja fait pour f et v, la méthode est
la méme) alors je peux utiliser le lemme de Fatou pour finir.

<t€0T] /TN/ €1V () dﬂ?) < Gy,
(tSuopT]/ﬂrN/aC Vi (d€) d )

Si je pars de

jobtiens
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quel que soit k, avec C, indépendant de £ et de ¢ limite des ¢;. Puis

/ /aC w:ct df)

te[OT] T
<sup / /OJC Vit df)dx) Cy,
te[o,7] /TN

</ /aC Vi it d{)dz)ﬁcp

avec (), qui ne dépend ni de ¢, ni de (.
Je peux ensuite faire tendre { vers l'infini pour avoir grace au théoreme de

convergence monotone
E([, |1, @ dr) <C,

En utilisant le lemme de Fatou, on obtient

p — 7 p,,—
E (é}é D [ V00 06) dsc) —E(lim_ [ 6P, (d) do)

ghminfE(/ €., (d )dx) <c,

n——+oo

donc

2.2.15 Sur la remarque 20 « équation pour [~

Pour obtenir I'égalité (2.37), il suffit d'utiliser (2.27) et (2.32) pour le premier
terme a gauche de 1'égalité, (2.27) et le théoreme de convergence dominée pour
tous les autres termes sauf pour le terme stochastique (3e terme a droite de
'égalité). Soit une suite (¢,) C [0,7] croissante convergeant vers ¢t € (0,7, le
troisieme terme de droite de I'égalité de (2.27) s’écrit

[ e [, [ @6 @.€)du (de) dad¥ (5).
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On utilise I'isométrie d’It0, Vn € N

)

P (\ [ 0 ®) [, [0 @ (@€ duna (@) ded ()
ot () [, [ 0.8 (2, €)di, () da|

T
= F (/ ds) ,
0 L2(HR)

et on montre grace au théoreme de convergence dominée que le terme de droite
tend vers

E(/OT

2

ds)
Lo(HR)

- E (\ [ 100 ) [ [ @0 @ 0.0 v (d6) ded 5)

Lo () [, [0 (@.6)@ (2.6 dve.. (d€) do

2)
;
ce qui donne la convergence presque stire de

/OT Lot (5) /TN/RSO(%f)‘I)(%ﬁ) vy  (d€) dxdW (s)

VErS
/OT Ly (5) /T . /R 0 (2,8) @ (2,8) dvy s (d€) dzdW (s).

Pour obtenir (2.39), on remarque que si presque slirement
f@)=f"@), vtel0,TI\D

ou D est un sous-ensemble dénombrable de [0,77], il en va de méme pour
Ocf (t) = Ocf~ (t) et donc pour v, = vy .

2.2.16 A propos de la proposition 21 « the case of
equilibrium »

(2.7) dit que la suite de variables aléatoires (w = m (TN x [0,T7] x ch%n))n

converge dans L! (), il existe donc une sous-suite pour laquelle elle converge
presque slirement.

Appliquons I'égalité (2.38) a une suite de fonctions tests

((z,8) — ¥ () g, (§)), C CX (’]I‘N X R;R+) ou les g,, sont positives, égales a 1
sur [—R,, R,] et égales a 0 sur [-R,, — 1, R, + 1]. La suite converge simplement
en croissant vers ¢ (x) 1 (§). Comme on peut choisir la suite (0J,g,,) uniformé-
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ment bornée, qu’elle converge simplement vers 0, et que chaque terme vaut 0
pour £ € Bpg,, en faisant tendre n vers l'infini, '’égalité (2.38) devient

Lo 0@ (£ () = Lose) dsdr = [ (@) (Lioe = Looe) déda = 0.

Cette égalité étant vraie quelle que soit la fonction test ¢ € C2° (TN x R; Rt ),
on en déduit que pour presque tout z € TV,

/RJCJr (t) — Losedé = /]R Ly@)yse — losedé = v (2),

ce qui permet d’utiliser le lemme 16 pour obtenir le fait que

[ 50 = 10scd <0,

Cest a dire que la mesure positive m* (qui est la restriction de m a TV x {t} x R)
est égale a [°_ f* (t) — LoscdCdéda < 0
donc m* = 0. L’égalité

fT = 1e = Oem”

permet de conclure.

2.2.17 Sur la proposition 23

Remarque :
dans la preuve, la notation y,) (z,&) aurait pu étre celle du livre de Benoit
Perthame [Per02], a savoir

Xu(t) (ZE,f) =X (§7u (l’,t)) .

Si u est une solution de (2.1), de condition initiale u, on a 1, >¢ solution
généralisée de (2.1). Donc Vw € Q, Vp € C. (']I‘N X ]R), t = (Ly@n>e @) est
cadlag. L’ajout de la constante (1,-¢,») ne change pas le caractere cadlag donc
presque slirement, ¢t — (L,uy>e — lose, ) est cadlag. Cest a dire avec les
notations de l'article ¢ — (x,u) (,€) , p) est cadlag.

Soit (t,,) C [0, 7] une suite décroissante qui tend vers ¢, € [0,7") alors

Vo € Ce (TY X R), (Xu(wa) (%, ,9) = (Xuge) (@) ,0)-

Soit g € L! (’]I‘N X R), il existe une suite () C C. (TN X R) qui converge vers g
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dans L! (']I‘N X R). Gréce a l'inégalité

/TNxR Xutn) (7,€) g (2, €) dvd§ — /TNX]R Xut) (,€) g (x,€) da:’df’

S /]TNX]R X“(tn) (.le,f) (g (SC,&) — Pk (x,f)) d:z:dﬁ’

T /]I‘NXR (Xu(t") (I’ é) — Xu(ts) (Iv 5)) Pk (l’, f) dl?dﬁ‘

T /quxR Xutt.) (2,8) (9 (2, &) — on (2, €)) dxd€

Y

on peut rendre le premier et le troisieme terme a droite du signe < aussi petit
que l'on veut pour un k suffisament grand, puis une fois ce k fixé, le deuxiéme
terme est rendu aussi petit que I'on veut en prenant n suffisamment grand.

On a donc f, (t) = lyu,)>¢ qui tend vers f(t) = 1> dans L™ (’]TN X ]R)
faible*, le lemme 12 et litem 3 de la définition de solution permettent de
conclure.

2.2.18 Sur la proposition 24

On peut se poser la question suivante : pourquoi se contente-t-on de fonctions
test positives ?

Il y a deux réponses possibles :

1. les fonctions p et ¢ utilisée dans la preuve du théoreme 26 (unicité et ré-
duction) sont des approximations de I'identité

2. Pour les inégalités au sens des distributions, les fonctions tests sont posi-
tives.

On peut décrire simplement ¢, et v, :

elles appartiennent a C'* (R), sont nulles sur | — oo; —R],
1, est croissante sur [—R, R),

1), est convexe sur [—R, R],

1y est constante égale a [|1)|| ;1 (g) sur [R, 00|,

1y est affine de coefficient directeur ||| 1w sur [R, +oof .
Plus exactement, pour ¢ € [R, +oo[,

R
02(O) = Wl = el B+ [ 1 (6)d = [¥lms + A
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Pour prouver
¥ (€) < ([C+ R) W]l 1 (my
il suffit de distinguer les cas ¢ € [-R,0] ;{ € [0, R] ;¢ € [R; +00).

Grace au théoréme de Tonelli (égalité a prendre soit avec des exposant + pour
les limites & droite ou — pour les limites a gauche de f, f,, v!,v%),ona:

2
= /R /R /Rl(a,m) () vy (du) /R 1 —ooq) (0) V2, (dv) ) (€ — C) dedC
[ 1 (0) [ Mooy () (€ = ) o, () i, ()
L 10000 (©) [ 1 oean (€)1 (€ = €) dédCl (du) 2, (dv)
= /R /]R / Lo, 400) (€) 101 (u =€) dCv  (du) v}  (dv)

= [ [ v (w=v) k() 2 (dv)

Finalement, il vient

| i (@s.8) Fo v, Qv (€ =€) dedc
/ </R o (u—v 1/;,8 (du)) 1/578 (dv)
< [ (.l 1ol + R oy () ) 2, a0)
< [ (Welugll) 72, @) + [ (Illul) v}, (o) + 1o R

Vérifions que les autres termes de I'inégalité 2.47 sont finis :
Je commence par

1
L =5 gy P —yE//

X Z ‘gk 37,6 — Gk (ya C) IQdes ® V (6 C) del.d:%

k>1

158



qu’on peut écrire aussi

;( @B [ [ eE-0

X [|® (z,€) — P (y, )HL2 HR)dV;s®V2 (€, ¢) dsdxdy

1
=2 Sy —yE//
x Dy (Ix—y|2+|€—C|) s ® Yy (€,C) dsdady

1 4 1 2
<3 /(TN)Q Hp||ooE/0 /]R (€= Q) Dy (L+1]6—¢|)dvl, @12, (€,¢) dsdudy
1 T
SJWMD(AmﬁJ;Amwuw;®%gaowmw
T
o B L Il (14 20 4 20CP) ik, @02, (6, ddady)
1 T
< glolDi2vll (T [ B [ (6 4 IR) ik, 52, €.0)dsdaas)

Le troisiéme item de la définition de solution généralisée permet de conclure et
d’avoir la majoration suivante

< ol D2l (7 + 2057) = lpllw DrlloT (1 +2C5).
Regardons ensuite le terme
]p:E</O /(’]TN)2 R2f1(x757£)f_2(y787C)
% (a(€) = 0(Q)) ¥ (€~ Q) dEdC.Y.p (v — ) dadyds)

Pour cela, reprenons les calculs de la remarque 25 :

/IR? fi(,5,€) fa (y,5,¢) 9 (€ = ¢) d&dC

< Wl ([ (oD v3. @) + [ (fu) o2 (o) - R).

Reprenons ces calculs pour majorer /,, ou plutot

([ o 10208000
X (@ €) = i () (€ — ) dgdCdyp (x — y) dudyds
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pour i € {1,..., N} fixé.

E([ [, [ AR50

< (@ (§) = i (¢)) ¥ (€ — ) dédCOup (w — y) dodyds
<B([ [, [ s R0
< Jas (€)= s () 14 (€ — ) d€dCip (x — y) dudyds
<tol-B([ [ [ A s Rws0)
X L (L €%+ [C1) (€ = ) dgdCadyds)

ol d; est un entier naturel fixé et L une constante positive car a; est a croissance
au plus polynomiale.
Prenons d; > 2 pour rendre & — |¢|% de classe C! et étudions

E (/OT Jo o 500 P )l (€= O d&dCdxdyds>

([ [ o ] e ©

% [ 1o (€)1 (€ = ) dedCl , (du) 2, (dv) dadyds )

:IE(/O /(TN)2/R/R/RI[U’+OO) () L—ooutr) ()

d; d; 1 9
X /(R,(uC)/\R) (’u\ + |R| )¢ (&) dédCv, , (du) v, , (dv) dxdyds>

: E</0T /(TW /R /]R /R Lo o) (€)

X <|U|di + |R|di) U1 (u— ) dCu, , (du) 2, (dv) dxdyds>
T
=k (/0 /(TN)Q /IR /]R/ |u’dl + |R|dl ¢2 (U - U) V; s (dU) 1/2S (dv) dxdyds)
< (g werea) R ([ [, flurototan aas)
+ 2[|Y | L1 (m) (/ /JI‘N/ |U|d itly 1 s (du) dxds) + C'ste

< (3l @) )diT+2uwnL1<R> (di +1)T + Cste.
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Une étude similaire montre que

B[ [ o o 10058 Bl Q) €[%0 (€ =€) dedcdudyds
’]TN 2 R2 ) 9 Y )

([ [ [ ] ] e |¢|dz/n(u—od@;,s(du>v§,5<dv>dxdyds)
([ [y Ry T 1 (du) o7, (dv) dodyds )
“E(f) /(W/R/R/le ©

X 1(u—R,u+R) (C) (U - C) dcyals,s (du> V;,s (dU) diCdde)

T
SB[ fouy oo
=\ Javye Jee T el
ol

|lu — R|% )
d dv) dxdyd
x( 71 +d—|—1 (u) s (dv) dwdyds

L e

d dv) dzdyd
><< 41 +dz+1+ dl—i—l (u) s (dv) dxdyds
S|Vl ey T
< —2_(C
= 4+ 1 Caia

Il est maintenant facile de voir que /, est majoré.
La méme démonstration montre que le premier terme de droite de l'inégalité
2.47 est bien fini.

2.2.19 Sur la démonstration de la proposition 24

L’item 4 de la définition de solution généralisée s’écrivait dans la preuve de la
proposition 17

(fT (), 0) = Jo () + (£ (0), ) = (m, D) ([0, £])
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T () = [17 ()0 (9) T (. €))ds
[ [ [ o6 @ .6 dun (€) deat (s)
g [ L [ 060 6 19 (2.€) I, gy () dds

Ici, nous I’écrivons
(fr(t),0) = n((0,t]) + F (1)
avec

= [ [, [0 e)® (@6 dva, (€ dud¥ (5).

Notons que (fo, ¢) s’écrit ( fo, ©)do ([0, t]), ce qui n’est autre que (f (0),¢) x 1,
vt € [0,T].

Remarque : Si on prolonge la fonction ¢ — &, ([0,¢]) a tout ¢ € R, il faut la
prolonger en lui donnant la valeur 0 pour tout ¢ € (—o0,0). Ainsi, sa dérivée
faible sera égale a la mesure J,.

On a vu que, t — (f"(t),p) est cadlag, ¢ — J,(t) est continue et ¢t —
(m, Oy ([0,t]) est cadlag. 11 est facile de voir que ¢ — d¢ ([0,¢]) est cadlag. Il
en va donc de méme pour ¢ — p ([0, ¢]) dont la dérivée faible sur R est

(F(0), )60 () + (F (1)) T (2, )it
by [ [0 O 18 (2,) [ e (6)
— (m,06) () + (m, 0} (0,77 61

t — 1 ([0,¢]) est donc a variations bornées sur R.
Le premier et le dernier terme de cette dérivée faible sont a enlever si on dérive
sur (0,7).

L’écriture 0, ([0, t]) servira par la suite lorsqu’on aura a écrire dy (s), alors
d(f(0),¢)d0 () = (f(0),)ddo ()
aura un sens, alors que d(f (0), ¢) n’en a pas.
Grace a I'égalité
(fT (), 0) = Jp () + (£(0), ) = (m, D) ([0, £])

et au fait que f = 1 — f (remarquons aussi que J;f = —v et donc J:f = v), on
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obtient

(FH(0),0) = (L= 1* (1)) = (Lig) = (1 (1), 9) = (L)
—(/O(f(), (&) Vo (z,€) ds+// /g0x§ (2,8) dvg s (§) dxdW (s)
by [ L [0 (€ 1 (260 13 s (6) s
H(F(0),0) = (m, 0c0) (0,1) )
_ _/0t<f (8),a(§) Vap (a:,f)>ds_/Ot/TN/RMx,g)@(x,g) dv, s (€) dzdW (s)
L [ e € 19 (5, sy e () s
+(F(0), ) + (m, Beg) (0,1)
=/O<f( $),a(€) . Vap (z,€) ds—// / (2,6) ® (2, ) vy , (€) dwdW (s)
s [ L [0 (€ 1 (€)1 s (6) s
+(F(0),0) + (m, Beg) (0,1)

car

/Ot<1, a (€) Vop (,6))ds = é/ot [ ai(©) [ O (a,€) dadgds =0

donc B
(f*(t),¢) = F(t)+ a([0,2]).

Remarque : par commodité, dans les calculs précédents, je n’ai pas mis les indices
1 et 2, 1 correspond donc a u, de I'article et 1 correspond a u; de l'article.

Notons maintenant comme dans ’article

(@) £ (1), o)) = (5 (1), o) (7 (1), 02)
= Fy (t) Fy (t) + Fy (t) 2 ([0,2]) + 0 ([0, 8]) By () + pa ([0,2]) pi2 ([0,1]) -

Remarque :

La formule d’intégration par parties des fonctions a variations bornées donnée
par le Revuz-Yor est utilisée pour faire apparaitre le premier terme de gauche de
I'inégalité 2.47. Elle est une conséquence du théoreme de Fubini et de propriétés
élémentaires des mesures.

Si les intégrales sont prises sur [0, ¢] et non pas sur (0, ], nous ne pouvons pas
faire apparaitre les données initiales f1 o, f20.
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On a grace au théoreme de Fubini
| 0,8 (6) = i [0.7)20.7) = [ iaf0, $)dpn (s)
(0,7 [0,7]
c’est a dire
gy 10,1 (1) + 12 (£03) B ({0))
= 412 [0,7] 12 0,7 — /[ Lo (8) [0, s)dp (5),
soit

/(O,T] p [0, ] diig () + pa ({0}) fi2 ({0}) = p1 [0, T 22 [0, T — /(O’T} io[0, 8)dpy (s) .

L’intégration par parties stochastique, appelée aussi premiere formule d’Ito, ou
simplement formule d’It0 s’écrit dans notre cas

FOEO=[ [ [e@o@edl, € daw )
(= [ [ [e:0.0000d2,©daw )
—RO B0~ [ (RO [, [ 0000002, dy)dr )
+[(B@x [ [ o100l ©ds)aw o) + (PR

En se servant de la définition du crochet, on trouve :

(F1, F2>t = (<F1 + Fz; Fi + F2>t — (Fy — F27F1 — FQ)t)

:jl(/OtH/TN/R%<x,s>q><x,s>du;,s<§>d:c
- [ [ewoewoa, Qdl, ,.ds
~ [N L [or e e, 6

2
ds)
Lo(H,R)

- /ot < /]IN /R 1 (2,) @ (x,8) dv,  (€) da,
_/EN-/RQOQ (y,C) @ (y,C) dv2, (C) dy> ds,

L2(HR)

NN

[ [ewoewoal,©d
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avec
([ [er@ee @, @de,~ [ [ 02000 .0 dv}, (©)dyrams
=3 ([, [amor@oat©i)q

([, L0000 dy) e

=3 ([, [or @00 @9 aw.@w)

(/ [ 020,02 (0,0 endi?, () dy)

= _kzzzl (/]I‘N/Rgpl xa’f 9k (xaf) yac,s <€)dx>
2
X </TN /RSOQ (%, ¢) gx (y,C) dv, ; (C) dy>
= - /(TN)2 o1 (@992 (1,0 X2 g0 (,€) 91 (9, €) dv (€) diy (C) dardy
k=1
- /(TN)2 R2 ¥1 (137 5) ©2 (y7 <> <(I) (.13, 5) ) o (y7 C)>L2(H7R)dV;7S (g) dV;S (C) dl’dy,
grice a la formule |a||b] < 1 (a® 4 b?) et & hypothese 2.3 de larticle.
Soit M une mesure signée sur [0, 7] et
t
= [ [, [¢@& @8 dvus () duaw ()
0 JTv Jr
Considérons 'application
(s,w,l) €10, T] x Q x[0,T]
= Log O x [ [ @@ @ (@8 du, () dr € L (H:R),
elle est mesurable car

swt—)// (2,8) P (x,8) dvys () dx

l'est, et que
(8, l) — 1[0751 (l)

l'est aussi (I'image réciproque de {1} est un triangle rectangle isocéle).
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Comme

E(/OT

=

i ds) 2
Ly (H R)
. (/OTl[O’S] () <§::1 /TN /Rw(x,ﬁ) i (,§) dvys (€) dx>2d8 ) 3

<B ([ 100X [, [ 1600 Plon 0. P () o)
<E (/OT /TN /]R o (z,8)]? (DO (1 + §2>) dvy s (€) dwds)é < 400

indépendamment de [ et que M est une mesure signée, on peut appliquer le
théoréme de Fubini stochastique (Da Prato-Zabczyk page 109 [DZ92]) pour ob-
tenir

Lo )% [ [ (@)@ (@) dv, (§) da

N

T
/0 M0, 5] dF (s)
= [ [ 10 ) [, [ 0.6 ® (.6 v, (€) draW (5)dM ()
_/ / 17 (s / /90 2,6) @ (2,€) dvy., (€) dedW (s) dM (1)
_/ / $) — Lo ( / / (,€) ® (2, €) dvy.y (€) dzdW (s) dM (1)
)M | O,T]—/O F‘(l)d]\/[(l):F(t)M[O,T]—/OTF(l)dM(l)
car F' est continue.
Cette formule s’applique donc pour F; et F; a la place de F et pour s et jis a la

place de M. Se servant des formules précédentes, appliquées a chaque terme a
droite de I'égalité

(fF @) fF (’5)704_» = (fi (), ) {fa (), p2) i
=F (1) F2 (t) + Fu () iz ([0,2]) + pa ([0,2]) Fo (8) + pa ([0,2]) 12 ([0, 1])

puis en prenant l'espérance, et sachant que

E(F (1) B (1)) =E (R, Fa),)

E(/()Tu[o,s]dF(s)> —0,

et
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on trouve
E ({(ff (1) /5 (1),a)))
= E((F B)) +E [ B () dia (5) + B [ Fy(s)d (5
+E (/(O,t] 1[0, 8)dpio (s) + /(O,t] 112 ([0, 8]) dpy (8) + {fr.0, 1) {fo0, ¢2>>
=E ((F1, F2)¢) + (f1,0, 1) (2,0, p2)
P ([ A6 ()4 [ 6) el ().

Or

pr (0) = [ (5),0.(9) T (&, s

+ ; /ot /TN /Ragspl () [|® () ||%2(H,]R)d7/x1’5 (&) dxds
+ <f1707 901>50 ([07t]) - <m1785801> ([O,t]) ,

donc

/0t]<

l\’)_,’_‘

(s), a)dpny = /( (i (), 02) (1 (), (€) Vapr (2, ))ds
5 fo B 6 ea) [ 0 0, 1 (€)oo €) dads
— fF S 2 mq, 1)\S).
FO= [T () padlms, D) (5)
Et comme VA € B([0,7]),

(m1,0c01) (4) = [ Oeipr (2,€) La (s) dm (w,5,).

TN x[0,T]xR
on a
[ U (s) o), degn) (5) = | Ocir (2.) (Ff (5) 2} (z,5,€) .
(0,4] TN x (0,t] xR

De méme, comme

o (0.8) = [[{F2(5).0(€) 902 (5 C))ds

L e .0 19 (.00 [ (€) s
+ (f2.0,92)0 ([0,2]) + (ma, ea) ([0, 1)),
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ona

t@ﬁh@%%ﬂ%ﬁ)
:/ (fy (3),¢1><J?2 (s),a(C).Vypa (y,())ds

(0,4]
1
—5 [ e [ [ 0 0.0 19 (5.Q) Iy (€) dyds

(0,¢]
+0+ Ocpa (4, Q) (fi (s) s pr)dma (y,5,C)
TN x (0,¢] xR

Comme f; = f, et f;” = f, presque partout (pour la mesure de Lebesgue) sur
[0, T d’apres la proposition 17, la formule (2.52) est démontrée.

Remarque : B
Dans cette formule (2.52), on aurait pu tout aussi bien trouver f, a la place de
f>7 a condition d’avoir remplacé f; par f; .

L’égalité (2.52) est vraie pour tout o combinaison linéaire de fonctions ¢; ® @9
ou ¢, € CF (']l‘fcv X Rg) et py € O (Tév X R<>. Or ’ensemble des combinaisons

linéaires de telles fonctions est dense dans C'>° (Ti\’ X Re x T} x Rc) (cf Droniou
[Dro01] page 68), dans le sens ot :

pour tout élément @ € C® (’]I‘fc\’ X Re x T} X Rc): il existe une suite de telles
combinaisons linéaires (), et un compact K C T} x R, x T x R tels que

1. chaque «,, et & ont leurs supports dans K
2. o, — a uniformément
3. 0;a,, — 0;a uniformément pour tout 4

4. La convergence est encore uniforme en remplacant d; par n'importe quelle
dérivée partielle de n’importe quel ordre .

Le théoréme de convergence dominée permet d’établir (2.52) pour toute fonction
test appartenant a C'2° (']I‘iv x Re x T} X RC).

L’article dit qu’ensuite on peut généraliser la formule (2.52) a toutes les fonctions
a € CpF (’}I‘iv X Re x T} x R() a condition qu’en dehors d’'un voisinage de la
diagonale {(z,£,2,6) € TN xR x TN x R, x € TV, ¢ € R}, le support de « soit
compact.

Notons que le but est de montrer que la formule (2.52) est vraie pour I'application

« (%&%C)Hp(x_y)lﬁ(f—o
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avec p € C*® (TN ;RT ) et v € C®°(R;R"). Sile support de ¢ est inclus dans
un intervalle [—M, M| alors le support de (£,() — ¢ (£ — () est inclus dans le
fermé du plan situé entre les deux droites paralleles d’équations ( = £ — M et
¢ = &£+ M. Cest un voisinage fermé de la droite diagonale d’équation ( = £.

Je vais donc simplement généraliser la formule (2.52) a cette fonction.

Pour ce faire, je vais montrer que chaque terme de (2.52) est fini avec un
tel «, puis appliquer (2.52) aux fonctions h, x a € C° (Tiv X Re x T X RC>,
faire tendre n vers l'infini et utiliser le théoréme de convergence dominée
pour conclure; chaque fonction h, € C° (]Rf2 X Re ;RT) est égale a 1 sur
[—n,n]*, égale & 0 en dehors de [-n — 1,n + 1]°, et comprise entre 0 et 1 sur
[—n —1,n+1)°\ [-n,n]*.

Il est simple de vérifier que

glp(x —y) —glp(x —y) 0
2P\ T — — 00\ — 0
Tt 7)ol — g = | 2T | T

Onp(x —y) —Onp(z —y) 0

Ce qui montre que le deuxieme terme a gauche du signe égal dans (2.52) est I,
pour la fonction

a (2,6,9,0) = plx—y) P (—().

Il est donc fini d’apres la remarque 25.
On peut aussi remarquer que le premier terme a droite de I'inégalité (2.47) est
égal au premier terme a droite de I'égalité (2.52) pour la fonction

Il est donc fini d’apres la remarque 25.

On peut en dire autant pour les termes a droite de I'égalité (2.52) et a droite de
linégalité (2.47) (dans le cas ol considére f; et f,"), ils sont donc finis pour la
fonction

a (2,6y,)—=plx—y)v(E—]).

d’apres la remarque 25.
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Remarquons aussi que

1 t
lo=5 e @=9E [ [ w0
X [1@ (#,6) ~ @ (1,0 I3, Hmdu;s@u%(a () dsdady
1
=5 Jonr@=0E [ [ =0 (196 I
~2(®(1,6), 0 <y, O atirzy + 12 (3,0) \1L2<H,R))du;,s @12, (6.C) dsdady

=5 fopr @B [ [ vie-

X ||Q) (fL’, 5) ||%2(H,]R)dl/;,s ® V;,s (57 C) deIdy

—[orle=nE [ [ vie-

X (@ (2,€), @ (Y, O)) Lot 0 o s ®V§s (€, ¢) dsdzdy

1
: e[ [
+2 )2 ]
X ||q)<y7C) ||L2 (H,R) d zs ® V (5 C) deZL‘dy

I, est bien fini grace a la remarque 25, et de la méme maniere chacun des trois
derniers termes est fini grace a la méthode faite dans la remarque 25, 'hypothese
(2.3), et 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Puis remarquons que

JeE-0du,© = [ o€~ h©)de.

Le€=0d2 Q= [ nQdr, €)=~ [ an() L),

O (€= Q) +0ch(Q) =29 (€= - (£—¢) =0,

que

et que

pour voir que
I, est la somme des troisieme, quatrieme et cinquieme termes de droite de 'éga-
lité (2.52) pour la fonction

Chacun de ces termes est bien fini d’aprés ce qui précéde. Grace aux calculs
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précédents, on peut remarquer que

E (TV)2 (0,4 xR? fl_ (8) (9(04 (IE, 57 Y, C) dmsy (y> S, C) dgdl'
=B [ T (000 (@600 dma (5. 0) ded
=K a(x7£7yu C) dmg (y757C) dyi,’s_ <§> dz.

(TN)? % (0,£] x R2

Comme Em, est une mesure finie,
—o0 < —E [ o (., C) dms (y, 5,C) v (€) dr < 0.
(TN)? x(0,t] x R2 ’

De méme,

-E f2+ (S) 0504 ('T757y7C) dml (.23,8,5) dcdy

(TN)% x (0,¢] xR2

Ft
/(TN)QX(O,t]xRQ fQ (S) aca (33', ’57 Y, C) dm; (1', S, é-) dCdy

=-E a(x, &y, C)dmy (x,s,§) dl/i’: (€) dy.

(TN)2 x (0,¢] xR2

Et comme [Em; est une mesure finie,

—o0 < —E Oz(x,f,y,()dml (‘Tusag)dyj,’: (C)dyso

(TN)? x (0,¢] xR2

Remarque :
Pour utiliser le théoréme de convergence dominée a chaque terme de (2.52), on
vérifie qu’on a lorsque n — +oo pour la convergence simple

1. axh, >«
2. 85 (a X hn) —>8§a
3. 8¢ (ax hn) —>8<O./

car

8§hn = (95 (1],n,67n+6[2 * pm) = (]_]7n76’n+6[2) * 85pm
- (1]*”*577“%[ (C) (6—71—6 - 5n+6) (5)) * Pm

pour un certain € > 0 fixé, m entier suffisamment grand fixé et p,, le terme d’'une
suite régularisante bien choisie (cf Michel Willem [Wil03] page 78).

Et donc 0¢h,, (£, () — 0 en restant majorée uniformément par une constante (ne
dépendant pas de n). Reste a prouver que les termes de (2.52) oli on remplace
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Jecv et O« par « sont finis pour pouvoir appliquer le théoreme de convergence
dominée :

K vy // O (E—=C) f1(s) 1 (5, ) 17y dv; & () dédsdady

_E/ / LU (€= O N (Y, ) Ly s © vy (&, €) dsdady
< leHooE/(TN)2,O(x—y)/0 /R2 Dy 1+C2 dl/;s ®1/§75 (£.) dsdidy < +00

E ( / ' R REZACS dyds> <G,T.

E [ pp@=0) [ [0 €= Fal) 19 6) 7y (€) dcdsdudy
SB[ o0 [ [ €= OlR @) vt © v, (6.0 dsdudy
T
S Il [ o) [ [ Do (14+€) dvl @ 0 (€ ) dsdudy < oo

E ( /0 ' /jr i /R €PuL (de) dxds) <C,T.

E/(TN)QX(OJ]XM fi (8)a(x, & y,¢)dma (y, s, () dédx
—E p(z —y) 1 (€ — ) dma (y,5,¢) dvly (€) dz < 400

(TN)? % (0,t] x R2

car

car

car Ems, est une mesure finie.

E fo (s) ez, &y, ¢) dmy (z, 8, €) dCdy

(TN)% % (0,£] xR2

=E p(x—y) i (€= Q) dmi (z,5,8) dvy S (C) dy < +00

(TN)2x(o,t]xR2
car Em; est une mesure finie.
L’égalité (2.52) est ainsi démontrée pour tout «v : (z,£,y,¢) — p(x —y) ¢ (§ — (),
et on a du méme coup, I'inégalité (2.47) qui est démontrée dans le cas ou on

considére f;" et f, .

Soit maintenant une suite croissante (¢,), C [0,7] telle que ¢,, — ¢t € (0,7) alors

172



le terme de gauche de I'inégalité (2.47) avec f;" et f,” tend vers

E[ Lpl—y) [ =0 f (@) fy () dedCdudy

(TN)?

alors que les termes de droite de l'inégalité (2.47) restent inchangés (on aura
juste remplacé ¢, par t ).
La proposition 24 est donc démontrée.

2.2.20 A propos du théoréme 26 (unicité et réduction)

Soient u; et u; deux solutions de (2.1), de conditions initiales wu; o et usy, le
théoréme affirme que

vt € [0,T), Ell (ur (t) —uz (£))" reny < [l (uro — u20)" 1o
En inversant u; et uy, on obtient
vt € [0,T], El (uz (t) —us ()" lzreeny < | (uz0 — ur0) ™ |ricew)
C’est a dire
vt e [0,T], Efl (ur () —uz (1) [lzrervy < [l (uro = uz0) Lrcem).-
Par addition, on obtient le principe de contraction L' qui s’écrit
Vi€ [0,T], Ellur (t) —u2 () lorevy < lluro — uzollprerw).

Supposons maintenant que pour presque tout x € TV, u; o () < ugy (z), alors
pour presque tout z € TV
(U1,0 - Uz,o)Jr =0
donc
| (w10 — u20)" || pagrvy = 0

donc
E| (u (t) = ug (8))" [|z1¢rny = 0

donc presque stirement et pour presque tout x € TY,
(ur (2, 1) —uz (2,1))" =0,

Cest a dire
Ui (ZE,t) S Uz <I7t) :
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C’est le principe de comparaison annoncé par le théoreme.

2.2.21 A propos de la preuve du théoréme 26 (unicité et
réduction)

Le cas additif considéré est le cas ou ¢ (x,u (x,t)) ne dépend pas de u (z,t), et
dépend donc seulement de = (c’est a dire ni du temps ¢, ni du hasard w).
Ainsi 'hypothese 2.4 s’écrit

1 (2,6) = @ (4, ) 3, cm) = 19 (@,6) = @ (1, [}y < D1 (|2 = yP?)
et on a

1 t
lo=5 e @=9E [ [ w0

X [|[®(z,8) — P (y,() H%Q(H,R)dV;,s & V;s (&, C) dsdxdy

1 ! 2 1 2
<5 p(z—y) E/O /R 1900 D1 (!x —y| ) dv, , @ v, (€,¢) dsdxdy

(]I )
= 2 e’} lt ( N)2 p y Wi y d.)?dy.

Les densités de probabilité ¢ et p peuvent étre par exemple :

_Jetexp (@) si [€—1]<1
IM)_{0 si |€—1]>1

avec
R L
Puis
Ui (€) = 50 (ﬁ) |
Comme ||| < ¢ et < 1,
ol < =

On peut définir Vy € RY,

(y) _ 2NC_1 exXp (|2y|+_1) Si ’y‘ < 1/2
0 i [y] > 1/2
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avec

1
c= 2V exp () dy.
{yeRN: ||y||<1/2} 12y —1

Puis définissons la fonction p sur T de la maniére suivante :

Soit x = (2, 22, ..., T4, ..., xy) € TV,
11
272

N
11
T = (1‘1 + kl,IQ +k2, vy Lj + ki7 .y TN =+ kN) & l— 57 2)

Vie{l,..,N}, 3k, €{0,1} telque z; —k; €

Notons

alors
Vo e TV, p(x)=p(T).

C’est une densité de probabilité sur T car
/TN p(z) de = /{_;é]Nﬁ(j) dF = 1,

Soient maintenant les fonctions définies sur TV par

1 _/z
o) = 00 (3.
on a bien
/TN 1 . ~
fooede= [, oa(Z) o= [ oGz
Remarque :

j’ai 1égerement changé la définition de p. pour ne pas avoir de probleme avec ¢
en dehors de TV. Pour définir p., jaurais pu aussi écrire

1 1]N () 1 (q:)
_— = xr) = — J—

2 ) 2 Y pE €N p 5 )
puis prolonger p. sur RY en la rendant périodique par rapport a chacune de ses
variables, toutes les périodes étant égales a 1.

D’ailleurs, dans l'introduction, il est dit que les solutions sont périodiques, sans
donner la période, ni le type de périodicité. Les lois de conservation modélisent

Ve €
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les phénomenes périodiques. En mathématiques, on « normalise » en écrivant
I’équation avec 1 pour période.

[ovape @ =)o —ylPdedy = [ p. (2)|2dz
(TN) T~

d’ot I'inégalité

Gréace au théoréme de Tonelli

LA R s d = [ [ L @ (do) [ 1ng©)v], (dv)dg
= [ L) (€) L) () de (du) 2, (dv)
= /R/R (u— ’U)+ V;S (du) 1/575 (dv).

Les calculs sont identiques avec f;", f,” ou bien avec f;, f,, d’ot (2.58).
(2.59) a déja été détaillé dans la remarque 25.

£

¢ 1 ¢€1 3
s (@ = [ v (g) dC=1eo [ 50 (g) 4= Teo [0 (w)du

3 ¢ € s
Va5 (€)= [ 15(Q)dC = Leso [ w15 (¢ =Teso [ [0 (w) dudc.

donc

€~ s (6) = o0 [ 1dC+ 1600 [ (— A0 du) @
<

= 1f>o/f (1—/05w<u>du> d¢ = 1£>0/0£ (/0+°°wa<u>du—/0
— 1e0 /0 ‘ /g 0 () dud¢ = /R /R To<cselec,poot () dud
= /Rlu20¢ (U)/Rlogggg/\(&u)dCdU = /Rlu20¢ (u) <§+ A (5U)> du
- /1R+ W (u) (5* A (5u)) du.

<
5

<
)

W (u) du> d¢
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Ainsi,
LA @t F €0 ds = [ s (€= O i (@.,6) FF (v.1,0) dedC
= [ ] =) vl @) v (o) = [ [ s (u =) vk (du) v (do)
= [ ((w=0)" = v (=) vk (du) v ()
= [ (L 2@ (=) A GQ) dc) vk (du) i (o)
est évidemment positive.
Vérifions (de maniére un peu laborieuse) que pour ¢ > 0, on a
(=) A (36) < Jul A (86) + o] A (6)

Premier cas :
. + 91 Iy o e
Siu < v alors (u—wv)" =0 et donc 'inégalité est triviale.

Deuxiéme cas :
Siu > v alors (u—v
bien

)* = u — v. Supposons de plus que « — v < ¢ alors on a
1. u—wv < |ul+ |v]
2. u—v < (0¢) + [v] A (6¢)
3. u—v <Ju|l+ (6C)

Troisiéme cas :

Siu > v alors (u—v
bien

)* = u — v. Supposons de plus que « — v > §¢ alors on a

L 6¢ < ful + ||
2. 0¢ < (6¢) +[v] A (6¢)
3. 0¢ < |u] + (6¢)
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Ainsi
LA @t o8 0.9 dg—/ U (€ = ) f (. 1.6) I (u,1.) dedg
</ / (w0 (ul g 5c>+|v|A<6c>>d¢) ! (du) v (o)
_// ) (Jul A (6¢)) dCulit (du) +// ) (Jo] A (60)) dCr2y (dv)
= [ vk >/<|urA<5< i (dwdc+ [ / (1o] A (80)) v () .

Or par exemple,
[ el A G0 v (du)

est a la fois plus petit ou égal a

/ lulw7 (du)

eta
¢,

donc est plus petit ou égal a
A / lulvys (du),
donc

LA @t F @t de— [ (€= O ff (.1, f (u.,) déd¢

g/R+¢(g (25@(/ v (du) +/|u|u2+ dv))

Comme p, est définie sur T, puis prolongée a4 R" de maniére a la rendre pério-
dique, de période 1 par rapport a chacune de ses variables,

/TNPa(:E—y)dx:/TN_y,og(z)dz:/TNpa(Z)dz:1'

Comme p est paire, il en va de méme de p. et donc

/TNPa(JI—y)dy:/TNpa(y_x)dy:1‘
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Ce qui donne Yw € ),

/(TN)QPS (@ -y) / f (2, 4,8) f5 (y,1,€) déddy
™ Jawy P / s (§ = Q) [ (2, 4,€) f3 (y,1,¢) d€d(dady

(TN)?

gA; <%<A</ /h41+dudx+/‘/WUW dudﬁ)
:/R <25m<//|g|u dfdx+//|€| dgdx)>

< /R+ ¥ (Q) (25( A (01,1 (w) + Ch2 (W)>>dC

De plus,

/(TN)Q pe (r —y) /R fi (2, 1,8 £ (y, t,€) dédxdy

B /11‘N/[Rfl+ (x7t’£) f_2+ (Q?at,ﬁ) dﬁdm

=1k

v oy =2) [ FF (@068 f (,1.6) dédyd

ll
22

—/T]V/Rfl+ (,t,€) i (x,t,€) dédz

=1

w0 (2) [ F @) F @+ 21,€) dedada

ll
22

— [ [ @ J 6 dede
T R

— /TN/ﬁ+ (x,t,€) (/[ ) 1]Np5(z)f2+(:c+z,t,§)dz—f;(@t,g)) déda

272

/w/fl‘”f‘/ w0 () i (@4 2,1,6) dz

1
27

_/ v Pe (2 f2 (x,t,€)dz

ll
22

\ l\)\»—‘

dédz

<[, [ #@re /* e )| (@t 20,6 — J (0.,6)| dzdéda

1
27

M\»—‘

</ L] v Pe (2 /TN/R‘fg (x+2,t,8) — f) (x,t,&)’ffr (x,t,&) dédxdz,
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or supp (p.) C B(0,¢), donc

Jowo P o= 0) [ (@t €) i (0,1,6) dedody

_/qyzv/f1+ z,t,€) f3 (z,t,€) déda
S/Hé]Npe SUp/ /\fz (w4 2,6,8) = i (0.4, | £ (,1,€) dédwdz

|2]<e

/TN/|f2 (x + 2,t,&) — f2 (2,8, )| f{ (x,t, &) dédw

| |<s

= Sup /?I‘N/ |f2 Z7t7£ f2 ([E,t,f)|f1 (x7t7§)d§dx

|z\<6

— sup / /]f2 (= 2,,6) = 14 Leco — Leco + 1 = fif (,1,) |fi" (.4,€) deda

\z|<a

= swp [ [ =g (=20, 4 gy (1, €)

IZ\<E
d'olt (2.62).

L’inégalité triangulaire, ainsi que (2.61) et (2.62) donnent

Jovare@=u) [ s (€= O fi (@0 Ji (,t,0) dgdCdady
(TN) R2

_/N/ff_(xvtag)f; (Qf,t,f)dfdx
T R

<[, v© (26< A (Crt (W) + Cra (w) ))dc
Fsup [ [ =y (o= 2,8.8) 4+ (8,6) deda

|z|<e

Le terme

/R+¢(C) (25<A(011( )+ Cha (w >d¢</ 25§d§:25/01¢(u)udu

tend bien vers O lorsque § — 0.
Grace au théoreme de Fubini et au fait que la mesure de Young v s’annule a
l'infini, X gy (.,t,.)eL? (’JI‘N X R), donc le terme

|\ /11‘1\’/|_Xf+ 27t7§)+xf2+ (%t,f”dﬁd:p —e0 0
z<a
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d’apres le théoréme de continuité en moyenne (cf poly Th. Gallouét [GH]).
Il a été prouvé que presque slirement et pour presque tout x, y :

LA @t f ot ds = [ vs (€= 0 ff @t 5 (44,0 dgdc > 0
ie.
LA @t f @t de > [ 05 (€= O f @8 ff (41,0 dgdc

donc
E /(w pe (o —y) [ 7 (@.0,6) J5 (9,4,€) dédudy
Z ]E/(’]I‘N)2 Pe (:IZ‘ B y) /RQ wé (5 - g) flJr (SL‘,t,f) f; (y,t, C) dEdCdxdy

Soit une suite (6,,¢,), C (R*)* tendant vers (0,0), on a

E [ (@6 ff (y.4.6) s
(Lt [ o 0) Vs (€~ QL7 (0.6 JF (00.0)dedcy
(TN) R

n—-+00

SUnAE [ e, (=) [ s, (€= Qi (26,6 5 (v, .€) dedCdndy

n—-+400o (
<timswpE [ p., (0 =y) [ s, (€ =) fi (2,8.) J5 (4.1,C) dedCdady

n—s+o00 (TN)? "

<lmsupE | . e, ( —y)/Rfl+ (z,1,€) fof (y,t,€) dédxdy

n—-+00

<timsupE [ [ (@.,6) ff (a,1,€) dede

n——+00

=E [ [ @t f (@48 dgdw+o0.

Ce qui prouve que

lim B | 2 Pen (w—y)/ Vs, (€= Q) fi" (2,1,€) £ (y,1,¢) dédCdady
n—-+00 (TN) R2
—E [ [ @0 ff (@16 deda.

181



puis que

Jlim B[ [ (€ O fF 0. FF (000,) dedCaady
- EAN /Rfl—i_ (ZL’,t,f) f2+ ($,t,§> dfdl’

Comme «’ est a croissance au plus polynémiale, on peut utiliser 'inégalité des
accroissements finis car

Vs e R, 3C >0, n € N* :|a/(s)]§C’(1+|s|”) =g (s),

et donc en particulier sur I'intervalle [, ], on a

a(§) —a(Q)]<C(g(&) —9(Q))
CE=CH (@ =¢mh)  sig>(>0
_Jo(e=CH ARt =) siozé>¢
N C(g_g-kn%l(g”“—("“)) si¢ >0>( etsin+1 est impair
C (g —(+ A (E + |C|”+1)) si{ > 0> ( etsin+1 est pair.

Mais dans le casou & > 0 > ( et n + 1 est pair,

Ce=¢r— (e +i)) =0 (e-c+ — (5”“ =0"))
<c (g C+— (€= ™),
donc dans tous les cas, on peut mettre C' (¢ — () en facteur d’'un polynome de

degré n + 1 de 2 variables ¢ et (. Finalement, quitte a augmenter la constante C
et le degré p du polynéme I (¢, (), on a bien

a(€) —a () <CE=) 1+ 1P +1¢P).

- IE’(‘/O]S/(TN)2 R? fl (I,S,é)fz (y787<)
% (€)= a(Q)) s (€ ~ ) dSdC.Tup. (v — y) dudyds )
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donc

A<E([ [ A5 R0
x10.(€) = a (€) 95 (€ — ) (] Vup. (v — ) dodyds)
SE(/O /(’]I‘N)2 szl(xvsag)J%(y?SaC)
% 16 = CIT (€0 s (€ = € dEdC|Vaps (x — y) |dadyds

—E( [ [ [ Res0 [ 1€ -ar(.)

x s (€ = ) d€ vk, (€) S| Vape (w — y) |ddyds)
t 13 , ,
=E( [ [ L k(o)
x 03 (= ) d€ dvd, (€) dC[Vap. (w — y) |dadyds

parce que g
L[ o) aa o= [ d©n@©d

est vraie Vi) € O (R), grace au théoréme de Tonelli et au fait que f; (£) =
vy (&, +00). Puis

<e([ L] f1e-ar(.)

% 05 (€ =€) Fo y5,0) A€ du} (€) [ Vap (w — y) |ddyds )
t 13 too , .
=e([ [ L L e ()
x s (€ = ) dC'dv? () dE v} () 9.p. (& — ) |dodyds
& ([ [ LT €O O (O Wupe o~ ) sty ),

parce que .
/R/g n () dc'av, () = [ h(Q) R (O)dS

est vraie Yo € C°(R), grice au théoréme de Tonelli et au fait que f, () =
1/2(_00, C] .
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6= [ [T =€) v (€~ ¢ dc'ag
-7 1§ =c1c (LI 1Y) s (€ — ¢ ) de'ac
- / [ HENC (L IE P ) L () s (€7) de"aC

Comme le support de ¢ est dans (0 ; 1), on a effectué le changement de variable
£ —-¢C=¢.
£+ " / 1 / 1
5g<5/ max O (14 + PP de
¢’ oa)m( 00,6—¢")

<3 /< C (L4 [ef~" +1¢P) dS < 8 x Oste (1+ € + [¢7)

pour une certaine constante C'ste, la formule (2.63) est ainsi prouvée.

Reprenons la majoration de /, : nous avons donc

LI <B ([ [0 LT €02 02 (€)19.00 (0~ ) o

<oxoster( [ [ [ [ i+ e, ©dk, ©
X |Vape (2 —y) \dﬂfdde)-

OrVvt € [0, T] etVp € [1,+00),

t
: <
E/O </TNxR €1 Vs (dS) dx) dt < Gy,

[I,| <0 x Cste x 3C,t /(TN)2 Vape (z — y) |dzdy.

ainsi

Grace au changement de variable z = = — y et a la périodicité de p., on trouve

|1,] <6 x Cste x 3C, t/ |V.p: (%) |dz

—5><Cste><3C’t/

1 1
—ax Cstex 3Gt [ v, (p(22)) 1% o5 d
x Cste x 3C, B(076)| plze ‘XgN 2

1
:6><Ct><30t7/ Voup (u) |du,
ste Pt B(O,l)‘ p (u) |du

v | Vape (2) |[dz = 6 x Cste x 3Cpt/( | |V.pe (2) |dz
B(0,e

M\)—l
M\»—l

184



d’oti (2.64).
At € [0,T] fixé, et pour tout (z,w) € E;, [t (t,z,{,w) = v, (& +o0) est
décroissante en ¢. Mais comme [+ (¢,z,&,w) € {0,1}, forcément, il existe une

valeur de ¢ (qui dépend de (¢, z,w)) pour laquelle £ — [T (¢, z,&,w) passe de la
valeur 1 a la valeur 0. En notant u* (¢, z,w) cette valeur, on a bien

er (ta T, 57 w) = I/;,r:r,w (57 _'_OO) = ]-u+(t,:13,w)>§
pour presque tout £ € R. Donc
/R <1u+(t,x,w)>£ - 10>£) df = u+ (t7 €, w) :

Comme f* = f est une solution généralisée de (2.1) et que f* est un équilibre,
la proposition 15 permet d’affirmer que u™ est une solution de (2.1).

L’intérét d’avoir un résultat similaire pour f~ servira dans la preuve du corollaire
27 sur la continuité en temps.

Remarque : on a

= [ e =nE [ [ us=0

x (|& = ¢l (ls = ¢l)) dvz  ® vy, (€, C) dsdady

et

Lo(555) 558 k@ =/Rag (v (555) |55 ) #r0rae
- [0 (555 [ n@ae [ 5o (550 e
o5 (558 nie
- [ (559 [ oaes [ e (55°) a0

- —w(f C)fl(f)é |5 (5 C)

Pour avoir une inégalité convenable, on voit donc que '’hypothese (2.4) et la
fonction h sont bien nécessaires.

fi (&) de.
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2.2.22 A propos du théoréme 29

L’hypothese de ce théoréme peut s’écrire
Vo e TV, ®(2,1) = ®(z,—1)=0¢€ Ly (H,R)

ainsi, les fonctions constantes u = 1 et u = —1 sont des solutions de (2.1).

2.2.23 Sur la définition de convergence en probabilité

lim sup |[€"(¢t,¢)| =0 en probabilité,
n—=+00 40,7

se note aussi
sup " (¢, ¢)] B 0
t€[0,T] -
et signifie

Va >0, lim ]P’(Sup |€"(t,¢)|>a>:0.

n=to0 \ ¢e0,7]

2.2.24 Sur I'intégrale stochastique vue comme une
martingale et sa réciproque (paragraphe 2.1.4.2)

Sur la formule (2.72), on peut aussi écrire I'intégrande

s = ([, [o@O@ @, (@) dr) e
= [, [¢@0 @@ & e, (d)dv e R

car _
ne @) = [ [ ¢ @@, (d)dr € L (HR)

et l'intégrale stochastique (2.73) peut s’écrire

Mro = [ [ [ o€ @, d) dedi (5).
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La proposition 31 peut s’écrire de la maniere suivante :

Soit (f") une suite de solutions généralisées approchées de (2.1) avec don-
nées initiales (f7). Soit ¢ € C° (’]I‘N X R), et soit M7 et h], définies par les
deux formules précédentes, alors le processus M, appartient a 'espace des ;-
martingales continues de carré intégrable noté M2 (R), muni de la norme

T
/
0

Pour le troisieme processus (que je noterai aussi N (¢) = Ny (t) — Ny (t)), on peut
aussi I'écrire

car
dt < 4+o0.

L [o@t®@ev,, @) d
T R

2
Lo(H,R)

NO = ([ [, [owaowem, @ war )
- [ [owoewen,., @

2

ds

Lo(H,R)

car

2

/TN /RS” (2,8) ® (2, &) v, s (dE) da

+oo
k

L2(H,R)
2

( /TN /Rso (,8) @ (x,8) v}, , (dE) da;) er

2

+
k

1
e
=

/TN/RSO(%@‘I)(%@ erVly 5.5 (dE) d

+o00
=2
k=1

2

/TN/RSO(%Q g (2, 8) V), (d§) do

Démontrons que c’est une martingale continue :
D’aprés le lemme 2.4.3 du Rockner [PRO7], N (¢) est une martingale locale.
Comme

e (s 14 0)1) = sup (M2 0)F) < 41 (1) < v,

t€[0,T] t€[0,T)
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et que
B ( sup [N (1) r)

T
0

N (t) est une martingale.

2

dt < 400,
Lo(H,R)

AN/E{SO(I,t,f)@(:c,g) v, (d€) da

Le deuxieme processus peut s’écrire

ME@) < W (@) se == [ [ [ 0.6 (@8 e, (de) duds.

Démontrons que c’est une martingale continue.

Il suffit d’utiliser la co-variation quadratique de deux martingales continues de
carrés intégrables (appelée aussi crochet). La plupart des auteurs la notent <
M, (t), M, (t) >, en tout cas quand les martingales sont réelles, mais Da Prato
et Zabczyk la notent < M (t), M, (t) > pour ne pas confondre avec le produit
scalaire Hilbertien. Dans notre cas, ils affirment que

< M7 (t),a>g< W (t),ex >p — <K M7 (t),W(t) > a,ex >n
est une martingale continue Va € R, Vk € N*. Donc en prenant a = 1,
Mg () <W(t),ep>g — <K Mg (t),W(t)>,ep>n

est une martingale continue. Comme

+o00
K MI(t), W (1) >=> < M}(t),B(t) >< ., ep>
k=1
+oo
=D <K< M(t), B (t) > ex
k=1

et que
<K M), W () > e, >g=< MI(t), Bi () >,
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ona

<K M (), Be (t) >
=< [ [ [o 0@ @ e, (@) deai¥ (5), 51 1) >

=<3 [ [ Lot 00, () drds (), 5 () >
S [ L o0 @ ) s (). 50>

t
=< [ [ e g @&, (de) dedbi (s) 5 (1) >
—< [, [ 0@ 00 (2.6 L (d6) i (s), [ 1451
= [ [ o0 (€ . (d6) do x 10 < B (5) B (5) >
0 JTN JR
t
— [ [, [ o6 vL,, () duds
0o JTN JR
On a pu sortir la somme du crochet par continuité du crochet dans I’espace des
martingales continues de carré intégrable. A noter aussi que le crochet de deux

martingales indépendantes vaut O.
On peut donc affirmer que

My (t) < W (1) ek>H—//TN/go r,6) (P (7,8) ex) V), (d€) dxds

est une F;-martingale continue.

La proposition 32 peut se réécrire de la maniére suivante :
soit h : Q x [0,7] — Ly (H,R) processus prévisible tel que

T
E [ 11h(6) I3, 0mmyds < +oc,
et soit X (¢) une F;-martingale réelle de carré intégrable i.e. telle que
vt € [0,7], E(IX (1)) < +oo,

et telle que les processus

X(t)<Wi(t ek>H—/ s) exds

t
— [ 1) Iy

et
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soient aussi des F;-martingales. Alors Vt € [0, T1,

;wwzxm+4%@mwwy

Un intérét de cette proposition est que nous n’avons pas d’information sur la
continuité de X au départ, mais sa représentation sous la forme d’une intégrale
d’It6 permet d’obtenir 'existence d’une version continue de de ce processus X.
Cela implique aussi que

X@<wmm@>H—£h@@@

et ;
(X @) = [ 11(5) I3, mmds

sont des martingales continues.

Remarques sur le mot version :
J'ai presque toujours trouvé la méme définition de deux processus stochastiques
qui sont des versions 1'un de l'autre. En général version est synonyme de modifi-
cation, c’est a dire :
si on a un espace probabilisé muni d’une filtration (Q, F.P, (ft)t€R+), si possible
vérifiant les conditions habituelles, c’est a dire que J contient tous les ensembles
négligeables de F (pour P) et que la filtration est continue a droite dans le sens
ou

Fi = m F. kD

s>t

alors deux processus stochastiques X : [0, +00)xQ — (E,B(E))etY : [0, 4+00) X
Y — (E,B(FE)) sont des versions I'un de l'autre si pour chaque ¢ € [0,+00),
X; =Y, presque stirement.
Cela veut dire que si un processus est adapté a la filtration (F;), g+, alors 'autre
aussi (grace au premier item des conditions habituelles). Notons que pour Marc
Yor et Daniel Revuz [RY13], dire que X et Y sont deux versions 'un de I'autre ne
signifie pas modification I'un de l'autre, mais simplement ayant les mémes lois
fini-dimensionnelles (et donc a priori pas le méme espace probabilisé) .

Pour la preuve, on aurait pu faire tout autrement si la filtration était celle engen-
drée par le processus de Wiener W :

en fait, toute F; -martingale admet une version (ici modification) continue (cf
Revuz-Yor [RY13] p200), donc c’est le cas de la martingale X (¢). Le théoreme
de représentation martingale page 51 de Gawarecki, Mandrekar [GM10] affirme
qu’il existe un unique porcessus L (t) € L?([0,T] x Q, Pr,dt P ; L, (H,R)) tel
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que
t
X () =E(X(0)+ [ L(s)aw (s
0
Dans la mesure ot X (0) = 0, cela donne V¢ € [0, 17,
t
X (1) :/ L(s)dW (s).
0
Le lemme 2.4.3 du Rockner [PRO7] affirme que
t
€[0.7) = [ L) 0z

est 'unique processus croissant, continu, J;-adapté tel que

1o ([ LEd ) ~ [ 1L s

soit une martingale locale. Donc

t t
vt e (0,71, [ 1L () [y mmds = [ 10 ()13,

En utilisant la co-variation quadratique des deux martingales continues de carrés
intégrables (cf DaPrato, Zabczyk p80 [DZ92]), il est clair que

<H@),5(0)>= [ "I (s) exds.
Or
<</ ), By () >= <<Z/ s) exdBi (s) , B (£) >
—Z<</ s)eidBi (s), P (1) >= <</ s) exdBy (s), B () >

=< / s) exdfi (s / LdBy (s) >= /OtL(S) er X 1d < B (8), Br () >

= / s) exds.

On a pu sortir la somme du crochet par continuité du crochet dans I’espace des
martingales continues de carré intégrable. Finalement, V¢ € [0,7], Vk € N*,

/Ot h(s)erds = /t L (s)erds,

0

donc presque sGirement et pour presque tout t € [0,7], h(s) = L(s). Et donc
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vt € (0,17, t
X(t):/o h(s)dW (s)

La troisieme hypothése de la proposition 32 n’est donc pas nécessaire avec cette
filtration, mais si on n’utilise pas le théoreme de représentation martingale alors
cette hypothése aide a la démonstration.

2.2.25 Utilisation de la tension des mesures de Young et du
théoréeme de Skorokhod

Soit f" une solution approchée de (2.1), f™ est en particulier une fonction ci-
nétique associée a une mesure de Young v". L'idée n’est pas de travailler avec
les mesures de Young définies sur Q x TV x [0,7] — P; (R) car Q n’a pas de
topologie, n’est pas séparable, pas complet...mais avec les mesures de Young

v (w) : TV x [0,7] — Py (R)
et avec la variable aléatoire

{Q—)))l

w V" (w)

Quand on parle de loi de la mesure de Young »", c’est donc la mesure de proba-
bilité définie par
P (A) =P ((") " (4)), YA€ N

Y, est muni de la topologie de la convergence faible, c’est a dire rendant continue
les applications v — v (¢) quelle que soit ¢ intégrande de la forme

(2,6,6) € TV x [0,T] x R 14 (z,t) x f(£)

avec f € C,(R)et A€ B (’IFN X [O,TD.

Dans son «a course on Young measure » [Val94], Michel Valadier affirme que
dans notre cas, la topologie est la méme si on remplace ces intégrandes par les
intégrandes de Carathéodory (mesurables en (z,t, &) et continues en &) bornées
ou par les fonctions continues a support compact sur TV x [0, 7] x R. )} est muni
de la tribu borélienne associée a cette topologie. La proposition 2.3.1 p 42 du
livre de Castaing, Raynaud de Fitte et Valadier [CFV04] indique que dans notre
cas, Y! est métrisable. Cela signifie qu’'un sous-ensemble de ) est compact si et
seulement s’il est séquentiellement compact.
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Les propositions qui suivent utilisent la philosophie du théoreme de Skorokhod :
de variables aléatoires qui convergent en loi, on peut créer un espace de pro-
babilité dans lequel des variables aléatoires de méme loi convergent presque
stirement. Pour résumer, on peut passer grace a un nouvel espace de probabilité,
de la convergence en loi a la convergence presque sfire.

Plus précisément, pour notre article, cela permettra d’utiliser la méthode de Be-
noit Perthame pour prouver la convergence du schéma numérique donné par la
méthode des volumes finis (cf, [Per02] preuve du théoreme 6.3.1 page 131),
c’est a dire avoir une suite de solutions approchées (f;, ;) qui converge dans L>
faible-x et une suite de mesures cinétiques de défaut (m ) qui converge faible-
ment.

2.2.26 Sur la preuve de la proposition 33

On a

E ( /O ' /T i /R HZZNG dxdt) <TC,.

Soit R > 0, soit p € [1; +00),
Kry={y € V' (TV x [0,T] xR) : y(|¢]") < R}.
Pour chaque p € [1,+0), la fonction £ — |¢|P est inf-compact, dans le sens ou
VM >0,{¢ € R : |£°P < M} est un sous-ensemble compact de R.

Donc toute suite (y,,) d’éléments de Ky, est tendue (au sens des mesures de
Young). Il existe donc une sous-suite (y,, ) de (y,) qui converge faiblement vers
un élément y € Y'. En notant g7 : R — R la fonction continue égale a £ — |£|P
sur [—-L,L]eta LP sur [L,L]°, ona

ynk (gL) S R7
qui donne en faisant tendre n; — +o0,

y(gr) < R.

En faisant tendre . — +o0, et en utilisant le théoréme de convergence mono-
tone, on obtient

y([€) < R,
donc Kp,, est un sous-ensemble compact de )'.
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(2.81) donne

/{,,%KRP}/ /TN/ lrdvy, , (€) dadtdP < TC,

donc
P({v" ¢ Kryp}) <TG,
donc

P({v" ¢ Kp}) < 107

donc (™) est tendue, donc il existe une sous-suite encore notée (") et une
variable aléatoire v : 2 — ) telle que v" — v en probabilité (cf p 369 «a
course on Young Measure » de M. Valadier [Val94]).

Démontrons que pour chaque w € 2,

by (W) = Y1 = [0, +00]
Vi Sl[lp]|J| fJf’]I‘NfR|§| d wmt(g)d'rdt

est semi-continue inférieurement.
Comme la borne supérieure d’'une famille de fonctions semi-continues inférieu-
rement est semi-continue inférieurement, il suffit de montrer que V.J,

VH//TN/Kdet £) dudt

est semi-continue inférieurement. C’est vrai car on peut écrire cette fonction

Y — [ +OO]
vi— sup ij f']I‘N fR gr (5) dvg, Vit (é) dxdt

L>1,L

et parce que

vevim [ [ ] o€ di,, € dvd

est continue.

v"™ — v en probabilité donc il existe une sous-suite encore notée (v") telle que
v"™ — v presque stirement. Comme 1, est semi-continue inférieurement,

¢, (v) < liminfe, (V"), ps.

n—-+o00
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On prend l'espérance et on utilise le lemme de Fatou pour conclure

Et, (v) < liminf Ey, (v") < C,.

n—+400

Remarque :
Le sup sur J est bien nécessaire nous semble-t-il, car ! est 'ensemble des me-
sures de Young sur TV x [0, 7] x R. On aurait aimé avoir directement

(ti[%%] /]I‘N/ |€’ dea:t( )da:) < C

grace au théoréme de Skorokhod. Mais si on a bien

E ( sup / / 1E1Pdvy e (€) da:) <,
te[0,7] /TN JR
que l'on peut écrire
|rma=<c,
avec

Frved = f(v)= sup /TN/ya ey (€)dz € R,

t€[0,T]

il faudrait f mesurable pour utiliser le théoréme de transfert qui nous donnerait

/Qf(”)dpz/ylf(wdﬁ”u:/ylf(y)dﬁz/ﬂf(ﬁ)dﬁ.

Il n’est pas facile de démontrer que f est mesurable, et je ne suis pas stir qu’elle
le soit.

On peut appliquer le théoréme de Skorokhod car »™ — v en probabilité et parce
que ), est séparable. La convergence simple de 7" (w) — 7 (w) a lieu quel que
soit w, mais, comme on travaille avec des classes de fonction, la convergence
presque stire suffit.

On peut appliquer le corollaire 11 sur la compacité des fonctions cinétiques car
1. (T x [0,7], dxdt) est fini
2. L* (’]FN X [O,T]) est séparable

3. .fn (w) (ZE, tvé) =" (w)(m,t) (57 +OO> :
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2.2.27 Sur la preuve de la proposition 34

Si on prouve la proposition pour les mesures
BeB(TY x [0,T) x R) = m" (B) + [ h(x,1,€) drded
B

alors la proposition sera vraie pour les mesures m”. En effet, Soit (z,¢,£)
h(x,t, &) continue, strictement positive telle que

0< / h(z,t, ) dedtde < 400,
TN x[0,7]xR

alors forcément
E h(x,t, ) dedtdé < +o0.

TN x[0,T]xR

De plus, comme

]-TI'NX[O,T}XB}C% (33', t, 5) h (xa t, f) ~—7R—+00 0

et que
1'JTN><[0,T]><B}C3 (x7t7£) h (l’,t,f) < h(l’,t,f) )

le théoréme de convergence dominée peut étre utilisé, ainsi

lim E h(z,t,€) dedtdé = 0.

R—+too  JTN x[0,T]x B,

Je peux parler indifféremment de w — (B — [z h (z,t,&) dzdtdf),

de @ — (B~ [gh(x,t,§)dxdtde) qui sont mesurables (ce sont des fonc-

tions constantes) et de loi dp , [, h(e.t.£)dadtde> et écrire simplement B
B 17y

[gh(x,t, &) dedtd, ou méme h(x,t, &) dedtde.

Si m"™ a la méme loi que m™ + h (z,t,£) dedtdS alors m™ — h(x,t,€) dedtd€ a la
méme loi que m™. Si m™ — m p.s. (dans M, (TN x [0,T] x B;’%)) alors

m"—h (x,t,€) drdtdg — m—h (x,t,€) dudtd¢ p.s. (dans M, (TV x [0,T] x B)) .

On peut prendre par exemple

5= h(z,t,€) dadtds > 0

TN x[0,T]xR
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dans la formule

HmnHMb(TNx[o,T]xR) =m" (TN x [0,T] x R) > 4§ > 0.

Soit K4 le sous-ensemble de P! ('IFN x [0,T] x R) muni de la topologie faible,
tel que ses éléments y vérifient

- 0 (TN x [0,T] x qu)

< A,
R>1 n(R) N

ou
n(R) = sup Em™ (T x [0, 7] x Bf,).

neN
Chaque p € K 4 vérifie
p (TY x [0, 7] x Bg,)
n(R)

VR > 1, < A,

donc
VR>1, u(TV x [0,T] x By) < An(R),

et comme 7 (R) — g+ 0, daprés ’hypothese (2.84), on obtient la tension du
sous-ensemble K 4. Donc d’apres le théoreme de Prokhorov, K4 est une partie
compacte de P! (’]I‘N x [0,T] x R) muni de sa topologie faible.

Par I'inégalité de Markov, on a

pr (T x [0, 7] x Bg)
P(u" ¢ Ky) =P > A
(" & Ka) (Zﬁ? sup, ey Em” (TN x [0, T x Bf,)

SlE( u”(TNx[O,T]xB@ )

A ?;}Ei sup, ey Emn (TN x [0, T x B%)

| < m" (TY x [0,T] x Bf) 1 )

)
AT\ B Sup, oy Eme (TN x [0,7] x B%) « m» (TN x [0, 7] x R)

. 1 1IE( m"(TNx[O,T]xBI%L) )

A7 5 Bk sup, oy Emn (TN x [0,1] x BS)

1 1 m" (’]I‘N x [0, 7] x B}%{k)
=—x<-E[ lim
A0 \k=Fgup, g Emn (TN x [0, T] x B]%%)

pour une certaine suite (1), bien choisie. Puis par le lemme de Fatou, on
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obtient

u (TN % [0, 7] x By)
P | sup > A
R>1 Sup,,cy Em™ (TN x [0,T] x B%)
1 1 m™ (TV x [0,T] x B 1 1
< — X = liminfE ( 0,7] Rk) < — X —.
A0 koo sup,,ey Emn (']I'N x [0,T] x Bf%k) Ao

On peut donc prendre C' = ;.
De méme, par I'inégalité de Markov, on a

("l > 4) < B (I ]) = B (" (T x [0,7] x ®)) <

| Q

d’apres (2.83).
(X™) est tendue car

P (X" € (Kax [0, A4]))
=P (X" € K x [0,400) UP" (T x [0, 7] x R) x [0, A])
<P(X" € K5 x [0,400)) + P (X" € P' (T x [0, 7] x R) x [0, A])

=B (e ¢ Ka) + () > 4) < ¢ (5+C).

Comme TV x [0,7] x R est métrique, séparable et complet, la topologie de la
convergence faible sur P! (TN x [0,T] x R) est équivalente a la topologie in-
duite par la métrique de Prokhorov (cf Billingsley [Bil13] théoréme 6.8), ainsi

6 {731 (TN x [0, T XR) « R — MP (TN % [0, 7] xR)

(m, ) — a.m
est bilinéaire symétrique continue car
leem]l = laf [[ml],

donc mesurable.
Cela justifie le calcul suivant qui prouve que m™ et " ont méme loi :

vA € B(M" (TN x [0,T] x R)),

Pin (A) =P (a"i" € A) =P (¢ (X") € A) = P(X" € 7' (4))
=P (671 (4)) = Bxn (671 (A)) =P (6 (X") € A) = Ppn ().
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Autre point a vérifier : . .
X" — X P-ps, implique ¢ (1", &™) — ¢ (i1, &) P-ps, implique m" — m P-ps.

2.2.28 Sur la tension dans les espaces de Skorokhod (cf
paragraphe 2.1.4.3 et [Bil13])

L’espace D [0, T] des fonctions numériques continues a droite, limitées a gauche
est un espace dont les fonctions ont des points de discontinuité au plus dénom-
brables. Ces fonctions sont bornées. Elles sont boréliennes car limites uniformes
de fonctions en escalier.

Si on munit cet espace de la topologie de Skorokhod, il en devient métrique,
séparable et complet.

Si on restreint D [0,7] a C'[0,T] alors la topologie de Skorokhod et la topologie
de la convergence uniforme coincident.

Une caractérisation intéressante de la tension d’'une suite de probabilités de
C'[0,T] est la suivante :

Une suite (P") de probabilités de C' [0, T] est tendue si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiees

Vn >0, Ja,ng telsque n > ng = P" (x € C[0,T] : |z (0)| >a) <n

et

Ve,n >0, 30 €]0, 1] et ng tels que n > ny

= P" (JZGC[O,T] : osup |z (s) —x(t)] 25) <n
s,t:|s—t|<d
ie.
lim lim sup P" (x e C0,T] : sup J|z(s)—a(t)|> 8) = 0.

=0 n—too s,t:|s—t|<§

Cette caractérisation est a rapprocher du théoréme d’Arzela-Ascoli (avec [0, 7]
compact, connexe) :

A est une partie relativement compacte de C'[0, 7] si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiees

AM >0 : sup|z(0)| <M

z€EA
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et

limsup sup |z (s)—=z(t)]|=0.
020 2 A s.t:|s—t|<d

Dans D [0,71], on a cette caractérisation de la tension des mesures de probabili-
tés :

Une suite (P") de probabilités de D [0, T est tendue si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiees

lim limsupP" (z € D[0,T] : ||z]|oc > a) =0

a—+00 n 160

et

Ve > 0, [lsim lim sup P" (x € D0, 7] :infmax sup |z (s)—x(t)|> 5) = 0.
—

n—s+oo 6t s te[tion,t)

Cette caractérisation est a rapprocher du théoreme suivant (généralisant celui
d’Ascoli) :
A est une partie relativement compacte de D [0, T si et seulement si
AM >0 : sup||zfjec <M
€A

et

limsupinfmax sup |z (s)—z(t)|=0,
0=0zeA ™ 1 stet_qt)

ou 75 est 'ensemble des subdivisions de [0, 7] s’écrivant 0 =ty < t; < ... < t; <
<ty = T vérifiant |t2 — ti_1| > 9.

Quand on parlera d’'un processus stochastique tendu, que ce soit
X :Q—C[0,T] ouY :Q— DI[0,T]
cela voudra dire que la loi de ce processus est tendue.
Détaillons le contre-exemple indiquant que la convergence faible de p" =
(m", O p) vers une mesure p sur [0, 7] 'implique pas la convergence de A7, (t) =

(m™, O¢p) [0,t] vers A (t) = 1 [0,¢] dans D [0, T7.

u" = (m™, O¢p) est la mesure signée sur les boréliens de [0, 7'| définie par
A€ BJ0,T] Oep (,€) dm” (1, 5,€)

Trx AxR

Dire qu’elle converge faiblement vers u signifie que

Vo € Cl0,T], 1" (@) —nsioo i1 (D).
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La convergence faible entraine u" [0, ¢] —,— 400 ¢ [0,t] @ condition que p{t} = 0;
les points ¢ € [0, T tels que u{t} # 0 sont au plus dénombrables.

Montrons que {t — u"[0,t]} € D[0,T].

Prenons une suite décroissante (¢;) telle que ¢, — t alors [0, ¢;] — [0,¢] et donc
1" [0,t;] — p [0, t]. Chaque t — p™ [0, t] est donc continue a droite.

Prenons une suite croissante (t;) telle que ¢, — ¢ alors [0,t;] — [0,¢] et donc
w10, tg] — w"[0,¢[. Chaque t — p™ [0, ¢] est donc limitée a gauche.

Une suite (x,,) converge vers « dans D [0, 7] si eu seulement s’il existe une suite
(\.) de fonctions strictement croissantes, bijectives, continues \,, : [0,7] — [0, T
telles que

A (£) — t]|oo — O €t ||z, 0 Ay (1) — 2 (2) ||oo — O.

Dans I'exemple proposé,
2sit>t, — s,

P[0t =<¢1sit, —s, >t >t,—o,
Osit,—o >t

0.4 2sit >t, _
pISH= Osit<t,

et

on voit bien, peu importe la suite ()\,) choisie, qu'on pourra toujours trouver un
t tel que

110, A ()] = [0, 2] | = 1,
c’est a dire que
11" [0, An ()] = 1[0, 1] [Joo > 1.

La convergence (uniforme) dans C'[0, 7] entraine la convergence dans D [0, T].
Ainsi 'hypothese

lim sup [¢"(¢,¢)| = 0 en probabilité
=400 4elo,T]

c’est a dire
1_1)5{1 e" (t,) = 0 dans C'[0,7] en probabilité

entraine
lim " (t,¢) = 0dans D[0,7] en probabilité

n—-+oo

car les t — & (t, ) sont presque stirement continues. Donc

lim " (t,¢) =0dans D[0,7] en loi

n—-+00
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donc la suite des processus t — " (¢, ¢) est tendue dans D [0, 7.

2.2.29 Sur la preuve de la proposition 35
Remarquons tout d’abord que presque stirement,

to [ (). a(€) Vaphds €C0.TY,
v s [ L [ G ) 8o (2.6 v (d6) duds € C 1071,

et enfin .
ts /0 /T i /R 0 (2,6) @ (2, €) Voa.s (dE) dzdW (s) € M2 (R) © C[0,T].

Montrons ensuite la tension de

Q— C0,T]
w = (= (f7(0), )

Cette fonction est constante (déterministe) et a pour loi

Ot (f7(0).¢))-

A= {({t— (f"(0),¢)) :n e N} est relativement compact dans C [0, 7] (théo-
réme d’Ascoli) car

sup [[(¢ = (f* (0), o))l < [, (@, €)ldwdg < +oo,
et
limsup —sup  [{f*(0),¢) = {f*(0),¢)[ =0
U sts—t|<s
donc

3t (s o)) (A°) = 0.
Quand on aura prouvé la borne uniforme de

E(| DS ey BIM loaors BILS loaom,

et donc de
E[[ D lloos El Moo, EIL2 oo,
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on pourra par exemple écrire (pour une certaine constante M > 0),

M > E| D2 = |

Z|| oo dPpn
[ Il

- |l ooy + [

= 2| odPpr,
{x :|o(0)|2a} {z :[z(0)] <a}

d’ou
M > aPpy ({z : |z (0)] > a}),

donc la condition (rappelée plus haut) (i) du théoreme 7.3. de Billingsley [Bil13]
page 82 sera vérifiée.
Une fois les trois inégalités de la démonstration de la proposition 35 démontrées,
qui s’écrivent

E|D} (t) — D (s) |” < M|t — s|'"* aveca, 8 > 0,
un théoréme de Kolmogorov (cf Gallardo p9 [Gal08]) affirme qu’il existe une

version D7 de D7, a trajectoires holdériennes d’exposant v = 3 (donc continues),
c’est a dire que

VweQ, 3K, >0 : Vst €[0,7T], |DL(s)— DL(t)| < Kols —t].

Or comme dans nos trois cas, Dy est a trajectoires continues, D7 et D7 sont
indiscernables, c’est a dire

D7 (w) = D} (w) dans C[0,7] ps.

Ainsi

sup |D7 (s) — D (t)| < K, sup |s —t]" = K0
|s—t|<6 |s—t|<d

Mais comme

1D (s) — D (1) |
s —

D} ewjor) = BIDG + Esup — E|| D!l + EK., < M,
s#t

on a ~ ~
E sup |DI(s) — DL ()| < M&,

ls—t|<6
donc
5><P< sup ][)Z(s)—[)g(t)\ >€> < Mo7,

|s—t]<6
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autrement dit

e X Ppn (;EEC’[O,T] : sup \x(s)—az(t)]>5> < M.

|s—t|<6

Donc la condition (rappelée plus haut) (ii) du théoreme 7.3. de Billingsley
[Bil13] page 82 est vérifiée, et la suite de processus (Dg) est tendue.

Remarque :
z € C0,T] = supj;_y<s |7 (s)— (t) | € R est continue (a ¢ fixé) donc mesurable.

Il reste a détailler les affirmations de la démonstration de la proposition 35 :

2

(7 (). (€) Vaphis
/:w /wva |a (&) Vo (x,€) |drdeds
/:W /wva Ve (2, €) |dedéds ;
=t~ o)’ (/qm' (€) V2 (0,€) )

E|Dj (t) — Dj (o) |* =

2

<E

E|I7 (t) = I (o E‘Q//TN/GQ (2,€) Dep (2,) Vs (d€) dards|

< STDG (1+C) |9l (t = 0)*.

N[ —

Grace au théoréme de continuité de Kolmogorov déja utilisé, on a par exemple
VweQ, K, >0 : Vst €[0,T], [DL(s) — DL (t)| < Kols —t[”
avec Dg et D) indiscernables et v < 5. Autrement dit, presque slirement,
K, >0 @ Vs, t€[0,7], |Dj(s) — D (t)| < Kuls —t]7.

Mais comme les trajectoire de D} sont « w-uniformément continues » car

(7 ()09 Tuphas
<ft—ol [, 1a(&) Vap (w8 lduds,

1D () = Dg (o) | =

le K, = K du Gallardo [Gal08] page 9 ne dépend pas de w (regarder sa démons-
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tration pour s’en convaincre). Ainsi

1D (s) — D (1) |

su £ <K
e Js—i
donc 5 5
n(s)— D" (t
Esup| 5 (s) “"()|§K.
st s =t

En prenant s = 0 dans
|Dg (s) — D (1) | < Kols —t]7,

on obtient aussi

Dy (1) | < KT
donc

E(| D}l < KTV
et donc

EHDZHC'V[O,T} < K+ KT".

On procede de méme avec [j.

L’'inégalité de Burkholder, Davis, Gundy appliquée a la martingale continue (de
carré intégrable)

velo T M= [ [ [ 0.6 @ (0. s (d6) dud¥ (5
s’écrit »
cepcE ([M]ZQ)) <E ( sup ‘MT‘> < CgpcE ([M]tg)

o<r<t
pour certaines constantes cgpg, Cppe > 0 dépendant de p € (0 ; +00).
Or M étant une martingale continue,

2

ds

t
M], =< M, > = /
o L2(H,R)

/TN/R%O(%O P (2,8) Vs (d) dz
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et

2

/’H‘N /RQO (2,8) @ (2,8) Va5 (d§) do

L2(H,R)

</TN /R o (2,8) @ (2,§) Voa,s (dE) dwek)2

(/]I‘N/ e (v (,€) eplip.s (dE) d$)2

- kz: </TN/R@(Q;,5) G (2,8) Vg s (dE) dw)2,

+
3

% I

>
Il
—

donc

af = (3 [ ([, o0 0v., @) ds)g

En réalité dans l'article, ce n’est que la deuxieme inégalité qui est utilisée. La
premiere inégalité (écrite dans l'article, précédant C'zp) est une simple consé-
quence de

|Mt| S sup |Mr|

o<r<t

Ensuite, par I'inégalité de Jensen

g/j </1rN ‘/R<P($af) Gk (2,8) Vi s (dE) dx)zds
Sg// / (2,) g1 (2,€))" Vi (dS) daxdls

< llelleDo (1 + Co) [t — o,

d’ot1 (2.90) qu’on utilise avec un p > 2 pour que le théoréme de continuité de Kol-
mogorov s’applique et prouver que les trajectoires de M sont v -Holdériennes
avec

p 2 p
Tout le reste marche comme pour D7 car dans le théoreme de continuité de
Kolmogorov on a aussi le résultat suivant :

E|K,|° < +oo.

Comme ici 5 = p > 2, on a aussi F|K,| < +oo, dou le résultat demandé.
Si javais utilisé ce résultat avant, jaurais moins souffert pour trouver les bornes
de E|| D lcvor et E| ;| cvior-
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2.2.30 Sur I’énoncé du théoréme 36, convergence des
solutions généralisées approchées

Soit (f™) une suite de solutions approchées de (2.1) dont chaque terme a pour
condition initiale fi'. Il est a noter dans les hypotheses du théoreme 36, les condi-
tions initiales sont des conditions initiales approchées du probléeme (2.1). C’est
naturel dans le sens ol on cherche aussi a connaitre la stabilité de la solution gé-
néralisée face a des perturbations de la condition initiale. Ces conditions initiales
approchées doivent converger vers la condition initiale de (2.1) en ce sens :

lim f'=fo L™ (TN X ]R) faible-x,

n—-+4o0o

ce qui signifie que la suite de fonctions cinétiques (f7) sur TV x R converge vers
la fonction cinétique f; sur TV x R : Vg € L! (TN X R),

Lo 8 @8 9(@. 8 duds s [ fo(@,6) g (w,) dude.

La suite de solutions généralisées approchées doit vérifier (2.79), (2.83) et (2.84),
c’est a dire

1. Vp € [1;4+00), 3C, > 0 indépendante de n telle que v" = —0, f" vérifie

(Sup / /|§‘pdw:pt >§CP
te[o,7] /TN

2. E (m” (’]I‘N x [0,T] x R)) < M pour une certaine constante ) > 0 indé-
pendante de n,

3. limp 1o E (m” (’]I‘N x [0, T] x] — R; R[C)) = 0 uniformément en n.

Remarques :
Le théoreme 36 va permettre en fait de changer de base stochastique, c’est a dire
de passer de la base stochastique

(Qa F, P, (}—t)te[o,T] J <6k)keN*)

a la base stochastique

'ﬁz

(Qﬁ

(j}t>te[0,T] ’ (Bk)keN*> '

En général, les bases stochastiques s’écrivent seulement (Q,f P (F)iepo T}), le
fait de rajouter (3;), .. signifie que les mouvements browniens (3, sont adaptés
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a la filtration F; et que les variables aléatoires [y (t) — 5k (s) sont indépendantes
de F, quels que soient ">t > s > 0.
On aurait pu, de maniére équivalente parler de la base stochastique

(% F. P, (o W) -

Dans ce cas, cela signifie que le processus de Wiener cylindrique W est adapté a
la filtration (F;),c(o 1) €t que les vecteurs aléatoires IV (¢) — W (s) sont indépen-
dants de F; quels que soient 7' >t > s > 0.

En quelque sorte, le théoréme 36 permet de changer de base stochastique et de
processus de Wiener adapté a cette base. On peut dire aussi que le théoreme
36 permet de changer de processus de Wiener (la filtration liée au processus de
Wiener étant sous-jacente).

A noter qu’une filtration (%), est toujours (dans notre article) continue a
droite i.e.
ﬂfs:Ft ‘v’tE [O,T)

s>t

et que JF, contient tous les éléments A € F tels que P (A) = 0.

Grace au théoreme de Skorokhod, la nouvelle suite de solutions approchées ( f ")

pourra converger presque siirement vers une solution généralisée f
(dans L (TN x [0,T] x ]R) -faiblex).

f mest pas une martingale, les proposition 31 et 32 concernant les martingales
seront utilisées pour prouver le théoreme 36 d’ou le mot « martingale » dans le
nom de f.

2.2.31 Sur la preuve du théoréme 36
2.2.31.1 Surle § 2.1.4.5

Nous rappelons que le processus de Wiener cylindrique de covariance /dy,

W () =:ffﬁk () er
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n’est pas un processus de Wiener sur H, mais sur il (espace de Hilbert séparable
quelconque) grace a I'injection (linéaire) de Hilbert-Schmidt

j - H—= U

c’est en fait le processus de Wiener sur 4l,

W0 =3 60 (o)

de covariance j o j* (ou j* est 'adjoint de 'opérateur j).

Cd (TN X ]R) muni de la norme

max {[| D" ¢]l, m € {0,1,...,d}"*'}

est séparable (cf étapes 1 et 2 de la démo de Droniou p72 dans son cours « inté-
gration et espaces de Sobolev a valeurs vectorielles »[Dro01]), mais pas complet.

R> est le produit dénombrable [] R;, cet espace est métrisable, séparable et
pjel’

complet. Il peut étre vu comme I'ensemble des suites numériques indexées par

I'. Sa topologie est la moins fine rendant les projections sur R; continues. Elle

admet pour base d’ouverts

n
{H Ui, X H Rj;n € N*, 4,49, ...,4, € I', U, ouverts de Rik}
k=1

JeL,j¢{i1 iz, . in}

C’est la topologie de la convergence simple dans le sens ou une suite (g,),,cy

d’éléments de [[ R; converge vers g € [] R, si et seulement si chaque suite
Z (Z

de coordonnées (g7, ), . converge vers ¢’ quel que soit j € I".

R étant polonais, il en est de méme pour C' ([0,7],R>) et pour D ([0,7],R>)

(cf Kotelenez pages 360-361 [Kot07] ou Métivier p 26-27 [Mét88]). Comme un

produit d’espaces polonais I'est aussi, c’est valable pour

£=c([0,7],R®) x C([0,T],R®) x D ([0,T] ,R*).

Rappelons que

Jg (1) = (f"(t) ) + B (1) = (/" (0) . )
a été défini en (2.87) et que la suite de processus dont les trajectoires sont ¢
J7 (t) est tendue dans C' [0, T] grace a la proposition 35.
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J’ai déja montré précédemment que

lim " (t,¢) = 0dans C'[0,7] en probabilité

n—-+0o
entraine
lim " (t,¢) =0dans C'[0,7] en loi

n—-+o0o

donc la suite des processus t — " (t, ¢) est tendue dans C [0, 7.

{J;}j (t)} = (J;}j (t))jEF est une suite indexée par j d’éléments de C'[0,7], on
pourrait donc I'écrire

{70} =(7z). e C(0. TR = C([0,T],R™).

Pj je

J'ai écrit j € I', mais je peux de maniere équivalente écrire j € N, c’est ce que je
vais faire pour ce qui suit. De méme,

@y = (M )= ([ L [0 @@ 0. v () deai (5))

jeN
est une suite indexée par j d’éléments de C' [0, 7], on pourrait donc 'écrire
n n N oo
My = (M), € CO.THR)Y = C(0,T],R®)
Et enfin,

{e" ()} = (e" (¢, ‘Pj))jeN - (EZJ' <t>>jeN

est une suite indexée par j d’éléments de C'[0, T, on pourrait donc I'écrire
"} = (<) € CUOTIR)Y = € ([0, T), R™).

V" est la mesure de Young associée a la fonction cinétique f™ donc v" (w) appar-
tient & Y = Y' (TV x [0, 7] x R).

n

Im"|| = m" (TV x [0,T] x R) € RY et p" = e P! (TN x [0,T] x R).

[l

Comme ;" = %, on a bien ||m"|| = m" (’]TN x [0,T] x R) € Rf.

Remarques :
On préféere R™ a R parce qu’il est complet et donc polonais.
On abien W € &y = C([0,T] ;) ps

Comme la suite (indexée sur n) de processus dont les trajectoires sont t

210



J7 (t) est tendue dans C [0, T, par définition de la tension, il existe un compact

KJ-]C C'[0,T] tel que
: n €
}Lrelgp(tf% € Kj) >1-— o

D’apres le théoréme de Tykhonov, K = [] K; est un compact de [] (C'[0,71) i
jeN jeN
muni de la topologie produit, c’est a dire de C ([0, 7], R>).

P({sp}er)=P(J €K, VjeN):]P’(ﬂ J;;jeKj)
JEN
:1—IP’(U Jgj¢Kj) > 1= P(Jy ¢ K)=1-) —=1-2

JEN JEN JEN

car
€ €

“P(J5 ¢ K;) = 1P (T € K) 2 11— =

donc
P({Jn} € K) <2
Pour {M"} et {€"}, c’est la méme démonstration.

Xw = C([0,7] ;4) muni de la norme uniforme est séparable et complet (car 4
est séparable et complet). Si on consideére le processus de Wiener

W:Q—C(0,7] ;1)
alors la loi de W est tendue dans C' ([0, 77 ;). En effet,
Pw (z € C[0,T] : |z (0) ]y >a) =PweQ :|[W,(0) ]y >a)=P(2)=0

et

IP’W<:E€C[O,T]: sup |x(s)—x(t)|2€)

s,t:|s—t|<é

:]P’<w€Q : sup \Ww(s)—Ww(zﬁst) —5-0 0

s,ti|s—t|<é
prouvent notre affirmation.

Le produit d’espaces polonais est polonais, donc X est polonais
(P! (TN x [0, 7] x R) muni de la distance de Prokhorod est polonais).

Remarque : si on avait pu démontrer que la suite des processus t — (f" (t), @)
était tendue dans D [0, 7], on aurait eu les items 7 et 8 plus facilement.
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La variable aléatoire constante w € {2 — f}, € R* a pour loi J;» , de méme la
variable aléatoire constante w € Q > f;, € R a pour loi iy, . La convergence
en loi de la suite de variables aléatoires (w € Q — fIr € R®) versw € Q —

fin € R* équivaut a la convergence de (5 m (g)) vers &y, (g) quel que soit g €
Cy (R, R), cest a dire de (g (fr)), vers g (fin). Mais comme (f}},), converge vers
fin dans R*°, la continuité séquentielle de ¢ nous donne la convergence en loi
souhaitée.

C’est la raison pour laquelle

{Fn} = {fin} = (o)) o € B

2.2.31.2 Surle § 2.1.4.5

Comme
lim " (t,¢) =0dans C'[0,7] en loi,

n—-+0o00

et que la loi de la variable aléatoire w — (¢ — 0) est la masse de Dirac d;,,), c’est
aussi la loi de {£}, on peut donc dire que la variable aléatoire {¢} est la variable
aléatoire qui a tout w € (2 associe la fonction nulle de C'[0, T7].

Les items 1 et 2 du théoréme 36 viennent du théoréme de Skorokhod qui vient
d’étre appliqué a la fin du paragraphe précédent, mais la tension de la suite (v")
a été prouvée dans la démonstration de la proposition 33

L’item 6 vient du corollaire 11

Le fait que v vérifie (2.80) vient aussi de la proposition 33.

Les items 4 et 5 du théoreme 36 viennent du théoreme de Skorokhod qui vient
d’étre appliqué a la fin du paragraphe précédent, mais la tension des suites (u")
et (||m"|) a été prouvée dans la démonstration de la proposition 34

A noter, qu’on obtient les items 4 et 5 du théo 36 de la maniere suivante :

(u™, ||lm™||) ala méme loi que (", &™), (@™, &"), converge P-ps vers (fi, &), (a une
sous-suite pres)

donc m" = /]” X a"a méme loi que m" = pu" x ||m"|| et (m™), converge P-ps vers
m = ji X & (a une sous-suite pres).

Sur la preuve du lemme 37
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A noter que la i¢ projection
+oo
(gj)jeN S H C ([O7T] 7]Rj) = g; € C ([07 T] 7Rz)
=1
est continue, ainsi que 'application linéaire

g€ C(0,T],R) |—>/0Tg(t)9(t)dt.

Cela rend la fonction F' continue. Une fois qu'on a F'(Z") = 0, P-ps, on a bien
stir F (Z") — 0, P-ps. On a ainsi (2.96) grace au fait que les parties droite et
gauche de I'égalité sont cadlag.

Comme P-ps, F (Z”) — F (Z) et que F (Z") = 0, on a bien F' (Z) = 0 et on
obtient (2.97).

Sur la preuve de la proposition 38

Soit (¢,),cy C [0, 7] une suite de rationnels qui tend en croissant vers 7'. L'inéga-
lité

|}]| | L |16 (d) dudt < C, (@)

est vraie V& € QF. Elle est vraie en particulier V.J, = [0, ¢,]). En faisant tendre
n — +o00, et en utilisant le théoreme de convergence monotone, on obtient

p ~(~ €T (]!Z (]! (]Zt < TC (D .
/[O,T]/qu/IR{’£| = ’t( ) . p( )
Le théoréeme de Fubini montre que

te [ [Nl (dg) da

est mesurable, et intégrable sur [0, 7.
Soit [a,b] C [0,T], il existe deux suites de rationnels (a,) et (b,), la premiere

décroissante et convergeant vers a, la deuxiéme croissante et convergeant vers
b. Le théoréme de convergence monotone appliqué a

/[a b } A‘N /R |€|pﬁd),x,t (dg) dl’dt
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montre que

/[&b] /1rN /R &P g s (d€) dzdt < (b—a)C, (@) ;

t. et la suite (¢;) sont choisis de telle sorte que J; = [t.,t. + &) C [0,T].
Vérifions que les 7V (&) sont des mesures de Young sur TV x R.
Comme 7 (©) est une mesure de Young sur TV x [0,7] x R, on a

1

m TN x J ﬁx,t (R) dxdt = 1.
l
Soit maintenant B € B (R); comme

1

0< —
— || Jrv s,

ﬁl‘,t (B) d:L‘dt S 17

le théoreme de Fubini montre que

1
— — [ U, (B)dt
|Jl| 7 5t ( )
est B (']I‘N )-mesurable. Comme 7, (R) = 1, il va de méme (W: e TV ) pour

1

— | Uy (R)dt =1.
’Jl’ 7 ,t ( )
Ainsi dz.7") ou tout simplement 7") est une mesure de Young sur TV x R.

On a

/TNX]RW (.5 (d¢)) / /|5\Py (d€) da:—/ 7O (|€]7) da
i paa ) deds = i i ] L L1 @ dedt < 6, @),

e [

donc on peut appliquer le théoreme 10 : il existe une sous-suite (7, ),, et une
mesure de Young 7* sur TV x R telles que 7;,, — * dans Y* (’]I‘N X R),

et son corollaire : la suite ( flm) converge dans L (’]I‘N X ]R) faible-x vers la
fonction cinétique f* : (x,£) — 7 (€; +00).

A ¢ et @ fixés, F, :[0,T] — R est cadlag donc si on se donne ¢ > 0,

Fo(t)di — Fy (L)) <

1
F t)|dt <e
]M ! oy RLACE AT
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dés que [ est suffisamment grand. De plus, on a bien

1

1 _
o, Fe e =W[]l<f(t),w>dt

B \Jll|/Jl ANXRf(MaS)sO(x,g) dededt = (fO, ),

ce qui donne 3
<f(l)) §0> _>l—>+oo Fgo (t*> )

et enfin, par identification des limites

Comme cest vrai Vo € T, et que I est dense dans C? (’]I‘N X R), la connaissance
de (f*, ;) Vj € N donne la connaissance de (f*, ) Vip € C? (’]I‘N X R) ce qui

détermine de maniére unique f*. f* est unique signifie qu’elle est la seule valeur
d’adhérence de la suite ( f(l))l. Donc ce n’est pas que la sous-suite (fzm> qui
m

converge vers f*, mais la suite toute entiére. Grace I'égalité
7 () = (f*,0cp), Voo € C4 (TN x R) ,

v* est aussi déterminée de maniére unique, et est la seule valeur d’adhérence de
la suite (D(l)>l, c’est donc la limite de cette suite.
La formule (2.102) est la réécriture de ce fait (en prenante =¢; ett =1t,) :

7 (6) = ;5 (9) = 7" (¢), Yo € Gy (TV x R).
L’égalité
(FF (), 0e0) = 7 (9) = 7" (9) = (F", Dep), Vo € C2 (TV x R)

montre que f* (t.) = f*, V¢, € [0, 7).

Ona f* (t.) = f* Vt. € [0,T'). Pas besoin d’enlever 'ensemble de mesure nulle
Ny. L’égalité (2.101) implique directement que ¢ — (f™ (£,), ¢) est cadlag.

O]

*

Comme 7, — 7 dans ! (']I‘N X R), on applique cette convergence a la fonction
g telle que gy (2, &) estégalea [P si& € [—M, M) etégalea MPsi& € [—M, M|°

Cela donne 7" (

*

gu) — ;- (gar) et donce gréce a (2.100)

7 (gm) < Cp (@)
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Il reste a faire tendre M vers I'infini et utiliser le théoreme de convergence mo-
notone pour obtenir

v (1€7) < Cp (@)

Comme C), () ne dépend pas de t,, on a

§7) < Gy (@)

sup 7y (
t*E[O7T)

Si on se donne une suite (¢;),.y C [0,7") qui tend en décroissant vers t € [0,7), la
suite de mesures de Young (ﬁ;[ )leN sur TV x R vérifie les conditions du théoréme

de compacité des mesures de Young, il existe donc une sous-suite qui converge
vers la mesure de Young #; . Pour les mémes raisons, la suite de fonctions ci-
nétiques ( fr (tl))leN admet une sous-suite (la méme que (17;[ )leN) qui converge

dans L> (TN X R) faible* vers la fonction cinétique f+* (z,t,£) = 7 (& +00).
En notant (¢;, ) la suite-extraite de (¢;) qui rend ( ft (tl))leN convergente, on a :

<f+ (tlk) 7(10> = <f(tlk)790> = FSO (tlk)

et en faisant tendre k — +oo, cela donne
(7 (@), 0) = Fo (t) = (F (1), ).

Il n’y a qu'une seule valeur d’adhérence a ( ft (tl))leN qui converge donc vers

f (t). Comme la limite est indépendante de la suite décroissante (1), choisie,
onat+— (fT(t),¢) quiestcad. On procede de la méme maniére pour montrer
que le processus est lag.

Pour I'item 3 de la proposition, on peut se servir de la démonstration faite
quelques lignes plus haut pour voir que

sup 71 (1) y< s [ [ 1607 (de) dadt.

t«€[0,T
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D’autre part,

sup|J|//TN/ E[PTF 4 0 (dE) daxdt
< Pyt (d€) dxdt
Sup’J‘[]teoT)/?TN/|€| .t g o

P
tE[OT/TN/’g‘ wa:t

ce qui donne

"V (dE) dr = | L [ eroz., @) deat,
tE[OT /’]I‘N/’ﬂ @,z,t £ dr = Sup‘(]| T~ ’§| th f X

puis grace a (2.80)

<t:[131; /TN/ EPT . ( )
:]E< |J|//TN/|§|I> + ., (de) dxdt) <C,

Remarque : j’ai pris le sup sur [0,7"), mais comme 7, ;- est bien définie grace a
I'astuce de l'article (tout reprendre depuis le début avec T +1ala place de 7)),
on peut prendre le sup sur [0, 7.

Sur preuve de la proposition 39
Pour utiliser le lemme 2, il faut vérifier que
E (i (T x [0, 7] x R)) < +o0.
Soit f*: TV x [0, T] x R — R la fonction positive, affine par morceaux égale a 1
pour tout ¢ € [—k, k] et égale a 0 pour tout £ € [—k, k|, et qui tend en croissant

lorsque k — +oo vers la fonction identiquement égale a 1. Comme

E (m" (TV x [0,7] x R)) < A < +o0,
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avec A indépendant de n, et comme " a la méme loi que m”, on a

E (m (T x [0,T] x R)) = lim E (1 ()

k——+o0

= lim lim E(m" (fk>): lim  lim E(m" (fk)) < A < +o00.

k—+o00 n—+o00 k—+00 n—+00

2.2.31.3 Surle § 2.1.4.5

Réécrivons (2.105) de la maniere suivante :

M (0= | t L [ #0.6)® (0,6 s (dE) dndi¥ (5).

Nous avons déja I'espace probabilisé (Q,f ) IF’) donné par le théoreme de Sko-
rokhod a la fin du paragraphe 2.1.4.5. Pour que (2.105) existe, il faut déja se
donner une filtration a notre espace probabilisé pour que le processus de Wiener
W soit adapté a cette filtration.

Les idées sont celles du livre de Jacod et Shiryaev [JS13] : en premier lieu,
se donner une filtration continue a droite sur D ([0, +oc); E) avec E polo-

nais, puis s’en servir pour définir une filtration sur (Q,]:" : If”) pour laquelle

({7} {51} {17} est adaptée.
Notons qu’avec cette méthode, Jacod et Shiryaev (cf [JS13] proposition 1.10 ou
1.17 chap9) ne nous donnent pas une simple filtration sur (Q, F, I@), mais une

filtration pour laquelle {W} et {M } sont des martingales. Nous avons besoin
que {W} soit une martingale pour que l'intégrale d’It6 contre {W} existe. Nous

avons besoin que {M } soit une martingale pour identifier ses composantes a
t ~
oo [ ] (@6 @ (0,6) T (d€) dadW (5).
0o JTN JR

Step one :

Les notations sont celles du livre de Jacod et Shiryaev [JS13], les résultats
sont ceux de leur chapitre 6. Le but étant de construire une filtration sur
D ([0, +o0); E) avec E polonais, continue a droite telle que la tribu terminale
soit la tribu borélienne engendrée par la distance ayant rendu D ([0, +o0); E)
polonais (cf Théo 1.14 p328 du Jacod, Shiryaev).
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D) (E) est la plus petite tribu sur D ([0, +00); E') rendant mesurables toutes les
projections
¢s a€ D([0,+0);E)—a(s) e E

quel que soit 0 < s < ¢, cC’est a dire

D) (E)= \ o{¢;" (B) : B€B(E)}.

0<s<t

D, (E) est la limite a droite en ¢ des tribus D! (E), autrement dit la plus grande
tribu contenue dans toutes les D (E) pour tout r > ¢, c’est a dire

D, (E) = ﬂtpg (E)

Ce qui veut dire que si la filtration (D! (E)) te[0.+00) €St CONtiNue a droite, on aura
D, (E) =D! (E). D;_ (E) est la limite a gauche en ¢ des tribus D, (F), autrement
dit la plus petite tribu contenant toutes les D, (F) pour tout s < ¢, c’est a dire

Dt— (E> = \/ Ds (E)

s<t

Bien évidemment,
D, (E) C DY (E) C Di (E),

ce qui veut dire qu’on a aussi

D, (E)=\/ D! (E).

s<t

Remarques :
En général D, (E) se note D}, (E). La filtration (D} (E))

a droite car
(D (E))

mais la filtration (D, (F))

, .
t€[0,+00) n'est pas continue

7 (Di(E)) 0400y

) est continue a droite.

t€[0,4-00)
te[0,4-00
Le temps de retour (hitting time) dans U ouvert de F défini par

- JD([0,+00); E) = [0 ; +00]
e a—inf{r >0 :a(r) e U}

est un temps d’arrét si D ([0, +o0); E') est muni de (D, (F)) )» mais n’est pas

te[0,+o00
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un temps d’arrét si D ([0, +o00); E) est muni de (D} (E))

(D7 (1)

(cf Revuz, Yor [RY13] pages 43-44).

1e[0,+00)- Cela prouve que

7’é (Dt (E))te[O,Jroo)

t€[0,4-00)

Remarque sur la proposition 40 :
Le fait que (a s fixé)

1 rtA(s+e)
.. :aED([O,—l—oo);E)r—>gL 0 (a(0))do € R

soit la régularisée de
Ous o€ D([0,400); E) — 0 (a(s)) €eR

signifie a la fois que 65, est continue (c’est prouvé dans la premiere partie de la
démonstration de la proposition 40 gréace au fait que (o), C D ([0, +00); E)
converge vers o € D ([0, +00); E) dans D ([0, +o0); E), implique que (o, (0)),,cn
converge vers « (o) pour tout ¢ qui soit un point de continuité de «, cf Billingsley
[Bil13] page 124) et que (a « fixé),

lim |65, (@) — O () | = 0

car

. 1 rtA(s+e) 1 rtn(s+e)
05 () = Oy (@] == [ b(a(@)do—Z [ 0(als)do
1 rtA(s+e)
<< [ ) —0als) o
Prenons n > 0, comme « € D ([0, 4+00); E), en particulier « est continue a droite
en s donc il existe un € > 0 tel que Vo € [s, s + ¢], on ait
() —a(s) | <n.
Par continuité de ¢, on peut rendre |0 (o (0)) — 0 (a (s)) | aussi petit que I'on veut.

Avec mes notations,
k
A= ¢, (B) €Dy (E) CD (E)

=1

donc 14 est mesurable si D ([0, +o00); £) est munie de D,_ (£), donc la tribu
engendrée par les 1,4 est incluse dans D;_ (E).
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Le cas particulier ou k£ = 1 indique que I'ensemble des

{6,"(B) : BEB(E), s <t}

S
est inclus dans de tels A. Mais comme cet ensemble génere D,_ (E), on a

D,_ (F) C la tribu engendrée par les 1 4.

En prenant B fermé de F, définissons
fn () =max (0,1 — ndg (x, B)),

c’est une suite de fonctions continues qui converge simplement vers 1.
D, (F) est engendrée par les fonctions caractéristiques 1,4 des ensembles cylin-
driques

A={a e D(0,4+);E) :a(s)) € By,...,a(s;) € By}

ou By, ..., B;, sont des fermés de F.
Du coup on a bien les suites de fonctions continues bornées 6}, ....0F : F — R
qui convergent simplement vers 1p,, ..., 15,. Or

. 1 rtA(s+e)
0%, € D([0,+00); E) g/s 0(a(o))do

et
1/St/\(s+a) 0 (a(0))do =~ lim Z (Siv1 — 84) 0 (a (7))

€

ou
s=5<8<..<sp=tAN(s+¢e).

Pour montrer que 603, est D;_ (E)-mesurable, il suffit de montrer que
a € D([0,4+0); E) — 0 (a(s;))

est D,_ (F)-mesurable.
C’est bien le cas car si on prend un fermé F de R alors 6! (F') est un fermé de
E et

{a:0(a(s)) e Fy={a : al(s)e0 (F)} =o' (07" (F)) € D, (E).

Si

221



I
—

1ly(a) =1 < a(s1) € Byy...,a(sg) € By & 1p, (a(s1))x...x1p, (a(sk)
& 1p 0¢s () X ... X 1p, 00, (a) =1

1p, 0 ¢s, (@) X ... x 1g, 0, (@) = lim 6} o ¢, (a) x ... x OF 0 ¢, ()

n—-+o0o
T 1 k T . le k,e
= lim 0, ., (@) x ... x0; 4, ()= nl_lgloo ll_r% O s, () X oo x 075 ()
montrent que les 971{;551 X ... X Hf;:;ésk engendrent D, (F). D’ou la conclusion de
la proposition 40.

Rappelons qu’on a déja prouvé que f est une fonction cinétique sur TV x [0, T] xR
telle que P-ps, t — (f (t), ;) est cadlag, autrement dit

P ps, (f,¢;) € D[0,T]

donc

Bps. {7} = ((f.0;) _, € (D(0.7):R)" = [[ (D[0,T]), = D ([0.7] , ™).

Si on muni les espaces produits R® et (C ([0,7];R))" de la topologie de la
convergence simple, C' ([0,7];R) et C' ([0,7],R*>) de la topologie uniforme, alors
la topologie de(C ([0, T]; R))"est équivalente 4 la topologie de C ([0, 7], R>).

Si on muni les espaces produits R™ et (D ([0,7];R))" de la topologie de
la convergence simple, D ([0, 7];R) et D ([0,7],R*) de la topologie de Sko-
rokhod, alors la topologie de D ([0,7],R>) est plus fine que la topolo-
gie de(D ([0,T];R))". Ces topologies ne sont pas équivalentes (cf remarque 1.21
p329 Jacod Shiryaev [JS13])

Il est a noter aussi que la topologie de D ([0,7], E) est plus fine que celle de
D ([0,T],R>*) x D ([0,T],R>*) x D ([0,T],4L).

Dans (2.109) on choisit D, (E) car (D, (F)) est continue a droite, donc il en va de
méme pour F (t). En effet, 'image réciproque d’une filtration continue a droite
par une application mesurable est une filtration continue a droite.

Prenons par exemple I'application

(7} -0 D(0,T;R),
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et la filtration continue a droite

Dy (R*) = (1D} (R*)

r>t

pour ¢t € [0, 7], alors
1

N7 o)y =N1{7" (ﬂ D) <R°°>)

s>t s>t r>s

= {7} (m DY <R°°)> = {7} (D (®>)).

r>t

La démonstration est identique pour I'application
({f}{M}{W}) : Q0 — D(0,T];E).

L'intérét de travailler avec D ([0,7];E) et non pas D ([0,7];R>®) x
D ([0, 7] ;R>) x D ([0,T7]; 4f) est justement d’avoir une seule filtration continue a
droite puis son image réciproque.
On aurait pu travailler avec

D ([0,T];R*) x D ([0,T];R>) x D ([0, T7;4K)
et la filtration

Fo=o({f} @@=y u (i) @@ u (W) @0 w) vie p.1]

que 'on peut rendre compléete et continue a droite en prenant I'intersection des
s > t et a laquelle on rajoute les événements de probabilités P nulles.

Step 2 (et la construction du processus de Wiener W sur () :

Rappelons que le processus de Wiener cylindrique de covariance /dy

W(t) = l:ioﬁk (t) €L

n’est pas un processus de Wiener sur H, mais sur 4l (espace de Hilbert séparable
quelconque) grace a l'injection (linéaire) de Hilbert-Schmidt

j o H — Al
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C’est en fait le processus de Wiener sur 4l

W () = fﬁ (1)) (er)

de covariance j o j* (ou j* est 'adjoint de 'opérateur ;). Par définition d'un
processus de Wiener, on a

Pw (95" ({0})) = 1

ol g est 'application linéaire continue

go: [ € C([0,T],40) = f(0).
Si0<s<t<T alors

Py 0 goe =N (0,(t = s)j o)
ou g, est I'application linéaire continue

gsa o J € C([0,T],4) = f(t) = f(s).

SineNet0<t <ty <..<t,<TalorsV(Ay,.., A,) € (B())",

i=1 =1

Le processus I est défini sur €, il est & valeurs dans I'espace C ([0, 7], {) comme
W, et a méme loi que W.

Il vérifie les propriétés précédentes qui en font un processus de Wiener de cova-
riance j o j*. Une injection possible ; : H — $l est la suivante :

H—H
J: > 1
I‘l—>zf<$,6k>€k

k=1 k

(ai pris U = H). Ainsi
00 1

W (t) = Z *Bk (t) €.
ik
Les e, sont des vecteurs propres de j o j* associés aux valeurs propres 5, donc
d’apres le théoreme de représentation des processus de Wiener (cf Rockner

[PRO7] p13) il existe des mouvements Browniens (Bk)keN* indépendants tels
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que
+oo 1 -

Wi(t)=>" %Bk (t) ex,

ca fait de W un processus de Wiener cylindrique sur H qu’on peut noter

W (t) = Z 61€ (t) €.
k=1
a été construite pour que W soit adapté a cette filtra-

La filtration (-7:- (t)>te[0,T]

tion. Il en va de méme pour k < W (t), e, > = [ (1).

Montrons enfin que W est une martingale sur (f (t))te[o _— utilisant la dé-

marche expliquée dans le step 3 un peu plus loin. .
W et W ont méme loi sur C ([0,7],4) donc W (t2) — W (t1) et W (t2) — W (t1)
ont méme loi sur 4l donc

E(|W (t) = W (1) [u) = E (W (t2) = W (t2) a) < +oc.
Ensuite, on peut dire aussi que P-presque slirement
({M”},W) — ({M} ,W) dans C ([0, T],R>) x C ([0,T],4)
= C ([0, T],R® x &) € D([0,T],R* x 41) € D (R, R* x 41}
La derniére inclusion a lieu de la maniere suivante :

Sig e D([0,T],R* x i) alors on peut définir g (t) = ¢g(T) V¢t > T pour que
g € D(RT,R> x 4). Ainsi

({M”} , v”v) — ({M} , W)

converge P -presque stirement et pour tout ¢ € Rt dans R x 4.
En utilisant le résultat de la proposition 39 et le méme ensemble dénombrable
B C [0,T], on a P-presque stirement, pour presque tout ¢t € Rt et pour tout
pel, . . 3 . ) 3

((F70) (6), M (1), W (1)) = ((Fo0) (8), My (2), W (1))

et donc P-presque slirement

Hit (P} A0} {W}) =amiee HE* ({78} {W]).
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donc par le théoréme de convergence dominée

Par l'identité des lois
B (ay ({7} {ar} (W) (W () = W (1))
=EH" {f"} AM" L AW (W (t2) — W (t1))) -

Ce dernier terme est bien égal a O car IV est une F;-martingale.
Notons que le résultat précédent est vrai car la tribu borélienne de D (R*, E) est
la tribu terminale

\/ D..

seR+

On a donc 5 . ) ) . 3
B (my ({7}, (1) (7)) (7 )~ 7 ) =0
donc W est une F;-martingale.

Step 3:

Dans la proposition 44, h;, (t) peut aussi s'écrire

hi®) = [ [ 03 @.8) (@ (@.) ) 7o (dS) dr
= ([, [# @0 @ % (@) dr) e

car P-ps
b )= [ ] 3@ @ (@,€) e (d€) d € Lo (H,R)

grace a I'item 8 qui est déja prouvé.

On a aussi
Hil] (t) 122(N*) = i (ilj’k (t))z
k=1

2

S ([ Lo 00 ar)a) =i

LQ(H7R) ’

tout dépend de quelle écriture on choisit.
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La proposition 44 a pour but d’étre d’utiliser la proposition 32 que I'on pourrait

appeler « théoréeme de représentation d’'une martingale sous forme d’intégrale
d’It6 » et de prouver que M, = M7 Vj. Elle démontre aussi que

V7, M” — M,, P — ps dans C ([0, T],R).

Etudions en détail la preuve de la proposition 44

Soit H : D (R", E) — R, Dy, _ (E)-mesurable et bornée. Rappelons que D;, _ (E)

est engendré par les fonctions
le k.er .
Oy x .. x 0 - D(RT,E) > R

qui sont continues lorsque D (R*, E') est muni de la topologie de Skorokhod, et
vérifient lorsque «, (t) — « (t) dans E pour presque tout ¢ € [0, 77,

€1 k,e E1 k.e

051 X o X 055 () = 0450 % . x 035" (a) .

Le premier point de la démonstration est la preuve du fait que M; est une F;
martingale. Il faut donc prouver que

E(M;(t)|F.) = M;(s), YO<s<t

par exemple en démontrant que VA € F, et V0 < s < ¢
E (14 (@) M; @) (1)) = E (14 (@) M; (@) (5))

T e (0. () e U £ 7 B - o))

Fs=o0
donc V0 < s < t,
Foco ({7} i} i) e mpUiv e 7 - 0}) c £,

donc si on prouve que V0 < r < t,

alors on aura VA € F, :

IE‘*3(1,4( ) M (

&
\‘J
I
=h
—
p—
h N
©
=
<
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donc aussi VA € F, :

o({ o () etz o)

Biferméde R, k € N 0 < s;1 < ... < 8; < 5,0;,...,0F € Cy (F),
0<€i,17---;€i,k}U{N€f P(N):O}),

et 'ensemble des générateurs de cette tribu forme un 7-systeme donc il suffit de
prouver

E (14 (@) M; (@) (1)) = E (14 (@) M; (@) (5)) V0 < s < t

pour un

L {({f},{M},{W})l ( n o' (Bi)> . B, fermé de R,H,}

7 1, i kv 3
(en ayant noté H; = 0,5} x ... x 0;.5° ).
De tels 14 s’écrivent

Or 1p, (z) = lim, 1o f" (z) pour tout x € R ol les f/™ sont continues et
uniformément bornées, donc si on a

E (o ({7} {01} {W}) @) 25 (@) (1))
=& (Hp o ({7}, {0}, {W}) @) M; @) (s)), V0 < s <t

avec

(L omo (7481}, (7)) = e (7). 7} ().

i€l fini
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on aura aussi
E (14 (@) M; (@) (1)) = E (14 (@) M; (@) (s)) V0 < s < t.

De tels H; : D(R*,E) — R sont continus lorsque D (R", F) est muni de la
topologie de Skorokhod, et vérifient lorsque «, (¢) — « (t) dans E pour presque
tout t € [0, 77,

M™ et M™ ont méme loi sur

C([()?T] 7ROO) = H O([OvT} aRi)

el
donc M;‘j = p; o M" et Mg = pjo M" aussi (p; étant la j°me projection de
[1C ([0,T],R;) sur C ([0, T],R;)) donc M;fi (o) — ng (t1) et M (t2) — My, (11)

i€l
ont méme loi sur R; donc

E (M} (t2) = M7 (1) [P) = B (|M (t2) = M (t2) [*) -

(2.90) dit que Vp > 2,

E (IM7 (t2) = M2 (1) ") < Cipe (0) 1915w py (Do (14 C2))* [t — t] ;

comme p — Cgpe (p) peut étre prise croissante dans 'inégalité de Burkholder,
Davis, Gundy (cf Peskir 1996 [Pes96]), en faisant tendre p vers 2, on a

E (IM (t2) — M7 (t1) |*) < C'ste < +00
et la constante ne dépend pas de n, donc
B ((p ({7} 3} W) Wtz (1) = 002 (1)1)°) < Oste < oo
et la constante de dépend pas de n, donc la suite
(H7 (U7} AN} ATV ) 1M (02) = oM (1)),

est uniformément intégrable.
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Ensuite, on peut dire aussi que P-presque stirement,

({3} W) — ({M}, W) dans C ([0,T],R*) x C ([0, T],4)
= C ([0, T],R® x ) € D([0,T],R* x 4l) € D (R, R* x 41} .

La derniére inclusion a lieu de la maniére suivante :
Sig e D([0,T],R>® x i) alors on peut définir g (¢t) = ¢g(T) Vt > T pour que
g € D(R* R> x ). Ainsi

(a7} W) = ({41} )

converge P-presque sfirement et pour tout ¢ € Rt dans R™® x L.

En utilisant le résultat de la proposition 39 et le méme ensemble dénombrable
B C [0,T], on a P-presque siirement, pour presque tout ¢ € Rt et pour tout
pel,

((F70) (8, M2 (1), W (1) = ((Fr0) (8), M (), W (1)) ,
et donc P-presque sirement
Hp ({7} AD ) AW) =i B ({F} {00} {})
Comme on a P-presque stirement

M"™ — M dans C ([0,7],R*) = [[ C ([0, T],R)),
ier
cela veut dire que P-presque stirement, Vj € T,
ng — ]\7[%., dans C ([0,7],R)
donc P-presque stirement, Vt,,t, € [0,7] et Vj € T,

M} (ta) — M7 (tr) = My, (t2) — My, (t1) ;

donc par le théoreme de convergence de Vitali
g o (77} ) () (o - 1 ) )
o (7 01). () (0 - 1, 00) )
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Par l'identité des lois

g ({77} (). (7)) o 0 - )
=E (H;" (" AM™Y W) (M (t2) — M (1)) ) .

Ce dernier terme est bien €gal a 0 car M est une JF;-martingale.
Notons que le résultat précédent est vrai car la tribu borélienne sur D (R, E)
est la tribu terminale

\V D..

s€RT

On a donc

& o (7). (30} 37)) (3, - 2, 00) ) 0

doncVj €T, ]\?[%. est une F,-martingale.

Montrons que
E (|V}5, (t2) = Y7 (t1) [*) < Cste.

Tout d’abord, notons
Vi () = M7 (t) Bi (t) — Hjy, () = M (8) Br (t) — < M, B >

avec .
1) = [ [ [ @& e @ avs, € duds
et

M (8) = /0 t /T . /R 0 (2,€) @ (2,€) Vip.a,s (dS) dadW (s).

Comme Z" a méme loi que Z" alors Y} a méme loi que Y}, donc

E (|3~an (t2) = Y (1) |2) =k (|Yfk (t2) = Y% (t1) |2) :
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De plus pour ¢ € [t1,T],

E (|Y7, (1) = Y7i () )
< 2 (B (|M} (1) Be (6) = My (t) Be (1) [7) + E (|H} (1) = Hy (1) 1))
<A(E (IM] (8) B (1) = M (1) Bi (8) [7) + E (1M (t2) B (£) — MJ' (t1) B (1) 7))
v2-t)E([ [ [ @0 @0, ©dds)
<4 (B (M7 (1) = M7 () P18 (1) ) + B (M7 (1)) B (15 () = B (1) P)

+2(t— t1)2 H@?Hoo (DO sup (1 + 52))

&esupp(yp)

<a (B (35 0 - 27 ) 1) E (150 1) +E (35 (1) (0 - 10)?)

+2(t—ty)? ||goj2||0o (DO sup (1 + 52)> < C'ste
£€supp(p)

d’apres (2.90), avec la C'ste qui ne dépend pas de n. D’ol comme annoncé,

E (|V}5, (t2) = Y (t1) [*) < Cste.

Appelons
V(L) = M () [P = H (2),

J
avec

()= | g ([, [ovtr&)¢, 0.6 vz (€)da) ds
=[S (L Lerwoe e, @) ds

0 r=—1

=[S (L Lot o, € dre) ds

0 k=1

- [L [e@oewoar, ©d

< M >, est le processus continu croissant JF;-adapté tel que

2

ds =<K M]n >y
Lo(HR)

V() = M} () [*— < M >

J

soit une martingale locale. Ce processus est une martingale continue (cf propo-
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sition 2.74). Comme Z” a méme loi que Z" alors

B (|0 (t2) = 77 () )
- £ ( 7 (ta) = 7 (1) = (1015 (1) = 75 1))
2B (|07 (t2) [2 = [V (1) [P?) + 2B (|7 (0) — H (t2) )
<AE (|M] (t2) ) + 4E (M7 (1) )
w20t = 0B ([ [ [ lles . (. I myds () dods)
= 4E (|M] (t2) [*) +4E (|M] (t2) ")
206 =) E ([ [ [0 (0.6 @ (0.€) Iy, (€) dods ) < Cste

ou C'ste ne dépend pas de n (grace a (2.90) et (2.3)), comme annoncé dans
larticle.

Le lemme 45 peut se réécrire ainsi :
Soit T > 0, Vj € N,Vk € N*, P-ps,

r

/TN /Rg’“ (2,€) @; (2, €) dirg, (€) dx

o AN /ng (I,f) ©j (ZE,f) dﬁr,t (5) dx|dt —n—4o0 0
et
/ /N/%Is (z,6)d “(g)d:p
0 T Lo(HR)
2
a /N / ¥ (l’, 5) (I) (17, f) dyﬂC’t (5) dx dt —?n—+oo 0.
/R La(HR)

Comme on a

(/ /TN/ €pPd, dmdt) <TG,

avec (), indépendant de n, comme

w e Q> drdt.v]

233



a la méme loi que )
O € Q> dedt.vl

w,z,t’

~ T
E ( [ L L reraz.. @ dxdt) <TC,,
0 ™ JR sby
et P-presque slirement, Vi) € Ccl(']rN x R),Vt € [0, 7]\ B,

(" (), 00) = (f (1), 0e0),

on a aussi

Cest a dire

hy () = (F (), 0e) = hyy (t).
Ainsi

B[ ([, [0, @ de— [ [0 ) d <l

On n’est pas obligé d’étendre la convergence

Ry () = hy (1),

atout ¢ € ), (’JI‘N X R), il suffit de 'étendre aux ¢ = gy, :
on a P-presque stirement et V¢ € [0, 7]\ B,

Cest a dire

avec

Rappelons que {¢;, j € I'} est dense dans C? (TN X ]R). Soit grp € C, (’IFN X ]R)
avec ¢ €I,

3
/ (g * Ocp™) (@, Q) dC = (g * ™) (2,€) = m—stoo &P

—00

uniformément sur TV x R, en ayant pris une suite régularisante (p™) convenable.
Par densité, il existe une suite d’éléments de {y;, j € I'} telle que

Qjm —Fsosto0 Gt * Ocp™
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uniformément sur TV x R donc
13 3 m
Cin (@8 = [ i @0 d¢ <o [ (grp % 0™ (@,0) dC

uniformément sur TV x R. En utilisant 'inégalité

o (1) = Trgyo (1) |
< P (8) = B (8) [ (R () — P (6] o g (8) — g ()
on peut conclure que P-presque stirement et V¢ € [0, 7]\ B,

Hiy o (1) = gy ().

9kP

De la méme maniére, on peut prouver que P-presque sfirement et V¢ € [0, 7]\ B,

/EN/RQD(LQ wj (x,8) diyg , (€) d:zc—>/TN/RCI>(x,§) 0 (,€) dig, (€) dx

dans L, (H,R). On a donc aussi la convergence de

/TN /R% (2,6) @ (z,€) dv?, (€) dw

2
Lo (HaR)

/TN /R 0; (2,8 @ (z,€) v, () dx

_>

2
L2 (HvR)

Remarquons aussi qu’on peut écrire

~ +o00 2
Bl = 3 ([, [0 @0 @ 2.8 exdr, (6 o)
2

/TN /]R i (2,6) ® (z,8) v, () dw

< Dollggll% sup (1+1¢).
Ly(HR) &esupp(p;)

Cela suffit pour utiliser le théoréme de convergence dominée et conclure.

Step 4 :

Sur la preuve du lemme 46 :
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Gréace a Iitem 7 du théoréme, Vo € C, (TN X R)

X, (@) €[0,T) x Qs (f(1,0) ,¢)

est cadlag, adaptée a la filtration (F;), .+ donc progressivement mesurable, donc

prévisible.

teR

Soit
Xy (6@) € [0,T) x s (x €TV s /Rw (€) iy (g)) e 17 (TV)

avec ¢ € (4 (R). Remarquons que

E ( [ L [ @2 dasdt) < JILT < +oo

donc on a bien

Xy € L2 (Qx [0,7]; L2 (TV)) = L? (2 x [0, 7] x TV).

Soit ¢ € C, (R) et § € L? ('IFN ), pour montrer que

(t,@) €0,T) x Q> 0 (x) ¥ (€) Ty (d€) da

TN xR

est prévisible, on se sert du fait que
~ 3
(t,0) € [0,T) x s / / 0 (C) dCTy, (dE) da
TN xR J—o0
est prévisible quel que soit ¢ € C, (’I[‘N X R). On en déduit que

(t,@) €10,T) x Q 5 (2) 1 (€) Uy (d€) da

TN xR

est prévisible quelles que soient s : TV — R fonction simple et ¢ € C} (R), en
utilisant la suite ¢, € C, (R) égale & ¢’ (¢) sur [—n, n]. Puis on utilise ce résultat
a 1y * ps ou (ps) est une suite régularisante bien choisie pour obtenir :

(t,@) €[0,T) x Qs 0 (x) ) (€) Dy (d€) dar

TN xR
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est prévisible quelles que soient § € L? (TN ) et € Cy (R), donc

Xy € Ly (2% [0,7] x TV).

Sur l’identification de ]\;[30 et M; :

En fait, je peux utiliser la démonstration du lemme en disant que

(@) €0.T)x Qs | gi(@,8) @ (2,8) e (d€) du

TN x

est prévisible car

(2,8) = gr (2, 8) 0 (2,€) € C. (’]I‘N X R)

peut étre approchée par une suite de combinaisons linéaires de fonctions tenso-
rielles (i.e. du type (z, &) — 0 (x) ¢ (£)). Cela signifie que Vk € N*,

N xR

(t,0) € 0,T) x O ( /T o (2,6) B (,€) Dy (dE) d:c) (ex)

est prévisible, donc que

(t,@) €[0,T) x Q @ (x,6) O (x,8) Upy (d€) da

TN xR

est prévisible. L’appartenance de ce processus a L> ([0, T x Q,dt @ P, Ly (H, ]R))
est facile a prouver. Donc l'intégrale d’It6

M0 = [ [ [ 06 @ 0.6 i (d€) duai¥ ()

est bien définie.

On va utiliser la proposition 32 que je peux réécrire :
Soit h : Q2 x [0,T] — Lo (H,R) processus prévisible et tel que

- T
E [ 18 () I mmyds < +ox,
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et soit X (¢) une F;-martingale réelle de carré intégrable i.e. telle que V¢ € [0, T7,
E(1X (1)) < +oo,

et telle que les processus

X (1) < W (1), e >H—/(:h(s)ekds

et ;
(X @) = [ 1h(5) I3, s

soient aussi des J,-martingales, alors V¢ € [0, T),

X (1) :X(O)+/Oth(s)dv~[/(s).

h(s) =hi ()= [ [ 6@ ® @6 7 (d€) dr,

la proposition 44 prouve qu’on peut bien utiliser la proposition 32, et affirmer
que Vj € N,

W5 05) = [ [ [0 0 ® (0,6) s (de) deaiV (5).

2.2.31.4 Sur le § 2.1.4.5 « identification de la limite : équation »

Pour prouver litem 9 du théoreme, il reste a passer de I'égalité (2.103) vraie
Vo € T a l'égalité (2.103) vraie Vo € C! ('IFN X R).

I est dense dans C! (TN X R), ainsi, il existe une suite (y;,,), C I' quiconverge

vers ¢ € C! (TN X R) quelconque, c’est a dire qu’il existe un compact K de
TV x R tel que toutes les ;, soient a support dans K et

1. ¢;,, — ¢ uniformément sur TV x R

2. Oep;, — Ogp uniformément sur TV x R
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3. Vup;, — Ve uniformément sur TV x R.

Grace au théoréme de convergence dominée, grace au fait que

T
E/
0

/TN /R‘ij (2,8) @ (,8) dy,s (§) dz
- /TN/RWM)@(:E,S) divy s (§) dx

2

dt — 0
L2(H,R)

et grace a l'isométrie d’Itd, on peut passer a la limite quand m — +oo dans
(2.103) qui est donc vraie Yy € C! (TN X R).

2.2.32 A propos du paragraphe 2.1.4.6

Remarque : « pathwise solution » peut se traduire par « solution trajectorielle ».
Le théoreme 36 nous dit que f est une solution généralisée de (2.1), ou plutét de
(2.1) qui s’écrit
du (x,t) + divy (A (u(z,1))) dt = ® (z,u (z,t)) dW (t).
Il faut quand méme vérifier que m est une mesure aléatoire
m:Q—>./\/lb(TN>< [0, 7] xR)

telle que
E (m (TV x [0, 7] x R)) < 400

(jen ai fait la démonstration dans mes commentaires a la fin du paragraphe
2.1.4.5), et que

VR >0, f e Ly (TV x [0,T] x (=R, R) x Q).
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Jai déja prouvé que Vo € C, (TN X R),

B( [ (0 .0) ) - (/(AMR/ d@md@mjdﬂ
<E (/ /wva (/ )dg) Dyt (dE) dxdt) < +00.

Il suffit donc de prendre ¢ (z,£) = 1 pour £ € (—R; R) pour avoir
Fer?(TV x [0,7] x (R, R) x Q) ¢ L' (TV x [0,T] x (=R, R) x Q) .
Pour la prévisibilité de £, on sait déja que Vi € C! (']I‘N X (=R, R)),

(t,@) € [0,T) x Qe (f (1), ¢)

est cadlag donc prévisible. Soit g € L™ (TN X R) et une suite

(gn),, C C ("JI‘N x (—R, R)) qui converge dans L* (TN X (—R, R)) vers g, on a la
convergence presque siire et pour presque tous ¢t de (f (¢), g,) vers (f (t) ,g) dans
L ('TN x (=R, R)). Cela donne la prévisibilité du processus

(t,@) €10,T) x @ f(t,®) € L' (TY x (R, R)).

Plus exactement,

FeLp(TV x[0,T) x (R, R) x Q).

Le théoréme 26 dit que si f est une solution généralisée de (2~1) et si fp est un
équilibre (et que les hypotheses (2.3) et (2.4) sont vérifiées) alors il existe une
unique solution u de (2.1) qui vérifie f (z,t,&) = L,r>c P-presque siirement et
pour presque tout (z,t,¢). En fait, on a

/R (f (2,4,€) = Lo ) d& = /R (Tu@py>e — Lose) d = u(a,t)

et comme on a aussi Uy ¢ (d€) = Oy (d€), cela donne aussi

| e (d) = u(a.1).

Le théoreme 47 donne les conditions sous lesquelles, une suite de solutions gé-
néralisées approchées (ou plutot la suite de solutions approchées associées (u"))
converge vers la solution de (2.1) (et avec quel type de convergence). La dé-
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monstration permet de passer a nouveau de 'ensemble Q) a ensemble Q, c’est &
dire que la solution généralisée de (2.1) sera le support nécessaire pour arriver a
la solution de (2.1).

2.2.32.1 Sur la preuve du théoréme 47

Soient X, et Y,, des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
et a valeurs dans l'espace métrique (F,d), la variable aléatoire (X,,Y,) est a
valeurs dans E x E. Dire qu’elle converge en loi vers la variable aléatoire (7, Z)
signifie que pour toute fonction continue bornée ¢ : £ x £ — R,

lim E(p (X, ;) = E(¢(Z,2)).

n—-4o00

Si on prend en particulier la fonction continue et bornée
¢ :(r,y) € EX E — min(lz —yl|,1),
on obtient

EIE E (min (| X, — Y,|,1)) =E (min (|Z — Z|,1)) =0,
c’est a dire (X,,,Y,,) — (Z, Z) en probabilité (j’ai utilisé la métrique de Ky Fan qui
caractérise la convergence en probabilité).

Dans notre démonstration, le couple (D”l, 13‘”) converge en loi vers (7, 7), donc
(v™,v%) converge en loi vers (7, 7), donc v™ — % converge en probabilité vers
0, autrement dit la suite formée des v™ et des v% est de Cauchy en probabilité,
donc converge en probabilité (car )! est polonais).

Je peux faire le méme raisonnement avec (u™, u) car P* (’JI‘N x [0, 7] x R) est

polonais et avec (||m/||™, ||m||%) car RT est polonais, ou plutot avec

(™ flm ™), (u®, "))

ce qui implique que la suite formée des (™, ||m|™) et des (u,||m||*) est de
Cauchy en probabilité, donc converge en probabilité, et donc la suite formée
des m™ = p™ x ||m||™ et des m%® = p% x ||m||* converge en probabilité dans
M (TN x [0,T] x R) muni de la topologie faible*.

En fait, la convergence en probabilité de la suite formée des i et des % dans
Pl (']I‘N x [0,T] x ]R) et la convergence en probabilité de la suite formée des
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|m||™ et des ||m||% dans R* suffisent pour le reste de la démonstration.

Si f est une solution généralisée de (2.1), la condition initiale est 1,,~¢, donc f
est un équilibre, donc v = §,.

Détaillons le dernier point de la démonstration :
Soit (tx) C [0,7] une suite qui tend en croissant vers ¢, € (0,7], on a donc
P-presque stirement,

lim lu(x,ty) —u(z, t)|de =0

k—4o00 JTN

par continuité de u, donc

lim o /R |]—u(:r,tk)>£ — 1u(z,t*)>£|d€dx = 0,

k—+o0

donc <1u(m,tk)>§ — 1u(m7t*)>5)k converge vers (0 dans L' (’]I‘N X R),
donc Vo € C. (’]I‘N X R) on a

<1u(x,tk)>§7 S0> - <1u(ac,t*)>fa <P>7

donc V¢, € (0,77,

(]—u(:c7t*)>5> = Ly(ata)>¢

ou (1u(m7t*)>§)7 est définie dans la proposition 17.
Donc gréce a I'égalité vraie Vi € C! ('IFN X R),

<<]—u(x,t*)>£)_ - 1u(:p,t*)>§7 @> =—-m (8§S0) {t}

= — (9530 (l’,f) dm <I>t7€>7

TN x{t} xR

onaVt e (0,7],
mem ({t}) = 0, P-ps

(le cas ¢ = 0 a deja été traité dans le corollaire 22).
Ainsi le B,; du lemme 2 qui est aussi le B de la proposition 39 est vide.
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3.1.1 Introduction

Stochastic first-order scalar conservation law. Let (Q, 7, P, (F;), (5x(t))) be a
stochastic basis and let 7" > 0. Consider the first-order scalar conservation law
with stochastic forcing

du(x,t) + div(A(u(z, t)))dt = ®(z,u(z,t))dW (t), zeTV,tc(0,T). (3.1

Equation (3.1) is periodic in the space variable : x € TV where T? is the N-
dimensional torus. The flux function A in (3.1) is supposed to be of class C? :
A € C*(R;RY). We assume that A and its derivatives have at most polynomial
growth. Without loss of generality, we will assume also that A(0) = 0. The right-
hand side of (3.1) is a stochastic increment in infinite dimension. It is defined as
follows (see [DZ92] for the general theory) : W is a cylindrical Wiener process,
W = 351 Brer, where the coefficients 3, are independent Brownian processes
and (ex)g>1 is a complete orthonormal system in a Hilbert space H. For each
r €TV, u € R, ®(x,u) € Ly(H,R) is defined by ®(x,u)e; = gi(z,u) where
gr( -, u) is a regular function on TV. Here, L,(H, K) denotes the set of Hilbert-
Schmidt operators from the Hilbert space H to an other Hilbert space K. Since
K = R in our case, this set is isomorphic to H, thus we may also define

P(x,u) = ge(z, u)ey,

k>1

the action of ®(z,u) on e € H being given by (®(z,u),e)y. We assume g, €
C(TV x R), with the bounds

G*(z,u) = [ ®(z, )l = D_ lgn(w, u)|* < Do(1 + |uf?),

= (3.2)
1®(x, u) — @y, v)|| 7 = kZ |91 (2, w) = gi(y,v)[* < Dillx — y* + [u — vl h(ju - v])),
) (3.3)

where z,y € TV, u,v € R, and h is a continuous non-decreasing function on R,
such that 4(0) = 0. We assume also 0 < h(z) <1 forall z € R;.

Notation : in what follows, we will use the convention of summation over repea-
ted indices k. For example, we write W = [jey.

Compactly supported multiplicative noise. In this paper, we study the nume-
rical approximation of (3.1) : our aim is to prove the convergence of the Finite
Volume method with monotone fluxes, see Theorem 74. Our analysis will be
restricted to the case of multiplicative noise with compact support. Indeed, from
Section 3.1.3 to Section 3.1.7, we will work under the following hypothesis :
there exists a,b € R, a < b, such that gy(x,u) = 0 for all v outside the compact
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[a,b], for all x € TV, k > 1. For simplicity, we will take a = —1, b = 1. We will
assume therefore that

forallu € R, |u| > 1= gi(z,u) =0, (3.4)

forallz € TV, k > 1, and consider initial data with values in [—1, 1]. The solution
of the continuous equation (3.1) then takes values in [—1, 1] almost surely (see
Theorem 29). There is no loss in generality in considering that A is globally
Lipschitz continuous then :

Lip(A) := 2161]15 |A'(¢)| < +oo. (3.5)

In that framework, we will build a stable and convergent approximation to (3.1)
by an explicit-in-time Finite Volume method. Under (3.4), it is also natural to
assume

G*(z,u) = [ ®(z, w)l[y = D_ lg(w, u)|* < Dy, (3.6)

k>1

which is of course stronger than (3.2). We may also perform the analysis of
convergence of the Finite Volume method under (3.2) instead of (3.6), but this
puts exponential factors in various estimates, whereas these factors are close to
1 in the real implementation of the scheme.

Numerical approximation. Let us give a brief summary of the theory of (3.1)
and of its approximation. Different approximation schemes to stochastically for-
ced first-order conservation laws have already been analysed : time-discrete
schemes, [HR90; Baul5; KS17], space-discrete scheme [Ujj40], space-time Fi-
nite Volume discrete schemes :

e in space dimension 1, with strongly monotone fluxes, [KR12]
e in space dimension N > 1, by a flux-splitting scheme, [BCG16a],

e in space dimension N > 1, for general schemes with monotone fluxes,
[BCG16b],

The Cauchy or the Cauchy-Dirichlet problem associated to (3.1) have been stu-
died in [Wei+00; Kim03b; FNO8; VW09; DV10a; CDK12; BVW12; BVW14;
KS17].

The approximation of scalar conservation laws with stochastic flux has also been
considered in [GPS16] (time-discrete scheme) and [MSZ13] (space discrete
scheme). For the corresponding Cauchy Problem, see [LPS12; LPS13; LPS14;
GS14; GS16; Hofl6].

Kinetic formulation. To prove the convergence of the Finite Volume method
with monotone fluxes, we will use the companion paper 2.1 and a kinetic for-
mulation of the Finite Volume Scheme. The subject of 2.1 is the convergence
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of approximations to (3.1) in the context of the kinetic formulation of scalar
conservation laws. Such kinetic formulations have been developed in [LPT94b;
LPT94a; MP03; Per98; Per02]. In [MPO03], a kinetic formulation of Finite Vo-
lume E-schemes is given (and applied in particular to obtain sharp CFL criteria).
For Finite Volume schemes with monotone fluxes, the kinetic formulation is sim-
pler, we give it explicitly in Proposition 58. Based on the kinetic formulation and
an energy estimate, we derive some a priori bounds on the numerical approxi-
mation (theses are “weak BV estimates" in the terminology of [EGH03, Lemma
25.2]), see Section 3.1.5. These estimates are used in the proof of consistency of
the scheme when we show that it gives rise to an approximate solution to (3.1) in
the sense of Definition 54. Our final result, ¢f. Theorem 74, should be compared
to [BCG16b, Theorem 2]. This latter gives the convergence of the Finite Volume
method with monotone fluxes in a very similar context, under the slightly stron-
ger hypothesis that the ratio of the time step At with the spatial characteristic
size h of the mesh tends to 0 when A tends to 0.

Plan of the paper. The plan of the paper is the following one. In the preliminary
section 3.1.2, we give a brief summary of the notion of solution and approxi-
mate solution to (3.1) developed in 2.1. In Section 3.1.3 is described the kind of
approximation to (3.1) by the Finite Volume method which we consider here. In
Section 3.1.4 we establish the kinetic formulation of the scheme. This numerical
kinetic formulation is analysed as follows : energy estimates are derived in Sec-
tion 3.1.5, then we show in Section 3.1.6 that this gives rise to an approximate
generalized solution in the sense of Definition 54. We show some additional es-
timates and then conclude to the convergence of the scheme in Section 3.1.7.
This result is stated in Theorem 74.

3.1.2 Generalized solutions, approximate solutions

The object of this section is to recall several results concerning the solutions to
the Cauchy Problem associated to (3.1) and their approximations. We give the
main statements, without much explanations or comments; those latter can be
found in 2.1 : we give the precise references when needed.

3.1.2.1 Solutions

Definition 48 (Random measure). Let X be a topological space. If m is a map
from Q into the set of non-negative finite Borel measures on X such that, for each
continuous and bounded function ¢ on X, (m,d) is a random variable, then we
say that m is a random measure on X.

A random measure m is said to have a finite first moment if

Em(TY x [0,T] x R) < +oo. (3.7)
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Definition 49 (Solution). Let ug € L>®(TV). An L*(T")-valued stochastic process
(u(t))tepo,r 1s said to be a solution to (3.1) with initial datum ug if u and £ := 1,5¢
have the following properties :

1. uw € LL(TN x [0,T] x Q),
2. for all p € CHTN x R), almost surely, t — (£(t), ) is cadlag,

3. for all p € [1,+00), there exists C, > 0 such that

E ( sup ||u<t>||§p(w)) <c, (3.8)

t€[0,T]

4. there exists a random measure m with first moment (3.7), such that for all

o € CHTY x R), for all t € [0,T],

(£(2).0) = (f0.) + [ (2(5).a6) - V)ds
F3 [ ] onluta o)l utw, $)drsi(s)

k>1

1t
+ 5/0 /TN Oep(,u(x, $))G2(x, u(x, s))dwds — m(Dep) ([0,1]), (3.9)
a.s., where f0($,f) = 1uo(m)>£: G?:= 22021 !gk\Q and a(f‘) = A/(g)

In item 1, the index P in v € LL(TY x [0,7] x ) means that u is predictable.
See section 2.1.2.1. The function denoted f := 1,., is given more precisely by

([L’, t7 5) = 1u(a:,t)>f‘

This is the characteristic function of the subgraph of u. To study the stability of
solutions, or the convergence of approximate solutions (these are two similar
problems), we have to consider the stability of this property, the fact of being
the “ characteristic function of the subgraph of a function". If (u,) is a sequence
of functions, say on a finite measure space X, p € (1,00) and (u,) is bounded
in L?(X), then there is a subsequence still denoted (u,) which converges to a
function u in LP(X)-weak. Up to a subsequence, the sequence of equilibrium
functions f, := 1,,.¢ is converging to a function f in L>(X x R)-weak star.
The limit f is equal to £ := 1, if, and only if, (u,) is converging strongly,
see Lemma 12. When strong convergence remains a priori unknown, the limit
f still keeps some structural properties. This is a kinetic function in the sense
of Definition 51 below, see Corollary 11. Our notion of generalized solution is
based on this notion.
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3.1.2.2 Generalized solutions

Definition 50 (Young measure). Let (X, A, \) be a finite measure space. Let
P1(R) denote the set of probability measures on R. We say that a map v: X —
P1(R) is a Young measure on X if, for all ¢ € Cy(R), the map z — v,(¢) from
X to R is measurable. We say that a Young measure v vanishes at infinity if, for
every p > 1,

/X /R €Pdv, (€)dA(2) < +oc. (3.10)

Definition 51 (Kinetic function). Let (X, .A, \) be a finite measure space. A mea-
surable function f: X x R — [0,1] is said to be a kinetic function if there exists a

Young measure v on X that vanishes at infinity such that, for A-a.e. z € X, for
all £ € R,
f(2,8) = v.(§, +00).

We say that f is an equilibrium if there exists a measurable function u: X — R
such that f(z,€) = £(2,§) = Llue)se a.e., or, equivalently, v, = 0¢—y(z) for a.e.
z e X.

Definition 52 (Generalized solution). Let fo: TV x R — [0, 1] be a kinetic func-
tion. An L>®(TN x R; [0, 1])-valued process (f(t))icjor is said to be a generalized
solution to (3.1) with initial datum fy if f(t) and v, := —0¢ f(t) have the following
properties :

1. forallt € [0,T), almost surely, f(t) is a kinetic function, and, for all R > 0,
feLp(T¥ x (0,7) x (R, R) x Q),

2. for all p € CHTN x R), almost surely, the map t — (f(t), ) is cadlag,

3. for all p € [1,4+00), there exists C, > 0 such that

(sup/ /|§|pdl/xt dm) < Cp, (3.11)
te[0,7] /TN

4. there exists a random measure m with first moment (3.7), such that for all
p € CHTN x R), for all t € [0,T], almost surely,

(F(0),0) =Uns) + [ ((5).al€) - Vs
_|_/0 /TN/Rgk(:c,£)¢(x,f)dl/x,s(f)d$dﬁk(s>

* ; /ot /TN /RG%% €)Dep(, €)dvy o (€)drds — m(De) ([0, £)).
(3.12)
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The following statement is Theorem 26.

Theorem 53 (Uniqueness, Reduction). Let ug € L>®(TY). Assume (3.2)-(3.3).
Then we have the following results :

1. there is at most one solution with initial datum uy to (3.1).

2. If [ is a generalized solution to (3.1) with initial datum fy at equilibrium :
fo = Lu,>¢, then there exists a solution u to (3.1) with initial datum ug such

that f(x,t,§) = Ly@y>e a.s., for a.e. (x,t,§).

3. if uy, us are two solutions to (3.1) associated to the initial data uy g, usg €
L>(TN) respectively, then

Bl (ur(t) = u2(t) [l ev) < Ell(uro = u20)"llzrzy). (3.13)

This implies the L'-contraction property, and comparison principle for solu-
tions.

3.1.2.3 Approximate solutions

In 2.1, we prove the convergence of solutions to different problems, which are
approximations of (3.1). The solutions of these approximate problems give rise to
approximate solutions and, more precisely, of approximate generalized solutions,
according to the following definition (see Definition 54 and Section 2.1.5).

Definition 54 (Approximate generalized solutions). Let fi': TV x R — [0, 1] be
some kinetic functions. Let (f™(t))iejo) be a sequence of L>=(TN x R; [0, 1])-valued
processes. Assume that the functions f"(t), and the associated Young measures
v = —0cpf"(t) are satisfying item 1, 2, 3, in Definition 52 and Equation (3.12)
up to an error term, i.e. : for all ¢ € CY{(TY x R), there exists an adapted process
e"(t, ), with t — " (t, p) almost surely continuous such that

lim sup |€"(t,¢)| = 0 in probability, (3.14)
=00 40,7

and there exists some random measures m™ with first moment (3.7), such that, for
all n, for all ¢ € CHTN x R), for all t € [0,T], almost surely,

(f"(1),0) =(f0", ) + /Ot<f"(s),a(§) Vap)ds
+ /Ot /TN /R i, E)p(, E)dv? (€)dadBy(s) + €" (L, )

* ; /ot . | G*@.&)0ep(a. §)dv. ()drds —m" (9e) (0.1]).
(3.15)
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Then we say that (f™) is a sequence of approzimate generalized solutions to (3.1)
with initial datum f§.

Consider a sequence (f,,) of approximate solutions to (3.1) satisfying the follo-
wing (minimal) bounds.

1. There exists C,, > 0 independent on n such that v := —0, f" satisfies

Elsup /T i /R €y (€)dz| < C, (3.16)

te[0,7

2. the measures Em" satisfy the bound

sup Em™(TY x [0,T] x R) < +o0, (3.17)

and the following tightness condition : if Bf, = {¢ € R, |{| > R}, then

lim sup Em™(T" x [0,T] x B%) = 0. (3.18)

R—+o0 n

We give in 2.1 the proof of the following convergence result, see Theorem 47.

Theorem 55 (Convergence). Suppose that there exists a sequence of approximate
generalized solutions (f™) to (3.1) with initial datum f§ satisfying (3.16), (3.17)
and the tightness condition (3.18) and such that (f§') converges to the equilibrium
function £0(€) = 1ygs¢ in L°(TY x R)-weak-*, where ug € L®(TY). We have then

1. there exists a unique solution u € L*(TY x [0,T] x Q) to (3.1) with initial
datum uq ;

2. let
w'(e,t) = [ €z (€)= [ (f(0,t,) — Losg) de.

Then, for all p € [1,00], (u") is converging to u with the following two dif-
ferent modes of convergence : u, — u in LP(TN x (0,T) x Q) and, for a
subsequence (ny), almost surely, for all t € [0,T)], un, (t) — u(t) in LP(TV).

In the next section, we define the numerical approximation to (3.1) by the Finite
Volume method. To prove the convergence of the method, we will show that
the hypotheses of Theorem 55 are satisfied. The most difficult part in this pro-
gramme is to prove that the numerical approximations generate a sequence of
approximate generalized solutions, see Section 3.1.6.
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3.1.3 The finite volume scheme

Mesh A mesh of T¥ is a family 7 /Z" of disjoint connected open subsets K &
(0,1)" which form a partition of (0,1)" up to a negligible set. We denote by T
the mesh

{(K+1;1eZN K e T)ZN}

deduced on RY". For all distinct K, L € T, we assume that K N L is contained in
an hyperplane ; the interface between K and L is denoted K|L := K N L. The
set of neighbours of K is

N(K)={LeT:L+K, K|L+#0}.

We use also the notation
oK = |J K|L.
LeN(K)

In general, there should be no confusion between 0K and the topological boun-
dary K \ K.

K|L

We also denote by |K| the N-dimensional Lebesgue Measure of K and by |0K]|
(respectively |K'|L|) the (IV — 1)-dimensional Haussdorff measure of 0K (respec-
tively of K|L) (the (N — 1)-dimensional Haussdorff measure is normalized to
coincide with the (N — 1)-dimensional Lebesgue measure on hyperplanes).

Scheme Let (Ax_,.)keT,Len(k) De a family of monotone, Lipschitz continuous
numerical fluxes, consistent with A : we assume that each function Ag_,;, satis-
fies the following properties.

e monotonicity : Ax 7 (v,w) < A, (v, w) for all v, v/, w € R with v <o/
and Ay _.;(v,w) > Ag_p(v,w') for all v, w, w' € R with w < w'.

e Lipschitz regularity : there exists L4 > 0 such that
| A (v,w) — A (v, w")| < |K|L|Lsmax(Jv — '], Jw —w']), (3.19)

for all v, v/, w, w’ € R.
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e Consistency :

Ao (v,0) = /K L AW e d N = KILIAW) s (3.20)

for all v € R, where n j, is the outward unit normal to K on K|L.

e Conservative symmetry :

AK%L(U,U)) = —AL_>K(U},U>, (321)
foral K, L € T, v,w € R.

The conservative symmetry property ensures that the numerical flux Q% ., defi-
ned below in (3.24) satisfies Q% _,;, = —Q7_,x for all K, L.

Let ¢, < t,41 be two given discrete time. Let At,, = ¢, — t,. Knowing v}, an
approximation of the value of the solution « to (3.1) in the cell K at time ¢,,, we
compute vi-'!, the approximation to the value of v in K at the next time step

t.+1, by the formula

K[ (i = o) + Aty >0 Qs = [K[(AL) 201 (vj) X, (3.22)
LeN(K)

where K € 7T, with the initialization
1
v = o [ wo(@)de, K €T, (3.23)
K| Jx

In (3.22), At,Q’_,; is the numerical flux at the interface K|L on the range of
time [t,,, t,+1], where Q' _, ; is given by

QTIL(—>L = AK%L(U?O UZ) (324)

We have also defined
Br(tni1) — Br(tn)
(At,)1/2 ’

Then, the (X}:“) k>1nen are i.i.d. random variables with normalized centred nor-
mal law N(0, 1). Besides, for each n > 1, the sequence (X;™');>; is independent
on F,, the sigma-algebra generated by {X;"*";k > 1,m < n}. The numerical
functions gy, x are defined by the average

n+1l __
X =

(3.25)

1
Ik (V) = ‘K‘/ng(ac,v)dx. (3.26)
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Then, in virtue of (3.6) we have

G (v) ==Y [gri (v)[* < Dy, (3.27)

k>1

where v € R, K € T. We deduce (3.27) from (3.6) and Jensen’s Inequality.
Similarly, we deduce from (3.3) and Jensen’s Inequality that

1
Y grw(€) — gy, §I* < Dlm /K lz — y|*dz,

k>1

for all y € TV. In particular (switching from the variable y to the variable ), and
assuming diam(K’) < h (this is the hypothesis (3.53), which we will make later),
we have the following consistency estimate

> lgrx(€) — g, &) < Dih?, (3.28)

k>1
for all x € K, which will be used later (see (3.151) for example).

Remark 56 (Approximation in law). In effective computations, the random va-
riables Xt are drawn at each time step. They are i.i.d. random variables with
normalized centred normal law N(0,1). In this situation, we will prove the conver-
gence in law of the Finite Volume scheme to the solution to (3.1), see Remark 75
after Theorem 74.

Remark 57 (Global Lipschitz Numerical Flux). We assume in (3.19) that the
numerical fluves Ax_1, are globally Lipschitz continuous. This is consistent with
(3.5). Both (3.19) and (3.5) are strong hypotheses, except if a priori L*°-bounds
are known on the solutions to (3.1), which is the case here, thanks to the hypothesis

of compact support (3.4). Without loss of generality, we will assume that Lip(A) <
Ly.

3.1.4 The kinetic formulation of the finite volume scheme

The kinetic formulation of the Finite Volume method has been introduced by
Makridakis and Perthame in [MPO3]. The principle is the following one. For
linear transport equations, which corresponds to a linear flux function A(u) =
au, a € RY, the upwind numerical flux A _,; in (3.24) is given by

Ao (v, w) = [age ] v = faj ] w, (3.29)

where
Oy = /K|La~nK|Ld’HN1 — |K|Lla-nx.1, (3.30)
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with the usual notation v* = max(v,0), w~ = (—w)™. The discrete approxima-
tion of the transport equation

by the Finite Volume method is therefore

[K|(f = fr)+ Aty > di (6 =0, (3.31)
LeN(K)

where
a1 (§) = (a5 (O fi — ak (&) [T

Recall that Gk is defined by (3.27). A kinetic formulation of (3.22) consistent
with (3.31) would be

[K|(£5 — £5) + Aty > af,1(6)
LeN(K)

1
= RI(800) 261 (€)X + K810 (i (€) = SG(Omc ), (3:32)
where, for K € T,n e N, £ € R, m(§) > 0, and where

FR(6) = Lugoe. (3.33)

This is not exactly the kinetic formulation that we will consider. See (3.112) for
a correct version of (3.32). We will mainly work with a kinetic formulation (see
(3.40)), obtained thanks to the following splitting method. For K € 7 and n € N,

let us define v}?“l/ ? as the solution to

K| — o) + AL, S Ag (0, 08) = 0. (3.34)
LeN(K)

Then U?(—H/ ? is the state reached after a step of deterministic evolution, by the dis-
crete approximation of the equation w,; + div(A(u)) = 0. To this step corresponds
the kinetic formulation

K|(£ 2 —£5) + Aty Y. el () = |K|At, demi(€), (3.35)
LeN(K)

where £72(£) = Lymse, m € {n,n +1/2} and

mh > 0. (3.36)
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In (3.35), a%_,(§) is a function

e (§) = ax (& v, vi), (3.37)

where (£, v, w) — ax_1(§,v,w) satisfies the following consistency conditions :

/R lak—1(& v, w) — afk, (§)Losel d§ = A p(v, w), (3.38)
ag—-1(&v,v) = ak(§)Lose, (3.39)

forall ¢, v, w € R, where a},_,; is defined by (3.30). Before we prove the existence
of the kinetic formulation (3.35)-(3.36)-(3.38)-(3.39), see Proposition 58, let us
first deduce from (3.35) the kinetic formulation of the whole scheme (3.22). This
is the equation

[K|(£57(6) = £5(8) + Aty Y a1 (6)
LeN(K)

= |K|At, 0gm(€) + | K| |£51(€) — £372(6) | (3.40)

We may try to develop the term £ (&) — f?<+1/2(§) (this is done in (3.116) to
obtain (3.112)), but (3.40) will be sufficient for the moment. It will be sufficient
in particular to obtain the so-called energy estimates of Section 3.1.5.

Proposition 58 (Kinetic formulation of the Finite Volume method). Set

arx—r(&,v,w) = ay_,; (§)lecorw + [O2Ak5L(V, ) Lo<e<w + O1 AR L(E, W) Ly<e<s]

(3.41)
and
1 n+1/2 + + 1 e
mi (&) = = |(vg "= = (g =T - =— > a_,r(¢)dC.
Aty [ } K] LeN(K)/f -
(3.42)
Let us also assume that
Atn||aff||LA <1, VKEeT, (3.43)

for alln € N, K € T. Then the equations (3.35)-(3.36)-(3.38)-(3.39) are satisfied

and, besides, we have
ak—r(§v,w) =0, when &> vV w, (3.44)

forall K, L €T.

Remark 59 (Support of m%). By (3.42), the definition (3.41) of ax_r and the
equation (3.34), & — mi(§) is compactly supported in the convex envelope of
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o o, o L e N(K)Y.

Proof of Proposition 58. We check at once (3.35) and (3.38), (3.39), (3.44). To
show that m7.(£) > 0, let us introduce

“+o0o
q)K%L(€7,U7w) = /E aK*)L(Cuq%w)dC (345)
n n n oo n
Ve ,1(6) = Pron (€ v ]) = [ afen (O (3.46)
A simple computation gives the formula

P (&) = Ak n (v, vr) — Ak (Vi A vE A E). (3.47)

By comparison with the identity (v — {)™ = v — v A £, the quantities &%, (£)
appears, in virtue of (3.47), as the numerical entropy fluxes associated to the
entropy n(v) := (v — &)". Then m%(§) > 0 is equivalent to the discrete entropy
inequality

1 n
A7 [n(vKﬂ/z) — (™ } |K] > o (&)<o. (3.48)
n LeN(K)

It is a classical fact that, under the CFL condition (3.43), the deterministic Finite

Volume scheme (3.34) has the following monotonicity property : v} /2§ n (3.34)
is a non-decreasing function of each of the entries v}, v}, L € N (K ) ThlS implies
(3.48) then. See Lemma 25.1 and Lemma 27.1 in [EGHO03]. O

3.1.5 Energy estimates

The Finite Volume scheme (3.22) may be compared to the stochastic parabolic
equation

du®(z,t) + div(A(u®(x, t)))dt — eAu(x, t)dt = O(z, u(z,t))dW (t). (3.49)
For (3.49), we have the energy estimate

1d

8 € 1 €
5 Bl () Baem, + BV Oy = SEIGC, w0y (3:50)

(Recall that G is defined by (3.2)). In the following Proposition 60, we obtain
an analogous result for the Finite Volume scheme (3.22). To state Proposition 60,
we need first some notations.

256



3.1.5.1 Notations

For a fixed final time 7" > 0, we denote by 01 the set of admissible space-step and
time-steps, defined as follows : if h > 0 and (At) = (Ato, ..., Atn,—1), Ny € N*,
then we say that 0 := (h, (At)) € o if

1 Npr—1
5 € N tnpo= > At, =T, sup At, <1 (3.51)
n=0 0<n<Nr
We say that 6 — 0 if
|0] :=h+ sup At, — 0. (3.52)

0<n<Nr

For a given mesh parameter § = (h, (At)) € 91, we assume that a mesh 7 is
given, with the following properties :

diam(K) < h, (3.53)
anh? <|K|, (3.54)
1
OK| < —hN1, (3.55)
an

for all K € T, where

diam(K) = -
fam(K) = max | —y|

is the diameter of K and ayy is a given positive absolute constant depending on
the dimension N only. Note the following consequence of (3.54)-(3.55) :

1
WoK| < — |, (3.56)
ay

for all K € 7. We introduce then the discrete unknown v,(t) defined a.e. by
vs(x,t) = v, w€ K, t, <t <t,. (3.57)
We will also need the intermediary discrete function
(2, tpsr) =012 e K, (3.58)

defined for n € N. Let us define the conjugate function f = 1 — f. We introduce
the following conjugate quantities :

aK%L(€7U7w) = GF{HL(g)_aK%L<€7U7w)7 6K%L(€7vvw) = /5 aK%L(vaaw)dg'

- (3.59)
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We compute
Prr(§ v, w) = Arsr(€6) — Axsr(v AL w AG). (3.60)
We recognize in (3.60) a numerical flux associated to the entropy
v (=& =& —vAE.

From the explicit formula (3.41), we obtain the identity

arx (& v, w) = ax 1 (§)lesovw + (ax 1 (§) — OeAxL(v,8))Loce<w
+ (ak 1 (§) — O Ak L(E W) Ly<e<o (3.61)

Note that, for ax_,; defined by (3.41), we have (using the fact that Lip(A) < L),
sup{|ax (&, v, w)|; & v,w € R} < Lu|K|LJ. (3.62)
Formula (3.61) gives the estimate
sup{|ax (& v, w)[; & v,w € R} < 2L4|K|L], (3.63)

which is not optimal as (3.62) may be, since it has an additional factor 2. Conse-
quently, we will use a slightly different formulation for ®x_,; :

6I(—)L(€7U7u}) - /io EK%L(C:&anw)de (364)
where

BK—>L(C> &, w) = a;(—>L(€)1€>va + 31AK—>L(§, f)lugggw + aZAK—>L(§7 C)lwgggv-

(3.65)
We also introduce B B
b1 (6, 6) = b (C, & v, vT). (3.66)
Now for bx_, 1, we have an estimate similar to (3.62) :
sup{|bx (&, v,w)[;€, ¢ v,w € R} < La|K|L]. (3.67)

3.1.5.2 Energy estimate and controls by the dissipation

Proposition 60 (Energy estimate for the Finite Volume Scheme). Let ug €
L>(T), T > 0 and § € op. Let (vs(t)) be the numerical unknown defined by
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(3.22)-(3.23)-(3.57). Set

Np—1
ET) = X Aty Y |K] [ mi(e)de. (3.68)
n=0 KeT/ZN R
Then, under the CFL condition (3.43), we have the energy estimate
1 2 1 2 1 ny2
SEN0s(DIz2em +BE(T) = Sllvs(O) 2y +5E D0 Atn D K] D lokw (Vi)
n=0 KeT/ZN  k>1

(3.69)

In the following proposition we derive various estimates, where the right-hand
side is controlled by the dissipation term £(7") introduced in (3.68).

Proposition 61 (Control by the dissipation). Let uy € L>®(TY), T > 0 and
d € 0. Let (vs(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-(3.57). Let
v% be defined by (3.58). Then, under the CFL condition

OK|  Jag_. ()]
2At, sup —— <(1-6), 0<n<N, K,LeT, (3.70)
K| ¢er  |K|L]

where 6 € (0,1), we have the following control :

Nr—1

ORNAED DD DR NG/ £ 9L S SM(IL Y

n=0 KeT/ZN
and
NT—l b 2 2 NT—l
tnat) — vs(ty, < - At,, K/f” " (€)dE.
L bt ], <G X A B 1K [ ER@mi©)de
(3.72)
Under the CFL condition
K b
2Atn|a | sup W SSI9) <(1-6), 0<n<N,K,LET, (3.73)

K| ek |K|L|

where 6 € (0,1), (and where b, is defined by (3.66)) we have the following
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control :

Npr—1

ORI DD DR K s S (LS

<5 X At YK [ fi©@mi(©ds, (3.7
n=0 KeT /7N
and
Np—-1 , 2 9 Nr—1
ngo [U&(tn—I—l) —vcs(tn)L Lo < ) ngo AtnKG;/ZN|K|/RfK(§)mK(§)d§.

(3.75)

Eventually, as a corollary to Proposition 61, we obtain the following estimates.

Corollary 62 (Weak derivative estimates). Let ug € L=(TY), T > 0 and 6 € 0r.
Assume that (3.4), (3.6), (3.19), (3.53), (3.54) and (3.55) are satisfied and that

2

At, <(1—0)2Np  0<n<Np, 3.76
2L
A

where 6 € (0,1). Let (vs(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-
(3.57). Let v} be defined by (3.58). Then we have the spatial estimate

Np—1

EY At Y 3 [ [# - 5@k 0(6) + (£ — )T 1(9)]

KeT/ZN LEN(K)

1 DT
< 5”“6(0)”%2(@) + (3.77)
and the two following temporal estimates :
Nr—1 2 1 DyT
b 2 0
E 2 [esttns) = vat)]| agony < GlIos@ ey + == (878)
and N
K 1 2D,T
E > llos(tar) = vs(tn)l72en) < llosOzeeen) + —5— (3.79)
n=0
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3.1.5.3 Proof of Proposition 60, Proposition 61, Corollary 62

Proof of Proposition 60. We multiply first (3.35) by £ and sum the result over
K € T/Z" and ¢ € R to get the following balance equation

1 . 1
Shostne)lF2eny + At Y- |K| / mi()d€ = S|lvs(ta) T2y (3.80)
2 KeT/ZN R 2

We have used Remark 59 to justify the integration by parts in the term with the

measure m;. The term
Z Z a’K%L (3’81)
KeT/ZN LeEN(K)

related to the flux term in (3.35) has vanished. Indeed, (3.81) is equal to

. > D k(O +al k(6 (3.82)

KeT/ZN LEN (K)

by relabelling of the indexes of summation. All the arguments in (3.82) cancel in-
dividually in virtue of the conservative symmetry property (3.21) of Ax_, 1 (v, w).
Indeed, one can check that ay_,;, inherits this property, i.e.

a/K—)L(§7U7 w) = _aL%K(é‘u w, U)J Ka L e 7-7 v, w < R? (383)

thanks to the explicit formula (3.41). To obtain the equation for the balance of
energy corresponding to the stochastic forcing, we use the equation

ot = o 4 (M) g (i) X (3.84)

which follows from the equation of the scheme (3.22) and the definition of v}?“l/ ?

by (3.34). Taking the square of both sides of (3.84) and using the independence
of X! and v}-"'/?, we obtain the identity

1 1 .
§E||U6(tn+1)||%2(w) = §E||Ug(tn+1)||%2(w) Shy > K gk (i)
KeT/ZN k>1
(3.85)
Adding (3.80) to (3.85) gives (3.69). O

Remark 63. Note that (3.84) also gives

At,

1
SE0s(tnsr) = thltnin) ey, = =

K| gnxc ()%, (3.86)
KeT/zv k>l

for all 0 <n < Np.
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Proof of Proposition 61. We begin with the proof of the estimates (3.71) and
(3.72). Multiplying Equation (3.35) by f% := 1 — %, we obtain

|K|E5(E)52(6) + At £5.(6) ; aeyp (€) = |K|At, £5(€)demi(€). (3.87)
LeN(K)

Next, we multiply (3.87) by (£ — v}%) and sum the result over £, K. We use the
first identity

(€= i) (©0emi(€)de = [ (€ = vi)sdemi(€)de = — [ Fel©ymic(©)ee,
(3.88)
(once again, we use the fact that m/, is compactly supported to do the integration
by parts in (3.88), ¢f. Remark 59) and the second identity

[ (€= v e = SR~ ),

to obtain

1 2

2 | [P (tnsa) = vs(tn)] FO S |K] [ Br(mi (€)de

+

L2(TN)

==t Y Y (€= v)iai (e (3:589)

KeT/ZN LeN(K)

We transform the right-hand side of (3.89) by integration by parts in ¢ : this gives,
thanks to (3.45)-(3.46), the term

— At Y / £ (), (€)de. (3.90)
KeT/ZN LeN (K

Then we can relabel the indices in (3.90) and use the conservative symmetry
relation (consequence of (3.83))

(I)K_>L<§,U,U}) = —<I>L_>K(§,w,v), (391)

to see that

1 2

2

03 (tns1) = vs(ta)] |

=AY Y [ - BP0 (392

KeT/ZN LEN(K)

L2(TN)

Note that the integrand (£7 (&) — £%(£))®%_,, (€) is non-negative thanks to the
monotonicity properties of Ax_,; and (3.47). At this stage, in order to deduce
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(3.71) from (3.92), we have to prove that, under the CFL condition (3.70), a
fraction of the right-hand side of (3.92) controls the term

2

(V5 (tns1) — va(tn)]

9

+ L2(T)
(see the estimate (3.97) below). To this end, we integrate Equation (3.87) over
¢ € R. This gives

K[ =]+ At Y / £.(6)al_,, (€)de < 0, (3.93)
LeN(K) 7R

which reads also

| K| [UKJF /2 - UK]+ < —Aty, Z 1 (Vi)
LeN(K)

by (3.46) (note that it is also the discrete entropy inequality (3.48) with £ = v}%).
Taking the square, using the Cauchy-Schwarz Inequality and summing over K €
T/ZN, we deduce that

2 n n\|2
< At, Z Atn% Z M (3.94)

b
tni1) — vs(tn
(i) = ()] Kl ity 1K

Hllzz ) KeT/ZN

Next, we note that |®% ., (v%)|? is non-trivial only if v7 < v?. In that case, it can
be decomposed as

[V W) = =2 [ (0 p(€)dg =2 [ " B (©ajL (€,
" " (3.95)
which is bounded by

25up |, ()] [ |@%,(E)ldg = 25up |, ()] [ (F1— Fh)@h, ()
EER Vi £€ER R

(3.96)
Under the CFL condition (3.70), the estimate (3.94) can be completed into

2

[Ug(tnﬂ) - Ua(tn)L 12TV

SU-0580 Y Y [EHO - BEOBLOd (97)

KeT/ZN LEN(K)

Using (3.92) then, we deduce the two estimates (3.71)-(3.72).

To prove the estimates (3.74) and (3.75), we proceed similarly : we start from the
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following equation on £%;, which is equivalent to (3.35) :

[K(E2(6) — £5(6) + Aty Y @l (€) = —|K|At, demi(€).  (3.98)
LeN(K)
Then we multiply Eq. (3.98) by £%, to obtain

(K| 26 + Aty S0 £, (€) = —| K| AL, £0em (€),  (3.99)
LeN(K)

which is the analogue to (3.87). In a first step, we multiply (3.99) by (v}, — &) and
sum the result over ¢ € R, K € T /Z". This gives (compare to (3.89)-(3.92))

2

obtn) —wse)] |+ A 30K [ eR(mi(e)ds

= — Aty Z Z f?(ér;(—w(g)

KeT/ZN LeEN(K)

A Y (1 )T @), (3100

KeT/ZN LeEN(K)

To conclude to (3.74)-(3.75) under the CFL condition (3.73), we proceed as
in (3.93)-(3.97) above, with the minor difference that, instead of the identity

0e®ye_p (€) = @, (€), we use the formula Py, (€) = b, (€, &) (see (3.66))
when we develop [®}, ., (v7)]2. O

Remark 64. A slight modification of the lines (3.95)-(3.96) in the proof above
shows that

[P (VUi < 2sup e, (O] [ (FL - FR)@hn(E)dE,  (3.101)
EER R

for all £ € R. This estimate will be used in the proof of Lemma 69 below.

Proof of Corollary 62. Assume that (3.76) is satisfied. It is clear, in virtue of the
estimate (3.56) and the bound (3.62) and (3.67) on a}_,, and b} ., that (3.76)
implies the CFL conditions (3.70) and (3.73). Besides, due to (3.27), we have the
bound

S IKI Y lgex (vp)]” < Do. (3.102)

KeT/ZN  k>1

This gives
Np—1

Yo Aty > KDY |gki(vi)|* < DoT,
n=0

KeT/ZN  k>1
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which, inserted in the energy estimate (3.69), shows that

1 1
RE(T) < o llus(O)l2sm) + 5 Do
By addition of the estimates (3.71)-(3.74) and (3.72)-(3.75) respectively, we obtain
therefore (3.77) and (3.78). There remains to prove (3.79). For that purpose, we
use (3.86) and (3.102) to obtain

Ellvs(tn+1) — Ug(tn-i-l)”%?('ﬂw) = Elvs(tns1) I 720eny — EHUg(tnﬁ-l)H%Q(Tl\’) < DoAty,.
(3.103)
Summing (3.103) over 0 < n < Nz and using (3.78) yields (3.79). O

3.1.6 Approximate kinetic equation
3.1.6.1 Discrete unknown

In this section we will show that, when § — 0, some discrete kinetic unknowns
fs associated to the scheme (3.22) are approximate kinetic solutions. There may
be several ways to define f; : it depends for example on the manner in which the
discrete data fj are assembled by interpolation. One of the constraints due to
our definition of approximate kinetic solution is the formulation “at fixed ¢" (3.15)
(in opposition to a formulation which would be weak in time). To establish such
a formulation in our context, a minimal amount of regularity of the function ¢ —
fs(t) is required (in particular, for all ¢, (f5(t), ) should be a cadlag process).
For t € [t,,t,11), we will therefore consider the function fs(¢) defined as the
interpolation

t—tn bsr — ¢

f5(x7t7£) = Flvg(qj,t)>§ + T]"Ué(%t)>£7 5 € Ra VS TN (3104)

where v}(z, t) is given by

iz, ) = oF ™ 4 gk (V) (Bi(t) = B(tn)), tw <t <tui,z€ K. (3.105)

We set vi.(t) = vi(z,t), = € K. Then, for t € [tn,tos1) , t — vi(t) is itself

an interpolation between v}?l/ * and v, We also denote by f; the piecewise

constant function
fg(.f,t,f) = f?( = 1v5(x’t)>§, x € K,t < [tn,tn+1). (3106)
We check first that fs and f; are close to each other.

Lemma 65. Let ug € L>®(TV), T > 0. Assume that (3.3), (3.4), (3.6), (3.19),
and (3.76) are satisfied. For § € 0p, assume (3.54) and (3.55). Let (vs(t)) be
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the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-(3.57) and let fs5, £5 be defined by
(3.104)-(3.106). Then

s

2
[ 15t 1,€) = t5(a,t, lde] dnd

< [9—1||v5(0)||iQ(TN)+D0T(1+9—1)] l sup Atn]. (3.107)

0<n<Nr

Proof of Lemma 65. Since

fé(t) — f(;(t) = T(lvg(t)>£ — 1v5(t)>§>>

for ¢t € [t,,t,41) and since the facto
estimate is bounded by the followmg L2 -norm :

=) L

2 T
drdt <E [ [Jui(t) = vs(t) [Faomydt

[ st t.6) = £3(x,.8)

(3.108)
By definition of v%(¢) and independence and (3.27), we obtain
NT 1
E/ /w / oot €) — £a(z.t, E)|de| dudt < Dy Z / It — t,|dt
Nr—1 ) 9
+E 7;) Aty |[v3(tns1) = vs(tn) -
Using the temporal estimate (3.78), we deduce (3.107). O

Remark 66. Note for a future use (cf. (3.149)) that we have just proved the
estimate

T
E [ Hv§<t>—v5<t>uiam)dts[e1\|va<o>\riQ<TN)+DoT<1+e1)}[ sup Atn]

0<n<Np
(3.109)
To fs we will associate the Young measure
— 1y tpy1 —
vpi(€) = —0cfs(w,1,€) = At O(€ = vj(w, 1) + =T—0(§ = vs(w,1)), (3.110)
We also denote by m; the discrete random measure given by
Np—1
dms(z,6,8) = Y Y Igypninen) (@, )M (€) dudtde. (3.111)
n=0 KeT
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Recall the definitions (3.51)-(3.52) (definition of the set of mesh parameter 9, in
particular), that we will use in all the section.

Proposition 67 (Discrete kinetic equation). Let ug € L>®(TY), T > 0. Assume
that (3.3), (3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. For 6 € 0r, assume (3.54)
and (3.55). Let (vs(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-(3.57)
and let fs, v°, ms be defined by (3.104), (3.110), (3.111) respectively. Then fs
satisfies the following discrete kinetic formulation : for all t € [t,,t,11], * € K,

for all ¢ € CHR),

(f&(w t), 1/)> (fs(z,tn), 1)
B |K| / 2 i (9E)dds - | [ dcvt©mic(€)dsds

LeN(K

L gt >w<v§<x, NA(s) + 5 " [ GRROe (i . s))ds.

(3.112)

In (3.112), (fs(x,t), ) stands for the product

[ Sl t v ©)de.

Proof of Proposition 67. Let ¥ be a primitive of ¢ and let = € K, t € [t,, t,11).
By definition of f;, see Equation (3.104), we have

t—t,

(fol,8),0) = (Falt) ¥ = -

(Wt (2, 1)) — W(us(a.1))]

which we decompose as the sum of two terms :

tA_th (U (1)) = U (2, t011))] (3.113)
and L
N (D0 (2 tns)) = W(0s(, )] (3.114)

We use first the deterministic kinetic formulation (3.35), which we multiply by
¥ (§). By integration over £ € R, it gives

1) =~ [ f 2 el Ouededs— [ [ o(emi(©)des.
(3.115)
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By Itd’s Formula on the other hand (¢f (3.105)), the term (3.113) is equal to

Lt (U0 (2, ) AB(3) + ~ [ G ()2 (vl (. 5))ds. (3.116)

At, Ji, 2 At, Ji,
Summing (3.115) and (3.116), we obtain (3.112). O

We will prove now that the Finite Volume scheme (3.22) is consistent with (3.1).
Indeed, we will show, thanks to the estimates obtained in Section 3.1.5, that an
approximate kinetic equation for f; in the sense of (3.15) can be deduced from
the discrete kinetic formulation (3.112).

Proposition 68 (Approximate kinetic equation). Let uy € L®(TY), T' > 0.
Assume that (3.3), (3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. For § € dp, assume
(3.54) and (3.55). Let (vs(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-
(3.57) and let fs5, v°, ms be defined by (3.104), (3.110), (3.111) respectively. If (5,,)
is a sequence in dp which tends to zero according to (3.52), then (fs,,) is a sequence
of approximate solutions to (3.1) of order d = 2. Besides, (fs, (0)) converges to
the equilibrium function £g = 1,ys¢ in L°(TY x R)-weak-*.

Proof of Proposition 68. The last assertion is clear : (fs5,,(0)) converges to the
equilibrium function £, = 1,,-¢ in L>°(TY x R)-weak-* since, by (3.23), v’ (0) —
ug a.e. on TV, We will show for all ¢ € [0, T, for all p € C>°(T" x R), the equality
called

(3.117)

(Fstt) o) (0 0) = [f[L - Beole, )dms(e,5,€) + (1, 0)

+ /;(fa(s), a(§)Vap)ds (3.118)
* /Ot /TN /ng(xa &)¢(, €)dv; (§)dxdpBi(s) (3.119)
+ ; /ot /TN /RGQ(% §)Ocp(x, £)dvy (&) dads, (3.120)

where the error term £°(¢, ) satisfies

lim E [ sup |£°(t, ¢)|?
6=0  |tefo,1]

— 0, (3.121)

for all ¢ € C*(TY x R). Note that the convergence in probability (3.14) follows
from (3.121). Given ¢ € C?(TV x R), we introduce the averages over the cells

KeT .

oK (§) = W K|

ez, §)dr, §eR. (3.122)
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To prove (3.117), we apply the discrete kinetic equation (3.112) to £ — ¢(z, ) for
a fixed v € K. Then we sum the result over z € T?. By the telescopic formula

<f5($7t>790> - <f5($70)7@> = i <f5(33,t /\tn+1)7‘10> - <f5($vt /\tn),(ﬂ>,

n=0

we obtain

(f5(t),0) =(f5(x,0), ///]TN OtXRf?ggo Ydms(x, s, &)
-3y [ [S desl@en@asts (3123)

tAtn

n=0 KeT/ZN LEN(K)

+/0 /TN /IM Grs (2, €)p(, Q)dpg, (€, )i (s) (3.124)
1 rt

- 5/0 /IFN | G, ©)0ep(w, Oyt (&, O)ds, (3.125)

where the measure 1], on R x R is defined by

N At —E N
<:ui,s,t7w> = Z n+itn nl[tn,tn+1)(s)w(v5(xa S),U§($,S)), Q/) € Cb(R2)7
= (3.126)
and the discrete coefficient g s5(z,€) is equal to gi k(&) (cf (3.26)) when z € K
(similarly, Gs(z,§) := Gk (§), v € K). Note that u‘;s’t is simply the Dirac mass at
(vs(z, 5), vi(x, 5)), except when ¢; < s < ¢ (where [ is the index such that ¢, < t <
t;+1), in which case it is the same Dirac mass, with an additional multiplicative
factor 37!

The term (3.123) is a discrete space derivative : we will show that it is an ap-
proximation of the term (3.118). The two terms (3.124) and (3.125) are close
to (3.119) and (3.120) respectively. We analyse those terms separately (see Sec-
tion 3.1.6.2, Section 3.1.6.3). The conclusion of the proof of Proposition 68 is
given in Section 3.1.6.4.

3.1.6.2 Space consistency

Lemma 69. Let uy € L®(TY), T > 0 and § € 0p. Assume that (3.4), (3.6),
(3.19), (3.54), (3.55) and (3.76) are satisfied. Then, for all p € C*(TN x R), we
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have

/1rN// Ve fs(s)dzdsdE

Nr—1 Attt 5 5
- Z Z / / aK~>L ) K(f)dg + 8space,O (tﬂ (p) + 6space,1(t7 @)7
n=0 KeT/ZN LeEN(K)

(3.127)

for all t € [0, T, with the estimates

E sup |€space O(t 90)|2
t€[0,T7

1 1
< TILAPI Vel [5llosOlam, + DoT (14 5)] sup A,

(3.128)

and, for all compact A C R, for all ¢ € C®(TY x R) supported in TV x A,

16LAT

E sup |6space 1( )|2
tel0,T

1 2D,T
API0 sz, | 5llos(O)Baemy + 2] b

(3.129)

Proof of Lemma 69. To begin with, we replace fs by f; in the left-hand side of
(3.127). This accounts for the first error term

spaceO /IFN/ / V.o(fs(s) — £5(s))dxdsdé.

Thanks to Lemma 65, we have the estimate (3.128) for ¢
the following development :

/H‘N// V.pts(s))drdsd

/ o / o / €) - Vopts(s)dudsde, (3.130)

Spaceo( ©). Then, we use

Since f;(s) has a constant value £ in K X [t,,t,.1), we obtain, thanks to the
Stokes formula,

/TN/ / V.ofs(s)drdsd

At
/ / aK—>L(5)90K|Lf7;<d8df, (3.131)
KeN(K) L
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where aj._,; (£) is defined by (3.30) and ¢, is the mean-value of ¢ over K|L :

1

|K|L| KL (ID('T’ g)d’}_[N—l(x)

SOK\L(f) =

We add a corrective term to (3.131) to obtain

/T i / / V.ot s(s)dudsde

NT L
/ / aKeL(S)(QOKlL — @r)ERdsdE.
KeN(K) L

(3.132)

Equation (3.132) follows indeed from (3.131) by the anti-symmetry property
(3.83) of ax_,. Note that Equation (3.132) is more natural than Equation (3.131)
(when one has in mind the decomposition of a volume integral over each cell
K), by use of the correspondence

a(€)-Vap~ Y i, (§) (v — ¢x) in K.
LeN(K)

By (3.83), the discrete convective term in (3.123) is

i > /t/\tn+1/ Y a1 (§)(wrin — pi)dsdé. (3.133)

n=0 KeT/ZN LeN(K)

To estimate how close is the right-hand side of (3.132) to (3.133), we have to
compare al;_,;(§) and aj_ () Tk (€). Let v € WHH(Re). If vt < ol then

L) laio (25 = ahen(©)d = = [ AOF(©agor(©d (3134

by the consistency hypothesis (3.39) and the support condition (3.44). Using an
integration by parts and (3.45), we obtain

L) a5 (©25() = aiesn (O d = [ F(Opl€Vvidg.  (3.135)

Similarly, if v} < v}, then

[ A1) @k (©£5(6) — a1 d6 = — [ V(OT (€ Avi)de.  (3136)
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We deduce that (3.127) is satisfied with an error term

Espacel /TN/ / (,Of(i )dl’def
Nr—1 tAtnt1
Y oy [y sl Oor(E)de, (3:13)
n=0 KeT/ZN LeN (K

which is bounded as follows :

Np—1

tAtn41
| spacel | < Z / Z / Z |8590K\L - 8§SDK|

KeT/ZN LeN(K

1U§§UZ|®TIL(HL(€ V)| + 1v2<v}2‘6K%L<£ A vg)| | d§,
(3.138)

X

By (3.53), we have

10e0k1.(§) — Ocpr (§)] < |0V aip( -, ) eo P,

for all ¢ € R. If ¢ is compactly supported in TV x A, we obtain thus the bound
lEtpace1 (t: )] < 106Vl e | Al Bopace b (3.139)

where Bjp,ce is equal to

Npr—1

Z Atn Z Z |:1U}L(§U’L‘ sup |(I)7IZ(—>L(£ v U?()| + 1v2<v} sup ’6nK—>L<§ N U?()| :
n=0 KeT/ZN LeN(K) £eR £eR

We seek for a bound of order h='/2 on B, For notational convenience we will
estimate only the first part

Nr—1
B;pace = Z At” Z Z 1 v <v} Sup|q)K~>L(§va)|
n=0 KeT/ZN LeN(K)

since the bound on the second part in By, will be similar. By the Cauchy
Schwarz inequality, we have

Nr—1
E’Bspace S Z Atn Z ’aK|
= KeT/zZN
Nr—1
XxE > At, Y > |K|L| sup\ch%L(gva)‘z.
n=0 KeT/ZN LeN(K)
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We use the estimate (3.101), which gives

[ (€ V v < 2LalKIL| [ (] — E3) 5 (),
thanks to (3.62). We also use (3.56), and get

2L, _ Nt o
B Y A Y Y[ (# - E)0h(€)de.
n=0

KeT/ZN LeEN(K)

E|Bipacel” <
space Of%vh

With (3.77) and (3.139), we conclude to (3.129). O

3.1.6.3 Stochastic terms

Lemma 70. Let ug € L®(TY), T'> 0 and § € 0p. Assume that (3.4), (3.6), (3.19)
and (3.76) are satisfied. Then, for all ¢ € C*(TN x R), we have

/ t / x / 9rs (%, €)p(, Q)dpg, (€, O)dBr(5)
0 JTN JRxR
:/0 /TN/Rgk@,f)@(%f)dVi,s(f)diﬁdﬁk(S) +edalt,p) +elvaltp),  (3.140)
and
[ ] ][ G 0cpte. Ol 6.0
:/Ot/TN/RGQ(Lf)@ggo(x,f)dl/is(f)dxds+5§5N73(t,gp)_|_g<\s)v74(t7 ), (3.141)

where

B [ sup [b (6, )?
t€[0,T]

§4D1T||g0||%;?£h2 +2DO||¢||§;?5 [ sup Atnl : (3.142)

0<n<Nrp

E [ sup |<dy 5t o)

<AD\ T 0o 3. B2 + 2D e |2« [ sup Atn], (3.143)
te[O,T] z,§ x,&

0<n<Nr

and

B | s Iebalt. )| <2Dulols, | sup v

te[0,T) 0<n<Nr

+8{DillelR, + Doloewl . |

X

1/2
sup Atn] . (3.144)

0<n<Np

1 3DyT
sl + 257 |
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Eventually, 6%\/’4@, @) satisfies the same estimate as 6%\/’2(15, ©) with O¢p instead of
@ in the right-hand side of (3.144).

Proof of Lemma 70. Define
Aalt. )= [ [ laral©) — 9u(e. &) o, il o€, By (5)

and let ef ,(t, ¢) be equal to

[ L ot €00t Qi 6.0~ [ ot ot b ()] dwdsi(s)

Then (3.140) is satisfied. Note that n +— &}y ,(tn, @) is a (F,)-martingale. By
Doob’s Inequality, Jensen’s Inequality (note that 4 (R x R) < 1) and (3.28), we
deduce

E [ up |eéw,1<tn,so>|2]

0<n<Np

Ny 2
<tB [ ] (@) = g (@, (@ Oyl (6,0)| dards
0 TN JRxR T

tNr 2 55 2
<aB [ (@) = gulw OF it (6, Odads g,
<ADIT |l 1

Besides, we see, using Itd’s Isometry, and (3.2), (3.27), that

E [ sup [ (b 9) — By 1t so>|2]

tE[tn,tn+1)

tn+1
<E |
tn

§2D0||g0||%;?§[ sup Atnl.

0<n<Nrp

2
dxds

/EN /]RxR [91@5(%, 05(8, I)) B gk(m’ U(;(S, I))] QO(ZL', 02(87 ZE))

Similarly, we have

< 2Dullelz, |, Mo +E| s [eliattn )]

E [ sup [h o(t )
0<n<Np 0<n<Nrp

t€[0,T7]

Using Doob’s Inequality, we obtain

< 2D, | sup, Ata| + 4Bl P

E [ sup |25 o(t, )
0<n<Nr

te[0,T]
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By Itd’s Formula, E|edy ,(tn,, ¢)|* is bounded from above by

2 LE

We have, fort € [0,T), t € [tn,tns1), n < Nr, and ¢ € Cp(R x R),

2
22| [ 10 0 i1, (6:0) = [ 1 Dl b2, (6| s

(3.145)

tA—tZ" (i, 1), v(x, 1) — P(vs(, 1), v (2, 1))]

_ tnzt;t {z/;(va(x,t)wcs(x,t)) — w(v(g(x,t),vg(xjt))} ‘

</‘i,t,tNT>¢> =Vt @ Vgt Y) —

We estimate therefore (3.145) by the two terms

2E > / /TNZ‘gk @, 1) — gi(x, vs(z, t) ’ (2, &)|*dxdt, (3.146)

0<n<Np k>1
and
2
2E > / /N > ‘gp z, vi(z, 1)) go(x,vlg(x,t))‘ \gr(z, vs(x, ) |*dadt.
0<n<Np T k=1
(3.147)
Note that (3.3) gives, for all » > 0, and 7, v € R,
> gi(@,0) — gi(z, v)|* < Dy|v —v| < Dy (77 +—|v— U|2> (3.148)
k>1

In virtue of (3.148), we can bound (3.146) by
2 Lo (T 2
2Dl |1+ LB [ I050) = vs(0) oot

Using (3.109) and taking n = {supogn <Ny Atn} 1/2, we deduce that (3.146) is boun-
ded by

1/2

sup At,

0<n<Nrp

(3.149)

1 3DyT
2D el (505l Eaco) + =] [

An estimate on (3.147) is obtained as follows : (3.147) is bounded by

T
2D0]10 I3 E [ I05(2) = vs Dl Facomyedt
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Using (3.109) gives an estimate on (3.147) from above by

3D0T] [

1
2006, [3105(0) ey + 20| | sup Atn]. (3.150)

0<n<Nt

Next, we denote by &9y 5(t, ¢) and efy 4(t, ¢) the error terms

/t /w /m |Gi (e, €) = Gilw, &)] deolw, Q)dus (€, Q) dads,
/ /qu [/RX]R (z,)0ep(x, Q)dul 4 (£,€) — /G x, €)dep(x, g)dym(g)} dds.

We have, for z € K, n > 0,

|Gi,6(x7£) - Gi(%’,f” =

> gk, (&) — g1, €)) (gr,x (€) + gil, f))l

k>1
< 2 Z|ng ) = gr(z, )P + 10 gk (€)1 + lg(z, O]
M k>1 >1

Using (3.28), (3.2) and (3.27) and taking n = h, we see that

This is sufficient to obtain (3.143) and the last statement of the lemma (estimate
on 9y 4(t, ). O

3.1.6.4 Conclusion

To conclude, let us set

= Z ggN,j (t7 90> - ggpace,o (t7 90) - Egpace,l (t7 90)
j=1

Then the approximate kinetic equation (3.117) follows from the discrete kine-
tic equation (3.125) and from the consistency estimates (3.127)-(3.140)-(3.141).
Since |lvs(0)||z2¢rvy < [[uol|2(rvy (the projection (3.23) onto piecewise-constant
functions is an orthogonal projection in L?(T")), it follows from the error esti-
mates (3.128), (3.129), (3.142), (3.143), (3.144) and from the CFL condition (3.76)
that

- l sup [e°(t,0)*| < C(p)lo]',

te[0,7

where C(yp) is a constant that depends on ||ug|z2(r~), on Dy, D1, La, on the
parameter ¢ in (3.76), on 7', on |A|, where A is the support of ¢, and on the
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norms 9% 9f || e (rx xr) With j; + k < 2.

3.1.7 Convergence

To apply Theorem 55 on the basis of Proposition 68, we need to establish some
additional estimates on the numerical Young measure v’ and on the numeri-
cal random measure m?°. This is done in Section 3.1.7.1. We conclude with the
convergence of the Finite Volume method in Section 3.1.7, Theorem 74.

3.1.7.1 Additional estimates

Tightness of (1)

Lemma 71 (Tightness of (+°)). Let ug € L°(TN), T > 0 and § € dp. Assume that
(3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. Let (vs(t)) be the numerical unknown
defined by (3.22)-(3.23)-(3.57) and let v° be defined by (3.110). Let p € [1,+00).
We have

(Sup /TN/ 1+ |Ef)dnt ,()d ) <C, (3.152)

te[0,T)]

where C,, is a constant depending on Dy, p, T and ||ug|| g (rny only.

Proof of Lemma 71. It is sufficient to do the proof for p € 2N* since 1 + |£|P <
2(1 + [€]9) for all £ € R if ¢ > p. Note that

[
L. [ 1gras (&)az = Tn o0y + o s ()12, s,
for t € [t,,tn.1). Recall also that v} is defined by (3.105). Let

pp(€) =P = 0e? EER.

We multiply Equation (3.35) by ¢,(£) and sum the result over K, £&. We obtain
then, thanks to (3.83),

105 (b ) ey + 0 = DAL, D7 K] /Rﬁpfz‘mnx(f)df = [lvs(tn) Iz ()

KeT/ZN
(3.153)
In particular, we have the L? estimate
Hvé( n+1)||Lp TN) < H/U(S(tTL)Hip(TN)- (3154)

Let us now estimate the increase of LP-norm due to the stochastic evolution. By
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Itd’s Formula and (3.105), we have

|,Un+1 ‘P

n tnt1 _ n 1
= [ 2P [T 0 g (i) B +5p(p-1) [

n

tn+1

v (PG (v )t

and thus
ot oy = 105y 2 [ G0hEP A ey B0
tn+1
+2p(p 1) ; <U§(t)p_27rn>L2(TN)dt7 (3155)
where

(@) = grx(v), TMz)=Gi(vk), €K
Using (3.154) and induction, we obtain

[[vs (T )HLp (TN) = < |lvs(0 )“Lp TN) + My, + By, (3.156)

where (M) is the martingale

N— tn+1
MNZPZ/t :7k>L2 TN) dB(t)

and
1 T ptn i —2 n
By =5p(p =1 3 [ 00T et
n=0 n

Note that the argument (v}(¢)?~2, ") r2(rv) in By is non-negative since I'" > 0

and p — 2 € 2N. Consequently, Esup,,y, B, = EBy, and we deduce the
following bound

Np—1

1
E sup B, < op(p—1)Dy Z/ E|of (£)[17, 2% (o . (3.157)

OSHSNT

We have used (3.27) to obtain (3.157). If p = 2 then E||vl(t )||L,, 2qvy = 1
and is therefore bounded. To estimate E|[v%()]||?, s ) vy When p > 4, note that

V(1) = V§(tn i) + 25 (t) for t € (t, tnys1), where 25 (2, 1) := () (Br(t) — Br(tn))
is, conditionally to F,,, a Gaussian random variable with variance, for z € K,

E (|22 (0)P1F] = (¢t - t) Gk (v) < Dot
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by (3.27). In particular, we have the bound

Ell2f ()15 2y = S IKIE (B[l ()217,])

KeT/ZN

—cp) Y IKEE[OPF]) < cr)(Deat,) 0272,

KeT/zZN

where C'(p) is a constant depending on p. It follows, using (3.154), that we have
the estimate

B[} (1)15:% vy < C(, Do) (1 + B0} (b 17,72 pmy )
< C(p, Do) (1+ Elvs(tn) 7, %oy )

where C(p, Dy) is a constant depending on p and D,. In particular, we have

sup sup E||U§(f)| i;i(qu) < C(p, Do) (1 + sup Effvs(t )HLP 2(TN ) :

0<n<Np tG(tn,thrl) 0<n<Np
(3.158)
By (3.157), we conclude that
E sup B, <C(p,Dy)T (1 + sup Elus(tn)]7,2 Q(TN)> (3.159)
0<n<Np 0<n<Np

for possibly a different constant C'(p, Dy). Let us now turn to the estimate of the
quantity Esupg., <y, |My,|. The martingale (My) can be rewritten as a stochas-
tic integral (with an integrand which is a simple function). Consequently, the
quadratic variation of My, is

NTl

tn+1
(M) =22 X [ ST b A o Pl

NT 1

<P X [ S s i ey

k

NT 1

_p Z / HL2(p 1) (TN) HFHHLl ']I‘N)dt

NT 1
<p*Dy Z / ||L2(p 1)(1rN)dt

by (3.27). Using (3.158) (with 2p instead of p) gives thus

MM@Sﬁ%H@@%%H—prM(M%%W>. (3.160)

0<n<Nr
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By Burkholder - Davis - Gundy’s Inequality, there exists a constant Cppg such
that
E sup ‘Mn| S CBDG]E<MNT>1/2~

OSHSNT

By Jensen’s Inequality and the estimate (3.160), we obtain

E sup |Mn|§OBDG(E<MNT>)1/2

0<n<Nrp

1/2
< Cppep(DoTC(2p, Dy))*? (1 + b E |05 (tn) | 7o 'JTN)> '
n T
(3.161)

We can conclude now. Since EMy, = 0, taking expectation in (3.156) (where we
replace Ny by n) gives

El[0s(tn) 7o (ery < 105 (0) |70 (pny + EBn.

Note (see Section 3.1.6.4) that

|5 (0) | o covy < |luollLocrny < ||luol|pos (-

By (3.159), this gives

sup ]E||U5< )”Lp TN) < ||u0||]zoo(1r1\’)+0(pa Dy)T (1 + sup E||U6( )HLp 2(TN > .
0<n<Np 0<n<Np

By iteration on p € 2N*, we deduce, for every such p, that

sup ]E||v5(tn)HI£P(TN) < Cp? (3162)

0<n<Np

where the constant C, depends on p, Dy, T and |ug||p(r~). Denote generally
by C, any such constant, possibly different from line to line, depending only
on p, Doy, T and ||ugl/pe(rvy. By (3.162) with 2p — 2 instead of p, we have
E supy<,<n, [Mn| < C,. Then we use (3.159) with p — 2 instead of p to obtain
E supg<,<n, Bn < Cp. By (3.156), we deduce

E sup [Jos(tn) sy < Cp, (3.163)
0<n<Nr
which concludes the proof of the lemma. O

Tightness of (m;)

Lemma 72 (Tightness of (ms)). Letug € L>(TY), T > 0 and § € 0. Assume that
(3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. Let (vs(t)) be the numerical unknown
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defined by (3.22)-(3.23)-(3.57) and let ms be defined by (3.111). Then, for allp > 1,
we have

2
E ///TNX[O’T)XR(H EP)dms (2, t,€)| < C,p, (3.164)

where C,, is a constant depending on Dy, p, T and ||ug|| g (rny only.

Proof of Lemma 72. Let p € 2N*. By (3.153), we have

S [ mi€de < lostta) e,

KeT/ZN

We multiply this inequality by At,,. Summing over n € {0,..., Ny —1}, we obtain

p—2 p
///JTNX[O,T)XRg dms(@,t,8) ST sup ||vs(tn)llLoer).

0<n<Nr

Since [|os(ta) 12 gy < [05(t) %0 px ), We have

2
P2 2 2p 2
E |///TNX[O,T)XR£ dms(x,t,€)] <T°E sup  |Jos(tn) || o0 gny < T°C,

0<n<Np

by (3.163). Taking first p = 2, then p € 2N* arbitrary, we obtain (3.164). O

3.1.7.2 Convergence
We may now apply the theorem 55, to obtain the following results.

Theorem 73. Let ug € L=(TY), T > 0. Assume that the hypotheses (3.3), (3.4),
(3.6), are satisfied. Then there exists a unique solution u to (3.1) with initial datum

ug, in the sense of Definition 49. Besides, for all 1 < p < 400, almost surely,
w e C([0, T]; L(T)).

Theorem 74. Let ug € L=®(TY), T > 0. Assume that the hypotheses (3.3), (3.4),
(3.6), (3.19), (3.54), (3.55) and (3.76) are satisfied. Let u be the solution to (3.1)
with initial datum uy and let vs be the solution to the Finite Volume scheme (3.22)-
(3.23)-(3.24)-(3.25). Then we have the convergence

(lsl_r)%E”Ué - uHIZP(']TNx(O,T)) = O? (3165)
for allp € [1,00).
Remark 75. If the X" are merely i.i.d. random variables with normalized cen-
tred normal law N(0,1), then (vs) is converging to u in LP(TN x (0,T)) in law

when § — 0. Indeed, the identity (3.25) is only satisfied in law now, hence vs has
the same law as the function ¥5 defined by (3.22)-(3.23)-(3.24), with X' replaced
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by the right-hand side of (3.25). We apply the conclusion of Theorem T4 to 0s.
As a corollary, we obtain the convergence in law of (¥5) to u in LP(TYN x (0,T)).
A slightly different manner of expressing the same thing is to notice that, when
the discrete increments (X)) are some given normal law N(0,1), then we can
construct a set of Brownian motions Pi(t) such that

Biltns1) = Br(tn)
(Atn)l/Q :

Xpt = (3.166)

Indeed, without loss of generality, we can restrict ourselves to the case At,, =1 in
(3.166) and use the Lévy-Clesielski construction of the Brownian motion, [SP1/,
Section 3.2] on [0, 1] as follows : we define (cf. [SP14, Formula (3.1)] )

_ n+1 o n+1 _ n+1 _ n+1 o n+1

and we set

B(t) = Z_;Gpﬂ[o,tbﬂp%

where the H,’s are the Haar basis of L*(0,1). Then (3.166) follows from the fact
that

/0 H (8t = (H,, Hy) = 6,0,

Remark 76. Theorem 73 has already been proved in [DV10a] (see also Sec-
tion 2.1.5) under less restrictive hypotheses (having a compactly supported noise
is unnecessary). We give the statement together with Theorem T4, however, to
emphasize the fact that the convergence of the Finite Volume method, in the fra-
mework which we use, give both the existence-uniqueness of the solution to the limit
continuous problem, and the convergence of the numerical method to this solution.
It is not necessary to provide the existence of the solution u to (3.1) by an external
means.

Proof of Theorem 73 and Theorem 74. Let us first prove the theorem 74. We
take the existence of w, solution to (3.1) with initial datum v, for granted. By
Proposition 68, Lemma 71 and Lemma 72, we may apply Theorem 55 to fs : we
obtain (3.165) with z; instead of vs, where

t—1t, ther — T
z5(x,t) ::/]R&dyit(f): A7 Us(x,t) + Zt vs(z, 1),

fort € [t,, tne1]. By (3.109), we have the estimate

T
E [ Iz = vsll 3wt = O(d)

on the difference between z; and v;. This gives (3.165) for p < 2. If p > 2, we use
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the inequality

—1
Ellvs — ullpopn oy < vs — ullz2@xry <o,y lvs — U||}£2<p—1>(QX1rNx(o,T))

1 2p—1
< EEHU(S — u||%2(TN><(O,T)) + nE”Ué - U||L(2];p*3>(’ﬂ‘N><(O,T))’

(3.167)

where 7 is a positive parameter. Thanks to the uniform bounds (3.8)-(3.163), we
can choose 7 independent on ¢ to have the second term in (3.167) smaller than an
arbitrary threshold. By the convergence result for p = 2 the first term in (3.167) is
then also small for § close to 0. This concludes the proof of theorem 74. To prove
73, we just need to construct an approximation scheme satisfying (3.19), (3.54),
(3.55) and (3.76) and to compute vs by (3.22)-(3.23)-(3.24)-(3.25). We can use a
cartesian grid for this purpose : let h,, = --, where m € N*. Let 7 /Z" be the set
of open hypercubes of length h,,, obtained by translates of the original hypercube
(0, k)N by vectors h,,x, x having components in {0,/...,m — 1}. Then (3.54),
(3.55) are satisfied with ay = 27" since a hypercube has 2" sides. We can choose
the Godunov numerical fluxes, defined as follows :

|K|L| min A(§) -nkr ifv<uw,

v<{<w

|K|L| max A(§)-nkr ifw<w.

w<&<v

AK%L(Ua w) =

These fluxes Ay ., are monotone (non-increasing in the first variable, non-
increasing in the second variable). They satisfy the hypotheses of regularity,
consistency (3.19) and (3.20) respectively with L4 = Lip(A). The conservative
symmetry property (3.21) is also satisfied. At last, to ensure (3.76), we just need
to take a uniform time step At like

2
Loy

At = -
2204

Py,

We have then (3.76) with § = . At this stage, Proposition 68 provides a se-
quence of approximate solutions (f,,). Thanks to the uniform bounds establi-
shed in Section 3.1.7.1, we can apply Theorem 55 : this gives the existence of
a unique solution u to (3.1) with initial datum u,. By Corollary 27, we have
u € C([0,T]; LP(TV)) almost surely.
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Le paragraphe qui suit a plusieurs fonctions.

e La premiere et sans doute la principale : il donne le détail des démonstra-
tions de l'article. En effet, la longueur, la difficulté de I'article et la tradition
mathématique font que les démonstrations des différents lemmes, proprié-
tés, corollaires et théorémes de I'article sont souvent réduites a leurs étapes
essentielles.

e La seconde : les démonstrations sont écrites avec [ .dW(t) et non pas
Sk fo -dB(t), avec ||.||r,ur) €t non pas ||| ou ||.||izav), avec ®(z,u) et non
pas ®(z,u)er = gr(z,u). Je pense que cette facon de faire est plus simple,
plus pratique et donne une lecture plus aisée, méme si dans l'article nous
avons gardé les notations utilisées par Arnaud Debussche et Julien Vovelle
dans [DV10b].

e La troisieme : jai rappelé des notions importantes utilisées dans les dé-
monstrations.

e La quatrieme : j’ai essayé par moments, de donner des idées, des réflexions
précédant ou accompagnant les démonstrations de l'article.

Il faut bien comprendre que ces détails sont une aide a la lecture. Je pense qu’il
serait intéressant de lire l'article avec les détails et commentaires qui suivent,
simultanément.

3.2 Détails des démonstrations du deuxiéme
article

3.2.1 Au sujet du paragrahe 3.1.3 « The Finite Volume
Scheme »
A propos du maillage :
Comme K est un ouvert, sa frontiére topologique s’écrit :
K\K =0K UN
avec | N| = 0.

K|L inclus dans un hyperplan VL € N (K) implique que K est un polyedre, c’est
méme équivalent. En effet, un polyédre est l'intersection d’'un nombre fini de
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demi-espaces. Cela implique que ng/;, est constant donc I'hypothese de consis-
tance (3.20) est bien écrite.

Notons que le schéma VF, c’est a dire la formule (3.22) s’écrit aussi

K| (vt = i) + Atw > Qi = K[ (At) Zm ) X+

LeN(K)
~ K| (Atn)% 3 ’1[(’/[{gk (2, 00.) d % 5k( n—(&-lA)t_)lﬁk (tn)
k=1 n)?
= |K| (Atn)% S ‘[1(|/K<I>(5L',U?()€kdl' X W(tnﬂ)(zg _)1W(tn) o
k=1 tn)2
_ % - L n w (tn-i-l) - W (tn)
= |K| (At,) 2 T4 /KCD (x,v) dxey X (Atn)% ek
1 1
= K18t ey [ @ @i da (W (tusn) = W (1)

tn+1/ (x,vy) dxdW (s).

W (t,s1) — W (t,) est indépendant de F (¢,) qui contient tous les F (¢;) pour
i entier naturel plus petit que n, et est aussi indépendant de chaque W (t;) —
W (t;_1).

Remarque :
[ ® (@0 da (W (i) = W (1))
est un léger abus de notation qui signifie en fait

/K P (2,05) dx 0 L (GW (tag) — W (t)

ou j est l'injection de Hilbert-Schmidt j : H — $ qui permet de définir cor-
rectement le processus de Wiener cylindrique W (4 étant un espace de Hilbert
séparable quelconque).

L’hypothese (3.6) s’écrit

|® (2, u) ||§2(H,R) < Dy, V(z,u)eTV xR
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donc

2
o ") d
H/K (2, 012 do

Lo (H,R)

2
< ([ 18 @205 sz o

<IK] [ 119 @03 [y mmde < KDy, i, K.

Cela donne l'inégalité (3.27) :

G2

H K| Jx Lo(H,R)

L’hypothese (3.3) sécrit : V (z,y,u,v) € TV x TV x R x R,
1 (2, 1) = @ (y,0) |1}, ) < D1 (]2 =yl + [u— vl (Ju—v]))
doncVy € TV, £ € R,

0o 2

S gk (€) — gi (0, €) P =
k=1 k

1/ ® (x,€) drey — @ (5,€) 1
1

1 2

- */ @(m,smx—@(y,s)

i @ - ey

2(H,R) L (H,R)

|K|/ @ (z,¢) — @ (y,§) HLQ(HIR{ dr < / Dy |z — y|2dx < D h%.

= TKP K]

3.2.2 Sur le paragraphe 3.1.4

En (3.29) et (3.30), c’est le schéma d’Engquist-Osher.
Pour expliquer le schéma volume fini, on prend I’équation de transport

Oyu~+div (A (u)) =0;

+1_
on intégre 'équation de transport sur la cellule K, on approche d,u par “ ) ?K,
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on approche la solution sur [¢,,¢,.1) X K par la constante u}. :

uTIL(-Fl 'r[L( TL+1 o UK -
/7d$—|—/le ))dx—]K] +/ ngdH
K tn—H —t n—l—l _t
n+1
u uy
= K1 > A i
b1 — LeN(k) ' KIE
unK+1 _ uK n o ,n
|K]7t ; + Y Agor (uf,ul).
n+l LEN(K)

On obtient donc le schéma

U’?(Jrl _uK n n
’K’ﬁ—i‘ Z AK%L (UK,UL> :O,
n+1 LeN(K)

avec par exemple le flux d’Engquist-Osher

K|L
|2H (A(U) TLKL+A nKL—/ nKL]df)

— 1K1 ([ (@€ ncn)"dg = [ (@ () nrcn) d + A(0) sy )

- | ’ ( /. Lal® .nK,Lcmnl) . / ’ ( /. L) -nK,LdH“> e

+|K[LIA0) .nk L

AK%L (Ua w) =

Dans le cas du flux linéaire A (u) = au avec a € RY fixé, on a A (0) = 0.

Dans notre article, il n’y a pas de perte de généralité a travailler comme dans le
livre de Benoit Perthame [Per02], avec A vérifiant A (0) = 0.

Gréce a la fonction y (¢, u) définie dans le Perthame par

Isi0<é<u
X(&u)=¢-1siu<&é<0
0 sinon,

on peut encore écrire le flux d’Engquist-Osher

AK—>L (Ua ’UJ)

- [ ([, 0@ e ) e[ ([, 0@t x(eud
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qu’on a écrit dans l'article

Ascan (0,0) = [ (@G (€)X (€0 dé = [ (afep () X (& w)de.

Dans son livre, Benoit Perthame utilise cette écriture pour en déduire la version
cinétique du flux discret d’Engquist-Osher :

(Uv w, 5) = (a;(%L (5))—’— X (f: U) - (a*K%L (5))_ X (57 w) :

Debussche et Vovelle ont décidé dans leur article d’utiliser f (£, u) = 1,-¢ plutot
que x (&, u), ces fonctions sont liées par la relation

X (& u) = lyse — 1o ppené.

On continue dans notre article a préférer la version cinétique du flux discret
d’Engquist-Osher

(v,w,8) = (ax )" Lose — (akop (§)) Luse

ou plus exactement

a5 (€) = (ajop (8)" i — (a5 () 1.

Remarque : 'équation de transport
atf +a (5) 'vacf =0
est une version cinétique de I'’équation de transport
0w+ a(u) .Vyu = 0.
La version cinétique s’obtient en « multipliant» de part et d’autre de I’égalité

précédente par dtdr ® 0, (d€) pour obtenir une égalité au sens des mesures de
Young (avec u suffisamment réguliére)

Oyu dtdr ® 0, (d§) = —a (u) .Vyu dedt @ 0, (df)

qui s’écrit aussi
atX (fa u) = —a (5) VX (57 u) .

Si, comme dans I'article Debussche-Vovelle, on préfere utiliser 1, on a aussi :

Oiluse = —a(£) Valuse
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Benoit Perthame prouve (en 1D) 'existence de fonctions positives m7. (£) a sup-
port compact telles que le schéma volume fini avec flux numérique d’Engquist-

Osher
n+1

U —u”
Uﬂ% + Y Agop(uf,uf) =0
n+1 n LeN(K)

soit équivalent au schéma
X (i) = x (€ u)
s S (e () X6k — (6 ) () )
| | LeN(K)

= (tnt1 = 1n) Oemig (€) -

La construction d’un flux cinétique discret est faite dans I'article de Makridakis,
Perthame [MPO3].

Il est a noter que la version cinétique du schéma VF de Perthame permet de cal-
culer les éléments de la suite (u}.) a chaque étape grace aux conditions initiales

1
ug = ‘m/KUO (x) dx,

c’est a dire aux fonctions
& x (& u),
puis en écrivant le schéma
K8 = x (& uk)
tn - tn * n * - n
S (s (O x (€ — G () ()
| | LeN(K)

= (tny1 — tn) Oemi (§)

et enfin grace aux calculs

wit = [ fiet () de.

Dans notre cas, pour utiliser les idées de Makridakis et Perthame en déterministe,
c’est a chaque temps n que nous aurons une formulation cinétique du schéma VF,

Cest a dire que les u/;"! seront calculés, non pas grice a la formulation cinétique
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du schéma, mais grace au schéma VF

ittt — 1 tnt1
KPS A () = [ [ @ i) deat (s)
n+l LEN(K) n+l ™
(3.168)
que l'on écrit dans l'article sous la forme
U?(H — Ug |K| (At, ) n+1
KIS S A (o) = 2 S g () X
n+1 LEN(K) n+1 n k=1

Ainsi, le temps discret est divisé en deux (time-splitting) dans le schéma ciné-
tique discret.
Premier temps, on ne considere pas le terme source stochastique :

() e
e S (e () X6 — (6 ) ()
| | LeEN(K)
= (t = 1) e (©
avec

1 t
u?( = Up — M Z Ag-r (uK7 UL)
|K| LeN(K)

Deuxiéme temps, on consideére le terme source stochastique an ajoutant
7O -5 O = x (G i) —x (6ui )
sans D’écrire explicitement, car ux"* est calculé grice au schéma VF (3.168), ainsi
£ (6) — £k (&)
S (e () X6 — (6 ) (6

LeN(K)

1

= (tur1 — to) Dy (€) + £ (6) — £ 2 (€).

Ce schéma avec flux cinétique d’Engquist-Osher se généralise comme dans le
Perthame [Per02] ou le Makridakis, Perthame [MP03] a un flux cinétique discret
noté a (¢, v, w) chez Perthame, et ax_,;, (§,v,w) dans notre article (cf quelques
lignes plus bas pour la comparaison des deux) pour donner le schéma suivant :
Premier temps, on ne considere pas le terme source stochastique :

290



n+i n tn _t” n n
X(ﬁau;_Q) —X(f,UK)"i‘% Z aKHL@?quuL)
| ’ LeN(K)
= (tns1 — tn) Oemiy (§) .

Deuxieme temps, on considere le terme source stochastique an ajoutant
1 n-‘y-l 1 n-i—l
£ (6)—fK2(§)=x(§,u?<+)—x<§,u 2)

des deux cotés de I'égalité :

fKJrl (5) —fx (§)+L Z AK—L (faUmUL)
|K| LeN(K)

= (tass — ) emil (€) + £151 (6) — £172 ().

Remarquez que je peux indifféremment prendre les notations « Perthame »
X (& uit) = x (6 uk)
ou les notations « Debussche-Vovelle »
f?{“ (&) —fk (€)= 1u7;(+1>£ - ]-u?{>£

car pour presque tout £ € R

Liniise = Lupse = Lyniige — lose + lose — Lupse = X (5, U?{“) —x (& uk) -

J'en profite pour comparer les notations choisies dans notre article et celles de
Benoit Perthame :

Le flux cinétique discret en 1D est noté a (£, v, w) chez Perthame et Vovelle. Je
vais écrire a” (¢, v, w) celui de Perthame, et a" (£, v, w) celui de Vovelle.

Le flux numérique est noté chez Perthame et Vovelle A (v, w). C’est le méme. Le
flux continu A a pour dérivée A" = a.

Dans la mesure ou
X (67 u) = ]—u>§ - 10>€7 PP el’lf
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le lien entre les flux discrets (en 1D) est

a’ (&, v,w) —a(§) lose = at (€,v,w).

Les conditions de cohérence entre le flux cinétique discret de Vovelle et de Per-
thame et le flux discret A (v, w) ne s’écrivent donc pas de la méme facon.
Chez Perthame en dimension 1 d’espace :

[ o (€ v.w) ds = A(v,w)
a” (§,v,0) = a(§) x (& v)
Chez Dotti-Vovelle en dimension 1 d’espace :
[0V (€ v.w0) = a(§) Lox] dé = A(v,w)
aV (ga v, U) =a (5) 1U>§
qui s’écrivent en dimension N d’espace :
/R lag—r (&, v,w) —aj 1 (§) 10>§] d§ = Ak—p (v, w)
A1, (57 v, U) = a?{%L (6) 1’U>5

Notons bien que l'idée de généraliser a (£) en aj,_,; (£) vient des versions ciné-
tiques des formules d’Engquist-Osher en dimension 1 et en dimension N d’espace.

3.2.3 Sur la proposition 58, choix du flux cinétique discret et
de la mesure de défaut discréte

L’idée de I'écriture du flux cinétique discret en dimension N d’espace vient de
la construction de ce flux en dimension 1 d’espace dans I'article de Makridakis-
Perthame [MPO3] :

o a” (§,v,w) =a (&) x(&v) =a(§)x(&§w), V€ ¢ [min (v, w), max (v, w)]
e o’ (&, v,w) = 9 (max (A (v,&) , A(v,w))) —a () Lose, VE:v < E<w
e o (§,v,w) = I (min (A (&, w), A(v,w))) —a () Lose, VE:v < E<w
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que 'on peut écrire dans le cas ou A est un flux monotone (c’est le cas dans notre
article)

a” (57 v, w) = (82"4 (Uv 5) —a (g) 15<0) 1v§5§w
+ (81-’4 (67 w) —a (6) 1§<0) 1w§§§v +a (5) (€> ) 1£< (wAw)
+a (5) (5’ U) 1§>(w\/v)7

ce qui donne en notations « Vovelle »

a' (&,v,w) = (B2A (v,€) — a(€) Leco) Lu<e<w
+ (DA (€, w) —a () Leco) Luw<e<o +a(§) X (€ V) Lecwnv)
a () x (&§,v) Les(wve) +a (&) Leco
= (02 A (v,8)) Lyce<w + (1A (§ W) Ty<e<w + a(§) X (§,0) Lec(wn)
+a(§)x (&) les(wvw) ta (&) lecolegvnw,vvu)
= (02A (0,€)) Lo<e<w + (1A (§ w)) Lu<e<o
( ) ( v>€ T 10>§) 1§¢[u/\w vvw] T @ (5) 1§<01§<£[v/\w,v\/w]
= (0s ( §)) Loce<w + (O1A(§,w)) Lyce<w + a(§) LoseLegoawvu)
= 0h A (v,§) Lo<e<w + LA (§, W) Lu<e<o + a(§) Lec(wav)

et qui se généralise bien en

a1 (§,v,w) = O2Ak 1 (V,6) Loc<e<w + 014k 1 (§ ) Ly<e<w +ak 1 () Lec(wnw)

Vérifions les conditions de consistance (3.38) et (3.39) :
/]R (GK—>L (& v,w) = ajp (§) 10>§>d§
= /R (a*K%L (€) lec(wrv) — aw -z, (§) lose
+ DAk 1 (v,8) Lyce<w + 01 AK L (€, W) 1w§£§v> d§
—/ ( ax 1 (§) Leswnv) + O2Axr (v,8) Lyce<w + 1Ak 1 (§, W) 1w§€§v> d§

+o00
+ /o (a}—m (&) Lecwnrv) + A1 (v,8) Ly<e<w + 01 A1 (§, W) 1w<§<v> dg§

= —|K|L|A(0) .ngr + |K|L|A (w Av) gL + lo<w (A (v,w) — A1 (v,0))
+ ]-vzw (AK%L (Ua 'UJ) - AK%L (U), U)))
= —|K|L|A(0) .nkr + Ak (v,w) = A1 (v, w)
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et

KL (f, v, U)
= 00 Ak (0,6) Ly (&) + 1AL (§,v) Ly (§) + afe_r (§) Lecw
= ax . (§)le<w PPENE.

La formule (3.35) expliquée précédemment impose une définition des m?; :

nt n tn 1 tn n n
X(&UK 2) _X<§7UK)++T Z aK%L(gavK’UL)
| | LeN(K)

= (tnt1 — tn) Iemi (€)

donc par exemple
— mi (§)
+oo 1 ntl n 1 noom
-, (t—t (x (¢k) ‘X“’”K))*mz “K*L“’”K’“L)) B

eN(K)

Cest a dire

—mn () = Altn ((U?% —§)+ — (v —§)+> +|[1(|L > /+OO agr, (¢)dS

eN(K) £
a condition que m; soit a support compact. C’est 'objet de la remarque 59 :

Si
£ > sup (U?(, {v} :LeN(K)} ,U;L(+2>

+oo
_ELZ / i, (C)dC=0—0=0.

eN(K) £

Si
¢ <inf (v?(, {v} :LeN(K)} 7@7}?2)
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eEN(K)

1 + 00
i © =g (0 -¢) 0k -97) - T /+ e (e
n L
1

1 —+o00
= AL <UK - UK) \K\ LeN / ak_ (€)d¢

1 Fo0

1 1 n n
=K > Ak (Wo%) K| > (AKHL (UK’ vp) = [K[LIA () kL)
L L

EN(K) EN(K )
1
== X KA ks = X [ A mkaan!
| K| LEN(K) |K| LeN(k) 7 KIL
:/ div (A (€)) dz = 0.
K
Remarque :

comme HY ! (0K) < +oo alors HV ! (9*K) < +oo, donc K est de périmetre
fini et on peut appliquer le théoréme de la divergence a A € C* (K ( ) (cf Evans
Gariepy [EG15] page 236).

Remarque importante :
Pécriture

= mi (€)
+00 1 n—&-% n 1 n o ,n
= /g (tnﬂ—tn (X (C; Vi ) - X (Ca UK)) + m L AK—L (Ca Uk /UL)) dC

montre que mj est absolument continue sur R, donc dgm}; existe presque par-
tout (pour la mesure de Lebesgue) au sens classique, et est égale a 9:m/, au sens
faible.

Reprenons les idées de la résolution des lois de conservation :

1. les solutions ne sont pas forcément régulieres, il faut une écriture faible de
I’équation pour la résoudre

2. L'unicité de la solution n’est vraie que si on rajoute une inégalité dite en-
tropique cohérente avec la physique

3. La résolution d’une loi de conservation est la recherche d’'une densité phy-
sique. En y ajoutant une variable ¢ € R, la formulation cinétique d’une loi
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de conservation permet de chercher en quelque sorte, la densité de la den-
sité de la loi de conservation. I'inégalité entropique est remplacée par une
égalité. Le terme ajouté pour passer de I'inégalité (entropique) a I'égalité
(cinétique) est appelé mesure de défaut d’entropie.

Ici I'inégalité discrete entropique m’; () > 0 s’écrit grace aux demi-entropies de
Kruzhkov
nw)=@w—-8"=v—vAE VEER.

Les flux correspondants vérifient

/ !/ !

¢ (v) =1 () A" (1) = (1 = Loy (1) @ (V) = Lgrsoe) (v) @ (v)
d’ou par exemple
00) = [ T (a2} dz = A@VE = A = AW) ~ A AE)

ce qui donne l'idée de 'écriture d’une famille de flux entropiques numériques
associés a ¢ qui peuvent s’écrire

OK L (& v,w) =Axg,p (VVEWVE) — Arr (€,€)

ou bien
dr—r (§;v,w) = A (v,w) — AgsL (VAL wAE).

Notons bien que «la famille de flux entropiques numériques » n’est pas unique,
en l'occurrence, ici

{éK%L (& v,w): €€ R} #{bxr (& v,w) 1 £ € RY.

La définition de m/. (£) suggere la famille de flux entropiques numériques

e (€)= [0 Q) air (€)dg

+o0
= /£ Ay (C)dC = Apyp (U, 07) — Ay, (U AE UL AE)
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Remarque : si on avait pris pour définition de m? (&)

mi (€)
L ( o () - ) + o (g’“?ov@) a
_ _Altn <<v?<+§ — §>_ — (v — E)_> Ul(l R / ax_r, (¢ v, v} dC,

on aurait été embété par le terme

3
R ST
pas forcément fini.

Pour finir la démonstration de cette propriété 58, écrivons

n+ n At n n
Vg 2 =V — K| Z Agor (Vg,vp) = H (UK7 {UL}LGN(K)) :
LeN(K)

H est une fonction croissante en chaque variable v} car Ax ., (v, v}) est dé-
croissante en sa deuxiéme variable. H est aussi croissante en sa premiere va-
riable. En effet, soit b > a

H (b, {UZ}LGN(K)) - H (a7 {UZ}LEN(K))

At, " n
:b—a—l——K Z (AKHL (a,vL) _AK%L (b,vL))

| | LeN(K)

At,
z<b—a>( IZIDD rmu)
‘ ‘ LeN(K)
ce qui donne
n n A
H (b, {'UL}LGN(K)> - (C% {UL}LeN(K)) > (b—a)(l- K|

Prouver (3.48) revient a prouver

At,

|K\ LZ A (Vg NEUENE) <

eN(K)

1
U EAE+ VR AL —
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Or H est croissante par rapport a chacune de ses variables donc

n+3 n n
v 2> H (vK A& A G’ﬁeN(K))
et
Atn

S Aror (68 > H (Vi N 0E A o)
eN(K)

donc 1
n+3 n n
v 2 AE > H (Vi ANEAVE A L)
c’est a dire (3.48).

3.2.4 Sur le paragraphe 3.1.5, estimations d’énergies

Remarque :

les estimations d’énergie correspondent au passage « estimations faibles » du
livre d’Eymard,Gallouét, Herbin [EGHO03] que Thierry Gallouét appellerait plut6t
« inégalités BV faibles ».

Le schéma volume fini (3.168) est comparé a '’équation parabolique stochastique
(3.49)

du (z,t) + div (A (uf (z,t))) dt — eA (uf (x,t)) dt = @ (x,u (x,t)) dW (t).

En effet, la solution u¢ de (3.49) est une solution approchée de I'’équation hyper-
bolique stochastique (3.1)
du (z,t) + div (A (u (z,t))) dt = @ (x,u (x,t)) dW (t)

et va tendre vers cette solution lorsque ¢ — 0.
L’existence et I'unicité de cette équation parabolique stochastique ont été prou-

vées pour un processus de Wiener W a valeurs dans R* par Gyongy et Rovira
(2000) [GROO]. La solution, continue en temps, est a valeur dans L” (’]I‘N ) (pour

ug € LP (TN ) et p suffisamment grand, p > 2). Il en existe aussi une modification
continue en temps et en espace.

L’égalité (3.50) est donnée par la formule d’'It6. Regardons-la de plus pres.
Appliquons la formule d’It6 donnée dans [DZ92] a la fonction

F:ycR—qy?

qui vérifie
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1. DF (y).h = 2yh

2. D*F (y).(h,k) = 2kh
et au processus

duf (z,t) = —div (A (u (z,1))) dt + €A (u® (x, 1)) dt + D (z,u (x,t)) dW (1)

défini pour presque tout € TV, pour donner

[u (z,1) |* = |u® (2, 0) [*+
/Ot <2uE (x,8) (—div (A (u (x,9)))) ds + €A (u (z,5)) ds + D (z,u (2, 5)) )dW (s)

5 [ 200 (o (0, 9) 1, ds

pour presque tout x € TV et Vt € [0, T].
En intégrant par rapport a x, en utilisant le théoréme de Fubini stochastique et
en prenant 'espérance cela donne

Elluc () [ Z2en) = Ellu® (0) [Z2(rv)

+ /;]E(Q < —div (A (u (2, 5))) + €A (u (z,5)) ,u (x,8) >p27v)

18 u (2,5) ||%2(H,R)dx) s

Or
||(I> (:E7u€ (ZL’, S)) ||%2(H,]R) = G2 (xa u (‘Ta S))

donc en utilisant I'écriture des différentielles stochastiques :

d (Bllu (z,1) | 72¢0v))
= E(Z < —div (A (u (2,1))) + €A (u (,1)) ,u (2, ) >p20mv)
16 o o) o )
on a de plus,
< A(u (2,8)),u (2, 8) >r2v)

==/ v (uf (x,s)).V (u (z,s))de = —||V (u (z,5)) H%Q(TN)
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et
< div (A (u (z,9))),u (2, 8) >reemy= — < A(u(2,5)) .V (u (2, 8)) >p2¢v )
- —/TNAW(:C,S)).v(m(x,s))da; ~0;
d’ou I'égalité (3.50) :
d (El|u (t) [720m)) = E (=207 (@ () [F2iy + G (ue (¢,)) [F2ow)) .

Ces derniers calculs, tout comme l'existence de div (A (uf (z,t))) € L? (’]I‘N ) et

A (uf (z,t) € L? (’]I‘N ) demandent une certaine régularité a u°. Elle est donnée
dans l'article de Gyongy et Rovira [GROO].

Remarque : I'égalité (3.50) s’écrit aussi

d (Bl (2, ) [72m)) = E (<2119 (u (2, 9)) 72wy + (@ (u (- 5)) [F2e)) dt.

arx - (§v,w) = ag_,p (§)

- (GFML (&) Lec(urv) + Ak L (0,6) Locecw + O1AK L (W) 1wsasv)

= a1, (&) Les(wan) — O2Ar 1 (0,8) Lo<e<w — N Ak L (§ 0) Lu<e<o

= ax 1, (§) Les(uwvo) + (@ () — Ak L (v,8)) Lo<e<w
+ (ak_p (§) — HAk-L (€ w)) Lu<e<o
donc
) ¢

e (€0 w) = [ arn (Q)dC = Axoar (6,6) = Ao (U AEVEAE)

—00

est une famille de flux entropiques discrets liés aux demi-entropies de Kruzkhov

nw)=@-¢§ =¢{-vAE VEER

Les flux correspondants vérifient

/ / /

¢ (v)=n (V) A (V) = —Loce) (V) @ (v)
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d’ou par exemple

60 = [T 1w (2)al)d:
—A@VE - AW =A(E) A AE).

La famille ¢7, ., (¢,v,w) est bien consistante avec
v [KILI(A(§) = A(vAE)) n L,
c’est a dire vérifie bien

Ve (6 0,0) = |K|LI (A(€) = A(wA€)) nc

Remarque : on n’a pas

- / 3
fon (€vw) # [ Qs (Cow)dC = = [ e (Cv,w)dC

—00
mais bien .
G (v,w) = [ ax (Gv,w)dc.
—0o0
Attention, le ¢}, ,, utilisé dans Particle n’est pas

- 3
Kor (§v,w) = / k1 (C,v,w)dC

— 00

mais bien .
G (€)= [ bin (G & vaw)dg

avec

BK—>L (C) ga v, U))
= k1 (§) Lesuve) + 1 AR5 L (CE) Lucecw + A1 (€, C) Lu<e<o-

Apres calcul, on voit que

/_io arg—r (Cv,w)d¢ = Lycecw (AL (§,€) — Ax—r (0,€))
+ Ly<e<o (Arsr (§,6) — Axor (§w))
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et

e
/_OO b (¢, & v,w) dC = 1ycecw (Ax—1 (€,6) — Ax—r (v,6))
+ Luy<ecw (Ax o (€€ — Ao (§,0)) + ale 1, (€) Les (wve) (€ — (W V V) .

Ces deux fonctions de ¢ coincident sur (—oo; w V v), c’est ce qui va nous intéres-
ser dans la preuve de la proposition 61.

3.2.5 Sur la proposition 60 (estimation d’énergie)

L’énergie (discréte) s’écrit au temps T’
Np—1 ,
EM) = X My Y |K] [ mic(€)ds
n=0 KeT/ZN R
et peut s’écrire grace a une définition similaire de la fonction vy,

ms (§,z,t) =mi (§), Vo e K, Vt € [t,,tyy1), V6 €R, ps

de la maniere suivante

£(T) :/OT/TN/ng (€, 2, 1) déddt
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Le terme

1 Nr—1 )
§E At Y KD gk (V)]
=0 KeT/ZN k>l
1 NTfl 1 2
_E S At KIS |— / ) d
5 ngo > K[, TS |9k (x,0) da

KeT/ZN k>1
1. Nt 1 2

= E Y At —
2 Al 2 TR 2
1 NrZd 1

= E%Atn > WZ

- KeT/ZN k>1

/ O (z,v)) epdx
K

2

/ O (z,v}) drey,
K

1 NT—l 2

:gEZAtn > %H/}{@(z,v%)dw

n=0 KeT/ZN

L2(H,R)

1 Nr—1

1
~“E Y At K —/@ o) d

KeT/zZN

Lo(HR)

— 25 [0 [ (G () Pdad
=5E [ [ | 1Gs () vt

ou G; est définie de la maniere suivante

, Ve € K, Vt € [tp,thy1), VE €ER, pPs

1
G (z,t) = —/ O (z,vy)dr
K| Jx Ly(H,R)

3.2.6 Sur la preuve de la proposition 60

(3.35) s’écrit

n+3 Atn n n n
fK+2 —fx + K| ag—r (& vk, vp) = AtpOemi (€)
’ ’ LeN(K)
donc (3.35) s’écrit
n+3 Atn n n
Le(ei i )dew [ €02 % ann (€ i op) de
R K| LEN(K)
= Aty [ €O (€) ds
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Cest a dire

(5) =)

KL (57 U?{a U?) d§
|K| LEN(K

= —At, [ i (€)d

(j’ai détaillé les IPP dans la preuve de la proposition suivante, la proposition 61).
Ainsi,

> 5 (1mi(t) = m <v;z>2)

KeT/ZN
2
KET/2N !K | LeN %)

AL (5) U?{) ’UZ) df

. |K|Atn/Rm}‘< (€) de.

KeT/ZN

Or

KeT/ZN EN(K)
1 At,
-5 X K] / € 2 (e (6 vk vh) + s (6 0 vh)) de
KeT/ZN LeN(K)

a'*K—>L (5) 1 v AUT

KGT/ZN ‘K‘ LeN(K ( §<( KN L)

+ 82AK~>L (’UK, f) 1U%§5§vg + alAKHL (fa UZ) 1UES§§U%
+agx (§) Lec(upmop) T Op ALk (VI €) Lup<e<op,

+ 0 Apsk (€ vg) 1v%<§<v?) d§ =0,

car

o aj_x (§) = |K|Lla(§) npx = |K|Lla(§). (—nk 1) = —ak_,, (§)

AL_>K(’UE7S)_AL—>K(U27£)

o hA Lk (VF,€) =limg ¢ e
= lims_>§ _AKHL(S’ng);AK%L(Mz) = —01Ak_1 (57 UE)

o 0, Ak (f,v?() = -0 A1 (U}?,f)
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Ak, étant Lipschitzienne, les deux derniéres égalités sont vraies pour presque
tout £ € R. Donc notre égalité s’écrit

> 2\K|<< n+2>2 (UK)>+ > Aty |K|/mK )d¢ =0

KeT/zZN KeT/zZN

Cest a dire

;AN(U?“nH))Qd%l (s @ t))Pdo+ 3 AtJK] [ i (€)de =0,

2 /v KeT/zZN
soit (3.80).

La formule (3.168)

|K\< nl )+Atn ST Ao (6,05, 0F)
LEN(K)

o0 tn
= |K| (At, 2 Grxc (V1) X = o S (z,v%) dedW (s
(V) X K
k=1 tn K
1
et la définition de v}, * donnent

|K‘( n+1 UK ) ’Kl At ngK Xn+1
tnt1
/ (x,v}) dedW (s)

Cest a dire
n ”+ n
v =k e /K P (0, v) dedW (s).

Cela implique
n 2 a1\ 2 n+3 1 tnt1 n
(UKH) = (UK 2) + 2vp m ) /KCD(J:,UK)dxdW (s)

' (|1K| / ] @ (@.vge) dzdw <s>)2 .
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En sommant sur K € 7 /Z" et en divisant par 2, on obtient

1 2
5 TN (U(; (x7tn)) dx
1 b 2 ntl 1 Int1 "
=5 | (v5 (tn+1)> dw—l—KG;/ZNUK 2@ A /Kd)(x?vK)dxdW(s)
9 I7al x, Vg ) ax s)| . .
2K€T/ZN | K] e K :
Or
n+l 1 tnt1 n tn+1 TL—I—l 1 "
i [ @ vy dadw (s) = [ o R i @ i) dadW (o)

car tous les v pour K € T/Z" sont F (t,)-mesurable, il en va donc de méme
1
de tous les 11?2 pour K € T/ZN, cest a dire que les processus élémentaires

n—&-% 1 n
Vg ‘K‘/Kq)(:c,v[()dx
sont intégrables par rapport au processus de Wiener cylindrique W. Ainsi
tnt1 n 1 1
E / " vKJr?—/ O (z,vf) dedW (s) | = 0.
tn |K| /x
Les propriétés de I'intégrale stochastique (isométrie d’It6) disent aussi que
L (L1 g o) it (5))
B |K|/tn /K (z,vk) dx (s)
_lg ( / o
2 tn

soit, avec les notations introduites précédemment

1 1 o1 . 2 1 tnt1 2
§E |K|/tn /KCI)(x,UK)dxdW(S) =§]E </tn Gs (2,5)| ds).

En prenant I'espérance dans (3.169), on obtient (3.85).
En ajoutant (3.80), puis en sommant sur n, on obtient (3.69).

2

3
— [ O (z,v)dx ds
K|k Lo(H/R) )
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3.2.7 Sur la preuve de la proposition 61

(3.35) s’écrit

n n At n n n
fKJr -1 I Z a1z (§ Vg, vp) = At,0emi (§)
| | LeN(K)
dott (3.87)
n AIfnfn n n £n n
frfy +e K & Z ax—r (& Vi, vp) = Aty £ 0emi (§)
| | LeN(K)
car )
anf?( - 1v?(§£1v?(>§ - 0
Ainsi,
> [/ (6 — o) Bt P+ [ = (6~ v3) axcosr (€0, 0F) dE
KeT/ZN R | | LeN(K)
= %[ At (€ — vi) dem () de
KeT/zZN

Cest a dire

1 n—+ n 2
Z <1n n+%x2(vK2—vK)

KeT/zv \ YkSUk

A v VUl
LA T (g—vfz)aKﬁL(f,v?@v?,)dé)

K| LeN(K) ” UK

= X[ AtFi (€~ o) demi (€) de.

KeT/ZN

Dans la mesure ou m} (£) est absolument continue sur R, ({ — v}) m} (&) Pest
aussi sur le support compact de m’. (prenons ce support inclus dans (—oo; M|
pour un certain M € R). Ainsi,

(€ — ) mp (€)= (€ — vix) Demiy (€) +mi (€), PP

donc

/UM (€ —vg)ml (5))/ d§ = /711\4 (& —vg) Oemiy (§) d€ + /v;(w mf (§) d€

K Uk
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Cest a dire

0= [ (€~ i) demi (©de+ [ mi(€) de.

K

Ainsi

/fn k) Oemi (§) d§ = —/UMmK( §) d§ = /meK ) d€.

n
K

Remarque :
dans la mesure ou § — £ ({ — v) = ({ — vk ), est Lipschitzienne et que m; est
BV, la formule d’intégration par parties est vraie, d’'ou

[ Fie (€ = i) demic (€) € = [ (€ = v, Bemic (€) d = — [ Fremnie (€) .

On obtient donc

(N

KeT/ZN
At Vi VUL n " on
+7 > /n (€ —vg)ar—r (§ v, v7) dg)

| ‘ LEN(K) " YK

= Y At [ Femi (€) e,

KeT/zZN

c’est a dire (3.89) :

1 b 2 —
S (0 (£00) — vg (L, + At K/f"m” d
5 | (03 (tnsr) = w5 (1)), . K;/! | [ Ehemi (€) dé
’U}L(V’Uz n n "
= _Atn Z Z /n (f - UK) KL <€7vKavL) dg .
KeT/ZN |LeN(K) VK

Dans la mesure ol ¢% _,, (£) est absolument continue sur [v}, v} V v},
(& —v}) % (&) est aussi sur [v}, v} V vf].
Ainsi pour presque tout £ € [V}, v Vo,

(€ = v3) Deyr (€)= (€ — Vi) (—akosr (6,03, 0])) + Dy (€)
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donc

[ e - o) e ©)) e

K

vK\/vL
—/ (€ —vg) (—ax—r (& vk, 7)) df+/ K1 (§)d§
c’est a dire

n

K

0= [ (v (o € i e+ [ (@)

Ainsi

v Vol v Vol
L5 e - v acn € vk dg = [ 0k (€ d

n
K K

c’est a dire
/R(5 V), arr (§ Vg, vr) d€ = / e p (€) dE.

On obtient I'égalité

1 2

2

(Ug (tnt1) — vs (tn))

£ AL Y (K] [ Femi () dg

KeT/ZN
/fK¢K—>L ] :

+ L2(TN)

~ [
KeT/ZN [ LeN(K

Or

o

KeT/ZN [Le/\f (K)

1
) Z /f Ko ( df‘i‘/f Tk (
KeT/ZN LeN
1 n
:§ Z /fKQbK—w §)d§ — /fLﬁbK—u:
KeT/ZN | LeEN (K
1 n rn 7
— 9 > > /(fK_fL) K—r (§) d€
KeT/ZN | LeN(K) R
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d’ou I'égalité (3.92) :

2

F AL S |K] [ Eemic (€ de

(Ug (tn+l) —Us (tn))_i_

2 L2(TN) KeT/zN
1 n
= Atn§ Z [ Z / f fK) P, (§) d
KeT/ZN | LeEN (K
Ona

(f? - ﬁ?) K1 (§) = Lon<e<on (Axr (v, §) — Ax o (Vi, 1))

+ 1 v <E<vR (AK%L (0%7 ’U?,) - AK%L (57/02)) 2 0.

Repartons de (3.87)

At, f7 _
KN aor (E v, o) = At £50embe (€)

H AT
|K| LeN(K)

et intégrons sur R par rapport a £ pour obtenir

/ ]_v%S{]_ nt % d€+/ ]-1;K<§ KL (S?U?(?Uz) dé-
R Vi ‘K‘ LeN(K)
_ /]R Aty 1y <Oemiy (€) dé

Cest a dire

n+s
1 n+d (UK 2 — ) |K| Z / 1 v <& (aK—>L (5) 1§<(v}l(/\vz)
L

eN(K)

+ O Ag 1 (Vg §) Lup <e<op + O1Ag— 1 (€, 0]) 1ug<g<u;;> d§
= —At,m} (vg) <0.

Autrement dit

At,
<UK+2 - U}?) / AR L (Vi §) Lon <e<ond€ <0,
|K| LeN(K)
c’est a dire
+2 ) At" 1 A noa™y— A n n <0
Uk Vg ) + v <ol (Ar—r (Vi, V) K1 (U, Vi) <
’K| LeN(K)
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ou encore

n+i n
| K| <UK ? _UK>++At Z P p (Vi)

LeN(K)

Remarque :
on aurait pu simplement appliquer I'inégalité entropique discrete (3.48) a
¢ = v} pour obtenir l'inégalité précédente.

En utilisant le premier CFL modifié et en élevant au carré, on obtient :
2
2 nt2 n 2 2 n n
KE (o —ok) <@ 2 Gl -
+ LEN(K)

A partir de

/K (v?{ﬂ —v’}() dr < (A’[tqf ( Z oo ( UK)>2,

LeN(K)

on introduit artificiellement un facteur | K|L|z pour utiliser I'inégalité de Cauchy-
Schwartz :

2
n+i 2 (Atn)Q 9257[1( L (U?(> 1
2 _ ,m < TROLNTRT K 2
/K (UK UK) dx < K] § , 1 X |K|L|

+ renvk) KL

donc

n+s 2 (Atn>2 |¢7f(aL (U?() ‘2
2 dr < E _— E K|L
/ (UK UK) T = ‘m |Ff|[| ‘ ‘ ‘

+ LeN(K) LeN(K)

Cest a dire

nti ? At,)* |Pkr, (V) |2
t3 n) ( n K—L\VK

v —v dr < ——|0K| g —_— .
/K( K K). K| Lt KL

Grace a I'égalité

“+oo
S (€) = /5 ah_,; (C) dC,

@', est absolument continue sur [v}, +00) donc est d¢-presque partout déri-
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vable. On a

Prr (Vi) = /RazAKaL (Vs €) Lup <e<opdg
= Ly <or (Axor (U, V1) — Ax o (Vi V)

et

[Pk (VE) |7 = _2/ ¢K—>L ) Ocge, 1, (§) d€
=2 / heoss (€) @i (€)d€ < 2supla (€] [ ~0h s () de.
EER Vi
Comme
[ Ok (©d = Lo [ (7~ k) 0hoon (O

il vient

L (0 (tas) = 05 (1), do

B SRS

X QSup|aK 5 ( / 7 — fn ?{ L (§) d€
KeT/zZN |K| |K|L| - LeN(K -

puis en sommant sur les K € 7 /Z" et en utilisant la condition CFL on obtient
(3.97) :

/TN (Ug (tn+1) — vs (tn))i dx
<1-0)At, Y [ > [ (5 -1) ;LM(Q%]_

KeT/ZN | LEN(K)

Pour conclure et trouver les inégalités (3.71) et (3.72), je vais prendre quelques

lettres : 5
a = /EN (’Ug (thrl) — Vs (tn))+ dx

b=At, S0 K] [ Siemic (€) ds

KeT/ZN
c=At, Y [z (& -%) ’;@L@)df]
KeT/ZN |LeN(K)
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L’égalité (3.92) s’écrit
a+2b=c,

I'inégalité (3.97) s’écrit
2
a<(1—0)cebc<c—as c<2bs c< éb

qui entraine bien (3.72) en sommant sur 7.
Reprenons (3.97) :
a<(l-0)cea<(1-0)(a+2b)

@a[l—(l—@)]§(1—9)2b©a§(1—0)26

qui entraine bien (3.71) en sommant sur n. C’est méme un peu mieux que (3.71)
puisque je trouve un facteur (1 — #) en plus a gauche de I'inégalité.

(3.35) s’écrit

KI(£ = £3) + 8t S aicor (605 0]) = Al KO €)
LeN(K)

Cest a dire

K185 = (1= £0) ) + At X (ks (6) — axer (60 01)
LeN(K)
= At KO (€)
&I (EKF -8 ) = At S i (60 0]) = Al KOk €)
LeN(K)

car

> e ©= X K@ ke = X [ a€) o

LeN(K) LEN(K) LEN(K) | KL
= a (&) ny pdH ! = a (&) ngdH™ = | div(a dr = 0.
Le%%m /KL| (€) ez /|8K (&) e /K (a())

On a donc (3.98), que I'on multiplie par £} pour obtenir

“n+3 n n — n n n n
_’K’fl{ “f — At £ Z AK—L (faUKaUL) = Atan|K|8§mK (5)
LeN(K)
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Ainsi,

> (/R@—UK)( KIER g ) de

KeT/ZN
— / At fn 5 - U?{) AR 1, (f, U?{? Uz) dg)
LEN

= X [ AR (€~ o) D () e

KeT/ZN

Cest a dire

2
> (1 oy % T (o = o)
KeT/ZN

Un

— Aty > /K n(é—v%)aKﬁL(é,v%vﬁ)dé)

LEN(K) T VKL

_ /At |K|£7 (& — vjt) Demy (€) dE.

KeT/ZN

Dans la mesure ou m? (£) est absolument continue sur R, (£ — v}) m% (€) lest
aussi sur le support compact de m’;, (prenons ce support inclus dans [M; +o00)
pour un certain M € R). Ainsi,

(€ — vy mi (£)) = (€ — Vi) Demiye (€) +m (€), PP

donc

7 = vy mi () de = [ (€~ vi) D (€)de + [ i (€) e
C’est a dire .

0= [ (6~ o) e (€ + [ i (€) .

Ainsi

/ﬂ%f?( (€ — vi) Oemiy (€ / mi (§) d€ = / femi (€
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On obtient donc

> (w1 ( (o —v;z)_)Q

KeT/ZN
— Aty Z/

LEN(K K/\’UL

§ —vg) ax—r (§ Vi, V) df)

- Z —At, |K|/meK (&) d¢§

KeT/ZN

Cest a dire

2
F AL S |K] [ gemic (€ d

> 1

LEN (K KA”L

(Ug (tn+1) —Us (tn))_

2

§—vk)akL (&, UKaUL)df]
KeT/ZN

Remarquons tout de suite que V¢ € [v}r A v}, v,

£ €
/ ORI (Cav?{avz) dC = / bK%L (C7£7U?{7vz) d(
—0o —00
Dans la mesure ou ;
¢ [ aron (G o vp) dC
—0o
est absolument continue sur [v} A v}, vi],

3
(€= vi) | non (o vi) d

'est aussi sur [v} A v}, vt]. Ainsi, pour presque tout & € [vf A v}, v},

!

£
(Y Ty

3
= (€ = v3) (@xoon (603 v)) + [ aeon (€00} dC
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donc

Vi ¢ ’
[ﬂ . ((S—v}z)/maz{% (C,%},%)d() d¢

K /\VL
Vi
= [ ) @ i) e+ [ [ an (G of) dodg
v AUP Vg AVL
Cest a dire

OZ/UUK (€ — Vi) (ax—r (& v, vr)) d€ + / bro (C, €07, 1) dCde.

n n
K/\UL UK/\UL

Ainsi

[ (6= o) @ (€ de = [

n n
KL

[ B (.6 v ) dc

w AV
Cest a dire

n

L (€= i) (o (6 v ) d = = [ £ (

KL
On obtient I'égalité

2

05 ) = s 2))

+ At K| / £1mi (€

L2(TN) KET/ZN

KeT/ZN [Le/\/’

Or

KET/ZN LeN (K)

[ £ € ]

1 _
5 X | Y [ bk ©de+ [ #1670 () de

KeT/ZN LLEN(K)

1
> /f o (©)dE— [ 165 (
KeT/ZN |LeEN(K -
]_ n n n
=5 ¥ | X k-t ©d
KeT/ZN |LeN(K)
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d’ou I'égalité (3.100) :

2
PO IR [ Fhemi (€) e

L*(TY) KeT/ZN

(Ug (tn+l) —Us (tn))_

2

—Atg X | [ ) G (6 de

KeT/ZN [LEN

A partir de

KI(ER — k) + Mt 3 anc (€0j ) = —Atal K| (6).
LeN(K)

on integre par rapport a £ sur (—oo, v}:| pour obtenir

n—l—% n
|K| (UK - UK) + Aty | K|my (vi _ O (v
Le/\/ (K)

donc

n-‘,—2 n
|K| ( - UK) < -At, Z ¢K~>L UK
- LeN(K

On éléve au carré, puis on introduit artificiellement un facteur |K|L|2 pour utili-
ser I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

1 2 2 in n L 2
[ (=) d“(Aut;') ( > ¢KHL<UIK>X|K|L|2)
; ) ;

LeN(K) |K|L|2

donc

2 2 in n\ |2
n+1 n) (At,) 9% (VK ) |
v 2 — ) dr < Yy R N KL,
/K( K K)_ | K| LeEN(K) |K|L] LEN(K)
c’est a dire
2

ntl 2 (At,)* |0k r, (VR) |
Vg © — Uy dr < |0K| —aoe s Rl
/K ( K K) K| LG%K) KL

Grace a 'égalité
_?{—)L / bK —)L dCa

', est absolument continue sur (—oo, v};| donc est d¢-presque partout déri-
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vable. On a
O or, (Vi) = Lop son (Akor (U, Vi) — Axor (vi, 07))

et

n

G ()P = =2 [ " Gy (€) ey () d

n
VgAY,

n
Uk

=2 / Ok OV, (€9 dE <2 sup b p (6:€) | / L P (8 dE.
Comme N
[ =k (e = Ly [ (21— £3) G ()
et que

(£7 — £5) Ok 1 (§) = —Lunce<on (Axor (6,€) — Axr (€,0]7))
+ Lon <e<on (Axr (€,6) — Ak (Vg, §)) >0,

il vient
2
/]I‘N (vg (tnt1) — vs (tn))f dx
(At,)*  |OK]| - 7
< ¥ X 2sup by, (£,9) ]| (£7 — £%) ok (§) d€
KeT/zZN |K| |K|L| §ER ot LG./\/'(I()\/R

puis en utilisant la condition CFL on obtient :
2
/T (0 () =05 (1)) da

KeT/zZN

> [ -1 G ) dg] .

LeN(K)

Pour conclure et trouver les inégalités (3.74) et (3.75), on réitére les calculs prou-
vant les inégalités (3.71) et (3.72).
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3.2.8 Concernant la remarque 64

Grace a 'égalité
n Foo n
Prr (§) = /5 af -, (¢) dg,

on peut affirmer que
1. si& > o} > v, alors ¢, (€) =0,

2. siv} > ¢ > v} alors

Ko (§) = /]R QA1 (VE, €) Le<c<ord(
= 1v?(§vz (AK—>L (U?ﬁ UZ) - AK—>L (U;LO 5))

et
ke ©F = =2 [ 650 (O 08t (O

_2/% Ko (Q) ak_p (€)dC

< 2suplaj_ (§) |/ — @1 (€)dC
£ER 3

< 2suplak_; (€)] /:L — k1 (€)dC
£eR Uk

< 25p o, ()| [ (25— 25) S () dc
La preuve de
9kvr (Vi) P < 25up lae, (€) | [ (32 = Fic) nsr () C

£€R R

ayant déja été faite, le résultat de la remarque suit aisément.

3.2.9 Sur le corollaire 62 (weak derivative estimate)

La condition
(1-0)c%,

At, <
- 2Ly
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s’écrit aussi

24t < ﬁh.
(1—-0) — La
Pour montrer qu’elle implique la condition CFL 3.70, il suffit de prouver que
2 K|L 1
N < K| | K|L]

Ly 0K SUP¢cr la% 1 (&) | '

Ceci est vrai grace a (3.56) et (3.62) qui disent que

K]

2
aN

h|oK| <

et que
sup |ag ,p, (§) | < [K|L|La.
¢eR

On fait de méme pour montrer qu’elle implique la condition CFL (3.73) en rem-

plagant supecp [ak_, . (€) | par supeep [ (€,€) |-

(3.27) nous dit que

2
< Dy.

n 1 n
Gk (i) = |17 | ® (@, vk) d
K|k

L2(H,R)

Pour obtenir (3.102), il faut multiplier par |K|, puis sommer sur les K € T /Z",
ainsi
> IKIGL (i) < X |K[Dy = Do.

KeT/ZN KeT/ZN
Puis
Np—1
> ALY |KIG (1) < DT
n=0 KeT/ZN

On doit alors utiliser (3.69) pour obtenir

DT
2

1 1
§E||U6 (T) H%Q(’H‘N) +E(E(T)) < QEHU& (0) ||%2(’IFN) +
ce qui donne l'estimation (3.77) ol on peut méme majorer par
2 (Ellos ) [aew, + DoT ~ Ellus (T) [sgon,)
9 4 L2(TN) 0 5 L2(TNY ) -

Idem pour (3.78).
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Si on somme (3.103) sur n, on trouve

Np—1 )
E Z H'U(S n+1 (tn—‘rl) L2(TN) < DOT
Ainsi
Np—1
E > [lvs (tar1) = vs (ta) 720,
n=0
Np—1
=E Z [vs (tns1) — Ug (tnt1) + Ug (tnt1) — vs (tn) H%?(TN)

Np—1
<2E Z (Ilvs (trs1) = 05 () WFacrwy + 1195 (Fasr) = v () 2o )

1
< 2D0T + 2— (EHU(S ( ) ”%Q(TN) + DoT — ]EHUg (T) H%?(TN))

1
25 (El[vs (0) I32(pv) + 2D0T — Eljus (T) |32y ) -

3.2.10 Sur l'introduction du paragraphe 3.1.6
Notons que la formule vraie V¢ € [t,,t,11), V2 € K,
oE () = vf (a,0) = vy ? +ngz< (Vi) (Br (1) — Bk (tn))
— i +§: ,K|/ gu (2, 0f0) do X (B (t) = B (ta)

g Z |K| / (, o) exda x (W (£) ex — W (£) ex)

=

g Z A / (, o) dwer x (W (1) — W (b)) ex
= ”*2+Z|K|/ (v, k) da o j~ W (8) = jW (t))

— ”"'2
+/tn|K|/ (x, v} (w)) dedW (s)
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1 .
signifie que vi (¢) est égale a v?? pour ¢t = t,,, qu’elle est continue en temps sur

chaque intervalle [¢,,,.1), dépend du hasard w et donc peut étre vue comme un
processus stochastique, et est telle que

lim o} (t) = ot
t—tn41
t<tpi1

Remarque : la solution approchée
vf (z,t) =0k (t), Vte[0,T),Vee K

n’est pas constante par morceau (en temps) comme dans le livre de Thierry
Gallouét [EGHO3], elle n’est méme pas polynomiale par morceaux.

La formule (3.104) vraie V¢ € R, Vo € K, Vt € [t,, tni1),

t—t bsy — ¢

fs (x,t,8) = Ttnlvfu,t»f + Ttnlw(x,tb&

signifie que f; (7,1, &) est égale a £} () = 1,n-¢ pour t = 1, et que

Jm s (2,8,€) = Lynre = £ (€).
t<tn41

Elle est continue en chaque ¢, a £ et x fixé.

3.2.11 Sur la preuve du lemme 65

/ / (/ % xt5)_f6($t§)|d§> dxdt

// ( tnl# tnﬂ_tfa(%‘,t,f)—f(s(w,t,f)‘dgydxdt

Vs (xvt)>§ + Atn
t
= E/O /TN < R| At, UF@D>ET TAf
T 2
< E/O /EN </]R 1”f($7t)>€ — % ((E,t,f)‘ d§> dxdt

< IE/OT/TN o () — o5 (1) dadt < E/OTHU(? (1) — vs (1)

t—t, 2
£5 (2,1, g)‘ dg) dudt

2

dt.

L2(TN)
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Finalement,

E/OT/TN (/R]f(;(w,t,é)—fg(x,t,f)\d§>2d:cdt

<k [ [of (1) -

2

L2(TN)
Np—-1 tn+1 2
- nz::() E/tn vy (1) — v5 (tas1) + vg (tnt1) — vs (Ln) L2(TV)
NT 1 tn+1 2
)
/tn Us (tTH-l) L2(TN) dt
NT—l b 2
+ Z EAtn H'U5 (tn+1> — Vs (tn) L2(TN)
n=0
Np—1 tnt1 Atn n n
s 2E/t S /K (— Ty > Agor (UK7UL>)
n—0 n KGT/ZN LGN )
)) dxdW (s) dydt
/tn 7 / zdW (s) dy
avec
NT 1 n+1 2
b
/tn Us (tn+1) L2(TN) dt
NT 1 tn+1 i
/ + / / / )) dazdW (s)| dt
tn geT/ZN tn ’K’
Nr—1 tn :
_ Z / +1 Z / / / z, 0% (W) dx dsdydt
0 tn KET/ZN tn LQ(H,R)
NT Lt N e
/ 3 / E / Dodsdydt = 5 Dy (t — t,) dt
tn geT/zN n=0 Ji»
et
t
E (Aros 0p) [ [ @ @0k (@) dedW (5))
_E(/ Agor (Vg vT /K(I) ) dzdW (s )> 0

car Ag . (v}, v}) est F, -mesurable.
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Il reste a utiliser 'estimation (3.78) :

Nr—1

> EAL, [[v5 (tns1) — s (tn)
n=0

2
L2(TN)

1
< sup  At, X ( (Hv(; (0) 122wy + DOT)>

ne{0..Np—1} 0

pour arriver a (3.107).

3.2.12 Sur I’équation cinétique disctréte (proposition 67)

Elle peut se réécrire ainsi : Vt € [t,,, tpi1),

(s (1)) = (s (@1) )
——r [ L X ds@u@dsds— [ [ o ©m (6 deds

LeN(K)

t—t, [t 4 1 .
+ At, /tniﬁ(va (x787w))|K|/K(I)(y’UK (w)) dydW (s)

1t—t, rt # 1 . 2
+ §Ttn . 85¢ (U5 (xy s,w)) Hm /K ) (y7vK (w)) dy ds.

L2(H,R)

En effet )
] e @ vk (@) dy € Ly (H )

car d’apres (3.6)

2

R

<

1 2

] i ® 00k () dye

>

k

7 Jo o vk ) dy

|[$,2\K\ Xk:/K (91 (4, Vi ()))* dy < Ds.

vf (z, .,w) étant continue sur [t,,%,,1), ¢ étant a valeurs réelles et bornée, on a

aussi )
0 (o (.5,0)) 7 [ @ 00k @)y € Lo (H,B)
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et
2

t
5
tn

De plus,

0 (oF @5.)) r [ @ 0k @) dy

ds < +00.
Lo(HR)

€ [ tusn) = 0 (0F (@25.09)) o [ 9 (02 (@)

est continue donc prévisible. L'intégrale d’It6 est bien définie V¢ € [t,,t,.1), et
on peut écrire

On a aussi

G (vk (W) = Zk:

2

= Hlllﬂ/KCI)(x,v?( (w)) dx

Lo(H,R)
Pour la preuve, on a
(s (@) 0) = (s tn) ) = [ (s (@,0,6) = f (@8, €)) 0 () d
= — [ B (fs (@.8,) = fi (2,0, €)) W €) €
= [ © =i, ©) v
— /R (mévﬁ(t) + tn—Ztn_ tfsv?( — (51;7() U (&) d¢
= S (o 0) - T )
tA_th (\If (vﬁ (t)) — v (v?é)) - tA_t,in (\If (v?jé) - (v}?)>
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avec
f;éf(m(@ﬁF) W()::AAt /%” (n+2_f%>d€
/¢ ( |K| P )GK—>L (& vk, vL) + At demi (5)) d§

-- / LS e (6 o) 9 € dE — (¢ ) [ Db () (6) e

|K| LeN(K

- /t /R‘K‘LWK) ax—r (& Vi, v ) ¥ (€) déds — /t /R Det) (&) mi (€) déds

raUCIORICS)
o [y (5
_ t;f( [0t 6) /K (3, v (&) dyd (5
Ly(HR) ds)

#3000 (£ ) HfK, [ @ v () dy

grace a la formule d’'It6 appliquée au processus

s / / ) dydW
+ : |K| y?”K y ()

et a la fonction ¥ € C? (R),
c’est a dire Vo € K :

tA_th <\I/ (vﬁ (t)) — U <v§+§)>

t—ty [t /o4 1
= — | @ J4 dyd
a0 s e [ ® vk (@) dydt¥ (s)
1t —t, [t 4 1 . ?
2 At ‘. 051/1 (Ué (37,8,0))) ||mA¢(y7UK (W))dy La(2) ds.
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3.2.13 Sur la preuve de la proposition 68 (f; est une solution
cinétique approchée)

Comme on a ’hypothese (3.54) : kN ay < | K|, on peut appeler 7, /Z" le maillage
associé a la valeur & = 1 pour n € N*. Ainsi

U U &

Ty EN* KET /LN

peut étre appelée (au sens de Rudin p146, cf [Rud75]) famille substantielle car
Vy € K,on a

B(y,1
K C Bt e B )] =8| < P8k

On peut alors appliquer le théoreme de différentiation de Lebesgue pour presque
touty € K :

iH0|K|/ o (z) d — o (y) = 0

ou plus précisément (cf W. Rudin p151 [Rud75]),

Ve >0,30 >0 : {VK : diam (K') < § et pour presque tout y € K,

|K|/ lug (x )\dx<5}

Ainsi grice a 'hypothese (3.53) VK € T,/Z",diam (K) < h, on a pour h suffi-
samment petit :

/ da:—uo(y)'dy<5

KeTy,

et donc, Vp € C° (TN X R),

/TNXR (fém (:13, 0, 5) o 1"0($)>€> ¥ (37’ f) dﬂfdﬁ

= (1U§m 0)>¢ — 1u0($)>§) ¥ (I, é) dZL’df

TNXR

_/TN /u”‘”" o (&) dede < Hg0||oo/ [vs,, (0) — uo (y) |dy

o()

1
=Ml 3 [ e oo (e —uo ) ldy < o)z
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si h est suffisamment petit (c’est le cas si m tend vers I'infini).
Par densité de C2° (’]I‘N X R) dans L! (TN X R),
on prouve aussi que Vo € L? (']I‘N X R),

Lo o (.0.6) = Lugayog) 0 (2,€) ddE 5111 0.
J’ai donc bien détaillé I'utilité des hypotheses (3.53) et (3.54).
Une fois qu'on aura prouvé que Vo € C'® (’]I‘N X R),
{(f5(0) ) = (f5(ta) )
= _/TNx[o,t]xRagSD(g) dmg (z,8,€) + &° +/ (fs (s ) ds
t
[ [e@eo@edt (& deaw (s)
b5 [ [0 019 (0.0 1,z () dds

avec Vo € C? (TN X R)

2
limE | su g’ L, 2 > =limE (su gl t, ) =0,
00 (te[o%] (| ( gp)|) 50 tem%' (t,0) |
on aura aussi

sup |€° (t,¢) | =500 en probabilité
te[0,7

car la convergence dans L? () implique la convergence en probabilité.

Pour la prouver, appliquons I'équation cinétique discréte a £ — ¢ (z,§), v € K
fixé ett € [t,, ti1] :

Aﬁxt£ (0,60 d = [ 5 (2,40 ) ¢ (2, €) d

T /t"/LeN o ag ., (§) ¢ (,€) dfds—/tn/Raggo (x, &) ml (§) déds
— In 1
tAti /tnso(x,vf? (s,w))u{,/ O (y, 0 (w)) dydW (s)
t 2
1t—t”/t 8580 (x UI#(E S w H|K| (I)<y,’l)?< (w))dy ds

+ —
2 At, Lo(HR)
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qu'on intégre sur K € 7 /Z", puis on somme sur les K € T /Z" :
L. | f@toe@dede— [ [ fi(@tn 6 p @8 ddo
1
== Y [l LY @@ desds

KeT/zZN LEN(K)
Ke;/m/ 1]y e 0 ) i (©) s
T t_in Ke;/ZN/ /t z UK s,w) |K|/K<I>(y,v}”( (w)) dydW (s) dx
a0 | [0 ek ) ;HR) dsd.

" KeT/zZN

On peut inverser [, et fttn grace au théoreme de Fubini pour les premier,
deuxieme et quatrieme termes a droite de 1’égalité précédente, et grace au théo-
reme de Fubini stochastique pour le troisiéme terme a droite de I'égalité précé-
dente.

Pour le quatrieme terme, on utilise le fait que

2

1
| Ok )y
Ly(H,R)

’K|/ 1@ (3, 03 @)1, () Ay < Do (14 1%) = 2D,
car ¢ (z,.) ason support dans [—1,1].
Pour le troisieme terme, on utilise le fait que

t
/ET
K tn

2

dsdz

o (0 (5.09) rr [ @ 0 (@)

L>(HR)

§/KIE t: (gp (a:,v}f (3,w)))22D0dsdx < +o00.
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On obtient
/TN/R]% r,t,8) o (z,§) dfdx—/ /f5 2, tn, &) o (2, &) déda
B /tn/ ]K|/ ax_ (§) ¢ (x,§) dSdxds

KeT/ZN LEN(K)

_/ /TN /Ras%f)(xyf) ms (z, 8, &) dédxds
> /t/|Il(|/K/Rz90(”5>C)‘1>(ya€)dui,s,t(S,C)dyd:rdW(s)

KeT/ZN

2 Ty
ot 11l , , est la mesure sur R? définie dans I'article que I'on peut aussi écrire

t—tn

Vo e KVt € [ty thi), u“t (d¢,dC) = A7

6115(1‘ S,w) ® 5 # (z,5,w) <d§7 dC)
ou plus exactement

Mér,s,t (d€7 dC)

N t—t,
= Z Z 1K l[tn tnt1) (t) 1[tn,t) (S) T(Své(%&w) (%9 51)?&(33,3,“;) (dé’ dC) ,
KeT/zZN n=0 n

puis sommer sur les n allant de 0 a I'entier [ tel que ¢ € [t;,;,1) pour obtenir
(en utilisant la formule précédente a ¢t = t,,; pour n < [ et a t quelconque
appartenant a [¢;,t41))

Loy st e g dedn = [ ] £ (2.0.6) (2. 6) deda
- _/t /TN/ O (x, &) ms (x,5,&) dédxds
Nr—1 tnr1 At
-2 X /t / a1 (&) i (€) déds

n=0 KeT/ZN LEN(K)
' / Ke’zr;zN / |K| /K /]R? (2,0 P (y,¢) dur,s,t (¢, &) dydxdW (s)

1 t
+ 5 /0 /]I‘N R2 8490 (I, C) Gg (‘T’ g) dﬂ’i,sﬂf (C, f) dmds
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Remarque : Si je définis
s : (2,8) € TV x R O5 (2,€) € Ly (H,R)

par la formule
1

jobtiens
L [ fs@tee@oddr— [ [ f5(2.0.6) ¢ (.6 ded
:_/t/ /a§¢ (x,&) ms (,5,£) dédxds
TN

Np—1

=X X MY a©en(©dsis

n=0 KeT/ZN LeN(K)

+ /0 Lo [0 @5 (0,6, (6 dudW (s)
1ty
L[ .0 G € di (€. €)dads

qui se rapproche plus de la formule de I'article.

3.2.14 Sur la consistance en espace (preuve du lemme 69)

Le but est de montrer que

Np—1

-2 2 / L X i (€ px () deds

n=0 KeT/ZN LeN(K)

est proche de

/Ot(fd (s),a () .Vep)ds = /Ot AN/R]% (z,5,6) X a (&) .Vap (x,€) dédxds.

Commen(;ons par montrer que

/Ot /TN/Rfé (2,8,8) x a(§) .Vop (v,8) didrds
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est proche de

/t/ /f‘5 (2, 8,8) x a(§) .Vap (z,§) déduds.
0o JTN JR

Le lemme 65 dit que

2

B sup ([*[ ] (s (05,6 = 53 5,5,)) % a(6) Fusp (,€) declods)

te[0,T

<Bswp 1 [ ([ [ U506 25 (0,5.8) x a(6) Tap (r,6) dedr) ds

te[0,7T
2

<TxE [ ([ [ 5058~ 15 (0.5,6) x 0(§) Vap (v, €) ded ) ds
T 2
<TxE [ [ ([ 1fs w56 =5 (@05.6) | X | €) Tup (2, €) |d¢) dads
< T x LNTapll < B [ [ (15505, ~ £ (o5, L) s

vs (0 2 1
<Tx Bllwls s Atnx(W+DOT(1+9))>
1)

Pour montrer que

/ot /]I‘N /Rf5 (@, 5,8) x a(§) Vayp (z,8) dédxds

est proche de

Y [S e @ ©des

n=0 KeT/ZN LEN (K)
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on utilise I’écriture suivante :
t
J / £5(2,5,6) % a (€) .Vap (z,€) déduds
o JT~
NT Lty At
/ / Z Lynse X a ( )/ Vaep (2,€) dedéds
tn K

KeT/ZN

/ttnﬂAt/ 1, nse X a(f). /Kgp(QC?g) nidHN ! (z) deds

KeT/zZN
NT 1/tn+1/\t/ Z
= 1,
tn/\t KeT/ZN e
1
K|L — , dHN Y (z) déd
3 KL (©) ey [ 9 mcndi ! (2) deds

LeN(K)
tnt1AE
/ / Do lgsex Y kg (§)prdéds,
tn KeT/ZN LEN(K)

et on remarque que

Npr—1

> X [N k@ e ©deds

n=0 KeT/ZN LeN(K)
1 Vo1

22 X TS (0 € erin (€) e (€) o (€)) deids
n=0 KeT/ZN n/\ LeN(K)
=0
et
Nr—1 g, At
S0 LT lgeex 3 ake (O e (€)deds
KeT/ZN LeN(K)
NT Ut int
Y[ LTt @x X[ al@)mucadh ) deds
tn/\ KeT/ZN LeN (k) T KIE
Nr—1 At
n+1 N_1
- [ I e ) | o€ macd 1 (y) dds
Nr—1 4 . At
1o x [ div(a(€))dydéds = 0,
Z/t /KE;ZN ¢px (§) /K iv (a (§)) dydéds
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pour comparer

/tt"“/\t/ >, 1y n>e X > dis () (80K|L (&) — oK (f)) déds

KeT/ZN LeN(K)

et

_Nil > /jnﬂ“/ aK—)L £) (SOK|L (&) — vx (f)) déds.

n=0 KeT /7N

Pour cela, comparons, comme indiqué dans Particle af_,; (§) et ax_; (§) Loy > -
dans la mesure ou ¢ € C? (']I‘N X R), les fonctions & — g (§) et £ — vk (£)
sont aussi C? (R) C W (Re).

Je continue avec v € C? (R) :
Sivyg <},
71 (@hesr (€) Lugne — e () d€
—/ (ar (& Vi, vF) Lugse — arr (6 vk, vf) ) dé
= — [ (O£ (€) arows (& v )

car

ax—r (&, Vg, VL)
= ay_,, (§) Lon ponse + 02 A (i, ) Ly <e<on + O1A (&, v7) Lon<e<on.

Ainsi,
/ 7 (€ aK—)L ) Lopse — ag,p (5)) d§
=~ [ 7O [T B Q) e (G o) de
= [ 7€) kar Wi v E) .
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Sivj > o}
/ v (€ aK—)L L ) (f)) d§
= / 7 (€ aK—>L Lo se — age,p, (§) Lop >E) dg
= [ Lol (©d =~ [1(©) [ Lol () dcde
=[O [ Lo (€ )Gl = — [ (€ G (€ M)

On a donc

o £ (@5,6) % a () Vap (2,6) dedads

( Z Z /tnnHM/ afe_yr, (€ (§)d§ds)

n=0 KeT/ZN LeN(K)

0 JT

Z /t:HAt/ Z \(95 (SDKlL (&) — ek (f)) |

KeT/ZN LeN
X Lo <op i1 (UK VE) = Lnsun @iy p (§ A\ vE) [dEds.

V¢E €R,ona
10e (prciz (€) — ¢k (9))]

‘|K|L|/La§¢x€) HNl |K‘/8590$§

Ocp (x,€) dH" ™" () dy

- |rm/z< [KTL] Jxio

| | )
T K K|L|K|/Ka£s0(y,€) dydH " ()

1 1 )
< 11 L TR i P62 (6 = O (0.0 a1 () dy

< sup |0:Vaip (x,€)] h.

zeTN
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Si le support de ¢ est inclus dans TV x A alors

N /Rfé (x,5,8) X a () Vap (z,8) dédads

( NTZI 3 /tn+1/\t/ > ak (€ @K(ﬁ)dde)‘

T

n=0 KeT/ZN LEN(K)
Np—1
< 00U XA 5 3 (L ik (GOl
zeTN £eR n=0 KeT/ZN LeN (K geR

450 [ (€A 07 gy )
£eR

Majorons, comme dans I'article

Nr—1

At Y] > 1 o <om Sup‘(éK%L (vg VE) |
n=>0

KeT/ZN LEN(K)

grace a

Np—1 ?
E ( DAL, Y Y Ly SUPWKHL (Vi vV §) ’)
n=0

KeT/ZN LeEN(K)

N

:E(NTzl S Y Ly x (Af)

n=0 KeT/ZN LeN(K)

2

T n \/ 1

y SUP¢er |¢K—>L EUK 3 |K]L|§ (Atn);)
|K|L|>

et SUDger |9k p (v V E) |2
Loy <o « AL, eeR PR 1 \Uk
( Z Z Z K< |K‘L‘

n=0 KeT/ZN LeN(K)

x(NTzlAtn > oy \K|L|)

n=0 KeT/ZN LEN(K)

S(NflAtn > !(M)

KeT/ZN

Ne ! SUDger | @k p (Vi V E) 2
Lyg <op X AL, ¢er 1Pk 1 (VK _
= T T -

n=0 KeT/ZN LeN(K)
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Ainsi

Np—1 ?
E ( DAL, Y Y Ly SUP‘¢K—>L (vg VE) ’)
n=0

KeT/ZN LeN(K)

Nr—1
< K|
s(zmn >

n=0 KeT/ZN

Np—1 2LA|K|L| [ (fﬁ—f?{> %o (§)d€
(T LT e i )

n=0 KeT/ZN LeN(K)

_ 2L Nt
ATIE(Z D 1n<vn><At/ (87— £%) ¢K_>L(§)d§)

n=0 KeT/ZN LEN(K)
2LA Nz}
eniol DINDIDY At/ (£ — £k ) oy (€) e
n=0 KeT/ZN LeN(K

car

(£ — %) dhenr (€) 2 0.

De méme, majorons

Np—1

D Aty 3 > suplof (EAVE) Loz
n=0

KeT/ZN LeN (K) $€R
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grace a

Np—1 2
E(Z At, Y. > 1n>v"SUP|¢K—>L(€/\UK)|)
=0 KeT/ZN LeN(K)
Np—1
< (Z At, > |8K\>
n=0 KeT/ZN

Ne ! n SUDecp |G p, (€A V) |2
XAt UKZUL SER K—L K
(z D> ok

n=0 KeT/ZN LeN(K)

< (NTzlAtn > !6K\>

KeT /7N

Nr1 Lop>op SWDger [P, p (V) |
> > > xAt, IK|L]

n=0 KeT/ZN LeN(K)

< (NTZIA% > A )

KeT/ZN hadgy

(NTZl S0y lusw AthAlKILUR(fz—f”K)h(&)d&)

n=0 KeT/ZN LeEN(K) ’K’L’

2LA

(i Z Z 1">U"XAt / fL fn ¢K—>L(f)d§)

n=0 KeT/ZN LeN(K)

2LA

im(E 8 T a0

n=0 KeT/ZN LeEN (K

car )
(f7 — fk) Pk ()

En sommant les deux majorations et en utilisant

(a+b)2§2(a2+b2),
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on trouve

E sup
te[0,7T

/O /11‘1\7 /Rfé (x’ S’§> X a(f) NP (f,f) dédxds

( Z Z /tnnﬂ/\t/LeN ax 1, (§) pr (§) dfds)

n=0 KeT/ZN
2L AT

2

< sup |%Vup(z, f)!h2|A]2

zeTN £eR

DyT
(ellva (0) Bagrmy + 257 )

3.2.15 Sur la preuve du lemme 70

Je reprends les notations de la preuve de la proposition 68, pour écrire (3.140)
de la maniére suivante

/ot /TN /]R o (2,Q) s (2,€) dpiy o (¢, €) dxdW (s)
= /Ot /TN /Rgo (2,€) D (z,§) dujs (&) dzdW (s) + g‘fm (t, ) + 5%,2 (t, )

ou

ewa (ty) = /Ot /TN /sta(x,o (P5 (2,8) — @ (2,8)) dul o, (¢, &) dudW (s)

t—t, [t
- Atll /0 /]TN /RQ 7 (377 C) (<D5 (QZ', 5) — 2 (.Z', 6)) dév?(%s,u))(g(s%(w,s,w) (Ca f) dxdW (5>

sit € [t i), et

6%’2 (t’ SO) - /Ot /JTN /R2 ¥ (x’ O ® (ﬁ’ 5) dﬂ’j:,s,t (C» f) dxdW (S)
N /ot /TN /M (2,€) @ (x,€) dvy, (€) dzdW (s).

tH/ot/TN /Rﬁu,o (@5 (2,6) = D (2,€)) db,(, oy @Dus(a.s) (€ €) ddW (s)
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est une J;-martingale continue, de carré intégrable. Par une inégalité maximale,
on a

B (s I ) ) <

t€[0,T)
2

B [T [ ] o 0.0) (B (5,6~ B (5,6)) 8,y © G (G ) iV (5)
—a [ | [ [ o0 @6 - (.)

2
dévf(x,s,w) ® 505(9:,3,0.;) (C, 5) dx

T
<l |
0 ™

A0, (1 5. ® Ous(ws) (€5 €)

ds
Lo(H,R)

Lo @) (@5 (@.6) = @ (@.€)

2

dxds

L2(H,R)

T
< 4]E/0 /TN /R o (2,¢) (@5 (x,8) — P (2,6)) I, ()
ddvf(:c,sw) ® 5v5(m,5,w) (C, f) dzds

T
<AIRE [ [ ] 105 @.6) = © @) I3y, 0 s00) © Fustasis) (€ €) dads

) Npr—1 g1 1 2
<d4lelz, >. Y E t /K mL{®(y,U%)dy—®(x,v%) dxds
n=0 KeT /7N n Ly(H,R)
) Np—1 bt ) ) )
<dlelz > > E/ / Dih2deds = 4| |2 T D1k
n=0 Ker/zN i K

car 115, , est la mesure sur R? définie V¢ € [t,,, t,,+1) par

t—1t,
Mi,s,t (dC, dg) = At 6vf(m,s,w) ® 6”5(9678&0) (dCa df) .

On a bien
Ni,s,T (R2) = 5vf(x,s,w) ® 5”6(”»’75"") (RZ) =1

Remarque : cette démonstration est un peu plus simple que dans I’article car je
ne passe pas par t,, puis t ...

Pour &}y, (t,¢), on voit que n — &}y, (t,, ) est une F; -martingale. On effectue
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la décomposition

6?4/,2 (ta (10> = 5?/[/,2 (tl, (,0)
" t /]I‘N /Rz o (2,0) @ (2,) dpug ., (. €) dxdW (s)

_ /tlt /T ) /R o (2,6) D (z,6) dv (&) dadWV (s)

sit € [t tiy1).
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Puis par une inégalité maximale, on a

E( sup |€€v,2(tla<ﬁ)|2>§4 s E (el (0 0) )

1e{0..Np—1} 1€{0..Np—1}
t
= sup </ (.CE, f) ddu#(x s,w) X 51}5(:)3,3,0.2) (ga 5)
le{o Np— 1} ™ 2 s Ao™
2
- /R P (@.6)® (@, ol () )dwdW (5)
t
=4 E ) do Ovs(z.5.0) (€,
lE{O?.llifI;—l} /0 /’IFN (/R? @@, Q) @ (@.8) of (@s) © Ovs(as, (68
2
- [e@oe @i, ©)d| ds
R Lo(H,R)

Lo @0 @@ by, @ dustosn (6,6)

2

T
<l |
0 TN

_/Rgp(x’g)@(a:,é‘) vy, (€)

T
<o |
N

= [, e @& @ @& dil . (C.8)

+4E/ /
0 N

—/RQO($,§)(I)(:E’§)CZV£75 (g) 2

dxds
Lo(H,R)

/R @)@ (0,8 db g, ) @ Fuyrs ()

2

dzds
Lo(H,R)

/]1&2 2 (JI, g) o (‘7;7 g) d(sv?&(%&w) ® 51}5(31:,5,0.)) (C7 g)

dxds
Lo(H,R)

<A [ [ 16— 67Do 5y © Bne (€ €) s
FaE [ [ o0 0.6 denin (©
oot @]
<ADuOpIZE [ [ I (r.5) — vs ) Pawds

0@ @0 " (bt (@) = b, (d6))

dxds
Lo(H,R)

2
dzdt
Lo(H,R)

T
+4E/ /
0 ™

car v9 , est la mesure sur R définie par

t—1t,
/Ug,t (dg) = At

tn+1 —t
5 #(I,t) (dé.) + Atn 5”5(%0 (df) )
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et donc

t—1t,
At,

Oug ety (dE) — vg, () = (usay (d€) — Oy (z,0) (A€ ).

Ainsi,
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E ( sup by () P)

1e{0..Np—1}

T
<aDoOcplZE [ [ (@.5) = vs (@) Pdeds

+4E /OT /JTN ng (a:, off (z, s)) o (a:,vf (, s))

2
__gﬁ(x,vg(m,s))d}(x,vg(x,s))HLQUIR)dde

vs (0) |2 1
<4Do||Oepll?,  sup At x (H(S()HB(TN) + DT (1 + 0))

TLG{O..NTfl} 0

—|—4E/OT/N llo (x,vff ({E,S)) o (a:,vf (x, s))

T
2
— (x, vff (x, 3)) O (2,05 (z, 5)) (i

+4E /OT /JTN ng (ac, vl (z, S)) O (2,05 (x,5))

2
—(x,v5(x,8)) P (z,v5 (z,5)) HLz(HR)cuds

vs (0) || 1
< ADy||Oegl%.  sup At x (W‘l’”(w) + DyT (1 + 9)>
ne{0..Np—1}

dxds
R)

+ 4[| A E /OT /]TN HCID (x,vf (x, s)) — @ (z,v5 (,5)) ?

LQ(H7

R) dxzds
T
+ 40elZE [ [ 1 (o, 5) = vs (@) PID (2,05 (2,5)) I, e dods

vs (0) |2 1
<ADy||0cgl%  sup Aty x (WOHLZ(TN) + DT (1 + 9)>
TLG{O..NT—l}

T
FAPIZE [ [ DI (2,5) = vs (0, 5) lduds
T
+ 4||8§¢||§0E/ /N ¥ (z,5) — vs (z, 5) |* Dodzds
o Jr

v (0 22 1
< 4Dgl|Oep|l?, sup At x (WOHL(TN) + DT (1 + 6))
TLG{O..NTfl}

1
T bl
F Al DVT (B [ [ (09 = vs(o.) s

vs (0) |12, 1
F4)0e0ED0 sup Aty x (”””” o (14 ))
ne{0..Ny—1} 0 0

vs (0) [|2 1
< SI0lDy s Aty x (”“”” o7 (14 ))
ne{0..Np—1} 0 0

1

2 105 (0) 172z, 1)) >

+4|le|2DNT | sup At x [ ———E2 4 DT (14 = .
ne{0..Np—1} 0 0
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Si jutilise I'astuce

[0F (2, 5) = vs (2,5) |

[
[a—

”U?& (.CIZ,S) — Us (.CE,S) ’27

S( sup Atn> +

1
ne{0..Np—1} 2
! ( sup Atn>
nE{O..NT—l}

je majore par

vs (0 2 DaT
8”8590”201)0 sup At,, x (H 5( )HLQ(’]I‘N) N 0 2)
ne{0..Ny—1} 0 0

1
2 vs (0) |13 DoT
+4H90HgoD1< sup Atn> <T+ (H 5( )QHL?(’]I‘N) + 2 2))

’VLE{O..NT—I}

Remarque : danc ce calcul, je trouve £2522+7 ala place de 247 3. C’est une légere

différence par rapport a I'article, mais la vitesse de convergence est la méme.
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N’oublions pas
B( sw e (tp) - e%m (1. ¢) r?)
sup

te[tl7tl+1)
tE tl ti+1) t TN ]R2 z,

_/TN/QO z,§) @ (x,£)d x,s(f)dx)dW()

tl+1

< A4E

N R2

—AN/ o (0,60 (0, d, (€) o)W (o)

/tl+1

~ [ [e@woeweal, d

ti4+1
=4

t

—/ (x,vs (z,5)) P (x,vs (x,5)) dz

2

L Lo, .&d

ds
Lo(H,R)

/TN ' (x, vf (z, s)) ® (z,v5 (x,5)) dx

2

ds
Lo(H,R)

v, 0 2 1
< AD|Oegl’. sup Aty x (WJ’LW)+DOT (“e))'
nef{0..Np—1}

Remarque : la majoration n’est pas la méme que dans l'article, méme si 'ordre
de grandeur y est.

/ot /TN [ 0cp (2,Q) G (2, ) dpiy . (C, €) dads
t
~ [ L [ 0o @) 10 (0.) vl (€) dods =l (1) + el (1)
avec
ua ) = [ [ [0 0.0 G (1€ k., (¢ €) dnds
e @01 (0. i (€. s
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et

t
i) = [ [ ] e @010 @.8) I, it op (€. €) duds

- /ot /TN /Ra§¢ (:L",f) ||(1) (l",f) ||%2(H7R)d’/gys (6) dzds .

On a

B (s I ) )

t€[0,T)

2
<E (/ /qu o 10 (2,C) ‘GZ z,§) — | ®(z,€) H%Q(H,R)‘ dpl ., (¢,€) dxds)

(/ > [ ]l @0)]

KeT/ZN

1 2

2
] i @ i () dy At 1 (G,€) dxds)

— 19 (2, &) 1%, (1.8,

Lo(H,R)

(/ > [/ @wxél‘ i [Ptk @) dy — 0 .6).

KeT/zZN

m/f(q»(y,vl( WD) dy+®(@,8)),

< [ 9eelILE (/ > Ll

KeT/ZN

2
dpd .4 (C,6) dxds)

] e @ 0 vk @) dy =@ (26)

Lo2(H,R)

[ B g @) dy ()

2
X H |K‘ K dluézv,s,t (Cv f) d{EdS)

Lo(HR)

2
< |0 |[ZE (/ > [/ + g = €2y duthfdwdS)

KeT /7N

< [10el%ADo D1 R T,
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et

E ( sup b (t,9) I2>

te[0,7

t
— 0
R (/o L [ 0o @ 019 @) I my i (€. €) dods

te[0,T

t 2
R L2 H]R x,s 5 d dS

tel0, T

t
< 28 sup ( I L L oo (e 10 (.) I, sy i (G, €) drds
] 0 JTN JR2
. 2
= [ [ L 00 @0 10 @.6) Iz dnt i (€ €) da:ds>

! 2 0
+2E sup | [0 [0 (01 () I i (G,6) s

telo,T
2
[ [ [ e .0 19 0.6 Bl © d:cds)
T 2
< 29kl E ( [ L 16 10 ) it €€ dxds)

t t—1t,
+2E sup ( L L [ 00 @6 19 @) I o) oy dBusto s () dads

t€[0,T) n

2
[ [ [ e ) 19 (0 €) nvd (€) dads ) |

Comme
B G, ) = 7781y © Dt (4G, )
et
VL () = L8y () 4 P ) (09),
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ona

E ( sup b (t,9) I2>

te[0,7

T 2
< 2008 ([ [ 108 (0:5) 159 o)

t
+ 2[E sup / l /
t€[0,7] 0 JTN

— O (m, ol (z, s)) HCID (x, vl (z, s))

t
)
t; JTN

Ocp (x,v5 (2, 5)) |® (2, vs5 (2, 5)) |11, (1r.p)

2
Lo (HvR)

dxds

8590 (CL’,U(; (l‘, S)) HCI) (xv Us (l’, 8)) H%Q(H,R)

2

+ Oap (:(;, ol (x, s)) Hq) (x, vl (z, 3))

Lo (HvR)

avect € [t;, t41).

349

2
dxds)



Ainsi,
B ( sup b (t,9) |2)

t€[0,T7]

T
< 2Do|0cp|| 2T E (/0 /1IN ¥ (z,5) — vs (z, 5) |2dxds>

+ 4E sup / /
te[0,T] ™

Oop (2,05 (2, ) | @ (2, v5 (2, )| L a1z

2
2
— Dhp (x, vl (z, s)) H@ (x, vl (z, s)) Lo ’dmds)
2
Fsloelog (s )
nE{O..NTfl}
vs (0) ||? 1
<2Do|0eol’ sup Aty (WOHL“TN) + DoT (1 4 e))
nE 0 Np— 1}

+8E sup | [ / Oaip (5 (2, ) | (05 (2 8)) I, 1z
te[0,7) ™

2
— O (0] (2,9)) |1© (2,05 (2, )17 11y dxds)
+8]Et81£ ( 1020 (,0f (2,9)) 1@ (2,05 (2, )17 01
€

~oup (w0 @.9) o (0.0F @), 0

)2

vs (0) |2 1
<2Dy||0cl%  sup At x (W‘l’”(w) + DyT <1 + 9)>
ne{0..Np—1}

2
+ 8]}l DE ( sup Atn)

nG{O..NTfl}

T 2
810kl D8 ([ [ 108 (0:6) = s o5 s

17}
+ 8]|0c | E sup //
logelE s ([

- Hq) (1:, vl (z, s))

H(I) (:Ea Vs (x7 S))Hig(H,R)

2
dxds)

2
+ 8)|0ep|2 DE ( sup Atn)

nE{O..NTfl}

2

L>(HR)
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vs (0) 112, 1
<amiorpll s St x (PUUEE s pr (14 7))
nG{O..NTfl}

2 2 [[vs (0) H%%TN) 1
+ 8|05 DT sup Aty X | ——————+ DT (1+ =
ne{0..Np—1} 0 0

Lo>(HR)

+ 8H3590H§0E< [ L s ) — @ (.0 (2.5)

X HCID (xz,v5 (x,8)) + P (x, ol (z, s))

2
dxds)
Lo(H,R)

2
+ 8)j0ep2. Dt ( sup Atn)

TLE{O..NT—I}

et donc

B ( sup [y () |2)

te[0,7

vs (0 22 1
< (2Dy +8D2T) || cpl%, S At (MGH“TN) + DT (1 + 9>>
n Np—

T
+ 8||9e||2, T4Dy (E/o /TN Dy|vf (z,5) — vs (x, 5) \da:ds)

2
+ 8]l Dt ( sup Atn)

’I’LG{O..NT—l}

vs (0) ]2 1
< (2D0 + SDST) 10c0ll2,  sup  At, x M + DT (1 + >
ne{0..Np—1} 0 0

2 [[vs (0) ||%2(’IFN) 1 2
+ 8|0cp|| 5. T4Do D1 VT sup At, x| ——————+ DT (1+ =
ne{0..Ny—1} 0 0

2
+8Hafsouio03( sup Atn>.

nE{O..NTfl}

Remarque : ce calcul ne donne pas la méme majoration que dans I’article, mais
c’est du méme ordre.
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3.2.16 Sur la tension des mesures de Young numériques »°

Rappelons tout d’abord que

t— tpe1 — 1
yg,t (6) = At ’l)5 z,t (6) + —Zt 6”5(w’t) (6)

et détaillons, sous les hypotheses du lemme 71, la preuve de

B(sw [, [0+, @) <0 e f1io0)

t€(0,T)

Sig>petque ¢ < 1alors [£|P < 1donc [¢P <1+ [€]%.
Sig>petque [¢| > 1alors [£]P < [£]? donc [£]P < 1+ [£]2.
Donc dans tous les cas

L+ [EP <21 +£),

ce qui permet de limiter la preuve aux p pairs, non nuls et d’avoir £ — [¢|P €
C*> (R) avec ses dérivées premieres et secondes uniformément continues sur les
compacts de R.

Pour t € [t,,, tpy1) fixé,

//1+|§rp /(&) da

tn tn—i—l —t »
_ Atn /T (14 |of (@ 1)) dz + A /EN(l—i-‘Ug(m,t)‘ )dz
t—1 P thyr — t
— n # n+1 p
=1+ 5 [ O}, s, Al (0 Wy
p
<1+ Jof O, + 105 (8) oy

n+i t 1 n
M= 3 Lnan® (vK L k) deaw <s>)
TLG{O,..NTfl} n
nil [t
- Z 1[tnvtn+1) (t> (UK+2 + q)K (l’, /U;L() dW (S)> )
nE{O,..NT—l} tn

grace a la formule d’It6 appliquée au processus v (t) pour t € [t,,t,+1) et & la
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fonction £ — || on a

2

P by .
+ /t pult ()7 g (w, v) AWV (s)
1 gt _ N
+5 ] =Dk & 19k (05 [ ds

t -1 1 n
+/tnpvf§ (s) ‘K‘/KCD(%UK (w)) dydW (s)

2

UK

1 2

] 2@k @)y ds

1 gt .
- pp—1)vE ()P
n LQ(H,R)

2 .Jt

Je multiplie par | K|, et je somme sur les K € 7 /Z" pour obtenir V¢ € [t,,t,11)

# p . b p
H% (t) Lp(TN) HU‘S (tns1) Lr(TN)
+p/ / vf (y,8)" 1 @ (y, vs (y, 1)) dydW (S)
1
+§p (p—1) / vK i H/ (y, v (w dy ds (3.170)
KeT/zN in | | Lo(H,R)
donc
p b p
< t,
t:;é%] H Lp(TN) = e{osup H/U(;( +1) LP(TN)
+  sup sup p/ / of (y, )P @ (y, s (y, 1)) dydW (s)
TLG{O NT 1}7f€ ntn+1 tn
1 n+1
+  sup ip (p—1) Z / UK e H/ (y, v (w dy ds.
ne{0,..,Np—1} KeT/)ZN | | L (H,R)

Dans l'article, la formule est légerement différente car on a intégré sur K, alors
qu’ici j’ai multiplié par |K|. Voici ce que ¢a donne :
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En notant

A = {w e
t
sup ( sup / / v (y,8)" " @ (y,v5 (y, 1)) dydW (3))
TLE{O,..,NT—I} te[tn,tn+1) tn TN
t
= sup | [ ] of (5,577 @ (g 0s (9, 10) dydW (s) }
teltitig) 10 STV
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ona

P ) =E ( sup sup H ’ )
L”(TN) €10, Np—1} t€[tn 1) LP(TN)

<E sup 0} (tn P
ne{o,..,NT1}H 5 (tns1) Lr(TN)

t
LE s ( s | ] vff<y,s>p—1<I><y,w<y,tn>>dydw<s>
ne{0,..,Np—1} \t€[tn,tni1) |Vtn JTN

E(sup H

t€[0,T)]

)

]_ tn+1
+-p(p—1E Z sup UK H/ (y, v (w dy ds
2 KGT/ZN n tn |K| Lo (H R)
b
S Ene{osup ~1} HU§ (tn'H) Lr(TN)
fo e b [ [t 7 @ s )y (s)| P
1€{0,..,Np— Al te] tl tlH ty JTN
1 tn+1
+oplp—1DE > sup vic (s H/ (y, vk (w dy ds
2 Keriy ™ Ui |K| Ly(HR)
<E > (t,
- ne{osup 1) HU‘S( +1) Lr(TN)
2
+ > 1+ sup //@% Yy, )" @ (y,vs5 (y, 1)) dydW (s)| dP
1€{0,.. Np—1} 74 t€ltytigr) 1t JT
1 tnt1 P . 2
+op (= DE Y sup [ IKIE (17| [ (v (w)dy| s
KeT " tn | | K Ly(H,R)

p
poiowy 1

<E  sup o} (tsa)
ne{0,..,Np—1}

/tl /TN of (y,8)" @ (y, 05 (y, 1)) dydW (s) i

+ Z sup

1€{0,..,Np— t€ [ti,ti+1)
1 tn+1 _
+5p (P —1)DoE  sup / : / vf (z, )" % dads
2 ne{0,..,Np—1} /in N
b P
< Ene{osup L HUJ (th+1) Lo(T) +1
ti+1 2
+4 Y, 8)' @ (y, 05 (y, 1)) dydW (s)
le{O

1 n+1 # p_2
+5p (p— 1) DoE  sup / / vl (z,8)" " drds
2 TLE{O,..,NTfl} tn N
p

LP(TN) +1

<E sup va (tns1)
TLE{O,..,NT—I}

ti+1 B 2
w4 B[l s @ (s () dy
1e{0,...Np—1} “Ht T Lo(HR)

ds

1 tn
+5p(P—1)DE  sup / " / v (z,5)P 7 deds
2 tn TN

'I’LG{O,..,NT—l}
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donc

P
Lr(TN) +1

E ( sup [[of (1)

te[0,7

’ ) <E sup va (tn+1)

LP(TY) nef0,...Np—1}

ti1 -
+4Dp Y E/tl /TN of (. )72 dyds

1€{0,..,.Np—1}

1 tn
+-p(p—1)DgE  sup / - / v (z, )% dads
2 tn TN

TLG{O,..,NT—I}

p

nef0,..,Np—1}

+4DyT  sup sup ]E/ v (y, )" 2 dy
le{0,..,Np—1} Se[tl,tl+1) TN

+1

1 tn
+5p(p—1)DE  sup / " / vf (z,5)" % dads
2 tn TN

nG{O,..,NT—l}

<E sup va (tns1)
nG{O,..,NTfl}

p

Lp(TN) +1

+4D,T sup sup E/ U? (y, 3)217—2 dy
1€{0,.,Np—1} s€[ty,try1) 7TV

1 _
+=p(p—1)Dy  sup sup ]E/ vf (y,s)’ % dy.
2 le{0,..,Np—1} Se[tl,tl+1) T

On doit donc majorer pour ¢ pair, positif non nul

sup sup E [ oF (y,5)dy.
lE{O,..,NT—l} Se[tl,tl+1) TN

Soit t € [t;,t;41) pour unl € {0,.., Ny — 1} fixé,
# q — # q
E/TN% (y,1) dy—E/TNva (y, 1) dy

i+1 b1 !
= > E/}((%;FQ—F t ’m/KCD(:U,le) dxdW(S)) dy
l

KeT/ZN
q 1|r g r
<Y Y |K|CsteE ( o > = Cste+ > _ CsteE va (tit1) L (TN
r=0 KeT/ZN r=1
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car pour r entier naturel tel que 0 <r < ¢

E( (/t;u;/K@(x,le) drdW (s)>q_r)
_E (( /t;|11<|/;<¢ (i, o) dad iV (s)>q_r>
:]E((/t; Basite |[1(|/K(I)<m,le> dwdW (s)>q_r)

<C Dy T (Al )E(

I+3
Vi

45|
Uk

I+3
Uk

On a la majoration (évidente si r = 0)
l+l r T
> OKE((R) ) s X OIKE(()).
KeT/ZN KeT/ZN

On a méme mieux :
on peut remarquer grace a une formule similaire a (3.80) (début de la preuve de
la proposition 60) que pour p = 1oup > 2,

p
[05 tae)][ iy < e () oy

pour p > 2, on part de (3.35) et on obtient

/pfp 1 (f”ﬂ _f")d§+/p§p 1 ]K| ) Z ag_g, (§, v, v}) d€

eN(K)

= At, [ peroemi () de

Cest a dire

(v?é) 7+ / per1 2

AL (57 U?(v UZ) dé
|K’ LeN K)

==t [ p(p—1) & i () d
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donc

KE;ZN (|K’ <U?<+2> a ‘K‘ (U?{)p>

- Atn n n
+ Z |K|/Rp€p 1@[{2 OK I (§7UK7UL) dg

KeT/ZN eEN(K)

= Y -AulK| [ pp— 1) tmy () de

KeT/zZN

donc (cf preuve de la proposition 60 pour les détails)

S 1K (o) + X AnIK] [ oo - )€t (€)de = X K| (0k)

KeT KeT KeT
et donc
p — n
[of e[y + 3 AtalE] [ (o= 1) € 2mic (€)dE = s () [

KeT/zZN

Pour p = 1, on part a nouveau de (3.35)

n+3 n Atn n n n
fK+2 —fg+ Kl Z ar—r1, (& Ve, V1) = At,0emiy (€)
| | LeN(K)
grace a la fonction
1si&>0
sen(6) = {—1 si¢ <0
on a
n—l—% n Atn n n
[osen(© (€57 £ ) de+ [sn(© T 0 arcon (6 vp) de
R R K| LEN(K)
= Aty [ sgn (€) e (€) de
donc
”""% n Atn n n n
O =+ [sen (€ T S ek (6 v vp) dE = —2Atum (0)
R K| LEN (K)
donc )
n+s n
Yo K < D K]kl

KeT/ZN KeT/ZN
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Notons aussi que

E sup [lvs(t) [Dopwy =B sup 05 (ta) [0 ony.
t€[0,T] ne{0,..,Ny—1}

Il reste donc pour terminer la démonstration a majorer

E sup vs (tn) ||¥
TLE{O,A.,NT—I} H ( ) ||LP(TN)
pour p > 2 pair, et

sup  Eljvs (&) [|7r vy
ZE{O,..,NTf].}

pour r € N*.

Commengcons pas majorer  sup  Eljvs () || gy pour r € N*:
le{0,..,Nyp—1}

Grace a la formule (3.170) ot on a fait tendre ¢t — ¢,,,1, on a

P
Lr(TN)

o s @(y,w(y, ) dydW¥ (s)

s (i) 2 vy = Hvz (tos1)

1 n+1
+§p(p—1) > / VR (s 7 H/ (y, v (w dy ds
KET/ZN | | LQ(H R)
puis, prenant 'espérance, on obtient
ElJvs (tns1) [[zorny < Ellvs (¢) 2o,
1 p—2
tape =D Dosty sup B[ (s)], i,
< Elvs (0) HLp TN)
1 p—2
+ 2p( —1) DT sup Se[tsnuti)H)E H LP—2('JI‘N) .
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Si p = 2, on s’arréte la. Si p > 4, on continue pour avoir

El[vs (tnsr) [[zo(eny < Ellvs (0) [z

1
+ 3P (p—1)DyT"  sup sup EHU?E (s)
n€{0,..,Nyp—1} s€[tn,tn11)

p—2
Lr—2(TN)

1
< Eljvs (0) [[zo(rvy + 5p (= 1) DoT (EHvs (0) 175 ¢z

1 p—4
+—=(p—3)(p—4) DT sup sup E ||lof (s ,
2( ) ) Do n€{0,...Np—1} s€[tn tns1) H 5 () Lp=4(TN)

ce qui donne par récurrence

sup  Elvs (t) lep(TN) < Cste.
nE{O,..,NT—l}

Le cas p = 1 est une conséquence de la formule

N

Elvs (t) |z vy < (Ellvs (t) [320o) )

Pour majorer
E  sup  Jlvs (tn) [7ogpw);
TLE{O,..7NT—1}
pour p > 2 entier et pair, utilisons comme dans I’'article la formule a
n € {0,.., Ny — 1} fixé :

105 (tn2) 2o geny < Nlvs (Bn) o)

tn+1 _
+p/t /TN vf (y:s)p Ly (y,vs (y,tn)) dydW (s)

1 nt 5 1 .
tgp=1) 3 [T g | @ vk ) ay
KeT/zN “'tn K

n t1 _
< lvs () 170y +pZ/t /TN i (y,9)" " @ (y, v (y, 1)) dydW (s)
1=0""

+ ;p (p—1) Enj > /tm vk ()7 |[1(| H/K @ (y,vie (@) dy

1=0 KeT /2N "1

2

ds
Lo(H,R)

2

ds

Lo (H,R)
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et majorons

n t
E  sup / - vl (s)P H/ y, vhe (w dy ds
ne{0,..,Np— 1}l 0 KeT/ZN 1 ‘K| L2(HR)
NT 1 tl+1
=E / v}f H/ y, vl dy ds
g KG;/ZN b |K’ ol Lo (H.R)
p—2
< DyT" su sup E < Clste.
= nefo,.. J]E/)T 1} s€[tn, EH H L"*Q(TN) -
Puis, en remarquant que
nef{0,. Np—1} > z / v s @ (s (g ) dyaty (s)

est une F,-martingale, et en utilisant I'inégalité de Burkholder, Davis, Gundy
pour les martingales a temps discret, puis 'isométrie d’It0, on a

tiv1
E sup / / Y, )P @ (y, 05 (y, 1)) dydW (s)
n€{0,..,Nr—1} |1=¢
NT 1 tiy1 2 :
< Cste E( (/ ! / Y, @(y,va (y,t;)) dydW (s)) )

N

< Cste (NT 1 (/t:“rl /]I‘N vl (y, s O (y,vs (y, 1)) dydW (s))z)

NT 1 tia1
SC’ste( ( /H/ v (y,5)* D dyds)) < Cste
1=0

2p—2
L2p—2 ('ﬂ*N)

[NIES

car

sup sup EH
n€{0,..,Np—1} s€[tn tns1)

est borné.

La preuve du lemme 71 est ainsi achevée.
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3.2.17 Sur la tension des m; (lemme 72)

Remarque :

3.2.18 Sur le théoreme 74, le paragraphe 3.1.7.2 et la
convergence du schéma Volumes Finis

Le cas p > 2 mérite d’étre détaillé :
Il suffit de traiter le cas p > 4 entier pair

p

U;% (8) — Us (S> Lp(’]I‘N) §

T tn+1
E[ () 0@ hamds < > Ef

TLE{O,..,NTfl}

Si on applique la fomule d’Itd au processus t € [t,, tn1) — v} (£) — vk () et ala
fonction ¢ — £P, on obtient (regarder la preuve du lemme 71 pour les détails)
pour tout ¢ € [t,,t,41),

p

b p
Lr(TN) = HU(S (t”H’l) — Vs (tn)

[0 (&) = s (1)

Lr(TN)
t # p—1
*p/t L 0 w9 —v5<y,s>) ‘P(%%( ) a0

1 # p 2

+§p( 1) / (UK — vg ( e H/ (y, v (w y ds.
KeT/zN “tn | | Lo(H,R)

Ainsi

E / 125 (5) = vs (5) 1 v, s

P
S
Lr(TN)

tnt1
< X [TE[ ) - vslta)

nef0,. . Np—1} 7t

1 tnt1
-0 ¥ A Y E[

ne{0,...,Np—1} KeT/ZN

< Y [TE () o)

ne{0,..,Np—1} 7t

Ufé (s) — vk (3)’17—2 | K| Dyds

p
S
Lr(TN)

p—2
Lp=2(TN)

+Cstet | "o () = s )
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Il suffit donc de majorer convenablement

tnt1 b P
/ E o5 (tasa) = vs (t0)]} g, 8
tn
nE{O,..,NT—l}
et d’utiliser une récurrence pour obtenir le résultat voulu.
tn+1 P
/tn H trs1) — Vs (tn) LP(TN)
ne{0,..,Np—1}
p

B Y %

KeT/ZN ne{0,..,Ny—1}

SE(( > > ALK v

KeT/ZN ne{0,..,.Np—1}

o=

n+2 _ UK

)

n 2p—2 %
( NN ) )
KeT/ZN ne{0,. ,NT 1}
KeT/ZNnE{O ,Np—1}
2p—2
x |E[ > > —UK
KeT/ZN ne{0,..,Np—1}
KeT/ZN ne{0,..,Np—1}
n+i 2p=2
x |E[ > Y ALK vy 2 — v
KeT/ZN ne{0,..,.Nr—1}

N|=

< C'ste sup At,, Cste (]E ( Z Z AtanHv}‘{F”Q))
HE{O,..,NTfl}

KET/ZN nef0,..Np—1}

< (Cste sup At,,
TLE{O,A.,NT—I}

grace a (3.77) et a (3.163).
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3.2.19 Au sujet de la formule (3.167)
Sip > 2, on peut écrire

E t) — t) |Pdxdt
[ 1 00) — uat) P
=E lvs (2,1) —u (2,t) | X |vs (2,t) — u(x,t) P dodt

TN x(0,T)

2
2
< (E /T o 751 —u (@ 1)| dxdt)

x (E / (s (z, 1) — u (z, 1) |2(p‘1)da:dt)
TN x(0,T)

—1
< llvs = ull2@xry < ) 1vs = Ul Fa-1 00y x(0.1)-

[N

En utilisant 'inégalité de Young vraie VA, B,n > 0,

1
AB < nB* + -~ A?
n
A= (E/ lvs (z,t) —u(x,t) |2dxdt>
TN % (0,T)
et

1
2

B= <IE/ (s (2, 1) — u (2, 1) |2(p‘1)dxdt>
TN x(0,T)

jobtiens bien

E 1) — u (x, 1) |Pdedt
[ 1 00) — uat) P
1
< -E lvs (z,t) —u (2, t) |Pdadt
n TN x(0,T)
+ nE v (x,1) — u (z,t) |*P~Vdedt
TN x(0,T)

c’est a dire (3.167).

Remarque : pour utiliser les bornes uniformes (3.8) et (3.163), il faut utiliser les
inégalités de convexité (vraies pour A > 1)
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A
[vs| + |ul Looa, b
- < — —
() < Sl + 3l

qui s’écrivent aussi

(Ios] + Jul)* < 247" (Josl* + [ul*)
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Conclusion et perspectives

Pour situer le contexte de cette thése ou de ces deux articles, il faut bien com-
prendre qu’ils suivent 'article fondateur de Debussche-Vovelle [DV10b] de 2010,
corrigé en 2014 [DV14].

La loi de conservation scalaire fut écrite

du + div (A (u)) = ® (w)dW (t), z €TV, te(0,T),

H étant un espace de Hilbert de base hibertienne (e )rens. ® (linéaire) fut définie
comme suit
VueR, ®(u): H— L*(TV)

Vk e N*, @ (u) e, = gi (., u)

avec g, € C (’I[‘N X R) vérifiant

S lor (z,u) P < Do (14 [uf?), V(z,u) € TV xR
k=1

et

> ok (@) = gi (v, 0) 2 < Dy (2 =y + Ju = vl (Ju = ])),
k=1
V(z,u,y,v) € TV x Rx TV xR,

ou h : Rt — RT est continue, croissante, vérifiant 4 (0) = 0. Dy et D; sont des
constantes positives.
Grace a ces hypotheses, ® est un opérateur de Hilbert-Schmidt pour chaque u €
R que 'on note

VueR, ®(u)€ Ly (H; L (TN)) .

Ces hypotheses écrites a 'aide de sommes (pour & allant de 1 a +00) viennent
de ce que les auteurs ont utilisé une définition et une écriture de l'intégrale sto-
chastique a I'aide de sommes, a savoir, pour le processus de Wiener cylindrique

W(t) = Jrzj:oﬁk (t) e

avec des mouvements Browniens (3, mutuellement indépendants,
et f € Ly ([0, T]; Ly (H;R)) :

/Otf(s)dW(s)z Z/Otf(s)ekd@k(t).

keN*
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Dans le détail de leur article, si on écrit les variables (au moins celles du temps
et de 'espace), c’est en fait

du (z,t) +div (A (u (2,1))) = ® (v, u (z,t))dW (t), z€ TV te(0,T)

qui est étudié. Pour pallier a ce petit probleme de x qui est le méme dans la pre-
miere et la deuxiéme coordonnée de ® (x, u (z,t)), Martina Hofmanova dans son
article [Hof13] « degenerate parabolic SPDE » change légerement les hypothéses
sur ¢ (linéaire), a savoir

Vze L2 (TV), ®(2): H— L*(TV)

Vk e N, ®(2)er=gr(,2())

en gardant les mémes hypotheéses, c’est a dire g, € C (TN X R) vérifiant

> lgk (@, u) P < Do (14 [uf?), V¥ (z,u) € TV xR
k=1

et

> ok (1) = gi (y,0) 2 < Dy (lv =y + Ju = vl (Ju =),
k=1
Y (z,u,y,v) € TV x R x TV xR,

ou h : RT — R" est continue, croissante, vérifie i (0) = 0, et satisfait pour un
certain o > 0,
h(0) < C6*, Vo €l0,1].

Gréace a ces hypotheses, ®(z) est un opérateur de Hilbert-Schmidt pour chaque
z € L? (’]TN ) que l'on note
Vz € L? (TN> . D(2) € Ly (H; L2 (']I‘N)) .

Mais suivant les idées développées par Benoit Perthame dans son livre [Per02],
la voie tracée pour passer d'une formulation entropique d’'une loi de conserva-
tion (parabolique ou hyperbolique) a une formulation cinétique d’une loi de
conservation serait (formellement)

o d’effectuer de part et d’autre de I'égalité I'opération ®d,, ) (d§) avec u ré-
guliere,

e d’écrire I'égalité avec y (&, u (x,t)), Opx (§,u(x,t)), O, x (&, u(x,t)) ala place
de u (z,t), Owu (x,t), Oy, u (x,t), la fonction y étant définie par
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+1si0<&<u
x(&u)=¢ —1siu<&<0
0 sinon

puis d’écrire I'égalité avec f (z,t,£), Oif (x,t,£), O, f (z,t,€) a la place de
X (& u(z,t)), Ox (& u(x,t)), Op,x (& u(x,t)) dans le cadre d’'une solution
dite généralisée,

e de remplacer A’ (u (z,t)) par A (¢), de remplacer ® (z,u (x,t)) par ® (z, &)
ou bien G (z,t,u (z,t)) par G (z,t,§),

e d’introduire une mesure positive (de défaut d’entropie) pour que I'inégalité
entropique s’écrive sous forme d’une égalité.

Il me semble que la formulation cinétique devient moins naturelle et plus
problématique avec la définition de Martina Hofmanova.

Dans ce contexte, suivant la définition commune donnée dans le livre de
Da Prato et Zabczyk [DZ92], ou dans celui de Prévot et Rockner [PRO7],
ou dans le mémoire de Frieler et Knoche [FKO1], je pense que la meilleure
définition de ® est la suivante :

®: TN xR — Ly (H,R)

est une fonction périodique, de période 1 par rapport a chaque variable x; € T,
telle que V (z,u) € TY x R, ® (x,u) est Popérateur linéaire défini sur H par

Vk € N*uq) (Q?,U) €k = Gk (I,U)

ou gy, est telle que Vk € N* g, € C (Tiv X R). g, Vérifie aussi

> lgk (z,u) P =30 1@ (2, u) ex* = @ (,u) |17, < Do (14 |uf?)
k=1 k=1
V(r,u) €TV xR

pour que & (z,u) soit un opérateur de Hilbert-Schmidt, c’est a dire ¢ (z,u) €
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Ly (H,R). gy vérifie

S Lok ) = g1 () = 301 (@ (o) = @ (,0) e

= [|® (2, 1) = ® (¥,0) |} 0wz < D1 (Jo = yl* + Ju—vlh (Ju—v]))
Y (z,u,y,v) € TV xR x TV x R,

ou h: R™ — R™ est continue, croissante, et vérifie i (0) = 0, pour que
®: (v,u) €TV x R ¢ (w,u) € Ly (H,R)

soit continue donc borélienne.

Remplacer ¢ (x,u) par ¢ (z,£) ne pose plus aucun probléme pour obtenir la for-
mulation cinétique de la loi de conservation scalaire avec terme source stochas-
tique.

Méme si les démonstrations de nos deux articles ont continué a étre écrites avec
des intégrales stochastiques sous forme de sommes (pour k allant de 1 a +00),
je pense que la notation

/Ot B (2, (t, 7)) dW (1)

est préférable.

Tout d’abord parce que I'objet est parfaitement défini (par Da Prato-Zabczyk), et
qu’on ne se pose pas sans arrét la question de la convergence de la somme.
Ensuite, cela allége les notations, et parfois facilite les démonstrations. Les lec-
teurs de cette these peuvent comparer les démonstrations des deux articles faites
avec les sommes et les démonstrations faites dans les paragraphes consacrés aux
détails de ces démonstrations ou j’ai utilisé le symbole intégral.

Puis, les hypotheses écrites de la maniere suivante

1@ (2,u) |3,z < Do (1+ [u?), ¥ (2,u) € TV xR,
et
1® (2, u) = @ (y,0) 17,00 < D1 (Jo = yl* + Ju— vl (Ju—v])),
Y (z,u,y,v) € TV xR x TV x R,

permettent de voir que ces hypotheses ne sont pas si éloignées de celles donnant
I'existence et 'unicité d’une solution d’une équation différentielle stochastique.
Par exemple ce résultat d’existence et d’'unicité est démontré dans le livre de
Gallardo [Gal08] pages 162-167 : Soit le probleme de Cauchy

{ du (t,w) = p(t,u(t,w))dt + o (t,u(t,w))ds(t), Vtel0,T]
u(0,w) = ug (w)
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ol u est une variable aléatoire réelle possédant un moment d’ordre 2.
Sous les hypotheses

e les fonctions (t,u) € [0,7] x R — o (t,u) € R
et (t,u) € [0,T] x R+ pu(t,u) € R sont boréliennes

® Supc(o7) 0 (t,0) < 400 et sup,eop i (¢,0) < +00
o Vt €[0,7],V (u,v) € R?, o (t,u) — o (t,v)| < Di|u—v|
et ’M(tau) —,Lt(t,'U>| < Dl‘u_v|

il existe une unique solution u € L? ([0, T] x §2, Prog, dtdP) qui s’écrit

vVt € (0,17, u(t,w):uo(w)+/Ot,u(s,u(s,w))ds—i—/ota(s,u(s,w))dﬁ(s).

D’ailleurs, les deux dernieres hypotheéses impliquent I'existence d’une constante
K telle que
lo(tu)| < K(1+]ul), V(tu)€[0,T] xR

Enfin et surtout, je pense que les hypothéses
[P (7, u) ||%2(H7]R) < Dy (1 + |U|2> . V(z,u) e TV xR

et

1® (2, u) = @ (y,0) 17,0 < D (|2 = yl* + Ju— vl (ju—v])),

Y (z,u,y,v) € TV x R x TV x R,
se généraliseront pour résoudre un systeme de lois de conservation stochas-
tiques : il suffira de remplacer R par K espace vectoriel de dimension finie ou K
espace de Hilbert dans L, (H,R) pour avoir

19 (2, u) 13,0000 < Do (1+ulk), V(z,u) € TN x K

et

1 (2, 1) =  (4,0) 1}y rm0) < Di (Jo =y + Ju = vlich (Ju = v]x))
V(z,u,y,v) € TN x K x TV x K

ou un type d’hypotheses similaires. Les démonstrations avec les intégrales

/OtQ(x,u(x,s))dW(s)eR
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dans le cas scalaire seront remplacées par

/th)(x,u(x,s))dW(s) € K.
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Je reviens sur le paragraphe 2.1.5 du premier article.

En effet, 'article [DV10b] prouve I’existence et 'unicité de la solution de ’équa-
tion hyperbolique stochastique scalaire (2.1). L'existence est prouvée grace a la
convergence de la solution de I'équation parabolique correspondante, en faisant
tendre le coefficient de viscosité vers O.

Notre paragraphe 2.1.5 annonce et donne une suite de solutions généralisées
approchées qui doit converger vers l'unique solution de notre SPDE.

N’oublions pas que les hypotheses de notre article sont écrites différemment de
celles de I'article [DV10b], n’oublions pas non plus que notre définition de solu-
tion est différente de celle de l'article [DV10b], il faudra donc selon moi vérifier
toutes les hypotheses du théoreme 47 en détail pour prouver l'existence d’une
solution a notre SPDE avec les hypothéses écrites comme dans notre article, et
surtout avec notre définition de solution.

Ce que je viens d’écrire vaut aussi pour I'article de Martina Hofmanova [Hof15].
Finalement, nous avons l'unicité de notre solution, aucun doute. Mais avec les
hypotheses écrites comme dans notre article, et la solution définie comme dans
notre article, nous n’avons prouvé l'existence que sous '’hypothese forte d'un
bruit multiplicatif ®(z, u(z,t))dW (t) avec ® a support compact. C’est donc un
résultat un peu plus faible qu’espéré.

Un futur article devra prouver l'existence (comme l'ont fait Arnaud Debussche
et Julien Vovelle dans [DV10b]) d’'une solution sans rajouter ’hypothese ¢ a
support compact.

L’idéal serait de prouver la convergence du schéma Volumes Finis sans cette
hypotheése.

Une premiere étape serait par exemple de prouver la convergence du schéma
Volumes Finis explicite avec un bruit additif ®(z, ¢)dW (t);

la deuxieme étape serait de prouver cette méme convergence avec le bruit mul-
tiplicatif ®(x, u(x,t))dW (t).

Cela permettra, comme dans notre article, de construire une suite de solutions
généralisées approchées vérifiant les hypotheses du théoreme 47, et donc d’avoir
I'existence d’une solution de notre EDPS. Bien stir, cela améliorera aussi le résul-
tat de convergence du schéma Volumes Finis explicite donné dans notre article.

Il serait aussi intéressant selon moi, d’écrire en détail les démonstrations des
convergences annoncées dans le paragraphe 2.1.5.

Autre perspective intéressante : la convergence du schéma Volumes Finis impli-
cite.

Premiere chose a dire sur le schéma lui-méme, seul le flux numérique peut étre
implicite, le terme source numérique doit étre explicite si on veut utiliser I'inté-
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grale d’'It6. Ce schéma s’écrirait donc

K] (v = o) + At Y AK_>L( o) /t"“/ (, ") dzdW (t) .
tn

LeN(K
(3.171)
Le terme source numérique

tn+1
/ +/ x v}‘(“ dxdW(t)

n’existerait qu’avec I'intégrale de Stratonovitch généralisée, mais dans ce cas on
aurait peu de chance de voir le schéma converger vers la solution de (2.1) qui
utilise I'intégrale d’It6.

Deuxieme point important : il faudra aussi prouver I'existence d’une unique so-
lution a ce schéma implicite. Ce n’était pas le cas pour le schéma explicite.

Troisieme point : il reste a écrire une formulation cinétique a ce schéma impli-
cite. La méthode élaborée dans notre article, a savoir donner une formulation
cinétique a chaque étape, c’est a dire une formulation cinétique de (3.171) pour
chaque n € N semble intéressante. Le fait de partager le passage du temps t,
au temps ¢, en deux étapes aussi. Pour ce schéma implicite, la premiere étape
sera 'ajout du terme source stochastique, la deuxiéme étape sera 'ajout du flux
numérique (les étapes seront donc inversées par rapport au schéma explicite).

Quatriéme point : le choix du flux cinétique discret a (£, v, w) devrait étre le
méme que dans le deuxiéme article de cette these.

Cinquieme point : la définition de la mesure de défaut discrete devrait étre don-
née grace a une inégalité entropique discrete. En effet, cette mesure de défaut
doit étre positive, et cette propriété doit étre équivalente a une inégalité entro-
pique discrete.

Autres perspectives : 'étude de la loi de conservation hyperbolique avec terme
source stochastique, mais cette fois avec un bruit définit grace a une intégrale
de Stratonovitch généralisée, ou grace a un bruit non-Gaussien, par exemple un
bruit blanc de Lévy.
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