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Résumé
Nous étudions dans cette thèse, une loi de conservation scalaire hyperbolique
d’ordre un avec terme source stochastique et flux non-linéaire.
Le terme source stochastique peut être considéré comme la superposition d’une
infinité de bruits Gaussiens dépendants de la quantité conservée.
Nous donnons une définition de solution de cette équation aux dérivées partielles
stochastiques (EDPS) d’un point de vue intermédiaire entre celui de l’analyste
(solution non régulière en espace, introduction d’une variable supplémentaire
dite cinétique) et celui du probabiliste (solution processus stochastique continu
à droite limité à gauche en temps). L’unicité de la solution est prouvée grâce à
un dédoublement des variables à la Kruzkov.
Nous étudions la stabilité de la loi de conservation pour donner un théorème
général donnant les conditions d’existence d’une solution et les conditions de
convergence d’une suite de solutions approchées vers la solution de la loi de
conservation. Cette étude se fait grâce à des outils probabilistes : représenta-
tion des martingales sous forme d’intégrales stochastiques, existence d’un espace
probabilisé sur lequel la convergence de lois de probabilités est équivalente à la
convergence presque sûre de variables aléatoires.
Pour finir l’étude, nous prouvons l’existence d’une solution grâce aux propriétés
de l’approximation de l’EDPS par un schéma numérique des Volumes Finis ex-
plicite en temps, puis la convergence de cette approximation vers la solution de
l’EDPS. Les outils utilisés sont ceux de l’analyse, spécifiquement ceux de la mé-
thode des Volumes Finis en déterministe, auxquels il faut ajouter ceux du calcul
stochastique (outils probabilistes).

4



Abstract
In this thesis, we study a scalar hyperbolic conservation law of order one, with
stochastic source term and non-linear flux. The source term can be seen as the
superposition of an infinity of Gaussian noises depending on the conserved quan-
tity.
We give a definition of solution of this stochastic partial differential equation
(SPDE) with an intermediate point of view between that of the analyst (non-
regular solution in space, introduction of an additional kinetic variable) and that
of the probabilist (right continuous with left limits in time stochastic process
solution). Uniqueness of the solution is proved thanks to a doubling of variables
à la Kruzkov.
We study the stability of the conservation law, in order to give a general theorem
where the conditions of existence of a solution and conditions of convergence
of a sequence of approximate solutions towards the solution of the conservation
law are given. This study is done thanks to probabilistic tools : representation of
martingales in the form of stochastic integrals, existence of a probability space
on which the convergence of probability measures is equivalent to the almost
sure convergence of random variables.
To finish the study, we prove the existence of a solution thanks to the properties
of the approximation of the SPDE given by an explicit in time Finite Volumes
numerical scheme, then the convergence of this approximation towards the so-
lution of the SPDE. The tools used are those of the numerical analysis, especially
those of the Finite Volume Method, and those of the stochastic calculus (proba-
bilistic tools).
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Introduction

Qu’est-ce qu’une loi de conservation?

C’est une loi physique qui dit d’une certaine quantité mesurable (énergie,
masse, quantité de mouvement, flux magnétique, charge électrique . . . ) dans
un système donné, qu’elle ne change au cours du temps que par les quantités
entrantes, les quantités sortantes à travers les frontières du système et par la
quantité créée à l’intérieur du système.
Elle s’exprime mathématiquement grâce à une équation aux dérivées partielles
qui donne l’évolution au cours du temps de cette quantité mesurée dans un
système donné.
Plus précisément, soit U la fonction donnant la quantité mesurée à chaque
instant t ∈ R+, c’est à dire la mesure d’un sous-ensemble de l’espace Rd (où d
est appelée la dimension de l’espace) à chaque instant t ∈ R+

∗ , autrement dit

U : B
(
Rd
)
× R+ → R

(où B
(
Rd
)

est la tribu borélienne de Rd)
et u la fonction donnant la densité de cette quantité à chaque instant t ∈ R+,

u : (x, t) ∈ Rd × R+ 7→ u (x, t) ∈ R

alors cette loi de conservation peut s’écrire

∂tu (x, t) + divx (F (x, t)) = G (x, t, u (x, t))

grâce à la fonction densité u, à une fonction F exprimant le flux de quantité à
travers un système donné, et à une fonction G exprimant la quantité créée ou
absorbée par le système (G (t, x, u (x, t)) est appelé terme source).

Elle peut aussi s’écrire sous sa forme intégrale, grâce au sous-ensemble ouvert
borné régulier Ω ⊂ Rd qui représente le système donné et sa frontière notée ∂Ω :∫ t2

t1
∂t

∫
Ω
u (x, t) dxdt+

∫ t2

t1

∫
Ω

divx (F (x, t)) dxdt =
∫ t2

t1

∫
Ω
G (x, t, u (x, t)) dxdt
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soit, en supposant F et u suffisamment régulières

∫
Ω
u (x, t2) dx−

∫
Ω
u (x, t1) dx+

∫ t2

t1

∫
∂Ω
F (x, t) .n (x) dHd−1 (x) dt =∫ t2

t1

∫
Ω
G (x, t, u (x, t)) dxdt

où n (x) est le vecteur normal extérieur à l’ouvert Ω, F (x, t) .n (x) le produit sca-
laire euclidien entre F (x, t) et n (x), Hd−1 la mesure de Hausdorff de dimension
d− 1. On peut aussi l’écrire

U (Ω, t2)− U (Ω, t1) =∫ t2

t1

∫
Ω
G (x, t, u (x, t)) dxdt−

∫ t2

t1

∫
∂Ω
F (x, t) .n (x) dHd−1 (x) dt

Cela signifie donc que la différence de quantité présente dans le système entre
les temps t1 et t2 est égale à la quantité créée dans le laps de temps, moins la
quantité qui est sortie du système (celle qui passe à travers la frontière ∂Ω dans
le sens de n (x)) plus la quantité qui est entrée dans le système (celle qui passe
à travers la frontière ∂Ω dans le sens de −n (x)).

On se limitera dans cette thèse à des lois de conservation qui sont des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, c’est à dire telles que le flux
F s’écrit

F (x, t) = A (x, t, u(x, t))

La loi de conservation étudiée s’écrira donc

∂tu (x, t) + divx (A (x, t, u (x, t))) = G (x, t, u (x, t)) (0.1)

Si la fonction (x, t, ζ) ∈ Rd × R+ × Rζ 7→ G(x, t, ζ) ne dépend pas de la der-
nière variable, alors l’équation (0.1) modélise une situation où le terme source
ne dépend pas de la densité de la quantité conservée u.

Si le terme source est stochastique, on pourra écrire

G (x, t, (u(x, t))) = Φ (x, t, u(x, t)) dW (t)
dt

avec W processus de Wiener réel, de dimension finie ou cylindrique. Mais il
ne faudra pas oublier que le terme source et la densité u dépendent du hasard
ω ∈ Ω, où (Ω,F ,P) est un espace probabilisé ; et aussi que W n’est nulle part
dérivable par rapport à t.
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L’équation (0.1) pourra alors s’écrire

∂tu (x, t) + divx (A (x, t, u (x, t))) = Φ (x, t, u(x, t)) dW (t)
dt

ou bien

du (x, t) + divx (A (x, t, u (x, t))) dt = Φ (x, t, u(x, t)) dW (t)

ou encore

du (x, t, ω) + divx (A (x, t, u (x, t, ω))) dt = Φ (x, t, u(x, t, ω)) dW (t, ω),

la variable ω étant souvent omise.

Rappelons que la divergence (suivant la variable x) d’une fonction
A : Rd × R+ × Rζ → Rd est

divx (A (x, t, ζ)) =
d∑
i=1

∂xiAi (x, t, ζ)

et donc par composition

divx (A (x, t, u (x, t)))

=
d∑
i=1

(
(∂iAi) (x, t, u (x, t)) + (∂ζAi) (x, t, u (x, t))× ∂xi (u (x, t))

)

pour des fonctions A et u suffisamment régulières.

Remarque :
Dans le cadre de l’équation (0.1), comme u est à valeurs réelles, on dit que la
loi de conservation est scalaire. Si u était à valeurs dans Rp (et donc G aussi),
alors que A serait à valeurs dans

(
Rd
)p

, on parlerait de système de lois de
conservation, et chaque fonction composante de u vérifierait une égalité (0.1)
avec les fonctions composantes de G et de A.

Remarque économique :
U pourrait aussi mesurer la quantité d’argent présente dans un pays donné,
une région donnée, une entreprise donnée, A représenter le flux d’argent, G la
source d’argent.

Autres remarques :
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Une bonne introduction et de très bons exemples sont donnés dans le premier
chapitre du cours en ligne [Vov11] de Julien Vovelle « Méthode Volumes finis » .
Pour des exemples « concrets » issus de la mécanique des fluides, on pourra
consulter le mémoire HDR de Sébastien Martin [Mar12].
Pour définir ce qu’on appellera solution de l’équation aux dérivées partielles
(0.1), dans le sens où on espère qu’il existe une et une seule fonction u vérifiant
l’égalité (0.1) à A et G fixés, il faut immédiatement rajouter une condition à
l’equation (0.1) : la condition initiale (la connaissance de u au temps t = 0, ou
à un autre temps t = t0), ou la condition au bord (la connaissance de u pour
x appartenant à la frontière d’un ouvert régulier Ω ⊂ Rd) ou un mélange de
conditions de ces types.
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1 Rappel des faits : état de l’art

1.1 Historique des définitions de solutions de lois
de conservation scalaires, résultats
d’existence et d’unicité

Première définition de solution :
La solution naturelle de (0.1) est une solution u ∈ C1

(
Rd × R+;R

)
qui permet

aux dérivées partielles d’exister. Cette solution s’appelle solution au sens clas-
sique.
Deux exemples :
Si d = 1, A (x, t, ζ) = ζ2

2 , G (x, t, ζ) = 0 ∀ζ ∈ R, alors l’équation de Burgers{
∂tu (x, t) + 1

2∂x (u (x, t))2 = 0, ∀x ∈ R, t ∈ R+

u (x, 0) = u0 (x) , ∀x ∈ R

avec la condition initiale u0 ∈ C1 (R) croissante, admet pour unique solution u
définie ∀ (x, t) ∈ R× R+ par

u (x, t) = u0 (ξ (x, t))

où ξ est l’unique fonction de classe C1 vérifiant

u0 (ξ(x, t)) t+ ξ (x, t)− x = 0, ∀x ∈ R, t ∈ R+

On pourra consulter [Di 09] pages 82/83 pour la démonstration.

Si ∀ζ ∈ R, A (x, t, ζ) = ζb avec b ∈ Rd fixé, et G ∈ C
(
Rd × R+;R

)
alors l’équation

de transport{
∂tu (x, t) + divx (u (x, t) b) = G (x, t) , ∀x ∈ R, t ∈ R+

∗
u (x, 0) = u0 (x) , ∀x ∈ R

avec la condition initiale u0 ∈ C1 (R)
admet pour unique solution u définie ∀ (x, t) ∈ R× R+ par

u (x, t) = u0 (x− tb) +
∫ t

0
G (x+ (s− t) b, s) ds

On pourra consulter [Eva10] page 19 pour la démonstration.
Dans le cas où la condition initiale u0 est discontinue, on comprend bien que la
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loi de conservation scalaire ne peut pas avoir de solution au sens classique.

Deuxième définition de solution :
La notion de solution faible fut introduite par Jean Leray (qu’il appelle « solution
turbulente ») dans son article [Ler33] de 1933. Grâce à des fonctions tests ϕ ∈
C∞c

(
Rd × R+

)
multipliées à (0.1), et à deux intégrations par parties, on dira que

u ∈ L1
loc

(
Rd × R+

∗

)
est solution faible de (0.1) si ∀ϕ ∈ C∞c

(
Rd × R+

∗

)
,

∫
Rd×R+

∗

(u (x, t) ∂tϕ (x, t) + A (x, t, u (x, t)) .Oϕ (x, t)) dxdt =

−
∫
Rd×R+

∗

G (x, t, u (x, t))ϕ (x, t) dx

avec A,G tels que (x, t) 7→ A (x, t, u (x, t)) et (x, t) 7→ G (x, t, u (x, t)) appar-
tiennent à L1

loc

(
Rd × R+

∗

)
.

Si on considère Le problème de Cauchy{
∂tu (x, t) + divx (A (x, t, u (x, t))) = G (x, t, u (x, t)) , ∀ (x, t) ∈ Rd × R+

∗
u (x, 0) = u0 (x) , ∀x ∈ Rd (1.1)

on dira que u ∈ L1
loc

(
Rd × R+

)
est solution faible du problème de Cauchy si

∀ϕ ∈ C∞c
(
Rd × R+

)
,

∫
Rd×R+

(u (x, t) ∂tϕ (x, t) + A (x, t, u (x, t)) .Oϕ (x, t)) dxdt

+
∫
Rd
u0 (x)ϕ (x, 0) dx = −

∫
Rd×R+

G (x, t, u (x, t))ϕ (x, t) dx

avec A,G telles que (x, t) 7→ A (x, t, u (x, t)) et (x, t) 7→ G (x, t, u (x, t)) appar-
tiennent à L1

loc

(
Rd × R+

)
.

On peut remplacer Rd par un ouvert Ω de Rd dans les définitions précédentes,
on peut aussi remplacer Rd par le tore de dimension d noté Td = Rd/Zd.

Troisième définition de solution :
Les solutions faibles ne sont en général pas uniques. Kruzkov (1970) dans son
article [Kru70] introduit une solution faible généralisée (appelée maintenant
solution faible entropique) définie de la manière suivante :
une fonction u ∈ L∞

(
Rd × R+;R

)
est dite solution faible entropique de (0.1) si
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∀ϕ ∈ C∞c
(
Rd × R+

∗ ;R+
)

et ∀k ∈ R

∫
Rd×R+

∗

|u (x, t)− k|∂tϕ (x, t)

+ sgn (u (x, t)− k) (A (x, t, u (x, t))− A (x, t, k)) .Oϕ (x, t)
dxdt

−
∫
Rd×R+

∗

sgn (u (x, t)− k) (divxA (x, t, k)−G (x, t, u (x, t)))ϕ (x, t) dx ≥ 0

qui devient, en tenant compte de la condition initiale

u (x, 0) = u0 (x) ,∀x ∈ Rd, avec u0 ∈ L∞
(
Rd
)

:

une fonction u ∈ L∞
(
Rd × R+;R

)
est dite solution faible entropique de (1.1) si

∀ϕ ∈ C∞c
(
Rd × R+;R+

)
et ∀k ∈ R

∫
Rd×R+

|u (x, t)− k|∂tϕ (x, t)

+ sgn (u (x, t)− k) (A (x, t, u (x, t))− A (x, t, k)) .Oϕ (x, t)
dxdt

+
∫
Rd
|u0 (x)− k|ϕ (x, 0) dx

−
∫
Rd×R+

sgn (u (x, t)− k) (divxA (x, t, k)−G (x, t, u (x, t)))ϕ (x, t) dx ≥ 0.

On a le théorème d’existence et d’unicité donné par Kruzkov (1970) :
sous les hypothèses suivantes

• u0 ∈ L∞
(
Rd
)

• A ∈ C3
(
Rd × R+ × Rζ

)
• sup{|∂ζA(x, t, ζ)| , x ∈ Rd, t ∈ [0, T ], ζ ∈ [−M,M ]} < +∞, ∀M ∈ R+

• G ∈ C2
(
Rd × R+ × Rζ

)
• sup{|G(x, t, 0)− divxA(x, t, 0)| , x ∈ Rd, t ∈ [0, T ]} < +∞

• sup{|∂ζ (G− divxA) (x, t, ζ)| , x ∈ Rd, t ∈ [0, T ], ζ ∈ R} < +∞,

il existe une unique solution faible entropique u ∈ C
(
R+;L1

loc

(
Rd;R

))
au

problème de Cauchy (1.1).
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Les discussions sur les hypothèses du théorème de Kruzkov et la définition de
solution faible entropique des articles [GH94] et [CMR09] sont particulièrement
intéressantes.

Des considérations physiques permettent de dire que la solution faible en-
tropique est la « bonne solution » du point de vue physique. On pourra consulter
le livre de Lawrence C. Evans [Eva10] pages 135-161 puis pages 641-653 pour
la préparation et la construction de la définition de solution entropique, et pour
les démonstrations d’existence et d’unicité.

Voici une définition équivalente de solution faible entropique de (1.1) dans le
cas où A (x, t, ζ) = A (ζ) :
soit η : R → R une fonction convexe appelée entropie, soit φ : R → Rd appelée
« flux d’entropie η » définie sur R par

φ (u) =
∫ u

0
η
′ (s)A′ (s) ds,

une fonction u ∈ L∞
(
Rd × R+;R

)
est dite solution faible entropique de (1.1) si

∀ϕ ∈ C∞c
(
Rd × R+;R+

)
et pour tout couple entropie/flux d’entropie (η, φ) on

a :

∫
Rd×R+

η (u (x, t)) ∂tϕ (x, t) + φ (u (x, t)) .Oϕ (x, t)
dxdt

+
∫
Rd
η (u0 (x))ϕ (x, 0) dx+

∫
Rd×R+

η
′ (u (x, t))G (x, t, u (x, t))ϕ (x, t) dx ≥ 0.

Une variante du théorème de Kruzkov est donnée dans le cas où

• G ≡ 0

• A : R→ Rd est localement Lipschitzienne

• u0 ∈ L1
(
Rd
)
∩ L∞

(
Rd
)

Sous ces hypothèses, il existe une unique solution faible entropique au problème
de Cauchy (1.1) qui vérifie u ∈ C

(
R+, L1

(
Rd
))

.

Quatrième définition de solution :
Pour définir correctement la « measure valued solution » introduite par Di Perna
dans son article « measure-valued solution to conservation laws » [DiP85] qu’on
peut traduire par « solution à valeur mesure », commençons par rappeler ce
qu’est une mesure de Young :
soit T ∈ R+

∗ , on appelle mesure de Young ν sur Rd × (0, T ) × R associée à la
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mesure de Lebesgue λ sur Rd × (0, T ), toute mesure positive sur les boréliens de
Rd × (0, T )× R qui vérifie

∀B ∈ B
(
Rd × (0, T )

)
, ν (B × R) = λ (B)

Si u : Rd × (0, T )→ R est borélienne, alors l’unique mesure définie par

(B,C) ∈ B
(
Rd × (0, T )

)
⊗ B (R) 7→

∫
B
δu(x,t) (C) dxdt

est une mesure de Young, dite associée à u et notée dxdt.δu(x,t) ou dxdt ⊗ δu(x,t)
sur Rd × (0, T )× R.
Le théorème de désintégration suivant permettra de définir la solution à valeur
mesure de (0.1) :
à chaque mesure de Young ν sur Rd × (0, T ) × R, on peut associer une famille
de mesures de probabilité τx,t indexées sur Rd × (0, T ), telle que ∀C ∈ B (R) :
(x, t) ∈ Rd × (0, T ) 7→ τx,t (C) soit mesurable et vérifie

∀ (B,C) ∈ B
(
Rd × (0, T )

)
⊗ B (R) ,

∫
B
τx,t (C) dxdt = ν (B × C)

On notera ν = dxdt.τx,t ou dxdt⊗ τx,t
On pourra consulter [AFP00] pages 56-57 pour plus de détails.
Une mesure de Young ν = dxdt ⊗ τx,t est une solution à valeur mesure du pro-
blème de Cauchy (1.1) avec

• u0 ∈ L1
(
Rd
)
∩ L∞

(
Rd
)

• A (x, t, ζ) = A (ζ) et ζ 7→ A (ζ) ∈ C1
(
R,Rd

)
• G ≡ 0

si les probabilités τx,t sont uniformément supportées par un compact de R, et si
∀ϕ ∈ C∞c

(
Rd × R+

)
∫
Rd×(0,T )

∂tϕ (x, t)
∫
R
rτx,t (dr) dxdt

+
∫
Rd×(0,T )

Oxϕ (x, t) .
∫
R
A (r) τx,t (dr) dxdt

+
∫
Rd
u0 (x)ϕ (x, 0) dx = 0
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que l’on peut aussi écrire∫
Rd×(0,T )×R

∂tϕ (x, t) rdν (x, t, r) +
∫
Rd×(0,T )×R

Oxϕ (x, t) .A (r) dν (x, t, r)

+
∫
Rd
u0 (x)ϕ (x, 0) dx = 0.

Une mesure de Young ν = dxdt ⊗ τx,t est une solution à valeur mesure du pro-
blème de Cauchy (1.1) avec

• u0 ∈ L1
(
Rd
)
∩ L∞

(
Rd
)

• A (x, t, ζ) = A (ζ) et ζ 7→ A (ζ) ∈ C1
(
R,Rd

)
• G ≡ 0

si les probabilités τx,t sont uniformément supportées par un compact de R, et si
∀ϕ ∈ C∞c

(
Rd × R+;R+

)
et pour tout couple entropie/flux d’entropie (η, φ) de

classe C1

∫
Rd×(0,T )×R

∂tϕ (x, t) η (r) dν (x, t, r) +
∫
Rd×(0,T )×R

Oxϕ (x, t) .φ (r) dν (x, t, r)

+
∫
Rd
η (u0 (x))ϕ (x, 0) dx ≥ 0

L’existence d’une telle « entropic measure valued solution » a été prouvée par Di
Perna.
Pour l’unicité, on a le résultat suivant :
On sait qu’il existe une unique solution faible entropique u au problème de
Cauchy (1.1) sous les mêmes hypothèses que celles de l’existence d’une solu-
tion à valeur mesure. DiPerna a démontré que toute solution à valeur mesure
ν = dxdt⊗ τx,t vérifiant

lim
s→0

∫ s

0

∫
Rd

∫
R
|r − u0 (x) |τx,t (dr) dxdt = 0

est égale à dxdt⊗ δu(x,t).

Cette définition est utile pour la stabilité des schémas numériques. On
pourra consulter [Fjo+15] pour plus de détails.

Cinquième définition :
La notion de processus d’entropie fut définie par Eymard, Gallouët et Herbin
[EGH95] dans le cadre de la loi de conservation scalaire (1.1) avec
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• A (x, t, ζ) = V (x, t) f (ζ) où V ∈ C1
b

(
Rd × [0, T ] ;Rd

)
• f ∈ C1 (R;R)

• G ≡ 0

• u0 ∈ L∞
(
Rd
)

Un processus d’entropie µ ∈ L∞
(
Rd × (0, T )× (0, 1) ;Rd

)
est une solution pro-

cessus entropique du problème de Cauchy (1.1) si et seulement si µ vérifie pour
tout couple d’entropie/flux d’entropie (η, φ) ∈ (C1 (R))2

et ∀ϕ ∈ C∞c
(
Rd × [0, T );R+

)
:

∫
Rd×(0,T )×(0,1)

(η (µ (x, t, α)) ∂tϕ (x, t) + φ (µ (x, t, α))V (x, t) .Oϕ (x, t)) dαdxdt

+
∫
Rd
η (u0 (x))ϕ (x, 0) dx ≥ 0

Une solution processus entropique µ telle que

pour presque tout (x, t, α) ∈ Rd × (0, T )× (0, 1) , µ (x, t, α) = u (x, t)

implique que u est une solution faible entropique.
De manière réciproque, une solution faible entropique u donne une solution
processus entropique µ définie par

∀ (x, t, α) ∈ Rd × (0, T )× (0, 1) , µ (x, t, α) = u (x, t)

Ils ont prouvé dans l’article [EGH95] l’existence et l’unicité de la solution pro-
cessus entropique. Cette solution a un représentant qui ne dépend pas de α.
L’existence d’une solution est prouvée grâce à la convergence d’une approxima-
tion numérique donnée par un schéma volume fini.
Paraphrasant [EGH95], on peut donner le lien entre « solution à valeur mesure »
et « solution processus entropique » :
Soit ν = dxdt ⊗ τx,t une mesure de Young sur Rd × (0, T ) × R, et soit Fx,t la
fonction de répartition de la probabilité τx,t, alors on peut définir

µ (x, t, α) = inf {s ∈ R : Fx,t (s) > α}

qui sera dans L∞
(
Rd × (0, T )× (0, 1)

)
dès que le support des τx,t sera uniformé-

ment dans un compact de R
et vérifiera ∀g ∈ C (R) et ∀h ∈ L1

(
Rd × (0, T )

)
∫
Rd×(0,T )×R

h (x, t) g (r) dν (x, t, r) =
∫
Rd×(0,T )×(0,1)

h (x, t) g (µ (x, t, α)) dxdtdα

22



On peut ainsi associer à toute « solution à valeur mesure » ν une « solution pro-
cessus entropique » µ.

Sixième définition :
u ∈ L∞ (Ω× (0, T )) est dite solution entropique (le mot faible étant sous-jacent)
au problème de Cauchy /Dirichlet

∂tu (x, t) + divx (A (u (x, t))) = G (x, t) , ∀ (x, t) ∈ Ω× (0, T )
u (x, t) = b (x, t) , ∀ (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )
u (x, 0) = u0 (x) , ∀x ∈ Ω

avec

• Ω ouvert bornée de Rd à frontière lipschitzienne si d > 1

• A ∈ C
(
R;Rd

)
• u0 ∈ L∞ (Ω)

• G ∈ L∞ (Ω× (0, T ))

• b ∈ L∞ (∂Ω× (0, T ))

si et seulement si ∀ϕ ∈ C∞c
(
Rd × [0, T );R+

)
et ∀k ∈ R :

−
∫
∂Ω×(0,T )

ϕ (x, t)× max
k≤r ; s≤b(x,t)∨k

| (A (r)− A (s)) .n (x) |dxdt

≤
∫

Ω×(0,T )
(u (x, t)− k)+ ∂tϕ (x, t) dxdt

+
∫

Ω×(0,T )

(
1u(x,t)>k (A (u (x, t))− A (k)) .Oxϕ (x, t) +G (x, t)ϕ (x, t)

)
dxdt

+
∫

Ω
(u0 (x)− k)+ ϕ (x, 0) dx

et

−
∫
∂Ω×(0,T )

ϕ (x, t)× max
b(x,t)∧k≤r ; s≤k

| (A (r)− A (s)) .n (x) |dxdt

≤
∫

Ω×(0,T )
(u (x, t)− k)− ∂tϕ (x, t) dxdt

+
∫

Ω×(0,T )

(
1u(x,t)<k (−A (u (x, t)) + A (k)) .Oxϕ (x, t)−G (x, t)ϕ (x, t)

)
dxdt+∫

Ω
(u0 (x)− k)− ϕ (x, 0) dx

où n (x) est la normale extérieure à la frontière ∂Ω.
Cette définition se trouve dans l’article d’Ammar, Wittbold et Carrillo [AWC06],
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et suit un travail antérieur de Carrillo qui traitait le cas b ≡ 0.
Ils prouvent l’existence et l’unicité d’une telle solution entropique.

Septième définition :
Commençons par donner la définition de la fonction χ suivante :

χ (ξ, u) =


+1 si 0 < ξ < u
−1 si u < ξ < 0
0 sinon

Dans leur article fondateur Lions, Perthame et Tadmor [LPT94b] introduisent
une variable supplémentaire (qu’ils appellent vélocité) à la loi de conservation
(0.1) avec A (x, t, ζ) = A (ζ) et G ≡ 0 pour obtenir une formulation cinétique de
la loi de conservation scalaire :

∂tf (x, t, ξ) + A
′ (ξ) .Oxf (x, t, ξ) = ∂ξm (x, t, ξ) , (1.2)

où m est une mesure positive finie sur
(
Rd × R+

∗ × Rξ,B
(
Rd × R+

∗ × Rξ

))
appe-

lée mesure cinétique de défaut d’entropie car elle compense en quelque sorte
l’inégalité de la formulation entropique pour en faire une égalité.
Si on rajoute la condition initiale f (0, x, ξ) = χ (ξ, u0 (x)) où u0 ∈ L1

(
Rd
)

alors

une fonction f (x, t, ξ) = χ (ξ, u (x, t)) avec u ∈ L∞
(
Rd × R+

)
est solution ciné-

tique du problème de Cauchy composé de l’égalité (1.2) et de la condition initiale
précédente si ∀ϕ ∈ C∞c

(
Rd × R+ × Rξ

)
∫
Rd×(0,+∞)×R

∂tϕ (x, t, ξ) f (x, t, ξ) dxdtdξ

+
∫
Rd×(0,+∞)×R

Oxϕ (x, t, ξ) .A′ (ξ) dxdtdξ

+
∫
Rd+1

χ (ξ, u0 (x))ϕ (x, 0, ξ) dxdξ

=
∫
Rd×(0,+∞)×R

∂ξϕ (x, t, ξ)m (x, t, ξ) dxdtdξ

Benoît Perthame, dans son livre « Kinetic formulation of conservation laws »
[Per02] prouve que si

• A est localement lipschitzienne

• m ∈ C0
(
Rξ;w −M1

(
Rd × R+

))
(où w −M1

(
Rd × R+

)
est l’ensemble des

mesures boréliennes positives bornées sur Rd × R+ muni de la topologie
faible)
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alors il existe une unique solution f (x, t, ξ) = χ (ξ, u (x, t)) cinétique avec
u ∈ C

(
R+;L1

(
Rd
))

. C’est la solution faible entropique du problème de Cauchy
correspondant.

Remarque : Si f (x, t, ξ) ∈ L∞
(
R+;L1

(
Rd × Rξ

))
∩ L∞

(
Rd × R+ × Rξ

)
vérifie

∀ϕ ∈ C∞c
(
Rd × R+ × Rξ

)
,

∫
Rd×(0,+∞)×R

∂tϕ (x, t, ξ) f (x, t, ξ) dxdtdξ

+
∫
Rd×(0,+∞)×R

Oxϕ (x, t, ξ) .A′ (ξ) dxdtdξ

+
∫
Rd+1

χ (ξ, u0 (x))ϕ (x, 0, ξ) dxdξ

=
∫
Rd×(0,+∞)×R

∂ξϕ (x, t, ξ)m (x, t, ξ) dxdtdξ

sans être forcément égale à χ (ξ, u (x, t)), on parle de solution cinétique généra-
lisée. Mais sous les hypothèses supplémentaires :

• m est une mesure positive, telle qu’il existe µ ∈ L∞0 (R) (fonction bornée
qui s’annule à l’infini)

•
∫
Rd×R+

m (x, t, ξ) dtdx ≤ µ (ξ)

• |f (x, t, ξ) | = sgn (ξ) f (x, t, ξ) ≤ 1

• il existe une mesure borélienne positive ν sur Rd × R+ × Rξ vérifiant

∂ξf = δ0 − ν

alors il existe u ∈ L∞
(
Rd × R+

)
telle que f (x, t, ξ) = χ (ξ, u (x, t)) soit la

solution cinétique du problème de Cauchy.
Notons que l’idée de résoudre une EDP en introduisant une variable supplémen-
taire vient de Brenier dans son article [Bre83].

Introduisons maintenant différentes définitions de solutions de lois de conserva-
tion avec terme source stochastique.

Remarque financière : Les lois de conservation avec terme source stochas-
tique pourraient décrire la dynamique du prix d’un actif financier.
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Citons en premier Holden et Risebro pour leur article [HR93] d’où est tirée la
Huitième définition :
Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (Ft)t∈R+ complète,
continue à droite, pour laquelle le mouvement brownien réel continu (Wt)t∈R+

est adapté.
Notons Prog la tribu de R+ × Ω constituée par les sous-ensembles A ⊂ R+ × Ω
vérifiant :

∀t ∈ R+, 1A est B [0, t]⊗Ft-mesurable

Le problème de Cauchy
∂tu (x, t, ω) + ∂x (A (u (x, t, ω))) = G (x, t, u (x, t, ω)) + Φ (u (x, t, ω)) ∂tW (ω, t) ,

∀ (x, t, ω) ∈ R× R+
∗ × Ω

u (x, 0, ω) = u0 (x) , ∀x ∈ R

qui s’écrit aussi sous forme plus probabiliste
du (x, t, ω) + divx (A (u (x, t, ω))) dt = G (x, t, u (x, t, ω)) dt+ Φ (u (x, t, ω)) dW,

∀ (x, t, ω) ∈ R× R+
∗ × Ω

u (x, 0, ω) = u0 (x) , ∀x ∈ R

admet pour solution le processus mesurable

u :
(
R×

(
R+ × Ω

)
,B (R)⊗ Prog

)
→ (R,B (R))

si et seulement si ∀ϕ ∈ C∞c (R× R+)
∫

(0,+∞)×R
∂tϕ (x, t)u (x, t, ω) dxdt+

∫
(0,+∞)×R

∂xϕ (x, t)A (u (x, t, ω)) dxdt

+
∫
R
u0 (x)ϕ (x, 0) dx = −

∫
(0,+∞)×R

ϕ (x, t)G (x, t, u (x, t, ω)) dxdt

−
∫
R

∫ +∞

0
ϕ (x, t) Φ (u (x, t, ω)) dW (t) dx p.s.

Ils ont prouvé l’existence de telles solutions sous les conditions

• u0 ∈ L∞ (R), ayant un représentant à support compact qui a un nombre fini
d’extrema

• A lipschitzienne

• Φ lipschitzienne, à support compact

• (x, t, u) 7→ G (x, t, u) lipschitzienne à support compact dans R×R+ ×K où
K est un compact de R

26



Neuvième définition :

L’unicité et l’existence furent prouvées dans le cas particulier de l’équation de
Burgers non-visqueuse en 2000 par Weinan E, Khanin, Mazel, Sinai [Wei+00] :
Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (Ft)t∈R+ complète,
continue à droite, pour laquelle les mouvements browniens réels continus(
(βk (t))t∈R+

)
k∈N∗

sont adaptés.
Les βk sont supposés indépendants. Soit H un espace de Hilbert réel, (ek)k∈N∗
une base hilbertienne de H, le processus de Wiener cylindrique W s’écrit

W (t) =
+∞∑
k=1

βk (t) ek

Notons Tx le tore de dimension 1, il peut être identifié à [0, 1).
Φ est une fonction définie sur R périodique, de période 1 et à valeurs dans
L2 (H,R), c’est à dire
∀x ∈ Tx,Φ (x) est l’opérateur de Hilbert-Schmidt défini sur H par

∀k ∈ N∗,Φ (x) (ek) = fk (x)

où fk est périodique, de période 1, et telle que ∀k ∈ N∗, fk ∈ Cr (Tx) pour r ≥ 3
et vérifiant

sup
x∈T

∣∣∣f (i)
k (x)

∣∣∣ ≤ C

k2 , ∀i ∈ {0, . . . , r},∀k ∈ N∗.

On note D l’espace des fonctions définies sur Tx à valeurs réelles càdlàg munies
de la topologie de Skorokhod.
Le problème de Cauchy{
∂tu (x, t, ω) + 1

2∂x
(
(u (x, t, ω))2

)
= Φ (x) ∂tW (ω, t) , ∀ (x, t, ω) ∈ Tx × R+

∗ × Ω
u (x, 0, ω) = u0 (x) , ∀x ∈ R

admet pour solution faible entropique u : Tx × R+ × Ω→ R si et seulement si

• presque sûrement et ∀t ∈ R+
∗ , x 7→ u (x, t, ω) ∈ D

• le processus u est adapté à la filtration (Ft)t∈R+

• presque sûrement, (x, t) 7→ u (x, t, ω) ∈ L1
loc (T× R+)
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• ∀ϕ ∈ C∞c (T× R+), on a

∫
(0,+∞)×T

∂tϕ (x, t)u (x, t, ω) dxdt+
∫

(0,+∞)×T
∂xϕ (x, t) (u (x, t, ω))2 dxdt

+
∫
T
u0 (x)ϕ (x, 0) dx =

∫
T

∫ +∞

0

∂

∂x
ϕ (x, t)

∫ x

0
Φ (r) drdW (t) dx p.s.

• presque sûrement et ∀ (x, t) ∈ T× R+
∗ , u (x+, t, ω) ≤ u (x−, t, ω).

Si u0 ∈ D alors il existe une unique solution faible entropique u définie presque
sûrement, et donnée ∀t > 0 par

u (x, t, ω)

= ∂x

(
inf
ξ(t)=x

{∫ t

0

1
2ξ
′ (s)2 ds+

∫ t

0

(∫ ξ(s)

0
Φ (u) du

)
dW (s) +

∫ ξ(0)

0
u0 (z) dz

})

où l’infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes ξ : [0, t] → Tx telles
que ξ (t) = x.

Dixième définition :
L’existence et l’unicité furent prouvées par Kim [Kim03a] avec un flux plus gé-
néral, mais avec un terme source stochastique qui n’est dirigé que par un Mou-
vement Brownien réel :
soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (Ft)t∈[0,T ] complète,
continue à droite, pour laquelle le mouvement brownien réel continu (βt)t∈[0,T ],
avec T ∈ R+

∗ , est adapté.
Sous les hypothèses

• Φ : Rx × [0, T ]→ R ayant son support dans [−L,L]× [0, T ] pour un certain
L > 0

• Φ ∈ C ([0, T ] ,W 1,∞ (R))

• A ∈ C2 (R;R) vérifiant pour une certaine constante C > 0 et un certain
entier N ≥ 2 :

|A (y) |+ |A′ (y) |+ |A′′ (y) | ≤ C|y|N + C, ∀y ∈ R

• {y ∈ R : A′′ (y) = 0} est de mesure de Lebesgue nulle

• presque sûrement et ∀γ ∈]0; 1
2 [ :∥∥∥∥∫ t2

t1
Φ (x, t) dβ (t)

∥∥∥∥
W 1,∞(Rx)

≤ C (ω, γ, T ) |t2 − t1|γ, ∀t1, t2 ∈ [0, T ]
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Le problème de Cauchy
∂tu (x, t, ω) + ∂x (A (u (x, t, ω))) = Φ (x, t) ∂tβ (ω, t) ,

∀ (x, t, ω) ∈ Rx × (0, T )× Ω
u (x, 0, ω) = u0 (x) , ∀x ∈ R

admet pour solution le processus u : [0, T ] × Ω → L2 (R), adapté à la filtration
(Ft)t∈[0,T ] si et seulement si presque sûrement, il vérifie les conditions suivantes

• u : [0, T ]→ L2 (R) est faiblement continue

• u ∈ L∞ (0, T ;L1 (R) ∩ Lp (R)) , ∀p ∈ [1,+∞)

• ∀ϕ ∈ C∞c ([0, T )× Rx;R+) et ∀k ∈ R

∫
R×[0,T ]

|u (x, t, ω)−
∫ t

0
Φ (x, t) dβs − k|∂tϕ (x, t)

+ sgn
(
u (x, t, ω)−

∫ t

0
Φ (x, t) dβs − k

)

×
(
A (u (x, t, ω))− A

(∫ t

0
Φ (x, t) dβs + k

))
∂xϕ (x, t)

dxdt
+
∫
R
|u0 (x)− k|ϕ (x, 0) dx

−
∫
R×[0,T ]

sgn
(
u (x, t, ω)−

∫ t

0
Φ (x, t) dβs − k

)

×
(
A
′
(∫ t

0
Φ (x, t) dβs + k

)
× ∂x

∫ t

0
Φ (x, t) dβs

)
ϕ (x, t)

dxdt ≥ 0

Sous la condition initiale vérifiée ∀p ∈ [1,+∞) :

u0 : Ω→ L1 (R) ∩ Lp (R) , F0-mesurable telle que E
(
‖u0‖pLp(R)

)
< +∞,

il existe une unique solution au problème de Cauchy précédent, à indiscernabi-
lité près.

Notons que lorsque le bruit dépend de la solution comme dans Holden et Risebro
[HR93] (c’est à dire Φ (u (x, t, ω)) ∂tW (ω, t)), on l’appelle bruit multiplicatif, et
lorsque qu’il ne dépend pas de la solution comme dans Sinai et al.[Wei+00] ou
Kim [Kim03a] (c’est à dire Φ (x) ∂tW (ω, t)) on l’appelle bruit additif.
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Terminons par une définition de solution de loi de conservation scalaire stochas-
tique dont le terme source est un bruit multiplicatif.
Onzième définition :
Cette onzième définition est tirée de l’article écrit par Caroline Bauzet, Guy
Vallet, Petra Wittbold [BVW12], puis reformulée dans l’article [BCG16b] et
enfin, généralisée dans le mémoire de Master de Vincent Castel sous la direction
de Caroline Bauzet, Julia Charrier et Thierry Gallouët.

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (Ft)t∈[0,T ] complète,
continue à droite, pour laquelle le Mouvement Brownien réel continu (βt)t∈[0,T ],
avec T ∈ R+

∗ , est adapté.
Soit d ∈ N∗, le problème de Cauchy

∂tu (x, t, ω) + divx (A (x, t, u (x, t, ω))) = Φ (u (x, t, ω)) ∂tβ (ω, t)
∀ (x, t, ω) ∈ Rd

x × (0, T )× Ω
u (x, 0, ω) = u0 (x) , ∀x ∈ Rd

admet pour solution entropique le processus prévisible u : [0, T ]× Ω→ L2
(
Rd
)
,

vérifiant
E
∫ T

0

∫
Rd

(u (x, t, ω))2 dxdt < +∞

si et seulement si

• u ∈ L∞
(
0, T ;L2

(
Ω× Rd

))
• ∀ϕ ∈ C∞c

(
[0, T )× Rd

x;R+
)
, ∀η ∈ C3 (R) convexe, telle que η

′
, η
′′ et η′′′

soient bornées, on a

∫
Rd×[0,T )

η (u (x, t, ω)) ∂tϕ (x, t)

+ Ox (ϕ (x, t)) .
∫ u(x,t,ω)

0
η
′ (r) ∂rA (x, t, r) dr

dxdt
+
∫ T

0

∫
Rd
η
′ (u (x, t, ω)) Φ (u (x, t, ω))ϕ (x, t) dxdβ (t)

+
∫
Rd
η (u0 (x))ϕ (x, 0) dx

+ 1
2

∫
Rd×[0,T )

η
′′ (u (x, t, ω)) |Φ (u (x, t, ω)) |2ϕ (x, t) dxdt ≥ 0 p.s.

L’existence et l’unicité sont prouvées sous les hypothèses

• Φ lipschitzienne telle que Φ (0) = 0
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• u0 ∈ L2
(
Rd
)

• A (x, t, 0) = 0,∀ (x, t) ∈ Rd × [0, T ]

• A est localement lipschitzienne par rapport à chaque variable dans le sens
où elle vérifie :

– ∀x ∈ Rd,∃ (Cx,Rx) ∈ (R+
∗ )2 tels que ∀ (t, ξ) ∈ [0, T ] × R et ∀y ∈

B (x,Rx)
|A (x, t, ξ)− A (y, t, ξ) | ≤ Cx|x− y|

– ∃CT ∈ R+
∗ telle que ∀ (x, ξ) ∈ Rd × R et ∀ (t1, t2) ∈ [0, T ]2

|A (x, t1, ξ)− A (x, t2, ξ) | ≤ CT |t1 − t2|

– ∃C ∈ R+
∗ telle que ∀ (x, t) ∈ Rd × [0, T ] et ∀ (ξ1, ξ2) ∈ R2

|A (x, t, ξ1)− A (x, t, ξ2) | ≤ C|ξ1 − ξ2|

et grâce à une définition de solution plus générale (en prouvant son existence et
unicité) :
le problème de Cauchy


∂tu (x, t, ω, α) + divx (A (x, t, u (x, t, ω, α))) = Φ (u (x, t, ω, α)) ∂tβ (ω, t)

∀ (x, t, ω, α) ∈ Rd
x × (0, T )× Ω× (0, 1)

u (x, 0, ω, α) = u0 (x) , ∀x ∈ Rd

admet pour solution dite « measure valued solution » le processus prévisible
u : [0, T ]× Ω→ L2

(
Rd × (0, 1)

)
, vérifiant

E
∫ T

0

∫
Rd×(0,1)

(u (x, t, ω, α))2 dxdαdt < +∞

si et seulement si

• u ∈ L∞
(
0, T ;L2

(
Ω× Rd × (0, 1)

))
• ∀ϕ ∈ C∞c

(
[0, T )× Rd

x;R+
)

et
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∀η ∈ C3 (R) convexe, telle que η′ , η′′ et η′′′ soient bornées :

∫
Rd×(0,1)×[0,T )

η (u (x, t, ω, α)) ∂tϕ (x, t)

+ Ox (ϕ (x, t)) .
∫ u(x,t,ω,α)

0
η
′ (r) ∂rA (x, t, r) dr

dxdαdt
+
∫ T

0

∫
Rd×(0,1)

η
′ (u (x, t, ω, α)) Φ (u (x, t, ω, α))ϕ (x, t) dxdαdβ (t)

+
∫
Rd
η (u0 (x))ϕ (x, 0) dx

+1
2

∫
Rd×(0,1)×[0,T )

η
′′ (u (x, t, ω, α)) |Φ (u (x, t, ω, α)) |2ϕ (x, t) dxdαdt ≥ 0 p.s.

Remarque : je ne cite pas la définition de Debussche-Vovelle [DV10b], ni
sa version modifiée Debussche-Vovelle [DV14], parce que la définition de
solution des deux articles de cette thèse les remplace.
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1.2 Idées mathématiques donnant les définitions
de solutions entropiques et cinétiques de lois
de conservation scalaires, lien avec le
théorème de Clausius

1.2.1 Cas de la loi de conservation hyperbolique sans terme
source

Voici ce que je comprends du théorème de Clausius pour la loi de conservation

∂t (u (x, t)) + divx (A (u (x, t))) = 0

Quand le processus est réversible, c’est à dire quand u est régulière, la quantité
d’entropie η (u (x, t)) est conservée donc

∂t (η (u (x, t))) + divx (φ (u (x, t))) = 0.

Avec A, η et φ régulières, ces deux lois de conservation s’écrivent

∂t (u (x, t)) + A
′ (u (x, t)) .Ox (u (x, t)) = 0

et
η
′ (u (x, t)) ∂t (u (x, t)) + φ

′ (u (x, t)) .Ox (u (x, t)) = 0.

Par identification des deux lois de conservation, cela donne la définition (à une
constante près) du flux d’entropie

φ
′ (ξ) = A′ (ξ) η′ (ξ)

Mais quand le processus n’est pas réversible, c’est à dire quand u n’est pas régu-
lière, cela crée un défaut d’entropie qui s’écrit

∂t (η (u (x, t))) + divx (φ (u (x, t))) ≤ 0

Pour introduire une variable ξ à la loi de conservation

∂t (u (x, t)) + divx (A (u (x, t))) = 0

il est naturel d’effectuer l’opération ⊗δu(x,t) (dξ) pour obtenir

∂t (χ (ξ, u (x, t))) + A
′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t))) = 0
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lorsque u est régulière (et A aussi), grâce aux égalités

dχ (ξ, u (x, t))
dt

= du (x, t)
dt

⊗ δu(x,t) (dξ)

A
′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t))) = A

′ (u (x, t)) .Ox (u (x, t))⊗ δu(x,t) (dξ) .

Lorsque le processus n’est pas réversible, c’est à dire lorsque u n’est pas régulière,
il est difficile d’effectuer l’opération ⊗δu(x,t) (dξ) sur l’inégalité entropique.
L’idée de Lions, Perthame et Tadmore est d’introduire une mesure m qui mesure
le défaut d’entropie.

Quand la quantité d’entropie est conservée, c’est à dire quand

∂t (η (u (x, t))) + divx (φ (u (x, t))) = 0

en effectuant l’opération ⊗δu(x,t) (dξ), cela s’écrit

η
′ (ξ) ∂t (χ (ξ, u (x, t))) + φ

′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t))) = 0

En intégrant sur R par rapport à ξ, on obtient de manière plus formelle

−
〈 ∫ ξ

−∞

(
∂t (χ (ζ, u (x, t))) + A

′ (ζ) .Ox (χ (ζ, u (x, t)))
)
dζdξ, η

′′ (ξ)
〉

= 0

Le défaut d’entropie s’écrit donc de manière formelle, grâce à la fonction entropie
η : R→ R convexe

−
〈 ∫ ξ

−∞

(
∂t (χ (ζ, u (x, t))) + A

′ (ζ) .Ox (χ (ζ, u (x, t)))
)
dζdξ, η

′′ (ξ)
〉
≤ 0

ou bien en définissant m la mesure de défaut d’entropie et en écrivant

−m
(
η
′′ (ξ)

)
≤ 0.

En découle, la formulation cinétique de l’inégalité entropique :

∂t (χ (ξ, u (x, t))) + A
′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t))) = ∂ξm

avec m la mesure (positive) de défaut d’entropie.
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1.2.2 Cas de la loi de conservation hyperbolique avec terme
source déterministe

Si maintenant, on s’intéresse à la loi de conservation avec terme source

∂t (u (x, t)) + divx (A (u (x, t))) = G (u (x, t))

Voici ce que je comprends du théorème de Clausius.

Quand le processus est réversible, c’est à dire quand u est régulière, la quantité
d’entropie η (u (x, t)) est conservée donc

∂t (η (u (x, t))) + divx (φ (u (x, t))) = H (u (x, t))

où H (u (x, t)) est la source d’entropie.
Avec A, η et φ régulières, ces deux lois de conservation s’écrivent

∂t (u (x, t)) + A
′ (u (x, t)) .Ox (u (x, t)) = G (u (x, t))

et
η
′ (u (x, t)) ∂t (u (x, t)) + φ

′ (u (x, t)) .Ox (u (x, t)) = H (u (x, t))

Par identification des deux lois de conservation, cela donne la définition de la
source d’entropie

H (ξ) = G (ξ) η′ (ξ)

Mais quand le processus n’est pas réversible, c’est à dire quand u n’est pas régu-
lière, cela crée un défaut d’entropie qui s’écrit

∂t (η (u (x, t))) + divx (φ (u (x, t)))− η′ (u (x, t))G (u (x, t)) ≤ 0

Quand la quantité d’entropie est conservée, c’est à dire quand

∂t (η (u (x, t))) + divx (φ (u (x, t))) = η
′ (u (x, t))G (u (x, t))

en effectuant l’opération ⊗δu(x,t) (dξ), cela s’écrit

η
′ (ξ) ∂t (χ (ξ, u (x, t))) + φ

′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t))) = η
′ (ξ)G (ξ)⊗ δu(x,t) (dξ)
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En intégrant sur R par rapport à ξ, on obtient de manière plus formelle

−
〈 ∫ ξ

−∞

(
∂t (χ (ζ, u (x, t))) + A

′ (ζ)Ox (χ (ζ, u (x, t)))
)
dζ

−
∫ ξ

−∞
G (ζ) δu(x,t) (dζ) , η′′ (ξ)

〉
= 0.

Quand le processus n’est pas réversible, c’est à dire quand u n’est pas régulière,
le défaut d’entropie s’écrit donc de manière formelle, grâce à la fonction entropie
η : R→ R convexe

−
〈 ∫ ξ

−∞

(
∂t (χ (ζ, u (x, t))) + A

′ (ζ)Ox (χ (ζ, u (x, t)))
)
dζ

−
∫ ξ

−∞
G (ζ) δu(x,t) (dζ) , η′′ (ξ)

〉
≤ 0

ou bien en définissant m la mesure de défaut d’entropie et en écrivant

−m
(
η
′′ (ξ)

)
≤ 0

En découle, la formulation cinétique de l’inégalité entropique :

∂t (χ (ξ, u (x, t))) + A
′ (ξ)Ox (χ (ξ, u (x, t)))−G (ξ) δu(x,t) (dξ) = ∂ξm

avec m la mesure (positive) de défaut d’entropie.

Remarque : si à la place de

η
′ (ξ)G (ξ) δu(x,t) (dξ)

j’avais écrit
η
′ (ξ)G (ξ) (δ0 (dξ)− ∂ξ (χ (ξ, u (x, t))))

j’aurais obtenu la formulation cinétique sous la forme

∂t (χ (ξ, u (x, t))) + A
′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t)))

+G (ξ) ∂ξ (χ (ξ, u (x, t)))−G (ξ) δ0 (dξ) = ∂ξm
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1.2.3 Cas de la loi de conservation hyperbolique avec terme
source stochastique

Si on s’intéresse à la loi de conservation avec terme source stochastique

∂t (u (x, t, ω)) + divx (A (u (x, t, ω))) = Φ (x, u (x, t, ω)) ∂tW (t)

que l’on peut écrire aussi grâce à la différentielle stochastique

d (u (x, t, ω)) + divx (A (u (x, t, ω))) dt = Φ (x, u (x, t, ω)) dW (t)

Voici ce que je comprends du théorème de Clausius.

Si le processus était réversible, c’est à dire si u était régulière, la quantité d’en-
tropie η (u (x, t, ω)) serait conservée donc

d (η (u (x, t, ω))) + divx (φ (u (x, t, ω))) dt = G (u (x, t, ω)) dt

où G (u (x, t, ω)) est la source d’entropie.
Avec A, η et φ régulières, ces deux lois de conservation s’écriraient

d (u (x, t, ω)) + A
′ (u (x, t, ω)) .Ox (u (x, t, ω)) dt = Φ (x, u (x, t, ω)) dW (t)

et

d (η (u (x, t, ω))) + φ
′ (u (x, t, ω)) .Ox (u (x, t, ω)) dt = G (u (x, t, ω)) dt.

Pour identifier ces deux lois de conservation, il faut remarquer que la « chain
rule » en temps n’est pas valable pour les processus d’Itô. C’est la formule d’Itô
qui marche.
Autrement dit, on n’a pas d (η (u (x, t, ω))) = η

′ (u (x, t, ω)) d (u (x, t, ω)) mais

d (η (u (x, t, ω))) = η
′ (u (x, t, ω)) d (u (x, t, ω))

+ 1
2η
′′ (u (x, t, ω)) ‖Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2

L2(H,R)dt

avec η ∈ C2 (R) convexe.
La loi de conservation de l’entropie s’écrirait donc

η
′ (u (x, t, ω)) d (u (x, t, ω)) + 1

2η
′′ (u (x, t, ω)) ‖Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2

L2(H,R)dt

+ φ
′ (u (x, t, ω)) .Ox (u (x, t, ω)) dt = G (u (x, t, ω)) dt
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Par identification des deux lois de conservation, cela donne la source d’entropie

G (u (x, t, ω)) dt = 1
2η
′′ (u (x, t, ω)) ‖Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2

L2(H,R)dt

+ η
′ (u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) dW (t)

Mais lorsque le processus n’est pas réversible, c’est à dire lorsque u n’est pas
régulière, cela crée un défaut d’entropie qui s’écrit

d (η (u (x, t, ω)))− 1
2η
′′ (u (x, t, ω)) ‖Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2

L2(H,R)dt

+ divx (φ (u (x, t, ω))) dt− η′ (u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) dW (t) ≤ 0

ou alors

d

dt
(η (u (x, t, ω)))− 1

2η
′′ (u (x, t, ω)) ‖Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2

L2(H,R)

+ divx (φ (u (x, t, ω)))− η′ (u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) dW (t)
dt

≤ 0

Dans le premier cas, elle peut être interprétée comme une formulation faible en
espace ; dans le deuxième cas, elle peut être interprétée comme une formulation
faible en espace et en temps.

Si la quantité d’entropie était conservée, c’est à dire si

d (u (x, t, ω)) + divx (A (u (x, t, ω))) dt = Φ (x, u (x, t, ω)) dW (t) ,

en effectuant l’opération ⊗δu(x,t,ω) (dξ), cela s’écrirait

(
d (u (x, t, ω)) + A

′ (u (x, t, ω)) .Ox (u (x, t, ω)) dt
)
⊗ δu(x,t,ω) (dξ)

= Φ (x, u (x, t, ω)) dW (t)⊗ δu(x,t,ω) (dξ) .

Attention, la « chain rule » en temps n’est pas valable pour les processus d’Itô, ici
c’est la formule d’Itô (faible en ξ) qui marche.
Autrement dit, on n’a pas dχ (ξ, u (x, t, ω)) = du (x, t, ω)⊗ δu(x,t,ω) (dξ) mais

dχ (ξ, u (x, t, ω)) = du (x, t, ω)⊗ δu(x,t,ω) (dξ)

− 1
2∂ξ

(
‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dt⊗ δu(x,t,ω) (dξ)
)

38



*****

Petite digression sur la formule d’Itô faible où j’omet l’écriture de la variable ω :
Si ϕ ∈ C∞c (R), alors la formule d’Itô appliquée au processus u donne

dϕ (u (x, t)) = ϕ
′ (u (x, t)) du (x, t) + 1

2ϕ
′′ (u (x, t)) ‖Φ (x, u (x, t)) ‖2

L2(H,R)dt

qui s’écrit aussi

d
(∫

R
ϕ
′ (ξ)χ (ξ, u (x, t)) dξ

)
=
∫
R
ϕ
′ (ξ) du (x, t)⊗ δu(x,t)(ξ)

+ 1
2

∫
R
ϕ
′′ (ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dt⊗ δu(x,t) (dξ)

c’est à dire

d
(∫

R
ϕ
′ (ξ)χ (ξ, u (x, t)) dξ

)
=
∫
R
ϕ
′ (ξ) du (x, t)⊗ δu(x,t)(ξ)

− 1
2
〈
∂ξ
(
‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dt⊗ δu(x,t) (dξ)
)
, ϕ
′ (ξ)

〉
ce qui donne la formule d’Itô faible (en ξ) suivante

d (χ (ξ, u (x, t))) = du (x, t)⊗ δu(x,t) (dξ)− 1
2∂ξ

(
‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dt⊗ δu(x,t) (dξ)
)

*****

Notre équation s’écrirait donc

d (χ (ξ, u (x, t, ω))) + A
′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t, ω))) dt

− Φ (x, ξ)⊗ δu(x,t,ω) (dξ) dW (t) + 1
2∂ξ

(
‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R) ⊗ δu(x,t,ω) (dξ)
)
dt = 0.

Lorsque le processus n’est pas réversible, c’est à dire lorsque u n’est pas régulière,
le défaut d’entropie s’écrit donc

d (χ (ξ, u (x, t, ω)))+A′ (ξ) .Ox (χ (ξ, u (x, t, ω))) dt−Φ (x, ξ)⊗δu(x,t,ω) (dξ) dW (t)

+ 1
2∂ξ

(
‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R) ⊗ δu(x,t,ω) (dξ)
)
dt = ∂ξmω (x, dt, ξ)

avec mω mesure de défaut d’entropie positive
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Conclusion : Si on veut écrire la formulation cinétique faible en espace et en ξ
(mais pas en temps) de la loi de conservation scalaire avec terme source stochas-
tique, on aura ∀ϕ ∈ C∞c

(
TN × Rξ

)
, ∀0 ≤ s ≤ t ≤ T

∫
TN×Rξ

χ (ξ, u (x, t))ϕ (x, ξ) dxdξ −
∫
TN×Rξ

χ (ξ, u (x, s))ϕ (x, ξ) dxdξ

=
∫ t

s

∫
TN×Rξ

A
′ (ξ) .Ox (ϕ (x, ξ))χ (ξ, u (x, t)) dxdξdr

+
∫ t

s

∫
TN

∫
Rξ
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) δu(x,t) (dξ) dxdW (r)

+ 1
2

∫ t

s

∫
TN

∫
Rξ
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)δu(x,t) (dξ) dxdr −m (∂ξϕ (x, ξ)) [s, t] .
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1.3 Résultats de convergence et vitesses de
convergence de schémas Volumes Finis, une
histoire récente

Expliquer ou décrire en quelques mots la méthode des volumes finis (parfois ap-
pelée Box Method) ne peut débuter qu’en citant les références les plus complètes
sur le sujet :

• le livre de Robert Eymard, Thierry Gallouët, Raphaèle Herbin [EGH03] « Fi-
nite Volume Method »

• le livre de Randall J. Leveque [LeV02] « Finite-Volume Method for Hyper-
bolic Problems »

• le cours de M2 de Julien Vovelle [Vov11]

La méthode numérique consiste à approcher la solution d’une équation aux
dérivées partielles par une fonction constante par morceaux, plus exactement
constante sur chaque volume fini K (dont la réunion recouvre l’espace tout en-
tier), et sur chaque intervalle de temps [tn, tn+1) (dont la réunion recouvre l’in-
tervalle de temps [0, T )), puis à faire tendre le pas d’espace supK |K| et le pas de
temps supn (tn+1 − tn) vers 0 pour approcher au mieux la solution de l’EDP (|K|
est la mesure de Lebesgue du volume fini K).

Cette méthode fut d’abord utilisée en mécanique des fluides numérique, citons
par exemple McDonald [McD71], Rizzi et Inouye [RI73], Denton [Den75].
Pour l’étude de transferts thermiques numériques, on peut aussi citer Patankar
[Pat80], Ni [Ni81].

L’étude théorique de la convergence de tels schémas ne s’est faite que des
années plus tard (en dimension N>1 d’espace).
Au vu du nombre colossal d’articles publiés sur le sujet, je me contenterai de
donner sept résultats de convergence de schémas Volumes Finis explicites vers
la solution d’une loi de conservation hyperbolique scalaire.

La méthode consiste à discrétiser en temps grâce au schéma d’Euleur, puis à
intégrer sur des volumes finisK dont la réunion constitue le maillage de l’espace,
à utiliser le théorème de la divergence pour obtenir des intégrales sur la frontière
∂K des volumes K, et enfin approcher ces intégrales par un flux numérique sur
chaque frontière commune à deux volumes finis K et L, dépendant du temps et
des valeurs approchées de la densité u dans les volumes K et L.
La solution approchée du schéma Volumes Finis consiste en une fonction
constante par morceaux, définie presque partout, égale à la valeur approchée
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unK ∈ R (ou un+1
K ∈ R) donnée par le schéma explicite, et ce ∀ (x, t) ∈

K\∂K × [tn, tn+1). C’est elle qui va converger vers la solution u du problème
de Cauchy (1.1).

Il est intéressant de noter que les trois premiers résultats que je vais citer sont
issus d’articles soumis au cours de l’année 1991.

Premier résultat : Champier, Gallouët tiré de l’article [CG92]

Convergence d’un schéma décentré amont sur un maillage triangulaire pour un
problème hyperbolique linéaire

Le problème de Cauchy{
∂tu (x, t) + v (x) .Oxu (x, t) = 0, ∀x ∈ R2,∀t ∈ [0, T ]
u (0, x) = u0 (x) , ∀x ∈ R2

avec

• T,M ∈ (0,+∞),

• u0 ∈ L∞ (R2), le support de u0 est un compact de R2,

• v ∈ C (R2,R2) telle que divx (v (x)) = 0,

est discrétisé grâce à un maillage triangulaire de R2.
Le pas de temps est noté k, le nombre de pas de temps en noté N , de sorte que
kN = T .
On note T l’ensemble des triangles du maillage.
Soit K ∈ T , on note |K| l’aire du triangle. Soit IK un côté quelconque de K, on
note |IK | sa longueur.
Soit n ∈ {0, . . . , N − 1}, à l’instant tn = nk, pour x ∈ K\∂K,

on approche ∂tu (x, tn) par un+1
K −unK

k
où unK ∈ R est une valeur approchée de

u (x, tn).
A l’instant tn, on intègre l’équation sur K pour obtenir grâce au théorème de la
divergence

|K|u
n+1
K − unK

k
+
∫
∂K

(u (x, tn) v (x)) .nK (x) dH1 (x) = 0

où H1 est la mesure de Haussdorf de dimension 1 et où nK est le vecteur normal
extérieur au triangle K. On notera nK (x) = nIK si x ∈ IK .
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Pour x ∈ IK , v (x) est approché par

vIK = 1
|IK |

∫
IK
v (x) dH1 (x)

Pour x ∈ IK , où IK est un côté quelconque du maillage, c’est à dire appartenant
à deux triangles du maillage, on notera

• Km le triangle K tel que vIK .nIK ≥ 0 (m pour amont)

• Ka le triangle K tel que vIK .nIK ≤ 0 (a pour aval)

u (x, tn) sera approché par unIK = unKm.
Ainsi, l’équation en continu est approchée pour x ∈ K et t = tn par

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈K

|IK |unIKvIK .nIK = 0, ∀K ∈ T , ∀n ∈ {0, . . . , N − 1}

sous la condition initiale

u0
K = 1

|K|

∫
K
u0 (x) dx, ∀K ∈ T

ce qui donne le schéma décentré amont.

La solution approchée du problème de Cauchy est définie sur le maillage (T , k)
pour presque tout x par

u(T,k) (x, t) = unK , ∀x ∈ K\∂K, ∀t ∈ [tn, tn+1)

Sous les hypothèses du maillage T suivantes : ∃ a, b, h ∈ R+
∗ tels que

• ah ≤ |IK | ≤ bh, ∀IK tel que K ∈ T

• ah2 ≤ |K| ≤ bh2, ∀K ∈ T

et sous la condition CFL

∃ η > 0 : k < ah

2b‖v‖L∞(R2)
(1− η)

la solution approchée u(T ,k) converge vers la solution faible u du problème de
Cauchy lorsque h→ 0 dans L∞ (R2) faible*.

Remarques :
La condition CFL de l’article [CG92] est un peu plus faible.
Le schéma est monotone dans le sens où unK ≤ vnK implique un+1

K ≤ vn+1
K , ∀K ∈

T .
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Avec les notations du deuxième article de cette thèse, le flux numérique s’écrirait
∀K,L ∈ T ayant le côté IK = IL commun{

AK→L (u, v) = |IK |vIK .nIKu si vIK .nIK ≥ 0
AK→L (u, v) = |IK |vIK .nIKv si vIK .nIK ≤ 0

ce qui rend le flux numérique monotone au sens de l’article de cette thèse, à
savoir croissant en u et décroissant en v.

La démonstration de la convergence utilise les estimations

sup
K∈T
|un+1
K | ≤ sup

K∈T
|unK |

Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de u0, η, a, b, v telle que

N∑
n=0

∑
{IK :K∈T }

k|IK ||vIK .nIK ||unKm − unKv |2 ≤ C

où les IK arrêtes du maillages ne sont comptées qu’une et une seule fois.
Soit Br la boule fermée (munie de la norme euclidienne) de rayon r, il existe
une constante C > 0 ne dépendant que de r, u0, η, a, b, v telle que

h
1
2

N∑
n=0

∑
{IK :K∈T ,K⊂Br}

k|IK ||vIK .nIK ||unKm − unKv | ≤ C

où les IK arrêtes du maillage ne sont comptées qu’une et une seule fois.

Deuxième résultat : Champier, Gallouët, Herbin tiré de l’article [CGH93] :

Convergence d’un schéma décentré amont sur un maillage triangulaire pour un
problème hyperbolique non-linéaire

Le problème de Cauchy{
∂tu (x, t) + divx (v (x, t) f (u (x, t))) = 0, ∀t ∈ R+, ∀x ∈ R2

u (0, x) = u0 (x) , ∀x ∈ R2

avec

• u0 ∈ L∞ (R2) , le support de u0 est un compact de R2,

• f ∈ C1 (R,R) croissante,
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• v ∈ C1 (R2 × R+,R2) telle que divx (v (x, t)) = 0 et
supx∈R2×R+ |v (x, t) | = V < +∞ où |v (x, t) | désigne la norme euclidienne
de v (x, t) ∈ R2

est discrétisé grâce à un maillage triangulaire de R2.
Le pas de temps est noté k.
On note T l’ensemble des triangles du maillage.
Soit K ∈ T , on note |K| l’aire du triangle. Soit IK un côté quelconque de K, on
note |IK | sa longueur.
Soit n ∈ N, à l’instant tn = nk, pour x ∈ K\∂K,

on approche ∂tu (x, tn) par un+1
K −unK

k
où unK ∈ R est une valeur approchée de

u (x, tn).
A l’instant tn, on intègre l’équation sur K pour obtenir grâce au théorème de la
divergence

|K|u
n+1
K − unK

k
+
∫
∂K

(v (x, tn) f (u (x, tn))) .nK (x) dH1 (x) = 0

où H1 est la mesure de Haussdorf de dimension 1 et où nK est le vecteur normal
extérieur au triangle K. On notera nK (x) = nIK si x ∈ IK .
Pour x ∈ IK , v (x, tn) est approché par

vnIK = 1
|IK |

∫
IK
v (x, tn) dH1 (x)

Pour x ∈ IK , où IK est un côté quelconque du maillage, c’est à dire appartenant
à deux triangles du maillage, on notera

• Km le triangle K tel que vnIK .nIK ≥ 0 (m pour amont)

• Ka le triangle K tel que vnIK .nIK ≤ 0 (a pour aval)

u (x, tn) sera approché par unIK = unKm.
Ainsi, l’équation en continu est approchée pour x ∈ K et t = tn par

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈K

|IK |f
(
unIK

)
vnIK .nIK = 0, ∀K ∈ T , ∀n ∈ N

sous la condition initiale

u0
K = 1

|K|

∫
K
u0 (x) dx, ∀K ∈ T

ce qui donne le schéma décentré amont.
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La solution approchée du problème de Cauchy est définie sur le maillage (T , k)
pour presque tout x par

u(T,k) (x, t) = unK ∀x ∈ K\∂K, ∀t ∈ [tn, tn+1)

Sous les hypothèses du maillage T suivantes : ∃ a, b, h ∈ R+
∗ tels que

• ah ≤ |IK | ≤ bh ∀IK tel que K ∈ T

• ah2 ≤ |K| ≤ bh2 ∀K ∈ T

et sous la condition CFL :

∃ η > 0 : k < ah

2bV M (1− η)

où
M = sup{|f ′ (s) | : s ∈ [−‖u0‖∞, ‖u0‖∞]}

avec |f ′ (s) | la norme euclidienne de f ′ (s) ∈ R2,

la solution approchée u(T ,k) converge vers la solution faible u du problème de
Cauchy lorsque h→ 0 dans Lploc (R2 × R+), ∀p ∈ [1,+∞).

Remarques :
La condition CFL de l’article [CGH93] est un peu plus faible.
Avec les notations du deuxième article de cette thèse, le flux numérique s’écrirait
∀K,L ∈ T ayant le côté IK = IL commun{

AK→L (u, v) = |IK |vIK .nIKf (u) si vIK .nIK ≥ 0
AK→L (u, v) = |IK |vIK .nIKf (v) si vIK .nIK ≤ 0

ce qui rend le flux numérique monotone au sens de l’article de cette thèse, à
savoir croissant en u et décroissant en v.
La démonstration de la convergence utilise les estimations

min
K∈T

unK ≤ min
K∈T

un+1
K ≤ max

K∈T
un+1
K ≤ max

K∈T
unK , ∀n ∈ N

Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de u0, η, a, b, v, f telle que

+∞∑
n=0

∑
{IK :K∈T }

k|IK ||vIK .nIK ||f (unKm)− f (unKv) |2 ≤ C

où les IK arrêtes du maillages ne sont comptées qu’une et une seule fois.
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Soit Br la boule fermée (munie de la norme euclidienne) de rayon r, il existe
une constante C > 0 ne dépendant que de r, u0, η, a, b, v, f, T telle que

h
1
2

NT∑
n=0

∑
{IK :K∈T ,IK∩Br+b 6=∅}

k|IK ||vIK .nIK ||f (unKm)− f (unKv) | ≤ C

où les IK arrêtes du maillage ne sont comptées qu’une et une seule fois,
où NT est un entier vérifiant k (NT − 1) < T ≤ kNT , c’est à dire la partie entière
par excès de T

k
.

Troisième résultat : Cockburn, Coquel, Le Floch tiré de l’article [CCL95]

Convergence de la méthode des Volumes Finis pour une loi de conservation
multidimensionnelle

Le problème de Cauchy/Dirichlet
∂tu (x, t) + divx (A (u (x, t))) = 0, ∀x ∈ Ω ⊂ Rd,∀t ∈ R+

∗
u (0, x) = u0 (x) , ∀x ∈ Ω
N (x, t)

(
φ (u (x, t))− φ (u1 (x, t))− η′ (u1 (x, t)) (A (u (x, t))− A (u1 (x, t)))

)
≥ 0

où la troisième condition est vérifiée ∀t ∈ R+
∗ , pour Hd−1-presque tout x ∈ ∂Ω et

∀ couple (η, φ) entropie/flux d’entropie (cf troisième définition de solution de loi
de conservation scalaire),
avec

• Ω ouvert (non nécessairement borné) de Rd, à frontière ∂Ω polyédrale

• u0 ∈ L1
(
Rd
)
∩ L∞

(
Rd
)

• u1 ∈ L1 (R+, L1 (∂Ω)) ∩ L∞ (R+, L∞ (∂Ω))

• A : R→ Rd localement lipschitzienne

est discrétisé grâce à un maillage polyédral de Rd.
Plus exactement, soit T l’ensemble des polyèdres ouverts du maillage, vérifiant

⋃
K∈T

K = Ω
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et ∀
(
K,K

′
)
∈ T 2 tels que K ∩K ′ 6= ∅,
 soit K ∩K ′ ∈ ∂K ∩ ∂K ′ et Hd−1

(
K ∩K ′

)
6= 0

soit ∃ d′ ≤ d− 2 : Hd
′ (
K ∩K ′

)
∈ R+

∗

Si K ∈ T , on note |K| la mesure de Lebesgue de K.
Soit IK une face quelconque de K, c’est à dire :{

soit ∃ LIK ∈ T telle que IK = K ∩ LIK et Hd−1 (K ∩ LIK ) ∈ R+
∗

soit la face IK ∈ ∂Ω ∩K

On note |IK | = Hd−1 (IK) sa mesure de Haussdorf de dimension d− 1, et

|∂K| =
∑

IK∈∂K
|IK |

Le pas d’espace h vérifie

h = sup
K∈T

diam (K) < +∞

où diam (K) est le diamètre de K.
Le pas de temps k vérifie les deux conditions

lim
h→0

k = lim
h→0

h2

k
= 0

Soit n ∈ N, à l’instant tn = nk, pour x ∈ K\∂K,

on approche ∂tu (x, tn) par un+1
K −unK

k
où unK ∈ R est une valeur approchée de

u (x, tn).
A l’instant tn, on intègre l’équation sur K pour obtenir grâce au théorème de la
divergence

|K|u
n+1
K − unK

k
+
∫
∂K
A (u (x, tn)) .nK (x) dHd−1 (x) = 0

où nK est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera nK (x) = nIK si
x ∈ IK de sorte que

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈∂K

∫
IK
A (u (x, tn)) .nIKdHd−1 (x) = 0

Pour x ∈ IK , A (u (x, tn)) .nIK est approché par
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1
|IK |

AnIK

(
unK , u

n
LIK

)
si IK /∈ ∂Ω

ou par
1
|IK |

AnIK

(
unK , u

n
IK

)
si IK ∈ ∂Ω

{(u, v) ∈ R2 7→ AnIK (u, v) ∈ R : K ∈ T } est une famille de fonctions localement

lipschitziennes, vérifiant

• AnIK (v, u) = −A−nIK (u, v) , ∀u, v,K

• AnIK (u, u) = |IK |A (u) .nIK , ∀u,K

• (u, v) 7→ AnIK (u, v) est croissante en u, décroissante en v

Ainsi, l’équation en continu est approchée pour x ∈ K et t = tn par

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈∂K

AnIK

(
unK , u

n
LIK

)
= 0, ∀K ∈ T , ∀n ∈ N

sous la condition initiale

u0
K = 1

|K|

∫
K
u0 (x) dx, ∀K ∈ T

et la condition aux bords

unIK = 1
k|IK |

∫ tn+1

tn

∫
IK
u (x, t) dHd−1 (x) dt, ∀n ∈ N, ∀K ∈ T

ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du problème de Cauchy est définie sur le maillage (T , k)
pour presque tout x par

u(T ,k) (x, t) = unK ∀x ∈ K\∂K, ∀t ∈ [tn, tn+1)

Sous la condition CFL :
k|∂K|
|K|

M < 1, ∀K ∈ T
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où

M = sup
|A′ (s) | :

s ∈
[
min

(
−‖u0‖L∞(Ω),−‖u1‖L∞(∂Ω×R+)

)
,max

(
‖u0‖L∞(Ω), ‖u1‖L∞(∂Ω×R+)

)]
avec |A′ (s) | la norme euclidienne de A′ (s) ∈ Rd,
la solution approchée u(T,k) converge vers la solution faible entropique u du
problème de Cauchy/Dirichlet lorsque h → 0 dans Lp (Ω× (0, T )), ∀p ∈
[1,+∞), ∀T ∈ R+

∗ .

Quatrième résultat : Vila tiré de l’article [Vil94]

Convergence et estimations d’erreurs d’un schéma Volumes Finis pour une loi
de conservation multidimensionnelle scalaire. Schémas monotones explicites.

Le problème de Cauchy{
∂tu (x, t) + divx (A (u (x, t))) = 0, ∀x ∈ Rd,∀t ∈ R+

∗
u (0, x) = u0 (x) , ∀x ∈ Rd

avec

• A ∈ C2
(
R,Rd

)
• u0 ∈ L1

(
Rd
)
∩ L∞

(
Rd
)

est discrétisé grâce à un maillage polyédral de Rd.
Plus exactement, soit T l’ensemble des polyèdres ouverts du maillage, vérifiant

⋃
K∈T

K = Ω

et ∀
(
K,K

′
)
∈ T 2 tels que K ∩K ′ 6= ∅,
 soit K ∩K ′ ∈ ∂K ∩ ∂K ′ et Hd−1

(
K ∩K ′

)
6= 0

soit ∃ d′ ≤ d− 2 : Hd
′ (
K ∩K ′

)
∈ R+

∗

Si K ∈ T , on note |K| la mesure de Lebesgue de K.
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Soit IK une face quelconque de K, c’est à dire qu’il existe LK ∈ T telle que
IK = K ∩ LK et Hd−1 (K ∩ LK) ∈ R+

∗ . On note |IK | = Hd−1 (IK) sa mesure de
Haussdorf de dimension d− 1.
On suppose de plus, que le maillage T vérifie les hypothèses suivantes :
∃a, b, h ∈ R+

∗ tels que

• ahd−1 ≤ |IK | ≤ bhd−1, ∀IK tel que K ∈ T

• ahd ≤ |K| ≤ bhd, ∀K ∈ T

Le pas de temps kn = tn+1 − tn est tel qu’il existe deux fonctions k+ et k− de h,
strictement positives, vérifiant ∀n ∈ N :

0 < k− (h) ≤ kn ≤ k+ (h)

et

lim
h→0

h+ k+ (h)√
k− (h)

= 0

Soit n ∈ N, à l’instant tn, pour x ∈ K\∂K,

on approche ∂tu (x, tn) par un+1
K −unK
kn

où unK ∈ R est une valeur approchée de
u (x, tn).
A l’instant tn, on intègre l’équation sur K pour obtenir grâce au théorème de la
divergence

|K|u
n+1
K − unK
kn

+
∫
∂K
A (u (x, tn)) .nK (x) dHd−1 (x) = 0

où nK est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera nK (x) = nIK si
x ∈ IK de sorte que

|K|u
n+1
K − unK
kn

+
∑

IK∈∂K

∫
IK
A (u (x, tn)) .nIKdHd−1 (x) = 0

Pour x ∈ IK , A (u (x, tn)) .nIK est approché par

1
|IK |

AnIK

(
unK , u

n
LIK

)
où {(u, v) ∈ R2 7→ AnIK (u, v) ∈ R : K ∈ T } est une famille de fonctions
localement lipschitziennes, vérifiant :

• ∀M > 0, ∃Q > 0 : ∀
(
u, u

′
, v, v

′
)
∈ [−M,M ]4 , ∀K ∈ T ,

|AnIK
(
u, u

′
)
− AnIK

(
v, v

′
)
| ≤ Q

(
|u− u′ |+ |v − v′|

)
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• AnIK (v, u) = −A−nIK (u, v) , ∀u, v,K

• AnIK (u, u) = |IK |A (u) .nIK , ∀u,K

• (u, v) 7→ AnIK (u, v) est croissante en u, décroissante en v

Ainsi, l’équation en continu est approchée pour x ∈ K et t = tn par

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈∂K

AnIK

(
unK , u

n
LIK

)
= 0, ∀K ∈ T , ∀n ∈ N

sous la condition initiale

u0
K = 1

|K|

∫
K
u0 (x) dx, ∀K ∈ T

ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du problème de Cauchy est définie sur le maillage (T , k)
pour presque tout x par

u(T,k) (x, t) = unK , ∀x ∈ K\∂K, ∀t ∈ [tn, tn+1)

Sous la condition CFL :

∃η > 0 : sup
IK :K∈T

k+ (h)×max
(
|∂K|
|K|

,
|∂LIK |
|LIK |

)

× sup
|u|,|v|≤‖u0‖L∞(Rd)

A (v) .nIK − 2AnIK (u, v) + A (u) .nIK
v − u

 < (1− η)

la solution approchée u(T ,k) converge vers la solution faible entropique u du
problème de Cauchy lorsque h → 0 dans L1

(
Rd
)
, uniformément en t ∈ [0, T ],

quel que soit T > 0 i.e.

lim
h→0

sup
t∈[0,T ]

‖u(T ,k) (., t)− u (., t) ‖L1(Rd) = 0

Remarque :

Si u0 ∈ BV
(
Rd
)

et que h 7→ h
k±(h) est bornée, la vitesse de convergence est de

l’ordre h
1
4 dans L1

loc

(
Rd
)
, uniformément en t ∈ [0, T ], quel que soit T > 0.
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Cinquième résultat : Chaisnais, Champier tiré de l’article [CC01]

Schéma Volumes Finis pour une loi de conservation multidimensionnelle
scalaire non-homogène : estimation d’erreur

Le problème de Cauchy{
∂tu (x, t) + divx (A (x, t, u (x, t))) = G (x, t, u (x, t)) ∀x ∈ Rd,∀t ∈ R+

∗
u (0, x) = u0 (x) , ∀x ∈ Rd

avec

• A ∈ C1
(
Rd × R+ × R,Rd

)
• ∂

∂ζ
A (x, t, ζ) localement lipschitzienne et appartenant à L∞loc

(
Rd × R+ × R

)
• divxA (x, t, ζ) localement lipschitzienne et telle que divxA (x, t, 0)

et ∂
∂ζ

divx (A (x, t, ζ)) soient bornées

• G ∈ C1
(
Rd × R+ × R,Rd

)
• G (x, t, ζ) localement lipschitzienne et telle que G (x, t, 0) et ∂

∂ζ
(G (x, t, ζ))

soient bornées

• u0 ∈ BVloc
(
Rd
)
∩ L∞

(
Rd
)

est discrétisé grâce à un maillage polyédral de Rd.
Plus exactement, soit T l’ensemble des polyèdres ouverts du maillage, vérifiant :

⋃
K∈T

K = Ω

et ∀
(
K,K

′
)
∈ T 2 tels que K ∩K ′ 6= ∅,
 soit K ∩K ′ ∈ ∂K ∩ ∂K ′ et Hd−1

(
K ∩K ′

)
6= 0

soit ∃ d′ ≤ d− 2 : Hd
′ (
K ∩K ′

)
∈ R+

∗

Si K ∈ T , on note |K| la mesure de Lebesgue de K.
Soit IK une face quelconque de K, c’est à dire qu’il existe LK ∈ T telle que
IK = K ∩ LK et Hd−1 (K ∩ LK) ∈ R+

∗ . On note |IK | = Hd−1 (IK) sa mesure de
Haussdorf de dimension d− 1.
On suppose de plus, que le maillage T vérifie les hypothèses suivantes :
∃a, h ∈ R+

∗ tels que
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• |IK | ≤ 1
a
hd−1, ∀IK tel que K ∈ T

• ahd ≤ |K|, ∀K ∈ T

• diam (K) ≤ h, ∀K ∈ T

où diam (K) est le diamètre de K.
Le pas de temps se note k > 0. Soient n ∈ N, tn = nk, tn+1 = (n+ 1) k,
∀t ∈ [tn, tn+1), ∀x ∈ K\∂K,

on approche ∂tu (x, t) par un+1
K −unK

k
où unK ∈ R est une valeur approchée de

u (x, tn).
On intègre l’équation sur K pour obtenir grâce au théorème de la divergence

|K|u
n+1
K − unK

k
+
∫
∂K
A (x, t, u (x, t)) .nK (x) dHd−1 (x) =

∫
K
G (x, t, u (x, t)) dx

où nK est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera nK (x) = nIK si
x ∈ IK de sorte que

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈∂K

∫
IK
A (x, t, u (x, t)) .nIKdHd−1 (x) =

∫
K
G (x, t, u (x, t)) dx

puis on intègre sur [tn, tn+1) pour obtenir

|K|
(
un+1
K − unK

)
+

∑
IK∈∂K

∫ tn+1

tn

∫
IK
A (x, t, u (x, t)) .nIKdHd−1 (x) dt

=
∫ tn+1

tn

∫
K
G (x, t, u (x, t)) dxdt

On approche ∫ tn+1

tn

∫
IK
A (x, t, u (x, t)) .nIKdHd−1 (x) dt

par
k × AnnIK

(
unK , u

n
LIK

)
où {(u, v) ∈ R2 7→ AnnIK

(u, v) ∈ R : K ∈ T , n ∈ N} est une famille de fonctions
lipschitziennes ayant la même constante de Lipschitz |IK |M (M > 0 ne dépend
que de A et u0), vérifiant

• AnnIK
(v, u) = −An−nIK (u, v) , ∀u, v,K

• AnnIK
(u, u) = 1

k

∫ tn+1
tn

∫
IK
A (x, t, u) .nIKdHd−1 (x) dt, ∀u,K

• (u, v) 7→ AnnIK
(u, v) est croissante en u, décroissante en v
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On approche ∫ tn+1

tn

∫
K
G (x, t, u (x, t)) dxdt

par ∫ tn+1

tn

∫
K
G (x, t, unK) dxdt

Ainsi, l’équation en continu est approchée pour x ∈ K et t ∈ [tn, tn+1) par

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈∂K

AnnIK

(
unK , u

n
LIK

)
= 1
k

∫ tn+1

tn

∫
K
G (x, t, unK) dxdt,

∀K ∈ T , ∀n ∈ N

sous la condition initiale

u0
K = 1

|K|

∫
K
u0 (x) dx, ∀K ∈ T

ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du problème de Cauchy est définie sur le maillage (T , k)
pour presque tout x par

u(T ,k) (x, t) = un+1
K , ∀x ∈ K\∂K, ∀t ∈ [tn, tn+1)

Sous la condition CFL :

∃ η > 0 : k ≤ α2 (1− η)h
4M

la solution approchée u(T ,k) converge vers la solution faible entropique u du
problème de Cauchy lorsque h→ 0 dans L1

loc

(
Rd × R+

)
.

Plus exactement, ∀E ⊂ Rd × R+, E compact, il existe une constante C ne dé-
pendant que de E, A, G, u0, α, η, M telle que

‖u(T ,k) − u‖L1(E) ≤ Ch
1
4

Sixième résultat : Makridakis, Perthame tiré de l’article [MP03]

Condition CFL fine, formulation cinétique discrète et schémas entropiques pour
une loi de conservation scalaire
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Le problème de Cauchy{
∂tu (x, t) + ∂x (A (u (x, t))) = 0, ∀x ∈ R,∀t ∈ R+

∗
u (0, x) = u0 (x) , ∀x ∈ R

avec

• A ∈ C1 (R,R) telle que A (0) = 0

• u0 ∈ L1 (R) ∩ L∞ (R)

est discrétisé grâce à un maillage T = {Ki, i ∈ Z} uniforme de R.
Plus exactement, soit h > 0 le pas d’espace, {xi+ 1

2
=

(
i+ 1

2

)
h, i ∈ Z} les

nœuds du maillage, {Ki =
(
xi− 1

2
;xi+ 1

2

)
, i ∈ Z} les volumes finis ou cellules

du maillage.

Le pas de temps se note k > 0.
Soit n ∈ N, à l’instant tn = nk, pour x ∈ Ki,
on approche ∂tu (x, tn) par un+1

i −uni
k

où uni ∈ R est une valeur approchée de
u (x, tn).
A l’instant tn, on intègre l’équation sur Ki pour obtenir

h
un+1
i − uni
k

+ A
(
u
(
xi+ 1

2
, tn
))
− A

(
u
(
xi− 1

2
, tn
))

= 0

Pour i ∈ Z, A
(
u
(
xi+ 1

2
, tn
))

est approché par An
i+ 1

2
= A

(
uni , u

n
i+1

)
,

où (u, v) ∈ R2 7→ A (u, v) ∈ R est un E-flux numérique, c’est à dire vérifiant les
propriétés :

• A est lipschitzienne

• A (u, u) = A (u) , ∀u ∈ R

• A (u, v) ≤ A (ξ) , ∀u ≤ ξ ≤ v

• A (u, v) ≥ A (ξ) , ∀v ≤ ξ ≤ u

Ainsi, l’équation en continu est approchée pour x ∈ Ki et t = tn par

h
un+1
i − uni
k

+ Ani+ 1
2
− Ani− 1

2
= 0

sous la condition initiale

u0
i = 1

h

∫
Ki
u0 (x) dx, ∀i ∈ Z

ce qui donne le schéma volumes finis.
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La solution approchée du problème de Cauchy est définie sur le maillage (T , k)
par

u(T ,k) (x, t) = uni , ∀x ∈ [xi− 1
2

;xi+ 1
2
), ∀t ∈ [tn, tn+1)

Sous les conditions CFL :

k × max
ξ∈[−‖u0‖∞;‖u0‖∞]

|A′ (ξ) | ≤ h

et

k ×
A (uni ) + A

(
uni+1

)
+ An

i+ 1
2

uni+1 − uni
≤ h, ∀i, n

il existe un flux numérique cinétique a k
h

(ξ, u, v) associé à A (u, v) dépendant des
pas de temps et d’espace k et h, et des mesures positives à support compact mn

i

de (Rξ,B (Rξ)) tels que le schéma volumes finis h
un+1
i −uni
k

+ An
i+ 1

2
− An

i− 1
2

= 0
u0
i = 1

h

∫
Ki
u0 (x) dx, ∀i ∈ Z

soit équivalent à sa formulation cinétique h
χ(ξ,un+1

i )−χ(ξ,uni )
k

+ a k
h

(
ξ, uni , u

n+1
i

)
− a k

h

(
ξ, uni−1, u

n
i

)
= ∂

∂ξ
mn
i (ξ)

u0
i = 1

h

∫
Ki
u0 (x) dx, ∀i ∈ Z

où
a k
h

(ξ, u, v) vérifie les conditions

• ξ 7→ a k
h

(ξ, u, v) ∈ L1 (Rξ) , ∀ (u, v) ∈ R2 fixés

• ξ 7→ a k
h

(ξ, u, v) est à support compact, ∀ (u, v) ∈ R2 fixés

•
∫
R a k

h
(ξ, u, v) dξ = A (u, v) , ∀ (u, v) ∈ R2

• a k
h

(ξ, u, u) = χ (ξ, u)A′ (ξ) , ∀(ξ, u) ∈ R2

avec, rappelons-le

χ (ξ, u) =


+1 si 0 < ξ < u
−1 si u < ξ < 0
0 sinon

qui, grâce la propriété ∫
R
χ (ξ, u) dξ = u
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permet de passer de la formulation cinétique à la formulation première du
schéma Volumes Finis par une intégration sur Rξ.

Ils prouvent que sous les conditions CFL précédentes, une inégalité entropique
discrète existe, c’est à dire :
∀η : R→ R convexe, il existe un flux d’entropie discret

(u, v) 7→ φη (u, v) =
∫
R
η
′ (ξ) a k

h
(ξ, u, v) dξ

vérifiant l’inégalité entropique discrète

h
η
(
un+1
i

)
− η (uni )
k

+ φη
(
uni , u

n
i+1

)
− φη

(
uni−1, u

n
i

)
≤ 0

Remarques :
la classe des E-flux numériques est plus large que la classe des flux numériques
monotones utilisés dans les cinq premiers résultats et dans le schéma volumes
finis du deuxième article de cette thèse. En effet,

(u, v) 7→ A (u, v) croissante en u et décroissante en v

implique

A (u, v) ≤ A (ξ) , ∀u ≤ ξ ≤ v et A (u, v) ≥ A (ξ) , ∀v ≤ ξ ≤ u.

Dans leur article, Makridakis et Perthame prennent la condition initiale numé-
rique plus générale (

u0
i

)
i∈Z
∈ l1 (Z) .

a k
h

(ξ, u, v) est définie de manière explicite, et dépend bien de h
k
.

En se limitant à un schéma Volumes Finis avec flux numérique d’Enquist-Osher,
à savoir

A (u, v) =
∫
R

max
(
0, A′ (ξ)

)
χ (ξ, u) dξ −

∫
R

max
(
0,−A′ (ξ)

)
χ (ξ, v) dξ

qui est bien un flux numérique monotone, ils ont aussi prouvé que le résultat
précédent est vrai sous la seule condition CFL

k × max
ξ∈[−‖u0‖∞;‖u0‖∞]

|A′ (ξ) | ≤ h

et avec un flux numérique cinétique égal à

a (ξ, u, v) = max
(
0, A′ (ξ)

)
χ (ξ, u)−max

(
0,−A′ (ξ)

)
χ (ξ, v)
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indépendant des pas de temps et d’espace k et h.
La condition CFL de Makridakis, Perthame améliore celle des articles de Tad-
mor [Tad84] ou Cocquel, Lefloch [CL91] qui donne des inégalités entropiques
discrètes pour prouver la convergence d’un schéma aux différences finies pour
Tadmor et d’un schéma Volumes Finis pour Cocquel-LeFloch.

Ce septième résultat a pour origine les articles Bauzet, Charrier, Gallouët
[BCG16a] et [BCG16b], qui a été généralisé dans le mémoire de Master de Vicent
Castel sous la direction de Caroline Bauzet, Julia Charrier, Thierry Gallouët.

Septième résultat : Bauzet, Castel, Charrier, Gallouët 2014/2016

Convergence d’un schéma Volumes Finis monotone pour une loi de
conservation scalaire hyperbolique avec bruit multiplicatif

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (Ft)t∈[0,T ] complète,
continue à droite, pour laquelle le Mouvement Brownien réel continu (βt)t∈[0,T ],
avec T ∈ R+

∗ , est adapté.
Soit d ∈ N∗, le problème de Cauchy

du (ω, x, t) + divx (A (x, t, u (ω, x, t))) dt = Φ (u (ω, x, t)) dβ (t) ,
∀ω ∈ Ω, ∀t ∈ (0, T ) , ∀x ∈ Rd

u (ω, x, 0) = u0 (x) , ∀ω ∈ Ω, ∀x ∈ Rd

avec

• u0 ∈ L2
(
Rd
)
, bornée et à support compact

• Φ : R→ R lipschitzienne, bornée et telle que Φ (0) = 0

• A : Rd × [0, T ]× R→ Rd telle que ∀x ∈ Rd, ∃Cx, Rx > 0 :
∀ (y, t, ξ) ∈ B (x,Rx)× [0, T ]×R , |A (x, t, ξ)− A (y, t, ξ) | ≤ Cx|x− y|
où |.| est la norme euclidienne de Rd

• ∃CT > 0 : ∀ (x, ξ) ∈ Rd × R, ∀
(
t, t
′
)
∈ [0, T ]2 ,

|A (x, t, ξ)− A
(
x, t

′
, ξ
)
| ≤ CT |t− t

′ |

• ∃C > 0 : ∀ (x, t) ∈ Rd × [0, T ] , ∀
(
ξ, ξ

′
)
∈ R2,

|A (x, t, ξ)− A
(
x, t, ξ

′
)
| ≤ C|ξ − ξ′ |

• ∀ (x, t) ∈ Rd × [0, T ] , A (x, t, 0) = 0
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• ∀ (x, t, ξ) ∈ Rd × [0, T ]× R, divx (A (x, t, ξ)) = 0

est discrétisé grâce à un maillage polyédral de Rd.
Plus exactement, soit T l’ensemble des polyèdres ouverts du maillage, vérifiant :

⋃
K∈T

K = Ω

et ∀
(
K,K

′
)
∈ T 2 tels que K ∩K ′ 6= ∅,
 soit K ∩K ′ ∈ ∂K ∩ ∂K ′ et Hd−1

(
K ∩K ′

)
6= 0

soit ∃ d′ ≤ d− 2 : Hd
′ (
K ∩K ′

)
∈ R+

∗

Si K ∈ T , on note |K| la mesure de Lebesgue de K.
Soit IK une face quelconque de K, c’est à dire qu’il existe LK ∈ T telle que
IK = K ∩ LK et Hd−1 (K ∩ LK) ∈ R+

∗ . On note |IK | = Hd−1 (IK) sa mesure de
Haussdorf de dimension d− 1.
Soit h le pas d’espace défini par

h = sup
K∈T
|K| < +∞

On suppose de plus, que le maillage T vérifie les hypothèses suivantes :
∃a ∈ R+

∗ tel que

• |IK | ≤ 1
a
hd−1, ∀IK tel que K ∈ T

• ahd ≤ |K|, ∀K ∈ T

Le pas de temps se note k = T
N

pour un certain N ∈ N∗ et doit vérifier l’hypothèse

lim
h→0

k

h
= 0

Soient n ∈ {0, . . . , N − 1}, tn = nk, tn+1 = (n+ 1) k,
∀t ∈ [tn, tn+1), ∀x ∈ K\∂K, on approche ∂tu (x, t) par un+1

K −unK
k

où unK ∈ R est
une valeur approchée de u (x, tn).
On approche Φ (u (x, t)) ∂tβ (t) par Φ (unK) β(tn+1)−β(tn)

k
.

On intègre l’équation sur K pour obtenir grâce au théorème de la divergence

|K|u
n+1
K − unK

k
+
∫
∂K
A (x, t, u (x, t)) .nK (x) dHd−1 (x) = |K|Φ (unK) β (tn+1)− β (tn)

k

où nK est le vecteur normal extérieur au volume K. On notera nK (x) = nIK si

60



x ∈ IK de sorte que

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈∂K

∫
IK
A (x, t, u (x, t)) .nIKdHd−1 (x)

= |K|Φ (unK) β (tn+1)− β (tn)
k

,

puis on intègre sur [tn, tn+1) pour obtenir

|K|
(
un+1
K − unK

)
+

∑
IK∈∂K

∫ tn+1

tn

∫
IK
A (x, t, u (x, t)) .nIKdHd−1 (x) dt

= |K|Φ (unK) (β (tn+1)− β (tn)) .

On approche

∫ tn+1

tn

∫
IK
A (x, t, u (x, t)) .nIKdHd−1 (x) dt

par
k × AnnIK

(
unK , u

n
LIK

)
où {(u, v) ∈ R2 7→ AnnIK

(u, v) ∈ R : K ∈ T , n ∈ N} est une famille de fonctions
vérifiant

• AnnIK
(v, u) = −An−nIK (u, v) , ∀u, v,K

• AnnIK
(u, u) = 1

k

∫ tn+1
tn

∫
IK
A (x, t, u) .nIKdHd−1 (x) dt, ∀u,K

• (u, v) 7→ AnnIK
(u, v) est croissante en u, décroissante en v

• ∃ C1 > 0 : ∀ (u, v) ∈ R2, ∀n ∈ N, ∀ K ∈ T ,
|AnnIK (v, u)− AnnIK (u, u) | ≤ C1|u− v|

• ∃ C2 > 0 : ∀ (u, v) ∈ R2, ∀n ∈ N,∀ K ∈ T ,
|AnnIK (u, v)− AnnIK (u, u) | ≤ C2|u− v|

Ainsi, l’équation en continu est approchée pour x ∈ K et t ∈ [tn, tn+1) par

|K|u
n+1
K − unK

k
+

∑
IK∈∂K

AnnIK

(
unK , u

n
LIK

)
= 1
k
|K|Φ (unK) (β (tn+1)− β (tn)) ,

∀K ∈ T , ∀n ∈ N
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sous la condition initiale

u0
K = 1

|K|

∫
K
u0 (x) dx, ∀K ∈ T

ce qui donne le schéma volumes finis.

La solution approchée du problème de Cauchy est définie sur le maillage (T , k)
pour presque tout x par

u(T ,k) (x, t) = unK , ∀x ∈ K\∂K, ∀t ∈ [tn, tn+1)

Sous la condition CFL :

∃η > 0 : k ≤ α2 (1− η)h
C1 + C2

la solution approchée u(T ,k) converge vers la solution faible entropique stochas-
tique u du problème de Cauchy (au sens de la onzième définition de mon histo-
rique précédent) lorsque h→ 0 dans Lploc

(
Ω× Rd × (0, T )

)
, ∀p ∈ [1, 2).
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2 Convergence d’approximations
pour les lois de conservation
stochastiques scalaires

2.1 Le premier article soumis à la revue Archive
for Rational Mechanics and Analysis, le 5
septembre 2017

Convergence of approximations to stochastic
scalar conservation laws

Sylvain Dotti a and Julien Vovelle b

Abstract

We develop a general framework for the analysis of approximations to stochastic
scalar conservation laws. Our aim is to prove, under minimal consistency pro-
perties and bounds, that such approximations are converging to the solution to
a stochastic scalar conservation law. The weak probabilistic convergence mode
is convergence in law, the most natural in this context. We use also a kinetic
formulation and martingale methods. Our result is applied to the convergence
of the Finite Volume Method in the next chapter.

Keywords : stochastic conservation laws, kinetic formulation, martingale me-
thods
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2.1.1 Introduction
Let (Ω,F ,P, (Ft), (βk(t))) be a stochastic basis and let T > 0. Consider the first-
order scalar conservation law with stochastic forcing

du(x, t) + div(A(u(x, t)))dt = Φ(x, u(x, t))dW (t), x ∈ TN , t ∈ (0, T ). (2.1)

Equation (2.1) is periodic in the space variable : x ∈ TN where TN is the N -
dimensional torus. The flux function A in (2.1) is supposed to be of class C2 :
A ∈ C2(R;RN). We assume that A and its derivatives have at most polyno-
mial growth. The right-hand side of (2.1) is a stochastic increment in infinite
dimension. It is defined as follows (see [DZ92] for the general theory) : W is
a cylindrical Wiener process, W = ∑

k≥1 βkek, where the coefficients βk are in-
dependent Brownian processes and (ek)k≥1 is a complete orthonormal system in
a Hilbert space H. For each x ∈ TN , u ∈ R, Φ(x, u) ∈ L2(H,R) is defined by
Φ(x, u)ek = gk(x, u) where gk( · , u) is a regular function on TN . Here, L2(H,K)
denotes the set of Hilbert-Schmidt operator from the Hilbert space H to an other
Hilbert space K. Since K = R in our case, this set is isomorphic to H, thus we
may also define

Φ(x, u) =
∑
k≥1

gk(x, u)ek, (2.2)

the action of Φ(x, u) on e ∈ H being given by 〈Φ(x, u), e〉H . We assume gk ∈
C(TN × R), with the bounds

G2(x, u) = ‖Φ(x, u)‖2
H =

∑
k≥1
|gk(x, u)|2 ≤ D0(1 + |u|2),

(2.3)
‖Φ(x, u)− Φ(y, v)‖2

H =
∑
k≥1
|gk(x, u)− gk(y, v)|2 ≤ D1(|x− y|2 + |u− v|h(|u− v|)),

(2.4)

where x, y ∈ TN , u, v ∈ R, and h is a continuous non-decreasing function on R+
such that h(0) = 0. We assume also 0 ≤ h(z) ≤ 1 for all z ∈ R+.

Notation : in what follows, we will use the convention of summation over repea-
ted indices k. For example, we write W = βkek for the cylindrical Wiener process
in (2.1).

This paper is a preliminary work to the analysis of convergence of the numeri-
cal approximation to (2.1) by the Finite Volume method with monotone fluxes,
which is done in 3.1. We give a general notion of family of approximate solutions,
see Definition 30, and explain what kind of convergence of such family can be
expected. Our main results in this regard are the theorem 36, about convergence
to martingale solutions, and the theorem 47, which gives criteria for convergence
to pathwise solutions.
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Problem (2.1) has already been studied in a series of papers. Like in the determi-
nistic case, the approach to the existence of solutions has been the vanishing vis-
cosity method, see [Wei+00 ; Kim03b ; FN08 ; VW09 ; DV10a ; CDK12 ; BVW12 ;
BVW14 ; KS17] in particular. Approximation by the BGK method has been consi-
dered by M. Hofmanová in [Hof15]. Some results of convergence of numerical
approximations to (2.1) (by the Finite Volume method in particular) have also
be obtained in [KR12 ; BCG16a ; BCG16b ; Bau15 ; KS16 ; Ujj40].

The main difference between this present paper and all the works cited above is
in the way to answer to the following question : when considering the conver-
gence of approximations to (2.46), which mode of convergence regarding the
sample variable ω is used? Here, we develop an approach based on convergence
in law, while in the work referred to c, weak convergence (in Lebesgue spaces, or
in the sense of Young measures, cf. Section 2.1.2.2) is considered. Convergence
in law is the natural mode of convergence for the random variables which mani-
fest in the approximation to (2.1). Our approach based on convergence in law is
successful because we work in the context of càdlàg processes. This is an other
difference between this present paper and the references already quoted : our
formulation of solution is weak in the space variable, but not weak in the time
variable, see (2.10), (2.27) for example. This allows to obtain convergence of ap-
proximation for each time t (this is the last statement in Theorem 47), without
making any regularity hypothesis on the initial datum at any moment. This paper
is also a further development of the approach by kinetic formulation initiated in
[DV10a]. We need it crucially in the companion paper given in 3.1 to obtain the
convergence of The Finite Volume method with a standard CFL condition (cf. our
comment on the Kinetic formulation in the introduction section of 3.1).

To complete this introduction, let us mention that the approximation of sca-
lar conservation laws with stochastic flux has also been considered in [GPS16]
(time-discrete scheme) and [MSZ13] (space discrete scheme). For the corres-
ponding Cauchy Problem, see [LPS12 ; LPS13 ; LPS14 ; GS14 ; GS16 ; Hof16].

The plan of the paper is the following one : Section 2.1.2 to Section 2.1.4 are
devoted to the analysis of the Cauchy Problem for (2.1) : we introduce the kine-
tic formulation of the problem in Section 2.1.2, and prove a uniqueness result
in Section 2.1.3. In Section 2.1.4, we develop a general approach to the analysis
of convergence of approximate solutions to (2.1) based on martingale methods.
Note that Section 2.1.2 and Section 2.1.3 are for a large part identical to Sec-
tion 2 and Section 3 in [DV10a]. There are however a lot of modifications, which
were needed to prepare Section 2.1.4. In Section 2.1.5, we give some applica-
tions of our results of convergence of approximation.

c. with the exception of [FN08], where quite a strong notion of solution is used however
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2.1.2 Kinetic solution
2.1.2.1 Definition

Predictable sets and functions

For T > 0, we denote by B([0, T ]) the Borel σ-algebra on [0, T ] and we denote
by PT ⊂ B([0, T ]) ⊗ F the predictable σ-algebra, [CW90, Section 2.2]. If E is a
Banach space, a process (f(t)) with values in E is said to be weakly-predictable
if the process (〈f(t), ϕ〉E,E′) is predictable for every ϕ in the topological dual E ′.
This is equivalent to say that f is weakly PT -measurable, in the sense of [Yos80,
Definition 1, p.130]. Similarly, we can define the notion of strong predictability :
the process (f(t)) is said to be strongly predictable if there exists a sequence of
E-valued, PT -measurable simple functions which converges to f at every point
(t, ω) in a set of full measure in [0, T ] × Ω. By Pettis’ Theorem, [Yos80, Theorem
p.131], the two notions of measurability coincide if E is separable : in this case
we say simply "predictable".

Let us assume that E is separable to introduce the following notations. Let p ∈
[1,+∞). The set Lp([0, T ]×Ω;E) is the set of E-valued, B([0, T ])⊗F -measurable,
Bochner integrable functions f which satisfy∫∫

[0,T ]×Ω
‖f(t, ω)‖pEd(L × P)(t, ω) < +∞,

where L is the Lebesgue measure on [0, T ]. Equivalently, by definition of the
product measure L × P,

E
∫ T

0
‖f(t)‖pEdt < +∞.

We denote by LpP([0, T ] × Ω;E) the set of functions g in Lp([0, T ] × Ω;E) which
are equal L × P-almost everywhere to a predictable function f . This is the case
if, and only if, 〈g, ϕ〉 is equal L×P-almost everywhere to 〈f, ϕ〉 for all ϕ ∈ E ′ (we
use the following fact : E being separable, there is a countable subset of E ′ that
separates points in E, see [Yos80, Lemma (1) p. 131]), so let us briefly consider
the case E = R. The class of processes in LpP([0, T ]×Ω;R) is analysed in [CW90,
p. 66] or [RY13, p. 172]. In particular, if X(t) is an adapted process with

E
∫ T

0
|X(t)|pdt < +∞,

then X ∈ LpP([0, T ]× Ω;R). A progressively measurable process X in Lp([0, T ]×
Ω;R) also is in LpP([0, T ]× Ω;R).
Let m ∈ N∗. In the case where E is itself a Lebesgue space E = Lp(D), where
D is an open subset of Rm, we have Lp([0, T ] × Ω;Lp(D)) = Lp(D × [0, T ] × Ω),
where D× [0, T ]×Ω is endowed with the product measure Lm+1 × P (Lm being
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the m-dimensional Lebesgue measure), see [Dro01, Section 1.8.1]. Similarly, we
have

LpP([0, T ]× Ω;Lp(D)) = LpP(D × [0, T ]× Ω),

where LpP(D × [0, T ]× Ω) is the set of functions in Lp(D × [0, T ]× Ω) which are
equal Lm×L× P-almost everywhere to a B(D)×PT -measurable function (here
B(D) is the Borel σ-algebra on D). We will apply these results with D = (0, 1)N ,
in which case, by periodic extension, we obtain

Lp([0, T ]× Ω;Lp(TN)) = Lp(TN × [0, T ]× Ω), (2.5)

and similarly for spaces LpP .

Random measure, solution

LetMb(TN × [0, T ] × R) be the set of bounded Borel signed measures on TN ×
[0, T ]×R. We denote byM+

b (TN×[0, T ]×R) the subset of non-negative measures.

Definition 1 (Random measure). A map m from Ω toMb(TN× [0, T ]×R) is said
to be a random signed measure (on TN×[0, T ]×R) if, for each φ ∈ Cb(TN×[0, T ]×
R), 〈m,φ〉 : Ω→ R is a random variable. If almost surely m ∈M+

b (TN×[0, T ]×R),
we simply speak of random measure.

Let m be a random measure such that

Em(TN × [0, T ]× R) < +∞. (2.6)

Then Em is well defined and this is a bounded measure on TN × [0, T ] × R. In
particular, it satisfies the following tightness condition

lim
R→+∞

Em(TN × [0, T ]×Bc
R) = 0, (2.7)

where Bc
R = {ξ ∈ R, |ξ| ≥ R}. We note this fact here, since uniform versions

of (2.7) will be required when considering sequences of random measures, see
(2.84). We will also need the following result.

Lemma 2 (Atomic points). Let m be a random measure with first moment (2.6).
Let π : TN × [0, T ]×R→ [0, T ] denote the projection (x, t, ξ) 7→ t. Let π#m denote
the push-forward of m by π. Let Bat denote the set of times t such that the event
“t is an atom of π#m" has positive probability :

Bat = {t ∈ [0, T ];P (π#m({t}) > 0) > 0} . (2.8)

Then Bat is at most countable.
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Proof of Lemma 2. We have also

Bat = {t ∈ [0, T ];Eπ#m({t}) > 0} .

The set Bat is the set of atomic points of the measure Eπ#m. It is therefore at
most countable.

The notion of solution which we introduce below is based on the kinetic for-
mulation of conservation laws introduced in [LPT94b]. In particular, for a given
function u of the variables (x, t), we will need to consider the function

f(x, t, ξ) := 1u(x,t)>ξ,

which is the characteristic function of the subgraph of u. We often write f := 1u>ξ
for short.

To be flexible enough, we have to impose a càdlàg property on solutions to (2.1)
(see Item 2 in the following Definition 3). We will show however in Corollary 27
that solutions to (2.1) have continuous trajectories.

Definition 3 (Solution). Let u0 ∈ L∞(TN). An L1(TN)-valued stochastic process
(u(t))t∈[0,T ] is said to be a solution to (2.1) with initial datum u0 if u and f := 1u>ξ
have the following properties :

1. u ∈ L1
P(TN × [0, T ]× Ω),

2. for all ϕ ∈ C1
c (TN × R), almost surely, t 7→ 〈f(t), ϕ〉 is càdlàg,

3. for all p ∈ [1,+∞), there exists Cp ≥ 0 such that

E
(

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖pLp(TN )

)
≤ Cp, (2.9)

4. there exists a random measure m with first moment (2.6), such that for all
ϕ ∈ C1

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ],

〈f(t), ϕ〉 = 〈f0, ϕ〉+
∫ t

0
〈f(s), a(ξ) · ∇ϕ〉ds

+
∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN
gk(x, u(x, s))ϕ(x, u(x, s))dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN
∂ξϕ(x, u(x, s))G2(x, u(x, s))dxds−m(∂ξϕ)([0, t]), (2.10)

a.s., where f0(x, ξ) = 1u0(x)>ξ, G2 := ∑∞
k=1 |gk|2 and a(ξ) := A′(ξ).
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In (2.10), we have used the brackets 〈 · , · 〉 to denote the duality between
C∞c (TN × R) and the space of distributions over TN × R. In what follows, we
will denote similarly the integral

〈F,G〉 =
∫
TN

∫
R
F (x, ξ)G(x, ξ)dxdξ, F ∈ Lp(TN × R), G ∈ Lq(TN × R),

where 1 ≤ p ≤ +∞ and q is the conjugate exponent of p. In (2.10) also, we have
used (with φ = ∂ξϕ) the shorthand m(φ) to denote the Borel measure on [0, T ]
defined by

m(φ) : A 7→
∫
TN×A×R

φ(x, ξ)dm(x, t, ξ), φ ∈ Cb(TN × R),

for all A Borel subset of [0, T ].
There is a last point to comment in Definition 3, which is the measurability of
the function supt∈[0,T ] ‖u(t)‖Lp(TN ) in (2.9). Let us denote by f̄ = 1− f = 1u≤ξ the
conjugate function of f. By the identity

|u|p =
∫
R

[
f1ξ>0 + f̄1ξ<0

]
p|ξ|p−1dξ, (2.11)

we have, for p ∈ [1,+∞),

‖u(t)‖pLp(TN ) = sup
ψ+∈F+,ψ−∈F−

〈f(t), ψ+〉+ 〈f̄(t), ψ−〉, (2.12)

where the sup is taken over some countable sets F+ and F− of functions ψ chosen
as follows : F± = {ψn;n ≥ 1}, where (ψn) is a sequence of non-negative functions
in C∞c (R) which converges point-wise monotonically to ξ 7→ p|ξ±|p−1 if p > 1 and
to ξ 7→ sgn±(ξ) if p = 1. By (2.12), we have

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖pLp(TN ) = sup
ψ±∈F±

sup
t∈[0,T ]

〈f(t), ψ+〉+ 〈f̄(t), ψ−〉. (2.13)

By Item (2) in Definition 3, we know that the function

sup
t∈[0,T ]

〈f(t), ψ+〉+ 〈f̄(t), ψ−〉

is F -measurable for all ψ± ∈ F±. Indeed, the sup over [0, T ] of a càdlàg function
is the sup of the function on any dense countable subset of [0, T ] containing the
terminal point T . By (2.13), the function supt∈[0,T ] ‖u(t)‖Lp(TN ) is measurable.

Remark 4 (Initial condition). A limiting argument based on (2.10) leads to the
following initial condition for f(t) :

f(0) = f0 + ∂ξm0, a.s.,
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where m0 is the restriction of m to TN × {0} × R. It is not obvious thus, that
(2.10) entails the expected initial condition f(0) = f0. This is the case however
(and, therefore, m0 ≡ 0 a.s.), due to Proposition 21 and Corollary 22. See also
the discussion on the same topic in Section 5 of [CP03].

Proposition 5 (Mass of the random measure). Let u0 ∈ L∞(TN). Let (u(t))t∈[0,T ]
be a solution to (2.1) with initial datum u0. Then the total mass of the measure m
in (2.10) is

m(TN × [0, T ]× R) = 1
2‖u0‖2

L2(TN ) −
1
2‖u(T )‖2

L2(TN )

+
∑
k≥1

∫ T

0

∫
TN
gk(x, u(x, t))u(x, t)dxdβk(t) + 1

2

∫ T

0

∫
TN

G2(x, u(x, t))dxdt, (2.14)

almost surely.

Proof of Proposition 5. We start from (2.10), which we apply with a test function
ϕ independent on x. By substracting 〈10>ξ, ϕ〉 from both sides of the equation,
we obtain

〈χ(t), ϕ〉 = 〈χ0, ϕ〉+
∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN
gk(x, u(x, s))ϕ(x, u(x, s))dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN
∂ξϕ(x, u(x, s))G2(x, u(x, s))dxds−m(∂ξϕ)([0, t]), (2.15)

where χ(x, t, ξ) = f(x, t, ξ) − 10>ξ, χ0(x, ξ) = f0(x, ξ) − 10>ξ are the traditional
kinetic functions used in [Per02] for example. We use then an approximation
argument to apply (2.15) with ϕ(x, ξ) = ξ. This gives (2.14).

2.1.2.2 Generalized solutions

With the purpose to prepare the proof of existence of solution, we introduce the
following definitions.

Definition 6 (Young measure). Let (X,A, λ) be a finite measure space. Let P1(R)
denote the set of probability measures on R. We say that a map ν : X → P1(R)
is a Young measure on X if, for all φ ∈ Cb(R), the map z 7→ 〈νz, φ〉 from X to
R is measurable. We say that a Young measure ν vanishes at infinity if, for every
p ≥ 1, ∫

X

∫
R
|ξ|pdνz(ξ)dλ(z) < +∞. (2.16)

Proposition 7 (An alternative definition of Young measures). Let (X,A, λ) be a
measure space with λ(X) = 1. Let L be the Lebesgue measure on R and let Y1 be
the set of probability measures ν on (X ×R,A×B(R)) such that π#ν = λ, where
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π#ν is the push forward of ν by the projection π : X ×R→ X. Then Y1 is the set
of Young measures as defined in Definition 6.

For the proof of this result, which uses the Disintegration Theorem, we refer to
the discussion in [CFV04, p.19-20] on the spaces Y1 and Y1

dis (“dis" for “disin-
tegration" : this corresponds to the Definition 6). Note that there is no loss in
generality in assuming λ(X) = 1.

Definition 8 (Kinetic function). Let (X,A, λ) be a finite measure space. A mea-
surable function f : X ×R→ [0, 1] is said to be a kinetic function if there exists a
Young measure ν on X that vanishes at infinity such that, for λ-a.e. z ∈ X, for
all ξ ∈ R,

f(z, ξ) = νz(ξ,+∞).

We say that f is an equilibrium if there exists a measurable function u : X → R
such that f(z, ξ) = f(z, ξ) = 1u(z)>ξ a.e., or, equivalently, νz = δξ=u(z) for a.e.
z ∈ X.

Definition 9 (Conjugate function). If f : X ×R→ [0, 1] is a kinetic function, we
denote by f̄ the conjugate function f̄ := 1− f .

We also denote by χf the function defined by χf (z, ξ) = f(z, ξ) − 10>ξ. This
correction to f is integrable on R. Actually, it is decreasing faster than any po-
wer of |ξ| at infinity. Indeed, we have χf (z, ξ) = −νz(−∞, ξ) when ξ < 0 and
χf (z, ξ) = νz(ξ,+∞) when ξ > 0. Therefore

|ξ|p
∫
X
|χf (z, ξ)|dλ(z) ≤

∫
X

∫
R
|ζ|pdνz(ζ)dλ(z) <∞, (2.17)

for all ξ ∈ R, 1 ≤ p < +∞.

The so-called kinetic functions appear naturally when one examines the stability
of a sequence of solutions to (2.1). We discuss this topic in details in Section 2.1.4,
but let us already mention the following compactness results.

Theorem 10 (Compactness of Young measures). Let (X,A, λ) be a finite measure
space such that A is countably generated. Let (νn) be a sequence of Young measures
on X satisfying (2.16) uniformly for some p ≥ 1 :

sup
n

∫
X

∫
R
|ξ|pdνnz (ξ)dλ(z) < +∞. (2.18)

Then there exists a Young measure ν on X and a subsequence still denoted (νn)
such that, for all h ∈ L1(X), for all φ ∈ Cb(R),

lim
n→+∞

∫
X
h(z)

∫
R
φ(ξ)dνnz (ξ)dλ(z) =

∫
X
h(z)

∫
R
φ(ξ)dνz(ξ)dλ(z). (2.19)
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The convergence (2.19) is the convergence for the τWY1 topology defined in
[CFV04, p.21]. By [CFV04, Corollary 4.3.7], (2.18) implies that the set {νn;n ∈
N} is τWY1-relatively compact, and for this result, it is not necessary to assume that
A is countably generated. This latter hypothesis is used as a criteria of metriza-
bility of τWY1 , [CFV04, Proposition 2.3.1]. A consequence of Theorem 10 is the
following proposition.

Corollary 11 (Compactness of kinetic functions). Let (X,A, λ) be a finite mea-
sure space such that A is countably generated. Let (fn) be a sequence of kinetic
functions on X × R : fn(z, ξ) = νnz (ξ,+∞) where νn are Young measures on X
satisfying (2.18). Then there exists a kinetic function f on X × R (related to the
Young measure ν in Theorem 10 by the formula f(z, ξ) = νz(ξ,+∞)) such that,
up to a subsequence, fn ⇀ f in L∞(X × R) weak-*.

We will also need the following result.

Lemma 12 (Convergence to an equilibrium). Let (X,A, λ) be a finite measure
space. Let p > 1. Let (fn) be a sequence of kinetic functions on X ×R : fn(z, ξ) =
νnz (ξ,+∞) where νn are Young measures on X satisfying (2.18). Let f be a kinetic
function on X × R such that fn ⇀ f in L∞(X × R) weak-*. Assume that f is an
equilibrium : f(z, ξ) = f(z, ξ) = 1u(z)>ξ and let

un(z) =
∫
R
ξdνnz (ξ).

Then, for all 1 ≤ q < p, un → u in Lq(X) strong.

Proof of Corollary 11. We apply the theorem 10. The convergence of (νn), which
means that (

z 7→ 〈νnz , φ〉
)
→
(
z 7→ 〈νz, φ〉

)
in L∞(X) weak− ∗, (2.20)

for all φ ∈ Cb(R), has the consequence that∫
X

∫
R
α(z, ξ)dνnz (ξ)dλ(z)→

∫
X

∫
R
α(z, ξ)dνz(ξ)dλ(z), (2.21)

for every bounded Carathéodory integrand α. This is a consequence of the iden-
tity τMY1 = τWY1 in the Portmanteau Theorem [CFV04, Theorem 2.1.3] (see also
[CFV04, Lemma 1.2.3] about Carathéodory integrands). We apply (2.21) to

α(z, ξ) =
∫ ξ

−∞
ϕ(z, ζ)dζ,

where ϕ ∈ L1 ∩ L∞(X × R), and apply also the Fubini theorem to obtain∫∫
X×R

fn(z, ξ)ϕ(z, ξ)dλ(z)dξ →
∫∫

X×R
f(z, ξ)ϕ(z, ξ)dλ(z)dξ. (2.22)

72



Using the bound by 1 on the L∞ norm of fn and f , we deduce by an argument
of density that (2.22) holds true when ϕ ∈ L1(X × R).
Proof of Lemma 12. Let r ∈ [1,+∞]. By choosing θ = φ and γ as a test function
in z in (2.20), and by use of a standard approximation procedure, we have∫

X

∫
R
θ(ξ)dνnz (ξ)γ(z)dλ(z)→

∫
X
θ(u(z))γ(z)dλ(z) (2.23)

for all θ ∈ C(R) and γ ∈ Lr(X) such that

sup
n

∥∥∥∥∫
R
θ(ξ)dνnz (ξ)

∥∥∥∥
Lr′ (X)

< +∞,

where r′ is the conjugate exponent to r. Let us assume first that p > 2 and let us
prove the convergence of (un) to u in L2(X). By (2.23), taking r = 2, θ(ξ) = ξ and
γ ∈ L2(X), we obtain the weak convergence of (un) to u in L2(X). By developing
the scalar product

‖u− un‖2
L2(X) = ‖u‖2

L2(X) + ‖un‖2
L2(X) − 2〈u, un〉L2(X),

we see that it is sufficient, in order to establish the strong convergence, to prove
that

lim sup
n→+∞

‖un‖2
L2(X) ≤ ‖u‖2

L2(X). (2.24)

We obtain (2.24) by the Jensen inequality, which gives

‖un‖2
L2(X) =

∫
X

∣∣∣∣∫
R
ξdνnz (ξ)

∣∣∣∣2 dλ(z) ≤
∫
X

∫
R
|ξ|2dνnx (ξ)dλ(z). (2.25)

Indeed the right-hand side of (2.25) is converging to ‖u‖2
L2(X) (here, we apply

(2.23) with θ(ξ) = ξ2 and γ(z) = 1). Still assuming p > 2, the remaining cases
1 ≤ q < p are deduced from the result for p = 2 by interpolation and by the
uniform bound on ‖un‖Lp(X). Let us consider the case p ≤ 2 now. Let us introduce
the truncate functions and truncate sequence (uRn ) as follows :

TR(ξ) := min(R,max(−R, ξ)), uRn (z) =
∫
R
TR(ξ)dνnz (ξ).

One checks that the study done for p > 2 can be applied to establish the strong
convergence uRn → TR(u) in Lr(X) for every r < +∞. Then we use the estimate

|uRn (z)− un(z)| ≤
∫
|ξ|>R

|R− ξ|dνnz (ξ) ≤ 2
∫
|ξ|>R

|ξ|dνnz (ξ),
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from which follows, for 1 ≤ q < p, by the Jensen inequality,

‖uRn − un‖
q
Lq(X) ≤ 2q

∫
X

∫
|ξ|>R

|ξ|qdνnz (ξ)dλ(z) ≤ 2q
Rp−q

∫
X

∫
R
|ξ|pdνnz (ξ)dλ(z),

and, thanks to (2.18), the uniform bound

‖uRn − un‖Lq(X) ≤
2

Rp/q−1

(
sup
n

∫
X

∫
R
|ξ|pdνnz (ξ)dλ(z)

)1/q
.

We have also TR(u)→ u in Lq(X) when R→ +∞. Gathering the different results
of convergence, we obtain un → u in Lq(X).
In the deterministic setting, if (un(t)) is a sequence of solutions to (2.1), then, due
to natural bounds and to Theorem 10, the sequence of Young measures δun(x,t)
on X := TN (consider that t is fixed here) has, up to a subsequence, a limit νt.
Then every non-linear expression φ(un(t)) for φ ∈ Cb(R) will converge to 〈νt, φ〉
in the sense of (2.19). This is why it is natural (cf. [DiP83]), for such non-linear
problems as (2.1), to introduce the following generalization to Definition 3.

Definition 13 (Generalized solution). Let f0 : TN × R→ [0, 1] be a kinetic func-
tion. An L∞(TN × R; [0, 1])-valued process (f(t))t∈[0,T ] is said to be a generalized
solution to (2.1) with initial datum f0 if f(t) and νt := −∂ξf(t) have the following
properties :

1. for all t ∈ [0, T ], almost surely, f(t) is a kinetic function, and, for all R > 0,
f ∈ L1

P(TN × (0, T )× (−R,R)× Ω),

2. for all ϕ ∈ C1
c (TN × R), almost surely, the map t 7→ 〈f(t), ϕ〉 is càdlàg,

3. for all p ∈ [1,+∞), there exists Cp ≥ 0 such that

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dx

)
≤ Cp, (2.26)

4. there exists a random measure m with first moment (2.6), such that for all
ϕ ∈ C1

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ], almost surely,

〈f(t), ϕ〉 =〈f0, ϕ〉+
∫ t

0
〈f(s), a(ξ) · ∇xϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνx,s(ξ)dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνx,s(ξ)dxds−m(∂ξϕ)([0, t]).
(2.27)

74



Let us make a comment about notations : for each t ∈ [0, T ], we have a Young
measure νt on TN . This gives us a set of probability measures (νx,t)x∈TN , as they
appear in the second line of (2.27). There is something misleading in the use
of the notation νx,t, which conveys the idea that we are considering a Young
measure ν with index space TN × (0, T ). Such a modification of the point of view
is admissible however, and we will use it fully in Section 2.1.4.3 to obtain the
convergence of sequences of Young measures. Indeed, due to item 1 and to the
fact that, for all t ∈ (0, T ), for a.e. x ∈ TN , a.s.,∫

R
φ(ξ)dνx,t(ξ) =

∫
R
f(x, t, ξ)φ′(ξ)dξ

if φ ∈ C1
c (R), the map (ω, x, t) 7→ 〈νx,t, φ〉 is measurable (and in L1

P(TN × (0, T )×
Ω) actually). By the Fubini theorem, we deduce that, almost surely, (x, t) 7→
〈νx,t, φ〉 is measurable when φ ∈ C1

c (R). By an argument of density, this holds
true when φ ∈ Cb(R).
This point about the status of νx,t being clear, we have now also to justify that
the stochastic integral in (2.27) is well-defined : the bound (2.26) implies

E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dx

)
≤ CpT. (2.28)

Using successively Jensen’s Inequality, the growth hypothesis (2.3), and (2.28)
with p = 2, we obtain, for ϕ ∈ C1

c (TN × R),

E
∫ T

0

∑
k≥1

∣∣∣∣∫
TN

∫
R
gk(x, ξ) ϕ(x, ξ)dνx,t(ξ)dx|2

≤ E
∫ T

0

∑
k≥1

∫
TN

∫
R
|gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)|2 dνx,t(ξ)dx

= E
∫ T

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ) |ϕ(x, ξ)|2 dνx,t(ξ)dx

≤ ‖ϕ‖2
L∞
x,ξ
D0(1 + C2T ). (2.29)

The fact that
t 7→

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνx,t(ξ)dx

is predictable is a consequence of item 1. To sum up, we have proved the follo-
wing result.

Lemma 14 (Admissible integrand). Let f0 : TN ×R→ [0, 1] be a kinetic function.
Let (f(t))t∈[0,T ] be a generalized solution to (2.1) with initial datum f0. Then, for
all ϕ ∈ C1

c (TN × R) the l2(N∗)-valued process

t 7→
(∫

TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνx,t(ξ)dx

)
k≥1
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is in L2
P([0, T ]× Ω; l2(N∗)).

Let us now state a simple result of reduction from generalized solution to mere
solution.

Proposition 15. Let u0 ∈ L∞(TN). Let (f(t))t∈[0,T ] be a generalized solution
to (2.1) with initial datum 1u0>ξ. If for all t ∈ [0, T ], f(t) is an equilibrium :

f(x, t, ξ, ω) = f(x, t, ξ, ω) = 1u(x,t,ω)>ξ, (2.30)

for a.e. (x, ξ, ω) ∈ TN × R× Ω, then (u(t))t∈[0,T ] is a solution to (2.1) with initial
datum u0.

Proof of Proposition 15. Under (2.30), we have νt = δu(t) a.s. From (2.28) with
p = 1, we deduce that u ∈ L1(TN × (0, T )× Ω). Since

u(x, t) =
∫
R
ξdνx,t(ξ),

we obtain u ∈ L1
P(TN × (0, T )× Ω) as a consequence of Item 1 in Definition 13.

We have also

〈f(t), ϕ〉 =
∫
R
ψdνt, ψ(x, ξ) :=

∫ ξ

−∞
ϕ(x, ζ)dζ,

for all ϕ ∈ C∞c (TN × R). Therefore Item 2 in Definition 3 follows from Item 2 in
Definition 13. Using the identity∫

TN
|u(t, x)|pdx =

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dx,

we obtain Item 3 in Definition 3. Item 4 in Definition 3 follows from Item 4 in
Definition 13.

We will show in Theorem 26 that (2.30), which we give as an hypothesis in
Proposition 15, is automatically satisfied by any generalized solution starting
from an equilibrium f0 = f0 = 1u0>ξ.

We conclude this paragraph with the following result, used in the proof of Co-
rollary 27.

Lemma 16 (Distance to equilibrium). Let (X,λ) be a finite measure space. Let
f : X × R→ [0, 1] be a kinetic function. Then

m(ξ) :=
∫ ξ

−∞
(1u>ζ − f(ζ))dζ, where u :=

∫
R
χf (ζ)dζ,

is well defined and non-negative.
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Note in particular that the difference f(ξ)− 1u>ξ writes ∂ξm where m ≥ 0.

Proof of Lemma 16. Let νz = −∂ξf(z, · ), z ∈ X. By Jensen’s Inequality, we have

H
(∫

R
ζdνz(ζ)

)
≤
∫
R
H(ζ)dνz(ζ) (2.31)

for all convex sub-linear function H : R→ R. Note that

u(z) =
∫
R
f(z, ζ)− 10>ζdζ =

∫
R
ζdνz(ζ)

by integration by parts. By integration by parts, we also have, for all sub-linear
function H ∈ C1(R),∫

R
H(ζ)dνz(ζ) = H(0) +

∫
R
H ′(ζ)(f(z, ζ)− 10>ζ)dζ

and

H(u(z)) =
∫
R
H(ζ)dδu(z)(ζ) = H(0) +

∫
R
H ′(ζ)(1u(z)>ζ − 10>ζ)dζ.

By (2.31), it follows that∫
R
H ′(ζ)(f(z, ζ)− 1u(z)>ζ)dζ ≥ 0

for all convex and sub-linear H ∈ C1(R). Approximating ζ 7→ (ζ − ξ)− by such
functions H, we obtain m(ξ) ≥ 0.

2.1.2.3 Left limits of generalized solutions

If (f(t))t∈[0,T ] is a generalized solution to (2.1) and ϕ ∈ C∞c (TN × R), then, a.s.,
t 7→ 〈f(t), ϕ〉 is càdlàg. In the next proposition, we show that the a.s.-property
to be càdlàg is independent on ϕ and that the limit from the left at any point
t∗ ∈ (0, T ] is represented by a kinetic function.

Proposition 17. Let f0 be a kinetic initial datum. Let (f(t))t∈[0,T ] be a generalized
solution to (2.1) with initial datum f0. Then

1. there exists a measurable subset Ω̂ ⊂ Ω of probability 1 such that, for all
ω ∈ Ω̂, for all ϕ ∈ Cc(TN × R), t 7→ 〈f(ω, t), ϕ〉 is càdlàg,

2. there exists an L∞(TN ×R; [0, 1])-valued process (f−(t))t∈(0,T ] such that : for
all t ∈ (0, T ], for all ω ∈ Ω̂, for all ϕ ∈ Cc(TN × R), f−(t) is a kinetic
function on TN which represents the left limit of s 7→ 〈f(s), ϕ〉 at t :

〈f−(t), ϕ〉 = lim
s→t−
〈f(s), ϕ〉. (2.32)
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Proof of Proposition 17. The set of test functions C1
c (TN × R) (endowed

with the topology of the uniform convergence of the functions and their first
derivatives) is separable and we fix a dense countable subset D1 (see the ar-
gument about Γ in Section 2.1.4.5 for a proof of the existence of D1). For all
ϕ ∈ C1

c (TN × R), a.s., the map

Jϕ : t 7→
∫ t

0
〈f(s), a(ξ) ·∇ϕ〉ds+

∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνx,s(ξ)dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ(x, ξ)G2(x, ξ)dνx,s(ξ)dxds (2.33)

is continuous on [0, T ]. Consequently : a.s., say for ω ∈ Ω1 where Ω1 is of full mea-
sure, for all ϕ ∈ D1, Jϕ is continuous on [0, T ]. If ϕ ∈ D1, (2.27) gives 〈f(t), ϕ〉 as
a sum (up to the constant 〈f0, ϕ〉) of Jϕ(t) with m(∂ξϕ)([0, t]). This latter expres-
sion defines a function càdlàg in t for all ω ∈ Ω2, hence t 7→ 〈f(t), ϕ〉 is càdlàg if
ω ∈ Ω1 ∩ Ω2. Here, Ω2 ⊂ Ω is of full measure. Next, we use the estimate (2.26) :
there exists a set of full measure Ω3 in Ω such that, for every ω ∈ Ω3,

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dx ≤ Cp(ω) < +∞. (2.34)

Let ω ∈ Ω̂ := Ω1 ∩ Ω2 ∩ Ω3 be fixed. If ϕ ∈ Cc(TN × R), then

〈f(t), ϕ〉 =
∫
TN×R

ψ(x, ξ)dνx,t(ξ)dx, ψ(x, ξ) :=
∫ ξ

−∞
ϕ(x, ζ)dζ. (2.35)

Let Rϕ > 0 be such that ϕ is supported in [−Rϕ, Rϕ]. Since |ψ(x, ξ)| ≤
‖ϕ‖L∞(Rϕ + |ξ|), we obtain the bound supt∈[0,T ] |〈f(t), ϕ〉| ≤ ‖ϕ‖L∞(Rϕ +C1(ω)).
This gives the continuity of 〈f(t), ϕ〉 with respect to ϕ. Since the space of càdlàg
functions is closed under uniform convergence, an argument of density shows
that t 7→ 〈f(t), ϕ〉 is càdlàg for all ϕ ∈ Cc(TN ×R). To prove the second assertion
of the proposition, let us fix ω ∈ Ω̂ and consider an increasing sequence (tn) in
[0, T ] converging to a point t∗ ∈ (0, T ]. Then, by means of (2.34) and since the
Borel σ-algebra of TN is countably generated (TN being separable), we can apply
Corollary 11 : there exist a kinetic function f ∗,− on TN × R and a subsequence
(nk) such that f(tnk) ⇀ f ∗,− weakly-∗ in L∞(TN × R) as k → +∞. If an other
subsequence (ñk) provides an other weak limit f̃ ∗,−, then we have

〈f ∗,−, ϕ〉 = lim
t→t∗−

〈f(t), ϕ〉 = 〈f̃ ∗,−, ϕ〉

for all ϕ ∈ Cc(TN × R). Therefore f ∗,− = f̃ ∗,− : there is only one possible limit.
It follows that the whole sequence (f(tn)) is converging to f ∗,− in L∞(TN × R)
weak-∗. We establish this fact to ensure that the subsequence (nk) is independent
on ω. Indeed, this shows that, viewed as a function of (ω, x, ξ), f ∗,− is measurable.
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We set f−(t∗) = f ∗,− to conclude.

Remark 18 (Left and right limits). Note that we prove a little bit more than
what is stated in Proposition 17. Indeed, for ω ∈ Ω̂, we have f(s) → f−(t) in
L∞(TN ×R) for the weak-∗ topology, when s ↑ t, which implies (2.32). By similar
arguments, we can show that f(s)→ f(t) in L∞(TN × R) weak-∗ when s ↓ t.

Remark 19 (Uniform bound). Note that, by construction, ν− = −∂ξf− satisfies
the following bounds : for all ω ∈ Ω̂,

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν−x,t(ξ)dx ≤ Cp(ω), E

(
sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν−x,t(ξ)dx

)
≤ Cp.

(2.36)
We obtain (2.36) using (2.26)-(2.34) and Fatou’s Lemma.

Remark 20 (Equation for f−). Passing to the limit in (2.27) for an increasing
sequence of times t, we obtain the following equation on f− :

〈f−(t), ϕ〉 =〈f(0), ϕ〉+
∫ t

0
〈f(s), a(ξ) · ∇xϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνx,s(ξ)dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνx,s(ξ)dxds−m(∂ξϕ)([0, t)). (2.37)

In particular, we have

〈f(t)− f−(t), ϕ〉 = −m(∂ξϕ)({t}). (2.38)

Outside the set of atomic points of A 7→ m(∂ξϕ)(A), which is at most countable,
we have 〈f(t), ϕ〉 = 〈f−(t), ϕ〉. It follows that f = f− a.e. In particular, (2.37)
gives us the following equation on f− :

〈f−(t), ϕ〉 =〈f(0), ϕ〉+
∫ t

0
〈f−(s), a(ξ) · ∇xϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dν−x,s(ξ)dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dν−x,s(ξ)dxds−m(∂ξϕ)([0, t)), (2.39)

equation which is also valid for t = 0 if we set f−(0) = f0.

In the next proposition, we give a criterion for the continuity of t 7→ 〈f(t), ϕ〉 at
a given point.

Proposition 21 (The case of equilibrium). Let f0 be a kinetic initial datum. Let
(f(t))t∈[0,T ] be a generalized solution to (2.1) with initial datum f0. Let t ∈ (0, T ].
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Assume that f−(t) is at equilibrium : there exists a random variable v ∈ L1(TN)
such that f−(t, ξ) = 1v>ξ a.s. Then f−(t) = f(t).

Proof of Proposition 21. Let m∗ denote the restriction of m to TN ×{t}×R. Let
us also set f+ = f(t). By (2.38), we thus have

f+ − 1v>ξ = ∂ξm
∗. (2.40)

There exists a subset Ω4 of Ω of probability 1 such that, for all ω ∈ Ω4, m, and
thus m∗, are finite measures on TN × [0, T ] × R and TN × R respectively. Let ψ
be a smooth non-negative function such that 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 on [−1, 1], ψ
being supported in [−2, 2]. Define the cut-off function ψε(ξ) = ψ(εξ). Let also
ϕ ∈ C(TN). By (2.40), we have∫∫

TN×R
(f+(x, ξ)− 1v(x)>ξ)ϕ(x)ψε(ξ)dxdξ = −ε

∫∫
TN×R

ϕ(x)ψ′(εξ)dm∗

≤ ε‖ϕ‖L∞(TN )‖ψ′‖L∞(R)m
∗(TN × R).

Taking the limit ε → 0, and taking in consideration the fact that ϕ is arbitrary,
we deduce that, for all ω ∈ Ω̂ ∩ Ω4, for a.e. x ∈ TN ,∫

R
(f+(x, ξ)− 10>ξ)dξ =

∫
R
(1v(x)>ξ − 10>ξ)dξ = v(x).

Introduce now
p∗ : ξ 7→

∫ ξ

−∞
(1v>ζ − f+(ζ))dζ.

By Lemma 16, p∗ is non-negative. In addition, ∂ξ(m∗ + p∗) = 0 due to (2.40) and
the definition of p∗. Therefore m∗ + p∗ is constant, and actually vanishes by the
condition at infinity (2.7) and the obvious fact that p∗(TN × Bc

R) also vanishes
when R → +∞. Since m∗, p∗ ≥ 0, we finally obtain m∗ = 0 and conclude to the
identity f−(t) = f(t).
Let us consider also the special case t = 0. By letting t → 0+ in (2.27), we have
f(0)−f0 = ∂ξm0, where m0 is the restriction of m to TN×{0}×R. Consequently,
we have the following corollary to Proposition 21.

Corollary 22. Let f0 be a kinetic initial datum. Let (f(t))t∈[0,T ] be a generalized
solution to (2.1) with initial datum f0. Assume that f0 is at equilibrium. Then
f(0) = f0 and m does not charge the line {t = 0} : m(TN × {0} × R) = 0 a.s.

Our final result in this section is about trajectories of solutions to (2.1). It is an
intermediate statement, before the full continuity result given in Corollary 27.

Proposition 23. Let u0 ∈ L∞(TN). Let (u(t))t∈[0,T ] be a solution to (2.1) with
initial datum u0. Then, for all p ∈ [1,+∞), for all ω ∈ Ω̂ (given in Proposition 17),
the map t 7→ u(t) from [0, T ] to Lp(TN) is continuous from the right.
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Proof of Proposition 23. We apply Proposition 17 (and also use some facts
established in the proof of Proposition 17) to f(t) = f(t) = 1u(t)>ξ. For ω ∈ Ω̂,
ϕ ∈ Cc(TN × R), the map

t 7→ 〈f(t), ϕ〉

is càdlàg. We will show first that this can be generalized to (2.45) below, for a
test function ϕ satisfying a growth hypothesis like (2.42). Using (2.34) (with 2p
instead of p), we have

sup
t∈[0,T ]

∫
TN
|u(x, t)|2pdx = sup

t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|2pdνx,t(ξ)dx ≤ C2p(ω) < +∞. (2.41)

Let ϕ ∈ C(TN × R) satisfy

|ϕ(x, ξ)| ≤ C1(1 + |ξ|p−1). (2.42)

Let ϕε ∈ Cc(TN × R) be an approximation obtained as a truncate of ϕ, for
example ϕε = ϕχε, where χε(ξ) = χ(εξ). Here, χ is a smooth, compactly suppor-
ted function on R such that χ(ξ) ≡ 1 for |ξ| ≤ 1 and χ(ξ) = 0 for |ξ| ≥ 2. Set
χu(t)(x, ξ) = f(t)− 10>ξ. We will show the estimate

sup
t∈[0,T ]

|〈χu(t), ϕ〉 − 〈χu(t), ϕε〉| ≤ sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
ψε(ξ)dνx,t(ξ)dx (2.43)

≤ C2(Cp(ω) + C2p(ω))εp. (2.44)

In (2.43), the function ψε is defined by

ψε(ξ) =
∣∣∣∣∣
∫ ξ

0
|ϕ(ζ)||1− χε(ζ)|dζ

∣∣∣∣∣ .
We bound |ψε(ξ)| as follows :

|ψε(ξ)| ≤ C2(1 + |ξ|p)1|ξ|>ε−1 ≤ C2(1 + |ξ|p)|ξ|pεp,

for a constant C2 depending on C1 and p to deduce (2.44) from (2.43) and (2.41).
By uniform convergence hence, the map

t 7→ 〈χu(t), ϕ〉 is càdlàg. (2.45)

In particular, t 7→ 〈χu(t), ϕ〉 is continuous from the right : if t∗ ∈ [0, T )] and
(tn) ↓ t∗, then

〈χu(tn)), ϕ〉 → 〈χu(t∗), ϕ〉,

for all ϕ satisfying (2.42). By Lemma 12 and its proof, this implies u(tn) → u(t∗)
in Lp(TN).
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2.1.3 Comparison, uniqueness and reduction of generalized
solutions

2.1.3.1 Doubling of variables

In this paragraph, we prove a technical proposition relating two generalized so-
lutions fi, i = 1, 2 of the equation

dui(x, t) + div(A(ui(x, t)))dt = Φi(x, ui(x, t))dW (t). (2.46)

We use the following convention of notations : if (f(t))t∈[0,T ] is a generalized
solution to (2.1), we denote by f− the left limit defined in Proposition 17, and we
denote by f+ the right limit, which is simply f : f+(t) := f(t). This gives more
homogeneity to the different statements in this part. Recall also the notation
f̄ = 1− f for the conjugate to f , introduced in Definition 9.

Proposition 24. Let fi, i = 1, 2, be generalized solution to (2.46). Then, for
0 ≤ t ≤ T , and non-negative test functions ρ ∈ C∞(TN), ψ ∈ C∞c (R), we have

E
∫

(TN )2

∫
R2
ρ(x− y)ψ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζdxdy

≤
∫

(TN )2

∫
R2
ρ(x− y)ψ(ξ − ζ)f1,0(x, ξ)f̄2,0(y, ζ)dξdζdxdy + Iρ + Iψ, (2.47)

where

Iρ = E
∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1(x, s, ξ)f̄2(y, s, ζ)(a(ξ)−a(ζ))ψ(ξ−ζ)dξdζ · ∇xρ(x−y)dxdyds

and

Iψ = 1
2

∫
(TN )2

ρ(x−y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ(ξ−ζ)

∑
k≥1
|gk,1(x, ξ)−gk,2(y, ζ)|2dν1

x,s⊗ν2
y,s(ξ, ζ)dxdyds.

Remark 25. Each term in (2.47) is finite. Let us for instance consider the left-
hand side of (2.47). Introduce the auxiliary functions

ψ1(ξ) =
∫ ξ

−∞
ψ(s)ds, ψ2(ζ) =

∫ ζ

−∞
ψ1(ξ)dξ.

Since ψ is compactly supported, both ψ1 and ψ2 vanish at −∞. When ξ → +∞,
ψ1 remains bounded while ψ2 has linear growth. More precisely, if ψ is supported
in [−R,R], then

|ψ2(ζ)| ≤ (|ζ|+R)‖ψ‖L1(R). (2.48)

Since
f±1 (x, t, ξ) =

∫
(ξ,+∞)

dν1,±
x,t (ξ), f̄±2 (y, t, ζ) =

∫
(−∞,ζ)

dν2,±
y,t (ζ),
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for a.e. ξ, ζ ∈ R, x, y ∈ TN , t ∈ [0, T ], the Fubini Theorem gives us the formula∫
R2
ψ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζ =

∫
R2
ψ2(u− v)dν1,±

x,t (u)dν2,±
y,t (v). (2.49)

By (2.48), we deduce that
∣∣∣∣∫

R2
ψ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζ

∣∣∣∣
≤ ‖ψ‖L1(R)

[
R +

∫
R
|ξ|dν1,±

x,t (ξ) +
∫
R
|ξ|dν2,±

y,t (ξ)
]
,

for a.e. x, y ∈ TN , for all t ∈ [0, T ]. Using the Young inequality for convolution
with indices 1, 1, 1, we obtain∣∣∣∣∣
∫

(TN )2

∫
R2
ρ(x− y)ψ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζdxdy

∣∣∣∣∣
≤ ‖ψ‖L1(R)‖ρ‖L1(TN )(R + C1,1(ω) + C1,2(ω)), (2.50)

where
C1,i(ω) := sup

t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|dνi,±x,t (ξ)dx

is in L1(Ω) thanks to (2.26)-(2.36).

Proof of Proposition 24. Set

G2
i (x, ξ) =

∞∑
k=1
|gk,i(x, ξ)|2, i ∈ {1, 2}.

Let ϕ1 ∈ C∞c (TNx × Rξ) and ϕ2 ∈ C∞c (TNy × Rζ) be some given test functions.
Equation (2.27) for f1 = f+

1 reads 〈f+
1 (t), ϕ1〉 = µ1([0, t]) + F1(t), where F1 is the

stochastic integral

F1(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk,1ϕ1dν

1
x,s(ξ)dxdβk(s)

and t 7→ µ1([0, t]) is the function of finite variation on [0, T ] (cf. [RY13, p. 5])
defined by

µ1([0, t]) = 〈f1,0, ϕ1〉δ0([0, t]) +
∫ t

0
〈f1, a ·∇ϕ1〉ds

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ1G2

1dν
1
x,s(ξ)dxds−m1(∂ξϕ1)([0, t]).

Note that, by Corollary 22, m1(∂ξϕ1)({0}) = 0 and thus the value of µ1({0}) is
〈f1,0, ϕ1〉. Similarly, we write 〈f̄+

2 (t), ϕ2〉 as continuous semimartingale, sum of
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the stochastic integral

F̄2(t) = −
∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk,2ϕ2dν

2
y,s(ζ)dydβk(s)

with the function with finite variation given by

µ2([0, t]) = 〈f̄2,0, ϕ2〉δ0([0, t]) +
∫ t

0
〈f̄2, a ·∇ϕ2〉ds

− 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ2G2

2dν
2
y,s(ζ)dyds+m2(∂ζϕ2)([0, t]).

Again, we note that µ2({0}) = 〈f̄2,0, ϕ2〉. Let us define the test function

α(x, ξ, y, ζ) = ϕ1(x, ξ)ϕ2(y, ζ).

We want to compute

〈〈f+
1 (t)f̄+

2 (t), α〉〉 = 〈f+
1 (t), ϕ1〉〈f̄+

2 (t), ϕ2〉, (2.51)

where 〈〈 · , · 〉〉 denotes the duality product over TNx × Rξ × TNy × Rζ . By the Itô
formula for continuous semimartingales, [RY13, p. 146], taking expectation, we
obtain the following identity :

E〈〈f+
1 (t)f̄+

2 (t), α〉〉 = 〈〈f1,0f̄2,0, α〉〉

+ E
∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1f̄2(a(ξ) ·∇x + a(ζ) ·∇y)αdξdζdxdyds

+ 1
2E

∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
∂ξαf̄2(s)G2

1dν
1
x,s(ξ)dζdxdyds

− 1
2E

∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
∂ζαf1(s)G2

2dν
2
y,s(ζ)dξdydxds

− E
∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2

G1,2αdν
1
x,s(ξ)dν2

y,s(ζ)dxdyds

− E
∫

(0,t]

∫
(TN )2

∫
R2
f̄+

2 (s)∂ξαdm1(x, s, ξ)dζdy

+ E
∫

(0,t]

∫
(TN )2

∫
R2
f−1 (s)∂ζαdm2(y, s, ζ)dξdx (2.52)

where G1,2(x, y; ξ, ζ) := ∑
k≥1 gk,1(x, ξ)gk,2(y, ζ). By a density argument, (2.52)

remains true for any test function α ∈ C∞c (TNx × Rξ × TNy × Rζ). Using similar
arguments as in Remark 25, the assumption that α is compactly supported can be
relaxed using the condition at infinity (2.7) on mi and (2.16) on νi, i = 1, 2. Using
truncates of α, we obtain that (2.52) remains true if α ∈ C∞b (TNx ×Rξ×TNy ×Rζ)
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is supported in a neighbourhood of the diagonal

{(x, ξ, x, ξ);x ∈ TN , ξ ∈ R}.

We then take α = ρψ where ρ = ρ(x − y), ψ = ψ(ξ − ζ). Note the remarkable
identities

(∇x +∇y)α = 0, (∂ξ + ∂ζ)α = 0. (2.53)

In particular, the last term in (2.52) is

E
∫

(0,t]

∫
(TN )2

∫
R2
f−1 (s)∂ζαdξdxdm2(y, s, ζ)

=− E
∫

(0,t]

∫
(TN )2

∫
R2
f−1 (s)∂ξαdξdxdm2(y, s, ζ)

=− E
∫

(0,t]

∫
(TN )2

∫
R2
αdν1,−

x,s (ξ)dxdm2(y, s, ζ) ≤ 0

since α ≥ 0. The symmetric term

−E
∫

(0,t]

∫
(TN )2

∫
R2
f̄+

2 (s)∂ξαdm1(x, s, ξ)dζdy

=− E
∫

(0,t]

∫
(TN )2

∫
R2
αdν2,+

y,s (ζ)dydm1(x, s, ξ)

is, similarly, non-positive. Consequently, we have

E〈〈f+
1 (t)f̄+

2 (t), α〉〉 ≤ 〈〈f1,0f̄2,0, α〉〉+ Iρ + Iψ, (2.54)

where
Iρ := E

∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1f̄2(a(ξ) ·∇x + a(ζ) ·∇y)αdξdζdxdyds

and

Iψ = 1
2E

∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
∂ξαf̄2(s)G2

1dν
1
x,s(ξ)dζdxdyds

− 1
2E

∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
∂ζαf1(s)G2

2dν
2
y,s(ζ)dξdydxds

− E
∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2

G1,2αdν
1
x,s(ξ)dν2

y,s(ζ)dxdy.

Equation (2.54) is indeed equation (2.47) for f+
i since, by (2.53),

Iρ = E
∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1f̄2(a(ξ)− a(ζ)) ·∇xαdξdζdxdyds
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and, by (2.53) also and integration by parts,

Iψ = 1
2E

∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
α(G2

1 + G2
2 − 2G1,2)dν1

x,s ⊗ ν2
y,s(ξ, ζ)dxdyds

= 1
2E

∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
α
∑
k≥0
|gk,1(x, ξ)− gk,2(y, ζ)|2dν1

x,s ⊗ ν2
y,s(ξ, ζ)dxdyds.

To obtain the result for f−i , we take tn ↑ t, write (2.47) for f+
i (tn) and let n →

∞.

2.1.3.2 Uniqueness, reduction of generalized solution

In this section we use Proposition 24 above to deduce the uniqueness of solutions
and the reduction of generalized solutions to solutions.

Theorem 26 (Uniqueness, Reduction). Let u0 ∈ L∞(TN). Assume (2.3)-(2.4).
Then we have the following results :

1. there is at most one solution with initial datum u0 to (2.1).

2. If f is a generalized solution to (2.1) with initial datum f0 at equilibrium :
f0 = 1u0>ξ, then there exists a solution u to (2.1) with initial datum u0 such
that f(x, t, ξ) = 1u(x,t)>ξ a.s., for a.e. (x, t, ξ).

3. if u1, u2 are two solutions to (2.1) associated with the initial data u1,0, u2,0 ∈
L∞(TN) respectively, then

E‖(u1(t)− u2(t))+‖L1(TN ) ≤ ‖(u1,0 − u2,0)+‖L1(TN ), (2.55)

for all t ∈ [0, T ]. This implies the L1-contraction property, and the compari-
son principle for solutions.

Corollary 27 (Continuity in time). Let u0 ∈ L∞(TN). Assume (2.3)-(2.4). Then,
for every p ∈ [1,+∞), the solution u to (2.1) with initial datum u0 has a repre-
sentative in Lp(Ω;L∞(0, T ;Lp(TN))) with almost sure continuous trajectories in
Lp(TN).

Remark 28 (Uniqueness of the kinetic measure). Let f and f̌ be two generalized
solution to (2.1) with initial datum f0 at equilibrium, f0 = 1u0>ξ. By Theorem 26,
we have f = f̌ . It follows from (2.27) that the associated random measures m and
m̌ satisfy : for all ϕ ∈ C1

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ], almost surely,

m(∂ξϕ)([0, t]) = m̌(∂ξϕ)([0, t]). (2.56)

At fixed ϕ, the two functions of t in (2.56) are càdlàg. Therefore (2.56) is satisfied
for all ϕ ∈ C1

c (TN × R), almost surely, for all t ∈ [0, T ]. By an argument of
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density (as in the proof of Proposition 17), we obtain (2.56) almost surely, for all
ϕ ∈ C1

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ]. This implies : almost surely, ∂ξm = ∂ξm̌. By
(2.14), the two measures have the same total mass almost surely. Consequently,
almost surely, m = m̌.
Proof of Theorem 26. Consider first the additive case : Φ(x, u(x)) independent
on u(x). Let fi, i = 1, 2 be two generalized solutions to (2.1). Then, we use (2.47)
with gk independent on ξ and ζ. By (2.4), the last term Iψ is bounded by

tD1

2 ‖ψ‖L
∞

∫
(TN )2

|x− y|2ρ(x− y)dxdy.

We then take ψ := ψδ and ρ = ρε where (ψδ) and (ρε) are approximations of the
identity on R and TN respectively, i.e.

ψδ(ξ) = 1
δ
ψ

(
ξ

δ

)
, ρε(x) = 1

εN
ρ
(
x

ε

)
,

where ψ and ρ are some given smooth probability densities on R and TN respec-
tively, to obtain

Iψ ≤
tD1

2 ε2δ−1. (2.57)

Denote by νi,±x,t the Young measures associated to f±i , i ∈ {1, 2}. By a computation
similar to (2.49), we have, almost surely, for almost all x, y ∈ TN ,∫

R
f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ξ)dξ =

∫
R2

(u− v)+dν1,±
x,t (u)dν2,±

y,t (v). (2.58)

By (2.49), we have also∫
R2
ψδ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζ =

∫
R2
ψ2,δ(u− v)dν1,±

x,t (u)dν2,±
y,t (v), (2.59)

where
ψ2,δ(ξ) =

∫ ξ

−∞
ψ1,δ(ζ)dζ, ψ1,δ(ξ) =

∫ ξ

−∞
ψδ(ζ)dζ.

Assume that ψ is supported in (0, 1). Then ψ2,δ(ξ) = 0 if ξ ≤ 0 and, for ξ > 0,

ξ+ − ψ2,δ(ξ) =
∫ ξ+

0

∫ +∞

ζ/δ
ψ(u)dudζ =

∫ +∞

0
ξ+ ∧ (δu)ψ(u)du. (2.60)

Using (2.60) in (2.58), (2.59) gives

0 ≤
∫
R
f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ξ)dξ −

∫
R2
ψδ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζ

≤
∫
R2

∫ +∞

0
(u− v)+ ∧ (δζ)ψ(ζ)dζdν1,±

x,t (u)dν2,±
y,t (v).
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Since (u− v)+ ∧ (δζ) ≤ |u| ∧ (δζ) + |v| ∧ (δζ), we have

0 ≤
∫
R
f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ξ)dξ −

∫
R2
ψδ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζ

≤
∫ +∞

0

(∫
R
|ξ|dν1,±

x,t (ξ) +
∫
R
|ξ|dν2,±

y,t (ξ)
)
∧ (δζ)ψ(ζ)dζ.

It follows that∣∣∣∣∣
∫

(TN )2

∫
R
ρε(x− y)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ξ)dξdxdy

−
∫

(TN )2

∫
R2
ρε(x− y)ψδ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζdxdy

∣∣∣∣∣
≤
∫ +∞

0

(∫
TN

∫
R
|ξ|(dν1,±

x,t (ξ) + dν2,±
x,t (ξ))dx

)
∧ (2δζ)ψ(ζ)dζ

≤
∫ +∞

0

(
C±1,1(ω) + C±1,2(ω)

)
∧ (2δζ)ψ(ζ)dζ. (2.61)

We have used (2.26)-(2.36) (with a constant C±1,i for νi,±) to obtain (2.61). When
ε→ 0, we have∣∣∣∣∣
∫

(TN )2

∫
R
ρε(x− y)f±1 (x, t, ξ) f̄±2 (y, t, ξ)dξdxdy −

∫
TN

∫
R
f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (x, t, ξ)dξdx

∣∣∣∣
≤ sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R
f±1 (x, t, ξ)

∣∣∣f̄±2 (x− z, t, ξ)− f̄±2 (x, t, ξ)
∣∣∣ dξdx

≤ sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R

∣∣∣χf±2 (x− z, t, ξ)− χf±2 (x, t, ξ)
∣∣∣ dξdx.

(2.62)

Consequently (see (2.61), (2.62)),

lim
ε,δ→0

∫
(TN )2

∫
R2
ρε(x− y)ψδ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζdxdy

=
∫
TN

∫
R
f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (x, t, ξ)dξdx,

for all ω ∈ Ω̂. We apply the estimate (2.50). We have the uniform bounds

‖ρε‖L1(TN ) = 1, ‖ψδ‖L1(R) = 1, R = δ ≤ 1.

Consequently, we may apply the Lebesgue dominated convergence theorem : we
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obtain

E
∫
TN

∫
R
f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (x, t, ξ)dxdξ

≤ E
∫

(TN )2

∫
R2
ρε(x− y)ψδ(ξ − ζ)f±1 (x, t, ξ)f̄±2 (y, t, ζ)dξdζdxdy + ηt(ε, δ),

where limε,δ→0 ηt(ε, δ) = 0. We need now a bound on the term Iρ. Since a′ = A′′

has at most polynomial growth, there exists C ≥ 0, p ≥ 1, such that

|a(ξ)− a(ζ)| ≤ Γ(ξ, ζ)|ξ − ζ|, Γ(ξ, ζ) = C(1 + |ξ|p−1 + |ζ|p−1).

This gives

|Iρ| ≤ E
∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1f̄2Γ(ξ, ζ)|ξ − ζ|ψδ(ξ − ζ)|∇xρε(x− y)|dξdζdxdydσ.

By integration by parts with respect to (ξ, ζ), we deduce

|Iρ| ≤ E
∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2

Υ(ξ, ζ)dν1
x,σ ⊗ ν2

y,σ(ξ, ζ)|∇xρε(x− y)|dxdydσ,

where
Υ(ξ, ζ) =

∫ +∞

ζ

∫ ξ

−∞
Γ(ξ′, ζ ′)|ξ′ − ζ ′|ψδ(ξ′ − ζ ′)dξ′dζ ′.

It is shown below that Υ admits the bound

Υ(ξ, ζ) ≤ C(1 + |ξ|p + |ζ|p)δ. (2.63)

Since ν1 and ν2 vanish at infinity, cf. (2.26), we then obtain, for a given constant
Cp,

|Iρ| ≤ tCpδ
(∫

TN
|∇xρε(x)|dx

)
.

It follows that, for possibly a different Cp,

|Iρ| ≤ tCpδε
−1. (2.64)

We then gather (2.57), (2.64) and (2.47) to deduce for t ∈ [0, T ]

E
∫
TN

∫
R
f±1 (t)f̄±2 (t)dxdξ ≤

∫
TN

∫
R
f1,0f̄2,0dxdξ + r(ε, δ), (2.65)

where the remainder r(ε, δ) is r(ε, δ) = TCpδε
−1 + TD1

2 ε2δ−1 + ηt(ε, δ)− η0(ε, δ).
Taking δ = ε4/3 and letting ε→ 0 gives

E
∫
TN

∫
R
f±1 (t)f̄±2 (t)dxdξ ≤

∫
TN

∫
R
f1,0f̄2,0dxdξ. (2.66)
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Assume that f is a generalized solution to (2.1) with initial datum 1u0>ξ. Since
f0 is the (translated) Heavyside function 1u0>ξ, we have the identity f0f̄0 = 0.
Taking f1 = f2 = f in (2.66), we deduce f+(1− f+) = 0 a.e., i.e. f+ ∈ {0, 1} a.e.
The fact that −∂ξf+ is a Young measure then gives the conclusion : indeed, by
Fubini’s Theorem, for any t ∈ [0, T ], there is a set Et of full measure in TN × Ω
such that, for (x, ω) ∈ Et, f+(x, t, ξ, ω) ∈ {0, 1} for a.e. ξ ∈ R. Let

Ẽt = Et ∩ (TN × Ω̂).

The set Ẽt is of full measure in TN ×Ω. For (x, ω) ∈ Ẽt, −∂ξf+(x, t, · , ω) is a pro-
bability measure on R. Therefore f+(t, x, ξ, ω) = 1u(x,t,ω)>ξ for a.e. ξ ∈ R, where
u(x, t, ω) =

∫
R(f+(x, t, ξ, ω) − 10>ξ)dξ. We have a similar result for f− (this will

be used in the proof of Corollary 27). Proposition 15 implies that u is a solution
in the sense of Definition 3. Since f = f+ (recall the convention of notation
introduced at the beginning of Section 2.1.3.1), this shows the reduction of ge-
neralized solutions to solutions. If now u1 and u2 are two solutions to (2.1), we
deduce from (2.66) with fi = 1ui>ξ and from the identity∫

R
1u1>ξ1u2>ξdξ = (u1 − u2)+,

the contraction property (2.55).
In the multiplicative case (Φ depending on u), the reasoning is similar, except
that there is an additional term in the bound on Iψ. More precisely, by the hypo-
thesis (2.4) we obtain in place of (2.57) the estimate

Iψ ≤
TD1

2 ε2δ−1 + D1

2 Ihψ,

where

Ihψ = E
∫ t

0

∫
(TN )2

ρε

∫
R2
ψδ(ξ − ζ)|ξ − ζ|h(|ξ − ζ|)dν1

x,σ ⊗ ν2
y,σ(ξ, ζ)dxdydσ.

Choosing ψδ(ξ) = δ−1Ψ̄(δ−1ξ) with Ψ̄ compactly supported in (0, 1) gives

Iψ ≤
TD1

2 ε2δ−1 + TD1Cψh(δ)
2 , Cψ := sup

ξ∈(0,1)
‖ξΨ̄(ξ)‖. (2.67)

We deduce (2.65) with a remainder term r′(ε, δ) := r(ε, δ) + TD1Cψh(δ)
2 and

conclude the proof as in the additive case. There remains to prove (2.63) : setting
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ξ′′ = ξ′ − ζ ′, we have

Υ(ξ, ζ) =
∫ +∞

ζ

∫
|ξ′′|<δ,ξ′′<ξ−ζ′

Γ(ξ′′ + ζ ′, ζ ′)|ξ′′|ψδ(ξ′′)dξ′′dζ ′

≤C
∫ ξ+δ

ζ
max

|ξ′′|<δ,ξ′′<ξ−ζ′
Γ(ξ′′ + ζ ′, ζ ′)dζ ′ δ

≤C
∫ ξ+δ

ζ
(1 + |ξ|p−1 + |ζ ′|p−1)dζ ′ δ,

which gives (2.63).

Proof of Corollary 27. We use the notations and the results of Proposition 17.
We fix p ∈ [1,+∞). Both (f(t))t∈[0,T ] and (f−(t))t∈[0,T ] are generalized solutions to
(2.1) associated to the initial datum 1u0>ξ (we use (2.39) here). By Theorem 26,
they are at equilibrium : f(t) = 1u(t)>ξ, f−(t) = 1u−(t)>ξ. By Proposition 23, for
all ω ∈ Ω̂, the map t 7→ u(t) from [0, T ] to Lp(TN) is continuous from the right.
Similarly, t 7→ u−(t) is continuous from the left. By Proposition 21, the fact that
f− is at equilibrium has the following consequence : at every t ∈ (0, T ], f(t) =
f−(t). In particular, we have u = u− and thus, almost surely, u is continuous from
[0, T ] to Lp(TN).
We apply (2.55) to infer an L∞ bound on solutions to (2.1) in the particular case
of a multiplicative noise with compact support.

Theorem 29 (L∞ bounds). Assume (2.3)-(2.4) and

gk(x, u) = 0, ∀|u| ≥ 1, (2.68)

for all x ∈ TN , k ≥ 1. Let u0 ∈ L∞(TN) satisfy −1 ≤ u0 ≤ 1 almost everywhere.
Then, for all t ≥ 0, the solution u to (2.1) with initial datum u0 satisfies : almost
surely,

− 1 ≤ u(x, t) ≤ 1, (2.69)

a.e. in TN .

Proof of Theorem 29. We use (2.55) to compare u to the two particular constant
solutions (x, t) 7→ −1 and (x, t) 7→ 1.

2.1.4 Convergence of approximate solutions
In this section, we develop the tools required for the proof of convergence of
a certain type of approximate solutions to (2.1). The basic principle is to gene-
ralize the notion of solution introduced in Definition 3. Indeed, this facilitates
the proof of existence/convergence. In a second step a result of reduction (or
“rigidity result"), which asserts that a generalized solution is a solution is used.
This principle is of much use in the deterministic theory of conservation laws
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(cf. [DiP83] with the use of “measure-valued entropy solutions", [EGH03] with
the use of “entropy process solutions", [Per02] with the use of kinetic solutions
as defined here). We have already introduced a generalization of the notion of
solution in Definition 13, and have proved a result of reduction in Theorem 26.
Here we will work mainly on the probabilistic aspects of the questions. We will
have to consider “solutions in law", or "martingale solutions" (see the comment
after Theorem 36 for more explanations about the terminology). The plan of
this section is the following one : in Section 2.1.4.1, we define the notion of
approximate generalized solution. In Section 2.1.4.2, we give a martingale cha-
racterization of the stochastic integral. In Section 2.1.4.3, we give some tight-
ness results on sequences of approximate generalized solutions. The main result,
Theorem 36, which shows the convergence of a sequence of approximate genera-
lized solutions to a martingale generalized solution, is proved in Section 2.1.4.5.
Eventually, we obtain a result of pathwise convergence in Section 2.1.4.6.

2.1.4.1 Approximate generalized solutions

Let d be an integer fixed once and for all.

Definition 30 (Approximate generalized solutions). Let fn0 : TN × R → [0, 1] be
some kinetic functions. Let (fn(t))t∈[0,T ] be a sequence of L∞(TN ×R; [0, 1])-valued
processes. Assume that the functions fn(t), and the associated Young measures
νnt = −∂ξϕfn(t) are satisfying item 1, 2, 3, in Definition 13 and Equation (2.27)
up to an error term, i.e. : for all ϕ ∈ Cd

c (TN ×R), there exists an adapted process
εn(t, ϕ), with t 7→ εn(t, ϕ) almost surely continuous such that

lim
n→+∞

sup
t∈[0,T ]

|εn(t, ϕ)| = 0 in probability, (2.70)

and there exists some random measures mn with first moment (2.6), such that, for
all n, for all ϕ ∈ Cd

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ], almost surely,

〈fn(t), ϕ〉 =〈fn0 , ϕ〉+
∫ t

0
〈fn(s), a(ξ) · ∇xϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxdβk(s) + εn(t, ϕ)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxds−mn(∂ξϕ)([0, t]).
(2.71)

Assume also fn(0) = fn0 . Then we say that (fn) is a sequence of approximate
generalized solutions to (2.1) with initial datum fn0 .
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2.1.4.2 Martingale characterization of the stochastic integral

In order to pass to the limit in an equation such as (2.71), we will first charac-
terize (2.71) in terms of a martingale problem, and then we will use martingale
methods to pass to the limit. In the present section, we give the characterization
of (2.71) in terms of a martingale problem, see Proposition 31 and Proposition 32
below. We refer to [JS13, Example 1.4, p.143] for characterization of the stan-
dard Wiener Process in terms of a martingale problem. In the context of SDEs
and SPDEs, such kind of characterizations have been applied in [Ond10 ; BO11 ;
HS12 ; Hof13 ; D+16] in particular.

Let us define the stochastic integrands

hnϕ,k(t) =
∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνnx,t(ξ)dx, hnϕ(t) =

(
hnϕ,k(t)

)
k≥1

, (2.72)

and the stochastic integrals

Mn
ϕ (t) =

∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxdβk(s). (2.73)

By Lemma 14, we have hnϕ ∈ L2
P([0, T ]×Ω; l2(N∗)) for all n, ϕ. Using Itô’s Formula,

we deduce from (2.73) the following statement.

Proposition 31. Let (fn) be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum fn0 . Let ϕ ∈ Cd

c (TN × R). Let Mn
ϕ (t) be defined by

(2.73) and hnϕ,k(t) by (2.72). Then the processes

Mn
ϕ (t), Mn

ϕ (t)βk(t)−
∫ t

0
hnϕ,k(s)ds, |Mn

ϕ (t)|2 −
∫ t

0
‖hnϕ(s)‖l2(N∗)ds, (2.74)

are (Ft)-martingales.

What will interest us is the reciprocal statement.

Proposition 32. Let h ∈ L2
P([0, T ]× Ω; l2(N∗)). Let X(t) be a stochastic process

starting from 0 such that the processes

X(t), X(t)βk(t)−
∫ t

0
hk(s)ds, |X(t)|2 −

∫ t

0
‖h(s)‖2

l2(N∗)ds (2.75)

are (Ft)-martingales. Then

X(t) =
∑
k≥1

∫ t

0
hk(s)dβk(s), (2.76)

for all t ∈ [0, T ].
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Proof of Proposition 32. The proof can be found in [Hof13, Proposition A.1].
Let us give some details about it. We first claim that the following identity is
satisfied :

E
[
(X(t)−X(s))

∫ t

s
θ(σ)dβk(σ)dσ −

∫ t

s
hk(σ)θ(σ)dσ

∣∣∣∣Fs] = 0 (2.77)

for all 0 ≤ s ≤ t ≤ T , all k ≥ 1 and all θ ∈ L2
P([0, T ] × Ω). The proof consists in

approximating θ on the interval [s, t] by predictable simple functions. It is similar
to a computation of quadratic variation. Note that (2.77) uses only the fact that

X(t), X(t)βk(t)−
∫ t

0
hk(s)ds

are (Ft)-martingales. We apply (2.77) with s = 0 and θ = hk and sum over k to
obtain

E[X(t)X̄(t)] = E
∫ t

0
‖h(s)‖2

l2(N∗)ds, X̄(t) :=
∑
k≥1

∫ t

0
hk(s)dβk(s). (2.78)

This gives the expression of the cross-product when we expand the term E|X(t)−
X̄(t)|2. Using the fact that

|X(t)|2 −
∫ t

0
‖h(s)‖2

l2(N∗)ds

is a (Ft)-martingale and applying Itô’s Isometry to E|X̄(t)|2 shows that the square
terms are also given by

E|X(t)|2 = E|X̄(t)|2 =
∫ t

0
‖h(s)‖2

l2(N∗)ds.

It follows that X(t) = X̄(t).

2.1.4.3 Tightness

Let (fn) be a sequence of approximate generalized solutions, in the sense of
Definition 30. Recall that Y1 is the notation for the set of Young measures on
TN× [0, T ]×R (cf. Proposition 7) and thatMb(TN× [0, T ]×R) is the notation for
the set of bounded Borel measures on TN × [0, T ]×R whileM+

b (TN × [0, T ]×R)
is the subset of non-negative measures. Let νn be the Young measure associated
to fn (νn = −∂ξfn). The law of νn is a probability measure on the space Y1.
We will see in Section 2.1.4.3 that, under a natural a priori bound, see (2.79),
the sequence (Law(νn)) is tight in Y1. In Section 2.1.4.3, this is the sequence
(Law(mn)) that we will analyse. We show under (2.83) and (2.84) that it is tight
inM+

b (TN × [0, T ]× R) (see, more specifically, Proposition 34).
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We also need to analyse the tightness of (〈fn(t), ϕ〉) in the Skorokhod space
D([0, T ]) : this is done in Section 2.1.4.3.

Compactness of the Young measures

In this section, we will use the following notions : we say that a sequence (νn)
of Y1 converges to ν in Y1 if (2.19) is satisfied. A random Young measure is by
definition a Y1-valued random variable.

Proposition 33. Let (fn) be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum fn0 . Assume that the following bound is satisfied : for all
p ∈ [1,+∞), there exists Cp ≥ 0 independent on n such that νn := −∂ξfn satisfies

E
[

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnx,t(ξ)dx

]
≤ Cp, (2.79)

Then, there exists a probability space (Ω̃, F̃ , P̃) and some random Young measures
ν̃n, ν̃, such that

1. ν̃n has the same law as νn,

2. ν̃ satisfies

Ẽ
(

sup
J⊂[0,T ]

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃x,t(ξ)dxdt

)
≤ Cp, (2.80)

where the supremum in (2.80) is a countable supremum over all open intervals
J ⊂ [0, T ] with rational extremities,

3. up to a subsequence still denoted (ν̃n), there is P̃-almost sure convergence of
(ν̃n) to ν̃ in Y1.

Furthermore, if f̃n, f̃ : TN × [0, T ]× R× Ω̃→ [0, 1] are defined by

f̃n(x, t, ξ) = ν̃nx,t(ξ,+∞), f̃(x, t, ξ) = ν̃x,t(ξ,+∞),

then f̃n → f̃ in L∞(TN × [0, T ] × R)-weak-* P̃-almost surely, f̃ being a kinetic
function.

Proof of Proposition 33. Note first that (2.79) yields

E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnx,t(ξ)dxdt

)
≤ CpT. (2.81)

For R > 0, p ≥ 1, let us denote by KR,p the set of Young measures ν ∈ Y1 such
that ∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dxdt ≤ R.
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By [CFV04, Theorem 4.3.2, Theorem 4.3.8,Theorem 2.1.3], the set KR,p is com-
pact in Y1 for the τWY1-topology, which is metrizable, [CFV04, Theorem 2.3.1] and
corresponds to the convergence (2.19). By (2.81), we have

P(νn /∈ KR,p) ≤
CpT

R
,

which shows that the sequence (νn) of Y1-valued random variables is tight. The
set Y1 endowed with the τWY1-topology is Polish, [CFV04, Theorem 2.3.3] : we
can use the Prokhorov’s metric, [Bil13, p. 72]. By Prokhorov’s Theorem, [Bil13,
Theorem 5.1], there exists a Y1-valued random variable ν and a subsequence
still denoted (νn) such that (νn) converges in probability to ν. Since the map

ψp : Y1 → [0,+∞], ν 7→ sup
J⊂[0,T ]

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dxdt,

are lower semi-continuous, we have

Eψp(ν) ≤ lim inf
n→+∞

Eψp(νn) ≤ Cp

by (2.79) and, consequently, ν satisfies the condition

E
(

sup
J⊂[0,T ]

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dxdt

)
≤ Cp. (2.82)

Let us now apply the Skorokhod Theorem [Bil13, p. 70] : there exists a probabi-
lity space (Ω̃, F̃ , P̃) and some random variables ν̃n, ν̃, such that

1. ν̃n and ν̃ have the same laws as νn and ν respectively,

2. up to a subsequence still denoted (ν̃n), there is P̃-almost sure convergence
of (ν̃n) to ν̃ in Y1.

Since ν̃ and ν have same laws, ν̃ satisfies the bound (2.80). If we apply Corol-
lary 11, we obtain that f̃n → f̃ in L∞(TN × [0, T ]×R)-weak-* P̃-almost surely, f̃
being a kinetic function.

Compactness of the random measures

Proposition 34. Let (fn) be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum fn0 . Assume that

Emn(TN × [0, T ]× R) is uniformly bounded, (2.83)
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and that mn vanishes for large ξ uniformly in n : if Bc
R = {ξ ∈ R, |ξ| ≥ R}, then

lim
R→+∞

Emn(TN × [0, T ]×Bc
R) = 0, (2.84)

uniformly in n. Then, there exists a probability space (Ω̃, F̃ , P̃) and some random
measures m̃n, m̃ : Ω̃→Mb(TN × [0, T ]× R) such that

1. m̃n has the same law as mn,

2. up to a subsequence still denoted (m̃n), there is P̃-almost sure convergence of
(m̃n) to m̃ inMb(TN × [0, T ]× R)-weak-*.

Proof of Proposition 34. Let η : R+ → R+ be defined by

η(R) = sup
n∈N

Emn(TN × [0, T ]×Bc
R).

Let h be a fixed function on TN × [0, T ] × R, h continuous, positive, integrable.
Proving the statement for the sequence of measures

B 7→ mn(B) +
∫
B
h(x, t, ξ)dxdtdξ

is equivalent to prove the statement for the original sequence (mn). We will
assume therefore that η(R) > 0 for all R ≥ 0 and that

‖mn‖ := mn(TN × [0, T ]× R) ≥ δ > 0,

where δ is independent on n. Let µn := mn

‖mn‖ . We consider the random variables
Xn = (µn, ‖mn‖), taking values in P1(TN × [0, T ] × R) × R+, where P1(TN ×
[0, T ] × R) is the set of probability measures on TN × [0, T ] × R. For A > 0, let
KA be the set of probability measures µ ∈ P1(TN × [0, T ]× R) such that

sup
R>1

µ(TN × [0, T ]×Bc
R)

η(R) ≤ A.

Then KA is compact in P1(TN × [0, T ]×R)-weak-* by Prokhorov’s Theorem and
(2.84). Using the Markov Inequality, and the definition of η(R), we obtain

P(µn /∈ KA) ≤ C

A
,

where C is independent on n : this shows that (µn) is tight in P1(TN × [0, T ]×R)
endowed with the topology of the weak convergence of probability measures.
Similarly, using (2.83) and the Markov Inequality, we have

P(‖mn‖ > A) ≤ C

A
,
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where C is independent on n :, therefore (‖mn‖) is tight in R. It follows that
(Xn) is tight in P1(TN × [0, T ] × R) × R+ endowed with the product topology.
This topology is separable, metrizable and there exists a compatible metric which
turns the space into a complete space (we can take the sum of the Prokhorov’s
metric and of the usual metric on R+). Therefore we can apply the Skorokhod
Theorem : there exists a probability space (Ω̃, F̃ , P̃) and some random variables
X̃n = (µ̃n, α̃n), X̃ = (µ̃, α̃) such that X̃n has same law as Xn and, P̃-almost surely,
X̃n → X̃ in P1(TN × [0, T ] × R) × R+. Set m̃n = α̃nµ̃n and m̃ = α̃µ̃. Then m̃n

has the same law as mn and there is P̃-almost sure convergence of (m̃n) to m̃ in
Mb(TN × [0, T ]× R)-weak-*.

Tightness in the Skorokhod space

Let D([0, T ]) denote the space of càdlàg functions on [0, T ]. See [JS13, p. VI.1]
and [Bil13, Chapter 3] for the definition of D([0, T ]). Let (fn) be a sequence
of approximate generalized solutions to (2.1) with initial datum fn0 . In Sec-
tion 2.1.4.4 below, where we analyse the convergence of (fn), it would be desi-
rable to have a result of tightness of the processes t 7→ 〈fn(t), ϕ〉 since they are
random variables in D([0, T ]) (here, ϕ is a given test function). It seems difficult
to obtain such a result. The only fact which we can infer naturally from (2.79),
(2.83), (2.84), is that the sequence of processes

t 7→ 〈fn(t), ϕ〉+ Anϕ(t), Anϕ(t) := 〈mn, ∂ξϕ〉([0, t]),

is tight in D([0, T ]), see Proposition 35 below. Showing additionally that (Anϕ) is
tight in D([0, T ]) seems impossible, however, if no additional properties of (mn)
are known. Indeed, the weak convergence of µn := 〈mn, ∂ξϕ〉 to a measure µ on
[0, T ] is not a sufficient condition for the convergence of Anϕ to A(t) = µ([0, t]) in
D([0, T ]). Consider for example the case

µn = δt∗−sn + δt∗−σn ,

where t∗ ∈ (0, T ) and (sn) ↓ 0, (σn) ↓ 0 with sn < σn for all n. Then (µn)
converges weakly to µ = 2δt∗, we have

αn(t) := µn([0, t])→ α(t) := µ([0, t])

for every t ∈ [0, T ], but (αn), or any subsequence of (αn), does not converge to α
in D([0, T ]). This example should be compared to [JS13, Example 1.20, p.329].
See also Theorem 2.15, p.342 in [JS13].

As asserted above, we will show that the sequence of processes

t 7→ 〈fn(t), ϕ〉+ Anϕ(t), Anϕ(t) := 〈mn, ∂ξϕ〉([0, t]),
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where
〈mn, ∂ξϕ〉([0, t]) :=

∫∫∫
TN×[0,t]×R

∂ξϕ(x, s, ξ)dmn(x, s, ξ),

is tight in D([0, T ]). It is sufficient to show that

t 7→ 〈fn(t), ϕ〉+Bn
ϕ(t), Bn

ϕ(t) := 〈mn, ∂ξϕ〉([0, t])− εn(t, ϕ) (2.85)

is tight in D([0, T ]) since each function t 7→ εn(t, ϕ) converges in probability to 0
in C([0, T ]) by (2.70). Since fn(0) = fn0 , we have

〈fn(t), ϕ〉+Bn
ϕ(t) = 〈fn0 , ϕ〉+ Jnϕ(t), (2.86)

P-almost surely, where

Jnϕ : t 7→
∫ t

0
〈fn(s), a(ξ) ·∇ϕ〉ds+

∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ(x, ξ)G2(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxds. (2.87)

We will show that (Jnϕ(t)) is tight in C([0, T ]).

Proposition 35. Let (fn) be a sequence of approximate generalized solutions
to (2.1) with initial datum fn0 . For ϕ ∈ Cd

c (TN × R), set

Dn
ϕ(t) =

∫ t

0
〈fn(s), a(ξ) · ∇ϕ〉ds,

Mn
ϕ (t) =

∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxdβk(s),

Inϕ(t) = 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ(x, ξ)G2(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxds.

Assume that (2.79) is satisfied. Then each sequence (Dn
ϕ), (Mn

ϕ ), (Inϕ) is tight in
C([0, T ]). In particular, the sequence (Jnϕ) defined by (2.87) is tight in C([0, T ]).

Proof of Proposition 35. Note first the trivial uniform bounds

E|Dn
ϕ(t)|, E|Mn

ϕ (t)|, E|Inϕ(t)| = O(1),

obtained for t = 0 since all three terms vanish. We then use the Kolmogorov’s
criterion to obtain some bounds in some Hölder space Cα([0, T ]). We have the
following estimate on the square of the increments of Dn

ϕ :

E|Dn
ϕ(t)−Dn

ϕ(σ)|2 ≤ ‖a ·∇ϕ‖2
L1(TN×R)|t− σ|2, (2.88)
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since |fn| ≤ 1 almost surely. Similarly, using (2.3) and (2.79), we have

E|Inϕ(t)− Inϕ(σ)|2 ≤ D0(1 + TC4)‖∂ξϕ‖2
L∞(TN×R)|t− σ|2. (2.89)

The estimates (2.88) and (2.89) give some bounds on E‖Dn
ϕ‖Cα([0,T ]) and

E‖Inϕ‖Cα([0,T ]) respectively, for α < 1
2 . Furthermore, the Burkholder - Davis -

Gundy Inequality gives, for p > 2,

E|Mn
ϕ (t)−Mn

ϕ (σ)|p ≤ E
[

sup
σ≤r≤t

|Mn
ϕ (r)−Mn

ϕ (σ)|
]p

≤ CBDG(p)E
∑
k≥1

∫ t

σ

∣∣∣∣∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dx

∣∣∣∣2 ds
p/2 .

By Jensen’s Inequality, and a bound analogous to (2.29), we obtain

E|Mn
ϕ (t)−Mn

ϕ (σ)|p ≤ CBDG(p) [D0(1 + C2)]p/2 ‖ϕ‖pL∞(TN×R)|t− σ|
p/2, (2.90)

and (2.90) gives a bound on E‖Mn
ϕ‖Cα([0,T ]) for α < 1

2 −
1
p
. We obtain in this way

some tightness conditions on the laws of Dn, Mn, In respectively on C([0, T ]).

2.1.4.4 Convergence of approximate generalized solutions

We conclude here this section about the stability of generalized solutions by the
following statement.

Theorem 36 (Convergence to martingale solutions). Let (fn) be a sequence of
approximate generalized solutions to (2.1) with initial datum fn0 , satisfying (2.79),
(2.83) and (2.84). We suppose that there exists a kinetic function f0 on TN × R
such that fn0 → f0 in L∞(TN × R)-weak-*. Then there exists a probability space
(Ω̃, F̃ , P̃), a filtration F̃t, some F̃t-adapted independent Brownian motions (β̃k)k≥1,
some random Young measures ν̃n, ν̃, some random measures m̃n, m̃ on TN ×
[0, T ]× R such that

1. ν̃n has the same law as νn,

2. up to a subsequence still denoted (ν̃n), there is P̃-almost sure convergence of
(ν̃n) to ν̃ in Y1.

3. for all ψ ∈ Cb(R), the random map (x, t) 7→ 〈ψ, ν̃x,t〉 belongs to L2
P̃(TN ×

[0, T ]× Ω̃),

4. m̃n has the same law as mn,
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5. up to a subsequence still denoted (m̃n), there is P̃-almost sure convergence of
(m̃n) to m̃ inMb(TN × [0, T ]× R)-weak-*.

Let f̃ be defined by f̃(x, t, ξ) = ν̃x,t(ξ,+∞), then, P̃-almost surely, f̃ is a kinetic
function and

6. up to a subsequence, and P̃-almost surely, f̃n converges in L∞(TN×[0, T ]×R)-
weak-* to f̃

7. P̃-almost surely, for all ϕ in Cc(TN × R), t 7→ 〈f̃(t), ϕ〉 is càdlàg,

8. ν̃ satisfies

Ẽ
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃x,t(ξ)dx

)
≤ Cp, (2.91)

for all 1 ≤ p < +∞, where Cp is a finite constant,

9. for all ϕ ∈ C1
c (TN × R), for all t ∈ [0, T ], P̃-almost surely, f̃ satisfies

〈f̃(t), ϕ〉 =〈f0, ϕ〉+
∫ t

0
〈f̃(s), a(ξ) · ∇xϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dν̃x,s(ξ)dxdβ̃k(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dν̃x,s(ξ)dxds− m̃(∂ξϕ)([0, t]).
(2.92)

After one does the substitution

(Ω,F ,P,Ft, βk(t))← (Ω̃, F̃ , P̃, F̃t, β̃k(t)),

which is a substitution of the probabilistic data in the Cauchy Problem for Equa-
tion (2.1), the points 3, 7, 8, 9 in Theorem 36 show that f̃ is a generalized
solution associated to the initial datum f0. Such a function f̃ , which turns out to
be a generalized solution to (2.1) after a substitution of the probabilistic data, is
called a martingale generalized solution. The term martingale refers to the mar-
tingale characterization of (2.92), cf. Proposition 31 and Proposition 32, which
we will use to prove Theorem 36.

2.1.4.5 Proof of Theorem 36

In this section, we will give the proof of Theorem 36. We will use the results
(and the proofs) of Proposition 33, Proposition 34, see Section 2.1.4.3 and Sec-
tion 2.1.4.3 respectively.
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State space and Skorokhod’s Theorem

Recall that
W (t) =

∑
k≥1

βk(t)ek,

where (ek)k≥1 is the orthonormal basis of the Hilbert space H. Let U be an other
separable Hilbert space such that H ↪→ U with Hilbert-Schmidt injection. Then
the trajectories of W are P-a.s. in the path-space XW = C([0, T ];U) (see [DZ92,
Theorem 4.3]). We consider the Cd-norm

‖ϕ‖Cd = sup{‖Dmϕ‖L∞(TN×R);m ∈ {0, . . . , d}N+1}

on Cd
c (TN × R). Let

Γ = {ϕ1, ϕ2, . . .}

be a dense countable subset of Cd
c (TN ×R) for this norm. We can construct Γ as

follows : let
ρε(x, ξ) := 1

εN+1ρ(ε−Nx, ε−1ξ)

be a compactly supported approximation of the unit on TN × R. Let {θp; p ∈
N} be a dense subset of L1(TN × R). We can assume that all the functions θp
are compactly supported (otherwise, we use a process of truncation). Then any
function in Cd

c (TN × R) can be approximated by functions in

Γ := {ρk−1 ∗ θp; p ∈ N, k ∈ N∗} ⊂ Cd
c (TN × R)

for the convergence measured by the Cd-norm. Indeed, given ϕ ∈ Cd
c (TN × R),

a > 0, and m ∈ {0, . . . , d}N+1, we have, by the triangular inequality,

‖Dmϕ−Dmρε ∗ θp‖L∞ ≤ ‖Dmϕ−Dmρε ∗ ϕ‖L∞ + ‖Dmρε ∗ (ϕ− θp)‖L∞

≤ ωDmϕ(ε) + ‖ρ‖L∞
εN+1+|m|‖ϕ− θp‖L1 , (2.93)

since the norm of Dmρε in L∞ is bounded by ‖ρ‖L∞
εN+1+|m| . In (2.93), ωDmϕ denotes

the modulus of continuity of Dmϕ. We choose ε = k−1 with k large enough to
ensure ωDmϕ(ε) < a for all m ∈ {0, . . . , d}N+1. Taking then p ∈ N such that
‖ϕ− θp‖L1 < aε(d+1)(N+1), we obtain ‖ϕ− ρk−1 ∗ θp‖Cd < 2a.

Let also R∞ denote the product space
∏
ϕ∈Γ R endowed with the topology of

point-wise convergence. As such, R∞ is separable, complete and admits a com-
patible metric. Define the Polish space

E := C([0, T ];R∞)× C([0, T ];R∞)× C([0, T ];R∞)× R∞,
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and

εnϕ(t) = εn(t, ϕ), Jnϕ(t) = 〈fn(t), ϕ〉 − 〈fn0 , ϕ〉+ 〈mn, ∂ξϕ〉([0, t])− εnϕ(t), (2.94)

for all ϕ ∈ Cd
c (TN × R). Note that, as a consequence of Equation (2.86) and

Proposition 35, we know that, for all ϕ ∈ Cd
c (TN × R),

(Jnϕ) is tight in C([0, T ]). (2.95)

By (2.70), we also have εnϕ → 0 in C([0, T ]) in probability, for all ϕ ∈ Cd
c (TN ×R).

We introduce the four following sequences :

{Jn(t)} := (Jnϕ(t))ϕ∈Γ, {Mn(t)} := (Mn
ϕ (t))ϕ∈Γ, {εn(t)} := (εnϕ(t))ϕ∈Γ,

and {fnin} := (〈fn0 , ϕ〉)ϕ∈Γ, where Mn
ϕ is defined by (2.73). We will consider the

multiplet
Zn = (νn, {Jn}, {Mn}, {εn}, {fnin}, µn, ‖mn‖,W ) ∈ X ,

where the state space X is

X := Y1 × E × P1(TN × [0, T ]× R)× R+ ×XW .

Let ε > 0. By (2.95), there exists for each j ∈ N a compact Kj in C([0, T ]) such
that

inf
n∈N

P
(
Jnϕj ∈ Kj

)
≥ 1− ε

2j .

Let K = ∏
j∈NKj. Then K is compact d in C([0, T ];R∞) and

P({Jn} ∈ Kc) ≤
∑
j∈N

P
(
Jnϕj ∈ K

c
j

)
≤
∑
j∈N

ε

2j = 2ε,

for all n ∈ N. This shows that ({Jn}) is tight in C([0, T ];R∞). We have simi-
lar results about ({Mn}) and ({εn}) by Proposition 35. On XW we consider the
topology induced by the norm

‖v‖ = sup
t∈[0,T ]

‖v(t)‖U

Then XW is separable and complete. A first consequence of this is the fact that
the law of the single random variable W is tight in XW . A second consequence
is the fact that X is a separable completely-metrizable space. By Section 2.1.4.3
and Section 2.1.4.3, we conclude that (Zn) is tight in the Polish space X . We
may thus apply Skorokhod’s Theorem to (Zn) : there exists a probability space
(Ω̃, F̃ , P̃) and some random variable Z̃n, Z̃ such that Z̃n has the same law as Zn

d. since C([0, T ];R∞) is homeomorphic to the countable product, over Γ, of copies of
C([0, T ];R)
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and, up to a subsequence, P̃-almost surely, Z̃n converges to Z̃ in X .

Identification of the limit : càdlàg version

Let us denote the component of Z̃ as follows :

Z̃ = (ν̃, {J̃}, {M̃}, {ε̃}, {f̃in}, µ̃, α̃, W̃ ).

Note first that ε̃ = 0 by (2.70). We have also

{f̃in} = (〈f0, ϕ〉)ϕ∈Γ

since fn0 → f0 in L∞(TN × R)-weak-* by hypothesis. Recall (see Proposition 33
and Proposition 34) that f̃(x, t, ξ) = ν̃x,t(ξ,+∞) and m̃ = α̃µ̃. It was shown in
the proof of Proposition 33 that item 1, 2, 6 of Theorem 36 are satisfied and that
the moments of ν̃ are bounded as in (2.80). By the proof of Proposition 34, we
have also 4, 5 of Theorem 36. We will first establish the following result.

Lemma 37. We have the following identities : P̃-almost surely,

for all t ∈ [0, T ], for all ϕ ∈ Γ, 〈f̃n(t), ϕ〉 = 〈f0, ϕ〉+J̃nϕ(t)−〈m̃n, ∂ξϕ〉([0, t])−ε̃nϕ(t),
(2.96)

and : P̃-almost surely, there exists a negligible set N0 ⊂ [0, T ] such that,

for all t ∈ [0, T ] \N0, for all ϕ ∈ Γ, 〈f̃(t), ϕ〉 = 〈f0, ϕ〉+ J̃ϕ(t)− 〈m̃, ∂ξϕ〉([0, t]).
(2.97)

We will use (2.97) to prove Proposition 38, where we obtain a càdlàg version of
f̃ (càdlàg in the sense that P̃-almost surely, for all ϕ ∈ Cc(TN × R), t 7→ 〈f̃(t), ϕ〉
is càdlàg).

Proof of Lemma 37. Let θ ∈ C([0, T ]). Let us integrate the identity (2.94) against
θ. Using the Fubini theorem, we obtain : P-almost surely,∫ T

0
(Jnϕ(t) + 〈fn0 , ϕ〉+ εnϕ(t))θ(t)dt− 〈νn,Φ〉 − 〈mn,Ψ〉 = 0, (2.98)

where

Ψ(x, t, ξ) = ∂ξϕ(x, ξ)
∫ T

t
θ(s)ds, Φ(x, t, ξ) =

∫ ξ

−∞
ϕ(x, ζ)dζθ(t).

Note that Ψ and Φ are continuous and bounded functions. Taking the square,
then expectancy in (2.98) gives EF (Zn) = 0, where F : X → R defined by

F (Zn) =
∣∣∣∣∣
∫ T

0
(Jnϕ(t) + 〈fn0 , ϕ〉+ εnϕ(t))θ(t)dt− 〈νn,Φ〉 − ‖mn‖〈µn,Ψ〉

∣∣∣∣∣
2
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is a continuous function. By identity of the laws of Zn and Z̃n, we have ẼF (Z̃n) =
0 for all n. Taking the limit on n, we obtain, by the Vitali theorem, ẼF (Z̃) = 0.
Since θ is arbitrary, this gives : P̃-almost surely, for all ϕ ∈ Γ, for a.e. t ∈ (0, T ),

〈f̃(t), ϕ〉 = 〈f0, ϕ〉+ J̃ϕ(t)− 〈m̃, ∂ξϕ〉([0, t]).

Since Γ is countable, we have (2.97). Using the identity ẼF (Z̃n) = 0, we obtain
(2.96) in a similar way. There is no negligible set in (2.96) because both sides
of the identity are càdlàg functions : if they coincide a.e. on [0, T ], then they
coincide everywhere.

Proposition 38. There exists a measurable subset Ω̃+ of Ω̃ of probability one, a
random Young measure ν̃+ on TN × (0, T ) such that

1. for all ω̃ ∈ Ω̃+, for a.e. (x, t) ∈ TN × (0, T ), the probability measures ν̃+
x,t and

ν̃x,t coincide,

2. the kinetic function f̃+(x, t, ξ) := ν̃+
x,t(ξ,+∞) satisfies : for all ω̃ ∈ Ω̃+, for

all ϕ ∈ Cc(TN × (0, T )), t 7→ 〈f̃+(t), ϕ〉 is càdlàg,

3. the random Young measure ν̃+ satisfies (2.91).

Proof of Proposition 38. The proof is quite similar to the proof of Proposi-
tion 17. For ϕ ∈ Γ, let Fϕ(t) denote the right-hand side of (2.97) :

Fϕ(t) = 〈f0, ϕ〉+ J̃ϕ(t)− 〈m̃, ∂ξϕ〉([0, t]). (2.99)

We define Ω̃+ as the intersection of the three following events : first (2.97), se-
cond : “for all ϕ ∈ Γ, Fϕ is càdlàg", third the event

sup
J⊂[0,T ]

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃x,t(ξ)dxdt < +∞,

where the supremum over intervals J is as in (2.80) (a countable supremum
over all open intervals J ⊂ [0, T ] with rational extremities). Assume that Ω̃+ is
realized (say we draw a particular ω̃ ∈ Ω̃+). Assume in particular that

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃x,t(ξ)dxdt ≤ Cp(ω̃), (2.100)

for all open intervals J ⊂ [0, T ] with rational extremities. Then the map

t 7→
∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃x,t(ξ)dx

is integrable on (0, T ). A simple approximation procedure shows then that (2.100)
holds true when J is any interval in [0, T ].
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Let t∗ ∈ [0, T ). Let (εl) be a sequence of positive numbers decreasing to 0 such
that t∗ + ε1 < T . Let Jl = (t∗, t∗ + εl). Consider the sequence of Young measures,
and corresponding kinetic functions

ν̃(l)
x = 1

|Jl|

∫
Jl

ν̃x,tdt, f̃ (l)(x, ξ) = ν̃(l)
x (ξ,+∞) = 1

|Jl|

∫
Jl

f̃(x, t, ξ)dt.

Since the Borel σ-algebra of TN is countably generated (TN being separable), we
can apply Theorem 10 and Corollary 11. There exists a subsequence (lm) and a
Young measure ν̃∗ such that ν̃(lm) → ν̃∗ in the sense of (2.19) and f̃ (lm) → f̃ ∗ in
L∞(TN ×R) weak-*, where f̃ ∗(x, ξ) = ν̃∗x(ξ,+∞). The limit f̃ ∗ is unique. Indeed,
if ϕ ∈ Γ, then, due to (2.97) and to the Fubini theorem, and due to the right-
continuity of Fϕ, we have

〈f̃ (l), ϕ〉 = 1
|Jl|

∫
Jl

Fϕ(t)dt→ Fϕ(t∗).

This implies
〈f̃ ∗, ϕ〉 = Fϕ(t∗). (2.101)

Since Γ is dense, f̃ ∗ and ν̃∗ = −∂ξf̃ ∗ are unique. We deduce that the convergence
holds along the whole sequence l = 1, 2. . . ., independently on ω̃ ∈ Ω̃+ and on
t∗ ∈ [0, T ). Consequently, setting

ν̃+
x,t∗ = ν̃∗x, f̃+(x, t∗, ξ) = ν̃+

x,t∗(ξ,+∞),

we have : for all ω̃ ∈ Ω̃+, for all t ∈ [0, T ), for all φ ∈ Cb(TN × R),

1
ε

∫ t+ε

t

∫∫
TN×R

φ(x, ξ)dν̃x,s(ξ)dxds→
∫∫

TN×R
φ(x, ξ)dν̃+

x,t(ξ)dx. (2.102)

Since T is arbitrary, we can as well work on [0, T + 1], instead of [0, T ]. In that
way, we can give a meaning to ν̃+

x,t for t = T also. By (2.97) and (2.101), we have
f̃+(x, t, ξ) = f̃(x, t, ξ) and ν̃+

x,t = ν̃x,t for all ω̃ ∈ Ω̃+, for all t ∈ (0, T ) \N0, for a.e.
(x, ξ) ∈ TN × R. If φ ∈ Cb(R) and ω̃ ∈ Ω̃+, then (x, t) 7→ 〈ν̃x,t, φ〉 is measurable
and (x, t) 7→ 〈ν̃+

x,t, φ〉 differs from the latter function on a negligible subset of
TN × (0, T ). Therefore (x, t) 7→ 〈ν̃+

x,t, φ〉 itself is measurable. We deduce that ν̃+

and f̃+ satisfy the measurability properties of a random Young measure and a
random kinetic function respectively, and point 1 of the proposition is proved.
The point 2 of the proposition follows from (2.101), which gives 〈f̃(t), ϕ〉 = Fϕ(t)
for all t. We have established item 7 of the proposition for ϕ ∈ Γ only. By density
the results remains true for all ϕ ∈ Cc(TN × R). To obtain the last point 3 of the
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proposition. We note first that ν̃+, like ν̃, satisfies (2.80). If

sup
J⊂[0,T ]

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃+

x,t(ξ)dxdt < +∞,

which happen P̃-almost surely, then

sup
J⊂[0,T ]

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃+

x,t(ξ)dxdt = sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃+

x,t(ξ)dx

by right-continuity of t 7→ ν̃+
t . This gives the desired result.

We will now consider only the càdlàg versions : we replace ν̃ by ν̃+ and f̃ by f̃+.
This amounts to a modification on a negligible set. Therefore, this does not affect
the results 1, 2, 4, 5, 6 in Theorem 36. We have now also items 7 and 8 of the
theorem. There remains to define the filtration (F̃t), the Wiener processes β̃k and
to prove the points 3 and 9 of the theorem. We define (F̃t), β̃k and show item 3
in the proof of convergence of the stochastic integral in the next section 2.1.4.5.
The equation (2.92) is established in Section 2.1.4.5. To finish the current section,
let us first recor d the fact that (2.97) is now true for all t, due to our re-definition
of f̃ and to (2.101) : P̃-almost surely,

for all t ∈ [0, T ), for all ϕ ∈ Γ, 〈f̃(t), ϕ〉 = 〈f0, ϕ〉+ J̃ϕ(t)− 〈m̃, ∂ξϕ〉([0, t]).
(2.103)

We deduce from (2.103) the following lemma.

Proposition 39. There exists a countable subset B̃ ⊂ [0, T ] such that, P̃-almost
surely, for all t ∈ [0, T ] \ B̃, for all ϕ ∈ Cc(TN × R), 〈f̃n(t), ϕ〉 → 〈f̃(t), ϕ〉.

Proof of Proposition 39. It is sufficient to obtain the convergence for ϕ ∈ Γ. We
apply Lemma 2. Let

B̃ =
{
t ∈ [0, T ]; P̃ (π#m̃({t}) > 0) > 0

}
. (2.104)

Then B̃ is countable. Since |〈m̃, ∂ξϕ〉({t})| ≤ ‖∂ξϕ‖L∞π#m̃({t}), P̃-almost surely,
we have 〈m̃, ∂ξϕ〉({t}) = 0 for all t ∈ [0, T ] \ B̃. For t ∈ [0, T ] \ B̃ then, the right-
hand side of (2.96) is converging to the right-hand side of (2.103). We deduce the
convergence of the left-hand sides, i.e. 〈f̃n(t), ϕ〉 → 〈f̃(t), ϕ〉.

Identification of the limit : convergence of the stochastic integral

Let us set

M∗
ϕ(t) =

∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dν̃x,s(ξ)dxdβ̃k(s), (2.105)
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(β̃k is defined in Lemma 43 below). Our aim is to prove the identification
{M̃} = {M∗}. To obtain this result, we will use the martingale characterization
developed in Section 2.1.4. The proof is decomposed in several steps.

Step 1. Filtration The approximation procedures to (2.1) (vanishing viscosity
method, Finite Volume method as here) construct approximate solutions on ar-
bitrary time intervals [0, T ]. We will therefore consider the functions as defined
on the whole time interval R+. This is simply to avoid the special case of the
final time in the definition of the Skorokhod space D([0, T ]), cf. [Bil13], [JS13,
Remark 1.10, p. 326]. Let E be a Polish space. Let us introduce the following
notations (see [JS13, Definition 1.1 p. 325] in the case E = Rm) : on the space
D(R+;E), D0

t (E) is the σ-algebra generated by the maps α 7→ α(s), s ≤ t ;

Dt(E) =
⋂
t<s

D0
s (E), Dt−(E) =

∨
s<t

Ds(E).

Note that Dt(E) 6= D0
t (E) : the time of entrance in an open subset U of E,

τU(α) = inf {t ≥ 0;α(t) ∈ U}

is a stopping time with respect to (Dt(E)), but not with respect to (D0
t (E)) [RY13,

Proposition I.4.6].

Proposition 40. Let t > 0. Given a continuous bounded function θ : E → R,
s ∈ [0, t) and ε > 0, let θ#s denote the evaluation map α 7→ θ(α(s)) on D(R+;E),
and let θε#s denote the regularization

θε#s : α→ 1
ε

∫ t∧(s+ε)

s
θ(α(σ))dσ (2.106)

of θ#s. Then θε#s is a Dt−(E)-measurable bounded function, continuous for the
Skorokhod topology. Let H denote the set of functions

H = θ1,ε1
#s1 · · · θ

k,εk
#sk , (2.107)

where k ≥ 1, 0 ≤ s1 < · · · < sk < t, 0 < ε1, . . . , εk, θ1, . . . , θk ∈ Cb(E). Then every
characteristic function 1A of a cylindrical set A ∈ Dt−(E) of the form

A = {α ∈ D(R+;E);α(τ1) ∈ B1, . . . , α(τk) ∈ Bk} , (2.108)

for B1, . . . , Bk closed subsets of E and 0 ≤ τ1 < · · · < τk < t, is the bounded
pointwise limit of a sequence of functions in H.

Proof of Proposition 40. This is essentially the proof of [JS13, Lemma 1.45
p.335]. Let α ∈ D(R+;E) and let (αn) be a sequence in D(R+;E) such that
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αn → α a.e. on [0, t] : this is the case if αn → α in D(R+;E) since αn(σ) →
α(σ) for every σ not in the (countable) jump set of α. Then, by the dominated
convergence theorem, θε#s(αn) → θε#s(α). Therefore θε#s is a bounded function,
continuous for the Skorokhod topology. It is Dt−(E)-measurable since it is the
bounded pointwise limit when η → 0 of the sequence of Dt−(E)-measurable
functions

α→ 1
ε

∫ (t−η)∧(s+ε)

s
θ(α(σ))dσ.

Let us prove the last point. We can choose some sequences of continuous boun-
ded functions θn1 , . . . , θ

n
k : E → R converging pointwise to the characteristic func-

tions 1B1 , . . . ,1Bk (by considering, for example, the function distance to Bj,
which is continuous). Since θε#s is approaching θ#s for the bounded pointwise
convergence, the result follows.

Remark 41. Note that the function H defined by (2.107) is more than merely
continuous for the Skorokhod topology. Indeed, what we have seen in the proof of
Proposition 40 is that, for any α ∈ D(R+;E) and any sequence (αn) in D(R+;E)
such that αn → α a.e. on [0, t], we have H(αn)→ H(α).
Let us set

{f̃} = (〈f̃ , ϕj〉)j∈N, E = R∞ × R∞ × U.

Recall that R∞ is the product space
∏
ϕ∈Γ R endowed with the topology of point-

wise convergence. Since E is a product of Polish spaces, it is a Polish space.
Since the product of D(R+;R∞) with C(R+;R∞×U) is, topologically, a subset of
D(R+;E), the triplet ({f̃}, {M̃}, W̃ ) is an element of D(R+;E).
Definition 42. The filtration (F̃t) is the completion of the filtration generated by
the triplet ({f̃}, {M̃}, W̃ ) :

F̃t = σ
(
({f̃}, {M̃}, W̃ )−1 (Dt(E)) ∪

{
N ∈ F̃ ; P̃(N) = 0

})
, t ∈ [0, T ]. (2.109)

Note that (F̃t) is right-continuous since (Dt(E)) is, and complete by definition.

Step 2. Wiener process Let j : H → U denote the injection of H into U. Note
that j ◦ j∗ is a Trace-class operator on U. The Brownian motions β̃k(t) are the
components of W̃ (t) on the orthonormal basis (ek) :

Lemma 43. The process W̃ has a modification which is a (F̃t)-adapted j ◦ j∗-
Wiener process, and there exists a collection of mutually independent real-valued
(F̃t)-Brownian motions {β̃k}k≥1 such that

W̃ =
∑
k≥1

β̃kek (2.110)

in C([0, T ];U).
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Note : see [DZ92, Paragraph 4.1] for the definition of a Q-Wiener process.

Proof of Lemma 43. It is clear that W̃ is a j ◦ j∗-cylindrical Wiener process
(this notion is stable by convergence in law ; actually it can be characterized in
terms of the law of W̃ uniquely if we drop the usual hypothesis of a.s. continuity
of the trajectories. This latter property of continuity can be recovered, after a
possible modification of the process, by using Kolmogorov’s Theorem). Also W̃ is
(F̃t)-adapted by definition of the filtration (F̃t). By [DZ92, Proposition 4.1], we
obtain the decomposition (2.110). The P̃-a.s. convergence of the sum in (2.110)
in the space C([0, T ];U) is proved as in [DZ92, Theorem 4.3].

Note that the last component W̃ n of Z̃n depends a priori on n. Without loss of
generality, we will replace W̃ n by W̃ . Of course, this does not affect the almost
sure convergence of Z̃n to Z̃, and Lemma 43 asserts that this does not modify
the law of Z̃n. This operation is not mandatory for the validity of what follows,
and quite natural since the original sequence (Zn) is stationary (as a sequence)
with respect to its last argument.

Step 3. Martingales

Proposition 44. Let ϕj ∈ Γ. Let h̃j,k(t) be defined by

h̃j,k(t) =
∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕj(x, ξ)dν̃x,t(ξ)dx.

Then, for j ∈ N, k ≥ 1, the processes

M̃j(t), M̃j(t)β̃k(t)−
∫ t

0
h̃j,k(s)ds, |M̃j(t)|2 −

∫ t

0
‖h̃j(s)‖2

l2(N∗)ds, (2.111)

and (W̃ (t)) are (F̃t)-martingales.

Proof of Proposition 44. The proof is similar to the proof of [JS13, Proposi-
tion 1.1 p.522], except that we do not use any hypothesis of boundedness here
since we use the P̃-almost sure convergence and the Vitali Theorem to pass to
the limit in the expectation of the quantities of interest (an other minor diffe-
rence with the proof of [JS13, Proposition 1.1 p.522] is that M̃ is known to be
continuous P̃-a.s., not only càdlàg).
Let t1, t2 ∈ R+, t1 < t2 and let H be a Dt1−(E)-measurable bounded function as
in (2.107). By identities of the laws of Mn

ϕ and M̃n
ϕ , we have

Ẽ|M̃n
ϕj

(t2)− M̃n
ϕj

(t1)|2 = E|Mn
ϕj

(t2)−Mn
ϕj

(t1)|2.

Using (2.90), it follows that

sup
n

Ẽ
∣∣∣H (
{f̃n}, {M̃n}, W̃

) [
M̃n

ϕj
(t2)− M̃n

ϕj
(t1)

]∣∣∣2 < +∞,
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since H is bounded. We have in addition(
{f̃n}, {M̃n}, W̃

)
→
(
{f̃}, {M̃}, W̃

)
(2.112)

a.e., P̃-almost surely by Proposition 39 and thus,

H
(
{f̃n, }, {M̃n}, W̃

)
→ H

(
{f̃}, {M̃}, W̃

)
,

P̃-almost surely. There is also convergence

M̃n
ϕj

(t2)− M̃n
ϕj

(t1)→ M̃j(t2)− M̃j(t1)

P̃-almost surely. By Vitali’s Theorem, we obtain

Ẽ
[
H
(
{f̃n, }, {M̃n}, W̃

) (
M̃n

ϕj
(t2)− M̃n

ϕj
(t1)

)]
→ Ẽ

[
H
(
{f̃}, {M̃}, W̃

) (
M̃j(t2)− M̃j(t1)

)]
. (2.113)

By identities of the laws, the left-hand side of (2.113) is

E
[
H ({fn, }, {Mn},W )

(
Mn

ϕj
(t2)−Mn

ϕj
(t1)

)]
= 0,

since Mn
ϕ is a (Ft)-martingale. We deduce from (2.113) thus that

Ẽ
[
H
(
{f̃}, {M̃}, W̃

) (
M̃j(t2)− M̃j(t1)

)]
= 0. (2.114)

Due to Proposition 40, we deduce from (2.114) that

Ẽ
[
1A
(
{f̃}, {M̃}, W̃

) (
M̃j(t2)− M̃j(t1)

)]
= 0, (2.115)

for all cylindrical sets A as in (2.108). The left-hand side of (2.115) defines a
finite measure (due to (2.90)) which coincides with the trivial measure A 7→ 0
for sets A as in (2.108). Since such sets form a π-system which generatesDt1−(E),
hence a separating class, we deduce that (2.115) holds true for all A ∈ Dt1−(E).
It follows then also that (2.114) is satisfied for all Dt1−(E)-measurable bounded
function H. Let now s, t ∈ [0, T ) with s < t. Let (sn) and (tn) be some decreasing
sequences in R+, converging to s and t respectively. LetH be a Ds(E)-measurable
bounded function. Then H is a Dsn−(R2+m)-measurable bounded function since
s < sn. By passing to the limit in (2.114) written with t1 = sn, t2 = tn (we use the
right-continuity of the processes her e), we obtain

Ẽ
[
H
(
{f̃}, {M̃}, W̃

) (
M̃j(t)− M̃j(s)

)]
= 0. (2.116)

This shows that (M̃j(t)) is a F̃t-martingale. The proof that (W̃ (t)) is a F̃t-
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martingale is similar, we do not give the details of that point. To go on, let us
define now the processes

H̃n
j,k(t) =

∫ t

0
h̃nj,k(s)ds, H̃j,k(t) =

∫ t

0
h̃j,k(s)ds,

and
H̃n
j (t) =

∫ t

0
‖h̃nj (s)‖2

l2(N∗)ds, H̃j(t) =
∫ t

0
‖h̃j(s)‖2

l2(N∗)ds,

and the processes
Ỹ n
j,k(t) = M̃n

j (t)β̃k(t)− H̃n
j,k(t), Ỹj,k(t) = M̃j(t)β̃k(t)− H̃j,k(t),

Ṽ n
j (t) = |M̃n

j (t)|2 − H̃n
j (t), Ṽj(t) = |M̃j(t)|2 − H̃j(t).

To complete the proof of Proposition 44, we have to show that (Ỹk(t)) and (Ṽj(t))
are F̃t-martingale. We will use the following result.

Lemma 45. Let T > 0. Then, up to a subsequence, for all j ∈ N, k ∈ N∗, P̃-almost
surely, h̃nj,k → h̃j,k and ‖h̃nj ( · )‖2

l2(N∗) → ‖h̃j( · )‖2
l2(N∗) in L1(0, T ), when n→ +∞.

Lemma 45 implies that, P̃-almost surely, for every t ∈ [0, T ], H̃n
j,k(t) and H̃n

j (t)
are converging to H̃j,k(t) and H̃j(t) respectively. We have also M̃n

j → M̃j in
C(R+), from which follows the convergences M̃n

j β̃k → M̃jβ̃k and |M̃n
j |2 → |M̃j|2

in C(R+), P̃-almost surely. We deduce that, P̃-almost surely,

Ỹ n
j,k(t)→ Ỹj,k(t), Ṽ n

j (t)→ Ṽj(t), (2.117)

for all t ≥ 0. With the estimate (2.90), it is easy to obtain the bounds

Ẽ|Ỹ n
j,k(t)− Ỹ n

j,k(s)|2 ≤ C, Ẽ|Ṽ n
j (t)− Ṽ n

j (s)|2 ≤ C, (2.118)

where the constant C depend on s, t ∈ [0, T ], k, but not on n. By (2.117) and
(2.118) (this last condition shows the equi-integrability of (Ỹ n

j,k(t) − Ỹ n
j,k(s)) and

(Ṽ n
j (t)−Ṽ n

j (s)) respectively), we can use the arguments applied to the martingale
M̃n

ϕ (t) in the first part of the proof : it will establish that Ỹj,k(t) and Ṽj(t) are (F̃t)-
martingales.

Let us now give the
Proof of Lemma 45. Let us first show that, for all j, k, we have the following
convergence :

h̃nj,k → h̃j,k in L2((0, T )× Ω̃). (2.119)

Define, for every ψ ∈ Cb(TN × R),

h̃nψ(t) =
∫
TN

∫
R
ψ(x, ξ)dν̃nx,t(ξ)dx, h̃ψ(t) =

∫
TN

∫
R
ψ(x, ξ)dν̃x,t(ξ)dx. (2.120)
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If ψ ∈ C1
c (TN × R), then h̃nψ(t) = 〈f̃n(t), ∂ξψ〉. By Proposition 39, we have then,

P̃-almost surely,
for all t ∈ [0, T ] \ B̃, h̃nψ(t)→ h̃ψ(t). (2.121)

Using the Jensen inequality, we have

‖h̃nψ − h̃ψ‖2
L2((0,T )×Ω̃) ≤ 4T‖ψ‖2

Cb(TN×R). (2.122)

By the Vitali Theorem, we obtain the convergence h̃nψ → h̃ψ in L1((0, T ) × Ω̃).
Using (2.122) also, we see that this convergence can be extended to the case of
a general integrand ψ ∈ Cb(TN × R). Let us then take ψ = gkϕj. We obtain first
h̃nj,k → h̃j,k in L2((0, T )× Ω̃). It follows that, up to a subsequnce, P̃-almost surely,
h̃nj,k → h̃j,k in L2(0, T ), hence in L1(0, T ). The subsequence and the P̃-almost sure
property can be made independent on j, k since Γ×N∗ is countable. The growth
hypothesis (2.3) also shows that∑

k

‖h̃nj,k − h̃j,k‖2
L2((0,T )×Ω̃) ≤ 4D0(1 + C2)T‖ϕj‖2

Cb(TN×R).

Again, using the dominated convergence theorem, we deduce that

‖h̃nj ‖2
l2(N∗) → ‖h̃j‖2

l2(N∗)

in L1((0, T )× Ω̃), which allows to conclude the proof of the lemma.

Step 4. Conclusion of the martingale method Let us first prove that M∗
ϕ(t)

given in (2.105) is well-defined.

Lemma 46. Item 3 in Theorem 36 is satisfied, i.e. : for all ψ ∈ Cb(R), (x, t) 7→
〈ψ, ν̃x,t〉 belongs to L2

P̃(TN × [0, T ]× Ω̃).

Proof of Lemma 46. For ψ ∈ Cb(R), set X̃ψ(x, t) = 〈ψ, ν̃x,t〉. We have X̃ϕ ∈
L2(TN × [0, T ]× Ω̃), with

Ẽ‖X̃ψ‖2
L2(TN×[0,T ]) ≤ ‖ψ‖2

Cb(R)T. (2.123)

If θ ∈ C(TN), and if ψ is C1, vanishes in the neighbourhood of −∞ and satisfies
ψ′ ∈ Cc(R), then, due to (2.35), we have

〈X̃ψ(t), θ〉L2(TN ) = 〈f̃(t), ϕ〉, ϕ(x, ξ) := θ(x)ψ′(ξ).

By Item 7 of Theorem 36, the process Yt := 〈X̃ψ(t), θ〉L2(TN ) is càdlàg. Since
(Yt) is adapted by definition of (F̃t), it is an optional process [RY13, p. 172].
In particular, (Yt) is progressively measurable [RY13, Proposition 4.8], hence
Y ∈ L2

P̃([0, T ] × Ω̃). A limiting argument (by approximation and truncation of
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the function ψ in particular), using (2.123) and the fact that ν̃ vanishes at infinity
shows that the result holds true when ψ is merely a function in Cb(R) and θ any
function in L2(TN). We obtain, therefore, that, for all ψ ∈ Cb(R), Xψ belongs to
L2
P̃([0, T ] × Ω̃;L2(TN) − weak). Since being weakly or strongly P̃-measurable is

the same thing, (cf. Section 2.1.2.1), we have established the result.

We can apply now Proposition 32. Indeed, due to Lemma 46, the processes h̃j,k
in Proposition 44 are in L2

P̃([0, T ] × Ω̃). By the martingale property (2.111), we
conclude that M̃ϕ(t) = M∗

ϕ(t), with M∗
ϕ(t) defined by (2.105), for every ϕ ∈ Γ.

Identification of the limit : equation

We prove now (2.92). Let ϕ ∈ Γ. By item 2 and item 6 of Theorem 36, using also
the identity M̃ϕ(t) = M∗

ϕ(t), we have the identification

J̃ϕ(t) =
∫ t

0
〈f̃(s), a(ξ) ·∇ϕ〉ds+

∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dν̃x,s(ξ)dxdβ̃k(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ(x, ξ)G2(x, ξ)dν̃x,s(ξ)dxds.

The equation (2.92) follows therefore from the identity (2.103).

2.1.4.6 Pathwise solutions and almost sure convergence

If f0 is at equilibrium in Theorem 36, then we have seen in Theorem 26 that (2.1)
admits a unique solution for a given initial datum. We can use this uniqueness
result to obtain existence of pathwise solution and convergence in Lp of the
sequence of approximate solutions in that case.

Theorem 47 (Pathwise solution). Suppose that there exists a sequence of approxi-
mate generalized solutions (fn) to (2.1) with initial datum fn0 satisfying (2.79),
(2.83) and the tightness condition (2.84) and such that (fn0 ) converges to the equi-
librium function f0(ξ) = 1u0>ξ in L∞(TN × R)-weak-*, where u0 ∈ L∞(TN). We
have then

1. there exists a unique solution u ∈ L1(TN × [0, T ] × Ω) to (2.1) with initial
datum u0 ;

2. let
un(x, t) =

∫
R
ξdνnx,t(ξ) =

∫
R

(fn(x, t, ξ)− 10>ξ) dξ.

Then, for all p ∈ [1,∞[, (un) is converging to u with the following two dif-
ferent modes of convergence : un → u in Lp(TN × (0, T ) × Ω) and, for a
subsequence (nk), almost surely, for all t ∈ [0, T ], unk(t)→ u(t) in Lp(TN).
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Proof of Theorem 47. We use the Gyöngy-Krylov argument, [GK96, Lemma 1.1]
(the basis of the Gyöngy-Krylov argument is this simple fact : if a couple (Xn, Yn)
of random variables converges in law to a random variable written (Z,Z), i.e.
concentrated on the diagonal, then Xn − Yn converges to 0 in probability). Let
us go back to Section 2.1.4.5. We introduce the random variable

Zn,q = (νn, {Jn}, {Mn}, {εn}, {fnin}, µn, ‖mn‖, νq, {Jq}, {M q}, {εq}, {f qin}, µq, ‖mq‖,W )

in the state space Z equal to

Y1 × E × P1(TN × [0, T ]×R)×R+ × Y1 × E × P1(TN × [0, T ]×R)×R+ ×XW .

We repeat the arguments used in Section 2.1.4.5 to show that Zn,q is tight in Z
and that there exists a probability space (Ω̃, F̃ , P̃) and a new random variable
Z̃n,q with the same law as Zn,q, such that a subsequence (Z̃nl,ql)l is converging P̃-
almost surely in Z to a random variable Z̃. Let ν̃ be the the first component of Z̃
and ˇ̃ν be the seventh component of Z̃. Repeating all steps from Section 2.1.4.5,
2.1.4.5, 2.1.4.5, we obtain two generalized solutions

f̃(x, t, ξ) = ν̃(x,t)(ξ,+∞), ˇ̃f(x, t, ξ) = ˇ̃ν(x,t)(ξ,+∞),

to Equation (2.1) with probabilistic data (Ω̃, F̃ , P̃, (F̃t), W̃ ), where (F̃t) is the com-
pletion of the filtration generated by the five-uplet ({f̃}, {M̃}, { ˇ̃f}, { ˇ̃M}, W̃ ) :

F̃t = σ
(
({f̃}, {M̃}, { ˇ̃f}, { ˇ̃M}, W̃ )−1

(
Dt(E)×Dt(Ě)

)
∪
{
N ∈ F̃ ; P̃(N) = 0

})
,

for t ∈ [0, T ], with

E := R∞ × R∞, Ě := R∞ × R∞ × U.

Note that Dt(E)×Dt(Ě) 6= Dt(E× Ě) since the natural topologies of D(R+;E)×
D(R+; Ě) and D(R+;E × Ě) are different (the topology of the former is the
product topology of the Skorokhod topologies on each space : this authorizes
two changes of times, one for each coordinate ; for the Skorokhod topology on
D(R+;E×Ě), only one change of time is admissible). The solutions f̃ and ˇ̃f have
the same initial condition f0, which is an equilibrium function f0. By Theorem 26,
we have

f̃ = ˇ̃f = f, (2.124)

where f is the equilibrium function 1ũ>ξ, where

ũ(x, t) :=
∫
R
ξdν̃(x,t)(ξ).

A first consequence of (2.124) is that ν̃ = ˇ̃ν, P̃-almost surely. By Remark 28 on the
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uniqueness of the kinetic measure, we have also m̃ = ˇ̃m, P̃-almost surely. We ap-
ply the Gyöngy-Krylov argument : we obtain that (νn) is converging in probability
in Y1 and (mn) is converging in probability inMb(TN × [0, T ] × R)-weak-*. Ex-
tracting an additional subsequence if necessary, we can assume that the conver-
gences are also P-almost sure. By the arguments of the sections 2.1.4.5, 2.1.4.5,
2.1.4.5, it follows that f(t, x, ξ) := νx,t(ξ,+∞) is a generalized solution to (2.1).
Note, to give few details, that we do not need to follow Step 1. and Step 2. of
Section 2.1.4.5 here, since the filtration (Ft) and the Wiener processes βk(t) are
already known here. The convergence of the stochastic integral in Jnϕ(t) does not
require the martingale method of Step 3. of Section 2.1.4.5 either. Using the L2

convergence of the integr and (cf. Lemma 45) is sufficient by the Itô isometry.
We use the second identity in (2.124) now. It states, equivalently, that P̃-almost
surely, for a.e. (x, t), ν̃(x,t) = δũ(x,t). The fact that ν̃ is a Dirac mass can be charac-
terized in terms of equality in the Jensen Inequality :

Ẽ
∫∫

TN×(0,T )
Φ
(∫

R
ξdν̃(x,t)(ξ)

)
dxdt = Ẽ

∫∫
TN×(0,T )

∫
R

Φ(ξ)dν̃(x,t)(ξ)dxdt, (2.125)

where Φ is a strictly convex, polynomially bounded function, like Φ(ξ) = ξ2 for
example. The identity (2.125) depends on Law(ν̃) = Law(ν) uniquely. Therefore
ν also is almost surely a Dirac mass : P-almost surely, for a.e. (x, t), ν(x,t) = δu(x,t),
where

u(x, t) :=
∫
R
ξdν(x,t)(ξ).

(Remark that ν(x,t) = δu(x,t) a.s., a.e., is also a consequence of Theorem 26. Ho-
wever this theorem is difficult to show, and, although we have already used
Theorem 26, the argument based on (2.125) is simple and natural). By Proposi-
tion 15, u is a solution to (2.1) : it is the unique solution by Theorem 26. Using
Lemma 12, also, we have ‖un − u‖pLp(TN×(0,T )) → 0 in probability. We also have
the uniform bound

E‖un − u‖prLp(TN×(0,T )) ≤ C, (2.126)

where r > 1 and C is independent on n. Taking (2.126) for granted, we deduce,
with the convergence in probability, that E‖un−u‖pLp(TN×(0,T )) → 0 and we obtain
the first part of the second point of Theorem 47. The bound (2.126) follows from
the estimate

E‖un − u‖prLp(TN×(0,T )) ≤ E‖un − u‖prLpr(TN×(0,T ))T
r−1,

and (2.9), (2.79). To prove that almost surely, for all t ∈ [0, T ], un(t) → u(t) in
Lp(TN), we use Lemma 12 and Proposition 39. It gives : almost surely, for all
t ∈ [0, T ] \ Bat, un(t)→ u(t) in Lp(TN), where Bat is defined in Lemma 2. Since,
almost surely, u is continuous in time with values in Lp(TN) by Corollary 27, it
follows from (2.38) that Bat is empty. This gives the desired result.

116



2.1.5 Some applications
2.1.5.1 Vanishing viscosity method

Assume that (2.3) and (2.4) are satisfied. Consider the parabolic approximation
to (2.1) :

duη + div(A(uη))dt− η∆uηdt = Φη(x, uη)dW (t). (2.127)

For η > 0 and uη0 ∈ L∞(TN), the existence of solutions to (2.127) under the initial
condition uη(0) = uη0 has been proved in [GR00] provided the noise has a finite
number of components. Therefore, we assume (compare to (2.2))

Φη(x, u) =
∑

1≤k≤Kη
gk(x, u)ek, (2.128)

where Kη is finite, Kη → +∞ when η → 0. Let (ηn) ↓ 0. In [DV10a], we have
shown that the sequence (uηn) gives rise to a sequence of approximate generali-
zed solutions (fn), with random measure mn, given by

fn = fn = 1uηn>ξ,

〈mn, ϕ〉 =
∫∫

TN×(0,T )
ϕ(x, t)ηn|∇xu

ηn(x, t)|2dxdt,

εn(t, ϕ) = ηn

∫ t

0

∫
TN

fn(x, s, ξ)∆ϕ(x, ξ)dξdxds.

Here the order is d = 2. Let p ∈ [1,+∞). By Theorem 47, we recover the result
given in [DV10a] of convergence uη → u in Lp(TN × (0, T )× Ω), where u is the
solution to (2.1) with initial datum u0. We also obtain that, if (ηn) ↓ 0, then, for a
subsequence (nk), almost surely, for all t ∈ [0, T ], uηnk (t)→ u(t) in Lp(TN).

2.1.5.2 BGK approximation

We consider now the following BGK approximation to (2.1) :

dfη + a(ξ) ·∇xf
ηdt =fη − f η

η
dt− ∂ξf ηΦηdW (t)− 1

2∂ξ(G
2∂ξ(−f η)), (2.129)

fη :=1uη>ξ, uη =
∫
R
(f η(ξ)− 10>ξ)dξ. (2.130)

Assume (2.128), assume that (2.4) is satisfied and that (instead of (2.3)), either
G2(x, ξ) ≤ D0|ξ2| or G2(x, ξ) ≤ D0 is satisfied. M. Hofmanová has proved in
[Hof15] the existence of solutions to (2.129)-(2.130) with given initial datum
f η0 = fη0 = 1uη0>ξ (the fact that the initial datum is at equilibrium can be relaxed).
Let (ηn) ↓ 0. Then fn := f ηn provides a sequence of generalized approximate
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solutions of order d = 0, with

∂ξm
n = fn − fn

ηn
,

εn(t, ϕ) = 0.

Let u0 ∈ L∞(TN). Assume uηn0 → u0 in Lp(TN) for all p ∈ [1,+∞), and let u
be the solution to (2.1) with initial datum u0. By Theorem 47, we recover the
convergence un → u proved in [Hof15]. We have also : for a subsequence (nk),
almost surely, for all t ∈ [0, T ], unk(t)→ u(t) in Lp(TN)

2.1.5.3 Approximation by the Finite Volume method

The approximation of (2.1) by the Finite Volume method is considered in 3.1.
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Le paragraphe qui suit a plusieurs fonctions.

• La première et sans doute la principale : il donne le détail des démonstra-
tions de l’article. En effet, la longueur, la difficulté de l’article et la tradition
mathématique font que les démonstrations des différents lemmes, proprié-
tés, corollaires et théorèmes de l’article sont souvent réduites à leurs étapes
essentielles.

• La seconde : les démonstrations sont écrites avec
∫ T

0 .dW (t) et non pas∑
k

∫ T
0 .dβ(t), avec ‖.‖L2(H,R) et non pas ‖.‖H ou ‖.‖l2(N), avec Φ(x, u) et non

pas Φ(x, u)ek = gk(x, u). Je pense que cette façon de faire est plus simple,
plus pratique et donne une lecture plus aisée, même si dans l’article nous
avons gardé les notations utilisées par Arnaud Debussche et Julien Vovelle
dans [DV10b].

• La troisième : j’ai rappelé des notions importantes utilisées dans les dé-
monstrations.

• La quatrième : j’ai essayé par moments, de donner des idées, des réflexions
précédant ou accompagnant les démonstrations de l’article.

Il faut bien comprendre que ces détails sont une aide à la lecture. Je pense qu’il
serait intéressant de lire l’article avec les détails et commentaires qui suivent,
simultanément.

2.2 Détails des démonstrations du premier article

2.2.1 Sur l’introduction 2.1.1

W (t) = ∑∞
k=1 βk (t) ek n’est pas défini dans l’espace de Hilbert H, il est défini

grâce à J : H → U injection de Hilbert-Schmidt (où U est un espace de Hilbert
séparable quelconque) par

W (t) =
∞∑
k=1

βk (t) Jek.

C’est la raison pour laquelle on appelleW (t) un processus de Wiener cylindrique.
C’est l’hypothèse (2.3)

G2 (x, u) =
∞∑
k=1
|gk (x, u) |2 =

∞∑
k=1
|Φ (x, u) ek|2 = ‖Φ (x, u) ‖2

L2(H,R) ≤ D0
(
1 + |u|2

)
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qui permet d’avoir Φ (x, u) opérateur de Hilbert-Schmidt, c’est à dire Φ (x, u) ∈
L2 (H,R).
En effet, Φ (x, u) est un opérateur linéaire qui vérifie Φ (x, u) ek = gk (x, u).

L’hypothèse (2.4)

∞∑
k=1
|gk (x, u)− gk (y, v) |2 =

∞∑
k=1
| (Φ (x, u)− Φ (y, v)) ek|2

= ‖Φ (x, u)− Φ (y, v) ‖2
L2(H,R) ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|h (|u− v|)

)
permet d’avoir

Φ : (x, u) ∈ TN × R 7→ Φ (x, u) ∈ L2 (H,R)

continue donc borélienne.

Nous avons suivi l’écriture utilisée dans l’article [DV10a] pour écrire l’équation
étudiée :

du (x, t) + divx (A (u (x, t))) dt = Φ (x, u (x, t)) dW (t) .

C’est une écriture intermédiaire entre celle d’une EDP, à savoir

du (x, t)
dt

+ divx (A (u (x, t))) = Φ (x, u (x, t)) dW (t)
dt

où
du (x, t)
dt

+ divx (A (u (x, t))) = 0

est la loi de conservation homogène et

Φ (x, u (x, t)) dW (t)
dt

le terme source stochastique, et celle de la « différentielle stochastique » , à savoir

du (x, t) = −divx (A (u (x, t))) dt+ Φ (x, u (x, t)) dW (t) .

Le but est d’étudier le processus stochastique u qui dépend du temps t, de l’espace
x et du hasard ω.

Φ (x, u (x, t)) dW (t) est appelé bruit multiplicatif car Φ dépend de la variable u.
Un bruit additif serait Φ (x, t) dW (t) avec Φ ne dépendant pas de la variable
u. Dans l’article sur la convergence du schéma volume fini, le bruit sera aussi
à support compact, c’est à dire que Φ (x, u) sera nulle en dehors du compact
TN × [−1, 1] de TN × R.
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Notons que la définition de base stochastique de l’article est un peu inhabituelle.
Dans beaucoup d’ouvrages, une base stochastique est la donnée d’un espace pro-
babilisé et d’une filtration, c’est à dire(

Ω,F ,P, (Ft)t∈[0,T ]

)
.

Ici, nous suivons l’article de Debussche et Vovelle [DV10a] où la base stochas-
tique, qu’on peut écrire (

Ω,F ,P, (Ft)t∈[0,T ] , (W (t))t∈[0,T ]

)
signifie en plus que le processus de Wiener cylindrique W est adapté à la filtra-
tion (Ft)t∈[0,T ] et que W est une martingale pour cette filtration. Autrement dit,
W est un (Ft)t∈[0,T ]-processus de Wiener cylindrique. Cela veut dire aussi que
(Ft)t∈[0,T ] peut être plus fine que la filtration engendrée par W .

2.2.2 Sur la mesurabilité des solutions (cf § 2.1.2.1)

Pour commencer, la filtration (Ft)t∈[0,T ] de F est supposée continue à droite et
complète, c’est à dire

• {A ∈ F , P (A) = 0} ⇒ {A ∈ F0}

• Ft = Ft+ = ∩s>tFs, ∀t ∈ [0, T )

La tribu PT des évènements prévisibles est la sous-tribu de B ([0, T ])⊗F engen-
drée par les ensembles ]s, t] × A où A ∈ Fs et par les ensembles les ensembles
{0} × A où A ∈ F0. Plus formellement, on écrit

PT = σ

({
]s, t]× A : 0 ≤ s < t ≤ T, A ∈ Fs

}
∪
{
{0} × A : A ∈ F0

})

On aurait pu prendre la définition équivalente, et peut-être plus intuitive

PT = σ
(
X : [0, T ]× Ω→ R ; X est càg sur ]0, T ] et adapté à (Ft)t∈[0,T ]

)
ou bien

PT = σ
(
X : [0, T ]× Ω→ R ; X est continu sur [0, T ] et adapté à (Ft)t∈[0,T ]

)
Un processus stochastique X : [0, T ] × Ω → R est dit prévisible s’il est PT -
mesurable.
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En tout cas, un processus stochastique prévisible a les conditions de mesurabilités
suffisantes pour être intégré au sens d’Itô contre un mouvement brownien (réel
ou Hilbertien), et même contre une martingale de carré intégrable.
Selon Prévôt et Röckner (remarque 2.5.3 de [PR07]), on pourrait dans cet article
considérer une classe plus grande d’intégrandes : les processus progressivement
mesurables. La restriction de l’intégrale d’Itô à des processus prévisibles est obli-
gatoire si on veut intégrer contre des martingales de carrés intégrables, pas si on
veut intégrer seulement contre des mouvements Browniens.

Un processus stochastique X : [0, T ]×Ω→ R est dit progressivement mesurable
s’il vérifie

∀t ∈ [0, T ], (s, ω) ∈ [0, t]× Ω 7→ X (s, ω) est B ([0, t])⊗Ft-mesurable

La sous-tribu de B ([0, T ])⊗F engendrée par les processus progressivement me-
surables se note Prog. Nous avons l’inclusions stricte

PT ⊂ Prog.

Nous affirmons dans l’article :
« We denote by LpP([0, T ]×Ω;E) the set of functions g in Lp([0, T ]×Ω;E) which
are equal L ⊗ P-almost everywhere to a predictable function f . This is the case
if, and only if, 〈g, ϕ〉 is equal L⊗P-almost everywhere to 〈f, ϕ〉 for all ϕ ∈ E ′ (we
use the following fact : E being separable, there is a countable subset of E ′ that
separates points in E) ».
Bien entendu, quand on parle d’ensemble de fonctions g, c’est un abus de lan-
gage.
Chaque élément de Lp (Ω× [0, T ] ;E) est une classe de fonctions, toutes égales
sauf sur un ensemble négligeable pour la mesure L ⊗ P. Dans chaque classe,
au moins une fonction est F ⊗ B [0, T ]-mesurable. Donc g ∈ LpP (Ω× [0, T ] ;E)
si g ∈ Lp (Ω× [0, T ] ;E) et qu’il existe un élément de la classe g qui soit P-
mesurable.
Prouvons l’équivalence annoncée.
Supposons que f et g soient deux fonctions d’une même classe, et que f soit
prévisible, c’est à dire f : Ω× [0, T ]→ E , telle que f−1 (O) ∈ P pour tout ouvert
O ⊂ E. Alors 〈f, ϕ〉 = ϕ ◦ f : Ω × [0, T ] → R est aussi prévisible, pour chaque
ϕ ∈ E

′. Comme f (ω, t) = g (ω, t) sauf si (ω, t) ∈ N avec L ⊗ P (N) = 0, alors
ϕ ◦ f (ω, t) = ϕ ◦ g (ω, t) sauf si (ω, t) ∈ N avec L⊗P (N) = 0, donc ϕ ◦ f et ϕ ◦ g
appartiennent à la même classe d’équivalence dont un élément est prévisible.
Réciproquement, supposons que ϕ◦g = ϕ◦f sauf sur Nϕ avec L⊗P (Nϕ) = 0, et
que f soit prévisible. Si (ϕn)n∈N ⊂ E

′ sépare les points de E, on a bien ϕn ◦ g =
ϕn ◦ f sauf sur

⋃
nNϕn avec L⊗P (⋃nNϕn) = 0. Donc f = g sauf sur

⋃
nNϕn avec

L ⊗ P (⋃nNϕn) = 0 . Comme f est prévisible, le résultat annoncé est vrai.
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2.2.3 Sur la tension des mesures (cf formule (2.7))

Ce qu’en dit Revuz [Rev97] :
Soit une suite de mesures (mn)n∈N boréliennes uniformément bornées sur Rd, on
peut en extraire une sous-suite convergeant faiblement,
c’est à dire qu’il existe une sous-suite et une mesure bornée m telles que

< mnk , φ >→k→+∞< m,φ >, ∀φ ∈ C0
(
Rd
)

Cette propriété de compacité faible n’étant pas vraie pour la convergence étroite
des mesures, il a fallu rajouter l’argument de tension de la suite de mesures pour
le garder :
Une suite de mesures (mn)n∈N boréliennes sur Rd est dite tendue si elle est uni-
formément bornée et si

∀ε > 0, ∃ K compact ⊂ Rd, tel que ∀n ∈ N, mn (Kc) ≤ ε

C’est le cas d’une suite dont toutes les mesures sont à support dans le même
compact, ou d’une suite convergeant étroitement.
On a alors la propriété suivante :

Si une suite de mesures (mn)n∈N boréliennes sur Rd est tendue, on peut en ex-
traire une sous-suite convergeant étroitement,
c’est à dire qu’il existe une sous-suite et une mesure bornée m telles que

< mnk , φ >→k→+∞< m,φ >, ∀φ ∈ Cb
(
Rd
)

On peut remplacer Rd par un espace polonais S (espace métrique, séparable,
complet) dans les propriétés précédentes, ce théorème est dû à Youri Prokhorov.
On peut aussi remplacer les mesures (positives) boréliennes par mesures signées
ou mesures de Radon finies (si l’espace polonais S est localement compact).
Parfois seule la propriété qui donne mn (Kc) ≤ ε uniformément en dehors d’un
compact sert à définir la tension d’une suite de mesures.

Un exemple utile d’espace polonais est l’espace de Wiener classique S =
C ([0, T ] , E), muni de la norme infini, où E est aussi un espace polonais. Dans
cet espace, on a une caractérisation de suites de mesures de probabilité tendues.
Elle sera donnée (et utilisée) dans un paragraphe ultérieur.

Un autre exemple d’espace polonais, contenant C ([0, T ] , E) est l’espace
D ([0, T ] , E) des fonctions continues à droite, limitées à gauche, muni d’une mé-
trique adéquate (cf [Bil13] ou [JS13]).
C’est l’espace de Skorokhod.
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2.2.4 A propos des mesures aléatoires (cf § 2.1.2.1)

Soit m une mesure aléatoire définie en 1 (donc positive et bornée), l’application
1TN×[0,T ]×R ∈ Cb

(
TN × [0, T ]× R

)
, donc

ω ∈ Ω 7→ 〈mω,1TN×[0,T ]×R〉 =
∫
TN×[0,T ]×R

1dmω (x, t, ξ) ∈ R+

est une variable aléatoire. E〈mω,1TN×[0,T ]×R〉 est bien définie.
Supposons de plus que ce moment d’ordre 1 soit fini. Soit Φ ∈
Cb
(
TN × [0, T ]× R

)
, et supposons que ‖Φ‖∞ < M < +∞, alors la variable

aléatoire ω ∈ Ω 7→ 〈mω,Φ〉 vérifie

|〈mω,Φ〉| ≤M × 〈mω,1TN×[0,T ]×R〉

donc
|E〈mω,Φ〉| ≤M × E〈mω,1TN×[0,T ]×R〉.

En particulier, l’application linéaire

Φ ∈ C0
(
TN × [0, T ]× R

)
7→ E〈mω,Φ〉

est continue, donc Em ∈
(
C0
(
TN × [0, T ]× R

))′
, c’est à dire que Em est une

mesure de Radon finie de l’espace TN × [0, T ]× R.

La mesure image définie sur les boréliens B de [0, T ] par

π#m (B) = m
(
π−1 (B)

)
= m

(
TN ×B × R

)
avec m : Ω→Mb

(
TN × [0, T ]× R

)
mesure aléatoire, définit une autre mesure

aléatoire, à savoir
π#m : Ω→Mb ([0, T ])

qui vérifie ∀Φ ∈ Cb ([0, T ])

〈π#mω,Φ〉 =
∫

[0,T ]
Φ (t) π#mω (dt)

=
∫
TN×[0,T ]×R

Φ ◦ π (x, t, ξ) dmω (x, t, ξ) = 〈mω,Φ ◦ π〉

Le lemme 2 dit que l’ensemble des atomes de π#mω ayant une probabilité non
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nulle est au plus dénombrable, c’est à dire que

Bat =

t ∈ [0, T ] : P
({
ω ∈ Ω : π#mω ({t}) > 0

})
> 0


est au plus dénombrable.

La démonstration est évidente car

Bat =
{
t ∈ [0, T ] : Eπ#m ({t}) > 0

}
c’est à dire que Bat est l’ensemble des atomes de la mesure de Radon finie Eπ#m.

2.2.5 A propos de la définition 3

L’item 2 est intéressant si l’on réfléchit à l’historique des définitions depuis l’ar-
ticle de Debussche et Vovelle, ou même si on se place dans le contexte historique
des EDPS.
D’une part, historiquement les probabilistes ont résolu les premières EDPS ou
EDS en cherchant des solutions qui sont des processus stochastiques continus en
temps ou au moins càdlàg ou bien càglàd. L’idée de Debussche et Vovelle fut
d’utiliser des méthodes d’analyse en cherchant des solutions moins régulières, à
savoir faibles en espace et en temps (faible au sens des distributions, donc faible
au sens des analystes). Dans la mesure où leur solution s’est avérée finalement
continue en temps, il fut naturel de se ranger du côté de la vision des probabi-
listes, à savoir définir une solution tout de suite càdlàg (on aurait aussi pu choisir
continue) en temps, tout en restant faible en espace.
D’autre part, leur démonstration repose sur une formulation cinétique inventée
par Lions, Perthame, Tadmor où une variable supplémentaire ξ ∈ R est intro-
duite. C’est à dire qu’au lieu de chercher la solution u, Lions, Perthame et Tadmor
ont cherché la solution cinétique χ (ξ, u) = 10<ξ<u−1u<ξ<0. Debussche et Vovelle
ont préféré chercher la solution cinétique 1u>ξ. On a en fait l’égalité vraie pour
presque tout ξ ∈ R

χ (ξ, u) = 1u>ξ − 10>ξ

Pour bien comprendre qui est l’inconnue, réécrivons l’EDPS

du (x, t) + divx (A (u (x, t))) dt = Φ (x, u (x, t)) dW (t)

On pourrait croire que l’inconnue est u ou bien l’inconnue cinétique 1u>ξ. En fait,
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je dirais que l’inconnue est le processus

(ω, t) ∈ Ω× [0, T ] 7→
∫
TN×R

1u(ω,x,t)>ξ × φ (x, ξ) dxdξ

à φ ∈ C1
c

(
TN × R

)
fixé. C’est la raison pour laquelle, ce processus doit être

càdlàg en temps : c’est notre processus inconnu.
En réalité, l’ensemble de tels processus, lorsque φ parcours C1

c

(
TN × R

)
, déter-

mine de manière unique le processus

(ω, t) ∈ Ω× [0, T ] 7→ 1u(ω,x,t)>ξ

qui détermine lui aussi de manière unique le processus

(ω, t) ∈ Ω× [0, T ] 7→ u (ω, x, t)

car ∫
R

(
1u(ω,x,t)>ξ − 10>ξ

)
dξ = u (ω, x, t)

Dans la formule donnée par l’item 4, il est intéressant de vérifier que le
terme suivant ait bien un sens :

∞∑
k=1

∫ t

0

∫
TN
gk (x, u (x, s))ϕ (x, u (x, s)) dxdβk (s)

Pour cela, écrivons et étudions plutôt ce terme sous la forme∫ t

0

∫
TN
ϕ (x, u (x, s)) Φ (x, u (x, s)) dxdW (s)

et intéressons-nous au processus intégrande

(t, ω) 7→
∫
TN
ϕ (x, u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) dx

Comme

Φ :

TN × R→ L2 (H,R)
(x, u) 7→ Φ (x, u)

est continue et que

ϕ :

TN × R→ R
(x, u) 7→ ϕ (x, u)
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est de classe C1 à support compact, on a

ϕ⊗ Φ :

TN × R→ L2 (H,R)
(x, u) 7→ φ (x, u) Φ (x, u)

continue, avec

‖ϕ (x, u) Φ (x, u) ‖2
L2(H,R) =

∑
k≥1
|ϕ (x, u) Φ (x, u) ek|2

≤ ‖ϕ‖2
∞
∑
k≥1
|gk (x, u) |2 ≤ ‖ϕ‖2

∞D0
(
1 + |u|2

)

Si (x, t, ω) 7→ u (x, t, ω) est B(TN)⊗PT -mesurable, il en de même pour (x, t, ω) 7→
(x, u (x, t, ω)) donc (x, t, ω) 7→ ϕ (x, u (ω, x, t)) Φ (x, u (ω, x, t)) est B

(
TN

)
⊗ PT -

mesurable. De plus

ϕ (x, u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) ∈ L2 (H,R)

car

‖ϕ (x, u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2
L2(H,R)

=
∞∑
k=1
|ϕ (x, u (x, t, ω))× Φ (x, u (x, t, ω)) ek|2

=
∞∑
k=1
|ϕ (x, u (x, t, ω)) |2|gk (x, u (x, t, ω)) |2

≤ ‖ϕ‖2
∞

∞∑
k=1
|gk (x, u (x, t, ω)) |2

= ‖ϕ‖2
∞G2 (x, u (x, t, ω))

≤ ‖ϕ‖2
∞D0

(
1 + |u (x, t, ω) |2

)
< +∞, ps et pp en (x, t)

avec u solution de (2.1) donc appartenant à L2
(
TN × [0, T ]× Ω

)
(conséquence

du troisième point de la définition de solution).

Ainsi, ∫
TN
‖ϕ (x, u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2

L2(H,R)dx < +∞∫
TN
ϕ (x, u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) dx ∈ L2 (H,R) , ps et pp en t

et
(t, ω) 7→

∫
TN
ϕ (x, u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) dx

est PT -mesurable (i.e. est prévisible).
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De plus,

E
∫ T

0
‖ϕ (x, u (x, t, ω))× Φ (x, u (x, t, ω)) ‖2

L2(H,R)dx < +∞

donc ∫ T

0

∫
TN
ϕ (x, u (x, t, ω)) Φ (x, u (x, t, ω)) dxdW (t)

est bien définie.

Remarquons que l’item 4 de la définition de solution peut aussi s’écrire (comme
je l’ai fait dans le paragraphe 1.2.3)

∀ϕ ∈ C1
c

(
TN × Rξ

)
, ∀ 0 ≤ t ≤ T,∫

TN×Rξ
χ (ξ, u (x, t))ϕ (x, ξ) dxdξ −

∫
TN×Rξ

χ (ξ, u (x, 0))ϕ (x, ξ) dxdξ

=
∫ t

0

∫
TN×Rξ

A
′ (ξ) .Ox (ϕ (x, ξ))χ (ξ, u (x, r)) dxdξdr

+
∫ t

0

∫
TN×Rξ

ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN×Rξ

∂ξφ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2
L2(H,R)δu(x,r) (dξ) dxdr

−m (∂ξϕ (x, ξ)) [0, t]

ou bien∫
TN×Rξ

1u(x,t)>ξ × ϕ (x, ξ) dxdξ −
∫
TN×Rξ

1u(x,0)>ξ × ϕ (x, ξ) dxdξ

=
∫ t

0

∫
TN×Rξ

A
′ (ξ) .Ox (ϕ (x, ξ)) 1u(x,t)>ξ dxdξdr

+
∫ t

0

∫
TN×Rξ

ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN×Rξ

∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2
L2(H,R)δu(x,r) (dξ) dxdr

−m (∂ξϕ (x, ξ)) [0, t]

Sur l’item 3 de la définition de solution et son commentaire

(x, t, ω) 7→ u (x, t, ω) est B
(
TN

)
⊗ PT -mesurable donc

(t, ω) 7→
∫
TN
|u (x, t, ω) |pdx
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est PT -mesurable, donc en particulier B [0, T ]⊗F -mesurable. Mais comme [0, T ]
n’est pas dénombrable, il n’est pas évident que

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN
|u (x, t, ω) |pdx

soit F -mesurable. Par contre le fait que ∀ϕ ∈ C1
c

(
TN × R

)
et presque tout ω ∈ Ω

t 7→
∫
TN×R

1u(x,t)>ξ × ϕ (x, ξ) dxdξ

soit càdlàg, va nous permettre de le démontrer.
En utilisant la formule ∫

R

(
1u(x,t)>ξ

)
θ′ (ξ) dξ = θ (u (x, t))

valable pour toute fonction θ localement lipschitzienne (i.e. θ′ ∈ L∞loc (R)) nulle
en −∞, puis en prenant θ (ξ) = |ξ+|p pour p ∈ [1,+∞) et ϕn (x, ξ) = 1TN (x) ×
ψn (ξ) où (ψn)n∈N est une suite de fonction positives d’éléments de C∞c (R) qui
tend en croissant simplement vers θ′, on obtient que pour tout n ∈ N et presque
tout ω ∈ Ω

Ln : t 7→
∫
TN×R

1u(x,t)>ξ × ϕn (x, ξ) dxdξ

soit càdlàg. Il existe donc un sous-ensemble dénombrable Dn de [0, T ] indépen-
dant de ω, tel que

sup
t∈[0,T ]

Ln (t) = sup
t∈Dn

Ln (t)

En posant D = ⋃
n∈NDn, on a aussi

sup
t∈[0,T ]

Ln (t) = sup
t∈D

Ln (t)

Or

sup
t∈[0,T ]

∫
TN
|u+ (x, t, ω) |pdx = sup

t∈[0,T ]
sup
n
Ln (t) = sup

n
sup
t∈[0,T ]

Ln (t) = sup
n

sup
t∈D

Ln (t)

presque sûrement, on peut donc affirmer que

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN
|u+ (x, t, ω) |pdx

est F -mesurable.

On fait le même raisonnement avec θ (ξ) = |ξ−|p et ϕn (x, ξ) = 1TN (x) × ψn (ξ)
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où (ψn)n∈N est une suite de fonction négatives d’éléments de C∞c (R) qui tend en
décroissant simplement vers θ′, on obtient que pour tout n ∈ N et presque tout
ω ∈ Ω

Hn : t 7→
∫
TN×R

−1u(x,t)≤ξ × ϕn (x, ξ) dxdξ

soit càdlàg, et

sup
t∈[0,T ]

∫
TN
|u− (x, t, ω) |pdx = sup

t∈[0,T ]
sup
n
Hn (t) = sup

n
sup
t∈[0,T ]

Hn (t) = sup
n

sup
t∈D

Hn (t)

Grâce à la croissance de Hn et Ln, on a

sup
t∈[0,T ]

∫
TN
|u (x, t, ω) |pdx = sup

t∈[0,T ]
sup
n

(Ln (t) +Hn (t))

= sup
n

sup
t∈[0,T ]

(Ln (t) +Hn (t)) = sup
n

sup
t∈D

(Ln (t) +Hn (t))

On peut donc affirmer que

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN
|u (x, t, ω) |pdx

est F -mesurable.

2.2.6 Sur la proposition 5 « mass of the random measure »

On peut choisir ϕk (x, ξ) ∈ C∞c
(
TN × R

)
telle que ϕk (x, ξ) = ξ, ∀ξ ∈ [−k, k] et

donc telle que
lim

k→+∞
ϕk (x, ξ) = ξ, ∀ (x, ξ) ∈ TN × R

Cette limite est croissante si on se restreint à (x, ξ) ∈ TN ×R+, et décroissante si
on se limite à (x, ξ) ∈ TN × R−.
Cela signifie aussi que ∂ξϕk (x, ξ) = 1, ∀ξ ∈ [−k, k] et donc vérifie

lim
k→+∞

∂ξϕk (x, ξ) = 1, ∀ (x, ξ) ∈ TN × R

Cette limite est croissante si on se restreint à (x, ξ) ∈ TN ×R+, et décroissante si
on se limite à (x, ξ) ∈ TN × R−.

J’applique l’égalité donnée dans l’item 4 de la définition de solution, à t = T et à
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ϕk dans sa version∫
TN×Rξ

χ (ξ, u (x, T ))ϕk (x, ξ) dxdξ −
∫
TN×Rξ

χ (ξ, u (x, 0))ϕk (x, ξ) dxdξ

=
∫ T

0

∫
TN×Rξ

A
′ (ξ) .Ox (ϕk (x, ξ))χ (ξ, u (x, r)) dxdξdr

+
∫ T

0

∫
TN×Rξ

ϕk (x, ξ) Φ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)

+ 1
2

∫ T

0

∫
TN×Rξ

∂ξϕk (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2
L2(H,R)δu(x,r) (dξ) dxdr

−m (∂ξϕk (x, ξ)) [0, T ]

je peux alors appliquer aux premier, deuxième termes de gauche, et aux troi-
sième, quatrième termes de droite le théorème de convergence dominée en fai-
sant tendre k → +∞ (pour le troisième terme on a besoin du deuxième item de
la définition de solution et de la majoration de ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R) donnée en début
d’article). Le premier terme à droite du signe égal est nul.
Pour le deuxième terme à droite du signe égal, l’isométrie d’Itô me donne

E

| ∫ T

0

∫
TN×Rξ

ϕk (x, ξ) Φ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)

−
∫ T

0

∫
TN×Rξ

ξΦ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r) |2


= E
(∫ T

0
‖
∫
TN×Rξ

(ϕk (x, ξ)− ξ) Φ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dx‖2
L2(H,R)dr

)

≤ E

(∫ T

0

∫
TN
‖ (ϕk (x, u (x, r))− u (x, r)) Φ (x, u (x, r)) ‖2

L2(H,R)dxdr

)

≤ E
(∫ T

0

∫
TN
|ϕk (x, u (x, r))− u (x, r) |2D0

(
1 + |u (x, r) |2

)
dxdr

)

qui tend bien vers 0 lorsque k → +∞ grâce au théorème de convergence domi-
née (et le deuxième item de la définition de solution). Cela signifie que pour une
sous-suite, on a presque sûrement

∫ T

0

∫
TN×Rξ

ϕk (x, ξ) Φ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)

→k→+∞

∫ T

0

∫
TN×Rξ

ξΦ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)
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et donc on obtient l’égalité annoncée

1
2‖u (., T ) ‖2

L2(TN ) −
1
2‖u (., 0) ‖2

L2(TN )

=
∫ T

0

∫
TN×Rξ

ξΦ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)

+ 1
2

∫ T

0

∫
TN×Rξ

‖Φ (x, ξ) ‖2
L2(H,R)δu(x,r) (dξ) dxdr

−m
(
TN × [0, T ]× Rξ

)

2.2.7 Concernant les mesures de Young (cf définition 6)

Dans notre article, une mesure de Young est définie comme l’application faible-
ment mesurable

ν : (X,A, λ)→ P1 (R)

où P1 (R) est l’ensemble des mesures de probabilité sur la tribu borélienne de R.
Dans les ouvrages, on peut aussi rencontrer l’écriture

µ = (νz)z∈X .λ = ν.λ

ou bien
µ = (νz)z∈X ⊗ λ = ν ⊗ λ

à la place de ν qui signifie que la mesure de Young µ est l’unique mesure positive
finie définie sur A⊗ B(R) vérifiant

µ (A×B) = (νz)z∈X .λ (A×B) =
∫
A
νz (B) dλ (z) ,∀A ∈ A, ∀B ∈ B(R)

avec

• νz ∈ P1 (R) ,∀z ∈ X

• z ∈ X 7→ νz(B) mesurable ∀B ∈ B(R) fixé.

D’aileurs, si les notations ou les définitions peuvent varier, le nom même peut
varier, ainsi mesure de Young se nomme aussi probabilité de transition ou encore
noyau de probabilité.
L’idée qu’il faut retenir est la suivante : intégrer contre la mesure (νz)z∈X .λ si-
gnifie intégrer contre la mesure νz à z fixé, PUIS contre la mesure λ. C’est encore
plus visible grâce au théorème de Fubini généralisé suivant :
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Soit f : (X × R,A⊗ B(R)) → R mesurable positive ou µ-intégrable, on a∫
X×R

f (z, ξ) dν.λ =
∫
X

(∫
R
f (z, ξ) dνz (ξ)

)
dλ (z)

Une autre définition (équivalente) de mesure de Young est la suivante :
µ est une mesure de Young si et seulement si µ est une mesure (positive) finie
sur (X × R,A⊗ B (R)) qui vérifie µ (A× R) = λ (A) ∀A ∈ A.
Ainsi, en notant π : X ×R→ X la projection, la mesure-image de µ par π est λ.
De plus, il est possible de créer une famille de mesures de probabilités (νz)z∈X
vérifiant µ = (νz)z∈X .λ ; ce sont des « tranches » de µ, on dit aussi que (νz)z∈X
est une désintégration de µ.

Remarques :
On dit que la mesure de Young µ est associée à une fonction mesurable u : X →
R lorsque νz = δu(z), λ-pp. On note parfois µu cette mesure de Young.

Une fonction cinétique telle que définie dans l’article est l’opposé de la primitive
qui s’annule en +∞ d’une mesure de Young (qui elle aussi s’annule en l’infini au
sens des mesures de Young ou simplement au sens des mesures)

Sur la compacité des mesures de Young :

La convergence faible au sens des mesures de Young, est la convergence étroite
des mesures : une suite (µn) de mesures de Young converge faiblement vers une
mesure de Young µ si et seulement si

∀g ∈ Cb (X × R) , µn (g)→ µ (g)

Bien entendu, cette définition n’est valable que si X a une topologie, la définition
générale utilise ce qu’on appelle les intégrandes de Carathéodory :
Si g : (z, ξ)X × R 7→ g (z, ξ) ∈ R est mesurable en la variable z et continue
en la variable ξ, alors g est dite intégrande de Carathéodory. L’ensemble des
intégrandes de Carathéordory bornées est noté Cthb (X × R).
Ainsi, une suite (µn) de mesures de Young converge faiblement vers une mesure
de Young µ si et seulement si

∀g ∈ Cthb (X × R) , µn (g)→ µ (g)

La notion de tension d’une suite de mesure de Young est donc importante pour
avoir une sous-suite qui converge faiblement :
une suite de mesures de Young est dite tendue (ou bien strictement tendue) si et
seulement si,

∀ε > 0, ∃Kεcompact ⊂ R, tel que sup
n
µn (X ×Kc

ε) ≤ ε.
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Une telle suite admet une sous-suite convergeant faiblement vers une mesure de
Young.

Voici un critère important concernant la tension d’une suite de mesures de Young.
Supposons que la suite (µn) = (νn.λ) vérifie pour un certain p ∈ [1; +∞)

sup
n

∫
X×R
|ξ|pdνn.λ < +∞

alors elle est tendue.
En effet, soit (νn.λ) une telle suite de mesures de Young vérifiant∫

X×R
|ξ|pdνn.λ ≤ C < +∞

alors ∀M > 0,

Mpνn.λ (X × [−M,M ]c) ≤
∫
X×[−M,M ]c

|ξ|pdνn.λ ≤ C

donc
νn.λ (X × [−M,M ]c) ≤ C

Mp
.

2.2.8 Au sujet du théorème 10 et de son corollaire 11

Il est à noter que dans le théorème 10 et le corollaire 11, les sous-suites sont les
mêmes.
Voici les démonstrations (inspirées de l’article de Debussche, Vovelle [DV10b]) :

Soit (X,A, µ) un espace mesuré, si µ est σ -finie, et si A est une tribu engendrée
par un ensemble dénombrable, et si 1 ≤ p < +∞ alors Lp (X) est séparable.
(Billingsley)

Soit h ∈ L1 (X) ∩ L∞ (X) telle que h (z) ≥ 0 pour λ-presque tout z ∈ X, la suite
de mesures (νnh )n définie par∫

R
Φ (ξ) dνnh (ξ) =

∫
X
h (z)

∫
R

Φ (ξ) dνnz (ξ) dλ (z)

est bien définie car

Φ ∈ C0 (R) 7→
∫
X
h (z)

∫
R

Φ (ξ) dνnz (ξ) dλ (z)
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est une forme linéaire continue sur C0 (R), elle détermine donc de manière
unique une mesure signée (ici positive) sur les boréliens de R.

La suite (νnh ) est tendue car

• en choisissant une suite croissante (fi)i d’éléments de C0 (R) telle que

∀i ∈ N, 1 ≥ fi ≥ 0, fi = 1 sur [−i, i], fi = 0 sur [−i− 1, i+ 1]c,
et en utilisant le Théorème de convergence monotone, on a

(νnh ) (1) = lim
i→+∞

(νnh ) (fi) = lim
i→+∞

∫
X
h (z)

∫
R
fi (ξ) dνnz (ξ) dλ (z)

=
∫
X
h (z)

∫
R

1dνnz (ξ) dλ (z) = ‖h‖L1(X)

• je peux utiliser ce que j’ai prouvé dans le paragraphe précédent, à savoir

∀ε > 0, ∃Kε compact ⊂ R, tel que sup
n
νn.λ (X ×Kc

ε) ≤ ε

ce qui donne
νnh (Kc

ε) ≤ ‖h‖∞ sup
n
νn.λ (X ×Kc

ε) ≤ ε

donc le théorème de Prokhorov affirme qu’on peut extraire une sous-suite de
(νnh ) à h fixé, (encore notée (νnh )) qui converge étroitement vers une mesure νh,
c’est à dire

∀f ∈ Cb (R) , νnh (f)→n→+∞ νh (f)

On a donc
νnh (1)→n→+∞ νh (1) = ‖h‖L1(X)

Puis ∀h1, h2 ∈ L1 (X,R+) , ∀Φ ∈ Cb (R),

|νnh1 (Φ)− νnh2 (Φ) | ≤ ‖h1 − h2‖L1(X)‖Φ‖∞

donc, si on se donne (hi)i suite dense de fonctions bornées positives de
L1 (X,R+), et la suite extraite par procédé diagonal νnkhi qui fait converger chaque
νnkhi (Φ) vers νhi (Φ) (nk ne dépendant pas de i), on a ∀h ∈ L1 (X,R+)

|νh (Φ)−νnkh (Φ) | ≤ |νh (Φ)−νhi (Φ) |+|νhi (Φ)−νnkhi (Φ) |+|νnkhi (Φ)−νnkh (Φ) | < ε

pour hi suffisamment proche de h, puis nk suffisamment grand.
Donc νnkh ⇀ νh, et la sous-suite ne dépend pas de h. Ainsi

|νh1 (Φ)− νh2 (Φ) | ≤ ‖h1 − h2‖L1(X)‖Φ‖∞, ∀Φ ∈ C0 (R) ,∀h1, h2 ∈ L1
(
X,R+

)
Soit h ∈ L1 (X), on peut appliquer le raisonnement précédent à h+ et h− pour
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obtenir

• νnh = νnh+ − νnh−

• νnkh ⇀ νh et la sous-suite ne dépend pas de h

• νnkh (1)→n→+∞ νh (1)

• ∀f ∈ Cb (R) , νnkh (f)→k→+∞ νh (f)

• ∀Φ ∈ Cb (R) ,∀h1, h2 ∈ L1 (X) ,
|νh1 (Φ)− νh2 (Φ) | ≤

(
‖h+

1 − h+
2 ‖L1(X) + ‖h−1 − h−2 ‖L1(X)

)
‖Φ‖∞

• |νh (Φ) | ≤ ‖h‖L1(X)‖Φ‖∞

Ecrivons dorénavant la sous-suite (νnkh ) simplement (νnh ).
A Φ ∈ Cb (R) fixé, h 7→ νh (Φ) est linéaire, positive, continue donc il existe une
fonction gΦ ∈ L∞ (X,R+) telle que ‖gΦ‖L∞(X) ≤ ‖Φ‖∞ qui vérifie :
pour presque tout z ∈ X, g (z, .) : Φ ∈ C0 (R) 7→ gΦ (z) est linéaire, positive et
continue,
donc pour presque tout z ∈ X, il existe une mesure positive finie νz telle que

g (z,Φ) =
∫
R

Φ (ξ) dνz (ξ)

Soit h ∈ L1 (X,R+), on prend comme précédemment une suite (fi) ⊂ C0 (R) qui
tend en croissant vers la fonction identiquement égale à 1, alors par le théorème
de convergence monotone νz (fi) tend en croissant vers νz (1), c’est à dire pour
presque tout z, h (z) νz (fi) tend en croissant vers h (z) νz (1), donc encore une
fois par le théorème de convergence monotone, νh (fi) tend en croissant vers
νh (1) =

∫
X h (z) dλ (z) mais aussi vers

∫
X h (z) νz (1) dλ (z).

Ainsi,
∀h ∈ L1

(
X,R+

)
,
∫
X
h (z) dλ (z) =

∫
X
h (z) νz (1) dλ (z)

donc
νz (1) = 1 pp en z

On a ∀Φ ∈ Cb (R)

lim
n→+∞

νnh (Φ) = νh (Φ) .

Si Φ ∈ C0 (R), cela s’écrit

lim
n→+∞

∫
X
h (z)

∫
R

Φ (ξ) dνnz (ξ) dλ (z)

=
∫
X
h (z) g (z,Φ) dλ (z) =

∫
X
h (z)

∫
R

Φ (ξ) dνz (ξ) dλ (z)
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donc
∀Φ ∈ C0 (R) , νh (Φ) =

∫
X
h (z)

∫
R

Φ (ξ) dνz (ξ) dλ (z)

donc ∀Φ ∈ Cb (R) , h ∈ L1 (X),

lim
n→+∞

∫
X
h (z)

∫
R

Φ (ξ) dνnz (ξ) dλ (z) =
∫
X
h (z)

∫
R

Φ (ξ) dνz (ξ) dλ (z)

Pour prouver que ν s’annule à l’infini, on va se servir de l’égalité précédente avec
h = 1 et une fonction ΦM (ξ) = |ξ|p sur [−M,M ] , et égale à Mp ailleurs. Ainsi,

∫
X

∫
R
|ξ|pdνz (ξ) dλ (z) = lim

M→+∞

∫
X

∫
R

ΦM (ξ) dνz (ξ) dλ (z)

= lim
M→+∞

lim
n→+∞

∫
X

∫
R

ΦM (ξ) dνnz (ξ) dλ (z) ≤ lim
M→+∞

lim sup
n→+∞

∫
X

∫
R
|ξ|pdνnz (ξ) dλ (z)

= lim sup
n→+∞

∫
X

∫
R
|ξ|pdνnz (ξ) dλ (z) < +∞

Pour le corollaire :
Si ξ est de masse 0 pour νh alors (ξ,+∞) est de νh-continuité (car sa frontière
est de mesure nulle, cf Ambrosio, Fusco, Pallara p28 [AFP00]), et donc comme
νnh converge faiblement vers νh, on a

lim
n→+∞

νnh (ξ,+∞) = νh (ξ,+∞)

Comme νh est une mesure finie sur les boréliens de R, les points de masse non
nulle sont au plus dénombrables donc de mesure de Lebesgue nulle. Donc par
convergence dominée, ∀g ∈ L1 (R),∫

R
νnh (ξ,+∞) g (ξ) dξ →

∫
R
νh (ξ,+∞) g (ξ) dξ

La fin est simple car on utilise la densité des fonctions tensorielles que je vais
démontrer.

Lemme :
l’ensemble des combinaisons linéaires des fonctions tensorielles i.e. de la forme

h⊗ g : (z, ξ) ∈ (X × R,A⊗ B (R) , λ⊗ dξ) 7→ h (z) g (ξ)

est dense dans L1 (X × R)

Preuve :
Comme les ensembles Ai × Bi avec Ai ∈ A et Bi ∈ B (R) engendrent la tribu
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A⊗B (R), il suffit d’utiliser le théorème des classes monotones pour les fonctions
(cf poly Pardoux page 25 [Par]).

H =

 ⋂
i∈I fini

Ai ×Bi; Ai ∈ A, Bi ∈ B (R)


est un π-système tel que σ (H) = A⊗ B (R).

L+ =

 (z, ξ) 7→ lim
n→+∞

kn∑
i=1

dni 1Ani ×Bni (z, ξ) telles que (Ani )n ⊂ A,

(Bn
i )n ⊂ B (R) , ( kn)n ⊂ N∗, (dni )n ⊂ R+ sont 4 suites croissantes


est une classe d’applications à valeurs dans R+ qui vérifie

• 1 ∈ L+ ; 1D ∈ L+, ∀D ∈ H

• f, g ∈ L+ et α, β ∈ R+ impliquent αf + βg ∈ L+

• Si (fn)n ⊂ L+ tend en croissant vers f , alors f ∈ L+

donc L+ contient toutes les applications A ⊗ B (R)-mesurables, à valeurs dans
R+, en particulier L1 (X × R;R+).
Soit h+ ∈ L1 (X × R;R+), il existe une suite (sn)n croissante de fonctions simples
positives, s’écrivant

sn =
kn∑
i=1

dni 1Ani ×Bni (z, ξ)

qui converge simplement vers h+, donc aussi dans L1 (X × R).
Si h ∈ L1 (X × R), on peut conclure car h = h+ − h−.

2.2.9 Au sujet du lemme 12

Le lemme 12 dit que
si une suite de fonctions cinétiques (fn) associée à une suite de mesures de Young
(νn) vérifiant pour un certain p > 1,

sup
n

∫
X×R
|ξ|pdνn.λ < +∞
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converge dans L∞ (X × R) faible* vers une fonction cinétique f associée à la
mesure de Young ν vérifiant

f (z, ξ) = 1u(z)>ξ

autrement dit, la mesure de Young ν est associée à la fonction mesurable u :
X → R (car dans ce cas ∂ξf (z, ξ) = −δu(z) = −νz),
alors la suite de terme général un défini par

un (z) =
∫
R
ξdνnz (ξ) , ∀z ∈ X

converge vers u dans Lq (X) , ∀1 ≤ q < p.

Dans la preuve du lemme, on peut déjà remarquer que u ∈ Lp (X) , ∀p ∈ [1,+∞),
car f étant une fonction cinétique, δu(z).λ s’annule à l’infini.
Pour prouver (2.23), il suffit de faire la preuve avec θ ≥ 0. Dans ce cas, il existe
une suite de fonctions continues (θk) à supports compacts, positives, convergeant
simplement (en croissant) vers θ telles que

θk (ξ) = θ (ξ) , ∀ξ ∈ [−k, k]

Notons γ ⊗ θ : (z, ξ) 7→ γ (z) θ (ξ) et γ ⊗ θk : (z, ξ) 7→ γ (z) θk (ξ). On a

|νnz .λ (γ ⊗ θ)− δu(z).λ (γ ⊗ θ) | ≤ |νnz .λ (γ ⊗ θ)− νnz .λ (γ ⊗ θk) |
+ |νnz .λ (γ ⊗ θk)− δu(z).λ (γ ⊗ θk) |+ |δu(z).λ (γ ⊗ θk)− δu(z).λ (γ ⊗ θ) |

Comme (νn.λ)n est une suite tendue au sens des mesures de Young,

∀ε > 0, ∃Kε compact ⊂ R, tel que sup
n
νn.λ (X ×Kc

ε) ≤ ε

On peut même rajouter δu(z).λ à ce sup, le résultat est encore vrai.
Donc pour k assez grand, le premier et le troisième terme à droite de l’inégalité
peuvent être rendus aussi petit que l’on veut (indépendamment de n). Une fois
le k fixé, comme γ ⊗ θk est une intégrande de Carathéodory, on peut rendre le
deuxième terme à droite de l’inégalité aussi petit que l’on veut pour n suffisam-
ment grand. On a donc

νnz .λ (γ ⊗ θ)→ δu(z).λ (γ ⊗ θ)
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Notons que si 1 ≤ r
′ ≤ p

sup
n

∫
X

(∫
R
|ξ|νnz (dξ)

)r′
λ (dz)

 ≤ sup
n

(∫
X

∫
R
|ξ|r

′

νnz (dξ)λ (dz)
)

≤ sup
n

(∫
X

∫
R

max (1, |ξ|)p νnz (dξ)λ (dz)
)
≤ Cste < +∞

où Cste ne dépend pas de n, donc

sup
n

(∫
X
|un|r

′

λ (dz)
)
≤ Cste

Donc si p ≥ 2, on peut prendre r = r
′ = 2, on obtient comme indiqué dans

l’article
lim

n→+∞
‖un − u‖L2(X) = 0.

Comme on a l’inégalité d’interpolation vraie ∀s ∈ [1, 2],

‖un − u‖Ls(X) ≤ ‖un − u‖
2− 2

s

L2(X)‖un − u‖
2
s
−1

L1(X),

on a ∀s ∈ [1, 2],
lim

n→+∞
‖un − u‖Ls(X) = 0.

Puis, si p > 2, on a ∀q ∈ [2, p) et α =
1
q
− 1
p

1
2−

1
p

l’inégalité d’interpolation

‖un − u‖Lq(X) ≤ ‖un − u‖αL2(X)‖un − u‖1−α
Lp(X)

qui donne ‖un − u‖Lq(X) → 0.

Supposons maintenant que 1 < p < 2.
D’après le théorème 10, le corollaire 11 et l’hypothèse fn ⇀ f dans L∞ (X × R)
faible*, on a

νnz .λ (γ ⊗ TR)→ δu(z).λ (γ ⊗ TR) , ∀γ ∈ Lr (X) ,∀r ∈ [1,+∞] ,

donc ∫
R
TR (ξ) dνnz (ξ) ⇀ u (z)

dans Lr
′
(X), quel que soit r′ ∈ (1,+∞). Grâce à l’inégalité,

∥∥∥∥∫
R
TR (ξ) dνnz (ξ)

∥∥∥∥r
′

Lr
′
(X)

=
∫
X

(∫
R
|TR (ξ) |dνnz (ξ)

)r′
dλ (z)

≤
∫
X

∫
R
|TR (ξ) |r

′

dνnz (ξ) dλ (z) ,
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on obtient
lim sup
n→+∞

∥∥∥∥∫
R
TR (ξ) dνnz (ξ)

∥∥∥∥
Lr
′
(X)
≤ ‖TR (u)‖

Lr
′
(X) ,

donc ∥∥∥uRn − TR (u)
∥∥∥
Lr
′
(X)

=
∥∥∥∥∫

R
TR (ξ) dνnz (ξ)− TR (u (z))

∥∥∥∥
Lr
′
(X)
→ 0

lorsque n→ +∞, quel que soit r′ ∈ (1,+∞).

TR (u (z)) converge simplement vers u (z) pour λ-presque tout z ∈ X, lorsque
R→ +∞. On a aussi |TR (u (z)) | ≤ |u (z) | avec u ∈ Lp (X).
Donc par le théorème de convergence dominée,

‖u− TR (u)‖Lq(X) → 0, ∀q ∈ [1, p] .

Pour prouver que ∀q ∈ [1, p),∥∥∥un − uRn ∥∥∥qLq(X)
→R→+∞ 0

uniformément en n, les détails sont clairs dans l’article, je rajoute simplement
une étape :

∥∥∥un − uRn ∥∥∥qLq(X)
≤ 2q

∫
X

∫
|ξ|>R

|ξ|qdνnz (ξ) dλ (z)

= 2q
∫
X

∫
|ξ|>R

|ξ|q × |ξ|p−q

Rp−q dνnz (ξ) dλ (z) ≤ 2q
Rp−q

∫
X

∫
R
|ξ|p dνnz (ξ) dλ (z)

≤ 2q
Rp−q sup

n

∫
X

∫
R
|ξ|p dνnz (ξ) dλ (z) < +∞.

Ce qui permet d’avoir ∀q ∈ [1, p),

‖un − u‖Lq(X) ≤
∥∥∥un − uRn ∥∥∥Lq(X)

+
∥∥∥TR (u)− uRn

∥∥∥
Lq(X)

+ ‖TR (u)− u‖Lq(X)

avec le premier et le troisième terme à droite de l’inégalité qui peuvent être
rendus aussi petit que l’on veut (indépendamment de n) en faisant tendre R vers
+∞. Puis, une fois R fixé, le deuxième terme peut être rendu aussi petit que l’on
veut en faisant tendre n vers +∞.
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2.2.10 A propos de la définition de solution généralisée 13

Partons de la définition de solution, mais surtout de la formule de son quatrième
item.∫

TN×Rξ
1u(x,t)>ξ × ϕ (x, ξ) dxdξ −

∫
TN×Rξ

1u(x,t)>ξ × ϕ (x, ξ) dxdξ

=
∫ t

0

∫
TN×Rξ

A
′ (ξ) .Ox (ϕ (x, ξ)) 1u(x,t)>ξ dxdξdr

+
∫ t

0

∫
TN×Rξ

ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) δu(x,r) (dξ) dxdW (r)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN×Rξ

∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2
L2(H,R)δu(x,r) (dξ) dxdr

−m (∂ξϕ (x, ξ)) [0, t]

Il se trouve que ∀t ∈ [0, T ], et presque sûrement, x 7→ δu(x,t,ω) (dξ) est une mesure
de Young (car u est mesurable) qui s’annule à l’infini.
En effet, ∀t ∈ [0, T ], et presque sûrement, x 7→ u (x, t, ω) est mesurable (grâce
au premier item de la définition de solution), et∫

TN×Rξ
|ξ|pδu(x,t,ω) (dξ) = ‖u (x, t, ω) ‖pLp(TN ) < +∞

grâce à l’item 3 de la définition de solution.
Donc ∀t ∈ [0, T ], et presque sûrement,

(x, ξ) ∈ TN × R 7→ f (ω, x, t) = 1u(x,t)>ξ = δu(x,t,ω) (ξ; +∞)

est une fonction cinétique.
Il faut remplacer 1u(x,t)>ξ par f fonction cinétique et δu(x,t) (dξ) par νx,t (dξ) pour
comprendre la définition de solution généralisée.

Remarque : S’il avait été décidé que f généralise χ (ξ, u (x, t)) alors, dans l’item 1
de la définition de solution généralisée, on aurait pu remplacer (−R,R) par Rξ.

Prouvons que ∫ T

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, t, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ) dxdW (t)

est bien définie.
En utilisant la remarque suivant la définition de solution généralisée de l’article,
on peut affirmer que

(x, t, ω) 7→ νx,t,ω (dξ)
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est une mesure de Young. De plus,

ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ∈ L2 (H,R)

car

‖ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ‖2
L2(H,R) =

∞∑
k=1
|ϕ (x, ξ)× Φ (x, ξ) ek|2

=
∞∑
k=1
|ϕ (x, ξ) |2|gk (x, ξ) |2 ≤ 1supp(ϕ) (x, ξ) ‖ϕ‖2

∞

∞∑
k=1
|gk (x, ξ) |2

= 1supp(ϕ) (x, ξ) ‖ϕ‖2
∞G2 (x, ξ) ≤ 1supp(ϕ) (x, ξ) ‖ϕ‖2

∞D0
(
1 + ξ2

)
Comme ξ 7→ ‖ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ‖L2(H,R) est continue et bornée,

(x, t, ω) 7→
∫
R
‖ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ‖L2(H,R)νω,x,t (dξ)

est B
(
TN

)
⊗ PT -mesurable et finie, donc l’intégrale de Bochner

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ)

existe, appartient à L2 (H,R) et

(x, t, ω) 7→
∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ)

est B
(
TN

)
⊗ PT -mesurable. De plus,

‖
∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ) ‖2

L2(H,R)

≤
(∫

R
‖ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ‖L2(H,R)νω,x,t (dξ)

)2

≤
∫
R
‖ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)νω,x,t (dξ) ≤M < +∞,

ce qui montre que ∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx

est bien définie et appartient à L2 (H,R).
Comme

(t, ω) 7→
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx
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est PT -mesurable (i.e. est prévisible), et comme

E
∫ T

0

∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dt < +∞

on peut affirmer que∫ T

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,t (dξ) dxdW (t)

est bien définie.

Au sujet de l’item 3 de la définition de solution généralisée :

Parlons maintenant de la F -mesurabilité de

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ|pdνx,t (ξ) dx

(x, t, ξ, ω) 7→ f (x, t, ξ, ω) est B
(
TN × Rξ

)
⊗ PT -mesurable donc

(t, ω) 7→
∫
TN×Rξ

f (x, t, ξ, ω) dξdx

est PT -mesurable, donc en particulier B [0, T ]⊗F -mesurable.

****

Remarques importantes :
Si p > 1, ξ 7→ |ξ|p est dérivable. Pour chaque p > 1, il existe une suite de
fonctions positives gpn ∈ C∞c (R) qui converge simplement vers ξ 7→ |ξ|p en
croissant, ce qui démontre grâce au fait que ∀ϕ ∈ C1

c

(
TN × R

)
,

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx = 〈f (ω, x, t, ξ) , ∂ξϕ (x, ξ)〉,

l’égalité ∫
TN×Rξ

|ξ|pdνx,t (ξ) dx =
∫
TN×Rξ

f (ω, x, t, ξ) (∂ξ|ξ|p) dξdx.

Si p = 1, Notons |.|ζ la fonction affine par morceaux dont la courbe se trace en
reliant les points de coordonnées (−∞, 0) ; (−2ζ, 0) ; (−ζ, ζ) ; (0, 0) ; (ζ, ζ) ; (2ζ, 0) ;
(+∞, 0). En régularisant grâce à une suite (ρn) bien choisie, on a∫

TN

∫
R
|.|ζ ∗ ρn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx = 〈f (ω, x, t, ξ) , ∂ξ (|.|ζ ∗ ρn) (x, ξ)〉
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d’où ∫
TN

∫
R
|.|ζ ∗ ρn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx = 〈f (ω, x, t, ξ) , ((∂ξ|.|ζ) ∗ ρn) (x, ξ)〉.

En faisant tendre n vers l’infini, on obtient∫
TN

∫
R
|ξ|ζνω,x,t (dξ) dx = 〈f (ω, x, t, ξ) , (∂ξ|.|ζ) (x, ξ)〉.

Grâce au théorème de convergence monotone, le terme de gauche tend lorsque
ζ → +∞ vers ∫

TN

∫
R
|ξ|νω,x,t (dξ) dx.

Mais pour le terme de droite, on ne peut utiliser le théorème de convergence
dominée que localement, on obtient donc ∀R > 0,∫

TN

∫
(−R,R)

|ξ|νω,x,t (dξ) dx

=
∫
TN

∫
(−R,0)

−f (ω, x, t, ξ) dξdx+
∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ) dξdx

****

On va utiliser le fait que ∀ϕ ∈ C1
c

(
TN × R

)
et presque tout ω ∈ Ω,

t 7→
∫
TN×R

f (ω, x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dxdξ

soit càdlàg, pour démontrer la mesurabilité de

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ|pdνx,t (ξ) dx.

Pour p > 1, les remarques précédentes montrent que

(t, ω) 7→
∫
TN×Rξ

|ξ|pdνx,t (ξ) dx

est B [0, T ]⊗F -mesurable. Or avec les notations de la remarque, à ω ∈ Ω fixé,

sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ|pdνx,t (ξ) dx = sup
t∈[0,T ]

lim
n→+∞

∫
TN

∫
R
gpn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx

= sup
t∈[0,T ]

sup
n∈N

∫
TN

∫
R
gpn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx = sup

n∈N
sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
gpn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx ;
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et comme
t ∈ [0, T ] 7→

∫
TN

∫
R
gpn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx

est càdlàg, il existe un sous-ensemble D ⊂ [0, T ] dénombrable, indépendant de
ω et de n tel que

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
gpn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx = sup

t∈D

∫
TN

∫
R
gpn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx.

Ainsi

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ|pdνx,t,ω (ξ) dx = sup
n∈N

sup
t∈D

∫
TN

∫
R
gpn (x, ξ) νω,x,t (dξ) dx

est F -mesurable.

Si p = 1, grâce à la remarque précédente, on peut affirmer que

(t, ω) 7→
∫
TN

∫
R
|ξ|νω,x,t (dξ) dx

est B [0, T ]⊗F -mesurable. Avec une démonstration similaire, on a aussi

(t, ω) 7→
∫
TN

∫
R
|ξ+|νω,x,t (dξ) dx

B [0, T ]⊗F -mesurable.

Comme il existe (ψn)n∈N une suite de fonctions positives d’éléments de C∞c (R)
qui tend en croissant simplement vers 1(0,R) (ξ),

sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ+|dνx,t (ξ) dx = sup
t∈[0,T ]

lim
R→+∞

∫
TN×(0,R)

|ξ+|dνx,t (ξ) dx

= sup
t∈[0,T ]

sup
R>0

∫
TN×(0,R)

|ξ+|dνx,t (ξ) dx

= sup
t∈[0,T ]

sup
R>0

lim
n→+∞

∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ)ψn (ξ) dξdx

= sup
t∈[0,T ]

sup
R>0

sup
n∈N

∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ)ψn (ξ) dξdx ;

et comme
t ∈ [0, T ] 7→

∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ)ψn (ξ) dξdx

est càdlàg, il existe un sous-ensemble D ⊂ [0, T ] dénombrable, indépendant de
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ω, n et R tel que

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ)ψn (ξ) dξdx = sup
t∈D

∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ)ψn (ξ) dξdx.

Ainsi

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ+|dνx,t,ω (ξ) dx

= sup
R>0

sup
n∈N

sup
t∈D

∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ)ψn (ξ) dξdx

est F -mesurable. En prenant une suite (hn)n∈N de fonctions négatives d’éléments
de C∞c (R) qui tend en croissant simplement vers 1[−R,0] (ξ), on arrive à

sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ−|dνx,t (ξ) dx = sup
t∈[0,T ]

lim
R→+∞

∫
TN×(−R,0)

|ξ−|dνx,t (ξ) dx

= sup
t∈[0,T ]

sup
R>0

∫
TN×(−R,0)

|ξ−|dνx,t (ξ) dx

= sup
t∈[0,T ]

sup
R>0

lim
n→+∞

∫
TN

∫
(−R,0)

f (ω, x, t, ξ)hn (ξ) dξdx

= sup
t∈[0,T ]

sup
R>0

sup
n∈N

∫
TN

∫
(−R,0)

f (ω, x, t, ξ)hn (ξ) dξdx ;

et comme
t ∈ [0, T ] 7→

∫
TN

∫
(−R,0)

f (ω, x, t, ξ)hn (ξ) dξdx

est càdlàg, il existe un sous-ensemble D ⊂ [0, T ] dénombrable, indépendant de
ω, n et R tel que

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
(−R,0)

f (ω, x, t, ξ)hn (ξ) dξdx = sup
t∈D

∫
TN

∫
(−R,0)

f (ω, x, t, ξ)hn (ξ) dξdx.

Ainsi

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ−|dνx,t,ω (ξ) dx

= sup
R>0

sup
n∈N

sup
t∈D

∫
TN

∫
(−R,0)

f (ω, x, t, ξ)hn (ξ) dξdx
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est F -mesurable, et donc

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ+|+ |ξ−|dνx,t,ω (ξ) dx

= sup
R>0

sup
n∈N

sup
t∈D

( ∫
TN

∫
(0,R)

f (ω, x, t, ξ)ψn (ξ) dξdx

+
∫
TN

∫
(−R,0)

f (ω, x, t, ξ)hn (ξ) dξdx
)

est F -mesurable.

2.2.11 Sur la proposition 15

Presque sûrement et pour tout t ∈ [0, T ] ,

(x, ξ) 7→ f (x, t, ω) = 1u(x,t,ω)>ξ = δu(x,t,ω) (ξ; +∞)

est une fonction cinétique, donc presque sûrement et pour tout t ∈ [0, T ],

x ∈ TN 7→ δu(x,t,ω) (dξ)

est une mesure de Young qui s’annule à l’infini. On a grâce à l’item 3 de la
definition de solution généralisée

∀p ∈ [1; +∞), E
∫
TN×[0,T ]

∫
R
|ξ|pδu(x,t,ω) (dξ) dxdt < +∞

i.e.
∀p ∈ [1; +∞), E

∫
TN×[0,T ]

|u (x, t, ω) |pdxdt < +∞

i.e.
∀p ∈ [1,+∞) , u ∈ Lp

(
Ω× TN × [0, T ]

)
.

Soit g ∈ L∞
(
TN

)
et Φn (ξ) = 1[−n,n] (ξ), alors par hypothèse, chaque processus

(ω, t) 7→ 〈f (x, t, ω, ξ) , g (x) Φn (ξ)〉

est prévisible. Il en va de même des processus constants

(ω, t) 7→ 〈10>ξ, g (x) Φn (ξ)〉
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et donc des processus

(ω, t) 7→ 〈f (x, t, ω, ξ)− 10>ξ, g (x) Φn (ξ)〉

qui tendent vers le processus

(ω, t) 7→
∫
TN
u (x, t, ω) g (x) dx.

Cela montre qu’il est prévisible, tout comme le processus

(ω, t) 7→ u (x, t, ω) ∈ L1
(
TN

)
,

donc u ∈ L1
P

(
Ω× TN × [0, T ]

)
.

Les items 2, 3 et 4 de la proposition sont évidents.

2.2.12 Sur le lemme 16 « distance à un équilibre »

Il est intéressant de le comparer au lemme 2.2.1 du livre de Benoît Perthame
[Per02] page 47 qui dit :
Si f ∈ L1 (R) est telle que sgn (ξ) f (ξ) = |f (ξ) | ≤ 1, en posant u =

∫
R f (ξ) dξ, il

existe une unique fonction positive m (ξ) ∈ C0 (R) telle que

χ (ξ, u)− f (ξ) = ∂ξm (ξ)

et
‖m‖L∞(R) ≤ ‖f‖L1(R)

Rappelons que χ (ξ, u) = 1u>ξ − 10>ξ.

Dans le lemme de notre article, f : X × R → [0, 1] est une fonction cinétique et
(X,λ) un espace mesuré fini ; cela implique que

m (z, ξ) =
∫ ξ

−∞
1u(z)>ζ − f (z, ζ) dζ

est bien définie et positive, avec

u (z) =
∫
R
χf (z, ζ) dζ =

∫
R
f (z, ζ)− 10>ζdζ.
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Montrons que f : X × R → [0, 1] cinétique, avec (X,λ) espace mesuré fini,
impliquent

sgn (ξ) (f (z, ξ)− 10>ξ) = |f (z, ξ)− 10>ξ| ≤ 1

et
f (z, ξ)− 10>ξ ∈ L1 (R) pp en z.

En effet,

f (z, ξ)− 10>ξ = νz (ξ,+∞)− 10>ξ =

νz (ξ,+∞) si ξ ≥ 0
νz (ξ,+∞)− 1 si ξ < 0

donc
sgn (ξ) (f (z, ξ)− 10>ξ) = |f (z, ξ)− 10>ξ| ≤ 1.

De plus,∫
R
|f (z, ξ)− 10>ξ|dξ =

∫
R+
νz (ξ,+∞) dξ +

∫
R−∗
νz(−∞, ξ]dξ

=
∫
R

10≤ξ

∫
R

1ζ>ξνz (dζ) dξ +
∫
R

10>ξ

∫
R

1ζ≤ξνz (dζ) dξ

=
∫
R

10<ζ

∫
R

1ζ>ξ≥0dξνz (dζ) +
∫
R

10>ζ

∫
R

1ζ≤ξ<0dξνz (dζ)

=
∫
R
ζ × 10<ζνz (dζ) +

∫
R

(−ζ)× 10>ζνz (dζ) =
∫
R
|ζ|νz (dζ) ,

et comme ∫
X

∫
R
|ζ|νz (dζ) dλ (z) < +∞,

on a pour presque tout z ∈ X,∫
R
|ζ|νz (dζ) < +∞.

Le lemme 2.2.1 du Perthame permet d’affirmer que

ξ 7→
∫ ξ

−∞
1u(z)>ζ − f (z, ζ) dζ ∈ C0 (R) pp en z,

que

m (ξ) =
∫ ξ

−∞
1u(z)>ζ − f (z, ζ) dζ ≥ 0 pp en z,

et que
‖m‖L∞(R) ≤

∫
R
|ζ|νz (dζ) pp en z.
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2.2.13 Sur la preuve de la proposition 17

C1
c

(
TN × R

)
est séparable pour la topologie induite par la norme définie dans la

preuve de cette proposition, cela signifie qu’il existe un ensemble dénombrable
D1 ⊂ C1

c

(
TN × R

)
tel que ∀ϕ ∈ C1

c

(
TN × R

)
, il existe un compact K ⊂ TN × R

et une suite de fonctions (ϕn) ⊂ D1 à support dans K (cf Droniou p72 [Dro01])
vérifiant ‖φn − φ‖∞ →n→+∞ 0

‖∂iφn − ∂iφ‖∞ →n→+∞ 0 ∀i ∈ {1, . . . , N + 1}

Remarque : l’intégrale stochastique

t 7→
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxdW (s)

est continue (presque sûrement) car elle appartient à l’ensemble des martingales
continues de carré intégrable.

L’application Jϕ peut se réécrire

Jϕ : t 7→
∫ t

0
〈f (s) , a (ξ) .Oxϕ (x, ξ)〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dνx,s (ξ) dxds.

Il existe Ω3 ⊂ Ω vérifiant P (Ω3) = 1, tel que ∀ω ∈ Ω3, mω (∂ξϕ) soit une mesure
finie de [0, T ], donc ∀ω ∈ Ω3, t 7→ mω (∂ξϕ) ([0, t]) est croissante, donc limitée à
gauche.
Si (tn) ⊂ [t, T ] et tn → t en décroissant alors la suite de segments [0, tn] est
décroissante et vérifie ⋂

n∈N
[0, tn] = [0, t]

donc

lim
n→+∞

mω (∂ξϕ) ([0, tn]) = mω (∂ξϕ)
⋂
n∈N

[0, tn]
 = mω (∂ξϕ) ([0, t])

et ∀ω ∈ Ω3, t 7→ mω (∂ξφ) ([0, t]) est continue à droite.
Comme ν est une mesure finie de TN × R, si on l’applique à une fonction test
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g ∈ C∞c
(
TN × R

)
, on a

〈νt, g〉 = 〈−∂ξf (t) , g〉 =
∫
TN×R

f (t, x, ξ) ∂ξg (x, ξ) dxdξ

qui peut s’écrire∫
TN×R

g (x, ξ) νx,t (dξ) dx =
∫
TN×R

f (t, x, ξ) ∂ξg (x, ξ) dxdξ.

Soit maintenant ψ définie par

ψ (x, ξ) =
∫ ξ

−∞
ϕ (x, ζ) dζ

avec ϕ ∈ Cc
(
TN × R

)
, on peut trouver une suite (gn)n ⊂ C∞c

(
TN × R

)
conver-

geant vers ψ de manière uniforme sur tout compact et telle que (∂ξgn)n converge
vers ∂ξψ de manière uniforme sur tout compact. Cela permet de prouver∫

TN×R
ψ (x, ξ) νx,t (dξ) dx =

∫
TN×R

f (t, x, ξ) ∂ξψ (x, ξ) dxdξ = 〈f (t) , ϕ〉.

2.2.14 Sur la remarque 19 « uniform bound »

L’item 3 de la proposition 17 affirme que ∀p ∈ [1,+∞),

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t (ξ) dx

)
< +∞

On a donc presque sûrement,

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνω,x,t (ξ) dx ≤ Cp (ω) .

De plus, si (tk) ⊂ [0, T ] tend en croissant vers t ∈ (0, T ] alors ∀ϕ ∈ C1
c

(
TN × R

)
,

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) νω,x,tk (dξ) dx = 〈f (ω, x, tk, ξ) , ∂ξϕ (x, ξ)〉 →k→+∞

〈f− (ω, x, t, ξ) , ∂ξϕ (x, ξ)〉 =
∫
TN×R

f− (ω, x, t, ξ) ∂ξϕ (x, ξ) dxdξ

= −
∫
TN×R

∂ξf
− (ω, x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dxdξ =

∫
TN×R

ϕ (x, ξ) ν−ω,x,t (dξ) dx.
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Soit ζ > 0 fixé, et soit la fonction αζ : R→ R positive, de classe C1 telle que

• αζ (s) = 0 ∀s /∈]− ζ − ε, ζ + ε[

• αζ (s) = |s|p ∀s ∈ [−ζ, ζ]

• |αζ (ξ) | ≤ |ξ|p sur ]− ζ − ε,−ζ[ et sur ]ζ, ζ + ε[.

Comme ∀ω ∈ Ω̂, ∫
TN

∫
R
|ξ|pνω,x,tk (dξ) dx ≤ Cp (ω)

avec Cp (ω) indépendant de k, et que∫
TN

∫
R
αζ (ξ) νω,x,tk (dξ) dx ≤

∫
TN

∫
R
|ξ|pνω,x,tk (dξ) dx ;

en faisant tendre k vers l’infini, puis ζ vers l’infini, on obtient∫
TN

∫
R
αζ (ξ) ν−ω,x,t (dξ) dx ≤ Cp (ω)

puis ∫
TN

∫
R
|ξ|pν−ω,x,t (dξ) dx ≤ Cp (ω) .

Or Cp (ω) ne dépend pas de la variable t, donc

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pν−ω,x,t (dξ) dx ≤ Cp (ω)

Remarquons aussi que comme ∀ϕ ∈ Cc
(
TN × R

)
, t 7→ 〈f− (t) , ϕ〉 est càglàd et

comme ω 7→ f− (x, t, ξ) est F -mesurable pour chaque t ∈ [0, T ], on a

ω 7→ sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pν−ω,x,t (dξ) dx

qui est F -mesurable.

En écrivant ce sup comme une limite (je l’ai déjà fait pour f et ν, la méthode est
la même) alors je peux utiliser le lemme de Fatou pour finir.

Si je pars de

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pνω,x,t (dξ) dx

)
≤ Cp,

j’obtiens

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
αζ (ξ) νω,x,t (dξ) dx

)
≤ Cp
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quel que soit k, avec Cp indépendant de k et de t limite des tk. Puis

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
αζ (ξ) ν−ω,x,t (dξ) dx

)

≤ E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
αζ (ξ) νω,x,t (dξ) dx

)
≤ Cp,

donc
E
(∫

TN

∫
R
αζ (ξ) ν−ω,x,t (dξ) dx

)
≤ Cp

avec Cp qui ne dépend ni de t, ni de ζ.
Je peux ensuite faire tendre ζ vers l’infini pour avoir grâce au théorème de
convergence monotone

E
(∫

TN

∫
R
|ξ|pν−ω,x,t (dξ) dx

)
≤ Cp.

En utilisant le lemme de Fatou, on obtient

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN×R

|ξ|pν−ω,x,t (dξ) dx
)

= E
(

lim
n→+∞

∫
TN×R

|ξ|pν−ω,x,tn (dξ) dx
)

≤ lim inf
n→+∞

E
(∫

TN×R
|ξ|pν−ω,x,tn (dξ) dx

)
≤ Cp

2.2.15 Sur la remarque 20 « équation pour f− »

Pour obtenir l’égalité (2.37), il suffit d’utiliser (2.27) et (2.32) pour le premier
terme à gauche de l’égalité, (2.27) et le théorème de convergence dominée pour
tous les autres termes sauf pour le terme stochastique (3e terme à droite de
l’égalité). Soit une suite (tn) ⊂ [0, T ] croissante convergeant vers t ∈ (0, T ], le
troisième terme de droite de l’égalité de (2.27) s’écrit∫ T

0
1]0,tn] (s)

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (dξ) dxdW (s) .
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On utilise l’isométrie d’Itô, ∀n ∈ N

E

∣∣∣∣∣
∫ T

0
1]0,tn] (s)

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (dξ) dxdW (s)

∣∣∣∣∣
2


= E
(∫ T

0

∥∥∥∥1]0,tn] (s)
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

)
,

et on montre grâce au théorème de convergence dominée que le terme de droite
tend vers

E
(∫ T

0

∥∥∥∥1]0,t] (s)
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

)

= E

∣∣∣∣∣
∫ T

0
1]0,t] (s)

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (dξ) dxdW (s)

∣∣∣∣∣
2
 ;

ce qui donne la convergence presque sûre de∫ T

0
1]0,tn] (s)

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (dξ) dxdW (s)

vers ∫ T

0
1]0,t] (s)

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (dξ) dxdW (s) .

Pour obtenir (2.39), on remarque que si presque sûrement

f (t) = f− (t) , ∀t ∈ [0, T ] \D

où D est un sous-ensemble dénombrable de [0, T ], il en va de même pour
∂ξf (t) = ∂ξf

− (t) et donc pour νt = ν−t .

2.2.16 A propos de la proposition 21 « the case of
equilibrium »

(2.7) dit que la suite de variables aléatoires
(
ω 7→ m

(
TN × [0, T ]×Bc

Rn

))
n

converge dans L1 (Ω), il existe donc une sous-suite pour laquelle elle converge
presque sûrement.
Appliquons l’égalité (2.38) à une suite de fonctions tests
((x, ξ) 7→ ψ (x) gn (ξ))n ⊂ C∞c

(
TN × R;R+

)
où les gn sont positives, égales à 1

sur [−Rn, Rn] et égales à 0 sur [−Rn − 1, Rn + 1]. La suite converge simplement
en croissant vers ψ (x) 1R (ξ). Comme on peut choisir la suite (∂ξgn) uniformé-
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ment bornée, qu’elle converge simplement vers 0, et que chaque terme vaut 0
pour ξ ∈ BRn, en faisant tendre n vers l’infini, l’égalité (2.38) devient∫

TN×R
ψ (x)

(
f+ (t)− 10>ξ

)
dξdx−

∫
TN×R

ψ (x) (1v>ξ − 10>ξ) dξdx = 0.

Cette égalité étant vraie quelle que soit la fonction test ψ ∈ C∞c
(
TN × R;R+

)
,

on en déduit que pour presque tout x ∈ TN ,∫
R
f+ (t)− 10>ξdξ =

∫
R

1v(x)>ξ − 10>ξdξ = v (x) ,

ce qui permet d’utiliser le lemme 16 pour obtenir le fait que∫ ξ

−∞
f+ (t)− 10>ζdζ ≤ 0,

c’est à dire que la mesure positive m∗ (qui est la restriction de m à TN ×{t}×R)
est égale à

∫ ξ
−∞ f

+ (t)− 10>ζdζdξdx ≤ 0
donc m∗ = 0. L’égalité

f+ − 1v>ξ = ∂ξm
∗

permet de conclure.

2.2.17 Sur la proposition 23

Remarque :
dans la preuve, la notation χu(t) (x, ξ) aurait pu être celle du livre de Benoît
Perthame [Per02], à savoir

χu(t) (x, ξ) = χ (ξ, u (x, t)) .

Si u est une solution de (2.1), de condition initiale u0, on a 1u(x,t)>ξ solution
généralisée de (2.1). Donc ∀ω ∈ Ω, ∀ϕ ∈ Cc

(
TN × R

)
, t 7→ 〈1u(x,t)>ξ, ϕ〉 est

càdlàg. L’ajout de la constante 〈10>ξ, ϕ〉 ne change pas le caractère càdlàg donc
presque sûrement, t 7→ 〈1u(x,t)>ξ − 10>ξ, ϕ〉 est càdlàg. C’est à dire avec les
notations de l’article t 7→ 〈χu(t) (x, ξ) , ϕ〉 est càdlag.
Soit (tn) ⊂ [0, T ] une suite décroissante qui tend vers t∗ ∈ [0, T ) alors

∀ϕ ∈ Cc
(
TN × R

)
, 〈χu(tn) (x, ξ) , ϕ〉 → 〈χu(t∗) (x, ξ) , ϕ〉.

Soit g ∈ L1
(
TN × R

)
, il existe une suite (ϕk) ⊂ Cc

(
TN × R

)
qui converge vers g
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dans L1
(
TN × R

)
. Grâce à l’inégalité

∣∣∣∣∫
TN×R

χu(tn) (x, ξ) g (x, ξ) dxdξ −
∫
TN×R

χu(t∗) (x, ξ) g (x, ξ) dxdξ
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

TN×R
χu(tn) (x, ξ) (g (x, ξ)− ϕk (x, ξ)) dxdξ

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫

TN×R

(
χu(tn) (x, ξ)− χu(t∗) (x, ξ)

)
ϕk (x, ξ) dxdξ

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫

TN×R
χu(t∗) (x, ξ) (g (x, ξ)− ϕk (x, ξ)) dxdξ

∣∣∣∣ ,
on peut rendre le premier et le troisième terme à droite du signe ≤ aussi petit
que l’on veut pour un k suffisament grand, puis une fois ce k fixé, le deuxième
terme est rendu aussi petit que l’on veut en prenant n suffisamment grand.
On a donc fn (t) = 1u(x,tn)>ξ qui tend vers f (t) = 1u(x,t)>ξ dans L∞

(
TN × R

)
faible*, le lemme 12 et l’item 3 de la définition de solution permettent de
conclure.

2.2.18 Sur la proposition 24

On peut se poser la question suivante : pourquoi se contente-t-on de fonctions
test positives ?

Il y a deux réponses possibles :

1. les fonctions ρ et ψ utilisée dans la preuve du théorème 26 (unicité et ré-
duction) sont des approximations de l’identité

2. Pour les inégalités au sens des distributions, les fonctions tests sont posi-
tives.

On peut décrire simplement ψ1 et ψ2 :
elles appartiennent à C∞ (R), sont nulles sur ]−∞;−R],
ψ1 est croissante sur [−R,R],
ψ2 est convexe sur [−R,R],
ψ1 est constante égale à ‖ψ‖L1(R) sur [R,+∞[ ,
ψ2 est affine de coefficient directeur ‖ψ‖L1(R) sur [R,+∞[ .
Plus exactement, pour ζ ∈ [R,+∞[ ,

ψ2 (ζ) = ‖ψ‖L1(R)ζ − ‖ψ‖L1(R)R +
∫ R

−∞
ψ1 (ξ) dξ = ‖ψ‖L1(R)ζ + A.
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Pour prouver
ψ2 (ζ) ≤ (|ζ|+R) ‖ψ‖L1(R),

il suffit de distinguer les cas ζ ∈ [−R, 0] ; ζ ∈ [0, R] ; ζ ∈ [R; +∞).

Grâce au théorème de Tonelli (égalité à prendre soit avec des exposant + pour
les limites à droite ou − pour les limites à gauche de f1, f2, ν

1, ν2), on a :∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)ψ (ξ − ζ) dξdζ

=
∫
R

∫
R

∫
R

1(ξ,+∞) (u) ν1
x,s (du)

∫
R

1(−∞,ζ] (v) ν2
y,s (dv)ψ (ξ − ζ) dξdζ

=
∫
R

∫
R

∫
R

1(−∞,ζ] (v)
∫
R

1(ξ,+∞) (u)ψ (ξ − ζ) dξdζν1
x,s (du) ν2

y,s (dv)

=
∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ζ)
∫
R

1(−∞,u) (ξ)ψ (ξ − ζ) dξdζν1
x,s (du) ν2

y,s (dv)

=
∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ζ)ψ1 (u− ζ) dζν1
x,s (du) ν2

y,s (dv)

=
∫
R

∫
R
ψ2 (u− v) ν1

x,s (du) ν2
y,s (dv) .

Finalement, il vient∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)ψ (ξ − ζ) dξdζ

=
∫
R

(∫
R
ψ2 (u− v) ν1

x,s (du)
)
ν2
y,s (dv)

≤
∫
R

(∫
R

(|u|+ |v|+R) ‖ψ‖L1(R)ν
1
x,s (du)

)
ν2
y,s (dv)

≤
∫
R

(
‖ψ‖L1(R)|v|

)
ν2
y,s (dv) +

∫
R

(
‖ψ‖L1(R)|u|

)
ν1
x,s (du) + ‖ψ‖L1(R)R.

Vérifions que les autres termes de l’inégalité 2.47 sont finis :
Je commence par

Iψ = 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

×
∑
k≥1
|gk (x, ξ)− gk (y, ζ) |2dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy,
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qu’on peut écrire aussi

1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

× ‖Φ (x, ξ)− Φ (y, ζ) ‖2
L2(H,R)dν

1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

≤ 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

×D1
(
|x− y|2 + |ξ − ζ|

)
dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy

≤ 1
2

∫
(TN )2

‖ρ‖∞E
∫ T

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)D1 (1 + |ξ − ζ|) dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy

≤ 1
2‖ρ‖∞D1

( ∫
(TN )2

E
∫ T

0

∫
R2
‖ψ‖∞dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy

+
∫

(TN )2
E
∫ T

0

∫
R2
‖ψ‖∞

(
1 + 2|ξ|2 + 2|ζ|2

)
dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy

)

≤ 1
2‖ρ‖∞D12‖ψ‖∞

(
T +

∫
(TN )2

E
∫ T

0

∫
R2

(
|ξ|2 + |ζ|2

)
dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy

)

Le troisième item de la définition de solution généralisée permet de conclure et
d’avoir la majoration suivante

Iψ ≤
1
2‖ρ‖∞D12‖ψ‖∞ (T + 2C2T ) = ‖ρ‖∞D1‖ψ‖∞T (1 + 2C2) .

Regardons ensuite le terme

Iρ = E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× (a (ξ)− a (ζ))ψ (ξ − ζ) dξdζ.Oxρ (x− y) dxdyds
)

Pour cela, reprenons les calculs de la remarque 25 :∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)ψ (ξ − ζ) dξdζ

≤ ‖ψ‖L1(R)

(∫
R

(|v|) ν2
y,s (dv) +

∫
R

(|u|) ν1
x,s (du)−R

)
.

Reprenons ces calculs pour majorer Iρ, ou plutôt

E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× (ai (ξ)− ai (ζ))ψ (ξ − ζ) dξdζ∂iρ (x− y) dxdyds
)
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pour i ∈ {1, ...,N} fixé.

∣∣∣∣E( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× (ai (ξ)− ai (ζ))ψ (ξ − ζ) dξdζ∂iρ (x− y) dxdyds
)∣∣∣∣

≤ E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× |ai (ξ)− ai (ζ) |ψ (ξ − ζ) dξdζ∂iρ (x− y) dxdyds
)

≤ ‖∂iρ‖∞E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× L
(
1 + |ξ|di + |ζ|di

)
ψ (ξ − ζ) dξdζdxdyds

)
où di est un entier naturel fixé et L une constante positive car ai est à croissance
au plus polynomiale.
Prenons di ≥ 2 pour rendre ξ 7→ |ξ|di de classe C1 et étudions

E
(∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ) |ξ|diψ (ξ − ζ) dξdζdxdyds

)

= E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ζ)

×
∫
R

1(−∞,u) (ξ) |ξ|diψ (ξ − ζ) dξdζν1
x,s (du) ν2

y,s (dv) dxdyds
)

= E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ζ) 1(−∞,u+R) (ζ)

×
∫

(−R,(u−ζ)∧R)

(
|u|di + |R|di

)
ψ (ξ) dξdζν1

x,s (du) ν2
y,s (dv) dxdyds

)
≤ E

( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ζ)

×
(
|u|di + |R|di

)
ψ1 (u− ζ) dζν1

x,s (du) ν2
y,s (dv) dxdyds

)
= E

(∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

∫
R

(
|u|di + |R|di

)
ψ2 (u− v) ν1

x,s (du) ν2
y,s (dv) dxdyds

)

≤
(

sup
x∈[−R,R]

ψ2 (x) + A

)
E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|u|diν1

x,s (du) dxds
)

+ 2‖ψ‖L1(R)E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|u|di+1ν1

x,s (du) dxds
)

+ Cste

≤
(
3‖ψ‖L1(R)R

)
diT + 2‖ψ‖L1(R) (di + 1)T + Cste.
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Une étude similaire montre que

E
(∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ) |ζ|diψ (ξ − ζ) dξdζdxdyds

)

= E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ζ) |ζ|diψ1 (u− ζ) dζν1
x,s (du) ν2

y,s (dv) dxdyds
)

= E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

1v<u−R
∫
R

1[v,u−R) (ζ) |ζ|di‖ψ‖L1(R)dζν
1
x,s (du) ν2

y,s (dv) dxdyds
)

+ E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ζ)

× 1(u−R,u+R) (ζ) |ζ|diψ1 (u− ζ) dζν1
x,s (du) ν2

y,s (dv) dxdyds
)

≤ E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

1v<u−R‖ψ‖L1(R)

×
(
|u−R|di+1

di + 1 + |v|
di+1

di + 1

)
ν1
x,s (du) ν2

y,s (dv) dxdyds
)

+ E
( ∫ T

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R
‖ψ‖L1(R)

×
(
|u+R|di+1

di + 1 + |v|
di+1

di + 1 + |u−R|
di+1

di + 1

)
ν1
x,s (du) ν2

y,s (dv) dxdyds
)

≤
5‖ψ‖L1(R)T

di + 1 Cdi+1

Il est maintenant facile de voir que Iρ est majoré.
La même démonstration montre que le premier terme de droite de l’inégalité
2.47 est bien fini.

2.2.19 Sur la démonstration de la proposition 24

L’item 4 de la définition de solution généralisée s’écrivait dans la preuve de la
proposition 17

〈f+ (t) , ϕ〉 = Jϕ (t) + 〈f (0) , ϕ〉 − 〈m, ∂ξϕ〉 ([0, t])
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avec

Jϕ (t) =
∫ t

0
〈f (s) , a (ξ) .Oxϕ (x, ξ)〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dνx,s (ξ) dxds

Ici, nous l’écrivons
〈f+ (t) , ϕ〉 = µ ([0, t]) + F (t)

avec
F (t) =

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s) .

Notons que 〈f0, ϕ〉 s’écrit 〈f0, ϕ〉δ0 ([0, t]), ce qui n’est autre que 〈f (0) , ϕ〉 × 1,
∀t ∈ [0, T ].

Remarque : Si on prolonge la fonction t 7→ δ0 ([0, t]) à tout t ∈ R, il faut la
prolonger en lui donnant la valeur 0 pour tout t ∈ (−∞, 0). Ainsi, sa dérivée
faible sera égale à la mesure δ0.

On a vu que, t 7→ 〈f+ (t) , ϕ〉 est càdlàg, t 7→ Jϕ (t) est continue et t 7→
〈m, ∂ξϕ〉 ([0, t]) est càdlàg. Il est facile de voir que t 7→ δ0 ([0, t]) est càdlàg. Il
en va donc de même pour t 7→ µ ([0, t]) dont la dérivée faible sur R est

〈f (0) , ϕ〉δ0 (.) + 〈f (t) , a (ξ) .Oxϕ (x, ξ)〉dt

+ 1
2

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dνx,t (ξ) dxdt

− 〈m, ∂ξϕ〉 (.) + 〈m, ∂ξϕ〉 ([0, T ]) δT ;

t 7→ µ ([0, t]) est donc à variations bornées sur R.
Le premier et le dernier terme de cette dérivée faible sont à enlever si on dérive
sur (0, T ).

L’écriture δ0 ([0, t]) servira par la suite lorsqu’on aura à écrire dµ (s), alors

d〈f (0) , ϕ〉δ0 (.) = 〈f (0) , ϕ〉dδ0 (.)

aura un sens, alors que d〈f (0) , ϕ〉 n’en a pas.

Grâce à l’égalité

〈f+ (t) , ϕ〉 = Jϕ (t) + 〈f (0) , ϕ〉 − 〈m, ∂ξϕ〉 ([0, t])

et au fait que f̄ = 1 − f (remarquons aussi que ∂ξf = −ν et donc ∂ξf̄ = ν), on
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obtient

〈f̄+ (t) , ϕ〉 = 〈1− f+ (t) , ϕ〉 = 〈1, ϕ〉 − 〈f+ (t) , ϕ〉 = 〈1, ϕ〉

−
( ∫ t

0
〈f (s) , a (ξ) .Oxϕ (x, ξ)〉ds+

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dνx,s (ξ) dxds

+ 〈f (0) , ϕ〉 − 〈m, ∂ξϕ〉 ([0, t])
)

= −
∫ t

0
〈f (s) , a (ξ) .Oxϕ (x, ξ)〉ds−

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s)

− 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dνx,s (ξ) dxds

+ 〈f̄ (0) , ϕ〉+ 〈m, ∂ξϕ〉 ([0, t])

=
∫ t

0
〈f̄ (s) , a (ξ) .Oxϕ (x, ξ)〉ds−

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s)

− 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dνx,s (ξ) dxds

+ 〈f̄ (0) , ϕ〉+ 〈m, ∂ξϕ〉 ([0, t])

car ∫ t

0
〈1, a (ξ) .Oxϕ (x, ξ)〉ds =

N∑
i=1

∫ t

0

∫
R
ai (ξ)

∫
TN
∂xiϕ (x, ξ) dxdξds = 0

donc
〈f̄+ (t) , ϕ〉 = F̄ (t) + µ̄ ([0, t]) .

Remarque : par commodité, dans les calculs précédents, je n’ai pas mis les indices
1 et 2, µ̄ correspond donc à µ2 de l’article et µ correspond à µ1 de l’article.

Notons maintenant comme dans l’article

〈〈f+
1 (t) f̄+

2 (t) , α〉〉 = 〈f+
1 (t) , ϕ1〉〈f̄+

2 (t) , ϕ2〉
= F1 (t) F̄2 (t) + F1 (t) µ̄2 ([0, t]) + µ1 ([0, t]) F̄2 (t) + µ1 ([0, t]) µ̄2 ([0, t]) .

Remarque :
La formule d’intégration par parties des fonctions à variations bornées donnée
par le Revuz-Yor est utilisée pour faire apparaître le premier terme de gauche de
l’inégalité 2.47. Elle est une conséquence du théorème de Fubini et de propriétés
élémentaires des mesures.
Si les intégrales sont prises sur [0, t] et non pas sur (0, t], nous ne pouvons pas
faire apparaître les données initiales f1,0, f̄2,0.
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On a grâce au théorème de Fubini∫
[0,T ]

µ1 [0, t] dµ̄2 (t) = µ1 [0, T ] µ̄2 [0, T ]−
∫

[0,T ]
µ̄2[0, s)dµ1 (s)

c’est à dire∫
(0,T ]

µ1 [0, t] dµ̄2 (t) + µ1 ({0}) µ̄2 ({0})

= µ1 [0, T ] µ̄2 [0, T ]−
∫

[0,T ]
1(0,T ] (s) µ̄2[0, s)dµ1 (s) ,

soit∫
(0,T ]

µ1 [0, t] dµ̄2 (t) + µ1 ({0}) µ̄2 ({0}) = µ1 [0, T ] µ̄2 [0, T ]−
∫

(0,T ]
µ̄2[0, s)dµ1 (s) .

L’intégration par parties stochastique, appelée aussi première formule d’Itô, ou
simplement formule d’Itô s’écrit dans notre cas

F1 (t) F̄2 (t) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dxdW (s)

×
(
−
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dydW (s)
)

= F1 (0) F̄2 (0)−
∫ t

0

(
F1 (s)×

∫
TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dy
)
dW (s)

+
∫ t

0

(
F̄2 (s)×

∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dx
)
dW (s) + 〈F1, F̄2〉t.

En se servant de la définition du crochet, on trouve :

〈F1, F̄2〉t = 1
4
(
〈F1 + F̄2, F1 + F̄2〉t − 〈F1 − F̄2, F1 − F̄2〉t

)
= 1

4

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣ ∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dx

−
∫
TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dy
∣∣∣∣∣∣2
L2(H,R)

ds

−
∫ t

0

∣∣∣∣∣∣ ∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dx

+
∫
TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dy
∣∣∣∣∣∣2
L2(H,R)

ds


=
∫ t

0

〈 ∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dx,

−
∫
TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dy
〉
L2(H,R)

ds,
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avec

〈
∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dx,−
∫
TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dy〉L2(H,R)

= −
∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dx
)
ek

×
(∫

TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dy
)
ek

= −
∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) Φ (x, ξ) ekdν1

x,s (ξ) dx
)

×
(∫

TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) Φ (y, ζ) ekdν2

y,s (ζ) dy
)

= −
∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕ1 (x, ξ) gk (x, ξ) dν1

x,s (ξ) dx
)

×
(∫

TN

∫
R
ϕ2 (y, ζ) gk (y, ζ) dν2

y,s (ζ) dy
)

= −
∫

(TN )2

∫
R2
ϕ1 (x, ξ)ϕ2 (y, ζ)

∞∑
k=1

gk (x, ξ) gk (y, ζ) dν1
x,s (ξ) dν2

y,s (ζ) dxdy

= −
∫

(TN )2

∫
R2
ϕ1 (x, ξ)ϕ2 (y, ζ) 〈Φ (x, ξ) ,Φ (y, ζ)〉L2(H,R)dν

1
x,s (ξ) dν2

y,s (ζ) dxdy,

grâce à la formule |a||b| ≤ 1
2 (a2 + b2) et à l’hypothèse 2.3 de l’article.

Soit M une mesure signée sur [0, T ] et

F (t) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s)

Considérons l’application

(s, ω, l) ∈ [0, T ]× Ω× [0, T ]

7→ 1[0,s] (l)×
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dx ∈ L2 (H;R) ,

elle est mesurable car

(s, ω) 7→
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dx

l’est, et que
(s, l) 7→ 1[0,s] (l)

l’est aussi (l’image réciproque de {1} est un triangle rectangle isocèle).
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Comme

E
(∫ T

0

∥∥∥∥1[0,s] (l)×
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

) 1
2

= E

∫ T

0
1[0,s] (l)

( ∞∑
k=1

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) dνx,s (ξ) dx

)2

ds

 1
2

≤ E
(∫ T

0
1[0,s] (l)

∞∑
k=1

∫
TN

∫
R
|ϕ (x, ξ) |2|gk (x, ξ) |2dνx,s (ξ) dxds

) 1
2

≤ E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ϕ (x, ξ) |2

(
D0

(
1 + ξ2

))
dνx,s (ξ) dxds

) 1
2

< +∞

indépendamment de l et que M est une mesure signée, on peut appliquer le
théorème de Fubini stochastique (Da Prato-Zabczyk page 109 [DZ92]) pour ob-
tenir∫ T

0
M [0, s] dF (s)

=
∫ T

0

∫ T

0
1[0,s] (l)

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s) dM (l)

=
∫ T

0

∫ T

0
1[l,T ] (s)

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s) dM (l)

=
∫ T

0

∫ T

0

(
1[0,T ] (s)− 1[0,l) (s)

) ∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,s (ξ) dxdW (s) dM (l)

= F (t)M [0, T ]−
∫ T

0
F− (l) dM (l) = F (t)M [0, T ]−

∫ T

0
F (l) dM (l)

car F est continue.
Cette formule s’applique donc pour F1 et F̄2 à la place de F et pour µ1 et µ̄2 à la
place de M . Se servant des formules précédentes, appliquées à chaque terme à
droite de l’égalité

〈〈f+
1 (t) f̄+

2 (t) , α〉〉 = 〈f+
1 (t) , ϕ1〉〈f̄+

2 (t) , ϕ2〉
= F1 (t) F̄2 (t) + F1 (t) µ̄2 ([0, t]) + µ1 ([0, t]) F̄2 (t) + µ1 ([0, t]) µ̄2 ([0, t])

puis en prenant l’espérance, et sachant que

E
(
F1 (t) F̄2 (t)

)
= E

(
〈F1, F̄2〉t

)
et

E
(∫ T

0
µ [0, s] dF (s)

)
= 0,
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on trouve

E
(
〈〈f+

1 (t) f̄+
2 (t) , α〉〉

)
= E

(
〈F1, F̄2〉t

)
+ E

∫ t

0
F1 (s) dµ̄2 (s) + E

∫ t

0
F̄2 (s) dµ1 (s)

+ E
(∫

(0,t]
µ1[0, s)dµ̄2 (s) +

∫
(0,t]

µ̄2 ([0, s]) dµ1 (s) + 〈f1,0, ϕ1〉〈f̄2,0, ϕ2〉
)

= E (〈F1, F2〉t) + 〈f1,0, ϕ1〉〈f̄2,0, ϕ2〉

+ E
(∫

(0,t]
〈f−1 (s) , ϕ1〉dµ̄2 (s) +

∫
(0,t]
〈f̄+

2 (s) , ϕ2〉dµ1 (s)
)
.

Or

µ1 ([0, t]) =
∫ t

0
〈f1 (s) , a (ξ) .Oxϕ1 (x, ξ)〉ds

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ1 (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
1
x,s (ξ) dxds

+ 〈f1,0, ϕ1〉δ0 ([0, t])− 〈m1, ∂ξϕ1〉 ([0, t]) ,

donc∫
(0,t]
〈f̄+

2 (s) , ϕ2〉dµ1 =
∫

(0,t]
〈f̄+

2 (s) , ϕ2〉〈f1 (s) , a (ξ) .Oxϕ1 (x, ξ)〉ds

+ 1
2

∫
(0,t]
〈f̄+

2 (s) , ϕ2〉
∫
TN

∫
R
∂ξϕ1 (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
1
x,s (ξ) dxds

+ 0−
∫

(0,t]
〈f̄+

2 (s) , ϕ2〉d〈m1, ∂ξϕ1〉 (s) .

Et comme ∀A ∈ B ([0, T ]),

〈m1, ∂ξϕ1〉 (A) =
∫
TN×[0,T ]×R

∂ξϕ1 (x, ξ) 1A (s) dm1 (x, s, ξ) ,

on a∫
(0,t]
〈f̄+

2 (s) , ϕ2〉d〈m1, ∂ξϕ1〉 (s) =
∫
TN×(0,t]×R

∂ξϕ1 (x, ξ) 〈f̄+
2 (s) , ϕ2〉dm1 (x, s, ξ) .

De même, comme

µ̄2 ([0, t]) =
∫ t

0
〈f̄2 (s) , a (ζ) .Oyϕ2 (y, ζ)〉ds

− 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ζϕ2 (y, ζ) ‖Φ (y, ζ) ‖2

L2(H,R)dν
2
x,s (ζ) dyds

+ 〈f̄2,0, ϕ2〉δ0 ([0, t]) + 〈m2, ∂ζϕ2〉 ([0, t]) ,
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on a∫
(0,t]
〈f−1 (s) , ϕ1〉dµ̄2 (s)

=
∫

(0,t]
〈f−1 (s) , ϕ1〉〈f̄2 (s) , a (ζ) .Oyϕ2 (y, ζ)〉ds

− 1
2

∫
(0,t]
〈f−1 (s) , ϕ1〉

∫
TN

∫
R
∂ζϕ2 (y, ζ) ‖Φ (y, ζ) ‖2

L2(H,R)dν
2
x,s (ζ) dyds

+ 0 +
∫
TN×(0,t]×R

∂ζϕ2 (y, ζ) 〈f−1 (s) , ϕ1〉dm2 (y, s, ζ) .

Comme f−1 = f1 et f̄+
2 = f̄2 presque partout (pour la mesure de Lebesgue) sur

[0, T ] d’après la proposition 17, la formule (2.52) est démontrée.

Remarque :
Dans cette formule (2.52), on aurait pu tout aussi bien trouver f̄−2 à la place de
f̄+

2 à condition d’avoir remplacé f−1 par f+
1 .

L’égalité (2.52) est vraie pour tout α combinaison linéaire de fonctions ϕ1 ⊗ ϕ2

où ϕ1 ∈ C∞c
(
TNx × Rξ

)
et ϕ2 ∈ C∞c

(
TNy × Rζ

)
. Or l’ensemble des combinaisons

linéaires de telles fonctions est dense dans C∞c
(
TNx × Rξ × TNy × Rζ

)
(cf Droniou

[Dro01] page 68), dans le sens où :
pour tout élément ᾱ ∈ C∞c

(
TNx × Rξ × TNy × Rζ

)
, il existe une suite de telles

combinaisons linéaires (αn)n∈N et un compact K ⊂ TNx × Rξ × TNy × Rζ tels que

1. chaque αn et ᾱ ont leurs supports dans K

2. αn → ᾱ uniformément

3. ∂iαn → ∂iᾱ uniformément pour tout i

4. La convergence est encore uniforme en remplaçant ∂i par n’importe quelle
dérivée partielle de n’importe quel ordre .

Le théorème de convergence dominée permet d’établir (2.52) pour toute fonction
test appartenant à C∞c

(
TNx × Rξ × TNy × Rζ

)
.

L’article dit qu’ensuite on peut généraliser la formule (2.52) à toutes les fonctions
α ∈ C∞b

(
TNx × Rξ × TNy × Rζ

)
à condition qu’en dehors d’un voisinage de la

diagonale {(x, ξ, x, ξ) ∈ TN × R × TN × R, x ∈ TN , ξ ∈ R}, le support de α soit
compact.

Notons que le but est de montrer que la formule (2.52) est vraie pour l’application

α : (x, ξ, y, ζ) 7→ ρ (x− y)ψ (ξ − ζ)
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avec ρ ∈ C∞
(
TN ;R+

)
et ψ ∈ C∞c (R ;R+). Si le support de ψ est inclus dans

un intervalle [−M,M ] alors le support de (ξ, ζ) 7→ ψ (ξ − ζ) est inclus dans le
fermé du plan situé entre les deux droites parallèles d’équations ζ = ξ −M et
ζ = ξ +M . C’est un voisinage fermé de la droite diagonale d’équation ζ = ξ.
Je vais donc simplement généraliser la formule (2.52) à cette fonction.

Pour ce faire, je vais montrer que chaque terme de (2.52) est fini avec un
tel α, puis appliquer (2.52) aux fonctions hn × α ∈ C∞b

(
TNx × Rξ × TNy × Rζ

)
,

faire tendre n vers l’infini et utiliser le théorème de convergence dominée
pour conclure ; chaque fonction hn ∈ C∞c (Rξ × Rζ ;R+) est égale à 1 sur
[−n, n]2, égale à 0 en dehors de [−n− 1, n+ 1]2, et comprise entre 0 et 1 sur
[−n− 1, n+ 1]2 \ [−n, n]2.

Il est simple de vérifier que

(Ox + Oy) (ρ (x− y)) =


∂1ρ(x− y)
∂2ρ(x− y)

...
∂Nρ(x− y)

+


−∂1ρ(x− y)
−∂2ρ(x− y)

...
−∂Nρ(x− y)

 =


0
0
...
0


Ce qui montre que le deuxième terme à gauche du signe égal dans (2.52) est Iρ
pour la fonction

α : (x, ξ, y, ζ) 7→ ρ (x− y)ψ (ξ − ζ) .

Il est donc fini d’après la remarque 25.
On peut aussi remarquer que le premier terme à droite de l’inégalité (2.47) est
égal au premier terme à droite de l’égalité (2.52) pour la fonction

α : (x, ξ, y, ζ) 7→ ρ (x− y)ψ (ξ − ζ) .

Il est donc fini d’après la remarque 25.
On peut en dire autant pour les termes à droite de l’égalité (2.52) et à droite de
l’inégalité (2.47) (dans le cas où considère f+

1 et f̄+
2 ), ils sont donc finis pour la

fonction
α : (x, ξ, y, ζ) 7→ ρ (x− y)ψ (ξ − ζ) .

d’après la remarque 25.
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Remarquons aussi que

Iψ = 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

× ‖Φ (x, ξ)− Φ (y, ζ) ‖2
L2(H,R)dν

1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

= 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

(
‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)

− 2〈Φ (x, ξ) ,Φ (y, ζ)〉L2(H,R) + ‖Φ (y, ζ) ‖2
L2(H,R)

)
dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy

= 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

× ‖Φ (x, ξ) ‖2
L2(H,R)dν

1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

−
∫

(TN )2
ρ (x− y)E

∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

× 〈Φ (x, ξ) ,Φ (y, ζ)〉L2(H,R)dν
1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

+ 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

× ‖Φ (y, ζ) ‖2
L2(H,R)dν

1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy.

Iψ est bien fini grâce à la remarque 25, et de la même manière chacun des trois
derniers termes est fini grâce à la méthode faite dans la remarque 25, l’hypothèse
(2.3), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Puis remarquons que∫

R
ψ (ξ − ζ) dν1

x,s (ξ) =
∫
R
∂ξψ (ξ − ζ) f1 (ξ) dξ,

que ∫
R
ψ (ξ − ζ) dν2

y,s (ζ) =
∫
R
h (ζ) dν2

y,s (ζ) = −
∫
R
∂ζh (ζ) f̄2 (ζ) dζ,

et que
∂ξψ (ξ − ζ) + ∂ζh (ζ) = ψ

′ (ξ − ζ)− ψ′ (ξ − ζ) = 0,

pour voir que
Iψ est la somme des troisième, quatrième et cinquième termes de droite de l’éga-
lité (2.52) pour la fonction

α : (x, ξ, y, ζ) 7→ ρ (x− y)ψ (ξ − ζ) .

Chacun de ces termes est bien fini d’après ce qui précède. Grâce aux calculs
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précédents, on peut remarquer que

E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
f−1 (s) ∂ζα (x, ξ, y, ζ) dm2 (y, s, ζ) dξdx

= −E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
f−1 (s) ∂ξα (x, ξ, y, ζ) dm2 (y, s, ζ) dξdx

= −E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
α (x, ξ, y, ζ) dm2 (y, s, ζ) dν1,−

x,s (ξ) dx.

Comme Em2 est une mesure finie,

−∞ < −E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
α (x, ξ, y, ζ) dm2 (y, s, ζ) dν1,−

x,s (ξ) dx ≤ 0.

De même,

− E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
f̄+

2 (s) ∂ξα (x, ξ, y, ζ) dm1 (x, s, ξ) dζdy

= E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
f̄+

2 (s) ∂ζα (x, ξ, y, ζ) dm1 (x, s, ξ) dζdy

= −E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
α (x, ξ, y, ζ) dm1 (x, s, ξ) dν2,+

y,s (ζ) dy.

Et comme Em1 est une mesure finie,

−∞ < −E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
α (x, ξ, y, ζ) dm1 (x, s, ξ) dν2,+

y,s (ζ) dy ≤ 0

Remarque :
Pour utiliser le théorème de convergence dominée à chaque terme de (2.52), on
vérifie qu’on a lorsque n→ +∞ pour la convergence simple

1. α× hn → α

2. ∂ξ (α× hn)→ ∂ξα

3. ∂ζ (α× hn)→ ∂ζα

car

∂ξhn = ∂ξ
(
1]−n−ε,n+ε[2 ∗ ρm

)
=
(
1]−n−ε,n+ε[2

)
∗ ∂ξρm

=
(
1]−n−ε,n+ε[ (ζ) (δ−n−ε − δn+ε) (ξ)

)
∗ ρm

pour un certain ε > 0 fixé, m entier suffisamment grand fixé et ρm le terme d’une
suite régularisante bien choisie (cf Michel Willem [Wil03] page 78).
Et donc ∂ξhn (ξ, ζ)→ 0 en restant majorée uniformément par une constante (ne
dépendant pas de n). Reste à prouver que les termes de (2.52) où on remplace
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∂ξα et ∂ζα par α sont finis pour pouvoir appliquer le théorème de convergence
dominée :

E
∫

(TN )2
ρ (x− y)

∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ) f1 (s) ‖Φ (y, ζ) ‖2

L2(H,R)dν
2
y,s (ζ) dξdsdxdy

= E
∫

(TN )2
ρ (x− y)

∫ t

0

∫
R2
ψ1 (ξ − ζ) ‖Φ (y, ζ) ‖2

L2(H,R)dν
1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

≤ ‖ψ1‖∞E
∫

(TN )2
ρ (x− y)

∫ T

0

∫
R2
D0

(
1 + ζ2

)
dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy < +∞

car

E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ζ|pν2

y,s (dζ) dyds
)
≤ CpT.

E
∫

(TN )2
ρ (x− y)

∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ) f̄2 (s) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
1
x,s (ξ) dζdsdxdy

= E
∫

(TN )2
ρ (x− y)

∫ t

0

∫
R2
ψ1 (ξ − ζ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

≤ ‖ψ1‖∞E
∫

(TN )2
ρ (x− y)

∫ T

0

∫
R2
D0

(
1 + ξ2

)
dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy < +∞

car

E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pν1

x,s (dξ) dxds
)
≤ CpT.

E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
f−1 (s)α (x, ξ, y, ζ) dm2 (y, s, ζ) dξdx

= E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
ρ (x− y)ψ1 (ξ − ζ) dm2 (y, s, ζ) dν1,−

x,s (ξ) dx < +∞

car Em2 est une mesure finie.

E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
f̄+

2 (s)α (x, ξ, y, ζ) dm1 (x, s, ξ) dζdy

= E
∫

(TN )2×(0,t]×R2
ρ (x− y)ψ1 (ξ − ζ) dm1 (x, s, ξ) dν2,+

y,s (ζ) dy < +∞

car Em1 est une mesure finie.

L’égalité (2.52) est ainsi démontrée pour tout α : (x, ξ, y, ζ) 7→ ρ (x− y)ψ (ξ − ζ),
et on a du même coup, l’inégalité (2.47) qui est démontrée dans le cas où on
considère f+

1 et f̄+
2 .

Soit maintenant une suite croissante (tn)n ⊂ [0, T ] telle que tn → t ∈ (0, T ) alors

172



le terme de gauche de l’inégalité (2.47) avec f+
1 et f̄+

2 tend vers

E
∫

(TN )2
ρ (x− y)

∫
R2
ψ (ξ − ζ) f−1 (t) f̄−2 (t) dξdζdxdy

alors que les termes de droite de l’inégalité (2.47) restent inchangés (on aura
juste remplacé tn par t ).
La proposition 24 est donc démontrée.

2.2.20 A propos du théorème 26 (unicité et réduction)

Soient u1 et u2 deux solutions de (2.1), de conditions initiales u1,0 et u2,0, le
théorème affirme que

∀t ∈ [0, T ] , E‖ (u1 (t)− u2 (t))+ ‖L1(TN ) ≤ ‖ (u1,0 − u2,0)+ ‖L1(TN ).

En inversant u1 et u2, on obtient

∀t ∈ [0, T ] , E‖ (u2 (t)− u1 (t))+ ‖L1(TN ) ≤ ‖ (u2,0 − u1,0)+ ‖L1(TN )

c’est à dire

∀t ∈ [0, T ] , E‖ (u1 (t)− u2 (t))− ‖L1(TN ) ≤ ‖ (u1,0 − u2,0)− ‖L1(TN ).

Par addition, on obtient le principe de contraction L1 qui s’écrit

∀t ∈ [0, T ] , E‖u1 (t)− u2 (t) ‖L1(TN ) ≤ ‖u1,0 − u2,0‖L1(TN ).

Supposons maintenant que pour presque tout x ∈ TN , u1,0 (x) ≤ u2,0 (x), alors
pour presque tout x ∈ TN

(u1,0 − u2,0)+ = 0

donc
‖ (u1,0 − u2,0)+ ‖L1(TN ) = 0

donc
E‖ (u1 (t)− u2 (t))+ ‖L1(TN ) = 0

donc presque sûrement et pour presque tout x ∈ TN ,

(u1 (x, t)− u2 (x, t))+ = 0,

c’est à dire
u1 (x, t) ≤ u2 (x, t) .
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C’est le principe de comparaison annoncé par le théorème.

2.2.21 A propos de la preuve du théorème 26 (unicité et
réduction)

Le cas additif considéré est le cas où Φ (x, u (x, t)) ne dépend pas de u (x, t), et
dépend donc seulement de x (c’est à dire ni du temps t, ni du hasard ω).
Ainsi l’hypothèse 2.4 s’écrit

‖Φ (x, ξ)− Φ (y, ζ) ‖2
L2(H,R) = ‖Φ (x, ξ)− Φ (y, ξ) ‖2

L2(H,R) ≤ D1
(
|x− y|2

)
et on a

Iψ = 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
ψ (ξ − ζ)

× ‖Φ (x, ξ)− Φ (y, ζ) ‖2
L2(H,R)dν

1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

≤ 1
2

∫
(TN )2

ρ (x− y)E
∫ t

0

∫
R2
‖ψ‖∞D1

(
|x− y|2

)
dν1

x,s ⊗ ν2
y,s (ξ, ζ) dsdxdy

≤ 1
2‖ψ‖∞D1t

∫
(TN )2

ρ (x− y)
(
|x− y|2

)
dxdy.

Les densités de probabilité ψ et ρ peuvent être par exemple :

ψ (ξ) =

c
−1 exp

(
1

|ξ−1|2−1

)
si |ξ − 1| < 1

0 si |ξ − 1| ≥ 1

avec
c =

∫
{ξ∈R :|ξ−1|<1}

ψ (ξ) dξ ≈ 0, 44.

Puis

ψδ (ξ) = 1
δ
ψ

(
ξ

δ

)
.

Comme ‖ψ‖∞ ≤ c−1e−1 < 1,

‖ψ‖∞ ≤
1
δ
.

On peut définir ∀y ∈ RN ,

ρ̃ (y) =

2Nc−1 exp
(

1
|2y|2−1

)
si |y| < 1/2

0 si |y| ≥ 1/2
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avec

c =
∫
{y∈RN : ‖y‖<1/2}

2N exp
(

1
|2y|2 − 1

)
dy.

Puis définissons la fonction ρ sur TN de la manière suivante :
Soit x = (x1, x2, ..., xi, ..., xN) ∈ TN ,

∀i ∈ {1, ..., N}, ∃ki ∈ {0, 1} tel que xi − ki ∈
[
− 1

2 ,
1
2

)
.

Notons

x̃ = (x1 + k1, x2 + k2, ..., xi + ki, ..., xN + kN) ∈
[
− 1

2 ,
1
2

)N

alors
∀x ∈ TN , ρ (x) = ρ̃ (x̃) .

C’est une densité de probabilité sur TN car∫
TN
ρ (x) dx =

∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρ̃ (x̃) dx̃ = 1.

Soient maintenant les fonctions définies sur TN par

ρε (x) = 1
εN
ρ̃
(
x̃

ε

)
,

on a bien ∫
TN
ρε (x) dx =

∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρ̃
(
x̃

ε

) 1
εN
dx̃ =

∫
RN
ρ̃ (z) dz = 1.

Remarque :
j’ai légèrement changé la définition de ρε pour ne pas avoir de problème avec x

ε

en dehors de TN . Pour définir ρε, j’aurais pu aussi écrire

∀x ∈
[
−1

2 ,
1
2

]N
, ρε (x) = 1

εN
ρ̃
(
x

ε

)
,

puis prolonger ρε sur RN en la rendant périodique par rapport à chacune de ses
variables, toutes les périodes étant égales à 1.
D’ailleurs, dans l’introduction, il est dit que les solutions sont périodiques, sans
donner la période, ni le type de périodicité. Les lois de conservation modélisent

175



les phénomènes périodiques. En mathématiques, on « normalise » en écrivant
l’équation avec 1 pour période.

∫
(TN )2

ρε (x− y) |x− y|2dxdy =
∫
TN
ρε (z) |z|2dz

=
∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N
|z̃|2ρ̃

(
z̃

ε

) 1
εN
dz̃ ≤ ε2

4 × 1,

d’où l’inégalité

Iψ ≤
1
2D1t

ε2

δ
.

Grâce au théorème de Tonelli∫
R
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ξ) dξ =

∫
R

∫
R

1(ξ,+∞) (u) ν1
x,s (du)

∫
R

1(−∞,ξ] (v) ν2
y,s (dv) dξ

=
∫
R

∫
R

∫
R

1[v,+∞) (ξ) 1(−∞,u) (ξ) dξν1
x,s (du) ν2

y,s (dv)

=
∫
R

∫
R

(u− v)+ ν1
x,s (du) ν2

y,s (dv) .

Les calculs sont identiques avec f+
1 , f̄

+
2 ou bien avec f−1 , f̄

−
2 , d’où (2.58).

(2.59) a déjà été détaillé dans la remarque 25.

ψ1,δ (ξ) =
∫ ξ

−∞

1
δ
ψ

(
ζ

δ

)
dζ = 1ξ>0

∫ ξ

0

1
δ
ψ

(
ζ

δ

)
dζ = 1ξ>0

∫ ξ
δ

0
ψ (u) du,

ψ2,δ (ξ) =
∫ ξ

−∞
ψ1,δ (ζ) dζ = 1ξ>0

∫ ξ

0
ψ1,δ (ζ) dζ = 1ξ>0

∫ ξ

0

∫ ζ
δ

0
ψ (u) dudζ,

donc

ξ+ − ψ2,δ (ξ) = 1ξ>0

∫ ξ

0
1dζ + 1ξ>0

∫ ξ

0

(
−
∫ ζ

δ

0
ψ (u) du

)
dζ

= 1ξ>0

∫ ξ

0

(
1−

∫ ζ
δ

0
ψ (u) du

)
dζ = 1ξ>0

∫ ξ

0

(∫ +∞

0
ψδ (u) du−

∫ ζ
δ

0
ψ (u) du

)
dζ

= 1ξ>0

∫ ξ

0

∫ +∞

ζ
δ

ψ (u) dudζ =
∫
R

∫
R

10≤ζ≤ξ1 ζ
δ
≤u<+∞ψ (u) dudζ

=
∫
R

1u≥0ψ (u)
∫
R

10≤ζ≤ξ∧(δu)dζdu =
∫
R

1u≥0ψ (u)
(
ξ+ ∧ (δu)

)
du

=
∫
R+
ψ (u)

(
ξ+ ∧ (δu)

)
du.
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Ainsi,∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξ −

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζ

=
∫
R

∫
R

(u− v)+ ν1,+
x,t (du) ν2,+

y,t (dv)−
∫
R

∫
R
ψ2,δ (u− v) ν1,+

x,t (du) ν2,+
y,t (dv)

=
∫
R

∫
R

(
(u− v)+ − ψ2,δ (u− v)

)
ν1,+
x,t (du) ν2,+

y,t (dv)

=
∫
R

∫
R

(∫
R+
ψ (ζ)

(
(u− v)+ ∧ (δζ)

)
dζ
)
ν1,+
x,t (du) ν2,+

y,t (dv)

est évidemment positive.

Vérifions (de manière un peu laborieuse) que pour δζ ≥ 0, on a

(u− v)+ ∧ (δζ) ≤ |u| ∧ (δζ) + |v| ∧ (δζ)

Premier cas :
Si u < v alors (u− v)+ = 0 et donc l’inégalité est triviale.

Deuxième cas :
Si u ≥ v alors (u− v)+ = u − v. Supposons de plus que u − v < δζ alors on a

bien

1. u− v ≤ |u|+ |v|

2. u− v ≤ (δζ) + |v| ∧ (δζ)

3. u− v ≤ |u|+ (δζ)

Troisième cas :
Si u ≥ v alors (u− v)+ = u − v. Supposons de plus que u − v > δζ alors on a

bien

1. δζ ≤ |u|+ |v|

2. δζ ≤ (δζ) + |v| ∧ (δζ)

3. δζ ≤ |u|+ (δζ)
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Ainsi∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξ −

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζ

≤
∫
R

∫
R

(∫
R+
ψ (ζ) (|u| ∧ (δζ) + |v| ∧ (δζ)) dζ

)
ν1,+
x,t (du) ν2,+

y,t (dv)

=
∫
R

∫
R+
ψ (ζ) (|u| ∧ (δζ)) dζν1,+

x,t (du) +
∫
R

∫
R+
ψ (ζ) (|v| ∧ (δζ)) dζν2,+

y,t (dv)

=
∫
R+
ψ (ζ)

∫
R

(|u| ∧ (δζ)) ν1,+
x,t (du) dζ +

∫
R+
ψ (ζ)

∫
R

(|v| ∧ (δζ)) ν2,+
y,t (dv) dζ.

Or par exemple, ∫
R

(|u| ∧ (δζ)) ν1,+
x,t (du)

est à la fois plus petit ou égal à ∫
R
|u|ν1,+

x,t (du)

et à
δζ,

donc est plus petit ou égal à

δζ ∧
∫
R
|u|ν1,+

x,t (du) ,

donc∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξ −

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζ

≤
∫
R+
ψ (ζ)

(
2δζ ∧

(∫
R
|u|ν1,+

x,t (du) +
∫
R
|v|ν2,+

y,t (dv)
) )

dζ.

Comme ρε est définie sur TN , puis prolongée à RN de manière à la rendre pério-
dique, de période 1 par rapport à chacune de ses variables,∫

TN
ρε (x− y) dx =

∫
TN−y

ρε (z) dz =
∫
TN
ρε (z) dz = 1.

Comme ρ̃ est paire, il en va de même de ρε et donc∫
TN
ρε (x− y) dy =

∫
TN
ρε (y − x) dy = 1.
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Ce qui donne ∀ω ∈ Ω̃,∫
(TN )2

ρε (x− y)
∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξdxdy

−
∫

(TN )2
ρε (x− y)

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy

≤
∫
R+
ψ (ζ)

(
2δζ ∧

(∫
TN

∫
R
|u|ν1,+

x,t (du) dx+
∫
TN

∫
R
|u|ν2,+

y,t (du) dy
))

dζ

=
∫
R+
ψ (ζ)

(
2δζ ∧

(∫
TN

∫
R
|ξ|ν1,+

x,t (dξ) dx+
∫
TN

∫
R
|ξ|ν2,+

x,t (dξ) dx
))

dζ

≤
∫
R+
ψ (ζ)

(
2δζ ∧

(
C1,1 (ω) + C1,2 (ω)

))
dζ.

De plus,∣∣∣∣∣
∫

(TN )2
ρε (x− y)

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξdxdy

−
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫
TN

∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρε (y − x)
∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξdydx

−
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫
TN

∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρε (z)
∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x+ z, t, ξ) dξdzdx

−
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ)
(∫

[− 1
2 ,

1
2 ]N

ρε (z) f̄+
2 (x+ z, t, ξ) dz − f̄+

2 (x, t, ξ)
)
dξdx

∣∣∣∣∣
≤
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ)
∣∣∣∣∣
∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρε (z) f̄+
2 (x+ z, t, ξ) dz

−
∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρε (z) f̄+
2 (x, t, ξ) dz

∣∣∣∣∣dξdx
≤
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ)
∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρε (z)
∣∣∣f̄+

2 (x+ z, t, ξ)− f̄+
2 (x, t, ξ)

∣∣∣ dzdξdx
≤
∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρε (z)
∫
TN

∫
R

∣∣∣f̄+
2 (x+ z, t, ξ)− f̄+

2 (x, t, ξ)
∣∣∣ f+

1 (x, t, ξ) dξdxdz,
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or supp (ρε) ⊂ B (0, ε), donc

∣∣∣∣∣
∫

(TN )2
ρε (x− y)

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξdxdy

−
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx

∣∣∣∣∣
≤
∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N

ρε (z) sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R

∣∣∣f̄+
2 (x+ z, t, ξ)− f̄+

2 (x, t, ξ)
∣∣∣f+

1 (x, t, ξ) dξdxdz

= sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R
|f̄+

2 (x+ z, t, ξ)− f̄+
2 (x, t, ξ) |f+

1 (x, t, ξ) dξdx

= sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R
|f̄+

2 (x− z, t, ξ)− f̄+
2 (x, t, ξ) |f+

1 (x, t, ξ) dξdx

= sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R

∣∣∣f̄+
2 (x− z, t, ξ)− 1 + 1ξ<0 − 1ξ<0 + 1− f̄+

2 (x, t, ξ)
∣∣∣f+

1 (x, t, ξ) dξdx

= sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R
| − χf+

2
(x− z, t, ξ) + χf+

2
(x, t, ξ) |dξdx,

d’où (2.62).

L’inégalité triangulaire, ainsi que (2.61) et (2.62) donnent

∣∣∣∣∣
∫

(TN )2
ρε (x− y)

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy

−
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx

∣∣∣∣∣
≤
∫
R+
ψ (ζ)

(
2δζ ∧

(
C1,1 (ω) + C1,2 (ω)

))
dζ

+ sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R
| − χf+

2
(x− z, t, ξ) + χf+

2
(x, t, ξ) |dξdx.

Le terme

∫
R+
ψ (ζ)

(
2δζ ∧

(
C1,1 (ω) +C1,2 (ω)

))
dζ ≤

∫
R+
ψ (ζ) 2δζdζ = 2δ

∫ 1

0
ψ (u)udu

tend bien vers 0 lorsque δ → 0.
Grâce au théorème de Fubini et au fait que la mesure de Young ν s’annule à
l’infini, χf+

2
(., t, .) ∈ L1

(
TN × R

)
, donc le terme

sup
|z|<ε

∫
TN

∫
R
| − χf+

2
(x− z, t, ξ) + χf+

2
(x, t, ξ) |dξdx→ε→0 0
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d’après le théorème de continuité en moyenne (cf poly Th. Gallouët [GH]).
Il a été prouvé que presque sûrement et pour presque tout x, y :∫

R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξ −

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζ ≥ 0

i.e. ∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξ ≥

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζ

donc

E
∫

(TN )2
ρε (x− y)

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξdxdy

≥ E
∫

(TN )2
ρε (x− y)

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy.

Soit une suite (δn, εn)n ⊂ (R+)2 tendant vers (0, 0), on a

E
∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξ

= E
(

lim
n→+∞

∫
(TN )2

ρεn (x− y)
∫
R2
ψδn (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy

)

≤ lim inf
n→+∞

E
∫

(TN )2
ρεn (x− y)

∫
R2
ψδn (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy

≤ lim sup
n→+∞

E
∫

(TN )2
ρεn (x− y)

∫
R2
ψδn (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy

≤ lim sup
n→+∞

E
∫

(TN )2
ρεn (x− y)

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ξ) dξdxdy

≤ lim sup
n→+∞

E
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx

+ lim sup
n→+∞

sup
|z|<εn

∫
TN

∫
R
| − χf+

2
(x− z, t, ξ) + χf+

2
(x, t, ξ) |dξdx

= E
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx+ 0.

Ce qui prouve que

lim
n→+∞

E
∫

(TN )2
ρεn (x− y)

∫
R2
ψδn (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy

= E
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx,
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puis que

lim
(δ,ε)→(0,0)

E
∫

(TN )2
ρε (x− y)

∫
R2
ψδ (ξ − ζ) f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (y, t, ζ) dξdζdxdy

= E
∫
TN

∫
R
f+

1 (x, t, ξ) f̄+
2 (x, t, ξ) dξdx.

Comme a′ est à croissance au plus polynômiale, on peut utiliser l’inégalité des
accroissements finis car

∀s ∈ R, ∃C > 0, n ∈ N∗ : |a′ (s) | ≤ C (1 + |s|n) := g′ (s) ,

et donc en particulier sur l’intervalle [ζ, ξ], on a

|a (ξ)− a (ζ) | ≤ C (g (ξ)− g (ζ))

=



C
(
ξ − ζ + 1

n+1 (ξn+1 − ζn+1)
)

si ξ > ζ ≥ 0
C
(
ξ − ζ + 1

n+1 (|ζ|n+1 − |ξ|n+1)
)

si 0 ≥ ξ > ζ

C
(
ξ − ζ + 1

n+1 (ξn+1 − ζn+1)
)

si ξ ≥ 0 ≥ ζ et si n+1 est impair

C
(
ξ − ζ + 1

n+1 (ξn+1 + |ζ|n+1)
)

si ξ ≥ 0 ≥ ζ et si n+1 est pair.

Mais dans le cas où ξ ≥ 0 ≥ ζ et n+ 1 est pair,

C
(
ξ − ζ + 1

n+ 1
(
ξn+1 + |ζ|n+1

))
= C

(
ξ − ζ + 1

n+ 1
(
ξn+1 + (−ζ)n+1

))
≤ C

(
ξ − ζ + 1

n+ 1
(
(ξ − ζ)n+1

))
,

donc dans tous les cas, on peut mettre C (ξ − ζ) en facteur d’un polynôme de
degré n+ 1 de 2 variables ξ et ζ. Finalement, quitte à augmenter la constante C
et le degré p du polynôme Γ (ξ, ζ), on a bien

|a (ξ)− a (ζ) | ≤ C (ξ − ζ)
(
1 + |ξ|p−1 + |ζ|p−1

)
.

Iρ = E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× (a (ξ)− a (ζ))ψδ (ξ − ζ) dξdζ.Oxρε (x− y) dxdyds
)
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donc

|Iρ| ≤ E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× |a (ξ)− a (ζ) |ψδ (ξ − ζ) dξdζ|Oxρε (x− y) |dxdyds
)

≤ E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f1 (x, s, ξ) f̄2 (y, s, ζ)

× |ξ − ζ|Γ (ξ, ζ)ψδ (ξ − ζ) dξdζ|Oxρε (x− y) |dxdyds
)

= E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2
f̄2 (y, s, ζ)

∫ ξ

−∞
|ξ′ − ζ|Γ

(
ξ
′
, ζ
)

× ψδ
(
ξ
′ − ζ

)
dξ
′
dν1

x,s (ξ) dζ|Oxρε (x− y) |dxdyds
)

= E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R2

∫ ξ

−∞
|ξ′ − ζ|Γ

(
ξ
′
, ζ
)

× ψδ
(
ξ
′ − ζ

)
dξ
′
dν1

x,s (ξ) dζ|Oxρε (x− y) |dxdyds
)

parce que ∫
R

∫ ξ

−∞
ψ̃
(
ξ
′)
dξ
′
dν1

x,s (ξ) =
∫
R
ψ̃ (ξ) f1 (ξ) dξ

est vraie ∀ψ̃ ∈ C∞c (R), grâce au théorème de Tonelli et au fait que f1 (ξ) =
ν1 (ξ,+∞). Puis

|Iρ| ≤ E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R

∫ ξ

−∞

∫
R
|ξ′ − ζ|Γ

(
ξ
′
, ζ
)

× ψδ
(
ξ
′ − ζ

)
f̄2 (y, s, ζ) dζdξ′dν1

x,s (ξ) |Oxρε (x− y) |dxdyds
)

= E
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R

∫ ξ

−∞

∫
R

∫ +∞

ζ
|ξ′ − ζ ′ |Γ

(
ξ
′
, ζ
′)

× ψδ
(
ξ
′ − ζ ′

)
dζ
′
dν2

y,s (ζ) dξ′dν1
x,s (ξ) |Oxρε (x− y) |dxdyds

)
= E

(∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

Υ (ξ, ζ) dν2
y,s (ζ) dν1

x,s (ξ) |Oxρε (x− y) |dxdyds
)
,

parce que ∫
R

∫ +∞

ζ
h
(
ζ
′)
dζ
′
dν2

y,s (ζ) =
∫
R
h (ζ) f̄2 (ζ) dζ

est vraie ∀h ∈ C∞c (R), grâce au théorème de Tonelli et au fait que f̄2 (ζ) =
ν2(−∞, ζ].

183



Υ (ξ, ζ) =
∫ ξ

−∞

∫ +∞

ζ
|ξ′ − ζ ′ |Γ

(
ξ
′
, ζ
′)
ψδ
(
ξ
′ − ζ ′

)
dζ
′
dξ
′

=
∫ +∞

ζ

∫ ξ

−∞
|ξ′ − ζ ′ |C

(
1 + |ξ′ |p−1 + |ζ ′|p−1

)
ψδ
(
ξ
′ − ζ ′

)
dξ
′
dζ
′

=
∫ ξ

ζ

∫ ξ−ζ′

−∞
|ξ′′ |C

(
1 + |ξ′′ + ζ

′|p−1 + |ζ ′ |p−1
)

1(0,δ)
(
ξ
′′)
ψδ
(
ξ
′′)
dξ
′′
dζ
′

Comme le support de ψ est dans (0 ; 1), on a effectué le changement de variable
ξ
′ − ζ ′ = ξ

′′.

Υ (ξ, ζ) ≤ δ
∫ ξ+δ

ζ
max

ξ′′∈(0,δ)∩(−∞,ξ−ζ′)
C
(
1 + |ξ′′ + ζ

′|p−1 + |ζ ′|p−1
)
dζ
′

≤ δ
∫ ξ+δ

ζ
C
(
1 + |ξ|p−1 + |ζ ′|p−1

)
dζ
′ ≤ δ × Cste (1 + |ξ|p + |ζ|p)

pour une certaine constante Cste, la formule (2.63) est ainsi prouvée.

Reprenons la majoration de Iρ : nous avons donc

|Iρ| ≤ E
(∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

Υ (ξ, ζ) dν2
y,s (ζ) dν1

x,s (ξ) |Oxρε (x− y) |dxdyds
)

≤ δ × CsteE
( ∫ t

0

∫
(TN )2

∫
R

∫
R

(1 + |ξ|p + |ζ|p) dν2
y,s (ζ) dν1

x,s (ξ)

× |Oxρε (x− y) |dxdyds
)
.

Or ∀t ∈ [0, T ] et ∀p ∈ [1,+∞),

E
∫ t

0

(∫
TN×R

|ξ|pνω,x,s (dξ) dx
)
dt ≤ Cpt,

ainsi
|Iρ| ≤ δ × Cste× 3Cpt

∫
(TN )2

|Oxρε (x− y) |dxdy.

Grâce au changement de variable z = x− y et à la périodicité de ρε, on trouve

|Iρ| ≤ δ × Cste× 3Cpt
∫
TN
|Ozρε (z) |dz

= δ × Cste× 3Cpt
∫
[− 1

2 ,
1
2 ]N
|Ozρε (z) |dz = δ × Cste× 3Cpt

∫
B(0,ε)

|Ozρε (z) |dz

= δ × Cste× 3Cpt
∫
B(0,ε)

|Oz

(
ρ
(1
ε
z
))
| × 1

εN
dz

= δ × Cste× 3Cpt
1
ε

∫
B(0,1)

|Ouρ (u) |du,
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d’où (2.64).

A t ∈ [0, T ] fixé, et pour tout (x, ω) ∈ Et, f+ (t, x, ξ, ω) = ν+
t,x,ω (ξ,+∞) est

décroissante en ξ. Mais comme f+ (t, x, ξ, ω) ∈ {0, 1}, forcément, il existe une
valeur de ξ (qui dépend de (t, x, ω)) pour laquelle ξ 7→ f+ (t, x, ξ, ω) passe de la
valeur 1 à la valeur 0. En notant u+ (t, x, ω) cette valeur, on a bien

f+ (t, x, ξ, ω) = ν+
t,x,ω (ξ,+∞) = 1u+(t,x,ω)>ξ

pour presque tout ξ ∈ R. Donc∫
R

(
1u+(t,x,ω)>ξ − 10>ξ

)
dξ = u+ (t, x, ω) .

Comme f+ = f est une solution généralisée de (2.1) et que f+ est un équilibre,
la proposition 15 permet d’affirmer que u+ est une solution de (2.1).

L’intérêt d’avoir un résultat similaire pour f− servira dans la preuve du corollaire
27 sur la continuité en temps.

Remarque : on a

Ihψ =
∫

(TN )2
ρε (x− y)E

∫ T

0

∫
R2
ψδ (ξ − ζ)

× (|ξ − ζ|h (|ξ − ζ|)) dν1
x,s ⊗ ν2

y,s (ξ, ζ) dsdxdy

et

∫
R
ψ

(
ξ − ζ
δ

) ∣∣∣∣∣ξ − ζδ
∣∣∣∣∣ dν1

x,s (ξ) =
∫
R
∂ξ

(
ψ

(
ξ − ζ
δ

) ∣∣∣∣∣ξ − ζδ
∣∣∣∣∣
)
f1 (ξ) dξ

=
∫
R

1
δ
ψ
′
(
ξ − ζ
δ

) ∣∣∣∣∣ξ − ζδ
∣∣∣∣∣ f1 (ξ) dξ +

∫
(ζ;+∞)

1
δ
ψ

(
ξ − ζ
δ

)
f1 (ξ) dξ

+
∫

(−∞;ζ)
−1
δ
ψ

(
ξ − ζ
δ

)
f1 (ξ) dξ

=
∫
R

1
δ
ψ
′
(
ξ − ζ
δ

) ∣∣∣∣∣ξ − ζδ
∣∣∣∣∣ f1 (ξ) dξ +

∫
(ζ;+∞)

1
δ
ψ

(
ξ − ζ
δ

)
f1 (ξ) dξ

+
∫

(−∞;ζ)
−1
δ
ψ

(
ξ − ζ
δ

)
f1 (ξ) dξ =

∫
R

1
δ
ψ
′
(
ξ − ζ
δ

) ∣∣∣∣∣ξ − ζδ
∣∣∣∣∣ f1 (ξ) dξ.

Pour avoir une inégalité convenable, on voit donc que l’hypothèse (2.4) et la
fonction h sont bien nécessaires.
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2.2.22 A propos du théorème 29

L’hypothèse de ce théorème peut s’écrire

∀x ∈ TN , Φ (x, 1) = Φ (x,−1) ≡ 0 ∈ L2 (H,R)

ainsi, les fonctions constantes u ≡ 1 et u ≡ −1 sont des solutions de (2.1).

2.2.23 Sur la définition de convergence en probabilité

lim
n→+∞

sup
t∈[0,T ]

|εn (t, φ) | = 0 en probabilité,

se note aussi
sup
t∈[0,T ]

|εn (t, φ) | P−→ 0

et signifie

∀α > 0, lim
n→+∞

P
(

sup
t∈[0,T ]

|εn (t, φ) | > α

)
= 0.

2.2.24 Sur l’intégrale stochastique vue comme une
martingale et sa réciproque (paragraphe 2.1.4.2)

Sur la formule (2.72), on peut aussi écrire l’intégrande

hnϕ,k (t) =
(∫

TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,t (dξ) dx

)
ek

=
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) (Φ (x, ξ) ek) νnω,x,t (dξ) dx ∈ R

car
hnϕ (t) =

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,t (dξ) dx ∈ L2 (H,R) ;

et l’intégrale stochastique (2.73) peut s’écrire

Mn
ϕ (t) =

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxdW (s) .
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La proposition 31 peut s’écrire de la manière suivante :
Soit (fn) une suite de solutions généralisées approchées de (2.1) avec don-
nées initiales (fn0 ). Soit ϕ ∈ C∞c

(
TN × R

)
, et soit Mn

ϕ et hnϕ définies par les
deux formules précédentes, alors le processus Mn

ϕ appartient à l’espace des Ft-
martingales continues de carré intégrable notéM2

T (R), muni de la norme

‖M‖M2
T (R) = sup

t∈[0,T ]

(
E
(
|M (t) |2

)) 1
2 =

(
E
(
|M (T ) |2

)) 1
2

car

E
∫ T

0

∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕ (x, t, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,t (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dt < +∞.

Pour le troisième processus (que je noterai aussi N (t) = N1 (t)−N2 (t)), on peut
aussi l’écrire

N (t) =
(∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxdW (s)

)2

−
∫ t

0

∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

car∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)

=
+∞∑
k=1

∣∣∣∣(∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dx

)
ek

∣∣∣∣2

=
+∞∑
k=1

∣∣∣∣∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ekνnω,x,s (dξ) dx

∣∣∣∣2

=
+∞∑
k=1

∣∣∣∣∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dx

∣∣∣∣2 .
Démontrons que c’est une martingale continue :
D’après le lemme 2.4.3 du Röckner [PR07], N (t) est une martingale locale.
Comme

E
(

sup
t∈[0,T ]

|N1 (t) |
)

= E
(

sup
t∈[0,T ]

|Mn
ϕ (t) |2

)
≤ 4E|Mn

ϕ (T ) |2 < +∞,
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et que

E
(

sup
t∈[0,T ]

|N2 (t) |
)

= E
∫ T

0

∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕ (x, t, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,t (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dt < +∞,

N (t) est une martingale.

Le deuxième processus peut s’écrire

Mn
ϕ (t) < W (t) , ek >H −

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) (Φ (x, ξ) ek) νnω,x,s (dξ) dxds.

Démontrons que c’est une martingale continue.
Il suffit d’utiliser la co-variation quadratique de deux martingales continues de
carrés intégrables (appelée aussi crochet). La plupart des auteurs la notent <
M1 (t) ,M2 (t) >, en tout cas quand les martingales sont réelles, mais Da Prato
et Zabczyk la notent � M1 (t) ,M2 (t) � pour ne pas confondre avec le produit
scalaire Hilbertien. Dans notre cas, ils affirment que

< Mn
ϕ (t) , a >R< W (t) , ek >H − <�Mn

ϕ (t) ,W (t)� a, ek >H

est une martingale continue ∀a ∈ R, ∀k ∈ N∗. Donc en prenant a = 1,

Mn
ϕ (t) < W (t) , ek >H − <�Mn

ϕ (t) ,W (t)� , ek >H

est une martingale continue. Comme

�Mn
ϕ (t) ,W (t)� =

+∞∑
k=1
�Mn

ϕ (t) , βk (t)�< . , ek >

=
+∞∑
k=1
�Mn

ϕ (t) , βk (t)� ek,

et que
<�Mn

ϕ (t) ,W (t)� , ek >H=�Mn
ϕ (t) , βk (t)�,
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on a

�Mn
ϕ (t) , βk (t)�

=�
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxdW (s) , βk (t)�

=�
∞∑
i=1

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gi (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxdβi (s) , βk (t)�

=
∞∑
i=1
�
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gi (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxdβi (s) , βk (t)�

=�
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxdβk (s) , βk (t)�

=�
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxdβk (s) ,

∫ t

0
1dβk (s)�

=
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dx× 1d� βk (s) , βk (s)�

=
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νnω,x,s (dξ) dxds.

On a pu sortir la somme du crochet par continuité du crochet dans l’espace des
martingales continues de carré intégrable. A noter aussi que le crochet de deux
martingales indépendantes vaut 0.
On peut donc affirmer que

Mn
ϕ (t) < W (t) , ek >H −

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) (Φ (x, ξ) ek) νnω,x,s (dξ) dxds

est une Ft-martingale continue.

La proposition 32 peut se réécrire de la manière suivante :
soit h : Ω× [0, T ]→ L2 (H,R) processus prévisible tel que

E
∫ T

0
‖h (s) ‖2

L2(H,R)ds < +∞,

et soit X (t) une Ft-martingale réelle de carré intégrable i.e. telle que

∀t ∈ [0, T ] , E
(
|X (t) |2

)
< +∞,

et telle que les processus

X (t) < W (t) , ek >H −
∫ t

0
h (s) ekds

et
(X (t))2 −

∫ t

0
‖h (s) ‖2

L2(H,R)ds
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soient aussi des Ft-martingales. Alors ∀t ∈ [0, T ],

X (t) = X (0) +
∫ t

0
h (s) dW (s) .

Un intérêt de cette proposition est que nous n’avons pas d’information sur la
continuité de X au départ, mais sa représentation sous la forme d’une intégrale
d’Itô permet d’obtenir l’existence d’une version continue de de ce processus X.
Cela implique aussi que

X (t) < W (t) , ek >H −
∫ t

0
h (s) ekds

et
(X (t))2 −

∫ t

0
‖h (s) ‖2

L2(H,R)ds

sont des martingales continues.

Remarques sur le mot version :
J’ai presque toujours trouvé la même définition de deux processus stochastiques
qui sont des versions l’un de l’autre. En général version est synonyme de modifi-
cation, c’est à dire :
si on a un espace probabilisé muni d’une filtration

(
Ω,F ,P, (Ft)t∈R+

)
, si possible

vérifiant les conditions habituelles, c’est à dire que F0 contient tous les ensembles
négligeables de F (pour P) et que la filtration est continue à droite dans le sens
où

Ft =
⋂
s>t

Fs,

alors deux processus stochastiques X : [0,+∞)×Ω→ (E,B (E)) et Y : [0,+∞)×
Ω → (E,B (E)) sont des versions l’un de l’autre si pour chaque t ∈ [0,+∞),
Xt = Yt presque sûrement.
Cela veut dire que si un processus est adapté à la filtration (Ft)t∈R+, alors l’autre
aussi (grâce au premier item des conditions habituelles). Notons que pour Marc
Yor et Daniel Revuz [RY13], dire que X et Y sont deux versions l’un de l’autre ne
signifie pas modification l’un de l’autre, mais simplement ayant les mêmes lois
fini-dimensionnelles (et donc à priori pas le même espace probabilisé) .

Pour la preuve, on aurait pu faire tout autrement si la filtration était celle engen-
drée par le processus de Wiener W :
en fait, toute Ft -martingale admet une version (ici modification) continue (cf
Revuz-Yor [RY13] p200), donc c’est le cas de la martingale X (t). Le théorème
de représentation martingale page 51 de Gawarecki, Mandrekar [GM10] affirme
qu’il existe un unique porcessus L (t) ∈ L2 ([0, T ]× Ω,PT , dt⊗ P ;L2 (H,R)) tel
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que

X (t) = E (X (0)) +
∫ t

0
L (s) dW (s) .

Dans la mesure où X (0) = 0, cela donne ∀t ∈ [0, T ],

X (t) =
∫ t

0
L (s) dW (s) .

Le lemme 2.4.3 du Röckner [PR07] affirme que

t ∈ [0, T ] 7→
∫ t

0
‖L (s) ‖2

L2(H;R)ds

est l’unique processus croissant, continu, Ft-adapté tel que

t ∈ [0, T ] 7→
(∫ t

0
L (s) dW (s)

)2
−
∫ t

0
‖L (s) ‖2

L2(H;R)ds

soit une martingale locale. Donc

∀t ∈ [0, T ] ,
∫ t

0
‖L (s) ‖2

L2(H;R)ds =
∫ t

0
‖h (s) ‖2

L2(H,R)ds.

En utilisant la co-variation quadratique des deux martingales continues de carrés
intégrables (cf DaPrato, Zabczyk p80 [DZ92]), il est clair que

� H (t) , βk (t)�=
∫ t

0
h (s) ekds.

Or

�
∫ t

0
L (s) dW (s) , βk (t)�=�

∞∑
i=1

∫ t

0
L (s) eidβi (s) , βk (t)�

=
∞∑
i=1
�
∫ t

0
L (s) eidβi (s) , βk (t)�=�

∫ t

0
L (s) ekdβk (s) , βk (t)�

=�
∫ t

0
L (s) ekdβk (s) ,

∫ t

0
1dβk (s)�=

∫ t

0
L (s) ek × 1d� βk (s) , βk (s)�

=
∫ t

0
L (s) ekds.

On a pu sortir la somme du crochet par continuité du crochet dans l’espace des
martingales continues de carré intégrable. Finalement, ∀t ∈ [0, T ] , ∀k ∈ N∗,∫ t

0
h (s) ekds =

∫ t

0
L (s) ekds,

donc presque sûrement et pour presque tout t ∈ [0, T ], h (s) = L (s). Et donc
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∀t ∈ [0, T ],
X (t) =

∫ t

0
h (s) dW (s)

La troisième hypothèse de la proposition 32 n’est donc pas nécessaire avec cette
filtration, mais si on n’utilise pas le théorème de représentation martingale alors
cette hypothèse aide à la démonstration.

2.2.25 Utilisation de la tension des mesures de Young et du
théorème de Skorokhod

Soit fn une solution approchée de (2.1), fn est en particulier une fonction ci-
nétique associée à une mesure de Young νn. L’idée n’est pas de travailler avec
les mesures de Young définies sur Ω × TN × [0, T ] → P1 (R) car Ω n’a pas de
topologie, n’est pas séparable, pas complet...mais avec les mesures de Young

νn (ω) : TN × [0, T ]→ P1 (R)

et avec la variable aléatoire Ω→ Y1

ω 7→ νn (ω)
.

Quand on parle de loi de la mesure de Young νn, c’est donc la mesure de proba-
bilité définie par

Pνn (A) = P
(
(νn)−1 (A)

)
, ∀A ∈ Y1.

Y1 est muni de la topologie de la convergence faible, c’est à dire rendant continue
les applications ν 7→ ν (φ) quelle que soit φ intégrande de la forme

(x, t, ξ) ∈ TN × [0, T ]× R 7→ 1A (x, t)× f (ξ)

avec f ∈ Cb (R) et A ∈ B
(
TN × [0, T ]

)
.

Dans son « a course on Young measure » [Val94], Michel Valadier affirme que
dans notre cas, la topologie est la même si on remplace ces intégrandes par les
intégrandes de Carathéodory (mesurables en (x, t, ξ) et continues en ξ) bornées
ou par les fonctions continues à support compact sur TN × [0, T ]×R. Y1 est muni
de la tribu borélienne associée à cette topologie. La proposition 2.3.1 p 42 du
livre de Castaing, Raynaud de Fitte et Valadier [CFV04] indique que dans notre
cas, Y1 est métrisable. Cela signifie qu’un sous-ensemble de Y1 est compact si et
seulement s’il est séquentiellement compact.
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Les propositions qui suivent utilisent la philosophie du théorème de Skorokhod :
de variables aléatoires qui convergent en loi, on peut créer un espace de pro-
babilité dans lequel des variables aléatoires de même loi convergent presque
sûrement. Pour résumer, on peut passer grâce à un nouvel espace de probabilité,
de la convergence en loi à la convergence presque sûre.
Plus précisément, pour notre article, cela permettra d’utiliser la méthode de Be-
noît Perthame pour prouver la convergence du schéma numérique donné par la
méthode des volumes finis (cf, [Per02] preuve du théorème 6.3.1 page 131),
c’est à dire avoir une suite de solutions approchées (fh,k) qui converge dans L∞

faible-∗ et une suite de mesures cinétiques de défaut (mh,k) qui converge faible-
ment.

2.2.26 Sur la preuve de la proposition 33

On a

E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnω,x,t (ξ) dxdt

)
≤ TCp.

Soit R > 0, soit p ∈ [1; +∞),

KR,p =
{
y ∈ Y1

(
TN × [0, T ]× R

)
: y (|ξ|p) ≤ R

}
.

Pour chaque p ∈ [1,+∞), la fonction ξ 7→ |ξ|p est inf-compact, dans le sens où

∀M ≥ 0, {ξ ∈ R : |ξ|p ≤M} est un sous-ensemble compact de R.

Donc toute suite (yn) d’éléments de KR,p est tendue (au sens des mesures de
Young). Il existe donc une sous-suite (ynk) de (yn) qui converge faiblement vers
un élément y ∈ Y1. En notant gL : R → R la fonction continue égale à ξ 7→ |ξ|p
sur [−L,L] et à Lp sur [L,L]c, on a

ynk (gL) ≤ R,

qui donne en faisant tendre nk → +∞,

y (gL) ≤ R.

En faisant tendre L → +∞, et en utilisant le théorème de convergence mono-
tone, on obtient

y (|ξ|p) ≤ R,

donc KR,p est un sous-ensemble compact de Y1.

193



(2.81) donne ∫
{νn /∈KR,p}

∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnω,x,t (ξ) dxdtdP ≤ TCp

donc
RP ({νn /∈ KR,p}) ≤ TCp

donc
P ({νn /∈ KR}) ≤

TCp
R

donc (νn) est tendue, donc il existe une sous-suite encore notée (νn) et une
variable aléatoire ν : Ω → Y1 telle que vn → ν en probabilité (cf p 369 « a
course on Young Measure » de M. Valadier [Val94]).

Démontrons que pour chaque ω ∈ Ω,
ψp (ω) : Y1 → [0,+∞]
ν 7→ sup

J⊂[0,T ]

1
|J |
∫
J

∫
TN
∫
R |ξ|pdνnω,x,t (ξ) dxdt

est semi-continue inférieurement.
Comme la borne supérieure d’une famille de fonctions semi-continues inférieu-
rement est semi-continue inférieurement, il suffit de montrer que ∀J ,

ν 7→
∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnω,x,t (ξ) dxdt

est semi-continue inférieurement. C’est vrai car on peut écrire cette fonction
Y1 → [0,+∞]
ν 7→ sup

L>1,L∈Q

∫
J

∫
TN
∫
R gL (ξ) dνnω,x,t (ξ) dxdt

et parce que
ν ∈ Y1 7→

∫
J

∫
TN

∫
R
gL (ξ) dνnω,x,t (ξ) dxdt

est continue.

vn → ν en probabilité donc il existe une sous-suite encore notée (vn) telle que
vn → ν presque sûrement. Comme ψp est semi-continue inférieurement,

ψp (ν) ≤ lim inf
n→+∞

ψp (νn) , ps.
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On prend l’espérance et on utilise le lemme de Fatou pour conclure

Eψp (ν) ≤ lim inf
n→+∞

Eψp (νn) ≤ Cp.

Remarque :
Le sup sur J est bien nécessaire nous semble-t-il, car Y1 est l’ensemble des me-
sures de Young sur TN × [0, T ]× R. On aurait aimé avoir directement

Ẽ
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃ω,x,t (ξ) dx

)
≤ Cp

grâce au théorème de Skorokhod. Mais si on a bien

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνω,x,t (ξ) dx

)
≤ Cp

que l’on peut écrire ∫
Ω
f (ν) dP ≤ Cp

avec
f : ν ∈ Y1 → f (ν) = sup

t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνω,x,t (ξ) dx ∈ R,

il faudrait f mesurable pour utiliser le théorème de transfert qui nous donnerait∫
Ω
f (ν) dP =

∫
Y1
f (y) dPν =

∫
Y1
f (y) dP̃ν =

∫
Ω̃
f (ν̃) dP̃.

Il n’est pas facile de démontrer que f est mesurable, et je ne suis pas sûr qu’elle
le soit.

On peut appliquer le théorème de Skorokhod car νn → ν en probabilité et parce
que Y1 est séparable. La convergence simple de ν̃n (ω) → ν̃ (ω) a lieu quel que
soit ω, mais, comme on travaille avec des classes de fonction, la convergence
presque sûre suffit.

On peut appliquer le corollaire 11 sur la compacité des fonctions cinétiques car

1.
(
TN × [0, T ] , dxdt

)
est fini

2. L1
(
TN × [0, T ]

)
est séparable

3. f̃n (ω) (x, t, ξ) = ν̃n (ω)(x,t) (ξ,+∞) .
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2.2.27 Sur la preuve de la proposition 34

Si on prouve la proposition pour les mesures

B ∈ B
(
TN × [0, T ]× R

)
7→ mn (B) +

∫
B
h (x, t, ξ) dxdtdξ

alors la proposition sera vraie pour les mesures mn. En effet, Soit (x, t, ξ) 7→
h (x, t, ξ) continue, strictement positive telle que

0 <
∫
TN×[0,T ]×R

h (x, t, ξ) dxdtdξ < +∞,

alors forcément
E
∫
TN×[0,T ]×R

h (x, t, ξ) dxdtdξ < +∞.

De plus, comme

1TN×[0,T ]×BcR (x, t, ξ)h (x, t, ξ)→R→+∞ 0

et que
1TN×[0,T ]×BcR (x, t, ξ)h (x, t, ξ) ≤ h (x, t, ξ) ,

le théorème de convergence dominée peut être utilisé, ainsi

lim
R→+∞

E
∫
TN×[0,T ]×BcR

h (x, t, ξ) dxdtdξ = 0.

Je peux parler indifféremment de ω 7→ (B 7→
∫
B h (x, t, ξ) dxdtdξ),

de ω̃ 7→ (B 7→
∫
B h (x, t, ξ) dxdtdξ) qui sont mesurables (ce sont des fonc-

tions constantes) et de loi δB 7→
∫
B
h(x,t,ξ)dxdtdξ, et écrire simplement B 7→∫

B h (x, t, ξ) dxdtdξ ou même h (x, t, ξ) dxdtdξ.

Si m̃n a la même loi que mn + h (x, t, ξ) dxdtdξ alors m̃n − h (x, t, ξ) dxdtdξ a la
même loi que mn. Si m̃n → m̃ p.s. (dansMb

(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
) alors

m̃n−h (x, t, ξ) dxdtdξ → m̃−h (x, t, ξ) dxdtdξ p.s.
(
dansMb

(
TN × [0, T ]×Bc

R

))
.

On peut prendre par exemple

δ =
∫
TN×[0,T ]×R

h (x, t, ξ) dxdtdξ > 0
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dans la formule

‖mn‖Mb(TN×[0,T ]×R) = mn
(
TN × [0, T ]× R

)
≥ δ > 0.

Soit KA le sous-ensemble de P1
(
TN × [0, T ]× R

)
muni de la topologie faible,

tel que ses éléments µ vérifient

sup
R>1

µ
(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
η (R) ≤ A,

où
η (R) = sup

n∈N
Emn

(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
.

Chaque µ ∈ KA vérifie

∀R > 1,
µ
(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
η (R) ≤ A,

donc
∀R > 1, µ

(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
≤ A η (R) ,

et comme η (R) →R→+∞ 0, d’après l’hypothèse (2.84), on obtient la tension du
sous-ensemble KA. Donc d’après le théorème de Prokhorov, KA est une partie
compacte de P1

(
TN × [0, T ]× R

)
muni de sa topologie faible.

Par l’inégalité de Markov, on a

P (µn /∈ KA) = P

sup
R>1

µn
(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
supn∈N Emn (TN × [0, T ]×Bc

R) > A


≤ 1
A
E

sup
R>1

µn
(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
supn∈N Emn (TN × [0, T ]×Bc

R)


= 1
A
E

sup
R>1

mn
(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
supn∈N Emn (TN × [0, T ]×Bc

R) ×
1

mn (TN × [0, T ]× R)


≤ 1
A
× 1
δ
E

sup
R>1

mn
(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
supn∈N Emn (TN × [0, T ]×Bc

R)


= 1
A
× 1
δ
E

 lim
k→+∞

mn
(
TN × [0, T ]×Bc

Rk

)
supn∈N Emn

(
TN × [0, T ]×Bc

Rk

)


pour une certaine suite (Rk)k∈N bien choisie. Puis par le lemme de Fatou, on
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obtient

P

sup
R>1

µn
(
TN × [0, T ]×Bc

R

)
supn∈N Emn (TN × [0, T ]×Bc

R) > A


≤ 1
A
× 1
δ

lim inf
k→+∞

E

 mn
(
TN × [0, T ]×Bc

Rk

)
supn∈N Emn

(
TN × [0, T ]×Bc

Rk

)
 ≤ 1

A
× 1
δ
.

On peut donc prendre C = 1
δ
.

De même, par l’inégalité de Markov, on a

P (‖mn‖ > A) ≤ 1
A
E (‖mn‖) = 1

A
E
(
mn

(
TN × [0, T ]× R

))
≤ C

A

d’après (2.83).
(Xn) est tendue car

P (Xn ∈ (KA × [0, A])c)
= P

(
Xn ∈ Kc

A × [0,+∞) ∪ P1
(
TN × [0, T ]× R

)
× [0, A]c

)
≤ P (Xn ∈ Kc

A × [0,+∞)) + P
(
Xn ∈ P1

(
TN × [0, T ]× R

)
× [0, A]c

)
= P (µn /∈ KA) + P (‖mn‖ > A) ≤ 1

A

(1
δ

+ C
)
.

Comme TN × [0, T ] × R est métrique, séparable et complet, la topologie de la
convergence faible sur P1

(
TN × [0, T ]× R

)
est équivalente à la topologie in-

duite par la métrique de Prokhorov (cf Billingsley [Bil13] théorème 6.8), ainsi

φ :

P
1
(
TN × [0, T ]× R

)
× R+ →Mb

(
TN × [0, T ]× R

)
(m,α) 7→ α.m

est bilinéaire symétrique continue car

‖α.m‖ = |α| ‖m‖,

donc mesurable.
Cela justifie le calcul suivant qui prouve que mn et m̃n ont même loi :

∀A ∈ B
(
Mb

(
TN × [0, T ]× R

))
,

Pm̃n (A) = P (α̃nµ̃n ∈ A) = P
(
φ
(
X̃n

)
∈ A

)
= P

(
X̃n ∈ φ−1 (A)

)
= PX̃n

(
φ−1 (A)

)
= PXn

(
φ−1 (A)

)
= P (φ (Xn) ∈ A) = Pmn (A) .
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Autre point à vérifier :
X̃n → X̃ P̃-ps, implique φ (µ̃n, α̃n) → φ (µ̃, α̃) P̃-ps, implique m̃n → m̃ P̃-ps.

2.2.28 Sur la tension dans les espaces de Skorokhod (cf
paragraphe 2.1.4.3 et [Bil13])

L’espace D [0, T ] des fonctions numériques continues à droite, limitées à gauche
est un espace dont les fonctions ont des points de discontinuité au plus dénom-
brables. Ces fonctions sont bornées. Elles sont boréliennes car limites uniformes
de fonctions en escalier.
Si on munit cet espace de la topologie de Skorokhod, il en devient métrique,
séparable et complet.
Si on restreint D [0, T ] à C [0, T ] alors la topologie de Skorokhod et la topologie
de la convergence uniforme coïncident.

Une caractérisation intéressante de la tension d’une suite de probabilités de
C [0, T ] est la suivante :
Une suite (Pn) de probabilités de C [0, T ] est tendue si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifièes

∀η > 0, ∃a, n0 tels que n ≥ n0 ⇒ Pn (x ∈ C [0, T ] : |x (0) | ≥ a) ≤ η

et

∀ε, η > 0, ∃δ ∈]0, 1[ et n0 tels que n ≥ n0

⇒ Pn
(
x ∈ C [0, T ] : sup

s,t:|s−t|<δ
|x (s)− x (t) | ≥ ε

)
≤ η

i.e.

lim
δ→0

lim sup
n→+∞

Pn
(
x ∈ C [0, T ] : sup

s,t:|s−t|<δ
|x (s)− x (t) | ≥ ε

)
= 0.

Cette caractérisation est à rapprocher du théorème d’Arzela-Ascoli (avec [0, T ]
compact, connexe) :
A est une partie relativement compacte de C [0, T ] si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifièes

∃M > 0 : sup
x∈A
|x (0) | ≤M
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et
lim
δ→0

sup
x∈A

sup
s,t:|s−t|<δ

|x (s)− x (t) | = 0.

Dans D [0, T ], on a cette caractérisation de la tension des mesures de probabili-
tés :
Une suite (Pn) de probabilités de D [0, T ] est tendue si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifièes

lim
a→+∞

lim sup
n→+∞

Pn (x ∈ D [0, T ] : ‖x‖∞ ≥ a) = 0

et

∀ε > 0, lim
δ→0

lim sup
n→+∞

Pn
(
x ∈ D [0, T ] : inf

πδ
max
i

sup
s,t∈[ti−1,ti)

|x (s)−x (t) | ≥ ε
)

= 0.

Cette caractérisation est à rapprocher du théorème suivant (généralisant celui
d’Ascoli) :
A est une partie relativement compacte de D [0, T ] si et seulement si

∃M > 0 : sup
x∈A
‖x‖∞ ≤M

et
lim
δ→0

sup
x∈A

inf
πδ

max
i

sup
s,t∈[ti−1,ti)

|x (s)− x (t) | = 0,

où πδ est l’ensemble des subdivisions de [0, T ] s’écrivant 0 = t0 < t1 < ... < ti <
... < tN = T vérifiant |ti − ti−1| > δ.

Quand on parlera d’un processus stochastique tendu, que ce soit

X : Ω→ C [0, T ] ou Y : Ω→ D [0, T ]

cela voudra dire que la loi de ce processus est tendue.

Détaillons le contre-exemple indiquant que la convergence faible de µn =
〈mn, ∂ξϕ〉 vers une mesure µ sur [0, T ] n’implique pas la convergence de Anϕ (t) =
〈mn, ∂ξϕ〉 [0, t] vers A (t) = µ [0, t] dans D [0, T ].

µn = 〈mn, ∂ξϕ〉 est la mesure signée sur les boréliens de [0, T ] définie par

A ∈ B [0, T ] 7→
∫
Tn×A×R

∂ξϕ (x, ξ) dmn (x, s, ξ) .

Dire qu’elle converge faiblement vers µ signifie que

∀φ ∈ C [0, T ] , µn (φ)→n→+∞ µ (φ) .
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La convergence faible entraîne µn [0, t]→n→+∞ µ [0, t] à condition que µ{t} = 0 ;
les points t ∈ [0, T ] tels que µ{t} 6= 0 sont au plus dénombrables.

Montrons que {t 7→ µn [0, t]} ∈ D [0, T ].
Prenons une suite décroissante (tk) telle que tk → t alors [0, tk] → [0, t] et donc
µn [0, tk]→ µn [0, t]. Chaque t 7→ µn [0, t] est donc continue à droite.
Prenons une suite croissante (tk) telle que tk → t alors [0, tk] → [0, t[ et donc
µn [0, tk]→ µn[0, t[. Chaque t 7→ µn [0, t] est donc limitée à gauche.

Une suite (xn) converge vers x dans D [0, T ] si eu seulement s’il existe une suite
(λn) de fonctions strictement croissantes, bijectives, continues λn : [0, T ]→ [0, T ]
telles que

‖λn (t)− t‖∞ → 0 et ‖xn ◦ λn (t)− x (t) ‖∞ → 0.

Dans l’exemple proposé,

µn [0, t] =


2 si t ≥ t∗ − sn
1 si t∗ − sn > t ≥ t∗ − σn
0 si t∗ − σ > t

et

µ [0, t] =

2 si t ≥ t∗

0 si t < t∗
;

on voit bien, peu importe la suite (λn) choisie, qu’on pourra toujours trouver un
t tel que

|µn [0, λn (t)]− µ [0, t] | = 1,

c’est à dire que
‖µn [0, λn (t)]− µ [0, t] ‖∞ ≥ 1.

La convergence (uniforme) dans C [0, T ] entraîne la convergence dans D [0, T ].
Ainsi l’hypothèse

lim
n→+∞

sup
t∈[0,T ]

|εn (t, ϕ) | = 0 en probabilité

c’est à dire
lim

n→+∞
εn (t, ϕ) = 0 dans C [0, T ] en probabilité

entraîne
lim

n→+∞
εn (t, ϕ) = 0 dans D [0, T ] en probabilité

car les t 7→ εn (t, ϕ) sont presque sûrement continues. Donc

lim
n→+∞

εn (t, ϕ) = 0 dans D [0, T ] en loi
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donc la suite des processus t 7→ εn (t, ϕ) est tendue dans D [0, T ].

2.2.29 Sur la preuve de la proposition 35

Remarquons tout d’abord que presque sûrement,

t 7→
∫ t

0
〈fn (s) , a (ξ)Oxϕ〉ds ∈ C [0, T ] ,

t 7→ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2 (x, ξ) ∂ξϕ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxds ∈ C [0, T ] ,

et enfin
t 7→

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxdW (s) ∈M2

T (R) ⊂ C [0, T ] .

Montrons ensuite la tension deΩ→ C [0, T ]
ω 7→ (t 7→ 〈fn (0) , ϕ〉)

Cette fonction est constante (déterministe) et a pour loi

δ(t 7→〈fn(0),ϕ〉).

A = {(t 7→ 〈fn (0) , ϕ〉) : n ∈ N} est relativement compact dans C [0, T ] (théo-
rème d’Ascoli) car

sup
n
‖(t 7→ 〈fn (0) , ϕ〉)‖∞ ≤

∫
TN×R

|ϕ(x, ξ)|dxdξ < +∞,

et
lim
δ→0

sup
n

sup
s,t:|s−t|<δ

|〈fn (0) , ϕ〉 − 〈fn (0) , ϕ〉| = 0

donc
δ(t 7→〈fn(0),ϕ〉)

(
Āc
)

= 0.

Quand on aura prouvé la borne uniforme de

E‖Dn
ϕ‖Cα[0,T ], E‖Mn

ϕ‖Cα[0,T ], E‖Inϕ‖Cα[0,T ],

et donc de
E‖Dn

ϕ‖∞, E‖Mn
ϕ‖∞, E‖Inϕ‖∞,
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on pourra par exemple écrire (pour une certaine constante M > 0),

M > E‖Dn
ϕ‖∞ =

∫
C[0,T ]

‖x‖∞dPDnϕ

=
∫
{x :|x(0)|≥a}

‖x‖∞dPDnϕ +
∫
{x :|x(0)|<a}

‖x‖∞dPDnϕ ,

d’où
M > aPDnϕ ({x : |x (0) | ≥ a}) ,

donc la condition (rappelée plus haut) (i) du théorème 7.3. de Billingsley [Bil13]
page 82 sera vérifiée.

Une fois les trois inégalités de la démonstration de la proposition 35 démontrées,
qui s’écrivent

E|Dn
ϕ (t)−Dn

ϕ (s) |β ≤M |t− s|1+α avec α, β > 0,

un théorème de Kolmogorov (cf Gallardo p9 [Gal08]) affirme qu’il existe une
version D̃n

ϕ deDn
ϕ, à trajectoires höldériennes d’exposant γ = α

β
(donc continues),

c’est à dire que

∀ω ∈ Ω, ∃Kω > 0 : ∀s, t ∈ [0, T ] , |D̃n
ϕ (s)− D̃n

ϕ (t) | ≤ Kω|s− t|γ.

Or comme dans nos trois cas, Dn
ϕ est à trajectoires continues, D̃n

ϕ et Dn
ϕ sont

indiscernables, c’est à dire

D̃n
ϕ (ω) = Dn

ϕ (ω) dans C [0, T ] ps.

Ainsi
sup
|s−t|≤δ

|D̃n
ϕ (s)− D̃n

ϕ (t) | ≤ Kω sup
|s−t|≤δ

|s− t|γ = Kωδ
γ.

Mais comme

E‖Dn
ϕ‖Cα[0,T ] = E‖Dn

ϕ‖∞ + E sup
s 6=t

|D̃n
ϕ (s)− D̃n

ϕ (t) |
|s− t|γ

= E‖Dn
ϕ‖∞ + EKω < M,

on a
E sup
|s−t|≤δ

|D̃n
ϕ (s)− D̃n

ϕ (t) | ≤Mδγ,

donc

ε× P
(

sup
|s−t|≤δ

|D̃n
ϕ (s)− D̃n

ϕ (t) | > ε

)
≤Mδγ,
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autrement dit

ε× PDnϕ

(
x ∈ C [0, T ] : sup

|s−t|≤δ
|x (s)− x (t) | > ε

)
≤Mδγ.

Donc la condition (rappelée plus haut) (ii) du théorème 7.3. de Billingsley
[Bil13] page 82 est vérifiée, et la suite de processus

(
Dn
ϕ

)
est tendue.

Remarque :
x ∈ C [0, T ] 7→ sup|s−t|≤δ |x (s)−x (t) | ∈ R est continue (à δ fixé) donc mesurable.

Il reste à détailler les affirmations de la démonstration de la proposition 35 :

E|Dn
ϕ (t)−Dn

ϕ (σ) |2 = E
∣∣∣∣∫ t

σ
〈fn (s) , a (ξ)Oxϕ〉ds

∣∣∣∣2
≤ E

∣∣∣∣∫ σ∨t

σ∧t

∫
TN×R

|a (ξ)Oxϕ (x, ξ) |dxdξds
∣∣∣∣2

=
∣∣∣∣∫ σ∨t

σ∧t

∫
TN×R

|a (ξ)Oxϕ (x, ξ) |dxdξds
∣∣∣∣2

= (t− σ)2
(∫

TN×R
|a (ξ)Oxϕ (x, ξ) |dxdξ

)2
,

E|Inϕ (t)− Inϕ (σ) |2 = E
∣∣∣∣12
∫ t

σ

∫
TN

∫
R

G2 (x, ξ) ∂ξϕ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxds
∣∣∣∣2

≤ 1
2TD

2
0 (1 + C4) ‖∂ξϕ‖2

∞ (t− σ)2 .

Grâce au théorème de continuité de Kolmogorov déjà utilisé, on a par exemple

∀ω ∈ Ω, ∃Kω > 0 : ∀s, t ∈ [0, T ] , |D̃n
ϕ (s)− D̃n

ϕ (t) | ≤ Kω|s− t|γ

avec D̃n
ϕ et Dn

ϕ indiscernables et γ < 1
2 . Autrement dit, presque sûrement,

∃Kω > 0 : ∀s, t ∈ [0, T ] , |Dn
ϕ (s)−Dn

ϕ (t) | ≤ Kω|s− t|γ.

Mais comme les trajectoire de Dn
ϕ sont « ω-uniformément continues » car

|Dn
ϕ (t)−Dn

ϕ (σ) | =
∣∣∣∣∫ t

σ
〈fn (s) , a (ξ)Oxϕ〉ds

∣∣∣∣
≤ |t− σ|

∫
TN×R

|a (ξ)Oxϕ (x, ξ) |dxdξ,

le Kω = K du Gallardo [Gal08] page 9 ne dépend pas de ω (regarder sa démons-
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tration pour s’en convaincre). Ainsi

sup
s 6=t

|Dn
ϕ (s)−Dn

ϕ (t) |
|s− t|γ

≤ K

donc

E sup
s 6=t

|Dn
ϕ (s)−Dn

ϕ (t) |
|s− t|γ

≤ K.

En prenant s = 0 dans

|Dn
ϕ (s)−Dn

ϕ (t) | ≤ Kω|s− t|γ,

on obtient aussi
|Dn

ϕ (t) | ≤ KT γ

donc
E‖Dn

ϕ‖∞ ≤ KT γ

et donc
E‖Dn

ϕ‖Cγ [0,T ] ≤ K +KT γ.

On procède de même avec Inϕ .

L’inégalité de Burkholder, Davis, Gundy appliquée à la martingale continue (de
carré intégrable)

t ∈ [σ, T ] 7→Mt =
∫ t

σ

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxdW (s)

s’écrit

cBDGE
(

[M ]
p
2
t

)
≤ E

(
sup
σ≤r≤t

|Mr|
)p
≤ CBDGE

(
[M ]

p
2
t

)
pour certaines constantes cBDG, CBDG > 0 dépendant de p ∈ (0 ; +∞).
Or M étant une martingale continue,

[M ]t =�Mt � =
∫ t

σ

∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds
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et ∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)

=
+∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxek

)2

=
+∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ekνω,x,s (dξ) dx

)2

=
+∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νω,x,s (dξ) dx

)2
,

donc

[M ]
p
2
t =

(+∞∑
k=1

∫ t

σ

(∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νω,x,s (dξ) dx

)2
ds

) p
2

.

En réalité dans l’article, ce n’est que la deuxième inégalité qui est utilisée. La
première inégalité (écrite dans l’article, précédant CBDG) est une simple consé-
quence de

|Mt| ≤ sup
σ≤r≤t

|Mr|.

Ensuite, par l’inégalité de Jensen

+∞∑
k=1

∫ t

σ

(∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) gk (x, ξ) νω,x,s (dξ) dx

)2
ds

≤
+∞∑
k=1

∫ t

σ

∫
TN

∫
R

(ϕ (x, ξ) gk (x, ξ))2 νω,x,s (dξ) dxds

≤ ‖ϕ‖2
∞D0 (1 + C2) |t− σ|,

d’où (2.90) qu’on utilise avec un p > 2 pour que le théorème de continuité de Kol-
mogorov s’applique et prouver que les trajectoires de Mn

ϕ sont γ -Höldériennes
avec

γ <
p
2 − 1
p

= 1
2 −

1
p
.

Tout le reste marche comme pour Dn
ϕ car dans le théorème de continuité de

Kolmogorov on a aussi le résultat suivant :

E|Kω|β < +∞.

Comme ici β = p > 2, on a aussi E|Kω| < +∞, doù le résultat demandé.
Si j’avais utilisé ce résultat avant, j’aurais moins souffert pour trouver les bornes
de E‖Dn

ϕ‖Cγ [0,T ] et E‖Inϕ‖Cγ [0,T ].

206



2.2.30 Sur l’énoncé du théorème 36, convergence des
solutions généralisées approchées

Soit (fn) une suite de solutions approchées de (2.1) dont chaque terme a pour
condition initiale fn0 . Il est à noter dans les hypothèses du théorème 36, les condi-
tions initiales sont des conditions initiales approchées du problème (2.1). C’est
naturel dans le sens où on cherche aussi à connaître la stabilité de la solution gé-
néralisée face à des perturbations de la condition initiale. Ces conditions initiales
approchées doivent converger vers la condition initiale de (2.1) en ce sens :

lim
n→+∞

fn0 = f0 L∞
(
TN × R

)
faible-∗,

ce qui signifie que la suite de fonctions cinétiques (fn0 ) sur TN ×R converge vers
la fonction cinétique f0 sur TN × R : ∀g ∈ L1

(
TN × R

)
,

∫
TN×R

fn0 (x, ξ) g (x, ξ) dxdξ →n→+∞

∫
TN×R

f0 (x, ξ) g (x, ξ) dxdξ.

La suite de solutions généralisées approchées doit vérifier (2.79), (2.83) et (2.84),
c’est à dire

1. ∀p ∈ [1; +∞), ∃Cp > 0 indépendante de n telle que νn = −∂ξfn vérifie

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnω,x,t (ξ) dx

)
≤ Cp

2. E
(
mn

(
TN × [0, T ]× R

))
≤ M pour une certaine constante M > 0 indé-

pendante de n,

3. limR→+∞ E
(
mn

(
TN × [0, T ]×]−R;R[c

))
= 0 uniformément en n.

Remarques :
Le théorème 36 va permettre en fait de changer de base stochastique, c’est à dire
de passer de la base stochastique(

Ω,F ,P, (Ft)t∈[0,T ] , (βk)k∈N∗
)

à la base stochastique (
Ω̃, F̃ , P̃,

(
F̃t
)
t∈[0,T ]

,
(
β̃k
)
k∈N∗

)
.

En général, les bases stochastiques s’écrivent seulement
(
Ω,F ,P, (Ft)t∈[0,T ]

)
, le

fait de rajouter (βk)k∈N∗ signifie que les mouvements browniens βk sont adaptés
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à la filtration Ft et que les variables aléatoires βk (t)− βk (s) sont indépendantes
de Fs quels que soient T ≥ t ≥ s ≥ 0.
On aurait pu, de manière équivalente parler de la base stochastique(

Ω,F ,P, (Ft)t∈[0,T ] ,W
)
.

Dans ce cas, cela signifie que le processus de Wiener cylindrique W est adapté à
la filtration (Ft)t∈[0,T ] et que les vecteurs aléatoires W (t) −W (s) sont indépen-
dants de Fs quels que soient T ≥ t ≥ s ≥ 0.

En quelque sorte, le théorème 36 permet de changer de base stochastique et de
processus de Wiener adapté à cette base. On peut dire aussi que le théorème
36 permet de changer de processus de Wiener (la filtration liée au processus de
Wiener étant sous-jacente).

A noter qu’une filtration (Ft)t∈[0,T ] est toujours (dans notre article) continue à
droite i.e. ⋂

s>t

Fs = Ft ∀t ∈ [0, T )

et que F0 contient tous les éléments A ∈ F tels que P (A) = 0.

Grâce au théorème de Skorokhod, la nouvelle suite de solutions approchées
(
f̃n
)

pourra converger presque sûrement vers une solution généralisée f̃
(dans L∞

(
TN × [0, T ]× R

)
-faible∗).

f̃ n’est pas une martingale, les proposition 31 et 32 concernant les martingales
seront utilisées pour prouver le théorème 36 d’où le mot « martingale » dans le
nom de f̃ .

2.2.31 Sur la preuve du théorème 36

2.2.31.1 Sur le § 2.1.4.5

Nous rappelons que le processus de Wiener cylindrique de covariance IdH ,

W (t) =
+∞∑
k=1

βk (t) ek
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n’est pas un processus de Wiener sur H, mais sur U (espace de Hilbert séparable
quelconque) grâce à l’injection (linéaire) de Hilbert-Schmidt

j : H → U

c’est en fait le processus de Wiener sur U,

W (t) =
+∞∑
k=1

βk (t) j (ek)

de covariance j ◦ j∗ (où j∗ est l’adjoint de l’opérateur j).

Cd
c

(
TN × R

)
muni de la norme

max
{
‖Dmϕ‖∞, m ∈ {0, 1, ..., d}N+1

}
est séparable (cf étapes 1 et 2 de la démo de Droniou p72 dans son cours « inté-
gration et espaces de Sobolev à valeurs vectorielles »[Dro01]), mais pas complet.

R∞ est le produit dénombrable
∏
ϕj∈Γ

Rj, cet espace est métrisable, séparable et

complet. Il peut être vu comme l’ensemble des suites numériques indexées par
Γ. Sa topologie est la moins fine rendant les projections sur Rj continues. Elle
admet pour base d’ouverts

n∏
k=1

Uik ×
∏

j∈Γ,j /∈{i1,i2,...,in}
Rj;n ∈ N∗, i1, i2, ..., in ∈ Γ, Uikouverts de Rik


C’est la topologie de la convergence simple dans le sens où une suite (gm)m∈N
d’éléments de

∏
ϕj∈Γ

Rj converge vers g ∈
∏
ϕj∈Γ

Rj si et seulement si chaque suite

de coordonnées (gjm)m∈N converge vers gj quel que soit j ∈ Γ.
R∞ étant polonais, il en est de même pour C ([0, T ] ,R∞) et pour D ([0, T ] ,R∞)
(cf Kotelenez pages 360-361 [Kot07] ou Métivier p 26-27 [Mét88]). Comme un
produit d’espaces polonais l’est aussi, c’est valable pour

E = C ([0, T ] ,R∞)× C ([0, T ] ,R∞)×D ([0, T ] ,R∞) .

Rappelons que
Jnϕ (t) = 〈fn (t) , ϕ〉+Bn

ϕ (t)− 〈fn (0) , ϕ〉

a été défini en (2.87) et que la suite de processus dont les trajectoires sont t 7→
Jnϕ (t) est tendue dans C [0, T ] grâce à la proposition 35.
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J’ai déjà montré précédemment que

lim
n→+∞

εn (t, ϕ) = 0 dans C [0, T ] en probabilité

entraîne
lim

n→+∞
εn (t, ϕ) = 0 dans C [0, T ] en loi

donc la suite des processus t 7→ εn (t, ϕ) est tendue dans C [0, T ].{
Jnϕj (t)

}
=
(
Jnϕj (t)

)
j∈Γ

est une suite indexée par j d’éléments de C [0, T ], on
pourrait donc l’écrire{

Jnϕj

}
=
(
Jnϕj

)
j∈Γ
∈ C ([0, T ] ;R)N = C ([0, T ] ,R∞) .

J’ai écrit j ∈ Γ, mais je peux de manière équivalente écrire j ∈ N, c’est ce que je
vais faire pour ce qui suit. De même,

{Mn (t)} =
(
Mn

ϕj
(t)
)
j∈N

=
(∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxdW (s)

)
j∈N

est une suite indexée par j d’éléments de C [0, T ], on pourrait donc l’écrire

{Mn} =
(
Mn

ϕj

)
j∈N
∈ C ([0, T ] ;R)N = C ([0, T ] ,R∞)

.
Et enfin,

{εn (t)} = (εn (t, ϕj))j∈N =
(
εnϕj (t)

)
j∈N

est une suite indexée par j d’éléments de C [0, T ], on pourrait donc l’écrire

{εn} =
(
εnϕj

)
j∈N
∈ C ([0, T ] ;R)N = C ([0, T ] ,R∞) .

νn est la mesure de Young associée à la fonction cinétique fn donc νn (ω) appar-
tient à Y1 = Y1

(
TN × [0, T ]× R

)
.

‖mn‖ = mn
(
TN × [0, T ]× R

)
∈ R+ et µn = mn

‖mn‖
∈ P1

(
TN × [0, T ]× R

)
.

Comme µn = mn

‖mn‖ , on a bien ‖mn‖ = mn
(
TN × [0, T ]× R

)
∈ R+

∗ .

Remarques :
On préfère R+ à R+

∗ parce qu’il est complet et donc polonais.
On a bien W ∈ XW = C ([0, T ] ;U) ps

Comme la suite (indexée sur n) de processus dont les trajectoires sont t 7→
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Jnϕj (t) est tendue dans C [0, T ], par définition de la tension, il existe un compact
Kj ⊂ C [0, T ] tel que

inf
n∈N

P
(
Jnϕj ∈ Kj

)
≥ 1− ε

2j .

D’après le théorème de Tykhonov, K =
∏
j∈N

Kj est un compact de
∏
j∈N

(C [0, T ])j

muni de la topologie produit, c’est à dire de C ([0, T ] ,R∞).

P
({
Jnϕj

}
∈ K

)
= P

(
Jnϕj ∈ Kj, ∀j ∈ N

)
= P

⋂
j∈N

Jnϕj ∈ Kj


= 1− P

⋃
j∈N

Jnϕj /∈ Kj

 ≥ 1−
∑
j∈N

P
(
Jnϕj /∈ Kj

)
≥ 1−

∑
j∈N

ε

2j = 1− 2ε

car
−P

(
Jnϕj /∈ Kj

)
= −1 + P

(
Jnϕj ∈ Kj

)
≥ −1 + 1− ε

2j = − ε

2j
donc

P
({
Jnϕj

}
∈ Kc

)
< 2ε.

Pour {Mn} et {εn}, c’est la même démonstration.

XW = C ([0, T ] ;U) muni de la norme uniforme est séparable et complet (car U
est séparable et complet). Si on considère le processus de Wiener

W : Ω→ C ([0, T ] ;U)

alors la loi de W est tendue dans C ([0, T ] ;U). En effet,

PW (x ∈ C [0, T ] : |x (0) |U ≥ a) = P (ω ∈ Ω : |Wω (0) |U ≥ a) = P (∅) = 0

et

PW
(
x ∈ C [0, T ] : sup

s,t:|s−t|<δ
|x (s)− x (t) | ≥ ε

)

= P
(
ω ∈ Ω : sup

s,t:|s−t|<δ
|Wω (s)−Wω (t) | ≥ ε

)
→δ→0 0

prouvent notre affirmation.

Le produit d’espaces polonais est polonais, donc X est polonais
(P1

(
TN × [0, T ]× R

)
muni de la distance de Prokhorod est polonais).

Remarque : si on avait pu démontrer que la suite des processus t 7→ 〈fn (t) , ϕ〉
était tendue dans D [0, T ], on aurait eu les items 7 et 8 plus facilement.
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La variable aléatoire constante ω ∈ Ω 7→ fnin ∈ R∞ a pour loi δfnin, de même la
variable aléatoire constante ω ∈ Ω 7→ fin ∈ R∞ a pour loi δfin. La convergence
en loi de la suite de variables aléatoires (ω ∈ Ω 7→ fnin ∈ R∞)n vers ω ∈ Ω 7→
fin ∈ R∞ équivaut à la convergence de

(
δfnin (g)

)
vers δfin (g) quel que soit g ∈

Cb (R∞,R), c’est à dire de (g (fnin))n vers g (fin). Mais comme (fnin)n converge vers
fin dans R∞, la continuité séquentielle de g nous donne la convergence en loi
souhaitée.
C’est la raison pour laquelle{

f̃in
}

= {fin} = (〈f0, ϕj〉)j∈N ∈ R∞

2.2.31.2 Sur le § 2.1.4.5

Comme
lim

n→+∞
εn (t, ϕ) = 0 dans C [0, T ] en loi,

et que la loi de la variable aléatoire ω 7→ (t 7→ 0) est la masse de Dirac δ(t7→0), c’est
aussi la loi de {ε̃}, on peut donc dire que la variable aléatoire {ε̃} est la variable
aléatoire qui à tout ω̃ ∈ Ω̃ associe la fonction nulle de C [0, T ].

Les items 1 et 2 du théorème 36 viennent du théorème de Skorokhod qui vient
d’être appliqué à la fin du paragraphe précédent, mais la tension de la suite (νn)
a été prouvée dans la démonstration de la proposition 33
L’item 6 vient du corollaire 11
Le fait que ν vérifie (2.80) vient aussi de la proposition 33.

Les items 4 et 5 du théorème 36 viennent du théorème de Skorokhod qui vient
d’être appliqué à la fin du paragraphe précédent, mais la tension des suites (µn)
et (‖mn‖) a été prouvée dans la démonstration de la proposition 34

A noter, qu’on obtient les items 4 et 5 du théo 36 de la manière suivante :
(µn, ‖mn‖) a la même loi que (µ̃n, α̃n), (µ̃n, α̃n)n converge P̃-ps vers (µ̃, α̃), (à une
sous-suite près)
donc m̃n = µ̃n× α̃n a même loi que mn = µn×‖mn‖ et (m̃n)n converge P̃-ps vers
m̃ = µ̃× α̃ (à une sous-suite près).

Sur la preuve du lemme 37
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A noter que la ie projection

(gj)j∈N ∈
+∞∏
j=1

C ([0, T ] ,Rj) 7→ gi ∈ C ([0, T ] ,Ri)

est continue, ainsi que l’application linéaire

g ∈ C ([0, T ] ,R) 7→
∫ T

0
g (t) θ (t) dt.

Cela rend la fonction F continue. Une fois qu’on a F (Zn) = 0, P-ps, on a bien
sûr F

(
Z̃n
)

= 0, P̃-ps. On a ainsi (2.96) grâce au fait que les parties droite et
gauche de l’égalité sont càdlàg.
Comme P̃-ps, F

(
Z̃n
)
→ F

(
Z̃
)

et que F
(
Z̃n
)

= 0, on a bien F
(
Z̃
)

= 0 et on
obtient (2.97).

Sur la preuve de la proposition 38

Soit (qn)n∈N ⊂ [0, T ] une suite de rationnels qui tend en croissant vers T . L’inéga-
lité

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃ω̃,x,t (dξ) dxdt ≤ Cp (ω̃)

est vraie ∀ω̃ ∈ Ω̃+. Elle est vraie en particulier ∀Jn = [0, qn]. En faisant tendre
n→ +∞, et en utilisant le théorème de convergence monotone, on obtient∫

[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃ω̃,x,t (dξ) dxdt ≤ TCp (ω̃) .

Le théorème de Fubini montre que

t 7→
∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃ω̃,x,t (dξ) dx

est mesurable, et intégrable sur [0, T ].

Soit [a, b] ⊂ [0, T ], il existe deux suites de rationnels (an) et (bn), la première
décroissante et convergeant vers a, la deuxième croissante et convergeant vers
b. Le théorème de convergence monotone appliqué à∫

[an,bn]

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃ω̃,x,t (dξ) dxdt
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montre que ∫
[a,b]

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃ω̃,x,t (dξ) dxdt ≤ (b− a)Cp (ω̃) ;

t∗ et la suite (εl) sont choisis de telle sorte que Jl = [t∗, t∗ + εl] ⊂ [0, T ].
Vérifions que les ν̃(l) (ω̃) sont des mesures de Young sur TN × R.
Comme ν̃ (ω̃) est une mesure de Young sur TN × [0, T ]× R, on a

1
|Jl|

∫
TN×Jl

ν̃x,t (R) dxdt = 1.

Soit maintenant B ∈ B (R) ; comme

0 ≤ 1
|Jl|

∫
TN×Jl

ν̃x,t (B) dxdt ≤ 1,

le théorème de Fubini montre que

x 7→ 1
|Jl|

∫
Jl

ν̃x,t (B) dt

est B
(
TN

)
-mesurable. Comme ν̃x,t (R) = 1, il va de même

(
∀x ∈ TN

)
pour

1
|Jl|

∫
Jl

ν̃x,t (R) dt = 1.

Ainsi dx.ν̃(l) ou tout simplement ν̃(l) est une mesure de Young sur TN × R.

On a∫
TN×R

|ξ|p
(
dx.ν̃(l) (dξ)

)
=
∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃(l) (dξ) dx =

∫
TN
ν̃(l) (|ξ|p) dx

=
∫
TN

1
|Jl|

∫
Jl

ν̃x,t (|ξ|p) dtdx = 1
|Jl|

∫
Jl

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃ω̃,x,t (dξ) dxdt ≤ Cp (ω̃) ,

donc on peut appliquer le théorème 10 : il existe une sous-suite (ν̃lm)m et une
mesure de Young ν̃∗ sur TN × R telles que ν̃lm → ν̃∗ dans Y1

(
TN × R

)
,

et son corollaire : la suite
(
f̃lm

)
m

converge dans L∞
(
TN × R

)
faible-∗ vers la

fonction cinétique f̃ ∗ : (x, ξ) 7→ ν̃∗x (ξ; +∞).

À ϕ et ω̃ fixés, Fϕ : [0, T ]→ R est càdlàg donc si on se donne ε > 0,∣∣∣∣∣ 1
|Jl|

∫
Jl

Fϕ (t) dt − Fϕ (t∗)
∣∣∣∣∣ ≤ 1
|Jl|

∫
Jl

|Fϕ (t)− Fϕ (t∗) |dt < ε
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dès que l est suffisamment grand. De plus, on a bien

1
|Jl|

∫
Jl

Fϕ (t) dt = 1
|Jl|

∫
Jl

〈f̃ (t) , ϕ〉dt

= 1
|Jl|

∫
Jl

∫
TN×R

f̃ (x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dxdξdt = 〈f̃ (l), ϕ〉,

ce qui donne
〈f̃ (l), ϕ〉 →l→+∞ Fϕ (t∗) ,

et enfin, par identification des limites

〈f̃ ∗, ϕ〉 = Fϕ (t∗) .

Comme c’est vrai ∀ϕ ∈ Γ, et que Γ est dense dans Cd
c

(
TN × R

)
, la connaissance

de 〈f̃ ∗, ϕj〉 ∀j ∈ N donne la connaissance de 〈f̃ ∗, ϕ〉 ∀ϕ ∈ Cd
c

(
TN × R

)
ce qui

détermine de manière unique f̃ ∗. f̃ ∗ est unique signifie qu’elle est la seule valeur
d’adhérence de la suite

(
f̃ (l)

)
l
. Donc ce n’est pas que la sous-suite

(
f̃lm

)
m

qui

converge vers f̃ ∗, mais la suite toute entière. Grâce à l’égalité

ν̃∗ (ϕ) = 〈f̃ ∗, ∂ξϕ〉, ∀ϕ ∈ Cd
c

(
TN × R

)
,

ν̃∗ est aussi déterminée de manière unique, et est la seule valeur d’adhérence de
la suite

(
ν̃(l)

)
l
, c’est donc la limite de cette suite.

La formule (2.102) est la réécriture de ce fait (en prenant ε = εl et t = t∗) :

ν̃
(l)
t∗ (φ)→ ν̃+

t∗ (φ) = ν̃∗ (φ) , ∀φ ∈ Cb
(
TN × R

)
.

L’égalité

〈f̃+ (t∗) , ∂ξϕ〉 = ν̃+
t∗ (ϕ) = ν̃∗ (ϕ) = 〈f̃ ∗, ∂ξϕ〉, ∀ϕ ∈ Cd

c

(
TN × R

)
montre que f̃+ (t∗) = f̃ ∗, ∀t∗ ∈ [0, T ).
On a f̃+ (t∗) = f̃ ∗ ∀t∗ ∈ [0, T ). Pas besoin d’enlever l’ensemble de mesure nulle
N0. L’égalité (2.101) implique directement que t 7→ 〈f̃+ (t∗) , ϕ〉 est càdlàg.

Comme ν̃(l)
t∗ → ν̃+

t∗ dans Y1
(
TN × R

)
, on applique cette convergence à la fonction

gM telle que gM (x, ξ) est égale à |ξ|p si ξ ∈ [−M,M ] et égale àMp si ξ ∈ [−M,M ]c
.
Cela donne ν̃(l)

t∗ (gM)→ ν̃+
t∗ (gM) et donc grâce à (2.100)

ν̃+
t∗ (gM) ≤ Cp (ω̃) .

215



Il reste à faire tendre M vers l’infini et utiliser le théorème de convergence mo-
notone pour obtenir

ν̃+
t∗ (|ξ|p) ≤ Cp (ω̃) .

Comme Cp (ω̃) ne dépend pas de t∗, on a

sup
t∗∈[0,T )

ν̃+
t∗ (|ξ|p) ≤ Cp (ω̃) .

Si on se donne une suite (tl)l∈N ⊂ [0, T ) qui tend en décroissant vers t ∈ [0, T ), la
suite de mesures de Young

(
ν̃+
tl

)
l∈N

sur TN×R vérifie les conditions du théorème
de compacité des mesures de Young, il existe donc une sous-suite qui converge
vers la mesure de Young ν̃++

t . Pour les mêmes raisons, la suite de fonctions ci-
nétiques

(
f̃+ (tl)

)
l∈N

admet une sous-suite (la même que
(
ν̃+
tl

)
l∈N

) qui converge

dans L∞
(
TN × R

)
faible* vers la fonction cinétique f̃++ (x, t, ξ) = ν̃++

x,t (ξ; +∞).

En notant (tlk) la suite-extraite de (tl) qui rend
(
f̃+ (tl)

)
l∈N

convergente, on a :

〈f̃+ (tlk) , ϕ〉 = 〈f̃ (tlk) , ϕ〉 = Fϕ (tlk)

et en faisant tendre k → +∞, cela donne

〈f̃++ (t) , ϕ〉 = Fϕ (t) = 〈f̃ (t) , ϕ〉.

Il n’y a qu’une seule valeur d’adhérence à
(
f̃+ (tl)

)
l∈N

qui converge donc vers

f̃ (t). Comme la limite est indépendante de la suite décroissante (tl)l∈N choisie,
on a t 7→ 〈f̃+ (t) , ϕ〉 qui est càd. On procède de la même manière pour montrer
que le processus est làg.

Pour l’item 3 de la proposition, on peut se servir de la démonstration faite
quelques lignes plus haut pour voir que

sup
t∗∈[0,T )

ν̃+
t∗ (|ξ|p) ≤ sup

J

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dxdt.
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D’autre part,

sup
J

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dxdt

≤ sup
J

1
|J |

∫
J

sup
t∈[0,T )

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dxdt

= sup
t∈[0,T )

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dx,

ce qui donne

sup
t∈[0,T )

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dx = sup
J

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dxdt,

puis grâce à (2.80)

Ẽ
(

sup
t∈[0,T )

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dx
)

= Ẽ
(

sup
J

1
|J |

∫
J

∫
TN

∫
R
|ξ|pν̃+

ω̃,x,t (dξ) dxdt
)
≤ Cp.

Remarque : j’ai pris le sup sur [0, T ), mais comme ν̃+
ω,x,T est bien définie grâce à

l’astuce de l’article (tout reprendre depuis le début avec T + 1 à la place de T ),
on peut prendre le sup sur [0, T ].

Sur preuve de la proposition 39

Pour utiliser le lemme 2, il faut vérifier que

Ẽ
(
m̃
(
TN × [0, T ]× R

))
< +∞.

Soit fk : TN × [0, T ]×Rξ → R la fonction positive, affine par morceaux égale à 1
pour tout ξ ∈ [−k, k] et égale à 0 pour tout ξ ∈ [−k, k]c, et qui tend en croissant
lorsque k → +∞ vers la fonction identiquement égale à 1. Comme

E
(
mn

(
TN × [0, T ]× R

))
≤ A < +∞,
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avec A indépendant de n, et comme m̃n a la même loi que mn, on a

Ẽ
(
m̃
(
TN × [0, T ]× R

))
= lim

k→+∞
Ẽ
(
m̃
(
fk
))

= lim
k→+∞

lim
n→+∞

Ẽ
(
m̃n

(
fk
))

= lim
k→+∞

lim
n→+∞

E
(
mn

(
fk
))
≤ A < +∞.

2.2.31.3 Sur le § 2.1.4.5

Réécrivons (2.105) de la manière suivante :

M∗
ϕ (t) =

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,s (dξ) dxdW̃ (s) .

Nous avons déjà l’espace probabilisé
(
Ω̃, F̃ , P̃

)
donné par le théorème de Sko-

rokhod à la fin du paragraphe 2.1.4.5. Pour que (2.105) existe, il faut déjà se
donner une filtration à notre espace probabilisé pour que le processus de Wiener
W̃ soit adapté à cette filtration.
Les idées sont celles du livre de Jacod et Shiryaev [JS13] : en premier lieu,
se donner une filtration continue à droite sur D ([0,+∞);E) avec E polo-
nais, puis s’en servir pour définir une filtration sur

(
Ω̃, F̃ , P̃

)
pour laquelle({

f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})

est adaptée.
Notons qu’avec cette méthode, Jacod et Shiryaev (cf [JS13] proposition 1.10 ou
1.17 chap9) ne nous donnent pas une simple filtration sur

(
Ω̃, F̃ , P̃

)
, mais une

filtration pour laquelle
{
W̃
}

et
{
M̃
}

sont des martingales. Nous avons besoin

que
{
W̃
}

soit une martingale pour que l’intégrale d’Itô contre
{
W̃
}

existe. Nous

avons besoin que
{
M̃
}

soit une martingale pour identifier ses composantes à

t 7→
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,s (dξ) dxdW̃ (s) .

Step one :

Les notations sont celles du livre de Jacod et Shiryaev [JS13], les résultats
sont ceux de leur chapitre 6. Le but étant de construire une filtration sur
D ([0,+∞);E) avec E polonais, continue à droite telle que la tribu terminale
soit la tribu borélienne engendrée par la distance ayant rendu D ([0,+∞);E)
polonais (cf Théo 1.14 p328 du Jacod, Shiryaev).
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D0
t (E) est la plus petite tribu sur D ([0,+∞);E) rendant mesurables toutes les

projections
φs : α ∈ D ([0,+∞);E) 7→ α (s) ∈ E

quel que soit 0 ≤ s ≤ t, c’est à dire

D0
t (E) =

∨
0≤s≤t

σ{φ−1
s (B) : B ∈ B (E)}.

Dt (E) est la limite à droite en t des tribus D0
t (E), autrement dit la plus grande

tribu contenue dans toutes les D0
r (E) pour tout r > t, c’est à dire

Dt (E) =
⋂
r>t

D0
r (E)

Ce qui veut dire que si la filtration (D0
t (E))t∈[0,+∞) est continue à droite, on aura

Dt (E) = D0
t (E). Dt− (E) est la limite à gauche en t des tribus Dt (E), autrement

dit la plus petite tribu contenant toutes les Ds (E) pour tout s < t, c’est à dire

Dt− (E) =
∨
s<t

Ds (E) .

Bien évidemment,
Dt− (E) ⊂ D0

t (E) ⊂ Dt (E) ,

ce qui veut dire qu’on a aussi

Dt− (E) =
∨
s<t

D0
s (E) .

Remarques :
En généralDt (E) se noteD0

t+ (E). La filtration (D0
t (E))t∈[0,+∞) n’est pas continue

à droite car (
D0
t (E)

)
t∈[0,+∞)

6= (Dt (E))t∈[0,+∞)y ,

mais la filtration (Dt (E))t∈[0,+∞) est continue à droite.

Le temps de retour (hitting time) dans U ouvert de E défini par

τU :

D ([0,+∞);E)→ [0 ; +∞]
α 7→ inf{r > 0 : α (r) ∈ U}

est un temps d’arrêt si D ([0,+∞);E) est muni de (Dt (E))t∈[0,+∞), mais n’est pas
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un temps d’arrêt si D ([0,+∞);E) est muni de (D0
t (E))t∈[0,+∞). Cela prouve que

(
D0
t (E)

)
t∈[0,+∞)

6= (Dt (E))t∈[0,+∞)

(cf Revuz, Yor [RY13] pages 43-44).

Remarque sur la proposition 40 :
Le fait que (à s fixé)

θε#s : α ∈ D ([0,+∞);E) 7→ 1
ε

∫ t∧(s+ε)

s
θ (α (σ)) dσ ∈ R

soit la régularisée de

θ#s : α ∈ D ([0,+∞);E) 7→ θ (α (s)) ∈ R

signifie à la fois que θε#s est continue (c’est prouvé dans la première partie de la
démonstration de la proposition 40 grâce au fait que (αn)n∈N ⊂ D ([0,+∞);E)
converge vers α ∈ D ([0,+∞);E) dans D ([0,+∞);E), implique que (αn (σ))n∈N
converge vers α (σ) pour tout σ qui soit un point de continuité de α, cf Billingsley
[Bil13] page 124) et que (à α fixé),

lim
ε→0
|θε#s (α)− θ#s (α) | = 0

car

|θε#s (α)− θ#s (α) | = |1
ε

∫ t∧(s+ε)

s
θ (α (σ)) dσ − 1

ε

∫ t∧(s+ε)

s
θ (α (s)) dσ|

≤ 1
ε

∫ t∧(s+ε)

s
|θ (α (σ))− θ (α (s)) |dσ.

Prenons η > 0, comme α ∈ D ([0,+∞);E), en particulier α est continue à droite
en s donc il existe un ε > 0 tel que ∀σ ∈ [s, s+ ε], on ait

|α (σ)− α (s) | < η.

Par continuité de θ, on peut rendre |θ (α (σ))− θ (α (s)) | aussi petit que l’on veut.

Avec mes notations,

A =
k⋂
i=1

φ−1
si

(Bi) ∈ D0
sk

(E) ⊂ Dt− (E)

donc 1A est mesurable si D ([0,+∞);E) est munie de Dt− (E), donc la tribu
engendrée par les 1A est incluse dans Dt− (E).
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Le cas particulier où k = 1 indique que l’ensemble des{
φ−1
s (B) : B ∈ B (E) , s < t

}
est inclus dans de tels A. Mais comme cet ensemble génère Dt− (E), on a

Dt− (E) ⊂ la tribu engendrée par les 1A.

En prenant B fermé de E, définissons

fn (x) = max (0, 1− ndE (x,B)) ,

c’est une suite de fonctions continues qui converge simplement vers 1B.
Dt− (E) est engendrée par les fonctions caractéristiques 1A des ensembles cylin-
driques

A = {α ∈ D ([0,+∞);E) : α (s1) ∈ B1, ..., α (sk) ∈ Bk}

où B1, ..., Bk sont des fermés de E.
Du coup on a bien les suites de fonctions continues bornées θ1

n, ..., θ
k
n : E → R

qui convergent simplement vers 1B1 , ...,1Bk . Or

θε#s : α ∈ D ([0,+∞);E) 7→ 1
ε

∫ t∧(s+ε)

s
θ (α (σ)) dσ

et
1
ε

∫ t∧(s+ε)

s
θ (α (σ)) dσ = 1

ε
lim

k→+∞

k−1∑
i=0

(si+1 − si) θ (α (si))

où
s = s0 < s1 < ... < sk = t ∧ (s+ ε) .

Pour montrer que θε#s est Dt− (E)-mesurable, il suffit de montrer que

α ∈ D ([0,+∞);E) 7→ θ (α (si))

est Dt− (E)-mesurable.
C’est bien le cas car si on prend un fermé F de R alors θ−1 (F ) est un fermé de
E et

{α : θ (α (si)) ∈ F} =
{
α : α (si) ∈ θ−1 (F )

}
= Φ−1

si

(
θ−1 (F )

)
∈ Dt− (E) .
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1A (α) = 1 ⇔ α (s1) ∈ B1, ..., α (sk) ∈ Bk ⇔ 1B1 (α (s1))×...×1Bk (α (sk)) = 1
⇔ 1B1 ◦ φs1 (α)× ...× 1Bk ◦ φsk (α) = 1

et

1B1 ◦ φs1 (α)× ...× 1Bk ◦ φsk (α) = lim
n→+∞

θ1
n ◦ φs1 (α)× ...× θkn ◦ φsk (α)

= lim
n→+∞

θ1
n,#s1 (α)× ...× θkn,#sk (α) = lim

n→+∞
lim
ε→0

θ1,ε
n,#s1 (α)× ...× θk,εn,#sk (α)

montrent que les θ1,ε
n,#s1 × ... × θ

k,ε
n,#sk engendrent Dt− (E). D’où la conclusion de

la proposition 40.

Rappelons qu’on a déjà prouvé que f̃ est une fonction cinétique sur TN×[0, T ]×R
telle que P̃-ps, t 7→ 〈f̃ (t) , ϕj〉 est càdlàg, autrement dit

P̃ ps, 〈f̃ , ϕj〉 ∈ D [0, T ]

donc

P̃ ps,
{
f̃
}

=
(
〈f̃ , ϕj〉

)
j∈N
∈ (D ([0, T ] ;R))N =

∏
j∈N

(D [0, T ])j = D ([0, T ] ,R∞) .

Remarques importantes :

Si on muni les espaces produits R∞ et (C ([0, T ] ;R))N de la topologie de la
convergence simple, C ([0, T ] ;R) et C ([0, T ] ,R∞) de la topologie uniforme, alors
la topologie de(C ([0, T ] ;R))Nest équivalente à la topologie de C ([0, T ] ,R∞).
Si on muni les espaces produits R∞ et (D ([0, T ] ;R))N de la topologie de
la convergence simple, D ([0, T ] ;R) et D ([0, T ] ,R∞) de la topologie de Sko-
rokhod, alors la topologie de D ([0, T ] ,R∞) est plus fine que la topolo-
gie de(D ([0, T ] ;R))N. Ces topologies ne sont pas équivalentes (cf remarque 1.21
p329 Jacod Shiryaev [JS13])
Il est à noter aussi que la topologie de D ([0, T ] , E) est plus fine que celle de
D ([0, T ] ,R∞)×D ([0, T ] ,R∞)×D ([0, T ] ,U).

Dans (2.109) on choisit Dt (E) car (Dt (E)) est continue à droite, donc il en va de
même pour F̃ (t). En effet, l’image réciproque d’une filtration continue à droite
par une application mesurable est une filtration continue à droite.
Prenons par exemple l’application{

f̃
}

: Ω̃→ D ([0, T ] ;R∞) ,
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et la filtration continue à droite

Dt (R∞) =
⋂
r>t

D0
r (R∞)

pour t ∈ [0, T ], alors

⋂
s>t

{
f̃
}−1

(Ds (R∞)) =
⋂
s>t

{
f̃
}−1

(⋂
r>s

D0
r (R∞)

)

=
{
f̃
}−1

(⋂
r>t

D0
r (R∞)

)
=
{
f̃
}−1

(Dt (R∞)) .

La démonstration est identique pour l’application({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})

: Ω̃→ D ([0, T ] ;E) .

L’intérêt de travailler avec D ([0, T ] ;E) et non pas D ([0, T ] ;R∞) ×
D ([0, T ] ;R∞)×D ([0, T ] ;U) est justement d’avoir une seule filtration continue à
droite puis son image réciproque.

On aurait pu travailler avec

D ([0, T ] ;R∞)×D ([0, T ] ;R∞)×D ([0, T ] ;U)

et la filtration

F̃t = σ
({
f̃
}−1

(Dt (R∞)) ∪
{
M̃
}−1

(Dt (R∞)) ∪
{
W̃
}−1

(Dt (U))
)
∀t ∈ [0, T ]

que l’on peut rendre complète et continue à droite en prenant l’intersection des
s > t et à laquelle on rajoute les évènements de probabilités P̃ nulles.

Step 2 (et la construction du processus de Wiener W̃ sur Ω̃) :

Rappelons que le processus de Wiener cylindrique de covariance IdH

W (t) =
+∞∑
k=1

βk (t) ek

n’est pas un processus de Wiener sur H, mais sur U (espace de Hilbert séparable
quelconque) grâce à l’injection (linéaire) de Hilbert-Schmidt

j : H → U.
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C’est en fait le processus de Wiener sur U

W (t) =
+∞∑
k=1

βk (t) j (ek)

de covariance j ◦ j∗ (où j∗ est l’adjoint de l’opérateur j). Par définition d’un
processus de Wiener, on a

PW
(
g−1

0 ({0})
)

= 1

où g0 est l’application linéaire continue

g0 : f ∈ C ([0, T ] ,U) 7→ f (0) .

Si 0 ≤ s ≤ t ≤ T alors

PW ◦ g−1
s,t = N (0, (t− s) j ◦ j∗)

où gs,t est l’application linéaire continue

gs,t : f ∈ C ([0, T ] ,U) 7→ f (t)− f (s) .

Si n ∈ N, et 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn ≤ T alors ∀ (A1, ..., An) ∈ (B (U))n,

PW
(
N⋂
i=1

g−1
ti−1,ti

(Ai)
)

=
N∏
i=1

PW
(
g−1
ti−1,ti

(Ai)
)
.

Le processus W̃ est défini sur Ω̃, il est à valeurs dans l’espace C ([0, T ] ,U) comme
W , et a même loi que W .
Il vérifie les propriétés précédentes qui en font un processus de Wiener de cova-
riance j ◦ j∗. Une injection possible j : H → U est la suivante :

j :


H → H

x 7→
∞∑
k=1

1
k
< x, ek > ek

(j’ai pris U = H). Ainsi

W (t) =
+∞∑
k=1

1
k
βk (t) ek.

Les ek sont des vecteurs propres de j ◦ j∗ associés aux valeurs propres 1
k2 , donc

d’après le théorème de représentation des processus de Wiener (cf Röckner
[PR07] p13) il existe des mouvements Browniens

(
β̃k
)
k∈N∗

indépendants tels
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que

W̃ (t) =
+∞∑
k=1

1
k
β̃k (t) ek,

ça fait de W̃ un processus de Wiener cylindrique sur H qu’on peut noter

W̃ (t) =
+∞∑
k=1

β̃k (t) ek.

La filtration
(
F̃ (t)

)
t∈[0,T ]

a été construite pour que W̃ soit adapté à cette filtra-

tion. Il en va de même pour k < W̃ (t) , ek > = β̃k (t).

Montrons enfin que W̃ est une martingale sur
(
F̃ (t)

)
t∈[0,T ]

en utilisant la dé-

marche expliquée dans le step 3 un peu plus loin.
W̃ et W ont même loi sur C ([0, T ] ,U) donc W̃ (t2) − W̃ (t1) et W (t2) −W (t1)
ont même loi sur U donc

Ẽ
(
|W̃ (t2)− W̃ (t1) |U

)
= E (|W (t2)−W (t1) |U) < +∞.

Ensuite, on peut dire aussi que P̃-presque sûrement

({
M̃n

}
, W̃

)
→
({
M̃
}
, W̃

)
dans C ([0, T ] ,R∞)× C ([0, T ] ,U)

= C ([0, T ] ,R∞ × U) ⊂ D ([0, T ] ,R∞ × U) ⊂ D
(
R+,R∞ × U

)
.

La dernière inclusion a lieu de la manière suivante :
Si g ∈ D ([0, T ] ,R∞ × U) alors on peut définir g (t) = g (T ) ∀t > T pour que
g ∈ D (R+,R∞ × U). Ainsi (

{Mn} , W̃
)
→
(
{M} , W̃

)
converge P̃ -presque sûrement et pour tout t ∈ R+ dans R∞ × U.
En utilisant le résultat de la proposition 39 et le même ensemble dénombrable
B̃ ⊂ [0, T ], on a P̃-presque sûrement, pour presque tout t ∈ R+ et pour tout
ϕ ∈ Γ, (

〈f̃n, ϕ〉 (t) , M̃n
ϕ (t) , W̃ (t)

)
→
(
〈f̃ , ϕ〉 (t) , M̃ϕ (t) , W̃ (t)

)
et donc P̃-presque sûrement

Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
})
→n→+∞ Hm

I

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})
,
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donc par le théorème de convergence dominée

Ẽ
(
Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
}) (

W̃ (t2)− W̃ (t1)
))

→ Ẽ
(
Hm
I

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
}) (

W̃ (t2)− W̃ (t1)
))
.

Par l’identité des lois

Ẽ
(
Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
}) (

W̃ (t2)− W̃ (t1)
))

= E (Hm
I ({fn} , {Mn} , {W}) (W (t2)−W (t1))) .

Ce dernier terme est bien égal à 0 car W est une Ft-martingale.
Notons que le résultat précédent est vrai car la tribu borélienne de D (R+, E) est
la tribu terminale ∨

s∈R+

Ds.

On a donc
Ẽ
(
Hm
I

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
}) (

W̃ (t2)− W̃ (t1)
))

= 0

donc W̃ est une F̃t-martingale.

Step 3 :

Dans la proposition 44, h̃j,k (t) peut aussi s’écrire

h̃j,k (t) =
∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) (Φ (x, ξ) ek) ν̃ω̃,x,t (dξ) dx

=
(∫

TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,t (dξ) dx

)
ek

car P̃-ps
h̃j (t) =

∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,t (dξ) dx ∈ L2 (H,R)

grâce à l’item 8 qui est déjà prouvé.

On a aussi

∥∥∥h̃j (t)
∥∥∥2

l2(N∗)
=
∞∑
k=1

(
h̃j,k (t)

)2

=
∞∑
k=1

((∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,t (dξ) dx

)
ek

)2
=
∥∥∥h̃j (t)

∥∥∥2

L2(H,R)
,

tout dépend de quelle écriture on choisit.
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La proposition 44 a pour but d’être d’utiliser la proposition 32 que l’on pourrait
appeler « théorème de représentation d’une martingale sous forme d’intégrale
d’Itô » et de prouver que M̃ϕj = M∗

ϕj
∀j. Elle démontre aussi que

∀j, M̃n
ϕj
→ M̃ϕj P̃− ps dans C ([0, T ] ,R) .

Etudions en détail la preuve de la proposition 44.

Soit H : D (R+, E) → R, Dt1− (E)-mesurable et bornée. Rappelons que Dt1− (E)
est engendré par les fonctions

θ1,ε1
#s1 × ...× θ

k,εk
#sk : D

(
R+, E

)
→ R

qui sont continues lorsque D (R+, E) est muni de la topologie de Skorokhod, et
vérifient lorsque αn (t)→ α (t) dans E pour presque tout t ∈ [0, T ],

θ1,ε1
#s1 × ...× θ

k,εk
#sk (αn)→ θ1,ε1

#s1 × ...× θ
k,εk
#sk (α) .

Le premier point de la démonstration est la preuve du fait que M̃j est une F̃t-
martingale. Il faut donc prouver que

Ẽ
(
M̃j (t)

∣∣∣F̃s) = M̃j (s) , ∀0 ≤ s < t

par exemple en démontrant que ∀A ∈ F̃s et ∀0 ≤ s < t,

Ẽ
(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (t)

)
= Ẽ

(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (s)

)
.

Or
F̃s = σ

(({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})−1

(Ds (E))
⋃{

N ∈ F̃ : P̃ (N) = 0
})

donc ∀0 ≤ s < t,

F̃s ⊂ σ
(({

f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})−1

(Dt− (E))
⋃{

N ∈ F̃ : P̃ (N) = 0
})
⊂ F̃t,

donc si on prouve que ∀0 ≤ r < t ,

∀A ∈ σ
(({

f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})−1

(Dr− (E))
⋃{

N ∈ F̃ : P̃ (N) = 0
})

,

Ẽ
(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (t)

)
= Ẽ

(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (s)

)
alors on aura ∀A ∈ F̃s :

Ẽ
(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (t)

)
= Ẽ

(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (s)

)
∀0 ≤ s < r
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donc aussi ∀A ∈ F̃s :

Ẽ
(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (t)

)
= Ẽ

(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (s)

)
∀0 ≤ s < t.

Or,

σ
(({

f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})−1

(Ds− (E))
⋃{

N ∈ F̃ : P̃ (N) = 0
})

= σ

{({f̃} ,{M̃}
,
{
W̃
})−1

 ⋂
i∈I fini

(
θ

1,εi,1
i,#si,1 × ...× θ

k,εi,k
i,#si,k

)−1
(Bi)

 :

Bi fermé de R, k ∈ N∗, 0 ≤ si,1 < ... < si,k < s, θ1
i , ..., θ

k
i ∈ Cb (E) ,

0 < εi,1, ..., εi,k

}⋃{
N ∈ F̃ : P̃ (N) = 0

},
et l’ensemble des générateurs de cette tribu forme un π-système donc il suffit de
prouver

Ẽ
(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (t)

)
= Ẽ

(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (s)

)
,∀0 ≤ s < t

pour un

A ⊂

({f̃} ,{M̃}
,
{
W̃
})−1

 ⋂
i∈I fini

H−1
i (Bi)

 : Bi fermé de R, Hi


(en ayant noté Hi = θ

1,εi,1
i,#si,1 × ...× θ

k,εi,k
i,#si,k).

De tels 1A s’écrivent

1A =
 ∏
i∈I fini

1Bi ◦Hi ◦
({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
}) .

Or 1Bi (x) = limm→+∞ f
m
i (x) pour tout x ∈ R où les fmi sont continues et

uniformément bornées, donc si on a

Ẽ
(
Hm
I ◦

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})

(ω̃)Mj (ω̃) (t)
)

= Ẽ
(
Hm
I ◦

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})

(ω̃)Mj (ω̃) (s)
)
, ∀0 ≤ s < t

avec  ∏
i∈I fini

fmi ◦Hi ◦
({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
}) = Hm

I ◦
({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})
,
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on aura aussi

Ẽ
(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (t)

)
= Ẽ

(
1A (ω̃) M̃j (ω̃) (s)

)
,∀0 ≤ s < t.

De tels Hi : D (R+, E) → R sont continus lorsque D (R+, E) est muni de la
topologie de Skorokhod, et vérifient lorsque αn (t) → α (t) dans E pour presque
tout t ∈ [0, T ],

Hi (αn)→ Hi (α) .

M̃n et Mn ont même loi sur

C ([0, T ] ,R∞) =
∏
i∈Γ

C ([0, T ] ,Ri)

donc M̃n
ϕj

= pj ◦ M̃n et Mn
ϕj

= pj ◦ Mn aussi (pj étant la jème projection de∏
i∈Γ

C ([0, T ] ,Ri) sur C ([0, T ] ,Rj)) donc M̃n
ϕj

(t2)− M̃n
ϕj

(t1) et Mn
ϕj

(t2)−Mn
ϕj

(t1)

ont même loi sur Rj donc

E
(
|Mn

ϕ (t2)−Mn
ϕ (t1) |2

)
= Ẽ

(
|M̃n

ϕ (t2)− M̃n
ϕ (t1) |2

)
.

(2.90) dit que ∀p > 2,

E
(
|Mn

ϕ (t2)−Mn
ϕ (t1) |p

)
≤ CBDG (p) ‖ϕ‖pL∞(TN×R) (D0 (1 + C2))

p
2 |t2 − t1|

p
2 ;

comme p 7→ CBDG (p) peut être prise croissante dans l’inégalité de Burkholder,
Davis, Gundy (cf Peskir 1996 [Pes96]), en faisant tendre p vers 2, on a

E
(
|Mn

ϕ (t2)−Mn
ϕ (t1) |2

)
≤ Cste < +∞

et la constante ne dépend pas de n, donc

Ẽ
((
Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
})
|M̃n

ϕ (t2)− M̃n
ϕ (t1) |

)2
)
≤ Cste < +∞

et la constante de dépend pas de n, donc la suite(
Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
})
|M̃n

ϕ (t2)− ϕMn
ϕ (t1) |

)
n

est uniformément intégrable.
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Ensuite, on peut dire aussi que P̃-presque sûrement,

({
M̃n

}
, W̃

)
→
({
M̃
}
, W̃

)
dans C ([0, T ] ,R∞)× C ([0, T ] ,U)

= C ([0, T ] ,R∞ × U) ⊂ D ([0, T ] ,R∞ × U) ⊂ D
(
R+,R∞ × U

)
.

La dernière inclusion a lieu de la manière suivante :
Si g ∈ D ([0, T ] ,R∞ × U) alors on peut définir g (t) = g (T ) ∀t > T pour que
g ∈ D (R+,R∞ × U). Ainsi ({

M̃n
}
, W̃

)
→
({
M̃
}
, W̃

)
converge P̃-presque sûrement et pour tout t ∈ R+ dans R∞ × U.
En utilisant le résultat de la proposition 39 et le même ensemble dénombrable
B̃ ⊂ [0, T ], on a P̃-presque sûrement, pour presque tout t ∈ R+ et pour tout
ϕ ∈ Γ, (

〈f̃n, ϕ〉 (t) , M̃n
ϕ (t) , W̃ (t)

)
→
(
〈f̃ , ϕ〉 (t) , M̃ϕ (t) , W̃ (t)

)
,

et donc P̃-presque sûrement

Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
})
→n→+∞ Hm

I

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
})
.

Comme on a P̃-presque sûrement

M̃n → M̃ dans C ([0, T ] ,R∞) =
∏
i∈Γ

C ([0, T ] ,Ri) ,

cela veut dire que P̃-presque sûrement, ∀j ∈ Γ,

M̃n
ϕj
→ M̃ϕj , dans C ([0, T ] ,R)

donc P̃-presque sûrement, ∀t1, t2 ∈ [0, T ] et ∀j ∈ Γ,

M̃n
ϕj

(t2)− M̃n
ϕj

(t1)→ M̃ϕj (t2)− M̃ϕj (t1) ;

donc par le théorème de convergence de Vitali

Ẽ

Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
}) (

M̃n
ϕ (t2)− M̃n

ϕ (t1)
)

→ Ẽ

Hm
I

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
}) (

M̃ϕj (t2)− M̃ϕj (t1)
).
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Par l’identité des lois

Ẽ

Hm
I

({
f̃n
}
,
{
M̃n

}
,
{
W̃
}) (

M̃n
ϕ (t2)− M̃n

ϕ (t1)
)

= E

Hm
I ({fn} , {Mn} , {W})

(
Mn

ϕ (t2)−Mn
ϕ (t1)

).
Ce dernier terme est bien égal à 0 car Mn

ϕ est une Ft-martingale.
Notons que le résultat précédent est vrai car la tribu borélienne sur D (R+, E)
est la tribu terminale ∨

s∈R+

Ds.

On a donc

Ẽ

Hm
I

({
f̃
}
,
{
M̃
}
,
{
W̃
}) (

M̃ϕj (t2)− M̃ϕj (t1)
) = 0,

donc ∀j ∈ Γ, M̃ϕj est une F̃t-martingale.

Montrons que
Ẽ
(
|Ỹ n
j,k (t2)− Ỹ n

j,k (t1) |2
)
≤ Cste.

Tout d’abord, notons

Y n
j,k (t) = Mn

j (t) βk (t)−Hn
j,k (t) = Mn

j (t) βk (t)− �Mn
j , βk �t

avec
Hn
j,k (t) =

∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk (x, ξ)ϕj (x, ξ) dνnx,s (ξ) dxds

et
Mn

j (t) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) νω,x,s (dξ) dxdW (s) .

Comme Z̃n a même loi que Zn alors Ỹ n
j,k a même loi que Y n

j,k donc

Ẽ
(
|Ỹ n
j,k (t2)− Ỹ n

j,k (t1) |2
)

= Ẽ
(
|Y n
j,k (t2)− Y n

j,k (t1) |2
)
.
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De plus pour t ∈ [t1, T ],

E
(
|Y n
j,k (t)− Y n

j,k (t1) |2
)

≤ 2
(
E
(
|Mn

j (t) βk (t)−Mn
j (t1) βk (t1) |2

)
+ E

(
|Hn

j,k (t)−Hn
j,k (t1) |2

))
≤ 4

(
E
(
|Mn

j (t) βk (t)−Mn
j (t1) βk (t) |2

)
+ E

(
|Mn

j (t1) βk (t)−Mn
j (t1) βk (t1) |2

))
+ 2 (t− t1)E

(∫ t

t1

∫
TN

∫
R
g2
k (x, ξ)ϕ2

j (x, ξ) dνnx,s (ξ) dxds
)

≤ 4
(
E
(
|Mn

j (t)−Mn
j (t1) |2|βk (t) |2

)
+ E

(
Mn

j (t1)
)2

E
(
|βk (t)− βk (t1) |2

))
+ 2 (t− t1)2 ‖ϕ2

j‖∞
(
D0 sup

ξ∈supp(ϕ)

(
1 + ξ2

))

≤ 4
(
E
(
|Mn

j (t)−Mn
j (t1) |4

) 1
2 E

(
|βk (t) |4

) 1
2 + E

(
Mn

j (t1)
)2

(t− t1)2
)

+ 2 (t− t1)2 ‖ϕ2
j‖∞

(
D0 sup

ξ∈supp(ϕ)

(
1 + ξ2

))
≤ Cste

d’après (2.90), avec la Cste qui ne dépend pas de n. D’où comme annoncé,

Ẽ
(
|Ỹ n
j,k (t2)− Ỹ n

j,k (t1) |2
)
≤ Cste.

Appelons
V n (t) = |Mn

j (t) |2 −Hn
j (t) ,

avec

Hn
j (t) =

∫ t

0

∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
gk (x, ξ)ϕj (x, ξ) dνnx,s (ξ) dx

)2
ds

=
∫ t

0

∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ekdνnx,s (ξ) dx

)2
ds

=
∫ t

0

∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) dνnx,s (ξ) dxek

)2
ds

=
∫ t

0

∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) dνnx,s (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds =�Mn

j �t .

�Mn
j �t est le processus continu croissant Ft-adapté tel que

V n (t) = |Mn
j (t) |2− �Mn

j �t

soit une martingale locale. Ce processus est une martingale continue (cf propo-
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sition 2.74). Comme Z̃n a même loi que Zn alors

Ẽ
(
|Ṽ n (t2)− Ṽ n (t1) |2

)
= Ẽ

(∣∣∣|M̃n
j (t2) |2 − H̃n

j (t2)−
(
|M̃n

j (t1) |2 − H̃n
j (t1)

)∣∣∣2)
≤ 2Ẽ

(
||M̃n

j (t2) |2 − |M̃n
j (t1) |2|2

)
+ 2Ẽ

(
|H̃n

j (t1)− H̃n
j (t2) |2

)
≤ 4Ẽ

(
|M̃n

j (t2) |4
)

+ 4Ẽ
(
|M̃n

j (t1) |4
)

+ 2 (t2 − t1) Ẽ
(∫ t2

t1

∫
TN

∫
R
‖ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ‖4

L2(H,R)dν
n
x,s (ξ) dxds

)
= 4E

(
|Mn

j (t2) |4
)

+ 4E
(
|Mn

j (t1) |4
)

+ 2 (t2 − t1)E
(∫ t2

t1

∫
TN

∫
R
‖ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ‖4

L2(H,R)dν
n
x,s (ξ) dxds

)
≤ Cste

où Cste ne dépend pas de n (grâce à (2.90) et (2.3)), comme annoncé dans
l’article.

Le lemme 45 peut se réécrire ainsi :
Soit T > 0, ∀j ∈ N,∀k ∈ N∗, P̃-ps,

∫ T

0

∣∣∣∣∣
∫
TN

∫
R
gk (x, ξ)ϕj (x, ξ) dν̃nx,t (ξ) dx

−
∫
TN

∫
R
gk (x, ξ)ϕj (x, ξ) dν̃x,t (ξ) dx

∣∣∣∣∣dt→n→+∞ 0

et

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∫

TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) dν̃nx,s (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)

−
∥∥∥∥∫

TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) dνx,t (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)

∣∣∣∣∣∣dt→n→+∞ 0.

Comme on a

E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnω,x,t (ξ) dxdt

)
≤ TCp

avec Cp indépendant de n, comme

ω ∈ Ω 7→ dxdt.νnω,x,t
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a la même loi que
ω̃ ∈ Ω̃ 7→ dxdt.ν̃nω̃,x,t,

on a aussi

Ẽ
(∫ T

0

∫
TN

∫
R
|ξ|pdν̃nω̃,x,t (ξ) dxdt

)
≤ TCp,

et P̃-presque sûrement, ∀ψ ∈ C1
c (TN × R),∀t ∈ [0, T ] \B̃,

〈f̃n (t) , ∂ξψ〉 → 〈f̃ (t) , ∂ξψ〉,

c’est à dire
h̃nψ (t)→ 〈f̃ (t) , ∂ξψ〉 = h̃ψ (t) .

Ainsi

Ẽ
∫ T

0

(∫
TN

∫
R
ψ (x, ξ) dν̃nω̃,x,t (ξ) dx−

∫
TN

∫
R
ψ (x, ξ) dν̃ω̃,x,t (ξ) dx

)2
dt ≤ 4T‖ψ‖2

∞.

On n’est pas obligé d’étendre la convergence

h̃nψ (t)→ h̃ψ (t) ,

à tout ψ ∈ Cb
(
TN × R

)
, il suffit de l’étendre aux ψ = gkϕj :

on a P̃-presque sûrement et ∀t ∈ [0, T ] \B̃,

〈f̃n (t) , ϕj〉 → 〈f̃ (t) , ϕj〉,

c’est à dire
h̃nψj (t)→ 〈f̃ (t) , ϕj〉 = h̃ψj (t)

avec
ψj (x, ξ) =

∫ ξ

−∞
ϕj (x, ζ) dζ.

Rappelons que {ϕj, j ∈ Γ} est dense dans Cd
c

(
TN × R

)
. Soit gkϕ ∈ Cc

(
TN × R

)
avec ϕ ∈ Γ,∫ ξ

−∞
(gkϕ ∗ ∂ζρm) (x, ζ) dζ = (gkϕ ∗ ρm) (x, ξ)→m→+∞ gkϕ

uniformément sur TN×R, en ayant pris une suite régularisante (ρm) convenable.
Par densité, il existe une suite d’éléments de {ϕj, j ∈ Γ} telle que

ϕjms →s→+∞ gkϕ ∗ ∂ζρm
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uniformément sur TN × R donc

ψjms (x, ξ) =
∫ ξ

−∞
ϕjms (x, ζ) dζ →s→+∞

∫ ξ

−∞
(gkϕ ∗ ∂ζρm) (x, ζ) dζ

uniformément sur TN × R. En utilisant l’inégalité

|h̃ngkϕ (t)− h̃gkϕ (t) |
≤ |h̃ngkϕ (t)− h̃nψjms (t) |+ |h̃nψjms (t)− h̃ψjms (t) |+ |h̃ψjms (t)− h̃gkϕ (t) |,

on peut conclure que P̃-presque sûrement et ∀t ∈ [0, T ] \B̃,

h̃ngkϕ (t)→ h̃gkϕ (t) .

De la même manière, on peut prouver que P̃-presque sûrement et ∀t ∈ [0, T ] \B̃,∫
TN

∫
R

Φ (x, ξ)ϕj (x, ξ) dν̃nx,t (ξ) dx→
∫
TN

∫
R

Φ (x, ξ)ϕj (x, ξ) dν̃x,t (ξ) dx

dans L2 (H,R). On a donc aussi la convergence de

∥∥∥∥∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) dνnx,s (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)

→
∥∥∥∥∫

TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) dνnx,s (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
.

Remarquons aussi qu’on peut écrire

‖h̃nj ‖2
l2(N∗) =

+∞∑
k=1

(∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ekdν̃nx,s (ξ) dx

)2

=
∥∥∥∥∫

TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) dνnx,s (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
≤ D0‖ϕj‖2

∞ sup
ξ∈supp(ϕj)

(
1 + |ξ|2

)
.

Cela suffit pour utiliser le théorème de convergence dominée et conclure.

Step 4 :

Sur la preuve du lemme 46 :
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Grâce à l’item 7 du théorème, ∀ϕ ∈ Cc
(
TN × R

)

Xϕ : (t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→ 〈f̃ (t, ω̃) , ϕ〉

est càdlàg, adaptée à la filtration (Ft)t∈R+ donc progressivement mesurable, donc
prévisible.

Soit

Xψ : (t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
(
x ∈ TN 7→

∫
R
ψ (ξ) dν̃x,t (ξ)

)
∈ L2

(
TN

)
avec ψ ∈ Cb (R). Remarquons que

Ẽ
(∫ T

0

∫
TN

∫
R

(ψ (ξ))2 ν̃x,t (dξ) dxdt
)
≤ ‖ψ‖2

∞T < +∞

donc on a bien

Xψ ∈ L2
(
Ω̃× [0, T ] ;L2

(
TN

))
= L2

(
Ω̃× [0, T ]× TN

)
.

Soit ψ ∈ Cb (R) et θ ∈ L2
(
TN

)
, pour montrer que

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
∫
TN×R

θ (x)ψ (ξ) ν̃x,t (dξ) dx

est prévisible, on se sert du fait que

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
∫
TN×R

∫ ξ

−∞
ϕ (ζ) dζν̃x,t (dξ) dx

est prévisible quel que soit ϕ ∈ Cc
(
TN × R

)
. On en déduit que

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
∫
TN×R

s (x)ψ (ξ) ν̃x,t (dξ) dx

est prévisible quelles que soient s : TN → R fonction simple et ψ ∈ C1
b (R), en

utilisant la suite ϕn ∈ Cc (R) égale à ψ′ (ξ) sur [−n, n]. Puis on utilise ce résultat
à ψ ∗ ρs où (ρs) est une suite régularisante bien choisie pour obtenir :

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
∫
TN×R

θ (x)ψ (ξ) ν̃x,t (dξ) dx
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est prévisible quelles que soient θ ∈ L2
(
TN

)
et ψ ∈ Cb (R), donc

Xψ ∈ L2
P̃

(
Ω̃× [0, T ]× TN

)
.

Sur l’identification de M̃ϕ et M∗
ϕ :

En fait, je peux utiliser la démonstration du lemme en disant que

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
∫
TN×R

gk (x, ξ)ϕ (x, ξ) ν̃x,t (dξ) dx

est prévisible car

(x, ξ) 7→ gk (x, ξ)ϕ (x, ξ) ∈ Cc
(
TN × R

)
peut être approchée par une suite de combinaisons linéaires de fonctions tenso-
rielles (i.e. du type (x, ξ) 7→ θ (x)ψ (ξ)). Cela signifie que ∀k ∈ N∗,

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
(∫

TN×R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃x,t (dξ) dx

)
(ek)

est prévisible, donc que

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→
∫
TN×R

ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃x,t (dξ) dx

est prévisible. L’appartenance de ce processus à L2
(
[0, T ]× Ω̃, dt⊗ P, L2 (H,R)

)
est facile à prouver. Donc l’intégrale d’Itô

M∗
ϕ (t) =

∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,s (dξ) dxdW̃ (s)

est bien définie.

On va utiliser la proposition 32 que je peux réécrire :
Soit h : Ω̃× [0, T ]→ L2 (H,R) processus prévisible et tel que

Ẽ
∫ T

0
‖h (s) ‖2

L2(H,R)ds < +∞,
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et soit X (t) une F̃t-martingale réelle de carré intégrable i.e. telle que ∀t ∈ [0, T ],

Ẽ
(
|X (t) |2

)
< +∞,

et telle que les processus

X (t) < W̃ (t) , ek >H −
∫ t

0
h (s) ekds

et
(X (t))2 −

∫ t

0
‖h (s) ‖2

L2(H,R)ds

soient aussi des F̃t-martingales, alors ∀t ∈ [0, T ],

X (t) = X (0) +
∫ t

0
h (s) dW̃ (s) .

Pour X (s) = M̃j (s) et

h (s) = h̃j (s) =
∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,s (dξ) dx,

la proposition 44 prouve qu’on peut bien utiliser la proposition 32, et affirmer
que ∀j ∈ N,

M̃j (s) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕj (x, ξ) Φ (x, ξ) ν̃ω̃,x,s (dξ) dxdW̃ (s) .

2.2.31.4 Sur le § 2.1.4.5 « identification de la limite : équation »

Pour prouver l’item 9 du théorème, il reste à passer de l’égalité (2.103) vraie
∀ϕ ∈ Γ à l’égalité (2.103) vraie ∀ϕ ∈ C1

c

(
TN × R

)
.

Γ est dense dans C1
c

(
TN × R

)
, ainsi, il existe une suite (ϕjm)m ⊂ Γ qui converge

vers ϕ ∈ C1
c

(
TN × R

)
quelconque, c’est à dire qu’il existe un compact K de

TN × R tel que toutes les ϕjm soient à support dans K et

1. ϕjm → ϕ uniformément sur TN × R

2. ∂ξϕjm → ∂ξϕ uniformément sur TN × R
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3. Oxϕjm → Oxϕ uniformément sur TN × R.

Grâce au théorème de convergence dominée, grâce au fait que

E
∫ T

0

∥∥∥∥ ∫
TN

∫
R
ϕjm (x, ξ) Φ (x, ξ) dν̃x,s (ξ) dx

−
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dν̃x,s (ξ) dx

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dt→ 0

et grâce à l’isométrie d’Itô, on peut passer à la limite quand m → +∞ dans
(2.103) qui est donc vraie ∀ϕ ∈ C1

c

(
TN × R

)
.

2.2.32 A propos du paragraphe 2.1.4.6

Remarque : « pathwise solution » peut se traduire par « solution trajectorielle ».

Le théorème 36 nous dit que f est une solution généralisée de (2.1), ou plutôt de
˜(2.1) qui s’écrit

du (x, t) + divx (A (u (x, t))) dt = Φ (x, u (x, t)) dW̃ (t) .

Il faut quand même vérifier que m̃ est une mesure aléatoire

m̃ : Ω̃→Mb

(
TN × [0, T ]× R

)
telle que

Ẽ
(
m̃
(
TN × [0, T ]× R

))
< +∞

(j’en ai fait la démonstration dans mes commentaires à la fin du paragraphe
2.1.4.5), et que

∀R > 0, f̃ ∈ L1
P̃

(
TN × [0, T ]× (−R,R)× Ω̃

)
.
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J’ai déjà prouvé que ∀ϕ ∈ Cc
(
TN × R

)
,

Ẽ
(∫ T

0

(
〈f̃ (t) , ϕ〉

)2
dt

)
= Ẽ

∫ T

0

(∫
TN×R

∫ ξ

−∞
ϕ (ζ) dζν̃x,t (dξ) dx

)2

dt


≤ Ẽ

∫ T

0

∫
TN×R

(∫ ξ

−∞
ϕ (ζ) dζ

)2

ν̃x,t (dξ) dxdt
 < +∞.

Il suffit donc de prendre ϕ (x, ξ) = 1 pour ξ ∈ (−R;R) pour avoir

f̃ ∈ L2
(
TN × [0, T ]× (−R,R)× Ω̃

)
⊂ L1

(
TN × [0, T ]× (−R,R)× Ω̃

)
.

Pour la prévisibilité de f̃ , on sait déjà que ∀ϕ ∈ C1
c

(
TN × (−R,R)

)
,

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→ 〈f̃ (t) , ϕ〉

est càdlàg donc prévisible. Soit g ∈ L∞
(
TN × R

)
et une suite

(gn)n ⊂ C
(
TN × (−R,R)

)
qui converge dans L1

(
TN × (−R,R)

)
vers g, on a la

convergence presque sûre et pour presque tous t de 〈f̃ (t) , gn〉 vers 〈f̃ (t) , g〉 dans
L1
(
TN × (−R,R)

)
. Cela donne la prévisibilité du processus

(t, ω̃) ∈ [0, T )× Ω̃ 7→ f̃ (t, ω̃) ∈ L1
(
TN × (−R,R)

)
.

Plus exactement,
f̃ ∈ L1

P̃

(
TN × [0, T ]× (−R,R)× Ω̃

)
.

Le théorème 26 dit que si f̃ est une solution généralisée de ˜(2.1) et si f0 est un
équilibre (et que les hypothèses (2.3) et (2.4) sont vérifiées) alors il existe une
unique solution u de ˜(2.1) qui vérifie f̃ (x, t, ξ) = 1u(x,t)>ξ P̃-presque sûrement et
pour presque tout (x, t, ξ). En fait, on a∫

R

(
f̃ (x, t, ξ)− 10>ξ

)
dξ =

∫
R

(
1u(x,t)>ξ − 10>ξ

)
dξ = u (x, t) ,

et comme on a aussi ν̃x,t (dξ) = δu(x,t) (dξ), cela donne aussi∫
R
ξν̃x,t (dξ) = u (x, t) .

Le théorème 47 donne les conditions sous lesquelles, une suite de solutions gé-
néralisées approchées (ou plutôt la suite de solutions approchées associées (un))
converge vers la solution de (2.1) (et avec quel type de convergence). La dé-
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monstration permet de passer à nouveau de l’ensemble Ω̃ à l’ensemble Ω, c’est à
dire que la solution généralisée de ˜(2.1) sera le support nécessaire pour arriver à
la solution de (2.1).

2.2.32.1 Sur la preuve du théorème 47

Soient Xn et Yn des variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé
et à valeurs dans l’espace métrique (E, d), la variable aléatoire (Xn, Yn) est à
valeurs dans E × E. Dire qu’elle converge en loi vers la variable aléatoire (Z,Z)
signifie que pour toute fonction continue bornée ϕ : E × E → R,

lim
n→+∞

E (ϕ (Xn, Yn)) = E (ϕ (Z,Z)) .

Si on prend en particulier la fonction continue et bornée

ϕ : (x, y) ∈ E × E → min (|x− y|, 1) ,

on obtient

lim
n→+∞

E (min (|Xn − Yn|, 1)) = E (min (|Z − Z|, 1)) = 0,

c’est à dire (Xn, Yn)→ (Z,Z) en probabilité (j’ai utilisé la métrique de Ky Fan qui
caractérise la convergence en probabilité).

Dans notre démonstration, le couple
(
ν̃nl , ˇ̃νql

)
converge en loi vers (ν̃, ν̃), donc

(νnl , νql) converge en loi vers (ν̃, ν̃), donc νnl − νql converge en probabilité vers
0, autrement dit la suite formée des νnl et des νql est de Cauchy en probabilité,
donc converge en probabilité (car Y1 est polonais).
Je peux faire le même raisonnement avec (µnl , µql) car P1

(
TN × [0, T ]× R

)
est

polonais et avec (‖m‖nl , ‖m‖ql) car R+ est polonais, ou plutôt avec

((µnl , ‖m‖nl) , (µql , ‖m‖ql)) ,

ce qui implique que la suite formée des (µnl , ‖m‖nl) et des (µql , ‖m‖ql) est de
Cauchy en probabilité, donc converge en probabilité, et donc la suite formée
des mnl = µnl × ‖m‖nl et des mql = µql × ‖m‖ql converge en probabilité dans
M+

b

(
TN × [0, T ]× R

)
muni de la topologie faible*.

En fait, la convergence en probabilité de la suite formée des µnl et des µql dans
P1

(
TN × [0, T ]× R

)
et la convergence en probabilité de la suite formée des
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‖m‖nl et des ‖m‖ql dans R+ suffisent pour le reste de la démonstration.

Si f est une solution généralisée de (2.1), la condition initiale est 1u0>ξ, donc f
est un équilibre, donc ν = δu.

Détaillons le dernier point de la démonstration :
Soit (tk) ⊂ [0, T ] une suite qui tend en croissant vers t∗ ∈ (0, T ], on a donc
P-presque sûrement,

lim
k→+∞

∫
TN
|u (x, tk)− u (x, t∗) |dx = 0

par continuité de u, donc

lim
k→+∞

∫
TN

∫
R
|1u(x,tk)>ξ − 1u(x,t∗)>ξ|dξdx = 0,

donc
(
1u(x,tk)>ξ − 1u(x,t∗)>ξ

)
k

converge vers 0 dans L1
(
TN × R

)
,

donc ∀ϕ ∈ Cc
(
TN × R

)
on a

〈1u(x,tk)>ξ, ϕ〉 → 〈1u(x,t∗)>ξ, ϕ〉,

donc ∀t∗ ∈ (0, T ], (
1u(x,t∗)>ξ

)−
= 1u(x,t∗)>ξ

où
(
1u(x,t∗)>ξ

)−
est définie dans la proposition 17.

Donc grâce à l’égalité vraie ∀ϕ ∈ C1
c

(
TN × R

)
,

〈(
1u(x,t∗)>ξ

)−
− 1u(x,t∗)>ξ, ϕ

〉
= −m (∂ξϕ) {t}

= −
∫
TN×{t}×R

∂ξϕ (x, ξ) dm (x, t, ξ) ,

on a ∀t ∈ (0, T ],
π#m ({t}) = 0, P-ps

(le cas t = 0 a déjà été traité dans le corollaire 22).
Ainsi le Bat du lemme 2 qui est aussi le B̃ de la proposition 39 est vide.
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3.1.1 Introduction
Stochastic first-order scalar conservation law. Let (Ω,F ,P, (Ft), (βk(t))) be a
stochastic basis and let T > 0. Consider the first-order scalar conservation law
with stochastic forcing

du(x, t) + div(A(u(x, t)))dt = Φ(x, u(x, t))dW (t), x ∈ TN , t ∈ (0, T ). (3.1)

Equation (3.1) is periodic in the space variable : x ∈ TN where TN is the N -
dimensional torus. The flux function A in (3.1) is supposed to be of class C2 :
A ∈ C2(R;RN). We assume that A and its derivatives have at most polynomial
growth. Without loss of generality, we will assume also that A(0) = 0. The right-
hand side of (3.1) is a stochastic increment in infinite dimension. It is defined as
follows (see [DZ92] for the general theory) : W is a cylindrical Wiener process,
W = ∑

k≥1 βkek, where the coefficients βk are independent Brownian processes
and (ek)k≥1 is a complete orthonormal system in a Hilbert space H. For each
x ∈ TN , u ∈ R, Φ(x, u) ∈ L2(H,R) is defined by Φ(x, u)ek = gk(x, u) where
gk( · , u) is a regular function on TN . Here, L2(H,K) denotes the set of Hilbert-
Schmidt operators from the Hilbert space H to an other Hilbert space K. Since
K = R in our case, this set is isomorphic to H, thus we may also define

Φ(x, u) =
∑
k≥1

gk(x, u)ek,

the action of Φ(x, u) on e ∈ H being given by 〈Φ(x, u), e〉H . We assume gk ∈
C(TN × R), with the bounds

G2(x, u) = ‖Φ(x, u)‖2
H =

∑
k≥1
|gk(x, u)|2 ≤ D0(1 + |u|2),

(3.2)
‖Φ(x, u)− Φ(y, v)‖2

H =
∑
k≥1
|gk(x, u)− gk(y, v)|2 ≤ D1(|x− y|2 + |u− v|h(|u− v|)),

(3.3)

where x, y ∈ TN , u, v ∈ R, and h is a continuous non-decreasing function on R+
such that h(0) = 0. We assume also 0 ≤ h(z) ≤ 1 for all z ∈ R+.

Notation : in what follows, we will use the convention of summation over repea-
ted indices k. For example, we write W = βkek.

Compactly supported multiplicative noise. In this paper, we study the nume-
rical approximation of (3.1) : our aim is to prove the convergence of the Finite
Volume method with monotone fluxes, see Theorem 74. Our analysis will be
restricted to the case of multiplicative noise with compact support. Indeed, from
Section 3.1.3 to Section 3.1.7, we will work under the following hypothesis :
there exists a, b ∈ R, a < b, such that gk(x, u) = 0 for all u outside the compact
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[a, b], for all x ∈ TN , k ≥ 1. For simplicity, we will take a = −1, b = 1. We will
assume therefore that

for all u ∈ R, |u| ≥ 1⇒ gk(x, u) = 0, (3.4)

for all x ∈ TN , k ≥ 1, and consider initial data with values in [−1, 1]. The solution
of the continuous equation (3.1) then takes values in [−1, 1] almost surely (see
Theorem 29). There is no loss in generality in considering that A is globally
Lipschitz continuous then :

Lip(A) := sup
ξ∈R
|A′(ξ)| < +∞. (3.5)

In that framework, we will build a stable and convergent approximation to (3.1)
by an explicit-in-time Finite Volume method. Under (3.4), it is also natural to
assume

G2(x, u) = ‖Φ(x, u)‖2
H =

∑
k≥1
|gk(x, u)|2 ≤ D0, (3.6)

which is of course stronger than (3.2). We may also perform the analysis of
convergence of the Finite Volume method under (3.2) instead of (3.6), but this
puts exponential factors in various estimates, whereas these factors are close to
1 in the real implementation of the scheme.

Numerical approximation. Let us give a brief summary of the theory of (3.1)
and of its approximation. Different approximation schemes to stochastically for-
ced first-order conservation laws have already been analysed : time-discrete
schemes, [HR90 ; Bau15 ; KS17], space-discrete scheme [Ujj40], space-time Fi-
nite Volume discrete schemes :

• in space dimension 1, with strongly monotone fluxes, [KR12]

• in space dimension N ≥ 1, by a flux-splitting scheme, [BCG16a],

• in space dimension N ≥ 1, for general schemes with monotone fluxes,
[BCG16b],

The Cauchy or the Cauchy-Dirichlet problem associated to (3.1) have been stu-
died in [Wei+00 ; Kim03b ; FN08 ; VW09 ; DV10a ; CDK12 ; BVW12 ; BVW14 ;
KS17].

The approximation of scalar conservation laws with stochastic flux has also been
considered in [GPS16] (time-discrete scheme) and [MSZ13] (space discrete
scheme). For the corresponding Cauchy Problem, see [LPS12 ; LPS13 ; LPS14 ;
GS14 ; GS16 ; Hof16].

Kinetic formulation. To prove the convergence of the Finite Volume method
with monotone fluxes, we will use the companion paper 2.1 and a kinetic for-
mulation of the Finite Volume Scheme. The subject of 2.1 is the convergence
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of approximations to (3.1) in the context of the kinetic formulation of scalar
conservation laws. Such kinetic formulations have been developed in [LPT94b ;
LPT94a ; MP03 ; Per98 ; Per02]. In [MP03], a kinetic formulation of Finite Vo-
lume E-schemes is given (and applied in particular to obtain sharp CFL criteria).
For Finite Volume schemes with monotone fluxes, the kinetic formulation is sim-
pler, we give it explicitly in Proposition 58. Based on the kinetic formulation and
an energy estimate, we derive some a priori bounds on the numerical approxi-
mation (theses are “weak BV estimates" in the terminology of [EGH03, Lemma
25.2]), see Section 3.1.5. These estimates are used in the proof of consistency of
the scheme when we show that it gives rise to an approximate solution to (3.1) in
the sense of Definition 54. Our final result, cf. Theorem 74, should be compared
to [BCG16b, Theorem 2]. This latter gives the convergence of the Finite Volume
method with monotone fluxes in a very similar context, under the slightly stron-
ger hypothesis that the ratio of the time step ∆t with the spatial characteristic
size h of the mesh tends to 0 when h tends to 0.

Plan of the paper. The plan of the paper is the following one. In the preliminary
section 3.1.2, we give a brief summary of the notion of solution and approxi-
mate solution to (3.1) developed in 2.1. In Section 3.1.3 is described the kind of
approximation to (3.1) by the Finite Volume method which we consider here. In
Section 3.1.4 we establish the kinetic formulation of the scheme. This numerical
kinetic formulation is analysed as follows : energy estimates are derived in Sec-
tion 3.1.5, then we show in Section 3.1.6 that this gives rise to an approximate
generalized solution in the sense of Definition 54. We show some additional es-
timates and then conclude to the convergence of the scheme in Section 3.1.7.
This result is stated in Theorem 74.

3.1.2 Generalized solutions, approximate solutions
The object of this section is to recall several results concerning the solutions to
the Cauchy Problem associated to (3.1) and their approximations. We give the
main statements, without much explanations or comments ; those latter can be
found in 2.1 : we give the precise references when needed.

3.1.2.1 Solutions

Definition 48 (Random measure). Let X be a topological space. If m is a map
from Ω into the set of non-negative finite Borel measures on X such that, for each
continuous and bounded function φ on X, 〈m,φ〉 is a random variable, then we
say that m is a random measure on X.

A random measure m is said to have a finite first moment if

Em(TN × [0, T ]× R) < +∞. (3.7)
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Definition 49 (Solution). Let u0 ∈ L∞(TN). An L1(TN)-valued stochastic process
(u(t))t∈[0,T ] is said to be a solution to (3.1) with initial datum u0 if u and f := 1u>ξ
have the following properties :

1. u ∈ L1
P(TN × [0, T ]× Ω),

2. for all ϕ ∈ C1
c (TN × R), almost surely, t 7→ 〈f(t), ϕ〉 is càdlàg,

3. for all p ∈ [1,+∞), there exists Cp ≥ 0 such that

E
(

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖pLp(TN )

)
≤ Cp, (3.8)

4. there exists a random measure m with first moment (3.7), such that for all
ϕ ∈ C1

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ],

〈f(t), ϕ〉 = 〈f0, ϕ〉+
∫ t

0
〈f(s), a(ξ) · ∇ϕ〉ds

+
∑
k≥1

∫ t

0

∫
TN
gk(x, u(x, s))ϕ(x, u(x, s))dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN
∂ξϕ(x, u(x, s))G2(x, u(x, s))dxds−m(∂ξϕ)([0, t]), (3.9)

a.s., where f0(x, ξ) = 1u0(x)>ξ, G2 := ∑∞
k=1 |gk|2 and a(ξ) := A′(ξ).

In item 1, the index P in u ∈ L1
P(TN × [0, T ] × Ω) means that u is predictable.

See section 2.1.2.1. The function denoted f := 1u>ξ is given more precisely by

(x, t, ξ) 7→ 1u(x,t)>ξ.

This is the characteristic function of the subgraph of u. To study the stability of
solutions, or the convergence of approximate solutions (these are two similar
problems), we have to consider the stability of this property, the fact of being
the “ characteristic function of the subgraph of a function". If (un) is a sequence
of functions, say on a finite measure space X, p ∈ (1,∞) and (un) is bounded
in Lp(X), then there is a subsequence still denoted (un) which converges to a
function u in Lp(X)-weak. Up to a subsequence, the sequence of equilibrium
functions fn := 1un>ξ is converging to a function f in L∞(X × R)-weak star.
The limit f is equal to f := 1u>ξ if, and only if, (un) is converging strongly,
see Lemma 12. When strong convergence remains a priori unknown, the limit
f still keeps some structural properties. This is a kinetic function in the sense
of Definition 51 below, see Corollary 11. Our notion of generalized solution is
based on this notion.
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3.1.2.2 Generalized solutions

Definition 50 (Young measure). Let (X,A, λ) be a finite measure space. Let
P1(R) denote the set of probability measures on R. We say that a map ν : X →
P1(R) is a Young measure on X if, for all φ ∈ Cb(R), the map z 7→ νz(φ) from
X to R is measurable. We say that a Young measure ν vanishes at infinity if, for
every p ≥ 1, ∫

X

∫
R
|ξ|pdνz(ξ)dλ(z) < +∞. (3.10)

Definition 51 (Kinetic function). Let (X,A, λ) be a finite measure space. A mea-
surable function f : X ×R→ [0, 1] is said to be a kinetic function if there exists a
Young measure ν on X that vanishes at infinity such that, for λ-a.e. z ∈ X, for
all ξ ∈ R,

f(z, ξ) = νz(ξ,+∞).

We say that f is an equilibrium if there exists a measurable function u : X → R
such that f(z, ξ) = f(z, ξ) = 1u(z)>ξ a.e., or, equivalently, νz = δξ=u(z) for a.e.
z ∈ X.

Definition 52 (Generalized solution). Let f0 : TN × R→ [0, 1] be a kinetic func-
tion. An L∞(TN × R; [0, 1])-valued process (f(t))t∈[0,T ] is said to be a generalized
solution to (3.1) with initial datum f0 if f(t) and νt := −∂ξf(t) have the following
properties :

1. for all t ∈ [0, T ], almost surely, f(t) is a kinetic function, and, for all R > 0,
f ∈ L1

P(TN × (0, T )× (−R,R)× Ω),

2. for all ϕ ∈ C1
c (TN × R), almost surely, the map t 7→ 〈f(t), ϕ〉 is càdlàg,

3. for all p ∈ [1,+∞), there exists Cp ≥ 0 such that

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνx,t(ξ)dx

)
≤ Cp, (3.11)

4. there exists a random measure m with first moment (3.7), such that for all
ϕ ∈ C1

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ], almost surely,

〈f(t), ϕ〉 =〈f0, ϕ〉+
∫ t

0
〈f(s), a(ξ) · ∇xϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνx,s(ξ)dxdβk(s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνx,s(ξ)dxds−m(∂ξϕ)([0, t]).
(3.12)
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The following statement is Theorem 26.

Theorem 53 (Uniqueness, Reduction). Let u0 ∈ L∞(TN). Assume (3.2)-(3.3).
Then we have the following results :

1. there is at most one solution with initial datum u0 to (3.1).

2. If f is a generalized solution to (3.1) with initial datum f0 at equilibrium :
f0 = 1u0>ξ, then there exists a solution u to (3.1) with initial datum u0 such
that f(x, t, ξ) = 1u(x,t)>ξ a.s., for a.e. (x, t, ξ).

3. if u1, u2 are two solutions to (3.1) associated to the initial data u1,0, u2,0 ∈
L∞(TN) respectively, then

E‖(u1(t)− u2(t))+‖L1(TN ) ≤ E‖(u1,0 − u2,0)+‖L1(TN ). (3.13)

This implies the L1-contraction property, and comparison principle for solu-
tions.

3.1.2.3 Approximate solutions

In 2.1, we prove the convergence of solutions to different problems, which are
approximations of (3.1). The solutions of these approximate problems give rise to
approximate solutions and, more precisely, of approximate generalized solutions,
according to the following definition (see Definition 54 and Section 2.1.5).

Definition 54 (Approximate generalized solutions). Let fn0 : TN × R → [0, 1] be
some kinetic functions. Let (fn(t))t∈[0,T ] be a sequence of L∞(TN ×R; [0, 1])-valued
processes. Assume that the functions fn(t), and the associated Young measures
νnt = −∂ξϕfn(t) are satisfying item 1, 2, 3, in Definition 52 and Equation (3.12)
up to an error term, i.e. : for all ϕ ∈ Cd

c (TN ×R), there exists an adapted process
εn(t, ϕ), with t 7→ εn(t, ϕ) almost surely continuous such that

lim
n→+∞

sup
t∈[0,T ]

|εn(t, ϕ)| = 0 in probability, (3.14)

and there exists some random measures mn with first moment (3.7), such that, for
all n, for all ϕ ∈ Cd

c (TN × R), for all t ∈ [0, T ], almost surely,

〈fn(t), ϕ〉 =〈fn0 , ϕ〉+
∫ t

0
〈fn(s), a(ξ) · ∇xϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxdβk(s) + εn(t, ϕ)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνnx,s(ξ)dxds−mn(∂ξϕ)([0, t]).
(3.15)
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Then we say that (fn) is a sequence of approximate generalized solutions to (3.1)
with initial datum fn0 .

Consider a sequence (fn) of approximate solutions to (3.1) satisfying the follo-
wing (minimal) bounds.

1. There exists Cp ≥ 0 independent on n such that νn := −∂ξfn satisfies

E
[

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
|ξ|pdνnx,t(ξ)dx

]
≤ Cp, (3.16)

2. the measures Emn satisfy the bound

sup
n

Emn(TN × [0, T ]× R) < +∞, (3.17)

and the following tightness condition : if Bc
R = {ξ ∈ R, |ξ| ≥ R}, then

lim
R→+∞

sup
n

Emn(TN × [0, T ]×Bc
R) = 0. (3.18)

We give in 2.1 the proof of the following convergence result, see Theorem 47.

Theorem 55 (Convergence). Suppose that there exists a sequence of approximate
generalized solutions (fn) to (3.1) with initial datum fn0 satisfying (3.16), (3.17)
and the tightness condition (3.18) and such that (fn0 ) converges to the equilibrium
function f0(ξ) = 1u0>ξ in L∞(TN ×R)-weak-*, where u0 ∈ L∞(TN). We have then

1. there exists a unique solution u ∈ L1(TN × [0, T ] × Ω) to (3.1) with initial
datum u0 ;

2. let
un(x, t) =

∫
R
ξdνnx,t(ξ) =

∫
R

(fn(x, t, ξ)− 10>ξ) dξ.

Then, for all p ∈ [1,∞[, (un) is converging to u with the following two dif-
ferent modes of convergence : un → u in Lp(TN × (0, T ) × Ω) and, for a
subsequence (nk), almost surely, for all t ∈ [0, T ], unk(t)→ u(t) in Lp(TN).

In the next section, we define the numerical approximation to (3.1) by the Finite
Volume method. To prove the convergence of the method, we will show that
the hypotheses of Theorem 55 are satisfied. The most difficult part in this pro-
gramme is to prove that the numerical approximations generate a sequence of
approximate generalized solutions, see Section 3.1.6.
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3.1.3 The finite volume scheme
Mesh A mesh of TN is a family T /ZN of disjoint connected open subsets K ∈
(0, 1)N which form a partition of (0, 1)N up to a negligible set. We denote by T
the mesh

{K + l; l ∈ ZN , K ∈ T /ZN}

deduced on RN . For all distinct K,L ∈ T , we assume that K ∩ L is contained in
an hyperplane ; the interface between K and L is denoted K|L := K ∩ L. The
set of neighbours of K is

N (K) = {L ∈ T ;L 6= K, K|L 6= ∅} .

We use also the notation
∂K =

⋃
L∈N (K)

K|L.

In general, there should be no confusion between ∂K and the topological boun-
dary K \K.

K L
M

N

K|L

We also denote by |K| the N -dimensional Lebesgue Measure of K and by |∂K|
(respectively |K|L|) the (N −1)-dimensional Haussdorff measure of ∂K (respec-
tively of K|L) (the (N − 1)-dimensional Haussdorff measure is normalized to
coincide with the (N − 1)-dimensional Lebesgue measure on hyperplanes).

Scheme Let (AK→L)K∈T ,L∈N (K) be a family of monotone, Lipschitz continuous
numerical fluxes, consistent with A : we assume that each function AK→L satis-
fies the following properties.

• monotonicity : AK→L(v, w) ≤ AK→L(v′, w) for all v, v′, w ∈ R with v ≤ v′

and AK→L(v, w) ≥ AK→L(v, w′) for all v, w, w′ ∈ R with w ≤ w′.

• Lipschitz regularity : there exists LA ≥ 0 such that

|AK→L(v, w)− AK→L(v′, w′)| ≤ |K|L|LA max(|v − v′|, |w − w′|), (3.19)

for all v, v′, w, w′ ∈ R.
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• Consistency :

AK→L(v, v) =
∫
K|L

A(v) ·nK,LdHN−1 = |K|L|A(v) ·nK,L, (3.20)

for all v ∈ R, where nK,L is the outward unit normal to K on K|L.

• Conservative symmetry :

AK→L(v, w) = −AL→K(w, v), (3.21)

for all K,L ∈ T , v, w ∈ R.

The conservative symmetry property ensures that the numerical flux Qn
K→L defi-

ned below in (3.24) satisfies Qn
K→L = −Qn

L→K for all K,L.

Let tn < tn+1 be two given discrete time. Let ∆tn = tn+1 − tn. Knowing vnK , an
approximation of the value of the solution u to (3.1) in the cell K at time tn, we
compute vn+1

K , the approximation to the value of u in K at the next time step
tn+1, by the formula

|K|(vn+1
K − vnK) + ∆tn

∑
L∈N (K)

Qn
K→L = |K|(∆tn)1/2gk,K(vnK)Xn+1

k , (3.22)

where K ∈ T , with the initialization

v0
K = 1

|K|

∫
K
u0(x)dx, K ∈ T . (3.23)

In (3.22), ∆tnQn
K→L is the numerical flux at the interface K|L on the range of

time [tn, tn+1], where Qn
K→L is given by

Qn
K→L = AK→L(vnK , vnL). (3.24)

We have also defined

Xn+1
k = βk(tn+1)− βk(tn)

(∆tn)1/2 . (3.25)

Then, the (Xn+1
k )k≥1,n∈N are i.i.d. random variables with normalized centred nor-

mal law N (0, 1). Besides, for each n ≥ 1, the sequence (Xn+1
k )k≥1 is independent

on Fn, the sigma-algebra generated by {Xm+1
k ; k ≥ 1,m < n}. The numerical

functions gk,K are defined by the average

gk,K(v) = 1
|K|

∫
K
gk(x, v)dx. (3.26)
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Then, in virtue of (3.6) we have

G2
K(v) :=

∑
k≥1
|gk,K(v)|2 ≤ D0, (3.27)

where v ∈ R, K ∈ T . We deduce (3.27) from (3.6) and Jensen’s Inequality.
Similarly, we deduce from (3.3) and Jensen’s Inequality that

∑
k≥1
|gk,K(ξ)− gk(y, ξ)|2 ≤ D1

1
|K|

∫
K
|x− y|2dx,

for all y ∈ TN . In particular (switching from the variable y to the variable x), and
assuming diam(K) ≤ h (this is the hypothesis (3.53), which we will make later),
we have the following consistency estimate∑

k≥1
|gk,K(ξ)− gk(x, ξ)|2 ≤ D1h

2, (3.28)

for all x ∈ K, which will be used later (see (3.151) for example).

Remark 56 (Approximation in law). In effective computations, the random va-
riables Xn+1

k are drawn at each time step. They are i.i.d. random variables with
normalized centred normal law N (0, 1). In this situation, we will prove the conver-
gence in law of the Finite Volume scheme to the solution to (3.1), see Remark 75
after Theorem 74.

Remark 57 (Global Lipschitz Numerical Flux). We assume in (3.19) that the
numerical fluxes AK→L are globally Lipschitz continuous. This is consistent with
(3.5). Both (3.19) and (3.5) are strong hypotheses, except if a priori L∞-bounds
are known on the solutions to (3.1), which is the case here, thanks to the hypothesis
of compact support (3.4). Without loss of generality, we will assume that Lip(A) ≤
LA.

3.1.4 The kinetic formulation of the finite volume scheme
The kinetic formulation of the Finite Volume method has been introduced by
Makridakis and Perthame in [MP03]. The principle is the following one. For
linear transport equations, which corresponds to a linear flux function A(u) =
au, a ∈ RN , the upwind numerical flux AK→L in (3.24) is given by

AK→L(v, w) = [a∗K→L]+v − [a∗K→L]−w, (3.29)

where
a∗K→L :=

∫
K|L

a ·nK|LdHN−1 = |K|L|a ·nK,L, (3.30)
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with the usual notation v+ = max(v, 0), w− = (−w)+. The discrete approxima-
tion of the transport equation

∂tf + a(ξ) ·∇xf = 0

by the Finite Volume method is therefore

|K|(fn+1
K − fnK) + ∆tn

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ) = 0, (3.31)

where
anK→L(ξ) = [a∗K|L(ξ)]+fnK − [a∗K|L(ξ)]−fnL .

Recall that GK is defined by (3.27). A kinetic formulation of (3.22) consistent
with (3.31) would be

|K|(fn+1
K − fnK) + ∆tn

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)

= |K|(∆tn)1/2δvnK=ξgk,K(ξ)Xn+1
k + |K|∆tn∂ξ

(
mn
K(ξ)− 1

2G2
K(ξ)δvnK=ξ

)
, (3.32)

where, for K ∈ T , n ∈ N, ξ ∈ R, mn
K(ξ) ≥ 0, and where

fnK(ξ) := 1vnK>ξ. (3.33)

This is not exactly the kinetic formulation that we will consider. See (3.112) for
a correct version of (3.32). We will mainly work with a kinetic formulation (see
(3.40)), obtained thanks to the following splitting method. For K ∈ T and n ∈ N,
let us define vn+1/2

K as the solution to

|K|(vn+1/2
K − vnK) + ∆tn

∑
L∈N (K)

AK→L(vnK , vnL) = 0. (3.34)

Then vn+1/2
K is the state reached after a step of deterministic evolution, by the dis-

crete approximation of the equation ut + div(A(u)) = 0. To this step corresponds
the kinetic formulation

|K|(fn+1/2
K − fnK) + ∆tn

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ) = |K|∆tn ∂ξmn
K(ξ), (3.35)

where fmK(ξ) = 1vmK>ξ, m ∈ {n, n+ 1/2} and

mn
K ≥ 0. (3.36)
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In (3.35), anK→L(ξ) is a function

anK→L(ξ) = aK→L(ξ, vnK , vnL), (3.37)

where (ξ, v, w) 7→ aK→L(ξ, v, w) satisfies the following consistency conditions :∫
R

[aK→L(ξ, v, w)− a∗K→L(ξ)10>ξ] dξ = AK→L(v, w), (3.38)

aK→L(ξ, v, v) = a∗K→L(ξ)1v>ξ, (3.39)

for all ξ, v, w ∈ R, where a∗K→L is defined by (3.30). Before we prove the existence
of the kinetic formulation (3.35)-(3.36)-(3.38)-(3.39), see Proposition 58, let us
first deduce from (3.35) the kinetic formulation of the whole scheme (3.22). This
is the equation

|K|(fn+1
K (ξ)− fnK(ξ)) + ∆tn

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)

= |K|∆tn ∂ξmn
K(ξ) + |K|

[
fn+1
K (ξ)− fn+1/2

K (ξ)
]
. (3.40)

We may try to develop the term fn+1
K (ξ) − fn+1/2

K (ξ) (this is done in (3.116) to
obtain (3.112)), but (3.40) will be sufficient for the moment. It will be sufficient
in particular to obtain the so-called energy estimates of Section 3.1.5.

Proposition 58 (Kinetic formulation of the Finite Volume method). Set

aK→L(ξ, v, w) = a∗K→L(ξ)1ξ<v∧w + [∂2AK→L(v, ξ)1v≤ξ≤w + ∂1AK→L(ξ, w)1w≤ξ≤v]
(3.41)

and

mn
K(ξ) = − 1

∆tn

[
(vn+1/2
K − ξ)+ − (vnK − ξ)+

]
− 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫ +∞

ξ
anK→L(ζ)dζ.

(3.42)
Let us also assume that

∆tn
|∂K|
|K|

LA ≤ 1, ∀K ∈ T , (3.43)

for all n ∈ N, K ∈ T . Then the equations (3.35)-(3.36)-(3.38)-(3.39) are satisfied
and, besides, we have

aK→L(ξ, v, w) = 0, when ξ ≥ v ∨ w, (3.44)

for all K,L ∈ T .
Remark 59 (Support of mn

K). By (3.42), the definition (3.41) of aK→L and the
equation (3.34), ξ 7→ mn

K(ξ) is compactly supported in the convex envelope of
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v
n+1/2
K , vnK, {vnL;L ∈ N (K)}.

Proof of Proposition 58. We check at once (3.35) and (3.38), (3.39), (3.44). To
show that mn

K(ξ) ≥ 0, let us introduce

ΦK→L(ξ, v, w) =
∫ +∞

ξ
aK→L(ζ, v, w)dζ (3.45)

Φn
K→L(ξ) = ΦK→L(ξ, vnK , vnL) =

∫ +∞

ξ
anK→L(ζ)dζ. (3.46)

A simple computation gives the formula

Φn
K→L(ξ) = AK→L(vnK , vnL)− AK→L(vnK ∧ ξ, vnL ∧ ξ). (3.47)

By comparison with the identity (v − ξ)+ = v − v ∧ ξ, the quantities Φn
K→L(ξ)

appears, in virtue of (3.47), as the numerical entropy fluxes associated to the
entropy η(v) := (v − ξ)+. Then mn

K(ξ) ≥ 0 is equivalent to the discrete entropy
inequality

1
∆tn

[
η(vn+1/2

K )− η(vnK)
]

+ 1
|K|

∑
L∈N (K)

Φn
K→L(ξ) ≤ 0. (3.48)

It is a classical fact that, under the CFL condition (3.43), the deterministic Finite
Volume scheme (3.34) has the following monotonicity property : vn+1/2

K in (3.34)
is a non-decreasing function of each of the entries vnK , vnL, L ∈ N (K). This implies
(3.48) then. See Lemma 25.1 and Lemma 27.1 in [EGH03].

3.1.5 Energy estimates
The Finite Volume scheme (3.22) may be compared to the stochastic parabolic
equation

duε(x, t) + div(A(uε(x, t)))dt− ε∆uε(x, t)dt = Φ(x, uε(x, t))dW (t). (3.49)

For (3.49), we have the energy estimate

1
2
d

dt
E‖uε(t)‖2

L2(TN ) + εE‖∇uε(t)‖2
L2(TN ) = 1

2E‖G( · , uε( · , t))‖2
L2(TN ). (3.50)

(Recall that G is defined by (3.2)). In the following Proposition 60, we obtain
an analogous result for the Finite Volume scheme (3.22). To state Proposition 60,
we need first some notations.
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3.1.5.1 Notations

For a fixed final time T > 0, we denote by dT the set of admissible space-step and
time-steps, defined as follows : if h > 0 and (∆t) = (∆t0, . . . ,∆tNT−1), NT ∈ N∗,
then we say that δ := (h, (∆t)) ∈ dT if

1
h
∈ N∗, tNT :=

NT−1∑
n=0

∆tn = T, sup
0≤n<NT

∆tn ≤ 1. (3.51)

We say that δ → 0 if
|δ| := h+ sup

0≤n<NT
∆tn → 0. (3.52)

For a given mesh parameter δ = (h, (∆t)) ∈ dT , we assume that a mesh T is
given, with the following properties :

diam(K) ≤ h, (3.53)
αNh

N ≤ |K|, (3.54)

|∂K| ≤ 1
αN

hN−1, (3.55)

for all K ∈ T , where
diam(K) = max

x,y∈K
|x− y|

is the diameter of K and αN is a given positive absolute constant depending on
the dimension N only. Note the following consequence of (3.54)-(3.55) :

h|∂K| ≤ 1
α2
N

|K|, (3.56)

for all K ∈ T . We introduce then the discrete unknown vδ(t) defined a.e. by

vδ(x, t) = vnK , x ∈ K, tn ≤ t < tn+1. (3.57)

We will also need the intermediary discrete function

v[δ(x, tn+1) = v
n+1/2
K , x ∈ K, (3.58)

defined for n ∈ N. Let us define the conjugate function f̄ = 1− f . We introduce
the following conjugate quantities :

āK→L(ξ, v, w) = a∗K→L(ξ)−aK→L(ξ, v, w), ΦK→L(ξ, v, w) =
∫ ξ

−∞
āK→L(ζ, v, w)dζ.

(3.59)
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We compute

ΦK→L(ξ, v, w) = AK→L(ξ, ξ)− AK→L(v ∧ ξ, w ∧ ξ). (3.60)

We recognize in (3.60) a numerical flux associated to the entropy

v 7→ (v − ξ)− = ξ − v ∧ ξ.

From the explicit formula (3.41), we obtain the identity

āK→L(ξ, v, w) = a∗K→L(ξ)1ξ>v∨w + (a∗K→L(ξ)− ∂2AK→L(v, ξ))1v≤ξ≤w
+ (a∗K→L(ξ)− ∂1AK→L(ξ, w))1w≤ξ≤v. (3.61)

Note that, for aK→L defined by (3.41), we have (using the fact that Lip(A) ≤ LA),

sup{|aK→L(ξ, v, w)|; ξ, v, w ∈ R} ≤ LA|K|L|. (3.62)

Formula (3.61) gives the estimate

sup{|āK→L(ξ, v, w)|; ξ, v, w ∈ R} ≤ 2LA|K|L|, (3.63)

which is not optimal as (3.62) may be, since it has an additional factor 2. Conse-
quently, we will use a slightly different formulation for ΦK→L :

ΦK→L(ξ, v, w) =
∫ ξ

−∞
b̄K→L(ζ, ξ, v, w)dζ, (3.64)

where

b̄K→L(ζ, ξ, v, w) := a∗K→L(ξ)1ξ>v∨w + ∂1AK→L(ζ, ξ)1v≤ξ≤w + ∂2AK→L(ξ, ζ)1w≤ξ≤v.
(3.65)

We also introduce
b̄nK→L(ζ, ξ) = b̄K→L(ζ, ξ, vnK , vnL). (3.66)

Now for b̄K→L, we have an estimate similar to (3.62) :

sup{|b̄K→L(ξ, v, w)|; ξ, ζ, v, w ∈ R} ≤ LA|K|L|. (3.67)

3.1.5.2 Energy estimate and controls by the dissipation

Proposition 60 (Energy estimate for the Finite Volume Scheme). Let u0 ∈
L∞(T), T > 0 and δ ∈ dT . Let (vδ(t)) be the numerical unknown defined by
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(3.22)-(3.23)-(3.57). Set

E(T ) =
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R
mn
K(ξ)dξ. (3.68)

Then, under the CFL condition (3.43), we have the energy estimate

1
2E‖vδ(T )‖2

L2(TN )+EE(T ) = 1
2‖vδ(0)‖2

L2(TN )+
1
2E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∑
k≥1
|gk,K(vnK)|2.

(3.69)

In the following proposition we derive various estimates, where the right-hand
side is controlled by the dissipation term E(T ) introduced in (3.68).

Proposition 61 (Control by the dissipation). Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0 and
δ ∈ dT . Let (vδ(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-(3.57). Let
v[δ be defined by (3.58). Then, under the CFL condition

2∆tn
|∂K|
|K|

sup
ξ∈R

|anK→L(ξ)|
|K|L|

≤ (1− θ), 0 ≤ n < N, K,L ∈ T , (3.70)

where θ ∈ (0, 1), we have the following control :

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R
(f̄nL − f̄nK)Φn

K→L(ξ)dξ

≤2
θ

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R

f̄nK(ξ)mn
K(ξ)dξ, (3.71)

and
NT−1∑
n=0

∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)
]

+

∥∥∥∥2

L2(TN )
≤ 2
θ

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R

f̄nK(ξ)mn
K(ξ)dξ.

(3.72)
Under the CFL condition

2∆tn
|∂K|
|K|

sup
ξ∈R

|b̄nK→L(ξ, ξ)|
|K|L|

≤ (1− θ), 0 ≤ n < N, K,L ∈ T , (3.73)

where θ ∈ (0, 1), (and where b̄nK→L is defined by (3.66)) we have the following
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control :
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R
(fnL − fnK)Φn

K→L(ξ)dξ

≤2
θ

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R

fnK(ξ)mn
K(ξ)dξ, (3.74)

and
NT−1∑
n=0

∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)
]
−

∥∥∥∥2

L2(TN )
≤ 2
θ

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R

fnK(ξ)mn
K(ξ)dξ.

(3.75)

Eventually, as a corollary to Proposition 61, we obtain the following estimates.

Corollary 62 (Weak derivative estimates). Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0 and δ ∈ dT .
Assume that (3.4), (3.6), (3.19), (3.53), (3.54) and (3.55) are satisfied and that

∆tn ≤ (1− θ) α
2
N

2LA
h, 0 ≤ n < NT , (3.76)

where θ ∈ (0, 1). Let (vδ(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-
(3.57). Let v[δ be defined by (3.58). Then we have the spatial estimate

E
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R

[
(f̄nL − f̄nK)Φn

K→L(ξ) + (fnL − fnK)Φn

K→L(ξ)
]
dξ

≤ 1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(TN ) + D0T

θ
, (3.77)

and the two following temporal estimates :

E
NT−1∑
n=0

∥∥∥v[δ(tn+1)− vδ(tn)
∥∥∥2

L2(TN )
≤ 1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(TN ) + D0T

θ
, (3.78)

and

E
NT−1∑
n=0
‖vδ(tn+1)− vδ(tn)‖2

L2(TN ) ≤
1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(TN ) + 2D0T

θ
. (3.79)
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3.1.5.3 Proof of Proposition 60, Proposition 61, Corollary 62

Proof of Proposition 60. We multiply first (3.35) by ξ and sum the result over
K ∈ T /ZN and ξ ∈ R to get the following balance equation

1
2‖v

[
δ(tn+1)‖2

L2(TN ) + ∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R
mn
K(ξ)dξ = 1

2‖vδ(tn)‖2
L2(TN ). (3.80)

We have used Remark 59 to justify the integration by parts in the term with the
measure mn

K . The term ∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ) (3.81)

related to the flux term in (3.35) has vanished. Indeed, (3.81) is equal to

1
2

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ) + anL→K(ξ) (3.82)

by relabelling of the indexes of summation. All the arguments in (3.82) cancel in-
dividually in virtue of the conservative symmetry property (3.21) of AK→L(v, w).
Indeed, one can check that aK→L inherits this property, i.e.

aK→L(ξ, v, w) = −aL→K(ξ, w, v), K, L ∈ T , v, w ∈ R, (3.83)

thanks to the explicit formula (3.41). To obtain the equation for the balance of
energy corresponding to the stochastic forcing, we use the equation

vn+1
K = v

n+1/2
K + (∆tn)1/2gk,K(vnK)Xn+1

k , (3.84)

which follows from the equation of the scheme (3.22) and the definition of vn+1/2
K

by (3.34). Taking the square of both sides of (3.84) and using the independence
of Xn+1

k and vn+1/2
K , we obtain the identity

1
2E‖vδ(tn+1)‖2

L2(TN ) = 1
2E‖v

[
δ(tn+1)‖2

L2(TN ) + ∆tn
2 E

∑
K∈T /ZN

|K|
∑
k≥1
|gk,K(vnK)|2.

(3.85)
Adding (3.80) to (3.85) gives (3.69).

Remark 63. Note that (3.84) also gives

1
2E‖vδ(tn+1)− v[δ(tn+1)‖2

L2(TN ) = ∆tn
2 E

∑
K∈T /ZN

|K|
∑
k≥1
|gk,K(vnK)|2, (3.86)

for all 0 ≤ n ≤ NT .
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Proof of Proposition 61. We begin with the proof of the estimates (3.71) and
(3.72). Multiplying Equation (3.35) by f̄nK := 1− fnK , we obtain

|K|f̄nK(ξ)fn+1/2
K (ξ) + ∆tnf̄nK(ξ)

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ) = |K|∆tn f̄nK(ξ)∂ξmn
K(ξ). (3.87)

Next, we multiply (3.87) by (ξ − vnK) and sum the result over ξ, K. We use the
first identity∫

R
(ξ − vnK)f̄nK(ξ)∂ξmn

K(ξ)dξ =
∫
R
(ξ − vnK)+∂ξm

n
K(ξ)dξ = −

∫
R

f̄nK(ξ)mn
K(ξ)dξ,

(3.88)
(once again, we use the fact thatmn

K is compactly supported to do the integration
by parts in (3.88), cf. Remark 59) and the second identity∫

R
(ξ − vnK)f̄nK(ξ)fn+1/2

K (ξ)dξ = 1
2(vn+1/2

K − vnK)2
+,

to obtain

1
2

∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)
]
+

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

f̄nK(ξ)mn
K(ξ)dξ

= −∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R
(ξ − vnK)+a

n
K→L(ξ)dξ. (3.89)

We transform the right-hand side of (3.89) by integration by parts in ξ : this gives,
thanks to (3.45)-(3.46), the term

−∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R

f̄nK(ξ)Φn
K→L(ξ)dξ. (3.90)

Then we can relabel the indices in (3.90) and use the conservative symmetry
relation (consequence of (3.83))

ΦK→L(ξ, v, w) = −ΦL→K(ξ, w, v), (3.91)

to see that

1
2

∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)
]
+

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

f̄nK(ξ)mn
K(ξ)dξ

= 1
2∆tn

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R
(f̄nL(ξ)− f̄nK(ξ))Φn

K→L(ξ)dξ. (3.92)

Note that the integrand (f̄nL(ξ) − f̄nK(ξ))Φn
K→L(ξ) is non-negative thanks to the

monotonicity properties of AK→L and (3.47). At this stage, in order to deduce
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(3.71) from (3.92), we have to prove that, under the CFL condition (3.70), a
fraction of the right-hand side of (3.92) controls the term

1
2

∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)
]

+

∥∥∥∥2

L2(T)
,

(see the estimate (3.97) below). To this end, we integrate Equation (3.87) over
ξ ∈ R. This gives

|K|
[
v
n+1/2
K − vnK

]
+

+ ∆tn
∑

L∈N (K)

∫
R

f̄nK(ξ)anK→L(ξ)dξ ≤ 0, (3.93)

which reads also

|K|
[
v
n+1/2
K − vnK

]
+
≤ −∆tn

∑
L∈N (K)

Φn
K→L(vnK)

by (3.46) (note that it is also the discrete entropy inequality (3.48) with ξ = vnK).
Taking the square, using the Cauchy-Schwarz Inequality and summing over K ∈
T /ZN , we deduce that∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)

]
+

∥∥∥∥2

L2(TN )
≤ ∆tn

∑
K∈T /ZN

∆tn
|∂K|
|K|

∑
L∈N (K)

|Φn
K→L(vnK)|2
|K|L|

. (3.94)

Next, we note that |Φn
K→L(vnK)|2 is non-trivial only if vnK < vnL. In that case, it can

be decomposed as

|Φn
K→L(vnK)|2 = −2

∫ vnL

vnK

Φn
K→L(ξ)∂ξΦn

K→L(ξ)dξ = 2
∫ vnL

vnK

Φn
K→L(ξ)anK→L(ξ)dξ,

(3.95)
which is bounded by

2 sup
ξ∈R
|anK→L(ξ)|

∫ vnL

vnK

|Φn
K→L(ξ)|dξ = 2 sup

ξ∈R
|anK→L(ξ)|

∫
R
(f̄nL − f̄nK)Φn

K→L(ξ)dξ.

(3.96)
Under the CFL condition (3.70), the estimate (3.94) can be completed into

1
2

∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)
]
+

∥∥∥∥2

L2(TN )

≤ (1− θ)1
2∆tn

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R
(f̄nL(ξ)− f̄nK(ξ))Φn

K→L(ξ)dξ. (3.97)

Using (3.92) then, we deduce the two estimates (3.71)-(3.72).
To prove the estimates (3.74) and (3.75), we proceed similarly : we start from the
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following equation on f̄nK , which is equivalent to (3.35) :

|K|(f̄n+1/2
K (ξ)− f̄nK(ξ)) + ∆tn

∑
L∈N (K)

ānK→L(ξ) = −|K|∆tn ∂ξmn
K(ξ). (3.98)

Then we multiply Eq. (3.98) by fnK , to obtain

|K|fnK f̄n+1/2
K (ξ) + ∆tn

∑
L∈N (K)

fnK ā
n
K→L(ξ) = −|K|∆tn fnK∂ξm

n
K(ξ), (3.99)

which is the analogue to (3.87). In a first step, we multiply (3.99) by (vnK − ξ) and
sum the result over ξ ∈ R, K ∈ T /ZN . This gives (compare to (3.89)-(3.92))

1
2

∥∥∥∥[v[δ(tn+1)− vδ(tn)
]
−

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

fnK(ξ)mn
K(ξ)dξ

=−∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

fnKΦn

K→L(ξ)

=1
2∆tn

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

(fnL − fnK)Φn

K→L(ξ). (3.100)

To conclude to (3.74)-(3.75) under the CFL condition (3.73), we proceed as
in (3.93)-(3.97) above, with the minor difference that, instead of the identity
∂ξΦ

n

K→L(ξ) = ānK→L(ξ), we use the formula ∂ξΦ
n

K→L(ξ) = b̄nK→L(ξ, ξ) (see (3.66))
when we develop |Φn

K→L(vnK)|2.

Remark 64. A slight modification of the lines (3.95)-(3.96) in the proof above
shows that

|Φn
K→L(ξ ∨ vnK)|2 ≤ 2 sup

ξ∈R
|anK→L(ξ)|

∫
R
(f̄nL − f̄nK)Φn

K→L(ξ)dξ, (3.101)

for all ξ ∈ R. This estimate will be used in the proof of Lemma 69 below.

Proof of Corollary 62. Assume that (3.76) is satisfied. It is clear, in virtue of the
estimate (3.56) and the bound (3.62) and (3.67) on anK→L and b̄nK→L, that (3.76)
implies the CFL conditions (3.70) and (3.73). Besides, due to (3.27), we have the
bound ∑

K∈T /ZN
|K|

∑
k≥1
|gk,K(vnK)|2 ≤ D0. (3.102)

This gives
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∑
k≥1
|gk,K(vnK)|2 ≤ D0T,
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which, inserted in the energy estimate (3.69), shows that

EE(T ) ≤ 1
2‖vδ(0)‖2

L2(TN ) + 1
2D0T.

By addition of the estimates (3.71)-(3.74) and (3.72)-(3.75) respectively, we obtain
therefore (3.77) and (3.78). There remains to prove (3.79). For that purpose, we
use (3.86) and (3.102) to obtain

E‖vδ(tn+1)− v[δ(tn+1)‖2
L2(TN ) = E‖vδ(tn+1)‖2

L2(TN ) − E‖v[δ(tn+1)‖2
L2(TN ) ≤ D0∆tn.

(3.103)
Summing (3.103) over 0 ≤ n < NT and using (3.78) yields (3.79).

3.1.6 Approximate kinetic equation
3.1.6.1 Discrete unknown

In this section we will show that, when δ → 0, some discrete kinetic unknowns
fδ associated to the scheme (3.22) are approximate kinetic solutions. There may
be several ways to define fδ : it depends for example on the manner in which the
discrete data fnK are assembled by interpolation. One of the constraints due to
our definition of approximate kinetic solution is the formulation “at fixed t" (3.15)
(in opposition to a formulation which would be weak in time). To establish such
a formulation in our context, a minimal amount of regularity of the function t 7→
fδ(t) is required (in particular, for all ϕ, 〈fδ(t), ϕ〉 should be a càdlàg process).
For t ∈ [tn, tn+1), we will therefore consider the function fδ(t) defined as the
interpolation

fδ(x, t, ξ) = t− tn
∆tn

1v]
δ
(x,t)>ξ + tn+1 − t

∆tn
1vδ(x,t)>ξ, ξ ∈ R, x ∈ TN (3.104)

where v]δ(x, t) is given by

v]δ(x, t) = v
n+1/2
K + gk,K(vnK)(βk(t)− βk(tn)), tn ≤ t < tn+1, x ∈ K. (3.105)

We set v]K(t) = v]δ(x, t), x ∈ K. Then, for t ∈ [tn, tn+1) , t 7→ v]K(t) is itself
an interpolation between v

n+1/2
K and vn+1

K . We also denote by fδ the piecewise
constant function

fδ(x, t, ξ) = fnK = 1vδ(x,t)>ξ, x ∈ K, t ∈ [tn, tn+1). (3.106)

We check first that fδ and fδ are close to each other.

Lemma 65. Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0. Assume that (3.3), (3.4), (3.6), (3.19),
and (3.76) are satisfied. For δ ∈ dT , assume (3.54) and (3.55). Let (vδ(t)) be
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the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-(3.57) and let fδ, fδ be defined by
(3.104)-(3.106). Then

E
∫ T

0

∫
TN

∣∣∣∣∫
R
|fδ(x, t, ξ)− fδ(x, t, ξ)|dξ

∣∣∣∣2 dxdt
≤
[
θ−1‖vδ(0)‖2

L2(TN ) +D0T (1 + θ−1)
] [

sup
0≤n<NT

∆tn
]
. (3.107)

Proof of Lemma 65. Since

fδ(t)− fδ(t) = t− tn
∆tn

(1v]
δ
(t)>ξ − 1vδ(t)>ξ),

for t ∈ [tn, tn+1) and since the factor t−tn
∆tn is less than 1, the quantity we want to

estimate is bounded by the following L2-norm :

E
∫ T

0

∫
TN

∣∣∣∣∫
R
|fδ(x, t, ξ)− fδ(x, t, ξ)|dξ

∣∣∣∣2 dxdt ≤ E
∫ T

0
‖v]δ(t)− vδ(t)‖2

L2(TN )dt.

(3.108)
By definition of v]δ(t) and independence and (3.27), we obtain

E
∫ T

0

∫
TN

∣∣∣∣∫
R
|fδ(x, t, ξ)− fδ(x, t, ξ)|dξ

∣∣∣∣2 dxdt ≤ D0

NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
|t− tn|dt

+ E
NT−1∑
n=0

∆tn
∥∥∥v[δ(tn+1)− vδ(tn)

∥∥∥2

L2(TN )
.

Using the temporal estimate (3.78), we deduce (3.107).

Remark 66. Note for a future use (cf. (3.149)) that we have just proved the
estimate

E
∫ T

0
‖v]δ(t)− vδ(t)‖2

L2(TN )dt ≤
[
θ−1‖vδ(0)‖2

L2(TN ) +D0T (1 + θ−1)
] [

sup
0≤n<NT

∆tn
]

(3.109)

To fδ we will associate the Young measure

νδx,t(ξ) := −∂ξfδ(x, t, ξ) = t− tn
∆tn

δ(ξ = v]δ(x, t)) + tn+1 − t
∆tn

δ(ξ = vδ(x, t)), (3.110)

We also denote by mδ the discrete random measure given by

dmδ(x, t, ξ) =
NT−1∑
n=0

∑
K∈T

1K×[tn,tn+1)(x, t)mn
K(ξ) dxdtdξ. (3.111)
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Recall the definitions (3.51)-(3.52) (definition of the set of mesh parameter dT in
particular), that we will use in all the section.

Proposition 67 (Discrete kinetic equation). Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0. Assume
that (3.3), (3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. For δ ∈ dT , assume (3.54)
and (3.55). Let (vδ(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-(3.57)
and let fδ, νδ, mδ be defined by (3.104), (3.110), (3.111) respectively. Then fδ
satisfies the following discrete kinetic formulation : for all t ∈ [tn, tn+1], x ∈ K,
for all ψ ∈ C1

c (R),

〈fδ(x, t), ψ〉 − 〈fδ(x, tn), ψ〉

=− 1
|K|

∫ t

tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)ψ(ξ)dξds−
∫ t

tn

∫
R
∂ξψ(ξ)mn

K(ξ)dξds

+ t− tn
∆tn

∫ t

tn
gk,K(vnK)ψ(v]δ(x, s))dβk(s) + 1

2
t− tn
∆tn

∫ t

tn
G2
K(vnK)∂ξψ(v]δ(x, s))ds.

(3.112)

In (3.112), 〈fδ(x, t), ψ〉 stands for the product∫
R
fδ(x, t, ξ)ψ(ξ)dξ.

Proof of Proposition 67. Let Ψ be a primitive of ψ and let x ∈ K, t ∈ [tn, tn+1).
By definition of fδ, see Equation (3.104), we have

〈fδ(x, t), ψ〉 − 〈fδ(x, tn), ψ〉 = t− tn
∆tn

[
Ψ(v](x, t))−Ψ(vδ(x, t))

]
,

which we decompose as the sum of two terms :

t− tn
∆tn

[
Ψ(v](x, t))−Ψ(v[(x, tn+1))

]
, (3.113)

and
t− tn
∆tn

[
Ψ(v[(x, tn+1))−Ψ(vδ(x, t))

]
. (3.114)

We use first the deterministic kinetic formulation (3.35), which we multiply by
ψ(ξ). By integration over ξ ∈ R, it gives

(3.114) = − 1
|K|

∫ t

tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)ψ(ξ)dξds−
∫ t

tn

∫
R
∂ξψ(ξ)mn

K(ξ)dξds.

(3.115)
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By Itô’s Formula on the other hand (cf. (3.105)), the term (3.113) is equal to

t− tn
∆tn

∫ t

tn
gk,K(vnK)ψ(v]δ(x, s))dβk(s)+ 1

2
t− tn
∆tn

∫ t

tn
G2
K(vnK)∂ξψ(v]δ(x, s))ds. (3.116)

Summing (3.115) and (3.116), we obtain (3.112).

We will prove now that the Finite Volume scheme (3.22) is consistent with (3.1).
Indeed, we will show, thanks to the estimates obtained in Section 3.1.5, that an
approximate kinetic equation for fδ in the sense of (3.15) can be deduced from
the discrete kinetic formulation (3.112).

Proposition 68 (Approximate kinetic equation). Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0.
Assume that (3.3), (3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. For δ ∈ dT , assume
(3.54) and (3.55). Let (vδ(t)) be the numerical unknown defined by (3.22)-(3.23)-
(3.57) and let fδ, νδ, mδ be defined by (3.104), (3.110), (3.111) respectively. If (δm)
is a sequence in dT which tends to zero according to (3.52), then (fδm) is a sequence
of approximate solutions to (3.1) of order d = 2. Besides, (fδm(0)) converges to
the equilibrium function f0 = 1u0>ξ in L∞(TN × R)-weak-*.

Proof of Proposition 68. The last assertion is clear : (fδm(0)) converges to the
equilibrium function f0 = 1u0>ξ in L∞(TN×R)-weak-* since, by (3.23), vδm(0)→
u0 a.e. on TN . We will show for all t ∈ [0, T ], for all ϕ ∈ C∞c (TN×R), the equality
called

(3.117)

〈fδ(t), ϕ〉 =〈fδ(0), ϕ〉 −
∫∫∫

TN×[0,t]×R
∂ξϕ(x, ξ)dmδ(x, s, ξ) + εδ(t, ϕ)

+
∫ t

0
〈fδ(s), a(ξ)∇xϕ〉ds (3.118)

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνδx,s(ξ)dxdβk(s) (3.119)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνδx,s(ξ)dxds, (3.120)

where the error term εδ(t, ϕ) satisfies

lim
δ→0

E
[

sup
t∈[0,T ]

|εδ(t, ϕ)|2
]

= 0, (3.121)

for all ϕ ∈ C2
c (TN × R). Note that the convergence in probability (3.14) follows

from (3.121). Given ϕ ∈ C2
c (TN × R), we introduce the averages over the cells

K ∈ T
ϕK(ξ) = 1

|K|

∫
|K|
ϕ(x, ξ)dx, ξ ∈ R. (3.122)
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To prove (3.117), we apply the discrete kinetic equation (3.112) to ξ 7→ ϕ(x, ξ) for
a fixed x ∈ K. Then we sum the result over x ∈ TN . By the telescopic formula

〈fδ(x, t), ϕ〉 − 〈fδ(x, 0), ϕ〉 =
NT−1∑
n=0
〈fδ(x, t ∧ tn+1), ϕ〉 − 〈fδ(x, t ∧ tn), ϕ〉,

we obtain

〈fδ(t), ϕ〉 =〈fδ(x, 0), ϕ〉 −
∫∫∫

TN×[0,t]×R
∂ξϕ(ξ)dmδ(x, s, ξ)

−
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ t∧tn+1

t∧tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)ϕK(ξ)dsdξ (3.123)

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R×R

gk,δ(x, ξ)ϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)dβk(s) (3.124)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R×R

G2
δ(x, ξ)∂ξϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)ds, (3.125)

where the measure µδx,s,t on R× R is defined by

〈µδx,s,t, ψ〉 =
NT−1∑
n=0

t ∧ tn+1 − t ∧ tn
∆tn

1[tn,tn+1)(s)ψ(vδ(x, s), v]δ(x, s)), ψ ∈ Cb(R2),

(3.126)
and the discrete coefficient gk,δ(x, ξ) is equal to gk,K(ξ) (cf. (3.26)) when x ∈ K
(similarly, Gδ(x, ξ) := GK(ξ), x ∈ K). Note that µδx,s,t is simply the Dirac mass at
(vδ(x, s), v]δ(x, s)), except when tl ≤ s ≤ t (where l is the index such that tl ≤ t <
tl+1), in which case it is the same Dirac mass, with an additional multiplicative
factor t−tl

∆tl
.

The term (3.123) is a discrete space derivative : we will show that it is an ap-
proximation of the term (3.118). The two terms (3.124) and (3.125) are close
to (3.119) and (3.120) respectively. We analyse those terms separately (see Sec-
tion 3.1.6.2, Section 3.1.6.3). The conclusion of the proof of Proposition 68 is
given in Section 3.1.6.4.

3.1.6.2 Space consistency

Lemma 69. Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0 and δ ∈ dT . Assume that (3.4), (3.6),
(3.19), (3.54), (3.55) and (3.76) are satisfied. Then, for all ϕ ∈ C2

c (TN × R), we
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have∫
TN

∫ t

0

∫
R
a(ξ) · ∇xϕfδ(s)dxdsdξ

=−
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ t∧tn+1

t∧tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)ϕK(ξ)dξ + εδspace,0(t, ϕ) + εδspace,1(t, ϕ),

(3.127)

for all t ∈ [0, T ], with the estimates

E sup
t∈[0,T ]

|εδspace,0(t, ϕ)|2

≤ T |LA|2‖∇xϕ‖2
L∞
x,ξ

[1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(TN ) +D0T
(

1 + 1
θ

)]
sup

0≤n<NT
∆tn,

(3.128)

and, for all compact Λ ⊂ R, for all ϕ ∈ C∞c (TN × R) supported in TN × Λ,

E sup
t∈[0,T ]

|εδspace,1(t, ϕ)|2 ≤ 16LAT
α2
N

|Λ|2‖∂ξ∇xϕ‖2
L∞
x,ξ

[1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(TN ) + 2D0T

θ

]
h.

(3.129)

Proof of Lemma 69. To begin with, we replace fδ by fδ in the left-hand side of
(3.127). This accounts for the first error term

εδspace,0(t, ϕ) =
∫
TN

∫ t

0

∫
R
a(ξ) ·∇xϕ(fδ(s)− fδ(s))dxdsdξ.

Thanks to Lemma 65, we have the estimate (3.128) for εδspace,0(t, ϕ). Then, we use
the following development :∫

TN

∫ t

0

∫
R
a(ξ) ·∇xϕfδ(s))dxdsdξ

=
NT−1∑
n=0

∫ t∧tn+1

t∧tn

∫
R

∑
K∈N (K)

∫
K
a(ξ) ·∇xϕfδ(s)dxdsdξ, (3.130)

Since fδ(s) has a constant value fnK in K × [tn, tn+1), we obtain, thanks to the
Stokes formula,∫

TN

∫ t

0

∫
R
a(ξ) ·∇xϕfδ(s)dxdsdξ

=
NT−1∑
n=0

∫ t∧tn+1

t∧tn

∫
R

∑
K∈N (K)

∑
L∈N (K)

a∗K→L(ξ)ϕK|LfnKdsdξ, (3.131)
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where a∗K→L(ξ) is defined by (3.30) and ϕK|L is the mean-value of ϕ over K|L :

ϕK|L(ξ) = 1
|K|L|

∫
K|L

ϕ(x, ξ)dHN−1(x).

We add a corrective term to (3.131) to obtain∫
TN

∫ t

0

∫
R
a(ξ) ·∇xϕfδ(s)dxdsdξ

=
NT−1∑
n=0

∫ t∧tn+1

t∧tn

∫
R

∑
K∈N (K)

∑
L∈N (K)

a∗K→L(ξ)(ϕK|L − ϕK)fnKdsdξ.

(3.132)

Equation (3.132) follows indeed from (3.131) by the anti-symmetry property
(3.83) of aK→L. Note that Equation (3.132) is more natural than Equation (3.131)
(when one has in mind the decomposition of a volume integral over each cell
K), by use of the correspondence

a(ξ) ·∇xϕ '
∑

L∈N (K)
a∗K→L(ξ)(ϕK|L − ϕK) in K.

By (3.83), the discrete convective term in (3.123) is

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ t∧tn+1

t∧tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)(ϕK|L − ϕK)dsdξ. (3.133)

To estimate how close is the right-hand side of (3.132) to (3.133), we have to
compare anK→L(ξ) and a∗K→L(ξ)fnK(ξ). Let γ ∈ W 1,1(Rξ). If vnK ≤ vnL, then∫

R
γ(ξ) [a∗K→L(ξ)fnK(ξ)− anK→L(ξ)] dξ = −

∫
R
γ(ξ)f̄nK(ξ)anK→L(ξ)dξ (3.134)

by the consistency hypothesis (3.39) and the support condition (3.44). Using an
integration by parts and (3.45), we obtain∫

R
γ(ξ) [a∗K→L(ξ)fnK(ξ)− anK→L(ξ)] dξ =

∫
R
γ′(ξ)Φn

K→L(ξ ∨ vnK)dξ. (3.135)

Similarly, if vnL ≤ vnK , then∫
R
γ(ξ) [a∗K→L(ξ)fnK(ξ)− anK→L(ξ)] dξ = −

∫
R
γ′(ξ)Φn

K→L(ξ ∧ vnK)dξ. (3.136)
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We deduce that (3.127) is satisfied with an error term

εδspace,1(t, ϕ) :=
∫
TN

∫ t

0

∫
R
a(ξ) ·∇xϕ fδ(s)dxdsdξ

+
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ t∧tn+1

t∧tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L(ξ)ϕK(ξ)dξ, (3.137)

which is bounded as follows :

|εδspace,1(t, ϕ)| ≤
NT−1∑
n=0

∫ t∧tn+1

t∧tn

∑
K∈T /ZN

∫
R

∑
L∈N (K)

|∂ξϕK|L − ∂ξϕK |

×
[
1vnK≤vnL|Φ

n
K→L(ξ ∨ vnK)|+ 1vnL<vnK |Φ

n

K→L(ξ ∧ vnK)|
]
dξ,

(3.138)

By (3.53), we have

|∂ξϕK|L(ξ)− ∂ξϕK(ξ)| ≤ ‖∂ξ∇xϕ( · , ξ)‖L∞x h,

for all ξ ∈ R. If ϕ is compactly supported in TN × Λ, we obtain thus the bound

|εδspace,1(t, ϕ)| ≤ ‖∂ξ∇xϕ‖L∞
x,ξ
|Λ|Bspace h, (3.139)

where Bspace is equal to

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

[
1vnK≤vnL sup

ξ∈R
|Φn

K→L(ξ ∨ vnK)|+ 1vnL<vnK sup
ξ∈R
|Φn

K→L(ξ ∧ vnK)|
]
.

We seek for a bound of order h−1/2 on Bspace. For notational convenience we will
estimate only the first part

B1
space :=

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL sup
ξ∈R
|Φn

K→L(ξ ∨ vnK)|,

since the bound on the second part in Bspace will be similar. By the Cauchy
Schwarz inequality, we have

E|B1
space|2 ≤

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|∂K|

× E
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL
|K|L|

sup
ξ∈R
|Φn

K→L(ξ ∨ vnK)|2.
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We use the estimate (3.101), which gives

|Φn
K→L(ξ ∨ vnK)|2 ≤ 2LA|K|L|

∫
R
(f̄nL − f̄nK)Φn

K→L(ξ)dξ,

thanks to (3.62). We also use (3.56), and get

E|B1
space|2 ≤

2LAT
α2
Nh

E
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∫
R
(f̄nL − f̄nK)Φn

K→L(ξ)dξ.

With (3.77) and (3.139), we conclude to (3.129).

3.1.6.3 Stochastic terms

Lemma 70. Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0 and δ ∈ dT . Assume that (3.4), (3.6), (3.19)
and (3.76) are satisfied. Then, for all ϕ ∈ C2

c (TN × R), we have∫ t

0

∫
TN

∫
R×R

gk,δ(x, ξ)ϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)dβk(s)

=
∫ t

0

∫
TN

∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνδx,s(ξ)dxdβk(s) + εδW,1(t, ϕ) + εδW,2(t, ϕ), (3.140)

and ∫ t

0

∫
TN

∫
R×R

G2
δ(x, ξ)∂ξϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)ds

=
∫ t

0

∫
TN

∫
R

G2(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνδx,s(ξ)dxds+ εδW,3(t, ϕ) + εδW,4(t, ϕ), (3.141)

where

E
[

sup
t∈[0,T ]

|εδW,1(t, ϕ)|2
]
≤4D1T‖ϕ‖2

L∞
x,ξ
h2 + 2D0‖ϕ‖2

L∞
x,ξ

[
sup

0≤n<NT
∆tn

]
, (3.142)

E
[

sup
t∈[0,T ]

|εδW,3(t, ϕ)|2
]
≤4D1T‖∂ξϕ‖2

L∞
x,ξ
h2 + 2D0‖∂ξϕ‖2

L∞
x,ξ

[
sup

0≤n<NT
∆tn

]
, (3.143)

and

E
[

sup
t∈[0,T ]

|εδW,2(t, ϕ)|2
]
≤2D0‖ϕ‖2

L∞
x,ξ

[
sup

0≤n<NT
∆tn

]

+ 8
{
D1‖ϕ‖2

L∞x,v
+D0‖∂ξϕ‖2

L∞
x,ξ

}

×
[1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(T) + 3D0T

θ

] [
sup

0≤n<NT
∆tn

]1/2

. (3.144)
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Eventually, εδW,4(t, ϕ) satisfies the same estimate as εδW,2(t, ϕ) with ∂ξϕ instead of
ϕ in the right-hand side of (3.144).

Proof of Lemma 70. Define

εδW,1(t, ϕ) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R×R

[gk,δ(x, ξ)− gk(x, ξ)]ϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)dxdβk(s),

and let εδW,2(t, ϕ) be equal to

∫ t

0

∫
TN

[∫
R×R

gk(x, ξ)ϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)−
∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνδx,s(ξ)

]
dxdβk(s).

Then (3.140) is satisfied. Note that n 7→ εδW,1(tn, ϕ) is a (Ftn)-martingale. By
Doob’s Inequality, Jensen’s Inequality (note that µδx,s,t(R×R) ≤ 1) and (3.28), we
deduce

E
[

sup
0≤n<NT

|εδW,1(tn, ϕ)|2
]

≤4E
∫ tNT

0

∣∣∣∣∫
TN

∫
R×R

[gk,δ(x, ξ)− gk(x, ξ)]ϕ(x, ζ)dµδx,s,tNT (ξ, ζ)
∣∣∣∣2 dxds

≤4E
∫ tNT

0

∫
TN

∫
R×R
|gk,δ(x, ξ)− gk(x, ξ)|2 dµδx,s,t(ξ, ζ)dxds‖ϕ‖2

L∞
x,ξ

≤4D1T‖ϕ‖2
L∞
x,ξ
h2.

Besides, we see, using Itô’s Isometry, and (3.2), (3.27), that

E
[

sup
t∈[tn,tn+1)

|εδW,1(t, ϕ)− εδW,1(tn, ϕ)|2
]

≤E
∫ tn+1

tn

∣∣∣∣∫
TN

∫
R×R

[gk,δ(x, vδ(s, x))− gk(x, vδ(s, x))]ϕ(x, v]δ(s, x))
∣∣∣∣2 dxds

≤2D0‖ϕ‖2
L∞
x,ξ

[
sup

0≤n<NT
∆tn

]
.

Similarly, we have

E
[

sup
t∈[0,T ]

|εδW,2(t, ϕ)|2
]
≤ 2D0‖ϕ‖2

L∞
x,ξ

[
sup

0≤n<NT
∆tn

]
+ E

[
sup

0≤n<NT
|εδW,2(tn, ϕ)|2

]
.

Using Doob’s Inequality, we obtain

E
[

sup
t∈[0,T ]

|εδW,2(t, ϕ)|2
]
≤ 2D0‖ϕ‖2

L∞
x,ξ

[
sup

0≤n<NT
∆tn

]
+ 4E|εδW,2(tNT , ϕ)|2.
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By Itô’s Formula, E|εδW,2(tNT , ϕ)|2 is bounded from above by

E
∫ tNT

0

∫
TN

∑
k≥1

∣∣∣∣∫
R×R

gk(x, ξ)ϕ(x, ζ)dµδx,s,tNT (ξ, ζ)−
∫
R
gk(x, ξ)ϕ(x, ξ)dνδx,s(ξ)

∣∣∣∣2 dxds.
(3.145)

We have, for t ∈ [0, T ), t ∈ [tn, tn+1), n < NT , and ψ ∈ Cb(R× R),

〈µδx,t,tNT , ψ〉 =〈νx,t ⊗ νx,t, ψ〉 −
t− tn
∆tn

[
ψ(v]δ(x, t), v

]
δ(x, t))− ψ(vδ(x, t), v]δ(x, t))

]
− tn+1 − t

∆tn

[
ψ(vδ(x, t), vδ(x, t))− ψ(vδ(x, t), v]δ(x, t))

]
.

We estimate therefore (3.145) by the two terms

2E
∑

0≤n<NT

∫ tn+1

tn

∫
TN

∑
k≥1

∣∣∣gk(x, v]δ(x, t))− gk(x, vδ(x, t))∣∣∣2 |ϕ(x, ξ)|2dxdt, (3.146)

and

2E
∑

0≤n<NT

∫ tn+1

tn

∫
TN

∑
k≥1

∣∣∣ϕ(x, v]δ(x, t))− ϕ(x, vδ(x, t))
∣∣∣2 |gk(x, vδ(x, t))|2dxdt.

(3.147)
Note that (3.3) gives, for all η > 0, and v, v ∈ R,

∑
k≥1
|gk(x, v)− gk(x, v)|2 ≤ D1|v − v| ≤ D1

(
η + 1

η
|v − v|2

)
. (3.148)

In virtue of (3.148), we can bound (3.146) by

2D1‖ϕ‖2
L∞x,v

[
η + 1

η
E
∫ T

0
‖v]δ(t)− vδ(t)‖2

L2(TN )2dt

]
.

Using (3.109) and taking η =
[
sup0≤n<NT ∆tn

]1/2
, we deduce that (3.146) is boun-

ded by

2D1‖ϕ‖2
L∞
x,ξ

[1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(TN ) + 3D0T

θ

] [
sup

0≤n<NT
∆tn

]1/2

. (3.149)

An estimate on (3.147) is obtained as follows : (3.147) is bounded by

2D0‖∂ξϕ‖2
L∞
x,ξ
E
∫ T

0
‖v]δ(t)− vδ(t)‖2

L2(TN )2dt.
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Using (3.109) gives an estimate on (3.147) from above by

2D0‖∂ξϕ‖2
L∞
x,ξ

[1
θ
‖vδ(0)‖2

L2(TN ) + 3D0T

θ

] [
sup

0≤n<NT
∆tn

]
. (3.150)

Next, we denote by εδW,3(t, ϕ) and εδW,4(t, ϕ) the error terms

∫ t

0

∫
TN

∫
R×R

[
G2
k,δ(x, ξ)−G2

k(x, ξ)
]
∂ξϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)dxds,∫ t

0

∫
TN

[∫
R×R

G2
k(x, ξ)∂ξϕ(x, ζ)dµδx,s,t(ξ, ζ)−

∫
R

G2
k(x, ξ)∂ξϕ(x, ξ)dνδx,s(ξ)

]
dxds.

We have, for x ∈ K, η > 0,

|G2
k,δ(x, ξ)−G2

k(x, ξ)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

(gk,K(ξ)− gk(x, ξ))(gk,K(ξ) + gk(x, ξ))

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2η
∑
k≥1
|gk,K(ξ)− gk(x, ξ)|2 + η

∑
k≥1
|gk,K(ξ)|2 + |gk(x, ξ)|2.

Using (3.28), (3.2) and (3.27) and taking η = h, we see that

|G2
k,δ(x, ξ)−G2

k(x, ξ)| ≤ (D0 +D1)h. (3.151)

This is sufficient to obtain (3.143) and the last statement of the lemma (estimate
on εδW,4(t, ϕ)).

3.1.6.4 Conclusion

To conclude, let us set

εδ(ϕ) =
4∑
j=1

εδW,j(t, ϕ)− εδspace,0(t, ϕ)− εδspace,1(t, ϕ).

Then the approximate kinetic equation (3.117) follows from the discrete kine-
tic equation (3.125) and from the consistency estimates (3.127)-(3.140)-(3.141).
Since ‖vδ(0)‖L2(TN ) ≤ ‖u0‖L2(TN ) (the projection (3.23) onto piecewise-constant
functions is an orthogonal projection in L2(TN)), it follows from the error esti-
mates (3.128), (3.129), (3.142), (3.143), (3.144) and from the CFL condition (3.76)
that

E
[

sup
t∈[0,T ]

|εδ(t, ϕ)|2
]
≤ C(ϕ)|δ|1/2,

where C(ϕ) is a constant that depends on ‖u0‖L2(TN ), on D0, D1, LA, on the
parameter θ in (3.76), on T , on |Λ|, where Λ is the support of ϕ, and on the
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norms ‖∂jixi∂
k
ξϕ‖L∞(TN×R) with ji + k ≤ 2.

3.1.7 Convergence
To apply Theorem 55 on the basis of Proposition 68, we need to establish some
additional estimates on the numerical Young measure νδ and on the numeri-
cal random measure mδ. This is done in Section 3.1.7.1. We conclude with the
convergence of the Finite Volume method in Section 3.1.7, Theorem 74.

3.1.7.1 Additional estimates

Tightness of (νδ)

Lemma 71 (Tightness of (νδ)). Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0 and δ ∈ dT . Assume that
(3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. Let (vδ(t)) be the numerical unknown
defined by (3.22)-(3.23)-(3.57) and let νδ be defined by (3.110). Let p ∈ [1,+∞).
We have

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R
(1 + |ξ|p)dνδx,t(ξ)dx

)
≤ Cp, (3.152)

where Cp is a constant depending on D0, p, T and ‖u0‖L∞(TN ) only.

Proof of Lemma 71. It is sufficient to do the proof for p ∈ 2N∗ since 1 + |ξ|p ≤
2(1 + |ξ|q) for all ξ ∈ R if q ≥ p. Note that∫

TN

∫
R
|ξ|pdνδx,t(ξ)dx = t− tn

∆tn
‖v]δ(t)‖

p
Lp(TN ) + tn+1 − t

∆tn
‖vδ(t)‖pLp(TN ),

for t ∈ [tn, tn+1). Recall also that v]δ is defined by (3.105). Let

ϕp(ξ) = pξp−1 = ∂ξξ
p ξ ∈ R.

We multiply Equation (3.35) by ϕp(ξ) and sum the result over K, ξ. We obtain
then, thanks to (3.83),

‖v[δ(tn+1)‖pLp(TN ) + p(p− 1)∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R
ξp−2mn

K(ξ)dξ = ‖vδ(tn)‖pLp(TN ).

(3.153)
In particular, we have the Lp estimate

‖v[δ(tn+1)‖pLp(TN ) ≤ ‖vδ(tn)‖pLp(TN ). (3.154)

Let us now estimate the increase of Lp-norm due to the stochastic evolution. By
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Itô’s Formula and (3.105), we have

|vn+1
K |p

= |vn+1/2
K |p+p

∫ tn+1

tn
v]K(t)p−1gk,K(vnK)dβk(t)+

1
2p(p−1)

∫ tn+1

tn
v]K(t)p−2G2

K(vnK)dt,

and thus

‖vδ(tn+1)‖pLp(TN ) = ‖v[δ(tn+1)‖pLp(TN ) + p
∫ tn+1

tn
〈v]δ(t)p−1, γnk 〉L2(TN )dβk(t)

+ 1
2p(p− 1)

∫ tn+1

tn
〈v]δ(t)p−2,Γn〉L2(TN )dt, (3.155)

where
γnk (x) = gk,K(vnK), Γn(x) = G2

K(vnK), x ∈ K.

Using (3.154) and induction, we obtain

‖vδ(T )‖pLp(TN ) ≤ ‖vδ(0)‖pLp(TN ) +MNT +BNT , (3.156)

where (MN) is the martingale

MN = p
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
〈v]δ(t)p−1, γnk 〉L2(TN )dβk(t)

and

BN = 1
2p(p− 1)

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
〈v]δ(t)p−2,Γn〉L2(TN )dt.

Note that the argument 〈v]δ(t)p−2,Γn〉L2(TN ) in BN is non-negative since Γn ≥ 0
and p − 2 ∈ 2N. Consequently, E sup0≤n≤NT Bn = EBNT and we deduce the
following bound

E sup
0≤n≤NT

Bn ≤
1
2p(p− 1)D0

NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
E‖v]δ(t)‖

p−2
Lp−2(TN )dt. (3.157)

We have used (3.27) to obtain (3.157). If p = 2, then E‖v]δ(t)‖
p−2
Lp−2(TN ) = 1

and is therefore bounded. To estimate E‖v]δ(t)‖
p−2
Lp−2(TN ) when p ≥ 4, note that

v]δ(t) = v[δ(tn+1) + znδ (t) for t ∈ (tn, tn+1), where znδ (x, t) := γnk (x)(βk(t) − βk(tn))
is, conditionally to Fn, a Gaussian random variable with variance, for x ∈ K,

E
[
|znK(t)|2|Fn

]
= (t− tn)G2

K(vnK) ≤ D0∆tn
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by (3.27). In particular, we have the bound

E‖znδ (t)‖p−2
Lp−2(TN ) =

∑
K∈T /ZN

|K|E
(
E
[
|znK(t)|p−2|Fn

])
= C(p)

∑
K∈T /ZN

|K|E
(
E
[
|znK(t)|2|Fn

])(p−2)/2
≤ C(p)(D0∆tn)(p−2)/2,

where C(p) is a constant depending on p. It follows, using (3.154), that we have
the estimate

E‖v]δ(t)‖
p−2
Lp−2(TN ) ≤ C(p,D0)

(
1 + E‖v[δ(tn+1)‖p−2

Lp−2(TN )

)
≤ C(p,D0)

(
1 + E‖vδ(tn)‖p−2

Lp−2(TN )

)
,

where C(p,D0) is a constant depending on p and D0. In particular, we have

sup
0≤n<NT

sup
t∈(tn,tn+1)

E‖v]δ(t)‖
p−2
Lp−2(TN ) ≤ C(p,D0)

(
1 + sup

0≤n<NT
E‖vδ(tn)‖p−2

Lp−2(TN )

)
.

(3.158)
By (3.157), we conclude that

E sup
0≤n≤NT

Bn ≤ C(p,D0)T
(

1 + sup
0≤n<NT

E‖vδ(tn)‖p−2
Lp−2(TN )

)
, (3.159)

for possibly a different constant C(p,D0). Let us now turn to the estimate of the
quantity E sup0≤n≤NT |Mn|. The martingale (MN) can be rewritten as a stochas-
tic integral (with an integrand which is a simple function). Consequently, the
quadratic variation of MNT is

〈MNT 〉 = p2
NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∑
k

|〈|v]δ(t)|p−1, γnk 〉L2(TN )|2dt

≤ p2
NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∑
k

‖|v]δ(t)|p−1‖2
L2(TN )‖γnk ‖2

L2(TN )dt

= p2
NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖v]δ(t)‖

2(p−1)
L2(p−1)(TN )‖Γ

n‖L1(TN )dt

≤ p2D0

NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
‖v]δ(t)‖

2(p−1)
L2(p−1)(TN )dt,

by (3.27). Using (3.158) (with 2p instead of p) gives thus

E〈MNT 〉 ≤ p2D0TC(2p,D0)
(

1 + sup
0≤n<NT

E‖vδ(tn)‖2p−2
L2p−2(TN )

)
. (3.160)
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By Burkholder - Davis - Gundy’s Inequality, there exists a constant CBDG such
that

E sup
0≤n≤NT

|Mn| ≤ CBDGE〈MNT 〉1/2.

By Jensen’s Inequality and the estimate (3.160), we obtain

E sup
0≤n≤NT

|Mn| ≤ CBDG(E〈MNT 〉)1/2

≤ CBDGp(D0TC(2p,D0))1/2
(

1 + sup
0≤n<NT

E‖vδ(tn)‖2p−2
L2p−2(TN )

)1/2

.

(3.161)

We can conclude now. Since EMNT = 0, taking expectation in (3.156) (where we
replace NT by n) gives

E‖vδ(tn)‖pLp(TN ) ≤ ‖vδ(0)‖pLp(TN ) + EBn.

Note (see Section 3.1.6.4) that

‖vδ(0)‖Lp(TN ) ≤ ‖u0‖Lp(TN ) ≤ ‖u0‖L∞(TN ).

By (3.159), this gives

sup
0≤n<NT

E‖vδ(tn)‖pLp(TN ) ≤ ‖u0‖pL∞(TN )+C(p,D0)T
(

1 + sup
0≤n<NT

E‖vδ(tn)‖p−2
Lp−2(TN )

)
.

By iteration on p ∈ 2N∗, we deduce, for every such p, that

sup
0≤n<NT

E‖vδ(tn)‖pLp(TN ) ≤ Cp, (3.162)

where the constant Cp depends on p, D0, T and ‖u0‖L∞(TN ). Denote generally
by Cp any such constant, possibly different from line to line, depending only
on p, D0, T and ‖u0‖L∞(TN ). By (3.162) with 2p − 2 instead of p, we have
E sup0≤n≤NT |Mn| ≤ Cp. Then we use (3.159) with p − 2 instead of p to obtain
E sup0≤n≤NT Bn ≤ Cp. By (3.156), we deduce

E sup
0≤n<NT

‖vδ(tn)‖pLp(TN ) ≤ Cp, (3.163)

which concludes the proof of the lemma.

Tightness of (mδ)

Lemma 72 (Tightness of (mδ)). Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0 and δ ∈ dT . Assume that
(3.4), (3.6), (3.19) and (3.76) are satisfied. Let (vδ(t)) be the numerical unknown
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defined by (3.22)-(3.23)-(3.57) and let mδ be defined by (3.111). Then, for all p ≥ 1,
we have

E
∣∣∣∣∣
∫∫∫

TN×[0,T )×R
(1 + |ξ|p)dmδ(x, t, ξ)

∣∣∣∣∣
2

≤ Cp, (3.164)

where Cp is a constant depending on D0, p, T and ‖u0‖L∞(TN ) only.

Proof of Lemma 72. Let p ∈ 2N∗. By (3.153), we have

∑
K∈T /ZN

∫
R
ξp−2mn

K(ξ)dξ ≤ ‖vδ(tn)‖pLp(TN ).

We multiply this inequality by ∆tn. Summing over n ∈ {0, . . . , NT−1}, we obtain∫∫∫
TN×[0,T )×R

ξp−2dmδ(x, t, ξ) ≤ T sup
0≤n<NT

‖vδ(tn)‖pLp(TN ).

Since ‖vδ(tn)‖2p
Lp(TN ) ≤ ‖vδ(tn)‖2p

L2p(TN ), we have

E
∣∣∣∣∣
∫∫∫

TN×[0,T )×R
ξp−2dmδ(x, t, ξ)

∣∣∣∣∣
2

≤ T 2E sup
0≤n<NT

‖vδ(tn)‖2p
L2p(TN ) ≤ T 2Cp

by (3.163). Taking first p = 2, then p ∈ 2N∗ arbitrary, we obtain (3.164).

3.1.7.2 Convergence

We may now apply the theorem 55, to obtain the following results.

Theorem 73. Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0. Assume that the hypotheses (3.3), (3.4),
(3.6), are satisfied. Then there exists a unique solution u to (3.1) with initial datum
u0, in the sense of Definition 49. Besides, for all 1 ≤ p < +∞, almost surely,
u ∈ C([0, T ];Lp(TN)).

Theorem 74. Let u0 ∈ L∞(TN), T > 0. Assume that the hypotheses (3.3), (3.4),
(3.6), (3.19), (3.54), (3.55) and (3.76) are satisfied. Let u be the solution to (3.1)
with initial datum u0 and let vδ be the solution to the Finite Volume scheme (3.22)-
(3.23)-(3.24)-(3.25). Then we have the convergence

lim
δ→0

E‖vδ − u‖pLp(TN×(0,T )) = 0, (3.165)

for all p ∈ [1,∞).

Remark 75. If the Xn+1
k are merely i.i.d. random variables with normalized cen-

tred normal law N (0, 1), then (vδ) is converging to u in Lp(TN × (0, T )) in law
when δ → 0. Indeed, the identity (3.25) is only satisfied in law now, hence vδ has
the same law as the function ṽδ defined by (3.22)-(3.23)-(3.24), with Xn+1

k replaced
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by the right-hand side of (3.25). We apply the conclusion of Theorem 74 to ṽδ.
As a corollary, we obtain the convergence in law of (ṽδ) to u in Lp(TN × (0, T )).
A slightly different manner of expressing the same thing is to notice that, when
the discrete increments (Xn+1

k ) are some given normal law N (0, 1), then we can
construct a set of Brownian motions β̃k(t) such that

Xn+1
k = β̃k(tn+1)− β̃k(tn)

(∆tn)1/2 . (3.166)

Indeed, without loss of generality, we can restrict ourselves to the case ∆tn = 1 in
(3.166) and use the Lévy-Ciesielski construction of the Brownian motion, [SP14,
Section 3.2] on [0, 1] as follows : we define (cf. [SP14, Formula (3.1)] )

G0 = Xn+1
k , G1 = Xn+1

1 , . . . , Gk−1 = Xn+1
k−1 , Gk = Xn+1

k+1 , Gk+1 = Xn+1
k+2 , . . .

and we set
β̃(t) =

∞∑
p=0

Gp〈1[0,t], Hp〉,

where the Hp’s are the Haar basis of L2(0, 1). Then (3.166) follows from the fact
that ∫ 1

0
Hp(t)dt = 〈Hp, H0〉 = δp0.

Remark 76. Theorem 73 has already been proved in [DV10a] (see also Sec-
tion 2.1.5) under less restrictive hypotheses (having a compactly supported noise
is unnecessary). We give the statement together with Theorem 74, however, to
emphasize the fact that the convergence of the Finite Volume method, in the fra-
mework which we use, give both the existence-uniqueness of the solution to the limit
continuous problem, and the convergence of the numerical method to this solution.
It is not necessary to provide the existence of the solution u to (3.1) by an external
means.

Proof of Theorem 73 and Theorem 74. Let us first prove the theorem 74. We
take the existence of u, solution to (3.1) with initial datum u0 for granted. By
Proposition 68, Lemma 71 and Lemma 72, we may apply Theorem 55 to fδ : we
obtain (3.165) with zδ instead of vδ, where

zδ(x, t) :=
∫
R
ξdνδx,t(ξ) = t− tn

∆tn
vδ(x, t) + tn+1 − t

∆tn
vδ(x, t),

for t ∈ [tn, tn+1]. By (3.109), we have the estimate

E
∫ T

0
‖zδ − vδ‖2

L2(TN )dt = O(|δ|)

on the difference between zδ and vδ. This gives (3.165) for p ≤ 2. If p > 2, we use
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the inequality

E‖vδ − u‖pLp(TN×(0,T )) ≤ ‖vδ − u‖L2(Ω×TN×(0,T ))‖vδ − u‖p−1
L2(p−1)(Ω×TN×(0,T ))

≤ 1
η
E‖vδ − u‖2

L2(TN×(0,T )) + ηE‖vδ − u‖2(p−1)
L2(p−1)(TN×(0,T )),

(3.167)

where η is a positive parameter. Thanks to the uniform bounds (3.8)-(3.163), we
can choose η independent on δ to have the second term in (3.167) smaller than an
arbitrary threshold. By the convergence result for p = 2 the first term in (3.167) is
then also small for δ close to 0. This concludes the proof of theorem 74. To prove
73, we just need to construct an approximation scheme satisfying (3.19), (3.54),
(3.55) and (3.76) and to compute vδ by (3.22)-(3.23)-(3.24)-(3.25). We can use a
cartesian grid for this purpose : let hm = 1

m
, where m ∈ N∗. Let T /ZN be the set

of open hypercubes of length hm obtained by translates of the original hypercube
(0, hm)N by vectors hmx, x having components in {0, l . . . ,m − 1}. Then (3.54),
(3.55) are satisfied with αN = 2−N since a hypercube has 2N sides. We can choose
the Godunov numerical fluxes, defined as follows :

AK→L(v, w) =


|K|L| min

v≤ξ≤w
A(ξ) ·nK,L if v ≤ w,

|K|L| max
w≤ξ≤v

A(ξ) ·nK,L if w ≤ v.

These fluxes AK→L are monotone (non-increasing in the first variable, non-
increasing in the second variable). They satisfy the hypotheses of regularity,
consistency (3.19) and (3.20) respectively with LA = Lip(A). The conservative
symmetry property (3.21) is also satisfied. At last, to ensure (3.76), we just need
to take a uniform time step ∆t like

∆t = 1
2
α2
N

2LA
hm.

We have then (3.76) with θ = 1
2 . At this stage, Proposition 68 provides a se-

quence of approximate solutions (fm). Thanks to the uniform bounds establi-
shed in Section 3.1.7.1, we can apply Theorem 55 : this gives the existence of
a unique solution u to (3.1) with initial datum u0. By Corollary 27, we have
u ∈ C([0, T ];Lp(TN)) almost surely.
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Le paragraphe qui suit a plusieurs fonctions.

• La première et sans doute la principale : il donne le détail des démonstra-
tions de l’article. En effet, la longueur, la difficulté de l’article et la tradition
mathématique font que les démonstrations des différents lemmes, proprié-
tés, corollaires et théorèmes de l’article sont souvent réduites à leurs étapes
essentielles.

• La seconde : les démonstrations sont écrites avec
∫ T

0 .dW (t) et non pas∑
k

∫ T
0 .dβ(t), avec ‖.‖L2(H,R) et non pas ‖.‖H ou ‖.‖l2(N), avec Φ(x, u) et non

pas Φ(x, u)ek = gk(x, u). Je pense que cette façon de faire est plus simple,
plus pratique et donne une lecture plus aisée, même si dans l’article nous
avons gardé les notations utilisées par Arnaud Debussche et Julien Vovelle
dans [DV10b].

• La troisième : j’ai rappelé des notions importantes utilisées dans les dé-
monstrations.

• La quatrième : j’ai essayé par moments, de donner des idées, des réflexions
précédant ou accompagnant les démonstrations de l’article.

Il faut bien comprendre que ces détails sont une aide à la lecture. Je pense qu’il
serait intéressant de lire l’article avec les détails et commentaires qui suivent,
simultanément.

3.2 Détails des démonstrations du deuxième
article

3.2.1 Au sujet du paragrahe 3.1.3 « The Finite Volume
Scheme »

A propos du maillage :

Comme K est un ouvert, sa frontière topologique s’écrit :

K̄\K = ∂K ∪N

avec |N | = 0.

K|L inclus dans un hyperplan ∀L ∈ N (K) implique que K est un polyèdre, c’est
même équivalent. En effet, un polyèdre est l’intersection d’un nombre fini de
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demi-espaces. Cela implique que nK|L est constant donc l’hypothèse de consis-
tance (3.20) est bien écrite.

Notons que le schéma VF, c’est à dire la formule (3.22) s’écrit aussi

|K|
(
vn+1
K − vnK

)
+ ∆tn

∑
L∈N (K)

Qn
K→L = |K| (∆tn)

1
2
∞∑
k=1

gk,K (vnK)Xn+1
k

= |K| (∆tn)
1
2
∞∑
k=1

1
|K|

∫
K
gk (x, vnK) dx× βk (tn+1)− βk (tn)

(∆tn)
1
2

= |K| (∆tn)
1
2
∞∑
k=1

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) ekdx×
W (tn+1) ek −W (tn) ek

(∆tn)
1
2

= |K| (∆tn)
1
2
∞∑
k=1

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dxek ×
W (tn+1)−W (tn)

(∆tn)
1
2

ek

= |K| (∆tn)
1
2

1
|K| (∆tn)

1
2

∫
K

Φ (x, vnK) dx (W (tn+1)−W (tn))

=
∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s) .

W (tn+1) − W (tn) est indépendant de F (tn) qui contient tous les F (ti) pour
i entier naturel plus petit que n, et est aussi indépendant de chaque W (ti) −
W (ti−1).

Remarque : ∫
K

Φ (x, vnK) dx (W (tn+1)−W (tn))

est un léger abus de notation qui signifie en fait∫
K

Φ (x, vnK) dx ◦ j−1 (jW (tn+1)− jW (tn))

où j est l’injection de Hilbert-Schmidt j : H → U qui permet de définir cor-
rectement le processus de Wiener cylindrique W (U étant un espace de Hilbert
séparable quelconque).

L’hypothèse (3.6) s’écrit

‖Φ (x, u) ‖2
L2(H,R) ≤ D0, ∀ (x, u) ∈ TN × R
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donc∥∥∥∥∫
K

Φ (x, vnK) dx
∥∥∥∥2

L2(H,R)
≤
(∫

K
‖Φ (x, vnK) ‖L2(H,R)dx

)2

≤ |K|
∫
K
‖Φ (x, vnK) ‖2

L2(H,R)dx ≤ |K|2D0, ∀n,K.

Cela donne l’inégalité (3.27) :

G2
K (vnK) =

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
≤ D0, ∀n,K.

L’hypothèse (3.3) s’écrit : ∀ (x, y, u, v) ∈ TN × TN × R× R,

‖Φ (x, u)− Φ (y, v) ‖2
L2(H,R) ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|h (|u− v|)

)
,

donc ∀y ∈ TN , ξ ∈ R,

∞∑
k=1
|gk,K (ξ)− gk (y, ξ) |2 =

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣ 1
|K|

∫
K

Φ (x, ξ) dxek − Φ (y, ξ) ek
∣∣∣∣∣
2

=
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, ξ) dx− Φ (y, ξ)
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
=
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

(Φ (x, ξ)− Φ (y, ξ)) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)

≤ 1
|K|2
|K|

∫
K
‖Φ (x, ξ)− Φ (y, ξ) ‖2

L2(H,R)dx ≤
1
|K|

∫
K
D1|x− y|2dx ≤ D1h

2.

3.2.2 Sur le paragraphe 3.1.4

En (3.29) et (3.30), c’est le schéma d’Engquist-Osher.

Pour expliquer le schéma volume fini, on prend l’équation de transport

∂tu+ div (A (u)) = 0 ;

on intègre l’équation de transport sur la cellule K, on approche ∂tu par un+1
K −unK
tn+1−tn ,
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on approche la solution sur [tn, tn+1)×K par la constante unK :

∫
K

un+1
K − unK
tn+1 − tn

dx+
∫
K

div (A (u)) dx = |K|u
n+1
K − unK
tn+1 − tn

+
∫
∂K
A (u) .nKdHn−1

= |K|u
n+1
K − unK
tn+1 − tn

+
∑

L∈N (K)

∫
K|L

A (u) .nK,LdHn−1

≈ |K|u
n+1
K − unK
tn+1 − tn

+
∑

L∈N (K)
AK→L (unK , unL) .

On obtient donc le schéma

|K|u
n+1
K − unK
tn+1 − tn

+
∑

L∈N (K)
AK→L (unK , unL) = 0,

avec par exemple le flux d’Engquist-Osher

AK→L (v, w) = |K|L|2

(
A (v) .nK,L + A (w) .nK,L −

∫ w

v
|a (ξ) .nK,L|dξ

)
= |K|L|

(∫ v

0
(a (ξ) .nK,L)+ dξ −

∫ w

0
(a (ξ) .nK,L)− dξ + A (0) .nK,L

)

=
∫ v

0

(∫
K|L

a (ξ) .nK,LdHn−1
)+

dξ −
∫ w

0

(∫
K|L

a (ξ) .nK,LdHn−1
)−

dξ

+ |K|L|A (0) .nK,L

Dans le cas du flux linéaire A (u) = au avec a ∈ RN fixé, on a A (0) = 0.
Dans notre article, il n’y a pas de perte de généralité à travailler comme dans le
livre de Benoît Perthame [Per02], avec A vérifiant A (0) = 0.
Grâce à la fonction χ (ξ, u) définie dans le Perthame par

χ (ξ, u) =


1 si 0 < ξ < u

−1 si u < ξ < 0
0 sinon,

on peut encore écrire le flux d’Engquist-Osher

AK→L (v, w)

=
∫
R

(∫
K|L

a (ξ) .nK,LdHn−1
)+

χ (ξ, v) dξ−
∫
R

(∫
K|L

a (ξ) .nK,LdHn−1
)−

χ (ξ, w) dξ
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qu’on a écrit dans l’article

AK→L (v, w) =
∫
R

(a∗K→L (ξ))+ χ (ξ, v) dξ −
∫
R

(a∗K→L (ξ))− χ (ξ, w) dξ.

Dans son livre, Benoît Perthame utilise cette écriture pour en déduire la version
cinétique du flux discret d’Engquist-Osher :

(v, w, ξ) 7→ (a∗K→L (ξ))+ χ (ξ, v)− (a∗K→L (ξ))− χ (ξ, w) .

Debussche et Vovelle ont décidé dans leur article d’utiliser f (ξ, u) = 1u>ξ plutôt
que χ (ξ, u), ces fonctions sont liées par la relation

χ (ξ, u) = 1u>ξ − 10>ξ pp en ξ.

On continue dans notre article à préférer la version cinétique du flux discret
d’Engquist-Osher

(v, w, ξ) 7→ (a∗K→L (ξ))+ 1v>ξ − (a∗K→L (ξ))− 1w>ξ

ou plus exactement

anK→L (ξ) = (a∗K→L (ξ))+ fnK − (a∗K→L (ξ))− fnL .

Remarque : l’équation de transport

∂tf + a (ξ) .Oxf = 0

est une version cinétique de l’équation de transport

∂tu+ a (u) .Oxu = 0.

La version cinétique s’obtient en « multipliant » de part et d’autre de l’égalité
précédente par dtdx ⊗ δu (dξ) pour obtenir une égalité au sens des mesures de
Young (avec u suffisamment régulière)

∂tu dtdx⊗ δu (dξ) = −a (u) .Oxu dxdt⊗ δu (dξ)

qui s’écrit aussi
∂tχ (ξ, u) = −a (ξ) .Oxχ (ξ, u) .

Si, comme dans l’article Debussche-Vovelle, on préfère utiliser 1u>ξ, on a aussi :

∂t1u>ξ = −a (ξ) .Ox1u>ξ
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Benoît Perthame prouve (en 1D) l’existence de fonctions positives mn
K (ξ) à sup-

port compact telles que le schéma volume fini avec flux numérique d’Engquist-
Osher

|K|u
n+1
K − unK
tn+1 − tn

+
∑

L∈N (K)
AK→L (unK , unL) = 0

soit équivalent au schéma

χ
(
ξ, un+1

K

)
− χ (ξ, unK)

+ tn+1 − tn
|K|

∑
L∈N (K)

(
(a∗K→L (ξ))+ χ (ξ, unK)− (a∗K→L (ξ))− χ (ξ, unL)

)

= (tn+1 − tn) ∂ξmn
K (ξ) .

La construction d’un flux cinétique discret est faite dans l’article de Makridakis,
Perthame [MP03].

Il est à noter que la version cinétique du schéma VF de Perthame permet de cal-
culer les éléments de la suite (unK) à chaque étape grâce aux conditions initiales

u0
K = 1

|K|

∫
K
u0 (x) dx,

c’est à dire aux fonctions
ξ 7→ χ

(
ξ, u0

K

)
,

puis en écrivant le schéma

fn+1
K (ξ)− χ (ξ, unK)

+ tn+1 − tn
|K|

∑
L∈N (K)

(
(a∗K→L (ξ))+ χ (ξ, unK)− (a∗K→L (ξ))− χ (ξ, unL)

)

= (tn+1 − tn) ∂ξmn
K (ξ) ,

et enfin grâce aux calculs

un+1
K =

∫
R
fn+1
K (ξ) dξ.

Dans notre cas, pour utiliser les idées de Makridakis et Perthame en déterministe,
c’est à chaque temps n que nous aurons une formulation cinétique du schéma VF,
c’est à dire que les un+1

K seront calculés, non pas grâce à la formulation cinétique
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du schéma, mais grâce au schéma VF

|K|u
n+1
K − unK
tn+1 − tn

+
∑

L∈N (K)
AK→L (unK , unL) = 1

tn+1 − tn

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, unK) dxdW (s)

(3.168)
que l’on écrit dans l’article sous la forme

|K|u
n+1
K − unK
tn+1 − tn

+
∑

L∈N (K)
AK→L (unK , unL) = |K| (∆tn)

1
2

tn+1 − tn

∞∑
k=1

gk,K (unK)Xn+1
k .

Ainsi, le temps discret est divisé en deux (time-splitting) dans le schéma ciné-
tique discret.
Premier temps, on ne considère pas le terme source stochastique :

χ
(
ξ, u

n+ 1
2

K

)
− χ (ξ, unK)

+ tn+1 − tn
|K|

∑
L∈N (K)

(
(a∗K→L (ξ))+ χ (ξ, unK)− (a∗K→L (ξ))− χ (ξ, unL)

)

= (tn+1 − tn) ∂ξmn
K (ξ)

avec
u
n+ 1

2
K = unK −

tn+1 − tn
|K|

∑
L∈N (K)

AK→L (unK , unL) .

Deuxième temps, on considère le terme source stochastique an ajoutant

fn+1
K (ξ)− fn+ 1

2
K (ξ) = χ

(
ξ, un+1

K

)
− χ

(
ξ, u

n+ 1
2

K

)
,

sans l’écrire explicitement, car un+1
K est calculé grâce au schéma VF (3.168), ainsi

fn+1
K (ξ)− fnK (ξ)

+ tn+1 − tn
|K|

∑
L∈N (K)

(
(a∗K→L (ξ))+ χ (ξ, unK)− (a∗K→L (ξ))− χ (ξ, unL)

)

= (tn+1 − tn) ∂ξmn
K (ξ) + fn+1

K (ξ)− fn+ 1
2

K (ξ) .

Ce schéma avec flux cinétique d’Engquist-Osher se généralise comme dans le
Perthame [Per02] ou le Makridakis, Perthame [MP03] à un flux cinétique discret
noté a (ξ, v, w) chez Perthame, et aK→L (ξ, v, w) dans notre article (cf quelques
lignes plus bas pour la comparaison des deux) pour donner le schéma suivant :
Premier temps, on ne considère pas le terme source stochastique :
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χ
(
ξ, u

n+ 1
2

K

)
− χ (ξ, unK) + tn+1 − tn

|K|
∑

L∈N (K)
aK→L (ξ, unK , unL)

= (tn+1 − tn) ∂ξmn
K (ξ) .

Deuxième temps, on considère le terme source stochastique an ajoutant

fn+1
K (ξ)− fn+ 1

2
K (ξ) = χ

(
ξ, un+1

K

)
− χ

(
ξ, u

n+ 1
2

K

)
des deux côtés de l’égalité :

fn+1
K (ξ)− fnK (ξ) + tn+1 − tn

|K|
∑

L∈N (K)
aK→L (ξ, unK , unL)

= (tn+1 − tn) ∂ξmn
K (ξ) + fn+1

K (ξ)− fn+ 1
2

K (ξ) .

Remarquez que je peux indifféremment prendre les notations « Perthame »

χ
(
ξ, un+1

K

)
− χ (ξ, unK)

ou les notations « Debussche-Vovelle »

fn+1
K (ξ)− fnK (ξ) = 1un+1

K >ξ − 1unK>ξ

car pour presque tout ξ ∈ R

1un+1
K >ξ − 1unK>ξ = 1un+1

K >ξ − 10>ξ + 10>ξ − 1unK>ξ = χ
(
ξ, un+1

K

)
− χ (ξ, unK) .

J’en profite pour comparer les notations choisies dans notre article et celles de
Benoît Perthame :

Le flux cinétique discret en 1D est noté a (ξ, v, w) chez Perthame et Vovelle. Je
vais écrire aP (ξ, v, w) celui de Perthame, et aV (ξ, v, w) celui de Vovelle.
Le flux numérique est noté chez Perthame et Vovelle A (v, w). C’est le même. Le
flux continu A a pour dérivée A′ = a.

Dans la mesure où
χ (ξ, u) = 1u>ξ − 10>ξ, pp en ξ
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le lien entre les flux discrets (en 1D) est

aV (ξ, v, w)− a (ξ) 10>ξ = aP (ξ, v, w) .

Les conditions de cohérence entre le flux cinétique discret de Vovelle et de Per-
thame et le flux discret A (v, w) ne s’écrivent donc pas de la même façon.
Chez Perthame en dimension 1 d’espace :

∫
R
aP (ξ, v, w) dξ = A (v, w)

aP (ξ, v, v) = a (ξ)χ (ξ, v)

Chez Dotti-Vovelle en dimension 1 d’espace :
∫
R

[
aV (ξ, v, w)− a (ξ) 10>ξ

]
dξ = A (v, w)

aV (ξ, v, v) = a (ξ) 1v>ξ

qui s’écrivent en dimension N d’espace :
∫
R

[aK→L (ξ, v, w)− a∗K→L (ξ) 10>ξ] dξ = AK→L (v, w)
aK→L (ξ, v, v) = a∗K→L (ξ) 1v>ξ

Notons bien que l’idée de généraliser a (ξ) en a∗K→L (ξ) vient des versions ciné-
tiques des formules d’Engquist-Osher en dimension 1 et en dimension N d’espace.

3.2.3 Sur la proposition 58, choix du flux cinétique discret et
de la mesure de défaut discrète

L’idée de l’écriture du flux cinétique discret en dimension N d’espace vient de
la construction de ce flux en dimension 1 d’espace dans l’article de Makridakis-
Perthame [MP03] :

• aP (ξ, v, w) = a (ξ)χ (ξ, v) = a (ξ)χ (ξ, w) , ∀ξ /∈ [min (v, w) ,max (v, w)]

• aP (ξ, v, w) = ∂ξ (max (A (v, ξ) ,A (v, w)))− a (ξ) 10>ξ, ∀ξ : v ≤ ξ ≤ w

• aP (ξ, v, w) = ∂ξ (min (A (ξ, w) ,A (v, w)))− a (ξ) 10>ξ, ∀ξ : v ≤ ξ ≤ w

292



que l’on peut écrire dans le cas oùA est un flux monotone (c’est le cas dans notre
article)

aP (ξ, v, w) = (∂2A (v, ξ)− a (ξ) 1ξ<0) 1v≤ξ≤w
+ (∂1A (ξ, w)− a (ξ) 1ξ<0) 1w≤ξ≤v + a (ξ)χ (ξ, v) 1ξ<(w∧v)

+ a (ξ)χ (ξ, v) 1ξ>(w∨v),

ce qui donne en notations « Vovelle »

aV (ξ, v, w) = (∂2A (v, ξ)− a (ξ) 1ξ<0) 1v≤ξ≤w
+ (∂1A (ξ, w)− a (ξ) 1ξ<0) 1w≤ξ≤v + a (ξ)χ (ξ, v) 1ξ<(w∧v)

+ a (ξ)χ (ξ, v) 1ξ>(w∨v) + a (ξ) 1ξ<0

= (∂2A (v, ξ)) 1v≤ξ≤w + (∂1A (ξ, w)) 1w≤ξ≤v + a (ξ)χ (ξ, v) 1ξ<(w∧v)

+ a (ξ)χ (ξ, v) 1ξ>(w∨v) + a (ξ) 1ξ<01ξ /∈[v∧w,v∨w]

= (∂2A (v, ξ)) 1v≤ξ≤w + (∂1A (ξ, w)) 1w≤ξ≤v
+ a (ξ) (1v>ξ − 10>ξ) 1ξ /∈[v∧w,v∨w] + a (ξ) 1ξ<01ξ /∈[v∧w,v∨w]

= (∂2A (v, ξ)) 1v≤ξ≤w + (∂1A (ξ, w)) 1w≤ξ≤v + a (ξ) 1v>ξ1ξ /∈[v∧w,v∨w]

= ∂2A (v, ξ) 1v≤ξ≤w + ∂1A (ξ, w) 1w≤ξ≤v + a (ξ) 1ξ<(w∧v)

et qui se généralise bien en

aK→L (ξ, v, w) = ∂2AK→L (v, ξ) 1v≤ξ≤w +∂1AK→L (ξ, w) 1w≤ξ≤v +a∗K→L (ξ) 1ξ<(w∧v)

Vérifions les conditions de consistance (3.38) et (3.39) :

∫
R

(
aK→L (ξ, v, w)− a∗K→L (ξ) 10>ξ

)
dξ

=
∫
R

(
a∗K→L (ξ) 1ξ<(w∧v) − a∗K→L (ξ) 10>ξ

+ ∂2AK→L (v, ξ) 1v≤ξ≤w + ∂1AK→L (ξ, w) 1w≤ξ≤v
)
dξ

=
∫ 0

−∞

(
− a∗K→L (ξ) 1ξ≥(w∧v) + ∂2AK→L (v, ξ) 1v≤ξ≤w + ∂1AK→L (ξ, w) 1w≤ξ≤v

)
dξ

+
∫ +∞

0

(
a∗K→L (ξ) 1ξ<(w∧v) + ∂2AK→L (v, ξ) 1v≤ξ≤w + ∂1AK→L (ξ, w) 1w≤ξ≤v

)
dξ

= −|K|L|A (0) .nK,L + |K|L|A (w ∧ v) .nK,L + 1v≤w (AK→L (v, w)− AK→L (v, v))
+ 1v≥w (AK→L (v, w)− AK→L (w,w))

= −|K|L|A (0) .nK,L + AK→L (v, w) = AK→L (v, w)
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et

aK→L (ξ, v, v)
= ∂2AK→L (v, ξ) 1{v} (ξ) + ∂1AK→L (ξ, v) 1{v} (ξ) + a∗K→L (ξ) 1ξ<v

= a∗K→L (ξ) 1ξ<v pp en ξ.

La formule (3.35) expliquée précédemment impose une définition des mn
K :

χ
(
ξ, v

n+ 1
2

K

)
− χ (ξ, vnK) + tn+1 − tn

|K|
∑

L∈N (K)
aK→L (ξ, vnK , vnL)

= (tn+1 − tn) ∂ξmn
K (ξ)

donc par exemple

−mn
K (ξ)

=
∫ +∞

ξ

 1
tn+1 − tn

(
χ
(
ζ, v

n+ 1
2

K

)
− χ (ζ, vnK)

)
+ 1
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ζ, vnK , vnL)
 dζ

c’est à dire

−mn
K (ξ) = 1

∆tn

((
v
n+ 1

2
K − ξ

)+
− (vnK − ξ)

+
)

+ 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ

à condition que mn
K soit à support compact. C’est l’objet de la remarque 59 :

Si
ξ > sup

(
vnK , {vnL : L ∈ N (K)} , vn+ 1

2
K

)
alors

mn
K (ξ) = − 1

∆tn

((
v
n+ 1

2
K − ξ

)+
− (vnK − ξ)

+
)

− 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ = 0− 0 = 0.

Si
ξ < inf

(
vnK , {vnL : L ∈ N (K)} , vn+ 1

2
K

)
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alors

mn
K (ξ) = − 1

∆tn

((
v
n+ 1

2
K − ξ

)+
− (vnK − ξ)

+
)
− 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ

= − 1
∆tn

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)
− 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ

= 1
|K|

∑
L∈N (K)

AK→L (vnK , vnL)− 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ

= 1
|K|

∑
L∈N (K)

AK→L (vnK , vnL)− 1
|K|

∑
L∈N (K)

(AK→L (vnK , vnL)− |K|L|A (ξ) .nK,L)

= 1
|K|

∑
L∈N (K)

|K|L|A (ξ) .nK,L = 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫
K|L

A (ξ) .nK,LdHn−1

=
∫
K

div (A (ξ)) dx = 0.

Remarque :
comme HN−1 (∂K) < +∞ alors HN−1 (∂∗K) < +∞, donc K est de périmètre
fini et on peut appliquer le théorème de la divergence à A ∈ C1

(
K̄
)

(cf Evans
Gariepy [EG15] page 236).

Remarque importante :
l’écriture

−mn
K (ξ)

=
∫ +∞

ξ

 1
tn+1 − tn

(
χ
(
ζ, v

n+ 1
2

K

)
− χ (ζ, vnK)

)
+ 1
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ζ, vnK , vnL)
 dζ

montre que mn
K est absolument continue sur R, donc ∂ξmn

K existe presque par-
tout (pour la mesure de Lebesgue) au sens classique, et est égale à ∂ξmn

K au sens
faible.

Reprenons les idées de la résolution des lois de conservation :

1. les solutions ne sont pas forcément régulières, il faut une écriture faible de
l’équation pour la résoudre

2. L’unicité de la solution n’est vraie que si on rajoute une inégalité dite en-
tropique cohérente avec la physique

3. La résolution d’une loi de conservation est la recherche d’une densité phy-
sique. En y ajoutant une variable ξ ∈ R, la formulation cinétique d’une loi
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de conservation permet de chercher en quelque sorte, la densité de la den-
sité de la loi de conservation. L’inégalité entropique est remplacée par une
égalité. Le terme ajouté pour passer de l’inégalité (entropique) à l’égalité
(cinétique) est appelé mesure de défaut d’entropie.

Ici l’inégalité discrète entropique mn
K (ξ) ≥ 0 s’écrit grâce aux demi-entropies de

Kruzhkov
η (v) = (v − ξ)+ = v − v ∧ ξ, ∀ξ ∈ R.

Les flux correspondants vérifient

φ
′ (v) = η

′ (v)A′ (v) =
(
1− 1(−∞;ξ) (v)

)
a (v) = 1[ξ;+∞) (v) a (v)

d’où par exemple

φ (v) =
∫ v

−∞
1[ξ;+∞) (z) a (z) dz = A (v ∨ ξ)− A (ξ) = A (v)− A (v ∧ ξ)

ce qui donne l’idée de l’écriture d’une famille de flux entropiques numériques
associés à φ qui peuvent s’écrire

φ̃K→L (ξ, v, w) = AK→L (v ∨ ξ, w ∨ ξ)− AK→L (ξ, ξ)

ou bien
φK→L (ξ, v, w) = AK→L (v, w)− AK→L (v ∧ ξ, w ∧ ξ) .

Notons bien que « la famille de flux entropiques numériques » n’est pas unique,
en l’occurrence, ici{

φ̃K→L (ξ, v, w) : ξ ∈ R
}
6= {φK→L (ξ, v, w) : ξ ∈ R} .

La définition de mn
K (ξ) suggère la famille de flux entropiques numériques

φnK→L (ξ) =
∫
R
η
′ (ζ) anK→L (ζ) dζ

=
∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ = AK→L (vnK , vnL)− AK→L (vnK ∧ ξ, vnL ∧ ξ) .
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Remarque : si on avait pris pour définition de mn
K (ξ)

mn
K (ξ)

=
∫ ξ

−∞

 1
tn+1 − tn

(
χ
(
ζ, v

n+ 1
2

K

)
− χ (ζ, vnK)

)
+ 1
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ζ, vnK , vnL)
 dζ

= − 1
∆tn

((
v
n+ 1

2
K − ξ

)−
− (vnK − ξ)

−
)

+ 1
|K|

∑
L∈N (K)

∫ ξ

−∞
aK→L (ζ, vnK , vnL) dζ,

on aurait été embêté par le terme∫ ξ

−∞
a∗K→L (ζ) 1ζ<(vnK∧vnL)dζ

pas forcément fini.

Pour finir la démonstration de cette propriété 58, écrivons

v
n+ 1

2
K = vnK −

∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

AK→L (vnK , vnL) = H
(
vnK , {vnL}L∈N (K)

)
.

H est une fonction croissante en chaque variable vnL car AK→L (vnK , vnL) est dé-
croissante en sa deuxième variable. H est aussi croissante en sa première va-
riable. En effet, soit b > a

H
(
b, {vnL}L∈N (K)

)
−H

(
a, {vnL}L∈N (K)

)
= b− a+ ∆tn

|K|
∑

L∈N (K)
(AK→L (a, vnL)− AK→L (b, vnL))

≥ (b− a)
1− ∆tn

|K|
LA

∑
L∈N (K)

|K|L |


ce qui donne

H
(
b, {vnL}L∈N (K)

)
−H

(
a, {vnL}L∈N (K)

)
≥ (b− a)

(
1− ∆tn
|K|

LA|∂K|
)
≥ 0.

Prouver (3.48) revient à prouver

−vn+ 1
2

K ∧ ξ + vnK ∧ ξ −
∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

AK→L (vnK ∧ ξ, vnL ∧ ξ) ≤ 0.
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Or H est croissante par rapport à chacune de ses variables donc

v
n+ 1

2
K ≥ H

(
vnK ∧ ξ, {vnL ∧ ξ}L∈N(K)

)
et

ξ = ξ − ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

AK→L (ξ, ξ) ≥ H
(
vnK ∧ ξ, {vnL ∧ ξ}L∈N (K)

)
donc

v
n+ 1

2
K ∧ ξ ≥ H

(
vnK ∧ ξ, {vnL ∧ ξ}L∈N (K)

)
c’est à dire (3.48).

3.2.4 Sur le paragraphe 3.1.5, estimations d’énergies

Remarque :
les estimations d’énergie correspondent au passage « estimations faibles » du
livre d’Eymard,Gallouët, Herbin [EGH03] que Thierry Gallouët appellerait plutôt
« inégalités BV faibles ».

Le schéma volume fini (3.168) est comparé à l’équation parabolique stochastique
(3.49)

duε (x, t) + div (A (uε (x, t))) dt− ε∆ (uε (x, t)) dt = Φ (x, uε (x, t)) dW (t) .

En effet, la solution uε de (3.49) est une solution approchée de l’équation hyper-
bolique stochastique (3.1)

du (x, t) + div (A (u (x, t))) dt = Φ (x, u (x, t)) dW (t)

et va tendre vers cette solution lorsque ε→ 0.

L’existence et l’unicité de cette équation parabolique stochastique ont été prou-
vées pour un processus de Wiener W à valeurs dans Rk par Gyöngy et Rovira
(2000) [GR00]. La solution, continue en temps, est à valeur dans Lρ

(
TN

)
(pour

u0 ∈ Lρ
(
TN

)
et ρ suffisamment grand, ρ ≥ 2). Il en existe aussi une modification

continue en temps et en espace.
L’égalité (3.50) est donnée par la formule d’Itô. Regardons-là de plus près.
Appliquons la formule d’Itô donnée dans [DZ92] à la fonction

F : y ∈ R 7→ y2

qui vérifie
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1. DF (y) .h = 2yh

2. D2F (y) . (h, k) = 2kh

et au processus

duε (x, t) = −div (A (uε (x, t))) dt+ ε∆ (uε (x, t)) dt+ Φ (x, uε (x, t)) dW (t)

défini pour presque tout x ∈ TN , pour donner

|uε (x, t) |2 = |uε (x, 0) |2+∫ t

0

(
2uε (x, s) (−div (A (uε (x, s)))) ds+ ε∆ (uε (x, s)) ds+ Φ (x, uε (x, s))

)
dW (s)

+ 1
2

∫ t

0
2‖Φ (x, uε (x, s)) ‖2

L2(H,R)ds

pour presque tout x ∈ TN et ∀t ∈ [0, T ].
En intégrant par rapport à x, en utilisant le théorème de Fubini stochastique et
en prenant l’espérance cela donne

E‖uε (t) ‖2
L2(TN ) = E‖uε (0) ‖2

L2(TN )

+
∫ t

0
E
(

2 < −div (A (uε (x, s))) + ε∆ (uε (x, s)) , uε (x, s) >L2(TN )

+
∫
TN
‖Φ (x, uε (x, s)) ‖2

L2(H,R)dx

)
ds.

Or
‖Φ (x, uε (x, s)) ‖2

L2(H,R) = G2 (x, uε (x, s))

donc en utilisant l’écriture des différentielles stochastiques :

d
(
E‖uε (x, t) ‖2

L2(TN )

)
= E

(
2 < −div (A (uε (x, t))) + ε∆ (uε (x, t)) , uε (x, t) >L2(TN )

+ ‖G (x, uε (x, s)) ‖2
L2(TN )

)
dt,

on a de plus,

< ∆ (uε (x, s)) , uε (x, s) >L2(TN )

= −
∫
TN

O (uε (x, s)) .O (uε (x, s)) dx = −‖O (uε (x, s)) ‖2
L2(TN )
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et

< div (A (uε (x, s))) , uε (x, s) >L2(TN )= − < A (uε (x, s)) .O (uε (x, s)) >L2(TN )

= −
∫
TN
A (uε (x, s)) .O (uε (x, s)) dx = 0 ;

d’où l’égalité (3.50) :

d
(
E‖uε (t) ‖2

L2(TN )

)
= E

(
−2‖O (uε (t)) ‖2

L2(TN ) + ‖G (., uε (t, .)) ‖2
L2(TN )

)
dt.

Ces derniers calculs, tout comme l’existence de div (A (uε (x, t))) ∈ L2
(
TN

)
et

∆ (uε (x, t)) ∈ L2
(
TN

)
demandent une certaine régularité à uε. Elle est donnée

dans l’article de Gyöngy et Rovira [GR00].

Remarque : l’égalité (3.50) s’écrit aussi

d
(
E‖uε (x, t) ‖2

L2(TN )

)
= E

(
−2‖O (uε (x, s)) ‖2

L2(TN ) + ‖Φ (., uε (., s)) ‖2
L2(TN )

)
dt.

āK→L (ξ, v, w) = a∗K→L (ξ)
−
(
a∗K→L (ξ) 1ξ<(w∧v) + ∂2AK→L (v, ξ) 1v≤ξ≤w + ∂1AK→L (ξ, w) 1w≤ξ≤v

)
= a∗K→L (ξ) 1ξ≥(w∧v) − ∂2AK→L (v, ξ) 1v≤ξ≤w − ∂1AK→L (ξ, w) 1w≤ξ≤v

= a∗K→L (ξ) 1ξ>(w∨v) + (a∗K→L (ξ)− ∂2AK→L (v, ξ)) 1v≤ξ≤w
+ (a∗K→L (ξ)− ∂1AK→L (ξ, w)) 1w≤ξ≤v

donc

φ̄nK→L (ξ, v, w) =
∫ ξ

−∞
āK→L (ζ) dζ = AK→L (ξ, ξ)− AK→L (vnK ∧ ξ, vnL ∧ ξ)

est une famille de flux entropiques discrets liés aux demi-entropies de Kruzkhov

η (v) = (v − ξ)− = ξ − v ∧ ξ, ∀ξ ∈ R.

Les flux correspondants vérifient

φ
′ (v) = η

′ (v)A′ (v) = −1(−∞;ξ) (v) a (v)
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d’où par exemple

φ (v) = −
∫ +∞

v
−1(−∞;ξ) (z) a (z) dz

= A (v ∨ ξ)− A (v) = A (ξ)− A (v ∧ ξ) .

La famille φ̄nK→L (ξ, v, w) est bien consistante avec

v 7→ |K|L| (A (ξ)− A (v ∧ ξ)) .nK,L,

c’est à dire vérifie bien

φ̄nK→L (ξ, v, v) = |K|L| (A (ξ)− A (v ∧ ξ)) .nK,L

Remarque : on n’a pas

φ̄nK→L (ξ, v, w) 6=
∫
R
η
′ (ζ) āK→L (ζ, v, w) dζ = −

∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, v, w) dζ

mais bien
φ̄nK→L (ξ, v, w) =

∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, v, w) dζ.

Attention, le φ̄nK→L utilisé dans l’article n’est pas

φ̄nK→L (ξ, v, w) =
∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, v, w) dζ

mais bien
φ̄nK→L (ξ, v, w) =

∫ ξ

−∞
b̄K→L (ζ, ξ, v, w) dζ

avec

b̄K→L (ζ, ξ, v, w)
= a∗K→L (ξ) 1ξ>(w∨v) + ∂1AK→L (ζ, ξ) 1v≤ξ≤w + ∂2AK→L (ξ, ζ) 1w≤ξ≤v.

Après calcul, on voit que

∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, v, w) dζ = 1v≤ξ≤w (AK→L (ξ, ξ)− AK→L (v, ξ))

+ 1w≤ξ≤v (AK→L (ξ, ξ)− AK→L (ξ, w))
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et ∫ ξ

−∞
b̄K→L (ζ, ξ, v, w) dζ = 1v≤ξ≤w (AK→L (ξ, ξ)− AK→L (v, ξ))

+ 1w≤ξ≤v (AK→L (ξ, ξ)− AK→L (ξ, w)) + a∗K→L (ξ) 1ξ>(w∨v) (ξ − (w ∨ v)) .

Ces deux fonctions de ξ coïncident sur (−∞;w ∨ v), c’est ce qui va nous intéres-
ser dans la preuve de la proposition 61.

3.2.5 Sur la proposition 60 (estimation d’énergie)

L’énergie (discrète) s’écrit au temps T

E (T ) =
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R
mn
K (ξ) dξ

et peut s’écrire grâce à une définition similaire de la fonction vδ,

mδ (ξ, x, t) = mn
K (ξ) , ∀x ∈ K, ∀t ∈ [tn, tn+1), ∀ξ ∈ R, ps

de la manière suivante

E (T ) =
∫ T

0

∫
TN

∫
R
mδ (ξ, x, t) dξdxdt
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Le terme

1
2E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∑
k≥1
|gk,K (vnK) |2

= 1
2E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∑
k≥1

∣∣∣∣∣ 1
|K|

∫
K
gk (x, vnK) dx

∣∣∣∣∣
2

= 1
2E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

1
|K|

∑
k≥1

∣∣∣∣∫
K

Φ (x, vnK) ekdx
∣∣∣∣2

= 1
2E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

1
|K|

∑
k≥1

∣∣∣∣∫
K

Φ (x, vnK) dxek
∣∣∣∣2

= 1
2E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

1
|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (x, vnK) dx
∥∥∥∥2

L2(H,R)

= 1
2E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)

= 1
2E

∫ T

0

∫
TN
|Gδ (x, t) |2dxdt

où Gδ est définie de la manière suivante

Gδ (x, t) =
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dx
∥∥∥∥∥
L2(H,R)

, ∀x ∈ K, ∀t ∈ [tn, tn+1), ∀ξ ∈ R, ps

3.2.6 Sur la preuve de la proposition 60

(3.35) s’écrit

fn+ 1
2

K − fnK + ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tn∂ξmn
K (ξ)

donc (3.35) s’écrit

∫
R
ξ
(

fn+ 1
2

K − fnK
)
dξ +

∫
R
ξ

∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

= ∆tn
∫
R
ξ∂ξm

n
K (ξ) dξ
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c’est à dire

1
2

((
v
n+ 1

2
K

)2
− (vnK)2

)
+
∫
R
ξ

∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

= −∆tn
∫
R
mn
K (ξ) dξ

(j’ai détaillé les IPP dans la preuve de la proposition suivante, la proposition 61).
Ainsi,

∑
K∈T /ZN

1
2

(
|K|

(
v
n+ 1

2
K

)2
− |K| (vnK)2

)

+
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R
ξ

∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

= −
∑

K∈T /ZN
|K|∆tn

∫
R
mn
K (ξ) dξ.

Or

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R
ξ

∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

= 1
2

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R
ξ

∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

(aK→L (ξ, vnK , vnL) + aL→K (ξ, vnL, vnK)) dξ

= 1
2

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R
ξ

∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

a∗K→L (ξ) 1ξ<(vnK∧vnL)

+ ∂2AK→L (vnK , ξ) 1vnK≤ξ≤vnL + ∂1AK→L (ξ, vnL) 1vnL≤ξ≤vnK
+ a∗L→K (ξ) 1ξ<(vnK∧vnL) + ∂2AL→K (vnL, ξ) 1vnL≤ξ≤vnK

+ ∂1AL→K (ξ, vnK) 1vnK≤ξ≤vnL

dξ = 0,

car

• a∗L→K (ξ) = |K|L|a (ξ) .nL,K = |K|L|a (ξ) . (−nK,L) = −a∗K→L (ξ)

• ∂2AL→K (vnL, ξ) = lims→ξ
AL→K(vnL,s)−AL→K(vnL,ξ)

s−ξ

= lims→ξ
−AK→L(s,vnL)+AK→L(ξ,vnL)

s−ξ = −∂1AK→L (ξ, vnL)

• ∂1AL→K (ξ, vnK) = −∂2AK→L (vnK , ξ).
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AK→L étant Lipschitzienne, les deux dernières égalités sont vraies pour presque
tout ξ ∈ R. Donc notre égalité s’écrit

∑
K∈T /ZN

1
2 |K|

((
v
n+ 1

2
K

)2
− (vnK)2

)
+

∑
K∈T /ZN

∆tn|K|
∫
R
mn
K (ξ) dξ = 0

c’est à dire

1
2

∫
TN

(
v[δ (tn+1)

)2
dx− 1

2

∫
TN

(vδ (x, tn))2 dx+
∑

K∈T /ZN
∆tn|K|

∫
R
mn
K (ξ) dξ = 0,

soit (3.80).

La formule (3.168)

|K|
(
vn+1
K − vnK

)
+ ∆tn

∑
L∈N (K)

AK→L (ξ, vnK , vnL)

= |K| (∆tn)
1
2
∞∑
k=1

gk,K (vnK)Xn+1
k =

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)

et la définition de v
n+ 1

2
K donnent

|K|
(
vn+1
K − vn+ 1

2
K

)
= |K| (∆tn)

1
2
∞∑
k=1

gk,K (vnK)Xn+1
k

=
∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)

c’est à dire
vn+1
K = v

n+ 1
2

K + 1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s) .

Cela implique

(
vn+1
K

)2
=
(
v
n+ 1

2
K

)2
+ 2vn+ 1

2
K

1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)

+
(

1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)
)2

.
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En sommant sur K ∈ T /ZN et en divisant par 2, on obtient

1
2

∫
TN

(vδ (x, tn))2 dx

= 1
2

∫
TN

(
v[δ (tn+1)

)2
dx+

∑
K∈T /ZN

v
n+ 1

2
K

1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)

+ 1
2

∑
K∈T /ZN

(
1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)
)2

. (3.169)

Or

v
n+ 1

2
K

1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s) =
∫ tn+1

tn
v
n+ 1

2
K

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)

car tous les vnK pour K ∈ T /ZN sont F (tn)-mesurable, il en va donc de même

de tous les v
n+ 1

2
K pour K ∈ T /ZN , c’est à dire que les processus élémentaires

v
n+ 1

2
K

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dx

sont intégrables par rapport au processus de Wiener cylindrique W . Ainsi

E
(∫ tn+1

tn
v
n+ 1

2
K

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)
)

= 0.

Les propriétés de l’intégrale stochastique (isométrie d’Itô) disent aussi que

1
2E

(
1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)
)2

= 1
2E

∫ tn+1

tn

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds


soit, avec les notations introduites précédemment

1
2E

(
1
|K|

∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)
)2

= 1
2E

(∫ tn+1

tn
|Gδ (x, s) |2ds

)
.

En prenant l’espérance dans (3.169), on obtient (3.85).
En ajoutant (3.80), puis en sommant sur n, on obtient (3.69).
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3.2.7 Sur la preuve de la proposition 61

(3.35) s’écrit

fn+ 1
2

K − fnK + ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tn∂ξmn
K (ξ)

d’où (3.87)

f̄nKfn+ 1
2

K + ∆tnf̄nK
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tnf̄nK∂ξm
n
K (ξ)

car
f̄nKfnK = 1vnK≤ξ1vnK>ξ = 0.

Ainsi,

∑
K∈T /ZN

∫
R

(ξ − vnK) f̄nKfn+ 1
2

K dξ +
∫
R

∆tnf̄nK
|K|

∑
L∈N (K)

(ξ − vnK) aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ


=
∑

K∈T /ZN

∫
R

∆tnf̄nK (ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ

c’est à dire

∑
K∈T /ZN

(
1
vnK≤v

n+ 1
2

K

× 1
2

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

+ ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

∫ vnK∨v
n
L

vnK

(ξ − vnK) aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ
)

=
∑

K∈T /ZN

∫
R

∆tnf̄nK (ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ.

Dans la mesure où mn
K (ξ) est absolument continue sur R, (ξ − vnK)mn

K (ξ) l’est
aussi sur le support compact de mn

K (prenons ce support inclus dans (−∞;M ]
pour un certain M ∈ R). Ainsi,

((ξ − vnK)mn
K (ξ))

′
= (ξ − vnK) ∂ξmn

K (ξ) +mn
K (ξ) , pp

donc ∫ M

vnK

((ξ − vnK)mn
K (ξ))

′
dξ =

∫ M

vnK

(ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ +

∫ M

vnK

mn
K (ξ) dξ
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c’est à dire
0 =

∫ M

vnK

(ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ +

∫ M

vnK

mn
K (ξ) dξ.

Ainsi ∫
R

f̄nK (ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ = −

∫ M

vnK

mn
K (ξ) dξ = −

∫
R

f̄nKm
n
K (ξ) dξ.

Remarque :
dans la mesure où ξ 7→ f̄nK (ξ − vnK) = (ξ − vnK)+ est Lipschitzienne et que mn

K est
BV, la formule d’intégration par parties est vraie, d’où∫

R
f̄nK (ξ − vnK) ∂ξmn

K (ξ) dξ =
∫
R

(ξ − vnK)+ ∂ξm
n
K (ξ) dξ = −

∫
R

f̄nKm
n
K (ξ) dξ.

On obtient donc

∑
K∈T /ZN

(
1
2

((
v
n+ 1

2
K − vnK

)
+

)2

+ ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

∫ vnK∨v
n
L

vnK

(ξ − vnK) aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ
)

=
∑

K∈T /ZN
−∆tn

∫
R

f̄nKm
n
K (ξ) dξ,

c’est à dire (3.89) :

1
2

∥∥∥∥(v[δ (tn+1)− vδ (tn)
)

+

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

f̄nKm
n
K (ξ) dξ

= −∆tn
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫ vnK∨v
n
L

vnK

(ξ − vnK) aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ
 .

Dans la mesure où φnK→L (ξ) est absolument continue sur [vnK , vnK ∨ vnL],
(ξ − vnK)φnK→L (ξ) l’est aussi sur [vnK , vnK ∨ vnL].
Ainsi pour presque tout ξ ∈ [vnK , vnK ∨ vnL],

((ξ − vnK)φnK→L (ξ))
′
= (ξ − vnK) (−aK→L (ξ, vnK , vnL)) + φnK→L (ξ)
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donc∫ vnK∨v
n
L

vnK

((ξ − vnK)φnK→L (ξ))
′
dξ

=
∫ vnK∨v

n
L

vnK

(ξ − vnK) (−aK→L (ξ, vnK , vnL)) dξ +
∫ vnK∨v

n
L

vnK

φnK→L (ξ) dξ

c’est à dire

0 =
∫ vnK∨v

n
L

vnK

(ξ − vnK) (−aK→L (ξ, vnK , vnL)) dξ +
∫ vnK∨v

n
L

vnK

φnK→L (ξ) dξ.

Ainsi ∫ vnK∨v
n
L

vnK

(ξ − vnK) aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ =
∫ vnK∨v

n
L

vnK

φnK→L (ξ) dξ,

c’est à dire ∫
R

(ξ − vnK)+ aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ =
∫
R

f̄nKφ
n
K→L (ξ) dξ.

On obtient l’égalité

1
2

∥∥∥∥(v[δ (tn+1)− vδ (tn)
)

+

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

f̄nKm
n
K (ξ) dξ

= −∆tn
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

f̄nKφ
n
K→L (ξ) dξ

 .
Or

∑
K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

f̄nKφ
n
K→L (ξ) dξ


= 1

2
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

f̄nKφ
n
K→L (ξ) dξ +

∫
R

f̄nLφ
n
L→K (ξ) dξ


= 1

2
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

f̄nKφ
n
K→L (ξ) dξ −

∫
R

f̄nLφ
n
K→L (ξ) dξ


= 1

2
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

(
f̄nK − f̄nL

)
φnK→L (ξ) dξ


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d’où l’égalité (3.92) :

1
2

∥∥∥∥(v[δ (tn+1)− vδ (tn)
)

+

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

f̄nKm
n
K (ξ) dξ

= ∆tn
1
2

∑
K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ

 .
On a(

f̄nL − f̄nK
)
φnK→L (ξ) = 1vnK≤ξ≤vnL (AK→L (vnK , ξ)− AK→L (vnK , vnL))

+ 1vnL≤ξ≤vnK (AK→L (vnK , vnL)− AK→L (ξ, vnL)) ≥ 0.

Repartons de (3.87)

f̄nKfn+ 1
2

K + ∆tnf̄nK
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tnf̄nK∂ξm
n
K (ξ)

et intégrons sur R par rapport à ξ pour obtenir

∫
R

1vnK≤ξ1vn+ 1
2

K >ξ
dξ +

∫
R

1vnK≤ξ
∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

=
∫
R

∆tn1vnK≤ξ∂ξm
n
K (ξ) dξ

c’est à dire

1
vnK≤v

n+ 1
2

K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)
+ ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

∫
R

1vnK≤ξ
(
a∗K→L (ξ) 1ξ<(vnK∧vnL)

+ ∂2AK→L (vnK , ξ) 1vnK≤ξ≤vnL + ∂1AK→L (ξ, vnL) 1vnL≤ξ≤vnK

)
dξ

= −∆tnmn
K (vnK) ≤ 0.

Autrement dit(
v
n+ 1

2
K − vnK

)
+

+ ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

∫
R
∂2AK→L (vnK , ξ) 1vnK≤ξ≤vnLdξ ≤ 0,

c’est à dire(
v
n+ 1

2
K − vnK

)
+

+ ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL (AK→L (vnK , vnL)− AK→L (vnK , vnK)) ≤ 0
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ou encore
|K|

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)
+

+ ∆tn
∑

L∈N (K)
φnK→L (vnK) ≤ 0.

Remarque :
on aurait pu simplement appliquer l’inégalité entropique discrète (3.48) à
ξ = vnK pour obtenir l’inégalité précédente.

En utilisant le premier CFL modifié et en élevant au carré, on obtient :

|K|2
(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

+
≤ (∆tn)2

 ∑
L∈N (K)

φnK→L (vnK)
2

.

A partir de

∫
K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

+
dx ≤ (∆tn)2

|K|

 ∑
L∈N (K)

φnK→L (vnK)
2

,

on introduit artificiellement un facteur |K|L| 12 pour utiliser l’inégalité de Cauchy-
Schwartz :

∫
K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

+
dx ≤ (∆tn)2

|K|

 ∑
L∈N (K)

φnK→L (vnK)
|K|L| 12

× |K|L|
1
2

2

donc ∫
K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

+
dx ≤ (∆tn)2

|K|
∑

L∈N (K)

|φnK→L (vnK) |2
|K|L|

∑
L∈N (K)

|K|L|

c’est à dire ∫
K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

+
dx ≤ (∆tn)2

|K|
|∂K|

∑
L∈N (K)

|φnK→L (vnK) |2
|K|L|

.

Grâce à l’égalité

φnK→L (ξ) =
∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ,

φnK→L est absolument continue sur [vnK ,+∞) donc est dξ-presque partout déri-
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vable. On a

φnK→L (vnK) =
∫
R
∂2AK→L (vnK , ξ) 1vnK≤ξ≤vnLdξ

= 1vnK≤vnL (AK→L (vnK , vnL)− AK→L (vnK , vnK))

et

|φnK→L (vnK) |2 = −2
∫ vnL∨v

n
K

vnK

φnK→L (ξ) ∂ξφnK→L (ξ) dξ

= 2
∫ vnL∨v

n
K

vnK

φnK→L (ξ) anK→L (ξ) dξ ≤ 2 sup
ξ∈R
|anK→L (ξ) |

∫ vnL∨v
n
K

vnK

−φnK→L (ξ) dξ.

Comme ∫ vnL∨v
n
K

vnK

−φnK→L (ξ) dξ = 1vnL>vnK
∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ,

il vient∫
TN

(
v[δ (tn+1)− vδ (tn)

)2

+
dx

≤
∑

K∈T /ZN

(∆tn)2

|K|
× |∂K|
|K|L|

2 sup
ξ∈R
|anK→L (ξ) |

∑
L∈N (K)

∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ


puis en sommant sur les K ∈ T /ZN et en utilisant la condition CFL on obtient
(3.97) :

∫
TN

(
v[δ (tn+1)− vδ (tn)

)2

+
dx

≤ (1− θ) ∆tn
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ

 .

Pour conclure et trouver les inégalités (3.71) et (3.72), je vais prendre quelques
lettres :

a =
∫
TN

(
v[δ (tn+1)− vδ (tn)

)2

+
dx

b = ∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R

f̄nKm
n
K (ξ) dξ

c = ∆tn
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ


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L’égalité (3.92) s’écrit
a+ 2b = c,

l’inégalité (3.97) s’écrit

a ≤ (1− θ) c⇔ θc ≤ c− a⇔ θc ≤ 2b⇔ c ≤ 2
θ
b

qui entraine bien (3.72) en sommant sur n.
Reprenons (3.97) :

a ≤ (1− θ) c⇔ a ≤ (1− θ) (a+ 2b)

⇔ a [1− (1− θ)] ≤ (1− θ) 2b⇔ a ≤ (1− θ) 2
θ
b

qui entraine bien (3.71) en sommant sur n. C’est même un peu mieux que (3.71)
puisque je trouve un facteur (1− θ) en plus à gauche de l’inégalité.

(3.35) s’écrit

|K|
(

fn+ 1
2

K − fnK
)

+ ∆tn
∑

L∈N (K)
aK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tn|K|∂ξmn

K (ξ)

c’est à dire

|K|
(

1− f̄n+ 1
2

K −
(
1− f̄nK

))
+ ∆tn

∑
L∈N (K)

(a∗K→L (ξ)− āK→L (ξ, vnK , vnL))

= ∆tn|K|∂ξmn
K (ξ)

⇔ −|K|
(

f̄n+ 1
2

K − f̄nK
)
−∆tn

∑
L∈N (K)

āK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tn|K|∂ξmn
K (ξ)

car

∑
L∈N (K)

a∗K→L (ξ) =
∑

L∈N (K)
|K|L|a (ξ) .nK,L =

∑
L∈N (K)

∫
|K|L|

a (ξ) .nK,LdHn−1

=
∑

L∈N (K)

∫
|K|L|

a (ξ) .nK,LdHn−1 =
∫
|∂K|

a (ξ) .nKdHn−1 =
∫
K

div (a (ξ)) dx = 0.

On a donc (3.98), que l’on multiplie par fnK pour obtenir

−|K|f̄n+ 1
2

K fnK −∆tnfnK
∑

L∈N (K)
āK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tnfnK |K|∂ξmn

K (ξ) .
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Ainsi,

∑
K∈T /ZN

∫
R

(ξ − vnK)
(
−|K|f̄n+ 1

2
K fnK

)
dξ

−
∫
R

∆tnfnK
∑

L∈N (K)
(ξ − vnK) āK→L (ξ, vnK , vnL) dξ


=

∑
K∈T /ZN

∫
R

∆tnfnK |K| (ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ

c’est à dire

∑
K∈T /ZN

1
vnK≥v

n+ 1
2

K

× |K|12

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

−∆tn
∑

L∈N (K)

∫ vnK

vnK∧v
n
L

(ξ − vnK) āK→L (ξ, vnK , vnL) dξ


=
∑

K∈T /ZN

∫
R

∆tn|K|fnK (ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ.

Dans la mesure où mn
K (ξ) est absolument continue sur R, (ξ − vnK)mn

K (ξ) l’est
aussi sur le support compact de mn

K (prenons ce support inclus dans [M ; +∞)
pour un certain M ∈ R). Ainsi,

((ξ − vnK)mn
K (ξ))

′
= (ξ − vnK) ∂ξmn

K (ξ) +mn
K (ξ) , pp

donc ∫ vnK

M
((ξ − vnK)mn

K (ξ))
′
dξ =

∫ vnK

M
(ξ − vnK) ∂ξmn

K (ξ) dξ +
∫ vnK

M
mn
K (ξ) dξ

c’est à dire
0 =

∫ vnK

M
(ξ − vnK) ∂ξmn

K (ξ) dξ +
∫ vnK

M
mn
K (ξ) dξ.

Ainsi ∫
R

fnK (ξ − vnK) ∂ξmn
K (ξ) dξ = −

∫ vnK

M
mn
K (ξ) dξ = −

∫
R

fnKm
n
K (ξ) dξ.
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On obtient donc

∑
K∈T /ZN

(
1
2 |K|

((
v
n+ 1

2
K − vnK

)
−

)2

−∆tn
∑

L∈N (K)

∫ vnK

vnK∧v
n
L

(ξ − vnK) āK→L (ξ, vnK , vnL) dξ
)

=
∑

K∈T /ZN
−∆tn|K|

∫
R

fnKm
n
K (ξ) dξ

c’est à dire

1
2

∥∥∥∥(v[δ (tn+1)− vδ (tn)
)
−

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

fnKm
n
K (ξ) dξ

= ∆tn
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫ vnK

vnK∧v
n
L

(ξ − vnK) āK→L (ξ, vnK , vnL) dξ
 .

Remarquons tout de suite que ∀ξ ∈ [vnK ∧ vnL, vnK ],∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, vnK , vnL) dζ =

∫ ξ

−∞
b̄K→L (ζ, ξ, vnK , vnL) dζ.

Dans la mesure où
ξ 7→

∫ ξ

−∞
aK→L (ζ, vnK , vnL) dζ

est absolument continue sur [vnK ∧ vnL, vnK ],

(ξ − vnK)
∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, vnK , vnL) dζ

l’est aussi sur [vnK ∧ vnL, vnK ]. Ainsi, pour presque tout ξ ∈ [vnK ∧ vnL, vnK ],

(
(ξ − vnK)

∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, vnK , vnL) dζ

)′

= (ξ − vnK) (āK→L (ξ, vnK , vnL)) +
∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, vnK , vnL) dζ
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donc

∫ vnK

vnK∧v
n
L

(
(ξ − vnK)

∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, vnK , vnL) dζ

)′
dξ

=
∫ vnK

vnK∧v
n
L

(ξ − vnK) (āK→L (ξ, vnK , vnL)) dξ +
∫ vnK

vnK∧v
n
L

∫ ξ

−∞
āK→L (ζ, vnK , vnL) dζdξ

c’est à dire

0 =
∫ vnK

vnK∧v
n
L

(ξ − vnK) (āK→L (ξ, vnK , vnL)) dξ +
∫ vnK

vnK∧v
n
L

∫ ξ

−∞
b̄K→L (ζ, ξ, vnK , vnL) dζdξ.

Ainsi∫ vnK

vnK∧v
n
L

(ξ − vnK) (āK→L (ξ, vnK , vnL)) dξ = −
∫ vnK

vnK∧v
n
L

∫ ξ

−∞
b̄K→L (ζ, ξ, vnK , vnL) dζdξ

c’est à dire∫ vnK

vnK∧v
n
L

(ξ − vnK) (āK→L (ξ, vnK , vnL)) dξ = −
∫
R

fnK φ̄
n
K→L (ξ) dξ.

On obtient l’égalité

1
2

∥∥∥∥(v[δ (tn+1)− vδ (tn)
)
−

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

fnKm
n
K (ξ) dξ

= −∆tn
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

fnK φ̄
n
K→L (ξ) dξ

 .
Or

∑
K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

fnK φ̄
n
K→L (ξ) dξ


= 1

2
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

fnK φ̄
n
K→L (ξ) dξ +

∫
R

fnLφ̄
n
L→K (ξ) dξ


= 1

2
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

fnK φ̄
n
K→L (ξ) dξ −

∫
R

fnLφ̄
n
K→L (ξ) dξ


= 1

2
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

(fnK − fnL) φ̄nK→L (ξ) dξ
 ,
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d’où l’égalité (3.100) :

1
2

∥∥∥∥(v[δ (tn+1)− vδ (tn)
)
−

∥∥∥∥2

L2(TN )
+ ∆tn

∑
K∈T /ZN

|K|
∫
R

fnKm
n
K (ξ) dξ

= ∆tn
1
2

∑
K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) dξ
 .

A partir de

|K|
(

f̄n+ 1
2

K − f̄nK
)

+ ∆tn
∑

L∈N (K)
āK→L (ξ, vnK , vnL) = −∆tn|K|∂ξmn

K (ξ) ,

on intègre par rapport à ξ sur (−∞, vnK ] pour obtenir

|K|
(
v
n+ 1

2
K − vnK

)
−

+ ∆tn|K|mn
K (vnK) = −∆tn

∑
L∈N (K)

φ̄nK→L (vnK)

donc
|K|

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)
−
≤ −∆tn

∑
L∈N (K)

φ̄nK→L (vnK) .

On élève au carré, puis on introduit artificiellement un facteur |K|L| 12 pour utili-
ser l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

∫
K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

−
dx ≤ (∆tn)2

|K|

 ∑
L∈N (K)

φ̄nK→L (vnK)
|K|L| 12

× |K|L|
1
2

2

donc ∫
K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

−
dx ≤ (∆tn)2

|K|
∑

L∈N (K)

|φ̄nK→L (vnK) |2
|K|L|

∑
L∈N (K)

|K|L|,

c’est à dire ∫
K

(
v
n+ 1

2
K − vnK

)2

−
dx ≤ (∆tn)2

|K|
|∂K|

∑
L∈N (K)

|φ̄nK→L (vnK) |2
|K|L|

.

Grâce à l’égalité

φ̄nK→L (ξ) =
∫ ξ

−∞
b̄nK→L (ζ) dζ,

φ̄nK→L est absolument continue sur (−∞, vnK ] donc est dξ-presque partout déri-
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vable. On a

φ̄nK→L (vnK) = 1vnK≥vnL (AK→L (vnK , vnK)− AK→L (vnK , vnL))

et

|φ̄nK→L (vnK) |2 = −2
∫ vnK

vnK∧v
n
L

φ̄nK→L (ξ) ∂ξφ̄nK→L (ξ) dξ

= 2
∫ vnK

vnK∧v
n
L

φ̄nK→L (ξ) b̄nK→L (ξ, ξ) dξ ≤ 2 sup
ξ∈R
|b̄nK→L (ξ, ξ) |

∫ vnK

vnK∧v
n
L

−φ̄nK→L (ξ) dξ.

Comme ∫ vnK

vnK∧v
n
L

−φ̄nK→L (ξ) dξ = 1vnL<vnK
∫
R

(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) dξ

et que

(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) = −1vnL≤ξ≤vnK (AK→L (ξ, ξ)− AK→L (ξ, vnL))
+ 1vnK≤ξ≤vnL (AK→L (ξ, ξ)− AK→L (vnK , ξ)) ≥ 0,

il vient∫
TN

(
v[δ (tn+1)− vδ (tn)

)2

−
dx

≤
∑

K∈T /ZN

(∆tn)2

|K|
× |∂K|
|K|L|

2 sup
ξ∈R
|b̄nK→L (ξ, ξ) |

∑
L∈N (K)

∫
R

(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) dξ


puis en utilisant la condition CFL on obtient :∫
TN

(
v[δ (tn+1)− vδ (tn)

)2

−
dx

≤ (1− θ) ∆tn
∑

K∈T /ZN

 ∑
L∈N (K)

∫
R

(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) dξ
 .

Pour conclure et trouver les inégalités (3.74) et (3.75), on réitère les calculs prou-
vant les inégalités (3.71) et (3.72).
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3.2.8 Concernant la remarque 64

Grâce à l’égalité

φnK→L (ξ) =
∫ +∞

ξ
anK→L (ζ) dζ,

on peut affirmer que

1. si ξ ≥ vnL ≥ vnK , alors φnK→L (ξ) = 0,

2. si vnL ≥ ξ ≥ vnK alors

φnK→L (ξ) =
∫
R
∂2AK→L (vnK , ζ) 1ξ≤ζ≤vnLdζ

= 1vnK≤vnL (AK→L (vnK , vnL)− AK→L (vnK , ξ))

et

|φnK→L (ξ) |2 = −2
∫ vnL

ξ
φnK→L (ξ) ∂ζφnK→L (ζ) dζ

= 2
∫ vnL

ξ
φnK→L (ζ) anK→L (ζ) dζ

≤ 2 sup
ξ∈R
|anK→L (ξ) |

∫ vnL

ξ
−φnK→L (ζ) dζ

≤ 2 sup
ξ∈R
|anK→L (ξ) |

∫ vnL

vnK

−φnK→L (ζ) dζ

≤ 2 sup
ξ∈R
|anK→L (ξ) |

∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ζ) dζ

La preuve de

|φnK→L (vnK) |2 ≤ 2 sup
ξ∈R
|anK→L (ξ) |

∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ζ) dζ

ayant déjà été faite, le résultat de la remarque suit aisément.

3.2.9 Sur le corollaire 62 (weak derivative estimate)

La condition

∆tn ≤
(1− θ)α2

N

2LA
h
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s’écrit aussi
2∆tn

(1− θ) ≤
α2
N

LA
h.

Pour montrer qu’elle implique la condition CFL 3.70, il suffit de prouver que

α2
N

LA
h ≤ |K| × |K|L|

|∂K|
× 1

supξ∈R |anK→L (ξ) | .

Ceci est vrai grâce à (3.56) et (3.62) qui disent que

h|∂K| ≤ |K|
α2
N

et que
sup
ξ∈R
|anK→L (ξ) | ≤ |K|L|LA.

On fait de même pour montrer qu’elle implique la condition CFL (3.73) en rem-
plaçant supξ∈R |anK→L (ξ) | par supξ∈R |b̄nK→L (ξ, ξ) |.

(3.27) nous dit que

G2
K (vnK) =

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
≤ D0.

Pour obtenir (3.102), il faut multiplier par |K|, puis sommer sur les K ∈ T /ZN ,
ainsi ∑

K∈T /ZN
|K|G2

K (vnK) ≤
∑

K∈T /ZN
|K|D0 = D0.

Puis
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|K|G2

K (vnK) ≤ D0T.

On doit alors utiliser (3.69) pour obtenir

1
2E‖vδ (T ) ‖2

L2(TN ) + E (E (T )) ≤ 1
2E‖vδ (0) ‖2

L2(TN ) + D0T

2

ce qui donne l’estimation (3.77) où on peut même majorer par

1
θ

(
E‖vδ (0) ‖2

L2(TN ) +D0T − E‖vδ (T ) ‖2
L2(TN )

)
.

Idem pour (3.78).
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Si on somme (3.103) sur n, on trouve

E
NT−1∑
n=0

∥∥∥vδ (tn+1)− v[δ (tn+1)
∥∥∥2

L2(TN )
≤ D0T.

Ainsi

E
NT−1∑
n=0
‖vδ (tn+1)− vδ (tn) ‖2

L2(TN )

= E
NT−1∑
n=0
‖vδ (tn+1)− v[δ (tn+1) + v[δ (tn+1)− vδ (tn) ‖2

L2(TN )

≤ 2E
NT−1∑
n=0

(
‖vδ (tn+1)− v[δ (tn+1) ‖2

L2(TN ) + ‖v[δ (tn+1)− vδ (tn) ‖2
L2(TN )

)
≤ 2D0T + 21

θ

(
E‖vδ (0) ‖2

L2(TN ) +D0T − E‖vδ (T ) ‖2
L2(TN )

)
≤ 21

θ

(
E‖vδ (0) ‖2

L2(TN ) + 2D0T − E‖vδ (T ) ‖2
L2(TN )

)
.

3.2.10 Sur l’introduction du paragraphe 3.1.6

Notons que la formule vraie ∀t ∈ [tn, tn+1),∀x ∈ K,

v#
K (t) = v#

δ (x, t) = v
n+ 1

2
K +

∑
k

gk,K (vnK) (βk (t)− βk (tn))

= v
n+ 1

2
K +

∞∑
k=1

1
|K|

∫
K
gk (x, vnK) dx× (βk (t)− βk (tn))

= v
n+ 1

2
K +

∞∑
k=1

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) ekdx× (W (t) ek −W (tn) ek)

= v
n+ 1

2
K +

∞∑
k=1

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dxek × (W (t)−W (tn)) ek

= v
n+ 1

2
K +

∞∑
k=1

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dx ◦ j−1 (jW (t)− jW (tn))

= v
n+ 1

2
K +

∫ t

tn

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dxdW (s)
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signifie que v#
K (t) est égale à v

n+ 1
2

K pour t = tn, qu’elle est continue en temps sur
chaque intervalle [tn, tn+1), dépend du hasard ω et donc peut être vue comme un
processus stochastique, et est telle que

lim
t→tn+1
t<tn+1

v#
K (t) = vn+1

K .

Remarque : la solution approchée

v#
δ (x, t) = v#

K (t) , ∀t ∈ [0, T ),∀x ∈ K

n’est pas constante par morceau (en temps) comme dans le livre de Thierry
Gallouët [EGH03], elle n’est même pas polynomiale par morceaux.

La formule (3.104) vraie ∀ξ ∈ R, ∀x ∈ K, ∀t ∈ [tn, tn+1),

fδ (x, t, ξ) = t− tn
∆tn

1v#
δ

(x,t)>ξ + tn+1 − t
∆tn

1vδ(x,t)>ξ

signifie que fδ (x, t, ξ) est égale à fnK (ξ) = 1vnK>ξ pour t = tn, et que

lim
t→tn+1
t<tn+1

fδ (x, t, ξ) = 1vn+1
K >ξ = fn+1

K (ξ) .

Elle est continue en chaque tn à ξ et x fixé.

3.2.11 Sur la preuve du lemme 65

E
∫ T

0

∫
TN

(∫
R
|fδ (x, t, ξ)− fδ (x, t, ξ) |dξ

)2
dxdt

= E
∫ T

0

∫
TN

(∫
R

∣∣∣∣t− tn∆tn
1v#

δ
(x,t)>ξ + tn+1 − t

∆tn
fδ (x, t, ξ)− fδ (x, t, ξ)

∣∣∣∣ dξ)2
dxdt

= E
∫ T

0

∫
TN

(∫
R

∣∣∣∣t− tn∆tn
1v#

δ
(x,t)>ξ −

t− tn
∆tn

fδ (x, t, ξ)
∣∣∣∣ dξ)2

dxdt

≤ E
∫ T

0

∫
TN

(∫
R

∣∣∣1v#
δ

(x,t)>ξ − fδ (x, t, ξ)
∣∣∣ dξ)2

dxdt

≤ E
∫ T

0

∫
TN

∣∣∣v#
δ (t)− vδ (t)

∣∣∣2 dxdt ≤ E
∫ T

0

∥∥∥v#
δ (t)− vδ (t)

∥∥∥2

L2(TN )
dt.
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Finalement,

E
∫ T

0

∫
TN

(∫
R
|fδ (x, t, ξ)− fδ (x, t, ξ) |dξ

)2
dxdt

≤ E
∫ T

0

∥∥∥v#
δ (t)− vδ (t)

∥∥∥2

L2(TN )
dt

=
NT−1∑
n=0

E
∫ tn+1

tn

∥∥∥v#
δ (t)− v[δ (tn+1) + v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥2

L2(TN )
dt

=
NT−1∑
n=0

E
∫ tn+1

tn

∥∥∥v#
δ (t)− v[δ (tn+1)

∥∥∥2

L2(TN )
dt

+
NT−1∑
n=0

E∆tn
∥∥∥v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥2

L2(TN )

+
NT−1∑
n=0

2E
∫ tn+1

tn

∑
K∈T /ZN

∫
K

−∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

AK→L (vnK , vnL)


×
∫ t

tn

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dxdW (s) dydt

avec

NT−1∑
n=0

E
∫ tn+1

tn

∥∥∥v#
δ (t)− v[δ (tn+1)

∥∥∥2

L2(TN )
dt

=
NT−1∑
n=0

E
∫ tn+1

tn

∑
K∈T /ZN

∫
K

∣∣∣∣∣
∫ t

tn

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dxdW (s)
∣∣∣∣∣
2

dt

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∑
K∈T /ZN

∫
K
E
∫ t

tn

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
dsdydt

≤
NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∑
K∈T /ZN

∫
K
E
∫ t

tn
D0dsdydt =

NT−1∑
n=0

∫ tn+1

tn
D0 (t− tn) dt

et

E
(
AK→L (vnK , vnL)

∫ t

tn

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dxdW (s)
)

= E
(∫ t

tn
AK→L (vnK , vnL)

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dxdW (s)
)

= 0

car AK→L (vnK , vnL) est Ftn-mesurable.
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Il reste à utiliser l’estimation (3.78) :

NT−1∑
n=0

E∆tn
∥∥∥v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥2

L2(TN )

≤ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(1
θ

(
‖vδ (0) ‖2

L2(TN ) +D0T
))

pour arriver à (3.107).

3.2.12 Sur l’équation cinétique disctrète (proposition 67)

Elle peut se réécrire ainsi : ∀t ∈ [tn, tn+1),

〈fδ (x, t) , ψ〉 − 〈fδ (x, tn) , ψ〉

= − 1
|K|

∫ t

tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ψ (ξ) dξds−
∫ t

tn

∫
R
∂ξψ (ξ)mn

K (ξ) dξds

+ t− tn
∆tn

∫ t

tn
ψ
(
v#
δ (x, s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s)

+ 1
2
t− tn
∆tn

∫ t

tn
∂ξψ

(
v#
δ (x, s, ω)

) ∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds.

En effet
1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy ∈ L2 (H,R)

car d’après (3.6)

∑
k

∣∣∣∣∣ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dyek
∣∣∣∣∣
2

=
∑
k

∣∣∣∣∣ 1
|K|

∫
K
gk (y, vnK (ω)) dy

∣∣∣∣∣
2

≤ 1
|K|2
|K|

∑
k

∫
K

(gk (y, vnK (ω)))2 dy ≤ D0.

v#
δ (x, ., ω) étant continue sur [tn, tn+1), ψ étant à valeurs réelles et bornée, on a

aussi
ψ
(
v#
δ (x, s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy ∈ L2 (H,R)
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et

E
∫ t

tn

∥∥∥∥∥ψ (v#
δ (x, s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds < +∞.

De plus,

s ∈ [tn, tn+1) 7→ ψ
(
v#
δ (x, s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy

est continue donc prévisible. L’intégrale d’Itô est bien définie ∀t ∈ [tn, tn+1), et
on peut écrire

∞∑
k=1

∫ t

tn
gk,K (vnK (ω))ψ

(
v#
δ (x, s, ω)

)
dβk (s)

=
∞∑
k=1

∫ t

tn

1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) ekdyψ
(
v#
δ (x, s, ω)

)
dβk (s)

=
∞∑
k=1

∫ t

tn
ψ
(
v#
δ (x, s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dyekdβ (s)

=
∫ t

tn
ψ
(
v#
δ (x, s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s) .

On a aussi

G2
K (vnK (ω)) =

∑
k

∣∣∣∣∣ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dxek
∣∣∣∣∣
2

=
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK (ω)) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
.

Pour la preuve, on a

〈fδ (x, t) , ψ〉 − 〈fδ (x, tn) , ψ〉 =
∫
R

(fδ (x, t, ξ)− fδ (x, tn, ξ))ψ (ξ) dξ

= −
∫
R
∂ξ (fδ (x, t, ξ)− fδ (x, tn, ξ)) Ψ (ξ) dξ

=
∫
R

(
νδx,t (ξ)− νδx,tn (ξ)

)
Ψ (ξ) dξ

=
∫
R

(
t− tn
∆tn

δv#
K(t) + tn+1 − t

∆tn
δvnK − δvnK

)
Ψ (ξ) dξ

= t− tn
∆tn

Ψ
(
v#
K (t)

)
− t− tn

∆tn
Ψ (vnK)

= t− tn
∆tn

(
Ψ
(
v#
K (t)

)
−Ψ

(
v
n+ 1

2
K

))
+ t− tn

∆tn

(
Ψ
(
v
n+ 1

2
K

)
−Ψ (vnK)

)
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avec

t− tn
∆tn

(
Ψ
(
v
n+ 1

2
K

)
−Ψ (vnK)

)
= t− tn

∆tn

∫
R
ψ (ξ)

(
fn+ 1

2
K − fnK

)
dξ

= t− tn
∆tn

∫
R
ψ (ξ)

−∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) + ∆tn∂ξmn
K (ξ)

 dξ
= −

∫
R

t− tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL)ψ (ξ) dξ − (t− tn)
∫
R
∂ξψ (ξ)mn

K (ξ) dξ

= −
∫ t

tn

∫
R

1
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL)ψ (ξ) dξds−
∫ t

tn

∫
R
∂ξψ (ξ)mn

K (ξ) dξds

et

t− tn
∆tn

(
Ψ
(
v#
K (t)

)
−Ψ

(
v
n+ 1

2
K

))
= t− tn

∆tn

(
Ψ
(
v
n+ 1

2
K +

∫ t

tn

1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s)
)
−Ψ

(
v
n+ 1

2
K

))

= t− tn
∆tn

∫ t

tn
ψ
(
v#
K (s)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s)

+ 1
2

∫ t

tn
∂ξψ

(
v#
K (s)

) ∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds


grâce à la formule d’Itô appliquée au processus

v#
K (t) = v

n+ 1
2

K +
∫ t

tn

1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s)

et à la fonction Ψ ∈ C2
c (R),

c’est à dire ∀x ∈ K :

t− tn
∆tn

(
Ψ
(
v#
K (t)

)
−Ψ

(
v
n+ 1

2
K

))
= t− tn

∆tn

∫ t

tn
ψ
(
v#
δ (x, s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s)

+ 1
2
t− tn
∆tn

∫ t

tn
∂ξψ

(
v#
δ (x, s, ω)

) ∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds.
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3.2.13 Sur la preuve de la proposition 68 (fδ est une solution
cinétique approchée)

Comme on a l’hypothèse (3.54) : hNαN ≤ |K|, on peut appeler Th/ZN le maillage
associé à la valeur h = 1

n
pour n ∈ N∗. Ainsi

⋃
Th: 1

h
∈N∗

⋃
K∈Th/ZN

K

peut être appelée (au sens de Rudin p146, cf [Rud75]) famille substantielle car
∀y ∈ K, on a

K ⊂ B (y, h) et |B (y, h) | = hN |B (y, 1) | ≤ |B (y, 1) |
αN

|K|.

On peut alors appliquer le théorème de différentiation de Lebesgue pour presque
tout y ∈ K :

lim
h→0

1
|K|

∫
K
u0 (x) dx− u0 (y) = 0

ou plus précisément (cf W. Rudin p151 [Rud75]),

∀ε > 0, ∃δ > 0 :
{
∀K : diam (K) < δ et pour presque tout y ∈ K,

1
|K|

∫
K
|u0 (x)− u0 (y) |dx < ε

}
.

Ainsi grâce à l’hypothèse (3.53) ∀K ∈ Th/ZN , diam (K) < h, on a pour h suffi-
samment petit :

∑
K∈Th

∫
K

∣∣∣∣∣ 1
|K|

∫
K
u0 (x) dx− u0 (y)

∣∣∣∣∣ dy < ε

et donc, ∀ϕ ∈ C∞c
(
TN × R

)
,

∫
TN×R

(
fδm (x, 0, ξ)− 1u0(x)>ξ

)
ϕ (x, ξ) dxdξ

=
∫
TN×R

(
1vδm (0)>ξ − 1u0(x)>ξ

)
ϕ (x, ξ) dxdξ

=
∫
TN

∫ vδm (0)

u0(x)
ϕ (x, ξ) dξdx ≤ ‖ϕ‖∞

∫
TN
|vδm (0)− u0 (y) |dy

= ‖ϕ‖∞
∑

K∈Th/ZN

∫
K
| 1
|K|

∫
K
u0 (x) dx− u0 (y) |dy < ‖ϕ‖∞ε
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si h est suffisamment petit (c’est le cas si m tend vers l’infini).
Par densité de C∞c

(
TN × R

)
dans L1

(
TN × R

)
,

on prouve aussi que ∀ϕ ∈ L1
(
TN × R

)
,∫

TN×R

(
fδm (x, 0, ξ)− 1u0(x)>ξ

)
ϕ (x, ξ) dxdξ →m→+∞ 0.

J’ai donc bien détaillé l’utilité des hypothèses (3.53) et (3.54).

Une fois qu’on aura prouvé que ∀ϕ ∈ C∞c
(
TN × R

)
,

〈fδ (t) , ϕ〉 − 〈fδ (tn) , ϕ〉

= −
∫
TN×[0,t]×R

∂ξϕ (ξ) dmδ (x, s, ξ) + εδ (t, ϕ) +
∫ t

0
〈fδ (s) , a (ξ) .Oxϕ〉ds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ) dxdW (s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
δ
x,s (ξ) dxds

avec ∀ϕ ∈ C2
c

(
TN × R

)

lim
δ→0

E
(

sup
t∈[0,T ]

(
|εδ (t, ϕ) |2

))
= lim

δ→0
E

( sup
t∈[0,T ]

|εδ (t, ϕ) |
)2
 = 0,

on aura aussi
sup
t∈[0,T ]

|εδ (t, ϕ) | →δ→0 0 en probabilité

car la convergence dans L2 (Ω) implique la convergence en probabilité.

Pour la prouver, appliquons l’équation cinétique discrète à ξ 7→ ϕ (x, ξ), x ∈ K
fixé et t ∈ [tn, tn+1] :

∫
R
fδ (x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dξ −

∫
R
fδ (x, tn, ξ)ϕ (x, ξ) dξ

= − 1
|K|

∫ t

tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕ (x, ξ) dξds−
∫ t

tn

∫
R
∂ξϕ (x, ξ)mn

K (ξ) dξds

+ t− tn
∆tn

∫ t

tn
ϕ
(
x, v#

K (s, ω)
) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s)

+ 1
2
t− tn
∆tn

∫ t

tn
∂ξϕ

(
x, v#

K (s, ω)
) ∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds
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qu’on intègre sur K ∈ T /ZN , puis on somme sur les K ∈ T /ZN :

∫
TN

∫
R
fδ (x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx−

∫
TN

∫
R
fδ (x, tn, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx

= −
∑

K∈T /ZN

∫
K

1
|K|

∫ t

tn

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕ (x, ξ) dξdsdx

−
∑

K∈T /ZN

∫
K

1
|K|

∫ t

tn

∫
R
∂ξϕ (x, ξ)mn

K (ξ) dξdsdx

+ t− tn
∆tn

∑
K∈T /ZN

∫
K

∫ t

tn
ϕ
(
x, v#

K (s, ω)
) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s) dx

+ 1
2
t− tn
∆tn

∑
K∈T /ZN

∫
K

∫ t

tn
∂ξϕ

(
x, v#

K (s, ω)
) ∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
dsdx.

On peut inverser
∫
K et

∫ t
tn

grâce au théorème de Fubini pour les premier,
deuxième et quatrième termes à droite de l’égalité précédente, et grâce au théo-
rème de Fubini stochastique pour le troisième terme à droite de l’égalité précé-
dente.
Pour le quatrième terme, on utilise le fait que

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)

≤ 1
|K|

∫
K
‖Φ (y, vnK (ω))‖2

L2(H,R) dy ≤ D0
(
1 + 12

)
= 2D0

car Φ (x, .) a son support dans [−1, 1].
Pour le troisième terme, on utilise le fait que

∫
K
E
∫ t

tn

∥∥∥∥∥ϕ (x, v#
K (s, ω)

) 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
dsdx

≤
∫
K
E
∫ t

tn

(
ϕ
(
x, v#

K (s, ω)
))2

2D0dsdx < +∞.
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On obtient∫
TN

∫
R
fδ (x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx−

∫
TN

∫
R
fδ (x, tn, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx

= −
∑

K∈T /ZN

∫ t

tn

∫
K

1
|K|

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕ (x, ξ) dξdxds

−
∫ t

tn

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ)mδ (x, s, ξ) dξdxds

+
∑

K∈T /ZN

∫ t

tn

∫
K

1
|K|

∫
K

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (y, ξ) dµδx,s,t (ξ, ζ) dydxdW (s)

+ 1
2

∑
K∈T /ZN

∫ t

tn

∫
K

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) G2

δ (x, ξ) dµδx,s,t (ξ, ζ) dxds,

où µδx,s,t est la mesure sur R2 définie dans l’article que l’on peut aussi écrire

∀x ∈ K, ∀t ∈ [tn, tn+1), µδx,s,t (dξ, dζ) = t− tn
∆tn

δvδ(x,s,ω) ⊗ δv#
δ

(x,s,ω) (dξ, dζ)

ou plus exactement

µδx,s,t (dξ, dζ)

=
∑

K∈T /ZN

NT−1∑
n=0

1K (x) 1[tn,tn+1) (t) 1[tn,t) (s) t− tn∆tn
δvδ(x,s,ω) ⊗ δv#

δ
(x,s,ω) (dξ, dζ) ,

puis sommer sur les n allant de 0 à l’entier l tel que t ∈ [tl, tl+1) pour obtenir
(en utilisant la formule précédente à t = tn+1 pour n < l et à t quelconque
appartenant à [tl, tl+1))
∫
TN

∫
R
fδ (x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx−

∫
TN

∫
R
fδ (x, 0, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx

= −
∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ)mδ (x, s, ξ) dξdxds

−
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK (ξ) dξds

+
∫ t

0

∑
K∈T /ZN

∫
K

1
|K|

∫
K

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (y, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dydxdW (s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) G2

δ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds.
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Remarque : Si je définis

Φδ : (x, ξ) ∈ TN × R 7→ Φδ (x, ξ) ∈ L2 (H,R)

par la formule

Φδ (x, ξ) = 1
|K|

∫
K

Φ (y, ξ) dy, ∀x ∈ K

j’obtiens∫
TN

∫
R
fδ (x, t, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx−

∫
TN

∫
R
fδ (x, 0, ξ)ϕ (x, ξ) dξdx

= −
∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ)mδ (x, s, ξ) dξdxds

−
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK (ξ) dξds

+
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φδ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxdW (s)

+ 1
2

∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) G2

δ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds

qui se rapproche plus de la formule de l’article.

3.2.14 Sur la consistance en espace (preuve du lemme 69)

Le but est de montrer que

−
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK (ξ) dξds

est proche de∫ t

0
〈fδ (s) , a (ξ) .Oxϕ〉ds =

∫ t

0

∫
TN

∫
R
fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds.

Commençons par montrer que∫ t

0

∫
TN

∫
R
fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds
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est proche de ∫ t

0

∫
TN

∫
R

fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds.

Le lemme 65 dit que

E sup
t∈[0,T ]

(∫ t

0

∫
TN

∫
R

(fδ (x, s, ξ)− fδ (x, s, ξ))× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds
)2

≤ E sup
t∈[0,T ]

t
∫ t

0

(∫
TN

∫
R

(fδ (x, s, ξ)− fδ (x, s, ξ))× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdx
)2
ds

≤ T × E
∫ T

0

(∫
TN

∫
R

(fδ (x, s, ξ)− fδ (x, s, ξ))× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdx
)2
ds

≤ T × E
∫ T

0

∫
TN

(∫
R
|fδ (x, s, ξ)− fδ (x, s, ξ) | × |a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) |dξ

)2
dxds

≤ T × L2
A‖|Oxϕ|‖2

∞ × E
∫ T

0

∫
TN

(∫
R
|fδ (x, s, ξ)− fδ (x, s, ξ) |dξ

)2
dxds

≤ T × L2
A‖|Oxϕ|‖2

∞

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn ×

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

)))

Pour montrer que∫ t

0

∫
TN

∫
R

fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds

est proche de

−
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK (ξ) dξds
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on utilise l’écriture suivante :∫ t

0

∫
TN

∫
R

fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξ × a (ξ) .
∫
K
Oxϕ (x, ξ) dxdξds

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξ × a (ξ) .
∫
∂K
ϕ (x, ξ)nKdHN−1 (x) dξds

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξ

×
∑

L∈N (K)
|K|L|a (ξ) . 1

|K|L|

∫
|K|L|

ϕ (x, ξ)nK,LdHN−1 (x) dξds

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξ ×
∑

L∈N (K)
a∗K→L (ξ)ϕK|Ldξds,

et on remarque que

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK|L (ξ) dξds

= 1
2

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

(
anK→L (ξ)ϕK|L (ξ) + anL→K (ξ)ϕL|K (ξ)

)
dξds

= 0

et

NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξ ×
∑

L∈N (K)
a∗K→L (ξ)ϕK (ξ) dξds

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξϕK (ξ)×
∑

L∈N (K)

∫
K|L

a (ξ) .nK,LdHN−1 (y) dξds

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξϕK (ξ)×
∫
∂K
a (ξ) .nKdHN−1 (y) dξds

=
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξϕK (ξ)×
∫
K

div (a (ξ)) dydξds = 0,
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pour comparer

NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

1vnK>ξ ×
∑

L∈N (K)
a∗K→L (ξ)

(
ϕK|L (ξ)− ϕK (ξ)

)
dξds

et

−
NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)
(
ϕK|L (ξ)− ϕK (ξ)

)
dξds.

Pour cela, comparons, comme indiqué dans l’article anK→L (ξ) et a∗K→L (ξ) 1vnK>ξ :
dans la mesure où ϕ ∈ C2

c

(
TN × R

)
, les fonctions ξ 7→ ϕK|L (ξ) et ξ 7→ ϕK (ξ)

sont aussi C2
c (R) ⊂ W 1,1 (Rξ).

Je continue avec γ ∈ C2
c (R) :

Si vnK ≤ vnL,

∫
R
γ (ξ)

(
a∗K→L (ξ) 1vnK>ξ − a

n
K→L (ξ)

)
dξ

=
∫
R
γ (ξ)

(
aK→L (ξ, vnK , vnL) 1vnK>ξ − aK→L (ξ, vnK , vnL)

)
dξ

= −
∫
R
γ (ξ) f̄nK (ξ) aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

car

aK→L (ξ, vnK , vnL)
= a∗K→L (ξ) 1vnK∧vnL>ξ + ∂2A (vnK , ξ) 1vnK≤ξ≤vnL + ∂1A (ξ, vnL) 1vnL≤ξ≤vnK .

Ainsi,∫
R
γ (ξ)

(
a∗K→L (ξ) 1vnK>ξ − a

n
K→L (ξ)

)
dξ

=
∫
R
γ
′ (ξ)

∫ +∞

ξ
f̄nK (ζ) aK→L (ζ, vnK , vnL) dζdξ

=
∫
R
γ
′ (ξ)φnK→L (vnK ∨ ξ) dξ.
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Si vnK ≥ vnL∫
R
γ (ξ)

(
a∗K→L (ξ) 1vnK>ξ − a

n
K→L (ξ)

)
dξ

=
∫
R
γ (ξ)

(
a∗K→L (ξ) 1vnK>ξ − a

n
K→L (ξ) 1vnK>ξ

)
dξ

=
∫
R
γ (ξ) 1vnK>ξā

n
K→L (ξ) dξ = −

∫
R
γ (ξ)

∫ ξ

−∞
1vnK>ζ ā

n
K→L (ζ) dζdξ

= −
∫
R
γ (ξ)

∫ ξ

−∞
1vnK>ζ b̄

n
K→L (ζ, ξ) dζdξ = −

∫
R
γ (ξ) φ̄nK→L (ξ ∧ vnK) dξ.

On a donc∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
TN

∫
R

fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds

−

−NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK (ξ) dξds
 ∣∣∣∣∣∣

≤
NT−1∑
n=0

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

|∂ξ
(
ϕK|L (ξ)− ϕK (ξ)

)
|

× |1vnK≤vnLφ
n
K→L (vnK ∨ ξ)− 1vnK≥vnLφ̄

n
K→L (ξ ∧ vnK) |dξds.

∀ξ ∈ R, on a∣∣∣∂ξ (ϕK|L (ξ)− ϕK (ξ)
)∣∣∣

=
∣∣∣∣∣ 1
|K|L|

∫
K|L

∂ξϕ (x, ξ) dHN−1 (x)− 1
|K|

∫
K
∂ξϕ (x, ξ) dx

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ 1
|K|

∫
K

1
|K|L|

∫
K|L

∂ξϕ (x, ξ) dHN−1 (x) dy

− 1
|K|L|

∫
K|L

1
|K|

∫
K
∂ξϕ (y, ξ) dydHN−1 (x)

∣∣∣∣∣
≤ 1
|K|

∫
K

1
|K|L|

∫
K|L
|∂ξϕ (x, ξ)− ∂ξϕ (y, ξ) |dHN−1 (x) dy

≤ sup
x∈TN

|∂ξOxϕ (x, ξ)|h.
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Si le support de ϕ est inclus dans TN × Λ alors∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
TN

∫
R

fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds

−

−NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK (ξ) dξds
 ∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈TN ,ξ∈R

|∂2Oxϕ (x, ξ) |h|Λ|
NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

(
1vnK≤vnL sup

ξ∈R
|φnK→L (vnK ∨ ξ) |

+ sup
ξ∈R
|φ̄nK→L (ξ ∧ vnK) |1vnK≥vnL

)
.

Majorons, comme dans l’article

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL sup
ξ∈R
|φnK→L (vnK ∨ ξ) |

grâce à

E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL sup
ξ∈R
|φnK→L (vnK ∨ ξ) |

2

= E

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL × (∆tn)
1
2

×
supξ∈R |φnK→L (vnK ∨ ξ) |

|K|L| 12
|K|L|

1
2 (∆tn)

1
2

2

≤ E

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL ×∆tn
supξ∈R |φnK→L (vnK ∨ ξ) |2

|K|L|


×

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

|K|L|


≤

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|∂K|


× E

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL ×∆tn
supξ∈R |φnK→L (vnK ∨ ξ) |2

|K|L|

 .
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Ainsi

E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL sup
ξ∈R
|φnK→L (vnK ∨ ξ) |

2

≤

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

|K|
hα2

N


× E

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL ×∆tn
2LA|K|L|

∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ

|K|L|


≤ 2LA
hα2

N

TE

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≤vnL ×∆tn
∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ


≤ 2LA
hα2

N

TE

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∆tn
∫
R

(
f̄nL − f̄nK

)
φnK→L (ξ) dξ


car (

f̄nL − f̄nK
)
φnK→L (ξ) ≥ 0.

De même, majorons

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

sup
ξ∈R
|φ̄nK→L (ξ ∧ vnK) |1vnK≥vnL
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grâce à

E

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≥vnL sup
ξ∈R
|φ̄nK→L (ξ ∧ vnK) |2

2

≤

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|∂K|


× E

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

×∆tn
1vnK≥vnL supξ∈R |φ̄nK→L (ξ ∧ vnK) |2

|K|L|


≤

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN
|∂K|


× E

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

×∆tn
1vnK≥vnL supξ∈R |φ̄nK→L (vnK) |2

|K|L|


≤

NT−1∑
n=0

∆tn
∑

K∈T /ZN

|K|
hα2

N


× E

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≥vnL ×∆tn
2LA|K|L|

∫
R (fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) dξ
|K|L|


≤ 2LA
hα2

N

TE

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

1vnK≥vnL ×∆tn
∫
R

(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) dξ


≤ 2LA
hα2

N

TE

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∑
L∈N (K)

∆tn
∫
R

(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) dξ


car
(fnL − fnK) φ̄nK→L (ξ) .

En sommant les deux majorations et en utilisant

(a+ b)2 ≤ 2
(
a2 + b2

)
,
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on trouve

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
TN

∫
R

fδ (x, s, ξ)× a (ξ) .Oxϕ (x, ξ) dξdxds

−

−NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1∧t

tn∧t

∫
R

∑
L∈N (K)

anK→L (ξ)ϕK (ξ) dξds
 ∣∣∣∣∣∣

2

≤ sup
x∈TN ,ξ∈R

|∂2Oxϕ (x, ξ) |2h2|Λ|2 2LAT
hα2

N

2
(1
θ
‖vδ (0) ‖2

L2(TN ) + D0T

θ

)
.

3.2.15 Sur la preuve du lemme 70

Je reprends les notations de la preuve de la proposition 68, pour écrire (3.140)
de la manière suivante∫ t

0

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φδ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxdW (s)

=
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ) dxdW (s) + εδW,1 (t, ϕ) + εδW,2 (t, ϕ)

où

εδW,1 (t, ϕ) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) (Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ)) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxdW (s)

= t− tl
∆tl

∫ t

0

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) (Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ)) dδv#

δ
(x,s,ω)⊗δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ) dxdW (s)

si t ∈ [tl, tl+1), et

εδW,2 (t, ϕ) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxdW (s)

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ) dxdW (s) .

t 7→
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) (Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ)) dδv#

δ
(x,s,ω)⊗δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ) dxdW (s)
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est une Ft-martingale continue, de carré intégrable. Par une inégalité maximale,
on a

E
(

sup
t∈[0,T ]

|εδW,1 (t, ϕ) |2
)
≤

4E
∣∣∣∣ ∫ T

0

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) (Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ)) dδv#

δ
(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ) dxdW (s)

∣∣∣∣2
= 4E

∫ T

0

∥∥∥∥∥
∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) (Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ))

dδv#
δ

(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ) dx
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds

≤ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥∥∥
∫
R2
ϕ (x, ζ) (Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ))

dδv#
δ

(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ)
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
dxds

≤ 4E
∫ T

0

∫
TN

∫
R2
‖ϕ (x, ζ) (Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ)) ‖2

L2(H,R)

dδv#
δ

(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ) dxds

≤ 4‖ϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN

∫
R2
‖Φδ (x, ξ)− Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dδv#
δ

(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ) dxds

≤ 4‖ϕ‖2
∞

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

E
∫ tn+1

tn

∫
K

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK) dy − Φ (x, vnK)
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
dxds

≤ 4‖ϕ‖2
∞

NT−1∑
n=0

∑
K∈T /ZN

E
∫ tn+1

tn

∫
K
D1h

2dxds = 4‖ϕ‖2
∞TD1h

2

car µδx,s,t est la mesure sur R2 définie ∀t ∈ [tn, tn+1) par

µδx,s,t (dζ, dξ) = t− tn
∆tn

δv#
δ

(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (dζ, dξ) .

On a bien
µδx,s,T

(
R2
)

= δv#
δ

(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω)
(
R2
)

= 1.

Remarque : cette démonstration est un peu plus simple que dans l’article car je
ne passe pas par tn puis t ...

Pour εδW,2 (t, ϕ), on voit que n 7→ εδW,2 (tn, ϕ) est une Ftn-martingale. On effectue
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la décomposition

εδW,2 (t, ϕ) = εδW,2 (tl, ϕ)

+
∫ t

tl

∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxdW (s)

−
∫ t

tl

∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ) dxdW (s)

si t ∈ [tl, tl+1).
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Puis par une inégalité maximale, on a

E
(

sup
l∈{0..NT−1}

|εδW,2 (tl, ϕ) |2
)
≤ 4 sup

l∈{0..NT−1}
E
(
|εδW,2 (tl, ϕ) |2

)

= 4 sup
l∈{0..NT−1}

E

∣∣∣∣∣∣
∫ tl

0

∫
TN

( ∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dδv#

δ
(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ)

−
∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ)

)
dxdW (s)

∣∣∣∣∣∣
2

= 4 sup
l∈{0..NT−1}

E
∫ tl

0

∥∥∥∥ ∫
TN

( ∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dδv#

δ
(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ)

−
∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ)

)
dx
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

≤ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥∥ ∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dδv#

δ
(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ)

−
∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ)

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

≤ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥∥ ∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dδv#

δ
(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ)

−
∫
R2
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dµδx,s,T (ζ, ξ)

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

+ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥∥ ∫
R2
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dδv#

δ
(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ)

−
∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ)

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

≤ 4‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN

∫
R2
|ζ − ξ|2D0dδv#

δ
(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (ζ, ξ) dxds

+ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥∥ ∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dδvδ(x,s,ω) (ξ)

−
∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ)

∥∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

≤ 4D0‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |2dxds

+ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥∥∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) t− tn∆tn

(
δvδ(x,t) (dξ)− δv#

δ
(x,t) (dξ)

)∥∥∥∥2

L2(H,R)
dxdt

car vδx,t est la mesure sur R définie par

vδx,t (dξ) = t− tn
∆tn

δv#
δ

(x,t) (dξ) + tn+1 − t
∆tn

δvδ(x,t) (dξ) ,
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et donc

δvδ(x,t) (dξ)− vδx,t (dξ) = t− tn
∆tn

(
δvδ(x,t) (dξ)− δv#

δ
(x,t) (dξ)

)
.

Ainsi,
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E
(

sup
l∈{0..NT−1}

|εδW,2 (tl, ϕ) |2
)

≤ 4D0‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |2dxds

+ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥ϕ (x, v#
δ (x, s)

)
Φ
(
x, v#

δ (x, s)
)

− ϕ (x, vδ (x, s)) Φ (x, vδ (x, s))
∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

≤ 4D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 4E
∫ T

0

∫
TN
‖ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
)

Φ
(
x, v#

δ (x, s)
)

− ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
)

Φ (x, vδ (x, s))
∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

+ 4E
∫ T

0

∫
TN

∥∥∥ϕ (x, v#
δ (x, s)

)
Φ (x, vδ (x, s))

− ϕ (x, vδ (x, s)) Φ (x, vδ (x, s))
∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

≤ 4D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 4‖ϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN

∥∥∥Φ (x, v#
δ (x, s)

)
− Φ (x, vδ (x, s))

∥∥∥2

L2(H,R)
dxds

+ 4‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |2‖Φ (x, vδ (x, s)) ‖2

L2(H,R)dxds

≤ 4D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 4‖ϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN
D1|v#

δ (x, s)− vδ (x, s) |dxds

+ 4‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |2D0dxds

≤ 4D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 4‖ϕ‖2
∞D1
√
T

(
E
∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |2dxds

) 1
2

+ 4‖∂ξϕ‖2
∞D0 sup

n∈{0..NT−1}
∆tn ×

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

≤ 8‖∂ξϕ‖2
∞D0 sup

n∈{0..NT−1}
∆tn ×

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 4‖ϕ‖2
∞D1
√
T

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn ×

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))) 1
2

.
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Si j’utilise l’astuce

|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |

≤
(

sup
n∈{0..NT−1}

∆tn
) 1

2

+ 1(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

) 1
2
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |2,

je majore par

8‖∂ξϕ‖2
∞D0 sup

n∈{0..NT−1}
∆tn ×

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+ D0T

θ
2
)

+ 4‖ϕ‖2
∞D1

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

) 1
2
(
T +

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+ D0T

θ
2
))

.

Remarque : danc ce calcul, je trouve D0T
θ

2+T à la place de D0T
θ

3. C’est une légère
différence par rapport à l’article, mais la vitesse de convergence est la même.
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N’oublions pas

E
(

sup
t∈[tl,tl+1)

|εδW,2 (t, ϕ)− εδW,2 (tl, ϕ) |2
)

= E sup
t∈[tl,tl+1)

∣∣∣∣∣
∫ t

tl

( ∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dx

−
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ) dx

)
dW (s)

∣∣∣∣∣
2

≤ 4E
∣∣∣∣∣
∫ tl+1

tl

( ∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dx

−
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ) dx

)
dW (s)

∣∣∣∣∣
2

= 4E
∫ tl+1

tl

∥∥∥∥∥
∫
TN

∫
R2
ϕ (x, ζ) Φ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dx

−
∫
TN

∫
R
ϕ (x, ξ) Φ (x, ξ) dνδx,s (ξ) dx

∥∥∥∥∥
2

L2(H,R)
ds

= 4E
∫ tl+1

tl

∥∥∥∥∥
∫
TN
ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
)

Φ (x, vδ (x, s)) dx

−
∫
TN
ϕ (x, vδ (x, s)) Φ (x, vδ (x, s)) dx

∥∥∥∥∥
2

L2(H,R)
ds

≤ 4D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))
.

Remarque : la majoration n’est pas la même que dans l’article, même si l’ordre
de grandeur y est.

∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) G2

δ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
δ
x,s (ξ) dxds = εδW,3 (t, ϕ) + εδW,4 (t, ϕ)

avec

εδW,3 (t, ϕ) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) G2

δ (x, ξ) dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dµ
δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds
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et

εδW,4 (t, ϕ) =
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dµ
δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
δ
x,s (ξ) dxds .

On a

E
(

sup
t∈[0,T ]

|εδW,3 (t, ϕ) |2
)

≤ E
(∫ T

0

∫
TN

∫
R2
|∂ζϕ (x, ζ) |

∣∣∣G2
δ (x, ξ)− ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)

∣∣∣ dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds
)2

= E

∫ T

0

∑
K∈T /ZN

∫
K

∫
R2
|∂ζϕ (x, ζ) |

×
∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
− ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)

∣∣∣∣∣dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds
2

= E

∫ T

0

∑
K∈T /ZN

∫
K

∫
R2
|∂ζϕ (x, ζ) |

∣∣∣∣∣〈 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy − Φ (x, ξ) ,

1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy + Φ (x, ξ)
〉
L2(H,R)

∣∣∣∣∣dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds
2

≤ ‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∑
K∈T /ZN

∫
K

∫
R2

∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy − Φ (x, ξ)
∥∥∥∥∥
L2(H,R)

×
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy + Φ (x, ξ)
∥∥∥∥∥
L2(H,R)

dµδx,s,t (ζ, ξ) dxds
2

≤ ‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∑
K∈T /ZN

∫
K

∫
R2

√
D1 (h2 + |vnK − ξ|)2

√
D0dµ

δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds

2

≤ ‖∂ξϕ‖2
∞4D0D1h

2T 2,
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et

E
(

sup
t∈[0,T ]

|εδW,4 (t, ϕ) |2
)

= E sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dµ
δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
δ
x,s (ξ) dxds

2

≤ 2E sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ζϕ (x, ζ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dµ
δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dµ
δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds

2

+ 2E sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∫
TN

∫
R2
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dµ
δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
δ
x,s (ξ) dxds

2

≤ 2‖∂ξϕ‖2
∞E

(∫ T

0

∫
TN

∫
R2
|ζ − ξ|‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dµ
δ
x,s,t (ζ, ξ) dxds

)2

+ 2E sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)
t− tn
∆tn

dδvδ(x,s,ω) (ξ) dxds

−
∫ t

0

∫
TN

∫
R
∂ξϕ (x, ξ) ‖Φ (x, ξ) ‖2

L2(H,R)dν
δ
x,s (ξ) dxds

2

.

Comme
µδx,s,t (dζ, dξ) = t− tn

∆tn
δv#
δ

(x,s,ω) ⊗ δvδ(x,s,ω) (dζ, dξ)

et
vδx,t (dξ) = t− tn

∆tn
δv#
δ

(x,t) (dξ) + tn+1 − t
∆tn

δvδ(x,t) (dξ) ,
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on a

E
(

sup
t∈[0,T ]

|εδW,4 (t, ϕ) |2
)

≤ 2D0‖∂ξϕ‖2
∞E

(∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |dxds

)2

+ 2E sup
t∈[0,T ]

∫ tl

0

∫
TN

∣∣∣∣∂ξϕ (x, vδ (x, s)) ‖Φ (x, vδ (x, s)) ‖2
L2(H,R)

− ∂2ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
) ∥∥∥Φ (x, v#

δ (x, s)
)∥∥∥2

L2(H,R)

∣∣∣∣dxds
+
∫ t

tl

∫
TN

∣∣∣∣∂ξϕ (x, vδ (x, s)) ‖Φ (x, vδ (x, s)) ‖2
L2(H,R)

+ ∂2ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
) ∥∥∥Φ (x, v#

δ (x, s)
)∥∥∥2

L2(H,R)

∣∣∣∣dxds
2

avec t ∈ [tl, tl+1).
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Ainsi,

E
(

sup
t∈[0,T ]

|εδW,4 (t, ϕ) |2
)

≤ 2D0‖∂ξϕ‖2
∞T E

(∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |2dxds

)

+ 4E sup
t∈[0,T ]

∫ tl

0

∫
TN

∣∣∣∣∂2ϕ (x, vδ (x, s)) ‖Φ (x, vδ (x, s))‖2
L2(H,R)

− ∂2ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
) ∥∥∥Φ (x, v#

δ (x, s)
)∥∥∥2

L2(H,R)

∣∣∣∣dxds
2

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

)2

≤ 2D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 8E sup
t∈[0,T ]

∫ tl

0

∫
TN

∣∣∣∣∂2ϕ (x, vδ (x, s)) ‖Φ (x, vδ (x, s))‖2
L2(H,R)

− ∂2ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
)
‖Φ (x, vδ (x, s))‖2

L2(H,R)

∣∣∣∣dxds
2

+ 8E sup
t∈[0,T ]

∫ tl

0

∫
TN

∣∣∣∣∂2ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
)
‖Φ (x, vδ (x, s))‖2

L2(H,R)

− ∂2ϕ
(
x, v#

δ (x, s)
) ∥∥∥Φ (x, v#

δ (x, s)
)∥∥∥2

L2(H,R)

∣∣∣∣dxds
2

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

)2

≤ 2D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0 E

(∫ T

0

∫
TN
|v#
δ (x, s)− vδ (x, s) |dxds

)2

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞E sup

t∈[0,T ]

∫ tl

0

∫
TN

∣∣∣∣ ‖Φ (x, vδ (x, s))‖2
L2(H,R)

−
∥∥∥Φ (x, v#

δ (x, s)
)∥∥∥2

L2(H,R)

∣∣∣∣dxds
2

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

)2
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≤ 2D0‖∂ξϕ‖2
∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0T sup

n∈{0..NT−1}
∆tn ×

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞E

∫ T

0

∫
TN

∥∥∥Φ (x, vδ (x, s))− Φ
(
x, v#

δ (x, s)
)∥∥∥

L2(H,R)

×
∥∥∥Φ (x, vδ (x, s)) + Φ

(
x, v#

δ (x, s)
)∥∥∥

L2(H,R)
dxds

2

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

)2

et donc

E
(

sup
t∈[0,T ]

|εδW,4 (t, ϕ) |2
)

≤
(
2D0 + 8D2

0T
)
‖∂ξϕ‖2

∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞T4D0

(
E
∫ T

0

∫
TN
D1|v#

δ (x, s)− vδ (x, s) |dxds
)

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

)2

≤
(
2D0 + 8D2

0T
)
‖∂ξϕ‖2

∞ sup
n∈{0..NT−1}

∆tn ×
(‖vδ (0) ‖2

L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞T4D0D1

√
T

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn ×

(‖vδ (0) ‖2
L2(TN )

θ
+D0T

(
1 + 1

θ

))) 1
2

+ 8‖∂ξϕ‖2
∞D

2
0

(
sup

n∈{0..NT−1}
∆tn

)2

.

Remarque : ce calcul ne donne pas la même majoration que dans l’article, mais
c’est du même ordre.
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3.2.16 Sur la tension des mesures de Young numériques νδ

Rappelons tout d’abord que

νδx,t (ξ) = t− tn
∆tn

δv#
δ

(x,t) (ξ) + tn+1 − t
∆tn

δvδ(x,t) (ξ)

et détaillons, sous les hypothèses du lemme 71, la preuve de

E
(

sup
t∈[0,T ]

∫
TN

∫
R

(1 + |ξ|p) dνδx,t (ξ) dx
)
≤ Cp, ∀p ∈ [1 ; +∞).

Si q ≥ p et que |ξ| ≤ 1 alors |ξ|p ≤ 1 donc |ξ|p ≤ 1 + |ξ|q.
Si q ≥ p et que |ξ| > 1 alors |ξ|p ≤ |ξ|q donc |ξ|p ≤ 1 + |ξ|q.
Donc dans tous les cas

1 + |ξ|p ≤ 2 (1 + |ξ|q) ,

ce qui permet de limiter la preuve aux p pairs, non nuls et d’avoir ξ 7→ |ξ|p ∈
C∞ (R) avec ses dérivées premières et secondes uniformément continues sur les
compacts de R.

Pour t ∈ [tn, tn+1) fixé,

∫
TN

∫
R

(1 + |ξ|p) dνδx,t (ξ) dx

= t− tn
∆tn

∫
TN

(
1 +

∣∣∣v#
δ (x, t)

∣∣∣p) dx+ tn+1 − t
∆tn

∫
TN

(1 + |vδ (x, t) |p) dx

= 1 + t− tn
∆tn

∥∥∥v#
δ (t)

∥∥∥p
Lp(TN )

+ tn+1 − t
∆tn

‖vδ (t) ‖pLp(TN )

≤ 1 +
∥∥∥v#

δ (t)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ ‖vδ (t) ‖pLp(TN ).

Comme

v#
K (t) =

∑
n∈{0,..NT−1}

1[tn,tn+1) (t)
(
v
n+ 1

2
K +

∫ t

tn

1
|K|

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (s)
)

=
∑

n∈{0,..NT−1}
1[tn,tn+1) (t)

(
v
n+ 1

2
K +

∫ t

tn
ΦK (x, vnK) dW (s)

)
,

grâce à la formule d’Itô appliquée au processus v#
K (t) pour t ∈ [tn, tn+1) et à la
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fonction ξ 7→ |ξ|p on a

∣∣∣v#
K (t)

∣∣∣p =
∣∣∣∣vn+ 1

2
K

∣∣∣∣p +
∫ t

tn
pv#

K (s)p−1 ΦK (x, vnK) dW (s)

+ 1
2

∫ t

tn
p (p− 1) v#

K (s)p−2 ‖ΦK (x, vnK) ‖2
L2(H,R)ds

=
∣∣∣∣vn+ 1

2
K

∣∣∣∣p +
∫ t

tn
pv#

K (s)p−1 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dydW (s)

+ 1
2

∫ t

tn
p (p− 1) v#

K (s)p−2
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds.

Je multiplie par |K|, et je somme sur les K ∈ T /ZN pour obtenir ∀t ∈ [tn, tn+1)
∥∥∥v#

δ (t)
∥∥∥p
Lp(TN )

=
∥∥∥v[δ (tn+1)

∥∥∥p
Lp(TN )

+ p
∫ t

tn

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tn)) dydW (s)

+ 1
2p (p− 1)

∑
K∈T /ZN

∫ t

tn
v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds (3.170)

donc

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥v#
δ (t)

∥∥∥p
Lp(TN )

≤ sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ sup
n∈{0,..,NT−1}

sup
t∈[tn,tn+1)

p
∫ t

tn

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tn)) dydW (s)

+ sup
n∈{0,..,NT−1}

1
2p (p− 1)

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1

tn
v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds.

Dans l’article, la formule est légèrement différente car on a intégré sur K, alors
qu’ici j’ai multiplié par |K|. Voici ce que ça donne :
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En notant

Al =

ω ∈ Ω :

sup
n∈{0,..,NT−1}

(
sup

t∈[tn,tn+1)

∣∣∣∣∫ t

tn

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tn)) dydW (s)

∣∣∣∣
)

= sup
t∈[tl,tl+1)

∣∣∣∣∫ t

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

∣∣∣∣
,
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on a

E
(

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥v#
δ (t)

∥∥∥p
Lp(TN )

)
= E

(
sup

n∈{0,..,NT−1}
sup

t∈[tn,tn+1)

∥∥∥v#
δ (t)

∥∥∥p
Lp(TN )

)

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ E sup
n∈{0,..,NT−1}

(
sup

t∈[tn,tn+1)

∣∣∣∣∫ t

tn

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tn)) dydW (s)

∣∣∣∣
)

+ 1
2p (p− 1)E

∑
K∈T /ZN

sup
n

∫ tn+1

tn
v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+
∑

l∈{0,..,NT−1}

∫
Al

sup
t∈[tl,tl+1)

∣∣∣∣∫ t

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

∣∣∣∣ dP
+ 1

2p (p− 1)E
∑

K∈T /ZN
sup
n

∫ tn+1

tn
v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+
∑

l∈{0,..,NT−1}

∫
Al

1 + sup
t∈[tl,tl+1)

∣∣∣∣∫ t

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

∣∣∣∣2 dP
+ 1

2p (p− 1)E
∑
K∈T

sup
n

∫ tn+1

tn
|K|v#

K (s)p−2
∥∥∥∥∥ 1
|K|

∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥∥

2

L2(H,R)
ds

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ 1

+
∑

l∈{0,..,NT−1}
E sup
t∈[tl,tl+1)

∣∣∣∣∫ t

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

∣∣∣∣2

+ 1
2p (p− 1)D0E sup

n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn

∫
TN
v#
δ (x, s)p−2 dxds

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ 1

+ 4
∑

l∈{0,..,NT−1}
E
∣∣∣∣∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

∣∣∣∣2

+ 1
2p (p− 1)D0E sup

n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn

∫
TN
v#
δ (x, s)p−2 dxds

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ 1

+ 4
∑

l∈{0,..,NT−1}
E
∫ tl+1

tl

∥∥∥∥∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dy

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

+ 1
2p (p− 1)D0E sup

n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn

∫
TN
v#
δ (x, s)p−2 dxds
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donc

E
(

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥v#
δ (t)

∥∥∥p
Lp(TN )

)
≤ E sup

n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ 1

+ 4D0
∑

l∈{0,..,NT−1}
E
∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)2p−2 dyds

+ 1
2p (p− 1)D0E sup

n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn

∫
TN
v#
δ (x, s)p−2 dxds

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ 1

+ 4D0T sup
l∈{0,..,NT−1}

sup
s∈[tl,tl+1)

E
∫
TN
v#
δ (y, s)2p−2 dy

+ 1
2p (p− 1)D0E sup

n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn

∫
TN
v#
δ (x, s)p−2 dxds

≤ E sup
n∈{0,..,NT−1}

∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+ 1

+ 4D0T sup
l∈{0,..,NT−1}

sup
s∈[tl,tl+1)

E
∫
TN
v#
δ (y, s)2p−2 dy

+ 1
2p (p− 1)D0 sup

l∈{0,..,NT−1}
sup

s∈[tl,tl+1)
E
∫
TN
v#
δ (y, s)p−2 dy.

On doit donc majorer pour q pair, positif non nul

sup
l∈{0,..,NT−1}

sup
s∈[tl,tl+1)

E
∫
TN
v#
δ (y, s)q dy.

Soit t ∈ [tl, tl+1) pour un l ∈ {0, .., NT − 1} fixé,

E
∫
TN
v#
δ (y, t)q dy = E

∫
TN
v#
δ (y, t)q dy

=
∑

K∈T /ZN
E
∫
K

(
v
l+ 1

2
K +

∫ t

tl

1
|K|

∫
K

Φ
(
x, vlK

)
dxdW (s)

)q
dy

≤
q∑
r=0

∑
K∈T /ZN

|K|CsteE
(∣∣∣∣vl+ 1

2
K

∣∣∣∣r) = Cste+
q∑
r=1

CsteE
∥∥∥v[δ (tl+1)

∥∥∥r
Lr(TN )
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car pour r entier naturel tel que 0 ≤ r < q

E

∣∣∣∣vl+ 1
2

K

∣∣∣∣r
(∫ t

tl

1
|K|

∫
K

Φ
(
x, vlK

)
dxdW (s)

)q−r
= E

(∣∣∣∣vl+ 1
2

K

∣∣∣∣ r
q−r

∫ t

tl

1
|K|

∫
K

Φ
(
x, vlK

)
dxdW (s)

)q−r
= E

(∫ t

tl

|vl+
1
2

K |
r

q−r
1
|K|

∫
K

Φ
(
x, vlK

)
dxdW (s)

)q−r
≤ Cq−rD

(q−r)
2

0 (∆tl)
(q−r)

2 E
(∣∣∣∣vl+ 1

2
K

∣∣∣∣r) .
On a la majoration (évidente si r = 0)

∑
K∈T /ZN

|K|E
((
v
l+ 1

2
K

)r)
≤

∑
K∈T /ZN

|K|E
((
vlK
)r)

.

On a même mieux :
on peut remarquer grâce à une formule similaire à (3.80) (début de la preuve de
la proposition 60) que pour p = 1 ou p ≥ 2,∥∥∥v[δ (tn+1)

∥∥∥p
Lp(TN )

≤ ‖vδ (tn) ‖pLp(TN ) ;

pour p ≥ 2, on part de (3.35) et on obtient

∫
R
pξp−1

(
fn+ 1

2
K − fnK

)
dξ +

∫
R
pξp−1 ∆tn

|K|
∑

L∈N (K)
aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

= ∆tn
∫
R
pξp−1∂ξm

n
K (ξ) dξ

c’est à dire(
v
n+ 1

2
K

)p
− (vnK)p +

∫
R
pξp−1 ∆tn

|K|
∑

L∈N (K)
aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

= −∆tn
∫
R
p (p− 1) ξp−2mn

K (ξ) dξ
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donc

∑
K∈T /ZN

(
|K|

(
v
n+ 1

2
K

)p
− |K| (vnK)p

)

+
∑

K∈T /ZN
|K|

∫
R
pξp−1 ∆tn

|K|
∑

L∈N (K)
aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

=
∑

K∈T /ZN
−∆tn|K|

∫
R
p (p− 1) ξp−2mn

K (ξ) dξ

donc (cf preuve de la proposition 60 pour les détails)

∑
K∈T
|K|

(
v
n+ 1

2
K

)p
+
∑
K∈T

∆tn|K|
∫
R
p (p− 1) ξp−2mn

K (ξ) dξ =
∑
K∈T
|K| (vnK)p

et donc∥∥∥v[δ (tn+1)
∥∥∥p
Lp(TN )

+
∑

K∈T /ZN
∆tn|K|

∫
R
p (p− 1) ξp−2mn

K (ξ) dξ = ‖vδ (tn) ‖pLp(TN ).

Pour p = 1, on part à nouveau de (3.35)

fn+ 1
2

K − fnK + ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) = ∆tn∂ξmn
K (ξ) ,

grâce à la fonction

sgn (ξ) =

1 si ξ > 0
−1 si ξ < 0

on a∫
R

sgn (ξ)
(

fn+ 1
2

K − fnK
)
dξ +

∫
R

sgn (ξ) ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ

= ∆tn
∫
R

sgn (ξ) ∂ξmn
K (ξ) dξ

donc∣∣∣∣vn+ 1
2

K

∣∣∣∣− |vnK |+ ∫
R

sgn (ξ) ∆tn
|K|

∑
L∈N (K)

aK→L (ξ, vnK , vnL) dξ = −2∆tnmn
K (0)

donc ∑
K∈T /ZN

|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K

∣∣∣∣ ≤ ∑
K∈T /ZN

|K||vnK |.
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Notons aussi que

E sup
t∈[0,T ]

‖vδ (t) ‖pLp(TN ) = E sup
n∈{0,..,NT−1}

‖vδ (tn) ‖pLp(TN ).

Il reste donc pour terminer la démonstration à majorer

E sup
n∈{0,..,NT−1}

‖vδ (tn) ‖pLp(TN )

pour p ≥ 2 pair, et
sup

l∈{0,..,NT−1}
E‖vδ (tl) ‖rLr(TN )

pour r ∈ N∗.
Commençons pas majorer sup

l∈{0,..,NT−1}
E‖vδ (tl) ‖rLr(TN ) pour r ∈ N∗ :

Grâce à la formule (3.170) où on a fait tendre t→ tn+1, on a

‖vδ (tn+1)‖pLp(TN ) =
∥∥∥v[δ (tn+1)

∥∥∥p
Lp(TN )

+ p
∫ tn+1

tn

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tn)) dydW (s)

+ 1
2p (p− 1)

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1

tn
v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

puis, prenant l’espérance, on obtient

E‖vδ (tn+1) ‖pLp(TN ) ≤ E‖vδ (tn) ‖pLp(TN )

+ 1
2p (p− 1)D0∆tn sup

s∈[tn,tn+1)
E
∥∥∥v#

δ (s)
∥∥∥p−2

Lp−2(TN )

≤ E‖vδ (0) ‖pLp(TN )

+ 1
2p (p− 1)D0T sup

n
sup

s∈[tn,tn+1)
E
∥∥∥v#

δ (s)
∥∥∥p−2

Lp−2(TN )
.
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Si p = 2, on s’arrête là. Si p ≥ 4, on continue pour avoir

E‖vδ (tn+1) ‖pLp(TN ) ≤ E‖vδ (0) ‖pLp(TN )

+ 1
2p (p− 1)D0T sup

n∈{0,..,NT−1}
sup

s∈[tn,tn+1)
E
∥∥∥v#

δ (s)
∥∥∥p−2

Lp−2(TN )

≤ E‖vδ (0) ‖pLp(TN ) + 1
2p (p− 1)D0T

E‖vδ (0) ‖pLp(TN )

+ 1
2 (p− 3) (p− 4)D0T sup

n∈{0,..,NT−1}
sup

s∈[tn,tn+1)
E
∥∥∥v#

δ (s)
∥∥∥p−4

Lp−4(TN )

,
ce qui donne par récurrence

sup
n∈{0,..,NT−1}

E‖vδ (tn) ‖pLp(TN ) ≤ Cste.

Le cas p = 1 est une conséquence de la formule

E‖vδ (tn) ‖L1(TN ) ≤
(
E‖vδ (tn) ‖2

L2(TN )

) 1
2 .

Pour majorer
E sup
n∈{0,..,NT−1}

‖vδ (tn) ‖pLp(TN ),

pour p ≥ 2 entier et pair, utilisons comme dans l’article la formule à
n ∈ {0, .., NT − 1} fixé :

‖vδ (tn+1) ‖pLp(TN ) ≤ ‖vδ (tn) ‖pLp(TN )

+ p
∫ tn+1

tn

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tn)) dydW (s)

+ 1
2p (p− 1)

∑
K∈T /ZN

∫ tn+1

tn
v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

≤ ‖vδ (0) ‖pLp(TN ) + p
n∑
l=0

∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

+ 1
2p (p− 1)

n∑
l=0

∑
K∈T /ZN

∫ tl+1

tl

v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ
(
y, vlK (ω)

)
dy

∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds
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et majorons

E sup
n∈{0,..,NT−1}

n∑
l=0

∑
K∈T /ZN

∫ tl+1

tl

v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ
(
y, vlK (ω)

)
dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

= E
NT−1∑
l=0

∑
K∈T /ZN

∫ tl+1

tl

v#
K (s)p−2 1

|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ
(
y, vlK (ω)

)
dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds

≤ D0T sup
n∈{0,..,NT−1}

sup
s∈[tn,tn+1)

E
∥∥∥v#

δ (s)
∥∥∥p−2

Lp−2(TN )
≤ Cste.

Puis, en remarquant que

n ∈ {0, .., NT − 1} 7→
n∑
l=0

∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

est une Fn-martingale, et en utilisant l’inégalité de Burkholder, Davis, Gundy
pour les martingales à temps discret, puis l’isométrie d’Itô, on a

E sup
n∈{0,..,NT−1}

∣∣∣∣∣
n∑
l=0

∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

∣∣∣∣∣
≤ Cste E

NT−1∑
l=0

(∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

)2
 1

2

≤ Cste

NT−1∑
l=0

E
(∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)p−1 Φ (y, vδ (y, tl)) dydW (s)

)2
 1

2

≤ Cste

NT−1∑
l=0

(
E
∫ tl+1

tl

∫
TN
v#
δ (y, s)2p−2D0dyds

) 1
2

≤ Cste

car
sup

n∈{0,..,NT−1}
sup

s∈[tn,tn+1)
E
∥∥∥v#

δ (s)
∥∥∥2p−2

L2p−2(TN )

est borné.

La preuve du lemme 71 est ainsi achevée.
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3.2.17 Sur la tension des mδ (lemme 72)

Remarque :
mδ (1) = E (T ) .

3.2.18 Sur le théorème 74, le paragraphe 3.1.7.2 et la
convergence du schéma Volumes Finis

Le cas p > 2 mérite d’être détaillé :
Il suffit de traiter le cas p ≥ 4 entier pair

E
∫ T

0
‖zδ (s) − vδ (s) ‖pLp(TN )ds ≤

∑
n∈{0,..,NT−1}

E
∫ tn+1

tn

∥∥∥v#
δ (s)− vδ (s)

∥∥∥p
Lp(TN )

ds.

Si on applique la fomule d’Itô au processus t ∈ [tn, tn+1) 7→ v#
K (t)− vK (t) et à la

fonction ξ 7→ ξp, on obtient (regarder la preuve du lemme 71 pour les détails)
pour tout t ∈ [tn, tn+1),
∥∥∥v#

δ (t)− vδ (t)
∥∥∥p
Lp(TN )

=
∥∥∥v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥p
Lp(TN )

+ p
∫ t

tn

∫
TN

(
v#
δ (y, s)− vδ (y, s)

)p−1
Φ (y, vδ (y, tn)) dydW (s)

+ 1
2p (p− 1)

∑
K∈T /ZN

∫ t

tn

(
v#
K (s)− vK (s)

)p−2 1
|K|

∥∥∥∥∫
K

Φ (y, vnK (ω)) dy
∥∥∥∥2

L2(H,R)
ds.

Ainsi

E
∫ T

0
‖zδ (s)− vδ (s) ‖pLp(TN )ds

≤
∑

n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn
E
∥∥∥v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥p
Lp(TN )

ds

+ 1
2p (p− 1)

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn
∑

K∈T /ZN
E
∫ tn+1

tn

∣∣∣v#
K (s)− vK (s)

∣∣∣p−2
|K|D0ds

≤
∑

n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn
E
∥∥∥v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥p
Lp(TN )

ds

+ CsteE
∫ T

0

∥∥∥v#
δ (s)− vδ (s)

∥∥∥p−2

Lp−2(TN )
ds.
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Il suffit donc de majorer convenablement

∑
n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn
E
∥∥∥v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥p
Lp(TN )

ds

et d’utiliser une récurrence pour obtenir le résultat voulu.

∑
n∈{0,..,NT−1}

∫ tn+1

tn
E
∥∥∥v[δ (tn+1)− vδ (tn)

∥∥∥p
Lp(TN )

ds

= E
∑

K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K − vnK

∣∣∣∣p

≤ E

 ∑
K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K − vnK

∣∣∣∣2
 1

2

×

 ∑
K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K − vnK

∣∣∣∣2p−2
 1

2


≤

E
 ∑
K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K − vnK

∣∣∣∣2
 1

2

×

E
 ∑
K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K − vnK

∣∣∣∣2p−2
 1

2

≤

E
 ∑
K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K − vnK

∣∣∣∣2
 1

2

×

E
 ∑
K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K|
∣∣∣∣vn+ 1

2
K − vnK

∣∣∣∣2p−2
 1

2

≤ Cste sup
n∈{0,..,NT−1}

∆tn Cste
E

 ∑
K∈T /ZN

∑
n∈{0,..,NT−1}

∆tn|K||vnK |2p−2

 1
2

≤ Cste sup
n∈{0,..,NT−1}

∆tn

grâce à (3.77) et à (3.163).
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3.2.19 Au sujet de la formule (3.167)

Si p > 2, on peut écrire

E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |pdxdt

= E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) | × |vδ (x, t)− u (x, t) |p−1dxdt

≤
(
E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |2dxdt
) 1

2

×
(
E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |2(p−1)dxdt

) 1
2

≤ ‖vδ − u‖L2(Ω×TN×(0,T ))‖vδ − u‖p−1
L2(p−1)(Ω×TN×(0,T )).

En utilisant l’inégalité de Young vraie ∀A,B, η > 0,

AB ≤ ηB2 + 1
η
A2

à

A =
(
E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |2dxdt
) 1

2

et

B =
(
E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |2(p−1)dxdt

) 1
2

j’obtiens bien

E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |pdxdt

≤ 1
η
E
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |2dxdt

+ ηE
∫
TN×(0,T )

|vδ (x, t)− u (x, t) |2(p−1)dxdt

c’est à dire (3.167).

Remarque : pour utiliser les bornes uniformes (3.8) et (3.163), il faut utiliser les
inégalités de convexité (vraies pour A ≥ 1)
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(
|vδ|+ |u|

2

)A
≤ 1

2 |vδ|
A + 1

2 |u|
A

qui s’écrivent aussi

(|vδ|+ |u|)A ≤ 2A−1
(
|vδ|A + |u|A

)
.
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Conclusion et perspectives
Pour situer le contexte de cette thèse ou de ces deux articles, il faut bien com-
prendre qu’ils suivent l’article fondateur de Debussche-Vovelle [DV10b] de 2010,
corrigé en 2014 [DV14].
La loi de conservation scalaire fut écrite

du+ div (A (u)) = Φ (u) dW (t) , x ∈ TN , t ∈ (0, T ) ,

H étant un espace de Hilbert de base hibertienne (ek)k∈N∗. Φ (linéaire) fut définie
comme suit

∀u ∈ R, Φ (u) : H → L2
(
TN

)
∀k ∈ N∗, Φ (u) ek = gk (., u)

avec gk ∈ C
(
TN × R

)
vérifiant

∞∑
k=1
|gk (x, u) |2 ≤ D0

(
1 + |u|2

)
, ∀ (x, u) ∈ TN × R

et

∞∑
k=1
|gk (x, u)− gk (y, v) |2 ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|h (|u− v|)

)
,

∀ (x, u, y, v) ∈ TN × R× TN × R,

où h : R+ → R+ est continue, croissante, vérifiant h (0) = 0. D0 et D1 sont des
constantes positives.
Grâce à ces hypothèses, Φ est un opérateur de Hilbert-Schmidt pour chaque u ∈
R que l’on note

∀u ∈ R, Φ (u) ∈ L2
(
H;L2

(
TN

))
.

Ces hypothèses écrites à l’aide de sommes (pour k allant de 1 à +∞) viennent
de ce que les auteurs ont utilisé une définition et une écriture de l’intégrale sto-
chastique à l’aide de sommes, à savoir, pour le processus de Wiener cylindrique

W (t) =
+∞∑
k=1

βk (t) ek

avec des mouvements Browniens βk mutuellement indépendants,
et f ∈ L2

P ([0, T ] ;L2 (H;R)) :∫ t

0
f (s) dW (s) =

∑
k∈N∗

∫ t

0
f (s) ekdβk (t) .
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Dans le détail de leur article, si on écrit les variables (au moins celles du temps
et de l’espace), c’est en fait

du (x, t) + div (A (u (x, t))) = Φ (x, u (x, t)) dW (t) , x ∈ TN , t ∈ (0, T )

qui est étudié. Pour pallier à ce petit problème de x qui est le même dans la pre-
mière et la deuxième coordonnée de Φ (x, u (x, t)), Martina Hofmanova dans son
article [Hof13] « degenerate parabolic SPDE » change légèrement les hypothèses
sur Φ (linéaire), à savoir

∀z ∈ L2
(
TN

)
, Φ (z) : H → L2

(
TN

)
∀k ∈ N∗, Φ (z) ek = gk (., z (.))

en gardant les mêmes hypothèses, c’est à dire gk ∈ C
(
TN × R

)
vérifiant

∞∑
k=1
|gk (x, u) |2 ≤ D0

(
1 + |u|2

)
, ∀ (x, u) ∈ TN × R

et

∞∑
k=1
|gk (x, u)− gk (y, v) |2 ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|h (|u− v|)

)
,

∀ (x, u, y, v) ∈ TN × R× TN × R,

où h : R+ → R+ est continue, croissante, vérifie h (0) = 0, et satisfait pour un
certain α > 0,

h (δ) < Cδα, ∀δ ∈ [0, 1[.

Grâce à ces hypothèses, Φ(z) est un opérateur de Hilbert-Schmidt pour chaque
z ∈ L2

(
TN

)
que l’on note

∀z ∈ L2
(
TN

)
, Φ (z) ∈ L2

(
H;L2

(
TN

))
.

Mais suivant les idées développées par Benoît Perthame dans son livre [Per02],
la voie tracée pour passer d’une formulation entropique d’une loi de conserva-
tion (parabolique ou hyperbolique) à une formulation cinétique d’une loi de
conservation serait (formellement)

• d’effectuer de part et d’autre de l’égalité l’opération ⊗δu(x,t) (dξ) avec u ré-
gulière,

• d’écrire l’égalité avec χ (ξ, u (x, t)), ∂tχ (ξ, u (x, t)), ∂xiχ (ξ, u (x, t)) à la place
de u (x, t), ∂tu (x, t), ∂xiu (x, t), la fonction χ étant définie par
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χ (ξ, u) =


+1 si 0 < ξ < u
−1 si u < ξ < 0
0 sinon

puis d’écrire l’égalité avec f (x, t, ξ), ∂tf (x, t, ξ), ∂xif (x, t, ξ) à la place de
χ (ξ, u (x, t)), ∂tχ (ξ, u (x, t)), ∂xiχ (ξ, u (x, t)) dans le cadre d’une solution
dite généralisée,

• de remplacer A′ (u (x, t)) par A′ (ξ) , de remplacer Φ (x, u (x, t)) par Φ (x, ξ)
ou bien G (x, t, u (x, t)) par G (x, t, ξ),

• d’introduire une mesure positive (de défaut d’entropie) pour que l’inégalité
entropique s’écrive sous forme d’une égalité.

Il me semble que la formulation cinétique devient moins naturelle et plus
problématique avec la définition de Martina Hofmanova.

Dans ce contexte, suivant la définition commune donnée dans le livre de
Da Prato et Zabczyk [DZ92], ou dans celui de Prévôt et Röckner [PR07],
ou dans le mémoire de Frieler et Knoche [FK01], je pense que la meilleure
définition de Φ est la suivante :

Φ : TNx × R→ L2 (H,R)

est une fonction périodique, de période 1 par rapport à chaque variable xi ∈ T,
telle que ∀ (x, u) ∈ TNx × R,Φ (x, u) est l’opérateur linéaire défini sur H par

∀k ∈ N∗,Φ (x, u) ek = gk (x, u)

où gk est telle que ∀k ∈ N∗, gk ∈ C
(
TNx × R

)
. gk vérifie aussi

∞∑
k=1
|gk (x, u) |2 =

∞∑
k=1
|Φ (x, u) ek|2 = ‖Φ (x, u) ‖2

L2(H,R) ≤ D0
(
1 + |u|2

)
,

∀ (x, u) ∈ TN × R

pour que Φ (x, u) soit un opérateur de Hilbert-Schmidt, c’est à dire Φ (x, u) ∈
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L2 (H,R). gk vérifie

∞∑
k=1
|gk (x, u)− gk (y, v) |2 =

∞∑
k=1
| (Φ (x, u)− Φ (y, v)) ek|2

= ‖Φ (x, u)− Φ (y, v) ‖2
L2(H,R) ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|h (|u− v|)

)
,

∀ (x, u, y, v) ∈ TN × R× TN × R,

où h : R+ → R+ est continue, croissante, et vérifie h (0) = 0, pour que

Φ : (x, u) ∈ TN × R 7→ φ (x, u) ∈ L2 (H,R)

soit continue donc borélienne.
Remplacer Φ (x, u) par Φ (x, ξ) ne pose plus aucun problème pour obtenir la for-
mulation cinétique de la loi de conservation scalaire avec terme source stochas-
tique.
Même si les démonstrations de nos deux articles ont continué à être écrites avec
des intégrales stochastiques sous forme de sommes (pour k allant de 1 à +∞),
je pense que la notation ∫ t

0
Φ (x, u (t, x)) dW (t)

est préférable.
Tout d’abord parce que l’objet est parfaitement défini (par Da Prato-Zabczyk), et
qu’on ne se pose pas sans arrêt la question de la convergence de la somme.
Ensuite, cela allège les notations, et parfois facilite les démonstrations. Les lec-
teurs de cette thèse peuvent comparer les démonstrations des deux articles faites
avec les sommes et les démonstrations faites dans les paragraphes consacrés aux
détails de ces démonstrations où j’ai utilisé le symbole intégral.
Puis, les hypothèses écrites de la manière suivante

‖Φ (x, u) ‖2
L2(H,R) ≤ D0

(
1 + |u|2

)
, ∀ (x, u) ∈ TN × R,

et

‖Φ (x, u)− Φ (y, v) ‖2
L2(H,R) ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|h (|u− v|)

)
,

∀ (x, u, y, v) ∈ TN × R× TN × R,

permettent de voir que ces hypothèses ne sont pas si éloignées de celles donnant
l’existence et l’unicité d’une solution d’une équation différentielle stochastique.
Par exemple ce résultat d’existence et d’unicité est démontré dans le livre de
Gallardo [Gal08] pages 162-167 : Soit le problème de Cauchy{

du (t, ω) = µ (t, u (t, ω)) dt+ σ (t, u (t, ω)) dβ (t) , ∀t ∈ [0, T ]
u (0, ω) = u0 (ω)
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où u0 est une variable aléatoire réelle possédant un moment d’ordre 2.
Sous les hypothèses

• les fonctions (t, u) ∈ [0, T ]× R 7→ σ (t, u) ∈ R
et (t, u) ∈ [0, T ]× R 7→ µ (t, u) ∈ R sont boréliennes

• supt∈[0,T ] σ (t, 0) < +∞ et supt∈[0,T ] µ (t, 0) < +∞

• ∀t ∈ [0, T ] ,∀ (u, v) ∈ R2, |σ (t, u)− σ (t, v) | ≤ D1|u− v|
et |µ (t, u)− µ (t, v) | ≤ D1|u− v|

il existe une unique solution u ∈ L2 ([0, T ]× Ω, P rog, dtdP) qui s’écrit

∀t ∈ [0, T ] , u (t, ω) = u0 (ω) +
∫ t

0
µ (s, u (s, ω)) ds+

∫ t

0
σ (s, u (s, ω)) dβ (s) .

D’ailleurs, les deux dernières hypothèses impliquent l’existence d’une constante
K telle que

|σ (t, u) | ≤ K (1 + |u|) , ∀ (t, u) ∈ [0, T ]× R.

Enfin et surtout, je pense que les hypothèses

‖Φ (x, u) ‖2
L2(H,R) ≤ D0

(
1 + |u|2

)
, ∀ (x, u) ∈ TN × R

et

‖Φ (x, u)− Φ (y, v) ‖2
L2(H,R) ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|h (|u− v|)

)
,

∀ (x, u, y, v) ∈ TN × R× TN × R,

se généraliseront pour résoudre un système de lois de conservation stochas-
tiques : il suffira de remplacer R par K espace vectoriel de dimension finie ou K
espace de Hilbert dans L2 (H,R) pour avoir

‖Φ (x, u) ‖2
L2(H,K) ≤ D0

(
1 + |u|2K

)
, ∀ (x, u) ∈ TN ×K

et

‖Φ (x, u)− Φ (y, v) ‖2
L2(H,K) ≤ D1

(
|x− y|2 + |u− v|Kh (|u− v|K)

)
,

∀ (x, u, y, v) ∈ TN ×K × TN ×K

ou un type d’hypothèses similaires. Les démonstrations avec les intégrales∫ t

0
Φ (x, u (x, s)) dW (s) ∈ R
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dans le cas scalaire seront remplacées par∫ t

0
Φ (x, u (x, s)) dW (s) ∈ K.
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Je reviens sur le paragraphe 2.1.5 du premier article.
En effet, l’article [DV10b] prouve l’existence et l’unicité de la solution de l’équa-
tion hyperbolique stochastique scalaire (2.1). L’existence est prouvée grâce à la
convergence de la solution de l’équation parabolique correspondante, en faisant
tendre le coefficient de viscosité vers 0.
Notre paragraphe 2.1.5 annonce et donne une suite de solutions généralisées
approchées qui doit converger vers l’unique solution de notre SPDE.
N’oublions pas que les hypothèses de notre article sont écrites différemment de
celles de l’article [DV10b], n’oublions pas non plus que notre définition de solu-
tion est différente de celle de l’article [DV10b], il faudra donc selon moi vérifier
toutes les hypothèses du théorème 47 en détail pour prouver l’existence d’une
solution à notre SPDE avec les hypothèses écrites comme dans notre article, et
surtout avec notre définition de solution.
Ce que je viens d’écrire vaut aussi pour l’article de Martina Hofmanova [Hof15].
Finalement, nous avons l’unicité de notre solution, aucun doute. Mais avec les
hypothèses écrites comme dans notre article, et la solution définie comme dans
notre article, nous n’avons prouvé l’existence que sous l’hypothèse forte d’un
bruit multiplicatif Φ(x, u(x, t))dW (t) avec Φ à support compact. C’est donc un
résultat un peu plus faible qu’espéré.
Un futur article devra prouver l’existence (comme l’ont fait Arnaud Debussche
et Julien Vovelle dans [DV10b]) d’une solution sans rajouter l’hypothèse Φ à
support compact.
L’idéal serait de prouver la convergence du schéma Volumes Finis sans cette
hypothèse.
Une première étape serait par exemple de prouver la convergence du schéma
Volumes Finis explicite avec un bruit additif Φ(x, t)dW (t) ;
la deuxième étape serait de prouver cette même convergence avec le bruit mul-
tiplicatif Φ(x, u(x, t))dW (t).
Cela permettra, comme dans notre article, de construire une suite de solutions
généralisées approchées vérifiant les hypothèses du théorème 47, et donc d’avoir
l’existence d’une solution de notre EDPS. Bien sûr, cela améliorera aussi le résul-
tat de convergence du schéma Volumes Finis explicite donné dans notre article.

Il serait aussi intéressant selon moi, d’écrire en détail les démonstrations des
convergences annoncées dans le paragraphe 2.1.5.

Autre perspective intéressante : la convergence du schéma Volumes Finis impli-
cite.

Première chose à dire sur le schéma lui-même, seul le flux numérique peut être
implicite, le terme source numérique doit être explicite si on veut utiliser l’inté-
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grale d’Itô. Ce schéma s’écrirait donc

|K|
(
vn+1
K − vnK

)
+ ∆tn

∑
L∈N(K)

AK→L
(
vn+1
K , vn+1

L

)
=
∫ tn+1

tn

∫
K

Φ (x, vnK) dxdW (t) .

(3.171)
Le terme source numérique∫ tn+1

tn

∫
K

Φ
(
x, vn+1

K

)
dxdW (t)

n’existerait qu’avec l’intégrale de Stratonovitch généralisée, mais dans ce cas on
aurait peu de chance de voir le schéma converger vers la solution de (2.1) qui
utilise l’intégrale d’Itô.

Deuxième point important : il faudra aussi prouver l’existence d’une unique so-
lution à ce schéma implicite. Ce n’était pas le cas pour le schéma explicite.

Troisième point : il reste à écrire une formulation cinétique à ce schéma impli-
cite. La méthode élaborée dans notre article, à savoir donner une formulation
cinétique à chaque étape, c’est à dire une formulation cinétique de (3.171) pour
chaque n ∈ N semble intéressante. Le fait de partager le passage du temps tn
au temps tn+1 en deux étapes aussi. Pour ce schéma implicite, la première étape
sera l’ajout du terme source stochastique, la deuxième étape sera l’ajout du flux
numérique (les étapes seront donc inversées par rapport au schéma explicite).

Quatrième point : le choix du flux cinétique discret a (ξ, v, w) devrait être le
même que dans le deuxième article de cette thèse.

Cinquième point : la définition de la mesure de défaut discrète devrait être don-
née grâce à une inégalité entropique discrète. En effet, cette mesure de défaut
doit être positive, et cette propriété doit être équivalente à une inégalité entro-
pique discrète.

Autres perspectives : l’étude de la loi de conservation hyperbolique avec terme
source stochastique, mais cette fois avec un bruit définit grâce à une intégrale
de Stratonovitch généralisée, ou grâce à un bruit non-Gaussien, par exemple un
bruit blanc de Lévy.
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