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Introduction générale

Dans le domaine industriel, afin de répondre & des performances prédéfinies, il est primordial
d’avoir une bonne information sur un procédé, ce qui permet de bien le contréler. En général,
les mesures accessibles ne permettent pas de représenter et d’analyser la dynamique interne du
systéme considéré, sachant que l'accés & cette dynamique dans de nombreuses situations pra-
tiques est considéré comme étant un fait primordial afin d’assurer certains critéres de robustesse
imposés par un cahier de charges. Depuis I’émergence des méthodes temporelles pour concevoir
des approches multi-variables directes de synthése des lois de commande linéaires, de nombreuses
méthodes existent actuellement dans la littérature permettant d’améliorer certains critéres tels
que la stabilité et la robustesse du systéme ... Souvent, les lois de commande sont des fonc-
tions linéaires des états du systéme. La totalité des composantes d’état (ou bien le pseudo-état)
physique d’un systéme ne peut étre déterminée par des mesures directes. Mais, en général les
pseudo-états directement accessibles ne délivrent pas toutes les informations nécessaires pour
détecter et localiser les défauts internes du procédé. Ceci rend le probléme de construction du
vecteur d’état et des fonctions du vecteur d’état un des sujets les plus importants dans I'ingénie-
rie de controle, cela est le role de I'observateur, ou I'estimateur d’état.

Les notions de différentiation et d’intégration d’ordre non entier constituent un outil efficace
pour caractériser le comportement d’une catégorie importante de systémes dynamiques de dimen-
sion infinie. Les applications sont nombreuses, que ce soit en électricité, en thermique, en chimie
ou en traitement du signal. La compacité des modéles obtenus est bien adaptée & la synthése de
lois de commande. Dans le cas des systémes linéaires d’ordre non entier, il existe de nombreux
résultats de stabilité et de stabilisation basés sur le placement des valeurs propres de la matrice
du pseudo-état et sur la résolution d’inégalités matricielles affines. Quant a la différence des sys-
témes a dérivée d’ordre entier, il n’y a pas beaucoup de travaux basés sur les approches de type
Lyapunov dédiés a la stabilisation des systémes fractionnaires, avec ou sans retards. De plus, il y
a peu de travaux sur la synthése d’observateurs pour ce type de systémes, notamment en présence
de retards constants ou variant dans le temps. La présence de retard dans la dynamique des équa-
tions differentielles fractionnaires complique considérablement I’analyse des propriétés de cette
classe de systémes. Cependant, malgré que la présence de retards peut générer de 'instabilité, il
n’y a que peu de travaux dans la littérature sur ’analyse de stabilité des équations différentielles
fractionnaires retardées [BP01, BP02, CYC06, Bus08, FM09, MA09, SADB09, LS10, LYT11].

Un observateur est un systéme dynamique formé par une copie du systéme plus un terme de
correction, et dont les entrées sont les entrées/sorties mesurées du systéme, et les sorties sont
une estimation de I’état interne de ce systéme. En raison de leur potentiel de réduction de la
complexité et le cotlit de calcul des lois de commande, et leur réle dans le diagnostic de ’état des
systémes, le probléme des observateurs reste aussi important dans la pratique.
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Introduction générale

Objectifs

L’objet de cette thése est la réalisation de la synthése d’observateurs d’ordres plein et réduit
pour les systémes linéaires d’ordre fractionnaire, ainsi que leur utilisation dans une boucle de
régulation pour cette méme classe de systémes. Les résultats obtenus dans ce travail de thése se
résument comme suit :

(i) Etendre les méthodes existantes dans la littérature sur la synthése d’observateurs dans le
cas d’ordre entier au cas des systémes d’ordre fractionnaire, tout en respectant la spécificité
de cette classe de systémes. L’objectif est aussi de donner les conditions d’existence de ces
observateurs.

(ii) Realiser une synthése d’observateurs basée sur les conditions d’existence obtenues. L’idée
majeure est de présenter cette synthése a l'aide des inégalités matricielles linéaires (LMI).

(iii) Utiliser de nouvelles fonctions de Lyapunov suivant 'approche de distribution de l'intégra-
teur fractionnaire dans le domaine fréquentiel, ceci nous conduit & obtenir des conditions
de stabilité pour les systémes d’ordre fractionnaire & retard sous forme de LMI trés simple
& résoudre.

(iv) Reéaliser une synthése de lois de commande basées sur les observateurs obtenus. L’objectif
est de garantir la stabilité ainsi que des critéres spécifiques tels que le rejet des perturbations
et la robustesse vis-a-vis des incertitudes paramétriques du systéme.

Ce manuscrit présente, dans un premier temps, les notions mathématiques sur les systémes
d’ordre fractionnaire avec et sans retards. Ensuite, nous présentons la problématique considé-
rée dans la thése. Nous proposons ainsi une description des résultats présentés dans ce manuscrit.

Le premier chapitre constitue une introduction de base, traitant les notions mathématiques
de base et de stabilités des systémes d’ordre fractionnaire ainsi qu'une présentation des diffé-
rentes définitions. Des fonctions utiles dans le calcul fractionnaire telles que la fonction Gamma,
et Mittag-LefHler sont présentées. Ces fonctions sont utilisées dans le calcul et la résolution des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. L’analyse de la stabilité des systémes d’ordre frac-
tionnaire est également présentée en utilisant des D-stabilités connues aussi sous le nom “région
GLMTI”. Par la suite, 'analyse de la stabilité des systémes d’ordre fractionnaire avec retard est
considérée, ot des conditions de stabilité sont obtenues sous formes de LMI. La démonstration
est basée sur l'utilisation de ’approche de Lyapunov. Pour terminer ce chapitre, ’évaluation de
la norme H., pour ce type de systéme est formulée. Deux méthodes sont présentées, la premiére
utilise la matrice Hamiltonienne d’un systéme d’ordre fractionnaire, et la seconde le lemme de
KYP généralisé.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes intéressés a la synthése de plusieurs types
d’observateurs : d’ordre réduit, d’ordre plein et des observateurs fonctionnels pour les systémes
d’ordre fractionnaire avec et sans retards. Dans le cas ot il n’y a pas de retards dans la dyna-
mique du systéme, des observateurs d’ordres plein et réduit ont été synthétisés afin d’assurer
I’estimation des pseudo-états. Ainsi, des observateurs fonctionnels ont été synthétisés dans le cas
ou des retards sont présents dans la dynamique du systéme.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons réalisé la synthése d’observateurs pour les systémes
d’ordre fractionnaire en présence de perturbations endogénes ou exogénes. Nos contributions
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peuvent étre classées en trois parties : premiérement, des observateurs fonctionnels pour les sys-
témes d’ordre fractionnaire a retards affectés par des entrées inconnues ont été proposés. En
deuxiéme lieu, des observateurs Ho, pour les systémes d’ordre fractionnaire avec et sans retards
ont été synthétisés afin d’assurer la stabilité de I'erreur d’observation. Il s’agit de garantir une
borne du gain L9 entre 'erreur d’observation et les perturbations non mesurables affectant la
dynamique du systéme : ce gain Lo correspond a la norme H.. Par la suite, la synthése d’ob-
servateurs robustes vis-a-vis des incertitudes de modélisation pour cette classe de systémes a été
traitée. Les conditions suffisantes obtenues de convergence des erreurs d’estimations des pseudo-
états sont établies sous la forme d’un ensemble d’inégalités matricielles affines.

L’utilisation des résultats des chapitres 2 et 3, pour synthétiser des lois de commande de
type Commande-Basée-Observateurs, a été présentée dans le quatriéme chapitre. Ces lois de
commande ont été réalisées en se basant sur les différents observateurs obtenus pour les systémes
d’ordre fractionnaire. Des conditions de stabilité et des procédures de synthése sont proposées.
Les conditions de synthése obtenues sont données sous forme d’inégalités linéaires matricielles
(LMIs) non restrictives en linéarisant des inégalités bilinéaires matricielles (BMIs) obtenues a
la base, et qui sont moins restrictives que celles données par des approches existantes dans la
littérature.
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Chapitre 1

Introduction

“En ce monde rien n’est certain, a part la mort et les impots.”
Benjamin Franklin

Sommaire

|l.1 In.tmdugi;igd ................................... 3
iz F fion d - = Toriven Tord o 4
[1.2.1 Fonctions utiles dans le calcul fractionnaird . . . . ............ 4
[1.2.11 Tafonction Gamma . . . . v v v v v e 4

|],2.].2 La fonction yljmag-l,gfﬂgﬂ ..................... 5

|],2.2 [ntégration d’ordre non Qni}jeﬂ ........................ 5
[1.2.3 Différentiation d’ordre non entied . . .. ... .. .. ... ... ... .. 6
[1.2.3.1 Définition de Riemann-Liouvilld . . . . . . . .. .. ....... 6

[1.2.3.2 Définition de Caputd . . . . .. .. ... ... ... .. ... 6

[L2.3.3  Définition de Griinwald-Letnikod . . . . .. .. ......... 6

(L2.4 Exemples d’applications des systémes d’ordre non entief . . . . . . . . . 7
[1.2.4.1  Thermique : Diffusion et équation de la chaleur . . ... ... 7

[1.2.4.2  Modele de diffusion en électrochimid . . . . .. .. ... .... 8

(1.2.4.3 Tmpédance de linterface électrode-électrolytd . . . . . . . . . . 9




Chapitre 1. Introduction




1.1. Introduction

1.1 Introduction

Dans une lettre datée du 30 septembre 1695, I’Hopital a écrit & Leibniz en lui demandant
des explications sur une notation particuliére qu’il avait utilisée dans sa publication pour la néme
dérivée d’une fonction

D f(t)
Ditn

(1.1)

la question était : serait-il quoi le résultat si n = 1/2. La réponse de Leibniz était “un paradoxe
apparent d’ott nous aurons un jour des conséquences utiles”. Dans ces mots, le calcul fractionnaire
est né.

Ce sujet datant d’au moins trois siécles a été considéré comme étant un calcul conventionnel,
mais il n’était pas trés populaire et pour étre utilisé dans la communauté des chercheurs et
ingénieurs. Il n’a intéressé que des mathématiciens afin de fonder les bases théoriques [Let68,
Laz20, AMO00].

On pourrait penser que ce théme de recherche sur la dérivation d’ordre non entier est une
question de mathématiques “pures”’ sans intérét pour l'ingénieur. Pourtant un exemple simple
de mécanique des fluides montre comment la dérivée d’ordre un demi apparait tout naturelle-
ment quand on veut expliciter un flux de chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide
en fonction de I’évolution temporelle de la source interne. Parmi les avantages de la dérivée et
les intégrales d’ordre fractionnaire est le fait de ne pas avoir que des propriétés locales, mais
prend en compte I’historique des effets distribués non locaux. Ce qui explique I'intérét particulier
pour la dérivation d’ordre non entier dans la modélisation mécanique des gommes et des caou-
tchoucs, en bref toutes sortes de matérieux qui conservent la mémoire des déformations passées
et dont le comportement est dit viscoélastique. En effet, la dérivation fractionnaire s’y introduit
naturellement. Nous proposons dans une section une courte introduction & quelques applications.

En d’autres termes, ce théme de recherche peut traduire mieux la réalité de la nature, ce qui I’a
rendu plus populaire au sein de la communauté des chercheurs et ingénieurs. Il ajoute une autre
dimension pour mieux comprendre ou décrire la nature fondamentale d’une maniére appréciée.
C’est pour ces raisons que 'attention de plusieurs chercheurs des domaines appliqués tels que
I'ingénierie, les sciences fondamentales et ’économie, a été attirée par ce théme de recherche
[BT83, BT84, BC91, MM95, HLQ95, Eng96, EI-96, Hil00, AS03, Das08, CDFP10|. Cela a été
traduit par 'apparition de plusieurs applications basées sur ce nouveau sujet de recherche de
300 ans, qui peut étre considéré comme un champ de recherche plus large, dont le calcul d’ordre
entier conventionnel en fait partie.

Dans ce chapitre d’introduction, on tente d’aborder ce théme d’un point de vue théorique
orienté vers des applications scientifiques et d’ingénierie. Nous allons rappeler un certain nombre
de résultats sur les systémes d’ordre non entier qui seront utilisés dans ce manuscrit, tels que les
définitions de la différentiation d’ordre non entier, les approches d’approximation et de simulation
d’un dérivateur fractionnaire, les conditions de stabilités ainsi que le calcul de norme d’une
fonction de transfert d’un systéme d’ordre non entier. Dans le reste du manuscrit, I’ordre non
entier est limité & seulement des nombres réels, les différentiations d’ordre complexes ne sont
pas considérées. De plus, les systémes considérés sont limités aux cas ou 'ordre non entier est
constant et commensurable.
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1.2 Formulation des opérateurs intégrale et dérivée d’ordre non
entier

1.2.1 Fonctions utiles dans le calcul fractionnaire

La compréhension des définitions et 1'utilisation du calcul fractionnaire seront facilitées en
donnant quelques définitions mathématiques nécessaires de quelques fonctions utiles telles que
les fonctions Gamma et Mittag-Leffler.

1.2.1.1 La fonction Gamma

La fonction gamma, par définition (voir L’intégrale fractionnaire), est intrinséquement liée au
calcul non entier. La fonction Gamma est une généralisation du factoriel pour tous les nombres
réels. La définition de la fonction Gamma est donnée par

400
I'(z) = / e w1 du, (1.2)
0

Pour tout nombre complexe z, cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe
ou la partie réelle est strictement positive (Re(z) > 0).

Quelques propriétés importantes de la fonction gamma sont données ci-dessous

> Elle posséde des poles simples pour z = 0,—1,—2,—3,..., cela signifie que la fonction
Gamma tend vers 'infini & ces valeurs négatives donc discontinue & ces poles.

>> Une intégration par parties montre la relation fondamentale suivante

“+oo
F(z+1) = / e 't* dt
0

+o0
= [—e "Er + 2 / e t*7 dt
0

I'(z+41) = 2I'(2). (1.3)

En utilisant la relation (L3]), la fonction Gamma est étendue au demi-plan Re(z) < 0 par

I'(z+n)
(2)n

ot le terme (z),, représente le symbole de Pochhammer défini pour tout nombre complexe z € Z
et tout entier non négatif n € Ny par

I'(z) = (Re(2) > —n; neN; z¢Z;:={0,-1,-2,...}). (1.4)

(2)o=1 et (2)p=2(2+1)...(2+n—-1) (neN). (1.5)
D’apres les équations (L3]) et (LI) on obtient la relation suivante :

'n+1)=(1),=n! (neNy) (1.6)



1.2. Formulation des opérateurs intégrale et dérivée d’ordre non entier

1.2.1.2 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler introduite et étudiée par Mittag Leffler [ML03, MLO05| est une
généralisation directe des séries d’exponentielles. Son importance a été réalisée au cours des deux
derniéres décennies en raison de son implication directe dans des problémes de la physique, de la
biologie, de I'ingénierie et des sciences appliquées [SK98, GKMR14|. Dans ce qui suit, nous allons
rappeler un certain nombre de définitions et certaines propriétés de la fonction Mittag-Leffler et
ses généralisations |Dzh66, Erd55a, Erd55b, Erd55¢c, EMOTS81].

La fonction Mittag-Leffler E,(z) est définie par [Dzh66, Erds5c, EMOTS81]

Z T ak: Y (o € C;Re(ar) > 0), (1.7)
k=0

Elle joue un réle analogue & celui de la fonction exponentielle, c’est & dire, elle apparait na-
turellement lors de la résolution d’équations différentielles dont 1'ordre est non-entier.

La fonction Mittag-Leffler E, 5(2) a deux parameétres

= T I( ak B) (a, B € C;Re(a) > 0,Re(B) > 0), (1.8)
k=0

et a été introduite pour la premiére fois par Wiman [Wim05]. Elle a été étudiée en détail ensuite
par Agarwal et Humbert [Arg53, Humb3, HA53|.

Pour toute variable z € C, la fonction Mittag-Leffler satisfait les relations suivantes ou les
fonctions exponentielles, cosinus et cosinus hyperbolique deviennent des cas particuliers de cette
fonction.

N (EDRR L
Ei(£2) = ];) O et (1.9)
x ( )k 2k
Ey(—2 Z m = cos(z) (1.10)
> 2219
Ey(2?) = kzz(:) T2k 1) = cosh(z) (1.11)

1.2.2 Intégration d’ordre non entier

Le calcul des intégrales et des dérivées d’une fonction analytique est trés important dans
I’étude et 'analyse du comportement des systémes dynamiques. Dans ce paragraphe, nous rap-
pelons la définition du calcul d’intégrale d’ordre non entier.

Pour introduire le calcul d’intégrale d’ordre non entier, nous commencons par donner la
formule de Cauchy pour l'intégration répétée d’une fonction analytique f(t) d’une variable réelle
t. La formule de Cauchy [ON99], [Pod99| est définie par

:/at/:_,,/am_lf(T)dT...drgdn /f yrdr o (1.12)
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avec n € N, a,t € R, a < t. Si n est remplacé par un nombre réel « et le terme (n — 1)! par
sa généralisation qui est la fonction Gamma, 'équation (LI2)) devient une intégrale d’ordre non
entier.

Définition 1.2.1. Supposons que o > 0, a < t, a,a,t € R. L’intégrale de Riemann-Liouville
gauche d’une fonction f(t) pour un ordre non entier a est définie par

SEIRf(t) = ﬁ /tf(T)(t —r)etdr, 0<t (1.13)

1.2.3 Différentiation d’ordre non entier

Aprés l'introduction de I'opérateur du calcul d’intégrale d’ordre non entier, il est raisonnable
de définir aussi la différenciation d’ordre non entier. Il existe différentes définitions dans la litté-
rature, qui ne coincident pas en général. Nous citons quelques unes parmi celles existantes dans
la littérature, sachant que les deux définitions les plus utilisées sont celles de Riemann-Liouville
et de U'opérateur défini par Caputo.

1.2.3.1 Définition de Riemann-Liouville

Nous présentons dans cette partie la définition de Riemann-Liouville pour le calcul de la
dérivée d’ordre non entier.

Définition 1.2.2. Supposons que a > 0, a < t, a,a,t € R. L’expression donnée par

1 ar [t f(r)
RLpo (3 :7—/ — - q -1 N 1.14
2 DY f(t) Tn—ajde ), (= rprin T, n <a<ne ( )

est la dérivée d’ordre non entier de Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction f(t).

1.2.3.2 Définition de Caputo

La définition de la dérivée d’ordre non entier introduite par Caputo [Cap67|, est donnée
comme suit :

Définition 1.2.3. Supposons que a >0, a < t, ,a,t € R. L’expression donnée par

CDR(t) = — /t sl ) GN -
o " T'(n—a) ), (t—T)otln T,n—l<a<n .

est la dérivée d’ordre non entier de Caputo d’ordre o de la fonction f(t).

Pendant un certain temps, la définition de Caputo était considérée comme avantageuse pour
les problémes de valeur initiale. M. Caputo a été le premier & appliquer le calcul d’ordre non
entier a la mécanique, en particulier aux modéles linéaires de visco-élasticité [Cap67, CMT71].

1.2.3.3 Définition de Griinwald-Letnikov

La dérivée de Griinwald-Letnikov est une extension de la méthode d’Euler dans le calcul non
entier, elle permet de prendre la dérivée un nombre de fois non-entier, ou les coefficients sont des
coefficients binomiaux d’ordre non entier, qui sont récursivement définis et positifs.
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Définition 1.2.4. Supposons que o >0, a < t, a,a,t € R. L’expression donnée par

=
CLDPf(t) = lim = 3 (~1) (“) F(t - jh) (1.16)

h—0 hY 4 j
j=0

est la dérivée d’ordre non entier de Grinwald-Letnikov d’ordre o de la fonction f(t).

On note que la définition de Griinwald-Letnikov est équivalente & la définition de Riemann-
Liouville.

1.2.4 Exemples d’applications des systémes d’ordre non entier
1.2.4.1 Thermique : Diffusion et équation de la chaleur

L’exemple le plus simple du systéme d’ordre non entier est I’équation de la chaleur & une
dimension spatiale, commandée aux bords. En choississant bien la variable de sortie, nous ob-
1

tenons un dérivateur d’ordre 5. A partir de ce transfert, il n’est pas compliqué de construire

un systéme physique idéalisé qui représente un transfert d’ordre non entier propre, & savoir un

transfert d’ordre deux avec une déviation d’ordre % Cet exemple a été traité dans [BT84] et
repris dans [Hot98, Mra04, Pod99].

On rappelle que I’équation de la chaleur est donnée par I’équation aux dérivées partielles

ov(t, x) 0?v(t, x)

2

ou t est une variable scalaire libre, symbolisant le temps, = une variable libre scalaire ou vec-

torielle, représentant ’espace et ¢ une constante positive. Nous nous intéressons ici & I’équation

de la chaleur & une dimension spatiale; ou la variable libre x est scalaire. Nous considérons les

conditions initiales et aux limites suivantes

0<t, —oco <z <0 (1.17)

v(0,2) =0 pour <0 (1.18)

v(t,0) = u(t) pour x=0 (1.19)

lim o(t,z) =0 pour t>0 (1.20)
T——00

Nous supposons que u est une fonction de type exponentielle avec une variation bornée presque
partout (ceci garantit 'existence de la transformée de Laplace de v et la validité de la formule
intégrale de la transformée inverse). Ainsi, le probléme peut étre résolu par passage dans la plan
opérationnel. En utilisant la transformée de Laplace, nous obtenons

00(s,x) s,
o = cv(s,x) pour x>0 (1.21a)
0(s,0) = 0(s) (1.21b)

La solution formelle de (L2Ial) est

(s, ) = c1(s) exp <—x\/§> + ea(s) exp (x\/§> (1.22)

Pour des raisons de bornitude, et tenant compte de la condition aux limites 0(s,0) = 4(s), on

obtient
(s, ) = (s) exp <x\/§> (1.23)
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Pour 0 < z,

exp <x\/§> .y { 2\;%t’% exp (Z—i)} (1.24)

ot z) = — /OtT_%eXp (x—2> u(t — 1) dr (1.25)

Soit

2\/mc 4ct

D’une part, on vérifie bien que ([L27]) est une solution de I’équation différentielle (ILI7)), d’autre
part, a partir de (L23]), on en déduit

00 1
7”(62"’6) - —Cs%@(s,x) (1.26)
et en particulier
00(s,0 1
% = %s%ﬁ(s) (1.27)
Si nous définissons comme variable de sortie
0v(t,0)
t) = 1.28
y(t) = Ve (1.25)
nous obtenons le transfert suivant )
g(s) = s2a(s) (1.29)

Ce qui nous permet d’établir le constat suivant : I’équation de transfert de la chaleur avec 'entrée
u et la sortie y est donc un dérivateur d’ordre %

Cet exemple peut étre interprété physiquement comme le mouvement d’un fluide visqueux
sur la surface transversale d’une plaque rigide dont le rapport entre la viscosité p et la masse
volumique p est égale & ¢ = % (voir figure [[T]). Le mouvement de la plaque est unidirectionnel
suivant ’axe z. La direction normale & la plaque est repérée par la coordonnée x. Les deux va-
riables u(t) et v(t, z) désignent respectivement, la vitesse de la plaque et la vitesse des particules

du fluide situées a la distance z de la plaque.

u(t)

A
™
F—
—~
o

J?(t)‘ —

FIGURE 1.1 — Mouvement d’un fluide visqueux sur la surface transversale d’une plaque rigide

1.2.4.2 Modéle de diffusion en électrochimie

Une des importantes études dans 1’électrochimie est la détermination de la concentration de
I’élément, électro-activé, analysé prés de la surface de 1’électrode. La fonction caractéristique
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descriptive trouvée expérimentalement est de la forme suivante m(t) =¢ D; *%i(t), qui est une
intégration fractionnaire d’ordre 0.5 du courant. Ensuite, la concentration a la surface Cy(t) des
espéces électro-actives, peut étre évaluée par

Cy(t) = Co — KoD; *?i(t) (1.30)

avec K = ou A est la surface de I’électrode, n est le nombre d’électrons impliqués dans

APV
la réaction, D est le coefficient de diffusion et F' est la constante de Faraday.

Cy est la concentration uniforme des espéces électro-actives & travers le milieu électrolyte, a
la situation d’équilibre initiale caractérisée par un potentiel constant auquel la réaction électro-
chimique est possible.

Cette relation est dérivée de I’équation de diffusion classique

0C(w.t) _ o 9°Cla,1)

BT = 92 (1.31)
ou
(0<z<ooet0<t)avec C(oo,t) =Cphet C(x,0) =Cy
et .
[D%L:O = % (1.32)

On trouve des équations similaires pour les lignes de transmission semi-infinies et les études
de flux de chaleur.

Cette approche de modélisation a contribué a la découverte des caractéristiques particuliéres
du processus industriel. De plus, au lieu de I’équation de diffusion classique, il est possible de
modéliser avec une équation de diffusion d’ordre non entier comme suit

L PCa.t)

DyCla,t) =D 3

(1.33)
ot 0 < a < 1. De ce fait, la concentration a la surface peut étre liée & mq () =¢ D;a/Qi(t)

1.2.4.3 Impédance de Dinterface électrode-électrolyte

La détermination de 'impédance dans les cellules des batteries électriques, appelée aussi
“impédance de Warburg”, est un autre exemple de 'utilisation du calcul fractionnaire dans la
phase de modélisation des phénoménes physiques (voir [KHLS81a, KHLS81b, JM09]).

Les batteries électriques présentent toujours une sortie de courant limitée. Cette limitation est
due au fait qu’a I’échelle microscopique de l'interface entre 1’électrolyte et électrode, le procédé
électrochimique a un “taux fini” ce qui limite le courant & la sortie. Les fabricants de batteries
utilisent des électrodes poreuses pour contourner cette limitation, en augmentant la surface.

Il a été établi expérimentalement que 'impédance d’interface de surface électrolyte-métal ne
présente pas un comportement de capacité pure, plutot il est gouverné par [Las99|

K
Z(w) = —— (1.34)
(Jw)*
ou 0 < a<l.
Ce qui est équivalent &
Z(s)=Ks ¢ (1.35)
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dans le domaine de Laplace.

Pour la diffusion d’un corps électrochimique a I’état solide, 'impédance de Warburg Z(s) varie

proportionnellement par rapport & (jw) %%, ce qui donne lieu & une faible puissance fréquentielle.
Son équation caractéristique %—? = ]D?;Tg, donne lieu & cette variation proportionnelle Z(w) o
(jw) =%,

Grace a des données expérimentales, Schmidt et Drumbheller (voir [SD71]) montrent que le
courant qui traverse un condensateur est proportionnel & la dérivée non entiére de la tension.
L’équation (L34) montre en effet que l'on peut bien définir une impédance fractionnaire de
capacité, qui peut étre fabriquée & partir de composition de matériaux spécifiques. K désigne
alors la constante du “Fractor” (capacité fractionnaire). Un axe de recherche intéressant dans la
physique des matériaux qui permettra de mettre en évidence les propriétés de tels matériaux via
des bandes de fréquences et de températures. La réalisation d’'une impédance fractionnaire peut
se faire par juxtaposition en série de cellules Résistance-Capacité (d’impédance traditionnelle).

La diffusion anormale est caractérisée par un déplacement moyen carré des particules diffusées
qui ne suit pas la loi ordinaire de diffusion < r? >oc ¢, mais plus généralement < 72 >oc <.
Ce constat n’est pas surprenant, car de nombreux mécanismes différents donnent lieu a des
comportements anormaux, comme un écoulement complexe, un écoulement poreux, a travers
une résine échangeuse d’ions tubulaire aléatoire, en raison de la complexité structurelle, des
formes de la géométrie complexe, etc.

1.2.4.4 Rhéologie

En rhéologie, lorsque des solides viscoélastiques sont utilisés comme matériaux isolateurs ou
amortisseurs de vibrations, la dérivation d’ordre non entier est un moyen approprié pour décrire
fidélement I'amortissement dans les équations de mouvement [Bag79| et [BT86]. L’introduction
de la dérivation d’ordre non entiér dans la modélisation réduit le nombre de paramétres du
modéle [Sou96]. On peut voir cela sur 'exemple du comportement contrainte-déformation d’un
solide pour lequel ’équation de mouvement dans le cas d’'un modéle entier est donnée par

M dm N dr
o)+ b 0 (1) = Boe(t) + > By me(t) (1.36)

m=1 n=1

ol o et € désignent respectivement la contrainte et la déformation, et ou b,,, Eg, M, N et E,, sont
des paramétres du modéle. Maintenant, en utilisant la dérivation d’ordre non entier, on n’a besoin
que d’un seul terme de dérivation agissant respectivement sur la contrainte et la déformation. Ce
qui produit un modéle compact & quatre ou cinq paramétres maximum [Bag89|, au lieu d’une
dizaine dans le cas de ’équation (L36])

(1+bDMo(t) = (Eo + E1D®)e(t) (1.37)

Dans (IL37), les paramétres sont b, Fy, E7 et a. Ce modéle refléte fidélement les propriétés mesu-
rées de plusieurs matériaux. Le bon comportement de cette modélisation fractionnaire s’explique
notamment par le fait que les théories moléculaires “classiques” produisent des relations entre
contrainte et déformation contenant des puissances fractionnaires de la fréquence. Des manipu-
lations mathématiques de ces théories mettent ces relations sous forme de dérivées d’ordre non
entier [BT83].
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1.2.5 Approximations et Simulations des systémes d’ordre non entier

La problématique principale de la simulation temporelle des systémes d’ordre non entier
est que I’évaluation de la sortie nécessite la connaissance de tout le passé du systéme, qui est
cependant difficile a prendre en compte. De ce fait, la simulation des systémes d’ordre non
entier a attiré 'attention de plusieurs chercheurs pendant les derniéres décennies [CH64, Ous91,
CST092, Dor94, LOS96, Pet1ll, BMB11, MMLO11, MMLO12, LMM13], ce qui a conduit au
développement d’une large variété d’approximations pour les opérateurs d’ordre non entier par
ces derniers (voir [VPHF00| et ses références).

1.2.5.1 Meéthodes d’approximation des opérateurs d’ordre non entier

La multitude des travaux sur I’approximation des opérateurs d’ordre non entier est due au fait
que les particularités de chaque probléme fractionnaire imposent une approche différente pour
sa résolution. Dans ce qui suit, les méthodes d’approximation les plus utilisées seront présentées.

1.2.5.1.1 Les fractions en chaine continues (Continued Fraction Expansions - CFE)

I1 est bien connu que la fraction en chaine continue (CFE) est une méthode d’évaluation des
fonctions, et converge dans un domaine beaucoup plus vaste dans le domaine complexe [PFTV92].
Le résultat d’une telle approximation pour une fonction irrationnelle, G(s), peut étre exprimé
sous la forme

bl(s)

ai(s) + —20)

b
a2(s)+ s

G(s) = ao(s) + (1.38)

ol les a; et b; sont des fonctions rationnelles en la variable s, ou constantes. Cette approche permet
d’obtenir une fonction rationnelle, @(s), qui est une approximation de la fonction irrationnelle
G(s).

Dans [Roy67], la méthode générale CFE pour I'approximation d’un opérateur intégro-différentiel
a été utilisée afin d’approximer la fonction G(s) = s™® avec 0 < o < 1. Cette approximation
peut étre obtenue en effectuant le CFE des fonctions

1

Ghu(s) = A 1T

(1.39)

Gy(s) = (1 + %)a (1.40)

ou Gp(s) représente I'approximation a des hautes fréquences (w1 >> 1), et G;(s) représente
I'approximation a des basses fréquences (w << 1).

1.2.5.1.2 L’approximation de Carlson

La méthode proposée dans [CH64|, est dérivée d'une procédure réguliére de Newton utilisée
pour approximation itérative de la racine o'®™°. Le point de départ de la méthode fait 1’énoncé
des relations suivantes

(H(s))s — G(s) =0 (1.41)
H(s)—(G(s))*=0 (1.42)
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Définissons a = + et m = 1 dans chaque itération, puis & partir de la valeur initiale Hy(s) = 1,
une fonction rationnelle approximative est obtenue sous la forme

(g —m)(Hi-1(5))* + (¢ + m)G(s)
(g +m)(Hi-1(5))* + (¢ —m)G(s)

Malheureusement, cette approche n’est utilisable que si g € Z, en d’autres termes « ne peut

HZ(S) = Hi_l(s) (143)

prendre que des valeurs i%, i%, i%, e

1.2.5.1.3 L’approximation par pdles et zéros récursifs “CRONE”

L’objectif de cette méthode est d’approcher I'opérateur d’intégration ou de dérivation non
entier par un modéle entier borné en fréquence de dimension finie. Cette approximation nécessite
deux étapes, une étape de troncature fréquentielle de I'opérateur d’intégration ou de dériva-
tion non entiére, puis une deuxiéme étape d’approximation de l'opérateur d’intégration ou de
dérivation d’ordre non entier bornée en fréquence par un modéle entier.

La premiére étape consiste & introduire 'opérateur d’intégration borné en fréquence proposé
dans [Ous95| par

1+ =2\°
S[WO/:,WB] =C <1 n i) , -I<a<l (1.44)
Wy
ol wp < wy, et C' est obtenu afin d’avoir un gain unitaire au centre de l'intervalle [w4,wp].
14+ <
|G| = ¢ |2 (1.45)
wh
oll We = /WpWh,-
Les pulsations transitionnelles wy et wy sont définies par
w
wy = —2 (1.46a)
o
Whp = owWp (1.46b)

ou o est généralement fixé a 10.

L’élargissement de la bande fréquentielle [wa4,wp] permet d’éviter le phénomeéne d’effets de
bord et d’obtenir une bonne approximation de s~ dans [wa,wp].

La deuxiéme étape consiste & approximer la partie irrationnelle de (IL44)) par une distribution
récursive de zéros et poles réels [Ous95|

14+ 5\ Ns (14 5
<71 + ﬁh) ~ H <71 * ?) (1.47)
+ 5 i \L+ o7

ou N, désigne le nombre des poles et zéros récursifs.
La récursivité des zéros et des podles est caractérisée par les relations suivantes

Wi w,;

= —" =0n (1.48a)
Wek+1 Wiy
Wk
o 1.48b
%5 (1.480)
/
w
Ly (1.48c¢)
Wk+1
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1.8. Analyse de la stabilité des systémes d’ordre non entier commensurable

Les facteurs récursifs 8 et 1 sont liés & 'ordre de dérivation « et définis par

(e X
5= (wb> (1.49)

n:<%>M (1.49b)

L’intérét de cette méthode d’approximation réside dans sa simplicité de mise en oeuvre. Si ’ordre
de dérivation 1 < « (respectivement ordre d’intégration o < —1) seule la partie non entiére est
approchée par un modeéle a ordre entier.

Remarque 1.2.1. Contrairement aux approximations, 'approximation par poles et zéros ré
cursifs “CRONE” peut facilement étre étendue au cas ou l'ordre « est complexe. Un tel ordre
de dérivation est utilisé seulement dans des circonstances trés spécifiques telle que la commande
robuste “CRONE”, afin d’avoir plus de dégré de liberté.

1.2.5.2 Simulations des systémes d’ordre non entier

Dans la littérature, deux approches sont les plus utilisées pour simuler les systémes d’ordre
non entier dans le domaine temporel. La premiére approche se base sur une approximation
numérique discréte issue de la définition de Griinwald afin d’obtenir un modéle entier discret.
La deuxiéme approche est basée sur le remplacement de 'opérateur de dérivation non entiére
par une distribution de poéles et zéros récursifs afin d’obtenir un modéle entier continu, qui est
I'approximation “CRONE” [OLMN00, LMM13|.

Dans ce manuscrit, les exemples numériques sont simulés en utilisant un *“ Toolbox” sur Matlab
qui se base sur I'approximation “CRONE”, et qui est disponible sur le site du laboratoire de
I’équipe de recherche “CRONE”. Ce Toolbox permet d’ajouter un bloc intégrateur ou dérivateur
d’ordre non entier prédéfini dans la bibliothéque de I'éditeur Simulink-Matlab, ot I'utilisateur a
la possibilité de choisir les paramétres souhaités tels que I'intervalle de fréquence, le nombre de
poles ainsi que I’approche d’approximation comme on peut le voir dans la figure

Ce bloc peut étre combiné et relié avec d’autres blocs de la bibliothéques de ’éditeur Simulink-
Matlab a I'aide de lignes qui représentent des signaux afin d’établir des relations mathématiques
entre les composants du systéme, ce qui permet de créer un nouveau modeéle représentatif du
systéme dans l'espace des pseudo-états. Cette flexibilité présente un avantage dans la simulation
des systémes d’ordre non entier a retard, car il suffit d’utiliser le bloc retard, afin d’obtenir un
état retardé qui sera bouclé par la suite vers 'entrée de l'intégrateur d’ordre non entier —a. La
figure [[3 montre un modeéle SISO type de la réalisation d’un systéme d’ordre non entier a retard
dans 'environnement Simulink-Matlab. Le méme principe peut étre appliqué pour des systémes
MIMO d’ordre supérieur ou égal a 2.

1.3 Analyse de la stabilité des systémes d’ordre non entier com-
mensurable

Le transfert entrée - sortie d’un systéme d’ordre non entier décrit par un modéle continu peut
étre écrit comme suit

H(D0 ) (1, ya, ..., yp) = G(DPOPFm) (ug ug, . y) (1.50)

ou y; et u; sont des fonctions du temps, respectivement la sortie et 'entrée du systéme décrit par
le modeéle (L50), H et G sont des combinaisons (pas nécessairement linéaires) d’opérateurs de
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"k Function Block Parameters: Fractional DD3 léj

Subsystem (mask)

Fractional-order differentiator with Oustaloup's or modified
Oustaloup's filter. The fitting frequency range and order should
also be specified.

Parameters

Derivative order gamma
-alpha

Frequency range [whb,wh]
[1e-3 1e3]

Apprixmation order

5

Selected filter |Oustaloup's filter v

[ With low-pass filter?

{ 0K H Cancel H Help \ Apply

FIGURE 1.2 — Bloc intégrateur ou dérivateur d’ordre non entier «

la dérivation d’ordre non entier et (a; et ;) sont les ordres de la dérivation fractionnaire relatifs
respectivement a la sortie et a ’entrée du systéme. Pour le cas d’un systéme d’ordre non entier
linéaire invariant monovariable, le modéle suivant peut étre obtenu

H (D0~ )y (t) = G(Dﬁoﬁl“ﬂm)u(t) (1.51)
avec
n m
H(D"o1-en) = S g, D% G(Dﬁoﬁ1...ﬁm) = Y bp D% et ap, by € R
k=0 k=0

Dans I’équation (LGI]), qui décrit la dynamique d’un systéme linéaire invariant monovariable
d’ordre non entier, deux cas se présentent et conduisent & deux types des systémes : les systémes
commensurables ou d’ordres commensurables et les systémes non commensurables ou d’ordres
non commensurables.

Un systéme est dit commensurable si tous les ordres de dérivation de I’équation différentielle
d’ordre non entier qui le régit sont des multiples entiers d’un ordre de base a. C’est & dire dans
léquation (L5I]), la condition suivante est remplie

ag, Br = ka aeR (1.52)

L’équation (LEI]) peut alors étre écrite sous la forme
n m

> apDMy(t) =Y beDFut) (1.53)
k=0 k=0

Un systéme est dit non commensurable si la condition (L52]) n’est pas remplie.
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1.8. Analyse de la stabilité des systémes d’ordre non entier commensurable

uft)
F{:: > Fractional
@ > Int s%-0.5} . > X
Bu | =
AD
G
+
+
A_tau
e n
Variable :
Transport Delay1 Sine Wave1

FIGURE 1.3 — Représentation d’un systéme SISO d’ordre non entier & retard variant dans le
temps

Le cas des systémes commensurables est trés intéressant en pratique. Il permet d’obtenir
une représentation des pseudo-états analogue a celle des systémes d’ordre entier. Les ordres de
dérivation ay et B relatifs a 'entrée et a la sortie étant tous deux des multiples d’un ordre non
entier a.

1.3.1 Représentation dans 1’espace des pseudo états

La représentation d’un systéme d’ordre non entier commensurable dans ’espace des pseudo
états est définie sous la forme suivante

)
Q
8
—~
=
I

Ax(t) + Bu(t) (1.54a)
z(t) = Cz(t) + Du(t) (1.54b)

ol x € R™ désigne le vecteur pseudo-état, u € R™ est le vecteur d’entrée représentant la com-
mande, y € RP est la sortie du systéme et « est I'ordre de dérivation fractionnaire tel que
0<a<2 A, B, C et D sont des matrices constantes connues de dimensions appropriées.

La représentation des pseudo-états (IL54]) n’est pas unique. Des formes similaires aux formes
canoniques observables ou commandables d’'un modéle entier peuvent étre obtenues. Comme
les concepts fondamentaux des systémes d’ordre entier (Commandabilité, Observabilité, Stabi-
lité,...) qui reposent sur la notion d’état et d’état initial. De nombreux travaux s’avérent soit
faux, soit corrects mais avec une démonstration erronée. Deux équipes de chercheurs, une amé-
ricaine et l'autre frangaise [LHO1, HL02, AHLO7, HL09, TM09, TM11, HLTM13], ont résolu le
probléme de l'initialisation d’un systéme d’ordre non entier.

La premiére s’est basée sur les concepts de “history function” et “intialization function”.
Toutefois, leur théorie n’apporte pas de solution au concept d’état. La deuxiéme équipe s’est basée
sur un autre concept, celui d’intégrateur d’ordre non entier, qui lui a permis aussi d’apporter une
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solution au probléme d’initialisation. A la différence de ’approche précédente ce concept s’appuie
sur les notions d’état et d’état initial, en généralisant les propriétés des systémes standards aux
systémes d’ordre non entier, mais avec la particularité d'un état de dimension infinie : il s’agit
en fait d'un état z(w,t), continiment distribué en fréquence, w variant de 0 & l'infini . Cet
état permet d’expliquer de nombreuses propriétés des systémes d’ordre non entier, en particulier
leurs régimes libres, et surtout de prédire ces régimes libres a partir d’un état initial z(w, ty). Par
ailleurs, quelques travaux ont montré que ce nouveau concept peut s’appliquer a la définition
correcte des fonctions de Lyapunov et & 'observation d’état des systémes d’ordre non entier

[TMSO11, BZDR15, BZDR16a].

1.3.2 Définition d’une région GLMT

Le formalisme introduit par [Chi96] et développé par Bachelier [Bac98] permet de traiter
ce cas particulier en utilisant le concept de régions GLMZ, initialement étendu dans le cas des
systémes d’ordre non entier par [SMF10a| (|[Bac98|, p. 72).

Définition 1.3.1. [Chi96, Bac98] Un sous ensemble D du plan complexe est appelé région GLMI
d’ordre ¢ (pour “Generalized LMI”) s’il existe 0), € C™¢, oy, € €, Hy € CF et J,, € € tels
que

D={z€C | w=[wi...wn]" €C™ fp(z,w) < 0,9p(w) = 0rs}, VEke{l,...,m} (1.55)

ol
fo(zw) = (Oxwr + 00k + 2wy, + LiDiZ) (1.56)
i=1
et .
gp(w) = Z(kak + JiWy).- (1.57)
i=1

1.3.3 Condition nécessaire et suffisante de stabilité dans une région GLMT

Définition 1.3.2. [Chi96, Bac98, CGA99] Une matrice A est dite D-stable si et seulement si
toutes ses valeurs propres sont strictement localisées dans cette région D du plan compleze.

Dans le cas ou cette région D est une région GLMZ de la forme (53], le théorme suivant
donne une condition nécessaire et suffisante de D-stabilité pour la matrice A (|[Bac98|, pp. 72 et
73).

Théoréme 1.3.1. [Chi96, Bac98] Soit une matrice A € C"*™ et D une région GLMI définie
par (L5D), (LEA) et (L5T). A est D-stable si et seulement si il existe un ensemble de m matrices
X, € €V, Vk € {1,...,m}, tel que

Mp(AAXE}) =) (0 © X + 07 © X+ © (AXy) + 9 © (AXp)") <0, (1.58)
i=1
et
Np({Xi}) = > (Hp ® Xi+ Jy @ Xji) = Og. (1.59)
=1
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Démonstration. Voir |[Chi96, Bac98|. o

Remarque 1.3.1. Les matrices Mp(A,{Xx}) et Np({X}) dans le théoréme [[3T] peuvent étre
immédiatement déduites de I'écriture de fp(z,w) et gp(w) dans la définition [L3T] en effectuant
les substitutions suivantes [Bac98|

(wk,wk, Zwk,wkg) — (®Xk, ®X;€k, ®(AXk), ®(AXk)*) (1.60)

1.3.4 Application a la D-stabilité dans une union de sous-régions convexes

Ce paragraphe est consacré au moyen par lequel le nombre de régions simples polynomiales
peuvent étre formulées comme des régions GLMZ. En effet, ces régions résultent en réalité
d’unions de sous-régions polynomiales convexes, pas nécessairement symétriques par rapport a
I’axe réel.

Nous décrivons ici des régions polynomiales, souvent utilisées dans les problémes de placement
de poles, et qui peuvent étre également décrites par une formulation GLMZ.

1.3.4.1 Reégions du premier ordre

Les régions de premier ordre sont décrites de maniére cartésienne par ([Bac98|, pp. 158 et
159)

D={(z=z+jy) € C| dy+ diz + day < 0}. (1.61)
Puisque l'on a
zZ+Zz zZ—Z
= = 1.62
TE T Y= (1.62)
on peut déduire
D={(z=x+jy) €C | do+dy <%)+d2<zgjz> <0}, (1.63)

ce qui est équivalent &

di — 7d d id
1 ]224— 1+‘72§

D={(z=z+jy) €C | dy+ 5 5

< 0}. (1.64)

Cette formulation est identifiable avec la formulation polynomiale d’une région de premier
ordre

D={(z=z+iy) €C | fo+ B2+ Pz <0} (1.65)
en posant
dy — jd dy + jd "
Bo=do, Bi="7T2, Bh= TR =B (1.66)

1.3.5 Formulation GLMZ de I'union de sous-régions convexes du premier
ordre

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a ’étude de la stabilité d’une matrice lorsque D
est une union de certaines sous-régions convexes. Nous montrons que de nombreuses régions de
ce type peuvent étre décrites par une formulation GLMZ (|Bac98|, pp. 79 et 80).
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Soit C I'ensemble des régions D pouvant étre décrites par
m
D =)D (1.67)
k=1

ou les sous-régions Dy, peuvent étre définies de la maniére suivante (avec p = m car on se limite
aux régions du premier ordre)

Dp,eC Vked{l,...,m} (1.68)

C; est 'ensemble des régions du premier ordre, c¢’est-a-dire
Dpy={2€C| fulz) =ar+Prz+5;Z<0} Vke{l,...,m} (1.69)
En réalité, D peut étre exprimé comme en (L55), (L56) et (L5T) avec £ =m + 1 et

Ve Oum
Om,l Om

0, = k —

1 m
3 ] , Hy=—-Jy =&t (1.70)

Or O1m ]

1
2] Oy —ef

ol les matrices a; € IR7*J ont toutes leurs composantes nulles & 'exception d’un “1” & la position
(i,1), avec
ﬁk Ol,m

Om,l Om,m

a Ol,m

O = , U=

. VYke{l,....m 1.71
Oms Omm ] { } (1.71)

Dans ce qui suit, on se limitera uniquement a ’ensemble C; des régions polynomiales du
premier ordre.

1.3.6 Analyse des conditions de stabilité des systémes d’ordre non entier par
une approche GLMT

1.3.6.1 Stabilité des systémes d’ordre non entier

Théoréme 1.3.2. [Mat96] Considérons le systéme linéaire d’ordre non entier commensurable
susvant

Dfx = Azxz+ Bu 0<a<2 (1.72a)
y = Czx+ Du (1.72b)

avecx € R", u € R™, y € RP. Soit 0(A) = {A1,..., \n} Uensemble des valeurs propres de A,
le systeme ([L72)) est asymptotiquement stable au sens BIBO si est seulement si

larg()\)| > 0‘2—” NEo(d), i=1...n (1.73)
D’aprés ce théoréme de la stabilité (et d’autres théorémes pour 1 < a < 2), il en découle les

différentes régions stables et instables, voir figure [[L4]

La figure [[L.4] montre que le domaine de stabilité D du systéme d’ordre non entier est non
convexe lorsque 0 < a < 1. [’analyse de la stabilité des systémes d’ordre non entier a été
largement traitée dans [AC08, ACP07| dans le cas ot 1 < o < 2.
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Im

A 4 Im
. instable stable
instable stable
stable / stable\_
instable instable
agy o5
—a% Re —Q% Re
tabl instable instable
sta stable /
”instable| stable
instable stable
1<a<?2 O<a<l

FIGURE 1.4 — Domaines de stabilité des systémes linéaires d’ordre non entier

Alm(z)
B
™~
= // DSQ
e
au ﬁ/ Ref(s D,,ND,,
QE .(?(4)
—aZt
P \i(h 0<axl
d ©2
vd : ™
1 pr=—p2=(1-a)3
domaine de stabilité — 2 € D,, UD,,
domaine d’'instabilité — z ¢ D, U D,

FIGURE 1.5 — Région de stabilité pour 0 < a < 1 considérée comme 'union de 2 régions non
convexes

1.3.6.2 Approche GLMZ pour P’analyse de la stabilité des systémes d’ordre non
entier lorsque 0 < a < 1

Un résultat nouveau vient d’étre établi par [SMF10a] dans le cas ou 0 < « < 1, par une
analyse par une décomposition du domaine de stabilité. Cette analyse est basée sur I'union de
deux sous-régions convexes de premier ordre Dy et Dyo et ces régions résultent d’une rotation
de la moitié gauche des angles ¢1 = @ et Y2 = —p ot ¢ = (1 — a)7 (figure [L.T]).

Le domaine de stabilité D, est défini par

Ds =Ds, UDq, (1.74)
avec (relation (70) dans [SMF10al)
D,, = {2z € C | Re(ze/%%) < 0},

vk e {1,2). (1.75)
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ou Dy, est la région située au-dessous de la droite ayant une pente négative et D,, est la région
située au-dessus de la droite ayant une pente positive.

Définition des régions Dq,
Supposons que Dy, est le demi-plan complexe situé au-dessus de la droite y = a;x + b; avec
a; = —cot(yp;) et ¢; = —0.5m + arctan(a;). On a donc z € Ds;, si et seulement si

a;r+b—y<0
et on a les équivalences suivantes (en utilisant les relations (L61]) a (LG0) et (GI))

a;r+b—y<0 < —cot(p)r+b—y<0

bi + 0.5(—cot(w;) 4+ 5)z 4+ 0.5(— cot(p;) — j)Z < 0
2b; —cot(y;) +J . —cot(pi) —Jj <0

\/00‘52(%) +1 \/00t2(goi) +1 cot?(p;) + 1

a; + Biz+ 87z <0

—
—
—

avec q; = 2b; —COlpi) b o 1Bil =1

Veot?(pi)+1 bi= V/cot? (i) +1
oux=0.5(z+7%) et y=0.5(z — Z). Avec tan(a;) = 0.5am, on a bien

. — 9 _ t, N — g
vi = —(1—a)0.57 et el¥t = a2 B 2(%) e B
a*+1 cot?(p;) + 1

Si les calculs se font par rapport au demi-plan complexe en dessous de la droite, alors on
effectue les remplacements suivants

a;x+b—y<0— —a;x—b;+y <0, a; = —cot(p;) — a; = — cot(y;)
;i = —0.57 4 arctan(a;) — ¢; = 0.57 — arctan(a;)

0.5(—cot(p;) + )z — 0.5(cot(v;) — 7)z, 0.5(— cot(p;) — j)z — 0.5(cot(p;) + j)Z

- a—7 o —a+jJ

= —(1—a)0.5m — ¢; = (1 — «)0.57, V= == — ¢V = ———=

o= —(1—a) o= (1-a) L —

givi = o) =5 _ B — e = _ootle) +J B
cot?(p;) + 1 cot?(p;) + 1

On a /¥ = By, alors qu’on a el%i = B, dans [SMF10a]. O

Définition des régions D, avec la relation (L.75)
La relation (L75) (relation (70) [SMF10a]) avec b; = o; = 0 s’écrit

™

Re(ze/#1) = Re(z¢’%) = Re <(m + Jy) (sin(a%) + j cos (O‘§>))

o (ssnF) - ess(03)) (s cx(o) v50(3))
— wsin(aZ) —yeos(aZ) <0

pour Dy, et

Re(ze/#?) = Re(ze /%) = Re ((m + 7y) <sin (ag) — jcos <a%)>>
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= e ((wsin(03) +eos(o3)) +5 (reos(o3) ~vsin(o)))

= wsin(o3) yeos(og) <0
= I sin 042 Y COS 042

pour Ds,, avec cos(af) >0, sin(af) >0et g1 = —pr == (1-a)3.
On obtient donc

Dy, — xtan(ag><y
Ds;, — —xtan(ag>>y

avec tan(a%) > 0.

Cette défintion de Dy, et de Ds, ne convient pas car une diminution de y doit fonctionner
pour Dy, et car une augmentation de y doit fonctionner pour Ds,. De plus, la région Dy, est
limitée par une droite ayant une pente négative, tandis que la région D,, est limitée par une
droite ayant une pente positive. Il faut donc “permuter” les définions des régions Ds, et de D,
obtenues avec la relation (L73]).

La relation (L75]) n’est donc pas exacte et doit étre remplacée par

Dy, = {2 € C | Re(ze7%%) <0}, Vke{1,2}, (1.76)
ce qui donne

Ds, — —uztan (a%) > y <= Re(ze 7¥1) = Re(ze /%) = xsin (ag) + ycos (a%) <0

Ds, —> xtan(a%) <y <= Re(ze7%2) = Re(ze’¥) = xsin(ag) — y cos (ag) <0

avec tan(a%) > 0, Cos(a%) >0et p=¢p1 = —ps = (1—04)%- U

En utilisant (L69)), (L70), (L7T) et (I70), les paramétres intervenant dans les relations (L58])
et (L59) du théoréme [L3 T sont (avec ¢ = (1 —a)F)

00 0 0 0 0
H=-J7=-60=1|0 1 0|,H=—-Jo=—6=1|0 0 0f, (1.77a)
00 0 00 1
e 7% 0 0 e 0 0
Pr=10 0 0|,2=|0 0 0|,¢1=13 (1.77D)
0 00 0 0 0

dans le cas o1 0 < a < 1 qui correspond a la région Dy, UD;, dans figure Les relations (58]
et (L59) du théoréme [[.31] deviennent

0 0 O 0 0 O eI el

0 0 00
0 -1 0|®Xi+|0 -1 o/|®@Xi+| 0 0 ol®@AX)+|0 o0 o] ®xTA")
00 00

0 0 0 0 0 0 0 0
00 O 00 0 e’ 0 0 e 0 0

+10 0 o|l®Xe4+|0 0 0|®X5+]|0 0 0/l®@UAX2)4+| 0 0 0| ®(X34T)
00 -1 00 -1 0 0 0 0 0 0
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P (AXs + XTAT) + 772 (AX, + X5 AT) 0 0
= 0 —(X1+ X7) 0 <0, (1.78)
0 0 — (X2 + X3)
0 0 0 0 0 0 00 0 00 0
01 0/|®X1i+ |0 -1 0|®X7+[0 0 0|®Xa4+1]0 0 0|®Xs
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1
0 0 0
=10 Xi-X; 0 =0. (1.79)
0 0 Xo — X3

En utilisant les relations (L78]) et (L79), le théoréme [[3.] correspond au théoréme suivant
qui donne une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité des systémes d’ordre non entier
dans le cas ot 0 < @ < 1.

Théoréme 1.3.3. Le systéme d’ordre non entier (L72)) avec 0 < a < 1 est asymptotiquement
stable si et seulement s’il existe deux matrices X1 € C"*" et Xo € C™*" vérifiant X1 = X7 >0
et Xo=X3>0et

rX AT + TAX| +rAXy +TXoAT <0 (1.80)
our =792 = sin(ag) + jcos(af) et T = e 71—z — sin(af) — jcos(ag).

Remarque 1.3.2. Au vu des relations (L78) et (L79) dans le théoréme 12 dans [SMF10al, les
matrices complexes X et X5 sont hermitiennes, mais ne sont pas strictement (ou non strictement)
définies positives. Par contre, dans le lemme 15 dans [FMS10], les matrices complexes X7 et X,
sont hermitiennes, mais ne sont pas strictement (ou non strictement) définies positives.

De plus, en posant 7 = e/ = ?(1=®)3 dans [SMF10a], X7 correspond a la région Ds, et
X, correspond 4 la région Dy, dans la relation (84) dans [SMF10a| qui est 7X; AT +rAX; +
’I“XQAT +7AX5 < 0. °
Remarque 1.3.3. Puisque les matrices complexes X; et Xy sont hermitiennes (relation (L79])
— X1 = X7 et Xy = X3), la relation (L.78) implique que les matrices complexes X; et Xy sont
définies positives (X7 > 0 et X2 > 0).

En effet, puisque X1 = X7 et Xo = X3, alors les valeurs propres de X; et X5 sont réelles
[LT85] et X1 + X7 = 2X;, Xo 4+ X5 = 2X5. De plus, on a la relation suivante [Vid93| (p. 22, 23
et 26)

— 0.5 max (=X — X*) < Re(Mi (X)) < 0.5 max (X + X7) (1.81)

qui se réécrit ainsi
0 < Amin(X1) < Ni(X1) € Amax(X1) et 0 < Apin(X2) < Ai(X2) < Adpax(X2) (1.82)

car _0-5)\max(_Xk: — X;;) = _)\max(_Xk) =—-1x (_)\min(Xk)) = )\min(Xk) avec k = 1,2. On
obtient donc bien X; > 0 et Xy > 0 (voir (LZJ)).

La relation (L.8T]) est une propriété des mesures d’une matrice (item M6 du théoréme 16 dans
[Vid93| (p. 22 et 23)

—p(—X) < Re(Ni(X)) < pp(X) p=1,...,n
ol f1p(X) est une mesure de la matrice X € C"*™ [Vid93] (p. 22) définie comme suit
I, +eX
X,

e—0 IS

pp(X) =
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et I'indice p désigne la norme matricielle p induite par la norme p d’un vecteur x

1
el = (3 = 1"zx[")

k
Si on choisit p = 2, alors || X ||, = || X[l = v/ Amax(X*X) et p(X), = p2(X) = 0.5Amax (X + X)
[Vid93] (p. 26) . o

Lemme 1.3.1. [LT85] (p. 219) Soit A= B+ jC avec B € R™*", C € R™™" et

B -C
c B|

R=

On a les propriétés suivantes
i) Si la matrice A est normale, alors la matrice R est normale.
ii) Si la matrice A est hermitienne, alors la matrice R est symétrique.
iii) Si la matrice A est définie positive, alors la matrice R est définie positive.
iv) Si la matrice A est unitaire, alors la matrice R est orthogonale.

En utilisant le lemme [[L3.1] on réécrit le théoreme [[L3.3] afin de remplacer la LMI complexe
(L80) par une LMI réelle.

Lemme 1.3.2. Le systéme d’ordre non entier (L72) avec 0 < o < 1 est asymptotiquement
stable si et seulement si il existe quatre matrices Xpr, = X£1 e R™", Xy, = —X}; e R™",
Xp, = X}, e RV et X1, = —X], € R™™ vérifiant

(Xp, -X
f bl s, (1.83)
| X, Xg,
(Xp, -X
o TR S, (1.84)
| X1, Xg,
(X, AT+ AX R, + AX g, + X g, AT) sin(aZ) + (AXy, — X1, AT — AX 1, + X1, AT) cos(aZ)
(X[lA +AX[2+X[2AT+AX[1)SIH( )+(XR1AT AXR1 XRQAT—{—AXRQ)COS( %)
(AXRl XRIAT AXRQ—}—XRQAT) COS(O&%) (XIIAT—}—AX[Q—}—X[QAT—{—AXII)Sln( %) <0
(XRIAT+AXR1+AXR2+XR2 )sm(ag) (AX[l X[lAT AX]2+X[2 )COS( %)
(1.85)
Démonstration. Si Xg, = X;‘gl e R Xy, = —X}Fl € R"" Xg, = X£2 € R™" et Xp, =

—X}; S IRnxn, alors X7 = XR1 —|-ij1 et X9 = XR2 —|—jX[2 vérifient X7 = Xf et Xy = X; En
utilisant le lemme 3] X7 = X7 > 0 et Xo = X > 0 si et seulement si les LMI (IL83) et (T.84))
sont satisfaites.

En remplagant dans I'inégalité (IL80) du théoréeme [[3.3] les expressions de X1 = X, + 7 X7,
Xo = Xg, +j X1, et r =sin(aF) + jcos(aF), on obtient la relation suivante
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(sin(a%) —i—jcos(ag)) (Xp, + 5 X1,)AT + <sin(ag) —J cos(a%)) A(Xp, +jX1,)

+ <sin(ag) —i—jcos(ag)) A(Xp, +jX1,) + <sin(ag) —jcos(ag)) AT (Xp, +jX1,) (< 0 |
1.86

qui peut s’écrire sous cette forme
<sin(0zg)XR1 AT — cos(oz%)XI1 AT> +7 (COS(O[%)XRIAT + sin(ozg)XI1 AT>
+ <Si1r1(ozg)AXR1 + COS((M%)AXh) +7 (Sim(oz%)AXI1 - COS(O[%)AXRI>
+ (sin(c)cg)AXR2 - cos(a%)AXb) +7 (sin(c)c%)AXj2 + cos(ag)AXRQ)
+ (sin(a%)XRQAT + cos(ag)XIQAT) +3j <sin(ag)X12AT — cos(ag)XRQAT) < 0.
(1.87)
En regroupant la partie réelle et la partie imaginaire de I'inégalité (IL8T), on obtient

((XRIAT—l-AXRl —|—AXR2 —|—XR2AT) sin(ag) + (AX[l —leAT—AX]2+X[2AT) COS(O(%))
4 ((XIIAT+AXI2+X12AT+AX11) sin(ag) + (Xp, AT —AXp, +AXp,— Xp, A7) cos(ag)) <0,

(1.88)

En utilisant le lemme [[3.1] on obtient la LMI (L8E). o

Dans le théoréme suivant, 'inégalité (IL80) avec deux inconnues du théoréme [[3.3] est rem-
placée par une inégalité avec une seule variable (voir le théoréme 16 dans [FMS10]).

Théoréme 1.3.4. Le systéme d’ordre non entier (L72)) avec 0 < a < 1 est asymptotiquement
stable si et seulement si il existe une matrice X € C"*™ vérifiant X = X* >0 et

(rX +7X)TAT + ArX +7X) <0 (1.89)
our =e1m¥3 = sin(ag) + jcos(ag), T = e im0y — sin(af) — jcos(al) et X = Re(X) —
JIm(X).

Démonstration. Puisque X = X* est équivalent a4 Re(X) = Re(X7T) et Im(X) = —Im(X7T),

alors X = X* est équivalent a4 X = X .

Suffisance : Si on pose X; = X et Xy = X, il est évident que la relation (L.89) implique
la relation (L80) du théoréeme [[3.3] car X' = Re(XT) —jIm(XT) = X* = X = Xy et X1 =
Re(XT) +jIm(XT) =X =X = X;.

Nécessité La relation (L80]) est équivalente a

Re(rXi1 A" + 7AX: + 17AXo +7XoA") + jIm(rX1 AT + FAX: +7AX> +7X2AT)
+ Re(rX1 AT + TAX1 4 rAXo + 7XoAT) — jIm(r X1 AT +TAX) + rAXo +7X2 A7)
=2Re(rX1A" +TAX) +7AXs +T7X2AT)
= 2Re((sin(ag) + j cos(aZ)(Re(X1) +j Im(X1)) + (sin(a) — j cos(aZ)) (Re(X2) +jIm(X2)) AT
+24 Re((sin(ag) +jcos(ag)(Re(X2) + 7 Im(X2)) + (sin(ag) - jcos(ag))(Re(Xl) +j Im(Xl))

=2 ((sin(ag) Re(X: + X2) + cos(ag) Im(X, — Xl)) AT
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1.8. Analyse de la stabilité des systémes d’ordre non entier commensurable

124 (sin(ag) Re(X: + X2) — cos(ag) Im(X2 — Xl)) <0 (1.90)

puisque r X1 AT + TAX| + 74Xy +TXo AT = (rX 1 AT + TAX, + 1 AXy +TX2AT)".
Sion pose X = X1 + X = Re(X; + X2) + jIm(Xs — X1), alors on a X = Re(X; + X2) +
jIm(X; — X5), on a

rX = (sin(a%) +jcos(ag))(Re(X1 + X5) + 7 Im(X, — X1))
= sin(ag) Re(X; + X2) — cos(a%) Im(Xy — X1)

—|—jsin(ag) Im(X, — X7) —i—jcos(ag) Re(X; + X3),

X = (sin(ag) —j cos(ag))(Re(Xl + X5) — 5 Im(X, — X1))
= sin(ag) Re(X; + X2) — COS(O[%) Im(Xs — X7)

—jsin(ag) Im(Xs — X1) —jcos(ag) Re(X; + X2),

et
rX +7X = QSin(ag) Re(X; + Xo) — QCOS(ag) Im(Xs — X1), (1.91)
rX +7X)7 = QSin(ag) Re(X; + X2) + QCOS(Q%) Im(Xs — X1), (1.92)

puisque Re(X;) = Re(X{ ), Re(X2) = Re(XT), Im(X;) = —Im(X{) et Im(Xz) = — Im(X7).
En utilisant (90), (L91)) et (I92)), on déduit que la relation (.80 du théoréeme[[33limplique
la relation (L.89). .

Remarque 1.3.4. A la différence du théoréme [[L.3.3] le théoréme [[.3.4] calcule une seule matrice
complexe, X = X* > 0, et utilise la matrice rX +7X € IR™*"™ pour calculer les matrices d’'un
correcteur. °

En utilisant le lemme [[L31] on réécrit le théoreme [[L34] afin de remplacer la LMI complexe
(L89) par une LMI réelle.

Lemme 1.3.3. Le systéme d’ordre non entier (LT72) avec 0 < o < 1 est asymptotiquement stable

si et seulement si il existe deux matrices Xg = X;‘g e R™" et X1 = —Xf e R™™ vérifiant
Xrp —-X
A N1} (1.93)
Xr Xg
T
<Sin(ag)XR - Cos(ag))Q) AT + A <sin(ag)XR - cos(ag)XI) < 0. (1.94)

Démonstration. Si Xp = X}; € R"™" et X; = —XIT e R™", alors X = Xp + jX; vérifie
X = X*. En utilisant le lemme [3] X = X* > 0 si et seulement si la LMI (93] est satisfaite.

En remplagant dans I'inégalité (L89) du théoréme [[L3.4] les expressions de X = Xp + j X7
et r = sin(a%) + jcos(ag), on obtient la relation suivante

((Sin(ag) +3J cos(a%)) (Xp+7X1)+ (sin(ag) — jcos(a%)) (Xr— jXI)>TAT
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v A ((sin(ag) +j cos(ag)) (Xp+jX1) + <sin(ag) —j cos(ag)> (Xp — jX[)) <0 (1.95)
qui peut s’écrire sous la forme suivante (la partie imaginaire étant nulle)

2 (sin(ag)XR - cos(a%)XI)T AT 124 <sin(ag)XR — cos(ag)X1> <0 (1.96)

qui est équivalente a LMI (L.94)). °

1.3.6.3 Approche LMI pour ’analyse de la stabilité des systémes d’ordre non entier
lorsque 1 < a < 2

Le théoréme [[.37] correspond au théoréme suivant qui donne une condition nécessaire et
suffisante pour la stabilité des systémes d’ordre non entier dans le cas o1 1 < o < 2.

Théoréme 1.3.5. Le systéme d’ordre non entier (LT2) avec 1 < a < 2 est asymptotiquement
stable si et seulement si il existe une matrice X € R™"™ vérifiant X = Xt >0 et

(ATX + X A)sin(d) (ATX — X A)cos(9)

<0 (1.97)
(XA - ATX)cos(d) (ATX + X A)sin(0)
ou ) =m— 5.
Le domaine de stabilité convexe dans le théoréme [[.3.5] est donné dans figure
4lm(z)
P.,
- e ol D,
N/ -~ o
1 g
/?H ’D.s‘l N D.&z
— \éj l<a<?
“h 2 B
7_,,/ N | o1 =—ps = (a—1)T §=(1-—a)Z
b=n—F —0+p1 =73
domaine de stabilité — z € D, N D,

domaine d’instabilité — z ¢ D, N Dy,

FI1GURE 1.6 — Région de stabilité pour 1 < o < 2 considérée comme l'intersection de 2 régions
non convexes

Remarque 1.3.5. Dans [LC09, XL09| (Lu), on utilise directement la LMI (L97]).
Dans [ACP07, ACO08] (Ahn et Chen), 'angle ¢; est appelé 6. La LMI (L97) est obtenue en
traduisant la condition (73] par

BXA+B*ATX <0 (1.98)

avec f = /(@3 = sin(0) + jcos(f) et 5* = Bel =2 = sin(h) — j cos(6), puis on applique le
lemme [L3]
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Dans [MSO05a, SMF10a|, on utilise I'angle % & la place de 6 dans la LMI (L97), ce qui
revient a permuter 3 et * dans la LMI (L98)) car sin(f) = sin(%") et cos(f) = — cos(%F).

Dans [SGC97, CGA99, Bac98| (Chilali et Bachelier), on utilise ’angle ¢; a la place de 6. La
LMI (L97) est donc remplacée par

(ATX + X A)cos(p1) (ATX — X A)sin(ep1)

(XA — ATX)sin(¢1) (ATX + X A)cos(pr) <0 (1.99)

alors que dans [CG96| (Chilali), on utilise l’angle 6. .

1.3.7 Stabilité au sens de Lyapunov

Dans la littérature, on peut citer différentes approches concernant ’analyse de la stabilité
des systémes dynamiques d’ordre entier, et notamment celle qui se base sur la théorie élaborée
par Lyapunov. Sans perte de généralité, nous considérons dans la suite * = 0 comme étant le
point d’équilibre. La théorie de Lyapunov est un outil important en automatique, permettant de
conclure sur la stabilité d’un point d’équilibre du systéme. Elle repose sur I’existence de fonctions,
vérifiant certains critéres, et qui représentent d’une certaine maniére 1’énergie du systéme. Ce qui
suit donne plus de détails sur ces fonctions et sur la stabilité au sens de Lyapunov. Ces résultats,
maintenant classiques, peuvent étre trouvés dans les références |[Lya92a, Lya92, Lya92b| par
exemple.

Dans cette partie, nous rappelons quelques concepts sur la stabilité des systémes dyna-
miques. L’analyse de la stabilité d’un systéme dynamique consiste & étudier son comporte-
ment au voisinage du point d’équilibre x* = 0. Cela passe par 'analyse de la trajectoire de
I’état du systéme lorsque son état initial est proche d’un point ou d’une trajectoire d’équilibre
[Vid69, VV82, Kha92, Vid93]. La stabilité des systémes dynamiques non linéaires d’ordre non
entier est trés complexe et différente du systéme linéaire d’ordre non entier. La différence réside
dans le fait que les systémes non linéaires peuvent avoir plusieurs points d’équilibre ou méme
des cycles limites. Pour les systémes non linéaires d’ordre non entier, il existe de nombreuses
définitions de stabilité. Comme mentionné dans [Mat96], la stabilité exponentielle ne peut pas
étre utilisée pour caractériser la stabilité asymptotique des systémes d’ordre non entier. Dans
[OSLT08], une nouvelle définition concernant la stabilité des systémes d’ordre non entier a été
introduite.

Considérons le systéme non linéaire & dérivée d’ordre non entiére, sous la forme suivante

RLDE(t) = fla(t)) (1.100)

Définition 1.3.3. [OSL108] La trajectoire x(t) du systeme (LI0Q) est t~9 asymptotiquement
stable si il existe un nombre réel positif q tel que

V]z@)| avec t<to,IN(x(t)), tel que Vt>to,|z(t)]] < Nt ¢ (1.101)
U

Le fait que les composantes du pseudo-états z(t) convergent lentement vers 0 suivant t—9
conduit parfois & un systéme d’ordre non entier appelé systéme a mémoire longue. La vitesse
de convergence imposée par le terme t~7 est un cas particulier de la stabilité de Mittag-Leffler
[LCPO09].

La représentation diffuse utilisée par Heleschewitz et Matignon [HM98| et Montseny [HM9S|
déduite de la transformée de Laplace inverse de s% fournit une base théorique de I’approximation
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temporelle de I'opérateur d’intégration I d’ordre non entier a.. Ce dernier, représente un élément
clé de l'analyse des systémes d’ordre non entier dans le domaine temporel comme cela a été
demontré dans [TM11, TMSO12a, TMSO12b, TMO13] .

Définition 1.3.4. [TM09] Considérons lintégrateur 1% d’ordre non entier o, représenté par le
systeme linéaire suivant

y(t) = h(t) = u(t) (1.102)

ot u(t) et y(t) sont respectivement l’entrée et la sortie de lintégrateur d’ordre non entier 1%, x
désigne 'opérateur de convolution.

Sa réponse impulsionnelle h(t) vérifie la définition de la pseudo-transformation de Laplace
est donnée par [Mat94]

h(t) = /OOO p(w)e “ dw (1.103)

ot u(w) est appelée représentation diffusive [Mon98] (ou fonction de pondération fréquentielle)
de la réponse impulsionnelle h(t), qui a la forme suivante

(w) = Singf‘”)w—a (1.104)

0

Lemme 1.3.4. [TM09, TMO09][TMSO11] Considérons le systéme non linéaire a dérivée d’ordre
non entiére (LI0Q), en raison de la distribution fréquentielle continue du modéle de l'intégrateur
d’ordre non entier ORLIta, le systeme non linéaire (LI0Q) peut étre exprimé de la fagon suivante

0z(w, t)
ot

x(t) = /000 p(w)z(w, t)dw (1.105b)

— —wz(w,t) + f(x(t)) w € [O, +OO[ (1105&)

ot z(w, t) est I'état distribué en fréquence de Uintégrateur d’ordre non entier X I, et la fonction
de pondération fréquentielle p(w) est donnée par (LI04). O

Démonstration. L’équation D*(x(t)) = f(z(t)) correspond & une forme bouclée autour de 'opé-
rateur d’intégration S% [TMO13|. Cet opérateur est défini par le systéme différentiel suivant

{% = —wz(w,t) + u(t)
2(t) = Jo plw)zw, )dw

Comme l'entrée u(t) de opérateur d’intégration est égale a f(z(t)) (branche de retour), on
obtient par substitution les relations (LI05). Cette methodologie est largement décrite dans
[TMSO12a, TMSO12b|. L’état distribué en fréquence z(w,t) vérifie 'équation différentielle
(LI05) (pour une fréquence élémentaire w) et la sortie z(¢) de l'intégrateur d’ordre non en-
tier est I'intégrale pondérée ( avec la fonction de pondération fréquentielle pu(w)) de toutes les
contributions z(w,t) allant de 0 & +o0. .
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Remarque 1.3.6. Implicitement, 1’état de l'intégrateur d’ordre non entier est généralement
défini comme étant sa sortie z(t). Par contre, d’aprés la définition (LI0B), z(¢) n'est que la
somme pondérée des variables z(w,t), donc c’est seulement un pseudo-état tandis que z(w,t)
est son vrai état distribué de dimension infinie. L’approche de I'état infini (ou Infinite-State
approach) s’appelle ainsi par référence a la dimension infinie de z(w,t) [TMO13|. Dans d’autres
travaux, il est également défini comme étant une représentation diffusive [HM98, Mon98|.

Dans la littérature, on peut citer différentes approches concernant I'analyse de la stabilité des
systémes dynamiques d’ordre entier, et notamment celles qui se basent sur la théorie élaborée
par Lyapunov.

Dans ce qui suit, notre but sera de présenter ’analyse de stabilité des systémes d’ordre non
entier & retard variant dans le temps en se basant sur cette approche, bien qu’elle est parfois
conservatrice, mais elle a le mérite d’étre simple a mettre en ceuvre. Pour cela, nous nous sommes
baseés sur la fonction de Lyapunov introduite par Trigeassou et al [TMO09, TMSO11] dans le cas
non-entier sans retard.

Afin d’analyser la stabilité d’un systéme d’ordre non entier a retard variable dans le temps
FOS-TVD, nous considérons le cas non forcé, qui peut étre représenté dans ’espace des pseudo-
états par le modéle suivant

D%x(t) = Apz(t) + Arx(t — 7(t)) (1.106a)
z(t) = Y(t),t € [~Tmax, 0] , 0<a<l (1.106b)

avec 7(t) > 0 désigne la fonction du retard, continu, borné, c-a-d 0 < 7(t) < Tyqee €t vérifiant
8;—9 < Trmax < 1, Ol Tipar €6 Tmax sont deux constantes positives.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante permettant de conclure sur la stabilité
du systéme décrit par (LI06]) pour 0 < a < 1. Cette derniére est présentée sous forme d’inégalité

matricielle linéaire LMI.

Théoréme 1.3.6. le systéme d’ordre non entier & retard variable dans le temps (LI06]) est
asymptotiquement stable s’il existe une matrice, P, symétrique et définie positive vérifiant la
LMI suivante

PAy+ ATP +2A; PA,

Q= <0 (1.107)
* —A2
ol
1 1
AN=——"——1I No=——T.
P21 O 27 (1= Omman)
et x représente la partie correspondante de la matrice symétrique . U

Démonstration. Pour montrer ce théoréme, nous faisons appel au lemme [[L3.4l En partant de la
représentation d’un intégrateur d’ordre non entier donnée par (II05), ’équation ([I06al) peut
étre réécrite comme suit
0z(w, t)

ot

x(t) = /OOO p(w)z(w, t)dw (1.108b)

= —wz(w,t) + Agz(t) + Arz(t — (1)) (1.108a)

29



Chapitre 1. Introduction

Maintenant, afin d’analyser la stabilité du systéme ([[LI06]), nous considérons la fonction de
Lyapunov monochromatique suivante [TMO09, TMSO11]

v1(w,t) = 27 (w, t) Pz(w, t) (1.109)

définie pour une fréquence élémentaire w, avec P € R™*™ une matrice symétrique définie positive
(P=PT >0).
Les dérivées de la fonction de Lyapunov vy (t) par rapport a z(w,t) et ¢ sont données par

% = 2T (w, t)P (1.110)
et
0vy (w, t) _ 0vi(w,t) 0z(w,t)
ot 0z(w,t) Ot
= 227 (w, ) P(~wz(w, t) + Agx(t) + Arx(t — 7(t))) (1.111)

En outre, en additionnant la fonction vi(w,t) avec la fonction de pondération p(w), cala
permet de définir la fonction candidate de Lyapunov Vi (¢) comme suit [TMO09, TMSO11]

Vi(t) = /OOO wlw)vy (w, t)dw (1.112)

et dont la dérivée le long des solutions de (LI08) vérifie

dVi(t) o0 ovy(w, t)
0 [t

= /000 ()22 (w, t) P(—wz(w, t) + Agx(t) + Ara(t — 7(t))) dw

= —2/0O win(w) 2T (w, 1) Pz(w, t) dw + 2 /00 p(w) 2t (w, )P dw(Agx(t) + Ara(t — 7(1)))
’ ’ (1.113)

En remplagant dans 'équation (LII3]) I'expression du pseudo-état donnée dans (L.I0SD]) par
x(t), on obtient

dVi(t)
dt

= -2 /000 wit(w) 2T (w, ) Pz(w, t)dw + 227 (t) P(Agz(t) + Arz(t — 7(t))) (1.114)

Par conséquent, nous en déduisons que la condition suffisante suivante donnée sous forme de
LMI

20T (1) P(Apx(t) + Ara(t — 7(t))) < 0 (1.115)
doit étre satisfaite afin que la fonction de Lyapunov Vi (t) ait une dérivée temporelle (le long des
. : R o .. dvi(e)
trajectoires du systémes) décroissante, c-a-d T < 0.
Ensuite, une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V5(t) choisie sous la forme
=g [ e (1110
ot) = 77— z' (s)x(s)ds )
(1 — OTmax) t—7(t)

30



1.4. FEwvaluation de la norme Hy, pour un systéme d’ordre non entier

dont la dérivée temporelle le long des solutions du systéme (LI06) est donnée par

T = g e et
1 or(t)
B afmax)(l -5 Yol (t — 7(t)z(t — 7(t))) (1.117)
de plus, elle est bornée par
Do) o L Pty — ot — r()lt — 7(1)) (1.118)

dt (1 — OTmax)

En effet, la dérivée temporelle de la fonction V(¢) qui est définie comme étant la somme des
deux fonctions candidates de Lyapunov Vi(t) et Va(t) est la suivante

d‘(/i—z(ft) < —2/ win(w)zT (w,t) Pz(w, t)dw + 227 (t)(PAg 4+ Ay)x(t) + 22T (1) PAr2(t — 7(t))
0
— 2T (t — 7(t))Agx(t — (1)) (1.119)
out Ay = gr—g—I et Ay = 1.

Cette inégalité est équivalente &

XTt)0X(t) <0 (1.120)
avec
PAy+ AP +2A, PA,
= |0 (1.121)
ATp —Ay
et

X(t) =

x(tm_(?(t))] (1.122)

Finalement, une condition suffisante de stabilité du systéme (.J06]) est obtenue sous la forme
d’inégalité matricielle linéaire. Cela signifie que le systéme (LI06) est asymptotiquement stable
si la matrice €2 est définie négative, ce qui conclut la démonstration. °

1.4 Evaluation de la norme H, pour un systéme d’ordre non
entier
1.4.1 Formulation du probléme

Soit la représentation dans ’espace des pseudo-états d’un systéme d’ordre non entier soumis
a des perturbations exogénes mis sous la forme ci-dessous

D%x(t) = Apz(t) + Bow(t) (1.123a)
z(t) = Coz(t) + Dow(t) (1.123b)

ou x € R™ désigne le vecteur pseudo-état, w € RY est le vecteur d’entrée représentant les pertur-
bations extérieures, z € R" est la sortie & controler et o est 'ordre de la dérivation fractionnaire
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tel que 0 < a < 2. Apy, By, Cy et Dy sont des matrices constantes connues de dimensions
appropriées.
La fonction de transfert entre 'entrée w et la sortie z du systéme [[L123] est définie par

Z(s) = Tow(s)W(s) (1.124)
ou W(s) et Z(s) sont les transformées de Laplace de w(t) et z(t) , respectivement, avec des

conditions initiales nulles c-a-d z(t) =0, V¢t <0.
Par conséquent, nous avons

T.w(s) = Co(s*I — Ag) 1By + Dy (1.125)

Définition 1.4.1. Le signal de perturbation w(t) appartient a Lo si la norme suivante

ful, = ( [ °°w<t>Tw<t>dt>% (1.126)

est bornée.
Cette norme peut étre interprétée comme étant ’énergie du signal w(t).

Définition 1.4.2. Le systeme (LI23) respecte le critére de performance Hoo, ¢-0-d ||Ta(S)|| o, <
v, s’il est stable et l’inégalité suivante
oo
J = / () 2(r) = 4w (T)w(r)dr < 0. (1.127)
0

est satisfaite pour toute perturbation w appartenant & Lo avec des conditions initiales nulles.
D’ailleurs, v est le niveau d’atténuation assuré dans le pire des cas, c-a-d a la fréquence pour
laquelle le gain de transfert est mazximum.

Le niveau de performance v donné dans la Définition peut étre interprété comme étant
une borne supérieure du gain Lo entre la perturbation w et la sortie & contréler z.

Nous allons présenter le lemme de majoration, qui est souvent utilisé dans le but de linéariser
des termes bilinéaires, ainsi que dans ’analyse de la robustesse.

Lemme 1.4.1. [KPZ90] Soit D, E et F des matrices réelles de dimensions appropriées et une
matrice F' satisfaisant la condition FTF < I. Pour tout scalaire € > 0 et tous vecteurs x,y € R®,
nous avons

2¢ T DFEy < e ‘e DDz + eyT ETEy (1.128)

Dans la suite de ce manuscrit, nous serons amenés a majorer et linéariser des termes bilinéaires
ou les composantes sont des matrices complexes. C’est la raison pour laquelle nous étendons le
Lemme [LZT] au cas des matrices complexes. Ce lemme qui permet de transformer certaines
inégalités matricielles non linéaires en LMI sera nécessaire pour démontrer les résultats obtenus.

Lemme 1.4.2. Pour tout scalaire ¢ > 0 et toute matrice I € RP*? satisfaisant FTF < I,
l'inégalité suivante

2R(z*DFEy) < ¢ 'a*DD*z + ey* E*Ey (1.129)
est vérifiée pour tous vecteurs x,y € C" et toutes matrices complexes D et E de dimensions
appropriées.
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En adaptant la démonstration du Lemme [[L4.] présentée dans [KPZ90|, nous obtenons qu’une
condition de majoration d’une classe de termes non linéaires avec des matrices complexes est

assurée par l'inégalité (LI129).

Démonstration. Pour établir ce lemme, nous considérons l'inégalité suivante

1 2
0< H\/ED*JU — %FEy (1.130)
qui est vérifiée pour tous vecteurs z,y € C".
D’abord, nous développons l'inégalité (L.130]),
1 2
0< H\/ED*.%' — %FEy
1 1
= (&"VeD —y' B F*)(eD"z — —-FEy)
1
= (ex*DD*x + —y*E*F*FEy) —x«*DFEy — y*"E*F*D*x
€
Puis, du fait que pour tout nombre ¢ € C, on a
2 R(Y) =9 + 97,
nous déduisons que
1
2R(z*DFEy) <(ex*DD*x + —y*E*F*FEy)
€
Ce qui compléte la démonstration. °

1.4.2 Meéthode basée sur la matrice Hamiltonienne

Deux outils de calcul de la norme Hy, pour FOS ont d’abord été proposés dans [MSOO05b].
Le calcul du gain L9 pour FOS a été initialement présenté dans [MSOO05b]. Par la suite il a été
étendu pour donner une nouvelle formulation dans [MSOO08|. Les lemmes suivants montrent ces
calculs.

Lemme 1.4.3. [MSO05b] Soit une pseudo représentation d’état stable de la forme (LI23)) et soit
un nombre réel positif v > a(Dy). La fonction de transfert Ts.(s) définie dans (LI20) satisfait
| Tow ()|l < v si et seulement si la pseudo matrice hamiltonienne A, définie par

Ao + BoRDIC =ByRBT
7:<( o + BoRDs Co) oo ) (1.131)

CI(I+ DoRDY)Cy Z(AY + CTDyRBY)

ol = =e %™ et R= (721 — D(:]FDO)_l, n’a que des valeurs propres dans le domaine de stabilité
défini par s € C : |arg(s)| > oF.
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1.4.3 Meéthode basée sur le lemme de KYP généralisé

Récemment, une nouvelle formulation sous la forme d’inégalité matricielle linéaire (LMI)
pour calculer la norme Hy, du systéme (LI23) en utilisant le lemme généralisé de Kalman-
Yakubovich-Popov (KYP) a été proposée dans [FFS13| et [LWPT15]. Cette nouvelle formulation
est présentée dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.1. [FFS13] La fonction de transfert T, (s) définie dans (LI28)) satisfait || T ()] o <
v si les conditions suivantes sont vérifiées, selon la valeur de «

ecasl :0<a<1:dX e H" > 0 tel que

sym{Ag(e’? X + e X))}« *
onl = Co(e??X + e799X) —I % | <0 (1.132)
Bt DI —yI

e cas2 1 <a<2:dPeH" >0 tel que

sym{Ape?’ P} x *
12l = Coel? P —I % | <0 (1.133)
Bt DI —yI

o0 =5(1—a).
Dans le deuzieme cas, la condition (LI33)) est aussi nécessaire.

1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, les différentes définitions qui nous semblent primordiales & connaitre
dans le calcul fractionnaire ont été présentées, ainsi que quelques fonctions utiles telles que la
fonction Gamma et la fonction de Mittag-Leffler. Par la suite, une courte introduction a quelques
applications a été proposée dans une section. Puis, quelques approches d’approximation et de
simulation d’un dérivateur d’ordre non entier ont été rappelées.

De plus, dans le cas des systémes d’ordre non entier sans retard, les conditions de stabilité ont
été données sous forme d’Inégalités matricielles linéaires (LMIs) en utilisant les notions de région
GLMTL ainsi que de la D-stabilité. Ces conditions obtenues sous forme des LMI permettent de
localiser les valeurs propres de la matrice du pseudo-état dans une région convexe dans le cas de
1 < a < 2 ou bien, dans I'union de certaines sous-régions convexes pour 0 < a < 1.

Dans un deuxiéme temps, en se basant sur les approches de type Lyapunov dédiées aux
systémes d’ordre non entier, des outils d’analyse avancés propres aux systémes d’ordre non entier
a retard variant dans le temps, offrant ainsi un cadre de travail approprié pour 1’étude et la
conception de différents types d’observateurs pour ces systémes ont été développés.

Dans la troisiéme partie de ce chapitre, le probléme de I’évaluation de la norme H., pour
les systémes d’ordre non entier a été formulé. Puis, les méthodes existantes pour calculer cette
norme H,, ont été présentées.
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Chapitre 2

Observateurs des systémes d’ordre
fractionnaire

“Le soleil se leve avant moi, mais je me couche apres lui :
nous sommes quittes.”
Jules Renard
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Chapitre 2. Observateurs des systémes d’ordre fractionnaire

2.1 Introduction

En pratique, les sorties d’'un systéme dynamique ne fournissent pas toutes les mesures des
pseudo-états internes d’un systéme. Cela est dii parfois aux difficultés techniques rencontrées lors
de l'implémentation des capteurs dans certains endroits du processus en question. De plus, le
colit trés élevé de certains types de capteurs, représente un obstacle financier sensible. En effet,
pour une grande classe de processus industriels, la dimension du vecteur des sorties, nommé aussi
vecteur des mesures, est inférieure a celle du vecteur des pseudo-états du systéme. En d’autres
termes, & chaque instant ¢, nous n’avons pas toutes les mesures des pseudo-états du systémes.
Reconstruire le vecteur des pseudo-états ou des fonctions de ce vecteur est I'un des sujets les
plus importants en théorie de controle. Ce fait est d & la nécessité de connaitre les variables
non-mesurées pour la commande et la surveillance d’un procédé dynamique.

Dans de trés nombreuses applications industrielles, la génération d’une loi de commande né-
cessite que la connaissance d’une fonctionnelle z(t) = T,z (t) des pseudo-états au lieu de connaitre
tout le vecteur des pseudo-états z(t). Depuis ces premiers travaux [FW72, Lue63, Lue64| sur
la synthése d’observateur fonctionnel linéaire pour les systémes d’ordre entier sans retards,
deux techniques de synthése peuvent étre distinguées pour cette classe d’observateurs. D’une
part, nous citons celles qui commencent par la solution de I’équation de Sylvester qui appa-
rait dans les conditions d’existence d'un tel observateur, par exemple [Tsu04, TNT08|. D’autre
part, nous trouvons des méthodes de synthése qui se basent sur les conditions nécessaires et
suffisantes obtenues dans [Dar00|, par exemple [FTJ10, FT13]. Ces approches sont élargies
vers le cas des systémes a retards, ce qui a permis de concevoir des observateurs pour ces
systémes en tenant en compte de la spécificité de son comportement en présence du retard
[Bou01, BDO1, Dar01, XLZY04, JT05, SH05, ZBB06, Dar07]|. Une des raisons principales pour
laquelle il y a eu un intérét considérable pour ce théme de recherche est son potentiel de réduire
la complexité et le coiit de calcul des gains des observateurs et de controleurs.

D’autre part, il est clair qu'un observateur d’ordre plein n’est qu’un cas particulier de I'obser-
vateur fonctionnel, c-a-d T, = I,,. Sachant que les premiérs travaux sur les problémes d’estimation
de I'état dans le cas d’ordre entier ont été proposés par Luenberger [Lue64, Lue66, Lue71| dans le
cas déterministe, et par Kalman [Kal60| dans le cas stochastique. L’intérét de reconstruire tout le
vecteur des pseudo-états dépend de l'utilisation [YW88, DZX94, Dar09, BRDZ13, KK95|. Dans
certains cas, par exemple en présence des entrées inconnues, il a été démontré [YW88, DZX94,
Dar09] qu’un observateur d’ordre plein peut avoir une vitesse de convergence plus rapide, contrai-
rement au cas des observateurs d’ordre réduit [YW88, BH95, Nak97, ZMDOO].

Depuis les premiers travaux de Luenberger, les recherches sur la synthése des observateurs
fonctionnels n’ont pas cessé de progresser. Par contre, il y a peu de travaux dans la littérature
sur la synthése d’observateurs fonctionnels pour des systémes d’ordre fractionnaire avec retard.
C’est la raison pour laquelle nous nous intéressons dans cette section & ce probléme.

Dans ce chapitre, nous tentons de présenter 1’état de ’art sur les concepts fondamentaux liés
4 la synthése des observateurs fonctionnels linéaires, et d’introduire cette théorie des observateurs
d’état pour les systémes d’ordre fractionnaire avec et sans retards. Les conditions d’existence et
de synthése d’observateurs fonctionnels linéaires deviennent plus compliquées en présence des
entrées inconnues et de retards constants ou variables dans le temps.
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2.2 Observateurs des systémes linéaires

Cette partie est consacrée au probléme d’estimation des pseudo-états des systémes d’ordre
fractionnaire. Nous rappelons tout d’abord le concept d’observateurs d’ordre plein, d’ordre réduit
et fonctionnel, ou ce dernier représente un cas plus général des précédentes formes. Par la suite,
nous présentons les conditions d’existence, ainsi que la méthodologie de synthése.

2.2.1 Synthése d’observateurs linéaires
2.2.1.1 Observateurs linéaires d’ordre plein

Soit le systéme linéaire d’ordre fractionnaire dont la représentation de ses pseudo-états est
donnée ci-dessous

D%x(t) = Apz(t) + Byu(t) (2.1a)
y(t) = Cya(t) (2.1b)

ou z(t) € R, u(t) € R™ et y(t) € RP représentent respectivement le vecteur des pseudo-états, le
vecteur des entrées et le vecteur des sorties. Ag € R™" est la matrice dynamique, B, € R™"*™
est la matrice d’entrée et C,, € RP*™ est la matrice de sortie. Le triplet (Ao, By, Cy) caractérise
la dynamique du systéme dans I'espace des pseudo-états.

On considére la description suivante d’un observateur

DR (t) = Agi(t) + Buu(t) + L{y(t) — (1)) (2.2a)
i(t) = Gy (1) (2.2b)

ou le vecteur Z(t) représente l'estimation du pseudo-état x(¢) du systéme (2.]). L’observateur
(22) est composé d'une copie du systéme fractionnaire (2.1I), est controlé par le méme signal
d’entré u(t) que le systéme original (2.]]), et par un terme de correction provenant de la différence
entre la sortie réelle y(t) du systéme (2.1)) et la sortie de 'observateur (2.2]). La matrice L € R™*P
est une matrice appelée gain de I'observateur qui sera spécifié par la suite.

On pose lerreur d’estimation e(t) comme suit

e(t) = z(t) — z(t) (2.3)
et sa dynamique fractionnaire est décrite par I’équation suivante
D%e(t) = (Ag — LCy)e(t) (2.4)

Il est clair que la dynamique fractionnaire de l'erreur d’estimation convergera vers 0, si le
choix de la matrice L, gain de l'observateur (2.2)), est fait d’une maniére pertinente. L’existence
d’une matrice L qui assure la stabilisation asymptotique de I'erreur d’estimation est donnée par
le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. [MAN96, MAN97|, La paire de matrices (Ag,Cy) est détectable si ses modes
inobservables sont asymptotiquement stables, c-a-d tous les modes inobservables associés aux
™

valeurs propres X de la matrice Ag telles que |arg(\)| > o 3.

Si la condition du lemme 2.2.1] qui assure la condition d’existence d’un observateur sous la
forme (2.2]) pour le systéme (2] est satisfaite, le vecteur des pseudo-états du systéme fraction-
naire peut étre reconstruit via 'observateur (2.2]).

La stabilisation asymptotique du systéme linéaire fractionnaire (2.4]) est donnée par les deux
théorémes suivants.
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Théoréme 2.2.1. [N’D11] Il existe un observateur fractionnaire (2.2) avec 0 < o < 1 assurant
la stabilité asymptotique de Uerreur d’observation [2.4) si et seulement si il existe deuz matrices
X e R™ et Q € R™™ (Q = QT > 0) telles que

2
> sym(Ti ® (AJQ + CIX)) <0 (2.5)
=1

ot les matrices T';1(i = 1,2) sont données par

sin(az) — cos(az) cos(az) sin(aﬁ)
Iy = 2’ 27, Ty = 27 2 | (26a)
COS(O&E) sin(ai) - sin(ag) cos(ag)

Le gain assurant la stabilité asymptotique de ’erreur d’estimation est donné par
L = _QleT

Théoréme 2.2.2. [N'D11] Il existe un observateur fractionnaire (2.2)) avec 1 < o < 2 assurant
la stabilité asymptotique de Uerreur d’observation [2.4) si et seulement si il existe deuz matrices
X € R™X et P € RV (P = PT > 0) telles que

Q Q
[ o P <o (2.7)
Ny Q2

avec
Q1 = Qo = (AI(J;P + PAy + C;/TX + XTCy) sin(w — Oé%)
Qg = (AP — PAg+ CTX — XTC,) cos(m — ag)

Le gain assurant la stabilité asymptotique de [’erreur d’estimation est donné par

L=-p1x7T

2.2.1.2 Observateurs linéaires d’ordre réduit

Dans de nombreux processus industriels, une partie du vecteur des pseudo-états internes du
modeéle est disponible via le vecteur de sortie, donc ce n’est pas nécessaire de I’estimer. Ainsi, il
ne reste & estimer que la partie non accessible. On parle par la suite d’un observateur d’ordre
réduit.

Soit le systéme linéaire d’ordre fractionnaire dont la représentation de ses pseudo-états est
donnée ci-dessous

D%x(t) = Apz(t) + Byu(t) (2.8a)
y(t) = Gyt (2.8b)
2(t) = Tox(t) (2.8¢)

ou z(t) € R™, u(t) € R™, y(t) € RP et z(t) € R" représentent respectivement le vecteur des
pseudo-états, le vecteur des entrées, le vecteur des sorties et la fonctionnelle & estimer. Ag € R™*"
est la matrice dynamique, B, € R"*"™ est la matrice d’entrée, C,, € RP*™ est la matrice de sortie
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et T, est la matrice du vecteur a estimer. Le triplet (Ao, By, Cy) caractérise la dynamique du
systéme dans l’espace des pseudo-états.

Afin de reconstruire partiellement le pseudo-état z(t) du systéme (2.8]), nous utilisons un
observateur fractionnaire d’ordre réduit ou sa structure est donnée par la forme suivante

Dn(t) = Nn(t) + Hu(t) + Jy(t) (2.9a)
2(t) = n(t) + Ey(t) (2.9b

ou n(t) € R" est le pseudo-état de 'observateur (Z.9)), le vecteur 2(¢t) € R" est une estimation du
vecteur z(t). Les matrices N, J, H et E sont des matrices inconnues de dimensions appropriées
qui doivent étre déterminées afin que Z(t) converge asymptotiquement vers z(t). Une procédure
constructive pour la synthése de ce type d’observateur d’ordre réduit a été traitée dans [NDVZ13].
Maintenant, dans un premier temps, nous présentons des conditions suffisantes pour 'exis-
tence d’un observateur d’ordre réduit (2.9) pour le systéme (2.8]) sous forme d’une proposition.
Par la suite, nous étudions la stabilité de 'erreur d’estimation selon 'ordre de dérivation a.

Proposition 2.2.1. Le systeme ([29) est un observateur d’ordre réduit pour le systéme (2.8
avec 0 < e < 2, pour toute initialisation, c-a-d z(t),2(t),¥t <0, si

i) D%(t) = Ne(t) est asymptotiquement stable,
i) les contraintes
RAy—NR—-JCy =0 (2.10a)
H = RB, (2.10b)
sont vérifiées. Ot la matrice R est définie par R =T, — EC,

Démonstration. D’abord, nous définissons 'erreur d’estimation comme e(t) = z(t) — 2(¢). La
dynamique fractionnaire de I’erreur d’estimation est donnée par

D%(t) = D%z(t) — D“2(t)
ce qui est équivalent &
D%(t) = Ne(t) + (RAy — NR — JCy)(x(t) + (RB, — H)u(t) (2.11)
Si les deux conditions données sous forme d’équations suivantes

RAy— NR—JC, =0
H = RB,

sont satisfaites, alors, on peut simplifier la dynamique de I'erreur d’estimation (ZI1) comme suit
D%(t) = Ne(t) avec 0<a<?2 (2.12)

Dans ce cas, . li+m e(t) = 0 si la dynamique de Uerreur d’estimation (Z12) est asymptotiquement
—r+00

stable. .
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Sous I'hypothése que les deux contraintes (ZI0al) et (2.10D) sont vérifices, dans ce qui suit, le
but sera de chercher des matrices N, E, J et H telles que la condition [i)| de stabilité de 'erreur
d’estimation soit vérifié.

Par ailleurs, en utilisant la définition de la matrice R donnée comme R = T, — EC), 'équation
(2I0a)) peut étre réécrite comme suit

T.Ag = NT, — NEC, + EC,A¢ + JC,
= NT, + EC,Ay+ (J — NE)C,
= NT, + ECyAy + KC,

ou K = J— NE, et 'équation (2.10a) peut étre reformulée sous la forme suivante

T
N K E|| ¢ | =74 (2.13)
CyAy
La condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une solution a I’équation (2.13]) est donnée

par le Lemme [A.2.T]dans I’Annexe[Al Si la condition de rang est vérifié alors la solution générale
est donnée par

+ +
T, T, T,

N K EB|=Ta| ¢, | ~z20-]¢, ||¢|) (2.14)
C, Ao C,40| |C,40

oil la matrice Z est une matrice arbitraire de dimension appropriée, et AT est une pseudo-inverse
de A € R™™ vérifiant AATA = A.

D’aprés I’équation (2.14]), nous pouvons alors en déduire que

N =Ay— ZBy (2.15a)
K =Ag — ZBg (2.15b)
E=Ag— ZBg (2.15¢)
ou
1, ] (1] [ (1]
Ay =T:Ao | C, 0 By=|1-]| Cy Cy
CyAg CyAo| | CyAo
)" ][]
Ag=T.A | C, I Bx=|1-|0¢, || C
C,yAg CyAo| |CyAo
. ] o .17 ]\ o
Ap=T.Ao | C, 0 Be=|1-| C, Cy
CyAo] |1 Cy4o| |CyA4 1
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D’aprés 'équation (2.I0D) et expression de la matrice K, nous pouvons facilement déduire
les matrices J et H qui sont calculées par

J=K+NE (2.16a)
H = (T. — EC,)B, (2.16b)

Ensuite, aprés vérification du Lemme [A.2.1] qui représente une condition nécessaire et suffi-
sante de la résolution de I’équation (2.I3]), nous pouvons calculer tous les paramétres de 'obser-
vateur fractionnaire d’ordre réduit (2.9).

De ce fait, sous la condition (A.2.19)) et en utilisant (2.I5al), nous remplagons la matrice N
par son expression dans la dynamique de ’erreur d’estimation, ce qui donne

Dae(t) = (AN — ZBN)G(t) O<a<?2 (2.17)

Par conséquent, la synthése de I'observateur fractionnaire d’ordre réduit (Z9]) est ramenée a
la détermination d’une matrice de paramétrage Z telle que la condition [i)|de la proposition Z.2.1]
soit satisfaite.

La stabilité asymptotique de 'erreur d’estimation (2.I7)) pour tout ordre de dérivation a,
telle que 0 < av < 1 (respectivement 1 < o < 2) est donnée directement en remplagant le couple
de matrices (Ag,Cy) par (Ay,By) dans le théoréme 2211 (respectivement [Z2.2])

2.2.2 Exemple numérique

Cette partie est consacrée a l'illustration de la synthése d’observateur développée précédem-
ment a travers un exemple numérique, ol nous montrons que l'erreur d’estimation converge
asymptotiquement vers 0.

Afin d’illustrer la validité de la méthode présentée dans cette partie, un exemple numérique
de synthése d’observateur d’ordre réduit est présenté. Les définitions standards de l'opérateur
différentiel d’ordre fractionnaire ne permettent pas la mise en ceuvre directe d’opérateurs d’ordre
fractionnaire dans les simulations. Les simulations suivantes sont effectuées en utilisant la toolbox
CRONE pour les systémes avec ordre fractionnaire (voir section [[2.5)).

Considérons un systéme linéaire invariant dans le temps d’ordre fractionnaire représenté dans
I’espace des pseudo-états sous la forme suivante

L5 — -3 -2 T 2 u a
D Mﬂ—_l 0](ﬂ+1 () (2.184)
y(t) = |05 1)) (2.18D)
20 =0 1]a@ (2.18¢)

D’aprés les matrices de la représentation du pseudo-état donnée par (2.I8)), en suivant la
procédure de synthése développée auparavant, la condition (A2.19) d’existence d’un observateur
est vérifiée, on obtient

Azfmq, B:@ 0&%]
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Chapitre 2. Observateurs des systémes d’ordre fractionnaire

Pour s’assurer que la condition [i)| de la proposition 2221 est satisfaite, il faut que les valeurs
propres de la matrice N, gain de I'observateur, soient dans une région de stabilité en fonction
de l'ordre de dérivation «. La matrice N peut étre déterminée en utilisant une des techniques
semblables a celles utilisées dans le cas d’ordre entier, par exemple la méthode du placement de
valeurs propres de la matrice N. En utilisant un des solveurs des LMIs disponible sous Matlab,
nous obtiendrons une solution faisable de la LMI donnée par le théoréme 2.2.2] qui assure la
stabilité asymptotique de lerreur d’estimation (2I7) ou les matrices de décision sont données
par

P =0.66146 et X = [0.44097 0.44097 —0.72229}

Ensuite, & partir de ces matrices, nous pouvons déduire le gain Z de stabilisation I'erreur
d’estimation

Z=—-P1XT = [—0.66667 —0.66667 1.092}

En effet, a partir des équations (2.I5]), les matrices de I'observateur sont obtenues par la suite

N =-1.319 K =-1.7299
E=-1.092 J = —0.28964
H =3.7299

Finalement, la dynamique de ’observateur qui nous permet d’avoir une estimation du pseudo-
état 2(t) est donnée par

{ DOn(t) = —1.319n(t) + 3.7299u(t) — 0.28964y(t) (2.19)
7

2(t) = n(t) — 1.092y(t)

Pour vérifier la convergence de l'estimation Z(t) vers le pseudo-état z(t) du systéme (2ZI8),
ainsi que la convergence asymptotique de lerreur d’estimation e(t) vers 0, il suffit de tracer
I’évolution du trajectoires de 2(t), z(t) et e(t). Les résultats des simulations numériques sont
illustrés dans les figures (21)) et (2.2). La figure (2.I) montre ’évolution du pseudo-état z(t) et
son estimé Z(t), ou il apparait donc clairement que Z(t) converge asymptotiquement vers z(t).
Dans la figure ([2.2]), il est clair que 'erreur d’estimation e(t) converge asymptotiquement vers 0,
ce qui traduit le fait que lim e(t) = 0.

t—+o0

2.3 Observateurs des systémes a retards

La partie précédente a été consacrée a 1’étude et la synthése des observateurs pour des sys-
témes d’ordre fractionnaire dont la dynamique est marquée par ’absence de retards dans les
pseudo-états. En revanche, cette section sera consacrée au probléme d’estimation des pseudo-
états des systémes d’ordre fractionnaire a retard. Nous commencons par synthétiser les différents
types d’observateurs. Par la suite, des conditions suffisantes d’existence de ces observateurs se-
ront présentées, puis la convergence de 'erreur d’estimation sera analysée en utilisant I’approche
développée dans le premier chapitre.
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(0] 2 4 6 8 10
Temps (s)

FIGURE 2.1 — L’évolution du vecteur z(t) et son estimation 2(t)

1

(o} 2 4 6 8 10
Temps (s)
FIGURE 2.2 — L’évolution de l'erreur d’estimation e(t)

2.3.1 Position du probléme

Controler un systéme d’ordre fractionnaire, avec ou sans retard, nécessite la connaissance
d’une partie ou la totalité du vecteur des pseudo-états de ce systéme. Selon les applications
considérées, différentes types d’observateurs peuvent étre synthétisés (observateur fonctionnel,
d’ordre réduit ou plein). Dans la littérature, il y a peu de travaux sur la synthése d’observateurs
fonctionnels pour des systémes d’ordre fractionnaire avec retard. C’est la raison pour laquelle
nous nous intéressons dans cette section a ce probléme.

Nous considérons une classe des systémes d’ordre fractionnaire linéaire a retards sous la forme
suivante

D%x(t) = Apx(t) + Arx(t — 7(t)) + Byu(t) (2.20a)
y(t) = Cya(t) (2.20D)
z(t) = T,x(t) (2.20¢)
z(t) = 9(t),t € [~Tmax, 0] (2.20d)

ou z(t) € R™ est le vecteur des pseudo-états, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € RP est
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Chapitre 2. Observateurs des systémes d’ordre fractionnaire

le vecteur de sortie et z(t) € R" est une fonctionnelle des pseudo-états. Ay, A, By, Cy et T}
sont les matrices du systéme de dimensions appropriées. La fonction 7(¢) représente un retard
variant et borné (0 < 7(t) < Tmax, Vt > 0) et 1(t) est la condition initiale du systéme & 'instant
t € [~ Tmax, 0].

Un observateur fonctionnel permettant d’estimer la fonctionnelle z(t) du systéme a retards
[220)) a la forme générale suivante

Dn(t) = Non(t) + Nen(t — (1) + Hyu(t) + Joy(t) + Jry(t — 7(t)) (2.21a)
2(t) =n(t) + Eyy(t) (2.21b)
n(t) = no(t),t € [~Tmax, 0] (2.21c¢)

ou le vecteur 7n(t) € R™ est le pseudo-état de l'observateur, le vecteur Z(t) € R™ est I'estimation
de la fonctionnelle linéaire z(t) = T,x(t), tandis que Ny, Nr, Jo, J-, Hy et E, sont des matrices
constantes qui doivent étre déterminées afin que lestimé Z(t) converge asymptotiquement vers
le pseudo-état z(t) du systéeme (2.20).

2.3.2 Conditions d’existence

Soit e(t) I'erreur d’estimation définie par
e(t) = z(t) — 2(t) (2.22)
et sa dynamique fractionnaire est décrite par I’équation suivante
D%(t) = D%z(t) — D4(t)

= Noe(t) + Nre(t — 1) + (RAg — NoR — JoCy)x(t)
+ (RA; — N;R— J;C)x(t — 7(t)) + (RBy — Hy)u(t) (2.23)
on R=T,-FE,C,.
Dans ce qui suit, nous présentons un théoréme qui donne une condition suffisante de ’exis-

tence d’'un observateur fonctionnel sous la forme (Z2I)) (d’ordre réduit, d’ordre plein, respecti-
vement) pour le systéme d’ordre fractionnaire a retard (2.20]).

Théoréme 2.3.1. Le systeme ([Z2I) est un observateur asymptotique du systéme ([2.20) pour
0<a<l,cad . liﬁ@ 2(t) — x(t) = 0, pour toutes conditions initiales du systeme [2.20) 1 (t),
—+00

de Uobservateur no(t) a Uinstant t € [—Tmax, 0] et u(t) si
(i) D%e(t) = Noe(t) + Nie(t — 7(t)) est asymptotiquement stable ;

(ii) les contraintes

RAg — NoR — JoCyy = 0 (2.24a)
RA, — N,R— J.Cy =0 (2.24b)
H, = RB, (2.24¢)

sont vérifides

Démonstration. Si les conditions (il - [) du Théoréeme R23T] sont satisfaites, cela implique que
limy—, 1o €(t) = 0 pour toutes conditions initiales du systéme (220)), ¥ (t), et de 'observateur
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2.8. Observateurs des systémes a retards

@2200), no(t), Vt € [—Tmax, 0] et vecteur des entrées u(t). Donc, il doit exister des matrices Ny,
N, R, Jy, J, et H, vérifiant les conditions

RAg — NoR — JoC,y = 0
RA, — N;R—J.C, =0
H, = RB,

D’apreés les équations ([2.24)) et la dynamique de lerreur d’estimation ([2.23]), la dynamique de
Ierreur d’estimation peut étre réécrite sous la forme simplifiée suivante

D%e(t) = Noe(t) + Nie(t — 1), 0<a<l (2.25)

Dong, la condition suivante . liin e(t) = 0 est satisfaite si I'erreur d’estimation (2.25)) est stable.
—+00

Ce qui conclut la preuve. °

Ainsi, la synthése de I'observateur (2.2]]) est réduite a trouver des matrices Ny, N, R, Jy, J et
H, telles que les conditions (- @) du théoréme 2:3T] soient satisfaites. Avant que nous entamions
la résolution des équations (2:24]), nous allons remplacer la matrice R par son expression dans
les équations (2.24al) et (2.24D)), ce qui permet d’aboutir a ces nouvelles réécritures des équations

(224a) et [2.24D)

Ny + EyCyAQ + KQCy = Ay (226&)
N; + E,C/A; + K,.C, = A, (2.26b)

ou Ko = Jy— NoEy et K; =J. — N E,.

Remarque 2.3.1. Nous voudrons attirer I'attention du lecteur que d’aprés I’équation (2.24d) et
I’expression de la matrice R, nous pouvons facilement calculer la matrice H, une fois la matrice
E, est déterminée. °

En réécrivant les équations (2.26al) et (2.26D) de la fagon équivalente suivante

N, N, K, K. E} My = M, (2.27)
ol
.
0o T
Mi=| ¢, 0 | and MQZ[AO AT], (2.28)
0o o
_CyAO CyAT_

La condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une solution & I'équation (Z27) est
donnée aussi par le Lemme [A.2.7] dans 1’ Annexe [Al

Remarque 2.3.2. On remarque que la différence entre les différents observateurs réside dans
I’expression de la matrice R qui contient T,. Ce qui se reflete sur I'existence d’une solution de
I'équation (227) qui est donnée par le Lemme [A2.7] dans I’Annexe [Al Contrairement au cas
de l'observateur d’ordre plein, dans la synthése d’'un observateur d’ordre réduit, la condition
(A2.19) n’est pas toujours satisfaite. En effet, dans le cas d’un observateur d’ordre plein, la
condition (A.2.19)) est toujours vérifice T, = I,,. o
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Chapitre 2. Observateurs des systémes d’ordre fractionnaire

L’ensemble des solutions de 1'équation (2.27)) est donné par
|:N0 N1 KO K1 E] - MQMT - Z(I—MlMiF) (229)

ou le paramétre Z est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
D’aprés I’équation (2.29]), nous obtenons

No = An, — ZBn;, (2.30a)
N, = Ay, — ZBy, (2.30D)
KO = AKO — ZBKO (2300)
Kr = Ak, — ZBk, (2.30d)
ol
T
Ay, = (MaMY) [I 000 0} (2.31a)
T
By, = (I — MyMT) [I 000 0] (2.31b)
T
Ay, = (MaMT) [0 I 00 0} (2.31c)
T
By, = (I = MiMY) [0 I 00 0] (2.31d)

Les matrices Jy, J, et H, sont obtenues a partir des expressions des matrices Ko, K et R
comme suit

Jo = Ko+ NoE, (2.32a)
J; = K, + N, E, (2.32b)
H, = (I, — E,C,)B, (2.32¢)

Tout d’abord, en partant de I’équation (2.23)) et en considérant que les conditions (2.24])
définies précédemment sont vérifiées, puis, en remplacant les matrices Ny et N, par leurs ex-
) ; 0 T
pressions données par les relations (2:30al) et (2.30D]), nous pouvons exprimer la dynamique de
Perreur d’estimation en fonction d’une seule matrice paramétre, Z, comme suit
) b)

D%(t) = (An, — ZBn,)e(t) + (AN, — ZBn, )e(t — 7(1)), 0<ax<l (2.33)

Dans cette étape, le choix des matrices de l'observateur (2.2I]) est réduit a l'obtention du
gain Z tel que la dynamique de lerreur d’estimation donnée par 1'équation (2.33)) soit asymp-
totiquement stable, puis les matrices de l'observateur sont données par les relations ([2.30]) et
232).

Par ailleurs, afin d’analyser la stabilité de I'erreur d’estimation (2:33)) ainsi que sa convergence,
dans le cas ot 'ordre de dérivation fractionnaire est 0 < @ < 1, nous faisons appel a la théorie de
Lyapunov en utilisant la représentation diffusive de I'intégrateur fractionnaire, ce qui sera ’objet
du théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2. Le systéme dynamique décrit par [Z21) avec 0 < a < 1 est un observateur
pour le systeme ([Z20) s’il existe une matrice, P, symétrique et définie positive, et une matrice
Y wérifiant l'inégalité matricielle linéaire suivante

(PAN, — YBy,) + (AL, P —BR YT)+2A; (PAn, —YBy,)
* —As

Q= <0 (2.34)
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2.8. Observateurs des systémes a retards

on
1 1
AN=———"-——~-/I, AN=——"———1
2(1 — 8Tma$) (1 - aTmax)
et x représente la partie correspondante de la matrice symétrique . U

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est donnée par la preuve du théoréme [1.3.6] en
substituant respectivement les matrices Ag et A, par Ay, —ZBn, et Any, —ZBy, ouY = PZ. e
2.3.3 Exemple numérique

Ce paragraphe est dédié a la mise en évidence de l'efficacité de la méthodologie proposée dans
cette section. Nous considérons le systéme d’ordre fractionnaire a retard décrit par

os o [-3 1 i 125 ol
DSa(t) = , _1] (t)+[1‘2 —0.1] (t=05)+ | fu(t)
y(t)= |1 o]a(t) (2.35)
—4 1
2(t) = E 3] z(t)

-4 1 0
1 3 0
00 14 -5 —28 99
Miy=10 0 1 3 My = ' ' (2.36)
3 —2 46 28
1 0 0 0
0 0 1 0
-3 1 1 =25

On peut voir que la condition du rang donnée par 'équation (A.2.19) est satisfaite, et, d’apres
les résultats obtenus dans la section [2.3.2] I'inégalité linéaire matricielle LMI (2.34]) donnée dans
le théoréme 2321 qui assure la stabilité de l'erreur d’estimation (2I7)), admet comme solutions
les variables de décision suivantes

[ 1.858 —0.10298]
et

0.034724 15504 0 0 0 -=5.5015 O

1.4578 0.034721 0 0 0 —-1.8338 O
—0.10298  1.5834

Ensuite, la matrice de paramétre Z est déduite comme suit

1 0.78863 0.073217 0 0 0 —-1.1838 O
Z =P7Y =

0.073219 098387 0 0 0 —-3.5514 O

En utilisant la méthodologie de synthése présentée dans la section 2.3.2] nous en déduisons
les matrices de I'observateur fonctionnel

N — —0.78863 —0.073217 N — —0.0079308 —0.023793
° —-0.073219 —0.98387 —0.023792 —0.071377
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FIGURE 2.3 — Evolution du vecteur z;(t) et son estimation 2; (t)
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FIGURE 2.4 — Evolution du vecteur z»(t) et son estimation 2y (t)

—-3.9917 2.0165
E—= Jo =
1.0248 6.0495
1.1911 0.5
JT - H =
3.5732 1.5

Les figures montrent les performances de 'observateur fonctionnel synthétisé.

Nous avons tracé les composantes du fonctionnel z;(t) et z2(t) et leurs estimations dans les
figures et 24 ot les estimations poursuivent les composantes réelles du fonctionnel z(¢). Dans
les figures et 27 on voit bien que les erreurs d’estimations convergent asymptotiquement
vers zéro. De plus, I’évolution des erreurs d’estimations au voisinage de l'origine est tracée dans

les figures et
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FIGURE 2.6 — Evolution de I'erreur d’estimation e1(1) au voisinage de 1'origine

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probléme de la synthése d’observateurs pour les systémes
& dérivée d’ordre non entier, dans le cas ol les mesures ne sont pas perturbées. Pour cela, nous
avons proposé différents types d’observateurs, d’ordre plein, réduit et fonctionnel pour deux
classes de systémes & dérivée d’ordre non entier, avec et sans retards.

Dans un premier temps, dans le cas sans retard, nous avons proposé des conditions nécessaires
et suffisantes afin d’assurer la convergence de 'erreur d’estimation vers zéro grace a 'utilisation
d’une LMI dans le cas ot 1 < o < 2 et d'une GLMZT dans le cas out 0 < a < 1. L’approche
qui consiste & placer les valeurs propres dans un domaine de stabilité est ensuite utilisée pour
calculer le gain de 'observateur.

Nous nous sommes intéressés également au probléme d’estimation des pseudo-états des sys-
témes & dérivée d’ordre non entier avec retards. Nous avons présenté une méthodologie de
construction d’observateurs fonctionnels pour cette classe de systémes & dérivée d’ordre non
entier avec retards. Les conditions d’existence de ces observateurs ont été obtenues sous la forme
de contraintes. Ces derniéres sont écrites sous forme de systéme d’équations & satisfaire. Puis, le
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FIGURE 2.8 — Evolution de I'erreur d’estimation es(1) au voisinage de I'origine

fait d’utiliser I'approche de Lyapunov pour analyser la stabilité de ces systémes nous a permis
de déduire une condition suffisante pour assurer la stabilité de I'erreur d’estimation sous forme

de LMI.
Enfin, des exemples numériques ont été fournis afin de montrer lefficacité des méthodes

proposées.
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Chapitre 3

Observateurs des systémes : incertains,
a entrées inconnues, et en présence de
perturbations

“La plus grande gloire n’est pas de ne jamais tomber,
mais de se relever a chaque chute.”

Confucius
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Chapitre 8. Observateurs des systémes : incertains, & entrées inconnues, et en présence de perturbations

3.1 Introduction

En théorie de controle, plusieurs critéres peuvent étre considérés et analysés, dont deux
demeurent primordiaux. Le premier concerne la stabilité interne d’un systéme en se basant sur
sa représentation dans I'espace de ses pseudo-états. Néanmoins, les modéles obtenus, qui peuvent
étre linéarisés ou non autour d’un point de fonctionnement ne sont pas idéaux pour la plupart
des cas. Le deuxiéme est la possibilité d’estimer le vecteur de tous les pseudo-états internes
ou qu'une partie, en utilisant des observateurs robustes dédiés & cette catégorie de systémes
[MAN96, GDB08, SMFO09, SFMF12|. Ainsi, plusieurs méthodes d’analyse de la stabilité et
de sa robustesse peuvent étre utilisées [PCV04, PCVP05, CAP06, Bus08, RSES09, X109, LC09,
LCP09, MA09, LC10, LCP10, SMF10a, SMF10b, JZ11, NDZR13, FFS13, LWP*15] dont certains
tiennent en compte la présence des incertitudes (par exemple : paramétriques, non structurées
ou dynamiques. .. ) du modéle obtenu et des perturbations exogénes (par exemple : les entrées
inconnues, les signaux perturbateurs a énergie finie. .. ). Ces méthodes d’analyse sont trés utiles,
non seulement pour I’étude de la stabilité et la robustesse d’un systéme, mais aussi afin d’évaluer
I’erreur d’estimation vis-a-vis des perturbations endogénes et exogénes.

[’analyse de la robustesse des systémes dynamiques n’a été considérée que dans le domaine
fréquentiel dans les années 60 en exploitant une des méthodes disponibles comme “la théorie quan-
titative de rétroaction” qui a été développée par Isaac Horowitz [Hor63, HS75|. Le formalisme
de la norme H, fondé par le mathématicien anglais HARDY (Godfrey Harold) [HWT9, RR85|
dans le 19° siécle, introduit par la suite en automatique dans les années 80 par George Zames
[Zam81, FHZ84, OZ93], est considéré comme étant la base de la commande Ho,. Ainsi, la syn-
thése Hy, est devenue une des méthodes de synthése des commandes optimales qui minimisent
I'action des entrées indésirables sur les sorties du systéme. Elle est utilisée actuellement dans
plusieurs applications caractérisées par la flexibilité de leurs structures, dont son avantage est
d’assurer une stabilité robuste en rejetant l'effet des perturbations.

La synthése d’observateurs pour les systémes d’ordre fractionnaire a attiré l'attention de
plusieurs chercheurs ces derniers temps [CVP03, CVP04, DS06, Lu06, LHO7, NDZR11, DM11,
PURI11, BM12, NDZ12b, NDZ12a, NDVZ13, BRDZ13, BDZR14b, BDZR14a|. Malgré cela, 1'es-
timation des pseudo-états d’un systéme fractionnaire & retard variant dans le temps affecté
par des perturbations endogénes (incertitude paramétrique ou dynamique) ou exogénes (entrées
inconnues, les signaux perturbateurs) reste toujours un des problémes majeurs dans 'analyse
des systémes fractionnaires. En effet, I’estimation de la pseudo-état ne converge pas asymptoti-
quement vers le pseudo-état du systéme en présence de ces perturbations. Dans l'intention de
contourner ce probléme, la synthése H., sera un atout puissant pour minimiser 'effet de ces
perturbations sur 'erreur d’estimation.

Dans ce chapitre, notre intérét principal est de concevoir des observateurs capables d’esti-
mer les pseudo-états d’un systéme fractionnaire & retard variant dans le temps en présence des
perturbations endogénes ou exogénes [BDZR15, BZDR15, BZDR16a]. Dans le cas des systémes
dynamiques incertains ou bien en présence de perturbations a énergie finie, I’observateur pro-
posé doit minimiser I'effet de ces perturbations sur I'erreur d’estimation. D’un autre coté, si les
perturbations sont considérées comme étant des entrées inconnues, 1’observateur doit assurer le
découplage des entrées inconnues de I'erreur d’estimation. De plus, en absence des perturbations,
ces observateurs doivent assurer la convergence vers zéro des erreurs d’estimation. Nous montrons
par la suite D'efficacité des approches proposées dans des exemples académiques.
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3.2 Perturbations exogénes

Les entrées indésirables des systémes dynamiques peuvent étre classées selon plusieurs critéres
(signal déterministe, signal aléatoire, ...). En général, on peut les diviser en deux catégories,
les entrées inconnues (UI) & inclure dans la partie modélisation du systéme dynamique et les
perturbations additives externes qui sont dans ce mémoire, supposées avoir une énergie finie ou
une puissance moyenne finie.

Concevoir un observateur qui permettra d’estimer les pseudo-états d’un systéme dynamique
en présence des entrées inconnues consiste & trouver un opérateur de projection afin de découpler
les entrées inconnues de 'erreur d’estimation (voir [NDZ12a|, [NDVZ13]). La synthése d’obser-
vateurs pour la deuxiéme catégorie est traitée en minimisant ’effet des perturbations sur I'erreur
d’estimation. En se basant sur le calcul de la norme Hy, pour les systémes d’ordre fraction-
naire proposé dans [SMOO05| et [MSOO08|, un observateur Ho, pour les systémes fractionnaires
perturbés et sans retard a été proposé dans [BDZR14a].

Par ailleurs, dans la méme optique, des travaux ont eu lieu pour des systémes d’ordre fraction-
naire a retard variant dans le temps dans [BDZR15, BZDR15] en s’appuyant sur des approches de
type Lyapunov et un critére H, en minimisant I’effet des perturbations sur ’erreur d’estimation.

3.2.1 Observateurs a entrées inconnues

Soit le systéme d’ordre fractionnaire & retard variant dans le temps en présence d’entrées
inconnues dont la représentation de ses pseudo-états a la structure suivante

D%x(t) = Apx(t) + Arx(t — 7(t)) + Byu(t) + Bad(t) (3.1a)
y(t) = Cya(t) + Dad(t) (3.1b)
z(t) = Tox(t) (3.1c)
z(t) = ¥(t),t € [—Tmax, 0] avec 0<ax<l (3.1d)

ou z(t) € R™ est le vecteur des pseudo-états, u(t) € R™ est le vecteur de commande, y(t) € RP
sont les mesures ou bien le vecteur de sortie, d(t) € R¥ est le vecteur des entrées inconnues et
z(t) € R" est la fonctionnelle du pseudo-état a estimer. Ay € R™*" A, € R™*" B, € R™™
By € R"¥k, Cy € RP*" Dy € RP*F sont des matrices connues de dimensions appropriées, et
rang T, = r. D® est un opérateur différentiel élevé & un ordre non entier a. 7(¢) > 0 désigne la
fonction du retard, continu, borné, c-a-d 0 < 7(t) < Ty et vérifiant 83_?5) < Tmax < 1, o1 Tay
et Tmax sont deux constantes positives. 9 (t) est une fonction continue qui représente la fonction
d’initialisation du systéme.

Remarque 3.2.1. La notation D% est utilisée si la connaissance du choix de la dérivée n’est pas
nécessaire pour comprendre les développements mathématiques. Dans la suite, si la dérivée de
Caputo est utilisée, alors D¢ est remplacée par ng?‘, alors que si la dérivée de Riemann-Liouville
est considérée, alors D® est remplacée par *F D¢, °

B
rang ( d) =k (3.2a)
Dq

rang Dy < ¢ (3.2b)

Les matrices By et Dy vérifiant

Remarque 3.2.2. On note bien que si rang Dy = ¢, alors on n’a pas de mesure disponible non
affectée par les entrées inconnues. °

53



Chapitre 8. Observateurs des systémes : incertains, & entrées inconnues, et en présence de perturbations

Dans 'objectif de reconstruire les pseudo-états du systéme (B.1]), 'observateur adopté a la
forme suivante

Dn(t) = Non(t) + Nen(t — 7(t)) + Hu(t) + Joy(t) + Jry(t — 7(t)) (3.3a)
2(t) = n(t) + Eyy(t) (3.3b)
n(t) =mo(t),t € [-7,0] (3.3¢)

ou 7(t) € R” est le vecteur des pseudo-états de I'observateur et 2(t) € R” est Iestimation de la
fonctionnelle z(t). No, N, Jo, Jr, H et E, sont des matrices de dimensions appropriées qu’il
faut déterminer, de telle sorte que 'estimation Z(t) converge asymptotiquement vers z(t) malgré
la présence des entrées inconnues.

3.2.1.1 Parameétrage de 'observateur a entrées inconnues

Soit l'erreur d’estimation e(t) définie & partir de (B.1]) et (3.3) par

e(t) = z(t) — 2(t) (3.4)
Sa dynamique fractionnaire est exprimée comme suit
D%e(t) = D2(t) — D¥4(t) (3.5a)
ce qui est équivalent &
D%e(t) = Noe(t) + Nye(t — 7) + (RAg — NoR — JoCy)x(t) + (RA; — N.R — J;Cy)x(t — 1)
+ (RBy — H)u(t) + (PBq+ NoEyDq — JoDg)d(t) + (N;EyDgq — J-Dg)d(t — T)
— E,DyD*d(t) (3.5b)
on R=T, - E,C,.
Le théoréme suivant utilise les résultats obtenus dans [BDZR15|. D’une part, il donne des

conditions suffisantes d’existence d’un observateur ([B.3]) pour le systéme (B.1)) et, d’autre part, il
assure la convergence asymptotique vers zéro de l'erreur d’estimation (3.4)).

Théoréme 3.2.1. [BDZR15] Le systeme [B3) est un observateur fonctionnel pour le systéme
BI) et assure . lz’T 2(t) — z(t) = 0, pour toutes fonctions d’initialisation c-a-d x(t), 2(t) Yt <0
— 100

et u(t) s’il existe des matrices Ny, Ny, Jo, Jr, H et Ey telles que

D%e(t) = Noe(t) + Nre(t — 1) est asymptotiquement stable. (3.6a)
RAg — NoR — JoC, =0 (3.6b)

RA, — N;R — J,C, =0 (3.6¢)

H =RB, (3.6d)

RBgy+ NoE,Dy — JoDg =0 (3.6¢)
N,EDy — J,Dyg =0 (3.6f)

E,Dy =0 (3.62)

Démonstration. Si toutes les conditions (B.6D)-(3:6g) sont vérifiées, alors, d’aprés l’équation
([B.5h), la dynamique fractionnaire de I'erreur d’estimation devient

D%e(t) = Noe(t) + Nre(t — 1) avec 0<a<l (3.7)
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Dans ce cas 1a, pour toutes fonctions d’initialisation de 'observateur ([B.3)) et du systéme (3.1
c-a~d x(t), 2(t) Vt < 0 et u(t), . ligl e(t) = 0 si les matrices Ny et N, sont choisies de sorte que
—+400

(B70) est stable. Cela prouve le résultat annoncé dans le théoréeme B.2.11 .

Ainsi, il faut analyser les restrictions & imposer dans le choix des matrices Ny, N, Jo, J-, H
et E, en s’assurant que les conditions (B.6D))-(3-6g) soient remplies.

En utilisant la définition de R mentionnée auparavant, les equations (B.6D)) - (3.6g) peuvent
étre réécrites sous la forme suivante

NoT. + E,C,Ag + KoC = T, Ay (3.8)
N,T, + B,CyA, + K.C = T, A, (3.8b)
KoDq + E,CyBy = T.By (3.8¢)
K.Dy=0 (3.8d)

E,Dg =0 (3.8¢)

oit Ko = Jo — NoE, et K, = J, — N,E,.
Remarquons que si la matrice E, est déterminée, alors la matrice H peut étre déduite a partir
de E, en utilisant I'équation (B.6d]).
En utilisant une représentation matricielle, les équations précédentes (3.8al)-(3.8¢)) deviennent

No N, Ko K. E|Mi=M; (3.9)
ou
[T, 0 0 0 0]
0 T, 0
M= ¢, 0 Dy 0 0
0 Cy 0 Dy 0
_CyA() CyAT Cde 0 Dd_

M2 — TZAO TZAT TzBd 0 0
La condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une solution a l’équation ([B9) est

donnée aussi par le Lemme [A.2.7] dans 1’ Annexe [Al
Dans ce cas, la solution générale du systéme (3.9]) est donnée sous la forme

[No N, Ko K. E| = MM} - Z(1- MiM]) (3.10)

ou Z est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
A partir de I’équation (B.1I0), on obtient alors

No = Ay, — ZBx, (3.11a)
N, = Ay, — ZBuy, (3.11D)
Ko = A, — ZBr, (3.11c)
K. = Ag, — ZBg. (3.11d)
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avec
Any = (MeM)|T 0 0 0 O}T
By, = (1= MM{) [T 0 0 0 O]T
Av, = (MM |0 T 0 0 O}T

By, = (I — MyMY) [0 I 00 O]T

Les matrices Jy, J, et H sont déduites & partir des expressions de Ky et K, et de I’équation

B.6d)

Jo =Ko+ NQEy (312&)
J, = K, + N,E, (3.12b)
H = (T. - E,C,)B, (3.12¢)

Pour terminer, si la condition du rang donnée par 1'équation (A.2.19]) est satisfaite, nous
pouvons résumer ces résultats comme suit : toutes les matrices de I'observateur fonctionnel (B.3))
peuvent étre calculées si le gain matriciel Z est connu.

En exploitant les expressions de Ny et N, données par ([3.11a) et (3.11bl), la dynamique
fractionnaire de l'erreur d’estimation (B.7]) est réécrite sous la forme suivante

D%%(t) = (Ao — ZBo)e(t) + (Ay — ZBy)e(t —7) O<a<1 (3.13)

Finalement, construire un observateur fonctionnel ([B3) pour le systéme (B.]) se réduit a
trouver une matrice de paramétrage Z telle que la condition ([B.6a) du théoréeme [B.21) soit
satisfaite, c’est-a-dire assurer la stabilité asymptotique de l'erreur d’estimation (B.I3]).

3.2.1.2 Synthése de I’observateur a entrées inconnues

Dans ce paragraphe, le probléme de l’analyse de stabilité de l'erreur d’estimation don-
née par 'équation (3.I3) est abordé. Pour cela, nous allons montrer dans le théoréme suivant
qu'une condition de stabilité de l'erreur d’estimation (8I3]) peut étre obtenue en faisant appel
& approche indirecte de Lyapunov. Le théoréme suivant est basé sur les résultats donnés dans

[BZDR16a, BZDR16b].

Théoréme 3.2.2. Pour tout 0 < o < 1 ainsi que la condition (A219) est satisfaite, la dyna-
mique fractionnaire de l’erreur d’estimation (3.13)) est asymptotiquement stable, c-a-d que ’erreur
d’estimation tend asymptotiquement vers zéro si il existe une matrice définie positive P et une
matrice ) telles que l'inégalité matricielle linéaire suivante soit satisfaite

_ |PAg—YBo+ AP —BIYT +2A, PA, — VB,

Q <0 (3.14)
* -1
avec
1
AN=——-—1I
2(1 — Tinax)
et x* désigne la partie symétrique d’une matrice.
Le gain de paramétrage Z est obtenu a partir de [’équation suivante
Z=P'y (3.15)
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Démonstration. En se basant sur le lemme [[L3:4] le systéme (3.I3]) est exprimé par 'expression
suivante

6,2(5;, b _ —wz(w,t) + Noe(t) + N-e(t — 7(t)) (3.16a)
e(t) = /000 p(w)z(w, t)dw (3.16b)

Afin d’analyser la stabilité du systéme (B.I3]), nous considérons la fonction candidate mono-
chromatique de Lyapunov suivante

vi(w,t) = 27 (w, t)Pz(w, t) (3.17)

pour la fréquence élémentaire w, ot P € R™ ™ est une matrice symétrique définie positive
(P =7PT >0).

Par ailleurs, une fonction candidate V;(t) est définie en additionnant toute la monocromatique
v1(w, t) avec la fonction de pondération p(w), c-a-d que Vi (t) est donnée par 'expression suivante

Vi(t) = /000 w(w)vr (w, t)dw (3.18)

Les dérivées de la fonction de Lyapunov vy (t) par rapport a z(w, t) et au temps ¢ sont données
par

Ovi(w,t)
Do " 227 (w, t)P (3.19)
et
Ovi(w,t)  Ovi(w,t) 0z(w,t)
ot 0z(w,t) ot
= 22T (w, t)P(—wz(w, t) + Noe(t) + Nye(t — 7(t))) (3.20)

Ainsi la dynamique de la fonction de Lyapunov ([BI8) le long de la trajectoire (BI6]) est
donnée par la forme suivante

dVi(t) o0 ovy(w, t)
0 [t

_ /0 T (@)25T (w0, P (—wz(w, 1) + Noet) + Noe(t — 7(1))) dw
= -2 /OO wip(w) 2zt (w, t)Pz(w,t) dw + 2/00 ()2t (w, )P dw (Noe(t) + Nye(t — 7(t)))
’ ’ (3.21)

En substituant dans ([B.21]) 'expression du pseudo-état donnée par (8.I6]), nous obtenons

dVi(t)
dt

= -2 /000 win(w)2T (w, t)Pz(w, t)dw + 22T (t)P(Noe(t) + Nye(t — 7(t))) (3.22)

Pour que I'inégalité < 0 soit vérifiée, la condition a satisfaire est donnée par I'inégalité

dVvi(t)
. L . dt
matricielle linéaire suivante

22T (t)P(Noe(t) + Nye(t — 7(t))) < 0 (3.23)
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Maintenant, une deuxiéme fonction de Lyapunov-Krasovskii Va(t) est définie ci-dessous

1 t
Va(t) = ———— el (s)e(s)ds 3.24
o0 = gy [ O (3.2

et sa dérivée par rapport au temps le long de la trajectoire de (3I3]) est donnée par

dva(t) 1 1 or(t)
= = T,max)eT(t)e(t) T el (= T(t)e(t = 7(1))) (3.25)
Cette dérivée est bornée comme suit
Wolt) o L Tie(t) — eT(t — r(t))e(t — (1)) (3.26)

dt 7 (1 — Tmax)

Additionner les dérivées temporelles des deux fonctions de Lyapunov Vi(t) et Va(t) en défi-
nissant V' (t) = Vi(t) + Va(t) donne

%ﬁt) - /oo wi(w) 2T (W, t)P2(w, t)dw + 227 (1) (PNy + Ay)e(t) + 2T ()P Ne(t — 7(t))
0
et (3.27)
avec Ay = ml'

L’inégalité (3.27) est équivalente &
XT(1)Qx(t) <0 (3.28)

ou
_ |PNo+ Ny P+2A PN;
NIP ~I

Q (3.29)

En remplagant les matrices Ny et N, par leur expression donnée dans (B.13), alors I'inégalité
matricielle linéaire (3.29]) devient (3.I4]). Ainsi, une condition suffisante de stabilité du systéme
BI3) est donnée sous forme d’une inégalité matricielle linéaire. Cela signifie que le systéme
B13) est asymptotiquement stable si I'inégalité matricielle linéaire (3.14]) est satisfaite. Ce qui
compléte la démonstration. °

3.2.1.3 Exemple numérique

L’exemple ci-aprés illustre les résultats obtenus dans ce chapitre afin d’estimer le vecteur
fonctionnel linéaire z(t) du pseudo-état x(t). Considérons le systéme d’ordre fractionnaire a
retard variant dans le temps en présence des entrées inconnues décrit par

05 . [-5 L 00 . 1 0 X
D% (t) = B _10] (t)+[3 4] (b= 7(0) + | [ ult)+ | | d(t) (3.30a)
y(t) = |0 1} x(t) (3.30b)
2(t) = 1 3] x(t) (3.30c)
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En appliquant les approches de conception et de synthése proposées dans les sections B.2.1.1]
et sur le systéme (B.30]), nous obtenons une solution faisable de 'inégalité matricielle
linéaire ([3.14) donnée dans le théoréme ou la condition de rang (A2.19) est vérifiée.

Par la suite, un couple de matrices P et Y, solutions de (BI4]) et qui assure la stabilité
asymptotique de 'erreur d’estimation, est obtenu ci-dessous

0.61374  —0.48872
P= (3.31a)
—0.48872  0.61374
 [52.367 10212 —26.68 04407 19.463 —13.56 —86.815 (3:31b)
2.0883 0.63753 —26.68 0.4407 0.83959 —13.56 —86.815 '

La matrice de paramétrage Z est déduite a partir de (3.3Tal) et (B.31D]) par la relation suivante

240.59 47.734 —213.41 3.525 89.643 —108.47 —694.4
19498 39.049 —-213.41 3.525 72.75 —108.47 —-694.4

Z =Py =

] (3.31c)

Les matrices (3.10) et ([B.12), gains de I'observateur fonctionnel ([B.3]) sont obtenues ci-aprés

[—2.7613  —2.2387 [-3.4852¢7 1% —4.6519¢ 1
Ny = N, =

| —2.2387 —2.7613 | —1.8109¢ 14 —2.7643¢

2 1

3.4415¢~ 1 11

(2.9654¢ 13 1
Ji = H=||.

| 2.878¢7 13 11

La figure Bl montre le comportement du signal de 'entrée inconnue d(t) et 'entrée de
commande du systéme u(t). Le signal de l'entrée inconnue d(t) est activé pour une durée égale
a une seconde, c’est-a-dire qu’il affecte le systéme dans l'intervalle de temps entre deux et trois
secondes.

Dans les figures et B3] il est clair que les estimations 21 (¢) et Z2(¢) convergent asympto-
tiquement vers les fonctionnelles du pseudo-états z1(t) et z2(t) malgré la présence d’une entrée
inconnue d(t). Dans la figure [3.4] 'évolution des erreurs d’estimation est présentée. Ces erreurs
convergent asymptotiquement vers zéro. Il est clair que ’observateur & entrée inconnue assure le
suivi asymptotique des fonctionnelles du pseudo-états du systéme malgré la présence de 'entrée
inconnue.

Nous pouvons voir clairement que ’erreur d’estimation n’est pas influencée par la présence
des entrées inconnues, sachant que ces entrées inconnues agissent sur les états du systéme. Les
figures B.IH3. 4l montrent les performances des approches de conception et de synthése proposées
dans les sections [3.2.1.1] et [3.2.1.2] pour concevoir un observateur a entrées inconnues de la forme

B3) pour le systeme (B.30).

3.2.2 Observateurs H_,

Considérons le systéme d’ordre fractionnaire & retard variant dans le temps, soumis a des
perturbations et représenté sous la forme suivante

D%x(t) = Apx(t) + Arx(t — 7(t)) + Buu(t) + Byw(t) (3.32a)
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FIGURE 3.4 — Evolution des erreurs d’estimation e;(t) et ex(t)

y(t) = Cya(t) avec 0<a<l (3.32b)
z(t) = ¥(t),t € [~Tmax, 0] (3.32¢)

ou z(t) € R™ est le vecteur des pseudo-états, u(t) € R™ est le vecteur de commande, y(t) € RP
sont les mesures ou bien le vecteur de sortie et w(t) € RY est le vecteur des perturbations externes.
Ao, A;, By, By et Cy sont des matrices connues de dimensions appropriées. 7(t) > 0 désigne la
fonction du retard, continue, bornée, c-a-d 0 < 7(t) < Tppqq et vérifiant 0 < aggf) < Toaz < 1,
Ol Tiaz €t Tmaz sont deux constantes positives. 1(t) est une fonction continue, et représente la
fonction d’initialisation du systéme.

On suppose que le signal des perturbations satisfait w(t) € Ly ou la norme Lo est définie par

ful, = ([~ woTwar) (3:33)

Maintenant, nous considérons I'observateur H,, suivant

S

Dn(t) = Non(t) + Nen(t — 7(t)) + Hu(t) + Joy(t) + Jry(t — 7(t)) (3.34a)
z(t) = n(t) + Eyy(t) avec 0<a<l (3.34b)
?7('5) = 770(t)7 te [_TmaX7 O] (3.340)

qui permettra de reconstruire les pseudo-états du systéme (3.32]).

n(t) € R™ est le vecteur des pseudo-états de 'observateur et &(t) € R™ est I'estimation de
x(t). Les matrices Ny, N-, Jo, J-, H et E, sont inconnues et de dimensions appropriées et doivent
étre déterminées afin que 'estimation Z(¢) converge asymptotiquement vers x(t) quand w(t) = 0
et minimise l'effet des perturbations w(t) sur l'erreur d’estimation e(t) quand w(t) # 0, c-a-d
Llell2 <.

[[w]]2
Définition 3.2.1. Le systeme [B.34) est un observateur Ho, pour le systeme [B.32) si, sous
condition initiale égale & zéro, la norme Hyo de la fonction du transfert entre les perturbations
w(t) et Uerreur d’estimation e(t) est bornée ||Hew ()| = ||||Z||||22 <.

Autrement dit, il existe un scalaire positive v qui définit le niveau du performance, tel que
l"inégalité suivante

J = /OO el (s)e(s) — % wl(s)w(s)ds < 0 (3.35)
0
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est satisfaite.
3.2.2.1 Paramétrage de ’observateur H,
A partir des systémes (3.32) et (3:34]), I'erreur d’estimation e(t) est définie par
e(t) = z(t) — z(t) (3.36)
et sa dynamique fractionnaire est exprimée sous la forme suivante
D%(t) = D%x(t) — D*&(t) (3.37a)
ce qui est équivalent a

D%e(t) = Noe(t) + Nre(t — 7(t)) + (RAo — NoR — JoCy)z(t) + (RA; — N.R — J,Cy)z(t — 7(t))
+ (RB, — H)u(t) + RByw(t) (3.37b)

ot R=1I, - E,C,.
Le théoréme [B.2.3] donne les conditions d’existence de l'observateur ([3.34]) pour le systéme
B.32).

Théoréme 3.2.3. Le systéme ([B.34) est un observateur Hy, pour le systéeme ([B.32) et assure
Vindice de performance (3.350) ot 0 < a < 1, pour toute initialisation, c-a-d x(t), z(t),Vt < 0 et
u(t) si

A) La dynamique fractionnaire de lerreur d’estimation
D%e(t) = Noe(t) + Nre(t — 7(t)) + RByw(t) (3.38)

1. pour w(t) = 0, est asymptotiquement stable ;

2. pour w(t) # 0, Ueffet de la perturbation w(t) sur l'erreur d’estimation e(t) est mini-
misé, c-a-d

oy JEll2
p
weLa—{0} llwll2

B) RAg— NoR — JoCy =0
C) RA; — N;R — J,C, =0
D) H = RB,

La synthese de l'observateur (3.34]) se réduit donc a un choix judicieux des matrices Ng, N,
Jo, Jr, H et Ey tel que les conditions @ sont satisfaites.
En utilisant la définition de la matrice R, les conditions et du théoréme 323 peuvent
étre réécrites sous la forme suivante
N() + EyCyA() + K()Cy = Ao (3.39&)
N; + E,C /A, + K;C, = A, (3.39b)

avec Ko = Jy — NoEy et K, = J, — N E,,.
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La matrice H est déduite a partir de la condition @ du théoréme [3.2.3] dés que la matrice
E, est calculée.

Afin de simplifier la résolution des equations ([3.39a)) et (3.39h]), nous les reformulons sous
une forme matricielle donnée par

Ny N. K, K, Ey} My = M, (3.40)
avec
L
o I,
Mi=| ¢ 0| et My=[4 4] (3.41)
0o o
_CyAO CyAT_

La condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une solution & I’équation (B.40) est
donnée par le Lemme [A.2.1] dans 1’Annexe [Al Il est important de souligner que dans le cas
d’un observateur d’ordre plein, la condition du rang donnée par I'équation (A.2.19]) est toujours
vérifiée, donc, le systéme linéaire (3.40) admet toujours une solution générale donnée sous la
forme suivante

[NO N, Ky K, Ey] = MM — Z(I — MyMT) (3.42)

ol Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.

D’apres (A.2.20)), on obtient

No = Ay, — ZBn, (3.43a)
N, = Ay, — ZBy, (3.43D)
Ko = A, — ZBr, (3.43c)
K. = Ag, — ZBg. (3.43d)
E, = Ap, — ZBg, (3.43¢)

oil
Ay, = (MaM) [I 000 O]T
By, = (I — MyM7) [I 00 0 O]T
Ay, = (MaM]) [0 I 00 O]T
By, = (I—MiMP) [0 T 0 0 O]T

Les matrices Jy, Jr et H sont déduites & partir des expressions des matrices Ky et K obtenues
précédemment

Jo =Ko+ N()Ey (344&)
J, = K, + N,E, (3.44b)
H = (I, - E,C,)B (3.44c)
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Il est clair maintenant que toutes les matrices de 1'observateur H,, ([3.34]) peuvent étre cal-
culées a partir d’une seule matrice de paramétrage Z.

En utilisant les nouvelles expressions des matrices Ny et N, données par les équations (3.43al)
et (B.43DL), la dynamique fractionnaire de 'erreur d’estimation (B3.37h]) devient

D%(t) = (AN, — ZBn,)e(t) + (An, — ZBn, )e(t — 7(t)) + RBy,w(t) (3.45)

avec 0 < a < 1.
Ainsi, la synthése d’un observateur H,, donné par ([B3.34) pour le systéme (B.32)) se réduit a la
détermination d’une matrice de paramétrage Z qui satisfait la condition du théoréme B.2.3]

3.2.2.2 Synthése de ’observateur H,

Dans cette section, nous verrons qu’en utilisant I'approche indirecte de Lyapunov, on peut
obtenir une condition suffisante de la stabilité de l'erreur d’estimation en assurant une certaine
robustesse par rapport aux perturbations, c-a-d minimiser 'indice v de performance H., donnée
par (3.35]). Tout d’abord, le théoréme suivant est énoncé.

Théoréme 3.2.4. Le systeme [B.32)) admet un observateur Hy, sous la forme [B.34) s’il existe
deux matrices définies positives P et (), une matrice Y et un scalaire positif v afin que le probléme
d’optimisation suivant

min(y? > 0) sous la contrainte

(PAny — YBy,) + (PAn, — YBx,)T +2] PAn, —YBy, PAy+YB,
* —2(1 — Fimaz)Q 0 <0 (3.46)
* * -2,
admette une solution, ou A, = (I, — AEyC’y)Bw, B, = BpCyB, et x représente la partie
symétrique de la matrice.
La matrice de paramétrage, Z, de 'observateur est donnée par Z = P~Y .

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant la définition donnée par le lemme [[L34] 1’équation
([B-45)) peut étre réécrite sous la forme suivante

% = —wz(w,t) + (An, — ZBn,)e(t) + (AN, — ZBn, )e(t — 7(t)) + RByw(t)  (3.47a)
e(t) = /000 p(w)z(w, t)dw (3.47b)

Soit une fonction candidate V; (t) définie comme étant la somme de tous les monochromatiques
v1(w, t) avec la fonction de pondération p(w)

[e.e]
Vi(t) = / pw(w)vr (w, t)dw (3.48)
0
ot la fonction monochromatique v (t) qui correspond & la fréquence élémentaire w est définie par
v1(t) = 27 (w, t) Pz(w, t) (3.49)

ot P € R™™ est une matrice symétrique définie positive (P = PT > 0).
Les dérivées partielles de vy (t) par rapport a z(w,t) et ¢ sont données par

dui(t)
m = 2T (w, t)P (3.50)
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et
Ovi(t)  Ovi(t) 0z(w,t)
ot Oz(w,t) Ot
= 2T (w, t)P <—wz(w,t) + (AN, — ZBn,)e(t) + (An, — ZBn, )e(t — 7(t)) + Rwa(t)>
(3.51)

En conséquence, la dérivée temporelle de la fonction candidate de Lyapunov Vi (¢) le long des
trajectoires de solution de ([B.47]) est donnée par

avi(t)  [° . ou(t)
i _/0 ()=, ~dw

= /000 p(w)227 (w, t) P <—wz(w,t) + (AN, — ZBn,)e(t) + (AN, — ZBn, )e(t — 7(t))
+RB u(t)) dw

=2 /OOO win(w) 2T (w, 1) Pz(w,t) dw + 2 /000 ()2t (w, 1) P dw x ((ANO — ZBn,)e(t)
(A, — 2By, )e(t —7(t) + RByu(t)) (3.52)

En utilisant ’équation ([B.47)), la relation ([8.52) se simplifie

d‘gt(t) — 2 /0 " (@) (w. )P, O + 26O (A, — 7By )elt)
(A, — ZBy, et — (1)) + RByu(?)) (3.53)
Il est évident qu’il faut que la condition
2T (1) P((An, — ZBn, e(t) + (A, — ZBy, )e(t — 7(t)) + RByw(t)) < 0 (3.54)
dvi(e)

doit étre satisfaite avec P > 0, pour que T < 0.

D’autre part, une fonction de Lyapunov-Karasovski candidate Va(t) est choisie

Va(t) = 2/15 " el (5)Qe(s)ds (3.55)

ol QQ € R™™ est une matrice symétrique définie positive.
La dérivée temporelle de la fonction ([B.57]) le long de la trajectoire de la solution de (3.47])
est donnée
dVa(t) or(t)
dt ot

Par la suite, nous choisissons une fonction candidate de Lyapunov sous la forme d’une somme
de deux fonctions,

= 2T (1) Qe(t) — 2(1 — el (t — 7())Qe(t — 7(t)) (3.56)

V(t) = Vi(t) + Va(t) (3.57)
Ensuite, nous additionnons les deux dérivées temporelles (B.53)) et ([B.50]), on obtient
avie) [~ T T _
ot 2 wp(w)z" (w, t)Pz(w,t)dw + 2¢* (t)P((An, — ZBn,)e(t) + RByw(t)
0
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or(t)

5t Jel (t = 7(t))Qe(t — 7(t)) + 2¢T (1) Qe(?)

(3.58)

+ (A, — ZBy, Je(t — 7(1))) — 2(1 -

Finalement, nous obtenons une condition suffisante de stabilité du systéme (B.47) sous la
forme suivante

2T (t)P((An, — ZBn,)e(t) + (An, — ZBy, )e(t — 7(t))+
RB,w(t)) + €T (£)Qe(t) — (1 — Timaz)el (t — 7())Qe(t — 7(t))) < 0

ce qui est équivalent a

(PANO — YBNO + I) + (PANO — YBNO + I)T PANT — YBNT PA, +YB,
XT * _(1 - 7.—m(MC)CQ 0 X S 0
* * 0
(3.59)
e(t)
ot X = |e(t—7(t))|, Ay et By, sont données dans le théoréme B.24] et Y = PZ.
w(t)
On peut remarquer a partir de l'inégalité (3.59) que, si w(t) = 0, une condition suffisante de
stabilité du systéme (B.47) est

(PAn, — YBy, + 1)+ (PAn, — YBpy, + )T PAn, — YBy,

<0 (3.60)
* _(1 - 7Lmaz)@?
Dans le cas ou w(t) # 0, le critére J défini dans 'équation (3.35) est vérifié si
dV(t
% + el (t)e(t) — y?wT (H)w(t) <0 (3.61)

Intégrer I'inégalité (3.61)) conduit a
V(oo) = V(0) < / YT (Hw(t) — el (t)e(t) (3.62)
0

L’inégalité ([3.62)) devient

V(o) < 72/ whwdt —/ eledt (3.63)
0 0
d’ou (VV(c0) > 0)
0< 72/ w wdt —/ eledt (3.64)
0 0
/ eTedt<72/ wlwdt (3.65)
0 0

ce qui est équivalent a 122 < v (voir (3:30)).

l[wll2

D’aprés les inégalités (3.59) et (3.61]), nous obtenons I'inégalité suivante
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XTOX <0 (3.66)

ou
(PANn, — YBy,) + (PAn, — YBN,)T +2Q PAy. —YBy, PA,+YB,
* —2(1 = F1naz)Q 0
* * —2921,

Finalement, la stabilité robuste de lerreur d’estimation (3.47)) est assurée si la LMI (3.46])
est satisfaite. .

3.2.2.3 Exemple numérique

Dans le but de mettre en lumiére les résultats obtenus dans cette section, nous exposons un
exemple numérique concernant la synthése d’un observateur Hy, (3.334) pour le systéme (3.32)),
qui est apte & estimer les pseudo-états du ([3.32)) et rejette Veffet des perturbations sur l'erreur
d’estimation.

Pour cela, nous considérons un systéme d’ordre fractionnaire & retard variant dans le temps,
soumis & des perturbations, avec les valeurs numériques du modéle données par

075, (4) — -1.6 -2 . -05 —24 St 1 y 0.25 , X
b (t)_[ 1 —2] ©)+ [0.2 —0.35] (=) + 2.5 ®)+ [—0.1] (t) (3.672)
y(t) = [1 0] a(t) (3.67b)

Le retard est 7(t) = Ty sin(wt — ¢)), avec 71 = 0.95s, w = 7.5rad/s et ¢ = 2.

Une solution de la faisabilité du probléme d’optimisation linéaire ([B.46]) donnée dans le théo-
réme [3.2.4] est obtenue en utilisant MATLAB avec YALMIP [Lof04]. La solution obtenue nous
permet de déduire la matrice de paramétrage 7.

On obtient ainsi les matrices de décision suivantes

[123.31  80.98 |
P= (3.68a)
80.98  84.999)

[134.27 78.924]
Q= (3.68b)
78.924  134.27)

Y = (3.68¢)

[—3367.9 7638.7 —3257 —4454.2 —3448.5 —3435.7 2798.4
| 1239.7  5707.7 —46611 11382 1182.9 —46793 —17046

qui correspondent a la solution du probléme d’optimisation (3.46]). Cela signifie que la stabilité
asymptotique de 'erreur d’estimation est assurée, c’est-a-dire la convergence de ’erreur d’esti-
mation vers zéro en l'absence de perturbations. En outre, 'effet des perturbations sur 'erreur
d’estimation est minimisé avec v = 0.3174.

La matrice de paramétrage Z est

—98.559 47.685 891.56 —331.44 —99.131 891.43  412.48
108.48  21.72 —1397.8 449.66 108.36 —1399.8 —593.51

Z =Py = ] (3.68d)
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FIGURE 3.5 — Evolution du vecteur z(t) et son estimation 21 (t)

Finalement, l'estimation #(t) est obtenue avec cet observateur

075 —0.3517 —0.16308 0.08154 —0.084477 —0.1957
D™"n(t) = (t) + u(t) + n(t—7(t))

0.48984 —1.8727 2.4363 —0.88953 —0.19724
(3.69a)

—0.11217 —0.046338
y(t) + y(t —7(t 3.69b
[ 0.9427 ] ( [ 0.2918 ] ( ®) ( )
0.91846

z(t) =n(t) + y(t 3.69c¢
(t) = n(t) [0.063651] (t) (3.69¢)
77(15) = 770(75),75 € [_Tmaxa 0] (3.69(:1)

Les figures a 3.8 résument les performances dans le domaine temporel de 1’observateur
proposé. Les pseudo-états du systéme (B.67) sont affichés avec leurs estimations et les erreurs
d’estimation obtenues en utilisant la méthode de synthése proposée. Il est clair que I'état de
Pestimation & () converge vers 1'état actuel z(t).

A partir des figures a B8 nous remarquons que la perturbation w(t) est présente dans
un intervalle de temps entre 5 et 10 seconds. De plus, nous constatons que les composantes de
I'estimation Z(t) suivent les trajectoires de celles du pseudo-état x(t). Les erreurs d’estimation
sont dues & la présence de la perturbation w(¢) mais ceci est en accord avec la valeur minimale
obtenue de v qui est v = 0,3174 et qui mesure 'atténuation des effets de la perturbation sur
I’erreur d’estimation.

3.3 Perturbations endogénes

Les représentations dans ’espace des pseudo-états étudiées auparavant dans ce manuscrit,
sont obtenues en approximant le modéle mathématique du systéme qui prend en compte certaines
caractéristiques et situations particuliéres de fonctionnement.

La présence inévitable de certains phénoménes dont la modélisation d’un systéme physique
réel dans son espace des pseudo-états qui ne sont pas tenues en compte, engendre des erreurs de
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FIGURE 3.6 — Evolution du vecteur z(t) et son estimation 2o (t)
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modélisation mathématique. Par conséquent, ces erreurs limitent ’obtention des performances
souhaitées en utilisant les lois de commande. En pratique, il est bien connu que les incerti-
tudes affectant les modéles mathématiques des systémes physiques réels peuvent compromettre
considérablement la synthése des lois de commande. En général, les erreurs de modélisation
(perturbations ou incertitudes) associées aux modeéles mathématiques des systémes physiques
peuvent étre dues

(i) aux variations de paramétres réels;
(ii) aux non linéarités négligées ;
(iii) a la dynamique non modifiée (erreurs dans 'ordre du modéle) ;
(iv) a des perturbations externes négligées ou incorrectement modélisées.

Les méthodes de synthése des lois de commande ou des observateurs connaissent certaines
limitations. Ces limitations sont liées & leur dépendance de la fidélité du modéle utilisé pour la
synthése du contréleur. Cette partie, est consacrée au développement des méthodes de synthése
et d’analyse d’observateurs robustes vis-a-vis des incertitudes non structurées. L’utilisation de
ces observateurs pour générer des lois de commande afin d’atteindre certaines performances
souhaitées fera 1’objet du chapitre suivant.

3.3.1 Formulations du probléme d’observateurs robustes

Dans cette section, nous considérons un modéle dont les paramétres ne sont pas certains,
ce qui rend le systéme incertain. Le fait de ne pas tenir en compte de ces incertitudes lors de
I'estimation des pseudo-états du systéme causerait des erreurs d’estimation. Dans un premier
lieu, nous proposons un observateur pour ce type de systéme. Par la suite, nous chercherons a
minimiser I'action des pseudo-états du systéme sur I'erreur d’estimation.

Considérons le systéme incertain d’ordre fractionnaire a retard variant dans le temps repré-
senté par le modéle suivant

D%z(t) = (Ag + AAg(t)z(t) + (Ar + AA(£))x(t — 7(t)) (3.70a)
y(t) = Cyx(t) (3.70b)
z(t) = Tox(t) (3.70¢)
(t) = P(t),t € [~Tmax, 0] avec 0<a<l (3.70d)

ou z(t) € R™ est le vecteur des pseudo-états, y(t) € RP est le vecteur des mesures, et z(t) € R"
est le vecteur de sortie qu’on souhaite estimer. ¢ (¢) est une fonction continue qui représente la
fonction d’initialisation du systéme.

La fonction du retard 7(¢) > 0 est continue, bornée et satisfait les hypothéses suivantes

0< T(t) < Traz < 00 et 82(;) < Tmax < 1,

Ol Tyaz €t Tmae sont deux scalaires connus et positifs.

Ay, A, Cy et T, sont des matrices connues de dimensions appropriées. Les termes AAy(t) et
A A, (t) représentent les incertitudes paramétriques. Ces derniers modélisent la mauvaise connais-
sance de certaines valeurs numériques du modéle et peuvent varier dans le temps.
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Hypothése 3.3.1. On suppose que les incertitudes considérées sont structurées et bornées. Elles
peuvent avoir une variation dans le temps et satisfont les relations suivantes

AAo(t) == M1F1 (t)Nl (371&)
AAL(t) = MyF5(t) Ny (3.71b)
ot les matrices réelles M;, N; (Vi = 1,2) sont connues, constantes et avec des dimensions

appropriées. Fi(t) (Vi =1,2) sont des matrices variant dans le temps telles que

FI®FEt) <I  Vi=1,2 (3.72)

7

ot les éléments de F;(t) sont mesurables au sens de Lebesgue.

Pour illustrer I'estimation d’un vecteur fonctionnel z(t) [B.70d) du systéme (B.70]), nous consi-
dérons un observateur robuste sous la forme suivante

D%(t) = Non(t) + Nen(t = 7(8)) + Joy(t) + Jry(t — 7(1)) (3.73a)
2(t) = n(t) + Byy(t) (3.73)
n(t) =no(t), t € [—Tmax, 0] avec 0<ax<l1 (3.73¢)

oun(t) € R" est le vecteur des pseudo-états de 'observateur et 2(¢) € R est I'estimation de z(t).
Les matrices No, N, Jy, J- et E, sont inconnues et de dimensions appropriées et qui doivent étre
déterminées afin que l'estimation Z(¢) converge asymptotiquement vers z(t) et minimise effet
du biais, qui est du a la présence d’incertitudes, sur erreur d’estimation e(t).

Définition 3.3.1. Le systéeme [B.73) est un observateur fonctionnel robuste pour le systéme
B30) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) lim (=(t) = £(1) =0

—+00
(ii) Pour des conditions initiales nulles, il existe un niveau d’atténuation réel positif ~y tel que

l=() = 2@l _ lle®lly _ " (3.74)

lz@lly 1=l

Remarque 3.3.1. La précision de 'observateur est caractérisée par la robustesse de l'erreur
d’estimation par rapport aux incertitudes du systéme. Celle-ci se traduit par la minimisation de
Ieffet des incertitudes sur lerreur d’estimation. Pour cela, nous proposons d’utiliser la norme
induite £9 [Xd90, XdF91, Xd92|. Cette norme nous permet de minimiser la sensibilité des erreurs
d’estimation e(t) = z(t) — 2(¢) par rapport aux incertitudes du systéme, s’il existe une borne
supérieure finie v de cette norme (B3.74)). .

3.3.2 Paramétrage de 'observateur robuste

La procédure de synthése de 'observateur robuste (.73 consiste a donner ses conditions
d’existence en premier lieu. Ainsi, nous commencons & analyser I'erreur d’estimation, puis déduire
les conditions qui satisfont la définition B.3.1] donnée dans la section B.3.11

D’aprés la définition de lerreur d’estimation donnée par e(t) = z(t) — 2(t), nous obtenons sa
dynamique fractionnaire sous la forme suivante

D%(t) = D®z(t) — D*4(t)
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= T,D%x(t) — Dy(t) — ECDx(t)

= (T, — EC)D%x(t) — D*n(t)

R
= Noe(t) + Nre(t — 7(t)) + (RAy — NoR — JoC + RAA(t)) x(t)
+ (RA; — N;R — J.C + RAA(t)) (t — 7(t)) (3.75a)

Le théoréme suivant donne les conditions d’existence et de stabilité de ’observateur fonction-

nel 373)).

Théoréme 3.3.1. Le systéme [B13) est un observateur fonctionnel robuste pour le systéme
B30) selon la définition T30 0w 0 < o < 1, pour tous z(t), 2(t) Vt < 0 et u(t) si

A) la dynamique fractionnaire de lerreur d’estimation est donnée par
D%e(t) = Noe(t) + Nie(t — 7(t)) + RAAy(t)x(t) + RAA,(t)x(t — (1)) (3.76)

1. est asymptotiquement stable ;

2. Ueffet des pseudo-états sur lerreur d’estimation est minimisé avec le critére (3.74]).
B) RAy — NoR — JoC =0
C) RA;, —N;R—J,C=0

La synthése d’observateur fonctionnel se réduit donc & trouver des matrices Ny, N, R, Jy,
Jr et H telles que les conditions — soient remplies.

En utilisant I'expression de R et les termes définis par Ko = Jy — NoEy et K; = J, — N, E,
les équations et (C)|s’écrivent

No + ECA() + K()C = A(] (3.77&)
N, +FECA, +K,C= A, (3.77b)

Les equations ([B.77al) et (3.77Dh) peuvent étre combinées dans un systéme d’équation algé-
brique qui s’exprime sous la forme suivante

. 0
0 T
No N, Ko K. E||C 0 |=|4 4] (3.78)
0o C| T
CAy CA]
—

La condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une solution a 1'équation ([B.78) est
donnée par le Lemme [A.2.7] dans I’Annexe [Al
Dans ce cas, la solution générale du systéeme (B.78)) est donnée sous la forme

[NO N, K, K. E] = MoM{| = Z(I — My MY) (3.79)
oll Z est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
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3.8. Perturbations endogenes

Les matrices de paramétrage sont obtenues en les extrayant de I’équation (3.79) comme suit

NQ = AO — ZBO (380&)
N, =A — 7B, (3.80b)
KQ = AQ — ZBQ (3800)
K, =A3;— ZB;3 (3.80d)
E=A,— 7B, (3.80e)
ou
T
o= (MM [T 0 0 0 0
T
Bo = (I — MyM7) [I 00 0 0]
T
Ar=MeM{) [0 1 0 0 0
T
By = (I — MyMT) [0 I 00 0]
Les matrices Jy, J1 et H sont déduites & partir de
Jo =Ko+ NoFE (381&)
J=K,+MNE (3.81b)
H=(I,— EC)B (3.81c¢)

La dynamique fractionnaire de l'erreur d’estimation (B.70) se réécrit de la maniére suivante

D(t) = (Ao — ZBo)e(t) + (Ay — ZB1)e(t — 7(t)) + RAAo(H)x(t) + RAA, (t)z(t — (1)) (3.82)

en utilisant les matrices de gains Ny et N, données par (3.80al) et (3.80b)).

Puisque dans la solution ([3.79]) de I’équation (B.78]), il n’y a qu’une seule matrice inconnue
Z a déterminer. La question d’existence d’un observateur robuste (B.73) pour le systéme (B.70),
se pose donc comme suit : existe-il une matrice de paramétrage Z telle que la contrainte (A)
du théoréme B.3.1] est vérifiée. La condition d’existence et sa détermination feront 1'objet de la
prochaine section.

3.3.3 Synthése de ’observateur robuste

Comme nous ’avons mentionné auparavant dans ce chapitre qu'une maniére effective d’exa-
miner la stabilité d’un systéme fractionnaire & retard autonome est d’utiliser I’approche indirecte
de Lyapunov. Dans cette section, dans le but d’analyser la robustesse de la stabilité de 'erreur
d’estimation donnée par (3.82), nous proposerons de compléter I'analyse présentée précédem-
ment, par 'ajout d’une norme induite L5. Cette derniére, impose une borne supérieure ~ sur
lamplification de 1'énergie des pseudo-états z(t) sur 'erreur d’estimation via les incertitudes du
systéme. Cela se traduit par la condition (B.74]) donnée dans la définition B3Il C’est I'objectif
du théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2. Soit la condition (A2.19) est satisfaite et 0 < o < 1. S’il existe deux ma-
trices symétriques définies positives P et Q, et une troisiéme matrice Y afin que le probléme
d’optimisation suivant

min(y? > 0) sous la contrainte
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Chapitre 8. Observateurs des systémes : incertains, & entrées inconnues, et en présence de perturbations

%(Qn + QI+ 1 0

<0 (3.83)
0 —v2I, + NiN{ + As

admette une solution en minimisant le scalaire réel positif v avec

-Q(PAQ — YB()) + Ay PAL—-YB; AsM,; AgMg_
* -1 0 0
Qn =
* * -1 0
* * * —1I
et
1 5233
AN=—-—-—7~1T ANo=——F"=T A3 = (PA YA
e L Sl e 3= (PArR+YAg),
Ag = (T — AC) By = B,C .

le symbole x désigne la partie correspondante de la matrice symétrique et Bo = NI Ny + el ot
€ > 0 est un scalaire arbitraire.

Alors, la dynamique fractionnaire de Uerreur d’estimation [B.82)) est robustement stable en
présence d’incertitudes en assurant une borne supérieure minimale v de la norme induite Lo
donnée par B.74). La matrice de paramétrage Z est donnée par Z = P~1Y.

Démonstration. Conformément au lemme [[.3.4] une formulation équivalente de I’équation de la
dynamique de l'erreur d’estimation (3.82)) s’écrit comme suit

32(527 t) = —wz(w,t) + (Ag — ZBy)e(t) + RAAo(t)z(t) + (A1 — ZBy)e(t — 7(t))
+ RAA (t)z(t — 7(t)) (3.84a)
e(t) = /OOO p(w)z(w, t)dw (3.84b)

Pour établir la stabilité asymptotique robuste de 'erreur d’estimation décrite par (8.82]), une
fonction Lyapunov quadratique monochromatique pour la fréquence élémentaire w de la forme

v1(t) = 25 (w, 1) Pz(w, t) (3.85)

est choisie, ot P € R™™ est une matrice définie positive symétrique (P = PT > 0). Par
conséquent, les dérivées partielles de vy (¢) par rapport a z(w,t) et ¢ sont données par

vy (t)
0z(w, t)

= 2T (w, t)P (3.86)

et
Ovi(t)  Ouvi(t) 0z(w,t)
ot Oz(w,t) Ot
= 22T (w, ) P(—wz(w,t) + (Ag — ZBg)e(t) + (A1 — ZBy)e(t — 7(t)) + RAAq(t)x(t)
+ RAA(t)z(t — 7(t))) (3.87)
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3.8. Perturbations endogenes

La fonction de Lyapunov candidate V() est définie en additionnant la fonction monochro-
matique v (w, t) avec la fonction de pondération u(w), i.e Vi (t) est donnée sous la forme suivante

Vi(t) = /OOO w(w)vy (w, t)dw (3.88)

La dynamique de la fonction candidate de Lyapunov Vi(t) le long de la trajectoire de la
solution de (3.:84]) est donnée par

dVi(¢) o vy (t)
0 [

_ /O T (w)25T (w0, 1) P(—wx(w, £) + (o — ZBo)e(t) + (Ay — ZBy)e(t — 7(£)) + RAAg(t)a(t)
+RAAL (D)2t — (1)) dw

- /O " o) (w, ) P(w, 1) deo + 2 /0 (@) (w, )P dw (Ao — ZBy)e(?)
(A1 — ZBy)e(t — 7(1)) + RAAg(Da(t) + RAAL (D)2 (t — 7(1)) (3.89)

En substituant expression de erreur d’estimation donnée par (3.84]) dans (3.89)), nous ob-
tenons

dVi(t o
dlt( ) = —2/ win(w) 2T (w,t) Pz(w, t)dw + 2T (t)P((Ag — ZBg)e(t) + (A1 — ZBy)e(t — 7(t))
0
+ RAA)(t)x(t) + RAA(t)x(t — 7(1))) (3.90)
o Vi(t) e )
La condition suffisante pour laquelle T < 0 est vérifiée, est donnée par

2eT (t)P(Ag — ZBg)e(t) + 2eT () P(A1 — ZBy)e(t — 7(t))

/

Dy
+2¢7 () PRA A (£)x(t) + 2¢" (1) PRAA, (H)a(t — (1) <0 (3.91)
28 &3

avec P > 0.
De plus, en appliquant le lemme de majoration [L4T] sur ®1, $5 et P3, nous obtenons les
inégalités suivantes

;< el (t)(P(AL — ZB)))(P(A1 — ZBy)) e(t) + e(t — 7(t) et — 7(t)) (3.92a)
®y < el (t)(PRMy)(PRM) e(t) + 2T (t)N{ Nyx(t) (3.92b)
®3 < el (t)(PRMo)(PRMy) e(t) + 2 (t — (1)) 8L Box(t — 7(t)) (3.92¢)

Ainsi, nous définissons une deuxiéme fonction candidate de Lyapunov-Krasovskii V5 (t) comme
suit

1 t

Va(t) = 7/ el (s)e(s) + T (s) 8L Brx(s)ds (3.93)
(1 = Tmax) t—7(t)

La dérivée temporelle de V5(t) le long de la trajectoire de la solution de (3.84]) est donnée par

dVa(t) 1 1 _or(t)

TR R {eT (De(t) + 2T ()53 Bax(t)} — T o Jel' (¢ — 7(t))e(t — T(t))
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Chapitre 8. Observateurs des systémes : incertains, & entrées inconnues, et en présence de perturbations

- 1= T - r(0) asle — 7(0) (3.1
et bornée par
Woll) - L (P e(e) + o ()58 Bar(t)} — 276 — (1)) 68 Bt — 7))

dt 7 (1 — Tmax)
- eT(t —7(t))e(t — 7(t)) (3.95)

Soit une fonction candidate de Lyapunov définie de la maniére suivante
V(t) = Va(t) + Va(t) (3.96)
La dynamique de la fonction de Lyapunov (B.96]) s’obtient en additionnant (3:89)) et (3:94)),

—d‘(/h(f) < -2 /OOO wp(w) 2zt (w, t) Pz(w, t)dw + 27 (t) (NlNI‘F + A2) z(t) 4+ e (t) (P(Ag — ZBy)

+ (PRM;)(PRMy)" + (PRM,)(PRM>)" + (P(A1 — ZB1))(P(A1 — ZB1))" + A1) e(t)

(3.97)
S _ 1 _ _BIB
ou A1 = m] et A2 = (1*27.'mix) .
Cette inégalité peut s’écrire également de la maniére suivante
Q 0
xT |7t X<0 (3.98)
0  NiN{ + A,

ou l'expression de Q17 est donnée dans le théoréme

Pour minimiser l'effet des incertitudes des paramétres sur la dynamique des erreurs d’esti-
mation, pour un niveau de performance réel v donné par ([3.74]), I'inégalité suivante doit étre
satisfaite

J = / {eT(s)e(s) =% 2T (s)x(s)}ds <0 . (3.99)
0
el S . dV (¢)
Pour assurer la stabilité avec I'inégalité ([8.99)), il faut que T < 0 telle que
dV(t
% + el (t)e(t) — 2T (t)x(t) <0 (3.100)

En intégrant I'inégalité (3.100), nous obtenons que
V(o0) =V (0) < — /OOO{eT(s)e(s) — 2 2T (s)z(s)}ds (3.101)
Pour des conditions initiales nulles, I'inégalité ci-dessus devient
V(o) < — /0 h el (s)e(s)ds + ~2 /0 h 2T (s)z(s)ds
= /000 el(s)e(s)ds <2 /000 zT(s)z(s)ds
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3.8. Perturbations endogenes

le@®]l2
[2()]]2

ce qui est équivalent a la proposition () dans la définition 3311
D’apres (3.98)) et (B.100), nous obtenons I'inégalité suivante

—

<7

X" X <0 (3.102)
avec
ST 0 (3.103)
0 —2I, + N1 N{ + As
Cela compléte la démonstration. °

La robustesse de stabilité de I’erreur d’estimation (B.82) est assurée par le théoréme [3.3.2] si la
condition suffisante donnée sous forme d’un probléme d’optimisation (B.83]) admet une solution.
Le systéme décrit par ([B.73) est donc un observateur robuste pour le systéme ([B.70). En outre,
toutes les matrices gains de l'observateur ([B73) sont déduites algébriquement en utilisant les
equations (3.80al), (3.80h), (3:80¢)) et (3.81)).

Remarque 3.3.2. Puisque la dynamique de la fonction de Lyapunov V() dépend de z(t) via
dVa(?)
dt

, alors le systéme (B.70) est asymptotiquement stable VF;(t) donné par (B.72)). .

3.3.4 Exemple numérique

Nous allons montrer avec un exemple numérique 'efficacité de 'algorithme proposé dans cette
partie pour I'estimation des pseudo-états d’'un systéme incertain d’ordre fractionnaire a retard
variant dans le temps. Pour cela, nous considérons le systéme décrit par

u(t)

1 —20

DOPx(t) = ([_1'6 ° ] +M1F1(t)N1> z(t) + )5

N ([—0.5 24 ] +M2F2(t)N2) 2(t — (1)) (3.104a)

0.2 —0.35
y(t) = [1 O] x(t) (3.104b)
2(t) = [o 1] 0 (3.104c)
[0.25 0.1 ] [—0.2 0 ]
M; = Ny =
2 0.1 0.2 —0.1
[o.5 —1] [0.01 0.65]
My = Ny =
21 1 0 05

ou Fi(t) et Fy(t) satisfont aux conditions données par (3.72) dans '’hypothése B3l Le retard
7(t) est défini de la maniére suivante 7(¢t) = 7 sin(wt)), avec 7 = 0.5s et w = 7.5rad/s.

Le probléme d’optimisation (3.83)) donné dans le théoréme [3.3.2] peut étre résolu en utilisant
YALMIP [Lof04] avec MATLAB, sachant que la condition (A22.19) est satisfaite.
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FIGURE 3.9 — Evolution du vecteur z(t) et son estimation 2(t)

Une solution du probléme d’optimisation (B.83]) est obtenue pour

p_ 1025.2  2.777e 11 0= 1025.2 0
2.777e~ 11 25389 0 1025.2

(3.105)

485.31 14748 —8.40563 8597 —539.5 —8.4053 —33.923
1-7.1651 48.073 21.311 17.394 -10.699 20.492 7.1527

et une valeur optimale de v donnée par v = 0.7574.
La matrice de paramétrage Z est déduite a partir de la solution obtenue précédemment par

7 _ p-ly _ 0.47338 0.14385 —0.0081985 0.083856 —0.52623 —0.0081985 —0.033088]

—2.8221 18.935 8.3936 6.8511  —4.2139 8.0711 2.8172
(3.106)
En utilisant cette matrice de paramétrage, toutes les matrices de I'observateur robuste (3.73])
sont déduites a partir des equations (3.80) et (B.81)). Les figures 3.9] et B.10] montrent les perfor-
mances de 'observateur proposé. L’état fonctionnel réel, son estimation et 'erreur d’estimation
obtenue sont présentés dans B.9 et B.I0l De plus, les matrices F(t) (Vi = 1,2) sont différentes de
zéro dans un intervalle de temps compris entre six et quatorze secondes et égale a zéro ailleurs.
Lorsque les incertitudes sont différentes de zéro, 'estimation Z(t) suit la trajectoire réelle du z(t)
avec des perturbations qui sont dues aux effets des paramétres incertains. Ceci est en accord avec
la valeur du £5 donnée par v = 0.7574. Enfin, on remarque que 2(¢) converge robustement vers

z(t).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, différents observateurs ont été proposés pour les systémes a dérivée d’ordre
non entier a retard en présence de plusieurs types de perturbations (endogénes ou exogénes). Nous
avons étudié le probléme de synthése des observateurs pour cette classe de systémes. D’aprés
I’analyse de 'erreur d’estimation, nous avons obtenu des contraintes algébriques sous forme de
systéme d’équation a résoudre. Par la suite, le probléme de synthése d’observateurs a été réduit
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FIGURE 3.10 — Evolution de l'erreur d’estimation du pseudo-état fonctionnel z(t)

a la détermination d’une matrice de paramétrage. Le probléme de la détermination de cette
matrice de paramétrage a été formulé sous la forme d’un probléme d’optimisation donné sous
forme des LMI.

Dans la section B2 nous avons proposé un observateur pour ces systémes en présence
d’entrées inconnues. Le point fort de I'observateur proposé est sa capacité de découpler erreur
d’estimation de ces entrées inconnues. Nous avons donné les conditions d’existence de ces obser-
vateurs sous la forme de contraintes a satisfaire. Puis une condition suffisante est obtenue sous
la forme d’une LMI afin de paramétrer la convergence de I'erreur d’estimation indépendamment
des entrées inconnues.

Dans la section B.2.2] nous avons proposé un observateur H,, dans le cas ou le systéme est
soumis & des perturbations, qui doit satisfaire deux critéres. Dans un premier lieu, en absence de
perturbations, quand ¢ tend vers l'infini, I’erreur d’estimation converge de fagon asymptotique
vers zéro. Deuxiémement, lorsque le systéme est soumis a des perturbations, ’observateur H .,
garantit la minimisation de 'effet des perturbations sur 'erreur d’estimation. En adoptant une
approche d’analyse en utilisant la théorie de Lyapunov et les contraintes algébriques dérivées
de l'analyse de la dynamique d’erreur d’estimation, une condition suffisante est obtenue sous la
forme d’une LMI a permis de satisfaire les deux exigences ci-dessus.

La derniére section de ce chapitre était dédiée & la synthése d’observateurs robustes pour
les systémes d’ordre fractionnaire incertains. Nous avons donné les conditions d’existence de
ces observateurs en étudiant la robustesse de la stabilité de l'erreur d’estimation ainsi que des
contraintes algébriques. La robustesse de la stabilité de I’erreur d’estimation est analysée en ajou-
tant une norme induite Lo, qui a imposé une borne supérieure v sur 'amplification de 1’énergie
des pseudo-états x(t) sur l'erreur d’estimation malgré les incertitudes du systéme. En utilisant
I’approche indirecte de Lyapunov et Lyapunov-Krasovskii, nous avons obtenu un probléme de
minimisation formulé avec une contrainte LMI, afin de minimiser I'effet des incertitudes sur les
erreurs estimées avec un indice de performance .

Ces différentes classes d’observateurs synthétisés seront utilisés par la suite afin de générer
des lois de commande basées sur des observateurs pour ces systémes.

Des exemples numériques ont été présentés pour illustrer les procédures de synthése ainsi que
les performances des observateurs proposés.

79



Chapitre 8. Observateurs des systémes : incertains, & entrées inconnues, et en présence de perturbations

80



Chapitre 4

Synthése des lois de commande des
systémes d’ordre fractionnaire
incertains

“Les machines un jour pourront résoudre tous les problémes,
mais jamais aucune d’entre elles ne pourra en poser un!”
Albert Einstein
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Chapitre 4. Synthése des lois de commande des systémes d’ordre fractionnaire incertains

4.1 Introduction

Dans la pratique, il est rarement possible de mesurer tout 1’état du systéme, par conséquent
une commande par retour d’état n’est pas réalisable. Pour cette raison, la synthése d’observateurs,
permettant 'estimation des états internes d’un systéme, a fait I’objet d’une attention particuliére
ces derniéres années |[Lue71, DZ92, Dar01]. Les controleurs basés sur observateurs (OBC) sont
généralement utilisés pour générer des lois de commande permettant la stabilisation et améliorant
les performances d’un systéme dynamique. Récemment, des recherches pour la synthése d’OBC
ont été développées pour les systémes d’ordre fractionnaire [LC10, LGCT 14, NZDR09).

L’optimisation H., utilisée en présence de perturbations exogénes & énergie finie permet
de garantir un niveau d’atténuation des perturbations. Cependant, la théorie de la commande
H, était généralement limitée aux systémes d’ordre entier. Au cours des derniéres années, des
travaux d’extension du calcul de la norme H., aux systémes d’ordre fractionnaire ont été réalisés
[MSOO05b|. Dans [MSOO05b], les auteurs ont défini la pseudo-matrice hamiltonienne d'un systéme
d’ordre fractionnaire. Puis, ils ont proposé deux méthodes pour calculer sa norme H,, en se
basant sur cette matrice. La premiére est basée sur un algorithme de dichotomie, et la deuxiéme
utilise le formalisme LMI. En outre, une version du lemme borné réel pour les systémes d’ordre
fractionnaire a été dérivée dans [MSOO08], ainsi qu’un calcul analytique de la norme Hs pour une
fonction de transfert fractionnaire a été présenté dans [MALO11].

C. Farges et al. [FFS13], L. Shu et al.[LWP™ 15| ont proposé des résultats généraux en utilisant
le lemme généralisé de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) pour transformer le probléme de calcul
de la norme H,, sous une formulation LMI. Les résultats obtenus dans [FFS13] et [LWP'15]
permettent également de vérifier la stabilité et le calcul de la norme H,, simultanément. Par
conséquent, en utilisant ces résultats d’analyse, des méthodes ont été proposées dans la littérature
pour concevoir des controleurs dynamiques et des observateurs H,, |[FSF13, NVD*™13, SL14,
BDZR14b]. Dans tous ces travaux, seul le systéme perturbé est considéré sans incertitudes.

Les principales difficultés dans la synthése de ce type de controleur, résident dans les incer-
titudes additives et les perturbations exogénes, ce qui provoque dans certains cas l'instabilité
du systéme considéré. L’idée principale de ce chapitre est de concevoir des contréleurs robustes
basés sur observateurs pour des systémes dynamiques d’ordre fractionnaire incertains soumis a
des perturbations exogénes. Dans ce cadre nous présentons deux approches.

Tout d’abord, les conditions d’existence d’'un OBC pour ces systémes sont données. Puis, en
utilisant une technique d’optimisation fondée sur la matrice hamiltonienne d’un systéme d’ordre
fractionnaire présentée dans [MSOO05b|, une condition de stabilité de l'erreur d’estimation et
de stabilisation du systéme original est donnée sous forme d’inégalité matricielle, ot le gain
de l'observateur et la loi de commande peuvent étre calculés a partir de la résolution de cette
inégalité en deux étapes. La méthode proposée a deux objectifs, le premier satisfaire I'indice de
performance H, et le deuxiéme garantir la stabilisation du DU-FOS.

En utilisant le lemme généralisé de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) [FFS13] et [LWPT15],
une deuxiéme méthode est proposée pour la synthése d’un contréleur robuste basé sur un obser-
vateur Hs, pour un DU-FOS. Cette approche est décomposée en deux parties. Dans la premiére
partie, une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un observateur H., robuste est don-
née. Ensuite, une condition de la stabilité de ’erreur d’estimation et la stabilisation du systéme
d’origine par une commande robuste basée sur un observateur est donnée sous forme d’inégalité
matricielle, ol tous les gains de l'observateur et la loi de commande sont calculés en résolvant
une inégalité matricielle. Enfin, des exemples numériques sont présentés pour illustrer 'efficacité
des méthodes de synthése présentées.
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4.2 Calcul de la norme H,, pour LTI-FOS avec incertitudes

La classe de systéme linéaire considérée dans ce paragraphe, est composée du systéme nominal
ainsi que des incertitudes et des perturbations exogénes. Le modéle s’écrit sous la forme

DO (t) = (A + AA)x(t) + (By + ABy)w(t) (4.1a)
(1) = (Cy + AC)z(t) + (D + ADy)w(t) (4.1b)

ol ¢ € R" désigne le vecteur pseudo-état, w € RY est le vecteur des perturbations exogénes,
z € R" est la sortie a controler et « est 'ordre de la dérivation fractionnaire tel que 0 < o < 2. A,
By, C, et D, sont des matrices constantes connues avec des dimensions appropriées. Les termes
AA, AB,, AC, et AD,, sont des matrices inconnues variant dans le temps, et représentent les
incertitudes paramétriques.

Hypothése 4.2.1. On suppose que les matrices d’incertitudes du systeme AA, AB,,, AC et
AD,, sont structurées et bornées. Elles peuvent varier dans le temps et avoir la structure suivante

AA AB,
AC, AD,

M,
M,

F(t) [Nx Nw} (4.2)

ou My, M,, N, et N, sont des matrices réelles, connues, et constantes de dimensions appropriées.
F(t) est une matrice variante dans le temps satisfaisant l'inégalité suivante

FTtF(t) <1 (4.3)

ot les éléments de F(t) sont continus.

4.2.1 Evaluation de la norme H. en utilisant la Matrice Hamiltonienne

Comme nous "avons vu dans la partie [L41du chapitre [[l, deux méthodes sont considérées dans
I’analyse et le calcul de la norme H,, d’un systéme d’ordre non entier. La premiére approche
consiste a évaluer dans un premier temps sa stabilité (par exemple a 'aide des méthodes LMI
présentées dans la section [[.3] du chapitre [I]). Puis, si le systéme est stable, sa norme H, peut
étre calculer en utilisant le Lemme .2.T] sinon cette derniére est infinie. La seconde approche
consiste a calculer directement la norme H., du systéme.

Dans ce qui suit, nous allons utiliser la méthode présentée dans la section pour calculer
la norme H, du systéme (4.1]). L’analyse se base sur I’évaluation des valeurs propres de la pseudo
matrice Hamiltonienne et prend en compte les bornes supérieures des incertitudes paramétriques
du systéme. Si par ailleurs le systéme (4.])) est stable, donc sa norme H,, peut étre calculée en
utilisant le lemme suivant.

Lemme 4.2.1. [MSO05b] Soit une pseudo représentation d’état stable de la forme (LI23)) et soit
un nombre réel positif v > a(Dy). La fonction de transfert T, (s) définie dans (LI28) satisfait
| Tow ()|l < v si et seulement si la pseudo matrice hamiltonienne A, définie par

Ay + BoRDI C, EByRBT
A7:<(0+ 0RDj Co) 0l ) (4.4)

CI(I+ DoRDI)Cy Z(AY + CTDyRBY)

ol = =e %™ et R= (721 — D(:]FDO)_l, n’a que des valeurs propres dans le domaine de stabilité
défini par s € C : |arg(s)| > oF.
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Lemme 4.2.2. Soit le systéme stable [A.1]), sa norme Lo est bornée par vy, s’il existe une matrice
hermitienne définie positive P et deux scalaires positifs uy et ug tel que

O11 6112 7]
Sym{E1PA} PM PBy+ ;;NiNg, NT NI 0 0 =T 0
* —pl 0 0 0 0 0 0 0
* * —21 0 0 N, Np, Dy, O
O22
(11 0 0 o 0 0 ||<o
* _tf 0 0 0 0
. * * —ﬁ[ 0 0 0
* * * —t] 0 0
* * * * -1 0
i | * * * * *  —pol| |
(4.5)

ot E1 = eUNIT/2 o Tt = e~ (170)im/2 =) x =X = 1.

Démonstration. En remplacant les matrices Ag, By, Co et Do par Ag = A+AA, By = By, +AB,,
Co = C+ AC et Dy = Dy, + AD,,, respectivement, 'inégalité (L4) peut étre réécrite sous la
forme suivante

I'i=0;+ Sym{XlF(t)Yl + XQF(t)YQ} <0 (46)
tels que
E1PA+=3ATP  PB EiCT PM 0
0= BTP —~21 DT Xi=10 Xo= 10
=N D I 0 M
Yi=|[2Na Np, 0] Y= [21Ne Np, 0

En utilisant le lemme [[ZT] nous pouvons linéariser I'inégalité (£4) par une majoration ce
qui conduit a l'inégalité suivante

Dy <Dy =0 + i X XT + u7 VIV 4 po Xo XT 4 4y 1YY, (4.7)

On constate a partir de cette inégalité, que l'inégalité (L6l est satisfaite, s’il existe deux
scalaires positifs pq and po tel que

Q4+ m X XT + p 7YY + e XoXT 4+ 05 'Y Ve <0 (4.8)
Ainsi, I'inégalité (4.8) est équivalente a

A i NINA + - NENG + i PM(PM)T =N{Np, + -NENp, 0
=0+ * +NE Np, +-Np Np, 0 <0
* * poMMT

(4.9)
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Grace au complément de Schur, on peut réécrire I'inégalité ci-dessus (£.9) sous une forme ou
chacune des variables de décision s’écrit d’une maniére affine en fonction des matrices du systéme

[Sym{Z:PA} N} N} PM PB,+LNINg, +LNINp, 0 0 =T

* -Lir 0 0 0 0 0 0
p1
* x -7 0 0 0 0 0
2
* * * —u 1 0 0 0 0
* * * * —2T Ngw Ngw DT
1
* * * * * _EI 0
1

* * * * * * _EI 0
* * * * * * * i
* * * * * * * *

(4.10)
Nous pouvons facilement déduire, en permutant des lignes et des colonnes, I’équivalence entre

les inégalités (L0) et (£.10).
Nous constatons & partir de ces résultats que s’il existe une matrice hermitienne P définie
positive et deux scalaires positifs p; and po tels que 'inégalité ([d3)) soit satisfaite, alors la norme
Loo du systéme (1) est inférieure a . Ce qui compléte la démonstration. °

4.2.2 Evaluation de la norme H. en utilisant le lemme de KYP

Dans ce paragraphe, nous analysons la stabilité robuste d’une classe de systémes d’ordre
fractionnaire en présence d’incertitudes du modeéle et de perturbations exogénes (DU-FOS), dans
lescasO<a<letl <a<?2.

Dans ce qui suit, la robustesse de la stabilité du systéme (AI]) est analysée en utilisant la
norme H. Cette méthode d’analyse nous permet d’assurer la stabilité du systéme malgré la
présence des incertitudes, tout en garantissant le rejet des perturbations.

Nous commencgons par introduire deux lemmes pour calculer la norme H,, d’un systéme
fractionnaire affecté par des incertitudes paramétriques en se basant sur la sous section [L4.1]

4221 Casou:0<ax<l1

Lemme 4.2.3. La fonction de transfert du systéme (L)) entre Uentrée de perturbations w(t) et
la sortie a controler z(t) a une norme Ho inférieure a un scalaire v > 0 s’il existe une matrice
définie positive X € H™ et un scalaire positif uy, telle que ’inégalité matricielle suivante

S) )
0191 01%12| _ (4.11)

* 01022

est satisfaite pour 0 < a < 1, avec
01011 = sym{A(e’ X + e 7’X)}
0O = [M, A Co(e"X +¢X) 0 B,

M= (VLX) (X (VXY (VX
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—1 0 0 0 0
1
* —purl 0 0 0
* * —~I M, Dy,
01022 = * * * —ﬁ[ 0
T
1 [, N,
* * * * -l + — v v
M1 | N, Ny

Démonstration. On pose Ag = A+ AA, By= B, +AB,, Cy = C,+AC, et Dy = Dy +AD,,
lexpression de ¢1I" dans l'inégalité ([.I32) peut étre réécrite sous la forme suivante

01l = 019212 + Ap121 + Ap1Q2

= 012 +sym{ X[ F 011 + 01X F 01)2} +sym{ 01 X3 F 013} <0 (4.12)
ou
_sym{A(eng +e X))« *
02 = | C.ef(eX +e799X) I x|,
By, DL —I
_sym{e*jeMwFNJCY} * %
Ag1€p = e I9M,FN, X 0 *|,
0 0 0
_sym{ejeMwFNxX} * *
Np1$ = M. FN, X 0 x|
(M,FN,)" (M,FN,)T 0
et
[e='MT 0 0 [N,X 0 0
01X = ot D 0V = )
0 e MT 0 IN.X 0 0
0 0 N (MT 0 0
01 X2 = ‘1 01YV2 = g T ;
0 0 N, 0 MT o
M 0 0 N, X 0 0
01X3 — 0T 5 013}3 = _ .
0 efMT 0 N, X 00

L’application du lemme [[Z.2] & I'inégalité ([LI2), en tenant compte de I'inégalité (A3]), nous
conduit & la relation suivante

o1l < 0112 + p1 01 AT 01 X1
ot o1 VE o1V ot 01Xy 01X + 1 013 01
+ 101X X+t ViV (4.13)
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D’autre part, si 'inégalité suivante

011111 0 0
01812 + *  o1ll2e 0 <0, (4.14)
* *  o1llss3

est satisfaite, I'inégalité (£.12]) 'est aussi

A7
—_——~
A (N2 X)
ol = — [(V,X)* (N, X)* (N, X)* (Nj)*] (N X)
241 (N X)
(N X)*
+ 3u M, ML
o11lag = 3y M. M
Az
o1llz3 = %(quNw + Ni No)

Maintenant, en appliquant le lemme de Schur sur la premiére composante bloc-diagonale de
I'inégalité matricielle (414]), nous obtenons

sym{A(e? X +e79X)} M, A

sym{A (/X +e X))} + o111}, = * %I 0 | <0 (4.15)
* * =l

De la méme maniére, la deuxiéme composante bloc-diagonale de I'inégalité matricielle (4.14))
est équivalente &

<0 (4.16)

—~I M
— I + o1lgg = —I + 3u M, M} = [ N ]

k -

Ensuite, en remplagant les deux premiers blocs diagonaux de (£I4]) par leurs équivalents ce

(£I5) et (AI0) cela conduit a la LMI (£IT]), ce qui compléte la démonstration. .

4.2.2.2 Casou:1<a<?2

Lemme 4.2.4. La fonction de transfert du systéme (L)) entre U'entrée de perturbations w(t) et
la sortie a controler z(t) a une valeur mazimale v > 0 donnée pour sa norme Ho, sl existe une
matrice définie positive P € H™ et deux scalaires positifs 1 et po afin que l'inégalité matricielle
sutvante

S) )
1201 12912 _ 4 (4.17)

* 12622
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soit vérifiée pour 1 < a < 2, avec

12011 = sym{Ae? P}

12@12=[Mx (NPT (N,P)T (C.e?P)T 0 Bw]

S -
—mI 0 0 0 0 0
* —pur 1 0 0 0 0
* * —uel 0 0 0
12022 =
* * * —~I M, Dy,
* * * * —ﬁ] 0
* * * * * —~vI + Ao

Démonstration. La démonstration de ce lemme se ressemble a celle du lemme E.2.3] en suivant
la méme procédure. L'inégalité (ZI7) est obtenue en remplacant la matrice (/X + e 79X) par
P et en suivant les mémes démarches que dans la démonstration [1.2.2.11 °

4.3 La commande basée sur un observateur

4.3.1 Formulation du probléme

Nous considérons le DU-FOS représenté sous la forme suivante

D% (t) = (A+ AA)x(t) + Byu(t) + (Byw + ABy)w(t) (4.18a)
y(t) = Cya(t) + Dyw(t) (4.18b)

ol ¢ € R" est le vecteur des pseudo-états, u € R™ est le vecteur de commande, y € RP est
le vecteur des sorties ainsi que w € RY représente les perturbations du systéme. A, B, By,
Cy et D, sont les matrices de la représentation dans l'espace des pseudo-états de dimensions
appropriées. Les incertitudes AA et AB,, satisfont '’hypothése [£.2.11

Hypothése 4.3.1. Nous supposons que les perturbations w(t) satisfont la Définition[1.4.1], c-a-d
sa norme Lo qui peut étre interprétée comme étant l’énergie du signal des perturbations w définie
comme suit

= ([ w<t>Tw<t>dt)% (119

est bornée.

Pour stabiliser le systéme (LI8]) par un retour de pseudo-état, il faut disposer a cet effet
de tout le vecteur des pseudo-états internes x. C’est la raison pour laquelle nous considérons
un observateur robuste Ho, qui permet de synthétiser une loi de commande linéaire basée sur
I’estimé du vecteur des pseudo-états.

Le controleur basé sur un observateur est de la forme

Dn(t) = Nn(t) + Hu(t) + Jy(t) (4.20a)
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T(t) = n(t) + Ey(t) (4.20b)
u(t) = Kua(t) (4.20¢)

ou 77 € R™ est le vecteur des pseudo-états de 'observateur, & € R™ est l'estimé de = et u € R™
est la commande & réaliser. Les matrices N, J, H E et K, de dimensions appropriées sont
& déterminer afin que l'erreur d’estimation et le systéme en boucle fermée soient robustement

|lel]2

stables, i.e. Z(t) converge asymptotiquement vers x(t) si w(t) = 0 et Tol; <7 pour w(t) # 0.

Probléme 4.3.1. Obtenir, si possible, une commande basée sur un observateur robuste sous la

forme (£20)), c-a-d déterminer toutes les matrices N, J, H et E de l'observateur ({.20aH4.200)
ainsi que la matrice K, de la loi de commande (£20d) tels que :

o Le systéme en boucle fermée soit stable.
e L’estimé & converge asymptotiquement vers x quand w(.) = 0.
e La norme Hy, de la matrice de transfert en boucle fermée pour une entrée w(t) et une

llell
l[wll

sortie e(t) est bornée par v quand w(.) # 0, c-a-d <7, avec e =x — .

4.3.2 Paramétrisation de la commande robuste basée sur un observateur H_

Afin de synthétiser I'observateur robuste H,,, nous commengons par définir 'erreur d’esti-
mation entre z(t) et & par

e(t) = x(t) — &(t)
= z(t) — n(t) — Ey(t)

= (I, - BC,)a(t) — n(t) — ED,w(t) (4.21)
R

D’aprés I’équation ([@.21]), on remarque que l'erreur d’estimation e dépend des perturbations
w. Pour éviter qu’'une dérivée des perturbations w apparait dans la dynamique de 'erreur d’es-
timation e, nous introduisons une nouvelle variable ¢ définie comme suit

e = Rx(t) —n(t) (4.22)

En outre, une réalisation dans I’espace des pseudo-états de la fonction de transfert T, entre
w et e avec une dynamique d’ordre fractionnaire « a la forme suivante

D% = RDx(t) — D% (4.23a)
e(t) = e — EDyw(t) (4.23b)
ce qui est équivalente &

D%(t) = Ne(t) + (RA— NR — JCy + RAA)xz(t)
+ (RBy — JDy + RAB,)w(t)
+ (RB, — H)u(t) (4.24a)
e(t) = e — EDyw(t) (4.24b)

Ainsi, nous pouvons déduire que la loi de commande (£20c) peut s’écrire sous la forme

u(t) = Kyx(t) — Kue(t) + Ky EDyw(t) (4.25)
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La représentation dans l'espace des pseudo-états en boucle fermée, formée par (LI18), (£24])
et (AL.25) est donnée par

DoX(t) = (A+AA) X(1) + (Bu + AB.) w(t) + Buu(!) (4.26a)
e(t) = CX(t) + Dyw(t) (4.26b)
ol
~ [ t ~ A BuKu _BuKu
Tm=""|, AT |
_6(t) @1 N
_ [ o - 0
Bw - s 9 BU - bl
\RB,, — JD, O
c=lo In], D, = —ED,,
AA = M,FN,, AB, = M,FN,,
et
— M, - -
M, = N, = [NJC 0} Ny = Ny
RM,
avec

©, = NR+.JC, — RA
0, = H — RB,
03 = ByKuyEDy + By

A partir de la présentation précédente, nous pouvons énoncer la proposition suivante.

Proposition 4.3.1. Le systéme ([L20) génere une commande basée sur un observateur Hs, pour

le systeme ([LI8), tout en respectant les Définitions [14-1] et [I..2 pour toute initialisation du
vecteur des pseudo-états x et d’estimation & [LHO1, HL09, HLTM13/, s’il existe des matrices N,

J, H, E et K, telles que
i) Le gain Lo de la boucle fermée (@26 est borné par v > 0.
ii) NR+JCy— RA=0
iit) H = RB,
avec R =1I,, — EC,,.

Remarque 4.3.1. Si la condition est satisfaite, le terme B, disparaitra de l’expression du
systéme (.26]). De plus, le systeme (4.I]) aura une structure similaire & celle de (£.26) ot le vecteur
x et la sortie a contréler z seront remplacés par le vecteur augmenté X et l'erreur d’estimation

e, respectivement. °
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En utilisant la définition de la matrice R, I'expression de ©; et l'item [ii)[ de la proposition
431l nous obtenons

N =Ay — ZBy (4.27)

C,
mmAN:AZ:P(E}&W:LZIaK:J—NE
Yy

Remarque 4.3.2. La matrice J peut étre calculée & partir de la connaissance de la matrice K
et des matrices N et F. °

Avant de déterminer les matrices K, et Z du controleur et de I'observateur respectivement,
nous introduisons ’hypothése suivante

Hypothése 4.3.2. Les paires (Cy, A) et (A, B,) sont supposées satisfaire les conditions suivantes

rang (

rang ([)\I —A Bu]> =n (4.29)

A - A
Cy

):n (4.28)

et

pour toute valeur propre X de la matrice A telle que X € C et |arg(\)] < o 7.

A partir de I'équation ([{27), on peut voir qu’il existe une matrice de gain Z telle que
la matrice IV est une matrice Hurwitz, c-d-d que toutes les valeurs propres de N satisfont
larg(A(NV))] < aF. Le lemme suivant donne la condition d’existence de la matrice Z.

Lemme 4.3.1. [BDZR17] 1l existe une matrice de gain Z telle que N définie par [’équation (427

est une matrice de stabilité, c-a-d toutes les valeurs propres de N satisfont |arg(A(IV))| < aF, si

et seulement si la condition de rang donnée par l’équation [A28]) est satisfaite pour toute valeur
s

propre A de la matrice A telle que A € C et |arg(A\)| < o 5.

Démonstration. 11 a été montré dans [ZDG96| que la condition (L28)) est satisfaite pour toute
valeur propre X de la matrice A avec A € C et |arg(A\)| < o F s'il existe une matrice Z telle que
toutes les valeurs propres de A — ZC,, soient dans ce domaine de stabilité.

Soit A une valeur propre de la matrice A. Nous allons montrer que la paire de matrices
(Bn,An) satisfait la méme condition de rang que la paire (Cy, A) ([@28). Nous avons

N (7 0 o|l [ar—4
rang< B N > =rang | (Cy, I O CyA
o 0 0 1] ¢
(A — A
= rang ACy
| Gy
[ 0| [x-a
=rang | (0 I =Xl ACy
0 I c,
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:rang< )

Ce qui termine la démonstration. °

A — A
Cy

La condition ([£.29) est nécessaire pour obtenir un gain K, tel que toutes la valeurs propres
de la matrice A + B, K, satisfont la condition |arg(A(A 4+ B, K,))| < aF.
A partir du systéme d’équation ([£27]), nous avons

N = Ax ZBy (4.30a)
K = 7By (4.30b)
E = 7ZBg (4.30¢)
R=Ap— ZBg (4.30d)
avec
1 0 0
By = ; Bg = ; Ag = Iy, Br =BpC = .
0 I c,
Les matrices J et H sont déduites a partir de (&30

J=K+NE (4.31a)
H= (I, — EC)B (4.31b)

En utilisant les relations (4.30al), (4.30b)), (£.30c]) et ({.31al), I'expression du terme JD,, peut

étre reformulée de la maniére suivante
JD, = ZBg + (AN — ZIBN)ZBEDW (4.32)
et O3 peut étre aussi simplifiée comme suit

03 = ByK,EDy + By,
= ByK,ZBpDy + B (4.33)

Les équations (A.32)) et (£33 contiennent des bilinéarités dans les termes ZBnZBgD,, et
B,K,ZBgD,, car Z et K, sont des matrices inconnues a déterminer. Pour éliminer ces bilinéa-
rités et afin de rendre le probléme d’optimisation convexe, nous imposons la contrainte suivante

ZBrDy =0 (4.34)

Pour que la contrainte (£.34)) soit satisfaite, il est nécessaire et suffisant que 1’équation suivante

ZBpD,, = [K E]

0
/| Pu=EDu =0 (4.35)

soit vérifiée.

En insérant 'équation (£30) dans ([@32]) et (£33), nous obtenons

JD,, = ZBg (4.36a)
O3 = B, (4.36D)
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Ainsi la matrice Z solution de la contrainte ([£.34)) est donnée par l'expression suivante

P

N

Z =27 (I -BpDy(BgDy)")
1
L 0 (I-DyDy)

I .
K E(I— D,D})
K

E| (4.37)

avec Z = [K E] est une matrice arbitraire de dimension appropriée. A partir de (£35]) et
[}

~ ~/_H
(@37), nous avons K = K et E = E (I — D, D).
De plus, la matrice RB,, — JD,, peut étre réécrite de la maniére suivante

RBy — JDy = Ay — ZOBry (4.38)
ou
Arj = ARrB, = By

_Dw

Brs =BrByw — BrDy =
C,B.,

Finalement, toutes les matrices de I'observateur (420) peuvent étre calculées si la matrice de
paramétrage Z est connue.
4.3.3 Synthése de la commande robuste basée sur un observateur H_
4.3.3.1 Approche basée sur la matrice Hamiltonienne

Dans ce cas, si les conditions [ii)| et de la proposition 3. T sont satisfaites, alors le systéme
augmenté (L.20) peut étre exprimé comme suit

Do [x(t)] _ < A+ B,K, -B,K, AA(t) o]) [x(t) Bu | ® (439)
e(t) 0 N RAA(t) 0 e(t) RB,
ou d’une maniére équivalente,
DoX(1) = (A+ AA(r)) X(t) + Bu(t) (4.40)
tels que
%) = [x(t)] G [AtBuK. —BuK, 5_ | Bu
e(t) 0 N RB,,
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M
RM

AA(t) = MF(t)N4 M =

Na=[Na 0]

Le théoréme suivant donne les conditions d’existence d’un controleur basé sur un observateur

de la forme (£20]).

Théoréme 4.3.1. Le systeme ([@L20) est un controleur basé sur un observateur Ho, pour le
systeme incertain ([LI8) avec un indice de performance d’atténuation de perturbation donné =y,
s’il existe deuxr matrices hermitiennes définies positives Py et Py, deux matrices X1 et Xs, et un
scalaire positif uy tels que 'inégalité matricielle suivante soit satisfaite

0y 0
R P (4.41)
x Qoo
ol
o [Sym{Z1(AP, + B,X1)} —B,K,
11 —
L * Sym{Z1(PANy — XoBy)}
a M PIINT By, .
12 = =
|| PaARM + XoBRrM 0 PyARBy + XoBrBy|
—wml 0 0 0
x —L7 0 0
922 — K1
* * —2I 0
* * * -1
avec
Ag = I, — AyC X, = K, Pyt
Bgr = ByC Xy = P27

Démonstration. La démonstration détaillée de ce résultat est omise. Cependant, cette démons-
tration peut étre obtenue en remplagant toutes les matrices du systéme A, By, N4 et M dans
I'inégalité (LH) par leur expression donnée dans le systéme augmenté ([£39) A, By, Nj et M
respectivement. Ainsi, I'inégalité (441 est obtenue par pré- et post- multiplication de I'inégalité

—1 -1
Py O P

ci-dessus par les matrices suivantes,
1 0

] respectivement, ot P(;ll =P. e

Nous pouvons remarquer que la condition d’existence d’une commande basée sur un obser-
vateur H, donné par I'inégalité (4.41]) est non convexe. Le produit comprend les deux matrices
de décision P; et K,, ainsi que la présence de matrices P; et son inverse P I conduisant a
une inégalité matricielle bilinéaire (BMI). L’inégalité (441 ne peut pas étre résolue pour (P,
Py, Xy, X5, K,) en méme temps. Par conséquent, nous proposons de résoudre ce probléme en
deux étapes. Nous commencons d’abord par la résolution de la premiére composante 211. Apreés
l'obtention des matrices P; et X; solution de Sym{Z1(AP; + B,X1)} < 0, qui sont remplagées
dans l'inégalité (£.41)), nous conduit & une LMI.
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4.3.3.2 Approche basée sur le lemme de KYP

Dans cette section, la synthése d’une loi de commande basée sur un observateur H,, sera
traitée. Tout d’abord, en tenant compte des conditions [ii)| et [iii)| et des équations (£27)) et (£37),
les matrices du systéme en boucle fermée ([A.26]) deviennent

i- A+ B, K, —B,K, B o By,
B 0 A— ZOBy Y By — ZOBpy
Eu =0, 5 = {0 In] 5 ﬁw =0,
AA(t) = M,F(t)N,, AB(t) = M,F(t)N,
et
__ M, ~ _
Mx: ~ ) NJ:: |:Ng3 0] ) Nw:Nw
(In, — E®2Cy) M,

Ainsi, la synthése d’une loi commande robuste basée sur un observateur H,, se réduit a
trouver des matrices Z et K,. En notant qu’une fois la matrice E est déterminée, on peut
déduire facilement la matrice H a partir de 'équation ({31D)).

De plus, en se basant sur le lemmes [£.2.3] et £.2.4] 1a stabilisation du systéme DU-FOS (4.I8])
peut étre transformée en un probléme d’optimisation en calculant la norme H., du systéme

(E.24).
4.3.3.2.1 Casou:0<a<l1

Théoréme 4.3.2. Sous Uhypothese [£.53.3, le systeme [@20) est un controleur basé sur un ob-
servateur Hoo pour le systeme [AI8) garantissant un niveau de performance vy de rejet des per-
turbations, s’il existe une matrice W1 € C™*™ telle que R(¥1) # tan(0)I(V1), et une matrice
symétrique définie positive Wy = U5 € R™™", deux matrices IC,, et Z, et un scalaire positif i,
telle que l'inégalité matricielle suivante

[01211 01212] .
5} 5} * b))
01911 0112] 012422 <0 (4.42)
* 01022 T1 01X =Ty 0
014 (e |
est satisfaite pour un ordre fractionnaire 0 < a < 1, ot
01211 = Sym
0 TQA — ZOBy
M, VN,
012512 =
YoM, — Z:0,Cy M, 0
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U NI 0 0 0 0 By,
0 I YoB,y — ZOBp;
—Lr 0o 0o 0o 0 0 ]
1
«  —wml 0 0 0 0
* * -l 0 0 0
01222 =
* * * —vI 0 0
1
* * * * — 3 0
* * * * * —yI + Ay
et
01X4:[—KZB{ 000O0UO0O 0]
mYi=[0 100000 0
avec
T, =Wy + 7700 Yo = 2cos(6) ¥y

De plus, les matrices K, et Z sont données par
K, =K, 7! Z=";'z

Remarque 4.3.3. Notez que la matrice T; = /¥ + e 7%%; doit étre non singuliére. Pour
cela, la partie réelle de la matrice ¥y doit étre choisie comme suit

R(W1) # tan(0)I(P;) (4.43)

Démonstration. Tout d’abord, nous considérons la structure suivante pour la matrice W

v, 0
w pu—
0 Uy
o Uy € C™*" et Wy = Wi € R™7,
On en déduit que
, N 0F, + =100, 0
GO 40 = [T T | (4.44)
0 (€7 + e719) T,
T 0
=" (4.45)
0 Ty

oit (e/? + e77%) = 2cos(h). o
En remplagant les matrices A, By, N, Ny, et M, dans l'inégalité (£11)), par A, By, Ny, Ny
et M, respectivement, données dans le systéme en boucle fermée ([£.26), 'inégalité (4.11]) devient
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4.8. La commande basée sur un observateur

O C)
0O 0dn| (4.46)
* 01022
ou
AT + B,K, —B, K, ;!
01011 = sym 1 = 1
0 AT;! — ZOBNT;

Les termes (1012 et 1099 peuvent également étre réécrits sous la forme suivante

TN
0

U N
0

M,
01012 = ~
(In — E<I>20y)Mx

*
T 0 B
00 [0 In] b w
0 15 By — ZOBry
et
—-7 0 0 0 0o ]
11
* —ul 0 0 0
01022 = * | 0 0
* * * —ﬁ] 0
| x * * * -1+ Ag
I 0 0
En pré- et post- multipliant l'inégalité (440 par les matrices suivantes | [0 Yo et
0 1
T
I 0
0 Ty , respectivement, nous obtenons
0 1
T
E) ) L0l 1,0 ) ol
01911 01(:)12 “lo 1, 01911 01@12 0 T <0 (4.47)
* *
0122 0 I 01922 0 I
ol
01211
~ AT, + B,K, 0
01011 = sym
0 ToA — ZOBy
Olill
0 —B,K,
* 0
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M,
YoM, — Z,®,C, M,

TN
0

01012 =

U N 0 0 0 0 By
0 I YyB, — ZOBp;
01022 = 01022 = 0152
- -
—mf 0 0 0 0 0
« —ml 0 0 0 0
* * —uil 0 0 0
01222 =
* * * —~1 0 0
* * * * —ﬁ] 0
* * * * * —~vI + Ao

ot Z = |:Zl 32] — Vo7 et Ky = K, Ty
En effet, I'inégalité (A47]) peut étre représentée comme étant une somme d’une matrice avec

des nouvelles variables de décision K, et Z, et une matrice contenant les variables K, et Z tel
que

01011 01012

2 (4.48)
* 01022

py )y Y1 0
01411 01«12 + 01411 < 0
* 01222 *

Maintenant, nous pouvons utiliser le lemme [1.4.2] pour éliminer les variables K, et Z. Par
conséquent, nous obtenons

01211 0 .
[ ] =sym{ Xy 01V}
* 0
oot [=1: 0 17 1) ox
- 1 0144 — 11 1 0144 (449)
014 0 -1 014
ou
X =|-KIBI 00 00 0 0 0 (4.502)
ai=1[0 1 00000 0 (4.50b)

Finalement, en appliquant le complément de Schur, nous obtenons l'inégalité (4.42]), ce qui com-
pléte la démonstration. °

4.3.3.2.2 Casou:1<a<?2

Théoréme 4.3.3. Sous Uhypothese[].3.2, le systeme [{20) est un controleur basé sur un obser-
vateur Hoo pour le systéeme [@I8) garantissant un niveau de performance ~y de rejet des pertur-
bations, s’il existe deux matrices hermitiennes définies positives Py et Py, deur matrices IC,, et
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Z, et un scalaire positif p1, afin que linégalité matricielle suivante

12211 12212
* 12222

] [12X5TP1 12375T}

<0 (4.51)
-P 0

0 —-P

soit satisfaite pour un ordre fractionnaire 1 < o < 2, ot

0 | AP + ByICy 0
12211 = sym « €/
0 PA— ZOBy
M, PNT
12212 = ! el
PyM, — Z992Cy M, 0
0 B,
el?1 P,B,, — Z®Bpry

S ;

—mf 0 0 0 0 0
* —pp 1 0 0 0
* * -l 0 0 0

12292 =
* * * —I 0 0
* * * * —ﬁ] 0
* * * * * —vI + Ay
et
Py 12X5 = [—e—j%{Bf 00 0O0UO0O 0}
12375:[01000000}
avec

Ar=1,— AgC Br = BgC
De plus, les matrices gains K,, et Z sont données par
K, = K.P! Z="pPylz

Démonstration. La démonstration est omise car elle est similaire & celle de la sous-section [4.3.2]
[ ]

Remarque 4.3.4. On peut remarquer que les inégalités (£42]) et (E5I) sont non linéaires a
cause de la présence du scalaire p; et son inverse ufl. Cependant, pour un scalaire positif
fixé, les inégalités (A42]) et (L5 deviennent des LMIs qui dépendent uniquement des variables
Py, Py, Uy, Uy, Ky, Z et le niveau de performance v du rejet des perturbations. Pour contourner
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ce probléme de choix du scalaire 11, nous utilisons la méthode des grilles proposée dans [LF97].
Pour cela, nous commengons par réaliser le changement de variable suivant & = p1/(1 + p1)
ce qui implique que p; = &1 /(1 — &)). 1l est facile de remarquer que pq > 0 si et seulement si
&1 €]0,1[. Ensuite, nous divisons l'intervalle |0, 1] soit en échelle normale ou logarithmique. Par
la suite, nous affectons a la variable &1, les valeurs obtenues par la subdivision de I'intervalle
10, 1[, d’'une maniére itérative. Puis, en remplagant p; par la nouvelle valeur a chaque itération
dans lexpression ([£42)) et (L5I]), on obtient des problémes d’optimisation convexes impliquant
des conditions LMI. Ces derniéres, peuvent étre résolues de maniére efficace, en utilisant un des
outils de résolution des LMI pour chaque valeur &; dans 'intervalle |0, 1[. .

Remarque 4.3.5. Dans le cas, oil les incertitudes sont égales a zéro, on peut remarquer qu’il
n’est pas nécessaire de linéariser les inégalités matricielles obtenues, ceci est di & la non-existence
des scalaires p; et leurs inverses. °

4.3.4 Lien avec la synthése de lois de commande H, par retour de sortie
dynamique

Dans cette section, nous allons présenter une comparaison entre les résultats présentés dans
cette section et I’approche de conmmande utilisant un retour de sortie dynamique présentée dans
[FFSS13|. Pour une simplification, nous considérons le cas ou AA(t) = 0. Le systéme considéré
dans [FFSS13] est de la forme

D%x(t) = Axz(t) + Byu(t) + Byw(t) (4.52a)
y(t) = Cyz(t) + Dyw(t) (4.52b)
z(t) = Cx(t) + Dyu(t) + Doyw(t) (4.52¢)

avec D = 0.
Dans [FFSS13], 'objectif est de concevoir un contréleur dynamique d’ordre fractionnaire K

de la forme
D%xy(t) = Agx(t) + Bry(t) (4.53a)
ug(t) = Crzy(t) + Dry(t) (4.53Db)

Dans ce cas, la représentation en boucle fermée devient

)
Q
=
=
S~—
Il

A&(t) + Buw(t) (4.54a)
2(t) = Ci(t) + Dw(t) (4.54b)

ou

avec

A+ B,DyC, B,C}
BC, Ak

(B, + ByDiD.,
By Dy
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¢=|c.+D.DC, D.C;
D = D.,y + D.DyD..

L’objectif dans la référence [FFSS13| est de concevoir un controleur K tel que HTE&H <,
ol =1 est un nombre réel positif, autrement dit

121l
[wll,
Par contre, notre objectif est de concevoir un controleur basé sur un observateur Hn, ([A20]),
ce qui nous a conduit & obtenir la boucle fermée suivante

DX (t) = AX (t) + Byw(t) (4.56a)
e(t) = z(t) — 2(t) = CX(t) + Dyw(t) (4.56b)

<m (4.55)

ott les matrices X (1), A, By, C et D,, sont données par (£240).
Ainsi, I'objectif ici est de trouver un contrdleur basé sur un observateur (£.20) tel que HTech H <
72, OU 2 est un nombre réel positif, autrement dit

el
[wll,

Il est facile de constater que les objectifs du (£55]) et (4.57) sont différents. Pour cela, afin de
comparer notre approche avec celle présentée dans [FFSS13], nous allons introduire une nouvelle
variable z(t) donnée dans I’équation ([A.52d). Dans ce cas, le systéme (AL506]) devient

< 72 (4.57)

DX (t) = AX(t) + Byw(t) (4.58a)
e(t) = CX(t) + Dyw(t) (4.58b)
2(t) = C.X (t) + D.w(t) (4.58¢)

ol
C.=|C,+D.K, —D.K,

Dz = Dzw

Le probléme posé ainsi, est de résoudre

5P
02 oy (4.59)
[[wll,

D’aprés la sous-section [£.3.3], en tenant compte de la remarque [£.3.5] nous obtenons le Théoréme

suivant

Théoréme 4.3.4. La fonction de transfert du systéme donnée par ({{.58d, [{.58d) avec 1 < a < 2
a une norme Hyo bornée par vy, s’il existe deur matrices hermitiennes définies positives Py et Ps,
deux matrices IC,, et Z, telle que l'inégalité matricielle suivante

12211 12212
{12/\75 12376T]
* 122322
P 0
! 0 <0 (4.60)
0 I
*
I 0
0 _
0 P
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}

By
PyB,, — ZOBp;,

soit satisfaite, o

AP; + B, K, 0
0 fﬁ/4——2§¢ﬁBN

12211 = sym {eje

(Pt + D.K)
0

12212 =

—~I D
12292 = [ 7 Zw]

* —~I
et

—e KTBI 0 0 0
0 I 00

avec
Ar=1,— AgC Br = BeC

D’autre part, les matrices gains K,, et Z, du controleur et de [’observateur Hy, sont données
par

K, = K,P! Z =Pz

4.4 Exemples numériques

4.4.1 Approche basée sur la matrice Hamiltonienne

Considérons le systéme d’ordre fractionnaire incertain perturbé décrit par

Log(t) = 010 x 0 u ! w a
D 2x(t) <L5 o0 AA(t)) (t) + 05 (t) + [0.25] (t) (4.61a)
y(t) = [1 o} () (4.61b)
La matrice d’incertitude AA(t) est donnée par
0.1 -0.5 -01 0
AA(t) = MF(t)Na = [0.25 04 ] F(t) [ 0 0'5] (4.62)

ou F(t) = diag(0.15sin(25¢), 0.15sin(25¢t)).
Ainsi, la condition d’inégalité (4.4I]) peut étre résolue en utilisant une procédure en deux
étapes. Les résultats obtenus pour v = 0.41 sont donnés par
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P =

375.02 —27.3 20449 —0.025
—27.3 189 —0.025 26.4]’
14460 2024.2 —14460 —202.37
a [198.19 568.19 —198.18 56.54]

}, Xy = [—12342 970.71] P =

Dans ce cas, le contréleur basé sur un observateur est donné par

s | =07 —3e—06 0. X

Dn(t) = [—0.01 —21.7 ]WH [0.5] ©) (4632)
—Te — 07

[ " ]y(t) (4.63b)

2(8) = n(t) + [1 0.2] y(t) (4.63¢)

u(t) = [—32.6 4.3] () (4.63d)

La figure (4.2]) représente la réponse en boucle ouverte du systéme (L61]). Les figures (4.3H4.0)
montrent les performances obtenues par la commande basée sur 'observateur H,, proposé. Les
états réels sont présentés avec leurs estimations et les erreurs d’estimation obtenues en utilisant
la méthode proposée dans ce paragraphe. Il est clair que 'estimation du vecteur pseudo-état z:(t)
converge vers x(t).

Nous pouvons constater dans les figures (L3HL6]) que la perturbation w(t) est activée dans
I'intervalle de temps entre cinq et dix secondes. Dans cet intervalle, 'estimation & (¢) poursuit le
pseudo-état actuel z(t) avec une erreur qui ne dépasse pas 0.25. Ceci est en accord avec la faible
valeur du critére d’atténuation v = 0.41 du signal de perturbation w(t) donné dans la Figure

41l

Amplitude

0 5 10 15 20 25
Time (s)

FIGURE 4.1 — Le signal des perturbations exogénes w(t)

4.4.2 Approche basée sur le lemme de KYP
4421 Casoul<a<l1
Considérons le DU-FOS décrit par la représentation suivante

o5, (12 1
b (t)_<[0.5 0

0

0

+ AA(t)) x(t) + 05

u(t) + [ ] w(t) (4.64a)
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x 10

15 :
— x1
X2
5 101 1
=
£
g
<
5 4
0
0 1 2 3 4 5
Time (s)
FIGURE 4.2 — L’évolution de z1(t) et x2(t) du systéme
1.5 . . .
@ ()
A — (O
0.5
]
E
= 0 ]
a
g
< -osf ]
-1
—1.5} -
_z . : :
o 5 10 15 20 25
Time (s)

FIGURE 4.3 — L’évolution du pseudo-état z1(¢) et son estimation Z1(t)

0.25

0.1

0.05[ .J. .\

Amplitude

-0.05 ; u

—-0.1f

-0.15 : '
0 10 15 20 25
Time (s)

FIGURE 4.4 — L’évolution du pseudo-état za(t) et son estimation Za(t)
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x 107
8 : : :
6 - B
g 4r
Z
E 2
<
0
-2
—< L L "
0 5 10 15 20 25
Time (s)
FIGURE 4.5 — L’évolution de lerreur d’estimation e (t)
0.1 . . :
0.05 |
0
9
=]
= ~0.05
[o)
g
< -0.1
~0.15
—0.2
~0.25 : - '
0 5 10 15 20 25
Time (s)
FIGURE 4.6 — L’évolution de l'erreur d’estimation es(t)
y(t) = [1 0] (1) (4.64b)
ot les incertitudes sont de la forme
0.5 0.01 01 O
AA(t) = M F(t)N, = F (4.65)
0 -04 0 0.25

avec F' = diag(0.75,0.75).
Les perturbations w(t) sont données dans la figure [L.7
En appliquant le théoréme .32l nous pouvons vérifier la faisabilité de 'inégalité (£42]). Les

résultats obtenus pour v = 1.0003 et p; = 0.0012 sont donnés par

- 0.4878  —0.21437 - [ 10787  —568.78
1: 3 2:
—0.21437  0.01308 | —568.78  31.702
[4.2059¢5  —13554
Ku = |-730.00 —3.2474] : z =
| 13152 728.34
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Ainsi, nous pouvons déduire le gain du controleur et le paramétre matriciel de ’observateur
comme suit

Ky =K1 = [~13111 —2307.1]

1126.7 —0.83419
Z=";'Z= [ ]

20629 8.008

Finalement, le controleur basé sur I'observateur est donné par

11985  3.66%4 1.8342
D%n(t) = [ ] n(t) + [ ] u(t)

~20621 —16.016 ~8.008

2097.5
+ t 4.66a
[37703]?/() (4.662)

—0.83419

#(t) = nt) + t 4.66b
(t) =mn(t) [8.008 ]y( ( )
u(t) = [—131.11 —2397.1] 2(t) (4.66¢)

Les figures montrent les performances et la robustesse de la commande basée sur
I'observateur H, proposée. Les figures .10 et [£.1T] montrent la convergence des pseudo-états
estimés vers les pseudo-états réels. Les figures et [L.14] montrent les évolutions des erreurs
d’estimations e et es.

Ces derniéres sont agrandies (I3l et [L.10]) sur l'intervalle de temps ¢ € [4,11], afin de montrer
I'influence de la perturbation w sur les erreurs d’estimation e et eo. En premier lieu, les erreurs
d’estimation convergent vers zéro, en dehors de la région ou la perturbation w est activée. En
revanche, l'effet de la perturbation w sur les erreurs d’estimation est minimisé par rapport a
I’amplitude de la perturbation w, voir Figure 7]

Par conséquent, nous avons montré a travers les figures THETE] que le controleur basé sur
un observateur H, stabilise robustement le systéme ([A64]) via la commande donnée dans les
Figures B8 et [£.9] avec un niveau de rejet des perturbations ~.

4.4.2.2 Casoul<a<?2

Dans cet exemple, nous utilisons les résultats obtenus dans la section £.3.4] pour comparer
les deux méthodes.

Considérons un systéme instable G(s) représenté dans la Figure Ce systéme est décrit
par le modéle suivant

DYz, (t) = Agxy(t) + Byu(t) (4.67a)
y(t) = Cyz, (1) (4.67h)

Les fonctions de pondération considérées Wi(s) et Wa(s) comme le montre la Figure [£.10]
ont la représentation suivante dans I’espace des pseudo-états

DY (t) = Az (t) + Br(w(t) — y(t)) (4.68a)
21 (t) = Clml(t) + Dl(w(t) — y(t)) (4.68b)
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FIGURE 4.7 — Le signal des perturbations exogénes w(t)
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FIGURE 4.8 — Le signal de commande u(t)
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FIGURE 4.9 — Zoom sur I’évolution du signal de commande u(t) durant I'intervalle t € [4, 11]
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10

o
(@]

-20 1

-30 1

Amplitude

40} ,

-50 1

_60 1 1
0] 5 10 15 20
Time (s)

FIGURE 4.10 — Evolution du vecteur x;(t) et de l'estimation #;(¢) en boucle fermée

A4

.......... xo (t)
3| —&2(2)
Q
£
g
< 1 L .
-1 : : :
(6] 5 10 15 20

Time (s)

FIGURE 4.11 — Evolution du vecteur x2(t) et de I'estimation Z2(t) en boucle fermée
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FIGURE 4.14 — Evolution de l'erreur d’estimation eg(t)

D1'25x2(t) = Agxg(t) + Bgy(t) (4.69&)
z(t) = Coza(t) + Day(t) (4.69b)

Le probléme de contrdle du systéme ([A.67)) avec les contraintes de pondération imposées (Z.68])
et ([4.69) peut étre reformulé comme étant un probléme d’optimisation H, (£52)) (Voir [FFSS13|

pour plus de détails).
Les matrices qui définissent la représentation dans I'espace des pseudo-états (£64]), (L6])) et

(£69]) sont données par

[—05 —1
Ay = ] , A = 1, Ay = —2,
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FIGURE 4.15 — Zoom sur I’évolution de l'erreur d’estimation ey(t) durant Uintervalle ¢ € [4,11]
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FIGURE 4.16 — Le systéme en boucle fermée

Cy = [2.5 o] : Cy = 1.2744, Cy = 6.965,
D, =0, D, = 0.0216, Dy = 1.99¢°.

Le probléme d’optimisation (£60) donné dans le théoréme [£.3.4] est résolu pour la valeur de
v = 2.3093. Alors que pour I’approche proposée par [FFSS13] nous obtenons v, = 3.9071.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la synthése de la commande basée sur un observateur
H., garantissant la stabilisation robuste du DU-FOS. Les conditions d’existence d’une telle
commande ainsi que la robustesse vis-a-vis des incertitudes et des perturbations ont été étudiées.
Ces conditions sont données sous formes d’inégalités matricielles. L’observateur robuste avec
performance H,, synthétisé, assure la stabilisation de la boucle fermée et minimise 'effet des
perturbations malgré que le systéme est incertain et soumis & des perturbations. Enfin, des
exemples numériques ont été proposés pour montrer l'efficacité des méthodes proposées.
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Conclusion générale

L’ensemble de ce travail de thése est consacré aux systémes d’ordre fractionnaire avec et sans
retards. Le travail développé dans les chapitres de ce manuscrit concerne cette classe de systémes
et se divise en quatre parties, qui sont ’analyse de stabilité, la synthése d’observateurs dans le
cas nominal, la synthése d’observateurs robustes et la conception de lois de commande basées sur
les observateurs obtenus. Dans ce qui suit, nous résumons nos contributions et nous proposons
quelques perspectives.

Il a été démontré que la stabilité d’un systéme fractionnaire a retards variant dans le temps
peut étre analysée en se basant sur les approches temporelles de type Lyapunov. En effet, la
condition obtenue offre un cadre de travail approprié pour I’étude et la conception de différents
types d’observateurs pour ces systémes.

Dans un deuxiéme temps, le probléme de conception de différents typesd’observateurs, d’ordre
plein, réduit et fonctionnel pour des systémes d’ordre fractionnaire a été traité. Des conditions
nécessaires et suffisantes de convergence de I'erreur d’estimation ont été obtenues grace a 'uti-
lisation d’'une LMI dans le cas o 1 < o« < 2 et d'une GLMZ dans le cas ou 0 < a < 1. De
plus, dans le cas de présence de retard variant dans le temps dans la dynamique de cette classe
de systémes, une méthodologie de construction d’observateurs fonctionnels a été présentée. Des
conditions d’existence de ces observateurs ont été obtenues sous forme de contraintes a satisfaire.
Puis, en utilisant 'analyse de stabilité, une condition suffisante permettant d’assurer la stabilité
de erreur d’estimation sous forme de LMI a été déduite.

Dans le troisiéme chapitre, le cas des systémes d’ordre fractionnaire a retard variant dans le
temps en présence de plusieurs types de perturbations (endogénes ou exogénes) a été considéreé.
Différents observateurs ont été proposés pour ces systémes. Tout d’abord, nous avons étudié le
probléme de conception des observateurs pour cette classe de systémes. Des contraintes algé-
briques sous forme de systéme d’équations & résoudre ont été obtenues a partir de ’analyse de
I’erreur d’estimation. Par la suite, le probléme de conception d’observateurs a été réduit a la
détermination d’une matrice de paramétrage. Le probléme de la détermination de cette matrice
de paramétrage a été formulé en un probléme d’optimisation donné sous forme des LMI. Ces dif-
férentes classes d’observateurs synthétisés peuvent étre utiles par la suite afin de générer des lois
de commande basées sur observateurs pour ces systémes, ainsi que pour la détection de défauts
et le diagnostic. Des exemples numériques ont été présentés pour illustrer toutes les procédures
présentées dans ce manuscrit.

Dans le dernier chapitre, le probléme de synthése de commande robuste basée sur un obser-
vateur avec des performances de type H,, qui assure la stabilisation robuste du DU-FOS a été
abordé. Les conditions d’existence d’un tel observateur ont été obtenues, ainsi que la stabilisa-
tion robuste satisfaisant ’exigence de performance en boucle fermée en présence d’incertitudes
et de perturbations a été étudiée. En se basant sur les contraintes algébriques dérivées de ’ana-
lyse de la dynamique d’erreur d’estimation, des conditions suffisantes assurant les exigences citées
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Conclusion générale

auparavant sont déduites. Ces conditions sont données sous formes d’inégalités matricielles. L’ob-
servateur robuste avec performance H,, synthétisé, assure la stabilisation de la boucle fermée et
minimise 'effet des perturbations sur le systéme et I'erreur d’estimation malgré que le systéme
est incertain et soumis a des perturbations bornées. Enfin, des exemples numériques ont été
proposés pour montrer efficacité des méthodes proposées.

Les perspectives de ce travail peuvent étre dans I'extension de nos résultats aux systémes
non linéaires d’ordre fractionnaire. Des sujets importants dans la pratique qui sont la détection,
la localisation des défauts et le probléme de commande tolérante aux défauts et sur lesquels il
n’existe que peu de travaux dans le cas des systémes d’ordre fractionnaire.
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Inégalités matricielles linéaires et
compléments mathématiques
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A.1 Normes vectorielles et matricielles

A.1.1 Relations sur les normes vectorielles et matricielles

La norme euclidienne, aussi appelée norme 2 ou norme de Frobenius, du vecteur x € C" est

2

el = llzlly = llzllp = Vae = (Z |sz2> : (A.L1)
i=1

La décomposition en valeurs singuliéres de la matrice A € C"*"" est définie par

A=USVH (A.1.2)

ot U € C™ ™ et V € C™ ™ sont des matrices unitaires (UU? =UHU =1, et VVH=VHV =1,
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et S est une matrice diagonale donnée par

0 UQ(A) . . : —
S Or m—r
S=1 : : = 8 (A.1.3)
' ' OTL*TXT‘ O'I’L*T‘me'r‘
0 o.(A) 0
0 | Mo—

avec S € R™™, rang(S) = 7, 0;(A) > 0 et 0;11(A) = N1 (AHA) > 0;(4) = N (AT A),
i=1,...,r.Sii=min(n,m) > r, alors 0;(A) = 0.

La norme euclidienne, aussi appelée norme de Frobenius, de la matrice A € C"*™ est donnée
par

=
[,

min(n,m)

n m
2

Al = [Allp = ZZ |4i ;] = or(A) | = 4/tr(AHA). (A.1.4)

i=1 j=1 k=1

La norme 2, aussi appelée norme 2 induite, de la matrice A € C"*™ est donnée par
[[Az(ly
|All, = max [|Az|, = max = Omax(A). (A.1.5)
2T el=t T gl flefly, ™

La norme 2 vérifient les inégalités suivantes (avec A € C™*™, B € C™"™ et C € C™*P)

[HJ85]

[A+Bly < [[Ally + 1Bl (A.1.6a)
[ACHy < (Al 1€l (A.1.6b)
1ALl < 1Al < Vi llAll, (A.1.6¢)
1Al = lTAV];, (A.1.6d)
max(|Ai ) < [|Ally < vnmmax([Aq;)), (A.1.6e)
max([Ai(A)]) <[4y, (A.1.6f)
ou U et V sont des matrices unitaires.
A.2 Pseudo-inverses et solutions des équations linéaires
Les relations présentées dans cette section sont extraites de [RM71, BG74, YTT11].
A.2.1 Solutions d’une équation linéaire et pseudo-inverses
Soit A € €™, At € €™ est une pseudo-inverse de A si
A=AATA. (A.2.1)
La pseudo-inverse A vérifie
rang(A") > rang(A) = rang(AA") = rang(ATA) = rang(ATATA4). (A.2.2)
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A.2. Pseudo-inverses et solutions des équations linéaires

Toutes les pseudo-inverses X = At sont paramétrées par
X =A"4U - ATAUAA! (A.2.3)
ou par
X =A"+V(I, — AA") + (I,, — ATAYW (A.2.4)

on U e R™™ Ve R™™ et W € R™" sont des matrices arbitraires.
AAT est un projecteur sur Im(A) le long de W et ATA est un projecteur sur V le long de
ker(A) avec

Im(AAT) = Im(A), (A.2.5a)
ker(AA") = Im(I, — AAT), (A.2.5b)
ker(ATA) = ker(A) =Im(l,, — ATA), (A.2.5¢)
R" = Im(AA") @ Im(I, — AAT), (A.2.5d)
R™ = Im(ATA) @ Im(I,, — ATA). (A.2.5¢)
Soit A € C""™, B € CP*1 et C € C"*? L’équation linéaire
AXB=C (A.2.6)
a une solution X € C"™*? si et seulement si
AATCB'B=C (A.2.7)
ou si et seulement si
(I, - AAHC =0 et C(I,—B'B)=0. (A.2.8)
La solution générale de 'équation (A.2.6) est
X =A'CBY + 7z - ATAZBB! (A.2.9)
ou Z € C™*P est une matrice arbitraire.
En utilisant la propriété (A2.5al), la condition ([(A2.8) est équivalente a
Im(C) c Im(A) et Im(CT) c Im(BT) (A.2.10)

et donc est équivalente a la condition de rang suivante

B

rang(A) = rang({A CD et rang(B) = rang( o ) (A.2.11)

La décomposition en valeurs singuliéres d’'une matrice A peut étre utilisée pour construire
une pseudo-inverse AT de A. Si A € €™ et rang(A) = r, alors la matrice X

-1

s s
X=V 1] g (A2.12)

Sy 53

est une pseudo-inverse de A car A = AX A ot les matrices U, V et S sont définies dans (A-T.2)
et (A.13), les matrices S; € €™, Sy € C" ™" et S5 € C" "™ sont arbitraires.
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A.2.2 Pseudo-inverses réflexives

Soit A € €™, AT € C™*™ est une pseudo-inverse réflexive de A si elle vérifie (A2.) et
AT = ATAAT, (A.2.13)
La relation (A.2.2)) est remplacée par

rang(A") = rang(A) = rang(AA") = rang(AT A) (A.2.14)

et cette pseudo-inverse vérifie les relations (A.2.5al)-([A.2.5¢) en remplacant (A.2.5D]) par
ker(AAT) = ker(AT) = Im(I,, — AA™).
Toutes les pseudo-inverses X = AT sont paramétrées par
AT = A1 AA, (A.2.15)
o A; = AT et Ay = AT sont deux pseudo-inverses de A vérifiant (A2.T).
Si S3 = 5555 dans (A2.12), alors X = A™.
A.2.3 Pseudo-inverse de Moore-Penrose

Soit A € C™*™. A~ € C™*" est la pseudo-inverse de Moore-Penrose A si elle vérifie (A.2.1)),

(EZT3) et
AA™ = (AAHH, (A.2.16)
A=A = (A"A)H, (A.2.17)
La pseudo-inverse de Moore-Penrose est réflexive et unique.
Si S =0, S2=0et S3=0dans (A.2.12)), alors X = A~.
A.2.4 Condition d’existence d’une solution
Soit un systéme d’équations algébrique donné sous la forme matricielle suivante
XMy = M, (A.2.18)

Le lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de ’existence d’une solution
pour le systéme d’équation (A.2.18]).

Lemme A.2.1. [RM71] Le systeme (A2.18)) admet une solution si et seulement si la condition
susvante

M,
rang = rang M A.2.19

est satisfaite.

Si la condition de rang donné par 1’équation ([A.2.19)) est satisfaite alors la solution générale
est donnée sous la forme suivante

X = MM — Z(I — MyMT) (A.2.20)

oit M7 est I'inverse generalisé de la matrice M [RM71] (c-a-d M; = My M{ M) et Z est une
matrice arbitraire de dimensions appropriées.
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A.8. Inégalités matricielles linéaires (LMI)

A.3 Inégalités matricielles linéaires (LMI)

A.3.1 Lemme de Schur

Lemme de Schur s’agit d’un résultat préliminaire qui permettra, dans ce qui suit, de simplifier
des expressions matricielles.

Lemme A.3.1 (Lemme de Schur). [K.J72] Soit trois matrices réelles A= AT, B et C = CT,
alors

A

BT >0<=A>0etC—-BTA'B>0«<=C>0et A-BC'BT >0, (A3.1)

A B T 4+ +
>0<«<=A>0etC—-—B"ATB>0et B=AA"B

BT C©

C>0et A—BCtBT >0 et B=BCtC
A>0etC—BTATAA'!B >0 et B= AA'B
C>0etA—BC'CC'BT >0 et B= BC'C. (A.3.2)
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Résumé

Ce travail de thése concerne la synthése des observateurs et des lois de commande des systémes
d’ordre fractionnaire. Le document présenté est constitué de 4 chapitres :

Le premier chapitre du manuscrit de thése contient une introduction, traitant les notions ma-
thématiques de base et de stabilités des systémes d’ordre fractionnaire ainsi qu’une présentation
des différentes définitions. Les conditions de stabilités de ces systémes et quelques exemples de
systémes modélisés par des equations différentielles fractionnaires sont présentés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes intéressés a la conception de plusieurs types
d’observateurs dits d’ordre réduit, d’ordre plein et des observateurs fonctionnels pour les systémes
d’ordre fractionnaire avec et sans retards. Dans le cas ot il n’y a pas de retards dans la dynamique
du systéme, des observateurs d’ordres plein et réduit ont été synthétisé afin d’assurer I’estimation
des pseudo-états. Dans un deuxiéme temps, un observateurs fonctionnel a été synthétisé dans le
cas ol le retard est présent dans la dynamique du systéme.

Dans le chapitre 3, nous avons travaillé sur la synthése d’observateur pour les systémes d’ordre
fractionnaire incertains. Nos contributions sont classées en trois grandes lignes : premiérement,
quand le systéme considéré est affecté par des entrées inconnues, un observateur fonctionnel a
été proposé. En deuxiéme partie, des observateurs H,, pour les systémes d’ordre fractionnaire
avec et sans retards ont été synthétisés afin d’assurer la stabilité de l'erreur d’observation. Il
s’agit en fait de garantir une borne du gain Lo entre l'erreur d’observation et les perturbations
non mesurables affectant la dynamique du systéme : ce gain Lo est aussi appelé norme H.
Ce chapitre présente aussi la synthése d’'un observateur robuste vis-a-vis des incertitudes de
modélisation pour cette classe de systémes. Les conditions suffisantes de convergence des erreurs
d’estimations des pseudo-états obtenues sont établies sous la forme d’un ensemble d’inégalités
matricielles LMIs.

Le dernier chapitre du manuscrit est consacré a la commande basée sur les différents obser-
vateurs obtenus. Nous nous sommes intéressés & la commande basée sur un observateur pour les
systémes d’ordre fractionnaire. Cette commande est basée sur les observateurs proposés dans les
chapitres précédents. Des conditions de stabilité et des procédures de synthése sont présentées.

Mots-clés: systémes dynamiques d’ordre non entier, systémes a retard, commande, observation,
robustesse, fonctions de Lyapunov



Abstract

This work focuses on the synthesis of observers and the controller laws for fractional order
systems. The presented document consists of 4 chapters :

The first chapter of the theses manuscript contains an introduction dealing with the basic
mathematical notions and the stability analysis of fractional systems as well as a presentation of
the different definitions. The stability conditions of these systems and some examples of systems
modeled by fractional differential equations are presented.

In the second chapter, we were interested in the design of several types of observers of reduced
order, full order, and functional observers for fractional systems with and without delays. In the
case where there are no delays in the dynamics of the system, observers of full and reduced orders
have been synthesized in order to ensure the estimation of the pseudo-states. In a second step,
a functional observer was synthesized in the case where the delay is present in the dynamics of
the system.

In Chapter 3, we worked on observer synthesis for uncertain fractional order systems. Our
contributions are classified into three main lines : first, when the system under consideration is
affected by unknown inputs, a functional observer has been proposed.

In the second part, H, observers for fractional order systems with and without delays have
been synthesized to ensure the stability of the estimation error. It is a question of guaranteeing
a bound of the Lo gain between the observation error and the non-measurable perturbations
affecting the dynamics of the system : this gain Ly is also called Hy, norm. In last part of this
chapter, the synthesis of a robust observer with respect to modeling uncertainties for this class
of systems is presented. The sufficient conditions of convergence of the estimation errors of the
pseudo-states obtained are established in the form of a set of matrix inequalities LMIs.

The last chapter of the manuscript is devoted to the command based on the different ob-
servers obtained. We were interested in observer-based control for fractional order systems. This
command is based on the observers proposed in the previous chapters. Stability conditions and
synthesis procedures are presented.

Keywords: Non-integer order systems, time-delay systems, control, observation, robustness,
Lyapunov functions
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