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Résumé

Le travail présenté dans cette thèse porte sur l’estimation du flot optique par méthodes
variationnelles en petits et en grands déplacements. Nous proposons un modèle basé sur
la combinaison locale-globale à laquelle nous ajoutons la prise en compte des variations
de la luminosité. La particularité de ce manuscrit réside dans l’utilisation de la méthode
des éléments finis pour la résolution des équations. En effet, cette méthode se fait pour le
moment très rare dans le domaine du flot optique. Grâce à ce choix de résolution, nous
proposons d’implémenter un contrôle local de la régularisation ainsi qu’une adaptation de
maillage permettant d’affiner la solution au niveau des arêtes de l’image. Afin de réduire
les temps de calcul, nous parallélisons les programmes. La première méthode implémentée
est la méthode parallèle en temps appelée pararéel. En couplant un solveur grossier
et un solveur fin, cet algorithme permet d’accélérer les calculs. Pour pouvoir obtenir
un gain de temps encore plus important et également traiter les séquences en haute
définition, nous utilisons ensuite une méthode de décomposition de domaine. Combinée
au solveur massivement parallèle MUMPS, cette méthode permet un gain de temps
de calcul significatif. Enfin, nous proposons de coupler la méthode de décomposition de
domaine et le pararéel afin de profiter des avantages de chacune. Dans une seconde partie,
nous appliquons tous ces modèles dans le cas de l’estimation du flot optique en grands
déplacements. Nous proposons de nous servir du pararéel afin de traiter la non-linéarité
de ce problème. Nous terminons par un exemple concret d’application du flot optique en
restauration de films.

Mots clés : Flot optique, méthode variationnelle, méthode des éléments finis, variation
de luminosité, contrôle adaptatif, calcul parallèle, pararéel, décomposition de domaine.
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Abstract

The work presented in this thesis focuses on the estimation of the optical flow through
variational methods in small and large displacements. We propose a model based on the
combined local-global strategy to which we add the consideration of brightness intensity
variations. The particularity of this manuscript is the use of the finite element method
to solve the equations. Indeed, for now, this method is really rare in the field of the
optical flow. Thanks to this choice of resolution, we implement an adaptive control of the
regularization and a mesh adaptation to refine the solution on the edges of the image. To
reduce computation times, we parallelize the programs. The first method implemented
is a parallel in time method called parareal. By combining a coarse and a fine solver,
this algorithm speeds up the computations. To save even more time and to also be
able to handle high resolution sequences, we then use a domain decomposition method.
Combined with the massively parallel solver MUMPS, this method allows a significant
reduction of computation times. Finally, we propose to couple the domain decomposition
method and the parareal to have the benefits of both methods. In the second part, we
apply all these models to the case of the optical flow estimation in large displacements.
We use the parareal method to cope with the non-linearity of the problem. We end by a
concrete example of application of the optical flow in film restoration.

Keywords : Optical flow, variational method, finite element method, varying illumination,
adaptive control, parallel computation, parareal, domain decomposition.
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Introduction

L’estimation du mouvement est un thème de recherche très étudié depuis son introduction
dans le milieu du XXe siècle par le psychologue spécialisé en perception visuelle James J.
Gibson [51]. De nombreuses applications existent, comme par exemple en robotique pour
la détection d’obstacles, en informatique pour la compression d’images, en médecine pour
l’analyse de l’évolution ou de l’apparition de certaines pathologies, dans le domaine des
jeux vidéo pour l’amélioration du taux de rafraichissement des images, en ingénierie civile
pour l’analyse de mouvements de foules et du trafic routier ou encore dans le domaine de
la vidéo pour la restauration de films endommagés. Il existe actuellement de nombreuses
méthodes pour estimer le flot optique parmis lesquelles celles utilisant les équations aux
dérivées partielles et en particulier les méthodes variationnelles.

Dans le premier chapitre, nous faisons un état de l’art des méthodes variationnelles pour
la résolution du flot optique. Ces méthodes serviront de base aux modèles présentés dans
ce manuscrit. Nous introduirons également les problématiques liées aux variations de l’in-
tensité lumineuse [49], [29] ainsi que l’estimation du flot optique en grands déplacements.
Enfin, nous étudierons certaines méthodes permettant l’amélioration de la solution telles
que la méthode du contrôle local de la régularisation [15], la méthode nommée Coarse to
fine ou encore une stratégie de rapprochement itératif.

Le chapitre 2 introduira les différentes méthodes parallèles choisies afin de réduire les
temps de calcul. En particulier, nous présenterons une méthode de décomposition de
domaine ainsi qu’un algorithme de parallélisation en temps introduit par Lions, Maday
et Turinici [77].

Le coeur de notre travail débutera dans le chapitre 3 où nous étudierons l’estimation
du flot optique en petits déplacements en utilisant la méthode des éléments finis. Nous
commencerons par étudier le problème en supposant la luminosité constante entre les
images de la séquence. Dans un second temps, nous utiliserons un modèle se basant
sur les travaux de Gennert et Negahdaripour [49] prenant en compte la variation de
la luminosité. Dans le but d’obtenir une amélioration de la solution sur les arêtes de
l’image, nous appliquerons une méthode de contrôle local de la régularisation présentée
par Belhachmi et Hecht [15] utilisant un indicateur d’erreur a posteriori. Le chapitre sera
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INTRODUCTION

conclu par une étude des résultats obtenus à l’aide de nos modèles.

L’utilisation de la méthode des éléments finis étant plus coûteuse que la méthode des
différences finies utilisée par la majorité des auteurs, nous étudierons dans le quatrième
chapitre des implémentations parallèles de la résolution du problème du flot optique. Nous
commencerons par reprendre la méthode de parallélisation en temps introduite dans le
chapitre 2 afin de l’adapter au problème du flot optique. Dans un deuxième temps, nous
proposerons une parallélisation intuitive pour une séquence complète d’images consistant
à déterminer simultanément de nombreuses estimations du flot optique. Ensuite, nous
implémenterons une méthode de décomposition de domaine utilisant une méthode de
Schwarz. Pour finir ce chapitre, nous couplerons cette méthode de décomposition de
domaine avec le solveur massivement parallèle MUMPS afin d’obtenir une parallélisation
multi-niveaux et ainsi réduire les temps de calcul. Une combinaison avec la méthode
pararéelle sera également développée visant à bénéficier des avantages des deux modèles.

Les chapitres 5 et 6 reprendront les plans des chapitres 3 et 4 et viseront à étudier le
problème du flot optique dans le cas des grands déplacements. Le problème étant non-
linéaire dans ce cas, nous utiliserons une méthode itérative de point fixe ainsi qu’une
décomposition des variables afin de le linéariser. La prise en compte de la variation de la
luminosité ainsi que la stratégie du contrôle local de la régularisation seront également
implémentés.

Concernant les méthodes parallèles utilisées, nous implémenterons la méthode de dé-
composition de domaine, le pararéel ainsi que le couplage de ces deux méthodes afin de
réduire les temps de calcul. Dans le cas de la méthode pararéelle, nous nous servirons du
solveur fin afin de considérer différentes linéarisations du problème initial. Nous effectue-
rons les tests sur des séquences en grands déplacements ainsi que sur des photographies
réelles.

Dans le dernier chapitre, nous étudierons une application de l’étude du flot optique pour
la restauration de films. Après avoir déterminé le masque de dégradation de l’image
concernée, nous utiliserons les équations de Ginzburg-Landau permettant la reconstruc-
tion de l’image. Nous proposerons pour ce modèle, une méthode de parallélisation de
séquence similaire à celle introduite dans le chapitre 4.
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Chapitre 1

Etat de l’art

Sommaire
1.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Méthodes variationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 Luminosité constante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.1.1 Méthode Locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.1.2 Méthode Globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.1.3 Combinaison Locale–Globale . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.2 Méthodes adaptatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3 Généralisation du flot optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Flot optique avec luminosité variable . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.1.1 Transformation linéaire de la luminosité . . . . . . . . 12
1.3.1.2 Constance du gradient de la luminosité . . . . . . . . 13

1.3.2 Flot optique en grands déplacements . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.2.1 Luminosité constante . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.2.2 Luminosité variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 Optimisation des résultats : Coarse to fine . . . . . . . . . . . 16
1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1 Définition

Afin de définir le flot optique, nous reprenons l’analyse d’image proposée par Aubert et
Deriche [8]. Considérons l’exemple concret d’une séquence prise dans une rue (voir figure
1.1).

Une première approche permettant de comprendre la différence entre ce que nous obser-
vons et le mouvement réel en trois dimensions est de voir la caméra comme un modèle
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1

2
3

4

5

Figure 1.1 – Exemple de séquence. Quatre objets sont en mouvement. 1 : un piéton, 2
et 3 : deux voitures, 4 : un van. 5 est une voiture immobile mais implique une variation
de luminosité dûe au bruit.

projectif et ainsi considérer le mouvement 2D du champ de vitesses sur l’image comme
la projection du champ de vitesses 3D des objets. C’est notamment le cas pour la voiture
3. Cependant, nous observons également derrière le véhicule que l’ombre de celui-ci se
déplace avec lui. Le déplacement perçu ne correspond dans ce cas à aucun mouvement
réel. C’est également le cas en présence d’objets réfléchissants lorsque la luminosité varie
rapidement avec la position, par exemple pour la vitre du van 4. Enfin, notons le problème
du bruit sur l’image. Par exemple, bien que la voiture 5 soit stationnée donc immobile,
des changements aléatoires de luminosité dus aux bruits présents sur la séquence se-
ront observés. Ainsi, suivant la définition communément acceptée donnée dans [8], nous
définissons le flot optique comme le champ de vitesses 2D décrivant les changements d’in-
tensité des pixels entre deux images successives d’une séquence. Nous allons voir dans la
suite comment traduire ce problème mathématicalement.

1.2 Méthodes variationnelles

Depuis son introduction par Gibson en 1966 [51], des modèles analytiques pour l’estima-
tion du mouvement ont été proposé [57,74,79]. Il a fallu cependant attendre le début des
années 80 pour voir apparaître les premiers algorithmes [6,12,21,33,63,69,80,90,92,98].
Il existe actuellement une bibliographie très riche dans ce domaine où de nombreuses
méthodes sont employées comme par exemple des méthodes par filtrage [18, 19, 47, 109],
des méthodes statistiques [108, 121, 122] ou encore des méthodes variationnelles traitant
le problème sous la forme d’un système d’équations différentielles [8, 28, 31,49,69,80,99,
103,119,120]. Nous renvoyons le lecteur intéressé vers [12] qui propose une comparaison
entre différentes techniques d’estimation du flot optique à l’aide de tests numériques,
ainsi que vers [97] qui est une mise à jour de ce dernier. Notre contribution s’inscrit dans
le sillage des méthodes variationnelles pour l’estimation du flot optique.
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1.2.1 Luminosité constante

Le point commun des méthodes variationnelles est qu’elles reposent pour la plupart sur
l’hypothèse de la constance de l’intensité des pixels au cours du mouvement. Plus préci-
sément, l’intensité d’un point reste constante le long de sa trajectoire. Cette hypothèse
est appelée la contrainte fondamentale du flot optique. Elle apparaît raisonnable dans le
cas des petits déplacements, les changements de luminosité d’une image à l’autre étant
faibles.

Nous considérons une séquence d’images successives et définissons Ω ⊂ R2 le domaine de
l’image. L’intensité d’un pixel (𝑥, 𝑦) au moment 𝑡 est définie par la fonction

f : Ω× [0, 𝑇 ] → R

(𝑥, 𝑦), 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡).

Nous définissons la trajectoire

𝑡 ↦→ (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡)

telle que pour le point (𝑥0, 𝑦0) à l’intant 𝑡0 nous ayons

(𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0), 𝑡0) = (𝑥0, 𝑦0, 𝑡0)

et

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑡0) ∀𝑡. (1.1)

En dérivant (1.1) par rapport à 𝑡, nous obtenons à 𝑡 = 𝑡0

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑥0, 𝑦0, 𝑡0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0, 𝑡0)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
(𝑡0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0, 𝑡0)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(𝑡0) = 0. (1.2)

Les dérivées en temps de 𝑥 et de 𝑦 représentent respectivement les déplacements suivant
𝑥 et 𝑦. Nous définissons donc le flot optique tel que

u(𝑥0, 𝑦0) = (𝑢1(𝑥0, 𝑦0), 𝑢2(𝑥0, 𝑦0))

ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE 5
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où

𝑢1(𝑥0, 𝑦0) =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
(𝑡0) et 𝑢2(𝑥0, 𝑦0) =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(𝑡0).

En utilisant la notation 𝑓* = 𝜕𝑓
𝜕* , nous réécrivons (1.2) et obtenons la contrainte fonda-

mentale du flot optique

𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡 = 0. (1.3)

Remarquons que cette seule équation ne suffit pas à déterminer les deux composantes du
flot optique 𝑢1 et 𝑢2. Le problème est mal posé. Il est communément appellé problème
de l’ouverture. D’autre hypothèses doivent être considérées.

Remarque 1.2.1. Même si la contrainte fondamentale est largement utilisée afin de
calculer le flot optique, plusieurs raisons peuvent nous forcer à considérer des hypothèses
différentes. Parmi elles, nous pouvons citer le cas où l’on souhaite prendre en compte les
possibles changements de luminosité d’une image à une autre. Comme nous le verrons
dans la section correspondante, en suivant le travail de Gennert et Negahdaripour [49],
le modèle proposé permettra une variation affine de l’intensité au cours du temps. Une
autre raison de ne pas considérer la contrainte fondamentale est le cas des grands dépla-
cements. Comme nous le verrons, nous éviterons cette hypothèse puisque lors d’un large
déplacement, les variations d’intensité sont souvent plus nombreuses et plus prononcées.

Afin de résoudre le problème de l’ouverture, plusieurs méthodes ont été proposées. Nous
en détaillons deux d’entre elles : la méthode locale et la méthode globale.

1.2.1.1 Méthode Locale

Afin de résoudre le problème de l’ouverture, en 1981, Lucas et Kanade [80] proposent
une hypothèse locale. Ils supposent que les points appartenant à un même voisinage ont
un déplacement proche. Soit 𝒱(𝑥, 𝑦) le voisinage d’un pixel (𝑥, 𝑦), le problème du flot
optique est alors défini pour chaque pixel comme la minimisation au sens des moindres
carrés de la fonctionnelle

∫︁
𝒱(𝑥,𝑦)

(𝑓𝑥′𝑢1 + 𝑓𝑦′𝑢2 + 𝑓𝑡)
2𝑑𝑥′𝑑𝑦′. (1.4)

où (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝒱(𝑥, 𝑦).
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L’intégration sur un voisinage peut être considérée comme une convolution par la fonction
indicatrice 1𝒱(𝑥,𝑦) valant 1 dans le voisinage de (𝑥, 𝑦) et 0 ailleurs. La minimisation de
la fonctionnelle (1.4) peut alors être remplacée par la minimisation de

1𝒱(𝑥,𝑦) ⋆ (𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡)
2.

Nous pouvons cependant supposer que le caractère local du mouvement autour du pixel
(𝑥, 𝑦) diminue à mesure que nous nous en éloignons. Ainsi, dans le but de donner un
rôle plus important aux pixels les plus proches de (𝑥, 𝑦), nous remplaçons la fonction
indicatrice par une fonction gaussienne de déviation standard 𝜌 notée 𝐾𝜌. Finalement,
pour chaque pixel (𝑥, 𝑦), la méthode de Lucas et Kanade vise à minimiser l’expression

𝐿𝑜𝑐(u) = 𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡)
2. (1.5)

Après avoir écrit les équations d’Euler-Lagrange, le problème à résoudre est donné par

[︂
𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥)

2 𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥𝑓𝑦)

𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑦𝑓𝑥) 𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑦)
2

]︂ [︂
𝑢1
𝑢2

]︂
=

[︂
−𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥𝑓𝑡)
−𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑦𝑓𝑡)

]︂
(1.6)

La simplicité de cette méthode est un avantage en termes de performances de calcul
puisque pour chaque pixel, il n’y a qu’un système linéaire 2× 2 à résoudre. En revanche,
le caractère local de l’hypothèse peut impliquer un manque de précision de la solution
au niveau des petits objets ainsi que sur les discontinuités (bords des objets).

1.2.1.2 Méthode Globale

En 1981 également, Horn et Schunck [69] proposent une approche globale pour résoudre
le problème de l’ouverture. Contrairement à l’hypothèse locale, ils supposent non pas que
le champ de vecteurs soit constant par morceaux mais qu’il soit globalement régulier et
considèrent la minimisation de la fonctionnelle

𝐺𝑙𝑜𝑏(u) =

∫︁
Ω
(𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡)

2⏟  ⏞  
𝒟

+𝛼(|∇𝑢1 |2 + |∇𝑢2 |2)⏟  ⏞  
ℛ

𝑑𝑥𝑑𝑦 (1.7)

où 𝛼 est un paramètre de régularisation constant jouant le rôle de pénaliseur pour les
gradients de la solution. Ce paramètre a donc pour effet de lisser le champ de vecteurs.
En d’autres termes, le but de ce problème est donc de déterminer le champ de vecteurs
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u = (𝑢1, 𝑢2) vérifiant au mieux la contrainte fondamentale du flot optique (terme 𝒟) tel
que la valeur des dérivées soit petite (terme ℛ). Nous proposons un exemple de résultat
donné par cette méthode figure 1.5.

Figure 1.2 – Gauche : Solution exacte pour le cas test Army du site Middleburry www.
vision.middleburry.edu/flow/. Droite : Estimation à l’aide de la méthode globale de
Horn et Schunck 1.

Ce type de régularisation a été introduit par Tikhonov et Arsenin [113] et est connu pour
lisser le champ de vecteurs de façon uniforme sans prendre en compte les discontinuités.
Dès lors, de nombreux travaux ont été développés afin de calculer des champs de vecteurs
discontinus. La plupart reposent sur une modification du terme de régularisation ℛ. Nous
décrivons ici certaines de ces méthodes, également décrites dans [9].

Le premier à avoir modifié la fonctionnelle de Horn et Schunk en introduisant des normes
robustes fut Black [20]. Plusieurs auteurs ont ensuite poursuivi les recherches dans ce sens.
L’idée est de remplacer le terme de régularisation par

∫︁
Ω
𝜓(|∇𝑢1 |) + 𝜓(|∇𝑢2 |)𝑑𝑥𝑑𝑦.

où les 𝜓 sont des fonctions permettant d’ôter le bruit et de conserver les bords des objets
de l’image. Par exemple, Cohen [36] ainsi que Kumar, Tannenbaum et Balas [76] ont
utilisé la norme 𝐿1, c’est à dire, la variation totale (𝜓(𝑡) = 𝑡). Deriche, Kornprobst
et Aubert [40] ont utilisé des fonctions plus générales pour préserver les discontinuités.
Cette idée est également appelée méthode des "estimateurs robustes" dans la littérature
stochastique.

Une deuxième approche, utilisée par Gupta et Prince [62] ainsi que par Guichard et
Rudin [61], consiste à ajouter des termes de pénalisations basés sur la divergence ou le
rotationnel du flot optique en considérant

∫︁
Ω
𝜙(div(u), rot(u))𝑑𝑥𝑑𝑦

1. Source : http ://vision.middlebury.edu/flow/eval/results/
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où plusieurs propositions pour 𝜙 peuvent être faites. Par exemple, dans [61], le terme de
régularisation est seulement

∫︁
Ω
|div(u) | 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Dans ce cas, l’idée est de noter que les objets 2D rigides en mouvements 2D ont un
déplacement de divergence libre. La divergence est non-nulle uniquement sur les frontières
des occlusions où cela s’apparente à une mesure concentrée.

Une troisième proposition a été faite par Nagel et Enkelmann [92] ainsi que par Nagel [90].
Ils considèrent une contrainte de régularisation orientée dans laquelle le lissage n’est pas
imposé au niveau des zones à fortes variations des gradients (arêtes) afin de mieux traiter
les occlusions. Le terme de pénalisation est alors de la forme

∫︁
Ω

1

|∇𝑓 |2 +2𝛿
[(𝜕𝑥𝑢1𝜕𝑦𝑓 − 𝜕𝑦𝑢1𝜕𝑥𝑓)

2 + (𝜕𝑥𝑢2𝜕𝑦𝑓 − 𝜕𝑦𝑢2𝜕𝑥𝑓)
2+

𝛿(𝜕𝑥𝑢
2
1 + 𝜕𝑦𝑢

2
1 + 𝜕𝑥𝑢

2
2 + 𝜕𝑦𝑢

2
2)]𝑑𝑥𝑑𝑦

où 𝛿 est une constante. Minimiser cette fonctionnelle par rapport à u permet d’atténuer
les variations du flot dans la direction perpendiculaire au gradient.

La dernière approche que nous présenterons est la méthode proposée par Nési [95]. Il
adapte la formulation de Horn et Schunck en introduisant la longueur de l’ensemble des
discontinuités de u noté |𝑆u |. Cette idée a été introduite par Mumford et Shah dans le
domaine de la segmentation d’image [89]. Le terme de régularisation est de la forme :

∫︁
Ω
𝛼(|∇𝑢1 |2 + |∇𝑢2 |2)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝛼𝑑 |𝑆u | .

Numéricalement, la principale difficulté est l’approximation du dernier terme. Une so-
lution possible est d’utiliser le concept de Γ-convergence (voir [37, 39] pour plus de dé-
tails). On introduit une séquence de fonctionnelles telle que la séquence des minimiseurs
converge vers un minimum de la fonctionnelle initiale. Typiquement, la façon d’estimer
le terme de régularisation est (voir [5] pour plus de détails)

∫︁
Ω
𝛼𝑧2(|∇𝑢1 |2 + |∇𝑢2 |2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω
𝛼𝑑

(︂
|∇𝑧 |2

𝑘
+
𝑘(1− 𝑧)2

4

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦 (1.8)
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où 𝑧 est une fonction additionnelle et 𝑘 est un paramètre qui tendra vers l’infini. La
fonction 𝑧 peut être considérée comme une variable de contrôle qui est égale à zéro près
des discontinuités et qui est proche de 1 dans les régions homogènes.

La liste des méthodes citées n’est pas exhaustive. Nous avons parlé de méthodes axées sur
la modification du terme de régularisation. Afin d’améliorer la précision de l’estimation,
il existe également des modifications concernant le terme d’adéquation aux données 𝒟.
Nous référons le lecteur vers l’étude complète proposée par Bruhn [29]. D’autres modèles
sont également proposés dans [100], [125], [102], [10], [24], [22], [6], [21].

1.2.1.3 Combinaison Locale–Globale

En 2005, Bruhn et al. [31] proposent de combiner les méthodes locale et globale. Le terme
de régularisation de la méthode globale est conservé mais le terme relatif aux données
est remplacé par celui de la méthode locale. La fonctionnelle à minimiser est alors

𝐶𝐿𝐺(u) =

∫︁
Ω
𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡)

2 + 𝛼(|∇𝑢1 |2 + |∇𝑢2 |2)𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.9)

Comme dans le cas de la méthode globale, il est possible de choisir différentes confi-
gurations de cette équation en modifiant les pénalisations de la partie concernant les
données du problème et la partie concernant la régularisation. Les travaux de Bruhn [29]
proposent une explications complète de ces différentes configurations.

1.2.2 Méthodes adaptatives

De manière générale, le choix du paramètre de régularisation 𝛼 de la méthode globale de
Horn et Schunck est déterminé de manière empirique pour chaque problème afin d’obtenir
le résultat le plus précis possible. Le mieux étant d’éviter de lisser trop fortement le
champ de vecteurs afin de ne pas perdre d’informations concernant les arêtes sans pour
autant obtenir un champ de vecteurs affecté par les textures. Afin de gérer ce choix de
manière automatique et locale, des méthodes permettant un contrôle de ce paramètre
ont été introduites. Parmi elles, une méthode de contrôle adaptatif local a posteriori
du paramètre de régularisation 𝛼 qui Γ-converge vers Mumford-Shah a été proposée par
Belhachmi et Hecht [15,16]. Dans cette méthode, le paramètre 𝛼 n’est plus une constante
mais une fonction constante par morceaux dépendante des directions 𝑥 et 𝑦. La fonction
est alors définie de la manière suivante. Nous commençons par considérer une subdivision
du domaine Ω
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Ω =
⋃︁
𝑖

Ω𝑖.

Pour tout ℓ, on définit la fonction

𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝛼ℓ sur Ωℓ, 𝛼ℓ > 0.

La fonctionnelle à minimiser (1.9) devient

∫︁
Ω
𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡)

2⏟  ⏞  
données

+𝛼(𝑥, 𝑦)(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2)⏟  ⏞  
régularisation

𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.10)

La valeur du paramètre est ensuite modifiée en fonction de la géométrie à l’aide d’un
indicateur d’erreur a posteriori (voir la section 3.1.5 pour plus de détails). Près des arêtes
de l’image, c’est à dire au niveau des bords des différents objets, cette valeur est diminuée
afin de minimiser la diffusion et donc d’obtenir des angles mieux définis. Sur les zones
homogènes, la fonction 𝛼(𝑥, 𝑦) conserve sa valeur initiale. Cette méthode vise également
à appliquer une adaptation du maillage permettant d’affiner les zones contenant des
discontinuités et d’obtenir un maillage plus grossier sur les zones homogènes.

Notre travail s’appuie sur ce contrôle local du paramètre de régularisation que nous ex-
pliquerons en détails dans le chapitre 2.3. Contrairement aux méthodes variationnelles
précédemment citées qui utilisent la méthode des différences finies, nous utiliserons la mé-
thode des éléments finis. Bien que plus coûteuse, cette méthode a l’avantage de nous per-
mettre d’effectuer les calculs sur une géométrie raffinée grâce à l’adaptation de maillage
et d’utiliser la méthode adaptative du paramètre de régularisation.

1.3 Généralisation du flot optique

1.3.1 Flot optique avec luminosité variable

L’hypothèse de la constance de l’intensité (1.1) suppose que l’intensité lumineuse est la
même entre deux images successives. Cependant, comme nous l’avons vu sur la figure 1.1,
dans le cas d’images réelles nous pouvons nous trouver face à des occlusions, des ombres
ou des reflets. L’utilisation d’une telle hypothèse peut donc mener à des estimations peu
précises, voire totalement erronées. Pour résoudre ce problème, deux modèles n’utilisant
pas (1.1) se sont imposés dans la littérature. Le premier considère la variation de lumière
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entre deux images comme une transformation linéaire, le deuxième consiste à ajouter une
hypothèse impliquant la constance du gradient de la luminosité.

1.3.1.1 Transformation linéaire de la luminosité

Afin de prendre en compte les variations de luminosité d’une image à l’autre, Gennert et
Negahdaripour [49] ont proposé de considérer la variation d’intensité lumineuse comme
une transformation linéaire. Cette nouvelle hypothèse, moins restrictive que celle sur la
constance de la luminosité, peut s’écrire

𝑓(𝑥+ 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦, 𝑡+ 𝛿𝑡) =𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡) (1.11)

où 𝑀 est le coefficient multiplicateur et 𝐶 le coefficient de translation.

Pour des petites variations de 𝛿𝑡, nous pouvons supposer que 𝑀 est proche de 1 et que
𝐶 est proche de 0. On note alors 𝑀 = 1 + 𝛿𝑚 et 𝐶 = 𝛿𝑐. Avec ces notations, l’équation
(1.11) devient

𝑓(𝑥+ 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦, 𝑡+ 𝛿𝑡) = (1 + 𝛿𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝛿𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡). (1.12)

En appliquant un développement de Taylor sur le terme de gauche, nous obtenons

𝑓(𝑥+ 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦, 𝑡+ 𝛿𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝛿𝑥+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝛿𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑡
𝛿𝑡+ 𝑜(𝑡).

En insérant cette expression dans l’équation (1.12), nous obtenons

𝑓𝑥𝛿𝑥+ 𝑓𝑦𝛿𝑦 + 𝑓𝑡𝛿𝑡− 𝑓𝛿𝑚− 𝛿𝑐+ 𝑜(𝑡) = 0. (1.13)

En divisant (1.13) par 𝛿𝑡 et en faisant tendre 𝛿𝑡 vers 0, nous obtenons finalement la
nouvelle contrainte du flot optique permettant de considérer des séquences à luminosité
variable

𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡 − 𝑓𝑚𝑡 − 𝑐𝑡 = 0 (1.14)

où
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𝑢1 = lim
𝛿𝑡→0

𝛿𝑥

𝛿𝑡
, 𝑢2 = lim

𝛿𝑡→0

𝛿𝑦

𝛿𝑡
, 𝑚𝑡 = lim

𝛿𝑡→0

𝛿𝑚

𝛿𝑡
et 𝑐𝑡 = lim

𝛿𝑡→0

𝛿𝑐

𝛿𝑡
.

Remarque 1.3.1. Dans le cas où la luminosité reste constante, on a 𝑀 = 1 et 𝐶 = 0,
donc 𝑚𝑡 = 0 et 𝑐𝑡 = 0. Ainsi, nous avons l’équivalence (1.3) ⇔ (1.14)

1.3.1.2 Constance du gradient de la luminosité

Une autre méthode utilisée par Bruhn [29] et Papenberg et al. [99] pour le traitement de
la luminosité variable consiste à considérer la constance du gradient de la luminosité en
plus de (1.1). Nous avons alors

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1).

De la même manière que dans la section précédente, pour un petit déplacement, on peut
linéariser ces équations à l’aide d’un développement de Taylor pour obtenir

𝑓𝑥𝑥𝑢1 + 𝑓𝑥𝑦𝑢2 + 𝑓𝑥𝑡 = 0

𝑓𝑦𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑦𝑢2 + 𝑓𝑦𝑡 = 0

où 𝑓𝑥𝑦 = 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦 . La méthode consiste ensuite à minimiser la fonctionnelle

𝐶𝐿𝐺𝐵(u) =

∫︁
Ω
Ψ(𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡)

2

+𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑥𝑥𝑢1 + 𝑓𝑥𝑦𝑢2 + 𝑓𝑥𝑡)
2

+𝐾𝜌 ⋆ (𝑓𝑦𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑦𝑢2 + 𝑓𝑦𝑡)
2)

+ 𝛼Ψ(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2)𝑑𝑥𝑑𝑦.

La fonction Ψ est une fonction de régularisation, comme auparavant, permettant de
s’assurer d’avoir un problème bien posé et la convergence globale du problème. Nous
avons vu précédemment qu’elle peut être choisie de diverses manières. Cette fonction
a été introduite dans [120] et permet également de mieux traiter les discontinuités de
l’image créées par les bords des objets ainsi que les zones d’occlusions. Dans le cas des
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trois derniers articles cités, la fonction Ψ est définie pour une valeur 𝜀 de l’ordre de 10−6

par

Ψ(𝑠2) =
√︀
𝑠2 + 𝜀2.

Dans la suite, nous utilisons une variation de la méthode de Gennert et Negahdari-
pour [49] dans laquelle nous supposons que le terme de translation est négligeable. Nous
choisissons cette méthode car elle nous permettra d’obtenir un nouveau paramètre de
régularisation associé à la nouvelle variable 𝑚𝑡, que nous pourrons également adapter de
manière locale.

1.3.2 Flot optique en grands déplacements

Nous introduisons dans cette section le calcul du flot optique dans le cas de grands
déplacements dont une étude plus approfondie sera proposée dans le chapitre 5. C’est
un problème plus complexe qui ne peut pas être traité de la même manière que pour
les petits déplacements. Un grand déplacement dans une image entraîne une large zone
d’occlusions dans laquelle il n’y a aucune information. Pour les méthodes variationnelles
basées sur les méthodes locale et globale, cela implique de ne plus pouvoir effectuer une
différenciation de l’équation donnée par la contrainte sur la luminosité. Comme dans le
cas des petits déplacements, nous commençons par expliciter le problème dans le cas de
la luminosité constante avant de l’étendre au cas plus général de la luminosité variable.

1.3.2.1 Luminosité constante

Dans le cas des grands déplacements, nous ne pouvons plus écrire la contrainte fonda-
mentale du flot optique sous la forme (1.3) puisque les déplacements de l’image sont trop
importants pour pouvoir appliquer une différenciation. Elle reste ainsi sous la forme

𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0.

L’intégrale à minimiser (1.9) s’écrit donc à présent sous la forme
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CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART

∫︁
Ω
𝐾𝜌 ⋆ (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))2𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

non-linéaire

+

∫︁
Ω
𝛼(𝑥, 𝑦)(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2)⏟  ⏞  

linéaire

. (1.15)

Afin de linéariser ce problème, une des stratégies possibles [29,111] consiste à utiliser une
méthode de point fixe afin d’obtenir une première semi-linéarisation du problème puis à
faire la décomposition de variable suivante

u𝑛+1 = (𝑢𝑛+1
1 , 𝑢𝑛+1

2 ) = (𝑢𝑛1 + 𝛿𝑢𝑛1 , 𝑢
𝑛
2 + 𝛿𝑢𝑛2 ).

Dans le chapitre 5, nous reviendrons en détails sur le fonctionnement de cette stratégie.

Bien que cette méthode soit une de celles les plus employées, il existe également des mé-
thodes utilisant la segmentation [33], l’identification d’objets [28] ou encore des méthodes
basées sur le coarse to fine [6, 21,99].

1.3.2.2 Luminosité variable

Pour des séquences en grands déplacements, les variations de luminosité ainsi que les oc-
clusions dûent aux mouvements des éléments de la scène sont plus importantes. Pour ces
raisons, nous étendons le modèle du flot optique des grands déplacements au modèle pre-
nant en compte la luminosité variable. Dans ce cas, le problème revient à la minimisation
de la fonctionnelle

∫︁
Ω
𝐾𝜌 ⋆ (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)− (1 +𝑚𝑡)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)− 𝑐𝑡)

2𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  
non-linéaire

+

∫︁
Ω
𝛼(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2) + 𝜆|∇𝑚𝑡|2𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

linéaire

. (1.16)

Nous verrons dans le chapitre 5 que nous linéariserons ce problème avec la méthode
itérative de point fixe.

ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE 15
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1.4 Optimisation des résultats : Coarse to fine

Nous venons de voir qu’il existe de nombreuses méthodes permettant de résoudre le
problème du flot optique. Le choix de l’utilisation d’une méthode par rapport à une
autre se fait en fonction de sa complexité et de son efficacité en termes de temps et de
précision de la solution. En effet, certaines des méthodes présentées ci-dessus peuvent
souffrir d’un manque de précision. Il existe deux stratégies permettant d’améliorer la
précision des résultats indépendamment de la méthode choisie.

La première, que nous appelons rapprochement itératif [82], consiste à déterminer une
suite de solutions qui converge vers la solution exacte du problème. Pour cela, nous
déterminons le flot optique u entre l’image 𝑓1 et l’image 𝑓2 puis nous utilisons ce résultat
afin de déterminer, à l’aide d’une interpolation bilinéaire, l’image 𝑓3 = 𝑓(x + u). Nous
calculons ensuite le flot optique entre l’image 𝑓3 et l’image 𝑓2. La méthode est schématisée
sur la figure 1.3. La solution finale est donnée par la somme des flots optiques calculés
au cours des itérations.

𝑓1(x) 𝑓2(x)

u0

𝑓1(x + u0) 𝑓2(x)
∙ ∙ ∙

Estimation du
flot optique

Application du
flot optique

Figure 1.3 – Technique d’optimisation pour l’estimation du flot optique.

La méthode appelée coarse to fine est une combinaison de ce rapprochement itératif
avec l’utilisation d’une pyramide gaussienne. Nous commmençons par déterminer le flot
optique entre deux images sur lesquelles est appliqué un flou gaussien important. Puis, à
chaque itération nous considérons des images de moins en moins lissées (voir figure 1.4).
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Figure 1.4 – Pyramide gaussienne.

Sur la figure 1.5, nous présentons une solution obtenue à l’aide de la méthode locale de
Lucas et Kanade à laquelle est ajoutée l’optimisation par coarse to fine.

Figure 1.5 – Gauche : Solution exacte pour le cas test Army du site Middleburry www.
vision.middleburry.edu/flow/. Droite : Estimation obtenue avec la méthode locale de
Lucas et Kanade optimisée à l’aide de la pyramide gaussienne 2.

Dans la suite, nous reviendrons sur ces méthodes que nous appliquerons, en particulier
pour l’estimation du flot optique en grands déplacements dans le chapitre 5.

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre a été consacré à l’étude générale des méthodes variationnelles exis-
tantes pour l’estimation du mouvement. Nous avons pu constater que ces méthodes sont
nombreuses dans la littérature et que le travail autour de ce problème est constant depuis
plus de 30 ans. Nous avons présenté de manière succincte les méthodes locale, globale
et la combinaison locale/globale. Le calcul du flot optique avec la prise en compte de la
luminosité a été introduit, il permettra de condidérer des séquences d’images en situa-

2. Source : http ://vision.middlebury.edu/flow/eval/results/
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tion réelle sur lesquelles la lumière peut varier. Nous avons également étudié le cas du
problème de l’estimation du flot optique en grands déplacements ainsi qu’une méthode
variationnelle employée traditionnellement. Enfin, une méthode d’optimisation de la pré-
cision des résultats combinant un rapprochement itératif ainsi que la méthode du coarse
to fine a été présentée.
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Chapitre 2

Outils et méthodes parallèles pour
les méthodes variationnelles
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La demande croissante d’algorithmes efficaces en termes de temps de calcul et l’émergence
du calcul sur carte graphique ont imposé au scientifique actuel une nouvelle vision. En
plus de proposer un modèle pour la résolution d’un problème, il faut réfléchir en termes
de parallélisation. La parallélisation consiste à partager l’exécution d’un calcul entre plu-
sieurs processeurs. Toutes les implémentations ne sont pas nécessairement parallélisables,
c’est pourquoi il est nécessaire d’analyser les dépendances des opérations du modèle de
résolution. Le calcul peut être partagé entre les coeurs de calcul des processeurs, entre
les différents processeurs d’un super ordinateur ou sur les coeurs d’une carte graphique.
Le développement d’une telle méthode peut être complexe mais les gains en termes de
temps de calcul peuvent aller du facteur 2 au facteur 100 pour les algorithmes les plus
efficaces.

L’estimation du flot optique, de par la taille des images à traiter, est un problème coûteux
en calculs. En effet, avec les méthodes variationnelles que nous allons utiliser par la suite,
les tailles des systèmes linéaires dépendent du nombre de pixels des images traitées.
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Ainsi, l’utilisation du calcul parallèle représente un atout majeur pour la résolution de
ces systèmes. Nous introduisons dans cette section la méthode de parallélisation par
décomposition de domaine [11, 42, 78, 104]. Une telle méthode a déja été présentée pour
le problème du flot optique par Kohlberger et al. [75] dans le cas d’un maillage structuré
pour la combinaison Locale-Globale. La méthode par décomposition de domaine s’est
largement imposée dans le domaine de la parallélisation pour son efficacité en termes
de scalabilité. Dans nos travaux, nous utiliserons également la méthode pararéelle [13,
77] représentant une parallélisation en temps. Nous présentons ce modèle à travers un
exemple dans la deuxième partie de ce chapitre.

2.1 Décomposition de domaine : Méthode de Schwarz

Les méthodes de décomposition de domaine consistent à séparer l’image à traiter en
plusieurs parties puis à résoudre le problème sur chaque sous-domaine de manière indé-
pendante. Elles peuvent être classées en deux groupes, les méthodes sans recouvrement
entre les sous-parties et les méthodes avec recouvrement.

Afin d’expliquer ces méthodes, nous prenons l’exemple du problème elliptique linéaire
général

{︂
𝐿𝑢 = 𝑓 dans Ω
𝑢 = 𝑔 sur 𝜕Ω (2.1)

dans lequel Ω représente le domaine sur lequel nous recherchons une solution et 𝜕Ω
représente sa frontière.

2.1.1 Sans recouvrement

Une version de la méthode de Schwarz sans recouvrement (figure 2.1) a été proposée par
P.-L. Lions dans [78].

Afin de résoudre le problème (2.1), l’algorithme itératif consiste, à l’étape 𝑛, à résoudre
le problème suivant sur chaque sous-domaine Ω𝑖

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑢𝑛|Ω𝑖

= 𝑓 dans Ω𝑖

𝜕𝑢𝑛
|Ω𝑖

𝜕𝑛𝑖𝑗
+ 𝜆𝑖𝑗𝑢

𝑛
|Ω𝑖

= −
𝜕𝑢𝑛−1

|Ω𝑗

𝜕𝑛𝑗𝑖
+ 𝜆𝑖𝑗𝑢

𝑛
|Ω𝑗

sur Σ𝑖𝑗 = 𝜕Ω𝑖 ∩ 𝜕Ω𝑗
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Σ12

Ω

Ω1 Ω2

Figure 2.1 – Décomposition du domaine Ω sans recouvrement.

où 𝑛𝑖𝑗 désigne le vecteur normal orienté du sous-domaine Ω𝑖 vers le sous-domaine Ω𝑗 (nous
pouvons en déduire l’égalité 𝑛𝑖𝑗 = −𝑛𝑗𝑖). Le paramètre 𝜆𝑖𝑗 désigne un réel strictement
positif. A l’instar de la méthode additive de Schwarz, cette méthode peut être effectuée en
parallèle sur les différents sous-domaines. Le théorème de convergence de cette méthode
est démontré dans [78].

2.1.2 Avec recouvrement

Pour la méthode de décomposition de domaine avec recouvrement, nous subdivisons le
domaine Ω en deux sous-domaines Ω1 et Ω2 tels que Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 ̸= ∅ (voir
figure 2.2).

Σ2 Σ1

Ω

Ω1 Ω2

Figure 2.2 – Décomposition du domaine Ω avec recouvrement.

Parmi les méthodes de Schwarz avec recouvrement, on distingue les méthodes multiplica-
tives et les méthodes additives. La première, dite multiplicative, est une méthode itérative
dont le but est de résoudre alternativement, à l’étape 𝑛, les deux problèmes
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⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑢𝑛|Ω1

= 𝑓 dans Ω1

𝑢𝑛|Ω1
= 𝑔 sur 𝜕Ω1∖Σ1

𝑢𝑛|Ω1
= 𝑢𝑛−1

|Ω2
sur Σ1

et

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑢𝑛|Ω2

= 𝑓 dans Ω2

𝑢𝑛|Ω2
= 𝑔 sur 𝜕Ω2∖Σ2

𝑢𝑛|Ω2
= 𝑢𝑛|Ω1

sur Σ2.

Cette méthode permet la résolution du problème de manière indépendante sur les deux
sous-domaines. Cependant, la dépendance du terme 𝑢𝑛|Ω1

dans le deuxième problème
empêche une résolution en parallèle. L’intérêt de cette méthode réside dans le fait de
pouvoir réduire la taille des systèmes à résoudre en découpant le domaine.

La méthode de Schwarz additive est très semblable à la méthode multiplicative. Elle
consiste à résoudre les deux problèmes

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑢𝑛|Ω1

= 𝑓 dans Ω1

𝑢𝑛|Ω1
= 𝑔 sur 𝜕Ω1∖Σ1

𝑢𝑛|Ω1
= 𝑢𝑛−1

|Ω2
sur Σ1

et

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑢𝑛|Ω2

= 𝑓 dans Ω2

𝑢𝑛|Ω2
= 𝑔 sur 𝜕Ω2∖Σ2

𝑢𝑛|Ω2
= 𝑢𝑛−1

|Ω1
sur Σ2.

Dans cette variante, le terme 𝑢𝑛|Ω1
qui impliquait une dépendance entre les systèmes est

remplacé par 𝑢𝑛−1
|Ω1

, ce qui autorise alors le calcul en parallèle sur les sous-domaines. A
la fin d’une itération, les solutions 𝑢|Ω𝑖

sur Σ sont échangées afin de pouvoir passer à
l’itération 𝑛 + 1. L’étude de la convergence de ces schémas peut être trouvée dans [43].
Dans le chapitre 4, nous verrons que la vitesse de cette convergence est proportionnelle à
la taille du recouvrement. En effet, plus celui-ci est grand, plus la convergence est rapide.

Bien que la méthode sans recouvrement permette de résoudre des problèmes plus pe-
tits et évite la redondance de calculs, elle reste plus complexe. C’est pourquoi nous lui
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préférerons la méthode additive de Schwarz avec recouvrement. De plus, nous verrons
que dans notre cas, un recouvrement de l’ordre d’une dizaine de pixels est suffisant pour
obtenir la convergence rapide de l’algorithme.

2.2 Méthode pararéelle

2.2.1 Présentation de l’algorithme

Le terme "pararéel" a été introduit par J.-L. Lions, Y. Maday and G. Turinici [77].
Le but de cette méthode est de coupler une résolution grossière et une résolution fine,
où la résolution fine est effectuée en parallèle. Nous utilisons ensuite un processus de
prédiction-correction [11].

Afin de pouvoir illustrer les étapes de la méthode pararéelle, nous allons dans un premier
temps expliciter la résolution d’un problème plus simple que celui du flot optique. Nous
considérons donc la résolution du problème

⎧⎨⎩
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= cos(𝑡) (2.2)

𝑢(0) = 0.

dont la solution exacte recherchée est la fonction sinus.

Soit 0 = 𝑇0 < 𝑇1 < · · · < 𝑇𝑁 = 𝑇 une partition de [0, 𝑇 ]. La première étape du pararéel
consiste à résoudre le problème à l’aide d’un solveur grossier sur [0, 𝑇 ] avec un large pas
de temps Δ𝑇 . Ensuite, sur chaque intervalle [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1], nous résolvons le problème avec
un solveur plus fin (au moins aussi précis que le solveur grossier). Le pas de temps de ce
solveur est noté Δ𝑡 et vérifie Δ𝑡 < Δ𝑇 . Nous noterons dans la suite 𝒢 le solveur grossier
et ℱ le solveur fin du problème. On considère Δ𝑇 = 𝑇

𝑁 et Δ𝑡 = Δ𝑇
𝑀 les pas de temps

grossiers et fins correspondants où 𝑁 et 𝑀 représentent les nombres totaux de pas de
temps respectifs.

𝑇0 𝑇1 𝑇2 𝑇3 𝑇𝑁−1 𝑇𝑁

Δ𝑇
𝑇2+Δ𝑡

𝑇2+𝑀Δ𝑡

Δ𝑡

Figure 2.3 – Représentation de la partition de [0, 𝑇 ].

Dans notre exemple, nous choisissons 𝑇 = 10, 𝑁 = 10 et 𝑀 = 50. Il en découle que
Δ𝑇 = 1 et Δ𝑡 = 1/50. Pour les solveurs 𝒢 et ℱ , nous prenons dans les deux cas un
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solveur d’Euler explicite. La précision du solveur fin est supérieure à celle du solveur
grossier grâce à son pas de temps cinquante fois plus petit. On a donc les deux solveurs
donnés par

𝑢𝑛+1 = 𝒢(𝑢𝑛) = 𝑢𝑛 + cos(𝑛 *Δ𝑇 ) *Δ𝑇
𝑢𝑚+1 = ℱ(𝑢𝑚) = 𝑢𝑚 + cos(𝑚 *Δ𝑡) *Δ𝑡.

Dans la suite, pour des raisons de clarté, nous noterons 𝑢𝑔 et 𝑢𝑓 les solutions respectives
des solveurs grossier et fin.

Nous allons maintenant voir plus en détails les étapes de l’algorithme du pararéel pour
la résolution du problème (2.2). On commence la méthode pararéelle par une première
approximation grossière de la solution 𝑢 sur [0, 𝑇 ] en résolvant le problème

{︂
𝑢𝑔𝑛+1 = 𝒢(𝑢𝑔𝑛), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁
𝑢𝑔0 = 𝑢𝑔(𝑇0 = 0) = 0.

(2.3)

Les solutions obtenues par le solveur grossier ne sont pas précises (figure 2.4) mais le
solveur présente l’avantage d’être rapide. En effet, cette partie étant effectuée en séquen-
tiel, il est important qu’elle prenne le moins de temps possible. Si la précision n’a pas
d’importance pour la résolution, le solveur doit en revanche être un solveur stable.

Après cette première résolution, nous commençons la partie itérative globale de la mé-
thode. Sur chaque intervalle [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1], nous résolvons le problème fin en prenant comme
condition initiale 𝑢𝑓𝑛,0 = 𝑢𝑔(𝑇𝑛) (voir figure 2.5). Nous avons ainsi

{︃
𝑢𝑓𝑛,𝑚+1 = ℱ(𝑢𝑓𝑛,𝑚), 𝑚 = 0, . . . ,𝑀

𝑢𝑓𝑛,0 = 𝑢𝑔𝑛
(2.4)

Remarque 2.2.1. Lors de l’itération 𝑘 de la méthode pararéelle, les estimations sur
les sous-intervalles [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1] avec 𝑛 ≤ 𝑘 sont optimales. En effet, pour le premier sous-
intervalle, la condition initiale est la condition initiale réelle du problème. En appliquant le
solveur fin, la solution trouvée sur ce sous-intervalle est la même que celle qu’aurait trouvé
une méthode classique séquentielle avec un solveur fin. Après la première itération, il suffit
de mettre à jour la solution 𝑢𝑔1 en la remplaçant par 𝑢𝑓0,𝑀 . La suite du raisonnement se
fait par récurrence.

D’après la remarque 2.2.1, à chaque itération globale, nous pourrions simplement mettre à
jour les valeurs 𝑢𝑔𝑛 pour tout 𝑛 avec les dernières solutions fines 𝑢𝑓𝑛−1,𝑀 des sous-intervalles
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

−1

−0.5

0.5

1

1.5

2

t

u(t)

Solution exacte
Estimation grossière

Figure 2.4 – Représentation de la résolution grossière initiale de la méthode pararéelle
(rouge) et de la solution exacte recherchée (bleu).

[𝑇𝑛−1, 𝑇𝑛] correspondants. Cependant, afin d’améliorer la rapidité de convergence de l’al-
gorithme pararéel vers la solution donnée par la méthode séquentielle itérative classique,
nous utilisons une méthode de prédiction-correction [11].

Notons qu’à l’itération globale 𝑘 < 𝑁 fixée, seuls les 𝑢𝑔𝑛 pour 𝑛 allant de 𝑘 à 𝑁 sont
mis à jour. Les 𝑢𝑔𝑛 pour 𝑛 allant de 0 à 𝑘 − 1 sont déjà optimaux d’après la remarque
précédente.

Pour simplifier la compréhension de cette partie, nous ajoutons un indice concernant
l’itération globale concernée. Ainsi, nous noterons 𝑢𝑔,𝑘𝑛 , la 𝑛ième solution grossière à l’ité-
ration globale 𝑘. Lors de l’itération globale 𝑘 < 𝑁 , l’élément 𝑢𝑔,𝑘𝑘 peut être mis à jour de
manière optimale avec l’affectation

𝑢𝑔,𝑘𝑘 = 𝑢𝑓,𝑘𝑘−1,𝑀

et servira de point de départ pour l’étape de prédiction. Lors de cette étape, chaque
terme 𝑢𝑔,𝑘𝑛 pour 𝑛 > 𝑘 est remplacé par une prédiction calculée en effectuant une nouvelle
résolution grossière. Ainsi, pour tout 𝑛 > 𝑘
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Figure 2.5 – Représentation de la première résolution fine de la méthode pararéelle.

𝑢𝑔,𝑘𝑛 = 𝒢(𝑢𝑔,𝑘𝑛−1).

Cette valeur est ensuite corrigée en ajoutant la différence entre la solution déjà déterminée
𝑢𝑔,𝑘−1
𝑛 et la solution finale obtenue lors de la résolution fine 𝑢𝑓,𝑘𝑛−1,𝑀 . Finallement, à

l’itération globale 𝑘, pour tout 𝑛 > 𝑘, 𝑢𝑔,𝑘𝑛 est mis à jour à l’aide de la formule de
prédiction-correction

𝑢𝑔,𝑘𝑛 = 𝒢(𝑢𝑔,𝑘𝑛−1)⏟  ⏞  
prédiction

+𝑢𝑓,𝑘𝑛−1,𝑀 − 𝑢𝑔,𝑘−1
𝑛⏟  ⏞  

correction

.

Sur la figure 2.6, nous présentons la solution obtenue après la deuxième itération glo-
bale. Nous remarquons que les solutions des deux premiers sous-intervalles sont quasi-
identiques aux solutions exactes correspondantes. Le reste des estimations s’est globale-
ment rapproché de la courbe du sinus également.

Le nombre maximum d’itérations de la méthode est 𝑁 . Cependant, faire 𝑁 itérations
correspondrait, d’après la remarque 2.2.1, au même résultat que l’algorithme séquentiel.
Le programme serait même plus long à exécuter à cause des temps de communications
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Figure 2.6 – Représentation de la deuxième itération globale de la méthode pararéelle.

entre les processeurs et de l’étape de prédiction-correction. Cependant, comme on peut le
voir sur la figure 2.7, l’étape de mise à jour permet une bonne convergence des résultats.
Dans notre exemple, dès la troisième itération, nous avons une bonne approximation de
la solution. Afin de déterminer le moment où nous cessons les itérations, nous comparons
le résultat avec celui de l’itération précédente à la fin de chaque itération de la méthode.
Lorsque l’erreur entre deux itérations est en dessous du seuil choisi, nous arrêtons le
programme. Comme on le voit sur l’exemple, la convergence est rapide.
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Figure 2.7 – Représentation de la troisième itération globale de la méthode pararéelle.

2.2.2 Pseudo-code de la méthode pararéelle

Afin de compléter l’explication, nous donnons un pseudo-code de l’algorithme expliquant
dans ses grandes lignes le déroulement de l’algorithme. Nous utilisons les notations :
"MPI" pour Message Passing Interface et "CPU" pour Central Processing Unit.
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1. Initialisations :
𝑢𝑔𝑜𝑙𝑑 = 0
Résolution grossière :
Pour 𝑛 = 0 à 𝑁 − 1

𝑢𝑔 = 𝒢(𝑢𝑔𝑜𝑙𝑑)
𝑢𝑔𝑜𝑙𝑑 = 𝑢𝑔

𝑢𝑔𝑒𝑛𝑑[𝑛] = 𝑢𝑔

𝑢𝑓𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡[𝑛+ 1] = 𝑢𝑔

Fin pour
2. Boucle itérative globale pour la résolution pararéelle :
𝑘 = 0
Tant que erreur > tolérance et 𝑘 < 𝑁

a) Résolution fine parallèle (identique pour chaque CPU 𝑖) :
𝑢𝑓𝑜𝑙𝑑 = 𝑢𝑓𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡[𝑖]
Pour 𝑚 = 0 à 𝑀 − 1

𝑢𝑓 = ℱ(𝑢𝑓𝑜𝑙𝑑)

𝑢𝑓𝑜𝑙𝑑 = 𝑢𝑓

Fin pour
b) MPI Communications : partage des données
Chaque CPU envoie son 𝑢𝑓𝑜𝑙𝑑 dans 𝑢𝑓𝑡𝑒𝑚𝑝[𝑖]

c) Calcul de l’erreur
erreur = ‖𝑢𝑓𝑡𝑒𝑚𝑝[𝑚𝑝𝑖𝑠𝑖𝑧𝑒]− 𝑢𝑓𝑎𝑟𝑟𝑒𝑡‖𝐿2

𝑢𝑓𝑎𝑟𝑟𝑒𝑡 = 𝑢𝑓𝑡𝑒𝑚𝑝[𝑚𝑝𝑖𝑠𝑖𝑧𝑒]

d) Prédiction-correction :
𝑢𝑓𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡[𝑘 + 1] = 𝑢𝑓𝑡𝑒𝑚𝑝[𝑘]

Pour 𝐼 = 𝑘 + 1 à 𝑁 − 1

𝑢𝑔𝑜𝑙𝑑 = 𝑢𝑓𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡[𝐼]
𝑢𝑔 = 𝒢(𝑢𝑔𝑜𝑙𝑑)
𝑢𝑔𝑜𝑙𝑑 = 𝑢𝑔̃︁𝑢𝑔 = 𝑢𝑔𝑒𝑛𝑑[𝐼]
𝑢𝑔𝑒𝑛𝑑[𝐼] = 𝑢𝑔𝑜𝑙𝑑
𝑢𝑓𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡[𝐼 + 1] = 𝑢𝑔 + 𝑢𝑓𝑡𝑒𝑚𝑝[𝐼]−̃︁𝑢𝑔

Fin pour
𝑘 ++

Fin tant que

2.2.3 Convergence de la méthode pararéelle

Afin de prouver la convergence de la méthode, nous comparons la solution obtenue par
la méthode pararéelle avec celle obtenue par une méthode séquentielle dans laquelle nous
effectuons 𝑁 ×𝑀 itérations avec le solveur fin. D’après la remarque 2.2.1, pendant la
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première itération de la méthode, le premier processeur a le même point de départ que
l’algorithme séquentiel et exécute 𝑀 pas de temps fins. Ainsi, les 𝑀 premiers pas sont
les mêmes dans le programme séquentiel et dans le programme pararéel au cours de
la première itération. Avant de commencer la deuxième itération globale, la condition
initiale du deuxième processeur est mise à jour avec le résultat obtenu par le premier
processeur. De cette manière, pour la deuxième itération, les résultats des deux premiers
processeurs sont les mêmes que les résultats du programme séquentiel et ainsi de suite.
Nous souhaitons donc obtenir une erreur nulle après 𝑁 itérations de la méthode. De
plus, pour que l’algorithme soit efficace, nous souhaitons obtenir une erreur proche de
zéro en un minimum d’itérations. Sur la Fig. 2.8, on montre l’évolution de l’erreur en
norme 𝐿2 entre le programme séquentiel et le pararéel pour chaque itération globale.
La partie prédiction-correction améliore la précision de la solution obtenue pour tous les
processeurs suivants.
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Figure 2.8 – Erreur en norme 𝐿2 entre la solution obtenue avec la méthode pararéelle
et l’algorithme séquentiel classique.

Comme nous l’avons dit précédemment, dans notre exemple nous pouvons arrêter le
code après trois itérations. Comme chaque sous-intervalle comporte vingt itérations fines

30 ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE



CHAPITRE 2. OUTILS ET MÉTHODES PARALLÈLES POUR LES MÉTHODES
VARIATIONNELLES

réalisées en parallèle, nous avons donc effectué soixante itérations fines contre cent pour
l’algorithme séquentiel. A cela on ajoute les temps de transfert de données et les itérations
grossières rapides effectuées à l’initialisation et lors de l’étape de prédiction-correction.
On peut donc espérer dans cet exemple un gain de temps de 20%. Nous nous rendons
donc compte que la méthode pararéelle ne présentent un réel avantage que si le nombre
de processeurs utilisés est important et si il existe un solveur grossier suffisamment précis
pour permettre une convergence rapide de la méthode tout en restant rapide par rapport
au solveur fin.

2.3 Conclusion

Les méthodes de calculs parallèles font désormais partie intégrante du domaine de la
simulation numérique. Dans ce chapitre, nous avons présenté certaines des méthodes
les plus utilisées pour la parallélisation d’algorithmes que nous allons appliquer dans le
cas du problème du flot optique. En particulier, nous avons présenté les méthodes de
décomposition de domaine avec et sans recouvrement. Dans la suite de ce manuscrit
nous choisirons la méthode additive de Schwarz avec recouvrement, pour sa simplicité.
Nous avons également développé dans ce chapitre la méthode parallèle en temps appelée
pararéelle. Nous avons vu que cette méthode, relativement complexe, pouvait permettre
une réduction du temps de calcul en couplant les solveurs grossier et fin à une étape de
prédiction-correction.
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Estimation du flot optique en petits
déplacements
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A l’instar de nombreux auteurs [15, 28, 30, 31, 99], nous utilisons une méthode variation-
nelle afin de résoudre le problème du flot optique. Cependant, au lieu d’utiliser une mé-
thode de différences finies comme ce qui se fait en général, nous choisissons une méthode
d’éléments finis. Bien que plus coûteuse, elle a l’avantage de nous permettre d’utiliser une
méthode de contrôle adaptatif pour le paramètre de régularisation. Ce contrôle permet
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d’améliorer l’estimation du résultat au niveau des arêtes de l’image. De plus, nous pour-
rons également utiliser une adaptation de maillage afin de réduire la taille du problème
de manière significative. Dans ce chapitre, nous commençons par la mise en place de
la méthode des éléments finis pour les petits déplacements. Pour cela, nous utilisons la
statégie locale-globale de Bruhn et Weickert [31] en appliquant la méthode de contrôle
local de la régularisation du paramètre 𝛼 [15]. Nous décrivons également de manière
détaillée les équations du flot optique dans le cas de la prise en compte de la variation
de la luminosité ainsi que les méthodes utilisées pour le contrôle local du paramètre de
régularisation.

3.1 Problème du flot optique

3.1.1 Luminosité constante

Une des méthodes efficaces pour l’étude du mouvement en petits déplacements est la
stratégie locale-globale proposée par Bruhn et Weickert [31]. Elle combine la méthode
locale de Lucas et Kanade [80] supposant que le déplacement est local par blocs et la
méthode globale de Horn et Schunck [69] qui considère régulier le champ de vecteurs
à déterminer. En plus de cette méthode, nous utilisons la méthode de régularisation
adaptative [15]. Nous considérons donc désormais 𝛼(𝑥, 𝑦), une fonction constante par
morceaux, à la place du paramètre constant 𝛼 utilisé dans la littérature. La fonctionnelle
à minimiser est ainsi composée d’un terme d’adéquation aux données de l’image et d’un
terme de régularisation du flot optique

∫︁
Ω
(𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡)

2⏟  ⏞  
données

+𝛼(𝑥, 𝑦)(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2)⏟  ⏞  
régularisation

𝑑𝑥𝑑𝑦. (3.1)

Remarque 3.1.1. Pour une meilleure lisibilité, nous considérons implicitement que les
fonctions 𝑓𝑥, 𝑓𝑦, et 𝑓𝑡 sont convoluées par 𝐾𝜌, une gaussienne de déviation 𝜌 afin de
respecter l’hypothèse locale de Lucas et Kanade (voir chapitre 1).

Le système d’Euler-Lagrange correspondant au problème de minimisation (3.1) est donné
par

{︃
(𝑓𝑥)

2𝑢1 + (𝑓𝑥𝑓𝑦)𝑢2 − div(𝛼(𝑥, 𝑦)∇𝑢1) = −𝑓𝑥𝑓𝑡
(𝑓𝑦𝑓𝑥)𝑢1 + (𝑓𝑦)

2𝑢2 − div(𝛼(𝑥, 𝑦)∇𝑢2) = −𝑓𝑦𝑓𝑡

et s’écrit sous forme vectorielle
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⎧⎨⎩
−div(𝛼(𝑥, 𝑦)∇u) + 𝐽𝜌u = f sur Ω (3.2)
𝜕u
𝜕𝑛

= 0 sur 𝜕Ω

avec

𝐽𝜌 =

[︂
𝑓2𝑥 𝑓𝑥𝑓𝑦
𝑓𝑦𝑓𝑥 𝑓2𝑦

]︂
et f =

[︂
−𝑓𝑥𝑓𝑡
−𝑓𝑦𝑓𝑡

]︂
.

Nous notons cette méthode, la méthode REGUloc. Nous étudierons l’existence et l’unicité
de ce problème dans le cas, plus général, où nous utilisons le modèle prenant en compte
la luminosité variable.

3.1.2 Prise en compte de la luminosité

En suivant le travail de Gennert and Negahdaripour dans [49] (voir chapitre 1), nous
considérons que l’intensité lumineuse entre deux images de la séquence peut être repré-
sentée par une transformation affine. Contrairement à leurs travaux, nous supposons dans
notre cas que le coefficient de translation 𝐶 est négligeable. La nouvelle contrainte du
problème du flot optique prenant en compte la variation de la luminosité s’écrit

𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡 −𝑚𝑡𝑓 = 0. (3.3)

Comme dans les cas précédents, nous utilisons la combinaison des hypothèses locale et
globale afin de lever le problème de l’ouverture et, comme nous l’avons fait pour les com-
posantes 𝑢1 et 𝑢2, nous imposons une régularisation sur le gradient de 𝑚𝑡. La contrainte
de régularisation sur ∇𝑚𝑡 est contrôlée par une fonction constante par morceaux 𝜆(𝑥, 𝑦)
définie, comme pour la fonction 𝛼(𝑥, 𝑦), sur une subdivision de l’espace Ω par

𝜆 = 𝜆ℓ sur Ωℓ, 𝜆ℓ > 0, ∀ℓ.

Bien que cette subdivision ne soit en pratique pas la même que celle associée à la fonction
𝛼(𝑥, 𝑦), pour plus de simplicité dans l’écriture, nous utilisons les mêmes notations. De
plus, nous considèrerons dans un premier temps que la fonction 𝜆(𝑥, 𝑦) est constante et
vaut 𝜆.

Finalement, le problème du flot optique avec contrôle local de la régularisation et prenant
en compte la variation de la luminosité revient à minimiser la fonctionnelle suivante
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∫︁
Ω
(𝑓𝑥𝑢1 + 𝑓𝑦𝑢2 + 𝑓𝑡 −𝑚𝑡𝑓)

2 + 𝛼(𝑥, 𝑦)(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2) + 𝜆(𝑥, 𝑦)|∇𝑚𝑡|2𝑑𝑥𝑑𝑦. (3.4)

Le système étendu de Euler-Lagrange de ce nouveau problème est donné par

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑓𝑥)

2𝑢1 + (𝑓𝑥𝑓𝑦)𝑢2 − (𝑓𝑥𝑓)𝑚𝑡 − div(𝛼(𝑥, 𝑦)∇𝑢1) = −𝑓𝑥𝑓𝑡
(𝑓𝑦𝑓𝑥)𝑢1 + (𝑓𝑦)

2𝑢2 − (𝑓𝑦𝑓)𝑚𝑡 − div(𝛼(𝑥, 𝑦)∇𝑢2) = −𝑓𝑦𝑓𝑡
−(𝑓𝑓𝑥)𝑢1 − (𝑓𝑓𝑦)𝑢2 + (𝑓2)𝑚𝑡 − div(𝜆(𝑥, 𝑦)∇𝑚𝑡) = 𝑓𝑓𝑡

que nous réécrivons sous forme vectorielle

⎧⎨⎩−div(Λ(𝑥, 𝑦)∇U) +AU = F dans Ω (3.5)
𝜕U
𝜕𝑛

= 0 sur 𝜕Ω (3.6)

avec

Λ(𝑥, 𝑦) =

⎡⎣𝛼(𝑥, 𝑦) 0 0
0 𝛼(𝑥, 𝑦) 0
0 0 𝜆(𝑥, 𝑦)

⎤⎦ , U =

⎡⎣𝑢1𝑢2
𝑚𝑡

⎤⎦ , A =

⎡⎣ 𝑓2𝑥 𝑓𝑥𝑓𝑦 −𝑓𝑥𝑓
𝑓𝑦𝑓𝑥 𝑓2𝑦 −𝑓𝑦𝑓
−𝑓𝑥𝑓 −𝑓𝑦𝑓 𝑓2

⎤⎦
et

F =

⎡⎣−𝑓𝑥𝑓𝑡−𝑓𝑦𝑓𝑡
𝑓𝑓𝑡

⎤⎦ .
Cette méthode prenant en compte les changements de luminosité, basée sur la méthode
REGUloc, sera nommée LUM-REGUloc.

3.1.2.1 Existence et unicité d’une solution

Afin de prouver l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.5), nous utilisons le
théorème de Lax-Milgram. Nous commençons par déterminer la formulation variation-
nelle du problème. Nous nous plaçons dans l’espace de Hilbert 𝐻1(Ω) et nous considèrons
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une fonction test V ∈ 𝐻1(Ω). Pour trouver la formulation variationnelle, nous multiplions
l’équation (3.5) par la fonction test V et nous intégrons sur le domaine Ω. Nous obtenons
alors

−
∫︁
Ω
divΛ(𝑥, 𝑦)∇UV𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω

V𝑡AU𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

FV𝑑𝑥𝑑𝑦.

En utilisant la formule de Green, nous avons

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇U∇V𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω

V𝑡AU𝑑𝑥𝑑𝑦 −
∫︁
𝜕Ω

V∇U · n𝑑𝛾(𝑥, 𝑦) =
∫︁
Ω

FV𝑑𝑥𝑑𝑦.

Or, comme

∫︁
𝜕Ω

V∇U · n𝑑𝛾(𝑥, 𝑦) = 0,

la formulation variationnelle du problème du flot optique avec la méthode LUM-REGUloc
s’écrit ainsi

{︂
Trouver UΛ ∈ 𝐻1(Ω) tel que ∀V ∈ 𝐻1(Ω)

𝑎Λ(UΛ,V) = 𝐿(V) (3.7)

avec

𝑎Λ(UΛ,V) =

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇UΛ∇V𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω

V𝑡AUΛ𝑑𝑥𝑑𝑦

et

𝐿(V) =

∫︁
Ω

FV𝑑𝑥𝑑𝑦.

Si A est définie positive, on peut aisément vérifier les hypothèses de Lax-Milgram et en
déduire l’existence et l’unicité de la solution. Cependant, dans le cas contraire, on cherche
U dans l’espace ℒ1,2(Ω) définit par
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ℒ1,2(Ω) = {U ∈ 𝐿2
𝑙𝑜𝑐(Ω);∇U ∈ 𝐿2(Ω),

∫︁
Ω
| A

1
2U |2 𝑑𝑥𝑑𝑦 <∞}

(cf. [15]). On définit la relation d’équivalence

UℛV ↔
∫︁
Ω
| ∇(U − V) |2 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω
(U − V)𝑡A(U − V)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

L’espace quotient 𝐿1,2(Ω) = (ℒ1,2(Ω))/ℛ est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

< U,V >𝐿1,2=

∫︁
Ω
∇U∇V𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω

V𝑡AU𝑑𝑥𝑑𝑦

munit de la norme

‖U‖𝐿1,2 = (< U,U >𝐿1,2)
1
2 .

Dans cet espace, l’existence et l’unicité de la solution faible s’obtient également par le
théorème de Lax-Milgram. Comme 𝛼 > 0 et 𝜆 > 0, la coercivité et la continuité de 𝑎Λ
est immédiate. Le seul point à vérifier est la continuité de L(V). En suivant [15], nous
réécrivons F sous la forme F = AG + H, où H est tel que A

1
2H ∈ 𝐿2(Ω), supG ⊂ Ω

et
∫︀
𝜔 G𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 pour toute composante connexe 𝜔 de Ω. En utilisant l’inégalité de

Cauchy-Schwarz puis le théorème de la trace, on a

|𝐿(V) | 6
∫︁
Ω
| FV | 𝑑𝑥𝑑𝑦

6
∫︁
Ω
| U𝑡AH | 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω
| GU | 𝑑𝑥𝑑𝑦

6

(︂∫︁
Ω

AH2𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂ 1
2
(︂∫︁

Ω
AU2𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂ 1
2

+ 𝐶

(︂∫︁
𝜔
| ∇U |2 𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂ 1
2
(︂∫︁

𝜔
| G |2 𝑑𝑥𝑑𝑦

)︂ 1
2

6 𝐶 ‖U‖𝐿1,2(Ω) .

où 𝐶 est la constante de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger appliquée dans 𝐻1(𝜔,R2)∖R2

et l’ensemble lisse 𝜔 est tel que supG ⊂ 𝜔 ⊂ Ω [45]. 𝐿 est donc linéaire.

Ainsi, d’après le théorème de Lax-Milgram, le problème faible (3.7) admet une unique
solution. Les problèmes (3.5) et (3.7) étant équivalents, nous en concluons qu’il existe
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une unique solution UΛ ∈ 𝐻1(Ω) ou dans 𝐿1,2 pour le problème (3.5). Dans la suite de
ce manuscrit, afin de simplifier les notations, nous utiliserons l’écriture Λ = Λ(𝑥, 𝑦). On
en déduit :

Théorème 3.1.1. Le problème (3.5) admet une solution unique UΛ dans 𝐻1 si A est
définie positive et dans 𝐿1,2(Ω,R2) sinon.

Nous définissons la norme

‖U‖2𝜌,Λ = ‖Λ
1
2∇U‖2𝐿2(Ω) + ‖A

1
2U‖2𝐿2(Ω)

où ‖A
1
2U‖2𝐿2(Ω) =<𝐴U,U>. En notant, 𝛽𝑀 = max(𝛼𝑚𝑎𝑥, 𝜆𝑚𝑎𝑥) et 𝛽𝑚 = min(𝛼𝑚𝑖𝑛, 𝜆𝑚𝑖𝑛),

nous pouvons étendre le résultat ( [15], proposition 2.7) pour déduire les estimations sui-
vantes.

Proposition 3.1.1. Soit U une solution de (3.3) et UΛ la solution du problème (3.7).
Il existe une constante 𝐶 > 0 indépendante de Λ telle que l’on ait les deux inégalités

‖UΛ‖𝜌,Λ 6 𝐶‖A
1
2U‖𝐿2(Ω) (3.8)

et, si U ∈ 𝐻1(Ω),

‖U−UΛ‖𝜌,Λ 6 𝐶

(︂
𝛽𝑀
𝛽𝑚

)︂ 1
2

‖Λ
1
2∇UΛ‖𝐿2(Ω). (3.9)

Remarque 3.1.2. L’estimation (3.9) n’est pas une estimation a priori, mais elle inter-
viendra dans l’obtention d’estimations a posteriori.

Démonstration. Comme U est solution du problème
∫︀
Ω V𝑡AU𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︀
Ω FV𝑑𝑥𝑑𝑦 et que

UΛ est solution du problème (3.7), nous en déduisons que pour toute fonction test V
dans 𝐻1(Ω),

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇UΛ∇V𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω

V𝑡AUΛ𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

V𝑡AU𝑑𝑥𝑑𝑦.

En particulier, pour V = UΛ nous avons

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇U2

Λ𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω

U𝑡
ΛAUΛ𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

U𝑡
ΛAU𝑑𝑥𝑑𝑦.

ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE 39



CHAPITRE 3. ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE EN PETITS DÉPLACEMENTS

A l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

‖UΛ‖𝜌,Λ ≤ ‖A
1
2U‖𝐿2(Ω)‖A

1
2UΛ‖𝐿2(Ω).

Cela nous conduit à l’inégalité (3.8).

De manière équivalente, en prenant V = U − UΛ, nous avons

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇UΛ∇(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω
(U − UΛ)

𝑡AUΛ𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω
(U − UΛ)

𝑡AU𝑑𝑥𝑑𝑦

ou encore

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇UΛ∇(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω
(U − UΛ)

𝑡A(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Sans perte de généralité, nous pouvons alors écrire l’équation

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇UΛ∇(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇U∇(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦

−
∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇U∇(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω
(U − UΛ)

𝑡A(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦. (3.10)

Après regroupement des termes, nous obtenons

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇(U − UΛ)

2𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω
(U − UΛ)

𝑡A(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦

=

∫︁
Ω
Λ(𝑥, 𝑦)∇U∇(U − UΛ)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Finalement, en utilisant une nouvelle fois l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
l’inégalité

‖U − UΛ‖𝜌,Λ 6 𝛽𝑀‖∇U‖2𝐿2(Ω) + 𝛽1+2𝜀
𝑀 ‖∇U‖2𝐿2(Ω) +

𝛽𝑀
𝛽𝑚

𝛽−2𝜀
𝑀 ‖Λ

1
2∇UΛ‖2𝐿2(Ω)

qui nous donne le résultat (3.9) recherché.
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Nous utiliserons l’équation (3.9) après la discrétisation lors de l’obtention de l’estimation
a posteriori. Néanmoins, en analyse d’image, U n’est que rarement dans 𝐻1(Ω) d’où la
nécessité de trouver d’autres outils d’analyse et, dans notre cas, de se placer dans la
topologie de la Γ-convergence.

3.1.3 Γ-convergence et fonctionnelle de Mumford-Shah

Le but de cette section est de montrer que par un choix judicieux du paramètre de
régularisation, l’algorithme adaptatif converge au sens de la Γ-convergence vers la solution
du problème du flot optique avec variation de luminosité. Les notations et définitions
utiles à la compréhension de cette partie sont données dans l’annexe B.

Le modèle de Mumford-Shah est un des modèles les plus utilisés dans le domaine de
la segmentation d’images. Dans le cas du problème du flot optique [38], la forme faible
s’écrit : trouver la solution U qui minimise la fonctionnelle

1

2

∫︁
Ω
| ∇U |2 +𝛽ℋ1(𝑆U) + (

1

2

∫︁
Ω

U𝑡AU −
∫︁
Ω

FU) (3.11)

où 𝛽 est une constante positive, ℋ1 la mesure de Hausdorff de l’ensemble 𝑆U, ensemble
des singularités essentielles de U [4]. Les minimiseurs de (3.11) sont des fonctions à
variations bornées spéciales 𝑆𝐵𝑉 (Ω,R2) (voir annexe B) et sont les solutions du problème
de segmentation. Afin de gérer le terme ℋ1(𝑆U), Ambrosio et Tortorelli [5] proposent
d’utiliser une approximation de la mesure à l’aide d’une famille de densités. Cette solution
conduit à la gestion de nombreux paramètres (voir (1.8)), c’est pourquoi nous utilisons
une approche adaptative consistant à contrôler la diffusion du paramètre de régularisation
𝛼 à l’aide d’un indicateur d’erreur a posteriori [25,32]. Le principe de cette méthode est
de construire une famille discrète d’énergies dont les minimiseurs convergent vers ceux
de (3.11).

Soient 𝜈0 6 𝜋
3 et 𝑐 > 6. On note ∀𝜀 > 0, 𝒯𝜀(Ω) l’ensemble des maillages réguliers de Ω

vérifiant que la longueur des arêtes des triangles 𝐾 ∈ 𝒯𝜀 est comprise entre 𝜀 et 𝑐𝜀 et tels
que les angles des triangles 𝐾 soient supérieurs à 𝜈0.

Soit 𝑉𝜀(Ω,R2) l’ensemble des fonctions continues U définies sur Ω à valeurs dans R2 tel
que U soit un vecteur de trois fonctions affines sur chaque triangle 𝐾. L’ensemble des
maillages tels que U ∈ 𝑉𝜀(Ω,R

2) est noté 𝒯𝜀(𝑢). Nous définissons 𝑔 une fonction continue
non-décroissante de R+ dans R+ telle que

lim
𝑡→0

𝑔(𝑡)

𝑡
= 1, lim

𝑡→∞
𝑔(𝑡) = 𝑔∞.
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Choisir 𝑔(𝑡) = min(𝑡, 𝑔∞) revient à utiliser la méthode de Black et Zissermann [23]. Dans
l’analyse mathématique qui va suivre, nous considérerons ∀𝑡 > 0,

𝑔(𝑡) 6 min(𝑡, 𝑔∞).

Soient U ∈ (𝐿2(Ω))3 et 𝒯 ∈ 𝒯𝜀(Ω) un maillage, nous posons

𝐺𝜀(U, 𝒯 ) =

⎧⎨⎩
∑︁
𝐾∈𝒯

| 𝐾 ∩ Ω | 1

ℎ𝐾
𝑔(ℎ𝑘 | ∇U |2) 𝑠𝑖 U ∈ 𝑉𝜀(Ω), 𝒯 ∈ 𝒯𝜀(Ω)

+∞ 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛.

(3.12)

Dans le cas scalaire, d’après [32], si on pose

𝐺𝜀(𝑢) = min
𝒯 ∈𝒯𝜀(Ω)

𝐺𝜀(𝑢, 𝒯 ) (3.13)

alors pour 𝜀 tendant vers 0 et 𝜈0 suffisamment petit,𝐺𝜀(𝑢) Γ-converge vers la fonctionnelle
de Mumford-Shah

𝐺(𝑢) =

⎧⎨⎩
∫︁
Ω
| ∇𝑢 |2 +𝑔∞ℋ1(𝑆𝑢) 𝑠𝑖 𝑢 ∈ 𝐿2(Ω) ∩𝐺𝑆𝐵𝑉 (Ω)

+∞ 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛.

Dans le cas vectoriel, la preuve est similaire. Elle est basée sur le théorème suivant ( [25],
Théorème 2).

Théorème 3.1.2. Pour toute suite (U𝜀)𝜀 telle que U𝜀 ∈ 𝑉𝜀(Ω) et

sup
𝜀>0

(︁
𝐺𝜀(U𝜀) + ‖U𝜀‖𝐿2(Ω)

)︁
< +∞,

il existe U ∈ 𝐺𝑆𝐵𝑉 (Ω) et une sous-suite (U𝜀𝑗 )𝜀𝑗 convergente vers U telle que

𝐺(U) 6 lim inf
𝑗

𝐺(U𝜀𝑗 ).

De plus, si pour tout 𝜀, U𝜀 est une solution de
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min
V

(︂
𝐺𝜀(V) +

1

2
(

∫︁
Ω
V𝑡𝐽𝜌V𝑑𝑥𝑑𝑦 −

∫︁
Ω
FV𝑑𝑥𝑑𝑦)

)︂

alors, U est solution de

min
V

(︂
𝐺𝜀(V) +

1

2
(

∫︁
Ω
V𝑡AV𝑑𝑥𝑑𝑦 −

∫︁
Ω
FV𝑑𝑥𝑑𝑦)

)︂

et la suite (U𝜀𝑗 )𝜀𝑗 converge fortement vers U.

Dans [25], il est montré que pour un maillage 𝒯𝜀, trouver le minimum de 𝐺𝜀 est un
problème équivalent à trouver un minimum pour U ∈ 𝑉𝜀(Ω) et V = (V𝐾)𝐾∈𝒯𝜀 de la
fonction

𝐺′
𝜀(U,V, 𝒯𝜀) =

∑︁
𝐾∈𝒯𝜀

|𝐾 ∩ Ω |
(︂
V𝐾 |∇U𝐾 |2 +𝜓(V𝐾)

ℎ𝐾

)︂
(3.14)

où 𝜓 représente la transformé de Legendre-Fenchel de 𝑔. Finalement en prenant

V𝐾 = 𝑔′(ℎ𝐾 |∇U𝐾 |2)

cela nous conduit à l’algorithme adaptatif que nous décrivons ci-dessous, après avoir
discrétisé le problème.

3.1.4 Discrétisation

Soit un maillage triangulaire noté 𝒯ℎ où chaque pixel de l’image est représenté par deux
triangles (figure 3.1).

Nous définissons l’espace d’approximation de la solution

𝒱ℎ = {Vℎ ∈ 𝐶(Ω), Vℎ|𝐾 ∈ 𝑃1(𝐾)}

où, ℎ représente le diamètre maximal des cellules 𝐾, 𝐶(Ω) représente l’ensemble des
fonctions continues sur Ω et 𝑃1(𝐾) est l’ensemble des fonctions polynômiales de degré
inférieur ou égal à 1 sur 𝐾.
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1 pixel

Figure 3.1 – Représentation du maillage initial 𝒯ℎ.

Dans cet espace, nous notons Aℎ et 𝑎Λ,ℎ, les approximations respectives de A et 𝑎Λ,
et 𝐿ℎ(𝜙) l’approximation de 𝐿(𝜙). La formulation variationnelle discrétisée consiste à
trouver UΛ,ℎ ∈ 𝒱ℎ tel que

𝑎Λ,ℎ(UΛ,ℎ,Vℎ) = 𝐿ℎ(Vℎ) ∀Vℎ ∈ 𝒱ℎ. (3.15)

Théorème 3.1.3. Le problème variationnel discret (3.15) admet une solution unique.

La preuve sera donnée dans la section suivante, après avoir énoncé le théorème 3.1.4.

3.1.5 Variation locale et adaptative du paramètre 𝛼

Afin de présenter la stratégie adaptative du paramètre de régularisation 𝛼, première et
deuxième composante de Λ, nous donnons dans un premier temps les différentes étapes
de l’algorithme pour la méthode LUM-REGUloc.

1. — Calcul d’une première approximation U0 du flot
optique. Cette estimation est faite sur un maillage
cartésien 𝑇 0

ℎ où nous avons deux mailles triangulaires
par pixel.

— Définition de 𝑖 = 0.

2. 𝑖 = 𝑖+ 1. Construction d’un maillage adapté 𝑇 𝑖
ℎ.

3. Choix local de 𝛼𝑖(𝑥, 𝑦) sur 𝑇 𝑖
ℎ.

4. Calcul de l’approximation U𝑖 du flot optique sur le
maillage 𝑇 𝑖

ℎ.

5. Retour à l’étape 2.

En ce qui concerne le troisième point de cet algorithme, le choix n’est pas unique. Un
premier choix possible consiste à prendre la fonction
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𝑔(𝑡) =
2𝜇

𝜋
arctan(

𝜋𝑡

2𝜇
)

où 𝜇 est un paramètre réel constant. En considérant ensuite

V𝐾 = 𝑔′(ℎ𝐾 |∇UΛ,ℎ |2),

le paramètre de régularisation est dans ce cas réévalué à l’aide de l’expression

𝛼𝑛+1
𝐾 =

𝛼𝑛
𝐾

1 + 𝜅
(︁
𝜋ℎ𝐾 |∇UΛ,ℎ|2

2𝜇

)︁2
.

(3.16)

Ce choix implique une réduction lente et régulière de la régularisation 𝛼 dans les zones
où le terme ℎ𝐾 | ∇UΛ,ℎ |2 est grand. Afin de donner plus de poids à ce terme dans
l’équation, un réél constant 𝜅 est ajouté.

Dans notre cas, nous choisissons de réévaluer 𝛼 en suivant la stratégie adaptative proposée
dans [15]. L’indicateur d’erreur que nous utilisons est défini pour chaque élément 𝐾 ∈ 𝒯ℎ
par

𝜂𝐾 = Λ
− 1

2
𝐾 ℎ𝐾 ‖Fℎ + div(Λ𝐾∇UΛ,ℎ) + AℎUΛ,ℎ‖𝐿2(𝐾)+

1

2

∑︁
𝑒∈𝜀𝐾

Λ
− 1

2
𝑒 ℎ

1
2
𝑒 ‖[Λ∇UΛ,ℎ · n𝑒]𝑒‖𝐿2(𝑒) (3.17)

où 𝜀𝐾 représente l’ensemble de tous les bords 𝑒 de 𝐾. Le diamètre de 𝐾 est noté ℎ𝐾 et
le diamètre d’un bord 𝑒 est ℎ𝑒. n𝑒 représente le vecteur normal sortant de 𝑒, Λ𝑒 est le
maximum (pour chaque composante) entre la valeur de Λ de deux voisins d’un bord, et
[.]𝑒 représente le saut d’un bord 𝑒 c’est-à-dire, la différence entre les valeurs intérieures
et les valeurs extérieures à la cellule 𝐾.

L’indicateur d’erreur est équivalent à la norme 𝐻1 de l’erreur des éléments finis [15,115]
et est principalement utilisé pour effectuer des adaptations de maillages. Cette valeur est
élevée lorsque l’erreur résiduelle du modèle est importante ou lorsque la valeur moyenne
du gradient est grande. C’est par exemple le cas sur les discontinuités puisque dans ce
cas, la valeur de ∇𝑈Λ,ℎ est élevée. Ainsi, pour améliorer la solution, nous réduisons la
valeur du paramètre 𝛼 des deux premières composantes de Λ sur ces zones. La troisième
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composante 𝜆 est gardée constante. Le choix local du paramètre de régularisation 𝛼 est
ainsi donné par

𝛼𝑛+1
𝐾 = max

⎛⎝ 𝛼𝑛
𝐾

1 + 𝜅max
(︁

𝜂𝐾
‖𝜂‖∞

− 𝜁
100 , 0

)︁ , 𝛼𝑠

⎞⎠ (3.18)

où 𝜅 est un paramètre habituellement choisi entre 5 et 10, 𝛼𝑠 est un paramètre seuil em-
pêchant la régularisation d’être trop petite et 𝜁 > 0 correspond à la tolérance souhaitée.
De cette façon, si l’erreur relative est plus grande que 𝜁% nous réduisons la valeur de
𝛼. Sinon, si la valeur est plus petite que 𝜁%, le dénominateur étant égal à 1, 𝛼 garde la
même valeur qu’à l’itération précédente.

Dans l’approche adaptative, les estimations suivantes garantissent l’optimalité des esti-
mateurs d’erreur a posteriori que nous utilisons [15].

Théorème 3.1.4. Il existe une constante 𝐶 indépendante de ℎ et Λ telle que

‖UΛ −UΛ,ℎ‖𝜌,Λ ≤ 𝐶

(︂
1 +

𝛽𝑀
𝛽𝑚

)︂ 1
2

⎛⎝∑︁
𝐾∈𝒯ℎ

𝜂2𝐾 + ℎ2𝐾Λ−1
𝐾 ‖F− Fℎ‖2𝐿2(𝐾)

⎞⎠ 1
2

.

Nous pouvons ainsi combiner ce résultat avec l’inégalité (3.9), pour obtenir le résultat de
convergence souhaité dans le théorème 3.1.3.

‖U − UΛ,ℎ‖𝜌,Λ ≤ 𝐶

(︂
1 +

𝛽𝑀
𝛽𝑚

)︂ 1
2

(︃ ∑︁
𝐾∈𝒯ℎ

𝜂2𝐾 + ℎ2𝐾Λ−1
𝐾 ‖F − Fℎ‖2𝐿2(𝐾) +Λ𝐾 ‖∇UΛ‖2𝐿2(𝐾)

)︃ 1
2

.

3.2 Résultats numériques

Dans cette partie, après avoir présenté la méthode de représentation des champs de vec-
teurs résultats, nous présentons les résultats obtenus pour différents cas tests donnés par
le site de Middleburry. La méthode que nous utilisons est celle présentée pour l’estima-
tion du flot optique prenant en compte les variations de luminosité. Nous étudions la
légitimité de cette méthode à travers un exemple dans lequel l’intensité lumineuse est
variable. Nous présentons l’évolution de l’erreur angulaire et de l’erreur en norme 𝐿2

par rapport à la solution exacte. Enfin, nous explicitons les avantages de l’utilisation de
l’adaptation du maillage au cours des itérations.
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3.2.1 Représentation des résultats

La manière la plus intuitive de réprésenter les résultats est d’afficher le champ de vecteur
tel que présenté sur la figure 3.2.

Figure 3.2 – Champ de vecteurs représentant les mouvements sur une image.

Dans un cas comme celui-ci, on remarque que le déplacement est équivalent à un effet
de zoom. L’inconvénient de cette représentation, dans le cas où l’on associe un vecteur à
chaque pixel, est que la lecture du résultat est rapidement difficile à cause du nombre total
de vecteurs, en particulier si les mouvements sont complexes. Ainsi, la représentation de
champs denses se fait à l’aide d’une carte de coloration où chaque vecteur est représenté
par une couleur en fonction de son orientation et de sa norme. Elle permet une lecture
plus claire du champ de vecteurs obtenu. On présente sur la figure 3.3 deux exemples de
cartes pouvant être utilisées.

Figure 3.3 – Exemples de cartes de coloration utilisées pour la représentation d’un
champ de vecteurs dense.

L’utilisation d’une carte ou d’une autre dans la littérature peut donc donner des résultats
visuellement différents pour un même test. Dans notre cas, nous utiliserons la carte de
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gauche. Ce choix est motivé par sa popularité à travers la communauté. C’est aussi celle
proposée par le site Middleburry www.vision.middleburry.edu/flow/ qui nous servira
de base de données pour les différents cas tests.

Figure 3.4 – Carte de coloration pour la représentation des champs de vecteurs donnée
par le site de Middleburry avec le champ de vecteurs correspondant.

Dans le cas de la séquence de RubberWhale donnée par Middleburry (figure 3.5),

Figure 3.5 – Images 10 et 11 de la séquence de RubberWhale de Middleburry.

le flot optique exact représenté à l’aide de cette carte de coloration est donné sur la figure
3.6.

3.2.2 Résultats

3.2.2.1 Motivations de la prise en compte des variations de luminosité

Afin de justifier l’ajout de la prise en compte de la luminosité, nous proposons un test
avec la séquence de RubberWhale 3.5 dans laquelle l’intensité lumineuse de la première
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Figure 3.6 – Solution exacte du flot optique pour la séquence RubberWhale.

image a été modifiée (figure 3.7). Ce genre de situation peut arriver dans des séquences
d’images réelles lorsque l’on passe d’une zone éclairée à une zone d’ombre.

Figure 3.7 – Séquence de RubberWhale avec augmentation de la luminosité sur la
première image.

Comme le mouvement reste inchangé, le flot optique exact également. Nous montrons sur
la figure 3.8 le résultat obtenu avec la stratégie de programmation considérant l’hypothèse
de la constance de luminosité (3.2) puis avec celle de la luminosité variable. Pour cet
exemple, nous n’effectuons aucune itération d’adaptation de la régularisation, le but
étant de montrer l’effet de la prise en compte de la variation de luminosité.

Nous remarquons que dans le cas de séquences présentant une forte variation de lumino-
sité, les résultats de la méthode classique (considérant la luminosité constante) peuvent
être en grande partie erronés. Cette méthode est, en effet, incapable de faire la corres-
pondance entre les pixels des deux images. La solution trouvée en prenant en compte la
variation de la luminosité se révèle bien plus précise. Dans le but de pouvoir traiter des
images en conditions réelles avec un code moins sensible aux variations de luminosité,
nous garderons cette dernière pour la suite de nos tests.
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Figure 3.8 – Estimation du flot optique pour le test de RubberWhale avec variations
de luminosité. A gauche, en utilisant l’hypothèse de la luminosité constante. A droite, en
considérant une variation affine de la luminosité.

3.2.2.2 Influence du paramètre de régularisation 𝛼

Sur la figure 3.10, nous présentons l’effet de la régularisation pour différentes valeurs de
𝛼, lorsque ce paramètre est une constante. Nous pouvons voir qu’une régularisation trop
faible ne lisse pas suffisamment le champ de vecteurs et fait apparaître des détails de
textures non désirés. Cependant, si le paramètre 𝛼 est trop grand, le champ est trop lissé
et nous perdons les informations sur les bords des objets de l’image.

(a) 𝛼 = 0 (b) 𝛼 = 200 (c) 𝛼 = 500

(d) 𝛼 = 1000 (e) 𝛼 = 2000 (f) 𝛼 = 10000

Figure 3.9 – Estimation du flot optique pour différentes valeurs du paramètre 𝛼
constant.

Lorsque ce choix est fixé de manière constante dans l’algorithme, il faut alors faire le
meilleur compromis. Dans ce cas, nous remarquons que le meilleur candidat pour ce
test est 𝛼 = 2000. Cependant, avec la stratégie LUM-REGUloc, nous allons pouvoir le
réévaluer localement à chaque itération en fonction de la géométrie des différents objets.
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3.2.2.3 Applications sur différents cas tests

Afin de vérifier la validité de notre méthode, nous utilisons plusieurs cas tests couram-
ment utilisés dans la littérature. Ces tests proviennent tous du site de l’université de
Middleburry. Ils sont fournis avec les solutions exactes, nous permettant le calcul des
erreurs. Dans le tableau 3.1, nous présentons brièvement quelles sont les particularités
de chaque test.

Cas test Spécificité

RubberWhale Textures importantes sur dif-
férents plans

Hydrangea

Dimetrodon

Grove2 Images synthétiques présen-
tant de nombreux détails

Table 3.1 – Particularités des différents cas tests de Middleburry.

Sur la figure 3.10, nous présentons les résultats de la méthode prenant en compte les varia-
tions de luminosité sans adaptation (c), puis avec l’adaptation du paramètre de régularité
𝛼 : méthode LUM-REGUloc. Nous donnons les résultat pour les formules d’adaptation
du 𝛼 (3.18) (d) et (3.16) (e).

Bien que la solution obtenue sans adaptation ne soit pas mauvaise, nous remarquons que
le contrôle adaptatif du paramètre 𝛼 permet d’améliorer l’estimation du flot optique sur
les zones discontinues. Pour déterminer la précision de la solution estimée, nous utilisons
deux méthodes d’évaluation proposées dans la littérature. Dans un premier temps, nous
calculons l’erreur angulaire moyenne (Average Angular Error, notée AAE). Ce calcul
d’erreur permettant la mesure de la précision d’un champ de vecteurs, a été proposé par
Fleet et Jepsen [47]. Il se fait à l’aide de la formule

𝐴𝐴𝐸 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑢1,ℎ𝑢1,𝑒 + 𝑢2,ℎ𝑢2,𝑒 + 1√︁

(𝑢21,ℎ + 𝑢22,ℎ + 1)(𝑢21,𝑒 + 𝑢22,𝑒 + 1)
(3.19)

où uℎ = (𝑢1,ℎ, 𝑢2,ℎ) est une approximation du champ de vecteurs obtenue après calculs
et u𝑒 = (𝑢1,𝑒, 𝑢2,𝑒) représente le flot optique exact.
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(a) Image test (b) Solution
exacte

(c) Estimation
sans adaptation

(d) Méthode
LUM-REGUloc,
adaptation (3.18)

(e) Méthode
LUM-REGUloc,
adaptation (3.16)

Figure 3.10 – Estimation du flot optique obtenue avec et sans adaptation de 𝛼 pour
différents cas tests du site de Middleburry.

Cette méthode d’évaluation présente l’avantage de pénaliser les vecteurs de grandes am-
plitudes face à ceux de petites amplitudes. En revanche, comme le soulignent Otte et
Nagel [98], un même angle d’erreur présent symétriquement peut donner des erreurs
angulaires différentes (figure 3.11).

e = (1.5, 0)

u1 = (2, 0)

u2 = (1, 0)

𝑒𝑟𝑟u1 = 11.3∘

𝑒𝑟𝑟u2 = 7.12∘

Figure 3.11 – Différence d’erreur angulaire pour deux vecteurs de même angle mais avec
des normes différentes.
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Malgré cet inconvénient, nous utilisons cette évaluation car nous souhaitons principale-
ment vérifier que le champ de vecteurs obtenu soit bien orienté. C’est actuellement la
plus utilisée pour les estimations de flots optiques. Le calcul de cette erreur permettra
ainsi de comparer nos résultats à ceux de la littérature.

La deuxième méthode que nous utilisons permet d’évaluer le champ de vecteurs de ma-
nière plus précise à l’aide de la norme 𝐿2. Cette erreur est également appelée Endpoint
Error (notée EE). Elle ne permet pas d’obtenir une evaluation concernant la direction
du champ de vecteurs mais elle n’est pas affectée par le problème cité ci-dessus. Elle est
déterminée à l’aide de la formule

𝐸𝐸 =
√︁
(𝑢1,ℎ − 𝑢1,𝑒)2 + (𝑢2,ℎ − 𝑢2,𝑒)2. (3.20)

Afin d’observer l’évolution de la précision de l’estimation au cours de l’adaptation du
paramètre de régularisation 𝛼, nous présentons sur les figures 3.12 et 3.13 l’évolution de
l’erreur angulaire moyenne (AAE) et l’erreur moyenne 𝐿2 (EE).

Notre but étant d’obtenir un champ de vecteurs lisse sur les zones homogènes tout en
conservant les discontinuités du flot optique, nous débutons l’algorithme avec une valeur
de 𝛼 relativement grande. Ce choix a pour effet de fortement lisser le champ. Nous
remarquons qu’au cours des itérations d’adaptation, les erreurs AAE et EE diminuent.
Les zones discontinues étant minoritaires, cette diminution est limitée. Malgré cela, nous
remarquons visuellement que la solution est plus proche de la solution exacte et que les
bords des éléments de l’image sont mieux définis.

Lors des itérations pour le contrôle local de la régularisation, nous effectuons également
une adaptation du maillage. Sur la figure 3.14, nous donnons les maillages adaptés ob-
tenus. Le maillage initial est fin, il comporte deux cellules par pixel. Les régions où le
paramètre 𝛼 est grand sont des régions qui ne présentent pas de bord et où le champ
sera lissé. Avec l’adaptation du maillage, nous pouvons donc réduire le nombre de mailles
dans ces zones et l’augmenter dans les zones où la valeur de 𝜂𝐾 est grande, c’est à dire
au niveau des contours des objets.

Grâce à cette adaptation, le nombre de degrés de liberté au cours des itérations réduit de
manière significative dès la deuxième itération puis garde une valeur stable (voir figure
3.15). Il n’est donc pas nécessaire de faire de nombreuses itérations d’adaptation du
maillage.La diminution du nombre de degrés de liberté implique également un gain de
temps de calcul. Pour s’en convaincre, dans le tableau 3.2, nous montrons l’influence
de l’adaptation du maillage sur le temps de calcul en comparant les temps d’exécution
de l’algorithme pour quatre itérations d’adaptation de la régularisation, avec et sans
adaptation de maillage. Sur 4 itérations, le gain de temps est de plus de 50%. Il est aussi
important de noter que la première itération effectuée sur le maillage initial représente la
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Figure 3.12 – Evolution de l’erreur angulaire de LUM-REGUloc en fonction des itéra-
tions d’adaptation pour les différents cas tests.

majorité du temps de calcul. Nous présentons ce temps entre parenthèses afin de pouvoir
comparer. Ainsi, le temps ajouté pour chaque itération supplémentaire est de moins en
moins important face au temps de la première itération.

Avec adaptation Sans adaptation
du maillage du maillage

RubberWhale 2min 48s (1min 18s) 5min 45s
Dimetrodon 2min 11s (1min 17s) 5min 43s
Hydrangea 2min 45s (1min 15s) 5min 33s

Table 3.2 – Temps d’exécution de l’algorithme avec et sans adaptation du maillage pour
quatre itérations d’adaptation du paramètre de régularisation. Entre parenthèses, nous
donnons le temps de la premiere itération.
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Figure 3.13 – Evolution de l’erreur 𝐿2 de LUM-REGUloc en fonction des itérations
d’adaptation pour les différents cas tests.

3.3 Optimisation des résultats par rapprochement itératif

Dans la section 1.4, nous avons présenté une méthode permettant d’optimiser l’estimation
du flot optique à l’aide d’un procédé de rapprochement itératif et d’une pyramide gaus-
sienne. Contrairement au contrôle adaptatif de la régularisation, cet algorithme concerne
l’amélioration du terme correspondant à l’adéquation aux données du problème. Nous
allons à présent appliquer cette méthode au modèle LUM-REGUloc.

Soient 𝑓1 et 𝑓2 les deux images de la séquence. Nous commençons par appliquer un flou
gaussien de paramètre 𝜌 sur ces deux images et déterminons le flot optique U entre𝐾𝜌⋆𝑓1
et 𝐾𝜌 ⋆ 𝑓2. L’approximation U ainsi obtenue est ensuite utilisée afin de déterminer la
nouvelle image 𝑓 ′1 = 𝑓1(x+U) à l’aide de l’interpolation bilinéaire

ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE 55



CHAPITRE 3. ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE EN PETITS DÉPLACEMENTS

(a) RubberWhale (b) Venus

(c) Dimetrodon (d) Hydrangea

Figure 3.14 – Maillages adaptés donnés par LUM-REGUloc pour les différents cas tests
de Middleburry.

𝑓 ′1(𝑥, 𝑦) ≈
1

(𝑥2 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1)
(𝑓1(𝑥1, 𝑦1)(𝑥2 − 𝑥)(𝑦2 − 𝑦) + 𝑓1(𝑥2, 𝑦1)(𝑥− 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦)

+ 𝑓1(𝑥1, 𝑦2)(𝑥2 − 𝑥)(𝑦 − 𝑦1) + 𝑓1(𝑥2, 𝑦2)(𝑥− 𝑥1)(𝑦 − 𝑦1))

où

𝑥1 = ⌊𝑥− 𝑢1⌋
𝑥2 = ⌈𝑥− 𝑢2⌉
𝑦1 = ⌊𝑦 − 𝑢1⌋
𝑦2 = ⌈𝑦 − 𝑢2⌉.

Après avoir réduit la valeur du paramètre 𝜌, nous réitérons le processus avec 𝑓 ′1 et 𝑓2.

Le flot optique final est alors donné par la somme de tous les U𝑛. La méthode peut être
résumée à l’aide du pseudo-code suivant.
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Figure 3.15 – Evolution du nombre de degrés de liberté au cours des itérations de
LUM-REGUloc pour les différents cas tests.

Initialisation : 𝑓01 = 𝑓1 et U0 = 0.
Pour 𝑛 allant de 0 à 𝑁

— Déterminer le flot optique U𝑛+1 entre les images 𝐾𝜌 ⋆ 𝑓
𝑛
1

et 𝐾𝜌 ⋆ 𝑓2.
— Déterminer 𝑓𝑛+1

1 (x) = 𝑓𝑛1 (x+U𝑛+1).
— Diminuer le paramètre 𝜌.

Fin pour

Nous combinons cette méthode avec la stratégie adaptative du paramètre de régulari-
sation et du maillage. Les deux adaptations se font alors au même moment que l’étape
d’interpolation bilinéaire. Le pseudo-code de l’algorithme complet s’écrit alors

Dans la suite, nous nommerons OF-Rapp cette méthode incluant le rapprochement ité-
ratif ainsi que la pyramide gaussienne. Nous donnons les résultats obtenus avec cette
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Initialisation : 𝑓01 = 𝑓1, U0 = 0, et 𝒯 0
ℎ un maillage cartésien

régulier.
Pour 𝑛 allant de 0 à 𝑁

— Déterminer le flot optique U𝑛+1 entre les images 𝐾𝜌 ⋆ 𝑓
𝑛
1

et 𝐾𝜌 ⋆ 𝑓2 sur le maillage 𝒯 𝑛
ℎ .

— Construire le maillage adapté 𝒯 𝑛+1
ℎ .

— Choisir localement 𝛼𝑛+1(𝑥, 𝑦) sur 𝒯 𝑛+1
ℎ .

— Déterminer 𝑓𝑛+1
1 (x) = 𝑓𝑛1 (x+U𝑛+1).

— Diminuer le paramètre 𝜌.
Fin pour

méthode sur la figure 3.16 et les erreurs en fonction des itérations d’adaptation pour l’er-
reur angulaire (figure 3.17) et l’erreur 𝐿2 (figure 3.18). En comparant ces deux dernières
figures aux figures 3.12 et 3.13, nous constatons que les pics d’erreurs, visibles notamment
sur le cas test Dimetrodon, sont stabilisés.

Pour tous les cas testés, nous observons une diminution des erreurs angulaires et 𝐿2. Nous
remarquons visuellement les améliorations sur la figure 3.16. Le calcul avec la stratégie
OF-Rapp propose effectivement des résultats plus proches des solutions exactes.

Dans le tableau 3.3, nous comparons les temps que nous obtenons avec notre méthode de
régularisation locale, sans puis avec la méthode de rapprochement itératif. Nous compa-
rons donc LUM-REGUloc et OF-Rapp. Dans les deux cas, nous faisons quatre itérations
d’adaptation.

Sans rapprochement Avec rapprochement
itératif itératif

LUM-REGUloc OF-Rapp
RubberWhale 2min 48s 3min 31s
Dimetrodon 2min 11s 3min 01s
Hydrangea 2min 45s 3min 18s

Table 3.3 – Temps d’exécution de l’algorithme avec et sans rapprochement itératif pour
quatre itérations d’adaptation du paramètre de régularisation et quatre itérations de
rafinement.

Combinée à l’adaptation de la régularisation, cette méthode permet donc de gagner
encore un niveau dans la précision des résultats. Cependant, malgré le fait que nous ayons
pu amortir le coût des itérations ajoutées en les combinants à celles de l’adaptation, le
tableau 3.3 nous montre que le programme reste plus lourd en termes de temps de calcul.
En effet, il faut ajouter au temps de la résolution du problème, le temps de l’interpolation
bilinéaire ainsi que celui nécessaire pour appliquer un nouveau flou gaussien à chaque
itération.
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(a) Image test (b) Solution exacte (c) Sans
rapprochement itératif
ni filtre gaussien :
LUM-REGUloc

(d) Avec
rapprochement itératif
et filtre gaussien :
OF-Rapp

Figure 3.16 – Estimation du flot optique obtenue avec et sans raffinement itératif et
pyramide gaussienne pour les différents cas tests avec adaptation du paramètre de régu-
larisation et prise en compte de la variation de la luminosité.

3.4 Contrôle adaptatif du paramètre 𝜆

Comme nous l’avons vu dans dans ce chapitre, la méthode LUM-REGUloc permet d’ob-
tenir une bonne approximation du champ de vecteurs même lorsque la luminosité varie
dans la séquence. Toutefois, dans l’exemple présenté, la variation de luminosité était re-
lativement uniforme. Nous présentons dans cette partie un nouvel exemple dans lequel
la variation de luminosité est localisée (voir figure 3.19).
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Figure 3.17 – Evolution de l’erreur angulaire de OF-Rapp en fonction des itérations
d’adaptation pour les différents cas tests.

Sur la figure 3.20, nous présentons les résultats obtenus à l’aide de la méthode LUM-REGUloc
pour trois valeurs constantes du paramètre 𝜆 : 10𝛼, 1000𝛼 et 10000𝛼. Dans le cas d’une
valeur trop faible comme 10𝛼, les zones où la luminosité a subi des variations sont bien
traitées mais le champ de vecteurs est fortement lissé, ce qui implique des résultats peu
précis au niveau des discontinuités. Les valeurs 1000𝛼 et 10000𝛼 ne permettent pas d’ob-
tenir une bonne approximation des zones à luminosité variable.

Afin de conserver la qualité de l’approximation dans les zones où la luminosité est
constante tout en corrigeant le champ de vecteurs dans les zones où la luminosité est
variable, nous choisissons d’utiliser une méthode de contrôle local du paramètre 𝜆 basée
sur le même principe que l’adaptation du paramètre 𝛼. La valeur de 𝑚𝑡 du flot optique
(𝑢1, 𝑢2,𝑚𝑡)

𝑇 nous indique l’importance de la variation de luminosité. Lorsque cette va-
leur est grande, cela signifie que la variation de luminosité est grande. Elle nous permet
ainsi, après un premier calcul, de déterminer deux types de zones : celles où la luminosité
varie et celles où elle ne varie pas. Pour améliorer l’estimation du flot optique, nous vou-
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Figure 3.18 – Evolution de l’erreur 𝐿2 de OF-Rapp en fonction des itérations d’adap-
tation pour les différents cas tests.

Figure 3.19 – Séquence de RubberWhale avec une variation de luminosité non régulière.

lons alors adapter le paramètre de régularisation 𝜆 afin de réduire l’influence de 𝑚𝑡 dans
les zones où il n’y a pas de variation de la luminosité en faisant tendre le système (3.5)
vers le système (3.2) mais également de garder le poids de l’hypothèse (3.3) sur les zones
où la luminosité varie. Pour cela, nous considérons le nouvel indicateur d’erreur 𝜂𝐾(𝑚𝑡)
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(a) 𝜆 = 10𝛼

(b) 𝜆 = 1000𝛼 (c) 𝜆 = 10000𝛼

Figure 3.20 – Estimation du flot optique pour une variation non uniforme de la lumino-
sité à l’aide de la méthode REGUloc (a) et de la méthode LUM-REGUloc pour différentes
valeurs de 𝜆 constant (b, c et d).

défini pour chaque élément 𝐾 ∈ 𝒯ℎ par

𝜂𝐾(𝑚𝑡) = 𝜆
− 1

2
𝐾 ℎ𝐾 ‖∇𝑚𝑡‖𝐿2(𝐾) (3.21)

et nous utilisons une formule équivalente à celle utilisée pour l’adaptation du paramètre
𝛼

𝜆𝑛+1
𝐾 = max

⎛⎝ 𝜆𝑛𝐾

1 + 𝜅max
(︁

𝜂𝐾(𝑚𝑡)
‖𝜂(𝑚𝑡)‖∞

− 𝜁
100 , 0

)︁ , 𝜆𝑠
⎞⎠ (3.22)

Ce choix implique une réduction lente et régulière de la régularisation 𝜆 dans les zones où
le terme 𝜂𝐾(𝑚𝑡) est grand. Afin de ne pas obtenir un champ discontinu, nous appliquons
également une légère diffusion sur 𝜆.

Sur la figure 3.21, nous présentons la fonction 𝜆(𝑥, 𝑦) après adaptation. Les parties jaunes,
correspondantes aux zones où la lumière a varié, représentent là où 𝜆 a été réduit. Les
parties roses sont celles où 𝜆 n’a pas été modifié et a gardé une grande valeur. Sur la
même figure, nous présentons l’estimation du flot optique obtenue avec l’ajout de cette
adaptation.

Grâce à cette nouvelle adaptation, nous obtenons une bonne estimation du flot optique
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Figure 3.21 – Gauche : fonction 𝜆(𝑥, 𝑦) après adaptation locale. Droite : estimation de
mouvement obtenue avec l’adaptation locale du paramètre 𝜆.

malgré les variations locales de luminosité perturbant l’assimilation des pixels correspon-
dants d’une image à l’autre.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé des modèles variationnels utilisant la méthode
des éléments finis pour la résolution du problème de l’estimation du flot optique en pe-
tits déplacements. Nous avons d’abord présenté un modèle dans lequel la luminosité est
supposée constante d’une image à l’autre de la séquence. Cette méthode nous a permis
d’obtenir de bonnes estimations sur les cas tests du site de Middleburry. Cependant,
lorsque nous avons fait varier la luminosité, nous avons vu que ce modèle perd de son
efficacité. Pour dépasser ce problème, nous avons donc créé un deuxième modèle pre-
nant en compte la variation de la luminosité. Les résultats numériques ont montré que le
modèle parvient alors à garantir la précision du résultat, même lorsque l’intensité lumi-
neuse varie dans la séquence. Pour améliorer l’estimation de la solution sur les arêtes de
l’image, nous avons implémenté une méthode de contrôle adaptatif de la régularisation.
Nous avons montré que l’algorithme adaptatif consiste à construire une suite (𝑈𝑛, 𝛼𝑛)
qui minimise une famille d’énergies discrètes qui Γ- converge vers la fonctionnelle de
Mumford-Shah. Autrement dit, (𝑈𝑛)𝑛 converge vers 𝑈 , minimiseur de Mumford-Shah
et (𝛼𝑛) converge vers une fonction 𝛼 = 1 sauf sur l’ensemble 𝑆𝑢 où elle vaut 0. Cette
méthode nous a permis de gagner en précision au niveau des contours des objets et ainsi
de diminuer l’erreur angulaire. Enfin, nous avons proposé un contrôle adaptatif pour le
terme concernant la luminosité. Cela a, en effet, amélioré l’estimation du flot optique
dans le cas où la variation lumineuse serait localisée.
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Chapitre 4

Méthodes parallèles pour
l’estimation du flot optique
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4.1 Méthode pararéelle

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, l’adaptation du paramètre 𝛼 permet
d’obtenir une caractérisation plus fine de la géométrie de l’image. Cela permet d’avoir
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une estimation du flot optique plus précise et de réduire fortement le nombre de degrés
de liberté. Nous voulons à présent améliorer le temps de calcul en parallélisant notre
programme. Parce que nous sommes dépendants de la géométrie et que la parallélisation
sur carte graphique n’est pas la plus adaptée pour l’adaptation du maillage, nous avons
choisi dans un premier temps d’implémenter un algorithme parallèle en temps. Dans le
chapitre 1, nous avons introduit cette méthode à l’aide d’un exemple simple. Dans ce
chapitre, nous reprenons cette méthode et l’appliquons dans le cas du flot optique.

4.1.1 Application de la méthode pararéelle pour le problème du flot
optique

Dans le but d’utiliser le pararéel, nous avons dans un premier temps ajouté une variation
en temps au problème. Ce travail est préparatif à la résolution du problème du flot optique
en grands déplacements (voir chapitre 5). Le problème à résoudre devient alors

⎧⎨⎩
𝜕u
𝜕𝑡

− div(𝛼∇u) + 𝐽𝜌u = f dans Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (4.1)

u(0) = 0. (4.2)

Pour une méthode sans contrôle local du paramètre de régularisation, l’algorithme utilisé
est rigoureusement identique à la méthode proposée dans l’exemple (2.2). Nous commen-
çons par définir la subdivision 0 = 𝑇0 < 𝑇1 < · · · < 𝑇𝑁 = 𝑇 de l’intervalle de temps
[0, 𝑇 ] puis nous définissons le solveur grossier pour 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1,

{︂
u𝑔
𝑛+1 = 𝒢(u𝑔

𝑛) = u𝑔
𝑛 +Δ𝑇

(︀
div(𝛼∇u𝑔

𝑛+1)− 𝐽𝜌u
𝑔
𝑛+1 + f

)︀
u𝑔
0 = u𝑔(𝑇0 = 0) = 0.

Chacune des solutions obtenues est ensuite utilisée comme état initial de la résolution
fine sur l’intervalle correspondant. Ainsi, en parallèle pour chaque 𝐶𝑃𝑈𝑖, le problème à
résoudre sur le sous intervalle [𝑇𝑘, 𝑇𝑘+1] est donné par

{︃
u𝑓
𝑛,𝑚+1 = ℱ(u𝑓

𝑛,𝑚) = u𝑓
𝑛,𝑚 +Δ𝑡

(︁
div(𝛼∇u𝑓

𝑛,𝑚+1)− 𝐽𝜌u
𝑓
𝑛,𝑚+1 + f

)︁
u𝑓
𝑛,0 = u𝑔

𝑛

où 𝑚 = 0, . . . ,𝑀 − 1.

Une fois les deux solveurs définis, la phase de mise à jour de la solution à l’aide de la
prédiction-correction est identique à celle présentée dans le chapitre 2.
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Pour appliquer le contrôle adaptatif de la régularisation ainsi que l’adaptation du maillage,
soit nous effectuons l’adaptation lors des itérations grossières à l’initialisation, soit nous
le faisons à chaque itération fine. Avoir un paramètre de régularisation différent entre
deux 𝐶𝑃𝑈 n’est pas gênant, nous n’avons donc pas la nécessité de faire le transfert de
ces valeurs entre les processeurs. Toutefois, il serait très couteux d’effectuer le contrôle du
paramètre à chaque itération fine, de plus il peut ne pas être bon de faire trop d’étapes
d’adaptation du paramètre de régularisation. Pour ces raisons, nous effectuons donc ces
contrôles lors des étapes de résolutions grossières.

4.1.2 Résultats numériques

Dans un premier temps, nous allons vérifier que les résultats obtenus à l’aide de la
méthode pararéelle correspondent à ceux obtenus avec le même algorithme en séquentiel.
Nous déterminons donc à chaque itération l’erreur angulaire entre les deux solutions et
nous présentons les résultats obtenus à chaque itération globale sur la figure 4.1.
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Figure 4.1 – Evolution de l’erreur L2 entre la méthode pararéelle et de celle séquentielle
à chaque itération globale.

Comme dans l’exemple (2.2), nous constatons que l’étape de mise à jour entre les itéra-
tions globales a pour effet de réduire de manière significative l’écart entre l’estimation
donnée par la méthode séquentielle et celle donnée par la méthode pararéelle et donc d’ac-
célérer la convergence de cette dernière. Nous présentons sur la figure 4.2 les solutions

ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE 67



CHAPITRE 4. MÉTHODES PARALLÈLES POUR L’ESTIMATION DU FLOT
OPTIQUE

obtenues avec la méthode pararéelle, avec et sans adaptation.

Figure 4.2 – Gauche : Solution du code pararéel sans adaptation. Droite : Solution du
code pararéel avec adaptation.

Comme dans le chapitre précédent, l’adaptation du paramètre 𝛼 préserve la qualité de
la solution générale et améliore la précision de l’estimation sur les arêtes de l’image.

Concernant le temps d’exécution de l’algorithme, nous comparons les temps obtenus avec
la méthode pararéelle et avec celle séquentielle. Pour la méthode pararéelle, nous testons
plusieurs configurations permettant d’obtenir un nombre d’itérations équivalent à la mé-
thode séquentielle afin de déterminer laquelle propose une meilleure accélération. Cette
accélération est donnée par le rapport du temps séquentiel sur le temps parallèle. De plus,
nous pouvons constater sur la figure 4.1 que l’étape de mise a jour permet d’atteindre un
résultat proche de celui donné par l’algorithme séquentiel sans avoir à effectuer toutes
les itérations globales. Nous prenons comme base le programme séquentiel avec 40 itéra-
tions. Afin de garder la cohérence de la comparaison avec le programme séquentiel, les
différentes configurations pararéelles choisies pour ces tests sont 10 itérations grossières
et 4 fines, 5 itérations grossières et 8 fines et enfin 2 itérations grossières et 20 fines. Les
résultats sont donnés sur la figure 4.3.

Comme nous pouvons le voir, l’algorithme est non-scalable. Ce qui veut dire que nous
ne gagnons pas autant de temps que le nombre de processeurs utilisés. Sur le même
graphique nous présentons également le détail des temps d’exécutions des principales
parties de l’algorithme : la résolution grossière, la résolution fine, l’étape de mise à jour et
les communications. D’après ces résultats, les temps de communications sont négligeables
dans cet algorithme. La non-scalabilité réside dans l’étape de mise à jour qui nécessite
la résolution de problèmes grossiers supplémentaires, proportionnellement au nombre
de processeurs utilisés. Sur la figure 4.3 où nous donnons les temps d’exécution des
principales parties de l’algorithme pararéel, nous pouvons constater que l’étape de mise
à jour est une étape très coûteuse lorsqu’il y a un grand nombre de processeurs et donc
un grand nombre d’itérations grossières. Or, ces étapes sont nécessaires à l’algorithme et
permettent de converger vers l’algorithme séquentiel de manière plus rapide.
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Figure 4.3 – Temps de calcul détaillés des principales tâches de l’implémentation pour
différentes configurations de l’algorithme pararéel : 10 itérations grossières et 4 fines, 5
grossières et 8 fines, 2 grossières et 20 fines.

4.1.3 Vers une amélioration de la méthode pararéelle

Afin de réduire les temps de calcul de la méthode pararéelle, un algorithme proposant une
modification de l’ordre des opérations est présenté dans [7]. Il consiste à ne pas effectuer
l’ensemble de la résolution grossière en amont. Nous présentons dans cette partie les
différences entre les deux algorithmes.

Sur la figure 4.4, nous schématisons l’organisation des différentes étapes de la méthode
pararéelle classique présentée dans le chapitre 2.

Après une première étape pendant laquelle tous les processeurs effectuent les itérations
grossières, débute l’étape des itérations globales. Chaque itération globale comprend une
résolution fine partant de l’état initial u𝑔

𝑖 pour le processeur 𝑖, puis la mise à jour des
états initiaux suivants. Dans cet algorithme, les processeurs effectuent les mêmes étapes
en même temps.

Les étapes de la résolution grossière et de la mise à jour étant effectuées par tous les
processeurs, les communications nécessaires sont minimales puisque seuls les résultats
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Figure 4.4 – Déroulement des étapes de la méthode pararéelle classique.

u𝑓𝑛,𝑀 doivent être partagés pour la mise à jour. En revanche, parce que le processeur 𝑖
n’a besoin que de l’état u𝑔

𝑖 pour pouvoir effectuer sa résolution fine, de nombreux calculs
sont inutiles.

Sur la figure 4.5, nous représentons schématiquement le déroulement de la version modi-
fiée de l’algorithme pararéel proposée dans [7] puis dans [14].
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Figure 4.5 – Réorganisation de la méthode pararéelle présentée dans [7] puis dans [14].

Contrairement à la version initiale de l’algorithme, cette organisation permet d’optimiser
la gestion de la résolution grossière afin de réduire l’attente des processeurs et d’éviter les
calculs inutiles. Pour résoudre le problème fin, le processeur 𝑖 n’a besoin que de l’état u𝑔

𝑖

afin de déterminer les états u𝑓
𝑖,𝑚. Dans cette version de l’algorithme, un processeur 𝑖 ne

calcule que le 𝑖e pas grossier. L’état précédent lui est directement envoyé par le procésseur
𝑖− 1. De même, pour les mises à jour, le processeur 𝑖 détermine la quantité

u𝑓
𝑖,𝑀 − 𝒢(u𝑔

𝑖 ) (4.3)

et l’envoie au processeur 𝑖 + 1 qui, à son tour, met à jour sa valeur u𝑔
𝑖+1 en ajoutant

la quantité (4.3) reçue. Dans cet algorithme, tous les processeurs travaillent de manière
déphasée, c’est à dire qu’un processeur ne doit pas démarrer une nouvelle itération s’il
n’a pas reçu la mise à jour du processeur précédent. Les communications utilisées sont
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donc de type bloquantes. Le nombre de communications entre les processeurs est plus
important que dans la version classique de l’algorithme mais le nombre d’étapes de calcul
est bien inférieur.

Nous comparons dans le diagramme 4.6 les temps obtenus avec les deux méthodes para-
réelles sans effectuer l’adaptation du maillage. Pour cela, nous utilisons quatre itérations
pour la résolution grossière et quatre itérations pour la résolution fine. Dans les deux cas,
nous effectuons les mesures sur quatre processeurs. Nous donnons également les temps
correspondants pour la version séquentielle de l’algorithme.

Séquentiel Pararéel Pararéel 2
−200

0

200

400

600

800

1,000

1,200

1,400

1,600

1,800

2,000

2,200

1,673

1,328

430

212

2,100

878

522

6.6

567

Total Grossier
Fin Communications

Figure 4.6 – Comparaison des temps de calcul pour les deux algorithmes pararéels sans
adaptation de maillage pour 4 itérations grossières et 4 itérations fines.

La nouvelle organisation des opérations de la méthode pararéelle permet ainsi d’obtenir
un gain de temps de 25% par rapport à la méthode pararéelle classique. Toutefois, nous
montrons dans le tableau 4.7 que lorsque nous utilisons l’adaptation du maillage, ce nou-
vel algorithme est moins efficace que le premier. Comme nous l’avions dit précédemment,
les étapes de communications sont plus nombreuses et nécessitent des communications
bloquantes. Lorsque les calculs sont nombreux, le temps de ces communications n’est pas
une étape principale en termes de temps de calcul. Cependant, lorsque nous effectuons
l’adaptation du maillage, nous réduisons fortement la taille du problème (voir figure 3.15)
et ainsi le nombre de calculs. Les communications deviennent alors une part importante
du temps d’exécution total, ce qui justifie les mesures.
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Figure 4.7 – Comparaison des temps de calcul pour les deux méthodes pararéelles
présentées avec adaptation de maillage pour 4 itérations grossières et 4 itérations fines.

L’adaptation du maillage étant un point essentiel de notre méthode, nous utiliserons donc
la méthode pararéelle classique dans la suite des travaux.

4.2 Parallélisation de l’estimation sur une séquence d’image

Afin d’obtenir une meilleure accélération du temps de calcul, nous avons implémenté
une méthode de parallélisation de l’estimation du flot optique pour une séquence de plu-
sieurs images successives. En effet, si nous avons un nombre important d’images et que
nous souhaitons déterminer le flot optique entre chaque couple d’images, chaque estima-
tion est indépendante. Nous pouvons alors partager les estimations entre les processeurs
disponibles comme le montre la figure 4.8.

Pour une séquence de 𝑁 images, il y a 𝑁 − 1 flots optiques à estimer. Donc il est inutile
d’effectuer la parallélisation sur 𝑀 > 𝑁 − 1 processeurs sauf si nous souhaitons utiliser
plusieurs niveaux de parallélisme comme nous le verrons dans la suite. Pour un nombre
𝑀 ≤ 𝑁 − 1 de processeurs, la répartition des tâches se fait comme sur la figure 4.9.
Chaque couple d’images (𝑖, 𝑖+1), 𝑖 = 0, . . . ,𝑀−1 est envoyé au processeur 𝑖 qui effectue
l’estimation du flot optique. Une file d’attente est ensuite créée pour préparer l’estimation
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Figure 4.8 – Partage des calculs de plusieurs estimations du flot optique dans une
séquence de plus de deux images.

des flots optiques pour les images suivantes lorsque les processeurs seront disponibles. Au
deuxième lancement des résolutions, les couples d’images ((𝑀 − 1)+ 𝑖, (𝑀 − 1)+ (𝑖+1))
sont envoyés au processeur 𝑖.

Deuxième résolution

im 0 im 1 im 2 im 3 im 4 im 5

CPU 0 CPU 1 CPU 2

Première résolution

im 0 im 1 im 2 im 3 im 4 im 5

CPU 0 CPU 1 CPU 2

Figure 4.9 – Répartition des tâches pour l’estimation de cinq flots optiques sur trois
processeurs.

Les estimations étant complétement indépendantes, il n’y a aucune communication entre
les différents processeurs. L’accélération théorique ne dépend donc que du nombre de
processeurs et du nombre d’images de la séquence. Elle est donnée par

Speedup𝑡ℎ = (nbImages-1) ·
⌈︂

nbImages − 1

nbCPU

⌉︂−1
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Nb CPU Speedup
1 1
2 1.7
3 2.5
4 2.5
5 5

Figure 4.10 – Temps de calcul pour la parallélisation d’une séquence de 6 images (5
flots optiques à calculer).

où ⌈·⌉ représente la partie entière supérieure.

Dans le tableau 4.10, nous présentons les speedups obtenus avec une séquence de six
images (donc cinq estimations du flot optique à calculer). On peut voir que ces accéléra-
tions sont égales à la valeur théorique. Cela veut dire qu’il n’y a aucun temps de latence,
chaque processeur travaille à tout moment, le gain de temps est donc maximal.

4.3 Décomposition de domaine

4.3.1 Découpage de l’image

Nous venons de voir une méthode simple et efficace pour la parallélisation de l’estima-
tion de plusieurs flots optiques dans une séquence d’images. Une autre problématique à
prendre en compte concerne la dimension des images à traiter. En effet, la résolution du
problème est dépendante de la dimension des images. Les photos prises par des appareils
modernes peuvent atteindre plusieurs millions de pixels. L’estimation du flot optique
sur de telles images se révèle donc très coûteuse, c’est pourquoi nous avons implémenté
une méthode de parallélisation par décomposition de domaine. Le but est de découper
l’image en sous-parties puis chaque processeur reçoit la tâche de déterminer le champ de
vecteurs sur une seule sous partie (voir figure 4.11). L’utilisation de cette méthode nous
permet d’obtenir des performances difficiles à atteindre avec une méthode variationnelle
classique avec en plus un contrôle adaptatif du paramètre de régularisation.

Contrairement au cas précédent, la décomposition de domaine impose une étape de com-
munication entre les différents processeurs. Cette étape a un coût et plus le découpage est
important, plus le temps de communication est important. De plus le problème du flot
optique est sensible aux conditions de bords donc plus il y a de sous-parties, plus il y a de
bords à traiter. Pour ces deux principales raisons, il est important de découper l’image
de manière à ce qu’il y ait le moins de pixels sur les frontières des sous parties. Pour
cela, on cherche le plus grand ratio aire

périmètre où aire est le nombre total de pixels dans le
sous-domaine et périmètre est le nombre de pixels des frontières. Sur la figure 4.12, nous
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CPU 0 CPU 1

CPU 2CPU 3

Figure 4.11 – Décomposition d’une image pour 4 processeurs.

montrons l’évolution de ce ratio sur une grille de taille 48 × 48 avec une décomposition
pour douze processeurs. Nous avons dans ce cas six choix possibles pour le découpage
de l’image : 1 × 12, 2 × 6, 3 × 4, 12 × 1, 6 × 2 et 4 × 3. Dans notre exemple, la grille
étant carrée, nous pourrions ignorer les décompositions symétriques puisque le ratio sera
le même. Toutefois, nous les conservons dans le but de rester général. Nous pouvons voir,
après calcul des différents ratios, que dans le cas d’un découpage d’une image de 48× 48
pixels le meilleur découpage en 12 parties est le découpage de l’image en 4× 3.

ratio = 1.846 ratio = 3 ratio = 3.428

ratio = 1.846 ratio = 3 ratio = 3.428

Figure 4.12 – Evolution du ratio sur une grille 48× 48 pour 12 processeurs.

Comme l’estimation du flot optique est sensible au niveau des frontières, nous allons
utiliser la méthode additive de Schwartz avec recouvrement pour améliorer la solution
aux interfaces entre les différentes parties. L’utilisation de cette méthode requiert une
superposition des sous-domaines, voir figure 4.13.
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Figure 4.13 – Décomposition avec recouvrement pour quatre processeurs.

4.3.2 Décomposition du modèle

On note Ω𝑖 la partie de l’image attribuée au CPU𝑖 et 𝒥𝑖 l’ensemble de tous les indices 𝑗
voisins de 𝑖. On définit Σ𝑖,𝑗 = Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 et Γ𝑖,𝑗 = 𝜕Σ𝑖,𝑗∖𝜕Ω𝑗 (voir Fig. 4.14).

Ω0 Ω1

Ω2 Ω3

Σ2,0

Σ2,3

Γ0,2

Γ2,0

Γ2,3Γ3,2

Figure 4.14 – Exemple de notations pour le processeur 𝑖 = 2.

En utilisant la méthode additive de Schwarz, la décomposition du problème (3.2) s’écrit
sous la forme d’un nouveau système dépendant des sous-domaines. Ce problème consiste
dorénavant à trouver une estimation du flot optique u𝑖 sur le sous-domaine Ω𝑖. On écrit
donc

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−div(𝛼𝑘∇u𝑘

𝑖 ) + 𝐽𝜌u𝑘
𝑖 = f sur Ω𝑖

𝜕u𝑘
𝑖

𝜕𝑛
= 0 sur 𝜕Ω𝑖 ∩ Γ𝑗,𝑖, ∀𝑗 (4.4)

u𝑘
𝑖 = u𝑘−1

𝑗 sur Γ𝑖,𝑗 .
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Grâce à la méthode de Schwartz, les séquences (u𝑘
𝑖 ) convergent vers u|Ω𝑖

. Le taux de
convergence augmente en fonction de la taille de Σ𝑖,𝑗 . Cependant, nous verrons dans la
suite, que le choix de la taille du recouvrement est importante puisqu’une intersection
trop grande implique nécessairement un coût de calcul plus important. Il existe une
méthode de Schwarz ne nécessitant pas de recouvrement et qui pourrait potentiellement
être plus rapide, toutefois cette méthode est plus complexe à mettre en place et nous
verrons plus tard que nous n’avons besoin que d’un très petit recouvrement pour obtenir
une convergence rapide. Nous pouvons aussi citer une méthode de décomposition de
domaine présentée par P.-L. Lions [78] utilisant des conditions aux bords de Robin.

4.3.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous présentons les résultats obtenus pour la décomposition de do-
maine. Nous avons fait quatre itérations de la méthode de Schwartz en prenant un recou-
vrement de cinq pixels. Sur les figures 4.15 et 4.16, nous présentons les résultats que nous
obtenons en décomposant le domaine en quatre et huit parties. A gauche, nous donnons
les résultats après la première itération. Nous pouvons voir que sur les frontières entre
les découpages, l’estimation est à améliorer. A droite, nous remarquons qu’après cinq
itérations de la méthode de Schwartz, le résultat obtenu est bien meilleur.

Figure 4.15 – Estimation du flot optique découpée en quatre sous-domaines. Gauche :
Résultat obtenu sans la méthode de Schwartz. Droite : Résultat obtenu après cinq itéra-
tions de Schwartz.

Comme nous l’avons dit précédemment, si nous augmentons la taille du recouvrement,
nous pouvons réduire le nombre d’itérations de Schwartz. Cependant un grand recou-
vrement implique un plus gros problème à résoudre et donc un temps d’exécution plus
important. Nous montrons sur la figure 4.17 l’effet de la taille du recouvrement sur le
temps d’exécution de l’algorithme pour un découpage en quatre sous-domaines.

Pour finir, nous présentons dans le tableau 4.18 les accélérations obtenues avec la même
configuration que précédemment mais avec différents découpages. Lorsque le nombre de
processeurs est très grand, le gain de temps est proportionnellement moins important
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Figure 4.16 – Estimation du flot optique découpée en huit sous-domaines. Gauche : Ré-
sultat obtenu sans la méthode de Schwartz. Droite : Résultat obtenu après cinq itérations
de Schwartz.
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101.78

Recouvrement (pixels)

T
em

ps
(s

)

Figure 4.17 – Temps d’exécution de l’estimation du flot optique par rapport à la taille
du recouvrement.

parce que le nombre de communications augmente.

En plus de fortement réduire les temps de calcul, la méthode de décomposition de do-
maine permet de résoudre le problème du flot optique sur des images en haute définition.
En effet, tandis que les images testées jusqu’ici font partie de séquences de référence utili-
sées dans la littérature qui ne dépassent pas le million de pixels, les images prises avec les
appareils photo actuels, elles, peuvent facilement atteindre plusieurs millions de pixels.
Ces images peuvent s’avérer trop lourdes pour les solveurs mathématiques utilisés. En
permettant de subdiviser le domaine et d’attribuer le calcul d’un sous-domaine à un pro-
cesseur, la décomposition de domaine autorise le traitement d’images bien plus grandes.
Le travail étant ainsi réparti entre chacun des processeurs, le problème à résoudre se
trouve alors réduit. Grâce aux séquences fournies par le laboratoire de Strasbourg du
Centre d’études et d’expertise sur les risques, l’environnement, la mobilité et l’aménage-
ment (Cerema), nous testons notre algorithme sur des images réelles en haute résolution
(2028×1098 pixels). Le test présenté sur la figure 4.19 est une série de deux photographies
d’un mur à l’intérieur d’un tunnel. Le déplacement y est homogène mais la texture du
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Nb CPU Accélérations
1 1
2 2
4 3.2
8 5.4
16 7.5

Figure 4.18 – Accélérations obtenues pour la décomposition de domaine pour cinq pixels
de recouvrement et cinq itérations de Schwartz.

mur ainsi que les fortes zones d’occlusions causées par les plaques sur le mur présentent
un défi pour ce test. Le second test, figure 4.20, est une séquence en haute définition
représentant des véhicules sur l’autoroute. Le mouvement est rapide et les zones d’occlu-
sions sont donc très nombreuses. Sur les figures 4.19 et 4.20, nous présentons également
les solutions obtenues avec notre modèle pour une décomposition en 16 sous-parties. Nous
donnons les résultats des programmes avec et sans prise en compte de la luminosité. Nous
pouvons alors observer que les solutions obtenues sans la prise en compte de la lumino-
sité ne sont pas satisfaisantes. L’algorithme traitant la variation de luminosité donne des
résultats plus proche de la solution recherchée.

Figure 4.19 – Haut : cas test fourni par Cerema représentant le mur d’un tunnel. Bas :
estimation du flot optique obtenue avec (droite) et sans (gauche) traitement de la lumi-
nosité. Décomposition en 16 sous-parties.

Enfin, sur la figure 4.21, nous donnons les temps d’exécution de l’algorithme pour ces
deux tests en fonction du nombre de sous-parties utilisées. Le graphique montre que la
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Figure 4.20 – Haut : cas test fourni par Cerema représentant des véhicules sur une auto-
route. Bas : estimation du flot optique obtenue avec (droite) et sans (gauche) traitement
de la luminosité. Décomposition en 16 sous-parties.

décomposition de domaine en 16 sous-parties a permis d’obtenir une accélération d’un
facteur 10 sur le temps de calcul.
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Figure 4.21 – Temps d’exécution pour les cas tests de Cerema en fonction du nombre
de sous-parties.

4.4 Parallélisme multi-niveaux : vers une méthode de calcul
intensif

Nous venons de voir que la méthode de décomposition de domaine est une bonne stra-
tégie en termes de scalabilité. Toutefois, une image ne pouvant pas etre décomposée un
trop grand nombre de fois, la méthode, bien que très efficace, reste limitée par ce cri-
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tère. Afin d’arriver à une méthode parallèle multi-niveaux, nous allons opérer plusieurs
couplages. Dans un premier temps, nous étudierons le couplage de la méthode avec un
solveur massivement parallèle, le solveur MUMPS (MUltifrontal Massively Parallel sparse
direct Solver). Ensuite, nous couplerons la méthode de décomposition de domaine avec
la méthode pararéelle présentée précedemment dans ce chapitre.

4.4.1 Couplage entre la décomposition de domaine et le solveur MUMPS

Nous avons vu que la décomposition de domaine permet d’obtenir une bonne accélération
du temps de calcul. Cependant, elle permet également de traiter des images beaucoup plus
grandes. En effet, avec le logiciel FreeFem++, le solveur par défaut pour les systèmes
linéaires est UMFPACK (Unsymmetric MultiFrontal method). C’est un ensemble de
fonctions pour résoudre des systèmes d’équations linéaires de la forme

𝐴𝑥 = 𝑏

même si la matrice 𝐴 n’est pas symétrique. L’inconvénient de cette librairie est qu’il n’est
possible de résoudre que des problèmes dont le stockage des données est plus petits que
4GB. Ainsi, si l’on veut travailler avec des images réelles de 2000 × 1000 pixels, il nous
faut passer par la décomposition de domaine.

Cependant, il existe un solveur massivement parallèle appelé MUMPS (MUltifrontal Mas-
sively Parallel sparse direct Solver). Cette librairie permet de résoudre des problèmes
linéaires creux et n’est pas limitée par la taille du problème. Cela veut dire que nous
pouvons estimer le flot optique pour des images aussi grandes que l’on souhaite en
parallèle sans faire de travail particulier. L’inconvénient est que nous avons besoin de
pré-conditionner le système en faisant une décomposition 𝐿𝑈 de la matrice 𝐴. Avec un
problème assez large, cette décomposition pourrait devenir longue et annuler le gain de
temps obtenu grâce au solveur MUMPS.

En couplant la décomposition de domaine appliquée à l’image et le solveur MUMPS,
on peut alors résoudre de manière parallèle de nombreux problèmes plus petits et ainsi
avoir de plus petites matrices à pré-conditionner. Dans la suite, nous appellerons cette
méthode, la méthode DDM-MUMPS. Dans la décomposition de domaine classique pré-
sentée précédemment, nous avons été limités par le nombre de processeurs car nous ne
pouvions pas couper notre image en parties trop petites. A présent que l’on sépare l’image
comme présenté sur la Fig 4.22, nous pouvons alors réellement augmenter le parallélisme.

L’image est découpée de la même manière que dans la partie précédente, c’est à dire
en fonction du ratio maximal entre le périmètre et l’aire de la sous-partie. On garde
également le même recouvrement entre les parties et pour des raisons pratiques, nous
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Groupe 0 Groupe 1

Groupe 3Groupe 2

Figure 4.22 – Décomposition de l’image pour quatre groupes de processeurs.

avons gardé le même nombre de groupes.

La distribution des processeurs dans les groupes est faite comme suit

groupe(CPU𝑖) =
CPU𝑖

nbPart

où nbPart est le nombre de parties composant l’image découpée. Le reste du travail reste
le même que la précédente décomposition de domaine, excepté le fait que nous agissons
sur un groupe de processeurs et non plus sur un seul processeur. L’ordre des processeurs
à l’intérieur d’un même groupe peut être aléatoire.

4.4.1.1 Temps d’exécution

Afin de tester l’efficacité de la méthode DDM-MUMPS, nous avons résolu une estimation
de flot optique dans différentes configurations. Pour différents nombres de sous-domaines
(2, 4 et 8), nous avons exécuté le code avec 1 ou 4 processeurs par sous-domaines. Pour
des raisons d’égalité dans la méthode de calcul du temps, nous avons toujours fait dix
itérations de la méthode de Schwarz et nous avons utilisé un recouvrement de cinq pixels.

Sur la figure 4.23, on commence par présenter les temps de calcul globaux observés.

Afin de comprendre pourquoi l’utilisation de quatre processeurs par sous-domaine n’est
pas aussi efficace que l’on pourrait s’y attendre lorsqu’on a un grand nombre de sous-
domaines, on présente sur la figure 4.24 les temps de communication obtenus selon les
configurations. Il est évident que si nous augmentons le nombre de processeurs, les temps
de communications sont plus importants puisqu’il y a plus de communications à effectuer.

L’augmentation des temps de communication n’est pas suffisante pour expliquer le faible
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Figure 4.23 – Temps d’exécution de l’algorithme parallèle multi-niveaux pour différentes
configurations.
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Figure 4.24 – Temps de communication en fonction de la configuration. Ces temps
n’incluent pas les temps de communications dus au solveur MUMPS.

gain de temps de l’algorithme. En fait dans toute implémentation parallèle, le coût des
communications a un effet négatif sur la performance de l’implémentation. Cependant,
en règle générale le temps utilisé pour cette étape doit être compensé par le gain de temps
obtenu par la méthode parallèle, dans notre cas le multi-niveaux. Afin d’étudier en détail
le temps consommé par les différentes parties de l’algorithme, on présente dans la figure
4.25 les temps des deux principales parties de notre code, à savoir la construction de la
matrice de masse et le préconditionnement de cette matrice avec la résolution du système
linéaire. On observe que l’ajout de processeurs à un sous-domaine réduit légèrement le
temps de construction de la matrice. En revanche, le gain de temps est plus significatif
dans la résolution du système et le préconditionnement de la matrice. Si nous augmentons
le nombre de sous-domaines, la partie principale du calcul se trouvera dans la construction
de la matrice. Donc en ajoutant un parallélisme dans les sous-parties, l’étape de résolution
du système n’étant plus l’étape la plus coûteuse, la proportion de temps gagné sur cette
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partie n’est plus suffisante pour compenser l’augmentation du temps de calcul causé par
les communications.

2 parties 4 parties 8 parties

50

100

150

200

250

300

350

262

140

70

276

147

83

325

115

44

128

53

30

1CPP : Matrice masse 4CPP : Matrice masse
1CPP : factor. LU + resolution 4CPP : factor. LU + resolution

Figure 4.25 – Temps de calcul détaillés pour 2, 4 et 8 séparations avec un processeur
par partie (1 CPP) ou quatre processeurs par partie (4 CPP).

4.4.2 Couplage entre la décomposition de domaine et la méthode pa-
raréelle

Pour finir ce chapitre et dans le but de préparer le chapitre 5 sur les grands déplacements,
nous présentons une méthode de couplage entre la méthode de décomposition de domaine
et la méthode pararéelle que nous appellerons la méthode DDM-Para. Ce couplage a pour
but d’effectuer une résolution pararéelle à l’intérieur des sous-domaines. Comme dans le
cas de la méthode DDM-MUMPS, nous attribuons plusieurs processeurs à chaque sous-
domaine. Nous réutilisons la même méthode pour la distribution des processeurs entre
les différents sous-domaines, le numéro du groupe pour le CPU𝑖 est donné par

groupe(CPU𝑖) =
CPU𝑖

nbPart
.

Concernant la méthode pararéelle, nous gardons la numérotation des processeurs entre 0
et 𝑁 − 1 à l’intérieur d’un sous-domaine. Dans ce but, nous définissons une nouvelle nu-
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mérotation locale. Sur la figure 4.26 nous représentons la répartition de seize processeurs
sur quatre sous-domaines.

Groupe 0 Groupe 1

Groupe 3Groupe 2

0 4

8 12

1 5

9 13

2 6

10 14

3 7

11 15

Figure 4.26 – Numérotation globale pour 16 processeurs sur 4 sous-domaines.

Le passage à une numérotation locale se fait à l’aide de la formule de changement de
numérotation suivante

CPUloc
𝑖 = CPU𝑖[nbPart]

La numérotation locale des processeurs est représentée sur la figure 4.27.

Groupe 0 Groupe 1

Groupe 3Groupe 2

0 1

2 3

0 1

2 3

0 1

2 3

0 1

2 3

Figure 4.27 – Numérotation locale pour 16 processeurs sur 4 sous-domaines.

Afin d’évaluer le gain de temps obtenu avec cette méthode, nous faisons un test avec
quatre itérations pour le solveur grossier et quatre itérations pour le solveur fin. Les
temps d’exécution en fonction du nombre de sous-domaines sont représentés sur la figure
4.28.

Pour un découpage en deux parties, nous obtenons un gain de 33% par rapport à la
méthode pararéelle. Les communications ainsi que la nécessité de synchroniser les pro-
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Figure 4.28 – Temps d’exécution de calcul du flot optique par la méthode DDM-Para
en fonction du nombre de sous-domaines.

cesseurs au cours du calcul provoquent des temps de latence lors de l’exécution de l’al-
gorithme empêchant de parvenir à une scalabitité. Pour quatre sous-parties le gain de
temps est ainsi de 50%. Néanmoins, le temps de calcul continue de diminuer au fur et à
mesure que l’on augmente le découpage. L’insertion d’une décomposition de domaine à
l’intérieur d’un algorithme pararéel permet donc un gain de temps considérable comparé
à la méthode pararéelle implémentée seule.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs méthodes de parallélisation pour l’esti-
mation du flot optique. Les méthodes présentées sont indépendantes de la méthode de
résolution choisie. Elles peuvent s’appliquer aussi bien à des méthodes variationnelles
qu’à des méthodes indirectes ou des méthodes de filtrages. La parallélisation d’estima-
tions de plusieurs flots optiques dans une séquence vidéo est la plus intuitive mais elle
est aussi la plus efficace en termes de nombre de processeurs et accélération. En effet, de
par le fait que les estimations sont complétement indépendantes, il n’y a aucune perte de
temps consacré à des communications, donc les processeurs sont constamment utilisés.

La décomposition de domaine, avec une gestion efficace des communications, a permis
d’obtenir de bonnes accélérations de la résolution. Elle permet également le traitement
d’images dont la résolution est plus élevée, ce qui se rapproche plus des images aquises
avec les technologies actuelles. Nous avons aussi vu que sur une architecture disposant de
nombreux processeurs, l’utilisation d’une parallélisation multi-niveaux à l’aide du solveur
parallèle MUMPS permet d’augmenter encore l’accélération du programme. Toutefois,
nous avons mis en évidence la nécessité d’un contrôle efficace de la répartition des proces-
seurs. En effet, un découpage trop fin de l’image en sous-domaines peut entraîner d’une
part une perte de la qualité des résultats due à la sensibilité de l’estimation sur les bords
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des sous-domaines, mais également une perte de temps causée par une augmentation du
temps des communications qui n’est plus compensée par le gain de temps donné par la
parallélisation de la méthode.

Enfin, nous avons commencé ce chapitre par la présentation détaillée de la méthode
pararéelle. Nous avons pu voir que, dans le cadre de l’estimation du flot optique, les
résultats obtenus ne sont pas assez satisfaisants en termes de temps de calcul. La cause
n’étant pas un problème d’implémentation, ni un problème de méthode mais un problème
lié à la taille du problème du flot optique. En effet, nous avons vu que la méthode pourrait
être efficace pour un grand nombre de processeurs et à condition de trouver un solveur
grossier qui soit rapide et suffisamment précis. Un couplage de cette méthode avec la
méthode de décomposition de domaine a cependant permis de réduire les temps de calcul.
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Chapitre 5

Estimation du flot optique en
grands déplacements
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Parmi les hypothèses initiales du flot optique, deux d’entre elles menent à des restrictions
concernant les images à traiter. La première de ces hypothèses (1.1) nous imposait de
ne travailler qu’avec des séquences d’images dont la luminosité est constante. Dans la
partie 3.1.2, nous avons vu une méthode permettant de contourner cette restriction. La
deuxième hypothèse a été de considérer que les déplacements sont petits. Cette hypothèse
nous a permis de supposer que la fonction 𝑓 était suffisamment régulière et ainsi de
linéariser l’équation (1.1) pour obtenir la contrainte fondamentale du flot optique (1.3).
Nous allons à présent étudier le cas où les déplacements ne se limitent pas qu’à quelques
pixels. En effet, lors de l’aquisition d’une séquence vidéo il peut être intéressant, pour
des raisons de stockage mémoire, d’effectuer un enregistrement où le nombre d’images
par seconde est faible. Le mouvement entre deux images successives pourrait alors être
relativement grand. Il en est de même dans le cas d’une vidéo d’une scène où les éléments
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sont rapides comme le trafic sur une autoroute par exemple. Nous nous intéressons dans
ce chapitre à l’estimation du flot optique pour des grands déplacements. Nous suivons un
plan équivalent à celui du chapitre 2.3. Après avoir présenté le problème du flot optique
dans le cas des grands déplacements, sans puis avec prise en compte de la variation de
la luminosité, nous étudions l’application de la méthode de contrôle adaptatif vue dans
le chapitre 2.3. Nous terminons ce chapitre par la présentation des résultats numériques
que nous comparons avec ceux de la méthode LUM-REGUloc.

5.1 Problème du flot optique en grands déplacements

5.1.1 Luminosité constante

Pour l’estimation du flot optique en grands déplacements, nous ne pouvons plus supposer
que la fonction est régulière. De ce fait, nous ne pouvons plus utiliser un développement
de Taylor afin de linéariser l’équation sur la constance de la luminosité

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)

pour obtenir la contrainte fondamentale du flot optique

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0.

L’équation (3.1) s’écrit donc

∫︁
Ω
𝐾𝜌 ⋆ (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))2𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

non-linéaire

+

∫︁
Ω
𝛼(x)(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2)⏟  ⏞  

linéaire

. (5.1)

Par souci de lisibilité, dans la suite la fonction 𝑓 désignera 𝐾𝜌 ⋆ 𝑓 . Le système d’Euler-
Lagrange associé au problème (5.1) s’écrit
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{︂
−div(𝛼(x)∇𝑢1) + (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1) = 0
−div(𝛼(x)∇𝑢2) + (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1) = 0.

(5.2)

Afin de lever la non-linéarité de ce système, nous utilisons la méthode itérative du point
fixe. Cette méthode consiste à construire une suite de solutions convergeant vers la solu-
tion du problème non-linéaire.

En discrétisant le terme non linéaire semi-implicitement, le système (5.2) s’écrit

{︂
−div(𝛼(x)∇𝑢𝑘+1

1 ) + (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘+1
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘+1

2 , 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1) = 0

−div(𝛼(x)∇𝑢𝑘+1
2 ) + (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘+1

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘+1
2 , 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1) = 0.

(5.3)

Ce système restant non-linéaire à cause du terme 𝑓(𝑥 + 𝑢𝑘+1
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘+1

2 , 𝑡 + 1), nous
décomposons les inconnues à l’état 𝑘 + 1 de la manière suivante

𝑢𝑘+1
1 = 𝑢𝑘1 + 𝑑𝑢𝑘1
𝑢𝑘+1
2 = 𝑢𝑘2 + 𝑑𝑢𝑘2.

Nous linéarisons ensuite le système à l’aide d’un développement de Taylor. Cette linéari-
sation est maintenant compatible avec le problème du flot optique en grands déplacements
puisqu’elle est appliquée non pas sur le problème initial mais sur le problème discrétisé
(5.3). Nous obtenons

𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘+1
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘+1

2 , 𝑡+ 1) ≈ 𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

+ 𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘1

+ 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘2.

Après avoir injecté cette approximation dans le système (5.3), nous obtenons finalement
le système d’Euler-Lagrange linéarisé correspondant au problème de minimisation de la
fonctionnelle (5.1)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−div(𝛼(x)∇𝑑𝑢𝑘

1) + (𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘
1 + 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘

2)𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)

= div(𝛼(x)∇𝑢𝑘
1)− (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)

−div(𝛼(x)∇𝑑𝑢𝑘
2) + (𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘

1 + 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘
2)𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)

= div(𝛼(x)∇𝑢𝑘
2)− (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1).
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Sous forme vectorielle, ce système s’écrit

−div(𝛼(x)∇𝑑u𝑘) + J𝑘𝑑u𝑘 = div(𝛼(x)∇u𝑘) + F𝑘

avec

𝑑u𝑘 =

(︂
𝑑𝑢𝑘1
𝑑𝑢𝑘2

)︂
, J𝑘 =

(︂
𝐽𝑘
1,1 𝐽𝑘

1,2

𝐽𝑘
1,2 𝐽𝑘

2,2

)︂
,

où

𝐽𝑘
1,1 = 𝑓2𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

𝐽𝑘
2,2 = 𝑓2𝑦 (𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

𝐽𝑘
1,2 = 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

et

F𝑘 =

(︂
−(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)
−(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

)︂
.

Les inconnues de ce système sont à présent 𝑑𝑢𝑘1 et 𝑑𝑢𝑘2, nous construisons alors la suite
de solutions u𝑘 en appliquant à chaque fin d’itération la mise à jour

u𝑘+1 = u𝑘 + 𝑑u𝑘.

La solution 𝑢𝑘 étant connue, nous déterminons la fonction 𝑓(𝑥+𝑢𝑘1, 𝑦+𝑢𝑘2, 𝑡+1) à l’aide
d’une interpolation bilinéaire comme dans le cas de la méthode de rapprochement itératif
présentée dans le chapitre 2.3. Nous nommons cette méthode GD-REGUloc.

5.1.2 Prise en compte de la luminosité

Dans le chapitre 2.3, nous avons vu que dans le cas où la séquence d’images présente
des variations lumineuses, la méthode se basant sur l’hypothèse fondamentale du flot
optique (1.1) ne suffit plus. Nous avons alors considéré que la luminosité pouvait varier
de manière linéaire et donc remplacé cette contrainte par l’équation (3.3).
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Dans le cas de l’étude des grands déplacements, l’image est plus sujette à des variations
importantes de luminosité ou à des occlusions causées par des mouvements rapides sur les
arêtes de la scène. Pour ces raisons, nous reprenons dans ce chapitre, le modèle présenté
dans la section 3.1.2 afin de prendre en compte les variations de lumière. Nous appellerons
ce nouvel algorithme GD-LUM-REGUloc. La fonctionnelle (5.1) devient alors

∫︁
Ω
𝐾𝜌 ⋆ (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))2𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

non-linéaire

+

∫︁
Ω
𝛼(|∇𝑢1|2 + |∇𝑢2|2) + 𝜆|∇𝑀 |2𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  ⏞  

linéaire

. (5.4)

En considérant 𝑓 = 𝐾𝜌⋆𝑓 , nous écrivons le système associé au problème de minimisation
de cette fonctionnelle

⎧⎨⎩ −div(𝛼(x)∇𝑢1) + (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1) = 0
−div(𝛼(x)∇𝑢2) + (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1) = 0
−div(𝜆(x)∇𝑀)− (𝑓(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0.

(5.5)

Il est possible de résoudre la troisième équation de ce système afin de déterminer 𝑀
puis d’utiliser ce résultat afin de résoudre la première et la seconde équation de façon
indépendante. Cependant, cette solution est relativement grossière, c’est pourquoi nous
choisissons d’écrire le schéma itératif pour la variable étendue U = (𝑢1, 𝑢2,𝑀).

Ce système étant non-linéaire, nous allons utiliser le même procédé itératif que celui
présenté dans la section précédente. Le passage de l’itération 𝑘 à 𝑘 + 1 sera considéré
comme un petit déplacement. En effet, le choix de cette méthode itérative est une semi-
linéarisation qui va permettre d’utiliser les chapitres 2.3 et 4.

La discrétisation semi-implicite nous donne le système

⎧⎨⎩
−div(𝛼(x)∇𝑢𝑘+1

1 ) + (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘+1
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘+1

2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘+1𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1) = 0

− div(𝛼(x)∇𝑢𝑘+1
2 ) + (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘+1

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘+1
2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘+1𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1) = 0

− div(𝜆(x)∇𝑀𝑘+1)− (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘+1
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘+1

2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘+1𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0.
(5.6)

En posant
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𝑢𝑘+1
1 = 𝑢𝑘1 + 𝑑𝑢𝑘1
𝑢𝑘+1
2 = 𝑢𝑘2 + 𝑑𝑢𝑘2
𝑀𝑘+1 =𝑀𝑘 + 𝑑𝑀𝑘

et en utilisant un développement de Taylor, nous obtenons le système linéarisé de la
fonctionnelle (5.4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘
1 + 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘

2 − 𝑑𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)

− div(𝛼(x)∇𝑑𝑢𝑘
1) = div(𝛼(x)∇𝑢𝑘

1)− (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)

(𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘
1 + 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘

2 − 𝑑𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)

− div(𝛼(x)∇𝑑𝑢𝑘
2) = div(𝛼(x)∇𝑢𝑘

2)− (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)

−(𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘
1 + 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘

1 , 𝑦 + 𝑢𝑘
2 , 𝑡+ 1)𝑑𝑢𝑘

2 − 𝑑𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

−div(𝜆(x)∇𝑑𝑀𝑘) = div(𝜆(x)∇𝑀𝑘) + (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘
1 , 𝑦 + 𝑢𝑘

2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡).

Sous forme vectorielle, ce système s’écrit

− div(Λ(x)∇𝑑U𝑘) +A𝑘𝑑U𝑘 = div(Λ(x)∇U𝑘) + F𝑘 (5.7)

avec

𝑑U𝑘 =

⎛⎝ 𝑑𝑢𝑘1
𝑑𝑢𝑘2
𝑑𝑀𝑘

⎞⎠ , A𝑘 =

⎛⎝ 𝐴𝑘
1,1 𝐴𝑘

1,2 𝐴𝑘
1,3

𝐴𝑘
1,2 𝐴𝑘

2,2 𝐴𝑘
2,3

𝐴𝑘
1,3 𝐴𝑘

2,3 𝐴𝑘
3,3

⎞⎠ ,

où

𝐴𝑘
1,1 = 𝑓2𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

𝐴𝑘
2,2 = 𝑓2𝑦 (𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

𝐴𝑘
3,3 = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝐴𝑘
1,2 = 𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

𝐴𝑘
1,3 = −𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

𝐴𝑘
2,3 = −𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1),

et

F𝑘 =

⎛⎝ −(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)
−(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

⎞⎠ .
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Notons que, la troisième équation de (5.6) peut être résolue indépendemment des deux
autres. Cependant, nous choisissons de la conserver dans le système puisque le cas où 𝑀
est linéaire couvre plus d’applications dans la pratique.

Comme dans le cas des petits déplacements, lorsque la fonction 𝑓 est nulle, la matrice
A𝜌 n’est plus définie positive. Afin d’anticiper ce problème, dans une pareille situation,
nous ajoutons articiellement un paramètre 𝜀 de l’ordre 10−8 et considérons ainsi le terme
𝑓2 + 𝜀 à la place de 𝑓2.

Contrairement au problème du flot optique en petits déplacements (chapitre 2.3), l’étude
du problème pour les grands déplacements est plus complexe puisque l’énergie est non
convexe. Nous ne pouvons donc pas prouver de manière analytique la convergence du
modèle. Nous étudierons alors l’évolution du schéma pour un grand nombre d’opérations
dans la section des résultats numériques.

5.1.3 Discrétisation

Soit 𝒯ℎ, un maillage tel que présenté sur la figure 3.1. Nous définissons l’espace d’ap-
proximation de la solution

𝒱ℎ = {Vℎ ∈ (𝐶(Ω))3, Vℎ|𝐾 ∈ (𝑃1(𝐾))3}

où, ℎ représente le diamètre maximal des cellules 𝐾, 𝐶(Ω) représente l’ensemble des
fonctions continues sur Ω et 𝑃1(𝐾) est l’ensemble des fonctions polynômiales de degré
inférieur ou égal à 1 sur 𝐾.

Dans cet espace, nous notons Aℎ et 𝑎Λ,ℎ, les approximations respectives de A et 𝑎Λ, et
𝐿ℎ(V) l’approximation de 𝐿(V), où

𝑎Λ(𝑑UΛ,V) =

∫︁
Ω
Λ(x)∇𝑑UΛ∇V𝑑x+

∫︁
Ω

V𝑡A𝑑UΛ𝑑x

et

𝐿(V) =

∫︁
Ω
FV +Λ(x)∇U∇V𝑑x.

Lors de l’implémentation numérique, nous choisirons Λ(x) = Λ0 dans le second membre.
En effet, nous pouvons considérer que pour l’adaptation de Λ, l’ensemble |{|Λ| = min(𝛼, 𝜆)}| <
𝜖.
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La formulation variationnelle discrétisée consiste à trouver la solution faible 𝑑UΛ,ℎ ∈ 𝒱ℎ

telle que

𝑎Λ,ℎ(𝑑UΛ,ℎ,Vℎ) = 𝐿ℎ(Vℎ) ∀Vℎ ∈ 𝒱ℎ.

5.1.4 Variation locale et adaptative du paramètre 𝛼 et implémentation

Les déplacements étant plus importants, nous allons permettre à 𝑢1 et 𝑢2 d’être adaptés
séparément en définissant deux indicateurs d’erreurs, 𝜂1𝐾 et 𝜂2𝐾 . Cela nous permettra
de considérer l’anisotropie. Se basant sur la méthode d’adaptation présentée dans le
chapitre 2.3, sans changer la formule, nous définissons ainsi les indicateurs de manière
indépendante. En notant 𝐹1,ℎ et 𝐹2,ℎ les approximations des deux premières composantes
de F et 𝐴𝑖𝑗,ℎ, les approximations des composantes (𝑖, 𝑗) de la matrice A, les indicateurs
d’erreurs sont donnés par

𝜂1𝐾 = 𝛼
− 1

2
𝐾 ℎ𝐾 ‖𝐹1,ℎ + 𝛼𝐾Δ𝑢1,ℎ + (𝐴11,ℎ𝑢1,ℎ) + (𝐴12,ℎ𝑢2,ℎ)‖𝐿2(𝐾)+

1

2

∑︁
𝑒∈𝜀𝐾

𝛼
− 1

2
𝑒 ℎ

1
2
𝑒 ‖[𝛼∇𝑢1,ℎ · n𝑒]𝑒‖𝐿2(𝑒) (5.8)

et

𝜂2𝐾 = 𝛼
− 1

2
𝐾 ℎ𝐾 ‖𝐹2,ℎ + 𝛼𝐾Δ𝑢2,ℎ + (𝐴12,ℎ𝑢1,ℎ) + (𝐴22,ℎ𝑢2,ℎ)‖𝐿2(𝐾)+

1

2

∑︁
𝑒∈𝜀𝐾

𝛼
− 1

2
𝑒 ℎ

1
2
𝑒 ‖[𝛼∇𝑢2,ℎ · n𝑒]𝑒‖𝐿2(𝑒) . (5.9)

Le choix local des paramètres de régularisation 𝛼1 et 𝛼2 est ensuite donné pour ℓ = 1, 2
par la formule

(𝛼ℓ
𝐾)𝑛+1 = max

⎛⎜⎜⎝ (𝛼ℓ
𝐾)𝑛

1 + 𝜅max

(︂
𝜂ℓ𝐾

‖𝜂ℓ𝐾‖∞
− 𝜂

100 , 0

)︂ , 𝛼𝑠

⎞⎟⎟⎠ . (5.10)

Dans ce chapitre, nous utilisons la même méthode de contrôle local du paramètre de
régularisation que celle utilisée dans le chapitre des petits déplacements. Toutefois, la
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méthode itérative utilisée pour la linéarisation du problème implique une implémentation
différente de la méthode. Nous explicitons ci-dessous les différentes étapes de l’algorithme
implémenté à l’aide de FreeFem++.

1. Initialisation : U0 = 0, 𝑖 = 0.

2. Calcul de 𝑓(x+U𝑖) et A𝑖.

3. Résolution du problème (5.7) pour l’itération 𝑖.

4. Choix local du paramètre 𝛼 et adaptation du maillage.

5. Mise à jour de la solution : U𝑖+1 = U𝑖 + 𝑑U𝑖.

6. 𝑖 = 𝑖+ 1, retour à l’étape 2.

L’algorithme s’arrête lorsque l’erreur 𝐿2 entre U𝑖 et U𝑖+1 est inférieure à 10−2.

5.2 Résultats numériques

5.2.1 Evaluation du modèle

Pour l’évaluation de notre modèle d’estimation du flot optique en grands déplacements,
nous utilisons une nouvelle fois des séquences proposées sur le site de Middleburry. Les cas
tests considérés dans cette partie sont présentés dans le tableau 5.1. Afin de travailler sur
des séquences en grands déplacements, nous utilisons des couples d’images plus espacées :
les images numérotées 7 et 14.

Cas test Spécificité

RubberWhale Images synthétiques présen-
tant de nombreux détails

DogDance Photographies réelles présen-
tant de larges occlusions

Walking

Table 5.1 – Particularités des différents cas tests utilisés.

Ces séquences mettent en évidence le problème principal de l’estimation du flot optique en
grands déplacements, les occlusions. De plus, la séquence Walking présente une variation
de la luminosité causée par le rapprochement du personnage vers une source lumineuse
(luminosité du personnage et ombre sur le mur).
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Bien qu’il n’existe actuellement pas de séquence test disposant d’une solution exacte pour
des grands déplacements, nous savons que le flot optique de la séquence RubberWhale est
une extension de la séquence utilisée dans le cas des petits déplacements. Le mouvement
est le même, il est simplement prolongé. La solution exacte recherchée reste donc très
similaire. Concernant les cas tests DogDance et Walking, nous analysons visuellement les
mouvements afin de créer une représentation grossière de la solution exacte. Ces solutions
ne nous permettent pas d’effectuer des calculs d’erreurs mais elles permettent en revanche
de vérifier la validité de l’orientation du champs de vecteurs.

Sur les résultats de la figure 5.1, nous remarquons que la méthode LUM-REGUloc pré-
sentée dans le chapitre 2.3 n’est pas en mesure de donner une bonne approximation du
flot optique. En revanche, avec la méthode GD-LUM-REGUloc, bien que les éléments ne
soient pas définis précisément, nous obtenons une approximation proche de la solution
recherchée.

(a) Image test (b) Solution recherchée
schématique

(c) Algorithme des
petits déplacements
LUM-REGUloc

(d) Algorithme des
grands déplacements
GD-LUM-REGUloc

Figure 5.1 – Estimation du flot optique pour différents cas tests de grands déplace-
ments du site de Middleburry, avec la méthode LUM-REGUloc (c) puis avec la méthode
GD-LUM-REGUloc (d).

L’utilisation du contrôle local du paramètre de régularisation 𝛼 (voir figure 5.2) nous
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permet une fois encore de mieux déterminer les contours des objets et donc d’obtenir une
meilleure approximation du flot optique. En revanche, sur la séquence Walking, les motifs
de la chemise impliquent une diminution de ce paramètre donc une perte de précision de
l’estimation dans cette zone. Nous remarquons également que dans les deux cas DogDance
et Walking, les zones d’occlusions à gauche sont moins bien estimées.

(a) Image test (b) Solution recherchée
schématique

(c) Sans adaptation (d) Avec adaptation

Figure 5.2 – Estimation du flot optique obtenue avec (d) et sans (c) adaptation de 𝛼
pour les différents cas tests du site de Middleburry avec l’algorithme GD-LUM-REGUloc.

Enfin, bien que le test RubberWhale ne présente pas de variation de luminosité, nous
montrons sur la figure 5.3, que dans le cas des grands déplacements, les zones d’occlu-
sions agissent comme des zones où la luminosité est variable. La prise en compte de la
luminosité aide ainsi à mieux traîter ces zones.

5.2.2 Adaptation du maillage

Sur la figure 5.4, nous présentons les maillages adaptés après 10 itérations d’adaptation.
Ceux-ci ont bien été raffinés autour des objets en mouvement de l’image. Cependant,
nous remarquons que les textures des vêtements et du pelage du chien entrainent un
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Figure 5.3 – Estimation du flot avec les méthodes GD-REGUloc (gauche) et
GD-LUM-REGUloc (droite) dans le cas des grands déplacements.

raffinement du maillage non désiré.

(a) RubberWhale

(b) DogDance (c) Walking

Figure 5.4 – Maillages adaptées obtenu avec l’algorithme GD-LUM-REGUloc.

Malgré cela, comme on le voit sur la figure 5.5, le profil de diminution du nombre de
degrés de liberté est le même que dans le chapitre sur les petits déplacements, il est
fortement diminué dès la deuxième itération.

5.2.3 Convergence de la méthode

La fonctionnelle considérée dans le cas des grands déplacements n’est pas une fonction
convexe. Par conséquent, nous ne pouvons pas pas prouver analytiquement la convergence
de la méthode. Afin de valider numériquement la méthode, nous effectuons la simulation
sur un grand nombre d’itérations afin d’observer la convergence de l’algorithme. Les
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(c) Walking

Figure 5.5 – Evolution du nombre de degrés de liberté au cours des itérations d’adap-
tation.

erreurs causées par l’interpolation bilinéaire et les erreurs du modèle entrainent à long
terme une mauvaise adaptation du maillage. Nous choisissons donc d’arrêter l’adaptation
du maillage lorsque le modèle commence à diverger. Sur la figure 5.6, nous affichons
l’évolution de l’erreur

⃦⃦
U𝑛+1 −U𝑛

⃦⃦
𝐿2 .

5.2.4 Temps d’exécution

Bien que la méthode utilisée pour la résolution du flot optique en grands déplacements
soit proche de celle utilisée dans le chapitre 2.3, son implémentation FreeFem++ né-
cessite plusieurs modifications. Nous pouvons toutefois remarquer que, contrairement à
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Figure 5.6 – Evolution de l’erreur
⃦⃦
U𝑛+1 −U𝑛

⃦⃦
𝐿2 .

LUM-REGUloc GD-LUM-REGUloc
Walking 252s 339s

DogDance 247s 336s

Figure 5.7 – Comparaison des temps de calcul des méthodes LUM-REGUloc et
GD-LUM-REGUloc pour les cas tests Walking et DogDance.

la méthode des petits déplacements, l’algorithme des grands déplacements est déjà un
algorithme itératif dans sa version séquentielle. Comme nous l’avons fait dans le cas de la
méthode utilisant le rapprochement itératif, nous pouvons combiner ces itérations ainsi
que celles des étapes d’adaptation du paramètre 𝛼. Malgré cela, l’algorithme reste plus
coûteux en temps de calcul par rapport à la méthode des petits déplacements en rai-
son des étapes d’interpolations bilinéaires et de lissages gaussiens supplémentaires. Dans
cette section, nous comparons les temps de calcul entre les méthodes LUM-REGUloc et
GD-LUM-REGUloc. Dans le tableau 5.7, nous donnons les temps d’exécution des deux
méthodes pour chacun des deux tests utilisés dans cette partie. Nous effectuons pour
chacune des méthodes 4 itérations.

En étudiant en détail le temps des calculs de la méthode GD-LUM-REGUloc, nous ob-
servons que le temps nécessaire pour effectuer l’interpolation bilinéaire pour ces tests est
en moyenne de 50 secondes. Le temps d’exécution des lissages gaussiens est également
plus important que dans le cas des petits déplacements. Compte tenu de la structure des
implémentations, aucune optimisation n’est a priori possible pour réduire le temps de
calcul de la convolution. Ainsi, nous constatons que la méthode GD-LUM-REGUloc trai-
tant les grands déplacements ainsi que le contrôle local du paramètre de régularisation
𝛼 demande environ 35% de temps supplémentaire que la méthode LUM-REGUloc dans
notre cas.
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5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons adapté au cas des grands déplacements les méthodes étu-
diées dans le chapitre 2.3. Bien que le problème soit différent puisque l’hypothèse fon-
damentale du flot optique n’est plus applicable, nous avons pu résoudre la non linéarité
à l’aide d’une méthode itérative de point fixe. Afin d’obtenir un meilleur traitement
des zones d’occlusions et des variations de luminosité, la prise en compte de la lumi-
nosité a également été ajoutée à notre modèle. Nous avons pu voir que l’implémenta-
tion de la méthode de contrôle adaptatif du paramètre 𝛼 est transposable à la méthode
GD-LUM-REGUloc et qu’elle nous permet d’obtenir les mêmes améliorations sur les bords
des objets. Bien que moins rapide que la méthode LUM-REGUloc à cause d’un nombre
plus important de convolutions gaussiennes à effectuer, l’algorithme GD-LUM-REGUloc
regroupe les itérations permettant la linéarisation du flot optique avec celles concernant
l’adaptation de la régularisation, rendant l’influence du contrôle local de la régularisation
et l’adaptation du maillage négligeables en termes de temps de calcul.
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Méthodes parallèles pour
l’estimation du flot optique en
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Dans le chapitre précédent, nous avons etudié des méthodes d’estimation du flot optique
pour des séquences en larges déplacements. Nous avons constaté que bien que nous ayons
pu intégrer l’étape de contrôle local de la régularisation dans le calcul itératif de la
méthode de point fixe, le temps de calcul de l’algorithme GD-LUM-REGUloc est environ
35% suppérieur à celui de la méthode LUM-REGUloc. Dans ce chapitre, nous reprenons
les méthodes de calcul parallèle utilisées dans le chapitre 4 afin de les implémenter dans
le cas de l’estimation de mouvements en grands déplacements et ainsi réduire le temps
d’exécution du programme.
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6.1 Méthode de décomposition de domaine

Nous implémentons la méthode de décomposition de domaine (que l’on appelera GD-
DDM) dans le cas de l’algorithme GD-LUM-REGUloc en effectuant un découpage du
domaine Ω similaire à celui du chapitre 4. Nous effectuons les tests de temps en utilisant
les images 7 et 14 de la séquence RubberWhale. Pour toutes les configurations, nous faisons
quatre itérations de la méthode de Schwarz et donc quatre itérations d’adaptation du
paramètre 𝛼. Sur la figure 6.1, nous donnons les temps obtenus. Nous détaillons sur ce
graphique les temps d’exécution des principales parties de l’algorithme, c’est à dire la
construction de la matrice de masse du système, le conditionnement de cette matrice, les
communications et les convolutions.

Comme nous l’avons dit dans le chapitre précédent, la méthode GD-LUM-REGUloc né-
cessite des étapes d’interpolation et de lissage supplémentaires. La convolution peut être
effectuée en parallèle sur chaque sous-domaine, mais l’étape d’interpolation doit être
réalisée de manière séquentielle sur la totalité de l’image. Cela a pour conséquence de
diminuer la scalabilité de la méthode. Cependant, les résultats présentés sur la figure 6.1
témoignent de l’efficacité de la méthode de décomposition de domaine.

Sur la figure 6.2, nous pouvons constater qu’après quatre itérations la solution à l’interface
des sous-parties a été correctement fusionnée grâce à la méthode de Schwarz.

6.2 Méthode pararéelle

Nous nous proposons dans cette section de nous servir des avantages de la méthode
pararéelle afin de proposer différents schémas pour les résolutions grossière et fine nous
permettant, sous certaines hypothèses, de nous défaire du problème de la non-linéarité
posé par les grands déplacements. En effet, le pararéel proposant un algorithme visant
à résoudre deux schémas sur deux échelles, grossier et fin, nous pouvons ainsi tourner
à notre avantage la partie fine en proposant par exemple une résolution principalement
explicite ou encore rappeler l’algorithme des petits déplacements pour cette partie, la
partition du temps étant assez fine pour considérer les sous-résolutions fines comme des
petits déplacements.

Afin d’utiliser la méthode pararéelle, nous commençons par ajouter le terme de variation
temporelle. Le problème (5.5) avec la variation en temps s’écrit sous forme vectorielle

𝑑U

𝑑𝑡
− div(Λ(x)∇U) + (f(x+U)−𝑀 f(x))f̃(x+U) = 0 (6.1)

avec
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Figure 6.1 – Temps de calcul détaillés de la décomposition de domaine GD-DDM dans
le cas des grands déplacements pour 4 itérations de la méthode GD-LUM-REGUloc et 2,
4, 8 et 16 séparations.

f̃(x+U) =

⎛⎝ 𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)
𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, 𝑡+ 1)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

⎞⎠ .

Afin de décrire la méthode, nous commençons par considérer les paramètres de régulari-
sation 𝛼 et 𝜆 constants. Soit 0 = 𝑇0 < 𝑇1 < · · · < 𝑇𝑁 = 𝑇 une subdivision de l’intervalle
de temps [0, 𝑇 ], nous définissons un solveur grossier
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Figure 6.2 – Solution obtenue avec la méthode de décomposition de domaine pour les
grands déplacements GD-DDM après 4 itérations de la méthode de Schwarz.

{︂
U𝑔

𝑛+1 = 𝒢(U𝑔
𝑛), 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1

U𝑔
0 = U𝑔(𝑇0 = 0) = 0.

Chacune des solutions grossières U𝑔
𝑛 obtenues est ensuite utilisée comme état initial de

la résolution fine du problème (6.1) sur l’intervalle [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1] correspondant. Ainsi, le
problème fin à résoudre par le processeur 𝑛 sur le sous-intervalle [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1] est donné par

{︃
U𝑓

𝑛,𝑚+1 = ℱ(U𝑓
𝑛,𝑚), 𝑚 = 0, . . . ,𝑀 − 1

U𝑓
𝑛,0 = U𝑔

𝑛.

Nous appliquons ensuite l’étape de mise à jour de la solution en utilisant la prédiction-
correction présentée dans le chapitre 2.

Pour les schémas grossiers et fins, nous choisissons de tester différentes méthodes afin de
déterminer quelle discrétisation représente le meilleur choix pour le terme non-linéaire.

6.2.1 Discrétisation semi-implicite

Dans un premier temps, nous choisissons le même schéma pour le solveur grossier et
le solveur fin, une discrétisation semi-implicite. Dans le chapitre précédent, nous avons
décrit ce schéma dans le cas de l’équation (5.5). Nous reprenons ici le même schéma
d’itération de point fixe afin de linéariser le problème. En reprenant les notations de
(5.7), le problème (6.1) s’écrit dans le cas du solveur grossier

𝑑U𝑛

Δ𝑇
− div(Λ(x)∇𝑑U𝑛) +A𝑛𝑑U𝑛 = div(Λ(x)∇U𝑛) + F𝑛. (6.2)
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De même, pour le solveur fin, sur chaque intervalle grossier [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1] de taille Δ𝑇 nous
résolvons le problème

𝑑U𝑚

Δ𝑡
− div(Λ(x)∇𝑑U𝑚) +A𝑚𝑑U𝑚 = div(Λ(x)∇U𝑚) + F𝑚. (6.3)

avec Δ𝑡 < Δ𝑇 . Dans la suite, nous nommerons cet algorithme GDSI.

6.2.2 Discrétisation explicite de la non-linéarité pour le solveur fin

Dans un deuxième temps, nous proposons de garder le schéma semi-implicite pour le
solveur grossier

𝑑U𝑛

Δ𝑇
− div(Λ(x)∇𝑑U𝑛) +A𝑛𝑑U𝑛 = div(Λ(x)∇U𝑛) + F𝑛

et de discrétiser le terme non-linéaire avec une méthode explicite pour la résolution fine.
Pour cela, sur chaque intervalle grossier [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1], nous résolvons le système linéarisé

⎧⎨⎩ −div(𝛼(x)∇𝑢𝑘+1
1 ) + (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1 , 𝑦 + 𝑢𝑘2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1 , 𝑦 + 𝑢𝑘2 , 𝑡+ 1) = 0

−div(𝛼(x)∇𝑢𝑘+1
2 ) + (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1 , 𝑦 + 𝑢𝑘2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1 , 𝑦 + 𝑢𝑘2 , 𝑡+ 1) = 0

−div(𝜆(x)∇𝑀𝑘+1)− (𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1 , 𝑦 + 𝑢𝑘2 , 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0.

Après avoir ajouté et discrétisé le terme temporel, nous obtenons le problème linéaire
pour la résolution fine

U𝑚+1 −U𝑚

Δ𝑡
− div(Λ(x)∇U𝑚+1) = F𝑚 (6.4)

où

F𝑚 =

⎛⎝ −(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑥(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)
−(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓𝑦(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)

(𝑓(𝑥+ 𝑢𝑘1, 𝑦 + 𝑢𝑘2, 𝑡+ 1)−𝑀𝑘𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡))𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡)

⎞⎠ .

Cette méthode sera appelée GDEx.
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6.2.3 Appel de la résolution en petits déplacements pour le solveur fin

Nous proposons finalement de considérer la résolution fine comme une résolution en pe-
tits déplacements. Pour la résolution grossière, nous gardons la résolution semi-implicite
initiale du problème

𝑑U𝑛

Δ𝑇
− div(Λ(x)∇𝑑U𝑛) +A𝑛𝑑U𝑛 = div(Λ(x)∇U𝑛) + F𝑛.

Pour la résolution fine de chaque intervalle grossier [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1], nous supposons le pas
assez petit pour considérer la fonction 𝑓 de classe 𝒞1 et ainsi, nous placer dans le cas des
petits déplacements. Dans ce cas, le problème s’écrit

U𝑚+1 −U𝑚

Δ𝑡
− div(Λ(x)∇U𝑚+1) + J𝜌U

𝑚+1 = F𝑚. (6.5)

Cette méthode sera notée GDPD.

6.2.4 Adaptation du paramètre 𝛼 pour le solveur grossier

L’application de la méthode de contrôle local du paramètre de régularisation 𝛼 et l’adap-
tation du maillage étant faites a posteriori et indépendemment du schéma choisi, nous
appliquons la même méthode que celle présentée dans le chapitre 2.3. Nous proposons
d’effectuer les étapes d’adaptation que dans le cas de la résolution grossière. Le nouveau
maillage ainsi que la fonction 𝛼(x) sont communiqués entre les processeurs en même
temps que les solutions grossières du problème.

6.2.5 Résultats numériques

Nous souhaitons tester et comparer l’efficacité des différents schémas présentés précédem-
ment. Pour cela, nous reprenons le cas test RubberWhale de Middleburry en considérant
les images 7 et 14 de la séquence afin d’obtenir un large déplacement.

Sur la figure 6.3, nous donnons les solutions obtenues en traitant la non-linéarité du
solveur fin avec le schéma semi-implicite (GDSI), puis avec le schéma explicite (GDEx)
et enfin, en utilisant le schéma reprenant la méthode des petits déplacements (GDPD).

Nous remarquons sur la figure 6.3 que, bien que les solutions obtenues à l’aide des mé-
thodes GDEx et GDPD présentent certaines arêtes bien définies, la solution globale est
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Figure 6.3 – Estimation du flot optique pour une séquence de larges déplacements avec,
en haut, les résultats du schéma GDSI et en bas, les méthodes GDEx (gauche) et GDPD
(droite).

de meilleure qualité avec la méthode semi-implicite GDSI. Pour montrer l’effet de l’adap-
tation, nous donnons le résultat de GDSI sans stratégie adaptative du paramètre 𝛼 sur la
figure 6.4. Nous remarquons ainsi que l’adaptation du maillage et du paramètre 𝛼 ont eu,
ici encore, un effet positif sur l’estimation de la solution au niveau des arêtes de l’image.

Figure 6.4 – Estimation du flot optique pour une séquence de larges déplacements avec
la méthode GDSI sans adaptation.

6.2.5.1 Temps d’exécution

Dans le tableau 6.5, nous comparons les temps des méthodes GDSI, GDEx et GDPD
testées en utilisant quatre processeurs. Nous effectuons quatre itérations grossières et
quatre itérations de la résolution fine. La résolution du problème du flot optique pour les
grands déplacements se fait dans notre exemple avec quatre itérations de point fixe. Nous

ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE 111



CHAPITRE 6. MÉTHODES PARALLÈLES POUR L’ESTIMATION DU FLOT
OPTIQUE EN GRANDS DÉPLACEMENTS

Méthode Temps (s)
Seq (6.1) 1955

GDSI (6.3) 1774
GDEx (6.4) 1534
GDPD (6.5) 1300

Figure 6.5 – Comparaison des temps de calcul pour les méthodes GDSI, GDEx et GDPD
par rapport à un algorithme de référence séquentiel (Seq).

comparons ces résultats avec un algorithme de grands déplacements séquentiel effectuant
un total de 16 pas de temps et de quatre itérations de point fixe.

6.3 Couplage entre la décomposition de domaine et la mé-
thode pararéelle

Nous avons vu dans la section précédente que la méthode pararéelle nous permettait
d’obtenir de bons résultats mais que c’était également une méthode dont les temps de
calculs pouvaient être longs. Nous allons donc dans cette section utiliser un couplage
entre la méthode pararéelle et la méthode de décomposition de domaine (appelé GD-
DDM-Para). Nous employons la même stratégie que celle utilisée dans le chapitre 4, nous
attribuons plusieurs processeurs à chaque sous-domaine. La même méthode de distribu-
tion des processeurs entre les différents sous-domaines est utilisée, le CPU𝑖 est attribué
au groupe 𝑖 grâce à la formule

groupe(CPU𝑖) =
CPU𝑖

nbPart
.

A l’intérieur d’un sous-domaine, la numérotation des processeurs reste identique à celle
de la méthode pararéelle seule.

Sur la figure 6.6, nous présentons la solution obtenue à l’aide de ce couplage. Nous
utilisons pour ces tests la méthode GDSI. Nous constatons que la solution hérite de la
bonne régularité de la solution du problème par la méthode pararéelle et d’une bonne
estimation sur les arêtes de l’image dûe au traitement par sous-domaine du contrôle local
de la régularisation.

En plus de l’amélioration de l’estimation de la solution, la figure 6.7 montre que ce
couplage entre les deux méthodes parallèles utilisées dans ce chapitre permet d’obtenir
une réduction du temps de calcul de la méthode GDSI.
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Figure 6.6 – Estimation du flot optique obtenue avec le couplage de la méthode para-
réelle et de la méthode de décomposition de domaine en larges déplacements GD-DDM-
Para.
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Figure 6.7 – Temps d’exécution de calcul du flot optique par la méthode GD-DDM-Para
en fonction du nombre de sous-domaines.

Sur le tableau 6.8, nous proposons une synthèse des différentes méthodes parallèles uti-
lisées pour les grands déplacements.

Nous pouvons ainsi conclure que si le but principal est de gagner du temps, la méthode
la plus efficace est la décomposition de domaine seule (DDM-GD). Dans le cas où l’on
souhaite tester l’efficacité de plusieurs schémas et utiliser les avantages que propose la
séparation des deux solveurs grossier et fin afin d’améliorer la précision, nous nous tour-
nerons vers le couplage du pararéel et de la décomposition de domaine. En effet, comme
nous l’avons vu, le pararéel est un algorithme permettant d’utiliser plusieurs schémas
mais également de modifier le modèle grâce à ce couplage entre résolution grossière et
résolution fine. Cependant, utiliser le pararéel pour le problème du flot optique s’est ré-
vélé couteux en termes de temps de calcul. Pour améliorer ce point, un couplage avec la
méthode de décomposition de domaine représente une bonne option.
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Méthode Description Temps (s)
GD-DDM (6.1) Méthode de décomposition de domaine (4

parties)
109

GDSI (6.2.1) Méthode pararéelle. Décomposition semi-
implicite pour le solveur grossier et pour le
solveur fin (4 itérations grossières et 4 itéra-
tions fines)

1774

GDEx (6.2.2) Méthode pararéelle. Décomposition semi-
implicite pour le solveur grossier et explicite
pour le solveur fin (4 itérations grossières et
4 itérations fines)

1534

GDPD (6.2.3) Méthode pararéelle. Décomposition semi-
implicite pour le solveur grossier et estima-
tion du flot optique en petits déplacements
pour le solveur fin (4 itérations grossières et
4 itérations fines)

1300

GD-DDM-Para (6.3) Couplage de la méthode GD-DDM et de la
méthode pararéelle GDSI (4 parties, 4 itéra-
tions grossières et 4 itérations fines).

600

Figure 6.8 – Comparaison des temps de calcul des différentes méthodes parallèles uti-
lisées en grands déplacements pour le test de RubberWhale.
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6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons implémenté la méthode de décomposition de domaine
dans le cas des grands déplacements afin de réduire les temps de calcul de la méthode
GD-LUM-REGUloc. Bien que notre modèle ne soit pas scalable à cause de certain facteurs
tels que l’étape d’interpolation bilinéaire, l’algorithme est efficace et permet de diminuer
les temps de calcul d’un facteur 2 en partageant l’image entre deux processeurs ou d’un
facteur 5 en la décomposant entre 16 processeurs.
Nous avons ensuite implémenté la méthode pararéelle étudiée dans le chapitre 4 et com-
paré différents schémas de discrétisation de la non-linéarité pour le solveur fin. En plus de
la discrétisation semi-implicite précédemment étudiée, nous avons utilisé une discrétisa-
tion explicite puis une méthode faisant intervenir le modèle développé pour le problème en
petits déplacements. Après avoir ajouté l’adaptation de la régularisation et du maillage,
nous avons pu améliorer la précision des résultats. Enfin, comme nous l’avions fait dans
le chapitre 4, nous avons proposé un couplage entre la méthode de décomposition de do-
maine et la méthode pararéelle. Ce couplage nous a permis de garder la souplesse offerte
par la méthode pararéelle tout en réduisant les temps d’exécution de l’algorithme grâce
à la méthode de décomposition de domaine.
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Chapitre 7

Application du flot optique
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7.1 Restauration de films

Dans le domaine du traitement d’images, il existe une catégorie concernant la restaura-
tion d’images. Cette branche comporte de nombreuses applications dans la restauration
de séquences vidéos abîmées, la retouche de photos ou la décompression d’images dans
le cas où des blocs seraient perdus lors de la compression par exemple. Nous n’allons
pas détailler ici les méthodes utilisées pour réaliser ces restaurations. Dans un premier
temps, nous présentons de manière synthétique les équations de Ginzburg-Landau uti-
lisées dans le domaine de l’inpainting puis nous verrons par quel moyen nous pouvons
utiliser l’estimation du flot optique dans cette branche de l’imagerie.

7.1.1 Les équations de Ginzburg-Landau

Les équations de Ginzburg-Landau sont à l’origine des équations créées pour la physique
des supraconducteurs [55, 56]. Pour une fonction 𝑢(x), x ∈ Ω à valeurs dans [0, 1], on
veut alors résoudre
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Δ𝑢+
1

𝜀2
𝐹 ′(𝑢) = 0

où 𝜀 est un réel positif et où 𝐹 (𝑢) = (1− | 𝑢2 |)2.

L’utilisation de ces équations dans le domaine de la restauration d’image est détaillée
dans un article de Harald Grossauer [60] dans lequel il utilise une version complexe de
ces équations. Pour cela, il construit une fonction complexe 𝑔 à partir de la fonction 𝑓
définissant l’intensité des pixels de l’image à restaurer

{︂
ℜ(𝑔) = 𝑓

ℑ(𝑔) =
√︀
(1− 𝑓2).

Les équations de Ginzburg-Landau complexes modifiées pour l’application à la restaura-
tion d’image consistent à résoudre le système

{︂
𝜕𝑣
𝜕𝑡 −Δ𝑣 + 1

𝜀2
(1− | 𝑣 |2)2 + (𝑣 − 𝑔) = 0 in Σ, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝜕𝑣
𝜕𝑛 = 0

(7.1)

où 𝑣 est la solution complexe à déterminer et où Σ ⊂ Ω représente le sous-ensemble
de Ω où l’image à besoin d’être restaurée. Pour plus de détails sur ces équations nous
renvoyons le lecteur vers [55, 56,60,112].

7.1.2 Utilisation du flot optique

Afin d’utiliser les équations de Ginzburg-Landau (7.1), nous devons préalablement déter-
miner le domaine Σ où la restauration doit avoir lieu. Cette zone, que nous appellerons
dans la suite le masque de dégradation peut, dans le cas d’une séquence d’au moins trois
images, être déterminée à partir d’une estimation de flots optiques. L’utilisation d’un cal-
cul de flot optique dans la détermination du masque de dégradation provient de Harald
Grossauer [59]. Nous avons implémenté cette méthode dans le cas de notre estimation
de flot optique avec contrôle du paramètre de régularisation. L’idée consiste, à partir de
trois images successives 𝑔𝑛−1, 𝑔𝑛 et 𝑔𝑛+1 dans une séquence, à déterminer le masque de
dégradation de l’image 𝑔𝑛.

Pour cela, on commence par déterminer les flots optiques ℎ𝑏 et ℎ𝑓 liés aux images 𝑓𝑛−1

et 𝑓𝑛+1. On a donc les approximations

𝑔𝑛−1(x + ℎ𝑏) ≈ 𝑔𝑛(x) ≈ 𝑔𝑛+1(x + ℎ𝑓 ).
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En effet, le champ de vecteurs ℎ𝑏 transporte les pixels de 𝑔𝑛−1 vers 𝑔𝑛 et de la même
manière ℎ𝑓 transposte les pixels de 𝑔𝑛+1 vers 𝑔𝑛. En évaluant les différences |𝑔𝑛−1(x +
ℎ𝑏) − 𝑔𝑛(x)| et |𝑔𝑛−1(x + ℎ𝑏) − 𝑔𝑛(x)|, on peut déterminer quelles sont les différences
entre les images. Afin de s’assurer que la différence observée est bien une zone dégradée
de l’image 𝑔𝑛 et non un objet apparaissant ou disparaissant de la séquence, on considère
qu’un pixel fait partie du masque de dégradation si pour un 𝜀 > 0 fixé, on a

|𝑔𝑛−1(x + ℎ𝑏)− 𝑔𝑛(x)| > 𝜀 et |𝑔𝑛−1(x + |ℎ𝑏)− 𝑔𝑛(x)| > 𝜀.

Afin d’expliquer de manière plus simple le procédé, on rappelle dans la figure 7.1 les
principales étapes de la méthode pour déterminer le masque de dégradation. Sur cet
exemple, on traite une séquence de trois images successives représentant un sapin se
déplacant de la gauche vers la droite. Les images 2 et 3 présentent chacune des dégra-
dations. L’application des flots optiques nous permet d’obtenir les images présentent sur
la deuxième ligne. Nous comparons alors l’image à restaurer avec ces estimations. Nous
présentons sur la troisième ligne les résultats de ces comparaisons. On remarque qu’il y
a une seule dégradation identique sur les deux différences. Cette dégradation constitue
donc le masque de dégradation de l’image 𝑔𝑛.

𝑔𝑛−1 𝑔𝑛 𝑔𝑛+1

ℎ𝑏 ℎ𝑓

𝑔𝑛+1(x + ℎ𝑓 )𝑔𝑛−1(x + ℎ𝑏)

|𝑔𝑛+1(x + ℎ𝑓 )− 𝑔𝑛(x)| > 𝜀|𝑔𝑛−1(x + ℎ𝑏)− 𝑔𝑛(x)| > 𝜀

Figure 7.1 – Exemple simplifié de la méthode de détermination du masque de dégrada-
tion à partir d’une estimation de flots optiques.

ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE 119



CHAPITRE 7. APPLICATION DU FLOT OPTIQUE

7.1.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous présentons un résultat obtenu à partir d’une séquence de trois
images. Nous avons, pour cela, considéré la séquence Venus donnée par le site de Mid-
delburry www.vision.middleburry.edu/flow/. Nous avons sélectionné trois images de
cette séquence et nous avons inséré artificiellement une dégradation sur l’image centrale
(figure 7.2).

Figure 7.2 – Image 11 de la séquence de Venus à laquelle nous avons ajouté une dégra-
dation.

L’utilisation de la méthode de détermination du masque à l’aide des flots optiques nous
permet de retrouver le masque présenté sur la figure 7.3. Comme nous pouvons le remar-
quer, le masque obtenu dépend fortement de la précision de l’estimation du flot optique
puisque des zones où il est estimé grossièrement apparaissent alors dans le masque. Sur
notre exemple, ces zones sont principalement concentrées sur les bords des objets.

Figure 7.3 – Masque de la dégradation obtenu par estimations de flots optiques.

Une fois le masque obtenu, il nous reste alors à résoudre le problème de Ginzburg-Landau
afin de reconstituer l’image sous le masque. Le résultat est présenté dans la figure 7.4.
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Figure 7.4 – Résultat après reconstitution de l’image à partir masque obtenu.

7.1.4 Parallélisation

Comme nous l’avons fait dans la section 4.2, il est possible d’utiliser une parallélisation
sans communication pour ce type de structure. Pour cela, on procède d’une manière
analogue à celle de la section 4.2. On distribue cette fois-ci les images par paquets de
trois, suivant le schéma présenté sur la figure 7.5.

Deuxième résolution

im 0 im 1 im 2 im 3 im 4 im 5

CPU 0 CPU 1 CPU 2

Première résolution

im 0 im 1 im 2 im 3 im 4 im 5

CPU 0 CPU 1 CPU 2

Figure 7.5 – Répartition des tâches pour la restauration de quatre images prisent dans
une séquence avec trois processeurs.

L’accélération théorique est déterminée de la même manière que dans le cas de la paral-
lélisation d’une séquence. Elle est cette fois-ci donnée par

Speedup𝑡ℎ = (nbImages-2) ·
⌈︂

nbImages − 2

nbCPU

⌉︂−1

.
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7.2 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons présenté un exemple d’application de l’estimation
du flot optique. En utilisant un algorithme proposé par H. Grossauer permettant de dé-
terminer les zones dégradées d’une image d’un film à l’aide du flot optique, nous avons pu
définir un masque de dégradation. L’implémentation des équations de Ginzburg-Landau
a ensuite permis, à partir de ce masque, de reconstruire les parties altérées des différentes
images. Sur un exemple concret, nous avons ainsi pu reconstruire les zones manquantes
sur une image d’une séquence vidéo. Un algorithme de parallélisation de séquence a en-
suite été combiné à cette approche afin de réaliser le travail en simultané pour plusieurs
images.
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Conclusion et perspectives

Dans ce manuscrit, nous avons étudié différentes méthodes de résolution pour l’estimation
du flot optique. Nous avons dans un premier temps développé des modèles numériques
permettant de déterminer une solution au problème en petits déplacements. Une étude
concernant des implémentations parallèles a ensuite été menée. En effet, dans le cas du
problème de l’estimation du flot optique, sa résolution peut être très coûteuse en temps
de calcul d’autant plus si la résolution des images est importantes. Dans une seconde
partie, les méthodes utilisées dans les premiers chapitres ont été appliquées dans le cas
plus complexe des grands déplacements.

Dans le chapitre 1, nous avons présenté un état de l’art des principales méthodes va-
riationnelles utilisées actuellement pour la résolution du problème du flot optique. En
particulier, nous avons décrit la méthode locale de Lucas et Kanade [80], la méthode
globale de Horn et Schunck [69] ainsi que la combinaison de ces deux méthodes proposée
par Bruhn et Weickert [31]. Nous avons ensuite présenté une stratégie de contrôle local
de la régularisation proposée par Belhachmi et Hecht [15] permettant une amélioration
de la solution au niveau des bords des objets de l’image. Suite à cela, nous avons présenté
le problème du flot optique dans le cas d’une luminosité variable et nous avons exposé
deux modèles existant pour la prise en compte de cette nouvelle problématique. Enfin,
nous avons conclu le chapitre par une courte présentation du problème du flot optique
en grands déplacements.

Dans le chapitre 2, nous avons introduit les principales méthodes de parallélisation uti-
lisées dans ce travail : la méthode de décomposition de domaine et la méthode moins
connue de parallélisation en temps, le pararéel.

Le coeur de notre travail débute au chapitre 3 dans lequel nous avons mis en place
des modèles d’éléments finis pour la résolution du flot optique en petits déplacements.
Après avoir implémenté la méthode classique considérant la constance de la luminosité,
nous nous sommes intéressés à un modèle prenant en compte la variation de l’intensité
lumineuse. L’adaptation locale du paramètre de régularisation a ensuite été ajoutée aux
programmes. Nous avons alors proposé une stratégie de contrôle adaptatif concernant
le paramètre supplémentaire ajouté dans le cadre du traitement de la luminosité, en
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suivant le même esprit que la méthode adaptative initiale. Cette stratégie a été couplée
à l’adaptation du maillage, possible grâce à l’utilisation des éléments finis et du logiciel
FreeFem++. Une étude analytique utilisant la Γ-convergence nous a permis de montrer
l’existence d’une solution au problème. A l’aide des évaluations numériques, nous avons
pu constater dans un premier temps que la modification du modèle initial entraîne une
réelle amélioration du résultat dans le cas où la séquence présente une variation de la
lumière. Nous avons ensuite observé l’effet du contrôle local de la régularisation. Comme
souhaité, ce dernier a permis d’obtenir une nette amélioration de la solution sur les
arêtes de l’image. Concernant l’adaptation du maillage, nous avons pu constater que le
nombre de degrés de liberté était fortement réduit dès la première itération ce qui a
permis d’obtenir une première amélioration du temps de calcul. Dans ce même chapitre,
nous avons ensuite étudié l’effet d’un algorithme de rapprochement itératif couplé à une
méthode de flous gaussiens appelée coarse to fine. Cette méthode a permis d’obtenir
une bonne amélioration de la précision du résultat. Cependant, bien que le processus
itératif soit entièrement intégré aux itérations du contrôle local de la régularisation, cette
méthode entraîne un coût bien supérieur en termes de temps de calcul en raison d’un
nombre plus important de convolutions à effectuer. Une grande partie de ce manuscrit
portant sur l’optimisation du temps de calcul, cette méthode n’a pas été retenue dans la
suite des travaux. Enfin, le chapitre s’est terminé par l’estimation du flot optique dans le
cas d’un test présentant une variation lumineuse non régulière, c’est à dire uniquement
localisée dans certaines zones de l’image. L’implémentation du contrôle local proposé pour
la variable supplémentaire a ainsi donné une bonne estimation du champ de vecteurs dans
les zones où la luminosité a changé, sans créer une perte de qualité de la solution dans
les autres zones.

Dans le chapitre 4, nous avons implémenté les méthodes parallèles pour les modèles de
résolution du problème du flot optique en petits déplacements présentées dans le chapitre
3. Nous avons commencé par présenter en détails les différentes étapes de l’algorithme pa-
raréel. Pour cela, nous avons transformé le problème statique en un problème d’évolution
en temps. Nous avons pu constater que les gains de temps de la méthode sont intéressants
pour un grand nombre de pas grossiers, c’est-à-dire un grand nombre de processeurs. De
plus, en étudiant l’algorithme proposé par Aubanel [7] dont l’ordre des opérations est
modifié, le temps total a pu être encore réduit. Nous avons ensuite décrit une méthode
permettant la parallélisation de l’estimation du flot optique pour toute une série d’images
telle qu’une séquence vidéo. Bien que très intuitive, cette implémentation a l’avantage
de traîter le flot optique sur plusieurs images de façon simultanée et indépendante sans
nécessiter de communication entre les processeurs durant le calcul. On pourra se tourner
vers cette méthode si le travail à effectuer concerne une longue séquence d’images ou
encore la coupler à d’autre méthodes parallèles. Afin de gagner plus de temps que la
méthode pararéelle, nous avons implémenté une méthode de décomposition de domaine.
Après avoir décrit la méthode utilisée afin d’obtenir le meilleur découpage possible de
l’image, nous avons relevé les temps de calcul pour plusieurs découpages et comparé les
résultats avec ceux de la méthode pararéelle. La décomposition de domaine implémentée

124 ESTIMATION DU FLOT OPTIQUE



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

a en effet permis un gain de temps de calcul plus important. En confiant la tâche de
l’estimation de la solution sur un sous-domaine à plusieurs processeurs au lieu d’un seul
et en utilisant le solveur MUMPS, nous avons pu ajouter encore un niveau de paral-
lélisme. Cet algorithme s’est révélé être le plus efficace en termes de temps de calcul.
Enfin, afin de garder les avantages de la méthode pararéelle, plus particulièrement la
souplesse qu’elle propose via ses deux solveurs, tout en étant efficaces en temps, nous
avons choisi de coupler cette méthode à la décomposition de domaine. En combinant ces
deux méthodes, nous avons pu réaliser de meilleures performances que le pararéel seul.

Dans les chapitres 5 et 6, nous avons appliqué aux grands déplacements les différentes
stratégies présentées dans les chapitres 3 et 4. Afin de traiter la non-linéarité du problème,
nous avons dans un premier temps considéré une décomposition semi-implicite et utilisé
la méthode de point fixe. La prise en compte de la luminosité a permis de mieux traiter
les zones d’occlusions, plus importantes dans le cas des grands déplacements. L’adap-
tation de la régularisation ainsi que du maillage ont permis, comme dans les chapitres
précédents, d’affiner les arêtes des objets des images et de rapidement réduire le nombre
de degrés de liberté. Sur les résultats obtenus avec cet algorithme, l’estimation du mou-
vement observé sur les séquences de grands déplacements reste globalement bien orientée
malgré des résultats moins précis dans les zones fortement texturées. Dans le chapitre 6,
les différentes méthodes parallèles ont été reprises pour ce nouveau problème. La décom-
position de domaine est restée la méthode la plus efficace en termes de gain de temps de
calcul. Cependant, nous avons vu que la possibilité offerte par le pararéel de disposer d’un
solveur fin et d’un solveur grossier permettait d’envisager d’autres stratégies afin de lever
la non-linéarité. En effet, plusieurs méthodes ont été proposées grâce à la combinaison
de ces deux solveurs. Dans un premier temps, nous avons implémenté la décomposition
semi-implicite présentée pour l’algorithme séquentiel pour les deux solveurs. Nous avons
ensuite gardé cette décomposition pour le solveur grossier et proposé deux différentes
décompositions pour le solveur fin, la discrétisation explicite du terme non-linéaire et
l’appel de l’algorithme des petits déplacements. Nous avons alors pu nous servir de la
souplesse qu’apporte l’algorithme pararéel afin de simplifier la méthode. Enfin, la combi-
naison du pararéel et de la décomposition de domaine a permis de garder les avantages
proposés par le pararéel tout en réduisant les temps de calcul de cette méthode.

Dans le dernier chapitre de la thèse, nous avons donné un exemple d’application concrète
en utilisant l’estimation du flot optique dans le cas d’un problème de restauration de
films. En suivant la stratégie de H. Grossauer [59] et à l’aide de nos modèles, nous
avons pu déterminer les zones dégradées d’une image d’une séquence à partir de l’image
suivante et de l’image précédente. En utilisant le masque de dégradation ainsi obtenu,
nous avons ensuite reconstitué les parties endommagées grâce à l’implémentation des
équations de Ginzburg-Landau. Pour terminer ce travail, nous avons choisi la méthode
de parallélisation de séquences d’images permettant de réaliser plusieurs estimations de
flots optiques de façon simultanée.

Parmi les perspectives envisagées, nous pouvons citer l’implémentation de nos algo-
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rithmes utilisant la méthode des éléments finis dans le cas de la parallélisation sur carte
graphique. En effet, jusqu’à présent, les programmes utilisant cette parallélisation uti-
lisent la méthode des différences finies. Or, cette méthode ne permet pas d’utiliser des
maillages non-structurés comme ce que nous avons fait grâce à l’adaptation de maillage.
L’implémentation de la parallélisation des méthodes d’éléments finis sur carte graphique
permettrait d’effectuer une adaptation du maillage et proposerait certainement des gains
de temps encore plus importants.

Dans le chapitre concernant les séquences en petits déplacements, nous avons vu que
le principe de rapprochement itératif apporte une nette amélioration de l’estimation du
mouvement. Ce point pourrait être le sujet d’une nouvelle étude dans la continuité des
travaux de cette thèse.

Nous avons utilisé des méthodes permettant de traiter des séquences dont la luminosité
est variable. Une étude plus complète comparant les résultats obtenus avec ceux de
l’approche proposée par Bruhn et Weickert pourrait être effectuée en complément de ce
travail.

D’autre perspectives sont encore envisageables telles qu’une amélioration de la méthode
du couplage du pararéel avec la décomposition de domaine dans le but de pouvoir traiter
des images 3D. Cela pourrait avoir un intérêt pour des applications médicales ou encore
pour l’analyse du trafic réel. Une autre perspective possible permettant d’améliorer la
précision de l’estimation du mouvement serait d’étudier une approche proposant un cou-
plage entre les méthodes d’estimation du flot optique et les méthodes de segmentation
d’image permettant de déterminer les contours des objets. Pour finir, la prise en compte
des incertitudes constituerait une amélioration au niveau des zones d’occlusions.
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Annexe A

Résultats de convergence

Théorème A.0.1. Soit UΛ la solution du problème (3.7). Supposons que

UΛ ∈

(︃
𝐿⋃︁

ℓ=1

ℋ2(Ωℓ)

)︃⋂︁
ℋ1(Ω). Il existe une constante 𝐶 qui ne dépend ni de ℎ ni de Λ

telle que

‖UΛ −UΛ,ℎ‖𝜌,Λ 6 𝐶

𝐿∑︁
ℓ=1

√︀
Λℓℎℓ ‖UΛ‖ℋ1(Ωℓ)

avec Λℓ = (𝛼ℓ, 𝛼ℓ, 𝜆)
𝑡.

Démonstration. A l’aide du lemme de Cea [35], nous avons une première majoration de
l’erreur donnée par

‖UΛ − UΛ,ℎ‖𝜌,Λ 6 𝐶

(︃
inf

Vℎ∈𝒱ℎ

‖UΛ − Vℎ‖Λ + sup
Wℎ∈𝒱ℎ

(𝑎Λ − 𝑎Λ,ℎ)(Vℎ,Wℎ)

‖Wℎ‖𝜌,Λ

)︃

On démontre la propriété suivante.

Proposition A.0.1. Pour tout réel 𝑠 tel que 1 6 𝑠 6 2, il existe une constante 𝐶

indépendante de ℎ et Λ telle que ∀V ∈
(︁⋃︀𝐿

ℓ=1ℋ𝑠(Ωℓ)
)︁⋂︀

ℋ1(Ω) on ait

⃦⃦
VΛ −ΠΛ

ℎ V
⃦⃦
𝜌,Λ

6 𝐶

𝐿∑︁
ℓ=1

√︀
Λℓℎ

(𝑠−1)
ℓ ‖∇VΛ‖ℋ(𝑠−1)(Ωℓ)
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où ΠΛ
ℎ V désigne la projection orthogonale de ℋ1(Ω) sur 𝒱ℎ pour la norme ‖.‖𝜌,Λ.

Démonstration. Dans le cas où 𝑠 = 1, le résultat vient de la définition de ΠΛ
ℎ . Si 𝑠 = 2,

en notant Iℎ l’opérateur de l’interpolation de Lagrange sur le maillage 𝒯ℎ on a

⃦⃦
VΛ −ΠΛ

ℎ V
⃦⃦
𝜌,Λ

6 ‖V − IℎV‖𝜌,Λ

Le théorème 16.1 de [35], ∀1 6 ℓ 6 𝐿

| VΛ − IℎV |𝐻1(Ωℓ)6 𝐶ℎℓ ‖∇V‖ℋ1(Ωℓ)

donne le résultat.

Afin d’estimer le second terme de l’erreur, on écrit

(𝑎Λ − 𝑎Λ,ℎ)(Vℎ,Wℎ) =
∑︁
𝐾∈𝒯ℎ

|
∫︁
𝐾

W𝑡
ℎ(A𝜌 − A𝜌,ℎ)Vℎ𝑑x |

6
∑︁
𝐾∈𝒯ℎ

‖A𝜌 − A𝜌,ℎ‖𝐿∞(𝐾) ‖Vℎ‖𝐿2(𝐾) ‖Wℎ‖𝐿2(𝐾)

6
∑︁
𝐾∈𝒯ℎ

𝜁
− 1

2

min(A𝜌)
‖A𝜌 − A𝜌,ℎ‖𝐿∞(𝐾)

⃦⃦⃦⃦
A

1
2
𝜌 Vℎ

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(𝐾)

⃦⃦⃦⃦
A

1
2
𝜌 Wℎ

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(𝐾)

où 𝜁min(A𝜌) désigne la valeur propre minimale de la matrice A𝜌. Nous utilisons ensuite le
théorème 7.1 de [44] : ∀𝑣 ∈𝑊 1,∞(𝐾),

inf
𝑞∈𝑃0

‖𝑣 − 𝑞‖𝐿∞(𝐾) 6 𝐶ℎ𝐾 ‖𝑣‖𝑊 1,∞(𝐾)

pour obtenir l’inégalité

| (𝑎Λ − 𝑎Λ,ℎ)(Vℎ,Wℎ) |6 𝐶𝜁
− 1

2

min(A𝜌)
‖A𝜌‖𝑊 1,∞(Ω) ℎ ‖Vℎ‖𝜌,Λ ‖Wℎ‖𝜌,Λ .

La combinaison de ces estimations termine la preuve du théorème (A.0.1).
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Annexe B

Outils pour la Γ-convergence

Nous rappelons ici les définitions et résultats utiles pour la Γ-convergence, pour plus de
détails voir [3, 26].

Définition B.0.1. Soit Ω un ensemble borné de R𝑛 et 𝑢 une fonction mesurable définie
sur Ω à valeur dans R𝑚. On définit 𝑆 = R𝑚 ∪ {∞} et 𝑥 ∈ Ω fixé. Un élément 𝑧 ∈ 𝑆 est
appelé approximation limite de 𝑢 en 𝑥 si pour tout voisinage 𝒱 de 𝑧

lim
𝜌→∞

1

𝜌𝑛
| {𝑦 ∈ Ω, | 𝑦 − 𝑥 |< 𝜌, 𝑢(𝑦) /∈ 𝒱} |= 0.

Si 𝑧 ∈ R𝑚, 𝑥 est un point de Lebesgue de 𝑢. On note 𝑆𝑢 le complémentaire de l’ensemble
des points de Lebesgue de 𝑢.

Définition B.0.2. On dit qu’une fonction 𝑢 ∈ 𝐿1(Ω,R𝑚) est à variations bornées dans
Ω si sa dérivée au sens des distributions 𝐷𝑢, vérifie pour toute fonction 𝜙 ∈ 𝒞1

𝑐 (Ω,R
𝑛,𝑚)

𝑚∑︁
𝛼=1

∫︁
Ω
𝑢𝛼 div(𝜙𝛼)𝑑𝑥 =

𝑚∑︁
𝛼=1

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω
𝜙𝛼
𝑖 𝑑𝐷𝑢𝑖𝑢

𝛼.

L’ensemble des fonctions à variations bornées est noté 𝐵𝑉 (Ω,R𝑚).

Proposition B.0.2. Si 𝑢 ∈ 𝐵𝑉 (Ω,R𝑚), alors sa dérivée au sens des distributions peut
se décomposer de la façon suivante

𝐷𝑢 = 𝐷𝑎𝑢+𝐷𝑠𝑢
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où 𝐷𝑎𝑢 et 𝐷𝑠𝑢 sont respectivement la partie absolument continue et la partie singulière
par rapport à la mesure de Lebesgue.

Définition B.0.3. Une fonction 𝑢 appartenant à 𝐵𝑉 (Ω,R𝑚) est une fonction à va-
riations bornées spéciale, 𝑢 ∈ 𝑆𝐵𝑉 (Ω,R𝑚), si la restriction 𝐷𝑠𝑢|Ω∖𝑆𝑢

= 0. Elle est
appelée fonction à variations bornées spéciale généralisée, 𝑢 ∈ 𝐺𝑆𝐵𝑉 (Ω,R𝑚), si 𝑔(𝑢) ∈
𝑆𝐵𝑉 (Ω,R𝑚) pour toute fonction 𝑔 ∈ 𝒞1(R𝑚) telle que ∇𝑔 est à support compact.

Afin de définir la Γ-convergence, nous définissons les limites suivantes.

Définition B.0.4. Soient (𝑋, 𝑑) un espace métrique et 𝐹𝑛 une suite de fonctions définies
sur 𝑋 à valeurs dans R ∪ {±∞}. Pour tout 𝑢 ∈ 𝑋, on définit les Γ-limites de 𝐹 par

𝐹 ′(𝑢) = Γ− lim inf
𝑘→∞

𝐹𝑘(𝑢) = inf
𝑢𝑘→𝑢

lim inf
𝑘→∞

𝐹𝑘(𝑢𝑘),

et

𝐹 ′′(𝑢) = Γ− lim sup
𝑘→∞

𝐹𝑘(𝑢) = inf
𝑢𝑘→𝑢

lim sup
𝑘→∞

𝐹𝑘(𝑢𝑘),

On dit que 𝐹𝑘 Γ-converge vers 𝐹 si 𝐹 = 𝐹 ′ = 𝐹 ′′.

Nous pouvons à présent énoncer le théorème de la Γ-convergence.

Théorème B.0.2. Supposons que (𝐹𝑘)𝑘 Γ-converge vers 𝐹 et que pour tout 𝑘, 𝑢𝑘 soit
un minimiseur de 𝐹𝑘 sur 𝑋. Alors, si une sous-séquence de (𝑢𝑘)𝑘 converge vers 𝑢 ∈ 𝑋,
𝑢 est un minimiseur de 𝐹 et (𝐹 (𝑢𝑘))𝑘 converge vers 𝐹 (𝑢).

Remarque B.0.1. Si 𝐺 : 𝑋 → [−∞,+∞] est continue et (𝐹 (𝑢𝑘))𝑘 converge vers 𝐹 ,
alors (𝐺+ 𝐹𝑘)𝑘 Γ-converge vers 𝐺+ 𝐹 .
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Techniques variationnelles et calcul parallèle en
imagerie. Estimation du flot optique avec luminosité

variable en petits et larges déplacements.
Diane Gilliocq-Hirtz

Résumé

Le travail présenté dans cette thèse porte sur l’estimation du flot optique par méthodes variation-
nelles en petits et en grands déplacements. Nous proposons un modèle basé sur la combinaison
locale-globale à laquelle nous ajoutons la prise en compte des variations de la luminosité. La
particularité de ce manuscrit réside dans l’utilisation de la méthode des éléments finis pour la
résolution des équations. En effet, cette méthode se fait pour le moment très rare dans le do-
maine du flot optique. Grâce à ce choix de résolution, nous proposons d’implémenter un contrôle
local de la régularisation ainsi qu’une adaptation de maillage permettant d’affiner la solution
au niveau des arêtes de l’image. Afin de réduire les temps de calcul, nous parallélisons les pro-
grammes. La première méthode implémentée est la méthode parallèle en temps appelée pararéel.
En couplant un solveur grossier et un solveur fin, cet algorithme permet d’accélérer les calculs.
Pour pouvoir obtenir un gain de temps encore plus important et également traiter les séquences
en haute définition, nous utilisons ensuite une méthode de décomposition de domaine. Combinée
au solveur massivement parallèle MUMPS, cette méthode permet un gain de temps de calcul
significatif. Enfin, nous proposons de coupler la méthode de décomposition de domaine et le pa-
raréel afin de profiter des avantages de chacune. Dans une seconde partie, nous appliquons tous
ces modèles dans le cas de l’estimation du flot optique en grands déplacements. Nous proposons
de nous servir du pararéel afin de traiter la non-linéarité de ce problème. Nous terminons par
un exemple concret d’application du flot optique en restauration de films.

Mots clés : Flot optique, méthode variationnelle, méthode des éléments finis, variation de lumi-
nosité, contrôle adaptatif, calcul parallèle, pararéel, décomposition de domaine.

Abstract

The work presented in this thesis focuses on the estimation of the optical flow through varia-
tional methods in small and large displacements. We propose a model based on the combined
local-global strategy to which we add the consideration of brightness intensity variations. The
particularity of this manuscript is the use of the finite element method to solve the equations.
Indeed, for now, this method is really rare in the field of the optical flow. Thanks to this choice
of resolution, we implement an adaptive control of the regularization and a mesh adaptation
to refine the solution on the edges of the image. To reduce computation times, we parallelize
the programs. The first method implemented is a parallel in time method called parareal. By
combining a coarse and a fine solver, this algorithm speeds up the computations. To save even
more time and to also be able to handle high resolution sequences, we then use a domain de-
composition method. Combined with the massively parallel solver MUMPS, this method allows
a significant reduction of computation times. Finally, we propose to couple the domain decom-
position method and the parareal to have the benefits of both methods. In the second part,
we apply all these models to the case of the optical flow estimation in large displacements. We
use the parareal method to cope with the non-linearity of the problem. We end by a concrete
example of application of the optical flow in film restoration.

Keywords : Optical flow, variational method, finite element method, varying illumination, adap-
tive control, parallel computation, parareal, domain decomposition.


