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Introduction générale

Cadre et objectifs de la these

Un matériau composite se définit par un assemblage d’au moins deux
constituants différents. La science des matériaux composites a pour objet de
concevoir de tels matériaux dont les constituants ont des propriétés complé-
mentaires. Un des premiers matériaux composites est le torchis composé d’une
matrice de terre et de renforts en fibres végétales. La terre est utilisée pour
ses propriétés isolantes et les fibres permettent de maintenir I’ensemble en co-
hésion. De nombreux matériaux composites sont du méme type : une matrice
servant également de liant et des renforts de formes diverses : inclusions, fibres,
armatures. Un composite peut aussi étre constitué d’un assemblage stratifié
tels que les placo-platres, les plaques lamellées. Les propriétés recherchées sont
souvent la légereté, la plasticité de la matrice et la conductivité ou la rigidité
des renforts. Aujourd’hui les matériaux composites sont au cceur d’enjeux so-
ciétaux et économiques et interviennent dans de nombreux secteurs industriels
tels que I'équipement, la construction, les protheses médicales, le ferroviaire,
I’automobile, I'aéronautique.

Les matériaux composites sont souvent destinés a remplacer les alliages
métalliques plus lourds. Ce sont souvent des matériaux dont la matrice est un
thermoplastique bien adapté pour les procédés industriels de mise en forme
tels que moulage, extrusion, thermoformage. C’est un des objectifs du projet
ACCEA[] qui est un consortium regroupant quatorze partenaires industriels
et académiques : Zodiac Aerospace, Safran Aircelle, Dedienne, Lifco Industrie,
Intertechnique, Safran composites, Arkema, ADCIS, le LMNO (Université de
Caen Normandie), le LTN et FIREENA (Université de Nantes). Le projet
ACCEA a été sélectionné dans le cadre du 15°™¢ appel a projets de R&D
collaboratifs du Fonds Unique Interministériel (FUI).

Le projet ACCEA a pour objectif d’améliorer les conductivités thermique
et électrique des matériaux composites a matrices thermoplastiques par des
technologies innovantes compatibles avec la mise en ceuvre par injection et par
thermo-compression. Les applications industrielles sont prévus dans le domaine

1. Amélioration des Conductivités des Composites pour Equipements Aéronautiques
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aéronautique a ’horizon 2020, puis a I’automobile a plus long terme. Le travail
présenté dans ce mémoire s’inscrit dans ce cadre.

Dans 'objectif fixé par le projet, nous avons développé des outils de modé-
lisation et de calcul numérique des propriétés effectives des matériaux compo-
sites. En parallele, nous avons répondu a des demandes directes des entreprises
partenaires du projet.

Contributions personnelles

Un des premiers objectifs de la these a été de développer un outil de géné-
ration aléatoire de VER d’inclusions d’intersection vide. Dans ce contexte, des
outils de génération aléatoire de VER a matrice renforcée par des inclusions
existant pour des inclusions sphériques et elliptiques, ont été étendus a un mé-
lange d’inclusions cylindriques et sphériques a travers deux méthodes : RSA
I76] et MD [49] (2). Ces outils nous ont permis de générer des échantillons de
VER suivant les parametres des plans d’expérience numériques définis.

Pour chaque VER généré, nous déterminons ses propriétés effectives (ther-
miques, élastiques) par un calcul numérique basé sur les méthodes itératives
issues de I’équation de Lippmann-Schwinger ([62, 51, 53, 27, 64, 56, [57]). Apres
avoir étudié différents schémas existants, nous avons développé et validé un
code basé sur le schéma accéléré |27, [53].

Une des originalités du travail réside dans 1’étude morphologique des VER
composés d'un mélange d’inclusions sphériques et cylindriques, et des inclu-
sions altérées (ondulation et arrachements aléatoires des inclusions). Les cam-
pagnes de calculs ont été menées au CRIANN (Centre Régional Informatique
et d’Applications Numériques de Normandie). Parallelement, nous avons mené
des études de cas industriels concernant le comportement thermique de maté-
riaux de type matrice renforcée par des inclusions sphériques pelliculées et de
type stratifiés.

Plan de la thése

Le chapitre [1| présente une syntheése non exhaustive des méthodes d’homo-
généisation. Nous rappelons les différentes facons de 'aborder : par des mo-
deles analytiques, par les développements multi-échelle (en particulier double-
échelle) et par les méthodes de calcul numérique : par éléments finis et par les
schémas itératifs basés sur la FFT en nous placant dans le cadre de volumes
élémentaires représentatifs (VER) périodiques.

Le chapitre [2| présente la génération aléatoire de matériaux composites
a matrice renforcée par des inclusions. Cette génération aléatoire est réali-
sée en imposant des intersections vides entres les inclusions et en incluant



plusieurs géométries : sphériques, cylindriques, elliptiques. Nous présentons
les tests d’intersection entres les inclusions (sphere-sphére, sphére-cylindre,
cylindre-cylindre). Les méthodes de génération RSA et MD s’appuient sur ces
tests d’intersection. Nous proposons également un ensemble d’altérations et de
transformations autour de la génération issue des méthodes. Le but est de mo-
déliser des matériaux dont les inclusions peuvent avoir été gonflées (inflation)
ou dégonflées (déflation), ondulées ou arrachées. Enfin, nous modifions la gé-
nération en considérant des tailles variables d’'une méme géométrie permettant
de 'remplir’ le VER.

Les chapitres [3| et [] étudient respectivement les propriétés effectives en
thermique et en élasticité des matériaux composites en fonction du contraste
et des parametres morphologiques les définissant : nombre d’inclusions et frac-
tions volumiques pour chaque type de géométrie considérée, facteur de forme,
amplitude des ondulations, fraction volumique des arrachements aléatoires.
Pour I'ensemble des configurations étudiées, nous dégageons les parametres les
plus influents dans une perspective d’optimisation.

Les chapitres suivants illustrent des études de cas menées dans le cadre du
projet ACCEA. Le chapitre[5]s’intéresse au comportement effectif de matériaux
sphériques pelliculées. Plusieurs modeles sont présentés : modele deux phases
avec inclusion équivalente [21] et trois phases [46]. Dans cette étude nous avons
considéré une fraction volumique totale d’inclusions de 30% comprenant les
noyaux et les pellicules des inclusions.

Le chapitre[6]étudie un composite stratifié constitué de couches de polymere
composite et de tissu de carbone imprégné. Nous comparons les propriétés
thermiques de ce stratifié avec 'ajout ou non d’'une couture conductrice (fil
de cuivre). Nous avons été amenés a modéliser le tissu de carbone imprégné
par une couche homogene équivalente, intégrée dans la modélisation du stratifié
cousu ou non. L’impact de la couture a été évalué dans deux plans d’expérience.
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Chapitre 1

Homogénéisation

Sommaire
1.1 Le principe de I’homogénéisation| . . . . . . .. .. 6
1.2 Estimations par des approches analytiques| . . . . 7
L.2.1 Les modeles auto-coherent et Mori-Tanakal . . . . . 7
[1.2.2  Les bornes classiques|. . . . . . ... ... ... ... 9

1.3 Estimation par des approches numériques dans le |

| cadre de ’homogénéisation périodique|. . . . . . . 11
(L.3.1 Methode double-echellel . . . ... ... ... ... . 11
[1.3.2  Approche de la discrétisation par élements finis| . . . 14

[1.3.3 L’équation de Lippmann-Schwinger et les méthodes |

[ itératives basées sur la FEIV . . . . . ... ... ... 15

[ séesurla FFT| . .................... 17
[1.4.1 Cas de la thermique| . . . . . . ... ... ... ... 17
[1.4.2 Cas de I'élasticité]l. . . . . ... ... ... ... ... 23

Dans ce chapitre, nous présentons I’homogénéisation d’un matériau com-
posé de plusieurs phases ayant chacune leurs caractéristiques mécaniques et
thermiques avec des géométries diverses définissant une microstructure com-
plexe hétérogene. L’objectif est d’en déterminer le comportement effectif. Dans
ce mémoire, nous posons deux hypotheses de travail : un milieu hétérogene pé-
riodique et des phases homogenes linéaires isotropes.

Apres une présentation de ’homogénéisation dans la section [I.1] la section
donne un aper¢u des modeles analytiques et des bornes classiques. La
section [1.3] présente les approches numériques de I'homogénéisation périodique
en rappelant le principe de la méthode double-échelle et les méthodes itératives
basées sur la FFT associées a ’équation de Lippmann-Schwinger. Enfin, la
section compare le modele de Mori-Tanaka avec la méthode numérique
basée sur la FF'T choisie en traitant le cas de la thermique puis de 1’élasticité.



6 Chapitre 1. Homogénéisation

1.1 Le principe de I’homogénéisation

Soit €2 le domaine représentant un milieu périodique d’un matériau hé-
térogene de période V, appelé volume élémentaire représentatif (VER). Pour
prendre en compte les hétérogénéités du matériau, nous nous placgons a 1’échelle
des hétérogénéités. Ainsi, nous considérons deux échelles : 1’échelle macrosco-
pique, celle du matériau dans sa globalité et 1’échelle microscopique, 1’échelle
des hétérogénéités. Dans ce mémoire, nous supposons connaitre la réparti-
tion des hétérogénéités, leurs formes et leurs caractéristiques mécaniques et
thermiques. Nous cherchons a estimer le comportement macroscopique du ma-
tériau en déterminant ses propriétés effectives ou homogénéisées. Le schéma

1.1} illustre ce principe.
princip

Matériau hétérogene Matériau homogene

Domaine Q

Q)

VER
) @
o Homogénéisation
. \J

échelle échelle
microscopique macroscopique

Figure 1.1 — Principe de ’homogénéisation

Nous nous intéressons aux méthodes permettant d’évaluer le tenseur d’élas-
ticité homogénéisé C'™ et le tenseur de conductivité thermique A"™. Deux
types de méthodes se distinguent : les méthodes en champ moyen mean-field
methods [80, [12], et les méthodes en champ complet full-field methods [6]. Ces
derniéres nécessitent une connaissance complete de la microstructure : pro-
priétés des matériaux, géométrie des inclusions et leur répartition. Lorsque
I’ensemble de la microstructure est identifié, les tenseurs des contraintes et
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des déformations ou bien le flux de chaleur et la température peuvent alors
étre calculés en tout point de la microstructure via des méthodes basées sur
les éléments finis ou la transformée de Fourier rapide (FFT). On parle alors
d’approche numérique pour le calcul de C"™ et de A"™. Dans le cas ot les
méthodes en champ complet ne peuvent s’appliquer (manque d’information sur
la microstructure, puissance de calcul insuffisante, ...), les méthodes en champ
moyen, permettent, a ’aide d’une connaissance partielle de la microstructure,
de déterminer des bornes mais aussi des estimations du comportement effectif
de la microstructure. Nous parlons alors d’approche analytique.

1.2 Estimations par des approches analytiques

1.2.1 Les modéles auto-cohérent et Mori-Tanaka

Ces approches sont basées sur le probleme de linclusion (homogene et
hétérogene) d’Eschelby ([23]). Ce probléme et sa solution sont a la base des
modeles auto-cohérent ([37]) et de Mori-Tanaka ([58]).

Soient e le champ de déformations dans le milieu hétérogene de volume
V et E la déformation macroscopique. Le tenseur de localisation A défini par
e(x) = AX)E pour x € V, vérifie < A >y= I, ou I est le tenseur identité.
Dans cette approche en déformation ([36] pour deux phases), 'expression du
tenseur de rigidité homogénéisé C"™ est donnée par :

Cr™ =< CA >y (1.1)

Si le milieu hétérogene est un composite de type matrice (indice 0) renforcée
par plusieurs inclusions (indice ¢ allant de 1 & n), expression du tenseur de
rigidité homogénéisé C"™ est donnée par :

Chom _ Z fl(czAz _ (CO + Z f’L(Cl _ (C0>AZ (12)
i=0 1=1

ou f; est la fraction volumique de l'inclusion i (rapport de son volume sur le
volume du VER), C' le tenseur de rigidité et A’ le tenseur de localisation des
déformations de l'inclusion 7 défini par A =< A >y, avec V; le volume de
inclusion 7, vérifiant Y1 ;A" = T.

L’expression du tenseur de conductivité thermique homogénéisé A" est
donnée de facon analogue par :

AP = SO FNAT = A+ 3 fi(AT— AQ)AT (1.3)
i=0 i=1
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ol f; est la fraction volumique, A’ le tenseur de conductivité thermique et A¢ le
tenseur de concentration de I'inclusion 4 (I’analogue du tenseur de localisation
des déformations en élasticité).

Modele auto-cohérent

Dans ce modele, nous supposons que tous les renforts sont plongés dans
le milieu homogene équivalent de propriété effective décrite par C4¢ que nous
souhaitons évaluer.

Le tenseur de localisation des déformations pour le renfort i s’écrit au
moyen du tenseur d’Eschelby S, ([63]) :

X . . —1
Al = [[48k,,(C9) (T — 9] (1.4)
En remplagant dans ’équation (1.2, nous obtenons l'expression du tenseur
CAC .

-1

T = 00+ 30 1(CF - ) [1+ 8k,,(CA9) (T — C49)] (1.5)
1=0

Cette formulation de CAC est implicite. Une méthode usuelle est d’utiliser
une méthode itérative de point fixe en initialisant CA¢ par les bornes de Voigt-
Reuss ou bien par le modele de Mori-Tanaka.

Il existe également de facon analogue des formulations de ce modele dans
le cas de la conductivité thermique ([67]).

C’est un modele tres utilisé pour les matériaux de type polycristaux ou
plus généralement pour les milieux granulaires.

Modéle de Mori-Tanaka

Le modele de Mori-Tanaka ([58, 9]) est défini pour un milieu hétérogene
du type matrice renforcée (milieu particulaire), constitué d’inclusions réparties
de maniere isotrope se comportant, en moyenne, comme des inclusions isolées
dans une matrice infinie. Le tenseur de localisation A’ s’écrit en conservant les
mémes notations indicielles :

Al =T (an fj']l‘j) i (1.6)

avec
1

T' = [T+ S, (C°)H(C = C%)] (1.7)

En remplagant a nouveau dans I’équation ([1.2)), nous obtenons I'expression

du tenseur de propriétés effectives CM7 :

-1
CMT =C"+ Y fi(C' - COT (Z ijj) (1.8)
i=1 Jj=1
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La formulation de CM7 est ici explicite contrairement au modeéle auto-
cohérent puisque le tenseur T¢ fait intervenir C° qui est connu. Toutefois ce
modele reste valide pour des fractions volumiques d’inclusions faibles.

1.2.2 Les bornes classiques

La détermination de bornes ou d’encadrements des propriétés effectives de
milieux hétérogenes est une approche complémentaire a la recherche d’estima-
tion de leur comportement effectif.

Les bornes de Voigt-Reuss

Dans le cadre de 'élasticité linéaire, les bornes de Voigt-Reuss ([75] 68])
sont dites d’ordre 1, elles nécessitent la connaissance uniquement des fractions
volumiques et du comportement élastique de chaque phase composant le mi-
lieu hétérogene. Ces bornes sont obtenues en supposant soit un tenseur des
déformations soit un tenseur des contraintes uniforme dans le matériau. Dans
le premier cas, nous obtenons la borne de Voigt et dans le second la borne de
Reuss. En utilisant I'équation ou les tenseurs de localisation des défor-
mations et des contraintes sont constants et égaux au tenseur identité, nous
obtenons CV et S” par une simple loi de mélanges :

cV =3 fC (1.9)
1=0
et

1

n -1 n -
ch=(s7) " = (Z fiS’) = (Z fi(C")1> (1.10)
i=0 i=0
Un premier encadrement du comportement effectif est :
cht<chm <Y (1.11)

Pour un milieu & deux phases isotropes (matrice de fraction volumique f
et inclusion de fraction volumique f;), nous obtenons les bornes des coefficients
de compressibilité £k et de cisaillement 1 comme suit :

kY = fiko + fik:
1 = fopo + fiin

1 _h A (1.12)
Rk ky
1 _f_ A
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En thermique, ces bornes sont connues sous le nom de bornes de Wiener
([T7]) initialement développées dans le cadre de I’évaluation de la conductivité
effective d’un milieu diélectrique hétérogene (et adaptées a la thermique ([74]).

La borne de Weiner basse est basée sur un modele de couches en série et
la borne de Weiner haute est basée sur un modele de couches en parallele.
Pour un milieu a deux phases (matrice de fraction volumique fy et inclusion
de fraction volumique f; de conductivité thermique respective Ag et A;) ces
bornes s’écrivent :

At = foro + fid

app
L _h h (1.13)
)\g[;]; )\0 )\1

Les bornes de Hashin-Shtrikman

Les bornes de Hashin et Shtrikman ([33], 35]) plus resserrées que les bornes
de Voigt-Reuss sont définies dans le cadre de matériau biphasé (matrice de
fraction volumique fy et inclusion de fraction volumique f;) et macroscopique-
ment isotrope. Ce sont des bornes dites d’ordre 2. Le comportement effectif

khom

est défini a partir du coefficient de compressibilité et du coefficient de

hom

cisaillement p encadrés de la facon suivante en supposant que k; > kg et

que p1 > po -

k,HS— < k,hom < ]{?HS+

HS— _ fi
k =ko+ i N 57,
avec ko 3o+ duo (1.14)
HS+ _ Jo
k’o — k’l 3]€1 + 4,&1
HS— fi
= o +
# Ho 1 6.fo (ko + 2/10)
— ko +4
Avec 1 — Ho E}NO(?’ o+ 4o (1.15)
HS+ 0
=+
a H 1 61 (k1 + 2411)
o — p1 - Sy (3ky + 4p)

Des microstructures comme 'assemblage des sphéres de Hashin ([33]) per-
met d’atteindre les bornes du coefficient de compressibilité. D’autres micro-
structures permettent d’atteindre les bornes en compressibilité et en cisaille-
ment ([28, 65, 54]).
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En thermique, il existe aussi des bornes définissant un encadrement de la
conductivité thermique apparente issues du modele de Hashin et Shtrikman
([79, B4, 67, [T, [14] -

HS— _ 3f1(A1 — Ao)

>\app =X (1 + o + Jolh — )\0)> (1.16)
HS+ _ 3fo(Ao — A1)

MIST — ), (1 LT Tene M) (1.17)

1.3 Estimation par des approches numériques
dans le cadre de ’homogénéisation pério-
dique

Dans le cadre de la these, nous supposons que le domaine €2 est périodique,
les techniques d’homogénéisation dans 1’évaluation des propriétés effectives en
élasticité et en thermique s’appuient sur cette périodicité.

1.3.1 Méthode double-échelle

La méthode double-échelle ou encore plus généralement multi-échelle se
base sur les méthodes de développement asymptotique décrites par Bensoussan
et al.[§] et Sanchez-Palencia [71]. En particulier nous rappelons la méthode
double-échelle en nous inspirant de [70] pour le probleme en élasticité. Le
méme raisonnement peut étre conduit pour le probleme en thermique.

Soit 2 un domaine tridimensionnel périodique de période V' d’un matériau
contenant des hétérogénéités diverses comme cela est illustré dans la Figure|l.1}
Dans ce domaine, & = (x1, 29, x3) désigne les coordonnées d’un point, il s’agit
de I’échelle macroscopique. On note dans le VER y = x/e les coordonnées a
I’échelle microscopique.

Etant donné des forces extérieures (volumiques f, surfaciques), ’équilibre
mécanique s’écrit :

div(c?) +f=0 dans
o° = Ce(u®) dans Q (1.18)

conditions aux limites sur Of2

avec C*(x) =C <5) = C(y) pour tout « de €2, y de V,
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La méthode proposée consiste a écrire un développement asymptotique :

u(x) = u'(x) + cu'(z, y) + v’ (2, y) + o(c?) (1.19)
e(w) = e’(z,y) + ce'(z,y) + ofc) (1.20)
o(u®) =o’(z,y) +eo'(z,y) + o(e) (1.21)

ot u! et u? sont V-périodiques en y.
Le tenseur des déformations e se décompose alors :

1
e(u’) = e, (u®) + gey(ug) (1.22)
1
€ij(u’) = eija(u’) + —eyy(u) (1.23)
avec :
Cije = 2 8a:j &cl (1 24)
w2 \oy; Oy,

En remplagant le développement de u® de (1.19) dans l'expression de e

des équations (|1.22)) ou ([1.23]) pour des égalités en notations indicielles, nous

obtenons par identification du terme de degré 0 en ¢ :

(@, ) = eu(u”) + e, (u) (1.25)
(@, y) = C(y)e’ (@, y) = C(y) (e.(u’) + e, (u)) (1.26)
D’autre part, en remplagant 1’expression de o de I’équation (1.21]) dans le

probleme local ((1.18)) et en identifiant selon l'ordre de &, nous obtenons les
équations :

(eh: div,e® =0 (1.27)
() :  divye® +divye' + F=0 (1.28)

1
En appliquant 'opérateur moyenne << * > = m / ody> a I’équation ma-
1%

croscopique ([1.28)), et en utilisant le théoreme de la divergence avec la pério-
dicité de o' par rapport a ¢, nous obtenons 1’équation macroscopique :

div, < o’ >y + < f >y=0 (1.29)
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Pour obtenir les coefficients homogénéisés, nous utilisons 1’équation micro-
scopique ([1.27) dans laquelle nous commencgons par remplacer 1'expression de
, . , . . def
o' de ([1.26)) en définissant la déformation macroscopique : E = e,(u")

0" =C(y) (E +e,(u")) (1.30)
div, [C(y) (E + e, (uh))] =0 (1.31)

Nous supposons que u' s’écrit en fonction de x et y :
u'(2,y) = e.(u") ® w(y) = Buw(y) (1.32)

avec les fonctions w dépendant de y et V-périodiques.

Nous déduisons alors de ([1.25]) et (1.32)) en utilisant les notations indicielles
et d,, le symbole de Kronecker :

€r = eklz(uo) + ekly(ul)
= €Lz (UO) + epqw(uo)ekly(wpq)

= 5pk5qlepqz(u0) + epqx<uo)ekly(wpq) (1.33)

En faisant la formulation variationnelle de I'équation (|1.31)) sur Iespace

des champs de vecteurs V-périodiques de classe H' sur V noté HI}GT(V), nous

avons le probleme suivant a résoudre :

déterminer les fonctions w? dans H,,, telles que :

/V Cijki [5pk6qlepqx<u0) + epqx(uo)ekly(wpq(y))] eijy(@)dy = 0,Y € H,,, (V)
(1.34)

Ce probléme est bien posé dans 'espace des fonctions de H,,.(V') & moyenne

nulle sur V et admet une unique solution.

Pour déterminer les coefficients homogénéisés, une fois les fonctions wP?
connues, nous écrivons d’abord 'expression de 0'% en reprenant les équations

(E20) et (39)

U?j = Vijkl [5pk5qlepqx(u0) + epqx(uo)ekly(wpq(y))}

= [Cijpq + Cijrreriy (W (y))] epqx(uo)

Puis, nous appliquons l'opérateur moyenne sur V et par identification avec
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< 0% >y= Ch™E, nous obtenons I’expression des coefficients homogénéisés :

om 1
Ciing = 4 /v Ciipg + Cijrierry (W™ (y))dy

1 1
= W’/‘/Ciqud?/ +|w/vcz‘jkl€kly(wpq(y))dy (1.35)

moyenne des coefficients terme correctif

loi des mélanges

A Taide de techniques variationnelles et de 'hypothese de périodicité, une
expression du tenseur homogénéisé C"™ est ainsi déterminée. Toutefois, 1’ex-
pression obtenue dans donne une expression de C"™ en fonction des
fonctions wP? qu’il faut au préalable déterminer. Lorsque le probleme est uni-
directionnel, il est possible de déterminer analytiquement C"*™. Mais en trois
dimensions et pour des microstructures complexes, il faut recourir a d’autres
techniques.

1.3.2 Approche de la discrétisation par éléments finis

De facon & pouvoir estimer les coefficients de C"**™ sans recourir au calcul
des fonctions w??, il est usuel d’utiliser la méthode proposée par Débordes
[22]. 11 s’agit de reprendre I’équation microscopique et d’en faire une
formulation variationnelle. Apres une intégration par parties et en utilisant la
périodicité sur V , il vient :

Yu* € H;eT(V),

/V Cijri(Ex + exy(u'))(eijy(u))dy = 0

En introduisant E*, nous écrivons :

Y(E*, u*) € R¥3 x HL (V),

sym per
/V Cijrr(Eri + ey (u'))(Ej; + eijy(u”) — Ej)dy = 0
En réécrivant 'égalité précédente, nous avons :

/V Cijri(Er + exy(u')) (B} + ey (u"))dy = /V Cijri(Br + exy(u')) Ej;dy
(1.36)

Nous pouvons réécrire la deuxiéme partie de 'égalité (1.36) en utilisant
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I'indépendance de E* par rapport a v :
| ColBra + exy(w) By = ([ Con(Bra + ey (u'))dy) E,

- ([ 1)

:|V|<0'0 >y E*
—_———

= |V| (ChomE).E* (137)
Des équations ([1.36) et (1.37)), on obtient :
: i * om * .
14 /V Ciju (B + ey (u'))(Ej; + eijy(u))dy = (C""E).E* =< ¢’ >y E

V(E*,u*) e R¥3 x H (V) (1.38)

sym per

La résolution des six problémes de pour < o >y parcourant R3?
nous permet d’obtenir C"™. Une approximation est calculée avec la méthode
des éléments finis.

Pour estimer A"™, la technique est la méme. Il faut simplement noter
que la résolution au moyen d’une discrétisation par éléments finis nécessite la

résolution de trois problémes en trois dimensions (deux en deux dimensions).

Cette méthode est efficace pour des microstructures élémentaires mais elle
devient prohibitive en temps de calcul et en mémoire pour des microstructures
complexes nécessitant un maillage tres fin.

1.3.3 L’équation de Lippmann-Schwinger et les méthodes
itératives basées sur la FFT

La démarche développée dans cette section reprend les travaux de Moulinec
et Suquet ([60, 61, 62]). Dans cette section, le VER V' est supposé parallélé-
pipédique et x désigne la variable locale. En s’inspirant du développement
asymptotique de , nous pouvons réécrire le tenseur de déformations e :

e(u(x)) = E+e(u(x)) dansV
u(x) = E.x + uP(x) dans V (1.39)
uP" périodique

avec uP" vérifiant < e(u" (x)) >y = 0.
Le probleme local en déformation s’écrit encore :

o(x) =C(x)(e(ur”(x)) + E) dansV
div(o(x)) =0 dans V (1.40)
uP®" périodique
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En introduisant un tenseur d’élasticité de référence C°, le probleme ([1.40))
se réécrit, :

o(x) =Ce(ur(x)) + 7(x) dansV
div(o(x)) =0 dans V (1.41)
uP?" périodique,

ou T est le tenseur de polarisation défini par :
7(x) = 6C(x)e(x) + C°E , avec §C(x) = C(x) — C° (1.42)
En introduisant I'° 'opérateur de Green périodiqueﬂ associé a C°, le pro-
bléme s’écrit :
e(u?)(x) = —I' x 7(x), pour tout  dans V (1.43)

ou * désigne le produit de convolution.
Dans l'espace de Fourier, 1'équation (1.43]) devient :

/?‘ _ _,\0/\
e(wr)(€) = ~TO7(€). pour tout € £ 0 L
e(ure)(0) =0
En utilisant I"équation (|1.42)), ’équation (1.43]) devient :
e(u(z)) = —T% % (6C(z)e(u(z)) + E, pour tout x dans V/ (1.45)
En passant (|1.45)) dans l'espace de Fourier, nous obtenons :
e(w)(€) = ~T°(6Ce(w))(€), pour tout & # 0 (1.46)
e(u)(0) = E

Les équations et forment respectivement 1’équation périodique
de Lippmann-Schwinger ([42, [62]) dans 'espace réel et 'espace de Fourier.

(1.46]) se résout par une méthode de point fixe de maniere itérative [60, 61,
62, 51, 52, 53, 56, 57).

La résolution du probleme nécessite la connaissance de l'opérateur
de Green périodique associée au matériau de référence. En choisissant par
exemple le tenseur d’élasticité de référence isotrope, une expression explicite
peut étre formulée pour 'opérateur de Green. Les composantes des tenseurs
CY et TV s’écrivent alors en fonction des coefficients de Lamé : A et u° comme
suit :

Ci()jkh = )\05¢j5kh =+ M0(5¢k5jh + 0indjk)
(€) = rgrs D€ + Inat + i+ 01,606
A &igi€kn
O+ 2u0) g
1. C%(T) = dimdo(x), [63]
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1.4 Choix et validation de la méthode numeé-
rique basée sur la FFT

Dans le cadre industriel de cette theése, nous avons été amenés a traiter des
images 3D acquises par tomographie. Pour calculer les propriétés effectives du
matériau a partir de telles images, notre choix s’est porté sur les méthodes
itératives issues de 1’équation de Lippmann-Schwinger plutot qu'une méthode
basée sur les éléments finis. Ce choix est essentiellement motivé pour des raisons
de performance (temps de calcul, stockage mémoire). Dans le cas de contrastes
non infinis, Moulinec et Silva [59] ont montré que le schéma le plus efficace est
le schéma accéléré. Ce schéma introduit par Eyre et Milton [27] pour le cas de
la thermique s’adapte aussi au cas de I'élasticité [53]. Les différents schémas
(basique, dual, lagrangien augmenté [52], polarisation [56l, B57], accéléré) ont
été testés sur les VER générés et nous ont conduit aux mémes conclusions.
Nous avons donc retenu le schéma accéléré dans la suite de ce mémoire.

Pour valider notre choix, nous le comparons au modele analytique de Mori-
Tanaka [58] basé sur le probleme de l'inclusion d’Eshelby pour des cas d’inclu-
sions élémentaires : spheres et ellipsoides homogenes isotropes pour lesquelles
le tenseur d’Eshelby a une expression explicite. Les inclusions élémentaires
considérées sont :

- une sphere de fraction volumique allant de 0.05% a 0.25%,

- un ellipsoide de révolution oblong de facteur de forme 3 et de fraction
volumique égale a 0.03%, 0.05% et 0.07%,

- un ellipsoide de révolution aplati de facteur de forme 0.5 et de fraction
volumique allant de 0.03% et 0.05%.

Par ailleurs, nous donnons a titre indicatif les bornes classiques (Wiener
, Voigt-Reuss , Hashin-Shtrikman (1.17])). La validation est faite
en deux temps, d’abord en thermique puis en élasticité linéaire en reprenant
les expressions du modele de Mori-Tanaka de la section [1.2]

1.4.1 Cas de la thermique

Soit fy et fi les fractions volumiques respectives de la matrice et de I'in-
clusion; Ag et A; les tenseurs de conductivité respectifs. Le modele de Mori-
Tanaka détermine le tenseur de conductivité homogénéisé AM7T comme suit :

AMT = Ao+ fi(Ar — Ag) A fol + /LA

. . = (1.47)
A= (T+S(Ao) (A1 — Ay))

ot A! et S sont respectivement le tenseur de concentration de l'inclusion et le
tenseur d’Eshelby (dont les expressions analytiques sont rappelées pour le cas
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de la sphere et de ellipsoidale de révolution dans I'annexe @

Pour prendre en compte 'orientation éventuelle de I'inclusion (cas d'un el-
lipsoide), nous utilisons les angles d’Euler (voir ’annexe|C]) qui permettent par
trois rotations successives de passer du repere global du VER au repére local
de l'inclusion. La matrice de passage permettant ce changement de repére est
notée R et son expression est indiquée dans . Dans ce cas, I'expression du
tenseur de conductivité thermique homogénéisé AMT donnée en s’écrit :

AMT = Ao+ fi(Ar — Ag)(RA'RT)(fol + fi(RA'RT)H)™! (1.48)

ol RT est la transposée de R.
La matrice et I'inclusion sont supposés étre des matériaux homogenes iso-
tropes de conductivité thermique normalisée Ag et A; tels que :

AO — ]I
{ vl (1.49)

ou c est le contraste des deux phases, ¢ prendra les valeurs 16, 256, 512, 2048.
Etant donné un tenseur de conductivité A, nous définissons la conductivité
apparente par :

1 1
)\app = gT?”(A) = g

Cette conductivité apparente est calculée pour le modele de Mori-Tanaka

(All + A22 + A33) (150)

et pour 'estimation numérique avec le schéma accéléré basé sur la FFT.

Cas d’une inclusion sphérique

Dans cette sous section, nous considérons une sphere de fraction volumique
fsp €gale a:0.05,0.1,0.15,0.2,0.25. La Figurereprésente I’évolution de A,y
pour les bornes de Wiener, de Hashin-Shtrikman et le modele de Mori-Tanaka
pour un contraste de 16 en fonction de la fraction volumique de la sphere f, :

T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.2¢
fsp

Figure 1.2 — Conductivité thermique apparente A4y, en fonction de la fraction volumique
de la sphere f,, pour des contrastes de 16 pour les bornes de Wiener, Hashin-Shtrikman et
le modele de Mori-Tanaka.
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Les Figures et comparent I’évolution de A,,, pour des contrastes de
16 et de 2048 en fonction de la fraction volumique de l'inclusion sphérique f,
entre la valeur obtenue par le modele de Mori-Tanaka et le calcul utilisant le
schéma itératif accéléré pour différentes résolutions d’image 3D.

22 2.2 2.2
21 —— MT 21 —%— MT 21 —— MT
20 20 20{ © FFT
1.9 19 19
1.8 1.8 1.8
o 1.7 o 1.7 o 17

({% 1.6 j 1.6 (<% 16
1.5 15 15
14 1.4 1.4
1.3 13 13
12 1.2 1.2
11 1.1 11
1.0 1.0 1.0

0.05 0.10 0.15 020 025 0.05 0.10 0.15 0.20 025 0.05 0.10 0.15 020 0.25
fsp fsp fsp
(a) contraste = 16, (b) contraste = 16, (C) contraste = 16,
Résolution=163 Résolution=323 Résolution=643
22 22 22
21 —+ MT 2.1 —— MT 2.1 —<— MT °
2.0 2.0 2,0 )
1.9 19 19
1.8 18 1.8
o 1.7 o 1.7 o 17

j 1.6 j 1.6 .<‘% 1.6
15 1.5 15
14 1.4 1.4
13 1.3 13
1.2 12 12
11 1.4 14
1.0 1.0 1.0

: . . , : : . . : : . . . : ,
0.05 0.10 0.15 020 025 0.05 0.10 015 020 025 0.05 0.10 0.15 020 025
fep fep fep
(d) contraste = 2048, (e) contraste = 2048, (f) contraste = 2048,
Résolution=162 Résolution=323 Résolution=643

Figure 1.3 — Comparaison de \,p, entre le modele de Mori-Tanaka (en rouge) et le calcul
numérique par le schéma accéléré (en gris) en fonction de la fraction volumique de la sphére
fsp (contraste de 16 et 2048, résolution de 163 a 64%)

Nous observons une tres bonne adéquation entre le calcul numérique et le
modele de Mori-Tanaka pour une résolution d’au moins 1283.
Nous définissons 'erreur relative de la conductivité thermique apparente

en prenant le modele de Mori-Tanaka pour référence comme suit :
| )\FFT _ )\MT

erreur relative(Agpy) = — " gm (1.51)
Napp

La Figure [L.5] illustre cette erreur relative et montre la convergence en
fonction de la résolution.

Cas d’une inclusion ellipsoidale

Nous considérons des ellipsoides de révolution de facteur de forme égal a
3 ou a 0.5 et des fractions volumiques de 0.03,0.05,0.07. Précisément, nous
avons étudié cinq ellipsoides :
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22 22 22
21 —— MT 2.1 —A— MT 21 —a— MT
20 —-e-- FFT 20 --A-- FFT 20 --m-- FFT
1.9 1.9 1.9
1.8 18 1.8
a 1.7 a 1.7 a 1.7
o 1.6 o 1.6 o 1.6
= 15 ~ 1.5 < 1.5
1.4 1.4 1.4
1.3 1.3 1.3
1.2 1.2 1.2
11 1.1 11
1.0 1.0 1.0
| ! , | | | ! ! | | | , ! | |
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
fop fop fep
(a) contraste = 16, (b) contraste = 16, (C) contraste = 16,
Résolution=1283 Résolution=1923 Résolution=2563
2.2 2.2 2.2
214 —* MT 21 { —A MT 21 { —= MT
20 e FFT L 20 --A-- FFT A 20 - FFT 2
19 g 19 19 g
1.8 1.8 1.8
o 1.7 o 17 o 1.7
jre jts jte
1.5 15 15
1.4 1.4 1.4
1.3 13 13
1.2 1.2 1.2
1.1 1.1 1.1
1.0 1.0 1.0
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
fsp fsp fsp
(d) contraste = 2048, (e) contraste = 2048, (f) contraste = 2048,
Résolution=1283 Résolution=1923 Résolution=2563

Figure 1.4 — Comparaison de )., entre le modele de Mori-Tanaka (en rouge) et le calcul
numeérique par le schéma accéléré (en gris) en fonction de la fraction volumique de la sphére
fsp (contraste de 16 et 2048, résolution de 1283 & 2563)

- un ellipsoide de fraction volumique 0.03% de facteur de forme 3 d’axe
€3,

- un ellipsoide de fraction volumique 0.05% de facteur de forme 3 d’axe
e| + eq,

- un ellipsoide de fraction volumique 0.07% de facteur de forme 3 d’axe
e + ey,

- un ellipsoide de fraction volumique 0.03% de facteur de forme 0.5 d’axe
€3,

- un ellipsoide de fraction volumique 0.05% de facteur de forme 0.5 d’axe
€3,

avec (eq, e, e3) une base orthonormée directe du VER.

Avant de présenter les résultats obtenus, nous notons que nous sommes dans
la limite du domaine d’application du modele de Mori-Tanaka qui suppose un
matériau statistiquement isotrope ce qui n’est pas le cas ici puisqu’il n’y a
qu'une inclusion de matériau isotrope mais dont la géométrie conduit a un
comportement global non isotrope.
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Figure 1.5 — Erreur relative de Ay, en fonction de la fraction volumique fs, de la sphére
(contraste de 16 et 2048, résolution de 16 & 2563)

Pour les ellipsoides d’axe e+ €5 les angles d’Euler définissant la rotation du
repere global du VER au repeére local lié a I'inclusion sont ¢ = ?jf, 0=75¢v=7
Pour les ellipsoides d’axe ez, aucune rotation n’est nécessaire, les angles ¢, 6
et 1 sont nuls.

La Figure illustre la conductivité thermique apparente normalisée (voir
la définition dans ) pour les cinq ellipsoides testés selon la résolution pour
le modele de Mori Tanaka (en rouge) et le calcul numérique utilisant la FFT
(en gris). Dans le cas d'un faible contraste (16), nous observons que les deux
courbes ("MT” et "FFT’) tendent a se superposer lorsque la résolution augmente
pour des fractions volumiques de 0.03 et 0.05. Pour une fraction volumique de
0.07, les deux courbes se rapprochent mais de facon moins prononcée. Pour un
fort contraste, méme si les courbes se rapprochent, elles ne se superposent pas
et cela est plus perceptible pour les ellipsoides de facteur de forme égal a 3.

La Figure représente ’erreur relative de la conductivité thermique ap-
parente entre l'estimation numérique obtenue avec le schéma accéléré et le
modele de Mori-Tanaka pris pour référence définie de la méme fagon que dans
le cas sphérique en . Nous observons la convergence comme dans le cas
sphérique.

La Figure illustre la conductivité thermique apparente normalisée (voir
la définition dans ) pour les cinq ellipsoides testés selon la résolution pour
le modele de Mori Tanaka (en rouge) et le calcul numérique utilisant la FFT
(en gris). Dans le cas d’un faible contraste (16), nous observons que les deux
courbes ("MT’ et "FFT’) tendent & se superposer lorsque la résolution augmente
pour des fractions volumiques de 0.03 et 0.05. Pour une fraction volumique de
0.07, les deux courbes se rapprochent mais de facon moins prononcée. Pour un
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Figure 1.6 — Comparaison de )., entre le modele de Mori-Tanaka (en rouge) et le calcul
numeérique par le schéma accéléré (en gris) pour les cing ellipsoides (contraste de 16 et 2048,
résolution de 16% & 2563)

fort contraste, méme si les courbes se rapprochent, elles ne se superposent pas
et cela est plus perceptible pour les ellipsoides de facteur de forme égal a 3.

La Figure [1.7] représente l'erreur relative de la conductivité thermique ap-
parente entre l'estimation numérique obtenue avec le schéma accéléré et le
modele de Mori-Tanaka pris pour référence définie de la méme fagon que dans
le cas sphérique en . Nous observons la convergence comme dans le cas
sphérique.

Pour comparer de fagon globale 'approche par le modele de Mori-Tanaka et
I’approche numérique avec la FFT, nous définissons l'erreur relative du tenseur
de conductivité thermique en considérant toujours comme référence le modele
de Mori-Tanaka, comme suit :

||AFFT o AMTH
[[AMT]

AFFTY = (1.52)

erreur relative(

ou la norme ||.|| est la norme de Frobenius dont on rappelle que si A est une
matrice carrée alors ||A|| = /Tr(AtA).

La Figure [1.§| représente cette erreur relative avec les mémes tendances
que celles de l'erreur relative de Agp, dans la Figure [I.7] L'erreur relative sur
le tenseur n’excede pas 0.05 pour un fort contraste a partir d’'une résolution
suffisante (i.e. supérieure a 128%) et 0.02 pour un faible contraste.

Au vu de ces résultats, et malgré ’anisotropie du VER, les résultats obtenus
par le schéma accéléré et par le modele de Mori-Tanaka montrent une bonne
adéquation.
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Figure 1.7 — Erreur relative de \,,, pour les cing ellipsoides (contraste de 16 et 2048,
résolution de 163 a 2567)

1.4.2 Cas de I’élasticité
Nous reprenons les équations (|1.6)), (1.7) et (1.8)), dans le cas particulier de

deux matériaux ou la matrice et I'inclusion sont indicées respectivement par
0 et 1. fy et fi désignent les fractions volumiques respectives de la matrice et
de Tinclusion, C° et C! leur tenseurs d’élasticité. Le modele de Mori-Tanaka

détermine le tenseur d’élasticité effectif CM7 comme suit :
~1
CMT = C+ £, (€ = COT') (fol + AT") (1.53)
avec
T' = [+ Sk, (C) (€' - )] (1.54)

Nous rappelons que la matrice et 'inclusion sont supposées homogenes et
isotropes. Nous les caractérisons par leurs coefficients de compressibilité (ko,
k1) et de cisaillement (pg, p1) normalisés tels que :

ko=1, o =13

1.55
ki =c¢, p=poxc ( )

ou c est le contraste des deux phases, ¢ prend les valeurs 16, 256, 512, 2048.
De plus, les géométries considérées comme la sphere et I'ellipsoide de révo-
lution (d’axe ez) nous permettent d’avoir une expression explicite du tenseur
d’Eshelby (voir annexe [D).
Pour évaluer le tenseur CM7' | nous choisissons la base orthonormée de ten-
seurs de Bechterew [7] (voir annexe [B)) différente de la base de Voigt. Le tenseur
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Figure 1.8 — Erreur relative du tenseur de conductivité thermique pour les cinq ellipsoides
(contraste de 16 et 2048, résolution de 16 & 2563)

d’élasticité d’un matériau isotrope de modules k et p s’écrit :

A+2u A A 0 0 0]
A A+24 A 0 0 0
. A A A+2u 0 0 0
iso — 1.
¢ 0 0 0 2u 0 0 (1.56)
0 0 0 0 2u 0
0 0 0 0 0 2u
3k —2u

avec \ =

Pour prendre en compte l'orientation éventuelle de l'inclusion, nous utili-
sons les angles d'Euler (voir 'annexe et la matrice de passage M rappelée
dans ((C.12)), ainsi, I’écriture de ([1.53)) dans la base de Bechterew devient :

CMT = €04 f, ((C" = COMT' M) (fo + L MT'NMT) (1.57)
avec .

T' = I+ 8},(CO) 1 (C — %) (1.58)

Cas d’une inclusion sphérique

Nous reprenons les mémes inclusions élémentaires définies dans le cas de la
thermique.

La microstructure composée d’'une sphéere étant isotrope, nous avons tracé
sur les Figures et [1.10} I'évolution des coefficients de compressibilité (k)
et de cisaillement (1) homogénéisés pour les bornes de Wiener, de Hashin-
Shtrikman et le modele de Mori-Tanaka pour un contraste de 16 en fonction



1.4. Choix et validation de la méthode numérique basée sur la FFT 25

de la fraction volumique de la sphere f,,. Nous constatons que le modele de
Mori-Tanaka et la borne inférieure de Hashin-Shtrikman se superposent, on
retrouve 1’égalité connue pour le cas des spheres isotropes.

K normalisé
w

Figure 1.9 — Module de compressibilité effectif en fonction de la fraction volumique de la
spheére f,, pour un contraste de 16 pour les bornes de Voigt-Reuss, Hashin-Shtikman et le
modele de Mori-Tanaka.

u normalisé

Figure 1.10 — Module de cisaillement effectif en fonction de la fraction volumique de la
sphere f,, pour des contrastes de 16 pour les bornes de Voigt-Reuss, Hashin-Shtrikman et
le modéle de Mori-Tanaka.

Les figures et illustrent I’évolution des coefficients k et p en fonc-
tion de la fraction volumique de la sphere f;, selon la résolution pour un
contraste de 16 et 2048 calculés avec le modele de Mori-Tanaka (en rouge) et
avec le schéma accéléré utilisant la FET (en gris).

L’estimation numérique du coefficient k£ par la FFT converge vers la va-
leur calculée avec le modele de Mori-Tanaka lorsque la résolution augmente.
Pour le coefficient p, nous avons le méme résultat pour des petites fractions
volumiques ; lorsque celle-ci augmente, 1’écart entre la valeur calculée par la
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Figure 1.11 — Coefficient de compressibilité effectif : comparaison '"MT’ et "FFT’ selon la
fraction volumique de la sphere f,, (contraste de 16 et 2048, résolution de 16% & 1923)

FFT et celle par le modele de Mori-Tanaka augmente méme pour des grandes
résolutions.

Les Figures [[.13] et quantifient l'erreur entre l’estimation numérique
calculée avec la FF'T et le modele de Mori-Tanaka pris pour référence pour les
coefficients k et . Nous constatons qu’a une fraction volumique élevée de 0.25
et a fort contraste, ’erreur relative des coefficients élastiques reste inférieure a
0.05.

Nous définissons de maniére analogue a la distance relative du ten-
seur d’élasticité comme suit :

CFFT _ CMT
erreur relative(C*F7) = | (O] | (1.59)

Les Figures[I.13] [T.14] et [T.15]illustrant I’erreur relative des coefficients élas-
tiques k, p et celle du tenseur d’élasticité montrent la convergence en fonction

de la résolution.

Cas d’une inclusion ellipsoidale

Nous reprenons les ellipsoides décrits dans Pour les VER composés
d’un ellipsoide de révolution, nous avons un matériau isotrope transverse dans
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Figure 1.12 — Coefficient de cisaillement effectif : comparaison 'MT’ et "FFT’ selon la
fraction volumique de la sphere f,, (contraste de 16 et 2048, résolution de 163 & 1923)

le plan (eq, e;) et d’axe longitudinal e3. Nous rappelons I’écriture du tenseur
de souplesse dans la base de Bechterew (B;® B;) d’un matériau isotrope trans-
verse dans le plan (ey, ey), d’axe es longitudinal ([32]) qui permet d’identifier
les modules d’Young E; et Es, les coefficients de Poisson v;5 et v3;1 et le module
de cisaillement (G3; dans la matrice de souplesse S -

ro1 —Vi2 —U31 i
o o 7, 0 0 0
—l12 1 —U31
o E 7, 0 0 0
— — 1
) gsl EV31 = 0 0 0
S = 3 3 3 1 (1.60)
0 0 0 — 0 0
2G5
0 0 0 0 — 0
2G3
1+ v
i 0 0 0 0 0 T

Ces coefficients E1, Es3, 119, 31 et (GG31 sont calculés a partir de S comme
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mique de la sphere fg, (contraste de 16 et 2048, résolution de 163 a 1923)
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Figure 1.14 — Erreur relative du module de cisaillement effectif selon la fraction volumique
de la sphere fs, (contraste de 16 et 2048, résolution de 16% & 1923)

suit :

2

S1111 + S2222

1

53333

vig=1—FE; X (51122 + §2211 + §1212)

Es x <§3311 + 53322 + §1133 + §2233)
4

(1.61)

V31 = —
1

Ggl ==
Saz23 + S3131

Pour les ellipsoides d’axe longitudinal e;+es, nous avons exprimé le tenseur
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Figure 1.15 — Erreur relative du tenseur d’élasticité selon la fraction volumique de la
sphere fs, (contraste de 16 et 2048, résolution de 163 a 1923)

de souplesse dans le repere local de 'ellipsoide pour identifier les coefficients
élastiques. Nous avons comparé de la méme fagon qu’avec les spheres en calcu-
lant I’erreur relative entre ’estimation numérique et le modele de Mori-Tanaka
pour les différents coefficients en prenant toujours le modele de Mori-Tanaka
comme référence. Les Figures et représentent respectivement le mo-
dule d’Young longitudinal F5 et le module de cisaillement G3; calculées avec
le modele de Mori-Tanaka (en rouge) et le schéma itératif accéléré basé sur
la FFT (en gris). Les Figures et représentent leurs erreurs relatives
respectives. Dans les Figures et [[.I7, nous notons que les courbes 'MT’
et 'FF'T" sont proches, la convergence étant plus marquée pour un facteur de
forme de 0.5 plutot que 3, et davantage pour F3 que Gg;.

Dans les Figures [I.1§ et [I.1I9, nous remarquons que l'erreur relative est
inférieure a 0.02 pour un contraste de 16. De méme pour un contraste de 2048,
Ierreur relative est inférieure pour ces deux coefficients a 0.05 des que la réso-
lution est supérieure a 322. Pour comparer de maniére plus globale le modéle
de Mori-Tanaka et I'estimation numérique au moyen du schéma accéléré, nous
avons évalué la distance relative entre les tenseurs CM7 et CFFT en procédant
comme dans (1.59).

Nous observons que l'erreur relative du tenseur d’élasticité diminue avec
I’augmentation de la résolution et qu’elle est inférieure a 0.01 pour un contraste
de 16 et inférieure a 0.02 pour un contraste de 2048.

Au vu des erreurs relatives pour les VER composés d’une sphere ou bien
d’un ellipsoide, nous validons la méthode d’estimation numérique des proprié-
tés effectives en thermique ou en élasticité par le schéma accéléré pour les
microstructures considérées dans la suite de ce mémoire.
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Figure 1.16 — Comparaison du module d"Young Ej5 entre le modéle de Mori-Tanaka (en
rouge) et le calcul numérique par le schéma accéléré (en gris) pour les cing ellipsoides
(contraste de 16 et 2048, résolution de 16% & 2563)
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Figure 1.17 — Comparaison du module de cisaillement Gi3; entre le modele de Mori-Tanaka

(en rouge) et le calcul numérique par le schéma accéléré (en gris) pour les cing ellipsoides
(contraste de 16 et 2048, résolution de 16 & 2563)
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Figure 1.18 — Erreur relative du module d’Young Es3 pour les cinq ellipsoides (contraste

de 16 et 2048, résolution de 16> & 1923)
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Figure 1.19 — Erreur relative du module de cisaillement G3; pour les cing ellipsoides
(contraste de 16 et 2048, résolution de 16% & 1923)
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Figure 1.20 — Erreur relative du tenseur d’élasticité pour les cing ellipsoides (contraste de
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Nous présentons dans ce chapitre les outils que nous avons développé pour
générer de facon aléatoire et automatique des Volumes Elémentaires Représen-
tatifs (VER) d’un matériau composite, constitué d’une matrice et d’inclusions
ou renforts. Un tel outil nous permettra d’étudier les propriétés d’un matériau
composite selon la morphologie des inclusions, leur nombre et leur fraction vo-
lumique totale. Nous choisissons de ne considérer que les VER de type cubique
représenté par le volume [0, 1]3. Les renforts ou inclusions étudiés dans ce tra-
vail ont une géométrie sphérique, cylindrique ou bien elliptique. De plus, afin
de travailler dans le cadre de ’homogénéisation périodique[8], nous imposerons
aux VER de satisfaire une condition de périodicité sur toutes les faces oppo-
sées. La Figure [2.1] représente un VER périodique, nous pouvons vérifier que
certaines inclusions cylindriques traversent une face du cube pour se retrouver
prolongées sur la face opposée.

De nombreux travaux depuis 2002 ([72, 30, 50, 10, BT, [78, [8T]) se sont
intéressés a la génération aléatoire de VER composés d’inclusions sphériques,
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Figure 2.1 — Un VER périodique & inclusions sphériques et cylindriques

elliptiques et sphéro-cylindriques. En particulier, a la suite des travaux de
génération automatisée de Kanit et al (2003, [40]), de Ghossein et Lévesque
(2012, [30]), notre contribution consiste a générer des VER ou les inclusions
sont un mélange de spheres, de cylindres et d’ellipsoides et pouvant atteindre
des taux d’inclusions de 40% ou 60% selon la morphologie des inclusions, voir
[69]. L’originalité et la difficulté dans ce travail a été d’introduire la coexistence
de la géométrie du cylindre avec celle de la sphere dans une méme génération.

Un point essentiel dans la génération automatique de VER est la détection
des intersections entre inclusions, nous présentons en section 2.1} des tests pour
déterminer des intersections non vides. Nous y présentons en particulier les cas
d’intersections sphere-cylindre et cylindre-cylindre.

A partir des tests d’intersections, il est possible de mettre en ceuvre deux
approches distinctes permettant de générer de fagon aléatoire des VER. La
premiere méthode est la méthode dite RSA selon un principe simple de géné-
ration aléatoire et de tests d’intersections, et la deuxiéme méthode, que nous
désignerons par MD (pour Molecular Dynamics) [69], est un mélange de gé-
nération aléatoire et de déplacement des inclusions en cas d’intersection, selon
une physique inspirée de la dynamique moléculaire. La méthode MD permet
d’atteindre des fractions volumiques supérieures comparée a la méthode RSA.
Comme nous travaillons dans le cadre de ’homogénéisation périodique [8] [71],
nous nous imposons de générer des VER périodiques.
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Apres avoir défini nos méthodes de génération de VER, nous présentons
la phase de voxellisation qui va permettre la mise en ceuvre du calcul numé-
rique des propriétés effectives, que ce soit par la méthode des éléments-finis
ou la méthode itérative par FFT, respectivement présentées en et [1.3.3
En section2.5) nous introduisons des altérations de la géométrie des inclusions
définies par notre outil de génération. Nous considérons des altérations sous
forme d’ondulations des formes et des fragmentations aléatoires des inclusions.

Nous terminerons ce chapitre sur I’évolution future de notre outil de géné-
ration de VER.

2.1 Tests d’intersections non vides entre inclu-

sions

Nous considérons la génération de VER constitué d’une matrice et d’inclu-
sions (ou renfort). Deux types d’inclusions sont étudiées : celles définies par
une géométrie sphérique et et celles définies par une géométrie cylindrique. On
notera une sphere par S, définie par son centre p, et son rayon r,, tandis qu’'un

cylindre sera noté C', défini par son centre p., son demi-axe 1. et le rayon de la

el _ 2||L]]
Te

base r.. Le facteur de forme ou rapport d’aspect est défini par a = T

facteur de forme

Figure 2.2 — Définition du facteur de forme d’un cylindre

Nous présentons les différents cas d’intersections. Si le cas de deux spheres
est trivial, les cas impliquant des cylindres ne le sont pas et nécessitent de
différencier différents types d’intersection. Ces intersections sont différenciés
pas des codes scl, sc2, sc3, scd, d1, d2, cdl, cd2, cd3, ccl; ils seront illustrés
en annexe [E]

Cas spheére-spheére

Considérons d’abord le cas de deux inclusions sphériques de centres et de
rayons respectifs pgi, 751 et pso, rso. Soit X = ||ps1 — ps2||. L'intersection est
non vide si X < rg + reo.
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Cas sphére—cylindre

Considérons le cas d'une inclusion sphérique et d’une inclusion cylindrique.
Pour garantir que les deux inclusions ne s’intersectent pas, nous décomposons
le bord du cylindre en distinguant les bases circulaires (disques) et la surface
cylindrique. Nous définissons alors la quantité L représentant la distance du
centre de la sphere pg a 'axe du cylindre 1. et la quantité X représentant la
distance entre p. et la projection orthogonale du centre de la sphere sur .
A Taide des parametres L et X, nous sommes en mesure de déterminer si les
inclusions ont une intersection vide ou non, avec une information supplémen-
taire par rapport a la nature de cette intersection. En effet, ayant distingué
le bord du cylindre entre les disques et la surface cylindrique, nous pouvons
identifier plusieurs types d’intersections, voir les différente zones hachurées ou
pointillées de la Figure [2.3]

v ]
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Figure 2.3 — Identification des zones d’intersection entre un cylindre et une sphere

&

On a l'algorithme suivant, ayant calculé X :

— Si X > ||L|| + s, et si ||[ps — Pe|]| <75 on a une intersection de type scl,
sinon l'intersection est vide.

— X <||L.]|, on calcule L. Si L < ry+r. alors on a une intersection de type
sc2, sinon l'intersection est vide.

— Si ||| € X < |]L;|| + rs, on calcule L. Si L < \/rg — (X —||Le|l)? + e,
on distingue deux cas :

— si L < r¢, on a une intersection de type sc3.
— si L > r., on a une intersection de type sc4.

sinon, l'intersection est vide.

A priori, la connaissance du type d’intersection peut paraitre inutile, cependant
nous allons utiliser cette connaissance dans la méthode MD présentée dans la
suite.

Cas cylindre — cylindre

Considérons deux cylindres définis respectivement par leur centre, leur
demi-axe et le rayon des bases circulaires (pei,741,11) et (Peg, 7a2, l2). Pour
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étudier I'intersection de deux cylindres nous étudions séparément les intersec-
tions entres les bases circulaires, puis entre une base circulaire et la surface
cylindrique et enfin entre les deux surfaces cylindriques.

Pour le cas de deux disques, nous définissons, s’il existe, L 1'axe défini par
I'intersection des deux plans contenant les disques. Soit p; la projection des
centres pg1 et pqge des disques sur cet axe, si la distance de ce point au centre
des disques est inférieure au rayon des disques, il y a intersections des disques,

voir la Figure [2.4]

Figure 2.4 — Intersection entre deux disques

Pour I'intersection entre un disque et la surface cylindrique, nous considé-
rons le point d’intersection entre 1’axe du cylindre et le plan du disque. On
regarde alors si le point d’intersection est dans le disque ou non.

Enfin pour le cas de deux surfaces cylindriques (sans les bases circulaires).

| AN
[T AL2 ]

tance entre les deux axes des cylindres : [ = |[(pe1 — Pe2)-n|. Sil > 71 + 719, U'in-
tersection est vide. Nous définissons les points pt; et pt, minimisant ||u — v/|
pour tout u € l; et v € Iy, ou b et Iy désignent les axes de révolution des
cylindres. La droite passant par pt, et pt, réalise la distance entre les axes des
cylindres, voir la Figure [2.5] En définissant les distances di = ||pt; — pe1]| et
dy = ||pty — Pe2||, il y a une intersection non vide (de type ccl) si dy < ||l et

Définissons le vecteur n = Ce vecteur nous permet de calculer la dis-

dy < ||l2||. Sinon, on regarde s’il n’y a pas une intersection entre les cylindres
et les disques, puis entre les disques. Pour chaque cas, le type d’intersection
est alors déterminé.

pt1

pt2

- ~

E

Figure 2.5 — Intersection entre deux cylindres. Les points pt; et pt, définissent I'axe
réalisant la distance entres les axes des cylindres



38 Chapitre 2. Génération aléatoire de VER

2.2 Méthode RSA

Le principe de la méthode RSA Random Sequential Adsorption scheme
([76]) repose sur la génération des inclusions les unes apres les autres en véri-
fiant & chaque nouvelle inclusion générée sa non intersection avec les inclusions
déja générées et fixées. Si une intersection se révele non vide, I'inclusion gé-
nérée est alors rejetée et une nouvelle inclusion est générée. A nouveau, cette
inclusion est testée quant a son intersection éventuelle avec les autres et ce
jusqu’a ce que le nombre total d’inclusions devant étre générées soit atteint en
méme temps que la fraction volumique ciblée, |26, [73], 72 [41].

Dans notre travail, nous avons considéré des inclusions sphériques ou cylin-
driques ou un ensemble mixte. La principale difficulté réside dans la détermi-
nation des intersections non-vides entre les inclusions : nous avons développé
les tests d’intersections des inclusions cylindriques ou d’'un mélange sphere-
cylindre, décrits dans la section [2.1]

Dans le cadre de 'homogénéisation périodique, un soin particulier est ap-
porté pour adapter les tests d’intersections de la section pour définir des
VER réellement périodiques, voir la Figure [69].

Pour définir un VER constitué d’une matrice et d’inclusions, nous définis-
sons cing parametres :

— Mgy le nombre de cylindres,

— Mg, le nombre de spheres,

— fey la fraction volumique de cylindres,

— fsp la fraction volumique de spheres,

— a le facteur de forme des cylindres (voir la Figure

La méthode RSA se révele efficace pour des VER de fraction volumique
d’inclusions inférieure & 30% (avec un mélange de sphéres et de cylindres et
pour des aspects inférieurs a a = 20).

Pour des inclusions constituées uniquement de spheres, notre algorithme
permet de générer des VER avec un taux de fraction volumique de 'ordre
de 40%. Notons cependant que des variantes de la méthode RSA permettent
d’atteindre des fractions volumiques de 'ordre de 50% pour ce méme type de
VER [72].

Algorithme 1 : (RSA) Données en entrée : fop, feyi, Nsp, Neyl, G

3/fs
1. Calculer le rayon des sphéres : rg, = \:;/Tp
4mng,

2. Calculer le rayon des cylindres : roy = ¢
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3. Initialisation du nombre de spheres et de cylindres générés :
NgpyGen =0
NeyGen =0

4. Tant que (NgyGen < ney)
(a) Générer un nouveau cylindre

(b) Tester la non intersection avec tous les cylindres générés.
(c) Siintersection Alors retourner d

(d) Sinon N.,Gen = N.,Gen + 1

5. Tant que (Ng,Gen < ngy)

(a) Générer une nouvelle sphére

(b) Tester la non intersection avec les sphéres générées pré-
cédemment

(c¢) Si intersection Alors retourner d

(d) Tester la non intersection avec les cylindres générés pré-
cédemment

(e) Si intersection Alors retourner d
(f) Sinon Ns,Gen = Ny,Gen + 1

Des variantes sont possibles : nous pouvons choisir de générer d’abord les
cylindres puis les spheres ou le contraire ou bien une génération alternée. Nous
retenons qu’il n’y a pas de grande différence, toutefois la génération en priorité
des cylindres est plus performante pour des fractions volumiques inférieures a
30% [69].

2.3 Méthode MD

Une méthode alternative a la méthode RSA, c’est a dire générer des in-
clusions et les conserver si la condition d’intersection vide entre les inclusions
est satisfaite, consiste a générer les inclusions de facon aléatoire puis de les
déplacer s’il y a des intersections non vides. Ce principe simple n’est toutefois
pas facile a définir de facon pratique. Une possibilité est de s’inspirer de la
dynamique moléculairelﬂ (Molecular Dynamics) : dans les cas d’intersections
non vides, nous appliquons des forces sur les inclusions qui y réagissent comme
des solides rigides. Ces forces doivent avoir pour effet de séparer les inclu-
sions. Il s’agit alors de définir un systeme dynamique modélisant ces forces et

1. A lorigine, la dynamique moléculaire est une méthode développée a la fin des années
cinquante par des chercheurs de physique théorique ([T}, [66]) dont I'idée était de développer
des méthodes de calcul appliquées aux systémes physiques et notamment au mouvement des
atomes et des molécules.
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calculant les déplacements des inclusions jusqu’a obtenir des inclusions sans
intersections. La dynamique moléculaire est a 1’origine une méthode dévelop-
pée a la fin des années cinquante par des chercheurs de physique théorique
([1,166]) dont 1'idée était de développer des méthodes de calcul appliquées aux
systemes physiques et notamment au mouvement des atomes et des molécules.

L’efficacité de la méthode réside sur le choix de certaines constantes ther-
modynamiques liées a la dynamique moléculaire pour déplacer ’ensemble des
inclusions formant ainsi un systeme dynamique.

Cette étape est la relaxation du systeme. Elle aboutit a un état d’équilibre
dans lequel les inclusions se sont déplacées jusqu’a étre toutes disjointes par
rapport a leur position initiale issue de la génération aléatoire. Les détails de
cette méthode sont présentés dans ([69]).

La définition de ces forces est naturelle pour les cas de spheres, voir la
Figure 2.6 Il suffit de définir des forces de répulsions appliquées aux centres
des spheres, [49] 78, 31].

Figure 2.6 — Exemple de 2
spheres de centres respectifs pgq
et pga exercant chacune une
force Fsy et Fgo

Pour des cas d’inclusions sphériques et cylindriques, il faut choisir des forces
et des points d’applications selon la nature de l'intersection. C’est une des rai-
sons pour laquelle nous avons défini un certain nombre de type d’intersections
en section 2.1 et en annexe [El

Le principe de notre algorithme MD est le suivant : apres avoir généré
aléatoirement les inclusions selon les parameétres désirés (nombre, fraction vo-
lumique, facteur de forme), nous recensons toutes les intersections entre les
inclusions ; ces intersections sont clairement identifiés selon notre nomencla-
ture (voir annexe [Ef). Pour chaque type d’intersection, nous définissons des
forces de répulsions ainsi que leur point d’application qui sont choisies et dé-
finies de fagon a séparer les inclusions de facon efficace. Nous avons ainsi une
combinaison de forces de répulsions centrées, et des moments agissant sur les
axes des cylindres. Nous les recensons dans la table en annexe [F]

Les équations de mouvement obtenues forment donc un systéme dyna-
mique. A ces équations de mouvement, nous définissons une énergie potentielle
des forces d’interactions. En 1’absence d’intersection, I’énergie potentielle est
nulle. Notons que pour éviter les déplacements dus a l'inertie lorsque deux
inclusions ne sont plus en intersection, nous ajoutons aux équations de mou-
vement des termes d’amortissements permettant 'arrét des mouvements des
inclusions.
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Algorithme 2 : Données en entrée : fs,, feyi, sp, Neyts @

3 3fsp

4mng,

2. Calculer le rayon des cylindres : rey = ﬂﬂ
2 AN ey

3. Génération de ’ensemble des inclusions sans tenir compte des intersec-
tions éventuelles

1. Calculer le rayon des spheres : 1y, =

4. Calculer les forces d’interaction pour chaque couple d’inclusions s’inter-
sectant

5. Calculer le potentiel d’énergie lié aux forces d’interaction

6. Tant que (potentiel d’énergie > 0)

Résolution itérative du systeme dynamique
des  équations de  mouvement des inclusions
pSi = vSu
pok = ’Uck)
lck = w¢g, X le,
’bSi = Z Fji - 5’051' - (’7367’ + 'VNH)'US“
J
Ve, = Z ij: - 5’Uck - (VBer + VNH)’UCM
J
. 6
WC = T, Z(pjk —Pc,) X Fir — Bwe,
J
—(VBer + YNH)WC,

ou :

Ds,» Pc, sont respectivement la position du centre de la sphére i, du cy-
lindre k, lc, est le demi-aze du cylindre k,

Vg,, Vo, sont respectivement la vitesse de la sphére i, du cylindre k, we,
est la vitesse angulaire du cylindre k,

Fj;, Fj. sont respectivement la jme force s’ewercant sur la sphére i,
s’exercant sur le cylindre k,

B, YBer €t Ynm sont des coefficients d’amortissement.

L’approche MD a l'avantage de repousser les limites de la méthode RSA
en permettant la génération aléatoire de VER périodiques avec un taux de
remplissage plus élevé en général. Les résultats obtenus avec la méthode MD
mettent en évidence des temps de génération des VER inférieurs a ceux de la
méthode RSA, [69]. A titre d’exemple, la génération d’'un VER composé de 30
spheres de fraction volumique égale a 25% et autant de cylindres de facteur de
forme 5 n’excede pas 10 secondes avec la méthode MD alors qu’avec la méthode
RSA, environ 30 secondes sont nécessaires pour générer les 30 cylindres mais
seulement 5 spheres si on impose une priorité de génération aux cylindres et il
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faut environ 100 secondes pour générer 22 cylindres et 21 spheres si on impose
une alternance de génération sphere/cylindre.

(a) Etape initiale (b) Etape finale

Figure 2.7 — Un exemple de génération avec la méthode MD

2.4 Voxellisation

Dans les sections [2.2] et 2.3 nous avons exposé les méthodes permettant de
définir des VER avec des inclusions sphériques et/ou cylindriques, étant don-
nés des parametres le caractérisant (nombre d’inclusions, fraction volumique,
facteur de forme). Afin d’exploiter ces VER en vue du calcul numérique, nous
passons par une étape de pixellisation ou plutét de voxellisation. Le VER est
défini comme une matrice 3D (ou image 3D) dont les composantes identifient
le matériau, il suffit de représenter la matrice par 0 et les inclusions par 1.
Sur la Figure 2.8 nous illustrons la voxellisation d'un VER généré avec des
inclusions composées de spheres et de cylindres.

Nous voyons notamment sur le gros plan de la Figure 2.8, qu’a travers cette
étape, la géométrie des inclusions est altérée. Il est clair que cette discrétisation
est nettement moins fidele qu'une discrétisation issue d’un maillage conforme
de type éléments-finis épousant au mieux les contours des inclusions.

L’image 3D obtenue peut étre exploitée par une méthode itérative de calcul
par FFT des propriétés effectives du matériau périodique considéré, aussi bien
en thermique qu’en élasticité. Notons également qu’'une image 3D peut égale-
ment étre convertie en maillage conforme pour définir un élément par exemple
hexaédrique a 8 nceuds, [39].
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Figure 2.8 — a gauche : Un VER et sa voxellisation, a droite : gros plan sur la voxellisation

2.5 Altérations et transformations des inclu-
sions

Dans cette partie, on envisage des altérations possibles des inclusions apres
la génération d'un VER périodique : I'ondulation des surfaces et la fragmen-
tation des inclusions. Ces altérations permettent aux VER générés de se rap-
procher des cas industriels ou les inclusions sont fragmentés (par broyage)
lors de la phase de production. Nous pourrons ensuite étudier et comparer le
comportement homogénéisé avec et sans altérations.

2.5.1 Ondulation des inclusions

Le but de cette variation est de pouvoir considérer un matériau avec des
inclusions ayant subi des déformations. L’ondulation est définie par deux pa-
rametres : le parametre wave et la fréquence d’ondulation.

Dans la Figure 2.9] le rectangle en pointillé désigne le cylindre d’origine
avant ondulation défini par son rayon r, son demi-axe I et son centre p. rqyy
est le rayon ondulé défini par : 7.5y = r (14 wave x f(p1)), ou f est une
fonction périodique dans laquelle intervient la fréquence des ondulations.

La Figure [2.9b|illustre ’ondulation d’un cylindre avec un parametre d’on-
dulation wave = 0.2 et une fréquence f = 3.

2.5.2 Arrachements aléatoires

Cette variation a pour but de modéliser le résultat de composites formés
d’inclusions ayant subi des fragmentations par broyage et dont certaines parties
auraient été arrachées. Nous parlerons d’arrachements aléatoires pour cette
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(a) Schéma de I'ondulation (b) Un cylindre ondulé

Figure 2.9 — Les ondulations des inclusions

(a) Sans ondulation. (b) Avec ondulation.

Figure 2.10 — Comparaison d'un VER avec et sans ondulation des inclusions.

altération des inclusions. On suppose que les morceaux détachés de maniere
sphérique restent présents mais se retrouvent dispersés dans le matériau.

Les arrachements aléatoires sont définis par deux parametres : la fraction
volumique des morceaux arrachés et leur nombre.

Légende de la Figure :

- p est le centre de la sphere exis-
tante,

inclusion

- cest le centre d’une sphere fictive
permettant ’arrachement,

T - le "découpage" est ensuite réalisé
par symétrie par rapport a c.

Figure 2.12 — Vue en 2D d’une La fraction volumique est ainsi préser-

sphere ayant subi un arrachement. vée
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Figure 2.11 — Arrachement
‘ d’une partie de cylindre

En reprenant le VER de la Figure 2.1] et en ajoutant par exemple 10 arra-
chements de fraction volumique 5% ou 10%, on obtient les VER des Figures

213 et 214

(a) Sans arrachement. (b) Vue 1 : avec quelques  (¢) Vue 2 : arrachements sur
morceaux dispersés. des spheres

Figure 2.13 — Comparaison en vue 3D du VER généré composé de 20 spheres et 20
cylindres de fraction volumique respective égale a 0.1 avec le méme VER dont une fraction
égale & 0.05 des inclusions ont été arrachées (pour 10 arrachements).

(a) Sans arrachement (b) Vue 1 : avec quelques (¢) Vue 2 : arrachements
morceaux dispersés. sur un cylindre.

Figure 2.14 — Comparaison en vue 3D du VER généré composé de 20 spheres et 20
cylindres de fraction volumique respective égale a 0.1 avec le méme VER dont une fraction
égale & 0.1 des inclusions ont été arrachées (pour 10 arrachements).
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2.5.3 Inclusions pelliculés

Dans certains cas industriels, le matériau est obtenu a partir de billes re-
couvertes d'une couche métallique. Nous avons donc considéré 'ajout d’une
pellicule Figure . L’épaisseur de la pellicule est définie par le ratio [ (réel
compris entre 0 et 1) par rapport au rayon (des sphéres ou des cylindres).
Dans cette figure, I’épaisseur de la pellicule est alors égale a Ir, et le rayon de
I'inclusion passe alors de r & (1 — [)rs.

inclusion

pellicule

Figure 2.15 — Schématisation de la pellicule sur un disque de rayon rs.

Dans la Figure le VER illustré dans la Figure 2.1 est pelliculé avec
deux exemples de ratio d’épaisseur. Pour un ratio d’épaisseur de 0.1, on obtient
environ 5% de pellicule et autant en moins en fraction volumique d’inclusions,
pour un ratio d’épaisseur de 0.2, on obtient environ 9% de pellicule. Le but
de cette variation est de pouvoir considérer des composites pelliculés par un
matériau ayant des propriétés différentes que celles de la matrice ou de chaque
type d’inclusion et d’étudier 'influence de 1’épaisseur de la pellicule dans le
comportement homogénéisé du matériau en conservant la non intersection des
inclusions entre elles.

(a) Sans pellicule. (b) Avec une pellicule (c¢) Avec une pellicule
de ratio 0.1. de ratio 0.2.

Figure 2.16 — Inclusions pelliculées et non pelliculées.
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2.5.4 Inflation et déflation des inclusions

L’inflation ou la déflation permettent de controler I’espacement entre les
inclusions. Etant donné un parameétre d’inflation (ou de déflation), le rayon des
spheres, celui des cylindres et leur longueur sont multipliés par ce parametre.
Dans cette variation, la fraction volumique est multipliée par le parametre
élevé au cube (pour le cas de la 3D, au carré si on était dans un cas 2D).

(b) Inflation (coef= 1.2) (c) Déflation (coef= 0.8)
£ =0.34. f=0.1.

Figure 2.17 — Inflation et déflation des inclusions d'un VER

Dans la Figure on distingue clairement la disposition commune des
inclusions et le cas de I'inflation ou celui de la déflation. De plus, il est possible
de combiner plusieurs effets tels que la dilatation des inclusions et la mise en
place de pellicule comme illustré dans la Figure [2.18

Ay N

(a) Dilatation. (b) Dilatation et pellicule.

Figure 2.18 — Comparaison en vue 3D du VER généré composé de 20 spheres et 20
cylindres d’inflation de facteur 1.2 sans et avec pellicule de ratio 0.3, f = 0.34.

2.5.5 Inclusion ellipsoidale

La Figure illustre une fagon simple de concevoir un VER avec des ellip-
soides en construisant 1’ellipsoide inscrit dans un cylindre, dont les parameétres
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sont naturellement [ et r ot [ est la norme du demi-axe du cylindre et r son
rayon. Le volume d’un tel ellipsoide étant égal au tiers du volume du cylindre
circonscrit, une perte d'un tiers de la fraction volumique des inclusions cylin-
driques est a prendre en compte lors de cette transformation. En procédant
ainsi, nous garantissons la non intersection des inclusions ellipsoidales entre
elles et avec toute autre inclusion. Pour davantage de modularité, il est tout a
fait possible de choisir des parametres différents de [ et r tout en respectant,
avec les notations habituelles, les conditions suivantes : a < I, b <retc<r.
En pratique, un point est défini appartenant a l’ellipsoide si ses coordonnées
(x,y, 2) expriméQes da2ns une base locale de l'ellipsoide vérifient I’équation de
Y

celui-ci : — + = + -5 < 1, dans laquelle a = [, b = ¢ = r, voir la Figure [2.20,
a > b

Figure 2.19 — Ellipsoide inscrit
dans un cylindre.

Figure 2.20 — Base locale asso-
ciée a l’ellipsoide.

2.6 Remplissage d’'un VER

Dans cette section, nous montrons comment nous avons enrichi I’algorithme
basé sur la méthode RSA dans le but de générer des VER & inclusions sphé-
riques, cylindriques de tailles variables. L’idée sous-jacente est celle d'un rem-
plissage maximal (sans parler d’optimisation) et aléatoire. Ainsi, nous avons
modifié I'algorithme de génération RSA de telle sorte que les données d’entrée
soient :

— le rayon maximal des spheres,
— le pas de descente du rayon des spheres,

— le rayon maximal des cylindres,
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— le pas de descente du rayon de cylindres,
— le facteur de forme des cylindres.

Nous pourrions étendre aux ellipsoides de la méme facgon.

Le processus de génération consiste alors a générer aléatoirement des spheres
et des cylindres en alternance (comme pour le processus RSA initial) de rayon
maximal donné en entrée. Il est possible une fois la génération achevée de dis-
tinguer chaque type et chaque taille d’inclusion. Deux exemples sont présentés
dans la Figure dans lesquels chaque taille de cylindre et chaque taille de
sphere sont identifiées par une couleur distincte.

() Ny = 1665, foy = 33% (b) nyp = 17396, f., = 60%
Nep = 138, fop = 21.5%

Figure 2.21 — Génération densifiée de sphéres et de cylindres ou de sphéres seules.
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Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier I'influence des parametres morpholo-
giques de composites a matrice renforcée c¢’est-a-dire d’une microstructure de
type matrice et inclusions mélangeant des inclusions sphériques et cylindriques
sur le comportement effectif de la microstructure du point de vue de la conduc-
tivité thermique, en fonction du contraste des phases. Ces microstructures sont
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modélisées au moyen de la génération aléatoire décrite dans le chapitre |2l Nous
souhaitons dégager les éléments qui permettent d’optimiser le comportement
effectif du composite a matrice renforcée.

Les matériaux (matrice et inclusion) sont supposés homogenes et isotropes.
Aucune zone d’interface n’est prise en compte. Nous supposons les liaisons par-
faites entre les différents constituants. Les conductivités thermiques normali-
sées de la matrice et des inclusions sont respectivement représentées comme
suit :

_ Amatrice =1
_ Ainclusion =l

ou I est le tenseur identité en dimension trois et ¢ le contraste. Nous avons
choisi de faire varier le contraste pour étudier I'impact de celui-ci et de ne pas
se restreindre aux caractéristiques des matériaux utilisés dans 'industrie.

Ce chapitre se décline en six sections. Nous commencons par définir en
section le cadre de I'étude avec 'homogénéisation stochastique considérée.
Les trois sections suivantes présentent respectivement 1’étude réalisée pour le
cas de VER composés d’inclusions sphériques , d’inclusions cylindriques
et d'un mélange d’inclusions sphériques et cylindriques . Dans les deux
derniéres sections, nous explorons les VER dont la géométrie est modifiée par
des ondulations ou bien altérée par des arrachements aléatoires (3.6)).

3.1 Cadre de I’étude

3.1.1 Méthodologie générale

La méthodologie adoptée est de type Monte Carlo. Nous générons aléatoi-
rement des échantillons de n VER au moyen d’une méthode de génération de
type RSA[2.2Jou MD [2.3en fonction des parametres morphologiques (type d’in-
clusions, fractions volumiques, nombre d’inclusions, facteur de forme). L’éva-
luation des propriétés effectives est basée sur une approche déterministe pour
chacun des VER généré aléatoirement. Nous calculons la moyenne de l’en-
semble des tenseurs homogénéisés, chaque tenseur étant calculé via le schéma
accéléré ([27]), ce qui conduit a la détermination de la propriété effective re-
cherchée. La résolution choisie des VER 3D pour ces calculs basés sur la FFT
est de 1923. Nous avons vu précédemment (voir qu’une résolution suffi-
sante était nécessaire.

Nous qualifierons également cette méthode d’homogénéisation stochastique.
Cette terminologie est utilisée dans de nombreux travaux concernant des études
paramétriques matérielles plutot que morphologiques ou des variations d’un
VER plutét que la génération d’un échantillon de n VER (les travaux d’Al-
laire [2, 3, 4], 5], de Lions [48], de Lebris, Legoll et Thomines [43], 44}, 45|, [47] et



3.2. Cas des inclusions sphériques 53

de Costaouec [17]).

De maniere a maitriser la variabilité du tenseur homogénéisé, nous avons
besoin d’une taille minimale de I’échantillon. Compte tenu des parameétres
morphologiques (nombre d’inclusions sphériques et cylindriques, fractions vo-
lumiques de chaque type d’inclusion, facteur de forme) et des contrastes consi-
dérés, nous avons observé qu’un échantillon de n > 10 est nécessaire. Dans les
cas de variabilités plus importantes, nous avons été amenés a fixer n = 20.

3.1.2 Calcul et représentation des propriétés effectives

Pour chaque VER généré, nous calculons le tenseur de conductivité ther-
mique homogénéisé par le schéma accéléré itératif basé sur la FFT. Nous avons
donnée dans le calcul de la conductivité apparente d'un VER, or ici
nous disposons d’un échantillon de n VER ayant les mémes caractéristiques
morphologiques. Pour évaluer la conductivité thermique apparente de cet en-
semble de n VER, nous choisissons la moyenne de la conductivité apparente
sur I’échantillon des n VER comme suit :

1 &1 1 &1 zhom zhom

Aapp = Z I Az}wm _*Z

=1

Az hom) (31)

3
w \

ou :
n est le nombre de VER générés ayant le méme ensemble de parametres,
Abhom st le tenseur de conductivité homogénéisé du VER i.
Par abus de notation nous notons également cette moyenne A,p),.

3.2 Cas des inclusions sphériques

Nous nous intéressons dans cette section au comportement thermique d’un
composite dont les inclusions sphériques sont aléatoirement distribuées. La Fi-
gure illustre la conductivité thermique apparente en fonction de la fraction
volumique des inclusions variant de 0.01 a 0.3 par pas de 0.01 pour quatre
valeurs de contrastes. Le choix de ces contrastes permet de mettre en évidence
I’évolution de la conductivité thermique apparente selon sa valeur : un faible
contraste (2 et 16), un contraste de l'ordre de 10% (256) et le cas d’un fort
contraste de 'ordre de 10% (2048).

Nous constatons que la conductivité thermique apparente augmente conjoin-
tement avec I'augmentation de la fraction volumique et du contraste. Nous ob-
servons également que I'augmentation de A,p, entre les contrastes 2 et 16 est
plus importante qu’entre les contrastes 16 et 256. Pour une fraction volumique
fsp = 0.3, Agpp Passe de 1.24 a 2.12 pour les contrastes ¢ = 2 a ¢ = 16 soit
environ 71% d’augmentation, et de 2.12 a 2.63 pour les contrastes de ¢ = 16
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3.0 1

—— contraste = 2048
""" contraste = 256
2.5 contraste = 16

- contraste = 2

0.00 0.05 0.0 0.15 020 0.25 0.30
fsp

Figure 3.1 — Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un matériau
composite a inclusions sphériques (ns, = 20) en fonction de la fraction volumique (fsp),
pour des contrastes = 2, 16, 256, 2048

a ¢ = 256, soit environ 24% d’augmentation. Cette observation est aussi vraie
pour le passage des contrastes ¢ = 256 a ¢ = 2048.

3.3 Cas des inclusions cylindriques

Dans cette section, nous étudions le cas d’inclusions cylindriques aléatoire-
ment distribuées de fraction volumique variant de 0.01 & 0.3 et de facteur de
forme variant de 1 a 19 (par pas de 1). La Figure illustre les résultats de
la conductivité apparente pour les mémes contrastes : 2, 16, 256 et 2048.

Nous observons que la conductivité apparente augmente avec I’augmenta-
tion de la fraction volumique et du facteur de forme. Le contraste accentue
cette augmentation, a fort contraste (2048) la conductivité apparente passe
de 4.02 a 43.8 lorsque le facteur de forme passe de 1 a 19 pour une fraction
volumique f.,; = 0.3. La comparaison des Figures et met en évi-
dence I'importance du type de géométrie des inclusions, en effet, dans le cas
d’une fraction volumique fixée a 0.3, la conductivité apparente dans le cas des
spheres est d’environ 3 alors que dans le cas des cylindres, elle est de 'ordre
de 10 pour un facteur de forme de 5 seulement. Ainsi, les composites renforcés
par des inclusions sphériques ne permettent pas d’atteindre des valeurs aussi
grandes que ceux ayant des renforts cylindriques.
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O 0055y ]
015 4 facteur de forme

0..
fraction volumique 0.25 %70

(b) Contraste = 16

0..
fraction volumique

(c) Contraste = 256 (d) Contraste = 2048

Figure 3.2 — Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un matériau
composite & inclusions cylindriques (n¢,; = 20) en fonction de la fraction volumique (fey:)
et du facteur de forme, pour des contrastes = 2, 16, 256, 2048

3.4 Cas d’un mélange d’inclusions sphériques
et cylindriques

Dans cette section, nous étudions le cas d’inclusions sphériques et cylin-
driques aléatoirement distribuées. Trois parametres sont considérés : le facteur
de forme des cylindres, le nombre d’inclusions, la répartition volumique entre
chaque géométrie.

3.4.1 Influence du facteur de forme

Nous définissons :
- le nombre des inclusions pour chaque géométrie d’inclusion :
Neyl = Ngp = 207

- les fractions volumiques égales entre les inclusions sphériques et cylin-
driques : fey = fsp, variant de 0.01 a 0.15 par pas de 0.01,

- le facteur de forme variant de 1 a 16 par pas de 3,

- le contraste variant de 2 a 2048 par pas multiplicatif de 2.
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La Figure illustre trois cas de fraction volumique : f.; = fs = 0.05,
0.10,0.15 pour des contrastes : 2, 16, 256, 2048. Comme dans le cas de cylindres
seuls, nous constatons que la conductivité apparente augmente avec 1’élance-
ment des cylindres. Pour un contraste ¢ = 2048, un facteur de forme fixé a
16, une fraction volumique d’inclusions fixée a 0.3, la conductivité thermique
apparente pour des cylindres seuls est de 40.13 (Figure alors que pour un
mélange égal de sphéres et de cylindres, elle n'est que de 20.93 (Figure [3.3d).

1.5 3.0 1
fsp = foy1 = 0.15 fsp = foy = 0.15
,,,,,, fsp = foy = 0.10 281 o fgp=fe=0.10
1.44 fsp =foy = 0.05 064 fep = foy = 0.05
2.4 4
1.3
a o 2.2
§ §
< < 50
124 T e
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1.8
114 1.6
1.4
1.0 1 1.2
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
facteur de forme facteur de forme
(a) Contraste = 2 (b) Contraste = 16
9 22
fsp = foy1 = 0.15 fsp = foy1 = 0.15
g4 fop = foyi = 0.10 207 L fep = foy1 = 0.10
fsp = foy = 0.05 18 fsp = foy = 0.05
7 16
64 14
g g 121
§ 54 <
10
4
8 -
34 6 -
24 4
2 -
14
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
facteur de forme facteur de forme
(c) Contraste = 256 (d) Contraste = 2048

Figure 3.3 — Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un matériau
composite & inclusions cylindriques et sphériques (n¢y = ng, = 20) en fonction du facteur
de forme, pour des contrastes = 2, 16, 256, 2048

3.4.2 Influence du nombre d’inclusions

Dans cette sous section, le facteur de forme est fixé a 5. Ce choix permet de
prendre en compte un élancement suffisant des cylindres de fagon a observer
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uniquement 'influence du nombre d’inclusions. Nous définissons aussi :

- les fractions volumiques égales entre les inclusions sphériques et cylin-
driques : fey = fsp, variant de 0.01 a 0.15 par pas de 0.01,

- le nombre d’inclusions sphériques : ng, de 6 a 27 par pas de 3,
- le nombre d’inclusions cylindriques : n.,; de 6 a 27 par pas de 3,

Nsp €t ney variant indépendamment entre eux.

Les calculs réalisés montrent que la conductivité thermique apparente A,
n’est pas influencée de fagon significative par le nombre d’inclusions sphériques.

La Figure|3.4]illustre I’évolution de A, en fonction du nombre de cylindres
ney pour différentes fractions volumiques d’inclusions, pour les contrastes : 2,
16, 256 et 2048. Chaque point représente la valeur constante de \,,, quelque
soit la valeur de np.

La Figure montre que le nombre des inclusions n’a pas d’influence no-
table. En effet, les courbes tracées sont quasiment des droites pour les faibles
contrastes (2 et 16) et pour tous les cas de fractions volumiques. De légeres
fluctuations sont notées a fraction volumique élevée (fs, = fou = 0.3) et pour
des contrastes supérieurs a 256.

3.4.3 Influence de la répartition en volume

Dans cette sous section, nous étudions le cas ou les fractions volumiques
des inclusions sphériques et cylindriques sont variables indépendamment 1'une
de 'autre. Nous définissons les parametres de cette étude :

- les fractions volumiques pour chaque géométrie d’inclusion varient indé-
pendamment 1'une de I'autre telles que f, + fe,u < 0.3,

- le nombre d’inclusions de chaque géométrie est égal a 20 : ngy, = ne, = 20,
- le facteur de forme est fixé a 5.

Les graphiques de la Figure et représentent 1’évolution de la conducti-
vité thermique apparente normalisée en fonction des fractions volumiques des
spheres et des cylindres, pour différents contrastes : 2, 16, 256 et 2048. Pour
un faible contraste ¢ = 2, il ne se dégage pas d’influence particuliere quant a
la répartition de la fraction volumique entre les spheres et les cylindres. Pour
le contraste ¢ = 16, il apparait une augmentation de la conductivité appa-
rente et l'influence des inclusions cylindriques se dessine. Par exemple, pour
une fraction totale fs, + foi = 0.2 et un contraste ¢ = 2, A\, est de 1.16
quelle que soit la répartition volumique entre les spheres et les cylindres. Alors
que pour un contraste ¢ = 16, A\, passe de 1.67 a 1.98 pour une répartition
fsp = 0.19, feru = 0.01 & f5, = 0.01, fo,; = 0.19. Plus le contraste augmente
et plus la conductivité thermique apparente croit et encore plus lorsque la
fraction volumique de cylindre est importante. Toujours en prenant I’exemple
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Figure 3.4 - Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un matériau
composite a inclusions cylindriques et sphériques en fonction du nombre d’inclusions (facteur
de forme = 5, contraste = 2, 16, 256, 2048)

d’une fraction totale des inclusions de 0.2, A\,,, passe de 1.95 a 3.58 pour une
répartition fs, = 0.19, fo,; = 0.01 & f,, = 0.01, f.,; = 0.19. Nous retrouvons un
résultat connu sur les propriétés effectives lesquelles sont d’autant plus grandes
que le contraste est grand et que la fraction volumique de cylindres est grande.

3.5 Cas des ondulations des inclusions

Dans cette section, nous étudions I'influence des déformations des inclusions
sur la conductivité thermique apparente. Les VER étudiés sont composés d’un
mélange d’inclusions sphériques et cylindriques générés aléatoirement, défor-
mées, dans la perspective de prendre en compte des VER plus conformes a la
structure des inclusions dans les composites industriels.

L’ondulation est décrite dans le chapitre [2] dans la section 2.5.1] Nous rap-
pelons la figure illustrant ces ondulations :

Dans cette étude, le parametre de 'amplitude notée wave varie de 0 (aucune
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(a) Contraste = 2 (b) Contraste = 16

(c) Contraste = 256 (d) Contraste = 2048

Figure 3.5 — Vue 3D de I’évolution de la conductivité thermique apparente normalisée
d’un matériau composite a inclusions cylindriques et sphériques en fonction des fractions
volumiques fey €t fsp respectives (ney = ngp = 20, facteur de forme = 5, contraste = 2, 16,
256, 2048)

ondulation) a 0.3 avec un pas de 0.01. Nous prenons en compte également
plusieurs facteurs de forme : 3, 6, 9 et 12. Le nombre d’inclusions de chaque
type d’inclusions est fixé pour toutes les générations a 20 soit ng, = ne,; = 20
et les fractions volumiques des spheres f;, et des cylindres f.,; sont identiques
et varient chacune de 0.03 a 0.15.

L’influence de I'amplitude des ondulations pour les cas d'un facteur de
forme 3 et 9 est représentée dans les Figures [3.8 et [3.9] Pour des contrastes
supérieurs a ¢ = 16, et pour des fractions volumiques d’au moins 0.09 pour
chaque type d’inclusion, nous constatons une augmentation de la conductivité
apparente. Cette augmentation est d’autant plus importante que le contraste,
la fraction volumique et le facteur de forme sont grands. En effet, pour un
contraste ¢ = 256, une fraction volumique f, + fe,u = 0.3 et un faible facteur
de forme de 3, Ay, passe de 3.45 a 4.8 et pour un contraste ¢ = 2048, A,
double passant de 4.07 a 7.9 du cas d’aucune ondulation au cas d’ondulation
de grande amplitude. Nous constatons aussi une fluctuation de la conductivité
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Figure 3.6 — Vue 2D de I’évolution de la conductivité thermique apparente normalisée
d’un matériau composite a inclusions cylindriques et sphériques en fonction des fractions
volumiques fey et fsp respectives (ney = ngp = 20, facteur de forme = 5, contraste = 2, 16,
256, 2048)

Figure 3.7 — Un cylindre ondulé

thermique apparente pour un facteur de forme de 9.
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Figure 3.8 — Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un maté-
riau composite a inclusions cylindriques de facteur de forme 3 et sphériques en fonction de
lamplitude d’ondulation des surfaces des inclusions (fqy; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15,
Neyl = Nsp = 20, pour des contrastes = 2, 16, 256, 2048)

3.6 Cas des arrachements aléatoires des inclu-

sions

Dans cette section, nous envisageons le cas d’altérations plus séveres dans
le sens ou la géométrie des inclusions n’est plus conservée. Les VER considérés
sont composés d’un mélange d’inclusions sphériques et cylindriques générées
aléatoirement et altérées par le procédé de fragmentation aléatoire décrit dans
le chapitre [2] de la section [2.5.2] Les morceaux d’inclusions arrachés aléatoire-
ment permettent de modéliser un broyage d’inclusions. La fraction volumique
est conservée.

Dans cette étude, la fraction volumique des arrachements aléatoires varie
de 0 (aucun arrachement) a 0.27 avec un pas de 0.01 permettant de découper
de maniere sphérique et aléatoirement les inclusions. Nous prenons en compte
plusieurs facteurs de forme : 3, 6, 9 et 12, le nombre d’inclusions de chaque
type d’inclusions est fixé pour toutes les générations a 20 soit ng, = ne, = 20
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Figure 3.9 — Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un maté-
riau composite a inclusions cylindriques de facteur de forme 9 et sphériques en fonction de
l'amplitude d’ondulation des surfaces des inclusions (f,; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15,
Neyl = Nsp = 20, contraste = 2, 16, 256, 2048)

et les fractions volumiques des spheres fs, et des cylindres f.,; sont identiques
et varient chacune de 0.03 a 0.15.

Les résultats présentés dans les Figures et montrent 1'évolution de
la conductivité thermique apparente pour des contrastes de 2, 16, 256 et 2048
pour un facteur de forme de 3 puis de 9. A fort taux de contraste (supérieur a
16), nous observons une augmentation de la conductivité thermique apparente
en fonction de la fraction volumique totale des inclusions et des arrachements.
En effet, dans la Figure , a forte fraction volumique f,, + fo = 0.3 et a
fort contraste ¢ = 2048, A,y passe de 4.07 a 8.63 du cas d’aucun arrachement
au cas de nombreux arrachements représentant une fraction volumique de 0.27.

Conclusion

Pour conclure sur cette partie dédiée a I’étude de la conductivité thermique
apparente en fonction des parametres morphologiques des inclusions sphériques



3.6. Cas des arrachements aléatoires des inclusions 63

1.50 4.0
fop = foy1 = 0.15 — fp=fy=0.15
145 1 __ L f=1y=0.12 coe g =fe=0.12
1.40 fp = foy1 = 0.09 3.5 fp = foy1 = 0.09
——- fop=to =0.06 ——- fop=to=0.06
135 | mec g =1e =0.03 30| = fw=fy=008
1.30
§125 §2s
Bk S8y
120 { ccmmmmm e e
1.15 R
110 | cmme e R
1.05 | mrmrmimimi e
1.00 1.0
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
fraction volumique des arrachements fraction volumique des arrachements
(a) Contraste = 2 (b) Contraste = 16
6.0 10
fsp = foy1 = 0.15 — fp=fe=0.15
551 cio fp=fy=012 ce- Mg =fe=0.12
50 fsp = foy = 0.09 fsp = foyi = 0.09
——- fop=fo,=0.06 ——- fop=fe=0.06
45 fop = foyi = 0.03 fop = foyi = 0.03

4.0
g
§as
3.0 ISP e
25
20 B .
154 """ ) 2y ..
1.0 1 )

000 0.05 0.10 0.15 020 0.25 000 0.05 0.10 0.15 020 0.25
fraction volumique des arrachements fraction volumique des arrachements

)‘app
@w A O O N ®© ©

(¢) Contraste = 256 (d) Contraste = 2048

Figure 3.10 — Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un matériau
composite a inclusions cylindriques de facteur de forme 3 et sphériques en fonction de la
fraction volumique des arrachements (f.,; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15, neyr = nsp =
20, contraste = 2, 16, 256, 2048)

et cylindriques, nous dégageons les points suivants :

- l'augmentation de la conductivité apparente, pour des VER chargés uni-
quement ou en majorité de cylindres a fort facteur de forme et dans le
cas de fort contraste (¢ = 2048), pour des géométries sans altération,

- pour le cas des ondulations, I’'augmentation de la conductivité apparente
notamment dans le cas de forte amplitude, de fort contraste et a fraction
volumique élevée,

- pour le cas des arrachements aléatoires, la conductivité apparente aug-
mente avec le nombre des arrachements et le contraste.
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Figure 3.11 — Evolution de la conductivité thermique apparente normalisée d’un matériau
composite a inclusions cylindriques de facteur de forme 9 et sphériques en fonction de la
fraction volumique des arrachements (f.,; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15, neyr = nsp =
20, contraste = 2, 16, 256, 2048)
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Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés effectives élastiques
de VER de type matrice et inclusions sphériques et cylindriques. Les VER uti-
lisés dans ce chapitre sont les mémes VER générés dans le chapitre [3] Les ma-
tériaux (matrice et inclusion) sont toujours supposés homogenes et isotropes.
Aucune zone d’interface n’est prise en compte. Nous supposons les liaisons
parfaites entre les différents constituants. Les propriétés des matériaux sont



Chapitre 4. Etude morphologique des composites multiphasiques -
66 Homogénéisation élastique

normalisées et sont représentées par :

kmatrice _

matrice __ 1

inelusion _  inclusion _ .

ou k est le coefficient de compressibilité normalisé et p le coefficient de
cisaillement normalisé et ¢ le contraste variant de 2 & 2048 par pas multiplicatif
de 2.

La section présente le cadre de I’étude dans laquelle nous décrivons la
méthodologie générale adoptée pour la détermination des propriétés effectives.
Nous discutons de l'isotropie du VER de facon a montrer que les propriétés
effectives pourront étre représentées par les coefficients k et p. Dans les trois
sections suivantes, nous présentons l’étude réalisée pour les cas d’inclusions
sphériques dans la section [£.2] d’inclusions cylindriques et d'un mélange
d’inclusions sphériques et cylindriques) [4.4)). Les sections [4.5] et [4.6]sont dédiées
respectivement aux cas des ondulations et des arrachements aléatoires pour un
mélange d’inclusions.

4.1 Cadre de I’étude

4.1.1 Méthodologie générale

Nous adoptons la méme stratégie de type Monte Carlo utilisée dans le
chapitre |3| avec une génération aléatoire de n VER. L’évaluation des proprié-
tés effectives est alors basée sur une approche déterministe pour chacun des
VER généré aléatoirement. Nous calculons chaque tenseur homogénéisé par
le schéma itératif accéléré adapté a ’élasticité [53], et, par suite nous calcu-
lons la moyenne conduisant a la détermination de la propriété effective, en
conservant la résolution de 1923 pour les VER 3D. Nous qualifions de la méme
facon cette méthode d’homogénéisation stochastique. La variabilité du tenseur
homogénéisé a également fait 'objet d'une étude attentive dans ce cas de 1'ho-
mogénéisation en élasticité et nous sommes parvenus a la conclusion qu’un
échantillon de n = 10 VER est suffisant.

4.1.2 Calcul et représentation des propriétés effectives

Pour chaque VER généré, nous calculons le tenseur d’élasticité homogé-
néisé. Le considérant isotrope, nous pouvons le caractériser par le module
d’Young F et le coefficient de Poisson v, les coefficients de compressibilité k et
de cisaillement p ou les coefficients de Lamé A et u. Ces coefficients étant dé-
terminés pour chaque VER, une moyenne est calculée. Pour mesurer 'isotropie
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d’un tenseur C"™, nous calculons la distance de C"™ & Iisotropie[18], 55, [13] :
d(C"™, Tso) = min ||C"™ —C|| (4.1)
CeZso

ou Zso est 'ensemble des tenseurs isotropes. Nous en déduisons la distance
relative :

d(Che™ Tso)

dye1(C™ Ts0) = ,
|Cise]|

(4.2)

ot C*° est la projection de C"™ sur Zso.
Nous rappelons dans I'annexe [G] les détails du calcul de cette distance.

Un exemple d’illustration du calcul de la distance a I’isotropie

Prenons un VER composé de 20 spheres de fraction volumique 0.15 dont
les caractéristiques mécaniques normalisées sont : kmatrice — ymatrice — 1 of
finclusion — jinclusion — » — 16. Le tenseur homogénéisé¢ Ch™ g’écrit avec la

notation de Voigt :

(3153 0484 0477  0.004 0.012 —0.002]
0484 3.094 0.486 0.005 —0.002 -0.011
0477 0486  3.145 —0.007 0.011  0.002
0.004  0.005 —-0.007 1.313 —0.002 0.001
0.012 —-0.002 0.011 —-0.002 1.310  0.003

—0.002 —-0.011 0.002 0.001  0.003  1.310 |

Cchom — (4.3)

De ce tenseur C"™, nous déterminons les coefficients de Lamé du tenseur
C*: X = 0.488 et u = 1.316 en utilisant les équations (G.1)) et (G.2)). L’écriture

du tenseur C*° avec la notation dans la base Bechterew est d’aprés I'équation

C9) :

(312 0.488 0.488 0 0 0
0.488 3.12 0.488 0 0 0
Ciso _ 0488 0.488 312 0 0 0 (4.4)
0 0 0 2632 0 0
0 0 0 0 2632 0
|0 0 0 0 0 2.632]

D’apres ((G.7)), les valeurs propres de C** sont : A4 = 4.095 et Ay = 2.633.
De (B.11]), Cr™ s’écrit dans la base de Bechterew (voir annexe [B| section
B.2) C' comme suit :
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[3.153  0.484  0.477  0.006 0.0170 —0.003]
0.484  3.094 0.486  0.007 —0.003 —0.016
0.477 0486 3.145 —0.010 0.016 0.003
0.006 0.007 —0.010 2.626 —0.004 0.002
0.017 —0.003 0.016 —0.004 2.62  0.006
—0.003 —0.016 0.003  0.002 0.006 2.620

@)
Il

(4.5)

Nous calculons les 6 valeurs propres de C dont les 5 premieres sont proches
de A5 et la derniere proche de \i¥ a 0.05 pres :

A\ = 2.604
Xy = 2.612
A3 = 2.625

4,
Ay = 2.647 (4.6)
\s = 2.675
Xe = 4.10

Nous calculons la distance d(C"™ Zso) = 0.071 d’apres (G.8) et (G.9).
Nous constatons que cette distance est inférieure & 10~!. Nous calculons aussi
la distance relative au tenseur isotrope :

d(Chom, Tso)

dyet(C™ Is0) = .
[[Cos]|

(4.7)

Nous obtenons : d,..;(C"™ Zso) = 0.01. Autrement dit, nous commettons une
erreur de 1% en disant que C"™ est un tenseur isotrope.

Distance a l’isotropie pour des VER composés de spheéeres

Par suite, nous avons calculé la distance relative pour le tenseur d’élasticité
moyen d’un échantillon de n = 10 VER composés de 20 spheres, de fraction
volumique allant de 0.05 a 0.3 et de contraste allant de 2 a 2048. La Figure 4.1
montre que nous faisons une erreur au maximum de l'ordre de 1% en assimilant
le tenseur moyen homogénéisé a un tenseur isotrope.
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Figure 4.1 — Evolution de la distance relative & l’isotropie en fonction du contraste pour
un échantillon de n = 10 VER a inclusions sphériques (n,, = 20, fs, = 0.05,0.10,0.2,0.3).

Distance a l’isotropie pour des VER composés de cylindres

Nous procédons de la méme fagon en considérant n.,; = 20 cylindres et
une fraction volumique de cylindres f,,; = 0.05,01,0.15 et un facteur de forme
de 3 puis de 9. La Figure montre 1’évolution de la distance relative a
Iisotropie du tenseur d’élasticité moyen de 1’échantillon considéré en fonction
du contraste. Nous observons qu’a partir d’une fraction volumique f.,; = 0.1,
il y a une nette augmentation de la distance relative a l'isotropie mais qu’elle
reste au maximum de 1’ordre de 1.5% pour un facteur de forme 3, et de 'ordre
de 7% pour des cylindres plus élancés de facteur de forme 9.

0.020 4 0.08
0 foy=0.05 0 foy=0.05
2 fo=0.10 2 fo=0.10
} fop=015 0074 2 oits :
4
0.015 : 0.06 s
[} o
= 2 0.05 1
kS| g
o o
a9.010 @0.04
o o
S £ S
g 40,03 1 .
© B © . °
0.005 - ° 0.02 1
° 0.01 4 °
0.000 3 0.00 ¢
2 16 256 2048 2 16 256 2048
contraste contraste
(a) facteur de forme = 3 (b) facteur de forme = 9

Figure 4.2 — Evolution de la distance relative & I'isotropie en fonction du contraste pour
un échantillon de n = 10 VER & inclusions cylindriques (n¢y = 20, fe = 0.05,0.1,0.15,
facteur de forme = 3,9)
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Distance a l’isotropie pour des VER composés de cylindres et de
spheres

Nous considérons un mélange de ng, = 20 spheres et de ng.; = 20 cy-
lindres de facteur de forme 5 et de fractions volumiques égales fs, = foyr =
0.05,0.1,0.15. la Figure illustre I’évolution de la distance relative a l’isotro-
pie du tenseur d’élasticité moyen de I’échantillon considéré. La distance relative
est de l'ordre de 3.5% au maximum.
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Figure 4.3 — Evolution de la distance relative & I'isotropie en fonction du contraste pour
un échantillon de n = 10 VER a inclusions sphériques et cylindriques (ng, = ney = 20,
fsp = feyr = 0.05,0.1,0.15, facteur de forme = 5).

Des résultats obtenus pour les trois configuration testées, nous concluons
que I’échantillon des VER considéré suivant le cas est proche d'un tenseur
isotrope et qu’il pourra étre caractérisé par les coefficients de compressibilité &
et de cisaillement 41 (calculés d’apres les coefficients de Lamé ((G.1)) et (G.2)) et
la table de conversion (B.1))). Ce sont ces coefficients qui sont illustrés dans la
suite de ce chapitre pour illustrer les caractéristiques du tenseur homogénéisé.

4.2 Cas des inclusions sphériques

Dans le cas d’inclusions uniquement sphériques aléatoirement distribuées,
nous remarquons dans la Figure que les deux coefficients élastiques ho-
mogénéisés normalisés k et p suivent des évolutions identiques. La fraction
volumique des inclusions a un impact sur 'augmentation des coefficients élas-
tiques des que le contraste est supérieur ou égal a 16. L’augmentation est tres
nette entre les contrastes 2 et 16 mais beaucoup moins importante entre les
contrastes 16 et 256 ou 256 et 2048. Pour une fraction volumique f,, = 0.3, k
passe de 1.23 a 1.89 pour un contraste ¢ = 2 a ¢ = 16 soit une augmentation
de pres de 54%, et de 1.89 & 2.17 pour un contraste ¢ = 16 a ¢ = 256, soit
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une augmentation de 15%. Cette augmentation n’est plus que de 3% lorsque le
contraste passe de 256 a 2048. Pour le coefficient i, nous avons la méme obser-
vation avec des pourcentages un peu inférieurs. Pour une fraction volumique
inférieure comme par exemple fy, = 0.15, k n’augmente plus que de 22% en
passant de 1.11 a 1.36 entre les contrastes ¢ = 2 a ¢ = 16.
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Figure 4.4 — Evolution des coefficients de compressibilité k et de cisaillement z homogé-
néisés d’'un matériau composite a inclusions sphériques (ng, = 20) en fonction de la fraction
volumique (fsp) (contraste = 2, 16, 256, 2048)

4.3 Cas des inclusions cylindriques

Les Figures et représentent les coefficients de compressibilité et de
cisaillement normalisés en fonction de la fraction volumique des inclusions et
du facteur de forme (variant de 1 a 9). Plus le contraste est élevé et plus la
dépendance au facteur de forme est présente : les courbes plutot regroupées
pour le contraste ¢ = 16 (et confondues ¢ = 2, non représenté) se dissocient
avec 'augmentation du facteur de forme. Dans les Figures[£.5d et [4.6d, pour un
fort contraste ¢ = 2048, les coefficients élastiques homogénéisés augmentent :
le matériau se rigidifie. Pour comparer la Figure [4.4] avec les Figures et [4.6]
prenons par exemple la fraction volumique égale a 0.15, le facteur de forme
égal a 5 et le contraste ¢ = 2048, nous notons que la valeur de k passe de 1.45
a 1.96 et celle de p de 1.38 a 1.72 selon que le VER est composé de spheres
seules ou de cylindres seuls.
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Figure 4.5 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé d’un matériau com-
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Figure 4.6 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé d’un matériau com-
posite & inclusions cylindriques (n.,; = 20) en fonction de la fraction volumique et du facteur
de forme (contraste = 16, 256, 2048)

De ces résultats, nous concluons que la géométrie des inclusions est déter-
minante dans le résultat des propriétés effectives élastiques.

4.4 Cas d’un mélange de sphéres et de cy-
lindres

Nous considérons un mélange d’inclusions sphériques et cylindriques aléa-
toirement distribuées. Les trois parametres considérés sont le facteur de forme
des cylindres (dont 'influence a déja été relevée dans le cas de cylindres seuls),
le nombre d’inclusions et la répartition volumique de chaque type de géométrie.
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4.4.1 Influence du facteur de forme

Dans cette section, nous étudions l'influence du facteur de forme dans un
VER composé d'un mélange équitable en nombre d’inclusions et en fraction vo-
lumique pour les deux géométries d’inclusions. Nous avons fixé a 20 le nombre
d’inclusions respectives : ng,; = ns, = 20. Les parametres de cette étude sont
le facteur de forme variant de 1 a 10 et les fractions volumiques des inclusions
fsp €t fey. La Figure illustre 1’évolution du coefficient de compressibilité
homogénéisé k et la Figure [4.8| celle du coefficient de cisaillement homogénéisé
p pour trois cas de fractions volumiques : fo; = fsp = 0.05,0.1,0.15 et pour
les contrastes : 2,16, 256, 2048.
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Figure 4.7 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé d’un matériau com-
posite & inclusions cylindriques et sphériques (nq,; = ng, = 20) en fonction du facteur de
forme (feyi = fsp = 0.05,0.1,0.15, contraste = 2, 16, 256, 2048)
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Figure 4.8 — Evolution du coefficient de cisaillement homogénéisé d’un matériau composite
a inclusions cylindriques et sphériques(ney = ng, = 20) en fonction du facteur de forme
(feyt = fsp = 0.05,0.1,0.15, contraste = 2, 16, 256, 2048)

Les Figures [4.7] et [4.8) montrent les mémes évolutions pour les deux co-
efficients élastiques quels que soient le contraste, les fractions volumiques et
le facteur de forme. Les coefficients homogénéisés augmentent nettement avec
la combinaison de ces parametres. Si nous comparons maintenant les Figures
4.7 et [4.§ aux Figures [£.5] et [£.6] nous constatons que 'apport d’inclusions
sphériques dans le VER abaisse les coefficients homogénéisés de maniere signi-
ficative pour les cas de fort facteur de forme. Par exemple, pour un facteur de
forme fixé a 7, une fraction volumique fixée a 0.10 et un contraste ¢ = 256, k
est égal a 1.47 pour un mélange équitable en volume de spheres et de cylindres
et a 1.67 pour des cylindres seuls; u est égal respectivement a 1.35 et a 1.48,
soit une augmentation respective de 14% et 10%. Pour un contraste ¢ = 2048,
les écarts entre les deux configurations s’accentuent, k passe respectivement
de 1.5 a 1.75 et u de 1.38 a 1.54 soit une augmentation respective de 17% et
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14%.

4.4.2 Influence du nombre d’inclusions

Nous fixons désormais le facteur de forme a 5 de fagon a limiter I'influence
du facteur de forme et ainsi observer I'influence du nombre d’inclusions variable
indépendamment d’une géométrie a l'autre. Dans cette section, les fractions
volumiques f;, et fg,; varient indépendamment I'une de I'autre. La somme des
fractions volumiques va de 0.05 a 0.3.

Apres avoir calculé les tenseurs homogénéisés et les coefficients k et i, nous
avons constaté que le nombre d’inclusions n’avait pas d’influence notable sur
les coefficients homogénéisés. En effet, le nombre d’inclusions sphériques étant
fixé, nous avons observé 1’évolution des coefficients homogénéisés en fonction
du nombre d’inclusions cylindriques : il y a peu variations, les évolutions sont
stables. Nous avons alors choisi (arbitrairement) d’illustrer nos résultats pour
un nombre d’inclusions sphériques fixé a 18 en fonction du nombre d’inclusions
cylindriques dans les Figures[4.9 et [4.10] Nous notons pour les deux coefficients
que les courbes tracées sont quasiment des droites. Nous concluons que le
nombre d’inclusions a peu d’influence sur le comportement homogénéisé.
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Figure 4.10 — Evolution du coefficient de cisaillement homogénéisé d'un matériau compo-
site a inclusions cylindriques et sphériques en fonction de ney & ngp, fixé & 18 (foyr = fsp =
0.05,0.1,0.15, facteur de forme = 5, contraste = 2, 16, 256, 2048)

4.4.3 Influence de la répartition en volume

Nous étudions dans cette section I'influence de la répartition des fractions
volumiques entre les inclusions sphériques et cylindriques. Nous avons fixé le
nombre d’inclusions quel que soit la fraction volumique a 20 pour les deux
types de géométrie (n.; = ns = 20) et le facteur de forme a 5 pour les
inclusions cylindriques. Les Figures et illustrent 1I’évolution respective
des coefficients de compressibilité k et de cisaillement ;4 homogénéisés a fraction
volumique totale fixée en fonction de la fractions volumique f.,; et pour des
contrastes : 2, 16, 256 et 2048. A faible contraste ¢ = 2, il n’y a pas d’influence
de la répartition volumique sur les coefficients k et © homogénéisés. Quelle que
soit la répartition volumique entre les spheres et les cylindres, les coefficients &
et 1 ne varient pas. Par exemple, pour le contraste ¢ = 2 et une fraction totale
fsp T feyr = 0.2, k et pu sont égaux respectivement a 1.15 et 1.14 quelle que soit
la répartition. Pour un contraste ¢ = 16 et une fraction totale f,, + fo,; = 0.2,
il y a un début d’influence de la répartition, selon que la fraction volumique de
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spheres est prépondérante ou pas, k et u passent respectivement de 1.53 a 1.67
et de 1.46 a 1.55 soit une augmentation respective de 9% et 6%. Pour le méme
cas de fraction volumique fixée a 0.2 et un contraste supérieur ¢ = 256, k et
passent respectivement de 1.68 a 2.12 et de 1.58 a 1.86 soit une augmentation

respective de 26% et 18%.

Nous remarquons une nouvelle fois qu'un fort contraste combiné a une
grande fraction volumique des cylindres augmente nettement les coefficients

homogénéisés.
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Figure 4.11 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé d’un matériau com-
posite & inclusions cylindriques et sphériques en fonction des fractions volumiques f.,; et
fsp respectives (ne, = ngp = 20, facteur de forme = 5, contraste = 2, 16, 256, 2048)
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Figure 4.12 — Evolution du coefficient de cisaillement homogénéisé d'un matériau compo-
site a inclusions cylindriques et sphériques en fonction des fractions volumiques f.yi et fop
respectives (ney = nsp = 20, facteur de forme = 5, contraste = 2, 16, 256, 2048)

4.5 Cas des odulations des inclusions

Les parametres de 1’étude sont identiques & ceux décrits dans 3.5 nous les
rappelons :

- Neyl = Ngp = 20,
- fey = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15,

facteur de forme = 3,6, 9,

le parametre d’ondulation wave variant de 0 (aucune ondulation) & 0.28
avec un pas de 0.01.

Les Figures et illustrent 1’évolution du coefficient de compressi-
bilité homogénéisé k respectivement pour un facteur de forme égal a 3 avec
un contraste ¢ = 2,16, 256, 2048, et pour un facteur de forme de 6 et 9 avec
un contraste ¢ = 256, 2048. Les Figures et illustrent 1’évolution du
coefficient de cisaillement homogénéisé p pour les mémes facteurs de forme et
les mémes contrastes.
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Figure 4.13 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé d’un matériau com-
posite & inclusions cylindriques de facteur de forme 3 et sphériques en fonction de l'am-
plitude d’ondulation des surfaces des inclusions (fe,i = fop = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15,
Neyl = Nsp = 20, contraste = 2, 16, 256, 2048)
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Figure 4.14 — Evolution du coefficient de cisaillement homogénéisé d’un matériau com-
posite a inclusions cylindriques de facteur de forme 3 et sphériques en fonction de l'am-
plitude d’ondulation des surfaces des inclusions (fe,i = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15,
Neyl = Nsp = 20, contraste = 2, 16, 256, 2048)



4.5. Cas des odulations des inclusions 83

45 50
o fp=1ey =003 o fop=Toy=0.03
4.0 A fgp=1fey =0.08 45 A fgp=Toy =0.06
+ fop=fo=0.09 + fop=Toy = 0.09 °
x fop =foy=0.12 401 x fp=fy =012 o
8351 o fp=fo=0.15 . o fp=fo=0.15 s
s &0 3.5 00
o 3.0 ) o o o 0o®o™
_c_t_g oooo 00 oooo 0900 o g 30 LS o PR ¢ &
£ 25 %ox S X
< 2.0 o gt 2 P
B T T e LA e S e 2 2.0 { gt g g
1.5 { AABA A B AAAL SO AL AL BDBA 15 | aabs s asssaan DA AL DAL A
000000000000 0000 O 0000 ’ 0000000000 D0 0000 Q00O
1.0 1.0
000 005 010 015 020 025 0.30 000 005 0.10 0.15 020 025 0.30
wave wave
(a) Contraste = 256 (b) Contraste = 2048
facteur de forme = 6 facteur de forme = 6
5.0 6.0
o fop="fo=0.03 o fop=Toy=0.03
451 a0 fy=Ty=006 551 LA =Ty =006
+ fop=foyi = 0.09 50 “+ fop=Toy=0.09 o
401 x fp=fy=012 . fop=foy=0.12 o0
o fp=fo=0.15 o000 451 0 fop=foy=0.15 L
835 o o ° 00y 0 4 LIPS o e O
2 00Cp. 0. 00 B 50O L 40 {00y o ? 3
© ©
£ 30 i} £ 35 -
o XX X% <] x oo X
52‘5 XXX X X Ko X o _53,0 XX oxe Ko X Kok x X
00 T T RLNIE A 25 TR At
AADD A A AADD AL DD DDA A DDA 2.0 DAB Dt AASA . DA DA AA BB S A A
15
0.00.0 01 ©116.0:0 011100010005 -0 +0.0 0 15 oo 0000 00 00 00 0. 0000
1.0 1.0
000 005 010 015 020 025 0.30 000 005 0.10 015 020 025 0.30
wave wave
(¢) Contraste = 256 (d) Contraste = 2048
facteur de forme = 9 facteur de forme = 9

Figure 4.15 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé d’un matériau com-
posite & inclusions cylindriques (de facteur de forme 6 et 9) et sphériques en fonction de
l'amplitude d’ondulation des surfaces des inclusions (fzy; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15,
Neyl = Nsp = 20, contraste = 256, 2048)
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Figure 4.16 — Evolution du coefficient de cisaillement homogénéisé d’un matériau com-
posite & inclusions cylindriques (de facteur de forme 6 et 9) et sphériques en fonction de
I'amplitude d’ondulation des surfaces des inclusions (fqy; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15,
Neyl = Nsp = 20, contraste = 256, 2048)

Dans les Figures [4.13| et |4.15] [4.14] et |4.16, pour un contraste supérieur a

¢ = 16, et pour des fractions volumiques d’au moins 0.09 pour chaque type
d’inclusion, nous observons une augmentation de k et de p accentuée par 'aug-
mentation du contraste, du facteur de forme et de la fraction volumique totale
des inclusions. Par exemple, pour un contraste ¢ = 256, une fraction volumique
fsp + feyr = 0.3 et un faible facteur de forme de 3, k passe de 2.43 & 2.92 soit
une augmentation de 20% du cas d’aucune ondulation au cas d’ondulation de
grande amplitude (wave = 0.28), u passant respectivement de 2.23 & 2.69 soit
une augmentation de 20% également. De la méme fagon, pour un contraste
¢ = 2048, k passe de 2.56 a 3.56 soit une augmentation de 39%, u passe de
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2.36 a 3.32 soit une augmentation de 40%.

Etant donnée cette augmentation de k et & pour un faible facteur de forme
dans le cas de grande fraction volumique et de grande amplitude des on-
dulations, et les fluctuations observées pour une grande fraction volumique
(fsp+ feyr = 0.3) nous effectuons une vérification de 'hypothese d’isotropie des
VER. Ainsi, pour le cas de fraction volumique totale égale a 0.3, de parametre
wave dépassant 0.2, les tableaux illustrent la distance relative a l'isotropie
pour les contrastes 256 et 2048 et les facteurs de formes 3 et 9.

wave
0.2 0.23 0.25 0.28
contraste

256 0.02 0.02 0.02 0.02
2048 0.04 0.04 0.04 0.04
Facteur de forme 3, f.y = fop = 0.15

wave
0.2 0.23 0.25 0.28
contraste

256 0.08 0.06 0.04 0.06
2048 0.1 0.07 0.05 0.08
Facteur de forme 9, f.yi = fop = 0.15

TABLE 4.1 — Distance relative & l'isotropie du tenseur moyen homogénéisé & l'isotropie
pour une fraction volumique totale de 0.3 (fey; = fsp = 0.15) pour le cas d’ondulations des
inclusions

Pour un facteur de forme égale a 3, la distance relative a l'isotropie st au
maximum de 4% avec un contraste de 2048 mais pour un facteur de forme de
9, la distance relative a l'isotropie est de I'ordre de 10% pour un contraste de
2048. Dans ce cas nous pouvons encore considérer I’hypothese d’isotropie valide
mais nous notons 'augmentation cohérente avec celle du facteur de forme.

4.6 Cas des arrachements aléatoires des inclu-

sions

Nous considérons une deuxieéme fagon d’altérer les inclusions en arrachant
aléatoirement des morceaux. Cet arrachement des inclusions est fait de fagon
sphérique comme cela est illustré dans le chapitre [2] a la section [2.5.2] Les
inclusions altérées ont perdu leur géométrie initiale. La fraction volumique
reste inchangée.

Pour étudier 'influence de ces arrachements aléatoires sur les coefficients
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élastiques homogénéisés, nous avons choisi des VER composés de 20 spheres
et 20 cylindres de facteur de forme allant de 3 a 9 et de fraction volumique
identique pour les deux géométries. Nous montrons les résultats obtenus pour
un facteur de forme égal a 3 puis a 6 et a 9 en prenant en compte le contraste
et la fraction volumique des incluions. Les Figures et illustrent 1’évo-
lution du coefficient de compressibilité homogénéisé k et les Figures [4.18| et
[4.20] celle du coefficient de cisaillement homogénéisé u. Pour les Figures [4.19)
et , seuls les forts contrastes (¢ = 256 et ¢ = 2048) sont illustrés.
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Figure 4.17 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé k d’un matériau
composite a inclusions cylindriques de facteur de forme 3 et sphériques en fonction de la
fraction volumique des arrachements (f.,; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15, neyr = nsp =
20, contraste = 2, 16, 256, 2048)
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Figure 4.18 — Evolution du coefficient de cisaillement homogénéisé x4 d’un matériau com-
posite a inclusions cylindriques de facteur de forme 3 et sphériques en fonction de la fraction
volumique des arrachements (fe; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15, ney = ng = 20,
contraste = 2, 16, 256, 2048)
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Figure 4.19 — Evolution du coefficient de compressibilité homogénéisé k d’un matériau
composite & inclusions cylindriques (de facteur de forme 6 et 9) et sphériques en fonction
de la fraction volumique des arrachements (f.,; = fsp = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15, ney =
nsp = 20, contraste = 256, 2048)
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Figure 4.20 — Evolution du coefficient de cisaillement homogénéisé y d’un matériau compo-
site & inclusions cylindriques (de facteur de forme 6 et 9) et sphériques en fonction de la frac-
tion volumique des arrachements (f.; = fop = 0.03,0.06,0.09,0.12,0.15, ney = ng, = 20,
contraste = 256, 2048)

A fort contraste (supérieur a 16), les coefficients k et ;1 augmentent en fonc-
tion de la fraction volumique des arrachements. Par exemple, dans la Figure
[.17d], pour une fraction volumique f, + fo,; = 0.3, un contraste ¢ = 2048, un
facteur de forme de 3, k passe de 2.53 a 3.27 du cas d’aucun arrachement au
cas d’arrachements de fraction volumique 0.3 et p passe de 2.35 a 3.07, soit
une augmentation pour les deux coefficients de 30%.

Nous remarquons des fluctuations lorsque la fraction volumique des inclu-
sions est égale a 0.18 ou 0.3. Comme dans le cas des ondulations des inclusions,
nous pouvons nous interroger sur I’hypothese d’isotropie des VER pour des
cas de grande fraction volumique et de fort contraste. Le tableau donne
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la distance relative a lisotropie pour les VER avec une fraction volumique
d’arrachements (notée fz; dans le tableau) supérieure a 0.2 et un contraste
de 256 ou 2048. Les deux cas de facteurs de forme 3 et 9 sont étudiés.

Jaes 0.2 0.23 0.25 0.28
contraste

256 0.013 0.032 0.032 0.029
2048 0.015 0.045 0.047 0.042
Facteur de forme 3, fey1 = fop = 0.15

Jaes 0.2 0.23 0.25 0.28
contraste

256 0.06 0.07 0.06 0.8
2048 0.11 0.10 0.08 0.12
Facteur de forme 9, foyi = fop = 0.15

TABLE 4.2 — Distance relative a l'isotropie du tenseur moyen homogénéisé a l'isotropie
pour une fraction volumique totale de 0.3 (fey + fsp = 0.15) pour le cas d’arrachements
aléatoires

Le tableau montre que la distance relative a I’isotropie est peu sensible
a la fraction volumique des arrachements aléatoires avec fq.y > 0.2. Nous
remarquons dans le tableau que 'ordre de grandeur des distances relatives
est inférieur a 5% pour un faible facteur de forme (3) avec un fort contraste
(¢ = 2048). Pour un facteur de forme trois fois plus grand, la distance relative
a l'isotropie est de 'ordre de 10% lorsque le contraste ¢ = 2048. Nous notons
que les valeurs sont du méme ordre que celles vues dans le tableau

Conclusion

Les inclusions cylindriques améliorent d’autant plus la rigidité du matériau
que leur facteur de forme est grand. Le contraste est aussi un élément important
et déterminant dans I’évolution des coefficients homogénéisés. Pour les cas
d’ondulations ou d’arrachements aléatoires des inclusions, leur impact apparait
pour des fractions d’inclusions totales dépassant un certain seuil et lorsque
I’amplitude des ondulations ou la fraction volumique des arrachements est
grande.
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Chapitre 5

Comportement thermique
homogénéisé des composites a
inclusions sphériques pelliculées

Sommaire
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I5.2 Etude de la conductivité thermique apparente d’un |

| composite a inclusions sphériques pelliculées| . . . 96

Dans le cadre industriel de la these, nous avons travaillé sur la modélisa-
tion et I’étude des propriétés thermiques effectives d'un composite a matrice
polymere renforcé par des inclusions sphériques pelliculées par un matériau
beaucoup plus conducteur que les matériaux constituant la matrice et le coeur
de 'inclusion. Il s’agit d’étudier la configuration d’un composite a trois phases
(matrice, inclusion, pellicule). Nous étudions dans ce chapitre la conductivité
thermique apparente en fonction de 1’épaisseur de la pellicule de tels compo-
sites.

La section compare des modeles analytiques [21],146] & la méthode numé-
rique basée sur la FFT utilisée dans ce mémoire pour déterminer les propriétés
effectives (validée dans le chapitre |1 dans le cas de matériaux de type matrice
et inclusions). La section décrit le cadre et les résultats de cette étude
a caractere industriel dans laquelle la fraction volumique des billes avec leur
pellicule est fixée a 0.3 : la composition des VER étudiés en terme de nombre
d’inclusions et le nombre de générations nécessaires une épaisseur de pellicule
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fixée dans la continuité d’une approche stochastique pour la détermination
d’un comportement effectif.

5.1 Modeles analytiques et comparaison avec
une méthode basée sur la FFT

Nous considérons une sphere de matériau 1 entourée d’une pellicule de
matériau 2 plongée dans une matrice de matériau 3. Les matériaux 1 et 3 sont
peu conducteurs et le matériau 2, la pellicule, est tres conducteur. Nous notons
respectivement les fractions volumiques f; du matériau 1, fo du matériau 2 et
f3 du matériau 3.

7

Figure 5.1 — Une sphere pelliculée de coeur 1, de pellicule 2 et de matrice 3

Soit [ le rapport de I’épaisseur de la pellicule sur le rayon de la sphere :

lr

Figure 5.2 — Une sphere pelliculée de rayon r et d’épaisseur h = Ir

5.1.1 Modele de Mori-Tanaka pour trois phases

Dans [46], les auteurs étudient les modeles analytiques basés sur I'inclusion
d’Eshelby dans le cas de composites a inclusions anisotropes avec des interfaces
hautement conductrices. Dans le cas particulier d’une inclusion sphérique, fi-
nement pelliculée, avec une matrice et une inclusion homogene et isotrope le
modele de Mori-Tanaka s’écrit :

N 3fAs(A1 — A3 + 2),)

= A3 = (5.1)
3hs + (1= f)(A — Az +2),)
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avec f = f1 4+ fo la fraction volumique de l'inclusion, et X la conductivité
surfacique de la pellicule définie comme suit :

A = hds _ I\ (5.2)
T

5.1.2 Inclusion équivalente

Dans [21], les auteurs définissent la conductivité effective A, d’une inclu-
sion sphérique homogene isotrope de conductivité \; entourée d'une pellicule
homogene isotrope de conductivité Ay (voir Figure d’épaisseur constante
comme suit :

fA2(A1 — o)

Ae = Ao +
2T N+ S (1= A —N)

(5.3)

avec S7 désignant la composante du tenseur d’Eshelby pour une sphere (voir
Annexe @ et f la fraction volumique de Iinclusion au centre égale a (1 —1)3.
En remplagant la valeur de la composante du tenseur d’Eshelby dans (5.3)), il
vient :

3f (M — Ao)
3+ (1= f)(M — M)

Ae = Ao+ (5.4)

Nous retrouvons 'expression donnée dans [54] avec les spheéres multi pelli-
culées.

La sphere pelliculée modélisée devient une sphere homogene de conductivité
Xe. Nous estimons ensuite la conductivité effective du VER composé de cette
sphere plongée dans une matrice par la méthode basée sur le schéma itératif
accéléré. Nous obtenons une estimation basée sur l'inclusion équivalente et
I’homogénéisation périodique.

5.1.3 Application numérique et comparaison

Nous considérons une sphere de pellicule d’épaisseur constante de fraction
volumique égale a 0.05, 0.1 et 0.15. La pellicule est identifiée par le parametre
I, voir la Figure [5.2] variant de 0.04 a 0.1 (pas de 0.01) et de 0.1 4 0.9 (pas de
0.1).

Nous supposons chaque constituant homogene et isotrope de telle sorte que
le tenseur de conductivité thermique s’exprime sous la forme Al ou A est la
conductivité et I le tenseur identité en dimension trois :

>‘3 = )‘matrice =1 WK?l-mil,
>‘2 = )\pellicule =400 VV.K_l.m_l,
)\1 = )\inclusion =0.2 WK_I.m_l.
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Dans l'estimation numérique basée sur le schéma accéléré avec la FFT, le
tenseur de conductivité thermique de référence utilisé est de la forme A\I([53])
pour un composite a trois matériaux avec :

Ao =— | min(\) x maz(\) =—4v5 (5.5)

A€{1,0.2,400}  A€{1,0.2,400}

Pour le calcul basé sur I'inclusion équivalente puis I’estimation basée sur le
schéma accéléré avec deux phases, nous définissons Ay par :

)\O =V )\e)\matrice = _\//\>€ (56)

Les estimations numériques ont été réalisées en résolution 256°. Les Fi-
gures et (en échelle logarithmique du ratio [) comparent la conductivité
thermique apparente pour les trois cas de fraction volumique.

1.160 1.34
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1.156 1.33
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1.152 1.32
[oX o
§1.150 §
< <
1.148 1.31
—m— FFT 3 phases
1.146 s FFT 3 phases --e-- Modele avec inclusion équivalente
1.144 --=-- Modéle avec inclusion équivalente 1.30 e~ Modéle MT 3 phases
1.142 --0-- Modéle MT 3 phases
1.140 1.29
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(C) f1 + fg = 015

Figure 5.3 — Comparaison du modele de Mori-Tanaka (3 phases), du modele avec inclusion
équivalente et avec la FFT (3 phases) (en W.K~1.m™1)



5.1. Modeles analytiques et comparaison avec une méthode basée sur la

1.160 1.34
1.158 )
1.156 1.33
1.154
1.152 1.32
Q Q
§1.150 §
< <
1.148 1.31 v
—m— FFT 3 phases
1.146 7/ _a FFT3phases p --+-- Modéle avec inclusion équivalente
. ~-o-- Modéle MT 3 ph
1.144 --e-- Modele avec inclusion équivalente 1.30 © odele 3 phases
1.142 --0-- Modéle MT 3 phases
1.140 1.29
T T T T T T T T T T T 1T T T T T T 71T T T T T T T 1T
0.04 0.1 02 03 05 08 0.04 0.1 02 03 0.5
l 1
(a) f1+ f2=0.05 (b) f1+ f2=0.10

1.54
1.52

Q
§1.50
<

/= FFT3phases
1.48 1 --+-- Modeéle avec inclusion équivalente
--0-- Modele MT 3 phases

1.46

T T T
0.04 0.1 02 03 05
1

(c) fi + f2=0.15

Figure 5.4 — Comparaison (en échelle logarithmique) du modéle de Mori-Tanaka (3 phases),
du modele avec inclusion équivalente et avec la FFT (3 phases) (en W.K~t.m™1)

Pour des pellicules fines (I < 0.1), le modele de Mori-Tanaka, le modele in-
clusion équivalente et I’estimation par la FFT sont proches. Pour des pellicules
de ratio [ > 0.1, le modele inclusion équivalente et 1’estimation numérique par
la FF'T restent proches. Cela est cohérent avec le fait que le modéle analytique
de Mori-Tanaka est donné dans le cas de pellicules fines.

L’écart relatif entre l'estimation par la FFT 3 phases et le modele avec
Iinclusion équivalente, pris comme référence augmente avec la fraction volu-
mique de l'inclusion tout en restant au maximum de lordre de 2.107% pour
une sphere de fraction volumique égale a 0.15.

Pour la suite, nous retenons le modele avec l'inclusion équivalente pour le
comparer a la FFT (3 phases) dans le cas de notre étude avec une fraction
volumique des inclusions de 0.3.
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5.2 Etude de la conductivité thermique ap-
parente d’un composite a inclusions sphé-
riques pelliculées

Le VER comporte un ensemble de spheres de méme rayon pelliculées d’épais
seur constante définie par le parametre [, le ratio d’épaisseur. La fraction volu-
mique de I’ensemble des inclusions est fixée a 0.3 et nous choisissons la résolu-
tion 2562 pour les images 3D. Parallélement au nombre de spheres pelliculées
composant le VER déterminé en fonction de la variabilité du tenseur homogé-
néisé, nous voulons nous assurer qu’a la résolution choisie (256%), la pellicule
soit matérialisée sans discontinuité. En ce sens, la taille d’échantillon retenue
pour chaque épaisseur de pellicule définie par son ratio [ est n = 10 VER,
composés de ng, = 40 spheres pelliculées.

Le ratio [ varie de 0.06 a 0.9. En effet, le nombre de voxels représentant
I'épaisseur de la pellicule & une résolution Res® pour un nombre d’inclusions
sphériques ny), est calculé de la fagon suivante :

3x03 |7
Nombre de voxels = [ x Res X 1y, = [ X Res X () (5.7)
4 X T Xng

Pour un nombre de sphéres ng, = 40, et a une résolution 2567, la Figure
illustre le nombre de voxels représentant la pellicule en fonction du ratio [.
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Figure 5.5 — Nombre de voxels en fonction du ratio d’épaisseur de la pellicule [ (résolution
= 2562, ng, = 40)

En fixant [ > 0.06, le nombre de voxels minimm est d’environ 2 comme
l'illustre la Figure [5.5
La fraction volumique de la pellicule est calculée selon I'égalité suivante :

For = (1= (1=1)%) x 0.3 (5.8)
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Le tableau [5.1]indique la répartition de la fraction volumique de la pellicule
et des inclusions dont la somme est égale a 0.3.

l 0.06 0.08 0.1 0.2 0.3
frel 0.0508 | 0.0664 | 0.0813 | 0.1464 | 0.1971
finer || 0.2492 | 0.2336 | 0.2187 | 0.1536 | 0.1029

l 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
fpel 0.2352 | 0.2625 | 0.2808 | 0.2919 | 0.2976 | 0.2997
finer || 0.0648 | 0.0375 | 0.0192 | 0.0081 | 0.0024 | 0.0003

TABLE 5.1 — Répartition des fractions volumiques de la pellicule et de ’inclusion en
fonction du ratio d’épaisseur [ > 0.06

Les conductivités des matériaux sont les mémes que dans [5.1.3|

Les VER a trois phases étudiés étant définis, nous avons calculé la conduc-
tivité thermique apparente au moyen du schéma accéléré basé sur la FFT pour
ces VER. Nous avons estimé par le modele de l'inclusion équivalente
la conductivité apparente. La Figure présente les résultats obtenus pour
[ > 0.06.

2.8
27
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24
2.3
22
2.1
2.0

)"app

—=— FFT 3 phases
--+-- Modeéle avec inclusion équivalente

01 02 03 04 05 06 07 08 09
l

Figure 5.6 — Evolution de la conductivité thermique apparente en fonction du ratio d’épais-
seur [ > 0.06 de la pellicule en 256% (en W.K~1.m~1)

La valeur obtenue avec la FFT (3 phases) surestime la valeur calculée avec
le modele de l'inclusion équivalente pour [ > 0.1. Pour 0.06 < [ < 0.1, c’est
le contraire. En effet, pour [ > 0.1, le nombre de voxels est supérieur ou
égal a 3 (voir Figure ce qui signifie que la pellicule est bien représentée
dans I'image 3D. Nous notons que 1’écart relatif entre les deux courbes pour
[ > 0.1 est inférieur a 0.05 (en prenant comme référence le modele de I'inclusion
équivalente).

Nous retenons que la conductivité apparente augmente beaucoup plus pour
des pellicules fines et qu’ensuite a partir de [ = 0.3, la conductivité devient
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stable. Une épaisseur de ratio [ = 0.3 correspond a une fraction volumique de
pellicule importante de 1'ordre de 0.2 (voir le tableau . Nous concluons que
la pellicule apporte une amélioration de la conductivité apparente mais qu’elle
reste bornée, méme si les inclusions étaient completement composées de maté-
riau tres conducteur, la conductivité effective atteint une valeur limite. C’est
un résultat connu [34], le comportement effectif est gouverné par la matrice
peu conductrice, représentant 70% du VER dans notre cas.

Toutefois, si les inclusions n’avaient aucune pellicule, la conductivité appa-
rente serait de 0.7W.K~'.m™!. Dans le cas d’'une pellicule de ratio [ = 0.06
soit une fraction volumique de la pellicule égale a 0.05, la conductivité appa-
rente est de 2.4W.K~1.m~! autrement dit la présence de la pellicule améliore
la conductivité d’un facteur de 3.4. Pour une pellicule de ratio I = 0.1 soit une
fraction volumique de 0.08, le facteur est de 3.6.

Pour l'industriel en recherche d’amélioration des propriétés thermiques,
I’ajout de pellicule tres conductrice a des billes peu conductrices apporte une
amélioration d’un facteur supérieur a 3 méme avec 5% de pellicule. Néanmoins,
il sera inutile de trop pelliculer puisque 'amélioration de la conductivité est
limitée.
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Chapitre 6

Etude d’un stratifié cousu en
polymere composite et tissu de
carbone
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Introduction

L’un des objectifs du projet ACCEA est d’augmenter la conductivité ther-
mique selon la direction z d’un matériau composite de type stratifié alternant
une couche de polymere composite peu conducteur et une couche de tissu de
carbone tres conducteur. En lien avec Zodiac Aerospace, nous exposons notre
démarche sur I’étude de la modélisation du composite stratifié cousu et ’étude
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de son comportement effectif selon un certain nombre de paramétres comme le
choix du polymere composite, du tissu de carbone, et du type de couture. Ce
chapitre compare des stratifiés cousus et non cousus dans le but de quantifier
I’amélioration de la conductivité avec la couture.

La section présente une approche des tissus de carbone puis la modé-
lisation réalisée pour 'armure du tissu retenue dans la section [6.2] La section
montre les différentes modélisations du composite stratifié étudiées selon
deux versions de couture. La section [6.4] décrit ’ensemble des calculs réalisés
formant un premier plan d’expériences et les résultats obtenus. A l'issue de
ce plan, une version du stratifié a été fixée par 'industriel et un second plan
d’expériences a été conduit selon la composition des fibres de carbone (fibres
ex-PAN ou ex-BRAI mesophase). La section illustre les résultats de ce se-
cond plan dans lequel nous avons pris en compte la modélisation du tissu de
carbone exposée en [6.2]

Afin d’utiliser la procédure d’homogénéisation utilisée dans ce mémoire
(chapitrdl] section [1.4]), nous avons opté pour une modélisation basique don-
nant une premiere idée.

6.1 Les tissus de carbone

Un tissu est un agencement de fils qui s’entrecroisent perpendiculairement
dans le plan constituant 'armure du tissu. Les industriels qui fabriquent des
fibres qui n’existent pas dans la nature comme des fibres de viscose, de polyes-
ter (fibres organiques) ou des fibres de carbone, de verre (fibres inorganiques)
conservent le langage utilisé dans I'artisanat du tissage. Nous parlerons ainsi
de fils de trame (fils horizontaux) et de fils de chaine (fils verticaux), dont un
schéma est donnée dans la Figure [6.1] 11 y a trois types d’armures principale-
ment : la toile (ou le taffetas), le sergé et le satin illustrées dans la figure |6.2]
Pour I'armure sergé, on distinguera le sergé 1/3 (1 fil pris, 3 fils laissés), le 2/2
(2 fils pris, 2 laissés) et le 2/1 (2 pris, 1 laissé). Sur la Figure [6.2] il s’agit du
sergé 2/1.

Les premieres fibres de carbone datent de la fin du 19°™¢ siecle mais c’est
a partir du milieu du 20°™¢ siecle avec des processus de fabrication novateurs
aux Etats-Unis et en Lorraine que les fibres de carbone se développent dans
I'industrie. Leurs applications sont nombreuses et sont dues a leurs qualités de

haute résistance mécanique pour une densité faible.

6.2 Modélisation d’un sergé 2/2 imprégné

L’armure choisie pour le textile de carbone est le sergé 2/2 (le fil de trame
passe sous deux puis sur deux fils de chaine) comme l'illustre la Figure
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Fil de trame .
Pris : passage du

fil de trame sous
le fil de chaine

‘=
=
=

A EERER P .
a sl Sauté ou laissé :
EEREDNE passage du fil de
‘a B sl trame sur le fil
ERERD de chaine

e

'\\\:

Fils de chaine

Figure 6.1 — Représentation d’une armure toile avec le fil de trame et le fil de chaine
(source: Lycée Charles Mongrand)

Armure toile Armure sergé Armure satin

Un sauté

Figure 6.2 — Les armures de base (source: Lycée Charles Mongrand)

Pour la modélisation de ce textile de carbone en sergé 2/2, nous avons
choisi des fils de section constante carrée pour plus de facilité. Etant donné
I'épaisseur du fil que nous supposons constante, le tissage en sergé 2/2 crée
des vides entre les deux fils de chaine consécutifs passés ou pris. Comme ce
textile de carbone est ensuite imprégné de polymere compositel], nous avons
donc incorporé ce polymere composite dans les "trous" et nous avons ajouté a
notre modélisation une couche de polymere composite au dessus et en dessous
du textile de carbone. Nous avons enfin ajouté des porosités apparaissant lors
de I'imprégnation notamment dans les coins, elles représentent au maximum
2.5%. Les vues en 3D au moyen de gmsh donnent les Figures et dans
lesquelles le fil de trame est en vert clair, le fil de chaine en vert foncé, le
polymere composite en orange et les porosités en bleu.

Cette modélisation du tissu de carbone est utilisée dans le deuxieme plan
de cette étude. Dans un premier temps, nous supposerons les caractéristiques
effectives de chaque matériau intervenant dans la conception du stratifié connu.

1. en général appelé par les industriels résine composite
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Figure 6.3 — Modélisation d’un sergé 2/2

6.3 Modélisation d’un stratifié composite cousu

6.3.1 La couture

Une fois le tissu imprégné de polymere composite modélisé, nous concevons
le stratifié composé de ce tissu en carbone imprégné, de polymere composite
et cousu de fil de cuivre. Dans le cadre du projet, nous avons étudié plusieurs
types de coutures : point long, point court, espacement entre les points et
entre les lignes de couture. Les différentes options de couture retenues pour le
premier plan d’expériences sont illustrées dans la Figure [ en vue de dessus et
sont décrites comme suit :

- version 1 : points longs de longueur d; = 5mm, espacement entre les
lignes de couture et les points consécutifs de longueur dy = d3 = 2.5mm,
section du fil : carrée de coté environ 0.11mm,

- version 2 : points courts de longueur d; = 2.5mm, espacement entre les
lignes de couture et les points consécutifs de longueur dy = d3z = 2.5mm,
section du fil : carrée de coté environ 0.11mm.

Nous remarquons que la vue pour la couture de la version 1 est rectangulaire
et carrée pour la version 2. Cela est dli aux deux versions de couture dans la
recherche d’'un volume élémentaire représentatif.

6.3.2 Les 4 versions de stratifiés cousus étudiés

Le composite stratifié étudié est la succession de cing couches : tissu im-
prégné / polymere composite / tissu imprégné / polymeére composite / tissu
imprégné et cousu selon les 2 versions exposées. Selon les épaisseurs de chacune
des couches et le type de couture, nous avons plusieurs plusieurs versions de
stratifiés que 'on nomme A, B, C et D. Les stratifiés A et B ont la couture 1
et les stratifiés C et D ont la couture 2. Le tableau indique les épaisseurs
de chaque couche selon la version.

Dans la Figure [6.7, nous donnons une vue 3D obtenue avec gmsh de la
version B du stratifié (réutilisée dans la section avec 'ensemble des ma-
tériaux constituant le stratifié et une vue sans le tissu de carbone imprégné
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&
(a) Les fils de trame (b) les fils de trame et de chaine

4
LY
(c) Les couches de polymere composite

(dessus et dessous) et l'imprégnation
avec des porosités

Figure 6.4 — Vues 3D des éléments constituant le textile de carbone aprés imprégnation
de polymere

montrant le passage du fil de cuivre a travers les différentes couches. Légende
de la Figure [6.7]:

- rouge : fil de cuivre,
- vert : tissu de carbone imprégné de polymere composite,

- orange : polymere composite.

6.4 Premier plan d’expérience avec les quatre
versions de stratifiés

6.4.1 Description du plan d’expérience

Dans ce premier plan d’expériences, nous avons supposés tous les matériaux
homogenes. Le polymere composite et le fil sont supposés isotropes, le tenseur
de conductivité thermique de ces deux matériaux sont des matrices diagonales.
Le tissu de carbone imprégné est supposé orthotrope dans la direction z. Les
tableaux donnent toutes les conductivités testées respectivement pour le
tissu de carbone imprégné, le polymere composite et le fil.
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Figure 6.5 — Vue 3D du composite tissu de carbone imprégné

Polymere N
Polymere

composite -
composite

Fil de cuivre Fil de cuivre

(a) Version 1 : points longs (b) Version 2 : points courts

Figure 6.6 — Les deux versions de couture retenus dans le premier plan d’expériences en
vue de dessus

L’objectif de ce plan d’expériences est de pouvoir observer 'influence de la
couture pour chacun des stratifiés. Ce plan a nécessité 480 calculs de tenseur
de conductivité homogénéisé en considérant 24 tenseurs de conductivité pour
le tissu imprégné, 5 tenseurs de conductivité pour la résine et 4 versions de
stratifiés.

(a) Vue générale du stratifié cousu (b) Vue des couches de résine composite
et de la couture

Figure 6.7 — Vue 3D de la version B du stratifié cousu
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Versions A Version B
et C et D
1% couche de tissu de carbone imprégné 0.7 0.47
2¢me couche de polymeére composite 0.82 0.94
3%me couche de tissu de carbone imprégné 0.7 0.94
4%me couche de polymere composite 0.82 0.94
5%me couche de tissu de carbone imprégné 0.7 0.47

TABLE 6.1 — Description des épaisseurs de chaque couche de polymeére composite et de
tissu de carbone imprégné selon les 4 versions de stratifiés (en mm)

6.4.2 Résultats

Les tenseurs homogénéisés calculés présentent une conductivité orthotrope
dans la direction z. La composante en x dans le sens de la couture est supérieure
de 10% par rapport a la composante en y en cohérence avec la conception du
stratifié.

Les Figures|6.8al, [6.9al,[6.10a}, [6.11a] présentent les résultats de la composante
Ahem dy tenseur de conductivité thermique homogénéisé pour les stratifiés A, B,

C et D; en jaune pour le stratifié cousu et en gris pour le stratifié non cousu,
en conservant les symboles choisis pour les différents polymeres composites
(abrégé en \Pelv=comp)) Nous observons une augmentation de la conductivité
homogénéisée en z avec la couture pour chaque version. Pour la quantifier,
nous définissons le gain en W.m™1. K~ par A(Am)
h h h

A(/\ om) = )‘z,ogz/ec couture )‘z,msv;ns couture (61)
Les Figures [6.8b] [6.9D] [6.10D] [6.116] présentent le gain selon la version du
stratifié :
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10 0 O
Valeurs @ 0 10 O A €{1,2,4,6,8,10}
0 0 X,
20 0 O
Valeurs @ 0 20 0 A. € {2,4,5,10,15,20}
0 0 X,
320 0 0
Valeurs @ 0 320 O . € {1,40,110, 180,250, 320}
0 0 X
500 O 0
Valeurs @ 0 500 0 . € {250,300, 350, 400, 450, 500}
0 0 A
Conductivités testées pour le tissu de carbone
Polymeére A0 0
composite 0 X O A €{0.2,0.8,1.2,1.6,2}
0 0 X
Conductivités testées pour le polymere composite
A0 O
Fil de cuivre 0 X O A =390
0 0 X

Conductivité du fil de cuivre

TABLE 6.2 — Les conductivités thermiques du tissu de carbone, du polymeére composite et
du fil en Wom L. K1

Pour les tissus de carbone moins conducteurs (valeurs @ et @ du tableau
, le gain est au minimum de 0.6 W.m 1. K~! pour les versions A et B
(points longs) et de 0.9 W.m~'. K~ pour les versions C et D (points courts).
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Sans couture
1.5
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& }proly—comp) - 16 104 o )\(Zpo\yfcomp) - 16
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}“(Ussuwarbone) }L((issufcarbone)
z z
(a) Alom (b) gain

Figure 6.8 — Stratifié A (points longs) - A\"°™ et gain en Wom 1. K~}

Pour les tissus de carbone trés conducteurs (valeurs @ et @ du tableau
6.2)), le gain est d’environ 1 W.m™'.K~! pour les versions A et B et d’environ
1.5 W.m~t. K~ pour les versions C et D .

La conductivité \*™ se stabilise pour les hautes conductivités du tissu de
carbone quelle que soit la version de stratifié. Méme avec un tissu de carbone
trés conducteur comme le @, la conductivité homogénéisée en z atteint une
limite.

Les stratifiés cousus avec des points courts ont des conductivités supérieures
a celles des stratifiés cousus avec des points longs. Les versions A et C ont
une fraction volumique de tissu de carbone supérieure a celle du polymere
composite alors que les stratifiés B et D ont des fractions volumiques de tisu
de carbone et de polymeére composite quasiment égales. Cela permet d’effectuer

hom
)\z

un classement selon la conductivité par ordre croissant des versions des

stratifiés : B, D, A, C.

Les résultats de cette étude ont été transmis a Zodiac Aerospace qui a étudié
de son c6té la faisabilité des coutures. Dans la suite, une étude plus approfondie
de la version B en modifiant les caractéristiques du tissu imprégné est menée.
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Figure 6.9 — Stratifié B (points longs) - AP et gain en W.m =1 K !

6.5 Second plan d’expériences réalisé avec la
version du stratifié B

Figure 6.12 — Vue 3D du stratifié cousu étudié¢ dans ce 2"¢ plan

Dans ce second plan d’expériences, la version du stratifié est fixée, il s’agit
de la version B (Figure . La couture associée est celle avec les points longs.

L’objectif est d’étudier le gain de la couture en modélisant et en homogé-
néisant au préalable le tissu de carbone et en distinguant deux types de fibres
de carbone. Nous utilisons la modélisation du tissu de carbone vue dans la
section dont nous rappelons les caractéristiques :

- armure du tissu : sergé 2/2
- imprégnation du tissu par le polymere composite (utilisé dans les autres
couches du stratifié),

- quelques porosités de fraction volumique égale a 2.5% (valeur détermi-
née expérimentalement correspondant a une bonne imprégnation du po-
lymeére composite).

Les fibres utilisées dans notre étude sont de type ex-PAN et ex-BRAI. Les

données transmises par l'industriel sont les conductivités thermiques a prendre
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Figure 6.10 — Stratifié C (points courts) - A2°™ et gain en Wom 1. K1

Sans couture
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Figure 6.11 — Stratifi¢ D (points courts) - A" et gain en Wom 1. K1

en compte pour exécuter les calculs a partir de la modélisation effectuée, elles
sont résumées dans le tableau [6.3]
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Type de fibre ex-BRAI ex-PAN
Conductivité longitudinale 320 40
Conductivité transverse 10 1

Les fibres de carbones

Polymere composite (homogene isotrope) ‘

0.8 2 3 4

Les quatre polymeéres composites
TABLE 6.3 — Conductivités thermiques des fibres de carbones et des polymeéres composites

en Wom~1.K~!

Le fil de cuivre est toujours supposé homogene isotrope de coefficient \ =
390 W.m~t. KL

6.5.1 Homogénéisation du tissu de carbone imprégné

Dans ce second plan, nous considérons la modélisation du tissu imprégné
de polymeére composite (section |6.2]).

Figure 6.13 — Vue 3D du composite tissu de carbone imprégné

En considérant les données du tableau [6.3] et en fixant la conductivité de
la porosité & 0.1 W.m 1. K, la Figure illustre les conductivités effectives
en z selon le type de fibre et de polymere composite.
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-4 fibres ex-BRAI a
104 -+ fibres ex-PAN .

hom
7"1

T T T
0.8 2.0 3.0 4.0
x(po\yfcomp)

Figure 6.14 — Conductivité thermique effective du tissu imprégné en z en Wom 1. K1

Nous observons que le type de fibre choisi (ex-BRAI ou ex-PAN) est dé-
terminant. Dans le cas d'une fibre ex-BRAI trés conductrice, la conductivité
effective en z du tissu imprégné sera d’autant plus importante que le sera la
conductivité du polymere composite. Pour le tissu en fibre ex-PAN, 'influence
du polymere composite est moins flagrante. Nous définissons le facteur de gain
par :

Ao (4)

facteur de gain = m

(6.2)

Le facteur de gain pour le tissu de carbone imprégné est égal a 2.2 avec des
fibres ex-PAN et a 3.9 avec des fibres ex-BRAI.

6.5.2 Homogénéisation du stratifié cousu

Nous déterminons le comportement effectif du stratifié B cousu ou non avec
le tissu de carbone de conductivité déterminée a la section et le polymere
composite inchangé, défini dans [6.5]

La Figure [6.15 montre les résultats en jaune pour le stratifié cousu et en
gris pour le stratifié non cousu.
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Figure 6.15 — Conductivité thermique effective en 2 du second plan d’expériences

Nous déduisons le gain de la couture d’environ 0.6 W.m 1. K~! quelle
que soit la fibre choisie. Le facteur de gain est égal a 3.4 pour le stratifié en fibre
ex-BRAI et a 2.2 pour le stratifié en fibre ex-PAN. Il diminue légérement pour
la fibre ex-BRAI. L’impact de la couture n’est pas amplifié avec 'augmentation
de la conductivité du polymere composite, le gain reste stable. Nous retrouvons
que le choix de la fibre de carbone reste déterminant dans le résultat de la
conductivité effective en z.

Conclusion

Les résultats transmis a Zodiac Aerospace qui en était le demandeur ont
permis de confirmer I’hypothese d’un gain effectif de la couture du stratifié
composite. Les investigations menées par 'industriel ont conduit a un gain de
0.57 W.m~ 1. K~ notre estimation numérique par une modélisation basique a
surestimée ce gain de 0.03 W.m 1. K~!. Comme cela a été dit au début de ce
chapitre, ce travail est une modélisation basique tant du tissu que de la couture
avec un fil de section carrée. Le fil réel est en fait un ensemble de fils assemblés
comme un cable. Le modele simplifié qui a été choisi conduit a une légere
surestimation du point de vue quantitatif mais est cohérent qualitativement.
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Conclusion et perspectives

Bilan du mémoire

Ce mémoire de these est le résultat des activités de recherche menées dans
le cadre du projet ACCEA (Amélioration des Conductivités des Composites
pour Equipements Aéronautiques) au sein du laboratoire LMNO. L’ensemble
du travail présenté concerne la modélisation et I’étude de matériaux composites
(matrice renforcée, stratifié).

Nous avons présenté et développé deux méthodes distinctes (RSA et MD)
permettant chacune d’aboutir a une génération aléatoire d’'un VER périodique
d’un composite a matrice renforcée d’inclusions sphériques, cylindriques et el-
liptiques. Les outils développés sont rapides, fiables, modulables et automatisés
avec un controle des intersections entre inclusions. Ces outils ont la capacité
de pouvoir générer des VER a 60% d’inclusions en modulant celles-ci a la
demande tels que des arrachements aléatoires des inclusions, l'inflation et la
déflation, 'ondulation des inclusions.

Des études des propriétés effectives thermiques et élastiques ont été menées
selon des parametres morphologiques des composites a matrices renforcées d’in-
clusions sphériques et/ou cylindriques générés. Une des originalités du travail
est d’avoir intégré la géométrie du cylindre et d’avoir pris en compte les altéra-
tions (ondulations des inclusions et arrachements aléatoires). Les résultats de
ces études confirment que plus la fraction volumique des cylindres est grande
et plus les propriétés effectives augmentent, et ce d’autant plus que le facteur
de forme est grand. Concernant le comportement des VER dont les inclusions
ont été altérées, les altérations ne perturbent pas sensiblement les propriétés
effectives tant que les fractions volumiques des inclusions restent inférieures
jusqu’a un certain seuil mais qu’au dela, avec de fortes altérations (grandes
ondulations ou bien beaucoup d’arrachements aléatoires), il y a une augmen-
tation prononcée pouvant aller jusqu’au doublement des propriétés effectives.

Les composites renforcés par des spheres pelliculées a noyau peu conducteur
avec une pellicule tres conductrice et baignées dans une matrice peu conduc-
trice (différente du noyau des inclusions) ont été étudiés selon 1'épaisseur de la
pellicule. La fraction volumique des inclusions a été fixée et les conductivités
de chaque constituant également. Cette étude montre I'indépendance du ratio



114 Conclusion et perspectives

d’épaisseur de la pellicule au dela d’un seuil, le matériau a un comportement
limite. Une forte croissance de la conductivité apparente a été notée pour des
fines pellicules.

Perspectives

Notre objectif est de continuer le développement des outils de génération
en proposant un outil accessible et simple d’utilisation au moyen par exemple
d’une interface graphique. La méthode MD doit étre étendue aux inclusions de
tailles variables conduisant a des fractions volumiques plus élevées (> 60%).
Les développements de ces outils aux tailles variables des inclusions peuvent
étre utilisés dans le cadre des milieux granulaires.

Les études morphologiques en thermique et en élasticité ont été réalisées a
partir de matériaux au comportement linéaire isotrope. Les outils développés
pourraient s’étendre a des matériaux a des lois de comportement non linéaires.
Une autre perspective concerne les altérations (par ondulation des inclusions
ou par des arrachements aléatoires). Suite aux résultats obtenus, nous voulons
explorer les comportements de ces altérations en vue d’une compréhension des
phénomenes observés.

Dans I’étude sur les spheres pelliculées, nous avons considéré des pellicules
de ratio [ > 0.06 avec une résolution 2563. Pour des ratios [ inférieurs, d’autres
stratégies peuvent étre envisagées inspirées de la méthode des domaines fictifs
sans augmenter la résolution [16].
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Annexe A

Opérateur de Green et schéma
accéléré pour un matériau
isotrope linéaire élastique

Cette annexe rappelle les formulations explicites des opérateurs de Green
dans le cas particulier des matériaux isotropes linéaires élastiques intervenant
dans 'algorithme de calcul des propriétés effectives en élasticité et en ther-
mique basé sur la FFT. L’algorithme présenté est le schéma accéléré, choisi
dans nos calculs. Il est présenté avec les notations utilisées en élasticité linéaire
puis en thermique.

Pour davantage de détails, le lecteur pourra se reporter aux références sui-
vantes [62, 63, 27].

Notations utilisées dans les algorithmes [3] et [ :
FFT(f)=f  transformée de Fourier de f

FFT '(f) = f inverse de la transformée de Fourier de f
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A.1 En élasticité

A.1.1 Opérateur de Green dans ’espace de Fourier

L’expression des coefficients de 'opérateur de Green dans le cas d’un maté-
riau isotrope linéaire élastique s’exprime en fonction des coefficients de Lamé
A0 et 140, Pour le cas de matériaux anisotropes, des formulations de 'opérateur
de Green sont explicités dans [63].

M, (6) = § 01| 2 s+ Onat + O+ D16t

B N+ 1 &€kt
SO0 el

A.1.2 Algorithme du schéma accéléré en élasticité

Algorithme 3 :
Initialiser : °(x) = E
Fixer le critére de convergence acc = le 2.
Tant que (non convergence)
1. Test de convergence :
Si (€comp < acc)
Alors calculer o ( C(m)e”(m), o(&)=FFT(o),
eeq = 1/ ([1€5(€) /HU
Si (€eq < acc)
Alors arrét (il y a convergence)

2. "(z) = (C(z) + C%)e"(x)
3. #1(€) = FFT(T")

4. Elp(€) =TOE)F"(€), €40
0

Ecomp(0) = E
J. 6?om]u(a:) = FFT_I(ggomp)

6. ccomp = 1/ {lle" — €lnpl2) /| B
7. e (w) = e"(x) — 2(C(x) — C°) ' CO el () — ()

A convergence, nous calculons (o (x)) et nous obtenons C"™ & I'aide de 1'éga-

lité : (o(x)) = Chom : (e(z)) = Chom : E.
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A.2 En thermique

A.2.1 Opérateur de Green dans ’espace de Fourier

§:€;

0
L&) = T .60k,

A.2.2 Algorithme du schéma accéléré en thermique

Algorithme 4 :
Initialiser : V0°(x) = VO
Fizer le critére de convergence acc = le™?.
Tant que (non convergence)
1. Test de convergence :
St (€comp < acc)
Alors calculer ¢™(x) = —L(x)VO™(x), P = FFT(¢"),
Siecg =/ (€0 (£)I12)/116(0)]
Si (€eq < acc)
Alors arrét (il y a convergence)

( ) = —(L(z) + L°)Vo(x)

. F" = FFT (")

4. ﬂ’;mp@) = —T°(&)7"(€),€ #0,
Vo,  (0)=VO

5. vor = FFT~(V

comp

6. €comp = \/<”v9n - ve?omp” >/||V@||
7. VO (@) = VO (x) — 2L(x) — LO) LV (@) — V6 (x))

comp

comp (

comp)

A convergence, nous calculons (¢()) et nous obtenons L™ A l'aide de 1'éga-
lité : (p(x)) = —L"™(Vl(x)) = —L""VO
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Annexe B

Ecriture d’un tenseur
d’élasticité

Cette annexe a pour but de clarifier ’écriture des tenseurs symétriques
d’ordre 2 et 4 intervenant en élasticité linéaire et de montrer que le choix d’une
base de tenseurs adaptée est incontournable pour mener un calcul utilisant des
tenseurs. Dans la suite, nous avons repris les notations et les formulations
notamment de Marc Frangois dans son travail sur les Bases de tenseurs [29].

B.1 Base de tenseurs symétriques d’ordre 2

Soit (ej, ez, e3) une base orthonormée de R3. Pour exprimer les 9 com-
posantes indépendantes d’un tenseur d’ordre 2 quelconque, la base canonique
induite (e; ®e;) est la plus naturelle. Mais pour le cas des tenseurs symétriques
comme le tenseur des contraintes o ou des déformations €, 6 composantes in-
dépendantes permettent de décrire chacun de ces tenseurs. La base canonique
n’est pas adaptée. Pour exprimer de tels tenseurs symétriques, nous rencon-
trons trés souvent la notation de Voigt dans laquelle les composantes de o et
de & dont données par 7 et € :

01 o11 €1 €11
[P 022 = €22
T = 33 — |73 et = fg | (B.1)
o} 023 &4 2523
(o3 031 Zs 2e31
106 | 012 €6 | 2€12

Cette notation bien qu’elle soit tres utilisée a deux inconvénients : elle
n’est pas symétrique et elle ne conserve pas la structure tensorielle. Le produit
doublement contracté de o et € est bien conservé mais la norme euclidienne
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de o ou de € ne l'est pas c’est-a-dire avec la convention d’Einstein :

¢ — O'ijéfji
= 011€11 + 022€22 + 033€33 + 2093623 + 2031631 + 2071212

lo|l = /Tijoj

(B.2)
= \/0%1 + 03, + 033 + 2033 + 205, + 207,
lell = /EijEii
= /€3, + €3y + €35 + 2635 + 2¢3, + 2¢%,
Or:
O1E] = 01E1 + 09€2 + 0383 + 04€4 + O5E5 + 046
= 011€11 + 022892 + 033E33 + 2093693 + 2031631 + 2012812
oo = \/6% +034+034+ 03+ 0% +02
(B.3)

_ 2 2 2 2 2 2
= \/011+022+033+023+U31+012
EE1 =02 + 8} + el +E2 + 22 + 2

= /el + €3y + 33 + de3z + 4e3) + ey

D’ou :

O = 0JEr mais ||O’|| 7é \VOIor et ||€|| 7é VEIET (B4)

Pour pallier a cela, nous construisons une base orthonormée (By) de ten-
seurs symétriques d’ordre 2 proposée en 1926 par Bechterew [7] :

Bi=e®e
By=e;® ey
B3 =e3® e3
By = 12(82 ®e3+e3® ey) (B.5)
B; = L(63 ®el+ e ®es)
V2
Bs = L(61 R ves + e ® eq)

3

Cette base est bien orthonormée (B : By = d;). Les composantes des
tenseurs des contraintes o et des déformations € sont notées o et & comme
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suit :
01 011 €1 €11
09 0922 €9 €92
03 033 €3 €33

et

04 V2093 Ex V2e93
05 \/5031 Es \/5531
06 _\/5012_ €6 _\/5512_

™)
I
I
—~
™
=

Q)
I
I

Dans cette base (B;), nous pouvons vérifier que la structure tensorielle est
conservée :

g = 3151 et ||0'|| =V 8]61 et ||€|| = é\]é\[ (B?)

B.2 Base de tenseurs symétriques d’ordre 4

Nous considérons toujours (ej, ey, e3) une base orthonormée de R3. Pour
exprimer les 81 composantes indépendantes d’un tenseur d’ordre 4 quelconque,
la base canonique (e; ® e; ® ey, ® €;) est la base naturelle.

Toutefois, en élasticité linéaire, la loi de Hooke relie le tenseur o et le
tenseur € de facon linéaire au moyen de deux tenseurs symétriques d’ordre 4,
C en rigidité et S en souplesse :

o =Ce
0ij = CijkiEri en notation indicielle
(B.8)
e =So
€ij = SijkiOkl en notation indicielle

La loi de Hooke et les symétries des tenseurs o et € induisent les symétries
suivantes pour les composantes du tenseur C : Cji = Cjigr, Cijrr = Clax (dites
petites symétries). Le point de vue énergétique de la loi de Hooke implique une
troisieme symétrie : Cyjp = Cjyi; (dite grande symétrie). Ainsi, il ne reste plus
que 21 composantes indépendantes décrivant ce tenseur C. Nous avons les
mémes résultats pour le tenseur de souplesse. La base canonique induite n’est
pas adaptée a ce type de tenseur.

A nouveau pour exprimer un tel tenseur symétrique, nous rencontrons tres
souvent la notation de Voigt dans laquelle les composantes de C sont données
sous forme d’une matrice de taille 6 x 6 , notée C :

C’1111 C11122 C11133 C11123 C'1131 C'1112
C’2211 C12222 C12233 C12223 C12231 C12212
C’3311 CV3322 C’3333 C(3323 03331 03312 (B 9)
02311 02322 02333 02323 C12331 C12312 .
03111 03122 C'3133 C’3123 C’3131 C'3112
C’1211 C11222 C11233 C11223 C11231 C'1212

Q)
I
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Les notations de Voigt pour o, € et C et traduisent bien la loi de
Hooke en rigidité. Autrement dit, I’écriture avec les notations de Voigt @ = Cg
est fidele a : Oij = Uijkl€kl-

Toutefois, pour écrire la loi de Hooke en souplesse en conservant les nota-
tions de , c’est-a-dire, € = S : 7, nous avons :

t=S7
ey ] [ Si111 Stieo Siiss 251193 2Shs1 2Sim12| |01 ]
€92 Soo11 Sazea Saoss 252903 25231 25212| 022
€33 Sazir Ss322  Sszzz 253323 293331 253312 | 033 (B.10)

2€23 252311 252320 259333 452323 452331 452312 | 023
2e31 253111 253122 253133 453123 453131 453112 |03
| 2€12] 251211 251200 251233 451203 451231 451212 |012

En écrivant la loi de Hooke avec les notations de Voigt, nous sommes face
a une écriture incompatible avec 'égalité : S = C! car S # ct.

Pour pallier a cela, nous utilisons la base (B; ® B) formée avec les ten-
seurs B; définis dans (B.F)). L’écriture du tenseur C (respectivement S) est
représentée par une matrice de taille 6 x 6 notées C' (S) comme suit :

[ Cllll CY1122 CY1133 \/501123 \/§C1131 \/501112_
01112 CY2222 CY2233 \/502223 \/502231 \/502212
C(1 133 C’2233 C’3333 \/503323 \/503331 \/§03312

\/501 123 \/502223 \/503323 202323 202331 202312
\/501131 \/502231 \/503331 26’3123 26’3131 2C’3112
_\/501112 \/502212 \/503312 202312 2C’3112 201212 _

@)
Il

(B.11)

Cette notation "chapeau" est fidele a la loi de Hooke o = Ce dans le sens
oo =CEet &= 55 avec S = C1.

B.3 Cas particulier d’un tenseur d’élasticité

isotrope

Cette section a pour but de rappeler I'écriture dans la base (B; ® B})
d’un tenseur d’élasticité isotrope C*°. Celui-ci se définit par un jeu de deux
coefficients selon la forme de I’écriture du tenseur C*° :

- la forme de Kelvin : £k et p,
- la forme de Lamé : X et p,

- la forme de Young et Poisson : E et v.
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Le tableau suivant donne les formules de conversions d’'un jeu de parametres

a un autre :

Eetv Aet p ketp
B 3A+2p 9k
T 3k +
A 3k —2pu
v -~ el el
2N+ ) 2(3k + )
vE \ 3k —2u
(I+v)(1-2v) 3
B
2(1+ ) s s
E 3A+2u
—_— R k
3(1—2v) 3

TABLE B.1 — Table de conversion entre les différents coefficients élastiques pour un tenseur

isotrope.



124




125

Annexe C

Tenseur et transformation
orthogonale

Cette annexe a pour but prendre en compte les orientations des inclusions.
Elle fait suite a ’annexe [Bl

C.1 Tenseurs et transformation orthogonale

Soit R une rotation de R? autrement dit un élément du groupe orthogonal
SO(R?). On note R = (R;;).

La base canonique (eq, ey, e3) définit un repere global, elle a pour image
par R la base (E1, Es, E5) définissant un repere local.

On cherche a exprimer les composantes du tenseur d’élasticité dans le repere

~

global notées (Cjj;) par rapport a celles dans le repere local notées (6’;,‘3;3). On

note (7;;) et (g;;) les composantes des tenseurs o et € dans la base (e; ® e;),
(Tlec) et (Elo) dans la base (E, ® E,).

rq q

o =Ce
—loc __ Uloc —loc (Cl>
Tpq = “pgrsCrs

Il nous faut donc écrire les relations de changement de repere pour les
composantes du tenseurs des contraintes et des déformations. Nous revenons
a la définition de chacun de ces deux tenseurs avec la notation de Voigt.

o =0;€; ® €; (CQ>

La matrice (R;;) est une matrice orthogonale donc inversible, d’inverse égale
a sa transposée.
Ep = R(ep) = R,L-pei (CS)
€e;, — ,R,71<E1) = RipEp
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o =7(RypE,) @ (RjoE,)
=0, RypRjeE, @ E, (C.5)
=owE,® E,
Tpi = RipRjgo
De la méme facon, on a :
glo¢ — Ry RisE (C.6)
D’ou, I'égalité devient :
RipR;@5; = Coes Rin RiZi (C.7)
Nous obtenons alors :
T4 = RyiRy Ry RisCoae F (C.8)

Nous déduisons par identification les formules générales de changement de
repere pour le tenseur d’élasticité dans les deux sens : local — global et

global — local :

éijk:l = RpquijrRlsUloc

pqrs
—loc
C p—

i (C.9)
pqrs RipquRrk Rlez’jkl

C. Decolon [19] montre que l'on peut écrire plus simplement les égalités
(C.9) pour lesquelles il est nécessaire de faire de nombreuses multiplications
du fait du nombre d’indices a faire varier chacun de 1 a 3 en introduisant une
matrice M définie comme suit :

R%l R%2 R%3 2R12R13 2R13R11 2R11R12
RY, R3, R3, 2R22Ra3 2R23R21 2R21 Ra2
M _ R%:,’ R§3 R§3 2R32R33 2R33R31 2R31R32
R21R31  R22R32  Ras3Rs3  RoaRss + RasRza  RagRsi + Ro1Rss Rai1Rsz + Raa R
R31R11 Rs32Ri2  R33Ri3  Rs2Riz + R3zsRiz2  R3sRi1 + R31Riz  R3i1Ri2 + R32 R
Ri1R21  Ri2R22  RizR23  RiaRosz + RizRoo  RizRa1 + Ri1Res  Rii1Raz + Ri2Ra1
(C.10)
telle que
e —loc
C=MC"M!
o= Mg (C.11)
gloe = M's

Ces égalités sont écrites avec la notation de Voigt, en les écrivant dans la
base de Bechterew (B;® B ;) vue dans (B.5]), nous avons alors la matrice M :

R%, R2, R2, V2R12R13 V2R13R11 V2R11R12

R2, RZ, RZ, V2R22Ra3 V2R3 R21 V2R21Ra2

]/\4\ _ R2, RZ, R34 V2R32R33 V2R33R31 V2R31 R32
V2Rp1R31  V2R22Rsa  V2RasRs3 RaaRss + RosRsa  RpsRsi + Ra1Rss  Roi1Rsa + RaaRan
V2Rs1R11 V2R32Ri2  V2RssRiz  RsaRiz+ RssRiz  RssRii + RsiRis  RsiRis + RsaRin
V2R11R21  V2R12Rz2  V2R13Ra3  RizRas + RisRoz  RisRo1 + Ri1Rps  Ri1Raa + RizRos

(C.12)
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telle que :

C = MC'M! (C.13)

C.2 Angles d’Euler

De fagon a prendre en compte 'orientation d’une inclusion, nous choisissons
les angles d’Euler permettant le passage du repére global au repere local lié a
I'inclusion. Cette transformation est effectuée par trois rotations successives.
Supposons que le repeére global soit attaché a la base orthonormée (e, e, e3).
Une premiére rotation d’axe es et d’angle ¢ appelé précession nous amene a la
base (€], €,, e}) ou e5 = e3. La seconde rotation d’axe e} et d’angle 6 appelé
nutation nous amene a la base (e, e}, es) ou e = e). La troisiéme rotation

) " Y 4 : ) 2 n n n
d’axe e et d’angle 1) appelé rotation propre nous amene a la base (e}’, e, e%’)

NN AN
ou ey = ejs.

En adoptant les notations suivantes :

c1 = cos(o) s1 = sin(Q)
co = cos(0) So = sin(0) (C.14)

c3 = cos(v) sz = sin(y)

nous avons la matrice de passage (R;;) de (e, eq, e3) a (e, ey, es) définie
comme suit :

C1C3 — §1C283 —C1S83 — S1C2C3 5152
R = S1C3 + C1C2S83 —S81S53 + C1C2C3 —C152 (015)
5253 52C3 C2

En intégrant ces composantes dans la matrice M de (C.12)) puis par suite
dans (C.13)), nous pouvons exprimer le tenseur d’élasticité global a partir de
ses composantes en local dans la base des tenseurs (B; ® B) (B.5)).
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Annexe D

Composantes du tenseur
d’Eshelby pour une inclusion
ellipsoidale de révolution ou une
sphere

D.1 En élasticité linéaire

Cette premiere section donne les expressions du tenseur d’Eshelby pour
une inclusion composée d’'un matériau de comportement linéaire, élastique et
isotrope en trois dimensions plongée dans une matrice de matériau isotrope.
Les résultats pour un ellipsoide de révolution ou une sphére donnés dans cette
annexe sont issus de 'ouvrage Micromechanics of defects in solids de T. Mura
[63], plus précisément du chapitre sur le tenseur d’Eshelby dont les références
sont [23], 24], 25].

D.1.1 Inclusion ellipsoidale
Ellipsoide oblong

Soit (e, €3, e3) une base orthonormée de R3.

Nous supposons un ellipsoide de révolution autour de e3 de demi-axes a, b,
c tel que a =b < ¢, et ¢/a = e est le rapport d’aspect ou encore ’élancement
de Dellipsoide (voir illustration sur la figure Fig{D.1]).

Le tenseur d’Eshelby pour l'inclusion I noté SL, est un tenseur d’ordre 4
dont les composantes écrites dans la base (e; ® e; ® e, ® €;) sont : SL, =
Sijklei ® €; X er X e;.
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 n

Figure D.1 — Ellipsoide d’axe e3 de rapport d’aspect supérieur a 1

On peut montrer des symétries du tenseur Sk, et donner I'expression ana-
lytique de ces composantes pour ce cas particulier de I'ellipsoide de révolution
en prenant comme parametre a et e :

Sijkt = Sjikl

Sijkt = Sijik

St = 87r(13—1/)a2]11 + 87:(1?1/)[1

Stz = &r(ll_y)aQIm - 8;(131/]/)[1 <D‘1)
S1133 = 87r(11—y)62113 - 871(132)[1

S1212 = 167r(2f2—y)—,12 + 1617r(_1%1/)(11 + 1)

avec v désignant le coefficient de Poisson du matériau de la matrice supposé
isotrope et I, Iy, I11, 115 et I3 définis comme suit :
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2me 1/2 _
Il = m <€ (62 — 1) — cosh ! (6))

[2 - Il
Ig =41 — 2[1
a2
hs =5 (I — I3) (D.2)
41 2
1= 302 30
™ I3
L1 =———
=y 1
Iy = I1p = Iy

Les autres composantes non nulles sont obtenues par permutation circulaire
des indices 1, 2, 3. Les composantes non obtenues par permutation circulaire
sont alors nulles comme par exemple : Si112, S1203 €t S1239.

On peut trouver d’autres écritures de ce tenseur d’Eshelby comme dans
Chow [I5] ou Dormieux, L. and Kondo, D. and Ulm, F.J. [20].

Ellipsoide aplati

Dans ce cas, nous supposons un ellipsoide de révolution autour de ez de
demi-axes a, b, ¢ tel que a = b > ¢, et ¢/a = e est le rapport d’aspect (inférieur
a 1 dans ce cas) (voir illustration sur la figure Fig{D.2)).

0.8

0.6

e 3
0.4

0.2

0 n

Figure D.2 — Ellipsoide d’axe e3 de rapport d’aspect inférieur a 1

Les expressions du tenseur d’Eshelby sont quasiment identiques a la diffé-
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rence de I dans (D.2)), on a ici :

I = (1_27;)3/2 (acos(e) —e (1 — €2>1/2) (D.3)

D.1.2 Inclusion sphérique

Le cas d’une sphere est le cas le plus simple avec a = b = c.

0.8

0.6

e 3
0.4

0.2

0 0

Figure D.3 — Sphere

Nous obtenons des formules simplifiées se déduisant de (D.1]) et (D.2) :

47
L=1=1I3= 5
47
Iy = Iy = I3 = I1o = Io3 = I3 = T3
5a
g _g _g B 7 — b (D.4)
1111 = 02222 = 03333 = 15(1—0)
4 — by
o0 = Soonx = Saati = Stina = Sootr = Saagy — o7
1122 2233 3311 1133 2211 3322 1501 =)

D.2 En conductivité thermique

Dans cette seconde section, nous nous intéressons toujours au tenseur d’Eshelby
mais du point de vue de la conductivité thermique. Hatta et Taya [38] ont
étudié a la maniere d’Eshelby le probleme de l'inclusion équivalente pour la
conduction thermique des composites et en ont déduit les expressions analy-
tiques du tenseur d’Eshelby pour une inclusion ellipsoidale ou sphérique.
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D.2.1 Inclusion ellipsoidale
Ellipsoide oblong

Soit (e, ez, e3) une base orthonormée de R?.

Nous supposons un ellipsoide de révolution autour de e3 de demi-axes a, b,
c tel que a =b < ¢, et ¢/a = e est le rapport d’aspect ou encore ’élancement
de Pellipsoide (voir illustration sur la figure Fig.

Le tenseur d’Eshelby pour l'inclusion I noté SL, est un tenseur d’ordre 2
dont les composantes écrites dans la base (e; ® e;) sont : SL, = S;;e; ® e;.

On peut montrer que le tenseur SL,; est diagonal pour le cas d’un matériau
isotrope. Nous donnons l’expression analytique de ces composantes pour le cas
particulier de 'ellipsoide de révolution en prenant comme parametre a et e :

Sii=Sm = 55 (e(e? — 1)1? — cosh™ ()
n=52 = oy e(e cosh™" (e (D.5)
Saz =1 — 259

Ellipsoide aplati

Soit (e1, e, e3) une base orthonormée de R3.

Nous supposons un ellipsoide de révolution autour de e3 de demi-axes a, b,
c tel que a =b > ¢, et ¢/a = e est le rapport d’aspect ou encore ’élancement
de Pellipsoide (voir illustration sur la figure Fig.

Le tenseur d’Eshelby pour l'inclusion I noté SL, est un tenseur d’ordre 2
dont les composantes écrites dans la base (e; ® e;) sont : Sk, = S;;e; ® e;.

On retrouve des expressions analogues aux précédentes :

e
Sll - 522 - m (CLCOS(Q) — 6(1 — 62)1/2) (DG)
Szz =1 — 259

D.2.2 Inclusion sphérique
Pour une sphere, le tenseur d’Eshelby devient tres simple :
Sij =0si1#j
Si1 =S = Sy =
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Annexe E

Les différents type d’intersection

1
0.8
0.6
0.4
1
02
05
0 T T 7 T — 0
0 0.2 0.4 06 0.8 1

Figure E.1 — Intersection entre deux spheres, type ss1.
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0.8

0.6

0.4—

024

Figure E.2 — Intersection symétrique sphere-cylindre, type sc2.

0.8

0.6

0.4

0.2

Figure E.3 — Intersection non symétrique sphere-cylindre, type sc2.
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0.8

0.6

0.4

0.2+

0.5 0.5

Figure E.4 — Intersection sphere-cylindre type sc3.

0.8

0.6

0.4

0.2+

0.5

Figure E.5 — Intersection sphere-cylindre type sc4.



138

1
0.8+
0.6
0.4
1
0.2 0.2
0.5
0 7 - - ; 0 0 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
1
1.8
1.6
1.4
1.2
0 i i i i i i

Figure E.6 — Deux cylindres, intersections de type ccl.
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0.5

Figure E.7 — Deux cylindres, intersection de type cdl.

Figure E.8 — Deux cylindres, intersection de type ccl.
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Figure E.9 — Deux cylindres, intersection de type cdl.

Figure E.10 — Deux cylindres, intersection de type d1 or d2.
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Annexe F

Tableau des forces d’interactions

entre les inclusions

’ force F. point d’application pt, ‘
Pc—Ps
scl QICHpc*pSH | Pe
_ 2 _ y2 PePstXqg _ 2 _ 72} Fc
ez Yt pxggn | Pt V70 = L)y
. . X 1 l. Pc—Ps-ﬁ-Xﬁ
sc3 (el + 7 = XD i P+ Xty — L ey
2 _ _ 2 _ pt.—ps A _ . PerPeHXTe
sed | (= (1XT = IlD? + e = L)eesley | pe+ X i — el
ccl (Fes + ey = P) ot —miy (pt, + pty)/2
_ _ _ b—ptc a—p
cdl (b — pte] rc)bptcli| Pd + Tdapi
to— -
cd2 —(||b — pte|| — 27) HE—PtCH P4 + rdﬁ
cd3 2 BePd a
[Pc—pall _
d1 —(rd, — [IPte — Pa||) ||n2H p1+1tv
d2 —(ra, — Ipte — Pa,|l) IIEZH p1 +tv

TABLE F.1 — Forces d’interaction en fonction du type d’intersection
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Annexe G

Distance a I’isotropie

Dans cette annexe, nous reprenons le travail de Cowin et Mehrabadi, Moa-
kher et Norris, Bucataru et Slawinski [I8, 55, [13]. Dans les articles cités, les
auteurs définissent en particulier la distance a 'isotropie dans le cas de 1’élas-
ticité linéaire. Nous rappelons dans cette annexe les points clés permettant de
définir et d’évaluer cette distance étant donnée un tenseur d’élasticité linéaire.

Soit C un tenseur d’élasticité linéaire. Son écriture dans la base de Bechte-
rew (B; ® B) définie dans 'annexe [B| est notée C et son écriture avec
la notation de Voigt est C . Nous rappelons que dans la base (B; ® B)
la structure tensorielle des tenseurs symétriques d’ordre deux est conservée et

que P'on définit la norme par (B.7)).

G.1 Décomposition orthogonale

Tout tenseur d’élasticité C se décompose de fagon unique en somme ortho-
gonale d'un tenseur isotrope C*° et d'un tenseur anisotrope C%°. La partie
isotrope C*° est définie par les coefficients de Lamé \ et u définis & partir du
tenseur C comme suit :

1 — _ _ _ _ _
A= 5 [01111 + C2222 + Clszz + 4(Cizz + Cliass + Clazss)
—2(Ciz12 4+ Ciz13 + 62323} (G.1)

1 — _ _ _ _ _
U= i [01111 + Cog22 + C333 — (Ci22 + Ciazz + Caass)
+3(Cha12 + Ca131 + 62323} (G.2)

Remarque sur ces coefficients :

Définissant les tenseurs symétriques d’ordre 2 de Voigt V' et de dilatation



144

V= (Vij) = (Cirjx)

Vii = Cuinn + Cia12 + Caim
Viz = Ch112 + Chaze + Csins
Viz = Chiz1 + Crazs + Csizs
Vag = Charz + Caszg + Clagos
Vig = Cha31 + Cagaz + Cosss
Va3 = Cai31 + Cagos + Clszs
D = (D) = (Cijkr)

D1y = Chiinn + Crize + Chiss
Diy = Cia11 + Ciz2a + Class
D13 = Cs111 + Ca120 + Ciiss
Day = Cagr1 + Caza + Cazss
D13 = Cazi1 + Cazza + Casss
D33 = C311 + C320 + Cazss

nous pouvons remarquer que les coefficients A et u s’expriment en fonction

des traces des tenseurs V et D :

A= 115 RTHD) = Tr(V)] et = 310 [

G.2 Distance

3Trr(V)—Tr(D)]

(G.3)

Du résultat suivant : (C—C%*°) L C*°, nous déduisons la distance d(C, C*)

par le théoreme de Pythagore :

d@*(C,C™) =|[C||* — |||

soit :

6 6

P(C,C7) =N - 3 (4)

=1 =1

2

ol les \; sont les valeurs propres de C et les \*° celles de C™*°.

(G.5)
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G.2.1 Détermination des valeurs propres \:*°

Nous rappelons 'écriture de C*° :

A2 A A0 0 0

A A+20 A 0 0 0

. A A A+2u 0 0 0
O = G.6
0 0 0 2u 0 0 (G.6)

0 0 0 0 2u 0

0 0 0 0 0 2

De cette écriture matricielle, il vient que C**° a deux valeurs propres distinctes
A0 de multiplicité 1 et Ay de multiplicité 5 :

. 1 4 1
N =8X+2u=STr(D) et Xg*=2u= - BTr(V)~Tr(D)] (G.7)

G.2.2 Expression de la distance de C & C**°

Nous pouvons écrire que :

d*(C,C*) =3 A — (A7) +5(A5°)?) (G-8)

=1
G.3 Distance a l’isotropie

La distance calculée dans est aussi la distance du tenseur C a 1iso-
tropie puisque C**° minimise cette distance. En effet, les valeurs propres A
et Ay sont invariantes sous l'action du groupe orthogonal O? et la projec-
tion orthogonale qui & tout tenseur C associe C**° est aussi invariant par le
groupe O3. De ce fait le minimum de d(C,X) pour X appartenant a I'espace
des tenseurs isotropes est atteint par le tenseur C*°.

La distance d'un tenseur d’élasticité C a l'isotropie d(C,Zso) est :

d(C,Zso) = d(C, C°) (G.9)



146




147

VER
RSA
MD

FFT

Ahom
AO

0 — (19)

A app

Notations

Volume Elémentaire Représentatif
Random Sequential Adsorption
Molecular Dynamics

Fast Fourier Transform

) 1
opérateur moyenne sur V, < e >, = m / ody
1%

produit tensoriel

symbole de Kronecker

tenseur des déformations

tenseur des contraintes

champ de déplacement

tenseur d’élasticité

tenseur d’élasticité homogénéisé

tenseur d’élasticité du matériau de référence
opérateur de Green en élasticité dans l'espace réel
premier coefficient de Lamé

second coefficient de Lamé ou coeflicient de cisaillement

coefficient de compressibilité

température

flux de chaleur

tenseur de conductivité thermique

tenseur de conductivité thermique homogénéisé

tenseur de conductivité thermique du matériau de ré-
férence

opérateur de Green en thermique dans 'espace réel

conductivité thermique apparente
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x variable de 'espace réel

I3 variable de I'espace de Fourier

Nsp nombre de sphéres

Neyl nombre de cylindres

Tsp rayon des spheres

Teyl rayon des cylindres

Nee f nombre de défauts

fsp fraction volumique de spheres

fent fraction volumique de cylindres

fder fraction volumique des défauts

Jpet fraction volumique de la pellicule

l demi-axe d'un cylindre

a facteur de forme ou rapport d’aspect
wave facteur d’ondulation

l ratio de I’épaisseur de la pellicule sur le rayon de la

sphere ou du cylindre
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