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Résumé

Dans une premiere partie de cette thése, nous donnons des minorations universelles —
ne dépendant que de la dimension — explicites, de trois invariants globaux des quotients
des espaces hyperboliques quaternioniques : leur rayon maximal, leur volume, ainsi que
leur caractéristique d’Euler. Nous donnons également une majoration de leur constante
de Margulis, montrant que celle-ci décroit au moins comme une puissance négative de la

dimension.

Dans une seconde partie, nous étudions un réseau remarquable des isométries du plan
hyperbolique quaternionique, le groupe modulaire d’Hurwitz. Nous montrons en particulier
qu’il est engendré par quatres éléments, et construisons un domaine fondamental pour le
sous-groupe des isométries de ce réseau qui stabilisent un point a I'infini.

MOTS CLES : Espaces hyperboliques, espaces hyperboliques de dimension supérieure, espaces
hyperboliques quaternioniques, réseaux des groupes de Lie, rayon maximal, constante de
Margulis, caractéristique d’Fuler, domaine de Ford, entiers d’Hurwitz, groupe modulaire
d’Hurwitz

Abstract

In the first part of this thesis, we derive explicit universal — that is, depending only on the
dimension — lower bounds on three global invariants of quaternionic hyperbolic sapces :
their mazimal radius, their volume, and their Fuler caracteristic. We also exhibit an upper
bound on their Margulis constant, showing that this last quantity decreases at least like a
negative power of the dimension.

In the second part, we study a specific lattice of isometries of the quaternionic hyperbolic
plane : the Hurwitz modular group. In particular, we show that this group is generated by
four elements, and we construct a fundamental domain for the subgroup of isometries of

this lattice stabilising a point on the boundary of the quaternionic hyperbolic plane.

KEY WORDS : Hyperbolic spaces, hyperbolic spaces of higher dimension, quaternionic hyper-
bolic spaces, lattices in Lie groups, maximal radius, Margulis constant, Fuler caracteristic,

Ford domain, Hurwitz integers, Hurwitz modular group

Les travaux présentés dans cette these ont été partiellement soutenus par le Pool de Re-

cherche de L’Université de Fribourg (Suisse).
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Introduction

Invariants globaux des espaces symétriques de type non-compact

Le contexte général dans lequel s’inscrit cette these est celui de la recherche de bornes
universelles sur les invariants globaux des espaces localement symétriques de courbure né-
gative (non nécessairement strictement), c’est-a-dire, des quotients d’un espace symétrique
de type non-compact par un sous-groupe discret de son groupe d’isométries. Par borne
universelle pour un tel objet, on entend une quantité ne dépendant que de son revétement
universel, autrement dit, que de ’espace globalement symétrique sur lequel est modelée sa

géomeétrie.

Le volume de ces espaces par exemple, ne peut-étre arbitrairement petit : si M est un
espace globalement symétrique de type non-compact, il existe une constante strictement
positive vyr qui minore le volume de toutes les variétés ou orbifolds localement modelés
sur M. C’est un premier exemple, naturel, d’invariant global possédant une minoration

universelle.

Donnons tout de suite un second exemple. Si IV est une variété riemannienne, le rayon
mazimal de N est le rayon de la plus grande boule plongée dans N. Une fois encore, pour
les espaces symétriques de type non-compact, cette quantité ne peut étre aléatoirement
mince : si M est globalement symétrique, de type non-compact, il existe une constante
strictement positive ryg telle que toute variété modelée sur M contient une boule plongée
de rayon rp;. Le rayon maximal constitue ainsi un autre invariant global universellement

minoré de ces espaces.

Il est immédiat que ’existence de la constante positive ryg implique celle de v : si un
quotient de M contient une boule plongée de rayon ryg, son volume est minoré par celui
d’une telle boule dans M,

vm > Vol( boule de rayon ryy dans M ).

L’existence de la constante ry; quand a elle, est connue au moins depuis les années 60,
et est généralement atribuée & Daniel Kazdan et Gregory Margulis [KM68], et & Hsien-
Chung Wang [Wan69]. Elle est impliquée par I’existence d’un troisiéme invariant global,
défini comme suit : pour une variété riemannienne M, considérons la propriété Pour toute
variété N recouverte par M, et pour tout point x de N, le groupe engendré par les lacets

géodésiques de N basés en x, et de longueur plus petite que €, est virtuellement nilpotent.



2 Introduction

Par définition, la constante de Margulis de M, pyg, est alors le sup des € pour lesquels
cette propriété est vraie. Un résultat fondamental de la géométrie des espaces symétriques,
le lemme de Margulis, affirme que si M est globalement symétrique et de type non-compact,
cette quantité est & nouveau, comme la borne inférieure du volume ou du rayon maximal

des quotients de M, strictement positive.

Par ailleurs, la constante de Margulis est liée au rayon maximal par la relation

'm Z /‘I’M/27
et la stricte positivité de py, implique donc celle de ry.

Enfin, un quatriéme invariant est celui de la caractéristique d’Euler d’un espace loca-
lement symétrique de type non-compact. Pour une variété riemannienne homogene (de di-
mension paire) M, le théoréeme de Gauss-Bonnet généralisé assure qu’il existe une
constante wy telle que

X(N) = wa - Vol(N),

pour tout quotient compact N de M. Si M est globalement symétrique et de type non-
compact, les travaux de Mikhail Gromov [Gro82, Théoréme C’], dans les années 80, ont
montré que cette relation reste vraie pour tous les quotients de M, compacts ou non.
Sachant par ailleurs que le volume de ces quotients ne peut étre arbitrairement petit, on
en conclut qu’il en va de méme de leur caractéristique d’Euler : il existe une constante
strictement positive xp; qui minore la caractéristique d’Euler de toutes les variétés ou
orbifolds modelés sur M.

Dans cette these, nous donnons une description quantitative de ces quatre invariants,
et plus particulierement du rayon maximal ry; et du volume vy, lorsque les espaces glo-

balement symétriques M sont les espaces hyperboliques quaternioniques Hy .

Avant d’entrer plus avant dans la description de ces quantités, synthétisons ce qui
précede : pour un espace globalement symétrique de type non-compact M, nous disposons

de quatre invariants, v, Inm, U €6 X, €t ces quantités vérifient les relations

M > IJ’M/2 > 07
puis
vMm > Vol (B(rm)) >0

et enfin

XM = WN - VM-




Rayon maximal et volume des quotients des espaces hyperboliques

Les espaces localement symétriques de courbure strictement négative sont les quotients des
espaces hyperboliques Hg sur K = R, C ou H, et ceux du plan hyperbolique sur les octaves
de Cayley, H3.

L’étude quantitative des invariants globaux de ces objets est la plus avancée pour les
variétés et les orbifolds hyperboliques réels de dimension 2 et 3, mais les variétés et orbi-
folds hyperboliques réels de dimensions supérieures, ou hyperboliques complexes, sont aussi
largement étudiés. Pour ce qui est des invariants globaux des quotients des espaces hyperbo-
liques sur H, avant cette these, seuls deux résultats étaient connus, que nous mentionnons
plus bas (une minoration du rayon maximal des wvariétés hyperboliques quaternioniques
fermées, dtie & Peter Buser et Hermann Karcher [BK81, § 2.5], ainsi qu’une minoration
du volume des variétés ouvertes recouvertes par Hj, die a Inkang Kim et John R. Par-
ker [KP03]).

Esquissons rapidement un panorama de ce que ’on connait du rayon maximal et du
volume des variétés et orbifolds hyperboliques. Dans la suite, nous notons respective-
ment %,K et %, k les familles des espaces localement symétriques et des variétés recouverts
par Hy :

%L,K ={T\Hg | T CIsom(Hyg) discret }
et
Fnx ={T\Hg | T CIsom(Hyg) discret et sans torsion } .

Rayon maximal. Si N est une variété, notons

r(N) = sup {sup{B(x,r) est plongée dans N}} ,
zeN (r>0

son rayon maximal, puis
rnx = inf { r(N) }.

Fn K
Dans cette généralité, aucune valeur exacte de ry gk n’est connue (on en connait si l'on se

restreint aux variétés réelles ouvertes, ou orientables, dans certaines dimensions, voir plus

bas) : nous ne disposons que de bornes minorant cette constante.

Cas hyperbolique réel. En dimension 2, si 'on se restreint aux variétés orientables, une

borne inférieure optimale sur ro g a été déterminée par Akira Yamada [Yam82].

Pour les variétés hyperboliques réelles ouvertes, Matthieu Gendulphe [Genl15] a produit
une borne, indépendante de la dimension et optimale en dimension 3 (et ce beau résultat
semble indiquer que contrairement au comportement des bornes connues par ailleurs, le

rayon maximal pourrait étre minoré uniformément, voir croitre avec la dimension).

L’article de Matthieu Gendulphe présente un panorama exhaustif des résultats connus

sur le sujet, et nous reproduisons ci-dessous telle quelle une table, extraite de cet article,
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synthétisant ces résultats (et renvoyons a la discussion détaillée qui I’accompagne pour plus

de détails sur le sujet).

Minoration Référence

r(M?) > arcsinh(2/+/3) (M? orientable) (optimale) | A. Yamada [Yam82]

r(M?) >0.04 (M? orientable) P. L. Waterman [Wat84]

r(M?3) >0.24 (M? fermée orientable) A. Prezworski [Prz01, § 4]

r(M?) > arccosh(v/5/2) (M? ouverte) (optimale) M. Gendulphe [Genl5]

r(M®) > 0.033... (M?® fermée orientable) R. Kellerhals [Kel03, § 3]

r(M™) > 1/4™3  (M™ fermée) P. Buser et H. Karcher [BK81, § 2.5]

nr > 0.0025/17"/2] G. Martin [Mar89b], S. Friedland et
S. Hersonsky [FH93, § 4]
R. Kellerhals [Kel04]

M. Gendulphe [Genl5]

U [n/2] désigne la partie entiére de n/2
r(M™) >1/((n+3) -« (M™ orientable)
r(M™) > arccosh(v/5/2)

n—l)

(M™ ouverte)

Table des minorations de ry g, extraite de [Genl5].

Cas hyperbolique complexe et quaternionique. Dans ces cas, méme en se restreignant a
des familles plus petites de quotients, aucune borne optimale sur le rayon maximal n’est

connue.

Notons tout d’abord que la minoration de Peter Buser et Hermann Karcher mentionnée
dans la table ci-dessus [BKS81, § 2.5] reste valable pour les variétés riemanniennes fermées
avec courbure pincée —1 < K < 0. Elle est donc en particulier valable pour tous les espaces
localement symétriques de rang 1, et si M est fermée et recouverte par Hy, K =R, C
ou H,

r(M™) > 1/4"F3,

Dans le cas complexe, adaptant les techniques développées par Gaven J. Martin dans le cas
réel [Mar89b], Bao-Hua Xie, Jie-Yan Wang, et Yue-Ping Jiang [XWJ14] ont montré que

0.01
I'ncC Z 17n—1 .
Utilisant ces mémes techniques, et les affinant légérement, nous établissons dans [Phil5]
que
S 1 1
'mH =2 E . W

Indépendament de nos travaux, mais avec le méme type d’arguments, Wensheng Cao a
également obtenu récemment une borne [Caol6] (légérement moins bonne que la notre)

comparable sur ry m.

Volume. Notons vy g le volume minimal d’un orbifold recouvert par Hf et vy k le volume

minimal d’une variété recouverte par Hy :

inf {Vol(N)} etvyag= inf
NEFnk " NeFnk

{ VOI(N) }.

Vn K =



Dans I’étude de ces quantités, certains outils sont spécifiques aux quotients ouverts des

espaces hyperboliques, et d’autres aux quotients fermés. On introduit ainsi les constantes

V{l g = inf {Vol(N)|N fermé} et vypg= inf {Vol(N)|N ouvert}
' NeFn k ’ NeFn x
Foo_ . o
Vnk = NGH};W,)K {Vol(N) | N fermée} et vpy= Nelréme {Vol(N) | N ouverte} .

Bornes en dimension quelconque. Nous avons déja remarqué qu'une borne sur le rayon
maximal donnait immédiatement une borne sur le volume. En corollaire des travaux don-

nant des bornes sur ry g cités plus haut, on obtient donc des bornes sur le volume :
— Gaven J. Martin [Mar89b] obtient une minoration de vy ;

— Bao-Hua Xie, Jie-Yan Wang, et Yue-Ping Jiang [XWJ14] obtiennent une minoration

de vu,c;
— mnous avons ainsi obtenu [Phil5] une minoration de vy i ;

— les travaux de Peter Buser et Hermann Karcher [BK81, § 2.5] permettent également
de minorer vﬁ: k» K=R,C ou H;

— les travaux de Matthieu Gendulphe [Gen15] permettent enfin de minorer VAR

Toutes ces bornes dépendent de n et décroissent exponentiellement vite avec la dimension :
le volume d’une boule de rayon fizé, déja, diminue exponentiellement avec la dimension.
Ainsi, méme d’une minoration uniforme du rayon maximal (comme celle donnée par les
travaux de Matthieu Gendulphe), on ne déduit qu'une minoration (rapidement) décrois-
sante du volume. A ce phénomeéne de décroissance du volume d’une boule vient s’ajouter
la décroissance des bornes inférieures sur le rayon maximal (autres que celle donnée par
Matthieu Gendulphe) : en général, les minorations universelles du volume des variétés
hyperboliques que ’on déduit des minorations du rayon maximal décroissent donc super-
exponentiellement avec la dimension. (Et le rayon maximal semble pour l'instant étre un
mauvais moyen d’estimer le volume minimal).

Pour ce qui est du volume des orbifolds, une adaptation des méthodes de Gaven J.
Martin a permis & Ilesanmi Adeboye [Ade08] d’obtenir une minoration de vy g, dépendant
de la dimension et de l’ordre maximal de torsion du sous-groupe discret d’isométries de Hp.
Ses techniques ont été transposées dans le cas complexe, par Xi Fu, Liulan Li et Xang-Tao
Wang [FLW11] qui obtiennent ainsi une minoration de vy, ¢, dépendant & nouveau de la
dimension et de l'ordre maximal de torsion du sous-groupe discret d’isométries de H¢.

Ilesanmi Adeboye obtient plus tard, avec Guofang Wei, [AW12] puis [AW14], une mi-
noration de vy, puis de vy ¢ ne dépendant plus que de la dimension. Les méthodes
employées par les deux auteurs sont cette fois-ci différentes de celles de Gaven J. Martin,
et reposent sur les résultats quantitatifs sur le rayon maximal établis par Hsien-Chung
Wang [Wan69]. Elles ne dépendent plus de 'ordre de torsion, mais & nouveau, ces bornes

décroissent exponentiellement vite avec la dimension.

Par des méthodes similaires, nous avons obtenu [Phil6] une borne sur vy p.
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720222727 727777777

L’essentiel du volume d’un orbifold ouvert de petit volume (en couleur) est concentré
dans sa pointe (en hachuré).

Pour les quotients ouverts des espaces hyperboliques, une stratégie plus fine est d’es-
timer le volume des pointes. Il est en effet raisonnable de penser que, pour les quotients
de petits volumes, 'essentiel du volume est concentré dans les pointes (voir le schéma ci-
dessus). Une minoration optimale du volume de ces derniéres donnerait alors une bonne
minoration du volume des quotients. Par cette stratégie, dont la mise en ceuvre repose sur
une utilisation du lemme de Shimizu, plusieurs auteurs ont donné des bornes sur le volume
des variétés et orbifolds hyperboliques ouverts, qui dépendent de la dimension et du nombre

de pointes du quotient :

— une minoration de vy p est connue, dépendant de la dimension et du nombre de
pointes de la variété, et cette minoration est optimale en dimension 2 et 3 (Ruth
Kellerhals, [Kel98]). de V'orbifold (Saar Hersonsky et Frédédrique Paulin [HP96],
John Parker [Par98])

— une minoration de \Nfg)(c est connue, dépendant de la dimension et du nombre de
pointes de 'orbifold (Saar Hersonsky et Frédéric Paulin [HP96], John Parker [Par98])

— une minoration de vy est connue, dépendant de la dimension et du nombre de
pointes de 1'orbifold (Inkang Kim et John Parker [KP03]).

Valeurs exactes. La question du volume minimal des orbifolds et variétés hyperboliques est
largement étudiée, et ce depuis la fin du XIX® siecle et les travaux d’Adolf Hurwitz [Hur92].
Dans les cas réels et complexes, de nombreux résultats sont ainsi connus, pour chacune des
six quantités définies plus haut, et nous choisissons ici d’en lister seulement quelques uns.
Des survols tout a fait complets du sujet dans le cas réel ont été écrits par Mikhail Belo-
lipetsky [Bell4a] et par Ruth Kellerhals [Kcl14]. Dans le cas complexe, Ilesanmi Adeboye
et Guofang Wei font un point sur I’état de l'art sur cette question a la fin de leur article
sur le volume des orbifolds hyperboliques complexes [AW 14, § 4]. Nous renvoyons & ces

références pour un exposé plus détaillé.

Concernant le volume minimal des orbifolds hyperboliques réels par exemple,



— V2R, Vo et Vg g sont connus, ainsi que les orbifold réalisant ces volumes (Carl
Ludwig Siegel [Sie45]);

— Va est connu, ainsi que 'orbifold réalisant ce volume (Ted Chinburg et Eduardo
Friedman [CF86], Frederick W. Gehring et Gaven J. Martin [GMO09], Timothy H.
Marshall et Gaven J. Martin [MM12]);

— Vg est connu, ainsi que I'orbifold réalisant ce volume (Robert Meyerhoff [Mey85]) ;

— Vg est connu, ainsi que I'unique orbifold réalisant ce volume (Thierry Hild et Ruth
Kellerhals [HKO07]);

— pourn < 9, Vg p est connu, ainsi que I'orbifold réalisant ce volume (Thierry Hild [Hil07a]
et [HilO7h)).
Si l'on se restreint encore a des classes plus petites de quotients (orientables par exemple),
d’autres valeurs des volumes minimaux sont connues, et sont indiquées dans les survols
mentionnés plus haut. Un champ de recherche actif et fructueux est celui du ’étude du
volume minimal des quotients arithmétiques de Hy. Les travaux de Mikhail Belolipetsky
et Vincent Emery [BelO4a] [Bel07] [Eme09] et [BE12] ont permis d’identitifer en toute
dimension n > 4, I'unique orbifold hyperbolique réel, orientable et arithmétique, de volume

minimal.

Pour les variétés hyperboliques réelles également, de nombreuses valeurs exactes des
1M1 o o o 3
volumes minimaux sont connues, vg g ou V3Rr: VaRr: VeR- - (VOlr notamment les travaux

de David Gabai et de Daniel Ratcliff).

Dans le cas complexe,

— Vé,c est connu (Saar Hersonsky et Frédéric Paulin [HP96]), ainsi qu’une liste de 51
exemples de variétés réalisant ce volume (Gopal Prasad et Sai-Kee Yeung [PY07],
Donald I. Cartwright et Tim Steger [CS10]), et cette liste est exhaustive (Sai-Kee
Yeung [Yeul3]);

— V3¢ est connu, ainsi qu'un exemple de variété réalisant ce volume (John R. Par-
ker [Par98]);
— V§.¢ > 1/4, et conjecturellement, v§ - = 7>/27 (John R. Parker [Par9s]).

Dans le cas quaternionique enfin, aucune valeur exacte, pour aucune des six quantités in-
troduites au début de ce paragraphe, n’est connue. Notons cependant, qu’une utilisation du
théoréme de Gauss-Bonnet nous a permis d’établir, dans [Phil6], des bornes probablement
proches d’étre optimales sur vy, si 2 <n <4 (si n = 1, comme la droite hyperbolique
quaternionique est isométrique a ’espace hyperbolique réel, les bornes sur vy i sont celles
SUr V4R) :

— Vam > % ;
6 6

o 2°T .
V3 H > F2R5XT

Qﬂ,S

o 2
VaH 2 sacsryye
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Survol des travaux présentés, principaux résultats

Dans notre étude des invariants globaux des quotients de Hyj, nous avons opté pour deux ap-
proches, d’abords relativement indépendants, et correspondant a deux optiques distinctes :
d’une part, celle d’obtenir des bornes générales sur les invariants globaux, en toute dimen-
sion, et de discuter de leur comportement asymptotique; d’autre part, en dimension 2,
d’obtenir des bornes optimales. Présentons rapidement ici nos principaux résultats, ces
deux approches étant décrites en détail dans la section suivante.

Bornes en toute dimension. La premiere approche s’inscrit dans la constinuité de la
théorie classique des groupes de Lie, telle qu’initiée par Hans Julius Zassenhauss et Ludwig
Bieberbach, puis développée par Gregory Margulis et Hsien-Chung Wang. Plus récemment,
nos travaux prolongent ceux de Gaven J. Martin, puis d’Ilsanmi Adeboye et Guofang Wei
cités a la section précédente. L’idée directrice est I’étude des boules inscrites dans un
domaine de Dirichlet d'un groupe discret d’isométries de Hyj, vu comme agissant, soit par

isométries sur I’espace hyperbolique HJ, soit par translations sur Isom(Hg).

Ces techniques sont développées dans les chapitres 2 et 3. Nous y obtenons les ré-
sultats originaux suivants, sur chacun des quatre invariants discutés en introduction de ce

chapitre, pour lesquels aucune estimation explicite n’était connue auparavant :

Théoréme 1 (Rayon maximal des variétés quotients de Hfj, Théoréme 2.3.1).
Soit I' un sous-groupe discret et sans torsion agissant par isométries sur Hy. Alors la
variété quotient T\HJ} contient une boule plongée de rayon
1 1

rnH = E . W
Théoréme 2 (Volume des orbifolds quotients de Hjj, Théoréme 3.3.21).
Soit I' un sous-groupe discret agissant par isométries sur Hy;. Alors le volume de Uorbifold
quotient T\ H{} est minoré par

~ S 1 Od—1
Vn,H el 26(1—3 K (2d _ 1) K 7T2+n2 :

02n

k41

(ot d = 2n® +5n + 3 est la dimension de Isom(H}}), et o), = 255

r(+)
la sphére S* C RFHL).

désigne le volume de

Théoréme 3 (Caractéristique d’Euler des orbifolds quotients de Hf}, Théoréme 3.4.29).
Soit I' un sous-groupe discret agissant par isométries sur Hjj. Alors la valeur absolue de la
caractéristique d’Euler de Uorbifold quotient T\Hg est minoré par

Xosl > : o
n, 26d+3(n71) . (Qd _ 1) . ,/Tn2+2n+2

02n

k+1

(ot d = 2n* + 5n + 3 est la dimension de Isom(HRY), et o, = ??kfl) désigne le volume de
2

la sphére S¥ C RFF1L).




Théoréme 4 (Constante de Margulis de Hj, Théoréme 2.4.4).

Il existe une constante C' > 0, indépendante de la dimension, telle que p, iy < %

Géométrie extrémale en dimension 2. La seconde approche est celle de I’étude d’un
orbifold hyperbolique quaternionique de dimension 2 spécifique, via la construction d’un
domaine fondamental. Cette approche est dans le prolongement des travaux d’Elisha Falbel
et John R. Parker [FP06] et [FFP11], et est a rapprocher des travaux de John R. Parker
et Inkang Kim, ainsi que de ceux de Saar Hersonsky et Frédéric Paulin, sur le volume des

pointes cités a la section précédente.

Nous nous sommes donc employés, dans le chapitre 4 de ce texte, a construire un
domaine fondamental pour un orbifold particulier, quotient de l'action du groupe modu-
laire d’Hurwitz sur HZ. C’est un revétement double d’un orbifold réalisant le minimum du
volume des pointes en dimensions 2 [KP03]. La connaissance d’'un domaine fondamental
permettrait de calculer explicitement toutes les quantités auxquelles nous nous intéres-
sons, mais donne également une connaissance plus profonde du sous-groupe d’isométries

concerné : on peut par exemple en déduire une présentation de ce groupe.
Les principaux résultats que nous avons obtenus dans cette partie sont les suivants :

Proposition 5 (Domaine fondamental, Proposition 4.3.22).
Notons I's le sous-groupe du groupe modulaire d’Hurwitz stabilisant le point a linfini
dans Hfﬂ. Un domaine fondamental pour I est donné par le produit d’un 4-simplexe par

un cube.

Théoréme 6 (Systéme générateur, Théoréme 4.4.2).

Le groupe modulaire d’Hurwitz est engendré par quatre éléments.

Plan détaillé du manuscrit

Chapitre 1 : Les espaces hyperboliques quaternioniques

C’est un chapitre standard, dans lequel nous exposons les prérequis nécessaires a la
lecture de la suite de notre texte. Nous y présentons les principaux modeles des espaces
hyperboliques sur H (celui du demi-espace et celui de la boule unité), y décrivons les
sous-variétés totalement géodésiques de Hp, la classification de ses isométries. .. Tous ces
résultats sont classiques — au moins dans les cas réels et complexes, et la géométrie de Hpy
est tres semblable a celle de H. Nous les énongons donc pour la plupart sans démonstration

(mais donnons des références dans lesquelles trouver ces démonstrations).
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La derniere partie de ce chapitre est peut-étre un peu plus originale : nous y décrivons
une décomposition horosphérique du sous-groupe parabolique de Sp(n,1) = Isom(Hf).
Cette décomposition nous fournit une bonne description de la géométrie du bord de Hp
dans le modele du demi-espace, description qui se révelera éclairante dans le chapitre 4,
dans lequel nous construisons un domaine fondamental pour un réseau de Sp(n,1) ayant

une unique pointe.
Chapitre 2 : Rayon mazimal dans Hy

Dans ce chapitre, nous adaptons une stratégie développée par Gaven J. Martin dans le cas
réel [Mar89b], pour obtenir le théoréme 1, donnant une minoration du rayon maximal

des variétés recouvertes par Hyf; en toute dimension.

Les techniques employées sont issues de la théorie classique des groupes de Lie, et
les deux ingrédients principaux de la preuve sont la détermination explicite d’'un do-
maine de Zassenhaus, puis 'utilisation une inégalité de type Jorgensen, pour les éléments
de Isom(Hj;) = PSp(n,1).

Une telle inégalité « & la Jgrgensen » a d’abord été obtenue par Gaven J. Martin [Mar89a),
pour des sous-groupes discrets de PO(n, 1), puis (améliorée et) étendue a une large classe
de groupes de Lie par Schmuel Friedland et Saar Hersonsky [FT193]. C’est leur généralisa-

tion que nous utilisons, de maniere cruciale, dans notre démonstration.

Une question intéressante est celle du comportement du rayon maximal en fonction de
la dimension (peut on le minorer uniformément ? Pourrait-il croitre avec la dimension ?).
Le probléme semble pour I'instant mal compris : comme nous I’avons déja mentionné, les
résultats obtenus par Matthieu Gendulphe [Gen15] indiquent qu’il pourrait effectivement
étre uniformément minoré, mais toutes les bornes générales connues décroissent exponen-

tiellement vite avec la dimension.

Un probléme voisin est celui de la compréhension du comportement de la constante de

Margulis p.,, x des espaces hyperboliques sur K = R, C ou H en fonction de la dimension.

Dans cette optique, nous remarquons qu’un argument di & Mikhail Kapovitch et men-
tionné dans un article de Mikhail Belolipetsky [Bell4b] permet d’observer que la constante
de Margulis de Hj; décroit au moins comme une puissance de la dimension, et obtenons
ainsi le théoréme 4. (Nous remarquons en réalité plus généralement, que l'estimation du
théoreme 4 est valable pour tous les espaces hyperboliques, réels, complexes, ou quaternio-
niques). Il faut bien noter cependant que si une minoration uniforme de p,, x impliquerait
une minoration uniforme de ry, k, en revanche, la décroissance de cette premiere quantité
n’implique pas la décroissance de la seconde. Typiquement, les variétés avec une petite
constante de Margulis que nous exhibons sont de volume infini, et contiennent de larges

boules plongées.

Enfin, le théoréme 1 nous fournit immédiatement une borne sur le volume des variétés

hyperboliques quaternioniques. Cependant, ces estimations sont probablement bien mau-
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vaises, et ce, d’autant plus dans le contexte quaternionique : en effet, par un résultat de
Kevin Corlette [Cor92] et de Mikhail Gromov et Richard Schoen [GS92], les variétés hy-
perboliques quaternioniques de volume fini sont arithmétiques. Il est donc probable que des
méthodes arithmétiques (voir par exemple les travaux de Mikhail Belolipetsky et Vincent

Emery cités plus haut) permettent d’estimer mieux leur volume.

Une telle minoration du volume pour les orbifolds quotients de Hy est quand a elle
plus riche d’informations : le volume d’un orbifold est proportionnel a sa caractéristique
d’Euler, et une estimation de I'un équivaut a une estimation de I’autre. Le théoreme 1 n’est
plus valable si le groupe I' a de la torsion, et les techniques exposées dans ce chapitre ne
permettent donc pas d’appréhender cette quantité dans le contexte des orbifolds. L’étude
des volumes et des caractéristiques d’Euler des quotients de Hjj fait 'objet de notre chapitre

suivant.
Chapitre 3 : Volume et caractéristique d’Euler des quotients de Hp

Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans un premier temps, nous donnons une minoration
des covolumes des sous-groupes discrets d’un groupe de Lie semi-simple quelconque. Dans
un second temps, nous utilisons cette borne pour minorer le volume des quotients de Hj.
Enfin, dans un dernier temps, nous en déduisons une minoration de la caractéristique
d’Euler des quotients de Hj.

Premiére partie. En 1969, Hsieng-Chung Wang [Wan69] donne le résultat suivant :

Théoréme (Wang). Soit G un groupe semi-simple sans facteur compact, et I' un sous-
groupe discret de G. Alors, il existe un rg > 0, tel que tout sous-groupe discret I' de G pos-
séde un domaine fondamental dans G contenant une boule de rayon rg/2 (cette constante

est explicite et ne dépend que du groupe G).

(La métrique sur G est ici la métrique naturelle provenant de la forme de Killing
de g = Lie(@)).

Le premier résultat de ce chapitre est I’établissement d’une borne sur les courbures sec-
tionnelles d’un groupe semi-simple de type non-compact G (muni de la métrique standard

donnée par Killing) :

Théoréme (théoreme 3.2.6). Soit G un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact.

Alors les courbures sectionnelles de G sont majorées par kg, avec
9 1
ke = 5'012+Z'C§
ot les constantes Cy et Co sont explicites (données par Hsien-Chung Wang [Want69]) et ne

dépendent que du groupe G.

Puis, utilisant la borne explicite rg donnée par Wang, nous en déduisons une minoration

du covolume des sous-groupes discrets de G :
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Corollaire (Théoréme 3.2.13).
Vol(T\G) > V(d,rg, ka),

ot d est la dimension de G, et V(d,rq,ka) le volume d’une boule de rayon rg dans la
variété riemannienne compléte et simplement connexe, de dimension d, & courbure sec-

tionnelle constante k¢ .

Seconde partie. Nous appliquons ensuite ces résultats au groupe de lie semi-simple Sp(n, 1)
des isométries de Hy afin d’obtenir le théoréme 2, donnant une minoration des volumes

des quotients de H.

Troisiéme partie. Enfin, d’aprés le théoreme de Gauss-Bonnet, la caractéristique d’Euler
et le volume d'un quotient de Hy sont proportionnels, et leur rapport est explicitement
donné par le pfaffien de la matrice des 2-formes de courbure de Hyj. Nous estimons donc
ce rapport (propositions 3.4.26 et 3.4.26), puis en déduisons le théoréme 3, donnant une

minoration des caractéristiques d’Euler des quotients de Hyj.

L’établissement de chacun des deux résultats précédents passe par une (grande) partie
calculatoire nécessaire, car la plupart des constantes entrant en jeux dans nos résultats, si
elles étaient décrites par la théorie, n’avaient jamais été explicitement données. Ceci n’est
pas le cas pour Hy et H{, espaces pour lesquels toutes ces données sont déja explicites. En
conclusion de ce chapitre, nous utilisons donc les résultats généraux établis dans la premiere
partie, et dressons des tables donnant des minoration du volume et de la caractéristique
d’Euler des quotients de Hy, K =R, C ou H.

Chapitre J : Construction d’un domaine fondamental dans HZ

Dans ce dernier chapitre, nous construisons un domaine fondamental pour le sous-groupe
parabolique d'un réseau d’Isom(H3) particulier, le groupe modulaire d’Hurwitz. C'est le
réseau I' = Sp(2,1; D), formé par le groupe des isométries de H7 dont les matrices sont
a ccefficients dans ’ordre d’Hurwitz D4. L’objectif final est bien entendu l'obtention d’un

domaine pour le réseau tout entier, et ce travail est encore en cours.

En 2006, Elisha Falbel et John Parker [FP06] ont construit un domaine fondamental
remarquablement simple (c’est un simplexe) pour le groupe des isométries de H(% dont les
matrices ont des ccefficients appartenant aux entiers d’Eisenstein Z[w]. Les entiers d’Ei-
senstein forment le réseau le plus dense en dimension 2. L’ordre d’Hurwitz est le réseau
euclidien le plus dense en dimension 4, et notre étude de ce groupe particulier a été motivée
par I’analogie avec les résultats d’Elisha Falbel et John Parker.

Le réseau I' n’a qu’une pointe, et utilisant une méthode de construction de domaines
fondamentaux diie & Ford, nous avons étudié ’action du sous-groupe parabolique de I', ',
sur le bord de HZ. Dans une premiére partie de ce chapitre, nous décrivons donc préci-

sément la géométrie du bord de Hyj privé d'un point, qui porte la structure d’'un groupe
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de Heisenberg généralisé 5 = H x Jm(H). Nous explicitons en particulier la suite exacte
(4.1.9)

0 — JmHE) — Isom(#) 5 Isom(H) — 1. (0.0.1)

provenant de la description de . comme extension centrale de H par Jm(H). Cette des-

cription permet de diviser I’étude de l'action de I, sur 5 ~ OHZ — g~ en deux étapes :
— T’étude de l'action de IT* (I',) sur H tout d’abord,
— puis celle du relevement de cette action ‘a 2.

Nous avons explicité un domaine fondamental pour pour laction de IT* (T',) sur H, le plus
simple possible (c’est un 4-simplexe dans H, théoréme 4.3.11). Utilisant le théoréme du

polyedre de Poincaré, nous en déduisons une présentation de II* (I's,) (théoréme 4.3.17).

Nous obtenons ensuite notre proposition 5, donnant un domaine fondamental pour I"
agissant sur le bord privé d’un point, ainsi qu'un systéme de générateurs pour I's, (pro-
position 4.3.21), en relevant les générateurs de II* (T’ ). Ce systéme est de cardinal 3, et
l'on en déduit immédiatement un systeme de générateurs pour I', de cardinal 4 : c’est le

théoréme 6, qui conclut notre étude de I'.







Chapitre 1

Les espaces hyperboliques quaternioniques

Sans surprise, nous introduisons dans ce premier chapitre les protagonistes de cette these,
les espaces hyperboliques quaternioniques. Donnons en ici, et sans plus attendre, une pre-

miere définition :

Définition 1.0.1. L’espace hyperbolique quaternionique de dimension n, Hy, est I'espace
symmétrique (de type non-compact) associé au groupe de Lie semi-simple G = Sp(n, 1).

C’est donc 'espace des classes a gauche
Hy = G/K

ot K est un sous-groupe compact maximal de Sp(n, 1), c’est-a-dire un conjugué du groupe

U 0
Sp(n) x Sp(1) = | U € Sp(n),q € Sp(1)

L’algebre des quaternions de Hamilton H, est probablement (injustement ?) plus mé-
connue que ses deux petits freres commutatifs, R et C. Nous consacrons donc la premiere
partie de ce chapitre a exposer quelques résultats élémentaires, sur la structure de H, puis

d’algebre linéaire sur H, dont nous aurons besoin dans la suite de ce texte.

Dans la section 1.2, nous définissons les modéles projectifs de 1’espace hyperbolique
quaternionique, puis présentons rapidement les deux modeéles les plus standards : celui du
demi-espace, et celui de la boule unité. Nous nous attardons un peu plus sur le modeéle du
demi-espace, car c’est essentiellement avec celui-ci que nous travaillons dans les chapitres

qui suivent.

La section 1.4 décrit les sous-espaces totalement géodésiques des espaces hyperboliques
sur H. Tout comme dans les cas réel et complexe, ils peuvent étre entierement appré-
hendés au moyen de l'algebre linéaire. Ils se répartissent en trois familles : ceux de type

quaternionique, ceux de type compleze, et ceux de type réel.

En 1.3, nous présentons brievement les isométries de Hy, les ventilant selon la tradition-
nelle trichotomie en éléments elliptiques, paraboliques ou loxodromiques, et introduisant

la notion de sous-groupe élémentaire de Sp(n, 1).

Tous ces objets et résultats sont standards, et nous les énoncons pour la plupart sans

démonstration. Il peuvent quasiment tous étre trouvés, démontrés et détaillés, dans trois

15
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références classiques : I'article de Shyan S. Chen et Leon Greenberg sur les espaces hyperbo-
liques [CG74]; le survol de John R. Parker [Par08]; et enfin Particle d’Inkang Kim et John
R. Parker sur la gémétrie des variétés hyperboliques quaternioniques [[XP03]. Par ailleurs,
la géométrie des espaces hyperboliques sur H est & maints égards semblable a celle des
espaces hyperboliques sur C : beaucoup des résultats cités dans notre cadre se démontrent
par une transposition exacte de la démonstration de leurs analogues complexes. Ainsi nous
renvoyons également & ouvrage de référence de William Goldman [Gol99] de géométrie

hyperbolique complexe.

Enfin, la derniére section de ce chapitre (section 1.5) est peut-étre un peu plus origi-
nale. Nous nous sommes attachés a y décrire le sous-groupe parabolique &, des isométries
de Hy; fixant un point du bord, selon sa décomposition de Langlands. Cette décomposition
fait naturellement apparaitre les trois types d’isométries du bord de Hj} (rotations, transla-
tions et dilatations d’Heisenberg), ainsi qu'une décomposition horosphérique de Hjj dans le
modele du demi-espace, éclairant un systéeme de coordonnées introduit dans un paragraphe

précédent (les coordonnées horosphériques, voir le 1.2.1).

1.1 L’algebre des quaternions de Hamilton

1.1.1 Structure de H

Dans la suite, H désignera ’algébre des quaternions de Hamilton,
H=R& iR jR LR,
ol 4,j et k vérifient i2 = j2 =k?=—letij = —ji = k.
On dispose sur H d’une involution R-linéaire, la conjugaison :
z=a+tb+jc+kd—Z=a—1b—jc—kd.
Elle vérifie notamment
Z=a?+ b0+ +d? =z et zw = wz.

Notons Hy et Jm(H) les sous-espaces propres de cette involution, associés aux valeurs
propres 1 et —1 respectivement. Hy = HN R est le centre de H et les éléments de Jm(H)

sont appelés imaginaires purs. On note aussi, pour z € H

Re(z) = %(z +7) et Im(z) = %(z _3).

On consideére a présent la forme réelle bilinéaire (z,w) = Me(Zw) qui correspond a la
forme quadratique |z|*. Le groupe multiplicatif H—{0} agit sur lui-méme par multiplication
a gauche. On désigne Sp(1) le sous-groupe de H — {0} préservant cette forme quadratique.
C’est le groupe unitaire de dimension 1 (voir le paragraphe 1.1.2), et il est formé des

quaternions de module 1.

Si # est un sous-espace R-linéaire de H, # '+ désigne son orthogonal pour cette forme.
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Notations 1.1.1. Dans la suite de cette section :
— Les lettres grecques minuscules (u, 7,7 . . .) désignent des quaternions imaginaires purs
de module 1 (qui forment une sphére S?);

— étant donné un tel u, pt désigne I'ensemble des quaternions imaginaires purs de

module 1 orthogonaux & g (ut est un cercle St ).

Considérons un sous-corps commutatif maximal de H, K. Il existe un élément de
Sp(1) N Jm(H), unique au signe pres, tel que K = R[u] = R @ pR. On note C, un tel
sous-corps dont on a distingué la base réelle (1, ). On peut décrire exactement les élé-

mentsdeCj:
(Cf;={w€H|Vz€CM,zw:w2}:{weH|wu:_uw},

Etant donné 7 dans Sp(1) N C;; (nécessairement 7 € Jm(H)), on a la décomposition
orthogonale
1L _
C, =Rr @& Ryur.

A un tel choix correspond la décomposition orthogonale de H

H

C.®Cy = R[ua [RraeRur)
z = z1+20 = (a+ub)+71(c+ ud),

\

et on peut associer a chacun de ces corps une involution C,-linéaire, la C,-conjugaison

(c’est la symétrie orthogonale par rapport & C,), que 'on note —* :
THize = z1— 29 = (a+ pb) — 7(c+ pd). (1.1.2)

Cette application est indépendante des choix de u et de 7 et posséde deux sous-espaces
propres, de valeurs propres —1 et 1, donnés par C,, et Cﬁ respectivement. La projection

orthogonale sur C*, de noyau C est donnée par

1
proj, : zr—>§(z+E’L). (1.1.3)

Un quaternion de module 1 — non nécessairement imaginaire — s’écrit
q = cos(a) +sin(a)u, a<€0,7], p€ S>

On appelle parfois a et p 1'angle et I’aze de q. Pour désigner un quaternion comme ci-dessus,

on utilise souvent la notation plus compacte
cos(a) + sin(a)p = (@),

Cette notation vérifie e#(®)et() = er(a+h) "ot en particulier,

e,u(a) — e,u(a)_l — e#(*a).

Si ¢ est un quaternion quelconque, notant r son module, ¢ s’écrit alors

7 (cos(a) +sin(a)) = re @, e [0,400[, a € [0,7], € S,
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et cette écriture est unique si de plus ¢ n’est pas dans R, c’est-a-dire sir # 0 et a ¢ {0,7}.

Ceci fait apparaitre la décomposition suivante des quaternions non-réels :

H — R =0, +-00[x]0, 7[x S>. (1.1.4)

Le groupe des unités Sp(1) agit par conjugaison sur H. Cette action est réduite & I'iden-
tité sur le centre de H, Z(H) = R, et se restreint en une action sur les quaternions non-réels.
L’action induite fixe point par point les deux premiers facteurs de la décomposition (1.1.4),

et est transitive sur S2.

Pour ¢ € H, la classe de conjugaison de ¢,

O(q) ={27"qz,2 € H,z # 0} = {wquw,q € Sp(1)},

est donc réduite & un point si g est réel, et est une sphere S? sinon. Finalement, pour tout

sous-corps C,, de H, ’ensemble des éléments de C,, de partie imaginaire positive ou nulle,
(C; = {q € Cu ‘ jm(Q) > 0}7 (115)

forme un systéme de représentants des orbites de cette action.
1.1.2 Algebre linéaire sur H

La plupart des résultats de l'algebre linéaire classique se transposent aisément au cadre
non-commutatif : nous donnons par exemple plus bas un énoncé du théoréme spectral
pour les endomorphismes unitaires d’un espace vectoriel sur H. Dans la théorie des dé-
terminants cependant, la commutativité peut sembler jouer un réle central. Cette théorie
est en fait aujourd’hui bien comprise dans le contexte non-commutatif, et ce depuis long-
temps — au moins depuis les travaux de Jean Dieudonné [Die43] : nous n’en parlons pas
dans ce paragraphe, et n’y faisons qu’une bréve allusion dans la suite du texte (dans la
Remarque 3.3.3 du Chapitre 3), mais elle constitue la premiére généralisation non triviale
d’un objet d’algebre linéaire dans ce contexte, et nous a semblé mériter a ce titre qu’on la
mentionne.

Pour un exposé détaillé d’algebre linéaire sur H on peut par exemple consulter le survol
de Zhang [Zha97], ou — pour la théorie spectrale plus particulierement — le papier de
Farenick et Pidkowich [FP03].

H™ désigne I'espace vectoriel de dimension n ¢ droite sur H (ce qui nous permet de

travailler en faisant agir classiquement les matrices a gauche sur H").
Les vecteurs de H™ sont désignés par des lettres minuscules grasses (z,y,...).

On désigne par des lettres capitales romaines (A, B, P...) les matrices de .4, (H), et

par la lettre I la matrice identité.

Le groupe unitaire sur H

Etant donnée A € ., (H), A* =t A désigne sa transconjuguée.
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Les crochets ((-,-)) désignent le produit scalaire euclidien usuel sur H” :

(z,w)) = w'z.

Le groupe Sp(n) est le groupe des matrices unitaires de 4, (H) :

Sp(n) = {A€ ., (H)|A*A=1Id}.

Soit A € A, (H). Un vecteur propre de A est un vecteur z € H” tel que A -z = z\ pour
un A € H. Un tel A est appelé valeur propre da droite de A, ou simplement valeur propre
de A. Etant donnés z et A comme ci-dessus, observons que

A (zq) =2zq(q ' N\g), VgeH,q#0.

Ainsi, si A est une valeur propre de A, il est en de méme de tout élément de la classe de
conjugaison O(A) de A.

Une wvaleur propre standard de A est une valeur propre pour A, appartenant a l'en-
semble C; (voir (1.1.5)). L’ensemble des valeurs propres standards de A correspond donc
bijectivement & ’ensemble des classes de conjugaison des valeurs propres de A. Cet en-
semble est appelé le spectre de A, et noté o(A).

Le rayon spectral de A est le nombre

-(A) = Al

ro(A) amax Al

La norme | - | désigne la norme spectrale sur 4, (H) :
Al = Vro(A*A).

Notation 1.1.6. Dans toute la suite de ce texte, la norme |A| d’un élément de ., (H)

désignera toujours sa norme spectrale.

Si U est une matrice unitaire, pour toute matrice A de ., (H),
(UAU Y . (UAUY) =UAU .

Comme dans les cas réels et complexes, les valeurs propres standards sont des invariants
de similitude (voir par exemple I’exposé de Fuzhen Zhang, [Zha97, théoréme 8.1]). Faisons

donc ici tout de suite une remarque simple qui nous sera utile plus loin :

Remarque 1.1.7. La norme spectrale est invariante par changement de base unitaire : si U €
Sp(n), [UAU| = | A].

Dans ce cadre, le théoréme spectral s’énonce (voir par exemple ’exposé de Douglas R.
Farenick et Barbara A. F. Pidkowich [FP03, théoréme 3.3]) :
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Théoréme 1.1.8. Si A est une matrice normale (en particulier si A est unitaire), il existe
une matrice unitaire U telle que U* AU soit diagonale et que ses éléments diagonauz soient
dans C+.

Remarque 1.1.9. L’orbite O(q) d’un quaternion ¢ contient toujours son conjugué ¢. En
particulier, tout nombre complexe A € C = C; est unitairement équivalent, dans H, a son
conjugué . Insistons ici sur le fait que dans le théoréme spectral sur H, on peut donc
choisir les ccefficients de la matrices diagonale de partie imaginaire positive, ce qui n’est

pas le cas sur C.

Le groupe Sp(n, 1)
Dans la suite de ce texte, les crochets (-,-) désignent une forme hermitienne de signa-
ture (n,1) sur H**! c’est-a-dire, une forme vérifiant, pour tout wi, wo, 21,22 € H™1, et
tout a,b € H,

— (W1 +Wa, 71 +22) = (W1,21) + (W1, 22) + (W2,21) + (W2, 22) ;

— (w1 a,21-b)=a-(wy,2z1)-bet

7 <W]_,Z]_> = <Z13Wl>'

L’espace vectoriel H?t! muni d’une telle forme est noté H™!.

Le sous-groupe des matrices — agissant & gauche sur H™! — préservant (-, -) est noté de
Sp(n,1) C GL,4+1(H). Si J désigne la matrice de cette forme, c’est donc le sous-groupe

Sp(n,1) = {Ae.#,H)| A JA=J}
de A, (H).

Ce groupe dépend bien siir de la forme (-, -) choisie, et si ’'on change de forme, on obtient
un groupe isomorphe au précédent, qui lui est conjugué. Dans les différents chapitres et
sections qui suivent, nous avons besoin ou non d’expliciter la forme avec laquelle on travaille
(selon la nature calculatoire ou théorique des résultats que nous souhaitons utiliser ou
établir).

Notation 1.1.10. La lettre J désigne la matrice de cette forme, dans le contexte le plus
général ol 'on ne souhaite pas ’expliciter. Dans les contextes explicites (par exemple au
moment de décrire différents modeles pour Hy}, & la section 1.2), on utilise I'une ou 'autre
de deux formes : la premieére est donnée par la matrice que ’on note Jy,

la seconde par la matrice notée Jo,
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Définition 1.1.11. Un endomorphisme unitaire qui conjugue deux groupes correspondant

a des formes hermitiennes différentes est appelé transformation de Cayley.

Ezemple. La matrice unitaire C' o

2 o0 g
Cig = |0 I, O (1.1.12)
20

est la matrice d’une transformation de Cayley conjuguant le groupe donné par J; a celui

donné par Js.

Une remarque élémentaire mais importante pour la suite est que deux tels groupes
sont conjugués par une transformation unitaire de GL, 41 (H). En particulier, d’apres la
Remarque 1.1.7, avec le choix de norme que nous faisons, le passage d’un groupe a 'autre

n’affecte pas la norme des éléments.

Notons que la propriété remarquée en 1.1.7 est bien spécifique au groupe unitaire :

Remarque 1.1.13. La norme spectrale n’est pas invariante par conjugaison par les éléments

de Sp(n,1). Par exemple, les matrices

2 0 0 1 0 i
D=10o 1 o0 et A=10 1 0
0 0 1/2 0 0 1

préservent toutes les deux la forme hermitienne donnée par la matrice J; définie aux
notations 1.1.10 (avec la terminologie introduite au paragraphe 1.5.1, D est la dilatation
d’Heisenberg de facteur 2, et A est la translation d’Heisenberg (verticale) par (0,24)). Un
calcul immédiat montre que

|Al =1,

quand
ID-A-D7Y| =7+4V3.

1.2 Modeéles standards pour Hp

D’apres la Définition 1.0.1 (page 15), 'espace hyperbolique quaternionique est 1’ensemble
des classes a gauche G/K. Un modéle pour HJ} est une réalisation de ce quotient, c’est-a-dire
un espace homogene sous l'action de G, dans lequel le stabilisateur d’un point s’identifie
a K.

Le centre de G est le sous-groupe fini d’ordre 2, Z(G) = {£I} — remarquons que
contrairement aux cas réels et complexes, les matrices scalaires ne sont plus centrales — et

est contenu dans K quelque soit le sous-groupe K comme dans la définition 1.0.1. Notant

PSp(n,1) = Sp(n,1)/{xI}
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le quotient de G par son centre, et PK le quotient de K par son centre, on a donc aussi
Hjy = PSp(n,1)/PK.

Cette remarque conduit naturellement a toute une famille de modeles, les modéles projectifs
pour Hj} : le groupe projectivisé PSp(n, 1) agit sur la grassmannienne 4 C HP" des droites

négatives pour (-,-), et c’est cet espace homogene que I'on choisit pour représenter Hj.

Précisément, notant

Vo = {zeH"'|(z,z) <0} ;
Vo = {zeH""|(z,2)=0} et
Vi = {zeH"'|(z2) >0},

les cones des vecteurs négatifs, isotropes, ou positifs pour (-,-), et P la projection
P:H" —{0} — HP"={H"'-{0}}/~

oll ~ est la relation d’équivalence sur H™! — {0}

z~17 <= il existe ¢ € H, non nul, tel que z = z'q,

on donne la définition suivante :

Définition 1.2.1 (Modele projectif de I'espace hyperbolique). L’espace hyperbolique qua-
ternionique est la grassmanienne des droites de H™! négatives pour (-,-), c’est-a-dire,

HE = P(V.).

Le bord de Hp; est formé des droites isotropes pour (-, -), ¢’est donc le projectivisé du cone

isotrope Vj :

oHE = P(Vp).

Dans la suite, et sauf si la situation préte & confusion, les crochets [ * - x | désigneront
indifféeremment un vecteur de H™! ou son image dans HP".

La métrique sur Hjj est donnée par (voir par exemple le livre de Georges D. Mos-
tow [Mos73, p.135])
—4 (z,z) (dz,z)
(z,dz) (dz,dz)

ou, de maniére équivalente, par la distance p donnée par la formule

plPz, Pw)\* __lzw))
cosh( 5 ) = Tma)w,w) (1.2.2)

(le membre de droite de cette formule est homogene et ne dépend donc pas des relevés z

et w de Pz et Pw choisis). Le groupe des isométries de Hf} est le groupe PSp(n, 1).
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Remarque 1.2.3. Dans notre exposé, nous avons choisi de normaliser la métrique sur Hy; de
sorte que la courbure sectionnelle soit pincée entre —1 et —1/4. L’autre normalisation que
I’on peut trouver dans la littérature, et qui est celle choisie par George D. Mostow dans le
livre cité plus haut, donne une courbure sectionnelle pincée entre —4 et —1. Contrairement
aux ouvrages dans lequel c’est ce dernier choix qui est fait, il apparalt donc un facteur 4
dans I’expression que nous donnons de la métrique, et un facteur 1/v/4 = 1/2 dans le
membre de gauche de I’équation (1.2.2) (ce qui multiplie la distance p par un facteur 2 par

rapport & celle donnée dans ces ouvrages).

Nous faisons ce choix motivés par le fait suivant : les plans sur lesquels la courbure
vaut —1 correspondent alors a des sous-variétés totalement géodésique de Hy; isométrique
a la droite hyperbolique complexe H} (qui est isométrique & HZ) munie de sa métrique de
Poincaré classique. Avec notre choix, on retrouve donc sur ces sous-variétés le modele stan-
dard, & courbure —1, pour H2 (les plans sur lesquels la courbure vaut —1/4 correspondent
aussi a des copies du plan hyperbolique réel, mais muni de la métrique moins courante du
modéle de Klein).

Remarque 1.2.4. Le groupe PSp(n, 1) agit transitivement sur cet espace, et on voit ai-
sément que le stabilisateur d’une droite (sur H) s’identifie au groupe P(Sp(n) x Sp(1))
(le groupe Sp(n) étant le groupe des transformations unitaires de l'orthogonal de cette
droite quaternionique, le groupe Sp(1) celui des transformations unitaires de la droite) :

on retrouve (rassurés) la Définition 1.0.1.

A chaque choix de forme (+,-) correspond un modele projectif explicite. Nous en pré-
sentons a présents deux, les plus fréquemment utilisés, et qui sont ceux avec lesquels nous
travaillons dans la suite. Ce sont les deux modeles donnés par les formes J; et Jo définies
dans les Notations 1.1.10.

1.2.1 Modéle du demi-espace

C’est le modele obtenu en choisissant la forme donnée par la matrice J; (Notations 1.1.10).

Le cone négatif V_ vaut alors

Vo = {zeH"'|z" )1z <0}
_ {z € H™ | 2Re(Fzns1) + |22 + o + |zl < o},

et Hjjf = P(V_) est tout entier contenu dans la carte {z,+1 # 0} de HP™. Notant P* la
section standard de la projection P au-dessus de cette carte,

t tr, ,—1 ~1
Pz ooz Zega] = [mizngg oo ZeZnia 1
on obtient la description de Hy;

HE = {t[zl oz 1] € HMY | 2%Re(2) + |2l o |zl < o} ~ P*(P(V_)).

Nous désignons les points de Hy; — comme les vecteurs de H™ — par des lettres minuscules

grasses (z,w,...) et, sauf mention explicite du contraire, nous les confondons avec leur
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expression en coordonnées inhomogenes. Si toutefois la situation présente une ambiguité,

nous appellerons parfois relevé standard d'un point z de HP le vecteur de H™!
z="Pz) = '[z1 ... z, 1.

Décrivons a présent le bord de I'espace hyperbolique dans ce modele. Le cone isotrope

vaut
Vo = {z € H™! | 2Re(Zrons) + |22 + ...+ |2n) = o} :
et nous constatons que les seuls points de Vjy dont la derniére coordonnée est nulle sont les
vecteurs {21 0 ... 0] de H™!. Tous les autres points sont contenus dans I'ouvert {z,1 # 0}.
Le bord de Hyj est ainsi formé de points que nous appellerons finis, auxquels on ajoute un
point a 'infini, ¢o = *[1 0 ... 0], qui est le seul point de P(Vy) non contenu dans la carte
affine {z,4+1 =1} :
OHD = {t[zl oz 1] 2Re(20) + |22 o |2l = 0} U goo - (1.2.5)

Les points finis du bord portent naturellement la structure d’un groupe de Heisenberg

généralisé de dimension n : c’est par définition le groupe
A, =H""! x Jm(H),

muni de la loi de groupe

(z1,v1)(22,v2) = (z1 + 22,01 + v2 + 2Re((Z1,22)),

et la description (1.2.5) fait apparaitre un systéme de coordonnées rendant compte de cette

structure. On définit la paramétrisation

¢ 0Hy {9} — i

H™ 5 |4 —  (z,v) = (2,2Tm(z1)).

Par analogie avec les coordonnées euclidiennes dans le modele du demi-plan de Poincaré
pour Hﬁ (analogie qui se trouvera justifiée plus bas, a la remarque 1.5.14), on étend cette
paramétrisation a HJ} tout entier. On ajoute une coordonnée réelle (de hauteur), nulle pour

les points finis du bord, donnée & nouveau naturellement par ’équation (1.2.5). On note
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encore @ la paramétrisation étendue a tout ’espace :

¢ : Hi—{g} — xR

Z = (z,0,u) = (z,20m(z1), —(2Re(z1) + |z|2))

La paramétrisation inverse, permettant de passer de ces nouvelles coordonnées aux coor-

données inhomogenes, est donnée par

Dans ces coordonnées, le produit (-, -) vaut

_ |Zl|2 + |22\2 +up +ug +v1 + v
2 )

<(Z17 U1, ul)v (ZQa V2, U2)> = <<Z1v Z2>>
et en particulier

((z,v,u), (z,v,u)) = —u. (1.2.6)

L’horosphére de hauteur t > 0, Hy, est I'hypersurface de Hjj formée des points w

vérifiant (w, w) = —t. D’apres (1.2.6), en a ainsi la description :
H: = {(z,v,u)|u=t}. (1.2.7)

L’analogie avec les coordonnées euclidiennes donne donc une bonne intuition de la géométrie
de Hp dans ce modele (le point de coordonnées (x,y) dans HZ est situé sur ’horosphere
de hauteur y). Motivés par cette remarque — et anticipant sur le paragraphe 1.5.2 et la
remarque 1.5.14 — on appelle (z,v,u) les coordonnées horosphériques d’un point de Hy,

et u la hauteur horosphérique d’un tel point.

On appelle géodésiques verticales les géodésiques Z,, ayant pour extrémités go, et un
point fini du bord gy = (zg, vo,0). On en a & nouveau une paramétrisation analogue & celle

que l'on trouve dans Hg :

Day = {(20,v0,u) | u €]0,+00[}.

On distingue enfin une origine, notée o, donnée en coordonnées inhomogenes par

o=/ -10...01]
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et par
o=(0,0,2)

en coordonnées horosphériques; et un point parmi les points finis du bord, le point gqg, de
coordonnées horosphériques
do = (07 Oa 0)

et dont les coordonnées inhomogenes sont
g ="-10...01].
Pour conclure ce paragraphe, donnons la forme générale de la matrice d’'une isométrie

de Hf dans ce modele. Par définition, une matrice de Sp(n, 1) vérifie G=! = J;G*.J;. On

peut donc I’écrire

a a* b d b* b
G=|b A c|, e G'=|d A* a (1.2.8)
c d* d ¢ b* a,

olt a,b,c,d € H, A € #,,_1(H), et a,b,c,d sont des vecteurs colonnes de H*~!. (Il y a
bien entendu des conditions supplémentaires sur chacun de ces éléments, mais seule cette

forme générale nous sera utile par la suite : nous ne les explicitons donc pas ici).
1.2.2 Modéle de la boule unité

Dans la suite de ce texte, nous travaillons peu dans ce deuxieme modéle, notamment parce
que — nous le verrons plus bas, a la section 1.5 puis au chapitre 4 — le modele du demi-espace

offre une description agréable de la géométrie du bord de Hjj.

Il est cependant un moment ou nous le préferons au premier, c’est lorsque nous tra-
vaillons avec le sous-groupe compact maximal K des isométries stabilisant un point de Hyj
(et ceci car nous trouvouns les calculs dans ce sous-groupe plus élégants dans ce cadre).

Le modele de la boule unité est donné par le choix de la forme représentée par la

matrice Jy introduite dans les Notations 1.1.10. Dans ce cadre,
V. = {z cH" | |za1]> + |22 + o 4 |zl = Jzasa]® < 0}

et Hj; = P(V_) est & nouveau entierement contenu dans la carte {2,411 = 1} de HP"™. Dans

cette carte,
n t n,1 2 2 2
HE ~ {[zl oz 1] € H | 2 P e+ |zl <1}

s’identifie donc & la boule unité de H". Cette fois, le bord de Hj, P(Vp), est lui aussi
entierement contenu dans la carte affine {z,11 = 1}, et s’identifie & la sphere unité de H",

OHE ~ {|21|2—|— 2 + ..+ zn]? = 1}.
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Rappelons que le passage d’'un modele a I’autre se fait au moyen d’une transformation de
Cayley, c’est-a-dire une transformation conjuguant les deux formes données par J; et Js.
Nous en présentons une a la section 1.1.2 de I'Introduction, donnée par la matrice Ci o
définie en (1.1.12).

L’origine o distinguée dans le modele du demi-espace est envoyée par cette transforma-

tion sur le centre 0 de la boule (le point ‘[0 ... 0 1] en coordonnées inhomogenes).

Décrivons succinctement les éléments du stabilisateur de l'origine dans ce modele. En
utilisant le fait que les matrices avec lesquelles nous travaillons stabilisent Jo, un calcul

immédiat montre que ce sont les matrices de Sp(n, 1) de la forme

G= ) AESp(n,l),
0 et@)

et 'on retrouve bien I'isomorphisme attendu
Stab(0) ~ P(Sp(n) x Sp(1)).
Nous faisons alors ici la remarque suivante, que nous utilisons dans la suite :

Remarque 1.2.9. Les éléments de ce sous-groupe sont donc de norme 1. Ils sont en corres-
pondance, via la transformation de Cayley C} 2, avec les éléments stabilisant 1’origine o dans
le modele du demi-espace. Ainsi, C » étant une transformation unitaire, la Remarque 1.1.7

montre que les éléments du stabilisateur de ’origine dans le demi-espace sont de norme 1.
1.3 Les isométries de Hy}

1.3.1 Classification des isométries de Hp;

Les éléments de Isom(Hj}) agissent sur l'espace projectif en fixant globalement 1’adhé-
rence Hf = Hp UOHE de Hf, qui est une boule fermée. Tout élément de Isom(Hp)
posseéde donc au moins un point fixe dans ?ﬁ, et 'on classifie les isométries de Hyj selon

la nature de ’ensemble de leurs points fixes.

Par des considérations d’algebre linéaire élémentaires, on montre que si un élément GG
de Isom(H}}) fixe strictement plus de deux points au bord 0Hj de Hj, nécessairement,
G fixe point par point toute une sous-variété totalement géodésique de Hj (on trouvera
par exemple une démonstration de ce fait dans article de Shyan S. Chen et Leon Green-
berg [CG74, Lemme 3.1.1]). Ce résultat implique la traditionnelle trichotomie — bien connue

dans I'espace hyperbolique réel — en éléments paraboliques, loxodromiques ou elliptiques :

Définition 1.3.1. Soit G un élément de Isom(Hp}). G est dit de type
— parabolique s'il posséde exactement un point fixe au bord 0Hj (et pas de point fixe
a l'intérieur de 'espace hyperbolique Hy});
— lozodromique s’il posséde exactement deux points fixes au bord 0Hj} (et pas de point
fixe a 'intérieur de 'espace hyperbolique Hy);

— elliptique s’il posséde (au moins) un point fixe dans l'espace hyperbolique Hyj.
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1.3.2 Sous-groupes élémentaires de Isom(Hj)

La notion de groupe élémentaire peut-étre définie dans un cadre plus large que celui des
sous-groupes d’isométries des espaces hyperboliques. Pour une définition tout a fait géné-
rale, on pourra par exemple consulter I'article de Mikhail Gromov sur les groupes hyperbo-
liques [Gro87]. Nous les définissons dans le cadre qui nous concerne, celui des sous-groupes
discrets de Isom(HJ}), et la définition que nous en donnons, ainsi que ses deux formulations

équivalentes, se trouvent détaillées dans la référence ci-dessus.

Commengons par donner la définition suivante :

Définition 1.3.2. L’ensemble limite d’un sous-groupe discret I' d’isométries de Hp est
I’ensemble des points d’accumulation de ’orbite d’un point arbitraire x € Hiﬁ, et est
noté L(T").

Alors,

Définition 1.3.3. Un sous-groupe discret I' d’isométrie de Hy est non-élémentaire si
L(T) > 2.

Si ce n’est pas le cas, I' est dit élémentaire.

La proposition suivante décrit précisément les sous-groupes élémentaires de Isom(Hp).

Proposition 1.3.4 (Définition 1.3.3 (bis)). Soit T' C Isom(Hj;) sous-groupe discret. Alors,

si I' est élémentaire,
1. soit L(T") = 0, auquel cas T est fini;

2. soit L(T') = {xo}, et dans ce cas, les éléments d’ordre infini de T' sont tous parabo-
liques de point fize xo € OHy ;

3. soit L(T') = {xo,yo} et dans ce cas, les éléments d’ordre infini de T' sont tous lozo-

dromiques de points fizes x et yo € OHy.

Remarque 1.3.5. En particulier, si I' C Isom(Hj) est discret, élémentaire et sans torsion,
les éléments de I' sont soit tous paraboliques, soit tous loxodromiques. Cette propriété
tres simple des groupes élémentaires est essentiellement la seule dont nous nous servirons
dans la suite de ce texte. Nous 'invoquerons dans le chapitre 2 : elle se révelera cruciale
dans la démonstration du théoreme 2.1.7, théoreme donnant ensuite ’inégalité centrale

du chapitre 2.

Donnons enfin, pour clore ce paragraphe, une derniére caractérisation équivalente des
sous-groupes élémentaires dans ce contexte, en lien avec la discussion que nous menons a
la fin du chapitre 2 (section 2.4).

Proposition 1.3.6 (Définition 1.3.3 (ter)). SoitI' C Isom(H}) sous-groupe discret. Alors, T'
est élémentaire, si et seulement si, I' est virtuellement nilpotent.
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1.4 Sous-espaces totalement géodésiques de Hf;

Le contenu de ce paragraphe est entierement explicité dans l'article de Shyan S. Chen et
Leon Greenberg que nous avons déja mentionné plus haut [CG74]. Nous démontrons donc
une proposition (la proposition 1.4.4), pour donner une idée de la saveur (d’algebre linéaire)
des preuves, et nous nous contentons ensuite d’énoncer les résultats, sans démonstration,
renvoyant a cet article pour les détails.

Comme nous 'avons déja signalé en introduction de ce chapitre, la géométrie de Hyj
est tres similaire a celle de H{, et 'analogie avec la géométrie hyperbolique complexe
fonctionne parfaitement pour ce paragraphe. On pourra donc aussi consulter le livre de
William Goldman [Gol99] sur le sujet.

1.4.1 Géodésiques

Etant donnés deux points z et w de Hyj; U 0Hy, il existe une unique géodésique v, w les
joignant.

La proposition suivante donne une paramétrisation des géodésiques de Hyj en fonction
de leurs extrémités. Donnons nous deux points du bord z et w € 9Hjj, et choisissons deux

relevés z et w dans H™! normalisés de sorte que (z, W) = —1. Alors :

Proposition 1.4.1. Soitt € R, et notons y(t) le point de Hyjj correspondant au point et/ 27+
e t2% de H™'. Alors lensemble

v={y(t) |t R} C Hy
est la géodésique de Hf; joignant z et w, paramétrée par la longueur d’arc t.
Démonstration. Tout d’abord, comme z et w sont des points du bord, (z,z) = (w,w) = 0.
Avec le choix de normalisation que 'on a fait, on a donc
(7 4+ e V2%, et %% + e PW) = —2.

Donnons nous deux réels s et ¢. Il suffit de voir que p(v(s),v(t)) = |t — s|, ce que montre
un calcul immédiat (rappelons que la distance est donnée par la formule (1.2.2) indiquée a

la section 1.2) :

g — o S/2 —s/250\ |2
cosh (#50)? (/T e Py e
2

<et/2;+e_‘/Q:V,e‘/QZ-&-e_t/Q‘;) <€S/2;+€_3/2;,65/2;+€_S/2V,;>

t—s s—t
_ e 2 4e 2
- 2

1.4.2 Sous-variétés quaternioniques : les H*-plans

Ces sous-variétés sont les points fixes de réflexions orthogonales (définition 1.4.2), qui sont

des isométries de Hyj, ce qui implique immeédiatement qu’elles sont totalement géodésiques
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(dans une variété riemannienne, les points fixes d’une isométrie forment un sous-espace

totalement géodésique). On commence donc par expliciter ces isométries.

Soit ¥ un sous-H-espace vectoriel de H™?! tel que la restriction de (, ) & # soit non-

dégénérée. On a la décomposition orthogonale
Hn,l =y o "f/J‘,

et on note my et w41 les projections orthogonales sur # et # . Alors, pour tous vecteurs z
et w de H™!,

(2, w) = (1 (2), Ty (W)) + (TyL(2), Ty L (W)).
Ainsi, la transformation
67/ L Z— 71'1/(Z) — 7T7/L(Z)

est un élément de Sp(n,1).

Définition 1.4.2. La transformation £ est appelée réflexion orthogonale par rapport a V',

ou simplement réflexion par rapport a ¥ .

Remarque 1.4.3. Dans le cas complexe, on a toute une famille & un parametre de telles

transformations, donnée par
iz my(2) + Ty (2) - p,

ol p est un nombre complexe de module 1 (voir par exemple la discussion dans le livre
de William Goldman [Gol99, 3.1.2]). Dans notre cas, si 4 est un quaternion de module 1
différent de 1 et de —1, p n’est pas central et

(13 (2) + Ty (2) -ty oy (W) + 7y (W) - 1)
= (o (@), my (W) 4 i+ (s (2), s (W) -
4 (z,w).

Cette transformation n’est donc pas dans Sp(n, 1).

On peut & présent donner la proposition suivante :

Proposition 1.4.4. Soit ¥ un sous-H-espace vectoriel de H™!, de dimension k+1 (1 <
k < n+1) qui intersecte V_. Alors 4 = P(¥) N Hj} est une sous-variété totalement

géodésique (de dimension k sur H, de dimension réelle 4k) de HY, isométrique a HE.

Définition 1.4.5. On appelle H*-plan une telle sous-variété de Hy. Si k =1, on parlera

de droite quaternionique de Hp.

Preuve (de la Proposition 1.4.4). Déja, .4 est une sous-variété totalement géodésique de Hjj,
car égale a ’ensemble des points fixes de la symétrie £&¢ définie au début du paragraphe.
Montrons que cette sous-variété est isométrique a HH’_’“H. Placons nous pour ce faire dans le

modele de la boule. Tout d’abord, comme PSp(n,1) agit transitivement sur Hy}, on peut
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supposer que . contient l'origine 0 de la boule. Ensuite, comme Sp(n) C PSp(n, 1) agit
transitivement sur les sous-H-espaces vectoriels de dimension k de H", il existe une isomé-
trie A € PSp(n, 1) telle que A(P(7)) = {0’} x H*. Ainsi, A est une isométrie envoyant, ./#
sur Hﬁ. O

Remarque 1.4.6. Dans la démonstration ci-dessus, nous remarquons que le sous-groupe Sp(n)
agit transitivement sur les H*-plans. En particulier, ’action du groupe Sp(n, 1) est transi-

tive sur les HF plans.

1.4.3 Sous-variétés complexes : les C*-plans

Rappelons qu’étant donné un quaternion pur de module 1 y, on note C, la copie de C
engendrée par p et que 'on dispose alors des opérations de symétrie orthogonale par

rapport a C,, et de projection orthogonale sur (le (voir (1.1.2) et (1.1.3) page 17).

Définitions 1.4.7.

— Soit # un sous-R-espace vectoriel de H™!, et C, ~ C un sous-corps commuta-
tif maximal de H. On dit que % est un sous-espace C,-isotrope si pour tout élé-

ment w,w’ € ¥, (w,w’) € C,, c’est-a-dire si

projc, © <’>‘W = 0.

— Un sous-espace C,-isotrope de dimension maximale est appelé un C,-lagrangien
de H>1.

Remarque 1.4.8. Les C,-lagrangiens de H™! sont donc des sous-espaces de dimension
rélle 4(n+ 1)/2 = 2n + 2, de dimension « complexe » n + 1.

Proposition 1.4.9. Soit ' wun sous-espace C,-isotrope de H™!, de dimension com-
plexe k + 1, qui intersecte V_. Alors M = P(W') N Hf est une sous-variété totalement
géodésique de Hyy, de dimension réelle 2k, isométrique d HfC“.

Définition 1.4.10. Une telle sous-variété est appellée Cﬁ—plan de HIEH. Lorsque la distinc-
tion ne sera pas nécessaire, on appellera simplement ces sous-variétés des k-plans complezes

ou CF-plans.

Remarque 1.4.11. Tout comme pour les k-plans quaternioniques, nous remarquons que

laction du groupe Sp(n, 1) est transitive sur les C*-plans.

Il reste enfin un dernier type de sous-variétés totalement géodésiques dans Hj, que
I’on peut a nouveau exhiber par des raisonnements d’algebre linéaire, ou que I'on peut dé-
duire de la connaissance des sous-variétés totalement géodésiques des espaces hyperboliques

complexes : les R¥-plans.
1.4.4 Sous-variétés réelles : les RF-plans

Définition 1.4.12. Soit % un sous-R-espace vectoriel de H™!. On dit que % est un
sous-espace totalement réel de H*' si pour tout élément u,u’ € ¥, (u,u’) € R.
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Proposition 1.4.13. Soit % un sous-espace linéaire totalement réel de H™!, de dimension
réelle k+ 1, qui intersecte V_. Alors M = P(%) N HJ} est une sous-variété totalement

géodésique de Hyft, de dimension réelle k, isométrique a H]{g.
Définition 1.4.14. Une telle sous-variété est appellée R¥-plan de Hj.

Remarque 1.4.15. A nouveau, on peut vérifier que l’action du groupe Sp(n,1) est transitive

sur les RF-plans.

1.5 Le sous-groupe parabolique &

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons a la construction d’un domaine fondamental pour
l'action d’un certain réseau de PSp(2,1) sur le plan hyperbolique quaternionique, HZ.
Mimant la construction d’un domaine de Ford dans HZ ou HZ, nous nous plagons pour ce
faire dans le modele du demi-espace, et nous avons besoin d’une étude un peu plus fine des

isométries stabilisant le point & l'infini ¢, dans ce modéle.

Dans cette section, nous présentons le stabilisateur de ce point en dimension n quel-
conque, I’exposition de cette généralité étant strictement similaire a celle du cas particulier
2
de Hp.

Notation 1.5.1. On note &, le stabilisateur de g, dans le modeéle du demi-espace.

Rappelons que nous avons donné au paragraphe 1.2.1, en (1.2.8), la forme générale de
la matrice d’une isométrie de Hy dans le modele du demi-espace. Remarquons que si une
isométrie B fixe ¢, son inverse aussi. De cette remarque et de (1.2.8), on déduit ainsi que
les éléments de &2, sont représentés par des matrices triangulaires supérieures par blocs,
de la forme

a a* b
F=10 A ¢
0 0 d

Explicitant ’appartenance d’une telle matrice au groupe Sp(n, 1), c’est-a-dire, écrivant
F*JQF = JQ,

on trouve que nécessairement, ces matrices sont de la forme

F=|0 A4 c¢|, on meR" ueSp(l),AcSpn-1), (1.5.2)

et a, c sont des vecteurs colonnes de H* !, b € H.

Le groupe Z, est un sous-groupe dit paraboliqgue de PSp(n,1). Dans notre cadre, on

peut donner la définition suivante :
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Définition 1.5.3. Un sous-groupe parabolique de PSp(n, 1) est le stabilisateur d’un point P(z)
du bord P(V) de Hf.

La définition algébrique générale (dans le cadre large de 1’étude des groupes algébriques
développée par Armand Borel et Harish-Chandra) de ces objets sort grandement du cadre
de notre présentation. On en trouvera (par exemple) un exposé complet dans ouvrage col-
lectif édité par Garth Warner [War72], et un exposé plus synthétique dans le livre d’Armand
Borel et Lizhen Ji [BJO6, I.1].

Dans cette derniére référence, I’exposé est motivé par le lien entre les structures d’un
sous-groupe parabolique (décomposition de Langlands de &) et du voisinage d’un point a
Vinfini (décomposition horosphérique de Hy}), et c’est cette philosophie que nous suivons

dans notre exposition.
1.5.1 Decomposition de Langlands de &,

La Décomposition de Langlands d’un sous-groupe parabolique d’un groupe de Lie semi-
simple G est définie a partir d'une décomposition d’Iwasawa de G. Dans le cadre de ce
texte, une présentation générale de cette derniere décomposition ne présente pas beaucoup
d’intérét. Par ailleurs, c’est un outil classique de la théorie des groupes de Lie, et chacun
des ouvrages de référence sur les groupes algébriques ou sur les espaces symétriques que

nous avons cités depuis le début de ce chapitre en contient une description.

Nous donnons ainsi ici la définition ad hoc suivante, et renvoyons & la littérature pour

une définition générale.
Définition 1.5.4. La décomposition d’Iwasawa standard de Sp(n,1) est ’écriture
PSp(n,1) = A AN (1.5.5)

ou (dans le modeéle du demi-espace)
— X est le stabilisateur de l'origine o;
— o est formé des éléments loxodromiques fixant les deux points du bord ¢g et goo ;
— A est formé des éléments paraboliques fixant le point du bord .-
Dans tout autre modele, la décomposition d’Iwasawa standard de Sp(n,1) s’obtient en
conjuguant Iécriture (1.5.5) par la transformation de Cayley de ce modele vers celui du

demi-espace.

Rappelons que le groupe des isométries de Hyj agit transitivement sur le bord. De la
définition 1.5.3, on déduit donc immédiatement que tous les sous-groupes paraboliques
de PSp(n, 1) sont conjugués. Nous présentons ici des résultats de structure concernant le
sous-groupe parabolique qui nous intéresse pour la suite, &, mais signalons que ces ré-

sultats sont plus généraux et s’étendent & tous les sous-groupes paraboliques de PSp(n, 1).

Proposition 1.5.6 (Décomposition de Langlands de &, voir par exemple [BJ06, I.1]).

Considérons la décomposition d’Iwasawa standard

PSp(n,1) = A AN
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donnée en (1.5.5). La décomposition de Langlands de P, associée est I’écriture
Poo=MAN ~ MXA XN, (1.5.7)
ot M = P N K est le centralisateur de o7 dans P .
Remarque 1.5.8. De plus, I'application
MY A XN = P, (M,A,N)— MAN

est un isomorphisme analytique entre variétés lisses.

Nous décrivons a présent explicitement les trois sous-groupes .#, </ et A . Avec cette
description, et connaissant — voir (1.5.2) — la forme générale des éléments de L, 'isomor-
phisme (1.5.7) peut-étre donné explicitement, ce que nous faisons dans la derniére partie

de ce paragraphe.

La terminologie que nous employons (rotations, dilatations et translations d’Heisen-
berg), est celle employée par Inkang Kim et John R. Parker dans leur article [KP03], et

est analogue a la terminologie que I'on peut trouver dans le cas hyperbolique complexe.

1.5.1.1 Le groupe # : les rotations d’Heisenbery.

C’est le sous-groupe formé des éléments elliptiques de &, fixant l'origine o et go,. Remar-
quons que de tels éléments fixent nécessairement toute la géodésique passant par o et go-

En particulier, ils fixent le point du bord gq.

Le groupe unitaire Sp(n — 1) agit par rotation. En coordonnées horosphériques, cette
action est donnée par
Ry : (z,v,u) — (Uz,v,u).

Matriciellement, Ry s’écrit

Les points fixes d’une telle application forment un sous-espace H-linéaire de H™!, et la sous-
variété totalement géodésique de Hy; correspondante est une copie de Hﬁ. Cette action est

lanalogue exact de l'action du groupe unitaire O(n—1) sur I’espace hyperbolique complexe.

En revanche, dans le cas quaternionique, il existe un autre type d’éléments elliptiques,
donné par Paction des matrices scalaires de PSp(n, 1) — qui, comme on ’a déja remarqué
au début de la section 1.2, ne sont pas dans le centre de Sp(n,1). Soit w € Sp(1) un
quaternion unitaire. La matrice wl agit sur H™! & gauche, et quand on projectivise &

droite, on obtient I'action suivante en coordonnées horosphériques :

Ry : (z,v,u) — (wzw ™ wow ™!, u).
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Remarque 1.5.9. Cette action par conjugaison correspond a ’action du groupe
PSp(1) =Sp(1)/ £1 ~SO(3).

Elle est triviale sur la partie réelle des coordonnées d’un point, et induit une action de SO(3)
sur la partie imaginaire des coordonnées (voir par exemple la description des groupes de
Lie U(2) et SO(3) donnée par Graeme Segal dans [CSM95, p.54]).

Les points fixes de cette action forment alors un sous-espace C,-linéaire de H™! pour
un certain x4 € Sp(1) N Jm(H). En effet, considérons les points fixes de l'action z + uzu ="
sur H. C’est un sous-espace R-linéaire, engendré par 1 et par un vecteur u € Sp(1)NJIm(H),
correspondant a un vecteur propre associé a la valeur propre 1 pour l'action de I’élément
de SO(3) sur Jm(H) correspondante. C’est donc une copie C, = R[u] de C dans H.
Répétant cette observation coordonnée par coordonnée, on obtient le sous-espace (CZJrl
de H™'. La sous-variété totalement géodésique correspondante est donc une copie de HE

dans Hyj.

Le groupe .# est le sous-groupe formé par les rotations d’Heisenberg, il est donc consti-

tué des matrices de la forme
w 0 0
Row=1|0 wU 0|, weSO@),UeSp(n—1).

0 0 w

On constate que le sous-groupe Sp(n — 1) y est distingué, et .Z a ainsi une structure de
produit semi-direct
A =8S0(3) x Sp(n —1).

Remarque 1.5.10. En dimension 2, on a une description agréable de ce groupe. En effet,
si n = 2, les éléments de .# sont dans SO(3) x Sp(1) ~ SO(4). Cet isomorphisme — qui
n’a pas d’analogue en dimension supérieure — nous sera utile lors de la construction de
domaines fondamentaux pour des sous-groupes de Sp(2,1) agissant sur H7, au chapitre
suivant (voir en particulier la remarque 4.1.10).

1.5.1.2 Le groupe o : les dilatations d’Heisenberg.

C’est le groupe formé des éléments loxodromiques de &, fixant gg et goo-

L’ensemble des nombres réels positifs R} agit par dilatation sur Hj}. La dilatation
d’Heisenberg de facteur r > 0 est I'isométrie dont I’action est donnée, en coordonnées
horosphériques, par

(z,v,u) — (rz,r*v, 7).

Elle est représentée par la matrice de Sp(n, 1)
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Le groupe &7 est le sous-groupe formé par les dilatations d’Heisenberg. C’est donc le groupe
abélien

o ~ R}
1.5.1.8 Le groupe A : les translations d’Heisenberg

C’est le sous-groupe formé des éléments unipotents de .
Le groupe d’Heisenberg .77, agit sur lui-méme par translation & gauche. Pour
qo = (20, v0) € I3,

on note
Tao ¢ (2,0) = qo - (2,v) = (20 + 2, v0 + v + 2Re((20,2))) .

Cette action s’étend & Hyj — par I'inverse de la perspective géodésique — en une action préser-
vant chaque horosphere. La translation de Heisenberg par qo, Ty, , est 'élément de Sp(n, 1)

dont ’action en coordonnées horosphériques est donnée par
Ty ¢ (2,0, u) = (14, (2,0), u).

Matriciellement, T, s’écrit

1 -z} ;IZO‘;”O
Tp=10 I Zo
0 0 1

Le groupe 4 est le sous-groupe formé par les translations d’Heisenberg. C’est donc le

groupe nilpotent
N~ L

1.5.1.4 Décomposition explicite des éléments de P,

Montrons enfin que tout élément de &, s’écrit de maniére unique comme produit d’un
élément de .7, d’un élément de & et d’'un élément de 4. Soit F' € S, une isométrie

représentée par la matrice donnée en (1.5.2) :

F=|0 4 c¢]|- (1.5.11)
0 0 =u
Alors
F = Rua Dy Tgywy) € M- - N

ou zg = %A*c et vg = 2Jm(b). Cette écriture est unique : il est clair que P'intersection de

deux des trois sous-groupes .#, o/, ./ est réduite a I'identité.



1.5. Le sous-groupe parabolique &+, 37

Par ailleurs, on a déja vu que le produit .# - o est direct. On voit aisément que A est

normal dans &, : le produit # o7 - A est semi-direct, et finalement,
P = (SO(3)x Sp(n—1)) x Rt x s"~! (1.5.12)

est la décomposition recherchée.

1.5.2 Decomposition horosphérique de Hp

Nous explicitons & présent une décomposition horosphérique de Hp. A nouveau, il n’est
pas ici question de donner une exposition générale de cet outil — nous aurions di pour
cela donner auparavant une exposition générale des sous-groupes paraboliques — et nous

renvoyons au livre d’Armand Borel et Lizhen Ji [BJ0G, I.1] pour un tel exposé.

Nous définissons ainsi ce concept dans le cadre bien particulier du modele du demi-
espace pour ’espace hyperbolique quaternionique, notre but étant essentiellement d’illus-
trer les liens entre la structure de &, et celle de I’espace symmétrique Hyj, en éclairant

Iorigine des coordonnées horosphériques introduites au paragraphe 1.2.1.

L’action de #""! sur lui-méme par translation est clairement transitive.
Ainsi, A ~ s#""! — qui agit par translation de Heisenberg en préservant chaque horo-
sphére H; (dont la description est donnée en (1.2.7) au paragraphe 1.2.1) — agit transiti-

vement sur chaque horosphere.

Par ailleurs, une dilatation de Heisenberg de facteur » > 0 envoie 1’horosphere H;
sur H,2;. De ceci on déduit immédiatement que 7 agit transitivement sur les horospheres,

puis que le produit &/ 4" agit transitivement sur Hfj. On peut ainsi définir :

Définition 1.5.13. La décomposition horosphérique de Hf (associée a la décomposition
de Langlands (1.5.7) de &) est écriture

HE = P P NK =P M = AN

Les coordonnées horosphériques sont ainsi les coordonnées donnés par cette décompo-

sition :
o X N — Hy
* —|Zz+
w 0 0 1 -z [
01 0 x 1o T z = (u,(2,0)).
0 0 1/u 0 0 1

En conclusion de cette section, nous faisons briévement la remarque suivante, justifiant

une intuition que nous avions donnée au paragraphe 1.2.1 :

Remarque 1.5.14. Les coordonnées horosphériques dans le modele du demi-espace pour Hy;

sont bien une généralisation des coordonnées euclidiennes dans le modele du demi-plan de
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Poincaré pour HZ. En effet, dans ce modele, le stabilisateur du point a I'infini dans Isom(H3)
s’écrit

a b
yoo: ‘Q#O,bGR
0 1/a

Une décomposition de Langlands de ce groupe est alors donnée par P, = A o N avec

1 0
M = + :
0 1
a 0
o = , a>03 ;
0 1/a
1 b
N = , beR
0 1

Les coordonnées euclidiennes z = b + ia d'un point de HZ sont donc les coordonnées

correspondant & la décomposition horosphérique de HZ :

o x A — HZ

a 0 1 b
X —  (ba).

0 1/a 01




Chapitre 2

Rayon mazimal dans Hy

It has been known since the end of the 1960’s with the work of Kazdan and Margu-
lis [KM68], that any locally symmetric manifold of non-compact type contains an embed-
ded ball of radius rx > 0 depending only on its universal cover X. More precisely, if M
is a locally symmetric manifold, covered by a symmetric space X, denoting by r(z, M) its
injectivity radius at a given point x, the mazimal radius of M,

r(M) =sup{r(z,M) | z € M},
is the radius of the largest ball embedded in M. Then, the number rx is
rx = inf{r(M) | M is a manifold covered by X},

and the above-mentionned work of Kazdan and Margulis showed that this quantity is stricly
positive.

Given a symmetric space X, a lower bound on rx provides geometric information on
any manifold obtained as a quotient of X : for instance, one can then deduce a lower
bound on the maximal injectivity radius of any such manifold, and information about its
thick-thin decomposition.

In this first chapter we focus on the case where X is the quaternionic hyperbolic
space Hjj. We adapt techniques developed by Martin [Mar89b] in the real hyperbolic
setting to obtain a bound A, /2 on the maximal radius of a real hyperbolic n-manifold.
These ideas where recently adapted to the complex hyperbolic case by Jiang, Wang and
Xie [XWJ14].

The main result of this chapter is the following :

Théoréme (Théoréme 2.3.1). LetT' C Sp(n, 1) be a discrete, torsion-free, non-elementary
subgroup acting by isometries on the quaternionic hyperbolic space Hyj. There exists a point
p € Hy such that, for all y €T,

p(e:Y(P) = An,

where A\, = &351. Any quaternionic hyperbolic manifold thus contains an embedded ball of

radius \p /2.

Puting r, g = THp, this theorem thus shows that

1 0.05
TnH = 5 ’ gn+1 :

39
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No bounds were previously known on this quantity, and further, our result somewhat

improves the earlier bounds known in the real and complex case (see remark 2.3.4).

Martin’s work crucially relies on a Jgrgensen-like inequality, established in [Mar89al.
This inequality in turn depends on the explicit determination of a Zassenhauss neigh-
bourhood of the isometric group of the hyperbolic real space. In [FH93], Friedland and
Hersonsky improved Martin’s inequality slightly, and used this new version to deduce a
better bound on the maximal radius of real hyperbolic manifolds. It is this improved in-
equality that Jiang, Wang and Xie use in [XWJ14], and it is the one we shall use in this
paper.

Section 2.1 is devoted to the presentation of these results : first we exhibit a Zas-
senhauss neighbourhood of PSp(n, 1), the group of orientation preserving isometries of
the quaternionic hyperbolic space. We then deduce the Martin-Jgrgensen inequality and,
following Martin, a stronger inequality satisfied by the torsion-free lattices in PSp(n, 1)
(Theorem 2.1.7).

In Section 2.2, we make explicit the fact that when A is an element of PSp(n,1), |A]|
and | A — I| have to be small if A doesn’t displace enough a given point o of Hjj. We finish

by combining these results and Theorem 2.1.7 to reach our conclusion in the section 2.3.

The bounds on the maximal radius given by the authors we first mentionned, and the
one presented here, both decrease exponentially with the dimension, though the methods
employed do not allow us to discuss their optimality. The description of the behaviour of
the maximal radius with the dimension (can it be uniformly bounded ? Could it grow with

dimension ?) is a matter that doesn’t seem well understood yet.

On the other hand, for open real hyperbolic manifold, Gendulphe [Gen15] recently deri-
ved a bound for the maximal radius, which is dimension-free, and optimal in dimension 3.
His constructions greatly rely on packing theorems and cannot obviously be adapted to

the case of spaces of non-constant sectional curvature.

Related to that matter, is the question of the behavior of the Margulis constant with the
dimension. This is the constant given by the following famous result, know as the Margulis

Lemma (see for exemple [Thu80, lemma 5.10.1]) :

Théoréme 2.0.1 (Margulis). For all n, there exists a positive constant pay such that, for
all discrete subgroup T' C Isom(HJ), and for all point x € HJ, the group

Iu(e) = (g€l | d(z,9(x)) <€)

is elementary.

This theorem implies in particular that there is an embedded ball of radius p HE /2 in

any quotient of Hyjj by a discrete subgroup of its isometry group, so that

BH? < Tisom(Hp)-
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In the last section of this chapter, using a result of Mikhail Kapovich mentionned in a
paper of Belolipetsky [Bell4b], we give an argument showing that the Margulis constant
of Hi (in fact, of H, for K = R,C or H) goes to 0 as the dimension n goes to infinity.
This of course does not answer the question of the behavior of the maximal radius with

the dimension, but we believe that it further shows that this matter is of interest.

2.1 Inégalité de type Jdrgensen et conséquences

As we announced, we begin by giving a Zassenhauss neighbourhood for Sp(n,1), that is
a neighbourhood of the identity in Sp(n,1) such that any discrete subgroup of Sp(n,1)

generated by elements of this neighbourhood is nilpotent.

Recall, from paragraph 1.1.2 of chapter 1 the definition of the spectral norm on ., (H).

This is the norm we will be using throughout this chapter.

Théoréme 2.1.1. Q@ = B(I[,7) is a Zassenhauss neighbourhood for Sp(n,1),
where T ~ 0.2971.. is the positive root of the equation 27(14 7)? = 1.

This result, with a slightly less good bound, was established by Martin in [Mar89a] : he
obtained the Zassenhauss neighbourhood Qo+ (1) =B([,2 — V/3). It was then improved
and generalized by Friedland and Hersonsky in [FH93] who obtained Q¢ = B(I, ) for
a large class of Lie groups G. Friedland and Hersonsky’s improvement comes from an

elementary remark which in our setting can be stated in this way :

for A € Sp(n,1), |A~!| =|A].

We give the proof of Theorem 2.1.1, for the reader convenience, and for it reveals a crucial

inequality (Inequality (2.1.2)) which we shall constantly reuse.

Démonstration. Let then A, B be in Q = {M € Sp(n,1), |M —I| < 7}. We have

[A,B]—I = ABA-'B~1_]

(AB— BA)A~1B~1

(A-DH)(B-1)-(B-I)(A- I))A‘lB_l.
Hence

I[A,B] - 1] < 21A-1I||B—I||A""][B~| (2.1.2)
< 27°(1+71) =1,

Now, if T' C Sp(n,1) is a discrete subgroup, T N Q = {Ay,..., A,} is finite, and there
exists 7, r < 7 < 1, such that |[A —I| <r forall A; e TNQ.
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From Inequality (2.1.2), we thus have, for all elements A;,,...,A;, of ' N,

ik
I[Ai, Ai] = I < 2r(L+7)?[ Ay — I <r]A; — 1],

and

l[Ain - [Ai Aig) ] =1 < ¥l Ay — 1)

PR i1

Hence, I' being discrete, there exists an integer m such that for all sequence (By)ren given
by

B, = [Ai.,...,[Aqy, Al -,
and B; = I Vj > m. The group (A1, Ag, ..., A,) is thus nilpotent. O

Remarque 2.1.3. A discrete and non-elementary group being non-nilpotent, we immediately
see that if two elements A and B of Sp(n, 1) generate a discrete non-elementary subgroup,
necessarily max {|A — 1||,|B — 1|} > 7. Furthermore, if one asks (A, B) to be torsion-
free, A must be parabolic or loxodromic, and it is easily seen that (A, B~!AB) stabilises
one or two points of the boundary of Hj, if and only if the group (A, B) does too. Therefore,
when (A, B) is discrete and torsion-free, (A, B~1AB) = (A, [A, B]) is elementary if and

only if (A, B) is. Theorem 2.1.1 thus has an —almost— immediate corollary :
Corollaire 2.1.4. Let I' C Sp(n, 1) be a discrete, torsion-free subgroup, and A and B be
two elements of I'. We have the following alternative :

1. either A and B generate an elementary subgroup of T ;

2. or

max {[A—1|,|B-1I|} > 7

and
max {|A - I|,[[A,B] - I|} > .

We are now ready to established a Jgrgensen-like inequality. This inequality is originally
due to Martin, in [Mar89b]. We state it here in its improved version, as derived by Friedland
and Hersonsky in [FT93].

Corollaire 2.1.5 (Jgrgensen-Martin inequality). Let I' C Sp(n, 1) be a discrete torsion-
free subgroup and A and B be two elements of I'. Then, either A and B generate an
elementary subgroup of I, or

max {|B[[B —I|, |[A[|A -1} = w

where w = (3)1/2 ~ 0.3854.. is the positive root of the equation 2w(2w? + 1) = 1.

Démonstration. Suppose that A and B are two elements of ' that do not generate an
elementary subgroup of I' and such that

|Al]A =TI <w and |B[|B - I < w.
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Using Inequality (2.1.2) derived in the proof of Theorem 2.1.1, we get

I[A, B —1I] < 20AJA-I[|BI|B-1I] < 2w*=r.

Next, since ([A, B], A) cannot be elementary (see Remark 2.1.3), by Corollary 2.1.4 we

must have
A4, (A, B -1 =

Therefore, using Inequality (2.1.2) again,

2lAlA = 1A, BIIIA, Bl = 1] = T,

SO
w|[AB]] = 1
However
I[A,B]l < 1+[[ABl-1] < 1+7=g5
which is a contradiction. O

Remarque 2.1.6. Friedland and Hersonsky’s improvement is an immediate consequence of their
gain in the Zassenhauss’ neighbourhood. Martin considers the neighbourhood B(1,2 — v/3)
and obtains the bound (%)1/2.

The main result of this section is the following :

Théoréme 2.1.7. Let T be a discrete, torsion-free, non-elementary subgroup of Sp(n,1).
There exists an H € Sp(n, 1) such that

|AlJA = 1] >w for all A€ HTH'. (2.1.8)

Remarque 2.1.9. Recall, from remark 1.1.13, that the spectral norm | - | is not invariant

under conjugacy by a general element of Sp(n, 1).

Démonstration. Let us assume, without loss of generality, that no nontrivial element of T"
fixes goo or O (the point of OHj; with horospherical coordinates (0,0,0)). Denote by hy
the loxodromic flow from 0 to ¢, and by H; the corresponding elements of Sp(n,1). h;
converges to the (quasi)-constant map ¢oo locally uniformly on Hf \ {0,¢s} as t goes

to 400, and h; ' = h_; converges to 0 locally uniformly on Hg \ {0, g }-

Reason by contradiction and suppose that there is no ¢ € R for which H,I'H;" ! satis-
fies (2.1.8).

Firstly, remark that for a fixed, non-trivial, element A of Sp(n, 1), |H;AH; | goes to
infinity as t does. Indeed, denote by ~ the isometry corresponding to A. By assumption, -y
does not fix 0, so

vhi'(0) — ~(0) € dHf — {0}

t——+o0
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(recall, from chapter 1, page 25, that o =*[ =10 --- 1] is a distinguished origin in the

half-space model of Hf}). Consequently, the convergence being locally uniform,
-1
el 0) e
Put
heyhyt = (@i ;1) 1<ijentt
then
ht’yht_l(o) =? al’l(t) + aLnH(t) ag’l(t) + a2’n+1(t) cdots an+171(t) + an+17n+1(t)
Hence,

-1 . .
hevhy ~(0) e e if and only if  aq,1(¢) N +00 or a1 n41(t) N +00,

so that |H,AH; | e O and finally, all norms being equivalent,
—r+00
|HAH Y| — . (2.1.10)
’ t—+oo

Naturally, a similar argument using the fact that  does not fix go shows that |H; AH; |

goes to infinity as ¢ goes to —oo.

Next, we exhibit a sequence t; going to infinity and a sequence of distinct elements A;
of T" such that

|He AiH | Hy A = 1) < w (2.1.11)
and
|Hy Ajn H | He, A H Y — 1] < w. (2.1.12)
To make the notation less cluttered, for t € R and A € ', we put
N(t, A) = |HAH; | HAHT — 1],
We are thus looking for two sequences ¢; and A;, satisfying
N(t;, A;)) <wand N(t;, Ajy1) < w.
To achieve that, for any element A of ' put
Va={te R,N(t,A) < w}.

Since N (¢, A) goes to infinity as ¢ does, if V4 is non-empty, V4 is a bounded open set.
Further, by assumption, for all ¢ € R there is an element A € I' contradicting (2.1.8), and
the set {V4, A € T'} thus forms an open cover of R by bounded sets.

Now, choose a locally finite open refinement of that cover, ¥ = {V'}. Put ¢t; = 0. ¢ is
in some V’ € ¥ which is in turn contained in some V. Put 4y = B.
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We then construct the sequences by induction. Suppose t; and A; are constructed. We
want to exhibit an element A;, # A; such that t; € Vi, (so that (2.1.12) is satisfied). t;
is in some set V' C V4, of ¥. Any real number close enough to the supremum of V’
is contained in another set V" of ¥. If V" C Vg with B # A;, choose any such real
number for ¢;,41 and put A;y; = B. If this is not the case, do the same procedure with
the supremum of V”. Since ¥ is locally finite, we are ensured to exit Vy, after a finite
number of steps. The sequence t; constructed in this way is strictly increasing and further,
by local finiteness of 7 it can not accumulate and consequently goes to infinity. Also by

construction, ¢t; € V4, N'Vy,,, and A; # A;4q for all .

i+1

Finally, (2.1.11) and (2.1.12) are satisfied, and from the Jgrgensen-Martin inequality
(Corollary 2.1.5), we see that the group generated by Ht,iAHlHt:l and HtiAth_il must
be elementary, hence its conjugate (A;, A;+1) must be too.

Consequently (see remark 1.3.5 p.28), either A; and A, are both parabolic and fix the
same point zy of the boundary, or they are both loxodromic and fix the two same points x(
and yo of the boundary. That being true for all 7, we see that the A, either are all parabolic
or are all loxodromic, and have a common fix point ¢ on the boundary. Further, denoting
by f; the isometries corresponding to the A;, we can assume — extracting a subsequence if

necessary,
filz) — xo

locally uniformly on HJ if all the f; are parabolic, and locally uniformly on Hj \ {yo} if

they are all loxodromic.

Now, consider the sequence h;f;h; L with h; = ht,. Since 0 and g are not fixed by
any element of T, {0, oo } N {z0,yo} = 0, and, the convergence being locally uniform,

S pafit0) =t (b (i :0)))

This shows — the argument is similar to the one used to derive (2.1.10) — that necessa-
vily |H;A;H; | — oo. However here, we see from (2.1.11) that |H;A;H; | is bounded
(indeed, if X satisfies | X || X —I| < w, then || X || ||X| — 1| < w, and | X | has to be smaller
than @) We thus get a contradiction, which concludes the proof of the theorem. [

lim hi(z0) = goo-
1—> 00

2.2 Résultats intermédiaires

We now want to use Theorem 2.1.7 to derive the Main Theorem. To that end, given f an
element of a discrete, torsion-free subgroup of isometries of Hy and A the corresponding

matrix, we seek to bound the quantity
|AllA—I|

from above by a function of the distance p(o, f(0)), in order to obtain a contradiction if f
does not displace the point o enough (we are working in the half-space model for Hj, and
again,

o="[-10---1]
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is the distinguished origin defined in chapter 1, on page 25).

In the rest of this section, f is an isometry of Hjj and A € Sp(n, 1) is the corresponding
matrix. We put

6 = plo,f(o))
and
r = exp(d/2).

We also put K = Stab(o) ~ P(Sp(n) x Sp(1)). Recall, from Remark 1.2.9 p. 27, that
elements of K have norm 1.

After conjugating A by an element of Sp(n, 1), we can assume that f sends o to a point
on the vertical geodesic (0, 00), at distance § from o. We thus suppose that

flo) = "2 0 ... 0 1} ~ t{r 0 ... 0 1/r|-

The dilatation associated to f is the loxodromic element fixing 0 and ¢, sending o to f(o),

with corresponding matrix

r 0 0
D =10 L. 0
o 0 1/r
(This is indeed a representative of this loxodromic element : D-o=*[r0 --- 0 —1/r],

and
(D-0,D-0)=-2, (D-0,0)=—r—1/r,

so that, denoting by d the isometry corresponding to D, (recall formula 1.2.2),

cosh (P(ng(o)))Q _ <r +21/7")2 _ <65/2+2€—6/2)2

thus p(o,d(o) =4.)

In particular, this element satisfies
AD ' e K,
and an immediate computation shows that
IDl=r and |D—1]=|D —I]=r—1.
We easily bound | A| from above :

Lemme 2.2.1. |A] < 7

Démonstration. Since AD™! € K, [AD™!| =1 and

|Al = |[ADT'D| < JAD7|D] = 1. 0
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Remarque 2.2.2. Also, note that this implies that, for all integer ¢,
| A% < 9.

This very simple remark is responsible for a slight improvement in the final bound we
derive (in theorem 2.3.1), compared to those previously known for the real and complex
cases (compare this equation to the one at the bottom of page 772 of the article of Xie,
Wang and Jiang [XWJ14] for instance).

Bounding |A — I|| from above turns out to be more subtle : for some given element
in Sp(n, 1), it is not a priori clear wether it is close to the identity or not. For an element R
of K however, either R is of finite order, or it is an irrational rotation : it is therefore possible
to approach I arbitrarily close by some power of R, and this is what we make explicit in
Lemma 2.2.7. We then use the triangle inequality to bound |A — I| —actually |A? — I|—

from above :
AT 1] < AT =R+ |R* —I]. (2.2.3)
The following lemma gives a bound for the first part of the right side of this expression :

Lemme 2.2.4. There exists an element R of K such that

|A?2 — R < r(ri—1).

Démonstration. Let R € K. Recall the identity
A1 —R1=(A-R)AT' + R(A-R)AT? + R*(A— R)AT3 4+ ...+ RT"'(A-R). (22.5)

Using the fact that |A| = r and that |R| = 1 we then obtain, for all R € K,

|47~ RY| < ZSHA-R].

— r—1

Set R = AD~!. Then

|A—AD™ < JAIp-D7 < r(r-1),

and finally we get
47— (AD=)1] < r(rr 1), s

Next, we have to bound the second part of the right side of (2.2.3) from above.
We shall do so by using the Dirichlet’s pigeon-hole principle, which we recall (see for
example [Hin08, chpt 3 §3]) :

Lemme 2.2.6 (Dirichlet’s pigeon-hole principle). Givenn real numbers 0; € [0,1], 1 <i <mn,
for all Q > 1, there exists an integer ¢ < Q™ and integers p;, 1 = 1,2...,n such that
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We deduce :

Lemme 2.2.7. Let R be in K. Then, for all Q > 1, there exists an integer q, 1 < ¢ < Q"T!
such that

|RT—1I] < 5.

Démonstration. For this proof, we place ourselves in the ball model. Recall that K ~ K,
where K’ is the stabilizer of the origin 0 of the ball, the isomorphism being given by the
conjugation by the Cayley transform C', which is unitary. By Remark 1.1.7 p.19, we thus

see that proving Lemma 2.2.7 for elements of K’ amounts to proving it for elements of K.

R 0
Let then R be an element of K’, and write R = . Without loss of
0 et (2m0ny)

generality, we can actually assume that

R 0
R= , R €8Sp(n),0,41 €10,1].
O ei(ﬂ'9n+1)

We diagonalize R’ (by the spectral theorem, see paragraph theorem ?? in chapter 1) :

R’ = P’ Diag(e!™), ... im0y p/=1,
with P € Sp(n). Then
R = PRP,
with
Ry = Diag(e!™) . ¢i(m0n) eim(ni1)y
and
P 0
P = e K’
0 1

Let Q@ > 1 be an integer, and let ¢, p;,i = 1...n + 1 be integer corresponding to the 6; as
in Lemma 2.2.6. Put

B = PBPlekK,

where
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Then

|R— B[ =R - Bi

Vre (R = Bi) (R — By))

= max \/

= max\/2—2cos(7r(i—pi)|
q

. ™ Di

= 4sin?(=(6; — =
max\/ sm(2( q))|

= 2max|sin(F(0; — %))|

. i |2
ei(m0;) _ gi(m )

7 max |0; — £

IN

T
SqQ'

Finally we use Identity (2.2.5) stated in Lemma 2.2.4 and the fact that |R| = |B| =1 to
obtain :

| R — 1]

| R — B

IN

q|R - B|

IN

L
ok

O
Remarque 2.2.8. Let us emphasise the fact that the eigenvalues of R’ can be all chosen to
have positive imaginary part is specific to the quaternionic setting (see remark 1.1.9 after
the statement of the spectral theorem in chapter 1). This is responsible for an improvement

of the constant A\, bounding the maximal radius from below in the quaternionic setting
(compare with [XWJ14, lemma 4.2] in the complex setting).

Let us summarise the results obtained in this section :

Lemme 2.2.9. Let f be an isometry of Hf}, and A € Sp(n,1) be the corresponding matriz.
Put § = p(o, f(0)) and r = exp(§/2). Then, for all Q > 1, there exists an integer q, 1 <
g < Q" such that

[Afjlas— 1 < vt (r(7 -1+ F).

Démonstration. As noted in remark 2.2.2, |A?| < r?. Combining (2.2.3), Lemma 2.2.4 and
Lemma 2.2.7 we thus obtain

JAT —I) < r(r? —1) + <. O
Q
2.3 Preuve du théoréme principal

We are now ready to give a proof of the main theorem of this chapter, which we state here

again for convenience :
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Théoréme 2.3.1. Let ' C Sp(n,1) be a discrete, torsion-free, non-elementary subgroup
acting by isometries on the quaternionic hyperbolic space Hyj. There exists a point p € Hy

such that, for all A € T — {I}, denoting by v the corresponding isometry,

p(0,Y(P) = A,

where A\, = &%. Every quaternionic hyperbolic manifold thus contains an embedded ball

of radius A, /2.

Démonstration. Firstly, from Theorem 2.1.11, we know that there exists an H € Sp(n, 1)
such that, for all C € HTH',C # 1,

IClIC 1] = w=~0.3854... (2.3.2)

Denoting by h the isometry of Hp corresponding to H, we shall prove the theorem
with p = h~1(0).

Assume on the contrary that there is an isometry ~ not satisfying the inequality of the
theorem. Denote by A the corresponding matrix in Sp(n, 1) , put A=HAH"! and 4 the
corresponding isometry. Also, put r = exp(p(0,4(0))/2).

Next, apply Lemma 2.2.9 with Q = 9 : there exists an integer ¢ < 9"*! such that

JAfdr—1] < (107 1)+ 5). (2.3.3)

A’71//2’

By assumption r < e so (since n > 2)

0.025 0.025
r < eomtl < e 93 and

n41 An gn+l
ré < g9 < e — 0025
Consequently

JAA =11 < €025 (" (0025 — 1) 4 7) =~ 0.3838.. < 0.3854.

which contradicts (2.3.2). O

Remarque 2.3.4. We pointed out earlier, in remark 2.2.2 and 2.2.8, two facts that allowed
us to improve the previously known bound on the maximal radius in the real and in the
complex case. Precisely, in those two cases, instead of our inequality 2.3.3, the authors

estimates are

JA9AT — 1] < (e — 1)+ 1) (r(rq—1>+25)

(with @ as in lemma 2.2.6), and ultimately, this explains the differences between their

results and ours.



2.4. Autres invariants globaux : volume, constante de Margulis 51

2.4 Autres invariants globaux : volume, constante de Margulis

An immediate corollary of Main Theorem is that one can bound below the volume of a
quaternionic hyperbolic manifold I'"\ Hjj by the volume of such a ball. To compute the later,
we will need the following lemma, that can be found for instance, in an article of Alfred
Gray [Gra73] :

Lemme 2.4.1. The volume of a ball of radius R in the quaternionic hyperbolic space is

Vol(B(R)) = % sinh®” (£) (2n cosh? (£) + 1)

Corollaire 2.4.2. Let M be a quaternionic hyperbolic manifold of dimension n. Then

2n

Vol(M) > 7((24721)! sinh*" (09-2%&5)

However, as was shown by Corlette [Cor92] and Gromov and Schoen [GS92], all lattices
in Sp(n,1) are arithmetic. Hence, one could likely give a lower bound on the volume of
(finite volume) quaternionic hyperbolic manifolds via arithmetic methods. Those methods
have proven to be fruitful in the real hyperbolic case — see for example the work of
Belolipetsky [Bel04b] and Belolipetsky and Emery [BE12] — and could probably be used
to improve Corollary 2.4.2.

Nevertheless, an information about the maximal radius of a manifold is not the same
as, though related to, an information on the volume of such a manifold. In particular, in
this paper, the subgroup I' need not be a lattice, but only a discrete subgroup of isometries,

and the result of Main Theorem remains valid if M is of infinite volume.

As we mentioned in the introduction, another quantity closely related to the maximal
radius is the Margulis constant p, of an hyperbolic manifold of dimension n. For this

number too, an interesting problem is to understand how it depends on the dimension. If

arithm.

@ is uniformly bounded

we restrict our attention to the arithmetic case, conjecturally, p
by below. On the other hand, there is an argument for why the Margulis constant of an
infinite volume hyperbolic manifold can behave differently than the finite volume case, due

to Mikhail Kapovich, which can be found in Belolipetsky’s 2014 ICM adress.

To conclude this chapter, we show that Belolipetsky’s arguments implies that if we
take n large enough, we can exhibit a discrete subgroup I' C Sp(n, 1), of infinite covolume,
with Margulis constant arbitrarily small, for it further motivates the methods we employed

over the arithmetic ones.

Proposition 2.4.3 (Kapovich, see [Bell4b, Proposition 5.2]). There exists a constant C > 0

such that WHp < %

Which can be reformulated
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Proposition 2.4.3 (bis). For alln, one can construct a discrete subgroup I' of Isom(Hg)

and a point x € Hg such that

Io(e) = (g €T | d(z,g(x)) <€)
is not virtually nilpotent, where € = %

Further, the group I' exhibited in the proof of Proposition 2.4.3 has infinite covolume

in Isom(HE) (see the construction below, in paragraph A).

Now, this proposition in turn implies
Théoreme 2.4.4. There exists a constant C > 0 such that HEH? < %

Démonstration. Indeed, fix an n, and let I' C SO(n,1) and « € H be the discrete group
of isometries and point of Hf given by Proposition 2.4.3. The group SO(n, 1) is embedded
in Sp(n, 1),

t:80(n,1) — Sp(n,1),
and stabilises a R™-plane in Hjj (see Definition 1.4.12 of chapter 1), that is a totally
geodesic isometric copy t.(HE) of HE. So T itself is a discrete subgroup of Sp(n, 1), acting
on 1. (Hg), and the group

I @(€) = (g €T [ d(e(2), 9(es(2))) <€)

is not virtually abelian. O

Note that the proof above also works for Hg, so that ultimately Proposition 2.4.3

implies
Proposition 2.4.5. There exists a constant C' > 0 such that

<£
HHE = N
for K=R,C or H.

We give a detailed proof of Proposition 2.4.3, in Annexe A, for Belolipetsky’s article
only sketches its main arguments, and for we found this construction beautiful enough to

deserve a comprehensive exposition.




Chapitre 3

Volume et caractéristique d’Euler des quotients de Hyg

Le résultat principal du chapitre 2 est I’obtention d’une constante positive A, telle que
toute variété recouverte par Hj} contient une boule plongée de rayon A, /2 (c’est I'objet
du théoréeme 2.3.1). Conséquence directe de ce résultat, nous obtenons une borne sur le
volume de telles variétés, en le minorant par le volume d’une boule de rayon A, /2 dans Hjj
(corollaire 2.4.2). Ce corollaire est en réalité plus anecdotique que satisfaisant, et nous nous
sommes attachés, dans la fin du chapitre 2, a décrire certaines raisons indiquant qu’une
information sur le rayon maximal n’équivaut pas & une information sur le volume (voir la

discussion au paragraphe 2.4).

Ajoutons a ceci deux constats allant dans le méme sens. Tout d’abord, la minoration
du volume des variétés hyperboliques quaternioniques ainsi obtenue décroit exponentielle-
ment vite avec la dimension. Or, dans le cas hyperbolique réel, les travaux d’Armand Borel
et de Gopal Prasad, puis de Mikhail Belolipetsky et Vincent Emery (voir par exemple le
survol de Mikhail Belolipetsky [Bell4a, §3] sur le sujet) montrent que le volume minimal
des variétés arithmétiques recouvertes par Hg croit avec la dimension. Dans le cas quater-
nionique, les variétés de volume fini étant toutes arithmétiques (comme 1’ont montré Kevin
Corlette [Cor92] et Mikhail Gromov et Richard Schoen [GS92]), on peut donc également
s’attendre a ce que le volume minimal soit une fonction croissante de la dimension.

D’autre part, et c’est surtout ce deuxieme point qui nous intéresse dans ce chapitre,
une telle approximation ne traite pas le cas des orbifolds recouverts par Hy. Notre but
ici est donc d’exposer une méthode aboutissant a une minoration du volume des quotients
de Hjj par un groupe discret quelconque (avec ou sans torsion) de Isom(Hg). Comme
d’apres le théoréeme de Gauss-Bonnet généralisé, le volume d’un orbifold est proportionnel
a sa caractéristique d’Euler, une minoration du volume est riche d’informations, et nous
permet en particulier, connaissant le ratio de ces deux quantités, d’estimer la caractéristique

d’Euler des quotients de Hpj.

Le point de départ de ce chapitre est une observation faite par Ilesanmi Adeboye et
Guofang Wei dans les cas hyperboliques réels [AW12] puis complexes [AW14], et valable

également pour Hyj :

La projection naturelle w : Isom(Hjj) = G — G/K = H}} est une submersion

riemannienne.

Donnons nous un réseau I' de G, auquel nous pensons indifféremment comme agissant a

53
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u r translations sur u agissan r isométries sur . e remardqu
auche par translations sur G, ou agissant par isométries sur Hy. D’apres la remarque

ci-dessus, dés que nous avons une estimation du type
Vol T\G) > Vg, (3.0.1)

nous avons une estimation du volume du quotient I'"\ Hj, car alors

s Ve ,
~ Vol(K)

Vol (T'\ Hy)
et les volumes des groupes compacts classiques sont connus.

Cette observation n’a bien sfir rien de spécifique aux espaces hyperboliques, et est
plus généralement valable pour tous les espaces symétriques. Par ailleurs, pour les espaces
symétriques de type non-compact, nous sommes en mesure d’obtenir une minoration de
type (3.0.1).

En effet, si G est un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact, Hsien-Chung
Wang a exhibé, en 1979, [Wan69], un nombre positif rg tel que tout sous-groupe discret
de G posséde un domaine fondamental contenant une boule de rayon rg/2. Ce nombre est
explicite, et dépend de deux constantes liées au groupe G, les constantes de Wang Cy et Co
de G, introduites dans ce méme article. Alors, si nous connaissons une borne explicite kg
majorant les courbures sectionnelles de G, appliquant un théoréme classique de comparai-
son des volumes entre une variété a courbure sectionnelle bornée et la variété modele a
courbure sectionnelle constante M*¢, nous minorons le volume Vol (I'\G) par celui d'une

boule de rayon rg/2 dans M¥e.
Nous avons donc structuré ce chapitre en trois parties.

Les sections 3.1 et 3.2 sont consacrées a l'obtention d’une estimation de type (3.0.1)

pour un groupe de Lie semi-simple et sans facteur compact quelconque.

Nous y détaillons tout d’abord le contexte géométrique et riemannien dans lequel nous
nous trouvons : nous introduisons ainsi les définitions de métrique canonique d’une algebre
de Lie semi-simple (définition 3.1.2); celles des constantes de Wang Cy , Co et du rayon
de Wang rg (définitions 3.1.4 et définition 3.2.1) ; nous décrivons également rapidement la

configuration de submersion riemannienne observée plus haut.

Nous exhibons ensuite une borne explicite kg sur les courbures sectionnelles de G
(c’est le théoréme 3.2.6), qui ne dépend que des constantes de Wang C et Cs, donc que du
groupe G. Enfin, comme annoncé, nous utilisons un résultat de comparaison pour minorer

le volume des quotients de G (théoréme 3.2.13 et corollaire 3.2.17).

Dans les sections 3.3 et 3.4, nous appliquons ces résultats au groupe de Lie semi-
simple Sp(n,1) = Isom(Hy}) et a I’étude des quotients de Hf.

Nous munissons tout d’abord Sp(n,1) de sa métrique invariante induisant une cour-
bure sectionnelle pincée entre —1 et —1/4 sur Hf}, la métrique standard normalisée (défi-

nition 3.3.11). A T’aide de cette derniére, nous calculons explicitement toutes les quantités
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intervenant dans la borne (minorant le volume d’un quotient de Sp(n,1)) obtenue aux
sections précédentes. Connaissant le volume du sous-groupe compact maximal de Sp(n, 1),

nous obtenons finalement une borne sur le volume des quotients de Hj (théoréme 3.3.21).

Comme nous le remarquions en introduction de ce chapitre, le théoréeme de Gauss-
bonnet généralisé nous permet alors d’estimer la caractéristique d’Euler des orbifolds hy-
perboliques quaternioniques. Les constantes intervenant dans ce résultat n’étaient pas ex-
plicitement connues avant notre étude, et nous commencons donc par expliciter la matrice
des 2-formes de courbure de Hj} (propositions 3.4.19, 3.4.20 et 3.4.21,) afin d’estimer ces
constantes (propositions 3.4.26 et 3.4.28). Nous en déduisons ensuite une minoration de la

caractéristique d’Euler des quotients de Hf (c’est le théoreme 3.4.29).

Le travail général des sections 3.1 et 3.2 s’applique bien entendu a tous les espaces
hyperboliques, et les quantités calculées pour Hy; dans les sections 3.3 et 3.4 se trouvaient

déja dans la littérature pour Hy et HZ.

Dans une troisieme et derniére partie, nous dressons donc des tables (tables 3.1 et 3.2,
page 87) donnant des minorations des volumes et des caractéristiques d’Euler des quotients

des espaces hyperboliques réels, complexes et quaternioniques.

3.1 Contexte

3.1.1 Meétriques canoniques et constantes de Wang de G

Soit G un groupe de Lie semi-simple de type non-compact. On dispose sur 'algebre de
Lie g de G de la forme de Killing, donnée par

PB(X,Y) = Trace(adx o ady),

qui est symétrique et non-dégénérée (car G est semi-simple). Etant donnée une décompo-

sition de Cartan
g=pot

de g, # est positive sur p, négative sur £, et 'on munit 1'algebre de Lie d’un produit

euclidien en posant

PA(X,Y) pour X,Y €p
(X,Y)o = { —#(X,Y) pour X,Y €t - (3.1.1)

0 siXepYet

L’identification de g avec I’espace tangent en 'identité de G permet alors d’étendre ( , )o

en une métrique riemannienne, invariante a gauche, sur G.

Définition 3.1.2. La métrique canonique sur G est la métrique gy donnée par le pro-
duit (, )o défini en (3.1.1).
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La borne sur les courbures de G que nous exhibons plus bas (théoréme 3.2.6) dépend
de deux constantes liées au groupe G. Ces constantes ont été introduites par Hsien-Chung

Wang dans [Wan69], et nous reprenons ici ses notations.

Notation 3.1.3. Etant donnée une application linéaire f € End(g), on note N(f) la norme

d’opérateur de f sur g :

N(f) = sup{[f(X)]o, X € g,[X[o =1},

ou || |o désigne la norme associée a la métrique canonique gy sur G.

Définition 3.1.4 (Constantes de Wang [Wan69]). Les constantes de Wang du groupe G
sont les constantes

Ci =sup{N(adx),X €p,|X]o =1}

et
Cy =sup{N(ady),U € ¢, |U|o =1}.

(Ces deux constantes sont ainsi les normes de l'application bilinéaire ad, restreinte & p x g

et £ X g respectivement).

A la fin de Dlarticle mentionné plus haut, Hsien-Chung Wang dresse une table des
constantes C7 et Co pour les groupes de Lie semi-simples de type non-compact et non-
exceptionnels. 11 y remarque en particulier que ces deux constantes sont soit égales, soit

l'une vaut v/2 fois autre :

Lemme 3.1.5 (Wang [Wan69]). Pour tout G semi-simple de type non-compact, non-
exceptionnel,
02 == Cl ou CQ = \/501

Donnons enfin la définition suivante :

Définition 3.1.6. Une métrique standard sur G est une métrique g donnée par un multiple

scalaire de la métrique canonique g :

g ==cC-go-

Dans la suite de ce paragraphe, nous fixons une métrique standard g = ¢ - gy sur G, et

nous notons | | et {, ) la norme et le produit euclidiens associés.
3.1.2 Submersion riemannienne et formules de courbures
Notons 7 la projection du groupe de Lie G vers I'espace symétrique associé,

m:G — G/K. (3.1.7)

La configuration riemannienne ci-dessus est bien particuliére : application 7 est une sub-

mersion riemannienne a fibres totalement géodésiques.
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Dans son article de 1968, Barrett O’Neill [O’NG6] étudie la géométrie différentielle
locale d’une telle configuration. Il y introduit deux tenseurs 7" et A liés & la submersion, T’
étant essentiellement la seconde forme fondamentale des fibres, et A mesurant le défaut
d’intégrabilité de la distribution horizontale. Ces deux tenseurs lui permettent d’établir les
formules liant les courbures de l'espace total et celles de la base qui portent aujourd’hui

son nom (dans notre cas, les fibres étant totalement géodésiques, le tenseur T' s’annule).

Les résultats de Barrett O’Neill sont repris et exposés dans 'ouvrage de Jeff Cheeger

et David G. Ebin [CE08, chpt 3], et c’est leurs notations que nous adoptons ici.

Cette notion est aujourd’hui standard, et nous indiquons donc rapidement les défini-
tions, résultats et notations que nous utilisons dans la suite. En plus des deux références
données plus haut, une exposition minutieuse, insistant sur I’exemple — qui nous concerne
— des espaces homogeénes, peut en étre trouvée dans le livre d’Arthur Besse [Bes08, chpt 9] ;
le traité de Sylvestre Gallot, Dominique Hulin et Jacques Lafontaine [GHLI0] contient

également de nombreux détails et exemples de cette situation.

Notations 3.1.8. Soit 7 : (M™% g) — (B™,h) une submersion entre deux variétés
riemanniennes. Pour tout point p de N, 7—1(p) est une sous-variété de dimension k de M,

et ’on note
— V, Despace tangent & 7~ (p) en ¢ € 71 (p);
H, = V- T'orthogonal de V; (pour g) dans T, M.
— On adonc T,M =V @ H et 'on note par des exposants X" et X" les composantes

d'un vecteur X de Ty M dans V et dans H respectivement.

Définition 3.1.9. Les deux sous-espaces V, et H, de T,M sont appelés respectivement
sous-espace vertical et sous-espace horizontal. Les composantes X? et X d’un vecteur X

de T, M sont appelées respectivement composante verticale et composante horizontale de X.

Nous donnons enfin la définition centrale de ce paragraphe :

Définition 3.1.10. Une submersion 7 : (M™% g) — (B",h) entre deux variétés rie-

manniennes est une submersion riemannienne si pour tout g € M,
dr |H: H — Ty B

est une isométrie.

Revenons a la configuration (3.1.7) et au groupe G, que nous considérons muni d’une mé-
trique standard g (au sens de la définition 3.1.2). Nous munissons G/ K de la métrique m.(g).
Le résultat suivant est classique (voir par exemple la discussion dans le livre de Jeff Cheeger
et David G. Ebin [CE08, p.68], ou ’énoncé donné par Arthur Besse [Bes08, théoréme 9.80]).

Proposition 3.1.11. Soit g une métrique standard sur G (définition 3.1.6). L’applica-
tion m donnée en (3.1.7) est une submersion riemannienne de (G,g) sur (G/K,m(g)),

dont les fibres sont totalement géodésiques.
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Notations 3.1.12. On note

— V la connection associée a la métrique standard (invariante & gauche) g sur G :
1
(VxY,2) = 5 {{[X,Y],2) = (Y, [X, Z]) = (X, [V, Z])}
— R le tenseur de courbure riemannien associé :
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ— VixyZ;

— K la courbure sectionnelle d’un plan dans G :

_ (RX,)YV)Y,X)
KD = XPIvE - vy

— et Kp = Kp(dm(X),dn(Y)) la courbure sectionnelle d’un plan dans G/K.

Les courbures K et K} sont alors liées par une formule établie dans ’article de Barrett
O’Neill [O’NG6] (voir aussi [CE08, théoréme 3.20]) :

Théoréme 3.1.13 (O'Neill [O°'NG6]). Soient X et Y deux champs vecteurs orthonormaut
de G/K, et X etY leurs relevés horizontaur a G. Alors
.~ 3
Ep(X,Y) = K(X,Y) + Z|[X, Y]],
Concluons ce paragraphe par une série de formules explicitant le tenseur de courbure R
dans les plans horizontaux, les plans verticaux et les plans transverses, en fonction du

crochet sur g. Ces formules sont établies par Ilesanmi Adeboye et Guofang Wei dans leur
article sur le volume des orbifolds hyperboliques [AW12].

Proposition 3.1.14 ([AW12, Proposition 3.3]). Soient X,Y,Z € p trois vecteurs horizon-

tauz, et U, V,W € ¢ trois vecteurs verticauz. Alors

(RUU,VIW,X) = 0 (3.1.15)
(RX,Y)Z,U) = 0 (3.1.16)
(RXYYX) = — X Y)P (3117
RO VV,U) = IOV (3.1.18)
(R(U,X)X,U) = iH[U,X]HQ (3.1.19)

REYIV = J(IXGIVY]+ VX V) (31.20)

RX,V)Y = —i[[X,V],Y]JF%[[Y,V],X]. (3.1.21)

3.2 Une borne sur le volume de I'\G

Considérons a présent un sous-groupe discret I' de GG, agissant par translation a gauche
sur G. Dans son article de 1969 [Wan69], Hsien-Chung Wang exhibe une constante r¢ telle

que T' posséde un domaine fondamental dans G contenant une boule de rayon r¢/2 :
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Définition 3.2.1 (Rayon de Wang [Wan69]). Soit G un groupe de Lie semi-simple de type
non-compact, et Cq, Cy les deux constantes définies en 3.1.4. Le rayon de Wang rq est le

plus petit zéro strictement positif de la fonction

Cht

F(t)= t—1+4 2si t— ——.
(t) =expCy + 2sin Cs PR

Théoréme 3.2.2 (Wang [Wan69]). Soit G un groupe de Lie semi-simple sans facteur

compact, et T' un sous-groupe discret de G. Supposons G muni d’une métrique standard
g==<C-go-
1l existe un élément o de G tel que
B(e,ve-rg)Nala™ = {e} (3.2.3)
ot B(e,+/c-rg) est la boule de rayon \/c-rg centrée en lidentité dans G.

Corollaire 3.2.4. Tout sous-groupe discret I' de (G, g) posséde un domaine fondamental

dans G contenant une boule de rayon \/c-rg/2.

Démonstration. Soit I' un sous-groupe discret de G, et soit a vérifiant I’équation (3.2.3)

du théoréeme de Wang. Le domaine de Dirichlet centré en e du sous-groupe
I =ala ™t

Verg

contient la boule B = B(e, ¥

). En effet, notons
Ir={q€G | Vyel', d(e,q) <d(y-e,q) =d(v,9)}

ce domaine, et soit g tel que

Ve g

d(e,q) < ~—; (3.2.5)
un point de B. Alors, pour tout v € I/, par I'inégalité triangulaire,
d(v,q) = d(v,€) — d(e, q),
donc, par (3.2.5) et I’équation (3.2.3) du théoréme de Wang,
d(v,q) = Ve g — \/62' " = \@ > d(e,q).
Ainsi g € Yr/, donc B C Py, et finalement, le domaine de Dirichlet centré en o du groupe
inital I contient une boule de rayon ‘/EZ'T-" centré en a. O

Comme corollaire immédiat, on peut borner le covolume de I' dans G par le volume

2
mier temps, nous déterminons une borne supérieure kg sur les courbures sectionnelles du

d’une telle boule B (e, Ve, ) Cette section se divise donc en deux parties. Dans un pre-

groupe G. Cette borne ne dépend que des constantes Cy et Co introduites en 3.1.4 (et du
facteur de normalisation ¢ de la métrique). Dans un second temps, nous appliquons un
théoreme de comparaison dans une variété riemannienne a courbure majorée pour borner

le volume d’une boule de rayon @ dans G.
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3.2.1 Courbures sectionnelles de G

Théoréme 3.2.6. Soit G un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact. Supposons G

muni d’une métrique standard (au sens de la définition 3.1.6)
g =c¢- 9o,

notons Cy et Cy les constantes de Wang associées a4 G (définies en 3.1.4), et posons

kg = ?.012+1.022 : (3.2.7)
2 4
Alors les courbures sectionnelles de (G, g) sont majorées par ch
Démonstration. Nous montrons que les courbures sectionnelles de G muni de sa métrique
canonique go (définition 3.1.2) sont majorées par k¢. La majoration des courbures section-
nelles de (G, g) par s ow ¢ est le facteur de normalisation de la métrique g, s’en déduit

c?

immédiatement.

Rappelons que 'on note { , Yo et | |o la norme et le produit euclidiens associés a la
métrique canonique sur G. Soit & un plan de G, et choisissons une base (X + U, Y + V)
de T.Z Cg,avec X,Y € pet UV €t cest-a-dire

(X+U)h"=X, X+U)’=U et Y+V)V'=Y, Y+V)' =V
Choisissons de plus cette base orthonormale pour gg :
(X4+UY+V)o=0 et |X+U|=|Y+V]o=1. (3.2.8)

Notant K la courbure sectionnelle d’'un plan dans G muni de sa métrique canonique g,

on a alors (voir les notations 3.1.12) :
Ko(Z)=(RIX+UY+V)(Y +V), X +U)o.

Nous développons cette expression par bilinéarité et la simplifions a ’aide des identités
données & la proposition 3.1.14. Tout d’abord, par (3.1.15) et (3.1.16), tous les termes du
développement qui contiennent trois vecteurs verticaux et un vecteur horizontal, ou trois
vecteurs horizontaux et un vertical sont nuls. Il reste donc :

Ko(2) = (R(X.Y)Y.X)o+ (R(UV)V.U)o+ (R(U,Y)Y,U)g

) @) 3) (3.2.9)
+(R(X, V)V, X)o+2(R(X,Y)V, U)o +2 (R(X, V)Y, U)y.

(4) (5) (6)

Remarquons que vu le choix de base que nous avons fait, chacun des vecteurs apparais-

sant dans 'expression ci-dessus est de norme plus petite que 1 : par (3.2.8), | X|, Y], |U]
et |V] < 1. Etudions chacun des termes de (3.2.9).

(1) Par (3.1.17), -
(R(X,Y)Y, X)o = —|[X, Y][§

donc
(1) <o0.
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(2) Par (3.1.18),

1 1
(RUVIV.U)o = LU, VI[} < ;N (adp)?
donc
(2) < 7C3
(3) Par (3.1.19),

1 2

1 1N (ady)

(RUY)Y.U)o = (I X]F<{

iN(adX)Q

donc )
(3)S§ZIHHNCf,C§)

(4) De méme,

(4) < ;min(C3,C3)
(5) Par (3.1.20),

2ARX, V)V, U)o = 5 (X, VY]], U)o + (Y, [X, V]|, U)o)

DO W N W

(V. Y], [X, Ulo + {[X, V], [, U)o)
donc, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
3
(5) = 5 (U, XTlo - [IV> Y]lo + [IV; X]llo - [1U, ¥]lo) -

Par le méme raisonnement que pour (3), nous majorons a nouveau chacune de ces

normes par C7 et Cs et finalement,
(5) < 3min(C%,C3).
(6) Enfin, par (3.1.21),

2<R(X7V)KU>0 - 7%<HX3V}>Y]7U>O+<[[Y>V]3X]>U>O

_ _%<[X,V],[Y,U]>o+<[Y,V],[X,U]>0-

Appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et la majoration des

normes par C; et Cs, nous obtenons
(6) < min(C%,C3).
Pour conclure, rappelons que d’apres le lemme 3.1.5, on a toujours
Cy < Ch.

En sommant les estimations ci-dessus, on obtient donc (3.2.7). Finalement, les courbures

. — k
sectionnelles de (G, go) sont majorées par kg, et celles de (G, g) par “<. O
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Remarque 3.2.10. L’estimation (3.2.7) pourrait peut-étre étre légérement améliorée, si au
lieu de considérer les constantes C; et Co de Hsien-Chung Wang, on introduisait les deux

constantes
Ceey =sup{ sup{ady(V) |V €, [V]|=1} | Uet|U| =1}

et
Cpey =sup{ sup{adx(U) |U € &, |U| =1} | X €p,|X]| =1},

correspondant & la norme de ad, restreinte & € x € et & p x € respectivement. (Ces constantes
majorent les normes du crochet de deux vecteurs verticaux et du crochet d’un vecteur
horizontal et d’un vecteur vertical respectivement). Cependant, méme si un calcul montrait
effectivement que ces constantes sont meilleures que C et Cs, il est peu probable que cette

amélioration soit importante.

D’autre part, bien que la borne kg possede un intérét en soi, indépendamment de
I'utilisation que nous en faisons dans la suite, notre but est ici de borner le volume d’une
boule dans G. Ce volume dépend du volume de la boule unité euclidienne, et décroit
par conséquent exponentiellement vite avec la dimension. Une amélioration de I’estimation
de k¢ (méme polynomiale en la dimension) n’aurait donc pas d’impact significatif sur notre
résultat final.

Enfin, un dernier argument en faveur des constantes C7 et Cy, purement esthétique
quand a lui, est que le rayon rg de Hsien-Chung Wang dépend lui aussi de C; et Cs. En les
gardant dans l'expression de kg, nous évitons de multiplier les constantes dans ’expression

finale du volume d’une boule dans G.

3.2.2 Volume d’une boule plongée dans I'\G

Dans l'article donnant rg, Hsien-Chung Wang montre également que le rayon d’injectivité
de T\G est plus grand que rg pour tout sous-groupe discret I' de G. Nous pouvons donc
utiliser un résultat classique de comparaison, di & Paul Giinther en 1960 [Giin60] (un
exposé plus moderne de ce résultat se trouve par exemple dans le livre de Sylvestre Gallot,
Dominique Hulin et Jacques Lafontaine [GHL90, 3.101]) :

Théoréme 3.2.11 (Giinther). Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, et sup-
posons que les courbures sectionnelles de M sont majorées par une constante k. Donnons
nous un point m de M, et notons By, (r) la boule de rayon r centrée en m dans M. Alors,

si r est inférieur au rayon d’injectivité de M en m,
Vol(Bm(r)) > V(d,r k)

ot V(d,r, k) est le volume d’une boule de rayon r dans la variété riemannienne compléte

et simplement connexe, de dimension d, a courbure sectionnelle constante k .

Pour conclure, il nous suffit de rappeler la valeur de la quantité V(d,r, k), quand k est

strictement positif :
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Lemme 3.2.12. Le volume d’une boule de rayon r dans la variété riemannienne compléte

et simplement conneze, de dimension d, a courbure sectionnelle constante k > 0 vaut

V(d,r k)= gd-1 /\/ET sin?~1(p)dp
Y \/%d 0

vl

2m

r(

est le volume de la sphére unité S~ C R?.

ol Og_1 =

vl

)

(Ce résultat classique peut par exemple étre trouvé dans le livre de Luis A. San-
talé [San76, (17.47)]).

Rassemblant alors le théoréme de Wang (théoréme 3.2.2), notre théoréme 3.2.6, le
théoréeme de Giinther (théoréeme 3.2.11) et le lemme 3.2.12, nous obtenons le

Théoréme 3.2.13. Soit G un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact, de dimen-

sion d, et muni d’une métrique standard (définition 3.1.6)
g==<C-go-
Rappelons que 'on note rg le rayon de Wang (définition 3.2.1), et
9 1
kg==-Ci+~-C3
G D) 1 + 4 2

ot Cy et Cy sont les deux constantes de Wang (définition 3.1.4). Alors, pour tout sous-
groupe discret I de G, on a

e \§ VRGral
VolT\G) = o4+ () / sin®1(p)dp
kq 0
2

oU Og_1 = ﬁ;) est le volume de la spheére unité Sd—1 - RY,
2

d

Remarque 3.2.14. Un corollaire plus grossier mais plus agréable de ce résultat est facile-
ment formulable. En effet, dans [Wan69], Hsien-Chung Wang indique que r¢ et C; sont

comparables. Précisément, le produit r¢ - C7 vaut soit W soit %. En particulier, nous
avons toujours
1 2
- < rg-C; < - 3.2.15
1 S7e G s g ( )

Par ailleurs, comme Cy vaut Cy ou v/2- 2-C4 (c’est le lemme 3.1.5), nous avons aussi toujours

1
20, < Zg-c1 < Vkg < \/ 9/3. ) < gﬂ-cl. (3.2.16)

Ainsi, pour tout G,

< ko -ra

1 < L
4 V2
[0,

Minorant alors sin(z) par z2 sur } on trouve
VOl(T\G) > ogrv/c /g p2d-1 1
PMNG) 2 0aVeVhe 6 gy

puis, utilisant (3.2.15) et (3.2.16) :
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Corollaire 3.2.17. Soit G un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact, de dimen-

sion d, muni d’une métrique standard (définition 3.1.6)

g =cC- 9o,

et rappelons que C1 est la constante de Wang de la définition 3.1.). Alors, pour tout sous-
groupe discret I’ de G, on a

VolT\G) > Vg
avec

1 d
2

Ve = s ga—1) o0 ¢

oy, (3.2.18)

vl

oU Og—1 = % est le volume de la sphére unité S4-1 « Re,
2

3.3 Volume des quotients de Hf;

Dans cette section, nous commencgons par expliciter une métrique standard pour le grou-
pe G = Sp(n,1) des isométries de HJ}, induisant la métrique usuelle sur Hy, & courbure

sectionnelle pincée entre —1 et —1/4 (définition 3.3.11).

Gréace au corollaire 3.2.17, nous en déduisons une borne sur le covolume d’un sous-
groupe discret de Sp(n, 1) (proposition 3.3.18), puis, utilisant la configuration de submer-
sion riemannienne donnée en (3.1.7), une borne sur le volume d’un quotient de Hj} par un

sous-groupe discret de son groupe d’isométries (c’est le théoréme 3.3.21).
3.3.1 L’algébre de Lie sp(n,1)

Nous nous placons dans le modele de la boule pour I'espace hyperbolique quaternionique,
c’est-a-dire le modele donné par le choix de la forme quadratique (rappelons les nota-
tions 1.1.10) :

1 0 0

0 1 0
Jo =

0 0 . -1

Le groupe Sp(n, 1) est formé des endomorphismes de H™! préservant Jo,
Sp(n,1) ={A e Glln+ 1,H) | A*JoA = J2}. (3.3.1)

Différenciant I’expression (3.3.1), on obtient la description de ’algébre de Lie sp(n, 1) sui-

vante :

sp(n,1) = {X € Myy1(H) | JoX*Jy = —X}. (3.3.2)
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Remarque 3.3.3. Comme dans le cas des groupes d’isométries des espaces hyperboliques
réels ou complexes, SO(n,1) ou SU(n, 1), la relation (3.3.1) force les éléments du groupe
a avoir un déterminant de module 1. Dans les cas réels et complexes, pour considérer les
groupes spéciauz orthogonaux et unitaires, on ajoute de plus la condition det(A) = 1.
Les matrices que nous considérons sont a coefficients dans un corps non-commutatif, H,
et la bonne notion de déterminant est celle introduite par Jean Dieudonné [Die43]. I
s’agit d’un morphisme & valeur dans I’abélianisé du corps de base, ici R. Ainsi les seules
matrices dont le déterminant est de module 1 sont en fait les matrices de déterminant 1,
et la condition det(A) = 1 est superflue. Pour cette raison, la condition Trace(X) = 0
n’apparait pas dans écriture (3.3.2) : les éléments de sp(n, 1) ne sont pas nécessairement

de trace nulle, contrairement a ceux de so(n, 1) ou de su(n,1).

La relation (3.3.2) se réecrit

E B
X =
*
B q
ou F est une matrice n x n antihermitienne, £* = —F ¢ est un quaternion imaginaire

pur, ¢ = —q, et [ est un élément de M, (H).

Cette écriture met en évidence une décomposition de Cartan de 'algebre de Lie, comme
somme directe des deux sous-espaces propres (associés aux valeurs propres 1 et —1) de
Iinvolution 0 : X — —X™ :

Lemme 3.3.4 (Décomposition de Cartan de sp(n,1)).

sp(n,1)=pat
ol
0 B
p= | B € Mpx1(H)
p* 0
et
E 0
b= | B*=—-B,i=—q
0 ¢

Notations 3.3.5. Dans la suite de ce chapitre, nous notons

— e, la matrice élémentaire (n + 1) x (n + 1) ayant un 1 en position (m,!) et des

zéros partout ailleurs;
fm,l = €m,l + €l,m ;

— 9m,l = C€m]l — €m-

Définition 3.3.6. Les familles

P = (fm,n+17 igm,n+lajgm,n+1> kgm,nJrl)lngn
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et
H = (iem,majem,ma kem,m)lgmgnJrl U (gm,lv ifm,hjfm,la kfm,l)1§m<l§n

forment la base standard de p (resp. de t). Leur union forme la base réelle standard, ou

simplement base standard de sp(n, 1).

Remarque 3.3.7. Nous retrouvons bien dimg(p) = 4n (qui correspond a la dimension réelle

de P’espace hyperbolique quaternionique) et
d = dimg(sp(n, 1)) = 2n* 4+ 5n + 3.

3.3.2 Meétrique standard normalisée sur Sp(n,1)

Nous disposons sur Sp(n, 1) de sa métrique canonique go (définition 3.1.2), associée a la
décomposition de Cartan donnée au lemme 3.3.4. Nous souhaitons normaliser gy, de sorte
que la métrique induite sur les plans complexes de 'espace symétrique (nous renvoyons au
paragraphe 1.4 du chapitre 1 pour la définition de ces sous-espaces) vaille —1. Avec une telle
normalisation, la droite hyperbolique sur H, H}, est de courbure scalaire constante —1, et

nous retrouvons le modele usuel de ’espace hyperbolique réel de dimension 4.

Avec lexpression de gg donnée par (3.1.1), le calcul d’un simple produit de vecteurs est
pénible. Nous explicitons donc tout d’abord la relation entre la forme de Killing de sp(n, 1)
et la trace des matrices de sp(n, 1), relation qui nous permet de mener & bien nos calculs
de normalisation.

Lemme 3.3.8. Pour tout X,Y € sp(n, 1),

B(X,Y) =4(n+ 2)Re(Trace(XY)).

Notons, avant de donner une preuve du lemme 3.3.8, le fait suivant :

Lemme 3.3.9. L’espace Symg,, 1)(sp(n,1)) des formes bilinéaires symétriques Ad-inva-

riantes sur sp(n, 1) est de dimension 1.

Démonstration. Ce fait est par exemple un corolaire d’un résultat démontré dans un texte
d’Yves De Cornulier sur les formes bilinéaires invariantes [dC04, théoréme 1.16] : lal-
gebre sp(n, 1) étant simple, 'action adjointe est irréductible et le théoréme 1.16 de ce texte
indique alors les différentes dimensions possibles de I'espace Symgy,, 1)(sp(n,1)). Cette
dimension n’est pas nulle, car la forme de Killing appartient a cet espace. Les cas du théo-
réme ol la dimension est strictement plus grande que 1 (cas (3) et (6)) correspondent aux
cas ol les éléments de Symg,,,, 1)(5p(n, 1)) sont de signature (k, k). Or la forme de Killing
de sp(n, 1) est de signature

(dim(p), dim(¢)) = (4n,2n* +n + 3),
et n’est donc jamais de signature (k, k). Ces cas sont ainsi exclus, et finalement,

dim (Symsp(n,l)(ﬁp(nv 1))) =1
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Démonstration (du lemme 3.3.8). Notons p la forme bilinéaire Ad-invariante sur sp(n, 1)
p(X,Y) = Re(Trace(XY)). (3.3.10)
D’apres le lemme 3.3.9, il existe une une constante c telle que
B = cp.

Calculons cette constante. Calculons cette constante. Il nous suffit pour cela d’évaluer (X, X)
et Re(Trace(X X)) pour un X de & (par exemple) donné. Nous prenons

X = fl,n+l
et calculons successivement
[X, [X, YH = O si Y = f17n+1;
= fontl siY = font1, m=2...n;
= 4 $iY =ig1,n+1;
= 9mn+1 siY =igmnt1, m=2...m;
= 4 Si Y = jgl,n+1§
= J9mn+1 1Y =jgmmnt1, m=2...m;
= 4 siY = kgl,n-i-l;
= kgmn+1 siY =kgmnt1, m=2...1n
= 2i€1,1 — 2i6n+1’n+1 siYy = 7;6171;
=0 siY =iemm, m=2...n;
= 2i6n+1,n+1 — 2i6171 siY = i6n+17n+1;
= 2j61’1 — 2jen+17n+1 siY = j€171;
= 0 siY = jemm, m=2...n;
= 2j6n+1,n+1 — 2j61’1 Si Y = jen+1,n+1;
= 2]{78171 — 2k6n+17n+1 siY = k‘elyl;
= 0 siY =kepm, m=2...n;
= 2k6n+1’n+1 — 2k6171 siY = k6n+1,n+1;
= gim siY =gim, m=2...m;
= ifim siY =ifim, m=2...n
= jfim 1Y =jfim, m=2...n;

= kfim SiY =kfim, m=2...n.



68 Chapitre 3. Volume et caractéristique d’Euler des quotients de Hpj

Finalement,
B(X,X) = Trace(adX?) =8(n — 1) +3 x4 +3x2x2=8(n+2).

Par ailleurs,

1 0 0
0 0 0
XX =
0o . .0
0 0 1
et
Re(Trace(X X)) = 2,
d’ou le résultat. O

Munis de ce lemme, nous pouvons faire un choix de métrique pour Sp(n, 1).

Définition 3.3.11. La métrique standard normalisée de Sp(n, 1) est la métrique

1

97 %m+2)

90
ol go est la métrique canonique de Sp(n, 1) (définition 3.1.2), associée a la décomposition
de Cartan donnée au lemme 3.3.4. D’apres le lemme 3.3.8, c’est donc la métrique donnée

par le produit
2ReTrace(XY) pour X,Y €p

(X,Y)o = —2ReTrace(XY) pour X,Y € ¢

0 siXepYet

Notations 3.3.12. Désormais, (, ) et | | désignent le produit et la norme associés au choix
de métrique canonique ¢g; K désigne la courbure sectionnelle d’un plan de (Sp(n,1),g9),
et K3 la courbure sectionnelle induite sur Hy.

Remarque 3.3.13. Un calcul direct montre que la base standard de sp(n, 1), définie en 3.3.6,
est orthogonale (mais pas orthonormale) pour g (et la norme des éléments de cette base

sera par ailleurs calculée plus tard, voir la remarque 3.3.16).

Montrons enfin que la métrique standard normalisée induit bien la métrique que 1'on
souhaite sur Hy.

Lemme 3.3.14. La métrique g définie ci-dessus est invariante par l’action a gauche
de Sp(n, 1) et induit une métrique invariante m.(g) sur Hf} dont la courbure sectionnelle

est constante égale a —1 sur les plans complexes.
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Démonstration. Soit m : Sp(n,1) — Hj} la submersion riemannienne donnée par la pro-
jection naturelle du groupe de Lie Sp(n, 1) vers I’espace symétrique Hj;. Le choix d’'un
point p de Hjj permet d’identifier T, Hjj au sous-espace p de sp(n, 1) et les vecteurs de la
base standard

X=finy1 et Y =ig1 nt1

engendrent un plan Pxy dont I'image est un plan complexe de T, Hy.

On a déja remarqué (en 3.3.13) que X et Y sont orthogonaux pour g. Calculons | X|
et |Y|. D’apres la définition 3.3.11,

HX||2 = 20Re(Trace(X X)) et HY||2 = 20Re¢(Trace(YY)).

Or
XX =ei1+entint1 et YY =e1 1+ eptinti,
donc
[X[* =4 et |Y]*=4.
Posons
=% wv="
2 2

Alors ()~( , }7) forme une base orthonormale du plan Px y C sp(n, 1) pour g et sa courbure

sectionnelle est donnée par (rappelons les notations 3.1.12) :
K(Zxy)=(R(X,Y)Y,X).
Comme X et Y sont deux vecteurs horizontaux, d’aprés I’équation (3.1.17) de la proposi-
tion 3.1.14,
7~ ~
K(@xy) = % V1.
D’apres la formule d’O’Neill (théoréme 3.1.13), la courbure sectionnelle du plan image
de Pxy dans T, Hy vaut

Kyl (Px.y)) = K(Zxy) + S IX VTP

Par ailleurs, comme [p,p] C ¢, [)N( ,17]” = [)? ,}7], et finalement,
Ky(m.(Pxy)) = —|[X, Y]] (3.3.15)
Or
[)?, 17] = ii ((e1,nt1 + ent1,1)(€1,n41 — €nt1,1) — (€101 — Ent1,1) (€101 + Ent1,1))

= %Z (—e11 + entin+1)

o~ 1
[va][va] = _Z(el,l + en+1,n+1)

et

|[X,Y]|? = —29¢(Trace([X,Y][X,Y])) = 1.

Finalement, d’apres (3.3.15),
Ky(me(Pxy)) = -1

ce qu’on voulait. O
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Remarque 3.3.16. La démonstration ci-dessus fait apparaitre une base orthonormale de p

pour la métrique standard normalisée g : nous avons déja remarqué que la base & était

orthogonale, et de plus, les calculs menés ci-dessus montrent que si X € &2, alors X = %

est de norme 1 pour g. Nous introduisons donc la définition suivante :

Définition 3.3.17. La base standard normalisée de p est la base

~ /. X
@:(X:>
2 Xer

ou & est la base standard de p (définition 3.3.6). C’est une base orthonormale pour la

métrique standard normalisée g.

3.3.3 Minoration du volume de I'\H}}

Rappelons (voir la remarque 3.3.7) que le groupe Sp(n, 1) est de dimension
d=2n%>+5n+3.

La constante de Wang C} associée a Sp(n, 1) (définition 3.1.4) est donnée a la fin de I'article
de Hsien-Chung Wang [Wan69] et vaut
1

V2 +2)

En application directe du corollaire 3.2.17, nous obtenons alors la

C, =

Proposition 3.3.18. Considérons Sp(n,1) muni de la métrique standard normalisée
g= m - go, 0l go est sa métrique canonique (définie en 3.1.2). Alors, pour tout sous-
groupe discret T' de Sp(n, 1),

1

Vol (T'\Sp(n,1)) > VSp(n,l) = m ©0d—1

iR,

ou d = 2n% + 5n + 3 est la dimension de Sp(n,1), et 041 = 13? ) est le volume de la

e

sphére unité ST~ c R?,

Soit T" un sous-groupe discret de Sp(n, 1). La submersion riemannienne donnée en (3.1.7)
m:Sp(n,1) — Hy

dont les fibres sont (totalement géodésiques et) isométriques & K = Sp(n) x Sp(1), induit
une submersion

7 :T\Sp(n,1) — T\ Hj.
Ainsi,
[Vol (T\Hf)] - [Vol (K)] = [Vol (7~ (I'\H}))] = Vol (I'\Sp(n, 1)) . (3.3.19)

Les volumes des groupes compacts classiques sont connus et sont par exemple explicitement

donnés dans un ouvrage de Robert Gilmore [Gil94, p.399].
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Lemme 3.3.20. Le volume du groupe unitaire Sp(n) muni de la métrique induite par la

métrique standard g sur Sp(n,1) (définie en 3.1.6) vaut

on . ,n_n(nJrl)

Vol(Sp(n)) = (2n—1)!- (2n—3)!---5!. 31"

En particulier,
Vol (Sp(1)) = 27?

«t on+1 | pn(n+1)+2
Vol (K) = Vol (Sp(n) x Sp(1)) = Gn ) @n =353
Utilisant onp (n N 1)
(2n —1)!-(2n —3)!---5!. 31 = TQ
puis
or e
ERCE)

nous réécrivons ce volume
2
Vol (K) = 02n * 7T2+n .

Rassemblant la proposition 3.3.18, I’équation (3.3.19) et I’équation précédente, nous obte-
nons finalement le résultat central de cette section :

Théoréme 3.3.21. Soit & un orbifold recovvert par Hy, ou Hy est muni de sa mé-
trigue Sp(n, 1) invariante a courbure sectionnelle pincée entre —1 et —1/4. Alors le volume
de O est minoré par V,, m, une constante explicite ne dépendant que de la dimension n et

valant
1 Od—1

Vg = .
M 9603 (2d — 1) - w207 gy,

(ot d = 2n? + 5n + 3 est la dimension de Sp(n,1), et o} désigne le volume de la sphére
Sk C RkJrl)'

Remarque 3.3.22. En conclusion de cette section, remarquons que le théoreme 3.3.21 permet

d’obtenir une borne de type borne d’Hurwitz pour les quotients de Hyj. En effet,

Lemme 3.3.23. Soit G un groupe de Lie semi-simple, K un sous-groupe compact mazximal

de G, et I' un réseau de G. Alors, le groupe
Isom (I'\G/K) = Np/T’

(ot Nr désigne le normalisateur de T' dans G) est fini.

Ce résultat semble bien connu, mais nous n’en avons pas trouvé de preuve dans la
littérature. Nous en mentionnons donc rapidement une ici, qui nous a été communiquée
par Jean-Francois Quint. Cette preuve est presque élémentaire, a condition cependant d’ad-
mettre deux résultats de la théorie des groupes de Lie. Le fait (hautement non-élémentaire)

que I' est de type fini tout d’abord (voir 'ouvrage de Gregory Margulis sur les sous-groupes



72 Chapitre 3. Volume et caractéristique d’Euler des quotients de Hpj

discrets des groupes de Lie semi-simples [Mar91]), puis le théoréme classique de densité de
Borel (exposé par exemple dans le livre de Robert J. Zimmer [Zim84, pp.42 — 43]), qui
affirme que T" est Zariski-dense dans G.

Démonstration. Le réseau I' étant de type fini, notons . = {71, -+ , 7%} un systéme géné-
rateur de I'. Si un élément o du normalisateur Nr est suffisamment petit, alors a centralise
chacun des v; € &, donc T tout entier. Ainsi, I' étant Zariski-dense dans G par le théo-
reme de densité de Borel, les petits éléments de N centralisent G tout entier. Il existe
donc un r > 0, tel que

B(e,r) N Nr C Z(G).

En particulier, Z(G) étant fini, B(e,r) N Nr Pest aussi, et le groupe Np est donc discret.

Finalement, Nt est un réseau qui contient I, et N /T est fini. O]

Nous en déduisons

Corollaire 3.3.24. Soit M une variété recouverte par Hyi. Alors

Vol(M)

I M)| <
Isom(M)] < =

3.4 Caractéristique d’Euler des quotients de Hj;

D’apres la théorie de Chern-Weil et le théoreme de Gauss-Bonnet généralisé, la classe
d’Euler d’une variété riemannienne compacte de dimension paire est représentée par le

pfaffien de la matrice de ses 2-formes de courbure sur 27 :

Théoréme 3.4.1 (Gauss-Bonnet généralisé). Soit (M4, g) une variété riemannienne com-

pacte de dimension paire 2d, et soit Q la matrice des 2-formes de courbure de g. Alors

pon) = |prog (5 )]

o - [ var(2),

Corollaire 3.4.2. Soit (M?%, g) une variété riemannienne compacte de dimension paire 2d,

On en déduit
puis

et soit § la matrice des 2-formes de courbure de g. Alors
X(M) =w - Vol(M)

ot w est la constante vérifiant

w - vol= Pfaﬁ(i}r) .
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Un exposé global de la théorie des classes caractéristiques peut-étre trouvé dans le livre
de John Milnor et James Stasheff [MS74]. Les auteurs y détaillent, dans Pannexe C, les
liens entre courbure et classe caractéristique, et y donnent une démonstration éclairante
du théoreme de Gauss-Bonnet en dimension 2. Pour un exposé tres détaillé du théoreme
de Gauss-Bonnet généralisé et de sa démonstration, on peut aussi consulter le tome V du
traité de Michael Spivak [Spi99].

Le théoreme 3.4.2 est a priori vrai pour les variétés riemanniennes compactes. Les
travaux de Mickail Gromov [Gro82] ont montré qu’il restait valable pour les variétés de
volume fini et de courbure sectionnelle négative ou nulle bornée. Il s’applique donc en
particulier & toutes les variétés hyperboliques, réelles (de dimension paire), complexes, ou

quaternioniques, compactes ou non :

Théoréme 3.4.3 (Gauss-Bonnet hyperbolique). Soit M une variété recouverte par (H, g),
ot g est héritée d’une métrique standard sur Isom(HR) (définition 3.1.6). Notons Q™K la

matrice des 2-formes de courbure de g. Alors, si K =R et n est pair, ou si K = C ou H,
X(M) = wpx - Vol(M)

ol wy K,g €St la constante vérifiant

Qn,]K
WK - vol = Pfaﬁ( > ) .
m

Pour les variétés hyperboliques réelles de dimension paire, ce résultat a également été
montré par des méthodes purement combinatoires, différentes de celles de Mickail Gromov,
par Ruth Kellerhals et Thomas Zehrt, dans un article de 2001 [KZ01]. Dans cet article, les
auteurs donnent explicitement les constantes wy, r (avec n pair). Leur démonstration est
reprise est détaillée dans la section consacrée au théroreme de Gauss-Bonnet du traité de
John G. Ratcliffe [Rat06, § 11.3].

Proposition 3.4.4 (voir [KZ01, 0.1]). Munissons Hf de sa métrique d courbure section-

nelle constante —1. Alors, si n = 2m est pair,

ni1
on oy = % est le volume de la sphére unité S™ C R 1,
2

Dans le cas hyperbolique complexe, ce résultat peut également étre vu comme une
conséquence du théoréme de proportionnalité d’Hirzebruch (que 'on peut par exemple
trouver dans le livre de Friedrich Hirzebruch [Hir66, théoréme 22.2.1]). Les constantes wy, ¢
ont aussi été explicitement calculées, par Friedrich Hirzebruch notament [Hir57], ou encore
par Rolf-Peter Holzapfel [Hol81]. Dans leur article sur le volume des variétés hyperboliques
complexes [HP96], Saar Hersonsky et Frédéric Paulin en donnent la valeur exacte quand
la métrique standard sur SU(n, 1) est celle induisant une métrique a courbure sectionnelle

holomorphe constante —1 sur H¢.
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Proposition 3.4.5 (voir [HP96, p.720]). Munissons H{ de sa métriqgue g d courbure

sectionnelle holomorphe constante —1. Alors,

n+1)! n 2 nln+1)!
(—m)n2 Oon (2n)!
2n+1
ol Ooy = % est le volume de la sphére unité S?* C R2+1,

A notre connaissance cependant, les valeurs exactes des constantes wy, i ne se trouvent
pas dans la littérature. Le premier paragraphe de cette section est donc purement calcu-
latoire : nous y déterminons dans un premier temps (propositions 3.4.19, 3.4.20 et 3.4.21,
figure 3.1) la forme générale de la matrice Q™™ des 2-formes de courbure de la métrique

sur HY} héritée de la métrique standard normalisée sur Sp(n, 1) (définition 3.3.11).

Dans un second temps, nous en déduisons la valeur exacte de w,, g, pour n < 3, et une

minoration de wy, g pour n quelconque (propositions 3.4.26 et 3.4.28).

Ce résultat nous permet finalement, dans le dernier paragraphe de cette section, d’ob-
tenir une minoration de la caractéristique d’Euler d’un orbifold recouvert par Hj; (théo-
réeme 3.4.29).

3.4.1 Les constantes de Gauss-Bonnet pour Hp

3.4.1.1 Matrice de courbure 2 de Hyp

Pour alléger (un peu) la (lourde) lecture de la suite, nous noterons jusqu’a la fin de ce
chapitre
Q=

la matrice de courbure de ’espace Hp;. Rappelons que 1'on note
m:Sp(n,1) — Hy

la submersion riemannienne décrite en 3.1.7. Nous munissons Sp(n, 1) de la métrique stan-
dard normalisée (définition 3.3.11), et notons { , ) le produit euclidien associé.

Si p est un point de Hj}, Uespace tangent T, Hf! s’identifie au sous-espace p de sp(n, 1),

et la métrique induite par g sur Hj, m.(g) , est la restriction de g a p.

Dans ce paragraphe, nous faisons les abus de notations suivants :

Notations 3.4.6. Nous notons encore g = m,(g) la métrique induite sur Hjj par la mé-
trique standard normalisée de Sp(n, 1). De plus, nous notons encore X = m,(X) un vecteur

de T, Hyj image d’un vecteur horizontal X € p.

Notons
(%)
1<a<4n

les vecteurs de la base standard normalisée de p ~ T, Hj} (définition 3.3.17), et notons

()
1<a<4n
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ceux de la base duale. Comme cette base est orthonormale pour g, la matrice ) des 2-formes

de courbure de g est donnée par

pour 1 <l lp <dn, Q1 = Y (R(Xa, Xp)X),, X)) XOAXFP, (3.4.7)
a<f

ol R(X,Y)Z est le tenseur de courbure de g. Par ailleurs, si X,Y, Z et T sont des vecteurs
de p,

(R(X,Y)Z,T)=(X,Y],[T, Z]). (3.4.8)

Ces formules usuelles de géométrie riemannienne et de géométrie des espaces symétriques
sont établies dans de nombreux ouvrages classiques. On trouvera par exemple (3.4.7) & la
page 44 du traité de Sigurdur Helgason [HelO1], et (3.4.8) est une conséquence immédiate

du théoréme 4.2 du méme ouvrage. Ainsi, revenant a la définition 3.3.11 de g, nous obtenons

finalement
Qi = Z<[Xaﬂjzﬁ]’[)?luxlz]>'jza/\)?ﬁ
a<f
= 22%e(Trace([f(m)?5}[)211,)52]))~)~("/\)Z'B
a<f

ou encore, écrivant )}a = % ol X, est un élément de la base standard &2 de p (défini-
tion 3.3.6),
1 Sa 8
Q0 = 3 > Re(Trace([Xa, Xp][Xi,, X4,])) - X* A X7 (3.4.9)
a<f

Nous sommes & présent en mesure de calculer les coefficients 2, ;,. Introduisons tout
d’abord quelques notations (rappelons les notations 3.3.5 et la définition 3.3.6 donnant

une base de p).
Notations 3.4.10. Nous ordonnons les éléments de &2 en notant

frmgr sil=4dm—-3=4(m—-1)+1

igmmnt1 sil=4m—2=4(m—1)+2
X

jgm,n—i-l sil=4m —1= 4(m _ 1) +3

kgmmy1 sil=4m=4(m —1)+4

Posant I3 =4(s — 1) 471, lo =4(m — 1) + 79 avec 1 < ry,1re < 4, (3.4.9) se réécrit

1 o
Q4(s—1)+rl,4(m—1)+r2 = g Z %B(TI‘ELCG([XO” Xﬁ][X4(s—1)+r1 ) X4(m—1)+r2D) S XEA XB
a<f

Notation 3.4.11. Notons

X;a,lr;? = [X4(sfl)+r1aX4(mfl)+r2] et [XQ’XB} = Xa,ﬂ'
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Avec ces notations, les coefficients de € sont donc donnés par Pour 1 < s,m < net 1<
T1,7T2 S 4a

1 -
Qu(s—1)4r d(m—1)4rs = 3 > Re(Trace(Xop- XI472)) - XA X7 (3.4.12)
a<f

Calculons ensuite les crochets des éléments de la base standard &2 entre eux.

Proposition 3.4.13. Les crochets de deux éléments de la base & de p sont donnés par,
pour
1<sm<netl<ry,ro<4

— Sili=4(s=1)+r,la=4(s = 1) +7a, et 11 # 1o, [ X1y, Xi,] = X5 vaut :

Xsl,72 . [fs n+1, ng n+1 = 27;(en+1,n+1 - es,s) (3414)

]

X202 i=[font1,J9sm+1] = 2j(entint1 — €s,5)
Xsl,’4 = [fon+1,kGsnv1] = 2k(eny1nt1 — €ss)
XSQS = [i9sn+1,J9sm+1] = —2k(ess + ent1nt1)
X270 = ligsms1, kgs 1] = 2j(ess + €ntins1)
XS,A = [19s,nt1,kgsnt1] = —2i(ess + €ntint1)

— Sily =1y mod 4,1 =4(s — 1) +r,lp =4(m—1)+7ret, m#s, [X;,X;,] = X7,

vaut :
Xsl,ﬁ@ = [fs,n+17fm,n+1] = Gsm (3415)
Xg,)gm = [igs,n+17igm,n+1] = Gsm
X?:’r?;l = [jgs,n—i—17jgm,n+1] = Gsm
X;l,’fn = [kgs,n-‘rla kg7n,n+1] = Gsm

— Sily=4(s—1)+r1,la =4(m—1)+re, et m# 5,71 # 1o, [ Xy, Xp,| = X472 vaut

X2 = fantt immi1] = —ifam (3.4.16)
X33 = fontt, J9mmt1] = —ifsm
X = font1, kGmns1] = —kfom
str?;L = [igsnt1,J9mmtr1] = —kfsm
Xf,’:vl@ = [iGsn+1,kGmmt1] = Jfsm
X2 = 9snr1,kgmns1] = —ifsm
X2 = ligsm+1: fmms1] = ifsm
X2 = [gsm+ts fmms1s] = Jfem
X;L:'iz = [kgsn+1s fmnt1] = Efsm
X2 = jgsm41:10mnt1] = kfom
X7 = [kGsnt1,i9mm+1] = —jfom
X33 = kGsnt1:09mm+1) = ifsm
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Notations 3.4.17. Notons

Fos = { X023 X002 X0 X238 X218 X3!

5,87%%s5,87“ 5,87 5,57 “ 5,57 5,8

diag __ 1,1 22 w33 y44
ﬁ&m = {Xs)m,X X X

s,mr“rs,mr“rsm
ynon—dlag:{X;.ﬁ“Xlﬁ X1,4 X273 X2,4 X3,4 X2,1 X3,1 X4,1 X3,2 X4,2 X4,3

s,m s,m?“*smr“rsmr“rsmy Fsmorsmo“rsmo “rsmo “rsmoy smo “rsm

les trois familles de crochets correspondant respectivement aux cas (3.4.14), (3.4.15) et (3.4.16)
de la proposition 3.4.13.

La proposition suivante montre que le produit ( , ) de deux crochets n’appartenant pas
a la méme famille est nul.

Proposition 3.4.18. Soient Y1 = [X,,, Xp,] et Y2 = [Xo,, Xp,] 0t Xo,, Xp,, Xa,, X3,

sont des éléments de &2. Alors

— Si Y] € Ty, et Yo € F9 Y(p,q) ouYs € f;g”'diag,V(p, q) ; ou bien,

p,q
— si Yy € FHW et Yo € FI09, (p,q) # (s,m) ou Yy € FJomI9 Y (p, q),

le produit Re (Trace (Y7 - Ya)) est nul.

Démonstration. En effet,

— (Ent1,n+1 —€s,5) * §s,m = —€s,m, qui est de trace nulle, donc le produit d’un élément
de .Z, s et d’un élément de ﬁgiﬁﬁ est toujours nul.
(ent1,n+1 — €s,5) - fs,m = €s,m, qui est de trace nulle, donc le produit d’un élément
de F, s et d'un élément de f:%“diag est toujours nul.

— sis ¢ (p,q), le produit d’un élément de .Z; 5 et d’un élément de 91‘}};55 oude ?;‘;n'diag

est toujours nul.

Ensuite

— Si (Svm) 7é (pa Q), 9s,m *9p,q» et gs,m'fp,q sont de trace nulle, dOIlC, si (Svm) 7£ (p7 q)a

le produit d'un élément de .F28 et d'un élément de ﬁgij‘g ou de ﬁ;‘én‘diag est

toujours nul;

— Trace (gs,m - ifs,m), Trace (gs,m - jfsm), ou Trace (gs.m - kfsm) est toujours de partie
réelle nulle, donc le produit d’un élément de ﬂsd’if,ﬁg et d’un élément de ﬁ;‘,’;'diag est

toujours nul.

O

L’équation (3.4.12) et la proposition précédente montrent qu'un coefficient

Qll,lQ - Q4(3—1)—‘,—7"1,4(m—1)+7”2

peut-étre de trois sortes, selon la famille (donnée aux notations 3.4.17) a laquelle X172
appartient. Les trois propositions qui suivent explicitent chacun de ces types de ccefficient,

et leur contenu est synthétisé dans la figure 3.1 :

— les ccefficients €2, ;, d'un bloc 4 x 4 diagonal sont donnés par la proposition 3.4.19;
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— dans un bloc 4 x 4 non diagonal donné, les ceefficients diagonaux sont donnés par la
proposition 3.4.20;

— tous les autres ccefficients (représentés par le symbole %) sont donnés par la propos-

tion 3.4.21.
0 Q12 Qi3 Qg . * * . * *
0 Qosz Qaa — % . - % — % .
0 Q3.4 - % - . * o — % — .
0 - * - % . - * — %
. * *
Q= — % .
— % _ .
- * - %
0 Qin-34n—2 Qun_3,4n—1
0 Qan—2,4n—1
0

FI1GURE 3.1 — Vision schématique des trois familles de ccefficients de la matrice
(antisymétrique) Q des 2-formes de courbure de Hy.

Proposition 3.4.19. Les ceefficients d’un bloc 4 x 4 diagonal en position (s + 1,s + 1)

de Q sont donnés par, pour 0 < s <n-—1,

- - 1 - - - -
Q4s+1,4(s—1)+2 _ _X4s+1 A X4s+2 - Z X4;D+1 A X4p+2 _ X4P+3 A X4p+4

0<p<n-—1
p#s

945“,4(871”3 _ _)?4s+1 A )?4s+3 _ 1 Z )}4p+1 /\)?4p+3 + )”(4p+2 A X’4p+4
0<p<n—1
pF#s
Q4s+1,4(571)+4 — _)?43-&-1 A )?45-&-4 _ % Z )?4;0—}-1 A )2417-&-4 _ )}4[)-&-2 A )’Z4p+3
0<p<n-—1
p#s

~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
Q4s+2,4s+3 _ _X4s+2 A X4s+3 - Z X4p+2 A X4p+3 _ X4p+1 A X4p+4

0<p<n-—1
pF#s

~ - 1 ~ - - -
Qug)42,4544 = —XA5H2 A XAt 3 Z XAPH2 A XA e XAt A XA E3

0<p<n—1
PF#s

~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
Q4(5—1)+374(3—1)+4 — _X4S+3 A X4S+4 = Z X4p+3 A X4p+4 _ X4p+1 /\X4p+2

0<p<n-1
pF#s

Démonstration. Calculons par exemple Qus41 4542. D’apres (3.4.12),

1 S
Qsrrasrz = 3 D Re(Trace(Xap - X7 1)) - X*AXPE.
a<f

.

Q4n—3,4n

Q47172.4n

Qan—1,4n
0
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Ce qui vaut encore, d’apres la proposition 3.4.18,

Z Re(Trace(Xa,g - Xslfl,sﬂ)) XA XP

Xa,EFp,p,0<p<n—1

Q43—}-1,43—}-2 =

|l = ol

71,72 vap+r v 4p+r
> Re(Trace(X, 1%y - Xofy o)) - X2 A X042,

p
0<p<n—1
1<r;<rg<4

Ensuite, d’aprés le cas (3.4.14) de la proposition 3.4.13, si

(TlvrQ) ¢ {(17 2)7 (374>} )

la partie réelle de Trace(X 1" - 5—7‘,-2175-‘,-1) est nulle. Enfin, (ici p+1 # s+ 1),

p,p

Re (Trace (Xp-h p+1° s+1 s+1 = —4(Trace ((ent1.n+1 = €pr1,p+1)(€ntint1 — €st1,5+1)))
= —4(Trace (ent1,n+1)) = =4

X12

TI'&CG p+1 p+1 ! s+1,54+1

= 4 (Trace(ent1,n+1)) =4;
= —4(Trace ((en+i,n+1 — €s+1,6+1)(Entint1 — €s,5)))
= —4(Trace (ent1n+1 + €s4+1,54+1)) = —8;

Re

= 4 (Trace ((6n+1,n+1 + €s+1,s+1)(en+1,n+1 - es,s)))

X
) = 4(Trace ((en+1,n+1 + €pr1pr1)(€ntint1 — €st15+1)))
Trace )

)

(Tence (7 )
e (Trace (X171 - X120 )
(Tence (7 )

s+1 s+1° s+1 s+1
= 4(Trace(ent1nt1 — €s+1,s+1)) =0.

Finalement,
~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
Q4s+1,4s+2 _ _X4s+1 A X4s+2 - E X4p+1 A X4p+2 _ X4p+1 A X4p+2'
1<p<n
p#s

Le méme raisonnement montre le résultat pour Qus1 4542, Qast1,4542, Qast1,45+2, Qdst1,45+3,

Qust1,a5+4, Qasv2,45+3, Qasy24s5+4, Qas43,45+4, 1, J et k jouant le méme role. O

Les deux propositions qui suivent se démontrent de la méme fagon que la précédente (les
ingrédients essentiels en sont donc la formule (3.4.12), puis les proposition 3.4.13 et 3.4.18).
Ces calculs sont pénibles mais sans difficulté, et par souci de lisibilité, nous omettons ici

les preuves des deux propositions suivantes.

Proposition 3.4.20. Les cefficients diagonaux d’un bloc 4 X 4 mnon-diagonal en posi-
tion (s +1,m + 1) de Q (représentés par le symbole o dans la figure 3.1) valent, pour
0<s,m<n-—1,

1 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
Q45+r,4m+r — _Z(Xﬁls—‘rl /\X4m+1 +X4S+2 /\X4m+2 +X4S+3 /\X4m+3 +X4S+4 /\X4m+4)7

pour tout 1 < r < 4.
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Proposition 3.4.21. Les ceefficients non-diagonaux d’un bloc 4 x 4 non-diagonal en posi-
tion (s+1,m+1) de Q (représentés par le symbole % dans la figure 3.1) sont donnés par,

pour 0 < s,m<n—1,

* 0 Quot1,amt2 = Qsi3as44 = —Qas2 am+1 = —Qust4,4543

_ _% ()}4s+1 A XAm+2 | Xds+3 5 Ydm+d _ Yds+2 o YAm+l _ Yds+d p 5(:4m+3>

* 0 Qusi1,amt3 = —Qsy2a544 = —Qusy3 amt1 = Qasd 4542

_ _% ()}4s+1 A XAm+3 _ Xds+2 o YAm+d _ Yds+3 o YAm+1 | Yds+d p )}4m+2>

tQaot1 amya = Usi24543 = —Qastaamy1 = —Qs43 4542

_ _% (X4s+1 A XAm+d | ds+2 5 XAm+3 _ Yds+d p XAmAl _ Xas+3 )}4m+2) .

3.4.1.2  Calcul de Pfaff(Q2)

Pour obtenir les constantes recherchées, il s’agit a présent de calculer le pfaffien de la

matrice (2. Rappelons la définition suivante :

Définition 3.4.22. Soit A = (a; j)1<i j<2m € A2y une matrice carrée de dimension paire,

antisymétrique. Notant (e®);<;. j<a2m la base canonique de R2™, on associe & A le bivecteur
a= Z ai,jei Ael e A2R?™,
1<i<j<2m
Le pfaffien de A, noté Pfaff (A) est le scalaire vérifiant

1
—a™ =Pfaff (A) e Ne2 A - Ae?™.
m!

Explicitement, Pfaff(A) est donné par la formule suivante :

Lemme 3.4.23. Soit A = (a;j)1<ij<om € Mam une matrice carrée de dimension paire,

antisymétrique. Alors

= ompp!
0ESam

1 n
Pfaff(A) = ~—— Z e(o) H QAo (2i—1),0(24)
i=1
ot Sam, désigne le groupe symétrique, et € la signature d’une permutation de So,.

Cette formulation peut-étre simplifiée. Considérons les ensembles

S = {(hl,k1)7 (h27k2)7 RN (hmvkm)}

avec 1 < hj < hjy1 <2met 1 < hy <kj < 2m, et notons .7 la collection de ces ensembles.
Notons également

) == ([m % B
(Le € du membre de droite de cette expression désignant la signature usuelle d’une permu-
tation). Alors
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Lemme 3.4.24. Soit A = (a;j)1<ij<om € AMam une matrice carrée de dimension paire,

antisymétrique. Avec les notations ci-dessus,

Pfaﬁ(A) = Z E(S) H Qp, k-

Ses (h,k)es

La définition et les formules des deux lemmes ci-dessus peuvent par exemple étre trou-

vées dans le traité sur I'algébre de Nicolas Bourbaki [Bou07, § 5, n°2].

La forme générale de la matrice € en dimension quelconque, donnée par les proposi-
tions 3.4.19, 3.4.20 et 3.4.21, et schématisée dans la figure 3.1, fait du calcul de son pfaffien
un délicat exercice combinatoire. En dimension 1, ce calcul peut bien évidement se faire a
la main. En dimension 2 déja, €2 est de taille 8 x 8, et bien qu’il puisse étre mené a son

terme en temps raisonnable, un calcul manuel brutal, sans vision combinatoire, est pénible.

A partir de la dimension 3, un calcul grossier est trop onéreux, et la nécessité d’une

formule générale apparait clairement.

Une petite procédure de calcul du pfaffien est implémentable, soit en utilisant direc-
tement I’équation (3.4.9), soit & l'aide des propositions 3.4.19, 3.4.20 et 3.4.21. Une telle
procédure ne fournit évidemment pas d’expression générale de Pfaff (2) en fonction de n, et
par ailleurs, elle est si naive et brutale (si 'on ne trouve pas de simplification combinatoire)

qu’elle est extrémement couteuse.

La constante wy g nous intéresse, indépendamment de 1’étude que nous menons dans ce
chapitre : une partie importante de nos travaux de these a été dévolue a I’étude d’un réseau
particulier de Isom(H32) (chapitre 4). Si nous connaissons un domaine fondamental de ce
réseau dans H7, sa caractéristique d’Euler est facilement calculable, de mani¢re purement
combinatoire. La connaissance de wp  nous donne alors immédiatement le volume de ce

réseau.

Nous avons donc calculé la valeur exacte de wa m, et indiquons dans I’annexe B comment
il est possible de procéder pour réaliser un tel calcul & la main. Nous donnons également
les valeurs de w3 m, et wqm, calculées a I'ordinateur. Pour les dimensions supérieures, en
attendant une formule close générale, et gardant a I’esprit notre objectif — qui est d’obtenir
une minoration de la caractéristique d’Euler des quotients de Hjj — nous nous contentons

pour l'instant de donner une minoration de wy, m.

Valeurs exactes de la constante de Gauss-Bonnet en dimension n < 4

Remarque 3.4.25. L’espace hyperbolique quaternionique de dimension 1 est isométrique a
I’espace hyperbolique réel de dimension 4 muni — avec notre choix de normalisation — de sa
métrique a courbure sectionnelle constante —1. La constante de Gauss-Bonnet est connue
pour les espaces Hy (voir la proposition 3.4.4) et on s’attend donc & trouver

2 3

WIH=WiR = — = —.
1,1 4,R oy An?
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Proposition 3.4.26. Nous munissons les espaces Hy,n < 3, de la métrique induite par la
métrique standard normalisée sur Sp(n,1) (définition 3.3.11). Leurs constantes de Gauss-

Bonnet respectives, définies au théoréeme 3.4.3, valent alors

3 .
— WIH = W4R = 175

_ 32x5.

— WomH = PE
32x5%7.
— W3H = T36,6
_ 3*x5%x7

— W4H = T o8

Démonstration. Constante en dimension 1. Pour la droite hyperbolique quaternionique Hy,

la matrice des 2-formes de de courbure est

0 —X'AX?2 —X'AX® —X'aX®
o ~X2 A X! 0 ~X2A X3 —X2ZAX4
| RAXY SXEAR2 0 XX
—XAAXY —XAAX? —XAAXB 0
Ainsi,
Pfaff (QMF) = X'AXZAX3AXY - X'AXPAXZAXY+ XPAXPAX?AXP
= 3vol
et

Ql,H
Pfaff( ) = iVol
21

ce qu’on voulait.

Constante en dimension 2. Le détail de ce calcul est indiqué a 'annexe B. On trouve

2
Plaff (02H) = 4§v01 =0

vol

2
d’on . )
0= 3* x5
Pfaff( o ) = WVO]
et
32 x5
Was = gt
Constante en dimensions 3 et 4. Enfin, a I’aide de I'ordinateur, on trouve
14175 3t x 52 x 7
Pfaff (QS’H) =315vol =32 x 5 x 7vol et Pfaff (94’H) = Tvol = %vol
d’ott
Q3H 3 x5xXT wi i o
Pfaff< - ) = 5 vol et Pfaff(ﬂzﬂ ) = 35T )
et
3 x5xT .
W3 H = W et W4 H = 34;9‘2:8X7
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En corollaire immédiat de ce résultat, nous obtenons une bonne minoration des volumes

des variétés hyperboliques quaternioniques de dimension plus petite que 4 :

Corollaire 3.4.27. Soit M une variété hyperbolique quaternionique de dimensionn. Alors,

— sin=1, Vol(M) > 47:,:2 ;
— sin=2, Vol(M) > gixz ;
— sin =3, Vol(M) > %,
— sin=4, Vol(M) > %

Démonstration. On utilise les valeurs exactes des constantes de Gauss-Bonnet données par
la proposition 3.4.26 et le fait que |[x(M)| > 1 si M est une variété. O

Minoration de la constante de Gauss-Bonnet en dimension n quelconque

Proposition 3.4.28. Considérons l’espace Hy muni de la métrique héritée de la métrique
standard normalisée sur Sp(n, 1) (définition 3.3.11). Sa constante de Gauss-Bonnet, wy, m,

introduite dans le théoréme 3.4.3, vérifie

o
1

wn,H = T on-
(8)?

Démonstration. Le pfaffien de €2 est un multiple de la forme volume de Hp,
Pfaff(Q2) = C - vol.

Il nous suffit ensuite de remarquer que les ceefficients de 2, (donnés redisons-le, par les
propositions 3.4.19, 3.4.20 et 3.4.21), sont des 2-formes & ceefficients dans Z [{], et la

, . 2n .
constante C est alors nécessairement dans Z [(i) } Ainsi,

Q 1 2n
WnH = Pfaff <27T) eEZ (877) ‘| 5

et comme par ailleurs — d’apres le théoreme de Gauss-Bonnet — w,, g n’est pas nulle,

S 1

3.4.2 Minoration de la caractéristique d’Euler de I'\ Hj

Nous rassemblons enfin les résultats des paragraphes 3.3.3 et 3.4.1 pour obtenir une mino-

ration de la caractéristique d'Euler d'un quotient de Hy.
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Théoréme 3.4.29. Soit I’ un réseau de Sp(n,1). Alors,

n 1 0d—1
x T\Hg)| = 26d+3(n=1) . (24 — 1) - rr>+2nt2

O2n

ot d = 2n% + 5n + 3 est la dimension de Sp(n, 1), et 0,1 désigne le volume de la sphére
unité de R¥.

Démonstration. Tout d’abord, par le théoréeme de Gauss-Bonnet (théoréme 3.4.3),
X (T\Hj) = wn - Vol (I'\ Hy)
Ensuite, d’apres le théoréme 3.3.21, le volume du quotient I'\ Hj; est minoré par

Vo — 1 0d—1
w9643 (2d — 1) - w2t gy,

donc
1 Od—1

(2d —1)-w2t7% gy,

Injectant dans 1’équation les estimations de wy, m données par la proposition 3.4.28, on

X (M\Hg)| 2 lwnzl - 55575

obtient le résultat annoncé. O

Remarque 3.4.30. Des minorations légérement meilleures (mais & peine moins grossiéres)
peuvent étre obtenues pour les espaces Hjj, HZ et HJ, pour lesquels nous connaissons les
valeurs exactes des constantes de Gaus-Bonnet (proposition 3.4.26). Nous obtenons ainsi

I’estimation de x; m suivante :

1 3

NHY)| > ————.
b (MVH)| = 5557
A titre récréatif, indiquons que la minoration ainsi obtenue pour X2,m est

1 1
T\HZ)| > —
|X( \ H)l — q22120.32.7.11-13-17-19-41

quand celle pour X3y vaut

1 1

N\HY)| > =
INHR) = 5 5 5o 11 1317 7

et celle pour x4, vaut

1 1
D\HY)| > = )
b (P\H)| = 739313 .36.54.73.113.132.172-19-23-29-31-37-41-43-47-53-109

Remarque 3.4.31. Pour terminer ce paragraphe sur la caractéristique d’Euler, faisons ici

une remarque. Pour les espaces hyperboliques réels et complexes, les constantes de Gauss-
Bonnet, donc les caractéristiques d’Euler des quotients de ces espaces, sont tour a tour
positives puis négatives, selon la parité de p/2, ol p est la taille de la matrice de courbure

de H (ainsi, p = n pour Hf, et p = 2n pour H}).

Dans le cas quaternionique,  est de taille 4n, et sa demi-taille p/2 = 2n est toujours
paire. Ceci pourrait suggérer que contrairement aux cas réels et complexes, la caractéris-
tique d’Euler d’un quotient de Hyj est toujours positive. Cette idée se trouve justifiée par

deux constats :
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— les calculs des constantes de Gauss-Bonnet pour les trois premiéres dimensions (pro-

position 3.4.26) ne montrent pas d’alternance de signe;

— lors du calcul de wo 3 (voir 'annexe B), on constate que toutes les formes apparaissant
dans la somme donnant le pfaffien de 2 sont des multiples positifs de la forme volume

(voir la remarque B.0.7).

Ceci n’a bien slr rien d’évident a priori, et il serait agréable de trouver un argument

justifiant cette impression.

3.5 Quotients de Hy, K=R,C ou H

En cloture de ce chapitre, nous donnons, comme application du corollaire 3.2.17, une mi-
noration des volumes des quotients des espaces hyperboliques Hy, ou K = R, C ou H, par
un sous-groupe discret de leurs groupes d’isométries respectifs, ainsi qu’une minoration de

la caractéristique d’Euler de ces quotients.

Toutes les constantes apparaissant dans les résultats des sections précédentes (constante
de Wang C1, facteur ¢ de normalisation de la métrique canonique, volume des sous-groupes
compacts maximaux, constante w, g de Gauss-Bonnet) sont connues dans les cas réel et
complexe, et le raisonnement est strictement analogue & celui mené pour ’espace hyperbo-

lique quaternionique :

Démarche. Notons G = Isom(H), et donnons nous I' un sous-groupe discret de G. Alors,

— connaissant la constante C; de Wang, et étant munis d’une métrique standard nor-
malisée g = c - gg, nous appliquons le corollaire 3.2.17 pour obtenir une borne Vg

minorant le volume de T\G/;

— connaissant le volume du sous-groupe compact maximal K de GG, nous en déduisons

alors une borne V;, x minorant le volume de I'\H ;

— enfin, connaissant les constantes de Gauss-Bonnet w,, x, nous en déduisons une borne x,, x

minorant la caractéristique d’Euler des quotients de Hy.

Nous indiquons donc les valeurs des constantes, et synthétisons sans plus de rédaction
nos résultats dans deux tables : la table 3.1 donne les minoration des volumes des quotients
des espaces Hp, quand la table 3.2 reprend les bornes sur les caractéristiques d’Euler des
orbifolds hyperboliques.

3.5.1 Volume des quotients de Hy

— Le volume de la sphére unité S™ C R"*! vaut

n+1

22

ES)

Op =

— les groupes d’isométries des espaces hyperboliques sur R, C et H sont munis de leur

métrique standard normalisée :
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— pour SO(n, 1), il s’agit de la métrique standard induisant une courbure section-
nelle constante égale & —1 sur Hf. Cette métrique est explicitée dans I'article
de 2012 d’Tlesanmi Adeboye et Guofang Wei [AW12], et vaut

1

ol go est la métrique canonique de SO(n,1);

— pour SU(n, 1), il sagit de la métrique standard induisant une courbure section-
nelle holomorphe constante égale & —1 sur H{ (de sorte que la droite hyperbo-
lique complexe est isométrique au modele standard du plan hyperbolique réel a
courbure —1). Cette métrique a elle aussi été explicitée par Ilesanmi Adeboye
et Guofang Wei, dans leur second article [AW14], et vaut

1
n+1

g= 90

ol go est la métrique canonique de SU(n,1);

— enfin, pour Sp(n, 1), il s’agit de la métrique standard normalisée définie en 3.3.11.
Rappelons qu’elle induit une courbure sectionnelle égale a —1 sur les plans com-
plexes de Hjj (de sorte que la droite hyperbolique quaternionique est isométrique

au modele standard de Hg & courbure —1), et vaut

1

gzmgo

ol go est la métrique canonique de Sp(n,1);

les constantes C et Cy des groupes classiques sont explicitées par Hsien-Chung Wang,
ala fin de [Wan69];

la constante Vi de la table 3.1 est celle donnée dans le corollaire 3.2.17. Elle s’exprime
en fonction de la constante de Wang C;. Elle minore le volume des quotients d’un

groupe G muni d’une métrique standard ;

les volumes des groupes compacts classiques sont connus et explicités, par exemple,
dans ouvrage de Robert Gilmore [Gil94, p.399];

Ve

. . n .
nous minorons alors le volume des quotients des espaces Hy par Vi, x = v
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2

26d—3.9m—1.(2d—1)-(27

m%6d-3.9m—1.(24—1).(27

m

G SO(n,1), n >3 SU(n,1) Sp(n,1)
K S(0(n) x O(1)) S(U(n) x U(1)) Sp(n) x Sp(1)
G/K H}T{}v n>3 Hg Hﬁ
d=di d = nnt1) _ 2 _ 9,2
= dimg(G) === d=(n+1)7-1 d=2n*+5n—3
Constante de 1 1 1
Wang C; V2(n-1) n+1 V/2(n+2)
Facteur de 1 1 1
normalisation ¢ 2(n—-1) n+1 2(n+2)
4 —d
Rapport ¢2 - C] 1 1 1
v od—1 od—1 od—1
G 26d—3.(2d—1) 26d=3.(2d—1) 26d—3.(2d—1)
n=2m n=2m+1
Vol(K) 2 2n41 242
om—1 (27T)m —m om—1 . (27T)m gn—1 T2 Oon_1 o+ Oon
02m—1 ‘02m
n=2m n=2m-+1 2 ocq_1/o
_ / 2 — n“4+2 0d—1 2n
Vi od—1/%2m gd—1/02m % “(2d—1) {77 d—3.(2d—1)-x2+n?

TABLE 3.1 — Le volume des quotients de Hy est minoré par V,, k.
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3.5.2 Caractéristique d’Euler des quotients de Hy

— Les constantes de Gauss-Bonnet pour Hg,n pair, et H{ sont indiquées aux proposi-
tions 3.4.4 et 3.4.5;

— possédant une borne V,, x sur le volume d’un quotient I'\ Hf, on en déduit une borne

sur la valeur absolue de sa caractéristique d’Euler :

X (M\HE)| = Xnk = |wn il Vok.

n — n n
G/K Hg, n>3, n=2m HE Hp
0d—1/%2n—1
v ca_1/o2m Ssa-agno1 " (2d—1)- 04_1/03m
K 264=8.3m—1.(2d_1).(2m) "2 _n%4a 2603 (24— 1) 2777
Constante de ! 1)!
(—1)m . =2 (-1)m . 2. n(niﬂ) lwnm| > =Lom
Gauss-Bonnet wy, T2m oan (2n)! , D)
o4—1/(02n—102n) )
2 3
9d—1/%m 26d—3,2n,(2d71>_ﬂ.nT+2 04—1/02n
Xn,K 26d—3.2m.(2d—1).(2m)m2—m (2n)1 26d—3.23n.(2d—1).qn2+2n+2
nl(n+1)!

TABLE 3.2 — La valeur absolue de la caractéristique d’Euler d’un orbifolds recouvert
par Hy est minorée par x, k.




Chapitre 4

Construction d’un domaine fondamental dans Hf

Les premiers travaux de notre thése ont été motivés par un article d’Elisha Falbel et John
R. Parker [FP06]. Dans cet article, les auteurs construisent un domaine fondamental pour
l'action du groupe PU(2,1; A3) (le « groupe modulaire d’Eisenstein-Picard ») sur HZ,
ot Ay = Z[w] (w = —3+ #) est anneau des entiers d’Eisenstein. Le résultat inespéré
de cet article est que le domaine obtenu est combinatoirement extrémement simple, on ne
pourrait espérer mieux : ¢’est un 4-simplexe. Ce fait remarquable fait dire aux auteurs « One
should think of that domain as the analogue of the famous 2-simplex, with one ideal verter,
which is the fundamental domain for PSL(2,7Z) in the hyperbolic plane, H ». Par ailleurs,
I’explicitation d’'un domaine fondamental leur permet, en utilisant la version adéquate du
théoréme du polyeédre de Poincaré, de déterminer une présentation du groupe PU(2,1; A,)
(c’est la proposition 5.10 de [FP06]). Ils montrent que 1'on obtient une telle présentation

en adjoignant un élément & une présentation de PSL(2,7Z).

Avant ces travaux, l'orbifold M, = PU(2,1; Ay)\HZ était déja bien connu pour possé-
der plusieurs jolies propriétés extrémales. Son volume vaut

71—2

T a7
(ce résultat est généralement atribué a Rolf-Peter Holzapfel [Hol81]), et conjecturellement,

Vol(M,,)

c’est le plus petit volume d’un orbifold complexe a pointes de dimension 2. John R. Parker
a montré, dans [Par98], que P'unique pointe de M, réalise la borne inférieure sur le volume
des pointes d’un orbifold hyperbolique complexe (ce volume vaut %) Cette propriété est
un bon argument en faveur de la minimalité du volume de M, (il est raisonnable de
penser, pour les orbifold ouverts de petit volume, que I’essentiel du volume est concentré
dans la pointe). Enfin (et ceci est encore montré dans l’article de John R. Parker cité ci-
dessus), M, est un quotient d’une variété hyperbolique complexe de volume minimal. Ce
volume vaut % et la variété exhibée est un revétement de M,,, obtenu comme quotient
de HZ par un sous-groupe sans torsion d’ordre 72 de PU(2, 1; A5).

Il est alors tout a fait naturel de chercher des analogues de cet objet dans d’autres
contextes. On peut par exemple se demander quel pourrait étre le groupe généralisant le
groupe modulaire d’Eisenstein-Picard pour les espaces hyperboliques complexes de dimen-
sions supérieures. Par ailleurs — et c’est ce qui nous a préoccupé au début de notre these
— au ceceur de la construction de M,, se trouve le réseau d’Eisenstein A,. C’est le réseau
hexagonal euclidien de dimension 2, qui posseéde de frappantes qualités extrémales : c’est
notamment le réseau euclidien de densité maximale en dimension 2 (mais il répond aussi

aux problémes d’extrémalité de recouvrement, de « kissing number ». ... Pour (beaucoup)

89
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plus de détails sur le réseau d’Eisenstein et sur la théorie des réseaux euclidiens, on peut
consulter la bible de John H. Conway et Neil J. A. Sloane [CS99]).

Ce réseau euclidien posséde une structure algébrique supplémentaire (c’est un anneau
d’entier) qui en fait un réseau de C. Parmi les réseaux euclidiens de densité maximale (il sont
connus jusqu’en dimension 8, et en dimension 24), le premier réseau aprés As & posséder
une structure algébrique supplémentaire est le réseau Dy des entiers d’Hurwitz (que nous
définissons précisément a la section 4.2). C’est le réseau le plus dense en dimension 4, et
on peut le réaliser comme un réseau de H. Nous avons ainsi un candidat naturel pour
généraliser le groupe d’Eisenstein-Picard, c’est un sous-groupe du groupe d’isométries du
plan hyperbolique quaternionique. Dans la suite de ce chapitre, on adopte la notation

suivante :

Notation 4.0.1. On note I' = PSp(2,1; D,) le sous-groupe de PSp(2,1) formé des ma-
trices a ceefficients dans 'ordre d’Hurwitz Dy.

Définition 4.0.2. Le sous-groupe I" est le sous-groupe modulaire d’Hurwitz.

Dans une premiere section, nous présentons brieévement I’anneau des entiers d’Hurwitz,
en insistant sur la description du groupe Up, de ses unités, car cette description nous est
nécessaire dans la suite.

Le reste de ce chapitre est consacrée a la construction d’'un domaine fondamental pour I'.

Indiquons tout de suite ce que nous entendons par domaine fondamental dans la suite :

Définition 4.0.3. Soit A un sous-groupe (ou simplement une partie) du groupe d’iso-
métries de l'espace hyperbolique quaternionique HZ. Une région fondamentale pour A
est un ouvert D de HZ dont les translatés sont deux a deux disjoints, et tel que la fa-
mille {)\ ‘D | Xe A} (ott D désigne I’adhérence de D dans H3) recouvre H7. Si D est
de plus connexe, on dit que D est un domaine fondamental pour I'action de A sur HI?H.

Rappelons également la définition suivante :

Définition 4.0.4. Un sous-groupe A de PSp(2,1) est un réseau s’il est discret (ou, de
maniere équivalente, si son action sur H3 est discréte), et si le quotient A\PSp(2,1) est de
mesure de Haar finie (ou, de maniére équivalente, si lorbifold hyperbolique quotient A\ H3

est de volume fini).

Remarque 4.0.5. Dans tout ce chapitre, nous travaillons en dimension 2, sur le plan hyper-
bolique quaternionique HZ. Les définitions, proposition et méthodes employées se trans-
posent quasiment toutes telles quelles en dimension n quelconque. Nous indiquons par des

remarques ponctuelles les rares points spécifiques a la dimension 2.

Le groupe I' est un sous-groupe arithmétique de PSp(2,1), et en tant que tel, c’est un
réseau de PSp(2,1) (ce résultat général est détaillé —par exemple— dans 'ouvrage d’ Armand

Borel sur les groupes arithmétiques [Bor69, 13.2]). Nous ne disons rien ici de la théorie des
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groupes arithmétiques, qui dépasse largement le cadre de notre étude, et ceci peut aussi se
voir « & la main » : il est clair que I' est discret, et pour voir qu’il est de covolume fini, nous
remarquerons qu'il ne posséde qu'un sous-groupe parabolique & conjugaison prés (c’est la
proposition 4.2.9). L’orbifold quotient I'\ H est ainsi ouvert, n’a qu’une seule pointe et est

de volume fini.

La méthode de construction que nous adoptons dans notre recherche d’un domaine
fondamental pour T est originellement diie a Lester R. Ford qui 'expose —dans le cas réel—
dans son livre [For51]; il y définit en particulier les cercles isométriques, qui sont les briques
de base des domaines qui portent aujourd’hui son nom. Cette méthode se généralise a tous
les espaces symétriques de rang 1, comme le montre Anke D. Pohl dans l'article [Poh10]
(notons au passage que cette exposition est tout a fait globale, en ce sens qu’elle n’utilise
pas la classification des espaces symétriques). Décrivons succintement les étapes d’une telle
construction. Pour comprendre que ces étapes sont tout a fait naturelles, se souvenant de la
remarque d’Elisha Falbel et John R. Parker citée en introduction de ce chapitre, il est bon
d’avoir a l'esprit le domaine fondamental pour l'action de PSL(2,Z) sur le demi-plan H3.

Nous illustrons donc systématiquement ces étapes par cet exemple.

Rappelons que l'on note P, le stabilisateur de ¢, dans Sp(2,1). Nous noterons
N =PNT

le stabilisateur du point a linfini dans I'. Alors T'se C A A (o0t A et A sont les sous-
groupes de la décomposition de Langlands de &, donnée en 1.5.1) et action de Ty
préserve chaque horosphere. La premiere étape consiste donc en la détermination d’un
domaine D pour I'action de 'y, sur le bord de HZ (privé de ¢ ), ce que nous faisons dans
la section 4.3 (c’est la proposition 4.3.22). Enfin, un domaine fondamental pour action

de I's, sur tout HZ est obtenu en prenant le cone géodésique de base D.

Dans le cas de PSL(2,Z), le stabilisateur du point & l'infini est formé des

translations entiéres z — z + n,n € Z. Le segment de longueur 1 [—3, 3] est un
domaine fondamental pour I’action de ce groupe sur le bord de HZ, et le cone
géodésique de base [—1, 1] est la bande verticale

1
PSp(Fu = {z € HZ | |Re(2)| < 2}

qui est le domaine fondamental classique pour I'action du sous-groupe parabo-

lique de PSL(2,7Z) sur HZ.
Dans le modele du demi-espace pour H (en fait, pour tout espace symmétrique de rang 1),
il existe une distance naturelle, adaptée a la géométrie de son bord, donc a sa décomposi-
tion horosphérique (que nous avons décrite en 1.5.2). Pour lespace hyperbolique réel par
exemple, le bord étant un espace euclidien R™ ™1, cette distance est simplement la distance
euclidienne. Dans les cas des espaces hyperboliques complexes et quaternioniques, cette
distance est la distance de Cygan pp définie en 4.1.2.

A chaque élément ¢g de T’ ne fixant pas ¢oo, on associe une sous-variété I (g9) de codi-

mension 1 de HZ, la sphére isométrique de g. Cette sous-variété est la bissecteur entre goo
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et 71 (goo) (au sens de George D. Mostow [Mos80], ou de William M. Goldman [Gol99]),
et est une sphere pour la métrique p sur le demi-espace. Nous explicitons plus bas deux
feuilletages de ces sous-variétés par des sous-espaces totalement géodésiques, et les utilisons
pour munir les spheres isométriques d’un systéme de coordonnées rendant compte de leur
géométrie, similaire a celui introduit par William M. Goldman dans le livre sus-cité.

Revenons a notre exemple fil rouge : les spheres isométriques des éléments
non paraboliques de PSL(2,7Z) sont des demi-cercles euclidiens, orthogonaux
a ’axe réel, centrés aux points de coordonnées rationnelles (57 0). Les spheres
de rayon maximal sont celles centrées aux points entiers, elles sont de rayon 1,
et chacune des spheéres isométriques est contenue dans une spheére de rayon

maximal.

Etant donné un g € I'\ s, I(g) sépare HZ en deux composantes connexes, et 'on
note ext(I(g)) celle de ces deux composantes qui contient ¢... Alors (voir par exemple
larticle d’Anke D. Pohl cité plus haut [Pohl0, § 3]) :

Théoréme 4.0.6. La région

F =Foo N ﬂ ext(I(g))

geM\I'e

est un domaine fondamental pour laction de T sur le plan hyperbolique quaternionique HZ.

Dans le cas de PSL(2,7), l'intersection

N ext(I(g))

gEPSL(2,Z), 9(qoo)#qoo

est la région supérieure délimitée par tous les demi-cercles de rayon 1 centrés
aux points de coordonnées (n,0),n € Z :

Foo={2€H; |In€L|z—n|>1}.

Quand on intersecte cette région avec la bande %, déterminée a la premieére

étape, on retrouve le domaine bien connu

1
9:{26H§||z|>let %e(z)<2}.

4.1 Géométrie du bord de H% dans le modele du demi-espace

Comme nous ’avons mentionné en introduction de ce chapitre, la premiére et cruciale étape
de la construction d’un domaine fondamental pour I" est la compréhension de son action
sur bord du plan hyperbolique HZ. Dans le modele du demi-espace pour H3, le bord porte
la structure d’un groupe de Heisenberg généralisé (voir le paragraphe 1.2.1) :

OHE ~ # = Jm(H) x H.
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Nous décrivons dans un premier temps une géométrie naturelle sur JZ, provenant de sa

structure de groupe, qui est a rapprocher de celle du groupe de Heisenberg standard N4l.
Cette géométrie est préservée par le sous-groupe parabolique £, de PSp(2, 1), et nous
décrivons ensuite explicitement ’action par isométrie de ses éléments sur le bord.
4.1.1 Les isométries de 7

Le centre de J# est le groupe de Lie de dimension 3
Z () = Jm(H) ~ R?,

et tout comme le groupe de Heisenberg standard Nil est une extension de C, # est une

extension centrale de H
1 — om@E) & 7 L m — 1

(Remarquons que cette extension n’est pas scindée : par exemple, le commutateur de (1,0)
et de (4,0) vaut (0, —4¢) et n’est pas dans le noyau de p).

Dans le cas du groupe Nil, cette suite exacte permet d’exprimer le groupe des isométries
de Nil comme extension du groupe des isométries euclidiennes de C. Ceci est explicité
dans le survol de Peter Scott sur la géométrie des 3-variétés [Sco83, p.467]. Décrivons a
présent comment une réalisation analogue peut-étre donnée pour le groupe des isométries
de # ~ OHZ — {qoo}-

En tant que groupe de Lie, 5 peut étre muni d’une métrique invariante a gauche. La

métrique de Cygan sur J est une métrique provenant d’une norme de groupe sur 2 :
Définition 4.1.1. Soit (¢,-) un groupe, d’élément neutre 1. Une application ||, : ¥ —
R™ est une norme de groupe si elle vérifie :

1. |gly =0ssig=1lg;

2. |9_1’g = |gly;

3. lghly < lgly + [Ply-
Définition 4.1.2. La métrique de Cygan sur S est la métrique correspondant a la norme
de groupe sur S

)l =122 4+ 0| = (et 4 oy

C’est donc la métrique donnée par la fonction distance

pr((z1,01), (z2,v2)) = |(z1,01) (22, 02)]

‘(21 — 22,V] — VU2 — 23111(5,21)”% . (413)

Remarque 4.1.4. Cette métrique s’étend naturellement, par I'inverse de la perspective géo-

désique, en une métrique sur tout H3Z, que 1'on notera encore || :

’1/2

1/4
(Gowle = | +uto] = (2P +0)’+0f) . (4.1.5)
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Remarque 4.1.6. Le bord de tout espace symétrique de rang 1 peut-étre muni d’'une mé-
trique analogue, provenant d’une norme de groupe. Pour plus de précision sur ces normes,
et pour la construction générale des métriques de Cygan sur le bord des espaces symétriques
de rang 1, voir l'article de Anke D. Pohl [Poh10, § 3.2].

Cette métrique étant par construction invariante a gauche, J# agit par isométries sur
lui-méme par translations. Il existe une action supplémentaire sur J# par isométries : le

groupe SO(4) agit sur J# en préservant la métrique p,pr. L’isomorphisme
Sp(1) x PSp(1) ~ SO(4)
permet de décrire agréablement cette action :
Sp(1) x PSp(1) > (i, v) - (z,v) = (przv= vov™1).

(On vérifie aisément & 1’aide de (4.1.3) que p¢ est invariante par une telle transformation).

Remarque 4.1.7. Ceci est a rapprocher de I'action du cercle S* ~ SO(2) sur le groupe Nil
(voir la description de Peter Scott [Sco83, p.468]).

Ces deux actions forment la totalité de la composante neutre du groupe des isométries
de J7 :

Proposition 4.1.8. Notons Isom(H) = Isom(F, py) la composante neutre du groupe
des isométries du groupe de Heisenberg généralisé muni de la métrique de Cygan. Alors

Isom(H) ~ SO(4) x F.

L’action d’un élément ((u,v), (20,v0)) € (Sp(1) x PSp(1)) x 2 ~ SO(4) x S sur un
point (z,v) de H est donnée par

(1, v), (20,v0)) - (2,0) = (urzv™" + 2o, vov™" + to + 20m(urzv—1z)).

Notons Isom(H) le groupe des isométries euclidiennes de H préservant l'orientation :
Isom(H) ~ SO(4) x H.

On a finalement une description de Isom(.#), analogue a celle de Isom(Nil) que I’on trouve
dans Darticle de Peter Scott [Sco83, p.467], comme extension centrale

*

0 — JmH) — Isom(#) - Isom(H) — 1. (4.1.9)

Remarque 4.1.10. En dimension supérieure, le bord de Hy porte la structure d’un groupe
de Heisenberg généralisé de dimension n — 1

A" =H"! x Jm(H),
et son groupe d’isométries n’est plus P(Sp(1) x Sp(1)) x ., mais

Isom(#" ') = P(Sp(1) x Sp(n — 1)) x " 1.
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Or, comme on I'a déja signalé (c’est la remarque 1.5.10), I'isomorphisme
P(Sp(1) x Sp(1)) ~ SO(4)

n’a pas d’analogue en dimension supérieure. La suite (4.1.9) ne s’adapte donc pas en di-

mension n quelconque.
4.1.2 Action des éléments de Z,, sur

Rappelons (voir la section 1.5 du chapitre 1) que le groupe P, des éléments de PSp(2,1)
stabilisant ¢, se décompose en trois sous-groupes .#, </ et A . Les groupes .4 et AN
agissent par translations et rotations d’Heisenberg en préservant chaque horospheres, et
leur action en coordonnées horosphériques, décrite en 1.5.1 est exactement ’action par

isométries de Isom(J#) sur . On a ainsi :
MN ~TIsom ().

(Remarquons également que les éléments de A7, les dilatations d’Heisenberg, dilatent li-

néairement la métrique de Cygan).

On peut alors écrire explicitement la projection IT* de (4.1.9). En effet, la connaissance
de la forme matricielle des éléments de .# .4 nous donne une représentation matricielle

des éléments de Isom () : ce sont les matrices de GL(3,H) de la forme

_ 2
v —Zov (7|ZO|2 o)y

0 pv 20V )
0 0 v

(u,v) € Sp(1) x Sp(1), (z0,v9) € .

Par ailleurs, les éléments de Isom(H) se repésentent par les matrices de GL(2,H) de la

forme

ny o zov
| (1,v) € Sp(1) x Sp(1), 20 € H,
0 v

leur action sur H étant donnée par l'action projective :

uy o zoV z uv -z + zov ,uy~z~z/’1+zo

= ~

0 v 1 v 1

Le morphisme IT* est alors la projection

_ 2
v —ZU (7‘Z°|2+v°)1/
uy  zoV

: o wy 20V — )

0 0 v
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et son noyau, qui est le centre de Isom(5¢), vaut
10 %

ker(I*)= |9 1 0| =~ Jm(H).
0 0 1

Définition 4.1.11. Les éléments de ker(IT*) sont appelés les translations d’Heisenberg

verticales, ou simplement les translations verticales. L’élément

1 0 %
Tow) =10 1 0
0 0 1

est ainsi appelé translation verticale par vg.
4.2 Les entiers d’Hurwitz

Nous décrivons a présent brievement les entiers d’Hurwitz, n’en présentant que les proprié-

tés nécessaires a I'étude T.
4.2.1 Description de D,

L’essentiel du contenu de ce paragraphe (et bien plus encore) se trouve dans 'ouvrage de
John H. Conway et Neil J. A. Sloane [CS99]. Une bonne exposition de l'ordre d’Hurwitz
est aussi donnée dans le plus petit livre de John H. Conway et Derek A. Smith [CS03].
Enfin, une étude algébrique détaillée (donnant par exemple la liste des idéaux maximaux

de Dy) est menée par James M. Woodward dans sa these [Woo06].

Définition 4.2.1. L’anneau des entiers d’Hurwitz est 'ordre de H constitué des qua-
ternions dont toutes les coordonnées sont entieres, ou dont toutes les coordonnées sont

demi-entiéres :

Dy={a+ib+jc+kd|abc,d€Zoua,b,c,deZ+1/2} CH.

Nous aurons besoin a la section suivante d’une bonne description du groupe des unités
de cet anneau, Up,. Il est de cardinal 24 et est constitué de deux familles de points. D’une
part, les quaternions de norme 1 dont toutes les coordonnées sont entieres (il y en 8),
d’autre part, les quaternions de norme 1 dont toutes les coordonnées sont demi-entieres (il
y en a 16). Notons

w=1/2(-14+i+7j+k),
et
who= iTlwi=1/2(-1+i—j —k),

w o= jTlwj=1/2(-1—i+j—k),

b= klwk=1/2(-1—i—j+k).
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Alors le groupe des unités de D, est le groupe

UD4:{pi|i:17"'724}7

ou

Notations 4.2.2.

— les p;, i =1,...,8 (dans cet ordre) sont les quaternions
+1, 44, 44, =+k;
— les p;, i =9,...,24 (dans cet ordre) sont les quaternions
tw, Fwb Fwd, ok, Lo, fwl, fwi, Lwk.

Les coordonnées de ces points sont listées en annexe, dans la table C.1.

Les éléments de Up, forment les sommets d’un polyedre régulier dans H, le 24-cellules
ou icositétrachore. Son bord est composé de 24 faces de dimension 3, qui sont des octaedres

réguliers, et en chaque sommet, 6 tels octaedres se rencontrent.

Notation 4.2.3. On note %p, le 24-cellule formé par les éléments de Up,.

Comme nous en aurons besoin explicitement dans la suite, nous allons numéroter les

faces de %p, -

Commencgons par en choisir une, qui contient le sommet p; : pour la déterminer, on re-
garde les distances entre les sommets. Ces distances sont listées en annexe, dans la table C.3.

Nommons cette premiere face Oy :

O1 = (p1,p3,P14, P16, P18, P20)- (4.2.4)

Nous listons ses sommets par couple de sommets opposés, voir la figure 4.1. Pour nommer
les 23 faces octoédrales restantes, on procede comme suit : & chacun des p; correspond une
rotation de I’espace euclidien de dimension 4, donnée par la multiplication a gauche par p;.

On attribue le numéro 7 a la face image par cette rotation de la face de base O;.

Notation 4.2.5. On note {O; | i =1,...,24} les faces de %p,. La face de base est la face

O1 = (p1,p3, P14, D16, P18, P20),

la face O; est I'image de la face O; par la rotation donnée par p;. Les 24 faces de %p,
sont listées en annexe, dans la table C.4. Dans cette table, les sommets de chaque face sont

listés comme dans (4.2.4), par couple de sommets opposés.

Un autre polyedre important dans la suite de notre étude est une cellule de Dirichlet-

Voronoi de Dy.
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D1

P14 D16

b3
FIGURE 4.1 — La face Oy du 24-cellules formé par les unités de Dy.

Définition 4.2.6. Une cellule de Dirichlet- Voronoi d’un réseau est un domaine fonda-

mental pour les translations par les éléments du réseau.

Dans le cas des entiers d’Hurwitz, la cellule de Dirichlet-Voronoi centrée en 0 est le 24-

cellules dual de celui formé par les unités de Dj.

Notations 4.2.7. — On note ¥p, la cellule de Dirichlet-Voronoi de D4 centrée en 0.

— Ses sommets, notés {¢; }i=1...24 sont les centres des faces {O;};=1,.. 24. Leurs coor-
données sont listées en annexe, dans la table C.2

— On a nommé les faces du 24-cellules de départ, et de maniére duale, on nomme celles
de Vi : O] est la face de sommets q1, q3, ¢14, q16, ¢18, G20, €t O} est 'image de O} par
la rotation donnée par la multiplication a gauche par p;.

Terminons ce paragraphe en indiquant une propriété algébrique de D4 qui nous sera
utile au paragraphe suivant. On en trouvera une démonstration dans la thése de James M.
Woodward.

Proposition 4.2.8 (Voir par exemple [Woo06, thm 5.3.3]). Tous les idéaux de Dy (bila-
téres, d gauche ou d droite) sont principaux.
4.2.2 Premieéres propriétés de I

Nous cloturons cette section par les deux premiere propriétés de I' que 'on peut en dé-
duire : T n’a qu’une pointe (proposition 4.2.9), et I's, contient pas d’élément loxodromique
(lemme 4.2.10).

Proposition 4.2.9. Tout élément parabolique de T’ est conjugué dans I' d un élément
fizant qoo : Uorbifold quotient T\H% n’a qu’une pointe.
La remarque suivante est élémentaire mais importante :

Lemme 4.2.10. Le sous-groupe I', ne contient pas d’éléments loxodromique et est entie-

rement contenu dans Isom(J€).
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Démonstration. On a vu a la section 1.5, en (1.5.11), la forme générale d’une matrice F'
de Sp(n,1) représentant une isométrie fixant ¢... Dans le contexte de ce chapitre, en

dimension 2, une telle matrice est donc triangulaire supérieure, de la forme

F = 0 i * "I"GR.;., N,VESP(I)

o
o
S =

I

Si F est de plus un élément de I', F~! aussi, et les ccefficients de F et de F~! sont
dans Dy. Ainsi, si F' est dans I', ses ccefficients diagonaux sont des inversibles de Dy,
donc appartiennent au groupe Up, des unités de Dy4. Alors nécessairement, r = 1 et F n’a

pas de facteur de dilatation. O

4.3 Un domaine fondamental pour I'

Par le lemme 4.2.10, le sous-groupe I'y, s’insére dans la suite exacte (4.1.9) :
0 — k() Nle — T 5 IF(Ca) — 1.
Le noyau de cette nouvelle suite est constitué des matrices de la forme
10 %
)
0 1 0[,v€Im), - €Dy

0 0 1

Comme % est un quaternion imaginaire pur, sa premiere coordonnée est nulle, et pour

que ce quaternion soit dans Dy, il faut donc que ses autres coordonnées soit entieres. Les
coordonnées de vy sont ainsi nécessairement des entiers pairs, et
ker(TT") N Do >~ 27 & 257 & 2K7Z.
Nous étudions donc la suite :
0 — AQZOULOUL — Too o M (Te) — 1. (4.3.1)
Les éléments de I's, sont représentés par les matrices de Sp(2,1) de la forme
_ 2
po(=7) - () 5
0 wy T W )

0 0 I

w,v €Up,, 7€ Dy, tEiZ@jZ@thelqne#ED%
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et ceux de IT*(T',) par les matrices

py o TH
Pouvr = | wveUp,, €Dy

0 n

Un tel élément agit sur H par une rotation de SO(4) (donnée par la multiplication & gauche

par puv € Up, et a droite par v € Up, suivie d’une translation par 7 € Djy.
Pour alléger la lecture de la suite de ce chapitre, introduisons les

Notations 4.3.2. On note A = IT*(T', ) 'image de la suite exacte (4.3.1). C’est un réseau
du groupe des isométries directes de H, Isom(H) = SO(4) x H. On note également Ap le

sous-groupe de A formé des rotations pures :

J1 280
Ar=AN(SO(4) x {0}) = | p,v € Up, ¢,

0 nu

et Ar le sous-groupe de A formé des translations pures,

1 7
ATZAQ({I}IXH): |T€D4
0 1

L’étude de Paction de I'og sur # ~ OHZ — goo se fait alors en deux temps. Dans un pre-
mier temps, nous étudions ’action de A sur H. Nous déterminons un domaine fondamental
pour cette action qui est un 4-simplexe dans H (théoréme 4.3.11). En utilisant le théoréeme

du polyédre de Poincaré, nous en déduisons une présentation de A (théoréme 4.3.17).

Dans un deuxiéme temps nous en déduisons un systéme de générateurs pour I', (pro-
position 4.3.21), en relevant les générateurs de A. Ce systéme est de cardinal 3, et 'on en
déduit immédiatement un systeme de générateurs pour I' (théoréme 4.4.2), de cardinal 4,
répondant ainsi par l'affirmative & une question posée par James M. Woodward dans sa
thése [Woo06, conjecture 1 p.225]. Nous n’obtenons pas encore une présentation de T’
ou de I'y,, car notre construction d’'un domaine fondamental exploitable pour I's, n’a pas
abouti pendant le temps de notre thése (nous avons obtenu un domaine fondamental — c’est
la proposition 4.3.22 — combinatoirement trop complexe). Nous expliquons briévement les
difficultés rencontrées durant cette étape, et en conclusion de ce manuscrit, nous donnerons

les pistes que nous souhaitons explorer par la suite pour clore entierement cette question.
4.3.1 Un domaine fondamental pour A
Un domaine fondamental pour le sous-groupe des translations pures est déja connu : c’est

la cellule de Dirichlet-Voronoi du réseau, ¥p,, décrite dans les notations 4.2.7.

Reste a étudier 'action du groupe des rotations Ag sur ¥p,, et un domaine fondamental

pour cette derniere action est un domaine fondamental pour celle de A sur H.
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Rappelons que Ap agit transitivement sur les faces de #p, (la i-¢me face O} est I'image
par
pi 0
Pl,pi,o =
0 1

de la face Of, voir a nouveau les notations 4.2.7 et 4.2.2).

Lemme 4.3.3. Le groupe de rotations Ar est d’ordre 288. C’est un sous-groupe d’indice 2
du groupe des isométries directes du 24-cellules, qui est d’ordre 576. Le stabilisateur d’une
face est ainsi d’ordre % =12, et c’est un sous-groupe d’indice 2 du groupe des isométries

directes de l’octaédre.

Démonstration. L’action d’une rotation R;; de Ar sur H s’écrit
Rij:z—pi-2-p;

ol p; et p; sont dans Up,. Ainsi, si (7,7) est différent de (k,1), R;; est différent de Ry,

sauf si p; = —py et p; = —p;. Comme Up, est de cardinal 24, il y a % = 288 éléments

différents dans Ag. O

La détermination d’un domaine fondamental pour A se fait alors en trois étapes, sché-
matisées dans la figure 4.2 :

1. nous déterminons le stabilisateur d’une face de ¥p, ;
2. nous trouvons un domaine fondamental pour I'action du stabilisateur sur cette face;

3. prenant le cone sur ce domaine, de base 0 (le centre de ¥p,), nous obtenons un

domaine fondamental pour I'action de Ag sur ¥p,, donc pour 'action de A sur H.

FIGURE 4.2 — La cellule de Dirichlet-Voronoi (hachurée) est un domaine fondamental
pour les translations. Les rotations agissent transitivement sur ses faces. Un domaine
pour le stabilisateur d’une face est représenté par le trait rouge plus épais. On obtient un
domaine pour tout le groupe en prenant le céne sur ce domaine (en bleu).

1. Détermination du stabilisateur d’une face.

Choisissons par exemple la face

0/1 = (Q1,Q3,(J147Q167Q18,Q20)-
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Pour déterminer son stabilisateur, nous nous aidons du logiciel Maple. Nous n’ajoutons
pas a ce texte les feuilles de calcul Maple (I'intérét de leur ajout étant trés certainement
inversement proportionnel a4 'ennui de leur lecture), mais décrivons succinctement comment

nous avons procédé.

Chaque élément de Ar permute les 24 sommets de ¥p,, et Ar s’injecte dans le groupe

symmeétrique %4 des permutations d’un ensemble a 24 éléments.

A Paide de Maple nous explicitons les 48 permutations de .%, correspondant aux
les multiplications & gauche (z — p; - 2) ou a droite (z — z - p;) par chacun des élé-
ments de Up,. Nous encodons ensuite Ar par le groupe de permutations engendré par
ces 48 éléments. Enfin, nous listons avec Maple les permutations de Apg stabilisant ’en-
semble {1,3,14,16,18,20} des numéros des sommets de la face Of.

Le lemme suivant décrit les éléments du stabilisateur de Of. Les permutations corres-
pondantes sont listées en annexe, dans la table C.5 (dans cette table, par souci de lisibilité,
nous n’écrivons pas toute la permutation des 24 sommets, mais simplement les cycles qui

correspondent & la permutation des 6 sommets de Of).
Lemme 4.3.4. Le stabilisateur de la face O} dans Ag, Stab(O4), est constitué des éléments
sugvants (voir la figure 4.3) :

— Uidentité ;

— les trois demi-tours d’axe deuxr sommets opposés ;

— les quatres rotations d’axe les centres de deux faces opposées, d’angle 2w /3 ;

— les quatres rotations d’azxe les centres de deux faces opposées, d’angle 4w /3.

Ay

FIGURE 4.3 — Les axes des deux types de rotations du stabilisateur d’une face de ¥p,.

Remarque 4.3.5. Ici, toutes les faces de I'octaedre ne sont pas équivalentes, elles forment
deux orbites sous l'action de Stab(O]). Par exemple, deux faces opposées ne sont jamais

dans la méme orbite et forment un systéme de représentants des faces.
Remarque 4.3.6. Pour obtenir le groupe entier de I'octaédre, il manque

— les six rotations d’axe deux sommets opposés, d’angle 7/2 et 37/2;
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— les six rotations d’angle m d’axe les centres de deux arrétes opposées.

Ce groupe peut-étre obtenu en adjoignant & Stab(O]) un élément, par exemple n’importe
quelle rotation d’axe deux sommets opposés, d’angle /2.

2. Un domaine fondamental pour Stab(O}).

D’aprés la remarque 4.3.5, il suffit, pour obtenir un domaine fondamental pour Stab(O}),
de déterminer un domaine fondamental pour le stabilisateur d’un couple de faces opposées.
C’est ce que nous faisons dans le paragraphe qui suit, et la figure 4.4 résume notre démarche.

Nous choisissons le couple de face opposées

(1,914, q16) et (g3, q18,G20) - (4.3.7)

Notations 4.3.8. Dans la suite nous notons
— o le centre de O} : qp = %;

— ¢ le centre de (q1,q14,q16) : c1 = 5(1 +i% +74k);

N= M=

— ¢ le centre de (g3, q18,q20) : ¢1 = 5(—1+ z% —Jj—k);
— t1 le tétraedre de sommets (qo, 1, q14, G18) ;

— i le tétraedre de sommets (qo, c2, q16,G20) ;

Le stabilisateur du couple (4.3.7) dans Stab(O}) est le groupe d’ordre 3 engendré par la
rotation d’angle 7/3, d’axe (c1, ¢2). L'union des deux tédraedres t; et to forme un domaine
fondamental pour Paction de ce groupe sur la face O}. Par conséquent,

Lemme 4.3.9. L’ouvert t;|Jt2 est un domaine fondamental pour laction de Stab(O})

sur Of.

FIGURE 4.4 — L’union de ces deux tétraédres constitue un domaine fondamental
pour Stab(O})
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3. Un domaine fondamental pour A.

Notations 4.3.10. Nous notons dans la suite :

— (1 le cone de base t1 et de sommet 0, c’est donc le 4-simplexe de sommets

(QO7017(]147 q18, 0);

— (5 le cone de base to et de sommet 0, c’est donc le 4-simplexe de sommets

(QO7027(]167 420, 0)-

D’aprées le lemme 4.3.9, et conformément aux étapes annoncées a la page 101, 'ou-
vert C1|JCs est un domaine fondamental pour A agissant sur H. Ce domaine n’est pas
tres satisfaisant : il n’est pas convexe, ce n’est méme pas un polyedre! Nous allons donc
utiliser des transformations de A pour déplacer Cs, puis le recoller le long d’une face de C1,

afin d’obtenir un nouveau domaine, qui sera cette fois un simplexe de dimension 4.

La figure 4.5 représente schématiquement ce que l'on fait : par la rotation antipodale — la
multiplication par —1 — on envoie Cy sur un simplexe opposé C}. Puis, par une translation
du réseau — qui envoie 0 sur une certaine unité p; € Up,, c’est-a-dire sur le centre d’'une

cellule de Dirichlet-Voronoi adjacente — on recolle C% le long d’une face de C;. Rappelons

FIGURE 4.5 — Au départ, le domaine fondamental trouvé (schématisé par la partie
hachurée) n’est pas un simplexe. On déplace la partie bleue par une rotation du réseau, r.
En appliquant la transation ¢, on envoie 0 sur le centre d’une cellule de Voronoi voisine. 0,

le centre de la face et le centre de la cellule de Voronoi voisine sont alignés, donc le

nouveau domaine obtenu (en gras) est un simplexe.

que nous listons en annexe les faces de ¥p, et les coordonnées de ses sommets. La rotation
donnée par p; = —1 envoie la face O} sur la face O4 = (g2, 4, q13, @15, q17, G19), €t envoie
le simplexe Cy sur

Cé = (q(), 0/27 q15,419, O)
i
2
laire (Q4, q15, qlg) de 0/2

ol gy = % est le centre de Of et ¢j = 3(1 — i3 + j + k) est le centre de la face triangu-
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On translate ensuite C} par ¢ € Dy. Le simplexe ainsi obtenu a pour sommets

(q14, 18, ¢1, Q0,7 = p3)

et on le recolle & C le long de leur face commune (q14, 18, ¢1,4o) (voir la figure 4.5).

Comme 0, g et ps sont alignés (g est le centre du segment (0, p3)), le polyedre S obtenu

n’a que 5 sommets, (0, q14, 18,1, P3), ¢’est donc un simplexe et nous avons obtenu le

Théoréme 4.3.11. Le simpleze de dimension 4, S, de sommets

S: (Oa q14, 418, clap3)
est un domaine fondamental pour l'action de A sur H.

4.3.2 Une présentation de A

A présent, sachant que S est un domaine fondamental pour A, le théoréme du polyédre
de Poincaré nous en donne une présentation : un systeme de générateurs est donné par
les éléments de A qui apparient les faces de codimension 1 de S; les relations entre ces
générateurs sont données par les relations de cycle entre les faces de codimension 2 et par

les relations de reflexions.

Remarque 4.3.12. Ce théoréme est valable dans d’autres contextes tout a fait généraux :
une exposition globale pour les espaces a courbure sectionnelle constante, de dimension
quelconque, en est par exemple donnée dans le survol de David B. A. Epstein et Carlo
Petronio [EP94]; une version hyberbolique complexe a été écrite par Elisha Falbel et Va-
lentino Zocca, dans [FZ99]. Pour en saisir 'idée centrale cependant, il suffit peut-étre de
lire la tres élégante et tres éclairante démonstration qu’en donne John Milnor (dans le cas

particulier d’'un groupe de triangle) dans son article [Mil75, théoréme 2.2].

La figure 4.6 donne une vision schématique de S ainsi que les distances entre ses som-

mets. Ce 4-simplexe possede 5 faces tétraedrales de codimension 1 :

Ty = (0,¢1,q14,18), T2 = (0,p3,q14,q18), T3 = (0,p3,c¢1,q14),

Ty = (0,p3,¢,q18), T5 = (qua, q18, ¢, D3)-

Cherchons les transformations appariant les faces de S. Les distances entre les sommets,

représentées sur la figure 4.6, imposent les premieres contraintes suivantes :
— T} ne peut étre apparié qu’a Ts ou lui-méme et T5 a T} ou lui-méme;
— T5 ne peut étre apparié qu’a lui-méme;
— T3 ne peut étre apparié qu’a Ty ou lui-méme, et T, qu’a T3 ou lui-méme.

Remarquons également tout de suite qu'une contrainte supplémentaire est donnée par la

nature des sommets :
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q18

FIGURE 4.6 — Vision schématique du simplexe S avec les distances entre les sommets.

Remarque 4.3.13. Une transformation appariante, qui est un élément de A, ne peut envoyer
le sommet 0 que sur lui-méme — auquel cas c’est une rotation pure — ou sur le sommet p3 = 1.

Sinon, sa partie affine n’est pas un élément de Dj.
Nous pouvons & présent déterminer les cycles des faces de codimension 1.

Le cycle (T1,Ts)

Soit P I’élément de A envoyant T sur T5. Nécessairement, le sommet 0 est envoyé sur ps. Le
sommet c;, qui est & distance v/3/3 de 0 doit étre envoyé sur un sommet & distance v/3/3
de ps3 : il est donc fixé. Nous cherchons ainsi ’élément de A qui envoie le quadruplet

(ordonné) (0, c1,q14,q18) sur (ps,c1,q14, q1s). C’est élément

—l4itj—k  1—itjtk
2 2

P = . (4.3.14)
0 —1—it+j—k
2

On remarque également que P3 = Id. Le premier cycle est donc

2
n 5 o 5o

Le cycle (T2)

Notons S I'élément de A qui envoie Ty sur lui-méme. Si S fixe 0, S fixe aussi p3 qui
est le seul sommet de S & distance 1 de 0. S est alors une rotation qui échange q14 et ¢is.
Ceci est impossible puisque ¢14 et gi1g ne sont pas antipodaux. S doit donc envoyer 0
sur ps, et par suite envoyer ps sur 0. La partie translation de S vaut i. Cherchons sa

partie rotationnelle. S est de la forme z — M - z + 4, donc M est une matrice de SO(4)
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vérifiant S'-p3 = 0= M - p3 + ¢, soit M - p3 = —i = —p3. Sachant de plus que S fixe 14

et ¢ig, on trouve alors que M correspond & la conjugaison par i, z +i-z-i ' et
S = . (4.3.15)

Le deuxieme cycle est donc

Le cycle (T3, T4)

Soit @ I’élément de A qui envoie T3 sur Ty. Comme ¢, est le seul sommet & distance V3 /3
de 0 et de ps, il est fixé par . Donc @ fixe globalement le triplet (q14,q1s,¢1). Si Q ne
fixe pas 0, il échange ps et 0. Mais alors, comme pour le cycle précédent, il fixe q14 et qis,
donc @ = S. Ceci est exclu, par exemple parce que S-q; = g2, donc S ne fixe pas ¢;. Ainsi,
nécessairement, @) fixe 0, p3 et ¢. C’est donc la rotation de A qui envoie g4 sur g5 et fixe

le triplet (q14, ¢18,¢1). Finalement

Q = . (4.3.16)
0 —14i—j5+k
2

Par ailleurs Q3 = Id, et le troisiéme cycle est donné par

2
<o o

Les cycles des faces de codimension 2 sont donnés par (nous désignons une face de

codimension 2 par le triplet ordonné de ses sommets) :

2

Q* P Q P
(0,c1,q18) — (0,¢1,14) — (p3,c1,14) — (p3,c1,q18) — (0,¢1,q18)

et P2QPQ? vaut l'identité;

2

s P
(0, q14, 18 — (p3, q14, q18) — (0, q14, q18)
et P2S est d’ordre 3;
P
(c1,q14, q18) — (c1,q14, q18)

et P est d’ordre 3;
(c1,0,p3) < (c1,0,p3)

et @ est d’ordre 3;

2

Q S Q S
(0,p3,q14) = (0,p3,q18) — (P3,0,q18) — (P3,0,q14) — (0,3, q14)

et SQ25Q est d’ordre 2.

Finalement, nous obtenons le
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Théoréme 4.3.17. Le groupe A est engendré par les trois appariements de faces P,Q et S
définis en (4.3.14), (4.3.16) et (4.3.15). Une présentation en est donnée par
A=(PQ,S |5 =P =Q°=(5Q*SQ)* = P°QPQ* = (P*S)%),
ou, de maniére équivalente, par
A=(P,Q,5|858=P=Q*=(SQ'SQ)* =P 'QPQ~" = (P'S)%).

4.3.3 Un systeme de générateurs et un domaine fondamental pour I'

Revenons au groupe parabolique entier ', et considérons & nouveau la suite (4.3.1). Les 3
éléments de I'

[—1—itj—k  —1—itjtk  1—i—jtk |
2 2 2
D _ —14itj—k  l—itj+k | -
P 0 L £ ; (4.3.18)
—1—itj—k
L 0 0 chal
[ —14i—jtk 0 —1titj—k |
2 2
Q = 0 SERS 0 ; (4.3.19)
1yiojtk
L0 0 cam
et
: 14itj+k
—i 1 itk
S = lo 1 (4.3.20)

se projettent par IT* sur les trois générateurs de A = II*(I',) P, @ et S respectivement.

De plus,
1 0 i—j5+k
P=*<1o1 o |,
0 0 1

et P3 (ou @3) est la translation verticale par 2i — 27 + 2k ;

et S2 est la translation verticale par 2.
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Enfin, si I'on releve avec P, Q@ et S la cinquieme relation de la présentation donnée au

théoreme 4.3.17, on constate que

10 —i—j
PIQPQ™ =10 1 o |,
00 1

et le produit ]5*16515@’1 est la translation verticale par —2¢ — 2j.

Ces trois translations verticales engendrent le noyau 2iZ & 2jZ & 2kZ de la suite
exacte (4.3.1), par conséquent P, @ et S engendrent ce noyau. Comme nous savons par

ailleurs que leurs projetés P, Q et S engendrent I'image de la suite, nous obtenons la

Proposition 4.3.21. Les trois éléments ﬁ, @ et S de Sp(2,1) forment un systéme de

générateurs de I .

Pour ce qui est d’obtenir un domaine fondamental pour ', un premier constat, immé-
diat et naif, est le suivant : le noyau de (4.3.1) est engendré par 3 translations verticales,

dans chacune des directions de Jm(H), 2i, 2j et 2k. Le cube C de sommets
C: (£i,+j, £k) C Im(H)

est donc un domaine fondamental pour son action sur Jm(H). Nous connaissons par ailleurs
un domaine fondamental, S, pour I'action de 'image de (4.3.1) sur H, nous en déduisons
donc la

Proposition 4.3.22. Le polyédre produit
D=SxC Cc HxJImH) =7

est un domaine fondamental pour Uaction de Too sur OHZ — {qoo} =~ H.

Ce domaine fondamental est cependant combinatoirement bien trop compliqué pour étre
exploitable : le théoréme de Poincaré est un outil théorique pour obtenir une présentation.
En pratique, 'explicitation des appariements de faces dans le cas d’un polyedre tel que
celui de la proposition 4.3.22 est bien trop fastidieuse pour qu’on songe a la faire a la main
(d’ailleurs, si 'on y parvenait, la présentation obtenue serait elle aussi peu exploitable car

bien trop longue).

Mais il faut surtout garder a 'esprit que notre premier but est d’obtenir un domaine
fondamental pour le groupe I tout entier. L’étape suivante, comme nous ’avons annoncé
en introduction de ce chapitre, est de prendre le cone géodésique sur le domaine pour I',
puis de l'intersecter avec I'extérieur des spheéres isométriques de I'. Partant d’un polyedre
avec tant de faces, nous ne pouvons espérer obtenir une description raisonnable de cette

intersection.
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Il s’agirait donc d’améliorer ce domaine, en opérant des découpages et des collages sur D
au moyen de transformations de I'.. Nos tentatives dans cette direction n’ont pas abouti.
Nous décrivons rapidement, dans la derniere partie de cette these, les différentes stratégies
que nous avons adoptées, et y présentons plus en détails celle qui nous le pensons devraient

finalement aboutir.

Pour finir ici cette étude sur une note positive néanmoins , nous consacrons la (courte)

section suivante a l’exposition d’un systeme de générateurs pour le groupe I' tout entier.

4.4 Un systéme générateur pour I

Une tranformation de Sp(2,1) particuliérement importante dans notre étude est I'involu-

tion

0 0 1
R = |o -1 of- (4.4.1)
1 0 0

Cette isométrie échange les points o et go du bord de HZ. On obtient le groupe complet
des isométries de H en adjoignant R au groupe parabolique & : si G est une isométrie
quelconque de HZ ne fixant pas g, alors, notant 7' la translation d’Heisenberg par G-qoo, T
fixe goo €t RT'G aussi. Ainsi, I'isométrie G s’écrit bien comme produit de R et d’éléments
de &,

G=T"' R RTG.

En particulier, comme R appartient a I', on obtient I' tout entier en adjoignant R a ',

et on trouve bien le systeme de 4 générateurs annoncé plus haut :

Théoréme 4.4.2. Le groupe I' est engendré par 4 éléments,

F:<15,@,§,R>.




Quelques mots de conclusion

A la fin de cette these, plusieurs questions restent encore en suspens. Tout d’abord bien
stir, 'objectif initial que nous nous étions fixé au commencement des travaux présentés

dans le chapitre 4 n’est que partiellement atteint.

Les travaux présentés dans les chapitres 2 et 3 quand a eux, forment un ensemble abouti,

mais suscitent néanmoins de nombreuses interrogations.

En conclusion de ce manuscrit, nous souhaitons indiquer briévement quelques unes
des questions soulevées par les résultats exposés dans les premiers chapitres, puis donner

quelques pistes qui pourraient mener a clore le travail du chapitre 4.

Questions soulevées par les chapitres 2 et 3. Commengons pas dire que pour termi-
ner tout a fait le travail présenté dans le chapitre 3, nous aimerions obtenir une formule
close pour le pfaffien de la matrice de courbure des espaces Hy. Cet exercice combina-
toire est probablement réalisable en temps fini (et raisonnable), et nous espérons ’achever

prochainement.

Ensuite, plusieurs questions se posent a la suite de nos travaux. Indiquons en deux, les

plus générales (et pour lesquelles nous n’avons a ’heure actuelle pas d’élément de réponse) :

1. Bien évidemment, nous 'avons déja signalé a de nombreuses reprises, il serait tres
agréable de comprendre le comportement du rayon maximal avec la dimension. Il fau-
drait pour cela tres certainement de nouveaux outils. Pour I'instant, la seule idée que
I’on peut se faire de ce comportement est donnée par la connaissance de minorations
optimales, pour certaines dimensions, et certaines sous-familles de variétés hyperbo-
liques (& pointes, orientables, ... ). Une méthode générale, se passant de ’exhibition
d’exemples réalisant le minimum, est-elle envisageable ? Est il raisonnable d’espérer

une méthode englobant tout a la fois les variétés ouvertes et fermées 7

2. Qu’en est-il du rayon maximal des orbifolds? Les travaux de Hsien-Chung Wang
minorent (explicitement) le rayon d’injectivité d’un sous-groupe discret quelconque
d’un groupe de Lie semi-simple de type non-compact G, agissant par translation
sur G. On dispose donc d’une borne sur le rayon d’une boule dans T'\G, que I ait de la
torsion ou non. Il serait intéressant d’étudier de plus pres la submersion riemannienne
décrite au chapitre 3, pour tenter de comprendre comment se comportent les boules

vis-a-vis de la fibration induite.
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Pistes pour le chapitre 4.

Modification du domaine fondamental pour A. La premiére grande étape, si ’on souhaite
obtenir un domaine fondamental combinatoirement simple pour le groupe modulaire d’Hur-
witz, est d’obtenir un domaine fondamental combinatoirement simple pour I'action du
sous-groupe parabolique 'y, sur le bord de HZ privé d’un point

OHZ — {qoo} ~ A = H x IJm(H).

Rappelons que la projection sur le premier facteur Il : J# — H induit une projec-
tion I, : T'oo — A C Isom(H) (voir la suite exacte 4.1.9), et que cette étape & son tour
se divise en deux : obtenir un domaine fondamental « simple » pour I'action de A sur H,
puis relever ce domaine a 5 en un domaine pour ’action de I's,. Nous avons construit
un domaine fondamental S, combinatoirement le plus simple possible (c’est un simplexe)
pour laction de A sur H (théoréme 4.3.11). Le noyau de la projection II, est le groupe

engendré par trois translations verticales, par 2i, 27, et 2k,
ker (1) ~ Z* C Isom(Jm(H)),

et un domaine fondamental pour l'action de ce groupe est simplement un cube. Nous
déduisons ainsi un domaine fondamental D pour I'., donné par le produit de ce cube et

du simplexe trouvé précédement (proposition 4.3.22).

Cet objet n’est pas si complexe combinatoirement, mais il est déja tres difficile & manier
manuellement (il a par exemple 5x8 = 40 sommets. . . ). Nous aimerions donc procéder a des
découpages/collages (par des éléments du groupe) sur D, pour en simplifier la combinatoire.
Les possibilités sont infinies, et nous n’avons pas les outils informatiques pour automatiser

ces opérations : sans stratégie, ’aboutissement de cette entreprise releverait du miracle.

Ainsi, apres avoir — longuement — tenté quelques approches, nous avons décidé de mettre
de cOté cette question jusqu’a la fin de notre thése. Nous aimerions & présent revenir sur le
sujet. Une stratégie qui nous parait intéressante est la suivante : quand on fait le produit
brutal du simplexe S par le cube C, on ajoute beaucoup trop de sommets pour espérer
obtenir une combinatoire simple (partant de notre simplexe S en dimension 4, il ne faut
ajouter que 3 sommets pour obtenir un simplexe en dimension 7 (la dimension de 3H§H) :
on souhaite donc en ajouter 3, ou « pas beaucoup plus » que 3). Le volume du domaine

fondamental est bien siir invariant, et on le connait : il vaut
Vol (D) = Vol (S) - Vol (C) .

Si 'on veut rajouter moins de sommets verticaux, il nous faut donc agrandir la base. Ceci
pourrait se faire en accolant la base S a ses images par un sous-groupe (fini) bien choisi
de A. Le prisme produit de cette nouvelle base S’ par le doamaine vertical C serait alors
pavé par des relevés (convenables) des transformations ayant servi a agrandir S (voir le

schéma plus bas).
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Jm(H)
C D
S _., P(S) | H
Jm(H) Jm(H)
c| b P(D)
H S’ =SUP(S) H

Au départ, notre domaine fondamental D est simplement le produit de S par C. Au
moyen de la transformation P de A, on agrandit la base S en S’. On obtiendrait alors un
domaine fondamental D’ en ajoutant seulement quelques sommets a la nouvelle base (sur
le schéma, en ajoutant seulement le sommet s). Le prisme S’ X C' est pavé par les images

de D’ par le groupe engendré par un relevé de P, PcC | P

La question est alors de choisir le sous-groupe de A au moyen duquel nous agrandirions
la base. Pour cela, au moins deux candidats naturels nous semblent mériter qu’on les
étudie :

— nous avons obtenu une présentation de A (c’est le théoréme 4.3.17), et nous connais-
sons les cycles des sommets de S. Nous pourrions essayer d’agrandir S en « tournant
autour des sommets », c’est-a-dire, en lui accolant ses images par 'un (ou plusieurs)

des sous-groupes (finis) engendrés par les cycles dans notre présentation ;

— d’autre sous-groupes finis treés naturels dont nous pourrions étudier ’action sur la base
sont ceux donnés par la réduction modulo un idéal principal de 'ordre d’Hurwitz. Ils
ont été bien étudiés, par exemple, par James Woodward dans sa theése [Woo06].

Intersection des spheres isométriques. Rappelons que si nous obtenons un domaine agréable
pour le sous-groupe parabolique, ’étape suivante, probablement bien plus délicate, est
d’étudier son intersection avec I’extérieur des sphéres isométriques des éléments du groupe

ne stabilisant pas ¢o-

Pour anticiper cette étape, et choisir un domaine fondamental pour le parabolique s’in-
tersectant agréablement avec les spheres isométriques, nous pourrions aussi procéder dans
Pordre inverse. Il s’agirait étudier tout d’abord 'intersection des sphéres isométriques (en

fait, étudier 'intersection de certaines spheres seulement : il y a une sphere isométrique
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centrale, c’est celle associée a l'involution R, introduite au paragraphe 4.4, et il suffirait
probablement d’étudier l'intersection de cette sphére et de ses voisines). La projection de
cette intersection sur le bord de HZ nous donne un polyedre : comprendre comment ce po-
lyedre est pavé par le groupe parabolique nous indiquerait des transformations privilégiées

pour découper/recoller notre domaine fondamental.

Etude d’un groupe plus gros que T'. Si © est un réseau de Isom(H3), son sous-groupe
parabolique O, fournit un réseau de Isom(5#). Un tel réseau posséde un sous-réseau,
formé uniquement de translations de Heisenberg (un tel sous-groupe est appelé réseau de
Bieberbach), d’indice fini dans O, et cet indice est majoré par 576 (voir par exemple le
livre de Peter Buser et Hermann Karcher [BK81], pour les réseaux de Bieberbach, ou, pour
cette borne précisément, 'article d'Inkang Kim et John R. Parker, [KP03, p. 310]).

Dans notre cas, le réseau de Bieberbach est le sous-groupe de ', formé par les trans-
lations d’Heisenberg représentées par des matrices a coefficients dans D4. Un domaine fon-
damental pour l'action induite de ce réseau sur H est la cellule de Dirichlet-Voronoi ¥p,
décrite a la page 98. L’indice de ce réseau dans I's, est 'ordre du sous-groupe Apr (voir
les notations 4.3.2) stabilisant ¥p,. Or nous 'avons remarqué (c’est le lemme 4.3.3), Ag
n’est pas le groupe entier des isométries du 24-cellules, mais simplement un sous-groupe
d’indice 2 de ce groupe. Le groupe du 24-cellules est d’ordre 576, et 'ordre de Agr (donc
I'indice du réseau de Bieberbach de I'w,) est 288.

D’apres la remarque 4.3.6, on obtient tout le groupe du 24-cellule en ajoutant un élément
a Apg. Ajoutant a I's une isométrie se projettant sur un tel élément, on obtient un réseau

réalisant la borne sur l'indice du réseau de Bieberbach. Par exemple, le groupe

142
V2 0 0
A: 1+
T <F, 0 A 0 >
1+
0 0 \/5z

contient I' (et Ty est d’indice 2), et réalise cette borne. Il serait probablement intéressant

d’étudier ce groupe-ci plutét que T'.




Annexe A

Constante de Marqgulis des espaces hyperboliques

We now give a detailed proof of proposition 2.4.3, which we state here again for the reader’s

convenience :

Proposition (Proposition 2.4.3). For all n, one can construct a discrete subgroup T'
of Isom(Hg) and a point x € Hy such that

Iu(e) = (g el [ d(z,g(x)) <e)

is mot virtually nilpotent, where € = %

Recall, from chapter 2 (theorem 2.4.4), that this proposition implies

Théoréme. There exists a constant C > 0 such that

< g
’UHK \/57
f07 K—R7(C or H.

A.1 Stratégie
Consider the free group on two generators Fy = (f, g), and ¢ its Cayley graph (relatively
to the generating system {f, g}). Suppose we have constructed an Fy-equivariant map
0:9 — Hg,

sending the root of ¢ and its two first edges f and g on a point = py in Hy and two

geodesic segments of length € based at py.
Then, if ¢ is injective, the group
o(F2) (po) = (v € o(F2) | d(po,¥(po)) <€)

is Fy itself, highly non virtually abelian. Therefore, once we have constructed such a map
an proved that it is an embedding, Proposition 2.4.3 is proved, provided the image of Fb

in Isom(H}}) is discrete.

At first, we thus construct a local embedding o : 4 — Hpj, Fy-equivariant, sending the

first two edges of the graph on two geodesic segments of length e (Definition A.2.2).
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Secondly, we show that for € > %, this map is a quasi-isometric embedding (Pro-
position A.5.1). This ensures that the image of Fy is discrete (see for instance Mickail

Kapovich’s article [Kap05, Lemme 2.2]), and ends the proof.

A.2 Construction du plongement local

Fix an origin py € Hy, and choose two orthogonal geodesics through pg, Ly and Lg. We
shall construct two loxodromic elements of Isom™ (HR), F and G, with axes Ly and Lg
respectively, with translation length e, and use them to embed ¥. Figure A.1 gives a

schematic vue of what we are descrebing below (in dimension 3).

We start by choosing a point py on Ly, and a point p, on L,, both ¢ away from py.
By doing so, we define the images of the edges f and g emanating from the origin in the
graph (the geodesic segments [po,ps] and [po,p,]), and the images of the vertex of the
graph corresponding to the words f and g.

Next, we construct the images of all the reduced words of the form fgf... fgorgfg...gf

of length k < n. Let us detail the construction of the words of the form

fg, faf, fafg,--,
for instance, the construction process for the words gfg... being strictly symmetrical.

Start by choosing a geodesic segment through py, of length €, orthogonal to [pg, ps], label
it g and name its other end py,. Again, pick a geodesic segment through p¢g, of length e,
orthogonal to both [py,ps| and [pg,psgl, label it f and name its other end pysq¢. Proceed
as such to construct all the vertex p,,, where m = fgf ... fg is a word of length k& < n,
choosing at each step a segment of length €, orthogonal to all the preceding segments, and
labelling it successively f then g.

At step n — 1, we have constructed the images of the vertex of the graph corres-
ponding to the reduced words fgf...fg of length smaller than n, and of the corres-
ponding edges f,g, f,.... To construct the images of the vertex corresponding to the
words gfg...gf, we follow the exact same steps, starting from L and pg. Let us consider

the four regular orthoschemes

— Sy, with vertex po,ps,Dsg, - -, Pm,; Where my = fgf ... f is of length n — 2;
— Sy, with vertex po,pg, Pgf;- - - Pm, Where mg = gfg...g is of length n —2;
Stg, with vertex ps,pyrg, ..., pm;, Wwhere msgy = fgf...g is of length n —1;
— Sy, with vertex py,pgs, ..., Pm,, where myr =gfg...f is of length n — 1.
We are now ready to define F' and G, and the desired map o :
Définition A.2.1. Let F be the unique loxodromic element of Isom™ (HY) with axe L,

with translation length €, and sending S, on Sy4, and let G' be the unique loxodromic

element of Isom™ (Hg) with axe L, with translation length ¢, and sending S yon Syr.
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FIGURE A.1 — Construction of the first vertex and edges for n = 3.

The existence of these isometries can be check using linear algebra on R™!. Also, the
conditions on F and G define them uniquely : if an element of Isom(Hj) fixes, say, the n
points po, s, Drgs-- - Pfgf...q, it then fixes the smallest totally geodesic subspace containing
all these points. By construction, this subspace has to be the whole of Hy, and the isometry
has to be the identity.

Définition A.2.2. Let 0 : 4 — Hf be the local embedding sending a word m on a
point pn, = M(po), where M is the isometry of H formed by a product of F’s and G’s

composed in the order of the letters of m.

It remains to check that the map o is an embedding —that is, that o is injective—
and that it is a quasi-isometry, from ¢ onto ¢(¥) C Hg. In order to do that, letting m4
and my be two reduced words, and denoting by p,,, and p,,, their images in Hy, we need
to bound the quantity p(pm,,Pm,). We can assume that p,,, = po, and thus, the quantity
we will be interested in is p(po, prm ), where m is a reduced word and p,, its image in Hjj.

Note that by construction, if m is a word of length [, there is a path made of | geodesic

segments of length e from pg to p,,. So we already have, by the triangle inequality,

p(p07pm) <el (A23)
which is the right side of the inequality we are seeking.

The main purpose of the sequel is thus to bound p(pg,pm) by below, by a positive
quantity, to be able to conclude that ¢ is injective, and by a quantity depending on the
length of m, which, together with Inequality (A.2.3), will ensure that o is a quasi-isometry,
and hence end the proof of Proposition 2.4.3.
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We first take care of the case where m is a reduced word of length strictly smaller than

the dimension, and then move on to the case where length(m) > n.

A.3 Minoration de p(pg, pm), quand m est un petit mot

First, note that if m is a reduced word of length strictly smaller than n, paragraph A
gives us a good description of the image of the path in ¢ from the origin to m. Indeed,
recall the definitions of F' and G (Definition A.2.1) : the path in HJ corresponding to
the words ff,gg, f~1f~! or g7lg~! is a geodesic segment of length 2¢, and the path
corresponding to the other words of length 2 is made of two orthogonal segments of length e.
The construction being equivariant, we see that adding a letter to a word corresponds to
adding a segment of length €, either aligned with the preeceding segment of the path, or
orthogonal to the whole path.

In the main, we have the following lemma, :

Lemme A.3.1. Let m be a reduced word of length | < n, p,, = o(m) be its image in HE,
and consider the path in Hg from py to pm, image of the path in & from the origin to m.
It is made of k geodesic segments (where 1 < k <1), of respective length

lie, loe, ..., lge,

with
Z I =1.

Further, denoting by p1,p2,-..,Pr = Pm the extremities of these segments, for all j < k,
the paths

[Po,p1] U---U[pj—_1,p;] and [pj,pjs1]U---U [Pr_1,Pm]

are orthogonal.
From this lemma, the distance p(pg, pm), when m is a small reduced word, can be
explicitly computed, and thus bounded :

Lemme A.3.2. If m is a reduced word of length | < n, and p,, is its image by o in Hy,

cosh(e)! < cosh(p(po, Pm))-

Démonstration. Consider the path from py to p, in Hjj, obtained as the image of the
path from the origin to m in the graph, and let py,po, ..., px = pPm be as in Lemma A.3.1.
For all j < k, the geodesic segment [p;_1,p;] has length lje (with > Il; = [), and the
geodesic triangle (po, pj_1,p;) is right-angled at p;_,. Applying Pythagore Theorem (in its

hyperbolic version), we see that, for all j <k,

cosh(d(po,p;)) = cosh(d(po,p;j—1)) cosh(d(p;—1,p;)),
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i.e.
cosh(d(po,p;)) = cosh(d(po, pj—1)) cosh(lje),

and by induction,
cosh(d(po, px)) = cosh(ly€) cosh(lge) - - - (Ige€).

But also,
cosh(ly€) cosh(lz€) - - - cosh(e) > cosh(e)zlj = cosh(e)’

which is the desired bound. O
A.4 Découpage du chemin [pg, pn|, quand long(m) > n

Next, we need to estimate p(pg, pm) when m is a word of length [ greater or equal to the

dimension n : let m be a word of length [ > n, and let p,, be its image in Hy.

In order to ease the reading of the end of this proof, let us immediately introduce some

notations :

Notations A.4.1. We put d = [”T_l], and let (gq,r) be the quotient and reminder of the

euclidean division of [ by d (note that ¢ is at least 2, since [ is strictly greater than n — 1).

Now, consider the path from pgy to p,, in Hjj, image of the path from the origin to m
in the graph (it is made of | geodesic segments of length ¢), and divide it into ¢ subpaths
made of d geodesic segments (and a last one made of r segments). We name the ends of
these subpaths po, p1, ..., Dq, Pm, (With p; = pp, if r = 0), and draw the bissectors between

each pair of consecutive ends, €, .., (see Figure A.2).

We shall now prove that in the configuration depicted in Figure A.2, two consecutive
bissectors are separated by a positive distance ¢, provided e is large enough. Since the
path from pg to p,, has to cross all the intermediate bissectors, this will ensure that the

distance p(po, pm) is a least §-(¢—1), and allow us to reach our conclusion, in paragraph A.

Let us look at the figure formed by three consecutive ends p;_1,p;, p;+1 and their

bissectors (Figure A.3).

We will need the following lemma :

Lemme A.4.2. Let m be a word of length | greater or equal to the dimension n, and
let p, be its image in Hij. Cut the path from py to p,, as described depicted in Figures A.2
and A.3. Then the angle at each p;, v;, is greater or equal to 7/2, for i from 1 to ¢ — 1.

Démonstration. Let i be an integer between 1 and ¢ — 1, and consider the geodesic tri-
angle T; = (pi—1,Pi, pi+1). We want to estimate the length of the sides of T;. Let my,mo
and m3 be the words in Fy corresponding respectively to the paths [p;—1,p:], [pi, Pit1]
and [pi+1,pit+1] C 0(%). Since these three words have length d < n, d < n and 2d < n res-
pectively, by Lemma A.3.1, we know precisely their shapes. Divide them as in Lemma A.3.1 :
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FIGURE A.2 — Schematic vision of the division of the path corresponding to a word m of
length I > n (here d = 4).

Pi—-1 Pit1

€Pi—1 yPi GPMPH»I

F1GURE A.3 — Configuration of two successive bissectors.

— my is made of k; mutualy orthogonal geodesic segments of length ly€, ... Ik €;
— mg is made of ky mutualy orthogonal geodesic segments of length li¢, ... [} €;
— mg is made of k3 mutualy orthogonal geodesic segments.

Also, put

a=p(pi—1,0i), b=ppi,pi+1) and ¢ = p(pi—1,Pit1)-
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If T; is rectangle at p;, k1 + ko = k3, and
cosh(c) = cosh(a) cosh(b).
If not,
ki + ko =ks—1,
and
cosh(c) = cosh(lye)---cosh((lx, +1})e) - - - cosh(ly,e€)
> cosh(lye€) - - - cosh(ly, €) cosh(l}€) - - - cosh(l}, €) = cosh(a) cosh(b).
In that case, since by the cosine rule

cosh(a) cosh(b) — cosh(c)
sinh(a) sinh(b) ’

cos(yi) =

we have cos(7y;) < 0 and ~; > 7. Finally, in both cases,

™
5 .

Yi =

Pi+1

FIGURE A.4 — Configuration of two successive bissectors, when ~; =

NI

Proposition A.4.3. Suppose we are in the configuration depicted in Figure A.3. Then the

bissectors €y, _, », and &y, .. do not intersect, provided

cosh(e)% > 4.

Démonstration. Since, by Lemma A.4.2, the angle at p; is greater or equal to 7, the angle

between the two bissectors &, and €, .. is smaller or equal to a (see Figure A.4).

sPi41
As in the proof of Lemma A.4.2, put

a=p(pi—1,pi) and b= p(p;,pit1).
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The quadrilateral formed by the red segments in figure A.4 is a Lambert quadrilateral,
hence b

€prpin N Cppypy = 0 <= sinh(3) sinh(5) > 1
(see for instance [Bea95, §7.17] for a discussion about Lambert quadrilaterals). Now, by

Lemma A.3.2, we know that cosh(a) and cosh(b) are both greater or equal to cosh(e)?.

Using
sinh(g) _ cosh(a) — 1 > cosh(e)? — 1,
2 2 2
and
b cosh(e)? — 1
inh(=) >/ —%+——
sinh(3) > ||
we see that the two bissectors do not intersect, provided
h(e)? —1
cosh(e)® — 1 >1 <= cosh(e)% >3
thus the conclusion. O

Corollaire A.4.4. If cosh(e)? > 4, there exists § > 0 such that, if m is an arbitrary word
of length I > n, and €} i =1,...,q, are the bissectors obtained from m, (see the

construction on page 119 and in Figures A.2 and A.3), then

P& b €prp) 20 foralli from 1 to q—1.

Démonstration. If cosh(e)? > 4, then, by Proposition A.4.3, two consecutive bissectors
obtained by the construction described on page 119 do not intersect, and are thus separated
by a strictly positive distance. Since there are only finitely many words of length d and 2d,
there are also only finitely many configurations corresponding to the schematic picture
drawn in Figure A.3. Hence, the set of all possible distances separating a pair of consecutive
bissectors is finite. The minimum of this set, J, is a strictly positive number satisfying the

hunted conclusion. O

A.5 L’application ¢ est un plongement quasi-isométrique

We are now ready to prove that o is a quasi-isometric embedding, for all € > %, which
will conclude the proof of Proposition 2.4.3.

Proposition A.5.1. Fore > %, the map o is a quasi-isometric embedding.

Démonstration. Let € be greater or equal to %. To begin with, note that in that case, the
inequality needed to reach the conclusions of Proposition A.4.3, hence of Corollary A.4.4,

is satisfied. Indeed, we have
2
€
> (14—
> (1+ 2)

4 4
2 2

cosh(e)
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and
2

5)

n
Zgand

vl

€.

e~ .

1+ >1+
Next, recall that d is ["T_l], so that d

d 4 n o
— > - .
1+ —€ 1+126

Hence, if €> & = ,/38 e? > 3 and

3
3
-

d n
2>14 — >4
z > +126,

First, we need to make sure that the map o is an embedding, that is, we need to check that

cosh(e)

it is injective. Let m be a non-trivial reduced word in F3, and let p,, be its image in Hy.
If the length [ of m is strictly smaller than the dimension, then, by Lemma A.3.2,

cosh(e)! < cosh(p(po, Pm)),

hence p(po, pm) # 0.

If the length [ of m is greater or equal to the dimension, cut the path from pg to p.,
as described on page 119 and depicted in Figures A.2 and A.3. Recall Notations A.4.1 : d
is [%], q is the quotient of the division of [ by d, and q is a least 2. By Corollary A.4.4, there
exists d > 0 such that two consecutive bissectors appearing in this cutting are separated
by a distance at least equal to §. Since the geodesic joining pg to p,, must intersect all the

intermediate bissectors, we thence have

and again, p(pg, pm) # 0. In the main, we verified that if m is an arbitrary (non-trivial)
reduced word in Fy, o(m) # o(e) = po, in other words, we checked that o is injective.

Denote by dg the distance on ¢. We now need to find constants A, B,C and D such

that for all reduced words mq and mo,
Adg(my1,m2) — B < p(Pmy s Pmy) < Cdg(my, mz) + D.

Since we can assume that p,,, = po, this reduces to showing that if m is a reduced word
of length I,

Al — B < p(po, pm) < Cl+ D. (A.5.3)

As we noticed at the end of paragraph A, the right side of this inequality is easily taken
care of (see Inequality (A.2.3) on page 117).

We want to derive the left part of Inequality (A.5.3). If m is a reduced word of length !

strictly greater than the dimension, since ¢ < é < %l, rewriting Inequality (A.5.2) gives
26

n—1

which is the sought left side of Inequality (A.5.3). O

l-6< p(p07pm)







Annexe B

Calcul de la constante de Gauss-Bonnet en dimension 2

Pour calculer le pfaffien de la matrice 2 = (£, ) des formes de courbure de HH?H, nous utili-
sons le lemme 3.4.24 (que nous rappelons ci-dessous). La dimension n vaut 2, la matrice {2
est de taille 8 x 8, et m = dim(Q2)/2 = 4.

Notations B.0.1.

— Notons . ensemble des partitions de 1, ...8 de la forme
S = {(hl,k‘l), (hg,k‘g), (h3,k‘3), (h4,k‘4)} avec 1 < hj < hj+1 <8etl< hj < kij <8.
— Si S est une telle partition,

wszs(S) H Qh,k

(h,k)es

désigne la forme — multiple de la forme volume vol = X'AX2A---AX8de HE —
qui lui est associée.

Alors :

Lemme (Lemme 3.4.24).
Pfaff(Q) = Y ws.

Ses

Le cardinal de ’ensemble d’indices . vaut
-] =8 —-1DII=7x5x3 =105,
et pour chaque S € .%, nous souhaitons calculer wg.

La figure ci-dessous représente {2, et un exemple de forme wg (rappelons que les va-
leurs des ceefficients €, ;, des blocs diagonaux sont données par la proposition 3.4.19,
et celles des ceefficients des blocs non-diagonaux (e, %, % et %) sont données par les
propositions 3.4.20 et 3.4.21).

Notations B.0.2. La matrice Q) est divisée en trois zones :

— nous notons T le premier triangle diagonal (la partie supérieure du premier bloc 4 x 4)
de Q;

— nous notons C le bloc 4 x 4 supérieur droit de

125
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— enfin nous notons To le second triangle diagonal (la partie supérieure du dernier

bloc 4 x 4).

1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 O Mz | Qs . * *
2 0 Qaz QO . - %
3 0 Q -k [—Kk| o %
4 0 - * - % .
5 0 Q56 Q57 Qss
6 0 Qo7 Qes
7 0 Q78
8 0

On considere 1’élément S = (1 4)(2 5)(3 6)(7 8) € .~7.
La permutation lui correspondant est
12 3 4 5 6 7 8
14 2 5 3 6 7 8:|.
Ainsi €(S) = —1, et la forme de degré maximal associée a S est
ws =—1x Q4 X — X — Kk X Qrg = =Dk A rs.

Donnons nous S = {(hi, k1), (ha, k2), (hs, k3), (h4, ka)} un élément de .#. Alors néces-

sairement
— soit th,k1th2,k2 €Ty et Qh37k3;Qh4,k4 € Tsy;
— soit thkughz,kz’ Qh37k37 Qh4,k4 € C;

— soit deux des Qj, , sont dans C, un est dans T4 et 'autre est dans Ta.

Notations B.0.3. Les sous-ensembles de .¥ formés des partitions correspondant a chacun

des cas listé ci-dessus sont notés respectivement .71, .#2 et .3 :
p s

=112 11.93.

Le dénombrement des éléments de .71 est aisé, il y en 9 :

S = {(1 2)(34)(56)(78), (12)(34)(57)(68), (12)(34)(58)(67),
(13)(24)(56)(78), (13)(24)(57)(68), (13)(24)(58)(67),
(14)(23)(56)(78), (14)(23)(57)(68), (14)(23)(58)(6 7)}.

Pour chaque S € ., nous calculons la forme wg associée. Par exemple, si
S=(12)34)(56)(78),

9
ws = E(S) . 91’2 N 93’4 N QS,G A 97,8 = ZVOI.
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Ces formes valent (dans l'ordre dans lequel elles sont listées ci-dessus) :

§Vol,

ZVOI’ 1 ZVO]; ZVOI’ ZVOI’ ZVOI; ZVOI’ ivol, EVOI’
et
19 57
> ws=3x Vol = ol (B.0.4)

Ses1

Un élément de . s’écrit (1 11)(2 I3)(3 I3)(4 1) on (I1,1s,15,14) est une permutation
de (5, 6, 7, 8). Il y a donc 4! = 24 telles partitions. Listant toutes ces partitions et écrivant

pour chacune d’entre elle la forme wg associée, nous trouvons

Z wg = eeeetJdkkk + kkkk +
Se.?

+2(00kk +oekk oo + dk kK + kk + Yk Aok )
+(-141-141-1-14+141)e%k%k*,
=0

puis

> 3 3,3 3, 1 11 131(BO5)
ws=\|sz+55+355+ 53 —+ =+ =+ =+ =+ )vol=-vol. (B.O.
& S7\32 732732 " 32 32 3232 32 32" 32 4

Enfin, pour construire un élément de .5, le choix des deux éléments dans C impose
celui de I’élément de T et de celui de I’élément de Ts. Pour choisir deux éléments dans C,
on choisit deux indices (de lignes) parmi (1, 2, 3, 4) : il y a 6 possibilités ; on choisit ensuite
un indice (de colonne) parmi (5, 6, 7, 8) : il y a 4 possibilités; et on choisit enfin un indice

(de colonne) parmi les 3 restants.
L’ensemble .3 est donc de cardinal 6 x 4 x 3 = 72.

Nous listons ci-dessous les formes associées aux éléments de .2 (les signes tiennent

bien compte des signatures des permutations) :

Z wg = 93,4[(—* + o) Q58+ (ok + k) Qs+ (—oe— k) Qrg +
Se3

(—HHk — k) Q57+ (— o h + k) Q7 + (ek + )95,6}
+ QQ,4[(°*+* ) Q58+ (—oe—%kk)Qss+ (—e Kk +hkKk)Qrs +

(= = H%) Qs+ (o3k + k%) Qo7 + (ko — o) s ]

+ Qo] ok + kok) Qo s+ (— 9k + kk) Qo+ (— 0 k — %x) Qs +
(o — Kk) Qsr+ (—oo— Kk) Qo+ (— ok — K )95,6}

+ Q[ (- o= HK) Qs (— ok + koK) Qs + (kK — oK) Q1 +

(ok — k) Q.7+ (eok + kok) Q.7+ (— ok — k) 5,0
+ Q[ (— ok = kk) Qss + (—kok — k) Qo+ (—kk + ok) Qrs +
(—o0—k%k)Qs574 (—ohk — kk) Qg7+ (o —**)Qs,s}
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+ Q| (kK +ok) Q55+ (k + ok ) Qg s+ (Fek + ) Qs +

(—o —**M%;+@*—*r)%;+@4.—**ﬂ%4.
Ainsi, apres calcul de chacun de ces produits,

Sws = ([Fri+itititi]
Ses3

+3+3+34+3+

+3t+ststi+

+3+3+34+3+

+ O+ o+ 4+ o+

(5 d
K d
Frbeieieie]
(5 d
Beieleteied)
et finalement,

E:wyﬂwgmlz ?mL (B.0.6)

Ses
En conclusion, sommant (B.0.4), (B.0.5) et (B.0.6), nous trouvons

Pfaff (Q) = Zwsz Z ws + Z wg + Z wsz%—kg—&—%:%.
Ses Sesn Se? Sess

Remarque B.0.7. Observons ici, en lien avec une question posée dans le chapitre 3 (re-
marque 3.4.31), que les formes wg, S € . sont toutes des multiples positifs de la forme

volume.




Annexe C

Tables du chapitre 4

TABLE C.1 — Coordonnées des unités du réseau D, dans H.

Unité | Coordonnées Unité | Coordonnées Unité | Coordonnées
P 1 Do _1%% D17 _1%_3_’“
p2 | —1 P10 1oicizk Pis Ltitjt
Pa —t P12 Itttk P20 gk
b | d ps | R pn | Slrisith
be _j P14 W D22 #
pro| ok ps | TEFEE pag | SlEhich
bs e P16 W D24 %
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TABLE C.2 — Coordonnées des sommets de la cellule de Voronoi ¥p, dans H.
Sommet | Coordonnées Sommet | Coordonnées Sommet | Coordonnées
1 —1+j —ij
a1 =5 9o 5 q17 5
—1— 1—j itj
72 5 Q10 5 Q18 =t
—14i —1-j —itj
qs St q11 5 q19 5
1- 1+j i—j
qa : q12 =2 q20 =t
—k —i—k —1+k
ds JT q13 22 q21 2+
—j+k itk 1—k
de 2 q14 3 q22 5
j+k —itk —1-k
& E 15 o 423 3
—j—k —k 14k
qs o q16 ) o4 5




131

TABLE C.3 — Distances entre les unités de Dy. Les distances entre les ¢; sont multipliées

p3

P4

par un facteur v/2/2.

Po

Pio P11 P12 P13

P14
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TABLE C.4 — Liste des faces du 24-cellule formé par les unités de Dy et de celles de la
cellule de Voronoi #p, .

Face Sommets

0|0y (p1,p3, P14, P16, P18, P20) | (q1, 43, 14, G165 185 420)
O2 | Oy | (p2,P4,P13, D15, P17, P19) | (42,494, q13, 15, Q175 19)
O3 | O3 (p3, P2, P11, P9, P21, P23) | (43,92, 4115 Q95 G21, 423)

O4 | O} (P4, 1,12, P10, P22, P24) | (G4, 415 G125 G105 G225 G24)
Os | O5 | (ps,ps8; P16, P13, P23, P22) | (5,48, 16, 4135 G235 G22)
O¢ | Og | (p6,P7,P15, P14, P24, P21) | (46,97, Q155 G145 G245 G21)
O7 0% | (p7,ps5,p9, P12, P19, P18) | (47,45, 49, 12, q19, G18)

Os | Og | (ps,P6;P10; P11, P20, P17) | (485965 G105 9115 G205 G17)
Oy | O (P9, P13, P23, P19, P2, P5) | (Q9, q13: 423, 419, G2 G5)

O10 | O1p | (P10, P14, P24, P20, P15 P6) | (q105 G145 924, 4205 15 G6)
On | O11 | (p11,p15, P17, P21, P65 P2) | (q11, Q15 17, 421, @6, 421)
O12 | Ot | (p12, P16, P18; P22, 5, P1) | (q12, q16, Q185 G22, G55 G1)
O13 | O13 | (p13, P10, P22, P17, P8, P4) | (@13, q10, @22, G175 Gs5 Ga)

O14| 04 | (P14,D9, D21, P18, P7.D3) | (¢14, Q9. 421, ¢18, 47, 43)

O1s

O15 | (p15,P12,P19, P24, P4, P7) | (@15, Q12, Q19 Go4, 44, 7)
O16 | O16 | (p16,P11,P205 P23, 135 Ps) | (9165 G115 920, 9235 G35 qs)
O17 | O17 | (p17,P24, P4, D6 P105 P15) | (917, G24, 44, 65 G105 q15)
O1s | Ot (P18, P23, P3, P55 P9, P16) | (918,423, G35 5, 99, q16)
O19 | Og | (p19,P22,P5,P4,P13,P12) | (Q19, G22, G5, G4, Q13, q12)
Oa0 | O | (20, P21, 6,03, P14, P11) | (420, G21, 965 G35 Q145 G11)
O21 | O3 (P21, P19, P2, P75 P15, P9) | (g21, Q19, G2, 47, 4155 G9)
Oaa | Oy | (p22, P20, 1, P85 P16, P10) | (G225 G205 G1, 48, G165 G10)

Oas | 0/23 (P237P17,p8,192,}?117p13) | (Q237Q177Q8,Q27Q11;CI13)

Os4 | Oby | (p24, P18 D7, D1, P12, P14) | (G245 Q185 97, @1, 12, G14)
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TABLE C.5 — Les éléments non triviaux du stabilisateur de O] dans Ap, écrits comme
permutation des 6 sommets (la face est dessinée ci-dessous pour faciliter la lecture de

cette table).

q1

q14

q3
— Les trois demi-tours d’axe deux sommets opposés :

Permutation correspondante

qd16

Axe

(1)(3)(14, 16)(18, 20)
(1,3)(14, 16)(18)(20)
(1,3)(14)(16)(18,20)

(q1.43)
(Q187 QQO)
((J147 Q16)

— Les quatre rotations d’angle 27 /3 d’axe les centres de deux faces opposées :

Permutation correspondante Axe
(1,14,20)(3,16,18) centres des faces (¢1,414,920) et (g3, q16, ¢18)
(1,14,18)(3,16,20) centres des faces (q1,q14, 18) €t (g3, q16, 920)
(1,16,20)(3, 14, 18) centres des faces (¢1,416,920) €t (g3, q14, q18)
(1,16, 18)(3, 14, 20) centres des faces (¢1,416,q18) et (g3, q14,q20)

— Les quatre rotations d’angle 47/3 d’axe les centres de deux faces opposées :

Permutation correspondante Axe
(1,20, 14)(3,18,16) centres des faces (¢1,414,920) et (g3, q16, q18)
(1,18,14)(3, 20, 16) centres des faces (¢1, 414, q18) et (g3, q16,920)
(1,20,16)(3,18,14) centres des faces (q1, q16,920) €t (g3, 14, q18)
(1,18,16)(3, 20, 14) centres des faces (¢1,416,q18) €t (g3, 14, q20)
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