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Ecole doctorale IAEM Lorraine Département de formation doctorale en automatique
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Introduction Générale

1 Contexte et objectifs

La théorie de la commande linéaire a connu un développement remarquable ces dernières
années. Son essor est essentiellement du aux nouvelles possibilités offertes par les outils du calcul
numérique et également par les méthodes de synthèse des lois de commande qui permettent de
prendre en compte les incertitudes de modélisation dans la synthèse des correcteurs. Il s’agit donc
d’un domaine en pleine évolution. A ce titre, la stabilisation des polytopes de systèmes avec un
seul contrôleur linéaire stationnaire (LTI) demeure un problème ouvert en automatique. Jusqu’à
maintenant, nous ne savons pas quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
polytope de systèmes soit stabilisable par un unique contrôleur LTI. Dans ce mémoire, nous mon-
trons que stabiliser un polytope de systèmes avec un correcteur LTI ou stabiliser simultanément
l’ensemble des segments de ce polytope avec ce correcteur sont deux problèmes de commande
équivalents. Notons que la commande simultanée des segments de systèmes est une question
mathématique indécidable [BT97] qui peut être classée comme un problème NP-complexe, dans
le sens qu’il n’est pas possible de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour stabiliser
cette famille de systèmes avec un correcteur LTI qui soient testables en un nombre fini d’étapes
en utilisant uniquement des opérations élémentaires arithmétiques et logiques [BG93, Blo94]. En
conséquence, pour la stabilisation des polytopes de systèmes avec un correcteur LTI, il n’existe
que des conditions testables qui sont soit suffisantes, soit nécessaires.

L’analyse de la commande robuste et de la commande simultanée des systèmes LTI a été am-
plement étudiée dans la littérature. Plusieurs conditions ont été établies et différentes approches
ont été développées.

Avant de présenter la littérature sur la commande robuste et sur la commande simultanée,
nous allons préciser ce que nous entendons par ces deux approches. Leur point commun est de
chercher à stabiliser non pas un système, mais plusieurs systèmes avec un correcteur unique. Dans
le cas de la commande robuste en stabilisant un système nominal ou un nombre fini de systèmes
(par exemple les sommets d’un polytope convexe) nous cherchons à garantir la stabilisation d’un
continuum de systèmes, ce dernier pouvant par exemple être défini par une boule avec la norme
H∞ ou par un polytope convexe en utilisant les fonctions de Lyapunov. Par contre, avec la
commande simultanée, nous souhaitons stabiliser un ensemble discret de systèmes, c’est-à-dire
dénombrable, avec un correcteur unique. Dans ce mémoire, nous allons utiliser les techniques de
la commande simultanée pour obtenir une commande robuste en ajoutant des contraintes sur les
dénominateurs en boucle fermée.

Concernant la commande simultanée, des conditions ont été données pour un nombre fini de
systèmes dans l’espace des fonctions rationnelles H∞. Pour deux systèmes, il a été montré que
ces conditions sont réduites à la propriété d’entrelacement paire [VV82, Vid85]. Pour trois et
quatre systèmes, des conditions suffisantes sont données dans [FZKD01]. Pour n systèmes LTI
avec n > 3, il a été montré dans [BG93, Blo94] que le problème de la stabilisation simultanée est
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indécidable. Dans l’espace des polynômes, ce sujet a également été abordé par quelques auteurs
[Wei92, JA01, HS̆T98, HTS̆99a, HB01]. Dans [HS̆T98], [HTS̆99a] et [HB01], Henrion et al. ont
donné des conditions sous la forme d’inégalités matricielles bilinéaires (BMI) pour stabiliser
simultanément n systèmes avec un correcteur d’ordre fixe.

Des résultats fondamentaux ont été établis dans l’espace des fractions stables H∞ dans
[Gho86, CD93, CD94, ADPD95] pour la stabilisation simultanée d’un segment de systèmes
LTI. Des conditions d’existence dépendantes du choix du compensateur initial stabilisant les
extrémités du segment ont été fournies par Dorato et al. [ADPD95]. Un placement de pôle par-
tiel simultané a été proposé dans [Gho86] et des conditions nécessaires ont été déduites. Dans
[CD93, CD94], les auteurs ont étudié la question de la stabilisation forte pour cette classe de
systèmes. La stabilisation d’un segment de systèmes dans l’espace des polynômes a été traitée
par Ghosh qui a donné des conditions suffisantes d’existence d’un contrôleur simultané d’ordre
fixe [Gho85]. De plus, des conditions permettant de vérifier la stabilisabilité de cette famille de
systèmes ont été formulées dans [Fon08]. Notons que la détermination de régulateurs simultanés
pour un segment de systèmes reste actuellement un problème ouvert car indécidable.

Le théorème de Kharitonov [Kha78] et sa généralisation dans [CB89b, CB89a] ont été à
l’origine de nombreux résultats sur la commande robuste. D’autres méthodes d’analyse ont été
étudiées dans la littérature, mais il existe peu de méthodes consacrées à la synthèse des lois de
commande robuste avec les outils polynomiaux. Dans [Sid91], le principe d’exclusion du zéro a été
utilisé pour donner des conditions permettant de tester la stabilité et concevoir des contrôleurs
robustes. Plus récemment, dans [HAPS̆01, HS̆K03, KKL07, KKL08], les auteurs proposent des
contrôleurs d’ordre fixe pour stabiliser simultanémant les systèmes LTI ayant des incertitudes
polytopiques. Les approches développées dans [HAPS̆01, HS̆K03, KKL07, KKL08] sont basées
sur un critère de stabilité qui nécessite la détermination de fonctions bicausales strictement réelles
positives (EP-SPR). Dans [HAPS̆01, HS̆K03], les auteurs ont combiné la théorie des polynômes
positifs avec les propriétés des fonctions EP-SPR pour la stabilisation robuste d’un système
polytopique avec un contrôleur d’ordre fixe. L’efficacité de la méthode proposée dans [HAPS̆01,
HS̆K03] dépend du choix d’un polynôme particulier appelé polynôme central. Afin d’éviter ce
problème, Karimi et al. [KKL07, KKL08] ont proposé une méthode qui utilise le lemme de
Kalman-Yakubovic-Popov. Toutes les méthodes décrites dans [HAPS̆01, HS̆K03, KKL07, KKL08]
se réfèrent à des conditions de stabilité suffisantes basées sur des approximations du domaine de
stabilité.

Dans ce manuscrit, nous proposons une nouvelle approche pour la stabilisation des polytopes
de systèmes SISO LTI avec un contrôleur d’ordre fixe. En utilisant le théorème des segments
étendus [BHL88], nous montrons que, pour stabiliser un polytope de systèmes LTI, il suffit de
stabiliser simultanément tous ses sommets en considérant une condition supplémentaire associée
à ces derniers. Nous présentons également dans ce mémoire des méthodes originales pour la
synthèse des contrôleurs simultanés en combinant les techniques polynomiales et l’optimisation
linéaire. Avec les méthodes de synthèse proposées, nous montrons non seulement que le contrôleur
stabilise simultanément les sommets du polytope de systèmes (commande simultanée), mais
également tous les systèmes appartenant au polytope (commande robuste). Il s’agit donc de
contrôleur simultané et robuste pour les polytopes de systèmes. Nous avons étudié la stabilité et
la stabilisabilité des polytopes de systèmes avec les critères polynomiaux d’Hermite-Fujiwara et
d’Hermite-Biehler.

Le premier objectif que nous nous sommes fixés dans ce mémoire, avant de pouvoir énoncer
des résultats concernant la commande simultanée de l’ensemble des segments d’un polytope de
systèmes, est l’étude de la commande d’un segment de systèmes avec un contrôleur LTI. Ce
segment de systèmes est défini par les deux systèmes situés à chacune de ses extrémités et par
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un paramètre appartenant à l’intervalle [0, 1]. La question de la stabilisation de cette classe
de systèmes incertains est formulée comme celle d’un problème de stabilisation des systèmes
aux extrémités avec un contrôleur simultané générant des polynômes caractéristiques en boucle
fermée ayant la même partie paire (ou la même partie impaire). Des conditions d’existence d’un
régulateur d’ordre fixe stabilisant un segment de systèmes sont données. Deux stratégies sont
proposées pour synthétiser ce régulateur simultané.

• La première stratégie utilise le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara. Cette méthode pro-
duit un problème d’optimisation non convexe sous la contrainte d’inégalités matricielles
bilinéaires (BMI). En transformant ce problème non convexe en un problème d’optimi-
sation convexe sous la contrainte d’inégalités matricielles linéaires (LMI), un algorithme
heuristique est proposé permettant de rechercher des régulateurs simultanés pour cette
classe de systèmes.

• La deuxième stratégie utilise le critère de stabilité d’Hermite-Biehler. Cette approche est
fondée essentiellement sur la propriété d’entrelacement des zéros réels. Cette méthode
conduit à une formulation simple et plus facile à mettre en œuvre que dans le cas de
l’étude avec le critère d’Hermite-Fujiwara.

Le deuxième objectif de ce mémoire est d’utiliser un paramétrage du régulateur simultané
pour stabiliser un segment de systèmes afin de diminuer le nombre de contraintes à satisfaire. Ce
paramétrage permet également de réduire la complexité du problème et facilite sa résolution. Les
critères de stabilité d’Hermite-Fujiwara et d’Hermite-Biehler sont également mis en œuvre pour
développer deux méthodes de synthèse distinctes. La première méthode fournit une condition
d’existence d’un correcteur d’ordre fixe. La deuxième méthode donne une condition d’existence
d’un correcteur d’ordre quelconque. Cette condition est formulée sous la forme d’un problème
d’interpolation de polynômes Hurwitz.

La réalisation du premier et du second objectif nous permet de satisfaire l’objectif final de ce
manuscrit qui est la stabilisation robuste d’un polytope de systèmes LTI. Il s’agit d’une appli-
cation directe de la stabilisation simultanée de plusieurs segments de systèmes. La stabilisation
d’un polytope de systèmes est réduite à la stabilisation de ses sommets avec un contrôleur simul-
tané générant des polynômes caractéristiques en boucle fermée ayant la même partie paire (ou
impaire). Des conditions d’existence de ces contrôleurs simultanés robustes d’ordre fixe sont don-
nées en utilisant les deux critères de stabilité mentionnés ci-dessus. Des algorithmes de synthèse
sont également développés pour calculer ces régulateurs.

2 Plan du manuscrit

Ce manuscrit comporte cinq chapitres.

Chapitre 1 : Etat de l’art de la stabilisation simultanée des systèmes linéaires

Ce chapitre présente de manière détaillée le problème de la stabilité et la stabilisabilité simul-
tanées des systèmes LTI avec des correcteurs d’ordre fixe ou des correcteurs d’ordre quelconque.
Le contexte mathématique est celui de l’espace des fractions rationnelles stables et celui de l’an-
neau des polynômes. Cette étude bibliographique rappelle aussi les méthodes de synthèse et les
conditions d’existence permettant de stabiliser simultanément un nombre fini de systèmes LTI.
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Chapitre 2 : Etat de l’art de la stabilisation simultanée d’un segment de sys-
tèmes

Dans ce chapitre, des résultats de la littérature concernant la stabilisation simultanée des
segment de systèmes LTI sont décrits. Divers outils mathématiques (théorème de la frontière,
principe d’exclusion du zéro, lemme du segment et fonctions strictement réelles positives) sont
utilisés pour établir les conditions d’existence de régulateurs pouvant stabiliser simultanément
ces ensembles infinis de systèmes. Une méthode de synthése de correcteurs pour les segments
de systèmes, basée sur l’interpolation des fonctions strictement réelles positives, est également
proposée.

Chapitre 3 : Commande simultanée d’un segment de systèmes par un place-
ment de pôles partiel

Le troisième chapitre propose une nouvelle méthode de commande pour stabiliser les seg-
ments de systèmes LTI avec des correcteurs d’ordre fixe. Cette approche est formulée comme un
problème de commande simultanée sous la contrainte d’égalité des parties paires (ou impaires)
des polynômes caractéristiques en boucle fermée de chacun des systèmes situés aux extrémités
du segment. Pour résoudre ce problème, deux critères de stabilité polynomiale ont été utili-
sés : le critère d’Hermite-Fujiwara et le critère d’Hermite-Biehler. Dans le cas du critère de
stabilité d’Hermite-Fujiwara, des conditions d’existence d’un compensateur simultané stabilisant
un segment de systèmes sont formulées comme un problème d’optimisation non convexe sous la
contrainte d’inégalités matricielles bilinéaires (BMI). Des conditions suffisantes sont établies sous
forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI). Dans le cas de l’utilisation du critère de stabilité
d’Hermite-Biehler, des conditions d’existence sont formulées comme un problème de program-
mation linéaire avec des contraintes d’égalité. Une partie des développements exposés dans ce
chapitre est publiée dans [MFZ13b].

Chapitre 4 : Commande simultanée d’un segment de systèmes par un com-
pensateur paramétré

Dans le chapitre 4, deux méthodes de synthèse sont développées afin de réduire le nombre
de contraintes à satisfaire pour la stabilisation d’un segment de systèmes LTI avec un correc-
teur unique. Elles utilisent un paramétrage particulier des contrôleurs simultanés. La première
méthode permet de synthétiser des compensateurs simultanés d’ordre fixe avec le critère de sta-
bilité d’Hermite-Fujiwara en réduisant le nombre de BMI à résoudre par rapport au cas sans
paramétrage. La seconde utilise le critère de stabilité d’Hermite-Biehler. Cette seconde formu-
lation permet de donner des conditions d’existence d’un régulateur stabilisant un segment de
systèmes LTI indépendamment de l’ordre du correcteur. Ce problème est posé comme un pro-
blème d’interpolation de polynômes stables. Une nouvelle méthode de synthèse de ce régulateur
en a été déduite. Une partie des travaux décrits dans ce chapitre est publiée dans [MFZ13a],
[FMZ14a] et [FMZ14b].

Chapitre 5 : Stabilisation robuste d’un polytope de systèmes

Le cinquième chapitre concerne la stabilisation d’un polytope de systèmes LTI avec un contrô-
leur d’ordre fixe. Jusqu’à présent, la question de la stabilité ou de la stabilisation d’un polytope
de systèmes LTI avec un contrôleur linéaire demeure une question ouverte. Dans ce chapitre, il est
montré que, pour stabiliser un polytope de systèmes avec un correcteur LTI, il est nécessaire et
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suffisant de stabiliser l’ensemble des segments de systèmes reliant les extrémités du polytope avec
un correcteur LTI. Une approche inspirée de la méthode décrite dans le chapitre 3 est proposée
pour stabiliser un polytope de systèmes. Nous montrons qu’il suffit de stabiliser les extrémités du
polytope de systèmes moyennant une contrainte additionnelle sur les polynômes caractéristiques
en boucle fermée pour stabiliser ce polytope avec un correcteur unique. Une partie des résultats
présentés dans ce chapitre est soumise dans [FMZ17].
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Chapitre 1

Etat de l’art de la stabilisation
simultanée des systèmes linéaires

1.1 Introduction

La stabilisation simultanée des systèmes linéaires a pour objet de rechercher les conditions
d’existence d’un correcteur unique stabilisant un ensemble fini de systèmes. La stabilisation
simultanée des systèmes linéaires a été initialement étudiée dans l’espace des fractions stablesH∞
[SM82, VV82, Vid85]. Plusieurs travaux ont montré les limites de cette approche [Blo94, Tok96].
C’est la raison pour laquelle il est nécessaire d’étudier ce problème par d’autres approches,
notamment dans l’espace des polynômes.

La stabilisation simultanée dans H∞ n’est pas le thème central de ce mémoire, mais l’étude
dans cet espace était fondamentale pour présenter des concepts dans l’anneau des polynômes.
C’est pourquoi une grande partie de ce chapitre est consacrée à l’étude de la stabilisation simul-
tanée des systèmes linéaires à temps invariant (LTI) dans l’espace des fractions stables.

Dans ce chapitre, nous détaillons tout d’abord des notions concernant les fonctions ration-
nelles stables. Ces notions sont utilisées par la suite pour présenter la stabilisation simultanée
pour deux systèmes puis pour trois et k systèmes LTI dans l’espace des fonctions rationnelles
stables. Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous introduisons les concepts présentés dans la
littérature concernant la stabilisation simultanée dans l’espace des polynômes pour deux, trois
et k systèmes.

1.2 Stabilisation simultanée dans H∞
Dans cette partie, nous considérons les systèmes représentés dans l’espace d’un anneau com-

mutatif par des fonctions rationnelles stables à coefficients réels. Cet espace est appelé H∞ (ou
RH∞). Tout d’abord, nous allons donner une série de définitions et de résultats de la littéra-
ture décrivant les propriétés de cet espace. Puis, nous détaillons l’état de l’art de la commande
simultanée pour deux, trois et k systèmes dans H∞.

1.2.1 Fonctions rationnelles dans H∞

Définition 1.2.1. Pôle et zéro à l’infini.

1) Une fonction rationnelle f(s) a un pôle à l’infini si et seulement si lims→∞ f(s) =∞.

2) Une fonction rationnelle f(s) a un zéro à l’infini si et seulement si lims→∞ f(s) = 0.
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La condition 1) est satisfaite si le degré du numérateur est strictement supérieur au degré du
dénominateur, tandis que la condition 2) est vérifiée si le degré du numérateur est strictement
inférieur au degré du dénominateur.

Définition 1.2.2. Fonction rationnelle propre (ou causale).
Une fonction rationnelle est propre (causale) si et seulement si elle n’a pas de pôles à l’infini, ou
de manière équivalente si le degré du dénominateur est supérieur ou égal au degré du numérateur.

Définition 1.2.3. Fonction rationnelle stable.
Une fonction rationnelle est stable si elle n’a pas de pôle dans le demi plan complexe droit C+ ∪
{∞} noté C+e.

La fonction rationnelle f(s) =
s− 1

(s+ 2)2
est une fonction rationnelle stable.

Définition 1.2.4. Fonction rationnelle bistable.
Une fonction rationnelle f(s) est bistable si elle est stable et si f−1(s) est stable.

La fonction rationnelle f(s) =
(s+ 1)(s+ 3)

(s+ 2)2
est une fonction rationnelle bistable.

Définition 1.2.5. Espace fonctionnel H∞.
On appelleH∞ (ouRH∞), l’espace fonctionnel contenant toutes les fonctions rationnelles stables.

Définition 1.2.6. Espace fonctionnel U .
On appelle U , l’espace fonctionnel contenant toutes les fonctions rationnelles bistables.

Nous définissons maintenant la notion de fonction copremière dans H∞.

Définition 1.2.7. Fonctions rationnelles copremières dans H∞.
Soit deux fonctions rationnelles n(s) ∈ H∞ et d(s) ∈ H∞. Les fonctions rationnelles n(s) et d(s)
sont copremières dans H∞ si et seulement si elles n’ont pas de zéros communs dans C+e.

Toute fonction rationnelle f(s) = N(s)/D(s) avec N(s) ∈ P(s) et D(s) ∈ P(s) et qui
n’ont pas de zéros communs dans C+, peut être factorisée comme le rapport de deux fonctions
rationnelles stables et copremières. Soit γ un réel strictement positif et d = max(δ(N), δ(D)).
Alors nous pouvons écrire

f(s) =
N(s)

D(s)
=
n(s)

d(s)

avec n(s) et d(s) deux fonctions rationnelles stables et copremières dans H∞ telles que

n(s) =
N(s)

(s+ γ)d
, d(s) =

D(s)

(s+ γ)d

Théorème 1.2.1. [Vid85] Identité de Diophante.
n(s) ∈ H∞ et d(s) ∈ H∞ sont deux fonctions rationnelles copremières dans H∞ si et seulement
s’il existe x(s) ∈ H∞ et y(s) ∈ H∞ vérifiant la relation suivante

x(s)n(s) + y(s)d(s) = u(s) (1.1)

avec u(s) ∈ U .
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Si x(s) et y(s) satisfont la relation (1.1) alors x(s) et y(s) sont deux fonctions rationnelles
copremières dansH∞. La relation (1.1) permet de démontrer que (n(s), d(s)) est une factorisation
copremière d’une fonction rationnelle f(s) = n(s)/d(s). Le théorème 1.2.2 donne l’ensemble des
solutions de l’équation (1.1).

Théorème 1.2.2. [Vid85] Soit n(s) et d(s) deux fonctions rationnelles copremières dans H∞ et
soit x1(s) ∈ H∞ et y1(s) ∈ H∞ une solution particulière de l’équation (1.1) alors l’ensemble de
toutes les solutions de l’équation (1.1) est donné par les relations suivantes

x(s) = x1(s) + q(s)d(s)

y(s) = y1(s)− q(s)n(s)

où x(s) et y(s) sont deux fonctions rationnelles copremières dans H∞ pour tout q(s) dans H∞.

Dans l’espace H∞, certaines conditions dans la théorie de la commande sont exprimées en
terme d’emplacement des zéros et des pôles des systèmes étudiés dans le demi plan droit C+e .
C’est l’objet des définitions 1.2.8 et 1.2.9 données ci-dessous.

Définition 1.2.8. [BGMR94] Propriété d’entrelacement pair (PIP).
Soit deux fonctions rationnelles f(s) ∈ H∞ et g(s) ∈ H∞. La fonction rationnelle f(s)/g(s)
vérifie la PIP si et seulement si le nombre de zéros réels de g(s) (en comptant leur multiplicité)
entre deux zéros réels de f(s) dans C+e est pair.

Exemple 1.2.1. Soit

f(s) =
(s− 2)

(s+ 2)2
, g(s) =

(s− 3)(s− 4)

(s+ 2)2

La fonction rationnelle f(s) possède deux zéros réels dans C+e donnés par s1 = 2 et s2 =∞.
De plus, nous observons que dans [2, ∞] il y a les deux zéros réels dans C+e de la fonction g(s)
donnés par s3 = 3 et s4 = 4. On en déduit que la fonction rationnelle f(s)/g(s) vérifie la PIP. �

0 2 4

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Axe réel

A
xe

im
ag

in
ai

re

zéro à l’infini

Figure 1.1 – Entrelacement des zéros instables de f(s) et g(s)

Théorème 1.2.3. [Vid85] Soit f(s) ∈ H∞(s) et g(s) ∈ H∞(s) deux fonctions rationnelles. Il
existe une solution x(s) ∈ H∞(s) et u(s) ∈ U pour l’équation suivante

g(s) + x(s)f(s) = u(s) (1.2)

si et seulement si la fonction rationnelle f(s)/g(s) vérifie la PIP.
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Exemple 1.2.2. Soit les fonctions rationnelles f(s) et g(s) données dans l’exemple 1.2.1. La
fonction rationnelle f(s)/g(s) vérifie la PIP. Il existe donc une solution x(s) ∈ H∞ telle que
g(s) + x(s)f(s) ∈ U .
Choisissons u(s) ∈ U de la forme

u(s) =
s+ 1

s+ 22

alors la fonction x(s) ∈ H∞ est donnée par

x(s) = −10
(s− 13)

(s+ 22)

�

Plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre l’équation (1.2) [Vid85, Dor00] (voir
annexe A).

Définition 1.2.9. [BGMR94] Propriété de double entrelacement pair (EIP).
Soit deux fonctions rationnelles f(s) ∈ H∞ et g(s) ∈ H∞. La fonction rationnelle f(s)/g(s)
vérifie l’EIP si et seulement si les fonctions rationnelles f(s)/g(s) et g(s)/f(s) vérifient la PIP.

Exemple 1.2.3. Soit

f(s) =
(s− 1)(s− 3)2

(s+ 2)3
, g(s) =

(s− 2)(s− 2.5)(s+ 4)

(s+ 2)3

• La fonction rationnelle f(s)/g(s) vérifie la PIP parce que la fonction rationnelle f(s) a
deux zéros réels dans C+e s1 = 1 et s2 = 3 (de multiplicité 2). Dans l’intervalle [1, 3] la
fonction g(s) a deux zéros réels s3 = 2 et s4 = 2.5.

• La fonction g(s)/f(s) vérifie la PIP parce que la fonction rationnelle g(s) a deux zéros réels
dans C+e s3 = 2 et s4 = 2.5 et que la fonction f(s) n’a aucun zéro réel dans l’intervalle
[2, 2.5].

On en déduit donc que la fonction rationnelle f(s)/g(s) vérifie l’EIP. �

1.2.2 Stabilisation dans H∞

Dans cette section dédiée aux définitions et aux concepts de base concernant la stabilisation
dans H∞, nous considérons le système mono-entrée et mono-sortie (SISO) G(s) = n(s)/d(s)
bouclé avec un correcteur C(s) = x(s)/y(s) tel que (n(s), d(s)) ∈ H∞ et (x(s), y(s)) ∈ H∞. Le
système bouclé est donné dans la figure 1.2.

u1(s)

u2(s)

v1(s)

v2(s)y1(s)

y2(s)
Gλ(s)

C(s)

+ −

+
+

Figure 1.2 – Système bouclé
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Les équations décrivant le système en boucle fermée sont

[
U1(s)

Y1(s)

]
=


1

1 + C(s)G(s)

−C(s)

1 +G(s)C(s)
G(s)

1 +G(s)C(s)

1

1 +G(s)C(s)


[
V1(s)

V2(s)

]
(1.3)

[
U2(s)

Y2(s)

]
=


C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)

C(s)

1 +G(s)C(s)
G(s)

1 +G(s)C(s)

−C(s)G(s)

1 +G(s)C(s)


[
V1(s)

V2(s)

]
(1.4)

Définition 1.2.10. [ZDG96] Stabilité interne.
Le correcteur C(s) stabilise le système G(s) de manière interne si et seulement l’une des quatre
conditions équivalentes suivantes est vérifiée.

1) Quels que soient les signaux bornés v1(t) et v2(t), les signaux u1(t), u2(t), y1(t) et y2(t)
sont bornés.

2) Les quatre fonctions rationnelles définies dans la relation (1.3) appartiennent à H∞.
3) Les quatre fonctions rationnelles définies dans la relation (1.4) appartiennent à H∞.

4) La fonction rationnelle
1

1 + C(s)G(s)
appartient à H∞ et le produit C(s)G(s) ne génère

pas de simplification pôles/zéros dans C+e.

La stabilité interne peut aussi être caractérisée avec les factorisations copremières de G(s) et
de C(s) en utilisant la définition ci-dessous.

Définition 1.2.11. Soit G(s) = n(s)/d(s) et C(s) = x(s)/y(s) avec (n(s), d(s)) et (x(s), y(s))
les factorisations copremières dans H∞ respectivement de G(s) et C(s). Nous définissons Υ(G,C)(s)
comme suit

Υ(G,C)(s) = n(s)x(s) + d(s)y(s) (1.5)

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour garantir la stabilité
interne du système bouclé décrit par la figure 1.2.

Théorème 1.2.4. [Vid85, Blo94] Soit le système bouclé G(s) décrit par la figure 1.2. Le correc-
teur C(s) stabilise le système G(s) de manière interne si et seulement si Υ(G,C)(s) ∈ U .

Dans la suite de ce manuscrit, nous écrirons que le correcteur C(s) stabilise le système G(s)
lorsque la stabilité interne donnée dans la définition 1.2.10 est satisfaite.

Définition 1.2.12. Stabilisation dans IR+e (IR+e = IR+ ∪{∞}).
Un contrôleur C(s) stabilise dans IR+e un système G(s) si et seulement si Υ(G,C)(s) n’a pas
des zéros dans IR+e.

Définition 1.2.13. Un régulateur stable.
Soit un régulateur C(s) = x(s)/y(s) tel que (x(s), y(s)) représente sa factorisation copremière
dans H∞. C(s) est un régulateur stable si et seulement si y(s) ∈ U .

Définition 1.2.14. Stabilisation forte.
Un système est fortement stabilisable s’il existe un correcteur stable (c’est-à-dire appartenant à
H∞) qui stabilise ce système.

11



Chapitre 1. Etat de l’art de la stabilisation simultanée des systèmes linéaires

Ainsi, un système est fortement stabilisable si et seulement s’il peut être stabilisé par un
compensateur C(s) = x(s)/y(s) vérifiant y(s) ∈ U et Υ(G,C)(s) ∈ U .

Le problème de la stabilisation forte d’un système donné a été étudié et résolu par Youla et
al. dans [YBL74] où l’équivalence entre la stabilisation forte et la propriété d’entrelacement pair
(PIP) a été montrée.

Théorème 1.2.5. [YBL74, Vid85] Un système G(s) est fortement stabilisable si et seulement
s’il vérifie la PIP.

Exemple 1.2.4.

• Considérons un système G1(s) représenté par la fonction rationnelle suivante

G1(s) =
(s− 2)

(s− 1)(s+ 2)

Ce système possède deux zéros réels dans C+e donnés par s1 = 2 et s2 = ∞. De plus,
entre ces deux zéros il n’y a aucun pôle réel donc G1(s) vérifie la PIP. Par conséquent, ce

système est fortement stabilisable. Par exemple le correcteur C(s) =
−15s− 32

s2 + 6s+ 30
∈ H∞

stabilise G1(s).
• Considérons un système G2(s) tel que

G2(s) =
(s− 1)

(s− 2)(s+ 2)

Ce système possède deux zéros réels dans C+e donnés par s1 = 1 et s2 =∞. De plus, entre
ces deux zéros réels il existe un seul pôle réel en s3 = 2. Par conséquent, le système G2(s)
ne vérifie pas la PIP. Il n’est donc pas fortement stabilisable. �

On en déduit que la stabilisation forte d’un système donné dépend uniquement des emplace-
ments des pôles et des zéros réels instables du système.

Il est indiqué, dans [BGMR92] et [BGMR94], que l’examen de l’EIP n’est pas suffisant pour
l’existence d’un contrôleur bistable. Cela est montré dans le théorème suivant.

Théorème 1.2.6. [BGMR92, BGMR94] Soit un système G(s) = n(s)/d(s) tel que (n(s), d(s)) ∈
H∞. Il existe un contrôleur bistable qui stabilise G(s) dans IR+e si et seulement si G(s) vérifie
l’EIP.

Par conséquent, l’EIP ne garantit pas l’existence d’un contrôleur bistable qui stabilise le sys-
tème G(s) dans C+e , mais cette propriété garantit seulement l’existence d’un contrôleur bistable
qui stabilise le système G(s) dans IR+e .

Dans la section suivante, les propriétés de la PIP et de l’EIP seront utilisées pour obtenir
des conditions pour stabiliser simultanément plusieurs systèmes avec un correcteur unique.

Définition 1.2.15. Stabilisation simultanée.
Soit Gi(s) ∈ R(s), i = 1, . . . , k, k systèmes causaux. Les k systèmes Gi(s) sont simultanément
stabilisables si et seulement s’il existe un contrôleur C(s) ∈ R(s) qui stabilise tous les systèmes
Gi(s). Un tel contrôleur est appelé contrôleur stabilisant simultané.

Le problème de la stabilisation simultanée de k systèmes revient à trouver les conditions
nécessaires et les conditions suffisantes pour que les k systèmes soient simultanément stabilisables.
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1.2.3 Etat de l’art de la commande simultanée dans H∞

Soit k systèmes LTI Gi(s) = ni(s)/di(s) tels que (ni(s), di(s)) ∈ H∞. Soit un correcteur
C(s) = x(s)/y(s) avec (x(s), y(s)) ∈ H∞. L’objectif de cette section est de présenter l’état
de l’art de la commande simultanée des systèmes Gi(s) dans l’espace H∞ et de chercher les
conditions d’existence de C(s) vérifiant Υ(Gi, C)(s) ∈ U , i = 1, . . . , k avec

Υ(Gi, C)(s) = ni(s)x(s) + di(s)y(s)

Dans la première partie de cette section nous rappelons une condition nécessaire et suffisante
vérifiable pour stabiliser deux systèmes simultanément. En outre, nous montrons que le problème
de la stabilisation simultanée de deux systèmes se réduit à un problème de stabilisation d’un
système par un contrôleur stable. Il s’agit donc d’un problème de stabilisation forte qui a été
résolu par Youla et al. dans [YBL74]. Puis, dans la seconde partie de cette section, nous étudions
la stabilisation simultanée de trois systèmes. Pour clôturer cette section, nous exposons des
résultats concernant la stabilisation simultanée de k systèmes.

1.2.3.1 Stabilisation simultanée de deux systèmes dans H∞

Soit deux systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s) et G2(s) = n2(s)/d2(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞
et (n2(s), d2(s)) ∈ H∞. Soit un correcteur simultané C(s) = x(s)/y(s) avec (x(s), y(s)) ∈ H∞.
Nous avons

Υ(G1, C)(s) = n1(s)x(s) + d1(s)y(s) (1.6a)
Υ(G2, C)(s) = n2(s)x(s) + d2(s)y(s) (1.6b)

Le système (1.6) se réécrit comme[
Υ(G1, C)(s)

Υ(G2, C)(s)

]
=

[
n1(s) d1(s)

n2(s) d2(s)

][
x(s)

y(s)

]
(1.7)

Posons
G12(s) = n1(s)d2(s)− d1(s)n2(s) (1.8)

D’après l’équation (1.7), on peut distinguer trois cas.

i) Si G12(s) ∈ U .

Si G12(s) ∈ U , on peut écrire la relation (1.7) comme suit[
x(s)

y(s)

]
=

1

G12(s)

[
d2(s) −d1(s)
−n2(s) n1(s)

][
Υ(G1, C)(s)

Υ(G2, C)(s)

]
(1.9)

et le correcteur simultané C(s) = x(s)/y(s) pour les systèmes G1(s) et G2(s) est donné
par

x(s) =
d2(s)Υ(G1, C)(s)− d1(s)Υ(G2, C)(s)

G12(s)

y(s) =
−n2(s)Υ(G1, C)(s) + n1(s)Υ(G2, C)(s)

G12(s)
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ii) Si G1(s) et G2(s) n’ont pas des pôles réels instables communs.
Dans ce cas, les conditions nécessaires et suffisantes ont été données dans [VV82] et [Vid85].

Théorème 1.2.7. [VV82, Vid85] Soit deux systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s) et G2(s) =
n2(s)/d2(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞ et (n2(s), d2(s)) ∈ H∞. Supposons que G1(s) et
G2(s) n’aient pas des pôles réels instables communs. Les deux systèmes sont simultanément
stabilisables si et seulement si la différence des deux systèmes, G1(s)−G2(s), est fortement
stabilisable.

Le problème de la commande simultanée de deux systèmes a donc été transformé en un
problème de stabilisation forte du système “fictif” G1(s)−G2(s), ce qui permet de formuler
le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.1. [VV82, Vid85] Soit deux systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s) et G2(s) =
n2(s)/d2(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞ et (n2(s), d2(s)) ∈ H∞. G1(s) et G2(s) n’ont pas
des pôles réels instables communs. Les deux systèmes sont simultanément stabilisables si et
seulement si la différence des deux systèmes, G1(s)−G2(s), vérifie la PIP.

On a
G1(s)−G2(s) =

G12(s)
d1(s)d2(s)

Ce deuxième cas ne fait pas d’hypothèse sur G12(s), nous pouvons donc avoir G12(s) ∈ U
ou G12(s) /∈ U .
Exemple 1.2.5.

a) Considérons les deux systèmes suivants

G1(s) =
(s− 2)

(s− 5)
, G2(s) =

(s− 2)

(s− 3)

On calcule la différence de deux systèmes G1(s) et G2(s)

G1(s)−G2(s) =
2(s− 2)

(s− 3)(s− 5)

Le systèmeG1(s)−G2(s) a deux zéros réels dans C+e , s1 = 2, s2 =∞. Dans l’intervalle
[2, ∞[, G1(s)−G2(s) a deux pôles réels, s3 = 3 et s4 = 5. Le système G1(s)−G2(s)
vérifie donc la PIP. Par conséquent, G1(s) et G2(s) sont simultanément stabilisables.

b) Considérons les deux systèmes suivants

G3(s) =
(s− 2)

(s− 1)
, G4(s) =

(s− 2)

(s− 3)

On calcule la différence de deux systèmes G3(s) et G4(s)

G3(s)−G4(s) =
−2(s− 2)

(s− 1)(s− 3)

Le système G3(s) − G4(s) a deux zéros réels dans C+e , s1 = 2 et s2 = ∞. Dans
l’intervalle [2, ∞[, G3(s)−G4(s) a un seul pôle réel s3 = 3. Donc le système G3(s)−
G4(s) ne vérifie pas la PIP. Par conséquent, il n’existe pas de contrôleur simultané
pour les deux systèmes G3(s) et G4(s). �
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iii) Cas général.
Le problème de la stabilisation simultanée de deux systèmes dans le cas général peut être
traité en utilisant le paramétrage de Youla, aussi appelé paramétrage de Youla-Kucera.
Ce dernier est utilisé pour résoudre de nombreux problèmes dans la théorie du contrôle
des systèmes, notamment le problème de la stabilisation simultanée [SM82, VV82, Vid85,
BCG93, Blo94, FBZ96].
Afin de trouver l’ensemble de tous les contrôleurs stabilisant le système G(s) = n(s)/d(s),
il suffit de considérer toutes les solutions de l’équation (1.1) telles que données dans le
théorème 1.2.2. Ainsi, le paramétrage de Youla-Kucera [Kuč74, YJB76] donnant l’ensemble
des contrôleurs stabilisant le système G(s) est donné dans la définition suivante.

Définition 1.2.16. [Kuč74, YJB76] Soit un système linéaire G(s) = n(s)/d(s) avec
(n(s), d(s)) ∈ H∞ et copremiers. Choisissons C1(s) = x1(s)/y1(s) avec (x1(s), y1(s)) ∈ H∞
un correcteur stabilisant le système G(s). L’ensemble S(G) de tous les correcteurs C(s) li-
néaires stabilisant G(s) est donné par la relation suivante

S(G) =

{
C(s) tel que C(s) =

x1(s) + q(s)d(s)

y1(s)− q(s)n(s)
∀ q(s) ∈ H∞

}
(1.10)

Soit deux systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s) et G2(s) = n2(s)/d2(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈
H∞ et (n2(s), d2(s)) ∈ H∞. Soit C1(s) = x1(s)/y1(s) avec (x1(s), y1(s)) ∈ H∞ un correc-
teur stabilisant le système G1(s). Nous avons donc Υ(G1, C1)(s) ∈ U .
L’ensemble des correcteurs C(s) = x(s)/y(s) qui stabilisent simultanément G1(s) et G2(s)
est obtenu en recherchant les correcteurs qui stabilisent le système G2(s) parmi tous les
correcteurs stabilisant G1(s) donnés par

x(s) = x1(s) + q(s)d1(s) (1.11a)
y(s) = y1(s)− q(s)n1(s) (1.11b)

où q(s) ∈ H∞ est le paramètre de Youla.
Le théorème 1.2.8 suivant donne une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un
correcteur simultané de deux systèmes G1(s) et G2(s) en utilisant le paramétrage de Youla.

Théorème 1.2.8. [Vid85] Soit deux systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s) et G2(s) = n2(s)/d2(s)
tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞ et (n2(s), d2(s)) ∈ H∞. Soit C1(s) = x1(s)/y1(s) avec
(x1(s), y1(s)) ∈ H∞ un correcteur stabilisant le système G1(s). Les deux systèmes G1(s) et
G2(s) sont simultanément stabilisables si et seulement s’il existe q(s) ∈ H∞ tel que

Υ(G2, C1)(s) + q(s)G12(s) ∈ U (1.12)

où

G12(s) = d1(s)n2(s)− n1(s)d2(s),
Υ(G2, C1)(s) = n2(s)x1(s) + d2(s)y1(s).

La condition (1.12), c’est-à-dire l’existence d’un paramètre de Youla q(s) ∈ H∞, est vérifiée
quel que soit le correcteur initial C1(s).
En utilisant le théorème 1.2.1, une condition nésssaire pour que la condition (1.12) soit vé-
rifiée est que les fonctions rationnelles G12(s) ∈ H∞ et Υ(G2, C1) ∈ H∞ soient copremières.
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La relation (1.12) peut être interprétée comme la stabilisation forte d’un système fictif dont
la factorisation copremière est donnée par (G12(s),Υ(G2, C1)(s)) : le correcteur stable et
stabilisant est q(s). La stabilisation simultanée de deux systèmes est donc équivalente à
une condition de PIP comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.2. [VV82, Vid85] Les deux systèmes G1(s) et G2(s) sont simultanément
stabilisables si et seulement si le système “fictif ” P (s)

P (s) =
G12(s)

Υ(G2, C1)(s)
(1.13)

vérifie la PIP.

Exemple 1.2.6. Reprenons l’exemple traité dans [FBZ96] en considérant deux systèmes
G1(s) et G2(s) définis respectivement par leur factorisation copremière

(n1(s), d1(s)) =
( 2

s+ 2
, 1
)
, (n2(s), d2(s)) =

( s− 2

(s+ 1)(s+ 5)
,
s− 5

s+ 5

)
Le correcteur C1(s) défini par la factorisation copremière (x1(s), y1(s)) = (1, 1) stabilise
G1(s) puisque

Υ(G1, C1)(s) =
2

s+ 2
+ 1 =

s+ 4

s+ 2
∈ U .

Le calcul de G12(s) et de Υ(G2, C1)(s) donne

G12(s) =
−(s+ 0.6904)(s− 8.6904)

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)

Υ(G2, C1)(s) =
(s+ 1.5414)(s− 4.5414)

(s+ 1)(s+ 5)

et le système “fictif” P (s) est donné par

P (s) =
G12(s)

Υ(G2, C1)(s)
=

−(s+ 0.6904)(s− 8.6904)

(s+ 2)(s+ 1.5414)(s− 4.5414)

Le système “fictif” P (s) vérifie la PIP. Les deux systèmes G1(s) et G2(s) sont donc simulta-
nément stabilisables et il existe un paramètre q(s) ∈ H∞ tel que Υ(G2, C1)(s)+q(s)G12(s) ∈
U .
Pour le calcul du paramètre q(s), nous avons utilisé la méthode d’interpolation dans H∞
[Dor00, Vid85] (voir annexe A). Le paramètre q(s) est donné par l’équation suivante (voir
annexe B)

q(s) =
22.232(s+ 2)(s+ 1.526)

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)

A partir de l’équation (1.11), on en déduit la factorisation copremière du correcteur simul-
tané C(s) = x(s)/y(s) avec

x(s) =
23.232(s+ 1.004)(s+ 4.033)

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)
,

y(s) =
(s− 10.01)(s+ 4.162)

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)
,
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ce qui donne les fonctions rationnelles Υ(G1, C)(s) et Υ(G2, C)(s) suivantes

Υ(G1, C)(s) =
s3 + 42.616s2 + 180.6815s+ 104.8156

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)(s+ 2)
∈ U

Υ(G2, C)(s) =
s4 + 13.3840s3 + 47.2860s2 + 55.9167s+ 20.1692

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)(s+ 5)(s+ 1)
∈ U

�

1.2.3.2 Stabilisation simultanée de trois systèmes dans H∞

Plusieurs problèmes associés à la commande simultanée de trois systèmes linéaires ont été
un enjeux important pour la communauté scientifique en automatique. A titre d’exemple, nous
pouvons citer le problème proposé dans [BG93] dénommé FCP (French Champagne Problem)
et le problème considéré dans [Blo94] dénommé BCP (Belgian Chocolate Problem). Ces deux
problèmes ont été étudiés dans plusieurs travaux [Pat99, PDV02, BHLO06, CS07] et illustrent
la complexité de la stabilisation simultanée de trois systèmes.

Malgré les nombreux efforts déployés pour résoudre le problème de la commande simultanée
de trois systèmes [Vid85, BGMR92, BGMR94, Blo94, FZKD01], il s’agit encore d’un problème
ouvert.

Dans cette section, nous allons montrer que le problème de la stabilisation simultanée de
trois systèmes dépend de la différence des systèmes deux à deux selon qu’elle est bistable ou
non. De plus, nous allons montrer que, contrairement au cas de deux systèmes, il n’existe pas
de conditions nécessaires et suffisantes vérifiables garantissant l’existence d’un compensateur
simultané pour trois systèmes linéaires. Les résultats disponibles s’énoncent sous la forme de
conditions nécessaires [Gho86] ou de conditions suffisantes [Kwa82, WB88, BCG91] ou même de
conditions nécessaires et suffisantes invérifiables [BGMR94, Blo94, Gho86].

Soit trois systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s), G2(s) = n2(s)/d2(s) et G3(s) = n3(s)/d3(s) tels
que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞, (n2(s), d2(s)) ∈ H∞ et (n3(s), d3(s)) ∈ H∞. Soit C(s) = x(s)/y(s) un
correcteur simultané avec (x(s), y(s)) ∈ H∞. Nous avons

Υ(G1, C)(s) = n1(s)x(s) + d1(s)y(s) (1.14a)
Υ(G2, C)(s) = n2(s)x(s) + d2(s)y(s) (1.14b)
Υ(G3, C)(s) = n3(s)x(s) + d3(s)y(s) (1.14c)

Les trois systèmes Gi(s) i = 1, . . . , 3 sont simultanément stabilisables par un correcteur
C(s) = x(s)/y(s) si et seulement si Υ(Gi, C)(s) ∈ U , i = 1, . . . , 3.

Nous donnons ci-dessous une condition générale nécessaire et suffisante pour la stabilisation
simultanée de trois systèmes, mais cette condition ne permet pas de synthétiser un contrôleur
simultané pour trois systèmes.

Théorème 1.2.9. [BGMR94] Les systèmes G1(s), G2(s) et G3(s) sont simultanément stabili-
sables si et seulement si l’équation (1.15) est vérifiée

G23(s)Υ(G1, C)(s) + G31(s)Υ(G2, C)(s) + G12(s)Υ(G3, C)(s) = 0 (1.15)

avec Υ(Gi, C)(s) ∈ U et Gij(s) = di(s)nj(s)− ni(s)dj(s), i = 1, . . . , 3.

Rappelons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour stabiliser trois systèmes.
Cette condition est basée sur le paramétrage de Youla.
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Théorème 1.2.10. [Vid85] Soit trois systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s), G2(s) = n2(s)/d2(s) et
G3(s) = n3(s)/d3(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞, (n2(s), d2(s)) ∈ H∞ et (n3(s), d3(s)) ∈ H∞.
Soit C1(s) = x1(s)/y1(s) un correcteur stabilisant G1(s) avec (x1(s), y1(s)) ∈ H∞. Les trois
systèmes sont simultanément stabilisables si et seulement s’il existe un paramètre q(s) ∈ H∞ tel
que

Υ(G2, C)(s) = Υ(G2, C1)(s) + q(s)G12(s) ∈ U (1.16a)
Υ(G3, C)(s) = Υ(G3, C1)(s) + q(s)G13(s) ∈ U (1.16b)

où

G12(s) = d1(s)n2(s)− n1(s)d2(s),
G13(s) = d1(s)n3(s)− n1(s)d3(s),

Υ(G2, C1)(s) = n2(s)x1(s) + d2(s)y1(s),

Υ(G3, C1)(s) = n3(s)x1(s) + d3(s)y1(s).

En considérant les conditions (1.15) et (1.16) pour tout Gij(s) ∈ H∞, les auteurs dans
[Blo94, BG93, BB96] ont montré que le problème de la stabilisation simultanée de trois systèmes
est un problème indécidable. Nous entendons par indécidable qu’il n’existe pas d’algorithme
pour résoudre ce problème en un nombre fini d’étapes en utilisant uniquement des opérations
élémentaires arithmétiques (addition, soustraction, division,. . . ), logiques (et, ou, non,. . . ) et les
opérations de tests (inférieur, supérieur, égal, ...). Ce résultat est mentionné explicitement dans
le théorème suivant.

Théorème 1.2.11. [BG93] La stabilisation simultanée de trois systèmes est une question indé-
cidable.

En conséquence, il n’est pas possible de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour
stabiliser simultanément trois systèmes. Décrivons maintenant plusieurs résultats selon que les
fonctions rationnelles Gij(s), i, j = 1, 2, 3, i 6= j, sont bistables ou non.

i) Si au moins deux de trois Gij(s) ∈ U .

Théorème 1.2.12. [WF94] Soit trois systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s), G2(s) = n2(s)/d2(s)
et G3(s) = n3(s)/d3(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞, (n2(s), d2(s)) ∈ H∞ et (n3(s), d3(s)) ∈
H∞. Si au moins deux de trois Gij(s) ∈ U , (i, j = 1, 2, 3, i 6= j), alors les trois systèmes
sont simultanément stabilisables. Dans ce cas il existe un réel positif r tel que le contrôleur
simultané C(s) peut s’écrire comme

C(s) =
−rd1(s) + d3(s)

rn1(s)− n3(s)
(1.17)

ii) Si l’un de trois Gij(s) ∈ U .
Prenons par exemple G12(s) ∈ U , G13(s) 6∈ U et G23(s) 6∈ U . Alors d’après les équations
(1.15), nous pouvons écrire

G13(s)Υ(G2, C)(s) + G32(s)Υ(G1, C)(s) = G12(s)Υ(G3, C)(s) (1.18)

Puisque nous voulons avoir Υ(G1, C)(s) ∈ U , Υ(G2, C)(s) ∈ U et G12(s)Υ(G3, C)(s) ∈ U ,
le problème initial est équivalent à l’existence d’un compensateur bistable pour le système
fictif G′(s) donné par

G
′
(s) =

d1(s)n3(s)− d3(s)n1(s)
d3(s)n2(s)− d2(s)n3(s)

=
G13(s)
G32(s)

(1.19)
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Ce résultat est rappelé dans le théorème suivant.

Théorème 1.2.13. [BGMR92, BGMR94] Soit trois systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s), G2(s) =
n2(s)/d2(s) et G3(s) = n3(s)/d3(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞, (n2(s), d2(s)) ∈ H∞ et
(n3(s), d3(s)) ∈ H∞. Supposons qu’il n’existe aucun point s0 dans C+e tel que G1(s0) =
G2(s0). Alors les trois systèmes Gi(s), i = 1, 2, 3 sont simultanément stabilisables si et
seulement si le système fictif G′(s) défini par l’équation (1.19) est stabilisable avec un
contrôleur bistable.

D’après le théorème 1.2.6, nous savons qu’il existe un contrôleur bistable qui stabilise un
système G(s) dans IR+e si et seulement si G(s) vérifie l’EIP. En considérant ce résultat,
nous pouvons déduire que les trois systèmes Gi(s), i = 1, 2, 3 sont simultanément stabili-
sables dans IR+e si et seulement si le système fictif G′(s) défini par l’équation (1.19) vérifie
l’EIP.

iii) Si Gij(s) 6∈ U ∀i et j.
Dans ce cas, [FZKD01] a donné dans le théorème suivant des conditions suffisantes pour
stabiliser simultanément trois systèmes. Pour cela on suppose qu’il existe un régulateur
simultané pour deux systèmes et on en déduit un régulateur simultané pour trois systèmes.

Théorème 1.2.14. [FZKD01] Soit trois systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s), G2(s) = n2(s)/d2(s)
et G3(s) = n3(s)/d3(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞, (n2(s), d2(s)) ∈ H∞ et (n3(s), d3(s)) ∈
H∞. Considérons les deux hypothèses suivantes.

1) Les deux systèmes G1(s) et G2(s) sont simultanément stabilisables par un compen-
sateur C12(s) = x12(s)/y12(s) avec (x12(s), y12(s)) ∈ H∞. Cette condition assure
l’existence d’un paramètre q1(s) ∈ H∞ satisfaisant les deux relations suivantes

Υ(G2, C12)
−1(s)d2(s) = Υ(G1, C12)

−1(s)d1(s)− q1(s)x12(s) (1.20a)

Υ(G2, C12)
−1(s)n2(s) = Υ(G1, C12)

−1(s)n1(s)− q1(s)y12(s) (1.20b)

2) Il existe q(s) ∈ H∞ tel que(
Υ(G3, C12)(s) + q(s)G23(s)

)
∈ U (1.21)(

1− q(s)Υ(G2, C12)(s)q1(s)
)
∈ U (1.22)

où le paramètre q1(s) satisfait les relations (1.20) avec
(
y12(s)− q(s)n2(s)

)
6= 0.

Alors les trois systèmes G1(s), G2(s) et G3(s) sont simultanément stabilisables par un
compensateur C(s) défini par la factorisation copremière suivante (x(s), y(s)) donnée par

x(s) = x12(s) + q(s)d2(s)

y(s) = y12(s)− q(s)n2(s)

1.2.3.3 Stabilisation simultanée de k systèmes dans H∞

Soit k systèmes Gi(s) = ni(s)/di(s), i = 1, . . . , k, k > 4 tels que (ni(s), di(s)) ∈ H∞. Il existe
un compensateur simultané C(s) = x(s)/y(s) avec (x(s), y(s)) ∈ H∞ pour les k systèmes Gi(s)
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si et seulement si la relation (1.23) est vérifiée avec Υ(Gi, C)(s) ∈ U , i = 1, . . . , k.
n1(s) d1(s)

n2(s) d2(s)
...

...

nk(s) dk(s)


[
x(s)

y(s)

]
=


Υ(G1, C)(s)

Υ(G2, C)(s)
...

Υ(Gk, C)(s)

 (1.23)

En utilisant le paramétrage de Youla, [Vid85] a généralisé le théorème 1.2.8 dans le cas de k
systèmes, k > 3.

Théorème 1.2.15. [Vid85] Soit k systèmes Gi(s) = ni(s)/di(s) (i = 1, . . . , k) tels que (ni(s) ∈
H∞, di(s)) ∈ H∞ et soit C1(s) = x1(s)/y1(s) un correcteur stabilisant le système G1(s) avec
(x1(s), y1(s)) ∈ H∞. Les k systèmes sont simultanément stabilisables si et seulement s’il existe
un paramètre q(s) ∈ H∞ tel que

Υ(Gi, C1)(s) + q(s)G1i(s) ∈ U , , i = 2, . . . , k (1.24)

Décrivons maintenant deux cas particuliers en fonction de G1i(s), i = 2, . . . , k.

i) Si G12(s) ∈ U et G1i(s) 6∈ U , i = 3, . . . , k.
Dans ce cas, le problème de la stabilisation simultanée de k systèmes peut être transformée
en un problème de stabilisation simultanée de k−2 systèmes avec un compensateur bistable.
Une condition nécessaire et suffisante est donnée dans le théorème suivant.

Théorème 1.2.16. [Blo94] Soit k systèmes Gi(s) = ni(s)/di(s) tels que (ni(s), di(s)) ∈
H∞. Supposons qu’il n’existe aucun point s0 dans C+e tel que G1(s0) = G2(s0). Alors les
k systèmes Gi(s), i = 1, . . . , k sont simultanément stabilisables si et seulement si les k − 2
systèmes G′i(s), i = 3, . . . , k, définis comme suit

G
′
i(s) =

d2(s)ni(s)− n2(s)di(s)
di(s)n1(s)− ni(s)d1(s)

=
G2i(s)
Gi1(s)

, (1.25)

sont simultanément stabilisables par un contrôleur bistable.

ii) Si G1i(s) 6∈ U , i = 2, . . . , k.
Dans ce cas, il a été montré dans [Vid85] et [Blo94] que le problème de la stabilisation simul-
tanée de k systèmes avec un compensateur commun est équivalent à celui de la stabilisation
simultanée de k − 1 systèmes en utilisant un compensateur commun stable.

Théorème 1.2.17. [Vid85, Blo94] Soit k systèmes Gi(s) = ni(s)/di(s) (i = 1, . . . , k)
tels que (ni(s), di(s)) ∈ H∞ et soit C1(s) = x1(s)/y1(s) est un correcteur stabilisant le
système G1(s) avec (x1(s), y1(s)) ∈ H∞. Les k systèmes sont simultanément stabilisables
si et seulement si les k − 1 systèmes G′′i (s), i = 2, . . . , k définis comme suit

G
′′
i (s) =

di(s)n1(s)− ni(s)d1(s)
ni(s)x1(s) + di(s)y1(s)

=
Gi1(s)

Υ(Gi, C1)(s)
(1.26)

sont simultanément stabilisables par un contrôleur stable.
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D’une façon générale, il n’existe aucune condition nécessaire et suffisante vérifiable pour
tester la stabilisation simultanée de k systèmes, k > 3. En effet, il a été montré par Blondel
[Blo94, BAH95] que la question de la stabilisation simultanée de trois systèmes ou plus est une
question rationnellement indécidable.

Pour des raisons pratiques, les contrôleurs doivent être causaux. Malheureusement, le para-
métrage de Youla-Kucera donné dans (1.10), utilisé pour la synthèse du régulateur simultané, ne
permet pas de garantir cette propriété.

A titre d’exemple, le correcteur causal C1(s) = x1(s)/y1(s) avec x1(s) = 1 et y1(s) = 1

stabilise le système G(s) = n(s)/d(s) avec n(s) =
s+ 1

s+ 2
et d(s) = 1. Si on choisit le paramètre

de Youla bicausal q(s) =
s

s+ 1
, alors le correcteur stabilisant obtenu est C(s) =

(2s+ 1)(s+ 2)

2(s+ 1)
et est non causal.

Ainsi, toutes les méthodes développées dans l’espace H∞ ne permettent pas d’obtenir des
correcteurs qui sont toujours causaux. Pour cela, d’autres approches ont été développées telles
que celles utilisant l’espace des polynômes et présentées dans la section suivante.

1.3 Stabilisation simultanée dans l’espace des polynômes

Dans cette section, nous considérons les systèmes représentés dans l’espace des polynômes
à coefficients réels. En premier lieu, nous donnons quelques résultats concernant la stabilisation
des systèmes dans cet espace P(s). Puis, nous présentons en second lieu l’état de l’art de la
commande simultanée pour n systèmes (n > 3).

Avant d’exposer les résultats de la littérature, la définition et le théorème suivants sont donnés.

Définition 1.3.1. Polynômes copremiers dans C+.
Soit deux polynômes N(s) ∈ P(s) et D(s) ∈ P(s). Les polynômes N(s) et D(s) sont copremiers
dans C+ si et seulement s’ils n’ont pas de zéros communs dans C+.

Théorème 1.3.1. Identité de Bezout.
N(s) ∈ P(s) et D(s) ∈ P(s) sont deux polynômes copremiers dans C+ si et seulement s’il existe
X(s) ∈ P(s) et Y (s) ∈ P(s) vérifiant la relation suivante

X(s)N(s) + Y (s)D(s) = Z(s) (1.27)

avec Z(s) ∈ H.

1.3.1 Stabilisation dans l’espace des polynômes

Dans cette section, nous considérons le système bouclé décrit par la figure 1.2 où G(s) =
N(s)/D(s) est un système causal et C(s) = X(s)/Y (s) est un correcteur causal tels que N(s) ∈
P(s), D(s) ∈ P(s), X(s) ∈ P(s) et Y (s) ∈ P(s).

Dans le lemme suivant, nous donnons des conditions d’existence d’un correcteur C(s) stabi-
lisant le système G(s) en boucle fermée.

Lemme 1.3.1. Le correcteur C(s) stabilise le système G(s) si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées.
1) Le polynôme caractéristique en boucle fermée Φ(G,C)(s) est Hurwitz avec

Φ(G,C)(s) = N(s)X(s) +D(s)Y (s) (1.28)
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2) Si δ(N) = δ(D) et δ(X) = δ(Y ) alors

δ(NX +DY ) = δ(DY ). (1.29)

Démonstration. Le système bouclé G(s) avec le correcteur C(s) est stable si et seulement si
chaque élément des matrices T1(s) et T2(s) données par

[
U1(s)

Y1(s)

]
=


1

1 + C(s)G(s)

−C(s)

1 +G(s)C(s)
G(s)

1 +G(s)C(s)

1

(1 +G(s)C(s)


︸ ︷︷ ︸

T1(s)

[
V1(s)

V2(s)

]
(1.30)

[
U2(s)

Y2(s)

]
=


C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)

C(s)

1 +G(s)C(s)
G(s)

1 +G(s)C(s)

−C(s)G(s)

1 +G(s)C(s)


︸ ︷︷ ︸

T2(s)

[
V1(s)

V2(s)

]
(1.31)

est causal et stable.
Notons que la stabilité de chaque élément de T1(s) et T2(s) implique la condition 1).
Démontrons maintenant la causalité de T1(s) et T2(s). Si G(s) ou C(s) est strictement causal,

alors toutes les fonctions de transfert de T1(s) et T2(s) sont toujours causales. Si, δ(N) = δ(D)
et δ(X) = δ(Y ) alors les termes de plus haut degré dans la relation (1.28) peuvent se simplifier.
Dans ce cas, certains éléments de T1(s) et T2(s) peuvent être non causaux. Par conséquent,
la condition supplémentaire donnée par (1.29) doit être vérifiée afin de garantir la causalité de
toutes les fonctions de transfert données par T1(s) et T2(s). •

Dans la définition ci-dessous, nous présentons une notion de stabilisation moins restrictive qui
sera utilisée par la suite pour montrer certaines conditions dans le cadre de la stabilisation simul-
tanée de trois systèmes. Il s’agit de l’application de la définition 1.2.12 à l’espace des polynômes
en remplaçant IR+e par IR+.

Définition 1.3.2. Stabilisation dans IR+.
Un contrôleur stabilise un système dans IR+ si et seulement si le polynôme caractéristique du
système en boucle fermée n’a pas des zéros réels positifs.

1.3.2 Etat de l’art de la commande simultanée dans l’espace des polynômes

Considérons n systèmes LTI causaux Gi(s) = Ni(s)/Di(s) tels que (Ni(s), Di(s)) ∈ P(s) et
un correcteur causal C(s) = X(s)/Y (s) avec (X(s), Y (s)) ∈ P(s).

L’objectif de cette section est de détailler l’état de l’art de la commande simultanée dans
l’espace P(s) et de présenter les conditions d’existence d’un compensateur causal C(s) vérifiant
Φ(Gi, C)(s) ∈ H avec

Φ(Gi, C)(s) = Ni(s)X(s) +Di(s)Y (s), i = 1, . . . , n (1.32)

Dans la première partie de cette section, nous rappelons les conditions données par [Wei92]
pour la stabilisation de trois systèmes. La condition fournie dans [Wei92] est une condition
nécessaire et suffisante d’existence d’un correcteur qui, d’une part, stabilise simultanément deux
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systèmes G1(s) et G2(s) et qui, d’autre part, garantit que le système en boucle fermée formé avec
G3(s) et le correcteur commun n’a pas de pôles réels positifs. Cette condition montrée par [Wei92]
est équivalente à la résolution d’une équation polynomiale. Dans la seconde partie de cette section,
nous détaillons une condition nécessaire et suffisante donnée dans [JA01] pour la stabilisation
simultanée de quatre systèmes. Nous montrons ainsi que cette condition est équivalente à la
résolution de deux équations polynomiales. A la fin de cette section, nous rappelons l’approche
proposée dans [HS̆T98, HTS̆99a, HTS̆99b] pour stabiliser simultanément n systèmes avec un
contrôleur d’ordre fixe dans l’espace des polynômes. Ce problème est posé comme un problème
d’optimisation non convexe sous forme de BMI (Inégalité Matricielle Bilinéaire). Nous montrons
que cette formulation a été transformée en un problème d’optimisation convexe LMI (Inégalité
Matricielle Linéaire) dans [HTS̆99a].

1.3.2.1 Stabilisation simultanée de trois systèmes dans l’espace des polynômes

Dans cette section, des résultats complémentaires à ceux présentés dans l’espace des fractions
stables H∞ sont donnés. Pour la stabilisation simultanée de trois systèmes dans l’espace des
polynômes, Wei [Wei92] a introduit une propriété en fonction du lieu des zéros et des pôles réels
dans C+. Cette propriété est rappelée dans la définition ci-dessous.

Définition 1.3.3. [Wei92] Propriété d’entrelacement forte (SIP).
Considérons trois polynômes E1(s), E2(s) et E3(s). Soit αi, βi et γi respectivement les zéros
réels de E1(s), E2(s) et E3(s) dans C+. Le triplet (E1(s), E2(s), E3(s)) vérifie la propriété
d’entrelacement forte SIP s’il existe des scalaires εi = 1 ou εi = −1, i = 1, 2, 3, tels que

i) ∀γi ε1ε2E1(γi)E2(γi) < 0

ii) ∀βi ε1ε3E1(βi)E3(βi) < 0

iii) ∀αi ε2ε3E2(αi)E3(αi) < 0

Exemple 1.3.1. Soit les trois polynômes suivants

E1(s) = (s− 1)(s− 4)(s− 7)

E2(s) = (s− 2)(s− 5)

E3(s) = (s− 3)(s− 6)

Les zéros de E1(s), E2(s) et E3(s) sont donnés par

E1(s) = 0 −→ s = α1 = 1, s = α2 = 4, s = α3 = 7

E2(s) = 0 −→ s = β1 = 2, s = β2 = 5

E3(s) = 0 −→ s = γ1 = 3, s = γ2 = 6

Nous avons

E1(γi)E2(γi) < 0, i = 1, 2

E1(βi)E3(βi) > 0, i = 1, 2

E2(αi)E3(αi) > 0, i = 1, . . . , 3

En choisissant ε1 = 1, ε2 = 1 et ε3 = −1, nous obtenons

ε1ε2E1(γi)E2(γi) < 0, i = 1, 2
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ε1ε3E1(βi)E3(βi) < 0, i = 1, 2

ε2ε3E2(αi)E3(αi) < 0, i = 1, . . . , 3

Par conséquent, le triplet
(
E1(s), E2(s), E3(s)

)
vérifie la SIP. �

Exemple 1.3.2. Considérons maintenant les trois polynômes suivants

E1(s) = (s− 1)(s− 2)

E2(s) = (s− 3)(s− 4)

E3(s) = (s− 5)(s− 6)

Les zéros de E1(s), E2(s) et E3(s) sont donnés par

E1(s) = 0 −→ s = α1 = 1, s = α2 = 2

E2(s) = 0 −→ s = β1 = 3, s = β2 = 4

E3(s) = 0 −→ s = γ1 = 5, s = γ2 = 6

Nous avons

E1(γi)E2(γi) > 0, i = 1, 2

E1(βi)E3(βi) > 0, i = 1, 2

E2(αi)E3(αi) > 0, i = 1, 2

Nous pouvons remarquer qu’il n’existe pas εi = 1 ou εi = −1, i = 1, 2, 3, tels que

ε1ε2E1(γi)E2(γi) < 0, i = 1, 2

ε1ε3E1(βi)E3(βi) < 0, i = 1, 2

ε2ε3E2(αi)E3(αi) < 0, i = 1, 2

En conséquence, le triplet
(
E1(s), E2(s), E3(s)

)
ne vérifie pas la SIP. �

La SIP est utilisée pour développer des conditions nécessaires et des conditions suffisantes
pour la stabilisation simultanée de trois et de quatre systèmes. Cependant, lorsque le nombre de
systèmes à stabiliser augmente ces conditions deviennent très compliquées et difficiles à résoudre.

Le problème de la stabilisation simultanée de trois systèmes étudiés dans [BGMR94, Blo94]
dans l’espace des fractions stables (voir théorème 1.2.9) peut être reformulé dans l’espace des
polynômes. On obtient le théorème suivant qui énonce une condition nécessaire et suffisante
générale pour la stabilisation simultanée de trois systèmes dans l’espace des polynômes.

Théorème 1.3.2. [Wei92] Soit trois systèmes Gi(s) = Ni(s)/Di(s), i = 1, 2, 3, avec (Ni(s), Di(s)) ∈
P(s). Les trois systèmes sont simultanément stabilisables si et seulement s’il existe trois poly-
nômes Hurwitz H1(s), H2(s) et H3(s) tels que

∆12(s)H1(s) + ∆31(s)H2(s) + ∆23(s)H3(s) = 0 (1.33)

où ∆12(s), ∆23(s) et ∆31(s) sont copremiers entre eux dans C+ avec

∆12(s) = N1(s)D2(s)−N2(s)D1(s) (1.34a)
∆23(s) = N2(s)D3(s)−N3(s)D2(s) (1.34b)
∆31(s) = N3(s)D1(s)−N1(s)D3(s) (1.34c)
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Notons qu’un résultat similaire au théorème 1.3.2 est donné dans [Gho86].
En se basant sur la propriété d’entrelacement forte (SIP), Wei [Wei92] a donné une condi-

tion nécessaire vérifiable pour la stabilisation simultanée de trois systèmes. Cette condition est
présentée dans le théorème suivant.

Théorème 1.3.3. [Wei92] Si Gi(s) = Ni(s)/Di(s), i = 1, 2, 3, sont simultanément stabilisables,
alors le triplet (∆12(s), ∆23(s), ∆31(s)) vérifie la SIP.

L’équation (1.33) est un problème indécidable puisque sa résolution est équivalente à la
stabilisation simultanée de 3 systèmes [BG93, BGMR94]. Wei [Wei92] a résolu partiellement
le problème de la stabilisation simultanée de trois systèmes. En effet, Wei [Wei92] a donné
une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un correcteur stabilisant simultanément deux
systèmes dans C+ avec le troisième système stabilisé dans IR+. Ce résultat est présenté dans le
théorème ci-dessous.

Théorème 1.3.4. [Wei92] Soit trois systèmes Gi(s) = Ni(s)/Di(s), i = 1, 2, 3, avec (Ni(s), Di(s)) ∈
P(s) et ∆12(s), ∆23(s) et ∆31(s) trois polynômes définis par (1.34). Supposons que ∆12(s),
∆23(s) et ∆31(s) sont copremiers dans C+, alors il existe un contrôleur qui stabilise simultané-
ment les deux systèmes G1(s) et G2(s) dans C+ et qui stabilise G3(s) dans IR+ si et seulement
s’il existe deux polynômes Hurwitz H1(s), H2(s) et un polynôme H ′3(s) n’ayant pas de zéros réels
dans C+ tels que

∆12(s)H1(s) + ∆31(s)H2(s) + ∆23(s)H
′
3(s) = 0 (1.35)

Le problème (1.35) a été résolu par [Wei92] et une condition nécessaire et suffisante vérifiable
a été également démontrée.

Théorème 1.3.5. [Wei92] Le problème (1.35) a une solution si et seulement si le triplet (∆12(s),
∆23(s), ∆31(s)) vérifie la SIP.

Exemple 1.3.3. Considérons les trois systèmes suivants

G1(s) =
s2 − s+ 3

s2 − 2s+ 1
, G2(s) =

4s+ 2

s− 1
, G3(s) =

3s+ 1

s+ 1

Nous avons

∆12(s) = −2s3 + 3s2 + 4s− 5

∆23(s) = s2 + 8s+ 3

∆31(s) = s3 − 6s2 − s− 2

Le triplet (∆12(s), ∆23(s), ∆31(s)) vérifie la propriété d’entrelacement forte (SIP). En consé-
quence, il existe un correcteur C(s) stabilisant simultanément deux des trois systèmes et stabi-
lisant dans IR+ le troisième système. �

Les résultats dans [Wei92] ne permettent pas de résoudre totalement le problème de la sta-
bilisation simultanée de trois systèmes, mais son approche a permis de développer des résultats
tels que ceux donnés par [JA01] pour étudier la stabilisation simultanée de quatre systèmes.

25



Chapitre 1. Etat de l’art de la stabilisation simultanée des systèmes linéaires

1.3.2.2 Stabilisation simultanée de quatre systèmes dans l’espace des polynômes

Le théorème 1.3.6 est une extension des résultats présentés dans [Wei92] et donne une condi-
tion nécessaire et suffisante pour la stabilisation simultanée de quatre systèmes.

Théorème 1.3.6. [JA01] Soit quatre systèmes Gi(s) = Ni(s)/Di(s), i = 1, . . . , 4, avec
(Ni(s), Di(s)) ∈ P(s). Considérons les huit polynômes suivants

F1(s) = N3(s)∆24(s), F
′
1(s) = D3(s)∆24(s),

F2(s) = N4(s)∆31(s), F
′
2(s) = D4(s)∆31(s),

F3(s) = N1(s)∆42(s), F
′
3(s) = D1(s)∆42(s),

F4(s) = N2(s)∆13(s), F
′
4(s) = D2(s)∆13(s),

avec ∆ij(s) = Di(s)Nj(s) −Dj(s)Ni(s), les polynômes Fi et Fi+1, i = 1, . . . , 4, ainsi que F ′i et
F
′
i+1, i = 1, . . . , 4, copremiers entre eux (F5 et F ′5 doivent être lus respectivement comme F1 et
F
′
1).
Les systèmes Gi(s), i = 1, . . . , 4 sont simultanément stabilisables si et seulement s’il existe

quatre polynômes Hurwitz Hi(s) i = 1, . . . , 4 vérifiant

F1(s)H1(s) + F2(s)H2(s) + F3(s)H3(s) + F4(s)H4(s) = 0, (1.36a)

F
′
1(s)H1(s) + F

′
2(s)H2(s) + F

′
3(s)H3(s) + F

′
4(s)H4(s) = 0. (1.36b)

Dans [JA01], les auteurs ont montré que si l’une des deux équations polynomiales (1.36)
a une solution alors il existe deux contrôleurs C1(s) et C2(s) ayant un dénominateur ou un
numérateur commun de telle sorte que C1(s) stabilise simultanément G1(s) et G3(s) et C2(s)
stabilise simultanément G2(s) et G4(s). Ce concept de stabilisation a été appelé “stabilisation
simultanée en groupe” par [JA01].

Les conditions données dans [Wei92] et [JA01] pour la stabilisation simultanée de trois et
quatre systèmes sont indécidables.

1.3.2.3 Stabilisation simultanée de n systèmes dans l’espace des polynômes

Concernant la question de la stabilisation simultanée de n systèmes, une approche diffé-
rente de celles précédemment mentionnées dans les sections 1.3.2.1 et 1.3.2.2 a été adoptée dans
[HS̆T98], [HTS̆99a] et [HTS̆99b]. Le critère de stabilité polynomiale d’Hermite-Fujiwara est uti-
lisé dans [HTS̆99a] et [HTS̆99b] pour donner des conditions d’existence d’un correcteur simultané
d’ordre fixe pour stabiliser n systèmes.

Pour étudier le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara, nous avons besoin de la décomposition
en partie paire et en partie impaire d’un polynôme réel P (s) que nous rappelons ci-dessous.

1.3.2.3.1 Décomposition paire-impaire d’un polynôme
Un polynôme réel P (s) peut être représenté comme suit

P (s) = P e(s2) + sP o(s2) =
m∑
i=0

σis
i (1.37)

où P e(s2) et P o(s2) désignent respectivement la partie paire et la partie impaire de P (s) tels que
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• si δ(P ) = m = 2`

P e(s2) = σ0 + σ2s
2 + . . .+ σms

2`,

P o(s2) = σ1 + σ3s
2 + . . .+ σ(m−1)s

2`−2,

• si δ(P ) = m = 2`+ 1

P e(s2) = σ0 + σ2s
2 + . . .+ σ(m−1)s

2`,

P o(s2) = σ1 + σ3s
2 + . . .+ σms

2`.

1.3.2.3.2 Critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara
Dans ce paragraphe, nous nous sommes intéressés à la matrice d’Hermite-Fujiwara en tant

que moyen d’analyse de la stabilité des polynômes. Certaines propriétés pertinentes de cette
matrice sont examinées ci-dessous et seront utilisées dans le cadre de la stabilisation simultanée
de n systèmes.

Définition 1.3.4. [Dat78] Matrice Bézoutienne.
Soit deux polynômes réels P (s) et Q(s) définis par

P (s) = p0 + p1s+ . . .+ pms
m

Q(s) = q0 + q1s+ . . .+ qms
m

La matrice Bézoutienne de P (s) et Q(s) est la matrice carrée symétrique B(P (s), Q(s))
d’ordre m dont les éléments sont donnés par la relation suivante

bjk =

j−1∑
`=j+k−m−1

(pj+k−`−1q` − qj+k−`−1p`) (1.38)

avec
p` = q` = 0 si ` > m ou ` < 0

Définition 1.3.5. [Dat78] Matrice d’Hermite-Fujiwara.
Soit deux polynômes P (s) et P ∗(s) de degré m définis par

P (s) = P e(s2) + sP o(s2)

P ∗(s) = P e(s2)− sP o(s2)

On note bjk les éléments de B(P (s), P ∗(s)), la matrice Bézoutienne de P (s) et P ∗(s). La
matrice d’Hermite-Fujiwara du polynôme P (s), notée H(P (s)), est définie comme une matrice
symétrique formée par les éléments hjk avec k > j > m vérifiant la relation suivante

hjk = (−1)jbjk, j, k = 0, . . . ,m− 1 (1.39)

Une propriété fondamentale de la matrice H(P (s)) est donnée par le théorème suivant.

Théorème 1.3.7. [Dat78] Condition de stabilité d’Hermite-Fujiwara.
Considérons un polynôme P (s) de degré m. P (s) est un polynôme Hurwitz si et seulement si la
matrice d’Hermite-Fujiwara H(P (s)) est définie positive.
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Exemple 1.3.4. Pour un polynôme de degré 3, la matrice d’Hermite-Fujiwara de P (s) est la
suivante

H(P (s)) =


2p0p1 0 2p0p3

0 2p1p2 − 2p0p3 0

2p0p3 0 2p2p3


Soit P (s) = 2s3 + 3s2 + 1s+ 1. La matrice d’Hermite-Fujiwara de P (s) est donnée par

H(P (s)) =


2 0 4

0 2 0

4 0 12


H(P (s)) est définie positive, donc le polynôme P (s) ∈ H est Hurwitz. �

D’après la définition 1.3.5, les termes de la matrice d’Hermite-Fujiwara d’un polynôme P (s)
sont bilinéaires en fonction des coefficients de P (s). Nous en déduisons la propriété suivante.

Propriété 1.3.1. [HS̆T98] Soit un réel z et un polynôme réel P (s) de degré inférieur ou égal à
m, alors nous avons

H(P (s)) = z2H(P (s))

Définissons maintenant la matrice d’Hermite-Fujiwara de deux polynômes.

Définition 1.3.6. [HS̆T98] La matrice d’Hermite-Fujiwara de deux polynômes.
Considérons deux polynômes P1(s) et P2(s) de degré respectivement inférieur ou égal à m définis
par

P1(s) = P e1 (s2) + sP o1 (s2)

P2(s) = P e2 (s2) + sP o2 (s2)

avec P ei (s2) et P oi (s2) respectivement les parties paires et les parties impaires de Pi(s).
La matrice d’Hermite-Fujiwara de P1(s) et P2(s), notée H(P1(s), P2(s)), est donnée par

H(P1(s), P2(s)) = H(P e1 (s2) + sP o2 (s2)) (1.40)

L’application de la propriété 1.3.1 pour le cas de deux polynômes donne le résultat suivant.

Propriété 1.3.2. [HS̆T98] Soit deux réels z0 et z1 et deux polynômes réels P0(s) et P1(s) de
degré inférieur ou égal à m, alors nous avons

H(z0P0(s) + z1P1(s)) = z20H(P0(s)) + z0z1

(
H(P0(s), P1(s)) +H(P1(s), P0(s))

)
+ z21H(P1(s))

La généralisation de la propriété 1.3.2 pour le cas de plusieurs polynômes réels est donnée
par le lemme ci-dessous.

Lemme 1.3.2. [HS̆T98] Soit un vecteur z = [z0 z1 . . . zn]T ∈ IRn+1 et n+ 1 polynômes réels
P0(s),P1(s),. . ., Pn(s) de degré inférieur ou égal à m. La relation suivante est vérifiée

H
( n∑
i=0

ziPi(s)
)

=

n∑
j=0

n∑
k=0

zjzkH(Pj(s), Pk(s)) (1.41)
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1.3.2.3.3 Conditions d’existence d’un correcteur simultané d’ordre fixe pour n sys-
tèmes

Considérons n systèmes linéaires causauxGi(s) = Ni(s)/Di(s), i = 1, . . . , n, avec (Ni(s), Di(s)) ∈
P(s) et un correcteur causal C(s) = X(s)/Y (s) de degré fixé d avec (X(s), Y (s)) ∈ P(s). Les
polynômes X(s) et Y (s) sont définis par

X(s) = z0 + z1s+ . . .+ zds
d (1.42a)

Y (s) = zd+1 + zd+2s+ . . .+ z2d+1s
d (1.42b)

Le problème de la stabilisation simultanée de n systèmes qui est résolu dans [HTS̆99a] et
[HS̆T98] revient à déterminer X(s) et Y (s) tels que les polynômes Φ(Gi, C)(s) donnés par (1.32)
soient Hurwitz.

Pour cela, nous définissons le vecteur colonne Z regroupant les paramètres du correcteur

Z =
[
z0 z1 . . . zr

]T
∈ IRr+1, r = 2d+ 1

L’équation caractéristique en boucle fermée peut s’écrire comme

Φ(Gi, C)(s) =
r∑
j=0

zjPij , i = 1, . . . , n (1.43)

avec

Pij(s) = sjNi(s), i = 1, . . . , n, j = 0, . . . , d

Pij(s) = sjDi(s), i = 1, . . . , n, j = d+ 1, . . . , r

Rappelons que le polynôme Φ(Gi, C)(s) est Hurwitz si et seulement si la matrice d’Hermite-
Fujiwara H(Φ(Gi, C)(s)) est définie positive. D’après le lemme 1.3.2, la matrice d’Hermite Fuji-
wara de Φ(Gi, C)(s) s’écrit comme

H(Φ(Gi, C)(s)) =
r∑
j=0

r∑
k=0

zjzkH(Pij(s), Pik(s)), i = 1, . . . , n (1.44)

Nous en déduisons le théorème suivant donnant une condition nécessaire et suffisante d’exis-
tence d’un correcteur C(s) de degré donné a priori stabilisant simultanément les n systèmes
Gi(s).

Théorème 1.3.8. [HTS̆99a] Il existe un contrôleur C(s) = X(s)/Y (s) de degré d stabilisant
simultanément Gi(s), i = 1, . . . , n, si et seulement s’il existe zj et zk éléments du vecteur Z tels
que les BMI suivantes

r∑
j=0

r∑
k=0

zjzkH(Pij(s), Pik(s)) > 0 i = 1, . . . , n (1.45)

sont satisfaites.
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1.3.2.3.4 Formulation LMI
Pour résoudre ce problème d’optimisation non convexe, les BMI (1.45) ont été transformées

en un problème LMI avec une contrainte de rang. Pour cela, les termes bilinéaires dans (1.45)
sont représentés par

zjk = zjzk j, k = 0, 1, . . . , n− 1 (1.46)

où les zjk sont les termes d’une matrice semi-définie positive W de rang égal à 1.

W = zzT > 0 (1.47)

En conséquence, le problème (1.45) devient un problème LMI avec une contrainte de rang,
formulé comme suit [HS̆T98, HTS̆99a]

n∑
j=0

n∑
k=0

zjkH(pij(s), pik(s)) > 0, i = 1, . . . , n (1.48a)

W > 0, (1.48b)
rang(W ) = 1 (1.48c)

Il faut noter qu’un conservatisme est introduit dans la transformation des BMI (1.45) en
un problème LMI avec une contrainte de rang (1.48). En effet, toutes les solutions de (1.48)
vérifient (1.45), alors que certaines solutions de (1.45) peuvent ne pas satisfaire (1.48). Avec cette
transformation, l’ensemble des solutions a donc été réduit. Notons qu’il n’y a pas d’équivalence
entre (1.45) et (1.48), mais seulement une implication : (1.48) =⇒ (1.45).

1.3.2.3.5 L’algorithme de synthèse
Les LMI (1.48) sous une contrainte de rang sont des problèmes d’optimisation non convexes

qu’il n’est pas possible de résoudre en utilisant les techniques classiques. Pour solutionner ce
problème, une méthode de linéarisation est donnée dans [HB01]. Le problème d’optimisation
(1.48) est ainsi formulé comme suit

minimiser trace(W − zzT ) (1.49a)

sous les contraintes
n∑
j=0

n∑
k=0

zjkH(pij(s), pik(s)) > 0 i = 1, . . . , n (1.49b)

[
W z

zT 1

]
> 0 (1.49c)

Une autre idée est proposée dans [EOA97] pour formuler le problème d’optimisation (1.48).

minimiser trace(WY) (1.50a)

sous les contraintes
n∑
j=0

n∑
k=0

zjkH(pij(s), pik(s)) > 0 i = 1, . . . , n (1.50b)

W =

[
W Z

ZT 1

]
> 0 (1.50c)

Y =

[
Y y

yT Z

]
> 0 Y > 0 (1.50d)
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avec Y = yyT .
Toutes les les solutions de (1.49) ou de (1.50) vérifient (1.48), alors que certaines solutions

de (1.48) peuvent ne pas satisfaire (1.49) ou (1.50). Avec ces deux linéarisations, l’ensemble
des solutions a donc été réduit. Notons qu’il n’y a pas d’équivalence entre (1.48) et (1.49) ou
(1.50), mais seulement une implication : (1.49) =⇒ (1.48) et (1.50) =⇒ (1.48). Un avantage des
problèmes d’optimisation (1.49) et (1.50), c’est qu’ils sont convexes et qu’il existe des solveurs
efficients pour les résoudre avec Matlab, ce qui n’est pas le cas avec (1.45) ou (1.48) qui sont des
problèmes non convexes dont on ne peut pas garantir que les solveurs existants trouveront une
solution lorsque cette dernière existe.

Exemple 1.3.5. Soit les trois systèmes suivants

G1(s) =
−s+ 1

2s+ 3
, G2(s) =

4s+ 2

5s− 1
, G3(s) =

3s+ 1

s+ 1

Choisissons un correcteur C(s) d’ordre d = 1. Alors le vecteur Z est donné par

Z =
[
z0 z1 z2 z3

]T
La linéarisation et la résolution du problème d’optimisation (1.48) donne le résultat suivant

Z =
[
0.0076 0.0014 0.0055 0.0088

]T
Nous en déduisons le correcteur simultané C(s) stabilisant les trois systèmes G1(s), G2(s) et

G3(s) est

C(s) =
0.0014s+ 0.0076

0.0088s+ 0.0055

�

1.3.2.3.6 Examen de la méthode
Nous constatons que dans [HS̆T98] et [HTS̆99a], Henrion et al. ont combiné les méthodes

polynomiales basées sur le critère d’Hermite Fujiwara et une technique d’optimisation BMI afin
de développer une méthode de synthèse de contrôleurs simultanés d’ordre fixe pour n systèmes
dans l’espace des polynômes.

Les BMI sont des problèmes d’optimisation non-convexes et la résolution des BMI est NP
difficile [BT97, BT00] : c’est-à-dire qu’il n’est pas possible de garantir de trouver toujours une
solution en une durée qui serait une fonction polynômiale du nombre des inconnues. Il est donc
nécessaire de proposer des méthodes d’approximation efficaces qui peuvent fournir une solution
lorsqu’elle existe. Ainsi, le problème BMI (1.45) a été transformé en un problème LMI avec
une contrainte supplémentaire non convexe de rang. Cette formulation a permis de concevoir
des algorithmes heuristiques. Selon [HS̆T98] et [HTS̆99a], la convergence de ces algorithmes vers
l’optimum global n’est pas garantie et la résolution numérique de ce problème d’optimisation
est difficile. Il faut noter que cette complexité numérique dépend du nombre des inconnues,
c’est-à-dire de l’ordre du contrôleur et de l’ordre et du nombre de systèmes à stabiliser.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le problème de la commande simultanée des systèmes
LTI dans l’espace des fractions stables H∞ ainsi que dans l’espace des polynômes.
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Dans la première partie de ce chapitre, nous avons introduit les notions de la stabilisation
simultanée dans l’espaceH∞. Puis, nous avons présenté l’état de l’art de la commande simultanée
pour deux systèmes, ensuite pour trois et plus systèmes. Nous avons également montré que,
contrairement au cas de deux systèmes, il n’existe pas de conditions nécessaires et suffisantes
vérifiables pour trois systèmes ou plus dans l’espace des fractions stables. En conséquence, il
n’existe pas de méthodes efficaces permettant de synthétiser des contrôleurs simultanés pour 3
systèmes et plus.

La deuxième partie de ce chapitre a été consacrée à l’étude du problème de la stabilisation
simultanée dans l’espace des polynômes. Nous avons également détaillé l’état de l’art de la
commande simultanée dans l’espace des polynômes en présentant les différents outils d’analyse
exploités. Nous avons ainsi présenté des résultats concernant la commande simultanée de trois
et de quatre systèmes. Pour conclure cette partie, nous avons donné une méthode de synthèse
de contrôleurs simultanés d’ordre fixe pour n systèmes. Malheureusement, cette formulation a
conduit à un problème d’optimisation non convexe difficile à résoudre. Dans les chapitres suivants,
nous considérerons une autre formulation convexe à ce problème en utilisant le critère d’Hermite-
Biehler.
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Chapitre 2

Etat de l’art de la stabilisation
simultanée d’un segment de systèmes

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter, d’une manière synthétique, les résultats proposés
dans la littérature pour la commande simultanée d’un segment de systèmes [Gho85, Gho86,
Gho88, ADPD95, Fon08]. Ces résultats ont été développés dans l’espace des fonctions rationnelles
stable H∞ [Gho86, Gho88, ADPD95], ainsi que dans l’espace des polynômes [Gho85, Fon08].

Ce chapitre est organisé en quatre parties.
Dans la première partie, nous présentons le problème de la commande simultanée d’un seg-

ment de systèmes LTI avec un contrôleur LTI comme l’ont formulé [Gho85, Gho86, Gho88,
ADPD95, Fon08].

La deuxième partie est consacrée à l’étude de l’hurwitzité d’un segment de polynômes en
s’appuyant sur différents résultats fondamentaux : le théorème de franchissement de la frontière
[BCK95], le principe d’exclusion du zéro [BCK95], le lemme du segment [BCK95] et les fonctions
strictement réelles positives (SPR) [Zeb96, ADPD95].

Dans la troisième partie, des résultats concernant l’analyse de la stabilisabilité d’un segment
de systèmes sont développés. Des conditions dans l’espace des polynômes formulées dans [Fon08]
sont présentées. Ces conditions permettent de vérifier la stabilisabilité de cette classe de systèmes.
Des conditions suffisantes d’existence d’un contrôleur simultané d’ordre fixe sont également rap-
pelées [Gho85]. Finalement, des résultats donnés dans [Gho86] dans l’espace des fractions stables
H∞ sont énoncés.

Pour conclure ce chapitre, une méthode pour synthétiser des contrôleurs simultanés pour un
segment de systèmes est détaillée dans la quatrième partie. Il s’agit de la méthode proposée par
[ADPD95] en utilisant la technique d’interpolation des fonctions réelles positives [YS67, Pat96,
Bat04, OMK91].

2.2 Formulation du problème

2.2.1 Définition d’un segment de systèmes

Un segment de systèmes est défini par

Gλ(s) =
λN1(s) + (1− λ)N2(s)

λD1(s) + (1− λ)D2(s)
, λ ∈ [0, 1] (2.1)
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avec N1(s), N2(s), D1(s) et D2(s) des polynômes réels.
Les segments de systèmes Gλ(s) sont utilisés pour modéliser des procédés industriels dans

[DA87, PLA06, GAT01]. Par exemple dans [GAT01], cette modélisation sert à contrôler la concen-
tration du produit d’un réacteur exothermique continu et elle est utilisée pour commander un
manipulateur dans [PLA06].

Le segment de systèmes (2.1) peut être vu comme un continuum de fonctions de transfert
décrit par les deux systèmes aux extrémités G1(s) et G2(s) tels que

G1(s) =
N1(s)

D1(s)
=

∑n
k=0 a1ks

k∑m
k=0 b1ks

k
, G2(s) =

N2(s)

D2(s)
=

∑n
k=0 a2ks

k∑m
k=0 b2ks

k
. (2.2)

Ces deux systèmes aux extrémités du segment sont obtenus respectivement en posant λ = 0
ou λ = 1 dans (2.1), où a1k, a2k, b1k et b2k sont des réels.

En posant

Nλ(s) = λN1(s) + (1− λ)N2(s)

Dλ(s) = λD1(s) + (1− λ)D2(s)

le segment de systèmes (2.1) se réécrit comme suit

Gλ(s) =
Nλ(s)

Dλ(s)
=

∑n
k=0

(
λa1k + (1− λ)a2k

)
sk∑m

k=0

(
λb1k + (1− λ)b2k

)
sk

(2.3)

Hypothèse 2.2.1. Dans ce mémoire, concernant le segment de systèmes Gλ(s) défini par (2.1),
nous considérons les hypothèses suivantes :

1) δ(D1) = δ(D2), δ(D1) > δ(N1) et δ(D2) > δ(N2),

2) les coefficients des termes de plus haut degré b1m et b2m des polynômes D1(s) et D2(s) sont
de même signe,

3) le résultant des deux polynômes Nλ(s) et Dλ(s) est non nul (voir annexe D).

Nous justifions les hypothèses 1) et 2) par la nécessité d’avoir le segment de polynômes Dλ(s)
de degré constant pour tout λ ∈ [0, 1]. Cela permet d’assurer la causalité de Gλ(s). L’hypothèse
3) permet de garantir que Nλ(s) et Dλ(s) n’ont pas de zéros communs.

2.2.2 Stabilisation simultanée d’un segment de systèmes

Dans ce chapitre, nous examinons les conditions données dans la littérature pour stabiliser le
segment de systèmes (2.1) avec un unique compensateur C(s) linéaire causal à temps invariant
de la forme suivante

C(s) =
X(s)

Y (s)
(2.4)

avec X(s) et Y (s) deux polynômes réels vérifiant δ(X) 6 δ(Y ).
De plus, nous considérons que le système Gλ(s) bouclé avec C(s) doit satisfaire les condi-

tions de la stabilité données dans le lemme 1.3.1. C’est pourquoi, dans un premier temps, nous
rappelons les conditions de stabilité en boucle fermée des systèmes linéaires explicitées dans le
chapitre 1 pour les appliquer à la représentation (2.1).
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2.3. Etude des conditions de l’hurwitzité d’un segment de polynômes

Définition 2.2.1. Stabilité et stabilisation du segment Gλ(s).
Nous dirons que le segment de systèmes Gλ(s) bouclé avec le correcteur C(s) est stable pour tout
λ ∈ [0, 1] si et seulement si chaque système de ce segment est stable avec le correcteur C(s) au
sens de la définition 1.2.10.

Le lemme suivant donne des conditions d’existence d’un correcteur C(s) stabilisant le segment
de systèmes Gλ(s) en boucle fermée.

Lemme 2.2.1. Le compensateur C(s) donné par (2.4) stabilise le segment de systèmes Gλ(s)
défini par (2.1) si et seulement si le polynôme caractéristique en boucle fermée Φ(Gλ, C)(s) défini
pat

Φ(Gλ, C)(s) = λΦ(G1, C)(s) + (1− λ)Φ(G2, C)(s), ∀λ ∈ [0, 1], (2.5)

avec

Φ(G1, C)(s) = N1(s)X(s) +D1(s)Y (s) (2.6a)
Φ(G2, C)(s) = N2(s)X(s) +D2(s)Y (s) (2.6b)

vérifie les deux conditions suivantes

1) Φ(Gλ, C)(s) est Hurwitz,

2) δ(Φ(Gλ, C)(s)) = δ(Dλ(s)Y (s)), ∀λ ∈ [0, 1].

Démonstration. Le compensateur C(s) stabilise Gλ(s) si et seulement si les deux conditions
du lemme 1.3.1 sont vérifiées pour tout λ ∈ [0, 1], ce qui est le cas si les conditions les deux
conditions du lemme 2.2.1 sont satisfaites. •

Avant d’examiner la question de la stabilisation simultanée du segment de systèmes (2.1) avec
un correcteur C(s), il est nécessaire d’étudier les conditions de stabilité données par le lemme
2.2.1. En d’autres termes, il est nécessaire d’étudier l’hurwitzité du polynôme Φ(Gλ, C)(s) donné
par (2.5) pour tout λ ∈ [0, 1].

2.3 Etude des conditions de l’hurwitzité d’un segment de poly-
nômes

Dans cette partie, nous allons présenter des conditions pour l’hurwitzité d’un segment de
polynômes à partir des résultats suivants :

• le théorème du franchissement de la frontière [BCK95] dans la section 2.3.1,

• le principe d’exclusion du zéro [BCK95] dans la section 2.3.2,

• le lemme du segment [BCK95] dans la section 2.3.3,

• les fonctions strictement réelles positives notées SPR [ADPD95, Zeb96] dans la section
2.3.4.

Donnons pour commencer la définition d’un segment de polynômes.

Définition 2.3.1. Segment de polynômes.
Le segment de polynômes Pλ(s) est défini par

Pλ(s) = λP1(s) + (1− λ)P2(s), λ ∈ [0, 1] (2.7)
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Chapitre 2. Etat de l’art de la stabilisation simultanée d’un segment de systèmes

avec δ(P1) = δ(P2) = m et

P1(s) =
m∑
i=0

cis
i = c0 + c1s+ c2s

2 + . . .+ cms
m, (2.8)

P2(s) =
m∑
i=0

dis
i = d0 + d1s+ d2s

2 + . . .+ dms
m, (2.9)

Ce segment de polynômes peut se réécrire sous la forme suivante

Pλ(s) =
m∑
i=0

pi(λ)si = p0(λ) + p1(λ)s+ . . .+ pm(λ)sm (2.10)

avec pi(λ) = λci + (1− λ)di, i = 0, . . . ,m.

Par hypothèse, nous choisissons pm(λ) 6= 0, pour tout λ ∈ [0, 1]. Nous avons donc

cm
dm
6= −(1− λ)

λ
(2.11)

On en déduit que
cm
dm

/∈ ] −∞, 0[. En conséquence, cm et dm doivent être de même signe.

Nous pouvons remarquer que (2.11) justifie l’item 2) dans l’hypothèse 2.2.1 pour l’équation (2.3).
D’une façon générale, l’hurwitzité des deux polynômes aux extrémités du segment ne garantit

pas l’hurwitzité de tous les polynômes Pλ(s) donnés par (2.7) pour tout λ ∈ [0, 1]. Par exemple,
considérons le segment de polynômes Pλ(s) défini par les extrémités suivantes

P1(s) = s4 + 2s3 + 4s2 + s+ 1

P2(s) = s4 + 2s3 + 8s2 + 3s+ 9

Nous pouvons observer que les deux polynômes P1(s) et P2(s) sont Hurwitz, mais que le
polynôme (P1(s) + P2(s))/2 n’est pas Hurwitz car il possède une racine imaginaire pure.

Puisqu’il n’est pas suffisant de tester la stabilité de ses extrémités pour étudier l’hurwit-
zité d’un segment de polynômes, plusieurs résultats, donnés dans [BCK95, ADPD95, Zeb96] et
présentés dans les sections suivantes, sont utilisés.

2.3.1 Etude de l’hurwitzité d’un segment polynomial avec le théorème du
franchissement de la frontière

Selon (2.10), nous pouvons constater que les coefficients p0(λ), p1(λ), . . ., pm(λ) sont des fonc-
tions continues de λ avec λ ∈ [0, 1]. Donc chaque polynôme de la famille Pλ(s) a ses coefficients
qui dépendent d’une façon continue du paramètre λ. Dans [BCK95], il est démontré que, lorsque
les coefficients du polynôme Pλ(s) varient de manière continue, alors ses racines varient aussi de
manière continue. Cette propriété permet de déduire le théorème du franchissement de frontière
pour le polynôme Pλ(s). Pour cela, nous définissons l’ensemble des complexes C = C− ∪ C+ et
I l’axe des imaginaires représentant la frontière de C− et de C+.

Théorème 2.3.1. [BCK95] Théorème du franchissement de frontière.
Soit Pλ(s), une famille de polynômes définie par (2.7). Si P1(s) a toutes ses racines dans C− et
si P2(s) a au moins une racine dans C+ alors il existe au moins une valeur de λ ∈ (0, 1] telle
que les deux conditions suivantes sont satisfaites.
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2.3. Etude des conditions de l’hurwitzité d’un segment de polynômes

• Pλ(s) a toutes ses racines dans C−∪ I,
• Pλ(s) a au moins une racine sur I.

Le théorème du franchissement de la frontière est utilisé pour détecter la présence des po-
lynômes non Hurwitz dans une famille de polynômes Pλ(s). En effet, pour étudier l’hurwitzité
de Pλ(s) pour tout λ ∈ [0, 1], il suffit de regarder s’il existe un polynôme Hurwitz de Pλ(s) et
d’examiner si le polynôme Pλ(s) n’a pas de racine sur l’axe des imaginaires du plan de Nyquist.
Ce qui revient à dire que, pour toute valeur de λ ∈ [0, 1], pour s = jω, Pλ(jω) ne peut pas
contenir l’origine en tant que racine avec ω variant dans l’intervalle ]0, +∞[.

2.3.2 Etude de l’hurwitzité d’un segment polynomial avec le principe d’ex-
clusion du zéro

Nous donnons dans le théorème suivant une autre formulation du théorème du franchissement
de la frontière appelé “principe d’exclusion du zéro”.

Théorème 2.3.2. [BCK95] Principe d’exclusion du zéro.
Considérons la famille de polynômes Pλ(s) définie dans (2.7) de degré constant. Supposons que
Pλ(s) contient au moins un polynôme Hurwitz, alors Pλ(s) est Hurwitz si et seulement si

Pλ(jω) 6= 0 ∀ω ∈]0,+∞[, ∀λ ∈ [0, 1] (2.12)

La relation (2.12) implique que

∀λ ∈ [0, 1] et ∀ω ∈]0,+∞[,
P2(jω)

P1(jω)
6= − λ

1− λ
(2.13)

Si la condition (2.13) est satisfaite alors la fonction rationnelle P2(s)/P1(s) ne coupe pas l’axe
réel négatif du diagramme de Nyquist.

Exemple 2.3.1. Considérons les deux polynômes suivants :

P1(s) = s4 + 3s3 + 3s2 + 4s+ 1 (2.14)

P2(s) = s4 + 5s3 + 4s2 + 5s+ 1 (2.15)

Nous allons examinons si Pλ(s) est Hurwitz avec le théorème 2.3.2. Pour cela nous repré-
sentons le diagramme de Nyquist de la fonction rationnelle P2(s)/P1(s) dans la figure 2.1. Nous
observons que la fonction rationnelle P2(s)/P1(s) ne coupe pas l’axe réel négatif du diagramme
de Nyquist. De plus, P1(s) et P2(s) sont deux polynômes Hurwitz de même degré. Alors Pλ(s)
est Hurwitz pour toute valeur de λ ∈ [0, 1]. �
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Figure 2.1 – Diagramme de Nyquist de la fonction rationnelle
P2(s)

P1(s)
=
s4 + 5s3 + 4s2 + 5s+ 1

s4 + 3s3 + 3s2 + 4s+ 1

2.3.3 Etude de l’hurwitzité d’un segment polynomial avec le lemme du seg-
ment

Rappelons tout d’abord la décomposition en partie paire et en partie impaire d’un polynôme
à coefficients réels P (s)

P (s) = P e(s2) + sP o(s2) (2.16)

où P e(s2) et P o(s2) sont définies dans le chapitre 1, au paragraphe 1.3.2.3.1. Définissons P even(s)
et P odd(s) comme suit

P even(s) = P e(s2)

P odd(s) = P o(s2)

et nous avons
P (s) = P even(s) + sP odd(s) (2.17)

En utilisant cette formulation, nous pouvons énoncer le lemme du segment. Ce lemme donne
une condition nécessaire et suffisante d’hurwitzité du segment polynomial Pλ(s).

Lemme 2.3.1. [BCK95] Lemme du segment.
Soit P1(s) = P even1 (s) + sP odd1 (s) et P2(s) = P even2 (s) + sP odd2 (s), deux polynômes Hurwitz de
même degré avec les coefficients des termes de plus haut degré de même signe. Le segment de
polynômes Pλ(s) donné par (2.7) est Hurwitz si et seulement s’il n’existe aucun réel ω > 0 tel
que les relations suivantes

P even1 (jω)P odd2 (jω)− P odd1 (jω)P even2 (jω) = 0 (2.18a)
P even1 (jω)P even2 (jω) 6 0 (2.18b)
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P odd1 (jω)P odd2 (jω) 6 0 (2.18c)

sont satisfaites.

Le théorème suivant est une déduction du lemme 2.3.1.

Théorème 2.3.3. [Fon08] Soit P1(s) = P even1 (s) + sP odd1 (s) et P2(s) = P even2 (s) + sP odd2 (s),
deux polynômes Hurwitz de même degré avec les coefficients des termes de plus haut degré de
même signe. Supposons qu’il existe des réels ωi > 0 tels que

P even1 (jωi)P
odd
2 (jωi)− P odd1 (jωi)P

even
2 (jωi) = 0 (2.19)

Le polynôme Pλ(s) donné par (2.7) est Hurwitz si et seulement si les ωi vérifient soit la
contrainte (2.20a), soit la contrainte (2.20b) avec

P even1 (jωi)P
even
2 (jωi) > 0 (2.20a)

P odd1 (jωi)P
odd
2 (jωi) > 0 (2.20b)

Exemple 2.3.2. Considérons les deux polynômes donnés par (2.21). Vérifions que Pλ(s) défini
par (2.7) est Hurwitz en appliquant le théorème 2.3.3 avec

P1(s) = s4 + 3s3 + 3s2 + 4s+ 1 (2.21a)

P2(s) = 2s4 + 5s3 + 2s2 + 5s+ 1 (2.21b)

Il existe un réel ω1 = 1.3247 tel que l’équation (2.19) est vérifiée. De plus, la contrainte
(2.20a) est satisfaite car

P even1 (jω1)P
even
2 (jω1) = 5.9257

Puisque P1(s) et P2(s) sont deux polynômes Hurwitz de même degré, alors le polynôme Pλ(s)
est Hurwitz. �

2.3.4 Hurwitzité d’un segment polynomial avec les fonctions strictement
réelles positives

Dans cette partie, les fonctions strictement réelles positives (SPR) sont utilisées pour démon-
trer l’hurwitzité du segment de polynômes Pλ(s) pour tout λ ∈ [0, 1]. Rappelons la définition et
les propriétés de ces fonctions.

Définition 2.3.2. [MD95]Fonction strictement réelle positive (SPR).
Soit une fonction rationnelle u(s) = P2(s)/P1(s) avec P1(s) et P2(s) deux polynômes réels. La
fonction rationnelle u(s) est strictement réelle positive si

1) P1(s) est un polynôme Hurwitz,

2) Re(u(jω)) > 0, ∀ω > 0,

3) le degré relatif de u(s) est −1, 0 ou 1.

Certaines propriétés des fonctions SPR sont données ci-après.

Propriété 2.3.1. [ADPD95, BTV01] Si u(s) est une fonction SPR, alors la condition 2) de la
définition 2.3.2 est équivalente à |arg(u(jω))| < π

2
, ∀ω > 0.
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Propriété 2.3.2. [AM71] Soit u(s) = P2(s)/P1(s) avec P1(s) et P2(s) deux polynômes réels. Si
u(s) est une fonction SPR, alors P2(s) est Hurwitz.

Définition 2.3.3. [DB87, ADPD95] Fonction bicausale strictement réelle positive (EP-SPR).
Une fonction bicausale strictement réelle positive (EP-SPR) est une fonction SPR avec un degré
relatif nul.

Propriété 2.3.3. [DFM92] Si u(s) est une fonction EP-SPR, alors u(s) ∈ U .

Ces résultats peuvent être utilisés pour étudier l’hurwitzité d’un segment de polynômes.

Théorème 2.3.4. [Zeb96] Soit P1(s) et P2(s) deux polynômes réels. Si P2(s)/P1(s) est une
fonction EP-SPR, alors le segment polynomial Pλ(s) défini par (2.7) est Hurwitz pour tout λ ∈
[0, 1].

Exemple 2.3.3. Soit P1(s) et P2(s) deux polynômes représentant les extrémités du segment de
polynômes Pλ(s) et donnés par

P1(s) = s3 + 4s2 + 2s+ 1 (2.22a)

P2(s) = s3 + 6s2 + 3s+ 2 (2.22b)

P1(s) et P2(s) sont deux polynômes Hurwitz et de même degré. De plus, d’après la figure 2.2
la condition 2) de la définition 2.3.2 est vérifiée. Donc P2(s)/P1(s) est une fonction EP-SPR. En
conséquence, le segment de polynômes Pλ(s) est Hurwitz pour tout λ ∈ [0, 1]. �
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Figure 2.2 – Diagramme de Nyquist de
P2(s)

P1(s)
=
s3 + 6s2 + 3s+ 2

s3 + 4s2 + 2s+ 1

Dans le théorème ci-dessous, nous rappelons une condition nécessaire et suffisante donnée
dans [PD97] pour vérifier l’hurwitzité d’un segment de polynômes.
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Théorème 2.3.5. [PD97] Pλ(s) défini par (2.7) est Hurwitz pour tout λ ∈ [0, 1] si et seulement
si l’une des trois conditions suivantes est vérifiée :

• P2(jω)/P1(jω) est une fonction appartenant à U avec une marge de gain infinie,

• P2(jω)/P1(jω) est une fonction appartenant à U avec | arg(P2(jω)/P1(jω))| < π,

• le diagramme de Nyquist de P2(jω)/P1(jω) ne coupe pas l’axe des réels négatifs.

Dans la section suivante, les notions présentées concernant l’hurwitzité d’un segment de
polynômes seront utilisées pour étudier les conditions de stabilisabilité du segment de systèmes
Gλ(s).

2.4 Analyse de la stabilisabilité d’un segment de systèmes Gλ(s)

L’objectif de cette partie est d’étudier les conditions de stabilisabilité d’un segment de sys-
tèmes Gλ(s) défini par (2.1) dans l’espace des polynômes et dans l’espace des fonctions ration-
nelles H∞.

2.4.1 Condition de stabilisabilité d’un segment de systèmes Gλ(s) dans l’es-
pace des polynômes

2.4.1.1 Etude de la stabilisabilité d’un segment Gλ(s) avec le lemme du segment

A partir du théorème 2.3.3, Fonte a proposé dans [Fon08] des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour vérifier la stabilisabilité simultanée du segment de systèmes Gλ(s) défini par (2.1)
lorsqu’il existe un compensateur simultané C(s) = X(s)/Y (s) qui stabilise simultanément les
extrémités G1(s) et G2(s) du segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.1).

Nous allons appliquer le théorème 2.3.3 sur le segment de polynômes Φ(G,C)(s) donné par
(2.5).

Les polynômes caractéristiques Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) donnés par (2.6) sont réécrits
comme suit en posant s = jω

Φ(G1, C)(jω) = Φ(G1, C)e(jω) + jωΦ(G1, C)o(jω)

Φ(G2, C)(jω) = Φ(G2, C)e(jω) + jωΦ(G2, C)o(jω)

Le calcul de Φ(Gi, C)e(jω) et Φ(Gi, C)o(jω), i = 1, 2, donne

Φ(Gi, C)e(jω) = N e
i (jω)Xe(jω)− ω2No

i (jω)Xo(jω) +De
i (jω)Y e(jω)− ω2Do

i (jω)Y o(jω)

Φ(Gi, C)o(jω) = N e
i (jω)Xo(jω) +No

i (jω)Xe(jω) +De
i (jω)Y o(jω) +Do

i (jω)Y e(jω)

Par conséquent, la relation (2.19) peut être exprimée en fonction de C(s) comme suit

ϕp(jω)TMp(jω)ψp(jω) = 0 (2.23)

avec

ϕp(jω)T =
[
Xo(jω) Xe(jω) Y o(jω) Y e(jω)

]
ψp(jω)T =

[
Xe(jω) −ω2Xo(jω) Y e(jω) −ω2Y o(jω)

]
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Mp(jω) =


0 m1,2(jω) m1,3(jω) m1,4(jω)

−m1,2(jω) 0 m2,3(jω) m2,4(jω)

−m1,3(jω) −m2,3(jω) 0 m3,4(jω)

−m1,4(jω) −m2,4(jω) −m3,4(jω) 0


où

m1,2(jω) = No
1 (jω)N e

2 (jω)−N e
1 (jω)No

2 (jω)

m1,3(jω) = De
1(jω)N e

2 (jω)−N e
1 (jω)De

2(jω)

m1,4(jω) = Do
1(jω)N e

2 (jω)−N e
1 (jω)Do

2(jω)

m2,3(jω) = De
1(jω)No

2 (jω)−No
1 (jω)De

2(jω)

m2,4(jω) = Do
1(jω)No

2 (jω)−No
1 (jω)Do

2(jω)

m3,4(jω) = Do
1(jω)De

2(jω)−De
1(jω)Do

2(jω)

En se basant sur le théorème 2.3.3, Fonte donne dans [Fon08] des conditions explicites qui nous
permettent de tester la stabilisabilité du segment de polynômes Φ(Gλ, C)(s) pour tout λ ∈ [0, 1]
en admettant qu’il existe un contrôleur C(s) stabilisant simultanément les deux extrémités G1(s)
et G2(s).

Théorème 2.4.1. [Fon08] Supposons qu’il existe deux polynômes Hurwitz Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s)
de même degré et de même signe et supposons qu’il existe des réels ωi > 0 donnés parMp(jωi) = 0
tels que ψp(jωi) 6= 0 et ϕp(jωi) 6= 0. Sous ces conditions, Φ(Gλ, C)(s) donné par (2.5) est Hurwitz
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites.
1) Les deux systèmes G1(s) et G2(s) vérifient les équations suivantes

N1(jωi)

N2(jωi)
> 0 (2.24a)

Do
1(jωi)D

o
2(jωi) +De

1(jωi)D
e
2(jωi) +No

1 (jωi)N
o
2 (jωi) +N e

1 (jωi)N
e
2 (jωi) > 0 (2.24b)

2) Le contrôleur simultané C(s) stabilisant les deux systèmes G1(s) et G2(s) vérifie une des
inégalités suivantes

(Ne
2 (jωi)X

e(jωi))
2 + ω4(No

2 (jωi)X
o(jωi))

2 + (De
2(jωi)Y

e(jωi))
2 + ω4(Do

2(jωi)Y
o(jωi))

2 6= 0 (2.25a)
(Ne

2 (jωi)X
o(jωi))

2 + (No
2 (jωi)X

e(jωi))
2 + (De

2(jωi)Y
o(jωi))

2 + (Do
2(jωi)Y

e(jωi))
2 6= 0 (2.25b)

(Ne
1 (jωi)X

e(jωi))
2 + ω4(No

1 (jωi)X
o(jωi))

2 + (De
1(jωi)Y

e(jωi))
2 + ω4(Do

1(jωi)Y
o(jωi))

2 6= 0 (2.25c)
(Ne

1 (jωi)X
o(jωi))

2 + (No
1 (jωi)X

e(jωi))
2 + (De

1(jωi)Y
o(jωi))

2 + (Do
1(jωi)Y

e(jωi))
2 6= 0 (2.25d)

Les conditions (2.24) et (2.25) permettent de tester la stabilisabilité du segment de systèmes
Gλ(s) lorsqu’il existe un régulateur simultané pour les deux extrémités de ce segment.

2.4.1.2 Etude de la stabilisabilité d’un segment Gλ(s) avec un régulateur d’ordre
fixe

Des conditions suffisantes d’existence d’un contrôleur simultané d’ordre fixe pour un segment
de systèmes dans l’espace des polynômes ont été données dans [Gho85]. Rappelons ces conditions.

Soit le segment de systèmes Gλ(s), défini par (2.1), avec G1(s) et G2(s) écrits comme suit

G1(s) =
N1(s)

D1(s)
=

∑m−1
k=0 a1ks

k∑m−1
k=0 b1ks

k + sm
, G2(s) =

N2(s)

D2(s)
=

∑m−1
k=0 a2ks

k∑m−1
k=0 b2ks

k + sm
(2.26)
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où aik et bik, i = 1, 2, des réels.
Par conséquent, Gλ(s) peut se réécrire ainsi

Gλ(s) =
Nλ(s)

Dλ(s)
=

∑m−1
k=0

(
λa1k + (1− λ)a2k

)
sk∑m−1

k=0

(
λb1k + (1− λ)b2k

)
sk + sm

(2.27)

Soit le correcteur C(s) de degré q, fixé a priori, donné par

C(s) =
X(s)

Y (s)
=

∑q
k=0 rks

k∑q−1
k=0 tks

k + sq
(2.28)

Soit les deux matrices T1 et T2 déterminées à partir des coefficients des systèmes G1(s) et
G2(s)

T1 =



a20 a21 . . . . . . a2(m−1) 0 0 0 0

b20 b21 . . . . . . b2(m−1) 0 0 0 0

0 a20 a21 . . . a2(m−2) a2(m−1) 0 0

0 b20 b21 . . . b2(m−2) b2(m−1) 1 0
. . . . . .

0 0 0 a20 a21 . . . . . . a2(m−1) 0

0 0 0 b20 b21 . . . . . . b2(m−1) 1

0 0 0 0 a20 . . . . . . a2(m−2) a2(m−1)

0 0 0 0 b20 . . . . . . b2(m−2) b2(m−1)



(2.29)

T2 =



a10 a11 . . . . . . a1(m−1) 0 0 0 0

b10 b11 . . . . . . b1(m−1) 0 0 0 0

0 a10 a11 . . . a1(m−2) a1(m−1) 0 0

0 b10 b11 . . . b1(m−2) b1(m−1) 1 0
. . . . . .

0 0 0 a10 a11 . . . . . . a1(m−1) 0

0 0 0 b10 b11 . . . . . . b1(m−1) 1

0 0 0 0 a10 . . . . . . a1(m−2) a1(m−1)

0 0 0 0 b10 . . . . . . b1(m−2) b1(m−1)



(2.30)

Notons les colonnes de la matrice T1 par vTk , k = 0, . . . ,m + q − 1, et les colonnes de la
matrice T2 par uTk , k = 0, . . . ,m+ q − 1. Considérons Ψ, le vecteur contenant les paramètres du
contrôleur C(s), et V , le vecteur contenant les puissances de l’opérateur de Laplace, donnés par

Ψ =
[
r0 t0 . . . rq−1 tq−1 rq 1

]
(2.31)

V =
[
1 s s2 sm+q−1

]
(2.32)

Le polynôme caractéristique en boucle fermée du segment de systèmes (2.27) avec le correcteur
(2.28) est donné par

Ψ
(
λ
[
uT0 uT1 . . . uTm+q−1

]
+ (1− λ)

[
vT0 vT1 . . . vTm+q−1

] )
V T + sm+q (2.33)
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Nous en déduisons le théorème 2.4.2 donnant une condition suffisante d’existence d’un régu-
lateur simultané stabilisant le segment de systèmes (2.27).

Théorème 2.4.2. [Gho85] Si les quatre polynômes suivants

Ψ
[
vT0 vT1 . . . vTm+q−1

]
V T + sm+q (2.34a)

Ψ
[
uT0 uT1 . . . uTm+q−1

]
V T + sm+q (2.34b)

Ψ
[
vT0 uT1 vT2 uT3 . . . (vTm+q−1 ou uTm+q−1)

]
V T + sm+q (2.34c)

Ψ
[
uT0 vT1 uT2 vT3 . . . (uTm+q−1 ou vTm+q−1)

]
V T + sm+q (2.34d)

sont Hurwitz avec vTk et uTk k = 0, . . . ,m + q − 1 respectivement les colonnes des matrices T1
et T2, alors il existe un contrôleur C(s) d’ordre q donné par (2.28) stabilisant simultanément le
segment de systèmes Gλ(s) défini par (2.27).

Le théorème 2.4.2 ne donne qu’une condition suffisante de stabilisabilité simultanée d’un
segment de systèmes de la forme (2.27). Les conditions algébriques (2.34) ne permettent pas de
synthétiser un régulateur simultané car elles ne fournissent des conditions explicites par rapport
à celui-ci.

2.4.2 Condition de stabilisabilité d’un segment de systèmes Gλ(s) dans H∞

Dans cette partie, nous considérons le problème de la stabilisation simultanée dans l’espace
H∞ du segment de systèmes défini comme suit

Gλ(s) =
nλ(s)

dλ(s)
=
λn1(s) + (1− λ)n2(s)

λd1(s) + (1− λ)d2(s)
, λ ∈ [0, 1] (2.35)

avec
G1(s) =

N1(s)

D1(s)
=
n1(s)

d1(s)
, G2(s) =

N2(s)

D2(s)
=
n2(s)

d2(s)
. (2.36)

où (ni(s), di(s)), i = 1, 2, une factorisation copremière de Gi(s) dans H∞ telle que ni(s) =
Ni(s)/D(s) et di(s) = Di(s)/D(s) avecNi(s) etDi(s) deux polynômes réels etD(s) un polynôme
Hurwitz vérifiant δ(D) = δ(Di). En considérant l’équation (2.36), nous pouvons remarquer que
le segment de systèmes défini par (2.35) est équivalent à celui donné par (2.1).

Soit le contrôleur C(s) défini par

C(s) =
X(s)

Y (s)
=
x(s)

y(s)
(2.37)

où (x(s), y(s)) est une factorisation copremière de C(s) dans H∞ telle que x(s) = X(s)/Dc(s)
et y(s) = Y (s)/Dc(s) avec X(s) et Y (s) deux polynômes réels et Dc(s) un polynôme Hurwitz
vérifiant δ(Dc) = δ(Y ).

Nous en déduisons que Gλ(s) est simultanément stabilisable par le compensateur C(s) si et
seulement si

Υ(Gλ, C)(s) = nλ(s)x(s) + dλ(s)y(s) ∈ U , λ ∈ [0, 1] (2.38)

Nous réécrivons l’équation (2.38) ainsi

Υ(Gλ, C)(s) = λΥ(G1, C)(s) + (1− λ)Υ(G2, C)(s) (2.39)
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avec

Υ(G1, C)(s) = n1(s)x(s) + d1(s)y(s) (2.40a)
Υ(G2, C)(s) = n2(s)x(s) + d2(s)y(s) (2.40b)

L’équation (2.39) est équivalente à

Υ(Gλ, C)(s) =
λΦ(G1, C)(s) + (1− λ)Φ(G2, C)(s)

D(s)Dc(s)
(2.41)

avec

Φ(G1, C)(s) = N1(s)X(s) +D1(s)Y (s)

Φ(G2, C)(s) = N2(s)X(s) +D2(s)Y (s)

Le théorème ci-dessous donne une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un contrô-
leur qui stabilise simultanément le segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.35).

Théorème 2.4.3. Le segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.35) est simultanément stabilisé
par un correcteur C(s) si et seulement si
1) les deux systèmes G1(s) et G2(s) vérifient la PIP,
2) il existe deux fonctions rationnelles Υ(G1, C)(s) ∈ U et Υ(G2, C)(s) ∈ U telles que ϕ(s)

donné par

ϕ(s) =
Υ(G2, C)(s)

Υ(G1, C)(s)
(2.42)

ne coupe pas l’axe réel négatif.

Démonstration. Si Υ(Gλ, C)(s) ∈ U , alors le segment de polynômes Φ(Gλ, C)(s) donné par

Φ(Gλ, C)(s) = λΦ(G1, C)(s) + (1− λ)Φ(G2, C)(s) (2.43)

doit être Hurwitz ∀λ ∈ [0, 1].
D’aprés le théorème 2.3.2, Φ(Gλ, C)(s) est Hurwitz si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vérifiées.
a) Φ(G2, C)(s) et Φ(G1, C)(s) sont Hurwitz et de même degré.
b) la fonction rationnelle ϕ(s) donnée par

ϕ(s) =
Φ(G2, C)(s)

Φ(G1, C)(s)
(2.44)

ne coupe pas l’axe réel négatif du diagramme de Nyquist.
En considérant le corollaire 1.2.1, alors les deux conditions a) et b) ci-dessus sont équivalentes

respectivement aux conditions 1) et 2) du théorème 2.4.3 car ϕ(s) = ϕ(s). •

Notons qu’un résultat simulaire a été donné dans [Gho86]. Le théorème 2.4.3 donne des
conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’un régulateur simultané pour un segment de
systèmes Gλ(s) défini par (2.35). Néanmoins, jusqu’à présent, nous ne disposons pas de méthodes
de conception de régulateurs simultanés pour un segment de systèmes basées sur le théorème
2.4.3. Cependant, une méthode développée à partir des propriétés des fonctions EP-SPR a été
proposée dans [ADPD95]. Une approche inspirée de celle de [ADPD95] est détaillée dans la
section suivante.
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2.5 Synthèse du régulateur simultané pour le segment de sys-
tèmes Gλ(s)

Dans cette partie, nous allons présenter une méthode décrite dans [ADPD95] permettant de
synthétiser un régulateur simultané pour le segment de systèmes Gλ(s) défini par (2.35). Cette
approche consiste, dans une première étape, à stabiliser les deux systèmes aux extrémités de ce
segment et à utiliser, dans une seconde étape, les propriétés des fonctions EP-SPR pour garantir
la stabilisation du système Gλ(s) avec un correcteur simultané pour tout λ ∈ [0, 1].

2.5.1 Introduction

Pour la synthèse d’un contrôleur simultané stabilisant les deux systèmes aux extrémités du
segment Gλ(s) défini par (2.35), nous utilisons la méthode exposée dans la section 1.2.3.1 du
chapitre 1.

Soit deux systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s) et G2(s) = n2(s)/d2(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞
et (n2(s), d2(s)) ∈ H∞ et soit C1(s) = x1(s)/y1(s) tel que (x1(s), y1(s)) ∈ H∞ sont des solutions
de l’équation de Bézout

n1(s)x1(s) + d1(s)y1(s) = 1 (2.45)

Nous en déduisons l’ensemble de tous les correcteurs C(s) stabilisant le système G1(s) en
utilisant le paramétrage de Youla

C(s) =
x(s)

y(s)
=
x1(s) + q(s)d1(s)

y1(s)− q(s)n1(s)
, q(s) ∈ H∞ (2.46)

Selon le théorème 1.2.8, nous savons que C(s) stabilise G2(s) si et seulement si

Υ(G2, C)(s) = Υ(G2, C1)(s) + q(s)G12(s) ∈ U (2.47)

où

Υ(G2, C1)(s) = n2(s)x1(s) + d2(s)y1(s)

G12(s) = d1(s)n2(s)− d2(s)n1(s)

En conséquence, C(s) stabilise G2(s) si et seulement s’il existe q(s) ∈ H∞ vérifiant la relation
suivante

q(s) =
Υ(G2, C)(s)−Υ(G2, C1)(s)

G12(s)
(2.48)

où Υ(G2, C)(s) ∈ U est une fonction rationnelle interpolant les zéros instables et distincts de
G12(s) aux valeurs de Υ(G2, C1)(s) (voir annex B).

Rappelons que le contrôleur C(s) stabilise le segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.35)
pour tout λ ∈ [0, 1] si et seulement si Υ(Gλ, C)(s) ∈ U avec

Υ(Gλ, C)(s) =
(
λn1(s) + (1− λ)n2(s)

)
x(s) +

(
λd1(s) + (1− λ)d2(s)

)
y(s) (2.49)

En insérant l’équation (2.46) dans (2.49), nous obtenons

Υ(Gλ, C)(s) = λ(n1(s)x1(s) + d1(s)y1(s)) + (1− λ)(Υ(G2, C1)(s) + G12(s)q(s)) (2.50)

De plus, à partir de l’équation (2.48), nous pouvons en déduire

Υ(G2, C)(s) = Υ(G2, C1)(s) + G12(s)q(s) (2.51)

46



2.5. Synthèse du régulateur simultané pour le segment de systèmes Gλ(s)

En considérant la relation (2.45) et en utilisant l’équation (2.51), la relation (2.50) peut être
simplifiée comme suit

Υ(Gλ, C)(s) = λ+ (1− λ)Υ(G2, C)(s) (2.52)

En posant Υ(G2, C)(s) = nu(s)/du(s), Υ(Gλ, C)(s) peut se réécrire ainsi

Υ(Gλ, C)(s) =
λdu(s) + (1− λ)nu(s)

du(s)
(2.53)

En tenant compte de l’équation (2.53), nous en déduisons que Υ(Gλ, C)(s) ∈ U si et seulement
si le polynôme ˜Υ(Gλ, C)(s) donné par

˜Υ(Gλ, C)(s) = λdu(s) + (1− λ)nu(s) (2.54)

est Hurwitz.
D’après le théorème 2.3.5 et la propriété 2.3.3, le segment de polynôme ˜Υ(Gλ, C)(s) est

Hurwitz si et seulement si l’une des trois propositions suivantes est satisfaite :

• nu(jω)/du(jω) ∈ U est une fonction ayant une marge de gain infinie,

• nu(jω)/du(jω) ∈ U est une fonction vérifiant |arg(nu(jω)/du(jω))| < π,

• le diagramme de Nyquist de nu(jω)/du(jω) ne coupe pas l’axe des réels négatifs.

˜Υ(Gλ, C)(s) est donc Hurwitz pour tout λ ∈ [0, 1] si et seulement si le diagramme de
Nyquist de Υ(G2, C)(jω) = nu(jω)/du(jω) ne coupe pas l’axe des réels négatifs ou, de manière
équivalente, si |arg(Υ(G2, C)(jω))| < π pour tout ω > 0. En conséquence, le segment de systèmes
Gλ(s) est stabilisable par un contrôleur simultané C(s) si et seulement si Υ(G2, C)(s) vérifie les
deux conditions suivantes

1) Υ(G2, C)(s) ∈ U interpole les points (αi, βi), i = 1, . . . , ` avec αi les zéros instables de
G12(s) dans C+ et βi = Υ(G2, C1)(αi).

2) | arg(Υ(G2, C)(jω))| < π, pour tout ω > 0.

En considérant les propriétés 2.3.1 et 2.3.3, nous savons que si u(s) est une fonction EP-SPR,
alors (u(s))n ∈ U et |arg((u(jω))n)| < nπ

2
, pour tout ω > 0 avec n positif. Puisque dans notre

cas n = 2, nous cherchons |arg((u(jω))n)| < π pour tout ω > 0. Comme u(s) = (Υ(G2, C)(s))1/2,
alors

u(αi) = β
1/2
i

Nous pouvons donc conclure que, s’il existe une fonction EP-SPR u(s) qui interpole les points
(αi, β

1/2
i ), alors il existe une fonction Υ(G2, C)(s) ∈ U interpolant les points (αi, βi), i = 1, . . . , `,

et vérifiant |arg(Υ(G2, C)(jω))| < π pour tout ω > 0.
En conséquence, le problème de synthèse d’un régulateur simultané pour le segment de sys-

tèmes Gλ(s) se réduit à trouver une fonction EP-SPR u(s) qui interpole les points (αi, β
1/2
i ) avec

αi, i = 1, . . . , `, les zéros instables de G12(s) et βi = Υ(G2, C1)(αi). Ce résultat a été initialement
obtenu dans [Gho88] en utilisant une preuve différente. Dans la littérature, plusieurs auteurs
[Gho86, Gho88, ADPD95] ont proposé d’utiliser la méthode d’interpolation de Nevanlinna-Pick
pour résoudre ce problème. Nous présentons cette méthode dans la section suivante.
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2.5.2 Interpolation des fonctions EP-SPR

Dans cette section, nous allons montrer comment le problème d’interpolation des fonctions
EP-SPR peut être résolu en utilisant les fonctions strictement réelles bornées (SBR). Définissons
tout d’abord les fonctions strictement réelles bornées.

Définition 2.5.1. [Kim84] Fonction strictement réelle bornée (SBR).
La fonction rationnelle Z(s) est strictement réelle bornée si

• Z(s) est analytique pour Re(s) > 0,
• |Z(jω)| < 1, ∀ω.

Dans le lemme suivant, nous montrons que le problème d’interpolation d’une fonction EP-
SPR est réduit à un problème d’interpolation d’une fonction SBR.

Lemme 2.5.1. [DFM92] Si Z(s) est une fonction SBR vérifiant

Z(αi) = σi =
β
1/2
i − 1

β
1/2
i + 1

alors u(s) =
1 + Z(s)

1− Z(s)
est une fonction EP-SPR qui interpole les points (αi, β

1/2
i ).

Nous pouvons en déduire que le problème de synthèse d’une fonction EP-SPR qui interpole
les points (αi, β

1/2
i ) revient à chercher une fonction SBR Z(s) qui interpole les points (αi, σi).

En conséquence, pour synthétiser un régulateur simultané pour le segment de systèmes Gλ(s), il
est suffisant de trouver une fonction SBR Z(s) qui interpole les points (αi, σi).

2.5.3 Interpolation des fonctions SBR

Dans ce paragraphe, nous présentons l’algorithme de Pick-Nevanlinna permettant de générer
des fonctions SBR. Ces fonctions interpolent les points (αi, σi). Le théorème suivant donne une
condition nécessaire et suffisante d’existence d’une telle fonction.

Théorème 2.5.1. [Kim84, OMK91, Pat96, Bat04] Il existe une fonction SBR qui interpole les
valeurs (αi, σi) si et seulement si la matrice de Nevanlinna-Pick ANP ∈ IR`×` donnée par

ANP =



σ1 + σ̄1
α1 + ᾱ1

. . .
σ1 + σ̄`
α1 + ᾱ`

σ2 + σ̄1
α2 + ᾱ1

. . .
σ2 + σ̄`
α2 + ᾱ`

...
. . .

...
σ` + σ̄1
α` + ᾱ1

. . .
σ` + σ̄`
α` + ᾱ`


(2.55)

est définie positive.

Pour généraliser les résultats du théorème 2.5.1, nous imposons les deux conditions d’inter-
polation supplémentaires en s = 0 et s =∞ données par

Z(0) = σ0 (2.56a)
Z(∞) = σ`+1 (2.56b)

La condition de résolution du problème de Nevanlima-Pick est donnée dans le lemme suivant.
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Lemme 2.5.2. [Kim84] Il existe une fonction SBR dans H∞ qui interpole les valeurs (αi, σi)
avec les condition supplémentaires (2.56a) et (2.56b) si et seulement si la matrice ANP donnée
par (2.55) est définie positive et si

|σ0| < 1, |σ`+1| < 1

La procédure pour trouver une fonction rationnelle SBR Z(s) telle que Z(αi) = σi vérifiant
la condition donnée dans le théorème 2.5.1 est discutée dans les travaux publiés dans [Kim84,
DFM92, Bre95]. Rappelons les différentes étapes permettant de synthétiser des fonctions SBR.

• Tout d’abord construisons le tableau de Fenyves comme suit

σ11 σ12 . . . σ1`

σ22 . . . σ2`
...

σ``

(2.57)

avec

σ1i = σi, i = 1, . . . , `,

σj+1
i = uj+1(αj+1) =

(σji − σ
j
j )(αi + ᾱj)

(1− σji σ̄
j
j )(αi − αj)

, 1 6 j 6 i− 1 6 `− 1

• Déterminons dans une séconde étape les fonctions uj(s).

uj(s) =

σjj +
s+ ᾱj
s− αj

uj+1(s)

1 + σ̄jj
s+ ᾱj
s− αj

uj+1(s)
, 1 6 j 6 i− 1 6 `− 1 (2.58)

où u`+1 est une fonction réelle bornée quelconque.
• Enfin, nous pouvons déduire la fonction SBR Z(s) qui interpole les points (αi, σi) ainsi

Z(s) = u1(s) si u1(s) est réelle (2.59a)

Z(s) =
u1(s) + ū1(s̄)

2
si u1(s) n’est pas réelle (2.59b)

Toutes les solutions sont paramétrées par les relations (2.58) et (2.59).

2.5.4 Algorithme de synthèse d’un régulateur simultané pour le segment de
systèmes Gλ(s)

Comme nous l’avons montré dans la section 2.5.2, la synthèse d’un régulateur simultané pour
le segment de systèmes Gλ(s) défini par (2.35) revient à chercher une fonction SBR Z(s) telle
que Z(αi) = σi, i = 1, . . . , `, avec αi ∈ C+e les zéros instables de G12(s) et les σi donnés par

σi =
β
1/2
i − 1

β
1/2
i + 1

, où βi = Υ(G2, C1)(αi)

L’algorithme de synthèse du régulateur simultané pour le segment de systèmes Gλ(s) défini
par (2.35) est décrit par les étapes suivantes.
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• Etape 1 : Calculer les zéros instables αi de G12(s), i = 1, . . . , `.

• Etape 2 : Choisir C1(s) = x1(s)/y1(s) avec (x1(s), y1(s)) solutions de l’équation de Bézout
(2.45).

• Etape 3 : Vérifier que le système fictif
G12(s)

Υ(G2, C1)(s)
vérifie la PIP.

• Etape 4 : Calculer βi = Υ(G2, C1)(αi), i = 1, . . . , `, et σi =
β
1/2
i − 1

β
1/2
i + 1

.

• Etape 5 : En déduire le tableau de Fenyves et vérifier que ANP est définie positive.

• Etape 6 : Utiliser la méthode d’interpolation en appliquant l’algorithme donné dans la
section 2.5.3 afin de déterminer une fonction SBR Z(s) qui interpole les points (αi, σi).

• Etape 7 : Déterminer la fonction Υ(G2, C)(s) qui interpole les points initiaux (αi, βi) telle
que

Υ(G2, C)(s) =
(1 + Z(s)

1− Z(s)

)2
• Etape 8 : Calculer q(s) à partir de l’équation (2.48).

• Etape 9 : Finalement, calculer C(s) à partir de l’équation (2.46).

Exemple 2.5.1. L’objectif de cet exemple est de synthétiser un régulateur simultané pour le
segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.35) avec G1(s) et G2(s) définis respectivement par leur
factorisation copremière

(n1(s), d1(s)) =
( −0.0370s+ 0.3210

(s+ 1.6618)(s+ 0.6812)
,
s2 + 2.3800s+ 0.8113

(s+ 1.6618)(s+ 0.6812)

)
,

(n2(s), d2(s)) =
( (−2s+ 1)(−s+ 2)

(s+ 1.6618)(s+ 0.6812)
,

6s2 + s+ 3

(s+ 1.6618)(s+ 0.6812)

)
• Etape 1 : G12(s) est donné par

G12(s) =
(s+ 2.26)(s+ 0.2328)(s− 2.2192)(s− 0.2825)

(s+ 1.6618)2(s+ 0.6812)2

• Etape 2 : La solution de l’équation de Bézout (2.45) est (x1(s), y1(s))

(x1(s), y1(s)) =
( 4.0370s+ 2.7490

s2 + 1.6540s+ 2.0330
,
s2 + 2.6640s+ 3.1950

s2 + 1.6540s+ 2.0330

)
• Etape 3 : Υ(G2, C1)(s) est donnée par

Υ(G2, C1)(s) =
6s4 + 25.0580s3 + 10.1470s2 + 5.5160s+ 15.0830

(s+ 1.6618)(s+ 0.6812)(s2 + 1.6540s+ 2.0330)

Puisque Υ(G2, C1)(s) a deux zéros complexes instables en s1 = 0.2918 + 0.7582i et s2 =
0.2918− 0.7582i et que G12(s) a deux zéros réels instables en s = 0.2825 et en s = 2.2192,

alors le système fictif
G12(s)

Υ(G2, C1)(s)
vérifie la PIP. En conséquence, les deux systèmes sont

simultanément stabilisables.
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• Etape 4 : Le calcul des βi, i = 1, . . . , `, donne

β1 = Υ(G2, C1)(0.2825) = 3.7346

β2 = Υ(G2, C1)(2.2192) = 4.1516

Nous en déduisons

σ11 = 0.3180

σ12 = 0.3416

• Etape 5 : Calculons σ22

σ22 =
(σ12 − σ11)(α2 + ᾱ1)

(1− σ12σ̄11)(α2 − α1)
= 0.0342

Nous en déduisons le tableau de Fenyves

0.3180 0.3416

0.0342

La matrice ANP est donnée par

ANP =

[
1.1256 0.3607

0.2636 0.1539

]

La matrice ANP est définie positive. Il existe donc une fonction SBR Z(s) qui interpole les
points (αi, σi).

• Etape 6 : La fonction qui interpole les valeurs (αi, σi), i = 1, 2, est donnée par

u2(s) =
σ22 +

s+ ᾱ2

s− α2
u3(s)

1 + σ̄22
s+ ᾱ2

s− α2
u3(s)

Choisissons u3(s) = 0, on obtient alors

u2(s) = σ22 = 0.0342

et

Z(s) = u1(s) =
σ11 +

s+ ᾱ1

s− α1
u2(s)

1 + σ̄11
s+ ᾱ1

s− α1
u2(s)

=
0.3522s+ 0.0802

1.0109s+ 0.2794

• Etape 7 : Nous en déduisons la fonction Υ(G2, C)(s) qui interpole les points (αi, βi)

Υ(G2, C)(s) = Υ(G2, C)(s) =
1 + Z(s)

1− Z(s)
=

1.8579s2 + 0.9803s+ 0.1293

0.4339s2 + 0.2625s+ 0.0397

Le diagramme de Nyquist de Υ(G2, C)(s) est donné par la figure 2.3.
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Figure 2.3 – Diagramme de Nyquist de Υ(G2, C)(s)

• Etape 8 : Le calcul q(s) à partir de l’équation (2.48) donne

q(s) =
−0.7455s6 − 7.6529s5 − 23.0814s4 − 29.9798s3 − 18.4571s2 − 5.2173s− 0.5439

0.8678s6 + 4.1235s5 + 8.0551s4 + 8.9902s3 + 4.5761s2 + 1.0330s+ 0.0849
∈ H∞

• Etape 9 : Avec l’équation (2.46), la factorisation copremière du correcteur simultané
C(s) = x(s)/y(s) stabilisant le segment de systèmes Gλ(s) est donnée par

x(s) =
−0.7455s6 − 4.1773s5 − 9.8231s4 − 13.5598s3 − 8.9123s2 − 2.6039s− 0.2750

0.8678s6 + 4.1235s5 + 8.0551s4 + 8.9902s3 + 4.5761s2 + 1.0330s+ 0.0849

y(s) =
0.8678s6 + 4.9723s5 + 11.7991s4 + 15.5618s3 + 9.7607s2 + 2.7686s+ 0.2877

0.8678s6 + 4.1235s5 + 8.0551s4 + 8.9902s3 + 4.5761s2 + 1.0330s+ 0.0849

et les polynômes Υ(G1, C)(s) et Υ(G2, C)(s) obtenus sont les suivants

Υ(G1, C)(s) =
0.4339s6 + 2.4510s5 + 5.7882s4 + 7.6322s3 + 4.7893s2 + 1.3472s+ 0.1380

0.4339s6 + 1.9968s5 + 4.1436s4 + 4.8859s3 + 3.0199s2 + 0.8676s+ 0.0914

Υ(G2, C)(s) =
1.8579s6 + 8.4062s5 + 17.1276s4 + 19.7469s3 + 11.6912s2 + 3.1143s+ 0.2976

0.4339s6 + 1.9968s5 + 4.1436s4 + 4.8859s3 + 3.0199s2 + 0.8676s+ 0.0914

Puisque Υ(G1, C)(s) ∈ U et Υ(G2, C)(s) ∈ U , C(s) stabilise simultanément les systèmes
G1(s) et G2(s). D’après la figure 2.4, nous observons que ϕ(s) = Υ(G2, C)(s)/Υ(G1, C)(s)
ne coupe pas l’axe réel négatif.

Nous en déduisons que C(s) stabilise le segment de systèmes Gλ(s). �
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Figure 2.4 – Diagramme de Nyquist de ϕ(s) =
Υ(G2, C)(s)

Υ(G1, C)(s)

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé l’état de l’art de la commande simultanée d’un segment
de systèmes dans l’espace des fractions stables ainsi que dans l’espace des polynômes.

Dans la première partie de ce chapitre, des concepts concernant l’hurwitzité d’un segment de
polynômes ont été présentés. Ces concepts ont été utilisés dans la troisième partie de ce chapitre
pour étudier la question de la stabilisabilité d’un segment de systèmes. Nous avons également
rappelé des conditions d’existence des régulateurs simultanés formulées dans la littérature.

Pour clôturer ce chapitre, nous avons présenté une approche de synthèse inspirée de la mé-
thode proposée dans [ADPD95] permettant de déterminer des contrôleurs simultanés pour un
segment de systèmes dans l’espace H∞. Ces développements mathématiques utilisent la notion
d’interpolation des fonctions bicausales strictement réelles positives avec un argument inférieur
à π. De plus, ils n’imposent aucune contrainte sur le degré du compensateur paramétré avec une
fonction bistable dans H∞. Malheureusement, cette méthode d’interpolation ne peut pas être
généralisée pour la stabilisation de plusieurs segments de systèmes.

Dans le chapitres 3, nous proposerons des approches pour stabiliser simultanément un segment
de systèmes en fixant a priori les pôles de la partie paire ou impaire. Ces approches seront utilisées
dans le chapitre 4 en introduisant un paramétrage du correcteur. Le dernier chapitre sera dédié
à la stabilisation, non pas d’un segment de systêmes, mais d’un polytope de systèmes dont les
arêtes sont des segments de systêmes.
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Chapitre 3

Commande simultanée d’un segment de
systèmes avec des critères de stabilité

polynomiaux

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons de nouvelles méthodes de synthèse d’un correcteur linéaire
à temps invariant (LTI) stabilisant un segment de systèmes linéaires. Ce problème est traité dans
l’espace des polynômes.

Beaucoup de travaux se sont intéressés à l’analyse de la stabilisabilité d’un segment de sys-
tèmes par un correcteur LTI [Gho85, Gho86, Gho88, ADPD95, Fon08], mais très peu de travaux
ont abordé la question de la synthèse de ce type de contrôleur (voir le chapitre 2). En effet,
une seule méthode a été proposée par [ADPD95] dans l’espace des fonctions rationnelles stables
H∞. Cette technique, basée sur les propriétés des fonctions SPR et EP-SPR, est décrite dans le
chapitre précédent. Elle nécessite d’interpoler des fonctions EP-SPR via des fonctions SBR. Les
conditions pour obtenir un correcteur sumultané avec cette méthode sont suffisantes.

La commande d’un segment de systèmes linéaires par un régulateur LTI reste donc un pro-
blème ouvert. Nous proposons dans ce chapitre des nouvelles approches permettant de synthétiser
des contrôleurs stabilisant cette famille de systèmes en utilisant les critères de stabilité polyno-
miaux suivants :

• le critère d’Hermite-Fujiwara [Dat78] basé sur la positivité de la matrice d’Hermite-Fujiwara,

• le critère d’Hermite-Biehler [Gan59] qui utilise la propriété d’entrelacement des zéros réels.

Ce chapitre est scindé en trois grandes parties. Dans la première partie, nous reformulons le
problème de la stabilisation simultanée d’un segment de systèmes en se référant aux résultats
de la littérature. Nous étudions dans la seconde partie le problème de la commande simultanée
d’un segment de systèmes avec un compensateur d’ordre fixe en utilisant le critère de stabilité
d’Hermite-Fujiwara. Puis, dans la troisième partie, nous examinons ce problème à l’aide du
critère de stabilité d’Hermite-Biehler. Dans chacune de ces parties, des conditions d’existence
d’un compensateur stabilisant un segment de systèmes sont données et une solution algorithmique
est développée.
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3.2 Formulation du problème

Considérons le segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.1) où Ni(s) et Di(s), i = 1, 2, sont
des polynômes réels et vérifiant l’hypothèse 2.2.1.

Dans le chapitre 2, nous avons montré que le problème de la commande du segment de
systèmes Gλ(s) revient à chercher les conditions d’existence d’un correcteur causal C(s) =
X(s)/Y (s) vérifiant les conditions de stabilité interne données par le lemme 2.2.1. Par consé-
quent, C(s) = X(s)/Y (s) doit assurer l’hurwitzité du polynôme caractéristique en boucle fermée
Φ(Gλ, C)(s) défini par

Φ(Gλ, C)(s) = λΦ(G1, C)(s) + (1− λ)Φ(G2, C)(s) (3.1)

avec

Φ(G1, C)(s) = N1(s)X(s) +D1(s)Y (s)

Φ(G2, C)(s) = N2(s)X(s) +D2(s)Y (s)

Dans cette partie, nous étudions la condition d’hurwitzité du segment de polynômes défini
dans (3.1) en considérant le théorème ci-après.

Théorème 3.2.1. [FD11] Considérons deux polynômes Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) de même
degré avec les coefficients des termes de plus haut degré de même signe et avec la même partie paire
(Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2)) ou la même partie impaire (Φ(G1, C)o(s2) = Φ(G2, C)o(s2)).
Alors le segment de polynômes Φ(Gλ, C)(s) dans (3.1) est Hurwitz pour toute valeur de λ ∈ [0, 1]
si et seulement si Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) sont Hurwitz.

A partir de ce théorème, nous pouvons énoncer des conditions pour stabiliser le segment de
systèmes Gλ(s) en réécrivant Φ(Gi, C)(s) comme suit

Φ(Gi, C)(s) = Φ(Gi, C)e(s2) + sΦ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2

Théorème 3.2.2. Si C(s) stabilise simultanément les deux systèmes G1(s) et G2(s) tels que les
polynômes caractéristiques Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) aient les trois propriétés suivantes

• le même degré,

• les coefficients des termes de plus haut degré de même signe,

• la même partie paire (Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2)) ou la même partie impaire
(Φ(G1, C)o(s2) = Φ(G2, C)o(s2)),

alors C(s) stabilise simultanément le segment de systèmes Gλ(s).

Démonstration. Considérons un compensateur C(s) qui stabilise simultanément les deux sys-
tèmes G1(s) et G2(s) avec Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) ou Φ(G1, C)o(s2) = Φ(G2, C)o(s2).
Selon le théorème 3.2.1, le polynôme caractéristique Φ(Gλ, C)(s) défini par (3.1) est Hurwitz pour
tout λ ∈ [0, 1]. En tenant compte du lemme 2.2.1, nous pouvons déduire que le compensateur
C(s) stabilise simultanément le segment de systèmes Gλ(s) défini par (2.1). •

Remarque 3.2.1. Dans le théorème 3.2.2, la contrainte d’égalité peut être imposée indifférem-
ment, soit sur la partie paire des polynômes caractéristiques Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s), soit
sur leur partie impaire. Dans la suite de ce travail, nous avons choisi de ne considérer que la
contrainte d’égalité sur la partie paire. �
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D’après le théorème 3.2.2, la question de la commande d’un segment de systèmes Gλ(s) par
un correcteur causal C(s) = X(s)/Y (s) peut être formulée comme un problème de commande
simultanée des deux systèmes aux extrémités G1(s) et G2(s) de ce segment où G1(s) et G2(s)
doivent satisfaire la condition Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2).

Par conséquent, le problème de la commande d’un segment de systèmes Gλ(s) par un cor-
recteur C(s) se résume aux deux conditions suivantes

Φ(Gi, C)(s) ∈ H, i = 1, 2 (3.2a)

Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) (3.2b)

Pour étudier les équations (3.2), nous écrivons les polynômes Φ(Gi, C)(s), Φ(Gi, C)e(s2) et
Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2 sous une forme matricielle et nous considérons un régulateur C(s) d’ordre
fixe.

3.3 Formulation matricielle de Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s)

L’objectif de cette partie est de séparer les paramètres du correcteur C(s) de ceux des systèmes
G1(s) et G2(s) dans les expressions de Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s). Pour cela, nous décomposons
ces deux polynômes en une partie connue et en une partie inconnue. Les paramètres connus étant
ceux des systèmes G1(s) et G2(s) et les paramètres inconnus étant ceux du correcteur C(s).

Les polynômes N1(s), N2(s), D1(s), D2(s), X(s) et Y (s) représentant respectivement les
systèmes G1(s) et G2(s) et le régulateur C(s), peuvent être exprimés en fonction de leur partie
paire et de leur partie impaire comme suit pour i = 1, 2

Ni(s) = N e
i (s2) + sNo

i (s2)

Di(s) = De
i (s

2) + sDo
i (s

2)

X(s) = Xe(s2) + sXo(s2)

Y (s) = Y e(s2) + sY o(s2)

Donc, nous pouvons écrire de la manière suivante Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2) pour i = 1, 2

Φ(Gi, C)e(s2) = N e
i (s2)Xe(s2) + s2No

i (s2)Xo(s2) +De
i (s

2)Y e(s2) + s2Do
i (s

2)Y o(s2) (3.3a)

Φ(Gi, C)o(s2) = No
i (s2)Xe(s2) +N e

i (s2)Xo(s2) +Do
i (s

2)Y e(s2) +De
i (s

2)Y o(s2) (3.3b)

et les formes polynomiales de Ni(s), Di(s), X(s) et Y (s) sont données par, pour i = 1, 2

Ni(s) =

pe∑
k=0

niek s
2k + s

po∑
k=0

niok s
2k (3.4a)

Di(s) =

de∑
k=0

diek s
2k + s

do∑
k=0

diok s
2k (3.4b)

X(s) =

αe∑
k=0

xeks
2k + s

αo∑
k=0

xoks
2k (3.4c)

Y (s) =

βe∑
k=0

yeks
2k + s

βo∑
k=0

yoks
2k (3.4d)
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A partir des équations (3.3) et (3.4), nous en déduisons les formes polynômiales de Φ(Gi, C)e(s2)
et Φ(Gi, C)o(s2), pout i = 1, 2

Φ(Gi, C)e(s2) =

pe+αe∑
k=0

 k∑
j=0

j6pe,k−j6αe

niej x
e
k−j

 s2k +

po+αo∑
k=0

 k∑
j=0

po6k,k−j6αo

nioj x
o
k−j

 s2(k+1)

+

de+βe∑
k=0

 k∑
j=0

j6de,k−j6βe

diej y
e
k−j

 s2k +

do+βo∑
k=0

 k∑
j=0

j6do,k−j6βo

dioj y
o
k−j

 s2(k+1) (3.5a)

Φ(Gi, C)o(s2) =

po+αe∑
k=0

 k∑
j=0

j6po,k−j6αe

nioj x
e
k−j

 s2k +

pe+αo∑
k=0

 k∑
j=0

j6pe,k−j6αo

niej x
o
k−j

 s2k

+

do+βe∑
k=0

 k∑
j=0

j6do,k−j6βe

dioj y
e
k−j

 s2k +

de+βo∑
k=0

 k∑
j=0

j6de,k−j6βo

diej y
o
k−j

 s2k (3.5b)

Nous supposons que δ(Φ(Gi, C)) = m alors, pour i = 1, 2

• δ(Φ(Gi, C)e) = ` et δ(Φ(Gi, C)o) = ` si m = 2`+ 1

• δ(Φ(Gi, C)e) = ` et δ(Φ(Gi, C)o) = `− 1 si m = 2`

avec

` = max
(
de + βe, do + βo + 1, po + αe, pe + αo + 1, do + βe, de + βo

)
Remarque 3.3.1. Dans la suite de ce travail, nous ne considérons que le cas m = 2`+ 1, c’est-
à-dire que δ(Φ(Gi, C)e) = ` et δ(Φ(Gi, C)o) = `. Le cas m = 2` est omis parce qu’il peut être
directement déduit du cas m = 2`+ 1. �

Afin de donner une formulation matricielle de Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), il faut réécrire
les polynômes Ni(s) et Di(s), définis dans (3.4a) et (3.4b), afin que les parties paires et impaires
de ces deux polynômes aient le même nombre de coefficients. Soit ` ce nombre de coefficients,
nous avons l’inégalité suivante

max(pe, po, de, do) 6 ` 6 `

Afin de ne pas alourdir les notations, nous pouvons choisir, sans perte de généralité, ` = ` et
les Ni(s) et Di(s) se réécrivent comme suit, pour i = 1, 2

Ni(s) =
∑̀
k=0

niek s
2k + s

∑̀
k=0

niok s
2k (3.6a)

Di(s) =
∑̀
k=0

diek s
2k + s

∑̀
k=0

diok s
2k (3.6b)
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avec

niek = 0 si k > pe

niok = 0 si k > po

diek = 0 si k > de

diok = 0 si k > do

En utilisant les notations introduites dans (3.6), les expressions (3.5) sont équivalentes aux
relations suivantes pour i = 1, 2

Φ(Gi, C)e(s2) =
∑̀
k=0

 k∑
j=0

k−j6αe

niej x
e
k−j +

k−1∑
j=0

k−j−16αo

nioj x
o
k−j−1 +

k∑
j=0

k−j6βe

diej y
e
k−j +

k−1∑
j=0

k−j−16βo

dioj y
o
k−j−1

 s2k

(3.7a)

Φ(Gi, C)o(s2) =
∑̀
k=0

 k∑
j=0

k−j6αe

nioj x
e
k−j +

k∑
j=0

k−j6αo

niej x
o
k−j +

k∑
j=0

k−j6βe

dioj y
e
k−j +

k∑
j=0

k−j6βo

diej y
o
k−j

 s2k

(3.7b)

Reformulons sous forme matricielle les expressions Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2,
données par les équations (3.7a) et (3.7b). Pour cela, considérons un vecteur Cυ donné par (3.8)
défini comme suit à partir des coefficients inconnus des polynômes Xe(s2), Xo(s2), Y e(s2) et
Y o(s2)

Cυ = SĈυ =
[
CTXe CTXo CTY e CTY o

]T
(3.8)

où

Ĉυ =
[
CTXe CTXo CTY e CTY o

]T
,

CXe =
[
xe0 xe1 . . . xeαe

]T
,

CXo =
[
xo0 xo1 . . . xoαo

]T
,

CY e =
[
ye0 ye1 . . . yeβe

]T
,

CY o =
[
yo0 yo1 . . . yoβo

]T
.

et la matrice S ∈ IRr×r̂ est une matrice de sélection dont chacune des r lignes a un seul élément
égal à 1 et r̂ − 1 éléments égaux à 0 dont chacune des r̂ colonnes contient soit un seul élément
égal à 1, soit aucun élément égal à 1. La matrice S permet de tenir compte de la structure du
correcteur en éliminant dans Cυ les éléments “structurellement” nuls de Ĉυ. Puisque le vecteur
Cυ contient tous les élements non nuls de Ĉυ, nous avons donc

Ĉυ = STCυ

La relation ci-dessus traduit le fait que SST = Ir et donc que ST = S+.
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La dimension des vecteurs Cυ et Ĉυ est donnée par

dim(Cυ) = r 6 dim(Ĉυ) = r̂ = αe + αo + βe + βo + 4 (3.9)

avec
αe = δ(Xe), αo = δ(Xo), βe = δ(Y e) βo = δ(Y o)

Exemple 3.3.1. Afin d’illustrer la relation entre Ĉυ et Cυ, considérons le correcteur suivant

C(s) =
5s3 + 2s2 + 3

s4 − 3s3 + 4s2 + 6
=

xo1s
3 + xe1s

2 + xe0
ye2s

4 + yo1s
3 + ye1s

2 + ye0

avec αe = 1, αo = 1, βe = 2 et βo = 1, r̂ = 9 et r = 7. Les vecteurs Ĉυ et Cυ et la matrice S
sont donnés par

Ĉυ =



xe0

xe1

xo0

xo1

ye0

ye1

ye2

yo0

yo1



=



3

2

0

5

6

4

1

0

1



, Cυ =



xe0

xe1

xo1

ye0

ye1

ye2

yo1


=



3

2

5

6

4

1

1


, S =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


.

Les termes xo0 et yo0 sont nuls car ils n’apparaissent pas dans C(s). Ils sont éliminés de Cυ
grâce à la matrice de sélection S car Cυ = SĈυ. En effet, puisque l’application des critéres de
stabilité d’Hermite-Fujiwara et d’Hermite-Biehler ne doit se faire que sur les coefficients inconnus
du correcteur simultané C(s) à synthétiser, il est nécessaire d’extraire ces coefficients du vecteur
Ĉυ. Ainsi, la matrice S permet de regrouper les coefficients inconnus de C(s) dans le vecteur Cυ
sur lequel seront appliqués les critéres de stabilité d’Hermite-Fujiwara et d’Hermite-Biehler dans
la suite de ce manuscrit. �

A partir des équations (3.7a) et (3.7b), nous pouvons déduire la forme matricielle des po-
lynômes Φ(Gi, C)e(s2), Φ(Gi, C)o(s2) et Φ(Gi, C)(s), i = 1, 2, qui est donnée dans le lemme
suivant.

Lemme 3.3.1. Les polynômes Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2, donnés dans (3.7a) et
(3.7b), se réécrivent de la manière équivalente suivante

Φ(Gi, C)e(s2) = V [s]ΛeiCυ, i = 1, 2 (3.10a)

Φ(Gi, C)o(s2) = V [s]ΛoiCυ, i = 1, 2 (3.10b)

où le vecteur V [s] de dimension `+ 1 est défini par

V [s] =
[
1 s2 . . . s2`

]
(3.11)

et les matrices Λei , Λoi , i = 1, 2, de dimension (`+ 1× r) sont données par

Λei =
[
Aei Be

i Cei De
i

]
ST (3.12a)
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Λoi =
[
Aoi Bo

i Coi Do
i

]
ST (3.12b)

avec les matrices Aei , B
e
i , C

e
i , D

e
i , A

o
i , B

o
i , C

o
i et Do

i définies dans l’annexe D.

Démonstration. La preuve est omise car elle peut être immédiatement déduite des relations
(3.7). •

Les relations (3.10) conduisent à

Φ(Gi, C)(s) = Λi[s]Cυ, i = 1, 2 (3.13)

où Λi[s] est un vecteur de dimension r donné par

Λi[s] = V [s](Λei + sΛoi ). (3.14)

A partir de l’écriture matricielle des polynômes Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2) donnée par
(3.10), nous allons étudier les équations (3.2) en utilisant successivement le critère de stabilité
d’Hermite-Fujiwara (section 3.4) et le critère de stabilité d’Hermite-Biehler (section 3.5).

3.4 Synthèse du régulateur simultané pour le segment de sys-
tèmes Gλ(s) avec le critère d’Hermite-Fujiwara

Le critère d’Hermite-Fujiwara a été initialement utilisé par [HS̆T98], [HTS̆99a], [HTS̆99b]
pour synthétiser des régulateurs simultanés d’ordre fixe pour n systèmes linéaires (voir chapitre
1, section 1.3.2.3.2). Dans cette partie, nous allons adapter cette méthode au cas de la commande
simultanée d’un segment de systèmes Gλ(s) devant satisfaire les contraintes (3.2).

3.4.1 Conditions sur le degré du compensateur simultané C(s)

Dans cette partie, nous étudions les conditions d’existence d’un régulateur C(s) devant vérifier
la contrainte Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2). Une condition sur les degrés du numérateur et du
dénominateur du correcteur est déduite.

D’après le lemme 3.3.1, il existe un correcteur C(s) = X(s)/Y (s) vérifiant Φ(G1, C)e(s2) =
Φ(G2, C)e(s2) si et seulement si

V [s]Λe1Cυ = V [s]Λe2Cυ

où Λe1 et Λe2 sont deux matrices définies par (3.12) et Cυ est le vecteur donné par (3.8). Nous
obtenons donc

V [s](Λe1 − Λe2)Cυ = 0 (3.15)

Soit L une matrice de dimension (`+ 1)× r donnée par

L = Λe1 − Λe2 (3.16)

Puisque l’équation (3.15) doit être vérifiée quel que soit s et pour chaque puissance de s, alors
(3.15) est équivalente à

LCυ = 0 (3.17)

Le théorème 3.4.1 ci-dessous donne une condition d’existence d’une solution à l’équation
(3.17).

61



Chapitre 3. Commande simultanée d’un segment de systèmes avec des critères de stabilité polynomiaux

Théorème 3.4.1. L’équation (3.17) possède au moins une solution non nulle si et seulement si
la condition suivante

rang(L) < r (3.18)

est vérifiée.
La solution générale de (3.17) est donnée par

Cυ = (Ir − L+L)Z (3.19)

où Z est un vecteur quelconque tel que dim(Z) = dim(Cυ) = r et L+ est une inverse généralisée
de L satisfaisant L = LL+L.

Démonstration. Voir [LT85]. •

L’équation (3.17) est un système linéaire homogène. Ce système possède au moins une solution
non nulle si et seulement si le nombre d’équations indépendantes est inférieur au nombre des
inconnues. Donc le nombre de lignes indépendantes de la matrice L doit être inférieur au nombre
de colonnes. Nous pouvons en déduire que la relation (3.18) donne la taille minimale r du vecteur
Cυ vérifiant Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2). Rappelons que αe, αo, βe et βo sont respectivement
les degrés de la partie paire et de la partie impaire de X(s) et Y (s). Si la condition (3.18) n’est
pas vérifiée pour un r donné, alors elle peut être satisfaite en augmentant l’ordre du contrôleur
simultané, donc la valeur de r. En outre, si cette condition est satisfaite, cela ne signifie pas qu’il
existe un contrôleur stabilisant simultanément le segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.1).

3.4.2 Condition d’existence d’un régulateur simultané

Dans cette section, nous donnons une condition d’existence d’un compensateur simultané
C(s) d’ordre fixe stabilisant simultanément l’ensemble des systèmes décrit par Gλ(s) donné par
(2.1) en utilisant le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara.

Rappelons que le problème d’existence d’un régulateur simultané pour Gλ(s) revient à cher-
cher les conditions d’existence des polynômes caractéristiques Φ(Gi, C)(s), i = 1, 2 vérifiant
(3.2). Pour étudier l’hurwitzité des polynômes Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s), nous ferons appel
aux propriétés des matrices d’Hermite-Fujiwara étudiées dans la section 1.3.2.3.2 du chapitre 1.

Tout d’abord, déterminons les matrices d’Hermite-Fujiwara de Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s)
vérifiant (3.2b). Pour cela définissons une matrice polynomiale Fi[s], pour i = 1, 2, définie par

Fi[s] = Λi[s](Ir − L+L) =
[
Pi1(s) Pi2(s) . . . Pir(s)

]
(3.20)

avec Λi[s] et L décrites respectivement par (3.14) et (3.16).

Lemme 3.4.1. Les matrices d’Hermite-Fujiwara de Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) satisfaisant
(3.2b) s’écrivent ainsi

H(Φ(Gi, C)(s)) =
r∑
j=1

r∑
k=1

zjzkH(Pij(s), Pik(s)), i = 1, 2 (3.21)

où zj et zk sont respectivement le jème et le kème élément d’un vecteur quelconque Z. Les poly-
nômes Pij(s) et Pik(s) sont les éléments de la matrice polynomiale Fi[s] donnée par (3.20).
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Démonstration. Nous avons Φ(G1, C)e(s2)=Φ(G2, C)e(s2) si et seulement si (3.17) possède au
moins une solution non nulle Cυ donnée par la relation (3.19). D’après (3.13) et (3.19) nous
pouvons écrire Φ(Gi, C)(s) comme

Φ(Gi, C)(s) = Λi[s](Ir − L+L)Z, i = 1, 2

On en déduit
Φ(Gi, C)(s) = Fi[s]Z, i = 1, 2 (3.22)

où les matrices Λi[s] et L sont décrites respectivement par (3.14) et (3.16), Z est un vecteur
quelconque et Fi[s] est donnée par (3.20).

Nous pouvons ainsi réécrire la relation (3.22) sous la forme suivante

Φ(Gi, C)(s) = Fi[s]Z =
r∑
t=1

ztPit(s)

où zt, t = 1, . . . , r sont les éléments du vecteur Z et Pit(s) sont les éléments de la matrice
polynomiale Fi[s]. En utilisant le lemme 1.3.2, nous obtenons l’expression suivante de H(Fi[s]Z)

H(Fi[s]Z) = H
( r∑
t=1

ztPit(s)
)

=
r∑
j=1

r∑
k=1

zjzkH(Pij(s), Pik(s)),

ce qui implique

H(Φ(Gi, C)(s)) =

r∑
j=1

r∑
k=1

zjzkH(Pij(s), Pik(s)), i = 1, 2

•

Remarque 3.4.1. Pour calculer la matrice d’Hermite-Fujiwara H(Pij(s), Pik(s)), nous utilise-
rons la définition 1.3.6 donnée dans le chapitre 1. �

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un correcteur
C(s) d’ordre donné stabilisant G1(s) et G2(s) et vérifiant Φ(G1, C)e(s2)=Φ(G2, C)e(s2).

Théorème 3.4.2. Les polynômes Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) satisfaisant
Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) sont Hurwitz si et seulement s’il existe zj et zk, des éléments du
vecteur Z, vérifiant les deux BMI suivantes

r∑
j=1

r∑
k=1

zjzkH(Pij(s), Pik(s)) > 0, i = 1, 2 (3.23)

Démonstration. Les matrices d’Hermite-Fujiwara de Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) vérifiant (3.2b)
sont données par (3.21). D’après le théorème 1.3.7, le polynôme Φ(Gi, C)(s) est Hurwitz si et
seulement si la matrice d’Hermite-Fujiwara du polynôme Φ(Gi, C)(s) est définie positive. Par
conséquent, les deux polynômes Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) vérifient (3.2) si et seulement s’il
existe un vecteur Z satisfaisant les inégalités matricielles (3.23). •

Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.1. Si les deux BMI (3.23) sont satisfaites, alors il existe un contrôleur simultané
C(s) d’ordre fixe stabilisant le segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.1).

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence des théorèmes 3.2.2 et 3.4.2. •
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3.4.3 Formulation LMI des conditions d’existence de C(s)

Les deux BMI (3.23) conduisent à un problème d’optimisation non convexe. Cette formulation
peut être transformée en un problème LMI avec une contrainte de rang, voir [HTS̆99a, HS̆T98].
Pour cela, nous définissons la matrice X suivante

X = ZZT (3.24)

formée par les éléments xjk = zjzk.
Le problème (3.23) devient

r∑
j=1

r∑
k=1

xjkH(Pij(s), Pik(s)) > 0, i = 1, 2 (3.25a)

rang(X) = 1 (3.25b)
X > 0 (3.25c)

Pour obtenir un problème convexe, nous avons utilisé la méthode de linéarisation décrite dans
[HTS̆99a, HS̆T98] résumée par le problème d’optimisation suivant

minimiser trace(X − ZZT ) (3.26a)

sous les contraintes
r∑
j=1

r∑
k=1

xjkH(Pij(s), Pik(s)) > 0, i = 1, 2 (3.26b)

[
X Z

ZT 1

]
> 0 (3.26c)

Si trace(X −ZZT ) = 0 alors les solutions du problème (3.26) sont les solutions du problème
d’optimisation non convexe (3.25).

3.4.4 Algorithme de synthèse du régulateur simultané

Dans ce paragraphe, nous proposons un algorithme permettant de synthétiser un régulateur
simultané C(s) basé sur le problème d’optimisation (3.26).

• Etape 1 : Déterminer la matrice L et les matrices d’Hermite-Fujiwara.

• Etape 2 : Trouver une solution au problème d’optimisation (3.26) en appliquant l’algo-
rithme suivant :

a) h = 0, trouver une solution intiale X et Z0 sans minimiser le critère (3.26a).

b) h←− h+ 1, trouver X et Zh+1 solutions du problème linéarisé

minimiser trace(X − Zh+1Z
T
h ) (3.27a)

sous les contraintes
r∑
j=1

r∑
k=1

xjkH(Pij(s), Pik(s)) > 0 i = 1, 2 (3.27b)

[
X Zh+1

ZTh+1 1

]
> 0 (3.27c)
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c) Choisir ε strictement positif et suffisamment petit. Si
∣∣trace(X − Zh+1Z

T
h )
∣∣ 6 ε, alors

passer à l’étape 3. Sinon, relancer l’étape b) jusqu’à ce que le critère∣∣trace(X − Zh+1Z
T
h )
∣∣ 6 ε soit satisfait. Si ce critère n’est pas atteignable, on quitte

l’algorithme.

• Etape 3 : Calculer les coefficients du correcteur avec l’équation

Cυ = (Ir − L+L)Zh+1.

Nous pouvons utiliser les solveurs YALMIP et SeDuMi pour résoudre le problème d’optimi-
sation (3.27).

Pour illustrer les résultats donnés par le corollaire 3.4.1, nous appliquons l’algorithme ci-
dessus sur l’exemple suivant.

Exemple 3.4.1. Nous considérons le segment de systèmes Gλ(s) défini par les deux extrémités
suivantes

G1(s) =
s+ 1

2s2 − s+ 1
, G2(s) =

s+ 2

s2 + 2s− 1
.

Considérons le correcteur C(s) suivant

C(s) =
xe0 + xo0s

ye0 + yo0s

• Etape 1 : La matrice L est donnée par

L =

[
−1 0 2 0

0 0 1 −3

]

Pour résoudre le problème d’optimisation (3.26), il est ici nécessaire de calculer 32 matrices
d’Hermite-Fujiwara de taille 3× 3.

• Etape 2 : En appliquant l’algorithme donné dans le paragraphe 3.4.4 avec les solveurs
YALMIP et SeDuMi, nous trouvons les résultats suivants

X =


0.0010 0.0010 0.0005 0.0008

0.0010 0.0011 0.0005 0.0008

0.0005 0.0005 0.0002 0.0004

0.0008 0.0008 0.0004 0.0006


et

Z =
[
0.0308 0.0324 0.0154 0.0253

]T
• Etape 3 : Les coefficients du correcteur sont donnés par

Cυ =
[
0.0335 0.0324 0.0167 0.0056

]T
et nous en déduisons sa fonction de transfert

C(s) =
0.0324s+ 0.0335

0.0056s+ 0.0167
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Nous pouvons alors calculer les polynômes Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) suivants

Φ(G1, C)(s) = 0.0112s3 + 0.0603s2 + 0.0547s+ 0.0502,

Φ(G2, C)(s) = 0.0056s3 + 0.0603s2 + 0.1262s+ 0.0502.

Nous constatons que Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) sont Hurwitz et satisfont Φ(G1, C)e(s2) =
Φ(G2, C)e(s2). En utilisant le théorème 3.2.2, nous pouvons vérifier que le correcteur C(s) sta-
bilise simultanément le segment de systèmes Gλ(s). �

3.5 Synthèse du régulateur simultané pour un segment de sys-
tèmes avec le critère d’Hermite-Biehler

Dans cette section, nous allons étudier les équations (3.2) en utilisant maintenant le critère de
stabilité d’Hermite-Biehler. Dans une première partie, nous rappelons ce critère de stabilité et ses
extensions permettant de vérifier l’hurwitzité d’un ensemble de polynômes ayant une partie paire
ou impaire commune. Dans une deuxième partie, nous utilisons la propriété d’entrelacement des
zéros réels donnée par le critére d’Hermite-Biehler afin de synthétiser un régulateur simultané
pour le segment de systèmes Gλ(s).

3.5.1 Critère d’Hermite-Biehler

Considérons un polynôme f(s) ∈ Pm(s) donné par

f(s) = fe(s2) + sfo(s2) =
m∑
i=0

σis
i, σi ∈ IR

où les polynômes fe(s2) et fo(s2) sont respectivement la partie paire et la partie impaire de f(s)
et s’écrivent ainsi

• si δ(f) = m = 2`

fe(u) = σ0 + σ2u+ . . .+ σmu
`,

fo(u) = σ1 + σ3u+ . . .+ σ(m−1)u
(`−1),

• si δ(f) = m = 2`+ 1

fe(u) = σ0 + α2u+ . . .+ σ(m−1)u
`,

fo(u) = σ1 + σ3u+ . . .+ σmu
`.

Remarque 3.5.1. Dans la suite de ce travail, nous ne considérons que le cas m = 2`+ 1. Le cas
m = 2` est omis parce qu’il peut être directement déduit du cas m = 2`+ 1. �

Rappelons maintenant la propriété d’entrelacement des zéros de f(s).

Définition 3.5.1. [Gan59] Propriété d’entrelacement des zéros.
Soit f(s) = fe(s2) + sfo(s2) un polynôme réel avec δ(f) = m, δ(fe) = `, δ(fo) = `. Les racines
de fe(s2) et fo(s2) sont définies par les deux ensembles suivants

racines(fe(s2)) = {a1, . . . , a`},
racines(fo(s2)) = {b1, . . . , b`}.

Alors fe(s2) et fo(s2) vérifient la propriété d’entrelacement des zéros si et seulement si
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a) fe(s2) et fo(s2) ont des racines réelles, négatives, simples et distinctes,
b) les coefficients des termes du plus haut degré des polynômes fe(s2) et fo(s2) sont de même

signe,
c) les racines de fe(s2) alternent avec les racines de fo(s2) comme suit

b1 < a1 < b2 . . . < b` < a` < 0.

Le lien entre la propriété d’entrelacement des zéros et l’hurwitzité d’un polynôme réel est
formalisé par le théorème d’Hermite-Biehler que nous rappelons ci-dessous.

Théorème 3.5.1. [Gan59] Théorème d’Hermite-Biehler.
Le polynôme réel f(s) = fe(s2) + sfo(s2) est Hurwitz si et seulement si fe(s2) et fo(s2) vérifient
la propriété d’entrelacement des zéros.

Le théorème d’Hermite-Biehler ci-dessus peut être reformulé avec le lemme suivant.

Lemme 3.5.1. [FD10] Le polynôme f(s) est Hurwitz si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites.

i) Les racines (a1, . . . , a`) de fe(s2) sont réelles, simples et négatives.
ii) Tous les réels ck dans (3.28) sont positifs avec

fo(s2) = c0f
e(s2) +

∑̀
k=1

ck
fe(s2)

s2 − ak
. (3.28)

Notons que c0 = 0 si m = 2`.

3.5.2 Généralisation du critère d’Hermite-Biehler

Considérons maintenant n polynômes réels fi(s) = fe(s2) + sfoi (s2) (i = 1, . . . , n) ayant la
même partie paire fe(s2). Une généralisation de la propriété d’entrelacement des zéros pour ces
polynômes fi(s) ayant la même partie paire est donnée dans la définition 3.5.2.

Définition 3.5.2. Propriété d’entrelacement commun pair.
Considérons un nombre fini de polynômes foi (s2), i = 1, . . . , n, avec les coefficients des termes de
plus haut degré de même signe et δ(foi ) = `, i = 1, . . . , n. Les polynômes foi (s2) ont des racines
réelles, négatives et distinctes définies par l’ensemble suivant

racines(foi (s2)) = {bi1, . . . , bi`}.

Les polynômes foi (s2) vérifient la propriété d’entrelacement commun pair si et seulement si,
pour chaque polynôme foi (s2), il existe un polynôme fe(s2) de degré ` tel que les ` racines de
foi (s2) alternent avec les ` racines de fe(s2) comme suit

bi1 < a1 < bi2 < a2 < . . . < bi` < a` < 0

où {a1, . . . , a`} est l’ensemble des racines réelles, négatives et distinctes de fe(s2).

Notons que si les polynômes foi (s2) vérifient la propriété d’entrelacement commun pair avec
fe(s2), alors, pour toute jème racine, nous avons

max(bij) < aj < min(bij+1)

En se basant sur la propriété d’entrelacement commun pair, une extension du lemme 3.5.1 est
maintenant déduite. Ce résultat donne des conditions qui garantissent l’hurwitzité des polynômes
fi(s) ayant la même partie paire.
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Corollaire 3.5.1. Les polynômes fi(s) = fe(s2)+sfoi (s2) avec fi(s) ∈ Pm(s), i = 1, . . . , n, sont
Hurwitz si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

i) Les racines (a1, . . . , a`) de fe(s2) sont réelles, simples et négatives.
ii) Tous les réels ci,k dans (3.29) sont positifs avec

foi (s2) = ci,0f
e(s2) +

∑̀
k=1

ci,k
fe(s2)

s2 − ak
. (3.29)

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du lemme 3.5.1. •

Remarque 3.5.2. Dans le lemme 3.5.1 et dans le corollaire 3.5.1, nous avons choisi de fixer les
racines de la partie paire du polynôme et nous calculons la partie impaire dans (3.28) et (3.29).
Dans l’annexe C, ce sont les racines de la partie impaire qui sont fixée et la partie paire qui est
déduite. �

3.5.3 Ecriture matricielle du critère d’Hermite-Biehler

Nous allons maintenant présenter une écriture matricielle du corollaire 3.5.1.
Puisque nous avons

fe(s2) =
∑̀
j=0

hejs
2j = γe

∏̀
j=1

(s2 − aj) (3.30)

alors la relation (3.29) peut être simplifiée comme suit

foi (s2) = ci,0γ
e
∏̀
j=1

(s2 − aj) + γe
∑̀
k=1

ci,k
∏̀

j=1,j 6=k
(s2 − aj)

=
∑̀
k=0

ci,k

`−1∑
j=0

υj,ks
2j (3.31)

avec ci,0 = 0 si m = 2`.
A partir des relations (3.30) et (3.31), nous déduisons que foi (s2) et fe(s2) peuvent se réécrire

sous la forme matricielle suivante

foi (s2) = V [s]AΨi, i = 1, . . . , n. (3.32)

fe(s2) = V [s]H (3.33)

avec V [s] donné par (3.11) et Ψi, A et H donnés par

Ψi =
[
ci0 ci1 . . . ci`

]T
(3.34a)

A =


υ00 υ01 . . . υ0`

υ10 υ11 . . . υ1`
...

...
...

...

υ`0 υ`1 . . . υ``

 (3.34b)

H =
[
he0, he1 . . . he`

]T
(3.34c)
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Notons que la matrice A dépend uniquement de la partie paire fe(s2).
Nous énonçons ci-dessous une extension du corollaire 3.5.1 pour garantir la stabilité de n

polynômes réels ayant le même degré m et la même partie paire.

Corollaire 3.5.2. Les polynômes fi(s) = fe(s2)+sfoi (s2) avec fi(s) ∈ Pm(s), i = 1, . . . , n, sont
Hurwitz si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

i) Les racines (a1, . . . , a`) de fe(s2) sont réelles, simples et négatives.
ii) Toutes les composantes du vecteur Ψi > 0 donné par (3.34a) sont positives.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence de l’écriture de (3.29) sous la forme (3.32). •

3.5.4 Condition d’existence d’un contrôleur simultané pour Gλ(s)

Dans cette partie, nous étudions les conditions d’existence d’un contrôleur d’ordre fixe véri-
fiant l’équation (3.2) en utilisant le critère d’Hermite-Biehler dans le but de stabiliser le segment
de systèmes Gλ(s).

Soit Cυ et Ψi, i = 1, 2, définis respectivement par (3.8) et (3.34a). En considérant le corollaire
3.5.2, nous pouvons formuler le lemme suivant.

Lemme 3.5.2. Considérons {a1, . . . , a`} un ensemble de réels négatifs et distincts. S’il existe un
compensateur C(s) qui vérifie les équations suivantes

Φ(Gi, C)e(s2) = V [s]H, i = 1, 2 (3.35a)

Φ(Gi, C)o(s2) = V [s]AΨi, i = 1, 2 (3.35b)

avec les éléments de Ψi, i = 1, 2, strictements positifs, alors C(s) stabilise le segment de systèmes
Gλ(s) avec A et H définis respectivement par (3.34b) et (3.34c).

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du théorème 3.2.2 et du corollaire 3.5.2. •

A partir des lemmes 3.3.1 et 3.5.2, nous pouvons énoncer le théorème suivant.

Théorème 3.5.2. Considérons {a1, . . . , a`} un ensemble des réels négatifs et distincts. S’il existe
un vecteur Cυ et Ψi, i = 1, 2, satisfaisant les équations suivantes

H = ΛeiCυ, i = 1, 2 (3.36a)
AΨi = ΛoiCυ, i = 1, 2 (3.36b)

avec les éléments de Ψi, i = 1, 2, strictements positifs, alors C(s) stabilise le segment de systèmes
Gλ(s) avec Λei , Λei , A et H définis respectivement par (3.12), (3.34b) et (3.34c).

Démonstration. En considérant les relations (3.10) et (3.35), nous pouvons déduire les égalités
suivantes

V [s](H − ΛeiCυ) = 0, i = 1, 2 (3.37a)
V [s](AΨi − ΛoiCυ) = 0, i = 1, 2 (3.37b)

Le système (3.37) doit être satisfait pour chaque puissance de s. Cela signifie que le système
(3.37) est équivalent à

H − ΛeiCυ = 0, i = 1, 2 (3.38a)
AΨi − ΛoiCυ = 0, i = 1, 2 (3.38b)

En conséquence, les relations (3.36) sont démontrées. De plus, selon le lemme 3.5.2, s’il existe
Cυ et Ψi > 0, i = 1, 2, satisfaisant les équations (3.36), alors C(s) stabilise le segment de systèmes
Gλ(s). •
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3.5.5 Algorithme de synthèse du contrôleur simultané pour un segment de
systèmes par la méthode d’Hermite-Biehler

D’après le théorème 3.5.2, la synthèse d’un régulateur simultané au segment de systèmes
Gλ(s) revient à trouver un vecteur Cυ et Ψi, i = 1, 2 positif vérifiant (3.36).

Les relations (3.36) peuvent se réécrire comme suit

B = Θ

[
ψ

Cυ

]
(3.39)

où

B =


0

0

H

H

, Θ =


A 0 −Λo1

0 A −Λo2

0 0 Λe

0 0 Λe

, (3.40a)

ψ =
[
ΨT

1 ΨT
2

]T
(3.40b)

Le théorème 3.5.3 donne une condition d’existence d’une solution à l’équation (3.39).

Théorème 3.5.3. L’équation (3.39) a une solution si et seulement si

rang
([
B Θ

])
= rang(Θ). (3.41)

Les solutions générales ψ et Cυ de (3.39) sont

ψ = W1

(
Θ+B + (I −Θ+Θ)Z

)
(3.42a)

Cυ = W2

(
Θ+B + (I −Θ+Θ)Z

)
(3.42b)

oùW1 =
[
I 0

]
,W2 =

[
0 I

]
, Z est un vecteur quelconque vérifiant dim(Z) = dim(ψ)+dim(Cυ)

et Θ+ est une inverse généralisée de Θ satisfaisant Θ = ΘΘ+Θ.

Démonstration. Voir [BIG74]. •

Notons que si rang(Θ) = dim(ψ) + dim(Cυ), alors l’équation (3.39) a une solution unique ψ
et Cυ car (I −Θ+Θ) = 0 pour tout Θ+.

Une condition suffisante pour la stabilisation du segment Gλ(s) est donnée par le corollaire
suivant.

Corollaire 3.5.3. S’il existe un vecteur Z tel que l’inégalité suivante

Mdiag(W1

(
Θ+B + (I −Θ+Θ)Z

)
) > 0 (3.43)

soit satisfaite, alors le segment de systèmes Gλ(s) est simultanément stabilisable par un compen-
sateur d’ordre fixe C(s).

Démonstration. Ce résultat est une déduction des théorèmes 3.5.2 et 3.5.3. •
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Ainsi d’après le corollaire 3.5.3, le problème de la stabilisation simultanée du segment de
systèmes Gλ(s) donné par (2.1) a été réduit à la recherche d’un vecteur Z tel que chaque élément
du vecteur ψ défini dans (3.40b) soit positif. Par conséquent, le problème de la stabilisation
simultanée du segment Gλ(s) par un compensateur d’ordre fixe C(s) est équivalent à trouver
une solution vérifiant l’inégalité (3.43).

L’algorithme de synthèse du régulateur simultané est décrit par les étapes suivantes.

• Etape 1 : Donner un ensemble des réels négatifs et distincts {a1, . . . , a`}.
• Etape 2 : Déterminer H, A, Λei et Λoi , i = 1, 2.

• Etape 3 : Tester la condition de rang donnée par la relation (3.41). Si la condition de
rang est satisfaite alors passer à l’étape 4. Sinon, relancer l’étape 1 en modifiant l’ensemble
{a1, . . . , a`}.

• Etape 4 : Trouver une solution faisable pour l’inégalité (3.43).

• Etape 5 : En déduire le régulateur simultané C(s).

Afin d’illustrer notre approche, nous proposons l’exemple suivant.

Exemple 3.5.1. Nous considérons le segment de systèmes Gλ(s) défini par les deux extrémités
suivantes

G1(s) =
s− 1

s2 − s+ 1
, G2(s) =

s− 1

s2 + s+ 1

Nous pouvons observer que le système G1(s) n’est pas stabilisable par un simple gain.

• Etape 1 : Soit un ensemble {a1, a2} de deux nombres réels négatifs et distincts donnés
par a1 = −5.8284, a2 = −0.1716.

• Etape 2 : Pour ces données, nous pouvons calculer les matrices A, H, Λei et Λoi , i = 1, 2,
et nous obtenons

A =

[
0.1716 5.8284

1.0000 1.0000

]
, H =

[
1 6 1

]T

Λe1 =


−1 0 0 1 0 0

0 −1 1 1 1 −1

0 0 0 1 0 0

 , Λe2 =


−1 0 0 1 0 0

0 −1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0


Λo1 =

[
1 0 −1 −1 0 1

0 1 0 0 −1 1

]
, Λo2 =

[
1 0 −1 1 0 1

0 1 0 0 1 1

]

• Etape 3 : Nous pouvons vérifier que la condition de rang (3.41) est satisfaite et qu’il existe
une solution pour (3.39).

• Etape 4 : Une solution faisable de (3.43) est donnée par

Z =
[
2.1075 0.5445 −0.08 2.732 6.1872 2.652 6.1872 0 −3.5352

]T
ψ =

[
0.7129 0.001 0.001 2.7129

]T
Cυ =

[
6.8421 1.7139 −1.1282 7.8421 1 0

]T
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• Etape 5 : On en déduit le contrôleur simultané C(s) suivant

C(s) =
1.7139s2 − 1.1282s+ 6.8421

s2 + 7.8421

Les deux polynômes caractéristiques en boucle fermée associés au deux extrémités sont donnés
par

Φ(G1, C)(s) = s4 + 0.7139s3 + 6s2 + 0.1282s+ 1

Φ(G2, C)(s) = s4 + 2.7139s3 + 6s2 + 15.8124s+ 1

Puisque les deux polynômes Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) sont de même degré et Hurwitz,
alors le compensateur C(s) stabilise les deux extrémités G1(s) et G2(s). De plus, ces polynômes
ont la même partie paire avec les coefficients des termes de plus haut degré de même signe. Le
compensateur C(s) stabilise donc le segment de systèmes Gλ(s). Le compensateur C(s) stabilise
donc le segment de systèmes Gλ(s). �

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de la stabilisation simultanée d’un segment
de systèmes LTI avec un contrôleur d’ordre fixe et nous avons montré que la question de la
stabilisation de cette classe particulière de systèmes peut être formulée comme celle d’un problème
de stabilisabilité simultanée de deux systèmes aux extrémités du segment avec une condition
supplémentaire à satisfaire. En effet, des conditions d’existence ont été données pour stabiliser
simultanément les deux extrémités du segment avec une contrainte d’égalité des parties paires
de chacun des deux polynômes caractéristiques en boucle fermée.

Pour la synthèse du régulateur simultané, nous avons utilisé dans un premier temps le critère
de stabilité d’Hermite-Fujiwara. Ce critère a fourni un problème d’optimisation BMI qui a été
transformé en un problème d’optimisation convexe sous la contrainte d’inégalités matricielles
linéaires (LMI) avec une condition de rang à satisfaire. Cette formulation a engendré un algo-
rithme heuristique dont la convergence n’est pas garantie. En effet, si le critère d’optimisation
ne converge pas, il n’est pas possible de savoir si cela est dû à la non existence de solutions (non
existence de régulateurs simultanés) ou si cela est dû à l’algorithme d’optimisation lui-même
(optimum local et non global). Par ailleurs, cette méthode de synthèse présente une complexité
de calcul numérique qui dépend de l’ordre du contrôleur et de l’ordre des deux systèmes aux
extrémités du segment. En conséquence, cette complexité numérique dépend du nombre et de
la taille des matrices d’Hermite-Fujiwara à prendre en compte. De plus, la formulation de ce
problème a été établie pour un correcteur d’ordre fixe. En conséquence, nous n’avons pas de
solutions générales avec cette approche qui soient indépendantes de l’ordre du correcteur, d’où
la nécessité de développer d’autres méthodes de synthèse.

Dans une dernière partie, nous avons utilisé le critère de stabilité d’Hermite-Biehler. Cette
méthode de synthèse est fondée sur la propriété d’entrelacement des zéros réels et sur le choix
des racines de la partie paire (ou impaire) des polynômes caractéristiques aux extrémités. Cela
nous a conduit à un problème d’optimisation convexe. Cette formulation est simple et plus facile
à mettre en œuvre que dans le cas de synthèse avec le critère d’Hermite-Fujiwara. Puisque nous
devons choisir a priori les racines de cette partie paire (ou impaire), nous obtenons des conditions
suffisantes. Il s’en suit que nous ne pouvons pas conclure sur la stabilisation du segment de
systèmes Gλ(s) lorsque l’algorithme ne converge pas.
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Chapitre 4

Commande simultanée d’un segment de
systèmes par un compensateur

paramétré

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, un paramétrage particulier des contrôleurs simultanés pour stabiliser un
segment de systèmes est proposé. Nous en avons déduit de nouvelles méthodes de synthèse
qui réduisent la complexité numérique inhérente aux approches développées dans le chapitre
précédent.

Dans la première partie de ce chapitre, nous reformulons le problème de la commande d’un
segment de systèmes en considérant un paramétrage spécifique des contrôleurs simultanés. Des
conditions de stabilisation d’un segment de systèmes Gλ(s) sont également explicitées.

Dans la deuxième partie, des conditions d’existence d’un compensateur simultané d’ordre fixe
sont données en utilisant les critères de stabilité polynomiale d’Hermite-Fujiwara et d’Hermite-
Biehler. Deux algorithmes de synthèse basés sur ces critères sont proposés pour stabiliser un
segment de systèmes.

Dans la troisième partie, en utilisant le critère d’Hermite-Biehler, nous proposons une mé-
thode qui permet de synthétiser des correcteurs simultanés d’ordre quelconque. Le problème de
la stabilisation d’un segment de systèmes est alors traité en utilisant une méthode d’interpolation
des polynômes Hurwitz lorsque les parties paires (ou impaires) des polynômes caractéristiques
sont fixées.

4.2 Reformulation du problème de la stabilisation d’un segment
de systèmes avec un correcteur simultané paramétré

Soit C(s), le correcteur paramétré défini par

C(s) =
X(s)

Y (s)
=
DQ(s)X1(s) +NQ(s)D1(s)

DQ(s)Y1(s)−NQ(s)N1(s)
(4.1)

qui stabilise une des extrémités G1(s) = N1(s)/D1(s) du segment de systèmes Gλ(s) donné par
(2.1), avec C1(s) = X1(s)/Y1(s) un régulateur causal stabilisant le système G1(s). DQ(s) est un
polynôme Hurwitz donné a priori et NQ(s) est un polynôme inconnu tel que δ(DQ) > δ(NQ).
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Nous pouvons remarquer que comme Φ(G1, C1)(s) ∈ H et DQ(s) ∈ H alors Φ(G1, C)(s) ∈ H.
Par conséquent, C(s) stabilise G1(s) quel que soit Q(s) = NQ(s)/DQ(s) avec Q(s) une fonction
rationnelle causale. De plus, puisque DQ(s) est un polynôme donné a priori, le paramétrage du
compensateur (4.1) ne correspond pas à celui de Youla. En conséquence, le paramétrage de C(s)
défini par Q(s) ne génère pas tout l’ensemble des contrôleurs stabilisant le système G1(s).

Le problème de la stabilisation d’un segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.1) avec le
correcteur C(s) donné par (4.1) revient à résoudre les équations suivantes

Φ(G2, C)(s) ∈ H, (4.2a)

Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) (4.2b)

Ce paramétrage spécifique des contrôleurs simultanés permet de minimiser le nombre d’équa-
tions (3.2) à résoudre. En effet, pour stabiliser un segment de systèmes avec ce nouveau contrôleur
paramétré, il suffit de considérer la seule équation (3.2a) au lieu des deux équations (3.2a) et
(3.2b).

Dans la suite, nous reformulons les conditions (4.2) en fonction du paramétrage Q(s) =
NQ(s)/DQ(s).

En préliminaire, une condition simple pour stabiliser le système G2(s) avec le compensateur
C(s) défini par (4.1) est donnée ci-dessous.

Lemme 4.2.1. Le compensateur C(s) donné par (4.1) stabilise G2(s) si et seulement s’il existe
un polynôme NQ(s) vérifiant la condition(

Φ(G2, C̃1)(s) +NQ(s)∆12(s)
)
∈ H, (4.3)

avec

C̃1(s) =
X̃1(s)

Ỹ1(s)
=
DQ(s)X1(s)

DQ(s)Y1(s)
, (4.4a)

∆12(s) = N2(s)D1(s)−D2(s)N1(s) (4.4b)

Démonstration. Nous avons

Φ(G2, C)(s) = DQ(s)
(
N2(s)X1(s) +D2(s)Y1(s)

)
+NQ(s)

(
N2(s)D1(s)−D2(s)N1(s)

)
= Φ(G2, C̃1)(s) +NQ(s)∆12(s) (4.5)

Si C(s) vérifie Φ(G2, C)(s) ∈ H, alors la relation (4.3) est satisfaite. Inversement si la relation
(4.3) est vraie, alors il existe un compensateur C(s) défini par (4.1) tel que Φ(G2, C)(s) ∈ H. •

Si la relation (4.3) est satisfaite, alors nous montrons que C(s) stabilise simultanément les
deux systèmes G1(s) et G2(s).

Lemme 4.2.2. Le compensateur C(s) donné par (4.1) est un compensateur simultané pour les
deux systèmes G1(s) et G2(s) si et seulement si la relation (4.3) est satisfaite.

Démonstration. Nous avons par hypothèse Φ(G1, C)(s) ∈ H. De plus, si la relation (4.3) est
vraie, alors Φ(G2, C)(s) ∈ H. Par conséquent, C(s) donné par (4.1) stabilise simultanément les
deux systèmes G1(s) et G2(s). Inversement, si C(s) est un compensateur simultané pour les deux
systèmes G1(s) et G2(s), alors Φ(G2, C)(s) ∈ H et la relation (4.3) est satisfaite. •
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En considérant le théorème 3.2.2, nous savons qu’il suffit de stabiliser les deux systèmes
G1(s) et G2(s) aux extrémités du segment de systèmes Gλ(s) avec un compensateur C(s) et de
considérer Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) pour stabiliser simultanément le segment Gλ(s). Nous
pouvons alors énoncer le résultat suivant.

Théorème 4.2.1. S’il existe un polynôme NQ(s) satisfaisant les conditions suivantes(
Φ(G2, C̃1)(s) +NQ(s)∆12(s)

)
∈ H (4.6a)

Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)
e(s2) (4.6b)

où C̃1(s) et ∆12(s) sont donnés par (4.4), et que les coefficients des termes de plus haut de-
gré de Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) sont de même signe, alors C(s) donné par (4.1) stabilise
simultanément le segment Gλ(s) donné par (2.1).

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du théorème 3.2.2 et des lemmes 4.2.1 et 4.2.2.
•

En conséquence, le problème de la commande simultanée du segment de systèmes Gλ(s) peut
être formulé comme la recherche d’un compensateur C(s) satisfaisant les contraintes (4.6), ces
dernières étant équivalentes aux relations (4.2).

4.3 Condition de causalité du régulateur C(s)

Afin de prendre en compte la contrainte de causalité du correcteur dans la résolution des
équations (4.6), nous développons dans cette partie quelques conditions devant être satisfaites
par le régulateur initial C1(s).

Dans le lemme ci-dessous, nous donnons une condition suffisante pour que le correcteur
C(s) défini par (4.1) soit causal et pour que les deux polynômes caractéristiques Φ(G1, C)(s) et
Φ(G2, C)(s) soient de même degré quelle que soit la fonction rationnelle causale Q(s).

Lemme 4.3.1. Si la relation suivante

0 6 δ(D1) 6 δ(Y1) (4.7)

est satisfaite, alors le compensateur simultané C(s) défini par (4.1) est causal pour toute fonction
rationnelle causale Q(s).

Démonstration. Suivant l’équation (4.1), le compensateur C(s) est causal si et seulement si

max(δ(Y1) + δ(DQ), δ(NQ) + δ(N1)) > max(δ(X1) + δ(DQ), δ(NQ) + δ(D1))

Puisque le régulateur C1(s) et le système G1(s) sont causaux, on a

δ(Y1) > δ(X1)

δ(NQ) + δ(D1) > δ(NQ) + δ(N1)

Par conséquent, si l’expression (4.7) est vérifiée, alors C(s) est causal. •

Corollaire 4.3.1. Si la relation (4.7) est satisfaite alors δ(Φ(G1, C)) = δ(Φ(G2, C)) pour toute
fonction rationnelle causale Q(s).
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Démonstration. Nous avons

Φ(G2, C)(s) = Φ(G2, C̃1)(s) +NQ(s)∆12(s)

où C̃1(s) et ∆12(s) sont donnés par (4.4). On en déduit

δ(Φ(G2, C)) = max(δ(Φ(G2, C̃1)), δ(NQ) + δ(∆12))

Rappelons que
δ(∆12) = max(δ(D1) + δ(N2), δ(D2) + δ(N1))

et
δ(Φ(G2, C̃1)) = δ(DQ) + δ(D2) + δ(Y1)

Nous pouvons distinguer deux cas suivants.

1) Si δ(∆12) = δ(D1) + δ(N2), alors

δ(Φ(G2, C)) = max(δ(DQ) + δ(D2) + δ(Y1), δ(NQ) + δ(D1) + δ(N2))

Sachant que δ(D2) > δ(N2) et compte tenu de la condition (4.7), on en déduit

δ(Φ(G2, C)) = δ(DQ) + δ(D2) + δ(Y1)

2) Si δ(∆12) = δ(D2) + δ(N1), alors

δ(Φ(G2, C)) = max(δ(DQ) + δ(D2) + δ(Y1), δ(NQ) + δ(D2) + δ(N1))

A partir des conditions (4.7), on en déduit également

δ(Φ(G2, C)) = δ(DQ) + δ(D2) + δ(Y1)

Par hypothèse, nous avons δ(D1) = δ(D2) et

δ(Φ(G1, C)) = δ(DQ) + δ(D1) + δ(Y1)

Nous pouvons ainsi conclure que si la condition (4.7) est vérifiée, alors

δ(Φ(G1, C)) = δ(Φ(G2, C))

•

Remarque 4.3.1. Nous pouvons remarquer que la condition (4.7) dépend du choix du com-
pensateur C1(s) et qu’elle est toujours satisfaite si l’on choisit le degré du contrôleur C1(s)
suffisamment grand. �

En considérant les conditions (4.6) et (4.7), nous proposons, dans la suite de ce chapitre, deux
méthodes pour stabiliser le segment de systèmes Gλ(s) avec un compensateur paramétré C(s) de
la forme (4.1). La première méthode permet de synthétiser des compensateurs simultanés d’ordre
fixe (section 4.4). La deuxième méthode permet de générer des régulateurs d’ordre quelconque
(section 4.5).
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4.4 Synthèse d’un régulateur simultané d’ordre fixe

D’après le théorème 4.2.1, le problème de la stabilisation simultanée du segment de systèmes
Gλ(s) avec un correcteur C(s) de la forme (4.1) revient à chercher les conditions d’existence d’un
polynôme NQ(s) satisfaisant les conditions (4.6) et (4.7). Ces résultats sont utilisés par la suite
pour développer des conditions d’existence d’un correcteur C(s) d’ordre fixe de la forme (4.1)
stabilisant le segment de systèmes Gλ(s).

4.4.1 Reformulation matricielle de Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s)

Réécrivons les polynômes Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2 sous forme matricielle en
considérant un régulateur C(s) d’ordre fixe donné par (4.1). Nous avons

Φ(G1, C)(s) = Φ(G1, C̃1)(s)

Φ(G2, C)(s) = Φ(G2, C̃1)(s) +NQ(s)∆12(s)

Les polynômes Φ(G1, C̃1)(s), Φ(G2, C̃1)(s), ∆12(s) etNQ(s) peuvent être exprimés en fonction
de leur partie paire et de leur partie impaire comme suit

∆12(s) = ∆e
12(s

2) + s∆o
12(s

2)

NQ(s) = N e
Q(s2) + sNo

Q(s2)

Φ(Gi, C̃1)(s) = Φ(Gi, C̃1)
e(s2) + sΦ(Gi, C̃1)

o(s2), i = 1, 2

Nous pouvons donc écrire Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2) de la manière suivante pour i = 1, 2

Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)
e(s2) (4.8a)

Φ(G1, C)o(s2) = Φ(G1, C̃1)
o(s2) (4.8b)

Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G2, C̃1)
e(s2) +N e

Q(s2)∆e
12(s

2) + s2No
Q(s2)∆o

12(s
2) (4.8c)

Φ(G2, C)o(s2) = Φ(G2, C̃1)
o(s2) +N e

Q(s2)∆o
12(s

2) +No
Q(s2)∆e

12(s
2) (4.8d)

De plus, Φ(Gi, C̃1)(s), i = 1, 2, ∆12(s) et NQ(s) peuvent s’exprimer également sous la forme
polynomiale suivante

Φ(Gi, C̃1)(s) =
∑̀
k=0

hiek s
2k + s

∑̀
k=0

hiok s
2k (4.9a)

∆12(s) =

ρe∑
k=0

τ eks
2k + s

ρo∑
k=0

τ oks
2k (4.9b)

NQ(s) =
ne∑
k=0

qeks
2k + s

no∑
k=0

qoks
2k (4.9c)

A partir des équations (4.8) et (4.9), nous déduisons la forme polynômiale ci-dessous pour
Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2,

Φ(G1, C)e(s2) =
∑̀
k=0

h1ek s
2k (4.10a)
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Φ(G1, C)o(s2) =
∑̀
k=0

h1ok s
2k (4.10b)

Φ(G2, C)e(s2) =
∑̀
k=0

h2ek s
2k +

ρe+ne∑
k=0

( k∑
j=0

j6ρe,k−j6ne

τ iej q
e
k−j

)
s2k +

ρo+no∑
k=0

( k−1∑
j=0

j6ρo,k−j−16no

τ oj q
o
k−j−1

)
s2k

(4.10c)

Φ(G2, C)o(s2) =
∑̀
k=0

h2ok s
2k +

ρe+no∑
k=0

( k∑
j=0

j6ρe,k−j6no

τ iej q
o
k−j

)
s2k +

ρo+ne∑
k=0

( k∑
j=0

j6ρo,k−j6ne

τ oj q
e
k−j

)
s2k

(4.10d)

Définissons un vecteur QN , de dimension donnée n, composé des coefficients du polynôme
NQ(s) inconnu

QN =
[
qe0 . . . qene qo0 . . . qono

]T
(4.11)

Afin de construire les matrices Γe et Γo intervenant dans les équations (4.14c) et (4.14c)
dans le lemme 4.4.1, il faut réécrire le polynôme ∆12(s), défini dans (4.9b), afin que les parties
paires et impaires de ces deux polynômes aient le même nombre de coefficients que le polynôme
Φ(Gi, C̃1)(s) défini dans (4.9a). En réécrivant ∆12(s) comme suit

∆12(s) =
∑̀
k=0

τ eks
2k + s

∑̀
k=0

τ oks
2k (4.12)

avec

τ ek = 0 si k > ρe

τ ok = 0 si k > ρo

En utilisant les notations introduites dans (4.12), les expressions (4.10c) et (4.10d) sont
équivalentes aux relations suivantes

Φ(G2, C)e(s2) =
∑̀
k=0

h2ek +
k∑
j=0

k−j6ne

τ iej q
e
k−j +

k−1∑
j=0

k−j−16no

τ oj q
o
k−j−1

 s2k (4.13a)

Φ(G2, C)o(s2) =
∑̀
k=0

h2ok +

k∑
j=0

k−j6no

τ iej q
o
k−j +

k∑
j=0

k−j6ne

τ oj q
e
k−j

 s2k (4.13b)

A partir des équations (4.10a), (4.10b) et (4.13), nous pouvons déduire la forme matricielle
des polynômes Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2.

Lemme 4.4.1. Les polynômes Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2, sont équivalents aux
relations suivantes

Φ(G1, C)e(s2) = V [s]Φe
1, (4.14a)

Φ(G1, C)o(s2) = V [s]Φo
1, (4.14b)
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Φ(G2, C)e(s2) = V [s](Φe
2 + ΓeQN ), (4.14c)

Φ(G2, C)o(s2) = V [s](Φo
2 + ΓoQN ), (4.14d)

avec V [s] donné par
V [s] =

[
1 s2 . . . s2`

]
, (4.15)

Φe
i et Φo

i , i = 1, 2, de dimension (`+ 1) donnés

Φe
i =

[
hie0 hie1 . . . hie`

]T
, (4.16a)

Φo
i =

[
hio0 hio1 . . . hio`

]T
, (4.16b)

ainsi que Γe de dimension (`+ 1)× (ne+no) et Γo de dimension (`+ 1)× (ne+no) données par

Γe =


τ e0 0 . . . 0 0 0 0 0

τ e1 τ e0 . . . 0 τ o0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...

τ e` τ e`−1 . . . τ e`−ne−1 τ o`−1 τ o`−2 . . . τ o`−no−1

 , (4.17a)

Γo =


τ o0 0 . . . 0 0 0 0 0

τ o1 τ o0 . . . 0 τ e1 τ e0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...

τ o` τ o`−1 . . . τ o`−ne−1 τ e` τ e`−1 . . . τ e`−no−1

 . (4.17b)

Démonstration. La preuve est omise car elle peut être immédiatement déduite des relations
(4.10a), (4.10b) et (4.13). •

Dans la suite de cette partie, nous examinons les conditions (4.6) et (4.7) en utilisant, dans
un premier temps, le critère de stabilité polynomial d’Hermite-Fujiwara développé dans le pa-
ragraphe 1.3.2.3.2 (section 4.4.2) et en utilisant, dans un second temps, le critère de stabilité
polynomial d’Hermite-Biehler développé dans le paragraphe 3.5.1 (section 4.4.3).

4.4.2 Synthèse du régulateur simultané avec le critère d’Hermite-Fujiwara

4.4.2.1 Condition d’existence d’un polynôme NQ(s) d’ordre fixe

Dans cette section, une condition d’existence de NQ(s) est donnée afin de satisfaire la
contrainte Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2).

Considérons Φ(G1, C)e(s2) et Φ(G2, C)e(s2) exprimés dans (4.14a) et (4.14c), et le vecteur
QN donné par (4.11), alors nous avons Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) si et seulement si

V [s]Φe
1 = V [s](Φe

2 + ΓeQN ),

ce qui implique

V [s](Φe
1 − Φe

2 − ΓeQN ) = 0

Définissons la matrice M comme suit

M = Φe
1 − Φe

2 (4.18)
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avec Φe
1 et Φe

2 donnés par (4.16a).
Alors, pour tout V [s] défini dans (3.11), nous avons

M = ΓeQN (4.19)

où Γe est donné par (4.17a).

Une condition d’existence d’une solution pour l’équation (4.19) est présentée dans le théorème
suivant.

Théorème 4.4.1. [LT85]
L’équation (4.19) a au moins une solution non nulle QN si et seulement si la condition (4.20)

est satisfaite
rang([M Γe]) = rang(Γe) (4.20)

La solution générale de (4.19) est donnée par

QN = Γe+M + (I − Γe+Γe)U (4.21)

où U est un vecteur quelconque tel que dim(U) = dim(QN ) et Γe+ est une inverse généralisée de
Γe satisfaisant Γe = ΓeΓe+Γe.

Démonstration. Voir [LT85]. •

Notons que si rang(Γe) = dim(QN ), alors l’équation (4.19) a une solution unique QN car
(I − Γe+Γe) = 0 pour tout Γe+.

Remarque 4.4.1. Comme les deux matrices Γe+ et M sont construites en fonction de C̃1(s)
donné par (4.4a), nous pouvons remarquer que, si la condition (4.20) n’est pas vérifiée, alors elle
peut être satisfaite en considérant un autre compensateur initial donné par C1(s) = X1(s)/Y1(s)
ou par un nouveau paramètre DQ(s). �

4.4.2.2 Conditions d’existence du contrôleur simultané C(s)

Dans cette section, nous formulons une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un
polynôme NQ(s) d’ordre fixe satisfaisant (4.6). Puis, nous en déduisons une condition suffisante
pour stabiliser le segment de systèmes Gλ(s) avec un contrôleur C(s) défini par (4.1).

Nous allons ainsi adopter la même démarche que dans l’approche sans paramétrage présentée
dans le chapitre 3.

Pour commencer, formulons la matrice d’Hermite-Fujiwara de Φ(G2, C)(s) vérifiant (4.6b).
Rappelons que Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) si et seulement si l’équation (4.19) a au moins
une solution non nulle QN donnée par la relation (4.21). De plus, nous avons

Φ(G2, C)(s) = Φ(G2, C)e(s2) + sΦ(G2, C)o(s2)

En utilisant les relations (4.14c) et (4.14d), nous pouvons réécrire Φ(G2, C)(s) comme suit

Φ(G2, C)(s) = V [s](Φe
2 + sΦo

2) + V [s](Γe + sΓo)QN (4.22)

En insérant la relation (4.21) dans (4.22), nous obtenons

Φ(G2, C)(s) = (V [s](Φe
2 + sΦo

2)) + (V [s](Γe + sΓo)(Γe+M + (I − Γe+Γe)U)) (4.23)
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où U est un vecteur quelconque tel que dim(U) = dim(QN ).
Pour simplifier (4.23), nous définissons une matrice polynomiale R1[s] et un polynôme P1(s)

donnés par

P1(s) = V [s](Φe
2 + sΦo

2) + V [s](Γe + sΓo)(Γe+M) (4.24)
R1[s] = V [s](Γe + sΓo)(I − Γe+Γe) (4.25)

Nous obtenons donc la relation suivante

Φ(G2, C)(s) = P1(s) +R1[s]U (4.26)

L’équation (4.26) est équivalente à

Φ(G2, C)(s) = R[s]X (4.27)

où R[s] et X sont définis par

R[s] =
[
P1(s) R1[s]

]
(4.28a)

X =
[
1 UT

]T
(4.28b)

Lemme 4.4.2. La matrice d’Hermite-Fujiwara de Φ(G2, C)(s) satisfaisant Φ(G1, C)e(s2) =
Φ(G2, C)e(s2) est donnée par la relation suivante

H(Φ(G2, C)(s)) =

n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

xjxkH(Pj(s), Pk(s)) (4.29)

où xj et xk sont le jème et le kème élément d’un vecteur quelconque X donné par (4.28b) et où
Pj(s), Pk(s) sont les éléments de la matrice polynomiale R[s] donnée par (4.28a).

Démonstration. Nous avons
Φ(G2, C)(s) = R[s]X

Nous pouvons ainsi réécrire Φ(G2, C)(s) sous la forme suivante

Φ(G2, C)(s) =

n∑
t=1

xtPt(s)

où xt, t = 1, . . . , n, sont les éléments du vecteur X et Pt(s) sont les éléments de la matrice
polynomiale R[s]. En utilisant le lemme 1.3.2, nous obtenons l’expression suivante de H(R[s]X)

H(R[s]X) = H
( n∑
t=1

xtPt(s)
)

=
n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

xjxkH(Pj(s), Pk(s)),

ce qui implique

H(Φ(G2, C)(s)) =

n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

xjxkH(Pj(s), Pk(s))

•
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Le lemme 4.4.2 nous permet d’énoncer une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un
polynôme NQ(s) d’ordre fixe vérifiant (4.6).

Théorème 4.4.2. Il existe un polynôme NQ(s) d’ordre fixe n vérifiant (4.6) si et seulement s’il
existe xj et xk, éléments du vecteur X, tels que la BMI suivante

n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

xjxkH(Pj(s), Pk(s)) > 0, (4.30)

soit satisfaite.

Démonstration. D’après le théorème 1.3.7, Φ(G2, C)(s) est Hurwitz si et seulement si la matrice
d’Hermite-Fujiwara du polynôme Φ(G2, C)(s) est définie positive. Le lemme 4.4.2 montre que la
matrice d’Hermite-Fujiwara du polynôme Φ(G2, C)(s) donnée par (4.29) satisfait Φ(G1, C)e(s2) =
Φ(G2, C)e(s2). Par conséquent, le polynôme Φ(G2, C)(s) vérifie (4.6) si et seulement s’il existe xj
et xk, éléments du vecteur X, tels que la BMI (4.30) soit satisfaite. On en déduit qu’il existe un
polynôme NQ(s) d’ordre fixe n vérifiant (4.6) si et seulement si l’inégalité (4.30) est satisfaite. •

Nous pouvons en déduire une condition suffisante pour stabiliser la segment de systèmes
Gλ(s) avec le régulateur C(s).

Corollaire 4.4.1. Si la condition (4.30) est satisfaite, alors il existe un contrôleur simultané
C(s) défini par (4.1) stabilisant le segment de systèmes Gλ(s).

Démonstration. D’après les théorèmes 4.2.1 et 4.4.2, il existe un régulateur simultané pour les
deux systèmes G1(s) et G2(s) satisfaisant Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) si et seulement si la
condition (4.30) est vérifiée. En utilisant le théorème 3.2.2, si la condition (4.30) est vraie, alors
il existe un contrôleur simultané C(s) paramétré par NQ(s) stabilisant le segment de systèmes
Gλ(s). •

De façon similaire à la première partie du chapitre 3, nous allons transformer la condition
(4.30) en un problème d’optimisation convexe de type LMI.

4.4.2.3 Formulation LMI

Définissons une matrice W satisfaisant (4.31) formée par les éléments wjk = xjxk comme
suit

W = XXT (4.31)

Le problème (4.30) devient

n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

wjkH(Pj(s), Pk(s)) > 0 (4.32a)

rang(W ) = 1 (4.32b)
W > 0 (4.32c)

Suite à la linéarisation du problème (4.32), on obtient un problème d’optimisation exprimé
sous une contrainte LMI

minimiser trace(W −XXT ) (4.33a)
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sous les contraintes
n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

wjkH(Pj(s), Pk(s)) > 0 (4.33b)

[
W X

XT 1

]
> 0 (4.33c)

Par conséquent, les solutions du problème (4.33) sont les solutions du problème d’optimisation
non convexe (4.32) si trace(W −XXT ) = 0.

4.4.2.4 Algorithme de synthèse du contrôleur simultané

L’algorithme de synthèse du contrôleur simultané est donné comme suit.

• Etape 1 : Calculer les matrices d’Hermite nécessaires pour la résolution du problème
(4.33).

• Etape 2 : Trouver une solution faisable pour la LMI (4.33) en utilisant l’algorithme sui-
vant :

a) h = 0, trouver une solution initiale faisableW etX0 du problème (4.33) sans minimiser
le critère(4.33a).

b) h←− h+ 1, trouver W et X(h+1) une solution faisable du problème linéarisé suivant

minimiser trace(W −X(h+1)X
T
h ) (4.34a)

sous les contraintes
n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

wjkH(Pj(s), Pk(s)) > 0 (4.34b)

[
W X(h+1)

XT
(h+1) 1

]
> 0 (4.34c)

c) Choisir ε strictement positif et suffisamment petit. Si
∣∣trace(W −X(h+1)X

T
h )
∣∣ 6 ε,

alors passer à l’étape 3. Sinon, relancer l’étape b) jusqu’à ce que le critère∣∣trace(W −X(h+1)X
T
h )
∣∣ 6 ε soit satisfait. Si ce critère n’est pas atteignable, on quitte

l’algorithme.

• Etape 3 : Déduire le vecteur U vérifiant (4.28b) et calculer QN = Γe+M + (I − Γe+Γe)U
contenant les coefficients de NQ(s).

• Etape 4 : Déterminer C(s) à partir de l’équation (4.1).

Appliquons cet algorithme sur l’exemple ci-dessous.

Exemple 4.4.1. Nous considérons le segment de systèmes Gλ(s) défini par les deux extrémités
suivantes

G1(s) =
−s+ 1

3s+ 2
, G2(s) =

s+ 3

s+ 1

Considérons C1(s) un compensateur initial stabilisant G1(s) et vérifiant (4.7).

C1(s) =
−0.0037s− 0.0053

0.0524s+ 0.0741

Soit DQ(s) = s + 1 et un polynôme inconnu NQ(s) = qo0s + qe0. Cherchons s’il existe un
correcteur C(s) vérifiant (4.2).

83



Chapitre 4. Commande simultanée d’un segment de systèmes par un compensateur paramétré

• Etape 1 : Nous avons calculé 36 matrices d’Hermite-Fujiwara de taille 3 × 3 nécessaires
pour résoudre le problème d’optimisation.

• Etape 2 et étape 3 : En appliquant, l’algorithme donné dans le paragraphe 4.4.2.4, nous
obtenons

QN =
[
0.0169 0.0239

]T
et on déduit

NQ(s) = 0.0239s+ 0.0169

— Etape 4 : Le contrôleur C(s) assurant la stabilité de deux systèmes G1(s) et G2(s) et
satisfaisant Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2) est le suivant

C(s) =
0.0680s2 + 0.0896s+ 0.0286

0.0763s2 + 0.1195s+ 0.0572

On en déduit

Φ(G1, C)(s) = 0.1609s3 + 0.4896s2 + 0.4716s+ 0.1429

Φ(G2, C)(s) = 0.1444s3 + 0.4896s2 + 0.4742s+ 0.1429

�

4.4.3 Synthèse d’un régulateur simultané avec le critère d’Hermite-Biehler

Dans cette partie, nous étudions les conditions d’existence du polynôme NQ(s) d’ordre donné
a priori vérifiant l’équation (4.6) en utilisant le critère d’Hermite-Biehler développé dans la
section 3.5.1. Ces conditions permettent de synthétiser un contrôleur d’ordre fixe vérifiant (4.1)
et stabilisant le segment de systèmes Gλ(s).

4.4.3.1 Condition d’existence d’un régulateur simultané

Soit C̃1(s), un régulateur stabilisant le système G1(s) et soit {a1, . . . , a`}, un ensemble des
nombres réels, négatifs et distincts représentant les racines de Φ(G1, C̃1)

e(s2). En considérant ces
hypothèses, nous pouvons donner le lemme suivant.

Lemme 4.4.3. S’il existe un compensateur C(s) qui vérifie les conditions suivantes

Φ(G2, C)o(s2) = V AΨ2 (4.35a)

Φ(G2, C)e(s2) = V H, (4.35b)

avec les éléments de Ψ2, donné par (3.34a), strictement positifs, où V , A et H sont donnés
respectivement par (3.11), (3.34b) et (3.34c), alors le contrôleur C(s) défini par (4.1) stabilise
simultanément le segment de systèmes Gλ(s).

Démonstration. Ce résultat est déduit du lemme 3.5.2. •

Rappelons que

Φ(G2, C)e(s2) = V [s](Φe
2 + ΓeQN )

Φ(G2, C)o(s2) = V [s](Φo
2 + ΓoQN )

Nous en déduisons alors le lemme suivant.
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Lemme 4.4.4. S’il existe un polynôme NQ(s) d’ordre fixe donné par QN et un vecteur Ψ2, donné
par (3.34a) et ayant tous ses éléments strictement positifs, satisfaisant les conditions suivantes

AΨ2 = Φo
2 + ΓoQN (4.36a)

H = Φe
2 + ΓeQN , (4.36b)

avec A et H donnés respectivement par (3.34b) et (3.34c), alors C(s) défini par (4.1) stabilise
simultanément le segment de systèmes Gλ(s).

Démonstration. Ce résultat est déduit à partir du lemme 4.4.3. •

4.4.3.2 Algorithme de synthèse du régulateur C(s)

Les équations (4.36) peuvent s’écrire comme

Bq = Θq

[
Ψ2

QN

]
(4.37)

avec

Bq =

[
Φo
2

H − Φe
2

]
, Θq =

[
A −Γo

0 Γe

]
(4.38a)

Les solutions générales de l’équation (4.37) sont données dans le théorème suivant.

Théorème 4.4.3. L’équation (4.37) a une solution si et seulement si

rang
([
Bq Θq

])
= rang(Θq). (4.39)

Les solutions générales Ψ2 et QN de (4.37) sont

Ψ2 = W1

(
Θ+
q Bq + (I −Θ+

q Θq)Zq
)

(4.40a)

QN = W2

(
Θ+
q Bq + (I −Θ+

q Θq)Zq
)

(4.40b)

où W1 =
[
I 0

]
, W2 =

[
0 I

]
, Zq est un vecteur quelconque vérifiant dim(Zq) = dim(Ψ2) +

dim(QN ) et Θ+
q est une inverse généralisée de Θq satisfaisant Θq = ΘqΘ

+
q Θq.

Démonstration. Voir [BIG74]. •

Notons que si rang(Θq) = dim(Ψ2) + dim(QN ) alors l’équation (4.37) a une solution unique
Ψ2 et QN car (I −Θ+

q Θq) = 0 pour tout Θ+
q .

Une condition suffisante pour stabiliser le segment Gλ(s) est formulée par le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.2. S’il existe un vecteur Zq tel que l’inégalité suivante

Mdiag(W1

(
Θ+
q Bq + (I −Θ+

q Θq)Zq
)
) > 0 (4.41)

soit satisfaite, alors il existe un compensateur C(s) défini par (4.1) stabilisant simultanément le
segment de systèmes Gλ(s).

Démonstration. Ce résultat est une déduction du lemme 4.4.4 et du théorème 4.4.3. •
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Ainsi, d’après le corollaire 4.4.2, le problème de la stabilisation simultanée du segment de
systèmes Gλ(s) par un correcteur paramétré d’ordre fixe C(s) a été réduit à la recherche d’un
vecteur Zq tel que chaque élément du vecteur Ψ2 soit positif. En conséquence, cela revient à
trouver une solution faisable à l’inégalité (4.41).

L’algorithme de synthèse du régulateur simultané est décrit par les étapes suivantes.
• Etape 1 : Trouver un compensateur initial causal C̃1(s) stabilisant G1(s).

• Etape 2 : Calculer Φ(G1, C̃1)(s), extraire l’ensemble des racines réelles distinctes {a1, . . . , a`}
de Φ(G1, C̃1)

e(s2) et en déduire les matrices H et A.

• Etape 3 : Calculer Φ(G2, C̃1)(s) et ∆12(s) et en déduire les matrices Φe
2, Φo

2, Γe et Γo.
• Etape 4 : Tester la condition de rang donnée par la relation (4.39). Si la condition de rang

est satisfaite alors passer à l’étape 5. Sinon, relancer l’étape 1 en modifiant le régulateur
initial C̃1(s).

• Etape 5 : Trouver une solution faisable Zq pour l’inégalité (4.41).
• Etape 6 : Déterminer QN à partir de l’équation (4.40b).
• Etape 7 : En déduire le régulateur simultané C(s).
Afin d’illustrer notre approche, nous proposons l’exemple suivant.

Exemple 4.4.2. Considérons l’exemple donné dans la section 4.4.2.4.
• Etape 1 : Soit un compensateur initial C1(s) donné par

C1(s) =
−2s− 1.5

s+ 2

et stabilisant G1(s) et vérifiant (4.7).
Soit DQ(s) = s + 1 et un polynôme inconuu NQ(s) = qo0s + qe0. Cherchons s’il existe un
correcteur C(s) vérifiant (4.2).

• Etape 2 : Calculons Φ(G1, C̃1)(s)

Φ(G1, C̃1)(s) = 5s3 + 12.5s2 + 10s+ 2.5

On en déduit H et A

A =

[
1 5

5 0

]
, H =

[
2.5

12.5

]

• Etape 3 : Φe
2, Φo

2, Γe et Γo sont donnés respectivement par

Φe
2 =

[
−2.5 −5.5

]T
, Φo

2 =
[
−7 −1

]T
Γe =

[
5 0

4 11

]T
, Γo =

[
11 5

0 4

]T

• Etape 4 : La condition du rang (4.39) est satisfaite.
• Etape 5 : Nous avons rang(Θq) = dim(Ψ2) + dim(QN ) alors l’équation (4.37) a une

solution unique Ψ2 et QN donnée par

Ψ2 =
[
0.8182 1.9091

]T
, QN =

[
1 1.2727

]T
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• Etape 6 : Par conséquent
NQ(s) = 1.2727s+ 1

• Etape 7 : Le contrôleur C(s) est le suivant

C(s) =
1.8182s2 + 2.0455s+ 0.5

2.2727s2 + 2.7273s+ 1

On en déduit

Φ(G1, C)(s) = 5s3 + 12.5s2 + 10s+ 2.5

Φ(G2, C)(s) = 4.0909s3 + 12.5s2 + 10.3636s+ 2.5

Les deux polynômes Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) sont de même degré et sont Hurwitz, le
compensateur C(s) stabilise donc les deux extrémités G1(s) et G2(s). De plus, ces polynômes
ont la même partie paire avec les coefficients des termes de plus haut degré de même signe. Le
compensateur C(s) stabilise donc le segment de systèmes Gλ(s). �

4.5 Synthèse d’un régulateur simultané d’ordre quelconque

Dans cette partie, nous allons étudier les conditions d’existence d’un polynôme NQ(s) d’ordre
quelconque satisfaisant les conditions (4.6) en utilisant le critère de stabilité polynomial d’Hermite-
Biehler présenté dans la section 3.5.1. Ces résultats sont utilisés pour synthétiser un correcteur
C(s) d’ordre quelconque de la forme (4.1) stabilisant le segment de systèmes Gλ(s).

4.5.1 Conditions d’existence d’un compensateur simultané C(s)

D’après le théorème 4.2.1, le problème d’existence d’un compensateur C(s) stabilisant le
segment de systèmes Gλ(s) revient à chercher les conditions d’existence d’un polynôme NQ(s)
d’ordre quelconque vérifiant (4.6). En étudiant le problème posé par les équations (4.6), nous
pouvons distinguer deux cas.

• Si ∆12(s) ∈ H.
Dans ce cas, une solution évidente à ce problème est donnée en choisissant par exemple
DQ(s) et Φ(G2, C)(s) tels que

DQ(s) = ∆12(s)

Φ(G2, C)(s) = DQ(s)Φ(G1, C1)(s) = Φ(G1, C̃1)(s)

où Φ(G1, C1)(s) ∈ H. De plus, nous avons Φ(G1, C)(s) = DQ(s)Φ(G1, C1)(s), ce qui donne
Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G2, C)e(s2). En considérant l’équation (4.5), nous obtenons

DQ(s)Φ(G1, C1)(s) = DQ(s)Φ(G2, C1)(s) +DQ(s)NQ(s) (4.42)

Nous en déduisons
NQ(s) = Φ(G1, C1)(s)− Φ(G2, C1)(s)

• Si ∆12(s) 6∈ H.
Dans ce cas, il existe un polynôme NQ(s) vérifiant (4.6) si et seulement s’il existe un
polynôme Hurwitz Φ(G2, C)(s) tel que

Φ(G2, C)(s) = Φ(G2, C̃1)(s) +NQ(s)∆12(s) (4.43)
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Par conséquent, Φ(G2, C)(s) − Φ(G2, C̃1)(s) doit être divisible par ∆12(s) où C̃1(s) est
donné par (4.4). Cela signifie qu’il existe NQ(s) si et seulement s’il existe un polynôme
Hurwitz Φ(G2, C)(s) qui interpole les valeurs de Φ(G2, C̃1)(s) aux zéros de ∆12(s) en
tenant compte de leur multiplicité. Ce résultat nous permet d’énoncer le théorème suivant.

Théorème 4.5.1. Il existe un compensateur simultané C(s) donné par (4.1) pour les deux
systèmes G1(s) et G2(s) dans le cas où Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) ont la même partie paire si
et seulement s’il existe un polynôme stable Φ(G2, C)(s) avec Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C)e(s2) qui
interpole les valeurs de Φ(G2, C̃1)(s) aux zéros de ∆12(s) en tenant compte de leur multiplicité.

Démonstration. Pour montrer ce résultat, il suffit d’écrire Φ(G2, C)(s) sous la forme donnée par
(4.43) et de considérer les deux polynômes ∆12(s) et Φ(G2, C̃1)(s) comme étant respectivement le
diviseur et le reste d’une division euclidienne dans l’ensemble des polynômes. Notons que la paire
inconnue (Φ(G2, C)(s), NQ(s)) représente respectivement le dividende et le quotient de (4.43).
Cette paire n’est pas nécessairement unique. On en déduit que ∆12(s) doit être un facteur de(

Φ(G2, C)(s)− Φ(G2, C̃1)(s)
)
pour assurer que NQ(s) soit un polynôme avec Φ(G2, C)(s) ∈ H

tel que Φ(G2, C)o(s2) soit un polynôme à déterminer donné par

Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)
e(s2)

Dans ce cas, il existe un compensateur simultané C(s) pour les deux systèmes G1(s) et G2(s)
tel que Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) aient la même partie paire. De plus, Φ(G2, C)(s) interpole
les valeurs de Φ(G2, C̃1)(s) aux zéros de ∆12(s) en tenant compte de leurs multiplicités.

Inversement, si Φ(G2, C)(s) est un polynôme Hurwitz qui interpole les valeurs de Φ(G2, C̃1)(s)
aux zéros de ∆12(s) en tenant compte de leurs multiplicités, alors, puisqu’il satisfait Φ(G1, C)e(s2) =
Φ(G2, C)e(s2), il existe un polynôme NQ(s) vérifiant (4.43). On en déduit qu’il existe un com-
pensateur simultané C(s) pour les deux systèmes G1(s) et G2(s). •

Le corollaire 4.5.1 ci-dessous donne des conditions suffisantes d’existence d’un compensateur
simultané C(s) pour le segment de systèmes Gλ(s).

Corollaire 4.5.1. S’il existe un compensateur C(s) vérifiant les deux conditions suivantes

i) Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) sont deux polynômes Hurwitz avec leurs coefficients des termes
de plus haut degré de même signe,

ii) Φ(G2, C)(s) interpole les valeurs de Φ(G2, C̃1)(s) aux zéros de ∆12(s) en tenant compte de
leurs multiplicités et vérifie Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)

e(s2).

Alors C(s) stabilise le segment de systèmes Gλ(s) donné par (2.1).

Démonstration. La preuve de ce corollaire se déduit des théorèmes 3.2.2 et 4.5.1. Notons que,
selon le paramétrage de C(s), nous avons Φ(G1, C)(s) = Φ(G1, C̃1)(s) alors Φ(G1, C)e(s2) =

Φ(G1, C̃1)
e(s2). •

A partir des conditions données dans le corollaire 4.5.1, nous allons détailler la méthode
d’interpolation dans la section suivante. Pour des raisons de simplicité nous allons étudier le cas
où les zéros de ∆12(s) sont simples.
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4.5.2 Formulation du problème d’interpolation

L’objectif de cette partie est de formuler le problème d’existence d’un polynôme d’interpola-
tion Φ(G2, C)(s) Hurwitz tel que Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)

e(s2).
Soit σi, i ∈ {1, . . . , 2m}, les zéros complexes de ∆12(s) et σj , j ∈ {2m + 1, . . . , 2m + n}, les

zéros réels distincts de ∆12(s). Définissons

βi = Φ(G2, C̃1)(σi), i ∈ {1, . . . ,m}

β̄i = Φ(G2, C̃1)(σ̄i), i ∈ {m+ 1, . . . , 2m}

βj = Φ(G2, C̃1)(σj), j ∈ {2m+ 1, . . . , 2m+ n}

Considérons l’ensemble E suivant

• m paires de nombres complexes (σi, βi), (σ̄i, β̄i) avec i ∈ {1, . . . , 2m} et tel qu’aucun σ2i ne
soit identique,

• n paires de nombres réels (σj , βj) avec j ∈ {2m+ 1, . . . , 2m+n} et tel qu’aucun σj ne soit
identique.

Nous désirons interpoler les 2m + n points de l’ensemble E avec le polynôme réel Hurwitz
Φ(G2, C)(s). Le polynôme Φ(G2, C)(s) doit vérifier les trois conditions suivantes

1) Φ(G2, C)(s) ∈ H

2) Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)
e(s2)

3)

βi = Φ(G2, C)(σi), i ∈ {1, . . . ,m}
β̄i = Φ(G2, C)(σ̄i), i ∈ {m+ 1, . . . , 2m}
βj = Φ(G2, C)(σj), j ∈ {2m+ 1, . . . , 2m+ n}

avec σν , ν ∈ {1, . . . , 2m+ n}, les zéros distincts de ∆12(s).
Examinons maintenant ces conditions en considérant Φ(G2, C)(s) = Φ(G2, C)e(s2)+s Φ(G2, C)o(s2).
Le polynôme Φ(G2, C)o(s2) peut se réécrire comme suit

Φ(G2, C)o(s2) = c0Φ(G2, C)e(s2) +
∑̀
k=1

ck
Φ(G2, C)e(s2)

s2 − ak

avec {a1, . . . , a`} les racines de Φ(G2, C)e(s2).
On en déduit les expressions suivantes

βi = Φ(G2, C)e(σ2i ) + σi

(
c0Φ(G2, C)e(σ2i ) +

∑̀
k=1

ck
Φ(G2, C)e(σ2i )

σ2i − ak

)
, i ∈ {1, . . . ,m}

(4.44a)

β̄i = Φ(G2, C)e(σ̄2i ) + σ̄i

(
c0Φ(G2, C)e(σ̄2i ) +

∑̀
k=1

ck
Φ(G2, C)e(σ̄2i )

σ̄2i − ak

)
, i ∈ {m+ 1, . . . , 2m}

(4.44b)

89



Chapitre 4. Commande simultanée d’un segment de systèmes par un compensateur paramétré

βj = Φ(G2, C)e(σ2j ) + σj

(
c0Φ(G2, C)e(σ2j ) +

∑̀
k=1

ck
Φ(G2, C)e(σ2j )

σ2j − ak

)
, j ∈ {2m+ 1, . . . , 2m+ n}

(4.44c)

Ce qui implique

β1∏`
k=1(σ

2
1 − ak)

− 1 = c0σ1 + c1
σ1

σ21 − a1
+ . . . + c`

σ1
σ21 − a`

(4.45a)

...
βm∏`

k=1(σ
2
m − ak)

− 1 = c0σm + c1
σm

σ2m − a1
+ . . . + c`

σm
σ2m − a`

(4.45b)

β̄m+1∏`
k=1(σ̄

2
m+1 − ak)

− 1 = c0σ̄m+1 + c1
σ̄m+1

σ̄2m+1 − a1
+ . . . + c`

σ̄m+1

σ̄2m+1 − a`
(4.45c)

...
β̄2m∏`

k=1(σ̄
2
2m − ak)

− 1 = c0σ̄2m + c1
σ̄2m

σ̄22m − a1
+ . . . + c`

σ̄2m
σ̄22m − a`

(4.45d)

β2m+1∏`
k=1(σ

2
2m+1 − ak)

− 1 = c0σ2m+1 + c1
σ2m+1

σ22m+1 − a1
+ . . . + c`

σ2m+1

σ22m+1 − a`
(4.45e)

...
β2m+n∏`

k=1(σ
2
2m+n − ak)

− 1 = c0σ2m+n + c1
σ2m+n

σ22m+n − a1
+ . . . + c`

σ2m+n

σ22m+n − a`
(4.45f)

Par conséquent, le problème d’interpolation d’un polynôme Hurwitz Φ(G2, C)(s) est exprimé
sous la forme d’un système d’équations (4.45) à résoudre où les variables inconnues ck,k∈{0...,`}
représentent un ensemble de paramètres positifs. Par hypothèse, l’ensemble des racines négatives
distinctes ak,k∈{1...,`} de Φ(G2, C)e(s2) sont connues et données par la partie paire du polynôme
Hurwitz Φ(G1, C̃1)(s) = Φ(G1, C)(s). Le système d’équations (4.45) est équivalent à

Σ Ψ = Ω (4.46)
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avec

Ω =



β1∏`
k=1(σ

2
1 − ak)

− 1

β̄1∏`
k=1(σ̄

2
1 − ak)

− 1

...
β2m∏`

k=1(σ
2
2m − ak)

− 1

β̄2m∏`
k=1(σ̄

2
2m − ak)

− 1

β2m+1∏`
k=1(σ

2
2m+1 − ak)

− 1

...
β2m+n∏`

k=1(σ
2
2m+n − ak)

− 1



(4.47a)

Σ =



σ1
σ1

σ21 − a1
. . .

σ1
σ21 − a`

σ̄1
σ̄1

σ̄21 − a1
. . .

σ̄1
σ̄21 − a`

...
...

σ2m
σ2m

σ22m − a1
. . .

σ2m
σ22m − a`

σ̄2m
σ̄2m

σ̄22m − a1
. . .

σ̄2m
σ̄22m − a`

σ2m+1
σ2m+1

σ22m+1 − a1
. . .

σ2m+1

σ22m+1 − a`
...

...

σ2m+n
σ2m+n

σ22m+n − a1
. . .

σ2m+n

σ22m+n − a`



(4.47b)

Ψ =
[
c0 c1 . . . c`

]T
(4.47c)

4.5.3 Conditions d’interpolation d’un polynôme Hurwitz avec une partie
paire fixe

En considérant l’équation (4.46), le théorème suivant présente une condition nécessaire et suf-
fisante pour l’interpolation d’un polynôme Hurwitz Φ(G2, C)(s) qui garantit que Φ(G2, C)e(s2) =

Φ(G1, C̃1)
e(s2) et qui satisfait les contraintes d’interpolation Φ(G2, C)(σν) = βν où σν , ν ∈

{1 . . . 2m+ n}, sont les zéros distincts de ∆12(s).
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Théorème 4.5.2. Soit 2m + n paires de nombres (σν , βν), ν ∈ {1 . . . 2m + n}. Φ(G2, C)(s)
est un polynôme Hurwitz qui interpole (σν , βν) si et seulement s’il existe un vecteur Ψ avec des
éléments strictement positifs tel que la relation (4.46) soit satisfaite où ak,k∈{1...,`} est un ensemble
de nombres réels, négatifs et distincts représentant les racines de Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)

e(s2).

Démonstration. Par hypothèse, les racines ak,k∈{1...,`} de Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)
e(s2) sont

des nombres réels, négatifs et distincts. Donc, d’après le lemme 3.5.1, le polynôme Φ(G2, C)(s)
est Hurwitz si et seulement si les réels ck,k∈{0...,`} définis par (4.44) sont positifs. Par conséquent,
Φ(G2, C)(s) est un polynôme Hurwitz qui interpole les paires (σν , βν) si et seulement si les réels
ck,k∈{0...,`} définis par (4.45) sont positifs. Puisque l’équation (4.46) est déduite de la relation
(4.45), alors Φ(G2, C)(s) est un polynôme Hurwitz qui interpole (σν , βν) si et seulement s’il
existe un vecteur Ψ avec des éléments strictement positifs tel que (4.46) soit satisfaite. •

Théorème 4.5.3. Soit Σ ∈ C(2m+n+3)×(`+1) et Ω ∈ C(`+1) donnés par (4.47a) et (4.47b).
L’équation (4.46) a une solution si et seulement si

rang
([

Ω Σ
])

= rang(Σ). (4.48)

La solution générale de (4.46) est donnée par

Ψ = Σ+Ω + (I − Σ+Σ)Y (4.49)

où Y est un vecteur quelconque tel que dim(Y ) = dim(Ψ) et Σ+ est une inverse généralisée de
Σ satisfaisant Σ = ΣΣ+Σ.

Démonstration. Voir [BIG74]. •

Dans notre cas, Ψ doit être un vecteur de nombres réels positifs avec Ψ ∈ IR(`+1).
Le corollaire ci-dessous donne une condition suffisante d’existence d’un polynôme Hurwitz

Φ(G2, C)(s) vérifiant les contraintes d’interpolation Φ(G2, C)(σν) = βν , ν ∈ {1 . . . 2m + n}, tel
que Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)

e(s2).

Corollaire 4.5.2. Si Ψ donné par (4.49) est un vecteur de nombres réels et l’inégalité suivante

Mdiag(Σ+Ω + (I − Σ+Σ)Y ) > 0 (4.50)

est satisfaite, où Y est un vecteur quelconque valué dans IR tel que dim(Y ) = dim(Ψ), alors il
existe un polynôme Φ(G2, C)(s) Hurwitz qui interpole les points (σν , βν) et qui vérifie Φ(G2, C)e(s2) =

Φ(G1, C̃1)
e(s2).

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence des théorèmes 4.5.2 et 4.5.3. •

Corollaire 4.5.3. Si Ψ donné par (4.49) est un vecteur de nombres réels et l’inégalité (4.50)
est satisfaite, alors il existe un compensateur C(s) de la forme (4.1) stabilisant le segment de
systèmes Gλ(s).

Démonstration. Ce résultat est déduit des corollaires 4.5.1 et 4.5.2. •
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4.5.4 Algorithme de synthèse du compensateur simultané C(s)

En se basant sur les résultats précédents, nous présentons l’algorithme à mettre en œuvre
pour déterminer un compensateur simultané C(s) stabilisant le segment de systèmes Gλ(s).

• Etape 1 : Calculer les racines σν de ∆12(s) avec ∆12(s) = N2(s)D1(s) −D2(s)N1(s). Si
∆12(s) ∈ H, alors la solution est évidente (voir section 4.5.1). Si ∆12(s) /∈ H alors aller à
l’étape 2).

• Etape 2 : Poser ∆12(s) = ∆−12(s)∆
+
12(s) où ∆−12(s) et ∆+

12(s) représentent respectivement
la partie stable et la partie instable de ∆12(s).

• Etape 3 : Trouver un contrôleur initial causal C1(s) = X1(s)/Y1(s) stabilisant le système
G1(s).

• Etape 4 : Choisir DQ(s) = P (s)∆−12(s) où P (s) est un polynôme quelconque Hurwitz et
en déduire C̃1 = DQ(s)X1(s)/DQ(s)Y1(s).

• Etape 5 : Calculer Φ(G1, C̃1)(s) et Φ(G2, C̃1)(s) et en déduire ak l’ensemble des racines
réelles distinctes et négatives de Φ(G1, C̃1)

e(s2).

• Etape 6 : Calculer Φ(G2, C̃1)(σν) = βν et en déduire les matrices Ω et Σ.

• Etape 7 : Tester la condition de rang donnée par la relation (4.48). Si la condition de rang
(4.48) est satisfaite alors passer à l’étape 8. Sinon, aller l’étape 3 en modifiant le régulateur
C1(s).

• Etape 8 : Trouver une solution faisable pour l’inégalité (4.50). Puis, calculer Ψ à partir
de la relation (4.49).

• Etape 9 : Calculer Φ(G2, C)(s) et déterminer NQ(s) à partir de la relation Φ(G2, C)(s) =

Φ(G2, C̃1)(s) +NQ(s)∆(s).

• Etape 10 : Calculer C(s) donné par (4.1).

Afin d’illustrer notre approche, nous proposons l’exemple suivant.

Exemple 4.5.1. Nous considérons le segment de systèmes Gλ(s) défini par les deux extrémités
suivantes

G1(s) =
s2 + s+ 2

s2 + 2s+ 1
, G2(s) =

3s+ 2

2s2 − s+ 2

• Etape 1 : ∆12(s) est donné par

∆12(s) = −2s4 + 2s3 + 3s2 + 7s− 2

Les racines σν de ∆12(s) sont données par l’ensemble E

E = {2.2613, 0.2545, −0.7579 + j1.0787, −0.7579− j1.0787}

• Etape 2 : Notons que ∆12(s) a deux zéros instables. On en déduit

∆−12(s) = s2 + 1.5158s+ 1.7380

• Etape 3 : Soit C1(s) un compensateur initial qui stabilise le système G1(s)

C1(s) =
s+ 1

s2 + s+ 1

93



Chapitre 4. Commande simultanée d’un segment de systèmes par un compensateur paramétré

• Etape 4 : Soit P (s) = s2 + 1.02s+ 0.02. Puisque DQ(s) = ∆−12(s)P (s) alors

DQ(s) = s4 + 2.5358s3 + 3.3041s2 + 1.8031s+ 0.0348

On en déduit C̃1(s) = DQ(s)X1(s)/DQ(s)Y1(s).

• Etape 5 : Ce qui entraîne

Φ(G1, C̃1)(s) = s8 + 6.5358s7 + 19.4473s6 + 36.2344s5 + 45.2866s4 + 38.3897s3

+ 20.9394s2 + 5.6178s+ 0.1043

Φ(G2, C̃1)(s) = 2s8 + 6.0716s7 + 15.1440s6 + 28.1251s5 + 40.9121s4 + 40.8212s3

+ 24.2435s2 + 7.4209s+ 0.139

Ceci implique

Φ(G1, C)e(s2) = s8 + 19.4473s6 + 45.2866s4 + 20.9394s2 + 0.1043

Les racines ai de Φ(G1, C)e(s2) sont données par l’ensemble S

S = {−16.8304, −1.9950, −0.6169, −0.0050}

• Etape 6 : Calculons les valeurs Φ(G2, C̃1)(σν) = βν

Φ(G2, C̃1)(2.2613) = 8.5739× 103

Φ(G2, C̃1)(0.2545) = 4.4757

Φ(G2, C̃1)(−0.7579 + j1.0787) = 0

Φ(G2, C̃1)(−0.7579− j1.0787) = 0

Ceci implique

ΩT = [0.8739 1.7040 − 1.0000 − 1.0000]

Σ =


0.103 0.318 0.394 0.441

0.0151 0.123 0.373 3.648

−0.052 + j0.061 −0.608 + j0.059 −0.667− j0.452 −0.438− j0.62

−0.052− j0.061 −0.608− j0.059 −0.667 + j0.452 −0.438 + j0.62


• Etape 7 : La condition de rang (4.48) est satisfaite.

• Etape 8 : Le vecteur Ψ contenant les ck, k ∈ {1, 2, 3, 4}, est donné

ΨT = [3.4640 1.0091 0.0315 0.4154]

avec c0 = 0.
Ψ est positif, il existe donc un polynôme stable Φ(G2, C)(s) qui interpole les valeurs de
Φ(G2, C̃1)(s) aux zéros de ∆12(s) et vérifie Φ(G2, C)e(s2) = Φ(G1, C̃1)

e(s2).
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• Etape 9 : Nous obtenons

Φ(G2, C)(s) = s8 + 4.92s7 + 19.4473s6 + 35.3457s5 + 45.2866s4

+ 34.7062s3 + 20.9394s2 + 8.6827s+ 0.1043

On en déduit NQ(s)

NQ(s) = 0.5s4 + 1.0758s3 − 0.3258s2 − 0.5725s+ 0.0168

• Etape 10 : Le compensateur simultané C(s) = X(s)/Y (s) est le suivant :

X(s) = 0.5s6 + 3.0758s5 + 5.8616s4 + 5.6916s3 + 3.6532s2 + 1.2989s+ 0.0516

Y (s) = 0.5s6 + 1.9600s5 + 5.0899s4 + 6.3897s3 + 6.3493s2 + 2.9660s+ 0.0012

Nous pouvons vérifier que le compensateur C(s) stabilise simultanément G1(s) et G2(s) avec
les deux polynômes caractéristiques Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) suivants

Φ(G1, C)(s) = s8 + 6.5358s7 + 19.4473s6 + 36.2344s5 + 45.2866s4

+ 38.3897s3 + 20.9394s2 + 5.6178s+ 0.1043

Φ(G2, C)(s) = s8 + 4.9200s7 + 19.4472s6 + 35.3459s5 + 45.2867s4

+ 34.7051s3 + 20.9380s2 + 8.6835s+ 0.1043

Nous observons que Φ(G1, C)(s) et Φ(G2, C)(s) sont deux polynômes de même degré avec
les coefficients des termes de plus haut degré de même signe et ayant la même partie paire. Par
conséquent, le segment de systèmes Gλ(s) est stabilisé par le compensateur causal C(s). �

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de la stabilisation simultanée d’un segment
de systèmes LTI en utilisant un paramétrage particulier du contrôleur simultané. Des nouvelles
conditions de stabilisation de cette famille de systèmes ont été données tout en assurant la
causalité du régulateur simultané.

Dans la première partie de ce chapitre, les critères de stabilité d’Hermite-Fujiwara et d’Hermite-
Biehler ont été mis en œuvre pour développer deux méthodes de synthèse des régulateurs simulta-
nés d’ordre fixe. Le critère d’Hermite-Fujiwara a permis d’exprimer la question de la stabilisation
d’un segment de systèmes comme un problème d’optimisation BMI. En utilisant le paramétrage
des contrôleurs simultanés, nous avons montré qu’une seule contrainte BMI est nécessaire au lieu
de deux contraintes BMI données dans le troisième chapitre. Cependant, la transformation de
cette BMI en un problème d’optimisation convexe a engendré un algorithme heuristique dont
la convergence n’est pas garantie. De plus, l’analyse et la formulation de ce problème ont été
établies pour un correcteur d’ordre donné a priori. Le critère de stabilité d’Hermite-Biehler a
conduit à une formulation simple et facile à mettre en œuvre. Cette approche dépend du choix
du régulateur initial.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous avons étudié la commande simultanée d’un
segment de systèmes en utilisant la méthode d’interpolation des polynômes Hurwitz. Cette for-
mulation a été obtenue en utilisant le critère de stabilité d’Hermite-Biehler. Un algorithme pour
synthétiser des contrôleurs d’ordre quelconque stabilisant le segment de systèmes Gλ(s) a été
donné. Nous avons montré que la méthode d’interpolation proposée permet de donner des condi-
tions d’existence quel que soit l’ordre du régulateur considéré.
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Chapitre 5

Stabilisation robuste d’un polytope de
systèmes LTI

5.1 Introduction

La modélisation des systèmes physiques peut générer des modèles incertains à cause des non-
linéarités, des variations paramétriques, des erreurs de modélisation, etc. Il est donc nécessaire
de développer des méthodes de commande robuste qui tiennent compte de ces incertitudes. Dans
ce mémoire, nous nous sommes intéressés à la classe particulière de systèmes incertains que sont
les polytopes de systèmes LTI.

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié le problème de la stabilisation simultanée
d’un segment de systèmes dans l’espace des polynômes. Dans ce chapitre, à l’aide du théorème
des segments étendus [BHL88], nous allons étendre cette étude à la stabilisation d’un polytope
de systèmes SISO. Il s’agit d’une application de la méthode de commande développée dans le
chapitre 3 généralisée à plusieurs segments de systèmes. Dans ce chapitre, nous montrons que,
pour stabiliser un polytope de systèmes, il suffit de stabiliser ses sommets en satisfaisant une
condition supplémentaire qui dépend des polynômes caractéristiques en boucle fermée associés
aux sommets de ce polytope. Une méthodologie complète pour synthétiser un contrôleur sta-
bilisant un polytope de systèmes sera développée. Ce contrôleur ne stabilise pas seulement les
sommets du polytope simultanément, mais il stabilise aussi l’ensemble des systèmes appartenant
au polytope. Il s’agit donc d’un contrôleur simultané robuste pour un polytope de systèmes SISO.

Une revue de la littérature révèle qu’il y a peu de méthodes disponibles pour stabiliser des
polytopes de systèmes avec l’approche polynomiale [HAPS̆01, Hen02, HS̆K03, KKL07, KKL08].
Toutes ces approches se réfèrent à des conditions de stabilité basées sur des approximations du
domaine de stabilité et sur les fonctions strictement positives réelles (SPR). En outre, l’une des
difficultés lorsque nous appliquons ces méthodes consiste à sélectionner un polynôme particulier,
appelé polynôme central dans [HS̆K03]. En conséquence, ces méthodes ne proposent pas une
solution systématique et générale pour stabiliser un polytope de systèmes, d’où l’importance de
chercher d’autres approches n’utilisant pas des approximations du domaine de stabilité.

Pour stabiliser un polytope de systèmes, nous proposons dans ce chapitre une stratégie de
commande qui n’utilise pas les fonctions rationnelles strictement positives réelles, mais le théo-
rème des segments étendus [BHL88]. Cette approche permet de construire des fonctions bistables
qui peuvent ne pas être SPR.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la première partie, nous détaillons l’état
de l’art de la stabilisation d’un polytope de systèmes. Dans la deuxième partie, nous étudions
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le problème de la stabilisation robuste d’un polytope de systèmes dans l’espace des polynômes.
Puis dans la troisième partie, nous développons une méthode de synthèse pour un contrôleur
simultané stabilisant un polytope de systèmes. Cette approche utilise le critère de stabilité
d’Hermite-Fujiwara. Dans la dernière partie, à partir du critère de stabilité d’Hermite-Biehler,
nous proposons une méthode de synthèse basée essentiellement sur la propriété d’entrelacement
des zéros de la partie paire (ou impaire) des polynômes caractéristiques en boucle fermée et sur
le choix des racines de cette partie paire (ou impaire).

5.2 Sur la stabilisation des systèmes ayant des incertitudes poly-
topiques avec l’approche polynomiale

Dans ce manuscrit, nous ne traitons pas explicitement de l’approche dite de Kharitonov (voir
[BCK95]) car cette dernière n’aborde pas la stabilisation robuste des systèmes par intervalles,
mais traite uniquement la question de l’analyse de la stabilité robuste de ces systèmes.

A notre connaissance, la seule méthode développée pour la stabilisation d’un système affecté
par une incertitude polytopique modélisé dans l’espace des polynômes est celle de [HS̆K03]. Dans
cette approche, Henrion et al. ont combiné la théorie des polynômes positifs avec les propriétés
des fonctions SPR dans le but de concevoir un régulateur robuste d’ordre fixe stabilisant ce
type de systèmes. Dans [HS̆K03], le domaine de stabilité proposé est décrit par une inégalité
matricielle linéaire (LMI). Ce domaine de stabilité LMI est paramétré par un polynôme stable
donné, appelé polynôme central. Il s’agit donc d’une approximation convexe de la région de
stabilité considérée. De cette manière, le problème de synthèse d’un contrôleur robuste revient à
résoudre un problème d’optimisation convexe de type LMI que nous détaillons ci-dessous.

Les travaux publiés dans [HB01, KKL07, KKL08] seront discutés à la fin de cette section.
Dans la première partie de cette section, nous rappelons la notion d’approximation LMI d’un

domaine de stabilité quelconque et la condition de stabilité d’un polynôme réel dans ce domaine.
Dans la seconde partie, nous détaillons une condition suffisante développée par [HS̆K03] pour
stabiliser un système avec des incertitudes polytopiques.

5.2.1 Approximation LMI du domaine de stabilité

Soit D une région de stabilité dans le plan complexe satisfaisant

D =

{
s ∈ C :

[
1

s

]∗ [
d11 d12

d∗12 d22

]
︸ ︷︷ ︸

D

[
1

s

]}
(5.1)

avec D une matrice hermitienne ayant une valeur propre strictement positive et une valeur propre
strictement négative [Bac98]. Deux choix standard pour D sont le demi-plan gauche (d11 = 0,
d12 = 1 et d22 = 0) et le disque unitaire (d11 = −1, d12 = 0 et d22 = 1).

Considérons ∂D la frontière de D telle que

∂D = {s ∈ C : d11 + d12s+ d22ss
∗ = 0}

Définissons un polynôme D-stable et une fonction D-SPR.

Définition 5.2.1. [HS̆K03] Un polynôme D-stable.
Un polynôme est D-stable si toutes ses racines appartiennent à D.
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Définition 5.2.2. [HS̆K03] Une fonction D-réelle strictement positive (D-SPR).
Une fonction est D-SPR si sa partie réelle est positive pour tout s ∈ ∂D.

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 5.2.1. [HS̆K03] Soit deux polynômes réels d(s) et c(s) de degré m tels que

d(s) = d0 + d1s+ . . .+ dms
m

c(s) = c0 + c1s+ . . .+ cms
m

Un polynôme c(s) est D-stable si et seulement s’il existe un polynôme D-stable d(s) tel que
la fonction rationnelle c(s)/d(s) est D-SPR.

Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.1. [HS̆K03] Soit un polynôme donné D-stable d(s), alors c(s) est un polynôme
D-stable si la fonction rationnelle c(s)/d(s) est D-SPR.

La condition D-SPR donnée dans le corollaire 5.2.1 est formulée comme une condition de
positivité polynomiale.

Lemme 5.2.2. [HS̆K03] Considérons γ un réel positif donné. Soit la condition D-SPR suivante

Re
(
c(s)

d(s)

)
=

1

2

(
c∗(s)

d∗(s)
+
c(s)

d(s)

)
=
c∗(s)d(s) + d∗(s)c(s)

2d∗(s)d(s)
> γ, ∀s ∈ ∂D (5.2)

La condition (5.2) est équivalente à

p(s) = c∗(s)d(s) + d∗(s)c(s)− 2γd∗(s)d(s) > 0, ∀s ∈ ∂D (5.3)

Pour formuler la condition de positivité polynomiale (5.3) comme une expression LMI, nous
définissons les vecteurs d et c contenant respectivement les coefficients des deux polynômes d(s)
et c(s) comme suit

d =
[
d0 d1 . . . dm

]
c =

[
c0 c1 . . . cm

]
ainsi que les expressions P (c) et D(Q) comme suit

P (c) = c∗d+ d∗c− 2γd∗d (5.4a)

D(Q) = Π∗

[
d11Q d12Q

d∗12Q d22Q

]
Π (5.4b)

avec

• γ un réel positif,

• d11, d12 et d22 les éléments de la matrice D définie par (5.1),

• Q une matrice symétrique de dimension m×m,
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• Π une matrice donnée par

Π =



1 0 0 0
. . .

0 0 1 0

0 1 0 0
. . .

0 0 0 1


Une formulation LMI équivalente à la condition (5.3) est donnée dans le lemme suivant.

Lemme 5.2.3. [HS̆K03] Le polynôme p(s) dans (5.3) est positif pour tout s ∈ ∂D si et seulement
s’il existe une matrice Q vérifiant la LMI suivante

P (c) +D(Q) > 0, Q = Q∗ (5.5)

Maintenant, nous pouvons rappeler le résultat fondamental suivant.

Théorème 5.2.1. [HS̆K03] Soit un polynôme donné D-stable d(s) de degré m, alors c(s) est un
polynôme D-stable si et seulement s’il existe une matrice Q = Q∗ satisfaisant la LMI (5.5).

Dans la section suivante, nous donnons une condition suffisante pour étudier la stabilité d’un
polytope de polynômes dans un domaine D en utilisant la LMI (5.5). Cette formulation permet
de synthétiser des correcteurs d’ordre fixe pour un système ayant des incertitudes polytopiques.

5.2.2 Condition suffisante pour la stabilisation robuste

Dans cette partie, nous rappelons l’approche proposée par [HS̆K03] pour étudier la stabilisa-
tion robuste d’un système avec une incertitude polytopique.

Soit un système G̃(s) = a(s)/b(s) et un contrôleur C(s) = x(s)/y(s) avec a(s) et b(s)
deux polynômes de degré m et x(s) et y(s) deux polynômes de degré r. Supposons que le
système G̃(s) soit incertain et appartienne à un polytope décrit par ses n sommets donnés par
G̃i(s) = ai(s)/bi(s), i = 1, . . . , n. On dit que le système G̃(s) est polytopique.

Les polynômes caractéristiques en boucle fermée pour G̃(s) et pour chaque sommet du poly-
tope sont donnés par

Φ(G̃, C)(s) = a(s)x(s) + b(s)y(s) (5.6a)

Φ(G̃i, C)(s) = ai(s)x(s) + bi(s)y(s), i = 1, . . . , n (5.6b)

Dans [HS̆K03], le problème de la stabilisation robuste du système incertain G̃(s) est posé
comme celui de l’existence d’un contrôleur C(s) tel que le polytope de polynômes Φ(G̃, C)(s),
défini par ses sommets Φ(G̃i, C)(s), i = 1, . . . , n, soit D-stable.

En reformulant Φ(G̃i, C)(s) par identification des coefficients des puissances successives de
l’indéterminée s, nous obtenons le vecteur ci suivant

ci =
[
ci0 ci1 . . . cim+r

]
= ZSi, i = 1, . . . , n (5.7)
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qui contient les coefficients du polynôme Φ(G̃i, C)(s) et qui est une fonction linéaire des para-
mètres du régulateur, où Si est la matrice de Sylvester regroupant les paramètres d’un sommet
G̃i(s) et Z est le vecteur des paramètres de régulateur C(s) qui sont donnés par

Z =
[
x0 x1 . . . xr y0 y1 . . . yr

]

Si =



ai0 ai1 . . . am

ai0 ai1 . . . aim
. . . . . .

ai0 ai1 . . . aim

bi0 bi1 . . . bim

bi0 bi1 . . . bim
. . . . . .

bi0 bi1 . . . bim


Comme dans (5.4a), nous définissons la matrice P (ci) ainsi

P (ci) = (ci)∗d+ d∗ci − 2γd∗d, i = 1, . . . , n (5.8)

L’équation (5.8) est équivalente à

P i(Z) = (Si)∗Z∗d+ d∗ZSi − 2γd∗d, i = 1, . . . , n (5.9)

En se basant sur le théorème 5.2.1, une condition suffisante d’existence d’un contrôleur C(s)
d’ordre fixe stabilisant le système incertain G̃(s) est donnée dans le théorème suivant.

Théorème 5.2.2. [HS̆K03] Soit ai(s) et bi(s), i = 1, . . . , n, des polynômes réels de degré m
représentant les sommets G̃i(s) du système polytopique G̃(s), avec δ(ai) 6 δ(bi) et δ(bi) = m
constant. Soit d(s) un polynôme D-stable donné de degré m+ r. S’il existe une matrice Qi telle
que la LMI suivante

P i(Z) +D(Qi) > 0, Qi = (Qi)∗, i = 1, . . . , n (5.10)

soit satisfaite alors le contrôleur C(s) = x(s)/y(s) D-stabilise le système polytopique G̃(s) avec
δ(y) = r.

Exemple 5.2.1. Soit le système polytopique G̃(s) décrit par les trois sommets suivants

G̃1(s) =
a1(s)

b1(s)
=
−0.25s+ 0.5

s2 − 5s+ 11
(5.11a)

G̃2(s) =
a2(s)

b2(s)
=

−0.25s− 0.5

s2 − 2.25s− 2.25
(5.11b)

G̃3(s) =
a3(s)

b3(s)
=
−0.25s− 0.5

s2 − 3.5s− 3.5
(5.11c)

L’objectif est de stabiliser G̃(s) avec un régulateur C(s) = x0/y0. Nous en déduisons le
vecteur Z = [x0 y0].
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De plus, nous avons

S1 =

[
0.5000 −0.2500 0

11.0000 −5.0000 1.0000

]

S2 =

[
−0.5000 −0.2500 0

−2.2500 −2.5000 1.0000

]

S3 =

[
−0.5000 −0.2500 0

−3.5000 −3.5000 1.0000

]

Le polynôme D-stable est choisi comme d(s) = (s+ 1)2, ce qui donne le vecteur d = [1 2 1].
Nous considérons le demi-plan gauche comme domaine de stabilité, ce qui donne la matrice

D suivante (voir (5.1))

D =

[
0 1

1 0

]

Nous en déduisons alors D(Q) comme suit (voir (5.4b))

D(Q) = Π∗

[
0 Q

Q 0

]
Π

où Q ∈ IR2×2 une matrice symétrique à déterminer et Π est une matrice donnée par

Π =


1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1


En choisissant γ = 0.2, la résolution de LMI (5.10) donne

Q =

[
−4.4530 −2.0221

−2.0221 −11.9416

]
Z =

[
−166.0318 7.8447

]
Nous en déduisons le régulateur C(s) = −21.1649. En conséquence, les polynômes caracté-

ristiques en boucle fermée de trois sommets sont donnés par

Φ(G̃1, C)(s) = s2 + 0.2912s+ 0.4176,

Φ(G̃2, C)(s) = s2 + 2.7912s+ 8.3324,

Φ(G̃3, C)(s) = s2 + 1.7912s+ 7.0824.

Comme la condition donnée par le théorème 5.2.2 est satisfaite, alors C(s) stabilise le système
polytopique G̃(s). �
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Remarque 5.2.1. Si nous ne trouvons pas une solution faisable pour la LMI (5.10), alors nous
ne pouvons pas conclure sur la stabilisation robuste du système G̃(s) lorsque l’algorithme de
synthèse ne converge pas. �

Une approche similaire à celle de Henrion et al. dans [HS̆K03] est proposée par Karimi et
al. dans [KKL07] et [KKL08]. Cette approche utilise le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov
[LC00, LLM97], afin d’obtenir des fonctions de transfert en boucle fermée qui soient SPR, au
lieu des polynômes positifs. Ces méthodes se réfèrent à des conditions de stabilité suffisantes
basées sur des approximations de région de stabilité. De plus, elles génèrent des fonctions EP-
SPR représentant une famille particulière des fonctions rationnelles stables et bicausales.

Dans [HB01], les auteurs appliquent le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara au théorème
de Kharitonov pour proposer un correcteur simultané d’ordre fixe stabilisant des systèmes LTI
à intervalles. Les auteurs résolvent les BMI générées par cette approche en utilisant la méthode
développée dans [HTS̆99a, HS̆T98].

5.3 Stabilisation robuste d’un polytope de systèmes

Dans cette section, nous étudions le problème de la stabilisation robuste d’un polytope de
systèmes. Nous montrons que cette question est équivalente à la stabilisation simultanée de ses
segments. Pour cela, nous généralisons pour n segments de systèmes les résultats démontrés dans
le chapitre 3.

Considérons le polytope de systèmes défini comme suit.

Définition 5.3.1. Polytope de systèmes.
Un polytope convexe de systèmes ΩG, généré par n systèmes SISO LTI appelés Gi(s) = Ni(s)/Di(s)
avec i = 1, . . . n, est défini par

ΩG ,

{
G(s) : G(s) = N(s)/D(s), N(s) =

n∑
i=0

λiNi(s), D(s) =
n∑
i=1

λiDi(s), λi > 0,
n∑
i=1

λi = 1

}
(5.12)

où Ni(s) et Di(s) sont des polynômes réels avec δ(Ni) 6 δ(Di). Les polynômes Di(s) sont de
même degré avec les coefficients des termes de plus haut degré de même signe.

L’ensemble des segments du polytope de systèmes ΩG est défini ci-dessous.

Définition 5.3.2. Segments du polytope de systèmes ΩG.
L’ensemble des segments de systèmes ΩGi,j d’un polytope de systèmes ΩG est défini comme suit

ΩGi,j ,

{
Gi,j(s) : Gi,j(s) = Ni,j(s)/Di,j(s), Ni,j(s) = αNi(s) + (1− α)Nj(s),

Di,j(s) = αDi(s) + (1− α)Dj(s), α ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n

}
(5.13)

avec le résultant des polynômes Ni,j(s) et Di,j(s) non nul.

Notons queGi,j(s) est le segment joignant les deux systèmes aux extrémitésGi(s) = Ni(s)/Di(s)
et Gj(s) = Nj(s)/Dj(s).
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L’objectif de la suite de ce chapitre est de proposer un contrôleur causal LTI d’ordre fixe
C(s) = X(s)/Y (s) stabilisant le polytope de systèmes ΩG. En conséquence, nous allons étudier
les conditions d’existence du contrôleur C(s) satisfaisant la condition suivante

Φ(G,C)(s) =
(
N(s)X(s) +D(s)Y (s)

)
∈ H ∀G(s) ∈ ΩG

Montrons que le problème de la stabilisation d’un polytope de systèmes ΩG est équivalent à
la question de la stabilisation de ses segments Gi,j(s) définis par (5.13).

Théorème 5.3.1. Le compensateur C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG si et seulement si
C(s) stabilise ΩGi,j .

Démonstration. Le correcteur C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG si et seulement si

Φ(G,C)(s) = N(s)X(s) +D(s)Y (s) =
( n∑
i=1

λi(Ni(s)X(s) +Di(s)Y (s))
)
∈ H

ou si et seulement si
( n∑
i=1

λiΦ(Gi, C)(s)
)
∈ H avec λi > 0,

n∑
i=1

λi = 1.

En conséquence, le compensateur C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG si et seulement
si le polytope de polynômes φ donné par

φ ,

{
Φ(G,C)(s) : Φ(G,C)(s) =

n∑
i=1

λiΦ(Gi, C)(s), λi > 0,

n∑
i=1

λi = 1

}
(5.14)

est Hurwitz, où φ est un polytope convexe de polynômes réels décrit par ses sommets Φ(Gi, C)(s)
de même degré. Selon le théorème des segments étendus donné dans [BHL88], φ est Hurwitz si
et seulement si φi,j donné par

φi,j ,
{

Φ(Gi,j , C)(s) : Φ(Gi,j , C)(s) = αΦ(Gi, C)(s) + (1− α)Φ(Gj , C)(s),

α ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n
}

(5.15)

est Hurwitz. •

De manière équivalente, C(s) stabilise tous les systèmes G(s) appartenant au polytope ΩG

si et seulement si C(s) stabilise les segments de systèmes Gi,j(s) de ΩG.
Une condition nécessaire et suffisante équivalente à celle donnée dans le théorème 5.3.1,

déduite du théorème 2.3.5, est formulée dans le corollaire ci-dessous.

Corollaire 5.3.1. Soit le polytope de système ΩG et le contrôleur C(s). Considérons les fonctions
Uij(s) ∈ U telles que

Uij(s) =
Φ(Gi, C)(s)

Φ(Gj , C)(s)
, i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n (5.16)

Le polytope de systèmes ΩG bouclé avec le contrôleur C(s) est stable si et seulement si

|arg(Uij(jω))| < 180◦
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Démonstration. Ce résultat est déduit du théorème 2.3.5 donné dans [PD97]. •

Pour étudier le problème de la stabilisation robuste d’un polytope de systèmes, nous propo-
sons une méthode basée sur le théorème des arêtes [BHL88]. Cette méthode génère des fonctions
rationnelles stables et bicausales Uij(s) vérifiant la relation (5.16) et telles que les polynômes
Φ(Gi, C)(s) et Φ(Gj , C)(s) aient les mêmes parties paires (ou impaires). Les fonctions Uij(s) ne
sont pas nécessairement EP-SPR et leur phase appartient à l’intervalle [−180◦, 180◦] (voir le
théorème 2.3.5). En conséquence, la phase de Uij(s) peut être inférieure à −90◦ ou supérieure à
90◦.

5.4 Stabilisation robuste d’un polytope de systèmes avec un cor-
recteur simultané

Supposons maintenant que tous les sommets du polytope φ aient la même partie paire. Nous
pouvons alors simplifier la question de la stabilisation du polytope de systèmes ΩG en considérant
le théorème 3.2.1. Pour cela nous écrivons Φ(Gi, C)(s) comme suit

Φ(Gi, C)(s) = Φ(Gi, C)e(s2) + sΦ(Gi, C)o(s2)

et nous formulons le théorème suivant.

Théorème 5.4.1. Considérons un polytope de systèmes ΩG. S’il existe un compensateur C(s)
tel que les coefficients des termes de plus haut degré de Φ(Gi, C)(s) sont de même signe et
satisfaisant les relations suivantes

Φ(Gi, C)(s) ∈ H, i = 1, . . . , n (5.17a)

Φ(G1, C)e(s2) = Φ(Gj , C)e(s2), j = 2, . . . , n (5.17b)

alors C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG.

Démonstration. Considérons Gi(s), i = 1, . . . , n, les sommets d’un polytope de systèmes ΩG

défini par (5.12). Supposons qu’il existe un compensateur C(s) qui stabilise simultanément les
sommets Gi(s) avec les coefficients des termes de plus haut degré de Φ(Gi, C)(s) de même
signe. De plus, si C(s) vérifie Φ(G1, C)e(s2) = Φ(Gj , C)e(s2), j = 2, . . . , n, alors le polytope
de polynômes φi,j est Hurwitz. En conséquence, C(s) stabilise les segments de systèmes ΩGi,j .
D’après le théorème 5.3.1, nous pouvons conclure que le compensateur C(s) stabilise le polytope
de systèmes ΩG. •

Remarque 5.4.1. Dans le théorème 5.4.1, on peut imposer la contrainte d’égalité soit sur la
partie paire des polynômes caractéristiques Φ(Gi, C)(s), soit sur leur partie impaire. Dans la suite
de ce travail, nous avons choisi de ne considérer que la contrainte d’égalité sur la partie paire.
Le problème de la stabilisation du polytope de systèmes ΩG avec un régulateur garantissant la
même partie impaire Φ(Gi, C)o(s2) est traité dans l’annexe C. �

En se basant sur le théorème 5.4.1, nous pouvons observer que le problème de la stabilisation
du polytope de systèmes ΩG est réduit à la question de la stabilisation de ses sommets Gi(s) avec
un compensateur simultané C(s) garantissant la même partie paire Φ(Gi, C)e(s2), i = 1, . . . , n.
Le nombre de sommets d’un polytope est toujours inférieur ou égal au nombre de ses segments, la
question de la stabilisation d’un polytope de systèmes est ainsi simplifiée. Ce résultat est montré
dans le lemme suivant.
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Lemme 5.4.1. Soit le polytope de systèmes ΩG donné par (5.12) et décrit par ses n sommets
Gi(s). Le nombre de segments Gi,j(s) du polytope ΩG noté n est donné par

n =
n−1∑
i=1

(n− i) > n, n > 2 (5.18)

Démonstration. Chaque sommet Gi(s), i = 1, . . . , n−1, est connecté par n−i segments différents
à n− i sommets. On en déduit que le nombre total des segments du polytope Gi,j(s) est n donné
par (5.18). Comparons alors n à n.

n− n = (n− 1) + (n− 2) + (n− 3) + . . .+ 2 + 1− n
= (n− 2)(n− 3) + . . .+ 2 > 0

Puisque n− n > 0, alors n > n. •

Pour étudier la stabilisabilité du polytope de systèmes ΩG il est seulement nécessaire d’exa-
miner la stabilisabilité de n sommets au lieu de n segments (n 6 n) avec n > 2.

Dans les sections suivantes, nous allons étudier les équations 5.17 en utilisant successivement
le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara et le critère de stabilité d’Hermite-Biehler dans le but
de synthétiser un régulateur simultané pour le polytope de systèmes ΩG.

5.5 Synthèse du régulateur simultané pour le polytope de sys-
tèmes ΩG avec le critère d’Hermite-Fujiwara

Nous avons présenté, dans les chapitres 3 et 4, une méthode basée sur le critère d’Hermite-
Fujiwara pour synthétiser des régulateurs simultanés d’ordre fixe stabilisant un seul segment de
systèmes. Dans cette partie, nous allons adapter cette méthode au cas de la commande simultanée
d’un polytope de systèmes ΩG décrit par l’équation (5.12). Il résulte du théorème 5.4.1 que la
question de la stabilisation du polytope de systèmes ΩG est réduite à la stabilisation simultanée
de ses sommets Gi(s), i = 1, . . . , n, avec une contrainte supplémentaire à satisfaire qui sera
détaillée par la suite.

5.5.1 Condition sur le degré du compensateur simultané C(s)

Dans cette section, nous étudions les conditions d’existence d’un régulateur simultané C(s)
pour n systèmes devant vérifier la contrainte Φ(G1, C)e(s2) = Φ(Gi, C)e(s2).

D’après le lemme 3.3.1, il existe un correcteur C(s) = X(s)/Y (s) vérifiant Φ(G1, C)e(s2) =
Φ(Gi, C)e(s2) si et seulement si

V [s]Λe1Cυ = V [s]ΛeiCυ, i = 2, . . . , n

où Λei sont deux matrices définies par (3.12) et Cυ est le vecteur donné par (3.8) et de dimension
r (voir (3.9)), ce qui implique

V [s](Λe1 − Λei )Cυ = 0, i = 2, . . . , n (5.19)
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Soit L̃ une matrice de dimension n(`+ 1)× r donnée par

L̃ =


Λe1 − Λe2

Λe1 − Λe3
...

Λe1 − Λen

 (5.20)

Puisque l’équation (5.19) doit être vérifiée quel que soit s et pour chaque puissance de s, alors
(5.19) est équivalente à

L̃Cυ = 0 (5.21)

Le théorème 5.5.1 ci-dessous donne une condition d’existence d’une solution à l’équation
(5.21).

Théorème 5.5.1. L’équation (5.21) possède au moins une solution non nulle si et seulement si
la condition suivante

rang(L̃) < r (5.22)

est vérifiée.
La solution générale de (5.21) est donnée par

Cυ = (Ir − L̃+L̃)Y (5.23)

où Y est un vecteur quelconque tel que dim(Y ) = dim(Cυ) = r et L̃+ est une inverse généralisée
de L̃ satisfaisant L̃ = L̃L̃+L̃.

Démonstration. Voir [LT85]. •

5.5.2 Condition d’existence d’un régulateur simultané

Dans cette section, nous donnons une condition d’existence d’un compensateur simultané
C(s) d’ordre fixe vérifiant (5.17) en utilisant le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara, puis une
condition suffisante pour stabiliser simultanément le polytope de systèmes ΩG est déduite.

Rappelons que le problème d’existence d’un régulateur simultané pour ΩG revient à cher-
cher les conditions d’existence des polynômes caractéristiques Φ(Gi, C)(s), i = 1, . . . , n vérifiant
(5.17). Pour étudier l’hurwitzité des polynômes Φ(Gi, C)(s), nous ferons appel aux propriétés
des matrices d’Hermite-Fujiwara.

Tout d’abord, déterminons les matrices d’Hermite-Fujiwara de Φ(Gi, C)(s), i = 1, . . . , n,
vérifiant (5.17b). Pour cela définissons une matrice polynomiale F̃i[s] pour i = 1, . . . , n donnée
par

F̃i[s] = Λi[s](Ir − L̃+L̃) =
[
Pi1(s) Pi2(s) . . . Pir(s)

]
(5.24)

avec Λi[s] et L̃ décrites respectivement par (3.14) et (5.20).

Lemme 5.5.1. Les matrices d’Hermite-Fujiwara de Φ(Gi, C)(s), i = 1, . . . , n, satisfaisant (5.17b)
s’écrivent ainsi

H(Φ(Gi, C)(s)) =
r∑
j=1

r∑
k=1

yjykH(Pij(s), Pik(s)), i = 1, . . . , n (5.25)

où yj et yk sont respectivement le jème et le kème élément d’un vecteur quelconque Y . Les poly-
nômes Pij(s) et Pik(s) sont les éléments de la matrice polynomiale F̃i[s] donnée par (5.24).
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Démonstration. Φ(G1, C)e(s2)=Φ(Gi, C)e(s2) si et seulement si l’équation (5.21) possède au
moins une solution non nulle Cυ donnée par la relation (5.23). D’après (5.23) et (5.24) nous
pouvons écrire Φ(Gi, C)(s) comme suit

Φ(Gi, C)(s) = Λi[s](Ir − L̃+L̃)Y, i = 1, . . . , n

On en déduit
Φ(Gi, C)(s) = F̃i[s]Y, i = 1, . . . , n (5.26)

où Λi[s] et L̃ sont décrites respectivement par (3.14) et (5.20), Y est un vecteur quelconque et
F̃i[s] est donnée par (5.24). Nous pouvons ainsi réécrire la relation (5.26) sous la forme suivante

Φ(Gi, C)(s) = F̃i[s]Y =
r∑
t=1

ytPit(s)

où yt, t = 1, . . . , r, sont les éléments du vecteur Y et Pit(s) sont les éléments de la matrice
polynomiale F̃i[s]. En utilisant le lemme 1.3.2, nous obtenons l’expression suivante de H(F̃i[s]Y ).

H(F̃i[s]Y ) = H

(
r∑
t=1

ytPit(s)

)
=

r∑
j=1

r∑
k=1

yjykH(Pij(s), Pik(s)),

ce qui implique la relation (5.25). •

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un correcteur
C(s) d’ordre donné stabilisant Gi(s), i = 1, . . . , n et vérifiant Φ(G1, C)e(s2)=Φ(Gi, C)e(s2).

Théorème 5.5.2. Φ(Gi, C)(s), i = 1, . . . , n sont Hurwitz tels que Φ(G1, C)e(s2) = Φ(Gj , C)e(s2),
j = 2, . . . , n, si et seulement s’il existe yj et yk, éléments du vecteur Y , satisfaisant les BMI sui-
vantes

r∑
j=1

r∑
k=1

yjykH(Pij(s), Pik(s)) > 0, i = 1, . . . , n (5.27)

Démonstration. Les matrices d’Hermite-Fujiwara de Φ(Gi, C)(s) vérifiant (5.17b) sont données
par (5.25). D’après le théorème 1.3.7, le polynôme Φ(Gi, C)(s) est Hurwitz si et seulement si la
matrice d’Hermite-Fujiwara du polynôme Φ(Gi, C)(s) est définie positive. Par conséquent, les
polynômes Φ(Gi, C)(s), i = 1, . . . , n, vérifient (5.17) si et seulement s’il existe un vecteur Y
satisfaisant les inégalités matricielles (5.27). •

Si la condition donnée par le corollaire ci-dessous est satisfaite, alors nous pouvons déterminer
un régulateur simultané C(s) pour le polytope de systèmes ΩG.

Corollaire 5.5.1. Si les BMIs (5.27) sont satisfaites, alors il existe un contrôleur simultané
C(s) d’ordre fixe stabilisant le polytope de systèmes ΩG donné par (5.12).

Démonstration. La démonstration de ce corollaire est déduite directement à partir des théorèmes
5.4.1 et 5.5.2. •
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5.5.3 Formulation LMI des conditions d’existence de C(s)

Comme dans les chapitres précédents, nous transformons les BMIs (5.27) en un problème
d’optimisation LMI avec une contrainte de rang [HTS̆99a, HS̆T98]. Pour cela, nous définissons
une matrice Q satisfaisant (5.28) et formée par les éléments qjk = yjyk comme suit

Q = Y Y T (5.28)

Le problème (5.27) devient

r∑
j=1

r∑
k=1

qjkH(Pij(s), Pik(s)) > 0, i = 1, . . . , n (5.29a)

rang(Q) = 1 (5.29b)
Q > 0 (5.29c)

Pour obtenir un problème convexe, nous avons utilisé une méthode de linéarisation décrite
dans [HTS̆99a] et [HS̆T98]. Cette approche est résumée par les relations suivantes

minimiser trace(Q− Y Y T ) (5.30a)

sous les contraintes
r∑
j=1

r∑
k=1

qjkH(Pij(s), Pik(s)) > 0, i = 1, . . . , n (5.30b)

[
Q Y

Y T 1

]
> 0 (5.30c)

Par conséquent, les solutions du problème (5.30) sont les solutions du problème d’optimisation
non convexe (5.29) si

trace(Q− Y Y T ) = 0.

5.5.4 Algorithme de synthèse du régulateur simultané

Pour résoudre le problème (5.30) afin de synthétiser un régulateur simultané C(s), nous
proposons l’algorithme ci-dessous.

• Etape 1 : Déterminer la matrice L̃. Si la condition (5.22) est vérifiée alors aller à l’étape
2.

• Etape 2 : Calculer les matrices d’Hermite-Fujiwara et trouver une solution faisable des
LMIs (5.30) en appliquant l’algorithme suivant :
a) h = 0, trouver une solution initiale Q et Y0 du problème (5.30) sans minimiser le

critère (5.30a).
b) h←− h+ 1, trouver Q et Yh+1 solutions du problème linéarisé

minimiser trace(Q− Yh+1Y
T
h ) (5.31a)

sous les contraintes
r∑
j=1

r∑
k=1

qjkH(Pij(s), Pik(s)) > 0 i = 1, . . . , n (5.31b)

[
Q Yh+1

Y T
h+1 1

]
> 0 (5.31c)
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c) Choisir ε strictement positif et suffisamment petit. Si
∣∣trace(Q− Yh+1Y

T
h )
∣∣ 6 ε passer

à l’étape 3. Sinon, relancer l’étape b) jusqu’à ce que ce critère soit atteint. Si ce critère
n’est pas atteignable, on quitte l’algorithme.

• Etape 3 : Calculer les coefficients du correcteur suivant l’équation

Cυ = (Ir − L̃+L̃)Yh+1.

Pour illustrer les résultats donnés précédemment, nous proposons l’exemple suivant.

Exemple 5.5.1. Nous considérons le système à intervalles suivant

G̃(s) =
s2 + ε

2s2 + ηs+ 1
(5.32)

avec ε ∈ [εmin, εmax] et η ∈ [ηmin, ηmax]. Notons que ce système G̃(s) représente plusieurs procédés
physiques réels. Nous voulons stabiliser ce système par un compensateur LTI causal C(s) =
X(s)/Y (s).

Tout d’abord, montrons dans le lemme suivant que G̃(s) appartient à la famille des polytopes
de systèmes ΩG avec 4 sommets.

Lemme 5.5.2. Pour tout ε ∈ [εmin, εmax] et η ∈ [ηmin, ηmax], il existe un polytope de systèmes ΩG

défini par ses quatre sommets Gi(s) = Ni(s)Di(s)
−1, i = 1, . . . , 4, donnés par

G1(s) =
s2 + εmin

2s2 + ηmins+ 1
(5.33a)

G2(s) =
s2 + εmax

2s2 + ηmins+ 1
(5.33b)

G3(s) =
s2 + εmin

2s2 + ηmaxs+ 1
(5.33c)

G4(s) =
s2 + εmax

2s2 + ηmaxs+ 1
(5.33d)

tel que G̃(s) ⊂ ΩG.

Démonstration. Considérons G(s) = N(s)D(s)−1 avec

N(s) =

4∑
i=1

λiNi(s), D(s) =

4∑
i=1

λiDi(s),

4∑
i=1

λ = 1 et λi > 0,

ou de manière équivalente

N(s) =s2 + (λ1 + λ3)εmin + (λ2 + λ4)εmax

D(s) =2s2 + (λ1 + λ2)ηmins+ (λ3 + λ4)ηmaxs+ 1

avec
4∑
i=1

λi = 1 et λi > 0, i = 1, . . . , 4. Soit

α1 = λ1 + λ3 (5.34a)
1− α1 = λ2 + λ4 (5.34b)
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α2 = λ1 + λ2 (5.34c)
1− α2 = λ3 + λ4 (5.34d)

Maintenant, démontrons que pour tout αi ∈ [0, 1], i = 1, 2, il existe λj > 0, j = 1, . . . , 4 avec∑4
1 λj = 1. D’après (5.34), nous remarquons que pour tout αi ∈ [0, 1] , i = 1, 2, nous pouvons

toujours choisir 0 6 λ1 6 1 qui soit une solution du système suivant

0 6 λ1 6 α1 6 1 (5.35a)
0 6 λ1 6 α2 6 1 (5.35b)
−1 6 α1 + α2 − 1 6 λ1 6 1 (5.35c)

A partir des relations (5.34) et (5.35), nous pouvons déduire que, pour tout αi ∈ [0, 1],
i = 1, 2, il existe λ2 > 0, λ3 > 0 et λ4 > 0 tels que

∑4
1 λj = 1 satisfaisant les relations (5.36).

0 6 λ2 = α2 − λ1 6 1 (5.36a)
0 6 λ3 = α1 − λ1 6 1 (5.36b)
0 6 λ4 = 1− α1 − α2 + λ1 6 1 (5.36c)

Nous pouvons noter que, pour tout αi ∈ [0, 1], i = 1, 2, il existe toujours une solution
vérifiant 0 6 λj 6 1, j = 1, . . . , 4, satisfaisant (5.35) et (5.36). Pour cela il suffit de choisir
λ1 = min(α1, α2). •

Par conséquent, s’il existe un compensateur C(s) qui stabilise le polytope de systèmes ΩG

défini par ses quatre sommets (5.33), alors ce compensateur stabilise G̃(s). Notons que pour
stabiliser le polytope de systèmes ΩG, il suffit de stabiliser simultanément les quatre sommets
(5.33) au lieu de six segments comme dans le cas du théorème 5.3.1.

Considérons, maintenant, G̃(s) défini par (5.32) avec εmin = 1, εmax = 2, ηmin = −1 et
ηmax = 1.

Puisque ηmin et ηmax sont de signe différent, G̃(s) n’est pas stabilisable par un correcteur de
degré 0 donné par C(s) = K.

Nous avons choisi un régulateur de la forme

C(s) =
xo1s

3 + xo0s

ye2s
4 + ye1s

2 + ye0

En conséquence, le vecteur Cυ est donné par

Cυ =
[
xo0 xo1 ye0 ye1 ye2

]T
• Etape 1 : Les matrices Λei i = 1, . . . , 4, sont données par

Λei =


0 0 1 0 0

0 0 2 1 0

0 0 0 2 1

0 0 0 0 2

 , i = 1, . . . , 4

Nous en déduisons
L̃ = 012×5
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En conséquence, la condition (5.22) est toujours vérifiée. Dans ce cas, F̃i[s] = Λi[s] et
Cυ = Y avec

Λ1[s] =



s3 + s

s5 + s3

2s2 − s+ 1

2s4 − s3 + s2

2s6 − s5 + s4


, Λ2[s] =



s3 + 2s

s5 + 2s3

2s2 − s+ 1

2s4 − s3 + s2

2s6 − s5 + s4


,

Λ3[s] =



s3 + s

s5 + s3

2s2 + s+ 1

2s4 + s3 + s2

2s6 + s5 + s4


, Λ4[s] =



s3 + 2s

s5 + 2s3

2s2 + s+ 1

2s4 + s3 + s2

2s6 + s5 + s4


.

• Etape 2 : Nous avons calculé 25 matrices d’Hermite-Fujiwara H(Pij(s), Pik(s)), j =
1, . . . , 5, k = 1, . . . , 5 de taille 6× 6 pour chaque sommet i = 1, . . . , 4. Donc, 100 matrices
d’Hermite-Fujiwara sont nécessaires pour résoudre le problème d’optimisation (5.30). En
utilisant les solveurs YALMIP et SeDuMi de MATLAB, l’algorithme n’a pas convergé.
Nous remarquons que H(Pi1(s), Pik(s)) = 0 et H(Pi2(s), Pik(s)) = 0 pour i = 1, . . . , 4
et k = 1, . . . , 5. Ainsi, parmi les 100 matrices d’Hermite-Fujiwara H(Pij(s), Pik(s)), 40
sont nulles. En conséquence, les termes q11 et q22 n’interviennent pas dans la résolution
de LMI (5.30b), tandis que les termes qjk, j = 1, 2 et k = 3, 4, 5 sont laissés “libres” car
ils sont multipliés par d’autres matrices d’Hermite-Fujiwara non nulles. Les termes q12 et
q21 ne sont pas utilisés car ils sont déterminés en fonction de q11 et q22. Nous devons donc
imposer les valeurs de q11 et q22 afin d’assurer la convergence de l’algorithme. En choisissant
q11 = 253 et q22 = 16936, nous obtenons les solutions suivantes de la LMI (5.30)

Q =



253 2069.9 7.4 84.82 16.22

2069 16936 60.54 694.05 132.78

7.4 60.54 0.216 2.48 0.47

84.82 694.05 2.48 28.44 5.44

16.22 132.78 0.47 5.44 1.04


Y =

[
15.9060 130.1384 0.4652 5.3332 1.0204

]T
• Etape 3 : Puisque L̃ = 0, nous obtenons Cυ = Y .

On en déduit le contrôleur C(s) comme suit

C(s) =
130.1384s3 + 15.9060s

1.0204s4 + 5.3332s2 + 0.4652

Les quatre polynômes caractéristiques en boucle fermée associés aux quatre sommets du
polytope ΩG

Φ(G1, C)(s) = 2.0407s6 + 129.1180s5 + 11.6867s4 + 140.7112s3 + 6.2637s2 + 15.4407s+ 0.4652
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Φ(G2, C)(s) = 2.0407s6 + 129.1180s5 + 11.6867s4 + 270.8496s3 + 6.2637s2 + 31.3467s+ 0.4652

Φ(G3, C)(s) = 2.0407s6 + 131.1587s5 + 11.6867s4 + 151.3775s3 + 6.2637s2 + 16.3712s+ 0.4652

Φ(G4, C)(s) = 2.0407s6 + 131.1587s5 + 11.6867s4 + 281.5159s3 + 6.2637s2 + 32.2772s+ 0.4652

Les polynômes Φ(G1, C)(s), Φ(G2, C)(s), Φ(G3, C)(s) et Φ(G4, C)(s) sont de même degré
et Hurwitz. De plus, ces polynômes ont la même partie paire avec les coefficients des termes de
plus haut degré de même signe. Donc C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG. Par conséquent,
C(s) stabilise G̃(s). �

5.6 Synthèse de régulateur simultané pour le polytope de sys-
tèmes ΩG avec le critère d’Hermite-Biehler

Dans cette partie, nous étudions les conditions d’existence d’un contrôleur d’ordre fixe vé-
rifiant les conditions (5.17) en utilisant le critère d’Hermite-Biehler dans le but de stabiliser le
polytope de systèmes ΩG. Par la suite, une méthode de synthèse d’un régulateur simultané est
déduite pour le polytope de systèmes ΩG.

5.6.1 Condition d’existence d’un contrôleur simultané pour le polytope de
systèmes Ω

Dans le lemme suivant, nous posons la question de la stabilisation du polytope de systèmes
ΩG comme un problème particulier de placement de pôles.

Lemme 5.6.1. Considérons {a1, . . . , a`} un ensemble des nombres réels, négatifs et distincts
et les matrices V , A, H données respectivement par (3.11), (3.34b) et (3.34c). S’il existe un
compensateur C(s) donné par Cυ tel que tous les éléments des vecteurs Ψi donnés par (3.34a),
i = 1, . . . , n, soient strictement positifs et qui vérifie les conditions suivantes

Φ(Gi, C)e(s2) = V H, i = 1, . . . , n (5.37a)

Φ(Gi, C)o(s2) = V AΨi, i = 1, . . . , n (5.37b)

alors le polytope de systèmes ΩG défini par (5.12) est stabilisé par le correcteur C(s).

Démonstration. Ce résultat est déduit à partir du lemme 3.5.2 et du théorème 5.3.1. •

Rappelons que

Φ(Gi, C)e(s2) = V ΛeiCυ, i = 1, . . . , n (5.38a)

Φ(Gi, C)o(s2) = V ΛoiCυ, i = 1, . . . , n (5.38b)

Nous déduisons alors le lemme suivant.

Lemme 5.6.2. Considérons {a1, . . . , a`} un ensemble des nombres réels, négatifs et distincts.
A et H sont donnés respectivement par (3.34b) et (3.34c). S’il existe un compensateur C(s)
donné par Cυ tel que tous les éléments des vecteurs Ψi donnés par (3.34a), i = 1, . . . , n, soient
strictement positifs et qui vérifie les conditions suivantes

ΛeiCυ = H, i = 1, . . . , n, (5.39a)
ΛoiCυ = AΨi, i = 1, . . . , n (5.39b)

alors le polytope de systèmes ΩG défini par (5.12) est stabilisé par le correcteur C(s).
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Démonstration. Ce résultat est déduit à partir du lemme 5.6.1. •

D’une façon similaire au problème de stabilisation du segment de systèmes Gλ(s), la synthèse
d’un régulateur simultané pour un polytope de systèmes ΩG revient à trouver des vecteurs Ψi,
i = 1, . . . , n, ayant tous les éléments strictement postifs et un vecteur Cυ afin que les conditions
(5.39) soient vérifiées.

5.6.2 Algorithme de synthèse du contrôleur simultané pour un polytope de
systèmes ΩG par la méthode d’Hermite-Biehler

Les équations (5.39) peuvent s’écrire

B̃ = Θ̃

[
ψ̃

Cυ

]
(5.40)

où

B̃ =



0
...

0

H

H
...

H


, Θ̃ =



A 0 . . . 0 −Λo1
...

...
. . .

...
...

0 0
. . . A −Λon

0 0 . . . 0 Λe1

0 0 . . . 0 Λe2
...

... . . .
...

...

0 0 . . . 0 Λen


, (5.41a)

ψ̃ =
[
ΨT

1 ΨT
2 ΨT

3 . . . ΨT
n

]T
. (5.41b)

Une condition d’existence d’une solution à l’équation (5.40) est donnée dans le théorème
suivant.

Théorème 5.6.1. L’équation (5.40) a une solution si et seulement si

rang
([
B̃ Θ̃

])
= rang(Θ̃) (5.42)

Les solutions générales ψ̃ et Cυ de (5.40) sont

ψ̃ = W1

(
Θ̃+B̃ + (I − Θ̃+Θ̃)Z̃

)
(5.43a)

Cυ = W2

(
Θ̃+B̃ + (I − Θ̃+Θ̃)Z̃

)
(5.43b)

oùW1 =
[
I 0

]
,W2 =

[
0 I

]
, Z̃ est un vecteur quelconque vérifiant dim(Z̃) = dim(ψ̃)+dim(Cυ)

et Θ̃+ est une inverse généralisée de Θ̃ satisfaisant Θ̃ = Θ̃Θ̃+Θ̃.

Démonstration. Voir [BIG74]. •

Notons que si rang(Θ̃) = dim(ψ̃) + dim(Cυ), alors l’équation (5.40) a une solution unique ψ̃
et Cυ car (I − Θ̃+Θ̃) = 0 pour tout Θ̃+.

Une condition suffisante pour la stabilisation du polytope de systèmes ΩG est donnée par le
corollaire suivant.
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Corollaire 5.6.1. S’il existe un vecteur Z̃ tel que l’inégalité suivante

Mdiag(W1

(
Θ̃+B̃ + (I − Θ̃+Θ̃)Z̃

)
) > 0 (5.44)

soit satisfaite, alors le polytope de systèmes ΩG est simultanément stabilisable par un compensa-
teur d’ordre fixe C(s).

Démonstration. Ce résultat est une déduction du lemme 5.6.2 et du théorème 5.6.1. •

Par conséquent, la synthèse d’un compensateur simultané C(s) stabilisant le polytope de
systèmes ΩG est réduite à trouver une solution faisable de l’inégalité (5.44).

L’algorithme de synthèse du régulateur simultané est décrit par les étapes suivantes.

• Etape 1 : Donner un ensemble des réels négatifs et distincts {a1, . . . , a`}.
• Etape 2 : Déterminer H, A, Λei et Λoi , i = 1, . . . , n.

• Etape 3 : Tester la condition de rang donnée par la relation (5.42). Si la condition de
rang est satisfaite alors passer à l’étape 4. Sinon, relancer l’étape 1 en modifiant l’ensemble
{a1, . . . , a`}.

• Etape 4 : Trouver une solution faisable de l’inégalité (5.44).

• Etape 5 : En déduire le régulateur simultané C(s).

Afin d’illustrer notre approche, nous proposons l’exemple suivant.

Exemple 5.6.1. Pour illustrer les résultats présentés dans cette partie, nous allons considérer
le polytope de systèmes ΩG utilisé dans l’exemple 5.5.1 et défini par ses quatre sommets Gi(s) =
Ni(s)Di(s)

−1, i = 1, . . . , 4, donnés par (5.33) avec εmin = 1, εmax = 2, ηmin = −1 et ηmax = 1.
Considérons un ensemble de trois nombres réels négatifs et distincts donnés par a1 = −2.2418,

a2 = −0.5 et a3 = −0.0797.
Nous avons choisi la même forme du régulateur que dans l’exemple 5.5.1

C(s) =
xo1s

3 + xo0s

ye2s
4 + ye1s

2 + ye0

Les matrices Λei et Λoi i = 1, . . . , 4, sont données dans l’exemple 5.5.1.
En considérant les racines de la partie paire a1, a2 et a3, le vecteur H est donné comme suit

H =
[
0.0005 0.0075 0.0158 0.0056

]T
Pour ces données, la condition de rang (5.42) est satisfaite et il existe une solution pour (5.40)

donnée par

Z̃ = [1.6251 0.6 0.1 0.3164 1.8 0.2087 1.6251 0.6 0.1 0.3164 1.8 0.2087 0.0016 0.0130 0 0 0]T

ψ̃ = [1.6251 0.1 0.1 0.3164 1.3 0.2087 1.6251 1.1 0.1 0.3164 2.3 0.2087]T

Cυ = [0.0016 0.0130 0.0005 0.0065 0.0028]T

Ce qui nous permet d’obtenir le contrôleur simultané C(s) suivant

C(s) =
130s3 + 16s

28s4 + 65s2 + 5
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Nous déterminons alors les quatre polynômes caractéristiques en boucle fermée associés aux
quatre sommets

Φ(G1, C)(s) = 56s6 + 102s5 + 158s4 + 81s3 + 75s2 + 11s+ 5

Φ(G2, C)(s) = 56s6 + 102s5 + 158s4 + 211s3 + 75s2 + 27s+ 5

Φ(G3, C)(s) = 56s6 + 158s5 + 158s4 + 211s3 + 75s2 + 21s+ 5

Φ(G4, C)(s) = 56s6 + 158s5 + 158s4 + 341s3 + 75s2 + 37s+ 5

Les polynômes Φ(G1, C)(s), Φ(G2, C)(s), Φ(G3, C)(s) et Φ(G4, C)(s) sont de même degré et
Hurwitz, le compensateur C(s) stabilise donc les quatre sommets G1(s), G2(s), G3(s) et G4(s).
De plus, ces polynômes ont la même partie paire avec les coefficients des termes de plus haut
degré de même signe. Donc C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG. Par conséquent, C(s)
stabilise G̃(s).

Définissons Uij(s) comme suit

Uij(s) =
Φ(Gi, C)(s)

Φ(Gj , C)(s)
, i = 1, . . . , 3, j = i+ 1, . . . , 4

La figure 5.3 représente les digrammes de phase des fonctions Uij(s). Nous pouvons remarquer
que |arg(Uij(jω))| < 180◦. �
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Figure 5.1 – Diagrammes de phase de U12(s) et de U13(s)
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5.6. Synthèse de régulateur simultané pour le polytope de systèmes ΩG avec le critère d’Hermite-Biehler
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Figure 5.2 – Diagrammes de phase de U14(s) et de U23(s)
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Remarque 5.6.1. Dans les exemples 5.5.1 et 5.6.1, nous avons considéré le même polytope de
systèmes ΩG et un correcteur sumultané et robuste C(s) de structure identique.

Comme dans la méthode basée sur le critr̀e d’Hermite-Biehler dans l’exemple 5.6.1 où il
faut choisir les racines de la partie paire des polynômes caractérisitiques aux sommets de ΩG, la
methode basée sur le critère d’Hermite-Fujiwara a aussi nécessité de choisir a priori les paramètres
q11 et q22 car les 8 matrices d’Hermite-Fujiwara H(Pi1(s), Pi1(s)) et H(Pi2(s), Pi2(s)) sont nulles
pour les 4 sommets (i = 1, . . . , 4).

La méthode basée sur le critère d’Hermite-Fujiwara requiert de résoudre un problème d’op-
timisation complexe donné par (5.30) avec 60 matrices d’Hermite-Fujiwara H(Pij(s), Pik(s))
(i = 1, . . . , 4, j = 1, . . . , 5, k = 1, . . . , 5) de dimension 6× 6 avec 60 = 4× 5× 5− 40. La méthode
basée sur le critère d’Hermite-Biehler est plus simple à mettre en œuvre car il suffit de résoudre
le problème de programmation linéaire (5.44) de dimension 17 = 4× 3 + 5. �

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité la question de la stabilisation robuste d’un polytope
de systèmes LTI avec un contrôleur d’ordre fixe. Nous avons simplifié ce problème par l’étude
de la stabilisation simultanée de ses segments. Nous avons aussi montré que, pour stabiliser
un polytope de systèmes LTI, il est suffisant de stabiliser simultanément ses sommets avec une
condition supplémentaire à satisfaire concernant les parties paires (ou impaires) des polynômes
caractéristiques associés aux sommets.

Pour la synthèse du régulateur simultané, nous avons utilisé, dans un premier temps, le critère
de stabilité d’Hermite-Fujiwara. Ce critère a fourni un problème d’optimisation BMI qui a été
transformé par la suite en un problème d’optimisation convexe sous la contrainte d’inégalités
matricielles linéaires (LMI). Dans une seconde partie, nous avons utilisé le critère de stabilité
d’Hermite-Biehler pour proposer une méthode de synthèse basée sur l’égalité des parties paires
(ou impaires) des polynômes caractéristiques en boucle fermée associés aux sommets du polytope
de systèmes.
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Ce mémoire est consacré à la commande simultanée robuste d’un polytope de systèmes SISO
LTI dans l’espace des polynômes. En utilisant le théorème des segments étendus [BHL88], nous
avons montré que ce problème est équivalent à la stabilisation simultanée de ses segments. Nous
avons établi que cette question peut être réduite à celle de la stabilisation simultanée des systèmes
aux extrémités avec une contrainte supplémentaire à satisfaire. En conséquence, le problème de la
stabilisation d’un polytope de systèmes revient à stabiliser tous ses sommets avec un contrôleur
simultané donnant des polynômes caractéristiques qui ont la même partie paire (ou impaire).
Dans ce manuscrit, nous avons proposé des conditions d’existence d’un correcteur d’ordre fixe
stabilisant cette famille de systèmes et nous avons proposé des méthodes de synthèse de ces
correcteurs en utilisant les deux critères de stabilité suivants : le critère d’Hermite-Fujiwara et
celui d’Hermite-Biehler. Le contrôleur que nous avons proposé ne stabilise pas seulement les
sommets du polytope simultanément, mais il stabilise aussi l’ensemble des systèmes appartenant
au polytope. Il s’agit donc d’un contrôleur simultané robuste pour un polytope de systèmes SISO
LTI.

1 Conclusions

Dans un premier temps, nous avons traité le problème de la commande simultanée d’un
segment de systèmes. Ce problème a été réduit au problème de la stabilisation simultanée des
deux systèmes aux extrémités de ce segment sous la contrainte d’égalité des parties paires de
chacun des polynômes caractéristiques associés à ces deux systèmes. Deux stratégies pour la
synthèse des contrôleurs simultanés sont développées. La première est basée sur la positivité des
matrices d’Hermite-Fujiwara. La seconde exploite la propriété d’entrelacement des zéros réels du
théorème d’Hermite-Biehler.

La première approche est une méthode inspirée de la littérature qui pose le problème de la
commande simultanée d’un segment de systèmes comme un problème d’optimisation. En effet,
le critère d’Hermite-Fujiwara est étendu pour définir l’hurwitzité d’une combinaison linéaire
de deux polynômes. Cette approche donne des conditions d’existence d’un régulateur d’ordre
fixe stabilisant un segment de systèmes. Ces conditions ont été formulées comme un problème
d’optimisation d’inégalités matricielles bilinéaires (BMI) qui est non convexe. La résolution des
BMI est un problème NP-complexe. C’est la raison pour laquelle ces conditions ont été converties
en inégalités matricielles linéaires (LMI) avec une contrainte de rang. La résolution de ce problème
d’optimisation produit un algorithme heuristique sans garantie de trouver des solutions à ce
problème lorsqu’elles existent. De plus, cette approche génère une complexité numérique élevée
liée à la taille et au nombre de matrices Hermite-Fujiwara, d’où la nécessité de développer d’autres
approches plus efficaces.

La deuxième approche, basée sur le critère d’Hermite-Biehler, est fondée sur la propriété
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d’entrelacement des zéros réels et sur le choix des racines de la partie paire (ou impaire) des
polynômes caractéristiques aux extrémités. Cette formulation est simple et plus facile à mettre
en œuvre que la première approche utilisant le critère d’Hermite-Fujiwara. Cependant, puisque
cette seconde approche est basée sur une condition de stabilité suffisante, nous ne pouvons pas
conclure sur la stabilisabilité du segment de systèmes lorsque l’algorithme ne converge pas. Cette
méthode nécessite de connaître a priori les racines de la partie paire du polynôme caractéristique
du système en boucle fermée.

Afin de réduire le nombre de contraintes à satisfaire dans le problème de la stabilisation d’un
segment de systèmes, un paramétrage particulier des contrôleurs simultanés est utilisé. Deux
méthodes de synthèse sont proposées. La première méthode permet de synthétiser des com-
pensateurs simultanés d’ordre fixe avec le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara en réduisant le
nombre de BMI à résoudre par rapport au cas sans paramétrage. La seconde traite la question de
la stabilisation simultanée d’un segment de systèmes comme un problème d’interpolation des po-
lynômes stables en utilisant le critère de stabilité d’Hermite-Biehler. La technique d’interpolation
permet de donner des conditions d’existence générales du régulateur simultané indépendamment
de l’ordre du correcteur. Elle permet également de déterminer des régulateurs simultanés sans
résoudre un problème d’optimisation.

Les résultats obtenus pour la commande simultanée d’un segment de systèmes sont généra-
lisés au cas de la stabilisation d’un polytope de systèmes. Une condition suffisante satisfaisant
une contrainte sur la partie paire (ou impaire) des polynômes caractéristiques en boucle fermée
associés aux sommets du polytope est prouvée. Deux méthodes de synthèse sont développées
en utilisant d’abord le critère de stabilité d’Hermite-Fujiwara, puis celui d’Hermite-Biehler. En
appliquant le critère d’Hermite-Fujiwara, nous devons gérer une complexité de calcul qui est due,
d’une part, à la transformation du problème BMI initial en une optimisation basée sur des LMI
avec une contrainte de rang, cette optimisation pouvant de pas avoir de solution, et, d’autre
part, au nombre et à la taille des matrices Hermite-Fujiwara à prendre en compte. Avec le critère
d’Hermite Biehler, cette complexité de calcul est considérablement réduite car nous obtenons un
problème de programmation linéaire.

2 Perspectives et problèmes ouverts

Suite aux travaux exposés dans ce mémoire, les extensions et les perspectives suivantes nous
semblent être des pistes de recherche à approfondir :

• Développer des conditions d’existence d’un correcteur stabilisant un segment ou un poly-
tope de systèmes LTI en utilisant d’autres critères de stabilité que ceux d’Hermite-Fujiwara
et d’Hermite-Biehler.

• Développer des méthodes permettant d’avoir un choix adéquat du régulateur initial et des
racines de la partie paire (ou impaire) donnée a priori.

• Etudier la stabilisation simultanée des polytopes de systèmes avec des retards, d’une part, et
prendre en compte d’autres régions de stabilité que le demi-plan complexe gauche, d’autre
part.

• Généraliser les problèmes traités dans ce mémoire à la stabilisation simultanée des polytopes
de systèmes multivariables.

• Enfin, il serait intéressant de valider les résultats présentés dans ce mémoire sur des pro-
cessus réels.
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Annexe A

Interpolation dans H∞

Dans la littérature, il existe différents algorithmes d’interpolation [Dor00, YBL74, Vid85].
Dans cette annexe, nous détaillons l’algorithme d’interpolation décrit dans [Vid85].

A.1 Condition d’existence d’une fonction d’interpolation dans U
On considère S = {s1, . . . , sn}, un ensemble de points dans C+e , et R = {rij , j = 0, . . . ,mi−

1; i = 1, . . . , n}, un ensemble de points correspondant dans C. Le problème est de trouver une
fonction rationnelle u(s) ∈ U telle que 1

u(j)(si) = rij , j = 0, . . . ,mi − 1; i = 1, . . . , n (A.1)

Le théorème A.1.1 donne une condition nécessaire et suffisante d’existence de u(s) ∈ U
vérifiant (A.1).

Théorème A.1.1. [Vid85] Soit l’ensemble S = {σ1, . . . , σ`, s`+1, . . . , sn} où σ1, . . . , σ` sont des
nombres réels non négatifs étendus 2 et distincts, et s`+1, . . . , sn sont des nombres complexes
distincts à partie imaginaire positive. Soit R = {rij , j = 0, . . . ,mi − 1; i = 1, . . . , n} un ensemble
de nombres dans C où rij est un nombre réel si j = 0, . . . ,mi − 1 et i = 1, . . . , ` et où ri0 6= 0
pour tout i. Il existe une fonction u(s) ∈ U satisfaisant (A.1) si et seulement si les nombres ri0,
i = 1, . . . , ` ont tous le même signe.

Dans la suite de cette annexe, nous utilisons la fonction uk(s) définie comme suit

uk(s) = (1 + bf(s))auk−1(s) (A.2)

où f(s) est une fonction donnée dans U . Notons que uk(s) ∈ U si et seulement si a > 0 et
|b| < ‖f(s)‖−1 avec ‖f(s)‖ = sup

ω∈IR
|f(jω)| [Vid85].

A.2 Interpolation des zéros réels simples

Considérons S = {σ1, . . . , σ`} un ensemble de nombres réels positifs et distincts. Nous devons
chercher une fonction u(s) ∈ U vérifiant la relation suivante

u(j)(σi) = rij , j = 0, . . . ,mi − 1; i = 1, . . . , k − 1, k 6 ` (A.3)

1. u(j)(si) est la jème dérivée de la fonction u(s) par rapport à la variable s évaluée en s = si
2. Au moins un σi peut être infini.
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Nous construisons une fonction u(s) qui satisfait (A.3) et u(σk) = rk0. Nous distiguons deux
cas [Vid85].
1) Si k = 1, alors u(s) = uk(s) = rk0.
2) Si k 6= 1 alors nous suivons les étapes données ci-dessous.

• Prenons u0(s) = r10 et définissons une fonction f(s) telle que

f(s) =
k−1∏
i=1

(
s− σi
s+ 1

)mi
(A.4)

• En considérant l’équation (A.2), nous pouvons écrire

uk(σk) = (1 + bf(σk))
auk−1(σk) = rk0 (A.5)

• Nous en déduisons b comme suit

b =

(
rk0

uk−1(σk)

)1
a

− 1

f(σk)
(A.6)

Nous pouvons remarquer que, si a est suffisamment grand, alors |b| < ‖f(s)‖−1 et,
par conséquent, uk(s) ∈ U .

• Nous obtenons u(s) = uk(s).

A.3 Interpolation des zéros réels multiples

Soit S = {σ1, . . . , σ`}, un ensemble de nombres réels positifs et distincts. Chaque σi, i =
1, . . . , ` est de multiplicitémi. Nous devons trouver une fonction u(s) ∈ U satisfaisant les relations
suivantes

u(j)(σi) = rij , j = 0, . . . ,mi − 1; i = 1, . . . , k − 1, k 6 ` (A.7a)

u(j)(σk) = rkj , j = 0, . . . , t− 1, t 6 mk (A.7b)

Pour interpoler les zéros réels multiples, nous appliquons l’algorithme ci-dessous [Vid85].
• Choisissons u0(s) = r10 et définissons la fonction f(s) par

f(s) =

(
s− σk
s+ 1

)t k−1∏
i=1

(
s− σi
s+ 1

)mi
(A.8)

• Soit uk(s) donné par (A.2) et vérifiant les relations (A.7a) et (A.7b). Le développement
binomial de l’équation (A.2) donne

uk(s) = uk−1(s) + auk−1(s)bf(s) + uk−1(s)
a∑
j=2

qaj(bf(s))j (A.9)

• Comme uk(s) satisfait l’équation (A.5), nous en déduisons

u
(t)
k (σk) = u

(t)
k−1(σk) + (auk1(σk)bf(σk))

(t) (A.10)
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• En appliquant la règle de Leibnitz sur les deux équations (A.9) et (A.10), nous obtenons
l’égalité suivante

(auk−1(σk)bf(σk))
(t) = ab

t∑
j=0

qaju
(t−j)
k−1 (σk)f

(j)(σk)

= abuk−1(σk)f
(t)(σk) (A.11)

• Nous en déduisons b

b =
rkt − u

(t)
k−1(σk)

af (t)(σk)uk−1(σk)
(A.12)

Nous pouvons remarquer que, si a est suffisamment grand, alors |b| < ‖f(s)‖−1 et, par
conséquent, uk(s) ∈ U .

• Nous obtenons u(s) = uk(s).

A.4 Interpolation des zéros à l’infini

Pour un zéro à l’infini simple (de multiplicité égale à 1), nous appliquons l’algorithme proposé
dans la section A.2 en choisissant f(s) de la forme

f(s) =
1

(s+ 1)

Pour un zéro à l’infini multiple (multiplicité > 1) ce n’est pas possible car en calculant
b à partir de l’équation (A.12), nous divisons par la dérivée de f(s) qui s’annule à l’infini.
Pour résoudre ce problème, nous supposons que nous allons chercher une fonction u(s) ∈ U qui
interpole les valeurs d’une fonction g(s) à l’infini avec une multiplicité m = n. Appliquons alors
l’algorithme ci-dessous.

• Nous faisons la décomposition de g(s) en éléments simples

g(s) =

∑n
i=1 ais

i

(s+ q)n
= c1 +

c2
(s+ q)

+
c3

(s+ q)2
+ . . . (A.13)

ce qui implique

g(∞) = c1

g(∞2) = c1 +
d2

(s+ q)

...

• Nous proposons une fonction u(s) telle que

u(s) = u1 +
u2

(s+ p)
+

u3
(s+ p)2

+ . . . . (A.14)

• Par identification, nous pouvons déterminer u1, u2, u3, · · · , un et en déduire u(s).
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A.5 Exemple

Considérons S = {σ1 = 1, σ2 = 2} avec σ2 de multiplicité 2 et R = {r10 = 0.1250, r20 =
0.2963, r21 = 0.1481}. Cherchons s’il existe une fonction u(s) ∈ U vérifiant (A.1).

Puisque les éléments de l’ensemble R sont de même signe, il existe donc une fonction u(s) ∈ U
vérifiant les relations suivantes

u(σ1) = r10 = 0.1250

u(σ2) = r20 = 0.2963

u(1)(σ2) = r21 = 0.1481

La procédure permettant de générer la fonction u(s) est donnée par les étapes suivantes.
• Choisissons u0 = r10 = 0.1250.
• Pour interpoler la valeur σ2 = 2, définisons f(s) comme suit

f(s) =
s− 1

s+ 1

• Calculons b à partir de l’équation (A.6)

b =

(
r20
u0

)1
a

− 1

f(σ2)
= 0.7224

• Choisissons a = 4 pour que |b| < ‖f(s)‖−1

• Calculons la nouvelle fonction u1(s) à partir de l’équation (A.2) comme suit

u1(s) = (1 + bf(s))au0 =
1.1002(s+ 0.1612)4

(s+ 1)4
∈ U

• Définissons f(s) selon l’équation (A.8)

f(s) =
(s− 2)(s− 1)

(s+ 1)2

• Calculons b en utilisant l’équation (A.12) comme suit

b =
r21 − u(1)1 (σ2)

af (1)(σ2)u1(σ2)
= −0.1578

• En choisissant a = 1, nous pouvons déterminer u2(s)

u2(s) = (1 + bf(s))au1(s) =
0.92654(s+ 2.628)(s+ 0.3092)(s+ 0.1612)4

(s+ 1)6
∈ U

• Nous obtenons u(s) = u2(s).
• Vérifions le résultat en calculant u(σ1), u(σ2) et u(1)(σ2), ce qui donne

u(σ1) = 0.1250

u(σ2) = 0.2963

u(1)(σ2) = 0.1481
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Annexe B

Application de la méthode
d’interpolation dans H∞ à la

stabilisation simultanée de deux
systèmes

B.1 Méthode de synthèse d’un régulateur simultané pour deux
systèmes dans H∞

Soit deux systèmes G1(s) = n1(s)/d1(s) et G2(s) = n2(s)/d2(s) tels que (n1(s), d1(s)) ∈ H∞
et (n2(s), d2(s)) ∈ H∞. Soit C1(s) = x1(s)/y1(s) où (x1(s), y1(s)) ∈ H∞ un correcteur stabilisant
le système G1(s) de manière interne. Selon le théorème 1.2.8, les deux systèmes G1(s) et G2(s)
sont simultanément stabilisables si et seulement s’il existe q(s) ∈ H∞ tel que

Υ(G2, C)(s) = Υ(G2, C1)(s) + q(s)G12(s), Υ(G2, C)(s) ∈ U (B.1)

où les notations Υ(G,C)(s) et G12(s) sont données respectivement dans (1.5) et dans (1.8).
Le correcteur simultané est donné par

x(s) = x1(s) + q(s)d1(s) (B.2a)
y(s) = y1(s)− q(s)n1(s) (B.2b)

Notons que la fonction rationnelle G12(s) peut être factorisée comme G(s) = G−12(s)G
+
12(s) où

G−12(s) ∈ U , G(s)+12(s) ∈ H∞ et G(s)+12(s) /∈ U . La relation B.1 devient alors

Υ̃(G2, C)(s) = Υ̃(G2, C1)(s) + q(s)G+12(s) ∈ U (B.3)

avec

Υ̃(G2, C)(s) = G−12(s)Υ(G2, C)(s) (B.4a)

Υ̃(G2, C1)(s) = G−12(s)Υ(G2, C1)(s) (B.4b)

Puisque Υ̃(G2, C1)(s) et G+12(s) sont copremières dans H∞, il existe donc N (s) ∈ H∞ et
K(s) ∈ H∞ telles que

N (s)Υ̃(G2, C1)(s) +K(s)G+12(s) = 1 (B.5)
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Le problème d’existence d’une fonction rationnelle Υ̃(G2, C)(s) ∈ U qui interpole les valeurs
Υ(G2, C1)(s) aux zéros de G+12(s) est équivalent à l’existence d’une fonction rationnelle V (s) ∈
H∞ interpolant les valeurs de N (s) aux zéros de G+12(s). En conséquence, il existe une fonction
V (s) ∈ U telle que (V (s)−N (s)) soit divisible par G+12(s) dans H∞.

Si (V (s)−N (s)) est divisible par G+12(s) dansH∞, alors, il existe une fonction Z(s) satisfaisant

V (s)−N (s) = Z(s)G+12(s) (B.6)

et la relation (B.6) peut s’écrire comme suit

N (s) + Z(s)G+12(s) = V (s) (B.7)

En divisant l’équation (B.7) par V (s), nous obtenons

N (s)R(s) + P (s)G+12(s) = 1 (B.8)

avec R(s) =
1

V (s)
et P (s) =

Z(s)

V (s)
.

En considérant les relations (B.5) et (B.8), nous pouvons écrire

N (s)(R(s)− Υ̃(G2, C1)(s)) = G+12(s)(K(s)− P (s)) (B.9)

Nous pouvons noter que G+12(s) divise le produit N (s)(R(s) − Υ̃(G2, C1)(s)) dans H∞. De
plus, les fonctions rationnelles G+12(s) et N (s) étant copremières dans H∞, G+12(s) divise (R(s)−
Υ̃(G2, C1)(s)) dans H∞, ce qui est équivalent à

R(s) = Υ̃(G2, C1)(s) + q(s)G+12(s), q(s) ∈ H∞ (B.10)

Nous en déduisons alors q(s)

q(s) =
R(s)− Υ̃(G2, C1)(s)

G+12(s)
=

1

V (s)
− Υ̃(G2, C1)(s)

G+12(s)
(B.11)

B.2 Exemple

Pour illustrer les calculs ci-dessus, considérons l’exemple 1.2.6 donné dans le chapitre 1 à la
section 1.2.3.1. Soit deux systèmes G1(s) et G2(s) définis respectivement par leur factorisation
copremière

(n1(s), d1(s)) =
( 2

s+ 2
, 1
)
, (n2(s), d2(s)) =

( s− 2

(s+ 1)(s+ 5)
,
s− 5

s+ 5

)
Choisissons un compensateur C1(s) défini par sa factorisation copremière dans H∞ donnée

par (x1(s), y1(s)) = (1, 1) et stabilisant G1(s). Le calcul de G12(s) et de Υ(G2, C1)(s) donne

G12(s) =
−(s+ 0.6904)(s− 8.6904)

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 5)

Υ(G2, C1)(s) =
(s+ 1.5414)(s− 4.5414)

(s+ 1)(s+ 5)
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On en déduit
G12(s)

Υ(G2, C1)(s)
=

−(s+ 0.6904)(s− 8.6904)

(s+ 2)(s+ 1.5414)(s− 4.5414)

Puisque la fonction rationnelle G12(s)/Υ(G2, C1)(s) vérifie la PIP, les deux systèmes sont
donc simultanément stabilisables. Pour chercher q(s), nous appliquons la méthode développée
dans la section B.1, ce qui nécessite de trouver une fonction rationnelle V (s) ∈ U interpolant les
valeurs de N (s) aux zéros de G+12(s).

Les fonctions rationnelles G−12(s) et G(s)+12(s) sont données par

G+12(s) =
s− 8.6904

(s+ 2)2

G−12(s) =
−(s+ 0.6904)(s+ 2)

(s+ 5)(s+ 1)

La réalisation d’état de la fonction N (s) définie dans (B.8) est donnée par l’équation suivante
[Vid85]

N (s) = I + (C −DK0)(sI −A0)
−1F0 (B.12)

où les matrices (A,B,C,D) sont les matrices de la représentation d’état du système P (s) =
G+12(s)/Υ(G2, C1)(s)

A =


1 13 14

1 0 0

0 1 0

 , B =


1

0

0

 , C =
[
1 −8 −6

]
, D = 0 (B.13)

Les deux matrices F0 etK0 sont calculées afin que les matrices A1 = A−BK0 et A0 = A−F0C
soient stables. Un choix particulier pour K0 et F0 est donné par

K0 =
[
3.7879 18.2704 16.1166

]
, F0 =

[
−7.5947 −1.3477 −0.2113

]T
et on obtient

N (s) =
s3 + 7.243s2 + 115.3s+ 76.19

s3 + 2.788s2 + 5.273s+ 2.121

La fonction rationnelle V (s) ∈ U doit vérifier les relations suivantes

V (∞) = N (∞) = 1

V (8.6904) = N (8.6904) = 2.4939

En utilisant l’algorithme d’interpolation dans H∞ donné dans l’annexe A, nous obtenons

V (s) =
s+ 37.9227

s+ 10
∈ U

Nous en déduisons q(s)

q(s) =
22.232(s+ 2)(s+ 1.526)

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)

Par conséquent, la factorisation copremière du correcteur simultané C(s) est donnée par

x(s) =
23.232(s+ 1.004)(s+ 4.033)

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)

y(s) =
(s− 10.01)(s+ 4.162)

(s+ 0.6904)(s+ 37.92)
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Annexe C

Stabilisation d’un polytope de systèmes
avec une partie impaire commune

C.1 Généralisation du critère d’Hermite-Biehler

Après avoir énoncer la propriété d’entrelacement commun pair dans la définition 3.5.2 (sec-
tion 3.5.2), nous donnons la propriété d’entrelacement commun impair afin de synthétiser un
régulateur simultané pour le polytope de systèmes ΩG défini par (5.12).

Soit n polynômes réels fi(s) = fe(s2) + sfoi (s2), i = 1, . . . , n, ayant la même partie im-
paire fo(s2). Une généralisation de la propriété d’entrelacement des zéros défini dans pour ces
polynômes fi(s) est donnée dans la définition C.1.1.

Définition C.1.1. Propriété d’entrelacement commun impair.
Considérons un nombre fini de polynômes fei (s2), i = 1, . . . , n, et un polynôme fo(s2) dont
les coefficients des termes de plus haut degré sont de même signe avec δ(fei ) = δ(fo) = `,
i = 1, . . . , n. Les polynômes fei (s2) ont des racines réelles, négatives et distinctes définies par
l’ensemble suivant

racines(fei (s2)) = {ai1, . . . , ai`}.

Les polynômes fei (s2) vérifient la propriété d’entrelacement commun impair avec fo(s2) si et
seulement si les ` racines pour chaque polynôme fei (s2) alternent avec les ` racines de polynôme
fo(s2) comme suit

ai1 < b1 < ai2 < b2 < . . . < ai` < b` < 0

où {b1, . . . , b`} est l’ensemble des racines réelles, négatives et distinctes de fo(s2).

Notons que si les polynômes fei (s2) vérifient la propriété d’entrelacement commun impair
avec fo(s2), alors, pour toute jème racine, nous avons

max(aij) < bj < min(aij+1)

En se basant sur la propriété d’entrelacement commun impair, nous donnons des conditions
qui garantissent l’hurwitzité des polynômes fi(s) = fei (s2) + sfo(s2).

Corollaire C.1.1. Les polynômes fi(s) = fei (s2) + sfo(s2) avec fi(s) ∈ Pm(s), i = 1, . . . , n,
sont Hurwitz si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites.
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i) Les racines (b1, . . . , b`) de fo(s2) sont réelles, simples et négatives.

ii) Tous les réels ci,k dans (C.1) sont positifs avec

fei (s2) = ci,0f
o(s2)−

∑̀
k=1

ci,k
fo(s2)

s2 − bk
. (C.1)

A partir du corollaire C.1.1, nous déduisons la formulation matricielle de fei (s2) et fo(s2).
Puisque

fo(s2) =
∑̀
j=0

hojs
2j = γo

∏̀
j=1

(s2 − bj) (C.2)

alors la relation (C.1) peut être simplifiée comme suit

fei (s2) = ci,0γ
o
∏̀
j=1

(s2 − bj) + γo
∑̀
k=1

ci,k
∏̀

j=1,j 6=k
(s2 − bj)

=
∑̀
k=0

ci,k

`−1∑
j=0

υj,ks
2j (C.3)

A partir des relations (C.2) et (C.3), nous déduisons que fei (s2) et fo(s2) peuvent se réécrire
sous la forme matricielle suivante

fei (s2) = V [s]AoΨo
i , i = 1, . . . , n (C.4)

fo(s2) = V [s]Ho (C.5)

avec V [s] donné par (3.11) et Ψo
i , A

o et Ho donnés par

Ψo
i =

[
ci0 ci1 . . . ci`

]T
(C.6a)

Ao =


υ00 υ01 . . . υ0`

υ10 υ11 . . . υ1`
...

...
...

...

υ`0 υ`1 . . . υ``

 (C.6b)

Ho =
[
ho0, ho1 . . . ho`

]T
(C.6c)

Une reformulation du corollaire C.1.1 est déduite.

Corollaire C.1.2. Les polynômes fi(s) = fei (s2) + sfo(s2) avec fi(s) ∈ Pm(s), i = 1, . . . , n,
sont Hurwitz si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

i) Les racines (b1, . . . , b`) de fo(s2) sont réelles, simples et négatives.

ii) Toutes les composantes du vecteur Ψo
i données par (C.6a) sont positives.
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C.1.1 Condition d’existence d’un contrôleur simultané pour le polytope de
systèmes ΩG

Supposons maintenant que l’ensemble des segments φi,j défini par (5.15) du polytope φ donné
par (5.14) ont la même partie impaire, alors nous pouvons simplifier la question de la stabilisation
du polytope de systèmes ΩG défini par (5.12) en utilisant le théorème 3.2.1.

Théorème C.1.1. Considérons un polytope de systèmes Ω défini par ses sommets Gi(s), i =
1, . . . , n, donné par (5.12). S’il existe un compensateur C(s) tel que les coefficients des termes
de plus haut degré de Φ(Gi, C)(s) sont de même signe et satisfaisant les relations suivantes

Φ(Gi, C)(s) ∈ H, i = 1, . . . , n (C.7a)

Φ(Gi, C)o(s2) = Φ(Gj , C)o(s2), i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n (C.7b)

alors le compensateur C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG.

Dans le lemme suivant, nous traitons la stabilisation du polytope de systèmes ΩG comme un
problème de placement de pôles particulier.

Lemme C.1.1. Considérons {b1, . . . , b`} un ensemble des nombres réels, négatifs et distincts.
Ao et Ho sont donnés respectivement par (C.6b) et (C.6c). S’il existe un compensateur C(s)
donné par Cυ tel que tous les éléments des vecteurs Ψo

i donnés par (C.6a), i = 1, . . . , n, soient
strictement positifs et qui vérifie les conditions suivantes

ΛoiCυ = Ho, i = 1, . . . , n, (C.8a)
ΛeiCυ = AoΨi i = 1, . . . , n (C.8b)

alors le polytope de systèmes ΩG défini par (5.12) est stabilisé par le correcteur C(s).

C.1.2 Algorithme de synthèse du contrôleur simultané pour un polytope de
systèmes ΩG par la méthode d’Hermite-Biehler

Les équations (C.8) peuvent s’écrire

Bo = Θo

[
ψo

Cυ

]
(C.9)

où

Bo =



0
...

0

Ho

Ho

...

Ho


, Θo =



Ao 0 . . . 0 −Λe1
...

...
. . .

...
...

0 0
. . . Ao −Λen

0 0 . . . 0 Λo1

0 0 . . . 0 Λo2
...

... . . .
...

...

0 0 . . . 0 Λon


, (C.10a)

ψ̃ =
[
ΨoT

1 ΨoT
2 ΨoT

3 . . . ΨoT
n

]T
. (C.10b)

Une condition d’existence d’une solution à l’équation (C.9) est donnée ci-après.
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Théorème C.1.2. L’équation (C.9) a une solution si et seulement si

rang
([
Bo Θo

])
= rang(Θo). (C.11)

Les solutions générales ψo et Cυ de (C.9) sont

ψo = W1

(
Θo+Bo + (I −Θo+Θo)Zo

)
(C.12a)

Cυ = W2

(
Θo+Bo + (I −Θo+Θo)Zo

)
(C.12b)

où W1 =
[
I 0

]
, W2 =

[
0 I

]
, Zo est un vecteur quelconque vérifiant dim(Zo) = dim(ψo) +

dim(Cυ) et Θo+ est une inverse généralisée de Θo satisfaisant Θo = ΘoΘo+Θo.

Une condition suffisante pour la stabilisation du polytope de systèmes ΩG est donnée par le
corollaire suivant.

Corollaire C.1.3. S’il existe un vecteur Zo tel que l’inégalité suivante

Mdiag(W1

(
Θo+Bo + (I −Θo+Θo)Zo

)
) > 0 (C.13)

soit satisfaite, alors le polytope de systèmes ΩG est simultanément stabilisable par un compensa-
teur d’ordre fixe C(s).

L’algorithme de synthèse du régulateur simultané est décrit par les étapes suivantes.

• Etape 1 : Donner un ensemble des réels négatifs et distincts {b1, . . . , b`}.
• Etape 2 : Déterminer Ho, Ao, Λei et Λoi , i = 1, . . . , n.

• Etape 3 : Tester la condition de rang donnée par la relation (C.11). Si la condition de
rang est satisfaite alors passer à l’étape 4. Sinon, relancer l’étape 1 en modifiant l’ensemble
{b1, . . . , b`}.

• Etape 4 : Trouver une solution faisable de l’inégalité (C.13).

• Etape 5 : En déduire le régulateur simultané C(s).

Afin d’illustrer notre approche, nous proposons l’exemple suivant.

Exemple C.1.1. Soit le système à intervalles suivant

G̃(s) =
s2 + ε

2s2 + ηs+ 1
(C.14)

avec ε ∈ [εmin, εmax] et η ∈ [ηmin, ηmax].
Nous avons démontré dans l’exemple 5.5.1 (section 5.5.4 du chapitre 5) que, pour ε ∈

[εmin, εmax] et η ∈ [ηmin, ηmax], il existe un polytope de systèmes ΩG défini par ses quatre sommets
Gi(s) = Ni(s)Di(s)

−1, i = 1, . . . , 4, donnés par

G1(s) =
s2 + εmin

2s2 + ηmins+ 1
(C.15a)

G2(s) =
s2 + εmax

2s2 + ηmins+ 1
(C.15b)

G3(s) =
s2 + εmin

2s2 + ηmaxs+ 1
(C.15c)
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G4(s) =
s2 + εmax

2s2 + ηmaxs+ 1
(C.15d)

tel que G̃(s) ⊂ ΩG.
Considérons, maintenant, G̃(s) défini par (C.14) avec εmin = 1, εmax = 2, ηmin = −1 et

ηmax = 1. Choisissons un ensemble de deux nombres réels négatifs et distincts donnés par b1 =
−2.3704 et b2 = −0.5.

Le régulateur à synthétiser a la forme suivante

C(s) =
xe1s

2 + xe0
yo1s

3 + yo0s

Pour ces données, la condition de rang (C.11) est satisfaite et il existe une solution pour (C.9)
donnée par

Zo = [1.6251 0.6 0.1 0.3164 1.8 0.2087 1.6251 0.6 0.1 0.3164 1.8 0.2087 0.0016 0.0130 0 0 0]T

ψo = [3.5926 0.198 6.8363 3.5926 1.0941 1.8476 4.5926 0.6980 6.8363 4.5926 1.5941 1.8476]T

Ce qui nous permet d’obtenir le contrôleur simultané C(s) suivant

C(s) =
221s2 + 20

27s3 + 64s

Nous déterminons alors les quatre polynômes caractéristiques en boucle fermée associés au
quatre sommets

Φ(G1, C)(s) = 54s5 + 194s4 + 155s3 + 177s2 + 64s+ 20

Φ(G2, C)(s) = 54s5 + 194s4 + 155s3 + 398s2 + 64s+ 40

Φ(G3, C)(s) = 54s5 + 248s4 + 155s3 + 305s2 + 64s+ 20

Φ(G4, C)(s) = 54s5 + 248s4 + 155s3 + 526s2 + 64s+ 40

Les polynômes Φ(G1, C)(s), Φ(G2, C)(s), Φ(G3, C)(s) et Φ(G4, C)(s) sont de même degré et
Hurwitz, le compensateur C(s) stabilise donc les quatre sommets G1(s), G2(s), G3(s) et G4(s).
De plus, ces polynômes ont la même partie impaire avec les coefficients des termes de plus haut
degré de même signe. Donc C(s) stabilise le polytope de systèmes ΩG. Par conséquent, C(s)
stabilise G̃(s). �
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Annexe D

Compléments mathématiques

D.1 Résultant des deux polynômes

Soit P (s) et Q(s) deux polynômes de degrés respectifs n et m à coefficients réels tels que

P (s) =

i=n∑
i=0

ais
i, Q(s) =

j=m∑
j=0

bjs
j

Le résultant des deux polynômes P (s) et Q(s) est le déterminant de leur matrice de Sylvester
M donnée par

M =



an 0 . . . 0 bm 0 . . . 0

an−1 an
. . .

...
... bm

. . .
...

... an−1
. . . 0

... . . .
. . . 0

...
...

. . . an b1 . . . . . . bm

a0 . . . . . . an−1 b0
. . .

...
...

0
. . . . . .

... 0
. . . b1

...
...

. . . a0
...

...
. . . b0 b1

0 . . . 0 a0 0 . . . 0 b0


D.2 Ecriture matricielle des polynômes Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2)

Rappelons les relations (3.7a) et (3.7b)

Φ(Gi, C)e(s2) =
∑̀
k=0

 k∑
j=0
k−j6`

niej x
e
k−j +

k−1∑
j=0
k−j6`

nioj x
o
k−j−1 +

k∑
j=0
k−j6`

diej y
e
k−j +

k−1∑
j=0
k−j6`

dioj y
o
k−j−1

 s2k

Φ(Gi, C)o(s2) =
∑̀
k=0

 k∑
j=0
k−j6`

nioj x
e
k−j +

k∑
j=0
k−j6`

niej x
o
k−j +

k∑
j=0
k−j6`

dioj y
e
k−j +

k∑
j=0
k−j6`

diej y
o
k−j

 s2k
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La formulation matricielle des expressions Φ(Gi, C)e(s2) et Φ(Gi, C)o(s2), i = 1, 2, est donnée
par les équations suivantes

Φ(Gi, C)e(s2) = V [s]ΛeiCυ, i = 1, 2

Φ(Gi, C)o(s2) = V [s]ΛoiCυ i = 1, 2

où les vecteurs Cυ et V [s] sont donnés respectivement par (3.8) et (3.11).
Les matrices Λei , Λoi , i = 1, 2, de dimension ((`+ 1)× r) sont données par

Λei =
[
Aei Be

i Cei De
i

]
ST

Λoi =
[
Aoi Bo

i Coi Do
i

]
ST

où S est une matrice de sélection définie dans (3.8) et

Aei =



nie0 0 . . . . . . 0

nie1 nie0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

nieαe
...

... nie1 nie0
...

...
...

...
...

nie` nie`−1 . . . . . . nie`−αe−1


, Aoi =



nio0 0 . . . . . . 0

nio1 nio0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

nioαe
...

... nio1 nio0
...

...
...

...
...

nio` nio`−1 . . . . . . nio`−αe−1


,

Be
i =



0 0 . . . . . . 0

nio0 0 . . . . . . 0
...

...
...

...
...

nioαo
...

... nio1 nio0
...

...
...

...
...

nio`−1 nio`−2 . . . . . . nio`−αo−1


, Bo

i =



nie0 0 . . . . . . 0

nie1 nie0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

nieαo
...

... nie1 nie0
...

...
...

...
...

nie` nie`−1 . . . . . . nie`−αo−1


,

Cei =



die0 0 . . . . . . 0

die1 die0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

dieβe
...

... die1 die0
...

...
...

...
...

die` die`−1 . . . . . . die`−βe−1


, Coi =



dio0 0 . . . . . . 0

dio1 dio0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

dioβe
...

... dio1 dio0
...

...
...

...
...

dio` dio`−1 . . . . . . dio`−βe−1


,

De
i =



0 0 . . . . . . 0

dio0 0 . . . . . . 0
...

...
...

...
...

dioβo
...

... dio1 dio0
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Abstract

In this manuscript, a new approach is proposed for the stabilization of polytopes of SISO
LTI systems with a fixed order controller. Using the extended segment theorem, we have shown
that to stabilize a polytope of LTI systems, it is sufficient to simultaneously stabilize all its ver-
tices by considering an additional condition associated with them. In this paper, we have also
presented original methods for the synthesis of simultaneous controllers by combining polynomial
techniques and linear optimization. With the proposed synthesis methods, we have shown not
only that the controller simultaneously stabilizes the vertices of the system polytope (simulta-
neous control), but also all systems belonging to the polytope (robust control). It is therefore a
simultaneous and robust controller for system polytopes. Before stating results concerning the
simultaneous control of all the segments of a polytope of systems, we have studied the control
of a segment of systems with an LTI controller. This segment of systems is defined by the two
systems located at each of its ends and by a parameter belonging to a given interval. The question
of the stabilization of this class of uncertain systems has been formulated as that of a problem
of simultaneous control of two systems located at the ends with an equal constraint of the even
parts of each of the two characteristic polynomials in closed loop. Conditions of existence of a
stabilizing controller for a segment of systems have been given using two polynomial stability
criteria : the Hermite-Fujiwara criterion and the Hermite-Biehler criterion. The results obtained
for the simultaneous control of a segment of systems have been extended to the stabilization
of a polytope of systems. This problem has been reduced to the stabilization of the vertices of
the polytope with a simultaneous controller generating closed loop characteristic polynomials
having the same even (or odd) part. The existence conditions of these robust, fixed-order and
simultaneous controllers are given using the two stability criteria mentioned above. Synthesis
algorithms are also developed to design these controllers.

Keywords: Simultaneous stabilization, segment of systems, polytope of systems, polynomial
approach, linear optimization



Résumé

Dans ce mémoire, nous avons proposé une nouvelle approche pour la stabilisation des poly-
topes de systèmes SISO LTI avec un contrôleur d’ordre fixe. En utilisant le théorème des segments
étendus, nous avons montré que, pour stabiliser un polytope de systèmes LTI, il suffit de sta-
biliser simultanément tous ses sommets en considérant une condition supplémentaire associée
à ces derniers. Nous avons présenté également dans ce mémoire des méthodes originales pour
la synthèse des contrôleurs simultanés en combinant les techniques polynomiales et l’optimisa-
tion linéaire. Avec les méthodes de synthèse proposées, nous avons montré non seulement que le
contrôleur stabilise simultanément les sommets du polytope de systèmes (commande simultanée),
mais également tous les systèmes appartenant au polytope (commande robuste). Il s’agit donc
de contrôleur simultané et robuste pour les polytopes de systèmes. Avant de pouvoir énoncer
des résultats concernant la commande simultanée de l’ensemble des segments d’un polytope de
systèmes, nous avons étudié la commande d’un segment de systèmes avec un contrôleur LTI. Ce
segment de systèmes est défini par les deux systèmes situés à chacune de ses extrémités et par
un paramètre appartenant à un intervalle donné. La question de la stabilisation de cette classe
de systèmes incertains a été formulée comme celle d’un problème de commande simultanée de
deux systèmes situés aux extrémités avec une contrainte d’égalité des parties paires de chacun
des deux polynômes caractéristiques en boucle fermée. Des conditions d’existence d’un régula-
teur stabilisant un segment de systèmes ont été données en utilisant deux critères de stabilité
polynomiaux : le critère d’Hermite-Fujiwara et le critère d’Hermite-Biehler. Les résultats obte-
nus pour la commande simultanée d’un segment de systèmes ont été étendus à la stabilisation
d’un polytope de systèmes. Ce problème a été réduit à la stabilisation des sommets du polytope
avec un contrôleur simultané générant des polynômes caractéristiques en boucle fermée ayant
la même partie paire (ou impaire). Des conditions d’existence de ces contrôleurs simultanés ro-
bustes d’ordre fixe sont données en utilisant les deux critères de stabilité mentionnés ci-dessus.
Des algorithmes de synthèse sont également développés pour calculer ces régulateurs.

Mots-clés: Stabilisation simultanée, segment de systèmes, polytope de systèmes, approche po-
lynomiale, optimisation linéaire
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