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“But, said Alice, if the world has absolutely no sense, who’s stopping us from inventing
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Résumé

Résumé

Cette these s’intéresse a la classification géométrique, locale et globale, des
équations aux g-différences. Dans un premier temps nous réalisons une étude glo-
bale de certains systemes dérivés des équations de ¢-Painlevé et introduits par
Murata, en proposant une correspondance de Riemann-Hilbert-Birkhoff entre de
tels systemes et leurs matrices de connexion.

Dans un second temps nous nous intéressons a la classification locale, en construi-
sant un fibré vectoriel équivariant sur I’espace des classes formelles a deux pentes
dont la fibre au dessus d’une classe formelle est I'espace de ses classes analy-
tiques isoformelles. Ceci fait, voyant que 'action du groupe des automorphismes
du gradué s’impose naturellement dans I’étude de ce fibré, nous nous intéressons
a I'espace des classes analytiques, soit des classes analytiques isoformelles modulo
cette action, dont nous proposons dans un cas restreint une premiere approche de
classification via I'utilisation de variétés toriques.

Dans un troisieme temps nous construisons, via des transformations de g-Borel
et de ¢g-Laplace, des ¢g-Stokes, soit des solutions méromorphes de systémes, dans le
cadre des systemes a deux pentes dont une non entiere et une nulle.

Mots-clefs : Equations aux ¢-différences, classification analytique, phénoméne
de Stokes, géométrie des g¢-différences, ¢-Borel-Laplace, équivalence de Riemann-
Hilbert-Birkhoff, ¢g-Painlevé, variétés toriques.



vi Résumé

Abstract

This thesis falls within the context of global and local geometric classification
of ¢-difference equations. In a first part we study the global behaviour of some
systems derived from ¢-Painlevé equations and introduced by Murata. We do so
by constructing a Riemann-Hilbert-Birkhoff correspondence between such systems
and their connexion matrices.

In a second part we work on local classification by providing a construction of
an equivariant vector bundle over the space of all formal classes with two slopes,
the fibre over a formal class being the space of its isoformal analytic classes. As the
action of the group of automorphisms of the graded module arises naturally when
we study this bundle, we take an interest in the study of the space of analytic
classes, which is the space of isoformal analytic classes modulo this action. We
propose a first approach of such a classification by using toric varieties.

In a third part we construct g-Stokes, i.e. meromorphic solutions of systems,
in the context of systems with one non-integral slope and one equal to zero, this
by using ¢-Borel and ¢-Laplace transforms.

Key words: ¢-difference equations, analytic classification, Stokes phenomenon,
geometry of g-difference, ¢g-Borel-Laplace, Riemann-Hilbert-Birkhoff equivalence,
g-Painlevé, toric varieties.



Table des matieres

(Remerciements| i
Résumé| v
[Table des matieres| ix
[Notations| xi
(I  Introduction genérale| 1
Untroduction| 3
[1 Geéneéralités sur les modules aux g-diftérences| 7
1.1 Le monde des équations aux g-différences| . . . . . . . . . . ... .. 7
(1.1.1  Deéfinition et résolution enrang 1) . . . . . . . . . . ... .. 8

(1.1.2  Transformations de ¢g-Borel[. . . . . . . . ... ... ... .. 10

(1.1.3  Modules aux g-différences| . . . . . . .. .. ... ... ... 11

(1.2 Filtration par les pentes| . . . . . . . ... ... ... ... ..., 14
(1.2.1 Polygone de Newton| . . . . . ... ... ... .. ...... 14

(1.2.2  Filtration et graduation| . . . . . ... ... ... ... ... 17

[L3 Classification] . . . . . . . . . . .. 17
[I.4  Phénomene de (¢-)Stokes| . . . . . ... ..o oL 22
(Il  Corps de la these| 25
2 Espace des données de monodromie pour les équations aux ¢- |
I i TR e M | o7
2.1 Matrice de connexionl . . . . . . . ... 29
2.1.1 Reductionen O . . ... ... ... ... ... .. ...... 30

2.1.2 Reéductionenod. . . . . ... ... oo 33

vii



viii Table des matiéres

2.1.3  Matrice de connexionl . . . . . . . . ... ... 37

2.2 Equivalence de Riemann-Hilbert-Birkhoff] . . . . . . . .. ... ... 38
[2.2.1 Injectivité] . . . . . . . ... 39

[2.2.2  Surjectivite] . . . ... 39

2.3 Variations des données locales . . . . . . . . ... ... ... .. 40

! alite" de RHBl . . . . . . ... 41

2.3.2 Fibration au dessus des donnees locales| . . . . . . . . . . .. 44

2.3.3  Action sur la fibrationl . . .. ... ... ... ... .. 47

[2.4  Autres systemes de la liste de Muratal . . . . . . ... ... ... .. 48
241 ¢-P(As) .. .. 49

BA2 DRG] -« o e 52
[3__Fibre des classes isoformelles| 57
[3.1 Cas de deux modules de rang 1 : |

| Fibration des .7 (c12', co2") . . . . . oo 58
[3.1.1 Contexte géneéral et ecriture explicite des Stokes| . . . . . . . 58

3.1.2 Construction du fibré . . . . . .. ... ... ... .. .... 60

[3.1.3 Action(s) et fibré(s) quotient(s)| . . . . . ... ... ... 63

[3.2  Cas de deux modules de rangs arbitraires fixes| . . . . . . . . .. .. 68
3.2.1 Generalisation du contexte et des Stokes| . . . . . . . . . .. 68

.22 Construction du fibrél . . . . . . .. ... ... .. 70

[3.2.3  Actions et quotient| . . . . ... ..o 72

[3.3 Cas de deux modules a pentes arbitraires| . . . . . . . . . . ... .. 78
[3.3.1 Mise en place du contexte] . . . . . .. ... ... ... 78

[3.3.2 Construction du fibref . . . . . . . . ... ... L. 81

[3.4  Reésumeé global des constructions| . . . . . . . . ... ... ... ... 83

4 Quotient de ’espace des classes isoformelles par ’action du groupe |
| des automorphismes des classes formelles| 85
[4.1 Definition générale et cadre d’étude| . . . . . . . . .. ... 86
[4.2  Description du quotient en termes de variétés toriques|. . . . . . . . 91
[4.2.1 2 pentesentieres| . . . . . . . ... ... ... 92

[4.2.2 kpentesderang 1| . . . . .. ... ... ... ..., 96

423 Ftmaintenant? . . . . . . . . ... 100

[b  Construction de solutions méromorphes par transformations de |
|  ¢g-Borel-Laplace pour des équations a deux pentes| 101
|5.1 Etude analytique locale des équations a pentes arbitraires| ...... 102
(5.2 Transformeées de g-Borel et de ¢g-Laplace] . . . . ... ... ... .. 105

(.3 Calcul explicite des sommations| . . . . . . .. ... ... ... ... 110




Table des matiéres

ix

(LIl Annexesl

[A° Forme normale d’une matrice A € GLy(C({z}))|

[A.1 Cas p1,p0 #0). . . . . . . ..
(A2 Caspy #0,00=0,) . . . .. .. ... ... ... ...,
[A.3 Reésultat général en 0 et passage en co et en |g| < 1| . . . .

[B Construction de quotients toriques|

B.1 Cones et varietés toriques afhnes{. . . . . . . . . ... ...
B.2 Eventails et variétés toriques|. . . . . . . . . .. ... ...

[B.3  Action de GG}, sur A" ; varieté torique quotient associee

[C Algorithme Maple de création des éventails|

(Bibliographie|

I

IT1

..... v






Notations

Nombre complexe non nul;

il est tel que |g| > 1 partout sauf au chapitre |2/ ou |g| < 1
Opérateur aux ¢-différences; o,(f)(2) = f(gz)
Complexe tel que f=>,[f]n2"

Valuation sur les séries; vo(}, a,2") := min{nla, # 0}
PGCD de a et b

Matrice compagnon de 1’équation af; f=az"f

Bloc de Jordan unipotent de taille r» x r

n-uplet (ou ensemble a n éléments dans le chapitre
Quotient de X par G

Orbite du point =

Espaces généraux

C, C*

Z

N

R

kn

P (k), P
GL, (k)
ST
Spec(M)
CnX

]Dn

C(0,a,b)

Corps des nombres complexes, sous-espace des complexes non nuls
Groupe des entiers relatifs

Ensemble des entiers naturels (positifs ou nuls)

Corps des nombres réels

Espace vectoriel des n-uplets a coefficients dans k

Espace projectif (sur k) de dimension n

Ensemble des matrices a m lignes et n colonnes a coefficients dans &
Ensemble des matrices carrées; M, ,,(k)

Sous-ensemble de M, (k) des matrices inversibles

Groupe des permutations de {1,--- ,r}

Spectre d’une matrice M

Espace des configurations de n points de X

Matrices diagonales de GL,,(C) telles que

i #¢'\jpour i # j,l €Z

Couronne de C centrée en 0; {z € C*|la < |z| < b}

xi
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Notations

Anneaux et corps de définition de o,

Corps
K :=C({z}) | Germes en 0 des fonctions méromorphes en 0
K :=C((2)) | Séries de Laurent formelles
A (U) Fonctions méromorphes sur un ouvert connexe U C C
A (C*,0) Germes en 0 des fonctions méromorphes sur C*
Anneaux
Cl[z]] Séries formelles
C{z} Germes en 0 des fonctions holomorphes en 0
o) Fonctions holomorphes sur un ouvert connexe U C C
0(C*,0) Germes en 0 des fonctions holomorphes sur C*
p2—1
Kh2 Polynémes de Laurent Z a2, < g €7
l=p

Courbe elliptique et ¢-spirales

E,=C* /qZ g-courbe elliptique

m:C" = E, Projection canonique

a:=m(a) Classe de a € C* dans E,

[a; q] := aq”? = 7 1(a) | ¢-spirale passant par a

divg, f Diviseur sur E, des poles et des zéros de f
C,:=0C(0,1,]q|) Couronne fondamentale de C*

Fonctions de base

‘9q = ZZ q
O :=0,(ct)
0,0,

0, :=0,-1(q)
Ogc 1= Oy(c™)

.— Yq
€qe "= 0q,c

(@;p)ns (@5 D)oo

—n(n+1)

z"™ | Fonction théta de Jacobi;
brique de base des solution d’équations aux ¢-différences
Variation de la précédente
Allégement des notations précédentes dans le chapitre

Fonctions théta dans le cadre |¢| < 1 (chapitre D

g-caractere

p-symboles de Pochhammer
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V. 9)

&

1:= (K, 0,)
End(M)
M(.7 )

Catégorie des modules aux ¢-différences sur K
Module aux g-différences

Produit tensoriel de Diff (K, o)
Module unité pour ®

Endomorphismes d’un module M

Hom interne de Diff (K, o)
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Autour des ¢-Stokes

Fa,

2(4o)

S5Fa,,

A(Mp) L

Uy == Eg\{=X}
UX,V = UX N Uﬁ
Un,

HY(Eq, A(Mo))

Zl<%M07 A<M0>>
Z;r(%Mm A(MO))

Morphisme formel vers la classe formelle d'un systeme
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Transformations de ¢-Borel et ¢-Laplace

B, | Transformation de g-Borel de degré 1 Def.
B,.q | Transformation de ¢-Borel de degré d Def.
B, | Transformation de g-Borel d’ordre p Def.

¢ | Ensemble de définition de L, Def.
L, | Transformation de g-Laplace d’ordre u dans la direction ¢ Def.
EAM Transformation de g-Laplace d’ordre p formelle Def.
NZ Développement asymptotique g-Gevrey d’ordre p dans la direction ¢ | Def.

Géométrie torique

Toutes ces notations proviennent de ’annexe

An — CTL
G, = (C)"
X/la

N

M := NY = Hom(N, Z)

NR Z:N®ZR,MR 2:M®ZR
o

Cone(uy, -+ ,ux)

BI,(X)

X=(L)

Espace affine de dimension n
Tore de dimension r

Quotient catégorique de X par G
Réseau

Réseau dual de N

Espaces vectoriels engendrés par N et M

Cone

Cone engendré par les vecteurs uq, - -+ , ug

Cone dual de o
Semi-groupe affine associé a o

Algebre engendrée par un semi-groupe S

Spectre de 'anneau A
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Variété affine torique associée a o
Eventail

Support de X
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Introduction

Contexte de cette thése

De tous temps les éleves et jeunes étudiants ont commencé leurs écrits par "de
tous temps les ...". Il aurait été malséant que je déroge a cette tradition millé-
naire pour mes derniers instants dans ce monde, donc voici. Les équations aux
g-différences, quant a elles, ne proviennent pas de la nuit des temps mais plutot
du XVIII¢siecle. C’est en effet a Euler que remonte leur étude, reprise plus tard
par Heine qui définira les fonctions ¢g-hypergéométrique, puis par Ramanujian.

Les équations aux g-différences sont des équations fonctionnelles qui pourraient
passer pour des versions discretes des équations différentielles. Elles proviennent
de I'étude de l'opérateur o, : f(z) — f(qz) ou encore de l'opérateur ¢, := UZ%jd
qui tend vers zi quand ¢ — 1; I'étude des telles limites est la confluence des
équations aux g¢-différences. Si Euler en est le fondateur, ¢’est sous 'impulsion de
Birkhoff, Guenther et Adams qu’a eu lieu dans la premiere moitié du XX¢ siecle le
renouveau de leur étude, étude qui de nos jours porte principalement (en France)

sur leur classification ainsi que sur une théorie de Galois aux ¢-différences.

Tout automorphisme de la sphere de Riemann S (homographie) ayant exacte-
ment deux points fixes est conjugué a une dilatation h, : 2 — gz ; 0, est justement
l'opérateur f — f o h,. L’étude locale des équations aux g¢-différences se fait aux
points fixes de hy que sont 0 et oco. On se ramene alors a ’étude d’un systeme
aux g-différences Y (gz) = A(2)Y(z), ou A est une matrice inversible a coefficients
analytiques, et on définit - comme dans le cadre des équations différentielles, qui a
beaucoup inspiré ’étude actuelle de nos équations - un polygone de Newton muni
de pentes et de rangs qui forment des invariants analytiques (et méme formels) de
systemes. Ceci permet d’associer a une équation a pentes entieres un systeme dont
la matrice A a des coefficients polynomiaux (de Laurent); c’est la forme normale
de Birkhoff-Guenther qui a été décrite de maniere compléte par Ramis, Sauloy
et Zhang dans [RSZ13], référence actuelle de la classification des équations aux
g-différences. Cette forme normale est unique sous certaines conditions; enlever
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ces conditions promet de nombreuses pistes de travail mathématique. Cette étude
s’est ensuite poursuivie par les travaux de van der Put et Reversat ([vdPROT]) qui
ont donné une forme normale formelle pour les modules a pentes non entieres, puis
par Bugeaud dans [Bugl2] qui a donné une forme normale analytique pour ceux a
deux pentes rationnelles.

L’étude globale n’a pas été en reste puisque déja Birkhoff associait aux données
locales en 0 et oo une matrice dite de connexion, le tout permettant la description
compleéte du systeme global. Birkhoff a aussi proposé dans le cadre des g-différences
un analogue de la correspondance de Riemann-Hilbert.

A toutes ces considérations s’est ajouté le probleme des ¢-Stokes, g-analogues
des opérateurs de Stokes des équations différentielles, qui a la fois permettent de
compléter la classification ([RSZ13]) mais aussi engendrent d’une certaine maniere
le groupe de Galois aux ¢-différences ([RS09]).

Le but de cette these - outre nourrir 'ego d’'un jeune étudiant - est, plus que de
compléter une classification analytique isoformelle des modules aux g-différences,
de proposer quelques pistes de recherche de nouvelles classifications (locales), plus
larges ou plus restreintes, tout en donnant quelques résultats explicites sur les
classifications actuelles.

Argument de la these

Le fil d’Ariane de cette these est donc la classification (entre autres géomé-
trique) des équations aux g¢-différences. Vaste labyrinthe que cette classification
que nous avons parcouru, tentant d’ouvrir quelques voies, d’en défricher d’autres
sans jamais vraiment affronter le monstre qui le garde.

Le premier chapitre du présent ouvrage est une mise en place du contexte des
équations aux g-différences, de leur classification et de I’apparition des Stokes. Loin
d’étre exhaustif, il se limite a présenter le domaine ainsi que les outils nécessaires
a la compréhension du reste de la these. Si rien de nouveau n'y est démontré,
quelques résultats connus sont munis de leur preuve, parfois pour I'utilité des cal-
culs réalisés, parfois uniquement pour la beauté des mathématiques.

Le second chapitre présente une étude globale de systemes d’équations par-
ticuliers, provenant de la liste de Murata ([Mur(09]). Il s’inspire de I’étude par
Ohyama, Ramis et Sauloy dans [ORS15] du systeme aux g¢-différence associé a
I'équation de g-Painlevé VI par Jimbo et Sakai dans [JS96]. Nous y construisons
pour tout systeme vérifiant des "conditions de ¢g-Painlevé" particuliéres une matrice



de connexion a la Birkhoff reliant les données locales en 0 et oo. Ceci décrit une
correspondance entre les systemes étudiées (& données locales fixées) et certaines
matrices fonctionnelles vérifiant des propriétés explicites. Cette correspondance,
modulo relations d’équivalence naturelles, est bijective. Dans un des trois cas étu-
diés nous construisons aussi une fibration de nos espaces de matrices au dessus de
I’espace de toutes les données locales.

Les troisieme et quatrieme chapitres ont pour vocation de proposer de nou-
veaux outils de classification locale, au dela de l’espace des classes analytiques
isoformelles.

Si la classification pourrait étre vue comme synonyme de la praxis mathéma-
tique, il n’en reste pas moins que vivent sous le nom de classification deux pratiques
différentes. La premiere consiste a agréger ensemble des objets épars ayant des pro-
priétés similaires pour les réunir en un immense ensemble que 'on peut ensuite
étudier, voyant les relations entre objets : elle trouve des similitudes entre des ob-
jets différents. La seconde consiste a morceler un de ces ensembles en séparant les
objets n’ayant pas certaines propriétés en commun, et en identifiant les objets se
ressemblant : elle trouve des différences entre des objets similaires. Un exemple
mathématique de la premiere serait une fibration d’objets au dessus d’une base; la
seconde serait un quotient par une relation d’équivalence. Ces deux méthodes ont
leurs avantages, leurs inconvénients et permettent une compréhension plus fine de
nos objets de départ.

Le troisieme chapitre suit la premiere voie en construisant, a fonction de New-
ton 7y fixée avec conditions (deux pentes entieres de rang 1, puis de rangs arbi-
traires, puis une pente arbitraire et une pente nulle), un fibré vectoriel au dessus
de I'ensemble des classes formelles de fonction de Newton 7y dont les fibres sont
les ensembles de classes analytiques isoformelles et dont un jeu de coordonnées
locales est donné par les ¢g-Stokes. Dans les deux premiers cas différentes actions
de groupes représentant le role des isomorphismes entre classes formelles sont in-
troduites sur une restriction du fibré construit. Si une partie de ces actions agit sur
la base et identifie les fibres entre elles, munissant notre fibré d’une structure de
fibré équivariant, 'autre partie agit directement fibre-a-fibre; c’est celle associée
aux transformations de jauge non tangentes a l'identité, écartées lors de la création
de I'espace des classes analytiques isoformelles.

Le quatrieme chapitre quant a lui choisit la deuxieme option et, revenant sur la
derniere action présentée ci-dessus, tente de créer un quotient de I’espace des classes
par 'action des automorphismes du gradué : c’est un retour a 1'étude des classes
analytiques plutot qu’aux classes analytiques isoformelles. Voyant la complexité
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d’étude d'un quotient brut, nous avons préféré nous restreindre a un sous-espace et
tenter de construire un quotient par 'utilisation de la géométrie algébrique torique.

Nous le définissons de la maniére suivante (définitions et 4.2.6] utilisant le

théoreme B.3.3)) :

Définition 0.0.1. Soit My un module pur satisfaisant certaines condition. Il existe
un ouvert U C . (M) et un éventail ¥ tel que

U/ /aut (M) = Xz

ouU// Aut(Mo) est le quotient catégorique de U par l'action du groupe des au-
tomorphismes du gradué, et Xy est la variété torique associée a . On appelle
sous-espace torique des classes analytiques isoformelles laches cette variété Xy,
noté %Q(M()).

Enfin le cinquieme chapitre s’attaque aux pentes non entieres en construisant
de maniere explicite des Stokes de modules a deux pentes, une arbitraire et une
nulle, et ce a 'aide de g-analogues des transformations de Borel et Laplace. Si
ces Stokes sont inspirés de ceux créés par Bugeaud dans [Bugl2), ils en different
légerement par la présence de poles sur d’autres spirales discretes que celles de
Bugeaud. Pour cela nous prouvons dans ce chapitre leur existence et unicité avant
de donner les moyens pour les construire explicitement.

Trois annexes seront présentées dans ce rapport : une reprend certaines construc-
tions du chapitre 1 et propose une mise en forme normale de Birkhoff-Guenther
pour des matrices 2 X 2 & pentes entieres; la seconde fait un survol des défini-
tions et énoncés utiles pour la constructions de quotients toriques, ce qui permet
d’introduire le chapitre 4; enfin la derniére présente quelques programmes Maple
permettant de créer les squelettes de nos quotients toriques du chapitre 4.



Généralités sur les modules aux
g-différences

Sommaire
(1.1 Le monde des équations aux ¢-différences|. . . . . . . . 7
(1.1.1  Definition et résolutionenrang 1| . . . . . . . . . .. .. 8
(1.1.2  'Transformations de g-Borel| . . . . . . . ... ... ... 10
[1.1.3  Modules aux g-diftérences| . . . . . . . . ... ... ... 11
(1.2 Filtration par lespentes| . . .. ... ... ........ 14
(1.2.1 Polygone de Newton| . . . . . . ... ... ... ..... 14
[1.2.2  Filtration et graduation| . . . . . .. ... ... ... .. 17
M3 Classificationl . . . . . . . ... v v, 17
1.4 Phénomeéne de (¢-)Stokes|. . . . .. ... ... .. .... 22

1.1 Le monde des équations aux ¢-différences

On notera K le corps C({z}) des germes en 0 de fonctions méromorphes en
0, soit I'ensemble des séries convergentes -y a;2* avec a; € C,N € Z. On
notera de plus K := C((2)) le corps des séries de Laurent formelles, C[[z]], resp.
C{z}, anneau des séries formelles, resp. le corps des séries convergentes (i.e. des
germes en 0 de fonctions holomorphes en 0) et &(U), resp. .4 (U), I'anneau des
fonctions holomorphes, resp. le corps des fonctions méromorphes, sur un ouvert
connexe U C C. Enfin on notera ¢(C*,0), resp. .#(C*,0), 'anneau des germes
en 0 de fonctions holomorphes sur C*, resp. le corps des germes en 0 de fonctions
méromorphes sur C*.



8 Chapitre 1. Généralités sur les modules aux ¢-différences

On rappelle qu'une fonction f holomorphe sur une couronne centrée en zéro
peut s’écrire Y,,cz fn2" pour des f,, € C. On notera [f], := f,.

1.1.1 Définition et résolution en rang 1

On se donne un nombre complexe ¢ tel que |g| > 1 et on définit sur chacun des
anneaux introduits ci-dessus 'opérateur aux g¢-différences o, : f(2) — f(qz).

On appelle équation aux ¢-différences une équation fonctionnelle de la forme
opf+aw;  f+- 4 anf=0

avec a; € K et a, # 0.

Exemple 1.1.1. 1. L’équation o,(y) = y < y(gz) = y(z) n’a comme solutions
dans K et K que les fonctions constantes.

2. La fonction .
04(z) == Zq 2 2",
nez
variation de la fonction Théta de Jacobi, est solution de I’équation o,y = zy.
Elle est holomorphe sur C* et s’annule a I'ordre 1 sur la spirale logarithmique
—q? (voir par exemple [Ram92]). Elle vérifie la formule du triple produit de

Jacobi )
() = (4750 oo(=20" 10 oo =230 Do

ol (a;p)y = (1—a)...(1 —ap™) et (a;p)oo := limy, o0 (a; p)n = [Lpen(1 —
ap™) pour 0 < |p| < 1 sont les p-symboles de Pochhammer. Elle vérifie de
plus

tylaz) = 0,() =0, ().

z

On notera désormais pour tout complexe ¢ non nul 6,.(z) := 6,(c"'2) qui est

solution de o,y = ¢ 'zy. Elle est holomorphe sur C* et s’annule sur la g-spirale

—cq”.

Définition 1.1.2. Soit ¢ € C*. On appelle g-caracteres les fonctions de la forme

0,
Opc

eq,c =

. , 'z . o
eq,c est solution méromorphe de I'équation o,y = cy :

Oglaz) _  204(2) _  6,(2)

€qeld2) = 0,(qc72)  c120,(cz)  O,(c71z) = ceqe(2).




1.1. Le monde des équations aux ¢-différences 9

On pourra noter que si ¢ € ¢, par exemple ¢ = ¢", on a alors e, n(z) =

04(2) 0q(2) _zn(ndl)
Oulq2) =g,y 4

fini sur tout C* et ne s’annule jamais. Dans le cas contraire e, . s’annule a I'ordre

1 sur la g-spirale —¢” et possede des poles (d’ordre 1) sur la g-spirale —cq”.

z". Dans ce cas le caractere est holomorphe dé-

Siu = I4uiz+- - € 1+2C{z} alors le produit v = [[,,>; u(¢~"2) est convergent
et est solution de o,y = uy. En particulier la solution de o,y = (1 — az)y telle que
y(0) = 1 est donnée par % = (¢ 'az;¢ oo = Tlns1(1 —azg™).

Lemme 1.1.3. L’équation auz q-différences o,(f) = af ot a = azF(1+uz+...),
a € C*, k € Z, admet une solution méromorphe f = eqﬁaﬂ’q‘“.(l +uviz4...).

_|_

Démonstration. C’est une simple déduction de ce qui précede. On écrit o = az"*(1
w1z + ...), et on choisit les v; tels que v =1+ vz + ... soit solution de v(gz)
(I1+urz+...)v(2). En posant alors f = eg4.0%.(1+v12+...) on obtient f(gz) =
eqa(02)0h(qz)(1 +vigz + ...) = aega(2)2"05(2) 1+ wz+ ... )1+ vz +...)
a(z)f(2).

c

Il est possible de préciser ce lemme dans un cas particulier : nous avons 'exis-
tence d'un C-espace vectoriel de solutions sur &'(C*).

Lemme 1.1.4. Soit l’équation
o,(f)=az"f, a € C" n>0. (1.1)
Alors l’ensemble des solutions holomorphes sur C* de cette équation,

{f € O(C)|f vérifie (1.1}
est un C-espace vectoriel de dimension n.

Démonstration. Soit f une solution méromorphe de (1.1)), écrivons f = 3 ez fr2".
Que f soit solution de notre équation impose ¢*f, = afy_, pour tout k € Z, ce
qui impose notamment pour k > 0, notant (p, r) les quotient et reste de la division
euclidienne de k par n,

fi =g Howrsn g

Un calcul similaire se fait pour k£ < 0; on obtient alors une solution f uniquement
déterminée par les complexes fy, - - - , f,_1 et on vérifie facilement que cette solution
converge. O
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1.1.2 Transformations de ¢-Borel
Définition 1.1.5 (¢f |[RSZ13]; premiére occurrence dans [Ram92]). On définit la

transformation de g-Borel de niveau 1 par :
s @) — O

n>>—oo

Remarque 1.1.6. Si f € C({z}) alors B,1(f) a un rayon de convergence infini, i.e.
B,1(f) € #(C)N O(C*) : elle est définie et holomorphe pour tout { € C*.

Cette transformation a son utilité dans la résolution des équations de la forme
azoy —y =« (1.2)

ounaeCacK.
En effet cherchons f = Y f,2" € K solution de (1.2)). Alors

n>>-—oo
azogy —y=oa < aqnilfn—l - fn = [a]n Vn >> —o0
—(n—1)(n—2) —n(n—1) —n(n—1)
& aqm 2 fao1—q 2 fa=q 2z |af, Vn>>-—00
& (a€ —1)B,1(f) = Byi(a) Vn >> —o0.

Donc I'équation (L.2) n’a de solution que si Byi(a)(:) = 0 (comme a € K
B,i(a)(2) est bien définie). De plus dans ce cas on peut définir f par

n(n ) —k(k=1) _
fo = (Zq 2 aka”’“)

k>>—o00
n(n 1) —k(k—1) 1) —k
- Z q 2 Oé e .
k=n+1

f est alors convergente. En effet comme « est convergente il existe A, B > 0 tels
que pour tout n € N on ait |[a],] < AB". Alors

n(n—1) > —k(k-1) _
1ol < g |a|"( > ldl |[ai]|al k)

k=n+1

k
n(n—1) > k-1 [ B
< A X e ()
k=n-+1 |al
k
s —(ntk—1)(k-n) [ B
< Alal™ Y gl 2 ()
h=ntl \’il! +1
©  _emmesy (BT
<y (B
k=0 |a|

lal =5

AB & k(k k-1 [ B k
< (Z\qr (H) )Bn.
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On a la définition plus générale suivante :

Définition 1.1.7 (introduite dans [RS07]). On définit la transformée de g-Borel
de niveau d par :

Bya: C((2)) — C((&))
fo— > [flal0g] g™
De maniere similaire ’équation
azlo,f — f=a (1.3)

admet une solution f € K si et seulement si pour tout ¢, tel que (¢ = a on a

Bga(a)(¢gh) = 0.

1.1.3 Modules aux ¢-différences

Nous allons maintenant donner un cadre théorique plus général a I’étude des
équations aux ¢-différences.

Tout comme dans le cas des équations différentielles une équation aux ¢-
différences homogene peut, grace a une matrice compagnon, se vectorialiser sous
la forme d'un systeme o,(X) = AX avec A € GL,(K) noté (#4). Un (¢-)lemme
du vecteur cyclique (proposition plus bas) permet de voir que 'étude des
équations aux ¢-différences est équivalente a I’étude de tels systemes.

Soient A € GL,(K), B € GL,(K). Soit F' = (fi;)i; € Mp,(K). Prenons X une
solution de (.#4). On notera o,(F) := (04(fi;))i;- On remarque que :

Y = FX solution de (¥5) < 0,FX)=BFX
& o0,(F)o,(X)=BFX
& o,F)AX = BFX.

Donc si 0,(F)A = BF alors si X est solution de (#4) on a FX solution de
(-#B). On dira qu'un tel F' est un morphisme de (.#4) dans (“5), ou de A dans
B.

Proposition 1.1.8. Les systémes (L4) munis des matrices ainsi définies forment
une catégorie ou la composition des morphismes est la multiplication matricielle.

Deux systemes (-74) et () sont donc équivalents (isomorphes au sens de cette
catégorie) s’il existe une transformation de jauge analytique, i.e. un morphisme in-
versible F' € Gl,,(K) entre ces systemes. On notera F[A] := B = 0,(F)AF~! et on
parlera d’équivalence analytique locale. On étendra la notation F[A] := o, (F)AF ™!
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pour tout F' € GL,(2() ot A est un des anneaux sur lesquels o, est défini; on par-

lera par exemple de transformation de jauge formelle si 2 = K.
On peut alors donner le lemme de vectorialisation :

Proposition 1.1.9 (Lemme du vecteur cyclique). Tout systéme aux q-différences
0,(X) = AX est équivalent a un systéme aux q-différences 0,(X) = BX obtenu
par vectorialisation d’une équation aux q-différences.

F
Démonstration. On cherche F' = : € GL,(K) et by,...,b, € Kb, # 0 tels
F,
que
0 1 0 0 0 ?2
0 0 1 0 0 ?
o (VA — : : : o : F—
o) 0 0 0O ... 1 0 E !
0 0 0 ... 0 1 0o
_bn _bn—l _bn—2 s _b2 _bl - Z bn—iﬂ

On en déduit déja V1 <i <n—1 F;1y = o,(F;)A.
Prenons maintenant un nombre complexe non nul zy appartenant a un ouvert de

définition de A tel que zp ne soit pas une singularité de A (i.e. un pole de A ou
A=) modulo ¢Z.
Soient fi,..., f, € K tel que

(fl(ZO)a e 7fn(2’0)) =€
(f1(q20), - .., fulgz)) = e2A(20) ™

(f1(q"20), - -+, fu(q"20) = enA(2z0) ™ ... A(q" 1 20) 7!

ou (ey,...,e,) est la base canonique de C™.

Posons maintenant Fy = (f1,..., f,) et Fip1 = o4(F;)A. Alors F(z) = I, d’ou
det(F(z9)) = 1 ce qui implique F' € GL,(K). Les lignes de F' sont indépendantes
sur K donc il existe by, ...,b, € K avec b, # 0 tels que

0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0

cA—| N
ol F) 0 0 0O ... 1 0
0 0 0 0 1
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(I suffit donc de regarder o,(F)AF~! = F[A].) O

Définition 1.1.10. Un module aux g¢-différences sur K est un couple (V,¢) ou V'
est un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ : V' — V' un automorphisme de
groupe o,-linéaire, i.e. tel que p(Ax) = o,(A)p(z) pour A € K. On appelle rang
de (V, ) la dimension de V.

Remarque 1.1.11. Dans ce chapitre les modules aux ¢-différences seront systéma-
tiquement pris sur K, sauf mention explicite du contraire dans certains cas ou il
sera utile de considérer les modules dans le cas formel, c¢’est-a-dire sur K.

Définition 1.1.12. Un morphisme de modules aux g¢-différences f : (V,¢) —
(W, 1) est un morphisme K-linéaire f: V — W tel que oo f = fo .

Proposition 1.1.13. Les modules aux q-différences sur K munis de leurs mor-
phismes forment une catégorie Diff (K, 0,) équivalente a celle des systémes auz
q-différences.

Démonstration. L’équivalence de catégories est donnée par le foncteur qui a un
systeme o,(X) = AX, A € GL,(K) associe le couple (K", p4) ot p4(X) =
A7'o,(X) et qui & un morphisme de systemes F' associe l'application linéaire
induite F. L’essentielle surjectivité est donnée par le choix d’une base. O

Produit tensoriel de deux modules. Le produit tensoriel de deux modules
aux g¢-différences M = (V,pp) et N = (W, pn) est le module aux ¢-différences
M&N := (Vg W, ou®epn) ol ¢y @ gy est 'automorphisme o -linéaire défini
par @i @ pn(z ®y) = pu(z) ® pn(y). De plus si M ~ (K™, ¢4), A € GLy(K)
et N ~ (K" ¢p), B € GL,(K), alors, modulo le choix d'un produit tensoriel
matriciel ®, M @ N ~ (K™ pagp).

On note 1 := (K, p = g,). On a alors, pour tout module M, M @1 ~ M : 1
est un élément neutre pour le produit tensoriel. On a de plus End(1) = C; en effet
soit ¢ € End(1); comme ¢ est K-linéaire, pour tout f € K on a ¢(f) = fo(1) et
donc ¢ est entierement déterminée par ¢(1). De plus comme ¢ o0, = 0,0 ¢ on en
déduit o,(¢p(1)) = ¢(1) avec ¢(1) € K et donc ¢(1) € C.

Diff (K, 0,) admet des Hom internes (adjoints au produit tensoriel) pour tous
objets M = (V) et N = (W, pn) : Hom(M, N) = (Homg (V, W), pr,ny) o,
pour f: M — N K-linéaire, o n)(f) := ¢n o f oy On a pour des modules
M, N, T la formule d’adjonction (fonctorielle; théoreme A.2.9 de [RSZ13])

Hom(M,Hom(N,T)) ~ Hom(M @ N, T).
On définit de plus le dual de M comme étant MY := Hom(M,1). On a notamment
Hom(M, N) ~ MY @ N,
Au niveau matriciel si M = (K", p4) alors MY = (K™, @4v) avec AV := tA7L
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Proposition 1.1.14. Diff (K, 0,) est une catégorie abélienne équivalente a la ca-
tégorie des Dy ,-modules d gauche de longueur finie, ot Dy, = K < 0,07 >
est Uanneau de polynomes (de Laurent) non commutatifs tel que VA € K, o A =
o,(AN)o. De plus tout module auz q-différences est isomorphe a un .@Kq/_@mp ot

P € Dk, est de la forme P = Zaiai avec ag # 0 et a, = 1 (on dit que P est
i=0
standard unitaire).

Le fait que Diff (K, 0,) soit abélienne (et méme soit une catégorie tensorielle
C-linéaire, rigide, abélienne) est montré dans [vdPS97], on peut méme déduire
de [RSO7] que Diff (K, 0,) est une catégorie tannakienne neutre sur End(1) = C.
L’équivalence de catégorie est explicitée dans [RSZ13]. La seconde partie est un
simple corollaire du g-lemme du vecteur cyclique (proposition [I.1.9).

Remarque 1.1.15. Soit ) € Pk 4, on peut ramener ’équation @).f = 0 par mul-

tiplication par un inversible de Zk, a une équation de la forme P.f = 0 avec
n

P = Zaiai standard unitaire. On peut associer a cette équation le systéme
i=0

0,(X) = AX ou A est la matrice compagnon associée a P, i.e.

0 1 0o ... 0
0 0 1 0
A= : - :
0 0 0 1
—ap —ai; —az ... —Qp—]

Dans ce cas les modules Zk, /@Kq p et (K™ pa) ne sont pas isomorphes mais
duaux. ’

1.2 Filtration par les pentes

1.2.1 Polygone de Newton

On notera vy la valuation z-adique de K (ou K) définie par vy(Y an2") =
min{n | a, # 0} (et vy(0) := +00). C’est 'ordre du zéro ou moins celui du pdle
du germe de fonction méromorphe en 0.

Définition 1.2.1. Soit P =Y a;0" € Pk ,. Le polygone de Newton N (P) associé
& P est enveloppe convexe dans R? de {(i,7) € Z X R | j > vo(a;)}. Sa frontiere
est formée de deux demi-droites verticales et de k vecteurs (r;,d;) € N* x Z. On
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appelle pentes de P les rationnels p; = % ordonnées de gauche a droite. On a alors
1 < -+ < pg. On appelle fonction de Newton associée a P la fonction définie par

rp(p;) =r; et rp(p) = 0 pour p #[; (i.e. rp =2 1:0,,).

Exemple 1.2.2. 1. Soit P =0+ 2+ 1. Onaa; = 1,v9(a1) =0 et ap = z +
1,v9(ag) = 0. On a donc une unique pente 0.

2. Soit P =0+ 20 +1. Onaay = ay = 1,up(ag) = volaz) = 0 et a3 =
z,v9(a;) = 1 ce qui nous donne encore une unique pente 0.

3. Soit P = z03+0%+0+2. Onaay = a3 = z,v9(z) = let a; = ay = 1,v0(1) =
0. On a donc trois pentes —1 < 0 < 1.

L

o] 1 2 3

4. Soit P = z02 4+ 2?0 +1.Onaay = 1,a; = 2° et ay = 2z ce qui nous donne
une pente rationnelle 3.
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Théoréme 1.2.3. Si P et Q sont tels que .@qu/@KqP ~ .@qu/@K Q alors rp =
’I“Q.

Ce théoreme est une conséquence des descriptions du polygone de Newton
présentées dans [Sau04b], notamment du théoréme 2.2.6.

Définition 1.2.4. On appelle pentes du module aux g-différences M les pentes de
n’importe quel opérateur P tel que M ~ .@qu/@qu. On note S(M) 'ensemble
des pentes de M et ry, la fonction de Newton associée.

Définition 1.2.5. Un module n’ayant qu'une seule pente est dit pur isocline et
on appelle module pur une somme directe de tels modules. De plus on dit d’un
module pur isocline de pente nulle qu’il est fuchsien.

On a les propriétés suivantes (théoreme 2.3.1, corollaire 2.3.4 et proposition
2.3.5 de [Sau04b]) :

Proposition 1.2.6. 1. Soit M un module aux q-différences, soit N un sous-
module de M (respectivement un quotient de M ). Alors S(N) C S(M) et
ry < ra. En particulier si M est pur isocline de pente p alors N est pur
isocline de pente yu.

2. Soient M et N deux modules aux q-différences tels que S(M) N S(N) = 0.
Alors tout morphisme de M dans N est nul.

3. Soit 0 — M' — M — M" — 0 une suite ezacte de modules aux
q-différences, alors S(M) = S(M") U S(M") et ryy =y + rage.
4. Soient M et N deux modules aux q-différences. Alors S(M @ N) = S(M) +

S(N) et rygn(p) = Z_ s ()T ().

5. Soit M un module aux q-différences, alors S(MY) = —=S(M) et ryv(p) =
ra(—p).

Théoréme 1.2.7 (Lemme d’Adams; th. 3.1.1 de [Sau04bl). Soit M un module de
pentes i < -+ < pg. Alors M admet un sous-module pur isocline de pente p, de

rang Ty ().

On pourra aussi consulter [Ada29| [Ada31] pour les premieres formulations de
ce lemme.

Remarque 1.2.8. Du point de vue des équations, cela veut dire que tout polynéme
P € P, se factorise sous la forme P = QR ou () est pur isocline de pente la plus
petite de P. Par exemple I’équation agf —(2+22)0,f —4f =0 de pentes —1 <0
se factorise sous la forme (o, — 22)(0, — 2)f = 0 et 0, — 2z est de pente —1.
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1.2.2 Filtration et graduation

Les résultats de cette section proviennent de [Sau04b).

Dans le cas formel (i.e. sur K) tout module aux ¢-différences M de pentes
< -+ < pg admet une décomposition en somme directe de modules purs iso-
clines P; de pentes p; et de rangs ry(;) (i.e. tout module sur K est pur).

Dans le cas convergent (i.e. sur K) pour tout module M il existe une unique
tour de sous-modules {0} = My C M; C --- C My, = M telle que pour tout i
Py := M;/pg,_, soit pur de pente fi; ; les rangs de ces quotients sont alors 7z (x;).

A tout module M on peut donc associer le module gr(M) := P& - -@® Py appelé
gradué de M. D’un autre point de vue notons F'<¥(M) le plus grand sous-module
de M dont les pentes sont inférieures ou égales a p; ces modules forment une
filtration ascendante par les pentes et on a F'<Fi(M) = M; dans la tour ci-dessus.
On a de plus la proposition :

Proposition 1.2.9. Si f : M — N est un morphisme de modules aux q-
différences sur K alors Vu € Q f(FSF(M)) = f(M) N FSH(N); ceci induit un
morphisme gr(f) : gr(M) — gr(N).

En notant maintenant F'<#(M) le plus grand sous-module de M dont les pentes
sont strictement inférieures & p et M* = FS“(M)/F@(M) on a

gr(M)= @ MW,

neS(M)

Plus particulierement on a M®) = P, Alors gr est un foncteur de la catégorie
des modules aux g-différences dans la sous-catégorie des modules aux g-différences
purs. Il est exact, fidele, tenseur-compatible, envoie un module pur sur lui-méme
et est isomorphe a l'identité dans le cas formel.

1.3 Classification

Nous allons dans cette partie regarder une classification de certains modules
aux g-différences, tout d’abord celle des modules purs a pentes entieres, ensuite
celle, introduite dans [RSZ13|, des modules arbitraires a gradué fixé. Nous en
profiterons alors pour donner une forme dite "normale" & ces modules en prenant
le point de vue matriciel.
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Modules purs isoclines.

Nous nous restreindrons au cas des pentes entieres. Soit M un module aux
g-différences pur isocline de pente p € Z. D’apres [RSZ13] il est alors isomorphe a
un module de la forme (K™, ¢,u4) ot A € GL,(C) est telle que ses valeurs propres
soient dans la couronne fondamentale

Cy=C0,1,]g)) ={z € C| 1 <[z <q]}-

Cette matrice A est unique a conjugaison pres dans G L, (C). C’est la forme normale
du module M. On a de plus la proposition :

Proposition 1.3.1. Soient (K", ¢p.ua) et (K", ¢,up) deur modules en forme nor-
male. Si F € Gl,(C((z))) est une transformation de jauge telle que F[z'A] = 2"'B
alors F € GL,(C).

Démonstration. Tout d’abord on peut remarquer que F[A] = B = F[z/'4] =
z'B il suffit donc de le prouver pour F[A] = B avec A, B € GL,(C) a valeurs
propres dans la couronne fondamentale C,.

Ecrivons tout d’abord F = > Fp2". Larelation F[A] = B & o (F)A =

k>>—o00
BF nous donne les relations pour tous £ >> —o0

¢"F,A = BFy,.

Comme Spec(A), Spec(B) C C,, on a, pour tout k # 0, Spec(q®A) N Spec(B) = .
On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 1.3.2 (Preuve en annexe [A.1.1). Soient P € M,(C), Q € M,(C) telles
que Spec(P) N Spec(Q) = (. Alors I’endomorphisme

¢ . Mn,p(c) — Mn,p(c)
PQ - M —s MP—QM

est inversible.

qui nous assure que Fj = 0 pour k # 0. O]

Remarque 1.3.3. 1l existe aussi une forme normale pour les modules purs isoclines
a pentes arbitraires : ce cas est traité dans [vdPR0O7] puis matriciellement dans
[Bugl2]; nous en reparlerons en
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Espace des classes.

Donnons-nous un module pur My = Py®---® P, ou les P; sont purs isoclines de
pentes p; (non forcément entieres) de rangs r; avec g < -+ < pg et ry, ..., rp > 1.
Tous les modules M tels que gr(M) ~ M, ont la méme fonction de Newton et
constituent ce qui est appelé une classe formelle. Ramis, Sauloy et Zhang dans
[RSZ13] en ont donné une classification analytique isoformelle en s’inspirant de
[BV89] pour donner la définition suivante :

Définition 1.3.4. On définit 'espace .# (M) = F(Py,. .., P;) des classes analy-
tiques isoformelles comme 'ensemble des classes d’équivalences de paires (M, u),
ou M est un module aux g-différences et ou u : gr(M) — My est un isomor-
phisme, pour la relation : (M,u) ~ (M’ ,v') §'il existe f : M — M’ tel que
u=u'ogrf (on dira que f est compatible avec la graduation).

Cet espace est particulierement agréable a utiliser puisque c’est un espace affine,
de dimension dim¢ .F (Py, . .., Pr) = Y1<icj<k 77 (15— s) =: N (théoreme 3.1.4 de
[RSZ13]). En particulier .Z (Py, P») est un espace vectoriel de dimension 779 (pe —

fi1)-
Donnons-en maintenant une description matricielle. Donnons-nous pour tout

1 < i < k des matrices B, € GL,,(K) telles que P, ~ (K", ¢p,). Alors My =~
(Kn730140) ou
By

A() =

By,

On déduit de la partie que chaque module M tel que grM ~ M, peut s’écrire
sous la forme (K™, ¢4, ) avec

B,

By,

o U = (Us;)i<j € Ilicj My, »;(K). On notera My un module muni de cette des-
cription matricielle.

Un morphisme entre deux My et My, compatible avec la graduation est une matrice
de la forme

(1.4)
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ot les F; € M, . (K) et est telle que o,(F)Ay = AyF. L’ensemble des F de
la forme (1.4) est un sous-groupe algébrique unipotent & de GL,, entiérement
déterminé par la fonction de Newton de M.

Cas particulier des modules a deux pentes.

Commencons par définir les extensions de modules purs isoclines. Soient P, =
(Vi,¢1) et Py = (Va,¢2) deux modules aux g¢-différences de pentes respectives g
et ps avec py; < po. Une extension de P, par P est une suite exacte de modules
aux ¢-différences

0 Py M Py 0

i.e. notant M = (V, ¢) une suite exacte de K-espaces vectoriels

0 Vi %4 Va 0

telle que le diagramme suivant soit commutatif :

0 Vi %4 Va 0

| J/so Jo=

0 Vi %4 Va 0.

Un morphisme d’extensions est un morphisme de modules aux g-différences f :
M — N entre deux extensions M, N tel que le diagramme suivant commute :

f Py——0

0——F

i.e. notant M = (V, ) et N = (W, 1) un morphisme f : V' — W faisant commuter
le diagramme suivant :

|4
7
O—>V17Y f\VQ—>o
\WE 7
W
1 N ®2
Vv
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On peut noter que tout morphisme d’extensions est automatiquement un isomor-
phisme.

Notons Ext(P,, P;) le C-espace vectoriel des classes d’isomorphisme des telles ex-
tensions (pour des précisions sur sa structure de C-espace vectoriel on peut voir
[RSZ13, Appendix A]). On a la proposition suivante (2.3.9 de [RSZ13]) :

Proposition 1.3.5. Soient Py, P, purs isoclines de pentes respectives py < fig.
Alors on a un isomorphisme d’espaces vectoriels

E(Pl, PQ) ~ EXt(PQ,Pl).

D’un point de vue matriciel supposons que P, ~ (K", ¢p.), B; € GL,.(K).
Une classe d’extensions de P, par P; est donc la classe d’équivalence d’un module
de la forme My = (K772, py,,) ou

B U
Ay = ( o B2> , U € M, ,,(K)

modulo une transformation de jauge de la forme

(IS f;) € B(K).

Pentes entiéres.

Dans le cas ou les pentes sont entiéres un représentant canonique est connu
pour chaque classe analytique isoformelle : on a un bon systéme de coordonnées
sur notre .% (M) ~ CV que nous allons présenter.

Les formes normales de modules purs nous permettent de mettre les B; sous
la forme z#i A; avec A; € GL,,(C), r; := ry(p;). Tout module M de pentes p; <
-+« < g est alors isomorphe au module associé a une matrice de type

Alz.u'l

A22M2 UiJ

Akzlu'k

On peut de plus choisir les U; ; € MTi’Tj(K ) de maniére unique a coefficients
dans ZZZ;I Cz' : nous avons alors ce que ’'on appelle la forme normale de Birkhoff-
Guenther.

Ezemple 1.3.6. Soit M € .Z (a,bz) pour a,b € C*. M peut étre représenté par une

matrice ( ou u € K. Sa forme normale de Birkhoff-Guenther est alors la

a u
0 bz
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matrice

en [LLT.5

g Bq’lé?(b)> ou B, est la transformée de g-Borel de niveau 1 définie

1.4 Phénomeéne de (g-)Stokes

Cette section vise a construire des solutions méromorphes sur C* de 1’équation
F[My] = M pour My un module gradué fixé et M € .7 (M,). De telles solutions
permettent de créer les "(g-)Stokes", dont les familles donnent un ensemble de co-
cyles en bijection avec .Z (M,).

Définissons tout d’abord la g-courbe elliptique F, := C* /qZ. C’est une surface
de Riemann et un groupe. La surjection canonique 7 : C* — [, définit un
revétement. Un recouvrement utile de E, est donné par les ouverts Uy = w(V) et
U = 7T(VYQ) ou V= 0(07 L, |C]D et Vo = 0(07 |Q|7%’ ‘(]’%)

Notons, pour a € C*, @ := 7(a) la classe de a dans E, et [a;q] la g-spirale ag? =
1 (a).

A f une fonction méromorphe sur C* solution d’une équation aux ¢-différences
ayant ses poles et zéros sur des q-spirales compléetes on peut associer le diviseur
sur B, de f, divg, [ 1= X ecp, Nala], ol les n, sont presque tous nuls et sont tels
que f a des zéros de multiplicité n, sur la g-spirale 7=!(a) si n, est positif et
des poles d’ordre —n,, sur la méme g-spirale dans le cas contraire. Par exemple

divg, 0, = [—1] et divg, eqc = [—1] — [—¢].

Théoreme 1.4.1. Soit My := P, & ---® P, ou les P; sont des modules purs iso-
clines de pentes p; € Z avec j1y < --- < uy et de rangs r;. On lui associe la matrice
en forme normale Ag = 2" A1 @ - - B2+ Ay, ot les A; € GL,,(C). Soit M € F(M,)

Alzul
Agzt2 U, s pi—l
associé a la matrice Ay = o ou les Ui; € Y. Cz' et
0 ’ l=p;
Akzuk
ot l'on a noté U = (U, )i<;-
I,
. . . . A IT‘2 4,3
Alors il existe un unique morphisme formel Fy,, := 0 € 6(C[[#])
I,

tel que Fu,[Ag] = Ay.

Sauloy explique alors dans [Sau04a] comment construire des "sommations" de
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ces I 4, méromorphes sur C* a poles imposés. Notons
Y(Ap) == {\ € E, | Vi < j M Spec(A;)g” N M Spec(A;)q” # 0}
I’ensemble des "directions interdites de sommation".

Théoréme 1.4.2. Soit X € E,\ X(Ay), reprenons les notation du théoréme m

1l existe un unique F' inversible, noté SXFAU et appelé "sommation de FAU dans la
I,

direction \', de la forme a coefficients méromorphes sur

I

Tk
C* tel que SXFAU [Ao] = Ay et tel que les SXF},]- aient pour poles la q-spirale [—\, ¢
d’ordre au plus i — p; (i.e. divg, SxFij > —(u; — w)[=N]).

Exemple 1.4.3. On regarde I’équation de g-Euler
204y +y = 2. (1.6)

Regarder "la" solution formelle de cette équation revient a regarder I'unique iso-
morphisme formel F' tel que F[Ag] = A, ou

(1w A~ (1 F
e (6= 0)

Cette solution formelle se calcule simplement :

fo= Y (1T

neN

0 1
que Sy f soit méromorphe sur C* & poles simples sur [¢; ¢] et vérifie (L.6). Elle est
d’ailleurs donnée par
o f o Z cq" 1
Mg cq" 0, <M>

Alors pour tout A € B, \ {=1} il existe une unique matrice SxF' = (1 S5t ) telle

z

On peut alors définir les "g-Stokes' en posant, pour \,5 € E, \ X(4) :
SX,WﬁAU = (SWFAU>_lSXﬁ1AU .

s vérifient Sx-Fa, [Ao] = Ao.
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Notons alors A(My) le faisceau en groupes définit pour tout ouvert U de E,
par
AMo)(U) ={F € 8(0(n~ (1)) | FAg] = Ao}
ainsi que Uy == E,\{=A} et Uz - := UxNUy = E,\{=\, =7} pour A\, 7 € E,\X(Ao).
Tout d’abord nous avons que les SX,VF Ay sont des éléments de A(Mo)(Us ). De
plus en notant %y, le recouvrement de E, par les Uy les Sxﬁﬁ 4, définissent des

éléments de Z'(%,, A(My)) appelés cocycles privilégiés. Tout ceci entraine des
bijections ([Sau04al prop. 3.17, th. 3.18])

F (Mo) — Zp,(Unty, N(Mo)) — H'(Eq, A(Mp))
ot Z) (%, A(Mp)) dénote P'ensemble des cocyles privilégiés et ol la premiere

fleche est induite par
Ay — (555540 )55



Deuxieme partie

Corps de la these
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Dans leur article [JS96], Jimbo et Sakai ont défini une famille paramétrée
d’équationsﬂ qui permet d’obtenir I’équation de ¢g-Painlevé VI (¢-Py1 ou ¢-P(A3))
par l'introduction de conditions d’'isomonodromie'. Ohyama, Ramis et Sauloy
dans [ORS15] ont proposé une correspondance de Riemann-Hilbert géométrique
s’appliquant a cette famille notamment en définissant une matrice de connexion
semblable a celle proposée par Sauloy dans [Sau03|, elle-méme inspirée de Birkhoff
dans [Bir13]. Le travail de Jimbo et Sakai a été étendu par Murata qui dans [Mur09]
propose de la méme maniere des familles paramétrées d’équations et des conditions

1. Rappelée plus bas

27
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d’isomonodromie permettant de retrouver les autres équations de g-Painlevé. Le
présent chapitre a pour but de faire un travail similaire a celui de Ohyama, Ramis
et Sauloy mais dans le cadre de "la premiere dégénérescence" de la liste de Murata,
le systeme dérivé de g-Painlevé V (soit ¢-P(A4) dans les notations de [Mur09]),
puis d’adapter ce travail aux autres systémes de la liste.

Pour se faire on se fixe ¢ € C* tel que |g| < 1. Rappelons que dans ce cadre les
fonctions Théta utilisées ne sont plus les mémes : on définit

n(n—1) n _ q
Oy) =2 q 7 " =0,1(¢7"2) = (6 oo @)oo= 5 0o
nez
qui a pour diviseur divg, ©, = [—1] et vérifie

1
Uq@q == ;@q

ainsi que, pour ¢ € C*,

() = O4(c )

qui a pour diviseur divg, ©4. = [—c| et vérifie
c
0494, = ;@q,o

Jimbo et Sakai ont dans leur article considéré un systéme matriciel 2 x 2 (forme
de Lax de ¢-Pyp) de la forme

Y(gz;t) = A(z; )Y (1)

ou

Az;t) = Ao(t) + 2 AL () + 22 Ay,
p1 O P1 z
Ay ~ 0, —
0 <0 p2>7plap27é 9 p2¢q7

op 0 g1 7
A2 <0 0_2>7017027£07 02¢q7
det A(x;t) = oy09(x — art)(x — agt)(z — a3)(x — ay).
Ils le munissent d’une équation de déformation
Y(x;qt) = B(a; )Y (x;t)

et d'une condition de compatibilité

A(z; qt) B(x;t) = B(qw; t) A(x; t)
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qui ensemble donnent 1’équation de ¢-Painlevé VI.

Murata a donc repris ce travail en donnant une forme de Lax de 1’équation
de g-Painlevé V, qui est une forme dégénérée de ¢-Pyy : elle s’écrit Y (qz;t) =
Az, t)Y (x;t) avec

A(z;t) = Ay + Az + Aga® (2.1)
ou
p1 0O P1 zZ
A ~J = R, 3 O, - 9
0 (0 p2> p1, P2 F p2¢q
01 0 .
A2N<O O)—.S,Ul%o,
et ou
det A(x;t) = oy09(x — 1) (x — z2)(x — x3), (2.2)
Z; . . O
02,11,T2,T3 # 07 - ¢ qZ ? #]7 71 ¢ qZ'
X 092

On a alors la relation de Fuchs

P1P2
0102

= —X1T2x3.

Nous dirons qu’une matrice A comme ci-dessus "vérifie les conditions de ¢-Pv".
Nous oublierons dans ce travail la référence au parametre t.

Remarque 2.0.4. Nous avons ici plusieurs hypotheéses de non-résonance entre les
différents parametres. Pour pq, po et 01,09 ces choix ont été faits dans le systeme
associé a ¢-Pyr afin que les matrices P1 O) et (Ul 0) aient des commutants
0 po 0 o
simples (plus exactement que toute transformation de jauge laissant ces matrices
invariantes soient diagonales constantes). Nous avons gardé ici ces hypothéeses pour
les mémes raisons, méme s’il semble que la non-résonance de oy et oy soit superflue
dans le cadre de ¢-Pv - cela dii a la perte du caractere fuchsien de I’équation en oc.
Pour x1, 2, 3 ces choix ont été faits afin d’avoir trois ¢-spirales de poles distinctes
pour la matrice de connexion M que nous allons construire. Nous gardons tout de

YR RIA

2.1 Matrice de connexion

On va associer a tout A € G Lo(C) vérifiant les conditions de ¢-Py une matrice,
appelée matrice de connexion pour sa capacité a "connecter' le comportement de
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Aen 0 et en 0o ; c’est une variante de la matrice de connexion de Sauloy introduite
dans [Sau03].

Le travail de réduction en 0 et en oo est une variante dans ce cadre précis de la
mise en forme normale de Birkhoff-Guenther d’'un systéme 2 x 2 a pentes entieres
telle qu’elle est présentée en annexe [A]

On se donne pour toute la suite de cette section une matrice A vérifiant les

condition de ¢-Pvy pour les parametres R := (pol p0>’ S = <001 8), 02,21, T2, X3
2

2.1.1 Réduction en 0

Le but de cette partie est de donner les conditions locales en 0 associées a A ainsi
qu'une transformation de jauge canonique (et unique sous certaines conditions)
M© qui réalise 'isomorphisme (local) entre la matrice des conditions locales en
forme normale et A, ainsi que les liens entre M(©) et les autres transformations de
jauge réalisant cet isomorphisme.

Résumé : IIMO € GLy(C{z}) telle que M@ (0) = C et MO[R] = A on

Ay = CRC™'. De plus pour M € GLy(C{z}), M[R] = A & ' = (%1 S) €
2
G Ly(C) tel que M = MOT.

Lemme 2.1.1. Soient P € M,(C), Q € M,(C) telles que Spec(P)NSpec(Q) = 0.
Alors l’endomorphisme

¢ . Mn,p((c) —
PQ - M — MP—QM

est inversible.

Démonstration. Comme ¢pg est un endomorphisme il suffit de prouver qu’il est
injectif. Montrons pour cela que MP — QM = 0= M = 0.

Si MP = QM alors pour tout polynéme ¥ € C[T] on a MY (P) = ¥(Q)M.
En particulier en prenant xp le polynéme caractéristique de P on a xp(Q)M = 0.
Comme Spec(P)NSpec(Q) = () on sait que y p(Q) est inversible et donc M = 0. [

Proposition 2.1.2. I existe une unique transformation de jaugEM(O) € GLy(C{z})
telle que MO[Ag] = A, ie. 0,(MO)Ag = AMO et telle que MV (0) = Is.

Démonstration. On cherche & résoudre MO (qz)Ay = A(x)M©(z), soit en écri-
vant les relations :
{MéO) = I

MO Ay =52 g AMY, Wk > 1.
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On écrit la deuxieme relation sous la forme quéO)AO - AOM,EO) = Alﬁ,@l +
AQM,EO_)Q. On en déduit que AIM,E,O_)l + AQM]S;(1)2 est I'image par ¢ 4, 4, de M,go) qui
est inversible par hypothese de non résonance du systéeme, d’ou

70 - (0 (0

Mk(; ) = ¢qk1AO,A0(A1M1£—)1 + A2Mi§—)2)'
Montrons maintenant que MO converge. Choisissons une norme matricielle sur
M, (C) telle que ||I,,|| = 1 (par exemple une norme subordonnée a une norme de
C™) ainsi quune norme sur End(M,(C)) subordonnée a la précédente. Comme A
est analytique il existe L, T > 0 tels que pour tout i ||4;]| < LT". De plus comme
|| < 1 I'endomorphisme ¢k 4, 4, €st équivalent pour k£ — oo a la multiplication

(G4 a0ne)

matricielle a gauche par Ag, ce qui nous assure que est bornée et

donc 'existence de L' > 0 tel que pour tout k

|(@pann)”

< I

On déduit alors de la relation de récurrence définissant M ,go) que
7o Sy v
ki
M < Ty T IMG|
i=0

Posons ag := 1,a; := LL' Y%~ a;. Alors on voit par récurrence que T"“HMV,EO)H
ay car [|M"|| = [|L]] = 1 et T7*|M")|| < L' T~'T'a; = aj. De plus a;
(14 LL")*; en effet on voit par récurrence que

k—1 ) (1+LL,)k—1
<LLS (1+LLY =LL = (1+ LI —1<(1+ LLN.
a S LL) (14 LL) T In =1 — ALY 1< (1+LL)

On en déduit donc que || M”|| < (T(1 4 LL'))* et donc que M© converge. O
Proposition 2.1.3. Soit C € GLy(C) telle que Ay = CRC™'. Il existe alors une
unique M) € GLy(C{x}) telle que MO[R] = A et M©(0) = C.
Démonstration. Notons A = M©O[A], i.e. :
o (MO)Ay = AMO

& o, (MOYCRC! AM©

o, MOC)R = AMOC
A = (MOO)R].

=
=

On pose alors M© := MO ce qui nous donne bien M©(0) = C, 'unicité vient
de celle de M. O
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Proposition 2.1.4. M© est méromorphe sur C* et det M©) ne s’annule pas et
a ses poles sur {xy, o, x3}q N

Démonstration. Notons V := det M(®). La relation A = M[R] nous donne
p1p20,V = o0109(x — x1)(x — z2)(x — x3)V soit :

L = 2% (p—3y)(z — x) (7 — wp)
—(m120m3) N2 — 1) (T — 13) (7 — 23)

— (1-H)1-2)(1-2)=u

On peut alors écrire

V=ulo,(V)=u"o,(uo2(V)=---=V(0) [[ o0 (u"
n>0
avec V(0) = det M (0) = det C, soit
x

V= (detC) [T(1—q" ) (1 =" ) (1= g ) !

n>0 4g| T2 T3

qui converge bien sur tout C* et dont les pdles sont bien sur les g-spirales z;q~",
1 =1,2,3. De plus on voit bien que V' ne s’annule jamais. O

Proposition 2.1.5. Soit M € GLy(C({x})). Alors M|R] = A si et seulement s’il
existe une matrice diagonale T € GLy(C) telle que M = MOT.

Démonstration. Montrons tout d’abord que (MWT)[R] = A. On a o,(MOT)R =
o (MOYTR = 0,(M©)Rl = AMOT.

Passons a la réciproque. On va montrer que P := (M©)~!'M est de la bonne
forme. Par construction P est telle que P[R] = R. Notons P = (]I; ! Z 2). La
3 D4
relation P[R] = R nous donne alors le systeme
O¢\P1) = D1

Q
<

N AN N N
s
V)

N N N N
I
NS
N =
]

Comme P € GLy(C({z})) et par hypothese de non résonance on obtient immé-
diatement po, p3 = 0 et py, ps € C*. n

Remarque 2.1.6. En particulier si Ag = CRC™' = DRD™! on peut créer en
utilisant la proposition deux matrices M((;O) et M ](3” ) qui seront égales & mul-

tiplication a droite par une matrice diagonale constante pres. Plus précisément
M(O) (O)C 1p
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2.1.2 Réduction en oo

Nous allons faire ici la méme chose que dans la partie précédente, mais cette
fois en oo ; une différence se verra puisque si A était fuchsienne en 0 elle ne I'est
pas en 0o, nous aurons donc besoin d’autres arguments que précédemment.

, , 1 1 or? uz?
Résumé : I M (=) ¢ K+4-=M5(C{;}) et lu € Ctelle que M) | =

0 02T

0 09

. _ 1 o u'z?
Aot Ay = KSK™'. De plus pour M € GLy(C{1}) et v’ € C, M| | =

AeIA = (%1 (g) € GLy(C)|M = M®A.
2
Triangularisation
ot v\ . o o
On note S, := 0 oop) 00V est méromorphe en l'infini (7.e. appartient a
2

C({z1)-

Soit K € GLy(C) telle que Ay = KSK~!. Posons A" :== K 'AK = A+ Ajz +
Sx?. Ona A= K[A'] et det A = det A’, de plus A’ vérifie les conditions de ¢-Pv.
Proposition 2.1.7. Il eziste une matrice ' € GLy(C{1}), analytique sur C*, de
terme constant Fy = I et vérifiant oy(det F') = (1 — 21)(1 — 22)(1 — ) det F, et
ve C({1}) tels que A’ = F[S,)].

Démonstration. Nous allons construire de tels F' et v a partir de I’équation A" =
F[S,]. Soient X et Y les colonnes de F'.
La relation F[S,] = A’ impose a X de satisfaire I'équation oy2%0,X = A’X. En

éerivant X = 3,50 X, (2)", Xo = <(1)

1

0 0
Lo X1 = SX, + A 1
20181 = 1+ Ay 0

i Xnso = 5Ky + A1 X1 + Ag X,

> on obtient :

Soit X, 19 = (#IQ —S9) (A X, 1+ AL X,). On montre la convergence de la série
des Xlxi avec un argument similaire a celui de la preuve de la proposition m

Si on choisit maintenant un Y non colinéaire a X, il existe des uniques A et v tels
que Ao, (V) =AY —wvo,(X), i.e. tels que I'on ait

F[<aldfz2 §>] o
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(pour cela on réécrit I'équation Aoy (Y) = A'Y —vo,(X) sous la forme o, (F) Q)}\ =

A'Y et, comme X et Y sont non colinéaires, on peut inverser o (F)).

On va chercher un Y canonique tel que A\ = osx.
On veut pour cela que W := det(F') vérifie

A A

W detS, " det S, T T T

0 : \ Atre Tms
1T LM, (C{1}) on va imposer & W d’étre 'unique
solution dans 1+ 1C{1}. Cela se fait de deux manieres différentes :

- soit en écrivant W = > Wnﬁ avec Wy =1 et W, = 0 pour n < 0, ce qui nous
donne la relation

Pour tenter d’imposer Y €

1
Wn = q7n 1 (—(CU1 + i) + $3)Wn_1 + (Ilﬂfz + T1T3 + CEQIL’g)Wn_Q — 1‘1$21‘3Wn_3)

. Q($1+:B2+963))

(et en particulier Wy = -

- soit en itérant

W = o'q—l(U)Uq_1<W) = a(;l(u)Uq_z(u)o-q—QW —_ . = W(O) 1;[10.q—n(u)
ce qui donne, comme W (0) = Wy =1,
Iy T9 To
W=I0-¢")1-¢"—=)1-q">)

n>1

Ce sont des g-symboles de Pochhammer qui convergent bien. W est alors analytique
sur C* et s’annule sur les g-spirales z;¢" , i = 1,2, 3.
Si on 'écrit sous la forme W =Y anin on retrouve bien Wy =1 et

n 1+ T2+ 2
le—zq($1+l’2+$3):—qll—H.
n>1 —q

Notons X = X1 . On pose alors g := W et YV := 0 . On a bien [g]g =1 car
Xo X1 g

Wy =1et [Xi]o=1. Y nest pas colinéaire & X donc on a bien X et v tels qu'au
dessus, la donnée de g (par W) nous impose bien que A = oax.
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. ‘s ap Gz
On peut sinon le vérifier. Posons A’ = (a a ) Avec A = oo on a alors les
3 Q4
équations :
v = 229
oqT1
v = asg _ _uWoax
oqx2 0qT1.0¢T2 "

Vérifions 1’égalité :

azg(azz1tagwe)—asg(aizi+ases) + ulW oy

det(A) o1x?

et g

— e + ugr102%
0.

2G0T — Asg0qT1 + ulW oz

w

Comme W est convergente et g = o7 on a bien Y et donc v convergentes. [

Corollaire 2.1.8. Il eziste une matrice F € GLy(C{1}), analytique sur C*, de
terme constant Fy = K et vérifiant oq(det F) = (1 — Z1)(1 — 22)(1 — 22) det F, et
v € C({L}) tels que A = F[S,).

Démonstration. 11 suffit juste de prendre F' = KF, ou F est la matrice donnée par
[2.1.7, comme dans la proposition [2.1.3 O

Forme normale de Birkhoff-Guenther

II existe des uniques f € C({2}) et u € C tels que <(1) {) [Suzz] = S,

Cela revient a résoudre ’équation :

9
o,(f) = Z;xf+vagf. (2.3)

_ 2
En notant f =3, o< fna%n et c:=* 2 =3 o0 cnx% on a :
UQ(f) = %l’f +c = vn qinfn = %fn-ﬁ-l + cn
& Yn qn(n—l)/an — %qn(n+1)/2fn+1 + qn(n+1)/20n

< (% — 2By (f) = Bya(c)

ou bel(f) = Zn>>foo qn(n—l)/angin.

L’équation (2.3)) a alors une solution si et seulement si B,;(c)(22) = 0; c’est

o1
le pendant en l'infini de ce qui a été prouvé en[1.1.2] En effet rappelons que nous
avons ici |g| < 1, ce qui donne la compatibilité de cette définition de B, ; avec celle

de On en déduit alors u de maniére unique (et on peut ainsi construire f
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également de maniére unique).

Notons M(>®) := F. (é {) Alors M(®)[S,..] = A. De plus par construction

de F on sait que det M () est analytique sur C* et s’annule sur {zy, zy, 73}¢"
Proposition 2.1.9. Soit M € GLy(C({1})). Alors M[S,,2] = A si et seulement

s’il existe une matrice A = o 0 ou
0 o

1. soit u =0 et dans ce cas 61,0, € C*
2. soit u # 0 et dans ce cas 01 = do € C*.
telle que M = M)A,

Démonstration. Montrons tout d’abord que (M) A)[S,,2] = A. On a
UQ(M(OO)A)SuxQ = 0q<M(OO))ASux2 = Uq<M(OO))Sux2A = AM(OO)A
Passons & la réciproque. On va montrer que P := (M())~'M est de la bonne
forme. Par construction P est telle que P[Sy,2] = S,.2. Notons P = (p 1P 2). La

P3 P4
relation P[S,,2] = S,,2 nous donne alors le systéme

oq(p1)

uzroy(p1

04(ps) = 3 22ps

0q(ps) = pa — qu(PS)

p1+ = o P3
+ U2Uq(P2) = 01ZP2 + UTPs

~—

Comme P € GLy(C({2})) on obtient immédiatement p; = 0 et donc, par non
résonance, pi, ps € C*. La deuxieme équation donne alors

01 u
o4(p2) = 0*295]92 + ;235(]94 —p1)

qui a une unique solution convergente si et seulement si By1( -2 (pa—p1))(2) = 0,
i.e. si u =0 ou py = p;. Cela implique alors p; = 0. O

Un autre choix de construction de M(*) aurait pu nous donner une autre forme
normale de Birkhoff-Guenther : le u € C trouvé dépend de cette construction. Nous
pouvons préciser la proposition précédente en prenant ce fait en compte.

Proposition 2.1.10. Supposons u # 0. Soient M € GLy(C({1})) et v’ € C*.

Alors M|[Sy.2] = A si et seulement s’il existe une matrice A = <%1 ;) avec
2

g—f = % telle que M = MA. De plus pour tout v’ € C* il existe un tel M.
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Démonstration. Si M = M®)A il est trivial de voir que M[S,,2] = A (car
A[Syz2] = Suz2). Pour la réciproque il suffit juste de montrer que tout P €
GL3(C({2})) tel que P[Sy2] = Syq2 est de la forme A donnée.

Soit un tel P = <p1 P2 P[Sp2] = Syz2 implique
P3 P4

oq(p1) =p1+ ;03

W xoy(p1) + 0204(p2) = o12p2 + uTpy
) %%P:&

1) =p1— %Wq(p:a)-

oq(ps
oq(p
De méme qu’a la preuve précédente on a p3 = 0 et p,ps € C*. La deuxieme
équation donne alors

g
0q(p2) = ;;xpz + z—(ups — u'py)

02
. . . . 1 o o2\ _ .
qui a une solution convergente si et seulement si By 1(-z(ups—u'p1))(2) = 0, i.e.

; — ol — wo_ pa
siupy —u'pr =0 o O]

Remarque 2.1.11. 1. En particulier, comme dans le cas de la réduction en 0,
si Ay = KSK~' = LSL~! on peut créer deux matrices M et M et
obtenir deux éléments ug, uy, € C tels que MV [S,, 2] = M8, 2] = A;
ces deux matrices seront alors égales a multiplication a droite par une matrice
diagonale constante prés. Plus précisément M g)o) =M [((OO)K —1L et, notant
1,05 les éléments diagonaux de KL, uy = g—fu;{.

2. Supposons maintenant que 'on ait une matrice M € K + %MQ(C{%}) et
u € C tels que M[S, 2] = A. Alors il existe A = Diag(d;,d>) diagonale
constante telle que M = M)A et v/ = g—fu. En particulier on a K = KA
d’ott A = I, donec M = M) et o/ = u : on a donc unicité de M) et de u
pour un K donné.

2.1.3 Matrice de connexion

Notons M := (M©)=1M () On a M[S,,2] = R, i.e. 0,(M)S,2 = RM.

Les constructions de M©) et M () nous assurent que M est analytique sur C*,
que son déterminant est non identiquement nul mais qu’il s’annule a ’ordre 1 sur
les g-spirales z;¢%, i = 1,2, 3, et uniquement sur elles.

De plus supposons que pour un A vérifiant ¢-Py on ait construit deux matrices
de connexion différentes M et N (avec des choix de différents C, K, u). Alors les
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propositions [2.1.5] et [2.1.10| nous assurent qu’il existe I'; A € GL4(C) diagonales
telles que N = TMA~L.

2.2 Equivalence de Riemann-Hilbert-Birkhoff

Nous venons donc a tout A € GLy(C(2)) vérifiant les conditions de ¢-Py d’as-
socier une matrice de connexion M (uniquement définie & multiplication a droite
et & gauche par des matrices inversibles diagonales constantes pres). Nous al-
lons montrer maintenant que, modulo des relations d’équivalence naturelles, cette
fleche, que nous appellerons correspondance de Riemann-Hilbert-Birkhoff, est une
bijection.

Soient R = (! X € GLy(C), Sy = o 0 € GLy(C),xz = {x1, 19,23} C
0 p2 0 o2
C* tels que
g xX; . .
& ¢ qZ’ 71 ¢ qzai ¢ qZ ? %],—fl.’ﬂgﬂfg - plpz-
P2 02 Z; 0102
Définissons

Er sy = {A vérifiant ¢-Py pour py, p2, 01,02, 21, T2, T3}

que l'on munit de la relation d’équivalence A ~ B < 3F € GLo(C(x))|F[A] = B.
Définissons aussi

Frsye = {M € GLy(#(C*))| M holomorphe sur C*,det M = 0 sur les z;¢%,
Ju € C|M[S,,2] = R}

C* 0

muni de la relation M ~ N < dI', A € < 0 C

) IN=TMA™"
On a donc définit une fleche

ER,S(),Q — FR,S(),Q
A v M= (MO)=1p),

La partie de droite passe naturellement au quotient ; il faut donc montrer qu’une
fois cela fait on peut passer au quotient a gauche.

Soient A, A’ € Erg,. et soient M = (M©)=1) () et M' = (MO")=1pp(e)
leurs matrices de connexion. Soit u € C tel que M(©[S,..] = R. On suppose de
plus qu'il existe F' € GLo(C(x)) telle que F[A] = A'.

Alors comme FM©®[R] = A’ il existe une unique I diagonale constante telle
que FM© = MO'T. De plus comme FM©)[S,,2] = A’ il existe une unique A
diagonale constante telle que F'M (%) = M (<A,
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On en déduit :
M = (M(O)/)flM(oo)/
= (FMOT-H)TFMIAT
= D(MO)=1peA~T
= TMA.

Nous venons donc de créer une fleche
RHBRSO& : ER,SO@/N ? FR7SO£/N'

Nous allons maintenant en prouver la bijectivité.

2.2.1 Injectivité

Soient A, B € Eg_s, . de matrices de connexion respectives M = (M (®)~117(>)
et N = (NO)=IN() On suppose de plus que N = I'MA™' ou I', A sont
des matrices diagonales constantes inversibles. On veut montrer qu’il existe F' €
GLy(C(2)) telle que F[A] = B.

On a alors NOT(M©)=1 = NEIA(M))~1 Notons F cette matrice, elle
vérifie F[A] = B. Comme N T (M©)~! est méromorphe sur C et N> A(M(>))~1
I'est sur C* U {oo} F' est méromorphe sur la sphere de Riemann et donc F' €
GL5(C(2)), i.e. A et B sont rationnellement équivalentes.

2.2.2 Surjectivité

Soient M € Frg,. et u € C tel que M[S,,2] = R.
On rappelle le théoreme de factorisation de Birkhoff (provenant de [Birl3]; la
version utilisée ici en est un corollaire explicité dans [ORS15]) :

Théoréme 2.2.1. Soit M € GL,(#(C*)) N M,(O(C*)) de lieu singulier ¥ =
det™'(0). Supposons de plus que det M n'ait que des zéros d’ordre 1. Soit C une
courbe analytique fermée simple sur la sphere de Riemann S séparant 0 de oo de
composantes connexes Dy 2 0, Dy, D 00 et ne rencontrant pas >. Posons g 1=
YN Dy, Yo := LN Da. Alors il existe une factorisation M = My M., sur C*
telle que :

1. My soit réguliere (holomorphe d’inverse holomorphe) sur C\ Yoo, My soit
holomorphe sur C et det My ait des zéros simples sur Y.

2. My, soit réguliere sur C*\ 3y, holomorphe sur S\ {0} et det M, ait des zéros
simples sur Y.
On prend alors une courbe C séparant z de gz donc telle que ¥y = ¢
Yoo = ¢ Nz
On applique alors le théoréme de factorisation et on obtient M = MM,
avec :

&=

Y
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1. My réguliere sur C \ ¢ Nz, My " holomorphe sur C et det M, " a des zéros
simples sur ¢ Nz.

2. M, réguliere sur C* \ ¢V z et det M, a des zéros simples sur ¢" x.
3. M., est méromorphe en oco.

Comme M|[S,.2] = R on a 04(My)Syw2 MZ = oy (Mo)RMy" soit M [S,.2] =
My [R], appelons A la matrice o, (My)RM; .

L’équation A = o,(My)RMy ! nous permet de dire que A est holomorphe sur C
tandis que 'équation A = 0,(Mo)Syz2 ML nous donne la méromorphie de A en oo.
A est donc un polynéme A = Ag+- - -+ Agz? ot1, en posant C := My(0) € GLy(C),
Ay =CRC™L.

De plus la définition de A nous dit que det A a des zéros simples en x et ici
uniquement, ce qui nous assure que 2d > 3 i.e. d > 2.

Notons maintenant a := det(A); comme det A ne s’annule qu’en les z; on a
a(x) = Az — z1)(x — z2)(x — x3). Comme a(0) = det R = pypy et par la relation
de Fuchs on a A = 0,09.

Notons de plus f := det M,,. La définition de A nous donne Uq(ggte;f ) = (1-
2)(1—2)(1 - 2). On a alors

f=g9 10— Q”%)(l — q”%)(l — Q"%)

n>1

ou g est un facteur elliptique (g(gx) = g(x)). Comme f est méromorphe en oo g
est constante, soit f(oco) = k € C* ce qui implique que M, est réguliere en oo, i.e.
My (00) = D € GLy(C).

Alors en linfini A = 0,(My)S,2 ML} ~ DS,.2D~! qui est un polynéome de

o1 u

degréZ,etdoncszetAd:A2:D<O 0

) D! est bien conjuguée a <001 8) :

notre application est surjective.

2.3 Variations des données locales

Nous allons maintenant nous intéresser aux relations entre les matrices A vé-
rifiant les conditions de ¢-Py et les matrices de connexion M quand les données
locales R, Sy, x ne sont pas fixées. Plus précisément nous avons des espaces Fr g, 1,
en bijection avec des espaces Frg, ., qui dépendent de parametres R, Sy, 2 qui
sont nos données locales. Nous allons tout d’abord voir comment les liens entre
les Eg s, induisent des liens entre les Fg g, ,» (et réciproquement), avant de fibrer
I'union (disjointe) des Fg g, . sur I'espace des données locales. Enfin les liens entre
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espaces que nous auront mis en lumiere vont permettre de construire une action
sur notre fibration.

2.3.1 "Fonctorialité" de RHB

Soient A vérifiant les conditions de ¢g-Py pour des données R = ('%1 p() ) ,So =
2

01 0

0 09

tel que M(*)[S,.2] = A, et B vérifiant les conditions de ¢-Py pour des données
/ /

de connexion et u’ € C tel que N®[S’, ,] = B, ot

g o17® ur? , o u'x?
2 = 12 = .
u 0  ogx)’ WE 0 o

Nous allons regarder dans cette partie a quelle(s) condition(s) le diagramme

/M\
(0)

M M (o)

R > < uz?

1o s

/ !
R~ B~ Shas

2

N

= {1, T9, 23}, M = (M©)~1M(>®) sa matrice de connexion et u € C

est rempli et commutatif, c¢’est-a-dire quelles conditions sur les données locales de
A et B nous permettent de construire I" et A (et quelles sont leurs formes) a partir
d'un F € GLy(C(z)) tel que F[A] = B, et réciproquement quelles conditions nous
permettent de construire un tel F' a partir de tels I', A.

A F donné

Supposons tout d’abord qu'il existe F' € GLy(C(2)) tel que F[A] = B. Posons
= MOFNO)= et A= MOEIF(N®))=L On a alors I'[R] = R’ qui implique
que

— soit pf = q"p1, py = ¢°py et

~ (agz™ 0
r_<0 bw@’ (2.4)
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— s0it p) = ¢ pa, ph = ¢°py et

- 0 apz®
) o
De plus on a A[S,,2] = S/, » qui implique que ¢ = ¢*~0; et 04 = ¢>09; on a
alors
_ (acr™  f
(1) o

ouf € C({%}) est uniquement déterminée par u, u’, les données locales et g, io0, boo, Joo-

Dans ce cas on a
i
;o et i Biee (g [0\ 0
u =q 2 — | = u.

boo 09

Enfin regardons F' = NOT(M©)~1 = N A(M))~1 Rappelons que sur C*,
det(M©®)~! = 0 sur les demi-g-spirales z;¢™~, I’ n’a ni poles ni zéros et det N a
des poles simples sur les x;q_N, donc

dives(det F') 23:2 ( z5q”" riq ])

De plus, sur C*, det N(*) = 0 sur les demi-g-spirales x}qN*, A n’a ni poles ni zéros
et det(M ()~ a des poles simples sur les z;¢"", donc

dives(det F) = Z 3 ([g;;,qi] _ [g;jqz‘]).

Comme det F' € C(2)*, det F' n’a qu'un nombre fini de pdles et de zéros et donc,
quitte a réorganiser les z7, il existe des n; € Z tels que 7’ = ¢"x;.

Nous obtenons donc deux jeux de conditions sur R, S{), ' impliqués par 'exis-
tence d'un F' € GLy(C(z)) tel que F[A] = B les voici résumés.

Soit nous avons
R — q°p1 0 )

0 ¢p2
0 q’>* 09

{.]}'/1, x,27 xé} = {qnlxla qn2$27 qn3x3}7
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et dans ce cas nous avons notre diagramme avec les conditions (2.4)) et (2.6) sur I
et A, et donc sur nos matrices de connexions N = 'MA~!; soit nous avons

o [40r 0)

0 ¢"p
s= (77 0, %)
0 =09

/ / / _ n n n.
{$17x27x3} - {C] 1x17q 2-172,61 31’3},
et dans ce cas nous avons notre diagramme avec les conditions (22.5)) et (2.6)) sur I'
et A, et donc sur nos matrices de connexions N = 'MA~!L.
A T, A données

Supposons maintenant qu’il existe I', A sous les formes précédentes ((2.4)) et
([2.6) ou (2.5)) et (2.6)) telles que T'[R] = R, A[Syu2] = S/, et N =TMA™. On

veut remplir le diagramme

/ !
R N(0) B N(oo) T W a?

N

de maniere & ce qu’il soit commutatif. On a N = TMA~!, ce qui nous permet de
dire que

N(O)F(M(O))—l

NONAM-Y(M©)~1
= N(O)(N(O))—lN(oo)A(M(oo))—lM(O)(M(O))—l
NEIA(MC)~L

On peut donc poser F = NOT (M)~ = NEIA(ME))=L: ] reste & voir si

F € GLy(C(2)). NOT(M©®)~! est méromorphe en 0, NCIA(MO))! Test en

00, il faut donc voir si F' est définie et méromorphe sur tout C*. La condition du
paragraphe précédent

3 3

dives(det F) = 33 ([wjq7] = [2507]) = 3. 3 ([2q') — [2547)

j=1i€eN J=lieN*

nous force a imposer I'existence de n; € Z tels que 2, = ¢"z;.
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On a donc sous les conditions ou sur les R, R', Sy, S}, x, 2’ un dia-

gramme commutatif

A ER,SQ,Q *N> FR,SQ,Q M
I FJ/ o l(F,A) [
F[A] Er sy o0 —> Fpi 5y o0 TMA-,

2.3.2 Fibration au dessus des données locales

Nous allons dans cette partie arriver a une fibration des espaces Fr g, au
dessus de l'espace des données locales. Pour cela nous allons tout d’abord fibrer
les espaces

Vis, = {M € My(0(C"))|Fu € C,0,M = RMS5}.

my Mo

Une matrice M =
ms My

) € Vrs, a ses coefficients qui vérifient les équations

ogmy = 2a*my
TgMmy = %x*1m2 — U—“Qxaqml
ogmy = Za 2m3
Ogmy = J—Q:U Yy — U%:z:aqmg.
Elle est donc uniquement déterminée par les complexes

(u, [malo, [mal1, [malo, [mslo, [mal, [malo)

ou m; = Y nez[milnx™. Vs, est donc un C-espace vectoriel de dimension 7.

Les données R, Sy quant a elles sont uniquement déterminées par deux couples
de complexes non nuls (p1, p2) et (01,02) tels que p1 # pz et 1 # d3; on peut
donc les voir comme des éléments de (((C*)2 \ 7?71<AE(1)) X ((C*)2 \ Wﬁl(AEq)> ou
7 : C* = K, est la projection usuelle et Ap, = {(o, 8) € Ey x Egla = B} est la
diagonale de E, x E,,.

On peut donc fibrer (de maniere triviale) 'union des Vg g, sur I'ensemble des
données R, Sy ; nous obtenons alors un fibré vectoriel trivial de rang 7.

(((C*)Q\rl(AEq)) ((C*) \ 7 (AEq))) % C7

i

((C2\7 1 (Ag,)) x (€ \ 7 (Ag,))

(R,S0)

Bi={R,S| -} =Dy x Dy




2.3. Variations des données locales 45

o Dy = {M = (Aol i) € GLy(C) N # N}

Regardons maintenant ce que cela donne si I’on enleve de ce fibré les matrices
M non inversibles. Tout d’abord regardons I’espace

We:={f € O(C")|oy(f) = cx™*f}.

C’est un C-espace vectoriel de dimension 3 (c’est le lemme dans le cas |¢| < 1),
et, comme ci-dessus, on peut mettre une structure de fibré vectoriel trivialisable
sur [[. W, au dessus de C* :

W .= ]Z[WC ~ C* % C3
\ %
C~.

On peut alors regarder les applications

B — C*

det R __ pip2
(R’ SO) det Sy ~ o102

et
p: VvV — W

(R, So, M) +— (Gl det M).

On a alors un diagramme commutatif (qui représente un morphisme de fibrés
vectoriels)

V=W
| oo
B — C*.

Définissons maintenant W* := W\ {(¢,0) € W} = [1. (W, \ {0}), qui se fibre
toujours sur C* (mais n’est plus vectoriel). On peut alors définir V* := p~1(W*)
qui nous donne une fibration V* — B et on a le diagramme commutatif

P|
V* > W*

L

B——C~.

Une fibre V33 g, au dessus de (R, Sp) € B est donc I'ensemble des matrices M €
Vh.s, inversibles.
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Remarque 2.3.1. On différencie fibration et fibré puisque a partir de maintenant
nos fibrations ne seront plus forcément localement trivialisable (ce qui est requis
dans la définition de fibré).

Il nous reste a regarder les sous-espaces des V}; o des matrices M dont les zéros
de det M sont sur trois g-spirales z;¢” fixées. Regardons les conditions impliquées
par ceci. Tout d’abord det M vérifie I’équation

det R
det S()

(c’est pour cela que 'on a ainsi défini W ; plus exactement c’est ce qui fait de p
un morphisme de fibrés). Supposons que divg, det M = [z7] + [72] + (73], x; € C*.

r3det M =: cx 3 det M

o,(det M) =

P det M /. P4 .
Posons g := P S w— Alors g vérifie I’équation
c
049 = ——4G.
—X1T2T3
De plus

3
divg, g = divg, det M — Z divg, ©4—s, =0
j=1
donc g est holomorphe sur C* et ne s’annule jamais, ce qui implique nécessairement

c 7 - . . _ _nmpip2 . v
que ——— € ¢q", i.e. il existe n € Z tel que —x1x973 = q e, qui est la condition

de Fuchs pour un bon choix des x;.
Maintenant définissons les espaces

Divs(E,) := {Diviseurs [z1] + [T2] + [73]|z; € C*}

et
Divi(E,) := {Diviseurs [z1] + [72] + [T3]|z; € C*,7; # T, # j}.
On a une application
p': W* — Divs(E,)

(¢, f) — diVEq f
surjective (en prenant ¢ = —zyz973 et f = [[}_, ©, _,, pour un choix de représen-
tants) et une application

Divs(E,) — E,

[T1] + [72] + (T3] — —TiT27s

qui rendent commutatif le diagramme

v i) W* L> Dng(Eq)

T

B Cr——Eq
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On regarde alors W* = (p/) 1 (Divi(E,)) et V* = pl_l(W*), on a alors le diagramme

i+ e e~ Divy(B,)

R

B Cr— L&

On peut contracter ce diagramme en

_  Pop

Ve —= DiV§<Eq)

-

q

ce qui nous donne une fleche
‘_/*
|7
B x g, Divy(E,)
qui est notre fibration, i.e.
PR, So, [71] + [2] + [73]) = {M € Vi |dive, det M = [71] + [72] + [73]}
- FR,So,g'
2.3.3 Action sur la fibration

Nous allons maintenant représenter sur notre fibration l'action des matrices
[, A définies en [2.3.1] Pour cela rappelons qu’il suffit pour définir une matrice I'
de 5 éléments : (ag, ig, bo, jo, 8) € (C* x ¢%)? x Sy, et de 4 éléments pour définir A :
(Goos Too; Doos Joo) € (C* x ¢%)2. Définissons le groupe

G1 = ((C* X qZ)2 X SQ
muni du produit

(apay, i + iy, bobh, Jo + Jis S') sis=1id

a;iyb>‘73'a,7i/’b/7./’sl =
(@0, %0, bo, Jo, 5)-(ag, o, by, Jo, 5') {(aob{),io+j6750a67j0+i67(12)8/) sis = (12)

(c’est le produit (¢,5).(t',s") = (t.s(t'), ss') pour t € (C* x ¢%)?). Nous avons alors
une action du groupe G := G| x (C* x ¢%)? =: G} x Gy sur B définie par

(a’07 Z.07 bO7 .j07 S, oo,y 7;007 b007 .]OO)(ph P2,01, 0-2) = (qi0p5(1)7 qj0p8(2)7 qiooo-b qjooO-Q)'
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Nous pouvons aussi définir I'action triviale de G' sur Divi(E,) (puisque l'action
des I', A sur une matrice M ne change pas le diviseur de det M). Comme notre
action sur B est telle que, pour ¢ = (g1,92) € G = G X Gy et (R,5) € B,

(;:;((;;.'g) ))) = (g:ﬁéi), nous obtenons une action de G sur B x g, Divi(E,) définie

par

(91, 92)-(R, So, [T1] + [72] + [x3]) = (91-R, 9250, [T1] + [72] + [75]).
Nous pouvons alors relever 'action sur V* de la maniére suivante : soit
(CL(), iOa bOa jOa S, Uooy iooa booa ]oo) €eG

et soit M € V*. On définit les matrices

~ fagz™ 0 _ (as™  fur

ou P, est la matrice de permutation associ¢e a s et fy € C({1}) est telle que, si
oM = RMSJIIQ, alors Ap[Sys2] = S, 2 avec

u

, 2 +5i00 12 —3ioo (oo [ @01\ T 0
u =q 2 — u.
02

boo

On remarquera que I'y; ne dépend en fait pas de M. Alors I'action de G sur V*
est définie comme suit :

(a07 iOa b07j07 S, Qoo iooa boijO)M = FMMA]T/Il

C’est une action définie sur V' tout entier, mais les efforts faits en nous
assurent qu’elle peut étre restreinte & V*. On notera que la restriction de I’action
au groupe ({1} x ¢%)2 x Sy x ({1} x ¢%)? agit sur la base et envoie des éléments
d’une fibre sur une autre, tandis que l'action de ((C* x {1})? x {id}) x (C* x ¢%)?
agit directement sur les fibres sans avoir d’effet sur la base. Nous retrouverons (et
expliciterons plus en détail) ce genre d’actions dans le chapitre [3| mais dans le
cadre des fibrés vectoriels.

2.4 Autres systemes de la liste de Murata

Nous allons maintenant construire de maniere rapide et similaire des matrices
de connexion et des équivalences de Riemann-Hilbert-Birkhoff pour deux autres
systemes de la liste de Murata [Mur09].
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2.4.1 ¢-P(A;)

Les conditions de ¢-P(As) sont les suivantes :

Soit
A(ZL’) = A() + Al.’L' + AQZL'Q (29)
ou
;o 0) .
AQ (O 0) —.R, p17§0,
01 0 .
A2N<0 O>_S7 0-1#07
et ou

det A(x) = oy09x(x — x1)(z — x9), (2.10)
T ., .0
027x17x27é07 71¢qzl7éj7 71¢qz
T2 02

Posons alors
0102
P2 = T1T2
P1

et supposons que 2—; ¢ q~. On appellera relation de Fuchs la relation % = 11%s.

Remarque 2.4.1. Tout comme pour le cas précédent la perte du caractere fuchsien
en oo rend peut-étre la non-résonance de oy et oy obsolete ; de plus le fait que ¢-
P(As) ne soit pas non plus fuchsien en zéro pose la méme question sur ’hypothese
de non-résonance de p; et ps.

Matrice de connexion

Par les mémes arguments que dans la partie nous pouvons créer deux
matrices M, M) telle que MO[R,,] = A = M©[S,_,2], ol ug, ts € C,

2 2
[/ U . [o01x Ul
R e )
Plus exactement posons C, K € G Ly(C) telles que Ag = CRC™, Ay = KSK~.
Alors on a la proposition suivante :

Proposition 2.4.2. 1. [l existe une matrice Fy € GLo(C{z}) analytique sur
C*, vérifiant Fp(0) = C et oy(det F') = (1—5)(1— =) det F, et vy € C({z})
tels que A = Fy[R,,].

2. Il existe ug € C et fy € C({x}) tels que, notant MV := F. (é ‘]i()); on ait
A= MO[R,]. De plus M© est méromorphe sur C*, det M©) ne s’annule
pas sur C* et a ses poles (simples) sur x1q™™ et xoq™".
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1), de terme constant K, analytique sur

3. Il existe une matrice Fo, € GLo(C i
Z)(1 — 22)det F, et voo € C({2}) tels que

C* et vérifiant o (det F) = (1 —
A =F,[S..]

4. Il existe uss € C et foo € C({}) tels que, notant M'>) = F. 0 1) on
ait A= M©®)[S, .2]. De plus det M) est analytique sur C* et a ses zéros
(simples) sur x1q~ et x9q" .

Démonstration. La preuve est entierement similaire a celles de la partie (ou
a leurs homologues de [A.2)) ; on obtient juste

Oyq det F() 0109 T Z
= — — — (1= )1 ==
det Fy o102 (x —z1)(z — 22) = ( :E1>( xg)
“ det F
ogdet Foo ] X2
b Bl SRS It A VA T
det F ( z ) T )
ce qui permet de conclure comme il faut. O

On a aussi les correspondances

Proposition 2.4.3. 1. Supposons ug # 0. Soient M € GLo(C({x})) et uj €

C*. Alors M[R,,] = A si et seulement s’il existe une matrice I' = 701 3
2
avec 1—? = % telle que M = MOT. De plus pour tout ujy € C* il existe un tel
M.
2. Si par contre ug = 0 alors M[R,;| = A si et seulement si uy = 0 et M =

MOT qvec T' diagonale constante.
3. Supposons us # 0. Soient M € GLy(C({1})) et ul, € C*. Alors M[S,,_,2] =

) o
A si et seulement s’il existe une matrice A = ( ! 0) avec 2 = P telle

0 62 o1
que M = M) A. De plus pour tout v’ € C* il existe un tel M.
4. Si par contre us = 0 alors M[S,_,2] = A si et seulement si ul, = 0 et

M = M)A aqvec A diagonale constante.

Démonstration. Mémes preuves que pour les propositions [2.1.9] et 2.1.10] ]

On peut donc construire M = (M©)~1A(>) telle que M[S,_,2] = Ry, que
det M soit analytique sur C*, de déterminant non identiquement nul et qui s’annule
sur les g-spirales z1¢” et xo¢”; cette matrice M sera notre matrice de connexion.
De plus si l'on a construit deux telles matrices M et N, il existe I',) A € GL4(C)
diagonales telles que N = [MA~!,
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Equivalence de Riemann-Hilbert-Birkhoff

Nous allons maintenant construire I’équivalent de la bijection proposée en [2.2]

Soient Ry = [ V) € GL,(C), S = (70 ©) € GLy(C), 2 = {wr, 2} C T
0 p2 0 oy
tels que
Pry oz 01 4o T o7 _ P1p2
p2¢Q702¢Q7x2¢Q7$1x2 0_10_2-
Définissons

ERry.502 = {A vérifiant ¢-P(A;) pour p1, pa, 01,09, 21, 22}

que 'on munit de la relation d’équivalence A ~ B < 3F € GLo(C(2))|F[A] = B.
Définissons aussi

Frosz = (M € GLo(A/(C*))| M holomorphe sur €, det M — 0 sur les aiq”
Elu()’uoo € C|M[Suoox2] = RUO}

C 0

muni de la relation M ~ N < dI' A € ( 0 C

) IN =TMA~L
On a donc définit une fleche

ER0,50,£ — FRO,»SOaE
A — M= (MO)=1p),

Les mémes arguments que précédemment nous informent que cette fleche passe
aux quotients et que nous avons donc définit

RHBR, 502 * ERryso.2/~ — FroSo.z/~

Il reste a en prouver la bijectivité.

L’injectivité se montre exactement de la méme maniere, le seul argument qui
doit étre modifié concerne la surjectivité. Soient M € Fpr s,z €t up, us € C tels
que MI[S,. 2] = Ru,- On peut appliquer de la méme maniére le théoreme de
factorisation de Birkhoff (théoreme pour avoir M = My * M, avec

1. My réguliere sur C \ ¢ Nz, My "' holomorphe sur C et det M, * a des zéros
simples sur ¢ Nz.

2. M, réguliere sur C* \ ¢ z et det M, a des zéros simples sur ¢ z.
3. M, est méromorphe en oco.

On définit alors A = 0,(My)Su 2 Mt = o,(Mo)RuyMy "' qui est holomorphe
sur C et méromorphe en oo, donc A est un polynéme A = Ay + - -- + Agzx? avec
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Ay =C ('01 0 C~! en définissant C' := My(0) € GLy(C). Comme det A a des

0 0
zéros simples en 0 et x on a 2d > 3 donc d > 2. On peut de méme écrire det A =
Ax(x — x1)(z — x2). Comme (%) (0) = 1, det Ry, = p1pax, I'équation
A = 0,(My)R,,My" nous dit que det A = pipa.z + ..., i.e. par la relation de
Fuchs A = 0105. La fin de la preuve se fait de maniere identique et conclue d = 2

et Ap =D (001 U50> D™ ot D := M, (o), est bien conjuguée a <(61 8)

2.4.2 ¢-P(Ag)

Les conditions de ¢-P(Ag) sont les suivantes :

Soit
ou
pr 0 .
AO (0 O) - R7 pl?é07
01 0 .
A2N<O 0)—.3,0‘17&0,
et ou

det A(z) = 01002% (2 — 1), (2.12)
o
09,71, # 0, = ¢ q".
02

Posons alors

0102
P2 = — T
P1
et supposons que % ¢ ¢%. On appellera relation de Fuchs la relation % = —x.

Remarque 2.4.4. Les questions sur les hypothéses de non-résonance des couples
p1, p2 et o1, 09 sont toujours les mémes dans ce cadre.

Matrice de connexion
Encore une fois nous pouvons construire deux matrices M@ M () telle que
M© [RUO+U1$] =A=M> [Suooa:2]

ol Ug, U1, Use € C,

ug + urx o122 Uso?
Ruo—i—ulﬂc = (%1 0 21 > 7Suoo$2 = < 10 ) .

p2x 027
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Plus exactement posons C, K € G Lo(C) telles que Ag = CRC™, Ay = KSK~1.
Alors on a la proposition suivante :

Proposition 2.4.5. 1. [l existe une matrice Fy € GLo(C{x}) analytique sur
C, vérifiant Fo(0) = C et o(det F') = (1 — ) det I, et vy € C({z}) tels
que A = Fy[R,,].

2. 1l existe ug,u; € C et fo € C({x}) tels que, notant M©) = F,. (é f110>7 on
ait A = MRy 1ue]. De plus MO est méromorphe sur C*, det M©) ne
s’annule pas sur C* et a ses poles (simples) sur z1q™".

3. Il existe une matrice Fr, € GLy(C{1}), de terme constant K, analytique
sur C* et vérifiant og(det F) = (1 — Z)det F, et v € C({1}) tels que
A =F.[S..]

- 1 (c0) 1 f

4. Il existe uy, € C et foo € C({;}) tels que, notant M'*) = F. 0 1) on
ait A = M[S,_.2]. De plus det M(>) est analytique sur C* et a ses zéros
(simples) sur x1q~ et 2oq" .

Les correspondances entres les différentes possibilités de construire M©) et
M) sont plus complexes dans ce cadre-1a; plus précisément en co on a le méme
résultat que précédemment :

Proposition 2.4.6. 1. Supposons u # 0. Soient M € GLy(C({1})) et ul, €
C*. Alors M[S,;_,2] = A si et seulement s’il existe une matrice A = <61 O)

0 09
avec g—f = % telle que M = M A. De plus pour tout u, € C* il existe un
tel M.

2. Si par contre uo = 0 alors M[S, _,2] = A si et seulement si ul, = 0 et

M = M)A avec A diagonale constante.
Par contre en 0 on a un résultat un peu plus complexe :

Proposition 2.4.7. 1. Supposons (ug,uy) # (0,0). Soient M € GLy(C({z}))
et ug, uy € C*. Alors MRy 2] = A si et seulement s’ existe une matrice

0 Yo 71 ug ul
que M = MOT. De plus pour un couple (ul,u}) € C2\ {0} il existe un tel
M si et seulement si (ug,uy) et (up,u)) sont sur la méme droite vectorielle.

I = (71 O) avec 2 = Y% — % (si ug,uy # 0, sinon u; = 0 < u, = 0) telle

2. 81 par contre ug + w1z = 0 alors M[R%Jru/lx] = A si et seulement si uy =
uh, =0 et M = MOT aqvec I' diagonale constante.
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D3
Ryy+u, 2, montrons que P est de la bonne forme. Tout d’abord on obtient le systeme

d’équations

Démonstration. Notons P = <p1 ?) € GLy(C({z})) telle que P[Ry 1ujs| =
4

p1Ogp1 = p1p1 + (uo + urx)ps

p2x20gps = p1p2 + (ug + w1 x)ps — (ufy + wyx)op:
P104P3 = Pa7°p3

p2x2ogps = pax®ps — (uf + ujx)ogps.

On en déduit p3 = 0 et p; := v € C*,py := 75 € C*. On réécrit alors P sous la

forme :
P =: (O 72) ) (0 1) =T.F

ou F' € &(C({x})). On réécrit alors notre équation de systémes sous la forme

UII(F)Ru{)+u’1:EF_1 = R’YQ/’Yl(Uo-FUlﬂC)‘

L’unicité de la forme normale de Birkhoff-Guenther nous assure que cette équation
n’a de solution que si ug + uyr = 2(ug + wix) et f = 0, ce qui nous donne le
résultat. u

Remarque 2.4.8. Ce genre de résultat revient a regarder l’ensemble des matrices
sous forme normale de Birkhoff-Guenther équivalentes pour les transformations
de jauge laissant invariante la matrice graduée associée; ce sont dans ce cas les
matrices diagonales constantes. On parlera plus en profondeur de cette relation
d’équivalence dans le chapitre [4]

On peut donc construire M = (M©)~1M () telle que M[S,_ 2] = Rugture,
que det M soit analytique sur C*, de déterminant non identiquement nul et qui
s’annule sur la g-spirale x1¢%; cette matrice M sera notre matrice de connexion.
De plus si 'on a construit deux telles matrices M et N, il existe [, A € G Ly(C)
diagonales telles que N = TM A1,

Equivalence de Riemann-Hilbert-Birkhoff

Comme auparavant nous allons construire une équivalence entre matrices véri-
fiant les conditions de ¢-P(Ag) et matrices de connexion.

Soient Ry = <p01 p()) € GLy(C), Sy = (cg O) € GLy(C),xy € C* tels que
2

02

01 7 _ P1p2
— ¢ q ,T1 = — .
02 0102

P1 7
— q,
P2 #
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Définissons
ERry.8021 := {A vérifiant ¢-P(A;) pour p1, p2, 01,02, 21}

que l'on munit de la relation d’équivalence A ~ B < 3F € GLy(C(x))|F[A] = B.
Définissons aussi

Fry 502, = {M € GLy(#(C*))| M holomorphe sur C*,det M = 0 sur z,¢7,
Elanula Uso € C‘M[Suooxz] = Ruo+u1x}

C* 0

muni de la relation M ~ N < dI", A € ( 0 C*

) IN=TMA™™
On a donc bati une fleche

ERO,SO,HH — FRO750,£E1
A — M= (M),

Les mémes arguments que précédemment nous informent que cette fleche passe
aux quotients et définit une bijection

RHBRO,SO,M : ER07507$1/N ? FRO,So,xl/N'

Remarque 2.4.9. Comme x; est uniquement défini par R et Sy nous n’avions pas
besoin dans ce cas de le mettre dans les notations.
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Etant donné un nombre complexe ¢ tel que |g| > 1, nous pouvons étudier grace
a [RSZ13] pour tout module formel My = P; & --- ® P, a pentes entiéres I'espace
F (M) des classes analytiques de gradué M, (c’est Uobjet de la section [1.3)). Grace
a Bugeaud ([Bugl2]) nous pouvons aussi étudier l'espace .% (P, 1) pour P de pente
i € Qo. Nous allons ici construire un fibré (vectoriel holomorphe dans le meilleur
des cas) sur 'ensemble des modules formels en forme normale a fonction de Newton
fixée. Une telle forme normale étant invariante sous une certaine action d'un ¢*
nous allons faire de ce fibré un fibré équivariant et étudier son fibré quotient.
Tout cela devrait ensuite permettre I’étude de familles analytiques de systémes
aux g¢-différences a travers le prisme de notre géométrie.

57



58 Chapitre 3. Fibré des classes isoformelles

Plus exactement le but de cette partie est de créer un fibré équivariant (pour
une certaine action de ¢%) p : E — X (ou X décrit un certain ensemble de
modules purs a fonction de Newton fixée) tel que la fibre d'un M, € X soit

I'espace .Z (My). La premiere idée serait d’utiliser la version matricielle avec les
py—1

U= (Uij)ijsUij € My, p; | > ng). Nous allons cependant construire notre fi-
l=p;

bré différemment, de maniere plus analytique et géométrique, en utilisant comme

coordonnées les (g-)Stokes sous la forme des cocycles privilégiés (ce qui prend tout
son sens dans le cadre des pentes non entieres). Un résumé des trois fibrés qui vont
étre construits de cette maniere (et des actions définies dessus) se trouve a la fin
du chapitre, en section

Pour alléger les notations on écrira 6 pour la fonction 6, et 8, pour les fonctions
—n(n+1)

040 (a € C*) dans ce chapitre, ot I'on rappelle que 6,(z) = Y ¢~ 2z 2", de
neZ

diviseur divg, 0, = [—1], vérifie 0,(¢z) = 20,(2) et 0,4(2) := b,(a"'2), de diviseur

divg, 040 = [—al, vérifie 0,,(qz) = a™'20,,(z). On rappelle de plus que 'on note

m : C* — E, la projection canonique sur F, := C*/qZ et @ la classe de a € C*

dans Fj,.

3.1 Cas de deux modules de rang 1 :
Fibration des % (c12", cy2/?)

3.1.1 Contexte général et écriture explicite des Stokes

Soient p1 < ue € Z. Nous allons nous intéresser a 1’espace vectoriel des classes
isoformelles .7 (¢12#1, ¢p2#2) pour ¢1,co € C* dont les éléments peuvent étre repré-
sentés par les matrices de la forme

A [
C1,C2;Uu 0 CQZ;LQ
po—1

avec u € Z C' =K 12 (c’est la forme normale de Birkhoff-Guenther). C’est un
l=p1
C-espace vectoriel de dimension n := us — py (voir |1.3).

Regardons les descriptions cohomologiques de ces espaces. Notons A.., le fais-
ceau sur E, des solutions (méromorphes sur C*) de I'équation cz"o,(f) = f. Notons
de plus Xz, == {a € E,|a" = ¢~ 1} et %., le recouvrement par les U, = E,\ {—a}
pour a € L\ Xgp. Si My est le module pur associé a Ag, ci0 alors A -1, ~ A(Mp),
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— = X(My) et %= = U\, pour les notations de . Ceci nous donne
¢y cam ¢y c25n
: 1 1 ~ Z 1451 H2
toujours nos espaces H" ( c{lcg;n’Acl epm) €6 H' (Eq, Ategn) = F(c12M, cpzh?).

Pour ce qui est des cocycles privilégiés, pour tout u € K};? et tout o € E, \
ZT2 il existe une unique fonction f* méromorphe sur C* solutlon de Zz "o, (f)—

¢ c ;
[ = 2 telle que divg,(fy) = —n[—a] (théoreme [1.4.2 _ On deﬁmt alors pour
a,f € B\ X——
€

cg;n

UB = fg - fg € Acl_lcg;n(Ua N UB)

telle que divg, (fy3) > —n[—a] —n[—p]. On note alors Z;,n(@/cl,1
semble des cocyles dits privilégiés ( f};ﬁ)awg pour u parcourant K/ ; cet ensemble
est en bijection avec F(c12M1, co22) et la structure de C-espace vectoriel induite
est la structure naturelle déduite de celle sur .Z (C*).

De plus, en notant

)
et T

!
a,Biem

:= {f méromorphe sur C*|cz"0y(f) = f,divg,(f) > —n[—a] — n[-p]}

la projection sur une composante (pour «, 5 fixés)

Zy (U—=—_, A\ ) — E

ey tean’ e Leam Biey teain

est un isomorphisme quand elle est définie, c’est-a-dire pour o, 5§ € E, \ T
25

i.e. on peut retrouver un cocyle a partir de n’importe lequel de ses composants
c’est une construction explicite que nous utilisons et détaillons dans la suite en
B.12

Prenons maintenant a, b cCtelsquea =a,b=p3UnfckE ﬂcn peut
s’écrire sous la forme f = enen ou g est holomorphe sur (C* On a alors un isomor-

phisme entre E, 5., et Eabcn ={g € O(C)|oy(9) = 7m2"g} ~ C™

Prenons un g = Z gkz € E,p.en- L'équation fonctionnelle vérifiée par g nous
kEZ

donne alors
k 1
q gr = nin 9k—n-
ambnc

Choisir un tel g revient donc a choisir go, ..., g,—1 € C ce qui nous donne bien un
espace de dimension n.
On a donc un isomorphisme

D : cr — anb;c;n
g:(gm"'?gnfl) — g.
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Remarque 3.1.1. 1l existe une autre base naturelle pour les tels g : un g € E, p.cn
peut en effet s’écrire sous la forme

n—1

=0

ou les &.; sont les racines n® de c. Nous n’utiliserons pas cette base pour deux
raisons : premierement elle implique dans la création du fibré un raffinement du
recouvrement choisi pour pouvoir y définir une fonction racine n¢ (multivaluée sur
C*), ce qui est possible mais complique inutilement la construction ; deuxiémement
parce que sa généralisation pour des modules de rangs supérieurs est plus complexe
a mettre en place que la construction présentée ici.

3.1.2 Construction du fibré

Nous allons donc construire un fibré vectoriel p : £ — C* x C* de rang n lo-

calement égal (ensemblistement) a 1'union disjointe [1., ., £, b oo 468 By pemicy

pour un choix de a, b. Comme respectivement a,b et a™,b™,c; ¢, dowent étre d’images
distinctes dans E, ceci ne peut se faire globalement.
Définissons pour o, 8 € E,,a # 3 :

C1,C2

Un g = {(7,6) € E, x Eq|% £a", f"} C B, x E,

et pour a,b € C*,a#b :
Wapm = (7 X ﬂ)*l(Ufg;n) cC'xCr

qui forment un recouvrement ouvert de C* x C*.
Nous allons donc maintenant donner des coordonnées pour notre fibré sur ces
ouverts, i.e. des isomorphismes h,p : p~ ' (Wapm) —> Wapn X C". Le principal
travail qui restera sera alors de définir, pour a,b,d,e € C* tels que @ # b et d # €,
le changement de cartes hge © h’l

Pour un (c1, ¢z, 9) € Wap nﬂWd e;n X C™ on va associer a g I'élément de E, bier e

de E’ On peut alors

®(g) =: g lui-méme associé a la fonction f;3 = g o7 nbieream’

prendre le cocyle privilégié associé (fu )as. Son projeté fi 4z beut s’écrire ol

g ek,
carte.

Il reste maintenant a expliciter ces calculs, notamment pour vérifier que c’est
bien un changement de cartes linéaire.

9"0"

i leyms C€ qui nous donne bien un élément (1, ¢z, ®~'(g')) dans la seconde
1
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n—1
QAo » Y ; ; — L H1tH
fa7 s'écrit sous la forme fz— f; = oy oy Il existe un unique u = E U2 S

K? tel que fz et f; vérifient C2z”aq(f) f = z7#%. Notons ¢ = ngkz

Y =: Zwkzk et 0 =: Zta,n;kzk. On a alors ¢ qui vérifie :
Z

Z
a® _ —p1 20 n
p(qz) = p(z) + 2 a(2)"
C1 &1
On a de plus
(Z My Z (Z tank zuz>
kEZ
d’ou )
.
tam,;k:—iui
Pk = ;) arcoqh — ¢
et donc de maniére similaire
iy tb,n;k’—iui

b=

= bheagt — ¢

De plus
[80(9(?]]{ = Qpltb,n;k—l
leZ
a,n;l—i-tbn;k—I
= > ( I ) i
ez im0 \ "C2q" — 1
et donc
n—1
tani—i-tonk—1  Tonsi—i-tank—1
en o en — a,mn; 9 Tly _ 310y 3 1ly ,u/
[0y — b1k ; [é( anceq — ¢ besg — 1 ¢
Notons

Kk,i L ta,n;l—i-tb,n;k—l tb,n;l—i-ta,n;k—l
a,bicr,cam T Z l -

7\ acd — b coqt — ¢
On a aussi [0 — 07|, = gg, dou pour k =0,...,n—1
n—1
i
gk = Z Ka,b;cl,CQ;nu’i'

=0

et on note alors
La,b;cl,cz;n(uoa <. 7un71> = (gk:)k = g
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Comme g n’est nulle que si u est nul (L réalise I'isomorphisme entre .# (¢ 211, cp2?)
1 . . e . . . /7
et Zpr(%cl_—lcmn, Acl_fczm)), Loy com : C* — C™ est linéaire inversible et on en dé-
duit que
-1 -1
® (g/) = Laeser,com © L

a,b;cy,coin (g) .

En résumé. On a construit un fibré vectoriel p : E — C* x C* muni des
trivialisations locales suivantes : pour tous a,b € C* tels que @ # b on définit la
carte (W pn, Rap) DAr

W 1= (rx 1) ({(1,6) € By x B2 £}

ot hap : P (Wapn) — Wapm X C™ est telle que pour d,e € C* tels que d # e,

_ . N . @(g
ha.oh,; envoie (¢, ca, g) € Wy N Wopm X C (011 g est vu comme la section en(éf)l
) 7 sy sV I g

. — —1 R

du faisceau ACIACM sur B, \ {—a, —b}) sur (c1, ¢2, Lacer com © L ey com(9) = 9')

®(g") : —
7o du faisceau A -1, , sur E, \ {—d, —e}) avec

€ GL,(C), soit :

(ou ¢’ est vu comme la section

-1
Ld:€§01 cez;n © La,b;cl ,com

Wa,b;n X (Cn ﬁ)pil(Wa,bﬂJ

lp
pri
Wa,b;n
et :
Wa,b;n N Wd,e;n x C" ﬁ)p_l(wa,b;n N Wd,e;n) T a,b;n N Wd,e;n x C"
pl
pri pri
Wabin M Wi en.

Ezemple 3.1.2. Dans le cas particulier ou g = 0,u0 = 1 (et donc n = 1) les u
appartiennent a C et les fonctions g € E, .1 peuvent s’écrire sous la forme \.04.,
avec A € C (on a alors A = gy dans le calcul précédent). On retrouve d’ailleurs la
base présentée dans la remarque On obtient alors simplement

, b’ a’
A=u>q¢" |—— S
“ ZC] Lzl(awgqZ —c1)  bi(beag — cl)]

i€Z
N _ 42 bz ai 0.0 ) .
LD ILR b i T i =K, 1, eten écrivant g = .00,
€L a (CI/CQq - Cl) b (bCQq - Cl) ;0,61 €2,
K;)’O )
e;c C93
on a 7y 1 %2 A
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3.1.3 Action(s) et fibré(s) quotient(s)

"Dilatation des coefficients" : action de ¢Z x ¢*

Nous avons donc construit un fibré dont l'espace total est 'union disjointe
des Z(c12M, cp2M?) avec ¢y, cy parcourant C*. Mais cette construction ne tient
pas compte des isomorphismes de modules purs : en effet deux modules purs
c12M @ cozt2 et 2" @ cyz#2 sont isomorphes sur K si (et seulement si) il existe
i,j € Z tels que ¢} = ¢'ci, ¢y = ¢’cy. Ces isomorphismes sur les modules purs,
réalisés par exemple par les transformations de jauge 2z @ 2/, induisent une action
de ¢” x g% sur notre fibré que nous allons détailler ici.

Regardons ce que cela donne du point de vue des matrices. Soient u € K};?
et i,j € Z. Alors l'action de (¢',¢’) par la transformation de jauge 2 @ 27 sur
M G A LA NV T -
( 0 622#2> nous donne ( 0 N el R (qui n’est pas de
la bonne forme - sous forme normale de Birkhoff-Guenther).
La matrice obtenue est dans la méme classe que Ay 4., pour v € K}? si et

seulement si I’équation
/

/
072 n . . V—Uu
Cllz Uq(f) f - 0/12“1

a une solution dans K. Or cette équation a une solution si et seulement si pour

tout qu,icflcQ racine n® de ¢? ¢y 'cy on ait

Byn(w'z7")(C k) = Ban (w2 ") (G 1)

qﬂﬂcl_ [ qJ*ZCI_ c2

ot By, est la transformée de g-Borel de degré n définie en [I.1.7, Un tel v € KJ?2
est alors uniquement déterminé.

Notons maintenant p; ;(u) laction de (¢’,¢’) sur u donnée par les isomor-
phismes ci-dessus. On passe alors a notre action sur le fibré dans une carte W, .,
de la maniére suivante :

(qiv qj)-(cla C2, Q) = (Q%Clv q]:C% La,b;qicl,qjcg;n O i (U,)) )
= (qlch q]627 La,b;qicl,qjCQ;n O pij© L;b;chc%n(g))'

Vérifions que cette action commute aux cartes, i.e. que le diagramme suivant
est commutatif :

ha,coh,

Wa,b;n N Wd,e;n x C" o Wa,b;n N Wd,e;n x C"
(qi,qj)¢ l(qi,qj)-
Wa,b;n N Wd,e;n x C" Wa,b;n N Wd,e;n x C".

-1
hd,eoha"b
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On pourra remarquer qu’au vu de la construction de nos cartes chacune est
invariante pour notre action : si (¢, ¢2,9) € Wopn x C* alors (¢',¢7).(c1,¢2,9) €
Wapm x C™. -

La commutation se vérifie facilement, en effet

(qi7 qj)' (hde © h;b(ch C2, g)) (q. q]) (Clv C2, Ld e;cr,c2in O La b;c1,c2; n(g))

= (q (1, q C2, Ld e;gic1,gican © Pig © Ld e;c1,c2;m Ld e;c,ca;n © La b;c1,c2; n(g))
— (q C1,q CZ>Ldeqc1,q302noplj Lallacl,cz, (2))
et
ha,c0 h;,llz((qiy qj)(cl, C2, Q)) = hge o h;i(qicl, ¢’ ca, Lapgici gicym © Piyj © La bic1,cain (9»
= (¢'c1, ¢’ 2, Laesgicy giesin © L;i;qicl,qjcg;n 0 Lo pbigicr,gicain © Pij © La,b;cl,cg;n(g))

= (qicla qj027 Ld,e;qicl,qjCQ;n O pij © L(;Il);ch(;%n(g))'

Comme la transformation de jauge z° @ 2/ nous donne bien un isomorphisme
(linéaire) entre les F (c12M, cp2"?) et les F(q'c12", ¢ ca2t2) le fibré p : E — C*
muni de 'action de ¢* x ¢% constitue bien un fibré équivariant.

Fibré quotient Nous pouvons créer un fibré quotient du fibré p par I'action de
q”xq%, i.e.un fibré p: E — E, x F, tel que le diagramme suivant soit cartésien :

TXT

.

p
C*XC*ﬁEqXEq

i.e. tel que E soit le tiré en arriere (pullback) de E par 7 x 7 (soit E = (7 x 7)*E).

Placons-nous sur un W, p.,. On peut définir le quotient
P Wapndle ~ (¢, ¢7).c = Wain X C) ey e5,9) ~ (¢, )-(c1, 2. g)

C’est un fibré au dessus de W, p., /,Z >< V& puisque en se placant au dessus d’un des
U; x U; trivialisant E, x E, (voir [L.4)) on a une bijection entre les classes [c1, ¢z, g
en prenant cp €EV;et ey € V et les (01,02, ) € U; x U; x C". Comme l'action de
g% x ¢* sur E est bien deﬁme (passe aux cartes) on peut recoller ces fibrés en un
fibré p: £ — E, x E, avec E = E/qZ x ¢* ou dans une carte (W) NU; X U;
on a p([er, ez, g]) = (€1, 7).

On a donc bien le diagramme commutatif :

TXTT

E
pl @) J{p
axw 9 X

£,
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reste & prouver qu’il est cartésien, i.e. que E ~ (m X m)*E. Or (7 x 7)*E est
isomorphe dans une carte W 4., a

Ea,b;n = {(C/l, Ch, [Cla 0279]) € Wapin X 15_1(77 X W(Wa,b;n))‘?{s = C?}

={(¢"c1,dca,[c1, c2,9]) € Wapn x pH((m X ) (Woapn)) }
On définit alors les applications

pil(Wa,b;n) — Ea,b;n
(c1,¢2,9) = (c1,¢2,[c1,02,4])

et B
Ea,b;n — pil(Wa,b;n)

(i, e, [er,e0,9)) = (d'er,de2, (', ¢7)-9)
qui sont bien réciproques I'une de l'autre.

Ezxemple 3.1.3. Revenons au cas p; = 0, us = 1. Soient ¢y,¢c0 € C*,u € C,i, 5 € Z.

Alors T'action de (q¢',¢’) sur 001 01:2 par l'isomorphisme z* @ 2/ nous donne
gicy D82 (%)H U o offet om a -
0 ¢ oz ’

¢z 0 cu = 0\ _ (da ¢Zu) (4 W
0 ¢27) " \0 cz) \0 &)\ 0 gz ) "\0 dz)°

La matrice ci-dessus est dans la méme classe que Acrl w SL et seulement si
I’équation

/ !/
Cy o vV—1Uu
azaq(f> - f - C&Z“l

a une solution dans K, i.e. si et seulement si on a

ce qui nous donne

((—3)+8i-3)/2 <01>” "

v =q
Co

De tout cela on en déduit I'action dans une carte (W 4.1, hap) :

(qu q‘7>‘(cl7 Ca, )\> - (qzcla qjCQ7 q((Z_J)2+3z_j)/2- (1> a.biq cLaieril )\) .
C2 Ka,b;cl,cg;l
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Action des automorphismes du gradué

Un probléeme survient cependant dans la construction de ce fibré quotient :
elle est totalement dépendante du choix de la transformation de jauge réalisant
I'isomorphisme entre modules gradués. En effet choisir pour k,l € C* la transfor-
mation (kz)'@® (Iz)? donne une action différente qui donnera donc un fibré quotient
différent, et surtout non isomorphe au premier (apparition de pdles dans les iso-
morphismes).

Exemple 3.1.4. Dans le cadre habituel y; = 0, o = 1 nous allons de plus restreindre
la base a {1} x C*, i.e. ne regarder que les espaces .Z(1,cz). Les familles de
transformations de jauge réalisant nos isomorphismes sont les itérées de 1® kz qui
nous donnent bien pour chaque famille un fibré équivariant noté p; : £, — C*
qui se quotiente tout aussi bien. Un isomorphisme de fibrés quotients se trouve en
construisant un isomorphisme de fibré équivariant ., : By — E) pour k,l € C*,
i.e. tel que xki(pL(e)) = pi(Xri(e)) ol pi(e) est Paction de g sur e dans Ej.

Demander quun tel Yy, soit un isomorphisme de fibrés c’est demander a ce
qu'’il laisse les fibres invariantes, i.e. on veut dans une carte W, ;.1 avoir xj(c, A) =
(¢, Xki(c, A)), et comme ce doit étre un isomorphisme de fibrés vectoriels, Yy, doit
étre linéaire, i.e. Xxi(c, \) = (¢, xx1(c).N).

Or dans une carte We . :

) ' - S K, pigic:
Xei(pr(c,N) = Xk,l(qlgql(Z D/ (k) Kbchll)\)

= (g, xkalgic).g I (¢ ) #A)

et
pi(Xra(c; X)) = pile; xra(c)-A) B
= (q¢'c, xxi(c).q"~V/2 (%) —abaed )y

a,b;c;1

Xk, doit donc vérifier
. E\°
Xki(q'c) = (l) Xk (C)-

Or les fonctions méromorphes sur C* vérifiant cette équation proviennent des
g-caracteres eqp/ = % qui ont pour poles la g-spirale [—%; q] et pour zéros la
g-spirale [—1; ¢| : ils ne forment donc pas des isomorphismes pour nos fibrés équi-
variants (sauf dans le cas exceptionnel ou % E q”).

Ce qui apparait ici est une autre action que la précédente, réalisée par les trans-
formations associées aux automorphismes du gradué. En effet les transformations

. kE 0 : . : . o fazr 0
de jauge € Gly(C) laissent invariantes les matrices scindées :
0 ! 0 CozH2



3.1. Fibration des .7 (c,2", c9212) 67

Un élément A, .,., est envoyé par une telle transformation sur A .- Ceci per-

k
C1,C2, 7T
met donc de définir une action de Aut(c;2) x Aut(ce2#?) ~ C* x C* sur E comme

suit (dans une carte Wy p.,,) :

k

(k,1).(c1,¢2,9) == (1, Ca, jg)

Il est assez évident de voir que

(k’, l)‘(hd,e o h;é(Cl, Cg,g)) = hd,e 9] h;ll)((k, l).(Cl, Cg,g)

i.e. que 'action passe au changement de cartes.

Cette action, contrairement a la précédente, n’agit pas sur la base du fibré
(en en faisant un fibré équivariant) mais directement sur les fibres. De plus le fait
que les matrices z' @ 27 et k @ | commutent nous assurent que les actions restent
compatibles entre elles, i.e. que

(qi?qj)' ((kvl)'<clﬂ CQ?Q)) = (k, l) ((qivqj)'<cl7627g>) .

Elle est donc toujours définie sur le quotient E et est donnée par, dans une carte
W(me;n) N Uz X Uj :
k
(kal)-[ChCng] = [017027 jg]

Fibré quotient. On peut se demander a quoi ressemblerait le fibré quotient de
notre fibré par cette action - et par les deux actions - s’il existe. Tout d’abord
regardons & quoi ressemble le quotient d’'une fibre. C’est le but du chapitre [, et
ce que nous allons écrire ici n’est qu’'une reprise de 'exemple [£.1.7]

L’action d’'un (k,l) € (C*)? revient a action d'un A € C* par (k,1) — & := \.

p2—1

On regarde donc Daction de C* sur Y Cz’ ~ A"(C) par multiplication a gauche.

l=p1
C’est, mis a part le 0 toujours présent, ’action classique consistant a identifier les

droites vectorielles en des points. On obtient donc un espace qui ressemble a un
P"~1(C) a qui I'on a rajouté un 0 présent dans 'adhérence de chaque orbite. Ceci
n'est clairement pas une variété (comme dit en [£.1.7)).

Comme cette action passe aux cartes on obtient bien un fibré quotient dont les
fibres sont isomorphes & ce P"~(C) U {0} (ce n’est donc plus un fibré vectoriel !),
et en quotientant aussi par 'action de dilatation des coefficients on obtient un
fibré p' : £ — E, x E, localement isomorphe sur un ouvert (W .,) NU; x U; &
(7 (Wapn) N Us x Uy) x (B=1(C) L{0}).
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Exemple 3.1.5. Le cas 1 = 0, uo = 1 est un cas complétement trivial : le quotient
de F(c1,cpz) par (C*)? donne un espace composé de deux points, la classe de 0
et celle de ’ensemble des éléments non nuls. Passer au quotient dans ce cas précis
fait perdre toute I'information.

Ce que cette action nous rappelle c’est que, bien que nous ayons étudié ’espace
des classes isoformelles, i.e. a gradué fixé et avec des transformations qui laissent
invariant ce gradué, il en existe qui peuvent le changer et donc, dans une étude
globale de toutes les transformations possibles pour un systeme, plusieurs Stokes
peuvent étre associés a un méme systeme.

3.2 Cas de deux modules de rangs arbitraires
fixés

Nous allons dans cette partie généraliser les résultats précédents aux cas ou les
modules purs ne sont plus forcément de rang 1. Si pour la création du fibré cela ne
change que certains calculs et rien a la philosophie du tout, I'ajout d’une action
est elle différente dans la prazis par 'ajout d’'un nouveau type de transformations
de jauge réalisant des isomorphismes de gradué et surtout va nous renseigner sur
le sens profond que revétent ces actions.

3.2.1 Généralisation du contexte et des Stokes

Soient g < pe € Z et r1,r9 € N*. Nous allons cette fois nous intéresser a
I'espace vectoriel des classes analytiques isoformelles .7 (C}2z#1, Cyz#2) pour C) €
Gl,,(C),Cy € GL,,(C) dont les éléments peuvent étre représentés par des matrices
de la forme

A L C’lz’“ U
Cr,0zU - 0 OQZMQ

avec U € M,,,,(K}?). C’est un espace vectoriel de dimension riron avec n =
M2 — M-

Coté descriptions cohomologiques : notons Ac, ¢, le faisceau sur £, des so-
lutions (méromorphes sur C*) de I'équation z"Cy'o,(F)Cy = F. Notons de plus

Yo0om = {a € Ela™ = M3, N\ € SpecCy} et %o, cym le Tecouvrement par
les U, = E, \ {—a} pour a € E, \ X¢, cym- Si My est le module pur associé a
Acy 0y:0 alors Aoy cpm = A M), Xey.com = 2(Mo) et %y cym = X, pour les no-
tations de[L.4] On a alors nos espaces H' (%, coim, Ay com) €t H' (Eq, Acy coin) ~
ﬁ(C’lz’“, 022“2).

Passons aux cocycles privilégiés. Pour tout U € M,, ,,(KL?) et tout a € E \
Ycy.Com il existe une unique matrice FU' de fonctions méromorphes sur C* solution
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de 2"Ciloy(F)Cy — F = z7MC7'U telle que divg, (FY) > —n[—a]. On définit
alors pour «, 8 € E; \ X¢y com

Fg/j = Fg — F/g € Acl,Cz;n(Ua N Ug)

telle que divg, (F3) > —n[—a] —n[—3]. On note alors Z} (%, coim> Moy o) Ven-
semble des cocycles privilégiés (Fis)a,s pour U parcourant M, ,,(K%2). Il est en

«
bijection avec .F(Cz1, CyzH2). La structure d’espace vectoriel induite par cette

bijection est la structure naturelle déduite de celle de M,, ,.,(.#Z (C*)).
Encore une fois la projection

1 !
Zpr(%CLC%n’ A01702§") — ECY,B;CLCQ?"I

est un isomorphisme pour «, 8 € E, \ ¢, ¢y OU

E, 5.01.Cpm = {F méromorphe sur C*| 2"Cy'o,(F)Cy = F,
divg, (F) > —n[—a] — n[—ﬁ]}.

Nous cherchons donc a déterminer les F' € M, ,.,(.#(C*)) vérifiant o ,(F) =
2 MCLFCy ! telles que divg, F > —n[—a] — n[—/3] sous une forme explicite en
prenant a, b tels que @ = a, b = 3. Cherchons F sous la forme
1

F =
ooy

avec G holomorphe sur C*. G vérifie alors

0,(G) = ——C,GCy!

anb™

. . . / ,
ce qui nous donne un isomorphisme entre £, 5.0, ¢,.,, et U'espace

* 1 —
Ea,b;C’l,C2;n = {G S Mrl,m(ﬁ((c ))‘UQ(G) = arbn ZnClGCQ 1}'

Prenons alors G = Y .cz Gpzk € Eqp.00.00m 5 'équation fonctionnelle nous

donne alors )
quk = anbnchk_nCQ_l
Choisir un tel G revient donc a choisir Gy, ..., G,—1 € M,, ,,(C) et on a donc bien
un espace de dimension 1791 et un isomorphisme
P : (Mrw“z o)y — Eap.cycom

Q:<G0,...,Gn,1) — G
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3.2.2 Construction du fibré

Posant iy, pig, 71,72, nous allons maintenant construire le fibré p : £ —
GL,, (C) x GL,,(C) de fibre E,pcy com = F(Cr2M,Cozt?) en (C1,Cy), et ceci
de maniere tres similaire a ce qui a été fait précédemment.

Définissons tout d’abord pour a,b € C*, @ # b

W;,lb;:f = {(017 02) S GLT1 (C> X GLT2 (C)W’E ¢ ECl,CQ;TL}'
Ces ouverts forment un recouvrement de GL, (C) x GL,,(C). Nous voulons re-
garder un élément de p~'(W,}?) comme un n + 2-uplet (C1,Cy, G) € Wi? x
M,, ,(C)™ associé au Stokes z--®(G). Nous avons donc notre isomorphisme de
a%
trivialisation

hap 1 D~ (W) == Wi X My, 4, (C)™.

a,b;n a,b;n

Définissons maintenant les changements de cartes hg, o h;ll, Soit (C1,Cy, G) €

71,72 71,72 n : : : o 1 :
W hm NWyii? X M, ,,(C)", on lui associe la fonction Fg := egechG) qui est
associée a un cocycle privilégié (Foz)as; on prend ensuite le projeté Fy = 97}9” G’
dYe

ce qui nous donne un élément (Cy,Cy, ®71(G’)) dans la seconde carte. Reste a
vérifier que c’est bien un changement de cartes.

F s'écrit sous la forme Fgz — F; = e%go — %Qﬁ Il existe un unique U =
. @ b
o Uizt e My, ., (KE2) tel que Fy et Fy vérifient 2"Cilog(F)Cy — F =

2 CTU. @ vérifie alors
a" Lot o-1(p(z)) = 0 + 27 CTIUG,
ol Lyy(X)=UXV~! ce qui se traduit par
n—1
(a”qkﬁcl_lc;l — Id) P = C;l Z ta,n;kfiUi-
=0
Or (a“qkﬁcfl,cgl — Id) Yp = (a“quflgok — g0k02_1> Cy donc a”qkﬁcfl’cf — Id

est inversible si et seulement si X — a"¢*C'X — XCy ' est inversible, i.e. si et

seulement si (lemme ) a™ # MMyt pour A, € SpecCy, ce qui est assuré par
la définition de X¢, .. Donc

n—1
Pr = (anquofl,cgl - ]d)_l (Cfl Z ta,n;k—iUi> .

On en déduit alors

n—1

[90617)1]16 = Z Zta,n;lfitb,n;kfl (anqlgcl—l,cz—l — Id)il (CflUZ)

=0 l€Z
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et donc, notant

Kt];:lf;Cth;n = Z [(ta7n;l,itb7n;k,l)(a"qlﬁcl_l’az_l — Id)il
leZ

~(tt-itanp—1) ("¢ Lo o1 — 1) O
on obtient pour £ =0,...,n—1
n—1
n n ki
[(peb - @Z}ea}k = Z Ka,b;Cl,C’g;nUi
i=0
d’ou .
ki
Gr = Z Ka,b;cl,CQ;nUi
i=0

et on note alors
La,b;C’l,Cg;n<U07 ey Unfl) = (Gk>k = Q
Comme encore une fois GG n’est nulle que si U est nul on en déduit que
Lop.cy com : Myy 7y (C)" — M, 1, (C)™ est inversible et

Q)*l(GI) = Ld,e;Cl,CQ;n © LCT,});C&,CQ;TL(£)'
En résumé. On a créé un fibré vectoriel p : E — GL, (C) x GL,,(C) muni

des trivialisations locales suivantes : pour tous a,b € C* tels que @ # b on définit
la carte (W, "2 h,y) par

abin >
W2 :={(C1,Cs) € GL,,(C) x GL,,(C)[a,b ¢ X¢, coim}
ol hgyp @ p H(Wi2) — WY X M, ,.,(C)™ est telle que, pour d,e € C* tels
que d # e, hdﬁ’(; P envoie (C1,Cr,G) € Wyl n Wiii? x My, ., (C)" (o
G est vu comme la section 9;9?@(@) du faisceau Ag, o, sur E, \ {—a,—b})
sur (Cy, Cy, Lae.cy.com © L;é;chc%n(g) =: G') (ou G’ est vu comme la section

1
on o

®(G’) du faisceau A¢, c,n sur E; \ {—d,=e}) avec Lie.cy Com © L;,l).c1 Com €
b 39y 5 3
GL,,(M,, ,(C)), soit

Wi % Moy r(©)" <= (W)

a,b;n ot a,b;n
&
pri
71,72
Wa,b;n
71,72 O 71,72 T1,r2 .
et en notant U,y /.., == Wy, N Wy .0
71,72 n _~ —1 71,72 ~ 71,72 n
Ua,bd,e;n X M7"177"2 ((C> 3 p (Ua,b,d,e;n) hy ’ Ua,b,d,e;n X M”‘177‘2 (C)
a, e
&
pri pri

71,72
a,b,d,e;n*
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3.2.3 Actions et quotient

Nous allons a nouveau tenter de poser une action sur notre fibré qui décou-
lera des isomorphismes de gradués; c’est-a-dire que pour chaque couple d’isomor-
phismes de modules purs (& pentes entieres) (f; : Ciz# — ClzM);—1 2 nous en
déduirons un morphisme (f; & fa). @ F(C12M, Cyzt?) — F(ClzM, ChzH?) que
nous tenterons de généraliser a E tout entier.

Soit P un module pur de pente p € Z de rang r; on peut lui associer la matrice
Cz* pour un C € GL,(C). De plus une telle matrice peut étre choisie de maniere
a ce que toutes les valeurs propres de C' soient dans la couronne fondamentale
C, = {2z € C|1 <|z| < |q|} et elle est alors unique a conjugaison (dans GI,.(C))
pres (voir . Ceci nous montre qu’il y a trois "types" d’isomorphismes que nous
pouvons utiliser :

1. Tout d’abord ce qui était appelé précédemment les "dilatations de coeffi-
cients" : les isomorphismes qui dilatent les valeurs propres A de C dans les
g-spirales \g”.

2. Ensuite les conjugaisons des matrices C'; ceci n’a pas d’équivalent dans le
cas précédent puisque les classes de conjugaison de C* sont réduites a un
élément.

3. Enfin les automorphismes de modules purs (i.e les conjugaisons laissant la
matrice invariante, soit les commutants).

Les deux premiers types d’isomorphismes induisent une bijection entre les espaces
de classe associés; ce seront nos actions "agissant sur la base" qui nous donneront
un fibré équivariant. Le troisieme "agit sur la fibre" puisqu’il identifie entre elles
des classes différentes d'un méme 7 (Py, P»).

Un probleme qui apparait alors est que le calcul des transformations de jauge
associées a de tels isomorphismes dépend fortement du module pur choisi; il de-
vient donc difficile dans le cas ot un r; > 1 de choisir une transformation de jauge
qui réalisera un isomorphisme pour toutes les matrices Cz*' @ Cy2#2. Nous devons
donc trouver un sous-ensemble "générique" de GL,, (C) x GL,,(C) tel que tous les
isomorphismes dilatant les valeurs propres, toutes les conjugaisons et tous les au-
tomorphismes aient respectivement la méme forme. Un bon candidat est D,, x D,,
ou pour r € N*

D, := {D € GL,(C)|D = diag(\1, ..., \), N\ # N; Vi # j}

En effet prenons une matrice D € D,. Dilater une valeur propre revient ici juste
a multiplier par un ¢*, k € Z un des éléments de la diagonale. Pour réaliser ceci il
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suffit d’utiliser comme transformations les matrices de cisaillement de la forme

1

1

pour 1 < ¢ < r, ou le z est sur la ieme ligne : c’est la matrice qui va envoyer la
teme valeur propre \; de D sur g);. L’ensemble des telles transformations seront
donc données par les produits

Sir

ot j = (j1,-,js) EZ".

L’ensemble de ces matrices forme un sous-groupe commutatif de Gl,.(K) iso-
morphe a (¢%)" (que I'on peut donc voir comme une représentation matricielle sur
K de (7)),

Les conjugaisons (ne laissant pas la matrice invariante - identité mise a part)
sont quant a elles réduites aux permutations de valeurs propres sur les matrices
diagonales. Le seul probleme qui aurait pu se poser est s’il y avait deux valeurs
propres identiques, mais ceci est réglé méme apres action du (¢Z)" grace a 'hypo-
these de non résonance forte (A\; # ;). Les transformations associées seront les
matrices de permutations engendrées par les P;; = (pk, )k ol

{1 sik=1#ijouk=jl=iounk=idl=j
Pkl = .
0 sinon.

Ces matrices forment un sous-groupe non commutatif isomorphe au groupe
symétrique S, (c’est donc encore une fois une représentation matricielle de S,.).
On notera P, la matrice associée a une permutation o.

Enfin les automorphismes de modules purs sont donnés par les commutants
de Dy, soit les matrices diagonales & coefficients dans C* (encore une fois la non
résonance des valeurs propres intervient ici, a la fois pour avoir des commutants
simples et identiques pour chaque matrice de la base). C’est donc une représenta-
tion matricielle de (C*)", et on notera Ky, . ou K} la matrice diagonale dont les
valeurs propres sont les k;, avec k = (ky, ..., k;).
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On peut noter une certaine commutation entre les différentes matrices préci-
tées :

2. S;FP, = PUSU@
3. KpPy = Po Ky

Notons alors (¢%)" x S, x (C*)" le groupe (multiplicatif) dont 1’ensemble sous-
jacent est (¢%)" x S, x (C*)" et dont la loi est donnée par

(¢4, 0,k).(¢, 0, 1) = ("D, g 00 k.o (1))

ou l'addition et la multiplication des multi-indices sont I’addition et la multiplica-
tion terme a terme.
On a donc une représentation de groupe

(%) xS, x (C*) — GL.(K)
(¢4, 0,k) — Ki.P,. i

qui de plus est fidele.

Notons alors G, 'image de cette représentation, G? le sous-groupe de G, image
de (¢%)" xS, x{1}" (groupe "agissant sur la base') et GY le sous-groupe de G, image
de {¢°}" x {id} x (C*)" (groupe "agissant sur la fibre'). On a G, = G2.GI = G/.G®.
Comme chacune des représentations associées est fidele, nous confondrons souvent
le groupe de base et son image, tout comme chacune des actions engendrées.

Action sur la base

Nous étudierons donc désormais le fibré p, : £} — I,; x ID,,, qui est notre fibré
restreint a D,, x D,,.

Quotient de la base. La base de notre fibré vectoriel restreint est donc D,, xD,,
et nous avons donc dessus une action de G,, x G,,. Regardons l'effet de I'action
sur notre base et le quotient qui en découle.

Le groupe (C*)" symbolisant les automorphismes des fibrés, i.e. les commu-
tants des matrices de D,,, n’a aucun effet sur la base (les actions sont triviales);
il n’agira que sur les fibres (en les réduisant) : nous n’avons donc a étudier que
Paction de G% x G?_.

L’action de (¢%)" est I'équivalent des actions de ¢Z précédentes : elle dilate les
valeurs propres par multiplication par des ¢'. Le quotient des D,, par cette action
donne les

DW(‘EQ) = {D € GLM(Eq)|D = dZ'CLg(Oél, s ,Oé,«), Q; 7£ Qj Vi ;é .]}
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groupe des matrices diagonales de taille r; de E, a valeurs propres de multiplicité
1 et isomorphe a Eji \ A ot A est I'ensemble des r-uplets ayant deux éléments
identiques (on obtient ’espace des configurations de r; points ordonnés).

Enfin I'action de S,, impose une commutativité entre les différentes valeurs
propres : peut importe 1'ordre dans lequel on les prend. Notre quotient est donc
'espace des configurations de r; points (non ordonnés) de E,, soit C,, E,, que I'on
peut voir comme ’ensemble des sous-ensembles de E,; a exactement 7; éléments.

Le quotient total de la base est donc C,, E, x C,, E,. Notons 7’ : D,, x D,,, —»
Cy, E, x C,,E, la projection canonique.

Action au dessus : partie "agissant sur la base". Regardons maintenant
'action sur le fibré : tout d’abord l'action des groupes (¢Z)™ x (¢%)™ et S,, X S,,,
soit les groupes agissant sur la base et identifiant les fibres entre elles (et nous
permettant de garder des fibres isomorphes a M,, ,,(C)").
D" U
0 DozH2
donc donnée par transformation de jauge par la matrice S; & S, ce qui nous donne

Dll,Z'U‘l O'q<S£)US,l = U,
0 D))z

L’action de (¢, ¢2) € (¢%)™ x (¢%)™ sur ) avec D; € D,, est

ot si Dy = diag(\y, ..., N\, ) alors D} = diag(q"* My, ...,¢"1\,) (et de méme pour
D). Un élément uy; de U devient alors g’ z" Jluy ;. 11 existe alors un unique
V€ M,, ,,(K!?) tel que la matrice ci-dessus soit équivalente a Ap; py.v. Notons
V= pi;(U).

Dans une carte W, "

(quql) (D1>D27Q)
= (D1, D3, Layipy,pyim © pi5(U))
= (‘Di7 ‘Dé7 La7b§D/1:D/2§n © IOZ,l © L;Zl);Dl,Dg;n(Q))‘

La commutation aux cartes se vérifie de la maniére habituelle.

notre action se traduit alors par

L’action de (P,Q) € S,, X S,, (dans le sens ou P et () sont deux matrices
de permutations quelconques) sur Ap, p,.y est donc donnée par conjugaison de la
matrice P & (), ce qui nous donne

Dy PUQ™
0 D22M2

ou, en notant op la permutation associée a P et o celle associée a (), on note D; la

matrice dont la diagonale est donnée par (Asp(1), .-, Aop(ry)) €t de méme pour 52.
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Alors U = (ug)x, devient par cet isomorphisme U’ := PUQ™" = (uy (1), ookl €
M, ,(K!?) (comme c’est une conjugaison constante on ne sort pas de K}2). No-
U).

! .
tons U' =: p;, 5. (
Dans une carte

71,72

b TOtre action se traduit alors par

_ S
(UP, UQ)'(Dh DQvg) - (Dla D27 La7b;51752;n © pcrp,aQ(U))

= (Db D27 La,b;DN1,52;n © pgp,O'Q © L(;,Ily;Dl,Dg;n(Q))'

Rappelons que

Lab;Dy,Dain( (Z 0Dy, Dain )
k=0,....,n—1

20ty

avec o
K tpypsn = Siez [(tami-itomn-)(@"q' Ly por = Id)~)
— (tb,n;l—ita,n;k:—l)(bnqlLDI*l’D;l — Id)_l} Dl_l.

Comme ISIP = PD; et DVQQ = QD et (AB = BA) = (AB™' = B 'A) on en
déduit que :
Lo~ = (PUQA) = P-La,b;Dl,Dz;n([])6271

a,b;D1,Da;n
et donc L
(0p,0Q)(D1, Da,G) = (D1, D2, PGQ™).
L’action totale du groupe agissant sur la base ((qZ)”l X Sﬁ) X ((qZ)”2 X Srz) ~
G? x GP, est alors donnée par

((qi, O'P)7 (ql, O'Q))-(Dl, DQ,Q) - (Dlla D/2a L ~ opfp,aQ opgioL;,ll);DhDQ;n(Q))‘

U /.
a,b;D1,D5in

Comme les transformations de jauge associées forment des isomorphismes entre
les espaces de classes associés cette action identifie linéairement les fibres entre
elles : notre fibré py muni de Paction de G, x G, est bien un fibré équivariant.

Quotient du fibré par ’action partielle. Construisons désormais un fibré
quotient partiel p) : B — C,, Ey x C,,E, qui sera le fibré quotient de p : £} —
D,, x D,, par Gfil X GfﬁQ et tel que le diagramme suivant soit cartésien :

E‘J z E|

2

Dy, x Dy, —> Cp, Ey x C, B,
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i.e. tel que E| = (7')*E) soit le tiré en arriere de E| par 7'.
Plagons-nous sur un W, 7. On peut définir le quotient

7'1:7'2

P 4 Wi )e ~ (¢, ¢%).e
= (ngb:zz X Mn,rz(@>n)/(D1, Do, G) ~ (¢, op, ¢, 0g)- (D1, Dy, G)-

atin IGE X GP

En effet une trivialisation de C, E, peut etre donnée par les U, x --- x U, /Sr
pour ¢; € {1;2} qui sont des ouverts pour la topologie quotient de C, E, >~ (E} \
A)/ S, Au dessus d’un de ces ouverts chaque classe du quotient posseéde un unique
représentant (Dy, Do, G) ou Dy = diag(Ay, ..., Ny, Xiyy -+ -, Ary) €5t telle que

C’est un fibré au dessus de (W,

les A1, ..., \;, soient des éléments de V] \ V5 rangés dans un ordre total donné de
C*, les Aj 41, - - -, A, soient des éléments de V5 \ V] rangés dans le méme ordre et
qu’enfin les A\;, 41, ..., A, soient des éléments de V3 NV, rangés dans 'ordre donné;

on fait de méme pour Ds.

Comme I'action de G2, x G?, sur Ej est bien définie (passe aux cartes) on peut
recoller ces fibrés en un fibré p) : E’| — C, By x C,,E, avec E| =k /Gg1 x GP
ou dans une carte m(W, ") N U, x -+ x Uy, . /ST1 x G, ona p/([D1, D, G) =

(Dl, D2).
On a donc bien le diagramme commutatif :

o

E| il EI

pl o lﬁ

D,, xD,, — CyE, x Cp,Ey,

reste & prouver quil est cartésien, i.e. que E| ~ (7')*E). Or (n')*E) est isomorphe
dans une carte W, a

By = {(Df, D5, [Dy, Dy, (Gi)il) € Wo? > by (@' (Wehih))

lprs o w'(D7, D3) = prs o '(Dy, Da)}
= {((qZ,O'p).Dl,(ql,O'Q>.D2,[D1,D2,Q]> € WT17T2 ( (ngl;rrf))}
On définit alors les applications
pr Waht) — Elapn
(D1,D2,G) +— (D1, Ds,[D1, Dy, (G;)i])
et
| | B — OV -
((ql7 UP)'Dla (ql’ UQ)-D27 [Dla D27Q]) — ((q ) UP)'Dla (ql7 UQ)-D2? (q% op, ql’ UQ)Q)

qui sont bien réciproques I'une de l'autre.
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Action sur les fibres

Le groupe des automorphismes de I'espace D121 & Dy2#2 des classes formelles
DyzM @ DozH2 est isomorphe a (C*)" 772 : ¢’est un groupe de matrices diagonales
de tailles 7 4+ 79 a coeflicients dans C*. Il agit donc sur les fibres % (D 2", DyzH2)
de la maniere suivante : un élément Kj @ Kj agit sur Ap, p,.v en l'envoyant
sur ADl,Dz;K,;UKlfl' La matrice U = (ujj)i; € M, ,(K/?) sera donc envoyée sur
(Fuiz)ig-

Regardons ce que donne cette action sur les Stokes : soient D; € D,, et Dy € D,.,
et soient a,b € C* tels que @,b & Xp, p,.n- Prenons un élément U = > Uzt +t1 €
M,, »,(K"?) et associons-lui le Stokes engendré par G = Lgp.p,,p,:n(U). On peut

)
p1
alors définir 'action sur les Stokes :

<E7D'(D17D27Q) - (DlvD?vLa,b;Dl,Dz; (Kk abD1 Do n(G) KL_I))

Comme D;K; = KyDy, Lyt o1 KUy = KiLp o o Us et (AB = BA) =
(AB™' = B7'A) on en déduit que

(k,0).(Dy, D3, G) = (D1, Dy, Kin. G.K[ ).

Les relations de commutation entre les K, P, et S; nous assurent que cette
action passe au quotient, i.e. est toujours définie sur E et est donc donnée dans
une carte T(W,y2) N U, x - x Us, /ST1 x S, par

(k,01).[D1, Dy, G] = [Dy, Dy, K. G. K[ '),

3.3 Cas de deux modules a pentes arbitraires

Nous allons tenter d’adapter ce qui vient d’étre fait dans le cadre de pentes
non entieres - plus particulierement dans le cas de deux pentes arbitraires. Nous
utiliserons pour cela le travail de Bugeaud dans [Bugl2] dont nous reparlerons en

B.Il

3.3.1 Mise en place du contexte

Bugeaud a montré en utilisant les isomorphismes .% ( Py, Py) ~ Ext(P,, P;) pour
Py, P, modules purs isoclines et Ext(P, P, @ P]) ~ Ext(P», P1) ® Ext(Ps, P|),
Ext(P,, Py) ~ Ext(1, Py ® P;) que 'on pouvait pour étudier les espaces .7 (P, P5)
se ramener a 'étude des . (P, 1) ou P est un module pur isocline indécomposable.
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Pour ¢ € C*,n € Z*,d € N* on définit la matrice compagnon de taille d x d
comme suit :

0 1 0
En,d,cr =
1
oz" 0
Notons de plus
1 1 0
U, = T | eGL.(C)
o
0 1

le bloc de Jordan unipotent de taille r.

Les résultats de van der Put et Reversat dans [vdPRO7] interprétés (et redé-
montrés) matriciellement par Bugeaud nous permettent de dire que tout mo-
dule pur isocline indécomposable admet une représentation matricielle de la forme
Co = E_, 40 ® U, ou n,d sont premiers entre eux, dr est le rang du module,
p =% est la pente du module et

En,d,a En,d,a 0
En,d,a X Ur =
En,d,o
0 En,d,a

Un élément de .#(C,, 1) peut étre représenté matriciellement (de maniére non
unique contrairement au cas des pentes entieres!) sous la forme

c, W
AW“(O 1)

n—1 dr

avec W € <Z Cz£> . L’ensemble des telles matrices forme un espace vectoriel de
=0

dimension drn tandis que . (C,, 1) est de dimension dr(0— =*) = rn. On rappelle

(Voiret que .Z# (Cy, 1) peut étre vu comme 'espace des telles matrices A, w

quotienté par les transformations de jauge tangentes a l'identité F' € &(K).

Coté descriptions cohomologiques : notons A, le faisceau sur E, des solutions
méromorphes sur C* de o, F' = C,F. Notons de plus ¥, := {a € Eala” =7} ou
0 est la classe de o dans E . Définissons pr : E,« — F, la surjection qui envoie @
sur @ et %, le recouvrement de E, par les U, = E,\ pr({—a}) avec a € Ea \ ¥,.
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On a alors un isomorphisme .%# (C,, 1) ~ H'(E,, A,) donné par le théoréme 3.6 de
[Bugi?] et réalisé¢ a partir de #(C,,1) — H (%, \,).

Passons aux cocycles privilégiés. Pour tout W € (K, ”)dr et tout @ € Fya\ X, il
existe un unique vecteur de fonctions méromorphes F W — = (fi)i=1....ar solution de
Clog(F)— F = C;'W tel que le vecteur F) (fde)k:o,m,T_l soit & coefficients
méromorphes sur C* avec divg , FY. > —n[—aq '] ([Bugl2, prop 3.8], reprise au
théoréme avec changement sur la position des poles). On définit alors pour
a, e Eqd \ Yo

EFYy=F) — Fy € A, (U, NU})

et F; ; de la méme maniére qu’au dessus tels que dlvKd(Faﬁ ) > —n[—aqg ] —

n[—Bq~""']. On note alors Z),.(%,, A,) I'ensemble des cocycles privilégiés (F;)a,s
pour W parcourant (K)%. Cet ensemble est en bijection avec .#(C,, 1), i.e. si
on note [A,w| la classe de A, w dans .Z(C,,1) alors si [A,w] = [A,w’] on a
(FX¥)as = (F2%)as (cela est décrit dans la preuve du théoréme 3.6 de [Bugl2]).
Ainsi quand les pentes ne sont pas entieres I'avantage de I'utilisation des Stokes
comme coordonnées plutot que les matrices en forme normale se voit immédiate-
ment, puisque nous n’avons alors de correspondance bijective qu’avec les premiers.

Nous cherchons donc & donner les F' = (f;); € (#(C*))¥ vérifiant o,(F) =

CoF' tels que divg , I} > —n[—aq " — n[-B¢ ", ot F; = (fiyxa)r, SOUs une

forme explicite en prenant a,b tels que @ = a,b = /3. Pour cela on peut voir en
utilisant le travail de Bugeaud ou en reprenant la preuve donnée du théoreme
qu’il suffit de trouver explicitement F; pour en déduire F. Or F} vérifie z”agFl =
oU2F; (voir pour cela la preuve du théoréme 5.1.3)) et divg , F1 > —n|—a]—n[-p4].
On cherche I sous la forme

1
F=—10aC
L B aB,0s

avec G holomorphe sur C*. G vérifie alors

od(G) = UdG.

nbn
Notons E, ., 'ensemble des G holomorphes sur C* vérifiant cette équation.

Prenons alors G = Yo7 Gir2* € E, 4.0 ; 'équation fonctionnelle nous donne
alors

¢"Gr = b Ude n-
Choisir un tel G revient donc a choisir Gy, ...,G,_1 € C" et on a bien un espace
de dimension nr et un isomorphisme
) (C) — Eupo
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3.3.2 Construction du fibré

Posant 1 = —* € Qo et 7 € N* nous allons maintenant construire le fibré p :
E — C* de fibre E, 4, ~ F#(C,,1) au dessus de o de maniére sempiternellement
similaire a ce qui a été fait avant.

Définissons tout d’abord pour a,b € C*, @ # b
Wy = {0 € C*[@,b ¢ Sy}

Ces ouverts forment un recouvrement de C*. Nous voulons regarder un élément
de p~'(W,,) comme un n + l-uplet (6,G) € W, x (C")™ associé au Stokes

W(I)(Q) ce qui nous donne notre isomorphisme de trivialisation
q=,a q

h : p_l(Wa7b) ;> me X ((Cr)n

Définissons maintenant les changements de cartes hqy o hy,. Soit (0,G) €

WasNWer iy x (C7)", on lui associe le vecteur de fonctions F= = WCI)(Q) lui-
q~,a q

meéme associé a un F = ¢lément d’un cocycle privilégié (F,p)ap; on prend ensuite le
1

0 0
q,a’” qd b

ao,

projeté = puis F= 1= G’ ce qui donne un élément (o, ®~1(G’)) dans

/b/
la seconde carte. Reste a vérifier que c’est bien un changement de cartes (et a
expliciter le tout).

Notons F; =:(f;); et I{b1 = (fisra)r; alors il existe W = 701 Wizt € Cl2]

telqueFf SecrlveF —F= *92 @——¢ouF et Fz vérifient z"o HF)—oUIF =

W (cela se dedult de la preuve du theoreme 5.1.3). ¢ vérifie alors

a"od(¢) — oUlo =W,

soit notant ¢ = " @i

2n—1
(qkdanlr — an) O = Z 044 a)k—iWi.

=0

Comme a" # oq " par 'hypothese a ¢ ¥, ¢*a™I, — oU? est inversible et donc

_ 2n—1
o = (¢"a" 1, —oUY) " (Z [eqd,a]k_iwi) .

i=0
On en déduit alors

2n—1 1

¢9dbk—zz qall dbkl(qkdanf UUS?VVi

=0 [€Z
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et donc, notant

Kby = 3 [0gsaliilbpslics (a1, — oUZ)

leZ

—1
— [Ogap]i-ilga,0le— (qkdb”fr - UUﬁ) } :

on obtient pour £k =0,...,n—1
2n—1 L
Gk = [Soqu,b - ¢8qd7a]k = Z Ka,’g;am
i=0

et on note alors

La,b;o(W(Jv ceey W2n71) = (Gk:)k =G

Cette fonction linéaire L, n’est pas bijective contrairement aux cas précédents
mais reste surjective puisque c’est une version explicite de la surjection linéaire

{AU,W} — > Z;r(%aa AO’)'

De plus pour cette méme raison elle passe au quotient a gauche et induit méme
une bijection, i.e. Ea,b;g  F(C,, 1) — Z;T(%U, A,) existe et est bijective. Soit alors
R, s une section de Lgy,,, i.€. une application linéaire telle que Lgpo © Rypo =
Idcrya.
Montrons alors que L/ pr.s © Rgp,e est un changement de cartes, i.e. est linéaire et
bijective. R, est injective et envoie 2 éléments différents dans (C")" sur deux
éléments de (C")*"~! représentant deux classes différentes de Z(C,,1) (c’est le
fait que L, ., passe au quotient) et Ly p., passe au quotient donc Ly .o 0 Ry o
est injective. De plus comme L, ., est surjective et a comme antécédents dun
élément de (C")" tous les éléments de (C7)*"~! représentants une classe (unique)
de F(C,, 1) et comme un représentant de chaque classe est dans l'image de R, .,
on sait que Ly ., © Rop» est surjective. Nous avons donc bien un isomorphisme
d’espaces vectoriels. On peut aussi remarquer que deux sections Ry po et R, ., de
Lgp.e vont envoyer un élément de (C")™ sur des représentants de la méme classe
et donc que Ly p.o © Rgpr ne dépend pas de la section R, ., choisie.
On a donc

@) = Lo © Runa Q)

En résumé. On a construit un fibré vectoriel p : £ — C* muni des trivialisa-
tions locales suivantes : pour tous a,b tels que @ # b dans E,a on définit la carte
(Wap, hap) par : -

W,y :={0c € Ca,b ¢ 3,}
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ol hgp i pH(Wap) — Wayp x (C7)™ est telle que, pour o/, b € C* tels que a # v,
ha' gy © hayp envoie (0,G) € Wyop N Wa gy X (C)™ (ot G est vu comme 1’élément
1
aqd,aaqd,b
Ripo(G) =: G') (ou G’ est vu comme I'élément

®(@) associé & une section du faisceau A, sur E,\{—a, —:b}) sur (0, Ly .50

L ®(G') associé a une section
eqd,aeqd,b

du faisceau A, sur E, \ {—:a’, —:b’}) avec Ly .o 0 Ropo € GL,(CT), soit

Wa,b X (Cr)n <hN;p_l(VVa,b)

a,b

et en notant Ua,b,a’,b’ = Wa7b N Wa’,b’ :

Uaparpr X (C)" ﬁp_l(Ua,b,a',b') ﬁ; apary X (CT)"

p
A

Ua,b,a’,b’~

3.4 Résumé global des constructions

Nous avons construit dans ce chapitre trois fibrés, dont deux munis de diffé-
rentes actions, que voici :

— Premierement nous nous sommes donnés deux pentes j1; < o € Z et avons
construit un fibré p : F — C* x C* localement égal ensemblistement a

N
HCI ,C2 E10L,b;cl_1 con ou

Ea,b;c;n = {g € ﬁ(C*NO_q(g) =

a”b”czng} ~ F (e 21 cezh?).
Ce fibré a été muni de deux actions. Tout d’abord une action de ¢ x ¢”
représentant ’action des isomorphismes de gradués dilatant les coefficients
des modules purs le long de g-spirales; cette action fait de notre fibré un fi-
bré équivariant dont nous avons pu construire le fibré quotient. Ensuite une
action de C* x C* représentant ’action des automorphismes de gradué ; cette
action agit sur les fibres plutot que la base et ne fait donc pas de notre fibré
un fibré équivariant ; elle passe cependant bien au quotient.

— Deuxiemement, en se donnant deux pentes p; < ps € Z et deux rangs
r1, 7o € N* nous avons généralisé la construction précédente en construisant
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un fibré p : £ — GL,,(C) x GL,,(C) localement égal a [1¢, o, Eapcr,com
ol

n

Fuscr can =G € My, (0(C)|y(G) = = CiGC; '} = F(Crah, Cyat)
Nous avons ensuite muni le fibré restreint a D,, xID,.,, ou D, est I’ensemble des
matrices diagonales a valeurs propres distinctes non résonantes non nulles,
de trois actions. Deux actions, une de (¢%)™ x (¢%)™ entrainant la dilatation
des valeurs propres le long de g¢-spirales et une de S,; x §,, entrainant la
permutation des valeurs propres, agissent sur la base et font de notre fibré
un fibré équivariant ; I'on a pu ainsi construire le fibré quotient. La troisiéme,
action de (C*)™ x (C*)™, représente 'action des automorphismes de gradué
et agit directement sur chaque fibre ; comme dans le cas précédent elle passe
bien au quotient.

Derniérement I'on s’est donné une pente rationnelle négative y = —% € Q-
et un rang r € N*. L’on a ensuite construit un fibré p : £ — C* localement
égal a [[, Eqpe OU

oz"

Eupo :={G € M, 1(0(C"))|cd(G) = UlGY ~ 7 (C,,1).

anb”

Ce fibré n’a pas été muni d’une action.
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Dans la partie nous avons présenté une classification des modules aux g¢-
différences analytique isoformelle ; plus exactement les espaces Z (P, - - - , Py) défi-
nis en regardent ’ensemble des modules a fonction de Newton fixée quotienté
par les transformations de jauge respectant une graduation donnée. Une question
plus naturelle, mais a priori plus complexe, serait de se demander a quoi res-
semblerait un espace similaire ot 1'on autoriserait aussi des transformations ne
"'respectant pas le gradué', en particulier les automorphismes de ce gradué - c¢’est-
a~dire regarder 1’espace des classes analytiques dans une classe formelle donnée.
Ce chapitre a pour but d’introduire une telle étude, de maniére malheureusement
incomplete et fragmentaire.

On se place dans ce chapitre dans le contexte |g| > 1.

85



86 Chapitre 4. Quotient de I'espace des classes isoformelles

4.1 Définition générale et cadre d’étude

Soit M un module aux g-différences. Via transformations de jauge analytiques
M est équivalent & un module My = (K™, ¢4, ) ou

B,

avec B; € Glrl(K), U= (Uz',j)i<j < Hi<j M"'iﬂ'j (K)
Notons My =P, @ --- @ P, = (K", pa,) = gr(M) le module pur gradué de M
avec les P, = (K", pp,) et

Nous allons étudier maintenant I’ensemble des My, U € [];; Mrmj(K ), muni
de la relation d’équivalence My ~ My < IF € GL,(K) | F[Ay] = Ay.

Lemme 4.1.1. Soient U,V € [[;c; M, (K). Alors un F' € GLn(K) tel que
F[Ay] = Ay est de la forme

F F I,
Fy, Fi, F 0 I,

0o . 0o . ' 0 .

Py F I,

ou les Fyj, F,; € M,,,,(K) et F; € Aut(P,), i.e. 0,(F;)P; = PiF; et F; € GL, (K).

Remarque 4.1.2. On identifie ici, pour un module pur isocline (muni d’une repré-
sentation matricielle) P = (K", pp), le groupe des automorphismes de P, Aut(P),
avec le sous-groupe de GL,(K) des matrices F telles que 0,(F)B = BF.

Démonstration. Notons F = (Fj;);; oules I ; € My, (K) et U= (Us;)icj, V =
(V;,j)i<j' Alors

7j—1 k
0y(F)Ay = AvF & (Z 0q(Fi)Usj + Uq(Fz',j)Bj) - (Bz‘Fm + > Vi,ZFm)
i.j

/=1 {=i+1

Z?j



4.1. Définition générale et cadre d’étude 87

Nous allons maintenant montrer que F; ; = 0 pour ¢ > j (c’est en fait une consé-
quence de la théorie de la filtration par les pentes; nous préférons tout de méme en
donner une preuve ici). Tout d’abord on peut voir que la relation ci-dessus donne
pour i ==k, j=1

0q(Fy1)B1 = By

ce qui implique Fj; = 0 comme By, By n’ont pas méme pente (2° propriété de
1.2.6]).

Supposons maintenant que pour un certain 0 < ¢ < k—1 on ait, pour tous 1—7j > ¢,
F; ; = 0. Montrons que F;;_; = 0 pour tout 1 <4 < k — 1 tel que Fj;_; existe.
F; i vérifie :

i—t—1 k
Z 0l(Fio)Upit + 04(Fiimt)Bit = BiF; i+ + Z VieFri—t
(=i+1

~
—_

Pour 1 <¢ <i¢—1t—1nousavons i —¢ > 1+t >t ce qui implique F;, = 0. De
plus pouri+1</¢<konal—(i—t)>1+t>tdonc Fy,_, = 0. Notre équation
se ramene donc a

Uq(Fi,i—t)Bi—t = BiFi .

Comme i —t # i, B,_; et B; n’ont pas de pente commune et donc F;;_;, = 0. On a
donc montré par une récurrence finie que F' était triangulaire supérieure par blocs.
En répétant le raisonnement une fois (¢ = 0) on obtient la relation

Uq(Fi,i)Bi = Bz‘Fi,z‘
Noter F; := F;; nous donne bien F; € Aut(F). O

Munis de ce lemme, nous pouvons considérer que, plutdt que de regarder 1’en-
semble des My modulo transformations de jauge, il suffit de regarder 'espace
des classes # (P, ..., P;) modulo les automorphismes du gradué My. De maniere
formelle voici ce que cela donne. Le groupe Aut(My) = @ Aut(F;) agit comme
suit sur . (Mp) : soient [(M,u)] € F(My) et ¢ € Aut(M,), on peut définir
¢.[(M,u)] comme [(M,¢ o u)]. Cette action est bien définie puisque, si 'on a
[(M,u)] = [(M',u)], il existe f : M — M’ telle que v = u' o grf. Dans ce
cas pou = ¢ou ogrf et donc [(M,pou)]=[M, ¢ou).

Matriciellement cela veut dire que deux modules My et My dont les matrices
sont en forme normale sont dans la méme orbite pour cette action s’il existe F' =
L& - @ F, € GL,(K), diagonale par blocs avec F; € GL,,(K), telle que pour
1 <i < konait o,(F;)B; = B;F; et vérifiant F[Ay| = Ay.

Comme nous parlons beaucoup de quotient dans ce chapitre, donnons les défi-
nitions que nous utiliserons :
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Définition 4.1.3 (voir aussi la définition [B.3.1). Soit G un groupe algébrique et X
une G-variété, i.e. une variété munie d’une action algébrique ¥ : G x X — X x X

de G.

1. Le quotient ensembliste de X par G est défini comme étant I’ensemble des
orbites de X pour 'action de G.

2. Le quotient topologique de X par G est le quotient ensembliste de X par GG
muni de la topologie quotient.

3. Un quotient catégorique de X par G est un couple (Y, p) o Y est une variété

et p un morphisme X — Y vérifiant la propriété universelle suivante :

p

X

O

Jlg
g g

Y
!
!
!
!
\
v

Z.

On notera Y = X/ /¢

4. Un quotient géométrique de X par G est un quotient catégorique (Y, p) tel
que 'image de ¥ est X Xy X. On le notera Y = X/q.

On utilisera la proposition suivante :

Proposition 4.1.4. Soit G := G], un tore algébrique agissant sur une variété
affine X = Spec(A). Alors AY := {f € Alg.f = fVg € G} est une C-algébre
de type fini et m : X — Spec(A®) induit par Uinclusion A® C A est un quotient
catégorique. On a méme X/ [z = Spec(AY).

Démonstration. Voir [Dol03, Prop. 3.1 et Thm. 6.1]. Cela reste vrai pour G un
groupe réductif, c’est-a-dire de radical unipotent trivial. O

On en arrive alors & la définition suivante :

Définition 4.1.5. On définit I'ensemble .Z (P, ..., P;) des classes analytiques
isoformelles 1aches comme le quotient ensembliste de I'espace affine # (P, ..., Py)
par l'action de @, Aut(P).

On notera ~; la relation d’équivalence induite par cette action.

Remarque 4.1.6. Cet espace est tout simplement I'espace des classes analytiques
dans une classe formelle donnée.
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Ezxemple 4.1.7. Regardons ce qui se passe lorsque notre fonction de Newton est
donnée par 0y + 6§, avec n € N* (cet exemple correspond a l'action présentée
dans . Soient a,b € C*, regardons P, = (K, ¢,) et Po = (K, @p.n). Alors
un élément de # (P, P,) peut étre représenté de maniére unique par une ma-

trice A, == |* Z") ot u € ' Cz'. Dans ce cas Aut(P;) ~ Aut(P) ~ C*

0 b
(c’est une conséquence de . On est donc ramené & regarder I'action de (C*)?
sur Y7 Cz' ~ C" donnée par (k,1).(ug, ..., un—1) = (Suo, ..., %u,_1). Dans ce
cas on peut méme se contenter de regarder 'action de C* sur C" donnée par
A(ug, .-y up—1) = (Aug, ..., Au,_1) qui se comporte identiquement.

Regardons tout d’abord les orbites de cette action : un élément u # 0 a pour
orbite la droite vectorielle privée de l'origine O(u) = {A\u, A # 0}. Cette orbite
n’est clairement pas fermée (pour les topologies usuelles de C", celle d’espace vec-
toriel normé et celle de Zariski), et on a O(u) = C.u = O(u) U {0}. Par contre
O(0) = {0} : 0 est seul dans son orbite et forme la seule orbite fermée. Le quotient
ensembliste # (P, P») ~ C"/o* n’est donc pas un quotient géométrique ou caté-
gorique aux sens usuels de géométrie algébrique (voir définition ci-dessus), le
quotient catégorique de C" par C* serait ici {0} (puisque C[X1, -+, X,|¢ = C et
en utilisant la proposition [1.1.4).

Donnons un peu plus de renseignements sur ce quotient, si on le munit de la
topologie quotient. .%;(P;, P») n’est ni une variété topologique (en utilisant sur
C™ la topologie classique d’espace vectoriel normé) ni une variété algébrique (en
utilisant donc la topologie de Zariski). En effet cet espace est I’espace projectif
P~ 1(C) auquel on a rajouté un point 0 présent dans I’adhérence de chaque autre
point, ce qui ne forme jamais une variété (aucun C* n’ayant de point non fermé
pour les deux topologies). Cela se voit particulierement bien avec la premiere
topologie : tout ouvert de C" contenant 0 contient aussi une boule centrée en 0
et donc un représentant de toutes les orbites de I'action; donc le seul ouvert de
F1(Py, Py) contenant 0 est .%;(Py, P») tout entier.

On peut premierement vérifier qu'un tel espace ne dépende pas des représen-
tants matriciels choisis pour les F;.

Proposition 4.1.8. Soit 1 <i < k et P! un module pur isocline tel que P; ~ P!.
Alors on a une bijection explicite entre les ensembles Fi(Py,..., P, ..., P) et
Fi(Pr,..., P, ... P).

Démonstration. Soit T' € Gl,,(K) réalisant I'isomorphisme entre P; et P/. On va
montrer que l'isomorphisme T, : Z(Py,..., B,..., B,) — F(P,..., P ..., P)
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qui a la classe d’'un module M associe la classe du module My, ; avec

AT* U = | T [AU}

k

passe au quotient et donne une bijection entre les quotients.

Tout d’abord montrons que 7T, passe au quotient, 7.e. que si My ~; My, alors
I,

Mr,y ~; Mrg,y. On notera par analogie T, la matrice T

0

I,
Notons F' € GL,(K) une matrice telle que F[Ay] = Ay, on va montrer que
G[AT*U] = AT*V ou G = T*F(T*)il S GLn<K)

0g(G)Ar.y = 04(T)og(F)og(Ti)” 1AT*
0g(L)og(F)Ay(T2) ™
(T)AVF(T,)™

= AT*VT*F( *) !

= AnvG.

Comme toute transformation de jauge GG entre deux systemes dont les matrices sont
de la forme Ay est produit d’une transformation isoformelle et d’un automorphisme
du gradué (lemme on peut en conclure le premier résultat.

Montrons maintenant que I’application induite sur les espaces .%; est bijective.
Tout d’abord montrons que c’est une injection. Soient deux matrices Ay, Ay telles
qu’il existe F' € Aut(P)®- - -®Aut(P/)D- - -@® Aut(Py) un isomorphisme de gradué
tel que F[Ar,y] = Ar,v. On veut alors remplir le diagramme

Comme T, est inversible on peut le remplir en utilisant la fleche G = (T..) "' FT,;
on peut alors vérifier par un calcul comme le précédent que G[Ay] = Ay.

Enfin le fait que T, soit un isomorphisme entre les espaces de classes analytiques
isoformelles nous assure que 'application passée au quotient est une surjection. [
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Nous allons utiliser cette proposition pour nous ramener a un cadre d’étude
plus agréable en choisissant de normaliser les B; de maniere a pouvoir calculer
facilement les groupes Aut(F;).

Plagons-nous dans le cadre des pentes entieres. Alors (K" ¢pg.) pur isocline
de pente u; € 7Z est équivalent & un module de la forme P, = (K", p,u4,) ol
A; € GL,,(C) a ses valeurs propres dans la couronne fondamentale C, = {z €
C*1 < |z| < |q|}, et dans ce cas A; est unique modulo conjugaison. On peut donc
de plus choisir A; sous forme de Jordan, i.e. de la forme @ Jg, (\;) ot J4(\) est la
matrice de taille d x d suivante :

Dans ce cas Aut(P;) ~ C(A;) ou C(4;) est le commutant de A; (cela découle de
1.3.1).

Comme on I’a vu dans l’exemplel’espace Fi(Py, ..., Py) n’est a priori pas
une variété ou un espace bien connu. Une premiere approche pour I'étude de ce
quotient (et/ou des orbites de notre action) serait de trouver un ouvert U dense de
F(Py, ..., P) tel que le quotient de U par notre action soit facilement utilisable.
Un bon moyen pour cela est d’utiliser la géométrie algébrique (puisque tous les
ouverts de Zariski de C" sont denses) ; nous allons dans la suite donner, dans deux
cas particuliers, une description de ce quotient en termes de variétés toriques.

4.2 Description du quotient en termes de varié-
tés toriques

Notre premier exemple nous a donné un espace qui, a un point pres,
est tout simplement 'espace projectif P™; i.e. si I'on se restreignait a étudier le
quotient de C™\ {0} par notre action 'on obtiendrait P"(C). Or P™ est un exemple
basique de variété torique; de plus il est possible de traduire en ces termes la
plupart des quotients d’un espace affine par une action de la forme t.(z1,...,2,) =
(t%2,...,t%z,) ou t = (t1,...,t.) € (C)", a; = (ai1,...,a;) € Z" et t% =
...t (c’est ce que nous présentons en annexe [Bf en reprenant la méthode de
[Dol03, chapitre 12]). Comme nous le verrons deux exemples particuliers mais tout
de méme un minimum généraux de nos actions sur les .% (P, ..., Py) sont de cette
forme.
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4.2.1 2 pentes entieres

Regardons tout d’abord le cas ol nous avons deux pentes entieres p; < po de
Z’ulAl U
0 Z‘uzAQ

ounlU e M, ,, (ZQ‘ 2 ml ) On peut regarder cet espace comme étant ’espace vec-

rangs respectifs 71, 79. On regarde donc I’ensemble des matrices <

Le
toriel By ry s = My, ( Q‘QM ) ~ CV avec N = riro(s — p11). On notera
ni= o — {1.

Nous allons nous placer dans un cas plus particulier : celui ou les matrices A;
sont diagonales & racines simples dans C; (ce qui est équivalent, a transformations
de cisaillement pres, a les prendre dans tout C* non résonantes, i.e. telles que
Ai # A; dans E, pour i # j). Cela peut paraitre restrictif mais cela correspond
au cas étudié en 3.2.3

Dans ce cas les automorphismes de z#¢ A; sont les matrices diagonales inversibles
constantes de taille r; x r;, c’est-a-dire Aut(z#:A;) ~ (C*)". Soit alors F} @& Fy €
Aut(2" Ay) @ Aut(z"2 Ay), voila comment il agit sur un élément de notre espace :

MA U\ (A FUF;!
0 ZH2 Aqy 0 M2 Ay )

Cela revient donc a une action de (C*)™ x (C*)™ sur E,, ,, 4, 4, donnée par, notant
Fy = Diag(\;) et F, = Diag(v;) :

Ai
U= (Uij)ij~ (—tij)ij-
Vi
Posons alors
tr = Ayt
tj = /\wj_1 pour 2 < 7 <71y

Litry—1 = )\mfl pour 2 <17 <7y

Alors regarder notre action de (C*)™ x (C*)™ sur E,, ,, 4 revient a regarder
laction de (C*)"*2~1 sur E,, ,, ., 4, donnée par

-1
(i g)ig ~> (0 tigry—1tig)ig-

Enfin en notant u; ; = YL, ui ;217" et en réordonnant les u}; dans I'ordre lexi-

cographique croissant pour i, 7,1 on obtient une action de (C*)" 2! gur C""1" =
CV.

1. Méme si Birkhoff aussi se restreignait pareillement.
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Quelques remarques sur cette action

1. Tout d’abord on peut remarquer que 0 est toujours seul dans son orbite : c¢’est
en effet un point stable et pour tous i, j, [, tfltjtiwz_luéj =0= uij = 0.
Cela veut tout simplement dire que le seul module non seulement formelle-
ment mais aussi analytiquement équivalent a M, est My lui-méme.

2. Si 'on met sur CV la topologie classique d’espace vectoriel normé ou la

topologie de Zariski, alors pour tout z € CV on a 0 € Orb(z). En effet on
voit bien que, pour la topologie classique, notant t € (C*)"1+271 et z € CV,

lim lim t.z=0.
t1—0 t;—0
i#1
Une question intéressante a se poser est : pourquoi la classe de M est dans
I’adhérence de chaque orbite ?

3. Le quotient topologique .#;(2# Ay, z#2 Ay) pour une de ces topologies ne forme
pas une variété (topologique ou algébrique) puisque, comme 0 € Orb(z) Vz €
CN ~ F(2M Ay, 22 45), 0 € {x} Vo € F(2" Ay, 2#2 A3) (clest ce que nous
avions décrit dans I'exemple [£.1.7)).

Ces quelques remarques nous assurent que notre espace .%;(M) n’est pas for-
cément un "bon" quotient agréable a utiliser, puisque notamment le point 0 pose
probleme pour en faire une variété. L’on pourrait utiliser d’autres définitions de
quotient, comme trouver une variété qui vérifierait une bonne propriété universelle
(on retrouve alors la définition de quotient catégorique donnée en ; mal-
heureusement ce probleme avec 0 nous assure que ce quotient serait le point. Une
premiere idée pour trouver un bon quotient serait d’enlever ce point problématique
et de regarder ce que donne un quotient (au moins catégorique) de ce qu'il reste.

C’est ce que nous allons faire maintenant (enlevant peut-étre aussi d’autres
points problématiques) : nous allons utiliser 'algorithme de création de quotient
torique présenté en annexe

Définition 4.2.1. Soit My = P; & P, un module pur tel que les P, = (K™, @,ui ;)
soient tels que les A; soient diagonales a valeurs propres simples et dans la couronne
fondamentale. Soit de plus @ € Z"* 271 On définit le sous-espace torique des
classes analytiques isoformelles laches par rapport a a, noté .#*(M,), comme étant
le quotient catégorique

FE (M) 1= (F (o) (L) oy,

Remarque 4.2.2. 1. Une fois donné notre isomorphisme entre .# (M) et CV on
peut noter que notre quotient (CN)*(L,)/ /(C*)?"H-Tz—l ne dépend plus que
du triplet n,ry, ro.
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2. 11 est de plus symétrique en 7 et ry (échanger ry et ro revient a faire une
permutation des coordonnées de notre CV).

Notons A, ,, », la matrice (11 +ry — 1) X nryry associée a notre action ; voila a
quoi elle ressemble :

Notons V; la matrice (r; + 73 — 1) x n qui n’a que des 1 a la i ligne et des 0
partout ailleurs. Notons W, ; := =V + Vii1 + V4. Alors

Anpirs=(Vi oo Vigmor Wi Win oo Wi Way oo Wiyoi 1)

L’annexe [C] présente des programmes Maple permettant de calculer cette ma-
trice Ay, r, ainsi que les vecteurs générant I'éventail de .%*( M) noté 7, . Ceci
peut permettre de conjecturer la forme ou certaines propriétés des #/(My). On a

par exemple la proposition suivante :

Proposition 4.2.3. Siry = 1, resp. 71 = 1, alors F(Mpy) ~ (P")* o0 0 <
k <ry, resp. 0 < k < ry, est le nombre de coordonnées strictement positives de
a €™, resp. a € 2.

Démonstration. Nous allons montrer le résultat pour ro = 1, 'autre cas étant
symétrique. Dans ce cas

An,rl,l = (‘/1 cee V;l) .
Notons a = (a;)1<j<r,- Nous allons d’abord montrer que 7. . | =II; Ef{l,l, ce qui
nous permet de dire en vertu de la proposition W que F(My) = Xsa o

I Xg, -
Tout d’abord occupons-nous des vecteurs générant notre éventail. Le noyau M =
ker(A) est donné par les équations

(s+1)n
Z m; =0,s=0,---,r —1.

i=sn—+1

Une base de (n — 1)r; vecteurs de ker(A) C Z™' est donnée par (—ejis, +
€itsn)o<s<ri—1- S ,,.1 €st un éventail de (R"~1)™ ; donnons-nous (u}) 1<i<,, la base

2<i<n 1<i<n—1
canonique de (R"1)™ telle que (u!);<;j<,_1 soit celle de la ¢ copie de R™1, i.e
ul = (O AU O) oule 1 est surla (i + (I — 1)(n — 1))° ligne. Alors les

cones de X7 | | sont engendré par les vecteurs ((uﬁ)”, (— > ui)l> En particulier

A a; 2’ N .
les cones de X, ; sont engendrés par les u; et — 3, u; ot (u;); est la base canonique
de R
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Regardons maintenant les cones de dimension maximale. Les solutions de Am = da
pour d > 0 sont les solutions de

(s+1)n
Z m; = ag1d,s =0,--- ry — 1.

i=sn+1

Les solutions entieres sont données par les vecteurs de la forme

n— 1 1
ar,d E t,
T1
ty

b1
ou les 0 < t{ < a;d et Zt{ < ajd. En particulier si a; < 0 alors tg =0 V.

Si d = 1, une solution entiere m = (m])o<i<n—1 est telle que pour 1 < j <
1<i<ry

r1, >, m] = a;. Sy est donc 'ensemble des mondmes de la forme

I 1

jla;=0 i=0

Les cones de dimension maximale (qui engendrent ’éventail) sont donnés par les
monomes de la forme I1}1a,>0 X . Notant €; ; les vecteurs générant I'éventail, un
mondme []j4,>0 X j est assome au cone engendre par les €} ; tels que i # i;. Ce
cone est donc le prodult des cones engendré par les €} ; avec i 7é i; et j fixé. On a
donc Enrl L= (22,)F ou k= #{j|a; > 0}.

Il reste a montrer que Xgq; N o= P"~! pour a; > 0. Or nous avons vu que 22{1,1

est engendré par les e; := u; et ey ;= — 3, u; oll u; est la base canonique de R*~!
et que ses cones de dimension rnaxnnale étaient engendrés par tous les e; sauf un.
L’exemple [3| de nous assure que nous avons bien P71,



96 Chapitre 4. Quotient de I'espace des classes isoformelles

On peut remarquer que si a; < 0 alors, notant C[S] I'algebre graduée associée a

2141, ClS]s0 = C[S] = C et donc que
XEZ{LI = {*}
[

Remarque 4.2.4. Regardons ce qui se passe dans le cadre de la proposition précé-
dente. On a

(AM)(La) = AY\ ( U Xoj=-=Xna;= 0}) = U

jla;>0

ce qui veut dire que I'on a enlevé a AN tous les points qui s’enverraient sur le 0 par
projection sur un j° P"~! pour j tel que a; > 0. En particulier si tous les a; > 0
alors le quotient catégorique U/ /7 est un "bon" quotient, au sens ou c’est aussi le
quotient ensembliste, toutes les orbites de T' sont alors fermées dans U.

4.2.2 k pentes de rang 1

Nous allons maintenant regarder le cas a k pentes entieres p; < --- <y toutes
de rang 1. Nous regardons donc I’ensemble des matrices

&12#1 U2 c. c. Utk

G/QZ‘U'Q U233

Ap—12M=1 up_q g
akzuk

i—1 : . —1

avec les u; ; € Y207~ Cz'. Nous avons alors un produit d’espaces vectoriels Y47~ Cz*
»J l=p; Eﬁﬂz

~ C™i avec n;j := p1; — [, et on regardera notre espace total comme un C* avec

N :=3>,;ny. Bien stir si k = 2 on se retrouve dans un cas particulier de ce qui

précede (c’est méme 'exemple 4.1.7)).

Les automorphismes des a;2* sont simplement les éléments inversibles de C.
Un élément A € @ Aut(a;2") ~ (C*)* est donc donné par une matrice diagonale
inversible a coefficients constants. Notons A = Diag();), il agit ainsi sur notre
espace .7 (M) :

alzul a/lz:ul
-1
asz"? a2t NAj g

apzM* a2
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ng, o _ .
Notons u; ; = >~ {u 2=l et posons t; 1= M\ +11. Regarder notre action re-
vient a regarder I’ actlon de (C*)*! sur CV donnée par

(ul 3 )iga ~ (ttigs . tjorul )i

On ordonnera ici les u! ; en regardant dans l'ordre les sur-diagonales - en partant de
la plus grande - en partant du haut ; par exemple pour k = 3, 1 = 0, o = 1, g = 2
on ordonnera de la maniere suivante :

1 1 1.2
(U1,27 Ug 3, Uy 35 Ul,g)'

Remarque 4.2.5. Les remarques faites dans le cas précédent sont toujours d’actua-

lité : 0 est seul dans son orbite, est dans l'adhérence de toutes les orbites et le
quotient topologique de % (Mj) ne forme toujours pas une variété.

Au vu de tout cela nous pouvons donc reprendre une définition analogue avec
la définition [4.2.1] (les deux définissant le méme objet pour k = 2,1y = ry = 1).

Définition 4.2.6. Soit My = P, @ --- @ P, un module pur avec P; = (K, ©q,.mi ),
soit de plus @ € ZF~!. On définit le sous- espace torique des classes analytiques
isoformelles laches par rapport a a, noté . (Mj), comme étant le quotient caté-
gorique

Fp(My) = (F (Mo)™(La)/ ficry

Remarque 4.2.7. Une fois .Z (M) identifié & CV notre quotient ne dépend plus que
de k et des n;; := p; — p; pour i < j (et méme, comme n;; = Z{;il ny+1 que des
nii+1)-

Notons maintenant Ag,,, avec n = (n;4+1):, la matrice (k — 1) x N associée a
notre action ; regardons quelle est sa forme.
Notons Vi, la matrice (k — 1) x n;; avec des 1 sur la /¢ ligne et des 0 partout
ailleurs. Notons maintenant Wy, = %, VSW Alors la matrice A, est la
matrice

Ak’ﬁ = (WLZ W273 ce kal,k W173 e Wk*Q,k RN Wl,k) .

Exemple 4.2.8. Nous allons regarder le cas k=3, 3 = 0, o = 1, u3 = 2 en regar-
dant ce que donne I'espace .7 (M) pour plusieurs a différents. Nous rappelons que
I'annexe [B| (voire [Dol03, chapltre 12]) donne la méthode générale. Tout d’abord
regardons les vecteurs générant ’éventail (qui ne dépendent pas de a).

On a
101 1
A3’<1vl>_<o 11 1)‘
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Alors M = ker(A) C Z* est engendré par les vecteurs

1 0
1 0
-1’1 -1
0 1
On trouve donc les vecteurs de R? :
)
6 |
| €1 = €2
78‘3 . r,,,,i,,,

Regardons maintenant les cones, le quotient et le quotient ensembliste dans plu-
sieurs cas. Déja de maniere générale les solutions entieres positives de Am = da
pour a = (a1, ay) € Z* sont de la forme

s
s+ d(az — a1) ;8,12 0,5 +1 <day,s > d(ar — az).
dal—S—t
t

1. Premierement prenons a = (1, 1). Les solutions sont alors de la forme

s
S
d—s—t
t

,$,t >0+t < d.
Alors C[S]sq est engendré par les éléments de S; qui sont

0 0
0 0
11710
0 1

1
1
10
0
On a alors I} = {3}, I, = {4}, Iy = {1,2}, d’ou

U:=(CY*(Layy) = C'\({z=0}n{z=0}n{nzn=0}
= C'\{s1=2=2=0U{zn=23=12,=0}).
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Nous avons donc 3 cones
o1 = Cone(eq, g, €4), 09 = Cone(ey, e, e3), 03 = Cone(es, e4),
ce qui nous donne I’éventail de P? et nous permet de dire
Z (M) = U/ vz = P(C).

Regardons maintenant I’ensemble des classes d’équivalence de U. Elles ont
les formes suivantes :

Orb(1,1,a,b) (a,b) € C?
Orb(1,0,1,8) beC
Orb(1,0,0,1)
Orb(0,1,1,5) beC
Orb(0,1,0,1).

On a donc "un peu plus" quun P? : le quotient catégorique ne suffit pas a
regarder 1’ensemble des classes, ce n’est pas un quotient géométrique.

2. Deuxiémement testons a = (2,1). Les solutions sont de la forme

S
s—d
2d —s—t
t

s>d,t>0,s+t<2d.

Alors C[S]sq est engendré par les éléments de S; qui sont
1 1 2
0 0 1
1(710]7(0
0 1 0

On a alors I} = {1,3}, I, = {1,4}, Iy = {1,2}, d'on

U:=(CHYS(Liyy) = C'\ ({2123 =01 N{z124 =0} N {2120 = 0})
= C4\({21:O}U{22223:Z4:O}).

Nous avons donc 3 cones
o1 = Cone(ey, e4), 09 = Cone(ey, €3), 03 = Cone(es, ey),
ce qui nous donne I’éventail de P? et nous permet de dire

ZD(Mo) = U/ ()2 = P*(C).
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Regardons maintenant 1’ensemble des classes d’équivalence de U. Elles ont
les formes suivantes :

Orb(1,1,a,b) (a,b) € C?
Orb(1,0,1,) beC
Orb(1,0,0,1).

Nous avons bien exactement un P? et a priori notre quotient est bien géo-
métrique.

3. Enfin regardons a = 0. Alors la seule solution de Am = d0 entiére positive
pour tout d > 0 est 0. Nous regardons donc 'ouvert

U .= (64)88([/(2 1)) = (C4.

)

Nous n’avons qu'un cone qui est R? tout entier, ce qui donne
T (Mo) = C*//icry2 = {*}.

4.2.3 Et maintenant ?

Ce cadre mis en place devrait pouvoir permettre d’appliquer les résultats
connus sur les variétés toriques a ’étude des équations aux g-différences. C’est
un cadre encore treés parcellaire; il devrait pouvoir étre généralisé aux espaces
F (M) tels que le module pur My ait des sous-modules purs isoclines représentés
par des matrices diagonales a coefficients tous différents. Cependant méme ainsi
tous les .# (M) ne pourront pas étre étudiés.

Comme les quotients définis dépendent d’un choix de "linéarisation de ’action",
ici un a € Z", on pourrait regarder ’ensemble des quotients pour chaque a pour
avoir le maximum d’informations ; on pourra par exemple regarder [BP90] et [Hu92]
pour la théorie générale de la variation des quotients toriques par rapport a la
linéarisation.

Enfin d’autres possibilités d’études sont envisageables, plutot que les variétés
toriques : une stratification de l'espace quotient .%;(Mj) ou encore l'utilisation de
champs algébriques auraient parfaitement leur place dans cette étude.
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Dans la section nous avons vu que pour toute matrice Ay de la forme (|1.5))
il existe une unique matrice tangente a lidentité F € &(K) telle que F[Ay] =
Ay (ot Ay est la matrice Ay avec U = (0);<;; théoreme . De plus pour
tout ¢ € E, \ X(Ap) ot X(Ap) est un ensemble fini explicite il existe une unique
matrice SzF' € &(M(C*)) telle que divg, SeF > —(u; — p1;)[—¢] (théoreme .
Virginie Bugeaud dans sa theése [Bugl2] a adapté ce résultat au cas a deux pentes
rationnelles en placant les poles sur des ¢%-spirales [—c; ¢¢], ot d € N* est le pged
des dénominateurs des deux pentes.

Divers travaux (voir par exemple [Zha(O2, [RZ02, [Drel5]) ont permis de calcu-
ler dans le cas des pentes entieres les sommations SF par des itérées de trans-
formations de ¢-Borel et ¢-Laplace (analogue dans le cadre des ¢-différences des
transformations de Borel et Laplace utilisées dans le cadre différentiel), mais rien
n’avait été fait dans le cas des pentes non entieres. Ce chapitre, qui reprend les
résultats de [DE16] coéerit avec T. Dreyfus vise a calculer des sommations proches
de celles de Bugeaud mais avec des poles sur des q%—spirales [—c; q%] en baissant
les ordres desdits poles.

Tout d’abord nous nous donnons pour tout le chapitre un ¢ tel que |g| > 1 et

un 7 € C tel que ¢ = %™ ; on écrira ¢%, a € C pour ™7,

101
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5.1 Etude analytique locale des équations a pentes
arbitraires

La premiere partie du travail de Bugeaud a été de construire un équivalent a la
forme normale de Birkhoff-Guenther pour des modules a pentes rationnelles. Elle
a tout d’abord réutilisé les résultats de Van Der Put et Reversat dans [vdPRO7]
pour construire matriciellement (a la différence des deux auteurs) un équivalent
du module gradué @ z'A; des modules a pentes enticres.

Pour a € C*,n € Z,d € N* on définit la matrice compagnon de taille d x d
comme suit :

0 1 0
En,d,a =
1
az" 0
Notons de plus
1 1 0
U, = T | eqL.(C)
S
0 1

le bloc de Jordan unipotent de taille r. Définissons aussi leur produit tensoriel

En,d,a En,d,a 0
En,d,a ® Ur = h h € Ger(K)
- En,d,a
0 En,d,a

Nous avons alors le théoreme suivant (théoreme 1.18 de [Bugl2|, réécriture
matricielle du corollaire 1.6 de [vdPRO7]) :

Théoréme 5.1.1. Soit A € GL,,(K). Il existe des entiersny,...,ng € Z, dy, ..., dx,
..., € NTavee b <0 < Z—:, ged(ng, d;) =1, ryd; =m et

- FeGL,(K)

- a; € Cc* ~
tels que A = F[Diag (Em,di,ai ® Uri)} ot

En1,d1,a1 ® UTl
Diag(En, da, ® Uy,) =
E”k:dk:ak ® Urk
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Nous allons maintenant nous placer dans le cas a deux pentes. Dans sa these Bu-
geaud explique que par différents isomorphismes explicites sur les espaces % ( Py, Ps)
on peut se ramener a ’étude de l'espace .#(P,1) ou P est un module pur isocline
de pente p = —* < 0 (avec n,d premiers entre eux) indécomposable, 4.e. qui peut
étre associé a une matrice E_, 4, @ U,.

Plus précisément on rappelle que % (P, Py) ~ Ext(P,, P); or on a sur les
espaces Ext les isomorphismes

EXt(PQ, P1 D Pll) ~ EXt(PQ, Pl) () EXt(PQ, Pl/)

et
EXt(PQ, P1> ~ EXt(l, PQV (%9 Pl)

En résumé nous avons pour une matrice A € GL,,(K) associée a une classe de
F(P,1) l'existence d'un a € C* et d’'une matrice I’ € GL,,(K) telle que

T Efn,d,a®Ur 0
i (i

avec dr = m — 1.

Le plus proche que nous ayons actuellement d’une forme normale dans ce cadre
est le théoréme suivant (lemme 2.5 de [Bugl2]) :
Théoreme 5.1.2. [ existe )

— un vecteur colonne W de taille dr a coefficients dans Z Czt

=0
- FeGL,(K)
tels que A = F[B] ot

0 1

11 suit du théoréme [5.1.1] 'existence et I'unicité de
Iy F
(1) e cta(el)

transformation de jauge formelle telle que

B = <E—n,d,a ® Ur W) )

B- (IS f ) Diag(E_pa0 ® Uy, 1)

Définissons alors, de maniére similaire a ce qui a été fait en[I.4] ’ensemble fini
Y C Eq% = C*/(q%)z = C* /g2 comme suit :

_ d(n—1)
Y= {c € Eq%|c” €aq 2 qu}.

On a alors le théoréme suivant, adaptant le théoréme dans ce cadre :
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Théoréme 5.1.3. Soit ¢ € Eq% \ 2. Il existe une unique matrice

Idr SEF *
(O - ) € GLy ((C))
Ly SeF
0 1
coefficient de la i°¢ ligne de S:F soit une fonction méromorphe dont les poles sont
au plus d’ordre 1 et contenus sur la q%-spimle [—cq™" 1 q%].

telle que B = < ) {Diag(E_n’d,a ® Ur,l)} et pour tout 1 < ¢ < dr le

Remarque 5.1.4. Bugeaud dans la proposition 3.8 de sa these montre un résultat
similaire mais ou les pdles du coefficients de la ¢ ligne sont d’ordre au plus n et
sur la g?-spirale [—cq~"*1; ¢%]. La solution présentée ici a le méme nombre de pole
comptés avec multiplicités.

Démonstration. La relation B = (IS’" ?) [Diag(E—n,d,a Q U, 1)] nous donne
0y (F) = (B_paa @ Up)F +W. (5.1)

En notant (fz‘)z‘:l,“.,dr = F et (w;)i=1....ar == W et en prenant la convention fz =0
pour ¢ < dr on trouve que pour tous 1 <i<d,0<k<r

Tofitrd = Fivrna + fi+1+(k+1)d + Witkd (5.2)
et pour 0 < k <r
2"04fra = afk-1)ar1 + afrar1 + Wka- (5.3)
Notons encore, pour 1 < i < d, Fj := (ﬁﬁrkd)k:o,...,rfl et Wi := (Witkd)k=0,..r—1-
Les équations ([5.2)) et ((5.3) sont alors équivalentes a
o B = U Fy+ W,y (5.4)
pour 1 <i<deta
2"og(Fy) = aU, Fy + Wy. (5.5)

Utiliser (5.4) et (5.5]) sur z”a(‘jﬁ’l nous permet de trouver W’ € (C[z])" tels que
(5.1)) soit équivalente a (5.4 et a

"ol Fy = aUlEy + W (5.6)

(On peut noter que W' = Ud=W, + 2"(U32Wy_1 + - -- + W) est donc de degré
au plus 2n — 1).
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1 suffit donc de montrer I'existence et I'unicité d'un vecteur SzFy € (.#(C*))" dont
les coefficients ont des podles d’ordre au plus 1 sur la q%—spirale —cq%Z satisfaisant

z”afj (SEF]) = anSgﬁ’l + W

En posant ¢ := ¢¢ et 2/ := 2" on voit que le cas W’ € C[2"] est une applica-

tion directe des proposition 3.3.1 et théoreme 6.1.2 de [RSZ13]. Dans le cas géné-

ral écrivons W' = %Wézﬁ avec W, € Cl[z"]. On peut alors regarder l'unique

solution SEFM de ze:;“; (SEFI,E) = aU,fngFM + W, avec les bons poles. Alors

S-[ = dz_:l 561317525 est une solution méromorphe avec les poles que nous recher-
=0

chions. Montrons maintenant 'unicité en supposant qu’il existe une autre solution
méromorphe avec les pdles aux bons endroits. Alors ’équation z”an = aU%Y

a une solution méromorphe non nulle avec des poles d’ordre 1 sur la q%-spirale
d s
—cqn? ce qui contredit I'unicité dans le cas W’ € C[z"]. O

5.2 Transformées de ¢-Borel et de ¢-Laplace

Nous allons maintenant introduire les g-analogues des transformations de Borel
et Laplace qui vont nous permettre de calculer les transformations méromorphes

du théoréme B.1.3

Définition 5.2.1. Soit u € Q. La transformée de ¢-Borel d’ordre p est définie
comme étant la fonction

B#I (CHZH — (C[[f]] —£(£—1)

Zagzé — Zagq 2 fg.

leN leN

Remarque 5.2.2. Cette définition est la méme que dans [Drel5]; elle est de plus

égale a la transformée B . définie en [1.1.5]
q b

La transformation de ¢-Laplace que nous allons maintenant introduire est elle
légerement différente de celle introduite dans [Dreld] (c’est plus exactement la

transformation de ¢’-Laplace d’ordre (1,1) de [Drel5|] pour ¢’ := q%) Quand ¢ > 1
est réel on retrouve la g-transformation de Laplace (et 'espace associé) intro-
duite dans [Zha02], théoreme 1.2.1. D’autres formes de g-Laplace existent dans
la littérature voire lui sont antérieures, comme celles de [Abd60] et [Abd64], qui
cependant se comportent différemment de la notre puisqu’elles mettent en jeu des
g-déformations de I’exponentielle au lieu de la fonction Théta, ou encore celle de
[Béz92).
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Définition 5.2.3 (écoule du théoreme 1.2.1 de [Zha02]). Soit u = 4 € Qs oun,d
sont des entiers positifs premiers entre eux. Soit ¢ € Eq 4. On dit qu'un élément

f € #(C*,0) appartient a Hf, s'il existe € > 0 et un ouvert connexe Q C C tel
que
- U {z eCr
tedz
— La fonction f peut étre prolongée en une fonction analytique sur €2 avec crois-
sance q%—exponentielle a l'infinie, ce qui veut dire qu’il existe des constantes
L, M > 0 telles que pour tout z € €2 :

|z —cq'| < slcqq} C Q.

£ (2)] < LOpgjarm (M|z]).

Ces conditions ne dépendent pas du choix d'un représentant ¢ de ¢. De plus on dit
qu'un élément f € .#(C*,0) appartient a H), s’il existe un ensemble fini ¥ C Eq

tel que pour tout ¢ € Eq% \ ¥ on ait f € HE.

Sl

Remarque 5.2.4. Les Hft et H, sont des espaces vectoriels o q4/n-stables, mais pas
forcément o,-stables.

Définition 5.2.5. Soit 4 = 4 € Q- oun,d sont des entiers positifs premiers entre
eux. Soit ¢ € Eq 4. On appelle transformation de g-Laplace d’ordre y la fonction
suivante :

L0: HE —s ./(C*0)

I

Le lemme 1.3 de [Drel5| permet de voir que cette transformation est bien dé-
finie ; de plus elle ne dépend pas du représentant ¢ choisi. De plus, pour |z| proche
de 0, Ei a des poles d’ordre au plus 1 et ce uniquement sur la q%—spirale —cq%Z.

A partir de ces définitions on peut déduire quelques propriétés basiques (ou

I'on note ag/” 1= Ogi/n)

Lemme 5.2.6. Soit u =% € Q¢ ou n,d sont des entiers positifs premiers entre
eur. Soit ¢ € Eq%.

1. Si on se donne f € C[[2]], alors on a B, (zag/”(f)) =B (f)
2. Si on se donne f € H, alors on a zo@/"L5(f) = L5(Ef).
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Démonstration. 1. Ecrivons f = Z acz’. Alors
leN

B, (z0in(f) = (zaeqdz ) St

{eN leN
—de(e—1)

= Y ag 2 & = B.(f).

LeN

2. L’équation vérifiée par les 6, nous dit que

4y ¢ ¢

cqn c c
Gd(q ):q9d<q>7
qn z z ar \ 2z

ce qui implique que

. “fleq") cq' f(cq'
LoEf) = Cq—dz = P AN
8 eezg:z 0 a/n (C‘“j > e;:z LOqarn (7)
_ f(cqh) _ zad/nﬁi(f)

]

Remarque 5.2.7. Si I'on itére n fois ce lemme pour f € C[[z]] et f € H¢, on obtient

7d(n 1)

Bu(z"05(f)) = B.(f) (5.7)

et
OULE(f) =g T LE(EM ). (5.8)

Lemme 5.2.8. Soit p =% € Q.o ot n,d sont des entiers positifs premiers entre
eux. Soit ¢ € Eq%. Soit f € C{z}. Alors

1. B,(f) € HE.
2. Si de plus f est un polynome alors LS, 0 B,(f) = f.

Démonstration. Montrons d’abord le premier point. Soit f = apz* € C{z}. On

tez
voit facilement que sa transformée de ¢g-Borel est définie et analytique sur C tout

entier (voir la remarque [1.1.6) ; nous n’avons donc a prouver que la croissance
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q%—exponentielle a l'infini. Comme f € C{z} il existe L, M > 0 tels que pour tout
¢ € Non ait |as| < LM*. Alors pour tout z € C

—£(
1B.(f)(2)] < D laellg| ™2
2EN ey
LY Mg~z

£eN

IA

Montrons maintenant le second point. La relation vérifiée par les 6, nous dit

que
d k(k—1)d

Oam(q*n2) =q 7 26 am(2).
On rappelle aussi que 046,(2) = 20,(2) = 0,(%). On en déduit donc
1

L) = > <cqg<1+e>)

LeZ
€ eqd/n P

1
= Z 0(+1)d

(€7 ¢ 2n ( )Hled/n(

<
4
oy ()
0 4in g
=g/ (z e

1
eqd/n(%)
= 1

)

.qu/n (E

Montrons maintenant que pour tous a € C,¢ € N on a LS, o B,(az") = a2’ et
ceci par récurrence sur ¢. Le cas ¢ = ( est une conséquence dlrecte de B,(1) =
et £5(1) =1 et de la C-linéarité des deux applications.

Smt ¢ € N, supposons que pour tout a € C on ait L'C oB (az ) = az*. Prenons
a € C, montrons que L o B (azfTh) = aztt1 Le lemme et I'hypothese de
récurrence nous permettent de dire que

LEoBy(az"tt) = L (SB (agq ffdzf))m
= zad/”ﬁc o B,(ag™ z)
n —4d
= ofag

— GZ€+1.

Il nous suffit maintenant de remarquer que B, (respectivement L%) est un
morphisme additif entre C[2] et Hf, (resp. Hf, et .#(C*,0)). O

Nous allons maintenant donner quelques propriétés asymptotiques de cette
sommation de ¢g-Borel-Laplace. La définition suivante est une définition d’asymp-
tote ¢-Gevrey adaptée de [Drel5], définition 1.8. Les asymptotiques ¢-Gevrey sont
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des g-analogues des asymptotiques Gevrey (introduites par G. Watson et dévelop-
pées par Ramis, Sibuya, etc) que 'on retrouve notamment dans [Zha99, [Zha00,

75ha06, [RZ02).

Définition 5.2.9. Soit 4 = 4 € Qs ou n,d sont des entiers positifs premiers

entre eux. Soit ¢ € Eq%. Soient f € .#(C*,0) et f := > fiz* € C|[[z]]. On dira que
ieN

f admet f pour développement asymptotique ¢-Gevrey d’ordre pu le long de ¢ et

on écrira

f~nf
si pour tous e, R > 0 suffisamment petits il existe L, M > 0 tels que pour tout
k € N et pour tout z dans

zl<R}\ U {zeC

tedz

{zEC*

|2 + '] < eleq’|}

on ait

k(k

—1)
<LMk\q] 2 ]z\k

k—1 o
|f<z> CY e
1=0

Pour un g € Q<o on définit la transformation de ¢-Laplace d’ordre p formelle
comme suit :

L.: C[g] — C[q]

o

Sagt — Y awg

leN LeEN

9]

2L,

C’est I'inverse formel de B,,.
On a alors, en utilisant le lemme , que pour tous £/ € N et ¢ € Eq 4

L5(&") = L.(€).

Proposition 5.2.10. Soit =4 67@>0 ou n,d sont des entiers positifs premiers
entre euz. Soil ¢ € Eq%. Soit f € Hj,. On a

Lo(f) ~5 Lu(f).
Démonstration. Conséquence directe de [Drell, prop. 1.9 et remarque 1.4]. ]

Corollaire 5.2.11. Soit p = 5 € Qo ou n,d sont des entiers positifs premiers
entre euz. Soit ¢ € Eq%. Soit f € C[[2]] tel que B, (f) € HS,. Alors LS,0B,(f) ~5, f.
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5.3 Calcul explicite des sommations

Nous allons maintenant calculer a I’aide des ¢-transformations de Borel et La-
place les SzF' du théoreme [5.1.3| Soit ¢ € Eq d \ . Rappelons que, grace a la preuve

dudit théoreme, nous savons que pour calculer Sof =: ( ﬁ) )
1=

.....

culer Sz = (ff+kd) R Ecrivons de maniére similaire F := (fi)izl . et
Ja. ( ) :
i Frvwa) o

Théoréme 5.3.1. Soit ¢ € E 4. Alors B, (F1) € H, et
SeFy = £, 0B, (Fy).
Démonstration. On rappelle I'équation (5.6) vérifiée par SeI
z"a?SEFI = aU,fngﬁ’ + W'

Montrons tout d’abord que B, (SzF}) € (H,)". L’équation (5.7) nous permet
de montrer que

—d(n—1)

g~ 2 E"B(S:E)) = aUB,(S:Fy) + B, (W) (5.9)
ce qui nous donne
<q‘d";‘”gm - aUTd) Bu(S-E1) = B, (W),

—d(n

Orgq 2_1)§”Ir —aU¢ est inversible si qﬁfn —a # 0 ce qui est vrai pour £ ¢ ¥
(et onac ¢ X); le fait que B, (W’') € (H)" (lemme permet alors de conclure.

Maintenant rappelons que le lemme nous donne que Lf, o B, (W') = W’
L’équation et I’équation nous permettent de dire que

"of (L5,0B, (F1)) = aUf LS 0 B, (F) + W

Comme de plus les coefficients de Ei oB, (E) ont des podles d’ordre au plus 1 et

. 4. d .y , s
uniquement sur la gn»-spirale —cqn, par unicité donnée par le théoreme , on
a bien

SeFy =L, 0B, (F) .
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Ezxemple 5.3.2. Prenons n = 1,d = 2,r = l,a=1et W = <(1)> Alors on a la

matrice

010
B = % 0 1
0 01
et, notant F= <JJ;,>, on a les relations
Uqf:f,a
. 14
oof =—-f+1
z

ce qui nous donne
203 f=rf+=z
En passant a la transformée de g-Borel on obtient
EB1ya(f) = Bijalf) +¢

soit

Bialf) = £

On en conclut donc que, pour tout ¢ € Eq 4 \ {1}, notant Sof' = ( ng f)’ on a
n O—q E

14
A cq 1
Sef = . .
f = cqt — 1 0, (cqzﬂ)
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Forme normale d'un
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Dans cette annexe nous allons produire un algorithme capable de mettre sous
forme normale de Birkhoff-Guenther une classe de matrices de taille 2 x 2. C’est
une généralisation des réductions en 0 et en oo du chapitre [2| mais dans le cadre
|| > 1 et localement en 0.

Soit donc ¢ € C* tel que |q| > 1.

Soit A = 2NVY, 50 Ap2" = Age 4+ A2Vt + ... € GLy(K). Nous allons la
o1zM v

0 022“2>, ol M1 S M2 € @, 01,09 c C*

mettre sous forme triangulaire S, = (

et v € Zﬁ;ll Czlsipig > py et v € Cz" si uy = o (soit la forme normale de
Birkhoff-Guenther présentée en ; en rajoutant une hypothese sur le spectre de
Aj on restera de plus dans le cas p, o € Z. Pour ce faire nous allons d’abord
chercher un v € K.

Ecrivons le déterminant de A sous la forme :

det A = pzFw

avec p € C* k € Z,w € 1 + 2C{z}.

Soient alors py, po les valeurs propres de Ay, plusieurs cas vont se présenter en
fonction de la nullité ou non de p; et py (sachant que I'on ne traitera pas ici le cas
p1 = p2 = 0, ce qui nous permet de rester dans le cadre des pentes entiéres).

I1I



v Annexe A. Forme normale d’une matrice A € GLy(C({z}))

A.1 Cas py,ps # 0.

Dans ce cas p = p1ps et A est pur de pente N (en effet A= Az est définie en
0 et telle que A(0) € GLy(C) donc est fuchsienne). On va tout d’abord supposer
que le systéme est non résonant (on dit que la matrice est résonante s’il existe
n € Z* tel que py = q"p1).

On utilise alors :

Lemme A.1.1. Soient P € M,(C), Q € M,(C) telles que Spec(P)NSpec(Q) = 0.
Alors I’endomorphisme

est inversible.

Démonstration. Comme ¢pg est un endomorphisme il suffit de prouver qu’il est
injectif. Montrons pour cela que MP — QM = 0= M = 0.

Si MP = QM alors pour tout polynéme ¥V € C[T] on a MV (P) = ¥(Q)M.
En particulier en prenant xp le polynéme caractéristique de P on a xp(Q)M = 0.
Comme Spec(P)NSpec(Q) = () on sait que xp(Q) est inversible et donc M = 0. O

Proposition A.1.2. Soit un systéme fuchsien strict (i.e. tel que sa matrice A soit
définie en 0 et telle que A(0) € GLo(C)) de matrice A non résonante. Il existe
alors une (unique) transformation de jauge F = I, + zFy + - -+ € GLy(C{z}) telle

A

que F[A(0)] = A.

Démonstration. Ecrivons A = Ay + zA; 4 ---. On cherche & résoudre F(qz)Ay =
A(z)F(z), soit en écrivant les relations :

FO = [n
" FAg =S8 AL F VE > 1.

On écrit la deuxieme relation sous la forme ¢*F,Ay — AgF), = Zfz_ol A._;F;. On
en déduit que Zf;ol Ay F; est 'image par ¢gra, 4, de I} qui est inversible par
hypothese de non résonance du systeme, d’ou Fj, = qﬁq’,}Am Ao( f;ol Ay Fy).

Montrons maintenant que F' converge. Choisissons une norme matricielle sur M, (C)
telle que ||1,,|| = 1 (par exemple une norme subordonnée a une norme de C") ainsi
quune norme sur End(M,,(C)) subordonnée & la précédente. Comme A est analy-
tique il existe L, M > 0 tels que pour tout i ||A;|| < LM". De plus comme |g| > 1
I'endomorphisme ¢y 4, 4, €st équivalent pour k& — oo a la multiplication matri-

= 0, et donc nous assure 'existence

~1
. N . k . .
cielle a droite par ¢" Ay, i.e. llelir(l] H(qbqkAO’A0>



A.1. Cas P1, P2 # 0. A%

de L' > 0 tel que pour tout k

<.

|(@pann)”

On déduit alors de la relation de récurrence définissant Fj, que

k—1
1Fl| < Z'L Y- M| F .

1=0

Posons ag := 1,a; := LL' Y%~ a;. Alors on voit par récurrence que M || Fy|| < ay
car ||Fp|| = ||L]| = 1 et M~¥||F}|| < LL'S, M~*M‘a; = ax. De plus a, < (1 +
LL')*; en effet on voit par récurrence que

el 4 (1+LLY* -1
<LLY (1+LL) =LL =(1+ LL)" —1< (1+ LL".
a S L) (14 LL) T In =1 = A IL) 1<+ L)
On en déduit donc que ||Fy|| < (M(1+ LL'))* et donc que F converge. O

Proposition A.1.3. Soit K € GLy(C) telle que R := K 1AyK soit sous forme
triangulaire. Il existe une unique matrice F € GLy(C{z}) telle que F[RzN] = A
et F(0) =K.

Démonstration. Posons A’ :== KAK, on a alors A’ € 2N R+ 2N T1M,(C{z}). Se-
lon la proposition il existe une unique F; € GLy(C{z}) telle que F1(0) = I,
et Fi[R] = 27V A’. En posant F':= KF} on a alors que F[zNVR] = A et F(0) = K.
Montrons maintenant I'unicité de F', supposons qu’il existe F” satisfaisant les hypo-
theses. Alors K 'F/[2VR] = A’ et K~'F’(0) = I,, ce qui nous assure par 1'unicité
de Fy que K'F' = Fy,i.e. ' =KF, =F. O

RZN est alors une matrice triangulaire supérieure comme désiré. On a alors
p1 = pe = N,01 =p1,00 =pyet v € C (v=0sip; # ps).

S’il y a des résonances intempestives il faut savoir s’en débarrasser, ce qui est
faisable mais fait de 0 un pole de notre transformation de jauge :

Proposition A.1.4. Tout systeme fuchsien strict est équivalent a transformation
de jauge analytique pres a un systéme fuchsien strict non résonnant.

Démonstration. On va montrer qu’en alternant des transformations constantes et
des transformations dites de cisaillement (ou "shearing'), c’est-a-dire de la forme

0o !

Supposons py = ¢"p; pour n € Z*. On peut de plus supposer, quitte a permuter

10 e , .
G = ( ) on peut éliminer les résonances du systeme.
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p1 et pa, que n > 0. Soit K € GLy(C) telle que K 'AgK = (pol q”op ) Posons
1
b -1 _(a b o a bz
A= K'AK = <c d>' Alors G[A'] = (qlzlc o
¢(0) = 0 on sait que ¢~ '27c est défini en 0; le terme constant de G[A’] est donc
p* ! qn01p : la résonance a diminué de 1. En répétant I’algorithme
1
n — 1 fois on obtient un systeme fuchsien strict non résonant. O]

>. Comme ¢ € C{z} et

de la forme

On peut alors voir que A est alors équivalent & p,zV I, par la transformation
F .= KF,G, ou G, est la transformation de jauge de la proposition F la
transformation de la proposition et K une matrice qui trigonalise le terme
constant de G,[Az~"]. Le probléeme étant que 1'on a bien F € GLy(K) mais plus
F € GLy(C{z}).

A.2 Cas p; #0,py=0.

Soit K € GLy(C) telle que Ay = K ('001 8) K~'. Posons A" :== K'AK =

2N Y50 AL 2™ On a alors det A = det A.

Proposition A.2.1. Il existe une matrice F € GLy(C{z}) analytique sur C* telle
que F € Iy + z2My(C{z}) et vérifiant o,(det F) = wdet F' et v € C({z}) tels que

A= F[S,] ou
2N v
Sy = (,010 kaN> :

P1

Démonstration. Nous allons tenter de construire de tels F' et v a partir de I'équa-

tion
;. o12Mt v
w=r (757 )]

et montrer que cet S, est bien de la forme voulue. Soient X et Y les colonnes de
F.
La relation F'[S,] = A’ impose a X de satisfaire I'équation oy2#0,(X) = AX. On

1). On a alors

écrit alors X sous la forme X =37, 57 X,,2" et on pose Xy = (0

o2 "X =2y (Z A;@_iXZ) 2"

n>0 n>0 \t=0
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Il suffit alors de poser p; := N et on a alors le systeme :
1 p1 0) (1
01 =
0 0 0/)\0
"1 X, = A X+ -+ A Xy, n> 1.
La premiere équation nous donne o; = p; et la deuxieme
X, = (q"o Ly — A) HA X1 + -+ A Xo),n > 1.

La méme méthode que dans la preuve permet de montrer la convergence de
X.

Si on choisit maintenant un Y non colinéaire a X, il existe des uniques A et v
tels que Ao, (Y) = A'Y —vo,(X), i.e. tels que 'on ait

n(y" )=

(pour cela on réécrit I'équation Aoy (Y) = A'Y —vo,(X) sous la forme o, (F) 1)}\ =
A'Y ; comme X et Y sont non colinéaires on peut inverser o,(F)).
On va chercher un Y canonique tel que \ soit de la forme oy2#2.
Posons W := det F', il vérifie
oW detA  prw
W N det SU N O'10'22“1+#2'
Comme o1 = p; et g = N, pour que o,/W = wW on doit poser oy = p—ﬁl et

po =k — p.
Il existe alors une unique solution W = [[,,>1 o, "(w) telle que W (0) = 1. (Dans
ce cas W s’annule sur les z;¢" ot les z; sont les zéros non nuls de det A).

z1

. 0 .
On écrit alors X = <§1>, et on pose Y := (g) avec g := X ce qui nous assure
2

N

F e I, + My(C{z}) et on en déduit v tel que F[<P1g E;fi*N | =A. O
pP1

Corollaire A.2.2. Il existe une matrice F € GLy(C{z}) analytique sur C* telle

que F' € K + zMy(C{z}) et vérifiant o4(det F') = wdet F' et uy < pp € Z,

01,09 € C*, v € C({z}) tels que A = F[S,].

Démonstration. 11 suffit juste de prendre F' = KF ou F est la transformation de

la proposition [A.2.1] O
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p2—1

= CZ!' tel que S, soit équivalente a S,,.

Il nous reste a trouver u € >

p2—1
Théoréme A.2.3. Il eziste des uniques f € C({z}) et u € > Cz' tels que

(b 4)si-s.

Démonstration. La relation (1 !

0 1) [Su] = S, implique que f vérifie

@xm_“laq(f) —f= x—mv _ u'

o1 01
Comme ps — py > 0 il existe un unique f convergent pour cette équation si et
seulement si pour tout ¢ € C* tel que ¢"27#1 = 22 on ait Bq,m,m(x_“l%)((’_l) =
0 ot By ,,—u, est la transformée de g-Borel de degré po — py définie en [I.1.7, Ceci
implique Pexistence d’un unique u de la forme souhaitée (voir [1.1.7)). O

A.3 Résultat général en 0 et passage en oo et en
gl <1

On a alors le résultat général :

Théoréme A.3.1. Soit A=Y,y Ap_n2" € GLy(C({2})), avec det A = pzruw,
peC ke€Zwe 1+ 2C{z}. Notons pi, ps les valeurs propres de Ay et suppo-
k—N-1
sons que py # 0. Alors il existe un v € Z Cz* tel que A soit équivalente via
(=N
p12N v
transformation de jauge a la matrice 0 BN
p1

En particulier si py # 0 on a p% = po, 2"V =N,

AN

Pour la mise en forme normale a l'infini d’une matrice A € GLy(C({1})) il
suffit de faire la méme chose en posant £ = 1. Pour regarder quand [¢| < 1ily a
un peu plus de travail :

Soit le systeme X (gz) = A(2)X(z) avec A € GLy(C({z})) et |g| < 1. On a alors
X(z) = A71(2)X (qz). Posons ¢ = ¢~'. On a alors notre systéme qui est équivalent
a X (qz) = A71(g2) X (2). 1l suffit alors de mettre en forme normale A~!(¢7'2) et
d’en déduire A(z).
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Nous allons dans cette annexe présenter la construction de quotients toriques
utilisée au chapitre [, tout d’abord en présentant quelques généralités sur les va-
riétés toriques (provenant principalement de [CLS11]) puis en présentant un algo-
rithme de construction de quotients toriques (& partir de [Dol03] chapitre 12]).

Commencons tout d’abord par la définition de variété torique :

Définition B.0.2. Une variété torique (sur C) est une variété (algébrique) irré-
ductible X contenant un tore 7" ~ (C*)™ comme ouvert de Zariski dense tel que
I’action du tore 7" sur lui-méme s’étende en une action algébrique de 7" sur X.

Nous allons maintenant procéder en deux étapes pour leur construction : tout
d’abord regarder comment construire une variété torique affine a partir d’un cone,
puis ensuite une variété torique générale a partir d’un éventail.

B.1 Cones et variétés toriques affines

On se fixe un réseau N C R" et on note M := NY = Hom(N,Z) son réseau
dual. De plus pour tous v € M,v € N on note < u,v >:= u(v). On regardera
aussi les espaces vectoriels Ng := N ®z R et Mg := M ®z R. Tous les résultats de
cette section proviennent de [CLS11l chapitre 1].

IX
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Remarque B.1.1. Dans les exemples on regardera généralement N = Z" et on
identifiera M a Z". Dans ce cas on a Ng = Mg = R" et < u,v > représentera le
produit scalaire usuel de u et v.

Tout d’abord rappelons la définition suivante :

Définition B.1.2. Un semi-groupe affine S est un semi-groupe commutatif S
(i.e. un monoide commutatif S) engendré par un nombre fini d’éléments (il existe
Uy, ..., uy, tels que S = @ Nu;) et pouvant se plonger dans un réseau M.

On définit son algebre associée C[S]| comme le C-espace vectoriel de base S muni
de la multiplication induite par la structure de semi-groupe de S.

Si S C Z" est un semi-groupe affine, C[S] peut étre vue comme la C-algebre
engendrée par
{X7 . X |(ag, - -+ ya) € S}

et on a
C[S} - (C[Xlila T 7Xnil]'

On a le théoréme suivant :

Théoréme B.1.3. Soit V' une variété affine. V' est torique si et seulement si
V' = Spec(C[S]) pour un semi-groupe affine S.

Nous allons maintenant présenter un bon moyen de construire un semi-groupe
affine, en utilisant pour cela des cones.

Définition B.1.4. Un cone polyédral convexe de Ny est un ensemble de la forme

o = Cone(95) := {Z Aut| Ay > 0} C Ng

ueSsS

ol S C Ng est un ensemble fini. On dit que o est engendré par S. On utilise de
plus la convention Cone(f)) = {0}.
Un cone polyédral convexe est dit rationnel si 0 = Cone(S) pour S C N.

Définition B.1.5. La dimension d’un cone o, dimo, est la dimension du plus
petit sous espace Vect(o) C Ng contenant o.

Définition B.1.6. Soit ¢ C Ng un cone polyédral convexe. Son cone dual est
défini comme
o' :={m € Mg| < m,u >>0VYu € o}

Remarque B.1.7. ¢V est un cone polyédral convexe, rationnel si o est rationnel, et

ona (c") =o0.
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Soit m € Mg, on définit
H,, :={u € Ng| <m,u >=0} C Ng.

Définition B.1.8. On appelle face d'un cone polyédral convexe un 7 = H,, N o
pour un m € ¢". Une face propre est une face 7 telle que 7 # o.
Lemme B.1.9. Soit o un céne polyédral convexe. Alors
1. Toute face de o est un cone polyédral conveze (et rationnel si o est rationnel).
2. Une intersection de deux faces de o est une face de o.
3. Une face d’une face de o est une face de o.
Proposition B.1.10. Soit 0 C Nz ~ R"™ un cone polyédral convexe. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
1. {0} est une face de o.
2. 0 ne contient pas de sous-espace vectoriel non nul de Ng.
3. oN(—o)={0}.
4. dimoV = n.
Si o vérifie une de ces hypotheses on dira qu’il est fortement conveze.
Remarque B.1.11. Si ¢ est fortement convexe cela n’implique pas forcément que

oV Dest aussi. Par exemple de cone dual de o = Cone((1,0)) C R? est le demi-plan
x > 0 de R? qui n’est pas fortement convexe.

Proposition B.1.12 (Lemme de Gordan). Soit 0 C Ng un cone polyédral ration-
nel conveze. Alors l’ensemble

Sy =c'NMCM
est un semi-groupe affine.

On en arrive donc au théoréme suivant (1.2.18 de [CLS11]) :

Théoreme B.1.13. Soit ¢ C Ng ~ R" un cone polyédral rationnel convezre de
semi-groupe S, = ¥ N M. Alors

U, := Spec(C|S,])

est une variété torique affine. De plus on a équivalence entre
1. dimU, =n.
2. Le tore de U, est Ty = N ®z C*.
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3. o est fortement conveze.

Ezemple B.1.14. 1. Soit o le cone engendré par la base canonique (v;); de Ng =
R™. Alors 0" est le cone engendré par la base canonique (u;); de Mg = R";
on peut voir que o est auto-dual. Dans le cas n = 2 cela donne :

Y Y
e - [ 1/, -- [
| | | 1 1 1
1 1 1 1 1 1
| Y | | g e | e | P
[ 1 1 1 1 [
o oV
B G L e B € o Rl S P
I I I I I I
PV JUz
> + +— T > t +— T
L L
| | | | | l
I s S B e El o e B
| | | | | |

On a alors S, = Spany((u;);) = N" et C[S,] ~ C|xy,...,z,]; on peut donc
voir U, comme étant tout simplement C".

2. Si 0 = {0} C R” est le cone trivial alors ¢V = R", S, = Z", C[S,] =
CIX{!, ..., X ] et U, = (C*)" est le tore de dimension n.

3. Plus généralement si (e;); est la base canonique de R™ et si, pour 0 < r < mn,
o = Cone(ey,...,e.) C R alors

\
o’ = Cone(ey, ..., e, te€11,...,Ee,)

et

n

U, = Spec(Clzy, ..., z,, xfjl, CLzE) =Cnox (€

4. Soit 0 = Cone(vy,vz) ot v; = (0,1), vy = (k+1,—k), k > 1. Alors 0" est
engendré par les vecteurs u; = (1,0) et ug = (k,k +1).

)
Np -a81-t--—r-=k-o-a
A
o Tkt
N
LTS
SR
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uy et uy ne suffisent pas a engendrer Sy, il faut rajouter le vecteur uz = (1,1).
On a donc S, = Spany(uy, us, us) d’ou

C[So'} — (C[:L‘,xkyk—i—l,q;y] ~ C[X,K Z]/Zk+1 - XY

et donc
U, ~V(ZF!' — XY) c C.

Nous avons donc construit une variété torique affine a partir d’'un cone ; il nous
reste maintenant a construire une variété torique générale en recollant de telles
variétés entre elles a partir de la donnée de plusieurs cones.

B.2 Eventails et variétés toriques

Définition B.2.1. Un éventail ¥ dans Ny est une collection finie de cones 0 C N
telle que

1. Tous les o € ¥ sont des cones polyédraux rationnels fortement convexes.
2. Pour tout o € ¥ toutes les faces de o sont dans 3.

3. Pour tous o1, 09 € X, I'intersection o N o9 est une face de chacun des cones
01,09.
De plus on définit

— Le support de 3 comme étant |X| := U,ex;0 C Ng.
— X(r) comme étant I’ensemble composé des cones de dimension r de X.

Nous allons maintenant expliquer rapidement comment construire une variété
torique & partir d’un éventail en suivant la méthode de |[CLS11] pages 106 et 107].

Soit ¥ un éventail de R™ et 01,00 € Y. Si 7 est une face de oy telle que
7 =01 N H,, pour un m € oy, alors

Sy = So + Z(—m).

Ecrivant x™ 1’élément de C[S,,] correspondant & m € S,, = oY N M, C[S,] est
le localisé C[Sy,],m et donc U, = (Uy, ),m. En particulier si 7 = o1 N oy il existe
m € oy N (—o2)" N M tel que

ooNH, =1=0,NH_,

et donc
Us, O (Usy)ym =Ur = (Uaz)x*m C U,

et S; =Sy + 5,
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Regardons maintenant I’ensemble des U, = Spec(C[S,]) pour o € X. Soient
01,09 € X et 7 := 01 Noy. On a donc par ce qui précede un isomorphisme

Joo,01 - (Uffl)X’" = (U02)X7m

donné par 'identité sur U,. Ceci permet de recoller entre elles les variétés U, le
long des sous-variétés U, et de créer ainsi une variété Xy, associée a X..

Théoréme B.2.2 (3.1.5 de [CLS11]). Soit ¥ un éventail de Ng. La variété Xy
est une variété torique.

Théoréme B.2.3 (Proposition 3.1.14 de [CLS1I]). Si ¥ = X, X X9 alors Xy ~

le X XE2.

Exemple B.2.4. 1. Considérons dans R I’éventail 33; dont les cones de dimension
1 sont o7 = Cone(v; = 1) et g9 = Cone(vy = —1); ce sont des cones auto-
duaux.

V)

< e >
Vg 0 U1

X

On a CI[S,,] = Clz] et C[S,,] = Clz7!]; les deux se recollent le long de
C[Sy] = C[z, 27| de maniere classique et on obtient Xy, = P}(C).

2. Considérons maintenant ’éventail 3, ci-dessous, de générateurs v; = (1,0),
Uy = (O, 1) et vy = (—1, —1>

Y Y

I I I | | | | | | | | |
Np cooodeo oo boocb oo de Mp oo

I I I | | | I | | | | |

I I I | | | I | | | | |
D ) S S A R RN DU B Y R SR R S R DR

I I I | | | 1 1 | | | |

V \

LTy o1 oy oy
__I____I___J___’~777L777\7777\77 e ] P === === |

I I I | | | I I | | |

L v L L

; ; ; 3 ‘ — T ' ' ¢ 3 ' _— T

I I I | | | | | | | | |

I I I | | | | | | | | |

I I | | | | | | <& | |
__I____I___U e I ) ] [ R E - I e R

B oyl o .
__I____I____\_______\____\____\__ 77\7777\7777\777<___\____\7777\77

I | | | | | | | | | \/‘ |

| |

Yy S S oyl
[ U (R RN A N R L

| | | | | | | | | | |

| | | | | | | | | | |

Cela nous donne alors C[S,,] = Clz,y], C[S,,] = Clay~t,y!] et C[S,,] =
Clz~', 27 'y]. On peut donc identifier Xy, & P?(C) en identifiant U,, a la
carte U, ={[z:y: 2]|z #0} = {[z : y : 1]} de P2, U,, &4 U, et Uy, & U,.

3. De maniere générale si (e;); est la base canonique de R™ et si 'on pose
ent1 = —»_e;, I'éventail X3 composé des cones, de dimension n, o; =
Cone(eq,...,6é,...,e,) pour 1 < i < n+ 1 et de leurs faces engendre la
variété P"(C) (i.e. X5, = P*(C)).
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4. Considérons maintenant I’éventail 3, ci-dessous, de générateurs v; = (1,0),
vy = (0,1), v3 = (—=1,0) et vy = (0, —1).

y y
1 1 1 | | | 1 1 1 | | |
Npbabooooo oo Moo
1 1 1 | | | 1 1 1 | | |
1 1 1 | | | 1 1 1 | | |
il o S A I R D [ ) S S A R AU DU
1 1 1 | | | 1 1 1 I I I
Vv Vv
i V04 01 : i V04 us 1@ | :
__I____I____I___’~777L777\7777\77 __I____I____I___’~777L777\7777\77
1 1 1 | | | 1 1 1 | | |
: : : U1 : i i i LU :
A——— ~ ke K
1 1 3| 1 1 1 1 Iu3l | | |
1 1 1 4 1 1 1 1 1 1 4 | | |
B 7 A e S Ve B Py VR S
: :0-3: 4 I0-2I 1 1 IO-:\B/I 4 \0-2 I I
__I____I____I _______ I____I____I__ __I____I____I_______\____\____\__
1 1 1 1 1 1 1 1 1 | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 | | |
[ R DR S R | I S B D A DR SR R S RN DU
1 1 1 1 1 1 1 1 1 | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 | | |

Notons alors A; := C[S,,]| et U; := U,,, on a alors

Ay = Clz, y| Ay = Clz,y ']
Az =Clz7hy™'] Ay =Clz7"y].

On peut alors identifier Xy, a P! x P! en identifiant les ouverts U; a

U={(z:1),[y: 1)) eP' xP'}  Up={([1:27],[y:1]) € P! x P}
Us={([1:2],[1:¢]) € P' xP'} Uy={([z:1],[L:y]) € P' x P'}.

Il est aussi possible de voir que ¥4 = ¥; X ¥ et donc, en vertu du théoreme
X24 :X21 X XEl = P! x P

5. Considérons enfin I'éventail Y5 ci-dessous, de générateurs v; = (1,0), ve =
(0,1) et v3 = (1,1).

Yy
1 1 1 1 T
NRff____l____l___.L___ _
| I | |
N |
B e e I [
wany
A e
W
Vel iR L
N
|'U3 : : :
| | | |
oo
U1 I I

Alors notant (uy,us) la base canonique de Mz = R? on obtient que oy =
Cone(uy, uy + uz), oy = Cone(uy, uz,us) et 7v¥ =0y Uay.
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La variété Xy, obtenue n’est autre que ’éclatement de C? & l'origine, Bly(C?),
soit la sous-variété V(zgy — z12) C P x C? (c’est 'objet de I'exemple 3.1.15
de [CLSTI]).

B.3 Action de G], sur A"; variété torique quo-
tient associée

Dans cette partie nous allons présenter la méthode décrite dans [Dol03, chapitre
12] pour construire un quotient (en un certain sens) d’un espace affine A™ (ou tout
du moins d’un ouvert dense de A™) par 'action d'un tore G}, =: T" agissant de la
maniere suivante :

toz=(ty,...,t;) - (21,...,2n) == (tY21,...,t%2,)

ot les a; = (ayj,...,a,;) €EZ" et t% = Y
Nous allons construire a partir de cette action un éventail ¥ et nous défini-
rons notre quotient comme étant la variété torique associée a cet éventail; un
résultat statuant que cette variété est bien isomorphe a un quotient catégorique
d’un ouvert dense de A™ (explicite) par notre tore confortera ce choix de définition.

Commencgons tout d’abord par la définition de quotient catégorique (et géomé-
trique) :

Définition B.3.1. Soit G un groupe algébrique et X une G-variété, i.e. une variété
munie d'une action algébrique ¥ : G x X — X x X de GG. Un quotient catégorique
de X est un couple (Y, p) ot Y est une variété et p un morphisme X — Y vérifiant
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la propriété universelle suivante :

Y

|
|
:a!g
|

¥

Z.
On dira de plus que le quotient est géométrique si I'image de ¥ est X xy X. On

écrira Y = X/ /i pour un quotient catégorique et ¥ = X/ pour un quotient
géométrique.

Nous allons maintenant construire 'ouvert U que nous quotienterons. Donnons-
nous un a € Z" et écrivons A = (a;;)1<i<ri1<j<n la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs a;. Pour un d > 0 posons S; comme étant I’ensemble des monomes
X = X" ... X" oules m € N” sont tels que A.m = da. Nous pouvons alors
regarder les C-espaces vectoriels C[S], := Vectc(Sy) et 'algebre graduée

C[S] = P C[S]..

d>0

C[S] est de type fini (voir toujours [Dol03]), regardons 'idéal

C[S]s0 = P C[S]..

d>0

Il est possible de choisir un ensemble minimal de générateurs monomiaux de cet
idéal, soient X*™ ..., X™. Posons alors, pour m; = (myj, ..., my;), I; := {ijm;; #
0} et D(X™i) := A"\ {X™ = 0}. Nous pouvons alors définir
U= (A")*(Lq) == |J D(X™).
j=1

Remarque B.3.2. La notation (A")%*(L,) vient du fait que cet ouvert U est l'en-
semble des points semi-stables de A" par rapport au fibré en droites L,, ou L, est
donné par l'isomorphisme

7" ~ Pic’ (A™)
ott Pic” (A™) est I'ensemble des classes d’isomorphismes de T-fibrés en droites et ot
un point x est semi-stable (par rapport a L,) s'il existe m > 0 et s € I'(A™, L;”)T
tels que A” := {y € A"|s(y) # 0} soit affine et contienne x.
Plus précisément le fibré en droite L, est le fibré trivial A” x A' muni de laction

t-(z,w)=(t-z,t* w).
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Il est désormais temps de construire ’éventail associé. Posons M comme étant
le noyau de l'application Z" — Z" donnée par la matrice A; c¢’est un groupe abé-
lien libre de rang [ := n — rk(A). Prenons (ey,...,e,) comme étant la base de
Z", (e},...,€:) la base duale dans (Z™)Y et (€}, ...,€:) sa restriction a N := M".
Pour chacun des I; définissons o; comme étant le cone de Nr engendré par les €]
pour ¢ ¢ I;. Alors I'ensemble ¥ de ces cones et de leurs faces respectives forme un

éventail (lemme 12.3 de [Dol03]).

Une description plus pratique des cones o, peut se faire ainsi : soit (vy,...,v;)
une base de M et soit (vf,...,v) la base duale dans N. Alors on peut écrire les
e’ de la maniere suivante :

[
- .. *
e =) bjiv; .
J=1

Dans ce cas o, est engendré par les colonnes B; de B = (b;;); ; pour i ¢ I;.
Enfin on en arrive au théoreme :

Théoréme B.3.3 (Théoreme 12.1 de [Dol03]).
(A")*(La)/ /T = Xs5.

Exemple B.3.4. 1. Regardons ce que donne 'action de G,, = C* sur A*> = C?
donnée par
t- (Zl, 29, 23) = (tZl, t*1z2, tZg)

On a notre matrice A = (1 -1 1). Prenons a = 1, les éléments de Z3,
vérifiant Am = d sont les (t,t + s —d,s) avec t,s > 0 et t + s > d. On voit
facilement que C[S]y = Vect(1, XY, Y Z) et I'idéal C[S]-( est engendré sur
C[S]o par les monoémes X et Z (donnés par les triplets (¢, s,d) = (1,0,1) et
(t,s,d) =(0,1,1)). Alors on a I} = {1}, I = {3} et

(A%)®(Ly) = (A’ \{z1 = 0}) U(A*\ {25 = 0}) = A’ \ {2 = z3 = 0}.

1 0
Une base de M = ker(A) est donnée par (v,v9) = | [ 1|, | 1] | ce qui nous
0 1
donne
€] = V], € =] + U;, €5 = Vs,
: 110 Sk % Sk % :
soit B = 01 1) o= Cone(es, %), 0o = Cone(e],e5) ce qui nous

donne 'éventail
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donc
(A%)*(L1)/ [ox ~ X5 = Blp(C?)

ot Bly(C?) est 'éclatement de C? a origine.

2. Regardons maintenant 1'action de G4 = (C*)* sur A® = C® donnée par
bz = (titg taz, tolsty 20, tazs, tazy, tazs, t1 %)

La matrice A est donnée par

1 0 0001
0 1 0010
A= -1 1 0100
1 =11 000

Nous allons maintenant regarder le quotient (A%)*(L,)//gt pour deux élé-

ments a € Z* différents afin de voir 'influence de ce a sur notre résultat.
Cependant nous allons tout d’abord regarder le squelette de 1’éventail (les
vecteurs qui I'engendrent), celui-ci ne dépendant pas de a.

1 0

0 1
Une base de M = ker(A) est donnée par les vecteurs (v, vy) = _11 , _11
0 -1

—1 0

*
7

Prenons (e}); la base duale de la base canonique (¢;); de Z°, (€
tion a M"Y et (vf,v3) la base duale de (vy,v7). On a alors

); sa restric-

*  —k * —k * =k *

—k ok =k _ * % _ k o=k
€] = V1,69 = Vy, €3 = —V) +Vy,€y = V] — Uy, 5 = —Vy, €5 = —V;

ce qui nous donne le squelette
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Attaquons-nous maintenant aux cones.

(a) Premiérement prenons a = (1 1 1 1). Les solutions de Am = da
sont de la forme

Pour d = 0 il n’y a pas d’autres solutions que 0 tandis que pour d = 1
nous avons 4 solutions associées aux mondmes

X3 X4 X5X6, X1X; X5, Xo X3 Xe, X1 X2 X3X4

qui engendrent P, C[S]4. En effet montrons par récurrence sur d que
tout élément d’un S, est une somme finie des éléments de Sy :

0 1 0 1
0 0 1 1
1 0 2 1
my = 1 y My 1= 2 y Mg 1= 0 y My 1= 1
1 1 0 0
1 0 1 0

Soit m une solution pour d > 0 associée aux parametres (s,t). Si 0 <
s,t < d alors m peut étre écrit sous la forme

S
t
d—1—s+t
d—1+s—t
d—1—t
d—1—s

B
I
+
— === OO
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qui est la somme d’une solution positive de Am = (d — 1)a et de m,.
Si s =t=d alors m = dm,.
Sit=d,s < d alors nous avons

d—s

Pour s = d,t < d nous avons de maniere similaire m = t.my+(d—t).m,.
Donc @, C[S]4 est uniquement engendré par S;. Nous avons donc

I ={3,4,5,6}, I, = {1,4,5}, I3 = {2,3,6}, I, = {1,2,3,4}
d’ou
(AS)S(L,) = A%\ ({23242526 = 0} N {z12425 = 0} N {22326 = 0} N {z1202324 = 0})
et nous avons les cones
o1 = Cone(e], €), 0o = Cone(es, €3, €g), 03 = Cone(e], ey, e: ), 04 = Cone(ez, €)

qui nous donnent 1’éventail

Y
1 1 I I
Yy
o Lol
N €5 - - k-
Bk T 27\ I
1 31 @1 I
— ———
sk
L G e
L EEy N oo
[ 1 '6'5 [ i
1 04 1 03,
T . _ _ L ___L_
1 1 1 1
1 1 1 1

qui est celui de P* x P!. Nous avons donc

(A%)™(La)/ [t =~ P x P,

(b) Prenons maintenant a = (2 2 1 1). Les solutions de Am = da sont
de la forme

S

t
d—s+t
d+s—t
2d —t
2d — s

0<s5,t<2d,s<t+d,t <s+d.
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Pour d = 0 la seule solution est 0 tandis que pour d = 1 il y a 7 solutions
associées aux monomes

Xs Xy X2 X3, X1 X7 X2 X, Xo X3 X5 X2, X1 X0 X3 X, X5 X,

X2XoX2 X5, X1 X3X3Xg, XP X2 X3X,

qui engendrent @, C[S]4 (on le vérifie par une récurrence similaire).
On a alors les cones

o1 = Cone(e], e5), 0o = Cone(es, €3), 03 = Cone(e], €)),
o4 = Cone(()) = {0}, 05 = Cone(e;, ),
o¢ = Cone(e}, e;), o; = Cone(ez, ),

ce qui donne I’éventail

| |
- - - — -1 - - L -
| |
09 1 0q
| |
7 7 - Sl il o

Dans ce cas (A®)*(L,)//gt est isomorphe a P! x P! éclaté en deux
- m
points, soit I’éclatement de P? en trois points.



Algorithme Maple de création des
éventails

Nous allons dans cette annexe proposer quelques petits programmes Maple™
permettant de calculer les matrices et les bases des éventails associées aux sous-
espaces toriques des classes analytiques isoformelles 1aches définies en sous-section
4.2.1], ce qui peut donner une idée de leur comportement.

Les pages qui suivent présentent tout d’abord un programme permettant de
construire la matrice A, ,, ,, munie d’'une base de son noyau, avec donnés les
exemples de A 99, Ay 392, Az 31, puis un autre programme appelant le premier per-
mettant de donner les vecteurs générant I'éventail 37 (qui ne dépendent eux

pas de a). On y voit aussi que la taille des éventails "explose' : ainsi 3§ ;5 est
engendré par 18 vecteurs de R*3.

XXIII



|:> restart: with(linalg) :

Y Cas 2 pentes : Matrice A et base de Am=0

> MatTor = proc(n :: posint, r1 :: posint, r2 :: posint)
local A k | G
A= matrix(rl+r2-1, n, (i, j) — ifi=1 then 1 else 0 end if) :
for kfrom?2torl+r2-1do
C:= matrix(rl1+r2-1, n, (i, j) — if i= kthen 1 else 0 end if) :
A = augment(A, C) :
end do;
for kfrom1 to r2-1do
forlfrom1tori-1do
C:= matrix(rl1+r2-1, n, (i, j) » ifi=1then -1elifi=k+1lori=1+7r2
then 1 else 0 end if);
A = augment(A, C);
end do;
end do;
return [eval(A), kernel(A) |;
| end proc:
> MatTor(1, 2, 2);

100 -1

010 1[{[1-1-11] (1.1)
001 1

=> Mthor(l,S,Z);
1000 -1 -1
0100 1 1
0010 1 0
0001 0 1
> MatTor(2, 3, 1);
110000
001100{[-110000}[00-1100]| (1.3)
000011

At -1 -to010)[1-10-101} (1.2)

(0000 -1 1]}




[>

Y Cas 2 pentes : Base de I'éventail

> EveTor := proc(n:: posint, r1 :: posint, ¥2 :: posint)
local A, B E V,rg, k &
A:= MatTor(n, r1, r2) :
rg == nops(A[2]) :
B := convert(A[2], list) :
E=[]:V:=1]]:
for kfrom 1 tori-r2-ndo
for Ifrom 1 to rgdo
V:=lop(V), BII[K]]:
end do;
E:=[op(E), V]:
Vi [ ]:
end do;
return(eval(E) );
| end proc:
> EveTor(1, 2, 2);
i [[1], [-1] [-1], [1]] (1.1)
> EveTor(1, 3, 2);
L [[1’1]’[_11_1]1[_110]1 [01_1]5[1’0]1 [011]] (12)
> EveTor(2, 3, 1);
| [[_11 Os 0]’ []-1 O’ O]’ [O’ _]-l O]l [Ol ]-1 0]1 [Ol Os _]-]7 [O’ Ol ]-]] (13)
> EveTor(2, 3, 3);
[[]-s 1’ O’ 01 O: 1; 1’ 11 ]'l ]-’ 1’ _1’ O], [O, 0’ O’ 01 O, 0; O’ O; Ol 0; O’ 1’ O]’ [O’ 01 (14)
O’ Ol 05 _]-l _11 _1’ _1’ O’ 01 Os _1]1 [01 O’ Ol 05 0’ O’ Ol Os 0’ O’ 01 Os 1]1 [_1’
_15 _]-s 05 O’ 01 Ol 05 O’ _15 _]-s 05 O]’ [01 0’ 11 Ol Os 0’ O’ 01 Os 05 O’ O’ 0]7 [O’
O’ Ol _11 Ol _11 _1’ 01 Ol _11 _1’ ()1 0]1 [Ol Ol 0) 11 O’ Ol Os 0’ O’ 01 Os 05 O]’ [
_15 _]-s 05 O’ _1’ O’ 01 _1’ _1’ O’ ()1 Os 0]1 [Ol 0) 0’ O’ ]-1 Os 0’ O’ 01 Os 05 O’ O]’
[0’ O’ 01 O, 0; 1’ 01 O’ 0; 0’ O, Ol 0]1 [01 O, 0; O’ O, Ol ]-’ 0’ O, Ol 0: 0’ O]’ [0, O’
0,00001,00,0,0,°0]1I0,0,00000,0,1,0,0,0,0], [0, 0,0, 0,
0,0000,1,00,0][0000,00000,0,1,0,0][1,0,0,0,0,0,
. 0,0,0,0,0,0,0]10,10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]]
> nops(EveTor(2, 3, 3));
18 (1.5)

> nops(EveTor (2, 3, 3)[1]);
13 (1.6)
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aux g-différences. Dans un premier temps nous réalisons une étude globale de certains systémes
dérivés des équations de ¢-Painlevé et introduits par Murata, en proposant une correspondance
de Riemann-Hilbert-Birkhoff entre de tels systémes et leurs matrices de connexion.

Dans un second temps nous nous intéressons & la classification locale, en construisant un fibré
vectoriel équivariant sur I'espace des classes formelles a deux pentes dont la fibre au dessus d’une
classe formelle est 1'espace de ses classes analytiques isoformelles. Ceci fait, voyant que I’action
du groupe des automorphismes du gradué s’impose naturellement dans 1’étude de ce fibré, nous
nous intéressons a ’espace des classes analytiques, soit des classes analytiques isoformelles modulo
cette action, dont nous proposons dans un cas restreint une premiere approche de classification
via 'utilisation de variétés toriques.

Dans un troisitme temps nous construisons, via des transformations de g-Borel et de g¢-
Laplace, des ¢-Stokes, soit des solutions méromorphes de systémes, dans le cadre des systemes a
deux pentes dont une non entiere et une nulle.

Mots-clefs : Equations aux ¢-différences, classification analytique, phénomeéne de Stokes, géo-
métrie des g-différences, ¢-Borel-Laplace, équivalence de Riemann-Hilbert-Birkhoff, ¢-Painlevé,
variétés toriques.

Classification and geometry of g-difference equations:
Global study of ¢-Painlevé, non-isoformal classification and Stokes with arbitrary
slopes

Abstract This thesis falls within the context of global and local geometric classification of
g-difference equations. In a first part we study the global behaviour of some systems derived
from g-Painlevé equations and introduced by Murata. We do so by constructing a Riemann-
Hilbert-Birkhoff correspondence between such systems and their connexion matrices.

In a second part we work on local classification by providing a construction of an equivariant
vector bundle over the space of all formal classes with two slopes, the fibre over a formal class
being the space of its isoformal analytic classes. As the action of the group of automorphisms
of the graded module arises naturally when we study this bundle, we take an interest in the
study of the space of analytic classes, which is the space of isoformal analytic classes modulo this
action. We propose a first approach of such a classification by using toric varieties.

In a third part we construct g-Stokes, 7.e. meromorphic solutions of systems, in the context
of systems with one non-integral slope and one equal to zero, this by using ¢-Borel and ¢-Laplace
transforms.
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