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INTRODUCTION GENERALE

Es systémes a événements discrets (SED) représentent une sous-classe des systémes
dynamiques pour lesquels les variables d’état évoluent de maniére discréte au cours

du temps. Cette évolution est conditionnée par 'occurrence d’événements ponctuels. Ces
systémes couvrent aujourd’hui une classe importante d’applications réelles, notamment
les processus manufacturiers, les systémes informatiques, logistiques et de transport ainsi

que les réseaux de télécommunications.

La mise en ceuvre d’'une commande permettant a ces systémes de fonctionner de ma-
niére efficace et satisfaisante, vis-a-vis des spécifications établies par le cahier des charges,
est un des principaux défis du monde industriel. Récemment, plusieurs facteurs tels que
la progression rapide de la technologie, 'augmentation des demandes et des exigences du
marché ainsi que la concurrence accrue entre les entreprises, ont directement contribué a
I’accroissement de la complexité des SED, de plus, il est impossible de réaliser I’ensemble
des tests de commande sur les systémes réels. La mise en disposition d’'un outil de modé-
lisation formel qui permet d’appréhender le comportement du systéme réel dans le but de
Ianalyser, le commander et le simuler, s’avére étre un enjeu crucial. Cet axe de recherche
a attiré l'attention des communautés qui s’intéressent a la théorie des systéemes. Divers
outils de modélisation des SED ont été développés, les plus connus sont les automates a
états finis et les réseaux de Petri (RdP). Dans le cadre de cette thése, nous nous intéres-

sons & la modélisation et a la commande des SED par I'outil RdP.

Le RAP a été proposé en 1962 par le mathématicien allemand Carl Adam Petri pen-
dant sa thése de doctorat. Cet outil de modélisation représente un formalisme mathéma-
tique puissant qui bénéficie d’une représentation graphique intuitive et modulaire [Sil13].
Il posséde également la capacité de représenter explicitement certains comportements

du systéme dont le parallélisme, les structures de choix, la synchronisation et le par-
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tage de ressources. Actuellement, le RAP joue un role important dans la modélisation
du comportement dynamique, I'analyse de performance, la synthése et 'implémenta-
tion de la commande des SED |[Sil93, Sil13|, spécialement des systémes de production
[MYKO02, YRCL03b, KSNO7|, et de transport [LC04, DBM*14].

L’un des objectifs de commande des SED, modélisés par RAP, consiste a déterminer
une séquence de franchissements représentant la trajectoire qui permet d’atteindre un
état désiré a partir d’un état initial. Généralement, les techniques de commande propo-
sées dans la littérature utilisent des fonctions heuristiques afin de générer la portion du
graphe d’atteignabilité qui contient cette trajectoire [LD94, MYKO02|. Ces méthodes ne
sont malheureusement pas applicables aux systémes possédant un grand nombre d’états,
car le graphe d’atteignabilité devient extrémement volumineux. Elles peuvent mener au
probléme d’explosion combinatoire du nombre d’états. Afin de contourner ce probléme,
I’équipe de David et Alla ainsi que celle de Silva ont proposé en 1987 une technique de
relaxation appelée fluidification. Elle permet d’obtenir un réseau de Petri continu (RAPC)
dont le comportement approche celui du réseau de Petri discret (RAPD), et ainsi de pou-

voir bénéficier des outils de 'automatique continue [SJMV11|.

Le but de la commande des RAPC est trés fortement inspiré des contributions de
la commande des systémes a temps continu. Il s’agit de piloter le systéme jusqu’a at-
teindre une consigne [SRO4|. Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature
afin de garantir la stabilité du systéme et sa convergence vers I'état final, toutefois la
plupart d’entre elles sont contraignantes. En effet, certaines ne sont applicables que pour
une classe particuliére de modéles, dans le but de réduire la complexité de calcul, tels
que les RAPC sans choix [WMJS10] ou les RAPC sans synchronisation [XRS06, XRS08a].
D’autres sont motivées par un probléme précis de commande, qui est la minimisation
du temps de convergence [XRS08b, AOJMS11, WMJS12|, mais qui entrainent de fortes
variations de flux. Ces fortes variations de flux sont traduites, dans la réalité, par une
sollicitation excessive des actionneurs qui provoque un vieillissement précoce des compo-
sants. Par ailleurs, en considérant des sous-classes particuliéres de RAPC et en imposant
souvent des trajectoires linéaires (ou linéaires par morceaux), le champ d’application de
la commande développée reste limité et certains comportements particuliers ne peuvent
étre traités comme les comportements de “hill-climbing”, correspondant a une trajectoire
devant nécessairement s’¢loigner de la cible avant de pouvoir y converger.

Le modéle RAPC ne permet pas de représenter les conditions logiques ni les actions dis-
crétes, comme I'ouverture ou la fermeture d’une vanne, 'occurrence d’une panne ou le par-
tage de ressources [GAOT|. Le réseau de Petri Hybride (RAPH) a été proposé dans [DAO1]
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pour prendre en compte ces actions discrétes et modéliser les systémes dynamiques hy-
brides qui font intervenir explicitement et simultanément des dynamiques continues et des
dynamiques événementielles. Mais, les lois de commande précédentes ne sont pas adap-
tées pour prendre en compte les actions discrétes et aucune d’entre elles n’exploite la

commande continue pour déterminer une séquence de commandes discrétes.

C’est dans ce contexte que nous proposons, a travers ce mémoire, une méthode de
commande inspirée de la commande prédictive. Grace a sa robustesse face aux perturba-
tions, sa formulation du probléme d’optimisation qui anticipe et empéche toute violation
des contraintes et ses performances, la commande prédictive est largement utilisée en
industrie ; elle intervient dans divers domaines tels que ’automobile, la pétrochimie et
les applications aérospatiales [BMDP02, QB03|. Dans ce travail, nous souhaitons tirer
parti de ces avantages. De plus, elle optimise une fonction quadratique qui peut combiner
facilement plusieurs objectifs de commande ce qui permet de traiter le probléme de la
sollicitation excessive des actionneurs. Cette méthodologie a d’ailleurs déja été utilisée
pour la commande des systémes dynamiques modélisés par RAPC [GMR 06, MGR*08|,
RAPD |LL15| ainsi que par RAPH |[JCBM13|. En revanche, la complexité et le temps de
calcul sont deux questions clés qui limitent 1'utilisation de la commande prédictive. Ils
sont directement liés a la taille du RAPC et a la largeur de I’horizon de prédiction, ce
qui a conduit la plupart des contributions a utiliser un nombre réduit de pas de prédic-
tion [GMR™06]. Mais parfois, il est primordial de prédire suffisamment loin pour détecter
le changement de comportement du systéme commandé, notamment lors de situations de

type “hill-climbing”.

Une premiére contribution consiste a apporter des simplifications indispensables dans
I’algorithme de calcul de la commande prédictive continue et a proposer une adaptation
de I’horizon de prédiction en fonction de la nature de la trajectoire, afin d’utiliser un
horizon de prédiction large tout en limitant Ieffort de calcul. Une étude de complexité
est proposée, en se basant sur cette étude, nous évoquons une méthode qui détermine la
borne supérieure de I'horizon de prédiction afin que la solution proposée soit réalisable en

fonction de la période d’échantillonnage du calculateur.

La deuxiéme contribution est motivée par la nécessité de réduire la sollicitation ex-
cessive des actionneurs. Elle propose une modification de la fonction de performance en
ajoutant un terme pondéré qui tient compte de la variation de flux. Une détermination
systématique du facteur de pondération qui assure la stabilité du systéme autour de I’état

désiré est proposée.
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La troisiéme contribution consiste a proposer un algorithme qui exploite la commande
prédictive développée pour commander les RAPC afin de déterminer la séquence de com-
mandes discrétes des RAPD, sans établir le graphe d’atteignabilité et faire de recherche

exhaustive dans ’espace discret des marquages atteignables.

La quatriéme contribution vise a développer une approche hybride qui commande les
RdAPH, munis de transitions discrétes immédiates et temporisées et qui limite la sollicita-
tion excessive des actionneurs continus. La commande suggérée est inspirée du principe
de la commande prédictive, elle adapte la commande prédictive continue a la structure
du RdPH en tenant compte de I'impact des actions discrétes sur la partie continue, puis

la combine avec la commande prédictive discréte proposée dans [LL15].

Cette thése est composée de quatre chapitres.
Le premier chapitre présente les définitions et les concepts fondamentaux relatifs a 1’outil
de modélisation et d’analyse RdP. Dans une premiére partie de ce chapitre, nous présen-
tons le RAPD et quelques domaines d’application. Nous expliquons également le probléme
d’explosion combinatoire du nombre d’états inhérent au RAPD et nous introduisons en-
suite la fluidification. Dans la seconde partie, nous présentons en détails les RAPC et les
RdAPH. Nous passons en revue leur définition, leur représentation ainsi que leur principe
d’évolution sous la sémantique retenue dans nos travaux de recherche. L’intérét et 1’effi-
cacité de la modélisation par ces réseaux sont également mis en évidence par un ensemble

d’applications réelles.

Le deuxiéme chapitre établit un état de 'art sur la commande des trois extensions
du RAP introduites dans le premier chapitre et situe le contexte général en précisant la
problématique de nos travaux de recherche. Dans la premiére partie, nous exposons brié-
vement quelques commandes de RAPD en insistant sur leurs limites de mise en ceuvre. La
deuxiéme partie de ce chapitre étudie la commande des RAPC & vitesses variables. Nous
faisons d’abord une description générale de la problématique de commande des RAPC.
Nous présentons ensuite les approches de commande les plus performantes parmi celles
proposées dans la littérature. Nous exposons leur principe, leurs avantages ainsi que leurs
principaux inconvénients, dans ce descriptif, nous nous focalisons sur la commande prédic-
tive. Finalement, nous proposons quelques éléments bibliographiques sur la commande des
RdAPH, notamment sur les approches basées sur la commande prédictive. Afin de mettre
en évidence les avantages de cette commande, une étude comparative est présentée a la fin
de cette partie. Dans cette étude, nous détaillons aussi ses inconvénients et les problémes

rencontrés dans la résolution de la problématique posée.
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Le troisiéme chapitre est dédié a I'amélioration de la commande prédictive pour ré-
pondre a la problématique posée dans le chapitre précédent. Une premiére partie de ce
chapitre concerne la commande prédictive des RAPC. Elle détaille I’ensemble des simplifi-
cations apportées a cette commande. En outre, elle présente la procédure d’adaptation de
I’horizon de prédiction, une étude de complexité est ensuite menée. Une nouvelle méthode
qui limite la sollicitation excessive des actionneurs est aussi proposée. Elle est suivie d’'une
étude de stabilité autour de I’état souhaité. Nous montrerons, dans une deuxiéme par-
tie, de quelle facon la commande prédictive proposée peut étre utilisée pour commander
les RAPD. Des simulations numériques sont présentées dans chaque partie pour illustrer

I'utilité des différentes contributions de ce chapitre.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, nous introduisons la commande prédictive hy-
bride pour commander les RAPH et limiter la sollicitation excessive des actionneurs. Nous
simplifions le probléme de commande en supposant que toutes les transitions discrétes sont
immeédiates. Nous présentons la commande développée sous la forme d’une combinaison
d’une commande prédictive discréte et de la commande prédictive continue développée
dans le chapitre précédent. Nous détaillons le principe de cette approche ainsi que l'al-
gorithme global de commande. Dans un second temps, nous présentons les modifications
subies par cet algorithme afin de considérer les contraintes temporelles discrétes. L’effi-

cacité de 'approche proposée est mise en relief par un ensemble de simulations numériques.

Finalement, ce mémoire de thése se termine avec une conclusion générale qui synthétise
les différentes contributions mises en place. Des perspectives de poursuite de ces travaux

de recherche sont également identifiées.
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Chapitre 1 Modélisation par réseaux de Petri

Introduction

N 1962, le réseau de Petri (RdAP) a vu le jour dans la thése de doctorat du ma-
E thématicien allemand Carl Adam Petri (1926-2010) [Sil13]. Cet outil représente un
formalisme mathématique puissant qui bénéficie d’'une représentation graphique intuitive
et modulaire. Il a été initialement dédié a la description des différentes séquences d’événe-
ments qui se produisent dans les protocoles de communication [Pet66]. Depuis ce jour, la
modélisation par RdP s’est largement répandue dans le monde entier. En revanche, ’ex-
ploration systématique et exhaustive des différents états atteints par le systéme durant son
fonctionnement limite I'utilisation de cet outil pour les systémes de grande dimension. Afin
de pallier ce probléme, connu sous le nom d’explosion combinatoire du nombre d’états,
il est proposé d’étudier les événements discrets via des approximations continues. Cette
technique de relaxation s’appelle “ fluidification” et remplace le RAP discret (RAPD) par
un RAP continu (RAPC) [SR02|. Néanmoins, un tel modéle ne permet pas de représenter
les conditions logiques ni les actions discrétes, comme 'ouverture ou la fermeture d’une
vanne, l'occurrence d’une panne ou le partage de ressources [GAQ7]. Pour cette raison,
le réseau de Petri Hybride (RAPH) a été défini dans [DAO1|. Il constitue un formalisme
puissant qui permet de modéliser les systémes dynamiques hybrides qui font intervenir
a la fois des dynamiques continues et événementielles en interaction [GAO0T7]. Ce type de

réseau permet de décrire les changements logiques qui peuvent survenir.

Ce premier chapitre fait appel aux concepts fondamentaux relatifs aux trois exten-
sions du RdP et introduit les notations qui seront utilisées tout au long du mémoire.
La section I.1 donne un apercu global sur le RAPD autonome et temporisé ainsi que ses
domaines d’application. Elle explique également la notion de “fluidification”. La section
1.2 se concentre sur le RAPC. Le RAPH est finalement présenté dans la section 1.3. 11 est

défini comme une interaction entre un RAPC et un RAPD.

I.1 Modélisation par réseaux de Petri discrets

1.1.1 Présentation du réseau de Petri discret autonome

Ce paragraphe concerne essentiellement le RAPD autonome. En d’autres termes, la
notion du temps ne sera pas évoquée. Par conséquent, un RAPD autonome modélise un
systéme dynamique dont les dates d’occurrence des événements ne sont pas modélisées.

Seul lordre des événements est pris en compte.

Section 1.1 : Modélisation par réseaux de Petri discrets Page 8
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I.1.1.1 Définition du réseau de Petri discret autonome

Le RdP est un graphe orienté biparti composé de deux sortes d’éléments & savoir,
les places et les transitions. Des arcs orientés sont mis en places afin de relier ces élé-
ments entre eux [Smal3|. Les éléments de méme nature ne peuvent pas étre directement
raccordés. Des arcs orientés issus d’une (ou de plusieurs) place(s) aboutissant & une (ou
plusieurs) transition(s) et réciproquement. Ces arcs peuvent étre pondérés. Dans ce cas,
le RAP est dit généralisé.

Du point de vue de la modélisation, les places correspondent aux variables d’état du
systéme modélisé et les transitions définissent les événements ou les actions qui entrainent
I’évolution des variables d’état. Dans le cas d’'un RAP marqué, la valeur de la variable
d’état correspond au nombre de marques (ou de jetons) dans chaque place. Ce nombre
représente le marquage de la place concernée. L’ensemble des marquages de toutes les
places forme le vecteur de marquages qui représente 1’état global du systéme étudié. Etant
donné que le nombre de marques porte une information spécifiant le nombre de ressources
disponibles, le poids d’'un arc dirigé vers une transition précise le nombre de ressources
indispensables a la réalisation de ’événement associé a cette transition. De méme, un
arc dont l'origine est une transition, caractérise le nombre de ressources libérées suite a

I'occurrence de 1’événement correspondant [Sill3].

Du point de vue de la représentation graphique, les ensembles des places et des tran-
sitions d'un RAPD sont respectivement représentés par des cercles et des barres simples.
Par ailleurs, les arcs orientés sont représentés par des fléches indiquant le sens de circula-
tion des jetons. Le poids de chaque arc est un entier strictement positif. Généralement, il
est indiqué au milieu de I'arc. Par défaut, le poids vaut 1. Si les poids de tous les arcs sont
égaux a 1, le RAPD est dit ordinaire. Finalement, les marques sont symbolisées par des
disques pleins noirs placés a I'intérieur de chaque place. La figure 1.1 présente un exemple

simple de RAPD généralisé.

=} P2 ta
>2 3
: i
| :
A : :
' Marque b
o Transition
Arc orienté

Poids de l'arc

FIGURE [.1 — Exemple d’'un RAPD généralisé
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Pour terminer, du point de vue mathématique, le RAPD peut étre formellement vu
comme un couple (Ay, Myg) ou Ay définit la structure du réseau discret et My, € N%, spé-
cifie le marquage initial qui correspond a I’état initial du systéme étudié. A titre d’exemple,
le marquage initial du RAPD donné par la figure 1.1 est My, = [2 1r ou X! dénote la
transposée d’un vecteur ou d’une matrice X. La structure .45 est représentée par un qua-
druplet Ag = (P, T, Wy, Wp,) ot P = {p; }i=1, ..n et T = {t;};=1,.. 4 sont deux ensembles
finis non-vides composeés respectivement de n = | P| places et ¢ = |T'| transitions tels que
PNT = @. La notation |.| désigne le cardinal d’un ensemble. Les deux matrices W), et
Wpo € NIG7 désignent respectivement la matrice de pré-incidence et de post-incidence.
Ces derniéres définissent la structure statique du RAP : V(p;,t;) € PxT , W,.(4,j) € N5
et Wyo(, ) € N> représentent respectivement le poids de I’arc de la place p; vers la tran-
sition ¢; et de la transition ¢; vers la place p;. La matrice W, définie par W = W, — W,,,,
désigne la matrice d’incidence du réseau. Chaque élément v € PUT, posséde des éléments
d’entrée (placés en amont) ainsi que des éléments de sortie (situés en aval) qui sont res-

pectivement symbolisés par °v et v°.

Le RAPD ne reste pas figé dans son état initial. A partir de Mg, le franchissement
d’une transition influence I'état du systéme et lui permet d’évoluer et d’atteindre un
autre état. Le marquage de chaque place p; est dénoté m; € Nso. Ainsi, le vecteur
constitué du marquage de toutes les places présentes dans le réseau est désigné par
My = [ml ceeomy .. mn]t. Les conditions d’évolution d’'un RAPD autonome seront

détaillées dans le paragraphe suivant.

[.1.1.2 Principe d’évolution du réseau de Petri discret autonome

Le franchissement (ou le tir) d’une transition entraine I’évolution du RdP. Cette évo-
lution consiste a déplacer les jetons au sein du réseau et a modifier le marquage de chaque
place, ceci s’interpréte comme la consommation et la production de ressources. Le fran-
chissement est soumis a certaines conditions. Avant d’étre franchie, la transition doit étre
validée. La validation d’une transition dépend du nombre de marques dans les places en

amont. Soit 1,(t;, My) le degré de validation d’une transition ¢;, défini par (I.1) :

. m;
t;, M) = min —_ 1.1
it 1) = min { | 57 | )
ol |-] symbolise la partie entiére par défaut de (.). Une transition discréte ¢; est dite
validée par le marquage courant My si et seulement si (ssi) 74(¢;, My) > 0, autrement dit,

ssi le nombre de jetons dans toutes les places p; en amont de ¢; (p; €°t;) est au moins égal
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au poids des arcs de p; a t;. En particulier, dans le cas d'un RdP ordinaire, il faut que
toutes les places en amont soient marquées. D’une maniére générale, 14(¢;, M;) mesure la
quantité maximale de franchissements d’une transition ¢; validée : t; ne peut étre franchie
qu’avec une quantité entiére de marque ay € N telle que 0 < ay < 14(t;, My). 1l résulte du
franchissement de t; le retrait de aq- W, (4, j) marques de toutes les places p; en amont et
I'ajout de ag-Wp(i, j) marques a chacune des places p; en aval. La variation de marquage
est définie par (1.2) :

AMy; = aq-W(,j) (1.2)

avec W (:, 7) est la j*™ colonne de la matrice W relative & la transition ¢;.

Afin de savoir dans quel ordre les transitions ont réellement eu lieu, il est supposé

* représente

qu'une seule transition ne peut étre franchie a la fois. Soit o4 € T* (ou
I'étoile de Kleene), la séquence de franchissements définie comme une série de transitions
successivement franchies & partir d'un état initial My, jusqu’a latteinte d’un état M,.
La représentation mathématique résumant cette évolution est donnée par Myg[og > M.
Une telle séquence est caractérisée par un vecteur de franchissements noté I'y € N‘éo tel
que L'y = (V4)j=1,...q € quo ol 74 € N> désigne le nombre d’occurrences de la transition

t; dans la séquence oy.

L’espace d’atteignabilité d’'un RAPD autonome est désigné par Rg(.Ag, Myg). 11 re-
présente 'ensemble de tous les marquages M, qui sont atteignables (accessibles) a par-
tir du marquage initial & travers une séquence finie o4. Il est défini par Ry(Ag, Mog) =
{My| Mog[oa > Ma}.Si My € Ra( N, Moa), 'équation fondamentale (ou équation d’état)

de variation du marquage s’écrit sous la forme (L.3) :
My = Moy + W - Ty (L.3)

I.1.1.3 Modélisation des comportements des systémes par réseaux de Petri

discrets autonomes

Le RdAP posséde la capacité de représenter explicitement certains comportements du
systéme dont les structures de choix, la synchronisation, le parallélisme et le partage de
ressources.

Les RAP permettent de représenter facilement le concept de choix lorsqu’une place p;
posséde plusieurs transitions de sortie : |pg| > 1 le conflit est dit structurel (voir figure
I.2). Quand la place p; contient un nombre insuffisant de marques pour franchir toutes les

transitions de sortie, le conflit est dit effectif.
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ty

t

P1 D1
tz t3 t2 t3
D2 g D3 D2 D3

FI1GURE [.2 — Exemple d’'un RAPD avec un FIGURE 1.3 — Exemple d'un RAPD avec un
conflit structurel conflit effectif

La synchronisation (ou la structure de rendez-vous) permet de synchroniser les opé-
rations de deux processus. Ce concept est représenté par le RAP lorsqu’une transition
t; posséde plusieurs places d’entrée : |°¢;| > 1 (voir figure 1.4). Le franchissement de la
transition t; ne peut avoir lieu que si les places p3 et po, qui appartiennent respective-
ment aux processus 1 et 2, contiennent au moins une marque. Dans le cas contraire, si a
titre d’exemple py n’est pas marquée, la transition t; reste bloquée en attendant que le

processus 2 évolue et que po soit marquée.

Processus1 Processus 2

FI1GURE [.4 — Exemple d’'un RAPD avec synchronisation

Le parallélisme représente I’évolution simultanée de deux ou plusieurs processus au
sein d’un méme systéme (voir figure 1.5). Le départ simultané de 1'évolution des processus
est provoqué par la transition ¢; ayant les deux places py et p3 en sortie. Si p; est marquée,
le franchissement de ¢; met une marque dans chacune des places de sortie, ce qui permet
de déclencher respectivement les processus 1 et 2. La fin des deux processus est indiquée
par la présence d’une marque dans chacune des places pos et po3. D’aprés la figure 1.5,

I’achévement des deux processus est synchronisé a I'aide de la transition #5.
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D1

D2

Processus 1

D23

~
<
(=]
=)
i
2
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N

FIGURE 1.5 — Structure d'un RAPD avec parallélisme

Finalement, le partage de ressources modélise la mise en commun d’une méme res-
source entre plusieurs processus au sein d’un méme systéme tel que le partage d’un espace
mémoire entre deux programmes informatiques. Un exemple de partage de ressources est
présenté par la figure 1.6. Le franchissement de la transition ¢; du processus 1 consomme la
marque présente dans p;. La ressource est donc allouée au processus 1, ce qui provoque le
blocage de I’évolution du processus 2 sur la place pio. A la fin de ’évolution du processus

1, lorsque la transition t1g est franchie, p; redevient marquée et la ressource est & nouveau

disponible.

t —3 — tg
A
Ps3 () P13 <>
Processus 1 D1 Processus 2
Pu <> P21 Q)
t10 A1)

FIGURE 1.6 — Structure d’'un RAPD avec partage de ressources
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I[.1.1.4 Propriétés des réseaux de Petri discrets autonomes

Ce paragraphe présente les principales propriétés du RAP qui sont liées a I’aspect borné
ainsi qu’aux concepts de binarité, de vivacité, de blocage, de persistance, de conservation

et de consistance.

Une place p; est dite bornée pour un marquage initial Myy si pour toute séquence
réalisable & partir de Myg, le nombre de marques dans p; reste borné. Un RAPD est dit
borné si toutes ses places sont bornées. Un RdP est dit structurellement borné s’il est
borné pour tout marquage initial [DA10]. Le RdP la figure 1.7 est un RdAP non-borné.
Pour le marquage initial My, = [1 2} t, la transition ¢; est toujours validée, elle peut étre
franchie continiment. A chaque franchissement de ¢, une nouvelle marque est ajoutée

dans la place ps. En conséquence, mo peut tendre vers 'infini.

O
¢9)n

F1GURE 1.7 — Exemple d’'un RAP non-borné

Un cas particulier du RdP borné est le RAP sauf (ou binaire). Un RdP est dit sauf
pour un marquage initial My, si pour tous les marquages atteignables a partir de My, les

places contiennent au plus une marque [DA10]. Le RAP représenté sur la figure 1.8 est un
RdP sauf.

P1 t b2 ty

FIGURE [.8 — Exemple d'un RdP sauf

L’évolution du RAP est liée aux franchissements des transitions. Si certaines transi-
tions ne sont pas franchies, cela indique que les événements associés a ces transitions n’ont
pas eu lieu. En conséquence, la partie du systéme modélisée par le sous-RdP ne fonctionne
pas correctement. Un probléme de conception du systéme est donc détecté. La suite de

ce paragraphe étudie les concepts relatifs & cette problématique.
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Une transition ¢; est dite vivante pour le marquage initial Myq si & partir de tout mar-

quage atteignable My, il existe une séquence de franchissements qui contient ¢; [DA10] :
VM, € Rd<%, MOd), do, tel que Md[O'd > et tj € 0yq (14)

Un RdP est dit vivant pour un marquage initial My, si toutes les transitions sont
vivantes. Dans un RdP vivant chaque transition peut toujours étre franchie quelque soit
I’état atteint. Un RAP est dit conforme s’il est sauf et vivant. Le RAP donné par la figure

.8 est conforme, car il est sauf et les transitions t; et t5 sont vivantes.

Le blocage est caractérisé par un marquage pour lequel aucune transition n’est validée.
Un RdP est dit sans blocage si aucun marquage atteignable & partir de My, n’est un
blocage [DA10]. Considérons le RAP de la figure 1.9, dans cet exemple, nous distinguons
deux cycles, un cycle producteur de jetons, qui se déclenche deés le franchissement de la
transition £, et un cycle consommateur dans le cas du franchissement de la transition t,.

t
Le franchissement de la transition ¢y conduit au marquage My = [0 1 0} qui est un

blocage.
P1 P1
>/ \<
[
tl tz tl tz
2 + 2 1
b2 ps3 D2 ® ) D3
T 2 T 2
ts v ty ts y Y t,

FI1GURE 1.9 — Exemple d'un RAP avec blocage

Un RdP est dit persistant pour un marquage initial Myg, si pour tout marquage My
atteignable a partir de Myq et si t; et t; sont validées par My, alors la séquence oq = t; t;r
est franchissable a partir de M, [DA10].

Un RdP est dit structurellement persistent s’il est persistent pour tout marquage initial.
Un RdP sans conflit structurel est structurellement persistent [DA10]. Un exemple de

RdP structurellement persistent est donné par la figure 1.1.

Finalement, certaines propriétés peuvent également étre obtenues grace aux annula-
teurs a droite et a gauche de la matrice d’incidence. D’une part, si 37 € N%, tel que
Z' - W = 0154 (0l 014 est le vecteur nul de ¢ colonnes), Z est appelé P-semi-flot. Dans

le cas ot 37 € Z%,,, Z est appelé P-flot.
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Si Z > 0,41, le RAP est dit conservatif et la loi de conservation est donnée par Z!- My, =
Z' - My. La constante Z' - My, s’appelle 'invariant de marquage. Il en découle que si le
RdP est conservatif alors il est structurellement borné.

Le RdP de la figure 1.10 représente la succession des saisons. Ce réseau posséde un seul P-
semi-flot qui est Z = [1 1 1 1]t et I'invariant de marquage est m; +ms+ms+my = 1.
Cette propriété indique qu’il y a une et une seule saison a la fois [DA10]. Ce réseau est

également sauf et sans blocage.

P1 (2] P2
PY >I >
ts [
< <
p4 t3 p3

FI1GURE 1.10 — Exemple d’un RdP conservatif

D’autre part, si dY € quo avec W -Y = 0,«1, Y est appelé T-semi-flot. Dans le cas
ot IY € Z%, Y est appelé¢ T-flot.
S1 Y > 04«1, le RAP est dit consistent. Par conséquent le marquage reste inchangé
My = Mog+ W - Y = My, [Sil93, JJRS05|. Le RAP donné par la figure 1.10 est éga-

t
lement consistent, le seul T-semi-flot est Y = [1 11 1] .

Notons qu'un RdP peut avoir plusieurs P-semi-flots et T-semi-flots. Une combinaison
linéaire de T-semi-flots (respectivement de P-semi-flots) est aussi un T-semi-flot (respec-

tivement un P-semi-flot).

Des contraintes temporelles peuvent étre ajoutées pour conditionner I’évolution du
systéme et donner des informations sur les dates d’occurrence des événements et les durées
de réalisation des actions. Le paragraphe suivant aborde la notion de temporisation pour
les RAPD.

I.1.2 Présentation du réseau de Petri discret T-temporisé

Dans la littérature, il existe plusieurs sortes de RAPD temporisés dont les RAPD P-
temporisés et T-temporisés pour lesquels la temporisation est associée respectivement aux

places et aux transitions. Les deux modéles sont équivalents [DA92, DAO1]. Seul le RAPD
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T-temporisé est utilisé dans ces travaux de recherche et sera détaillé dans ce paragraphe.

[’autre extension sera présentée de fagon concise.

Concernant le RAPD P-temporisé, une temporisation est associée a chaque place
p; € P et par suite a chaque marque déposée dans chacune des places. Les marques
restent indisponibles pendant cette durée. Plus précisément, le calcul du degré de valida-
tion 74 ne tient compte que des marques disponibles (dont la temporisation est écoulée).

Dans ce type de réseau, le franchissement d’une transition validée est instantané.

En ce qui concerne le RAPD T-temporisé, une durée minimale de franchissement,
désignée par Doin = (dmin j)j=1,...q € quo? est associée aux transitions telle que dp
correspond a la durée minimale de franchissement de la transition ¢;. En conséquence, le
RAPD T-temporisé est représenté par le triplet (A3, Dpin, Mog). Par ailleurs, le marquage,
le degré de validation, la séquence de franchissements et le vecteur de franchissements dé-
pendent désormais du temps 7, ils sont respectivement notés My(7), na(Ma(7),t;), 0a(T)

et ['y(7). L’équation fondamentale dépend également du temps.

Chaque transition t;, j = 1, ..., g, peut étre franchie & partir d'un marquage My a
la date 7 ssi elle est validée par le marquage courant et que tous les jetons nécessaires
pour le franchissement de cette transition ont été réservés au moins a partir de la date
T — dpmin j, C€ qui revient a dire que les jetons ont été bloqués dans les places pendant une
durée qui n’est pas inférieure & d,y,;, ; [DA92] (voir figure 1.11). Si d;,, ; = 0, la transition
est dite immédiate [DA92].

pP1 pP1
ty ty
D2 P2

} } > Temps (U.T.)

T_dminj T

FI1GURE I.11 — Franchissement d’une transition discréte temporisée
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[.1.3 Domaines d’application du réseau de Petri discret

A son apparition en 1962, le RAP a été considéré comme un outil dédié aux sciences
informatiques. Mais progressivement, les domaines d’application se sont élargis et le RdP
s’est répandu dans le cadre de la modélisation et de ’analyse de SED dans des secteurs
trés différents. Cette évolution est mise en évidence dans la littérature non seulement par
le nombre de conférences, de cours, de livres, d’outils et de normes qui lui sont consacrés,
mais aussi par le nombre d’applications pratiques. Dans ce qui suit nous présenterons

quelques domaines d’application du RAPD.

De nombreux travaux utilisent les RAPD pour déterminer 'ordonnancement des acti-
vités dans les systémes manufacturiers flexibles pour atteindre le meilleur rendement et
pour profiter pleinement de leur flexibilité [LD94, MYK02, YRCL03a, YRCL03b, KSN07|.
A titre d’exemple, [L.D94| ont proposé une modélisation par RAPD combinée avec une
recherche heuristique. En ce qui concerne la modélisation, le systéme a été décomposé en
plusieurs taches. Chacune d’entre elles a été modélisée par un sous-RdPD. Finalement,
en modélisant les différentes interactions entre les sous-modéles, le modéle global est ob-
tenu. Le RAPD posséde 'avantage de représenter toutes les caractéristiques du systéme
en une seule formulation ainsi que ses différents comportements possibles. Le probléme

d’ordonnancement a été alors reformulé en fonction du RAPD.

Grace a leur capacité d’analyse des systémes commandés, les RAPD ont aussi été utili-
sés dans les réseaux de transport, plus précisément les réseaux urbains. [LC04| ont proposé
une modélisation modulaire de la commande des carrefours a feux a 'aide des RAPD. En-
suite, ils ont analysé les caractéristiques du modéle obtenu (P-invariant et blocage) pour
vérifier que son fonctionnement est correct, qu’il respecte les régles de sécurité et qu’il ne
présente aucun blocage. Dans le méme cadre, [DBM*14| ont pu optimiser le flux du trafic

urbain en utilisant le RAPD couplé a des algorithmes génétiques.

I.1.4 Probléme d’explosion combinatoire du nombre d’états

Le graphe d’atteignabilité (ou graphe des marquages) regroupe tous les marquages
atteignables a partir d’'un marquage initial ainsi que les transitions dont le franchissement
entraine le passage d’'un marquage a un autre. Chaque sommet du graphe correspond
a un marquage atteignable et chaque arc correspond au franchissement d’une transition
validée [DA10]. Soit le RAP représenté par la figure 1.10 caractérisé par un marquage
initial My; = [1 00 OT. Ce réseau posséde trois marquages atteignables a partir de

Myg. Le graphe d’atteignabilité de ce réseau est donné par la figure 1.12.
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1 0 0 0
o| 1 S |1 ‘2 Lol = |o
0 0 1 0
0 0 0 1

Moq M, M, M;

ty

FI1GURE 1.12 — Graphe d’atteignabilité du RdAP de la figure 1.10

Le RAPD est dédié essentiellement a la modélisation, a I'analyse et a la vérification
du comportement des SED. La construction du graphe d’atteignabilité du systéme étudié
peut s’avérer complexe car le nombre d’états atteignables du RAPD est souvent trés grand
et augmente exponentiellement en fonction du nombre de jetons compris dans le marquage
initial. Le graphe d’atteignabilité devient alors extrémement volumineux méme pour des
réseaux de petite taille (& savoir un nombre restreint de places et de transitions). L’effort
de calcul requis pour explorer le graphe d’atteignabilité et la difficulté a vérifier certaines
propriétés empéchent 1'utilisation des techniques d’analyse par énumération [Sil13]. Ce
probléme est connu sous le nom d’explosion combinatoire du nombre d’états, inhérent a
la plupart des DES modélisés. Il constitue une des principales limitations a I'utilisation
du RAPD dans l'analyse des SED et souléve une problématique fondamentale : quelle

technique pourra étre envisagée afin de surmonter cet inconvénient majeur ?

I.2 Modélisation par réseaux de Petri continus

De nombreuses études au cours des trente derniéres années ont été menées afin de
pallier le probléme d’explosion combinatoire du nombre d’états inhérent aux SED. L’une

des méthodes les plus efficaces consiste a fluidifier le RAPD.

I1.2.1 Principe de la fluidification

La fluidification est une technique classique de relaxation des contraintes qui imposent
la circulation d’un nombre réel de marques dans le réseau et qui conduit a des solutions
approchées pour 'analyse qualitative et quantitative du RAPD [SJMV11]. Elle a été pro-
posée en 1987 dans la conférence “European Workshop on Petri Nets Applications and
Theory” par David et Alla dans le but de fluidifier les réseaux de files d’attente en re-
cherche opérationnelle. Dans cet article, la fluidification est réalisée sur le réseau. Dans la

méme conférence, Silva and Colom ont également proposé la fluidification de I’équation
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fondamentale d’état. Le principe du second papier réside dans la relaxation du probléme
d’optimisation linéaire en nombres entiers (“Integer Programming Problem”(IPP)) afin
d’obtenir un probléme d’optimisation linéaire (“Linear Programming Problem”(LPP)).

Cette transformation permet d’analyser de maniére efficace la structure du RAPD [DA10].

Deux types de fluidifications peuvent avoir lieu : la fluidification totale et la fluidifi-
cation partielle. D’une part, la fluidification totale d’'un RAPD autonome signifie que les
contraintes de toutes les transitions sont relaxées. Le marquage et le franchissement des
transitions continues peuvent étre respectivement percus comme une quantité de fluide
stocké et I’écoulement de ce fluide d’une place vers d’autres places (voir figure 1.13). Par
conséquent, le vecteur de franchissements ainsi que le marquage ne correspondent plus
a des valeurs entiéres, mais a des valeurs réelles positives. D’autre part, la fluidification
partielle donne naissance au RAPH. Cette extension sera abordée ultérieurement dans la

section I.3.

? <=-== Transition continue t;
Le passage d’un espace entier a un espace réel
|| «=== Franchissement de t;
-
@@ %\‘\
e e S \tﬁ /% === Place continue en aval

FIGURE 1.13 — Schéma explicatif de la fluidification

Le RAPC permet soit d’approcher le comportement d'un RAPD en évitant ’explosion
combinatoire du nombre d’états, soit de modéliser un systéme dynamique continu qui
ne peut pas étre modélisé par un RAPD, par exemple I'écoulement d’un liquide [DA92].
Les différents domaines d’application du RAPC seront abordés ultérieurement dans ce

chapitre. Commencons par présenter cette extension.

1.2.2 Présentation du réseau de Petri continu autonome
1.2.2.1 Définition du réseau de Petri continu autonome

Formellement, le RAPC est défini par (4., My.). De maniére identique au RAPD, 4.
dénote la structure statique du réseau (P, T, W,,, W,,) avec un ensemble de places P, un

ensemble de transitions 7' et les matrices d’incidence avant et arriére. M. représente le
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marquage initial du réseau. En revanche, le poids des arcs ainsi que le nombre de marques

ne sont plus des entiers, ils sont désormais des réels non-négatifs : W € Rgéq et Mo € R%,.

t
Le vecteur de marquages d’'un RAPC est représenté par M, = [ml ceeomy . mn] €

R%, tel que m; correspond au marquage de la place p;.

Graphiquement, les places et les transitions d’'un RAPC sont respectivement symboli-
sées par des cercles doubles et des rectangles. Puisque le nombre de marques est un réel,
le marquage est indiqué a I’aide de nombres placés a I'intérieur de chaque place. La figure

[.14 présente un exemple simple d’'un RAPC généralisé.

FIGURE 1.14 — Exemple d’'un RAPC généralisé

Ce réseaux de Petri posséde n = 2 places continues et ¢ = 2 transitions continues. Les

matrices d’incidence sont définies par :

1.2 0 0 1 —1.2 1
Wpr: ;Wpo: ;W:
0 1.1 1 0 1 —1.1

t
Le marquage initial est donné par : M,. = [2.5 1.7} .

1.2.2.2 Principe d’évolution du réseau de Petri continu autonome

De maniére identique au RAPD, I’évolution du RAPC résulte du franchissement des
transitions continues validées. Contrairement au RAPD, une transition continue ¢; est dite
validée par un marquage M, ssi Vp; €° t;, m; > 0. En d’autres termes, ssi le marquage des
places en amont est strictement positif. Le degré de validation d’une transition continue

t; est désigné par n.(t;, M.) et est défini par I’équation (L.5) :

mA
o(ti, M,) = min { ———— L.
n ( J ) p?éggj {Wpr@,])} ( 5)
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I ne se limite plus & un nombre entier. Ainsi, le franchissement de t; avec une quantité
réelle de marques o, telle que 0 < o, < 1.(t;, M.) engendre le déplacement d’un nombre
réel de marques dans le réseau. Plus précisément, a. - W, (4, j) marques sont retirées des
places p; en amont de ¢; et simultanément o, - W, (4, j) marques sont ajoutées a chacune

des places p; en aval. La variation du marquage continu est donnée par (1.6) :
AM, = a.-W(:, ) (1.6)

L’espace d’atteignabilité d’'un RAPC est désigné par R.(A, Mo.), Soit 0. € T* une
séquence finie de franchissements permettant d’atteindre un marquage M, a partir de M,
ot M, € R (A2, Mye) et soit I'c = (7¢j)j=1,...q € RL, le vecteur de franchissements qui
caractérise cette séquence, ol 7.; € R désigne la quantité cumulée de franchissements de
la transition ¢; dans la séquence o.. L’équation fondamentale de variation du marquage
est donnée par (1.7) :

M, = My.+W -T. (L.7)

Puisque la notion de temps n’intervient pas, le RAPC ainsi défini ne donne aucune
information sur ’évolution temporelle du marquage. Le RAPC temporisé est défini afin

de prendre en compte explicitement le temps.

I1.2.3 Présentation du réseau de Petri continu temporisé

Le RAPC temporisé est un RAPC auquel des spécifications temporelles sont ajou-
tées. Ces spécifications sont définies par le vecteur A qui contient la vitesse maximale de
franchissement de chaque transition : A = (\;)j=1,.. 4 € RZ,. Par conséquent, le RAPC
temporisé est formellement représenté par le triplet (4., My, A). De plus, le marquage
continu ainsi que 1’équation fondamentale de variation du marquage (I1.7) dépendent dé-
sormais de 7 et le vecteur de franchissements I'.(7) caractérise les franchissements dans

I'intervalle de temps [0, 7].

Le franchissement des transitions s’effectue selon un flux continu et les jetons s’écoulent
de maniére continue, comme un fluide, d’'une place d’entrée vers une place de sortie. Le

flux de franchissement est noté F,(7) = I'.(7) = (fi(7)) S R%,. Tl mesure la quan-

j:17 (a3
tité maximale de jetons qui peuvent passer a travers chacune des transitions par unité de

temps (U.T.) en régime libre.

L’espace d’atteignabilité d’'un RAPC temporisé est désigné par R.(A., My, A). Si
M.(7) € Re( Az, Mo, ), la variation du marquage en fonction du temps est définie par la
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dérivée de I’équation (I.7) par rapport au temps. L’équation d’état est définie par (1.8) :
M(T) =W - f‘C(T) =W . F.1) (1.8)

Selon la maniére dont le flux de franchissement est défini, plusieurs modéles de RAPC
apparaissent. Les plus souvent utilisées dans la littérature sont la sémantique serveurs finis
(ou vitesses constantes) et la sémantique serveurs infinis (ou vitesses variables) [DA92].
Dans le cas de la sémantique serveurs finis, la notion de transition validée change. En effet,
une transition t; est dite “fortement validée” si le marquage de toutes les places en amont
est strictement positif. Ainsi, le flux de franchissement de cette transition est constant et
correspond & sa vitesse maximale de franchissement A;, ce qui revient a dire que tous les
serveurs travaillent a vitesse maximale [DA92,DA01]. Dans le cas inverse, la transition est
dite “faiblement validée” & condition que les places en amont soient alimentées (c-a-d s’il
existe au moins une transition en amont de ces places telle que sa vitesse est strictement
positive [DAO1]). Dans ces conditions, le flux de franchissement de ¢; est formellement
défini par 'équation (1.9) comme le minimum entre la vitesse maximale de franchissement

et le flux total & Uentrée des places en amont de ¢; [DAO1].

Ajs si Vp, €°tj,m; >0

fi(r) = o Wi, 5
J min {minpie%ﬂmi—o {th/eom fJVV(—ng’)j)} 7/\j} , sinon
pr\Y
(1.9)

Le flux de chaque transition est donc constant par morceaux. En fait, il est constant et
correspond & la vitesse maximale de franchissement tant qu’aucun événement ne se pro-
duit. Le seul événement qui peut modifier le comportement du réseau est ’asséchement
complet de la place en amont de la transition [DA10|. Entre deux événements, le RAPC
est dit dans un état comportemental invariant appelé IB-state (“Invariant Behavior sta-
te”) [DA10]. Dans un IB-state, le marquage varie de maniére linéaire. En conséquence,

I’évolution temporelle du marquage est linéaire par morceaux.

Concernant le sémantique serveurs infinis, le flux de franchissement de chaque transi-
tion ¢; est une fonction continue du temps, défini comme le produit du degré de validation
par la vitesse maximale de franchissement (1.31) [DA92, SR04] :

fi(r)=A;- nc(tj, MC(T)) = \; - min {I/T;m&} (I.10)

pieotj

Contrairement a la sémantique serveurs finis, le flux de chaque transition ¢; n’est pas
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constant, il varie continiment en fonction du marquage des places en amont et de A;.

Dans [MRS06], les auteurs ont expliqué les différentes situations pour lesquelles les
approximations données par les deux sémantiques précédemment définies convergent ou
divergent. Il existe des RAP pour lesquels la sémantique serveurs finis est la plus adé-
quate pour approcher le systéme réel. Mais dans [MRS06], il a été démontré que pour une
catégorie importante de RdP, la sémantique serveurs infinis fournit une meilleure approxi-
mation du RAPD modélisant le systéme que la sémantique serveurs finis [MRTRS08]. A

cet égard, dans la suite de cette thése, nous utilisons les RAPC a vitesses variables.

Le RAPC a vitesses variables est caractérisé par des dynamiques non-linéaires dues a
lopérateur “min” qui apparait dans ’expression du flux. Des commutations se produisent
pour chaque synchronisation. Afin de surmonter cette difficulté, deux solutions ont été
proposées : l'utilisation de I’algébre (max, plus) et I'introduction de la notion de régions.
Dans ces travaux, nous détaillerons la deuxiéme solution que nous avons utilisée dans nos

travaux de recherche.

L’espace d’atteignabilité R.(.4., M., A) peut étre partitionné en une ou plusieurs ré-
gions : R.(Ae, Mo, \) = Ry U...U Ry U...U Rg. Ces régions sont disjointes sauf sur
les frontiéres qu’elles partagent [AOJMSI11|. Le nombre de régions dépend non seulement
du nombre de synchronisations dans le réseau, mais également du nombre de places qui

constituent chaque synchronisation. Ainsi, le nombre total satisfait (I.11) :
q
K <]]rtl (1.11)
j=1

Chaque région, R., ( =1, ..., K, correspond a une configuration. Afin de définir explici-
tement ces configurations, les places critiques sont définies par le sous-ensemble de places
qui limitent le flux des transitions. A I'intérieur de chaque région, une seule place critique
limite le flux de chaque transition. Si p; € °t; est la place critique de t;, elle doit satis-
faire 1’égalité (I.12) [LL11|. Finalement, une configuration regroupe les places critiques

des différentes transitions :
m;(T)

WI”"(L j)

Sur les frontiéres des régions, une méme transition peut avoir plusieurs places critiques

= ne(tj, Mc(7)) (1.12)

équivalentes [AOJMS11]. Pour terminer, chaque région, ¥¢ = 1, ..., K est associée a

une matrice de contraintes, désignée par A¢, telle que A. € ]RQ;O" [MRTRSO08|. Elle est
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formellement définie par (1.13) :

1
————, si p; est la place critique de ¢;
A(g.i) = { Warlis ) (1.13)
0, sinon
Par conséquent, chaque ligne, 7 = 1, ..., ¢, de la matrice de contraintes n’a qu'un seul

élément non-nul & la *™° position. Par soucis de clarté, notons respectivement par R(7)
et A(7) la région du marquage M, a la date 7 et la matrice de contraintes correspondante.
Le degré de validation de toutes les transitions est explicitement exprimé par le produit
A(7)-M.(7). Soit A une matrice diagonale dont les éléments sont ceux de A ( A = diag(\)),

le flux de franchissement peut ainsi s’écrire sous la forme matricielle donnée par (I1.14) :
F.(r)=A-A(r) - M.(7) (I.14)

L’équation fondamentale (I.8) est désormais exprimée par (1.15) :
M(T) =W -A-A(7) - M(7) (1.15)

Ainsi, dans chaque région (ou configuration), un seul systéme linéaire régit ’évolution
du marquage. En conséquence, le RAPC a vitesses variables est linéaire par morceaux
[MRSO06].

Un exemple de RAPC continu ainsi que ses régions sont respectivement représentés sur
les figures .15 et 1.16 :

Py

25
20
15
m,
10 R1
51 R, R,
R
4
0 "
0 5 10
m

FIGURE 1.15 — Exemple d’un
réseau continu avec plusieurs
régions

FIGURE 1.16 — Projection des régions dans le plan
(ml, m4)
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Comme illustré sur la figure 1.16, cet exemple posséde K = 4 régions définies par (I1.16) :

Ry = {M_.|my < my,mg < my}

Ry = {M_.|my; < my,my < ms}

(1.16)
Ry = {M|msq < my,mg < my}
Ry = {Mcmy < my,my < my}
La matrice de contraintes de chacune des régions est :
05 0 0 0 05 0 00 00 0 05 00 0 05
Ai=10 10 0|;4% =0 00 1|;A4=1[0 1 0 0|;4=1]0 0 0
0 010 0 010 001 0 001 0

La résolution numérique des équations différentielles nécessite d’échantillonner le temps.
De plus, dans [Ghol2], les auteurs insistent sur la discrétisation du temps afin de garder
le comportement événementiel dans le cas de la sémantique serveurs infinis. Le temps
continu 7 est dorénavant échantillonné grace a une horloge externe de période d’échan-
tillonnage 0 telle que 7, = 0 - k ou k définit 'indice d’échantillonnage et 75 correspond au
temps échantillonné (ou discret). Dans ce qui suit, le RAPC a temps échantillonné sera
désigné par 0-RAPC = (A, My, A, 0).

Toutefois, suite a cet échantillonnage, des questions cruciales se posent : est-ce que
le modéle en temps échantillonné préserve toutes les informations du modéle en temps
continu ? Est-ce que les deux espaces d’atteignabilité sont équivalents ? Afin de répondre
a ces questions, une étude compléte a été menée dans [MRSS06]. En vue de préserver la
positivité du marquage et dans le but d’éviter les solutions non-admissibles, une condition
sur la période d’échantillonnage a été fournie : La période d’échantillonnage doit satisfaire
'inégalité (I1.17) [MRSS06] :

VpieP, Y N0<1 (1.17)
5 €p;

Dans ce qui suit, notons respectivement par R, et A, la région de M, et sa matrice

de contraintes a la date 7,. A chaque date 7, le systéme d’équations (I.18) régit le com-

portement du #-RAPC dans chaque région Ry :

Mc(Tk—H) = Mc(Tk> +0-W- Fc(Tk)
FC(Tk) = A . Ak . Mc(Tk)

(1.18)
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En conséquence, M (7x11) peut s’exprimer par (1.19) :

M(Ty41) = By - Mc(73) (1.19)
ot la matrice By est donnée par (1.20) :

B,=1,+6-W-A-A (1.20)
avec I, la matrice identité de dimensions n X n.

Une propriété importante résulte de (I.17). Soit R.(A%, Mo, A, 0) U'espace d’atteignabi-
lité du 6-RdAPC, étant donné que My, > 0,,%1, alors tous les marquages atteignables & partir

de My, sont aussi non-négatifs [MRSS06]. En d’autres termes, VM. € R.(A, My, A, 0) =
Mc(Tk) Z On><1-

Une place déja marquée ne peut en aucun cas étre vidée aprés un nombre fini de
pas [MRSSO06|. Plus généralement, les remarques suivantes peuvent étre formulées concer-
nant les espaces d’atteignabilité des RAPC et #-RdAPC :

— Un marquage est dit atteignable dans un 6-RdPC ssi il est atteignable dans le
RdPC autonome correspondant, a travers une séquence qui ne vide aucune place
déja marquée [MRSS06, MGR™08].

— Tant que 0 vérifie (1.17), les deux espaces d’atteignablité R.( 4., Mo, A, 0)
et R.(Az, Mo, A) sont confondus [MRSS06, MGR108].

— Cependant, R.(4., M., \,0) ne coincide pas parfaitement avec R.( ., My.). En
effet, si M, € R.(Ae, My.) tel que M. > 0,41, alors ce marquage est lim-atteignable

dans le §-RAPC correspondant [MGR™08|. Le terme lim-atteignable fait référence

a la notion d’atteignabilité en temps infini (ou en nombre infini de pas).

Les autres théorémes présentés dans [MRSS06, MGR*08] concernent le §-RAPC forcé. Tls

seront détaillés dans le chapitre suivant.

Avant de passer a la présentation d’autres extensions du RdP, nous présentons quelques

domaines d’application du RAPC.
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[.2.4 Domaines d’application du réseau de Petri continu

Les RAPC ont été développés pour permettre la modélisation de classes importantes
de SED qui souffrent du probléme de I’explosion combinatoire du nombre d’états inhé-
rent & la modélisation par les RAPD. Les RAPC permettent également de proposer des
techniques efficaces d’analyse, d’évaluation de performance et de commande. En consé-
quence, les RAPC ont été largement utilisés dans des applications réelles dans différents
domaines, spécialement le domaine manufacturier et de transport. En particulier, [ADS8S|
ont proposé deux types de modélisations par les RAPC a vitesses constantes des systémes

de production typiques composés par des stations et des convoyeurs continus.

[JB10] ont étudié le comportent des réseaux de transport et ils ont proposé une mo-
délisation macroscopique de ce type de réseaux par les RAPC. De plus, ils ont utilisé ce
modéle, d’une part, pour résoudre le probléme de variation rapide des conditions de cir-
culation, et d’autre part pour limiter le retard total des voitures dans le réseau. Dans ce
méme contexte, [TLTMO05] se sont focalisés sur les RAPC a vitesses variables et les RAPD
temporisés afin de proposer deux approches macroscopique et microscopique du flux de
circulation respectivement a 1'aide de RAPC & vitesses variables et de RAPD temporisés.
[’approche macroscopique considére les segments routiers larges dont les caractéristiques
globales (la densité, la vitesse et le débit) ont été exprimeées en fonction des paramétres
du RAPC. L’approche microscopique utilise une discrétisation (diviser chaque segment
en sous-segments) dans le but de décrire individuellement les caractéristiques de chaque
véhicule sur la route. Ces deux modéles ont été combinés afin d’analyser, d’évaluer la

performance et de controler les réseaux de trafic urbains et interurbains.

D’autres domaines d’application ont été également intéressés par ce type de réseaux,
notamment le domaine de la logistique. Les auteurs de [SBBT11]| ont été motivés par la
modélisation, 'analyse, ’évaluation de performance et le pilotage des flux de la chaine
logistique. Ils ont proposé une démarche modulaire et générique afin d’établir un modéle
de simulation macroscopique continu et dynamique de la chaine logistique par les RAPC

A vitesses variables.

1.2.5 Limitation du réseau de Petri continu

Le RAPC est présenté comme une solution pour éviter le probléme de ’explosion com-
binatoire du nombre d’états. En revanche, d’aprés [SR02, Sil13, San15], tous les SED ne
peuvent pas étre fluidifiés de maniére satisfaisante. Certains travaux de recherche tels

que [SRO5] ont été effectués afin d’étudier la conservation des propriétés importantes du
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RdP a travers la fluidification. Nous pouvons espérer que certaines propriétés du RAPD
peuvent étre conservées, par exemple, si le RAPC est borné, alors le RAPD correspon-
dant sera également borné [SR05|. Cependant, cela ne vaut pas pour d’autres propriétés
quantitatives qui ne peuvent étre ni observées ni analysées une fois la relaxation effec-
tuée telles que la vivacité et le blocage, car le RAPC et le RAPD n’ont pas toujours un
comportement similaire. Ils peuvent avoir des comportements totalement différents. En
effet, les transitions dans le RAPC sont franchies avec une quantité réelle de marques. Par
conséquent, certains marquages qui ne sont pas atteignable dans le RAPD deviennent at-
teignables dans le RAPC. En d’autres terme, Ry(Ag, Moq) # Re(Ae, Mo.). Par conséquent,
les propriétés liées a la vivacité et au blocage ne peuvent pas étre conservées via la flui-
dification [SR02,SR05]. De plus, le RAPC ne permet pas de représenter ni des conditions
logiques ni des actions discrétes (par exemple ouverture ou la fermeture d’une vanne, le
partage de ressources) |GA07|. Les variables qui correspondent a ces actions doivent pour-
tant garder leur caractére discret. Pour cette raison, le réseau de Petri Hybride (RAPH)
a été défini dans [DAO1].

I[.3 Modélisation par réseaux de Petri hybrides

Le RAPH représente un formalisme puissant qui permet de modéliser les systémes dy-
namiques hybrides et de décrire les changements logiques qui peuvent survenir. Le RAPH
est obtenu grace a une relaxation partielle du RAP afin de tenir compte des événements
discrets et des évolutions continues. De ce fait, le RAPH résulte d’une interaction entre

une partie continue et une partie discréte dans un méme modele [BGM00,DA0L, JMV11].

I.3.1 Présentation du réseau de Petri Hybride autonome
1.3.1.1 Définition du réseau de Petri hybride autonome

Un RAPH est un couple (A4, Mo,) ot A4, est la structure du réseau et My, est le
marquage initial. .4}, est représentée par le quadruplet (P, T, W, Wy,) ou P = {p; }i=1,..
et T'={t;};—1, .. 4 sont les deux ensembles finis non-vides composés respectivement de n
places et de ¢ transitions. Suivant [DAO1], P et T" se décomposent explicitement en deux
sous-ensembles continu et discret disjoints : P = P;U P, avec PyN P, =@ et T =Ty UT,
avec TyNT, = & tels que ng = |Py|, n. = |P.|, qa = |T4| et q. = |T.| sachant que n = ng+n,
et ¢ = qa+ q.. P; et P. contiennent respectivement les places discrétes et continues, et Ty
et T, regroupent respectivement les transitions discrétes et continues.

Wy et W, désignent la structure statique du réseau : V(p;,t;) € P x T , Wy(i,7) et

Wyo(i, j) représentent respectivement le poids de arc de p; vers ¢; et de t; vers p;. Si
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pi € Py, Wie(i,5) € Net Wp,(i,j) € N, sip; € P, Wy, (4,5) € Rsg et Wyo(4,5) € Rsy.
Tout au long du mémoire et sous réserve de changer l'ordre de numérotation des places
et transitions, la représentation (1.21) est adoptée afin d’expliciter les interactions qui

existent entre la partie continue et la partie discréte du RAPH :

WPT = [ng ng] 'Wpo = [ng W;OC] (1'21)
Wt Wee Wed Wwee

Par conséquent, la matrice d’incidence W est désormais représentée par (1.22) :

de Wdc
W= e (1.22)

de telle maniére que les sous-matrices de W,,., W,,, et W soient de dimensions adéquates.
Les sous-matrices W% et W représentent respectivement la structure des parties dis-
crétes et continues, alors que W% et W< regroupent respectivement les liens des éléments
discrets vers les éléments continus et ceux des éléments contitnus vers les éléments discrets.
Le marquage courant du RAPH est noté M, = [Mé Mﬂ ot My € Nj et M, € RY
désignent respectivement le marquage courant des places discrétes et continues. Le mar-

t
quage initial My, est désormais défini par My, = [Méd MSC} i

Dans un RAPH, les éléments des deux parties continue et discréte sont inter-connectés.
Comme dans les RAPC et les RAPD, chaque élément v € P U T posséde des éléments
d’entrée et de sortie. D’une maniére générale, chaque transition (discréte ou continue)
peut avoir en amont ou en aval, sans restriction, des places continues ou discrétes sous
réserve de respecter la condition suivante : V(p;,t;) € Py x T, W;ﬁ(i,j) = Wgoc(z',j) ce
qui implique W%(i, j) = 0. Cette propriété fondamentale du RAPH assure que le fran-
chissement d’une transition continue ne modifie pas le marquage d’une place discréte et
maintient un marquage entier pour les places discrétes [DAO1]. Par ailleurs, en fonction
des liens entre les places continues et les transitions discrétes, il existe trois types de RAPH
4 savoir les RAPH Elémentaires (RAPHE), les RAPH D-Elémentaires (RAPHDE) et les
RAPH non-Elémentaires (RAPHnE) [GA07].

Par définition, un RAPH est dit Elémentaire si toute transition discréte qui posséde
en amont une place continue, posséde la méme place continue en aval avec le méme poids
d’arc. Autrement dit, W = Wed [DAO1]. Par conséquent, W = 0, q,, ce qui revient a
affirmer que le franchissement des transitions discrétes peut influencer le comportement

de la partie continue sans modifier le marquage, il n’y a pas de conversion du marquage
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continu en marquage discret [DAO1|. La matrice d’incidence d’'un RAPHE est notée selon
(I.23) [DAO1, GAO7] :

W= (1.23)

de Ond Xgc
Onc Xqd WCC

Le RAPHDE est une sous-classe du RAPHE qui a été définie dans [LHS05| comme une
combinaison d'un RAPD temporisé et d’'un RAPC a vitesses constantes afin de modéliser
les systémes dynamiques hybrides a flux continu commandés par des transitions discrétes
temporisées. Dans ce type de réseau, il n’y a pas d’interaction directe entre les places
continues et les transitions discrétes. Plus précisément, Wt = Wil = 0,4, ce qui veut
dire que seule la partie discréte influence le comportement de la partie continue [LHSO05].
La figure 1.17 montre un RAPHE et un RAHDE :

P3

<> t
P1 D> D2
t4 IZ)\:I t3 |:V t4 ——1
4

2 14.8
@) |

Da 14.8 Da

FIGURE 1.17 — Exemple d’'un RAPHE (& gauche) et d'un RAPHDE (& droite) [DAO1]

Les matrices W, et W,, du RAPHE sont données par :

Td Tc Td Tc
0 1 10 10 1 0
Pd Pd
1 0 0 0 1 0 0
W = 0 O 10 s Who = 0 O 0
" PR YR
0 148 |0 0 148 |1 0
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Tandis que les matrices W, et W,, du RAPHDE sont données par :

T, T. Ty T
0O 1110 1 011 O
Py Py
1 0 |0 O 0O 110 0
W, = 1 Woo = 1
» P 0 0 0 f P, 0O 010
0 010 0 0 0

Méme si les sous-matrices W}f;l et W;g des RAPHE et RAPHDE ne sont pas identiques, la

matrice d’incidence de ces deux réseaux est la méme, elle est donnée par :

Dans le cas de RAPHnE, il existe une interaction directe entre les transitions discrétes
et les places continues. Cette interaction se traduit par des valeurs non-nulles de la sous-
matrice W¢. Le franchissement d’une transition discréte modifie le marquage des places

continues associées. La figure 1.18 présente un exemple de RAPHnE :

;@) Ps f

D1 D2

-

i3

FiGURE [.18 — Exemple d’'un RAPHnE
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La matrice d’incidence de ce réseau est donnée par :

T, T,

1 -1 0 0
Py

-1 1 0 0

W = 0 0 1 | -1
P,

0 0 —1 1

Ce mémoire concerne essentiellement les RAPHE les RAPHDE.

[.3.1.2 Principe d’évolution du Réseau de Petri hybride élémentaire auto-

nome

L’évolution du RAPHE résulte du franchissement des transitions continues et discrétes
validées. Soit n,4(t;, M) le degré de validation d’une transition discréte t; € Ty. Ce dernier

est exprimé par 1'équation (1.24) :

Na(t;, My) = min { {—W;Z;J)J } (L24)
Une transition ¢; € Ty est dite validée par le marquage courant M ssi ng(t;, M) > 0.
Etant donné que n4(t;, My) mesure la quantité maximale de franchissement d’une transi-
tion discrete validée ¢;, cette derniére ne peut étre franchie qu’avec une quantité entiere
de marques a4 € N telle que 0 < oy < ng(t;, Mp).

Le franchissement de cette transition discréte modifie uniquement la partie discréte My

du marquage hybride M), dont la variation AM)}, est exprimée par (1.25) :

(1.25)

AMy, = aqg - [de(:jj)]

ne X1
Contrairement aux transitions discrétes, une transition continue ¢; € T, est validée

par le marquage M), ssi Vp; € °t;,m; > 0. Son degré de validation, noté n.(t;, Mj), n’est

pas limité a un nombre entier, il est défini selon I’équation (I1.26) :

m.
o(t;, Mp) = mi S 1.2
Ne(t;, Mp) i {Wpr(w)} (1.26)
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Cette transition validée peut étre franchie avec une quantité réelle de marque a. € R
telle que 0 < a. < n.(t;, M}) et conduit & un nouveau marquage M), pour lequel seule la
partie continue M, est modifiée. La variation du marquage A M), est donnée par I’équation
(1.27) :

On
AM), = o - [ i ] (1.27)

t
Le vecteur de franchissements des transitions d’'un RAPHE est défini par I', = [Fﬁl I‘tc]
oi I'y € N% désigne le vecteur de franchissements des transitions discretes et I'. € R%

représente le vecteur de franchissements des transitions continues.

L’espace d’atteignabilité d'un RAPHE autonome, noté Ry, (A4, Mop,), est constitué de
I’ensemble de tous les marquages atteignables & partir du marquage initial. Si M, €
Ry (M, Mop,), 'équation d’état qui traduit 1’évolution du RAPH est donnée par (1.28) :

My, = Mo, + W - T}, (1.28)

La temporisation du RAPHE est introduite dans la section suivante.

I1.3.2 Présentation du réseau de Petri Hybride élémentaire tem-
porisé

Un RAPHE temporisé est un RAPHE auquel des contraintes de temps sont ajoutées. Le
marquage courant du RAPHE temporisé ainsi que le vecteur de franchissements dépendent

t
du temps 7. Ils sont désormais respectivement notés par M (1) = [Md(T)t M. ()| et

Lp(r) = |[Ty(r)? FC(T)t]t. Dans ce mémoire et contrairement & |[LHS05|, aucun inter-
valle temporel de franchissement n’est spécifié, seules des contraintes de durée minimale
de franchissement sont considérées, ce qui implique qu’a chaque transition discréte est
associée une seule valeur. Un RAPHE temporisé est alors représenté par le quadruplet
(M, Mo, Dinin, A). D'une part, Doin = (diminj)j=1, ... q0 € qudo représente la durée mini-
male de franchissement des transitions discrétes. Autrement dit, une transition discréte
t; validée par le marquage discret courant a la date 7 ne peut étre franchie qu’a partir de
la date 7 + dynin . Si dpin; = 0, la transition ¢; est immeédiatement franchissable [DA92].
D’autre part, A = ();)j—g,+1....q € RY, dénote la vitesse maximale de franchissement des

transitions continues.
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En ce qui concerne la partie discréte, le marquage discret qui résulte du franchissement

des transitions discrétes, donné par le vecteur I'y a la date 7, est exprimé par (1.29) :
Md(TJr) = Md(T) -+ de : Fd<7') (129)

La notation 7 correspond a I'instant qui succéde immédiatement le franchissement des
transitions discrétes a la date 7. La dérivée du marquage continu par rapport au temps

est définie par équation (1.30) :
M) =W T (") (1.30)

Contrairement aux transitions discrétes, le franchissement des transitions continues
s’effectue selon un flux continu en considérant le flux comme la quantité de marques fran-
chie pendant une unité de temps. A la date 7T, le flux des transitions continues est défini

par Fo(77) =T.(17) avec Fo(7%) = (f;(77))j=gut1,...a-

Il existe plusieurs sémantiques pour approcher le flux au travers d’une transition
temporisée dont les plus utilisées sont les sémantiques serveurs finis et infinis (vitesses
constantes et vitesses variables). Contrairement a [DA01, LHS05, GA07, Ghol12, JCBM13|
ou les auteurs ont choisi de présenter le modéle continu avec des vitesses maximales
constantes, ces travaux de recherche sont basés essentiellement sur la sémantique ser-
veurs infinis, a I'instar des travaux présentés dans [JMV11]. Le flux de chaque transition
continue t;, donné par I’équation (1.31), correspond au produit de la vitesse maximale de
franchissement par le degré de validation. Il mesure la quantité maximale de jetons qui

peut franchir ¢; € T, par unité de temps :
Vt; € Te, f3(m7) = Aj - nelty, Mu(77)) (L31)

L’espace d’atteignabilité d’'un RAPHE est noté Ry, (4%, Mon, Dinin, A). 1l peut étre par-
titionné en K régions. Ces régions sont définies uniquement par rapport aux transitions

continues. Le nombre total de régions K est donné par (1.32) :

q
K< ] ItilteT. (1.32)
Jj=qa+1
Chaque région, V( = 1, ..., K, correspond a une configuration unique caractérisée par
la matrice de contraintes A{ telle que A7 € R%(™. Chaque ligne, j =1, ..., g, de Af ne
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éme

posséde qu’un seul élément non-nul a la :“™ position :
1 . o
Wi si p; est la place critique de t; € T
As(ji) =  Wor(ind) (1.33)
0, sinon

Dans ce qui suit, la représentation suivante de la matrice de contraintes A7 est consi-
dérée : A7 = [Agd AZF} telle que A¢ € RE[™ et AL € RL ™. Soient R(7) et A°(7) la
région de M, (7T) et sa matrice de contraintes, la représentation matricielle du flux des

transitions continues est désormais donnée par (1.34) :
F.(t7)=A- A7) - My(77) (1.34)

Le temps 7 est échantillonné grace a une horloge externe de période d’échantillonnage
f comme dans le cas du RAPC, 0 doit satisfaire la condition donnée par (I1.17), mais dans

un RAPH seules les transitions continues sont prises en compte :

VpieP, Y N-f<l1 (1.35)

t; pr/tj eTe

Le RAPHE (ou le RAPHDE) a temps discret est noté §-RAPHE (ou #-RAPHDE) =
<=/%L>M0h7Dmin7>\70>'

Les transitions discrétes sont synchronisées sur 1’horloge externe et sont franchies
dés que leur durée minimale de franchissement est écoulée. Par conséquent, My(7i41) =
My(7+) et Mo(74+) = M.(73.). A chaque date 7, > 0, 'équation fondamentale d’un 6-
RAPHE ou d’un #-RAPHDE s’écrit selon le systéme d’équations (1.36) :

My(Thi1) = Mg(mh,) + W - Ty()
Mc(Tk—I—l) = Mc(Tk) + 0 . WCC . FC<Tk+)

(1.36)

Désignant respectivement par Ry, et Af la région et la matrice de contraintes de M), a la
date 7, le flux de franchissement des transitions continues en régime libre est exprimé

par équation (1.37) :

F.m+) =A-AS - Mp(73+)
= A (A M) + A - My(7i+))
= A (AR Me(m) + AR (Ma(m) + W Ta(7))
=AN-AS - My() + A - AW Ty(ry)

(1.37)
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En remplagant dans (1.36) F.(7+) par son expression donnée par (1.37), le marquage

continu M.(7x41) peut s’exprimer selon (1.38) :

M (Tey1) = Mo(1) + 0 - W< A~ AC - My (1) +60- W< A- AL W . Ty(rp)

(1.38)
= Gi . Mc(Tk) + Gz . (Md(Tk) + de . Fd(Tk))
ot G¢ et G sont définis selon équation (1.39) :
Gy = I, +0- W A AP 39

Gl =0 Wee. A A

[.3.3 Domaines d’application du réseau de Petri hybride

Le RAPH permet de modéliser un grand nombre de systémes. La littérature a mis
en évidence Defficacité ainsi que 1'utilité de la modélisation par ce réseau dans I’étude du
comportement, I’évaluation de performance, la simulation, ’optimisation ainsi que la com-
mande et le controle de différents types de systémes dans différents domaines, y compris
les systémes manufacturiers, les systémes de trafic et de chaine logistique. En particulier,
dans [BGMOO|, les auteurs ont commandé les systémes manufacturiers modélisés par les
RdPH temporisés tels que les transitions continues sont définies sous I'approximation ser-
veurs finis et les transitions discrétes sont immeédiates, déterministes ou stochastiques. Les
RdPH sont adaptés pour la modélisation des activités distribuées au sein des systémes
complexes. Dans ce cadre, [DFGS08| ont étudié les systémes manufacturiers distribués. La
structure globale de ces systémes fait intervenir plusieurs entités, a savoir les fournisseurs,
les fabricants, les assembleurs, les transporteurs et les consommateurs. Les auteurs ont
utilisé les RAPH afin de proposer un modéle modulaire hybride de ses systémes. En effet,
chaque entité a été indépendamment décrite par un RAPH. Le modéle complet du systéme
manufacturier distribué résulte de I'interaction entre ces différents modéles élémentaires.
Ce modéle a servi par la suite pour simuler, analyser et optimiser les performances de ces

systémes pour différentes conditions de fonctionnement.

Dans [JMV11], la contribution consiste & présenter un outil intégré dans I’environne-
ment MATLAB, appelé “ SInHPN (Hybride Petri Net Simulator)”. Ce logiciel permet de
simuler et d’analyser efficacement les systémes manufacturiers complexes qui sont modé-
lisés par les RAPH pour lesquels les transitions continues sont définies sous la sémantique
serveurs infinis et les transitions discrétes sont déterministes ou stochastiques (loi expo-
nentielle). D’une part, cet outil est caractérisé par une interface graphique conviviale.

D’autre part, il utilise plusieurs solveurs standards d’équations, disponibles dans MAT-
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LAB, afin de résoudre chaque probléme d’optimisation (linéaire ou quadratique).

En ce qui concernent les systémes de trafic, [FIMU14| ont proposé un modéle mo-
dulaire basé sur les RAPH dans le but de modéliser la circulation autoroutiére. Cette
méthode suit la méthode de décomposition en sous-modeles présentée dans [DFGS08].
Le modéle proposé combine la dynamique temporelle et la dynamique événementielle. La
premiére correspond au flux classique de circulation tandis que la deuxiéme correspond
au comportement du réseau en présence des accidents et des stratégies de recouvrement.
Ils ont également con¢u une technique de commande en ligne inspirée de la commande
prédictive. Cette méthode permet de prédire le comportement du systéme et de proposer
une limite de vitesse si le trafic est congestionné. Le formalisme développé a été directe-

ment appliqué a un troncon d’une autoroute dans le nord-est de I'Italie.

Par souci de brieéveté, nous énumérons dans le tableau 1.1, d’autres domaines d’appli-
cation des RAPH.

TABLE 1.1 — Domaines d’application des RAPH

Contributions et domaines d’application Auteurs

Proposer un modéle modulaire hybride basé sur le RAPH afin de résoudre
le probléme d’ordonnancement des opérations d’exploitation du pétrole | [WCCZ10]

brut dans les raffineries. [WCCZ11|

Proposer un modéle modulaire hybride basé sur le RAPH pour la gestion

et le controle de la chaine logistique au niveau opérationnel. [DFIMO09|

Générer un modéle de RAPH afin d’évaluer les propriétés quantitatives

des gares ferroviaires. [KHMO6|

Utiliser les RAPH temporisés afin d’analyser les performances des réseaux

de capteurs sans fil. [GMLM13|
Conclusion

Ce premier chapitre a rappelé les concepts fondamentaux du RdAP et a également in-
troduit les notations utilisées dans la suite du mémoire. Le principe d’évolution du RAPD
autonome et T-temporisé ainsi que les différents domaines d’application ont été abordés.
Il ressort de la littérature que le RAPD souffre du probléme de ’explosion combinatoire
du nombre d’états. La fluidification, utilisée comme technique de relaxation, a été présen-

tée pour surmonter cet inconvénient majeur. Une bréve description des concepts de base
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des RAPC ainsi que les domaines d’application ont été présentés. Cette classe de réseaux
n’autorise ni les conditions logiques ni les actions discrétes, le RAPH a ainsi été introduit.
Il résulte d’une fluidification partielle du RAPD. Une étude bibliographique sur les diffé-
rents types du RAPH a été menée, pour se concentrer sur les RAPHE et les RAPHDE.

Tout au long de ce chapitre, seuls les RAPD, les RAPC et les RAPHE (on RAPHDE) en
régime libre ont été considérés. Pourtant, les systémes modélisés peuvent étre soumis a une
action extérieure de commande en vue d’atteindre un état désiré. Le chapitre suivant prend
en compte les actions de commande qui peuvent étre appliquées aux transitions (continues
et/ou discrétes) commandables. Il récapitule, pour chaque type de RAP (continu, discret

et hybride), les différentes approches de commande qui existent dans la littérature.

Section 1.3 : Modélisation par réseaux de Petri hybrides Page 39






CHAPITRE ||

ETAT DE L’ART : COMMANDE DES RESEAUX DE PETRI

Sommaire
Introduction . . . . . . . . . 0 i i i e e e e e e e e e e e e 42
II.1 Commande des réseaux de Petri discrets . .. ... ... ... 42
I1.1.1 Commande supervisée . . . . . . . . . . ... .. ... ..... 43
1I.1.2 Commande d’ordonnancement . . . . . .. ... .. ... ... 44
II.2 Commande des réseaux de Petri continus . . . ... ... ... 47

11.2.1 Commande des réseaux de Petri continus sous la sémantique
serveurs infinis . . . .. ... ... L 48

I1.2.1.1 Commande multiplicative des réseaux de Petri continus 48

[1.2.1.2 Commande additive des réseaux de Petri continus . . 49
11.2.2 Eléments d’état de lart sur la commande des réseaux de Petri
continus sous la sémantique serveurs finis . . . . ... ... .. 93
11.2.3 Eléments d’é¢tat de l’art sur la commande des réseaux de Petri
continus sous la sémantique serveurs infinis . . . . ... .. .. 54
[1.2.3.1 Commande optimale en régime permanent . . . . .. ab
[1.2.3.2 Commande “ON/OFF” . . . ... ... ... ..... 55
I1.2.3.3 Commande pour les trajectoires linéaires et linéaires
PAT TNOTCEAUX . .« « + « v v v e e e e e e e e e e e a7
[1.2.3.4 Commandes “ON/OFF+" et “B-ON/OFF” . . .. .. 58
I1.2.3.5 Commande proportionnelle . . . . . .. ... .. ... 29
[1.2.3.6 Commande prédictive . . . . . . ... ... ... ... 60
II.3 Commande des réseaux de Petri hybrides . . . . .. ... ... 66
I1.3.1 Commande des réseaux de Petri hybrides élémentaires . . . . . 66

I1.3.2 Eléments d’état de I’art sur la commande des réseaux de Petri
hybrides . . . . . . ..o 68

II.4 Synthése de I’analyse bibliographique et choix de la commande 70
Conclusion . . . . . . . . o0 i e e e e e 72

41



Chapitre 11 Commande des réseaux de Petri

Introduction

Ans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la commande des RdP. Selon le
D concept de commandabilité, un systéme est dit commandable s’il est possible de
le faire évoluer entre deux états quelconques en temps fini [SJMV11]. Le but de la com-
mande des RdP est alors d’atteindre n’'importe quel état désiré a partir d’un état actuel.
Cet état désiré est défini soit par le marquage désiré, soit par une configuration composée
d’un marquage et d’un flux désirés en régime permanent [MRTRS08,SJIMV11,JVMS13|.
Afin d’atteindre cet objectif, des actions de commande sont appliquées uniquement sur

les transitions commandables.

La commande des RdAP a fait 'objet de nombreux travaux de recherche menés ces
trente derniéres années. Différents concepts de commande peuvent étre considérés. En
particulier, les techniques de commande destinées aux RAPD et celles consacrées aux RdP
fluidifies (RAPC et RAPH). La section II.1 présente différentes méthodes de commande
relatives aux RAPD, & savoir les commandes supervisées et d’ordonnancement. Dans la
section II.2, nous nous focalisons sur les RAPC munis de la sémantique serveurs infinis
pour lesquels toutes les transitions sont considérées commandables. Nous supposons que
seules les actions de commande qui diminuent le flux de transitions sont admissibles. Dans
un premier temps, le principe des commandes additive et multiplicative est expliqué et
les différentes contraintes sur le flux de franchissement sont précisées. Les méthodes de
commande du RAPC, développées durant les derniéres décennies, sont ensuite présentées.
La section II.3 explique le principe général de commande des RAPH et introduit quelques
techniques de commande. Une synthése de I’analyse bibliographique est finalement menée.
Cette étude sert a choisir la commande la mieux adaptée pour commander tout type de
RdP. Cette commande est la commande prédictive malgré quelques inconvénients qui

seront signalés en vue de les contourner dans ’approche proposée.

I1.1 Commande des réseaux de Petri discrets

Dans le chapitre précédent, nous avons expliqué ’évolution du RAPD en régime libre.
Or, des actions de commande peuvent étre appliquées aux transitions afin d’atteindre un
objectif donné. Le RAPD est alors dit forcé ou commandé. Une transitions est dite com-
mandable si une fois validée (et la durée minimale de franchissement écoulée dans le cas
des transitions discrétes temporisée), son franchissement peut étre empéché ou retardé

par un agent de commande [GDS92].
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Soit T{°™™ I’ensemble des transitions commandables, le RAPD T-temporisé commandé

est désormais représenté par le quadruplet (A5, Mog, Dpin, T57™™).

Plusieurs travaux ont été menés dans le cadre de la conception de la commande et
plusieurs méthodes ont été développées pour ce type de réseaux selon le but désiré. Nous
distinguons deux types de commandes, la commande supervisée (“supervisory control”) et

la commande d’ordonnancement (“scheduling control”).

Cette section présente briévement quelques références bibliographiques de ces deux

types de commandes appliquées aux RAPD.

I1.1.1 Commande supervisée

La théorie de la supervision des SED a été introduite par Ramadge et Wonham
[RW87,RW89|. D’une maniére générale, le but de la supervision est d’assurer le bon fonc-
tionnement du systéme. Le principe de la supervision est donné par la figure II.1. Dans
ce schéma, le procédé est un SED qui génére des événements. Il est relié & un superviseur
qui a pour role d’interdire ou d’autoriser ’occurrence des événements dans le procédé, ce

qui permet de modifier son fonctionnement dans le but de respecter des spécifications.

Procédé

événement L,
NPT . événement
autorisé ou interdit L
généré

Superviseur

F1GURE II.1 — Principe de la supervision

Dans le cas du RdP, les spécifications imposées par la commande supervisée sont
I’évitement des blocages, la vivacité, la commandabilité et le nombre maximal de taches
simultanées [BCP13]. L’objectif est de construire une commande permissive qui restreint
convenablement I'espace d’atteignabilité du RAP & I’ensemble des marquages légaux (ou

non-interdits) définis par les spécifications imposées [BCP13].

Plusieurs techniques efficaces ont été développées pour la synthése de cette commande.
En particulier, les auteurs |GDS92, YalLA96, BCG06, DA08, BCP13| ont exprimé les mar-

quages légaux en introduisant un ensemble d’inégalités linéaires sur le marquage.
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Ces inégalités s’appellent contraintes d’exclusion mutuelle (“Generalized Mutual Exclusion
Constraint”). Si toutes les transitions sont commandables, ces contraintes sont facilement
mises en ceuvre par le bais de places de supervision pour créer des invariants de marquage
adéquats (un invariant de marquage pour chaque contrainte) [GDS92|. Il a été également
démontré que cette méthode offre une permissivité maximale [BCGO6]. Cependant, le
nombre de contraintes augmente considérablement en fonction des états interdits. [GDS92|
a prouvé qu’il est possible de simplifier les contraintes. Pour que le superviseur soit mi-
nimal (nombre minimal de contraintes) et que la détermination des marquages légaux
soit faite de maniére permissive, |[BCP13| ont utilisé une méthode “branch&bound”. Cette
méthode permet de résoudre un probléme d’optimalisation combinatoire, en partitionnant
I'espace des solutions en sous-ensembles (“branch”) et en majorant ensuite chaque sous-
ensemble (“bound”), ce qui permet de ne considérer que les sous-ensembles qui contiennent
une solution meilleure que la solution courante. Une autre méthode basée sur la notion
de “over-state” (I’ensemble des marquages qui ont les mémes propriétés) a été proposée
dans [DAO8| pour réduire systématiquement le nombre d’états et des contraintes. Cette

méthode n’est applicable que dans le cas des RAP saufs.

[GDS92| ont étudié l'utilisation de contraintes d’exclusion mutuelle en considérant
des transitions discrétes non-commandables, ce qui engendre davantage d’états interdits
et réduit la permissivité de la commande. Ils ont signalé que les contraintes peuvent
étre imposées par les places de supervision uniquement dans le cas des RAPD saufs et
conservatifs. Dans le but de résoudre ce probléme, dans [YalLA96] les auteurs ont proposé
quelques restrictions sur ’espace d’atteignabilité. Ils ont utilisé des conditions suffisantes
afin de garantir la commandabilité structurelle de 'ensemble des marquages légaux. Dans
ce méme contexte, [BCGO6| ont proposé un algorithme qui permet de calculer les places

de supervision structurellement commandables.

I1.1.2 Commande d’ordonnancement

Les RAPD modélisent efficacement les SED et spécialement les systémes manufactu-
riers. A cet égard, de nombreuses contributions sur la commande d’ordonnancement des
systémes manufacturiers flexibles ont été proposées. L’ordonnancement consiste a choisir
la date de début ainsi que les ressources a allouer aux différentes taches a traiter. Ce
dernier objectif équivaut a déterminer la séquence de franchissements qui permet d’at-
teindre un marquage désiré a partir d’un marquage initial. Elle peut également intégrer
une procédure de supervision afin de donner lieu & une commande d’ordonnancement sans
blocage (“deadlock-free schedling control”) [BPGO4].
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La méthode présentée dans |[LD94| formalise le probléme d’ordonnancement en utili-
sant les paramétres du RAPD. Une fois le systéme modélisé, son évolution peut étre com-
plétement décrite par la trajectoire du marquage. Ceci donne la possibilité de suivre les
différents comportements possibles du systéme a ’aide du graphe d’atteignabilité. [LD94|
ont proposé quelques fonctions heuristiques basées sur 'algorithme de recherche A* afin
d’estimer la durée de la trajectoire allant du marquage courant jusqu'au marquage désiré
M,cfq et de générer uniquement la portion nécessaire de ce graphe contenant le trajet
optimal (la séquence de franchissements des transitions). Ce trajet correspond a 'ordon-
nancement optimal ou quasi-optimal du systéme modélisé. Cette méthode évite également
les situations de blocage en introduisant la notion de places intermédiaires. Les perfor-
mances de cette méthode et 'optimalité de la solution obtenue sont directement liées a la
fonction heuristique f(My) utilisée. Cette fonction est définie par f(My) = g(My)+h(M,)
ol h(My) représente une estimation de la durée restante pour atteindre le marquage désiré
et g(M,) représente la durée actuelle la plus faible obtenue & partir du marquage initial
Mg jusqu’au marquage courant My D’aprés [MYKO02|, Ueffort de calcul engendré par
Iutilisation d’une fonction heuristique admissible peut étre trés important méme pour des
problémes de petite dimension. Afin de surmonter cette difficulté, les auteurs de [MYKO02]
ont utilisé une méthode hybride appelée DLSS* (“Dynamic Look-Ahead Stage Search”)
qui vise a réduire le champ d’application de A* pour se limiter aux recherches locales.
Finalement, la génération des trajets inutiles dans le cadre de 'exploration du graphe
d’atteignabilité a été systématiquement évitée. Dans ce contexte, les auteurs de |[KSNO7|
ont proposé deux sous-modéles pour les systémes de production flexibles en utilisant les
RdAPD temporisés afin de décrire les comportements physique et logique des différentes
taches. Ils ont été motivés par deux problémes réels, le premier consiste a minimiser le
temps maximal d’achévement des taches et le deuxiéme vise a minimiser le retard total.
Afin de résoudre le premier probléme, un algorithme de recherche graphique rapide et
réactif basé sur RTA* (“Real Time A*”), a été développé. Cet algorithme a été combiné
avec trois régles de supervision pour réduire ’espace de recherche. Puis, il a été appliqué

au RAPD inverse (en inversant le sens des arcs) pour traiter le deuxiéme probléme.

[LL15] ont proposé une commande inspirée de la commande prédictive (détaillée dans
la section suivante) qui explore partiellement P'espace d’atteignabilité et qui détermine
les séquences de commande de longueur minimale ou quasi-minimale. En effet, a chaque
instant et sur un horizon de Ny franchissements discrets, cette méthode explore, a partir
du marquage discret courant, 'espace d’atteignabilité. Elle détermine ensuite, de maniére
incrémentale, toutes les séquences de commande contenant au plus /N, transitions discrétes

commandables. Les marquages résultants de ces séquences sont également calculés. Une
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fonction colit J est mise en place pour évaluer I'écart quadratique entre le marquage
discret prédit et le marquage discret désiré et permet de déterminer les marquages qui la
minimisent :

J(Mg) = (Mg — Myega)’ - (Mg — Myega) (1L.1)

Les séquences de commande correspondantes sont ensuite déterminées, une transition
choisie parmi toutes les premiéres transitions de ces séquences est franchie et le probléme
d’optimisation est réitéré, en partant du marquage calculé, jusqu’a atteindre le marquage
désiré. Pour mieux expliquer cette méthode, la figure 1.2 montre un exemple illustratif
de RAPD non-temporisé pour lequel toutes les transitions sont commandables, N; = 2, le
marquage initial est [1 0 O]t et le marquage de référence est [5 5 5T. La figure 11.3
présente exploration partielle du graphe d’atteignabilité [LL15] :

P1
>/ "\«

o

ty t,
2 L
P2 P3
+2

ts y v t,

FiGURE I1.2 — Exemple d’un RAPD

Au premier pas de calcul, la partie explorée du graphe d’atteignabilité est encadrée par
un rectangle. Elle correspond a I’ensemble des marquages atteignables avec une profondeur
de 2. Les séquences de commande possibles sont ¢, ty et t; 3. Le critére de performance
J est calculé pour chaque séquence (indiqué sur le schéma a coté du marquage). t1 t3 est
la séquence pour laquelle la valeur de J est minimale (J = 59), la transition ¢; est alors
franchie (le franchissement de la transition sélectionnée est indiqué par une fléche sur le
schéma), le marquage qui résulte de ce franchissement est My = [0 1 O} t. Le processus

est alors réitéré au pas suivant.
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premier pas de calcul

<

F1GURE II.3 — Processus d’exploration partielle du graphe d’atteignabilité pour le RAPD
de la figure 11.2

Les méthodes de commande d’ordonnancement présentées dans cette partie ne sont
malheureusement pas applicables aux systémes avec un grand nombre d’états car elles
peuvent mener au probléme de ’explosion combinatoire du nombre d’états. Pour s’affran-
chir de ce probléme et pour éviter 'exploration du graphe d’atteignabilité, la commande
développée dans le chapitre III génére la séquence de commandes discrétes du RAPD en
utilisant la commande continue du RAPC sous-jacent. Dans la littérature, il existe plu-
sieurs méthodes de commande destinées aux RAPC qui sont détaillées dans la section

suivante.

I1.2 Commande des réseaux de Petri continus

La plupart des travaux de recherche qui se trouvent dans la littérature traitent la
commande des RAPC sous la sémantique serveurs infinis [SJMV11], car pour une large
classe de RAPC, cette sémantique fournit une meilleure approximation des RAPD [MR-

TRS08, MRS06]. Pour cette raison, cette section présente le principe de commandabilité
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et de commande des RAPC définis sous cette sémantique. Quelques notions de commande
du RAPC sous la sémantique serveurs finis seront aussi briévement présentées. Un état
de l'art des différentes approches de commande, sous la sémantique serveurs infinis, est

ensuite adressé.

11.2.1 Commande des réseaux de Petri continus sous la séman-

tique serveurs infinis

Un RAPC temporisé commandé est soumis a une action de commande extérieure ap-
pliquée aux transitions. Cette action est désignée par U, = (u;)j=1,..n € Rgo telle que
u; est l'action de commande appliquée a la transition ¢;. Le flux de franchissement forcé
est désigné par X. = (z;);=1,... 4 L’ensemble des transitions est partitionné en deux sous-
ensembles disjoints, a savoir I’ensemble des transitions commandables et ’ensemble des
transitions non-commandables. Soient 7°™™ l'ensemble des transitions continues com-
mandables. Le RAPC et le §-RdPC forcés sont respectivement représentés par le quadru-
plet (A7, Moe, A, T°™™) et le quintuplet (g, Mo, A, 0, TEo™™).

D’aprés [SR04], les transitions modélisent les actionneurs dans une machine réelle ou les
serveurs dans un systéme informatique qui ne devraient pas dépasser leur vitesse nominale.
Par conséquent, 'action de commande ne peut que ralentir ou arréter leur activité. Le
vecteur U, intervient donc afin de réduire le flux maximal de franchissement donné par
le flux en régime libre F, des transitions commandables. A l'inverse, les transitions non-
commandables sont franchies avec leur flux maximal de franchissement. Si toutes les
transitions sont commandables, le comportement global d'un RAPC commandé, dans la

région R(7) du marquage M.(7), est régi par le systéme d’équations (11.2) :

MC<T) =W X.(7)
Ogx1 < Xo(7) < A-A(T) - M(7)

(I1.2)

Dans la littérature, il existe deux approches de commande, la commande additive
[SR04] et la commande multiplicative [LLD13].
I1.2.1.1 Commande multiplicative des réseaux de Petri continus

Concernant la commande multiplicative, le vecteur de commandes U, pondére le flux de

franchissement en régime libre de la transition commandable. Le flux forcé et le marquage
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résultant, a la date 73, sont respectivement donnés par (I1.3) et (I1.4) :

Xe(m) = diag(U.(7)) - Feo(7x)

(IL3)
= diag(U.(1x)) - A - Ay - Mo(7%)
M(Try1) = Me(mi) +0 - W - Xo(7) (1.4)
= M.1,) + 60 - W -diag(Uu(13)) - A+ Ag - Mo(7%)
tel que
0<u; <1, sit; € Teomm
(IL5)

u; =1, sinon

La premiére inégalité de (IL.5) assure que le flux forcé est toujours non-négatif et la

deuxiéme contraint le flux a ne pas dépasser le flux maximal de franchissement.

L’approche multiplicative a été traitée dans [LL11|, la commande suppose que toutes
les transitions soient commandables et consiste & déterminer la vitesse maximale de fran-
chissement p; de chaque transition ¢; telle que 0 < pu; < A; avec A; la valeur maximale
admissible par ;. Cette commande s’intéresse aux RAPC avec vitesse maximale constante
par morceaux pour lesquels la vitesse de franchissement reste constante dans une méme
région et commute lors du passage d’une région a une autre jusqu’a atteindre un marquage

désiré.

I1.2.1.2 Commande additive des réseaux de Petri continus

En ce qui concerne 'approche additive, le vecteur de commandes est soustrait du
flux maximal de franchissement. De méme que pour ’approche multiplicative, ’action de
commande est dynamiquement bornée. La borne supérieure correspond au flux maximal
de franchissement afin d’'imposer un flux non-négatif et la borne minimale garantit que la

variation correspond bien & une diminution :

0<w; <Nj-Ap(t,7) Mc(7g), sit; € Tom™

u; =0, sinon

Le comportement d’'un §-RAPC commandé en temps continu, dans la région R;, est
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donné par le systéme d’équations (I1.7) :

MC(Tk+1) = Mc(Tk) +0-W. XC(Tk)
Xc(Tk;) = Fc(Tk;) - Uc(Tk) =A-Ay- Mc(Tk;) - Uc(Tk) (H~7)
Ogx1 S Uelmie) < A+ Ap - Mo (73)

Finalement, le marquage en régime forcé est défini par (I1.8) :
M(Th1) = By - M(m) — 0 - W - Ue(73) (I1.8)

L’approche additive et I'approche multiplicative sont équivalentes [SR04|. Dans ce qui

suit, nous utilisons ’approche additive.

Le but de la commande consiste a faire évoluer le systéme jusqu’a atteindre une confi-
guration désirée [SRO4|. Cette configuration est définie par le couple (M,efc, Xrepe) Ol
M,..s. correspond au marquage désiré qui doit étre atteignable a partir de M., et X,
désigne le flux désiré. La configuration désirée doit étre un point d’équilibre [MRTRSO08],
une fois atteinte, elle doit étre maintenue. Considérons le RAPC commandé en temps
continu, d’aprés I’équation d’état MC(T) =W X(7), si Mo(T) = Myese, Xe(T) = Xyee

doit satisfaire les conditions données par (I1.9) :

Xrefc Z Oq><1
Xrefc S A- Ak ' Mrefc (119)
w- Xrefc = Onx1

Plusieurs méthodes ont été mises en place afin de déterminer X, .. En fait, X,.s.
dépend en premier lieu de la structure du réseau. Dans [JVMS13], les auteurs ont précisé
que le marquage désiré peut étre maintenu avec un flux non-nul & condition que le ré-
seau posséde au moins un T-semi-flot. A titre d’exemple, pour le RAP mono T-semi-flot,
Xrefe peut étre simplement exprimé par X,epe = v-Y, ot v € Ryp et ot YV est le T-
semi-flot [MRTRSO08|. Dans le cas contraire, I'unique solution pour maintenir le marquage
désiré est de poser un flux désiré nul X,er. = Ogx1 [JVMS13].

L’objectif de commande, ainsi défini, est li¢ a la notion de commandabilité. Dans la
littérature, quelques travaux de recherche ont été consacrés a ce concept dans le but de
donner des conditions de commandabilité des RAPC sous la sémantique serveurs infinis.
D’une maniére générale, un systéme est dit commandable s’il est possible de le faire évo-

luer d’un état initial vers un état final en temps fini par le biais d’une action de commande
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non contrainte. Les auteurs de [JJRS05, MRTRSO08| affirment que cette définition classique
de systéme commandable n’est pas applicable au RAPC, car I'action de commande doit
impérativement vérifier un ensemble de contraintes. D’autre part, la loi de conservation
limite 'espace d’atteignabilité. A cet égard, dans [JJRS05], les auteurs ont supposé qu’un
marquage M,.r. est dit commandable a partir d’'un marquage M. s’il existe une action
de commande qui permet de l'atteindre (en temps fini ou infini) et de le maintenir. La
commandabilité des RAPC conservatifs, consistants et sans synchronisation a été alors
étudiée en se basant sur cette définition. En fait, ’étude proposée dans [JJRS05| revient a
caractériser 'espace de commandabilité (c-a-d ’ensemble des marquages qui peuvent étre
atteints et maintenus) en fonction des transitions commandables. Si toutes les transitions
sont commandables, cet espace coincide avec l'espace d’atteignabilité du RAPC auto-
nome. Dans le cas ol une seule transition est commandable, cet espace est un segment de
droite |[JJRS05]. D’autres résultats sont également présentés lorsqu’un sous-ensemble de

transitions est commandable.

Contrairement a ce qui a été développé dans [JJRS05|, les auteurs de [MRTRS08,
VRRSO08| ont adapté la définition de la commandabilité du RAPC conformément & 'en-
semble des marquages invariants défini par Class(Mo.) = {Mefe € R%|BYy - Myese =
BY - My.} tel que By est une base de P-flots. En effet, un RAPC est commandable si
VMoe > 0px1 et Mo € Class(Mo.), Mcs. est atteignable et maintenu en temps fini
ou infini. De plus, il a été démontré dans [MRTRS08| que toutes les transitions doivent
obligatoirement étre commandables pour qu'un RAPC conservatif soit commandable.

La caractérisation de la commandabilité des RAPC avec des actions de commande bornées
a été proposée dans [VRRS08|. Si toutes les transitions sont commandables, la comman-
dabilité, par rapport a Class(M,.), est garantie ssi le RAPC est consistent.

Toutefois, cette condition n’est pas suffisante pour garantir la commandabilité si certaines
transitions sont non-commandables. D’autres pistes ont été explorées dans [VRRS0§], a
savoir I’étude de la commandabilité conformément & I'ensemble de points d’équilibre. Ce
choix est motivé par le fait que, la plupart du temps, 'objectif de commande est d’at-

teindre un point d’équilibre.

Dans le cas des RAPC munis des transitions non-commandables, le probléme de com-
mande devient beaucoup plus complexe, puisque le systéme peut ne pas étre comman-
dable, il existe dans la littérature des méthodes de commande qui permettent de résoudre
ce probléme. Par exemple, dans [VS09|, les auteurs ont utilisé les conditions de com-
mandabilité introduites dans [VRRSO08| en présence de transitions non-commandables.

Premiérement, il a été supposé que les marquages initial et final sont des points d’équi-
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libre et qu’ils appartiennent & la méme région. La commande en boucle fermée est définie
par (I1.10) avec U, la commande en régime permanent associée & M, .. et G la matrice
de gain [VS09] :

Ue(T) = Upege + G- (Mo(T) — Myege) (IL.10)

La procédure de commande calcule le vecteur de gain G, puis détermine itérativement

les marquages d’équilibre intermédiaires M/

refe qui appartiennent au segment de droite

reliant My, et M,y suite a la résolution d’un probléme d’optimisation linéaire. La com-
mande continue convenablement bornée, qui permet d’atteindre un marquage M/, fer €8t
alors calculée. En conséquence, M,.r. est atteint en reliant les marquages intermédiaires

M/

refer Cette étude a été généralisée afin de prendre en considération plusieurs régions. Le

probléme de commande revient alors a faire évoluer le systéme entre les points d’équilibre
appartenant aux frontiéres des régions consécutives, jusqu’a atteindre le marquage désiré.
La commande est alors obtenue suite a la résolution du probléme d’optimisation linéaire

défini précédemment, dans chaque région R.

Une commande constante par morceaux, permettant d’atteindre un voisinage du mar-
quage désiré en un nombre fini de pas, a été proposée dans |[LL13]. Cette commande utilise
la caractérisation des régions attractives en temps fini afin de prouver I'existence d’une
commande bornée et constante par région qui assure l'atteignabilité de la région voisine
selon la séquence des régions a traverser entre les marquages initial et final. Le domaine des
commandes admissibles est ensuite déterminé a 1’aide d’inégalités matricielles linéaires.
En se basant sur ces résultats de calcul, un algorithme itératif a été mis en place afin de
déterminer la commande constante par morceaux qui minimise le nombre de pas requis
pour commuter entre les régions jusqu’a atteindre le marquage désiré. Il est a noter que
cette optimisation locale ne garantit pas la minimalité du nombre de pas de I'ensemble
de la trajectoire [LL13].

Dans le cadre de I’étude présentée dans [LLD13], la configuration n’inclut qu’un sous-
ensemble de marquages (qui représente la sortie du systéme). Pour cette raison, la sen-
sibilité des sorties par rapport aux entrées a été étudiée afin de sélectionner, en fonction
de l'objectif désiré, les transitions qui doivent étre commandées. Puis, une fonction de
sensibilité S(7y), définie par le gradient des sorties en fonction des entrées, a été mise
en place. L’erreur quadratique instantanée F,.(7;) entre la sortie désirée et la sortie me-

surée, a également été déterminée afin de calculer I'action de commande des transitions
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commandables. Le vecteur de commandes U,.(7;) est alors donné par (II.11) :

Ue(mi) = Uemi1) + (S(m)t - S(1) + 6 - 1) - S(1)" - Erp(71)
0 S Uj(Tk) S 1, et ’LLj(Tk) = 1,Vt]~ ¢ chomm

(IL.11)

En plus de la complexité du probléme de commande lorsque les transitions ne sont
pas toutes commandables, les auteurs de [MRTRSO08| ont montré que, premiérement, si
un marquage M,.s. > 0,1 est atteignable dans le RAPC autonome et, deuxiémement, si
toutes les transitions sont commandables, alors ce marquage est atteignable en nombre
fini de pas dans le §-RAPC commandé correspondant. A cet égard, dans le cadre de
la conception d’une commande continue, ces deux conditions sont respectées (M,cr. >
O.x1 et toutes les transitions sont commandables). Par ailleurs, nous nous intéresserons
uniquement, dans la sous-section I1.2.3, aux techniques de commande définies sous la
sémantique serveurs infinis. Avant d’entamer cette présentation, le paragraphe suivant
rappelle quelques notions de base de la commande des RAPC définis sous la sémantique

serveurs finis.

I1.2.2 Eléments d’état de ’art sur la commande des réseaux de

Petri continus sous la sémantique serveurs finis

La commande des RAPC sous la sémantique serveurs finis a les mémes principes et le
méme objectif de commande que celle des RAPC sous la sémantique serveurs infinis. En
effet, le flux de franchissement d’une transition commandable est ralenti par le vecteur de
commandes U,. De plus, chaque composante u;, relative a chaque transition ¢;, doit véri-
fier I'inégalité suivante : 0 < u; < A;. Trois cas peuvent étre distingués afin de déterminer
le flux de franchissement forcé [JBRS04] :

— Sit; est fortement validée, le flux z; est donné par z; = \; — u;
— Si t; est faiblement validée, le flux x; est calculé en considérant inégalité 0 < z; <
)‘j — Uj

— Sit; n'est pas validée, z; =0

Dans la littérature, il existe diverses méthodes de commande qui visent & calculer
la commande optimale pour les RAPC sous la sémantique serveurs finis. Généralement,
ces commandes sont divisées en deux groupes en fonction du modéle temporel considéré
(temps continu ou temps discret) [SIMV11]|. Une autre approche intermédiaire a été pro-
posée dans [JBRS04|. Le principe de cette commande repose sur la transformation du

RdAPC sous la sémantique serveurs finis en RAPH équivalent dont I'évolution est décrite
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par 'occurrence d’un événement discret. De maniére plus précise, chaque pas de calcul
ne correspond plus & 1’écoulement de la période d’échantillonnage. Désormais, il corres-
pond & l'occurrence d’un événement dans le RAPC (c-a-d une place continue vidée). En
conséquence, la période d’échantillonnage n’est pas constante, elle est adaptée en fonc-
tion des événements survenus. Le RAPC est donc transformé en un systéme dynamique
logique mixte événementiel (“event-driven mixed logical dynamical system”) décrit par
un ensemble d’égalités et d’inégalités linéaires qui font intervenir des variables réelles et
booléennes [JBRS04].

Différents problémes de commande peuvent étre adressés via cette commande, y compris
la minimisation du temps de convergence, la maximisation du flux en régime permanent
ou bien 'optimisation d’une fonction multi-variable. Pour ce faire, chaque probléme est
décrit par une fonction de performance linéaire qui sera intégrée dans le systéme. Il en ré-
sulte un probléme d’optimisation linéaire mixte en nombres entiers (“mixed integer linear
programming problem”) dont la solution correspond & la commande optimale par rapport

au critére d’optimisation choisi [JBRS04].

Bien que nos travaux de recherche se focalisent sur la commande des RAPC sous la sé-
mantique serveurs infinis, U'originalité de cette méthode a attiré notre attention. En effet,
d’une part, la commande est maintenue constante tant qu’aucun événement permettant
de modifier le comportement du systéme, n’est déclenché [JBRS04] (ce principe est une
source d’inspiration de la commande des RAPH hybrides temporisés présentés dans le
chapitre IV), d’autre part, la fonction de performance n’est pas restreinte a 'atteinte du
marquage désiré, elle peut combiner explicitement et simultanément plusieurs objectifs

de commande ce qui permet de répondre a des exigences réelles.

Passons maintenant a la présentation de quelques techniques de commande proposées
dans la littérature et développées dans le cadre de la conception des commandes additives,
destinées aux RAPC temporisés définis sous la sémantique serveurs infinis, pour lesquels

toutes les transitions sont commandables.

I1.2.3 Eléments d’état de 1’art sur la commande des réseaux de

Petri continus sous la sémantique serveurs infinis

La commande des RAPC sous la sémantique serveurs infinis a fait I’objet de plusieurs
travaux de recherche et différentes techniques de commande ont été proposées dans la
littérature. Afin de sélectionner la commande la plus adéquate, il faut donc, dans un pre-

mier temps, avoir une vision claire de I'ensemble des caractéristiques de chaque technique
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de commande. Ces caractéristiques peuvent inclure le type de RAPC pris en compte, le
critéere d’optimisation, la robustesse face aux perturbations, la complexité de calcul ainsi
que la stabilité. L’analyse de ces caractéristiques et 'identification des différents avan-
tages et inconvénients de chaque commande par rapport aux autres, sont deux étapes
primordiales. A travers cette section, nous présentons quelques méthodes de commande

performantes proposées dans la littérature.

I1.2.3.1 Commande optimale en régime permanent

D’une maniére générale, le régime permanent représente un point de fonctionnement
stable pour le systéme. L’existence et le choix de la commande optimale en régime per-
manent ont été traités dans [MRTRSO08|. L’objectif de cette contribution est d’étudier
comment calculer le flux ainsi que la commande optimale en régime permanent qui maxi-
misent une fonction cofit utilisée dans le controle de production, tout en respectant la loi
de franchissement des transitions continues. Cette fonction, définie par (I1.12), dépend du
vecteur prix (P), le flux en régime permanent (X.), le vecteur de cotits des travaux en

cours (C') ainsi que la dépréciation ou 'amortissement des investissements initiaux (D) :
P'-X,—C"-M.— D" M. (I1.12)

D’aprés [MRTRS08], tant que toutes les transitions sont commandables et que la fonc-
tion cofit est linéaire, la commande est calculée par la résolution d’un probléme d’optimisa-
tion linéaire. Cette optimisation utilise des variables d’écart v telles que Vp; €°t;, v(j,4) >
0, afin d’éviter 'opérateur “min” qui apparait dans ’expression du flux et de transformer
I'inégalité en égalité dans certaines contraintes. Ces variables vont servir pour calculer
le flux et le marquage en régime permanent ainsi que la commande optimale correspon-

dante [MRTRS08|. Cette commande est exprimée par : u.; = min,, cop, v(J, 7).

En somme, la commande optimale en régime permanent est la solution d’'un probléme
d’optimisation linéaire simple. En revanche, le régime permanent du systéme n’est pas
précisé au préalable. Dans ce qui suit, nous présentons des commandes pour lesquelles
le régime permanent est défini a priori : le marquage désiré est atteignable a partir du

marquage initial et le flux respecte les contraintes données par (I1.9).

I1.2.3.2 Commande “ON/OFF”

La commande “ON/OFEF” est une méthode de commande proposée dans [WMJS10]
pour commander les RAPC sans choix. Son objectif est d’atteindre le marquage désiré en

temps minimal. Les auteurs de [WMJS10| ont présenté cette méthode pour le RAPC en
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temps continu (7) ainsi que pour le temps échantillonné (7).

Tout d’abord, le vecteur de franchissements minimal T'c = (v¢);j=1,...q € R, qui
permet d’atteindre M, s a partir de M., est déterminé suite & la résolution du probléme
d’optimisation linéaire donné par 1’équation (I1.13) :

t
gx1

Mrefc = MOC +W- 1—‘c (1113)
Fc Z qul}

max {1, - [ tel que

Un simple probléme d’optimisation linéaire est ensuite résolu a chaque étape de calcul
jusqu’a ce que I',. soit obtenu : fOTi X (7)dr =T, en temps continu et Z:;ll X(1)-0 =T,

en temps échantillonné. La complexité de calcul de cette commande est faible.

En ce qui concerne le RAPC en temps continu, la commande continue est définie pour

chaque transition de la maniére suivante [WMJS10] : si la valeur de ~.; n’est pas encore
atteinte, la transition ¢; est dite complétement “ON”, elle est franchie avec sa vitesse de
franchissement maximale. En d’autres termes, u;(7) = 0 et z,;(7) = f;(7). Une fois ~,;
atteinte, ¢; est dite complétement “OFF”, elle est arrétée brusquement ce qui implique
u; (1) = fij(m) et x;(1) = 0.
La méme procédure est utilisée dans le cas du 6-RdPC en vérifiant, a chaque période
d’échantillonnage, que le franchissement de la transition avec son flux maximal de fran-
chissement n’engendre pas un dépassement du vecteur minimal de franchissements I'.. Si
c’est le cas, le flux maximal de franchissement au dernier pas est limité a la valeur requise
pour atteindre v,; [WMJS10].

Cette commande est trés performante en termes de complexité de calcul. De plus,
la convergence en temps minimal pour les RAPC sans choix a ét¢ démontrée. Néan-
moins, lefficacité de cette contribution est restreinte a une classe particuliere du RAPC
qui est la classe des RAPC sans choix. Elle est inappropriée pour résoudre le probléme
de conflit, car le franchissement de la transition la plus rapide peut réduire le franchis-
sement de la transitions moins rapide, ce qui entraine une augmentation considérable
du temps de convergence [WMJS12]. La commande “ON/OFE” peut également amener
le systéme dans une situation de blocage. Par conséquent, la convergence du systéme
n’est pas garantie [WMJS12|. En outre, la configuration désirée est réduite au marquage

désiré uniquement (le flux désiré n’est pas évoqué dans la détermination de la commande).
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D’autres techniques de commande ont également été motivées par la commande en

temps minimal, elles sont détaillées dans les paragraphes suivants.

I11.2.3.3 Commande pour les trajectoires linéaires et linéaires par morceaux

Dans cette partie, nous présentons, dans un premier temps, la commande de pour-
suite proposée dans [XRS06, XRS08a| afin de commander les RAPC conservatifs, sans
synchronisation (pour éviter la commutation entre les régions) et fortement connectés. La
configuration désirée a été définie par le marquage désiré M,.s. et la commande désirée
Uvrefe qui permet de maintenir M.,.; en régime permanent. Le défi principal de cette com-
mande est de développer une loi de commande qui respecte les contraintes liées aux flux
de franchissement des transitions de sorte que la convergence globale soit garantie. Pour
ce faire, le marquage désiré a été remplacé par une trajectoire désirée mixte M, (1) définie
par une étape suivie d’une rampe exprimée par (I11.14) :

My, + Heete=tloe w7 € [0, ]

M,(7) = (11.14)
Mrefm T € [h, —|—OO[

avec Moy, la valeur initiale du marquage définie par My, = Mo, + B - (Myese — M) et
h > 0 le temps a partir duquel M, (1) correspond & M,.s.. Ensuite, un algorithme de com-
mande basé sur deux gains, un faible et Pautre élevé (“low and high gain algorithm”), a
été proposé. En utilisant une fonction de Lyapunov, la convergence asymptotique globale

du marquage a été démontrée.

Cette méthode a été étendue dans [XRS08b| afin de commander des RAPC avec syn-
chronisation. En outre, afin de diminuer le temps de convergence, des marquages inter-
médiaires ont été ajoutés dans la trajectoire de poursuite. Cette notion de marquages
intermédiaires a également été utilisée dans [AOJMS11|. L’objectif de cette contribu-
tion est de concevoir une loi de commande qui permette de minimiser 74, la durée de la
trajectoire d’'un RAPC entre un marquage initial et un marquage final, en utilisant des

problémes d’optimisation linéaire et bilinéaire.

Cette commande comporte deux étapes primordiales. Tout d’abord, la trajectoire entre
les deux marquages est supposée étre une ligne droite. Une optimisation linéaire, qui vise

a minimiser le temps de convergence 7¢, est donc proposée par (I1.15) ou X! = X, - 74
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[AOJMS11] :

min {7 tel que
M’/‘efc - MOC + W : Xé (1115)
0 <) < Aj- Ap(d, 5) - min{moi, Myegi} - 75, V5 =1, ..., q ot Ag(i, j) # 0}

Si les deux marquages ne sont pas dans la méme région, la ligne droite, reliant M, et
M,efe, coupe F < K frontiéres de régions. Soient M}, M2 ..., MF, les marquages qui
résultent de ces intersections et soient M2 = M. et Mt = M, ;.. La trajectoire est
donc découpée en plusieurs segments [MS, MSTY ¢ =0, ..., F pour lesquels le flux est
considéré constant. L’optimisation linéaire, donnée par (I1.15), est appliquée pour chaque
segment de droite et la durée de la trajectoire est la somme des durées de chaque segment

Tp = Z?jll 7c [AOJMS11].

Une amélioration de cette commande est effectuée dans la deuxiéme phase afin de
trouver une trajectoire plus rapide. Pour ce faire, la trajectoire est désormais linéaire par
morceaux en introduisant des marquages intermédiaires [XRS08b|. Ces marquages sont
situés sur les frontiéres des régions traversées mais ne sont pas forcément sur la ligne
droite reliant le marquage initial au marquage final. Ils sont calculés, par le biais d'une
optimisation bilinéaire, de telle sorte que la durée totale la trajectoire soit minimale. Fina-
lement, 'algorithme proposé a été adapté en vue de déterminer, de maniére récursive, les
marquages intermédiaires dans une méme région jusqu’a ce que la durée de la trajectoire
soit la plus faible possible [AOJMS11].

En revanche, la commande proposée est en boucle ouverte, elle ne tient pas compte des
perturbations qui peuvent affecter I’évolution du systéme. Afin de résoudre ce probléme,
une commande en boucle fermée est mise en place dans le but de suivre la trajectoire
de la commande calculée en boucle ouverte et d’assurer la convergence vers le marquage
désiré [AOJMS11]. La faisabilité (c-a-d existence d’une solution) et la convergence vers le
marquage désiré ont été démontrées. L’apport de cette commande est la complexité calcu-
latoire qui est significativement faible par rapport aux commandes basées sur un probléme

d’optimisation non-linéaire. En revanche, cette commande est trés contraignante.

I1.2.3.4 Commandes “ON/OFF+” et “B-ON/OFF”

Les commandes “ON/OFF+ (ON/OFF plus)” et “B-ON/OFF (Balanced ON/OFF)”
sont deux extensions de la commande “ON/OFF”. Elles sont proposées dans [WMJS12]

avec pour but de commander tout type de RAPC pour atteindre un marquage désiré.
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Dans le cas de la premiére commande, a chaque période d’échantillonnage, le flux de
franchissement des transitions en conflit est forcé pour étre proportionnel au vecteur de
franchissements minimal. En effet, soient ¢; et ¢;; deux transitions en conflit structurel,
xj(T) et x;(7) sont calculés de telle sorte que % = J_j/ La commande “ON/OFF”
standard est conservée pour les transitions qui ne font pas partie du conflit. En consé-
quence, la procédure de détermination de la commande “ON/OFF+” et par la suite le
probléme d’optimisation linéaire sont identiques a ceux de la commande “ON/OFF” avec
une contrainte de proportionnalité ajoutée [WMJS12|. Pour cette raison, la convergence

en nombre fini de pas a également été garantie pour cette commande.

Cependant, en dépit de sa capacité a résoudre le probléme de conflit, la commande
“ON/OFF+" est en général une méthode sous optimale pour le temps minimal contrai-
rement & la commande “ON/OFF”. En fait, le flux de franchissement des transitions en
conflit ainsi que le nombre de pas nécessaires pour converger sont imposés par les transi-
tions les plus lentes. Par conséquent, le systéme peut étre ralenti [WMJS12]|.

A cet égard, la commande “B-ON/OFF” a été introduite. Comme son nom 'indique, cette
commande équilibre les vitesses des transitions lentes et rapides, qui sont en conflit avant
d’appliquer le commande “ON/OFF+” [WMJS12]. A chaque période d’¢chantillonnage,
les transitions lentes et rapides sont identifiées en se basant sur le calcul d’'une estimation
du nombre de pas. Ensuite, les plus rapides sont franchies (en utilisant “ON/OFF+7) et les
autres sont bloquées pour un certain temps en attendant que leur flux de franchissement

augmentent et qu’elles deviennent rapides [WMJS12].

La commande “B-ON/OFF” présente une complexité de calcul plus élevée par rapport
a “ON/OFF” et & “ON/OFF+". En revanche, elle permet de réduire le temps nécessaire
pour converger vers le marquage désiré. La convergence en nombre fini de pas a également

été démontrée pour cette commande [WMJS12).

I1.2.3.5 Commande proportionnelle

Cette méthode de commande a été proposée dans [KALDO09]. Elle consiste a concevoir
une commande en boucle fermée telle que le flux forcé, dans la région R, est défini par
(IL.16) :

Xe(me) = Fu(mie) = Ue(mie) = g - (Me(73) — Miege) + Xree (11.16)

avec gy le gain de rétroaction dans la région Ry. Elle prend en considération les contraintes

sur la commande et la stabilité du systeme et elle vise a déterminer le gain de rétroaction

Section I1.2 : Commande des réseaux de Petri continus Page 59



Chapitre 11 Commande des réseaux de Petri

qui répond a ces exigences afin d’atteindre une configuration désirée définie par le mar-

quage et le flux en régime permanent.

Cette commande peut étre mise en ceuvre quel que soit le type de RAPC. Elle prend
en considération la notion de région définie par des polyédres. De plus, il est supposé que
le marquage du RAPC est soumis a des contraintes linéaires exprimées géométriquement
par un polytope (un polyédre fermé et borné) P(Q,u) = {S(7x), @ - (S7) < p} tel que
S(1i) = Mc(7i) — Myese. L'intersection de ce polytope et des polyédres, qui définissent
les régions, donne ’ensemble des polytopes qui définissent la totalité des contraintes qui
doivent étre vérifiées par le marquage dans chaque région. D’autre part, les contraintes
sur la commande, relatives a chaque région, sont également représentées par un ensemble
de polyédres. Des conditions géométriques nécessaires et suffisantes sont aussi obtenues
pour déterminer un gain de rétroaction g, vérifiant la stabilité et les contraintes requises
sur le marquage et sur la commande. Ces conditions sont reformulées algébriquement sous
la forme d’inégalités matricielles linéaires, dont la résolution a 1’aide d’outils numériques
classiques, permet de calculer le gain g, [IKALDO09|. La convergence vers I’état désiré est
ainsi garantie. Une fonction de Lyapunov a été mise en place afin de démontrer la stabilité

du systéme.

La limitation principale de cette méthode réside dans 'effort de calcul. En effet, les
inégalités matricielles linéaires doivent étre résolues pour chaque région. Par conséquent,
le nombre d’inégalités a résoudre augmente exponentiellement en fonction du nombre de

régions (li¢ au nombre de synchronisations) [KKALDO09|.

11.2.3.6 Commande prédictive

La commande prédictive (“Model predictive Control (MPC)”) est une méthode de
commande qui anticipe I’évolution d’un systéme linéaire en temps discret a partir de son
modéle et pour un nombre fini de pas (connu sous le nom d’horizon de prédiction). Son but
est de déterminer la commande qui optimise une certaine fonction de performance. Cette
fonction est généralement définie par I’écart quadratique entre 1’état actuel du systéme
et I'état de référence. A chaque pas d’échantillonnage, un probléme d’optimisation doit
étre résolu sous un certain nombre de contraintes. Une séquence optimale de commande
est alors déterminée. Seule la premiére commande de cette séquence est appliquée au sys-
téme. L’état du systéme est alors actualisé et le processus d’optimisation est réitéré au pas
suivant en prenant comme point de départ le nouvel état du systéme et en considérant un
nouvel horizon de prédiction (notion d’horizon de prédiction glissant) [RRTP78, BMDP02].
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Cette commande présente beaucoup d’avantages a savoir [BMDP02,QB03, Ben09] :

— Elle est compatible avec les contraintes temps réel.

— Elle permet de faire face a des contraintes dures sur les entrées et les sorties du
systéme. Toute violation des contraintes est anticipée et bloquée.

— Elle peut combiner plusieurs fonctions coiit quadratiques sous diverses contraintes.

— Elle fournit une loi de commande en boucle fermée, seul le premier élément de
la séquence de commandes, calculé a partir des mesures réelles, est appliqué, les
autres sont basés sur une prédiction.

— Elle est capable de traiter le probléme de commande en présence d’entrées mul-
tiples.

— Elle représente une commande robuste aux perturbations qui sont prises en compte

lors du processus d’optimisation en ligne.

Grace a ces caractéristiques, la commande prédictive a connu un succés important dans
le monde industriel. Elle est maintenant largement utilisée pour résoudre des problémes
complexes et multivariables contraints [BMDPO02|. Elle intervient dans divers domaines
d’application, tels que I'automobile, la pétrochimie et les applications aérospatiales. Dans
ce contexte, les auteurs de [QBO3| présentent les principaux algorithmes de commandes
prédictives utilisés dans l'industrie. Ils fournissent également une étude de tous les do-
maines dans lesquels la commande prédictive peut étre considérée dans le futur. Les tra-
vaux de recherche présentés dans [MRRS00| quant & eux, sont plutot consacrés a I'étude
des aspects théoriques de la commande prédictive tels que la faisabilité et la stabilité de

la boucle fermée.

Les auteurs de [GMR 06, MGR™08] ont proposé une adaptation de cette méthodologie
aux systéemes dynamiques modélisés par RAPC. L’idée de base de cette commande pré-
dictive implicite est de minimiser, & chaque période d’échantillonnage et sous un certain
nombre de contraintes, un critére de performance noté J, sur un horizon de prédiction
continu désigné par N,.. Ce critére de performance permet au RAPC d’évoluer d’un état
initial constitué par le marquage initial associé au flux en régime libre (Mo, Xo.), jusqu’a
une configuration désirée (ou un état d’équilibre) (M, efc, Xrefe) définie par le marquage

et le flux désirés.
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La forme standard de la fonction cott utilisée par la commande prédictive implicite
pour commander le RAPC est donnée par (I1.17) [GMR*T06, MGR™08] :

J(Tk+Nc):(MC(Tk+Nc) refc) O, - ( o(Then,) — Mrefc)

-+ Z ((Mc<7—k+e) - refc) CQMCE ( (TkJre) - MT'efC) (1117)

e=0

+ (Xc(Tk—l-e) - Tefc) " Qxe. - ( (Tk+e) o XTefc))

oll (MC(THNC) refc) Q- ( (Than,) — Mmfc) représente ’erreur quadratique entre
le marquage obtenu au terme de la prédiction (aprés N, pas de calcul) et le marquage
désiré. ZNC?l ((M (Thte) — TefC) Q. - ( (Thye) — refC)) et ZNC ! (( (Thye) —

,,efc) Qx.. ( (Thre) — Xre fc)) dénotent respectivement la somme des erreurs quadra-
tiques entre les marquages intermédiaires M.(7y1e) (c-a-d les marquages obtenus a chaque
pas de prédiction e = 0, ..., N. — 1) et M,f., et entre les flux intermédiaires X.(7;+)
et le flux désiré X, z.. Les matrices Qp, € RLG", Qu, € RLG" et Qx,, € RLY sont des

matrices définies positives précisant le poids de chaque terme.

L’objectif de la commande prédictive est de minimiser J(744x.) sous des contraintes
lices au flux de franchissement des transitions qui doivent étre vérifiées a chaque pas
de prédiction. Le probléme d’optimisation a résoudre, a chaque date 7, est énoncé par
(I1.18) :

H)l(icn {J(Tisn.) tel que
M (Tkye) = Mo(Thse1) + 0 - Xe(Thpe1),Ve=1, ..., N,
Xe(Trae1) = 0px1, Ve =1, ..., N,
Xe(Thre—1) < Fo(Tpre1),Ye=1, ..., N.}

(IL18)

Or, X (7x+;) dépend de U.(741;), le probléme d’optimisation peut ainsi étre exprimé en
fonction de U.. Un schéma explicatif simplifié de la commande prédictive est présenté
figure 11.4 :
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“,-"""---..
'."" (Mrefo Xrefc)

0“. ... (M(‘(TI('N, )vX(‘(TI(JrN,fl))

Uc(Tk)

(Mo (20, X (1) N, pas de prédiction
c 1 Ac —

4

Calculer :
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FIGURE I1.4 — Principe de la commande prédictive appliquée au RAPC

Un chaque date 7, & partir de 1'état actuel du systéme donné par (M.(7%), Xo(Tk—1)),
la commande prédictive effectue une prédiction sur N, pas de calcul afin de déterminer
les actions de commande U.(7y), Ue(Tht1), - -+ Ue(The) -+, Ue(Teen,) qui répondent au
probléme d’optimisation (II.18). Seule la commande U.(7}) est appliquée au systéme au
point courant. Cette commande est optimale par rapport aux contraintes imposées. Cepen-
dant, I'existence d’une solution & ce probléme pour chaque pas de calcul n’est pas garan-
tie [BMDP02]. Cette question primordiale a attiré 'attention des auteurs de [MGR'08].
Ils ont démontré que, grace a la structure de ces contraintes, la faisabilité de (I1.18) est
toujours assurée pour tout marquage M.(7;) > 0,x;. En revanche, la faisabilité n’assure
pas la stabilité. L’étude de la stabilité n’est pas triviale, diverses approches standards ont
été examinées dans [MRRS00, BMDP02, MGR ™08, WMS13| pour garantir cette propriété.
En particulier, parmi les méthodes classiques nous citons 'utilisation d’un horizon de pré-
diction fini ou 'introduction d’une contrainte terminale appropriée : forcer la trajectoire
a rester a l'intérieur d’un convexe de l'espace d’atteignabilité ou & suivre une trajec-
toire linéaire. Cette derniére solution a été mise en place dans [MGR'08]. Le marquage
M. (Ti4n,) est contraint & rester sur la droite qui joint M.(7) & M,¢s.. Analytiquement,

la contrainte terminale est exprimée par (II1.33) :
M (Tisn.) = M() + a - (Myege — Mo(7x)) tel que 0 < v < 1 (I1.19)

Dans [MGR'08], il a été démontré que la stabilité asymptotique, a Paide de cette
contrainte, ne peut étre assurée que si My. > 0,41 et que N, = 1. Cette contrainte est
imposée tout au long de la trajectoire ce qui implique que la trajectoire obtenue est une

ligne droite.
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Afin de mettre en évidence l'ajout de la contrainte terminale, nous avons utilisé

t
I'exemple I1.5 présenté dans [MGRT08|. Il est caractérisé par My, = [3 31 3] )

t
A= [1 1 1] . La période d’échantillonnage choisie est § = 0.3 U.T. (elle vérifie la

condition (I.17)), les matrices de pondération sont Qnr,, = Qu,. = I, et Qx.. = 0.001 -
t

e

I,. La configuration désirée est définie par (M,,efC = [0,75 6 0.25 8,25] y Xrefe =

t
[0.125 0.125 0.125} ) La projection de la trajectoire du marquage dans le plan (mo,

mg) est illustrée par la figure I1.6 :

P 2.5
aY
\_/ 2l R
2 4/ R
ty 2
1.5 M,
m,
oot !
N . 0.5
0
0 1 7

Pa

FIGURE II.5 — Exemple d’'un F1GURE II.6 — Trajectoire du marquage dans le plan
RAPC [MGR*08| (ma, m3)

Dans la figure I1.6, deux trajectoires sont présentées, celle en traits discontinus est
obtenue avec la commande prédictive lorsque N. = 1, tandis que celle en trait continu est

obtenue suite & 'introduction de la contrainte terminale.

Le gros inconvénient de la commande prédictive implicite est la complexité et 1’ef-
fort de calcul requis pour résoudre le probléme d’optimisation. En réalité, pour des ho-
rizons de prédiction relativement larges, ce temps de calcul peut dépasser la période
d’échantillonnage du systéme ce qui est problématique. En conséquence, la commande
prédictive implicite est peu adaptée a la résolution de ce genre de probléme [BMDP02,
GMR 106, MGR™08|. Afin de pallier cette difficulté, une commande prédictive explicite
a été proposée dans [BMDPO02|. Cette commande résout des problémes d’optimisation
multi-paramétriques (“multi-parametric quadratic programming”) afin d’établir une dé-
pendance explicite entre I’état du systéme et la commande appliquée. Elle est composée
de deux parties, 'une hors ligne et ’autre en ligne. La partie hors ligne consiste a par-
titionner ’ensemble des états commandables en des polytopes et a définir explicitement,
dans chaque polytope, la loi de commande associée comme une fonction continue affine
par morceaux qui dépend de I’état du systéme [BMDP02,SJMV11]|. La partie en ligne cor-

respond a I'application des g premiers éléments de la commande adéquate implémentée en
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accord avec le polytope contenant 1’état actuel du systéme [BMDP02,GMR ™06, MGR*08].

Une comparaison entre les deux commandes implicite et explicite a été menée dans
[GMR106, MGR*08|. Contrairement & la commande prédictive implicite, la stabilité de
la boucle fermée est garantie avec la commande prédictive explicite sans imposer de
contrainte terminale. En outre, les calculs les plus longs sont effectués hors ligne. Néan-
moins, la commande prédictive explicite n’est pas applicable pour les RAPC complexes
(ou de taille réelle) ou quand I’horizon de prédiction choisi est large, car la complexité de
calcul hors ligne augmente considérablement et la détermination des polytopes devient
impossible [BMDP02,SIMV11|. D’autre part, la partie en ligne peut rencontrer quelques
difficultés liées au nombre de régions. En conséquence, dans le cas des systémes complexes,
la commande prédictive implicite est la mieux adaptée [GMRT06, MGR108|. De ce fait,

dans le cadre de cette étude, la commande prédictive implicite est retenue.

Dans la littérature récente, plusieurs travaux de recherche ont utilisé la commande
prédictive pour commander efficacement les RAPC. En particulier, dans [JB10], les au-
teurs ont considéré le cas particulier des réseaux de transport. Afin d’éviter le probléme
de I'explosion combinatoire du nombre d’états, ils ont proposé un modéle macroscopique
basé sur le RAPC pour concevoir les lois de commande. Une commande prédictive en
boucle fermée a ensuite été mise en place afin d’améliorer le comportement des systémes

de circulation en déterminant la séquence de commutations des feux de circulation.

Dans [WMJS14], la commande prédictive a été combinée avec la commande “ON/OFE”.
Certes la commande “ON/OFF” ainsi que ses extensions sont efficaces et simples a im-
plémenter, mais la résolution des conflits et la détermination de la commande se basent
essentiellement sur 1’état courant sans avoir une vision claire de ce qui se passe dans
le futur [WMJS14]. Les auteurs de [WMJS14| ont proposé¢ de combiner la commande
“ON/OFF” et la commande prédictive afin de mettre en place une commande nommeée
“MPC-ON/OFF”. Etant donné que la commande prédictive ne permet pas d’obtenir un
temps minimal, elle a été appliquée uniquement aux transitions en conflit. Les transi-
tions persistantes sont franchies avec leur flux maximal de franchissement jusqu’a at-
teindre le vecteur de franchissements minimal, ce qui revient a4 appliquer la commande
“ON/OFF”. La fonction colt & minimiser, & chaque pas de calcul, est donnée par (I1.20).

Toutes les contraintes sur le flux a chaque pas de prédiction sont également prises en
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compte [WMJS14] :

T (i) = (Me(Tiin,) = Myege)'~ Qur, - (Me(isn,) — Myese)
N.—1

+ Z ((MC(TIHG) - MT@fC)t Q. (Mc(TkJre) — Mrefc)) (I1.20)
— (Xel7ir0) " Qx + (Xel(Tige))

La stabilité asymptotique de la commande “MPC-ON/OFF” a été démontrée, le temps
de convergence a été réduit pour un horizon de prédiction large, mais la complexité de

calcul de cette méthode est élevée par rapport aux autres extensions [WMJS14].

La commande prédictive a été employée non seulement en tant que commande centrali-
sée mais aussi comme une stratégie de commande distribuée. Elle permet de faire face soit
aux systémes complexes et de grande taille, soit aux systémes qui sont fonctionnellement
distribués. Cette idée a été évoquée dans [WMS13|. Les auteurs ont proposé tout d’abord
une commande prédictive centralisée qui assure la stabilité asymptotique du systéme en
boucle fermée. Puis, ils se sont concentrés sur les sous-systémes afin de les faire évoluer
vers leur marquage désiré. Ils ont ensuite appliqué la commande prédictive développée
comme une commande locale pour chaque sous-systéme. L’algorithme proposé garantit la

convergence de chaque sous-systéme en un temps fini.

La section suivante présente un état de I'art sur les méthodes de commande destinées

aux RAPH et elle insiste sur 1'utilisation de la commande prédictive a cet égard.

II.3 Commande des réseaux de Petri hybrides

Cette partie concerne la présentation des RAPHE commandés qui rentrent dans le
cadre de nos travaux de recherche. La synthése des lois de commande pour tout type de

RdAPH sera briéevement évoquée, notamment la commande prédictive.

I1.3.1 Commande des réseaux de Petri hybrides élémentaires

D’une maniére générale, un RAPH est dit en régime forcé s’il est soumis a une action de
commande externe appliquée aux transitions commandables (continues et discrétes) afin
de modifier I’évolution du systéme. Dans le cadre de nos travaux de recherche, le but est de
commander les RAPHE de facon optimale par rapport & certains critéres afin d’atteindre
un marquage désiré. Nous supposons dans cette partie que certaines transitions peuvent

étre non-commandables. Soit 7™ C T' tel que T°°™™ = Tom™ UT ™™, 'ensemble des
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transitions continues et discrétes commandables. Par conséquent, le -RAPHE commandé

est désormais représenté par I'ensemble (A}, Mo, Dynin, A, 0, T<™).

Dans un premier temps, seules les transitions discrétes immeédiates sont prises en
compte. De ce fait, dés qu'une transition discréte ¢; est validée par le marquage dis-
cret courant, la commande appliquée valide ou non son franchissement. Si ¢; € T7°™™ est
temporisée, le franchissement ne peut avoir lieu avant I’écoulement d’une durée d,,;, ;. Le
franchissement des transitions discrétes validées non-commandables (7 \ 75°™™) n’est pas
prévisible et donc ne peut étre ni forcé ni évité. Il se produit d’une facon intempestive
et dépend de conditions internes ou externes inconnues. Les franchissements des transi-
tions discrétes non-commandables seront donc considérés comme des perturbations. Par
ailleurs, il est supposé que les actions de commande discrétes commandables auront lieu

aux dates 7y et seront représentées par un vecteur de franchissements noté Xy(7y).

En ce qui concerne les transitions continues commandables, le flux ne peut qu’étre
ralenti ou stoppé par le vecteur de commandes U, € ]quco. En revanche, les transitions
continues non-commandables (7. \ T”™") seront franchies avec leur flux maximal de
franchissement qui correspond au flux en régime libre F.(7x). En conséquence, le flux en
régime forcé et le marquage continu d’un f-RAPHE sont désormais exprimés selon (I11.21)
et (11.22) :

XC(Tk+) = FC(Tk+) - UC(Tk+)

(I1.21)
=A- (A M(r) + A W Xy(1)) — Uel7ir)

Mc(Tk—i-l) = Mc(Tk) + 9 . WCC . XC(Tk+)

(I1.22)
=Gy M) + G- (Ma(7i) + W Xy(mi)) — 0 - W - Uo7+

Soit Veemm ¢ {();1}9% un vecteur, défini par Péquation (I1.23), qui détermine les

transitions continues non-commandables :

. ncomm [ * 17 Sl t] 6 TC \ TCCOmm
Vi=q+1,...,qV, (j) = o)
0, sinon

La commande continue U.(73+) doit respecter les trois conditions données par I’équa-
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tion (I1.24) :
a/ Ud(Ti+) > 04 x1
b/ diag(V“""™) - Us(7i) = Ogoxs (11.24)
c/ Ulrps) < A-AS - M(mp) + A - AS- W Xy(13,)

A chaque date 73, les deux premiéres conditions (a) et (b) imposent respectivement
que la commande continue soit positive pour les transitions continues commandables
(car Paction de commande étudiée ne peut que réduire le flux de franchissement de ces
transitions) et qu’elle soit nulle pour les transitions continues non-commandables. La
condition (c) impose un flux forcé positif (c-a-d la commande continue doit étre inférieure

ou égale au flux continu en régime libre).

I1.3.2 Eléments d’état de ’art sur la commande des réseaux de
Petri hybrides

Dans cette sous-section, nous présentons certaines méthodes de commande des RAPH
proposées dans la littérature. Généralement, ces méthodes utilisent la sémantique serveurs

finis afin d’approcher le flux au travers d’une transition continue temporisée.

Dans [BGMO00|, 'objectif est de commander de fagon optimale les systémes manufac-
turiers modélisés par des RAPH temporisés pour lesquels les transitions continues sont
définies sous la sémantique serveurs finis et les transitions discrétes peuvent étres im-
médiates, déterministes ou stochastiques. La commande proposée détermine le mode de
fonctionnement optimal conformément a un objectif donné (par exemple maximiser 1'uti-
lisation des machines, maximiser la production du systéme et répartir la charge). Sachant
que chaque mode de fonctionnement possible peut étre représenté par une vitesse de fran-
chissement, ’ensemble des vitesses de franchissement admissibles a été caractérisé, dans
chaque IB-state, par des inégalités linéaires. Si le systéme est sans choix, le calcul des
vitesses maximales revient & maximiser indépendamment chaque composante par la réso-
lution d’un probléme d’optimisation linéaire. Dans le cas contraire, le probléme de conflit
entre les transitions doit étre résolu. Les auteurs ont proposé des problémes d’optimisation
linéaires avec des fonctions objectifs locales et globales.

Certes, plusieurs méthodes de commande des RAPH existent dans la littérature, mais

nous nous focalisons sur la commande prédictive.

Dans [JCBM13], les auteurs ont proposé une commande prédictive événementielle
destinée aux RAPH temporisés. Cette commande est une amélioration de la commande

événementielle (“event-driven”) proposée dans [JBRS04] pour commander les RAPC défi-
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nis sous la sémantique serveurs finis. Pour le RAPH temporisé, ils ont conservé cette méme
sémantique pour le franchissement des transitions continues tandis que pour les transitions
discrétes, ils ont supposé que le franchissement était déterministe. Comme nous ’avons
expliqué dans la sous-section 11.2.2, la méthode consiste a éviter la discrétisation du temps
et propose une évolution qui dépend de l'occurrence d’un événement (une place vidée ou
le franchissement d’une transition discréte), ce qui implique que le temps séparant deux
événements successifs est variable.

L’action de commande U = [Uf Uctlr, dans chaque IB-state, est composée de deux par-
ties, une partie U, € R‘go qui correspond a I’action de commande appliquée aux transitions
continues et une autre partie booléenne U, € {0,1}% qui active ou non le franchissement
des transitions discrétes.

Etant donné que le flux de franchissement est constant entre deux événements et que la
temporisation des transitions discrétes validées se décrémente aprés chaque occurrence
d’événement, la dynamique du RAPH est reformulée en tenant compte de I’évolution
du marquage dans chaque IB-state. Ils ont proposé un ensemble de problémes de com-
mande optimale en boucle ouverte sur un horizon fini (qui correspond & un nombre fini
d’événements). Chaque probléme est exprimé, a un instant donné, a I’aide d’un probléme
d’optimisation linéaire mixte en nombres entiers. La fonction colt & optimiser ainsi que
les contraintes sont définies par des équations dynamiques par rapport a l'objectif de
commande [JCBM13].

Finalement, afin de faire face aux perturbations qui peuvent survenir, une commande
événementielle en boucle fermée, qui utilise le principe de la commande prédictive, a éga-
lement été proposée. En effet, cette commande utilise une prédiction sur un horizon fini
d’événements. Elle résout un probléme d’optimisation linéaire mixte en nombres entiers,
puis elle applique la premiére commande calculée. L’état résultant est déterminé et ac-
tualisé. La procédure est réitérée jusqu’a atteindre 1’'objectif.

Si Pobjectif de commande est de minimiser le temps de convergence vers un marquage
désiré, cet objectif est atteint en temps fini [JCBM13|.

L’efficacité de cette commande a été mise en évidence sur des RAPDE modélisant une
machine multi-classes et sur un réseau de production. Le seul inconvénient de cette com-
mande est la complexité de calcul qui augmente exponentiellement en fonction de la taille

du RAPH et du nombre d’événements.

Dans le cadre de I'utilisation de la commande prédictive, une méthode de commande
des systémes autoroutiers a été proposée dans [FIMU14|. Les auteurs ont con¢u une tech-
nique de commande en ligne inspirée de la commande prédictive afin de réguler la circula-

tion sur les autoroutes en maximisant le flux de circulation dans les voies congestionnées.
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Une modélisation de la circulation autoroutiére par les RAPH a été mise en ceuvre. Le but
cherché concerne 'optimisation de la vitesse des véhicules des voies critiques lorsque le
nombre de véhicules dépasse la densité critique, ceci revient & optimiser la vitesse instan-
tanée de franchissement des transitions en amont des places modélisant les voies critiques.
Sachant que cette méthode utilise la notion de macro-étape qui correspond a I'occurrence
d’un événement imprévu (un accident par exemple), la vitesse maximale de franchisse-
ment est considérée constante entre deux macro-événements successifs et la prédiction du
comportement du systéme est effectuée sur N macro-étapes afin de déterminer la vitesse

de franchissement qui minimise la fonction de performance souhaitée.

II.4 Synthése de I’analyse bibliographique et choix de

la commande

Une synthése de ’analyse bibliographique permet de choisir la commande la mieux
adéquate a la problématique étudiée : déterminer une commande qui peut commander
efficacement tout type de RAP et qui présente une complexité de calcul réduite. Le tableau

II.1 présente une comparaison entre les différentes techniques de commande continues.

TABLE II.1 — Comparaison entre les différentes techniques de commande [SIMV11]

Technique de commande type de RAPC critére d’optimisation complexité stabilité
“ON/OFF” sans choix temps minimal faible oui
Commande pour les trajectoires linéaires tout heuristique pour temps minimal élevée oui
“ON/OFF+” tout heuristique pour temps minimal moyenne oui
“B-ON/OFF” tout heuristique pour temps minimal moyenne oui
Commande proportionnelle tout pas de critére élevée oui
Commande prédictive tout fonction quadratique élevée sous condition
“MPC-ON/OFF” tout heuristique pour temps minimal moyenne oui

En ce qui concerne le RAPC, la commande proportionnelle ne permet que d’atteindre
un régime permanent. De plus, sa complexité de calcul est élevée due au nombre d’in-
égalités matricielles linéaires a résoudre qui augmente exponentiellement en fonction du
nombre de configurations. Méme si la commande “ON/OFF” présente une complexité de
calcul faible, elle assure la convergence et garantit la stabilité, par contre elle est unique-
ment applicable aux RAPC sans choix, ce qui limite son champ d’application.

Les commandes “B-ON/OFF”, “ON/OFF+", MPC-ON/OFF ainsi que la commande pour
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les trajectoires linéaires (et linéaires par morceaux) peuvent étre utilisées pour tout type
de RAPC et leur complexité de calcul est faible par rapport aux autres commandes telles
que la commande prédictive. Néanmoins, elles ne permettent que de résoudre la minimi-
sation du temps de convergence et elles imposent souvent des trajectoires linéaires (ou
linéaires par morceaux). Or, d’autres problémes doivent étre pris en compte par la com-
mande. En particulier, assurer la convergence des RAPC qui possédent un comportement
particulier comme le “hill-climbing” et limiter la forte variation du flux, ce qui se traduit
dans la pratique par une sollicitation excessive des actionneurs du systéme commandé.
Ce probléme représente 'une des causes du vieillissement précoce des composants.

La commande prédictive calcule une commande optimale, sous certaines conditions, par
rapport a une fonction coiit. Elle peut étre appliquée a tout type de RAPC et elle assure
la convergence vers un régime permanent. La stabilité peut également étre garantie en
imposant une contrainte terminale. Cette commande prédictive peut engendrer une forte
variation du flux, mais contrairement aux autres méthodes, un critére quadratique qui
tient compte de la variation du flux peut facilement étre inclus dans la fonction cott a
minimiser. De plus, 'un des points positifs de cette commande est la prédiction a long
terme de I’évolution du systéme et 'adaptation de la commande au comportement du
systéme. Par conséquent, la commande prédictive est la commande la plus appropriée
pour répondre aux différentes exigences. En conclusion, nous nous intéresserons a cette
commande dans nos travaux de recherche. D’un autre coté, la complexité de cette com-
mande devient importante, d’une part, dans le cas de systémes complexes et d’autre part
si I’horizon de prédiction est important. Afin de profiter des avantages de cette commande
et de réduire la complexité de calcul, il s’avére important de proposer des simplifications
sans dégrader les performances de la commande. Ces simplifications seront abordées dans

le chapitre III.

Parmi les commandes présentées précédemment, seule la commande prédictive a été
étendue afin de commander les RAPD dans [LL15] et les RAPH dans [JCBM13,FIMU14].
Dans le cadre de notre étude, la commande prédictive continue proposée sera étendue pour
commander les RAPD et les RAPH. En ce qui concerne le RAPD, dans le but de limiter
Ieffort de calcul nécessaire pour explorer I'espace d’atteignabilité et de s’affranchir du pro-
bléme de I'explosion combinatoire du nombre d’états, la commande prédictive développée
pour commander le RAPC sera utilisée pour proposer une commande prédictive discréte

qui permet de générer la séquence de commandes discrétes du RAPD correspondant.
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Finalement, dans le cas des RAPH, les transitions continues sont a vitesses variables et
les transitions discrétes sont immédiates et /ou temporisées. Notre objectif est semblable a
celui de [JCBM13|, a savoir atteindre un marquage désiré. De plus, nous utilisons la méme
commande, nous supposons aussi qu’en absence d’un événement (franchissement d’une
transition discréte), la commande est constante (pendant la prédiction) et que les transi-
tions discrétes ne sont franchies qu’au début de chaque pas de calcul. Or, contrairement
a [JCBM13], la période d’échantillonnage est constante et les transitions discrétes ne sont
pas commandées par la commande prédictive continue. La limitation de la sollicitation
des actionneurs sera également considérée dans le probléme d’optimisation. La commande

prédictive hybride proposée sera détaillée dans le chapitre IV.

Conclusion

L’objectif de ce chapitre est de présenter les commandes appliquées aux trois types de
RdP et de choisir la commande la mieux adaptée a la problématique étudiée. Concernant
la commande des RAPD. Il existe deux types de commande, & savoir la commande su-
pervisée et la commande d’ordonnancement. Dans notre étude, seul le deuxiéme type de
commande est concerné. Généralement, les différentes méthodes proposées dans la littéra-
ture sont basées sur une exploration partielle du graphe d’atteignabilité. En conséquence,

leur efficacité est limitée dii au probléme de ’explosion combinatoire du nombre d’états.

Dans la deuxiéme partie, nous avons défini le principe et 'objectif de la commande
continue qui consiste a atteindre un point d’équilibre. Nous avons étudié la notion de com-
mandabilité dans le cas des transitions commandables et non-commandables pour lequel
la complexité de commande est accrue. Un des objectifs étant de diminuer la complexité,
et comme la sémantique serveurs infinis présente une meilleure approximation du RAPD,
seules les techniques de commande des RAPC & vitesses variables seront considérées et les
transitions seront toutes supposées commandables. Parmi ces commandes, les avantages

de la commande prédictive ont été rappelés.

La troisieme partie de ce chapitre a concerné les commandes des RAPH et la synthése
de 'analyse bibliographique. Généralement, les commandes de RAPH qui existent dans la
littérature sont événementielles, car les transitions continues sont a vitesses constantes.
Cependant, dans nos travaux, nous considérons les transitions continues a vitesses va-
riables.

La commande prédictive a été comparée aux différentes méthodes de commande des RAPC

présentées. Notamment, grace a son critére de performance quadratique, cette commande
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est la mieux adaptée pour reformuler le probléme de limitation de la sollicitation exces-
sive des actionneurs continus. Grace a la prédiction, elle permet de commander des RAPC
pour lesquels le marquage désiré ne peut étre atteint directement par une décroissance
monotone du critére. La résolution de ce probléme nécessite un horizon de prédiction
important, ce qui peut augmenter considérablement la complexité de cette commande.
Quelques modifications seront ainsi apportées a cette commande dans le chapitre suivant.
La commande prédictive peut étre étendue pour commander les RAPD et les RAPH. Afin
d’éviter I'exploration de 'espace d’atteignabilité, une application de la commande pré-
dictive développée dans le cas des RAPC sera présentée dans le but de déterminer la
séquence de franchissements du RAPD correspondant. Une commande prédictive hybride
sera également présentée dans le dernier chapitre, elle traite le probléme de temporisation
des transitions discrétes et limite la sollicitation excessive des actionneurs continus. Elle
combine deux types de commandes prédictives : celle développée dans le chapitre suivant

ainsi que celle proposée par [LL15].
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Introduction

Urant ces derniéres années, grace a sa robustesse, la commande prédictive est deve-
D nue une stratégie attractive, répandue et trés utilisée pour commander et assurer
la convergence de nombreuses sous-catégories de RAP. Dans le chapitre précédent, nous
venons de présenter 1'idée générale de cette commande et d’énumérer ses différents avan-
tages. Néanmoins, elle présente trois problémes. Le premier est la complexité de calcul
qui est directement proportionnelle au nombre de pas de prédiction et & la taille du sys-
téme modélisé [JVMS13]. En vue d’éviter ce probléme, nous pouvons nous contenter d’un
nombre de pas réduit (N, = 1 ou N, = 2). Cependant, a ce stade, le deuxiéme probléme
apparait. Pour certains types de réseaux, il est indispensable de prédire sur un horizon
large afin de bien prévoir le comportement du systéme. En conclusion, il faut simplifier la
commande prédictive et faire un compromis dans le choix de N.. En outre, la troisiéme
difficulté rencontrée réside dans les fortes variations du flux engendrées par la commande

qui provoque une sollicitation excessive des actionneurs.

Ce chapitre tente de remédier a ces inconvénients. Il propose, en premier lieu, une
simplification de la commande prédictive en maintenant la commande constante durant
la prédiction. Par ailleurs, la taille de I’horizon de prédiction est adaptée en fonction
des variations de J et des changements de région. Nous montrons que ces simplifications
limitent la complexité de calcul par rapport a la commande prédictive usuelle. De plus, afin
de limiter les variations de flux, une modification du critére de performance est effectuée.
Une étude de stabilité est ensuite menée en vue de garantir la stabilité du systéme autour
de la configuration souhaitée. Finalement, la section III.4 concerne une application de la

commande prédictive pour commander les RAPD T-temporisés.

III.1 Commande prédictive constante sur I’horizon de
prédiction

IT1.1.1 Principe de la commande prédictive

Choisir un horizon de prédiction large est une arme & double tranchant ; elle permet,
d’une part, d’améliorer les résultats de la commande, mais d’autre part, elle augmente
la complexité calculatoire de I'algorithme de commande. Pour cette raison, une méthode
prédictive constante sur ’horizon de prédiction est proposée. Elle représente une simplifi-
cation de la commande prédictive qui vise a limiter la complexité et le temps de calcul et

a éviter le probléme de I’explosion combinatoire li¢é au nombre de configurations & consi-
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dérer et aux contraintes a prendre en compte. Elle limite aussi la dimension de 'espace
de recherche au cours de la prédiction. Son idée de base est de supposer qu’au cours
de la prédiction la commande reste constante et qu’il n’y aura pas de changement de
région avant le dernier pas de prédiction. Tous les marquages intermédiaires, M. (Tg1.),
e =1,..., N. — 1, doivent rester dans la région R, du marquage M.(7x). Dans le cas
contraire, N. diminue afin de garantir 'appartenance de tous les marquages M.(Ty1.),
e=1,..., N.—1,a R;. En outre, le critére de performance utilisé par cette commande

est une forme simplifiée du critére (I1.17). L’expression de J (71, ) est donnée par (I1I1.1) :

J(Trrn.) = I (Tran,) + Ix (T ne—1) (IIL.1)

ot Jp(Tesn,) et Jx(Tksn,—1) sont respectivement définis par (I11.2) et (I11.2) :
T (reen,) = (Mo(Tiens) = Mrege) Qur, - (Me(Tiin,) — Miege) (11L.2)

JX<7—I<:+NC—1) - (Xc(Tk—&-Nc—l) - Xrefc)t : QXC : (Xc(Tk-i-Nc—l) - X’/‘efc) (1113)

Enfin, les deux matrices 0y, et QQx, sont choisies diagonales telles que Qyr, = 7, - I,

Qx. =rx, 1, avec ry, =1 et rx, € Rs.

Remarque 1. La commande est supposée étre constante durant la prédiction. De ce fait,
nous notons qu’il est inutile d’inclure les marquages et les flux intermédiaires dans le cri-
tere puisqu’ils résultent tous de application de la méme commande U.. Par conséquent,
la prise en compte de ces points intermédiaires ne change pas de maniére significative le

calcul de U, et les résultats obtenus dans les deux cas sont similaires.

Il est important de souligner que méme si J ne tient pas compte des marquages et
des flux intermédiaires, ces derniers doivent satisfaire toutes les contraintes (en terme
d’invariance de région et de positivité du flux de franchissement). Par conséquent, le

probléme d’optimisation a résoudre, a chaque date 73, est donné par (I11.4) :

r%in {J(Trsn.) tel que

M (Tkre) = Mo(Thre1) +0 - Xe(Thpe1),Ve=1, ..., N,
M (Tkye) € Rg,Ve=1, ..., N.— 1

Ue(Tive) = Ue(Thge—1),Ve=1, ..., N,

Xe(Trve1) = 0px1, Ve =1, ..., N,

Xe(Thre1) < Fe(Thye1),Ve =1, ..., N}

(I11.4)
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Le probléme décrit par (II11.4) consiste a déterminer 'action de commande U, qui
minimise J sous un ensemble de contraintes, comme dans le cas du probléme (I1.18)
défini dans le chapitre précédent. Les nouveautés apportées par (II1.4) par rapport a
(I1.18), sont : la commande qui est supposée étre constante sur I’horizon de prédiction,
les marquages et les flux intermédiaires qui ne sont pas pris en compte dans le critére
de performance et les marquages qui ne changent pas de région avant le dernier pas de
prédiction.

Un schéma explicatif de la commande prédictive constante est présenté figure II1.1 :

JRSSIEIE
“"“ (Mrefchrefc)

o M (Tran ) X (Tiean 1))

(Mc(Trs1), Xe(T)) o
Uc (Tk)

(M), X (T)) N, pas de prédiction
c ’ c -

Calculer U, (7y)

\ (MUC’ XOc) /

Fi1GURE III.1 — Principe de la commande prédictive constante appliquée au RAPC

A chaque date 7 et & partir de I'état actuel du systéme donné par (M, (7x), X.(Te-1)),
la commande prédictive constante effectue une prédiction sur N, pas de calcul afin de dé-
terminer 'action de commande constante U.(7;) qui répond au probléme d’optimisation

(II1.4), U.(7x) est ensuite appliquée & I’état courant du systéme.

Puisque J est une fonction quadratique, le probléme d’optimisation donné par (111.4)
peut étre réécrit sous la forme d’un probléme d’optimisation quadratique. La résolution

de type de probléme est effectuée a I'aide de la fonction “quadprog” de Matlab.

Proposition IT1.1.1. Soit (A, My, A, 0, T°™™) un 6-RdPC tel que 6 vérifie la condition
(1.35) et que T = T. Soit N. > 0 lhorizon de prédiction continu. Supposons que
Mcre > Opxr1 est alteignable a partir de Mo. > Op,x1, que X,cp Tespecte les conditions
(11.9) pour que la configuration désirée (M, cfe, Xrepe) S0it un état d’équilibre et que, durant
la prédiction, les marquages M (74.), e =1 ..., N.— 1 restent dans la méme région Ry.

Alors, la commande continue U.(1y) solution du probléeme d’optimisation (III.4), est aussi
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la solution du probléme d’optimisation quadratique (II1.5) sous les contraintes (II1.7) :

Ue(7i) = arg min{ Jy, (7. )} (I11.5)

tel que le critére Jy_ (Tesn,) s’écrit sous la forme (II1.6) :

Ju, (Tran,) = % Ud(mi) - Q- Ue(mi) + p(71)" - Ue(7) (T11.6)

et :
a/ S._1-Ud1) > 0,

... N, / Set Uelmi) 2 0o (IT1.7)
b/ Se—l . UC(Tk) S A- Ak . B;_l . MC(Tk)

Ve =1

Les termes ) et p(1y) sont respectivement définis par (111.8) et (II1.9) :
Q=6>-W'-3Y -Qu. Sy, - W+ Sy _1-Qx. - Sn.—1 (I1L.8)
p(7) = 0-W' SNy - Quret (Mrege— By Me(mi)) + Sk, 1+ Qe (Xpepe— A A B ™1 Me(y))

(IT1.9)
By, est défini par (1.20), ¥, et S, sont respectivement donnés par (II1.10) et (II1.11) :

e—1
So=0%=> (Bt),e=1,..., N, (TT1.10)
j=0
Se=0-AN-Ap-S-W4+1I,e=0,..., N, (II1.11)

Démonstration. Sous I’hypothése que dans U'intervalle de temps |7, Tryn.[la commande
est constante et que les marquages intermédiaires restent dans la région Ry, nous pouvons
en déduire que ces marquages ainsi que les flux intermédiaires, exprimés respectivement
par (IT1.12) et (III.13), sont obtenus de maniére itérative a partir du systéme d’équations
(IL.7) -

M (Tjye) = B - Mo(1) — 0 -2 - W - Up(1i) (II1.12)

XC(TkJre,l) = A . Ak . Bz_l . MC(Tk) — Se,1 . Uc(Tk) (11113)

Ces deux expressions sont utilisées pour réécrire les deux critéres Jyz, (Tein.) et Jx, (Thrn.)-
Le critére J est utilisé dans un algorithme d’optimisation, tous les termes qui ne dépendent
pas de U.(7x) sont éliminés. Par conséquent, une forme réduite est obtenue pour chacun

de ces critéres. Elles sont respectivement définies par Jas, (Trin,) et Jx,, (Tean,)

Inty, (Tran,) = 07 Uo(mi)'- WS- Qu, - v, - W - Ue(7i)

N ¢ (I11.14)
+2-0- (M,«efc — B Mc(Tk)) “Qu. - S, - W Ul(1y)
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Ixu, (Thane—1) = Ue()" - Sy, _1 - @x. - Sno—1 - UelTi)

o t (IIL.15)
+2- (Xrefc — N Ay B Mc(Tk)) “Qx. - Sno—1 - Ue(mi)

En conséquence, J(7x4n,) est aussi réduit & Jy_(mx1n,) qui ne dépend que de U, (7y).
Ce critére réduit est défini par (I111.16) :

Ju.(Than.) = = - (I, (Teene) + Ixp, (Thine—1)) (I11.16)

N | —

En remplacant Ju, (Trgn.) et Jx,, (Then.—1) par leur expression, Jy, (Tp4n,) est réécrit
sous la forme (II1.6) ou Q et p(7) sont respectivement définis selon (II1.8) et (II1.9). Sa-
chant que, Ve = 1, ..., N, Fo(Thye 1) = A+ Ay - B - M.(73,), les contraintes (I11.7) sur
U.(7) sont obtenues en remplacant X.(7x4.—1) par (IIL.13) dans le probléme d’optimisa-
tion (II1.4). O

Par conséquent, la méthode prédictive constante proposée permet d’utiliser des ho-
rizons de prédiction larges tout en évitant le probléme de la complexité calculatoire.
Une étude de la complexité sera menée ultérieurement dans ce chapitre. Néanmoins,
dans [JVMS13], les auteurs ont souligné que la méthode de commande pour laquelle
la trajectoire est une droite rectiligne par morceaux est moins complexe. Une trajectoire
rectiligne est faisable pour certains cas mais peut étre inadéquate pour d’autres qui néces-
sitent une trajectoire curviligne. Ce probléme correspond au cas du “hill-climbing”, détaillé

dans le paragraphe suivant.

II1.1.2 Probléme du “hill-climbing”

Le “hill-climbing” est une phase pour laquelle le marquage s’éloigne dans un premier
temps du marquage désiré; ceci se traduit par une augmentation transitoire du critére
Jar. Ce probléme est lié a la fois a la structure du RAP et aux marquages initial et final.
Pour atteindre un état final, I’'état actuel doit parfois s’éloigner de la cible avant de 1'at-
teindre car il n’existe aucun trajet direct tel que 1’écart quadratique entre le marquage
courant et la cible décroisse de facon monotone. A cause de son principe (minimisation du
critére J), la commande prédictive peut bloquer le systéme dans un état a partir duquel
Jyr commence a croitre. Afin d’éviter ce probléme, il faut prévoir un horizon de prédic-
tion large afin de prédire suffisamment loin jusqu’a un marquage qui fait décroitre 1’écart
quadratique. La question cruciale est comment savoir au préalable 'horizon de prédiction
nécessaire pour dépasser une phase de “hill-climbing” ? Théoriquement, il n’est pas pos-
sible d’avoir une telle information a priori. En outre, nous ne pouvons savoir si le -RdPC
commandé posséde ou non une phase de “hill-climbing” dans sa trajectoire. De ce fait, il

faut élaborer une méthode qui détecte au fur et a mesure les phases de “hill-climbing” et
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qui détermine de maniére systématique 1’horizon de prédiction requis. La solution explo-
rée dans ces travaux de recherche est d’incrémenter 1’horizon de prédiction, a partir d’une
valeur initiale et sans dépasser une valeur maximale, tant que le critére obtenu a la fin
de la prédiction J(7;4y,) ne diminue pas suffisamment par rapport au critére obtenu a la
date 7. L’horizon de prédiction est donc variable; il dépend non seulement du change-

ment de région mais aussi des variations de J.

Les résultats précédents sont utilisés pour proposer la commande prédictive codée
dans l'algorithme 1. Soient Ny € Nyg et Npax € Nyg respectivement les deux valeurs
initiale et maximale de N,. A linstant initial, Ny est affectée & N.. Nous définissons
Niimit(T) € N5g comme la borne supérieure de N, qui garantit que tous les marquages
intermédiaires sont dans la méme région Rj, durant lintervalle 7, Tpyn,,., [ La com-
mande d’'un -RAPC est effectuée de la maniére suivante : tout d’abord Ny () est
initialisée & Npax. La commande U,, solution de 'optimisation quadratique (III.5) sous
les contraintes (II1.7), est déterminée et tous les marquages intermédiaires sont calculés.
Une vérification de 'appartenance & la méme région est ensuite effectuée. Si un marquage
M (1kse), e=1, ..., N.— 1, change de région, alors la valeur de e est attribuée a N, et a
Niimit(7). Puis, le probléme d’optimisation est répété en considérant cette fois-ci la nou-
velle valeur de N,. Dans le cas inverse (tous les marquages sont dans la méme région Ry),
une vérification de la décroissance de J est effectuée (vérifier si J(7x) — J(mp1n.) < 0)).
Si ce n’est pas le cas, N, s’incrémente tant qu’il ne dépasse ni Ny (7x) ni Npax jusqu’a
ce que J devienne décroissant. Finalement, la commande et la valeur de N. obtenues a
la derniére itération sont celles retenues. U, est appliquée a I’état courant du systéme, le
marquage est calculé et ce méme processus est répété a la période d’échantillonnage sui-
vante sachant que la valeur N, est la derniére obtenue et que Ny (Trr1) est réinitialisée
par Npax.

L’algorithme 1 est appelé par I'algorithme 2 qui représente la procédure globale de com-
mande d’un 6-RdPC, par le biais de la commande prédictive, jusqu’a l'atteinte de la

configuration désirée.
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Algorithme 1 : Commande prédictive (Entrées : Ry, M.(7%), Ne, Nimax €t J(75) ; Sorties :

UC(Tk) et Nc)

1: Initialisation des paramétres :
solution < 0
Nlimit(Tk> — Nmax

2: Tant que solution =0

3:  solution <1

4:  Calculer U.(7y), solution du probléme d’optimisation (IIL.5)
sous les contraintes (I11.7)

5 e+ 1

6: Tant que e < N,

7. Déterminer la région R.(M.(Tx1.)) du marquage M. (Txie)

8 Si R.(M.(Tk+e)) # Ry, alors

9: Nlimit(Tk> — e

10: N.+ e

11: solution <+ 0

12 Sinon

13: e+—e+1

14: Fin si

15: Fin tant que
16: Si solution = 1, alors
17:  Calculer le critére J(7iqn.)

18: Si (J(Tk) — J<Tk+NC) < O) et (Nc < Nlimit<7_k))7 alors
19: N.+ N.+1

20: solution < 0

21:  Fin si

22: Fin si

23: Fin tant que
24: Retourner U.(7x) et N,
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Algorithme 2 : Commande du §-RdPC via la commande prédictive (Entrées : M. et
Ny ; Sorties : Ue, M., X, et J)

1: Initialisation des paramétres :
N, + Ny
fin <0
T 0
Mc(Tk) <~ MOC
U.+— <
. Calculer X.(7) et J(7x)
: Mc — Mc(Tk), Xc — XC<Tk>, J J(Tk)
: Tant que fin =0
Déterminer Ry
Calculer la commande U.(7;) et déterminer N, par le biais de 'algorithme 1
Calculer X (1), M. (75+1) et J(Tx41)
M.+ M.U Mc(Tk)
X, + X, U X.()
10: J <+ JUJ(7x)
11: U« U, Ug
12: Si J(741) = 0, alors
13:  end <+ 1

© X N gk ey

14: Sinon
15: Tk < Tk+1
16: Fin si

17: Fin tant que
18: Retourner U,., M., X. et J
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Des propriétés d’existence de la commande prédictive sont énoncées dans la proposition
I11.1.2.

Proposition IT1.1.2. Soit (A, My, A, 0, ™) un 6-RdPC tel que 6 vérifie la condition
(1.35) et que To™™ =T. Supposons que M,cr. > 0,51 soit atteignable a partir de Mo, >
Onx1 €t que X,efe Tespecte les conditions (I11.9) pour que la configuration désirée soit un
état d’équilibre. Alors :
— Le probleme d’optimisation quadratique (II1.5) sous les contraintes (II1.7) est tou-
jours faisable.
— L’algorithme 2 assure la convergence du 0-RdPC vers la configuration désirée en
un nombre fini de pas.

— 1l existe une commande qui permet de maintenir M.

Démonstration.

— Ve=1,..., N,A-A- BZ’l « Mo(Tx) > Ogxn car Mo(7) > 0,,x1. Donc, le domaine
défini par l'intersection des contraintes (a) et (b) (de I'équation (IIL.7)) est non-
vide; il existe toujours une commande U, appartenant & cette intersection, en
particulier, U, = 0,x;. Par conséquent, le probléme d’optimisation donné par (II1.5)
sous les contraintes (II1.7) est toujours faisable.

— Puisque Moy, > Opx1, Myepe > Onx1 et que 0 vérifie la condition (1.35), alors d’apreés
[MRTRSO08], tous les marquages sont strictement positifs et le marquage désiré est
atteint en un nombre fini de pas.

— Finalement, X,.s. est choisi de telle sorte qu’il vérifie la condition (IL.9) : 0 <
AN-Ap-Mrcpe— Xpepe < A Ag- Myege. Supposons que Ue(7,) = A~ Ay Myepe — Xrege.
D’aprés (I1.8), M(7k41) = Bi - Myepe — 0 - W - Ue(7) = Myese +60 - W - (A - Ay -
Myete — Upese) = Myepe. La commande U.(7;) permet de maintenir le marquage
désiré.

m

Afin de mettre en valeur la complexité de calcul réduite de la commande prédictive

constante, une étude de complexité est menée et une comparaison avec la méthode usuelle

est effectuée dans la sous-section suivante.

I11.1.3 Etude de la complexité de calcul

En vue de comparer 'approche proposée dans ce chapitre avec d’autres, en particulier
I'approche implicite proposée dans [GMR™06], les tableaux I11.1, TI1.2, T11.3 et 111.4 dé-

terminent, pour chaque cas, I'effort de calcul engendré par une prédiction avec N, pas de
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calcul. Ces différents cas peuvent étre distingués en fonction de la définition du critére J
(forme standard (I1.17) ou forme simplifiée (I11.1)), de le prise en compte du changement

de régions ou non durant la prédiction et finalement en fonction de la commande continue

(constante ou variable).

La complexité est évaluée par rapport au nombre de variables, au nombre de contraintes

et par rapport au nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour calculer le critére .J

sur ’horizon de prédiction considéré.

TABLE II1.1 — Complexité de la commande prédictive qui utilise le critére (II1.1) sans
tenir compte du changement de région

U. constante

U, variable

Nombre de variables

q

Nc'q

Complexité par rapport aux contraintes O(N, - q)

O(q : (Nc))

Complexité par rapport & J

O(Nc : (n + Q))

O(Ne- (n+q))

TABLE II1.2 — Complexité de la commande prédictive qui utilise le critére (II1.1) en
tenant compte du changement de région

U. constante

U, variable

Nombre de variables

q

Nc'q

Complexité par rapport aux contraintes

O(KNe=1. N, q)

O(KN"1 . q- (N.))

Complexité par rapport a J

O(KN"1 - N, - (n+q))

O(EN"1 - N, (n+q))

avec K le nombre total de régions.

TABLE I11.3 — Complexité de la commande prédictive qui utilise le critére (I1.17) sans
tenir compte du changement de région

U. constante

U, variable

Nombre de variables

q

Nc'q

Complexité par rapport aux contraintes O(N¢ - q)

O(q ’ (Nc))

Complexité par rapport & J

O(NZ - (n+q))

O(NZ - (n+q))
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TABLE I11.4 — Complexité de la commande prédictive qui utilise le critére (I1.17) en
tenant compte du changement de région

U. constante U, variable
Nombre de variables q N.-q
Complexité par rapport aux contraintes O(KN=1. N -q) O(KN=1.q- (N —1))
Complexité par rapport a J O(KN-"1-NZ - (n+q)) | O(KN"'- N2 - (n+q))

La premiére et la deuxiéme colonne du tableau III.1 représentent respectivement les
complexités de la commande prédictive proposée et de la commande prédictive usuelle
présentées dans [GMR106]. D’aprés ces tableaux, nous pouvons affirmer que les trois fac-
teurs qui influencent explicitement la complexité de calcul, sont le type de la commande
(constante ou variable), la commutation entre les régions et la prise en compte des mar-
quages et des flux intermédiaires. Si la commande est variable, le nombre de variables a
déterminer sera multiplié par un facteur NN.. Dans le cas d’un changement de région, la
complexité devient proportionnelle au nombre de régions. Finalement, la complexité de
la fonction coit est N, fois plus grande si les points intermédiaires sont considérés dans
le calcul. Pour ces raisons, la commande prédictive constante proposée présente la com-
plexité de calcul la plus faible par rapport aux autres présentées. En outre, une propriété
trés utile caractérise cette commande : la complexité par rapport a J est polynomiale
en fonction de N,. Cette caractéristique permettra de déterminer, de facon systématique,
I’horizon de prédiction maximal.

Dans ce qui suit, nous nous focaliserons sur les trois approches prédictives Ap;, Aps et
Aps telles que :
* Ap, est Papproche prédictive proposée pour laquelle :
— Les flux et les marquage intermédiaires ne sont pas pris en compte dans le
critére de performance (II1.1).
— La commande est supposée étre constante au cours de la prédiction.
— Le marquage ne change pas de région avant le dernier pas de prédiction.
La complexité de cette approche est donnée par la premiére colonne du tableau III.1.
* Ap, est une commande prédictive pour laquelle :
— Les flux et les marquage intermédiaires sont pas pris en compte dans le critére
de performance (I1.17).
— La commande est supposée étre constante au cours de la prédiction.
— Le marquage ne change pas de région avant le dernier pas de prédiction.
La complexité de Ap, correspond a la premiére colonne du tableau II1.3.

* Aps est la commande prédictive standard telle que :
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— Les flux et les marquage intermédiaires ne sont pas pris en compte dans le
critére de performance (I1.17).

— La commande est variable au cours de la prédiction.

— La commutation entre les régions est prise en compte au cours de la prédiction.

La complexité de Aps est donnée par la deuxiéme colonne du tableau I11.4) :

I11.1.4 Détermination de I’horizon de prédiction maximal

Le paramétre Ny est extrémement important dans la commande prédictive. A cet
égard, il doit étre choisi avec prudence pour deux raisons. D'une part, il doit étre suf-
fisamment grand afin d’assurer la convergence dans le cas de présence d’une phase de
“hill-climbing” dans la trajectoire. D’autre part, il ne doit pas étre trop grand afin de
limiter la profondeur de la prédiction, et de faire en sorte que la solution proposée soit
réalisable. En particulier, le temps nécessaire pour résoudre le probléme d’optimisation,
& un instant donné, ne doit pas dépasser la période d’échantillonnage.

La proposition III.1.3 donne une expression analytique de la borne supérieure de Ny ..

Proposition ITI1.1.3. Soit (A, My, A, 0, T™™) un 0-RdPC tel que 0 vérifie la condition
(1.35) et que toutes les transitions soient commandables via la commande prédictive. Alors,
pour garantir que la durée de calcul est inférieure G 0, Npyax doit vérifier la condition
(I11.17) :

Ninax < L%J (TT1.17)

o V(1) représente le temps de calcul nécessaire pour résoudre le probléme d’optimisation

quadratique (II1.5) sous les contraintes (II17), pour un horizon de prédiction de taille
N.=1.

Démonstration. Dans I'approche proposée, la complexité par rapport a J est linéaire en
fonction de N.. Par conséquent, le temps requis pour optimiser J a un instant donné
avec algorithme 2 et pour un horizon de Ny, pas, est aussi linéaire en fonction de N..
Il peut étre exprimé par : ¥(Npax) = ¥(1) - Npax. De plus, la commande prédictive est
implémentable si cette durée est inférieure a 6. En conséquence, 'inégalité (II1.17) est
obtenue. O]

I11.1.5 Exemple illustratif 1

Afin d’illustrer Defficacité de la commande prédictive constante proposée, nous consi-

dérons le RAPC représenté dans la figure II1.2.
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FI1GURE III.2 — Exemple 1 de RAPC

Le marquage initial et les vitesses maximales de franchissement des transitions, qui

t
caractérisent ce systéme, sont respectivement données par M. = [1 0.01 0.01] et

A= [1 11 1]t (par hypothése My, > 0,x1, ici Vi =, ..., n,m; > € avec ¢ = 0.01).
Toutes les transitions sont commandables. Toutes les simulations ont été effectuées telles
que la configuration désirée est (M,. = [2 0.5 0.5T,X,,efC = [0_25 0.5 0.25 0.25r),
0=01UT,ry, =11, =1, Ng=1 et Nyax = 25.

Les commandes prédictives Ap;, Aps et Aps avec N, constant et égal & 1 ne parviennent
pas a atteindre la configuration désirée. En effet, dans le but de diminuer le critére de
performance, la commande prédictive a choisi de franchir les transitions ¢3 et t4. Par
conséquent, la valeur du critére J chute de 2.41 & 1.67. Ensuite, elle augmente a 3.52. Les
commandes prédictives avec N. = 1 ne prédisent pas suffisamment loin pour détecter que
J va ensuite diminuer, le /-RdAPC reste donc bloqué dans le marquage [0.22 0.11 O.QQ]t
(voir les figures I11.3 et I11.4).

0.5
0.4
0.3}
m2 blocage par la commande
0.2 :
/ M0c
0.1} V\/
0 b
0 0.5 1 1.5

FIGURE II1.3 — Trajectoire du marquage dans le plan de projection (my, mg) pour N, = 1
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FIGURE I11.4 — Evolution temporelle du critére de performance J pour N, = 1

Pour faire décroitre J et s’approcher de la configuration désirée, la transition ¢; devrait
étre franchie afin de produire des jetons. Par conséquent, une augmentation transitoire de

J est primordiale.

Afin de montrer I'efficacité de la méthode proposée, I'algorithme 2 est appliqué au 6-
RdPC. Il a été constaté que lorsque 6 = 0.1 U.T., 'horizon de prédiction doit augmenter
jusqu’a N. = 16 afin de dépasser le “hill-climbing”.

La figure II1.5 montre la trajectoire des approches Ap;, Aps et Aps pour N, = 16.

0.5

0.4}

0.3
m2

0.2f

0.1f

0

0

F1GURE III.5 — Trajectoires du marquage, dans le plan de projection (mq,ms), des
approches Apy, Aps et Aps pour N, = 16

Nous observons que pour N, = 16, toutes les stratégies de commande réussissent a
atteindre la configuration souhaitée. Cependant, quelques différences importantes doivent
étre mentionnées dans le but d’évaluer les performances de chaque approche. Pour ce
faire, le tableau II1.5 résume, pour chaque commande, I’erreur quadratique moyenne entre
chaque configuration intermédiaire et celle souhaitée, le temps nécessaire pour atteindre
la configuration désirée, le temps de calcul moyen et le temps de calcul maximal requis

pour calculer 'action de commande & chaque étape.

Section III.1 : Commande prédictive constante sur I’horizon de prédiction Page 89



Chapitre 111 Commande prédictive constante des réseaux de Petri continus

TABLE II1.5 — Les performances des approches Ap;, Aps et Aps

Erreur quadratique Temps de | Temps de calcul | Temps de calcul
convergence moyen maximal
Apy | 0.3087 25.5 0.0129 0.0355
Aps | 0.3137 35.3 0.0178 0.0354
Aps | 0.3714 16.00 0.0556 0.1853

Nous remarquons que les erreurs quadratiques moyennes sont plus ou moins identiques
pour les trois trajectoires.
De point de vue rapidité, la trajectoire obtenue avec ’approche Aps est la plus rapide par
rapport aux deux autres, bien qu’elle présente une trajectoire moins directe vers la cible,
Perreur quadratique est la plus grande avec cette approche.
Concernant les temps de calcul moyens et maximaux requis pour calculer 'action de com-
mande a chaque étape, ils sont trés grands avec Aps contrairement & Ap, et en particulier
a Api. En moyenne, le temps de calcul a été divisé par 4 en utilisant la fonction de cott
proposée (I1.17) et les contraintes supplémentaires. Le temps de calcul maximal requis
avec Aps empéche I'implémentation de cette stratégie de commande en temps réel avec

une période d’échantillonnage de 0.1 T.U. ce qui n’est pas le cas pour Ap; et Aps.

Les résultats obtenus suite a 'application de ’algorithme 2 au #-RdPC, sont présentés
par les figures 111.6 et II1.7.

25

2

1.5}

2

1 -

Critére de performance J

0.5
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n

0 5 10 15 20 25 30 35
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FIGURE IIL.6 — Evolution temporelle du critére de performance J pour N, adaptatif
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FIGURE II1.7 — Evolution temporelle du flux de franchissement X, pour N, adaptatif

L’évolution du critére de performance illustre que le marquage doit d’abord s’éloigner
du marquage désiré ce qui entraine un “hill-climbing”. Puis, a partir de la date 7, ~ 0.5
U.T., J commence a diminuer et le marquage et le flux se rapprochent des valeurs désirées.
L’évolution de J(7x1n,) & la fin de 'horizon de prédiction reste toujours inférieure a la

valeur courante de J(7y).

Afin de montrer expérimentalement la robustesse de la commande prédictive face
aux perturbations, I’évolution du §-RdPC (présenté par la figure I11.2) commandé par la
commande prédictive proposée, a été perturbé durant 'intervalle de temps [9, 9.2 ot la
commande de la transition est franchie avec son flux maximale de franchissement (c-a-d
up =0, 9 <7, <9.2) (voir figure I11.8).

5 2
b
5 1.5 [« Xl
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© 3 Xy l
-: 0.5 —
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= e ] ‘ ‘ ‘ | |
0 5 10 15 20 25 30
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FIGURE I11.8 — Evolution temporelle du flux de franchissement X, en présence d’une
perturbation

Les figures I11.9 et montrent la trajectoire du marquage et I’évolution du J en présence

de cette perturbation.
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FIGURE II1.9 — Trajectoire du marquage dans le plan de projection (my,ms) en présence

d’une perturbation
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FI1GURE I11.10 — Evolution temporelle du critére de performance J en présence d’une

perturbation

Nous remarquons que méme en présence d’une perturbation qui écarte le marquage

courant du marquage désiré, la commande prédictive détermine la commande continue

qui permet au systéme de converger vers la configuration désirée. Nous déduisons que

la commande prédictive est une commande robuste aux perturbations grace a son pro-

cessus d’optimisation en ligne. De plus, elle est compatible avec des contraintes temps

réels [GMRT06]. Néanmoins, elle peut engendrer de fortes variations du flux, traduites

dans la pratique par une sollicitation excessive des actionneurs du systéme commandé.

Ce probléme est critique car il représente I'une des causes de vieillissement précoce des

composants. A cet égard, le but de la section suivante est de conserver les avantages de

la commande prédictive et de limiter la sollicitation des actionneurs.
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I11.2 Limitation de la variation du flux

I11.2.1 Principe de la commande prédictive avec limitation de la

variation du flux

Afin de limiter la sollicitation excessive des actionneurs, un nouveau terme, qui prend
en compte la variation du flux (c-a-d I'accélération), est ajouté au critére de performance
global de la commande prédictive. Ce terme est désigné par Jyx,(7%). Par conséquent, J

est désormais exprimé par (II1.18) :
J(Terne) = I (Tone) + Ix (Trane—1) + Jax. (7e) (IL.18)
tel que Jyx,(7%) est défini par (II1.19) :
Jax (Tk) = 0% - Auce(Th)" - Qax, - Ance(Ts) (111.19)

Qax, € R‘?Oq est la matrice de pondération de J;x,. Par souci de simplicité, elle est choisie
diagonale telle que Qux, = rax, - Iy, ot T4x, € Rsg. Auec() dénote une estimation du

vecteur d’accélération a la date 7, définie par (I11.20) :

Aacc(Tk) = ' (Xc(Tk) - Xc(ﬂc—l)) (11120)

|

Par conséquent, Jyx,(7;) peut étre simplement exprimé par (I11.21) :
JdXC(Tk) =Tdx. * (92 ' HAacc(Tk)H2 (11121)

ou ||-|| représente la norme euclidienne usuelle dans R?.

Aucune nouvelle contrainte n’est ajoutée au probléme d’optimisation a résoudre.

Le probléme d’optimisation est identique a celui donné par (II1.4) sauf que désormais
J(T+n.) est donné par (IIL1.18).

La proposition II1.2.1 donne les nouvelles expressions du probléme d’optimisation qua-

dratique.

Proposition III.2.1. Soit (A, My, A, 0, T<™™) un 0-RAPC tel que 0 vérifie la condi-
tion (1.85) et T = T. Soit N. > 0 l’horizon de prédiction continu. Supposons que
M,cse > Onx1 soit atteignable a partir de Mo. > Opx1, que X,cre respecte les conditions
(I1.9) pour que la configuration désirée soit un état d’équilibre et que, durant la prédic-
tion, les marquages M (Tyye), e =1 ..., N.— 1 restent dans la méme région Ry. Alors, la

commande continue U.(Ty) est la solution du probléme d’optimisation quadratique (I111.22)
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sous les contraintes (111.24) :

Ue(mr) = arg min{Jo, (74 n.) } (I11.22)

tel que le critére Jy (Tesn,) s’écrit sous la forme (I11.23) :

Ju. (Tesn,) = % Uu()t - Q- Us(73) + p(3)" - Ue(73) (T11.23)

et :
a/ Se_1-Ud1) > 0,x«

... N, / Set Uelmi) 2 O (I11.24)
b/ Se—l . UC(Tk) S A- Ak . B;_l . Mc(Tk)

Ve =1

Les termes ) et p(1x) sont respectivement définis par (II1.25) tels que X, et Sy,—1 sont
respectivement définis par (111.10) et (II1.11) :

Q=0 W' 5% -Qu. - Sn, - W+ Sy 1 - Qx. - Svo1+ Qax. (IT1.25)

p(Tk> =0- Wt . E?VC . QMC . (Mrefc — B]ivp . MC(Tk))
+ Sho1 - Qx. - (Xpepe — A+ Ay - BY ™" M(1y))

(IT1.26)
+ Quax, - (Xe(mo1) — A+ Ag - Me(7))

Démonstration. En supprimant tous les termes constants par rapport a U.(7;), les formes
réduites de Jar(Thrn, ), Jx (Tren.—1) €t Jax, (Thtn, ), désignées respectivement par Jag, (Tain.),
Ixy, (Then.-1) et Jax, (Trqn.), sont données par (I11.14), (TI1.15) et (IT1.27) :

JdXUC (Tk> = Uc(Tk)t . CQdXC : Uc(Tk) —+ 2- (Xc(Tk—l) —A- Ak . MC<Tk>)t . Qch . Uc(Tk) (IHQ?)
En conséquence, Jy, (Tx1n,) est désormais exprimé par (I11.28) :

- (Iatw, (Thn) + Ixy (Tene—1) + Jaxy, (Th)) (I11.28)

N

Ju. (Thesn,) =

Cette derniére équation est réécrite sous la forme (I11.23) ou 2 et p(7;) sont respectivement
définis (II1.25) et (IIL.26). O

Désormais, a chaque date 74, 'algorithme 2 commande le §-RAPC et détermine, a
'aide de l'algorithme 1, U.(7%) solution du nouveau probléme d’optimisation (II1.22) sous
les contraintes (II1.24).

Remarque 2. Signalons que le nouveau probleme d’optimisation est faisable pour tout
MC(Tk) > 0n><1-
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I11.2.2 Exemple illustratif 2

Afin de mettre en évidence la limitation de la variation du flux grace a ’approche
proposée et 'influence du parameétre r,x., nous aurons recours a un exemple illustratif
pour lequel un changement brusque de la configuration souhaitée aura lieu.

Le RAPC représenté par la figure I11.11 est caractérisé par M. = [0.99 0.01 0.01 0.99T

et)\Z[l 1 1r:

FI1GURE III.11 — Exemple 2 de RAPC

La commande prédictive détermine la commande U, qui permet au systéme d’atteindre
t
la premiére configuration désirée définie par (Mrefcl = [0,2 0.6 0.8 0,4} y Xrefel =
to .
0.2 0.2 0,2} ) A la date 7, = 3.5 T.U., la cible est remplacée par la deuxiéme confi-
t t
guration souhaitée (Mrefcg = [0.3 0.3 0.7 0.7] y Xpefer = [0.3 0.3 0.3} ) Toutes les
simulations numériques sont effectuées telles que : 8 = 0.01 T.U., Ny = 1, Npax = 5,

rv. = 1 et rx, = 0.01. Différentes valeurs de r;x, sont considérées.

Préalablement a la présentation et a la comparaison des résultats obtenus, il convient
de définir A¢ en tant que valeur cumulée du carré de la norme d’accélération multipliée
par 6.

Ac(m) sera utilisé dans ce qui suit comme un élément de comparaison. Son expression

analytique, a la date 74, est donnée par (I11.29) :

k
AC =0- Z ||Aacc(Ts)||2 (11129)
s=1

Les figures I11.12 et I11.13 présentent I’évolution temporelle de la norme d’accélération
ainsi que les valeurs finales de As pour trois valeurs différentes de r;x, et montrent

comment une valeur non-nulle permet de limiter la variation de flux.
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FIGURE II1.12 — Norme de l'accélération et la valeur de Aq lorsque r4x, = 0 (gauche) et
rox, = 1 (droite)
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FIGURE II1.13 — Norme de 'accélération et la valeur de A lorsque ryy, = 2

Ainsi, 'accélération est significativement réduite. Sa valeur maximale décroit de 36.1
a 1.1 lorsque ry4x, passe de 0 & 2, ce qui explique la baisse de A de 14 a 0.9. La variation
du flux diminue de 87% pour r4x, = 1 et de 93% pour ryx, = 2 par rapport a sa valeur
initiale. Plus r4x, est important plus le poids de J;x, est important dans J et plus son

influence est significative.

Essayons maintenant de voir le comportement d’un tel systéme pour les différentes
valeurs de r4x,. Nous présentons dans la figure I11.14 la variation du flux de la transition ¢3
(les autres transitions possédent le méme comportement) et dans la figure I11.15 ’évolution

temporelle du marquage pour rgx, = 0 et rgx, = 2.
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FIGURE II1.14 — Variation du flux de la transition ¢3 pour différentes valeurs de r,x,
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FIGURE III.15 — Evolution temporelle du marquage M, pour 74x, = 0 (gauche) et
rox, = 2 (droite)

A ce stade, il s’avére important d’effectuer une analyse critique de la méthode propo-
sée afin de 'améliorer. Une augmentation trop forte de ryx, provoque une dégradation
dans les performances de la commande. En effet, une telle augmentation provoque un
comportement oscillatoire autour de la configuration désirée ainsi qu’un ralentissement
de la convergence. Effectivement, le temps de convergence évolue de 6.25 U.T. jusqu’a
9.54 T.U. pour r4x, = 1 et 14.74 T.U. pour ryx, = 2. Ce probléme est di a ’addition
du terme Jyx, qui impose au systeéme de progresser tres doucement vers la configuration
désirée.

La déstabilisation du systéme est due au fait que la commande doit obéir & deux objectifs
parfois opposés : varier le flux pour converger, et éviter en méme temps les fortes varia-
tions. Ainsi, deux phénoménes se produisent de facon alternative : Si Jyx, (%) est plus
grand par rapport & Jy(Tksn,) et Jx(Tkin.—1), optimisation favorise la trajectoire qui
limite la variation, cette trajectoire n’est pas forcément celle qui s’approche de la confi-
guration désirée. Par conséquent, la configuration courante (Mc(Tk_H), XC(Tk)) s’éloigne
des valeurs désirées. Puis, Jy(7iyn.) et Jx(Te+n.—1) vont Pemporter sur Jyx, (7%), la com-

mande est déterminée de telle sorte que le systéme se rapproche le plus de la configuration

Section III.2 : Limitation de la variation du flux Page 97



Chapitre 111 Commande prédictive constante des réseaux de Petri continus

désirée, ce qui va certainement provoquer une accélération plus importante, J;x, (7%) aug-
mente et les deux phénomeénes se répétent. Ainsi, comme illustré dans la figure TI1.14,
Pamplitude des fluctuations est directement liée & la valeur de ryx, . Le seul paramétre
sur lequel nous puissions agir pour compenser les faiblesses étudiées est ry4x,. Une valeur
raisonnable de ce facteur, qui répond aux exigences cherchées par rapport au taux de
limitation de la sollicitation des actionneurs, a la rapidité du systéme et a 'amplitude
des oscillations, peut étre éventuellement déterminée graphiquement en tracant I'un de
ces critéres en fonction des différentes valeurs de r4x,. Le probléme crucial auquel il faut
faire face, est comment assurer la stabilité du systéme en présence de ryx,. Il est donc
recommandé de déterminer graphiquement, sur toute la trajectoire, une valeur de r;x_ qui
provoque peu d’oscillations [TLL14b]. Selon 'amplitude des oscillations, r4x, = 1 semble
étre ici un bon choix. Or, cette méthode graphique n’est ni précise ni générique. La section
suivante propose une méthode plus systématique qui se base sur une étude de stabilité

afin de trouver la valeur optimale & chaque instant.

I11.3 Etude de stabilité

Dans cette partie, une adaptation en ligne du terme r,x, est effectuée a chaque période
d’échantillonnage. Par ailleurs, une étude de stabilité est menée dans le voisinage du

marquage souhaité |[TLL14a).

I11.3.1 Modification de la fonction coiit

L’objectif de I'adaptation de ryx, consiste a éviter les comportements oscillatoires
et & accélérer la convergence. Si le critére Jy, satisfait Uinégalité (I11.30) (c-a-d Jps est
strictement décroissante), cela signifie que le marquage courant tend vers le marquage

désiré. Dans le cas contraire, le systéme oscille ou diverge.
I (i) < Jpa(Th—1) (IT1.30)

Par conséquent, en se basant sur (I11.30), la fonction V7, définie par (II1.31), permet de

détecter la présence des oscillations :

1, si inégalité (I11.30) est vérifiée

0, sinon

La deuxiéme phase de la méthode correspond a la correction en déterminant la valeur

convenable de 74x (7x+1). Une solution consiste a modifier ryx, selon deux paramétres
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multiplicatifs gy et pu_, respectivement pour augmenter ou diminuer la valeur de ryy,.
Cette opération dépend de la vérification de la condition (IT1.30) et de la valeur de la
variation de flux a la date 7. Cette idée présente I'intérét d’avoir, d’une part, une variation
douce de ryx, et d’autre part, d’affecter a ryx. des petites valeurs non-nulles, ce qui

garantit la prise en compte de la variation de flux sur toute la trajectoire :

p - rax, (1), st (Vi(m) = 1) et ([ Aace(m)l” > [ Auce(me-1)[I*)
rax.(Tet1) = § pio - rax, (7e), si (Vo(m) = 0)
rax.(Tk), sinon
(I11.32)
Cette adaptation permet de réduire les oscillations mais ne garantit pas la stabilité du
systéme au voisinage de la configuration désirée. Pour cette raison, une étude de stabilité

est proposée dans le paragraphe suivant.

I11.3.2 Etude de la stabilité asymptotique

Commencons par définir la stabilité asymptotique dans le cas général. La stabilité
de Lyapunov implique que tout mouvement issu d’'un voisinage proche du point d’équi-
libre reste proche de ce point. La stabilité asymptotique inclut la stabilité de Lyapunov,
mais exige en plus que le mouvement converge vers le point d’équilibre : un systéme est
asymptotiquement stable ssi il a toujours tendance a revenir a sa position d’équilibre.

Dans le cas de la commande prédictive, la stabilité asymptotique peut étre obtenue
suite a I'ajout d’une contrainte terminale [MRRS00]. Quelques méthodes qui assurent la
convergence du RAPC vers la configuration désirée ont notamment été présentées dans
[MGR™08] : en particulier, forcer M.(7,4n.) & appartenir a la droite qui joint M.(7x) et

M, ¢f.. Analytiquement, la contrainte terminale équivalente est exprimée par (I111.33) :
M (Tpan,) = M(13) + « - (]\Lefc - Mc(Tk)) tel que 0 < <1 (IT1.33)

Dans [MGR108], il a été mentionné que la stabilité asymptotique, a Paide de cette
contrainte, ne peut étre démontrée que pour N, = 1. De plus, elle est imposée tout au long
de la trajectoire. Cependant, dans le cas de la commande prédictive proposée, N, doit
pouvoir augmenter pour pallier le probléme du “hill-climbing”. De ce fait, cette contrainte
terminale ne peut étre directement appliquée. Par conséquent, la commande prédictive
doit subir quelques modifications pour pouvoir appliquer une contrainte terminale qui
garantira la stabilité.

Soit § — voisinage une zone pour laquelle les marquages vérifient : Jy; < 0 avec § >

0. Dans ce voisinage, si J décroit, il n’est plus nécessaire de maintenir N, > 1. De ce
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fait, N. devrait diminuer. Une fois que N. = 1, le marquage atteint un 5 — voisinage
(B < 0). Uniquement dans cette derniére phase de la trajectoire la contrainte linéaire est
introduite. De plus, a ce stade, ryx, n’est plus adapté, il prend une valeur fixe notée .
Les algorithmes 1 et 2 sont légérement modifiés afin d’introduire ’adaptation de rgx,,
la décrémentation de N, et Iapplication de la contrainte terminale. Le paramétre C'T
(contrainte terminale) indique si la contrainte terminale sera utilisée pour calculer U,(7y)
ou non. Les nouvelles versions des algorithmes sont respectivement données par les algo-

rithmes 3 et 4.

Algorithme 3 : Commande prédictive constante avec limitation de la variation du flux
(Entrées : Ry, M.(7), Ney Nmax, CT et J(7x); Sorties : Uc(7y) et N,)

1: Initialisation des paramétres :
solution < 0
Nlimit(Tk) < Nmax

2: Tant que solution =0

3:  solution < 1

4: SiCT =0, alors

5. Calculer U,(7), solution du probléme d’optimisation (II1.22)
sous les contraintes (I11.24)

6: e+ 1

7. Tant que e < N,

8: Déterminer la région R.(M.(Tx+.)) du marquage M.(Tj i)

9: Si Ro(M.(Trse)) # Ry, alors

10: Nlimit<Tk) — e

11: N.<+e¢

12: solution < 0

13: Sinon

14: e<—e+1

15: Fin si

16: Fin tant que
17:  Si solution = 1, alors

18: Calculer le critére J(7x4n,)

19: Si (J(1) — J(Teen.) < 0) et (Ne < Nigmit (%)), alors
20: N, N.+1

21: solution <— 0

22: Fin si

23:  Fin si

24:  Calculer U.(7), solution du probléme d’optimisation (II1.22)
sous les contraintes (I11.24) et (II1.34)

25:  Fin si

26: Fin tant que

27: Retourner U.(7x) et N,
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Algorithme 4 : Commande du 6-RdPC via la commande prédictive avec limitation de
la variation du flux (Entrées : M., po et No; Sorties : U, M., X, et J)

1: Initialisation des paramétres :
Nc < N()
fin <0
TC <0
T < 0
Mc(Tk) < MOC
U.+— <
. Calculer X (1) et J(7) et
: M, + Mc(Tk), X, XC<Tk), J J(Tk)
: Tant que fin =0
Déterminer Ry,
Calculer la commande U.(7;) et déterminer N, par le biais de 'algorithme 3
Calculer X (1), Mo(Tr41) et J(Tpa1)
Calculer rgx, (7i41)
M, + M.U M.()
10: X. <« X U X (7%)
1: J <+ JUJ(1x)
122 U.«+U.Ug
13:  Si J(741) = 0, alors
14: fin <1
15:  Sinon
16:  Si Jy(141) < 6, alors
7. SiJ(7p41) < J(71), alors
18: N, < max(N. —1,1)

© P N>R ey

19:  Fin si

20 Si N.=1, alors
21: CT +1

22: Tch(Tk—i-l) < Lo
23:  Fin si

24: T < Th+1

25:  Fin si

26: Fin tant que
27: Retourner U,, M., X, et J
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Ayant a lesprit 'expression de M.(7x41) donnée par (I1.4), I'équation (I11.33) conduit
A (TTL.34) :

- W-Udrg) +a- (]\IrefC — Mc(Tk)) = (Bk — [n) - M. (%) tel que 0 < a <1 (I11.34)

Grace a l'introduction de la contrainte terminale, la stabilité asymptotique peut étre dé-

montrée.

Soit. @ une fonction continue : ® : R® — R, & est une fonction de Lyapunov si les
conditions suivantes sont satisfaites :
1- ®(M) est définie positive (c-a-d si M = 0,,x1, P(M) = 0 et si M # 0,,%1, (M) > 0).
2- (M (11)) — P(M(141)) < 0,VE € N.
Si cette équation est satisfaite, le systéme est stable. De plus, si ®(M) est strictement
décroissante (c-a-d ®(M (7341)) — (M (7141)) < 0)), le systéme est asymptotiquement
stable.

Proposition IT1.3.1. Soit (A, My, A, 0, T™™) un 0-RAPC tel que 0 vérifie la condition
(1.35) et que T™™ =T. Supposons que M,cre > 0,x1 soit atteignable o partir de Mo, >
Onx1 et qu’il existe un instant 7, & partir duquel le § — voisinage est atteint, alors le

systeme en boucle fermée est asymptotiquement stable.

Démonstration. Si N. = 1, la contrainte terminale est appliquée. L’équation (III.33) est
réécrite sous la forme M (7y41) — Myege = Mo(T1) + o - (Mrefc — MC(Tk)) — M;ege ce qui
implique M (7j41) — Myefe = Me(1) +(1— ) (MC(Tk) —Mref). En conséquence, Jys(T511)

est reformulé suivant (I11.35) :

I (i) = (1 —a) - (Me(7) — Mrefc>t Qu, - (1 —a) - (Mo(1y) — Myege)
= (1 - a>2 ’ (Mc(Tk) - Mrefc)t : QMC ’ (Mc<Tk) - Mrefc) (11135)
=(1—a)® Ju(m)

Dans la mesure o 0 < o < 1, Jy; peut étre utilisé comme une fonction de Lyapunov,

puisqu’il est défini positif et strictement décroissant ((1 — a)? < 1). O]

I11.3.3 Exemple illustratif 3

Considérons a nouveau le RAPC donnée par la figure I11.11 auquel l'algorithme 4 est
t

appliqué. Rappelons que la premiére configuration désirée est (Mrefcl = [0,2 0.6 0.8 0.4/,
t
Xrefel = [0.2 0.2 ().2] ) et qu'a la date 7, = 3.5 T.U., la cible est remplacée par
t

t
(Moo = [03 03 0.7 0], Xrepa = [03 03 0.3]).
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Les paramétres de simulations sont ceux de 'exemple II1.2.2. Les nouveaux parameétres

sont pp =0.1, pp = 1.1 et p_ =0.9.

Les figures I11.16 et II1.17 présentent respectivement 1’évolution de la valeur adaptative

de rqx, et de I'horizon de prédiction en fonction du temps.

5 o 5
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g % =
£ —— ) ,
= N
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0 : : : - - £ 1 : ‘ :
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Temps [U.T.] Temps [U.T.]
FIGURE I11.16 — Evolution temporelle de FIGURE II1.17 — Evolution temporelle de
rqx, adapté avec (II1.32) I'horizon de prédiction N,

La figure II1.18 présente une comparaison entre le comportement du systéme lorsque

rax., = 1 et ryx, est adaptatif.
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Erreur quadratique du marquage J M
Erreur quadratique du marquage J M
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FIGURE I11.18 — Evolution de I'erreur quadratique du marquage lorsque rqx, = 1
(gauche) et ryx, est adaptatif (droite)

Comme mentionné précédemment, a cause des oscillations qui surviennent autour de
la configuration désirée suite & une valeur constante non-nulle de r4x,, la condition (I111.30)
n’est pas vérifiée durant les intervalles pour lesquels le marquage s’éloigne temporairement
du marquage désiré (figure I11.18 (gauche)). Grace a la méthode proposée, les oscillations
sont presque éliminées (les oscillations qui restent sont pratiquement négligeables en durée

et en amplitude par rapport a celles obtenues pour r4x, = 1).
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La figure II1.19 montre 1’évolution du marquage lorsque r4x, est adaptatif.
1

0.8

[

0.6

0.4

Marquage M

0.2}

Temps [U.T.]

FIGURE II1.19 - Evolution du marquage lorsque r4x, est adaptatif

L’accélération maximale et la valeur de Ao restent également faibles. Elles sont res-
pectivement de l'ordre de 11.17 et 4.7. Par conséquent, par rapport a 'optimisation sans

rix,, elles ont diminué d’environ 70%.

La trajectoire du marquage projetée dans le plan (mq,ms) est donnée par la figure
IT1.20. Une fois que le marquage atteint le § —wvoisinage, la contrainte terminale est appli-

quée ce qui explique bien la trajectoire rectiligne du marquage au voisinage du marquage
désiré (figure I11.20 (droite)).

0.36f
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0.8 refcl Rl
R

0.6 2

m m,
2 0.4 Mrel’cZ
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0 ‘ ‘ | ‘
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1 m

1

FIGURE II1.20 — Trajectoire du marquage continu dans le plan de projection (my, ms)
lorsque r4x, est adaptatif

D’aprés ces résultats, nous pouvons dire que 'approche proposée assure que 'objectif

est atteint avec moins de variations de flux.
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III1.4 Application de la commande prédictive aux ré-

seaux de Petri discrets T-temporisés

Dans cette section nous montrons de quelle fagon la commande proposée permet de

commander des RAPD. La motivation de cette partie est de déterminer une séquence de
commandes discrétes, qui permet & un RAPD T-temporisé d’atteindre un marquage désiré
de durée quasi-minimale, sans passer par I'exploration du graphe d’atteignabilité.
Le principe de la méthode proposée est d’utiliser la fluidification pour commander le
RdPD. Il s’agit de fluidifier un RAPD afin d’obtenir un #-RdPC, commander ce dernier
par le biais de la commande prédictive et déterminer la séquence de commandes discrétes
a partir de la commande continue obtenue. Cette approche est adaptée pour résoudre les
problémes d’ordonnancement, en particulier lorsque ’optimisation des temps de cycle est
concernée [KSNO7].

I11.4.1 Principe de la commande prédictive du RAPD T-temporisé

Cette méthode de commande concerne uniquement les RAPD T-temporisés avec des
transitions non-immédiates (dpn; # 0,7 = 1, ..., ¢) et sans blocage. Toutes les transi-
tions discrétes sont supposées étre commandables. Notons que dans cette partie la limi-
tation de la variation du flux n’est pas prise en compte tandis que la contrainte terminale

est bien considérée.

Soit (A3, Dmin, Mog) un RAPD T-temporisé et (A, My, A, 0) le -RAPC correspon-
dant. Les deux réseaux possédent la méme structure statique .47 = 4., le méme marquage
initial Myg = Mo, € N et les mémes spécifications temporelles \; = ﬁm, t;elT.
Supposons que le marquage désiré discret M,.sq soit atteignable & partir de My,. L’idée
de base est d’imposer le méme objectif de commande au 6-RAPC, de commander ce der-
nier via la commande prédictive, proposée dans les sections précédentes, pour atteindre la
configuration désirée (M, s, Xrcfc) et de se référer a la commande continue générée pour

déduire la séquence de commandes discrétes.

Le flux de franchissement permet de déterminer la quantité de jetons qui traverse
chaque transition. Soit Xeum (k) = (Teum ;(Tk))j=1, .. ¢ le flux cumulé, jusqu’a la date 7,
multiplié par 6. Ce dernier représente le nombre de jetons qui se sont déplacés, jusqu’a la

date 73, a travers chaque transition continue ¢;. Il est défini par (II1.36) :

Xcum<7—k) =0- Xk: Xc(Ts) (11136)

s=0
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Analytiquement, la commande du RAPD est décrite dans I’algorithme 6. Elle consiste &
déterminer, & chaque date 73, 'action de commande U,.(7) & I'aide de I’algorithme 1, puis
a calculer X (%) et Xeum (k). Dés que Xy (71) atteint la valeur 1 pour une transitions
continue ¢;, un jeton au moins a traversé la méme transition discréte ¢; dans le RAPD.
Deux cas peuvent se distinguer ; soit ¢; n’est pas validée par le marquage discret courant
et la méthode échoue, soit ¢; est validée. Apreés avoir franchi cette transition, il faut vérifier
si le franchissement de cette transition, parmi les autres validées, conduit au marquage
discret le plus proche du marquage continu obtenu & cet instant. Pour ce faire, tous les
marquages discrets, qui résultent du franchissement de toutes les transitions discrétes
validées, sont calculés. L’écart quadratique ®(My), défini par (I11.37), est calculé pour

chaque marquage discret M, obtenu.
O(My) = (Mg — M.)" - (Mg — M,) (I11.37)

Soit, %! la transition discréte qui minimise ®. Deux autres cas peuvent se présenter :
si t?* correspond a la transition ¢; sélectionnée, alors seule la composante Zeym j(7x) est
remise a zéro. Sinon, la trajectoire continue s’arréte au niveau de M., le RAPC est réini-
tialisé avec My (c-a-d My, = My) et le vecteur Xy, (7x) est remis & zéro.

Il convient de mentionner que, parfois, il y a plus d’une transition pour lesquelles X ., (7%)
atteint 1. La transition franchie est celle validée et qui minimise ®(M,) par rapport aux
autres sélectionnées.

En conclusion, 'approche ainsi décrite fait en sorte que le marquage discret soit aussi

proche que possible de la trajectoire continue, comme détaillée dans la proposition I11.4.1.

Notons que les dates de franchissement des transitions discrétes t; € o4 dans le RAPD
T-temporisé sont déterminées en ligne au fur et & mesure que la transition & franchir est
sélectionnée. Ces dates sont calculées de telle sorte que le franchissement des transitions
discrétes a lieu le plus tot possible, tout en respectant les contraintes temporelles dis-
crétes données par les durées minimales de franchissement. La sous-routine qui calcule ces
dates est détaillée dans 'algorithme 5. Cet algorithme est basé sur la construction d’un
échéancier DCH (h), h = 1, ..., H. Ce dernier associe, a chaque transition validée par
M*(h — 1), sa date de franchissement au plus t6t notée date(t;). Puis, DCH(h) est mis
a jour.

— Le couple (04(h),date(aq(h))) est supprimé de DCH (h).

— Les transitions mémorisées dans DC' H (h) mais qui sont invalidées par M (h — 1)

sont également retirées de DC'H (h).

— Les dates de franchissement des transitions ¢; retenues dans DCH (h) sont mises &
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jour : date(t;) + max (date(oq(h)), date(t;)).
— Les dates de franchissement des transitions ¢; nouvellement validées sont calculées
et mémorisées dans DCH (h) : date(t;) < date(oq(h)) + dpmin ;-
L’échéancier DC'H est construit a 'étape initiale (c-a-d h = 0) en affectant a chaque
transition validée par My,, sa durée minimale de franchissement et le nombre d’occurrences

d’une transition t¢; dans I’échéancier dépend de son degré de validation.

Algorithme 5 : Calcul de la date de franchissement au plus t6t des transitions discrétes
dans le RAPD (Entrées : DCH(h — 1), M (h — 1) et 04(h); Sortie : date(oq(h)))

1. Déterminer, dans DCH(h — 1), date(oq(h))
2. DCH(h) < DCH(h—1)
3:  Supprimer (o4(h),date(o4(h))) de DCH (h)
4:  Supprimer les transitions discrétes qui ne sont plus validées par M (h)
de DCH(h)
5. Mettre a jour la date des transitions discrétes déja présentes
dans DCH (h)
Déterminer I'ensemble des transitions validées par M1 (h)
Calculer la date de franchissement des transitions nouvellement validées
et les mémoriser dans DCH (h)
: Retourner date(oq(h))

oo

Les dates de franchissement calculées sont mémorisées dans une séquence temporelle

4 t . . ,
notée o, L’algorithme 6 donne alors en sortie deux séquences de commande o

temps
d et
oq4 de longueur H = |o,| ainsi que deux séquences M et M des marquages discrets et

continus.

Remarque 3. La séquence de commandes discrétes o4 conduit, la plupart du temps, au
marquage désiré. En effet, Vh =1, ..., H, le marquage continu peut s’écrire sous la forme
M (h) = Moe+W - Xeum 00 My, (ou Mog) et Xeum représentent respectivement le dernier
marquage qui a initialisé la trajectoire continue et la somme cumulée depuis la derniere
réinitialisation. Xe,m peut étre exprimé par : Xewm = | Xewm | + {Xeum } tel que |.] et {.}
désignent respectivement les parties entiére et décimale de (.). Notez que | Xoum | peut étre
vu comme le vecteur de franchissements des transitions dans le RAPD. Par conséquent, les
expressions suivantes sont obtenues : M (h) = Mog+W | Xeum | = M (h) =W { Xeum }-
Lorsque le 0-RAPC atteint la configuration désirée, M (h) = Myefe, {Xeum} = Xyepe €t
par la suite I’équation fondamentale du RAPD est donnée par : M (h) = Myefe—W - X fe-
Ainsi, d’apres la définition de Xyefe, W{Xeum } = Onx1. Par conséquent, M (h) = M,ese.
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Algorithme 6 : Commande du RAPD via la commande prédictive constante (Entrées :
Mg et Ny; Sorties : aq, o™, H, Mt et M)

1: Initialisation des parameétres :
N, ¢ Noyip <= 0, h < 0, Mo(13)  Mog, Xewm (k) < Ogs1, 04 + @, o™ + @,
N, < Ny, drap < 1, fin + 1, M'"(h) + Moy, M!*(h) = Moy, CT « 1

c

2: Construire I’échéancier DC'H (h) et calculer X (7x) et J(7%)
3: Tant que fin =0et drap =1

4:  Calculer la commande U,(7;) par le biais de I'algorithme 4
5. Calculer X (1), Xewm(Tk), Me(Tis1) et J(Ths1)

6: Sidj tel que Teym j(73) > 1, alors

7. h<+<h+1

8  Si M°"(h—1)[t; >, alors

9: Calculer le marquage discret My

10: Mt «— Mt U My

11: drap < 1

12: Déterminer ¢oP*

13: Sit; =t alors

14: Teum j < 0

15: Mot «— MU M (Tg41)

16: Sinon

17: Réinitialiser la trajectoire continue par M (h)
18: Mt « Mty Mt (h)

19: Xcum(Tk> < 0q><1
20: Fin si
21:  Sinon
22: drap < 0
23:  Fin si
24: Fin si

25: og4—oqU tj

26: Déterminer date(oq(h)) & l'aide de I’algorithme 5
27: 0" a7 U (a4(h), date(og(h)))

28:  Calculer J(7p41)

29:  Si J(741) = 0, alors

30 fin<+1

31: Sinon

32: Tk < Th+1

33: Si J]V[<Tk+1) < (5, alors

34: Si J(7g41) < J(71), alors

35: N, + max(N. —1,1)
36: Fin si

37: Si N. =1, alors

38: CT +1

39: Fin si

40: Fin si

41: Fin si

42: Fin tant que
43: Si drap = 1, alors
4: H <+ h

45: Fin si
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La proposition I11.4.1 garantit la proximité entre la trajectoire discréte et la trajectoire

continue.

Proposition I11.4.1. Soit (A3, Moa, Dimin, TS°™™) un RAPD T-temporisé sans blocage tel
que toutes les transitions soient commandables (T5°™" = T') et non-immédiates et soit
(Aey Mo, A, 0, T0™) le 0-RdPC correspondant tel que TO™™ = T'. Supposons que Myefq
soit atteignable en discret et que (Myefa, Xrepe) s0it la configuration désirée pour le 6-
RAPC. Si Ualgorithme 6 retourne une séquence M de marquages discrets qui convergent

vers M,epq, alors les propriétés suivantes sont obtenues :

— Vh=1, ..., H, MI"(h) est atteignable a partir de M (h—1) et la trajectoire dis-
crete Mog [oq(1) > MPH(1), ..., MYP"(H — 1) [o4(H) > M"(H) est faisable a par-
tir de My,.

— Vh =1, ..., H, MI"(h) est le marquage discret le plus proche du marquage continu.

Démonstration.
— Vh =1, ..., H, 04(h) est validée par M (h — 1). Par conséquent, la trajectoire

discréte est faisable par construction.

— Selon l'algorithme 6, o4(h) correspond & la transition t; pour laquelle 2y, ; > 1.
Si ¢; minimise ® (¢; = t°P"), alors la propriété est vérifice. Dans le cas contraire, la
trajectoire continue est réinitialisée par M (h) et par conséquent, la propriété est
également satisfaite.

m

Un exemple explicatif permet de mettre en valeur les résultats obtenus.

I11.4.2 Exemple illustratif 4

Afin d’illustrer la méthode proposée, considérons le RAPD T-temporisé présenté dans
t t
la figure I11.21 avec Myy = [6 4 8 2} s Dopin = [1 1 1] . Par conséquent, dans le
RdAPC correspondant, A\ est défini par A = [1 1 1] . Les simulations numériques ont été
t t
effectuées telles que : M,.rq = [6 8 4 18] ; Xpefe = [3 3 3} , v, = 1, rx, = 0.1,
0 =0.1T.U.,, Ny =1 et Nyax = 10. Notons que X, est choisi tel que la configuration

continue désirée soit un point d’équilibre, il vérifie la condition (IL.9).

L’évolution de X, et de I'erreur quadratique du marquage continu sont respective-

ment présentées dans les figures 111.22 et 111.23.
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F1GURE II1.21 — Exemple d’'un RAPD T-temporisé sans blocage
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FIGURE II1.22 — Evolution temporelle du flux cumulé X,
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FIGURE I11.23 — Evolution temporelle de I’erreur quadratique du marquage continu J,
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La figure I11.24 récapitule les résultats obtenus. Elle présente les trajectoires du mar-
quage continu et discret qui sont respectivement représentées par des lignes pleines et des
traits discontinus. En outre, elle illustre la séquence de commandes temporisée identifiée

par des disques.
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F1GURE III.24 — Trajectoire du marquage continu et discret dans le plan de projection
(m17 m4)

Nous remarquons que la trajectoire continue a été réinitialisée une fois, ce qui explique
la discontinuité de 1’écart quadratique du marquage (voir figure I11.23 & la date 7, = 1.7
U.T).
Le processus de détermination de o4, pour cet exemple, est le suivant :
Tout d’abord, puisque n4(t1, Mog) = 1, na(ta, Mog) = 2 et ny(ts, Mog) = 8, DCH(0) est
construit comme suit : DCH (0) = {(t1,1)(t2, 1)(to, 1)(t3, 1)(ts, 1) (3, 1)(ts3, 1) (3, 1)(t3, 1)
(ts,1)(t3,1)}. A la date 7, = 0.1 U.T., Zeums ~ 1.52, alors t3 est la premiére transi-
tion continue sélectionnée (voir figure 111.22). Cette transition est validée dans le RAPD
par le marquage My, En conséquence, h = 1, o4(h) = t3 et M (1) = [7 4 7 5T'
De plus, t3 minimise ® (c-a-d tP* = t3), alors Teun3 < 0. D’aprés DCH(0), la date
de franchissement au plus tot de t3 est 1 U.T., alors of"(h) = (t3,1). Une fois t3
franchie, ng(t1, ME*(1)) = 2, na(te, ME*(1)) = 2 et ng(t1, MP"(1)) = 7, la transition
t1 est nouvellement validée, donc la transition ¢; apparaitra deux fois dans DCH(1)
sauf que les deux dates de franchissements sont différentes ce qui conduit a DCH (1) =
{(t1,1)(t1,2)(t2, 1) (22, 1)(ts, 1)(ts, 1) (3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(3,1)(¢3, 1) }. La méme procédure est
répétée aux étapes suivantes. Pendant la 11°™¢ étape, ¢, et t5 sont sélectionnées (Teum 1~ 1
et Teums ~ 1) et toutes les deux sont validées par MU' (10) = [7 7 4 17]t. En re-
vanche, puisqu’on ne peut franchir qu’'une seule transition a la fois, la transition ¢,
est choisie car elle présente un cotit minimal de ® par rapport a t3. D’un autre coté,

cette transition ne minimise pas ® (celle qui minimise ce colt est o, transition dis-
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créte qui permet d’obtenir le marquage discret le plus proche de la trajectoire conti-
nue). Pour cette raison, la trajectoire continue est réinitialisée par le marquage dis-
cret Mlt(11) = [5 8 5 15]t qui résulte du franchissement de ¢; (voir figures 111.23
et 111.24), 04(11) = t1, Xeym est remis & zéro pour toutes les transitions. Sachant que
DCH(10) = {(t1,2)(t1,2)(t1, 3) (L2, 2)(t2, 2) (t2, 2) (L2, 2) (L2, 2) (L2, 3) (t2, 3) (¢3, 2) (L3, 2) (13, 3)
(t3,3). Alors, o,™*(11) = (t,,2). Le probléme d’optimisation est répété. A la fin de la
simulation, les séquences de commande discrétes non-temporisée et temporisée sont res-
temps __

pectivement données par oq4 = t3 t3 t3 t3 t1 tg t1 t3 i1 t3 t1 tg et 04 = (tg, 1)(t3, 1)(t3, 1)
<t3a 1)(t17 1)<t3a 1)(t17 2) (t3a 2)(t17 2) (tSa 2)(t17 2) (t3a 2)} telles que :

6 7 10 8 9
41 (t5,0) |4] (ts) (ta:) 4 (ta:) (tr,1) | O | (ts,1) (t1,2)
8 7 5 4 5
2 5 8 11 14 12 15 13
- (I11.38)
7 8 6
6 (t3.2) 6 (1) 7 (t3:2) (1) (t3:2)
5 4 5 5 4
13 16 14 17 15 18
Conclusion

Dans ce chapitre, une commande prédictive est proposée pour les RAPC en vue de
limiter la complexité de calcul, de résoudre le probléme de “hill-climbing” et de réduire
la variation du flux. Quatre contributions ont été présentées. Dans un premiére temps,
une commande prédictive est proposée. Cette commande présente les caractéristiques sui-
vantes : au cours de la prédiction, la commande est constante, le marquage reste dans la
méme région et I’horizon de prédiction est adaptatif, il augmente tant que le critére de
performance n’a pas convenablement baissé et il diminue dans le cas contraire. L’avantage
principal de la commande proposée est sa complexité calculatoire réduite qui permet de
'utiliser pour des systémes de grande taille et/ou avec des horizons de prédictions plus
larges. Les résultats de simulation illustrent clairement que 1'horizon de prédiction adap-
tatif permet de prédire suffisamment loin afin d’éviter le blocage du systéme lorsque ce

dernier présente une phase de “hill-climbing”.

En dépit de son efficacité, cette commande peut engendrer une forte variation du flux
qui se manifeste en pratique par une sollicitation excessive des actionneurs. Pour résoudre
ce probléme, dans la deuxiéme partie de ce chapitre, un nouveau terme qui prend en

compte la variation du flux est ajouté au critére de performance. Les résultats de simula-
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tions montrent I'importance de ce terme, mais des oscillations surviennent et par la suite
un probléme de stabilité se présente. Pour limiter cet inconvénient, une étude de stabilité
a été menée ; une nouvelle formule est proposée pour calculer le facteur de pondération a
chaque période d’échantillonnage et une contrainte terminale est ajoutée afin de garantir

la stabilité asymptotique du systéme autour du marquage désiré.

Pour éviter 'exploration de 'espace d’atteignabilité, la derniére partie du chapitre
présente une méthode qui consiste & déterminer la séquence de commandes discrétes du

RdPD a partir du RAPC correspondant commandé via la commande prédictive proposée.

Le chapitre suivant s’inspire de la commande prédictive présentée dans ce chapitre afin

de proposer une commande prédictive pour les RAPH.
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Chapitre IV Commande prédictive des réseaux de Petri hybrides élémentaires

Introduction

‘objectif de la commande des SDH (Systémes dynamiques hybrides) modélisés a 1’aide

des RAPHE munis de transitions discrétes immédiates et/ou temporisées, consiste a
déterminer une commande hybride dans le but d’atteindre un marquage désiré a partir
d’un marquage initial. Etant donné que le RAPH combine & la fois des processus conti-
nus et discrets en interaction, la commande hybride doit étre composée d’une commande
continue et d'une commande discréte. Ces deux commandes étant interdépendantes. Dans
le cadre de cette étude, la partie discréte est composée soit de transitions immeédiates soit
de transitions temporisées. Concernant ce dernier cas, la temporisation discréte doit étre
prise en compte dans le calcul de la commande continue ce qui rend plus délicat la déter-
mination de la commande hybride. Par ailleurs, une sollicitation excessive des actionneurs

continus risque d’étre engendrée par la commande.

Pour pallier tous ces problémes, le présent chapitre propose une commande prédictive
hybride. Cette commande est inspirée de la commande prédictive et la commande pré-
dictive avec limitation de la variation de flux présentée dans le deuxiéme et le troisiéme
chapitres. Dans un premier temps, afin de commander le RAPHE et de limiter la varia-
tion du flux, une commande prédictive discréte suivie d’'une commande continue vont étre
mises en ceuvre en considérant uniquement des transitions discrétes immeédiates. Par la
suite, une extension de cette commande prendra en considération des transitions discrétes

non-immeédiates.

La section IV.1 présente le principe de la commande prédictive hybride proposée dans
le cas du RAPHE (ou RAPHDE) temporisé avec des transitions discrétes immédiates. Cette
méthode est mise en ceuvre grace a une proposition garantissant I'optimalité par rapport a
la fonction cotit choisie. Cette section souligne également I'importance de la limitation de
la variation de flux et propose une solution qui permet de limiter la sollicitation excessive
des actionneurs continus. Dans la section IV.2, deux extensions de la commande prédictive
hybride sont établies afin de prendre en compte les transitions discrétes temporisées. La
premiére ne retient que les séquences de commandes immeédiatement franchissables a
I'instant courant et la deuxiéme exige une prise en compte des franchissements discrets au
cours de la prédiction continue. Une comparaison entre ces deux approches sera détaillée

par le biais d’un exemple illustratif.
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IV.1 Commande prédictive hybride des RAPHE avec

des transitions discrétes immeédiates

Dans cette partie, les transitions discrétes sont supposées étre immédiates (D, =

0g4.x1)- Une généralisation de cette méthode sera présentée ultérieurement dans ce chapitre.

IV.1.1 Principe général

Comme son nom l'indique, cette commande est inspirée de la commande prédictive
(la commande prédictive standard et la commande continue constante durant I’horizon
de prédiction présentée dans les chapitres précédents). Par ailleurs, puisqu’elle est desti-
née aux SDH qui combinent les deux processus continus et discrets, la stratégie proposée
intégre deux étapes : une commande prédictive discréte (pour la partie discréte) et une
autre continue (pour la partie continue). La prédiction de la partie continue du RAPHE
est réalisée sur un horizon de N, périodes d’échantillonnage (V. € Nyg). Alors que la
prédiction de la partie discréte est réalisée sur un horizon de N, événements discrets in-
termédiaires (Ny € Nyo).
A chaque date 7, la commande prédictive discréte prédit le comportement de la partie
discréte du RAPHE résultant d’un certain nombre de franchissements. Un ensemble fini de
toutes les séquences de commandes discrétes réalisables est déterminé. Chaque séquence
est composée d’'un nombre limité de transitions discrétes immeédiates validées. Pour cha-
cune de ces séquences, la commande prédictive continue calcule la commande continue
associée qui minimise un critére de performance donné. Finalement, un ensemble d’actions
de commandes hybrides est obtenu. La combinaison hybride optimale sera sélectionnée
parmi les commandes déterminées et sera appliquée au systéme a partir de I’état courant.

La figure IV.1 donne un apergu général de la commande prédictive hybride :

—Z=

Marqt.mge ! e Commande Commandes Détermination de la Commal:t‘ie hly pride
désiré ) . o hybrides . i optimate Systéme hybride
Séquences discrétes | prédictive ( hybride

élémentaire

Na Commande |  de commande continue optimale

prédictive
discréte

Marquage discret

Marquage continu

FIGURE IV.1 — Principe de la commande prédictive hybride
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IV.1.2 Commande prédictive discréte

La commande discréte proposée dans cette sous-section repose principalement sur une
commande prédictive discréte des RAPD non-temporisés présentée dans le deuxiéme cha-
pitre. Elle s’appuie sur une exploration partielle du graphe d’atteignabilité du RAPD en
vue de déterminer les séquences de commandes discrétes possibles de taille minimale ou
quasi-minimale, méthode utilisée lors de la commande prédictive discréte dans [LL15]. La
séquence de commandes discrétes, qui minimise un critére de performance discret (erreur

de marquage discret), est retenue.

L’objectif de la commande prédictive discréte proposée est de déterminer, & chaque
date 7, ’ensemble Ej de toutes les séquences de commandes discrétes réalisables. Les
séquences discrétes ne sont composées que des transitions discrétes validées franchissables
a partir du marquage discret courant noté My(7;). La longueur de ces séquences reste

limitée par I’horizon de prédiction discret N,.

La procédure de détermination des séquences de commandes est détaillée dans I’algo-
rithme 7. Ce dernier est initialisé par le marquage discret courant et par I’horizon de pré-
diction. Soit ,/I{ld*comm la structure de la partie discréte du RAPH en ne considérant que
des transitions discrétes immédiates commandables. Notons par Ry( A4, """, My(73,))
I'ensemble de tous les marquages discrets atteignables a partir du marquage My(7x). Cet
ensemble est construit de fagon itérative au fur et & mesure que I'algorithme 7 détermine
les séquences de commandes possibles de taille maximale N,. Soit EM& I’ensemble des
séquences discrétes qui permettent d’atteindre un marquage M), € Rd(%d*comm, My(13))
a partir de My(7). Chaque séquence est constituée d’au plus Ny transitions discrétes
commandables validées. L'union de tous les ensembles Ey;, M € Rd(,/i/hd—comm, My(7)),
constitue 'ensemble Ej. D’une maniére générale, ce dernier peut étre exprimé par £ =
{oq € (T5™)* tel que |o4| < Ny et My(7y) [0a >}

Remarque 4. Dans le cadre de cette étude, la notion de perturbations est liée aux fran-

chissements imprévus de transitions discrétes non-commandables.
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Algorithme 7 : Construction de U'ensemble Ej, (Entrées : My(7) et Ny; Sortie : Ej)

1: Initialisation des parameétres :
h <+ 0
Mél — Md(Tk)
Ra( M=, My(i)) 4= Ma(7s)

EM(Ii — 9
H]wcll +—0
2: Tant que h < Ny
3:  Pour chaque marquage M), € Rd(,/%ldfcomm, Mqy(x)) tel que Hyp = h
4:  Pour chaque transition t; € T3 telle que M} [t; >
5: Calculer M [t; > M)
6 Si M/ ¢ Ry(AN-"" My(ry,)), alors
T Ra( M Ma()) 4 Ra(o A, M) U {M)
8: EMQ’(TIC) S
9: HJ\/I(;’ <_H‘M¢Ii+1
10: Fin si
11: Pour chaque séquence o, € EMQ
12: EMC/{ — EM(;’ U {oy tj}
13: Fin pour
14:  Fin pour
15: Fin pour
16: h <+ h+1

17: Fin tant que
18: Ej + {O’d c (Tdcomm)* tel que ‘O’d| < Ny et Md(Tk) [O’d >}
19: Retourner E},
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IV.1.3 Commande prédictive continue

Avant d’entamer la détermination de la commande hybride, précisons tout d’abord que
cette étude porte sur une classe particuliére de SDH, & savoir les systémes dynamiques
continus munis d’actionneurs continus et discrets. Par conséquent, le marquage désiré ne
concerne que les places continues. Le critére de performance considéré par la commande
prédictive hybride, qui permet I'évolution du RAPHE du marquage initial au marquage
désiré, est défini par 'erreur quadratique entre le marquage continu obtenu aprés N, pas
d’échantillonnage (c-a-d M.(Tx1n,)) et le marquage continu désiré M,.s.. Il est donné par
I'équation (IV.1) :

I (e n.) = (Me(Trin,) = Myege)' - Qur, - (Me(Thgn,) — Miege) (Iv.1)

Une fois I'ensemble Fj déterminé. La commande continue (c-a-d U.(7y+)) est déter-
minée par le biais de la commande prédictive continue pour chacune des séquences de
commandes discrétes. Cette commande minimise le critére Jy, (74 n.) sous les contraintes
liées aux flux de franchissements des transitions continues.

Méme si le critére de performance ne tient compte ni des marquages ni des flux in-
termédiaires, ceux-ci sont pris en compte dans les contraintes d’optimisation. En effet,

Ve=1, ..., N, le critére de performance (IV.1) est minimisé sous les contraintes (IV.2) :

a/ diag(V"“"™™) - Ue(Thie) = Ogex1
b/ Xc(Tk—i-e—l) S Fc(Tk+e—1) (IVQ)

¢/ O0gox1 < Xe(Thye1)

Par conséquent, le couple (X4(7%), Us(74+)) définit une commande hybride réalisable.

La commande proposée ici utilise les principes de la commande prédictive présentée
dans le chapitre précédent. Afin de limiter la complexité algorithmique liée & 'augmen-
tation de I'espace de recherche et donc des contraintes qui en découlent, la commande
continue U.(7y+) est supposée étre constante durant la totalité de la prédiction continue.
De plus, les marquages prédits doivent rester dans la méme région jusqu’au dernier pas
de prédiction. Par ailleurs, puisque les transitions discrétes qui constituent les séquences
de commandes sont immédiates, elles sont franchies en début de chaque période d’échan-
tillonnage, et aucun événement discret ne se produit durant la prédiction continue. Cette
hypothése permet de simplifier le probléme d’optimisation et d’éviter ’explosion combi-

natoire du nombre de cas possibles. Cette idée est illustrée par la figure (IV.2).

Section IV.1 : Commande prédictive hybride Page 120



Chapitre IV Commande prédictive des réseaux de Petri hybrides élémentaires

Xq(Ty) Aucun franchissement discret n’est considéré au cours de la prédiction continue

o o |

| | | | | | | | | | | P .
» Prédiction continue
| | 1 | | 1 | | |

Tk+Ne—1 Tk+N,

»
>

Tk Tk+1

A

U (ty+)

FI1GURE IV.2 — Principe de la commande prédictive continue constante

La proposition IV.1.1 montre que le processus d’optimisation du critére de perfor-
mance (IV.1) sous les contraintes (IV.2), peut étre présenté sous la forme d’un probléme

d’optimisation quadratique a résoudre.

Proposition IV.1.1. Soit (A, Moy, A, 0, T°™™) un 0-RIPHE avec des transitions dis-
cretes immédiates. Sotent N. > 0 et Ny > 0 respectivement les horizons de prédiction
des dynamiques continue et discréte. Supposons que tous les événements discrets soient
synchronisés en début de chaque période d’échantillonnage, qu’aucun événement ne se dé-
clenche durant la prédiction continue (c-a-d pendant Uintervalle de temps |1y, Trin.])
et que le marquage continu ne change pas de région avant le dernier pas de prédiction.
Alors, la commande continue U.(Ty+) associée au vecteur de franchissements discrets X,
(caractérisant la séquence de commandes o4 € Ey), minimisant le critére de performance
(IV.1), sous les contraintes (IV.2), est la solution du probléme d’optimisation quadratique
(IV.3) sous les contraintes (IV.5) :

UC(Tk,+ = arg I%in{JMUC (Tk+Nc>}7 o4 € E}, (IVS)

tel que le critere Ju, (Teen.), 0a € B, 8’écrit sous la forme (1V.4) :

JMUC (T/H—Nc) = % . Uc(Tk+)t . Q . Uc(Tk+) + p(Xd(Tk))t . Uc(Tk+) (IV4)

et :

a/ dmg(vcncomm) Ue(mpr) = Ogex1
b/Ve = 1, ey NC, Se—l . UC(Tk+) Z Oqcxl
¢/ See1 - Ue(mier) S A+ A (G Me(7h) + Sy - G - Ma(7))

+ A : (AZC : Ze—l : Gi . de : Xd(Tk> + Aid . (Md(Tk> + de . Xd(Tk)))
(IV.5)

Section IV.1 : Commande prédictive hybride Page 121



Chapitre IV Commande prédictive des réseaux de Petri hybrides élémentaires

Les termes 2 et p(X4(mx)) sont respectivement donnés par (IV.6) et (IV.7) :
Q=0 (W) (Zn.)" - Qu. - (Bn,) - (W) (IV.6)

p(Xa(11)) = 0- (W) - (Bn,)" - Qua, - (Mrege — (GE)™ - Mc(7))

(IV.7)
—0- (W) (Sn)" - Qui, - B, - G - (Ma(7) + W - Xo(m))

Les constantes GS et G, et le vecteur V™™ sont respectivement donnés par (1.39) et
(I11.23), l’ensemble Ejy est déterminé o l'aide de Ualgorithme 7 alors que les termes ¥, et
Se, e =10, ..., N, sont définis par (IV.8) :

Ee = Ej;é(GZ)]u 20 = Onc
Sy = I, +0-A-AC-%, - W

(IV.8)

Démonstration. En supposant que durant la prédiction la commande continue est constante,
que le marquage continu ne change pas de région et qu’aucun franchissement discret ne se
produira, alors le flux en régime forcé X (741.—1) ainsi que le marquage continu M(7y+.),
e=1,..., N, sont obtenus de fagon itérative a partir de (I1.21) et de (I1.22). Ils sont
respectivement exprimés par (IV.9) et (IV.10) :

Xc(Tk—i-e—l) =A- AZC : ((GZ)E_I . Mc(Tk) + 23_1 : GZ : (Md(Tk) + de : Xd<7—k)))

(IV.9)
+ A Aid . (Md(7k> —+ de . Xd(Tk)> - Sefl : Uc(Tk+>

Me(Tie) = (G- Me(me) + B - Gy (Ma(mi) + W - Xa(m)) (IV.10)
— 0 W Ud(7y+)

L’expression (IV.10) est utilisée pour réécrire le critére Jys (741 n,) donnée par (IV.1) et
dans lequel tous les termes constants par rapport a la commande U,(7+) sont supprimés.

Ju(Tren,) est alors réduite & Jyy,, (Tp4n,) défini par (IV.11) :

Iy, (Tt n.) = % Ue(is)" - (W) (En)" Qur, - (Bw.) - (W) - U7+
0 (Myege = (G - Me(m))" - Qua, - (Ew) - (W) - Uelmie)
— 0 (S, - G - (Ma(me) + W™ Xo(7)))" - Qur, - (Ew,) - (W) - Uo7+
(IV.11)

Sachant que X.(Tkie_1), Ve = 1, ..., N, est défini par (IV.9) et que le flux en régime
libre (c-a-d F.(Tkie—1)) est exprimé par (IV.12), alors les équations (IV.2) traduisant les
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contraintes sur U,.(7;+) peuvent étre réécrites sous la forme données (IV.5).

Fo(Thye—1) = N AL - ((GR)™" - Me(7) + Sen - G+ (Ma(7) + W Xa(mh)))

(IV.12)
+ A A (My(m) + W Xo(7i)

]

Remarque 5. L’horizon de prédiction discret influence fortement les résultats obtenus.
Le choizx de cel horizon dépend d’un compromis : une valeur élevée permet, d’un coté, de
faire une bonne prédiction de la partie discréte et de mieux explorer l'espace d’atteignabi-
lité, mais d’autre coté, il génere une augmentation du nombre de séquences de commandes
possibles. En conséquence, le nombre de problemes d’optimisation quadratique @ résoudre

devient plus important.

La proposition TV.1.1 énonce la forme générale de la solution du probléme d’opti-
misation quadratique d’un systéme continu muni d’actionneurs continus et discrets. Les

corollaires suivants donnent les deux cas particuliers qui peuvent exister.

Corollaire IV.1.2. Si (A}, Moy, \, 0, T°°™™) modélise un systéme continu tel que les
transitions discrétes ne sont pas commandables et seules les transitions continues peuvent
étre commandables (c-a-d TO™"™ = @&, T = T ) alors X4(7) = Og,x1 €t la com-
mande continue constante U.(1x), qui minimise (IV.1) sous les contraintes (IV.5), est la
solution du probléeme d’optimisation quadratique exprimé par (IV.13) sous les contraintes
(1V.2) :

Ud(me) = arg r%icn{% Uu(7) - Q- Ua(m) + p(r)t - Us(7)} (1V.13)

tel que Q et p(1) sont respectivement définis par (IV.14) et (IV.15) :
Q=02 (W) - (Zn.)" - Qu. - (En.) - (W) (IV.14)

p(1) = 0- (W) - (B0)" - Qur, - (Myege — (G5 - My(i) — S, - G- My(m)) (IV.15)

Notons qu’étant donné que les transitions discrétes sont non-commandables, My(1,) =
Mog.
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Corollaire IV.1.3. Si (A}, Mop, A\, 0,7°°™™) modélise un systéme continu tel que les
transitions continues ne sont pas commandables et seules les transitions discrétes sont
commandables (c-a-d T = @, Tom™™ = T ) e vecteur de franchissements dis-
cret Xq(mx), qui minimise le critére (IV.1), est la solution du probléme d’optimisation

quadratique exprimé par (IV.16) :
Xafni) = argmin{s - Xa(m)' - Q- Xa(n) + p(m)' - Xaln),ou € By (V.16
avec Q et p(Ti,) respectivement définis par (IV.17) et (IV.18).
Q=W - (GP)" (En)" - Qur, - (Bw.) - (GF) - (W) (IV.17)

p(mi) = (W) (GO (En)" Qure (G Me(me) +(B,) - (GR) - Ma(7) = Myege) (IV.18)

La commande prédictive hybride proposée est détaillée dans I’algorithme 8.
Apreés avoir déterminé 'ensemble Fj, la proposition IV.1.1 est utilisée de maniére ité-
rative, a chaque date 7, afin de déterminer toutes les commandes hybrides possibles
(Xd(Tk), Uc(Tk+)>, oq € E,. Un critére de sélection est ensuite utilisé afin de choisir la
commande hybride optimale. Cette derniére est celle qui minimise le critére (IV.1) parmi
I’ensemble des commandes hybrides. Cette commande sera appliquée au systéme a partir
du point courant. Le processus est répété jusqu’a 'obtention du marquage continu désiré.

A cette étape et avant d’entamer les autres parties de ce chapitre, nous allons illustrer

I’application de la commande sur un exemple.

IV.1.4 Exemple illustratif 1

Afin de prouver l'efficacité de la commande prédictive proposée, le systéme de trois

réservoirs connectés, illustré par la figure IV.3 [GA07], est considéré :

+ Vanne 1 Vanne 2 TOR *

Vanne 3 * + Vanne 4 TOR

FIGURE IV.3 — Systéme de trois réservoirs connectés
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Algorithme 8 : Commande prédictive hybride du -RAPHE avec des transitions discrétes
immeédiates (Entrées : Moy, N, et M,.f.; Sorties : oif* et Ul)

1: Initialisation des paramétres :
T, 0
My(11) < Mog
Mc(Tk) A MOC
ot — &
Ukl «+ &
: Tant que M.(7;,) # Mefc
Déterminer I’ensemble Ej, & ’aide de I'algorithme 7
Pour chaque séquence de commandes discrétes o4 € Ej,
Déterminer le vecteur de franchissements X;(7y)
Calculer la commande continue constante U,(7;+), solution du probléme
d’optimisation (IV.3) sous les contraintes (IV.5)
Fin pour
: Déterminer la commande hybride optimale qui minimise le critére Jy/(7p1n,)
9:  Calculer My(1p11), Xe(Th+) et Mo (Tgy1)
10: ot < ol U og(my)
11 Ul U Y U (73+)
12: T < T4
13: Fin tant que
14: Retourner o et Ul

Le processus d’alimentation des trois réservoirs est le suivant : les deux premiéres
vannes alimentent les réservoirs 1 et 2. Ces derniers servent a remplir le troisiéme réservoir
a travers les vannes 3 et 4. Ce systéme sera modélisé a ’aide d'un RAPH. Contrairement
a [GA07], la sémantique serveurs infinis est adoptée plutdt que la sémantique serveurs
finis, pour traduire le flux de franchissement des transitions continues. Les deux vannes
2 et 4 sont de type TOR (tout ou rien) alors que l'ouverture des vannes 1 et 3 est pro-
gressive. Dans cette section, nous supposons que le changement d’état (I'ouverture et la
fermeture) de ces deux vannes est instantané. En conséquence, les transitions discrétes

qui modéliseront ce comportement sont immédiates.

Le RAPHDE représenté dans la figure IV.4 est une modélisation possible du systéme
étudié. La représentation adoptée dans les chapitres précédents, a savoir la représentation
des places et des transitions continues par un double trait et celles discrétes par un trait

simple, reste toujours valable pour le RAPH.
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P1

Pa

FI1GURE IV.4 — RAPHD qui modélise le systéme de trois réservoirs connectés

Les places et les transitions continues, P. = {pg,p7,ps} et T. = {t5,1¢,t7,ts}, re-
présentent respectivement les trois réservoirs et les quatre vannes. En effet, le mar-
quage continu correspond a la quantité de liquide dans chaque réservoir et le flux de
franchissement des transitions correspond a la quantité du liquide qui coule & travers
chaque vanne [GAOQ7|. Les places et les transitions discrétes, Py = {p1, 2, p3, p4, 05} et
Ty = {t1,1ta,t3,t4}, assurent le changement d’état des vannes 2 et 4. Toutes les transi-
tions discrétes sont supposées étre commandables (c-a-d TS5 = Ty) et les transitions
continues t5 et t7 sont également commandables (c-a-d T°™™ = {t5,17}). Les autres tran-
sitions continues, qui ne sont pas commandables directement par la commande prédictive,
le sont par le biais des sous-réseaux discrets. Elles sont franchies avec leur flux maximal

de franchissement.

Nous admettons que les vannes 2 et 4 sont initialement fermées, ce qui implique que le
marquage discret initial est donné par Moz =1 0 0 1 1 t. De plus, nous supposons
que les quantités de liquide dans les trois réservoirs sont initialement identiques. Elles sont
de 10 U.V (Unité de Volume) chacune. Le marquage continu initial est donc donné par

t
Mo, = [10 10 10} . La vitesse maximale de franchissement des transitions continues est

A= [1 11 1} t. Par conséquent, le RAPHDE remplit toutes les conditions requises dans
cette partie. Ainsi, la commande prédictive hybride peut étre appliquée. Nous choisissons
comme objectif de commande le marquage continu suivant : M,.f. = [20 20 20]t. La
simulation numérique a été effectuée en utilisant les paramétres suivants : § = 0.2 U.T.,

ru. = 1 et Ny = 2. Lorsque N, = 10, la séquence de commandes discrétes globale o'
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(telle que 0" = t;(1x) avec t; € TS™™ et 7 sa date de franchissement) est donnée par

ol?t = t1(0) t3(1.6) t4(1.8) t5(2) t4(2.2) 5(2.6) t4(2.8) t3(3.2) t4(3.4) t3(3.8) ta(4) t3(4.4)
t4(4.6) t3(5) t4(5.2) t3(5.6) t4(5.8) t3(6.2) t4(6.4) t3(6.8) t4(7) t3(7.4) t4(7.6) t3(8) t4(8.2)
£5(8.6) £4(8.8) £5(9.2) t4(9.4) £3(9.8) £4(10) £5(10.4) £4(10.6) t5(11) t4(11.2) t5(11.6) ty(11.8)
£5(12.2) 14(12.4) t5(12.6) £4(12.8) t3(13) £a(13.2) t2(13.4) £, (13.8) to(14) ¢,(14.4) t5(14.6)
t1(15) t3(15.2) t2(15.4) t4(15.4) t1(15.6) t5(15.6) t4(15.8) t5(16). La commande continue

qui correspond & cette séquence de commandes est donnée par la figure IV.5 :

C
[
=3

—
n
< =

u

Commande continue U
[
[—J

L 5
5 us u6 ‘IJ’VL
. b
0 5 10 15 17
Temps [U.T.]

FIGURE IV.5 — Commande continue du RAPHDE

A l'instant initial, les séquences discrétes réalisables sont données par Ey = {(@) (¢ t2)
(tsty) (1) (t3) (t1t3)}. La commande hybride, composée de la transition ¢; et de la com-
mande continue associée, est celle pour laquelle la valeur du critére Jy/(7p1n,) est mi-
nimale. La transition ¢; est donc franchie, ce qui a entrainé 'ouverture de la deuxiéme
vanne et le remplissage du deuxiéme réservoir. A partir de cet instant et jusqu’a la date
7. = 1.4 U.T., il faut garder la vanne 2 ouverte et la vanne 4 fermée afin de s’approcher du
niveau de liquide désiré. Ainsi, aucune transition discréte n’est franchie et la commande
optimale est donc constituée uniquement de la commande continue. A la date 7, = 1.6
U.T., Es = {(@) (tat1) (t3ts) (t2) (t3) (t3t2)}, la transition ¢3 et son action de commande
continue minimisent le critére de performance, la vanne 4 est alors ouverte afin de remplir
le troisiéme réservoir a partir du deuxiéme. Cependant, a la date 7, = 1.8 U.T., si aucun
franchissement n’a eu lieu, la valeur du critére de performance est de 169.35 alors que si la
transition t4 est franchie, la valeur de Jy/(7x4n,) est de 168.96. En conséquence, la com-
mande prédictive choisit de fermer la vanne 4 (en franchissant ¢;). En revanche, au pas de
calcul suivant, cette vanne doit s’ouvrir (en franchissant t,) pour s’approcher davantage
de la configuration désirée puisque Jy/(7ryn.) = 163.21 et Jy(mp1n,) = 163.26 lorsque la
vanne 4 reste fermée. Jusqu’a la date 7, = 13.2 U.T., il y a une succession d’ouvertures et
de fermetures de la vanne 4 (franchissements successifs de t3 et ¢, qui apparaissent dans

la séquence totale de commandes). Etant donné que les places continues ont les mémes
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marquages initiaux et désirés, 'objectif de cette succession est de faire évoluer le systéme
vers le marquage désiré tout en gardant un écart minimal entre les marquages des diffé-
rentes places continues.

Une fois le niveau souhaité obtenu, toutes les vannes sont fermées ; les transitions continues
commandables sont bloquées grace a la commande continue et le flux a travers les transi-
tions continues non-commandables est stoppé suite aux franchissements des transitions ¢,
et t, aux instants 14.6 U.T. et 15.8 U.T. Les figures IV.6 et IV.7 donnent respectivement
I’évolution temporelle du marquage continu et du flux de franchissement des transitions

continues.

c

Marquage continu M

0 5 10 15 17
Temps [U.T.]

FIGURE IV.6 — Evolution temporelle du marquage continu M, du RAPHDE

Flux de franchissement X

Temps [U.T.]

FIGURE IV.7 — Evolution temporelle du flux continu X, du RAPHDE

En se référant a la figure IV.6, nous pouvons affirmer que la commande prédictive
hybride a atteint avec succés le but envisagé. Néanmoins, d’apres la figure IV.7, nous
pouvons observer des fortes variations de flux notamment pour la transition ¢; ce qui se

traduit par une sollicitation excessive des actionneurs continus.
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La commande prédictive permet d’absorber les perturbations car ’optimisation est
faite en ligne [GMR™06]. Néanmoins, elle peut donner naissance a de fortes variations du
flux [TLL14b, TLL14a]. Ce probléme a été considéré dans le chapitre précédent dans le
cas d'un RAPC. La solution développée dans le chapitre précédent, sera étendue dans le

paragraphe suivant pour le cas de la commande prédictive hybride.

IV.1.5 Commande prédictive hybride avec limitation de la varia-

tion du flux

Dans le cadre de cette étude, les systémes a flux continus avec des actionneurs continus
et discrets modélisés a 'aide du RAPHE sont considérés. Parmi les problémes rencontrés
dans ces systémes, on peut citer le vieillissement des composants ou des actionneurs. Ces
problémes sont dus a plusieurs facteurs internes et externes parmi lesquels la sollicitation
excessive des actionneurs. Sachant que les actionneurs continus sont modélisées par des
transitions continues dans le RAPHE, la sollicitation excessive des actionneurs est équiva-
lente & la forte variation du flux de franchissement des transitions continues. Afin de faire
face a ce probléme, un nouveau critére, désigné par Jyx (7x+) et qui a pour vocation de
réduire cette forte variation, est ajouté au critére Jy (754 n.). En conséquence, le critére

de performance global J(74n,) & minimiser, est exprimé par (IV.19) :

J(Tk-i-Nc) = JM(Tk—i-Nc) -+ Jch(Tk+) (IV19)

Les deux critéres Jy (Ti4n,) €t Jax, (7p+) sont définis respectivement par (IV.1) et (IV.20) :
Jax (Ter) = 0% - Agee(Tit)" - Qax,, - Aace(Tit) (IV.20)

oll Qq4x, est une matrice positive qui définit la pondération de J;x, dans le critére J(71n,).

Agee(Ti+) correspond au vecteur d’accélération défini par I'équation (I11.20).

Le calcul de la commande continue constante associée a chaque séquence de com-
mandes o4 € Ej. repose sur la résolution d’un probléme d’optimisation quadratique du
nouveau critére J(7x4n,), ce dernier sera également réécrit sous la forme (IV.4) et sera

minimisé sous des contraintes sur U (7g+).
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Proposition IV.1.4. Soit (A}, Mop, A, 0, 7™ un 0-RIPHE avec des transitions dis-
crétes immédiates. Sotent N, > 0 et Ny > 0 respectivement les horizons de prédiction
des dynamiques continue et discréte. Supposons que tous les événements discrets soient
synchronisés en début de chaque période d’échantillonnage, qu’aucun événement ne se dé-
clenche durant la prédiction continue (c-a-d pendant Uintervalle de temps |1, Trin,]) €t
que le marquage continu ne change pas de région avant le dernier pas de prédiction. Alors,
la commande continue U.(T+) associée au vecteur de franchissements discret (caractéri-
sant la séquence de commandes o4 € Ey ), minimisant le critére de performance (IV.19),
sous les contraintes (IV.2), est la solution du probléme d’optimisation quadratique (1V.21)

sous les contraintes (IV.5) :
Uc(p+) = arg H[l]iCII{JUC(TkJrNC)},VO'd € Ey (IV.21)
tel que le critére Jy_ (Tesn,) s'écrit sous la forme (IV.22) :
Jo (i) = 5 Vel ) @ Urio) + p(Xan) Ulrer) (IV.22)
Les deuzx parametres Q et p(Xq(71)) sont respectivement exprimés par (IV.23) et (IV.24) :
Q=0 (W) (Sn.)" - Qur. - (Bw.) - (W) + Qux, (IV.23)

p(Xg(11)) = 0- (W) - (Bn,)" - Qua, - (Mrege — (GE)N - Me(7r))
—0- (W) - (3n,)" - Q. - X, - Gt - (Ma(mie) + W - Xy(2))

+ Qax, - (Xe(mho1) — A= AL - Mo(7i) — A - AF* - (My(mi) + W Xy(73,)))
(IV.24)

ot X, est défini par (IV.8).

Démonstration. Le marquage et le flux sont remplacés dans le critére J (744 y,) par leurs
expressions analytiques données par (IV.10) et (IV.9). Seuls les termes qui dépendent de

U.(7i+) sont retenus. De ce fait, J(7x4n,) est réduit & Jy, (7k4n,) donné par (IV.25) :

2

Ju (Then.) = % Ui )" - (W) (Bn.)" - Qo - (Bn,) - (W) - Ue(er)
+0- (Mrege = (G - Mo(m))" - Qur. - (Sw.) - (W) - Unlir)

— 0 (S, - G (Ma(m) + W Xg(1))' - Qur, - (En,) - (W) - Ul )
(IV.25)

Ju.(Te+n,) est reformulé selon (IV.22). Les deux termes Q et p(X4(7%)) sont respectivement
définis par (IV.23) et (IV.24). O
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Désormais, a chaque période d’échantillonnage, la proposition IV.1.4 sera utilisée de
facon itérative afin de déterminer toutes les commandes hybrides réalisables.
Passons maintenant a ’é¢tape principale de la commande prédictive hybride qui réside
dans la détermination de la commande hybride optimale. Rappelons que 'objectif de la
commande prédictive hybride est d’atteindre un marquage désiré et supposons que le
critére Jyx,(7p+) rentre dans le choix de la commande hybride optimale. Deux cas de
figures peuvent se présenter : d’une part, une commande hybride qui donne un marquage
continu proche du marquage désiré mais qui présente une variation significative du flux
par rapport aux autres, et d’autre part, une commande dont le marquage résultant n’est
pas assez proche du marquage désiré, par rapport a la premiére commande, mais dont la
variation de flux est quasiment négligeable. Théoriquement, la commande optimale devra
correspondre a cette deuxiéme commande. En conséquence, le critére de sélection de la
commande optimale doit favoriser la commande qui présente la plus faible variation de
flux méme si elle ne converge pas rapidement vers 'objectif. Le critére Jyx (7p+) a été
déterminé de telle sorte a réduire les variations des flux de franchissement des transitions,
mais ces variations sont généralement nécessaires pour atteindre le marquage désiré. En
I’absence de ces variations, soit le marquage met plus de temps pour converger vers l’ob-
jectif souhaité, soit il reste bloqué dans un minimum local.
Pour toutes ces raisons, Jyx,(7p+) n’est pas pris en compte dans la sélection de la com-
mande optimale. Il n’est considéré que dans le calcul de la commande continue constante
pour chaque séquence de commandes. La commande hybride optimale est celle qui mini-
mise, parmi les autres commandes, le critére Jy (7xyn.). Elle sera appliquée au §-RAPHE
et le processus d’optimisation sera répété jusqu’a atteindre le marquage désiré. La com-
mande prédictive hybride avec limitation de la variation du flux du #-RAPHE avec des
transitions discrétes immédiates est détaillée dans ’algorithme 9.

Cet algorithme est identique a l'algorithme 8. Le seul changement réside dans le pro-
bléme d’optimisation (IV.21) au lieu de (IV.3).

IV.1.6 Exemple illustratif 2

Dans cette sous-section, nous reprenons 'exemple du systéme de trois réservoirs et sa
modélisation par un RAPHE (figures IV.3 et IV.4) afin de mettre en évidence Uefficacité
de I'ajout du terme J;x, dans la limitation de la variation du flux. Pour une valeur fixée a
rax, = 0.5, la commande hybride obtenue est : 0" = ¢1(0) t3(1.8) t4(2) t3(2.2) t4(2.4) t5(2.8)
t4(3) t5(3.2) t4(3.4) t3(3.8) t4(4) t3(4.4) t4(4.6) t3(5) t4(5.2) t5(5.6) t4(5.8) t3(6.2) t4(6.4)

13(6.8) t4(7) t3(7.4) t4(7.6) t3(8) t4(8.2) t3(8.6) t4(8.8) t3(9.2) 4(9.4) t5(9.8) t4(10) ¢5(10.4)
14(10.6) t3(11) t4(11.2) t3(11.6) t4(11.8) t3(12.2) t4(12.4) t3(12.6) t4(12.8) t3(13) t4(13.2)
t3(13.4) t4(13.6) t2(13.8) t1(14.2) t2(14.4) t1(15.2) t2(15.4) t1(17) t2(17.2).
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Algorithme 9 : Commande prédictive hybride avec limitation de la variation du flux,
du 6-RAPHE (Entrées : Moy, N, et M,f.; Sorties : oi* et Ul)

1: Initialisation des paramétres :
Tk < 0
My(73) <= Mog
Mc(Tk) < MOc
ot — &
Ukt + &
: Tant que M (1) # Mefc
Déterminer I’ensemble Ej a ’aide de I'algorithme 7
Pour chaque séquence de commandes discrétes o4 € Ej,
Déterminer le vecteur de franchissements X ;(7)
Calculer la commande continue constante U, (73+), solution du probléme
d’optimisation (IV.21) sous les contraintes (IV.5)
Fin pour
:  Déterminer la commande hybride optimale qui minimise le critére Jy/(7p1n,)
9:  Calculer My(741), Xe(Tit) €t Mo(Tg11)
10: ot < ol U og(my)
11: UEOt — UZiOt U UC(Tk+)
12: T < Tg41
13: Fin tant que
14: Retourner o et UL

La commande continue, qui correspond a cette séquence de commandes, est présentée

dans la figure IV.8 :

20 , . , =

Commande continue U
s
=

5 118 u6 5
0 l l .  — |
0 5 10 15 18
Temps [U.T.]

FIGURE IV.8 — Commande continue du RAPHDE lorsque r4x, = 0.5

Au premier pas de calcul, les séquences discrétes réalisables sont données par Ey =
{(@) (t1ta) (tsty) (t1) (t3) (t1t3)}. La commande hybride, composée de la transition t;
et de la commande continue associée, minimise le critére Jy;(7x1n, ), le franchissement de
cette transition a entrainé I'ouverture de la deuxiéme vanne et le remplissage du deuxiéme
réservoir. A la date 7, = 1.8 U.T., By = {(@) (t2t1) (tsts) (t2) (t3) (t3t2)}, la transition

t3 et son action de commande continue minimisent le critére de performance, la vanne 4
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est alors ouverte afin de remplir le troisiéme réservoir a partir du deuxiéme. Or, au pas
de calcul suivant, la vanne 4 a été fermée suite au franchissement de la transition ¢4, car
I (Tren,) = 169.18 et Jy(Tprn,) = 169.66 lorsque la vanne 4 reste ouverte. Jusqu’a la
date 7, = 13.6 U.T., une succession de franchissements de t3 et t, apparait dans o’ (tel
est le cas de 'exemple IV.1.4). Ceci est lié au fait que la commande hybride permet de
faire évoluer le systéme vers la configuration désirée de telle sorte que tous les marquages
aient toujours des valeurs proches.

Une fois le niveau souhaité obtenu, toutes les vannes sont fermées; les transitions conti-
nues commandables sont bloquées grace & la commande continue et le flux & travers les
transitions continues non-commandables est stoppé suite aux franchissements des transi-
tions t, et ¢4 aux instants 13.6 U.T. et 17.2 U.T.

L’évolution du marquage continu M, est présentée par la figure IV.9 :

C

Marquage continu M

0 5 10 15 18
Temps [T.U.]

FIGURE IV.9 — Evolution temporelle du marquage continu M. du RAPHDE lorsque
rix, = 0.5

En ce qui concerne la convergence, on peut constater une similitude entre la conver-
gence du systéme avec et sans la présence de la limitation de la variation du flux. Pour
ces deux cas, le systéme atteint le marquage désiré. En d’autres termes, I’ajout du facteur
rax, n’a ni influencé la convergence du systéme ni dégradé la qualité de la commande.
Passons maintenant a 1’objectif principal de cette partie. La figure IV.10 compare la norme
de l'accélération obtenue quand r;x, = 0 a celle obtenue quand r4x, = 0.5. Afin de mettre
I'accent sur I'importance de 'ajout de Jyx,, il convient d’utiliser la somme cumulée du
carré de la norme d’accélération A,..(7+) multipliée par 0 (c-a-d Ao (7x+)), définie par

I'équation (I11.29), comme un paramétre de comparaison.
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AC = 865.94 AC =632.26
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FIGURE IV.10 — Norme de I'accélération du RAPHDE lorsque rx, = 0 (gauche) et
rox. = 0.5 (droite)

La figure IV.10 illustre une limitation modérée de la variation du flux et donc de la
sollicitation des actionneurs continus qui résulte d’'une valeur non-nulle du facteur ryy,.
En fait, la valeur maximale de la norme d’accélération diminue de 50.25 & 38.83 lorsque
rax, passe de 0 & 0.5. En outre, sur les mémes valeurs de ryx,, Ac chute de 865.94 jusqu’a
632.26. La norme de l'accélération et Ag ont perdu environ 25% de leur valeur initiale lors
de la limitation de la variation de flux. Suite & ces comparaisons, nous pouvons conclure
que les simulations coincident avec les résultats attendus et que l'ajout de J;x, améliore

tant la commande prédictive hybride que la commande prédictive.

Nous avons vu dans cette section l'intérét de la limitation du flux par ajout du critére
Jax., appliqué a des 6-RAPH munis de transitions discrétes immédiates. L’extension de
cette méthode avec le critére permettant de limiter le flux, en considérant des transitions

discrétes temporisées, est présentée dans la section suivante.

IV.2 Commande prédictive hybride des RAPHE avec

des transitions discrétes temporisées

Dans cette section, les transitions discrétes étudiées sont temporisées. Sachant que la
séquence discréte influence la détermination de la commande continue, les franchissements
discrets au cours de la prédiction continue doivent étre pris en compte. D’autre part, les
instants des franchissements discrets au cours de la prédiction continue sont a priori
inconnus ; ces franchissements peuvent étre déclenchés a n’importe quel moment durant
la prédiction continue. De multiples solutions doivent étre explorées ce qui engendre une
explosion de la complexité combinatoire et une augmentation du temps de calcul de la
commande hybride. Afin d’éviter tous ces problémes, une premiére commande prédictive

hybride simplifiée est proposée. A chaque date 73, seules les séquences de commandes
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discrétes immédiatement franchissables sont retenues. Les temporisations discrétes et la
prédiction continue seront combinées dans une seule approche sans pour autant augmenter
la complexité combinatoire. Finalement, une étude comparative des deux méthodes sera

menée.

IV.2.1 Principe de la commande prédictive hybride simplifiée

L’idée clé de cette méthode de commande réside, en premier lieu, dans le calcul a
priori des dates de franchissement de toutes les séquences qui forment I’ensemble E), et,
en second lieu, dans la mise a jour de 'ensemble E} de telle sorte qu’il ne contienne que les
séquences de commandes discrétes dont les dates de franchissement au plus tét coincident
avec l'instant courant, ceci afin de vérifier les hypothéses des propositions IV.1.1 et IV.1.4.
Les dates de franchissement des séquences de commandes sont sujettes a des contraintes
temporelles données par les durées minimales de franchissement. Pour chaque séquence
de commandes possible, la date de franchissement au plus t6t sera donc déterminée, &
chaque période d’échantillonnage, a ’aide de deux échéanciers temporels mémorisant les
franchissements des différentes transitions concernées. Cette méthode de commande re-

pose principalement sur trois étapes :

— La premieére étape se rapporte a la détermination de I’ensemble £} de toutes les
séquences de commandes réalisables de telle sorte que toutes les transitions dis-
crétes sont retenues méme si elles ne sont pas immédiates. Cette phase est réalisée
a l'aide de ’algorithme 7.

— La deuxiéme étape concerne le calcul des dates de franchissement au plus tot des
séquences, qui composent I'ensemble Fj, et I'actualisation de ce dernier. Cette
phase s’appuie sur la construction de deux échéanciers temporels & savoir TC H et
ECH. A chaque date 7, ’échéancier TC'H mémorise les durées de franchissement
restantes de toutes les transitions discrétes commandables qui sont validées par
le marquage discret courant My(7x). Chacune de ces transitions peut apparaitre
une ou plusieurs fois dans ’échéancier tout dépend de son degré de validation
na(t;, Mq(1y)). TCH est réactualisé de telle sorte que les transitions franchies a
I'instant 75_; et celles qui ne sont plus validées a I'instant courant, sont supprimeées ;
d’un autre coté, s’il existe des transitions validées par le marquage discret courant
qui ne sont pas enregistrées dans T'C' H, alors leurs durées minimales de franchis-
sement seront mémorisées. Pour terminer, les durées restantes de franchissement
des transitions enregistrées au préalable sont mises a jour en les décrémentant de
la valeur @ (mises a zéro si elles deviennent négatives).

A partir de TCH, un deuxiéme échéancier, ECH, est construit afin de calculer

Section IV.2 : Commande prédictive hybride Page 135



Chapitre IV Commande prédictive des réseaux de Petri hybrides élémentaires

les dates de franchissement au plus tot des différentes séquences de commandes
réalisables et afin de vérifier si elles sont immédiatement franchissables ou non.
ECH est initialisé & partir des durées restantes mémorisées dans T'C'H auxquelles
est ajouté l'instant courant 7,. Chaque séquence o4 € FEj est parcourue en dé-
terminant les marquages intermédiaires et 1'on effectue la mise a jour de EC'H.
La transition récemment franchie ainsi que celles qui ne sont plus validées par le
marquage intermédiaire qui en résulte, sont supprimées. La date qui correspond a
ce dernier franchissement, a laquelle sont ajoutées les durées minimales données
par D,,.,, est affectée aux transitions nouvellement validées. En définitive, la date
de chaque transition validée et anciennement stockée dans EC' H, est actualisée de
telle sorte que la durée corresponde a la valeur maximale entre la date actuelle
et celle de la derniére transition franchie. Si la date de la transition que 'on va
franchir ne correspond pas a 7, cette séquence ne peut pas étre immédiatement
franchie, elle est donc supprimée de I’ensemble Ej. Dans le cas contraire on pour-
suit le parcours de la séquence. 1l en résulte un ensemble E} ne contenant que les
séquences de commandes immédiatement franchissables. Cette étape est détaillée
dans I’algorithme 10.

— Lors de la troisiéme étape, la détermination des commandes hybrides sera achevée
suite au calcul de la commande continue constante associée a chacune des séquences
de commandes discréte retenues.

La limitation de la variation de flux est considérée dans cette méthode, ce qui
revient a dire que la commande continue résulte de la résolution du probléme
d’optimisation quadratique par le biais de la proposition 1V.1.4.

Comme il est expliqué précédemment, la commande hybride optimale sera celle qui

minimisera le critére Jy (Txin,)-

Ces trois étapes sont répétées, a chaque date 7, jusqu’a 'obtention du marquage désiré.
La structure compléte de la présente méthode de commande est détaillée dans ’algorithme
11.
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Algorithme 10 : Calcul des dates de franchissement au plus tot et mise a jour de
I'ensemble E) (Entrées : 1x, Ey, My(1) et TCH ; Sortie : Ey)

1: Pour chaque séquence de commandes o4 € E,
2. EFCH <+ TCH + 1,

3: Mcll — Md(Tk)

4: s+ 1

5. 1mmediate < 1

6: Tant que s < |o4| et immediate = 1

7

8

9

Supprimer les transitions qui ne sont pas validées par M)
Insérer dans FC'H les transitions nouvellement validées
Si la date de franchissement de la transition o4(s) ne correspond pas a 74, alors

10: Supprimer la séquence o, de Ej

11: immediate < 0

12:  Sinon

13: Calculer le marquage intermédiaire M, résultant du franchissement de og4(s)
14: Supprimer o,4(s) de ECH

15: Mettre a jour les dates des transitions enregistrées dans EC'H

16: s s+1

17: Fin si

18: Fin tant que
19: Fin pour
20: Retourner Ej

Dans le paragraphe suivant, la commande prédictive hybride simplifiée est illustrée

par un exemple.

IV.2.2 Exemple illustratif 3

Revenons a l'exemple précédent des trois réservoirs (figure 1V.3) et sa modélisa-
tion sous forme d’'un RAPHDE (figure IV.3). En supposant que les durées d’ouverture
et de fermeture des vannes 2 et 4 ne peuvent pas étre négligées, les transitions dis-
crétes commandables ¢, t9, t3 et t4, qui assurent ces deux actions, sont désormais tem-
porisées. Soit D, = [0.3 0.3 0.3 O,S]t. Le marquage continu désiré ainsi que les
autres parameétres de simulation sont les mémes que pour 'exemple IV.1.4 et IV.1.6.
La séquence de commandes discrétes temporisée obtenue a la fin de la simulation est
ol =11(0.4) t3(2.4) t4(3) t3(4) t4(4.6) t3(5.8) t4(6.4) t3(7.6) t4(8.2) t5(9.4) t4(10) ¢5(11.2)
t4(11.8) t3(12.8) t4(13.4) to(14) t1(14.6) t2(15.2).

La commande continue qui correspond a cette séquence est représentée par la figure IV.11.
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Algorithme 11 : Commande prédictive hybride simplifiée du -RAPHE avec des tran-
sitions discrétes temporisées (Entrées : Moy, N, et M,cs.; Sorties : o't et Ul)

1: Initialisation des parameétres :
T, 0
My(73) <= Mog
Mc(Tk) <~ MOC
ot — &
Ukt + &
: Tant que M (1) # Mefc
Mettre & jour I’échéancier TC H
Déterminer I’ensemble Ej, & ’aide de 'algorithme 7
Déterminer les séquences immeédiatement franchissables et actualiser Fj a l'aide de
lalgorithme 10
Pour chaque séquence de commandes o4 € E},
7. Déterminer le vecteur de franchissements Xy(7%)
8:  Calculer la commande continue constante U.(7y+) solution du probléme
d’optimisation (IV.21) sous les contraintes (IV.5)
9: Fin pour
10:  Déterminer la commande hybride optimale minimise le critére Jy/(7x4n.)
11:  Calculer Md(Tk:-i-l); Xc(Tk+) et Mc(Tk—i-l)
12: ot ol U og(my)
13: Ul + UP' U U, (13+ )
14: T < Tp41
15: Fin tant que
16: Retourner o et UL

A

@

Section IV.2 : Commande prédictive hybride Page 138



Chapitre IV Commande prédictive des réseaux de Petri hybrides élémentaires

Commande continue U
ot
=

0 5 10 15 18
Temps [U.T.]

FIGURE IV.11 — Commande continue du RAPHDE lorsque r4x, = 0.5

Contrairement aux exemples précédents ot les transitions sont supposées étre immé-
diates, la premiére transition de la séquence (¢;) n’est franchie qu’a Uinstant 7, = 0.4
U.T. En effet, puisqu’a l'instant initial les durées minimales de toutes les séquences de
franchissements possibles sont non-nulles, aucune ne peut étre prise en compte ni dans Ej
(c-a-d Ey = {(2)}) ni dans dans 'optimisation de J. Les transitions ¢; et t3 restent vali-
dées pendant deux périodes d’échantillonnage. Leurs durées minimales de franchissement
sont écoulées, et a partir de l'instant 7, = 0.4 U.T., ces transitions sont présentes dans
E5 et peuvent étre prises en compte par la commande prédictive. Le couple constitué de
la transition ¢; et de la commande continue associée minimise le critére de performance.
Nous appliquons donc ces commandes au systéme, puis t; est supprimé de ’échéancier. De
nouvelles transitions validées apparaissent et la procédure est réitérée jusqu’a ’obtention

du marquage désiré.

Nous remarquons que cet exemple présente moins d’oscillations entre les transitions
t3 et t4 qu’avec les exemples IV.1.4 et IV.1.6 (la taille de la séquence o’f* est presque
divisée par trois). Ceci est di a la temporisation, plus précisément, 0.3 U.T. doivent au
moins séparer les franchissements de t3 et ¢4 (de t; et ty également). Pendant ce temps,
aucune transition n’est franchie, la commande hybride détermine la commande continue

qui permet au systéme de converger vers le marquage désiré.
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L’évolution du marquage continu en fonction du temps, est représentée par la figure
V.12 :

[J

Marquage continu M

5‘ 1 L I
0 5 10 15 18

Temps [U.T.]
FIGURE 1V.12 — Evolution temporelle du marquage continu du RAPHDE lorsque

rix, = 0.5

Une comparaison de la norme de 'accélération et de Agx entre ryx, = 0 et rgx, = 0.5

est donnée par la figure IV.13 :

A =628.91 A . =428.61
C C
= 60 : : = 60 : .
2 'é
240 g 40
k. E
; 20 b 20
]

; :
5 3
z z

0 ‘ 0 '

0 5 10 15 18 0 5 10 15 18
Temps [U.T.] Temps [U.T.]

FIGURE IV.13 — Norme de l'accélération lorsque rqyx, = 0 (gauche) et r4x, = 0.5 (droite)

La valeur maximale de la norme de ’accélération ainsi que celle de ’accélération cumu-
lée Ao ont diminué d’une maniére modérée, d’environ 23%. Elles baissent respectivement
de 50 et 628.91 lorsque r4x, = 0 a 38.51 et 428.61 lorsque rgx, = 0.5.

Cette procédure est simple mais elle présente I'inconvénient de ne pas prendre en
compte d’autres franchissements discrets hormis ceux effectués en début de période d’échan-
tillonnage. Les transitions discrétes ne sont donc pas prises en compte. Une commande
plus compléte, sans étre plus complexe, doit donc étre proposée afin de considérer des
événements discrets retardés et ainsi de prévoir I'influence d’un franchissement discret au

cours de la prédiction sur le marquage M. (T 1n,)-
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IV.2.3 Principe de la commande prédictive hybride compléte

Le principe de cette méthode est de prendre en compte les franchissements discrets
temporisés au cours de la prédiction continue. L’idée consiste a déterminer a priori les
dates de franchissement au plus tot de toutes les transitions qui composent chaque sé-

quence o, € E}. Les franchissements seront ainsi pris en considération lors de la prédiction.

A T'instar de la premiére méthode de commande, cette approche est constituée de trois
étapes.
La premiére concerne la détermination de l’ensemble FEj. Le but de la deuxiéme est
de calculer les dates de franchissement au plus tot a l'aide des échéanciers TC'H et
ECH. En conséquence, a partir d’'une séquence de commandes non-temporisée, une sé-
quence temporisée o;"” est obtenue. Par la suite, les transitions d’une méme séquence
ayant la méme date de franchissement seront regroupées ensemble. Nous désignons par
Z le nombre des dates de franchissement distinctes différentes de 7,. Le vecteur de
franchissements de chaque séquence de commandes peut étre décomposé comme suit :
Xg = [Xao, -y Xazy .., Xaz]. Les vecteurs Xy et X, spécifient respectivement le vec-
teur de franchissements des transitions dont les durées minimales de franchissement sont
écoulées et le vecteur de franchissements des transitions qui vont se déclencher a la z¢™¢

date. De facon similaire, 'intervalle de prédiction |7, 7x4n.| sera subdivisé en plusieurs

sous-intervalles comme expliqué par la figure IV.14 :

X
d0 Xa1 Xaz Xaz Xaz
| | | | | |
| | | | | |
Tk Th+N, TN, * ° ° Tpen, * * ° TN,  Tk+N,

FI1GURE IV.14 — Décomposition de l'intervalle de la prédiction continue

En conséquence, cet intervalle est représenté par I'union des sous-intervalles :

[Tis Toane] = Moy Torm [UlTeenv, Toens[U U [Teene oy Teens (U UlTeng, Thand)-
En fait, Vz =0, ..., Z, ’horizon de prédiction intermédiaire N, correspond au nombre de

pas nécessaires pour que le vecteur X, soit pris en compte dans la prédiction continue. Il

date de franchissement au plus tot—7y
[4

Ny = 0et Nzi; = N,. Les transitions représentées par le vecteur X,4,, 2 =0, ..., Z, ne se-

est calculé suivant la formule suivante : N, = ( ] sachant que
ront franchies qu’aux dates 7,4 n, qui correspondent aux débuts de chaque sous-intervalle.
Autrement dit, aucun franchissement discret commandable ne se produit en dehors de ces

dates. Cette étape est détaillée dans I'algorithme 12.
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Algorithme 12 : Détermination des horizons de prédiction intermédiaires (Entrées :
Moe, My(y), 04, TCH et 73, ; Sorties : Ny, ..., Nz et Xy, ..., Xuz

1: Initialisation des paramétres :
M& — Md(Tk)
Mc(Tk) <~ MOC
541
ol
2: Tant que s < |0y
3:  Supprimer de ECH les transitions qui ne sont pas validées par M
4: Insérer dans EC'H les transitions nouvellement validées par M)
5. Déterminer, a partir de EC'H, la date de franchissement au plus t6t de o4(s)
6: Calculer le marquage intermédiaire M/, résultant du franchissement de o4(s)
7
8
9

Supprimer o,4(s) de ECH

Mettre a jour les dates des transitions enregistrées dans EC'H
. Mettre & jour la séquence temporisée o™
10: s+ s+1

11: Fin tant que

12: Déterminer Z & partir de ;™"
13: Décomposer le vecteur de franchissements en Xy, ..., Xuz
14: Calculer les horizons de prédiction intermédiaires Ny, ..., Ny
15: Décomposer 'intervalle de prédiction

16: Retourner Ny, ..., Ny et Xy, ..., Xuz

Durant la troisiéme étape, la commande continue associée a chaque séquence de com-
mandes est calculée. Le comportement de la partie continue peut étre modifié suite aux
franchissements discrets au cours de la prédiction continue ; 'action de commande conti-
nue ne peut donc pas étre maintenue constante tout au long de la prédiction continue. Elle
est supposée étre constante au cours de la prédiction tant qu’il n’y a pas de franchisse-
ments discrets. Une nouvelle commande continue constante est ainsi calculée aprés chaque
franchissement discret, ce qui signifie qu'une commande continue constante, désignée par
U.., est associée a chaque sous-intervalle [Tyn., Tisn.,,], 2 =0, ..., Z. En définitive,
une commande continue constante par morceaux est associée a chaque séquence comme
I'indique la figure IV.15 :

La fonction cott & minimiser pour chaque intervalle [7pyn., Thin,,,], 2=0,..., Z,
est donnée par (IV.26) :

J(Trine 1) = I (Than.y) + Jaxe(Thy vt ) (IV.26)

t
tel que JM(Tk—i-NZ_._l) = (Mc<7-k:+NZ+1) - Mrefc) : Q]Wc : (Tk+Nz+1 - MT@fc)
t
et Jch(Tk+Nj) = (Xc(Tk+Nj) - Xc(kal)) “Quax, - (Xc(Tk+Nj) - Xc(kal))-
De plus, a chaque pas de prédiction continue e = N,+1, ..., N,,, la commande continue
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Xao Xa1 Xaz Xa, Xaz
| | | | |
| | | | | |
Tk Th+N, Tk+N, ° Tk+N, Tr+N,  Th+N,
—r—» «—
—
Uc() Ucl Ucz UCZ

FI1GURE IV.15 — Commande continue constante par sous-intervalle

et le flux forcé X.(7y1.—1) doivent vérifier les contraintes suivantes (IV.27) :

a/ diag(vcncomm) Uz = Oqcxl
b/ Xo(Thre—1) < Fo(Thte-1) (IV.27)

c/ Ogex1 < Xe(Thte—1)

Il faut noter que les transitions sont franchies a la date 7y, et qu’aucun événement

discret ne peut se déclencher durant I'intervalle |7, n_, Thin.., [

En résumé, le processus de détermination possible d’'une commande hybride revient a
appliquer a chaque intervalle [7y1n., Ti4n,,,), la proposition IV.1.1 en prenant comme
valeurs initiales celles obtenues par la commande précédente. La proposition 1V.2.1 for-
malise I'optimisation quadratique de la fonction J(74n.,,) sous les contraintes (IV.27).

Cette proposition est basée sur le principe de la proposition IV.1.1.

Proposition IV.2.1. Soit (A}, Moy, Diin, A, 0, T™™) un 0-RAPHE avec des transitions
discretes temporisées. Soient N, > 0 et Ny > 0 respectivement les horizons de prédiction
des dynamiques continue et discréte. Supposons que pour la séquence de commandes o4 €
Ey, les actions discrétes se produisent auz dates Txyn., 2 =0, ..., Z, qu’aucun événement

discret ne se déclenche durant lintervalle de temps |Tkin., Tran

.11 et que le marquage

continue ne change pas de région Ry (c-a-d la région du marquage M.(7y)). Alors, la
commande continue U., associée au vecteur de franchissements discret X 4., minimisant le
critere J(Tpyn.,,) sous les contraintes (IV.27), est la solution du probleme d’optimisation
quadratique (1V.28) sous les contraintes (IV.30) :

U, = arg n[}in{JUC(TkJFNZ“)}, 2=0,..., 7 (IV.28)
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tel que le critere Jy, (Typyn..,) est donné par (IV.29) :

1
JUc (Tk+Nz+1) = 5 : Uzz Q- Ucz + p(Xdz>t . Ucz (IV29)

et :
a/ diag(V ™) - Ug, = 0451

b/ve = Nz + 1a SR Nz-i—l; S(eszfl) : Ucz > Oqcxl
c/ S(e—Nz—l) Uee <A A (GZ)(E_NZ_I) + Me(Tkt N, )

(IV.30)
+AAL - Seon.1y - G- My(Tien,)
+ A AF SNy - G- WL X,
+ A AP (My(Tien,) + W X))
Les termes Q2 et p(Xg,) sont respectivement définis par (IV.31) et (I1V.32) :
Q=62 (W) - (S - Qu, - (Be) - (W) + Qu, (1V.31)

p(Xaz) =0 (W) - (Sn.)" - Qui, - (Myege — (GR) 17N - Mo(7i.))
—60- (W) (ZN)" Q- Bwvepi-n) - Gi - (Ma(Tran,) + W - Xy,
+ Qax, - (Xe(mho1) = A AY - Mo(mign.) — A= AP (Ma(Tien.) + W - X))
(IV.32)

Démonstration. Sous 'hypothése que le marquage ne change pas de région, que la com-
mande continue reste constante durant Uintervalle [7p4n., Titn,,,] et que tous les fran-
chissements discrets se produisent uniquement aux dates 7y, 2 = 0, ..., Z, alors
My(Tkin.) est obtenu en franchissant toutes les transitions précédentes : My(Tpin,) =
My(Tien, o) + WP Xy, 1. En outre, Me(Tien. 1 )s Xe(Thsn.,i—1) €t X7 n+) sont res-

pectivement donnés par (IV.33), (IV.34) et (IV.35) avec 3, et S., e =0, ..., N,, définis
précédemment par (IV.8) :

Me(Trsn..y) = (G N Mo(miyn.) + Svepa -y - G - (Ma(ign.) + W X,

—0- DN Ny WU,
(IV.33)

Xe(Tryneys1) = A AL (GEWN= N M (7 n)
F A AF Sy - G (Ma(mien,) + W Xoz) (IV.34)
+ A Azd ' (Md(Tk—i-Nz) + de : Xdz) - S(Nz+1—Nz—1) : Ucz

Xe(mpont) = A (AF - Me(mn.) + AY - (Ma(mign,) + W Xg.)) = U (IV.35)
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Ainsi, Mc(Tpin.,,) et Xe(7, y+) sont remplacés par leur expression mathématique dans
J(Tk4n,,,)- En supprimant tous les termes constants par rapport a U,., le critére de

performance J(74n,,,) est réduit & Jy(7p4n,,,)) défini par (IV.36) :

Jo(Trpn.gn) = 00 U - (W) (Sn)" - Qua, - (Bw) - (W) Ues + U, - Qax, - Ues
+ 0 (Myege — (GON1 7 Mo(misn.))' - Qur, - () - (W) - U
—0- (Snepw. - G (Ma(mien.) + W X)) Qua - (Bw) - (W) - U
+ (Xc(7k71> — AN A Mc(Tk+Nz))t “Qax, - U,
- (A : Aid : (Md(Tk+Nz) + W Xdz))t “Qax, - Ue:
(IV.36)

Ce dernier peut étre réécrit sous la forme (IV.29) telle que les deux termes € et p(Xy.)
sont respectivement définis par (IV.31) et (IV.32). Sachant que Ve = N, + 1, ..., N1,

le flux maximal de franchissement Fi.(7;4.—1) est exprimé selon (IV.37) :

Fo(Thgen) = A Af- (G M(Than.) + Se-nem1) - G - Ma(Tign.))
+A- (Azc . Z(e—Nz—l) . Gg N ATl Xag, + Aid . (Md(Tk+Nz) + W Xdz))
(IV.37)

Par conséquent, le systéme d’équations (IV.27) implique les contraintes sur U,., données
par (IV.30). O

Pour toute séquence o, € Ej, la proposition IV.2.1 sera réitérée Z + 1 fois afin de

déterminer la totalité de la commande U, constante par sous-intervalle.

La commande hybride totale (X4, U.), qui minimise le critére Jy/(mx1n,), est optimale
par rapport au critére (IV.29). Seuls les premiers vecteurs, a savoir Xyo et Uy, seront
appliqués a I'état courant du systéme. Le probléme d’optimisation sera répété tant que
le marquage désiré n’est pas atteint. La structure générale de la commande prédictive

hybride, décrite tout le long de cette partie est détaillée dans I’algorithme 13.
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Algorithme 13 : Commande prédictive hybride compléte du -RAPHE avec des transi-
tions discrétes temporisées (Entrées : Moy, Mese et N.; Sorties : o et Ul)

1: Initialisation des parameétres :

T < 0

Md(Tk) <— M()d
MC(Tk) <— MOC
TCH < @
ot — &

Ut « &

: Tant que M.(7y,) # Myese

Mettre & jour I’échéancier TC H
Déterminer I’ensemble Ej, par le biais de ’algorithme 7
Pour chaque séquence de commandes o4 € E},
Déterminer les horizons N, par le bais de I'algorithme 10
Pour chaque sous-intervalle [m4n., Thyn.., ], 2=0,..., Z
Calculer la commande continue constante U, solution du probléme
d’optimisation (IV.28) sous les contraintes (IV.30)
Fin pour
Fin pour
Déterminer la commande hybride optimale qui minimise le critére Jy(7x4n.)
Déterminer la sous-séquence o qui correspond a X 49
Calculer My(741), Xe(Tp+) et M(Tk41)
ot ol Uoo(Ty)
Ulot « Ut YU,
Tk < Thk+1

: Fin tant que
: Retourner o/" et U
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Afin d’illustrer I'efficacité de cette méthode et de la comparer a la commande simplifiée,

nous avons repris ’exemple des trois réservoirs.

IV.2.4 Exemple illustratif 4

La séquence de commandes discrétes obtenue est o' = ¢1(0.4) t3(2.4) t4(3) t3(3.6) t4(4.2)
t3(4.8) t4(5.4) t3(6) t4(6.6) t3(7.2) t4(7.8) t3(8.6) t4(9.2) t3(10.4) t4(11) t3(12.2) t4(12.8)
12(13.6) t1(14.2) t3(14.4) t4(15) t2(15.2) ¢1(15.8) t2(16.4) t1(17). La commande continue

associée est représentée sur la figure IV.16 :

Commande continu U
ot
[—]

5 ll8 ll6 5

0 L

0 5 10 15 17
Temps [T.U.]

FIGURE IV.16 — Commande continue du RAPHDE lorsque r4x, = 0.5

A Tinstant 7, = 0 U.T., les durées minimales de franchissement des transitions ¢; et
t3 sont mémorisées dans T'C'H et ’ensemble des séquences de commandes réalisables est
donné par Ey = {(@) (t1) (t3) (t1t2) (t1t3) (t3t1) (t3ts)}. Les dates de franchissement au
plus tot de chaque séquence sont calculées en utilisant I’échéancier EC H. Par exemple,
dans le cas de la séquence (t;ts), la date de franchissement au plus tot de t; et ty sont
respectivement 0.3 U.T et 0.6 U.T. Ainsi, les horizons de prédiction intermédiaires sont
Ny = 2 et Ny = 3. Les vecteurs de franchissements sont X, = [1 0 0 OT et Xgpo =

[0 10 0} t. Ils seront respectivement considérés, durant la prédiction continue, a partir
des instants 2 U.T. et 3 U.T. De plus, l'intervalle de prédiction est décomposé en trois
sous-intervalles définis comme suit : [0, N, = [0, N{[U[Ny, NoJU[Ne, N =
[0, 2[U[2, 3[U[3, 10]. La commande continue constante qui correspond a chaque
intervalle (c-a-d Uy, U,y et Uu) est déterminée par le biais de la proposition IV.2.1. La
méme procédure est effectuée pour les autres séquences. La commande hybride optimale
correspond & la transition t; et a la commande continue associée. Cependant, ¢; ne peut
pas étre franchie a 'instant initial, donc seule la commande continue U, est appliquée au
systéme.

A Pinstant 7, = 0.2 U.T., les transitions ¢; et t3 sont validées par le marquage discret,
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les durées de franchissement restantes de ces deux transitions sont décrémentées de 6.
I’ensemble E; est identique a Ej, mais les horizons de prédiction intermédiaires de chaque
séquence ne sont plus les mémes car les durées de franchissement restantes et donc les
dates de franchissement au plus tot sont modifiées. Considérons encore une fois la séquence
précédente (tpt2), les horizons intermédiaires sont désormais N = 1 et Ny = 2. La
commande hybride optimale a cet instant correspond a la transition ¢; et son action de
commande continue. Comme & I'étape précédente, ¢; ne peut pas étre franchie et Uy, est
appliquée au systéme.

A7, =0.4U.T., t; et Paction de commande continue associée correspondent toujours a la
commande hybride qui minimise .J,;. Puisque la durée minimale de franchissement de ¢,
est écoulée, elle est franchie et elle sera supprimée de TCH. Cette procédure est répétée
tant que le marquage désiré continu n’est pas atteint.

L’évolution du marquage continu en fonction du temps est présentée figure IV.17 :

7 25 T T T
=
E 2
=
g
<
e
=10
=
5 1 L L
0 5 10 15 17

Temps [U.T.]
FIGURE 1V.17 — Evolution temporelle du marquage continu du RAPHDE lorsque

rix, = 0.5

Comme pour les exemples précédents, une comparaison de la norme de 'accélération

et de A entre ryx, = 0 et rgx, = 0.5 est proposée :

AC =643.35 Ac =331.45
60 T T T 60 r .
g g
£ 5
3 40 T 40
2 E
s | 3
T &
g g
= s
= [=]
2 MMM M MM MWL 7
0 J | J /8 v . n
0 5 10 15 18

Temps [U.T.] Temps [U.T.]

FIGURE IV.18 — Norme de Paccélération lorsque rqax, = 0 (gauche) et r4x, = 0.5 (droite)
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La figure IV.18 montre que la valeur maximale de la norme de 'accélération a clai-
rement diminué. Elle passe de 47.77 pour rgx, = 0 a 25.57 dans le cas de rgx, = 0.5.
En outre, pour les mémes valeurs de rgx,, Ac décroit de 643.35 & 331.45. Les valeurs ont
diminué d’environ 47% lorsque la variation de débit est limitée (ryx, = 0.5). Finalement,
nous pouvons affirmer que la commande prédictive proposée a permis au systéme étudié
d’atteindre le niveau souhaité du liquide pour chaque réservoir avec une diminution de la

sollicitation des actionneurs continus.

Conclusion

Ce chapitre concerne la conception d’'une commande prédictive hybride qui permet au
RAPHE d’atteindre un marquage désiré a partir d’'un marquage initial. Principalement
quatre contributions sont présentées.

La premiére propose une commande prédictive hybride en vue de commander le RAPHE
pour lequel uniquement les actions de commande discrétes immeédiates sont considérées.
La deuxiéme contribution est 1’élaboration d’une méthode qui permet de limiter la solli-
citation excessive des actionneurs continus. La solution proposée consiste a ajouter, a la
fonction de performance, un terme qui tient compte de la variation du flux. Les résultats

de simulation montrent clairement I'efficacité de la méthode proposée.

La troisiéme contribution tient compte de la temporisation des transitions discrétes
et suggere de garder le principe de la commande prédictive hybride avec limitation de la
variation du flux mais en ne considérant dans I'ensemble des séquences faisables que celles
dont les durées minimales de franchissement sont écoulées. Cette contribution présente un
avantage important consistant a simplifier le probléme d’optimisation en cas de tempori-
sation. Cependant, elle n’est pas compléte puisqu’elle se restreint aux séquences dont les
durées minimales de franchissement sont écoulées. Pour cette raison, la quatriéme contri-
bution met I'accent sur le franchissement des transitions discrétes temporisées au cours
de la prédiction continue. Plusieurs simulations numériques ont pu mettre en évidence les

performances de ces méthodes pour commander le RAPHE temporisé.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Notre étude, dans ce mémoire de thése, porte sur l'utilisation de la commande pré-
dictive pour commander les systémes a événements discrets ainsi que les systémes dyna-
miques continus et hybrides. Ces systémes sont respectivement modélisés par des réseaux
de Petri discrets (RAPD), des réseaux de Petri continus (RAPC) et des réseaux de Pe-

tri hybrides élémentaires (RAPHE). L’originalité de nos travaux réside dans quatre points :

— Le développement d’'une commande prédictive continue de complexité réduite, par
rapport a la commande prédictive classique. Cette commande permet, de plus, de
contourner le probléme de “hill-climbing”, phase pendant laquelle la trajectoire du
marquage doit s’éloigner du marquage désiré avant de ’atteindre.

— La limitation de la sollicitation excessive des actionneurs continus et 'étude de la
stabilité du systéme. Ces contributions visent conjointement a préserver les équi-
pements et a augmenter leur durée de vie.

— Dans le cas des systémes a événements discrets, ’approche continue permet de
déterminer la séquence de franchissements des RAPD pour atteindre un marquage
désiré, sans exploration du graphe d’atteignabilité.

— Dans le cas des systémes dynamiques hybride, cette méme approche continue per-
met aussi de développer une commande prédictive hybride pour limiter la sollici-

tation des actionneurs continus des RAPHE.

Dans le but de limiter la complexité et donc le temps de calcul pour des horizons de
prédiction larges ou des systémes de grande taille, quelques modifications sont apportées
a la commande prédictive usuelle. Il est supposé qu’au cours de la prédiction, la com-
mande continue reste constante et que tous les marquages prédits restent dans la méme
région que celle du marquage courant. I’avantage de ces simplifications est d’éviter le

probléme de 'explosion combinatoire du nombre de configurations et de limiter ’espace
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de recherche ainsi que le nombre des contraintes & considérer pendant la prédiction.

Le critére de performance est également simplifié. Désormais, il ne tient compte que des
écarts quadratiques du marquage et du flux obtenus au dernier pas de prédiction. Ce choix
permet de considérer des horizons de prédiction importants, nécessaires lors des phases
de “hill-climbing” qui se traduisent par une augmentation transitoire du critére de per-
formance. Il est donc important de pouvoir prédire suffisamment loin pour détecter que
le critére va diminuer et éviter que le systéme reste bloqué dans I’'état courant qui serait
un minimum local. L’horizon de prédiction doit étre adaptatif et variable. Une expression
analytique de la borne maximale est proposée. L'intérét de cette borne est de garantir un
temps de calcul inférieur a la période d’échantillonnage du calculateur. Les performances
offertes par ’approche proposée, en termes de complexité, sont clairement améliorées par

rapport a la commande prédictive classique.

En ce qui concerne la limitation de la sollicitation excessive des actionneurs, un nou-
veau terme qui prend en considération les variations de flux, est ajouté a la fonction
de performance globale a minimiser. Plusieurs simulations numériques sont réalisées afin
de mettre en relief 'importance de ce terme dans la limitation de la variation du flux.
Finalement, une contrainte terminale est également ajoutée au probléme d’optimisation.
L’apport de cette contrainte est de garantir la stabilité asymptotique du systéme au voi-

sinage du marquage désiré. Cela est démontré en s’appuyant sur le critére de Lyapunov.

Un algorithme de commande des RAPD temporisés, basé sur la commande prédictive
des RAPC, est également proposé. Cette nouvelle stratégie de commande consiste a consi-
dérer simultanément le RAPD ainsi que le RAPC sous-jacent. Le RAPC est commandé a
laide de la commande prédictive continue, pour atteindre le marquage discret désiré. La
séquence de franchissements du RAPD est déterminée a partir du flux de franchissement
des transitions continues. L.’avantage principal de cet algorithme est de déterminer la sé-
quence de commande discréte tout en évitant ’exploration du graphe d’atteignabilité du
RdAPD et donc de contourner le probléme d’explosion combinatoire du nombre d’états.
Une procédure qui calcule au fur et & mesure la date de franchissement au plus tot des
transitions discrétes, est aussi présentée.

Néanmoins, la commande discréte obtenue n’est pas nécessairement la commande opti-
male, en termes de durée globale ou de nombre de franchissements. De plus, ’algorithme
proposé peut rencontrer un probléme de convergence : la transition discréte sélectionnée

pour étre franchie peut ne pas étre validée par le marquage discret courant.
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Une commande prédictive hybride est finalement présentée. Les objectifs sont, d’une
part, d’atteindre le marquage continu désiré a partir d’'un marquage initial et, d’autre part
de limiter la sollicitation excessive des actionneurs continus. La commande prédictive hy-
bride proposée est composée de la commande prédictive discréte présentée dans [LL15|
associée a la commande prédictive continue développée précédemment. La difficulté de la
commande des RAPHE se situe dans la prise en compte des temporisations discrétes au
cours de la prédiction continue. Une premiére approche consiste & supposer que toutes
les transitions sont immédiates et qu’elles ne sont franchies qu’en début de chaque pé-
riode échantillonnage. Cela permet de réduire la complexité de la commande hybride.
Cette approche est étendue afin de prendre en compte les temporisations discrétes; une
premiére solution consiste a ne considérer que les séquences de franchissements discrets
dont les durées minimales de franchissement sont écoulées. Cette proposition simplifie
le probléme d’optimisation et utilise une solution similaire a celle proposée dans le cas
de transitions immédiates. La deuxiéme approche prend en compte le franchissement au
plus tot des transitions discrétes temporisées au cours de la prédiction continue. Elle sup-
pose qu’entre deux franchissements discrets, la commande continue reste constante. Les
simulations numériques effectuées ont mis en évidence les performances des différentes

approches proposées.
En termes de perspectives pour ces travaux de recherche, nous envisageons de :

— Modifier la commande prédictive continue proposée afin de considérer des transi-
tions continues non-commandables. Prendre aussi en considération les transitions
discrétes non-commandables dans le cas hybride. Etudier la complexité ainsi que
la convergence en nombre fini de pas de la commande obtenue. Etudier aussi le
rejet de perturbations (c-a-d les franchissements inattendus de transitions non-
commandables).

— Proposer des améliorations a l'algorithme de commande des RAPD pour que la
séquence obtenue soit optimale et que la convergence soit assurée méme si la tran-
sition discréte sélectionnée n’est pas validée. Puisque les RAPD considérés sont
vivants, il existe au moins une transition validée par le marquage discret courant.
Une des solutions, consisterait a franchir la transition discréte validée qui donne le
marquage discret le plus proche du marquage désiré. Il faudrait également modifier
I'algorithme afin d’éviter des marquages ou des régions interdites.

— Etendre la commande prédictive hybride développée afin de proposer une com-
mande pour les réseaux de Petri hybrides non-élémentaires munis de transitions

immédiates et temporisées. Limiter la sollicitation excessive des actionneurs conti-
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nus et discrets pour les systémes modélisés par ces réseaux.

— Proposer une procédure qui adapte automatiquement les deux horizons de prédic-
tions, continu et discret, utilisés dans la commande prédictive hybride.

— Etudier la stabilité dans le cas des systémes dynamiques hybrides et démontrer la

convergence du systéme commandé via la commande prédictive hybride proposée.
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RESUME

Ette thése concerne I'élaboration de stratégies de commande prédictive pour certaines
C classes de systémes dynamiques continus, discrets et hybrides modélisés par des ex-
tensions de réseaux de Petri ad hoc.
Pour les systémes continus et en vue de limiter la complexité de calcul inhérente a la forme
standard de la commande prédictive, plusieurs améliorations sont proposées. Celles-ci per-
mettent de surmonter le probléme de "hill climbing" caractéristique des trajectoires obte-
nues avec certains réseaux de Petri. Elles assurent également la possibilité d’implémenter
la commande en temps réel en adaptant ’horizon de prédiction pour réduire la complexité
algorithmique. Enfin, elles permettent de limiter la sollicitation des actionneurs tout en
garantissant la stabilité asymptotique du systéme commandé.
Pour les systémes discrets temporisés et pour éviter I'exploration exhaustive du graphe
d’atteignabilité, une méthode de commande est proposée, basée sur la commande prédic-
tive appliquée & une approximation continue du systéme discret.
Enfin pour les systémes hybrides, une commande prédictive hybride est développée, ins-
pirée de la commande prédictive continue.
Les performances de ces différentes stratégies de commande sont évaluées et comparées

avec différentes simulations numériques.

Mot-clés : Systemes dynamiques, Réseaux de Petri, Commande prédictive, Optimi-

sation, Complexité algorithmique, Sollicitation des actionneurs, Stabilité.

163






ABSTRACT

His thesis concerns the development of predictive control strategies for some classes
T of continuous, discrete and hybrid dynamic systems modeled by specific extensions
of Petri nets.

For continuous systems and in order to limit the computational complexity inherent to
the standard form of the predictive control, several improvements are proposed. These im-
provements allow overcoming the problem of hill climbing that characterizes trajectories
obtained with some Petri nets. They also ensure the possibility to implement real-time
control by adapting the prediction horizon in order to reduce the algorithmic complexity.
Finally, they limit actuators solicitation while ensuring the asymptotic stability of the
controlled system.

For timed discrete systems and in order to avoid the exhaustive exploration of the rea-
chability graph, a control method is proposed, based on the predictive control applied to
a continuous approximation of the discrete system.

Finally for hybrid systems, hybrid predictive control is developed, inspired by the conti-
nuous predictive control.

The performance of these different control strategies are evaluated and compared to dif-

ferent numerical simulations.

Keywords : Dynamic systems, Petri nets, Predictive control, Optimization, Algorith-

mic complexity, Actuator stress, Stability.
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