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❘❊▼❊❘❈■❊▼❊◆❚❙

▲
❊s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❛✉ s❡✐♥

❞✉ ●r♦✉♣❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ➱❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❍❛✈r❡✱ ●❘❊❆❍ ❞❡

❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ❍❛✈r❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ s♦✉s ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ▼✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❙✉✲

♣ér✐❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭▼❊❙❘✮✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❥❡

t✐❡♥s à ❛❞r❡ss❡r✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♠❡s s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s

q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ à ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t à ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡

t❤ès❡✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▼r✳ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇❆❙■▲❊✱ Pr♦❢❡ss♦r ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ❙❛❧❡r♥♦✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❤♦♥♦r❡❞ ♠❡ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ▼❡s ✈✐❢s

r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s✬❛❞r❡ss❡♥t ❛✉ss✐ à ▼♠❡✳ ❆✉❞✐♥❡ ❙❯❇■❆❙✱ ♠❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✭❍❉❘✮

à ❧✬■◆❙❆ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❡t à ▼✳ ◆♦✉r❡❞❞✐♥❡ ❩❊❘❍❖❯◆■✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❊◆❙▼▼ ❇❡s❛♥ç♦♥✱

❞✬❛✈♦✐r ❡✉① ❛✉ss✐ ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r

❊r✐❝ ❙❆◆▲❆❱■▲▲❊✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ❍❛✈r❡✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛ ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉

❛❝❝♦r❞❡r à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ❧✬❡①❛♠✐♥❡r✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡t ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♠♦♥ ❉✐✲

r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ▼✳ ❉✐♠✐tr✐ ▲❊❋❊❇❱❘❊✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ❍❛✈r❡✱ ❡t à ♠♦♥

❡♥❝❛❞r❛♥t ▼✳ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❊❈▲❊❘❈◗✱ ♠❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ❍❛✈r❡✱ ♣♦✉r

♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥✜é ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥ts✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡

❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ ❧❡✉r r✐❣✉❡✉r✱ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡ ❧❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s ❡t ❝♦♥s❡✐❧s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥str✉❝t✐❢s✱

❧❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ❡s♣r✐t ✈✐s✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t

❧❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠✬♦♥t été ❢♦rt ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♠♦♥ ❣♦ût ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✈



❚♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ●é♥✐❡ Pr♦✲

❞✉❝t✐q✉❡ ❡t ▼é❝❛♥✐q✉❡✱ ●▼P ❞❡ ❧✬■❯❚ ❞✉ ❍❛✈r❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❝❡ ❢ût ❡t r❡st❡r❛ ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞❡

tr❛✈❛✐❧❧❡r✳

❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡r❛✐ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ●❘❊❆❍

♣♦✉r ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡ ❡t ❝♦r❞✐❛❧❡ q✉✬✐❧s ♦♥t s✉ ❢❛✐r❡ ré❣♥❡r ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳

❏❡ t✐❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❙❋❙✱ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t

❆♥❛s ❍■❏❆❩■ ❡t ❘❛❜❛❤ ❆▼▼❖❯❘✱ ❡t ♠♦♥ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❆❜❞♦✉ ❘❛❤♠❡♥ ❆❉❊◆

❉❘■❊❚✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ▼❡r❝✐ ✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐✭❡✮s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❍❛❜✐❜❛ ❇❆▲■✱ ◆❡sr✐♥❡

❇❆❍❘■✱ ❙♦♥✐❛ ❊◆◆❆❙❙■❘■✱ ❑❤❛❞✐❥❛ ❈❍❘❆■❚■❆✱ ▼♦✉❤❡❜ ❉❍■❋▲■✱ ❆❞❡❧ ❇❊▲▲❆❘❆✱

▼♦❤❛♠❡❞ ❆▼❆▼■✱ ▼♦❤❛♠❡❞ ❇❊◆ ❍❆▼■❉❆✱ ❍❛♠③❛ ❊◆◆❆❙❙■❘■ ❡t ◆❛❜✐❤ ❉❊❇❇❆❍

♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉r ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s q✉❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt❛❣és ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❏❡ t✐❡♥s à té♠♦✐❣♥❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡t ♠❡s très s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à

♠❡s ❝❤❡rs ♣❛r❡♥ts✱ ♠❡s ❞❡✉① ❝❤❡rs ❢rèr❡s✱ ♠❡s t❛♥t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r

❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❛❝❝♦r❞é❡✱ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❡t ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❤✉♠❛✐♥ ❡t

♠♦r❛❧ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ♠❡s ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡✳

✈✐



▲■❙❚❊ ❉❊ P❯❇▲■❈❆❚■❖◆❙

❆rt✐❝❧❡s ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❞❡s r❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❡t ❡✉r♦✲

♣é❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐tés ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

❆✶ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧

❢♦r ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❚✐♠❡❞ P❡tr✐ ◆❡ts✧✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆✉t♦♠❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭■❏❆❈✮✳ ❆❝❝❡♣t❡❞ ✭✉♥❞❡r ♣r❡ss✮✳

❆✷ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❊✉r♦♣é❡♥ ❞❡s ❙②stè♠❡s ❆✉✲

t♦♠❛t✐sés ✭❏❊❙❆✮✳ ❆❝❝❡♣t❡❞ ✭✉♥❞❡r ♣r❡ss✮ ✳

❆rt✐❝❧❡s s♦✉♠✐s ❞❛♥s ❞❡s r❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦✲

♠✐tés ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

❆✸ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧❈♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t✐♠❡❞

❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐ ♥❡ts ✈✐❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥st❛♥t ❈♦♥tr♦❧✧✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r✲

♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧ ✭■❏❈✮✳

❆✹ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧❍②❜r✐❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧

❢♦r ❚✐♠❡❞ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❍②❜r✐❞ P❡tr✐ ◆❡ts✧✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥✱

❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s ✿ ❙②st❡♠s✳

✈✐✐



▲✐st❡ ❞❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❆rt✐❝❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❡t ✐♥✲

t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐tés ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

❈✶ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧❈♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t✐♠❡❞

P❡tr✐ ♥❡ts ✈✐❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐ ♥❡ts✧✳ 12th ■❋❆❈

✲ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②st❡♠s ✲ ❲❖❉❊❙✬✶✹✱ ♣❛❣❡s

✶✹✾✲✶✺✹✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ▼❛② ✷✵✶✹✳

❈✷ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐ ♥❡ts ✈✐❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✧✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✲ ❆❈❈✬✶✹✱ ♣❛❣❡s ✹✾✶✾✲✹✾✷✹✱ P♦rt❧❛♥❞✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳

❈✸ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐ ♥❡ts ✈✐❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝r✐t❡r✐♦♥✧✳

13th ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✲ ❊❈❈✬✶✹✱ ♣❛❣❡s ✶✽✷✺✲✶✽✸✵✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣✱ ❋r❛♥❝❡✱

❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳

❈✹ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✧✳ 6è♠❡ ❏♦✉r♥é❡s ❉♦❝t♦r❛❧❡s ✴ ❏♦✉r♥é❡s

◆❛t✐♦♥❛❧❡s ▼❆❈❙ ✲ ❏❉▼❆❈❙ ✷✵✶✺✱ ❇♦✉r❣❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❏✉✐♥ ✷✵✶✺✳

❈✺ ✲ ▼❛r✇❛ ❚❛❧❡❜✱ ❊❞♦✉❛r❞ ▲❡❝❧❡r❝q ✫ ❉✐♠✐tr✐ ▲❡❢❡❜✈r❡✳ ✧❈♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❊❧❡✲

♠❡♥t❛r② ❍②❜r✐❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✈✐❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✧✳ 5th ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥

♦❢ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s ✲ ❆❉❍❙✬✶✺✱ ♣❛❣❡s ✹✶✕✹✻✱ ❆t❧❛♥t❛✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✺✳

✈✐✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈

▲✐st❡ ❞❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✈✐✐

❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✐①

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ①✐✐✐

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ①✈✐✐

◆♦t❛t✐♦♥s ①✐①

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶

■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✼

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

■✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

■✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

■✳✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

■✳✶✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✶✵

■✳✶✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛r rés❡❛✉①

❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ❛✉t♦♥♦♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

■✳✶✳✶✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ❛✉t♦♥♦♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■✳✶✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

■✳✶✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

■✳✶✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

■✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

■✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✐①



❚❛❜❧❡s ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■✳✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■✳✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■✳✷✳✷✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✷✶

■✳✷✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ t❡♠♣♦r✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

■✳✷✳✹ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

■✳✷✳✺ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

■✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■✳✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■✳✸✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ é❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■✳✸✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t❡♠♣♦r✐sé ✳ ✳ ✳ ✸✹

■✳✸✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

■■ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✹✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

■■✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

■■✳✶✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

■■✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

■■✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

■■✳✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✲

✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

■■✳✷✳✶✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✹✽

■■✳✷✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

■■✳✷✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐✲

♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

■■✳✷✳✸ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐✲

♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

■■✳✷✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■■✳✷✳✸✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■■✳✷✳✸✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

■■✳✷✳✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡s ✏❖◆✴❖❋❋✰✑ ❡t ✏❇✲❖◆✴❖❋❋✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

■■✳✷✳✸✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

■■✳✷✳✸✳✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

■■✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

■■✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
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■■✳✸✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s ✻✽

■■✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

■■■❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✼✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

■■■✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

■■■✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

■■■✳✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

■■■✳✶✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

■■■✳✶✳✹ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

■■■✳✶✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

■■■✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

■■■✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❞✉ ✢✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

■■■✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

■■■✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

■■■✳✸✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

■■■✳✸✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

■■■✳✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

■■■✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ❚✲

t❡♠♣♦r✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

■■■✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✉ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

■■■✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

■❱❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✶✶✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

■❱✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡s ❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

✐♠♠é❞✐❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

■❱✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

■❱✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

■❱✳✶✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

■❱✳✶✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

■❱✳✶✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✶✷✾

■❱✳✶✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

■❱✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡s ❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

t❡♠♣♦r✐sé❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
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■❱✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

■❱✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

■❱✳✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

■❱✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✺✺

❘és✉♠é ✶✻✸

❆❜str❛❝t ✶✻✺

①✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

■✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❣é♥ér❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

■✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥✢✐t str✉❝t✉r❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

■✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

■✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

■✳✺ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

■✳✻ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

■✳✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P ♥♦♥✲❜♦r♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■✳✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P s❛✉❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■✳✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P ❛✈❡❝ ❜❧♦❝❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

■✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

■✳✶✶ ❋r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

■✳✶✷ ●r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❞P ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

■✳✶✸ ❙❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■✳✶✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❈ ❣é♥ér❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

■✳✶✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

■✳✶✻ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭m1✱ m4✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

■✳✶✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❍❊ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞✬✉♥ ❘❞P❍❉❊ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❬❉❆✵✶❪ ✳ ✸✶

■✳✶✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❍♥❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

■■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

■■✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

■■✳✸ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❘❞P❉

❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

■■✳✹ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❘❞P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

■■✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❈ ❬▼●❘+✵✽❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

■■✳✻ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭m2✱ m3✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

①✐✐✐



❚❛❜❧❡s ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■■■✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❘❞P❈ ✳ ✳ ✳ ✼✽

■■■✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✶ ❞❡ ❘❞P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

■■■✳✸ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (m1,m2) ♣♦✉r Nc = 1 ✽✽

■■■✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J ♣♦✉r Nc = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

■■■✳✺ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (m1,m2)✱ ❞❡s ❛♣✲

♣r♦❝❤❡s Ap1✱ Ap2 ❡t Ap3 ♣♦✉r Nc = 16 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

■■■✳✻ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J ♣♦✉r Nc ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✳ ✳ ✾✵

■■■✳✼ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t Xc ♣♦✉r Nc ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✳ ✳ ✾✶

■■■✳✽ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t Xc ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

■■■✳✾ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (m1,m2) ❡♥ ♣rés❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

■■■✳✶✵ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

■■■✳✶✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✷ ❞❡ ❘❞P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

■■■✳✶✷ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ AC ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t

rdXc
= 1 ✭❞r♦✐t❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

■■■✳✶✸ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ AC ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

■■■✳✶✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t3 ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ rdXc
✳ ✳ ✳ ✾✼

■■■✳✶✺ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc ♣♦✉r rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t rdXc

=

2 ✭❞r♦✐t❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

■■■✳✶✻ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ rdXc
❛❞❛♣té ❛✈❡❝ ✭■■■✳✸✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

■■■✳✶✼ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Nc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

■■■✳✶✽ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 1 ✭❣❛✉❝❤❡✮

❡t rdXc
❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭❞r♦✐t❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

■■■✳✶✾ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ rdXc
❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

■■■✳✷✵ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (m1,m2)

❧♦rsq✉❡ rdXc
❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

■■■✳✷✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé s❛♥s ❜❧♦❝❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

■■■✳✷✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❝✉♠✉❧é Xcum ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

■■■✳✷✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ JM ✳ ✶✶✵

■■■✳✷✹ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

(m1,m4) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

■❱✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

■❱✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

■❱✳✸ ❙②stè♠❡ ❞❡ tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs ❝♦♥♥❡❝tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

■❱✳✹ ❘❞P❍❉ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs ❝♦♥♥❡❝tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

①✐✈



❚❛❜❧❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s

■❱✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

■❱✳✻ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ Mc ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

■❱✳✼ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉ Xc ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

■❱✳✽ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

■❱✳✾ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ Mc ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡

rdXc
= 0.5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

■❱✳✶✵ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t rdXc

=

0.5 ✭❞r♦✐t❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

■❱✳✶✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

■❱✳✶✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5✶✹✵

■❱✳✶✸ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t rdXc

= 0.5 ✭❞r♦✐t❡✮ ✶✹✵

■❱✳✶✹ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

■❱✳✶✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

■❱✳✶✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

■❱✳✶✼ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5✶✹✽

■❱✳✶✽ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t rdXc

= 0.5 ✭❞r♦✐t❡✮ ✶✹✽

①✈





▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳

■✳✶ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❞P❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

■■✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❬❙❏▼❱✶✶❪ ✳ ✳ ✼✵

■■■✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■■✳✶✮ s❛♥s

t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■■■✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■■✳✶✮ ❡♥

t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■■■✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■✳✶✼✮ s❛♥s

t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■■■✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■✳✶✼✮ ❡♥

t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

■■■✳✺ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s Ap1✱ Ap2 ❡t Ap3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

①✈✐✐





◆❖❚❆❚■❖◆❙

❙②♠❜♦❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

N ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳

R ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✳

Z ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳
∗ ➱t♦✐❧❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✳

diag ▼❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

V t ❚r❛♥s♣♦sé ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✭♦✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮ V ✳

|E| ❈❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E✳

Ẋ ❉ér✐✈é❡ ❞❡ X✳

⌊X⌋ P❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ X✳

⌈X⌉ P❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❡①❝ès ❞❡ X✳

{X} P❛rt✐❡ ❞é❝✐♠❛❧❡ ❞❡ X✳

❆❜ré✈✐❛t✐♦♥s

❇−❖◆✴❖❋❋ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❖◆✴❖❋❋✳

❉▲❙❙ ❉②♥❛♠✐❝ ▲♦♦❦✲❆❤❡❛❞ ❙t❛❣❡ ❙❡❛r❝❤✳

■❇✲st❛t❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❇❡❤❛✈✐♦r st❛t❡✳

▼P❈ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✳

❖◆✴❖❋❋✰ ❖◆✴❖❋❋ ♣❧✉s✳

❘❞P ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳

❘❞P❈ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉✳

❘❞P❉ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t✳

❘❞P❍ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡✳

①✐①



◆♦t❛t✐♦♥s

❘❞P❍❉❊ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ❉✲➱❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❘❞P❍❊ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❘❞P❍♥❊ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ♥♦♥✲➱❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❘❚❆✯ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❆✯✳

❙❉❍ ❙②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡s✳

❙❊❉ ❙②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳

❚❖❘ ❚♦✉t ♦✉ r✐❡♥✳

❯✳❚✳ ❯♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳

❱❛r✐❛❜❧❡s

0n×q ▼❛tr✐❝❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× q✳

ηd ✭ηc✮ ❉❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮✳

Γd ✭Γc✱ Γh✮ ❱❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❤②❜r✐❞❡s✮✳

λ ❱❡❝t❡✉r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

Λ ▼❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ λ✳

Nd ✭Nc✱ Nh✮ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ✭❝♦♥t✐♥✉✱ ❤②❜r✐❞❡✮✳

σd ❙éq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s✳

σd(s) sè♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ σd✳

τ ❚❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳

τ+ ■♥st❛♥t ❥✉st❡ ❛♣rès ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s à ❧❛ ❞❛t❡ τ ✳

τk ❚❡♠♣s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✳

θ Pér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳
◦tj ✭◦pj✮ P❧❛❝❡s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥s✮ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ tj ✭❞❡ pi✮✳

t◦j ✭p
◦
j✮ P❧❛❝❡s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥s✮ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ tj ✭❞❡ pi✮✳

Ak ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ Rk✳

AC ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r θ✳

Aacc ❱❡❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳

Dmin ❱❡❝t❡✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✳

Fc ❱❡❝t❡✉r ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳

H ▲♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ σd✳

In×q ▼❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× q✳

J ❈r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧✳

JM ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉✳

JX ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉✳

JdXc
❚❡r♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳

JMUc
P❛rt✐❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ JM q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s Uc✳

①①



◆♦t❛t✐♦♥s

JUc
P❛rt✐❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ J q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s Uc✳

JXUc
P❛rt✐❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ JX q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s Uc✳

K ◆♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ré❣✐♦♥s✳

M tot
d ✭M tot

c ✮ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✐s❝r❡ts ✭❝♦♥t✐♥✉s✮✳

Md ✭Mc✱ Mh✮ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❤②❜r✐❞❡s✮✳

M0d ✭M0c✱ M0h✮ ▼❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❤②❜r✐❞❡s✮✳

Mrefd ✭Mrefc✮ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ✭❝♦♥t✐♥✉✮ ❞és✐ré✳

n ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s✳

Nd ✭Nc✮ ❍♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✐s❝r❡t ✭❝♦♥t✐♥✉✮✳

nd ✭nc) ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳

P ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s✳

Pd ✭Pc✮ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳

q ◆♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

qd ✭qc) ◆♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳

rdXc
❋❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ JdXc

✳

R(τ) ✭Rk✮ ❘é❣✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc(τ) ✭Mc(τk)✮✳

Rc(Nc,M0c) ❊s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉t♦♥♦♠❡✳

Rd(Nd,M0d) ❊s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡✳

Rh(Nh,M0h) ❊s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳

T ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

T comm ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳

Td ✭Tc) ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳

T comm
d ✭T comm

c ✮ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s✮ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳

Uc ❱❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

Wpo ▼❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛rr✐èr❡✳

Wpo(i, j) P♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ✈❡rs ❧❛ ♣❧❛❝❡ pi✳

Wpr ▼❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛✈❛♥t✳

Wpr(i, j) P♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ pi ✈❡rs ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj✳

Xc ❋❧✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ❢♦r❝é ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

Xd ❱❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s✳

Xcum ❋❧✉① ❝✉♠✉❧é ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r θ✳

①①✐
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▲
❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭❙❊❉✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s

❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛✉ ❝♦✉rs

❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦♥❝t✉❡❧s✳ ❈❡s

s②stè♠❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡rs✱ ❧❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❧♦❣✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❝❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❡ ♠❛✲

♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s✱

❡st ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞é✜s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs t❡❧s q✉❡

❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❡t ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞✉

♠❛r❝❤é ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛❝❝r✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à

❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❙❊❉✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ré❡❧s✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦❞é✲

❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡

❧✬❛♥❛❧②s❡r✱ ❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❡t ❧❡ s✐♠✉❧❡r✱ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ❝r✉❝✐❛❧✳ ❈❡t ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❛ ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥❛✉tés q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s✳ ❉✐✈❡rs

♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❊❉ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s s♦♥t ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s à

ét❛ts ✜♥✐s ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✭❘❞P✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡s✲

s♦♥s à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❙❊❉ ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ❘❞P✳

▲❡ ❘❞P ❛ été ♣r♦♣♦sé ❡♥ ✶✾✻✷ ♣❛r ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❈❛r❧ ❆❞❛♠ P❡tr✐ ♣❡♥✲

❞❛♥t s❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛✲

t✐q✉❡ ♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❬❙✐❧✶✸❪✳

■❧ ♣♦ssè❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts

❞✉ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝❤♦✐①✱ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣❛r✲

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

t❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❘❞P ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❙❊❉ ❬❙✐❧✾✸✱ ❙✐❧✶✸❪✱ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❬▼❨❑✵✷✱❨❘❈▲✵✸❜✱❑❙◆✵✼❪✱ ❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❬▲❈✵✹✱❉❇▼+✶✹❪✳

▲✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❙❊❉✱ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❘❞P✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r

✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥

ét❛t ❞és✐ré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦✲

sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉

❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❬▲❉✾✹✱▼❨❑✵✷❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡

s♦♥t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉① s②stè♠❡s ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱

❝❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♠❡♥❡r ❛✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱

❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❉❛✈✐❞ ❡t ❆❧❧❛ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙✐❧✈❛ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❡♥ ✶✾✽✼ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❘❞P❈✮

❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ✭❘❞P❉✮✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣♦✉✲

✈♦✐r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❬❙❏▼❱✶✶❪✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ ❡st très ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣✐❧♦t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❥✉sq✉✬à ❛t✲

t❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❬❙❘✵✹❪✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡t s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t ✜♥❛❧✱ t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛

♣❧✉♣❛rt ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♥❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s q✉❡ ♣♦✉r

✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ t❡❧s

q✉❡ ❧❡s ❘❞P❈ s❛♥s ❝❤♦✐① ❬❲▼❏❙✶✵❪ ♦✉ ❧❡s ❘❞P❈ s❛♥s s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❬❳❘❙✵✻✱❳❘❙✵✽❛❪✳

❉✬❛✉tr❡s s♦♥t ♠♦t✐✈é❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬❳❘❙✵✽❜✱ ❆❖❏▼❙✶✶✱❲▼❏❙✶✷❪✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡s

✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉①✳ ❈❡s ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉① s♦♥t tr❛❞✉✐t❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✱ ♣❛r ✉♥❡

s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ♣ré❝♦❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦✲

s❛♥ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❘❞P❈ ❡t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t

s♦✉✈❡♥t ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭♦✉ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ r❡st❡ ❧✐♠✐té ❡t ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ tr❛✐tés ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

❞❡✈❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ② ❝♦♥✈❡r❣❡r✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❞P❈ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♥✐ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐s✲

❝rèt❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♦✉ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛♥♥❡✱ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ♦✉ ❧❡ ♣❛r✲

t❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❬●❆✵✼❪✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ ✭❘❞P❍✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❉❆✵✶❪

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤②✲

❜r✐❞❡s q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞❡s

❞②♥❛♠✐q✉❡s é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ▼❛✐s✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣✲

té❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❛✉❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♥✬❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s✳

❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ à tr❛✈❡rs ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ●râ❝❡ à s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛✲

t✐♦♥s✱ s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛♥t✐❝✐♣❡ ❡t ❡♠♣ê❝❤❡ t♦✉t❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥

❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥

✐♥❞✉str✐❡ ❀ ❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ❧❛ ♣étr♦❝❤✐♠✐❡ ❡t

❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ér♦s♣❛t✐❛❧❡s ❬❇▼❉P✵✷✱ ◗❇✵✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s t✐r❡r

♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛

s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡

♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❘❞P❈ ❬●▼❘+✵✻✱▼●❘+✵✽❪✱

❘❞P❉ ❬▲▲✶✺❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❘❞P❍ ❬❏❈❇▼✶✸❪✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❝❧és q✉✐ ❧✐♠✐t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ■❧s

s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐és à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❘❞P❈ ❡t à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❝❡

q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝✲

t✐♦♥ ❬●▼❘+✵✻❪✳ ▼❛✐s ♣❛r❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦✐♥ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r

❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡

t②♣❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ❞❛♥s

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥

❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❛r❣❡ t♦✉t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s é✈♦q✉♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛

❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ s♦✐t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①✲

❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❊❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥

❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦♥❞éré q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✳ ❯♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t

❞és✐ré ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❈ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡s ❘❞P❉✱ s❛♥s ét❛❜❧✐r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❡t ❢❛✐r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s✳

▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✈✐s❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❡s

❘❞P❍✱ ♠✉♥✐s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡t t❡♠♣♦r✐sé❡s ❡t q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛✲

t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉❣❣éré❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ❛❞❛♣t❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡

❞✉ ❘❞P❍ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣✉✐s

❧❛ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬▲▲✶✺❪✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① r❡❧❛t✐❢s à ❧✬♦✉t✐❧

❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❘❞P✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲

t♦♥s ❧❡ ❘❞P❉ ❡t q✉❡❧q✉❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✐♥❤ér❡♥t ❛✉ ❘❞P❉ ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥✲

s✉✐t❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ❘❞P❈ ❡t ❧❡s

❘❞P❍✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡

❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲✬✐♥térêt ❡t ❧✬❡✣✲

❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❡s rés❡❛✉① s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét❛❜❧✐t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s tr♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s

❞✉ ❘❞P ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t s✐t✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❛

♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❜r✐è✲

✈❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❘❞P❉ ❡♥ ✐♥s✐st❛♥t s✉r ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❛

❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s

❢❛✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s

♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs

♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐❢✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝✲

t✐✈❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s

❘❞P❍✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡

❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜♥

❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❛✉ss✐ s❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣♦sé❡✳

✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ré✲

♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡

❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ❘❞P❈✳ ❊❧❧❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♠♣❧✐✜✲

❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠❡♥é❡✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡

q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé❡✳ ❊❧❧❡ ❡st s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡

ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t s♦✉❤❛✐té✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r✲

t✐❡✱ ❞❡ q✉❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r

❧❡s ❘❞P❉✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r

❧✬✉t✐❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②✲

❜r✐❞❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❍ ❡t ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ◆♦✉s

s✐♠♣❧✐✜♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t

✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥

❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

s✉❜✐❡s ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ ▲✬❡✣✲

❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ s②♥t❤ét✐s❡

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s✳

✺
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
■✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

■✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
■✳✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
■✳✶✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡ ✶✵
■✳✶✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛r ré✲

s❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ❛✉t♦♥♦♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
■✳✶✳✶✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ❛✉t♦♥♦♠❡s ✳ ✳ ✶✹

■✳✶✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
■✳✶✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
■✳✶✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

■✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
■✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
■✳✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■✳✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
■✳✷✳✷✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✷✶

■✳✷✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ t❡♠♣♦r✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
■✳✷✳✹ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
■✳✷✳✺ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

■✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
■✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■✳✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
■✳✸✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ é❧é✲

♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
■✳✸✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t❡♠♣♦r✐sé ✸✹
■✳✸✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊
♥ ✶✾✻✷✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ✭❘❞P✮ ❛ ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞✉ ♠❛✲

t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❈❛r❧ ❆❞❛♠ P❡tr✐ ✭✶✾✷✻✲✷✵✶✵✮ ❬❙✐❧✶✸❪✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥

❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡

❡t ♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ■❧ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬é✈é♥❡✲

♠❡♥ts q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬P❡t✻✻❪✳ ❉❡♣✉✐s ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❘❞P s✬❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡♥t✐❡r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❡①✲

♣❧♦r❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❛tt❡✐♥ts ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✉r❛♥t s♦♥

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❧✐♠✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆✜♥

❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱

✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✈✐❛ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❈❡tt❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✏ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✑ ❡t r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❘❞P ❞✐s❝r❡t ✭❘❞P❉✮ ♣❛r

✉♥ ❘❞P ❝♦♥t✐♥✉ ✭❘❞P❈✮ ❬❙❘✵✷❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♥✐ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♦✉ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡

✈❛♥♥❡✱ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ♦✉ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❬●❆✵✼❪✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱

❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ ✭❘❞P❍✮ ❛ été ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬❉❆✵✶❪✳ ■❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡

♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡s q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r

à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬●❆✵✼❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡

rés❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r✳

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉① tr♦✐s ❡①t❡♥✲

s✐♦♥s ❞✉ ❘❞P ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣❧♦❜❛❧ s✉r ❧❡ ❘❞P❉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡t t❡♠♣♦r✐sé ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s

❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡①♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✑✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥

■✳✷ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡ ❘❞P❈✳ ▲❡ ❘❞P❍ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳ ■❧ ❡st

❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❘❞P❈ ❡t ✉♥ ❘❞P❉✳

■✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts

■✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❘❞P❉ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛

♥♦t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♥❡ s❡r❛ ♣❛s é✈♦q✉é❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ ❘❞P❉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥

s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞❛t❡s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞é❧✐sé❡s✳

❙❡✉❧ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✽





❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❘❞P❉ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✈✉

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ 〈Nd,M0d〉 ♦ù Nd ❞é✜♥✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✐s❝r❡t ❡tM0d ∈ N
n
≥0 s♣é✲

❝✐✜❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱

❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ ❘❞P❉ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶ ❡st M0d =
[

2 1
]t

♦ù X t ❞é♥♦t❡ ❧❛

tr❛♥s♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ X✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ Nd ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ q✉❛✲

❞r✉♣❧❡t Nd = 〈P, T,Wpr,Wpo〉 ♦ù P = {pi}i=1, ..., n ❡t T = {tj}j=1, ..., q s♦♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s

✜♥✐s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❝♦♠♣♦sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ n = |P | ♣❧❛❝❡s ❡t q = |T | tr❛♥s✐t✐♦♥s t❡❧s q✉❡

P ∩ T = ∅✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ |.| ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s Wpr ❡t

Wpo ∈ N
n×q
≥0 ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré✲✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣♦st✲✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ st❛t✐q✉❡ ❞✉ ❘❞P ✿ ∀(pi, tj) ∈ P ×T ✱ Wpr(i, j) ∈ N≥0

❡t Wpo(i, j) ∈ N≥0 r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ pi ✈❡rs ❧❛ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ tj ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ✈❡rs ❧❛ ♣❧❛❝❡ pi✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ W ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r W = Wpo−Wpr✱

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t v ∈ P ∪T ✱ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts

❞✬❡♥tré❡ ✭♣❧❛❝és ❡♥ ❛♠♦♥t✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s♦rt✐❡ ✭s✐t✉és ❡♥ ❛✈❛❧✮ q✉✐ s♦♥t r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s②♠❜♦❧✐sés ♣❛r ◦v ❡t v◦✳

▲❡ ❘❞P❉ ♥❡ r❡st❡ ♣❛s ✜❣é ❞❛♥s s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ M0d✱ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈♦❧✉❡r ❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥

❛✉tr❡ ét❛t✳ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ pi ❡st ❞é♥♦té mi ∈ N≥0✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

❝♦♥st✐t✉é ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r

Md =
[

m1 . . . mi . . . mn

]t

✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✉t♦♥♦♠❡ s❡r♦♥t

❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

■✳✶✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❛✉t♦♥♦♠❡

▲❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ✭♦✉ ❧❡ t✐r✮ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P✳ ❈❡tt❡ é✈♦✲

❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s ❥❡t♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t à ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

♣❧❛❝❡✱ ❝❡❝✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ❢r❛♥✲

❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡st s♦✉♠✐s à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡

✈❛❧✐❞é❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❡♥

❛♠♦♥t✳ ❙♦✐t ηd(tj,Md) ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■✳✶✮ ✿

ηd(tj,Md) = min
pi∈◦tj

{⌊

mi

Wpr(i, j)

⌋}

✭■✳✶✮

♦ù ⌊·⌋ s②♠❜♦❧✐s❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ✭✳✮✳ ❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ tj ❡st ❞✐t❡

✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t Md s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭ss✐✮ ηd(tj,Md) > 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s pi ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ tj ✭pi ∈◦tj✮ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✵
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❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❛r❝s ❞❡ pi à tj✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❘❞P ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡

t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❡♥ ❛♠♦♥t s♦✐❡♥t ♠❛rq✉é❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ηd(tj,Md) ♠❡s✉r❡ ❧❛

q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ✈❛❧✐❞é❡ ✿ tj ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡

q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡ αd ∈ N t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < αd ≤ ηd(tj,Md)✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ tj ❧❡ r❡tr❛✐t ❞❡ αd ·Wpr(i, j) ♠❛rq✉❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s pi ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t

❧✬❛❥♦✉t ❞❡ αd ·Wpo(i, j) ♠❛rq✉❡s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s pi ❡♥ ❛✈❛❧✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭■✳✷✮ ✿

∆Md = αd ·W (:, j) ✭■✳✷✮

❛✈❡❝ W (:, j) ❡st ❧❛ jè♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj✳

❆✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧ ♦r❞r❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❡✉ ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé

q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❙♦✐t σd ∈ T ∗ ✭♦ù ∗ r❡♣rés❡♥t❡

❧✬ét♦✐❧❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✮✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ M0d ❥✉sq✉✬à ❧✬❛tt❡✐♥t❡ ❞✬✉♥ ét❛t Md✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ rés✉♠❛♥t ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r M0d [σd > Md ✳

❯♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♥♦té Γd ∈ N
q
≥0 t❡❧

q✉❡ Γd = (γdj)j=1, ..., q ∈ N
q
≥0 ♦ù γdj ∈ N≥0 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

tj ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ σd✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r Rd(Nd,M0d)✳ ■❧ r❡✲

♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s Md q✉✐ s♦♥t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ✭❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✮ à ♣❛r✲

t✐r ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ σd✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r Rd(Nd,M0d) =

{Md |M0d [σd > Md} ✳ ❙✐ Md ∈ Rd(Nd,M0d)✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭♦✉ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✮

❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■✳✸✮ ✿

Md = M0d +W · Γd ✭■✳✸✮

■✳✶✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❞✐s❝r❡ts ❛✉t♦♥♦♠❡s

▲❡ ❘❞P ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✉

s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝❤♦✐①✱ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s✳

▲❡s ❘❞P ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❤♦✐① ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ pi

♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ ✿ |p◦i | > 1 ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞✐t str✉❝t✉r❡❧ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡

■✳✷✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ ♣❧❛❝❡ pi ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠❛rq✉❡s ♣♦✉r ❢r❛♥❝❤✐r t♦✉t❡s ❧❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞✐t ❡✛❡❝t✐❢✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✶
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❋✐❣✉r❡ ■✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ ✉♥
❝♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢

▲❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❡s ♦♣é✲

r❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❘❞P ❧♦rsq✉✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

tj ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❧❛❝❡s ❞✬❡♥tré❡ ✿ |◦tj| > 1 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■✳✹✮✳ ▲❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ q✉❡ s✐ ❧❡s ♣❧❛❝❡s p3 ❡t p2✱ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ✶ ❡t ✷✱ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ à

t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ p2 ♥✬❡st ♣❛s ♠❛rq✉é❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 r❡st❡ ❜❧♦q✉é❡ ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ✷ é✈♦❧✉❡ ❡t q✉❡ p2 s♦✐t ♠❛rq✉é❡✳

  

  
 

    

❋✐❣✉r❡ ■✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉

s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■✳✺✮✳ ▲❡ ❞é♣❛rt s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❡st ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❛②❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❧❛❝❡s p2 ❡t p3 ❡♥ s♦rt✐❡✳ ❙✐ p1 ❡st ♠❛rq✉é❡✱

❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t1 ♠❡t ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✶ ❡t ✷✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡

♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s p22 ❡t p23✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✺✱

❧✬❛❝❤è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❡st s②♥❝❤r♦♥✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t12✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✷
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❋✐❣✉r❡ ■✳✺ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ ❛✈❡❝ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ r❡s✲

s♦✉r❝❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡

♠é♠♦✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st

♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✻✳ ▲❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✶ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❧❛

♠❛rq✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s p1✳ ▲❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛❧❧♦✉é❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✶✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❡

❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✷ s✉r ❧❛ ♣❧❛❝❡ p12✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

✶✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t10 ❡st ❢r❛♥❝❤✐❡✱ p1 r❡❞❡✈✐❡♥t ♠❛rq✉é❡ ❡t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳
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❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

■✳✶✳✶✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ❛✉t♦♥♦♠❡s

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❘❞P q✉✐ s♦♥t ❧✐é❡s à ❧✬❛s♣❡❝t ❜♦r♥é

❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜✐♥❛r✐té✱ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té✱ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡✱ ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡✱ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❡t ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳

❯♥❡ ♣❧❛❝❡ pi ❡st ❞✐t❡ ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ M0d s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡

ré❛❧✐s❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0d✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡s ❞❛♥s pi r❡st❡ ❜♦r♥é✳ ❯♥ ❘❞P❉ ❡st ❞✐t

❜♦r♥é s✐ t♦✉t❡s s❡s ♣❧❛❝❡s s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳ ❯♥ ❘❞P ❡st ❞✐t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é s✬✐❧ ❡st

❜♦r♥é ♣♦✉r t♦✉t ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❬❉❆✶✵❪✳ ▲❡ ❘❞P ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✼ ❡st ✉♥ ❘❞P ♥♦♥✲❜♦r♥é✳

P♦✉r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ M0d =
[

1 2
]t

✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞é❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡

❢r❛♥❝❤✐❡ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t1✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛rq✉❡ ❡st ❛❥♦✉té❡

❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ p2✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ m2 ♣❡✉t t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

 

  

❋✐❣✉r❡ ■✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P ♥♦♥✲❜♦r♥é

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❘❞P ❜♦r♥é ❡st ❧❡ ❘❞P s❛✉❢ ✭♦✉ ❜✐♥❛✐r❡✮✳ ❯♥ ❘❞P ❡st ❞✐t s❛✉❢

♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ M0d s✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ M0d✱ ❧❡s

♣❧❛❝❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❬❉❆✶✵❪✳ ▲❡ ❘❞P r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✽ ❡st ✉♥

❘❞P s❛✉❢✳

     

❋✐❣✉r❡ ■✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P s❛✉❢

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P ❡st ❧✐é❡ ❛✉① ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢r❛♥❝❤✐❡s✱ ❝❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥✬♦♥t

♣❛s ❡✉ ❧✐❡✉✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❘❞P ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡

♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞ét❡❝té✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡

❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t✐❢s à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✹
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❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❡st ❞✐t❡ ✈✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ M0d s✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ t♦✉t ♠❛r✲

q✉❛❣❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ Md✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t tj ❬❉❆✶✵❪ ✿

∀Md ∈ Rd(Nd,M0d), ∃σd t❡❧ q✉❡ Md[σd > ❡t tj ∈ σd ✭■✳✹✮

❯♥ ❘❞P ❡st ❞✐t ✈✐✈❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ M0d s✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t

✈✐✈❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❘❞P ✈✐✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t

❧✬ét❛t ❛tt❡✐♥t✳ ❯♥ ❘❞P ❡st ❞✐t ❝♦♥❢♦r♠❡ s✬✐❧ ❡st s❛✉❢ ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ▲❡ ❘❞P ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡

■✳✽ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ❝❛r ✐❧ ❡st s❛✉❢ ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❡t t2 s♦♥t ✈✐✈❛♥t❡s✳

▲❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞é❡✳

❯♥ ❘❞P ❡st ❞✐t s❛♥s ❜❧♦❝❛❣❡ s✐ ❛✉❝✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0d ♥✬❡st ✉♥

❜❧♦❝❛❣❡ ❬❉❆✶✵❪✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❘❞P ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✾✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s

❞❡✉① ❝②❝❧❡s✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣r♦❞✉❝t❡✉r ❞❡ ❥❡t♦♥s✱ q✉✐ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ❞ès ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t2✳

▲❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t2 ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Md =
[

0 1 0
]t

q✉✐ ❡st ✉♥

❜❧♦❝❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ■✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P ❛✈❡❝ ❜❧♦❝❛❣❡

❯♥ ❘❞P ❡st ❞✐t ♣❡rs✐st❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ M0d✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♠❛rq✉❛❣❡ Md

❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0d ❡t s✐ tj ❡t tj′ s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r Md✱ ❛❧♦rs ❧❛ séq✉❡♥❝❡ σd = tj tj′

❡st ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Md ❬❉❆✶✵❪✳

❯♥ ❘❞P ❡st ❞✐t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rs✐st❡♥t s✬✐❧ ❡st ♣❡rs✐st❡♥t ♣♦✉r t♦✉t ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

❯♥ ❘❞P s❛♥s ❝♦♥✢✐t str✉❝t✉r❡❧ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rs✐st❡♥t ❬❉❆✶✵❪✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡

❘❞P str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rs✐st❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❛♥♥✉❧❛✲

t❡✉rs à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✐ ∃Z ∈ N
n
≥0 t❡❧ q✉❡

Zt ·W = 01×q ✭♦ù 01×q ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ ❞❡ q ❝♦❧♦♥♥❡s✮✱ Z ❡st ❛♣♣❡❧é P✲s❡♠✐✲✢♦t✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛s ♦ù ∃Z ∈ Z
q
≥0✱ Z ❡st ❛♣♣❡❧é P✲✢♦t✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❙✐ Z > 0n×1✱ ❧❡ ❘❞P ❡st ❞✐t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Zt ·M0d =

Zt ·Md✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Zt ·M0d s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡

❘❞P ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é✳

▲❡ ❘❞P ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s s❛✐s♦♥s✳ ❈❡ rés❡❛✉ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❡✉❧ P✲

s❡♠✐✲✢♦t q✉✐ ❡st Z =
[

1 1 1 1
]t

❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡st m1+m2+m3+m4 = 1✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s❛✐s♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❬❉❆✶✵❪✳ ❈❡ rés❡❛✉ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t s❛✉❢ ❡t s❛♥s ❜❧♦❝❛❣❡✳

 
  

  

 

  

 

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ∃Y ∈ N
q
≥0 ❛✈❡❝ W · Y = 0n×1✱ Y ❡st ❛♣♣❡❧é ❚✲s❡♠✐✲✢♦t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

♦ù ∃Y ∈ Z
q
≥0✱ Y ❡st ❛♣♣❡❧é ❚✲✢♦t✳

❙✐ Y > 0q×1✱ ❧❡ ❘❞P ❡st ❞✐t ❝♦♥s✐st❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é

Md = M0d + W · Y = M0d ❬❙✐❧✾✸✱ ❏❏❘❙✵✺❪✳ ▲❡ ❘❞P ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✵ ❡st é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❧❡ s❡✉❧ ❚✲s❡♠✐✲✢♦t ❡st Y =
[

1 1 1 1
]t

✳

◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❘❞P ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs P✲s❡♠✐✲✢♦ts ❡t ❚✲s❡♠✐✲✢♦ts✳ ❯♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❚✲s❡♠✐✲✢♦ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ P✲s❡♠✐✲✢♦ts✮ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❚✲s❡♠✐✲✢♦t ✭r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ P✲s❡♠✐✲✢♦t✮✳

❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡s ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

s②stè♠❡ ❡t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞❛t❡s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❞✉ré❡s

❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❧❡s ❘❞P❉✳

■✳✶✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t ❚✲t❡♠♣♦r✐sé

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt❡s ❞❡ ❘❞P❉ t❡♠♣♦r✐sés ❞♦♥t ❧❡s ❘❞P❉ P✲

t❡♠♣♦r✐sés ❡t ❚✲t❡♠♣♦r✐sés ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①

♣❧❛❝❡s ❡t ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❬❉❆✾✷✱❉❆✵✶❪✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ❘❞P❉

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❚✲t❡♠♣♦r✐sé ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳

▲✬❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝✐s❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❘❞P❉ P✲t❡♠♣♦r✐sé✱ ✉♥❡ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡

pi ∈ P ❡t ♣❛r s✉✐t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠❛rq✉❡ ❞é♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s✳ ▲❡s ♠❛rq✉❡s

r❡st❡♥t ✐♥❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❞✉ré❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛✲

t✐♦♥ ηd ♥❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s ♠❛rq✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭❞♦♥t ❧❛ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st é❝♦✉❧é❡✮✳

❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉✱ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé✱ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✱

❞és✐❣♥é❡ ♣❛r Dmin = (dmin j)j=1, ..., q ∈ R
q
≥0✱ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s t❡❧❧❡ q✉❡ dmin j

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡

❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t 〈Nd, Dmin,M0d〉✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡✱

❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞é✲

♣❡♥❞❡♥t ❞és♦r♠❛✐s ❞✉ t❡♠♣s τ ✱ ✐❧s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦tés Md(τ)✱ ηd(Md(τ), tj)✱ σd(τ)

❡t Γd(τ)✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✳

❈❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj✱ j = 1, . . . , q✱ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ Md à

❧❛ ❞❛t❡ τ ss✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❥❡t♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s

♣♦✉r ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥t été rés❡r✈és ❛✉ ♠♦✐♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡

τ − dmin j✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❥❡t♦♥s ♦♥t été ❜❧♦q✉és ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡

❞✉ré❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmin j ❬❉❆✾✷❪ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■✳✶✶✮✳ ❙✐ dmin j = 0✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

❡st ❞✐t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❬❉❆✾✷❪✳

 
 

 

 

 

 

 

 . .  −   

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✶ ✕ ❋r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ t❡♠♣♦r✐sé❡

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

■✳✶✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡t

➚ s♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡♥ ✶✾✻✷✱ ❧❡ ❘❞P ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞é❞✐é ❛✉① s❝✐❡♥❝❡s

✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▼❛✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ s♦♥t é❧❛r❣✐s ❡t ❧❡ ❘❞P

s✬❡st ré♣❛♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❙❊❉ ❞❛♥s ❞❡s s❡❝t❡✉rs

très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❞❡ ❝♦✉rs✱ ❞❡ ❧✐✈r❡s✱ ❞✬♦✉t✐❧s ❡t ❞❡ ♥♦r♠❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés✱

♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s

q✉❡❧q✉❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❉✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❘❞P❉ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛❝t✐✲

✈✐tés ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡rs ✢❡①✐❜❧❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❡♥❞❡♠❡♥t ❡t

♣♦✉r ♣r♦✜t❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ✢❡①✐❜✐❧✐té ❬▲❉✾✹✱▼❨❑✵✷✱❨❘❈▲✵✸❛✱❨❘❈▲✵✸❜✱❑❙◆✵✼❪✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❬▲❉✾✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❘❞P❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ été ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥

♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛ été ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❘❞P❉✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ♦❜✲

t❡♥✉✳ ▲❡ ❘❞P❉ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡

❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛ été ❛❧♦rs r❡❢♦r♠✉❧é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❉✳

●râ❝❡ à ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♠❛♥❞és✱ ❧❡s ❘❞P❉ ♦♥t ❛✉ss✐ été ✉t✐❧✐✲

sés ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s rés❡❛✉① ✉r❜❛✐♥s✳ ❬▲❈✵✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé

✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❝❛rr❡❢♦✉rs à ❢❡✉① à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❘❞P❉✳ ❊♥✲

s✉✐t❡✱ ✐❧s ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ✭P✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t ❜❧♦❝❛❣❡✮ ♣♦✉r

✈ér✐✜❡r q✉❡ s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❝♦rr❡❝t✱ q✉✬✐❧ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❡t q✉✬✐❧ ♥❡

♣rés❡♥t❡ ❛✉❝✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡✱ ❬❉❇▼+✶✹❪ ♦♥t ♣✉ ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ✢✉① ❞✉ tr❛✜❝

✉r❜❛✐♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❘❞P❉ ❝♦✉♣❧é à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✳

■✳✶✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ✭♦✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s✮ r❡❣r♦✉♣❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s

❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❡♥tr❛î♥❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

✈❛❧✐❞é❡ ❬❉❆✶✵❪✳ ❙♦✐t ❧❡ ❘❞P r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✵ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡

✐♥✐t✐❛❧ M0d =
[

1 0 0 0
]t

✳ ❈❡ rés❡❛✉ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

M0d✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✷✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✷ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❞P ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✵

▲❡ ❘❞P❉ ❡st ❞é❞✐é ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥

❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❙❊❉✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é

♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❞✉ ❘❞P❉ ❡st s♦✉✈❡♥t très ❣r❛♥❞

❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s

rés❡❛✉① ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭à s❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮✳ ▲✬❡✛♦rt

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡q✉✐s ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ✈ér✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s

♣r♦♣r✐étés ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❬❙✐❧✶✸❪✳ ❈❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ ✐♥❤ér❡♥t à

❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❉❊❙ ♠♦❞é❧✐sés✳ ■❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❘❞P❉ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❙❊❉ ❡t s♦✉❧è✈❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✿ q✉❡❧❧❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❛✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❄

■✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s tr❡♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ❛✜♥ ❞❡

♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✐♥❤ér❡♥t ❛✉① ❙❊❉✳ ▲✬✉♥❡

❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❝♦♥s✐st❡ à ✢✉✐❞✐✜❡r ❧❡ ❘❞P❉✳

■✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥

▲❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t

❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❡ ♠❛rq✉❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡t q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✉ ❘❞P❉ ❬❙❏▼❱✶✶❪✳ ❊❧❧❡ ❛ été ♣r♦✲

♣♦sé❡ ❡♥ ✶✾✽✼ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✏❊✉r♦♣❡❛♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ P❡tr✐ ◆❡ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞

❚❤❡♦r②✑ ♣❛r ❉❛✈✐❞ ❡t ❆❧❧❛ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✢✉✐❞✐✜❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡♥ r❡✲

❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ❧❛

♠ê♠❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❈♦❧♦♠ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✶✾







❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

■❧ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❧✉s à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ tj ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té

ré❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡s αc t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < αc ≤ ηc(tj,Mc) ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡

ré❡❧ ❞❡ ♠❛rq✉❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ αc ·Wpr(i, j) ♠❛rq✉❡s s♦♥t r❡t✐ré❡s ❞❡s

♣❧❛❝❡s pi ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ tj ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t αc ·Wpo(i, j) ♠❛rq✉❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s à ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡s ♣❧❛❝❡s pi ❡♥ ❛✈❛❧✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■✳✻✮ ✿

∆Mc = αc ·W (:, j) ✭■✳✻✮

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❘❞P❈ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r Rc(Nc,M0c)✱ ❙♦✐t σc ∈ T ∗ ✉♥❡

séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc à ♣❛rt✐r ❞❡ M0c

♦ù Mc ∈ Rc(Nc,M0c) ❡t s♦✐t Γc = (γcj)j=1, ..., q ∈ R
q
≥0 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts q✉✐

❝❛r❛❝tér✐s❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡✱ ♦ù γcj ∈ R ❞és✐❣♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡

❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ σc✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■✳✼✮ ✿

Mc = M0c +W · Γc ✭■✳✼✮

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s✱ ❧❡ ❘❞P❈ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡✳ ▲❡ ❘❞P❈ t❡♠♣♦r✐sé ❡st ❞é✜♥✐ ❛✜♥

❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s✳

■✳✷✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉ t❡♠♣♦r✐sé

▲❡ ❘❞P❈ t❡♠♣♦r✐sé ❡st ✉♥ ❘❞P❈ ❛✉q✉❡❧ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t ❛❥♦✉✲

té❡s✳ ❈❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r λ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ λ = (λj)j=1, ..., q ∈ R
q
>0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❘❞P❈

t❡♠♣♦r✐sé ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t 〈Nc,M0c, λ〉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❝♦♥t✐♥✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✭■✳✼✮ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞é✲

s♦r♠❛✐s ❞❡ τ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts Γc(τ) ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, τ ]✳

▲❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s✬❡✛❡❝t✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❧❡s ❥❡t♦♥s s✬é❝♦✉❧❡♥t

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡

✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡st ♥♦té Fc(τ) = Γ̇c(τ) =
(

fj(τ)
)

j=1, ..., q
∈ R

q
≥0✳ ■❧ ♠❡s✉r❡ ❧❛ q✉❛♥✲

t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛ss❡r à tr❛✈❡rs ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❛r ✉♥✐té ❞❡

t❡♠♣s ✭❯✳❚✳✮ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❘❞P❈ t❡♠♣♦r✐sé ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r Rc(Nc,M0c, λ)✳ ❙✐

Mc(τ) ∈ Rc(Nc,M0c, λ)✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭■✳✽✮ ✿

Ṁc(τ) = W · Γ̇c(τ) = W · Fc(τ) ✭■✳✽✮

❙❡❧♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❘❞P❈

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ▲❡s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s

✭♦✉ ✈✐t❡ss❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✮ ❡t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ✭♦✉ ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❬❉❆✾✷❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❡st ❞✐t❡ ✏❢♦rt❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡✑ s✐ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❡♥ ❛♠♦♥t

❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t λj✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s

s❡r✈❡✉rs tr❛✈❛✐❧❧❡♥t à ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❬❉❆✾✷✱❉❆✵✶❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st

❞✐t❡ ✏❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡✑ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❡♥ ❛♠♦♥t s♦✐❡♥t ❛❧✐♠❡♥té❡s ✭❝✲à✲❞ s✬✐❧

❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❝❡s ♣❧❛❝❡s t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t

♣♦s✐t✐✈❡ ❬❉❆✵✶❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ tj ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✾✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❡t ❧❡ ✢✉① t♦t❛❧ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ tj ❬❉❆✵✶❪✳

fj(τ) =











λj, s✐ ∀pi ∈◦ tj,mi > 0

min

{

minpi∈◦tj |mi=0

{

∑

tj′∈
◦pi

fj′ ·Wpo(i, j
′)

Wpr(i, j′)

}

, λj

}

, s✐♥♦♥

✭■✳✾✮

▲❡ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t t❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❡ s❡ ♣r♦✲

❞✉✐t✳ ▲❡ s❡✉❧ é✈é♥❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ❧✬❛ssé❝❤❡♠❡♥t

❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬❉❆✶✵❪✳ ❊♥tr❡ ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❧❡ ❘❞P❈

❡st ❞✐t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♣♣❡❧é ■❇✲st❛t❡ ✭✏■♥✈❛r✐❛♥t ❇❡❤❛✈✐♦r st❛✲

t❡✑✮ ❬❉❆✶✵❪✳ ❉❛♥s ✉♥ ■❇✲st❛t❡✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥ tj ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ✭■✳✸✶✮ ❬❉❆✾✷✱❙❘✵✹❪ ✿

fj(τ) = λj · ηc
(

tj,Mc(τ)
)

= λj · min
pi∈◦tj

{

mi(τ)

Wpr(i, j)

}

✭■✳✶✵✮

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ♥✬❡st ♣❛s

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❝♦♥st❛♥t✱ ✐❧ ✈❛r✐❡ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❞❡ λj✳

❉❛♥s ❬▼❘❙✵✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❡①♣❧✐q✉é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♦✉

❞✐✈❡r❣❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❘❞P ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛❞é✲

q✉❛t❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ s②stè♠❡ ré❡❧✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❬▼❘❙✵✻❪✱ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡

❝❛té❣♦r✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❘❞P✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❉ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ q✉❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ❬▼❘❚❘❙✵✽❪✳ ➚

❝❡t é❣❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▲❡ ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉❡s à

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✏♠✐♥✑ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳ ❉❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été

♣r♦♣♦sé❡s ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✭♠❛①✱ ♣❧✉s✮ ❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s✳

❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♥♦s

tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té Rc(Nc,M0c, λ) ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ré✲

❣✐♦♥s ✿ Rc(Nc,M0c, λ) = R1 ∪ . . . ∪ Rk ∪ . . . ∪ RK ✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s s❛✉❢ s✉r

❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s q✉✬❡❧❧❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❬❆❖❏▼❙✶✶❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t

❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s q✉✐

❝♦♥st✐t✉❡♥t ❝❤❛q✉❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ s❛t✐s❢❛✐t ✭■✳✶✶✮ ✿

K ≤

q
∏

j=1

|◦tj| ✭■✳✶✶✮

❈❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✱ Rζ ✱ ζ = 1, . . . , K✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡①♣❧✐❝✐✲

t❡♠❡♥t ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s

q✉✐ ❧✐♠✐t❡♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ➚ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❧❛❝❡ ❝r✐t✐q✉❡

❧✐♠✐t❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙✐ pi ∈ ◦tj ❡st ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ tj✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t s❛t✐s✲

❢❛✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭■✳✶✷✮ ❬▲▲✶✶❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s

❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✿
mi(τ)

Wpr(i, j)
= ηc

(

tj,Mc(τ)
)

✭■✳✶✷✮

❙✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡s ré❣✐♦♥s✱ ✉♥❡ ♠ê♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❧❛❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❬❆❖❏▼❙✶✶❪✳ P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✱ ∀ζ = 1, . . . , K ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à

✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r Aζ ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ Aζ ∈ R
q×n
≥0 ❬▼❘❚❘❙✵✽❪✳ ❊❧❧❡ ❡st

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✷✹





❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✻✱ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦ssè❞❡ K = 4 ré❣✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭■✳✶✻✮ ✿

R1 = {Mc|m1 ≤ m4,m2 ≤ m4}

R2 = {Mc|m1 ≤ m4,m4 ≤ m2}

R3 = {Mc|m4 ≤ m1,m2 ≤ m4}

R4 = {Mc|m4 ≤ m1,m4 ≤ m2}

✭■✳✶✻✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❡st ✿

A1 =









0.5 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0









;A2 =









0.5 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0









;A3 =









0 0 0 0.5

0 1 0 0

0 0 1 0









;A4 =









0 0 0 0.5

0 0 0 1

0 0 1 0









▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❡ t❡♠♣s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❬●❤♦✶✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥s✐st❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r

❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✳ ▲❡ t❡♠♣s

❝♦♥t✐♥✉ τ ❡st ❞♦ré♥❛✈❛♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ θ t❡❧❧❡ q✉❡ τk = θ · k ♦ù k ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t τk ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

t❡♠♣s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ✭♦✉ ❞✐s❝r❡t✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡ ❘❞P❈ à t❡♠♣s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é s❡r❛

❞és✐❣♥é ♣❛r θ✲❘❞P❈ ❂ 〈Nc,M0, λ, θ〉✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✉✐t❡ à ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❝r✉❝✐❛❧❡s s❡ ♣♦s❡♥t ✿ ❡st✲❝❡ q✉❡

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ t❡♠♣s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ♣rés❡r✈❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ t❡♠♣s

❝♦♥t✐♥✉ ❄ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❄ ❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡

à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❬▼❘❙❙✵✻❪✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❛

♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛ été ❢♦✉r♥✐❡ ✿ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡

❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭■✳✶✼✮ ❬▼❘❙❙✵✻❪ ✿

∀pi ∈ P ✱
∑

tj∈p◦i

λj · θ < 1 ✭■✳✶✼✮

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r Rk ❡t Ak ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ Mc ❡t s❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❧❛ ❞❛t❡ τk✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭■✳✶✽✮ ré❣✐t ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ θ✲❘❞P❈ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ Rk ✿







Mc(τk+1) = Mc(τk) + θ ·W · Fc(τk)

Fc(τk) = Λ · Ak ·Mc(τk)
✭■✳✶✽✮

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ Mc(τk+1) ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ✭■✳✶✾✮ ✿

Mc(τk+1) = Bk ·Mc(τk) ✭■✳✶✾✮

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Bk ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■✳✷✵✮ ✿

Bk = In + θ ·W · Λ · Ak ✭■✳✷✵✮

❛✈❡❝ In ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n× n✳

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ✭■✳✶✼✮✳ ❙♦✐t Rc(Nc,M0c, λ, θ) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐✲

❧✐té ❞✉ θ✲❘❞P❈✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡M0c ≥ 0n×1✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r

❞❡ M0c s♦♥t ❛✉ss✐ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢s ❬▼❘❙❙✵✻❪✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ∀Mc ∈ Rc(Nc,M0c, λ, θ)⇒

Mc(τk) ≥ 0n×1✳

❯♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞é❥à ♠❛rq✉é❡ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s êtr❡ ✈✐❞é❡ ❛♣rès ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡

♣❛s ❬▼❘❙❙✵✻❪✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s ❝♦♥❝❡r✲

♥❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞❡s ❘❞P❈ ❡t θ✲❘❞P❈ ✿

✖ ❯♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡st ❞✐t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ θ✲❘❞P❈ ss✐ ✐❧ ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡

❘❞P❈ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♥❡ ✈✐❞❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❧❛❝❡

❞é❥à ♠❛rq✉é❡ ❬▼❘❙❙✵✻✱▼●❘+✵✽❪✳

✖ ❚❛♥t q✉❡ θ ✈ér✐✜❡ ✭■✳✶✼✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜❧✐té Rc(Nc,M0c, λ, θ)

❡t Rc(Nc,M0c, λ) s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s ❬▼❘❙❙✵✻✱▼●❘+✵✽❪✳

✖ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ Rc(Nc,M0c, λ, θ) ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ Rc(Nc,M0c)✳ ❊♥

❡✛❡t✱ s✐ Mc ∈ Rc(Nc,M0c) t❡❧ q✉❡ Mc ≥ 0n×1✱ ❛❧♦rs ❝❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡st ❧✐♠✲❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡

❞❛♥s ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❬▼●❘+✵✽❪✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❧✐♠✲❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡

à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✐♥✜♥✐ ✭♦✉ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ♣❛s✮✳

▲❡s ❛✉tr❡s t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬▼❘❙❙✵✻✱▼●❘+✵✽❪ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❢♦r❝é✳ ■❧s

s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❘❞P✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s

❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❈✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

■✳✷✳✹ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉

▲❡s ❘❞P❈ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s

❞❡ ❙❊❉ q✉✐ s♦✉✛r❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✐♥❤é✲

r❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❘❞P❉✳ ▲❡s ❘❞P❈ ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊♥ ❝♦♥sé✲

q✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❘❞P❈ ♦♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts

❞♦♠❛✐♥❡s✱ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡r ❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❬❆❉✽✽❪

♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡s ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡s s②stè♠❡s

❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t②♣✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sés ♣❛r ❞❡s st❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝♦♥✈♦②❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳

❬❏❇✶✵❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡t ✐❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠♦✲

❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉① ♣❛r ❧❡s ❘❞P❈✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡

♠♦❞è❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝✐r✲

❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ r❡t❛r❞ t♦t❛❧ ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ❝❡

♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❬❚▲❚▼✵✺❪ s❡ s♦♥t ❢♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡s ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❘❞P❉

t❡♠♣♦r✐sés ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡

❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❘❞P❉ t❡♠♣♦r✐sés✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts r♦✉t✐❡rs ❧❛r❣❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

❣❧♦❜❛❧❡s ✭❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t✮ ♦♥t été ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✉ ❘❞P❈✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✭❞✐✈✐s❡r ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t

❡♥ s♦✉s✲s❡❣♠❡♥ts✮ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡

✈é❤✐❝✉❧❡ s✉r ❧❛ r♦✉t❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❝♦♠❜✐♥és ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r✱ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ tr❛✜❝ ✉r❜❛✐♥s ❡t ✐♥t❡r✉r❜❛✐♥s✳

❉✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉①✱

♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❙❇❇+✶✶❪ ♦♥t été ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡

❧♦❣✐st✐q✉❡✳ ■❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ❣é♥ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❘❞P❈

à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■✳✷✳✺ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉

▲❡ ❘❞P❈ ❡st ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞✬❛♣rès ❬❙❘✵✷✱ ❙✐❧✶✸✱ ❙❛♥✶✺❪✱ t♦✉s ❧❡s ❙❊❉ ♥❡

♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✢✉✐❞✐✜és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❡❧s

q✉❡ ❬❙❘✵✺❪ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✉

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❘❞P à tr❛✈❡rs ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❘❞P❉

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ❘❞P❈ ❡st ❜♦r♥é✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❘❞P❉ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é ❬❙❘✵✺❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ✈❛✉t ♣❛s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥✐ ♦❜s❡r✈é❡s ♥✐ ❛♥❛❧②sé❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✛❡❝✲

t✉é❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡✱ ❝❛r ❧❡ ❘❞P❈ ❡t ❧❡ ❘❞P❉ ♥✬♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❈ s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ré❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡s✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛rq✉❛❣❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❉ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛t✲

t❡✐❣♥❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❈✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡✱ Rd(Nd,M0d) 6= Rc(Nc,M0c)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❧✐é❡s à ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ❛✉ ❜❧♦❝❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡s ✈✐❛ ❧❛ ✢✉✐✲

❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❙❘✵✷✱❙❘✵✺❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❘❞P❈ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♥✐ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❧♦❣✐q✉❡s ♥✐ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♦✉ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛♥♥❡✱ ❧❡

♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮ ❬●❆✵✼❪✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡s ❛❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉r✲

t❛♥t ❣❛r❞❡r ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐s❝r❡t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ ✭❘❞P❍✮

❛ été ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬❉❆✵✶❪✳

■✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s

▲❡ ❘❞P❍ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②✲

♥❛♠✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡s ❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r✳ ▲❡ ❘❞P❍

❡st ♦❜t❡♥✉ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❘❞P ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts

❞✐s❝r❡ts ❡t ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❘❞P❍ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❬❇●▼✵✵✱❉❆✵✶✱❏▼❱✶✶❪✳

■✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡

■✳✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡

❯♥ ❘❞P❍ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ 〈Nh,M0h〉 ♦ù Nh ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t M0h ❡st ❧❡

♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ Nh ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t 〈P, T,Wpr,Wpo〉 ♦ù P = {pi}i=1, ..., n

❡t T = {tj}j=1, ..., q s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❝♦♠♣♦sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ n

♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡ q tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❬❉❆✵✶❪✱ P ❡t T s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉①

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t ❞✐s❥♦✐♥ts ✿ P = Pd ∪Pc ❛✈❡❝ Pd ∩Pc = ∅ ❡t T = Td ∪ Tc

❛✈❡❝ Td∩Tc = ∅ t❡❧s q✉❡ nd = |Pd|✱ nc = |Pc|✱ qd = |Td| ❡t qc = |Tc| s❛❝❤❛♥t q✉❡ n = nd+nc

❡t q = qd + qc✳ Pd ❡t Pc ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❡t Td

❡t Tc r❡❣r♦✉♣❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

Wpr ❡t Wpo ❞és✐❣♥❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ st❛t✐q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✿ ∀(pi, tj) ∈ P × T ✱ Wpr(i, j) ❡t

Wpo(i, j) r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ pi ✈❡rs tj ❡t ❞❡ tj ✈❡rs pi✳ ❙✐

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

pi ∈ Pd✱ Wpr(i, j) ∈ N ❡t Wpo(i, j) ∈ N✱ s✐ pi ∈ Pc✱ Wpr(i, j) ∈ R≥0 ❡t Wpo(i, j) ∈ R≥0✳

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ ❡t s♦✉s rés❡r✈❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛❝❡s

❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭■✳✷✶✮ ❡st ❛❞♦♣té❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s q✉✐

❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ❘❞P❍ ✿

Wpr =

[

W dd
pr W dc

pr

W cd
pr W cc

pr

]

;Wpo =

[

W dd
po W dc

po

W cd
po W cc

po

]

✭■✳✷✶✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ W ❡st ❞és♦r♠❛✐s r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✭■✳✷✷✮ ✿

W =

[

W dd W dc

W cd W cc

]

✭■✳✷✷✮

❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s ❞❡ Wpr✱ Wpo ❡t W s♦✐❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s✳

▲❡s s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s W dd ❡t W cc r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✐s✲

❝rèt❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ W dc ❡t W cd r❡❣r♦✉♣❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts

❞✐s❝r❡ts ✈❡rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❝❡✉① ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ✈❡rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳

▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ❘❞P❍ ❡st ♥♦té Mh =
[

M t
d M t

c

]t

♦ù Md ∈ N
nd

≥0 ❡t Mc ∈ R
nc

≥0

❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡ ♠❛r✲

q✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ M0h ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❞é✜♥✐ ♣❛r M0h =
[

M t
0d M t

0c

]t

✳

❉❛♥s ✉♥ ❘❞P❍✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✐s❝rèt❡ s♦♥t ✐♥t❡r✲❝♦♥♥❡❝tés✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❘❞P❈ ❡t ❧❡s ❘❞P❉✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t v ∈ P ∪ T ♣♦ssè❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts

❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡✮

♣❡✉t ❛✈♦✐r ❡♥ ❛♠♦♥t ♦✉ ❡♥ ❛✈❛❧✱ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥✱ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦✉ ❞✐s❝rèt❡s s♦✉s

rés❡r✈❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀(pi, tj) ∈ Pd × Tc✱ W dc
pr (i, j) = W dc

po (i, j) ❝❡

q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ W dc(i, j) = 0✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❘❞P❍ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❢r❛♥✲

❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t

♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡♥t✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ❬❉❆✵✶❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❘❞P❍

à s❛✈♦✐r ❧❡s ❘❞P❍ ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❘❞P❍❊✮✱ ❧❡s ❘❞P❍ ❉✲➱❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❘❞P❍❉❊✮ ❡t ❧❡s

❘❞P❍ ♥♦♥✲➱❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❘❞P❍♥❊✮ ❬●❆✵✼❪✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ ❘❞P❍ ❡st ❞✐t ➱❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✐ t♦✉t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡

❡♥ ❛♠♦♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s

❞✬❛r❝✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ W cd
pr = W cd

po ❬❉❆✵✶❪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ W cd = 0nc×qd ✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à

❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♣❡✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❬❉❆✵✶❪✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❍❊ ❡st ♥♦té❡ s❡❧♦♥

✭■✳✷✸✮ ❬❉❆✵✶✱●❆✵✼❪ ✿

W =

[

W dd 0nd×qc

0nc×qd W cc

]

✭■✳✷✸✮

▲❡ ❘❞P❍❉❊ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞✉ ❘❞P❍❊ q✉✐ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬▲❍❙✵✺❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❘❞P❉ t❡♠♣♦r✐sé ❡t ❞✬✉♥ ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r

❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡s à ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♠♠❛♥❞és ♣❛r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

t❡♠♣♦r✐sé❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡s

❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ W cd
pr = W cd

po = 0nc×qd ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t

❞✐r❡ q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❬▲❍❙✵✺❪✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✼ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❘❞P❍❊ ❡t ✉♥ ❘❞❍❉❊ ✿
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❋✐❣✉r❡ ■✳✶✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❍❊ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞✬✉♥ ❘❞P❍❉❊ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❬❉❆✵✶❪

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Wpr ❡t Wpo ❞✉ ❘❞P❍❊ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

Wpr =

Td Tc

Pd

Pc













0 1

1 0

1 0

0 0

0 0

0 14.8

1 0

0 1













;Wpo =

Td Tc

Pd

Pc













1 0

0 1

1 0

0 0

0 0

0 14.8

0 1

1 0













❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Wpr ❡t Wpo ❞✉ ❘❞P❍❉❊ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

Wpr =

Td Tc

Pd

Pc













0 1

1 0

1 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1













;Wpo =

Td Tc

Pd

Pc













1 0

0 1

1 0

0 0

0 0

0 0

0 1

1 0













▼ê♠❡ s✐ ❧❡s s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s W cd
pr ❡t W cd

po ❞❡s ❘❞P❍❊ ❡t ❘❞P❍❉❊ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

W =

Td Tc

Pd

Pc













1 −1

−1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

−1 1

1 −1













❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❘❞P❍♥❊✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

❡t ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲

♠❛tr✐❝❡ W cd✳ ▲❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s

❝♦♥t✐♥✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✽ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❘❞P❍♥❊ ✿
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▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

W =

Td Tc

Pd

Pc













1 −1 0

−1 1 0

0

0

0 0 1

0 0 −1

−1

1













❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❘❞P❍❊ ❧❡s ❘❞P❍❉❊✳

■✳✸✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉t♦✲

♥♦♠❡

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❍❊ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞✐s❝rèt❡s

✈❛❧✐❞é❡s✳ ❙♦✐t ηd(tj,Mh) ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ tj ∈ Td✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r

❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✷✹✮ ✿

ηd(tj,Mh) = min
pi∈◦tj

{⌊

mi

Wpr(i, j)

⌋}

✭■✳✷✹✮

❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ∈ Td ❡st ❞✐t❡ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t Mh ss✐ ηd(tj,Mh) > 0✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ηd(tj,Mh) ♠❡s✉r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✈❛❧✐❞é❡ tj✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❡♥t✐èr❡

❞❡ ♠❛rq✉❡s αd ∈ N t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < αd ≤ ηd(tj,Mh)✳

▲❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♠♦❞✐✜❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ Md

❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❤②❜r✐❞❡ Mh ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆Mh ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✭■✳✷✺✮ ✿

∆Mh = αd ·

[

W dd(:, j)

0nc×1

]

✭■✳✷✺✮

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ tj ∈ Tc ❡st ✈❛❧✐❞é❡

♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ Mh ss✐ ∀pi ∈ ◦tj,mi > 0✳ ❙♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♥♦té ηc(tj,Mh)✱ ♥✬❡st

♣❛s ❧✐♠✐té à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✱ ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✷✻✮ ✿

ηc(tj,Mh) = min
pi∈◦tj

{

mi

Wpr(i, j)

}

✭■✳✷✻✮
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❈❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ré❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡ αc ∈ R

t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < αc ≤ ηc(tj,Mh) ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mh ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ s❡✉❧❡ ❧❛

♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Mc ❡st ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ∆Mh ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭■✳✷✼✮ ✿

∆Mh = αc ·

[

0nd×1

W cc(:, j)

]

✭■✳✷✼✮

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❘❞P❍❊ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r Γh =
[

Γt
d Γt

c

]t

♦ù Γd ∈ N
qd
≥0 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t Γc ∈ R

qc
≥0

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❘❞P❍❊ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ♥♦té Rh(Nh,M0h)✱ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❙✐ Mh ∈

Rh(Nh,M0h)✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❍ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■✳✷✽✮ ✿

Mh = M0h +W · Γh ✭■✳✷✽✮

▲❛ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❍❊ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

■✳✸✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❍②❜r✐❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t❡♠✲

♣♦r✐sé

❯♥ ❘❞P❍❊ t❡♠♣♦r✐sé ❡st ✉♥ ❘❞P❍❊ ❛✉q✉❡❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✳ ▲❡

♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ❘❞P❍❊ t❡♠♣♦r✐sé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞é♣❡♥❞❡♥t

❞✉ t❡♠♣s τ ✳ ■❧s s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦tés ♣❛r Mh(τ) =
[

Md(τ)
t Mc(τ)

t
]t

❡t

Γh(τ) =
[

Γd(τ)
t Γc(τ)

t
]t

✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❬▲❍❙✵✺❪✱ ❛✉❝✉♥ ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♥✬❡st s♣é❝✐✜é✱ s❡✉❧❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡st

❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❯♥ ❘❞P❍❊ t❡♠♣♦r✐sé ❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t

〈Nh,M0h, Dmin, λ〉✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ Dmin = (dmin j)j=1, ..., qd ∈ R
qd
≥0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡

tj ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t à ❧❛ ❞❛t❡ τ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛ ❞❛t❡ τ + dmin j✳ ❙✐ dmin j = 0✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡ ❬❉❆✾✷❪✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ λ = (λj)j=qd+1, ..., q ∈ R
qc
>0 ❞é♥♦t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✸✹
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❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t q✉✐ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Γd à ❧❛ ❞❛t❡ τ ✱ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✭■✳✷✾✮ ✿

Md(τ
+) = Md(τ) +W dd · Γd(τ) ✭■✳✷✾✮

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ τ+ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥st❛♥t q✉✐ s✉❝❝è❞❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s à ❧❛ ❞❛t❡ τ ✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✸✵✮ ✿

Ṁc(τ
+) = W cc · Γ̇c(τ

+) ✭■✳✸✵✮

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s

s✬❡✛❡❝t✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ✢✉① ❝♦♠♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛rq✉❡s ❢r❛♥✲

❝❤✐❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ➚ ❧❛ ❞❛t❡ τ+✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ❞é✜♥✐

♣❛r Fc(τ
+) = Γ̇c(τ

+) ❛✈❡❝ Fc(τ
+) = (fj(τ

+))j=qd+1, ..., q✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ✢✉① ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

t❡♠♣♦r✐sé❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ❡t ✐♥✜♥✐s ✭✈✐t❡ss❡s

❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❬❉❆✵✶✱▲❍❙✵✺✱●❆✵✼✱●❤♦✶✷✱❏❈❇▼✶✸❪

♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s

❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❜❛sés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✲

✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❏▼❱✶✶❪✳ ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ tj✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✸✶✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■❧ ♠❡s✉r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s q✉✐

♣❡✉t ❢r❛♥❝❤✐r tj ∈ Tc ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ✿

∀tj ∈ Tc, fj(τ
+) = λj · ηc(tj,Mh(τ

+)) ✭■✳✸✶✮

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❘❞P❍❊ ❡st ♥♦té Rh(Nh,M0h, Dmin, λ)✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r✲

t✐t✐♦♥♥é ❡♥ K ré❣✐♦♥s✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ré❣✐♦♥s K ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■✳✸✷✮ ✿

K ≤

q
∏

j=qd+1

|◦tj|, tj ∈ Tc ✭■✳✸✷✮

❈❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✱ ∀ζ = 1, . . . , K✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Ac
ζ t❡❧❧❡ q✉❡ Ac

ζ ∈ R
qc×n
≥0 ✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡✱ j = 1, . . . , qc✱ ❞❡ Ac

ζ ♥❡

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✸✺
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♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ♥♦♥✲♥✉❧ à ❧❛ iè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✿

Ac
ζ(j, i) =











1

Wpr(i, j)
, s✐ pi ❡st ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ tj ∈ Tc

0, s✐♥♦♥
✭■✳✸✸✮

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Ac
ζ ❡st ❝♦♥s✐✲

❞éré❡ ✿ Ac
ζ =

[

Acd
ζ Acc

ζ

]

t❡❧❧❡ q✉❡ Acd
ζ ∈ R

qc×nd

≥0 ❡t Acc
ζ ∈ R

qc×nc

≥0 ✳ ❙♦✐❡♥t R(τ) ❡t Ac(τ) ❧❛

ré❣✐♦♥ ❞❡ Mh(τ
+) ❡t s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■✳✸✹✮ ✿

Fc(τ
+) = Λ · Ac(τ) ·Mh(τ

+) ✭■✳✸✹✮

▲❡ t❡♠♣s τ ❡st é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

θ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❞P❈✱ θ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■✳✶✼✮✱ ♠❛✐s ❞❛♥s

✉♥ ❘❞P❍ s❡✉❧❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿

∀pi ∈ Pc✱
∑

tj∈p◦i /tj∈Tc

λj · θ < 1 ✭■✳✸✺✮

▲❡ ❘❞P❍❊ ✭♦✉ ❧❡ ❘❞P❍❉❊✮ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❡st ♥♦té θ✲❘❞P❍❊ ✭♦✉ θ✲❘❞P❍❉❊✮ ❂

〈Nh,M0h, Dmin, λ, θ〉✳

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t s②♥❝❤r♦♥✐sé❡s s✉r ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❡t s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s

❞ès q✉❡ ❧❡✉r ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡st é❝♦✉❧é❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ Md(τk+1) =

Md(τk+) ❡t Mc(τk+) = Mc(τk)✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk > 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥ θ✲

❘❞P❍❊ ♦✉ ❞✬✉♥ θ✲❘❞P❍❉❊ s✬é❝r✐t s❡❧♦♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭■✳✸✻✮ ✿







Md(τk+1) = Md(τk) +W dd · Γd(τk)

Mc(τk+1) = Mc(τk) + θ ·W cc · Fc(τk+)
✭■✳✸✻✮

❉és✐❣♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r Rk ❡t Ac
k ❧❛ ré❣✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ Mh à ❧❛

❞❛t❡ τk✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❡①♣r✐♠é

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✸✼✮ ✿

Fc(τk+) = Λ · Ac
k ·Mh(τk+)

= Λ ·
(

Acc
k ·Mc(τk) + Acd

k ·Md(τk+)
)

= Λ ·
(

Acc
k ·Mc(τk) + Acd

k ·
(

Md(τk) +W dd · Γd(τk)
))

= Λ · Ac
k ·Mh(τk) + Λ · Acd

k ·W
dd · Γd(τk)

✭■✳✸✼✮
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❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✭■✳✸✻✮ Fc(τk+) ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■✳✸✼✮✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❝♦♥t✐♥✉ Mc(τk+1) ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r s❡❧♦♥ ✭■✳✸✽✮ ✿

Mc(τk+1) = Mc(τk) + θ ·W cc · Λ · Ac
k ·Mh(τk) + θ ·W cc · Λ · Acd

k ·W
dd · Γd(τk)

= Gc
k ·Mc(τk) +Gd

k ·
(

Md(τk) +W dd · Γd(τk)
)

✭■✳✸✽✮

♦ù Gc
k ❡t Gd

k s♦♥t ❞é✜♥✐s s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■✳✸✾✮ ✿







Gc
k = Inc

+ θ ·W cc · Λ · Acc
k

Gd
k = θ ·W cc · Λ · Acd

k

✭■✳✸✾✮

■✳✸✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡

▲❡ ❘❞P❍ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛ ♠✐s

❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s

❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡rs✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛✜❝ ❡t ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

❞❛♥s ❬❇●▼✵✵❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞é ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡rs ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❧❡s

❘❞P❍ t❡♠♣♦r✐sés t❡❧s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r✲

✈❡✉rs ✜♥✐s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ▲❡s

❘❞P❍ s♦♥t ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞✐str✐❜✉é❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s s②stè♠❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❬❉❋●❙✵✽❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡rs ❞✐str✐❜✉és✳ ▲❛

str✉❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥t✐tés✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs✱

❧❡s ❢❛❜r✐❝❛♥ts✱ ❧❡s ❛ss❡♠❜❧❡✉rs✱ ❧❡s tr❛♥s♣♦rt❡✉rs ❡t ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t

✉t✐❧✐sé ❧❡s ❘❞P❍ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ s❡s s②stè♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐té ❛ été ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❘❞P❍✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ s②stè♠❡

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡r ❞✐str✐❜✉é rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ s❡r✈✐ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r✱ ❛♥❛❧②s❡r ❡t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s

s②stè♠❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❬❏▼❱✶✶❪✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲

♠❡♥t ▼❆❚▲❆❇✱ ❛♣♣❡❧é ✏ ❙✐♠❍P◆ ✭❍②❜r✐❞❡ P❡tr✐ ◆❡t ❙✐♠✉❧❛t♦r✮✑✳ ❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡

s✐♠✉❧❡r ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡rs ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ s♦♥t ♠♦❞é✲

❧✐sés ♣❛r ❧❡s ❘❞P❍ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡

s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭❧♦✐ ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❡❧❧❡✮✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦♥✈✐✈✐❛❧❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✈❡✉rs st❛♥❞❛r❞s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ▼❆❚✲

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

▲❆❇✱ ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛✜❝✱ ❬❋■▼❯✶✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠♦✲

❞✉❧❛✐r❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❘❞P❍ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦r♦✉t✐èr❡✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ s✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❉❋●❙✵✽❪✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛

♣r❡♠✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✢✉① ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳

■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r

✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s✐ ❧❡ tr❛✜❝ ❡st ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥é✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛ été ❞✐r❡❝t❡✲

♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ tr♦♥ç♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦r♦✉t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦r❞✲❡st ❞❡ ❧✬■t❛❧✐❡✳

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❜r✐è✈❡té✱ ♥♦✉s é♥✉♠ér♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ■✳✶✱ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❞P❍✳

❚❛❜❧❡ ■✳✶ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❞P❍

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❆✉t❡✉rs

Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❤②❜r✐❞❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❘❞P❍ ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣étr♦❧❡ ❬❲❈❈❩✶✵❪

❜r✉t ❞❛♥s ❧❡s r❛✣♥❡r✐❡s✳ ❬❲❈❈❩✶✶❪

Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❤②❜r✐❞❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❘❞P❍ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥

❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❬❉❋■▼✵✾❪

●é♥ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘❞P❍ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s

❞❡s ❣❛r❡s ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡s✳ ❬❑❍▼✵✻❪

❯t✐❧✐s❡r ❧❡s ❘❞P❍ t❡♠♣♦r✐sés ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s rés❡❛✉①

❞❡ ❝❛♣t❡✉rs s❛♥s ✜❧✳ ❬●▼▲▼✶✸❪

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ r❛♣♣❡❧é ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞✉ ❘❞P ❡t ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✲

tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❉

❛✉t♦♥♦♠❡ ❡t ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥t été ❛❜♦r❞és✳

■❧ r❡ss♦rt ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❘❞P❉ s♦✉✛r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ ▲❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❛ été ♣rés❡♥✲

té❡ ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r✳ ❯♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❞❡s ❘❞P❈ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥t été ♣rés❡♥tés✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ rés❡❛✉①

♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♥✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♥✐ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❧❡ ❘❞P❍ ❛ ❛✐♥s✐ été ✐♥tr♦❞✉✐t✳

■❧ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❘❞P❉✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛é✲

r❡♥ts t②♣❡s ❞✉ ❘❞P❍ ❛ été ♠❡♥é❡✱ ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ❘❞P❍❊ ❡t ❧❡s ❘❞P❍❉❊✳

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s❡✉❧s ❧❡s ❘❞P❉✱ ❧❡s ❘❞P❈ ❡t ❧❡s ❘❞P❍❊ ✭♦♥ ❘❞P❍❉❊✮ ❡♥

ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✉♠✐s à ✉♥❡

❛❝t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❞és✐ré✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♣r❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s

❡t✴♦✉ ❞✐s❝rèt❡s✮ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ■❧ ré❝❛♣✐t✉❧❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❘❞P ✭❝♦♥t✐♥✉✱ ❞✐s❝r❡t

❡t ❤②❜r✐❞❡✮✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✸✾
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➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ✿ ❈❖▼▼❆◆❉❊ ❉❊❙ ❘➱❙❊❆❯❳ ❉❊ P❊❚❘■

❙♦♠♠❛✐r❡
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

■■✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

■■✳✶✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

■■✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

■■✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

■■✳✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

■■✳✷✳✶✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✹✽

■■✳✷✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✳ ✳ ✹✾

■■✳✷✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐
❝♦♥t✐♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

■■✳✷✳✸ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐
❝♦♥t✐♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

■■✳✷✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■■✳✷✳✸✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■■✳✷✳✸✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

■■✳✷✳✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡s ✏❖◆✴❖❋❋✰✑ ❡t ✏❇✲❖◆✴❖❋❋✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

■■✳✷✳✸✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

■■✳✷✳✸✳✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

■■✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

■■✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

■■✳✸✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐
❤②❜r✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

■■✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✼✵

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉
❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡

❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

❧❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❬❙❏▼❱✶✶❪✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P ❡st ❛❧♦rs ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ét❛t ❞és✐ré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❛❝t✉❡❧✳

❈❡t ét❛t ❞és✐ré ❡st ❞é✜♥✐ s♦✐t ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡

❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡t ❞✬✉♥ ✢✉① ❞és✐rés ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❬▼❘❚❘❙✵✽✱❙❏▼❱✶✶✱❏❱▼❙✶✸❪✳

❆✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r

❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❡♥és ❝❡s

tr❡♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡st✐♥é❡s ❛✉① ❘❞P❉ ❡t ❝❡❧❧❡s ❝♦♥s❛❝ré❡s ❛✉① ❘❞P

✢✉✐❞✐✜és ✭❘❞P❈ ❡t ❘❞P❍✮✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❘❞P❉✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s✉♣❡r✈✐sé❡s ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s ❘❞P❈ ♠✉♥✐s ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s

♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

s❡✉❧❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s

✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❡t

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❘❞P❈✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té❡s✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✸ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❍ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t q✉❡❧q✉❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❯♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥é❡✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ s❡rt à ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r t♦✉t t②♣❡ ❞❡

❘❞P✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♠❛❧❣ré q✉❡❧q✉❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts q✉✐

s❡r♦♥t s✐❣♥❛❧és ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

■■✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❉ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡✳

❖r✱ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥

♦❜❥❡❝t✐❢ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❘❞P❉ ❡st ❛❧♦rs ❞✐t ❢♦r❝é ♦✉ ❝♦♠♠❛♥❞é✳ ❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ❞✐t❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❛❜❧❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦✐s ✈❛❧✐❞é❡ ✭❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t é❝♦✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡✮✱ s♦♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❡♠♣ê❝❤é ♦✉ r❡t❛r❞é

♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❬●❉❙✾✷❪✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✹✷
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❙♦✐t T comm
d ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ❝♦♠♠❛♥❞é

❡st ❞és♦r♠❛✐s r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t 〈Nd,M0d, Dmin, T
comm
d 〉✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♠❡♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t

♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉① s❡❧♦♥ ❧❡ ❜✉t ❞és✐ré✳ ◆♦✉s

❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ ✭✏s✉♣❡r✈✐s♦r② ❝♦♥tr♦❧✑✮ ❡t

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✏s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✑✮✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①

t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ❘❞P❉✳

■■✳✶✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ s✉♣❡r✈✐sé❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❙❊❉ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘❛♠❛❞❣❡ ❡t ❲♦♥❤❛♠

❬❘❲✽✼✱❘❲✽✾❪✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❡st ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✶✳ ❉❛♥s

❝❡ s❝❤é♠❛✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ✉♥ ❙❊❉ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❡st r❡❧✐é à ✉♥ s✉♣❡r✈✐s❡✉r

q✉✐ ❛ ♣♦✉r rô❧❡ ❞✬✐♥t❡r❞✐r❡ ♦✉ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é✱ ❝❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

 é é 

 

é é   
autorisé ou interdit 

é é   
généré 

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❞P✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉♣❡r✈✐sé❡ s♦♥t

❧✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝❛❣❡s✱ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s

s✐♠✉❧t❛♥é❡s ❬❇❈P✶✸❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ q✉✐ r❡str❡✐♥t

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❞P à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❧é❣❛✉① ✭♦✉

♥♦♥✲✐♥t❡r❞✐ts✮ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ❬❇❈P✶✸❪✳

P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❬●❉❙✾✷✱❨❛▲❆✾✻✱❇❈●✵✻✱❉❆✵✽✱❇❈P✶✸❪ ♦♥t ❡①♣r✐♠é ❧❡s ♠❛r✲

q✉❛❣❡s ❧é❣❛✉① ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✹✸
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❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ✭✏●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✉t✉❛❧ ❊①❝❧✉s✐♦♥

❈♦♥str❛✐♥t✑✮✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❧❡ ❜❛✐s ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❝ré❡r ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❛❞éq✉❛ts ✭✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ❬●❉❙✾✷❪✳ ■❧ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t

❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♣❡r♠✐ss✐✈✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❬❇❈●✵✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r❞✐ts✳ ❬●❉❙✾✷❪

❛ ♣r♦✉✈é q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ s✉♣❡r✈✐s❡✉r s♦✐t ♠✐✲

♥✐♠❛❧ ✭♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❡t q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❧é❣❛✉①

s♦✐t ❢❛✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ❬❇❈P✶✸❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✏branch&bound✑✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✭✏branch✑✮ ❡t ❡♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✏bound✑✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥

❞❡ ✏♦✈❡r✲st❛t❡✑ ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡

❞❛♥s ❬❉❆✵✽❪ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❘❞P s❛✉❢s✳

❬●❉❙✾✷❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬ét❛ts ✐♥t❡r❞✐ts

❡t ré❞✉✐t ❧❛ ♣❡r♠✐ss✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ■❧s ♦♥t s✐❣♥❛❧é q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❘❞P❉ s❛✉❢s ❡t

❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❬❨❛▲❆✾✻❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé

q✉❡❧q✉❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✳ ■❧s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s

❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❧é❣❛✉①✳ ❉❛♥s

❝❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❬❇❈●✵✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❧❛❝❡s

❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳

■■✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▲❡s ❘❞P❉ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❙❊❉ ❡t s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉✲

r✐❡rs✳ ➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s

s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐❡rs ✢❡①✐❜❧❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r

❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s à ❛❧❧♦✉❡r ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s à tr❛✐t❡r✳ ❈❡

❞❡r♥✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ éq✉✐✈❛✉t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛t✲

t❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❡r

✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❛♥s

❜❧♦❝❛❣❡ ✭✏❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ s❝❤❡❞❧✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✑✮ ❬❇P●✵✹❪✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬▲❉✾✹❪ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐✲

s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❘❞P❉✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé✱ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠✲

♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s

❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✳ ❬▲❉✾✹❪

♦♥t ♣r♦♣♦sé q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❆✯ ❛✜♥

❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❧❧❛♥t ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❥✉sq✉✬❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré

Mrefd ❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ tr❛❥❡t

♦♣t✐♠❛❧ ✭❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✮✳ ❈❡ tr❛❥❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞♦♥✲

♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉ q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ é✈✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ f(Md) ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(Md) = g(Md)+h(Md)

♦ù h(Md) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ r❡st❛♥t❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré

❡t g(Md) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧

M0d ❥✉sq✉✬❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t Md✳ ❉✬❛♣rès ❬▼❨❑✵✷❪✱ ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬▼❨❑✵✷❪

♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❉▲❙❙✯ ✭✏❉②♥❛♠✐❝ ▲♦♦❦✲❆❤❡❛❞ ❙t❛❣❡ ❙❡❛r❝❤✑✮

q✉✐ ✈✐s❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❆✯ ♣♦✉r s❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉① r❡❝❤❡r❝❤❡s ❧♦❝❛❧❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡ts ✐♥✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡

❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❛ été s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t é✈✐té❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❑❙◆✵✼❪

♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✢❡①✐❜❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s

❘❞P❉ t❡♠♣♦r✐sés ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

tâ❝❤❡s✳ ■❧s ♦♥t été ♠♦t✐✈és ♣❛r ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡

t❡♠♣s ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛❝❤è✈❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈✐s❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ r❡t❛r❞ t♦t❛❧✳

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ❡t

ré❛❝t✐❢ ❜❛sé s✉r ❘❚❆✯ ✭✏❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❆✯✑✮✱ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❝♦♠❜✐♥é

❛✈❡❝ tr♦✐s rè❣❧❡s ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P✉✐s✱ ✐❧ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é

❛✉ ❘❞P❉ ✐♥✈❡rs❡ ✭❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡s ❛r❝s✮ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❬▲▲✶✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✭❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s

❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮ q✉✐ ❡①♣❧♦r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❡t q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡

❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♦✉ q✉❛s✐✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡

✐♥st❛♥t ❡t s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ Nd ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧♦r❡✱ à ♣❛rt✐r

❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✳ ❊❧❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉sNd tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♠❛rq✉❛❣❡s rés✉❧t❛♥ts ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és✳ ❯♥❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✹✺
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❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût J ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❞✐s❝r❡t ♣ré❞✐t ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❞és✐ré ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s q✉✐ ❧❛

♠✐♥✐♠✐s❡♥t ✿

J(Md) = (Md −Mrefd)
t · (Md −Mrefd) ✭■■✳✶✮

▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s ❡st ❢r❛♥❝❤✐❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré✐téré✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧é✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✷ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢

❞❡ ❘❞P❉ ♥♦♥✲t❡♠♣♦r✐sé ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ Nd = 2✱ ❧❡

♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st
[

1 0 0
]t

❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st
[

5 5 5
]t

✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✸

♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❬▲▲✶✺❪ ✿
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❋✐❣✉r❡ ■■✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❉

❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣❧♦ré❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❡st ❡♥❝❛❞ré❡ ♣❛r

✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r

❞❡ ✷✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t t1✱ t2 ❡t t1 t3✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

J ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ✭✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❝ôté ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡✮✳ t1 t3 ❡st

❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ J ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭J = 59✮✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡st ❛❧♦rs

❢r❛♥❝❤✐❡ ✭❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ s✉r ❧❡

s❝❤é♠❛✮✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡st Md =
[

0 1 0
]t

✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❡st ❛❧♦rs ré✐téré ❛✉ ♣❛s s✉✐✈❛♥t✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts P❛❣❡ ✹✻
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❋✐❣✉r❡ ■■✳✸ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❘❞P❉
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✷

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥❡ s♦♥t

♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❝❛r ❡❧❧❡s

♣❡✉✈❡♥t ♠❡♥❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ P♦✉r s✬❛✛r❛♥✲

❝❤✐r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❣é♥èr❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❞✉ ❘❞P❉ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❈ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉✲

s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡st✐♥é❡s ❛✉① ❘❞P❈ q✉✐ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡✳

■■✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ tr❛✐t❡♥t ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ❬❙❏▼❱✶✶❪✱ ❝❛r ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡

❝❧❛ss❡ ❞❡ ❘❞P❈✱ ❝❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❞P❉ ❬▼❘✲

❚❘❙✵✽✱▼❘❙✵✻❪✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ ❞é✜♥✐s s♦✉s ❝❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞✉ ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s s❡r♦♥t ❛✉ss✐ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s✳ ❯♥ ét❛t

❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✱ ❡st

❡♥s✉✐t❡ ❛❞r❡ssé✳

■■✳✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥✲

t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s

❯♥ ❘❞P❈ t❡♠♣♦r✐sé ❝♦♠♠❛♥❞é ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛♣✲

♣❧✐q✉é❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r Uc = (uj)j=1, ..., n ∈ R
q
≥0 t❡❧❧❡ q✉❡

uj ❡st ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj✳ ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❢♦r❝é

❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r Xc = (xj)j=1, ..., q✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ❙♦✐❡♥t T comm
c ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦♠✲

♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❘❞P❈ ❡t ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❢♦r❝és s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉✲

♣❧❡t 〈Nc,M0c, λ, T
comm
c 〉 ❡t ❧❡ q✉✐♥t✉♣❧❡t 〈Nc,M0c, λ, θ, T

comm
c 〉✳

❉✬❛♣rès ❬❙❘✵✹❪✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ré❡❧❧❡ ♦✉ ❧❡s

s❡r✈❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ r❛❧❡♥t✐r ♦✉ ❛rrêt❡r ❧❡✉r ❛❝t✐✈✐té✳ ▲❡

✈❡❝t❡✉r Uc ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r

❧❡ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡ Fc ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥ ❘❞P❈ ❝♦♠♠❛♥❞é✱ ❞❛♥s ❧❛

ré❣✐♦♥ R(τ) ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc(τ)✱ ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭■■✳✷✮ ✿







Ṁc(τ) = W ·Xc(τ)

0q×1 ≤ Xc(τ) ≤ Λ · A(τ) ·M(τ)
✭■■✳✷✮

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❞✐t✐✈❡

❬❙❘✵✹❪ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❬▲▲❉✶✸❪✳

■■✳✷✳✶✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s Uc ♣♦♥❞èr❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✳ ▲❡ ✢✉① ❢♦r❝é ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

rés✉❧t❛♥t✱ à ❧❛ ❞❛t❡ τk✱ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭■■✳✸✮ ❡t ✭■■✳✹✮ ✿

Xc(τk) = diag(Uc(τk)) · Fc(τk)

= diag(Uc(τk)) · Λ · Ak ·Mc(τk)
✭■■✳✸✮

Mc(τk+1) = Mc(τk) + θ ·W ·Xc(τk)

= Mc(τk) + θ ·W · diag(Uc(τk)) · Λ · Ak ·Mc(τk)
✭■■✳✹✮

t❡❧ q✉❡






0 ≤ uj ≤ 1, s✐ tj ∈ T comm
c

uj = 1, s✐♥♦♥
✭■■✳✺✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ✭■■✳✺✮ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❢♦r❝é ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢ ❡t ❧❛

❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡ ✢✉① à ♥❡ ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛ été tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❬▲▲✶✶❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉t❡s

❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥✲

❝❤✐ss❡♠❡♥t µj ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < µj < λj ❛✈❡❝ λj ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡

❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❛r µj✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❘❞P❈ ❛✈❡❝ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡

♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡

ré❣✐♦♥ ❡t ❝♦♠♠✉t❡ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✳

■■✳✷✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡st s♦✉str❛✐t ❞✉

✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧

❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ✢✉① ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ✿







0 ≤ uj ≤ λj · Ak(:, j) ·Mc(τk), s✐ tj ∈ T comm
c

uj = 0, s✐♥♦♥
✭■■✳✻✮

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ θ✲❘❞P❈ ❝♦♠♠❛♥❞é ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Rk✱ ❡st

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭■■✳✼✮ ✿



















Mc(τk+1) = Mc(τk) + θ ·W ·Xc(τk)

Xc(τk) = Fc(τk)− Uc(τk) = Λ · Ak ·Mc(τk)− Uc(τk)

0q×1 ≤ Uc(τk) ≤ Λ · Ak ·Mc(τk)

✭■■✳✼✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❢♦r❝é ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■■✳✽✮ ✿

Mc(τk+1) = Bk ·Mc(τk)− θ ·W · Uc(τk) ✭■■✳✽✮

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❬❙❘✵✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐

s✉✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❬❙❘✵✹❪✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Mrefc, Xrefc) ♦ù

Mrefc ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0c✱ ❡t Xrefc

❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✢✉① ❞és✐ré✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❬▼❘❚❘❙✵✽❪✱

✉♥❡ ❢♦✐s ❛tt❡✐♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❘❞P❈ ❝♦♠♠❛♥❞é ❡♥ t❡♠♣s

❝♦♥t✐♥✉✱ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t Ṁc(τ) = W · Xc(τ)✱ s✐ Mc(τ) = Mrefc✱ Xc(τ) = Xrefc

❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭■■✳✾✮ ✿



















Xrefc ≥ 0q×1

Xrefc ≤ Λ · Ak ·Mrefc

W ·Xrefc = 0n×1

✭■■✳✾✮

P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r Xrefc✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ Xrefc

❞é♣❡♥❞ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ❬❏❱▼❙✶✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣ré❝✐sé

q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉① ♥♦♥✲♥✉❧ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ré✲

s❡❛✉ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❚✲s❡♠✐✲✢♦t✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❘❞P ♠♦♥♦ ❚✲s❡♠✐✲✢♦t✱

Xrefc ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é ♣❛r Xrefc = v · Y ✱ ♦ù v ∈ R≥0 ❡t ♦ù Y ❡st ❧❡ ❚✲

s❡♠✐✲✢♦t ❬▼❘❚❘❙✵✽❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré ❡st ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ ✢✉① ❞és✐ré ♥✉❧ Xrefc = 0q×1 ❬❏❱▼❙✶✸❪✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐✱ ❡st ❧✐é à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡✱ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♥t été ❝♦♥s❛❝rés à ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡

❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❡s ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ é✈♦✲

❧✉❡r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❏❏❘❙✵✺✱▼❘❚❘❙✵✽❪ ❛✣r♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

❞❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉ ❘❞P❈✱ ❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t

✐♠♣ér❛t✐✈❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❧✐♠✐t❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✳ ➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ❞❛♥s ❬❏❏❘❙✵✺❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t s✉♣♣♦sé q✉✬✉♥

♠❛rq✉❛❣❡ Mrefc ❡st ❞✐t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M0c s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✭❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐✮ ❡t ❞❡ ❧❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r✳ ▲❛

❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❡s ❘❞P❈ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✱ ❝♦♥s✐st❛♥ts ❡t s❛♥s s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛ été ❛❧♦rs

ét✉❞✐é❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬ét✉❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❏❏❘❙✵✺❪ r❡✈✐❡♥t à

❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ✭❝✲à✲❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❛tt❡✐♥ts ❡t ♠❛✐♥t❡♥✉s✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❞P❈ ❛✉t♦✲

♥♦♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✱ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡

❞r♦✐t❡ ❬❏❏❘❙✵✺❪✳ ❉✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥tés ❧♦rsq✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬❏❏❘❙✵✺❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬▼❘❚❘❙✵✽✱

❱❘❘❙✵✽❪ ♦♥t ❛❞❛♣té ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❞P❈ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞é✜♥✐ ♣❛r Class(M0c) = {Mrefc ∈ R
n
≥0|B

t
Z · Mrefc =

Bt
Z · M0c} t❡❧ q✉❡ BZ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ P✲✢♦ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❘❞P❈ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ s✐

∀M0c ≥ 0n×1 ❡t Mrefc ∈ Class(M0c)✱ Mrefc ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡t ♠❛✐♥t❡♥✉ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

♦✉ ✐♥✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬▼❘❚❘❙✵✽❪ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t

♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❘❞P❈ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ s♦✐t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✳

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❡s ❘❞P❈ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜♦r♥é❡s

❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❱❘❘❙✵✽❪✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥✲

❞❛❜✐❧✐té✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Class(M0c)✱ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ss✐ ❧❡ ❘❞P❈ ❡st ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ♣✐st❡s ♦♥t été ❡①♣❧♦ré❡s ❞❛♥s ❬❱❘❘❙✵✽❪✱ à

s❛✈♦✐r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡

❝❤♦✐① ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞✬❛t✲

t❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❘❞P❈ ♠✉♥✐s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞❡✈✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦♠♠❛♥✲

❞❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡

❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❬❱❙✵✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬❱❘❘❙✵✽❪ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❛ été s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧ s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐✲

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❧✐❜r❡ ❡t q✉✬✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✭■■✳✶✵✮ ❛✈❡❝ Urefc ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à Mrefc ❡t G ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❣❛✐♥ ❬❱❙✵✾❪ ✿

Uc(τ) = Urefc +G · (Mc(τ)−Mrefc) ✭■■✳✶✵✮

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❣❛✐♥ G✱ ♣✉✐s ❞ét❡r♠✐♥❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t

❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s M ′
refc q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡

r❡❧✐❛♥t M0c ❡t Mrefc s✉✐t❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M ′
refc✱ ❡st

❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ Mrefc ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s

M ′
refc✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s✳ ▲❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ s✉✐t❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ Rζ ✳

❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠❛r✲

q✉❛❣❡ ❞és✐ré ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛s✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬▲▲✶✸❪✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉t✐❧✐s❡

❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❛ttr❛❝t✐✈❡s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜♦r♥é❡ ❡t ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ré❣✐♦♥ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ✈♦✐s✐♥❡

s❡❧♦♥ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s à tr❛✈❡rs❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s

❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❛ été ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s r❡q✉✐s

♣♦✉r ❝♦♠♠✉t❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡

❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❬▲▲✶✸❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬▲▲❉✶✸❪✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✬✐♥❝❧✉t q✉✬✉♥ s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ✭q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ s❡♥✲

s✐❜✐❧✐té ❞❡s s♦rt✐❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡♥tré❡s ❛ été ét✉❞✐é❡ ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞és✐ré✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞é❡s✳ P✉✐s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

s❡♥s✐❜✐❧✐té S(τk)✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s s♦rt✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s✱ ❛ été ♠✐s❡

❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ▲✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ Err(τk) ❡♥tr❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞és✐ré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ♠❡✲

s✉ré❡✱ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s Uc(τk) ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■■✳✶✶✮ ✿







Uc(τk) = Uc(τk−1) +
(

S(τk)
t · S(τk) + θ · Iq

)−1
· S(τk)

t · Err(τk−1)

0 ≤ uj(τk) ≤ 1, ❡t uj(τk) = 1, ∀tj /∈ T comm
c

✭■■✳✶✶✮

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t

♣❛s t♦✉t❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬▼❘❚❘❙✵✽❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡✱ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ s✐

✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ Mrefc > 0n×1 ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❈ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡t✱ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ s✐

t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ❝❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡

✜♥✐ ❞❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❝♦♠♠❛♥❞é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ✭Mrefc >

0n×1 ❡t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s

✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✳✸✱ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✜♥✐❡s s♦✉s ❧❛

sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t

r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ ❞é✜♥✐s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡

s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s✳

■■✳✷✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡

P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡t ❧❡

♠ê♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❡st r❛❧❡♥t✐ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡s Uc✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ uj✱ r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj✱ ❞♦✐t ✈ér✐✲

✜❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 0 ≤ uj ≤ λj✳ ❚r♦✐s ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❢♦r❝é ❬❏❇❘❙✵✹❪ ✿

✖ ❙✐ tj ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡✱ ❧❡ ✢✉① xj ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r xj = λj − uj

✖ ❙✐ tj ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡✱ ❧❡ ✢✉① xj ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✐♥é❣❛❧✐té 0 ≤ xj ≤

λj − uj

✖ ❙✐ tj ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞é❡✱ xj = 0

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ✈✐s❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱

❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❝♦♥s✐❞éré

✭t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ♦✉ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✮ ❬❙❏▼❱✶✶❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❛ été ♣r♦✲

♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❏❇❘❙✵✹❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉

❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ❡♥ ❘❞P❍ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞♦♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✸
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♣❛r ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❧✉s à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❉és♦r♠❛✐s✱ ✐❧ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞ à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❈ ✭❝✲à✲❞ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✈✐❞é❡✮✳ ❊♥

❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s✉r✈❡♥✉s✳ ▲❡ ❘❞P❈ ❡st ❞♦♥❝ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❧♦❣✐q✉❡ ♠✐①t❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ✭✏❡✈❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✑✮ ❞é❝r✐t ♣❛r

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❡t ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ❡t

❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❬❏❇❘❙✵✹❪✳

❉✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞r❡ssés ✈✐❛ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s

❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t

♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st

❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ s❡r❛ ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ■❧ ❡♥ ré✲

s✉❧t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭✏♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✑✮ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ ❬❏❇❘❙✵✹❪✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé✲

♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✱ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❛tt✐ré ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ t❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥✬❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é ❬❏❇❘❙✵✹❪ ✭❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ✉♥❡

s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❍ ❤②❜r✐❞❡s t❡♠♣♦r✐sés ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡

❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡str❡✐♥t❡ à ❧✬❛tt❡✐♥t❡ ❞✉

♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ré❡❧❧❡s✳

P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡s

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛❞❞✐t✐✈❡s✱

❞❡st✐♥é❡s ❛✉① ❘❞P❈ t❡♠♣♦r✐sés ❞é✜♥✐s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s

t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳

■■✳✷✳✸ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡

P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❆✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡✲

♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✹



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥❝❧✉r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❘❞P❈ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥✲

t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ s♦♥t ❞❡✉① ét❛♣❡s

♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s✳ ➚ tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

■■✳✷✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r✲

♠❛♥❡♥t ♦♥t été tr❛✐tés ❞❛♥s ❬▼❘❚❘❙✵✽❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r

❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✢✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t q✉✐ ♠❛①✐✲

♠✐s❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭■■✳✶✷✮✱ ❞é♣❡♥❞ ❞✉

✈❡❝t❡✉r ♣r✐① ✭P ✮✱ ❧❡ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✭Xc✮✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦ûts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥

❝♦✉rs ✭C✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é♣ré❝✐❛t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥ts ✐♥✐t✐❛✉① ✭D✮ ✿

P t ·Xc − Ct ·Mc −Dt ·M0c ✭■■✳✶✷✮

❉✬❛♣rès ❬▼❘❚❘❙✵✽❪✱ t❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❝♦ût ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt v t❡❧❧❡s q✉❡ ∀pj ∈◦ti, v(j, i) >

0✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✏♠✐♥✑ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r

❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈♦♥t s❡r✈✐r ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❡ ✢✉① ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t❡ ❬▼❘❚❘❙✵✽❪✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿ uci = minpj∈◦ti v(j, i)✳

❊♥ s♦♠♠❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s

♣ré❝✐sé ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

❧❡ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡st ❞é✜♥✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ✿ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✉

♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧❡ ✢✉① r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭■■✳✾✮✳

■■✳✷✳✸✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❲▼❏❙✶✵❪

♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❈ s❛♥s ❝❤♦✐①✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❡♥

t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❲▼❏❙✶✵❪ ♦♥t ♣rés❡♥té ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❘❞P❈ ❡♥

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✺
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t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✭τ✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ✭τk✮✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛❧ Γc = (γcj)j=1, ..., q ∈ R
q
≥0✱ q✉✐

♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ Mrefc à ♣❛rt✐r ❞❡ M0c✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é s✉✐t❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✸✮ ✿

max {1tq×1 · Γc t❡❧ q✉❡

Mrefc = M0c +W · Γc

Γc ≥ 0q×1}

✭■■✳✶✸✮

❯♥ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ rés♦❧✉ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ Γc s♦✐t ♦❜t❡♥✉ ✿
∫ τ−

0
Xc(τ)dτ = Γc ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t

∑k−1
e=1 Xc(τe) ·θ = Γc

❡♥ t❡♠♣s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❘❞P❈ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬❲▼❏❙✶✵❪ ✿ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γcj ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡

❛tt❡✐♥t❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❡st ❞✐t❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✏❖◆✑✱ ❡❧❧❡ ❡st ❢r❛♥❝❤✐❡ ❛✈❡❝ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ uj(τ) = 0 ❡t xj(τ) = fj(τ)✳ ❯♥❡ ❢♦✐s γcj

❛tt❡✐♥t❡✱ tj ❡st ❞✐t❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✏❖❋❋✑✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛rrêté❡ ❜r✉sq✉❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

uj(τ) = fj(τk) ❡t xj(τ) = 0✳

▲❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ θ✲❘❞P❈ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ q✉❡ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ s♦♥ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥✲

❝❤✐ss❡♠❡♥t ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ✉♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts Γc✳ ❙✐

❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s ❡st ❧✐♠✐té à ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡q✉✐s❡

♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ γcj ❬❲▼❏❙✶✵❪✳

❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❘❞P❈ s❛♥s ❝❤♦✐① ❛ été ❞é♠♦♥tré❡✳ ◆é❛♥✲

♠♦✐♥s✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st r❡str❡✐♥t❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ❘❞P❈

q✉✐ ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❘❞P❈ s❛♥s ❝❤♦✐①✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❝❛r ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐s✲

s❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡

❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬❲▼❏❙✶✷❪✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♠❡♥❡r

❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡

♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ❬❲▼❏❙✶✷❪✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✭❧❡ ✢✉① ❞és✐ré ♥✬❡st ♣❛s é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✻
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❉✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠♦t✐✈é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥

t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳

■■✳✷✳✸✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣♦✉r✲

s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❳❘❙✵✻✱ ❳❘❙✵✽❛❪ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❈ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✱ s❛♥s

s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s✮ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ▲❛

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré Mrefc ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞és✐ré❡

Urefc q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r Mcref ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ▲❡ ❞é✜ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① ✢✉①

❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦✐t ❣❛r❛♥t✐❡✳ P♦✉r

❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❛ été r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞és✐ré❡ ♠✐①t❡ Mr(τ) ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ r❛♠♣❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✭■■✳✶✹✮ ✿

Mr(τ) =







M0r +
Mrefc−M0r

h
· τ, τ ∈ [0, h]

Mrefc, τ ∈ [h, +∞[
✭■■✳✶✹✮

❛✈❡❝ M0r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r M0r = M0c + β · (Mrefc −M0c) ❡t

h > 0 ❧❡ t❡♠♣s à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ Mr(τ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Mrefc✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❜❛sé s✉r ❞❡✉① ❣❛✐♥s✱ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ é❧❡✈é ✭✏❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❣❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✑✮✱ ❛

été ♣r♦♣♦sé✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❬❳❘❙✵✽❜❪ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❞❡s ❘❞P❈ ❛✈❡❝ s②♥✲

❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r✲

♠é❞✐❛✐r❡s ♦♥t été ❛❥♦✉tés ❞❛♥s ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s

✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬❆❖❏▼❙✶✶❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r τf ✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛

tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❈ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✜♥❛❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳

❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥tr❡

❧❡s ❞❡✉① ♠❛rq✉❛❣❡s ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ❯♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✐ ✈✐s❡

à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ τf ✱ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ✭■■✳✶✺✮ ♦ù X ′
c = Xc · τf

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✼
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❬❆❖❏▼❙✶✶❪ ✿

min {τf t❡❧ q✉❡

Mrefc = M0c +W ·X ′
c

0 < x′
j < λj · Ak(i, j) ·min{m0i,mrefi} · τf , ∀j = 1, . . . , q ♦ù Ak(i, j) 6= 0}

✭■■✳✶✺✮

❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛rq✉❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡✱ r❡❧✐❛♥t M0c ❡t

Mrefc✱ ❝♦✉♣❡ F ≤ K ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ré❣✐♦♥s✳ ❙♦✐❡♥t M1
c ,M

2
c , . . . , M

F
c , ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s q✉✐

rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡t s♦✐❡♥t M0
c = M0c ❡t MF+1

c = Mrefc✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st

❞♦♥❝ ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❣♠❡♥ts [M ζ
c , M ζ+1

c ], ζ = 0, . . . , F ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ✢✉① ❡st

❝♦♥s✐❞éré ❝♦♥st❛♥t✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■■✳✶✺✮✱ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t

τf =
∑F+1

ζ=1 τζ ❬❆❖❏▼❙✶✶❪✳

❯♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❛✜♥ ❞❡

tr♦✉✈❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❬❳❘❙✵✽❜❪✳ ❈❡s ♠❛rq✉❛❣❡s s♦♥t

s✐t✉és s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡s ré❣✐♦♥s tr❛✈❡rsé❡s ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡

❞r♦✐t❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✜♥❛❧✳ ■❧s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡

♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❋✐♥❛✲

❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛ été ❛❞❛♣té ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❧❡s

♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❬❆❖❏▼❙✶✶❪✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱

✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré ❬❆❖❏▼❙✶✶❪✳ ▲❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✭❝✲à✲❞ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡

♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ♦♥t été ❞é♠♦♥tré❡s✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉✲

❧❛t♦✐r❡ q✉✐ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✳

■■✳✷✳✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡s ✏❖◆✴❖❋❋✰✑ ❡t ✏❇✲❖◆✴❖❋❋✑

▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✏❖◆✴❖❋❋✰ ✭❖◆✴❖❋❋ ♣❧✉s✮✑ ❡t ✏❇✲❖◆✴❖❋❋ ✭❇❛❧❛♥❝❡❞ ❖◆✴❖❋❋✮✑

s♦♥t ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬❲▼❏❙✶✷❪

❛✈❡❝ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ❘❞P❈ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✽
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❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥✢✐t ❡st ❢♦r❝é ♣♦✉r êtr❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t tj ❡t tj′ ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥✢✐t str✉❝t✉r❡❧✱

xj(τk) ❡t xj′(τk) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ xj(τk)

xj′ (τk)
=

γcj
γcj′

✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑

st❛♥❞❛r❞ ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥✢✐t✳ ❊♥ ❝♦♥sé✲

q✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✰✑ ❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑ ❛✈❡❝

✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❛❥♦✉té❡ ❬❲▼❏❙✶✷❪✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✏❖◆✴❖❋❋✰✑ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛✐✲

r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥

❝♦♥✢✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r s♦♥t ✐♠♣♦sés ♣❛r ❧❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❧❡♥t❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ r❛❧❡♥t✐ ❬❲▼❏❙✶✷❪✳

➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❇✲❖◆✴❖❋❋✑ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❝❡tt❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧❡♥t❡s ❡t r❛♣✐❞❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❝♦♥✢✐t ❛✈❛♥t

❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✰✑ ❬❲▼❏❙✶✷❪✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱

❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧❡♥t❡s ❡t r❛♣✐❞❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✏❖◆✴❖❋❋✰✑✮ ❡t ❧❡s

❛✉tr❡s s♦♥t ❜❧♦q✉é❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡✉r ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❡t q✉✬❡❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❛♣✐❞❡s ❬❲▼❏❙✶✷❪✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❇✲❖◆✴❖❋❋✑ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ✏❖◆✴❖❋❋✑ ❡t à ✏❖◆✴❖❋❋✰✑✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡

♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

été ❞é♠♦♥tré❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❬❲▼❏❙✶✷❪✳

■■✳✷✳✸✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❑❆▲❉✵✾❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r

✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❢♦r❝é✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Rk✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

✭■■✳✶✻✮ ✿

Xc(τk) = Fc(τk)− Uc(τk) = gk ·
(

Mc(τk)−Mrefc

)

+Xrefc ✭■■✳✶✻✮

❛✈❡❝ gk ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Rk✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❡❧❧❡ ✈✐s❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✺✾
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q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❝❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛r✲

q✉❛❣❡ ❡t ❧❡ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳

❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❘❞P❈✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞

❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉❡

❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✉ ❘❞P❈ ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t

♣❛r ✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ✭✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❢❡r♠é ❡t ❜♦r♥é✮ P (Q, µ) = {S(τk), Q · (Sτk) ≤ µ} t❡❧ q✉❡

S(τk) = Mc(τk) −Mrefc✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❡t ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s✱ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t

❧❡s ré❣✐♦♥s✱ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②t♦♣❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐

❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✉❡s

♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ gk ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡q✉✐s❡s

s✉r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡t s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❡❢♦r♠✉❧é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣❛✐♥ gk ❬❑❆▲❉✵✾❪✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t ❞és✐ré ❡st

❛✐♥s✐ ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té

❞✉ s②stè♠❡✳

▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s

✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés à rés♦✉❞r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

ré❣✐♦♥s ✭❧✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s✮ ❬❑❆▲❉✵✾❪✳

■■✳✷✳✸✳✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✭✏▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭▼P❈✮✑✮ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❛♥t✐❝✐♣❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥

♠♦❞è❧❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛s ✭❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✮✳ ❙♦♥ ❜✉t

❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ s②stè♠❡

❡t ❧✬ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t

êtr❡ rés♦❧✉ s♦✉s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❡st ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②s✲

tè♠❡✳ ▲✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❛❝t✉❛❧✐sé ❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré✐téré ❛✉ ♣❛s

s✉✐✈❛♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥

♥♦✉✈❡❧ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✭♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❣❧✐ss❛♥t✮ ❬❘❘❚P✼✽✱❇▼❉P✵✷❪✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s à s❛✈♦✐r ❬❇▼❉P✵✷✱◗❇✵✸✱❇❡♥✵✾❪ ✿

✖ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s ré❡❧✳

✖ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉r❡s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉

s②stè♠❡✳ ❚♦✉t❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❛♥t✐❝✐♣é❡ ❡t ❜❧♦q✉é❡✳

✖ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡s s♦✉s ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✖ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡

❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s✱ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❧❡s

❛✉tr❡s s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

✖ ❊❧❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡s ♠✉❧✲

t✐♣❧❡s✳

✖ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

●râ❝❡ à ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ s✉❝❝ès ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s

❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ❊❧❧❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥ts ❬❇▼❉P✵✷❪✳ ❊❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ❧❛ ♣étr♦❝❤✐♠✐❡ ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ér♦s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❉❛♥s

❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬◗❇✵✸❪ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s

♣ré❞✐❝t✐✈❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✳ ■❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞♦✲

♠❛✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ▲❡s tr❛✲

✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬▼❘❘❙✵✵❪ q✉❛♥t à ❡✉①✱ s♦♥t ♣❧✉tôt ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬ét✉❞❡

❞❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡

❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬●▼❘+✵✻✱▼●❘+✵✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡

❛✉① s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❘❞P❈✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré✲

❞✐❝t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t s♦✉s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥♦té J ✱ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉ ❞és✐❣♥é ♣❛r Nc✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ ❘❞P❈ ❞✬é✈♦❧✉❡r ❞✬✉♥ ét❛t

✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡ ✭M0c, X0c✮✱ ❥✉sq✉✬à

✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ✭♦✉ ✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✮ ✭Mrefc, Xrefc✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❡t ❧❡ ✢✉① ❞és✐rés✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✻✶
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▲❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ❘❞P❈ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■■✳✶✼✮ ❬●▼❘+✵✻✱▼●❘+✵✽❪ ✿

J(τk+Nc
) =

(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)t
·QMc

·
(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)

+
Nc−1
∑

e=0

(

(

Mc(τk+e)−Mrefc

)t
·QMce

·
(

Mc(τk+e)−Mrefc

)

+
(

Xc(τk+e)−Xrefc

)t
·QXce

·
(

Xc(τk+e)−Xrefc

)

)

✭■■✳✶✼✮

♦ù
(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)t
·QMc

·
(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡

❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✭❛♣rès Nc ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✳
∑Nc−1

e=0

((

Mc(τk+e) −Mrefc

)t
· QMce

·
(

Mc(τk+e) −Mrefc

))

❡t
∑Nc−1

e=0

((

Xc(τk+e) −

Xrefc

)t
·QXce

·
(

Xc(τk+e)−Xrefc

))

❞é♥♦t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛✲

t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s Mc(τk+e) ✭❝✲à✲❞ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s à ❝❤❛q✉❡

♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ e = 0, . . . , Nc − 1✮ ❡t Mrefc✱ ❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s Xc(τk+e)

❡t ❧❡ ✢✉① ❞és✐ré Xrefc✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s QMce
∈ R

n×n
≥0 ✱ QMc

∈ R
n×n
≥0 ❡t QXce

∈ R
q×q
≥0 s♦♥t ❞❡s

♠❛tr✐❝❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r J(τk+Nc
) s♦✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❧✐é❡s ❛✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s

❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❡st é♥♦♥❝é ♣❛r

✭■■✳✶✽✮ ✿

min
Xc

{J(τk+Nc
) t❡❧ q✉❡

Mc(τk+e) = Mc(τk+e−1) + θ ·Xc(τk+e−1), ∀e = 1, . . . , Nc

Xc(τk+e−1) ≥ 0n×1, ∀e = 1, . . . , Nc

Xc(τk+e−1) ≤ Fc(τk+e−1), ∀e = 1, . . . , Nc}

✭■■✳✶✽✮

❖r✱ Xc(τk+j) ❞é♣❡♥❞ ❞❡ Uc(τk+j)✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Uc✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ♣rés❡♥té

✜❣✉r❡ ■■✳✹ ✿

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✻✷







❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❬❇▼❉P✵✷✱●▼❘+✵✻✱▼●❘+✵✽❪✳

❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ❞❛♥s

❬●▼❘+✵✻✱▼●❘+✵✽❪✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡

❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ s❛♥s ✐♠♣♦s❡r ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❤♦rs ❧✐❣♥❡✳ ◆é❛♥✲

♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❘❞P❈ ❝♦♠♣❧❡①❡s

✭♦✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❡❧❧❡✮ ♦✉ q✉❛♥❞ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❧❛r❣❡✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②t♦♣❡s ❞❡✈✐❡♥t

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❬❇▼❉P✵✷✱❙❏▼❱✶✶❪✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s

❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❧❛ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ ❬●▼❘+✵✻✱▼●❘+✵✽❪✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st r❡t❡♥✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ré❝❡♥t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❘❞P❈✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❬❏❇✶✵❪✱ ❧❡s ❛✉✲

t❡✉rs ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ ✐❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

❜❛sé s✉r ❧❡ ❘❞P❈ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡♥

❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s

❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ❢❡✉① ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❬❲▼❏❙✶✹❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛ été ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑✳

❈❡rt❡s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s ❡t s✐♠♣❧❡s à ✐♠✲

♣❧é♠❡♥t❡r✱ ♠❛✐s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❜❛s❡♥t

❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t s❛♥s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s

❧❡ ❢✉t✉r ❬❲▼❏❙✶✹❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❲▼❏❙✶✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✏❖◆✴❖❋❋✑ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠♠é❡

✏▼P❈✲❖◆✴❖❋❋✑✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥

t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡❧❧❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥✢✐t✳ ▲❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ♣❡rs✐st❛♥t❡s s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❛t✲

t❡✐♥❞r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✏❖◆✴❖❋❋✑✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■■✳✷✵✮✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ✢✉① à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s❡s ❡♥

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s P❛❣❡ ✻✺
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❝♦♠♣t❡ ❬❲▼❏❙✶✹❪ ✿

J(τk+Nc
) =

(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)t
·QMc

·
(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)

+
Nc−1
∑

e=0

(

(

Mc(τk+e)−Mrefc

)t
·QMce

·
(

Mc(τk+e)−Mrefc

)

)

−
(

Xc(τk+e)
)t
·QXce

·
(

Xc(τk+e)
)

✭■■✳✷✵✮

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏▼P❈✲❖◆✴❖❋❋✑ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡✱ ❧❡ t❡♠♣s

❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ été ré❞✉✐t ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❛r❣❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st é❧❡✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❬❲▼❏❙✶✹❪✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛ été ❡♠♣❧♦②é❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐✲

sé❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ s♦✐t

❛✉① s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ s♦✐t ❛✉① s②stè♠❡s q✉✐ s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

❞✐str✐❜✉és✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❛ été é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❬❲▼❙✶✸❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥

❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ P✉✐s✱ ✐❧s s❡ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r

✈❡rs ❧❡✉r ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ■❧s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②stè♠❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❣❛r❛♥t✐t ❧❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡st✐♥é❡s

❛✉① ❘❞P❍ ❡t ❡❧❧❡ ✐♥s✐st❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ❝❡t é❣❛r❞✳

■■✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❞P❍❊ ❝♦♠♠❛♥❞és q✉✐ r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞❡

❘❞P❍ s❡r❛ ❜r✐è✈❡♠❡♥t é✈♦q✉é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳

■■✳✸✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ ❘❞P❍ ❡st ❞✐t ❡♥ ré❣✐♠❡ ❢♦r❝é s✬✐❧ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡①t❡r♥❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✭❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞✐s❝rèt❡s✮ ❛✜♥

❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❍❊ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡

✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t T comm ⊆ T t❡❧ q✉❡ T comm = T comm
c ∪ T comm

d ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✻✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞✐s❝rèt❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ θ✲❘❞P❍❊ ❝♦♠♠❛♥❞é

❡st ❞és♦r♠❛✐s r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ 〈Nh,M0, Dmin, λ, θ, T
comm〉✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥

❝♦♠♣t❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❞ès q✉✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ tj ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s✲

❝r❡t ❝♦✉r❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✈❛❧✐❞❡ ♦✉ ♥♦♥ s♦♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ ❙✐ tj ∈ T comm
d ❡st

t❡♠♣♦r✐sé❡✱ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❛✈❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ dmin j✳ ▲❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✈❛❧✐❞é❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✭Td\T
comm
d ✮ ♥✬❡st ♣❛s

♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥✐ ❢♦r❝é ♥✐ é✈✐té✳ ■❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t❡♠♣❡st✐✈❡

❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ♦✉ ❡①t❡r♥❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❛✉r♦♥t ❧✐❡✉

❛✉① ❞❛t❡s τk ❡t s❡r♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♥♦té Xd(τk)✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ ❧❡ ✢✉① ♥❡ ♣❡✉t q✉✬êtr❡

r❛❧❡♥t✐ ♦✉ st♦♣♣é ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s Uc ∈ R
qc
≥0✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✭Tc \ T
comm
c ✮ s❡r♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡ Fc(τk)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ✢✉① ❡♥

ré❣✐♠❡ ❢♦r❝é ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✉♥ θ✲❘❞P❍❊ s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❡①♣r✐♠és s❡❧♦♥ ✭■■✳✷✶✮

❡t ✭■■✳✷✷✮ ✿

Xc(τk+) = Fc(τk+)− Uc(τk+)

= Λ ·
(

Ac
k ·M(τk) + Acd

k ·W
dd ·Xd(τk)

)

− Uc(τk+)
✭■■✳✷✶✮

Mc(τk+1) = Mc(τk) + θ ·W cc ·Xc(τk+)

= Gc
k ·Mc(τk) +Gd

k ·
(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
)

− θ ·W cc · Uc(τk+)
✭■■✳✷✷✮

❙♦✐t V ncomm
c ∈ {0, 1}qc ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■✳✷✸✮✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✿

∀j = qd + 1, . . . , q, V ncomm
c (j) =







1✱ s✐ tj ∈ Tc \ T
comm
c

0✱ s✐♥♦♥
✭■■✳✷✸✮

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Uc(τk+) ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛✲

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

t✐♦♥ ✭■■✳✷✹✮ ✿

❛✴ Uc(τk+) ≥ 0qc×1

❜✴ diag(V ncomm
c ) · Uc(τk+) = 0qc×1

❝✴ Uc(τk+) ≤ Λ · Ac
k ·M(τk) + Λ · Acd

k ·W
dd ·Xd(τk)

✭■■✳✷✹✮

➚ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭a✮ ❡t ✭b✮ ✐♠♣♦s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s

✭❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ét✉❞✐é❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s✮ ❡t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ▲❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭c✮ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ✢✉① ❢♦r❝é ♣♦s✐t✐❢ ✭❝✲à✲❞ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

♦✉ é❣❛❧❡ ❛✉ ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧✐❜r❡✮✳

■■✳✸✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡

P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❍

♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs

✜♥✐s ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ✢✉① ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❡♠♣♦r✐sé❡✳

❉❛♥s ❬❇●▼✵✵❪✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✉❢❛❝✲

t✉r✐❡rs ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❘❞P❍ t❡♠♣♦r✐sés ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t

❞é✜♥✐❡s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡s ✐♠✲

♠é❞✐❛t❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞♦♥♥é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐✲

❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ré♣❛rt✐r ❧❛ ❝❤❛r❣❡✮✳ ❙❛❝❤❛♥t

q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❢r❛♥✲

❝❤✐ss❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❛ été ❝❛r❛❝tér✐sé✱ ❞❛♥s

❝❤❛q✉❡ ■❇✲st❛t❡✱ ♣❛r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st s❛♥s ❝❤♦✐①✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s

✈✐t❡ss❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s r❡✈✐❡♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❧❛ rés♦✲

❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t

❡♥tr❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❣❧♦❜❛❧❡s✳

❈❡rt❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❍ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♠❛✐s

♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳

❉❛♥s ❬❏❈❇▼✶✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡

❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❘❞P❍ t❡♠♣♦r✐sés✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✏❡✈❡♥t✲❞r✐✈❡♥✑✮ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❏❇❘❙✵✹❪ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❈ ❞é✜✲

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✻✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

♥✐s s♦✉s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✜♥✐s✳ P♦✉r ❧❡ ❘❞P❍ t❡♠♣♦r✐sé✱ ✐❧s ♦♥t ❝♦♥s❡r✈é ❝❡tt❡ ♠ê♠❡

sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❞✐s❝rèt❡s✱ ✐❧s ♦♥t s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ét❛✐t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s

❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✳✷✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à é✈✐t❡r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✭✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✈✐❞é❡ ♦✉

❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s sé♣❛r❛♥t ❞❡✉①

é✈é♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✳

▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U =
[

U t
c U t

d

]t

✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ■❇✲st❛t❡✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r✲

t✐❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Uc ∈ R
qc
≥0 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ Ud ∈ {0, 1}
qd q✉✐ ❛❝t✐✈❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t q✉❡ ❧❛

t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✈❛❧✐❞é❡s s❡ ❞é❝ré♠❡♥t❡ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡

❞✬é✈é♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❘❞P❍ ❡st r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ■❇✲st❛t❡✳ ■❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐

❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✮✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡①♣r✐♠é✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à ♦♣t✐♠✐s❡r ❛✐♥s✐ q✉❡

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❬❏❈❇▼✶✸❪✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ❛ é❣❛✲

❧❡♠❡♥t été ♣r♦♣♦sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐

❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ❊❧❧❡ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱

♣✉✐s ❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲✬ét❛t rés✉❧t❛♥t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡t ❛❝✲

t✉❛❧✐sé✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ré✐téré❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✳

❙✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✱ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❬❏❈❇▼✶✸❪✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s✉r ❞❡s ❘❞P❉❊ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ✉♥❡

♠❛❝❤✐♥❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s ❡t s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ s❡✉❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞✉ ❘❞P❍ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦r♦✉t✐❡rs ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❋■▼❯✶✹❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♥ç✉ ✉♥❡ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛✲

t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛✉t♦r♦✉t❡s ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✈♦✐❡s ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥é❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦r♦✉t✐èr❡ ♣❛r ❧❡s ❘❞P❍ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❡ ❜✉t

❝❤❡r❝❤é ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡s ✈♦✐❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝r✐t✐q✉❡✱ ❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥st❛♥✲

t❛♥é❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡s ♣❧❛❝❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ✈♦✐❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝r♦✲ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡

❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✐♠♣ré✈✉ ✭✉♥ ❛❝❝✐❞❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡✲

♠❡♥t ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❛❝r♦✲é✈é♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r N ♠❛❝r♦✲ét❛♣❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡

❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉❤❛✐té❡✳

■■✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❝❤♦✐① ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❯♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ♠✐❡✉①

❛❞éq✉❛t❡ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ét✉❞✐é❡ ✿ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♠♠❛♥❞❡r

❡✣❝❛❝❡♠❡♥t t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ❘❞P ❡t q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉

■■✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❚❛❜❧❡ ■■✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❬❙❏▼❱✶✶❪

❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❘❞P❈ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té st❛❜✐❧✐té

✏❖◆✴❖❋❋✑ s❛♥s ❝❤♦✐① t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉✐

❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t♦✉t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ é❧❡✈é❡ ♦✉✐

✏❖◆✴❖❋❋✰✑ t♦✉t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉✐

✏❇✲❖◆✴❖❋❋✑ t♦✉t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉✐

❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ t♦✉t ♣❛s ❞❡ ❝r✐tèr❡ é❧❡✈é❡ ♦✉✐

❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ t♦✉t ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ é❧❡✈é❡ s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✏▼P❈✲❖◆✴❖❋❋✑ t♦✉t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉✐

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❘❞P❈✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡

✉♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st é❧❡✈é❡ ❞✉❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥✲

é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à rés♦✉❞r❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏❖◆✴❖❋❋✑ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✲

♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① ❘❞P❈ s❛♥s ❝❤♦✐①✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ s♦♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✏❇✲❖◆✴❖❋❋✑✱ ✏❖◆✴❖❋❋✰✑✱ ▼P❈✲❖◆✴❖❋❋ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❡t ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡

❞❡ ❘❞P❈ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s t❡❧❧❡s

q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t q✉❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐✲

s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❡❧❧❡s ✐♠♣♦s❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭♦✉

❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✮✳ ❖r✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❘❞P❈ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ❡t ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t

❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝❛✉s❡s ❞✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ♣ré❝♦❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ❘❞P❈ ❡t ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡♥

✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ❢♦rt❡

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✱ ♠❛✐s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ q✉✐

t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à

♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ à ❧♦♥❣

t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉

s②stè♠❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡

♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❝❡tt❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

s✐ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s

s❛♥s ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛ été

ét❡♥❞✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❉ ❞❛♥s ❬▲▲✶✺❪ ❡t ❧❡s ❘❞P❍ ❞❛♥s ❬❏❈❇▼✶✸✱❋■▼❯✶✹❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ s❡r❛ ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r

❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❉ ❡t ❧❡s ❘❞P❍✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❘❞P❉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r

❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡

♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ❘❞P❈ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❞✉ ❘❞P❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❘❞P❍✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t

❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡t✴♦✉ t❡♠♣♦r✐sé❡s✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬❏❈❇▼✶✸❪✱ à s❛✈♦✐r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡

❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✭❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✮ ❡t q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♥❡ s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❖r✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

à ❬❏❈❇▼✶✸❪✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♥❡ s♦♥t

♣❛s ❝♦♠♠❛♥❞é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥

❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① tr♦✐s t②♣❡s ❞❡

❘❞P ❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ét✉❞✐é❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✲

♣❡r✈✐sé❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ s❡✉❧ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥❝❡r♥é✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲

t✉r❡ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱

❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ❡st ❧✐♠✐té❡ ❞û ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❡t ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❛❝❝r✉❡✳ ❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ét❛♥t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱

❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❉✱

s❡✉❧❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈ à ✈✐t❡ss❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡t ❧❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡r♦♥t t♦✉t❡s s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♦♥t été r❛♣♣❡❧és✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❝♦♥❝❡r♥é ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡s ❘❞P❍ ❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡

❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❘❞P❍ q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❝❛r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t à ✈✐t❡ss❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s à ✈✐t❡ss❡s ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛ été ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❈

♣rés❡♥té❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ à s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s P❛❣❡ ✼✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❡st ❧❛ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡s✲

s✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❞❡s ❘❞P❈

♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡

♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

◗✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❛✐♥s✐ ❛♣♣♦rté❡s à ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❉ ❡t ❧❡s ❘❞P❍✳ ❆✜♥

❞✬é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré✲

❞✐❝t✐✈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❘❞P❈ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✉ ❘❞P❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡

s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡❧❧❡ tr❛✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❧✐♠✐t❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊❧❧❡

❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣ré❞✐❝t✐✈❡s ✿ ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t

❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬▲▲✶✺❪✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉
✉r❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❣râ❝❡ à s❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ❞❡✈❡✲

♥✉❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ ré♣❛♥❞✉❡ ❡t très ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❡t ❛ss✉r❡r

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❘❞P✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s

✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬é♥✉♠ér❡r s❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥✲

t❛❣❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

q✉✐ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②s✲

tè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé ❬❏❱▼❙✶✸❪✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✉♥

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ré❞✉✐t ✭Nc = 1 ♦✉ Nc = 2✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❛♣♣❛r❛ît✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ rés❡❛✉①✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥

❧❛r❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ♣ré✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡t ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ Nc✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡

❞✐✣❝✉❧té r❡♥❝♦♥tré❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉① ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ t❡♥t❡ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✉♥❡

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t

❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ J ❡t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ré❣✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s

❧✐♠✐t❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥

❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉①✱ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳

❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠❡♥é❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r

❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés✳

■■■✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡

♣ré❞✐❝t✐♦♥

■■■✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❈❤♦✐s✐r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❡st ✉♥❡ ❛r♠❡ à ❞♦✉❜❧❡ tr❛♥❝❤❛♥t ❀ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t✱

❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✈✐s❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t

à é✈✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❧✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s à ❝♦♥s✐✲

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✼✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❞ér❡r ❡t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❊❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❙♦♥ ✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬❛✉ ❝♦✉rs

❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

ré❣✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❚♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ Mc(τk+e)✱

e = 1, . . . , Nc − 1✱ ❞♦✐✈❡♥t r❡st❡r ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Rk ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc(τk)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

❝♦♥tr❛✐r❡✱ Nc ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s Mc(τk+e)✱

e = 1, . . . , Nc − 1✱ à Rk✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✭■■✳✶✼✮✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ J(τk+Nc
) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■■■✳✶✮ ✿

J(τk+Nc
) = JM(τk+Nc

) + JX(τk+Nc−1) ✭■■■✳✶✮

♦ù JM(τk+Nc
) ❡t JX(τk+Nc−1) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■■■✳✷✮ ❡t ✭■■■✳✷✮ ✿

JM(τk+Nc
) =

(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)t
·QMc

·
(

Mc(τk+Nc
)−Mrefc

)

✭■■■✳✷✮

JX(τk+Nc−1) =
(

Xc(τk+Nc−1)−Xrefc

)t
·QXc

·
(

Xc(τk+Nc−1)−Xrefc

)

✭■■■✳✸✮

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s QMc
❡t QXc

s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ QMc
= rMc

· In✱

QXc
= rXc

· Iq✱ ❛✈❡❝ rMc
= 1 ❡t rXc

∈ R≥0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱

♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❡t ❧❡s ✢✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐✲

tèr❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧s rés✉❧t❡♥t t♦✉s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Uc ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ J ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❡t

❞❡s ✢✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❡♥ t❡r♠❡

❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■■■✳✹✮ ✿

min
Uc

{J(τk+Nc
) t❡❧ q✉❡

Mc(τk+e) = Mc(τk+e−1) + θ ·Xc(τk+e−1), ∀e = 1, . . . , Nc

Mc(τk+e) ∈ Rk, ∀e = 1, . . . , Nc − 1

Uc(τk+e) = Uc(τk+e−1), ∀e = 1, . . . , Nc

Xc(τk+e−1) ≥ 0n×1, ∀e = 1, . . . , Nc

Xc(τk+e−1) ≤ Fc(τk+e−1), ∀e = 1, . . . , Nc}

✭■■■✳✹✮

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✭■■■✳✹✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc q✉✐

♠✐♥✐♠✐s❡ J s♦✉s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭■■✳✶✽✮

❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉tés ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ✭■■■✳✹✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

✭■■✳✶✽✮✱ s♦♥t ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱

❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❡t ❧❡s ✢✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s ❞❡

♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

❯♥ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ■■■✳✶ ✿
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❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❘❞P❈

➚ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r (Mc(τk), Xc(τk−1))✱

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r Nc ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✲

t❡r♠✐♥❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Uc(τk) q✉✐ ré♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

✭■■■✳✹✮✱ Uc(τk) ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡✳

P✉✐sq✉❡ J ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■■■✳✹✮

♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥

❞❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✏q✉❛❞♣r♦❣✑ ❞❡ ▼❛t❧❛❜✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✶✳✶✳ ❙♦✐t 〈Nc,M0, λ, θ, T
comm
c 〉 ✉♥ θ✲❘❞P❈ t❡❧ q✉❡ θ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭■✳✸✺✮ ❡t q✉❡ T comm
c = T ✳ ❙♦✐t Nc > 0 ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

Mrefc > 0n×1 ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0c > 0n×1✱ q✉❡ Xrefc r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭■■✳✾✮ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ (Mrefc, Xrefc) s♦✐t ✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t q✉❡✱ ❞✉r❛♥t

❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s M(τk+e)✱ e = 1 . . . , Nc − 1 r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ Rk✳

❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Uc(τk) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■■■✳✹✮✱ ❡st ❛✉ss✐

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✼✽
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❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭■■■✳✺✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✼✮ ✿

Uc(τk) = argmin
Uc

{JUc
(τk+Nc

)} ✭■■■✳✺✮

t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JUc
(τk+Nc

) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■■■✳✻✮ ✿

JUc
(τk+Nc

) =
1

2
· Uc(τk)

t · Ω · Uc(τk) + ρ(τk)
t · Uc(τk) ✭■■■✳✻✮

❡t ✿

∀e = 1, . . . , Nc

❛✴ Se−1 · Uc(τk) ≥ 0q×1

❜✴ Se−1 · Uc(τk) ≤ Λ · Ak · B
e−1
k ·Mc(τk)

✭■■■✳✼✮

▲❡s t❡r♠❡s Ω ❡t ρ(τk) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■■■✳✽✮ ❡t ✭■■■✳✾✮ ✿

Ω = θ2 ·W t · Σt
Nc
·QMc

· ΣNc
·W + St

Nc−1 ·QXc
· SNc−1 ✭■■■✳✽✮

ρ(τk) = θ ·W t ·Σt
Nc
·QMc

·
(

Mrefc−B
Nc

k ·Mc(τk)
)

+St
Nc−1 ·QXc

·
(

Xrefc−Λ·Ak ·B
Nc−1
k ·Mc(τk)

)

✭■■■✳✾✮

Bk ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■✳✷✵✮✱ Σe ❡t Se s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭■■■✳✶✵✮ ❡t ✭■■■✳✶✶✮ ✿

Σ0 = 0,Σe =
e−1
∑

j=0

(Bk)
j, e = 1, . . . , Nc ✭■■■✳✶✵✮

Se = θ · Λ · Ak · Σe ·W + Iq, e = 0, . . . , Nc ✭■■■✳✶✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [τk, τk+Nc
[ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Rk✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❝❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✢✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❡①♣r✐♠és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

♣❛r ✭■■■✳✶✷✮ ❡t ✭■■■✳✶✸✮✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

✭■■✳✼✮ ✿

Mc(τk+e) = Be
k ·Mc(τk)− θ · Σe ·W · Uc(τk) ✭■■■✳✶✷✮

Xc(τk+e−1) = Λ · Ak · B
e−1
k ·Mc(τk)− Se−1 · Uc(τk) ✭■■■✳✶✸✮

❈❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r réé❝r✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s JMc
(τk+Nc

) ❡t JXc
(τk+Nc

)✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ J ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t

♣❛s ❞❡ Uc(τk) s♦♥t é❧✐♠✐♥és✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥

❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r JMUc
(τk+Nc

) ❡t JXUc
(τk+Nc

) ✿

JMUc
(τk+Nc

) = θ2 · Uc(τk)
t ·W t · Σt

Nc
·QMc

· ΣNc
·W · Uc(τk)

+ 2 · θ ·
(

Mrefc − BNc

k ·Mc(τk)
)t
·QMc

· ΣNc
·W · Uc(τk)

✭■■■✳✶✹✮

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✼✾
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JXUc
(τk+Nc−1) = Uc(τk)

t · St
Nc−1 ·QXc

· SNc−1 · Uc(τk)

+ 2 ·
(

Xrefc − Λ · Ak · B
Nc−1
k ·Mc(τk)

)t
·QXc

· SNc−1 · Uc(τk)
✭■■■✳✶✺✮

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ J(τk+Nc
) ❡st ❛✉ss✐ ré❞✉✐t à JUc

(τk+Nc
) q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Uc(τk)✳

❈❡ ❝r✐tèr❡ ré❞✉✐t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■■■✳✶✻✮ ✿

JUc
(τk+Nc

) =
1

2
·
(

JMUc
(τk+Nc

) + JXUc
(τk+Nc−1)

)

✭■■■✳✶✻✮

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t JMUc
(τk+Nc

) ❡t JXUc
(τk+Nc−1) ♣❛r ❧❡✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ JUc

(τk+Nc
) ❡st réé❝r✐t

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■■■✳✻✮ ♦ù Ω ❡t ρ(τk) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s s❡❧♦♥ ✭■■■✳✽✮ ❡t ✭■■■✳✾✮✳ ❙❛✲

❝❤❛♥t q✉❡✱ ∀e = 1, . . . , Nc✱ Fc(τk+e−1) = Λ · Ak · B
e−1
k ·Mc(τk)✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✼✮ s✉r

Uc(τk) s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Xc(τk+e−1) ♣❛r ✭■■■✳✶✸✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ✭■■■✳✹✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❤♦✲

r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❛r❣❡s t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❡r❛ ♠❡♥é❡ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

❞❛♥s ❬❏❱▼❙✶✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t s♦✉❧✐❣♥é q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡st ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s q✉✐ ♥é❝❡s✲

s✐t❡♥t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✱ ❞ét❛✐❧❧é

❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

■■■✳✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑

▲❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ❡st ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r

t❡♠♣s ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❀ ❝❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡

JM ✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❘❞P ❡t ❛✉① ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧✳

P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧✱ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞♦✐t ♣❛r❢♦✐s s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛t✲

t❡✐♥❞r❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t t❡❧ q✉❡ ❧✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❝♦✉r❛♥t ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞é❝r♦✐ss❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✭♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

❝r✐tèr❡ J✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❡✉t ❜❧♦q✉❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧

JM ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❝r♦îtr❡✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣ré✈♦✐r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝✲

t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦✐♥ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞é❝r♦îtr❡ ❧✬é❝❛rt

q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❡st ❝♦♠♠❡♥t s❛✈♦✐r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ❄ ❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ θ✲❘❞P❈

❝♦♠♠❛♥❞é ♣♦ssè❞❡ ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ❞❛♥s s❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧

❢❛✉t é❧❛❜♦r❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❞ét❡❝t❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ❡t

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✵



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ r❡q✉✐s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧♦✲

ré❡ ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t❡r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡

✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t s❛♥s ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ✜♥

❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ J(τk+Nc
) ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝r✐tèr❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧❛

❞❛t❡ τk✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❀ ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ J ✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦❞é❡

❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳ ❙♦✐❡♥t N0 ∈ N>0 ❡t Nmax ∈ N>0 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs

✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ Nc✳ ➚ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ N0 ❡st ❛✛❡❝té❡ à Nc✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

Nlimit(τk) ∈ N>0 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ Nc q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s

✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ Rk ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [τk, τk+Nlimit
[✳ ▲❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ θ✲❘❞P❈ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ Nlimit(τk) ❡st

✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ à Nmax✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭■■■✳✺✮ s♦✉s

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✼✮✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✳

❯♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❙✐ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡

M(τk+e)✱ e = 1, . . . , Nc − 1✱ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ré❣✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ e ❡st ❛ttr✐❜✉é❡ à Nc ❡t à

Nlimit(τk)✳ P✉✐s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré♣été ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧❛ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Nc✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡ ✭t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ Rk✮✱

✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ J ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ✭✈ér✐✜❡r s✐ J(τk) − J(τk+Nc
) ≤ 0)✮✳

❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ Nc s✬✐♥❝ré♠❡♥t❡ t❛♥t q✉✬✐❧ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♥✐ Nlimit(τk) ♥✐ Nmax ❥✉sq✉✬à

❝❡ q✉❡ J ❞❡✈✐❡♥♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Nc ♦❜t❡♥✉❡s à

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❡❧❧❡s r❡t❡♥✉❡s✳ Uc ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡

♠❛rq✉❛❣❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡t ❝❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s✉✐✲

✈❛♥t❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r Nc ❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡t q✉❡ Nlimit(τk+1) ❡st ré✐♥✐t✐❛❧✐sé❡

♣❛r Nmax✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ θ✲❘❞P❈✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✭❊♥tré❡s ✿ Rk✱ Mc(τk)✱ Nc✱ Nmax ❡t J(τk) ❀ ❙♦rt✐❡s ✿
Uc(τk) ❡t Nc✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
solution← 0
Nlimit(τk)← Nmax

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ solution = 0
✸✿ solution← 1
✹✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Uc(τk)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■■■✳✺✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✼✮
✺✿ e← 1
✻✿ ❚❛♥t q✉❡ e < Nc

✼✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ré❣✐♦♥ Rc(Mc(τk+e)) ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc(τk+e)
✽✿ ❙✐ Rc(Mc(τk+e)) 6= Rk✱ ❛❧♦rs
✾✿ Nlimit(τk)← e

✶✵✿ Nc ← e
✶✶✿ solution← 0
✶✷✿ ❙✐♥♦♥
✶✸✿ e← e+ 1
✶✹✿ ❋✐♥ s✐
✶✺✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✻✿ ❙✐ solution = 1✱ ❛❧♦rs
✶✼✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ J(τk+Nc

)
✶✽✿ ❙✐ ✭J(τk)− J(τk+Nc

) ≤ 0) ❡t ✭Nc < Nlimit(τk)✮✱ ❛❧♦rs
✶✾✿ Nc ← Nc + 1
✷✵✿ solution← 0
✷✶✿ ❋✐♥ s✐
✷✷✿ ❋✐♥ s✐
✷✸✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✷✹✿ ❘❡t♦✉r♥❡r Uc(τk) ❡t Nc
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❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ θ✲❘❞P❈ ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✭❊♥tré❡s ✿ M0c ❡t
N0 ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ Uc✱ Mc✱ Xc ❡t J✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
Nc ← N0

fin← 0
τk ← 0
Mc(τk)←M0c

Uc ← ∅

✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Xc(τk) ❡t J(τk)
✸✿ Mc ←Mc(τk)✱ Xc ← Xc(τk)✱ J ← J(τk)
✹✿ ❚❛♥t q✉❡ fin = 0
✺✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r Rk

✻✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc(τk) ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r Nc ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶
✼✿ ❈❛❧❝✉❧❡r X(τk)✱ Mc(τk+1) ❡t J(τk+1)
✽✿ Mc ←Mc ∪Mc(τk)
✾✿ Xc ← Xc ∪Xc(τk)

✶✵✿ J ← J ∪ J(τk)
✶✶✿ Uc ← Uc ∪∅

✶✷✿ ❙✐ J(τk+1) = 0✱ ❛❧♦rs
✶✸✿ end← 1
✶✹✿ ❙✐♥♦♥
✶✺✿ τk ← τk+1

✶✻✿ ❋✐♥ s✐
✶✼✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✽✿ ❘❡t♦✉r♥❡r Uc✱ Mc✱ Xc ❡t J

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ s♦♥t é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

■■■✳✶✳✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✶✳✷✳ ❙♦✐t 〈Nc,M0, λ, θ, T
comm
c 〉 ✉♥ θ✲❘❞P❈ t❡❧ q✉❡ θ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭■✳✸✺✮ ❡t q✉❡ T comm
c = T ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Mrefc > 0n×1 s♦✐t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0c >

0n×1 ❡t q✉❡ Xrefc r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭■■✳✾✮ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ s♦✐t ✉♥

ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❆❧♦rs ✿

✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭■■■✳✺✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✼✮ ❡st t♦✉✲

❥♦✉rs ❢❛✐s❛❜❧❡✳

✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ θ✲❘❞P❈ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❡♥

✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛s✳

✖ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r Mrefc✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✖ ∀e = 1, . . . , Nc,Λ ·Ak ·B
e−1
k ·Mc(τk) ≥ 0q×n ❝❛r Mc(τk) ≥ 0n×1✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (a) ❡t (b) ✭❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■■✳✼✮✮ ❡st ♥♦♥✲

✈✐❞❡ ❀ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡tt❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Uc = 0q×1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■■■✳✺✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✼✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐s❛❜❧❡✳

✖ P✉✐sq✉❡ M0c > 0n×1,Mrefc > 0n×1 ❡t q✉❡ θ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■✳✸✺✮✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès

❬▼❘❚❘❙✵✽❪✱ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❡st

❛tt❡✐♥t ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛s✳

✖ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ Xrefc ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■■✳✾✮ ✿ 0 ≤

Λ ·Ak ·Mrefc−Xrefc ≤ Λ ·Ak ·Mrefc✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Uc(τk) = Λ ·Ak ·Mrefc−Xrefc✳

❉✬❛♣rès ✭■■✳✽✮✱ Mc(τk+1) = Bk ·Mrefc − θ ·W · Uc(τk) = Mrefc + θ ·W · (Λ · Ak ·

Mrefc − Urefc) = Mrefc✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc(τk) ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✳

❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❝♦♥st❛♥t❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ♠❡♥é❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉s✉❡❧❧❡

❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

■■■✳✶✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❊♥ ✈✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬●▼❘+✵✻❪✱ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ■■■✳✶✱ ■■■✳✷✱ ■■■✳✸ ❡t ■■■✳✹ ❞é✲

t❡r♠✐♥❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ Nc ♣❛s ❞❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✹



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ J

✭❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✭■■✳✶✼✮ ♦✉ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✭■■■✳✶✮✮✱ ❞❡ ❧❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ré❣✐♦♥s ♦✉ ♥♦♥ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

✭❝♦♥st❛♥t❡ ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ J

s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✳

❚❛❜❧❡ ■■■✳✶ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■■✳✶✮ s❛♥s
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥

Uc ❝♦♥st❛♥t❡ Uc ✈❛r✐❛❜❧❡

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q Nc · q

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s O(Nc · q) O(q · (Nc))

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à J O(Nc · (n+ q)) O(Nc · (n+ q))

❚❛❜❧❡ ■■■✳✷ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■■✳✶✮ ❡♥
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥

Uc ❝♦♥st❛♥t❡ Uc ✈❛r✐❛❜❧❡

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q Nc · q

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s O(KNc−1 ·Nc · q) O(KNc−1 · q · (Nc))

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à J O(KNc−1 ·Nc · (n+ q)) O(KNc−1 ·Nc · (n+ q))

❛✈❡❝ K ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ré❣✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ■■■✳✸ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■✳✶✼✮ s❛♥s
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥

Uc ❝♦♥st❛♥t❡ Uc ✈❛r✐❛❜❧❡

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q Nc · q

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s O(Nc · q) O(q · (Nc))

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à J O(N2
c · (n+ q)) O(N2

c · (n+ q))

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❚❛❜❧❡ ■■■✳✹ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭■■✳✶✼✮ ❡♥
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥

Uc ❝♦♥st❛♥t❡ Uc ✈❛r✐❛❜❧❡

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q Nc · q

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s O(KN−1 ·N · q) O(KN−1 · q · (N − 1))

❈♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à J O(KNc−1 ·N2
c · (n+ q)) O(KNc−1 ·N2

c · (n+ q))

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✶ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✉s✉❡❧❧❡

♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬●▼❘+✵✻❪✳ ❉✬❛♣rès ❝❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❢❛❝✲

t❡✉rs q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ s♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✭❝♦♥st❛♥t❡ ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❛r✲

q✉❛❣❡s ❡t ❞❡s ✢✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à

❞ét❡r♠✐♥❡r s❡r❛ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r Nc✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♦♥✱ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡✈✐❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡st Nc ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s

❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♣rés❡♥té❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été

très ✉t✐❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à J ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Nc✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡✱

❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧❡s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❞✐❝t✐✈❡s Ap1✱ Ap2 ❡t

Ap3 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✯ Ap1 ❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✿

✖ ▲❡s ✢✉① ❡t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭■■■✳✶✮✳

✖ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

✖ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✶✳

✯ Ap2 ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✿

✖ ▲❡s ✢✉① ❡t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭■■✳✶✼✮✳

✖ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

✖ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ Ap2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✸✳

✯ Ap3 ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

✖ ▲❡s ✢✉① ❡t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭■■✳✶✼✮✳

✖ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

✖ ▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ Ap3 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✹✮ ✿

■■■✳✶✳✹ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Nmax ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ➚ ❝❡t

é❣❛r❞✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛✈❡❝ ♣r✉❞❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ s✉❢✲

✜s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡

✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ❞❛♥s ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❛✜♥ ❞❡

❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ s♦✐t

ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱

à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✶✳✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ Nmax✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✶✳✸✳ ❙♦✐t 〈Nc,M0, λ, θ, T
comm
c 〉 ✉♥ θ✲❘❞P❈ t❡❧ q✉❡ θ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭■✳✸✺✮ ❡t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ❆❧♦rs✱

♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à θ✱ Nmax ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭■■■✳✶✼✮ ✿

Nmax ≤

⌊

θ

Ψ(1)

⌋

✭■■■✳✶✼✮

♦ù Ψ(1) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭■■■✳✺✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✼✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡

Nc = 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à J ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Nc✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r J à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é

❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ Nmax ♣❛s✱ ❡st ❛✉ss✐ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Nc✳

■❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✿ Ψ(Nmax) = Ψ(1) · Nmax✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st

✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡ s✐ ❝❡tt❡ ❞✉ré❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à θ✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭■■■✳✶✼✮ ❡st

♦❜t❡♥✉❡✳

■■■✳✶✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✶

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲

❞ér♦♥s ❧❡ ❘❞P❈ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✼





❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✹ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J ♣♦✉r Nc = 1

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❞é❝r♦îtr❡ J ❡t s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❞❡✈r❛✐t

êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❥❡t♦♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡

J ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ θ✲

❘❞P❈✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧♦rsq✉❡ θ = 0.1 ❯✳❚✳✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r

❥✉sq✉✬à Nc = 16 ❛✜♥ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s Ap1✱ Ap2 ❡t Ap3 ♣♦✉r Nc = 16✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✺ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (m1,m2)✱ ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s Ap1✱ Ap2 ❡t Ap3 ♣♦✉r Nc = 16

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r Nc = 16✱ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré✉ss✐ss❡♥t à

❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t

êtr❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡

❢❛✐r❡✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ■■■✳✺ rés✉♠❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡

❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡t ❝❡❧❧❡ s♦✉❤❛✐té❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡

❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦②❡♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛①✐♠❛❧ r❡q✉✐s

♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❚❛❜❧❡ ■■■✳✺ ✕ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s Ap1✱ Ap2 ❡t Ap3

❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❚❡♠♣s ❞❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♠♦②❡♥

❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♠❛①✐♠❛❧

Ap1 0.3087 25.5 0.0129 ✵✳✵✸✺✺

Ap2 0.3137 35.3 0.0178 ✵✳✵✸✺✹

Ap3 0.3714 16.00 0.0556 ✵✳✶✽✺✸

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s

♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳

❉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ r❛♣✐❞✐té✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ Ap3 ❡st ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t❡ ✈❡rs ❧❛ ❝✐❜❧❡✱

❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦②❡♥s ❡t ♠❛①✐♠❛✉① r❡q✉✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ✐❧s s♦♥t très ❣r❛♥❞s ❛✈❡❝ Ap3 ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à Ap2 ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

à Ap1✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ été ❞✐✈✐sé ♣❛r ✹ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût

♣r♦♣♦sé❡ ✭■■✳✶✼✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛①✐♠❛❧ r❡q✉✐s

❛✈❡❝ Ap3 ❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❛✈❡❝

✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ 0.1 ❚✳❯✳ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r Ap1 ❡t Ap2✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛✉ θ✲❘❞P❈✱ s♦♥t ♣rés❡♥tés

♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ■■■✳✻ ❡t ■■■✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J ♣♦✉r Nc ❛❞❛♣t❛t✐❢

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t Xc ♣♦✉r Nc ❛❞❛♣t❛t✐❢

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐❧❧✉str❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ s✬é❧♦✐❣♥❡r

❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✳ P✉✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ τk ≈ 0.5

❯✳❚✳✱ J ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡t ❧❡ ✢✉① s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞és✐ré❡s✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ J(τk+Nc
) à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛

✈❛❧❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ J(τk)✳

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❢❛❝❡

❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ θ✲❘❞P❈ ✭♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✮ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❛ été ♣❡rt✉r❜é ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❬✾✱ ✾✳✷❪ ♦ù ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❢r❛♥❝❤✐❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ✭❝✲à✲❞

u1 = 0✱ 9 ≤ τk ≤ 9.2✮ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■■■✳✽✮✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✽ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t Xc ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

▲❡s ✜❣✉r❡s ■■■✳✾ ❡t ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ J ❡♥ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ❝❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ P❛❣❡ ✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✾ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (m1,m2) ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✵ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ q✉✐ é❝❛rt❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❝♦✉r❛♥t ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣râ❝❡ à s♦♥ ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s

ré❡❧s ❬●▼❘+✵✻❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉①✱ tr❛❞✉✐t❡s

❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝r✐t✐q✉❡ ❝❛r ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ♣ré❝♦❝❡ ❞❡s

❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷ ✿ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① P❛❣❡ ✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

■■■✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①

■■■✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①

❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡✱ q✉✐ ♣r❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✭❝✲à✲❞ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮✱ ❡st ❛❥♦✉té ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r JdXc
(τk)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ J

❡st ❞és♦r♠❛✐s ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✭■■■✳✶✽✮ ✿

J(τk+Nc
) = JM(τk+Nc

) + JX(τk+Nc−1) + JdXc
(τk) ✭■■■✳✶✽✮

t❡❧ q✉❡ JdXc
(τk) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■■■✳✶✾✮ ✿

JdXc
(τk) = θ2 · Aacc(τk)

t ·QdXc
· Aacc(τk) ✭■■■✳✶✾✮

QdXc
∈ R

q×q
≥0 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ JdXc

✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡

❞✐❛❣♦♥❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ QdXc
= rdXc

· Iq✱ ♦ù rdXc
∈ R≥0✳ Aacc(τk) ❞é♥♦t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞❛t❡ τk✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭■■■✳✷✵✮ ✿

Aacc(τk) =
1

θ
·
(

Xc(τk)−Xc(τk−1)
)

✭■■■✳✷✵✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ JdXc
(τk) ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✭■■■✳✷✶✮ ✿

JdXc
(τk) = rdXc

· θ2 · ‖Aacc(τk)‖
2 ✭■■■✳✷✶✮

♦ù ‖·‖ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❛♥s Rq✳

❆✉❝✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■■■✳✹✮ s❛✉❢ q✉❡ ❞és♦r♠❛✐s

J(τk+Nc
) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■■■✳✶✽✮✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✷✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛✲

❞r❛t✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✷✳✶✳ ❙♦✐t 〈Nc,M0, λ, θ, T
comm
c 〉 ✉♥ θ✲❘❞P❈ t❡❧ q✉❡ θ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ ✭■✳✸✺✮ ❡t T comm
c = T ✳ ❙♦✐t Nc > 0 ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

Mrefc > 0n×1 s♦✐t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0c > 0n×1✱ q✉❡ Xrefc r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭■■✳✾✮ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ s♦✐t ✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t q✉❡✱ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝✲

t✐♦♥✱ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s M(τk+e)✱ e = 1 . . . , Nc− 1 r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ Rk✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Uc(τk) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭■■■✳✷✷✮

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷ ✿ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① P❛❣❡ ✾✸
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s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✷✹✮ ✿

Uc(τk) = argmin
Uc

{JUc
(τk+Nc

)} ✭■■■✳✷✷✮

t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JUc
(τk+Nc

) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■■■✳✷✸✮ ✿

JUc
(τk+Nc

) =
1

2
· Uc(τk)

t · Ω · Uc(τk) + ρ(τk)
t · Uc(τk) ✭■■■✳✷✸✮

❡t ✿

∀e = 1, . . . , Nc

❛✴ Se−1 · Uc(τk) ≥ 0q×1

❜✴ Se−1 · Uc(τk) ≤ Λ · Ak · B
e−1
k ·Mc(τk)

✭■■■✳✷✹✮

▲❡s t❡r♠❡s Ω ❡t ρ(τk) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■■■✳✷✺✮ t❡❧s q✉❡ ΣNc
❡t SNc−1 s♦♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■■■✳✶✵✮ ❡t ✭■■■✳✶✶✮ ✿

Ω = θ2 ·W t · Σt
Nc
·QMc

· ΣNc
·W + St

Nc−1 ·QXc
· SNc−1 +QdXc

✭■■■✳✷✺✮

ρ(τk) = θ ·W t · Σt
Nc
·QMc

·
(

Mrefc − BNc

k ·Mc(τk)
)

+ St
Nc−1 ·QXc

·
(

Xrefc − Λ · Ak · B
Nc−1
k ·Mc(τk)

)

+QdXc
·
(

Xc(τk−1)− Λ · Ak ·Mc(τk)
)

✭■■■✳✷✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥st❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à Uc(τk)✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s

ré❞✉✐t❡s ❞❡ JM(τk+Nc
)✱ JX(τk+Nc−1) ❡t JdXc

(τk+Nc
)✱ ❞és✐❣♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r JMUc

(τk+Nc
)✱

JXUc
(τk+Nc−1) ❡t JdXUc

(τk+Nc
)✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭■■■✳✶✹✮✱ ✭■■■✳✶✺✮ ❡t ✭■■■✳✷✼✮ ✿

JdXUc
(τk) = Uc(τk)

t ·QdXc
·Uc(τk)+2 ·

(

Xc(τk−1)−Λ ·Ak ·Mc(τk)
)t
·QdXc

·Uc(τk) ✭■■■✳✷✼✮

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ JUc
(τk+Nc

) ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✭■■■✳✷✽✮ ✿

JUc
(τk+Nc

) =
1

2
·
(

JMUc
(τk+Nc

) + JXUc
(τk+Nc−1) + JdXUc

(τk)
)

✭■■■✳✷✽✮

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■■■✳✷✸✮ ♦ù Ω ❡t ρ(τk) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❞é✜♥✐s ✭■■■✳✷✺✮ ❡t ✭■■■✳✷✻✮✳

❉és♦r♠❛✐s✱ à ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡✱ à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ Uc(τk) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■■■✳✷✷✮ s♦✉s

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✷✹✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t

Mc(τk) > 0n×1✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷ ✿ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① P❛❣❡ ✾✹





❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✷ ✕ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ AC ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t

rdXc
= 1 ✭❞r♦✐t❡✮

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✸ ✕ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ AC ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 2

❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞é❝r♦✐t ❞❡ 36.1

à 1.1 ❧♦rsq✉❡ rdXc
♣❛ss❡ ❞❡ 0 à 2✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞❡ AC ❞❡ 14 à 0.9✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❞✉ ✢✉① ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ 87% ♣♦✉r rdXc
= 1 ❡t ❞❡ 93% ♣♦✉r rdXc

= 2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ✈❛❧❡✉r

✐♥✐t✐❛❧❡✳ P❧✉s rdXc
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❧✉s ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ JdXc

❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s J ❡t ♣❧✉s s♦♥

✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳

❊ss❛②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ rdXc
✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✶✹ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t3

✭❧❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✮ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✶✺ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ♣♦✉r rdXc
= 0 ❡t rdXc

= 2✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✹ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t3 ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ rdXc

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✺ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc ♣♦✉r rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t

rdXc
= 2 ✭❞r♦✐t❡✮

➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦✲

sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r✳ ❯♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ tr♦♣ ❢♦rt❡ ❞❡ rdXc
♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ é✈♦❧✉❡ ❞❡ 6.25 ❯✳❚✳ ❥✉sq✉✬à

9.54 ❚✳❯✳ ♣♦✉r rdXc
= 1 ❡t 14.74 ❚✳❯✳ ♣♦✉r rdXc

= 2✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞û à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥

❞✉ t❡r♠❡ JdXc
q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r très ❞♦✉❝❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❞és✐ré❡✳

▲❛ ❞ést❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t ♦❜é✐r à ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s

♣❛r❢♦✐s ♦♣♣♦sés ✿ ✈❛r✐❡r ❧❡ ✢✉① ♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r✱ ❡t é✈✐t❡r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❡s ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✿ ❙✐ JdXc
(τk) ❡st ♣❧✉s

❣r❛♥❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à JM(τk+Nc
) ❡t JX(τk+Nc−1)✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉✐

❧✐♠✐t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❡❧❧❡ q✉✐ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡
(

Mc(τk+1)✱ Xc(τk)
)

s✬é❧♦✐❣♥❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞és✐ré❡s✳ P✉✐s✱ JM(τk+Nc
) ❡t JX(τk+Nc−1) ✈♦♥t ❧✬❡♠♣♦rt❡r s✉r JdXc

(τk)✱ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷ ✿ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① P❛❣❡ ✾✼
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❞és✐ré❡✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ JdXc
(τk) ❛✉❣✲

♠❡♥t❡ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s s❡ ré♣èt❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✶✹✱

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ rdXc
✳ ▲❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡

s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❛❣✐r ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ét✉❞✐é❡s ❡st rdXc
✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r

r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r✱ q✉✐ ré♣♦♥❞ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❝❤❡r❝❤é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❛✉① ❞❡

❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ à ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡t à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡

❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ♣❡✉t êtr❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ tr❛ç❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡

❝❡s ❝r✐tèr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ rdXc
✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❢❛✉t

❢❛✐r❡ ❢❛❝❡✱ ❡st ❝♦♠♠❡♥t ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ rdXc
✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝

r❡❝♦♠♠❛♥❞é ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ rdXc
q✉✐

♣r♦✈♦q✉❡ ♣❡✉ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❬❚▲▲✶✹❜❪✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ rdXc
= 1 s❡♠❜❧❡

êtr❡ ✐❝✐ ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐①✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥✬❡st ♥✐ ♣ré❝✐s❡ ♥✐ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s s②sté♠❛t✐q✉❡ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳

■■■✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ rdXc
❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉

♠❛rq✉❛❣❡ s♦✉❤❛✐té ❬❚▲▲✶✹❛❪✳

■■■✳✸✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ rdXc
❝♦♥s✐st❡ à é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡s

❡t à ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❙✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM s❛t✐s❢❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭■■■✳✸✵✮ ✭❝✲à✲❞ JM ❡st

str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t t❡♥❞ ✈❡rs ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♦s❝✐❧❧❡ ♦✉ ❞✐✈❡r❣❡✳

JM(τk) < JM(τk−1) ✭■■■✳✸✵✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✭■■■✳✸✵✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ VL✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭■■■✳✸✶✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡

❞ét❡❝t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✿

VL(τk) =







1✱ s✐ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭■■■✳✸✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡

0✱ s✐♥♦♥
✭■■■✳✸✶✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡ rdXc
(τk+1)✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r rdXc

s❡❧♦♥ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té P❛❣❡ ✾✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s µ+ ❡t µ−✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ♦✉ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ rdXc
✳

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■■■✳✸✵✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① à ❧❛ ❞❛t❡ τk✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❞♦✉❝❡ ❞❡ rdXc
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛✛❡❝t❡r à rdXc

❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐

❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① s✉r t♦✉t❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✿

rdXc
(τk+1) =



















µ+ · rdXc
(τk)✱ s✐

(

VL(τk) = 1
)

❡t
(

‖Aacc(τk)‖
2 > ‖Aacc(τk−1)‖

2 )

µ− · rdXc
(τk)✱ s✐

(

VL(τk) = 0
)

rdXc
(τk)✱ s✐♥♦♥

✭■■■✳✸✷✮

❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♠❛✐s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉

s②stè♠❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

■■■✳✸✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té

❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐ss✉ ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐✲

❧✐❜r❡ r❡st❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✐♥❝❧✉t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱

♠❛✐s ❡①✐❣❡ ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ✉♥ s②stè♠❡ ❡st

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ss✐ ✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs t❡♥❞❛♥❝❡ à r❡✈❡♥✐r à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡

s✉✐t❡ à ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❬▼❘❘❙✵✵❪✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❘❞P❈ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t été ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s

❬▼●❘+✵✽❪ ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❢♦r❝❡r Mc(τk+Nc
) à ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧❛ ❞r♦✐t❡ q✉✐ ❥♦✐♥t Mc(τk) ❡t

Mrefc✳ ❆♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✭■■■✳✸✸✮ ✿

Mc(τk+Nc
) = M(τk) + α ·

(

Mrefc −Mc(τk)
)

t❡❧ q✉❡ 0 < α ≤ 1 ✭■■■✳✸✸✮

❉❛♥s ❬▼●❘+✵✽❪✱ ✐❧ ❛ été ♠❡♥t✐♦♥♥é q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é♠♦♥tré❡ q✉❡ ♣♦✉r Nc = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣

❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ Nc ❞♦✐t

♣♦✉✈♦✐r ❛✉❣♠❡♥t❡r ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

t❡r♠✐♥❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❞♦✐t s✉❜✐r q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ q✉✐

❣❛r❛♥t✐r❛ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳

❙♦✐t δ − voisinage ✉♥❡ ③♦♥❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿ JM ≤ δ ❛✈❡❝ δ >

✵✳ ❉❛♥s ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ s✐ J ❞é❝r♦✐t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r Nc > 1✳ ❉❡ ❝❡

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té P❛❣❡ ✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❢❛✐t✱ Nc ❞❡✈r❛✐t ❞✐♠✐♥✉❡r✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ Nc = 1✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ β − voisinage

✭β ≤ δ✮✳ ❯♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st

✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❡ st❛❞❡✱ rdXc
♥✬❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té✱ ✐❧ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①❡ ♥♦té❡ µ0✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶ ❡t ✷ s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜és ❛✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ rdXc
✱

❧❛ ❞é❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Nc ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ CT

✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✮ ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r Uc(τk)

♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s ✸ ❡t ✹✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①
✭❊♥tré❡s ✿ Rk✱ Mc(τk)✱ Nc✱ Nmax✱ CT ❡t J(τk) ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ Uc(τk) ❡t Nc✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
solution← 0
Nlimit(τk)← Nmax

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ solution = 0
✸✿ solution← 1
✹✿ ❙✐ CT = 0✱ ❛❧♦rs
✺✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Uc(τk)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■■■✳✷✷✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✷✹✮
✻✿ e← 1
✼✿ ❚❛♥t q✉❡ e < Nc

✽✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ré❣✐♦♥ Rc(Mc(τk+e)) ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc(τk+e)
✾✿ ❙✐ Rc(Mc(τk+e)) 6= Rk✱ ❛❧♦rs

✶✵✿ Nlimit(τk)← e
✶✶✿ Nc ← e
✶✷✿ solution← 0
✶✸✿ ❙✐♥♦♥
✶✹✿ e← e+ 1
✶✺✿ ❋✐♥ s✐
✶✻✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✼✿ ❙✐ solution = 1✱ ❛❧♦rs
✶✽✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ J(τk+Nc

)
✶✾✿ ❙✐ ✭J(τk)− J(τk+Nc

) ≤ 0) ❡t ✭Nc < Nlimit(τk)✮✱ ❛❧♦rs
✷✵✿ Nc ← Nc + 1
✷✶✿ solution← 0
✷✷✿ ❋✐♥ s✐
✷✸✿ ❋✐♥ s✐
✷✹✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Uc(τk)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■■■✳✷✷✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■■■✳✷✹✮ ❡t ✭■■■✳✸✹✮
✷✺✿ ❋✐♥ s✐
✷✻✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✷✼✿ ❘❡t♦✉r♥❡r Uc(τk) ❡t Nc

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té P❛❣❡ ✶✵✵
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ θ✲❘❞P❈ ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✭❊♥tré❡s ✿ M0c✱ µ0 ❡t N0 ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ Uc✱ Mc✱ Xc ❡t J✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
Nc ← N0

fin← 0
TC ← 0
τk ← 0
Mc(τk)←M0c

Uc ← ∅

✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Xc(τk) ❡t J(τk) ❡t
✸✿ Mc ←Mc(τk)✱ Xc ← Xc(τk)✱ J ← J(τk)
✹✿ ❚❛♥t q✉❡ fin = 0
✺✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r Rk

✻✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc(τk) ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r Nc ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸
✼✿ ❈❛❧❝✉❧❡r X(τk)✱ Mc(τk+1) ❡t J(τk+1)
✽✿ ❈❛❧❝✉❧❡r rdXc

(τk+1)
✾✿ Mc ←Mc ∪Mc(τk)

✶✵✿ Xc ← Xc ∪Xc(τk)
✶✶✿ J ← J ∪ J(τk)
✶✷✿ Uc ← Uc ∪∅

✶✸✿ ❙✐ J(τk+1) = 0✱ ❛❧♦rs
✶✹✿ fin← 1
✶✺✿ ❙✐♥♦♥
✶✻✿ ❙✐ JM(τk+1) ≤ δ✱ ❛❧♦rs
✶✼✿ ❙✐ J(τk+1) ≤ J(τk)✱ ❛❧♦rs
✶✽✿ Nc ← max(Nc − 1, 1)
✶✾✿ ❋✐♥ s✐
✷✵✿ ❙✐ Nc = 1✱ ❛❧♦rs
✷✶✿ CT ← 1
✷✷✿ rdXc

(τk+1)← µ0

✷✸✿ ❋✐♥ s✐
✷✹✿ τk ← τk+1

✷✺✿ ❋✐♥ s✐
✷✻✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✷✼✿ ❘❡t♦✉r♥❡r Uc✱ Mc✱ Xc ❡t J

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té P❛❣❡ ✶✵✶
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❆②❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Mc(τk+1) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■■✳✹✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■■✳✸✸✮ ❝♦♥❞✉✐t

à ✭■■■✳✸✹✮ ✿

θ ·W · Uc(τk) + α ·
(

Mrefc −Mc(τk)
)

=
(

Bk − In
)

·Mc(τk) t❡❧ q✉❡ 0 < α ≤ 1 ✭■■■✳✸✹✮

●râ❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✲

♠♦♥tré❡✳

❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✿ Φ : Rn → R✱ Φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✐ ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✶✲ Φ(M) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❝✲à✲❞ s✐ M = 0n×1,Φ(M) = 0 ❡t s✐ M 6= 0n×1,Φ(M) > 0✮✳

✷✲ Φ(M(τk+1))− Φ(M(τk+1)) ≤ 0, ∀k ∈ N✳

❙✐ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Φ(M) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t

❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❝✲à✲❞ Φ(M(τk+1)) − Φ(M(τk+1)) < 0✮✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t

st❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✸✳✶✳ ❙♦✐t 〈Nc,M0, λ, θ, T
comm
c 〉 ✉♥ θ✲❘❞P❈ t❡❧ q✉❡ θ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭■✳✸✺✮ ❡t q✉❡ T comm
c = T ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Mrefc > 0n×1 s♦✐t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0c >

0n×1 ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t τk à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡ β − voisinage ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ❛❧♦rs ❧❡

s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ Nc = 1✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■■✳✸✸✮ ❡st

réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Mc(τk+1) −Mrefc = Mc(τk) + α ·
(

Mrefc −Mc(τk)
)

−Mrefc ❝❡ q✉✐

✐♠♣❧✐q✉❡ Mc(τk+1)−Mrefc = Mc(τk)+(1−α) ·
(

Mc(τk)−Mref

)

✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ JM(τk+1)

❡st r❡❢♦r♠✉❧é s✉✐✈❛♥t ✭■■■✳✸✺✮ ✿

JM(τk+1) = (1− α) ·
(

Mc(τk)−Mrefc

)t
·QMc

· (1− α) ·
(

Mc(τk)−Mrefc

)

= (1− α)2 ·
(

Mc(τk)−Mrefc

)t
·QMc

·
(

Mc(τk)−Mrefc

)

= (1− α)2 · JM(τk)

✭■■■✳✸✺✮

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù 0 < α ≤ 1✱ JM ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱

♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✭(1− α)2 < 1✮✳

■■■✳✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✸

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❘❞P❈ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✶✶ ❛✉q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡st

❛♣♣❧✐q✉é✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❡st
(

Mrefc1 =
[

0.2 0.6 0.8 0.4
]t

✱

Xrefc1 =
[

0.2 0.2 0.2
]t
)

❡t q✉✬à ❧❛ ❞❛t❡ τk = 3.5 ❚✳❯✳✱ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r
(

Mrefc2 =
[

0.3 0.3 0.7 0.7
]t

✱ Xrefc2 =
[

0.3 0.3 0.3
]t
)

✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té P❛❣❡ ✶✵✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ■■■✳✷✳✷✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

s♦♥t µ0 = 0.1✱ µ+ = 1.1 ❡t µ− = 0.9✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ■■■✳✶✻ ❡t ■■■✳✶✼ ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

❞❡ rdXc
❡t ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡
rdXc

❛❞❛♣té ❛✈❡❝ ✭■■■✳✸✷✮
❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡

❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Nc

▲❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✶✽ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦rsq✉❡

rdXc
= 1 ❡t rdXc

❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✽ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 1

✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t rdXc
❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭❞r♦✐t❡✮

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s q✉✐ s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡

❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞❡ rdXc
✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■■■✳✸✵✮

♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t

❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ✭✜❣✉r❡ ■■■✳✶✽ ✭❣❛✉❝❤❡✮✮✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

s♦♥t ♣r❡sq✉❡ é❧✐♠✐♥é❡s ✭❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s q✉✐ r❡st❡♥t s♦♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❡♥ ❞✉ré❡

❡t ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r rdXc
= 1✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té P❛❣❡ ✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

▲❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✶✾ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ rdXc
❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✾ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ rdXc
❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢

▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ AC r❡st❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 11.17 ❡t 4.7✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❛♥s

rdXc
✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❞✐♠✐♥✉é ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 70%✳

▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ♣r♦❥❡té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (m1,m2) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡

■■■✳✷✵✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛tt❡✐♥t ❧❡ β−voisinage✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐✲

q✉é❡ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré ✭✜❣✉r❡ ■■■✳✷✵ ✭❞r♦✐t❡✮✮✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✷✵ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (m1,m2)
❧♦rsq✉❡ rdXc

❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢

❉✬❛♣rès ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢

❡st ❛tt❡✐♥t ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉①✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés P❛❣❡ ✶✵✹



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

■■■✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ré✲

s❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ❚✲t❡♠♣♦r✐sés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡ q✉❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡r ❞❡s ❘❞P❉✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré

❞❡ ❞✉ré❡ q✉❛s✐✲♠✐♥✐♠❛❧❡✱ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡

❘❞P❉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✢✉✐❞✐✜❡r ✉♥ ❘❞P❉ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ θ✲❘❞P❈✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r

♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❡st

❝♦♥❝❡r♥é❡ ❬❑❙◆✵✼❪✳

■■■✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✉ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲✐♠♠é❞✐❛t❡s ✭dmin j 6= 0, j = 1, . . . , q✮ ❡t s❛♥s ❜❧♦❝❛❣❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ❧✐♠✐✲

t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡

❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❙♦✐t 〈Nd, Dmin,M0d〉 ✉♥ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ❡t 〈Nc,M0c, λ, θ〉 ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t✳ ▲❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ st❛t✐q✉❡ Nd = Nc✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛rq✉❛❣❡

✐♥✐t✐❛❧ M0d = M0c ∈ N
n
≥0 ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s λj =

1
dmin j

, tj ∈ T ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❞✐s❝r❡t Mrefd s♦✐t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M0d✳ ▲✬✐❞é❡

❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✉ θ✲❘❞P❈✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❝❡ ❞❡r✲

♥✐❡r ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ (Mrefc, Xrefc) ❡t ❞❡ s❡ ré❢ér❡r à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❣é♥éré❡ ♣♦✉r

❞é❞✉✐r❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s✳

▲❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❥❡t♦♥s q✉✐ tr❛✈❡rs❡

❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t Xcum(τk) = (xcum j(τk))j=1, ..., q ❧❡ ✢✉① ❝✉♠✉❧é✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❛t❡ τk✱

♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r θ✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s q✉✐ s❡ s♦♥t ❞é♣❧❛❝és✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛

❞❛t❡ τk✱ à tr❛✈❡rs ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ tj✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■■■✳✸✻✮ ✿

Xcum(τk) = θ ·

k
∑

s=0

Xc(τs) ✭■■■✳✸✻✮

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés P❛❣❡ ✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❆♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❘❞P❉ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à

❞ét❡r♠✐♥❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc(τk) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ ♣✉✐s

à ❝❛❧❝✉❧❡r Xc(τk) ❡t Xcum(τk)✳ ❉ès q✉❡ Xcum(τk) ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡ tj✱ ✉♥ ❥❡t♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛ tr❛✈❡rsé ❧❛ ♠ê♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ tj ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❉✳

❉❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❀ s♦✐t tj ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t

❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é❝❤♦✉❡✱ s♦✐t tj ❡st ✈❛❧✐❞é❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❢r❛♥❝❤✐ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r

s✐ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧✐❞é❡s✱ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡

❞✐s❝r❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♦❜t❡♥✉ à ❝❡t ✐♥st❛♥t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ t♦✉s ❧❡s

♠❛rq✉❛❣❡s ❞✐s❝r❡ts✱ q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❞✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

✈❛❧✐❞é❡s✱ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✳ ▲✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Φ(Md)✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■■■✳✸✼✮✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t Md ♦❜t❡♥✉✳

Φ(Md) = (Md −Mc)
t · (Md −Mc) ✭■■■✳✸✼✮

❙♦✐t topt ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ Φ✳ ❉❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣rés❡♥t❡r ✿

s✐ topt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ ❛❧♦rs s❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ xcum j(τk) ❡st

r❡♠✐s❡ à ③ér♦✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✬❛rrêt❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ Mc✱ ❧❡ ❘❞P❈ ❡st ré✐♥✐✲

t✐❛❧✐sé ❛✈❡❝ Md ✭❝✲à✲❞ M0c = Md✮ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Xcum(τk) ❡st r❡♠✐s à ③ér♦✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r q✉❡✱ ♣❛r❢♦✐s✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡sXcum(τk)

❛tt❡✐♥t ✶✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✈❛❧✐❞é❡ ❡t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ Φ(Md) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

❛✉tr❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐t❡ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t s♦✐t ❛✉ss✐

♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✹✳✶✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s tj ∈ σd ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❉

❚✲t❡♠♣♦r✐sé s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ à ❢r❛♥❝❤✐r ❡st

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳ ❈❡s ❞❛t❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❞✐s❝rèt❡s ❛ ❧✐❡✉ ❧❡ ♣❧✉s tôt ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✐s✲

❝rèt❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❛ s♦✉s✲r♦✉t✐♥❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡s

❞❛t❡s ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥

é❝❤é❛♥❝✐❡r DCH(h)✱ h = 1, . . . , H✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ss♦❝✐❡✱ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r

M tot
d (h− 1)✱ s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ♥♦té❡ date(tj)✳ P✉✐s✱ DCH(h) ❡st ♠✐s

à ❥♦✉r✳

✖ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡
(

σd(h), date(σd(h))
)

❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ DCH(h)✳

✖ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠é♠♦r✐sé❡s ❞❛♥s DCH(h) ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ✐♥✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r M tot
d (h− 1)

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡t✐ré❡s ❞❡ DCH(h)✳

✖ ▲❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s tj r❡t❡♥✉❡s ❞❛♥s DCH(h) s♦♥t ♠✐s❡s à

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés P❛❣❡ ✶✵✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❥♦✉r ✿ date(tj)← max
(

date(σd(h)), date(tj)
)

✳

✖ ▲❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s tj ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s

❡t ♠é♠♦r✐sé❡s ❞❛♥s DCH(h) ✿ date(tj)← date(σd(h)) + dmin j✳

▲✬é❝❤é❛♥❝✐❡r DCH ❡st ❝♦♥str✉✐t à ❧✬ét❛♣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❝✲à✲❞ h = 0✮ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t à ❝❤❛q✉❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛rM0d✱ s❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s

❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ❞❛♥s ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s
❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❉ ✭❊♥tré❡s ✿ DCH(h− 1)✱ M tot

d (h− 1) ❡t σd(h) ❀ ❙♦rt✐❡ ✿ date(σd(h))✮

✶✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r✱ ❞❛♥s DCH(h− 1)✱ date(σd(h))
✷✿ DCH(h)← DCH(h− 1)
✸✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r (σd(h), date(σd(h))) ❞❡ DCH(h)
✹✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r M tot

d (h)
❞❡ DCH(h)

✺✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❞é❥à ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s DCH(h)

✻✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r M tot
d (h)

✼✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡s
❡t ❧❡s ♠é♠♦r✐s❡r ❞❛♥s DCH(h)

✽✿ ❘❡t♦✉r♥❡r date(σd(h))

▲❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

♥♦té❡ σtemps
d ✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ σtemps

d ❡t

σd ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r H = |σd| ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s M tot
d ❡t M tot

c ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✐s❝r❡ts ❡t

❝♦♥t✐♥✉s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s σd ❝♦♥❞✉✐t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❛✉

♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ∀h = 1, . . . , H✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

M tot
c (h) = M0c+W ·Xcum ♦ù M0c ✭♦✉ M0d✮ ❡t Xcum r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r

♠❛rq✉❛❣❡ q✉✐ ❛ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡

ré✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ Xcum ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✿ Xcum = ⌊Xcum⌋+ {Xcum} t❡❧ q✉❡ ⌊.⌋ ❡t {.}

❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥t✐èr❡ ❡t ❞é❝✐♠❛❧❡ ❞❡ (.)✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ⌊Xcum⌋ ♣❡✉t êtr❡

✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❉✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s

❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ✿ M tot
d (h) = M0d+W ·⌊Xcum⌋ = M tot

c (h)−W ·{Xcum}✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✱ M tot
c (h) = Mrefc✱ {Xcum} = Xrefc ❡t

♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❘❞P❉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿ M tot
d (h) = Mrefc−W ·Xrefc✳

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Xrefc✱ W ·{Xcum} = 0n×1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ M tot
d (h) = Mrefc✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés P❛❣❡ ✶✵✼
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❘❞P❉ ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❊♥tré❡s ✿
M0d ❡t N0 ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ σd✱ σ

temps
d ✱ H✱ M tot

d ❡t M tot
c ✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
Nc ← N0✱τk ← 0✱ h ← 0✱ Mc(τk) ← M0d✱ Xcum(τk) ← 0q×1✱ σd ← ∅✱ σtemps

d ← ∅✱
Nc ← N0✱ drap← 1✱ fin← 1✱ M tot

d (h)←M0d✱ M tot
c (h)←M0d✱ CT ← 1

✷✿ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r DCH(h) ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r Xc(τk) ❡t J(τk)
✸✿ ❚❛♥t q✉❡ fin = 0 ❡t drap = 1
✹✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc(τk) ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹
✺✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Xc(τk)✱ Xcum(τk)✱ Mc(τk+1) ❡t J(τk+1)
✻✿ ❙✐ ∃j t❡❧ q✉❡ xcum j(τk) ≥ 1✱ ❛❧♦rs
✼✿ h← h+ 1
✽✿ ❙✐ M tot

d (h− 1) [tj > ✱ ❛❧♦rs
✾✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t Md

✶✵✿ M tot
d ←M tot

d ∪Md

✶✶✿ drap← 1
✶✷✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r topt

✶✸✿ ❙✐ tj = topt✱ ❛❧♦rs
✶✹✿ xcum j ← 0
✶✺✿ M tot

c ←M tot
c ∪Mc(τk+1)

✶✻✿ ❙✐♥♦♥
✶✼✿ ❘é✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r M tot

d (h)
✶✽✿ M tot

c ←M tot
c ∪M tot

d (h)
✶✾✿ Xcum(τk)← 0q×1

✷✵✿ ❋✐♥ s✐
✷✶✿ ❙✐♥♦♥
✷✷✿ drap← 0
✷✸✿ ❋✐♥ s✐
✷✹✿ ❋✐♥ s✐
✷✺✿ σd ← σd ∪ tj
✷✻✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r date(σd(h)) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺
✷✼✿ σtemps

d ← σtemps
d ∪ (σd(h), date(σd(h)))

✷✽✿ ❈❛❧❝✉❧❡r J(τk+1)
✷✾✿ ❙✐ J(τk+1) = 0✱ ❛❧♦rs
✸✵✿ fin← 1
✸✶✿ ❙✐♥♦♥
✸✷✿ τk ← τk+1

✸✸✿ ❙✐ JM(τk+1) ≤ δ✱ ❛❧♦rs
✸✹✿ ❙✐ J(τk+1) < J(τk)✱ ❛❧♦rs
✸✺✿ Nc ← max(Nc − 1, 1)
✸✻✿ ❋✐♥ s✐
✸✼✿ ❙✐ Nc = 1✱ ❛❧♦rs
✸✽✿ CT ← 1
✸✾✿ ❋✐♥ s✐
✹✵✿ ❋✐♥ s✐
✹✶✿ ❋✐♥ s✐
✹✷✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✹✸✿ ❙✐ drap = 1✱ ❛❧♦rs
✹✹✿ H ← h
✹✺✿ ❋✐♥ s✐
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▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✹✳✶ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

❝♦♥t✐♥✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✹✳✶✳ ❙♦✐t 〈Nd,M0d, Dmin, T
comm
d 〉 ✉♥ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé s❛♥s ❜❧♦❝❛❣❡ t❡❧

q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✭T comm
d = T ✮ ❡t ♥♦♥✲✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡t s♦✐t

〈Nc,M0c, λ, θ, T
comm
c 〉 ❧❡ θ✲❘❞P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t❡❧ q✉❡ T comm

c = T ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Mrefd

s♦✐t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ ❞✐s❝r❡t ❡t q✉❡ ✭Mrefd, Xrefc✮ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♣♦✉r ❧❡ θ✲

❘❞P❈✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ M tot
d ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✐s❝r❡ts q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

✈❡rs Mrefd✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ✿

✖ ∀h = 1, . . . , H✱ M tot
d (h) ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ M tot

d (h−1) ❡t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✐s✲

❝rèt❡ M0d [σd(1) > M tot
d (1), . . . , M tot

d (H − 1) [σd(H) > M tot
d (H) ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ à ♣❛r✲

t✐r ❞❡ M0d✳

✖ ∀h = 1, . . . , H✱ M tot
d (h) ❡st ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✖ ∀h = 1, . . . , H✱ σd(h) ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r M tot
d (h − 1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

❞✐s❝rèt❡ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✖ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✱ σd(h) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ xcum j ≥ 1✳

❙✐ tj ♠✐♥✐♠✐s❡ Φ ✭tj = topt✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛

tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ré✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ♣❛r M tot
d (h) ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

■■■✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✹

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sé ♣rés❡♥té ❞❛♥s

❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✶ ❛✈❡❝ M0d =
[

6 4 8 2
]t

✱ Dmin =
[

1 1 1
]t

✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡

❘❞P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ λ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r λ =
[

1 1 1
]t

✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été

❡✛❡❝t✉é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ Mrefd =
[

6 8 4 18
]t

✱ Xrefc =
[

3 3 3
]t

✱ rMc
= 1✱ rXc

= 0.1✱

θ = 0.1 ❚✳❯✳✱ N0 = 1 ❡t Nmax = 10✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ Xrefc ❡st ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ ❞és✐ré❡ s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭■■✳✾✮✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Xcum ❡t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ■■■✳✷✷ ❡t ■■■✳✷✸✳
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▲❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✹ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♠❛r✲

q✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♣❧❡✐♥❡s ❡t ❞❡s

tr❛✐ts ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡❧❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s t❡♠♣♦r✐sé❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡

♣❛r ❞❡s ❞✐sq✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✷✹ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
(m1,m4)

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ été ré✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡

❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬é❝❛rt q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✸ à ❧❛ ❞❛t❡ τk = 1.7

❯✳❚✮✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ σd✱ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣✉✐sq✉❡ ηd(t1,M0d) = 1✱ ηd(t2,M0d) = 2 ❡t ηd(t3,M0d) = 8✱ DCH(0) ❡st

❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ DCH(0) = {(t1, 1)(t2, 1)(t2, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)

(t3, 1)(t3, 1)}✳ ➚ ❧❛ ❞❛t❡ τk = 0.1 ❯✳❚✳✱ xcum 3 ≈ 1.52✱ ❛❧♦rs t3 ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✷✮✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❉

♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ M0d✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ h = 1✱ σd(h) = t3 ❡t M tot
d (1) =

[

7 4 7 5
]t

✳

❉❡ ♣❧✉s✱ t3 ♠✐♥✐♠✐s❡ Φ ✭❝✲à✲❞ topt = t3✮✱ ❛❧♦rs xcum 3 ← 0✳ ❉✬❛♣rès DCH(0)✱ ❧❛ ❞❛t❡

❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡ t3 ❡st ✶ ❯✳❚✳✱ ❛❧♦rs σtemps
d (h) = (t3, 1)✳ ❯♥❡ ❢♦✐s t3

❢r❛♥❝❤✐❡✱ ηd(t1,M
tot
d (1)) = 2✱ ηd(t2,M

tot
d (1)) = 2 ❡t ηd(t1,M

tot
d (1)) = 7✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

t1 ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❛♥s DCH(1)

s❛✉❢ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à DCH(1) =

{(t1, 1)(t1, 2)(t2, 1)(t2, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)}✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st

ré♣été❡ ❛✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ 11è♠❡ ét❛♣❡✱ t1 ❡t t3 s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ✭xcum 1 ≈ 1

❡t xcum 3 ≈ 1✮ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r M tot
d (10) =

[

7 7 4 17
]t

✳ ❊♥ r❡✲

✈❛♥❝❤❡✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❢r❛♥❝❤✐r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1

❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ Φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t3✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱

❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ♣❛s Φ ✭❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡ ❝♦ût ❡st t2✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s✲

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés P❛❣❡ ✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

❝rèt❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐✲

♥✉❡✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ré✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s✲

❝r❡t M tot
d (11) =

[

5 8 5 15
]t

q✉✐ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t1 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ■■■✳✷✸

❡t ■■■✳✷✹✮✱ σd(11) = t1✱ Xcum ❡st r❡♠✐s à ③ér♦ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡

DCH(10) = {(t1, 2)(t1, 2)(t1, 3)(t2, 2)(t2, 2)(t2, 2)(t2, 2)(t2, 2)(t2, 3)(t2, 3)(t3, 2)(t3, 2)(t3, 3)

(t3, 3)✳ ❆❧♦rs✱ σ
temps
d (11) = (t1, 2)✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré♣été✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡s ♥♦♥✲t❡♠♣♦r✐sé❡ ❡t t❡♠♣♦r✐sé❡ s♦♥t r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r σd = t3 t3 t3 t3 t1 t3 t1 t3 t1 t3 t1 t3 ❡t σtemps
d = (t3, 1)(t3, 1)(t3, 1)

(t3, 1)(t1, 1)(t3, 1)(t1, 2)(t3, 2)(t1, 2)(t3, 2)(t1, 2)(t3, 2)} t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
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✭■■■✳✸✽✮

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❘❞P❈ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡

❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ ❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡

❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳ ◗✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♠♣s✱

✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✲

✈❛♥t❡s ✿ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛

♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❡t ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ✐❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❜❛✐ssé ❡t ✐❧ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ré❞✉✐t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡

❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t✴♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣❧✉s

❧❛r❣❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛❞❛♣✲

t❛t✐❢ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦✐♥ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡

❞❡r♥✐❡r ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✳

❊♥ ❞é♣✐t ❞❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①

q✉✐ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡

❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❡st ❛❥♦✉té ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛✲

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés P❛❣❡ ✶✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s

t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✱ ♠❛✐s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té s❡ ♣rés❡♥t❡✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❛ été ♠❡♥é❡ ❀ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ à

❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r

❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳

P♦✉r é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❞✉

❘❞P❉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❘❞P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝♦♠♠❛♥❞é ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✜♥

❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❘❞P❍✳

❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❛✉① ❘❞P❉ ❚✲t❡♠♣♦r✐sés P❛❣❡ ✶✶✸





❈❍❆P■❚❘❊ ■❱

❈❖▼▼❆◆❉❊ P❘➱❉■❈❚■❱❊ ❉❊❙ ❘➱❙❊❆❯❳ ❉❊ P❊❚❘■

❍❨❇❘■❉❊❙ ➱▲➱▼❊◆❚❆■❘❊❙

❙♦♠♠❛✐r❡
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

■❱✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡s ❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

■❱✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

■❱✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

■❱✳✶✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

■❱✳✶✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

■❱✳✶✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉
✢✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

■❱✳✶✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

■❱✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡s ❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

■❱✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

■❱✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

■❱✳✷✳✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

■❱✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✶✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲
✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❙❉❍ ✭❙②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡s✮ ♠♦❞é❧✐sés à ❧✬❛✐❞❡

❞❡s ❘❞P❍❊ ♠✉♥✐s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡t✴♦✉ t❡♠♣♦r✐sé❡s✱ ❝♦♥s✐st❡ à

❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré à ♣❛rt✐r

❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❘❞P❍ ❝♦♠❜✐♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥t✐✲

♥✉s ❡t ❞✐s❝r❡ts ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ét❛♥t ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ s♦✐t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡s s♦✐t

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❡♠♣♦r✐sé❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞♦✐t êtr❡

♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t ❧❛ ❞ét❡r✲

♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs

❝♦♥t✐♥✉s r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r t♦✉s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❤②❜r✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré✲

❞✐❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡

❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ❘❞P❍❊ ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✈♦♥t êtr❡

♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ P❛r ❧❛

s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r❡♥❞r❛ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

♥♦♥✲✐♠♠é❞✐❛t❡s✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✉ ❘❞P❍❊ ✭♦✉ ❘❞P❍❉❊✮ t❡♠♣♦r✐sé ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦✉❧✐❣♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡

❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷✱ ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❤②❜r✐❞❡ s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s✳ ▲❛

♣r❡♠✐èr❡ ♥❡ r❡t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡s à

❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①✐❣❡ ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✉

❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡

♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

■❱✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡s ❘❞P❍❊ ❛✈❡❝

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡s ✭Dmin =

0qd×1✮✳ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

■❱✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧

❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

✭❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❤♦r✐③♦♥

❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡st✐✲

♥é❡ ❛✉① ❙❉❍ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❞✐s❝r❡ts✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡

✐♥tè❣r❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡✮ ❡t ✉♥❡

❛✉tr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✮✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❊

❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ Nc ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭Nc ∈ N>0✮✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❛

♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ Nd é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✐♥✲

t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭Nd ∈ N>0✮✳

➚ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣ré❞✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ❘❞P❍❊ rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡

t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❈❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡

❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ✈❛❧✐❞é❡s✳ P♦✉r ❝❤❛✲

❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

❛ss♦❝✐é❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞♦♥♥é✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ❡st ♦❜t❡♥✉✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s❡r❛ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡

♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡t s❡r❛ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ✿
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❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

■❱✳✶✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ r❡♣♦s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡s ❘❞P❉ ♥♦♥✲t❡♠♣♦r✐sés ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛✲

♣✐tr❡✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❞P❉ ❡♥

✈✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♦✉

q✉❛s✐✲♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s ❬▲▲✶✺❪✳ ▲❛

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐s❝r❡t ✭❡rr❡✉r

❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t✮✱ ❡st r❡t❡♥✉❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ à ❝❤❛q✉❡

❞❛t❡ τk✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ▲❡s

séq✉❡♥❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ♥❡ s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s q✉❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✈❛❧✐❞é❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡s

à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t ♥♦té Md(τk)✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s r❡st❡

❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✐s❝r❡t Nd✳

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ✼✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t ❡t ♣❛r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré✲

❞✐❝t✐♦♥✳ ❙♦✐t N
d❴comm

h ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ❘❞P❍ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ ◆♦t♦♥s ♣❛r Rd(N
d❴comm

h ,Md(τk))

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✐s❝r❡ts ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ Md(τk)✳ ❈❡t

❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ❞ét❡r♠✐♥❡

❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Nd✳ ❙♦✐t EM ′

d
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

séq✉❡♥❝❡s ❞✐s❝rèt❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M ′
d ∈ Rd(N

d❴comm
h ,Md(τk))

à ♣❛rt✐r ❞❡ Md(τk)✳ ❈❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s Nd tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✈❛❧✐❞é❡s✳ ▲✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s EM ′

d
✱ M ′

d ∈ Rd(N
d❴comm

h ,Md(τk))✱

❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r Ek =

{σd ∈ (T comm
d )∗ t❡❧ q✉❡ |σd| ≤ Nd ❡t Md(τk) [σd >} ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡st ❧✐é❡ ❛✉① ❢r❛♥✲

❝❤✐ss❡♠❡♥ts ✐♠♣ré✈✉s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ✭❊♥tré❡s ✿ Md(τk) ❡t Nd ❀ ❙♦rt✐❡ ✿ Ek✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
h← 0
M ′

d ←Md(τk)

Rd(N
d❴comm

h ,Md(τk))←Md(τk)
EM ′

d
← ∅

HM ′

d
← 0

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ h ≤ Nd

✸✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛rq✉❛❣❡ M ′
d ∈ Rd(N

d❴comm
h ,Md(τk)) t❡❧ q✉❡ HM ′

d
= h

✹✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tj ∈ T comm
d t❡❧❧❡ q✉❡ M ′

d [tj >
✺✿ ❈❛❧❝✉❧❡r M ′

d [tj > M ′′
d

✻✿ ❙✐ M ′′
d /∈ Rd(N

d❴comm
h ,Md(τk))✱ ❛❧♦rs

✼✿ Rd(N
d❴comm

h ,Md(τk))← Rd(N
d❴comm

h ,Md(τk)) ∪ {M
′′
d }

✽✿ EM ′′

d
(τk) ← ∅

✾✿ HM ′′

d
← HM ′

d
+ 1

✶✵✿ ❋✐♥ s✐
✶✶✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ σd ∈ EM ′

d

✶✷✿ EM ′′

d
← EM ′′

d
∪ {σd tj}

✶✸✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✶✹✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✶✺✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✶✻✿ h← h+ 1
✶✼✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✽✿ Ek ← {σd ∈ (T comm

d )∗ t❡❧ q✉❡ |σd| ≤ Nd ❡t Md(τk) [σd >}
✶✾✿ ❘❡t♦✉r♥❡r Ek

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

■❱✳✶✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

❆✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡✱ ♣ré❝✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡

❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❙❉❍✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

❝♦♥t✐♥✉s ♠✉♥✐s ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❞✐s❝r❡ts✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ♥❡

❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❍❊ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès Nc ♣❛s

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭❝✲à✲❞ Mc(τk+Nc
)✮ ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞és✐ré Mrefc✳ ■❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■❱✳✶✮ ✿

JM(τk+Nc
) = (Mc(τk+Nc

)−Mrefc)
t ·QMc

· (Mc(τk+Nc
)−Mrefc) ✭■❱✳✶✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ❞ét❡r♠✐♥é✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❝✲à✲❞ Uc(τk+)✮ ❡st ❞ét❡r✲

♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
) s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❧✐é❡s ❛✉① ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ♥✐ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ♥✐ ❞❡s ✢✉① ✐♥✲

t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

∀e = 1, . . . , Nc✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭■❱✳✶✮ ❡st ♠✐♥✐♠✐sé s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✷✮ ✿

❛✴ diag(V ncomm
c ) · Uc(τk+e) = 0qc×1

❜✴ Xc(τk+e−1) ≤ Fc(τk+e−1)

❝✴ 0qc×1 ≤ Xc(τk+e−1)

✭■❱✳✷✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(

Xd(τk), Uc(τk+)
)

❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣rés❡♥té❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❧✐é❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❝♦♥t✐♥✉❡ Uc(τk+) ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ♣ré❞✐ts ❞♦✐✈❡♥t r❡st❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s

❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡t ❛✉❝✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❈❡tt❡

❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐✲

♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭■❱✳✷✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✷✵





❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

▲❡s t❡r♠❡s Ω ❡t ρ(Xd(τk)) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭■❱✳✻✮ ❡t ✭■❱✳✼✮ ✿

Ω = θ2 · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) ✭■❱✳✻✮

ρ(Xd(τk)) = θ · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

·
(

Mrefc − (Gc
k)

Nc ·Mc(τk)
)

− θ · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· ΣNc
·Gd

k ·
(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
)

✭■❱✳✼✮

▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Gc
k ❡t Gd

k✱ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r V ncomm
c s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭■✳✸✾✮ ❡t

✭■■✳✷✸✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ❡st ❞ét❡r♠✐♥é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s Σe ❡t

Se✱ e = 0, . . . , Nc✱ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■❱✳✽✮ ✿







Σe =
∑e−1

j=0(G
c
k)

j,Σ0 = 0nc

Se = Iqc + θ · Λ · Acc
k · Σe ·W

cc
✭■❱✳✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱

q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ♥❡ s❡

♣r♦❞✉✐r❛✱ ❛❧♦rs ❧❡ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡ ❢♦r❝é Xc(τk+e−1) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ Mc(τk+e)✱

e = 1, . . . , Nc✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭■■✳✷✶✮ ❡t ❞❡ ✭■■✳✷✷✮✳ ■❧s s♦♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠és ♣❛r ✭■❱✳✾✮ ❡t ✭■❱✳✶✵✮ ✿

Xc(τk+e−1) = Λ · Acc
k ·

(

(Gc
k)

e−1 ·Mc(τk) + Σe−1 ·G
d
k ·

(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
))

+ Λ · Acd
k ·

(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
)

− Se−1 · Uc(τk+)
✭■❱✳✾✮

Mc(τk+e) = (Gc
k)

e ·Mc(τk) + Σe ·G
d
k ·

(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
)

− θ · Σe ·W
cc · Uc(τk+)

✭■❱✳✶✵✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭■❱✳✶✵✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r réé❝r✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■❱✳✶✮ ❡t

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥st❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc(τk+) s♦♥t s✉♣♣r✐♠és✳

JM(τk+Nc
) ❡st ❛❧♦rs ré❞✉✐t❡ à JMUc

(τk+Nc
) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■❱✳✶✶✮ ✿

JMUc
(τk+Nc

) =
θ2

2
· Uc(τk+)

t · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Uc(τk+)

+ θ ·
(

Mrefc − (Gc
k)

Nc ·Mc(τk)
)t
·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Uc(τk+)

− θ ·
(

ΣNc
·Gd

k ·
(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
))t
·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Uc(τk+)

✭■❱✳✶✶✮

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ Xc(τk+e−1)✱ ∀e = 1, . . . , Nc✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■❱✳✾✮ ❡t q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❡♥ ré❣✐♠❡

❧✐❜r❡ ✭❝✲à✲❞ Fc(τk+e−1)✮ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✭■❱✳✶✷✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭■❱✳✷✮ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡s

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r Uc(τk+) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ réé❝r✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡s ✭■❱✳✺✮✳

Fc(τk+e−1) = Λ · Acc
k ·

(

(Gc
k)

e−1 ·Mc(τk) + Σe−1 ·G
d
k ·

(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
))

+ Λ · Acd
k ·

(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
)

✭■❱✳✶✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✐s❝r❡t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡t ❤♦r✐③♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✿ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❧❡✈é❡ ♣❡r♠❡t✱ ❞✬✉♥ ❝♦té✱ ❞❡

❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐✲

❧✐té✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡ ❝♦té✱ ✐❧ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s

♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡

❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✶✳✶ é♥♦♥❝❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐✲

♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♠✉♥✐ ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❞✐s❝r❡ts✳ ▲❡s

❝♦r♦❧❧❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■❱✳✶✳✷✳ ❙✐ 〈Nh,M0h, λ, θ, T
comm〉 ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ t❡❧ q✉❡ ❧❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❡t s❡✉❧❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✭❝✲à✲❞ T comm
d = ∅✱ T comm = T comm

c ✮✱ ❛❧♦rs Xd(τk) = 0qd×1 ❡t ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Uc(τk)✱ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✭■❱✳✶✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✺✮✱ ❡st ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✭■❱✳✶✸✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✭■❱✳✷✮ ✿

Uc(τk) = argmin
Uc

{
1

2
· Uc(τk)

t · Ω · Uc(τk) + ρ(τk)
t · Uc(τk)} ✭■❱✳✶✸✮

t❡❧ q✉❡ Ω ❡t ρ(τk) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■❱✳✶✹✮ ❡t ✭■❱✳✶✺✮ ✿

Ω = θ2 · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) ✭■❱✳✶✹✮

ρ(τk) = θ · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

·
(

Mrefc − (Gc
k)

Nc ·Mc(τk)− ΣNc
·Gd

k ·Md(τk)
)

✭■❱✳✶✺✮

◆♦t♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✱ Md(τk) =

M0d✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✷✸





❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞✉ θ✲❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s
✐♠♠é❞✐❛t❡s ✭❊♥tré❡s ✿ M0h✱ Nc ❡t Mrefc ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ σtot

d ❡t U tot
c ✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
τk ← 0
Md(τk)←M0d

Mc(τk)←M0c

σtot
d ← ∅

U tot
c ← ∅

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ Mc(τk) 6= Mrefc

✸✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼
✹✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s σd ∈ Ek

✺✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts Xd(τk)
✻✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Uc(τk+)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■❱✳✸✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✺✮
✼✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✽✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc

)
✾✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Md(τk+1)✱ Xc(τk+) ❡t Mc(τk+1)

✶✵✿ σtot
d ← σtot

d ∪ σd(τk)
✶✶✿ U tot

c ← U tot
c ∪ Uc(τk+)

✶✷✿ τk ← τk+1

✶✸✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✹✿ ❘❡t♦✉r♥❡r σtot

d ❡t U tot
c

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s

✈❛♥♥❡s ❛❧✐♠❡♥t❡♥t ❧❡s rés❡r✈♦✐rs ✶ ❡t ✷✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s❡r✈❡♥t à r❡♠♣❧✐r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ rés❡r✈♦✐r

à tr❛✈❡rs ❧❡s ✈❛♥♥❡s ✸ ❡t ✹✳ ❈❡ s②stè♠❡ s❡r❛ ♠♦❞é❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❍✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

à ❬●❆✵✼❪✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs ✐♥✜♥✐s ❡st ❛❞♦♣té❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r✈❡✉rs

✜♥✐s✱ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈❛♥♥❡s

✷ ❡t ✹ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❚❖❘ ✭t♦✉t ♦✉ r✐❡♥✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ✈❛♥♥❡s ✶ ❡t ✸ ❡st ♣r♦✲

❣r❡ss✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t ✭❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛

❢❡r♠❡t✉r❡✮ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛♥♥❡s ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡r♦♥t ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳

▲❡ ❘❞P❍❉❊ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✹ ❡st ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

ét✉❞✐é✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ tr❛✐t ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✐s❝rèt❡s ♣❛r ✉♥ tr❛✐t

s✐♠♣❧❡✱ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❘❞P❍✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✹ ✕ ❘❞P❍❉ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs ❝♦♥♥❡❝tés

▲❡s ♣❧❛❝❡s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ Pc = {p6, p7, p8} ❡t Tc = {t5, t6, t7, t8}✱ r❡✲

♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs ❡t ❧❡s q✉❛tr❡ ✈❛♥♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠❛r✲

q✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ rés❡r✈♦✐r ❡t ❧❡ ✢✉① ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ q✉✐ ❝♦✉❧❡ à tr❛✈❡rs

❝❤❛q✉❡ ✈❛♥♥❡ ❬●❆✵✼❪✳ ▲❡s ♣❧❛❝❡s ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ Pd = {p1, p2, p3, p4, p5} ❡t

Td = {t1, t2, t3, t4}✱ ❛ss✉r❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t ❞❡s ✈❛♥♥❡s ✷ ❡t ✹✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✭❝✲à✲❞ T comm
d = Td✮ ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s t5 ❡t t7 s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ✭❝✲à✲❞ T comm
c = {t5, t7}✮✳ ▲❡s ❛✉tr❡s tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱

❧❡ s♦♥t ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s s♦✉s✲rés❡❛✉① ❞✐s❝r❡ts✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧

❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ❛❞♠❡tt♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛♥♥❡s ✷ ❡t ✹ s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❢❡r♠é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡

♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r M0d =
[

1 0 0 1 1
]t

✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t

❞❡ 10 ❯✳❱ ✭❯♥✐té ❞❡ ❱♦❧✉♠❡✮ ❝❤❛❝✉♥❡✳ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r

M0c =
[

10 10 10
]t

✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡st

λ =
[

1 1 1 1
]t

✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❘❞P❍❉❊ r❡♠♣❧✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s ❞❛♥s

❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s

❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ s✉✐✈❛♥t ✿ Mrefc =
[

20 20 20
]t

✳ ▲❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ θ = 0.2 ❯✳❚✳✱

rMc
= 1 ❡t Nd = 2✳ ▲♦rsq✉❡ Nc = 10✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❣❧♦❜❛❧❡ σtot

d
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✭t❡❧❧❡ q✉❡ σtot
d = tj(τk) ❛✈❡❝ tj ∈ T comm

d ❡t τk s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

σtot
d = t1(0) t3(1.6) t4(1.8) t3(2) t4(2.2) t3(2.6) t4(2.8) t3(3.2) t4(3.4) t3(3.8) t4(4) t3(4.4)

t4(4.6) t3(5) t4(5.2) t3(5.6) t4(5.8) t3(6.2) t4(6.4) t3(6.8) t4(7) t3(7.4) t4(7.6) t3(8) t4(8.2)

t3(8.6) t4(8.8) t3(9.2) t4(9.4) t3(9.8) t4(10) t3(10.4) t4(10.6) t3(11) t4(11.2) t3(11.6) t4(11.8)

t3(12.2) t4(12.4) t3(12.6) t4(12.8) t3(13) t4(13.2) t2(13.4) t1(13.8) t2(14) t1(14.4) t2(14.6)

t1(15) t3(15.2) t2(15.4) t4(15.4) t1(15.6) t3(15.6) t4(15.8) t2(16)✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✺ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✺ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊

➚ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r E0 = {(∅) (t1 t2)

(t3 t4) (t1) (t3) (t1 t3)}✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ❡st ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
) ❡st ♠✐✲

♥✐♠❛❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡st ❞♦♥❝ ❢r❛♥❝❤✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❡♥tr❛î♥é ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡

✈❛♥♥❡ ❡t ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ rés❡r✈♦✐r✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ✐♥st❛♥t ❡t ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❛t❡

τk = 1.4 ❯✳❚✳✱ ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❞❡r ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✷ ♦✉✈❡rt❡ ❡t ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✹ ❢❡r♠é❡ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❞és✐ré✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♥✬❡st ❢r❛♥❝❤✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ➚ ❧❛ ❞❛t❡ τk = 1.6

❯✳❚✳✱ E8 = {(∅) (t2 t1) (t3 t4) (t2) (t3) (t3 t2)}✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t3 ❡t s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❝♦♥t✐♥✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✹ ❡st ❛❧♦rs ♦✉✈❡rt❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♣❧✐r

❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ rés❡r✈♦✐r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❧❛ ❞❛t❡ τk = 1.8 ❯✳❚✳✱ s✐ ❛✉❝✉♥

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♥✬❛ ❡✉ ❧✐❡✉✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❞❡ 169.35 ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ❧❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ t4 ❡st ❢r❛♥❝❤✐❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ JM(τk+Nc
) ❡st ❞❡ 168.96✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❢❡r♠❡r ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✹ ✭❡♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❛♥t t4✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉ ♣❛s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t✱ ❝❡tt❡ ✈❛♥♥❡ ❞♦✐t s✬♦✉✈r✐r ✭❡♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❛♥t t4✮ ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♣✉✐sq✉❡ JM(τk+Nc
) = 163.21 ❡t JM(τk+Nc

) = 163.26 ❧♦rsq✉❡ ❧❛

✈❛♥♥❡ ✹ r❡st❡ ❢❡r♠é❡✳ ❏✉sq✉✬à ❧❛ ❞❛t❡ τk = 13.2 ❯✳❚✳✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t

❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✹ ✭❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ t3 ❡t t4 q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s

❧❛ séq✉❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❡t ❞és✐rés✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ s②stè♠❡

✈❡rs ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ é❝❛rt ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❞❡s ❞✐✛é✲

r❡♥t❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉❤❛✐té ♦❜t❡♥✉✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛♥♥❡s s♦♥t ❢❡r♠é❡s ❀ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s s♦♥t ❜❧♦q✉é❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧❡ ✢✉① à tr❛✈❡rs ❧❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❡st st♦♣♣é s✉✐t❡ ❛✉① ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s t2

❡t t4 ❛✉① ✐♥st❛♥ts 14.6 ❯✳❚✳ ❡t 15.8 ❯✳❚✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ■❱✳✻ ❡t ■❱✳✼ ❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ Mc ❞✉ ❘❞P❍❉❊

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉ Xc ❞✉ ❘❞P❍❉❊

❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✻✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❤②❜r✐❞❡ ❛ ❛tt❡✐♥t ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❧❡ ❜✉t ❡♥✈✐s❛❣é✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✼✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉① ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t7 ❝❡ q✉✐ s❡

tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜s♦r❜❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❛r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st

❢❛✐t❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❬●▼❘+✵✻❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉

✢✉① ❬❚▲▲✶✹❜✱❚▲▲✶✹❛❪✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✬✉♥ ❘❞P❈✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s❡r❛ ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡

♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡✳

■❱✳✶✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s à ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s

❡t ❞✐s❝r❡ts ♠♦❞é❧✐sés à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❘❞P❍❊ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés

❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦✉ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❈❡s

♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❞✉s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s ❡t ❡①t❡r♥❡s ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥

❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❘❞P❍❊✱ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡st éq✉✐✈❛✲

❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡

❢❛❝❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡✱ ❞és✐❣♥é ♣❛r JdXc
(τk+) ❡t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞❡

ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❡st ❛❥♦✉té ❛✉ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧ J(τk+Nc
) à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✭■❱✳✶✾✮ ✿

J(τk+Nc
) = JM(τk+Nc

) + JdXc
(τk+) ✭■❱✳✶✾✮

▲❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s JM(τk+Nc
) ❡t JdXc

(τk+) s♦♥t ❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✭■❱✳✶✮ ❡t ✭■❱✳✷✵✮ ✿

JdXc
(τk+) = θ2 · Aacc(τk+)

t ·QdXc
· Aacc(τk+) ✭■❱✳✷✵✮

♦ùQdXc
❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ JdXc

❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ J(τk+Nc
)✳

Aacc(τk+) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■■✳✷✵✮✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡s σd ∈ Ek r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉

♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ J(τk+Nc
)✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■❱✳✹✮ ❡t s❡r❛

♠✐♥✐♠✐sé s♦✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r Uc(τk+)✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✶✳✹✳ ❙♦✐t 〈Nh,M0h, λ, θ, T
comm〉 ✉♥ θ✲❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s✲

❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ❙♦✐❡♥t Nc > 0 ❡t Nd > 0 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✐s❝rèt❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts s♦✐❡♥t

s②♥❝❤r♦♥✐sés ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ q✉✬❛✉❝✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❡ s❡ ❞é✲

❝❧❡♥❝❤❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❝✲à✲❞ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ]τk, τk+Nc
]✮ ❡t

q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❆❧♦rs✱

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Uc(τk+) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t ✭❝❛r❛❝tér✐✲

s❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s σd ∈ Ek✮✱ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭■❱✳✶✾✮✱

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✷✮✱ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭■❱✳✷✶✮

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✺✮ ✿

Uc(τk+) = argmin
Uc

{JUc
(τk+Nc

)}, ∀σd ∈ Ek ✭■❱✳✷✶✮

t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JUc
(τk+Nc

) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■❱✳✷✷✮ ✿

JUc
(τk+Nc

) =
1

2
· Uc(τk+)

t · Ω · Uc(τk+) + ρ(Xd(τk))
t · Uc(τk+) ✭■❱✳✷✷✮

▲❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s Ω ❡t ρ(Xd(τk)) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠és ♣❛r ✭■❱✳✷✸✮ ❡t ✭■❱✳✷✹✮ ✿

Ω = θ2 · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) +QdXc

✭■❱✳✷✸✮

ρ(Xd(τk)) = θ · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

·
(

Mrefc − (Gc
k)

Nc ·Mc(τk)
)

− θ · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· ΣNc
·Gd

k ·
(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
)

+QdXc
·
(

Xc(τk−1)− Λ · Acc
k ·Mc(τk)− Λ · Acd

k ·
(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
))

✭■❱✳✷✹✮

♦ù ΣNc
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■❱✳✽✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡t ❧❡ ✢✉① s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ J(τk+Nc
) ♣❛r ❧❡✉rs

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭■❱✳✶✵✮ ❡t ✭■❱✳✾✮✳ ❙❡✉❧s ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡

Uc(τk+) s♦♥t r❡t❡♥✉s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ J(τk+Nc
) ❡st ré❞✉✐t à JUc

(τk+Nc
) ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■❱✳✷✺✮ ✿

JUc
(τk+Nc

) =
θ2

2
· Uc(τk+)

t · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Uc(τk+)

+ θ ·
(

Mrefc − (Gc
k)

Nc ·Mc(τk)
)t
·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Uc(τk+)

− θ ·
(

ΣNc
·Gd

k ·
(

Md(τk) +W dd ·Xd(τk)
))t
·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Uc(τk+)

✭■❱✳✷✺✮

JUc
(τk+Nc

) ❡st r❡❢♦r♠✉❧é s❡❧♦♥ ✭■❱✳✷✷✮✳ ▲❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s Ω ❡t ρ(Xd(τk)) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■❱✳✷✸✮ ❡t ✭■❱✳✷✹✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❉és♦r♠❛✐s✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✶✳✹ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡

❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳

P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬ét❛♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ rés✐❞❡

❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡st ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡

❝r✐tèr❡ JdXc
(τk+) r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❡✉① ❝❛s ❞❡

✜❣✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣rés❡♥t❡r ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡

❝♦♥t✐♥✉ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ♠❛✐s q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ ✢✉①

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ rés✉❧t❛♥t ♥✬❡st

♣❛s ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡✈r❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞♦✐t ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡

✢✉① ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ JdXc
(τk+) ❛ été

❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱

♠❛✐s ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ❊♥

❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ s♦✐t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ♠❡t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧✬♦❜✲

❥❡❝t✐❢ s♦✉❤❛✐té✱ s♦✐t ✐❧ r❡st❡ ❜❧♦q✉é ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳

P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ JdXc
(τk+) ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐✲

♠✐s❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
)✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ θ✲❘❞P❍❊

❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡r❛ ré♣été ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ▲❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞✉ θ✲❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■❱✳✷✶✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✭■❱✳✸✮✳

■❱✳✶✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✷

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs ❡t s❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❘❞P❍❊ ✭✜❣✉r❡s ■❱✳✸ ❡t ■❱✳✹✮ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té

❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ t❡r♠❡ JdXc
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡ à

rdXc
= 0.5✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✿ σtot

d = t1(0) t3(1.8) t4(2) t3(2.2) t4(2.4) t3(2.8)

t4(3) t3(3.2) t4(3.4) t3(3.8) t4(4) t3(4.4) t4(4.6) t3(5) t4(5.2) t3(5.6) t4(5.8) t3(6.2) t4(6.4)

t3(6.8) t4(7) t3(7.4) t4(7.6) t3(8) t4(8.2) t3(8.6) t4(8.8) t3(9.2) t4(9.4) t3(9.8) t4(10) t3(10.4)

t4(10.6) t3(11) t4(11.2) t3(11.6) t4(11.8) t3(12.2) t4(12.4) t3(12.6) t4(12.8) t3(13) t4(13.2)

t3(13.4) t4(13.6) t2(13.8) t1(14.2) t2(14.4) t1(15.2) t2(15.4) t1(17) t2(17.2)✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✱
❞✉ θ✲❘❞P❍❊ ✭❊♥tré❡s ✿ M0h✱ Nc ❡t Mrefc ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ σtot

d ❡t U tot
c ✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
τk ← 0
Md(τk)←M0d

Mc(τk)←M0c

σtot
d ← ∅

U tot
c ← ∅

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ Mc(τk) 6= Mrefc

✸✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼
✹✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s σd ∈ Ek

✺✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts Xd(τk)
✻✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Uc(τk+)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■❱✳✷✶✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✺✮
✼✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✽✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc

)
✾✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Md(τk+1)✱ Xc(τk+) ❡t Mc(τk+1)

✶✵✿ σtot
d ← σtot

d ∪ σd(τk)
✶✶✿ U tot

c ← U tot
c ∪ Uc(τk+)

✶✷✿ τk ← τk+1

✶✸✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✹✿ ❘❡t♦✉r♥❡r σtot

d ❡t U tot
c

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❡st ♣rés❡♥té❡

❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✽ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✽ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5

❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r E0 =

{(∅) (t1 t2) (t3 t4) (t1) (t3) (t1 t3)}✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1

❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
)✱ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡

❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ ❡♥tr❛î♥é ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛♥♥❡ ❡t ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡

rés❡r✈♦✐r✳ ➚ ❧❛ ❞❛t❡ τk = 1.8 ❯✳❚✳✱ E9 = {(∅) (t2 t1) (t3 t4) (t2) (t3) (t3 t2)}✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

t3 ❡t s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✹

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❡st ❛❧♦rs ♦✉✈❡rt❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♣❧✐r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ rés❡r✈♦✐r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ❖r✱ ❛✉ ♣❛s

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✹ ❛ été ❢❡r♠é❡ s✉✐t❡ ❛✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t4✱ ❝❛r

JM(τk+Nc
) = 169.18 ❡t JM(τk+Nc

) = 169.66 ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛♥♥❡ ✹ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❏✉sq✉✬à ❧❛

❞❛t❡ τk = 13.6 ❯✳❚✳✱ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ t3 ❡t t4 ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s σtot
d ✭t❡❧

❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ■❱✳✶✳✹✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡

❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s

❛✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉❤❛✐té ♦❜t❡♥✉✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛♥♥❡s s♦♥t ❢❡r♠é❡s ❀ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐✲

♥✉❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s s♦♥t ❜❧♦q✉é❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧❡ ✢✉① à tr❛✈❡rs ❧❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❡st st♦♣♣é s✉✐t❡ ❛✉① ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s t2 ❡t t4 ❛✉① ✐♥st❛♥ts 13.6 ❯✳❚✳ ❡t 17.2 ❯✳❚✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ Mc ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✾ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✾ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ Mc ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡
rdXc

= 0.5

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ✉♥❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳ P♦✉r

❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r

rdXc
♥✬❛ ♥✐ ✐♥✢✉❡♥❝é ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥✐ ❞é❣r❛❞é ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✵ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ rdXc
= 0 à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ rdXc

= 0.5✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡

❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ JdXc
✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞✉

❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ Aacc(τk+) ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r θ ✭❝✲à✲❞ AC(τk+)✮✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■■✳✷✾✮✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✵ ✕ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t

rdXc
= 0.5 ✭❞r♦✐t❡✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✵ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞éré❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛

s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r rdXc
✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ 50.25 à 38.83 ❧♦rsq✉❡

rdXc
♣❛ss❡ ❞❡ 0 à 0.5✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ rdXc

✱ AC ❝❤✉t❡ ❞❡ 865.94 ❥✉sq✉✬à

632.26✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t AC ♦♥t ♣❡r❞✉ ❡♥✈✐r♦♥ 25% ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❧♦rs

❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡

q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛tt❡♥❞✉s ❡t q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ JdXc
❛♠é❧✐♦r❡

t❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ♣❛r ❛❥♦✉t ❞✉ ❝r✐tèr❡

JdXc
✱ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s θ✲❘❞P❍ ♠✉♥✐s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ✢✉①✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

■❱✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡s ❘❞P❍❊ ❛✈❡❝

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ét✉❞✐é❡s s♦♥t t❡♠♣♦r✐sé❡s✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞✐s❝rèt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts

❞✐s❝r❡ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s

✐♥st❛♥ts ❞❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐

✐♥❝♦♥♥✉s ❀ ❝❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝❧❡♥❝❤és à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❞✉r❛♥t

❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦ré❡s ❝❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡

❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❤②❜r✐❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ s❡✉❧❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡s s♦♥t r❡t❡♥✉❡s✳ ▲❡s t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❧❛

♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s❡r♦♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s❡r❛

♠❡♥é❡✳

■❱✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡

▲✬✐❞é❡ ❝❧é ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ rés✐❞❡✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛

♣r✐♦r✐ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ❡t✱

❡♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ q✉❡ ❧❡s

séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t

❛✈❡❝ ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✱ ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ■❱✳✶✳✶ ❡t ■❱✳✶✳✹✳

▲❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t s✉❥❡tt❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥é❡✱ à

❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① é❝❤é❛♥❝✐❡rs t❡♠♣♦r❡❧s ♠é♠♦r✐s❛♥t ❧❡s

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡✲

♣♦s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✖ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ s❡ r❛♣♣♦rt❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s

séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s✲

❝rèt❡s s♦♥t r❡t❡♥✉❡s ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ré❛❧✐sé❡

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳

✖ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡s

séq✉❡♥❝❡s✱ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek✱ ❡t ❧✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❈❡tt❡

♣❤❛s❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① é❝❤é❛♥❝✐❡rs t❡♠♣♦r❡❧s à s❛✈♦✐r TCH ❡t

ECH✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r TCH ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

r❡st❛♥t❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r

❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t Md(τk)✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡

✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r t♦✉t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

ηd(tj,Md(τk))✳ TCH ❡st ré❛❝t✉❛❧✐sé ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r❛♥❝❤✐❡s à

❧✬✐♥st❛♥t τk−1 ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧✐❞é❡s à ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✱ s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❀

❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t

q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥r❡❣✐stré❡s ❞❛♥s TCH✱ ❛❧♦rs ❧❡✉rs ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐s✲

s❡♠❡♥t s❡r♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s✳ P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❧❡s ❞✉ré❡s r❡st❛♥t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥r❡❣✐stré❡s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❡♥ ❧❡s ❞é❝ré♠❡♥t❛♥t ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r θ ✭♠✐s❡s à ③ér♦ s✐ ❡❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡s✮✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ TCH✱ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ é❝❤é❛♥❝✐❡r✱ ECH✱ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s

ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡t ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡s ♦✉ ♥♦♥✳

ECH ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✉ré❡s r❡st❛♥t❡s ♠é♠♦r✐sé❡s ❞❛♥s TCH ❛✉①q✉❡❧❧❡s

❡st ❛❥♦✉té ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t τk✳ ❈❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ σd ∈ Ek ❡st ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❡♥ ❞é✲

t❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ECH✳

▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ré❝❡♠♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❡

♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡✱ s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ▲❛ ❞❛t❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s

♣❛r Dmin✱ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡s✳ ❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧❛ ❞❛t❡

❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ECH✱ ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❞❡

t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❛❝t✉❡❧❧❡

❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❡✳ ❙✐ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛

❢r❛♥❝❤✐r ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à τk✱ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

❢r❛♥❝❤✐❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s✉♣♣r✐♠é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ♦♥ ♣♦✉r✲

s✉✐t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s

séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡

❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✳

✖ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❤②❜r✐❞❡s s❡r❛ ❛❝❤❡✈é❡

s✉✐t❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡ r❡t❡♥✉❡s✳

▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝❡ q✉✐

r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✶✳✹✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ q✉✐

♠✐♥✐♠✐s❡r❛ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
)✳

❈❡s tr♦✐s ét❛♣❡s s♦♥t ré♣été❡s✱ à ❝❤❛q✉❡ ❞❛t❡ τk✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✶✶✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ✭❊♥tré❡s ✿ τk✱ Ek✱ Md(τk) ❡t TCH ❀ ❙♦rt✐❡ ✿ Ek✮

✶✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s σd ∈ Ek

✷✿ ECH ← TCH + τk
✸✿ M ′

d ←Md(τk)
✹✿ s← 1
✺✿ immediate← 1
✻✿ ❚❛♥t q✉❡ s ≤ |σd| ❡t immediate = 1
✼✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r M ′

d

✽✿ ■♥sér❡r ❞❛♥s ECH ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡s
✾✿ ❙✐ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ σd(s) ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à τk✱ ❛❧♦rs

✶✵✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ σd ❞❡ Ek

✶✶✿ immediate← 0
✶✷✿ ❙✐♥♦♥
✶✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ M ′

d rés✉❧t❛♥t ❞✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ σd(s)
✶✹✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r σd(s) ❞❡ ECH
✶✺✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥r❡❣✐stré❡s ❞❛♥s ECH
✶✻✿ s← s+ 1
✶✼✿ ❋✐♥ s✐
✶✽✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✾✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✷✵✿ ❘❡t♦✉r♥❡r Ek

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡

♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

■❱✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✸

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡s tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✸✮ ❡t s❛ ♠♦❞é❧✐s❛✲

t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❘❞P❍❉❊ ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✸✮✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡

❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ✈❛♥♥❡s 2 ❡t 4 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡s✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s✲

❝rèt❡s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s t1✱ t2✱ t3 ❡t t4✱ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s✱ s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s t❡♠✲

♣♦r✐sé❡s✳ ❙♦✐t Dmin =
[

0.3 0.3 0.3 0.3
]t

✳ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞és✐ré ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s

❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ■❱✳✶✳✹ ❡t ■❱✳✶✳✻✳

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st

σtot
d = t1(0.4) t3(2.4) t4(3) t3(4) t4(4.6) t3(5.8) t4(6.4) t3(7.6) t4(8.2) t3(9.4) t4(10) t3(11.2)

t4(11.8) t3(12.8) t4(13.4) t2(14) t1(14.6) t2(15.2)✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✶✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ θ✲❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s ✭❊♥tré❡s ✿ M0h✱ Nc ❡t Mrefc ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ σtot

d ❡t U tot
c ✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
τk ← 0
Md(τk)←M0d

Mc(τk)←M0c

σtot
d ← ∅

U tot
c ← ∅

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ Mc(τk) 6= Mrefc

✸✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r TCH
✹✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼
✺✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡s ❡t ❛❝t✉❛❧✐s❡r Ek à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵
✻✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s σd ∈ Ek

✼✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts Xd(τk)
✽✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Uc(τk+) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■❱✳✷✶✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✺✮
✾✿ ❋✐♥ ♣♦✉r

✶✵✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
)

✶✶✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Md(τk+1)✱ Xc(τk+) ❡t Mc(τk+1)
✶✷✿ σtot

d ← σtot
d ∪ σd(τk)

✶✸✿ U tot
c ← U tot

c ∪ Uc(τk+)
✶✹✿ τk ← τk+1

✶✺✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✻✿ ❘❡t♦✉r♥❡r σtot

d ❡t U tot
c

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✶ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦ù ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ✐♠♠é✲

❞✐❛t❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✭t1✮ ♥✬❡st ❢r❛♥❝❤✐❡ q✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t τk = 0.4

❯✳❚✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥✐ ❞❛♥s E0

✭❝✲à✲❞ E0 = {(∅)}✮ ♥✐ ❞❛♥s ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ J ✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❡t t3 r❡st❡♥t ✈❛❧✐✲

❞é❡s ♣❡♥❞❛♥t ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ▲❡✉rs ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

s♦♥t é❝♦✉❧é❡s✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t τk = 0.4 ❯✳❚✳✱ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s

E2 ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡

❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛✉ s②stè♠❡✱ ♣✉✐s t1 ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r✳ ❉❡

♥♦✉✈❡❧❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈❛❧✐❞é❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ré✐téré❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥

❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥t❡ ♠♦✐♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

t3 ❡t t4 q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ■❱✳✶✳✹ ❡t ■❱✳✶✳✻ ✭❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ σtot
d ❡st ♣r❡sq✉❡

❞✐✈✐sé❡ ♣❛r tr♦✐s✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✵✳✸ ❯✳❚✳ ❞♦✐✈❡♥t ❛✉

♠♦✐♥s sé♣❛r❡r ❧❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ t3 ❡t t4 ✭❞❡ t1 ❡t t2 é❣❛❧❡♠❡♥t✮✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡ t❡♠♣s✱

❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ❢r❛♥❝❤✐❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡

■❱✳✶✷ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✷ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡
rdXc

= 0.5

❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ AC ❡♥tr❡ rdXc
= 0 ❡t rdXc

= 0.5

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✸ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✸ ✕ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t rdXc

= 0.5 ✭❞r♦✐t❡✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝✉♠✉✲

❧é❡ AC ♦♥t ❞✐♠✐♥✉é ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦❞éré❡✱ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 23%✳ ❊❧❧❡s ❜❛✐ss❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❞❡ 50 ❡t 628.91 ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 à 38.51 ❡t 428.61 ❧♦rsq✉❡ rdXc

= 0.5✳

❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❤♦r♠✐s ❝❡✉① ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✱ s❛♥s êtr❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s

é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts r❡t❛r❞és ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ❛✉

❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ Mc(τk+Nc
)✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✵





❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ✿ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭❊♥tré❡s ✿
M0c✱ Md(τk)✱ σd✱ TCH ❡t τk ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ N1, . . . , NZ ❡t Xd0, . . . , XdZ

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
ECH ← TCH + τk
M ′

d ←Md(τk)
Mc(τk)←M0c

s← 1
σtemp
d ← ∅

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ s < |σd|
✸✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ECH ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r M ′

d

✹✿ ■♥sér❡r ❞❛♥s ECH ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r M ′
d

✺✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ECH✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡ σd(s)
✻✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ M ′

d rés✉❧t❛♥t ❞✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ σd(s)
✼✿ ❙✉♣♣r✐♠❡r σd(s) ❞❡ ECH
✽✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥r❡❣✐stré❡s ❞❛♥s ECH
✾✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ t❡♠♣♦r✐sé❡ σtemp

d

✶✵✿ s← s+ 1
✶✶✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✷✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r Z à ♣❛rt✐r ❞❡ σtemp

d

✶✸✿ ❉é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❡♥ Xd0, . . . , XdZ

✶✹✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s N1, . . . , NZ

✶✺✿ ❉é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
✶✻✿ ❘❡t♦✉r♥❡r N1, . . . , NZ ❡t Xd0, . . . , XdZ

❉✉r❛♥t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é s✉✐t❡ ❛✉①

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❀ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐✲

♥✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊❧❧❡

❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ t❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡✲

♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡

❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r

Ucz✱ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [τk+Nz
, τk+Nz+1

]✱ z = 0, . . . , Z✳ ❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱

✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡

❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✺ ✿

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à ♠✐♥✐♠✐s❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [τk+Nz
, τk+Nz+1

]✱ z = 0, . . . , Z✱

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭■❱✳✷✻✮ ✿

J(τk+Nz+1
) = JM(τk+Nz+1

) + JdXc(τk+N+
z
) ✭■❱✳✷✻✮

t❡❧ q✉❡ JM(τk+Nz+1
) =

(

Mc(τk+Nz+1
)−Mrefc

)t
·QMc

·
(

τk+Nz+1
−Mrefc

)

❡t JdXc(τk+N+
z
) =

(

Xc(τk+N+
z
)−Xc(τk−1)

)t
·QdXc

·
(

Xc(τk+N+
z
)−Xc(τk−1)

)

✳

❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ e = Nz+1, . . . , Nz+1✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✷





❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JUc
(τk+Nz+1

) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■❱✳✷✾✮ ✿

JUc
(τk+Nz+1

) =
1

2
· U t

cz · Ω · Ucz + ρ(Xdz)
t · Ucz ✭■❱✳✷✾✮

❡t ✿
❛✴ diag(V ncomm

c ) · Ucz = 0qc×1

❜✴ ∀e = Nz + 1, . . . , Nz+1✱ S(e−Nz−1) · Ucz ≥ 0qc×1

❝✴ S(e−Nz−1) · Ucz ≤ Λ · Acc
k · (G

c
k)

(e−Nz−1) ·Mc(τk+Nz
)

+ Λ · Acc
k · Σ(e−Nz−1) ·G

d
k ·Md(τk+Nz

)

+ Λ · Acc
k · Σ(e−Nz−1) ·G

d
k ·W

dd ·Xdz

+ Λ · Acd
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

)

✭■❱✳✸✵✮

▲❡s t❡r♠❡s Ω ❡t ρ(Xdz) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■❱✳✸✶✮ ❡t ✭■❱✳✸✷✮ ✿

Ω = θ2 · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) +QdXc

✭■❱✳✸✶✮

ρ(Xdz) = θ · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

·
(

Mrefc − (Gc
k)

(Nz+1−Nz) ·Mc(τk+Nz
)
)

− θ · (W cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· Σ(Nz+1−Nz) ·G
d
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

)

+QdXc
·
(

Xc(τk−1)− Λ · Acc
k ·Mc(τk+Nz

)− Λ · Acd
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

))

✭■❱✳✸✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ré❣✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [τk+Nz
, τk+Nz+1

] ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❢r❛♥✲

❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❞❛t❡s τk+Nz
✱ z = 0, . . . , Z✱ ❛❧♦rs

Md(τk+Nz
) ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿ Md(τk+Nz

) =

Md(τk+Nz−1
) +W dd ·Xdz−1✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ Mc(τk+Nz+1

)✱ Xc(τk+Nz+1−1) ❡t Xc(τk+N+
z
) s♦♥t r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭■❱✳✸✸✮✱ ✭■❱✳✸✹✮ ❡t ✭■❱✳✸✺✮ ❛✈❡❝ Σe ❡t Se✱ e = 0, . . . , Nc✱ ❞é✜♥✐s

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❛r ✭■❱✳✽✮ ✿

Mc(τk+Nz+1
) = (Gc

k)
(Nz+1−Nz) ·Mc(τk+Nz

) + Σ(Nz+1−Nz) ·G
d
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

)

− θ · Σ(Nz+1−Nz) ·W
cc · Ucz

✭■❱✳✸✸✮

Xc(τk+Nz+1−1) = Λ · Acc
k · (G

c
k)

(Nz+1−Nz−1) ·Mc(τk+Nz
)

+ Λ · Acc
k · Σ(Nz+1−Nz−1) ·G

d
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

)

+ Λ · Acd
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

)

− S(Nz+1−Nz−1) · Ucz

✭■❱✳✸✹✮

Xc(τk+N+
z
) = Λ ·

(

Acc
k ·Mc(τk+Nz

) + Acd
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

))

− Ucz ✭■❱✳✸✺✮

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✹
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❆✐♥s✐✱ Mc(τk+Nz+1
) ❡t Xc(τk+N+

z
) s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❡✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s

J(τk+Nz+1
)✳ ❊♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥st❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à Ucz✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ J(τk+Nz+1
) ❡st ré❞✉✐t à JU(τk+Nz+1)) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭■❱✳✸✻✮ ✿

JUc
(τk+Nz+1

) = θ2 · U t
cz · (W

cc)t · (ΣNc
)t ·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Ucz + U t

cz ·QdXc
· Ucz

+ θ ·
(

Mrefc − (Gc
k)

Nz+1−Nz ·Mc(τk+Nz
)
)t
·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Ucz

− θ ·
(

ΣNz+1−Nz
·Gd

k ·
(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

))t
·QMc

· (ΣNc
) · (W cc) · Ucz

+
(

Xc(τk−1)− Λ · Acc
k ·Mc(τk+Nz

)
)t
·QdXc

· Ucz

−
(

Λ · Acd
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

))t
·QdXc

· Ucz

✭■❱✳✸✻✮

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■❱✳✷✾✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s Ω ❡t ρ(Xdz)

s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭■❱✳✸✶✮ ❡t ✭■❱✳✸✷✮✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ∀e = Nz + 1, . . . , Nz+1✱

❧❡ ✢✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t Fc(τk+e−1) ❡st ❡①♣r✐♠é s❡❧♦♥ ✭■❱✳✸✼✮ ✿

Fc(τk+e−1) = Λ · Acc
k ·

(

(Gc
k)

(e−Nz−1) ·Mc(τk+Nz
) + Σ(e−Nz−1) ·G

d
k ·Md(τk+Nz

)
)

+ Λ ·
(

Acc
k · Σ(e−Nz−1) ·G

d
k ·W

dd ·Xdz + Acd
k ·

(

Md(τk+Nz
) +W dd ·Xdz

))

✭■❱✳✸✼✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭■❱✳✷✼✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r Ucz ❞♦♥♥é❡s

♣❛r ✭■❱✳✸✵✮✳

P♦✉r t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ σd ∈ Ek✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶ s❡r❛ ré✐téré❡ Z + 1 ❢♦✐s ❛✜♥ ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ Uc ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ t♦t❛❧❡ (Xd, Uc)✱ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc
)✱ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝r✐tèr❡ ✭■❱✳✷✾✮✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs✱ à s❛✈♦✐r Xd0 ❡t Uc0✱ s❡r♦♥t

❛♣♣❧✐q✉és à ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡r❛ ré♣été t❛♥t q✉❡

❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❤②❜r✐❞❡✱ ❞é❝r✐t❡ t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✺
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ θ✲❘❞P❍❊ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s ✭❊♥tré❡s ✿ M0h✱ Mrefc ❡t Nc ❀ ❙♦rt✐❡s ✿ σtot

d ❡t U tot
c ✮

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
τk ← 0
Md(τk)←M0d

Mc(τk)←M0c

TCH ← ∅

σtot
d ← ∅

U tot
c ← ∅

✷✿ ❚❛♥t q✉❡ Mc(τk) 6= Mrefc

✸✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r TCH
✹✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼
✺✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s σd ∈ Ek

✻✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s Nz ♣❛r ❧❡ ❜❛✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵
✼✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [τk+Nz

, τk+Nz+1
]✱ z = 0, . . . , Z

✽✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Ucz s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■❱✳✷✽✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭■❱✳✸✵✮

✾✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✶✵✿ ❋✐♥ ♣♦✉r
✶✶✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ JM(τk+Nc

)
✶✷✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ σ0 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Xd0

✶✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r Md(τk+1)✱ Xc(τk+) ❡t Mc(τk+1)
✶✹✿ σtot

d ← σtot
d ∪ σ0(τk)

✶✺✿ U tot
c ← U tot

c ∪ Uc0

✶✻✿ τk ← τk+1

✶✼✿ ❋✐♥ t❛♥t q✉❡
✶✽✿ ❘❡t♦✉r♥❡r σtot

d ❡t U tot
c

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✻



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r✐s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s tr♦✐s rés❡r✈♦✐rs✳

■❱✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✹

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ♦❜t❡♥✉❡ ❡st σtot
d = t1(0.4) t3(2.4) t4(3) t3(3.6) t4(4.2)

t3(4.8) t4(5.4) t3(6) t4(6.6) t3(7.2) t4(7.8) t3(8.6) t4(9.2) t3(10.4) t4(11) t3(12.2) t4(12.8)

t2(13.6) t1(14.2) t3(14.4) t4(15) t2(15.2) t1(15.8) t2(16.4) t1(17)✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

❛ss♦❝✐é❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✻ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✻ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0.5

➚ ❧✬✐♥st❛♥t τk = 0 ❯✳❚✳✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❡t

t3 s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ❞❛♥s TCH ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡st

❞♦♥♥é ♣❛r E0 = {(∅) (t1) (t3) (t1 t2) (t1 t3) (t3 t1) (t3 t4)}✳ ▲❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉

♣❧✉s tôt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝❤é❛♥❝✐❡r ECH✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ (t1 t2)✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡ t1 ❡t t2 s♦♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0.3 ❯✳❚ ❡t 0.6 ❯✳❚✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t

N1 = 2 ❡t N2 = 3✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts s♦♥t Xd1 =
[

1 0 0 0
]t

❡t Xd2 =
[

0 1 0 0
]t

✳ ■❧s s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés✱ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ à ♣❛rt✐r

❞❡s ✐♥st❛♥ts 2 ❯✳❚✳ ❡t 3 ❯✳❚✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ tr♦✐s

s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ [0, Nc] = [0, N1[∪[N1, N2] ∪ [N2, Nc] =

[0, 2[∪[2, 3[∪[3, 10]✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❤❛q✉❡

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭❝✲à✲❞ Uc0✱ Uc1 ❡t Uc2✮ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶✳ ▲❛

♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t1 ♥❡ ♣❡✉t

♣❛s êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞♦♥❝ s❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Uc0 ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉

s②stè♠❡✳

➚ ❧✬✐♥st❛♥t τk = 0.2 ❯✳❚✳✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❡t t3 s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t✱

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t r❡st❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞é❝ré♠❡♥té❡s ❞❡ θ✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ E1 ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à E0✱ ♠❛✐s ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡

séq✉❡♥❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t r❡st❛♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s

❞❛t❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ séq✉❡♥❝❡

♣ré❝é❞❡♥t❡ (t1 t2)✱ ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s N1 = 1 ❡t N2 = 2✳ ▲❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ❡t s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❈♦♠♠❡ à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ t1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ ❡t U0c ❡st

❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡✳

➚ τk = 0.4 ❯✳❚✳✱ t1 ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦✉❥♦✉rs à ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ JM ✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ t1

❡st é❝♦✉❧é❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❢r❛♥❝❤✐❡ ❡t ❡❧❧❡ s❡r❛ s✉♣♣r✐♠é❡ ❞❡ TCH✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ré♣été❡

t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❝♦♥t✐♥✉ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✼ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ ❘❞P❍❉❊ ❧♦rsq✉❡
rdXc

= 0.5

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥

❡t ❞❡ AC ❡♥tr❡ rdXc
= 0 ❡t rdXc

= 0.5 ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ✿

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✽ ✕ ◆♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ rdXc
= 0 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t rdXc

= 0.5 ✭❞r♦✐t❡✮

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛ ❝❧❛✐✲

r❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é✳ ❊❧❧❡ ♣❛ss❡ ❞❡ 47.77 ♣♦✉r rdXc
= 0 à 25.57 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ rdXc

= 0.5✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ rdXc
✱ AC ❞é❝r♦✐t ❞❡ 643.35 à 331.45✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♥t

❞✐♠✐♥✉é ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 47% ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t ❡st ❧✐♠✐té❡ ✭rdXc
= 0.5✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❛✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é

❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉❤❛✐té ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés❡r✈♦✐r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉

❘❞P❍❊ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t

q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ❘❞P❍❊

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐✲

❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r✱ à ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s

❡t s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ♠❛✐s ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❢❛✐s❛❜❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s

❞♦♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t s♦♥t é❝♦✉❧é❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥

❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐st❛♥t à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ t❡♠♣♦r✐✲

s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡s

❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t s♦♥t é❝♦✉❧é❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥ ♠❡t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s ❛✉ ❝♦✉rs

❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t ♣✉ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ❘❞P❍❊ t❡♠♣♦r✐sé✳

❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ P❛❣❡ ✶✹✾





❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

◆♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré✲

❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❤②❜r✐❞❡s✳ ❈❡s s②stè♠❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s rés❡❛✉①

❞❡ P❡tr✐ ❞✐s❝r❡ts ✭❘❞P❉✮✱ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t✐♥✉s ✭❘❞P❈✮ ❡t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡✲

tr✐ ❤②❜r✐❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❘❞P❍❊✮✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① rés✐❞❡ ❞❛♥s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ✿

✖ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❞✉✐t❡✱ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❞❡

❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑✱ ♣❤❛s❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉

♠❛rq✉❛❣❡ ❞♦✐t s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳

✖ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛

st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✈✐s❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ♣rés❡r✈❡r ❧❡s éq✉✐✲

♣❡♠❡♥ts ❡t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡✉r ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡✳

✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s ❘❞P❉ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡

❞és✐ré✱ s❛♥s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✳

✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡✱ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡r✲

♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐✲

t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s ❞❡s ❘❞P❍❊✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡

♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❛r❣❡s ♦✉ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣♦rté❡s

à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ■❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ♣ré❞✐ts r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡

ré❣✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❡st ❞✬é✈✐t❡r ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❡s♣❛❝❡

✶✺✶



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é✳ ❉és♦r♠❛✐s✱ ✐❧ ♥❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s

é❝❛rts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❡t ❞✉ ✢✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤♦✐①

♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❧♦rs ❞❡s ♣❤❛s❡s

❞❡ ✏❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣✑ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦✐♥ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r q✉❡

❧❡ ❝r✐tèr❡ ✈❛ ❞✐♠✐♥✉❡r ❡t é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ ❜❧♦q✉é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t q✉✐ s❡r❛✐t

✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥

t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ✉♥ ♥♦✉✲

✈❡❛✉ t❡r♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉①✱ ❡st ❛❥♦✉té à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ P❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❛✜♥

❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ ✈♦✐✲

s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞é♠♦♥tré ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❉ t❡♠♣♦r✐sés✱ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡

❞❡s ❘❞P❈✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐✲

❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❘❞P❉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❘❞P❈ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ▲❡ ❘❞P❈ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❞és✐ré✳ ▲❛

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✉ ❘❞P❉ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ sé✲

q✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❞✉

❘❞P❉ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳

❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té❡✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

♣r♦♣♦sé ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡

♣♦✉r êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t✳

P❛❣❡ ✶✺✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t✱ ❞✬✉♥❡

♣❛rt✱ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞és✐ré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②✲

❜r✐❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬▲▲✶✺❪

❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❍❊ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❛✉

❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t❡s

❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐❡s q✉✬❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣é✲

r✐♦❞❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❀ ✉♥❡

♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts

❞♦♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t s♦♥t é❝♦✉❧é❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❛✉

♣❧✉s tôt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s t❡♠♣♦r✐sé❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊❧❧❡ s✉♣✲

♣♦s❡ q✉✬❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳

❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ✿

✖ ▼♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✳ Pr❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❞✐s❝rèt❡s ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤②❜r✐❞❡✳ ➱t✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✐♥s✐ q✉❡

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ➱t✉❞✐❡r ❛✉ss✐ ❧❡

r❡❥❡t ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❝✲à✲❞ ❧❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ✐♥❛tt❡♥❞✉s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s✮✳

✖ Pr♦♣♦s❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❘❞P❉ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✐t ❛ss✉ré❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞é❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❘❞P❉ ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t

✈✐✈❛♥ts✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦✉r❛♥t✳

❯♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❢r❛♥❝❤✐r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✈❛❧✐❞é❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡

♠❛rq✉❛❣❡ ❞✐s❝r❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞és✐ré✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ♦✉ ❞❡s ré❣✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s✳

✖ ➱t❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❤②❜r✐❞❡s ♥♦♥✲é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠✉♥✐s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡t t❡♠♣♦r✐sé❡s✳ ▲✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❝♦♥t✐✲

P❛❣❡ ✶✺✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

♥✉s ❡t ❞✐s❝r❡ts ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❝❡s rés❡❛✉①✳

✖ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ❛❞❛♣t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝✲

t✐♦♥s✱ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t✱ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡✳

✖ ➱t✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡s ❡t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

P❛❣❡ ✶✺✹
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❬❆❉✽✽❪ ❍✳ ❆❧❧❛ ❛♥❞ ❘✳ ❉❛✈✐❞✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐

♥❡ts✳ ■♥ ✸r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❆❉✴❈❆▼ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❋❛❝t♦r✐❡s

♦❢ t❤❡ ❋✉t✉r❡✱ ✸✹✹✕✸✹✽✱ ✶✾✽✽✳

❬❆❖❏▼❙✶✶❪ ❍✳ ❆♣❛②❞✐♥✲❖③❦❛♥✱ ❏✳ ❏ú❧✈❡③✱ ❈✳ ▼❛❤✉❧❡❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✐❧✈❛✳ ❆♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ♠✐✲

♥✐♠✉♠ t✐♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t✐♠❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐ ♥❡ts✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧②s✐s ✿

❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s✱ ✺✭✷✮ ✿✶✸✻✕✶✹✽✱ ✷✵✶✶✳

❬❇❈●✵✻❪ ❋✳ ❇❛s✐❧❡✱ P✳ ❈❤✐❛❝❝❤✐♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ●✐✉❛✳ ❙✉❜♦♣t✐♠❛❧ s✉♣❡r✈✐s♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ P❡tr✐

♥❡ts ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❛ ♠♦♥✐t♦r ♣❧❛❝❡s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱

✹✷✭✻✮ ✿✾✾✺✕✶✵✵✹✱ ✷✵✵✻✳

❬❇❈P✶✸❪ ❋✳ ❇❛s✐❧❡✱ ❘✳ ❈♦r❞♦♥❡✱ ❛♥❞ ▲✳ P✐r♦❞❞✐✳ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s✉♣❡r✈✐✲

s♦rs ❢♦r t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ P❡tr✐ ♥❡t

♠♦❞❡❧s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✹✾✭✶✶✮ ✿✸✹✸✷✕✸✹✸✾✱ ✷✵✶✸✳

❬❇❡♥✵✾❪ ❍✳ ❇❡♥❧❛♦✉❦❧✐✳ ▼ét❤♦❞❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ❆✉✲

t♦♠❛t✐q✉❡✴❘♦❜♦t✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❙✉❞ ✲ P❛r✐s ❳■✱ ✷✵✵✾✳

❬❇●▼✵✵❪ ❋✳ ❇❛❧❞✉③③✐✱ ❆✳ ●✐✉❛✱ ❛♥❞ ●✳ ▼❡♥❣❛✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❤②❜r✐❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✿ ❛ ♠♦❞❡❧

❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛✲

t✐♦♥✱ ✶✻✭✹✮ ✿✸✽✷✕✸✾✾✱ ✷✵✵✵✳

❬❇▼❉P✵✷❪ ❆✳ ❇❡♠♣♦r❛❞✱ ▼✳ ▼♦r❛r✐✱ ❱✳ ❉✉❛✱ ❛♥❞ ❊✳ ◆✳ P✐st✐❦♦♣♦✉❧♦s✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t

❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s②st❡♠s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✸✽✭✶✮ ✿✸✕✷✵✱

✷✵✵✷✳

❬❇P●✵✹❪ ❖✳ ❚✳ ❇❛r✉✇❛✱ ▼✳ ❆✳ P✐❡r❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ●✉❛s❝❤✳ ❉❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❢♦r ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✐♠❡❞ ❝♦❧♦r❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ❛♥❞

❛♥②t✐♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝ s❡❛r❝❤✳ ■❊❊❊ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥✱ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s ❙♦❝✐❡t②✱

✸✹✭✶✮ ✿✸✽✕✺✶✱ ✷✵✵✹✳

✶✺✺



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❉❆✾✷❪ ❘✳ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ❍✳ ❆❧❧❛✳ P❡tr✐ ◆❡ts ❛♥❞ ●r❛❢❝❡t ✿ t♦♦❧s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡

❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✾✷✳

❬❉❆✵✶❪ ❘✳ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ❍✳ ❆❧❧❛✳ ❖♥ ❤②❜r✐❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❉②♥❛♠✐❝ ❙②s✲

t❡♠s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✶ ✿✾✕✹✵✱ ✷✵✵✶✳

❬❉❆✵✽❪ ❆✳ ❉✐❞❡❜❛♥ ❛♥❞ ❍✳ ❆❧❧❛✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡r s②♥t❤❡s✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ s❛❢❡ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✹✹✭✼✮ ✿✶✻✾✼✕✶✼✵✻✱ ✷✵✵✽✳

❬❉❆✶✵❪ ❘✳ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ❍✳ ❆❧❧❛✳ ❉✐s❝r❡t❡✱ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ ❍②❜r✐❞ P❡tr✐ ◆❡ts✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲

❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✶✵✳
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t✐♠❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐ ♥❡ts✳ ■♥ ■❊❊❊ ✺✷♥❞ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥

❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✻✸✶✼✕✻✸✷✷✱ ❋✐r❡♥③❡✱ ■t❛❧②✱ ✷✵✶✸✳

❬❳❘❙✵✻❪ ❏✳ ❳✉✱ ▲✳ ❘❡❝❛❧❞❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✐❧✈❛✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❥♦✐♥✲❢r❡❡ t✐♠❡❞ ❝♦♥t✐✲

♥✉♦✉s P❡tr✐ ♥❡t s②st❡♠s✳ ■♥ ✷♥❞ ■❋❆❈ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥ ♦❢

❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s✱ ✸✾ ✿✸✵✕✸✻✱ ❆❧❣❤❡r♦✱ ■t❛❧②✱ ✷✵✵✻✳

❬❳❘❙✵✽❛❪ ❏✳ ❳✉✱ ▲✳ ❘❡❝❛❧❞❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✐❧✈❛✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❥♦✐♥ ❢r❡❡ t✐♠❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

P❡tr✐ ♥❡t s②st❡♠s ✉♥❞❡r ✐♥✜♥✐t❡ s❡r✈❡rs s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❉②♥❛♠✐❝

❙②st❡♠s✱ ✶✽✭✷✮ ✿✷✻✸✕✷✽✸✱ ✷✵✵✽✳

❬❳❘❙✵✽❜❪ ❏✳ ❳✉✱ ▲✳ ❘❡❝❛❧❞❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✐❧✈❛✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t✐♠❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❡tr✐

♥❡t s②st❡♠s ✉♥❞❡r ✐♥✜♥✐t❡ s❡r✈❡rs s❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❲♦r❧❞

❈♦♥❣r❡ss✳ ❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋❡❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✸✶✾✷✕✸✶✾✼✱

❙❡♦✉❧✱ ❑♦r❡❛✱ ✷✵✵✽✳

❬❨❛▲❆✾✻❪ ❑✳ ❨❛♠❛❧✐❞♦✉✱ ❏✳ ▼♦♦❞② ❛♥❞✳▼✳ ▲❡♠♠♦♥✱ ❛♥❞ P✳ ❆♥ts❛❦❧✐s✳ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧

♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✸✷✭✶✮ ✿✶✺✕✷✽✱ ✶✾✾✻✳

❬❨❘❈▲✵✸❛❪ ❍✳ ❨✉✱ ❆✳ ❘❡②❡s✱ ❙✳ ❈❛♥❣✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲❧♦②❞✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ P❡tr✐ ♥❡t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❆■

❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❤②❜r✐❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠s✲♣❛rt ■✳ P❡tr✐

♥❡t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝ s❡❛r❝❤✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱

✹✹✭✹✮ ✿✺✷✼✕✺✹✸✱ ✷✵✵✸✳

❬❨❘❈▲✵✸❜❪ ❍✳ ❨✉✱ ❆✳ ❘❡②❡s✱ ❙✳ ❈❛♥❣✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲❧♦②❞✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ P❡tr✐ ♥❡t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞

❆■✲❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❤②❜r✐❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠s✲♣❛rt ■■✳

❤❡✉r✐st✐❝ ❤②❜r✐❞ s❡❛r❝❤✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✹✹✭✹✮ ✿✺✹✺✕

✺✻✻✱ ✷✵✵✸✳

P❛❣❡ ✶✻✶





❘➱❙❯▼➱

❈
❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s

❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❞✐s❝r❡ts ❡t ❤②❜r✐❞❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❡①✲

t❡♥s✐♦♥s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❛❞ ❤♦❝✳

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡

st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡r✲

♠❡tt❡♥t ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✧❤✐❧❧ ❝❧✐♠❜✐♥❣✧ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♦❜t❡✲

♥✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳ ❊❧❧❡s ❛ss✉r❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs t♦✉t ❡♥

❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é✳

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝r❡ts t❡♠♣♦r✐sés ❡t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡

❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝✲

t✐✈❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t✳

❊♥✜♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ✐♥s✲

♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s

❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

▼♦t✲❝❧és ✿ ❙②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡✱ ❖♣t✐♠✐✲

s❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❙♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ❙t❛❜✐❧✐té✳

✶✻✸





❆❇❙❚❘❆❈❚

❚
❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s

♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝ ❡①t❡♥s✐♦♥s

♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts✳

❋♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❤❡r❡♥t t♦

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♠✲

♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤✐❧❧ ❝❧✐♠❜✐♥❣ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡❛❧✲t✐♠❡

❝♦♥tr♦❧ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡② ❧✐♠✐t ❛❝t✉❛t♦rs s♦❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠✳

❋♦r t✐♠❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛✲

❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤✱ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠✳

❋✐♥❛❧❧② ❢♦r ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❤②❜r✐❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐✲
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